ANNALI

MATEMATICA

PURA ED APPLICATA

GIA DIRETTI DA

FRANCESCO BRIOSCHI

e continuati dai professori:

Luigi Bianchi in Pisa Giuseppe Jung in Milano
Ulisse Dini in Pisa - Corrado Segre in Torino

Serie III. * Tomo XXIV.

]

MILANO

TIPO-LITOGRAFIA REBESCHINI DI TURATI E C.
OFFICINA CARTE VALORI

1915,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INDICE

DELLE MATERIE CONTENUTE NEL TOMO XXIV.® (SERIE TIL.%)

Sulla rappresentazione delle coppie di forme ternarie mediante somme di potenze di
forme lineari. — Alessandro Terracini.

Sulle trasformazioni delle superficie isoterme. — Pasqua,lp C’alapso .o

Sulle varieta algebriche a tre dimensioni a superficie-sezioni razionali. — Gino Fano.

Sulla varietd che rappresenta gli spazl subordinati di data dimensione, immersi in
uno spazio lineare. — Francesco Severi .o

Le corrispondenze [2, 2] fra curve algebriche. — Oscar Chzsmz

Opere matematiche di Luigi Cremona pubblicate sotto gli auspicii della R Accademla
dei Lincei (Recensione). — Federigo Enriques . .o .

Intorno ad alcuni concetti e teoremi fondamentali sui s1stem1 algehncl d1 curve d una
superficie algebrica. — Giacomo Albanese. . . .

Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali derivati per trasformazmne d1 Comhe—
scure dai sistemi a curvatura costante. — Luigi Bianchi. . . . . . . . .

Giovanni Ceva ed il suo carteggio inedito con Vincenzio Viviani. — Alberto Pascal .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

Paa.

159

935
987



Sulla rappresentazione delle coppie di forme
ternarie mediante somme di potenze di
forme lineari.

(Di Arrssaxpro TrRracIN @ Torino.)

1. Premettiamo, per maggior chiarezza, alcune considerazioni sulla
determinazione del minimo numevo b+ 1 tale, che la forma algebrica gene-
rale di grado # in 41 variabili omogenee si possa ridurre a una combi-
nazione lineare di h -1 potenze »n™™* di forme lineari nelle stesse variabili.

Dopo che T'esempio ormai classico addotto dal CLeEBscE — non potersi
ogni forma ternavia del quarto ordine esprimere come somma di H quarte
potenze di forme lineari —~ ebbe mostrato con quanta cautela si debba ado-
perare, anche in questa questione, il computo delle costanti, si riusel, intro-
ducendo in tal metodo il necessario rigore, o ricorrendo, caso per caso, ad
altre eonsiderazioni, a risolvere quel problema in alcuni casi particolari, 11
PavaTiNt (') poi pose il problema sotto una nuova forma che gli permise di
ritrovare i risultati noti insieme ad altri nuovi, tra cui quello, particolarmente
notevole, che per le forme ternarie, salvo le quadratiche e le biquadratiche,
& esatto il valore di 2+ 1 fornito dal computo delle costanti, Ma un’ulteriore
trasformazione del problema, come ora mostrero, ne agevola ancora notevol-
mente la trattazione.

Rappresentiamo linearmente, col 'PALATINI, la totalitd delle V7, di uno
S, nei punti di uno S,,, dove m = (T—L—n)— 1. In quello S, le Vi, di S,

costituite da uno S,_, contato » volte vengono a corrispondere ai punti di

(M) Sulla rappresentazione delle forme e in particolare della cubica quinaria con la somma
di potenze di forme lineari. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, t. 38 (1902); Sulla
rappresentazione delle forme ternarie medinnte la somma di potenze di forme lineari. Reund.
Lineei (V), t. 12 (1903).

Annali di Matematica, Serie {11, Tomo XXIV. 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



) Terracini: Sulla rappresentazione delle coppie di forme ternarie

una varietd U, di dimensione # e di ordine »". Allora, se I'equazione di una
Vr_, generica dello S, si pud ottenere annullando una somma di .-+1 po-
tenze #~™ di forme lineari, gli S, (4 1)-seganti della U, riempiono lo S,
e viceversa: I -1 dovra dunque intanto, come del resto «i ha anche subito
direttamente dal computo delle costanti, soddisfare alla:

(h+1)r+hg(”j") 1
da cui:

h_}_lENl_(n-Jrr‘). (1)
r—+1 r

Ora, se nello S, si assumono coordinate proiettive non omogenee di iper-
piano «,, «,,..., «,., le coordinate (proiettive omogenee) di un punto della U,
si ottengono, in un opportuno sistema di riferimento, facendo in tutti i modi
possibili i prodotti delle «, combinate tra loro con ripetizionean an, a n —1
a n—1, ecc.; e, daltra parte, se gli S, ( 4 1)-seganti della U, non riempiono
lo spazio ambiente, questo significa che, se si scelgono I -+ 1 qualsiansi si-
stemi di valori delle @, sempre e nulla (*) la matrice, nelle cui (b -+ 1) (r + 1)
colonne compaiono successivamente le coordinate degli I+ 1 punti della U,
corrispondenti a quegli I -1 sistemi di valori delle «, e le loro derivate ri-
spetto alle singole a dei varii sistemi. E questa condizione, che & pure suf-
ficiente, si pud allora interpretare, dicendo che in uno S, esiste una V7_, (ir-
riducibile o no) avente 1 -1 punti doppi in altrettanti punti generici dello
S, (°). Ma in tal caso (*) 41 S, tangenti generici della U, stanno in uno
spazio la cui dimensione, minore dell’ordinario, uguaglia la dimensione della
varietd ricoperta dagli S, (h <+ 1)-seganti della U, stessa, il quale spazio con-
tiene gli S, tangenti alla U, nei singoli punti di una sua varietd, almeno oc'
(contenente i punti di contatto di quegli 7 +1 S, tangenti); e percio se, per
I soddisfacente alla (1), esiste in S, una Vi_, avente 7 -1 punti doppi in
posizione generica, questa V7_, ha necessariamente una varietd doppia al-
meno oo' (contenente quegli b -1 punti). Concludendo:

(® Cfr. la mia Nota: Sulle Vi per cui lo varietc degli Sp(h - L)-seganti he dimensione
minore dell’ordinario. Rend. del Circ. di Palermo, t. XXXI (1911).

(®) It prof. Seere mi comunica che nel 1908-9 il dott. C. H. Sisam occupandosi di questo
argomento, in ricerche tuttora inedite, gli aveva esposto verbalmente questo stesso concetto.

(*) Op. cit. (?). Colgo quest’occasione per notare che nella formola (2) di quella Nota si
deve leggere = anziché =.
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mediante somme di potenze di forme lineari. 3

Condizione necessaria e sufficiente affinché Uequazione della Vi_, generale
di S, st possa esprimere annullando una combinazione lineare di h—+1 po-
tenze 0™ di forme lineari, & che h--1 soddisfaccia alla (1), e che in S, non
esista nessuna Vi_, avente h 1 punti doppi in alirettanti punti generici
dello S,. Qualora esistesse una V;_, soddisfacente a quesle condizioni, si puo
affermare a priovi che essa avrda una varieta alimeno o' di punti doppi (con-
tenente gli h—+ 1 punti imposti come tali).

.Come applicazione di questo risultato si ha subito, p. es., che, per le
forme biquadratiche di S,, S,, S,, i+ 1 vale rispettivamente 6, 10 e 15,
anziche 5, 9 e 14, come risulterebbe da un computo di costanti (poiche le
forme di second’ordine passanti per 5, 9, o 14 punti assegnati, contate due
volte, forniscono delle forme biquadratiche quali sono richieste dal prece-
dente enunciato; mentre tali forme vengono a mancare quando si acecresca
di un’unita il numero dei punti imposti come doppi; com’e chiaroin S,, e
come risulta in S, e in S,, p. es., assegnando 6, o 10 dei punti dati entro
uno S,, o entro uno S,). Cosi pure per le Vi di S, il fatto che non si puo
prendere per k-1 il valore 7, che & il minimo soddisfacente alla (1), risulta
dalla considerazione che, assegnati 7 punti generici in S,, la C* razionale
normale da essi definita & doppia per la Vi delle sue corde.

Anche 11 risultato del Pavarint sulle forme ternarie di grado qualuncque
si ottiene ora senza difficolta., Se infatti 21 =21, si verifica subito che il mi-

nimo valore v di i+ 1 soddisfacente alla (1) &, eccetto che per n =2, o 4,

L(1+3)
%

maggiore del numero di punti che servono a determinare una ',

cosiceche non esiste nessuna curva contenente v punti dati ad arbitrio, che,
contata due volte, costituisca o contribuisca a costituire una C* nelle con-
dizioni del precedente enunciato; e analogamente, se n =214 1, si verifica
che, per ogni valore di [, il minimo valore v di h--1 soddisfacente alla (1)
& sempre maggiore di l(l_;—j) .

2. Venendo ora al problema indicato nel titolo di questa Nota, appli-
cheremo un metodo analogo a quello del n.° 1 alla ricerca del minimo nu-
mero I -+ 1, tale che, in generale, due forme ternarie di grado » si possano
entrambe esprimere come combinazioni lineari delle potenze 7™ di h--1
forme lineari. £ noto (°) ¢he per le forme di grado 3 il risultato dato dal

(°) LonpoN, Ueber die Polarfiguren der ebenen Curven dritter Ordnung. Math. Ann., t. 30
(1890)," v. la pag. 530.
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L Terracini: Sulla rappresentazione delle coppie di forme lernarie

computo delle costanti (h 4-1=25) & errato; orbene io dimostrerd che per
tutti gli altri valori di = il computo delle costanti conduce invece ad un ri-
sultato esatto. :

Trattiamo per semplicitd il caso elementare di »==2; il ragionamento
ha pero valore geuerale. Consideriamo anzitutto in uno S;, dove si sia as-
sunto un sistema di coordinate proiettive omogenee ¢, un sistema oo’ di
piani definito, mediante i parametri variabili «, dalle formule:

Yi = (01, Byyerey @) 11 b, (X1, @ayerry @) 1
v (@, ®ayenn, X) (i=1, 2,..., 6).
Se, cio che in generale non avviene, per due punti generiei dello S, non

passa nessuno S, della oo, il sistema delle 12 equazioni nelle 12 incoguite
}’ s Yy Ay 1‘17 N3 Liy Lyyoeey Vg

|82

I

, 0)
, €)

y;—_‘)\ ai(w)+ - bi(w)+vci(m) (L 1’ s
#, = A a,(x)+ Mb, (x)+ Nc,(x) (i=1, 2,...

Lo

l

non ammette, per valori generici delle y e delle 2, nessuna soluzione, e vI-

ceversa; e affinché cio si verifichi & necessario e sufficiente che (posto

ai? (@) :&g,élm_) , ecc.) il determinante:

Booer 000 0 2ad (@) +pbP @) Fved (@), A aP (1) + 5 b0 (@) +v P (@)
b, ¢, 0 O La (x) 4w b () +v e (). .k af (@) + p b (x) v ¢ ()
b, ¢ 0 0 O

b, ¢, 0 0 O .

b, ¢, O 0O O . . . . . .. 0L
by ¢ 0 0 0 2ad(z)+4 v b0 @)+ v () ... % ad (@) p b (x)+ v ¢ (@)
0 0 a b ¢ Aa(w)+ DMbO(x)4+Ncp (x)... 4aP (@)D (x) + NP (x)
0 0 @ by o Aaf @)+ I0Y@)F Nep @) 4 () MY (@) 4+ Nef (@)
0 0 a; by ¢, . « o . . . . ...,

0 0 a, b, c,

0 0 a, b, ¢, ... . . . e e e e e
00 as b e AdaP(x)4 DY () + NP (x)... 4 aP ()4 MY () + N (),
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tediante sonune di potenze di forime linewri.

ot

sia Identicamente nullo. Supponiamo ora che il sistema di piani considerato
sia il sistema dei piani trisecanti la varietd Uintrodotta nel n.° 1, per =2,
n=2 (attualmente dunque la superticie di Verongsg); cosicche potremo as-
sumere le funzioni a@,, a,,..., a, uguali rispettivamente a «?, a3, ®,a,, @,
®,, 1; e le b e le ¢ ordinatamente eguali alle stesse funzioni di due altre
coppie di variabili, siano rispettivamente «',, «’,; «”,, «”,. La questione se
per una coppia di forme quadratiche ternarie sia b -1 =23 si traduce allora
nell’altra, se non sia identicamente nullo il determinante :

a, (x) a, (&) a, (x") 0 0 0 7\3“1(90) xaa,l(w) da, () {&a( 8] 8[1( ) &(l( ")

dwx, ow, i ox, 3 o, dx”, dx’,
, ” da, (x) (7 a, (x)
a, (z) a, (@) a, (x") 0 * 0 0 p} 9, 3 e
a; () as{x) a,(x") 0 0 -0 % 9a, (@)
Jox,
. " da, (x
a,(x) a,(x) a,(x") 0 0 0 ) 04001 )
as () a, (@) a, (@) 0 0 0 2 3%@) .
@,
, das(x) .d0a,(x) day(@) da,(x) da,(x) da (_
ag () g (x) a;(x”) 0 0 0 A «96901 A £ T 2 o, y 20 ma
: , n L, oa (x) &a,(ac da, () | 0&1(90 Lda, (®") da (x)
0 0 0 a, (x) a, (x) a, (") 4 7z, 9z, M e M rd N Era N ra
’ " a a, (w\) (9 a/2 (m)
0 0 0 a, (x) a, (@) a, (x") 4 32931 A 7.
n o 005 (@
0 0 0 - a,(x) a, (@) a, (x") A—%(—) :
wl
. . da, (v
00 0 a@ @) aE) 4280
L
. " o,
0 0 0 a, (%) a; (@) a; (2" /t—%—(x—) .
€,
, w L 0a(x) L dag(®) 0a, (@) L das(x)  8ag(x") Oas (@)
0 0 0 a, (a’;) Oy (.’I)) a, (.’I} ) A oz, A o, M Ja, M 3 x,2—~ N P N P
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6 Terracini: Sulla rappresentazione delle coppie di forme ternarie

Ora il supporre identicamente nullo questo determinante equivale al sup-
porre che, date ad arbitvio le A, p, v, 4, M, N, e le x, o, 2", esistano 12
quantitd p., Poyeey Doy Qiy Goye-oy G, o1 tutte nulle, tali che coesistano le
equazioni :

Ypia.(x)=Yp.a (@) =Xp o x)=Yq¢a, (v)=
=Y (@) =Yqa (0)=0;

d a, (x) _0-
e ’ (i

S0 gy " fi) S 0p A g) S

X 6+ 0 0) 20— 3 o+ ) 25D — 0

aa (w

YO+ Ng) —— (vp,+Mz)——q

l

e percio ancora (ove sitenga presente il significato delle funzioni a) equivale
al supporre che, dati ad arbitrio tre punti di un piano 4, B, C, esistano due
coniche passanti per essi, siano o e ¢, tali che nel sistema lineare da esse
determinato vi siano tre coniche, «, £, y, aventi rispettivamente un puunto
doppio in A, in B, in C, e che i coefficienti delle combinazioni lineari di ¢
e ¢ che, uguagliate a zero, rappresentano «, f e y siano numeri dati a priori
(quest'ultima condizione sarebbe attualmente una conseguenza delle pre-
cedenti, le quali d’altra parte non possono, come e evidente, essere ve-
rificate).

Counsiderazioni del tutto analoghe a quelle sviluppate si possono ripetere
non solo per una coppia di forme ternarie di grado qualunque, ma anche,
pitt in generale, per un sistema di p + 1 forme di grado » in » -1 variabili
omogenee, cosicche si pud Intanto concludere: A

Condizione necessaria e sufficiente affinché in generale le equazioni di
p-+ 1 V,_ di 8, si possano rappresentare annullando altrettante combinazioni
lineari delle n=" potenze delle stesse h -~ 1 forme lineari, & che sia :

h4+1 ==

p1 (n+1') ’ 3)

¥ +p -+1 r
e che, presi h+ 1 punti generici delle S,, A,, A,,..., A,,,, 1oi esistano

p+1Vi_ passanti per quegli h 1 punti, e tali che h -1 loro combinazioni
lineari, con coefficienti assegnati, rappresentino ordinatamente delle Vi_,,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



mediante somme di polenze di forme lineari.

~1

siano I, Iy,..., I',., tali a lor volta che la I, abbia un punto doppio in
d,G=12,..., 1) (").

Ritornando ora a una coppia di forme ternarie, continuiamo a ragionare
sul caso particolare di 22 = 2. Consideriamo allora in uno S,, la V, definita

\

(il] variare di «,, «, e di 7) ponendo le prime 6 coordinate omogenee di

un suo punto variabile uguali ordinatamente alle funzioni X a, (x), e le altre 6
a A a,(x); siverifica subito che la condizione affinché gli S, trisecanti questa
V, non riempiano lo spazio ambiente coincide coll’annullarsi identico del
determinante (2); cosicché anche ora la stessa proprietd delle varield i cui
S, (h 4+ 1)-seganti non riempiono lo spazio ambiente, di cui gid ci siamo ser-
viti nel n.° 1 (immediatamente prima di giungere all’enunciato di guel nu-
mero), ¢l permette di asserire che, qualora il determinante (2) fosse identi-
camente nullo, esisterebhero, fissali in modo arbitrario i valori di 4, p., v, A,

R . .. . N O w
M, N e delle «, 2/, ", almeno oo' sistemi di valori delle variabili o1 &

x”,, tall da annullare la matrice ottenuta dalla (2) coll'aggiunta delle quattro
nuove colonne:

(®) Da questo risultato segue facilmente, p. es., che per tre quadriche di S; non si puo pren-
dere 4+ 1=75, come mostrd per primo il DArRBoUX (Swur les systémos linéaires de coniques
et de surfaces du second ordre, Bull. des Sciences Math., t. 1 (1870)). Infatti siano dati 5 punti
generici di S, 4,, 4,, 43, 4, e 4,; e 5 elementi di una forma di 2.% specie, p. es. b punti
di un piano, in posizione generica, B,, B,, By, B,, B;. Si costruisca allora il cono di ver-
tice 4, e passante per 4,, 45, 4,, 45, tale che su di esso la quaterna di generatrici 4, 4,,
A, Ag, Ay 4,, A, 4, sia proiettiva alla quaterna di rette B, B,, B, B;, B, B,, B, By, cono che
taglia il cono di vertice 4, costruito in modo analogo, oltre che nella retta 4, 4,, in una
cubica sghemba passante pei b punti 4: orhene entro la rete delle quadriche che contengono
(questa cubica i 5 coni aventi i vertici nei punti 4 forimano una quintupla proiettiva a quelle
dei punti B. E poiché questi erano punti arbitrarii di un piano, segue la proprietd enun-
ciata. Nella stessa Nota citata il DArRBoux aveva anche affermato che, per quattro quadriche,
non si pud prendere k4 1=6: ma sarebbe facile dedurre dal teorema del testo che il va-
lore I +1 =106 & invece esatto. Questa affermazione del resto & suffragata dalle ricerche geo-
metriche del RuYE (Ueber lineare Systeme und Gewebe von Flichen zweiten Grades, Journ, fiir
Math., t. 82, 1877), che affermano l’esistenza di un esaedro polare comune a quattro qua-
driche. :
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8 Terracini: Sulla rappresentazione delle coppie di forme ternarie

@, (x") 0 ~ a—glp('ilw) i} (9_3‘90(#
TERRIRREE gy
ac(x")y 0 ﬁagc ;w) ﬁ agx(w)
U a, (x") ° 2490 (//9,‘:'”/) P g 4OG(Z(;’)
0 a, (@) HQ%‘;WLI"') E) g w(gi)

E interpretando I'anuullarsi di questa matrice come gia abbiamo inter-
pretato Pannullarsi del determinante (2), otterremo che nel fascio di coniche
definito dalle ¢, ¢ sopra considerate, non solo le e, §, ¥ sarebbero dotate di
un punto doppio, ma anche una conica generica del fascio avrebbe (almeno)
un punto doppio variabile; oppure le «, , v avrebbero ciascuna una com-
ponente doppia passante rispettivamente per 4, B, C (7).

(") La prima alternativa non si verificherehbbe (quando, in generale, nei sistemi almeno

] T " " . . T . . .
ool | ;0 a1, &) sopra congiderati pp 'on assumesse c¢he un gruppo discreto di valori. Ma
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mediante somme di potenze di forme lineari. 9

Pertanto, estendendo le precedenti considerazioni al caso di » qualunque,
e tenendo conto dell’ultimo enunciato, siamo condotli alla seguente questione:

. .. . ) .- (42
detto B+ 1 il minimo intero non minore di (i%}—_l———)

hal— (n4+-1)(n+2+2
4

&, o non & divisibile per 4, fissiamo in un piano k-1 punti generici 4,,
Ayyeery A, : per quali valori di » avviene che esistano 741 curve d’or-
dine 2, ¢, 9sy..., P1p1, aventi ordinatamente un punto doppio in ciascuno
dei punti 4 e passanti per gli aliri, in modo da appartenere a un fascio e
da formare entro questo fascio una (k -- 1) proiettiva a una arbitrariamente
data? Se questo ¢ possibile, dovra avvenire in uno dei modi seguenti:

a) La curva generica del fascio ha un punto doppio variabile: il fascio
ha una curva base passante pei punli 4. Se m & l'ordine di questa curva,

sm(m—+-3)  (n4-1)(n+2)+ 2
2 4

, cioé posto

%, dove ¢ =0, oppure 1 secondocheé (n—1) (n+2)

sara : 1 resti delle eurve del fascio saranno

delle ¢"™ appartenenti ad un fascio, e le curve di questo fascio passanti
pei singoli punti 4 dovranno formare una (b -+ 1)*™ proiettiva a una arbi-
trariamente data. Ora, poicheé i fasei di C*™" formano una totalitd di dimen-
sione (1 -—m) (n —m -4 3) — 2, affinché cid sia possibile dovra essere:

(1w —m) (n —m—+3)

_’Qé(z;+1)(;a;~@)+gs~3 @

. “ . . ~ T v .
allora, poiché sulla 7, considerata nel testo la varietd almeno ool (I_I y X7y, ac"’g) contiene
. B ° N

p. es. il punto (j’ ., xz), su quella varietd sarebbe, in un conveniente intorno di que-

. 2
st'ultimo punto %:7; donde si conclude che la curva del fascio (¢ ¥) corrispondente al
valore % del parametro conterrebbe effeitivamente, come abbiamo affermato 11'ella seconda

alternativa, una parte doppia passante pel punto 4 (x,, x,). Quanto alla variabilita del punto
doppio che abbiamo affermata nella prima alternativa, essa risulta dalla considerazione che,
se cosi non fosse, si dovrebbe concludere I'esistenza di una conica avente tre punti doppii
in posizione arbitraria. Avvertiamo poi che in seguito ci limitiamo all’ipotesi che la varieta

(ﬁ , &y, x”’g) sia oo! e non pilt ampia; questa seconda ipotesi, come si vede facilmente, con-

durrebbe sempre a un assurdo.

1o

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV.
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10 Terracini: Sulle rappresentazione delle coppie di forme lernarie, ecc.

relazione che, sommata a membro e membro colla:

a9 3 7
SM’—’ﬁ;“ﬂEI[(1z+1)(fz+@)+QsJ,

porge successivamente:

. .
5 3
(2m“‘—@mn—i—@mél—}‘Qa>0,
n-+3
n—- 1 < —»:‘)_ .

(n+3) (n-18)

Quindi il primo membro della (4) & pit piceolo di

2 -
. . . . (n4-1)(n4+2) . TN A
mentre il secondo & non minore di L+—)4Fj—~—) — 3; cosicché la (%) &

impossibile per n>>3. Siamo cosi ricondotti alla coppia di cubiche ternarie,
per cui gid sappiamo che &1 vale 6 anziche b.

b) La curva 9, ha una parte doppia contenente il punto 4;. Ma allora
seguirebbe (*) che vi dovrebbe essere una componente doppia, passante per
tutti i punti 4, comune alle curve del fascio, il che & da escludersi.

Abbiamo cosi dimostrato :
Salvo che per n =3, due forme ternarie di grado n si possono in generale
esprimere comne combinazioni lineari delle potenze n™™° delle slesse

(n+1)(n+2)+2¢
4t ,

.

forme lineari, dove ¢ vale 1 per n=0, 1 (mod. &) e vale zero negli altri casi.

(®) Poiché in un fascio di eurve d’ordine #, senza componente doppia comune, ¢ impos-
sibile che % 4 1 curve abbiano una parte doppia (dove h ha il valore indicato nel testo): si
seghi infatti il fascio con una retta, su cui i avra una certa involuzione, ecc.
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Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

(Di PasquaLe Cavapso, a Palermo.)

PREFAZIONE.

Fin da quando studiai per la prima volta il problema delle superficie
isoterme (*), osservai una nuova trasformazione per queste superficie che mi
si presentd nel seguente modo:

Siano «,, ¥., 2, le coordinate di un punto mobile sopra una superficie
isoterma I, riferita alle sue linee di curvatura (u, v); e siano rispettiva-
mente : .

X,, Y,, Z i coseni direttori della tangente alla linea v,
X,, Y,, Z, i coseni direttori della tangente alla linea w,
X,, Y,, Z, i coseni direttori della normale alla superficie.

Indicando con
’ ds* =e* (duw +dv’) ()

Ielemento lineare della superficie I e con r,, r, i raggi principali di curva-
tura, si hanno le formole note

%:e‘l’xj %&::BQXZ

0X, 99 ey X, 99

duw &szarz X dv —é’_dXZ B
6X2:&'9X X, 99 _e‘PX (B)
du  dv ! v du”"' oy, TP

o X, ey 8X3_e‘ﬁ

810—72‘)&‘ dv X,

(*) CarLapso, Sulle superficie a linee di curvatura isoterme [Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo, t. XVII, p. 275]. )
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12 Calapso: Sulle trasforimazioni delle superficie isoterme.

in cui le funzioni ¢, r,, 7, soddisfano all’equazione di Gavss e di Copazzi,
cioe :
oo e

W+ ‘+r,r2 =0 -

9 (e e do

&v(r_g)_rl dv (€)
9 i”’)_ &9y

du T r, fu

lo ho attaccato direttamente l'integrazione di questo sistema introdu-
cendo due funzioni ausiliarie o, Q con la posizione

er 1 ey 1
;2‘2—‘ﬁ(°’+9), le_ﬁ(“)"ﬂ)- ()

La funzione @ & invariante della superficie I rispetto alle inversioni di

potenza = — 1; ho trovato allora per la funzione @ 'equazione differenziale
alle derivate parziali di quarto ordine
& (1 &a o (1 & o . \
W(ﬁa—uav)+W(muav)+auau(“)—0~ (E)

Ho introdotto altresi un secondo invariante della superficie I rispetto
alle inversioni, cio@

Fo & d 4 ¢\*
T 0 (53)+(&1’;)—w=71 (E)
;f
Ho allora osservato Vesistenza di una nuova superficie isoterma I,, per
la quale gl'invarianti sono
Q, J+2m,
con m costante arbitraria. o
La determinazione della superficie I, si compie mediante l'integrazione

del sistema completo

8 T a1
_ 02 __9 _ 9,
au (a%) ( ) Q=9 —200) - (J+2m)
e 0torT 2 90 :
9 hER
“dudv Qauav Q dudv (¥)
3=
9602 ( (O — 91 4-200,) 4 (J+2m)
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterie. 13

09, 00 o=

Tu w5y 2

00, o0 _ . o5 | (@)
B0 Tow Wy

nelle funzioni incognite = e Q,; 'elemento lineare della I, &

e¥ (dw’ + dv*), (H)
e 1 raggl principali di eurvatura sono
ev 1 e? 1
T = = 'Ql Q, T = T = QI—Q I{
=@, L= @) (K)

Nelle formole relative alla superficie 1, si hanno quattro costanti arbi-
trarie: una e la costante m che esplicitamente comparisce nelle equazioni (I)
e (G), e le altre tre vengono introdotte dall’integrazione.

Precisamente nel passaggio dalla superficie isoterma I alla superficie iso-
terma I, consiste la trasformazione da me osservata e indicata con C,; essa
non & riducibile ad una inversione perché, fino a tanto che m & diverso da
zero, altera l'invariante I; non & riducibile ad una trasformazione di CHRI-
STOFFEL perche quest'ultima cambia la funzione Q; non & nemmeno riduci-
bile ad una D, percheé quest’ultima trasforma appunto la funzione Q nella
funzione 0, proveniente dallintegrazione del sistema (F)(G) con m =|- 0.

La medesima trasformazione fu da me osservata una seconda volta in
una Memoria posteriore (*) studiando una notevole classe di superficie, che
per un teorema di GuicHARD si connette con la teoria delle superficie iso-
terme. ‘

La superficie generica () della classe in discorso & definita dalla se-
guente proprietd caratteristica:

« Il existe une surface (N’) ayant méme image sphérique de ses lignes de
courbure que la surface (N), et telle que si r, et r, sont les rayons de cour-
bure pincipaux de (N), #, et », les rayons correspondantes de (N'), on ait

7, ¥, +r, ¥, = const,,

la constante n’étant pas nulle ».

(*) Carapso, Alcune superficie di Guichard e le relative trasformazioné |[Aunnali di Mate-
matica, 1. XI della serie III, pag. 201 e seguenti].
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1% Calapso: Sulle trasformnazioni delle superficie isoternie.

Il teorema di GuicHarp che connette la teoria di queste superficie con
la teoria delle superficie isoterme, pud enunciarsi nel modo seguente:

Data una superficie (N) si possono determinare oo® congruenze armoniche
alle linee di curvaltura di (N) tali che le tangenti isotrope alla superficie nel
punto N incontrino il raggio della congruenza in punti A,, A, che descrivono
due superficie isoterme I, 1, corrispondentisi per inviluppo di sfere. Inversa-
mente partendo dalle superficie I ed I, e considerando la congruenza descrilta
dalla congiungente i punti 4,, A, che si corrispondone in 1 e 1,, si ha una
congruenza ciclica; il centro del circolo é il punto medio di A, A, ed il raggio

e , S . ,
¢ 5 A, Ay; le superficie ortogonali ai circoli sono tulte superficie (N) le cui tan-

genti isotrope passano per i punti A, e A,.

Nel presente lavoro allo scopo di studiare a fondo la trastormazione C,
¢ fatto un breve ritorno al citato teorema di GuicHarp, in guisa da ottenere
il passaggio dalla superficie isoterma I alla superficie isoterma I, nella forma
data da Darsoux (*).

Le formole generali della trasformazione D,, si deducono pure dalle equa-
zioni (K), (G); cioe: partiamo da una superficie isoterma I ed integriamo il
sistema completo (F) (G); ponendo

do O«
f= (=T » —_— T
v=er h=e (c’:‘u 81:)

d9 J~ 1

=72 7). y=eT— (Q, —
u=e (81} 30), w=e 02( , — @)
’__7\2—}—}/.2-{—10?
T Qm ¢

otteniamo wn sistema di funzioni trasformatrici. Inversamente determinato wun

sisteina di funzioni trasformatrici se mne deduce una soluzione del sistema
(1), (G) ponendo

w
= 5 O, =042 3

Dopo questo teorema si vede intimamente la natura della trasformazione
C,; invero partendo da una superficie I e da un sistema di funzioni trasfor-

(*) Sur les surfaces isothermiques. Aunales scientifiques de l'école normale supérieure,
t. XVI, troisiéme série, pag. 491 e seguenti. — Vedasi anche Brancui, dnnali di Matema-
tica, t. XI della serie 1II, pag. 93 e seguenti.
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Calapso: Sulle trasforimazioni delle superficie isoterme.

T
ot

matriei ad essa relative, la superficie isoterma I, rimane determinata dall’e-
lemento lineare

e¥ (duw’ 4 dv?), (e’f - -ii)

e dalle espressioni dei raggi di curvatura

et e¥ e’

= 1

r ’) /3 0 14}

e’ ey ey
= —— 0

7", r, U

Si vede ciod che la C, ¢ quella stessa ritrovata dal Braxcar nel 1905 (¥),
e indicata dall’autore con 7,.

[noltre occorre fare una osservazione.
Denotando con ¢,, +,, #’; gli elementi relativi alla superficie isoterma I,,

. .o, et er . .
le espressioni precedenti di 7 © s SLpossono scrivere

2 ¥ 1

9 e’ ( P e‘/’) (e‘ﬁl e‘l’l) \
2 —5= — )=
T, ¥ L e Ty }

e efﬁ) ( e e

(L)

' ¥,
segue che nola una superficie 1, legata alla I per trasformazione D, la su-
perficie I, é perfettamente individuata di forma. Di pii scambiando tra loro
I ed I,, la superficie I, si cambia nella sua trasformata di Christoffel (**).
Stabilite cosi le proprietd fondamentali della trasformazione C,, viene
ripreso il teorema di GuicHARD con la considerazione seguente.
Indichiamo con
dss=Edn -+ Gd*

I'elemento lineare di una superficie (), e consideriamo due superficie iso-
terme I, I, che si deducono dalla prima col teorema di GuicHARD; conside-
riamo inoltre la superficie I, che si deduce dalla coppia I ed I, mediante

le (L); si presenta allora il problema di passare dalla superficie I, alla su-
perficie (V). :

(*) Complementi alle ricerche sulle superficie isoterme. Annali di Matematiea, t. XTI della
serie III, pag. 19 e seguenti.

(**) Questo teorema trovasi enunciato unella Memoria del BiancHr ora citata a pag. 25.
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16 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

Posto allora
teh 6§ = \lé—
VG

st ha per la funzione 0 il sistema simultaneo illimitatamente integrabile

o6 dT er
o’ — —_ coshn &
c?n+zc91) cosh ",
.06 o er
zav—}— &n—senh() 1”",

Queste formole rappresentano per sé sole una trasformazione che fa
passare da una nota superficie isoterma I, ad infinite superficie N, tali che

VE

'\/G

= tgh 0.

Questa trasformazione, da non confondersi con la trasformazione data
dal teorema di GuicHARD, & qui detta trasformazione di Brancrr generaliz-
zata; perche se si assume come superficie I, una superficie a curvatura media
costante essa si riduce ad una trasformazione di Braxcwhi.

La trasformazione di Brancar generalizzata si conuette con la trasforma-
zione singolare D,, dicui & la componente elementare; sussiste cioé il teorema:

Se due superficie isolerme sono legate tra loro dalla trasformazione D,
esiste una superficie (N) legata rispettivamente alle prime per trasformazioni
di Bianchi immaginarie coniugate.

Questo teorema conduce all’espressione in termini finiti dell’integrale
generale del sistema precedente nella funzione 0; cioé se della superficie iso-
terma I, si conoscono i coseni diretlori

'X” Irl/ Z//
1 1 1
2 \d 1/2 )v 7/2 Zu2

s vl "
X' Y, 24

degli spigoli del triedro principale, Uespressione piit generale di 6 ¢ data dalle

formole .
a }(//1 _+_ b)vnl + CZ//1
aX'y+bY "+,

a X//2 + byr/2 + CZ”Q
aX',+bY",+cZ, ’

senh § =

i cosh 6 =
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Calapso: Sulle trasformaziont delle superficie isoferme. 17

in cui a, b, ¢c sono costanti arbitrarie soggette alla condizione
&+ b+ =0
Stabilite cosi le proprietd generali delle suddette trasformazioni, vengono
sviluppate alcune applicazioni alle superficie minime.
Si perviene allora ai seguenti teoremi:

Uno trasformata di Darboux di una superficie minima, quando non &
swperficie minima, é associata al paraboloide

Im (y* +2°)+owy +iwe—Lbax=0.

Inversamente, fra le trasformate di Darboux di una superficie isoferma
associate o questo paraboloide vi é sempre una ed una sola superficie minima.

La trasformazione di Brancui generalizzata nel caso delle superficie mi-
nime ha la forma

48 0o
m—l—/l/b—/v‘—e ¢ coslif
.00 do

- T —pPy
T, = senh 9.

1 aedu allora per €0 uazione
Si deduce allora per § I'eq

80  8°6
o1 9%

ou* = 90’ ,

la quale earatterizza il primo invariante della superficie N che si deduce da

una superficie minima per trasformazione di Brancri, 11 secondo invariante

di una siffatta superficie N, rigpetto alle inversioni di potenza = —1, ha
Pespressione :
. 1 o' 6
~ senhfcoshd du’
1 8 0

= " senhfcoshf @t

Esaminando poi il caso di due superficie minime I ed I, legate dalla
trasformazione D,,, vengono considerate le superficie minime S ed §, rispet-
tivamente coniugate alle prime (¥). Esse sono le falde focali di una con-
gruenza W.

(*) Biaxcui, Lezioni di geometria differenziale, vol. II, § 351,

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV. 3
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

Sulle superficie S ed S, si corrispondono oltre ai sistemi coniugati anche
i sistemi ortogonali ed in particolare si corrispondono pure le linee di cur-
vatura.

Siffatte congruenze, dette di THYBAUT, sono le sole congruenze W le cui
falde focali sono superficie minime.

Vengono qui stabiliti due teoremi sulle congruenze di THYBAUT; cio@:

Se P e P’ é una coppia qualungue di punti corrispondenti nelle due falde
focali di una congruenza di Thybaut, Uangolo della retta PP’ con la linea
di curvatura « nel punto P eguaglia Uangolo della medesima con la linea
di curvatura B nel punto P'.

La distanza focale t e Uangolo w dei piani focali relativi ad una con-
grienza di Thybant sono legati dalle relazione

1 0 .
t= - tag Ch (m = cost.).

Se si escludono le congruenze le cui sviluppabili tagliano le superficie
focali lungo le linee di curvatura, si pud affermare che 1 teoremi enunciati
unitamente alla condizione che sulle superficie foeali le linee di curvatura
si corrispondono, contengono proprietd caratteristiche delle congruenze di
THYBAUT; ciog:

Una congruenza sulle cui falde focali S ed S’ si corrispondono le linee
di curvatura o, 2, tale che Uangolo d’inclinazione del raggio sulla linea « in
unr punto qualungue di S equaglia Uangolo d’inclinazione del raggio sulla linea {
nel punto corrispondente di S’y é una congruenza di Thybaut.

Una congruenza sulle cui falde focali si corrispondono le linee di curra-

tura ed in cui la distanza focale e Uangolo dei piani focali sono legati dalla
relazione

N . .
5’ (m costante arbitraria)
-

¢ una congruenza di Thybawdl.

Nella presente Memoria sono soltanto dimostrati i due primi teoremi;
la dimostrazione dei due ultimi verra da me fatta in una nota a parte de-
stinata alle congruenze di THYBAUT.

Infine vengono sviluppate alcune applicazioni alle superficie a curvatura
media costante, in cui si perviene ai teoremi seguenti:

Una trasformata di Darbour di una superficie a curvatura media co-
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterne. 19

stante, quando non é a curvalura media costante, & isoterma speciale della
classe

((2 m -+ ;—, wm, — M, %—Qm)-

Inversamente, fra le trasformate di Darboux di una superficie isoterma
speciale di questa classe, vi é sempre una ed una sola superficie a curvatura
media costante.

La trasformazione di Bianchi generalizzata assume nel caso attuale due
differenti aspetti secondo che si prende

ev e’
— =coshg, — =senhe
7 75

oppure
e? _ e?
—=gsenh g, — =-cosho.
7 Ty

N

Nel primo caso & una trasformazione di Brancur propriamente deita e
la superficie N che si deduce & a curvatura totale costante.
Nel secondo caso la superficie N & caratterizzata dall’equazione diffe-
renziale
0 90 .
3+ 5 —senh 6 cosh§ =0 M
6u‘+6v‘ (B)
a cul deve soddisfare la funzione 6; il secondo invariante della superficie ha
Pespressione
o 1 o0
" senh®cosh6 dw’

_ v ek
" senh0coshb 9

w

1
9

+

1
5

E utile osservare che quando la funzione § & reale, le superficie N sono
pure reali; questo fatto c1 da una nuova interpretazione dell’equazione (M)
dal punto di vista reale.

Un’altra interpretazione della medesima & nota dalle ricerche del Biancui
intorno alla regione ideale del paraboloide ellittico (¥).

(*) BrancHi, Lezioni di geometria differenzicle, vol. 111, pag. 267.
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20 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

Venendo poi alla trasformazione C, abbhiamo i seguenti teoremi:
La trasformazione C, congic una superficie a curvatura media costante
(uguale +1) in una superficie isotermma speciale della classe

1 1
(§ —2m, 0, mec, Z) ;

con ¢ costante arbitraria.

Inversamente, una superficie isoterma speciale di quesla classe s$i puo
sempre considerare come ottenuia da una superficie a curvatura media costante
(=1) per trasformazione C, ed in una sola maniera.

Un caso particolare notevole si ha considerando due superticie I ed I,

a curvatura media costante, legate dalla trasformazione D, ; la corrispondente
superficie 1, & in questo caso della classe

1 1y
(g—em, 0, 0, I)’

che rientra nel tipo precedente per ¢ = 0. La superficie I, & associata ad
una quadrica di rotazione; vi corrisponde per un teorema di GUICHARD una
terza superficie a curvatura media costante, legata alle superficie I ed I, per
trasformazioni di BiaNcHI immaginarie coniugate.

Adunque in questo caso particolare la considerazione della trasforma-
zione C, conduce alla decomposizione di una trasformazione di GuicHARD (¥)
nelle componenti elementari di Bisncar

§ 1.
IL TEOREMA DI GUICHARD.

Ricordiamo che se @, y, z sono le coordinate di un punto di una su-
perficie (N) ed X, YO, Z® i coseni direttori dei tre spigoli del triedro
principale, hanno luogo le relazioni

ox ox
& ve X £ oo L Xo
8u_e senh §. X©, 20 =" cosh 6, X (I

(*) Sur la déformation des quadriques de révolution ; Comptes Rendus, anno 1899, t. 128,
pag. 232. '
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7 (0) z
% = —-[(tgh H 9% + 9 0) X - (cosh ) 4+ H senh ) XV

©
2 (coth 00549 6)X“”
9 X‘(zo) . ‘ 0 E oh ” )
X _(tgllﬂﬁ-ﬁ-—)lx 1
0XP (coth 095 +3 b X+ (senh 6 4+ Hcosh 6) X© v
(9 v Ju au
©)
a(;Yzz = — (cosh 6 4 H senh 6) X©
©)
‘98X; = — (senh 6 4+ H cosh 0) X{*,

in cui £ 6, H sono una soluzione qualunque delle equazioni

0H 3 ¢9H_ 3 \
ﬁ_(rl+ coth 9)7, o = (H - tgh 0)
o' 0 ¢ L0tk 1 9642 ’
ou’ 00 o senh 6 o ow (1)
1 96 0%& - \
-+ —+ (cosh 6 4~ H senh 0) (senh 9 + H cosh 8) = 0.

cosh™® 5w o

Ricordiamo inoltre che la funzione 6 & invariante della superficie ()
rispetto alle inversioni di potenza eguale a —1; il secondo invariante W
della superficie () & legato alla funzione 6 mediante le relazioni

A A 1 6606

du  cosh’0 du ou’ +senh 20 9u 9o’
1 80 o0
T senhfcosh® dude - > tghd du w @
ow_ 1 ebeth 1 0006, | )
dv  cosh®*09vdu* senh’d dvw o’
1 89 |

+

40
—9 — W.
senh 0 coshh du’ dv coth 8 v W

Viceversa se queste equazioni nella funzione incognita W ammettono

una soluzione comune, la funzione 8 si pud assumere come invariante fon-
damentale di una superficie (N).
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22 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolerme.

Se ¢ & una soluzione qualunque del sistema (illimitatamente integrabile)

o9 , ;06 5 itoh e d6

&u—}—zﬂ———benhecosh(go——,)—»tbheav— \
~%e‘IJ—E(H2selxllﬁ—§—92Hcos116)

do 810 d¢ (3)

e +&7¢ = cosh 6 senh (p — g) — coth on —+

- é’ er=% (H* cosh § -+ 2 H senh 6), /
le equazioni .
@, =x -+ e (XO 4+ i X©)
o=y 4 e (YO+iYQ) (4)
2, =2 e (Z0 +i ZP)

danno una superficie isoterma I, riferita alle linee di curvatura, derivata
dalla superficie NV per trasformazione @ (¥).
Denotando come precedentemente con
(‘Yl) )vl, Zl); (X‘l, 1729 ZZ); (‘Y37 1757 ZS)

i coseni direttori degli spigoli del triedro principale relativo alla superticie 7,
le relazioni che legano X;, Y,, Z, con X{, Y, Z{® si possono scrivere nel
seguente modo : '

XO = — [senh 9 senh (¢ — 2) >—}~ % ev—* (H* senh § + 2 H cosh 6)] X, — \

!

— [coshe senh (o — 2) - —017 ¢v—5 (H* cosh 0 -2 H senh G)J X, —

1 . p
— l§ e9—¢ H — cosh (p — ;)] X,

XO=_4 [senh fcosh (o —§) 4~ % ev—¢ (H* senh 6 ++ 2 H cosh B)J X, + ()

+ [(:osh 6 cosh (9 — &) -+ 37 e?=% (H* cosh -2 H senh 6)] X, —
1 £ 17 .
—1 [§ ev—s H* — senh (p — g)} X;. /

X = (cosh b+ Hsenh0)X, + i (senh 6 + Hcosh#) X, + HX, i

(*) Vedasi la mia citata Memoria, pag. 22%.
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolerme. 23

ed i raggi di curvatura della superﬁcie I hanno le espressioni

e 1 er=t

Ty = senlif 6’1 —%—coeh (p—5— 2 4 ()
e i 1 fﬂ—E L

. 'cosht c9 + senh (p—2) — :

La superficie I ¢ ottenuta come luogo di un punto 4, situato su una
tangente isotropa della superficie (V); una seconda superficie isoterma 7, si
puo ottenere come luogo di un punto 4, situato sull’altra tangente isotropa
della superficie (V).

Basta assumere una soluzione del sistema (pure illimitatamente infe-

grabile)
dp, .06 ‘ . a9t \
au " '2p = senh 9 cosh (¢, — &) + i tgh 8 75+
—+ % en:=¢ (H* senh § 4 2 H cosh 6)
a o (7)
"P‘ + +—— = — cosh 6 senh (9, — %) — coth 8 °s .
ou
— % e?~% (H* cosh 6 + 2 H senh 6)
e porre

@y =@ — e (XO — i XO) )
o=y — (YO —i YO) (3)
L =2 —en{ZP —i Z9).

®

La superficie 1, & derivata dalla (V) per trasformazione G; considerando
inoltre la congruenza descritta dalla retta 4, 4,, si vede facilmente che essa
¢ armonica alle linee di curvatura di (V).

~ Verifichiamo dnettamente che le superticie 7 ed 1, si corrispondono per
inviluppo di sfere.

[nfatti in forza delle equazioni (3) e (7) per le funzioni ¢ e ¢, e delle
equazioni fondamentali (1) a cui soddisfano &, 6, H, esiste una funzione ¢
soddisfacente alle condizioni

i ’é—(
911901%0 e"’ (H2 senh § -2 H cosh 0 - senh §) + " senh 0
9y
d lOgG e 8 i ( )
au ¢ (H cosh § -2 H senh 6 + cosh 6) ,
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trasformazioni delle superficie isofer

Introducendo allora altre quattro funzioni 2, p, w, ¢ colle formole

G
12
G

w

< a

[=]

et —E

2

&
==y (H? senh 8 -2 H cosh 6 - senh f) + L senh

r-|-rl 5
= — i (H%oﬂﬂ—k@]isenh6+coshf))—{—¢ 9 cosh 0
2 10
e‘/’+‘l’1"§ R ) es ( )
=g W=D,
— ¢+ }

e tenendo sempre conto delle equazioni a cui soddisfano le funzioni ¢, g,,
£, 8, H si ottiene il sistema simultaneo

ds
Jdu

e si ha pure la relazione

! v 9
= - —w— T
2 o+ 9 7 s Eris

:e_(f}\

(11)

N Ap -t =1ls, (12)
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolernie. 25

Inoltre dalle (4) ed (8) si ha
Xy =, — (P4 en) X — ¢ (e —em) X (13)

colle analoghe in y e z; donde sostituendo per X, X{’ le espressioni (9) ed
osservando le (t0) otteniamo

g \
wg»—:wx”%(leﬂLy-XﬂLWXa)

2 ,
2/2—‘—?/1'_"_6‘()k Y1+P Y, +w )s)

gy =2, —— N2 4 vZ, twiZ)
G /
Ed allora confrontando con le formole (I), (II), (7) della citata Memoria
di Braxcar, rimane verificata la proposizione.
[nversamente consideriamo una superficie isoterma I, di cui assumiamo
come sopra l'elemento lincare sotto la forma

ds’=¢9(du' +dv*);

denotiamo con X,, Y,, Z, i coseni direttori degli spigoli del triedro principale
e con r,, r, i raggi principali di curvatura; indi determiniamo una soluzione
A, 2, 1, ¢, ¢ del sistema completo (11), (12) e consideriamo la superficie I,
data dalle equazioni (14).

In tali condizioni poniamo il seguente sistema di equazioni differenziali
nella funzione incognita 6

26 . do¢ er T 2w

SR Sl S . 9lq h g =

au—}—aev cosh " +e (z 7 —+ cosh 41) -
5

00 o 124 ‘()\ w

@ﬁ—kﬁ——senhe-r%—e” _‘,T—senhOpr

Tenendo conlo delle equazioni di Gauss e di Copazzr relative alla su-
perficie I e delle equazioni (11) e (12) per 2, p, w, ¢, @ si riconosce con cal-
colo facile che questo sistema @& illimitatamente integrabile; sicché avremo
dall’integrazione una funzione 0 contenente una cosfante arbitraria.

Determinata la 6 introduciamo le funzioni £ ed H ponendo

)
£ hd
¢ *senh -4y cosh 0 +w )

(16)
[T A cosh O +4p senh 6 . S
T asenhfO—+ipcoshO—+mw

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIV. 4
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26 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolerme.

Le funzioni 8, Z, H cost determinate soddisfano, in forza delle (11) e (12),
alle equazioni (48), (49) e (50) della mia precedente Memoria sopra citata;

sicché ponendo

=, — 8 (X, senh 0 1 ¢ X, cosh b + X,) Z

=gy, — & (Y, senh 64 Y, coshf 4 Y,) (17)
=z, — ¢ (Z, senh 0 14 Z, cosh § +- Z,) 5

@ ¥

«

avremo una superficie (V), da cui la superficie isoterma I si pud considerare
come derivata  per trasformazione G ; avranno allora luogo le (6), ed i coseni
direttori degli spigoli del {riedro principale relativo alla superficie N ora
determinata saranno espressi dalle (5). Inoltre poniamo
b

(18)

¢ = e~ P L~
g

.. . . A LU o
e seriviamo le (16) risolute rispetto a ¢ e ¢ '1 y eloe
Y

v

TX = senh %U — ¢~% (senh ) ++ H cosh §) J
‘ (19)
i % = —cosh %U ~- e~ (cosh § - Hsenh 6), S

Quadrando ed osservando la (12) otleniamo

? =0>e—s’f 2 (I — 1)

i
1}

che per la (18) possiamo scrivere

W ertr—E

s 2

£
(i — 1)+ 5 -

Da questa, dalle (19) e dalla (18) si deducono le {10), donde segue fa-
cilmente che Ia funzione o, soddisfa alle (7); infine dalle (14) e (17) si ricava

’ 0)
wgzw—i—(egsenhf)— 1—7\) X,+(i65003119—?§)‘¥2+

+ (35_ %4\?}) Xa

G
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoternie. 27

ossia per le (10)
w, = @ + e#+7—5 (H* senh 6 +4- 2 H cosh 6 -}- senh 6) X,
4 ev+9—% (H* cosh § 4 2 Hsenh 6 + cosh 8) X, -

+evte—t(H* — 1) X,

donde in forza delle (5) seguono le equazioni

X, =x—en (X, —iX,)

Y=y —en (Y, —1iY,)

2, =8 —en (4, —1i Z,),
le quali esprimono che la superficie Z, si pu0 considerare come derivata dalla
superficie (V) per trasformazione @. Esistono dunque infinite superficie (V),
in corrispondenza delle superficie I ed I,, dipendenti da una costante arbi-

traria che viene introdotta dall'integrazione del sistema (15).
Considerando i punti 4, e 4, che descrivono le superficie isoterme I

ed I,, abbiamo
A, 4, =2 \/i;
g

inoltre scrivendo le coordinate del punto N sotto la forma

. X, senh 814X, coshh-4 X, 9
@=w, — vsenlif+ipcosh 4w (20)

riconosciamo subito che la distanza del punto N dalla retta 4, 4, &:
l? :
iy ' 21
VL (1)
onde se consideriamo in (20) @, y, # come funzioni di # e v e della costante
introdotta dall’integrazione, l'espressione (21), indipendente da 8, mostra che

fissato #, v e variando la costante il punto N descrive un circolo, che in-
contra ortogonalmente la superficie (V) nel punto N
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28 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

§ 2

LE rormMoLE DI DDARBOUX PER LA TRASFORMAZIONE D, .

Le formole di Darsoux relative alla trasformazione D, si deducono pure
da quelle da me ottenute nella precedente Memoria sopra citata nel seguente
modo.

Mantenendo le superiori notazioni per la superficie isoterma I, conside-
riamo le equazioni di Gauss e di CGopazzi sotto la forma

our vt r,“:O
_&_ e_(/) :e_’ﬂé’_fp (om)
v\ 1, r, 0v S
Q(E‘i 90
w\r,]  r, du /
ossia, ponendo
e 1 e 1
= — —(» Q), = — (00— 23
,'42 \/Q( _I—' ) ’rl \/Q( ) ( ))

o 89 . .

au~’+av2+°j(‘“ 2%)=0

do 0Q 00 21
7515 (0 9)8 (2%)
do 0Q 40

Introducendo la tunzione ausiliaria J mediante la posizione

Fo_ &9 8_@)2 09\ — 2
Jut T 9o (éu/ +(a%) Frof=—J (25)

9 oo (99) (9 L (er @) 2%
out 9 (8u)+(6v Ty r =—J (26)

ossia
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolerme, 20

dalle mie ricerche precedenti abbiamo il sistema

o (6@ : ooy 1, .
) T -y —1 = - T — ‘~—‘i|) Q) —
g*é)ug ou 8@*) ) (& —wo ©0)—J

o 09 20@(9(9 2 &

M S S G 07
duov 1 v Qdudv (27)

~

R CA 2 N CE W N P T
Q‘g@?—»(&v) (5’&) —J[—'Bz (-. [5) +.;O)Q)+J,
e la funzione @ soddisfa all’equazione differenziale di quarto ordine
& (1 &0 > (1 &a &
B AL A B Y oy =0. . 9
8%“(9 aaL&/v)+&vg(Q au&ﬂ)+&@tav<ﬂ) 0 (28)
Cio posto ricordiamo il teorema da me stabilito nella citata Memoria, cioé:

Se 0 & una soluzione della (28) corrispondente ad una superficie isoterma I

(per la quale si mantengono le notazioni superiori), il sistema di equazioni
differenziali '

F+ (o7 (é=Y 1, .
25?:{53_wgaq“§mu_g—gngy—u+am>

2 . 2

9 o 0tor 2 0 ‘ (QQ)
ouov ouov Q udv
J

tr R é\* {
9% 2% _ (92 (02— e 9,
255 (M) (8u) -+ 9 (o 0! +200) 4+ (J42m)

aQ JQ < \
T = (@, + Q) i
Juw du Ju i
(30)
00, 02 o 9T
av dv V1 T dw
(e costante arbitraria)
& illimitatamente integrabile; si avrd dall’integrazione una funzione Q, con
quattro costanil arbitrarie che sard una nuova soluzione della (28).
Assumiamo una soluzione 7, ©, di questo sistema ed inlroduciamo le
nuove funzioni

b= e97; 1___8_,(@_31)

du  du
T (9’.0 6_E . 1 == o—T _1_ ( 9
b= (3—5 M), = () 31)
. 7\‘: ’{_ V'z + 7U2 '
T 2wy /
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30 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

Da queste tenendo presenti le (27), (29), (30) e le espressioni (23) dei

raggi di curvatura della superficie 1, si ricavano le equazioni

o

ou
)

év
o

ou
op.

ov
ay

ou

oy

v
@
on
ow
ov
d6
on
o6

o

Per Ia nuova soluzione o,,

ey do
=merct+me Y —— 9w ——1u
+- ¢ - 70"

Il l
BB BB
< !—e R l—e

P <

=merc—me Py ——w ——07\

:e(l’)\

1
v
"y 2

v

e = e~

r, ¥,

R
e ey er e—9 \
= -+ w (\T -+ —)

7y 7, G )

G
e e ( X4 e—‘ﬂ) /
= —

(32)

| . ;
b del sistema (22) potremo assumere

(33)

a cul corrisponde una superficie isoterma I, derivata da I con la trasforma-

zione indicata, e le coordinate di un punto di I, sarapno

T, = o, —i-(le—l—y,Xg + w X,).

WG
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Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoferme. 31

Abbiamo cosi ottenuto la trasformazione D, .
[nversamente partiamo da una superficie isoterma [ e determiniamo una
soluzione del sistema completo (32) tale che

W p+w=2miaq; (39)
le (54) daranno una nuova superficie isoterma I,; e ponendo
T et
¢ = —
Y :
(36)
= W
lem+\/26(p—r; s
o

f
1

si avrd una soluzione del sistema (29), (30).

Risulta cost ben precisato in che modo il passaggio dalla soluzione Q
alla soluzione Q, dell’equazione (28), eseguito mediante Pintegrazione del si-
stema completo (29), (30), & I'espressione analitica della trasformazione D

"

g 3.

I.4 TRASFORMAZIONE O,,,, E LA TRASFORMAZIONE DI BIANCHI GENERALIZZATA,

Veniamo alle formole della trasformazione C, con una semplice osser-
vazione.
Dalle equazioni (29) e (30) si ha

P~ &= | S .

gt T ()=

0 o0 or -
htht: 7o =(Q, — 0) oy (37)
90, 9 o

du _—37_(9'+Q)82¢’ /

le quali esprimono che le funzioni 7, 9,, Q sono anch’esse una nuova solu-
zione del sistema (24); esiste dunque una superficie isoterma I, coll’elemento
lineare )

e (du*+dv’) ef=— (38)
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39 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

e di cui i raggi principali di eurvatura hanno le espressioni

ev 134 ey \
. = ——
Y, {
’ : \ (39)
et e e S
, = — — .,
r, r, J

Vediamo cosi che partendo da una superficie isoterma 7 ed assumendo
una soluzione del sistema completo (32) alla condizione iniziale (35), dedu-
ciamo due diverse superficie isoterme I, e I,; la prima, definita dalle (33),
& legata alla superficie I dalla trasformazione D, ; l'altra, definita dalle (38)
e (39), & legata alla superficie I dalla trasformazione C, .

Nota una coppia I ed I, di superficie isoterme legate dalla trasformazione

di DarBoux, la superficie I, & individuata di forma; le formole che dianno
T T

..o er .. T o .
le quantita P direttamente mediante le quantita analoghe relative
2 1

ad I ed I, si deducono subilo dalle (39) e (33) sotto la forma

T f Lf [/
9 ¢ _ (& & _(ﬁ‘_ﬁ’l
- 1" I ’ ’
r, 7y 7y 7', ¥,

\
e7 ey P (Tt P

Q T _ Y — | ( NG "
¥y t L U r,

I utile osservare che scambiando tra loro I ed I,, la superficie I, si
cambia nella sua trasformata di CHRISTOFFEL.

Vogliamo ora stabilire una nuova trasformazione, che per ragioni che
rileveremo tosto diremo trasformazione di Brancur generalizzata.

Se esprimiamo il sistema (15) mediante =, #”,, #”,, abbiamo

a0 .o~ et
ry—u—{*"&ﬂ:——COSheﬂ )

40 98 0
. < et

za—v—]—%zsenhﬂﬁ, S

queste equazioni nella funzione incognita 8 formano un sistema illimitata-
mente integrabile. Introduciamo inoltre le funzioni =, +",, ", nel sistema
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Calapso: Sulle trasformarzioﬁi delle superficie isoterme. 33

(L1) (12), otteniamo

RN . Jo e’ T
%_ZTI’-+8’IH
o
a—;=——7\+677\y

1!; T (9
uo Y W _ e A
ﬁ¥(‘u Q)BT_U)Q f— " w ul
d
a—‘=e’df}\
o ;
ﬂ—e”fru (4‘[)
v

ow et .
b—v_T—T;L—Jre D)
98 _ g A

ou ¢
—19—-6:—-8—7 VA

ov U

che formano pure un sistema illimitatamente integrabile nelle funzioni 3, u,
w, ¥, o '

‘Qui importa fare la seguente osservazione.

Consideriamo la superficie isoterma 1, ed assumiamo sei funzioni 6, i,
vy 4, v, 5 soddisfacenti alle (40) e (41); si verifica con facile calcolo che po-

nendo
'

§ ke
X senh § —-ip cosh & + w
. (42)
17— %cosh 6 -4 psenli 0

" xsenh f 4-ip cosh i w
sono soddisfatte le (1).

Anncli di Matematica, Serie 11, Tomo XXIV,
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34 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolerme.

Dunque, partendo da una superficie isoterma 1I,, integrando il sistema
completo (40) ed il sistema completo (41) ed osservando le (42), ofteniamo tre
funzioni 0, 2, H, tali che le forme quadratiche

% (senh’® f d w’ -+ cosh® 0 d v*) )

43
(cosh 6 4 Hsenh 8)* d u* +- (senl # 4= H cosh 6)* d v° S (*+3)

si possono considerare conme prima e terza forma fondamentale di una siper-
ficie N riferita alle linee di curvatura.

I& questa la trasformazione che volevamo stabilire; essa sara da noi detla
trasformazione di Braxcur generalizzata, e sard talora indicata brevemente
con B per la ragione seguente.

Assumiamo come superficie isoterma I, una superficie a curvatura media
costante coll’elemento lineare

d s’ = e (duw’ 4 d v*). ' (4%)

Per i raggi principali di curvatura possiamo assumere

—— = cosh~ 45
o 0 (49)
61'

= senh 7. (46)

Applichiamo ad essa la trasformazione (40) per dedurre una superficie N;
avremo

99 .o o
on +1 b -—.— cosh 6 senh = / N
90 , 8 4%)
Uy +;97¢ = senh f cosh~
ed assumiamo la soluzione particolare del sistema (41)
1=0, v=0, w=—1, y=—1, s=—1. (48)
Allora le (42) danno
eé=1, H=0 (49)
e le (43) diventano
senh® 6 d w* -+ cosh® 0 d ¢ ' (50)
cosh® 0 d u* + senh® 6 d v* (91)

Queste esprimono che la superficie N & una superficie a curvatura to-
tale costante derivata da I, per trasformazione di Bravcmi,
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[LA TRASFORMAZIONE B IN RELAZIONE COLLA TRASFORMAZIONE SINGOLARE D,.

Consideriamo la superficie isoterma I,, ed applicando il teorema del pa-
ragrafo precedente deduciamo una superficie N legata alla I, per trasforma-
zione B; esistono allora tre funzioni w,, §,, , tali che

dlogw, e*

— 2 senh o
£ s senh
T
olog w, =1 %—, cosh 0
o)) r",
gfb‘ = ¢’ w, senh 6
24 / (52)
: 5;‘ =} e” , cosh B
o6, . ‘
o ¢ senh o
d¢ .
a_ul =-—14ie-"w, coshd; |
introduciamo inoltre le funzioni
A, =, senh 6 ., = i, cosh 9, (53)
Le cinque funzioni cosi introdotie verificano il sistema
oh e’ w T
ou v, T gl
oA 9~ ’
97,
dv Jdu (54)
i _ 97,
du dv
u, e? ot
_ _—
v r’ ST P
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36 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolcrme.

oy,

du =M
b, |
A
on, et
o 2z
du r',
awl:@;{j‘l ) (5%)
ov r",

dae

gu =
a6, e
Er i

Ml wi=0; |
quindi ponendo

el = ¢—7 XL

G,
en et e’ e " -~
i = T W e (59)
Yy 1 71 Gy
emt T er e—7
Z2E + 1w, (—— —+_ I I
2 2 ‘Pl Gy

rimane definita una nyova superficie isoterma I, legata alla I, dalla trasfor-
mazione D, avente per elemento lineare

e (d w’ —+ d v,

e per raggi di curvatura »”, ed »",.
Inversamente prendiamo due superficie isoterme I,, I, legate tra loro
dalla trasformazione D,; esiste allora una funzione f tale che
‘ A . ]
senhf ="  jcoshf ="t (56)
W

1 N

Si deduce allora con calcolo facile che questa funzione 8 soddisfa alle
equazioni

o0 o7 er

%+Z%——F;00bhe ) )
\ ia_ﬂ ot _ e | Lo 1)

ov " ou ¢ M
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3_6_'@23”1/_003[16

u ov ", _
(58)

iae—' 9% O enh s

ov ' du 1", )

Abbiamo dunque il seguente teorema:

'Se due superficie isoterme sono legate tra loro dalla trasformazione D,,
esiste una superficie N legata rispettivamente alle prime per trasformazioni B
inunaginarie coniugate.

Qui utilizzeremo una importante osservazione dovuta a Biaxcarn 1l si-
stema di equazioni (54) trascurande per un momento la condizioue

A i+ wi=0 (5Y)

¢ quello stesso che occorre integrare per passare dalle equazioni intrinseche
della superticie I, alle equazioni della medesima in termini finiti. Dunque se
della superficie I, si conoscono le equazioni in termini finiti e si indicano
i coseni direttori del triedro principale con
"(XT//1 Ylfl ZNI
Xr/2 Y”Z Z’,.Z
X”ﬁ Y”s Z'I/3 ,
Iintegrale generale avra la forma
A =aX',+b0Y', 2 2
w =aX, +bY",4+¢Z",

(60)
w,=aX",+bY",+cZ", S

con a, b, ¢ costanti arbitrarie; sara inoltre soddisfatta la (59) se

(L?;{—bz+c2=0.

Ed allora per un conveniente movimento della superficie I, si potra
prendere '
N =X +iY",
p, =X, +iY", (61)
wo=X"+iY",
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38 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

e le (96) daranno per la funzione 6 le espressioni

senh = ull , jcosh b = M . (()v))
X'+ Y X418 Y

Dunque: Se di una superficie isoterma 1, si conoscono le equazioni in
termint finiti, si conoscerca pure dalle (62) in termini finiti UVinvariante fon-
dawmentale 0 della superficie N legata alla I, per trasformazione B.

§ o

A

SUPERFICIE MINIME.

Applichiamo 1 risultati precedenti alle superficie minime,
Poniamo nelle (22)

=9 — =7, (6“)’
¥,

la seconda e terza saranno verificate e la funzione ¢ dovra soddisfare all’e-
quazione
o, 99
ou’ + dv*

— e~ =0. (6%)
L’elemento lineare
e (du® -+ d v)

e le (63) definiscono nel modo pitt generale una superticie minima.
Vogliamo caratterizzare la superficie trasformata mediante la D, .

Poniamo
1 1 1 1 1 -
e , ) — o201 R , M = LI 0:
Hiw oo L= (7,1 r) W= LI (65)
allora le (33) daranno
, 9 , w , 2 (7 + ) -
H = ? (G + lU), L' = — Q O‘i s M = — _—l{/_O'—_— w, (()())

- dove per le (32) dovrd essere ¢+ i = cost.
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Prendendo nulla questa costante la trasformata sard pure superficie mi-
nima; ma noi vogliamo studiare quel che avviene prendendo la detta co-
stante diversa da zero.

A tale scopo osserviamo che dalla prima delle (66) derivando si ottiene

OH 2 (5 + )

et —— .

_ e‘m&]ii: 2 (c 4+ )
du b 7 ov

—_——— .,
416 O
ne segue

OH'\* | (OH . A=2mw -
¢, ” .19 .9 e )
e<ﬂ[(au) +(M)J+Jv +2AM —24AH =0, ( -0 ) (67)

donde risulta il teorema:
Una trasformata di Davboux di una superficie minima, quando non ¢
superficie winima, ¢ associata al paraboloide

Im(y* +2°)+aoy+ive—4ax=0. (68)

Inversamente partiamo da una superficie isoterma associata al parabo-
loide (6S); cioé ponendo

{1 W l .
H:/;l—‘l*—;ﬂ?’ L=e% (—l—’-‘rz)) l‘[_:gL]I (()9)
si abbia
[ (8 H\* d Hy’ Ad=2m
2¢ 2 Oz ___9 .
o (a_u) +(37)J+M QAN —2 A H=0, ( = ) (70)

e cerchiamo se fra le trasformate di DarBoux vi sono superficie minime.
Nell’ipotesi affermativa si dovra avere

s L-+2w=0;

donde derivando ed osservando le (32), (69) e (70) si ottengono i valori

)\ze'/’&]ga .:—e‘ﬁi{{, w=—27N )
du ov { (71)
6= /I, =2~ L, 3

Ora si verifica col caleolo diretto che queste costituiscono veramente una
soluzione particolare del sistema (32) con la relazione (59); dunque

Fra le trasformate di Darboux di una superficie isoterma associata al
paraboloide (68) vi & sempre una ed una sola superficie minima.
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40 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

Una seconda questione ehe si presenta & di caratterizzare la funzione

VE

VG

relativa alla superficie N che si deduce da una superficie minima I colla
trasformazione B. '

tgh) =

Per questa funzione si dovra avere

48y 0w \
m -1 570“ = 9 COS][ 6 ‘ _
aH 9 (72)
q _ip — p—Y .
bav+azc e~vsenh 0, \
si deduce allora per 0 lequazione
b o0 o
o' v 0 (7').)

la quale caratterizza il primo invariante della superficie N. 1l secondo in-
variante ha V'espressione:

o 1 £
" senh f cosh 6 du®

oppure
_— | ' 0

o)

~ senh 6 cosh 8 v

Viceversa se la (73) ¢ soddisfatta il sistema (72) ¢ illimitatamente inte--
grabile e la funzione 7 che si ricava soddisfa la (64).

Riprendiamo infine a considerare una superficie minima I ed una sua
trasformata I, che sia pure superficie minima. E noto che le superficic §
ed 8, definite rispettivamente dalle formole

dw, _ow,  dw__am
du  ov dv oun
ow, _ 9w, 0w, _ __ 0@
du v ov du’

sono pure superficie minime e sono le falde focali di una congruenza V.
E noto altresi che sopra S ed 8, si corrispondono oltre ai sistemi con-
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iugati anche i sistemi ortogonali, ed in particolare si corrispondono pure le
linee di curvatura,

Siffatte congruenze sono dette di ThyBAUT e sono le sole congruenze W’
le cui falde focali sono superficie minime.

Noi aggiungeremo qui due teoremi che permettono di caratterizzare le
congruenze di THYBAUT.

Indicando con o 'angolo d’inclinazione del raggio della congruenza sulla
linea di curvatura « della superficie S in un suo punto, e con ¢ la distanza
focale, si avrd

A
tcosw = 1 (*L—

1 . A
= ); tseno = 5 e
my210 ¢ my2\o G
similmente indicando con o, I'angolo che il raggio fa con la linea corrispon-
dente di S, nel punto corrispondente si avra

tcose ——L * )\)' {sen o ———i— i—l)-
o l_m\/‘i.; s o) 1—m\/‘i) o a)’

dunque: se P e P’ ¢ una coppia qualunque di punti corrispohdenti delle due
falde di una congruenza di Thybaut, Uangolo che la retta P P’ fa con la linea
di curvatura « nel punto P eguaglia Uangolo che la medesima fa con la linea
nel punto P’.

Inoltre indicando con = Pangolo dei piani focali si ha

cos " 1
087 — 1.
ma ’
st deduce la relazione
1 0
t _— tf)' —_—— 74‘
m ° 2 (14)

Inversamente, se si escludono le congruenze le cui sviluppabili tagliano
le superficie focali lungo le linee di curvatura, si hanno i seguenti teoremi.
I. Una congruenza sulle cui falde focali S ed S’ si corrispondono le linee
di curvatura =, B, tale che Vangolo d’inclinazione del raggio sulla linea « in
un punto qgualunque di S eguaglic Uangolo d’'inclinazione del raggio sulla

linea {5 nel punto corrispondente di S', ¢ una congruenza di Thybaut.
[I. Una congruenza sulle cui falde focali si corrispondono le linee di cus-
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42 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

vatura ed in cui la distanza focale e Uangolo dei piani focali siano legali
dalla relazione (T4) é wna congruenza di Thybaut.

Questi due teoremi saranno da me dimostrati in una Nota a parte de-
stinata alle congruenze di THyBAUT.

§ 6.
SUPERFICIE A CURVATURA MEDIA COSTANTE.

Poniamo nelle (22)

e er -
—=senh o, = cosh @; (75)
1 2

la seconda e terza saranno verificate e la funzione ¢ dovid soddisfare al-
I'equazione
Fo 00

ot T 0 —+ senh g cosh o =0, (76)

I’elemento lineare
e (duw* +d v%)

e le (75) definiscono nel modo pit generale una superficie a curvatura media
costante ed uguale ad 1.
Vogliamo caraiterizzarc la superficie trasformata mediante la D,
Ponendo al solito

, 1 1 , o (1 1 P S -
H =t o L_e<r(r,x_1.—,‘)), M=~ I'H (77)
avremo dalle (33)
, w G , ¢ 2 30
_H:Q J‘—?! L=7G —"-T (78)
e si dovrd avere
$=2%2w —0s ¢ (¢ = cost.). (79)

Prendendo ¢=0 la trasformata sard pure una superficie a curvatura
media costante; noi vogliamo congiderare il easo ¢~==0.
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Sara allora
¢

H=1— L’=—~1+:7.°2M’=——1—{—%+%——¢G, (80
donde
Eq"i’chl, e(PJ&H/:cﬁ,
ou Yo dv bo

sicche tenendo conto della (35) e della (79) risulta la relazione

e.’(l’x[(aﬂ)-_}_(ﬂ)‘}_f_zu/: +QABI'+QBH'+QOL’+D=O,

ou dv
in cui i
A:Qm—{—ui), B=m
. (81)
C=—m, D=Z —Qo;g; J
dunque:

Una trasformata di Darboux di una superficie a curvatura media co-
stante (non nulla), quando now & a curvatura media costante, & isoterma spe-

{
—m, — 2w -

Inversamente partiamo da una superticie isoterma speciale di questa classe;
cioeé ponendo |

ciale della classe (Q m -+ é, 0,

l 1 1

._1 1 _2(( J— g
He |y Lo F—E)’ M=y LH (82)

\

si abbia
o [(%I)+‘%—{)J+M*+2AM+2BH+ QCL-D=0 (83)
in cui 4, B, C, D hanno i valori (81), e cerchiamo se fra le trasformate di

DarBoux vi sono superficie a curvatura media costante (= 1).
Nell’ipotesi affermativa si dovrd avere

Le++2w=1{

donde derivando ed osservando le (32), (82) e (83) si ottengono i valori

oH oH
:el)ag_l s = — e¥ ’U s Kl}——--——L—l
1
e=H— 1 w=—M—
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44 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolerme.

Ora si verifica col calcolo diretto che queste costituiscono effettivamente
una soluzione particolare del sistema (32) ed ha luogo la (35), dunque:
Fra le trasformate di Darboux di una superficie isoterma speciale delle
classe (81) vi é sempre wna ed una sola superficie a curvatura media costante.
Vogliamo in secondo luogo caratterizzare la superficie N che si deduce
dalla superficie a curvatura media costante I mediante la trasformazione B.
Osserviamo che le (40) nel caso in esame prendono la forma

a6 .09 . .
£ a% = — cosh f cosh ¢ 2 s
4
(9 ! —}— — =genh 6 senh \ )
a v - 5€ P
donde eliminando ¢ otteniamo
o h .
e —}— (9717 senh 8 cosh 6. (89) -

La superficie IV in discorso ¢ dunque caratterizzata dal fatto che la re-
lativa funzione

VE
tgh§ =Y=_
° VG

soddisfa all’equazione differenziale (85).
Inversamente partiamo da uua soluzione della (85) e poniamo

. 1 & h 1
“senh fcosh0 du* 2
o cio che & lo stesso
i 80 1
“senhfcosh6de® 2

Sono allora soddisfatte le equazioni (2), sicché si hauno in corrispon-
denza ~° superficie N. Per una qualunque funzione 6 soddisfacente la (85)
il sistema (84) & illimitatamente integrabile e la funzione ¢ soddisferd la (76).

X utile osservare che lesistenza delle superficie N corrispondenti alle
soluzioni della (85), c¢i dd un’interpretazione di (uesta equazione dal punto
di vista reale; un’altra interpretazione della medesima é stata data preceden-
temente dal Biancrr, trattando della regione ideale del paraboloide ellittico.

Infine vogliamo caratterizzare la superficie 7, .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isolterme. 5!
Poniamo
1 1 1 1 1
v__ —, re— e | , n__ ” n.
H = rbors T (r,,l 7) M= L' H (86)
Per le (39) si ha:
” ” ‘l " 1 ’
H =c¢—gq; == M :—Q—QJ(G-G)' (87)
Sard allora
eT&H"__ A eré]i”*p_
duw b v ¢

donde tenendo counto della (35) e della (79) risulta la relazione

EZT[(&H)?(QH )L]+l\["2+QAM”+(2BH”+°2 CI D=0, (88)

ou ov
in cul
A:%——Qm, B=0
i | . (89)
C=mec, D=I-

Abbiamo dunque il teorema:

La trasformazione C, cangia una superficie a curvatura wmedia costante
(uguale 1) in una superficie isoterma speciale della classe (89).

Inversamente una superficie isoterma speciale di questa classe si pud
sempre considerare come ottenuta da una superficie a curvatura media co-
stante per trasformazione C, ed in una sola maniera.

Infatti nota la superficie 7, sono intanto noti +", ed »", ed anche H”,
L", M"; si deducono allora o, ¢, w dalle (87) e (79) e si ha

Y 1 w 1 R
Ponendo inoltre
A OH" v L OH" )
YT 0w v T e ®1)

a causa della (88), soddisfatta per ipotesi, sara

V4wt =2m s (92)
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46 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme.

anche le (39) e (38) danno

e = “—‘ _el—é” ‘ (93)
ilp = ’e— —+ (Ee'/’ (l+H" L")y =cosho
: : (9%)
e e’ |

.= - 4 Q e (I 4 H" L") = senhio.

Ora si verifica col calcolo diretto che hanno luogo le seguenti proprieta;
1) Se una superficie 1soterma I, & speciale della classe (89) e si pone

e’[

I ' (,95)

e‘l) = —-—
sl avra

9 0o
T Iy 4 " —_ )-
ot T a0t + senh o cosh g =(

2) Assumendo come superficie di partenza I la superficie a curvatura
media costante, corrispondente alla funzione ¢ data dalla (95), ed ai raggi
24

ey
=coshp, —=senhy
”

*y 1

le funzioni s, ¢, w, %, p date dalle (90) e (91) soddistano le (32) ed ha luogo
la (35).
Allora la superficie derivata per trasformazione C,, corrispondente ai sud-
detti valori di g, ¢, 90, %, p. coineide colla I, e il teorema ¢ dimostrato; dunque:
Una superficie isoterma speciale della classe (89) si puo sempre conside-

rare come ottenuta da wna superficie a curvatura media costante per trasfor-
mazione C,, ed in uwna sola maniera,

Qui occorre fare altresi la seguente osservazione.
Assumiamo una superficie isoterma 7, della classe

1 1
A=°21;1—&—®~ B=m, (= —m, D=4—91)1

che, per quanto abbiamo visto, possiamo considerare come dedotta da una
superficie a curvatura media costante, ed uguale ad 1, per trasformazione D,,.
Consideriamo inoltre la superficie I, che si deduce dalla medesima super-
ficie a curvatura media costante per trasformazione C

wm*
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La trasformata I, di Canrstorren & della classe

d,= ; —%m, By=me, C,=0, Dozl

Vediamo allora che questi valori si deducono dai precedenti mediante
le formole

Ay=A4—4m, B,=mc
¢, = un——“’Amﬁzj—"g Dy=D—4m(2m — 4).

Quest’ultimo risultato rientra nel teorema stabilito dal Braxcar a pag. 30
della citata Memoria.

Consideriamo ora un caso particolare notevole.

Poniamo nelle formole precedenti ¢ = 0; la (88) diventa

"\ 2 ”
o2t O H n 0 H
Ju Qv
e per conseguenza la superficie isoterma I, st puo consldelale come asso-
ciata ad una quadrica di rotazione.

+J\I"2+(1 —4m) M" + !L =

Avendosi

00 04 03 0% _

du v dv u 0 |

o6 8y 95 Y 1 (96)
id _— j # e — 2 ' 2 o A z .

dn du Qv v (4’ ") — ) (1 —4%m)d

vediamo precisamente che la quadrica ha le equazioni
S L4-4o bt _
=y - — 3 —_ ) S

@ pp— y= V : F4 \/° m —- (97)

Vi corrisponde, per un teorema di GuicHARD, una nuova superficie a cur-
vatura media costante, e la corrispondente soluzione o della (76) si ha po-
nendo

2 (A* - p*)senh o = 2Zm X (§ —o) —i\2m — 1 p (& -+ o)

- A (98)
2 (0w eosh o =i 2mup (b —o5) —\2m—1 % ({ + o),

/
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48 Calapso: Sulle trasformazioni delle superficie isoterme,

ossia
AN —ip)es =Im (¢ — o) —y2m — L (§ -+ 5) } 08
Qnfip)e=—\2m —o)—2m — [ (J+ o). 5
Se ne deducono le relazioni
) L0 T enl i =T senl a0
o T T = iy2m . coshwsenho+4y2m—1.senhacosh ]
(99)
i 99 9o _ iy2m . senh o cosh g — i y2m — [ cosh wsenhg
du ' dv ;
%q‘:; — i—% = i\/2m cosh o senh o, +iy2m — [ senh o cosh g,
P P - - (100)
—iy 7‘; o =t V2m senh o cosh g, — i \/2m — 1 coshwsenhg,,

donde risulta che nel caso in esame la considerazione della trasformazione C,,
conduce alla decomposizione di una trasformazione di GuicHARD in due tras-

formazioni di Braxchi immaginarie coniugate.
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Sulle varieta algebriche a tre dimensioni
a superficie-sezioni razionali.

(Di Givo Faxo, a Torino.)

A

E noto da tempo che le superficie a sezioni razionali sono tutte razio-
nali (*), e quelle a sezioni ellittiche od iperellittiche sono anche razionali,
oppure rigate (*¥). '

Queste proprietd furono poi estese alle varietd algebriche a tre o piu
dimensioni, sempre a curve-sezioni dei tipi suindicati. Una varieta a curve-
sezionl razionali & sempre rappresentabile biunivocamente sopra uno spazio
di un egual numero di dimensioni (**). I cosi dicasi delle varieta a curve-
sezioni ellittiche od iperellittiche, fatta eccezione soltanto per quelle composte
di una serie oo' di spazi e, forse, per le varieta del 3.° ordine (***¥),

Il presente lavoro porta un primo contributo allo studio delle varieta a
fre dimensioni, in base alla natura delle loro superficie-sezioni. Vi si dimo-
stra che sono razionali (rappresentabili cio¢ sullo spazio S,) tutle le varieta

(*) Picarp, Bull. Soe. Phil. de Paris (7), t. 2 (1818), p. 127; Journ. de Crelle, t. 100
(1887), p. 71; Guccia, Rend. Cire. Mat. di Palermo, t. 1 (1884-87), p. 165.

(*¥) Per le superficie a sezioni ellittiche, v. DeL Przzo, Rend. Circ. Mat. di Palermo,
t. 1 (1884-87), p. 241; CasteLxvovo, Rend. Ace. dei Lincei (3), vol. 3, (1894), p. 59. Per il
caso delle sezioni iperellittiche di genere >>1, v. CastELNUOVO, Rend. Circ. Mat. di Palermo,
t. 4 (1890), p. 73; Exriques, Rend. Acc. dei Lincei (5), vol. 2, (1893), p. 281.

(***) Per le varietd a tre dimensioni, v. ExriQues, Math. Ann., Bd. 46 (1895), p. 179.
L’estensione alle varietd superiori & immediata. Queste varietd sono soltanto quadriche, serie
razionali oo! di spazi, e coni proiettanti la superficie F* di VERONESE 0 una sua proiezione.
Nel lavoro cit. del sig. ENRIQUES sono pure riassunte le ricerche sulle superficie gid dianzi
accennate. : .

(****) EnriQuES, 1. ¢. L’estensione alle varietd superiori & immediata per il caso delle
curve-sezioni iperellittiche di genere >>1. Per il caso delle curve ellittiche, v. Scorza, Rend.
Ace. dei Lincei (5), vol. 17, (1908), p. 10; Aunali di Mat. (3), t. 15 (1908), p. 217.
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50 Fano: Sulle varietd algebriche a tre dimensioni

a superficie-sezioni razionali, ad eccezione (eventualmen(e) della varietds cu-
bica di S, priva di punti doppi. Dal punto di vista invariantivo, le varietd
oggetto di studio sono quelle che contengono un sistema lineare semplice
(percid almeno oo’; e, se non omaloidico, almeno oo*) di superficie razionali.
I gid noto che Vesistenza in una varietd a tre dimensioni di un sistema li-
neare alimeno oo® di superficie razionali ad intersezioni variabili irriducibili,
o anche di una sola rele a intersezioni non razionali od ellittiche, & sufficiente
per rappresentare la varietd sopra una involuzione dello spazio S, (¥); ma
¢ pur noto che queste involuzioni non sono tulte razionali (*¥).

1. Si abbia nello spazio S, (r =4) una varietd a tre dimensioni M7,
normale, di ordine » =4, a superlicie-sezioni F razionali. Per questa varietd
¢ certamente nulla la érregolarita superficiale (o bidimensionale) (**¥*); e sono
per conseguenza normali anche le superficie-sezioni F (****). Sard inoltre nullo
il genere geometrico della varietd, perché ogni eventuale superficie canonica
(di ordine = 0) segnerebbe sopra una F generica una curva che, sommata
alle sezioni iperpiane della F medesima, ne darebbe delle curve canoniche,
contrariamente all’ipotesi della razionalitd delle F. 11 genere aritmetico
della M4 (non superiore al genere geometrico, quando sia nulla lirregolaritd
superficiale (*,)) sard percid non negativo; e si pud facilmente convincersi
che anch’esso sara nullo. Infatti 'esistenza sulla M? anche di una sola rete
di superficie razionali permette in ogni caso di rappresentare questa varieta
sopra uno spazio S, doppio con superficie di diramazione di ordine pari
2m (0*") dotata di una delle singolaritd seguenti (,*):

(¥) Exrigurs, Math. Ann., Bd. 49 (1897), p. 1; cfr. in particolare § 17.
(*¥) EnniQues, Rend. Ace. dei Lincei (5), vol. 21, (1912), pag. 81; Faxo, Atti della
R. Ace. di Torino, vol. 43 (1907-08), p. 973.

(**¥) CasTELNUOVO ed ENRIQUES, Sur les intégrales simples de premiére espéce d’une sui-
face ou d'wne variété algébrique & plusieurs dimensions; Annales de I'Ecole Norm. Sup. (3),
t. 22 (1896), p. 339.

(¥*¥¥) Suveri, Fondamenti per la geometria sulle varietd algebriche; Rend. Circ. Mat. di
Palermo, t. 28 (1909), p. 33. V. in particolare n.® 17, teor. VIII. I risultati principali di
questo lavoro si trovano gia enunciati nei Rend. della R. Accad. dei Lincei (5), vol. 16, (1907),
p. 337. Essi sono vincolati alla possibilita di risolvere in singolariti ordinarie, mediante
trasformazioni birazionali, le singolarita di una varietd qualunque; questa riserva si estende
percio anche al presente lavoro,

(*+) SEVERI, Fondamenti ecc., n.° 19.
(+*) Exmiques, Mem. cit. dei Math. Ann., Bd. 49; § 18.
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1) Un punto O multiplo di ordine 2m — 2;

2) Una retta » multipla di ordine 2m — & ;

3) Due punti infinitamente vicini (0, 0') multipli di ordine 2m — 3,
congiunti da una retta » multipla di ordine 2m — 6.

Pit particolarmente, a un fascio arbitrario di superficie razionali conte-
nuto nella rete suindicata si possono far corrispondere nel primo caso 1 piani
doppi di un fascio contenuto nella stella O, negli altri casi quelli passanti
per la retta .

Questi tre spazi doppi si verifica immediatamente che hanno, in gene-
rale, il genere aritmetico nullo. Basla considerarvi un sistema lineare di su-
perficie (p. es. il sistema dei piani doppi, nel terzo caso anche il sistema dei
piani passanti per 0) col suo aggiunto, e applicare la nota relazione fra i
caratteri di questl due sistemi e 1l genere aritmetico della varietd P, (*):

V’—— 7'C'+plu=pa—+—2Pa—-3

nella quale p, e p’, sono i generi aritmetici delle superficie dei due sistemi,
e v e = sono il grado e il genere curvilineo (virtuali) del sistema aggiunto.
Rimane soltanto a vedere se qualche ulteriore singolaritd della super-
ficic ®*" possa rendere negativo il genere aritmetico dello spazio doppio con-
siderato. Ora, in primo luogo, questo genere sarebbe egualmente nullo se il
punto O o la retta » avessero per la superficie ®*” multiplicitd superiore a
quella indicata; né farebbe eccezione il caso in cui la @°” fosse un cono,
perché lesistenza, esplicitamente presupposta, di un fascio di piani doppi
razionali obbligherebbe il cono stesso ad avere una generatrice (2m — 2)r",
oppure sezioni le quali siano curve di diramazione di piani doppi razionali
(caso che comprende il precedente). E quanto ad eventuali altre singolarita
della superficie *”, queste (prescindendo da singolaritd notoriamente ineffi-
caci rispetto al genere dello spazio doppio) potrebbero essere soltanto:

1) nel primo caso, rette multiple passanti per il punto 0, e su queste
eventuali punti di multiplicitd superiore (es.: una retta (2k)*™, e sopra questa
un punto (2% + 2)**, oppure due punti (2% + 1)* infinitameunte vicini);

2) nel secondo caso, rette quadruple o coppie di rette triple infinita-
mente vicine, incidenti alla r;

(*) SEVERI, Fondamenti ecc., formola (22), che riceve la presente forma definitiva solo
pit avanti, al n.° 21,
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3) nel terzo caso, rette di multiplicith =6 passanti per O;
piu, in qualche caso, elementi multipli infinitamente vicini ai precedenti.

E in tutti questi casi si verifica facilmente, in base alla stessa formola,
che il genere P, & ancora zero. In una parola, le singolaritd fondamentali della
superficie ®*" che abbasserebbero il genere aritmetico P, (un punto sestu-
plo, una retta quadrupla, o loro equivalenti) non possono piu presentarsi in
posizione indipendente rispetto alle singolarita giad esistenti, e risultano percio
inefficaci.

La varieta M3 & dunque una varieta complelamente regolare, a generi
nulli. E, per conseguenza, sopra ogni superficie di genere >0 in essa con-
tenuta il sistema aggiunto a questa stessa superficie segnerd il sistema ca-
nonico completo (*).

2. Se le curve-sezioni della varietd M7 sono razionali, ellittiche ('or-
dine »n essendo =14), od iperellittiche, la varietd stessa, come abbiamo gid
delto, & certo razionale. In caso diverso, vale a dire se le curve-sezioni di
M3 sono di genere p =3 e non iperellittiche, si consideri il sistema lineare
| F+ F'|, aggiunto a |2 F|, cioe al sistema doppio delle sezioni iperpiane, e
depurato delle sue eventuali componenti fisse. Questo sistema, dovendo segare
sulle superficie (2 F'), regolari e di genere p, il sistema canonico completo,
avra dimensione p — 1; e sulle F esso segnera l'intero sistema aggiunto al
sistema caratteristico di | F|, cio¢ alle curve-sezioni delle I stesse. Questo
sistema si compone certo anch’esso di superficie razionali o riferibili a ri-
gate; perché ogni superficie aggiunta al sistema | F+ F’| sarebbe hiaggiunta
alle F, contrariamente all’ipotesi che le F siano razionali (sicche le ¥+ F’
avranno genere geometrico nullo), e, del pari, se esistessero superficie i-ag-
giunte alle (F+ F') — e di queste per qualche valore di ¢ (in ogni modo
per ¢ = 12) dovrebhero certo esservene, se le (F+ I'’) non sono riferibili a
rigale (¥*) — esse segnerebbero sulle I curve 2i-canoniche, contrariamente
ancora all’ipotesi della razionalitd delle F (***). Inoltre :

(*) Severi, L c., n.° 20, teor. X.
(**) ENrIQUES, Sulle superficie algebriche di genere geometrico zero; Rend. Circ. Matem.
di Palermo, t. 20 (1905), p. 1.
(***) Sulle superficie (F + F"), le (F - 2 F) (certo esistenti, e in numero di almeno oc?,
se le prime non sono riferibili a rigate) segnano curve aggiunte a quelle segate dalle F;
percid le curve é-canoniche, supposte esistenti, sono ivi differenze, a meno di curve eccezionali,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



a superficie-sezioni razionali. 53

a) Il sistema | F+ F'| non & certo un fascio, perche le sezioni iper-
piane delle F si sono supposte di genere p=3, e percio la dimensione p — 1
del sistema stesso |F—-F'| ¢ =2; e non & nemmeno composto mediante
un fascio, perche le aggiunte delle curve-sezioni delle IY, da esso segate, sa-
rebbero composte in egual modo, e cid avviene soltanto quando le sezioni
di |F| sono iperellittiche. Il sistemma | F+ F'| ¢ dunque almeno oo® e irri-
ducibile.

by Il sistema | F - F'| puo tultavia apparienere o una congruenzo
di linee, razionale e del 1. ordine (pud avvenire cioe che ogni superficie del
sistema sia luogo di oo' linee di una tale cdngruenza). Questo caso si pre-
senterd certo ogni qual volta le superficie (F+ F’) siano riferibili a rigate
non razionali e abbiano percid le intersezioni variabili ridueibili, come pure
quando sia p =3, e per conseguenza |F - F'| di dimensione 2; esso verra
esaminato ai n.! 3 e seg.

¢) Il sistema | F+ F'|, se di dimensione =3 e non del tipo b), non
pud apparienere a una involuzione di punti (di grado > 1); cid verra dimo-
strato al n.! 14 e seg. .

Pertanto, all’infuori del caso b), il sistema |F -+ F’| sard di nuovo un
sistema lineare semplice di superficie razionali; e potremo percid rappresen-
tare la varietd proposta sopra una nuova varietd V,le cul sezioni iperpiane
siano anch’esse razionali e immagini delle superficie (¥ F").

d) La varielad V leste nominala non puod essere in nessun Caso UNG
varieta cubica dello spazio S, priva di punti doppi; cio verrd dimostrato
al n.° 17. . :

Pertanto, sempre all’infuorl del caso b): o

o la varietd V ha le curve-sezioni iperellittiche, in particolare razionali
od ellittiche, risultando perd esclusa in quest’ultima ipotesi la possibilitd che
essa sia una varietd cubica di S, priva di punti doppi;

oppure le curve-sezioni di ¥V saranno ancora di genere = 3 e non iper-
ellittiche. In questo secondo caso potremo operare sulla varietd V come gia
abbiamo operato sulla M?%, vale a dire sul sistema |F + F'| come gia sul
sistema |F|. Sopra una superficie generica del sistema | F -+ F’| il sistema

fra quelle segnate dai sistemi | i(F42F")| e [¢F|. Segue da cido che, sulle F, le curve se-
gnate dalle eventuali é-aggiunte delle (F'4- F') saranno differenze, a meno ancora di curve
eccezionali, fra quelle segnate dai medesimi sistemi suindicati, e per conseguenza anche fra
quelle segnate dai sistemi |2(F+F)| e |2F|
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delle curve caratteristiche avra a sua volta il proprio aggiunto, di dimen-
sione =2, 1l quale verrd ivi segnato dal nuovo sistema:

|F 4 F' |+ | (F+ FY | =| F4 F'| | 2F | = | F4-3F'|

composto anch’esso di superficie razionali o riferibili a rigate; e cosi, occor-
rendo, di seguito. Il procedimento avrd certo termine, perche il sistema
| F+4-3F'| sega sulle F curve del sistema lineare terzo aggiunto a quello
delle sezioni iperpiane; e, del pari, gli eventuali sistemi successivi segheranno
sopra F' curve degli ulteriori aggiunti di questo stesso sistema; la serie del
quali aggiunti sopra una superficie razionale & finita.

Colla riserva dunque di dare le dimostrazioni di cui alle lettere ¢) e d),
potremo in ogni caso rappresentare la varietd proposta:

1) o sopra una varietd regolare a curve-sezioni iperellittiche, in parti-
colare ellittiche o razionali, e diversa inoltre da una V* di S, priva di punti
doppi: varieta dunque certamente razionale; ’ '

2) oppure sopra una varietd le cul sezioni iperpiane F presentano il
caso b); sono cioé tali che il sistema | F -+ F'| risulta composto mediante
una congruenza razionale di linee. Se queste linee fossero rette, la varieta V
conterrebbe un sistema razionale co® di rette, del 1.° ordine, e sarebbe percio
certo razionale (e cosi dicasi della M?%); essa potrebbe rappresentarsi sullo
spazio S; facendo corrispondere a queste rette le rette di una stella, e alle
superficie (F + F') coni collo stesso vertice (*). Basterd dunque esaminare 1l
caso in cui le superficie (F-+ F’) appartengano a una congruenza di linee
non rette; e in tutti questi casi (n.! 8-13) riconosceremo pure che la varietd V
& razionale.

Con questo, e colle dimostrazioni preannunciate dei n.} 1417, il nostro
compito sarda assolto. Risultera inoltre dimostrato che: Se la varieta cubica
dello spazio S, priva di punti doppi non é rappresentabile sullo spazio S,,
essa non pud conlenere altri sistemi lineari semplici di superficie razionali
allinfuori di quelli di dimensione 4 e di grado 3, a intersezioni variabili el-
littiche (forse tutti trasformabili birazionalmente nel sistema delle sezioni iper-
piane). Infatti da qualunque altro sistema discenderebbe, in forza del proce-
dimento indicato, la rappresentazione della varietd sullo spazio §,.

(*) Si presenterd certo questo caso ogni qual volta la varietd M3 possa rappresentarsi
sullo spazio S; in modo che alle sue superficie-sezioni ¥ corrispondano superficie di un ordine
qualsiasi m (= 3) con un punto base (m — 1)rP,
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3. Se il sistema lineare | F - F'| appartiene a una congruenza di linee
aventi ordine k>1, questa congruenza determinerd sopra ogni superficie I/
un’involuzione I, alla quale apparterra il sistema lineare aggiunto a quello
delle sezioni iperpiane. Possiamo supporre quelle linee irriducibili; in tal
caso I'involuzione I, non sara composta mediante un’involuzione di ordine
inferiore %', se no i coniugati di un punto generico in quest ultima involu-
zione e sulle varie F passanti per il primo punto formerebbero una linea
di ordine %" <k, parte di una delle precedenti di ordine k. Consideriamo ora,
nello spazio S,_; di una F generica, il sistema oo® di rette T formato dalle con-
giungenti di tutte le coppie di punti di uno stesso gruppo dell'involuzione I, (¥).
Sopra una sezione iperpiana generica C di F, una tale coppia di punti, sup-
posta contenutavi, imporrebbe una sola condizione a un gruppo canonico ob-
bligato a sua volta a contenerla; e cid, sopra una curva non iperellittica, non
& possibile. Il sistema di rette I, nello spazio S,_,, & dunque tale che un
iperpiano generico (di questo S,_,) non ne coniieng alcuna retta, ossia ¢ di
classe zero. Segue da cid che ogni iperpiano passante per una retta s del
sistema I' deve contenere oo' di queste rette, le quali passeranno per i sin-
goli punti della curva intersezione di quell’iperpiano colla superficie ¥'; e se
P & un punto qualunque della superficie F, ogni iperpiano passante per il
piano sP conterrd una retta del sistema I' passante per P, la quale non potra
variare con uell’iperpiano, e stard percio nel piano sP, vale a dire sard in-
cidente a s. Il sistema T, che nelle ipotesi fatte & certo irriducibile, si com-
pone dunque di rette a due a due incidenti, e percio tutte passanti per uno
stesso punto O.

I gruppi dell'involuzione 1, stanno dunque sopra retle uscenti da wumno
stesso punto 0. 1l sistema lineare |C| delle sezioni iperpiane di F, di dimen-
sione » — 1 e genere p, conterrd un sistema lineare |C,], di dimensione
r — 2 e genere eventualmente inferiore, segato dagli iperpiani passanti -
per O e appartenente all’involuzione I,; e a questa involuzione appar-
terranno pure il sistema | C'| aggiunto a | €|, come gid sappiamo, e il si-
stema | C,’| aggiunto a | C,|; quest'ultimo esistente se |C,| ha ancora ge-

(*) Cfr.: CasteLNvovo, Sulle superficie di genere zero; Mem. Soc. Ital. delle Scienze (detta
dei XL) @3), t. 10 (1896); n.° 4. Il nostro ragionamento non differisce sostanzialmente da quello
del sig. CasTELNUOVO: questi suppone bensi che la superficie F non abbia punti multipli
propri, e che percid il sistema lineare da noi indicato con | G| abbia lo stesso genere del
sistema complessivo | C|; ma l'ipotesi stessa, per questo punto speciale della trattazione, non
¢ necessaria. Gfr. anche quanto é detto al principio del n.° 4 del presente lavoro.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



56 Fano: Sulle varietad algebriche a tre dimensioni

nere =2, e in tal caso contenuto in | C'|. Si osservi, a questo proposito, che
se il sistema | €, | ha genere inferiore a p, il punto O appartiene certo alla su-
perficie F, della quale & anzi punto multiplo proprio; in questo caso il si-
stema | C,| & anch’esso completo, e, appartenendo a una involuzione, non pud
comporsi di curve razionali; potrebbe essere perd una rete di curve ellittiche,
completa e percio di grado 2, e in questo solo caso le C, avranno genere <Z2.

Da quanto precede, emerge altresi che sard in ogni caso k=2, e che
le curve €, saranno iperellittiche. E infatti questo il solo caso in cui la serie
canonica di una curva algebrica & composta mediante un’involuzione o'
(necessariamente razionale, e costituita da sole coppie di punti); mentre se
le €, sono ellittiche fu gid osservato che sard pure &= 2.

Ritornando pertanto alla varieta M7, della quale la superficie conside-
rata F era sezione iperpiana generica, vediamo che il sistema lineare | F + F’ |
sara composto mediante una congruenza di coniche (essendosi riconosciuto

=2) contenute in piani passanti per uwna retta (perché segati da un iper-
piano generico secondo rette per un punto). Tali coniche, come gia st ¢ delto,
possono supporsi irriducibili.

Inoltre, sopra una .F generica, le sezioni determinate da iperpiani pas-
santi per il punto O sono iperellittiche e contengono una oo' razionale di
coppie di punti dell'involuzione I, ; percio le oo® rette uscenti da O e con-
tenenti le coppie dellinvoluzione suddetta (ossia le rette del sistema I') for-
meranno un cono a tre dimensioni, proiettante da O una superficie a curve-
sezioni razionali, certamente normale (perche, se non fosse tale, non lo sarebbe
nemmeno il cono che la proietta da 0, e nemmeno la superficie F, contra-
riamente alle ipotesi fatte). Questa superficie a sezioni razionali sard proie-
zione doppia della F' dal punto 0. Pertanto: La varieta M7 sarda luogo di oo
coniche, contenute nei piani che da una retta fissa (di S,) proiettano i punti di
.una superficie normale a curve-sezioni razionali (di uno spazio S,_,, percio
di ordine r —3); e il sistema |F -+ F'| su di essa si comporrd di superficie
luoghi di o' tra queste coniche,

4. Ci proponiamo ora di determinare tutte le superficie F del tipo in-
contrato nel n.° prec.; vale a dire le superficie razionali le cui sezioni iper-
piane hanno il sistema aggiunto appartenente a un’involuzione (I,), necessa-
riamente di 2.° ordine e segata da rette uscenti da un punto fisso 0, dal quale
punto sappiamo anche che la superficie & proiettata in una superficie doppia,
normale, a curve-sezioni razionali. Queste superficie costituiranno tutte le
possibili sezioni delle M3 corrispondenti al caso b) del n.> 2.
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Ricerche del sig. Casternvovo (¥) hanno da tempo assegnate tutte queste
superficie, limitatamente alle due ipotesi restrittive ch’esse siano prive di
punti multipli propri, e abbiano le curve-sezioni non speciali (ossia che 1
sistemi lineari di curve piane che le rappresentano siano prive di curve fon-
damentali proprie, e abbiano serie caratteristica non speciale). E bastano
poche considerazioni complementari per riuscire a comprendere anche ogni
caso ulteriore; alle superficie gia trovate dal sig. CasteLnvovo e alle loro
proiezioni (qualcuna delle quali gid non pit soddisfacente alle ipotesi suac-
cennate) una sole se ne agglungerd: la superficie razionale del 4.° ordine
indicata da M. NoeTHER (**) con F?, avente un punto doppio e un tacnodo
ad esso infinitamente vicino, e rappresentata sul piano dal sistema delle curve
di 7.° ordine, aventi a comune un punto triplo e 9 punti doppi, tutti appar-
tenenti a una cubica.

Nelle ipotesi fatte dal sig. CasTELNUOVO, la superficie F si proietiava
in S;, da un numero conveniente di suoi punti semplici scelti in modo ge-
nerale, secondo una superficie F* di un certo ordine me, priva sempre di
punti multipli propri, le cui sole singolarita erano il punto O* proiezione
di 0, multiplo di ordine m — 2, e rette multiple uscenti da questo punto, in
numero e di ordini tali da rendere impropria la multiplicitd in O* stesso.
Nel caso presente vi potranno essere anche altre singolarita, ma é facile pre-
cisarle; inoltre le superficie di ordine m — 3 aggiunte ad F*, dovendo incon-
trare F* secondo le curve aggiunte alle sezioni piane, le quali appartengono
all'involuzione segata dalle rette della stella 0* saranno pur sempre coni di
vertice O¥; e si pud dimostrare egualmente che questi coni saranno razionali
(vale a dire che, sopra F, le curve €’ aggiunte alle sezioni iperpiane saranno
anch’esse iperellittiche, al pari delle C,, segate dagli iperpiani passanti per 0).

Osserviamo, in primo luogo, che la superficie normale F* non puo avere
gid essa linee multiple, all’infuori di rette passanti per O. Invero, si consi-
deri su di essa una sezione iperpiana € non passante per O e avente lo
stesso genere p della sezione generica. Due punti assolutamente qualunque

(*) V. la Mem. cit.: Sulle superficie di genere zero, nonché la « Aggiunta » alla Memoria
EnriQuUES: Sui piani doppi di genere uno, Mem, Soc. Ital. delle Scienze (detta dei XL) (3),
t. 10 (1896).

(**) Ueber die rationalen Flichen vierter Ordnung; Math. Anpalen, vol. 33 (1889), p. 546.
Le altre superficie razionali del 4.° ordine con un solo punto doppio, sempre di natura spe-
ciale, si incontrano qui pure, ma sono proiezioni di superficie del tipo stesso di cui ora trat-
tasi e gia considerate dal sig. CAsTELNUOvVO. |
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di questa curva devono imporre a un’aggiunta €, obbligata a contenerli,
condizioni distinte. D’altra parte le €', appartenendo all’involuzione I,, sono
segate sopra F da coni di vertice 0. Pertanto, se P & un punto comune alla €
e all’eventuale linea multipla di F, tale (come possiamo certo supporre) che
OP non sia generatrice comune ai coni anzidetti proiettanti da O le €, evi-
dentemente i punti di € sovrapposti in P imporrebbero alle €', tutti insieme,
una condizione unica: il passaggio del cono che da O proietta questa €' per
la generatrice OP. E questo non & possibile.

La curva (iperellittica) C, intersezione di F con un iperpiano generico
passante per O non polrd avere dunque punli mullipli, all’infuori di O stesso
e di punti doppi infinitamente vicini ad O.

Queste curve C,, di ordine n e genere p, = p, sono proiettate doppia-
mente da O secondo coni razionali normali di ordine » — 3 (essendo sempre
r la dimensione dello spazio cui appartiene la varietd M3, e percid r —21a
dimensione dello spazio della curva C, e del cono che la proietta da 0). Le C,
avranno pertanto il punto O come multiplo di ordine » —2 (r — 3); e, rite-
nuto inoltre che sard certo r —3 =n—p, — 1 (*), avranno altresi, infinita-
mente vicini ad O, ancora (»—p,— 1) — (r—3) punti doppi (nell'intorno
di 1.° ordine di O, oppure anche, tutti o in parte, fra loro consecutivi).

Queste stesse curve, da » — 4 loro punti generici, sono proiettate secondo
curve piane di ordine m =»n —# 44, aventi un punto (proiezione di 0) di
multiplicitd m —2=mn —r -+ 2, e eventualmente (come la €,;) punti doppi
infinitamente vicini a questo. Percid la superficie F, anche da » — 4 suoi
punti generici, verra proiettata sopra S; secondo una superficie F* di or-
dine m, avente un punto O* di multiplicita m — 2, e le cui ulteriori singo-
larita potranno essere soltanto:

@) rette multiple passanti per 0% (proiezioni di rette gia multiple per
F' e passanti per 0);

b) punti doppi e linee doppie infinitesime infinitamente vicini ad 0
(con certe restrizioni, anche fra loro susseguentisi);

(*) Poiché la curva C,, di ordine % e genere p,, contiene una serie lineare (o involuzione
razionale) g,!, le congiungenti delle coppie di punti di questa involuzione formano una ri-
gata di ordine =n —p, —1; e se quest’ordine & inferiore a n — p, — 1, la sua differenza da
questo massimo da il numero dei punti doppi della curva che assorbono i due elementi di
uno stesso gruppo della g;'. Nel caso presente, questi punti doppi sono tutti infinitamente
vicini ad 0.
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¢) punti multipli propri a distanza finita da 0% eventualmente con
altri punti o linee multiple infinitesime ad essi infinitamente vicini. Ma queste
ultime singolaritd (provenienti anch’esse da altre consimili esistenti sopra F)
riconosceremo facilmente che sono tutte inessenziali, perché devono cadere
sopra rette multiple uscenti da 0% e la loro influenza sui generi della su-
perficie F* & identica a quella che spetta a queste medesime rette.

E infatti:

1) Sia 4 un punto multiplo proprio della superficie F*, distinto da 0¥,
di multiplicitd k= 3; siceche la retta 0*4 apparterrd per intero alla super-
ficie F*. Le superficie di ordine m — 3 aggiunte ad F* avranno in 4 la mul-
tiplicitd £— 2 (almeno); e percio, essendo coni di vertice 0% avranno questa
stessa multiplicitd (che & = 1) lungo l'intera generatrice 0*4. D’altra parte
questl coni devono segare sopra un piano generico tutte e soltanto le oo
curve aggiunte alla sezione determinata da questo medesimo piano in F¥;
queste aggiunte avranno dunque anch’esse la multiplicitd £ — 2 (almeno) nel
punto intersezione di tale piano colla retta O*A4, e percid ancora questo
punto avra per la sezione piana considerata di F*, e, per conseguenza, anche
per F* la multiplicita 2 — 1 (*). In altri termini, I'intera retta 0*4 sara per
la superficie F* multipla di ordine & — 1.

2) Gli eventuali punti doppi isolati di F*, distinti da 0%, se non hanno
nel loro intorno di un certo ordine (= 1) una retta doppia infinitesima, sono
singolaritd inessenziali (come non esistenti). Sia invece 4 un punto doppio,
al quale, nellintorno di un certo ordine, sia infinitamente vicina una retta
doppia infinitesima (tacnodo, ecc.); le aggiunte di F* dovranno allora passare
semplicemente per questo punto, e, di conseguenza, per la retta 0*4; e di
qui, con considerazioni analoghe alle precedenti (**), si-trae che l'intera retta

(*) E noto infatti che le aggiunte di una curva piana irriducibile hanno le intersezioni
con questa curva futfe variabili, all’infuori di qguelle assorbite dai punti multipli della curva
primitiva. Questo implica che in nessun punto della curva primitiva le aggiunte possano
avere tutte guante una multiplicitd superiore a quella che & ivi per esse strettamente ri-
chiesta. ’

(**) Anche in questo caso la superficie * deve contenere la retta 0*4. Invero, se cosi
non fosse, il fatto che, in un piano generico, le aggiunte alla sezione determinata da questo
piano in F* passano tutte per il punto intersezione di questo stesso piano colla 0*4 sa-
rebbe possibile solo in quanto tale passaggio fosse conseguenza delle altre condizioni alle
quali le aggiunte suddette devono soddisfare; e in quest’ultima ipofesi una sezione passante
per A avrebbe punti multipli che impongono alle aggiunte condizioni non tutte distinte, il
che (trattandosi di curva certo irriducibile) va escluso.
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0*A sard doppia per la superficie F*. Che se poi ad 4 fosse infinitamente
vicina una retta tacnodale infinitesima, vale a dire se 4 fosse un oscnodo,
i coni aggiunti avrebbero in 4, e percid lungo la generatrice 0*4 un piano
tangente fisso; e in questo piano F* avrebbe, consecutivamente ad 0*4, una
seconda generatrice doppia.

3) Se poi ad un punto 4, multiplo di ordine & = 3 e sempre distinto da 0%
¢ infinitamente vicino un punto #° (dove i==%; e inoltre i=n—k—+1,
non potendo la congiungente di tali due punti essere multipla per F¥), la
retta, infinitamente vicina ad 0*4, che da O* proietta questo nuovo punto
apparterrd alla superficie F* colla multiplicitd ¢ — 1 almeno (fatta soltanto
eccezione pel caso inessenziale di un punto doppio al quale siano successivi
soltanto un numero finito di altri punti doppi). Da cid emerge altresi che
una eventuale linea ™ infinitesima infinitamente vicina ad 4 dovrebbe spez-
zarsi in rette, contenute in altrettanti piani passanti per 0*4, e in ciascuno
dei quali F* avrebbe una retta (non piu soltanto (i —- 1), ma) ' infinita-
mente vicina ad 0*4; queste rette assorbono, per cosi dire, le rette " in-
finitesime suindicate. E cosl di seguito, eventualmente, per gli intorni di or-
dini successivi. — Considerazioni analoghe si potrebbero fare altresi qua-
lora 4, anziché punto k*” sopra una retta (& — 1), fosse un punto generico
di quest’ultima retta.

Quanto alle eventuali singolaritd infinitamente vicine ad 0%, sopra retle
uscenti da O* e non multiple per F* valgono le osservazioni seguenti:

1) Punti doppi isolati, ai quali siano successivi soltanto altri punti
doppi, in numero finito, sono da considerarsi, in relazione alle superficie ag-
giunte e biaggiunte, come non esistenti.

2) Linee doppie infinitesime soltanto nodali o cuspidali (linee di or-

. m—2 . . . .
dine = —g— se nell’intorno di 1.° ordine di 0% e solamente rette se sus-

seguenti uno o pitt punti doppi isolati successivi ad O*) impongono alle ag-
giunte di F* di ordine m — 3 condizioni che risultano gid verificate per il
fatto che tali aggiunte sono coni, hanno cio¢ in O0* la multiplicitd m — 3
anziche soltanto m — 4.

3) Singolaritd piu elevate non sono possibili. Invero, se P fosse un
punto infinitamente vicino ad O* sopra una retta non multipla per F* e
punto generico di una linea infinitesima almeno tacnodale, oppure tale che
ad esso segua una retta consimile (oscnodo, ece.), dovrebbero i coni di or-
dite m — 3 aggiunti ad F* come prima ulteriore condizione contenere la
generatrice O*P, senza che cid sia conseguenza delle rimanenti condizioni
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cui gid essi soddisfano (poicheé le diverse singolarita di una superficie rego-
lare di ordine m devono imporre alle aggiunte di ordine = m — 4 condizioni
tutte distinte); e percid quei coni aggiunti non segherebbero pilt sopra un
piano generico 'intero sistema aggiunto alle curve intersezioni di IF'* con
questo medesimo piano.

Tutto cido premesso, dico ora che I coni di ordine m — 3 aggiunti alla
superficie F'* sono razionali (*). K infatti, se tali non fossero, essi, considerati
come enti co' della stella 0* avrebbero almeno un cono aggiunto di ordine
m — 6; tale percio che ogni retta della stella 0* la quale sia & per F* e,
per conseguenza, (B — 1)* per i coni aggiunti, sia (k — 2)** per questo nuovo
cono. Aggiungendo a tale cono il cono di ordine m — 2 tangente alla super-
ficie F* nel punto 0% per il quale le rette £ di F* (tutte uscenti da 0%)
sono anche % e le rette proiettanti i punti doppi infinitamente vicini ad 0%,
sia isolati che formanti linee doppie infinitesime, sono tutte doppie, si avrd
un cono complessivo di ordine 2m — 8, il quale, come facilmente si verifica,
costituirebbe una superficie biaggiunta ad F* Tale superficie non potendo
esistere, poiché F* & razionale, risulta assurda I'ipotesi fatla che non siano
razionali i coni di ordine m — 3 aggiunti ad F*. Per conseguenza:

Il sistema lineare | C'| aggiunto alle sezioni iperpiane di F si compone di
curve anch’esse iperellittiche, incontrantisi a due a due secondo p — 2 coppie
dell’ involuzione I,. Invero i coni aggiunti ad F*, essendo razionali e for-
mando un sistema lineare completo di dimensione p — 1, devono incontrarsi
a due a due secondo gruppi di p — 2 generatrici.

5. 1l sistema lineare | C'), aggiunto alle sezioni iperpiane della super-
ficie F, permette di rappresentare questa superficie sopra una superficie
doppia dello spazia S,_,, di ordine p —2, a curve-sezioni razionali, sulla
quale alle €, sezioni iperpiane di F, corrisponderanno curve canoniche di
genere p (semplici, di ordine 2p — 2). :

Questa superficie ¢~ sard una rigata razionale normale, oppure, nello
spazio S;, e percid nel solo caso p =6, la ben nota superficie di Veronese
(rappresentata sul piano dal sistema lineare oo® delle coniclie). Quest’ultimo
caso si esclude perd facilmente. Infatti alle oo® coniche (doppie) della super-
ficie ¢*, incontrate dalle immagini delle € (le quali sono di ordine 10) in 5
punti, corrisponderebbero sopra I curve iperellittiche di 5.° ordine, percio

(*) CasteLNvovo, Mem. cit.: Sulle superficie di genere zero, n.° 11.
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di genere = 3. Queste curve incontrerebbero la curva doppia dell’involu-
zione I, in un numero di punti non superiore a ofto; e percio, riferendo la
¢* a sua volta ad un piano nel modo consueto, la F risulterd rappresentata
sopra un piano doppio con curva di diramazione di ordine anche non su-
periore ad offo. Tenendo conto pertanto dei tipi ben noti ai quali questa
curva deve potersi ridurre (poiche F e quel piano doppio sono razionali) (¥),
vediamo immediatamente che la nominata curva di diramazione potra essere
soltanto :

1) una curva di 8.° ordine con un punto sestuplo, oppure con tre punti
quadrupli, ciascuno dei quali pud essere sostituito da due punti tripli infi-
nitamente vieini;

9) una curva di 6.° ordine con punto quadruplo, oppure con due punti
tripli infinitamente vicini ;

3) una curva di 4° o di 2.° ordine.

In ciascuno di questi casi, al sistema lineare | C'| della superficie F' cor-
risponderebbe nel piano doppio il sistema lineare oo® delle coniche doppie.
E si verifica facilmente che quest’ultimo sistema, nei casi enumerati, non é
mai Paggiunto di un sistema lineare. Invero: nel caso 3), anzitutto, il sistema
delle coniche doppie non & completo. Nel caso 2) esso ¢ il sistema doppio di una
rete di grado 2 e genere 2, riducibile a tipi ben noti (reti di curve piane
di 4.% 5.° o 6.° ordine); e in ciascuno di questi casi si puo verificare diret-
tamente che il sistema doppio di questa rete non & aggiunto di alcun si-
stema. Nel caso 1) infine, la superficie F, contenendo (come immagini delle
rette del piano doppio) una rete di curve piane iperellittiche di 5.° ordine e
genere 3, potrebbe essere soltanto una superficie di 5.° ordine di S; con
punto triplo (e ulteriori singolarita infinitamente vicine a questo, ma priva
di linea doppia), sulla quale le aggiunte delle sezioni piane dovrebbero es-
sere segate dai coni quadrici aventi il vertice nel punto triplo; il che si ri-

(*) CastrLNUOVO ed ENRIQUES, Sulle condizioni di razionalita dei piani doppi; Rend. Cire.
Matem. di Palermo, t. 14 (1900), p. 290. In questa Memoria sono accennate anche le fasi
anteriori per le quali é passata la determinazione dei piani doppi razionali, dai lavori di
CLEBscH e NOETHER in poi. La curva di diramazione deve essere di ordine pari, e non deve
avere « seconde aggiunte », coll’avvertenza che un suo punto multiplo di ordine dispari 2% + 1,
al quale non ne sia infinitamente vicino un altro consimile, va computato, nella determina-
zione delle seconde aggiunte, come se fosse solamente (2k)#%. 1 punti tripli isolati e i punti
doppi sono percio, per le seconde aggiunte, come inesistenti. Da queste condizioni segue im-
mediatamente che i soli casi possibili sono quelli sopra enumerati,
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conosce immediatamente non essere possibile. Infatti, togliendo da entrambi
I sistemi (sezioni piane e loro aggiunte) il sistema delle sezioni determinate
dai piani passanti pel punto triplo, risulterebbe che la curva fondamentale
rappresentata dal punto triplo, di genere =1, avrebbe per aggiunte ancora
queste stesse oo sezioni piane (*).

6. Supponiamo invece che la superficie ¢*=* di S,_, considerata al
n.° prec., e sulla quale, pensata come doppia, abbiamo rappresentata la F,
sia una rigata razionale normale. Essendo gid note tutte le superficie razionali
a sezioni di genere {re (**), percid anche quelle del tipo che a noi interessa,
possiamo supporre p = 4.

Ora, una curva canonica di genere p tracciata sopra wuna rigata ra-
zionale wnormale dello spazio S,_, (e per nol p — 1=3) deve necessaria-
mente incontrare ogni generatrice di questa rigata in tre punti. Ionfatti, in-
dicato questo numero di punti con k, si avrd sulla curva stessa una serie
lineare g,' (completa, speciale), la cui residua € una g5=%_.; e cid richiede sia
2p—2—k>2(p—3), cioe appunto k<4 ‘

Alle generatrici (doppie) della rigata 9"~ corrispondono dunque sopra F
curve di 3.° ordine (formanti un fasecio) (**¥). '

Tali curve di 3.> ordine sono certamente ellittiche e percio piane. Infatti,
se fossero razionali, la superficie F' si potrebbe rappresentare sul piano in
modo che a queste curve corrispondano rette di un fascio; alle sezioni iper-
piane di F' dovrebbero percid corrispondere, in questo piano, curve trisecanti
le rette del fascio anzidetto, vale a dire curve di un certo ordine m colla
multiplicitd m — 3 nel centro del fascio. E il sistema aggiunto |€'| si com-
porrebbe allora di curve razionali. ‘

(*) Le superficie razionali del 5.° ordine di S, con punto triplo e prive di linea doppia
furono determinate dal Prxsa (Sulle superficie razionali del 5.0 ordine; Annali di Matem. (3),
vol. 6 (1901), p. 249 ; cfr. in partic. n.° 20); e si puo verificare direttamente che per nessuna
di esse le quadriche aggiunte sono tutte coni.

(**) GAsTELNUOVO, Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono curve di genere fre; Atti
della R. Accad. delle Se. di Torino, vol. 25 (1890). In questa Nota € posta da principio una
restrizione, che & soddisfatta (come si & riconosciuto in seguito) per tutte le superficie rego-
lariy fra le superficie ivi determinate sono percio comprese tutte quelle razionali.

(***) Se p =4, e se perci0 la »#—2 & una quadrica di S, il ragionamento varrebbe per en-
trambi i sistemi di generatrici su di essa. Risullerd tuttavia in seguito che in questo caso,
il quale & il solo possibile, la quadrica ¢ € un cono.
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Inoltre le curve di 3.° ordine suddette della superficie F, avendo per im-
magini sulla rigata ¢*~* linee doppie, apparterranno all’involuzione I,, che
sulla superficie F' & segnata da rette uscenti dal punto O; per questo punto
passeranno dunque i loro piani, e anzi le stesse o' curve, per le quali 0 co-
slituird pertanto una varietd unisecante.

Potremo dunque rappresentare la superficie F sul piano in modo che
al fascio di cubiche esistente su di esse corrisponda un fascio di curve piane
di un certo ordine 3%k con nove punti basi 2" (¥). E lesistenza, pel fascio
di cubiche, di una varietda unisecante, ci permette di concludere subito che
dovrad essere k = 1, ossia che al fascio di cubiche sopra F dovra corrispondere
anche un fascio di cubiche piane. Invero, se fosse k> 1, al punto O, varieta
unisecante le cubiche di F, non potrebbe corrispondere, nel piano, uno dei
9 punti Dbasi del fascio considerato; dovrebbe dunque corrispondergli una
curva di un certo ordine x, avente negli stessi 9 punti certe multiplicitd
Oy, O5,..., %y, tali che sia:

Sk.x—k. % o, = 1.
i=1

E poiché % & manifestamente divisore del primo membro, questa relazione
¢ incompatibile coll’ipotesi & > 1. '

Alle cubiche di F corrisponderanno dunque nel piano anche cubiclie,
passanti per 9 punti fissi. D’altra parte le curve €', aggiunte alle sezioni
iperpiane di F, hanno per immagini sulla rigata (doppia) ¢*~* le sezioni iper-
piane di questa, le quali sono bisecanli le generatrici (considerate pure come
doppie). Alle €’ corrisponderanno dunque nel medesimo piano rappresentativo
curve di un certo ordine y e con multiplicitd B, nei punti basi del fascio di

cubiche, tali che sia:
3y — 3B, =2

Il sig. GasTELNUOVO, nella citata « Aggiunta» a una Memoria ENRrIQUES (*¥),
ha determinati appunto tutti i sistemi lineari di curve piane soddisfacenti a
queste condizioni (ciascuno dei quali appartiene necessariamente a una certa

(*) A questo tipo (per un certo valore dik) puo infatti ridursi, per mezzo di una trasfor-
mazione cremoniana, qualunque fascio di curve piane ellittiche. La prima dimostrazione fu
data dal Berrint (Annali di Matem. (2), vol. 8 (1877), n. 248); e il FerreTTi (Rend. Cire.
Matem. di Palermo, t. 16 (1902), p. 236) confermo il risultato in modo da eliminare i dubbi
sorli pit tardi cirea taluni casi di punti multipli infinitamente vicini.

(**) Cfr. la prima nota al n.° 4.
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involuzione di coppie di punti); e in particolare quelli fra essi che sono, come
a noi pure occorre, aggiunti di un sistema lineare semplice. Di questi ultimi
sistemi (preseindendo dalla rete di cubiche con sette punti basi, che & aggiunta
di un sistema di genere 3) ve n’¢ uno solo: il sistema lineare oo® delle se-
stiche piane con otto punti basi doppi (senza ulteriori punti basi, nel caso
presente, perche, essendosi supposto il sistema |C| di genere =4, il suo
aggiunto deve essere almeno oo’). Questo sistema & Paggiunto di un sistema
di curve piasnie di ordine 9, avenle gli stessi otto punti base come iripli, pii
eventualmente punti basi semplici. Saranno questi perciod ¢ sistemi lineari rap-
presentativi delle sole superficie F del tipo da noi cercalo e aventi le sezioni
di genere > 3.

Quanto alle superficie a sezioni di genere 3, sempre del tipo speciale che
a nol occorre, esse saranno tutte e soltanto quelle nelle quali le quartiche
aggiunte alle sezioni iperpiane (o piane) formano una rete di grado 2; il
che avviene quando le quartiche stesse hanno genere 1 o 2 (¥). Abbiamo
cosl :

1) La superficie di 8. ordine di S, rappresentala dal sistema lineare
delle sestiche con sette punti basi doppi, e sue proiezioni. Fra queste proiezioni
vi & la superficie di 4.° ordine di S, con tacnodo (F);

2) La superficie di 4. ordine F'? di NOETHER, rappresentata dal sistema
delle curve piane di 7.° ordine avenli a comune un punto triplo e nove punii
doppt, tutli apparterenti o una cubica;

3) La superficie di 4. ordine F® di NORTHER rappresentala dal sistema
delle curve piane di 9. ordine avenli a comune otto punti tripli, un punto
doppio, e un punto semplice, anche tutli apparienenti a una cubica.

A queste aggiungiamo, per il caso delle sezioni di genere 4:

4) La superficie di 9.° ordine dello spazio S, rappresentata dal sistema
lineare delle curve di 9.° ordine con olto punti basi tripli, e sue proiezioni. Fra
queste proiezioni vi ¢ anche la superficie ¥ di NoeTHER testé nominata; le
rimanenti hanno ancora le sezioni di genere 4 Dalla rappresentazione piana
di queste ultime superficie si rileva immediatamente che le loro sezioni iper-
piane contengono un’unica serie lineare g¢i (anziché due, generalmente di-

(*) Dal signor CasteLNUOVO, nella Nota cit. Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono
curve di genere tre, queste superficie sono designate come di 2.2 specie e di 3.¢ specie. Quelle
di 1.2 specie hanno invece come curve aggiunte alle sezioni iperpiane delle quartiche razio-
nali, formanti percid una rete omaloidica; e quelle di 4.2 specie non sono razionali.

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXIV. 9
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stinté), segata dal fascio di cubiche che abbiamo riconosciuto esistere so-
pra F; esse sono dunque riferibili a sestiche canoniche contenute in coni
quadrici.

Le warieta M? corrispondenti al caso b) del n.° 2 hanno dunque come se-
zioni superficie dei soli tipi 1), 2) e &) testé enumerati.

) 7. Determiniamo ora quali siano le varietd %, luoghi di coniclie con-
tenute in piani per una retta, le quali hanno come sezioni superficie I dei
singoli tipi indicati.

I facile anzitutto riconoscere che, se due varietd cosi fatte sono tali che
le superficie loro sezioni generiche si possano ottenere 'una come proiezione
dell’altra, la stessa relazione di proiezione sussistera pure fra le due varieta
considerate. Supponiamo infatti che la superficie F,, sezione generica della
rarieta M, e appartenente a una delle categorie 1) o 4) dianzi enumerate, sia
proiezione di altra superficie F' di questa stessa categoria da un suo punto P.
La F e la F, saranno contenute rispettivamente in coni normali a tre dimen-
sionl ¢, ®,, a curve sezioni razionali, il secondo dei quali sard pure proie-
zione del primo dal medesimo punto P. D’altra parte il cono ¢, & sezione
iperpiana del cono I'y (a 4 dimensioni, e di 2.* specie) luogo degli oc® piani,
passanti per una retta s,, che contengono le singole coniche della varietd 3/,.
Da una retta generica s, contenuta nel piano Ps, e passante pel vertice del
cono @, quest’ultimo cono verra proiettato secondo un cono r di o® piani,
del quale T, & proiezione dal punto P. E in questa stessa proiezione a quei
punti del cono I', che appartengono alla varietd M, corrisponderanno sopra
I punti di una varietd M, luogo a sua volta di oo® coniche contenute nei
piani di I, e della quale F sard sezione iperpiana. Se il punto P & per la
superficie F' (e percio anche per la varieta M) punto semplice, oppure punto
doppio improprio, le varietd M e M, avranno le curve-sezioni di egual ge-
nere, e percio il sistema lineare |F 4 F'| nella prima sard precisamente
quello che ha per proiezione il sistema | F, -+ F,| nella seconda; e se questo
appartiene al sistema oo® delle coniche di 1/,, quello apparterrd all’analogo
sistema sopra MM ; vale a dire M sard ancora una varietd del tipo che qui ci
interessa. Vi ¢ d’altra parte un solo caso nel quale lipotesi fatta per P non
& verificata: il caso in cui F, sia la superficie F® di NorTHER, e la I' una
certa superficie di 6.° 0 7.° ordine in S,. E in questo caso si verifica im-
mediatamente che, sulla varietd M,, appartiene alla congruenza delle &* co-
niche non solo il sislema |F,+ F,’|, ma anche l'intero sistema oo® aggiunto
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alle immagini delle sezioni iperpiane della superficie anzidelta di S,; sicche
sta egualmente la conclusione enunciata.

Le varietd da determinarsi in relazione al caso b) del n.° 2 possono dunque
limitarsi a quelle (sempre luoghi di o* c¢oniche contenuli in piani per una
retta) clie hanno come sezioni:

1) La superficie F'* di S;, rappresentata dal sistema delle sestiche piane
con 7 punti basi doppi;

2) La superficie F°* di S;, rappresentata dal sistema delle curve di
9,° ordine con 8 punti basi tripli;

3) La superficie F? di NOETHER.

Tutte le altre varietd di questa categoria saranno proiezioni di una delle
prime due fra queste.

8. La superficie F* di S, rappresentata da un sistema di sestiche piane
con 7 punti basi doppi & inlersezione del cono proiettanle una superficie del
4.” ordine di Veronese con una quadrica (non passante pel vertice di quel
cono) (*). Percid una varietd AM; di S, del tipo che a noi interessa sard con-
tenuta nel cono di 4.° ordine I'* che da una refta s proietta una superficie
di Veronese (il cul spazio S; non sia incidente a quella retta), e sard a sua
volta Pintersezione di quest’ultimo cono con una quadrica. Sono infatti equi-
valenti due varieta V,_, contenute in una stessa V, e aventi sezioni iperpiane
equivalenti (entro la sezione di V) (**).

Le oo® coniche della varietd M} incontrano percid la retta s (asse del
cono I') negli stessi due punti 4, B (distinti o coincidenti); e la varietd pro-
posta & razionale, costituendo ciascuno di questi punti per le oo® coniche una
varietd unisecante.

Da ciascuno dei due punti 4, B esce un cono di rette contenuto nella
varietd M, cono di ordine 8'e genere 3, intersezione della M¢ eollo spazio S,
tangente in quel punto a una qualunque delle quadriche che la segano sul
cono r'*, Da uno qualunque di quei medesimi punti la M; & proiettata in un
cono A* di S, sezione iperpiana di I'*; e alle sezioni iperpiane di M¢ corri-
spondono su A* anche superficie F®°, tutte passanti per la curva y°, di ge-
nere 3, sezione del cono di rette teste nominato. A sua volta, il cono A* si

(*) CastELNUOVO, Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono curve di genere tre, n.° 7.
(**) SEVERI, Osservazioni varie di geomelria sopra una superficie algebrica e sopra wuna
varieta; Atti Ist. Veneto, t. LXV, parte 1L (1906), p. 625.
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puo rappresentare sullo spazio S, proiettandolo dal piano di una sua conica;
se questo piano si suppone contenuto nello spazio S; della curva y°, di modo
che questultima curva si appoggera a quella conica in 4 punti, alle sezioni
iperpiane di M} corrisponderanno in S, superficie di 4.° ordine con tacnodo,
aventi a comune questo tacnodo, il relativo piano tangente, le 4 rette uscenti
dal tacnodo, e una sezione piana, immagine della ¥®*. Da questi elementi il
sistema lineare oo™ rappresentante la 33 & completamente individuato. As-
sumendo il tacnodo come origine, il piano tangente in esso come piano & = 0,
e il piano della quartica base come piano all’infinito, il sistema stesso & rap
presentato in coordinate cartesiane dall’equazione:

o' +x.f(wys)+fi(wyz)=0

dove f, e f, sono forme rispett. di 2.° e di 4° grado nelle tre coordinate,
quest’ultima a coefficienti tutti costanti (f, =0 essendo 'equazione del cono
che dall’origine proietta la quartica base all’infinito), mentre i 6 coefficienti
di f, sono tutti variabili, e insieme ad a costituiscono i 7 parametri.

La curva y® dianzi considerata pud spezzarsiin una conica e in una se-
stica (di genere uno): basta a tal uopo che la quadrica la quale sega la
M3 sul cono I'* passi per uno dei coni quadrici (di S;) contenuti in T'* me-
desimo. In questo caso speciale, proiettando A* dal piano di quella conica,
si trova come sistema lineare rappresentante la M il sistema delle superficie
di 3.° ordine aventi a comune una sezione piana, e un punto ulleriore col re-
lativo piano fangente.

9. La superficie F° di S, rappresentata dal sistema delle curve piane
di 9.° ordine con otto punti basi tripli contiene un fascio di cubiche y, alle
quali corrispondono, nel piano, le cubiche passanti per gli stessi 8 punti
suddetti, Al nono punto base di quest’ultimo fascio corrisponde sopra F'° un
punto semplice O (quello gid indicato con O ai n.!' 3 e segg.), dal quale F°?
¢ proiettata in una rigata quartica doppia di S,, con direttrice rettilinea. Il
punto O & flesso per tutte le cubiche y. La sezione iperpiana generica della
superficie I° & contenuta anch’essa in una rigata R* con direttrice rettilinea;
e, incontrando le generatrici di questa in 3 punti, appartiene (su B') al si-
stema lineare somma di due sezioni iperpiane e della direttrice rettilinea;
si pud dunque ottenere come intersezione di R* con una forma cubica pas-
sante per 3 sue generatrici. Quest’ultima relazione si trasporta immediata-
mente alla superficie F° e alla varietd M dicui F* & sezione generica. Perlanto:
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La superficie F° suddetia ¢ intersezione del cono proiettante una rigata
razionale normale R* a diretlrice reltilinea con uwna varietds cubica passante
per tre arbitrari fra i piani generatori di quel cono. Il vertice del cono & il
punto della superficie F* gid indicato con O; per la varietd cubica considerata
esso & punto semplice, e ha come spazio S, tangente lo spazio determinato dai
tre piani generatori del cono che sono contenuti nella varietd stessa; questo
spazio contiene anche il piano direttore, il quale ha a comune colla F° il solo
punto 0. Resta cosi confermato che O & punto di flesso per tutte le cubiche v.

La varietd M3 di S, che a noi interessa & contenuta nel cono r* che
proietta una rigata B' con direttrice rettilinea da una retta s (non incidente
allo spazio S, della R*); incontra i piani di questo cono secondo coniche, e
i suoi S, secondo superficie cubiche ¢° passanti (semplicemente) per la retta s.
Essa & intersezione del cono I'* con una varietd cubica V*® di §; passante
per tre di quegli spazi S,; questi S, sono contenuti in un medesimo S, che
& tangente alla varietd lungo P'intera retta s; sicché la varietd stessa avra
sopra s due punti doppi 4, B, distinti o consecutivi, i quali saranno pure
doppi per tutte le ¢°, e comuni alle oo® coniche contenute nella M:. E poiche
le sezioni piane delle ¢* hanno tutte un flesso nel punto in cui si appoggiano
alla retta s, ciasecuna delle ¢* avrd lungo questa retta un piano osculatore
fisso (e non soltanto tangente): questi co' piani formano fascio attorno ad s,
entro lo spazio S; direttore del cono I'* (ossia proiettante la direttrice ret-
tilinea di R*). :

Le superficie (F+ F’) sono di 6.° ordine, a sezioni di genere due, e si
incontrano a due a due secondo coppie di coniche.

In ciascuno dei due punti 4, B Ja varietd V* ha un cono quadrico tan-
gente, 1l quale contiene I tre spazi di superficie ¢° gid contenuti in V*; la sua
intersezione con M§, all'infuori di queste stesse ¢’ le quali insieme costitui-
scono una sezione iperpiana di M3, sard percio una seconda sezione iperpiana
di M3 stessa, e precisamente un cono di ordine 9 e genere 4, luogo di tutte le
rette ulteriori delle +* (all’infuori di s) uscenti rispett. da 4 e da B. Questi due
coni, se distinti, s’incontrano secondo una loro comune sezione iperpiana.

Anche questa vavietd M & razionale; e si puo rappresentarla sopra S,
proiettandola da uno dei due punti 4 e B secondo un cono A* di S, (sezione
di r*), e proiettando a sua volta quest’ultimo cono da una retta e da un
punto rispett. di due suoi piani generatori (*).

(*) C. SEGRE, Sulle varieta normali a fre dimensioni composte di serie semplici razionali
di piani; Atti della R. Accad. di Torino, vol. 21 (1885). V. in partic. n.° 17 e seg.
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Proiettando JMj sul cono A, alle sue sezioni iperpiane corrispondono
anche superficie F°, aventi una comune sezione iperpiana y°; le superficie ¢°
vengono proiettate sui singoli piani del cono A*.

Da una trisecante della curva ¥° il cono A* si proietta in un cono qua-
drico di 22 specie A di S,; le F® considerate passanti per y¥° si proiettano
secondo F°, intersezioni di A con forme cubiche, le quali in quel punto della
retta asse di A che & proiezione del vertice di A* hanno un tacnodo con
piano tangente pure fisso. Tali F* hanno inoltre a comune le 3 rette uscenti
dal tacnodo, e una sezione iperpiana, proiezione di y°.

Infine il cono A si proietta univocamente su S; da un suo punto ge-
nerico (che supponiamo non appartenente al piano tacnodale delle F'°). Alle
F*® su di esso considerate corrispondono in S, superficie ¢° aventi a comune:

@) un punto quadruplo P, proiezione del tacnodo, con una retta doppia
infinitesima ad esso infinitamente vicina, nel piano « proiezione del piano
tacnodale delle F°*;

b) due rette triple infinitamente vicine uscenti da P, disposte secondo
la traccia d di quel piano del cono A che passa per il centro di proiczione,
e nel piano £ traccia dello spazio tangente a A lungo il piano suddeltto. Al
punto P viene ad essere infinitamente vicina, di conseguenza, una seconda
retta doppia infinitesima, in questo secondo piano (§); e la retta d sara I'in-
tersezione «8;

c) tre rette uscenti da P e contenute nel piano «, e una sestica di ge-
nere 4 contenuta in un cono quadrico tangente lungo la retta d al piano §
(con vertice perd generalmente distinto da P), proiezioni degli analoghi ele-
menti gid comuni alle F° del cono A.

Da questi elementi basi il sistema lineare oo™ rappresentante la 1} é
completamente individuato.

Per rappresentarlo analiticamente (in coordinate cartesiane), assumiamo
P come origine e i piani « e £ rispett. come piani £ =0 ¢ y =0. Alle oo’
sezioni iperpiane del cono A* (proiezioni di quelle sezioni di M} che passano
per il primo centro) corrispondono in S, rigate cubiche avenli d come unica
direttrice, il piano £ come piano tangente fisso lungo di essa, e il piano «
come ulteriore piano tangente nel punto P. Questo sistema di rigate & rap-
presentato dall’equazione:

axy+yzbe+by) +fley)=0

dove f & forma binaria cubica, a coefficienti tutti variabili. Queste rigate vanno
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integrate col piano « e col cono quadrico contenente la sestica base. Sia
2’ -+ y =0 Tequazione di quel cono (nel caso presente, cilindro), e o =0
'equazione del cono che dall’origine proietta questa sestica (*). L’equazione
cercata del sistema lineare oo™ sard allora:

2@ +y) |awy tyzbotby) +[@y)|+o =0

I sette parametri sono a, b,, b,, ¢ 1 quattro coefficienti di f.
Le oo® superficie (¥4~ F’) contenute nella M3 hanno per immaginii coni
quadrici di vertice P tangenti al piano § lungo la retta d.

10. Segnaliamo un caso particolare, nel quale la rappresentazione della
varietd A9 su S, pud assumere forma notevolmente semplice: il caso in cui
la sestica base del sistema precedente si spezza in tre coniche, e percio sulla
M3 i coni di rette uscenti dai punti 4 e B si spezzano in tre coni cubici.
Allora, e allora soltanto, le tre rette delle superficie ¢’ uscenti sia da 4 che
da B e distinte dalla 4B sono anche fra loro razionalmente distinte. D’altra
parte ogni ¢’ pud rappresentarsi sopra un piano, p. es. sul piano ad essa
osculatore lungo la retta AB, per mezzo della proiezione sghemba (ossia
della congruenza lineare di rette) che ha per direttrici due sue rette sghembe
uscenti rispett. da 4 e da B. Nel caso presente, facendo variare con conti-

3

nuiti queste due rette sulle singole o°, rappresenteremo lintera varietd M}
sullo spazio S, direttore del cono I'. E poicheé le sezioni piane delle ¢* hanno
per immagini, nel piano corrispondente, cubiche aventi a comune, sia in 4 che
in B, tre punti semplici consecutivi (in generale non allineali), cosi alle se-
zioni iperpiane della varietd M3 corrisponderanno le oo superficie di 3. or-
dine aventi in ciascuno dei punti 4 e B un contatlo di 2.° ordine con una
superficie fissa.

Facendo uso di coordinate proiettive omogenee, e supponendo che queste
superficie cubiche abbiano contatti di 2.° ordine nei punti fondamentali 3]
e [4] rispett. colle due quadriche :

e, xt+2b @, 2, ¢ 0=

Ly, ot +26 x, x, ¢ 22 =0

(*) 1l polinomio & sard del tipo kx84 aty K, + a2y K, + 4* K,, dove k & coefliciente
numerico, e le K; sono forme di grado ¢ nelle tee coordinate =z, y, 2.
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(le quali sono gia fra loro tangenti in ciascuno di quei punti), il sistema li-
neare oo’ rappresentante la M3 avra per equazione:

N, (0, +aa}+2bx, 2, +cx)) +pa, (X, o' o} 4 20" @, @, + ¢ )
+T3m4fl (m1m2)+f3(w1x2)20

dove f, e f, sono forme binarie, rispett. di 1.2 e di 3.° grado, in «,, x,; gl
olto parametri omogenei sono A, yp, e i cocfficienti di queste due forme.
Le superficie (F'+ F') hanno per immagini le quadriche bitangenti:

wam‘;—]“_kxm%—]l_gklwlxz_}“kawg:()

le quali s’'incontrano a due a due secondo coppie di coniche,

11. Consideriamo ora in S, una varietd M} la cui sezione generica sia
una F9 di NoeTHER. Questa superficie ha due punti doppi infinitamente vicini,
la cui conglungente I non appartiene ad essa, ma e tale che ogni piano pas-
sante per questa incontra la superficie secondo una quartica razionale avente
un terzo punto doppio consecutivo ai due primi. La varieta M? avra pertanto
due rette doppie infinitamente vicine d, d’ (la seconda anzi tacnodale), le
quali staranno in un piano. Infatti, se fossero sghembe, determinerebbero uno
spazio S,, nel quale sarebbero contenute tutte le rette del tipo I, formanti '
una congruenza lineare speciale; e ogni spazio S; passante per d conterrebhe
un fascio di rette I. Questi spazi S, dovrebbero percid incontrare la M} se-
condo superficie razionali del 4. ordine aventi d come (sola) retta doppia, e
su questa, nel centro del fascio delle I, un oscnodo; il che non & possibile.

Il piano delle due rette doppie d, d" non apparterrd alla varietd M3; e
ogni spazio S, passante per esso incontrera la M3} secondo una superficie {*
a curve sezioni razionali, avente tre rette doppie infinitamente vicine, e in-
contrata dai piani del fascio d secondo coniche (in generale) irriducibili.
Queste superficie sono dunque particolari superficie dé STEINER; clascuna di
esse ha, sulla retta d, un punto triplo, e le coniche segate su di essa dai
piani passanti per d sono tutte tangenti a d nel punto triplo. Percio:

o la M; ha anch’essd sopra d un punto triplo 4, che & pure tale per
tutte le ¢*; tutte le oo® coniche della M} sono allora tangenti alla retta d in
questo punto, mentre in ogni altro punto di d la M3 ha un medesimo spazio
tangente (doppio), pure fisso;

oppure le oo’ superficie ¢* hanno punto triplo variabile sopra d, e
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ognuna di esse & luogo delle o' coniche tangenti a d nel proprio punto
triplo. Lo spazio di ogni ¢* & allora tangente alla M} nel punto triplo della ¢*
stessa; e la punteggiata d risulta riferita proiettivamente al fascio degli S,
(doppi) tangenti ad essa in quei singoli punti

Nel 1.° caso il econo cubico tangente alla M¢ nel punto triplo 4 deve
incontrare la A3 secondo un cono di co' rette uscenti da A4 stesso; e poiche
le ¢* di StrINgR non contengono rette (all'infuori di quelle doppie), quelle
oo' rette dovranno ripartirsi tra un numero finito (= 3) di spazi S, passanti
per il piano dd': vale a dire il cono cubico tangente in 4 alle M3 si com-
porra di tre spazi di questo medesimo fascio, eventualmente non tutti distinti,
e distinti in generale dallo spazio fisso tangente alla M¢ lungo la retta d.
Le ¢* contenute in quegli spazi saranno degenerate in coui.

Dal punto 4 la M{ si proietta univocamente sopra uno spazio S,; alle
sue sezioni iperpiane corrisponde un sistema lineare di superficie, anche
queste del tipo F@, rappresentato da un’equazione:

XXX, (ax+by+cz+d)+o=0

dove ® & un polinomio che, eguagliato a zero, rappresenta una qualsiasi F@
del sistema, mentre le equazioni X; =0 (i =1, 2, 3) rappresentano tre piani
appartenenti al fascio di quelli che incontrano la superficie & =0, e percio
ogni altra del sistema, secondo quartiche con {re punti doppi consecutivi.
Viceversa, ogni sistema lineare cosi fatto rappresenta una M3 del tipo ri-
.chiesto.

12. Se invece le o' superficie di STEINER contenute nelle M3 hanno
punto triplo variabile, uno spazio S, generico passante per la relta doppia d
incontrerd la M secondo una superficie ¢* con retta doppia, ma senza punto
triplo, luogo di oo' coniche tutte tangenti alla retta d. In questo spazio, ogni
piano passante per d contiene una conica di o,, e per ogni punto di d ne
passa anche una, ivi tangente a d stessa. Di queste coniche, quattro (gene-
ralmente distinte) si spezzeranno in due rette, uscenti da uno stesso punto
di d; e questi qualiro punti (4,, 4,, 4,, 4,) saranno gli stessi per tutte
quante le oo® superficie ¢*, perché gli spazi (doppi) ivi tangenti alla 3% do-
vranno incontrare questa varietd secondo superficie di STrINER conlenenti
rette semplici, percid degenerate, e, per conseguenza, lisse. Queste interse-
zioni saranuno coni razionali di 4.° ordine aventi nella posizione d tre gene-
ratrici doppie consecutive.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIV. . 10
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Anche questa M; & razionale, poiche le oc® coniche in essa contenute
hanno la retta d come varietd unisecante.

Per rappresentarla sopra uno spazio S; =Y (contenuto nel precedente S,,
e non passante per d), basta proiettare ciascuna delle sue oo' superficie di
STEINER (4°) dal proprio punto triplo. Alle ¢* corrispondono i piani di un
fascio, avente per asse la traccia s del piano dd’; alle superficie ¢* (aventi
d come retta doppia), 1 piani di una slella, avenie il centro O nella traccia
della retta d; e alle sezioni iperpiane generiche della ¢, superficie 7° del
5.% ordine. Invero, nella proiezione suindicata, 1 raggi proiettanti che si ap-
poggiano a una retta generica » dello spazio ¥ formano una rigata quadrica
contenuta nello spazio dr; e una sezione iperpiana generica della M? & in-
contrata da questo spazio secondo una quartica piana con cuspide, la quale
colla quadrica anzidetta, ad essa tangenle nella cuspide, ha 5 intersezioni
ulteriori. Poiche le ¢° non hanno punti multipli a distanza finita da O, e
d’altra parte esse sono incontrate dai piani per s (oltre che in s stessa) se-
condo quartiche aventi in O tre punti doppi consecutivi, e da un piano ge-
nerico della stella O secondo quintiche di genere 2 (immagini delle quartiehe
piane di Mj; appoggiate a d), si conclude che le y° avranno a comune:

1) Il punto O, che & per esse triplo;

2) Una retta doppia infinitesima, inficitamente vicina a questo punto,
nel piano o traccia di quello spazio S, che & tangente alla M{ nel punto
0=dy;

3) Un secondo punto triplo O, infinitamente vicino ad O e contenuto
nella precedente retta doppia infinitesima, pit un’ulteriore retta doppia infi-
nitesima consecutiva ad O, ;

4) La retta 00,=s, e quattro quartiche contenute in piani per essa,
tracee rispett. dei quattro coni razionali del 4.° ordine contenuti nella M7},

La singolaritd complessiva presentata da questa superficie nell'intorno
del punto O & esplicitamente enumerata dal Pexsa fra quelle.che rendono
razionale una superficie del 5.° ordine (*). E gid prima superficie di (uesto
tipo erano state considerate dal sig. MoNTESANO (**).

(*y Sulle superficie razionali del 5.0 ordine; Ann. di Matem. (3), vol. 6 (1901), p. 249, n.° 20.

L il caso IV,: punto triplo, al quale sia infinitamente vicina una retta doppia del tipo III,.

(**) Su alcune superficie omaloidiche di 4.0 e 5.© ordine prive di linee multiple; Rend.

Accad. di Napoli, adun. 23 giugno 1900. Queste superficie sono rappresentate sul piano da un
sistema lineare di curve di 8.° ordine aventi a comune:

1) Un punto quadruplo 4, wove punti doppi B,, By, ..., By, ¢ due punti semplici
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Le superficie (F—+- F’) della varietd DM; (ossia le ¢* con retta doppia)
hanno per immagini in S, 1 piani della stella O,.

13. Segnaliamo anche qui qualche caso particolare, che consente rap-
presentazioni pilt semplici della M3 sullo spazio S,.

Se dei 4 coni razionali di 4.° ordine contenuti nella varietd M uno si
spezza in due coni quadrici (fra loro osculatori lungo la generatrice d), a sua
volta una delle quattro quartiche comuni alle superficie y° si spezzerad in due
coniche osculatrici nel punto 0. Il sistema omaloidico formato dalle qua-
driche che passano per una di queste coniche (¢) e toccano in O il piano o
consente allora di trasformare il sistema lineare |y°| in un sistema di su-
perficie del 4.° ordine f* con retta doppia, aventi a comune questa stessa
retta doppia e tre coniche contenute in piani per essa (*). Infatti la conica
intersezione variabile di due quadriche del sistema suddetto ha a comune
colle superficie ¥* tre punti coincidenti in O, due altri pure coincidenti nel
punto consecutivo ad O (che appartiene alla prima retta doppia infinitesima
delle x*), e ancora uno nella sua seconda intersezione colla conica ¢: riman-
gono percio solo quattro intersezioni variabili. Alle quartiche razionali inter-
sezioni delle superficie 3° coi piani del fascio s corrispondono le coniche
delle superficie f*, tre delle quali sarauno comuni a queste ultime. Le f*
hanno inollre un contatto di 2.° ordine in un punto fisso della retta doppia (*¥).

consecutivi C, C', tutti appartenenti a una cubica, la quale & percid curva fondamentale del
sistema lineare; inoltre questi stessi punti devono soddisfare, sulla cubica, a particolari re-
lazioni che qui non interessa precisare;
2) Un punto ulteriore C" consecutivo a C e €', ma non appartenente alla cubica fon-
damentale ; '
3) Quattro punti semplici appartenenti a una retta passante per 4.
(*) Questa trasformazione fu gid considerata dal signor MonTesano: L. ¢., n.° 7.
(**) Infatti 'intersezione residua di due f* aventi a comune la retta ‘doppia e tre coniche
(in piani per quella retta) ¢ una sestica di genere 4. Dovendo questa, nel caso presente, ri-
dursi al genere 3, avra un punto doppio fisso. D’altra parte dalla trasformazione cremoniana
considerata emerge (MoNnTESANO, 1. c.) che le f* ottenute hanno a comune un elemento ulte-
riore della retta doppia; & questo, con quelli ad esso infinitamente vicini, pure comuni, che da
origine al punto doppio delle sestiche. — Considerando gli elementi di superficie appartenenti
a una retta fissa come punti di una quadrica (e precisamente i sistemi di elementi che
hanno a comune il punto o il piano come i due sistemi di generatrici), le rette doppie sovrap-
poste delle superficie f¢ appaiono come quartiche ellittiche di questa quadrica, aventi a co-
mune un gruppo di offo elementi associati (che implicano cioé soltanto 7 condizioni distinte);
sei di questi appartengono rispettivamente alle 3 coniche hasi; i rimanenti due coincidono
nell’elemento ulteriore dianzi considerato.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



76 Fano: Sulle varieta algebriche a tre dimensioni

Questa rappresentazione della M$ mediante superficie di 4.° ordine si
puo ottenere direttamente, valendosi delle quadriche di S, che passano per
uno dei due coni quadrici contenuti nella M} stessa, e sono inoltre tangeuti
a questa lungo lintera retta d. Tali quadriche segano infatti sulla AMj§ un
sistema lineare oo® di superficie, completo, e a intersezioni variabili razio-
nali (*); dunque omaloidico.

Pit particolarmente ancora, se sulla M ; tutti quattro i coni di 4.° ordine
si spezzano in coni quadrict osculatori, e, per conseguenza, tutle tre le co-
niche basi del sistema lineare f*| si spezzano in coppie di rette, il sistema
omaloidico delle rigate cubiche aventi la stessa retta doppia delle f* ¢ come
generatrice una retta di ciascuna delle tre coppie suddette permette di ri-
durre il sistema |f*] a un sistema di superficie del 3.° ordine, aventi a co-
mune una retta, quattro punti contenuti in un medesimo piano, e i piani
tangenti in questi punti: nel piano dei quattro punti, i punti stessi, le tracce
dei loro piani tangenti, e la traccia della retta base sono i nove elementi
basi di un fascio di cubiche. Alle superficie (F'+ F') della M? corrispondono
le quadriche passanti per la retta base e per la conica chie contiene i quattro
punti base e si appoggia a questa retta.

14. Dobbiamo ora esaminare se possa presentarsi I'eventualitd di cui
alla lettera c¢) del n.° 2; vale a dire se il sistema | F-+ F'|, quando non sia
composto mediante una congruenza di linee, possa tuttavia appartenere a
una involuzione I, della varietda A%,

Supponiamo che cio avvenga, e consideriamo il sistema  formato dalle
oo’ rette che congiungono a due a due i punti di ogni singolo gruppo del-
Iinvoluzione I, (o eventualmente di quella involuzione irriducibile i ordine
inferiore, mediante la quale I, fosse composta). Suppouniamo inoltre, se pos-
sibile, che ogni iperpiano dello spazio S, contenga qualche retta, e percid
una semplice infinitd di vette del sistema I'. La curva sezione della M4 con
un S,_, generico passante per una retta di I' conterrda una coppia di punti
la quale, se tale curva ha genere =2, imporrd una sola condizione a un
gruppo canonico obbligato a contenerla; tale curva & dunque certo iperel-
littica (in particolare ellittica o razionale, se ha genere <C2). Di piu, la curva

(*) Invero, due qualunque di quelle quadriche si incontrano ulteriormente secondo una
quadrica di S;, tangente lungo la d alla ¢* intersezione di Mg* con questo medesimo S;; e 1'in-
tersezione di queste due superficie, prescindendo dalla d, da countarsi ¢re volte, e da una ul-
teriore retta, generatrice del cono quadrico scelto sopra M*, & una quartica razionale.
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stessa avrd il genere certo inferiore a quello (p) della curva-sezione piu ge-
nerale; perche nell'ipotesi contraria le superficie (F+ F’) segherebbero su
di essa la sola serie canonica, e pertanto, essendo questa serie (poichd si
tratta di curva iperellittica) composta mediante una g, ogné coppia di tale g}
imporrebbe alle (F—+ F’) una sola condizione, e sarebbe percio contenuta
in un gruppo di I,; per conseguenza ogni S,_, passante per una retta del
sistema I' dovrebbe contenere oo' di cotali rette, il che non & possibile. —
Consideriamo ora, sulla superficie F intersezione di M?% con un iperpiano
generico &, queste curve segate da spazi S,_, passanti per rette del sistema T';
avendo esse genere <p, 1 loro spazi S,_, o saranno tutti tangenti a F, op-
pure passeranno per qualche punto multiplo proprio; e qui si trattera cer-
tamente di questo secondo caso. Gli spazi S,_, considerati sono dunque,
entro s, quelli che passano per un certo punto P, o per uno fra pitt punti
isolati; e per quel punto, o rispett. per uno fra questi, dovrd passare ogni
retta del sistemia I' contenuta in ¢. Inoltre: ,

1) La superficie F non puo proietlarsi univocamente dal suo punio P.
Invero, in caso contrario, la proiezione sarebbe una superficie anche normale,
a curve sezioni iperellittiche, normali esse pure, e avente una linea doppia
(certo esistente, perché luogo delle traccie delle rette del sistema I' passanti
per P, le quali tutte contengono coppie dell'involuzione I,). L’esistenza di
questa linea doppia esclude che le sezioni possano avere genere <2; esse
saranno percio di genere =2, e con (almeno) un punto doppio P,, nel
quale sono sovrapposti due elementi semplici, generalmente distinti fra loro
sulla curva, e coniugati nella ¢! (poiché a un gruppo canonico essi certamerte
impongono un’unica condizione). Per una curva di questo tipo valgono le
tre deduzioni seguenti: a) essendo essa normale e con punto doppio, la sua
proiezione da questo punto & curva speciale; ma speciale e iperellittica ad
un tempo, dunque una curva razionale doppia, ossia la curva considerata e
proiettata da P, doppiamente e secondo un cono razionale normale; b) in-
vece da un numero conveniente di suol punti generici la stessa curva & pro-
iettata in una curva piana di un certo ordine k& e con punto (k—2y", la
(quale & di genere = e normale soltanto se = =% — 2, vale a dire se non ha
ulteriori punti doppi, e se percio non ne aveva la curva primitiva, all’infuori
di P,; ¢) quest’ultima conclusione & manifestamente incompatibile col faito
che 1 due elementi sovrapposti in P, devono essere in generale distinti e
coniugati nella g; esistente sulla curva; richiedendosi a tal uopo che si ab-
biano due rami distinti passanti per P, e con una stessa tangente, vale a
dire un secondo punto doppio infinitamente vicino a P, .
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2) La proiezione della superficie F' dal punto P non puéd nemineno es-
sere multipla di ordine x> 2. Infatti il sistema lineare delle sezioni iperpiane
di F passanti per P ha la serie caratteristica completa, e contenente parzial-
mente la g; di ogni singola curva del sistema (perché ne contiene qualche
coppia, costituita da punti appartenenti a rette di I'), senza che la serie re-
sidua (se #>2) si riduca a un gruppo di punti fisso: quella serie caratte-
ristica ha dunque dimensione = 2, e il sistema lineare suddetto & almeno oo®.
Consideriamo ora le sezioni determinate dagli.iperpiani che contengono una
retta generica uscente da P: esse formeranno un sistema lineare ancora com-
pleto, di dimensione =2, certo sovrabbondante (perche dotato di punti basi
costituenti condizioni non indipendenti), percio a serie caratteristica speciale,
e composta per conseguenza, sopra ogni curva del sistema, mediante la re-
lativa gi. Ora questa serie, per essere completa, deve comprendere fufti i
gruppl di un determinato numero di coppie della gi; non pud dunque es-
sere composta in pari tempo mediante gruppi di «>2 elementi.

3) La superficie F, se di ordine »n e contenuta in S;, avra pertanto il
punto P come multiplo di ordine » — 2; e se appartiene a uno spazio su-
periore, si proietterd da un conveniente numero di suoi punti generici in
una superficie consimile. Sopra questa, il sistema aggiunto alle sezioni piane
e segato dalle aggiunte ¢"° le quali sono monoidi, aventi il punto P come
(n — %) (e non sono certo coni, se no quell’aggiunto apparterrebbe a una
involuzione sopra F'). Dal punto P escono perd oo' rette del sistema I, o
proiezioni di queste, per ciascuna delle quali le due intersezioni ulteriori
con F, generalmente distinte, impongono alle ¢"~* una condizione unica. In
altri termini, il passaggio per una di queste rette implica per le ¢~ una
sola condizione; il ehe vuol dire che le ¢"™* contengono gia tutte una diret-
trice fissa del cono formato da quelle rette, direttrice eventualmente anche
infinitamente vicina a P (se questo cono fosse tangente in P a tutte le ¢"7%),
ma in ogni caso non appartenente ad F. Che ¢id0 non sia possibile, se que-
st’ultima linea non & infinitamente vicina a P, si vede molto facilmente; ma
Iipotesi contraria esige un esame un po’ pitt approfondito, che ora faremo,
e In modo valido per ambo i casi.

”

15. Sopra una sezione piana generica di F, le superficie ¢"* (e cosi
anche le sezioni loro col piano della curva stessa) segnano la serie canonica
completa. Se perd si considera una sezione passaute per (ualche punto mul-
tiplo proprio (e tale & P), percio di genere inferiore, la serie segnata su di

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



a superficie-sezioni rdazionali. 79

essa puo essere pitt ampia della relativa serie canonica, e eventualmente anche
incompleta.

Nel caso presente, un piano generico per P incontra F secondo una curva
di ordine n avente P come punto (r — 2)?”; e incontra le ¢"* secondo curve
di ordine n — 3, le quali hanno in P la multiplicitd » — 4, passano sempli-
cemente per gli eventuali punti doppi della prima curva (sia a distanza finita
che infinitamente vicini a P), e dovrebbero avere almeno un punto base ul-
teriore (anche questo eventualmente consecutivo a P) non appartenente alla
prima curva. Un calcolo semplicissimo (*) mostra pertanto che la serie deter-
minata dalle ¢"~* sulla sezione considerata di F sarebbe incompleta.

Questo invece non & possibile. If precisamente: Se un sistema lineare |y |
di curve piane (nel nostro caso, il sistema che rappresenta la superficie I7)
ha una curva fondamentale connessa o (immagine del punto P), il sistema
aggiunto ad esso segna sopra Un@ curva residua generica Y —n UNQ serie
lineare ancora completa (¥*).

Invero, poicheé la -curva fondamentale s, immagine del punto P, & con-
nessa, se essa € riducibile, le sue parti irriducibili dovranno potersi disporre
in un ordine =,, %,,..., #, tale che ogni =, (k<) abbia coll’insieme
(fyp15-.» 0;) qualche punto comune che non sia base per |y|. Allora, indi-
cando con m Vordine delle y, e con k il numero delle intersezioni, fuori dei
punti basi di |y |, della curvas con una y—= generica, ¢ noto che, per una
curva di ordine m — 3, I'obbligo di essere aggiunta alle y e di passare per
di pit per i & punti comuni a « e a una y—na implica condizioni lineari

(*) Infatti, se la sezione considerata sopra F ha, fueri di P, ancora ¢ punti doppi, la
serie lineare ottenuta su di essa avrd ordine

nn—3)—m—2(n—-4)—2d=3n—-8—24

e dimensione certo inferiore a

(n—3)Yn h(n-— 4) (n —3)

3 3 —d=2n—6—4d

poiche gli ulteriori punti basi, comuni alle g»—% e non appartenenti alla sezione considerata
di ¥, trattandosi di curve razionali, impongono certo nuove condizioni in pilt. La serie, sopra
una curva di genere » —2 —d, & dunque incompleta.

(**) Si avrebbe invece sulla curva residua una serie incompleta quando si staccassero
da |y | due diverse curve fondamentali, ossia si considerasse sopra F una sezione passante
per due diversi punti multipli propri. '
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delle quali precisamente una & conseguenza delle rimanenti (¥). In altri ter-
mini, per una aggiunta di |y|, il passaggio per i & punti ulteriori suddetti
equivale a sole Z — | condizioni distinte. D’altra parte, poiche tra le aggiunte
di |y| vi sono tutte le curve composte di « e di una (y — =)’ (ossia di una
aggiunta alle y —u), la serie segnata dalle " sopra una y — n generica deve
ridursi alla serie canonica di quest’ultima curva togliendone i £ punti dianzi
considerati: indicando pertanto cou p, il genere delle y-—=, quella prima
serie avrd ordine 2p, — 2+ % e dimensione (p, — 1) +(k —1)=p, — 2+ k:
essa e dunque completa, ¢. s. v. d.

Rimane pertanto escluso che l'involuzione I, nella varietd IM7% sia tale
che ogni iperpiano contenga la retta congiungente almeno una sua coppia
di punti.

16. Supponiamo adesso invece (cfr. n.° 13) che un iperpiano generico
di S, non contenga rette del sistema T. Vi saranno allora oo™ iperpiani,
ciascuno dei quali conterrd una doppia infinita di tali rette; e questi incon-
treranno la varietd M7 secondo superficie contenenti oo gruppi (totali o par-
ziali) dell'involuzione I, e sulle quali percio il sistema aggiunto alle sezioni
iperpiane appartiene pur esso a una involuzione. Lo stesso ragionamento
gid usato al n.° 3 permette anche qui di concludere che il sistema I' si com-
porra di rette passanti per un punto fisso O; gli iperpiani che contengono
rette di questo sistema saranno quelli che passano per 0; e le superficie
loro intersezioni colla M7% saranno percio ancora razionali (**). Tali super-

(*) NoETHER, Ueber die reductiblen algebraischen Curven; Acta Mathem., vol. 8 (1886), p. 161.
La proposizione di cui facciamo uso non & esplicitamente enunciata come a noi occorre, ma
risulta molto chiaramente dalle considerazioni del n.° 10. Imponendo a una curva di essere
aggiunta alla somma #, + 2,4+ ...+ 4; - (y —=) in tutti i punti che le singole parti hanno
a comune a due a due, si hanno condizioni fra le quali ¢ sono conseguenze delle rimanenti.
Queste possono anzi distribuirsi in ¢ gruppi, entro ciascuno dei quali una delle condizioni
stesse sia conseguenza delle altre; e abbandonando la condizione gia posta per quelle inter-
sezioni delle », che cadono fuori dei punti basi di ||, si viene a escludere in ciascuno dei
primi ¢-—1 gruppi una o pitt condizioni, tali sempre che quelle che rimangono siano indi-
pendenti. La curva » pud anche avere componenti multiple; le componenti irriducibili so-
vrapposte vanno allora considerate come componenti -distinte, le quali (nei riguardi della
conuessione) abbiano punti comuni anche fuori dei punti basi di |y |

(**) Trattandosi di supefﬁcie—sezioni particolari, era presumibile che queste potessero es-
gere anche rregolari, e percio (nel caso presente) riferibili a rigate irrazionali. Ma quest’ipo-
tesi rimane ora esclusa, poiché quelle superficie formano un sistema lineare ocor-!, a inter-
sezioni manifestamente irriducibili.
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ficie devono dunque appartenere a uno dei tipi deferminati al n.° 6, tutti a
curve-sezioni di genere 3 o 4; e Uinvoluzione I, & di 2.° ordine. Inoltre, poiche
ogni curva-sezione della varietd M7 & congiunta ad O da un iperpiano il
quale deve incontrare quella varietd secondo una superficie di uno dei tipi
indicati, la superficie sezione generica della varieta M5 avra anch’essa le curve
sezioni di genere 3 o 4, pur avendo come aggiunlo a queste sezioni un sistema
lineare semplice; e dovra ridursi come caso particolare — se liperpiano se-
gante passa per O — a una delle superficie indicate alla fine del n.° 6.

Ora le superficie razionali a curve-sezioni di genere 3 sono tutte note;
e la rete delle quartiche aggiunte a queste sezioni & semplice nel solo caso
in cui queste quartiche sono razionali. Queste superficie non possono per-
tanto ridursi come caso particolare a una di quelle del n.° 6, sulle quali le
aggiunte delle sezioni piane hanno genere =1.

Rimane il caso del genere 4. Le superficie sezioni generiche della va-
rietd M7 saranno allora superficie razionali a sezioni di genere 4, aventi il
sistema aggiunto (che ¢ oo®) semplice e di genere =2 (cosi essendo per
quelle incontrate al n.? 6); tale aggiunto sard anzi certo di genere = 3, perche,
se fosse di genere 2 (e semplice), sarebbero razionali le seconde aggiunte,
mentre queste sulle superficie del n.° 6 sono ellittiche. Le (prime) aggiunte
sono dunque sestiche, non piane, percido di geneve 3 o 4, cerlo apparlenenti o
spazi S;.

L’intersezione della varietd M7 con un S,_, generico passante per il
punto O avrd dunque anch’essa le sestiche aggiunte alle sue sezioni iperpiane
contenute in spazi S,. Ora, fra le superficie proiezioni della F° considerata
alla fine del n.° 6, due soltanto (come immediatamente si verifica) godono
di questa proprietd: la superficie di 6.° ordine di S, (con tacnodo) proiezione
della F* da una retta contenuta nel piano di una sua cubica, e la superficie
di 5.° ordine di S, proiezione della precedente da un suo punto semplice.
La varietd M?% sard dunque o di 6.° ordine, in S;, oppure di 5.° ordine,
in 8,, avendo rispett.® le due superficie testé indicate come intersezioni con
un iperpiano geunerico passante per 0. Di questi due casi possiamo limitarei
a esaminarne uno, p. es. il primo (M$di S,), dal quale ogni varietd del se-
condo tipo, supposta esistente, dovrebbe potersi ottenere come proiezione (*).

(*) Questo secondo tipo sarebbe una M,* di S;, la cui superficie-sezione — prescindendo
da altre singolaritda — avrebbe due rette doppie infinitamente vicine e complanari; la M®
avrebbe dunque due piani doppi infinitamente vicini, contenuti in uno spazio S;. I coni qua-
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— Sulle F* di S, sezioni geneviche di questa M¢ le aggiunte delle sezioni
iperpiane — essendo contenute in spazi S, — saranno a loro volta partico-
lari sezioni iperpiane; avranno duncque genere certo inferiore a 4, e perciod
eguale a 3. Piul precisamente, saranno queste le sezioni della F° passanti
per un certo punto doppio (al quale, affinche la superficie sia razionale, dovrid
essere successiva, nell’intorno di un certo ordine, una retta doppia infinite-
sima); la M¢ avra percid una retta doppia d (anzi tacnodale, o di tipo ana-
logo), e le superficie (F - F’) saranno segate su di essa dagli spazi S, pas-
santi per tale retta doppia. Si tratta pertanto di vedere se questo sistema
| '+ F'| possa appartenere a una involuzione di ordine 2; vale a dire se
la M possa proiettarsi doppiamente dalla sua retta d (¥).

Ora, da un punto generico di questa retta doppia, la M¢ si proietta in
una M$ di S,, a curve-sezioni di genere 3, e le cui superficie-sezioni sa-
ranno percio di uno dei tipi FY, F? o FQ di NorTHER (*¥) gid pill volte
nominati (il caso del punto triplo si esclude facilmente); e va anche escluso
il caso della F®, perché questa superficie non contiene rette passanti pel
punto doppio, mentre invece una deve certo esservene, immagine del centro
di proiezione (che ¢ doppio e uniplanare per ogni F° passante per esso).
La D sard dunque proiezione di una delle varieta considerate ai n.! 89;
avra percid anch’essa una retta doppia tacnodale o di analoga natura, e sopra
questa almeno un punto triplo (due, distinti o coincidenti (**)). La BM§ con-
siderata & dunque tale che da ogni punto della sua retta d esce anche una
retta, avente come traccia sullo spazio S, della M} il punto triplo di que-
st’ultima, e dalla quale essa M & proiettata univocamente sopra S,; questa

drici (tuttidi 2.2 specie) passanti per questi due piani (ossia passanti per il piano doppio e
tangenti in ogni punto di esso allo spazio S; anzidetio) segano sulla My® un sistema di su-
perficie contenente quello delle sezioni iperpiane, e di grado 6, percio certo composto ancora
di superficie razionali; questo sistema rappresenta la M;® di S; della quale la M;® & proiezione.
(*) Su questa retta starebbe naturalmente il punto gid indicato con 0.
**) V. la Mem. cit.: Ueber die rationalen Flichen vierter Ordnung, Math. Ann., vol. 33
(1889), p. 5ib.

(***) Da considerazioni ulteriori si trae che la sola superficie di 4.° ordine soddisfacente
alle condizioni qui richieste (vale a dire le cui sezioni piane siano le aggiunte di un sistema
di sestiche, e tali ancora che queste sestiche contengano tutte una sola serie g,!, come é detto
alla fine del n.° 6) & una particolare superficie con tacnodo, caratterizzata dall’avere lungo
una delle rette uscenti dal tacnodo un piano tangente fisso, il quale & pure tangente ad essa
lungo una seconda retta. La My* avente questa superficie come sezione generica ha i sunoi
due punti tripli (appartenenti alla retta doppia) infinitamente vicini.
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retta, certo multipla, non pud variare con quel punto della retta d, e deve
percio necessariamente coincidere colla retta d stessa.

Non ¢ dunque possibile che la M¢ sia proiettata doppiamente dalla sua
retta singolare, e rimane percid esclusa anche I'ipotesi contemplata al prin-
cipio di questo n.°

17. Ci rimane ancora da dare, infine, la dimostrazione di cui alla let-
tera d) del n.° 2; dobbiamo cioé dimostrare che in nessun caso, nella pro-
posta varietd M1, il sistema di superficie | F+4-F’|, se di grado 3 e a inter-
sezioni variabili ellittiche, puo rappresentare una varieta priva di punti doppi.
In altri termini, si tratta di verificare che sopra una V?® di S, priva di punti
doppi non esiste un sistema lineare semplice di superficie razionali ¢, tali
che il sistema |[®-- 4|, depurato, come abbiamo supposto, delle eventuali
parti fisse, coincida col sistema delle sezioni iperpiane; vale a dire tali che
il sistema doppio |2®| abbia queste stesse sezioni per aggiunte (pure).

Supponiamo che esistano sopra V* superficie ¢ cosi fatte: sappiamo che
esse saranno intersezioni complete di V° con varietd di un certo ordine m (¥).
Le intersezioni variabili di queste superficie ¢*" saranno curve di genere b
(essendo il sistema |® + @'| di dimensione 4), sulle quali gli iperpiani di S,
segano la serie canonica; percio di ordine 8 (cosi dette «curve canoniche »
di genere 5). :

Dico anzitutto che il numero m (certo > 1) non pud essere eguale a 2.
Infatti, se fosse m = 2, le @ sarebbero superficie di 6.° ordine segate sopra V*
da certe quadriche @, e aventi a comune una linea di 4.° ordine, eventual-
mente riducibile. Tali ° non avrebbero linea doppia; invero questa linea,
certo comune ad esse, potrebbe essere soltanto una retta, e le @ dovreb-
bero allora essere tutte tangenti a V*® lungo una retta fissa; cosa possibile
solamente se V*® ha un punto doppio e se la retta considerata passa per

(*) Favo, Sulle superficie algebriche contenute in una varietd cubica dello spazio a quatiro
dimensioni, Atti della R. Accad. di Torino, vol. 39 (1904); SEVERI, Una proprietd delle forme
algebriche prive di punti multipli, Rend. R. Accad. dei Lincei (), vol. 15, (1906), p. 691. —
Sopra una V*di 8, il sistema delle sezioni iperpiane € I'aggiunto del sistema di superficie
di ordine 9 segato dalle forme cubiche; ma questo secondo sistema non & doppio di alecun
altro. Potrebbe perd esistere un sistema di superficie, eon punti o linee singolari, doppio di
un altro e percio segato da varietd di ordine pari 2w (= 4), il cui aggiunto si componga di
una parte fissa, segata da una varietd di ordine 2m — 3, e di una sezione iperpiana varia-
bile; ed & appunto quest’eventualitd che bisogna esaminare.
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questo punto (unico caso nel quale gli spazi tangenti a V* nei punti di una
retta formano fascio, o in particolare coincidono, come avviene per una qua-
drica). — D’altra parte la curva di 4.° ordine comune alle ®° & di genere
(virtuale) uno, sezione iperpiana comune di tulte le superficie intersezioni
delle quadriche @ a due a due (e base di un fascio di quadriche di S;). Per
questa linea (anche se riducibile, o avente parti multiple) passano (precisa-
mente) co® quadriche di S,, e percio, entro V?, altrettante superficie ¢, tut-
tavia ancora di genere uno, formanti un sistema di grado 8; e sopra ogni C}
intersezione variabile di due #° la serie caratteristica & la g¢ canonica. Il si-
stema | ®| che a noi occorre non pud essere questo, perché composto di su-
perficie non razionali. E nemmeno pud essere un sistema di dimensione 5
o 4 contenuto nel precedente; perche la serie caratteristica sopra una C§ po-
trebbe soltanto ridursi a una g¢, oppure a una ¢ o ¢, il che significa lag-
giunta di un nuovo punto base semplice, oppure di due, eventualmente con
un terzo conseguenza del primi, e ¢i0o non & ancora sufficiente a reundere ra-
zionale la superficie generica del sistema. In sostanza, non si pud rendere
razionale questa superficie senza diminuire il genere della curva caratteristica.

Sia invece m = 3. Sulle superficie @™ il sistema lineare caratteristico
di | ¢, essendo composto di curve di ordine 8, non potrd certo contenere il
proprio aggiunto (puro), che & segato dagli iperpiani, ed & percido di or-
dine 3m=9. Il genere = di quest’ultimo sistema soddisfa dunque alla dise-
guaglianza (*):

T<l2.5—~k—1

dove k & la dimensione virtuale del sistema lineare caratteristico sopra una ¢*”,
Ora quest'ultimo carattere ¢ la differenza fra la dimensione effettiva del si-
stema, che & =3, e la sovrabbondanza, cioé Vindice di specialita della serie
caratteristica. E questa serie, che & almeno oo®, se speciale e percio conte-
nuta nella ¢g¢ canonica, pud essere soltanto una ¢¢ o ¢; (con indice di spe-
cialitd uno), o tutt’al pitt una g2, con indice di specialitd due: caso perod che
si esclude facilmente. Invero la M3 proposta sarebbe allora di 5.° ordine,
in §,, a curve-sezioni di genere H, dunque con piano doppio (prescindendo
dalle singolarita ulteriori, necessarie a rendere razionali le superficie sezioni);
le sue sezioni conterrebbero percid un fascio di cubiche ellittiche, alle quali,

(*) CAsTELNUOVO, Ricerche generali sopra i sistemi lineari di curve piane, Mem. della
R. Accad. di Torino (2), t. 42 (1891), n.° 29.
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sulle ®** di V® immaginl di quelle sezioni, corrisponderebbero anche cubi-
che (*). Tali ", essendo luoghi di oo' cubiche piane, potranno dunque segarsi
sopra V® mediante le varietd, necessariamente di ordine s, luoghi (serie ra-
zionali co') dei piani di quelle cubiche; varietd che, se m =3, non sono nor-
mali, sicché non sarebbero allora normali nemmeno le @™ anzidette. E ¢io
contradice all’ipotesi che, sopra una @°*~, il sistema delle sezioni iperpiane
sia l'aggiunto di altro sistema lineare (il sistema caratteristico di [@ ), e
percio completo.

Nella diseguaglianza scritta di sopra sard dunque in ogni caso k=2, e
percido © = 6.

Draltra parte, sopra una sezione iperpiana generica di V° si considerino
1 due sistemi lineari (eventualmente incompleti) formati dalle curve ivi se-
gate dalle o** e dalle superficie del sistema doppio [2¢|. Il primo di questi
sistem1 & di genere = e di grado 8; sard percio 2= -+ 7 il genere del secondo,
vale a dire il genere delle curve canoniche delle superficie (2¢): pit esat-
tamente, delle curve canoniche pure, cioé astrazion fatta dalle loro eventuali
componenti fisse (**¥). 1l grado del sistema di queste stesse curve, sulle su-
perficie (2¢), & Pordine di queste superficie, cioé 6m. Se si trattasse del si-
stema canonico completo (incluse le eventuali componenti fisse), il primo di
questi due caratteri sarebbe il genere lineare p® delle superficie (2¢), e il
secondo sarebbe il carattere p®, che & eguale al precedente diminuito di
un’unitd; si avrebbe dunque 6m =2z -+ 6, ossia =3 (m —1). Data tut-
tavia la possibilita che vi siano, nel sistema canonico, parti fisse, potremo
soltanto scrivere la diseguaglianza (¥*¥):

6bm=2=-46
ossia
=3 (m—1)

(*) Infatti le sezioni iperpiane.di V® sono immagini delle superficie (F + F') della M5, le
guali ultime, essendo segate da quadriche passanti pel piano doppio, incontrano le cubiche
della M,® anche in tre punti variabili.

(*¥*) Queste eventuali componenti fisse sarebbero « ausgezeichnete Curven» secondo M. NoE-
THER (Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde, 11; Math. Ann., vol. 8
(1878), p. 495: v. in part. p. 521), ma non curve eccezionali nel senso odierno di questa pa-
rola, cioé¢ trasformabili birazionalmente (ciascuna) nell’intorno di un punto semplice della
superficie.

(***) GasTELNUOVO e ENriQuEs, Sur quelques récents résultais damns la théorie des surfaces
algébriques, Math. Ann., vol. 48 (1907), p. 241. Cfr. in partic. § 24.
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la quale, insieme colle precedenti m =3, = = 6, lascia possibile l'unica so-
luzione m = 3, © = 6.

Se sulla variets V* esiste un sistema lineare | ¢ | quale a noi occorre, le
sue superficie " potranno soltanto essere di ordine 9, colle curve-sezioni (che
sono le aggiunte delle C*® caratteristiche) di genere 6.

Ad escludere quest'ultima possibilita, valgono le considerazioni seguenti:

@) Si indichi, sopra una superficie ¢°, con v il grado del sistema li-
neare caratteristico di | @ |, supposto virtualmente privo di punti basi; e con =’
il genere del secondo aggiunto di questo. Formando linvariante relativo o
di una @ (*) mediante 1 caratteri del sistema lineare caratteristico anzidelto
e del suo aggiunto (che & il sistema delle sezioni iperpiane), e mediante
quelli del primo e secondo aggiunto, abbiamo :

=v—3.44+6=9—-3.5-+-7

da cui v=". D’altra parte, sopra una ¢°, il sistema delle sezioni iperpiane
& completo, regolare (la serie caratteristica essendo una g¢¢ completa sopra
una curva di genere 6), e per conseguenza di dimensione virtuale eguale alla
effettiva, cioé 4. Esso pure non contiene il proprio aggiunto, le cui curve
hanno ordine 10. Per una diseguaglianza gid precedentemente applicata

avremo dunque :
m<l2.6—4—1

ossia di nuovo =" =6; e percid anche v=6. Ii poiché v & certo non infe-
riore al grado effettivo del sistema |@|, cio¢ all’ordine della varieta pro-
posta M*%, 1l quale gia sl & riconosciuto essere 5, avremo come unica so-

’

Juzione n =v=="=

b) Sulle superficie cubiche ¢° sezioni iperpiane di V? le superficie ¢°
segano curve y di ordine 9, intersezioni complete con altre superficie cubiche,
e di genere 6, aventi sole 8 intersezioni variabili. Indicando con o, la multi-
plicitd di un qualsiasi loro punto base (sopra una ¢° generica), sussisteranno
le due relazioni:

Yo — 27 —8 =19 v(
dalle quali si deduce altresi:

Yo, =11

(*) CasteLNuovo e EnwiQues, Sopra alcune gquestioni fondamentali nella feoria delle su-
perficie algebriche, Annali di Matem. (3), vol. 6 (1901), p. 165; n.° b,
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dove le somme si intendono estese a tutti i punti base del sistema |y | sopra
una ¢°. Queste equazioni ammettono due sole soluzioni intere e positive:

0, =g, =, =a, =2; oy = %y = o =1

0(123; a2=2; 1—14:15:16=a7=a8:1,

3

In quest'ultimo caso le @' avrebbero una retta base tripla, verrebbero ciod
segate sopra V* da altre varietd cubiche osculatrici alla prima lungo una
retta. Da cio si trae facilinente che le ¢° sarebbero luoghi di oo' coniche
contenute in piani per questa retta (*); avrebbero dunque, se razionali, le
curve sezioni iperellittiche, e percio certo il sistema aggiunto non di genere 6.
Le superficie ®° polranno dunque sollanto avere una linea base doppia
di 4.° ordine, pit un’altra, semplice, di 3.° ordine.
¢) Sulle superficie @°, le curve y’, aggiunte alle sezioni iperpiane (ossia
seconde aggiunte del sistema lineare caratteristico di | @), di genere =" =6,
verranno segate da quadriche passanti per la linea doppia di £° ordine (Z),
la quale avrd genere = 1. Queste stesse quadriche incontreranno la varieta V*
secondo superficie ¢°, di genere uno, sulle quali le curve y' (di ordine 10)
saranno residue del sistema | 2% rispetto al sistema segato da tutte le forme
cubiche. Ora le curve di quest’ultimo sistema sono di genere 28 e incontrano
le (2%) in 3.8 =24 punti; d’altra parte alle (2£) spetta (sopra §°) un genere
virtuale e =1 e il grado 2¢ — 2; si avra dunque- la relazione :

-

7 e (2% —2e+2) —1=98

da cul ="' =3+ ¢ =14; risultato incompatibile coll’altro ="' = 6.
La dimostrazione £ cosl ultimata.

18. 1 risultati ottenuti nel presente lavoro possono pertanto cosi rias-
sumersi :

1) Le varieta a tre dimensioni a superficie-sezioni razionali sono tutte
rappresentabili birazionalmente sullo spazio S;, falla solo eccezione evenlual-
mente per la varield cubica di S, priva di punti doppi.

2) Se la varietd cubica anzidetia costituisce una effettiva eccezione alla

(*) Infatti uno spazio S; passante per la retta considerata incontrerebbe le due varieta
cubiche di cui ¢® & intersezione secondo superficie anch’esse osculatrici lungo quella retta,
e aventi percid a comune, oltre a questa retta, tre coniche in piani per essa.
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proprieta suindicata (come si ha ragione di ritenere probabile), essa gode
invece di quest altra proprietd caratteristica : che cioé su di essa ogni sislema
lineare semplice di superficie razionali ¢ un sistema oo*, di grado 8, a inter-
sezions variabili ellittiche. Essa si distinguerebbe dunque dalle varietd ra-
zionali per il fatto di contenere un unico tipo di sistema lineare semplice
di superficie razionali.

3) Designando per brevitd ogni sistema lineare di superficie del tipo
| F+ F'| come «aggiunto di rango uno » del corrispondente sistema | F'| (*),
si ha altresi: L’aggiunzione di rango uno, applicata a un sistema lineare
semplice di superficie razionali dello spazio S,, e successivamente a quelli da
esso ricavati con una o piit operazioni consimili, conduce sempre @ nuovi si-
stemi di superficie razionali, all’ infuori eveniualmente dell’ultimo. E dopo un
numero finito di operazioni si perviene sempre a un sistema di uno dei due
tipi sequenti : " )

a) Sistema lineare di superficie razionali a intersezioni variabili
iperelliltiche, in particolare ellittiche o razionali;

b) Sistema lineare equivalente, per tvasfomnazione Cremoniana, o
un sistema di coni collo stesso vertice. T notevole che ogni qual volta si giunge
a un sistema di superficie a intersezioni variabili riducibili, percio apparte-
nente a una congruenza di linee, sempre questa congruenza sia trasformabile
in una stella di rette.

Torino, gennaio 1915.

(*) Denominazione gia usata dal sig. ENRIQUES per le curve sopra una superficie. Cfr. la
Memoria: Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche; Mem. della Soc. Ital. delle

Scienze (detta dei XL) (3), t. X (1896); n.° 31.
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Sulla varietd che rappresenta gli spazi subor-
dinati di data dimensione, immersi in uno
spazio lineare.

(D¢ FraNGESCO SEVERI, @ Padova.)

\

E ben noto che, seguendo H. Grassmany (*), si definiscono come coor-
dinate (omogenee, sovrabbondanti) di uno spazio lineare S,, entro un §,, i
determinanti d’ordine massimo, estratti dalla matrice delle coordinate omo-
genee di k—+ 1 punti (indipendenti) variabili in S, o i determinanti — pro-
porzionali al precedenti — d’ordine massimo, estratti dalla matrice delle coor-
dinate omogenee di r — k iperpiani (indipendenti) passanti per quei punti (¥*).
Fra queste coordinate passano aleune relazioni quadratiche omogenee, scritte
da D’Ovipio (¥*¥).

" Interpretando le coordinate grassmanniane come coordinate omogenee
r4+1
E+1
sentati biunivocamente, senza eccezioni, dai punti di una varieta algebrica V,,
di dimensione ¢ = (k+ 1) (r — k), appartenente ad. S,, e della quale le sud-

di punto, in uno spazio S, [pz( )— 1], gli S, di S, vengono rappre-

(*) Die Ausdehnungslehre von 1862 (Abs. I, Kap. I1I, N. 65) oppure: Ges. Werke, Bd. I,
Th. I, p. 44. Per r=3, k=1 queste coordinale furono considerate diffusamente da PLilcKER
nella Neue Geometrie des Rawmes (Leipzig, 1868-69). Di esse pero egli aveva gia fatto cenno,
fin dal 1846, nella Geometrie des Raumes.

(**)y Cfr. ad es. BERTINI, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, ecc. (Pisa,
Spoerri, 1907); nn. 1418, p. 32 e segg. La proporzionalitd fra i minori delle due matriei, cui
s’¢ alluso nel testo, fu dimostrata da CLeBscH, Ueber eine Fundamentalonfgabe der Invarion-
tentheorie (Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissens. zu Gottingen, Bd. XVII, 187%), § 2,
e indipendentemente, per via pil elementare, da D’Ovipio, Ricerche sui sistemi indeterminati
i equasioni linears (Atti della R. Acec. delle Scienze di Torino, v. XII, 1877, pp. 334-49).

(***) Loc. cit. Di esse fecero pur cenno GrassMaNN (Crelle’s Journal, 1877-78) e CLeBSCH,
loc. eit., 8§ 1 e 6. Ved. ad es. BerTini, op. cit., p. 38.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV, 12
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dette relazioni quadratiche costituiscono la completa rappresentazione ana-
litica (*).

Nel caso pil semplice r =3, k=1, un bel teorema di KrrIxy assicura
che la V non contiene altre varieta algebriche a tre dimensioni, all'infuori
delle sue intersezioni complete colle forme dei varf ordini di S, (**). Col lin-
guaggio della geometria della retta, il teorema di Kruein afferma che ogni
complesso algebrico di rette, nello spazio ordinario, pud sempre rappresen-
tarsi con una sola equazione (omogenea) nelle coordinate pliickeriane, il che,
trattandosi di coordinate sovrabbondanti, non potrebbe affatto affermarsi a
priori.

Questo teorema & stato esteso, per via puramente algebrica, al caso di »
qualunque, ma sempre k=1, da C. H. Srsam (***). La dimostrazione del teo-
rema analogo in generale, qualunque siano r, k, costituisce lo scopo princi-
pale di questo lavoro (teor. I, nn. 10, 20). Tratto prima la questione geome-
tricamente, appoggiandomi ad uno dei miei «criteri di equivalenza » per va-
rietd contenute in una data; e nella seconda parte del lavoro estendo anche,
con opportuni accorgimenti algoritmici, il procedimento algebrico di Sisam.
Il metodo geometrico da me seguito per dimostrare che su V, la base mi-
nima & costituita da una sezione iperpiana (n. 9), si pud applicare con lie-
vissime modificazioni a molte altre varieta: p. e. alle varieta delle &-ple (k= 2)
— ordinate o non — dei punti di uno spazio S, .

Il fatto che la V,, che chiameremo «varietd grassmanniana di indici
(r, k) », non contenga altre varieta algebriche a { —1 dimensioni, all'infuori
delle sue intersezioni complete colle forme di S,, da luogo ad una conse-
guenza notevole. ,

Allorche si considera la classe di tutte le trasformate birazionali di una
data varietd algebrica, si possono porre in una medesima sottoclasse due
varietd che si corrispondano biunivocamente senza eccezioni. Si presenta al-
lora il problema di ricercare, in una medesima sottoclasse, qual’e la varietd
modello, proiettivamente determinata, d’ordine minimo. K questo evidente-

(*) Perd si deve avvertire che la Vi non pud mai — tranne il caso r=3, k=1, in
cui V riducesi ad wna quadrica dello S; — considerarsi come completa intersezione di p—¢
q p
forme di S, e tanto meno di p —¢ forme quadratiche (ved. il n. 4, Oss.).
o e

(*¥) Ueber einen liniengeometrischen Satz (Gotting. Nachr., 1872; Math. Annalen, Bd. XXII,
1883).

(**%) On algebraic hyperconical connexes in space of r dimensions (Atti della R. Acc. delle
Seienze di TOI‘il]O, V. XLVI, 1911, PP. 481-8‘7).
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mente un problema, che rientra nel quadro generale dei problemi della base,
da me altrove in pilt occasioni trattati.

Cosi ad esempio, nel campo delle superficie razionali, il piano e la su-
perficie di VERONESE appartengono alla medesima sottoclasse (di cui il piano
¢ il modello minimo), mentre il piano ed una quadrica appartengono a sot-
toclassi distinte.

Orbene, se si considera la sottoclasse di tutte le varietd che rappresen-
tano birazionalmente senza eccezioni la totalita degli S, di un S,, dal teor.I
segue che enfro questa sottoclasse la varield grassmanniana costituisce ap-
punto un modello minimo. Ma di pit si prova che questo modello minimo &
proiettivamente individuato, nel senso cio¢ che ogni varietd d’ordine minimo
della sottoclasse counsiderata, la quale sia normale (*), & proiettivamente iden-
tica alla suddetta grassmanniana.

Acquista cosl un senso preciso la frase: «la varieta delle rette di S, &
una varietd quadratica », oppure: «la varietd delle rette di S, & una varieta
quintica », ecc. E da tutto cio apparisce pure che le coordinate grassmanniane
sono, dal punto di vista della rappresentabilita senza eccezioni, le coordinale
piiv naturali, in quanto offrono il modello pin semplice.

Da questo punto di vista, ¢ indifferente scegliere come varietd rappre-
sentatrice una qualunque trasformata proiettiva di V,. D’altro canto pero la
varietd grassmanniana apparisce il modello pitt opportuno nelle questioni di
realitd, giacché ad ogni S, reale (o a due S, complessi-coningati) di S, cor-
risponde un punto reale (o una coppia di punti complessi-coniugati) di V,.
Si vede pure agevolmente che la V, & costituita da una sola falda reale, e
che lo stesso accade della sua sezione con un generico Sp_; reale (i =y 41,
ove y ¢ il maggiore dei due interi &, r —k — 1) (n. 14).

Un teorema analogo al teor. I vale anche per la sezione di V, con un
generico Sp_, (i =y). Sopra una tal sezione non esistono ciod altre varieta
algebriche a ¢ —¢ — 1 dimensioni, all’infuori delle sue intersezioni complete
colle forme di S,_, {0 di Sp) (n. 13). Cosl ad es.: Nello §; — com’@ noto —
una congruenza algebrica di rette, contenuta in un complesso lineare non
speciale, & intersezione completa di questo complesso con un altro (di grado
uguale all’'ordine e alla classe della congruenza); nello S, un sistema oo*
(0 o%) di rette contenuto in un complesso lineare generico (o risp. in un

(*) Cioé che non sia proiezione di una, dello stesso ordine, appartenente ad uno spazio
superiore a quello in eui essa & immersa.
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fascio generico di complessi lineari) & intersezione completa di quel com-

plesso (o del sistema base del fascio) con un altro complesso; ecc.
Approfondendo maggiormente lo studio delle sezioni di V, cogl spazi

lineari delle diverse dimensioni, sono giunto a provare (nn. 13, 16):

a) Ch’esse sono tutte varietd normali.

b) Che — tranne il caso r=3, k=1 — esiste una tal dimensione 1
dello spazia lineare secante, per cui la varietd sezione ha il proprio sistema
canonico d’ordine zero, e quindi il genere (geometrico = aritmetico) uguale
ad 1.

¢) Che le varietd sezioni con spazi superiori S;,, S,1sy..., Sp_, hanno
il genere nullo, e fra esse quelle staccate da spazi di dimensione =p—y —1
sono razionali, restando dubbia in generale la razionalita delle altre.

d) Che la varietad sezione con un S,_, generico & una varietd canonica,
mentre le sezioni con spazi S, ., Si_s,..., Sp_.ss SONO varietd sottocanoniche (*).
La deduzione di queste proprietd — tranne quella che concerne la razio-
nalitd delle sezioni con spazi di dimensione =p— y —-1 —, si appoggia sol-
tanto sulla normalitd della V, e sul fatto ch’essa ha I'irregolarita superficiale
nulla, e per base minima una sezione iperpiana. Cosicche le proprieta stesse
valgono in generale, per ogni varieta soddisfacente a queste condizioni.

Indico anche un modo per calcolare i generi delle sezioni spaziali e I'or-
dine di V, (**), e sviluppo diffusamente la cosa per =1 (n. 17). In tal caso
la dimensione 7, cui sopra si allude, & uguale ad r —3. Cosi ad esempio:
La Vi di §, rappresentatrice delle rette di S, ha [com’& noto (***)] per sezioni
curvilinee, quintiche ellittiche e per sezioni sezioni spaziali superiori, varieta

(*y Cioé tali che su ognuna di esse il sistema delle sezioni iperpiane é un sottomul-
tiplo conveniente del sistema canonico.
(**) L’ordine di Vi, essendo uguale al numero degli Sz che appoggiansi a ¢S,_x..; ge-
nerici di Sy (n. 2), & espresso da
112t kel
(r—=k!@e—k+0!...r!

Cfr. ScHUBERT, Anzahl-Bestimmung fiir lineare Rdume beliebiger Dimension (Acta mathema-
tica, t. 8, 1886), p. 97. Vedi pure una Nota nelle Hamburger Mitth., 1, 188%, p. 87.

**#*) Cfr. SearE, dlcune considerazioni elementuri sull’ incidenza di rette e pioni wello
spazio a quattro dimensioni (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. I1, 1888); Ca-
STELNUOVO, Ricerche di geometria della retta nello spazio a quatiro dimensions (Atti del R. Isti-
tuto Veneto, (7), t. II, 1891; pp. 835-901); Scorza, Le varietd a curve sezions ellittiche (An-
nali di Matematica, (3), t. XV, 1908, pp. 217-273), n. 61.
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razionali; la Vi di §,,, rappresentatrice delle rette di S,, ha per sezioni curvi-
linee, curve canoniche del genere 8, per sezioni superficiali, superficie (rego-
lari) con curva canonica d’ordine zero, per sezioni tridimensionali, varieta
(completamente regolari) di genere zero, ma di cui € dubbia la razionalita,
e per sezioni superiori varietd razionali.

II fatto, stabilito al n. 17, che la formola di postulazione di V, valga per
ogni valore dell’ordine =, lascia prevedere che il minimo sistema lineare con-
tenente ogni forma di ordine n -+ 1, spezzata in un iperpiano di S, ed in
una forma d’ordine » per V,, sia sempre il sistema di tutte le forme d’or-
dine n—+1 per V,, e quindi che ogné forma d’ordine n passante per V, ap-
partenga al modulo delle forme quadratiche, che definiscono V,. Donde poi si
trarrebbe che le relazioni quadratiche di D’Ovipio formano un sistema com-
pleto di legami tra le coordinate grassmanniane di un S,, nel senso cioé che
ogni altra funzione intera delle coordinate suddette, la quale s’annulli iden-
ticamente quando al posto di queste coordinate si sostitniscano le loro espres-
sioni nelle coordinate di punto, & funzione intera di quelle forme quadra-
tiche. In realtd io mi trattengo a dimostrare completamente questo fatto, per
via algebrica, soltanto nel caso k=1 (n. 21).

Osservero infine che la dimostrazione algebrica del teor. I permette
anche di assegnare le condizioni cui deve soddisfare una forma F d’ordine n,
in k41 serie di r 1 variabili, affinché essa possa esprimersi come forma
d’ordine » nei determinanti di grado k- 1 estratti dalla matrice delle va-
riabili: perché cid accada occorre e basta che le derivate d’ordine n —1
della F, rispetto alle variabili di ogni prefissata serie, si annullino identica-
mente, quando si eguagliano le variabili di quella serie con quelle di qua-
lunque altra (n. 20).

§ 1. Preliminari.

1. La varieta grassmanniana V,, dindici (r, k), é evidentemente razio-
nale, giacché pud riferirsi birazionalmente alle (k- 1)-ple di punti tolti da
altrettanti S,_,_, di S,. Inoltre essa appartiene allo spazio S, ¢ non ad uno
spazio inferiore, perché altrimenti fra le coordinate di un S, esisterebbe al-
meno una relazione lineare omogenea, e 'annullarsi di certe ¢ coordinate
trarrebbe 'annullarsi della rimanente; mentre si posson sempre scegliere
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k-1 punti di S,, per guisa che uno solo prefissato dei minori d’ordine %k - 1
estratti dalla matrice delle coordinate omogenee di tali punti, sia diverso da
Zero.
2. Diremo complesso (algebrico) di S,, entro S,, un sistema algebrico

di o' S,, cioé un sistema che abbia per imagine una varietd algebrica, a
t — 1 dimensioni, appartenente a V,. Grado »n del complesso & 1l numero
degli S, ch’esso ha comuni con un fascio generico di S, (*). La forma alge-
brica riempita dagli S, del complesso passanti per un generico S,_,, & un
cono d’ordine », avente per vertice il dato S,_, .

In particolare, alle sezioni iperpiane di V,, rispondono complessi lineari
(o di grado 1), e tra questi si posson poi pit particolarmente considerare i
complessi lineari speciali, costituiti ciascuno dagli 8, che s’appoggiano a un
dato S,_,_,. Si verifica agevolmente — sviluppando colla regola di LarLace
il determinante formato dalle coordinate di » —% punti indipendenti del dato
S,_,_: e dalle coordinate di 2+ 1 punti di un S, ad esso appoggiato — che
ogni complesso lineare speciale € appunto rappresentato da una sezione iper-
piana di V,. Naturalmente trattasi di una particolare sezione; ma, pel nostro
scopo, non occorre indagare in che cosa consista, geometricamente, questa
particolaritd. Osserviamo piuttosto che, siccome l'ordine =,, di V, uguaglia
il numero dei punti comuni a V, ed a ¢ iperpiani indipendenti di S,, esso
risulta anche uguale al numero degli S, appoggiati a ¢ spazi S,_,_, generici
di S,. ,

3. Come sono rappresentati su V, gli S, passanti per un dato punto O

di S,? Assumendo questo punto come uno dei vertici della piramide fonda-
mentale delle coordinate, e individuando un S, per 0, mediante & punti del-
Iiperpiano opposto ad O, nella piramide fondamentale, le coordinate non
nulle di quello S, riduconsi ai minori d’ordine k& estratti da una matrice
di » verticali e di k orizzontali, e si pud quindi affermare che «gli S, pas-
santi per un dato punto di S,, sono rappresentati, sopra V,, da una varieta
grassmanniana d’indiel (r — 1, k— 1) ».

E similmente, componendo le coordinate di un S, mediante i minori di
ordine » — k& estratti dalla matrice delle coordinate di » — & iperpiani indi-

(*) S’intende: col sistema degli Sz passanti per un Si—; entro un Spy.. Si verifica su-
bito che le coordinate grassmanniane di un Sz d’un tal sistema, sono combinazioni lineari
delle coordinate di due S fissi del fascio. L’imagine degli Sy d’un fascio, sopra Vi, & dunque
una retta.
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pendenti, variabili in S,, si conclude che «gli S, giacenti in un dato iper-
piano S,_,, sono rappresentati, sopra V,, da una varietd grassmanniana di
indici (r — 1, &) ».

Pitt in generale: gli S, passanti per un dato S,_, (h==Fk) di S,, sono
rappresentati sopra V, da una grassmaniana d’indici (r — h, k — h), e quelli
giacenti in un dato S,_, (h =r —k—1), da una grassmanwiana d’indici (r — h,k).

E sottinteso che una grassmanniana di cui il secondo indice sia nullo o
inferiore di un’unita rispetto al primo, si riduce ad uno spazio lineare di punti.

4. Ogni omografia dello spazio S, in s&, muta un 8, in un S,, per
guisa che le coordinate dello S, trasformato si esprimono linearmente me-
diante le coordinate dello S, primitivo; ed essa rispecchiasi percido in una
omografia di S,, la quale muta in sé la varieta V,, che viene pertanto a pos-
sedere un gruppo continuo tramsitivo, ad r (r + 2) parametri, di omografie.

Da cio sl trae che I'intorno di ogni punto di V, & omograficamente equi
valente ad ogni altro, e quindi, in particolare, che V, non ha punti multipli

Ossgrvazions. Dal fatto che la varietd razionale V, & priva di punti mul-
tipli segue che, non appena sia p=2¢—+ 1, la V, non pud essere completa
intersezione di p — ¢ forme, degli ordini m,, m,, ..., me_,. In caso contrario,
infatti, risultando ¥m,—p—1=2(p—%)—p—-1=0, le forme d’ ordine
Y m; —o—1 staccherebbero per V, il sistema canonico (*) e quindi V, non sa-
rebbe razionale. Applicando la stessa considerazione alle sezioni spaziali
di V,, e tenendo conto del teor. VII (n. 16), che ad esse si riferisce, s’arri-
verebbe a concludere, pili precisamente, che V, non & mai completa interse-
zione, salvo il caso r =3, k=1, in cui trattasi d'una quadrica dello S;. Ma
su questa proprietd negativa, che del resto & irrilevante pel seguito, non ci
indugiamo ulteriormente.

5. Secondo il n. 3, sulla V, i punti che rappresentano gli S, per un
dato S,_,, @, formano una grassmanniana W, identica a quella che rappre-
senta le rette diun S,_,,,. Gi giovera, per gli scopi ulteriori, d’intrattenereci
un momento su questa varietd. Essa ha la dimensione 2 (r — &) ed appartiene
r—~k+2

ad uno spazio lineare H 9

)—- 1] (**). Gli S, contenenti 0 e giacenti

(*) Cfr. SevERL, Su alcune questioni di postulazione (Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, t. XVII, 1903). Ivi veramente la cosa & provata per curve e superficie, ma I’e-
stensione alle varieta superiori ¢ immediata.

(**) Per comodita tipografica si usa talora d’indicare con [s] uno spazio lineare di dimen-
sione s.
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in un dato S,_, (per Q), corrispondendo alle rette di un dato S,_, di S,_.¢.,
hanno per imagini su W ipunti di una varietd W', di dimensione 2 (r —k —1),
appartenente ad uno spazio [(r o g + 1)— 1], talche gli iperpiani di Sp, che
contengono qualcuna delle co™™*+' W', appartenenti ad una data W, dipendono
al pin da p—(r_g+1)+(r—k—i—1)=p—(TTzk

Ora, se k<r — 2, questo numero risulta sempre minore diyg, sicche gli
iperpiani considerati non sono tutti gliperpiani di S,. Uno di quegli iper-
piani stacca su V, una sezione, imagine d’'un complesso lineare tale, che fra
gli S, del complesso, passanti per 2, vi sono quelli che riempiono un certo
iperpiano di S,. Si conclude pertanto che:

Un complesso lineare, il quale contenga tutti gli S, che passano per un
dato S,_, dello S,, eche giacciono in un dato iperpiano (uscente da quello S,_,),
e un complesso particolare. .

Questa conclusione vale anche nel caso, sopra escluso, in cui A=r — 2.
Invero allora W & una quadrica dello S, e W’ un piano di questa quadrica.
Un iperpiano di S, che contenga un piano di W & tangente alla quadrica,
e contiene in conseguenza infiniti piani di W. Sicche, anche in tal caso, gli
S,_; passanti per gli oo® piani di W sono meno che o

6. Tra i complessi di grado »n, vi sono quelli che hanno per imagini
le sezioni di V, colle forme d’ordine »n dello S,, cioé quelli rappresentabili
in S, con una sola equazione di grado =, fra le coordinate grassmanniane.
Orbene, noi dimostreremo che:

I. Ogni complesso algebrico di spazi S, nello S,, é rappresentabile com-
pletamente mediante una sola equazione nelle coordinale grassmanniane.

In altrl termini proveremo che ogni varieta algebrica a t — 1 dimensiond,
appartenente ad una grassmanniana V,, e intersezione completa di V, con una
. forma del suo spazio.

) —+ 1 parametri.

§ 2. Dimostrazione geometrica del teorema fondamentale.
Proprieta delle sezioni spaziali di V,.

7. EQUAZIONE DI UN COMPLESSO IN COORDINATE DI PUNTIL Diremo che pili
punti di S, sono coniugati rispetto ad un dato complesso =, di grado n=1,
quando essi stanno sopra un medesimo S, del complesso.
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Le (£ 1)-ple di punti coniugati, delle quali faccia parte una k-pla ge-
nericamenle fissata in S,, stanno tutte (n. 2) in una ben determinata forma
conica d’ordine n, che ha per vertice lo S,_, individuato da quella k-pla. Se
f (@) =0 (¥) & I'equazione di questo cono in coordinate omogenee a,..., &
di punto, i coefficienti di f risulteranno funzioni algebriche ad un valore, e
quindi funzioni razionali, dei gruppi di & punti «®,..., ®, variabili in S,.
Introducendo I'omogeneitd anche nelle coordinate di questi punti variabili,
Pequazione considerata si ridurra alla forma

(0) (@) « (1) (1) . . G Y
Fad . ..,«0; af,..., ;.. .; af, ..., a¥) =0,

0, come scriveremo brevemente: F (@, x%,..., «®) =0, ove F' & simbolo di
un polinomio omogeneo in ciascuna serie di variabili.

La F=0 esprime la condizione di coniugio, rispetto ad =«, di &+ 1
punti £%,..., ®; e poiché tale condizione & simmetrica rispetto ai punti
stessi, cosi la F deve risultare d’ordine n in ciascuna serie di variabili, si
che anzi fissati comunque % dei & +1 punti «©,..., ™, essa rappresenti
sempre un cono d’ordine n, avente il vertice nello S,_, congiungente i punti
fissati.

Osserviamo di passaggio che la nozione di punti coniugati rispetto ad
un complesso «, si pud ovviamente estendere, chiamando coniugati due spazi
S._iy Sioy (6=2, 3,..., k) quando sono congiunti da (almeno) un S, di «.
Si vede subito che «gli S,_, coniugati di un S,_, generico formano, entro S,,
un complesso di grado n», ed inoltre che «fra questi S,_,, quelli che giac
ciono in un dato S,_.._,, formano ivi un complesso di grado n ».

Risulta pure senz’altro, da quanto precede, che il fatto che la forma
F =0 rappresenti un complesso di S,, equivale algebricamente a cio: che le
derivate di ordine n — 1 della F, rispetto alle variabili di una qualunque
serie, si annullino identicamente quando le variabili della serie considerata
s'identificano colle variabili (degli stessi indici) di una qualsiasi delle & serie
rimanenti (*¥).

8. INESISTENZA DI COMPLESSI DI GRADO zERO. Tutto quanto s’@ esposto
nel n.° prec. poggia sull'ipotesi che vi sia qualche S, del dato complesso «,

(*) Indicheremo con «®© il punto di coordinate 2, ..., o e con f(@®) una forma nelle

coordinate stesse.
(**) Se =1, si dovra esigere che F si annulli identicamente, allorché s’identificano le
variabili di due serie qualunque.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV. 13
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che appartenga ad un qualunque fascio di S,. Potrebbe perd sorgere il dubbio
che non ogni complesso soddisfacesse a questa condizione. Per rendere com-
pletamente rigorose le deduzioni ulteriori, occorre appunto provare che non
puo esistere un complesso di grado zero, cioé un sistema, «, oo~' di §,, tale
che in un fascio generico di S, non vi sia alcun S, di e.

i chiaro anzitutto che gli S, (4=1) di « debbono riempire lo spazio
ambiente S,, perché se essi riempissero una varietd M, ad h<<r dimensioni,
per un punto generico P di M, passerebbero oo """ spazi 8, di «, i quali
dovrebbero giacere tutti sullo S, tangente ad M, in P. Ora in questo S, gli S,
passanti per P dipendono da & (h — &) parametri, numero che risulta infe-
riore a t—1—h -+ k.

B dunque assurdo ammettere che gli S, di « non invadano S,.

Cid posto, suppongasi dimostrata la proprieta da stabilirsi per 1 com-
plessi di spazi S,_, entro S,_,. Fissato un punto generico P di S, e un iper-
piano =, non contenente P, ogni S, di «, per P, segna un S,., su =. Entro =
si avranno in tal modo oo™ '™ spazi §,_;, formanti ivi un complesso « ;e
per ¢id che si & ammesso, vi sard un numero finito >0, di spazi di « ap-
partenenti ad un fascio generico di S,_,, entro =. Proiettando da P, ne de-
rivera la proprietd analoga per «.

Saremo ridotti pertanto a provare che il teorema & vero pei complessi
di rette di uno spazio S, (d =r — k-4 1). Ora questo risulta subito dall’os-
servazione gia fatta che le rette di un tal complesso debbono invadere S,,
sicché quelle che passano per un punto generico P di S, sono oo *, e riem-
piono percido una forma conica, la quale & tagliata in un numero finito >0
di generatrici da un fascio generico di rette col centro in P.

OsservazioNs. | appena necessario di avvertire che il fascio di 8, con
cul si sega il dato complesso «, potrd benissimo per particolari posizioni gia-
cere interamente in «, ma che mai esso potra non avere qualche S, comune
col dato complesso.

9. LA BASE MINIMA DELLE VARIETA A { — | DIMENSIONI CONTENUTE IN V,.
Dimostreremo ora che:

Sulla V,, le varieta algebriche a t — 1 dimensioni, imagini dei complessi
di grado n, si distribuiscono in un sol sistema lineare.

Cominciamo percio a costruire sulla V un sistema ¥, co™" di rette, avente
Véndice 1, cioé tale che per un punto generico di V passi una sola retta di 3.

Un sistema siffatto s’ottiene subito p. e. nel modo seguente:

Nello S, si fissi un punto O ed un iperpiano e, che non si apparten-
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gano, e si considerino i fasei di S, che hanno lo S,_,-asse su o e lo §,;,-so-
stegno passante per O. I ben chiaro che un S, generico di S, appartiene
ad uno solo di tali fasci, cosicehé questi hanno appunto per imagini sopra
Voo'™* rette, formanti un sistema ¥, d’indice 1 (¥).

Verifichiamo facilmente che 4l sistema ¥ non ammette varietd fondamen-
tali @ t—1 dimensioni; cioé varietd che non siano tagliate in punti varia-
bili da una retta variabile di ¥. Invero, poiche le rette di ¥, com’é evidente,
non hanno punti fissi comuni, se esistesse una tale varietd fondamentale,
esisterebbe in S, un complesso di S, non avente comune alecun S, con un fascio
generico appartenente al sistema sopra definito; il che & assurdo (n. 8, Oss.).

Cid premesso, consideriamo due complessi «, § dello stesso grado n. Le
varietd imagini 4, B tagliano sopra una retta « di ¥ due gruppi a, b di n
punti. E poiche a, b sono equivalenti sulla u, cosi ne segue (**), che le 4, B
sono equivalenti sulla V.

OssErvazIONE. Prendendo come varietd B la sezione di V, con una forma
d’ordine m, il risultato stabilito pud enunciarsi nel modo seguente:

L’ordine m di una qualunque varieto A, a t— 1 dimensiont, tracciala
su V,, ¢ multiplo dellordine n,, di V, (im=mn.n,,) e la A equivale sempre
ad un multiplo (secondo n) di una sezione iperpiana di V,.

In altri termini: La base minima (***) delle varieta a t— 1 dimensioni
apparienenti a V, é coslituila da una sezione iperpiana.

(*) 1 sistema = pud anche definirsi, sopra V, come il sistema delle reite di V' appog-
giate alla grassmanniana M,_,_,, rappresentatrice degli Sz di , e alla grassmanniana Ni—y iz,
rappresentatrice degli Sz per O.

(**) Se due varietad 4, B, appartenenti a Vi, staccano gruppi equivalenti sulle curve di
un sistema 2 d’indice v, le v 4, v B sono equivalenti o differiscono per varietd fondamentali
di 2. Vedi -SEvERI, Alcune relazioni di equivalenza tra gruppi di punti d’una curve algebrica
0 tra curve di una superficie (Atti del R. Istituto Veneto, t. LXX, 1911, pp. 373-382), n. 4.
Per comodita del lettore, faccio qui il breve ragionamento che conviene al caso particolare
del testo. Fissati tre iperpiani generici in Sy , mediante la terna dei punti da essi staccati sopra
una retta » di Z, resta su questa fissato razionalmente un sistema di coordinate proiettive.
Siano a,, a;, ..., as le coordinate proiettive dei punti di a e b,, b,,..., b,x le coordinate
(xc—a)(x—ay)...(x— as)
(x—0by) (x—by)...(x— ba)
nata proiettiva di un punto variabile sopra =, al variare di » entro =, risulta funzione ra-
zionale del punto variabile sopra V;. Essa diviene infinita (di 1.° ordine) lungo B e nulla
(di 1.° ordine) lungo 4.

(***) Cfr. pel concetto di base minima: SeveR1, La base minima pour la totalité des courbes
tracées sur une surface algébrique (Annales de I'Hcole Norm, de Paris, (3), t. XXV, 1908,

pp. 449-468).

, ove x & la coordi-

proiettive dei punti di 6. Allora la funzione
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10. COMPLETEZZA DEI SISTEMI LINEARI STACCATI SU V, DALLE FORME DEL
SUO 8PAZIO. DIMOSTRAZIONE GEOMETRICA DEL TEOREMA FONDAMENTALE. Per sta-
bilire il teorema I basterd ormai provare che sulla V, le forme d’'un ordine
arbitrario n, dello spazio S,, staccano un sistema lineare completo. Le consi-
derazioni svolte nel n. 7 c¢i mostrano anzitutto che il numero delle condi-
zioni (lineari) indipendenti cui debbono soddisfare 1 coefficienti della forma F,
affinché F =0 rappresenti un complesso di grado =, & funzione (razionale)
soltanto di », r, k; sicche anche l'infinitd dei complessi di dato grado =,
cioé la dimensione del sistema lineare completo, che contiene (o coincide con)
quello staccato su V, dalle forme d’ordine n, risultera, qualunque sia », una
certa funzione razionale ¢ (n, r, k).

E poi chiaro che il numero delle condizioni affinché una F si possa porre
sotto forma di un polinomio omogeneo di grado n, nelle coordinate grass-
manniane di un S,, & pur funzione razionale delle sole n, », k; e quindi la
dimensione del sistema — forse parziale — staccato su V, dalle forme d’or-
dine », risulterd anch’essa una funzione razionale di », r, k: ¢ (n, 7, k).

Ora, poiché V, & priva di punti multipli (n. 4), 1l teorema da dimostrarsi
e vero per =1, ove Il & un conveniente intero (*), per modo che, quando
n=1, le due funzioni ¢ e ¢ s’identificano. Cio significa insomma che l'equa-
zione algebrica in n, ¢ =1, & soddisfatta, comunque siano dati », k, per in-
finiti valori di = (=1), e quindi ch’essa & un’identitd in », r, #. Questo prova,
come volevasi, che le forme di un ordine qualunque » staccano su V, un
sistema lineare completo.

OsservazioNE. Si rileverd che, in particolare, per » =1, il teorema ora
dimostrato ei dice che la varietd V, & normale.

11. CONFRONTO FRA LE VARIETA 1 CUI PUNTI RAPPRESENTANO SENZA EC-
cezioN] ¢LI S, DI UN S,. Sia V', un’altra varield, normale in.un certo spazio S,,
i cul punti rappresentino biunivocamente, senza alcuna eccezione (come quelli
di V) gli S, di S,. Nascera allora tra V, V' una corrispondenza birazionale,
senza eccezioni, chiamando omologhi due punti di V, V' imagini del mede-
simo §,. Al sistema delle sezioni iperpiane di V' corrispondera su V un sk
stema lineare completo, senza punti base. In forza dei teoremi dei nt 9, 10,
questo sistema coinciderd con quello staccato su V dalle forme di un certo
ordine n (=1) dello spazio Sp; e, se n =1, il che accadrd allora e solo al-

(*) Cfr. SEVERI, Fondamenti per la geometria sulle varietd alyebriche (Rendiconti del Cir-
colo mat. di Palermo, t. XXVIII, 1909), n. 2.
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lora che le V, V' abbiano lo stesso ordine (e sia in conseguenza d=p), le
V, V’ risulteranno omografiche. Dunque:

L. Fra tutte le varield i cui punli rappresentano biunivocamente senza
ecceziont, gli S, di un S, , il modello grassmanniano V, é quello di ordine mi-
nimo. Ogni allra varieta rappresentalrice normale, di ordine minimo, é una
trasformata omografica di V,.

12. SisTEMI DI S, CONTENUTI IN UN COMPLESSO LINEARE. Considerazioni
analoghe a quelle svolte per la varietd V, si possono fare intorno alla se-
zione iperpiana W,_, di V,. Anzitutto proviamo che W é razionale.

Riprendiamo percio a considerare il sistema ¥ di rette di V,, definito
al n. 9. Bastera stabilire la razionalitd di }, giacché i punti di W sono biu-
nivocamente riferiti alle rette di 3.

Ora, nello S,, la varietd dei fasci di S,, che hanno lo S,_,-asse su o
e lo S,.,-sostegno passante per O, & birazionalmente identica alla varieta
delle coppie punto-S,_,, formate con un punto di un dato S, ,_, e con
un 8§, , di o, ciog, in ultima analisi, alla varietd razionale delle (&4 1)-ple
di punti tolti rispettivamente da un S,_,_, e da & spazi S,_, dati.

Si puo anche definire, entro W, un sistema ¥,, d’indice 1, costituito da
oo'* rette, nel modo seguente: Si fissi in S, un iperpiano o ed una retta Q
generica e si considerino i fasei di S,, appartenenti al complesso lineare ),
che ha per imagine W, i quali hanno lo S,_,-asse su o e lo S,y ,—sostegno
appoggiato ad Q. Il sistema ¥,, delle rette imagini di questi fasei, & preci-
samente tale che per un punto generico di W passa una sola retta di ¥,.
I inoltre chiaro che il sistema ¥, non ha punti base.

Pud esistere in W una varietd M,_, fondamentale pel sistema 3, cioe
tale che una retta generica di ¥, non incontri affatto M ? Bisognera ricercare
se nel complesso lineare w possa esistere un sistema m, oo'% di §,, tale
che un fascio generico di S,, appartenente a w, non abbia in comune con m
aleun elemento; giacche, in caso contrario, m avrebbe sempre in comune
qualche elemento con un fascio qualsiasi contenuto in w, e quindi, in par-
ticolare, coi fasci sopra definiti. La questione che ora ci si affaccia, & 'analoga
di quella gid risoluta al n. 8 pel sistema 3.

Ragionando come al n. 8, si vede intanto che, se gli S, di un sistema
oo'™*, m, non riempiono lo spazio §,, ma sibbene una varietd di dimensione
h (=r—1), deve aver luogo la disuguaglianza:

E(h—ky=t—2—h—+k&, cioe: (B+1)(r—h)=2,
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la quale, per £>>1, non & mai soddisfatta, e per k=1 lo & soltanto quando
sia b =1r—1.

Ora, nel caso k=1, se un sistema m di co** rette, contenute in w, in-
vade lo spazio S,, per un punto generico P di S, passa qualche retta di m,
e quindi precisamente oco'*7"t'; e queste co"° rette riempiono un cono ad
r— 2 dimensioni, 1l quale sta nell’iperpiano cul appartengono le rette di w
passanti per P. Sicche, nell'ipotesi considerata, m ha comune qualche retta
con ogni fascio appartenente a w.

Che $e poi, sempre nel caso k=1, m riempie una forma H, questa &
necessariamente un insieme di un numero finito (¥) di iperpiani, perche per
ogni punto di H passano oo™ * rette, che debbono stare sull’iperpiano tan-
gente ad H in quel punto. Si conclude pertanto che, in tal caso, il complesso w
e particolare, perché contiene degli S,_, rigati (n. 5).

Proviamo infine che, pur nel caso 2> 1, il fatto eccezionale richiesto
si pud presentare soltanto quando il complesso w sia particolare. Fissato
invero un punto generico P,, dello S,, per esso passeranno oo'~* “7 spazi
di m, i quali, se k— 1>1, dovranno ancora invadere tutto lo §,, perche
essi staccano sopra un generico iperplano un sistema oot =2[t'=k (r — k)|
di S,_,. Preso un altro punto generico P,, per esso passeranno percid oo* *~*¢=»
spazi di m, i quali, se & — 2>1, dovranno invadere tutto lo S,, perché stac-
cano sopra un generico S, , un sistema oco®=2[t"=(k—1)(r — k)] di S,_,.
Cosi proseguendo, si arriva a fissare in S, un gruppo (P,, P,,..., P,_,) di
k — 1 punti generici, pei quali passano co***=% gpazi di m formanti un si-
stema che indicheremo con m.

Ora, per l'ipotesi che m sia un sistema eccezionale, nel senso spiegato,
per un punto generico di S, non deve pil passare alcun S, di ., perche al-
trimenti per un generico S,_,, passerebbero co™™** spazi di m, situati sull’iper-
piano del complesso w, individuato dall’S,_,, e quindi un fascio appartenente
a w, avrebbe sempre qualche S, comune con m. Cosicche il sistema m stac-
chera sopra un S, .y, generico un sistema di rette, distribuite in un nu-
mero finito di S,_,, e quindi gli S, di % saranno distribuiti in un numero
finito di iperpiani passanti per (P,, P,,..., P,_,). Ne consegue che il com-
plesso w & particolare (n. ) (**).

(*) O di un numero infinito, ma discreto, se il sistema m non & algebrico.

(*#) Se p. es. w fosse un complesso lineare speciale (n. 2) di asse @, esso conterrebbe
effettivamente varietd eccezionali del tipo m. Una tal varietd sarebbe data ad es. dall’insieme
degli Sp appoggiati secondo rette ad un dato S,—x per Q.
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Applicando allora alla varieta W il ragionamento del n. 9, si conclude
che: '
Lo base minima, entro un complesso lineare generale di spazt S,, ¢ data
dalla sezione di esso con un altro complesso lineare.
Se poi si avverte: '
1.°) che la varietd W, sezione iperpiana generica di V, non ha punti
multipli;
2.%) che la dimensione dell’unico sistema lineare completo formato
entro w dai sistemi oo**, aventi in comune un dato numero » di spazi S,
con ogni fascio di S, contenuto in w, non pud essere funzione se non di
n, r, k;
3.%) che d’altra parte la dimensione del sistema lineare staccato su W
delle forme d’ordine #» di S,, essendo espressa da

o(n, r, k)—o(n—1, r, &) — 1

(ove ¢ & la funzione considerata al n. 10), dipende anch’essa soltanto da =,
r, k, si conclude, come al n. 10, che «sopra W non c¢i sono che intersezioni
complete », cioé che:

1. Ogni sistema algebrico oo®+V0=2=2 di S, apparlenente ad un com-
plesso lineare generale,; ¢ rappresentabile compiutamente con una sola equazione
nelle coordinate grassmanniane (olire, beninteso, a quella del complesso).

OsservazioNE. B ormai chiaro che anche per le varietd rappresentatrici
di un complesso lineare generale vale un teorema analogo al IL

13. PROPRIETA DEI SISTEMI1 DI S, CHE HANNO PER IMAGINI LE SEZIONI DI
V, con spazi LINEARI. Consideriamo ora le sezioni di V, cogli spazi lineari
di dimensione g — 2, ¢ — 3, ecc.

Indichiamo con W la varietd, di dimensione t—i, sezione di V, con
uno spazio lineare generico Sp_;,, e con w il sistema di §,, di cui essa &
imagine. Supposto ¢ =r—k — 1, si puo costruire, nel modo seguente, entro
W9, un sistema ¥, di rette, tale che per un punto di W passi una sola
retta del sistema.

Si fissi genericamente in S, un iperpiano e ed uno spazio Q, ad ¢ di-
mensioni, e si considerino i fasci di S,, che appartengono a % e che hanno
lo 8, _,-asse su o, e lo S,,,-sostegno appoggiato in un punto ad Q. Dato
un S, di », questo sega o in un S,_,, € gli S, di #"”, passanti per tale
S,_:, riempiono un §,_,, che appoggiasi in un punto ad 0. Questo punto,
congiunto col dato S,, da luogo ad un S.4,, sostegno di un fascio di S;, ap-
partenente a " e contenente il dato S;-
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Un’analisi analoga a quella svolta diffusamente nel caso é=1 e che
omettiamo, perché dovremmo addentrarci in una discussione minuziosissima,
che non offrirebbe gran che di concetiualmente nuovo, prova che in W
non esistono varietd a £t — ¢— 1 dimensioni, fondamentali pel sistema Y, (*¥),
sicche si puo, come al solito, affermare che una sezione iperpiana costituisce
sopra W la base minima, e che le forme di un ordine qualunque staccano
sopra W un sistema completo.

Cio vale per i=+» —k—1. Ma se k>r —k — 1, la conclusione a cui
siamo pervenuti vale anche per ¢ =k. Basta infatti osservare che la varieta
grassmanniana d’indici (v, 8) & omograficamente equivalente alla grassman-
niana d’indici (r, r — kB — 1), giacche dalla totalita degli S, di S, si passa alla
totalitd degli S,_,_, di S,, mediante una reciprocita dello spazio, la quale
muta un complesso lineare di S, in un complesso lineare di S,_,_,. Si puo
dunque enunciare:

IV. Entro un sistema oo™, w?, di S, (i=71, ove y ¢é il maggiore dei
due interi k, r — k — 1), che sia base per un generico sistema lineare oo™ di
complessi lineari, non esistono altri sistemi algebrici oo™ ', allinfuori delle
intersezioni complete di w” coi complessi dei vart gradi.

Aggiungeremo che ogni sistema o' di S,, base per un sistema lineare
oo ™" di complessi lineari (i =X+ 1), & razionale.

Invero, appena sia dimostrata la cosa per i =j, ne segue per ¢ =j — 1,
giacche la varietd WY~ avendo le sezioni iperpiane W razionali, e con-
tenendo inoltre un sistema ¥, ,, d’indice 1, di rette, risulta birazionalmente
identica alla varietd delle coppie di punti tolti risp. da un S, ; e da una
retta. Che poi il teorema sia vero per ¢=r — k&, risulta subito da cio, che
gli §, di un sistema w® ™ risultano in corrispondenza biunivoca colle loro
traccie sopra un dato iperpiano di §,, in quanto appunto per un S,_, di S,
passa un solo S, di w®™".

(*) Cosi ad es. nel caso ¢=2 ci si trova a dover caratterizzare, in base alla disugua-
glianza (k& +1) (r — h) =3, che & soddisfatta perk=2, h=r—1, oppure k=1, h—=r—1,
una forma di Sy, contenente oo®—3 piani od una forma contenente oo2—5 rette. Quanto alla
prima, si vede subito, in modo analogo a quel che s’¢ fatto per ¢ =1, ch’essa & costituita
da un numero finito d’iperpiani; quanto alla seconda, sirisponde mediante la proposizione
seguente: Ogni forma irriducibile di Sy, contenente oo?—5 rette, 0 é una quadrica o un sistemao
oo! di Sp— [Cfr. SevERI, Intorno ai punti doppi improprt di una superficie generale, ecc.
(Rend. del Circolo mat. di Palermo, t. XV, 1901), n. 10]. Veramente nella mia Nota citata,
il teorema si trova per r=4; ma il ragionamento si estende subito.
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I’identita proiettiva delle grassmanniane d’indici (r, k) ed (r, r —k —1)
prova infine che si pud far crescere 4 fino al maggiore dei due interi k41, r—&.

In particolare, dal teorema IV si trae che la sezione di V, con un ge-
nerico Sp_; (¢ =1yx) & una varieti normale. Orbene, questa proprietd delle se-
zioni spaziali di V,, vale indipendentemente dal vincolo i =y, cioe:

La sezione di V, con unp spazio lineare generico, di dimensione qualunque,
¢ una varietd normale.

Cio segue come corollario immediato di una proprietd da me altrove di-
mostrata (*) per le varietd M, a irregolaritd superficiale nulla (cioé prive di
sistemi continui completi non lineari di M,_,), qual’® appunto la varieta ra-
zionale V,.

14. QuEesTioNI DI REALITA. Nella rappresentazione grassmanniana degli S,
di §,, ogni S, reale é evidentemente rappresentato da un punto reale e due S,
complessi-coniugati, da due punti complessi-coniugati di V,; e quindi ad un
punto reale di V, non pud che corrispondere un S, reale di S,.

Cid posto, si vede facilmente che V, & costituita da una sola falda reale,
nel senso cioé che due punti reali qualunque di V, si possono sempre con-
giungere con un cammino continuo reale, tutto giacente in V,. E invero, dati
in S, due S, reali, si possono p. es. considerare k -+ 1 rette a,, a,,..., a,, che
congiungano k + 1 punti reali indipendenti P,, P,,..., P, di uno degli S, dati,
ordinatamente con k-1 punti reali indipendenti Q,, Q,,..., @,, dell’altro.
Fissata poi una (k- 1)-pla di punti reali B,, R,,..., B,, tolti genericamente
da a,, #,,..., ., si ponga fra le rette a,, a; (¢, j =0, 1,..., &) la proietti-
; g, 1];) Una (k + 1)-pla variabile- di punti reali, omologhi in queste
proiettivitd, sard congiunta da un S, reale, il quale descrive un sistema con-
tinuo o' contenente i due dati S,.

L’analoga proprietd vale anche per la sezione W di V, con un S,_,
reale (¢ =y + 1). Proviamo anzitutto la cosa per i =r — k. Fissati due S,
reali, «, 8, del sistema %", che ha per imagine W™ ¢ un generico iper-
piano reale = di §,, in forza di quanto precede, gli S,_, traccie di «, { su =,
potranno sempre esser « congiunti» da un sistema continuo reale co' di S,_,.
Da ognuno di questi S,_, esce un S; reale di w" ™" eil luogo di questi S,
¢ appunto un sistema continuo oo’ contenente «, £. Si passa quindi da i=r—Fk
ad i=7r —k —1, ecc.; ed in generale da i=j ad i=4 — 1, osservando che

vita (

(*) Fondamenti per lo geometria sulle varietq algebriche (citata), nn. 14 e 17.
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W0 contiene il sistema ¥, , di rette reali, e di per sezione, con un iper-
piano reale, una varietda W, formata d'una sola falda reale. Si conclude
dunque che:

V. La varieta grassmanniana V, & costituita da una sola falda reale
ed ¢ tagliata da un Sp_; reale (i =y 1) secondo una varieta reale, costituita
pure da una sola falda. )

15. RAPPRESENTAZIONE PARAMETRICA DELLA V,. Una rappresentazione
birazionale assai semplice della V, su di uno spazio S,, si ottiene nel modo
seguente:

Si ricordi che fissate (k4 1) (r — &) + 1 (=t -+ 1) delle coordinate grass-
manpiane di un S, e siano p. es. il determinante y, delle prime k-1 co-
lonne tolte dalla matrice delle coordinate omogenee di &+ 1 punti di S,, ed
1 determinanti ¢,, y.,..., 4., ciascuno dei quali ha & colonne comuni col
precedente, le altre coordinate dello S,, finché sia y,=|=0, si esprimono ra-

zionalmente mediante y,, ¥,,..., . (¥). B viceversa, dato lo S,, restano in-
dividuati i valori delle ¥ (a meno, beninteso, d’un fattore di proporziona-
R . . Y, . . a.

litd). Sicche, ponendo z,.z'L (t=1,..., ), e indicando con u,, u,,..., Up

1]
le coordinate omogenee di un punto dello Sg, dalle espressioni cui si & al-

luso, seguono le formole che danno le coordinate non omogenee v, , v,,..., ¥

. . LN /M’i
di un punto di V, (ove si & posto v, = po ed u, =1y9,, u,=y,,..., 4, =1y,), come
0

funzioni razionali invertibili delle coordinate non omogenee z,,...,2, di un
punto d’un S,. E chiaro che la rappresentazione ottenuta si lascia interpre-
tare geometricamente come la proiezione di V, sopralo S,: 4,4, = ... =u,=0,

dallo spazio Se_,_,:u,=u,=...=u,=0, Dunque:

Esistono, nello spazio S,, spazi Spe_._, tali, che da uno dé essila V, pro-
iellasi univocamente sopra uno spazio S,.

Riducendo a forma intera le p — f relazioni che esprimono le » mediante
le 2 — cioé mediante le »,, v,,..., v, — e introducendo le coordinate omo-
genee u, si hanno le equazioni di altrettante forme — di cui alcune qua-
dratiche, altre cubiche, ecc. — passanti per Ve segantisi altrove secondo una
varietd M. E poiche i punti della completa intersezione V3, pei quali «,=|=0,
appartengono a V, cosi la M dovra giacere sull’iperpiano u, =0. Cio & ben
d’accordo con quanto si vedrd nel n.® successivo.

(*) BerrINg, oOp. cit., p. 38.
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Volendo illustrare in un caso concreto le considerazioni generali sopra
esposte, ci riferiremo all’ipotesi r =4, 2 == 1. Chiamati (»,, x,, =,, ®,, x,),
oy 15 Y2y Ys, ¥ due punti di S,, e posto p,=x, ¥, — 2, y., la V, risulta
intersezione completa delle 5 quadriche seguenti, che, come subito si veri-
fica, sono linearmente indipendenti:

fo = Po1 Pas + Pra Pos + Doz Ps: = 0, 1 = Por Pas + P1s Pos & Poe Puy = 0,
fe = Dot Pss =+ Pis Pos + Pos iy = 0, f3 =12 Dss ~+ D25 Pos 1 Dos Puz =0,
f =P Pss T+ Pos Pra T Pis Pao =0.

Risolvendo le prime tre equazioni rispetto a p.s, Pas, Pas, S Olttiene la
rappresentazione parametrica di V, sullo spazio Ss (X, Xy, ey Xgy 2, X))

p01=)‘§> p12=_7\o)‘67 poaz)‘llea pm:_)‘2)‘63. p02:_)‘37\6a
po4=)‘4)‘sa pu:)‘a)‘s, p23=7‘0)‘1+)\2)\3, p24=)‘o7\4+)\37‘57

pu:)‘z )\4'—)‘1)‘5 .

Le ¢ —t forme, di cui parlavamo in generale, sono appunto attualmente
le f,=0, f.=0, f,=0,le quali si tagliano, fuori di V,, in una A, del 3° or-
dine, appartenente all’iperpiano p,, =0. Si ritrova cosi che le sezioni curvi-
linee di V, sono quintiche ellittiche normali, ecc., ecc.

La rappresentazione suddetta puo interpretarsi come la proiezione di V,
dal piano p; = Piy = Pos = P15 = Por = Po. = P1, = 0, sullo spazio S

Doz = P2s = Pss — 0.

Si osservera anzi che, nel caso attuale, il centro di prolezione giace intera-
mente sopra V.

16. PROPRIETA DELLE SEZIONI spaziaul b1 V,. Per ottenere altre pro-
prietd delle sezioni spaziali di V, e pit precisamente di quelle prodotte da
spazi Sp_;, ove 4 sorpassi il limite y 4~ 1 considerato nel n. 13, dimostreremo
il teorema generale seguente:

VI. Se V, ¢ una qualunque varieta, d’irregolarita superficiale nulla,
priva di punti multipli in uro spazio S,, sulla quale una sezione iperpiana
generica costituisca la base minima, per la sezione di V, con un generico
Spe_: (1=0,1,..., t — 1), si presentano sollanto le allernative seguenti:

a) Il suo genere geomelrico & nullo.
b) 1l suo genere geomelrico ¢ uguale ad 1 ed il suo sistema canonico
e d’ordine zero,
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c) Essa é una wvarietd canonica o sottocanonica (cloé le sue sezionl
iperpiane sono varietd del sistema canonico o sottomultiple di tali varieta).
Il teorema, per quel che concerne V,, & pressoche evidente, in quanto, se V,
ha il genere geometrico >0 ed il sistema canonico d’ordine >0, una sua
varietd canonica K equivarra ad un multiplo, p. es. secondo 1, della sezione
iperpiana 4, che forma la base minima. L’ipotesi che lirregolarita superfi-
ciale di V, sia nulla, & pero essenziale per questa deduzione, cheé altrimenti
si potrebbe dire soltanto che K e 2 4 sono « algebricamente equivalenti ». Si os-
serverd inoltre che la V, dovra essere priva di varietd eccezionali di 1.* specie,
perché, in caso diverso, queste dovrebbero entrare nella base; cosicche il si-
stema | K|, cul sopra s’é alluso, & il sistema canonico « puro ».
Conducansi adesso genericamente per V,p—t forme degli ordini

Byy Wyyeo oy Mo, (V=040 ... +mn,p_),

le quali si taglino altrove lungo una M,, appoggiata a V, secondo una ¢,_,.
Si sa (*) che come forme aggiunte alla V,, possono assumersi le forme pas-
santi per ®; ed inoltre che l'eventuale sistema canonico (puro) su V, & stac-
cato, fuori di @, dalle aggiunte d’ordine v—p — 1. Quanto alla ¢, essa, come
ogni altra varietd algebrica a { — 1 dimensioni tracciata su V,, dovrd esser
equivalente ad un multiplo della sezione iperpiana A: sia p. es. ¢ =p 4.
La V, avra allora il genere nullo, se p >v—p — 1; il genere uguale ad 1,
se w=v—op—1; sard canonica, se p.=v —p— 2; e infine sottocanonica, se
p.<v—p— 2 Tagliando tutto con un generico S,_;, la W,_,, staccata su V,,
sard anch’essa priva di punti multipli e intersezione parziale di ¢ — ¢ forme,
degli ordini n,, n,,..., n,_,, segantisi altrove in una N,_, — sezione di M, —
appoggiata a W secondo una ¥, , , — sezione di ¢, , —; ed inoltre ¥ ri-
sultera equivalente al multiplo secondo p. d’'una sezione iperpiana di W.
Di pid anche W avra lirregolarita superficiale nulla (**), e quindi varra
pel suo eventuale sistema canonico tutto quanto s’& detto pel sistema ca-
nonico di V,. La W sard cio¢ di genere nullo, se v >v —p—+4i—1; di ge-
nere 1 e a sistema canonico d’ordine zero, se p. =v — p—+ i — 1; canonica se
p=v—p-+1i—2; sottocanonica, se p<v—p—+i—2. C’¢ da avvertire sol-
tanto che, nel caso attuale, non si puod escludere a priori che W sia priva

(*) Cfr. Severi, Su alcune questions di postulazione (citata), §§ 2, 3. Ivi si tratta di forme
aggiunte a curve e superficie; ma la trattazione si estende subito alle varietd superiori,
(**) Loc. citato alla nota (*) pag. 105.
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di varietd eccezionali di 1.* specie, in quanto non si sa che il numero base
di W sia uguale ad 1. Sicché su W il sistema canonico staccato dalle ag-
giunte, fuori di ¥, pud essere eventualmente «impuro ».

Qualora V, sia di genere geometrico nullo, ma la sua curva sezione con
un generico Sp_,;, sia di genere >0, dovra risultare

v—p—1<<v=v—p+1t-—-2

e quindi esisterd un valore di 4, fra 1 e f —1,tale chev —p4é—1=p; e
qualora questo valore di ¢ sia ¢ — 1, le curve sezioni di V, saranno ellittiche
e le varietd superiori di genere nullo. Che se invece quel valore di ¢ ¢ mi-
nore di ¢t —1, la W,_, corrispondente sard a sistema canonico d’ordine zero,
le sezioni superiori di genere nullo, la sezione immediatamente inferiore
sard canonica e le successive sottocanoniche.

Applichiamo tutto cid ad una grassmanniana V, d’indici (r, &), ricor-
dando (nn. 10, 13) ch’essa e tutte le sue sezioni spaziali sono varietd nor-
mali. Anzitutto, l'unico caso in cui le sezioni spaziali di V,, fino alle sezioni
curvilinee, sono di genere nullo, & il caso r =3, k= 1, perche secondo la
formola di ScruBerT [citata alla nota (**) pag. 92] l'ordine delle sezioni cur-
vilinee (curve razionali normali, in tal caso) si riduce alla;dimensione p — ¢ + 1
del relativo spazio ambiente, soltanto nel caso suddetto. E similmente, 'unico
caso in cul le sezioni curvilinee di V, sono ellittiche, & il caso r=4, k=1
(o il caso duale r =4, k= 2). Si conclude che:

VII. Le seziowi spaziali di una grassmanniana V, sono tutte di genere
nullo, solo quando V, ha gli indici (3, 1). Nel caso successivo (&, 1), o nel caso
duale (4, 2), le sezioni curvilinee sono ellittiche e le sezioni superiori di genere
geometrico nullo. In tutti gli altri casi esiste una tal dimensione | (~>p¢—1t+ 1)
dello spazio lineare secante, che le sezioni corrispondenti sono varield a si-
stema canonico d’ordine zero, la sezione spaziale immediatamente inferiore &
canonica e le successive soltocanoniche, mentre le sezioni superiori hanno il
genere geometrico nullo.

Cosi p. es. per gli indici (5, 1) le sezioni curvilinee di V,, che & una va-
rietd del 14° ordine dello S,,, sono curve canoniche del genere 8; le sezioni
superficiali, superficie regolari a curva canonica d’ordine zero, e le sezioni
superiori, varietd di genere geomeirica nullo.

Una maggiore determinazione del teor. VII, per k=1 ed » qualunque,
si vedra nel n.° seguente.

17. FORMULA DI POSTULAZIONE DELLA VARIETA V,. MODO DI CALCOLARE
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L’ORDINE E I GENERI ARITMETICI DELLE SEZIONI SPAzianLi bI V. Indichiamo
con =,_, il genere aritmetico della sezione W, di V, con un generico
Sp_i(1=0,..., t), cosicche =, sard il genere aritmetico e =, + 1 (=mn,,) l'or-
dine di V (*).

Peri =y + | (n. 13) sappiamo gia che =,_, =0, in quanto la relativa W®
e razionale. Ne deriva che, per n abbastanza alto (=1), la postulazione di V,
per le forme d’ordine » sara espressa da (*¥):

ot ="+ 0 —("TT k) +

+(n—|—t )(Wt+w2)_

! (1)
+ (— Lyt (” +f@L ) (o o T
1
+ (— 1)t (n ;”—*X_‘i" )m_x_g .

Ora, la dimensione del sistema staccato su V, dalle forme di un ordine
qualunque », & data dalla funzione ¢ (n, r, k), considerata nel n. 10; dunque,
per n=1, si avra:

®(n, r, B)=09(n, r, k) +1, (2)

donde intanto segue, come & del resto intuitivo, che ¢ dipende soltanto da
n, r, k. Se adesso si osserva che ciascuno dei due membri della (2), per va-
lori comunque dati di r, %, dipende razionalmente da # (& anzi un polinomio
in »n) e che d’altronde la (2) vale per infiniti valori di n (quelli non inferiori
ad 1), si conclude ch’essa riducesi ad un’identitd in =, r, k, cioé che la for-
mula di postulazione (1) vale per ogni valore di n.

Questa osservazione offre il modo di calcolare i generi aritmetici =, ogni
volta si conosca l’espressione effettiva di ¢. Non sarebbe difficile ottenere
quest’espressione, tenendo conto delle considerazioni che svolgeremo nella
dimostrazione algebrica del teor. [, ed estendendo il computo fatto dal Sisam
nel caso particolare 2 =1 (***); noi non c¢’intratterremo diffusamente su tale
questione, limitandoci ad osservare che, appunto nel caso k=1, mediante

(*) Cfr. la mia Memoria citata, Fondamenti per la geometria sulle varieta algebriche, n. 4.
(¥*) lbidem, n. 4 e nn. 30, 31.
(**#) Loc. cit. nella Prefazione.
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I'espressione di ¢, esplicitamente calcolata dal Sisam, essendo

y=r—2 t=2(r—1),
) da:

T(%Jrr) (n—l—r—l\):(n—}—Qr—Q

la (1
1 {
n-—+ r r—1 ) )(7’0‘*‘ y—

2r —3
_(n;—r_/rg )(W0+W1)+"'

. s —1
0 (T e (T
a r —
Facendo in questa n = — r, se ne ricava =,_, =0, e ponendo poi
n=—r—1, —r—2 ..., —2r+2,

si ottengono successivamente i valori di %,_;, %,_,,..., %, ®. S1 trova cosi:

m_y=1, wM:(;)_@, ny_ﬁzg(rzl)—@(g)+3,

e si conclude che:
VIII. La sezione della grassmanniana V,,_; di Sp {9 = (T —g I ) — 1} rop-

presentatrice delle rette di S,, con un generico Sp_,_,, ha il sistema canonico di
ordine zero ed il genere uguale ad 1. Le sezioni di V cogli spazi superiori
hanno tutte il genere nullo e sono razionali — tranne al pin la sezione con
un S,_, —; la sezione con un S,_,_, & una variela canowica e le sezioni con
spazi inferiori S,_,_; (=3, 4,...., r — 3) sono varietd soltocanowiche di in-
dice i — 1 (cio@ tali che il multiplo secondo i — 1 delle loro sezioni iperpiane,
costituisce su ognuna di esse, il relativo sistema canonico).
Cosl ad es.
per r =5, k=1 si ha:
w=13, 7, =8, =@, =1
w3=7r4=7r5=7r6z7r.,=7c3=0;
per r =06, k=1:
n, =41, w =43, =,=13, =,=1,
7‘74=...=7‘E10=0;
per r=T7 k=1:
Ty == 131, T, == 199, T, == 101, T, = 19’ ©, = |,

Te=...=mn,=0; ecc.
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Nell’enunciato precedente abbiamo parlato dei generi delle sezioni con-
siderate, senza distinguere i generi aritmetici dai geometrici, perché la se-
zione di V, con un S,_; ha sempre Uirregolarita (t — i)-dimensionale nulla. Cid
segue agevolmente dalle proprietd generali di una varieta algebrica, che ho
esposto altrove (¥).

OssErvazioNE. La determinazione dei generi =, anche per una varieta grass-
manniana d’indiel (r, k),-con &>>1, pud ritenersi virtualmente fatta non ap-
pena si conosca la dimensione della sezione spaziale di genere 1.

§ 3. Dimostrazione algoritmiea del teorema fondamentale.

{8, IpENTITA PONDAMENTALL, Conserviamo le notazioni introdotte nel n. 7.
Il teorema di EuLero, applicato alla forma algebrica F, di luogo alle identita:
oF dF W & F

nF=Yax® > n— =%l - .
,20 o 8o a7 dad) o)

A

&F w OTF
R aa® oD = 2% G g
(7 kg k N 1

ove glindici 4 variano da 0 ad ». Da queste poi segue:

e O 20 . . ) 9 F

't = 280 D) | gl : 1
m‘g.ik oh L mg? é’wg’. .. &wg:) (1)

Inoltre, poiche dati & dei punti 2, ..., «®, e siano p.e. ,..., ¥ la

F =0 deve rappresentare un cono col vertice nello S,_, (x,...,x™), Iiper-
piano polare di un punto qualunque « dello S,, rispetto ad F =0, passerd
pei punti «”, ..., . Avremo pertanto le identita:
L OF . .
ih

La (1) vale qualunque sia la forma F d’ordine n nelle £+ 1 serie di
variabili 2, ..., «®; mentre le (2) caralterizzano (n. 7) le forme ¥ che, ugua-
gliate a zero, rappresentano complessi di S,.

(*) Fondamenti (citata), nn. 32, 33, 34. Naturalmente I’affermazione del testo & subordi-
nata alle stesse ipotesi fatte nel mio lavoro citato.
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Proviamo ora che se F =02 l’equazwne di un complesso di grado n di S,,
ha pur luogo Videntita:
It F

-+ ‘r+l-—v — N . N
—n F= ¥ miﬁ" m&f‘) C e U O Y G 3)
Utk iy A .. i

0ve (Jo, Jis---» Ju) € una fissata permutazione S degli apici (0, 1,..., k) e
v="Y(v,—1), essendo v,, v,,..., v, gli ordini dei cicli in cui si decompone
1.=1

la 8. Si dovra inoltre scegliere il segno —+ o il segno —, secondo che S & pari
o dispari.

Dimostreremo la (3) per induzione, supponendola gid stabilita per le
forme di % serie di » 41 variabili (forme relative a complessi di S,_, in S,).
Poiché la (3) & vera per le forme di una sola serie di variabili (in quanto
allora essa riducesi alla identitd di Eurrro), quando l'avremo dedotta per
forme di & 4-1 serie di variabili, essa risultera stabilita in generale.

Per non complicare soverchiamente le notazioni, supponiamo p. e. che
sia 0 uno degli apici che viene spostato dalla permutazione S e che sia
C= (0, 1,..., k) il ciclo individuato dall’apice 0 entro S.

La S subordini inoltre fra gli apici restanti h + 1,..., & la sostituzione
T= (h i’l','...’.f k)’ talche sia S=CT. Per l'ipotesi che F =0 rappresenti
un complesso di S,, varra l'identitd

o F

é m(o) =0,

290(

che si ottiene dalla (2) per h =0, j=1. Derivando una volta rispetto a cia-
scuna delle variabili wg), w@), ey wgﬁ), ne trarremo :

o+ F & F

E af) 5 w0 a2l . ol +3 28 a® . 5 xb =0
%
Moltiplichiamo ora i due membri di quest’identitd per
2 3 h ) )
wgi) wgz) .ol .)1 o wﬁ:li o)
e sommiamo rispetto ad 4,, 4,,..., 4, (da O ad »). Avremo:
e
(1) (9) (h) (0 gole) ()
10112 iy m w T iy m'h w’h+1 wib Pl wg") dal) .0 k) + Z
0 ¥ %
FF ®)
(2) (3) (0} pp(@) U] — \
+111221k A UV da af .. daf = 0.
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Osserviamo che il secondo sommatorio non & che l'espressione trasfor-
mata di

& F
(0) 2) | (%)
B e SN U OB
10200t i
qualora si operi ivi sugli apici 0, 2,..., k dei coefficienti w(o) -l delle

derivate, la sostituzione S$'= C’ T, ove s’e 1ndlcat0 con C'1l 01010 (O 2 ? . h).
Avendo ammesso la validitd della (3) pei complessi di S,_,, poiché la F~ 0,
qualora si assumano come variabili soltanto quelle delle serie «®, «® ..., «®
rappresenta appunto un complesso di S,_, in S,, potremo scrivere:
' &F
+=pt = 2@ pB e e =, 5
i T SR R o PP PR ®)

dove v" & il numero analogo a v, ma relativo alla sostituzione S’, ed il segno
da assumersi € il + od il —, secondo che S’ & pari o dispari.
Se ora si tiene conto del fatto che:

S=CT=(0,1)¢' T=(0, 1)8",

e quindi che v=v'"+41 e che § ed S8’ sono di classe opposta, dalle (&), ()
segue senz’altro la (3).

19. IL SIMBOLO OPERATIVO A @ (1) ¢ B LE SUE PROPRIETA. Rappre-
o 1y iy

sentiamo con questo simbolo lo sviluppo del determinante che ha per ter-

4

é d . s .
mine pmnmpale (U) X &96(1) XKoo X a0 OVe (Toy 1y..., %) © una fissata
i

permutazione di (0, 1,. ey k), e notiamo alcune proprietd di tal simbolo, le
quali ci saranno tosto utili.
a) Se F & una forma qualunque d’ordine n, nelle serie di variabili
@, ..., o®, l'espressione G =4 ) o F & una forma d’ordine » — 1 in cia-
P

).
scuna delle serie x”,..., «®. La cosa & senz’altro evidente.

b) Qualunque sia la forma F, delle «*,..., «%, I'espressione G si an-
nulla identicamente, quando nel simbolo A §’identifichino le variabili degli
stessi indici, di due serie diverse. Infatti, in tale ipotesi, s’identificano due
linee del determinante simbolico che definisce A.

¢) Se poi F & una tal forma delle ', ..., x®, che F=0 rappresenti
un complesso di grado n di S,, G =0 rappresentera in conseguenza un com-
plesso di grado n— 1 di S,.
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Per dimostrar questo, basterd provare che le derivate di ordine »n—2
di @, rispetto alle variabili di una qualunque serie, e sia p. es. «®, si an-
nullano identicamente quando le #® coincidano ordinatamente colle variabili
di un’altra serie (n. 7).

Affine di non complicare le notazioni, nel caleolo successivo sopprime-
remo lapice k& nelle #®. Tenendo conto della definizione del simbolo 4, si
ha subito:

an—? G an+k—1 F

o 2 e- . .
Qx® ... door — e IR 5 0) 5 1) (k—1) 3 o a1 @
0 1 P X o 2 6’ij 8ij ...8wjk_1 8%00...amjk K o (6)

(%ot o a, =1 —2),

ove (Jo, Jiy---, Jr) € una permutazione di (i, %;,..., %) ed g, € lunitd
positiva o negativa secondo che (jq, 41y - - -, Ji) €d (4o, %4, ..., ;) sono della stessa
classe o di classe opposta. '
Per l'ipotesi che 'equazione ¥ = 0 rappresenti un complesso di grado »
di S, la
FF

Q, g, +1 oy
6w00...8wjk N

H

I

s’annulla identicamente, quando le x coincidono colle variabili di un’altra
serie. Ora, poiche H & una forma lineare nelle x, questo fatto, a cagione
del teorema di EuLERO, pud esprimersi mediante le identita

0 H
(h) — "~ = = RN —_
;wi 896,-_"0 (h=0,1,..., E—1),
ove le gg non dipendono dalle xz (mentre sono forme di ordine = nelle x*,

a9 ., ),

Negli sviluppi successivi, per fissare le idee, supporremo ad es. h = 0.
oH
o,

iabili 2O, g0 (k—1) g1 :
riabili o), o, ..., ©~h, sl trae

Dalla ¥ =0, derivando allora una volta rispetto a ciascuna delle va-

ot O H

(0) =
20 a0 aa0 e aw, | dw, 8. dalD — @)
Jo 7 Tk ' 70" T o=
. . . & H .
Cio posto, si osservi che, per essere la T a. o aD lineare nelle
o 1 -1
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x, ha luogo pure lidentitd

" H It H
SO G oA — 2V G e s o4k Vow,’
Jo h Ik Jo J1 J-1 ¢

-1

la quale, confrontata colla (7), porge

( o H ) _ FH (8)
0) 3 - = — 1

dudowlh .. galf=n) O 8w, dal ... 9wl

E dalle (6), (8) in definitiva si trae:

8n+k—1 F

G ) _
o D) ol ) 0= X S 370 1) 5 a1 3 o a1 «
(8900089011...«9:1/7 e &le ...8.x;jk_‘ 6.111.0: 0 x; ""9”1‘: o oxl

A (b 0 F
1y Y 7 .

- x, o7
dxhdwd...0x

Relazioni analoghe si avrebbero per h=1, 2,..., k— 1. Ricordando
infine la proprieta b) del simbolo A, si conclude coll’enunciato ¢).
20. DiMOSTRAZIONE ALGORITMICA DEL TEOREMA l. Indicando con Xjj; ..
il determinante che ha per termine principale #{® {l)... ®{®, consideriamo I'e
spressione

& F
Ny : 9
i, e ST g ©)

ove F =0 sia 'equazione di un complesso di grado » di S,. Se al posto
di Xij,..; sostituiamo il suo sviluppo, la (9) si risolverd in una somma alge-
brica di espressioni deducibili dal secondo membro della (1), permutando
nei vart modi possibili gli apici 0, 1,..., &, che compajono nel coefficiente
della derivata soggetta al sommatorio, e attribuendo a ciascuna di tali
espressioni il segno + o — secondo che la permutazione eseguita & pari o
dispari. Ciascuna delle espressioni cui s’allude, alla sua volta, in virta delle
identitd (3), uguaglia la forma F' moltiplicata per una costante positiva o ne-
gativa, secondo che la permutazione esegutita € pari o dispari. Indicando con

un numero intero positivo (somma di convenienti potenze di »n), s’avra per-
tanto l'identitd :

ot F
pF= Y Xii.i

H
Gyt 4 mi:))) 0 90&‘1) ... 8 mgl’?

(10)
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ove il sommatorio & esteso, come di consueto, alle disposizioni semplici degli
indiei 0, 1,...,7ak+1a &+ 1. A causa della definizione del simbolo A, &
chiaro che la (10) potra anche scriversi sotto la forma

pF= X Xigwd o0 00, (11)
gbges.n By Y %
in cui il sommatorio & ora esteso alle combinazioni semplici di classe k-1
deglindici 0, 1,..., . In particolare, se n =1, A () ¢y F & una costante, e
O)...aff

la (11) dimostra il teor. I pei complessi lineari.

Che se pol si suppone stabilito il teor. I pei complessi d’ordine » — 1,
in forza della proprietd c¢) del simbolo A, ne seguird subito, mediante la (11),
la validitd del teorema anche pei complessi di grado qualunque .

Osservazioxk. Il teor. I, nel suo aspetto algebrico, afferma in sostanza
che appena la forma F (x, «,..., ™), di ordine n, soddisfa alle condizioni
indicate alla fine del n. 7, la ¥ pud anche considerarsi come una forma di
ordine »# nei determinanti X.

Si puo dunque enunciare che la condizione necessaria e sufficiente af-
finché una forma algebrica F, di ordine n, in k4 1 serie di r + 1 variabili,
possa esprimersi come forma d’ordine n nei delerminantt di grado k-1 estratti
dalla matrice delle variabili, ¢ che le derivate d’ordine n— 1 della F, rispetto
alle variabili di ogni prefissata serie, si annullino identicamente quando le
variabili di questa serie si eguaglino a quelle (degli stessi indici) di uw allra
serie qualungue.

La necessitd della condizione enunciata & pressoché evidente. In parti-
colare, per k =, si ha una caratterizzazione algebrico-funzionale della po-
tenza n-esima di un determinante.

Per contare da quanti parametri dipende un complesso di grado =, di
spazi S, in S, (numero che abbiamo gid indicato con ¢ (n, r, k)), basterebbe
ormai sceverare quante delle suddette tondizioni lineari, imposte ai coeffi-
cienti della forma F, sono tra loro indipendenti. B — come abbiamo gid ri-
cordato — cid che ha fatto il Sisam nel caso &k =1.

21. LA BASE DEL MODULO COSTITUITO DALLE FORME PASSANTI PER LA
GRASSMANNIANA V,. Come gid abbiamo accennato nella prefazione, ci limite-
remo a trattare la questione nel caso k=1, poiché nel caso generale non
abbiamo potuto mettere la mano sopra un simbolismo, che ci permettesse
di esporre la dimostrazione senza soverchie complicazioni formali.

Indicheremo con p, le coordinate grassmanniane di una retta in S,, cioe
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porremo :
D= Yp— 2 Y; (7/, k=0, 1,...,1‘), (12)

ove (Xo, Lyyeeny ,) (Yos Yise--, ¥,) SONO le coordinate omogenee di due punti
della S,.
Fra le p sussistono le relazioni quadratiche

Pin Pis ~+ Pus Pin —+ Py P = 0 (h, k, 1, 7= 07 1a o ,T), (13)

che si riducono (n. 17) a ( 9 ) (T+Q)( ) linearmente indipen-

denti.
Sia f(Pors---» Prs,) una forma dordlne n nelle p, la quale, in virta
delle (12), si muti identicamente nella F(x,,..., %,; %.,..., ¥,)- Avremo allora:

oF —v of ’f —v ’f
‘9xh_1 ¢9Pm Yo 3%323;..-——;' ‘9Phsapfk 7
ove 1 sommatori si estendano ad 4, j=0, 1,.-.., r, tenendo presente che
of —_ of e af—O Dalle precedenti si trae:
Opu 9pa O P
FF o f of '
= T Y )
&yk&wh ;; 7Y 191);.;(91);% &phk ) (14)
& F > f af 5
— = Y — + )
00w 17 Y ap0pn | O pa

la seconda delle quali, ove si scambino tra loro gli indici 4, §, pud scriversi:

@ F o of *f of
= = =Y, .
0y, 0w, % Y 0P 6 Duy 0 P § Ys 0 P1; 0 Pir 0 P

Sottraendo membro a membro dalla prima delle (14) quest’ultima, verra:

& f Y
A == »
o F=2 Py g 2,

ove il simbolo A ¢ quello stesso che abbiamo definito in generale al n. 19.
Nella relazione ottenuta il sommatorio & esteso alle disposizioni ¢ j; se invece
si vuol limitarsi ad estendere il sommatorio alle combinazioni, si dovra
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scrivere:
" f o f ) of _
Aw Y FE ij -
Wk %pl (a_pmapkj 0 ps; 0 Pus +2 aphk (15)
’f &’ f ) af
=37, 4o of
Epj(apu 91);.,+ 0 P1; O P 3 Pur

Tutte le precedenti identita sono tali, si ricordi, in virtd delle (12).
Si ha di pit l'identitd, rispetto alle p:

of &’f
(n B 1) o Pu § Y 0 P 31),

ove il sommatorio si intende anche qui esteso alle combinazioni.
Da questa e dalla (15) si deduce inoltre:

—f—EPj( ’f

By F = (n + 1) O pm | &

& f &f .
0 Pun 319¢j+ 9 P ‘9Pjh+apkf 31’“)’ (16)
e si osserverd che il sommatorio che ivi comparisce, svanisce identicamente,
quando le due coppie di indici &, k ed 4, j hanno quaiche elemento comune.

Suppongasi ora che la forma f=0 passiper la grassmanniana V,, rap-
presentatrice delle rette di S,, sicché la forma F sia identicamente nulla nelle
@, y. Sard allora identicamente nulla anche la forma, d’ordine n — 1, Ay, F, €
quindi il secondo membro della (16), uguagliato a zero, rappresenterd una
forma d’ordine » — 1 passante per V..

Cio posto, ammettiamo d’aver gid dimostrato che le forme di ordine »—1
passanti per V, appartengano al modulo H delle forme quadratiche (13) (¥).
Poiché la cosa ¢ vera per » = 2, bastera far vedere come dal fatto ammesso
per le forme di ordine n — 1, si deduca la proprietd analoga per le forme di
ordine .

Si pud intanto scrivere, in forza di quanto precede:

of

(n+1)ap,,

&f f >’f ):0
+2pd (aplrh (91),]_}_(91),, 0th+8p,q,(9ph; =0 (mod. H).

Moltiplicando i due membri di questa congruenza per p,. e sommando
rispetto alle combinazioni k&, si avra:

&*f ) &’f n &f
Din O Dy OPsi 0 P

) =0 (mod. H).

n(n—{—i)f——%;jpmp-‘j ((9 0 Pi; O P

(*) Cioé che ogni forma d’ordine »—1, passante per Vi, sia rappresentabile mediante
una combinazione lineare delle (13), i cui coefficienti siano forme d’ordine n — 3 nelle p.
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Nel sommatorio quadruplo che ivi comparisce, I’espressione tra paren-
tesi muta soltanto di segno scambiando tra loro gl'indici 4, k, e ritorna al
valore ed al segno iniziale se successivamente si scambiano tra loro 4, j; per
guisa che riunendo in un solo 1 tre termini del sommatorio cosi ottenuli, si
ha in definitiva ’espressione tra parentesi molfiplicata per la forma quadra-
tica (13). Gid significa che il sommatorio quadruplo s’identifica ad una forma
del modulo H e quindi che anche

f=0(mod. H).

Si pud concludendo enunciare :

Ogni forma algebrica d’ordine n, passanie per V,, & rappresentabile me-
diante una combinazione lineare delle forme quadratiche che definiscono V,,
i coefficienti di tale combinazione essendo forme d’ordine n — 2 nelle coordi-
natle grassmannione.

Padova, 25 febbraio 1915.
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Le corrispondenze [2, 2] fra curve algebriche.

(Di Oscar CHisin, a Bologna.)

INTRODUZIONE.

Scopo di questo lavoro & la classificazione e la costruzione delle corri-
spondenze [2, 2] fra curve algebriche, cioé la determinazione di futte le coppie
di curve

fi(wy)=0
f (@y) =0

tali che le coordinate del punto dell’'una si esprimano razionalmente mediante
le coordinate del punto dell’altra e di una radice quadrata portante sopra
una funzione razionale delle medesime coordinate. A questa determinazione
si arriva facendo prima vedere come ogni corrispondenza [2, 2] fra curve al-
gebriche dia origine ad una curva dotata di due involuzioni y; e viceversa,
e classificando e costruendo quindi tutti i tipi di curve possedenti due- y}.
I risultati a cul sono pervenuto sono riassunti, per comodita del lettore, in
un paragrafo speciale alla fine del presente lavoro: qui mi limito ad enun-
clare che:

Se due curve f, e f, sono fra di loro in corrispondenza [2, 2], esse sono
birazionalmente identiche, o contengono una medesima involuzione yi, cioé
si ottengono estraendo due radici quadrate sopra una medesima curva K,
od infine appartengono a classi di curve coniugate, ben determinate in fun-
zione l'una dell’altra.
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CAPITOLO L

Generalitd sulle corrispondenze |2, 2] fra eurve algebriche.

§ 1. IL PROBLEMA DELLE CORRISPONDENZE [2, 2] FRA CURVE ALGEBRICHE
E SUA TRASFORMAZIONE.

Diremo che due curve algebriche

fi(ey)="0
fe(my)zo

sono in corrispondenza [2, 2] quando esiste una trasformazione algebrica che
faccia passare da un punto generico, (x,,), della prima a due punti (x, y,),
(#',y',) della seconda e che, invertita, faccia passare dal punto (x,y,) della
seconda a due punti (@, y,), («',y,) della prima. Avremo dungue che: se fra
le due curve f, e f, intercede una corrispondenza [2, 2], le coordinate del punto
delluna si esprimono razionalmente mediante le coordinate del punto dell’ altra
e di una radice quadrata, portante sopra una funzione razionale delle coor-
dinate stesse.

Si vede cosi come lo studio delle corrispondenze [2, 2] si presenti come
uno dei proseguimenti dello studio delle involuzioni razionali e irrazionali.

Per intraprendere I'esame delle corrispondenze {2, 2] conviene notare
come, date due curve f, e f, in corrispondenza [2, 2], s1 possa costruire una
curva ¢ contenente due y} aventi rispettivamente per immagini le due curve
date. A tale oggetto basta chiamare «punto» ogni coppia di punti (appar-
tenenti uno alla f, e laltro alla f,) coniugati nella corrispondenza [2, 2]:
questa curva ¢, cosi definita, la chiameremo émmagine della corrispondenza.

Della curva ¢ possiamo dare, per esempio, questa particolare costruzione
geometrica :

Consideriamo le due curve f, e f, come curve inviluppo, e intersechiamo
fra di loro le tangenti nei punti di f, e f, che sono omologhi nella corri-
spondenza [2, 2}: il luogo dei punti cosi ottenuti costituisce appunto la
curva ¢ richiesta.
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In questo modo abbiamo fatto vedere come ogni corrispondenza [2, 2]
dia origine ad una curva ¢, immagine della corrispondenza, la quale con-
tiene due v;.

Viceversa, data una curva ¢ che contenga due y;, le curve f, e £, i cui
punti corrispondano biunivocamente alle coppie di queste y;, sono fra di
loro in corrispondenza [2, 2]. Per ottenere questa corrispondenza si consi-
derino, sopra ¢, i due punti 4" e A” (coniugati nella prima y}) omologhi di
un punto 4 generico di f,: questi punti determinano due coppie della se-
conda y; e quindi due punti di f,, B'e B": la corrispondenza la quale fa
passare da 4 a B’ e B” & la corrispondenza [2, 2] richiesta.

Da quanto si é ora visto, risulla come sia perfettamente equivalente clas-
sificare le corrispondenze [2, 2] o classificare le curve ¢ che contengono due Yj,
ed ¢ appunto classificando e costruendo le curve siffatte, che noi classifiche-
remo e costruiremo tutti i tipi di corrispondenze [2, 2.

§ 2. GENERE E PERIODO DI UNA CORRISPONDENZA (2, 2]:
TEOREMA FONDAMENTALE,

Chiameremo genere di una corrispondenza [2, 2] il genere della sua curva
immagine. .

Per definire il periodo di una corrispondenza [2, 2] osserviamo che una y;
pud essere considerata anche come operazione di periodo 2, cioe come quella
operazione che ad ogni punto P fa corrispondere il punto coniugato P’. Cio
posto le due y; che abbiamo sulla nostra curva ¢ possiamo ora considerarle
come operazioni: indicheremo la prima con 4 e la seconda con B. Sia
C= A B il prodotto delle due operazioni. Se C non ¢é periodica (il che av-
verrd in generale) diremo che la corrispondenza [2, 2] ¢ non periodica: in
caso contrario chiameremo periodo della corrispondenza [2, 2} il periodo del-
Poperazione C. Vogliamo giustificare questa definizione:

Sia P, un puntodi f, e @, e ¢, i due punti corrispondenti sulla f,. Sce-
gliamo uno di essi: per esempio @,; ad esso corrisponderanno sulla f, i
due punti P, e P,; a P, corrisponderanno su f, due punti @, e Q,, e a @,
corrisponderanno su f, due punti P, P,, e via dicendo. Abbiamo cosi definito
su f, un’operazione che da P, fa passare a P,, da P, a P,,da P,_, a P,.
I facile vedere, considerando gli omologhi dei punti P e @ sulla curva g, che
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il periodo di questa operazione coincide con il periodo di C (anche se questo
periodo é infinito). I poi evidente che, designato con n questo periodo, la
corrispondenza [2, 2] fa passare dal gruppo degli » punti P al gruppo degli »n
punti @, cioé essa induce una corrispondenza [1, 1] fra le due y, che cosi sor-
gono sulle f, e f,.

Resta cosi posta una distinzione fondamentale, dividendo le corrispon-
denze [2, 2] in periodiche e non periodiche. Per venire all’esame delle cor-
rispondenze dell'uno e dell’altro tipo, premettiamo il

TEOREMA FONDAMENTALE. Ogwni corrispondenza [2, 2| non periodica ha il
genere p = 1.

Per dimostrarlo, basterd osservare che 'operazione C e le sue potenze
danno una trasformazione birazionale della curva ¢ in se stessa, e ricordare
il teorema di ScEwaArz-KLEIN, il quale dice che una curva di genere p > 1
non pud ammettere infinite trasformazioni birazionali in seé (*).

CAPITOLO II.
Le corrispondenze [2, 2] di genere p = 1.

Abbiamo visto che le corrispondenze [2, 2] non periodiche sono di ge-
nere p = 1; per farne adunque la classificazione e la costruzione, conviene
analizzare le corrispondenze [2, 2] di genere p=0, 1. In questo capitolo ap-
punto studieremo contemporaneamente tutte le corrispondenze dei generi 0, 1,
periodiche o non periodiche che esse siano.

Comincieremo con l'esaminare

§ 3. LE CORRISPONDENZE [2, 2] DI GENERE p = (.

Consideriamo, adunque, una corrispondenza [2, 2] la cui curva imma-
gine ¢ sia una curva razionale che possiamo sempre ridurre (con trasforma-
zioni birazionali) ad essere una retta. In questo caso le due y} che si trovano

(*) Cfr. la mia Nota, Sul teorema @i Schwarz-Klein, ecc., nei Rendiconti del R. Istituto
Lombardo, fasc. VIII, vol. XLVII,
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sopra la curva ¢ risultano, per il teorema di LiiroTH, razionali anch’esse e
si riducono quindi a due g. ,

Osserviamo ora che, sopra la retta ¢, il prodotto di due involuzioni da
una proiettivitd, e che, viceversa, ogni proiettivith pud essere considerata
(in oo' modi) come il prodotto di due involuzioni, come & facile verificare,
sia analiticamente, sia geometricamente, trasportando la proiettivitd sopra
una conica.

Adunque, tutte le corrispondenze [2, 2] di genere O si ottengono pren-
dendo sopra una retta ¢ una proiettivita C e decomponendola nel prodotto
di due involuzioni 4 e B, e considerando le curve razionali f, e f,, che
rappresentano le coppie di queste due involuzioni. Fra queste due curve
sorge appunto, nel modo indicato al § 1, una corrispondenza [2, 2] di genere O.

In particolare, se prendiamo come proiettivitd C la proiettivita ciclica di

27
periodo » definita da «'=u e™, si ottiene una corrispondenza [2, 2] di pe-
riodo »n. E veniamo ora a

§ 4. LE CORRISPONDENZE [2, 2] DI GENERE p = 1.

Consideriamo, adunque, una corrispondenza [2, 2] la cui curva imma-
gine ¢ sia una curva ellittica. Se la curva ¢ ¢ ellittica, le uniche trasforma-
zioni birazionali in s, che essa ammette, sono dei tipi (¥):

I) w=—u-+0C,
II) w=—iu-+ C,
III) w=—oau-t C;
V) w=—ao*u-tC;

dove u e u' sono i valori dell'integrale ellittico di prima specie calcolato nei
punti P e P’ corrispondenti, dove « & una radice cubica immaginaria del-
I'unitd, e dove C & una costante arbitraria. Inoltre si ha che le trasforma-
zioni del primo tipo esistono su qualunque curva ellittica e per qualunque
valore di C; quelle invece del tipo II) solo sulle curve ellittiche armoniche
e quelle dei tipi III) e IV) sulle equianarmoniche.

(¥) SEGRE, Le corrispondensze univoche sulle curve ellittiche. Atti dell’Acc. di Torino, Vo-
lume 24, pag. 734.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 Chisini: Le corrispondenze (2, 2| fra curve algebriche.

.

Ora, se la trasformazione deve essere involutoria di periodo 2, essa puo
essere solo del primo tipo, e deve assumere una delle seguenti 4 forme:

1) uw—t-u' = C;
2) =w+?;
3) u=u’—l—%;
&) u=w+%+?;

dove o, ¢ o, sono i due periodi dell'integrale wu.
Osserviamo che le operazioni della prima forma non formano un gruppo,
e che precisamente il prodotto di due di esse ‘

-+ u = C,
u—+u =,
¢ dato da
2“'—{'—01—"02.

Invece le operazioni 2), 3), 4) formano un gruppo, che per di pid & abe-
liano.
Veniamo ora a determinare i vari tipi di corrispondenza [2, 2] di genere
p =1. Tre casi si possono presentare:
1) O tutte e due le y; appartengono alla prima forma, e si riducono
cioé a due g..
2) O appartengono una alla prima forma e l'altra ad una delle altre
tre, e si riducono quindi ad una g¢; e ad una v;.
3) O appartengono tutte due alla seconda forma, cioé sono due v;.
Consideriamo il primo caso.
Il prodotto delle due ¢i ha la forma
w=u+0C,—0C,.
Due 1potesi si possono presentare:
a)y C,— Cy, =% 0,+% 0, con A, e A, razionali (l, = % s Ay :%’i)

1 2
allora la corrispondenza [2, 2] ha per periodo il minimo comune multiplo
di n, € n,.

b) C, — C, non si pud scrivere nella forma A, o, + X, », con i, e, ra-

N

zionali, e allora la corrispondenza [2, 2] non & periodica.
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Consideriamo ora il secondo caso. Allora, come si verifica facilmente, il
prodotto della g; e della yi di un’operazione ciclica di periodo 2. Si ha quindi
che la corrispondenza [2, 2] ha il periodo 2.

Consideriamo infine il terzo caso: anche in questo il prodotto delle
due v ¢ un’operazione ciclica di periodo 2, e quindi la corrispondenza (2, 2]
ha il periodo 2.

Restano cosi determinate tutte le possibili corrispondenze [2, 2] di ge-
nere p=1 e ne resta fissata anche la costruzione effettiva, quantunque per
via non algebrica, ma trascendente.

Riassumendo : le corrispondenze [2, 2] di genere p =<1, fra le quali solo
si trovano quelle non periodiche, possono essere cosi classificate :

1) Corrispondenze non periodiche: esse intercedono solo fra due curve
razionali. Se hanno il genere p = 0, esse si ottengono prendendo su di una
curva razionale una proiettivitd non ciclica e decomponendola nel prodotto
di due involuzioni 4 e B. Se invece hanno il genere p = 1, si ottengono pren-
dendo su di una curva ellittica due involuzioni razionali

u +u=C,

w+u=0C,
in modo che non sia
C,—C,=2% 0,4+,
con A, e A, razionali.

2) Corrispondenze [2, 2] periodiche di periodo 2. Esse possono inter-
cedere o fra due curve razionali, o fra una curva razionale ed una ellittica,
o fra due curve ellittiche.

Nel primo caso esse si ottengono prendendo su di una curva, ¢, razio-
nale un’involuzione C e decomponendola nel prodotto di due involuzioni 4
e B, oppure prendendo su di una curva ellittica, ¢, due involuzioni razionali

A e B date da
%’+M=OI,

; w+u=0,,
in modo che sia
(O [OF

02—01=7‘1—9_+)‘2’(2'
con A, e 1, interi, positivi entrambi, od uno nullo.

Nel secondo caso esse si ottengono prendendo su di una curva ellittica
una g; e una y; arbitrarie.
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Nel terzo caso esse si ottengono prendendo sempre su di una curva el-
littica due y} arbitrarie.

3) Corrispondenze |2, 2| periodiche di periodo n>2 e del resto qua-
lunque. Esse possono intercedere solo fra due curve razionali. Se sono ra-
zionali, si ottengono decomponendo una proiettivita ciclica di ordine =, presa
su una curva razionale g, nel prodotto di due involuzioni 4 e B. Se invece
sono ellittiche, si ottengono prendendo su di una curva ellittica ¢ le due in-
voluzioni razionali 4 e B date da

u—+u = C,
u+u = C,
con

m m
C,—C=—"0+4+—0
n, ' omy, 0

in modo che sia » il minimo comune multiplo dei numeri n, e n,.

CAPITOLO IIIL

Le corrispondenze (2, 2] di genere p = 2.

§ 5. GRUPPO DI UNA CORRISPONDENZA (2, 2]

Esaurito ’esame e la costruzione delle corrispondenze [2, 2] dei generi 0, 1
dobbiamo dimostrare, per le corrispondenze [2, 2] di genere p>1, il

TEOREMA FONDAMENTALE. Le due operazioni A e B, definite dalle due vy, ap-
partenenti alla curva o di genere p >1, generano un gruppo G diedrico d or-
dine 2n, essendo n il periodo dell operazione C = A B.

Questo & evidente se le operazioni 4 e B sono permutabili, generando
esse allora il gruppo trireltangolo che & un caso particolare del gruppo die-
drico.
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Supponiamo ora invece che le operazioni 4 e B non siano permutabili,
cioe che il periodo di C= A B sia n> 2. Sotto questa ipotesi facciamo an-
zitutto vedere che:

Il gruppo @, generato dalle operazioni 4 e B, contiene 2n operazioni e
contiene, come sottogruppo invariante, il gruppo ciclico G, generato dall’ope-
razione C.

Notiamo dapprima che, essendo le 4 e B a periodo 2,

(B Ay = (4B)~"

come si verifica moltiplicando a destra per (4 B)".
Si ha cosi che tutte le operazioni del gruppo G si riducono ai tipi
1) (A By (r=1, 2,..., n);
2) B (4 By (s=1, 2,..., n);
3) (ABy 4 (p=1, 2,..., n).
. Ma, osservando che
BABy=A4B)y—"4

come si verifica moltiplicando a destra per 4, e tenendo conto della prece-
dente osservazione, si vede che le operazioni di G si riducono ai due tipi 1)
e 2). Dimostriamo ora che queste 2#» operazioni sono tutte diverse. ,

Quelle di un medesimo tipo sono evidentemente diverse: inoltre non

pud essere
' (4 By =B(4 By

perche, se cio fosse, sarebbe anche
B=(4B) (*).

Allora A 1 sarebbe permutabile con B, che verrebbe ad esserne una po-

tenza, e si avrebbe
B (4B)=(4B)B=A4,

cioe, essendo B = B™', A e B sarebbero permutabili contro I'ipotesi.
Per dimostrare la seconda parte del precedente enunciato, seriviamo il
grdppo G nel quadro:
1, ¢, C*..., C"!
U B,BC, BC*..., BO"

(*) Si puo sempre supporre > s perche Cr = Cntr,

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIV. 17
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Sappiamo che, se un gruppo & invariante per due operazioni, & inva-
riante anche per il loro prodotto. Ora G & certamente invariante per C':
bastera dimostrare che & invariante anche per B.

2

Ora questo &: infatti

BC"B=B(ABYB=(BA)y=(4AB)y""=0"".

In particolare B, e quindi A, trasformano € in ¢~'. Cio posto, per far
vedere che il gruppo G & isomorfo oloedricamente al gruppo diedrico di 2%
sostifuzioni sopra 2n elementi, basta far corrispondere al sottogruppo G” il
soltogruppo (del gruppo diedrico) ciclico d’ordine = (*) ed alla operazione B
una qualunque delle » operazioni di periodo 2 (appartenenti al gruppo die-
drico).

§ 6. I DUE TIPI DI CORRISPONDENZE [2, 2] PERIODICHE.

Distingueremo le corrispondenze [2, 2] periodiche nei due tipi segaenti:
1) Corrispondenze [2, 2] di periodo n= 2.
2) Corrispondenze [2, 2] di periodo 2> 2.

Osserviamo che le corrispondenze del secondo tipo sono a gruppo die-
drico propriamente detto, mentre quelle del primo tipo sono a gruppo tri-
rettangolo.

Noi esamineremo e costruiremo separatamente le corrispondenze [2, 2]
del primo e del secondo tipo.

§ 7. LE CORRISPONDENZE [2, 2] DI PERIODO 7 =2,

Supponiamo che fra le curve f, e f, interceda una corrispondenza (2, 2|
di periodo 2. Sulla curva ¢ immagine della corrispondenza [2, 2] conside-
riamo le due involuzioni 4 e B, le cul coppie sono rappresentate dai punti
della f, e della f,: per ipotesi esse sono permutabili ed il gruppo G, da esse
generato, & il gruppo trirettangolo. Applichiamo le operazioni di ¢ ad un

(*) T gruppi ciclici sono sempre isomorfi oloedricamente fra di loro.
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punto generico sopra la ¢: otteniamo cosl un gruppo di 4 punti

P17 -Pz, Pa, Pi'

Osserviamo che ogni punto di ¢ appartiene ad uno ed a uno solo di
gruppi siffatti, e che quindi questi gruppi costituiscono una involuzione y!.
Sia K la curva rappresentativa di questa y}; inoltre sia P il punto di K cor-
rispondente alla quaterna generica P,, P,, P,, P,.

Siccome questa quaterna e composta di due coppie di punti coniugati
nella 4, e anche di due coppie di punti coniugati nella B, cosi ad essa cor-
risponde biunivocamente una coppia di punti P', e P’, sulla f, e un’altra
coppia P’, e P", sulla f,.

Da cio risulta che le due curve f, e f; contengono ciascuna una ¥} rappre-
sentata da una stessa curva K, cioe esse si ottengono estraendo due radici qua-
drate sopra una medesima curva K. Viceversa, presa una qualunque curva K,
se nol estragghiamo su di essa due radici quadrate in un modo qualunque
(cio¢ prendendo le diramazioni in modo completamente arbitrario) otteniamo
due curve f, e f, fra le quali viene ad intercedere una corrispondenza (2, 2]
di periodo 2, corrispondenza che si ottiene facendo corrispondere ad ogni
punto P, di f, i due punti P, e P’, di f, che corrispondono al punto P
di K cul corrisponde P’,.

Resta cosi stabilito che:

Ogni corrispondenza 2, 2] di periodo 2 ¢ il prodotlo di due corrispon-
denze (1, 2] e le due curve f, e f,, fra le quali essa intercede, si ottengono
seimplicemente estraendo due radici quadrate sopra una medesima curva K.

Ottenute cosi le curve f, e f;, la costruzione della curva ¢, immagine
della corrispondenza [2, 2], non presenta nessuna difficolta.

§ 8. LE CORRISPONDENZE (2, 2] DI PERIODO % > 2.

1) Bango di una corrispondenza [2, 2).
Consideriamo la curva ¢ immagine di una corrispondenza (2, 2] di pe-
riodo n. Se applichiamo ad un punto P, generico sulla curva g, le operazioni
el gruppo G, generato dalle due involuzioni 4 e B, otteniamo 2» punti

P, Py,..., B,
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il cui insieme resta invariato per le operazioni di G. Siccome ogni punto
di ¢ appartiene ad uno e ad uno solo di gruppi siffatti, questi gruppi costi-
tuiscono una involuzione v;,, che sard rappresentata da una certa curva K.
Per la costruzione delle corrispondenze (2, 9] di periodo »>2 & comodo
cominciare dal caso in cui la curva K sia razionale, percid counviene intro-
durre fra i caratterl della corrispondenza [2, 2| il genere della v, determi-
nata sulla ¢ dalle operazioni di G: questo numero (genere della curva K)
lo chiameremo rango della corrispondenza e lo indicheremo con .

2) Analisi delle corrispondenze [2, 2] di rango nullo.

Consideriamo una corrispondenza [2, 2] di periodo »n>2 e di rango 0.

Sulla curva ¢ immagine di detta corrispondenza, le operazioni del gruppo
diedrico G determinano i gruppi di una serie lineare gi,. Con una trasfor-
mazione birazionale potremo far si che questa serie venga segata (sulla tra-
sformata di ¢ che conlinuiamo a chiamare ¢) dalle parallele all’asse y. Avremo
allora che la curva ¢ definisce la y come funzione algebrica della © a 2n»
rami. Per essa vale il

TEOREMA FONDAMENTALE. La funzione algebrica y(x) ha come gruppo
di monodromia il gruppo diedrico G (cioé un gruppo di sostituzioni iso-
morfo al gruppo G).

Siano ¥y, ¥s,---» You, 1 21 valori di y relativi al valore « = a,. Dovremo
far vedere che, quando « descrive un cappio intorno ad un punto di dira-
mazione D, le 2 determinazioni

yl’ .742,"'7 y‘zn

si scambiano secondo una sostituzione del gruppo diedrico d’ordine 2n. In-
dichiamo con H,, H,,..., H,, le 2n operazioni del gruppo G, e osserviamo
che, essendo G diedrico, esse vengono permutate secondo una sostituzione
del gruppo diedrico, sopra 2= elementi, quando vengano moltiplicate (per
esempio a destra) per una di esse: H,.

Ricordiamo che i valori y,, ¥z,---, ¥2. Sl ottengono razionalmente da uno
qualunque di essi, applicando le operazioni di G: supponiamo che sia H,
loperazione identica, e che sia
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Supponiamo che, quando «, descrive un cappio intorno al punto di di-
ramazione D, y, vada in y,: siccome ¢i0 equivale ad operare su y, lope-
razione H,, avremo che i valori

¥y = H, (y,) H, H,(y.)

— H . H, H,
Ys () andranno nei valori . Ha (92)

Yoo = H,, (1) H,, H, (y.),

cioé verranno permutati secondo la sostituzione S, (del gruppo diedrico di
sostituzioni sopra 2 n elementi), secondo la quale loperazione H, permuta
le 2n operazioni H,, H,,..., H,,.

Valendo questo per ogni cappio descritto da «,, il nostro teorema resta
cosi stabilito.

Siccome il gruppo diedrico d’ordine 2% contiene come invariante un
gruppo ciclico d’ordine =, cosi la funzione y si ottiene estraendo successiva-

mente un radicale quadratico e un radicale d’ordine n, cioé la curva ha una
equazione del tipo

1) y—:F(W, JW? "~f(w)\/m),

dove F, f, ¢ sono simboli di funzioni razionali e, a meno di una trasforma-
zione birazionale,

2) Y= "" f(oc, \/le))
Questo risultato non & perd invertibile: non ogni funzione del tipo 1)
o 2) ha per gruppo di monodromia il gruppo diedrico e determina la curva
immagine di una corrispondenza [2, 2] di periodo » e di rango O.
Per determinare quali siano le condizioni necessarie e sufficienti cui de-

vono soddisfare le funzioni f e ¢ affinche cid accada, dobbiamo premettere
le seguenti

3) Constiderazioni topologiche sulle curve iperellittiche.
Supponiamo di avere una curva iperellittica di genere p

2= () -

con 2-42p punti di diramazione: consideriamo la sua riemanniana R (sfera
con p manici), e consideriamo su di questa due punti coniugati nella g;: P,
e P, le cui coordinate siano rispettivamente
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Facciamo descrivere a P, (sopra R) un ciclo chiuso C,: contempora-
neamente P, descriverd un ciclo chiuso C,. Si domanda se i cicli verranno
percorsi sempre nello stesso senso, o sempre in sensi opposti, oppure quando
verranno percorsi nello stesso senso, e quando in senso opposto.

Consideriamo sul piano della variabile complessa indipendente « il punto P
cui corrispondono sulla superficie R i due punti coniugati P,, P,: quando P,
descrive C,, P descrivera un certo ciclo C immagine dei cicli C, e C,. Pos-
siamo distinguere tre casi fondamentali

1) C non contiene nessun punto di diramazione della g (nessun zero
della ¢ (x)).

2) C contiene un solo punto di diramazione della gi.

3) C contiene due punti di diramazione, oppure pit di due.

Nei primi due casi C & un ciclo nullo, riducibile ad un punto (ordinario
nel primo e di diramazione nel secondo), nel terzo caso C € un ciclo rie-
manniano non riducibile ad un punto.

I Caso. Se € non contiene nessun punto di diramazione, esso si puo
ridurre per continuita ad un cerchietto infinitesimo €’ intorno a P. Allora
C, e C, si ridurranno a due cerchietti infinitesimi C’, e C’,. Facciamo descri-
vere a P un cammino chiuso intorno ad uno dei punti di diramazione della g};
contemporaneamente si muoveranno P, e P,, ¢, C’,, C',. In questo modo
sulla superficie bilatera B i due cicli C’, e €', si vengono a scambiare: segue
che P, descrive C, nello stesso verso in cul P, descrive C,.

IT Caso. Supponiamo che il ciclo ¢ contenga un punto di dirama-
zione D. Essendo ¢ immagine di un ciclo chiuso sulla superficie R, P, per
descrivere C, deve girare due volte intorno a D. Questo ciclo C si puo, evi-
dentemente, ridurre per continuita ad un cerchio C’ percorso due volte, in-
cludente il solo punto di diramazione D, e senza punti di diramazione sul
contorno. Contemporaneamente a questa deformazione di C, 1 cicli C, e G,
si riducono ad un medesimo ciclo €', autoconiugato.

Siccome su €’ non vi & nessun punto di diramazione, cosi il ciclo C’
non ha sul suo contorno nessun punto doppio della ¢!, quindiil punto P, e il
punto P, lo percorrono nello stesso verso. ‘

III CGaso. Supponiamo che C contenga due (o pitt) punti di dirama-
zione. Allora C, e C, sono due cicli riemanniani.

Sia U, uno dei p integrali abeliani di prima specie appartenenti alla
curva. Sia U, il suo valore nel punto P, e U, il suo valore nel punto P,.
L’essere P, e P, coniugati nella g;, € espresso per il teorema di ABEL da

Uy +U.=K, (h=1,2,.., p). (1)
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Ora se P, descrive un certo ciclo €, U,, aumenta di o,., essendo o,, il
periodo di U, relativo al ciclo C; allora, per la relazione (1), U,, deve dimi-
nuire di o,,, cioé P, deve descrivere lo stesso ciclo €, ma in senso opposto.

Concludendo, dati sulla riemanniana della curva iperellittica 2* — ¢ (x) = 0
due punti coniugati P, e P,, quando P, descrive un ciclo nullo, anche P,
descrive un ciclo nullo e nello stesso senso; quando P, descrive un ciclo rie-
manniano, P, descrive un ciclo riemanniano a questo equivalente, e lo descrive
in senso inverso.

4) Costruzione delle corrispondenze [2, 2] di rango nullo.

Abbiamo gid annunciato che, se i polinomi f e ¢ sono affallo generali,
il gruppo di monodromia della
pur essendo risolubile, non & il gruppo diedrico. Infatti una prima condizione
perché questo accada, & che sopra la B, riemanniana della curvaz® — { (x) =0,
gli zeri della f figurino a coppie coniugati nella gi: 2= —z, &' =w. Cid si
deduce osservando che, se un punto E, & unito per la operazione C, ciclica
di periodo %, il suo trasformato, E,, mediante I'operazione 4, & pure un punto
unito per la € in quanto 4 trasforma C in C7.

Ma neppure questa condizione & sufficiente: sarebbe infatti facile vedere
che, se gli zeri della f, pur essendo a coppie coniugati nella g} suddetta,
figurano con la medesima molteplicita, il gruppo di monodromia risulta un
gruppo abeliano, e quindi non diedrico (questo gruppo abeliano per » di-
spari si riduce ad un gruppo ciclico).

Ora ci proponiamo di far vedere che la condizione necessaria e sufficiente
acctocche il gruppo sia diedrico, é che, se il punlo (x, 2) & per [ uno szero
d’ordine i, il punto coniugato (x, — z) sia uno zero d’ordine r n —1i (r nu-
mero intero). Svolgeremo le nostre considerazioni riferendoci, per semplicita
di linguaggio, al caso n =3, valendo le considerazioni stesse per qualunque
valore di ».

Consideriamo adunque la superficie R, riemanniana della curva iperel-
littica

7= 4‘ (w)}
e su di essa due punti coniugati P, e P,.
Sul punto P, la y avrd i tre valori

2
Yo, Yy Yy
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dove y & un certo valore di

Vr @, VU ()

che assumo come valore fondamentale, e dove

[ punto P, immagine sul piano della x dei punti P, e P,, descriva un
ciclo riemanniano chiuso intorno ad un certo punto D, il quale sia di dira-
mazione per la z= ¢ (x): il punto P, andrd a cadere in P, e i tre valorl
Yis €Yy, ¢y, si trasformeranno rispettivamente nei valori

2
Yoy Y2y B Y:

dove y, differisce da y, per il valore del segno del radicale guadratico, e
dove il radicale cubico avra un certo valore, cioe

Yis €Y1y Ch Y
y2> € ?/2, 8212

1 3 5
2 4 6.

] sei valor

1i chiameremo coi numeri

Avremo cosi che la sostituzione Sp, data da un cappio intorno a D, &
data da
135246
SD:(QZLG 13 5)'

Sia ora E, un punto di diramazione (sulla riemanniana R) semplice di
f’/f(ac z), cioé corrisponda ad un’intersezione semplice delle due curve

fleaz)=0, 2>=1{(x);
compiamo con P, un ciclo chiuso, non riemanniano, intorno al punto E,
e compiamolo nel senso positivo (cioé nel senso che corrisponde al senso

positivo sul piano x). Questo giro produce su ciascuno det valori 1, 3, 5 la
moltiplicazione per ¢, cioe equivale alla sostituzione

(1 3 ).
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Ricordando che il gruppo di monodromia deve essere diedrico e che
Poperazione 4 trasforma C in C7', si ha che, mentre P, gira intorno a Z,,
P, gira intorno a E,, producendo la sostituzione

26 4).

Abbiamo cioe, sulla superficie R, che: se un cappio intorno ad E, equi-
vale alla moltiplicazione per ¢, un cappio intorno ad FE, equivale alla mol-
tiplicazione per €*, e viceversa.

Da cio, tenuto conto che 1 cicli descritti da P, e P, sono descritti nello
stesso senso, si deduce che il punto E, & uno zero di f(xz) di secondo ordine
0, piu in generale, d’ordine 3 -+ 2. Tolta l'ipotesi che E, sia un punto di
diramazione semplice, possiamo dire in generale che: se la curva f(xz) =0
taglia la curva 2 =4{¢ () =0 in un punto (%, 2) ed ha quivi 3r -+ ¢ interse-
zioni riunite, deve tagliare la 2* —{ (x) =0 anche nel punto (%, —z) ed
avere quivi 3s-+24¢ intersezioni riunite, r e s essendo numeri interi,
(r=0, s ; 0). ’

Abbiamo cosi determinato, per la curva ¢, una condizione necessaria ac-
ciocche il gruppo di monodromia della corrispondente funzione y sia il gruppo
diedrico. ’

Vogliamo ora dimostrare che essa & anche sufficiente.

Siano D, e D, due zeri generici della ¢ (x).

Supponiamo che, descrivendo con & un cappio intorno a D,, il valore 1
si cambi nel valore 2. Giriamo ora intorno a D,. Due casi possono accadere :
o il ramo 1 si cambia nel ramo 2, oppure si cambia in uno degli altri 4 o 6.

Nella prima ipotesi si ha che un giro riemanniano intorno ai due punti
D, e D, non produce diramazione (moltiplicazione della /' per ¢ o per ¢?);
nella seconda si ha che questo giro produce diramazione. '

A questo punto dobbiamo fare un’osservazione. Se sulla riemanniana
della curva iperellittica 2* — ¢ (x) esistono dei punti di diramazione perla v/,
i cicli riemanniani di una stessa famiglia vengono divisi in diverse catego-
rie, le quali vengono separate dai cicli passanti peri punti di diramazione.

Siano C, e C, due cicli appartenenti a due categorie consecutive, sepa-
rate dal ciclo ¢ passante per il punto di diramazione E: si ha che il ciclo C,
e equivalente al ciclo C, pitt un ciclo infinitesimo intorno al punto E, e quindi
1 cicli C, e C, non possono produrre la medesima diramazione.

Se la curva f(x2z) =0 soddisfa alle condizioni anzidette, i punti di di-
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ramazione E figurano a coppie, coniugati nella gi, e se uno produce la di-
ramazione ¢, l'altro produce la diramazione ¢ Sia C un ciclo autoconiugato:
faceiamo muovere lungo di esso il punto P,, e supponiamo che, ¢id facendo,
¥, s1 cambi in ¢y,. Contemporaneamente P, descriverd lo stesso ciclo, ma
in senso opposto e ciascuno dei valori y,, cy,, ¢* ¥, acquisterd il fattore ¢*.
Partendo dal ciclo C, tenuto conto della disposizione e dell’effetto dei punti E,
si vede facilmente che la stessa cosa accade per due cicli coniugati qualunque
C, e C,, cioé: se percorrendo C, i tre valori y,, ¢y,, € y,, vengono molti-
plicati per ¢, i valori y,, ¢y, ¢®y, vengono moltiplicati per ¢*.

Da queste considerazioni risulta facilmente che il gruppo di monodromia
nel nostro caso & effettivamente diedrico, se & transitivo, il che avverra certo
se la radice cubica estratta sulla 2* ={ (x) ha qualche punts di diramazione.
Infatti: un giro con « intorno a I, punto di zero per la ¢ (x), produce per

ipotesi la sostituzione
S — 1352146\
' \246135)

allora un giro intorno ad un secondo zero della §(x), D,, o produce la
stessa sostituzione S,, o produce la sostituzione

S, =S, (1357 246  (r=1, 9

e cid secondo che il cappio intorno a D, e D, ¢ immagine di una coppia di
cicli riemanniani, i quali non siano, oppure siano, di diramazione per la ¢~ ;
infine un giro intorno ad un punto E, immagine di due punti E, e E, pro-
duce la

S, = (1 35) (24 6)* (r=1, 2),

e tutte queste sostituzioni appartengono al gruppo diedrico d’ordine 6.
Cio posto, vediamo come si costruisca la curva f soddisfacente alle con-
dizioni volute.
Cominciamo dal ecaso n = 3.
Consideriamo adunque I'equazione

y=Vf(ez);
essendo z legato ad « dalla relazione

= ('[/ (w)v
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la f si ridurra ad essere lineare in 2z, cioe¢ ad avere la forma

fxz)y=F (x)z+ f, (x).

Ora f, e f, possono avere dei fattori comuni; possiamo quindi scrivere
f (x 2) nella forma

f0n) =1, @ |1 @)z + f )

Abbiamo cosi che la curva f(xz) =0 (dove 2° == (x)) si decompone in
una curva razionale ¢ ed in un certo numero di rette E,, R.,..., E,, paral-
lele all'asse =z.

Ora la curva razionale ¢ non pud intersecare la 2* — ¢ (x) =0 in due
punti coniugati E, = (x, z) e E, = (x, —2): ne viene che, se la C taglia la
2* —{§(x) =0 in un punto E, ed ha quivi 3 » 4 ¢ intersezioni riunite, dovendo
il punto E,, coniugato di E,, essere un’intersezione di fe di 2° — ¢ () = 0 d’or-
dine 3 s + 24, verra che 3 ¢ + ¢ delle rette B passeranno per i punti E, e E,.

Si vede cosi come nel caso di #=3 la curva f si possa ottenere pren-
dendo in modo arbitrario la curva razionale C e completandola con il si-
stema delle rette R,, prese in modo che 3¢+ ¢ di esse passino per ogni
punto K, di contatto (3s-+14) — punto della C e della 2* —{¢(x) =0.

Supponiamo ora invece n generale: avremo ancora

fz)=Ff @[ (@).2+ @)

e quindi ancora la curva f e data dalla somma di una curva razionale C e
da un certo numero di rette E,, ma la € non & piu arbitraria.

[nfatti la somma delle intersezioni di f con 2*—¢ () =0 nei due punti
coniugati E, e EF, deve essere un multiplo di #; supponiamo che in £, siano

riunite ¢ intersezioni di f e 2°—{ (x) =0, e che per E, passino m rette R,:
avremo

1 +2m=rn (r numero intero),
clo¢ ¢ ¢ un numero della forma
t=rn—2m.

Cioé per n dispari i puo assumere qualunque valore, mentre per n pari i
deve essere pure pari.

Adunque per costrwire la curva [ si prendera una curva C del tipo

[ (@) e £ ) =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



140 Chisini: Le corrispondenze {2, 2] fra curve algebriche.

e del resto arbitraria se n é dispari, avenfe invece un numero pari d inter-
sezioni riunite in ogni punto in cui essa taglia la 2° — ¢ (x) =0 se n & pari;
e a questa C si sommeranno poi delle rette R parallele all'asse y, facendone

passare m = T—Q—— per ogni punto E, in cui siano riunile i inlersezioni
delle curve f =0 e 2° — y (x) =0.

Esamineremo nella nota seguente il caso che la radice n-esima estratta
sopra la 2 =1{ (x) non abbia punti di diramazione, pure restando transitivo
il gruppo di monodromia della funzione y.

Per ora concludiamo osservando che una funzione

y =Vr @, Vi (@)

a gruppo diedrico definisce una curva ¢ immagine di una corrispondenza [2, 2]
di periodo n e di rango 0. Infatti, essendo diedrico il gruppo di monodromia
della y, le sue 2n determinazioni possono essere disposte sui 2x vertici di
un prisma w-agonale; ottenendo cosi una configurazione che resta invariata
per qualunque cammino chiuso della variabile indipendente x. Questa dispo-
sizione mette in luce I'esistenza di due {anzi di n coppie) di yi, 1l cui prodotto
dd un’operazione ciclica di periodo n. Abbiamo cosi che futle e sole le cor-
rispondenze [2, 2] di periodo n>>2 e di rango nullo si ottengono costruendo
la curva immagine

y=Vr @, Vi @)

dove la funzione f soddisfi alle condizioni sudeterminate.
Nora. Noi abbiamo considerato la curva ¢ che possiede due yj e ha per
equazione

y =Vf (@, Vi @). (1)
Abbiamo supposto inoltre che sulla curva iperellittica
=} (@)

esistano punti di diramazione perla y, cioeé abbiamo supposto che le inter-
sezioni delle due curve
&=y (») (2)

non abbiano tutte molteplicitd di ordine multiplo di n,
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Ora, se questo accadesse, il gruppo della y non cesserebbe di essere
diedrico, qualora restasse transitivo; infatti lessere il gruppo diedrico dipende
essenzialmente da ci0, che sulla superficie riemanniana della 2* ={¢ (x), due
punti coniugati nella g} si muovono in modo che, se uno di essi deserive un
ciclo riemanniano in un certo senso, l’altro descrive il medesimo ciclo, ma
nel senso opposto.

Da questa osservazione si ricava che qualunque curva irriducibile ¢, la
quale contenga una v, ciclica, senza punti di coincidenza effettiva, rappre-
sentata da una curva iperellittica di genere p>0, ha come gruppo di mo-
nodromia il gruppo diedrico ed ammette quindi due ;.

Bisogna pero esaminare quando la curva ¢ risulti irriducibile, cioé quando
la corrispondenza (1, ») fra la curva

F =y ()

e la
ynz f(wy \/W‘m))

non si spezzi in n corrispondenze [1, 1].

Ora la condizione perché la ¢ risulti irriducibile & che sia transitivo il
gruppo di sostituzioni che si producono sopra le n determinazioni della fun-
zione

y=Vf(we)

(uando il punto (xz) descrive i 2p cicli non nulli sulla riemanniana della
curva 2° — ¢ (x) =0.

IL effettivamente possibile costruire la curva 7 in modo che le » deter-
minazioni della

y='\'/f(wz)

si permutino secondo sostituzioni assegnate (che devono essere potenze della
sostituzione ciclica (12...»)), corrispondentemente ai 2p cicli riemanniani
percorsi dal punto (x #). Precisamente (*): si assuma come sistema fondamen-
tale di cicli il sistema delle 2 p retrosezioni 4, e B,, e si voglia che ad esse
corrispondano le 2p sostituzioni

Sa‘=(12...n)a‘
Sb‘=(1(2...n)ﬁ‘.

(*) Cfr. la mia Nota, Sulle superficie di Riemann wmultiple prive di puniti di diramazione.,
Rendiconti dell’Ace. dei Lincei, vol. XXIV, serie 5.2, 1.° semestre, fasc. 2.°
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Si trasformi birazionalmente la 2* — ¢ (x) = 0, riducendola ad una curva
¢ (x2) =0 dotata solo di punti doppi a tangenti distinte.

Cercheremo la curva f tra le curve f,, d’ordine r » abbastanza elevato,
le quali passino per i punti doppi, D, della ¢ (x2) =0, ed abbiano » inter-
sezioni riunite con ciasecuno dei due rami di ¢ uscenti dai punti D.

Fissiamo ora lorigine per i p integrali abeliani di prima specie U, rela-
tivi alla curva ¢ in modo che la serie lineare segata su ¢ dalle curve d’ordine
r, =20, passanti per i punti doppi di ¢, sia definita dalle p relazioni

YU,=0 (h=12...p)

indicando il segno = la congruenza rispetto ai 2 p periodi
h h
“)E,‘)7 m%i)

relativi all'integrale U, ed ai cicli dati dalle retrosezioni 4, e B,.
Si consideri infine un gruppo G appartenente alla serie definita dalle
relazioni
(h) (h)

EUI.EEZA‘%"{_ZB;‘M:;;

n
si ha allora che esiste fra le f,, una curva f la quale sega la ¢ nei punti
di @ avendo ivi un contatto n-punto, ed & tale che la funzione

y=VF(z)

non ha punti di diramazione sulla ¢, e subisce le sostituzioni assegnate

Sae=(12.. . n)m
Sk =(12...0)

5) Costruzione delle corrispondenze [2, 2] di rango qualunque.

La costruzione della curva immagine di una corrispondenza [2, 2] di pe-
riodo »n>2 e di rango p=|=0, & una facile generalizzazione della costruzione
data nel caso di p=0.

Consideriamo la curva ¢ immagine di una corrispondenza [2, 2] di pe-
riodo »>2 e di rango o>0. Essa contiene una yi, rappresentata da una
certa curva K di genere p,

Sia K (xt) =0 l'equazione di questa curva K; e sia R, la sua rieman-
niana. Analogamente a quanto accade per le corrispondenze di rango 0,
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avremo che: quando il punto (x ¢) si muove sulla RB,, i 2% punti della curva ¢,
che ad esso corrispondono, si permuteranno secondo le sostituzioni del gruppo
diedrico d’ordine 2#xn. Cid porta come conseguenza che l’equazione della
curva ¢ ¢ data dal sistema

y =V (@, t, J§ @)
K (xt)=0.

Occorrerad inoltre che, se la y/  che si estrae sopra la curva
& =1 ()
K(xt)y=0
ha come punto di diramazione il punto («, ¢, 2), abbia anche come punto

di diramazioune il punto (x, t, —z), e precisamente: se il primo & per la
f (x ¢\ (x()) uno zero d’ordine i, l'altro deve essere uno zero d’ordine

ruw—i,

essendo » un qualunque numero intero.

Dobbiamo ora far vedere che, come per le corrispondenze di rango 0
questa condizione & non solo necessaria, ma anche sufficiente. Anche qui,
per comodita di linguaggio, supponiamo »n = 3. Osserviamo che 1 due valori
della \/} (x?) definiscono una y¢ sopra la curva

—{ @)
K (xt)y=0.

Sia Ry la riemanniana di questa curva. A noi bastera far wvedere
che: se un certo ciclo riemanniano C, della Ry é di diramazione per la

V f (x, t, VI (xt), anche il ciclo C,, coniugato di C, nella Y., ¢ pure di dira-

mazione per la i/f (=, 2, \/Wt_)), e precisamente, se la diramazione atira-
: i
verso al primo é data dolla moltiplicazione per e =e 3, quella relativa al
secondo ¢ dala dalla moltiplicazione per ¢,
Dimostrato cid, tutte le altre deduzioni si svolgono come per le corri-
spondenze di rango 0.
Veniamo adunque alla dimostrazione del nostro enunciato.

Distinguiamo due casi:
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1) C, e C, sono rappresentati sopra la Rk, riemanniana della curva
K (xt)=0, da un ciclo C nullo.
2) C, e C, sono rappresentati sopra la R, da un ciclo ¢ non nullo.
Cominciamo dal primo caso: supponiamo adunque che i cicli C, e C,
siano rappresentati sopra la R,, riemanniana della curva K (xt) =0, da un
ciclo nullo C: questo ciclo dovra avvolgere due punti di diramazione D, e D,
per la V{ (x1).
Indichiamo con P un punto della B, cui facciamo descrivere il ciclo C,
e con P, e P, i due punti della By ad esso corrispondenti, i quali descri-
veranno I due cicli €, e C,. Indichiamo con £, uno dei tre punti della ¢
corrispondenti al punto P,, e con P,, e P,, gli altri due, per modo che sia
la y di P, e P,, uguale alla y di P,, moltiplicata rispettivamente per ¢ e
per €%, il che indicheremo con

Pm:SI)u, P13:EP12:52P11~

Facciamo descrivere a P un cappio intorno a D,: avremo allora che
P,,, P,,, P, andranno in tre altri punti che indico con

. P,, P, P,
€ sara
P,=cP,, P23:5P22:SAP21'

3 —
Per ipotesi il ciclo ¢, & un ciclo di diramazione per la \/f (a:, t, Vi (x 1)),
e la diramazione attraverso ad esso & data dalla moltiplicazione per e, vale
a dire che, quando P, descrive C,, allora P,,, P,,, P, si scambiano se-

condo la sostituzione ciclica
(P, P, Pgy),

e quindi quando P, descrive il cappio D,, i punti P,,, P,,, P,, devono an-

dare In
Pl?, Plﬁ,'Pll'

Si ha cosi che i cappi intorno a D, e intorno a D, danno le sostituzioni

Slz(Pll le) (Pm P22 (Pls 23)
S2:(P21 Pl?) (Pzz P]3) (st Pll)

e quindi il ciclo O, produce su P,,, P.“, P, la sostituzione
SS (P21P23P22)

che & equivalente alla moltiplicazione per ¢*.
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Veniamo ora al secondo caso.

Suppongasi adunque che i due cicli €, e C, siano rappresentati sopra
la R, da un ciclo riemanniano C. Consideriamo il piano della variabile com-
plessa @: su questo il ciclo riemanniano Csara rappresentato da un ciclo C,
avvolgente due punti di diramazione per la funzione algebrica ¢ (x) definita
dalla KN (xt) =0 (*: siano D, e D, questi due punti di diramazione. Indi-
chiamo con P, un punto del piano «, con P il punto della R, che de-
scrive {, quando P, descrive C,, ed infine con P, e P, i due punti della Ry,
corrispondenti a P, punti che descrivono C, e C,, quando P descrive C.
Da questo punto possiamo ripetere il ragionamento fatto nel caso prece-
dente.

Possiamo quindi concludere che Vequazione della curva ¢ immagine di
wna corrispondenza [2, 2] di periodo 3 e di rango p, & data da

y=Vf( t 2)
=1 ()
K(xt)y=0
dove K (x f)=0 & una curva di genere p, e dove

flwte)=0

¢ una superficie che si decompone nella supertficie razionale
fletye+fi{xet)=0

ed in una superficie cilindrica f, (xf) =0, che passa (3 ¢ -4 i) volte per ogni
punto nel quale siano riunite 3 s+ 1 intersezioni della curva

&= @)

K(xt)y=0
e della superficie

[iletye+fi(xt)y=0.

‘Ci0 si estende, come per le corrispondenze di rango 0, a qualungue va-
lore di .

(*) Si pud sempre supporre che la £ (x) abbia punti di diramazione tutti distinti, e che
il gruppo di monodromia sia ridotto alla forma canonica di LiiroTs, si che i cicli rieman-

niani della Rz siano dati da cappi, del piano «, avvolgenti due soli punti di diramazione.
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L’equazione della curva ¢ immagine di wna corrispondenza (2, 2] di pe-
riodo n e rango p & data da

y=\f(wtn)
=4 (@)
K () =0,

dove K (xt) =0 é una curva di genere p, e dove f(xtz) =0 é una superficie
che si decompone wella superficie razionale f,(xt)z + f, (xt)=0 ed in una
superficie cilindrica f, (xt)=0. Se n ¢ dispari la superficie razionale puo
essere comunque, se n épari essa deve avere due intersezioni riunile in ogni
punto in cui essa tagli la curva gobba

Z—{¢(xt)=0

K(xt)=0.

La superficie cilindrica & poi assoggetlata alle condizione di passare

ru—14 , , - . .o
M= —g— volte per ogwi punto L, in cui siano riunile i intersezioni della

superficie razionale con la curva gobba sunnominata.
Nel caso poi che in ogni punto comune alla superficie

[wtz)y=0
ed alla curva

@ =)

K(wt)=0

le intersezioni assorbite fossero in numero multiplo di #», allora la vV an-
drebbe estratta con le avvertenze gid indicate rispetto al gruppo dei punti
critici apparenti, e cid affinché la curva ¢ risulti irriducibile (Cfr. § VIIL,
n. 4, Nota).
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CAPITOLO 1V.

Classificazione delle curve in corrispondenza [2, 2].

§ 9. CURVE IN CORRISPONDENZA [2, 2] DI PERIODO QUALUNQUE.

Ritorniamo ora alla considerazione delle curve f, e f, fra le quali in-
tercede la corrispondenza (2, 2].

Ricordiamo che le operazioni del gruppo diedrico @, generato dalle due
involuzioni 4, B, determinano sulla curva ¢, immagine della corrispondenza,
una serie semplicemente infinita di gruppi di 2 » punti, cioé un’involuzione v;,,
i cul gruppi corrispondono biunivocamente ai punti di una curva K: il ge-
nere di questa da il rango della corrispondenza.

Osserviamo che le coppie di punti della ¢ coniugate nell’involuzione 4
corrispondono biunivocamente ai punti di £, e parimenti le coppie di punti
coniugati nella B corrispondono ai punti di f,: avremo quindi che ai gruppi
della v}, appartenente alla ¢ corrisponderanno biunivocamente su f, (e cosi
su f,) 1 gruppl di » punti appartenenti ad una y,, e questi saranno rap-
presentati dai punti della curva K. Si conclude che:

Le due curve f, e [,, fra le quali intercede una corrispondenza [2, 2] di
periodo n e di rango p, contengono una medesima ¥, di genere p.

La y., appartenente alla f,, sara data da una funzione y, det punti della
curva K, a » valori: dico che se »>2 il gruppo di monodromia di questa
funzione (sulla riemanniana di K) & un gruppo diedrico: infatti esso & iso-
morfo al gruppo di monodromia relativo alla funzione, a 2 » rami, dei punti
della K la quale definisce la v;, appartenente alla curva ¢.

Chiamando diedrica una vy, definita da una funzione a gruppo diedrico,
possiamo riassumere quanto si & detto fino ad ora, enunciando il

TrorEMA: Se due curve f, e f, sono fra di loro in corrispondenza [2, 2]
di periodo w>2 e di rango p, esse contengono una medesima vy, diedrica di
genere p.

Come caso particolare di questo teorema si puod considerare la propo-
sizione Incontrata nel § 7: due curve in corrispondenza (2, 2] di periodo 2
contengono una medesima y; e viceversa.
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Ritornando alle corrispondenze di periodo n> 2, facciatmo vedere il

TrorEMA: Se una curva f, contiene una vy, diedrica, essa ammette una
corrispondenza |2, 2] che la trasforma in sé lasciando invariati i gruppi
della y,: questa corrispondenza ha il periodo » se n ¢ dispari, ed il pe-
. n N .
riodo 5 e n & pari.

Infatti sia P un punto della K rappresentatrice della y) appartenente
alla f,: a P corrisponderanno su f, » punti

P P ...P,

appartenenti ad un gruppo di y,. Essendo diedrico il gruppo della v, gli »
punti P, ... P, potranno essere disposti — in un ordine circolare — sui ver-
ticl di un poligono regolare di » lati, che resterd invariato per (ualunque
cammino chiuso percorso da P sulla riemanniana di K: pertanto ad ogni
punto di £, st pud associare razionalmente la coppia dei due punti che gli
sono adiacenti nella disposizione circolare predetta: vale a dire esiste una
corrispondenza {2, 2] fra i punti di f,, la quale lascia invariato ogni gruppo
della y. diedrica. B poi ovvio che il periodo di questa corrispondenza vale ,

0 - secondo che » & dispari o pari.
-~

Un semplice esempio si ha considerando una curva che contenga una vi:
evidentemente essa ammette una corrispondenza [2, 2] che la. trasforma in
se stessa, e ¢i0o & d’accordo col fatto che il gruppo totale su tre elementi & un
gruppo diedrico.

Dal teorema precedente si deduce che:

Se una curva f, e in corrispondenza [2, 2| di periodo » con un’altra, essa
¢ anche in corrispondenza [2, 2] con se stessa: il periodo di questa corri-

;; » secondo che » & dispari o pari.

A questo risultato si puo arrivare anche direttamente osservando che
a un punto P, di f, corrispondono i due punti @, e @, di f,, e che a @,
e @, corrispondono su f, due coppie di punti P, P, e P, P,; cosl in defini-
tiva a P, vengono a corrispondere i due punti P, e P,.

Ci proponiamo ora di stabilire la proposizione fondamentale data dal
seguente

TroREMA: Se fra due curve f, e f, intercede una corrispondenza [2, 2],
esse sono birazionalmente identiche, oppure fra di esse infercede una corri-
spondenza [2, 2] di periodo 2,

spondenza € n, 0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Chisini: Le corrispondenze [2, 2] [ra curve algebriche. 149

Per stabilire questo teorema, dobbiamo premettere due osservazioni.
Osservazione 1. Se la curva ¢ contiene due involuzioni 4, B il cul pro-
dotto C = A4 B abbia il periodo n dispari, allora &

_nt n1
B=(AB) ® . A44B*,

come si verifica immediatamente.

Osservazione LI. Se la curva ¢ contiene due involuzioni 4, B il cul pro
dotto C abbia il periodo n =n, n,, con n, dispari, essa contiene anche una
involuzione B, birazionalmente identica alla B, tale che il prodotto

Cl: AB'
abbia il periodo n,.

Infatti 'involuzione
ne—1 No—1

B=cC * .BC*®
¢ birazionalmente identica alla B, essendo una sua trasformata; inoltre
C'= A B ha il periodo »,, essendo

g1 1y—1

(C)yn=(4 B')"'=(A (B4) * B(4B)*® ) 1=AB"1"2= 1.

Cio posto sia = il periodo della corrispondenza [2, 2] che intercede fra
le due curve f; e f,: se n & dispari, allora le due involuzioni 4 ¢ B sono
birazionalmente identiche, essendo B una trasformata della 4, e quindi le
due curve f, e f,, che ne rappresentano le coppie, risultano esse pure bira-
zionalmente identiche.

Invece, se »n & pari, sara

n=92n,,

dove n, € un numero dispari: in virtd dell’osservazione Il esiste un’involu-
zione B, birazionalmente identica alla B, tale che C'= 4 B’ & un’operazione
di periodo 27! si consideri la curva f’, immagine delle coppie di punti co-
niugati nella B’: questa curva & birazionalmente identica alla £, ed & in cor-
rispondenza [2, 2] di periodo 2" con la f,, pertanto anche la f, & in corri-
spondenza [2, 2] di periodo 2" con la f,.
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§ 10. CURVE IN CORRISPONDENZA [2, 2] DI PERIODO n =2,

Vogliamo ora esaminare pilt da vicino le corrispondenze [2, 2] di pe-
riodo 2.

Per esse sussiste anzitutto il

TrorEMA: Se due curve f, e f, sono fra di loro in corrispondenza [2, %) di
periodo 2’, esse sono in corrispondenza (2, 2] di periodo 2 con una medesima
curva f, la quale ¢ la curva immagine di una corrispondenza [2, 2] di pe-
riodo 27': le equazioni delle f,, f, si¢ otlengono estraendo due radici qua-
drate sopra due curve K,, K, fra le quali infercede la corrispondenza [2, 2
di periodo 277, che ha come curva immagine la curva f.

Per dimostrare questo teorema, consideriamo la curva ¢ immagine della
corrispondenza [2, 2] di periodo 27, e su di essa le due involuzioni 4 e B
le cui coppie corrispondono ai punti di f, e f;.

Per ipotesi 'operazione C= 4 B ha il periodo 27, e pertanto la

D=0*

ha il periodo 2, e quindi determina sulla ¢ una involuzione di coppie di
punti. Ora si verifica immediatamente che le due involuzioui 4, D sono
permutabili, e cosl pure sono permutabili le involuzioni B, D.

Indichiamo con f la curva i cui punti corrispondono biunivocamente alle
coppie di D; avremo che la curva f & in corrispondenza [2, 2] di periodo 2
con la f, e con la f,.

Ora la f, e la f, essendo in corrispondenza [2, 2] di periodo 2, posseg-
gono entrambe (§ 7) una medesima y; rappresentata dai punti di una curva K,
e cosi pure la f, e la f posseggono una medesima vy, rappresentala dai punti
di una curva K,: pertanto fra le curve K, e K, intercede una corrispon-
denza [2, 2| che ha per immagine la curva f.

Valutiamo infine il periodo di questa corrispondenza. Indichiamo con
A’y B' le due involuzioni (rappresentate dai punti di K, e K,) che apparten-
gono alla f: sia C'= A" B’ il loro prodotto, il periodo di € da il periodo
della corrispondenza [2, 2] che intercede fra K, e K,. Per determinare questo
periodo osserviamo che :

1) due punti della f coniugati nella A" corrispondono a due coppie
della D coniugate nella 4;
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2) parimenti i due punti della f coniugati nella B’ corrispondono a
due coppie della D coniugate nella B;

3) due punti della f coincidono, se le due coppie (di punti) corrispon-
denti sulla ¢ sono coniugate nella D.

Da queste osservazioni si deduce immediatamente che il periodo di C’
¢ la meta di quello di C, vale a dire 2.

Resta cosi provato che f, e f, si ottengono estraendo due radici qua-
drate sopra due curve K, e K, in corrispondenza [2, 2] di periodo 2.

In virti del teorema precedente si ha che:

Se fra due curve f, e f, intercede una corrispondenza [2, 2] di periodo 2,
esse st ottengono estraendo successivamente r radicali quadratici a partire da
una medesima curve K i cul punti rappresentano le due y}. diedriche, ap-
partenenti alle due curve f, e f,.

Ora, data una curva f la quale contenga una yl, diedrica, quante sono
le famiglie di curve f,, contenenti la stessa y}, diedrica in corrispondenza
(2, 2] di periodo 2" con la f?

A ci6 risponde il seguente

TrorREMA: Le curve f,, legale alla f, da una corrispondenza (2, 2] di pe-
riodo 27 con r > 1, formano un'unica classe di curve birazionalmente identi-
che, la quale é determinala in funzione della y),. diedrica appartenente alla f, .

Sia K la curva rappresentatrice della y}, appartenente ad f,: conside-
riamo i punti di f, e f, corrispondenti ad un medesimo punto 0 di K: siano
essl:

P, P,... P

Ql Qz Q“l'-

Disponiamo i punti P e @ in un ordine circolare, sui vertici di un po-
ligono regolare di 2°t' lati, in modo che ogni punto P abbia come adiacenti
1 due punti @ omologhi nella corrispondenza [2, 2] che intercede fra le f;
e f,: avremo cosi per i punti P ¢ € una disposizione che resta invariata
per qualunque cammino chiuso percorso da 0 sulla riemanniana di K: cio
porta che gli elementi (punti e cicli riemanniani) di diramazione relativi
alla y3. appartenenti alla f, siano anche elementi di diramazione relativi
alla yl, appartenente a f,, le sostituzioni relative alla prima y}, determinando
quelle relative alla seconda. Precisamente disponendo i punti P e @ sui ver-
tici di due poligoni regolari di 2" lati, si vede che ad ogni ribaltamento del
primo poligono intorno ad una diagonale, corrisponde per l’altro un ribal-
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tamento intorno ad una mediana, mentre ad una rotazione del primo cor-
risponde un’uguale rotazione del secondo. Da cid risulta che tutte le curve f,
sono fra di loro birazionalmente identiche, avendo il medesimo gruppo di mo-
nodromia sulla riemanniana di K, e sono invece distinte dalla f, essendo
diverso il loro gruppo di monodromia.

La classe delle curve f, potremo chiamarla coniugata alla classe delle
curve f,.

Le osservazioni svolte in questo capitolo permettono di costruire diret-
tamente le coppie di curve ‘coniugate fi e f, in corrispondenza [2, 2] di pe-
riodo 2, ma non ci addentriamo in questa ricerca, poicheé la costruzione in-
dicata (§ 8, n.° ) per la curva immagine di implicitamente la costruzione
delle due curve suddette.

CONCLUSIONE.

Riassumendo :

Il problema di determinare tutte le coppie di curve f, e f, in corrispon-
denza [2, 2] equivale al problema di determinare tutte le curve contenenti
due y! (curve immagini della corrispondenza).

Posto cosi il problema, si ha chele corrispondenze [2, 2] si distinguono
primieramente in periodiche e non periodiche, ed a questa distinzione si col-
lega il risultato fondamentale: le corrispondenze [2, 2] non periodiche hanno
tutte il genere p =1 (cioé la loro curva immagine ha il genere p =1). Cio
posto, per la costruzione effettiva delle corrispondenze [2, 2] queste vengono
distinte in )

1) Corrispondenze [2, 2] di genere p=1;
2) Corrispondenze [2, 2] di genere p =2.

Tutti i tipi possibili di corrispondenze [2, 2] di genere p =1 sono in-

dicati dal quadro seguente.
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Periodo o Genere
della . ;nere fenere della
corrispondenza ella £, ella 7y corrispondenza

0
oo 0 0
1
0 0 0
0 0 1
2
0 1 1
1 1 1
0 0 0
n>92
0 0 1

Le corrispondenze [2, 2] di genere p =2 sono tutte periodiche e si di-
stinguono secondo.che il loro periodo ¢ n =2, 0 n>>2.

Le corrispondenze {2, 2] di periodo 2 sono il prodotto di due corrispon-
denze [1, 2], e le due curve f, e f,, tra le quali intercede la corrispondenza,
si ottengono estraendo due radici quadrate sopra una medesima curva K.
Le corrispondenze [2, 2] di periodo »>2 si ottengono costruendo la loro
curva immagine g: questa curva contiene una yj, rappresentata da una certa
curva K, il cui genere da il rango della corrispondenza. Dalla natura di
questa v;, si desume per la curva l'equazione seguente:

y=Vrf(xte)
ey
K (xt) =0,
dove f, ¢, K sono simboli di funzione razionale intera, e dove precisamente

f(xt2) =0 rappresenta I'equazione di una superficie che si decompone in

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV, 20
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una superficie razionale
fi(xtye+f,(xt)=0

ed in una superficie cilindrica
fs ({JG t)=0

la quale passa rn_g—z

intersezioni della superficie

volte per ogni punto nel quale siano assorbite sn 4

filwhz+f,(nt)=0

e della curva
22 =1{(xt)

K(xt)y=0,

essendo 7 ed s due numeri interi positivi o negativi o nulli: la superficie
razionale pud essere assunta ad arbitrio se » & dispari; invece, se n & pari,
essa e obbligata ad avere un numero pari, 4, d’intersezioni in ogni punto in
cui essa tagli la curva gobba

R
K(xt=0.

Va segnalato il caso in cui la ¥/ che si estrae sopra la curva

28 =y (x)
K(xt)=0

non abbia punti di diramazione, il che accade quando i punti comuni alla
superficie f(xtz) =0 ed alla curva predetta siano punti critici apparenti, riu-
scendo intersezioni di un ordine ¢ multiplo di .

In questo caso, affinché la curva ¢ sia immagine di una corrispondenza
[2, 2] di periodo » occorre che essa sia irriducibile. Questo si ottiene sce-
gliendo convenientemente il gruppo dei punti critici apparenti. Si noti infine
che fra le corrispondenze [2, 2] periodiche si trovano, come caso partico-
lare, quelle di genere 0, 1, indicate nel quadro precedente, le quali, per co-
moditd di metodo, furono esaminate insieme alle altre non periodiche che
ne hanno il medesimo genere.
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»

Quanto alle curve fra le quali intercede una corrispondenza [2, 2] di pe-

riodo n, possiamo dire che:

1) Se n & dispari le due curve sono birazionalmente identiche;

2) Se n & pari, fra le due curve intercede una corrispondenza [2, 2] di
periodo 27;

3) Le curve in corrispondenza [2, 2] di periodo 2 contengono uha me-
desima y; e quindi si ottengono estraendo due radici quadrate sopra una
medesima curva I

4) Le curve in corrispondenza [2, 2] di periodo 2" sono fra di loro bi-
razionalmenle identiche, od appartengono a due famiglie distinte, I'una ben
determinata In funzione dell’altra: esse poi sono in corrispondenza [2, 2] di
periodo 2 con una medesima curva che € immagine di una corrispondenza
[2, 2] di periodo 27",

9) Ogni curva in corrispondenza [2, 2] di periodo »n (con » > 2) con-
tiene una v, diedrica, ed ammette una corrispondenza [2, 2] con se stessa
di periodo » se »n e dispari, di periodo g Se m & pari, e viceversa: in par-
ticolare futte le curve che contengono una y; sono in corrispondenza [2, 2]
con se stesse. .

Siccome le curve razionali ed ellittiche contengono tutte una involu-
zione g, razionale, cosi possiamo dare il seguente risultato che comprende
le corrispondenze anche non periodiclie:

6) Se due curve sono in corrispondenza [2, 2] esse sono birazional-
mente identiche, o contengono una medesima involuzione (razionale o no),
oppure appartengono a due classi coniugate di curve, 'una ben determinata

in funzione dell’altra,
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Opere matematiche di Luigi Cremona

pubblicate sotto gli auspicii della R. Accademia dei Lincei.-

Tomo Seconpo - U. HOEPLI - Mirano, 1915

(Recensione di FEDERIGO ENRIQUES, o Bologna.)

Il Comitato per la pubblicazione delle Opere di Luigi Cremona, costi-
tuitosi sotto gli auspici dell’Accademia dei Lincei, procede alacremente nel
lavoro intrapreso: al primo volume che vide la luce 'anno scorso e di cul
gia discorremmo in questi Annali (*), segue ora il secondo volume, su cui
desideriamo parimente richiamare I'attenzione degli studiosi.

Questo volume contiene 47 Note e Memorie dedicate a svariatissime que-
stioni: vi figurano contributi alla teoria delle coniche e dei sistemi di coni-
che, ricerche originali ed importanti sulle cubiche e le quartiche sghembe,
sulle rigate gobbe e in particolare su quelle del 3° e 4° grado, sulla rappre-
sentazione piana della superficie romana di Steiner, sulle trasformazioni delle
figure piane, sulle superficie algebriche in generale, e poi anche sulla pro-
spettiva lineare e su argomenti d’interesse storico-didattico.

Tanta varietd di temi porge un quadro della vasta operosita dell’Autore,
nonche del momento storico in cui questa ebbe ad esplicarsi; ma alcune
Memorie — che sono divenute classiche — offrono ancora un interesse pit
attuale : tali sono specialmente gli studi sulle trasformazioni birazionali del
piano che dal Cremona appunto hanno preso il nome, e i « Preliminari di
una: teoria geometrica delle superficie » che — com’¢ noto — costituiscono
in qualche modo un’introduzione alla classica Memoria sulle superficie del
3° ordine.

Anche per questo volume, come per il primo, i revisori hannocompiuto
un diligente esame delle Memorie pubblicate, rilevando qua e 1a le piccole

(*) Serie III, tomo XXII (1914), pp. 327-330,
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imperfezioni o completando le citazioni con sicura — se pure sobria —
erudizione. Bssi hanno reso cosi un’ prezioso servigio ai cultori della storia
della Geometria che — in questa pubblicazione — troveranno esatti riferi-
menti e notizie.

E qui ci sia consentito insislere in una raccomandazione al giovani ma-
tematici: col segnalare ad essi la lettura delle Opere cremoniane — nella
loro edizione integrale e corretta — vorremmo appunto suscitare negli spi-
riti che si maturano una piu larga visione storica della scienza, persuasi
che a questa conviene attingere il senso di continuitd della tradizione, da
cui solo pud scaturire la comprensione dei grandi problemi. Nelle ricerche
che si riferiscono alla realta fisica o naturale si puo dire che lo stesso mondo
dei fenomen! obbliga lo studioso a tenere presenti certi scopi o certe diffi-
colta, sicché I'importanza delle questioni riceve — per cosi dire — il sug-
gello della pratica; nelle Matematiche pure manca questo modo di valuta-
zione, onde l'opportunita di educare in altro modo il giudizio. La storia
delle dottrine adempie appunto a questo ufficio, ricostruendo innanzi agli
occhi dello studioso quell'insieme di « esperienze mentali », sviluppo di pro-
blemi e perfezionamento di metodi, che tocca direttamente la realtd della
scienza. La comprensione storica si deve intendere cosi — non come oggetto
di pura erudizione letteraria — ma come comprensione del progresso delle
idee, che costituisce un grado superiore della stessa conoscenza scientifica.

Bologna, Gennaio.1915.
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Intorno ad alcuni concetti e teoremi fonda-
mentali sui sistemi algebrici di curve d’'una
superficie algebrica .

(Di Giacomo Ausankse, @ Pisa.)

G()nsideriamo sopra una superficie algebrica F un sistema algebrico ¥
di curve (**) ed il sistema algebrico ¥ (eventualmente coincidente con ¥) che
si otliene dal precedente come insieme dei sistemi lineari individuati dalle
sue curve.

E chiaro che se ¥ & irriducibile lo & pure ¥, non necessariamente come
totalitd di curve, ma sibbene come totalita di sistemi lineari.

In generale Y risulterd irriducibile anche come totalitd di curve. Pud
darsi perd (e lo vedremo effettivamente in seguito) che Y sia riducibile come
totalitd di curve, pur essendo irriducibile come totalita di sistemi lineari.

Questo duplice modo di considerare un sistema algebrico, prendendone
come elementi, una volta le curve ed un’altra i sistemi lineari, dd luogo ad
un duplice modo di considerare 'equivalenza algebrica di due curve 4 e B
sopra una superficie F (¥*%),

Diremo che A, B sono algebricamente equivalenti in senso stretlo, e scri-

(*) Questo lavoro in parte & tratto dalla tesi presentata alla R. Univeisita di Pisa per
la laurea e in parte dall’altra tesi presentata per ’abilitazione all’insegnamento alla R. Scuola
normale superiore di Pisa.

(**) Per i primi concetti relativi ai sistemi algebrici ved. SEvERL: Osservazioni sui sistems
continwi di curve appartenenti ad wna superficie algebrica (Atti della R. Acc. delle Scienze
di Torino, t. 39, 1904, n.° 4).

(***) La nozione di equivalenza & stata introdotta dal Severi nei suoi lavori sulla base.
Ved. Math. Annalen, B. 62, 1906, pag. 197 e La base minima . .. (Annales Scientifiques
de I'ficole Normale supérieure, T. XXV, 1908, pag. 449).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIV. 21
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veremo
41| B

se esse appartengono ad un sistema irriducibile come insieme di curve.

Se poi le 4, B, pur non appartenendo ad uno stesso sistema irriducibile di
curve, sono contenute in un medesimo sistema irriducibile come insieme di
sistemi lineari, si dird che le 4, B sono equivalenti algebricamente in gene-
rale, od anche in breve, algebricamente equivalenti, e si scriverd :

4 B®.

Questa equivalenza generale ammette la precedente come caso par-
ticolare. '

Nel seguito ci converrd di estendere ulteriormente le relazioni d’equiva-
lenza, introducendo Vequivalenza a catena, che nel caso di curve aritmetica-
mente effettive (**) coincide con 'equivalenza algebrica generale sopra definita.

Un sistema algebrico irriducibile come insieme di curve lo chiameremo
sistema algebrico irriducibile o in senso strelto, menire un sistema irriduci-
bile come insieme di sistemi lineari e riducibili come insieme di curve lo
chiameremo sistema algebrico riducibile o generale o pit semplicemente si-
stema algebrico.

Con una solita definizione, un sistema irriducibile si dird completo quando
non & contenuto in nessun altro sistema irviducibile (di curve dello stesso
ordine) di dimensione maggiore. B analoga definizione s’intende per i si-
stemi algebrici generali completi.

(*) A volte per esprimere che due curve 4 e B non appartengono a nessun sistema al-

gebrico irriducibile diremo che esse sono algebricamente distinte in senso stretto e scrive-

remo A%B. Cosi per dire che due curve 4 e B non appartengono a nessun sistema alge-

brico generale diremo che sono algebricamente distinte in generale e seriveremo 4| B.
(**) Aritmeticamente effettiva si dice una curva quando i suoi caratteri virtuali =, = e 4,

rispettivamente grado, genere e indice di specialita, verificano insieme al genere p, della su-
perficie sulla quale si ragiona, la disuguaglianza

n—m+pa+1—i=0.

Ved. SevERL: Osservazioni varie di geometria sopra uwnoe superficie algebrica ¢ sopra una vo-
rieta (Atti del R. Istituto Veneto, T. LXV, pag. 627 e Complementi della teoria della base...
(Rend. del Circolo Matematico di Palermo, T. XXX, 1910, § 1).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sui sistemi algebrici di curve d’una superficie algebrica. 161

Fra i sistemi irriducibili a cui una curva 4 appartiene v’e sempre il si-
stema lineare completo | 4|, sistema che, in ordine ad un ben noto teorema
di NoeTHER, & perfettamente individuato dalla curva A4 stessa.

La prima questione fondamentale che si presenta, nello studio dei si-
stemi algebriei, & quella di vedere se il predetto teorema di NoETHER si estende
ai sistemi algebrici eompleti.

Ora noi proveremo che, per i sistemi algebrici irriducibili, una tale esten-
sione non ¢ possibile. Una curva — anche se aritmeticamente effettiva —
puo appartenere benissimo a due sistemi irriducibili completi. Anzi prove-
remo che una curva 4 puo appartenere ad un sistema irriducibile completo ¥
senza che tutte le curve del sistema lineare completo | 4| siano contenute
in ¥. In tal caso perd | 4| deve avere una dimensione necessariamente mag-
giore della dimensione del generico sistema lineare di ¥, sibbene questa par-
ticolarita non sia caratteristica, perché un sistema lineare |C| pud essere
contenuto per intero in un sistema ¥ completo e, cid non ostante, avere la
dimensione maggiore di quella del generico sistema lineare di 3.

Se perd invece di sistemi irriducibili, si considerano sistemi generali, il
teorema di NoeTHER effetfivamente s’estende, e 1’estensionefcui alludiamo &
contenuta nel seguente teorema di SEVERI:

Assegnata sopra una superficie F, d’irregolaritc p, — p, = q, una curva A
aritineticamente effettiva, resta su F individuato un sistema algebrico Y di oo?
sistemi lineari (*), fra cui | A|; ogni sistema continuo irriducibile che conliene
una qualsiasi curva di Y, e tutlo composto con curve di Y stesso (**).

Sicche la totalitd { 4} di tufte le curve di ¥ & una totalitd individuata,
non solo da 4, ma da una sua curva qualsiasi; solo che essa non sempre
¢ irriducibile, e le partiin cui si spezza possono non avere neppure la stessa
dimensione.

Quel che & certo pero e che essa ¢ una varietd conunessa, cio¢ tale da
non potersi mai suddividere in due varietd algebriche (riducibili o no) senza
elementi comuni.

Questa osservazione ci conduce spontaneamente ad estendere, come ab-
biamo prima accennato, 'equivalenza generale.

(*) Si noti che gualunque sia la curva aritmeticamente effettiva da cui si parte, la va-
rietd di questi ooz sistemi lineari & sempre birazionalmente identica alla varietd di Picarp
inerente ad F.

(**) Vedi SEveRL: Osservazioni varie di geometria . .. (Atti del R. Istituto Veneto, T. LXV,

pag. 638).
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Diremo che due curve A e B sono algebricamente concatenale, e scriveremo
Al B

quando esse appartengono ad un medesimo sistema algebrico coniesso (¥).

[l teorema precedente mosira appunto che nel caso di curve aritmetiche
effettive (uesto concetto non differisce dall’altro dell’equivalenza generale.

Se si tratta perd di curve non aritmeticamente effettive 'equivalenza a
catena, in mollti casi, dd una relazione essenzialmente nuova.

I’equivalenza a catena per la definizione stessa gode della proprieta tran-
sitiva. Percio la totalita delle curve concatenate ad una stessa curva 4 &
perfettamente individuata, non solo da 4, ma da qualsiasi curva della to-
talitd stessa. Pertanto definiremo sisteina algebrico a catena o connesso (com-
pleto), individuato da 4, la totalitd delle curve concatenate ad 4 e quindi
fra di loro.

Che 1 sistemi lineari d'un sistema connesso non formino sempre una va-
rietd irriducibile lo proveremo con esempii.

Le distinzioni sopra fatte fra sistemi algebrici irriducibili generali e a
catena sono distinzioni essenziali, che & opportuno porre esplicitamente in
rilievo. Cio che faccio nella prima parte del lavoro, lumeggiando le distin-
zioni stesse con esempi.

Nella seconda parte mi occupo pilu espressamente della teoria della base.
[l Severt nei suoi lavori fondamentali della base, c¢he abbiamo gia
avuto occasione di citare, considera sistemi di curve aritmeticamente effet-
tive (**) ¢ che vanno quindi intesi come sistemi algebrici generali-irriduci-
bili solo come insieme di sistemi lineari, ma non come insieme di curve.
Per conseguenza le relazioni d’equivalenza algebrica — contenute nei detti

lavori — sono relazioni d’equivalenza generale e non d’equivalenza in senso
stretto.

Ora la questione che noi c¢i proponiamo — nella seconda parte del la-
voro — & di vedere cio che avviene dei teoremi sulla base quando, appunto,

ci si limita al campo meno ampio dell’equivalenza in senso stretto.

(*) Spesso per esprimcere che duc curve 4 e B non sono concatenate scriveremo 4 ﬁ B,
(**) O per lo meno si possono facilmente ridurre a tali.
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I[1 primo risultato che otteniamo & identico a quello "di Severr per 1e-
(uivalenza generale e cioé:
Sopra una superficie I, @ nuinero base p, date o curve a determinante di-

verso da zero
C,C,...Cp,

¢ sempre possibile, ed in oo modi, fissare una curva E di F tale che, oghi
oltra curva C di F sia legata a queste con una relazione del tipo :

wCHYE|N C 42 Cod- 2 (oL E,

v essendo un numero intero diverso da zero e 2, %, %,,..., A interi positivi
o negativi non tutti nulli.

Dipendentemente da C, C,, C,,..., Cp, X pud anche essere zero, ma cio
non avviene sempre.

Possiamo percid dire che su F, le curve C, C, ... (, formano base con
Pausilio della curva E.

Su questa curva ausiliaria F diciamo che essa non dipende dalla base
scelta, né dalla curva che per questa si vuole esprimere, e si puo fissare a
priori una volta per tutte, come precisamente avviene nel campo dell’equi-
valenza in generale. Ma mentre in questo campo E si puo far coincidere con
qualsiasi curva di F a grado virtuale positivo, per l'equivalenza in senso
stretlo, ci0 non € piu vero, e proveremo anche che ci sono casi in cui essa
non pud coincidere con nessuna combinazione lineare delle curve base
C,, C,,..., Cp, anche se fra queste ve ne sono a grado virtuale positivo.
Sopra I esistono percio curve C per le quali é impossibile una relazione del
tipo

pC4v, C v, C+- -+ Co|| M C 42, Co - 43, G,

per valori non tutli nulli dei coefficienti.
Un secondo risullato pitt profondo ci permette perd di costruire basi par-

ticolari
Al A2 « e AP,

per le quali non & piit necessaria la curva ausiliaria E: Ogni altra curva 4
di I si puo esprimere per esse con una relazione del tipo:
p »

MA| A Ay A Ay e,

Fatto notevole che evidentemente precisa e determina di piu i risultati
finora ottenuti sulla base,
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Dopo questi risultati sulla teoria della base — ed altri ad essa relativi
che 0 occasione di dimostrare — nella terza parte mi occupo della teoria
della divisione.

Com’¢ noto questa teoria serve nella costruzione delle basi intermediarie
e minime.

Le leggi fondamentali di questa operazione sono stabilite da SEveERI con
1 seguenti due teoremi:

1.° Data sopra una superficie F' una curva 4 a caratteri generali (¥)
tl numero ¢ dei sistemi continui in cui si ripartiscono le curve B che con A
verificano le relazioni aritmeliche

[4°]=[4 B] =[B*] =n >0,

s\

¢ costante; non dipende cioé dalla curva A di partenza, ma é un caratiere
di F.

2.° Il numero dei sistemi conlinui che si possono ottenere dividendo un
sistema qualunque per un numnero intero non puo superare il numero o.

Questi teoremi come quelli sulla base vanno interpretati nel campo del-
I’equivalenza algebrica in generale o a catena e non in quello dell’equiva-
lenza in senso stretto. Tolta difatti quest’ipotesi essenziale essi non valgono
completamente.

Per il secondo teorema poi va aggiunta un’altra restrizione: difatlti esso
vale solo quando tutti i sistemi quozienti sono composti di oo” sistemi lineari
distinti — ¢ essendo l'irregolaritd di . — In particolare quando le curve quo-
zienti sono tutte aritmeticamente effettive, o una almeno & a caratteri ge-
nerali.

Non potendo pero escludere (come vedremo con esempii) che la divisione,
anche applicata a curve a caratteri generali, porti a curve (quozienti) non
variabili in sistemi algebrici composti d’oo? sistemi lineari, 0 cercato di ve-
dere se con particolari convenzioni era possibile dare agli enunciati di quei

(*) Una curva 4 si dice a caratteri generali se il suo ordine & maggiore di quello delle
curve canoniche non depurate dalle eventuali curve eccezionali di 1.* specie di F e se i suoi
carafteri » e = verificano col genere aritmetico pg di F la disuguaglianza

W~ pa+ L >0,
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)

teoremi — nella loro forma primitiva — un significato generale; ed 0 visto
che lo scopo si raggiunge coll’introdurre il concetto di equivalenza virtuale.
Ecco brevemente di che si tratla:
Data sopra unca superficie F, una curva 4 qualsiasi (anche virtuale), chia-
meremo sistema virtuale completo V4, da essa individuato, la totalitd 0o dei
sistemi lineari

A+Cc—C|

che si oltengono al variare di C e C' in un medesimo sistema algebrico { C)
composto di oo sistemi lineari distinti (*).
La definizione ¢ indipendente dal sistema {C|.
Ogni curva
B=A4+0C-—-C

sia effettiva che virtuale diremo che appartiene al sistema Vy ed é virtnalmente
equivalente ad A, il che indicheremo scrivendo:

4~ B.

L’equivalenza virtuale cosi definita contiene come caso particolare la equi-
valenza algebrica a catena e percio il sistema virtuale V4 contiene il sistema
algebrico connesso { 4}. Anzi condizione necessaria e sufficiente affinché questi
due sistemi coincidano é che | A} sia composto di oot sistemi lineari distinli,
in particolare che 4 sia aritmeticamente effeltiva.

La questione fondamentale & che non tutti i sistemi lineari di V4 sono
sempre effetlivi, parte possono essere effettivi e parte virtuali, e cosi V4 oltre
il sistema {4} puo contenere altri sistemi algebrici completi a catena.

Sicche date due curve 4, B d’'uno stesso sistema virtuale, anche se ef-
fettive, non sempre si puo passare dall’'una all’altra con una catena di si-
stemi algebrici irriducibili di curve effettive. A volte 4 e B sono legate solo
da sistemi algebrici di curve tutte virtuali.

Fatto analogo a quello di due punti reali d'una curva algebrica legati
solo da una catena di punti immaginari.

Il fatto che un sistema virtuale contenga sistemi lineari virtuali si pud
considerare come un’irregolaritd del sistema stesso, in quanto esso non si

(*) Qualunque sia la curva 4 di partenza questi oog sistemi lineari &nno sempre un’im-
magine effettiva nella varietd di Picarp inerente ad F.
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presenta sempre, come nel caso generale delle curve aritmeticamente effet-
tive. E come si vede facilmente tale irregolaritd puo considerarsi inlrodotia
da una operazione di divisione. Gome appunto gli immaginari si introducono
con Toperazione algebrica di estrazione di radice sopra numeri reali. La di-
visione causa percid nel campo effettivo delle lacune e degli spezzamenti che,
a volere risultati generali, bisogna evidentemente togliere o in un modo o
in un altro. E questo si raggiunge con linlroduzione dei sistemi virtuali.

E difatti & solo con questi sistemi che la teoria della divisione piglia un
assetto completo e generale.

Noto che le considerazioni sui sistemi virtuali inno sempre riscontro
nel campo elfettivo e che ogni risultato su di essi si traduce in un risultato
del campo effettivo.

Come conseguenza delle cose dette si anno 1 due seguenti teoremi:

1.° Condizione wnecessaria e sufficiente affinché una superficie sia rego-
lare é che ogni suo sistema virluale contenga uno ed uno solo sistema alge-
brico effettivo (completo).

2.° Condizione necessaria e sufficienle affinche una superficie sia rego-
lare ¢ che ogni suo sislema algebrico di curve sia irrviducibile, cioé che ogni
curva appartenga ad uno ed uno solo sistema algebrico irriducibile complelo.

Quesli teoremi mettono in evidenza una nuova differenza caratteristica
tra le superficie regolari e quelle irregolari e mostrano ancora di pit I'im-
portanza delle eonsiderazioni svolte.

L* PARTE.

I sistemi di curve sul cono ellittico del 3.° ordine.

1. Primo esempio di curva appartenente a due sistemi algebrici irri-
ducibili e completi. Sia 4 una cubica piana di genere uno, S il cono che la
proietta da un punto O dello spazio ordinario.

Dal punto di vista birazionale, questo punto O su S va eonsiderato come
una curva C di grado — 3 e di genere uno.
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Se si trasforma S in una superficie S’, in maniera da perdere il purfto
multiplo O, la curva C non & altro che la curva di S’ in cui si trasforma lin-
torno del punto O di S.

Consideriamo il sistema lineare | 4 | delle oo® sezioni piane di S. Si prova
molto facilmente che questo sistema, notoriamente completo, a la serie ca-
ratteristica completa.

Ne segue che | 4] non solo & completo come sistema lineare, ma lo &
anche come sistema continuo e non pud percid essere contenuto in nessun
sistema continuo irriducibile di dimensjone maggiore.

Fra le curve di |4 vi sono le sezioni piane di S che passano per O;
ognuna di queste oo® curve si compone evidentemente della curva ¢, come
parte fissa, e di tre rette complanari di S. Sia I una tale curva:

L=C+R1+R2+Rs-

Questa curva L oltre appartenere al sistema lineare | 4|, appartiene anche
al sistema continuo ¥ delle curve che si ottengono sommando la curva fissa C
a tutte le possibili terne di rette di S, sistema anch’esso oo’ e completo come
st prova direttamente.

Ne segue che | 4| e ¥ sono completi, distinti, entrambi 0o® ed anno a
comune le oo® sezioni piane di S passanti per O.

Esempi analoghi vedremo pit tardi su una qualsiasi superficie irrego-
lare, d’onde il:

Teorema 1. Sopra una superficie algebrica F irregolare esistono curve ap-
partenenti a due sistemi algebrici irriducibili e compleli.

Il fatto poi che | 4| sia parzialmente contenuto in ¥ ei da questaltro
teorema: .

Teorema II. Una curva pud appartenere totalmente ad un sistema irri-
ducibile completo Y, senza che tutle le curve del sistema lineare completo da
essa individualo apparlengano a Y.

Infine osservando che sebbene l'insieme dei sistemi lineari in cui si di-
stribuiscono le curve di ¥ e le curve di | 4] sia un insieme irriducibile, per-
ché in corrispondenza biunivoca coi punti della curva irriducibile 4, pure
I'insieme di tutte queste curve & riducibile. D’onde:

Teorema III, Un sistema algebrico puo essere irriducibile come insieme
di sistemi lineari e riducibile come insieme di curve.

Per i caratteri virtuali delle curve in considerazione si a

n=3 =1 e 1=0

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV.
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e siccome p, in questo caso ¢ ugualea — 1, cosl per le curve di [4| e di ¥
e in particolare per L si a:

%—ﬁ+17a+1—i=9>0,

cioé tutte queste curve sono aritmeticamente effettive (anzi esse sono a ca-
ratteri generali).

Ne risulta che questa particolaritd non influisce per nulla sul verificarsi
delle proprietd eccezionali dette e che itre teoremi enunciati valgono anche
se le curve in essi considerate sono tutte aritmeticamente effettive.

Indichiamo con B una generica curva C+ R'+ R"+ R”(R', R" e R” tre
rette di S non complanari): le due curve B ed L appartengono al medesimo
sistema ¥, ma 1 due sistemi lineari | B/ e anno dimensioni diverse, 1l
primo 2 e il secondo 3. Rimane cosi provato che la dimensione del sistema
lineare completo, individuato da una curve B variabile in un sistema con-
tinuo Y, puo per posizioni particolari aumentare di valore (¥).

Notiamo infine che fra 4, L e B si anno le relazioni

AllL, LIl B,

ma, nello stesso tempo non & 4 ||| B. Quindi per la equivalenza algebrica in
senso stretto non vale la proprield transitiva.

Da tutto questo segue chiaramente la verita di quanto si & detto in ge-
nerale nella prefazione.

2. Sulle curve A, B che verificano le relazioni |A*]| = [4 B] =[B*] > 0.
Consideriamo ora piu attentamente la cubica A4 e la generica curva
B=C+ R + R"+ R" (R, R" e R” non complanari); esse verificano le re-
lazioni aritmetiche :

[47)=[4 B] = (B'] =3>0.

Ebbene io dico che per nessun valore di un numero intero ¢ positivo A
si & mai
A2 B,

cioé A 4 e A B non possono appartenere mai ad un medesimo sistema alge-
brico irriducibile.
Per dimostrare questo teorema cominciamo a considerare il sistema li-

(*) Questa proprietd & stata gia notata da RoseNBLATT.
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neare completo |2 4|; e in primo luogo proviamo ch’esso ha la serie carat-
teristica completa.

~ Per questo osserviamo che il sistema lineare completo |2 4| & segnato
su S dalle superficie d’ordine A dello spazio (¥), la sua dimensione ry sara
percio data dalla formula

nz[cgﬂ_J}_Hgy_q_1=3P;J;

e la dimensione della serie che esso segna su una generica curva (A 4) sara
uguale a:

2
r;—1=37\;—)\—1. (1)
D’altra parte (applicando il teorema di Riemany-Rocr) per la dimen-
sione pr della serie caratteristica completa si a:

pa=m—m-+10,

ny, w) € 4 rispettivamente grado, genere ed indice di specialita. Ma per le
formule d’addizione :

A2 A

m=37 e m=7A+3 5 —A+1=3 5 -+ 1,

e poiche
n—2m—2) =31

¢ maggiore di zero l'indice di specialitd 4, & zero e quindi:

St SPRPY Sl b S

pn=3x—3 3 9 ,

che per la (1) ci da:
p=mn—1 c. v. d.

Quindi |A A| a la serie caratteristica complela e non pud essere conte-
nuto in nessun sistema algebrico irriducibile pit ampio.

Osserviamo poi che. il sistema |2 4| & la curva € come curva fondamen-
tale, in esso quindi & contenuto un sistema subordinato H avente la curva

(*) BERTINI e SEVERI, Osservazioni sul Restsaiz per una curva iperspaziale n.c 3 (Rend,
della R.. Acc. delle scienze di Torino, anno 1907-08),
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fissa C e la dimensione uguale a r»— 1. Ed a prescindere o no dalla curva
fissa C, tale sistema H & segnato su S dalle superficie d’ordine A che pas-
sano per O. Ma tanto H che |X 4| si possono immaginare segnati su S in
maniera diversa e sotto la forma che andiamo a dire c¢i sara piu utile.
Pensiamo su S tre rette R,, R,, R, complanari: le superficie d’ordine
X+ 1 passanti per queste tre rette segnano su § il sistema completo

/O +1)4—R, — R, —R,|= |24+ C|

e siccome esse passano tutie per O, cosi questo sistema a la curva fissa C.

Si pud quindi dire (prescindendo dalla curva fissa C contata una sola
volta e dalle tre rette R,, R,, B,) che il sistema completo |» 4| & segnato su S
dalle superficie d’ordine A+ 1 dello spazio che passano per le tre rette
R, R,, R;.

Le superficie che segnano le curve di H sono allora quelle che conten-
gono un’altra volta C, ossia che dnno punto doppio in O.

La condizione del punto doppio & necessaria, perché R,, E,, R, essendo
complanari, le superficie d’'ordine 1 -1 che le contengono non tutte anno
necessariamente punto doppio in O.

Cio detto cerchiamo di determinare il sistema continuo pili ampio a cui
appartiene la curva X B, e cominciamo percio a dimostrare che assegnate
su S due rette qualsivoglia, per es. la retta R, di sopra e una retta R, che
per comoditd prenderemo distinta da R, e R,, esiste su S una terza retta R,,
perfettamente determinata per la quale si ha:

A\B=(Oh—1)4+R +R,+R,+C (2)

Difatti indichiamo complessivamente con gy il gruppo delle 3% rette che
compongono i B,

931 — )\ (R/ +RH+RH/)

e con gyp_, il gruppo delle 3% —3 rette che compongono (A —1) L (L es-
sendo la curva del numero precedente uguale a C+ R, + R, + R,):

g3 = ()‘ - 1) (Rl -+ R, + Rs)

Nel fascio di rette di S, g, individua una serie lineare completa g—!.
Assegnando a questa serie il gruppo delle (3% — 1) rette go_, + R, + Ry,
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resta individuata una terza retta Rg per cul si a:
go_s + B+ By + B, = g,
d’onde, sommando ad ambo i merﬁbri A C, per le posizioni fatte segue:
O—1)L+R +R,+R,+C=1B
e siccome & (A —1) L =(—1) 4, cosi sara:
A\B=A—1)4+R,+R,+R,+C c. v. d.
Consideriamo ora le superficie d’ordine (» -+ 1) dello spazio che passano

per le tre rette i,, R,, B,, dove R, & la terza retta di S nel piano di B, e R,.
Tali superficie oltre queste rette fisse segnano su S il sistema lineare completo

](l—}—l)A—Z_%,—Rg;—Ra]=[(l—1)A+R1+1_€3—I—E—Q—QC’[. (3)

Ma le tre reite R,, R,, R, stavolta non sono complanari, e le superficie
d’ordine A+ 1 che passano per esse, anno di necessitd punto doppio in O.
Ossia il sistema completo (3) che esse segnano su S 4 la éurva 2 C come
curva fissa e percid il sistema completo

IZB|=|(0—1)4+R +R,+R,+C| . (%)

avra la curva fissa C.

Per avere la dimensione di |} B|, basta calcolare la dimensione delle
serie che su § segnano le superficie d’ordine - 1, passanti per R,, R, R,,
dimensione che ¢ data dalla formula

()oY

uguale o quella di H.

Se ora facciamo variare con continuitd una delle tre rette che com-
pongono B, per es. R", otteniamo oo' sistemi lineari che descriveranno un
sistema continuo completo Y. Finche le tre reite R, R” e R” rimangono
non complanari, per tutti questi sistemi valgono le stesse considerazioni che
per | A B|.
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Ma quando R” cade nel piano di R’ e R’, altrettanto avverra di R,, ri-
spetto a R, e R,, e le corrispondenti superficie d’'ordine %+ 1 non anno pil
punto doppio in O; il sistema (4) perde la curva fissa C, aumenta di una
unitd la sua dimensione e si riduce al sistema |[X 4|.

E chiaro dunque che |2 4| e ¥ anno la stessa dimensione r;, sono di-
stinti completi ed dnno a comune tutte le curve del sistema lineare H.

Ora la curva : 4 (4 contata ) volte) non ¢ontiene €, quindi non fa parte
di H e non pud essere contenuta in 3.

Ora un sistema continuo irriducibile che contiene 1a curva (x B) ¢ tutto
composto con curve del sistema ¥, umd1 esso non contiene mai A 4.

Ne segue che qualunque sia A, le curve 2 4 e % B non possono mai ap-
partenere ad un medesimo sistema algebrico irriducibile, quindi:

 Teorema IV. Sopra una superficie algebrica irregolare esistono curve A
e B che vemﬁcano le relazzom arilmetiche [A*] = [A B]=[B"]>0 senza che
le due curve A 4 e B, qualunque sia A, appa,rtengano mai ad un medesimo
sistema algebrico irriducibile: ! '

Questo solo teorema basta per provare quanta d]ﬁerenza paSSl tra I'equi-
valenza algebrica In senso stretto e 'equivalenza algebrica generale e come
la distinzione fatta possa influire sulla teoria della base (*).

3. Su un’alira classe interessante di sistemi di curve S Per quel che
segue c’importa considerare le curve di § del tipo

D—24+R 4R+ +E

(*) Cosi ricordiamo che uno dei teoremi fondamentali per la determinazione della base
dice: «se due curve A e B verificano la 1) esiste su ¥ un integrale semplice di terza specie
«avente 4 e B per sole curve logaritmiche ».

Infatti, dice il Severi, se 4 e B verificano la 1) per certi valori X le due curve A 4 ¢ } B
sono algebricamente equivalenti, Sia 2 un sistema oo! che contenga ¥4 e 3B, ¢ la curva
piana che rappresenta le curve di Zed a e b i punti corrispondenti alle due curve 1 4 e 2 B.
L’integrale abeliano di terza specie I che a i due punti e e b come punti logaritmiei coi pe-
riodi 41 e —1, interpetrato su F da un integrale di Picarp di 3.% specie che a come curve
logaritmiche le sole curve 4 e B. .

Ma per poter parlare d’integrale abeliano I, la curva ¢ deve essere necessariamente ir-
riducibile e quindi 2 deve essere irriducibile come totalitd di curve.

" Ora il teorema sopra dimostrato prova precisamente che (qualunque sia 3) le due curve
14 e ) B non sempre appartengono ad un sistema ¥ irriducibile. In tali casi, dunque, il ra-
gionamento di Severr cade in difetto.

Vedremo pil tardi § 5 nota a pag, 202 come bisognera modificarlo,
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dove A & un numero intero =0, K'&'=1 & R, R."." R, sotio k- retté di’S.
Per poter trattare del numero ¢ e delle basi relative ad S, ¢’¢ necessario
premettere. alcune considerazioni su queste curve .

Cominciamo col dimostrare che comunque si prendomo lek rette R, R .. R,
la dimensione del sistema lineare completo | D | non varia.

In primo luogo osserviamo che larbitrarietd delle % rette, B, R,... R,
si pud limitare. Scelte difatti comunque & — 1 rette R, R,...R,_, di S, esi-
ste una k”™ retta R di S, perfettamente determinata e tale che sia,

R, +R,++--R =R +R, +---R,_,+R,

percid tutti i sistemi | D | si possono ottenere fissando ad arbitrio & — 1 rette
di S e facendone variare una k*"* opportunamente

IDISPA+EA B4+ B+ R|.

Ora per dimostrare il nostro teorema, tre casi sono da distinguere:
1°k=3h; 2° k=3h-+1 ¢ infine =3k + 2. Vedremo che basterd trat-
tare il solo primo caso. v

Sia dunque k= 3 h, sard allora = 1.

Per R, R,...R,_, scegliamo 3(h— 1) rette di §, formanti (h—- 1) terne
di rette complanau e che complessivamente indicheremo con G,,_,,, rette che
terremo sempre fisse, e per le altre due By_s, Ri_; prendiamo due rette
generiche di S, B e B". ‘

Cosl avremo:

IDIII)\A+ Gs(h_t)_}‘R'_i'l_E’,'Jr‘R’-

Indichiamo con R” la terza retta di S nel piano di R’ € R, con R la
terza retta nel piano di R’ e R, e chiamiamo G4y, la somma di due qual-
siasi terne di rette di S col gruppo Gyp_yy, SLavra: =~

ID]~=]7§A"’I‘7Gs(h+1)__R _‘Rm—-le

Tutti i possibili sistemi | D| ora si otterranno &l variare di R.

K importante osservare che le tre rette R'R” ¢ R che compaiono in
questa formula si possono supporre sempre distinte, potendo évidentemente
sostituire ad esse una qualsiasi terna R, B”, E equivalente.

Cio detto consideriamo il sistema lineare T di tutte le superficie dello
spazio d’ordine X+ k -+ 1, che hanno punto (& 4 1)*l° in 0. Quelle fra queste
superficie che passano per B, R” e R segnano su S il sistema completo | D]
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(oltre le curve fisse cioe, C contata (b +4-1) volte e le rette R, R’ e R"), perché
evidentemente si &

D= A A+ Gopy— R — R —R|=| O+ b+ 1) d— (h+1) 0~ B —R"— R

Per dimostrare che tutti i sistemi | D| dnno una stessa dimensione, ba-
sterd dimostrare che anno la stessa dimensione tutte le superficie di T che
passano per tre qualunque rette distinte di S.

Ora cid € facile a vedersi, Difatti, st osservi intanto che 7 segna su una
qualsiasi retta R’ di S una ¢} completa perche fra le sue superficie vi sono
per es. tutte le superficie d’ordine A dello spazio aumentate di (k1) piani
passanti per O, e queste sole segnano, gid, su R una g} completa. Ne segue
che se il sistema T & la dimensione r, il sistema T, di tutte le superficie
di T che passano per R’ avra la dimensione uguale a r — A — 1.

In maniera analoga si vede che il sistema delle superficie di 7', che pas-
sano per R”,a la dimensione uguale a »r — 2% — 2 e quello che di pil passa
per R & la dimensione uguale a r — 31— 3.

E questo qualunque siano le tre rette distinte B, B” e R, quindi la di-
mensione del sistema delle superficie di 7' che passano per tre qualsiansi rette
distinte di S & sempre uguale a »r —3 1 — 3 e non varia.

E in questo primo caso il nostro teorema & dimostrato.

Nei casi di k=3h+1 e k=3 h -+ 2 basta ripetere lo stesso ragiona-
mento con le superficie d’ordine (A + & -+ 1) che anno punto (% - 1)l in O
e passano invece che per tre rette di S, rispettivamente per due o per una
si anno analoghe considerazioni e analogo risultato.

E cosi il teorema resta dimostrato in generale.

Gli oo' sistemi lineari | D|, essendo d’uguale dimensione, appartengono
ad un sistema completo { D} che pensato come totalitd delle sue curve & cer-
tamente irriducibile. E siccome queste curve sono tulte aritmeticamente effet-
tive qualunque sia A e K =1, cosi possiamo dire che:

Ogni curva D=3 A+ R, -+ R,~+ -+ R, con A=0 e k=1, individua
su S uno ed uno solo sistema continuo completo irriducibile a cui essa ap-
partiene come curva totale, e, che equivalenza algebrica in senso stretto per
le curve D di questo tipo gode della proprietd transitiva se:

D||D, e D,|||D,, sara anche D|||D,.

Per 2> 0 i sistemi lineari | D| in considerazione sono tutti irriducibili.
Difatti: | D| un’involuzione in un fascio non pud essere perché essendo
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2 >0 nelle sue curve sono contenute parzialmente le curve di |» 4|. Per
dimostrare che esso non puo avere curve fisse distinguiamo due casi k> 1
e k=1

Quando 2 ¢ >1, | D si pud considerare come la somma del due sistemi
infiniti |2 4] e |R, +R,+---+ R.|, e questi non anno alcuna curva fissa.

Sia dunque k=1, | D| & della forma |D|=|>4+ R|.

Se tale sistema a una curva fissa questa non pud essere altro che R.
AT

2

quella di [x 4|, mentre per il teorema di R:R: la dimensione » di | D] &
maggiore uguale di

>

Ma cio & impossibile, se no, la sua dimensione sarebbe uguale a 3

2
Ne—rmdp,+41—i—3" ;M_x
. - . . D LRI\
che essendo per ipotesi x>0 & certamente maggiore di 3- 5

Quindi in ogni caso per x>0 | D| & un sistema di curve irriducibili.

Sia D una curva generica irriducibile di questo sistema: il sistema
completo { D} seguird su D la serie caratteristica completa e poiché questa
serie non e speciale perche [D°] —2[D]+2=3%x+ 2k & sempre maggiore
di zero, la dimensione di { D} sard uguale a {D*] —[D]+1 e conseguente-
mente quella di | D| sard uguale a [D’] — [D]=[D*] —[D] +p, + 1, ciod i si-
stemi | D| per »>>0 sono tutti regolari. Ma | D | & regolare anche per » =0;
difatti in tal easo la sua dimensione ¢ 2 — 1 e si 4 precisamente

h—1=[D—[D] +p.+1

perche ora, [D*] & zero e [D] & uguale a — k- 1. Quindi:
I sistemi lineari D | sono tulli regolari e per A >0 sono anche irridu-
cibili, composti cioé di curve generalmenle irriducibili.

Per la dimensione effettiva ry, dei sistemi | D| =3 4 -+ R, +--- R, |sia:
n,,=.3x2+mk—[(x+%&_z+ 1) (k4 1)k — 1]
32—t
=r,-+Akh-+k—1 (13 = 12).

Quando % & zero questa formula da la dimensione dei sistemi lineari
di ¥y e non quella di {2 4].
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IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 Albanese: Inforno ad alcuni concetti e teoremi fondamentals

Per avere la dimensione R;; del sistema continuo completo {D} non

c’e che aumentare 7y, di una unitd e cosi si a:
2
Bu—=32 2 akph=nak 4k

Per £ =0 questa & poi la dimensione 7, del sistema Y.

& Sul caratlere di divisibilita s di S. Vedremo fra breve che le curve
studiate, cioe le curve di |2 4], ¥x e { D} sono in fondo le pili generali curve
di S. Ma prima di classificare tutte queste curve prendiamo una curva tipo D,
per es. D= A+ R e dimostriamo che D e una retta R qualsiasi formano
su S una base anche nel campo dell’equivalenza algebrica in senso stretto.
Difatti :

Sia E una qualsiasi curva di S, p. il numero dei punti ove essa incontra B.
Se K non & composta con un gruppo di & rette, nel qual caso & gia E||[& R,
il numero p. sard maggiore di zero perche il fascio di rette di S non ha altre
curve fondamentali oltre le rette stesse.

Supponiamo dunque che sia p.= 1. La curva E e la curva » D sono
allora p secanti di tutte le rette di S; esse percid segnano gruppi equivalenti
su tutte queste rette, e in ordine ad un ben noto criterio di equivalenza di
SEVERL, dette R, R,,..., R,, Ry, R,,..., R',, opportune rette di S sara:

E_}—_-Rl—’_RQ_'_‘.'+Rr/tE£LD+R'I+R’2+."_’_R'n'

E per la proprieta transitiva dell’equivalenza algebrica in senso stretto
tra curve tipo D possiamo scrivere pit semplicemente :

E+mRB|jjvD+nR,

essendo R la retta sopra scelta.

Se nel secondo membro di questa relazione facciamo descrivere a D
gli oo' sistemi lineari di cui si compone il sistema continuo completo {D},
otteniamo oo curve p. D -+ » R distribuite in infiniti sistemi lineari distinti.
Fra essi, per un noto ragionamento, vi sard anche | E 4 m R , quindi per una
posizione particolare D' di D in { D} si avra:

E—+mR=y D +nR,
dalla quale posto |m —mn|=yv si ricava:
E+4+vR=p D oppure E=pD+vR
e infine per la solita proprietd transitiva

EtvRlleD  oppure  ElpD+vE. (5)
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Dunque qualunque sia la curva E di S, essa & sempre algebricamente
legata in senso stretto alle due curve D ed R e siccome il determinante di

= — |, & diverso da zero, D ed R sono algebricamente

(queste curve,

51
10
distinte e formano effettivamente una base. Anzi osservando che nella (5) il
coefficiente di B € uno, si puo dire che D ed R formano base minima.

Cid detto sia D' un’altra curva di § che con D verifica le relazioni:

('] = [D D] =[D7), (6)

10 dico che é:
DD

Difatti esprimiamo D’ per D ed R e sia:
D'||jv. D+ R.

Segando con D’ e poi con D si hanno le relazioni:
D=bpu+2p, =bp+1,

d’onde si ricava che & p=1 e 21 =0, cio¢ D'|||D. c. v. d.

Dunque: il numero o dei sistemi continui completi in cui si ripartiscono
le curve D' di S che con la curva a caratteri generali D veriticano la (6), &
uno. Nel n.° 1) abbiamo perd visto che la solita curva 4 e la curva
B = C-+ R + R+ R” verificano le relazioni [4*) = [4 B] = [B*], sono a ca-
ratteri generali, ma pur non & A{|B. Se quindi per calcolare ¢ si parte dalla
curva 4, si trova che o & maggiore di uno e percio:

Teorema V. Nel campo dell’ equivalenza algebrica in senso stretfo il nu-
mero 6 non ¢ costante, anche se si tratia di sole curve a caratteri generali.

5. I valori di @ sopra S. £ facile perd vedere che su S, ¢ & sempre uno
o due, ed & due solo per le curve del tipo 24+ h C, (0 X B+ 1 C) con x =1
e h=0.

La discussione che faremo ci porterd a dimostrare che i sistemi algebrici
riducibili di § non possono contenere piti di due sistemi algebrici irriducibili.

Siano percio in generale F ed E' due curve per le quali si abbia:

[E*] =[E E) = [E”} (7

Esprilnendo E ed E' per D ed R, in virti di queste relazioni si trova
subito che é:
E|ND+pR ed E|AD+pR ()
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Da queste non si puo perd concludere che sia E||| E’; tutto dipende dai
valori di % e p.

Se A & zero, sard certamente E|||E'|||x B, perche le curve E ed E’ sono
allora tipo D ed appartengono al sistema continuo completo formato con
tutte le w™* di rette di S. E in tal caso & o= 1.

Se A non & zero, sara x>0, perché %, esprimendo il numero dei punti
ove E incontra una retta di S non pud essere mal negativo. Supponiamo
che oltre 2>>0 sia anche p =0; in tal caso per le (8) E ed E’ risultano di
nuovo curve tipo D; vale la proprietd transitiva e si ha ancora E|||E’ con
o=1.

Se invece & u.<C0, cambiamo g in — p e scriviamo le (8) sotto la forma:
E+pR|AD  E'+4 pR||D.

Poscia, in queste sostituiamo alla curva D, la curva 4 + R ad essa equi-

valente linearmente; la sostituzione é lecita, trattandosi di curve tipo D, cosi
avremo:

E+pR|VA+2B E 4pR|[ 4+2R 9)

[ coefficienti A e p. sono ora numeri interi e positivi.
Poniamo % =p +-s e distinguiamo i tre casi s>>0, s =0 e s<C0.
I Caso: s>0. Le (9) allora possiamo scriverle sotto la forma:

E+4+uR|| 44 pR+sR E+4uvR|YA4+pR+sR
e per due posizioni opportune B ¢ B di R in S, si ha:
E+uR=24+pR+sR E4+uvR=rd+t+uvR+sR
da cui:
E=%d4+sR E=»d-+sR
e infine per la solita proprietd transitiva:

Ej|

"A-+sR E|r A+ sR,

cosi B ed E’ risultano ancora tipo D, sard Ef||E’ e di nuovo s == 1.
II Caso: s =0. Le (9) danno semplicemente

E+pR|DA+pR  E+4pR|rA+pR

Con ragionamento analogo a quello or ora svolto, & facile vedere che in
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queste formule p. si pud sempre supporre uguale ad uno e si ha:

E+R||* 4+ R  E 4 Rl|x4+R.

Ora al n.° 2) abbiamo visto che tutte le curve 4 4+ R si ottengono se-
gando 8 con le superficie d’ordine A 41 dello spazio che passano per due
rette di S, al variare di queste rette.

E abbiamo anche visto che quelle fra queste superficie — che passano
per una terza retta B di § — segnano su S le curve dei due sistemi com-
pleti |2 4| e ¥a. Ne segue che E ed E’ sono fra le curve di questi due si-
stemi, e siccome viceversa: due curve qualsiasi di questi due sistemi verifi-
cano le (7), concludiamo che stavolta il numero ¢ & due e si hanno i tre
casi seguenti:

E=E=%4 E||E|B
oppure
E=24 E'||» B
con

E%E:

Va notato, per quanto si disse al n.° 2), che in quest’ultimo caso non
solo & E%E', ma per qualsiasi valore di X & anche AEITH YE
Rimane ancora il ferzo caso di s<CO. Questo pero si riporta facilmente

ai casi studiati.
Difatti seghiamo le (9) con C; si hanno le due relazioni:

[E.Cl4p=2% [E.C4u=12

le quali ci provano che E ed E’ incontrano € nel medesimo numero di punti
e che questo numero & precisamente uguale ad s.

Se s & <<0 le due curve E ed E’ debbono necessariamente contenere,
come parte, la curva C contata un certo numero di volte. Indichiamo con {
il numero massimo di volte che C compare in entrambe e poniamo:

E=E +1C E=E,+I1C
Se E, ed E’, sono contemporaneamente nulle sara

E=E=1C
e di nuovo ¢=1.
Se poi E ed E’ non sono nulle, esse verificano le relazioni

(] =B, E'\]=[E"]}
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Come sopra allora resulia che E, ed E’, segnano C nello stesso numero
di punti s,, ma stavolta siccome per lo meno una delle due curve E, od E’,
non contiene piu C, s, sard maggiore uguale zero; quindi E, ed E’, sono
nelle condizioni precise di £ ed E’ nei casi sopra trattati e sono applicabili
i risultati ottenuti, cosi sara :

o EIE.]|D, o E=E,=X4, o L||E.|B
oppure
E,=»4 E B
con
B, | B
e corrispondentemente :

EWED+1C¢, E=E=34-+10  E=E=)B-+IC

oppure
E=%2441C E|»B+1¢C
con

B B

Nei primi tre casi & sempre ¢ =1, nell’ultimo invece le curve E ed E’
appartengono ai due sistemi |[A 4-+1C| e Xx—1C che hanno la curva fissa
ICesiaoc=2

Al

E si osservi che anche in questo caso, non solo E i E’, ma e anche

IE%)\E" qualunque sia .

Concludiamo che ¢ nel campo dei sistemi irriducibili ¢ uno o due. Nel
primo caso & sempre E|||E’; nel secondo, pud essere tanto E|||E’, quanto
E%E’; ma allorche E ;' £ quélunque sia A & anche A B g} »E’ e questo
avviene solo quando é:

E=2x4+1C E'=2 B+I1C con =1 e 1=0.

Quando ¢ & uno i sistemi algebrici generali corrispondenti sono irridu-
cibili anche come totalita di curve. Mentre per ¢ =2 si dnno sistemi alge-
brici composti di due sistemi irriducibili.

Come corollario ricaviamo :

Se due curve E ed E’ di S wverificano la relazione:

» B B (10)
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& anche )
E||E"

Cioé l'operazione di divisione su S, quando & possibile, &€ un’operazione
univoca.
Difatti a causa della (10) le due curve E ed E’ verificano la (7). Ora &

vero che queste possano essere verificate anche quando & E%E’, ma in tal

caso abbiamo visto che per qualunque valore di * & anche XE%)\E'; se
dunque vale la (10) bisogna che sia E||| E". c. v. d.
Per via trascendente Sevekr ha gia dimostrato questo teorema (*).
6. Classificazione delle curve di S. La discussione sopra svolta ei per-
mette anche di classificare le curve di S. Difatti abbiamo visto che una qual-
siasi curva E & sempre una curva di uno dei seguenti tipi:

1°E||[KR; 2°E=KC; 3° E||D; 1 E=1xA;
5L E||AB; 6° E|[D+1C; T°E=24-+1C; 8° E=2B+1¢.

Ora A ¢ equivalente a C+ 3 R se B & una generatrice di flesso di S,
quindi le curve A4 e tutte le curve tipo D sono tutte curve equivalenti a
kC—+h R per k ed h opportuni numeri =0 e B una opportuna retta di S.

Lo stesso dicasi di B e delle curve 2 B. Quindi le curve generatrici delle
curve di S sono C e le rette B (fatto del resto noto) (**).

Ogni curva E di S & linearmente equivalente ad una combinazione li-
neare a coefficienti interi positivi o nulli di € ed R

E=%C+hR; (11)

si badi perd che qui R non & una retta fissa, ma una conveniente retta di S.
Tutti 1 tipi di curve di § sono quindi:

1.2 k=0. Le rette e 1 loro gruppi;

2° h=0. La curva C e 1 suoi multipli;

3. h >3 k. Curve tipo D distribuite in sistemi continui completi com-
posti di co' sistemi lineari distinti e tutti regolari;

4.° h=3k. Curve di due tipi: a) curve equivalenti a 2 4 che riem-
piono il solo sistema lineare completo | X 4| a serie caratteristica completa e

(*) V.: Sulle corrispondenze tra i punii di una curva algebrica e sopra certe classi di su-
perficie (Memorie della R. Acc. di Torino, t. 64, 1903, fine del n.° 11).
(**) V. Severi, lavoro sopracitato, parte 2.2, § 3.
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con la curva fondamentale C; b) curve 2 B distribuite nel sistema continuo
completo ¥, tutte concatenate a X 4, e con la curva fissa C;
52 h <3 k. Curve aventi tutte come parte la curva fissa C contata

l=Fk— [g] volte e distribuite nei seguenti tre tipi di sistemi:

a) |["4A+1C , h=31;
by +10, h=31%;
¢y {D+1C} per h=3x+1 o 3142
7. Sul modo di comportarsi di alcune basi di S. Dopo le cose dette,
andiamo ora a trattare della teoria della base sopra S, ma tnutto dal punto
di vista dell’equivalenza algebrica in senso stretio.
Abbiamo visto che il numero base di S & due e che formano base le
due curve D e R.
Consideriamo le due curve 4 e R, escludendo perd che R sia una ge-
neraltrice di flesso.

: 31 . y
Il loro determinante ’ 10 = —1 & diverso da zero, percid esse €ono

algebricamente distinte e si possono scegliere come curve base.
Esprimiamo C per 4 ed R e sia s’¢ possibile:

ACllr A+, R, (12)

Segando con C e con R successivamente, si ha

—3a=2, A=2,,

e la (12) si puo scrivere pit semplicemente sotto la forma:
X(C+ 3 R)|r4,
e dividendo per A, giacche la divisione & univoca :
C+ 3 R||| 4. (13)

Ma se R non & una generatrice di flesso, la curva C+ 3 B & una curva
tipo B e la (13) & impossibile. Quindi & impossibile determinare tre valori
non tutti nulli di %, %, e %, in maniera che abbia luogo la (12).

Per la stessa ragione ¢ anche impossibile trovare dei valori non tutti

nulli di A, &, X, e » in maniera d’avere:

7\C+P‘A||l)‘1A+lzR+y‘A
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e cid non ostante che la curva 4, aggiunta ad ambo i membri, sia a grado
virtuale positivo.
Se pero invece d’aggiungere curve 4, aggiungiamo una retta E, si a

C+3R—+ R||4+E,

e questa & vera, perché C+4 R ed 4+ R sono entrambe curve tipo D.
Quindi se si vuole un legame in senso stretto tra C, R ed 4, la curva
d’aggiungere ad ambo i membri & R, non ostante questa abbia il grado vir-
tuale uguale a zero.
E cosi la relazione che esprime C, per la base 4 e R, &

CllA—3 R+ R—R

E qui possiamo dire che tutto va bene perché in fondo nel secondo
membro di questa relazione non compaiono che le sole curve 4 e R scelte
a base. ’

Ma non & sempre cosl.

Consideriamo difatti le due curve 4 e C; il loro determinante

3 0 |
0o _g|= "

e diverso da zero, quindi esse sono algebricamente distinte.

Esprimiamo s’¢ possibile una retta R, che non sia generatrice di flesso,
per C ed A. B facile vedere che in questo caso non si pud avere una re-
lazione che al secondo membro contenga solo curve base 4 e C; difatti una
relazione del tipo

AR[[MA+2CHpAd—pAd4+vC—vC
¢ impossibile perché come sopra dovrebbe essere —3%1 =1, e A =1,, cioé:
MCH+3R) +pAd+vC=14A+pd4vC,

chie non puo valere per le solite ragioni.
Volendo esprimere R per 4 e C si cade forzatamente nella relazione

C+ 3R+ R|]|A+ R,
ossia
4R||4A—C+R 0 3R||4A—C+ R—R,
che a secondo membro contiene la retta B che non & una curva base.
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Cosi volendo esprimere una curva tipo D, per es.: D=A4 -+ R per A e C,
si cade di necessita in una delle seguenti relazioni

1.0 LD|[|44A—C+D
9.0 3D||44— C+R— R

Quest’ultima presenta I'inconveniente di contenere la curva R distinta
dalla base e dalla curva che si vuole esprimere — la prima invece presenta
Pinconveniente di contenere nel secondo membro la curva D che si vuole
esprimere e quindi una curva variabile.

In base a questo e alla classificazione delle curve di S fatte al n.® 6),
possiamo concludere clie le curve A e C formano base, ma con Uausilio della
curva R, nonostante A sia a grado virtuale positivo.

E se qui sul cono del terz’ordine le cose procedono con relativa sem-
plicita, non altrettanto avviene su qualsiasi altra superficie irregolare. Per es.:

Trasformiamo S in una superficie §’, in maniera c¢he un suo punto M
si trasformi in una retta M’ [ndichiamo con 4 una generica sezione piana
passante per M; A4’ la sua trasformata su S (priva della curva eccezionale
di prima specie M') e cosi indichiamo con 4" e C’ le trasformate su " d'una
generica A nou passante per M e di C. Su S’ le tre curve 4, A" e C’ sono
indipendenti; difatti il loro determinante

3 3 0

9]
39  0|=09,
00 —3

¢ diverso da zero. Scegliamole allora a curve base, e vediamo se per esse
si pud esprimere la retta R di S’, omologa della retta B di S, che passa
per M (s'intende R’ priva della curva A’). Intanto una relazione della forma

PR A A2 4 A, O (14)

& impossibile, perché segando con M’, £ e C" si anno le relazioni

A=—3u M= —3p =2 X =,
i essendo un intero indeterminato, e quindi

Bu A (24 +C' +3R),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sui sistemi algebrici di curve d’una superficie algebrica. 185

che non & vera, tale essendo la corrispondente

3pdl|lr2A+C+R)
di S.

Dunque la (14), per valori non tutti nulli dei coefficienti, non puod aver
luogo.

Ma e facile vedere che la (14) non solo & impossibile di per s¢, ma lo
e anche se ad ambo i suoi membri si aggiunge un multiplo qualsiasi, o di
R o di 4 odi 4o di €. Dico ciod che insieme alla (14) sono impossibili
le relazioni:

AR +yR|2A +3 A +2C +vR,

AR v A ||} A+ 24420 +v4,

AR v A A 204420 v A,

AR v C [ A 42 A2 C 4.
Occupiamoci della prima. Come sopra essa si riduce alla forma:

3pd+vER|

|- (24"+ C'+3R)+vER.

Indichiamo con Y il sistema continuo che dovrebbe contenere queste
due curve.

Le curve di questo sistema dovrebbero segare M’ in (3 p—+v) punti, e
le rette del fascio di rette S’ in 3 p punti.

Allora il sistema ¥ di S, omologo di ¥, dovrebbe incontrare le rette di S
in 3u punti ed avere punto (3 —+v)™ in M.

Ora questo e possibile solo quando ¥ contiene la reita B per B, con-
tata almeno v volte, come curva fissa, cioé come parte comune a tutte le
sue curve.

Corrispondentemente ¥ conterrebbe la curva B’ contata v volte, come
curva fissa, tolta la quale resterebbe un sistema ¥ —v R’, contenente le due
curve 3p. A" e p. (24 -+ €'+ 3 R), che cosi risulterebbero equivalenti contro
quanto g'¢ detto sopra. Cosi stavolta Uaggiunzione ad ambo i membri della
curva R’ che si vuole esprimere non basta per avere un legame in senso stretto
tra le curve base e la curva R stessa.

Per dimostrare che sono anche impossibili le altre tre, dimostriamo pit
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in generale che ¢ impossibile una relazione del tipo:

AR v A 4-v, A"+, C

+0 A2 O v A v, A4V C,

che comprende quelle come caso particolare.
Difalti, come sopra, essa dovrebbe necessariamente ridursi alla forma:

Bud v, A v, A A4, C'|||» (24 +C +3RY4-v, A+ v, 4 v, C

e questa non vale per le solite ragioni.
Cio prova che fra R, 4’, 4" e C' & impossibile ogni qualsiasi relazione

AR A A v, Ay Ol A Ay A A €

pur essendo 4" e A’ a gradi virtuali 2 a 3.

Volendo una relazione tra R, 4, 4" e ¢’ bisogna stavolta ricorrere ne-
cessartamente all’ ausilio di wna nuova curva, distinta dalle curve base e dalla
curva che si vuole esprimere. Molto facilmente si prova che per una curva D
trasformata d’'una conveniente curva tipo D di S si ha proprio:

B3ud +Djp(24+C"+3R)+D.

Concludiamo pertanto :

Teorema VI. Sopra una superficie F' a numero base p si possono trovare
delle basi C, C,...C, e delle curve I che nel campo dell’equivalenza in senso
stretto non sono esprimibili per nessuna combinazione di C, C,. .. Cp, cioé per
esse non & possibile nessuna relazione : .

AL A-py O - pp Gy - - +PPOP,”V Ci +v, G4 -+ Cp,

per valori non tutli nulli dei coefficienti.

I questo puo accadere anche se fra le curve C, G, ... Cp ve ne sono a grado
virtuale positivo e se si vuole anche aritmeticamente eﬁ‘ettwe

E cosi sulla pit semplice delle superficie irregolari abbiamo potuto dl—
mostrare la veritd di quanto abbiamo accennato in generale sull’esposizione .
riassuntiva.

Varie altre considerazioni si potrebbero aggiungere relativamente alle
basi intermediarie e minime, ma, credendo d’aver gid detto abbastanza per
le curve di questo cono S, passo ad altri pilt interessanti esempl su nuove
superlicie.
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)

Esempi sul cono generale del 4.° ordine.

8. Esempio di curva appartenente a due sistemi conlinui completi irri-
ducibili ed entrambi composti d’oo sistemi lineari distinti.

I due esempi che andiamo ora a dare completano notevolmente quelli
gid espostl sul eono cubico ellittico.

Sia 4, una quartica piana di genere 3, S, 1l cono che la proietta da un
punto 0, dello spazio. Anche su questo cono, O, va considerato come una
curva C,, 1l cui genere virtuale &¢ 3 e grado virtuale ¢ — 4. Dimostriamo che
le superficie d’ordine L segnano su S un sistema lineare (completo) a serie
caratteristica completa.

La cosa risulta osservando: 1.° che la dimensione » di tale sistema di
sezioni e data dalla formola :

=P e

2° che il genere = di una generica curva (A 4,) &€ uguale a 2%* 4~ [, mentre
il grado virtuale » & uguale a 42*; 3.° che essendo » =2 = — 2, la serie ca-
ratteristica completa di tale curva coincide con la sua serie canonica ed ha
percid la dimensione uguale a 23* onde, ecc., ecc.

Cid detto, consideriamo tutte le superficie del terz’ordine dello spazio,
che passano per tre qualsiasi rette di S. Queste superficie passano per O,
almeno semplicemente e segnano su S, una totalita di curve contenenti tutte
come parte fissa la curva C,. Prescindiamo dalle tre rette scelte e da questa
parte fissa C,, contata una sola volta, e indichiamo con V la totalita di tutte
le curve residue.

Vogliamo dimostrare che V si compone di due sistemi continui compleli,
uno, V.., formato d’o0o'" curve, generalmente irriducibili ¢ distribuite in oo
sistemi lineari distinti, Valtro, V,,, composto d’o0o'* curve tutlte spezzate in una
parte fissa C, e in una parte residua variabile e distribuiti in oo® sistemi li-
neari distinti; V,, e Vi, hanno poi a comune un sistema V,, d’00'® curve, di-
stribuite in o' sistemi lineari distinii,

12
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Difatti cominciamo a determinare V,, e per questo siano R’, R” e B" tre
rette complanari di §,. Una generica superficie del terz’ordine che passa per
queste tre rette, passa semplicemente per 0,, e per le ipolesi fatle tutte le
superficie del terz’ordine passanti per R, R” e R” segnano su S,, olire le
curve fisse, un sistema

|E|=|34,—R —R —RB"— (]

che non ha piu la curva C, come parte fissa. In queste condizioni si trova
facilmente che il sistema | E| & irriducibile.

Difatti dette R,, B,, B, e R, quattro rette complanari di S, e R la 4.? retta
nel piano di R, R" ¢ R” si ha:

|E|=|4,+R +R +R+R +R+C|.
Ora il sistema
| A, + B, + B, 4R+ B, +R| —=| 4, |+ | R +B.+R,+ R, R,

essendo la somma di due sistemi infiniti senza curve fisse, & certamente ir-
riducibile, ne segue che

|E|=|4,+R +R,+R,+R,+R|+|C,|,

giacché non ha la curva fissa C,, & anch’esso irriducibile.

Per avere la dimensione di | £| osserviamo che 1l sistema T di tutte le
superficie del 3.° ordine che passano per B e R’, la cul dimensione & evi-
dentemente uguale a 19 — 4 — 3 =12, segna su RB” una g; avente il punto
fisso O, contato due volte, perche tutte queste superficie sono tangenti
in 0, a R". '

Ne segue che le superficie cubiche per R, R” ¢ R” coslituiscono un si-
stema di dimensione 12 — 2= 10 e che percid | E| ha la dimensione
uguale a 10.

Siccome poi le terne di retle B' R" B” complanari si distribuiscono in oo'
sistemi lineari distinti, cosi di sistemi | B[, come sopra, se ne hanno oo’.

Essi costituiscono quindi un sistema V,, d’oo'' curve distribuite in oo’
sistemi lineari distinti.

Per dimostrare che V,, ¢ completo calcoliamo i caratteri d’'una generica
curva £. Si ha: n=20 e = =10, e quindi #>27 — 2. La serie caratteri-
stica di | E| & allora non speciale ed ba la dimensione uguale a 20 — 10 = 10.
Ne segue che V,, segna su E la serie caratteristica completa e che esso &
un sistema irriducibile completo.
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Una sua generica curva F non pud percid appartenere a nessun’altro
sistema irriducibile completo. Cost E, poiché si ha:

T pt+1—i=2—10—3+1=8>0,

n

da Uesempio d’una curva aritmeticamente effetliva che sopra una superficie
d’irregolarita ¢ =3 appartiene ad un solo sistema continuo completo irridu-
cibile, ma composto di soli oo sistemi lineari distinti, invece che d’oo®,

Un fatto analogo s’¢ visto sul cono § con la curva aritmeticamente ef-
fettiva 4, che invece d’appartenere ad un sistema algebrico irriducibile d’oo’
sistemi lineari distinti apparteneva al solo sistema lineare | 4.

Vedremo pia avanti (n.° 10) che lo stesso fatto si presenta su qualunque
superficie irregolare. F si ha percio il seguente:

Teorema VII. Sopra una superficie algebrica F esisiono sistemi irridu-
cibili completi di curve aritmeticamente effettive, i cui sistemi lineari formano
un insieme di dimensione v minore dell’ irregolavita q di F.

Ma, ritornando alle curve di V, resta intanto dimostrato che V,, essendo
completo & una parte di V.

Per avere laltra parte di V, che & una V,,, non ¢’¢ che considerare
tre rette R'.R" R” non piu complanari e le superficie del lerz’ordine che pas-
sano per esse: non essendo queste tre rette complanari, tutte queste super-
ficie hanno punto doppio in O, e segnano su S, curve che contengono 2
volte C,; di una bisogna prescindere, come abbiamo fatto sopra, laltra ri-
marrd come parte fissa di tutte le curve residue.

Il sistema

| E|=|34,—R —R"—R" —¢,

ha cosi la curva fissa C,.

Osservando poi che le superficie cubiche che passano per B e B" non
sono tulte tangenti a R”, si trova che | E| ha la dimensione uguale a 9. E
siccome di tali sistemi | £] se ne hanno oo, cosi, fra le curve di V oltre V,,,
v’é anche un sistema continuo V,, d’o0' curve, aventi tutte la curva fissa C,
e distribuite in oo’ sistemi lineari distinti. Questo sistema V,, si pud definire
come il sistema di tutte le curve segnate sopra S, dalle superficie del terzo
ordine dello spazio che hanno punto doppio in O, e passano per tre qual-
siansi rette di S,. :

E chiaro poi che V,, e V,, hanno a comune tutte le 0o’ curve segnate
su S, dalle superficie del terz’ordine che hanno punto doppio in O, e pas-
sano per tre rette complanari qualsiansi di S;.
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Queste oo' curve costituiscono il sistema che sopra abbiamo chia-
.mato V,,.

E cosi il nostro teorema & completamente dimostrato.

Ne risulta che una qualsiasi curva di V,, &€ una curva (aritmelicamente
effettiva) appartenente a due sistemi continui cowpleti irriducibili, uno V,,
d’oo’ sistemi lineari, I'altro V,, d’oc® sistemi lineari.

9. Esempio di sistema algebrico a calena, i cui sistemi lineari formano
un insieme riducibile. Prendiamo dieci punti G,, generici di S, e assegha-
moli al sistema V. Il sistema V' che si ottiene si comporra di due varieta
V', e V’,. La prima composta d’oo' curve di V,, rappresenti gli oo' sistemi
lineari V,, stessi. L’altra V', composta di oo’ curve tutte di V,, e distinte
dalle precedenti.

[ sistemi V', e V', hanno poi a comune le curve di V,, che passano
per @, e che sono certamente in numero finito.

Ne segue che V' & un sistema algebrico a catena evidentemente com-
pleto e che i suoi sistemi lineari non formano una varietd irridueibile.

Le curve di V' non sono perd aritmeticamente effettive; difatti per i loro
caratteri », = € 7 si a

n=10 == 10 i =

e quindi
n—m+p,+1=10—10—3+1=—2<0.

Teorema VIIL. Un sistema algebrico a catena puo essere riducibile tanto
come insieme di curve quanlo cowme insieme di sistemi lineari.

In questo caso l'equivalenza a catena da effettivamente una relazione
essenzialmente nuova.

Osservasi che se non si vogliono considerare sistemi con punti base as-
segnati non c¢’é¢ che trasformare birazionalmente S, in una superficie S’, in
maniera che i punti di G,, si trasformino in altrettante curve eccezionali di
prima specie.

10. Sulla dimensione dei sistemi lineari d’un medesimo sistema irridu-
cibile. — Le curve di S, sopra considerate sono tutte le curve dei sistemi
lineari

|4, + R +R,+ R, + E,+ B, + C, |

al variare delle einque rette R, R,, R,, R,, R,.
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Vogliamo ora occuparci di tutte le curve
A+ B, + R.+ B, + B,

al variare di R,, R,, B,, R,.

Troveremo che tutle quesle curve costituiscono un sistema continuo completo
irriducibile ¥,, composto d’oo® sistemi lineari irriducibili e distinti i quali sono
tutti oo, tranne uno solo che & oo®.

Cosi resterd provato il

Teorema IX. Un sistema irriducibile completo Y puo a volle contenere per
intiero un sistema lineare completo | C| e cio non ostanle | C| avere dimensione
maggiore del generico sistema lineare di Y.

Veramente un 1.° esempio molto semplice di questa propriela si ha con-
siderando sulle superficie con fascio di genere p, le p** di curve di questo
fascio. Ma l'esempio che andiamo ora a dare & evidentemente pitt completo
e pilt espressivo perché tratta di curve irriducibili,

Consideriamo dunque le superficie cubiche che hanno punto doppio in 0,
e passano per qualttro rette qualsiansi di S, .

Queste superficie segnano su S, una totalitA di curve contenenti 2
volte C,.

Noi come al solito prescinderemo da tutte le curve fisse compresa C,
contata 2 volle e considereremo le sole curve residue.

Per studiare questa totalitd di curve prendiamo 4 rette R, R’, R", RB";
se queste sono complanari il sistema delle superficie del terz’ordine che hanno
punto doppio in O e passano per esse si riduce a tutte le quadriche dello
spazio passanti per 0, aumentate dal piano fisso di R', R", R” ¢ R".

Tali superficie sono evidentemente oo® e oltre le curve fisse C,, R, R’,
R”, RV segnano su § un sistema lineare completo

|Cl=|34,— R —R"—R"—R"—2C,|=|4,+ E .+ R, + R, + R.]|

(con R, R, R, R, complanari) di dimensione uguale a 8.
Questo sistema |C] &

é irriducibile perche
1A1+R1+R2+R3+R4[:[A1I+IR1+R2+R3+R4|

si pud considerare come somma di due sistemi |4, e | R, + R, + R, + B, |
infiniti e privi di curve {isse, senza che entrambi siano un’involuzione in un
fascio.
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Il sistema | C| come sistema algebrico non & completo. Difatti il grado
virtnale di [C| & 4+2.4—=12 e il genere & 3 — (4 — 1) +4— 1 =3; sicchd
la serie caratteristica di una generica curva C ha la dimensione uguale a
9=12—3.

Ricorrendo allora al solito teorema fondamehtale d’ExrRIQUEs bisogna
concludere che il sistema irriducibile completo a cul | C| appartiene deve
avere la dimensione uguale a 10.

Questo nel caso che R, R’, R", R" siano complanari; supponiamo ora
che cid non sia.

Il sistema | D| che le superficie cubiche passanti per queste 4 rette se-
gnano su S, non & pilt o® bensi o perché imponendo alle superficie del
terz’ordine di passare per R', R’, R”, R" bisogna imporre successivamente
4, 3, 3, 2 condizioni e quindi in tutto 12 condizioni; percio il sistema

IDi:[A1+R1+R2+R3_}_R4I

tutte le volte che R,, R,, B,, B, non sono complanari ¢ oo,

Al variare di queste 4 rette si hanno cosl oo’ sistemi lineari completi | D]
che determinano un sistema continuo completo ¥, ={ D} di dimensione 10,

Il sistema |C|, essendo una posizione particolare di | D[, ha per lo
meno oo” delle sue curve contenute in {D].

Ma io dico che esso & tutto contenuto in {D].

Difatti indichiamo con Y’ il sistema continuo pit ampio a cui esso ap-
partiene; per quanto s'¢ detto sopra Y sard pure oo'®.

Ora tutte le curve 4, + B, -+ R, + R, + R,, sono aritmeticamente effet-
tive, quindi in ordine al teorema di SEVERI, ricordato nella prefazione, il si-
stema Y si deve comporre con curve dei sistemi lineari | D]

Ne risulta che tutte le curve di ¥}’ sono curve di {D} e che ¥ avendo
cosl o'’ curve a comune con { D} coincide con esso. 1l sistema | C| & percio
contenuto per intero in {D].

E il nostro asserto & completamente dimostrato.

Si puod notare che essendo

7=n—s+p,+1—i4+6=12—3—-3+1—0+40

tutti quest’ultimi sistemi | D | sono regolari, mentre il primo corrispondente
alle % rette R,, R., R,, B, complanari & la sovrabbondanza uguale a 1.
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Esempi sopra una superficie irregolare qualsiasi.

11, Nuovo esempio sopra una superficie irregolare qualsiasi di sistema
algebrico irriducibile ccme insieme di sistemi lineari e riducibile come insiene
di curve. In questo paragrafo ci proponiamo di dimostrare che i fatti incon-
trati sui coni S ed S, non sono dovuti alle particolaritd di queste due su-
perficie, ma che fatti analoghi si presentano su qualsiasi superficie irregolare.

Per ora ci limiteremo a provare le proprietd pit importanti.

Sopra una superficie irregolare qualsiasi: 1.° esistono curve aritmetica-
mente effettive appartenenti a due sistemi irriducibili completi; 2.° esistono
curve A e B, che verificano le relazioni [A*] = [4 B] = [B*] > 0 senza che, per
nessun valore X, sia mat A A|||x B; 3.° per Uequivalenza in senso stretto il nu-
mero ¢ non & costante.

Sia F una superficie irregolare, | E| un sistema lineare di I7 variabile
in un sistema irriducibile completo { £}, composto d’oo? sistemi lineari tutti
della stessa dimensione r. ]

Sia poi C una curva irriducibile pure di F e variabile in un sistema
continuo } C}, che non sia un fascio irrazionale.

Supporremo, com’® lecito, che il sistema | A|=|E + €| sia irriducibile
e senza punti base.

Indichiamo poi con G il gruppo di punti ove C incontra una generica
curva 4, di |41

Il Sever: & dimostrato che assegnando al sistema lineare | 4| il gruppo G,
il sistema residuo | 4,| & la serie caratteristica completa (¥) e percid sard
completo anche come sistema irriducibile.

11 sistema | 4, ] a la curva € come curva fondamentale. In esso sard quindi
contenuto un sistema subordinato che & la curva C,= C— G come parte

(*) Sulla regolarita del sistema aggiunto. R. Acc. dei Lincei, 1908. L’osservazione che
andiamo a dimostrare & implicitamente contenuta nella nota 3 a pag. 466 di questo stesso
lavoro,
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fissa. It chiaro poi che questo sistema coincide con | E]4 C,, e che percid
| 4,] ha la dimensione uguale ad r 4 1.

Ora | E|+4- C, appartiene anche al sistema ¥ = {E)}-+ C,, che si ottiene
sommando a tutte le curve di { £} la curva fissa C,.

Che il sistema cosi fatto sia completo risulta dall’'osservare ch’esso si
compone d’oo? sistemi lineari distinti e che ognuno di questi ha di necessila
la curva fissa C,, se no la sua dimensione sarebbe per lo meno uguale ad
r-+1 e il sistema | 4,| sarebbe ampliabile, contro quanto abbiamo gia
detto.

Le curve E+ C, ci danno allora 'esempio di curve appartenenti a due
sistemi irridueibili completi e distinti, | 4,]| e X.

Anzi E + C, ci di Iesempio (sopra una superficie irregolare qualsiasi)
di una curva appartenente al sistema completo ¥, senza che tutte le curve
del sistema lineare completo | E—+ C,|=]4,]| siano contenute in ¥ (v. n.% 1).

Per 1 caratteri delle curve 4, e E-} C, in considerazione si ha:

N =[E*]+2[C, B]+[C:] = [E] 4-2 [E €] + C* — [D C]
= [E]+[C]+[E €] — | = [E] +[C] + [EC] — 1
d’onde :
N—mdp,+1—i—([E*] — [E]+p,+ 1|4+ [EC) +[C*] —[0]— [DC] +1—i
={[E*] —[E]+p.+1}4+1—i—[C],
e detta p, la dimensione virtuale del sistema | E|,
3 — [B*) = [E]+ p+ 1,
sl a:
Ne—mdpotl—i=p+1—[C]—i.
E perche si verifichi la disuguaglianza
N—z+4p,+1—i>0,
non c’é che scegliere a priori | E| rispetto a ¢ in maniera che sia
o1 —1—{C]>0.

[n tali ipotesi le curve dei due sistemi | 4,| e ¥ sono tutte a caratteri
generali e in particolare aritmeticamente effettive,
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Concludiamo che la proprieta detta si verifica anche se si tratta di curve

a caratteri generali. Si osservi poi a complemento di quanto si disse al n.° 8

che una generica curva 4, & aritmeticamente effettiva ed appartiene al solo

sistema lineare | 4,| invece che ad un sistema d’oo? sistemi lineari distinti.
12, Sul carattere di divisibilita ¢ di F. Siano

{E) (B (B
tutti i sistemi irriducibili di curve di F che con E verificano le relazioni:
[E*] = [E E\] = [E]] >0,
e insieme ad essi consideriamo 1 ¢+ 1 sistemi irriducibili:
|4, {E|+ C=%, [EJ+C..., (B }+0.
Tutte le curve 4 di questi ¢ -1 sistemi verificano con 4, le relazioni:
[4]] = [4, 4] = [4°] > 0.

Sicche se si calcola ¢ partendo dalla curva 4,, il numero che si trova
supera per lo meno di una unitd quello che si ottiene partendo dalla curva E.
Ne segue che per i sistemi irriducibili sopra F ¢ non ¢ costante anche se
si tratta di sole curve a caratteri generali.

13. Un altro esempio di curve A e B che wverificano le relazioni
[4°] = [4 B] = [B*] >0 senza che sia mai X A|||x B. Scegliamo in {E} una
curva E, distinta perd dalle curve del sistema lineare | E| e poniamo

B,=E+C,.

Per T'ipotesi fatta 4,, B, saranno algebricamente distinte in senso stretto
e verificano le relazioni:

[Ag} = [Ao Bl = [Bg] >0:
ebbene io dico che per nessun valore X & mai

YWRIEY:N

Facciamo difatti i multipli secondo A — con % qualsiasi — del sistema
| 4,] e del sistema Y.
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Il sistema |2 4,| ha punti 2" nei punti del gruppo G. Esso pud quindi
considerarsi come il sistema subordinato di [2 4] che & punti 3" assegnati
nei punti di G, e siccome questi esauriscono tutte le intersezioni di una ( 4)
con C per il ricordato teorema di Sgverr anche |2 4,| ha la serie caratte-
ristica completa.

Come al n.° 11 si dimostra allora che il sistema 7 ¥ ha la curva fissa C,:
e per concludere che ) 4, e X B, sono algebricamente distinte in senso stretto,
non c¢’¢ che ripetere il ragionamento svolto per lo stesso scopo sul cono S.
E il teorema rimane dimostrato.

Osserviamo che volendo escludere la considerazione di sistemi con punti
base assegnati non ¢’¢ che trasformare F in una superficie F’ in maniera
che, tuttii punti di G si trasformino in altrettante curve eccezionali di prima
specie.

I sistemi |4, ¥ di F’ omologhi di |4,] e ¥, non avranno pitt punti
base, non conterranno le curve introdotte nella trasformazione e del resto
verificano tutte le proprietd dette per | 4,] e Y.

Chiudiamo cosi questa prima parte d’esempi che ci & servito a dimo-
strare la necessitd di distinguere nettamente 'equivalenza generale dall’equi-
valenza in senso stretto e passiamo alla 2.2 parte sulla teoria della base,

Il PARTE.

Osservazioni preliminari.

14. In questa 2 parte tratteremo della teoria della base nel campo

dell’equivalenza algebrica in senso stretto.

Sia F' una superficie irregolare immersa in certo spazio S, e ivi priva
di singolarita.

Indicheremo con | E| il sistema delle sezioni iperpiane di F e con B una
sua curva d’ordine .

K noto, e del resto si prova con semplici considerazioni projettive, che
qualunque siano le particolaritd di B, le ipersuperficie d’ordine m di S,, che
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passano per B segnano altrove su F un sistema lineare
|D|=|mE—DB]|,

pitt volte infinito, irriducibile e senza punti base.
Per la stessa ragione, posto %, =m (n — 1), sard tale anche il sistema

[ %E—D|=|»E—mE-—DB)|=|0,—m)E+4B]|;
e a fortiori lo saranno tuttli 1 sistemi
11E+ B (15)

con =1, =%—m=m(n—2).

Possiamo percio dire, che data comunque sopra F una curva B d’ordine m,
per tutti i valori di un numero 1 a partire da l, = m (n — 2) in poi, il sistema
lineare (15) é infinilo, irriducibile e senza punti base.

L’importanza del risultato sta nel fatto che il numero I, cosi determinato
e indipendente d’ogni particolare posizione della curva B; se B varia, con-
servando Vordine m, la proprietd vale per tutte le sue posizioni e a partire
sempre dallo stesso numero I,.

In particolare se B appartiene ad un sistema algebrico ¥, composto d’co*
sistemi lineari distinti, gli oo° sistemi lineari (15) che si ottengono al variare
di B in Y rimangono tutli, per ogni valore di 1= il numero fisso l,, infiniti
irriducibili e senza punti base.

Prendiamo ora sopra B un sistema lineare | 4’| regolare ed aggiunto ad
un sistema lineare [4]. _

Per una nota formola di CasteLyvovo, detto ¢ la sovrabbondanza di
|A'+1E+ B, 3 e = ]a deficienza e la specialitd della serie che questo si-
stema segna su una generica curva (I B+ B), si ha:

O=0 05— (16)

Ma per il teorema dell’aggiunzione d’ExriQues, in virtd della seconda
ipotesi sul sistema | 4"|, questa serie & la serie canonica della curva (I E+4- B)
aumentata dal gruppo di punti ove essa incontra una curva 4, quindi = &
Zero, e

0=1s-3.

(*) V.: Alcune proprietes fondamentali dei sistemi di curve e tracciate sopra una superficie
algebrica (Annali di Matematica pura ed applicata, S. IT, T, XXV, 1899, n.° 39).
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- Ma tanto ¢ che d sono numeri =0, ne segue necessariamente :
¢=0 3 =0,

cioe | 4'+1E-+ B| & anch’esso regolare.

E questo qualunque sia =1, e qualunque sia B nel sistema 3.

E siccome per le ipotesi fatte su F, per v maggiore un conveniente nu-
mero v,, il sistema |v E| & anch’esso regolare ed aggiunto, cosi scegliendo
per sistema | 4’| il sistema |vE| e posto v,=1, +v,, si ha:

Teorema X. Dato sopra una superficie F priva di singolarita, un qual-
siasi sistema algebrico Y, di curve B, & possibile fissare un nwmero p., tale che,
per tulti ¢ valori di un numero inlero p. a partire da p., in poi, i sistemi

|w E+ B|,

dove E ¢ una sezione iperpiana di F e B una qualsiasi curva di Y, siano
tutti regolari.

Il teorema si pud notevolmente estendere e dargli anche forma inva-
riantiva.

Sia G una curva di F a grado virtuale positivo, irriducibile e priva di
curve fondamenlali.

Ebbene io dico che nel teorema di sopra alla curva E si puo sostituire
la curva G.

Difatti. Indichiamo con v e p il grado virtuale e il genere virtuale di G,
sard per ipotesi v>0, e con le solite formole d’addizione calcoliamo il grado
virtuale N, e il genere virtuale =, delle curve (k @), avremo :

k—k

N, =k 7ck=k9—i—Tv—k—+—1

e per la dimensione virtuale g, del sistema |k @], supposto %k cosi grande,
che esso sia non speciale :

E—k
P = Tv—k9+k+pa,

che, per l'ipotesi di v>0, ci permette di dire che per 2= un conveniente
numero £, il sistema |k @G| & infinito e aritmeticamente effettivo.

Il sistema |% G| non pud essere riducibile per tutti i valori di %, difatti
un’involuzione in un fascio non pud evidentemente essere, quindi se esso
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riducibile, deve avere qualche curva fissa. Ma fra le curve di (kG| v'é la
curva G contata k volte, e poiche la G & per ipotesi irriducibile, cosi tale
curva fissa deve coincidere con G contala un certo numero h di volte. Ne segue
che, posto ¢ =k —h, il sistema |f G| e suoi mullipli sono tutti irriducibili.

Si prova anche facilmente che (uesti sistemi |G| sono semplici. Difatli
al crescere di ¢, la dimensione del sistema | G| cresce come #*, mentre la di-
mensione della serie che esso segna su una generica sezione iperpiana di
cresce solo come #, ne segue che a partire da un certo punto in poi il si-
stema |t G| contiene il sistema | E| delle sezioni iperpiane di F.

Ma le curve E che passano per un punto M di F non passano per nessun
.altro punto. Percio, se tutte le curve |t G | che passano per M passano per un
altro punto N, questo deve essere punto base del sistema | { G — E|. E siccome
tale sistema non pud avere che un numero finito di punti base, cosi | G|
¢ semplice.. Osserviamo che se [¢ G| ha dei puntii base, tali punti noi 'in-
lenderemo sempre assegnati con la loro multiplicita effeltiva.

Cio detto trasformiamo F in una superficie F' in maniera che il si-
stema | £ @G| si trasformi nel sistema delle sezioni iperpiane di #'. Poiché per
ipotesi |t G| non ha curve fondamentali, F' non avra singolarita come F.

E chiaro quindi che nel teorema di sopra alla curva E si pud sostituire
la curva (! G) e che per I= un conveniente numero ,, 1 sistemi |1t G + B/,
qualungue sia B in ¥, sono tutti regolari.

Per dimostrare completamente il nostro asserto bisognera ancora pro-
vare che questa proprietd vale anche quando il coefficiente di G non & mul-
tiplo di £, bisognera in altri termini dimostrare che detto 4 un qualsiasi nu-
mero tra 1 e (t—1), & possibile aggiungere al sistema |1t @ - B| la curva
(¢ G) senza alterarne la regolaritd. Ora questo si prova facilinente.

Basta infatti osservare che se [I{ G+ B & regolare, per la solita formula
del CasTeLNUOvO, lo & anche |11 G+ B+ G|, e poilo sard |1{G - B+ 2G|
e cosi via fino a [1tG+B+({¢—1)G|.

Prima di finire osserviamo che la condizione di @ irriducibile non & ne-
cessaria; basta per esempio che la curva G sia composta di parti irvidueibili
e a grado virtuale positivo. Difatti se &

G:G1+G2++Gk € Gl’ G2,-A--a Gk
sono irriducibili e a grado virtuale positivo, per convenienti numeri X, %,... 2,
1 sistemi

|)\xG117 ])‘2G2|7°"a l)‘kal
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sono irriducibili, sicche detto % un multiplo comune di A, %,..7, anche

sard irriducibile e privo di curve fondamentali come @, onde, ecc., ecc.
Per brevitd conveniamo di chiamare generica una curva di F, quando
essa & priva di curve fondamentali e composta di sole curve irriducibili a
grado virtuale positivo. Allora si a:
Teorema XI. Dato sopra F un sistema algebrico Y, di curve B e una curva G
generica, & sempre possibile fissare un numero p., tale che per tutli ¢ valori di
un numero p. @ partire da p, in poi, ¢ sistemi

|v. G+ B,

che si ottengono al variare di B in Y, siano lutti regolari.

In particolare posto B= @G si ha il

Corollario. Se G ¢ una curva generica di F per p. = un convenienle nu-
mero p, la curva (v G) appartiene ad un solo sistema irriducibile |p. G} com-
posto d’oo? sistemi lineari tutti regolari.

I teoremi dimostrati portano a varie conseguenze. Con essi intanto co-
minciamo a conoscere sopra una qualsiasi superficie irregolare la esistenza
di sistemi algebrici completi composti di sistemi lineari distinti tutti rego-
lari e rappresentabili quindi con i punfi di una varietd irriducibile V.,
d’oo? spazi V, razionali. Per Vequivalenza algebrica in senso stretto fra curve
di questa natura vale la proprieta transiliva.

(a2

Le curve 4 e B che verificano le relazioni [42] = [4 B] = [B*].

15. Sopra la solita superficie S siano 4 e B due curve algebriche dello
stesso ordine che verificano le relazioni

[47] = [4 B] = [B*] = n> 0. (16)

Il ragionamento svolto da SEverr su tali curve, nel secondo paragrafo
della sua prima Memoria sulla base, prova che per opportuni numeri interi 3,
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i sistemi lineari completi |2 4| e |» B| appartengono ad un medesimo si-
stema continuo ¥» di sistemi lineari. Da questo perd non ¢ lecito dedurre
che corrispondentemente sia X A|||» B. Cid sarebbe possibile se, per ragioni
particolari del caso, si sapesse che Y» & irriducibile, non solo come totalita
de’suoi sistemi lineari, ma anche come totalitd di tutte le sue curve, come
avviene, per es., trattandosi di curve (» E-+ B) o (n G -+ B) del paragrafo
precedente o di curve tipo D del cono ellittico del terzo ordine.

Questo perdo non si verifica in generale, come nel caso delle curve 4
e B del cono ellittico studiate nei nn. 1 e 2 o delle curve 4, e B, studiate
nel n. 13 sopra una qualsiasi superficie irregolare, e percio tale deduzione
non & sempre possibile. Come totalitd di curve ¥\ pud essere riducibile e
A4 e A B, pur essendo concatenate fra di loro, possono essere algebrica-
mente distinte in senso stretto per qualsiasi valore di A

Eecco quello che si puo dire in generale.

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che qualunque sia il sistema ¥
¢ sempre possibile fissare una curva G di F ed un numero v, tali che per
v.=m, 1l sistema |v G -+ C]| sia regolare, qualunque sia C in Y. Al variare
di € questi sistemi deserivono quindi un sistema continuo V irriducibile
anche come totalitd delle sue curve, ne segue che per p=yp, & sempre

“G+21 Al G+ B. (17)

Questa formula vale anche se si abbandona lipotesi di # >0, cioé se
due curve 4 e B dello stesso ordine verificano le relazioni:

[4*] =[4 B]l=[B*]=m=0; (18)

esse sono sempre legate da una relazione (17).
Difatti presa una curva G qualsiasi per le curve

A4, =vG@+ 4, B,=vG-+B
si ha, come sopra, [4}]=][4, B,]=[B!]>0 e quindi
L G@+AVE 24| G+2AvG 42 B

che rientra nel tipo (17). Concludiamo :
Teorema XII. Se sopra una superficie F, A e B sono due curve algebriche
dello stesso ordine che verificano le relazioni

[4°] = [4 B] = [B], (19)
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detta G una curva generica di F, ¢ sempre possibile fissare opportuni numeri
interi e positivi X e un numero p,, tali che, per p.=y,, si abbia

v G+ A||x G+ B. (17)

Si noti che viceversa se 4 e B sono due curve legate da una relazione (17),
esse sono dello stesso ordine e verificano la (19), quindi nell’ipotesi di 4 ¢ B
dello stesso ordine la (17) e la (19) sono Vuna conseguenza dell’altra (*).

I importante osservare che la curva G che compare nella (17) si pud
fissare a priori e una volta per tulte indipendentemente da 4 e da B.

Dipendenti da 4 e da B sono invece di due numeri A e p.

Va anche notato che se la curva ¢ presenta una grande arbitrarietd,
pure per essa non puo scegliersi una qualunque curva di F. Né ogni curva
"a grado virtuale positivo pu6 prendersi per curva G. Abbiamo difalti visto
che condizione essenziale per tale curva & quella di non avere curve fonda-
mentali; cosi, per es., sul cono S per curva ¢ non pud mai scegliersi una se-
zione piana. Del resto negli esempi esposti abbiamo piu volte notato tale
impossibilita.

Se una delle due curve in considerazione 4 o B, per es. 4, & essa stessa
una curva generica di F, allora per curva G possiamo scegliere la curva 4,
sicche per p.=u, tutti i sistemi |p A+ C], dove C & una qualsiasi curva
di ), sono regolari e costituiscono un sistema V irriducibile anche come
totalitd di curve.

Supponiamo p. multiplo di %, p.==k&x. 1l sistema V contiene allora i due
sistemi lineari |(A+1)2 4] e |(k+ 1)xB| e conseguentemente posto
l,b=k-1 si a:

£% At B,
qualunque sia t=t,.
Teorema XIIL. Se sopra wna superficie F, A e B sono due curve dello

(*) Se nel ragionamento di Severr per dimostrare che quando 4 e B verificano la (16),
esiste su F un integrale di terza specie avente 4 ¢ B come sole curve logaritmiche, alle due
curve 2 A e X B si sostituiscono le due curve p G424 e p G+ 1 B, 'obbiezione fatta alla
fine del n.° 2 (vedi nota a pag. 172) viene rimossa perch¢ allora per il teorema di sopra esi-
stono certamente sistemi irriducibili £ che contengono ¢ G+2 4 e p G+ 2 B. Con tale so-
stituzione la dimostrazione corre rigorosissima e la conclusione finale rimane la stessa perché
in ultimo, la curva ausiliaria G non risulta curva logaritmica dell’integrale I costruito. Anzi
con questa osservazione la dimostrazione si estende anche al caso che 4 e B verificano la (19)
invece che la (16).
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stesso ordine che verificano le relazioni (16) e di pis una di esse, per es. A,
¢ generica per opportuni numeri interi e posilivi X, si ha: '

2 4[| B. (20)

Questo & un caso notevolissimo ed evidentemente molto generale. Si puo
quindi dire che il teorema di SEVERrT, su queste curve dal campo dell’equi-
valenza algebrica in generale, si trasporta tale e quale in quello dell’equi-
valenza algebrica in senso stretto con la semplice condizione sopra detta
per la curva 4.

Noto che il coefficiente » che compare nella formola (20) del teorema
precedente non coincide con I'analogo coefficiente di SEver1 per la equiva-
lenza generale.

In seguito a questi teoremi & chiaro che il criterio di SEvVERI per rico-
noscere se pilt curve sono o no legate in generale rimane tale e quale anche
nell’equivalenza in senso stretto.

Condizione necessaria e sufficiente affinche U curve algebriche C, C,...C,,
tracciate sopra una superficie algebrica F, siano legate da una relazione del
tipo

MO +0C 4 MG+ v @l Cpy + -+ -+ G+ G (21)

¢ che sia nulla lao malrice discriminante dell’ aggruppamento (C, C,... C),
cioe
Ny Nyg o oo Ny,
Woy Mgy o o o Ry,

M=|...........|=0

My Mg oo o Ny

M, M, ... N

dove & n,=mn,,=[C;C,] e m, l'ordine di C,.

Da questo teorema si deduce che allorché la matrice M non & nulla, le
curve (C, C,...C) sono algebricamente distinte tanto in generale quanto in
senso stretto. Anzi si pud dire che in tal caso (C,C,...C) non possono

essere nemmeno concatenate e sono percio distinte in tutti i sensi,
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Osservazioni sulla teoria della base.

16. La teoria delle base nel campo dell’ equivalenza algebrica in senso
stretto. 11 Severt In virtl di un teorema fondamentale di Picarp sugli inte-
grali di terza specie di F, & dimostrato che quando ! supera un certo nu-
mero fisso ¢ (numero base di F') la matrice M del numero precedente &
sempre zero qualunque siano C,C,... C,; mentre cid non & pidt vero se @&

=¢. Vi sono cioé su F aggruppamenti (C,C,...Cp) la cui corrispondente
matrice M & diversa da zero; anzi in tal caso il SEvERr mostra che & diverso
da zero il determinante dellaggruppamento (C,, Ci,..., Cp), cioé il determi-
nante d’ordine p formato colle prime p righe di M.

Riunendo questi teoremi con i risultati del numero precedente possiamo
dire :

Teorema XIV. Se sopra una superficie algebrica F, a numero base g,
c, C,..., C, S010 o curve a determinante diverso da zero, ogni allra curva C
di F ¢ legata ad esse con una relazione del tipo :

)\C+)‘x 01-}‘"'+7‘tCt+VGlllfjt+10t+1+"'+PPCp+VG’, (21)

essendo A un numero intero e positivo, v un numero intero qualsiasi a par-
tire da un certo v, in poi, A;, Ayyerny Ay Cyp05een, e Opportuni numeri interi
positivi non tutti nulli e G una qualsiasi curva generica di F.

Per esprimere questo diremo che C & legata algebricamente in senso
stretto a C, C,... C, con lausilio della curva G e che C,(,... G, formano
sopra F' una base con l'ausilio della curva G.

Nella (21) dipendentemente dalle curve C, C, ... Cp il numero v puo anche
essere zero. Abbiamo perd dato esempii in cui v & necessariamente diverso
da zero, anche quando fra C, C, ... Cp vi siano curve a grado virtuale positivo.

La curva @ ha una grande arbitrarietd e qualche volta si puo far coin-
cidere o con una delle curve C, C,... C, della base, o con la curva C che
si vuole esprimere, ma s’¢ visto che cid non & sempre possibile e che a volte
per la particolarita delle curve date C, C,,..., C, non pud coincidere con
nessuna combinazione I, C, 41, C, -+ 1, Cp.
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Va notato che questa curva ausiliaria G compare necessariamente anche
per le basi di SEVERI nell’equivalenza génerale, sola differenza & che in questo
caso G ha maggiore arbitrarield e pud essere sostituita con una -qualsiasi
curva a grado virtuale positivo di F, mentre nel caso dell’équivalenza in
senso stretto @ deve essere generica in F. In ogni modo quello che importa
rilevare & che per ora la presenza di questa curva G si rende necessaria.

17. Costruzione di una base senza curva ausiliaria. Un problema fon-
damentale si presenta a questo punto.

E possihile.scegliere le curve base C, C,... Cp, in maniera da non ren-
dere mai necessario lausilio della curva @, tale ciog, che qualunque sia C
su F nella (27) v possa farsi sempre uguale a zero?

La risposta & affermativa.

Indichiamo con 4, una generica curva del sistema |v E| multiplo se-
condo p del sistema | E| delle sezioni iperpiane di F'; supporremo p. cosi
alto che le curve (p E) siano aritmeticamente effetlive e che il sistema alge-
brico {p E} da esse individuato consli d’oo? sistemi lineari distinti irriducibili
e regolari.

Evidentemente 4, non ha curve fondamentali ed & generica su F.

Sia B una qualsiasi curva di F algebricamente distinta da 4,. Ogni
curva 4, =~k 4, -+ B, qualunque sia %, & algebricamente distinta da 4,. Di-
fatti, posto [4%] =mn,,, [4, B] =v,;, =y, [B*] =vs,, m, ordine di 4,, p, or-
dine di B sard per ipotesi '

Wiy Vi
Vor Vaa = M :\: O~

m, U,
Ma da tali posizioni segue :
[Ax Az] = Nyp = Ny = k Py V12, ' [A;] =Fk "y + 2k Vg 1 Voo

e detto m,=km,—+p. Pordine di 4,, per la matrice dell’aggruppamento (4, 4s)
si avrd:

Ry Ny, 2T Eng v,
Nay Moy | = | B0y Vi B0 2k v+ Ve
m; m, m, " kwm,+ P

In questa matrice sottragghiamo dalla seconda riga la prima moltipli-
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cata per k e poscia dalla seconda colonna la prima moltiplicata pure per &;
¢io facendo essa si riduce alla matrice M, che per ipotesi & di caratteristica
due. Ne segue che (4, 4,) hanno la matrice discriminante diversa da zero
e sono algebricamente distinte, qualunque sia &.

Scegliamo % cosi alto che 4, non abbia curve fondamentali e che gli
oo? sistemi lineari di cui si compone il sistema algebrico da essa individuato
siano tutti irriducibili e regolari. La curva 4, si puo allora supporre irri-
ducibile.

Determinata cosi 4,, sia C una terza curva di F algebricamente distinta
da A4,, 4,. ‘

Si consideri la curva 4,=%k 4, + C, si prova come sopra, che le tre
curve 4,, 4,, 4, sono algebricamente distinte tra di loro e che per & suffi-
cientemente grande, 4, non ha curve fondamentali ed appartiene ad un si-
stema algebrico composto d’cc? sistemi lineari distinti irriducibili e regolari.

E cosl si continua replicando lo stesso processo. Alla fine si saranno
trovate p curve algebricamente distinte

4, 4,...4,,
irriducibili senza curve fondamentali e ciascuna variabile in un sistema con-
tinuo d’oo? sistemi lineari regolari.

In virta della (16) di GasTeLnvovo & chiaro poi che detti A, 2%,...7,,
¢ numeri positivi non tutti nulli, anche le curve linearmente equivalenti a
NA A2 A, 4 -+ 4, godranno delle stesse proprietd, e che percio l'e-
quivalenza algebrica in senso stretto fra curve di tale natura gode della pro-
prietd transitiva.

Sia 4 una curva qualsiasi di F'; per il teorema precedente esisteranno
del numeri %, p, v e una curva G per i quali si avrd:

)‘A+)‘x Al—l_‘+)tAf+VGH|Vt+1A:,—1+"+f/‘pAp+VG (91')
Poniamo
A'=)‘A+)\1Al+',.+llAt, B':y't-kxAt+1+"'+{JpAp,

dalla (21’) segue allora:
[4%] =4 B]=[B"]>0.

E poiché la curva B’ cosi fatta & generica sopra F, per il teorema XIII
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si avra ¥ A'J||N B e includendo Y in Xy, X,y Ay Prprgeen, Yot

AA+M A A NA e At e dp (%).)
ossia posto Xy, =-—yt+l,..., A, = — u,, simbolicamente,
NA+2 A A 4,]]]0 : (23)
e posto invece = —p,, hy=—p,,0., h=—y, A=y
| Al A A ve 4 (24)

Teorema XV. Sopra una superficie algebrica F a numero base s & sempre
possibile fissare opportunamente o curve A, A,... 4, tali che, una qualsiasi
curva A di I sia legata algebricamente ad esse con una relazione (22), (23), (24).

Va notato.che qui le curve 4, 4,... 4, sono opportune p curve di F. In
generale ¢ curve algebricamnente distinte non formano una base di tale natura.

18. La teoria della base mel campo dell’equivalenza lineare. Ripren-
diamo la relazione {22) e sommiamo ad ambo i suoi membri la curva 4,

)‘A—‘_)‘lAl_'{_"'+7‘tAt+All|ly‘t+lAt+l+“'+{JPAP+A1-

Facciamo variare la curva A4, del secondo membro nel proprio sistema
algebrico } 4,). Per ogni posizione 4 di 4, si avrd sempre:

7\A+)‘1A1+'"_I_)wAt—}“Al“,V'H-lAt+1+"‘+}’~p14p+f£ ’ (0-25)

e per note proprietd della varietd di Prcarp relativa ad F, esisterd una po-
sizione 4, di 4 per la quale la (25) si riduce lineare, cioé: .

7‘A+()\1+1).A1+"'+7'3AzEP‘t+1 At+1+"‘+§/~pAp+Z,. (QG)

Osserviamo che per ottenere questa relazione, 4, basta farla variare in
un sistema ¥, subordinato di {4,} e composto di sole o* eurve due a due
linearmente distinte; si ha percio: '

Teorema XVI. Sopra una superficie F ¢ sempre possibile fissare p curve
A, 4, ... 4, e un sistema ¥ d’o0' curve linearmente distinte due @ due,
tali che, qualungque curva A di T sia legata ad esse e ad wuna curva A,
di Y, perfettamente delerminata da A, con una relazione d’equivalenza lineare
del tipo (26).

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIV. o7
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Diremo per questo che le curve 4, 4,... 4, e le curve di ¥ formano una
base lineare.

E evidente a priori che per una base lineare sono sempre necessarie le
curve d’un sistema oo%

Algebricamente il teorema dimostrato s’esprime:

Sopra una superficie F & sempre possibile fissare ¢ curve 4, 4,... 4, e
un sistema Y, d’oc? curve tali che, presa una qualsiasi curva A di F, esiste
una funzione razionale dei punti di F avenli i suoi poli e ¢ suoi zeri unica-
imente sulle curve A; 4,... 4, e su una curva A, di Y perfettamente deter-
minata da A.

Osserviamo che se 2, ¢ >0 le curve | (3, + 1) 4, — 4, | esistono e sono
curve di {2, 4,!. '

Prendiamo la varietd di Prcarp di F che rappresenta i sistemi lineari
di {4,} e siano M ed N i punti corrispondenti ad |4, e [4,].

Il punto M contato %, + 1 volte individua in questa varietd una 9%f+1 (nel
senso di CasTeLNUOVO). Esistono allora dei punti @ tali che %, volte @ pitt N
sia un gruppo di g%;_l_l. Se @ rappresenta il sistema |4,| corrispondente-
mente siavrd |(}, +1) 4, — A= E, [, di modo che la (26) si pud scrivere:

)-A+)\144:1_'l_“'+)tAtE‘t+1At+1+"'+PPAp- (%7)

Con la (27) parrebbe che si potesse diminuire di una unitd il numero
delle curve fisse per una base lineare, ridurre cioé la base lineare alle sole
curve 4,, 4,,..., 4, e quelle di Y.

Ma cio non ¢ perche il coefficiente 2, non sempre ¢ diverso da zero di-
pendentemente da 4.

Certo uno, 1, dei coefficienti in ogni caso deve essere diverso da zero
e il ragionamento precedente invece che per la curva 4, si puo rifare per
la corrispondente curva 4;. Ma in tal caso il teorema a cui si giunge & il
seguente:

Sopra una superficie algebrica F & sempre possibile fissare ¢ sistemi con-
tinui di curve '

DD R ¥

ciascuno d’oo® curve, tali che ogni curva A di F sia esprimibile linearmente
per o — 1 curve, arbitrariamente scelte in certi p— | di questi sistemi, e per
un'alira del rimanenle sistema, perfettamente determinala da A e dalle p — 1
curve scelte.
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Questo teorema s’interpreta anch’esso algebncamente dando 111000 ad
un resultato analogo a quella di sopra.

Osserviamo che le considerazioni qui svolte sulle basi lineari si possono
anche fare partendo da una qualsiasi base C, C,... Cp (¥).

Le cose dette fin qui sulle basi generali si riportano tali e quali nella
teoria delle basi intermediarie e minime, si anno considerazioni e risultati
analoghi, ma per non dilungarci pitt ollre omettiamone un esplicito svol-
gimento e passiamo alla terza parte.

IT1» PARTE.

Prime considerazioni sull’operazione di divisione ed esempi.

19. Proprieta del numero o nel campo dell’ equivalenza generale.

In questa terza parte del lavoro abbandoneremo il campo dell’equiva-
lenza in senso stretto e faremo uso delle semplici nozioni d’equivalenza al-
gebrica generale ed a catena date in principio nell’esposizione riassuntiva.

Sia 4, una curva di F a caratteri generali e consideriamo tutte le curve 4
dello stesso ordine di 4, e che con 4, verificano le relazioni

[(A)=[4, 4] =[4]=n>0" (@8)

Per le ipotesi fatte il numero ¢ dei sistemi algebrici (generali) in cui si
distribuiscono tutte queste curve 4, & evidentemente finito (**). Indichiamo
tali sistemi con

{4}, (4.),..., [4e). (29)

Il numero s gode di due proprietd fondamentali:

(*) Notiamo che queste considerazioni sulle basi lineari si nfenscono alle sole super-
ficie irregolari.

(**) Sever1: 2,* Memoria. La base minima, Annales de 1'Ecole normale, T. 25,
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1.° ¢ indipendente dalla curva A di parlenza, finché questa rimane o
caratleri generali e percido & un carattere di F.
2.9 ¢ un invariante assoluto.
Sia B un’altra curva di F pure a caratteri generali, e indichiamo con

{Bx}a {Bz}a-“v {Bo’} . (30)

tuttl i sistemi algebrici distinti di curve B che con B, verificano le solite re-
lazioni
[B]] = [B, B] = [B’]. @G

Io dico che & ' = . Difatti essendo B a caratteri generali i sistemi

{B’1}:{B1}={B+A1‘_‘A1}; [Brz}:{Bl—F‘Al—‘Ag},..., )

(32)
{B’u}: ‘Bl —l“Ax‘Aa}

hanno tutti la dimensione virtuale positiva e sono sistemi di curve effettive
di #. In virth della (28) tutte le curve B di questi sistemi (che evxdentemente
sono dello stesso ordine) verificano con B, la (31).

Ne segue che ogni sistema { B’;} & un sistema (30) (*).

Da questo non si deve perdo concludere senz’altro che & o’ = s; per fare
una tale deduzione occorre ancora dimostrare che ¢ sistemi (32) sono tutli
distinli fra di loro, fatto che nel campo dell’equivalenza algebrica generale
é vero e si dimostra facilmente, ma che nel campo dell’equivalenza algebrica
in senso stretto non & pitt vero, come provano gli esempi dati nella 1.* parte.
Quindi la necessitd, in queste considerazioni, di far uso dell’equivalenza
generale e dei corrispondenti sistemi algebrici, ¢ non dell’equivalenza in senso
stretto.

Sia s’ possibile

[B1+A1_A¢}Z{B1+A1_Ak}a
allora i due sistemi lineari |B, + 4, — 4,|, | B,+ 4, — 4, | appartengono

ad un medesimo sistema algebrico e per una posizione particolare 4, di 4,
nel proprio sistema {4,) (per ipotesi composto d’oco? sistemi lineari) sara:

Bl—l_-Al—_AiEBl_‘—Al—‘Afk e A.-—-A &y

(*) Fino a questo punto la dimostrazione si trova nel Severt; memoria citata a pag. 209,
n.° 3,
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cioeé 4; & una curva di {4,} e quindi {4,}=1{4,}, il che vale solo quando
& i=~F. Ne risulta che ¢ =o. '

Invertiamo ora le considerazioni scambiando 4, con B,. Avendo sup-
posto B, pure a caratteri generali, i sistemi (32) saranno composti d’ oot
sistemi lineari e come sopra si avrd ¢=d. D’onde segue che & proprio
6=—=4¢ c. v. d. ]

Osservazione: Cosa avviene quando B, non & a caratteri generali? [n tal
caso 1 sistemi (32) possono in parte non esistere, cioé essere alcuni effettivi
ed altri virtuali.

Supponiamo che siano tutti effett1v1 che, come vedremo, & un caso reale;
sard ancora 6 ==¢'?%

Per la prima parte della dimostrazione sara cerlamente ¢’ =0, ma ora il
viceversa non si pud pit stabilire perché non & detto che i sistemi (32), pur
esistendo tutti, siano composti d’oo? sistemi lineari distinti, e due curve B,
e B, con i¢=j=% potrebbero dar luogo ad un medesimo sistema

{A1+B1~_B;,={A|+B1—Bk}

Vedremo con esempi che questo caso si verifica e ¢ pud effettivamente
superare ¢ e di li le prime contraddizioni con i risultati di Severr. Questa
¢ un’altra ragione che impone la necessitd di dimostrare che 1 sistemi (32)
siano tutti distinti.

2.% ¢ & un invariante assoluto. Difatti:

Se F si trasforma in una superficie F’ seuza che nella trasformazione
vi siano elementi fondamentali, n& nell'uno n& nell’altro senso, la proprieta
¢ evidente. Tanto su F che su F’ ¢ avrd sempre lo stesso valore.

Supponiamo che nella trasformazione un punto M di F si trasformi in
una curva eccezionale di prima specie M di F". ’ ,

Sopra F, la curva 4, di partenza, per calcolare s, scegliamola irriducibile
e non passante per M. La sua trasformata 4’, su F' sard allora irriducibile,.
non incontrerd M’ in nessun punto, avra il grado virtuale » uguale a quello
4, e come 4, sard a caratteri generali. '

Sia 4" una curva di F' dello stesso ordine di 4’, e verificante le re-
lazioni: '

[4]=[4 4] =[4"] =n>0, (28)
e del resto qualsiasi.

Sappiamo che per le relazioni (28) 4, e 4" incontrano una qualsiasi
eurva di F' nello stesso numero di punti, quindi il numero delle intersezioni
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(virtuali) tra 4" e M" & zero come per 4, e M'. Ne segue che la curva 4
di F, omologa di 4', avra pur essa il grado virtuale uguale » (anche se passa
per M). Siccome poi 4, non passa per M i punti comuni ad 4 e 4, sono
gli omologhi dei punti comuni ad 4’ e 4', e percid anch’essi in numero di n.

La curva 4, verificando cosi le (28) appartiene ad uno del sistemi (29),
per es. ad {4;}, e corrispondentemente 4" appartiene al suo sistema trasfor-
mato {4';}.

Concludiamo che tutte le curve A’ di F’, dello stesso ordine di 4, e che
con questa verificano le (28), appartengono ai sistemi

(A 4, ... {4,

trasformati su F’ dei sistemi (29) e che essendo questi sistemi algebrici di-
stinti, sopra F' il numero ¢ corrispondente alla curva 4’,, a caratteri ge-
nerali, ha lo stesso valore che sopra F.

In ordine a noti teoremi sulla trasformazione delle superficie da cid ri-
sulta che ¢ & un invariante assoluto. c. v. d.

20. Due teoremi preliminari.

Teorema XVII. Se sopra una superficie F due curve A e B a grado

virtuale positivo verificano insieme ad una terza curta C di F la relazione

A+ C=B+0, (33)

esisle un numero ), tale che per tulti ¢ valori di » a partire da X, in poi si
abbia :
YA=\B (A=2,).

Difatti essendo 4 e B a grado virtuale positivo & possibile determinare
un numero A, tale che per A=), le due curve (x 4) e (» B) siano aritmeti-
camente effettive e quindi contenute in due sistemi algebrici (generali) {2 4)
e {4 B! composti d’oc? sistemi lineari distinti.

Ebbene io dico che questi due sistemi coincidono.

Infatti dalla (33) qualunque sia % e quindi anche per A =2, si a sempre

AA+AC=EAB+2C,

e per la proprietd transitiva dell’equivalenza algebrica generale fra curve
aritmeticamente effettive, detta B una qualsiasi curva del sistema {» B}, sara
anche

AVA+AC=B+1 0
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Ma quando B descrive gli oo? sistemi lineari di {* B} il sistema | B+ % C|
descrive tutti gli oo? sistemi lineari del sistema algebrico {3 4 -+ C|{, quindi
per una posizione particolare B’ di B in (X B} sara

AA+2xC=B+2C
ossia
NA=DPH.

Questa ci prova che per A=12, la curva X 4 & contenuta nel si-
stema {Xx B}, ossia che per tutti questi valoridia, {24} e {x B} coincidono,
c. v. d.

L’'importanza di questo teorema sta nel fatto che, come proveremo tra
breve, le due curve A e B che verificano la (33) possono essere algebrica-
mente distinte fra di loro.

Vedremo quali conseguenze se ne ricaveranno.

Intanto queste considerazioni si possono invertire e si a:

Teorema XVIII. Se 4 e B sono due curve di F che per ogni numero \ o
partire da un certo », in poi, verificano la relazione:

AA=2B, (A=) (3%)
esistono curve C di F per le quali si &:
A+ C=B+C. (35)

Difatti se 4 e B soddisfano la (34) esse sono dello stesso ordine e ve-
rificano le relazioni
[47) = [4 B] = [B]

conseguentemente 1 sistemi (a caratteri generali)

sono tutti effettivi e composti di curve dello stesso ordine, essi percido sono
in numero finito e a partire da un certo punto in poi debbono riprodursi.

I chiaro d’altra parte che si riproducono periodicamente e siccome per
A=), in virth della (34) & sempre:

(E+4)(4d— B)|=|E)

cosi da %, in poi tutti i sistemi detti coincidono col primo.
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N

Ne segue necessariamente che essi coincidono tutti con {E} e si a:

{E-+A--B|={E}, -
ossia

E-+A—B=E,

F essendo una conveniente curva di { E}, e infine:

E+4+A=7F+ B. c. v. d.

Concludiamo che la (33) e la (34) sono una conseguenza dell’alira.

21. Esempio di divisione con piiv di o sistemi quozienti. Premesse queste
considerazioni riprendiamo i ¢ sistemi (29) e indichiamo con R,, R,,..., B,
le loro rispettive dimensioni. Supporremo che R, sia il pitt piccolo fra questi
numeri e che nello stesso tempo sia R, minore del grado virtuale » comune
a tutti 1 sistemi (29): R, <n.

Indicheremo con v I'indice del sistema {4,]; trattandosi di sistemi alge-
brici non lineari, sard v=2. A

Scegliamo sopra F' genericamente un gruppo Gg, di R, punti. Le curve
di {4,} passanti per questo gruppo le chiameremo:

Ay, Ay,..., 4,. - (36)

Per lipotesi fatta su R,, rispetto a R,, R,,..., Re, in ogni altro si-
stema { 4,} esisteranno delle curve passanti per Gg,. Di queste curve ne pos-
sono esistere anche infinite e distribuite in pit sistemi; noi perd ci limite-
remo a sceglierne una sola 4;, ad arbitrio, in maniera da avere ¢ — 1 curve

A,, A,,..., A, (37)

algebricamente distinte due a due e tutte passanti per Gp,.

Fra le (36) e le (37) avremo cosi s =4 +-v—1 curve passanti per Gg,,
con s>,

Trasformiamo F in una superficie ' in maniera che i punti del gruppo
Gg, sl trasformino in altrettante curve di prima specie, che complessivamente
indicheremo con G'g,.

Sopra F' le curve omologhe delle curve (36) e (37) (depurate dalle rette
eccezionali G'p,) siano:

A/n:All; A'l‘za‘-'v A/x;a A'Ey"" A's. (38)
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Due qualsiansi di queste curve sono algebricamente distinte tanto in senso
generale che in senso stretlo, anzi non possono essere nemmeno concatenate.
Difatti 4',,, 4',.,..., 4A';, sono isolate, e percid non sono equivalenti a
nessuna curva di F'; in quanto poi a due curve 4’; e 4’, con ¢ ==k, esse sono
distinte percheé tali sono le due curve 4,4 G'g,, A%+ G'g,.
E chiaro poi che tutte queste s curve sono a grado virtuale n’ = n — R,
che per ipotesi ¢ maggiore di zero, e a due a due s’incontrano in #»" punti, esse

quindi verificano le relazioni:

[A'?,-] = [AH Allk] = [ ] = [A’Z] [A',, A’] =

’ ’ . Z,k:1,Q,..,,v‘
— (4, 4] =n>0 (“:Q)

Esistono allora dei numeri 2 per i quali si &
AL =N A, ENA L, EN A, SN A, (39)

esisterd cioé sopra F un sistema algebrico ¥» di curve che contiene tutte
queste curve (A 4'))... (2 4%). A :

Dividiamo ¥, per % e ricordiamo che il valore di s sopra F’ coincide
con quello di F. Fra le curve quozienti di questa divisione vi sono tutte le s
curve (38), che abbiamo dimostrato essere tutte distinte.

Essendo s > ¢ risulta che questa divisione ha piw di ¢ sistemi quozienti.

Osservazione I. A questo punto potrebbe nascere il dubbio che perche
si verifichi questa proprieta, tuttii sistemi quozienti debbono, necessariamente,
essere oo’. "

E qualche volta cid avviene.

Difatti i o sistemi (39) si possono pensare tutti regolari come 1 sistemi
costruiti al § 4, cioé composti d’oo? sistemi lineari regolari; in tal caso le
dimensioni R, R, ... R, risultano tutte uguali e conseguentemente le curve (38)
saranno isolate e gli s sistemi quozienti tutti oo’

Ma non sempre & cosi; si possono costruire facilimente esempii in cui fra
i delti s sistemi quozienti ve ne sia qualcuno composto d’oo curve.

Riprendiamo il cono S, generale .del 4.° ordine del § 2: ivi ¢ & uguale
ad uno. Al n.° 8 abbiamo visto che le superficie del 3.° ordine dello spazio
che passano per tre qualsiansi rette di S,, segnano su S, oltre le curve fisse
un sistema algebrico V composto di due sistemi continui connessi V,; e V,,,
uno di dimensione 11 e l'altro 12.

Annali di Maten;,atica, Serie 111, Tomo XXIV. 28
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Ebbene per superficie F' prendiamo questo cono e per sistema { 4,) questo
sistema V; la cosa & possibilissima perche le curve di V sono a carattere ge-
nerale e il loro grado virtuale 20 & maggiore delle due dimensioni 11 e 12.

Per gruppo Gg, stavolta sceglieremo un gruppo G,, di 11 punti generici
di §,; per tale gruppo allora passeranno un numero finito di curve
A, A,...4, di V,, e almeno un sistema algebrico ¥ d’oo’ curve di V,,.
Trasformando S, come s’¢ fatto per F si ottiene una superficie 8, a numero
¢ =1 dove 1 sistemi algebrici

PA ) (A ) A (40)

e il sistema oo, ' sono tutti distinti fra di loro e quozienti d’una certa di-
visione. c. v. d.

Si capisce poi come questi esempit si moltiplicano e si completano sui
coni d’ordine superiore.

Osservazione II. 1’esempio di sopra & stato costruito su F’ che & una
conveniente superficie di un dato corpo di superficie irregolari birazional-
mente identiche fra di loro. Ove si volessero esempi analoghi sopra la super-
ficie irregolare F qualsiasi, basterebbe considerare su di essa le curve (30)
e (37) col gruppo Gg, assegnato.

Dunque di questi esempii se ne hanno su qualunque superficie irregolare
e si ha:

Teorema X1IX. Sopra una qualsiasi superficie irregolare vi sono divisioni
il cui numero di sistemi algebrici quozienti supera il valore di s relativo alla
superficie stessa.

29. Esempio di divisione per un numero A pri’no con 5 non UNILOCQ.
Le curve
A Ay A,

oltre soddisfare le relazionl sopradette e di essere algebricamente distinte
con le curve Gp, verificano evidentemente le relazioni:

A+ G =L+ Cp= A, + (g, (41)

Per il teorema del n.° 20 esisterd allora un conveniente numero intero
e positivo 2, > 1 tale che per qualunque X=12, si abbia:

P Alng)\A,le' ' 'g)\A,w ()‘}«)‘0)' ("“Q)

Questo ci prova sopra la superficie F’ Tesistenza di curve 4" e B’ che
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per conto loro sono algebricamente distinte, mentre per tulli i valovi di un

\

nuero h a partire da un cerfo 1, in poi é sempre

»A'=\B. (%3)
Da questo ricaviamo:
1.° Se p. & il pin piccolo numero intero e positivo per cul vale la re-
lazione
pA=p B

non & lecito in nessuna maniera dal confronto di questa con la (43) concludere
che e p. un divisore di
In altri termini seguendo tutti i numeri interi

Vs <P2<[/s vee
per cui valgono le relazioni

va’Ey.l_B'” Pre A/;U'zBra lu'sA';y"‘” B’

i

questi numeri non si ripetono periodicamenlte.

2.% Nella dimostrazione del primo teorema del n.° 20 abbiamo visto
che allorché due curve 4" e B’ sono legate dalla relazione 4’4+ C=B+C
la curva + (4’ — B’) riproduce 1 sistemi lineari d’ogni sistema algebrico { E} a
caratteri generali, cioé le curve | E+ 4 — B| sono ancora curve di {E}. In
virti delle (41) bisognerd allora dire che 4 (4',, — 4’,,) gode della stessa
proprietd, e cid nonostante 4, e 4A’, sono algebricamente distinte.

Quindi: Una curva +- (4"— B') pud riprodurre i sistemi lineari d’'un si-
stema algebrico a caratteri generali senza che contemporaneamente sia

A'=B;

ossia + (A" — B') puod essere Uidentita nel senso di SEVERI (*) senza che con-
temporaneamente sia A'=DB. ‘

3.9 Giacche le (42) valgono qualunque sia il numero 2 a partire da un
certo 1, in poi, scegliamo un numero A=13, e primo con ¢ sard anche:

PV =S (D '’

(*) 11 Severt chiama appunto identitda una curva M d’ordine zero a grado virtuale zero
che riproduca i sistemi lineari d’un sistema {E} a caratteri generali —{ B+ M}={E] —.
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Esistera allora su F un sistema Y1 che contiene queste curve
WA . (VA

Dividiamo ¥y per x: fra i sistemi quozienti distinti vi saranno

{4 )., 4,1 con v=2

quindi la divisione non & univoca nonostante sia X primo con s. E se si ri-
guarda losservazione I del numero precedente sivede che le curve (40) e X
sono in condizioni perfettamente analoghe e che percio

Teorema XX. Sopra una qualunque superficie irregolare esistono sistemi
algebrici generali, che divisi per un ) primo con s, danno luogo a piw sistemi
quozienti (Uoperazione non é univoca) e fra questi sistemi quozienti ve ne pos-
sono essere anche infiniti.

Osservazione I. Supponendo che le curve (29) di partenza siano tutte
prive di curve fondamentali e generalmente irriducibili, in tutte le relazioni
considerate nei numeri 21 e 22, all’equivalenza algebrica generale si pud so-
stituire 'equivalenza algebrica in senso stretto. Pud darsi pero che per tale
sostituzione sia necessario ingrandire i coefficienti 2 ivi considerati, sibbene
questo non influisce per nulla sui risultati. Del resto si capisce a priori,
che le proprietd dette valgono a fortiori nel campo piu ristretto dei sistemi
continui irriducibili. '

Pitt importante invece ¢ osservare che in tutte le considerazioni di questo
paragrafo all’equivalenza algebrica si pud sostituire, senz’altra variazione,
I'equivalenza a catena; i risultati rimangono tali e quali.

Difatti tale sostituzione non pud evidentemente avere alcuna influenza
sulle questioni riguardanti il numero s, giacche allora trattasi di sistemi di
curve a caratteri generali e le due equivalenze algebrica e a catena coincidono.

In quanto poi ai teoremi XVII e XVIII si pud fare di piu, e cioe, nell’i-
potesi sostituire 'equivalenza a catena e nella tesi lasciare 'equivalenza ge-
nerale, ottenendo cosi un’estensione dei teoremi stessi. Cosi per il teorema XVII
si.pud dire: Se 4 e B verificano la relazione

A+ Cl|B+C
esiste un %, tale che, per A =12, si abbia

VA=12B;
e lo stesso per laltro.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sui sistemi algebrici di curve d'wna superficie algebrica. 219

Trattando per ultimo dei teoremi XIX e XX basta osservare che le
curve (38) non solo sono distinte in generale, ma lo sono anche nell’equi-
valenza a catena. ,

Dunque anche nel campo dei sistemi algebrici a catena sidnno divisioni
con pit di ¢ sistemi quozienti e divisioni per numeri A primi con s non
univoche.

Osservazione 1I. Le proprietd incontrate in questo numero, per le curve
a caratteri non generali, si allontanano dai teoreri di Severr sulle divisioni.

Cid non dipende piu dalla distinzione tra equivalenza in senso stretto
ed equivalenza generale o a catena, come per le cose dette nella 2.2 parte.
Qui entra un nuovo fatto e precisamente che nel campo dell’equivalenza
algebrica (sia a catena o generale o in senso stretto) la sottrazioue unon &
un’operazione univoca; cloé se (in generale) :

Al|B, 0C||D,

ed esistono le curve |4 — C e |B— D|, queste non sempre sono concate-
nate fra di loro.

Equivalenza virtuale e sistemi virtuali.

23. Ancora sulle divisiont per un nuinero : primo con ¢ non univoche.
Riprendiamo le considerazioni del n.° 22 per studiare un po’ pit da vicino
le divisioni, per un numero A primo con s, che danno luogo a pit sistemi
quozientl.

Siano 4 e B due curve di F sottomultiple, secondo questo numero, d’una .
stessa curva D

A*A=2B=D. (44)
A pag. 269 della Memoria: Complementi alla teoria della base il SEVERI

s’oceupa di tali curve. Ma se si segue attentamente il suo ragionamento, te-
nendo presente quanto abbiamo detto nelle prime considerazioni-del numero
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.

precedente, I'unica conclusione a cui si deve giungere & che Poperazione
—+ (4 — Bj riproduce i sistemi lineari d’ogni sistema algebrico { £} di curve
aritmeticamente effettive, cioé che il sistema { E—+ 4 — B} coincide con { E].
In tali condizioni le curve 4 e B verilicano la relazione:

A+E=B+E, (45)

che insieme ai teoremi del n.° 20 ci da:

Teorema XXI. Se sopra una superficie ' A e B sono due curve che per
un certo numero ) primo con s verificano la relazione X A =1 B, esiste un nu-
mero k, tale che, per qualunque A== 1, st abbia sempre » A=1% B.

Ma 3, non sempre coincide con l'unitd, e dalla (45) non sempre si puo
dedurre 4= B, nel qual caso vi saranno pilt sistemi quozienti.

Per poter ritenere univoca tale'divisione bisognerebbe potere in gqualche
modo non considerare come distinte le due curve 4 e B legate dalla (45).

Anzi si arriva proprio al risultato generale:

Le divisioni per un numero \ primo con 6, nel campo dell’ equivalenza ge-
nerale, si possono ritenere univoche se non si considerano come distinte due
curve A e B legate con uw altra curva E di F da una relazione (45).

E questa osservazione si riflette anche sulle considerazioni del n.° 21.
Perche & vero che allora abbiamo trovato una divisione con s v — 1 sistemi
quozienti, ma v fra questi sistemi sono costituiti dalle curve A4',,, 4’,,,..., 4,
che verificano le relazioni

A,u + G'121 gA,xz _"l_ G’R, E — A'1v+ Glﬂl Py

analoghe alla (45).

Ora se & possibile la convenzione di sopra queste curve non si debbono
considerare pilt come distinte ed ¢ sistemi quozienti si riducono proprio & o.

E cosi almeno in questo caso particolare le cose si aggiustano anche
per il numero dei sistemi quozienti.
' Ora il fatto & generale e siamo cosl condotti ad introdurre nuove defi-
nizioni e ad ampliare ancora una volta il campo dell’equivalenza.

2%. Definizione dei sistemi virtuali. Osserviamo che se due curve 4d e B

verificano la (4b) per una opportuna posizione £ di E in {E| si ha

|B|=|A+E—E| (16)

e viceversa da questa si ha la (45).
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Se nella (46) facciamo variare E in {E], si ottengono oo* sistemi lineari
distinti | B|, non sempre effettivi, ma tutti rappresentabili con i punti della
varietd (irriducibile) di Picarp inerente ad F. Ebbene ampliamo il ecampo
delle curve effettive con le virtuali e poniamo le seguenti definizioni:

Data sopra F una curva A qualsiasi (anche virtuale) chiameremo sistema
virtuale V,, individuato da A, la totalita algebrica irriducibile, oo?, dei sistemi
lineari (46) che si oltengono, fissando una curva E in un sistema algebrico { E| di
curve aritmeticamente effettive e facendo percorrere ad E tutti i sistemi lineari
dello stesso sistema.

La prima cosa da fare per legittimare questa definizione & di mostrare
che essa & indipendente dalla curva E fissata in { £} non solo, ma & anche
indipendente dal sistema { E | stesso. Dimostreremo di pilt e precisamente che
dette D e D due qualsiasi curve di F concatenate fra di loro, D ||| D, il si-
stema lineare | 4+ D—D| & uno dei sistemi | B| dati dalla formula (46).
Bisognera provare che si pud determinare una posizione E, tale che sia:

A+D—D=A+E—E
ossia

E=E+D—D.

Ma se E ¢ una curva aritmeticamente effettiva e D e D appartengono
ad uno stesso sistema algebrico a catena, il sistema lineare |E -+ D—D
avrd la dimensione virtuale positiva, sard effettivo e contenuto in {E}.
Quindi la curva E che si cerca esiste ed & perfettamente individuata da
D e D.

Ne segue che il sistema V, dipende esclusivamente da A.

Una curva B, effeltiva o virtuale, appartenente ad uno dei sistemi lineari (46)
diremo che appartiene a V,. E due curve Be B’ appartenenti al medesinio si-
stema virtuale le diremo equivalenti virtualmente e in simboli scriveremo :

B ~ B.
Vuol dire allora che ¢ B=A-+E—E e B’EA—]—E—E ossia
B+E=B-+E,

cioe B e B soddisfano la (45).
25. Proprieta dei sistemi virtuali. Ecco le proprietd piti importanti di
questi sistemi:
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1.° Se 4 e B sono due curve di F concatenate fra di loro, 4 ||| B, in
particolare algebricamente equivalenti sia in generale che in senso stretto, &
anche 4 ~ B. Quindi il sistema algebrico a catena C, individuato da A ap-
partiene per intero al sistema virtuale V,.

Il sistema virtuale V, amplia percio C,.

Quand’eé che questi due sistemi coincidono?

Ora ogni sistema lineare di C, & un sistema lineare di V,; percheé essi
coincidano bisogna allora che (, contenga, come V,, oo sistemi lineari; e
viceversa. Quindi

Teorema XXII. Condizione necessaria e sufficiente affinche i due sistemi
V. (virtuale) e Oy (a catena) coincidano, é che C, sia composto d’o? sistemi
lineari distinti.

Concludiamo pertanto, che perle curve E aritmeticamente effettive e per le
curve a caratteri generali, il sistema virtuale Vg coincide col sistema alge-
brico | E}. -

Quando perd il sistema a catena C, a cui appartiene la curva 4 di par-
tenza non & composto d’oo? sistemi lineari, ¥V, e €, non coincidono, allora
O, & contenuto in V,, ma V,, oltre questo sistema, contiene altri sistemi li-
neari di curve che possono essere tutti virtuali, ma fra i quali a volte ve ne
possono essere anche effettivi.

Se siamo sulla superficie ' del n° 21 ¢ per curva 4 prendiamo la
curva A';,, allora il sistema virtuale V4, si compone delle sole v curve
Ay ... Ay e di nessuna altra curva effettiva; i restanti sistemi linearl sono -
tutti virtuali. Lo stesso dicasi sulla superficie F per la curva 4, con il gruppo
di punti Gg, assegnato.

Se siamo invece sulla superficie S, e per curva di partenza si prende
la curva che allora abbiamo indicato con 4’,., il sistema Vz, si comporrd
delle v curve distinte 4',,...4’,, e delle curve del sistema algebrico infi-
nito ¥; tutti. gli altri sistemi lineari sono virtuali.

‘In generale quindi un sistema virtuale pud contenere pid sistemi alge-
brici a catena (effettivi)

21, 227'”5 Er ) (47)

non connessi fra di loro.

IZimportanza di questi sistemi virtuali sta appunto nel legare assieme
questi sistemi algebrici (47), che nel campo effettivo sono invece distinti fra
di loro.
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2.9 I’equivalenza virtuale gode della proprieta transitiva. Se
A~B e B~ C ¢&anche 4~C.
3.° La soltrazione nel campo virtuale & un’operazione univoca. Se
A~B e C~D &anche 4—C~ B—D.
Difatti dalle ipotesi segue:
B=A+E—E e D=C-+E—E,
che sottratte membro a membro danno:

A—C+E—E=B—D ossia A—C~B—D.

Si osservi che nel campo dell'equivalenza algebrica quando si ha

A=B e C=D
¢ anche
4—C

il

B—D (48)

(e lo stesso per l'equivalenza a catena), ma questa relazione ha un significato
puramente formale; sta ad indicare che ¢ A+ D=B - C e non ha alcun
altro significato all’infuori di questo. Cosi se esistono le curve | 4— C] e
| B— D] per la (48) non si puod dire che queste curve siano algebricamente
equivalenti.

Invece quello che noi abbiamo sopra dimostrato & precisamente che se
¢ A~Be C~ D, le curve | 4A— (| e | B— D| sono pur esse equivalenti vir-
tualmente.

Dunque Ia sottrazione non & univoca nel campo effettivo, ma lo & nel
campo virtuale. Ne segue che quando ¢ 4=B & anche 4 —C~ B —C,
sicche :

Teorema XXIII. Imponendo alle curve d'un sistema algebrico di passare

per una curva (in particolare per punti assegnati), ¢ sistemi algebrici distinti
in cui si distribuiscono tutle le curve residue, appartengono ad un medesimo
sistema virtuale.

Con lequivalenza virtuale alcuni dei teoremi dimostrati acquistano una
forma pit semplice e generale; cosi i teoremi del n.® 20 si possono esprimere
pitt semplicemente cosi:

Annali di Matematica, Serie [1I, Tomo XXIV. 29
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T

a) Condizione necessaria e sufficiente affinché due curve A e B per tulli
t valori d’un numero % a partire da un certo A, in poi verifichino le relazioni

A24A=1iB
& che sia
A~ B.

Ne segue che il teorema XXIII si pud enunciare:
b) Condizione necessaria e sufficiente affinche due curve A e B verifichino

le relazions

2A=2rB

Il

per un numero A priio con ¢, é che sia :

A~ B.

Cosi dai teoremi del § 5 si a:
c) Se sopra una superficie F, A e B sono due curve dello stesso ordine

che verificano le relazioni
[4°] = [4 B] = [B’],

esistono dei nuneri interi * per ¢ quali si ha:

rA4~XxB.

d) Condizione necessaria e sufficiente affinché l curve, C, C,... C,. d'una .
superficie I’ siano legate da wna relazione

)‘101+)‘2C2+"'7‘701N0

a coefficienti interi, posilivi, negativi o nulli, ma non tutti nulli, ¢ che la ma-
trice discriminante dell’ aggruppamento (C, C, ... () sia zero.

e) Ne segue che quando sopra una superficie a numero base p, C,,
Cy,y..., Co s010 0 curve a delerminante diverso da zero, una qualsiasi curva
di F e legata virtunlmente od esse con nna relazione del tipo :

)LCN)W Cl+“"+;\p0p-
Tali basi (C, C,... C,) si potrebbero per eid chiamare virtuali e dare il
nome di basi effettive alle basi (4, 4, ... 4p) costruite nel n.? 17.

Osserviamo per ullimo che da tatto questo risulla chiaramente che un
sistema virtuale qualsivoglia si pud considerare come differenza tra un si-
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stema algebrico { | composto d’oo? sistemi lineari effettivi ed un’opportuna
curva.

Analogamente un qualsiasi sistema virtuale a grado positivo si puo con-
siderare come sistema quoziente fra un sistema algebrico { £} ed un oppor-
tuno numero 3.

Quindi il fatto che un sistema virtuale pud contenere dei sistemi lineari
non effettivi si puo ritenere come un effetto di tali operazioni.

Sul carattere di divisibilitd ¢ d’una superficie.

26. Il numero ¢ nel campo virtuale. Sulla solita superficie F sia 4, una
curva effettiva a caratteri generali. Sappiamo allora che tutte le curve effet-
tive A di F, dello stesso ordine di 4,, e che con essa verificano le relazioni:

(4] =[4, 4] = [4] (49)
si distribuiscono in ¢ sistemi algebrici:
UREVRNRP RN (50)

Questi sistemi essendo a caratteri generali sono tutti composti d’oo? si-
stemi lineari dislinti e coincidono con i corrispondenti sistemi virtuali:

Vi, Vi, Vag. (51)

Tutte le curve effettive o virfuali di questi sistemi verificano con 4, le
dette proprieti e viceversa, & chiaro che ogni curva 4 effettiva o virtuale, le-
gata nel modo detto ad 4,, appartiene ad uno di questi sistemi.

Questo pero se si parte da una curva 4, a caratteri generali; partiamo
ora da una curva B, qualsiasi, anche virtuale, e vediamo cosa avviene delle
curve B dello stesso ordine e verificanti le relazioni [B}] = [B, B] = [B’].

Qui il risultato ¢ completo.

Difatti: se B & una tale curva, 4, + B, — B sara una delle curve 4 di
sopra e apparterra ad uno dei sistemi (b1), per es. a Vy,, cioé:

A1+BI_BNA1'
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e da ‘questa:
B~B +4,— A4,.

Ne segue che tutte le curve B in considerazione sono virtualmente equi-
valenti ad una delle ¢ curve

B, =B, +A4,—A4, B,=B,+A4,—4,... Bs=B,+ 4, — 4.,
ossia appartengono ai sistemi virtuali
Ve, VB, ... Vgs. (92)

Viceversa ogni curva di questi sistemi & evidentemente una curva B.
Ora i sistemi (52) sono tutli distinti, perche, ove fosse Vp, = Vg, cioe
B, ~ B,, dovrebbe essere:
i . B1+A1_AiNB1+A1_Ak
e quindi
A; ~ A,, ¢] VA‘ = VAk,

il che pud avvenire solo quando & i=k.

Concludiamo :

Teorema XXIV. Data comunque una curva B di F (effeltiva o virtuale
a caralteri generali o no), tutle le curve B di F dello stesso ordine e che con
essa verificano le relazioni [BY] = [B, Bl = [B?], si distribuiscano in numero
fisso o di sistemi virtuali. '

I questo numero ¢ oltre non dipendere dalla curva B, da cui si parte,
¢ anche un invariante assoluto (v. n.° 19).

E cost in questo campo virtuale il carattere di divisibilifd ¢ acquista un
significato pit netto e pit completo.

27. Il gruppo fondamentale della divisione. Sia = 4 — B una curva

’ordine zero e a grado virtuale zero. '

Supponiamo che la curva B, del numero precedente sia una sezione
iperpiana di F e consideriamo la curva B, + C.

Per le ipotesi fatte, le due curve B, ¢ B, + C sono dello stesso ordine
e verificano le relazioni:

[Bi] =[B. (B, + O)] ={(B, + C.)],
per cui detta B, una conveniente curva (H2) sard :

Bl—'_CNBiNBl—i_Al__Ai
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e per l'univocita della sottrazione nel campo virtuale :
C~A4,—A4,.

Da questo intanto segue che qualsiasi curva d’ordine zero e a grado
virtuale zero, ¢ virtualmente equivalente ad una ed wna sola delle s curve di-
stinte :

oM=4 —A4 My=4, —4,... Ms=A4,— 4.. (53)

Cioe rispetto all’equivalenza virtuale le curve d’ordine zero e grado zero
st riducono alle sole o curve (53).

Prese comunque due curve fra queste, M, e M,, distinte o coincidenti,
chiamiamo loro prodotto la curva

-D/I;—i'_Mk ~ (-Al - A;+A1 _Ak))

essendo anche questa una curva d’ordine zero e grado zero; detta M, un’op-
portuna curva (53), sara :
M, + M, ~ MM,.

Per tale operazione dunque le curve (53) si riproducono e siccome per
il prodotto cosi definito vale la proprietd commutativa e la proprietd asso-
ciativa :

1.° M, ~+ M, ~ M,+ M,
2.0 (M, + M)+ M, ~ M, + (M, + JM,).

Possiamo dire:

Teorema XXV. Le curve d’ordine zero e grado virtuale zero d’ una siper-
ficie F rispetio all’equivalenza virtuale, formano un gruppo abeliano Go di
curve rappresentabili con le curve (53).

L’ordine del gruppo e o. L’identitd sard rappresentata dalla curva 1,
perche qualunque sia % € sempre

MM, =x(4,4,)~0
e quindi
MMM, ~ MM, .
Ne segue che se p; & 1l periodo di MM, sard

p; M, = s (Al _”A;) ~ (Al — Ax) ~ 07

cioe p; 4, ~u, 4, e sard p, un divisore di g,
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In generale se una curva C=4 —B a grado virluale zero e d’ordine
zero coincide con Videntita M, sara :

A—B~ A4, —A4,~0
ed
A ~ B.

Risulta allora che, seguendo tutti i numeri interi p. per 1 quali si ha:
py A~py B pyA~p, B p, A~ps B ...

questl numeri coincidono con tutti i multipli di ¢,, perche se 4 e B verifi-
cano queste relazioni, la curva 4 — B sard d’ordine zero e a grado virtuale
zero e le relazioni di sopra si possono scrivere

(A—B) ~0 p(4—B)~0 p,(4—B)~0...

v, sard allora il periodo di (4 — B) e g, p.5... saranno tutti i suoi multipli.

Volendo interpretare G come gruppi d’operazioni, basta considerare I,
come la curva che bisogna aggiungere ad 4, per passare da 4, ad 4, o dal
sistema V4, al sistema Vy,, e si pud dire che il gruppo G, & il gruppo d’o-
perazioni che ci porta da una curva 4, alle sue curve associate 4, 4, ... 4q.
E in questo senso si ricade in un concetto del SeVERL. Se non che, definendo,
come fa il SEvERI, questo gruppo G, nel campo dell’equivalenza in senso
stretto fra curve a caratteri generali, esso & un gruppo di operazioni che
permette solo di passare da un sistema {4,} a tutti i sistemi {4,}...{ 4.},
ma mai un gruppo di curve come noi 'abbiamo definito; perché in questo
campo ¢ non & costante, e, anche a prescindere da questa difficolta, che si
rimuove, introducendo al posto dei sistemi irridueibili i sistemi algebrici, nel
nuovo campo dell’equivalenza algebrica generale, come in quello dell’equi-
valenza a catena valgono sempre le prime considerazioni del n.° 22 e Pidentita
—+ (4 — B) del gruppo, pur riproducendo tutti i sistemi { 4,1},

{4, +4—Bl= {A;},
pud non éssere equivalente allo zero ed essere 4=~ B.

In tal caso, rispetto all’equivalenza algebrica, per la curva (4 — B) manca
addirittura la nozione del periodo.

(A—B), 2(4—B), 3(4—B),...
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g P )

non si riproducono periodicamente perché nel campo effettivo la sottrazione
non & un’operazione univoca e non vale la proprietd associativa. E cosi in
questo campo l'operazione del gruppo &, hanno solo il valore di sostituzione
e in nessuna maniera possono legarsi alla teoria della divisione.

Nel campo virtuale cid non & perche le osservazioni del n.° 22 sopra
ricordate non valgono pit e G5 si pud considerare proprio come un gruppo
di curve.

10,
Le leggi dell’operazione di divisione.

928, Teorin della divisione nel campo virtuale. Sia Vp un sistema vir
tuale, dividiamolo per un numero 2, supponendo che la divisione sia possi-
bile, e indichiamo con

Ve,s Va,y... (54)
tutti 1 sistemt virtuall quozienti; allora sara:

2B, ~1\B,...

per cul .Bl, B,,... risultano tutte curve dello stesso ordine che verificano le
relazioni [B} =[B, B]=[B’]. Da questo intanto si ricava, con tutta preci-
sione, che il numero dei sistemi virtuali quozienti non pué mai superare .

Ma si pud precisare di pid.

Sia M una curva di Ge il cui periodo divide X; la curva B, ~ B, -+ M
verifica la relazione % B, ~ % B, e il sistema virtuale Vg, sard uno dei sistemi
quozienti della nostra divisione. Viceversa, se Vp, & un sistema quoziente,
essendo & B, ~ % B,, cioe A (B, — B,) ~ 0; 1] periodo della curva (B, — B,) ~ M,
sard un divisore di e si avra B, ~ B, -+ M,. Onde il ‘

Teorema XXVI. Il numero dei sistemi quozienti, che si ollengono dividendo
wn sistema virtnale V per un numero i (quando la divisione é possibile), non
supera mai ¢ ed ¢ uguale al numero delle curve distinte di Gs che hanno
come periodo un divisore di ). Gli stessi sistemi si ottengono tulli da uno di
essi agginungendovi queste curve.
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Ora poiché Gs & un gruppo abeliano, detto p un qualsiasi divisore di o,
in esso sono contenuti sottogruppi d’ordine p.; .volendo allora che la divisione
di un dato sistema V per numero 1}, dia luogo ad un solo sistema virtuale
quoziente bxsovna che A e e non abbiano divisori comuni all’infuori dell'unita.
Viceversa se X e @ sono pI‘lml fra loro, 'unica operazione di Gs che ha per
periodo un divisore di 2 & l'identitd e non si pud avere pitt d’'un sistema
quoziente. Quindi:

Teorema XXVIL Condizione necessaria e sufficiente affinche la divisione
d’un sistema V per un intero X sia univoca, é che \ sia primo con e.

29. Teoria della divisione nel campo effettivo. Ritorniamo ora al campo
effettivo dei sistemi algebrici generali e vediamo quali deduzioni possiamo
trarre dal risultati ottenuti.

Sia D una curva algebrica effettiva e variabile in un sistema algebrico
composto d’oo? sistemi lineari distinti. Allora sard {D}= Vp.

Dividiamo { D] per X e chiamiamo

VB1 , V32 N VB“ y (p, — 6') (55)

1 sistem1 virtuali in cuil si dipartiscono tutte le curve quozienli sia effettive
che virtuali.
Prese due curve B e B qualsiansi fra le curve effettive di questi sistemi
sarda sempre:
A\B~AB~D

e poiche per ipotesi Vp & composto d’oo? sistemi lineari distinti effettivi, sard:
—2B-—0D.

Cosi le curve effettive sottomultiple di D secondo X sono tutte e sole le
curve effettive dei sistemi (bb) e il numero dei sistemi algebriet distinti in
cui esse si dipartiscono, sard uguale al numero del sistemi algebrici conte-
nuti nei sistemi virtuali stessi, d’onde:

Teorema XXVIIIL. Dividendo un sistema algebrico | D} composto d’oc? si-
stemi lineari per un numero h (quando la divisione ¢ possibile), i sistemi al-
gebrici quozienti sono tutli e soli i sistemi effettivi contenuli neéi corrispondenti
sistemi virtuali quozienti (5b).

Chiamiamo s il numero di questi sistemi algebrici quozienti e v, v,. .. v,
il numero dei sistemi algebrici distinti contenuti rispettivamente in Vg,
Ve,,..., VBa, si avra:

o=V Vit v (56)
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Dagli esempi studiati sappiamo che questi numeri v possono superare
uno e allora si capisce bene come, nel campo effettivo, una divisione possa
dar luogo a pit di ¢ sistemi algebrici quozienti. B vero che p & sempre =,
ma, potendo ciascun numero v essere maggiore di uno, ¢ pud benissimo su-
perare ¢ (teorema XI1X).

Perché ¢ non superi & bisogna e basta che sia

VY=o (b7)

La (57) si veritica se ognuno dei numeri v non supera l'unitd (v,= I,
i=1,..., 1), cioé quando ognuno dei sistemi virtuali (55) non contiene pit
d’un sistema algebrico effettivo. i questo porta ad un caso molto notevole:
quello in cui ognuno dei sistemi (55) ¢, o completamente virtuale, cioé com-
posto di sistemi lineari tutti virtuali, o completamente effettivo, cioé composto
di sistemi lineari tutti effettivi. In tal caso i sistemi algebrici quozienti della
nostra divisione sono tutti composti d’oo” sistemi lineari distinti. Viceversa,
se tutti 1 sistemi algebrici quozienti sono composti d’oo? sistemi lineari essi
coincidono coi corrispondenti sistemi virtuali (55) (teorema XXII) e il loro
numero (=yp) non pud mai superare ¢. Quindi:

Teorema XXIX. Se sopra una superficie F d’irregolarilta ¢, un sistema
algebrico { D} si divide per un numero A, il numero dei sistemi algebrici quo-
zienli non supera il caratiere di divisibilila o di F, se questi slessi sistemi
quozienti sono tulti composti d’ oo sistemi lineari distiniti.

La condizione posta per i sistemi quozienti si pud semplificare, basta
per es. che siano tutti aritmeticamente effettivi, o pitt semplicemente, che
uno almeno sia a carattere generale, perche allora di conseguenza lo saranno
anche gli altri. '

Considerazioni analoghe si hanno sulle divisioni per un numero A primo
con ¢; allora p. & uno e i sistemi (55) si riducono al solo sistema Vg ; la
divisione nel campo virtuale & univoca (teorema XXVIII). Anzi qui si ha
che: condizione necessaria e sufficienle perché la divisione risulli univoca,
anche nel campo effeltivo, & che Vp, contenga un solo sistema algebrico di curve
effettive e questo si verifica certamente se esso & composto d’oo? sistemi li-
neari effettivi. Quindi :

Teorema XXX. Se sopra F un sistema olgebrico (D) si divide per un
numero L primo con o, la divisione risultera univoca, se almeno una delle curve

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV. 30
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quozienti varia in un sisteimna algebrico composto d’oc? sistemi lineari distinti,
in particolare quando le curve quozienti sono aritmeticamente effettive o a
caratteri generall. .

30. Differenze caratleristiche tra le superficie regolari e le irregolari. Un
caso in cui questi teoremi acquistano una portata generale & quello di ¢ =0,
cioe delle superficie regolari. Se I’ & regolare qualunque suo sistema virluale
si compone d’un solo sistema lineare, anzi coincide con queslto e i teoremi
det n.! 26, 27 e 28 si possono interpretare addirittura nel campo effettivo.

Esistono altre superficie i cul sistemi virtuali, o sono completaniente vir-
tuali, o contengono un solo sistema algebrico di curve effettive?

Al n.° 25 si & visto che se si considerano curve con punti base assegnati,
cid non vale su nessuna superficie irregolare ¢ se non si vogliono conside-
rare punti base assegnati, la proprietd non vale lo stesso su quante si vo-
gliano superficie d’'un qualsiasi corpo di superficie irregolari birazionalmente
identiche fra di loro.

Quindi possiamo dire, che il fatto che tutti i sistemi virtuali d'una su-
perficie non contengono pitt d’un sistema algebrico, & caratteristico delle su-
perficie regolari; e non escludendo le considerazioni di sistemi con punti
base assegnati abbiamo:

Teorema XXXI. Condizione necessaria e sufficiente affinché una superficie
sia regolare, ¢ che qualunque suo sistema virtuale non contenga pitn d’un si-
stema algebrico generale di curve effetlive.

Questo teorema si pud anche esprimere diversamente. Difatti:

Ricordiamo che la sottrazione fra i sistemi virtuali & un’operazione uni-
voca : se avviene allora che sopra una superficie ogni sistema virtuale non
contiene pitt d'un sistema algebrico generale di curve effettive, sopra essa
sard anche univoca la sottrazione fra I sistemi algebrici.

E viceversa. Siccome qualunque sistema virtnale si puo considerare come
differenza fra un sistema algebrico composto d’oo? sistemi lineari distinti
ed una opportuna curva, se la sottrazione fra i sistemi algebrici & univoca,
esso non pud mai contenere pitt d'un solo sistema algebrico effettivo.
Quindi:

Teorema XXXII. Condizione necessaria e sufficiente affinche una super-
ficie sia regolare, ¢ che Voperazione di sotirazione, fra i suoi sistemi algebrici,
sia univoca.

Un altro teorema della stessa natura & il seguente:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una superficie sia regolare, é
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che nel campo effettivo, le divisioni per ogni numero primo col caratiere di di-
visibilita s della superficie stessa, siano univoche (*).

Difatti abbiamo visto che affincheé tali divisioni siano univoche bisogna
e basta che ogni sistema virtuale non contenga pit d’'un sistema algebrico
effettivo.

Ne segue che sopra una superficie, I'univocita di queste divisioni e I'u-
nivocitd della sottrazione si equivalgono perfettamente; valendo I'una vale
di conseguenza l'altra. "

Infine ricordando gli esempi e i teoremi dati al § 3 si ha il seguente:

Teorema XXXIII. Condizione necessaria e sufficiente affinché una super-
ficie sia regolare, é che ogni sua curva appartenga ad uno ed uno solo sistema
irriducibile completo.

0, che & lo stesso, che tutti i sistemi algebrici completi della superficie
siano irriducibili come lotalita di curve.

Nelle considerazioni di questi due ultimi numeri 29 e 30 si puo, come
alla fine del § 7, ai sistemi algebrici (generali) sostituire i sistemi algebrici
a catena, senza per ci0 alterare in nessuna maniera 1 risultati trovati.

Da tutto questo appare ancora di pidl come la considerazione dei si-
stemi algebrici e dei sistemi virtuali possa essere interessante nello studio
delle superficie.

Pisa, giugno 1914.

(*) Sul cono effettivo di terz’ordine abbiamo visto che tutte le divisioni sono univoche,
ma allora consideravamo sistemi senza punti base assegnati. Invece qui non intendiamo af-
fatto escludere tale caso.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali
derivati per trasformazione di Combescure
dai sistemi a curvatura costante.

(Di Luiet Bianchi, a Pisa.)

PREFAZIONE.

Al

E noto che da ogni sistema triplo di superficie ortogonali la érasfor-
mazione di Combescure fa nascere una infinita di tali sistemi dipendente da
tre funzioni arbitrarie (¥). Tutti questi sistemi hanno a comune col primo,
in punti corrispondenti, 'orientazione del triedro principale, ¢io che per bre-
vitd significheremo dicendo, con DarBoux, che i sistemi sono fra loro pa-
ralleli.

Nella presente Memoria studio in generale la classe dei sistemi paralleli,
nel detto senso, ai sistemi tripli ortogonali con una serie di superficie a cur-
vatura costante, la cui teoria ho sviluppato in una Memoria del 1885 (*¥) e
completata poi nel Volume II delle Lezioni (Cap. XXVII). I sistemi tripli pa-
ralleli a questi, oltre che delle proprietd generali inerenti alla trasformazione
di Comsescurg, godono di interessanti proprietd loro proprie. Una prima
classe di queste proprietd dipende da speciali relazioni a cui soddisfano in
questo caso le rotazioni §,, dalle quali risultano delle trasformazioni che
permettono di dedurre da un sistema noto della specie una serie infinita
(discreta) di sistemi paralleli con soli calcoli di derivazione (***).

(*) Cf. DarBoUX, Legohs sur les systémes orthogonaux (Livre IIf, Chap. V, 2ime Bdi-
tion 1910), o anche le mie Lezioni di geometria differenziale, Vol. II, § 413.
(**) Sui sistemi tripli ortogonali di Weingarten. Anvali di Matematica, Serie 2.2, T. XIIIL.
(***) Questi metodi ricorrenti offrono una notevole analogia con quelli dovuti ad Ecorov
pei cosi detti sistemi (E) che ammettono un gruppo continuo di trasformazioni di GOMBESCURE
(DarBoux, L. ¢., livre I1I, Chap. VIII).

30%
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Una seconda classe di trasformazioni dei nostri sistemi si lega alle tras-
formazioni di BickLuNDp e loro derivate, pei sistemi a eurvatura costante;
(ueste richiedono, in generale, quadrature oppure l'integrazione di un’equa-
zione del tipo di Riccati. Per sistemi paralleli a quelli a curvatura costante
positiva le trasformazioni elementari di BACKLUND sono soltanto immaginarie;
ma componendo opportunamente due tali trasformazioni coniugate immagi-
narie se ne ottengono delle nuove reali per inviluppi di sfere, le quali esi-

- stono del resto anche nel caso della curvatura negativa.

L’ultima parte della Memoria & dedicata allo studio di una classe parti-
colare notevole dei nostri sistemi che si distinguono per le loro proprieta
geometriche. Sono questi i sistemi paralleli aé sistemi di Weingarten a fles-
sione costante (*), che godono della seguente proprieta caratteristica: se si
prendono le sfere osculatrici delle curve rasformate delle curve a flessione co-
stante, il cenlro della sfera descrive un nuovo sistema triplo ortogonale paral-
lelo al sistema di Weingarten complementare.

In questi sistemi le superficie di due delle serie, che diciamo superficie G,
sono caratterizzate dalla proprietd che sulla superficie luogo dei centri delle
sfere osculatrici, per le linee di curvatura di un sistema, alle linee di curva-
tura della primitiva corrispondono le linee di curvatura. Come superficie iso-
late, queste superficie G sono state studiate recentemente da GuicHARD (*¥),
esse hanno a comune 'immagine sferica delle linee di curvatura colle su-
perficie le cui linee di curvatura di un sistema sono curve a flessione co-
stante. Riprendendo le formole date nella mia Memoria del 1885 per queste
ultime superficie, si stabiliscono qui, insieme alle trasformazioni delle su-
perficie G dipendenti dalla trasformazione complementare (considerate anche
da GuicHARD), quelle pit generali che dipendono dalle trasformazioni di
BAckLUND.

(*) Lezioni, Vol. 11, Cap. XXVII, § 441.
(**) Comptes Rendus de UAcadémie des Sciences. Tome 160 (15 {évrier, 1915).
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§ 1.

PROPRIETA GENERALI DELLA TRASFORMAZIONE DI COMBESCURE.

Per maggiore chiarezza del seguito riportiamo qui le formole relative
alle trasformazioni di ComBEscURE dei sistemi tripli ortogonali.

Un sistema triplo ortogonale (u,, u,, u;) & perfettamente definito, a meno
di movimenti, dalla corrispondente espressione del ds* dello spazio:

ds* = Hidu;~+ Hjdw+ Hdu, )

note che siano cioé le funzioni H,, H,, H, delle tre variabili «,, u,, u,. In
ogni punto dello spazio l'orientazione del triedro principale dipende essen-
zialmente dalle sel rotazioni

1 0 H, .
pt'k - }L d o, (1’ _‘— k)a
dove la coppia (¢, k) di indici diversi percorre le sei coppie prese dalla serie
1, 2, 3. Indicando con (¢, k&, l) una qualunque permutazione degli indici
(1, 2, 3), le rotazioni @, debbono soddisfare al sistema delle nove equazioni
5 ik
(9 E{/z = le @lk H
9By . OB
e e b=,
che scriviamo per disteso:
) 0 4
(95&1: = Bn. Baz ’ ai@::’ = 621 Bxs, ;9%::632 691 ’
& 1 a 32 & 1
‘9512 = Bos Bas s 821 = B41 Bra s T SL: = By; Pas » 0
Py 3621_ 9 Pas ‘9332____
&71_'_&"1/&2_‘—@31(332, (9—%;———*—(9“3* ‘312@131
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Note le sei rotazioni B,., Porientazione del triedro principale risulta de-
terminata, a meno di movimenti, dal sistema di equazioni ai differenziali to-
tali pel nove coseni (X;, Y,, Z)i=1,2, 3

9 X,
mz'—ﬂkiXk_Blins )
bl

X,
m:Bika? 5

(I1)
dove (i, k, 1) &, come sempre, una qualunque permutazione degli indici 1, 2, 3.
La ricerca degli infiniti sistemi tripli ortogonali (paralleli) colle date ro-
tazioni B, puo effettuarsi in due modi sostanzialmente equivalenti:
a) Il primo modo consiste nel cercare i corrispondenti valori dei coef-
ficienti H, nella (1), assoggettati a soddisfare al sistema differenziale

o H,

du, :6ikH;" (a)

b) 1l secondo modo si ottiene assumendo invece come incognite le di-
stanze (algebriche) W, dell’origine dalle tre facce del triedro principale. Queste
tre funzioni W, (P, nelle notazioni di DarBoux) debbono soddisfare al sistema

aggiunto del sistema (a)
oW,

= B W ()

Scrivendo per disteso il sistema (@) abhiamo:

9 H, oH,
2 au2 ‘ﬁ21H27 (9”3 '_p.‘il ][37
oH, . oH,
m“pmﬂu ) &M3 —_‘ﬂs‘z ]{3, (III)
0 H, d H,
(9%1 :Ble; ‘Wa:ﬁnﬂey *

e similmente pel sistema (a'):

* &WI _ 6W1_ \
H a‘u;’mez; m—ﬁmWa’
oW, . oW, ,
(9”1 —pzl-ﬂ/ly * ) &Mg =B23W35 (III)
ow, dW,
aul ~F331Wl, aug _:pSZW?’ ) ’ /
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derivati per trasformazione di Combescure dai sistemi a curvatura costante. 239

In virta delle prime sei equazioni (I), 1 sistemi (II1), (111') hanno la forma
lineare canonica completamente integrabile nel senso del BourLET (*) e nel
loro integrale generale entrano tre funzioni arbitrarie di una variabile cia-
seuna (**). ‘

E poi da osservare che se (H,, H,, H,) & una qualunque terna di solu-
zioni del sistema-(llI) e (W,, W,, W) una terna di soluzioni del sistema
aggiunto (III'); Vespressione H,W,du, + H,W, du, + H, W, d u, risulla un
differenziale esatlo.

Una terna (H,, H,, H;) di soluzioni delle (III) individua un sistema
triplo ortogonale, colle assegnate rotazioni, pel quale le coordinate x, y, #
di un punto dello spazio si calcolano (notii coseni X;) con quadrature dalle
formole:

ow : dw Jx
" T P = Ad, ¢ T T dIz Aj. 2
o u, i, X, dn, H, X, du, H, X (2)

Data invece una terna (W,, W,, W,) di soluzioni delle (III’), si ottiene
in temini finiti il corrispondente sistema triplo colle formole

o= W,X,+W,X,+ W, X,, ecc. (3)

In generale & da osservarsi che, per la forma lineare omogenea delle (ILI),
(IIT"), da due o pil soluzioni, combinate linearmente con coefficienti costanti,
si deducono nuove soluzioni, e per la forma delle (2), (3) le nuove «, y, =
sono le medesime combinazioni lineari delle precedenti. Questo si pud espri-
mere geometricamente al modo di DarBoux (L. c., pag. 211):

Se in due sistemi tripli ortogonali paralleli si dividono in un rapporto
fisso i segmenti M M’ congiungenti le coppie di punti corrispondenti, il punto

(¥) Sur les équations aux dérivées partielles simultandes (Annales de 1’Kcole Normale Su-
périeure, tom. VIII, 3*me Série, Suppl.).

(**) Fissato un sistema iniziale (u”, «’, u{”) di valori per le variabili, si pud dare ad

" arbitrio la funzione della,us (variabile parametrica) a cui si riduce la H; (o la W3) quando

le altre due variabili (principali) uz, u ricevono i valori fissi %, us”.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV. 31
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240 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali

di divisione P descrive un altro sistema parallelo. Medesimamente se per un
punto fisso O dello spazio si conduce un segmento O P eguale e parallelo
ad M M, V'estremo P descrive un nuovo sistema triplo parallelo.

$ 2

CASO DEI SISTEMI A CURVATURA COSTANTE.

Per le nostre ricerche & indispensabile riportare qui le formole fonda-
mentali relative al sistemi tripli ortogonali (u,, u,, u,) nei quali una delle tre
famiglie, p. e., la famiglia u, = cost. & formata di superficie ciascuna delle
quali ha la curvatura costante, variabile perd in generale colla superficie
della famiglia. '

Lasciando da parte il caso ovvio che le u, = cosl. siano superficie di
rotazione, distinguiamo i due casi

T
K:—1{21 IX—+R2

della curvatura K negativa o positiva, dove R sard in generale una funzione
di #,. Quando R si riduca ad una costante avremo il caso dei sistemi di
Weingarten. '

. 1 . . .
1° Caso K= — R Assumendo convenientemente 1 parametri u,, u,,

g, il ds* dello spazio prende la forma caratteristica

ds®=cos*0dul--sen’dd ul - R (ji ) d u?, (&)

dove R=E (1), e la funzione 6 =0 (u,, u,, u,), insieme alle due

R 1
T cosh du, dm, “senb duw,du,
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soddisfano al sistema di equazioni a derivate parziali:

o0 829__senecos6

—

du duw: R*
80 0
—_— — 6 —_— T — =
Su, o 4 cosh, Tu, ou. Bsen, -
04_08 1 0 (st 0408 o
du, Ou, R 6u,\ R du,  du,
oB 94 , 9B 86 , 1 9 (cosh
du,  du,  0u,  du, R du,\ R

L’integrale generale di questo sistema dipende da cingque funzioni arbi-
trarie.

2° Caso K=+ };2- In questo caso al ds® dello spazio si puo dare

la forma :
d s* = senh’ 0 d u} 4- cosh® 6 d u2 4 R’ (%) dul, (&%)

ed al sistema di equazioni a derivate parziali (IV) & da sostituirsi I'analogo:

ﬂ+¢ﬂ__sellllecosllﬂ
dul ' dul R ’
30 5% 0
—— 6 T —
Su o A senh b, Ju.du, B cosh 0, .
‘9A__‘963_i d (cosh b ‘9A—LQB v
du,  Ou, R du, R ) du, du .
¢9B_8_9_A 0B 0_6A~l_§_ senh 0
du, Oou,” "’ du,  .du, R du,\ R )
Calcolando le rotazioni P, nel caso (4) abbiamo
60 :
Bro= ’ (513 =R A7 pzs == RB,
ou,
(®)
6 _ 96 3 ___senf 8 __cosh
2 — 3%2’ 31— .R ’ 32 — R_’

e si osservera che il sistema (IV) non & altro che quello delle equazioni dif-
ferenziali (I) cui debbono soddisfare in generale le rotazioni,
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242 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie orfogonali

Nell’altro caso (4*) troviamo

a9

ﬁlz = du, ’
a6 cosh 6 __senhf

le=au2’ Bn:—lz*" ('332— R

BmzRA, 623 :RB,

(5%)

s

e nuovamente il sistema differenziale (1V*) risulta dalle equazioni generali (I).

Ora noi osserviamo che le rotazioni (5) o (5*), oltre alle equazioni ge-
nerali (I), soddisfano nel caso attuale a speciali relazioni, le quali, per la
conveniente scella dei parametri u,, u,, vengono ad assumere la forma se-

guente :
a) Nel caso della curvatura negativa queste relazioni si scrivono
ép 0
aLuall '——’* ﬁsz Blz ) ;9,(;:2:_@31 (321 s
aﬁ12+‘9@21_0 (V)
du, ' Ow.
b) Nel secondo caso della curvatura positiva si ha invece
0P _ 0P ‘
(9%1 —ﬁalpm, m—@slﬁzl,
(V)

8812_6321 =0
du, Jwu, )

Ora andiamo a dimostrare che queste speciali relazioni (V) o (V¥) ca-
ratterizzano perfettamente le immagini sferiche dei sistemi tripli ortogonali
colle superficie u, = cost. a curvatura costante, insieme ad un caso limite
in cui queste superficie si riducono a sfere.

§ 3.

Le rELAZIONT (V), (V*) SONO CARATTERISTICHE.

Cominciamo dall’osservare che, se si aggiungono alle equazioni gene-
rali (I) per le rotazioni le tre equazioni (V), o le (V*), indi si risolve l'intero
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sistema rispetto alle seguenti coppie di derivate

G - (e 22 (3

du, du, du, du, du, du,

8u1’c9u2 ou, Ju, du, Ju,

Q8 2be), (280, 9, (2, 98],

il sistema che si ottiene ¢ lineare canonico completamente integrabile, e sono
quindi applicabili 1 teoremi generali del BourLeTr per l'esistenza degli in-
tegrali.

@) Ora suddistinguendo i due casi delle relazioni (V) o (V¥), comin-
ciamo dal caso che siano verificate le prime. Ne seguono le due

‘9 22 42 Y 0 02 2\ —
(911/, (\p‘o'l + psz) - 07 (9’1/02 (p:ﬂ + psz) _— 07

e per cid {2, + P2, & una funzione della sola «, che indichiamo con I Pos-
siamo dunque porre
@51:_56?16 , FJ)M:cos(),

R R
e dalle due prime (V) avremo

0 0

plfz:a_’ 621:‘8—"
u, du,

Ma se preudiamo le due formole del sistema (I)

9 ﬁl? P a@‘zl o
(9?//3 —p13p327 M*pzs Bma
ne deduciamo
B &0 E 8’6
Bis By

e — = M
cos® du, du, send du, du,

I valori delle 6 rotazioni @, combinano cosi con quelli dati dalle (b) e,
introdotti nelle formole (I), conducono come gia si & visto al sistema (IV).

. 0
Se 6 contiene %3(0
ou,

plo ortogonale nel quale le superficie u, = cost. sono pseudosferiche di rag-

== ), la formola (4) delinisce dunque un sistema tri-

gio R =R (u,). Quanto al caso eccezionale in cul si avesse =0, si os

ou,
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44 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie orfogonali

servi che dalle (IV) risulta allora 4 =0, B=0 e per ¢io p,, =£,,=0, indi

oH, OH,
du, du,

0.

Pud quindi farsi A,;=1 ed il sistema consta di superficie u, = cost. fra
loro parallele, ed aventi a comune l'immagine sferica con una superficie
pseudosferica fissa. I questo un caso ovvio, che in generale trascureremo
"nel seguito.

b) Prendiamo ora I'altro caso che valgano le (V¥), dalle quali deduciamo
che B2, — P2, sard funzione della sola w,. Qui bisogna suddistinguere due casi,
secondo che 'espressione g3, — P2, non si annulla identicamente, ovvero si
aunulla.

Sottocaso b,). Se B2, — 8%, non € zero, possiamo supporre P, — B2, po-
sitiva, bastando nel caso opposto scambiare gli indici 1, 2. Essendo allora
R = R (u;) una funzione della sola w,, poniamo

__cosh6

pEl -

g, — Seuhd
R~ "™ R

Procedendo come in @), ne deduciamo i valori (H*) per le rotazioni e le
. . o9 S . .
conseguenti equazioni (V¥). Dunque se o =|=0 esisterd un sistema triplo
3
ortogonale (4*) colle u, = cost. a curvatura costante positiva e colle asse-

gnate rotazioni. Quando poi fosse

) . N

=0, la famiglia u, = cost. constera
ou,
di superficie parallele aventi a comune immagine sferica con una superficie
a curvatura costante positiva. _

Sottocaso b,). Se (2 = £,, si potrd supporre £, = Bss, poiche se invece

5, = — By, basta cangiare il segno di uno dei due parametri u,, u,. Po-
niamo allora

le = [y, = e®
e dalle due prime (V*) risultera
an a9
ﬁlz—“aul’ p2l—m’
indi dalle formole (I)
0P,

= Bls Bs'n % = st "‘7’317

8 uy 9 u,
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avremo
80
J— —6
=@ —_— == @
Bis du, du, Pas

&0
ou,0u,
Questi valori delle rotazioni, introdotti nelle formole fondamentali (I),

danno il seguente sistema differenziale:

o6 o0

o7 __ 00
é’u‘f+6u3 o
2 g 00 g 99 o0, &6
e—0 = —¢ — e -
ou, ou, du, ou, Iu, ou, du,
0 ([ o, 690 )_ a6, &9
a“(_e o, 0u,) ouw, * du,du, (VI)
8 ( 4 &0 20 , 86
el — | = — —
ou, Ou, du, o U, du, du,
é (_0 ] p 00 o0  , 060
e = —_ e .
ou, Ou, Ou, ou, Ou, o u, 8u,

L’integrale generale, che dipende da quattro funzioni arbitrarie, si pud
in questo caso ottenere subilo geometricamente come segue.

) =0(*), le (V]) esprimono che il ds*

Prescindendo dal caso ovvio -
3

dato dalla formola
Pl

9 _
ds::eﬂﬂ(duf+dug)+(au) d u: (6)

appartiene allo spazio euclideo. Ma siccome per le curvature principali

i, L delle u, = cost. si ha

r31 7.3‘2

si vede che le u, = cost. sono sfere di raggio = 1. Inversameute si consideri

0
(*) Se gu =0, alla formula (6) si sostituisca 1’altra
8

ds*=—e0ul (dut + dud) + dul,

onde si vede che le uy = cost. sono sfere concentriche, e le u, = cost., uy = cost. i coni che
projettano dal centro le linee di un doppio sistema ortogonale isotermo.
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246 Bianchi: Sopra ¢ sistemi tripli di superficie ortogonali

un sistema oo' di sfere di egual raggio, i cul centri siano distribuiti sopra
una curva arbitraria dello spazio. Tracciato ad arbitrio, sopra una delle sfere,
un sistema doppio ortogonale isotermo (u,, u,), si considerino le oc® trajet-
torie ortogonali delle sfere, le quali segnano sulle sfere una rappresentazione
conforme (precisamente un’affinitd circolare di Mowius) (*¥); ne risulta cosi
individuato il sistema triplo ortogonale in discorso.

Manifestamente questo sottocaso b,) puo riguardarsi come un caso limite
del generale b,), colla particolaritd che qui le uw, = cost. sono sfere. In ogni
sistema parallelo le superficie u,= cost. hanno rappresentazione isoterma
delle linee di curvatura.

Cosl & dimostrato in effetto che le relazioni (V) o (V¥) per le rotazioni
caratterizzano 1 sistemi tripli ortogonali paralleli ai sistemi di curvatura co-
stante. Nel seguito, per abbreviare, indicheremo tutti questi sistemi come
sistemi (3), e chiameremo (S) i loro sistemi paralleli a curvatura coslante.

§ &
PRIME TRASFORMAZIONT PET SISTEMIL (Y).

Le relazioni (V), o (V¥), che sussistono fra le g, per un sistema (3), con-
ducono subito a trovare delle trasformazioni dei sistemi (¥) in altri paralleli
fondandosi sulle osservazioni seguenti.

1.° Se le rotazioni B, soddisfano le (V), da una terna nota (H,, I1,, 11,)
di soluzioni delle (Il1) si passa ad una corrispondenle terna (W,, W,, W)
di soluzioni delle (IL1*) colle formole lineari:

d H,
W=, B I

_ 0H, (7)
W2 - (9’”,2 +pii ]{17

W, =8, H,~+ps H,.

La verifica & immediala, quando si tenga conto che le p, soddisfano
alle (I) ed alle (V).

(*) Lezioni, Vol. I, § 22,
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Similmente, nel caso delle relazioni (V*), si ha:
2.° Se le rotazioni B, soddisfano le (V¥) le formole

9 H, \
W1—‘¢9u1—‘312H2’ (

0 H, (7%)
Wz——auz—l"ﬁmHla \

Wa = .631 Hl - 632 H27

farnno passare da una terna (H,, H,, H,) di soluzioni delle (111) ad una terna
(W,, W,, W,) di soluzioni delle (111*).

Dai teoremi generali ricordati al § 1 risulta ora che, se si conosce un
sistema (X) parallelo al sistema pseudosferico (4) e definito dalle (2) § 1, se
ne avra subito un secondo (¥,) colle formole

J H, oh d H, 09
m‘_(au, _J_&u, ~H2) X‘+(8u2  du, H‘)X"'_}_‘

(8)
& (H, cos 0 — H, son ) X,

e le altre due analoghe.
Se il sistema (3) e parallelo ad un sistema (S) a curvatura positiva, se
ne avra un secondo (I,) colle altre formole

_(0H, 88 oH, 98
w‘—(&u, 3%.]12)){1—(8“2 ¢'>’_u2H‘)X“’+

-+ B (H, senh % — H, cosh /) X, .
In fine nel caso dei sistemi (¥) paralleli ai sistemi sferici (6) le formole
pel sistema (¥,) derivato si scrivono
oH, 488

) X (g e ) X =y X (5

R
T \0u,  du,

In ogni caso poi dal sistema (3,) potremo far derivare, nel medesimo
modo, un nuovo sistema (3,), e cosi via per una catena di sistemi
{
\2)7 (21)7 (22) y e (9)

estendentesi all’infinito in un senso.

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIV, 32
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Osserviamo che, a causa della linearita di queste formole di trasforma-
zione, ad una combinazione lineare di due o piu sistemi (¥) (cf. § 1) corri-
spondera la medesima combinazione lineare dei sistemi trasformati.

Quando si prenda per sistema (Y) il sistema (S) a curvatura costante
le (7), (7%) danno '

W,=W,=W,=0

e in questo caso la trasformazione diventa illusoria, riducendosi (¥,) ad un
punto.

§ 5.
LE TRASFORMAZION] INVEKSE.

Domandiamo ora se la catena (9) di sisterni (¥) pud prolungarsi anche
nel senso ascendente, ossia:

Dato un sistema (¥), esiste qualche sistema parallelo (¥_,), da cui (T) de-
rivi colla trasformazione del paragrafo precedente ?

Intanto & visibile che se un tal sistema (¥ ,) esiste, ne esistono oco' ot-
tenuti combinando linearmente quel particolare (¥ ,) col sistema (S) a cur-
vatura costante, giaccheé il derivato di questultimo si riduce ad un punto.

Per risolvere la questione prendiamo per W,, W,, W, nelle (7) o (7%)
i valori che competono al sistema (), e cerchiamo di determinare H,, H,, H,
in guisa da soddisfare a queste e inoltre alle (III) § 1, dopo di che questi
valori di H,, H,, H, determineranno il sistema (¥_,) cercato.

Vedremo che, lasciando da parte il caso dei sistemi (¥) a rappresenta-
zione isoterma delle linee di curvatura, cid ¢ sempre possibile, ed H,, H,, H;
si hanno con quadrature.

Per fissare le idee, prendiamo p. es. il caso pseudosferico nel quale le
rotazioni f, hanno valori (5), e quindi W,, W,, W, sono supposte soddisfare
le corrispondenti equazioni (I1I*):

oW LR ow
* 1:_" ——1:
> Qu, Odu. U du, EAW,

T 1
oW, __ 80 W ppy (10)
éu, du, ° R
191/V3__sene (91173:(‘059 W %
ou, R ' u, R 22
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Dobbiamo determinare H,, H,, H, in guisa da soddisfare alle (III):

9H, 90 dH,

sen f

" duy, auzﬂz’ o, 7 s
3111 aiﬁ o T ’Ziz=g(§—eﬂa, ) (11)
gi =RAH,, %:RBH‘“ * , /{
ed insieme anche alle (7):
%—kﬂ}[?:wl, 2
T =W, s 2)

Hycos60 —H,senb =R W,.

Dall’ultima di queste, derivata rapporto a u,, abbiamo per le (11)

H, = R (RW,) + B (I, cos 0+ H, sen 0) 99

cosicche esprimendo H,, H, per H, abbiamo

H,= H‘Lg@—|—RW

R 46

57 cos0 du,

— (H;+ RW, sen 6)—}—

ou,

(13)

)-

Sostituendo nelle (11), (12), ed osservando le (10), le equazioni per H,

possono scriversi sotto la forma seguente:

o (H\_ _RW, 20 W,
du,\cos®) cos’h 6u1+0080’
o (M) RW, a6

du, \cosh) —  cos’0du,’

3 (IL _ RW, 46 46
du, \cos 0) T cos'0 du, + BW, du,

!
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250 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali

ed anche, per le (11):

o ((H \ . E) \
Cdu, (m) —~W1 cos  — (9—7/1/1 (RWS tb 6),
o (H.\_ 3 . -
Ju, (cos O)HW’ sen@—&u2 (RW,tgt), (13%)
d ( H, ) o a0 é \
3 3(0050/ W3R6—u;—m(RW3tg9).
Per I'osservazione generale al § 1, si ha che 'espressione
W,cosb0du, +~W,sen9dwu, +—RW, &a; du,
3

¢ il differenziale esatto di una funzione che indicheremo con =, e quindi le
condizioni d’integrabilitd per le (13*) sono soddisfatte. Se ne deducono per
H,, H,, H; le espressioni seguenti:
H =7cos—RW;senb+ Ccosb,
H,—=1senb -+ RW,cos6 | Csen 6,
0 ° 40 ’

0
Ju. _’_R&—@%(RW3)+0R¢9M,3

H,=-R

dove C & una costante arbitraria.

Esistono dunque in effetto oo' sistemi (3¥_,) che hanno (¥) per sistema
derivato, e sono composti linearmente con un particolare (¥_,) e col si-
stema (S) a curvatura costante corrispondente ai valori

(eos 9, sen 9, Rf’;—e—)
du,

conforme all’osservazione premessa.
§ 6.
TRASFORMAZIONI DI BACKLUND DEf SISTEMI PSEUDOSFERICL.

Le trasformazioni dei sistemi (¥) fin qui considerate sono relative a si-
stemi fra loro paralleli. Ma gia nel caso particolare dei sistemi (S) a curvatura
costante noi ne conosciamo trasformazioni di altra natura, per le quali cangia
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Pimmagine sferica del sistema. Sono queste le trasformazioni di BickLuxp
e loro derivate, che noi c¢i proponiamo ora di estendere a tutti i sistemi ().

Dapprima esaminiamo le trasformazioni elementari di BAckrLuxp, nel
qual caso, volendo restare nel campo reale, dovremo supporre ehe nel si-
stema (S) parallelo le u, = cost. siano superficie pseudosferiche.

Varrauno pertanto le formole ricordate al § 2, in particolare le equa-
zioni fondamentali del sistema (IV). Conviene poi che scriviamo anche per
disteso le formole per le derivate dei nove coseni, e cioé le seguenti:

X, 448 senf dX, 948 X,

du, Odu, X 4 R X m—'&ulx“ &—us—RAX"’

X, 29 80X, 40 _cosb 0X, ..
&.ul—_é_u—zX“ oun,  du, X, R Xs auﬁ—BBX“ (15)
84X sen 0 X cos b X,

ik S i s __ 27 s A .

du, R X O Uy R X O u, E(4X,+BX,)

Prendiamo ora un altro sistema pseudosferico (S’) derivato da (S) per
una trasformazione B, di BAckLuxp (¥), e corrispondente alla nuova forma

del ds*
ds” =cos’ 0 du 4 sen® 0 dul -+ R* (ji

2
)duﬁ.
3

La funzione 6" & legata alla primitiva 6 dalle formole di trasformazione

89 99  cosfsend - sencsend cosh

>

du, ' du, B

o ah sen 6 cos 0’ + sen a cos 0 cos § .

u. Tow = % , (k= Rcosa), ,(16)
v 40

sen e —+ = —k (4 cosb + Bsen¥t),

du, Ju,

dove l'angolo o =15 (u,) & legato ad R (u,) e alla costante £ dalla relazione
k= R cosa.

E qui da ricordare che, salvo il caso in cui con R costante si ha

sens =0, le (16) formano un sistema completamente integrabile per 8. Il

(*) Lezioni, Vol. II, §§ 433, 434,
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caso eccezionale di R costante e seng =0 si presenta solo per la trasfor-
mazione complementare dei sistemi (S) di Weingarten. Allora la terza delle (15)
diventa 'equazione in termini finiti per

a6

&u3:O

R (4 cost + Bsenf’)—+-

b

e fornisce due valori, in generale, distinti per 6 {reali od immaginarii), che
rendono poi identiche le due prime (16). Cosi, mentre ogni sistema pseudo-
sferico (S) ne possiede oo® contigui per trasformazione di BAckLuND (poiche
nella 8 entra, oltre %, una costante arbitraria), la trasformazione complemen-
tare invece ¢ applicabile nel solo caso dei sistemi di WeiNGARTEN. Ogni tale
sistema ne possiede due contigui per trasformazione complementare, che
possono essere reali distinti, immaginarii coniugati, o coincidenti, la quale
ultima cosa avviene nel caso particolarmente interessante dei sistemi di
WEINGARTEN @ flessione costante.

In generale poi i coseni X', delle direzioni principali nel sistema tras-
formato (S') si esprimono pei primitivi X, colle formole di sostituzione or-
togonale :

Xl1:“11X1+a12X'2+“13X33
X'y=a, X, 42y X2+“232'(3a (17)

X'y=ay X, + 05 X, + 45 X,
coi seguenti valori pei coefficienti :

o, = c0s B cos 9 — sen ¢ sen 6 sen 6,

o, =cos Asenh J-sencssendcosl, «,=—=cosssend,

«,, = sen 0 cos 8"} sen ¢ cos f sen ', (18)
wy, =sen fsen® —senccosbcosb, a,,=—cosacosb,
x, = —cosaesend a,, =cosscos?, «,=-—senc.

Sono infine da notarsi le formole che danno pel sistema (S') le quan-
tita 4’, B’ analoghe alle 4, B pel sistema (S), cioeé:
cosscos 96  senf ds

R du, ' R du,’

, cosssend 88  cosb d
B=—a,A+a, B+ B Y B (—i%g.

A =ay A—oy B+
(19)
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§ 7.
TRASFORMAZIONE DIRETTA DI BACKLUND PEI SISTEMI (3).

Prendiamo ora un qualunque sistema (}) parallelo al sistema pseudo-
sferico (S) e definito dalle formole

dx ox ox
aul:Hley M:H2X27 MZH?»XS’ (QO)

dove (H,, H,, H,) sia una terna di soluzioni del corrispondente sistema dif-
ferenziale (III) § 1:

. o,  4h oM, _  senb .
* duw,  Ou, > du, R
oH, 946 " OH, cosb 9
&u,-zrmﬂ” * du, R H, @)
My _paw, _ppm, =
ou, ou,

Similmente per un sistema (%), parallelo al sistema pseudosferico tras-
formato (8"), avremo

9w :HllX’n o :H'2 Xr2> o

il i p— '’ >/ G) 7
o u, o u, PR H X, (20)

dove (H',, H',, H';) soddisferanno al sistema analogo al (21):

x OH'\ _ 08 ., oM, _  sen® .,
 du,  Ou, 7 du, R 8
oH'; 90 ., . 0H', cost’ ., ,
du, du,  du, R H, 1)
aH's_ ’ 73 &Hla_ , I *
Su=RAW., FR-REH.,

Le trasformazioni dei sistemi (¥) in sistemi (¥'), che andiamo ora a sta-
bilire, equivalgono analiticamente a formole lineari di passaggio dalle terne
(H,, H,, H,) di soluzioui delle (21) a corrispondenti terne (H’,, H',, H’,) di
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soluzioni delle (21°), e viceversa. Stabiliamo la prima trasformazione (diretta)
di BAckLUND colla costruzione seguente, la quale per le superficie isolale
trasformate di ComBEscURE delle pseudosferiche combina in sostanza colla
trasformazione gia considerata da EiseNsaARrT. Per ogni punto P= (u, u,, u,)
del sistema (F) consideriamo il piano = parallelo al piano tangente nel punto
(4, uy, u;) alla superficie u, = cost. nel sistema pseudosferico trasformato.
Se spostiamo il punto P sopra una superficie u, = cost. in (), il piano =
inviluppa una superficie che ha la stessa immagine sferica delle u, = cost. nel
sistema pseudosferico (S’) trasformato (EISENHART): il punto P' = (u,, u,, u;)
di contatto di = colla detla superficie descrive, al variare di w,, u,, u,, un
sistema (X) parallelo al sistema pseudosferico (S’).

Dimostriamo queste proprieta scrivendo le coordinate o', ', 2 del punto P’
di contatto sotto la forma

=x+rX' +pX’,, ecc, (22)

-

col determinare i moltiplicatori %, p. dalle condizioni

, 0" , 0 o
SXsa—u:_—O, SXaam_O' (23)

Per questo osserviamo in primo luogo che si ha dalle (17), (20)

S X', aw:HISX’BX,=—choscsen6',
o u,
, o , ,
Sngu =H,SX', X,= H,cosasent,
2

e d’altra parte dalle (15)

dX, senf X,

SXs =7 SXig, =9

SXJZ—)Z.:(), sxﬁ%:_%’,
onde sussistono anche le analoghe

SX', ‘2}5; =0, SX, (39)54,22 _ (‘0;0’ ‘
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Sostituendo questi valori nelle (Qé)), troviamo
=kH, p=kH,,
sicche le (22) si serivono definitivamente _
=wx+k(H X', + H,X",). (24)

Se ora deriviamo queste rapporto ad u,, u,, u,, osservando le (20) e le
formole (15) scritte per (S'), si trova subito che valgono in effetto le (20,
ove si attribuiscano ad H',, H',, H', i valori seguenti

YL ‘
1 —kau2H2,
k&TH -k “H+122HQ, (25)

H,=kRE (4" H, + B H,)—send H,.

Dunque le (2%4) definiscono in effetto un sistema (') parallelo al sistema
pseudosferico, e le formole (25) fanno passare da una terna (H,, H,, H,) di
soluzioni delle (21) ad una terna (H',, H',, H';) di soluzioni delle (2I’).

Naturalmente quando (¥) coincida cou (S) anche (X)) coincidera con (S'),
come si verifica subito colle formole precedenti.

$ 8.

LLEGAME COLLE TRASFORMAZIONI DEL § 4.

Se si ripete sul nuovo sistema (¥) la costruzione stessa del paragrafo
precedente conducendo pei punti di (¥) i piani paralleli ai piani-tangenti
alle superficie u, = cost. nel sistema (S), o cio che & lo stesso in (¥), questi
piani invilupperanno un nuovo sistema (Y") parallelo ad (S). Cosi continuando
otterremo una catena infinita di sistemi ()

@), @) &,
alternativamente paralleli ai sistemi pseudosferici (S), (S).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV. 33
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Ora se consideriamo p. es. la serie di quelli di posto impari

X &) &) (26)

tutti paralleli ad (S), mostriamo che si presenta questa notevole circostanza:
La serie (26) dipende solo dal sistema (I) e dalla costante k; essa viene
a coincidere essenzialmente colla serie oftenuta mnelle trasformazioni del § 4.
Per questo calcoliamo le coordinate (x”, ¥, 2”) di un punto di (¥") colle
formole analoghe alle (22)

=2 +1X +mX,,
determinando i moltiplicatori I, m dalle condizioni

ox” dx”
SXaé =0, SX, EP = 0.

Procedendo come al § 7, troviamo
=—kH,, m=—kH,,
onde avremo per le (24)

x'=wx+k H, (anl + oe Xy + gy Xz)_‘f_kHz (a21 X, + a, Xg—l—O(%Xg)—
—rH X, —kH,X,.

Ponendo mente alle (25) ed alle (16) e (18), troviamo le formole definitive

?\(&H " ) (am L

= — k -
v v "9“1 I (941 0 Uy (9%2

H)Y + |
[ @)
-+ B (Hycos®— H, sen ) X

dalle quali & sparita ogni traccia della particolare soluzione 6" delle (16) che
definiva il sistema trasformato (S”). Se paragoniamo queste formole colle (8)
§ 4, che definivano quel sistema trasformato (3,), le (27) si scrivono sem-
plicemente

' =x--Kux,

onde (Y") € una combinazione lineare di (¥) (¥,). Cosl & provato quanto sopra
abbiamo asserito per la serie (26), e lo stesso vale naturalmente per Taltra
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dei sistemi

tutti paralleli al sistema (S).

$ 0.

LE TRASFORMAZIONI INVERSE DI BAGCKLUND.

Per invertire le trasformazioni dei sistemi (¥) sopra trovate conviene
risolvere la questione seguente :

Dato un qualunque sistema (¥) parallelo ad (S), esistono sistemi (L) pa-
ralleli a (S') che abbiano (X) per sistema derivalo secondo la costruzione del
paragrafo precedente?

Si risolvera la questione in senso affermativo, e si troverd anzi che esi-
stono oo tali sistemi (T), escludendo per altro il caso che (S), (&) siano due
sistemi di WEwNGARTEN complementari, caso che nella trasformazione diretta
del § 8 non figurava come eccezionale.

Nelle nostre ipotesi, il piano tangente in un punto P di (}) alla u, = cost.
dovra contenere il punto corrispondente P del sistema (3). Pertanto le coor-
dinate x, ¥, # di P saranno date da formole del tipo

=w1X, - mX,, (28)

e 1 moltiplicatori I, m saranno da determinarsi in guisa clie sussistano le
formole

9w = H, X‘l = H, (7'11 Xl_}_“m X2+“13X3)a \
ou,
ox , 4
du, = H, X', = H, (@, X; + @0 Xy 4 ,; X), (29)
0w \
du =H, X'; = H, (“31X1+“32 X, + a4 X3)7 ’
3

per convenienti valori di H,, H,, H. -
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Derivando le (28) troviamo

ou,

dw al 40 dm 90 Isenb
(8ul_augm+H')X‘+(5E+a—u2l)X2+ R Xoo

9w al 40 dm 48 lcosh
m:(m“m"‘)X1+(m+a’u;’+ﬂz)xﬁ‘ B
0 ol o m

5%—:6—“&—}—%- X2+=R(A1+Bm)+H3£X3,

3

e paragonando colle (29), dal confronto dei termini in X, risulta

l

1 m = 1
1—k 4

B,= o Ho=—

A R(Al+Bon)+H3;-
Successivamente, confrontando i termini in X,, X,, troviamo per le in-
cognite I, m 1l seguente sistema di equazioni ai differenziali totali:

(30)

ol oy, 09 dl  (ay, RL]
Fu, & T aw aur(k +aul)’”’
:@i = cotssen ¥’ R(Al+B1)L)+H3:’
3 49 as 90 ' ©h
m_ (%97 om Hog 0
aul'—(k &ug)l’ o u, 8u1l+ p T

:——cotacos(i'=I~2(Al—i—Bm)+lEl3 f ,
du, \

Le, condizioni d’integrabilita per questo sistema sono identicamente sod-
disfatte, come si puo verificare; esso ammette per cid oo® soluzioni, poten-
dosi fissare ad arbitrio, per valori iniziali delle variabili »,, u,, u,, 1 valori
delle incognite 1, m.

Quanto alla integrazione del sistema (31), si osservi che, essendo lineare

in due funzioni incognite, puo riportarsi, col metodo di D’ALEmBERT ad un’e-
quazione differenziale ordinaria del tipo di RiccaTr,
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§ 10.
SISTEMI (¥,) CON UN SISTEMA DERIVATO (¥) RIDOTTO AD UN PUNTO.

Tutto c¢id che abbiamo detto sopra sussiste anche se si suppone che il
sistema () si riduca ad un punto, per il che basta porre

H —=H,—=H,=0,

ed esisteranno ancora i sistemi () corrispondenti, che qui indicheremo
con (X,), e si ridurranno (prescindendo da omotetie) ad una semplice infinita.

I1 sistema differenziale (31) si riduce allora omogeneo ed & manifesto che
gli oo? sistemi (¥) generali del § 9 si compongono linearmente con uno di
essi e coi sistemi (¥,). Ora andiamo a dimostrare che:

Nei sistemi (3,), con sistema derivato (L) ridotto ad un punlo, le super-
ficie u, = cost. sono integrali di un’equazione del secondo ordine della forma
Ampére- Weingarten. :

Ponendo nelle formole del paragrafo precedente H, = H, = H, =0, pel

coefficienti H,, H,, H, degli attuali sistemi (}) risulta

l B

H1=?, H":f’ H3:_senc(Al+Bm)' (32)
. R B | .
Calcolando di qui le curvature principali o o delle superficie u,= cost.
1 2
dalle formole
1 1 1 éH,
P1 T30 Ez E3 ou,
1 1 1 4H,
P2 s  H,H, du,
ne deduciamo per le (31), (32)
1 _cosscos® 1 cosesen®’
P m pr ! ’
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e quindi
msenh —1Icosb
PP = osasen cos 8 ) N
(33)
_ Im S
PP = T osTasen 0 cos 0

Introducendo ora le notazioni di WEINGARTEN, indichiamo con p la di-
stanza (algebrica) dell’origine del piano tangente alla #, = cost. in (iu), e
con 2q il quadrato della distanza dal punto di contatto. Abbiamo

p=8SX,(I1X,+mX,)=cos s (mcos 8 —1senb),
2g=8S(1X, +mX,)" =12+ m’.

Ed ora formando l'espressione

29— (pi+ 02,
troviamo subito per le (33)

2q—p (o +ps) +cos*6.p, 0, =0. (3%)

Il questa lannunciata equazione della forma d’AMpire-WEINGARTEN a cui
soddisfano le u, = cost. nel sistema (3,). Si osserverd che nel caso di s co-
stante (sistemi di WEINGARTEN) 'equazione e la stessa per tutte le superficie
della famiglia. '

Aggiungiamo che un’inversione per raggi vettori reciproci rispetto all’ori-
gine cangia un sistema (%,) in un altro; ¢ 1 due sistemi pseudosferici paral-
leli a questi sono dedotti I'uno dall’altro con una trasformazione per invi-
luppi di sfere, di cui ora andiamo a parlare.

§ 11.

TRASFORMAZIONI PER INVILUPPI DI SFERE DEI SISTEMI (S).

Fino ad ora, nello studio delle trasformazioni di BACKLUND e loro inverse
pei sistemi (¥), c¢i siamo limitati al caso che i loro sistemi (S) paralleli fos
sero a curvatura costante negativa, perche soltanto in questo caso si hanno
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trasformazioni di BAckLUND reali. Ma & noto che in ogni caso possono ot-
tenersi di tali trasformazioni reali combinando fra loro due trasformazioni
opposte di BAckLUND, o reali o coniugate immaginarie (*). In queste trasfor-
mazioni due superficie a curvatura costante corrispondenti sono le due falde
di un inviluppo di sfere, le cui superficie luogo dei centri sono applicabili
sopra una quadrica rotonda (reale od immaginaria).

Considereremo il caso pit interessante della curvatura positiva, ove man-
cano le trasformazioni reali di BickLunp, e ci limiteremo per semplicitd al
caso dei sistemi di WEINGARTEN ove R & una costante assoluta, che por-
remo = 1. Abbiasi dunque un sistema (S) di WEINGARTEN a curvatura po-
sitiva K = -+ 1, corrispondente alle formole (4%), (IV¥) del § 2, ove faremo
R = 1. Colle solite notazioni avremo pel sistema (S) le formole fondamentali:

%:senh@XI, j—izcoshﬁXﬁ, g—z;—:;% s
j—i‘l=—;:2Xz-COSh9Xs, %2% 25 3§;=AX“ )
:99};:5‘% - %:-%Xl—senh@&, j—);z=BXs,
%—j:coshﬁXl, g—izzsenheXz, g—ifzz—(AXl—i—BXz)-

Sia ora (S) un altro sistema di WEINGARTEN a curvatura -1 derivato
da S con una delle dette trasformazioni per inviluppi di sfere. Le formole
di trasformazione dipendono da un sistema differenziale lineare in quattro

funzioni incognite
A M, @, W
della forma seguente:

g—zlzsenheA, Zi:coshf)M, g_;:_s:j_qi )
ji:-b%ll[—kcsenhetb~(c+l)coshOVV, j—@jtt:;—tiM’ %:AW, N
%Z% ) %Z~§%A+ocoshe¢—(0+1)Senhew, g-i%=BW, (36)
j—Z—[!]=cosheA, gzzsenheﬂl, (c—%l)%zgg;@_AA_BM’

(*) Lezioni, Vol. 1I, § 438.
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dove ¢ & una costante arbitraria, tale perd che sia
c(c+1)>0.

Il sistema (36) & completamente integrabile e possiede lintegrale qua-
dratico
AP+ M*— ¢ ®*+ (c + 1) W* = cost.

Per ottenere una delle nostre trasformazioni occorre disporre dei valori
iniziali di A, M, ®, W per modo da annullare la costante del secondo membro,
onde avremo .

AP+ M W?P=c(2*—W?). (37

Scelta una tale quaderna di soluzioni, il sistema trasformato (S) & dato
dalle formole:

29

E=w+c(W2_q)2)

(A X, + M X, +WX,). (38)

Le normali in due ‘punti corrispondenti alle superficie u, = cost. nei si-
.stemi (S), (S) s’incontrano nel punto P, = (x, y, %,) di coordinate

]

Ly = — WXS , e€cc., (39)

e questo & il centro della sfera che tocca le due superficie in punti corri-
spondenti.

In fine, se si indicano con (X,, X,, X,) i coseni delle direzioni prineipali
pel sistema (S), si hanno le formole

2A ,

X=Xt pypregn (A X+ WX WX,
2M

X2=X2+m5(A Xl —,—I‘IXz —|—WX3), (40)
oW _ ’

X, Xs‘FW:TQ) (A X, +MX, —I—WX3)
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§ 12.

TRASFORMAZIONT PER INVILUPPI DI SFERE DEI SISTEMI ().

Prendiamo ora un qualunque sistema (¥) parallelo al sistema (S) di
WEINGARTEN a curvatura positiva, e sia

ds*=H*du+ H:du:+ H:du

la corrispondente forma dell’elemento lineare dello spazio.

d:
aMVI'_Hle’

Indicando con %, =, { le coordinate di un punto generico di (¥), avremo
8¢

d%
au2=H2X‘z,

m = H3 Xa .
dove H,, H,, H, sono assoggettate a soddisfare al corrispondente si-
stema (IIT) § 1
oH, a0 oH,
* o e chosheﬂa,
0H, 99 % oH,
‘9”1_%—1111, , 3u3—senh@H3, (41)
o, dH, ¥
aul_AH17 m—BH2’

Cid premesso, domandiamo di trovare un sistema (3) parallelo al si-
stema {S), che derivi da (3), come (S) da (S), con una trasformazione per

inviluppo di sfere. Dette &, n, { le coordinate di un punto di (i), dovranno
intanto sussistere le proporzioni

It —ni{—l=w—wiy—y:z—2,
onde per le (38) potremo porre

E=E+‘T(AX1 _l—]qu_{'_WXa), (4“0)")
e la funzione incognita = sara da determinarsi in guisa che sussistano le
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIV.
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formole
08 _ o 4% T _ 5y ‘
> > 9 £ SX.%’ 43
Tu H X 5 =11, X,, Ju, H (43)

per convenienti valori di f1,, H,, H,.
Ora derivando l'espressione

AX +MX, 4+ WX,
troviamo per le (35), (36)

i(AXl—{—MX2+ W X,)=c(senh 6 & —cosh § W) X,, \

ou,

¢9iu(A X, +MX,+ WX,)=c(coshf & —senh 0 W) X,, (4%)
J 00 oW

M(AXl—i—ZlIXz—i— WXS)—c(a—mtb—(—g—“g)Xa,

e ne risultano le formole:

aauc, = {ct(senh & — cosh 6 W) H, {X —l— (AX +MX,+ WXy,
of g o
;—=1c7(cosh & —senhd W)+ H, | X, 4 ~— (A X, -- M X, + WX,),
ous | ou,

|
a% % ((973 —6—)—}—H\X—|— (A X, + MX, + WX,).

Sostituendo - questi valori a sinistra nelle (43) e a destra i valori (40)
di X,, X,, X,, abbiamo in primo luogo le formole

_ o (W? — ) S oo —0 o g (W —eh) 9<
- 2A u, Y 72 ou,” T T IW-  du,

S

‘ed in secondo 1uogo un sistema diffevenziale- per = che, osservando le (36),
puo scriversi

(9 2 2 ‘9 2 2
ca—ul[‘r(W — tb)]:o)HlA“ c(—g——-[r(W _q»-)]:O)HZ]\[,

2

Cais[T(Wz~*l3“’)]=@H3 W
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Ora, per le (36) stesse, l'espressione
HAdu + H,Mdw,+ H, Wdu,

¢ un differenziale esatto, onde ponendo
T=((H. Adu,+ H M du, + LW du,) (45)
avremo pel valore cercato di =

9T a
':WW2_¢2)+7V2_¢2

, (46)

con a costante arbitraria. Viceversa, col valore (46) di =, tutte le nostre con-
dizioni sono soddisfatte :

Ogni sistema () parallelo al sistema (S) di WEINGARTEN amanetle oo tras-
formaziond per inviluppi di sfere in sistemi (f) paralleli al sistema trasfor-
mato (S).

In particolare & lecito far coincidere (}) con (S) ponendo

H, =senh6, H,==coshb, H,= j 0

Wy

ed allora si puo prendere T'= @, onde le formole (42) pel sistema trasfor-
mato diventano

20 4-ac

C=W+G(W2__®2)

(AX,+MX, 4 WX,).
E manifesto che per @ =0 si ha cosi il sistema (S) di WEINGARTEN
trasformato e per gli allri valori di a sistemi (¥) paralleli a questo.
§ 13,
UNA CLASSE PARTICOLARE DI SISTEMI (3,).
Risulta dalle formole (44) che se si pone
WQZAX1+1‘[X2+WX3,

Yo=A Y, + MY, +WY,, (47)
2o — A4 - MZ, ~WZ,,
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il punto di coordinate x,, ¥,, 2, descrive un particolare sistema (3,) paral
lelo al sistema (S) di WeiNgarTEN. Dimostriamo che questi sistemi (3,) danno,
pel caso della curvatnra positiva, la classe analoga a quella considerata nel
§ 10 per il caso pseudosferico, essendo che le superficie u, = cost. in (¥,)
sono integrali di una medesima equazione del secondo ordine della forma
di AMPERE-WEINGARTEN.

Secondo le formole (44), i valori di H,, H,, H, pei sistemi (},) sono
dati da |

H, =c(senh 6 ® — coshd W), H,=c(coshf & —senhbd W),
(aeq) oW S (48)

H,=o du,  du,

e calcolando iraggi principali di curvatura p,, p, delle u, = cost. nel sistema
(Xo), p. e. dalle formole

%_ X, &mo_ X,
8%1—926’%1 * S, ou,

abblamo
py =c (cothb o — W),

pp=c(tghbo— W)
e percio
prps 0 W (oo +pa) =0 (07 — W)

Ma, colle notazioni di WEINGARTEN gid ricordate al § 10, abbiamo
p= SX,x, =W,

2q=S8axy =0 (P —W?),
onde risulta:
Nel sistema (X,) le superficie u, = cost. sono tutte integrali della equazione
d’ Ampere- Weingarten

1
2¢—p@itp)—pp=0
Ricerchiamo ora che cosa diventano le trasformazioni del paragrafo pre-

cedente nel caso attuale. Se nella (45) introduciamo per H,, H., I, 1 va-
lori (48), ne viene

T:cJ(<qu>—WdW),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



derivati per trasformazione di Combescure dai sistemi a curvatura costante. 267

Oh(le sl })ub pl'el]del‘e
c 2
T — 9 (cb — W 2),

e per cid
a
v 1 = = '
+ I/V'a . q)2
Allora le formole (42) pel sistema trasformato ove per &, », { si pongono
i valori x,, ¥,, 2, diventano
_ @ w _ a
BT e T gl AT gt
e siccome
a

Sw§=0(¢2~W2), Sa}—gzm’rf’

si vede che il nuovo sistema (X,) si ottiene dal primitivo (¥,) con un’inver-
sione per raggi vettori reciproci rispetto alle sfere di raggio = @ ¢ col centro
nell’origine.

§ 14
[ SISTEM1 (¥) A RAPPRESENTAZIONE ISOTERMA DELLE LINEE DI CURVATURA.

Abbiamo gia visto, al § 3 (sottocaso b,)), che accanto ai sistemi (¥) pa-
ralleli ai sistemi (S) a curvatura costante positiva, sono da collocarsi 1 si-
stemi (X) paralleli ai sistemi sferici (u,, u,, u,) nei quali le u, = cost. sono
sfere e il sistema ortogonale (u,, u,) sopra ogni sfera & isotermo. Essi am-
mettono le trasformazioni studiate ai §§ 4, 5, e, come ora proveremo, am-
mettono anche trasformazioni per inviluppi di sfere affatto analoghe a quelle
del § 12.

Prima pero vogliamo caratterizzare geometricamente gli attuali sistemi (I)
rilevandone le seguenti proprieta: 1.2 le superficie u, = cost. sono a rappre-
senlazione isolerma delle linee di curvatura; 2.* le immagini sferiche delle su-
perficie u, = cost. sono tutle in rappresentazione conforme. Diciamo che queste
proprietd sono affatto caratteristiche, ed anzi piu in generale:

Se un sistema triplo ortogonale (u,, w,, u,), riguardando come punti cor-
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268 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali

rispondenti sulle superficie 1, = cost. quelli d’incontro alle loro trajettorie or-
togonali (u,), le iminagini sferiche sono sempre in rappresentazione conforme,
esiste un sistema triplo parallelo nel quale le u, = cost. sono sfere.

Che ogni sistema triplo ortogonale parallelo ad un sistema con una serie
u, = cost. di sfere goda della proprietd ora descritta ¢ d’immediata evidenza,
poiche sulla famiglia di sfere le trajettorie ortogonali tracciano, come gia si
é ricordato al § 3, una corrispondenza conforme (affinitd circolare di Mo-
BIUs). Per dimostrare che sussiste anche il teorema inverso enunciato, co-
minciamo dall’osservare che l'elemento lineare sferico rappresentativo ds’
delle superficie u, = cost. nel sistema triplo ortogonale ¢ dato da

'2:@§1duf+ﬁ§2du§.

La nostra ipotesi equivale dunque a supporre che il rapporto éﬁ sia
32
indipendente da u,, onde potremo scrivere
S 0 Py
=12 L Y
8 74/3 B31 ’ au3 632 ?

con » conveniente fattore di proporzionalitd. Dovranno quindi essere sod-
disfatte le condizioni d’integrabilitad

d {98,
o u, \ou, u
é (8p31) e
& u, \d u, ou,

f

J
5— (7‘ Bsz) 9

7 (A Bar) s

dalle quali, ponendo mente alle ,forhmole I s§1

8332 aBBl

du, :?’algm, du, :?‘32 @21,

9B dfu

5,“—3_@13@32, (9@7;;_323 lea
seguono le altre

Jh RN

%‘l:ﬁaxﬁlsa E*Bazﬁis

Ma allora soddisfacciamo al sistema (III) § 1 ponendo

lsz) H‘.’:Bﬁ?? Haz)\,
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e con questi valori per le H le curvature principali

11 am,
ry, H, H, du,
1 1 0H,

re  HH, du,’
riescono ambedue = 1; dunque le u, = cost. sono sfere di raggio =1, c. d. d.
Tornando ai nostri sistemi (¥) attuali, dipendenti dal sistema differen-
ziale (IV) § 3 per la funzione 6 =6 (u,, u,, u), osserviamo che i valori delle
rotazioni sono qui

a0 40

ﬁ —_ —, ?)_, — y B :e—OJM, @ :e_'o (926
T du, T 0w, '8 du, du, 28

P
ou, ou,

Le equazioni differenziali (III) § 1 pei nove coseni si serivono qui
adunque ‘

4 X, 80 4 X, a6 0X 2’0 .

= — XQ— BX!; rovaliae XQ’ =l — 39
T, 3 s “he u, T A, du, ° du, ou, \
4 X, o0 0X, 40 8 c9X2_ 6 o h p
aul—‘a—ﬁz v, 8M1X1 e? Xy, é’u3_e 3%2(9%3X3, (49)
0X, X, 0 X, g 00 0 &
m—@ X1> (9%2_6 Xz, (9%3— (4 aul-aule—e (9%2(9%3 2./

Sara definito uno dei nostri sistemi () dalle formole

ox dx dx

= —_— == { —_— = P ( 1O*
aul—Hl Xl7 (9“2 H2X27 &u3 Hg}‘z, (‘J:‘c) )
quando H., II,, II, siano soluzioni del sistema
oH oh O H, |
* L S L 8
9 (9“2 (9%2 29 (9’“3 e Hsa

T~ ow O \ "
oI, _ ., &6 OH, 4 80 .
O U, Ou, du, '’ du, du, du, 2’
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270 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali

§ 15.

UNA CLASSE PARTICOLARE DI QUESTI SISTEMI (Y).

Le trasformazioni per inviluppi di sfere degli attuali sistemi (3) dipen-
dono da un sistema differenziale analogo al sistema (36) del § 11, che si
connette alle trasformazioni delle superficie ad area minima dedotte dal teo-
rema inverso di GuicHArD sulle deformate del paraboloide rotondo come

quello sopra ricordato alle deformate delle quadriche a centro rotonde.

Indicando con (A, M, W, &) una quaderna di funzioni incognite, con

una costante arbitraria non nulla, I'accennato sistema si serive:

0 __ 9 o 8
ou, A, 6@:2_9 M, \
o 40 56 ot 28
n33u3 mé’ua +e &ulausz&—ke 3M26’M3M+¢9M3VV’
9A 96 oA 90
g, M T e MW g =
A &0
= —0
ou, ¢ r?u,&uaw’ /(51)
oM 490 OM 90
roni == Gq)__ _ 9_ _6
Uy ou, ’ ou, me lA. (8 me )I/V,
oM __ 4 90
&u3~ U, ou, ’
— ef — o oW _
(9%1 6‘ A, (9“2 e _Z‘/[9 (9?(;3 &ua W

A causa delle equazioni differenziali (VI) § 3 cui soddisfa 9, il sistema (H1)

¢ illimitatamente integrabile. Esso possiede inolire I'integrale quadratico

AP+ M +W? —2m oW = cost.

e per ottenere le trasformazioni in vista conviene scegliere i valori iniziali
(arbitrarii) di A. M, W, ¢ in guisa da annullare la costante del secondo

membro, onde

AN+ W=2moW. (52)
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% bene osservare che se nel sistema differenziale (51) si tralasciano le
equazioni della prima linea e nelle altre quelle che danno le derivate

oA, M oW
&ul’ 8u2’ c’)ua’

indi si cangiano le notazioni A, 3, W in W,, W,, W,, si hanno precisamente
le equazioni del sistema (III') § 1 nel caso attuale. Da questa osservazione,
congiunta alle fondamentali del § 1, risulta che se (A, M, W, ¢) & una qua-
lunque quaderna di soluzioni delle (51), ponendo

EZAX1+MX2+WX37
1=AY, +MY,+WY,, (53)
ZzAZJ ’+‘Z‘[Z2 —*'"WZa ’

il punto (%, n, {) descriverd un sistema (¥) coll’assegnata rappresentazione
sferica. Dimostriamo ora:

In questi particolari sistemi (X) le superficie u, = cost. sono tutte integrali
della equazione di Ampeére-Weingarten

2
ptee =0 (54)

Per questo, calcolando dalle (53) le derivate osservando le (49), (51), de-
dueiamo

8% ; i
= @ —e0W)

Tu. m (e e0W) X, ,

8¢ =m (e ¢ 4 e—0W) X, (59)

au2 2

d¢ b 40

[ A R

O, (&u5+&u3 )X“

¢ conscguentemente pei raggi principali di curvatura g, p. delle #; = cost.

o,=m (&4 e W), p,—m (¢ — e 0W),
onde
o+ 0 =2m .

D’altronde si ha dalle (53), e dalla (52)
2q=8SE=A"+M*'4-W*=2m oW,
p=8SX,i=W, |
onde appunto la (54).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIV. %
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§ 16.
TRASFORMAZIONI PER INVILUPPI DI SFERE DEI SISTEMI (Y).

Scelta una qualunque quaderna (A, M, W, &) dei sistemi differenziali

(51), (52), se poniamo
: W

o — o0
b

la funzione & viene a soddisfare alle medesime equazioni differenziali (VI)
§ 3 cui soddisfaceva 6. Ne resta quindi determinata una nuova classe di si-
stemi (Y) collimmagine sferica corrispondente alla nuova funzione ¢, e i
valori dei nuovi coseni X', delle direzioni principali sono dati dalle formole
A M

'r:_lr ;E rl: co_
m@WE’ X \2+m(bW' » X=X,

w

X, =X £
X ! moWw >

(56)
essendo &, u, ¢ definite dalle (53).

Ora prendiamo un qualunque sistema (¥) definito dalle formole (£9%), (50)
§ 14, e cerchiamo di trovare un corrispondente sistema (¥), colla nuova im-
magine sferica, dedotto da (¥) con una trasformazione per inviluppi di sfere.
Come nella ricerca analoga del § 12, dovremo porre per questo

&=x-+r8 (57)
e determinare la funzione incognita = in guisa che sussistano le relazioni:
dux ox aux
~— =1 X', =1, X =H, X'
aul 1 ] (9%2 24X 2 (9”/3 3 8

per convenienti valori di H',, H',. ;.
Eseguendo le derivazioni nelle (57), otteniamo in primo luogo le formole

, moeW d+ , mMOW 9+ , o
Hy=— A du,’ HQ*iM ou, HS~_~m¢8u3’
indi per = il sistema differenziale
0 0
Ju (mOW.=)=—H, A, I, (maow.=<)=—II, M,
(mdW.x)=— I, W.

du,
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Ma poiche
HAdw, +H, Mdu, +~ HWdu,

¢ in effetto un differenziale esatto, le condizioni d’integrabilitd sono soddi-
sfatte, e posto

T= ((H1 Adu,+H, Mdw,+ HWdu,),

o/

abbiamo
meW.~=C—T  (C costante arbitraria),
indi finalmente

w’zm—}—g:T

» -y
m(DWg’ (57%)

formole che ci dinno oo' sistemi (¥') trasformati.
In particolare se prendiamo per sistema (¥) un sistema della classe del
paragrafo precedente, ponendo

abbiamo per le (55)
H=m(@Eo—efW) Hy=m(Eo+efW),

R 40
H?,:?n(&—m“l—m .)r
indi si trova
T=moW,
e per cio
1 ©
T+ T moew’
Allora le (57) diventano
Ut
T mew>
od anche
w’:@c,..,‘—%éqy y’:,o)a(}ﬁ 7)2 5 Z’:QC‘T’—Z‘,—-—?‘
A i s &+ ¢ & 40"+ ¢

In questo caso adunque il sistema (¥') & dedotto con una inversione per
raggi vettori reciproci dal primitivo (cf. § 13).
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274 Bianchi: Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali

§ 17.

SISTEMI -(2) PARALLELI AT SISTEMI DI WEINGARTEN A FLESSIONE COSTANTE.

Fra i sistemi tripli ortogonali (¥) che studiamo nella presente Memoria
si distinguono, per le loro proprietd geometriche, quelli paralleli ai sistemi
pseudosferici di WEINGARTEN @ flessione costante, ed & allo studio di questi
particolari sistemi (¥) che dedichiamo i paragrafi seguenti.

Ricordiamo che i sistemi di WeiNcGARTEN a flessione costante, si presen-
tano a coppie (S), (8') di sistemi complementari; ciascuno dei due & il luogo
dei centri di curvatura delle curve a flessione costante dell’altro. E siccome
per le curve a flessione costante ogni centro di curvatura coincide col centro
della sfera osculatrice, possiamo anche enunciare la proprieta sotto la forma
equivalente :

Se in un sistema di Weingarten a flessione costante si prendono le sfere
osculatrici delle curve a flessione costantle, il ceniro della sfera descrive un
altro sistema della stessa specie (complementare).

La proprieta cosi segnalata si mantiene, in una certa maniera, per tutti
i sistemi (¥) paralleli, ¢ido che dimostriamo geometricamente, nel modo pilt
semplice e rapido, facendo uso dei teoremi di DARBoUX sui sistemi tripli
coniugati (*).

Per questo cominciamo dallo stabilire il teorema generale seguente:

Se in un qualunque sistema triplo orlogonale (w,, u,, u,) si prendono
le sfere osculatrici delle curve di una serie, per es. delle (us), il centro descrive
un sistema triplo coniugato. '

Il teorema si pud dedurre da una costruzione, generale di DarBoux (l.
c., n.° 1052) che fa derivare da un sistema triplo coniugato nuovi sistemi
tripli coniugati. Si sa che se per tutte le superficie S di una delle famiglie
nel sistema triplo coniugato si conducono le tangenti alle linee di una serie,
e nella congruenza cosi formata, che ha § per prima falda focale, si con-
sidera sopra ogni raggio il secondo fuoco F,, questo fuoco F, descrive un
altro sistema triplo coniugato.

(*) DarBoux, Lecons, IV Tome, n.i 1047-1052, oppure Systémes orthogopaux. Livre III,
Chap. IIL
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Cid premesso, applichiamo due volte la costruzione di Darsoux al si-
stema triplo ortogonale dato (u,, u,, u,) nel modo seguente. Sulle superficie
u, = cost. tirlamo le tangenti alle linee di curvatura (u,). Qui il secondo
fuoco F, & il centro di curvatura delle superficie u, = cost. relativo alle linee
di curvatura (u,), sicche nel sistema triplo coniugato descritto da F, le su-
perficie u, = cost., che diremo §,, sono evolute delle u, = cost. del sistema
triplo ortogonale, e pertanto le linee (u,) sulle S, sono geodetiche.

Ora ripetiamo la costruzione di DarBoux sulle S, tirando le tangenti
alle loro linee (u,) coniugate delle geodetiche (u;) ed il secondo fuoco F,
descrivera un nuovo sistema triplo coniugato. Ma si vede subito che F, &
precisamente il centro della sfera osculatrice della curva (u,) nel sistema
triplo ortogonale, ¢id che da appunto il teorema enunciato.

Le considerazioni geometriche stesse provano inoltre che: se si applica
la costruzione del leorema a due sistemi tripli orfogonali paralleli, anche i
due sistemi tripli coniugati generati dai rispettivi centri delle sfere osculatrici
sono paralleli. '

Segue di qui che se uno di questi sistemi coniugati & orfogonale, anche
I'altro & ortogonale. Si & visto che la proprietd ora segnalata si verifica per
ogni sistema (S) di WEINGARTEN a flessione costante, onde abbiamo il risul-
tato finale:

In ogni sistema (X) parallelo ad un sistema (S) di Weingarten a flessione
costante il centro della sfera osculalrice delle curve trasformate di quelle a
flessione costante descrive un altro tale sistema (X'") parallelo al sistema (S')
di Weingarten complementare,

§ 18.
LA PROPRIETA DELLE SFERE OSCULATRICI COME CARATTERISTICA.

Possiamo invertire la proposizione precedente e dimostrare:

Se in un sistema triplo ortogonale il cenlro della sfera osculatrice delle
curve di una delle lre serie descrive un nuovo sistema triplo orfogonale, i due
sistemi sono paralleli a due sistemi (S) (S') di Weingarten a flessione costante
e complementari Uuno dell’ altro.
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Supponiamo che nel sistema triplo ortogonale (u., u,, 4,), che diremo (Q),
la proprieta enunciata appartenga alle sfere osculatrici delle curve (u,), e
diciamo (Q) il nuovo sistema derivato. Nel sistema (Q) i circoli osculatori
delle curve (u,) nei punti di una superticie u, = cost. formano, per un noto
teorema di RiBaucoUR (¥), un sistema ciclico, cioé ammettono una serie di
superficie ortogonali; d’altronde i loro assi (le perpendicolari ai piani dei
cireoli nei centri) sono, nella nostra ipotesi, le normali della corrispondente
superficie u = cost. in (Q"). Dunque le normali di questa ultima superficie
formano una congruenza ciclica; e risulta ora da un noto teorema (**) che
la superficie stessa ha a comune l'immagine sferica con una superficie pseu-
dosferica, e le superficie normali ai circoli, fra le quali la corrispondente
us = cost. 1n (Q), hanno clascuna a comune I'immagine sferica con una su-
perficie complementare della prima.

A questo punto vediamo gia che: nel sistema (Q) le superficie u, = cost.
hanno a comune Uimmagine sferica con superficie pseudosferiche e le corri-
spondenti in (') sono a loro volla trasformate di Combescure di superficie
pseudosferiche complemeniari delle prime.

Per completare la dimostrazione applichiamo ora al sistema (Q) una
trasformazione dl CoMBESGURE che cangi una delle u, == cost., sia u, =0, in
una superficie pseudosferica di raggio =1 e contemporaneamente la curva
(us) uscente da un suo punto in una curva a flessione costante =1, e di-
mostriamo che questo nuovo sistema (S) € un sistema di WEINGARTEN a. fles-
sione costante (***), .

Il sistema ciclico osculatore lungo la superficie pseudosferica u,=0
in (S) ha uno dei suoi circoli osculatori di raggio = 1, e percid anche tutti
gli altri circoli sono di raggio = 1. Abbiamo dunque un sistema ciclico di
RiBaucour a raggio costante, onde segue che la superficie contigua alla
u, = 0 nel sistema ciclico, quindi anche in (S), & ancora pseudosferica dello
stesso raggio. Con questa nuova superficie pseudosferica di (S) ei troviamo
ora nelle stesse condizioni come colla primitiva, sicché passando ad un’altra
superficie contigna nel sistema avremo ancora una superficie pseudosferica,
e cosi via. Il sistema (S) ¢ adunque in effetto un sistema di WEINGARTEN a
flessione costante.

(*) Lezioni, Vol. II, § 411.
(**) Lezions, Vol. II, § 278.
(***) In quest’ultima parte della dimostrazione facciamo uso, per abbreviare, di conside-
razioni infinitesimali, alle quali non sarebbe pero difficile sostituire un’analisi rigorosa.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



derivati per trasformazione di Combescure dai sistemi a curvatura costante. 277

Stabilita cosl la proprieta delle sfere osculatrici negli attuali sistemi (3)
come caratteristica, andiamo ora a completare le costruzioni geometriche re-
lative, come segue.

Si e visto che il centro della sfera osculatrice delle curve (u,) del si-
stema () descrive un altro tale sistema (X) parallelo al sistema (S°) di
WEINGARTEN complementare. Ora proviamo che (¥) proviene a sua volta da
un altro sistema (X7), contiguo a (¥) a sinistra, come luogo dei centri delle
rispettive sfere osculatrici. Per questo bastera ricorrere alla costruzione ge-
nerale del § 6 applicata ai sistemi di WEINGARTEN complementari (S), (S).
Conduciamo per ogni punto P= (u,, u,, %,) di (¥) il piano = parallelo al
piano tangente della superficie u, = cost. in (§’), Tenendo fisso u,, e variando
u,, Uy, 1l piano = inviluppa una superficie u, = cost. in un nuovo sistema
(X") parallelo a (S). Ogni curva (u,) in (X°") ha come luogo dei centri
delle sfere osculatrici la corrispondente curva (u,) di (¥), che & adunque il
luogo dei centri delle sfere osculatrici di (3").

I manifesto poi che non esiste alcun altro sistema (¥) che abbia (})
come luogo dei centri delle sfere osculatrici, poiche le superficie u, = cost.
in (Y) sarebbero gli inviluppi dei piani osculatori delle curve (u,) di (¥) lungo
una u, = cost., cid che caratterizza completamente le superficie u, = cost.
di (57).

Concludiamo quindi:

Ogni sistema (X)) da luogo ad una catena di tali sistemi

Ce (ETT), @Y, ), &), &) ..

estesa all'infinito nei due sensi, ciascuno dei sistemi avendo per luogo dei
centri delle sfere osculatrici quello contiguo a destra. 1 sistemi stessi sono al-
ternativamente paralleli ad un sistema (S) di Weingarten o flessione costante
ed al suo complementare (S').

§ 19.
LE SUPERFICIE G DELLE ALTRE DUE SERIE u«, = cost., %, = cost.

In un sistema (S) di WewNnGARTEN a flessione costante le superficie
u, = cost. sono sempre pseudosferiche dello stesso raggio e le loro trajet-
torie ortogonali (u,) sono curve a flessione costante. Le superficie delle altre
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due serie u, = cost., #, = cost. hanno dunque un sistema di linee di curva-
tura a flessione costante. Serbando per brevitd una denominazione intro-
dotta nella mia Memoria del 1885, chiamo superficie éperciclica ogni superficie
con un sistema di linee di curvatura a flessione costante. Qualunque super-
ficie iperciclica individua un sistema (S) di WEINGARTEN a flessione costante
di cui fa parte. Le superficie ipercicliche si presentano a coppie di superficie
coniugate, ciascuna delle quali ¢ il luogo dei centri di curvatura (o dei centri
delle sfere osculatrici) delle linee di curvatura a flessione costante dell’altra.

Indicheremo col nome di superficie G le superficie aventi a comune colle
ipercicliche 'immagine sferica delle linee di curvatura. Manifestamente le su-
perficie G sono le superficie u, = cost., u, = cost. di un sistema triplo orto-
gonale () parallelo ad un sistema (S) di WEINGARTEN a flessione costante.
Da quanto abbiamo dimostrato nel § 18 risulta che alla superficie G appar-
tiene la seguente proprietd caratleristica : .

Se in una superficie G si prendono le sfere osculatrici delle linee di cur-
vatura trasformate delle curve a flessione costante della superficie iperciclica S,
il cenlro di questa sfera descrive uno nuova superficie G', che corrisponde
alla G per linee di curvatura ed ha a comune Uimmagine sferica colla su-
perficie iperciclica coniugata S'.

Come ho detto nella prefazione, le superficie G (isolate) sono state re-
centemente considerate da GuUICHARD e caratterizzate colla detta proprieta.

In generale si osservi che: Per una superficie qualunque ¥, costruendo
la superficie X, luogo dei centri delle sfere osculatrici per le linee di curva-
tura di un sisteina, alle linee di curvatura di Y, corrisponde sopra ¥, un si-
stema coniugalo.

Questo si riconosce utilizzando le proprieta delle evolute, oppure appli-
cando le considerazioni del paragrafo precedente al sistema triplo ortogonale
costituito dalle superficie parallele a ¥ e dalle sviluppabili delle normali
lungo le linee di curvatura. E si ha anche subito: Superficie ¥ parallele
hanno la stessa superficie Y, luogo dei centri delle sfere osculalrici delle linee
di curvatura di un sistema.

Le superficie G sono caratterizzate dalla proprietd che sulla superficie G,,
luogo dei detti centri delle sfere osculatrici, il doppio sistema corrispondente
alle linee di curvatura di G, oltre che coniugato, ¢ anche ortogonale. Ma si
puod esprimere la stessa proprietd sotto un’altra forma cosi: La congruenza
delle tangenti alle linee di curvatura di un sistema di G ha per seconda
falda focale una superficie S,, sulla quale alle dette linee di curvatura di G
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corrispondono delle linee geodetiche. Le evolventi di S, rispetto a queste
geodetiche sono altrettante superficie G (parallele), che hanno la primitiva G
come luogo dei centri delle rispettive sfere osculatrici.

§ 20.
FORMOLE PER LE SUPERFICIE IPERCICLICHE E PER LE G.

Nella mia Memoria pid volte citata (1885) ho dimostrato che le coppie
di superficie ipercicliche coniugate (S, §’), riferite alle loro linee di curva-
tura (u, v) delle quali supponiamo che le v = cost. siano a flessione costante
=1, dipendono dalle coppie di funzioni (0, ») delle variabili u, v che sod-
disfano al seguente sistema di equazioni del 2.° ordine (¥):

~—826 = ] méi) |
Suay = Cosbeosezr, J
& o

490
= —cosfcosmw— .

(58)
dudv on 5

[ rispettivi elementi lineari di S, & sono dati dalle formole

2 4 by 2
ds :(au)du?—i—cos fdv’, ]
PURY (9)
792 2 2
ds :(ﬁ)du?—i—cos odv’. /

Ritenendo le consuete notazioni (X,, X,, X;) pel coseni delle direzioni
principali in S, e le analoghe (X',, X'y, X’;) per la coniugata S§’, abbiamo:

X =senoX,—cosoX,,
X', = —senf X, + cos b (cos o X, 4+ sen w X;), (59%)
X', =cos 8 X, +senb (cos o X, + senoX,).

(*) Lo stesso sistema & stato ritrovato da GuicuArD nelle sue note recenti.
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Per le derivate di X,, X,, X, si hanno le formole

%:—%(cosw&—}—senm&), %%—2005(»32&,
g)f; =senw 3—3 X, )
gXU‘=—sen9X2, g%zsenOXl—(g%)—l—cosesenw)Xg,
%:(‘;:—}—cosesenm)&. )

e formole analoghe per X',, X', X',.
Si consideri ora una qualunque superficie G avente a comune colla iper-

ciclica S I'immagine delle linee di curvatura (u, v). Se indichiamo con «,
¥, 2 le coordinate di un punto di @, avremo

dx ox

>

MIHIAH %:Hzxea (61)
dove II,, I, siano assoggettate a soddisfare al sistema differenziale

OH, 9 OH,
W—cosw‘?ﬂﬂz, m—ﬁsenﬁﬂ,. (62)

Viceversa, se le funzionif, o, H,, H, soddisfano alle (58), (62), dalle (61)
risulta definita una corrispondente superficie G, le cui curvature prinecipali
si caleolano subito dalle formole

dw a6
— ~}-cosfsenow sen w —
I éw r ou (63)
ro H, " r, H,
Osserviamo che si soddisfa in particolare alle (62) ponendo
— 08 p— 1%
H, = 70 H, = cos¥, (64%)

ed in tal caso la G viene a coincidere colla superficie iperciclica S stessa.
Un’altra coppia notevole di soluzioni delle (62) si ha ponendo

. éh o ' "
1I, = sen © Hz_% —+-cos f sen o, (64%)

nel qual caso risulta dalle (63) che la G si riduce alla sfera rappresentativa.
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§ 2.
VERIFICA DELLE PROPBIET;\ DELLE SUPERFICIE @.

Colle formole superiori & facile confermare le proprieta delle superficie G
descritte al § 19. Cosi per le coordinate «', ¢, 2’ del centro della sfera oscu-
latrice della linea v = cost., troviamo

H
K Y’
H Ju du
€= — &—(; (cosw X, 4 senwX,)+ —5, sena X, —cosoX,), (6b)
du du

e si potrebbe facilmente verificare che la superficie G’ definita da queste for-
mole ha le linee (u, v) per linee di curvatura.

D’altra parte la superficie G & alla sua volta il luogo dei centri delle
sfere osculatrici delle linee di curvatura » = cost. di oo superficie G paral-
lele, che otteniamo nel modo seguente (§ 19). Conduciamo le tangenti alle
linee di curvatura v=cost. di G, e della congruenza rettilinea cosi formata
(che ha per prima falda focale G) troviamo la seconda falda focale S,. Dette
x,, ¥, 2, le coordinate del secondo fuoco, si trova subito

H, .
wlzw—}—le. (66)

Ed ora tiriamo le tangenti alle v = cost. di S,, che formeranno una con-
gruenza normale (§ 19). Cio si conferma derivando le (66), cid che da

dx M, 00y,
du ~ sen®d du %’
ox, é ( H,

ot __ 9 X

dv av(sene) v

onde i raggi della congruenza hanno i coseni di direzione (X';, Yy, Z';),
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cioé sono paralleli alle corrispondenti normali di §°. Ora se poniamo

, dx, H, 890

U=8X\ g0 =  sen*6ou’
— I tal ] ‘9mlb (9 }IQ)
V=38X, v ——Coseﬂ(seuﬂ ’

si verifica subito che Udu-+ Vdwv & un differenziale esatto, onde la detta
congruenza e normale (¥). In fine, posto

(S LR T
T—fisenze 8udu 005660 sen § dv\

le coordinate @, y, z di un punto delle superficie G normali ai raggi (evol-
venti di §,) saranno date da

H, X, +(T'+¢) X', (¢ costante). (67)

m=x+sene

Queste superficie G hanno I'immagine sferica (u, v) della superficie iper-
ciclica ', e la superficie G primitiva e il luogo dei centri delle sfere oscu-
latrici delle v = cost. per tutte le superficie G.

In particolare si osservi che, se si prendono per H,, H, i valori {64%),
la G si riduce alla sfera rappresentativa, e le formole (67) risolvono (nel
modo pilt generale) il problema di: trovare le superficie G per le quali @
ceniri delle sfere osculatrici delle linee di curvatura di un sistema hanno per

luogo una sfera.

TrAsFORMAZIONI DI BACKLUND DELLE SUPERFICIE G.

Le costrazioni del § 19 che servono a passare (in termini finiti) da una
superficie @ ad altre superficie G della stessa specie dipendono in sostanza
dalla trasformazione complementare delle superficie ipercicliche. Ma esistono

(*) Lezioni, Vol. I, § 143.
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altre trasformazioni pitt generali, che dipendono, in modo analogo, dalle
trasformazioni di BAcxLunD delle superficie ipercicliche, e di queste ci oc-
cupiamo qui da ultimo.

Indicando con " una funzione incognita di u, v, che avra per la super-
ficje & trasformata lo stesso significato come § per la primitiva G, e con ¢
un angolo costante arbitrario, si consideri il sistema differenziale per €:

&9'_1+00sacos(ﬂf—i)i6 )
du sen ¢ du’ .

, , (68)
o6 cosfhsenf —senssendcosh
dv cosa

—{—3): -} cos b sen w.

Questo ¢ un sislema completamente integrabile per 0, sicché la solu-
zione generale §° contiene (oltre o) una costante arbitraria. Scelta una tale
soluzione ¥, ne resta individuata una superficie iperciclica S’ trasformata
coll’elemento lineare
90"\

2 2 [ 2
ou du’ + cos® 0 d o’ (69)

ds“":(

e 1 relativi coseni (X', X';, X';) delle direzioni principali sono dati dalle
formole

X', =senae X, —cosesend’ X, +coscscost X,,
X', = cosasen § X, 4 (cos 8 cos & 4 sen ¢ sen 6 sen ) X, -+

—+ (cos 6 sen 6" — sen o sen § cos 6') X, , (70)
X'y = —cosscos b X, 4 (senfhcos b — senscos b sen §') X, 4

—+ (sen 8 sen 0"+ sen s cos b cos §) X,

Ora considerando una superficie G definita dalle formole (61) del § 20,
nel piano normale alla sua linea di curvatura v = cost. in un punto
P = (x, y, 2) segniamo un punto P’ = («, ¢, #), le cui coordinate potremo
serivere

o =w+4+1X, +mX,; (71)

domandiamo di determinare le incognite I, m per modo che la superficie G’
descritta da P’ sia una trasformata di ComBescure della superficie iperci-
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clica S’. Per questo occorre e basta che sussistano relazioni della forma

dx dux
— 4 7 T ’ ’ 0-).
¢9’M/1 Hle) au H2X2, (7)

2

con H',, H', convenienti fattori di proporzionalita. Ma dalle (71) derivando
risulta :

®
8\
N
[an)

Q al dm
a—ﬂ(lcosw—}—msenw)—&—ﬂ,‘X.+5&XZ+&M X,

£ =lsen X, 4

al )
%+(ﬁ+cosesenw)m—t—ﬂz %Xg+

am

o w
-+ 87—(&—1)+cosﬂsenm)l2Xs,

e sostituendo nelle (72) a sinistra questi valori, a destra 1 valori (70) di
X’,, X',, abbiamo in primo luogo

g—i(lcosw—l—1nsenw)+ﬂl ]
H'\ = ‘ v H'y = ) (73)
sena cos o
poi per le incognite I, m il sistema di equazioni differenziali
ol oh
A G [ .
ou cota sen au(lcosm—{—msenw)—i—ﬂx‘,
dl cosfcos® senssenfsent dw
50— Co5 0 ~l—(az—l—cosesenm)m+Hg,
(74)
om 00 [
5J—cotccos6 ﬁ(lCOSm_{_m/SBDw)—(—H, |’
dm _ (cosfsen b — senasen fsen i9+cos6sen ’
ov oS 6 v B /

Questo & un sistema completamente integrabile, onde (fissate ¢, o) esi-
stono oo® trasformate G’ della superficie G per una trasformazione Be.
Osserviamo da ultimo che ove si prenda per superficie G liperciclica
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stessa S ponendo (§ 20)

H=_—, H,=cos6,

si ha subito una coppia I, m di soluzioni delle (44) data da
l=cosacosl, m=cos s sen B,
e poiché segue allora dalle (73)

o
T ou

", » H'y=-cos?,

in questo caso la G’ si riduce alla superficie iperciclica S’.
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Giovanni Ceva ed il suo carteggio inedito
con Vincenzio Viviani.

(Di ALBerto Pascan, a Napoli.)

1. E ben conosciuto il nome di Grovann Ceva, matematico milanese
del secolo XV{I. Egli appartenne a quella scuola di matematici che s’era andata
formando in Milano verso la fine di quel secolo, e della quale fecero parte
Tommaso Ceva (1648-1737), che gli era fratello; GikoLamo SaccuEer! (1667-1733),
PreTro Paovo Caravaceio senior (1617-1688) e Pretro Paoro CaravaeGio
junior (1659-1723), e, senza dubbio, altri che pur forse meriterebbero d’esser
tratti dall’oblio.

Uno studio comparativo dei progressi che questa scuola apporto alle
scienze esatte, sarebbe oggi veramente desiderabile; uno studio condotto sul
tipo di quello che il prof. Loria ci diede a proposito della Scuola napoletana
di NicoLa Fereora (‘). Gid ho dato il mio piceolo contributo agli studi
che su questa scuola di matematici potrebbero compiersi, tentando di illu-
strare la vita e 'opera matematica del maggior rappresentante di essa, Gi-
ROLAMO SACGHERI (*), e ricordando lapparecchio che, nel 1695, ided Tommaso
Ceva per la plurisezione degli angoli (°).

2. Ma, dopo GiroLaMO SACCHERIL, ¢l appare la figura di Giovann: Ceva
come quella di un geometra veramente eminente. Egli rimase pressoche di-

() G. Loria, Nicola Fergola e la scuola di Matewmatici che lo ebbe a duce (Atti della Regia
Universitd di Genova, pubblicati per le onoranze a Cristoforo Colombo, 1892).

(3 A. Pascav, Girolamo Saccheri nella vita e nelle opere (Giornale di Matematiche di Bat-
taglini, (3) vol. 52, 1914) ; Sopra una lettera inedita di Girolamo Saccheri (Atti del R. Istituto
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, t. 74, 1914-15).

(3) A. Pascawn, L’apparecchio polisettore di Tommaso Ceva ed una lettera inedita di Guido
Grandi (Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, vol. XLVII{, 1915).
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menticato, sino a quando lo CHASLES, nel suo Apercu historigue (*), non fece
notare tutta la copia di risultati a cui il Ceva era giunto nella sua opera:
De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio (°). Lo CBASLES prima,
e poi il CrEmoNA (°), fecero vedere come, per primo, Grovanni Cegva avesse
avuto lidea di servirsi delle proprieta del centro di gravita d’'un sistema di
punti nella teoria delle trasversali, dove cioé occorre considerare rapporti di
segmenti determinati dai punti di intersezione di rette.

Quando si suppongono connessi in questi punti, pesi inversamente pro-
porzionali ai segmenti staccati, potra dedursi, dal rapporto di questi pesi,
il rapporto fra i segmenti. Seguendo quest’ordine di idee, CEva dimostra il
notissimo teorema che oggl da lui prende il nome; lo dimostra prima col
suo metodo statico; poi ne riporta due altre dimostrazioni geometriche che
egli dice dovute all’amico suo PieTro Paoro Caravaceio (junior). Da quel
teorema, egli ricava numerose proprietd e teoremi e, fra gli altri, Ceva de-
duce anche il cosidetto teorema di Tolomeo; pol, sempre col suo metodo,
giunge a dimostrare anche parecchie delle proprieta conosciute del trian-
golo; e, proseguendo ancora, dimostra proprietd sul tetraedro, sul quadri-
latero gobbo, ecc.; ed, infine, nel libro secondo, dimostra anche che in un
poligono circoscritto ad una cowica, ¢ punti di contatto dividono i lati del po-
ligono in segmenti tali che il prodotto di quelli non aventi estremi a comune,
é uguale al prodotto dei rimanenti. .

Come ha fatto notare Cremoxa, il Corrouis (*) pervenne, nel 1811, a gran
parte dei teoremi di CEva, senza conoscere il libro di questi: egli diede nove

“teoremi, dei quali alcuni non son compresi nell’opera di Ceva, e gli altri
comprendono, come casi particolari, 1 teoremi che vi sono contenuti.

Questa opera di Crva, per la quale egli pud giustamente considerarsi
come il precursore delle idee fondamentali che M6BIUs applico per creare il

(*) M. CuasLes, Apercu historique sur Uorigine et le développement des wmdthodes en Géo~
wmétrie, particuliérement de celles qui se rapportent & la Géométrie moderne, efc., 11 édit. (Paris,
Gauthier-Villars, 1875), Note VII, pp. 294-296.

(®) G. Crva, De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio (Mediolani, ex typ.
Ludovici Montiae, MDCLXXVIII).

(®) L. CrEMONA, Inforno ad un’operetta di Giovanni Ceva wmatematico milanese del se-
colo XVII (Rivista ginnasiale e delle Scuole tecniche e reali, t. VI, 1859 ; Opere matematiche,
Milano, Hoepli, (914, t. 1, p. 208).

(") Tn parecchi lavori riassunti in Corrouts, Sur la théorie des momens considérée comme
analyse des rencontres des lignes droites (Journal de 'Eeole Polytechnique, cahier 94, 1835).
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suo Calcolo baricentrico, fu, come dicevamo, sempre dimenticata; il CoriowLis,
in nota della sna Memoria citata, avvertiva che sol quando gid aveva finito
il suo lavoro, si accorse della esistenza del libro del geometra milanese. Essa
¢ menzionata appena nell’ Histoire des mathématiques del Montucra (%), il
quale avverti peraltro che solo conosceva il nome del Ceva per gli acecenni
che di questi, e delie sue opere, aveva fatto Guipo Graxpi nel suo libro
sulla logaritmica (°).

3. Quasi nessuna notizia ci ¢ stata tramandata purtroppo sopra Gio-
vANNI CEVA : un suo stesso contemporaneo, UARGELATI, nel redigere I'articolo
destinatogli nella sua Bibliotheca Scriptorum Mediolanensium (*°), ci avverte
di aver tentato inutilmente di ricercar notizie sopra Grovansi Ceva a Man-
tova (dove cioe Ceva, secondo ogui probabilitd, dovette morire); e si limita
percio a dar l'elenco (alquanto scorretto) delle opere di lui, e qualche scarsa
notizia. ‘

I’anno della nascita ci ¢ ignoto; egli appartenne ad una famiglia di
ricchi banchieri di Milano; suo padre si chiamava CarrLo Francesco, e sua
madre Paova CoromBa. Tutti i fratelli di Giovanyi si diedero alla religione;
il maggiore di etd, NicorLd, fu carmelitano scalzo; un altro, CrisTororo, fu
gesuita, e fu poeta di merito; laltro fratello fu Tommaso, ancor egli gesuita
¢ celebre poeta e matematico (*').

Grovannt fu Gommissario della Camera Arciducale del Ducato di Man-
tova; e purtroppo null’altro ci & dato, per ora. di aggiungere alle notizie

® J. . MonTUcLA, Histoire des Mathématiques dans laquelle on rend compte de leurs pro-
grés depuis leur origine jusqu’a nos jours; etc. Tome I (Paris, chez Jombert, MDCCLVIT), p. 72.

(°) Nella Epistola geometrica ad virum clarissimum Thomam Cevane Societatis Jesu, ripor-
tata in fine dell’opera G. GRANDI, Geometrica demonstratio Theorematum Hugenianorum circe
Logisticam, sew logarithmicam lineam, etc. (Florentiae, MDCCI, apud Brigonci).

(1°) PH. ARGELATI, Bibliotheca Scriptorum Mediolanensium seu Acta, et Elogia virorum om-
nigenaeruditione illustrium, qui in Metropoli insubriae oppidisque circumjacentibus orti sunt; efc.
Tomus primus (Mediolani, in Aedibus Palatinis, 1745), parte 2.2, col. 417.

(**) G. C. Corpara, Vita del P. Tomaso Ceva [in Le vite degli Arcadi illustri scritte da
diversi autors, e pubblicate d’ordine della Generale Adunanza da MicaeL G1UsEPPE MoRrEl, Cu-
stode d’ Arcadia, parte V (Roma, tip. De’ Rossi, 1751)]. — Prolusione agli studi nel solenne apri-
mento del Liceo di Milano in Porta Nuova recitata il giorno 24 movembre 1812 da CESARE
Rovipa professore di Matematica, e reggente provvisionale (Milano, dalla stamperia Pirotta, 1813),
pag. 45.
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sulla sua vita, se non che studid matematica sotto la guida del livornese
Donato RosseTTs, come CEva stesso ci dice nel proemio al De lineis rectis (**).

Dall’elenco delle sue opere, riportato dal Riccarpi (*°), appare che il
CEva, oltre che di pura matematica s’occupo anche specialmente di questioni
d’idraulica, e anche del problema della moneta, scrivendo al riguardo un’opera
De re nwmaria (**).

(*?) Quando questo nostro lavoro era gia stato ultimato, il chiarissimo prof. GiNo Loria
¢ riuscito a corrispondere in parte alle speranze nostre sul ritrovamento di notizie circa la
vita di Girovann: Ceva. Egli ha resi noti i risultati suoi in una breve nota: Per la biografia
di Giovanni Ceva (Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, vol. XLVIII, 1915).

Nell’Archivio di Stato di Mantova (Archivio Gonzaga) esistono alcune buste con scritti
vari di Ceva, e di lui si parla inoltre in altri documenti in quell’Archivio custoditi: da tutta
questa messe preziosa di documenti si potrebbe percid ricavare parte della biografia di Gio-
vannt Ceva.

Altre notizie su Ceva, il Loria riproduce dall’opera inedita di CArLo p’Arco, intitolata
Famiglie manfovane; dalla quale appare, tra l’altro, esser Giovanyt CeEva nato nel dicem-
bre 1647, e morto nel 1734.

(1%) Biblioteca Matematica Italiana dalla origine della stampa ai primi anni del secolo XIX
compilata dal dott. ing. PieTRO Riccarpt (Modena, tip. Soliani, MDCCCLXX), col. 342-343.

(Y Crediamo opportuno riportare la lista delle opere di Giovannt CEVA :

1) De lineis rectis se invicem secantibus statica constructio (Mediolani, ex typ. Montiae
MDCLXXVIII).

2) Opuscula Mathematica de potentiis obliquis, de pendulis, de vasis, et de fluminibus -
(Mediolani, ex typ. Montiae, 1682).

3) Geometria motus. Opusculum geometricum a JOANNE CeEvA mediolanensi in gratiam
Aquarum excogitatum. Continet duos libros. Primum de simplici motu, alterum de composito
(Bononiae, typ. Pisarij, MDCXCII).

4) Tria problemata geometris proposita, una cum ipsius ratiocinio in gravitatem ommni-
geni corporis ostendendam (Mantuae, ex typ. Pazzoni, 1710).

5) De re numaria quoad fieri potuit geometrice tractata, ecc. (Mantuae, apud Pazzo-
num, MDCCXJ).

6) De mundi fabrica, unico gravitatis principio innixa, dequé fluminibus, ecc. (Man-
tuae, 1715). _

7) Le conseguenze del Reno, se coll'aderire al proggetto de’ Signori Bolognesi, si permet-
tesse in Po grande (In Mantova, per Pazzoni, MDCCXVI).

8) Replica di GiovaNNt CEvA in difesa delle sue dimostrazioni, e rayioni, per le quali
nown debbast introdurre Reno in Po, contro la risposta datasi dal signor dottor Bustachio Man
fredi (In Mantova, per Pazzoni, MDCCXVII).

9) Risposta di GiovanNt Ceva alle osservazioni del signor dottor Eustachio Manfredi
contro la di lui replica in proposito dell'immissione di Reno in Po grande, pretesa da’ signori
Bolognesi (In Mantova, per Pazzoni, MDCCXXI).

10) Opus hydrostaticum (Mantnae, apud Pazzonum, MDCCXXVIILI).
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4. Visto che sulla vita di questo illustre geometra cosi poco oggi si
conosce, pud senza dubbio offrire un qualche interesse la notizia del ritro-
vamento di molte sue lettere, nell’epistolario dell’ « ultimo discepolo di Ga-
LILEI » VINCENZzIO VIViANI, che st custodisce nella R. Biblioteca Nazionale di
Firenze. L’importanza eccezionale, per la storia della matematica del se-
colo XVII, che offre il carteggio del Viviani, & stata additata agli studiosi
dall'illustre storico della scuola galileiana, ANToN10 Favaro (*°).

Nulla, credo, per la storia scientitica degli ultimi secoli, ha maggiore im-
portanza delle lettere che ci son conservate nelle Biblioteche e negli Archivi;
in quelle lettere che fra loro si lrasmettevano i dotti del tempo, essi si co-
municavano tutte le loro nuove ricerche, i risultati che via via ottenevan
negli studi loro: lettere che, sebbene non destinate alla pubblicazione, fa-
cevano in certo modo per quei tempi l'ufficio delle moderne Note e comu-
nicazioni accademiche. Del resto la importanza che in alcuni casi potevan
avere queste comunicazioni fu riconosciuta da essi stessi: e cosi, per esem-
pio, vediamo Warris, CoLLixs, NewroN, LEBN1Z, FERMAT, ecc., raccoglier gran
parte delle lettere ch’essi s’eran andati scambiando, per stampare i Comn-
mercia epistolica, cosl importanti per la storia dei progressi, specialmente
dell’analisi, nei secoli XVII-XVIIL

Il carteggio di ViNceENzio VIVIANI & conservato, assieme al manoscritti
del medesimo, nei volumi 142-148 dei Manoscritti Galileiani, Discepoli, della
Biblioteca Nazionale di Firenze. Tutti questi manoscrilti di Viviant furon
lasciati dal Viviant in ereditd all’abate Jacoro Pawzaning, morto il quale furon
posti in vendita, e gran parte di essi poté esser recuperata ed acquistata
da G. B. CLemENTE NELLL. Di tutti questi manoseritti, il prof. Favaro ha dato
un utilissimo elenco alla fine della citata sua biografia del Viviaxi; ed ha
dato altresi un elenco dei corrispondenti di questi, quale risulta dal carteggio.

Per comprendere in modo adeguato tutta la importanza che potrebbe
avere la pubblicazione del carteggio di Viviani, bisogna pensare alla grande
fama che raggiunse, ai suoi tempi, questo scienziato, e per merito dei suoi
lavori geometrici, e, specialmente fra questi, della sua divinazione del V libro
delle Coniche di ApovvLonio (*°).

(%) Cfr. A. Favaro, Amici e corrispondenti di Galileo Galilei, XXIX, Vincenzio Viviani
(Atti del R. Istituto Venelo di Scienze, Lettere ed Arti, t. 72, 1912-13).

(*%) V. Viviani, De maximis et minimis geometrica divinatio in quintum Conicorum Apol-
lonii Pergaei adhuc desideratum, ecc. (Florentiae, apud 1. Cocchini, MDCLIX). Per la storia,
particolareggiata di questa divinazione di Apollonio, si vegga A. Favaro, loc. cit.
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Tutti 1 matematici piu illustri dell’epoca avevan comunicazioni col VI-
VIANI, e, fra i nomi de’suoi corrispondenti, troviamo quelli di Leisxiz, Hoy:
Ggens, WaLcis, pE L'HospiTaL, VARIGNON, ecc., per non far cenno che degli
stranieri. Son molte poi anche le copie delle lettere di risposta del Viviani,
molto spesso pero redatte in caratteri illeggibili, e senza nome di destina-

tario, né data.
AxTonio Favaro € l'unico che abbia estratto qualcosa da questo pre-

zioso carteggio ('"); vadano a questo illustre Maestro, che in Italia tiene cosi
alto 'onore degli studi di storia delle scienze, i miei pill vivi ringraziamenti
per gli aiuti ed i consigli preziosi dei quali m’e stato largo.

5. Le lettere che abblamo trovate sono le seguenti:

I. G. Ceva a Viviani;  ottobre 1685 (tomo 145, car. 236).

[l. Viviant a G. Ceva; 16 ottobre 1685 (tomo 146, car. 285 ¢).
III. G. Ceva a Viviani; 26 ottobre 1685 (tomo 146, car. 286).

[V. Viviant a G. Ceva; 11 novembre (?) 1685 (tomo 143, car. 70).

V. G. Ceva a Viviant; 23 novembre 1685 (tomo 146, car. 287).
VI. G. Ceva a Viviani; 17 gennaio 1686'(t0mo 147, car. 1).
VIL G. Ceva a Viviang; 8 febbrajo 1686 (tomo 147, car. 2).
VIIL. G. Ceva a Viviang; 20 febbrajo 1693 (tomo 145, car. 236).
IX. Viviant a G. Ceva; 3 marzo 1693 (tomo 143, car. 195).

X. G. Ceva a Viviani; 13 marzo 1693 (tomo 147, car. 125).
XI. G. Ceva a Viviang; 11 marzo 1701 (tomo 147, car. 193) (**).

6. Dalla prima lettera che riproduciamo, si scorge che Ceva comincid
sin dal 1685 ad occuparsi delle ricerche ch’egli poi raccolse nel suo libro,
pubblicato sette anni dopo:

(*") A. Favaro, Due lettere inedite del P. Gerolamo Saccheri d. C. d. G. a Vincenzio Vi-
viani (Rivista di Fisica, Matematica e ‘Scienze Naturali, anno IV, 1903); Contribuzioni ine-
dite al carteggio di Evangelista Torricelli (Bollettino di Bibliografia e Storia delle Scienze
Matematiche, anno XVI, 1914).

(**) La brevissima lettera VI non la riprodurremo, perché ci & sembrata di nessuna im-

portanza.
Ringrazio pubblicamente il distinto signor MArio MoNTAGNA che, con vero spirito di abne-

gazione e di amicizia, trasse per me, dalla Biblioteca di Firenze, copia dei documenti ripor-
tati in questo lavoro.
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Geometria motus. Opusculum geometricum o loaNNe GEvA mediolanensi
in gratiam aquarum excogitatum. Continet duos libros. Primum de simplici
motu, alterum de composito (Bononiae, M.DC.XCILI, typ. Pisarij).

L’esempio che CEvA comunica a Viviant e contenuto nella prop. XII,
theor. XII del volume.

Assieme alla lettera di Ceva abbiamo anche la copia della risposta del
Viviani; ecco ambo le lettere:

L™ Sig.”, Sig.” Pne Col.™,

E un secolo che non ho riverito con mie linee il sig.” Vincenzo mio S.”,
il di cui merto serbo sempre avanti gli occhi. Nel tempo che son stalo fuori
in villa ho impiegato qualche hore in veder se mi riesciva alcuna inventione
nell’ argomento dell’aque, et ho havuto quella fortuna, che non speravo dalla
mia inabilita; con essa occasione mi é riuscito farmi largo campo nella scienza
de’ moti, e loro tempi; el é methodo cosi universale, e geomelrico, che serve per
ritrovare cose geometriche, cioé a quadrare de’ curvilinei; le daro qui un esem-
pio, senza la dimostrazione per non estendermi con un Processo.

Sia la curva di tal sorte B C D & che tirate fra essa, e la retta 4 G le per-
pendicolari A B, EC, F D alla stessa
AG; sia sempre FD ad AB in AUB
proportion sottodoppia di AG a G F;
e cosi B C ad A B in proportion su-
dupplicata di A G a G E. E noto E
V. 8. I1L."* che la perpendicolare G &
¢ assintoto, cioé a dire non concor-
rera mai colla curva B CD&; si F - )
ché il piano & B A G & sara senza
fine longo alla parte & Hora io dico P
che questo piano é uguale al doppio g
rettangolo di G 4 in A B, e che Fig. L
qualsisia portione BDF A tra le
ugualm.” distanti A B, F D é uguale al reltangolo di A B nella doppia dif-
ferenza di A @ sopra la wmedia proportionale tra A G, e G I. _

Ma sia hora la detta curva di tal natura, che la FD alle AB stia in
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proportion triplicata della suduplicata di AG a G F, e cosi EC ad AB in
proporzion triplicata di 4 G alla media. proporzionale tra A G, e G E.

~ Qui havrei di bisogno che mi fosse indicato da V. S. IIL.™* qualche autore
dal quale polessi trovare artificio di quadrare qualche delle portioni A C,
E D elc., tra le sue paralelle; giaché per altro il curvilineo & B A G & si di-
mostra infinito per grandezza; io non ne suplico direttivam.” V. S. Illma, per-
che sarebbe troppo mio ardire attese le occupal.” gravi di V. S. IIL." med.”.

Io mi ho affaticato un pezzo ma indarno per esser cosa che molto mi preme
per le dimostrat.” dell’aque; e che senza questa, mi conviene, o lasciar mollo,
0 veram.” restar s0speso.

Onde la priego con tutto lo spirito a farmene U'honore richiesto; e mentre
low supplico conservarmi vivo nella sua pregiatis™ grazia, resto con farle
hum.”™ riverenza. Mant.” li 5 oft.” 85.

di V. S. Il
devot." et obligat.™ Ser.

Grovanng CEva.

addi 16 ottobre
1685 al Sig. Gio. Ceva
Mantova.

. Sig.” Pad." Col.™

Parmi, se io non erro, la prima delle due curve linee indicatemi da
V. S. L™ con la favorit.™ sua del 5 del corrente esser la stessa di quella la
quale in fine del mio Diporto Geomelrico pubblicato nel 1676 in quel Tratia-
tello de Modi varj Meccanici, Lineari ¢ Solidi per la bisezzione dell’angolo e
per le due medie proporzionali ('") io chiamai Iperbole Mesolabica e la quale

(*°) Si allude al libretto sui Modi vari meccanici, lineari, e solidi tentati do V. V. perle
construzions de’due illustri problemi, il primo, della divisione dell’angolo in data proporzione,
il secondo, dell’invenzione delle due medie proporzionali, contenuto nel Quinto libro degli Ele-
wmenti di Buclide, ovvero Scienza universale delle proporzioni spiegata colla dottrina del Ga-
lileo, con nuov’ordine distesa, e per la prima volta pubblicata da ViNceNzio VIViaNI, ultimo
suo discepolo. Aggiuntevi cose varie, e del Galileo, e del Torricelli; i ragguagli delle ultime
opere loro, con altro, che dall’indice si manifesta (In Firenze, alla Condotta, MDCLXXIV),
a pag. 279 del quale si fa parola della iperbole mesolabica.
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dissi aver raffigurata per la s.* delle innumerabili Iperbole, cioé per quella in
cui le abscisse da una delle due Asintote prese dal Centro, o concorso delle
med.” Asintote stanno in proporzion reciproca dell ordinata q." applicate alle
med. asintote e la qual curva io conclusi quivi per ultimo esser ella peraltro
maravigliosa, intendendo io per cagione dell’esser quadrabile quello spazio
benché d’estensione infinita, si come le sue parti; e per aver anche in se altre
ammirabili proprietd.

La generatione poi dell’ altra curva di V. S. IllL."*, s’io pur wnon mi in-
ganno, st riduce ad esser la stessa che quella, nella quale ¢ Cubi delle dette
abscisse, stanno in proporzione reciproca de’ quadrati delle d.” applicate, ¢ la
quadratura dello spazio di questa che é immensurabile da wna parte, ma ben
mensurabile dall’alira la trovera V. S. IIl.™ enunciata con altre innumera-
bili ..... del Commercio Epistolico scritto da Mons.” Fermal Francese al Ca-
val.” Digbi Inglese (*°).

Tanto penso io che basta per soddisfare ad desid.” e comandaz.™ di V.
S. IIL."* la quale per i gran progressi che io mi promelto dal di lei acutissimo
ingegno, esorto con. . ... esultanza, a coltivare adesso che ell’é sul verde degli
anni suoi, queste nobili scienze, affinche non le avvenga cio che & avvenuto a
me, che da 40 e pit anni in qudad mi sono hmmerso in affari tanto remoti da
queste speculazioni che ormai despero di poterle piw ripigliare per farle pub-
bliche, come ne vengo stimolato da piw parti.

E qui per fine etc.

Di V. 8. 1™

Dev.”™ Oblig.™ Ser.

ViNcENZO VIVIANI

(*) Commercium epistolicum, de qucestionibus quibusdam Mathematicis nuper habitum. Inter
nobilissimos viros D. Gulielmum Vicecomitem Brouncker, anglum; D. Kenelmum Digby, item
Eguitem anglum ; D. Fermatium, in supremu Tholosatum Curia Iudicem primarium ; D. Fre-
niclum, nobilem parisinum. Una cum D. Joh. Wallis Geomet. Profess. Oxonii. D. Franc. a
Schooten, Math. Prof. Lugduni Batavorum ; aliisque. Edidit Jouannes WaLLis, S. Th. D. in
celeberrima Oxoniensi Academia Geometriae Professor Savilienus. (Oxonii, Excudebat A. Lich-
field, Acad. Typograph. Impensis Tho. Robinson, M.DC.LVIII).

[La copia da me consultata é della Biblioteca Vittorio Emanuele di Roma, e vi & segnato
a mano « Ex lib. Alph. Borelli»].

Questo libro fu tradotto in francese e riprodotto per intero nel vol. III delle Oeuvres de
FERMAT publiées par les soins de MM. Paur TaNNERY et CHarLEs HENRY sous les auspices du
Ministére de UInstruction Publique (Paris, Gauthier-Villars, MDCCCXCVI), pp. 399-610.

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXIV. 38
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La iperbole mesolabica alla quale accenna VinceEnzio Viviant nella pre-
cedente lettera, fu da lui descritta per la costruzione delle due medie propor-

B
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i
i
1
i
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i
1
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i //
lE B /
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BL N
AR
Py vy
f Py oy
i A
I
A 593 ¢ <
Fig. II.

zionali; egli prima 1 aveva
chiamata cissoide mesolabica
(pel modo col quale I’ otte-
neva, alquanto analogo a
quello con cui si ottiene la
cissoide di DiocLe dal cer-
chio); ma si accorse poi esser
quella curva la medesima di
quella che altri (come diremo
ora) aveva gia considerato.
Questa curva non & che
un caso particolare della cur-
va che si ottiene come se-
gue (*'): si consideri (vedi fi-
gura II) un semicerchio di
diametro 4 C = a, e, per 4, si
conduca una retta arbitraria
che tagli la circonferenza in
B, ed in D la tangente alla
circonferenza condotta nel
punto C. Costruiamo la B G

perpendicolare ad 4 C, la G B, perpendicolare ad 4 D, la B, G, perpendico-
lare ad 4 C, la @, B, perpendicolare ad 4 D, e cosi via.

Sull’ultima retta cosi ottenuta B,_, G,_, sistacchi un segmento G M = 4 D;
il luogo del punto M (al variare, naturalmente, della retta condotta per A4)
¢ una curva (che pud chiamarsi iperbole) d’ordine 2k 41, la cui equa-

zione €:
x yzk — gt

Invero, detto ¢ I'angolo D 4 C, ed (x, y) le coordinate di DM, si ha:

(7
y=AD=cos<p

(**) G. Lorria, Spezielle algebraische und franszendente ebene Kurven. Theorie wund Ge-
schichte. Deutsche Ausgabe von F. Sculitre. IT Auflage. Erster Band (Leipzig und Berlin, Teub-

ner, 1910), p. 319.
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AB=acosg¢ AG=acos ¢
A B, =acos’o 4G, =acos*y
AB,_,=acos™ "o AG, = x=acos™o;

eliminando ¢ dalla prima ed ultima relazione, si ottiene, per equazione del
luogo di MM :
x y2k — g,

Per £ =1 la costruzione precedente si riduce a quella della curva del

terzo ordine:

myzzaa’

che & quella che Viviant chiama éperbole mesolabica. Questa medesima curva
¢ trattata da Fermar nella lettera IV del Commercium citato; nella lettera
cioe, del 20 aprile 1657, a DiaBY

(1603-1665) (**); a proposito di 7 F e

essa, FERMAT enuncia la stessa
proprietd notata da G. Ceva
nella lettera da noi riportata;
nella iperbole ordinaria il ret-
tangolo N P & costante (v. fi-
gura III); si supponga ora (dice \

FermAT) che sia costante il pro- v € I

dotto del quadrato di B N, per Fig. IIL

B P, che cioe, quindi, come di-

remmo noi, 'equazione della curva, riferita agli assintoti, sia « y* = cost. La
curva allora sard una iperbole tale che il parallelogrammo B I sard eguale
allo spazio compreso fra la base B H e le due curve BD F, FFE H.

Se, invece, & costante il prodotto del cubo di BN per B P, si otterra
un’altra iperbole, tale che il parallelogrammo B I sara doppio dello spazio
compreso fra la base B H e le due curve. E cosi poi, in generale, se il pro-
dotto d’'una potenza di B N per una potenza di B P & costante, il paralle-
logrammo B I stard allo spazio suddetto, come la differenza fra I'esponente

(**) E riprodotta come lettera LXXXII della corrispondenza di FERMAT, stampata nel vo-
lume II delle Qeuvres de FERMAT gia citate.
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della potenza di B N e I'esponente della potenza di B P, sta all’esponente
della potenza di B P.

Ne segue, osserva FermaT, che nell’ordinaria iperbole lo spazio suddetto
non & eguale ad uno spazio dato, e che, in generale, ’esponente di BN
deve esser maggiore di quello di B P.

Le stesse considerazioni aveva fatte prima WarLwLis nella sua Arithmetica
infinitorum (*°) (prop. 102 e 10%4), come scrive lo stesso WaLwpis al Digsy (let-
tera V del Commercium).

7. Allultima lettera riportata Crva rispondeva ancora :

I Sig.", Sig.” Prne Col.""

La fovorit,™ di V. S. Il mi é sembrata un tesoro, e per le grazie che
mt fa, e per le notizie massime che wm’ accenna. Qud in Mantova non si sa dove
ricorrere per un libro in genere di Mathematica, onde ho scritto al Pre Ceva
Gesuita mio fr" in Milano che esso pure si diletia di simili scienze, anzile
professa in Brera, doppo il pranzo, havendo impiegata la matina nell'inse-
gnar la Bettorica (**); Uho dico pregato a far diligenza in biblioteca Ambro-
siana, accioché mi rimetta la coppia di quella lettera contenuta nell’opera che
mi accenna, con insieme il titolo preciso, osia la notitia d’haver il medesimo
libro del Valisio. Ma ho anche premura, et ansieta grande di godere dell’opera
di V. S. IIL™, che pur m’accenna, eperd se é cosa piccola V. S. IL.™ é sup-
plicata, e sententiala a rimettermela subbito. Mi par di vedervi cose bellissime,
et anco utilissime al mio proposito siché Le rinovo Uistanza ; inollre so che son
da niente, e che parla in me solo Uaffetto grande, che porto a simili scienze,
ardisco come scolaro miserabile verso un suo gran Maestro di solecitarla a
trovar tempo per dar alla licce il parto che mette in dubbio, né permelia in

(#%) Jonannis Waruisit SS. Th. D. Geometriae Professoris Saviliani in celeberriing Aca-
demia Oxoniensi Arithinelica infinitorum sive Nova methodus inquirendi in Curvilineorumn
quadraturam aliaque difficiliora Matheseos Problemata (Oxonii, Typis Leon. Lichfield Aca-
demiae Typographi, Impensis Tho. Robinson, Anno 1656).

(*) I p. Tommaso Ceva, gesuita, insegnd nel Collegio di Brera in Milano, per ben 45
anni, la Matematica.
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modo alcuno, che si sepelliscano nel nienle speculationi sue, che per la gran-
dezza loro, e chiarezza sono ammirate da tutlo il Mondo. Assicuro V. S. Il1l.™*
che io oggidi non stimo quasi altro Geometra, che la persona di V. S. Ill."™*
med.”*, né ho dubbio che io non whabbia a cavar grandem.” la sele, o per
meglio dire riacenderla pivn per la qualita troppo saporita del liquore e vena
sua geometrica. Conosco d’essermi avvanzato troppo, pero la suplico con un ri-
flesso della sua gran bontd compatire la mia penna menire con non piiv diffun-
dermi .. ... sempre qual fui
Di V. S 1u Mant.* li 26 ott.” 85.

Devot.™ et obligat.™ Ser.’
G10vANNI CEVA.

8. Ed ecco poi come Viviant signorilmente annunzia al Ceva la sua
intenzione di donargli il Commercium che egli non poteva trovare in Mantova:

Al Sig. Gio. Ceva
Mantova
im..... 1685

L Sig.” mio Prne Col.™

L’amore intenso che ho e che di continuo ho avuto alle Matemaliche & stato
di tal tempra e cost staccato dall’amor di me slesso che quantunque io per la
magyg. parte del tempo da che i0 ne ho qualche cognizione, io mi sia trovalo
in tmpteghi . . . .. dal poter applicare a dar fuori le cose mie, ho peroé sempre
a tutto mio potere cooperato che gli altri vi si adoperino, e si facciano onore
col promuoverle con le lor nuove speculazioni. Di qui é che ora vedendo V. S. IIL."
tutta intenta e in ordine a farci godere le sue, e sentendo all’incontro per la
di lei amorevol.”™ del 22 (*°) del passato che le manchi quel Commercio Epist.”
del Vallisio d’onde io le scrissi che poteva cavarne notizie al bisogno..... e
dopo molle dilig.© fatteci non Uavendo trovalo mi son risoluto di buon quore
(sic) a privarmene con staccarlo da allre opere colle quali era legato, e di
farvene un libero dono insieme con le mie bagatelle stampate che mi dice non
aver ancor vedute e che mi ha comandato inviarle.

(%) Dovrebbe dire 26.
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Il tutto la supplicherei per sua benignita a wvoler gradire in segno della
venerazione che ho al merito suo, e del desid.” ardent.” delle sue glorie. Resta
che si compiaccia d’indicarmi per qual via io debba farle pervenire questi libri,
e o chi io debba qua consegnarle ad effetto che le giunghino sicuri e ben con-
dizionati. Mentre non essendo questa per altro [la copia della lettera finisce
cosi senz’altro].

[manca la firmal.

E Ceva cosi risponde ringraziando :

I Sig.”, Sig. mio Pne Col.”

Quando cominciavo quasi a temere della mia importunita verso di V. S. I11."*
con forse essermi abbusato delle sue grazie, ecco che son oltremnodo favorito dalla
gentilissima sua, che sol hora ricevo; dalla quale per le sovrabbondanti grazie
che mi significa esser V. S. 1Il.™ per farmi, colla missione delle sue nobili
speculationi, et altro, concepisco di goder senza fallo la fortuna d’esser tra’ pri-
vilegiati servi di V. S. IIL."*; e gia ché ha cosi disposto di graziarmi potra
restar anco servita di far avere il tutlo & Sig.” Simon, e Flaminio Piazza,
che questi rimettendolo con prime occasioni a questi mercanti ebrei Franchetti,
da essi ricuperero ogni cosa spero bene condizionata; pero la suplico quanto so,
e posso a now volere per cause mia guastare il complesso di quelle sue opere
che mi dice, con estrarvi il comercio epistolico, che non i & mai riuscito di
poterlo far rinvenire, ne meno nella Biblioteca Ambrosiana (*°) da dove pure
mancano poche opere, che son di proffitto al Mondo letterario, che se poi é cosa
gia seguila, mi riuscira ben favore segnalato. Nown so propriamente svilup-
parini in mostrarle colla penna que’ segni che esprimano le mie molte obliga-
zioni, so benst di conservarle nell’ anima sempre vive, sicuro di non poterle
smaltire, se V. S. IlL."* non me ne do in qualche parte la forma, con nuovi
favori, cioé con qualche materia per ubidirla. Eesto dunque con wmiliarmi
o’ suoi cenni, rassegnandomi sempre di V. 8. Ill."*

Mant.* li 23 nov.® 1685
dev.” et obligat.” Ser.”

G1ovanNI CEVA.

(%) Oggi neppure esiste alla Biblioteca Ambrosiana di Milano il libro del WALL1s; come
pure non esiste alla Biblioteca Nazionale della medesima cittd, alla quale il fondo di libri
antichi di matematica pervenne dalla Biblioteca dell’ex-Collegio di Brera della Compagnia
di Gesi.
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9. L’ultima lettera, infine, di questo periodo di tempo, & la seguente:

. Sig.’, Sig.” Prne Col.™

Hebbi alla venuta del corriere mell’ ordinario scorso i lre favorilissimi
libri (**), con la gentilissima di V. S. IIL."*, e perché il dono, massime da una
mano cost riverita, e che di doni n'é la composilrice, non mi poteva riuscire
pid prezioso, percio ne devo a V. S. IlL."*, dovuli miglioni (sic) di grazie. Non
ho potuto a meno di non riccorrere Vultima opera di V. S. IIL.™ in qualche
parte, riserbandomi di vederla atlentam.” piacendomi assaissimo il methodo
del dimostrare il quinto libro delle proporzioni d’ Euclide wmettendo per comuni
notizie, quelle cose che per dimostrarle, ha dovuto Euclide supporre cose molte
pitn demmostrabili; mi piaciono poi assaissimo le dimostr.” della triseft.” del-
Pangolo, e delle due medie. In quanto poi al bisogno mio per hora, ho osser-
vato la proposit.™ generale nella lettera 2° in francese del Caval.” Digbi, circa
q.” piani di longhezza infinita, e loro quadratura; ma la dimostratione non
mi e riuscita di vederla nelle seguenti letlere. In ogni caso quando mai altro,
mi bastera che la proportione assegnata di d.° quadrature sia infallibile, e che
mi sia approvate da V. S. IlL."™

Nown posso per hora wmaggiormente diffundermi, onde carico di molte obli-
gazioni resto sempre Mantova 8 febr. 1686.

Di V. S. 1"
Devot.™ et obligat.” Sre
Grovannyt GEVA.
S. Vincenzo Viviant Firenze.

10. Uscito, verso la fine del 1692, stampato a Bologna, il libro Geo-
metria motus del Cuva, questi ne invid copia al Viviani, colla lettera che
segue, a proposito della quale notiamo che la dimostrazione del Viviani che
Ceva dice di aver riportata nel suo libro, & quella di p. 55 della Geometria
motus.

(*) I tre libri inviati al Ceva dovettero essere il Commercium di WaLL1s, il Quinto libro
degli elementi di Euclide del Viviani, gid citato, e 'altra opera di Viviani stesso: De maaximis
et minimis geometrica divinatio in quinfum Cowicorum Apollonii Pergaei adhuc desidera-
tum, efc. (Florentiae, typ. Cocchini, MDCLIX), nella quale, come si & detto, Viviant divino
il V libro di Arornowmio.
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e Sig.” mio S. Prne Col.™

E un gran lempo che non ho con wmie riverito V. S. IlL™, la di cui ec-
cellente virtin mi sta sempre viva nanti gli occhi, e ne ho havuto un grande
esemplare legendo il gran bel Wibro di V. S. Il."* de maximis et minimis (**)
dove si vede la miniera fecondissima del di lei grande ingegno. Ho rossore
in mandargli un mio ultimo libriciuolo inscritto geomelria motus, e mi si ac-
cresce tanto pite quanto che temo esser la miglior parte di quello le dimostr.”
che la mi mando gia gran tempo fa de’ pendoli per diffesa del celeberimo
G. Gallilei, anzi dissi della verita. La supplico a compatire questo ardire, e
se non altro riconoscere nel povero mio libro l'ossequio che le porto. Mi son
inoltre preso liberta d'inviargli due altre coppie, accioché Uuna la faccia te-
nere al S. D.” Lorenzo Bellini d.” leggente in Pisa, et allra al S. Ant.’ Ma-
gliabecchi (*°) ambi miei SS." riveviti, e supplicandola a compassionare le mie
debolezze, e scusare i disturbi che le agginngo, rvesto di V. S. Ill."™

Mant.* li 20 febr. 1693.

Devol.” et obligat.” S™

Grovanns CEVA.

A questa Viviani rispose colla lettera che segue, che porta, certo per
errore, la data del 1692; la copia di questa lettera, di mano del Vrivianr,
presenta in parecchi punti cancellature e sgorbi, ed & scritta in modo che,
in qualche punto riesce indecifrabile, od almeno, se pur si comprendono le
singole parole, non si comprende 1l senso complessivo della frase: ond’e
che io ho creduto miglior cosa sostituire dei puntini in luogo dei passi e
delle parole suddette.

(#® E lopera (inviata da Viviani a Ceva) nella quale Viviani compi la sua famosa di-
vinazione del V libro d’ArorLonio.

(*) In una lettera del 30 luglio 1693, ai redattori del Journal des Scavans, MAGLIABECCHI
fa cenno della Geometria motus inviatagli in dono da Ceva ; cfr. Le Journal des Scavans, pour
Vannde M.DC.XCIII. Avec le Catalogue des Livres dont il y est parlé, et une Table des Ma-
tieres. Nowvelle édition (A Paris, chez Witte, M.DCC.XXIX), p. 342.
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Al Sig.r Giovanni Ceva
Mantova
3 marzo 1693

1" Sig. wmio Sig. Pad. Col.

La sera del Martedi prossimo passato mi pervenne dalla Posta la genti-
liss. . ... di V. S. IU™ per la quale mi da avviso d'inviarmi fre copie d’un
suo nuovo libro che una per me, Ualtra al Sig.” Bellini, la 3 al sig......
[Magliabecchi] una per chi in essa non vi si dice.

Se tal missione sia stata gia folta, ne per qual via, e mi sovvenne che
allra volta per ricever da me alcune delle mie opere V. S. Ill."* si valse di
certi Ebrei a quali mi impose di farne la consegna, mi credei ancora che di
un mezzo simile ella si fosse valsa adesso per farmi avere le sudd. copie:
ond’io m’ero accomodato prima di rispondere di attender per tal via la con-
segna di quelle quale in breve speravo. Non ostante dentro a questo tempo non
ho mancato di inlender da questi Ebrei ..... el alla stanza di Procacci se
per sorta vi fosse questo involto, ma nown gia alla Posta di dove un mio Ser.”
recupero la letlera, stante che ne men su la coperta di essa era indicata questa
missione.

Moa stassera in passando a caso dalla Posta mi venne in pensiero di
domandar se per fortuna vi fosse per me qualche involto di libri; el quale
di fatlo trovai che vi era, e vi averebbe dimoralo fin tanto che questi.. ...
non e fossero ricercati, essendo soliti di attender che mandi a prendergli quel
tale che possa averne avufo letlera d avviso, la quale non era annessa all’in-
volto. Subilo dunque ne mandai uno a legare et in questo giorno 'ho scorso
tutto con estrema awvidita, e cosi alla sfuggita ho compreso esser un degno
parto del di lei fertilissimo ingegno e non quale Uinnata wmodestia sua pre-
tendeva di figurarmelo.

Ben é ver che di questa mia ela di 71 anni agravata da tanti mali non
ho piit la memoria cosi tenace né la menle cost chiara . .. ... ... ....
..... .+ ... 8 che io non [?] mi faccio sicuro di poter conlinuare a stu-
diar quest’opera sua come bramerei, e avrei fatto di mia gioventi.

Annali di Matematica, Serie 11I, Tomo XXIV. 39

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



304 A. Pascal: Giovanni Ceva ed il suo carteggio inedito

Nondimeno rendo umil.® grazie alla S. V. IIL." della memoria che ella
conserva di me cosi cadente ch’io sono, col tenermi nel numero di quelli che
ne Sten CaPact . . . . . v oo e ot e e e e e ..

Ho gia mandato in nome di lei un esemplare per ciascuno a suddetti Si-
gnori da quali doverd senlirne il recapito, e poiché la sua liberalita si e estesa
invece di tre di mandarne quallro ad uwn giovane mio Nipole che ha qual-
che . . . .. e diletto in queste materie, ed in nome di questo ancora le rendo
vivissime grazie.

Fra non molto spero di mandarle qualcosa di wmio, se Dio lo permeltera,
e fra queste una Lettera scritta ad un nostro comune Amico, con altrest ap-
presso dei miei studi pin vecchi dove alcune delle cose che mi par di vedere
in questa sua nobiliss.™ opera, le vedra tratiate diversam.”

Vedo qui che ella ha fatto assai piw conto di quel-che si meritava quella
mia bagatella sopra il moto de pendoli col riferirla nel proprio libro, dandole
cost quel pregio che per se stessa non ha; ma pero in comparazione delle sue
profonde e solide speculazioni spicchera molto piiv la debolezza di quella alla
quale io gid non pensava pii.

Ben & vero che quegli onorati atlributi ch’ella si é compiaciuta di darmi
non st devono ad uno che s& d’esser inferior di merito a qualsisia ben no-
vizio scolare e che in lempo di vita sua é stato occupato sempre in affari pub-
blici e del suo Sig.” . . . . . operando cose alienissime a quelle che nella somma
quiete st meditano al tavolino . . . . . onde chi ben mi conosce dira ch’ella si
sia lasciata trasportar dall’ affetto ch’ella wmi poria, e di questo io mi pregio. ... .

Per adesso invio alla S. V. Il due esemplari d’un mio libercolo stam-
pato mesi sono per comando di chi sopra di me ha sovrana autorita. Uno
servira per lei, e Ualtro per chi piw le aggrada; e tutlo ricevera franco per
la posta con questa mia. Compalisca se una maleria cosi grave e mera spe-
culazione geom.” i0 Uho portata come in ischerzo a meccawica per via di tim-
pano e di suono, che cosi fare m’e convenuto per dar nel gewio; .. .....

deerebbe V. 8. in veder le strane risposte che son comparse da diversi,
e da fa.™ Geometri e Analitici & Europa nel propos. del . . . . . Problema non
ostante che nel libretto io abbia accennato tanto che basta per ricavar la so-
luzione e dimostraz.” e tardi mi son avvisto che io doveva scrivere in latino,
e non in toscano per farlo comune a tutli, e a quei che han preso scusa di
non intender questa lingua.

Ma ora io non mi sento da far di nuovo una simile fatica: la quale, se
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Dio vorra, st vedra portata per la sua via e inclusa in altra mia opera antica
elementare.
E qui per non pin tediar chi st gloriosamenie operando spende il suo
fempo, con riverente ossequio mi confernio
Di V. S. 1l
Di Fir. 3 Marzo
1692

Il libercolo che Viviani dice di inviare a Cgeva deve esser certamente
quello che conteneva la risoluzione del famoso problema ch’egli propose
negli Acta Eruditorum, e che oggl va appunto sotto il nome di problema di
Viviani (*°) (aprive quattro finestre in una volta ewisferica, in modo che la
rimanente parte di questa sia quadrabile).

L’enigma fu risolto, come si sa, analiticamente da molti dei maggiori
matematici dell’epoca (LriBniz, Giacomo Beryourwy, WaLLis, bE v’HospitaLr),
e di cid Viviani rimase molto addolorato, giacché aveva cosi avuta una prova
dell’eccellenza di quei metodi analitici, ch’egli reputava inferiori ed inadatti
alla miglior risoluzione dei problemi geometrici.

Nella copia riprodotta della lettera egli chiama strane le risposte date
al suo problema; e si duole, in sostanza, che gli altri matematici non aves-
sero risoluto il problema coi metodi suoi (*'). Egli, nella sua risoluzione, non
inseri le dimostrazioni; queste, peraltro, furon poi date da Guipo Graxp1 nella

(®) Vivian pose il suo enigma col titolo di Adenigma geometricum de miro opificio Testu-
dinis quadrabilis emisphericae a D. Pio Lisci pupillo geometra propositum, die 4 Aprilis A. 1692
(Acta Eruditorum, a. 1692, p. 274), nascondendo cosi il suo nome con ’anagramma dell’ap-
pellativo postremo Galilaei discipulo. Ne diede la soluzione in Al Serewissimo Principe di
Toscana, Formazione, e misura di tutti i cieli, con la struttura, e quadratura esatta dell’in-
tero, e delle parti di un nuovo Cielo ammirabile, e di uno degli antichi delle volte regolari
degli architetti. Curiosa esercitazione matematica di V. V. (In Firenze, nella st. di Piero Ma-
tini, 1699).

(®') 11 MoNTucLA, nella sua Histoire des mathématiques, dans lagquelle ond rend compte de
leurs progrés depuis leur origine jusqu'a wmos jours; etc. Tome II (Paris, chez Jombert,
M.DCC.LVIII), p. 71, & di opinione che nessuna delle soluzioni date del problema, superi
per eleganza quella data dal Viviam,
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sua prima pubblicazione matematica (**). Notiamo anzi che Graxpi diede poi
anche la traduzione latina dell’opera di Viviani, traduzione che Viviani nella
lettera precedente si rammarica di non aver pensato di stampare.

G. Ceva rispose allora coll’altra seguente lettera :

1L Sig.” mio Pne (ol™

Non fui veramente avvertito di avvisarla, che le quattro coppie del mio
libro, gliele trasmettevo con il corrierve, ben mi avviddi quasi subb.” partito il
Corriere med., ma non servi; men male che V. S. IIL."* se Uimmagino, e con
cio hebbi adempito il mio desiderio, che ella restasse prontam. servila, come
che anche questo concorreva alla gran stima che si deve al merito di V. S. 1ll."
Quanto poi alli meriti del libro, ella che w'é quel gran Giudice sapra quello
possa pesare, e stimo che Uaffetto . . . . . pure comunque sia ho inteso d’im-
primere in quella le note dell’allo ossequio, che le proffesso. Se 10 havessi letto
prima il bellissimo swo libro de maximis el minimis, havrei facilitate wmolle
dimostrazioni; massime quelle, che caminano per doppia posizione, bastan-
done di una, ma servirammi in avvenire, e cosl potro gloriarmi d’essere vero
scolare di V. 8. 1Il."* alla quale vorrei crescere una buona parte di vila, e di
prosperita per godere lungo tempo un tanto mio Fadrone, ma son questi de-
sideri mere vanil, e la veritd é che habbiamo a godere un Paese di gran
lunga pin bello se lddio ci fara la grazia per sua misericordia.

La ringrazio del ricapito delli due esemplari, e che abbia collocato cost
bene anco il quarto, godendo che un suo P. Nipote camini per una strada
cosi feconda per grandi cose, massime guidato dall’ingegno grandedi V. S. 111.7°,
e di q."" che esso havra dalla propria indole.

Mi sara sopramodo caro di wvedere Ualtro libro, che in breve pensa V. S.
1L di collocare in luce, e non potra essere che degno delle sue bellissime
tdee, si come lo & il libricino che ho ricevuto, e visto con awvidite, nell’ ordi-
nario stesso, e non (so0) se non scorgere in V. S. Il argomenti della gran sua
bonta, ingegno, e generositd, e quanto a questo ultimo suo libro mi riserbo a
goderlo pin diffusam.”” havendo hora qualche occupazione, che non mi lascia
Uanimo del tutto libero.

(**) G. GraNDL, Geomelrica demonstratio Vivianeorum probleinatuin quue in exercitatione
geometrica, etrusco ¢diomate anno 1692 edita, cum sola determinatione prodidierant, ecc. (Flo-
rentiae, ex typ. de Guiduceis, M.DC.IC).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



con Vincenzio Viviani. 307

Quella mia machinetta, o sia balestra (**) Uho fatta far qui et é stata
molto gradita da questo ser.” mio Prne, al quale ho dedicato il libro. L’ar-
tefice ¢ un tal francese detto DMonsit Cotel (**), é questo un arlefice, che credo
habbia pochissimi pari, poicheé oltre il maneggiare bene il martello, e lima, la-
vora anco d’ingegno con belle inventioni della sua arte. La sua eccellenza ha
meritato di esser gic molio tempo . . . . . da Sua Altezza, e se V. S. IIL.™
comanderda che sia servito codesto Ser.™ Prencipe mi promelto di una cosa
da par suo quanto al lavoriero, e per quello riguarda la sostanza della mac-
china (benché & stato mio ardire il crederla degno di un Prencipe) tutta volia
contribuiro ogni mia assistenza, accioché sia di gran lunga pii efficace della
gia fatio.

Circa il comercio epistolico tengo quello del Valisio, che V. S. IlL.™ con
la sua solita generosita mi regalo insieme cole sue opere gidv anni sono, e se
mai a caso fosse questo, che la ricercasse me lo accenni, che subb.” glielo in-
viero. Da questo hebbi luce esservi stampato di d.° Vallisio altro libro inscritto
arithmetica infinitorum, e per quante diligenze io habbia usate non Uho mai
potuto rinvenire come desideravo, perche tratta di methodo molto bello, e qui
con ogni piw riverente ossequio resto di V. S. Ill.™*

Mant.® li 13 marzo 1693.
Devot.’ ed obligat. Serv.
G1ovanny Cgva.

11. Colla precedente lettera finisce il carteggio GEvA-Viviani conser-
vatoci, della fine del *600.
Ci rimane ancora una lettera del Ceva del 1701:

I Sig.” Prne Col™

Havera V. S. IIL™ tempo fa ricevulto dal Pre Tomaso wio fr. o wn di lui
libro nel quale evvi un tratiatello de natura gravium (*°), e come che tra le

(®3) Questa balestra ¢ quella descritta in fine della Geometria motus.

(®**) Questo artefice & quello che, secondo ogni probabilitd, costrul 'apparecchio ideato
da Tommaso Ceva per la plurisezione dell’angolo. Cfr. A. PascaL, L’apparecchio polisettore
di Tommaso Ceva ed una lettera inedita di Guido Grandi (Rendiconti del R, Istituto Lom-
bardo di Scienze e Lettere, vol. XLVIII, 1915).

(%% Ta. Cevag, De natura gravium Libri duo (Mediolani, typ. Malatestae, 1699).
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altre cose, alle quali rnon sapevo piegare il mio assenso, eravi, che i gravi do-
vessero in proporzion delle distanze dal centro dell'universo aquistare mass.
velocita, né quel suo methodo parevami efficace per dimmostrare una cosa tanto
lontana dal senso comune, gli riusci per vio di movimenti, che si consumano
nel med. tempo scorrendo il grave realm.” per un lato d’un triangolo, e vir-
tualm.” per gli altri duoi, farwmi col beneficio di una libra immaginaria, render
per qualche tempo persuaso; ma riandando poscia la sua argumentat.”, mi
nacquero dificolta tali, che mi fecero ritornare nella primiera mia, e vulgata
opinione, che de gravi la distanza dal centro nulla conferisse al supposto aug-
mento di velocita ; per lo che pensando di poler in esso suo argomento ritro-
vare una manifesta fallaccia, fui io per il contrario da me med.” convinto, con
la dimostr.” seguente; ma poiché puod essere, che prenda qualche equivoco, ve-
nendomi questa messa in dubbio da un Pre della Compagnia di Gesit a cui
Uho comunicata, siamo convenuti di porla sotto la giustiss® censura di V. S.
. la quale, come amica della verita, e peritissimmo di tali scienze, non vorra
dire, che puramente il suo senlimento.
Siano dunque i duoi corpi gravi A D, C B, i cenlri dei quali A, B; B E,
A E siano le distanze loro dal centro E dell’uwiverso: dico che la velocita di
B C dalla quiete in B alla velocita di D A dalla quiete in A wverso il mede-
simo centro E sta come la distanza B E quanta si vogli alla distanza A E;
sia F' il centro di gravezza de’ duoi corpi gravi A D, BC; si che supposta
A F B wuna libra, equiponderi

> [ esta

' q.”" sospesa dal punto F. Tirisi

A a2 @ poi per E la G E H parallela alla
A F B, e parimenti da B, et A le

due B H, A G parallele alla F E,
lo quale per pii facilita inten-
dasi perpendicolare alla A B.
Poiche supposta B E la velocita
g E H del grave C B dalla quiete in B
Fig. V. equivale la med.” alle due B F,

B H, sarda egualm. tirate estremo

B dal grave B C giusta la direttione B I, che dal corpo B C considerato senza
gravezza, ma affetto co le due velocita B H, B F: dunque il grave B C fara
forza secondo la direttione B H con la velocita B H, e secondo B F con la ve-
locita B F, e poiche si suppone la libra A B in equilibrio stara BF ad A F
come il corpo AD al corpo B C, cioé il corpo D A dovra havere la medesima

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



con Vincenzio Viviani. 309

velocita secondo A G, che C B secondo la B H, cioé essendo B H la velocita di
BC sara AG quella di D 4; e poicheé per il med. equilibrio il momento del
grave B C verso A é uguale al momento del grave D A verso B, sard la ve-
locita del corpo B C a quella di D A, verso F, come il corpo DA al corpo
C B, cioé come loa BF ad AF; ma la velocita di B C verso F' fa B F, dunque
quella di D A verso F sara AF; tanto che il corpo affetlo delle due wvelocita
AF, AG sara equilibrato con il grave B C, osia con il corpo affetio delle due
velocita B H, B I'; ma poiche il corpo D A affetto delle velocita A F, A G equi-
vale al grave D A (sendo che tanto Vuno, quanto Uallro equipondera al con-
traposto C B) dunque il grave D A havera in A la velocita A K, che é equi-
valente alle due . . . . . laonde il corpo CBin B dalla quiete havera wna tal
velocita, che a quella di D A in A (ambi verso E) stara come BE ad AE,
che & quello elc.

Corollario.

Dalla sudetla dimostraz.© si vede, che la libra A B, il di cui centro in F,
intanto sta in equilibrio in quanto lo resta B F alle F A sta come la mole
corporea D A alla mole corporea C B; e non gid in proporzion reciproca de
pesi, come volgarm.” é ricredulo.

Corollario.

Parimenti per la similitudine de movimenti, e che si consummano in uguali
tempi secondo la B H, et AG; facilm.” si dimostra, che i tempi per le B E,
A E sarebbero uguali.

Scholio.

Si & proposta una figura facile per abbreviare la dimostrazione; per aliro
in qualsivoglia inclinazione di libra, st dimostra lo stesso; indi poi un har-
wmonia maravigliosa, con la quale i gravi cadendo nello slesso tempo wverso
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il centro dell’wniverso, concorrono anco a particolari; cioé in questo caso
in E, el F.

Compatisca V. S. IIL."* il disturbo, ma gia ché si tratta di cosa assai cu-

riosa, nown_ho temulo di prendermi questa liberta, e qui con lutlo I’ossequio
resto con inchinarla.

Di V. 8. 1Il™, la quale supplico darmi pure qualche nuove del S. D.” Lo-
renzo Bellini wmio riverit.”* Prne, al quale pure polra se gli piace, communicare

essa dimostrazione, sperando di poter poi dire come nasca la med.* gravezza.
Mantua 1i 11 Marzo 1701.

Devot.™ et obligat." Serv.

Grovanyt CEva.

Napoli, Facoltda Matematica della R. Universita,

marzo 1915.
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