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Sulla rappresentazione delle coppie di forme 
ternarie mediante somme di potenze di 
forme lineari. 

1. Premritiaiiio, per iiiapgior cliiarezzn, aleune coirsi<lernzioiii siilla 
deteriiiitiazioiie del uiiiiinio iiuiilero 72 + 1 tale, clie la forma algel~rica gene- 
rnle tli graclo $ 1  in r + 1 vnriabili oinogenee si passa r i d u ~ e  a una. cornhi- 
iinzioiie lineare di 72 -+ 1 potenze IP"" di forine lineari ilelle stesse varinbili. 

Dopo clie l'eseinpio ormai clnssico addotto da1 CLEBSCH - non lnotersi 
ogiii foriiia ternaria. del quarto ordine espri mere coine soiilma. di 5 climite 
lioteiîze di forme liiieari -- ebhe rnostrato con qiiarita caiitela si debba atlo- 
perare, anclie in (pes ta  questioiie, il cornputo delle costai~ti,  si riusci, intro- 
ducerido in ta1 iiietoclo il necessario rigore, o ricorrendo, caso per caso, atl 
altre considerazioni, a risolvere quel probleliîa in alcuiii casi particolari. Il 
PALATIPII (') p i  pose il problema svtto uria nuora. forina clle gli yernlise di 
ritrovare i risultati noti insieme ad altri iluovi, t ra eui yuello, pnrticolarniente 
iiotevole, che per le forme ternarie, salro le quadraticlie e le biyundratiche, 
è esatto il vnloie di h + 1 fornito da1 coniputo delle costmti, Ma. un'ulteriore 
trasformazioile del prol-dema, conle ora mostrerb, rie ngevola. nncora iloterol- 
iiiei-i te la trattazione. 

Rnppresentiamo liiiearnîente, col PALATIN, ln  totalith delle V:-, di iino 

S, iiei i u n t i  di uiio S,,,, clove 912 = - 1.  Iii quel10 S ,  le 7:-, di S.. 

costituite da  uno Sv-, contato 12 volte veiîgoilo a corrispoildere ai  piiiiti di 

(') Sulla vctpp~eselattcziolte clelle forme e pal-ticolat-e della cubica quiilaria col1 lcc sointnrc 
di potenze di forme linenvi. Atti della R. Accademia delle Scieiize d i  Tcriiio, t. 35 (1909); Sdla 
w p p r ~ s e ~ ~ t w i o l a e  delle îoriwe tevnn+ie tt~edirritte la somv~~rc d i  p o f e ~ ~ n e  di forme liuenvi. Reiid. 
Liiicci (V), t. 19 (1903). 
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uiia rarietà U,. di dinieusione Y e di ortline 3i. Allora, se l'ecluazione di uiia 
V:-, genericn tlello 8,. si pub ottenere aiinullaiido uiin somma di 7&-t-.t lm- 
teiize IZ'"""' di fornie lirieari, gli SI, ( J I .  + 1)-seganti della U,. rieiiipioiio 10 S,,, , 
e n ire versa: 7c + 1 tlovrà tlunrliie iritaiito, coilie clel resto si lia niiclie sul)ito 
rlirettanreilte clnl coiiipiito (le116 costanti, sodtlisfare al la:  

0r:i, se nello S,. si assi~i~ioi-io coordiiin te proiettire ilon oiiiogeiiee d i  iller- 
piano X, , x?, . . . , x,., le coordinate (proieltive oiiiogeiiee) di un piiiito della Ir,. 
si ottengoiio, iii un opportuiio sistenia. di riferiinei~ to, faceiitlo i i i  tilt t i  i iiiotli 
possibili i prodotti delle x, conibinate trn loro coi1 ripetizioiie a. iz a 11, n 1 1  - 1 
n îz - 1, ecc. ; e, d'altra parte, se gli 8, ( h  + 1)-segailti clella U,. noil riempioiio 
Io spazio ambiente, qiiesto significa clie, se si scelgoiio 72 + 1 cjiialsiarisi si- 
steiiii di valori delle x, seinpre é nulla (') la matrice, rielle rui (h f 1 )  ( Y  + 1) 
colonne coiiipaioiio siiccessivamente le coordinate degli 7b + 1 puii ti della U,. 
corrispondeiiti n quegli 72 + 1 sisteilii di ~a1oi.i delle x, e le loro derivate ri- 
spetto alle singole cr: dei m r i i  sisteiiii. E qilesta condizione, che è pure sul' 
ficiente, si pub allora interpretare, diceiido che iii uuo 8,. esiste una VZ-, (ir- 
ritlucibile O no) avente 7~ + 1 punti cloppi in altrettanti punti generici del10 
Sv Ma in ta1 caso (') h+ 1 8,. tangenti generici della U,. stanno in  uiio 
spazio la  cui cliinensione, ininore dell'ordinario, iiguaglia la diineiisione della 
rarietà. ricoperta dagli SI, (12 +- 1)-seganti della UV stessa, il quale spazio con- 
tieiie gli 8,. taiîgeiiti alla U,. nei sitigoli piiiiti di iinn sua varietà, alnieiio mi 
(coiltenente i puriti di coiltntto di quegli h + 1 8,. taiigenti); e percib se, per 
7t sodc1isface:ite alla ( t ) ,  esiste iii 8,. iitia VC-, arente 7z + 1 punti doppi in 
posizione geiierica, ( p e s t a  VC,  lia necessariainerite iilia rarietà cloppia. al- 
illeno cmL (conteimite quegli h $- t piiiiti). Concludendo : 

(%) Cfr. la nlia Nota : Sttlle Vk per czci la urcr'ietic deyli SI, ( h  -t 1)-segrciiti h o  diweusio~~e 
iizi~zore dell'ordi~zai-io. Rend. del Circ. di Palermo, t. XXXI (191 1). 

Il proF. SEGRE mi c0111~mica che iiel 1908-9 il dott. C. H. Srs.iiil occupniidosi di qursto 
argo~neiito, j i l  ricerclie tottorn inedite, gli nvevn esposto veil~nltiieiite qupsto stcsso coiicctto. 

( 4 )  Op. cit. (e). Colgo qnest'occasioiie per iiotnre che iielln foriiiolii (4) d i  qiit~lln Nota s i  
dere lepgere = aiizirlib 2. 
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j ~ ~ e c l i n ~ ~ t e  somme d i  poteuze d i  forlue l inenri .  3 

C'orzcliziotze ~aecessccria e sufficiem!e n f f i ~ t c h è  l 'eyztmione della I7L, gelzet.de 
d i  8,. si possa  espriuaere n ~ w z d l a m t o  ztnn c o n ~ b i m a i o n e  Zirzenre d i  72 + 1 po- 
teuse I Z ~ ~ ' ' ' ' ~  di forme l i)zec~ri,  è che 72 + 1 soddisfclccin n l l n  (11, e c71e in S,. i.mu 
esistcc wessuna V;-, nvente 7~ + 1 pul t t i  d o p p i  i l 1  a l t re t tmt t i  y u t t t i  gellerici 
dello S,.. Qunlora esistesse u ~ m  V:+ soddisfcccetbte n quesfe  co l~d i z ion i ,  s i  pato 
ccffewzare cc p r i o ~ i  che essn n ~ v d  z c m  vavietic a lmeno  w' d i  pulrti  do& (colz- 
tellente y l i  h + 1 yzcnti i i~cpost i  coute tn l i ) .  

.Coiiie al~plicazioiie di cjuesto risultato si lia subito, p. es., clie, per le 
fornie Liiyuadmticlie di S,, S,, S,, 1~ + 1 vale rispettivameiite 6, 10 e 15, 
aiizicllè 5,  Y e 14, coine risulterebbe da. un coinputo di costanti (poicliè le 
forme di secoiid'ordiiie passaiiti per 5, 9, o 14 puilti assegliati, contate due 
volte, foniiscoiio delle fornie hirjriadraticlie yunli sono richieste da1 prece- 
dente eriunciato; i~ieiitre tali hriiie vengono a iuaiicare quniido si accresca 
di iiti'unità il nuinero dei puuti iinposti conie doppi ; cow'è chiaro in S,, e 
coiiie risulta in S, e in S , ,  p. es., assegmndo 6, O 10 dei puiiti dati eiitro 
uiio S , ,  o entro urio 8,). Cosi pure per le li; di S, ,  il fatto clie iioii si pub 
prelidei-e per 72 + 1 il valorse 7, clie è il iiiiiiiiiio soddisfücente alla (l), risultü 
tlalla coiisideraziorie elle, nssegiiati 7 puiiti gellerici in S,, la C 4  razionale 
iiorniüle da essi definita è doppiü per la V ;  delle sue corde. 

Aiiclie il risultato del PALATIXI siille forme ternarie di grado qiialunque 
si ottieiie ora sema difficoltà. Se iiifatti I Z  = 2 1, si ~erifica subito che il mi- 
iiiiiio valore ,u di IL+ l soddisfaceiite alla (1) è, eccetto che per n = 1, o 4, 

ii~aggiore del iiuinero (' + 3, di puiiti die  servoiio a de teriiiiiiai-e uiia C ', Y 
cosicché noii esiste iiessuna eun7a conteriente u puiiti dati ad arbitrio, clle, 
coutata due volte, rostituisca o contribuisca n. costituire m a  C'>ielle con- 
dizioiii del precedeote enuiiciato ; e aiialogamerite, se î t  = 2 1 +- 1,  si verifica 
che, per ogni valore di 1,  il iiiiiiiiiîo .\dore u di h + 1 soddistaceiite alla (1) 

2. Veneiido ora al problema iiidicato ne1 titolo di yuesta Nota, appli- 
clleremo i i i i  inetodo analogo a cpello del n.' 1 alla ricerca del mini~iio nu- 
1iiei.o h + l,  tale clle, in generale, due forine ternarie di grado n si possano 
eiitraiii1)e esprimere coiiie coiiiùiiiazioiii liiieari deIl% poteme ne"""'" di h + 1 
forine lineari. È iloto (7 clle per le forme di grado 3 il risultato dato da1 

( 5 )  LONDON, Ueber dia P o l a r f i g i i m c  ( l e p  efieraegb C i c ~ u e ~ ~  dr i t t e r  Orrl i i i i~tg.  Matli. Anil., t. 36 
(1890),' v. la pag. 550. 
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coiiiputo delle costariti ( h  + 1 = 5) è errato; orbelie io diinostre~i) clie per 
tutti gli altri valori di PL il coinputo delle costüriti conduce iiivece ad un ri- 
sultato esatto. 

Trattiamo per seiripliciti il caso elei~ieritare di I L  = 2; il rngionaiiiento 
ha perb valore geilerale. Consideriaino nnüitutto in uno S 5 ,  ciove si sia as- 
surito un sisteiiia di coordiiiate proiettive oliiogenee y, uii sistenia m9di  
piani definito, niediante i paranietri variabili x, dalle forliîule : 

yi = ni (x,, x .,..., x,) + p b, (*cl, mg ..... G) + 
..... +vCi(x,, x2 sti) ( i = l ,  2,  .... 6). 

Se, cib clle in geiierale i io~i  avvieiie, yer due puuti getierici clello S5 iioii 
passa nessuuo S ,  della CO" il sistema delle 19 equazioni nelle 10, incogiiite 
l , ~ , v , A , X , f V , x , , x 2  ,.,., x, :  

non amniette, per valori geiierici delle y e delle z, ilessuna soluzione, e vi- 

ceversa; e affiiicliè ci6 si verificl~i ,è  liecessario e sufficiente clie 

8 ai (4 nii) (x) = , ecc. il deteriniliante: 
d X, i 

a,  b, c ,  O O O 

a,  b, c, O O O 

cc, b ,  c, O O O 

cc, b, c, O O O 

ccj b ,  c, O O O 

a ,  b, c, O O O 

O O O a ,  O ,  c, 

O O O a,  b, c, 

O O O cc, b, c, 

O O O cc, b,  c, 

O O O a, b, cj 

O O O a,  b, c., 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
... 1, nt) (x) + j ~ .  b;) (x) + v cp (s )  A a:) (x) + 11. bt) (x) $- v c:) (x) 

n (x) + 31 b y  (g) + N cy) (8) ... A a?) (x) +JI bp) (x) + Xci  (x) 

... A at )  (x) + 11 b$ (m) + iV c l )  (a)  A ni) (x) +dl by) (m) + Ne!) (x) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . .  A @) (x) + A l  b p  (x) + Nc:) (G) A cr? (x) + i i  bf)  (x) + Nef) (x), 
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sin idetlticamente nullo. Supponiamo ora. clie il sistema di piani coiisiderüto 
siü il sistenia dei piaili trisecatiti la varietà U introdotta ilel u . O  1, per r = 9, 
12. = 52 (attuallnente duilque la. superficie di VEHONESE); ç o s i ~ c l ~ è  potremo as- 
siuiiere le funzioni a,, a  .,..., a, iiguali rispettiu,zriieiite a x:, xi, xi x,, X I ,  

x,, 1 ;  e le b e le c ordiiiataliiente eguali alle stesse fuiuioni di due altre 
coppie d i  vqriabili, siüiio rispettiwme~ite x', , x',; si', , a", . La questioiie se 
per uiia coppia di foriiie quadraticl~e ternarie sia h + 1 = 3 si traduce allora 
~iell'altra, se noil sia ideuticaiilente ii~illo il deterniinailte : 

O 
d n , ( x )  da , (%)  da,(x ' )  da,(%') dn,(xf0 d ( ~ ~ , ( x n j  

CC, (2) a ,  (x') cc, (x") O O A A- p- (J. - v Y -- 
6' xi d XZ d x', d x', d x", d xW2 

d CG, (x) 8 a, (x) . . . . . . . . . . . . . . . . .  cl,, ( x )  a, (x') CC, (x") O O O 1- , - 
8 xi '9 8 2  

CC, (x)  cc, (x') CI, (x")  O O . (1 . .  8 (XI ) . . . . . . . . . . . . . . . .  
d xi 

0 0 0 CG,  ( x )  C C ,  (x') C I ,  (x")  A - A I  7 N -,- IV 
a a ,  (x) a a ,  ( x )  a a, (m') d a ,  ( X I )  d a ,  ix") 8 a ,  (x") 1v -,,- - 

d xi 8 $ 2  8x1 d x ,  d x", dx  2 

d a, (x )  d a, ( x )  . . . . . . . . . . . . . . . . .  O O O c f 2  (x )  CC, (x') cc, (x") A --- A -  
xi d xx;, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



0 r a  il supporre ideilticamente ilullo questo deteriiii~rante equivale al sup- 
porre che, date ad arl~itrio le A, [J., v, A, nl, NT e le x, d, d', esistimo 12 
qumtit5 p, ,  14,. .., p 6 ,  q1 , q?,  ..., qe l  11011 tutte iiulle, tnli clle coesistaiio le 
equazioni : 

a chi (x) d la, (x) - x ( A p i + A p i ) - - -  = 0 ;  i ()G + A  "r) - 
1 d x2 

d ccj (x") d a i  (x") 
- ~ ( v ~ ~ t l \ : q ' )  --;;. = 0 ;  2 (v Pi + 3 q*) - - d x", dx;, 

e percih ailcois (ove si teiiga piesente il sigiiificsto delle fuilzioni a)  equivalc 
al supporre die, dati ad  nrbitrio tre piiiiti di ut] piano A, B, C, esisttiiio due 
coiliclie passaiiti lier essi, siaiio cp e +, tali clle lie1 sisteiiia lineare cls esse 
deteimi~rato 7ri siano tre coniche, a ,  el  y, aveilti rispettivaiiiente uir punto 
cioppio iii A, in B, i l i  C, e che i coefficienti delle combi~iazioiii liiieari d i  cp 
e + clle, uguagliate a zero, rappi.esentaiio a, e y siüno nulneri dati n priori 
(cluest'ultima co~~dizioile sarehhe attuuliiieiite uiia coilsegueiiza delle l m -  
cedeliti, le yunli d'altra patte ilon possoiio, coilie è el-ideiite, essere \-e- 
rifica te). 

Coiisiilerazioiii clel tiitto aiialogl~e a quelle sri1upl)ate si possoiio ril'etere 
ilon solo per ulis coppia. cli foriiie ternarie di grado quüluiicjue, iiia anche, 
più in geuei.de, per un sisterna di y f 1 forii~e di grado n i n  r + 1 varialdi 
oiiiogeiiee, cosiccliè si pub iiltailto eoiicludere: 

Coradizione ~ m e s s a r i n  e stcfficieî~te n f f i ~ ~ c h è  irz generale le eqttnniorii d i  
p + 1 V L ,  d i  8,. s i  ~ O S S C C I Z O  mp1)reseIttnve a n ~ z z d l a ~ t t l o  nltrettante c o ~ r ~ b i r ~ c i . z i o ~ ~ i  
l i l tenri  delle II""'"'" jvoterzzc delle s fesse  72 + 1 forme lirtenri, é c7~e sicc : 

e clbe, yrcsi h + 2 p u r ~ t i  gerberici clelle S, , A , ,  A ,,... , A,,, , , rlolc es is tnr~o 
y t 1 VZ-, passccrati per qaegli  1~ -!- 1 yulz t i ,  e t d i  c71e la + 1 loro c o m b i ~ ~ n z i o n i  
liraenri, corz coefFcieuti ci ,ssegmti ,  rmpl~reserlfirzo o r d i m t n n z e ~ z f e  delle V: f - , ,  
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siccl~o P, ,  ,. . . , F,,+, , trdi a. lor roltn clte ln B'< nbbin I ~ I Z  p l r ~ i t o  doppio in 
-4, ( i  = 1, 2 , .  . . , 11 + 1) (y). 

Ritoriinntlo ora a iii-in cojîpia. di forme teriinrie, contiririiaino a ragioi~are 
siil cnso particolare cli I L  = 2. Coiisiderianio a1loi.a iii  iiiio S I ,  la V3 definita 

a1 ruriare di le , ,  x, e tli ponendo le priine 6 cooi,diiinte oliiogeiiee di  
A 

iin suo punto variabile ugiinli ordiiintanieiit,e alle fuiizioni X ai (x), e le altre (i 
n. A cci (x); si ~erif ica siil)ito c>lie ln coildizione affincliè gli 8, trisecniiti cjiiesta 
V3 lion riei~ipinno Io slîazio aii-ibieiite coincide coll'aunullnrsi icleiltico del 
tletermiilante (9); cosicclié anche ont ln s tessn pi.oprieti delle varieth i cili 
S ,  (72 + 1)-segnnti lion rieilipiono 10 spazio ninbiente, d i  cui già ci siaiîio ser- 
riti ne1 1i.O 1 (ii~îiiieclintnmei~te priiiia di giungere nll'eniiiiciitto di  quel nu- 
iiiero), ci permette di asserire clle, qun1or.n il deterniiiinnte (2) fosse identi- 
cnniente niillo, esisterehhero, fissali in modo arbitrario i valori di A, p., v ,  A, 

77 
X ,  N e delle s, x', x", alnieno m' sistenli tli rnlori delle varin1,ili -, x"', , 

17 
x"',, tcili da anniillnre ln matrice ottenutn clalln (2) coll'aggiuiita delle quatti-o 
11110~e colonne : 

(6) Da questo r isdtato segiie facilineiite, p.  es., che per tre (luadriche di  S3 iioii si pub pren- 
clere h + 1 = 5, corne iiiostrh per primo i l  Dannoux (Sm* les systèmss l i n e n i ~ e s  d e  c o î ~ i q u e s  
et de swfctces clu sscorcd ordre, Bii11. des Scieiiced Math., t. 1 (1870)). Infatti s ia~io dati 5 punti 
generici di S,, A,,  A,, A,, A ,  e A 5 ;  e 3 eleineiiti di uiin forma di specie, p. es. 5 putiti 
di Lin piano, in posizione geiierica, R, , B,, B,, Et,, B,. Si costruisca allora il coiio di ver- 
tice A, e passante pcr A,,  A,, A,, A, , tale clie sii di esso In quaterna di geiieratrici A, A,, 
A ,  A,, A, A,, A, A, sia proiettiva alla quaterna di rette .BI B,, B, R, ,  B, R,, BI B5, cono clie 
taglia il cotio di rertice A, costruito iii modo analogo, oltre che iiella retta A, A,, in uiia 
c~ihica sgheinha passante pei 5 punti A :  orbeiie eiitro la rete delle qiiadriche che coiitengono 
qiiosta cubica i 5 coiii aveiiti i vertici nei puiiti A foririaiio utia quintupla proiettiva a quelle 
dei piinti B. R poichè qiiesti e rmo puiiti arbitrarii di un piano, wgue la proprietà enuii- 
ciatn. Nella stessa. Nota citata 11 DARBOUX aveva anche affermato clie, per qiiattro qiiadriclie, 
non si pu15 prendere h f 1 = 6:  nia sarebbe facile cledurre clal teorema ciel testo che il va- 
lore l& + 1 = 6 é iiivece esatto. Questa affermazione clel resto é suffrngnta dalle ricerche geo- 
riietriclie del RCYE ([Jeber Zitzeure Systeme w w l  Gewebe von Fldchen  eweitea Gi.cirZes, Jourii. fiir 
nkttli., t .  s.2, IS IT) ,  clie afferiilaiio l'esisteiizn di un esn~dro  polare coiniiiie a qiinttro qua- 
rlriclie. 
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(6, (x"') O 

n ,, (x"') O 

cc, (x"~) O 

- a ,  (xi") F a a,  (xm) 
" d a"', d x'"~ 

- 8 a,  (x"') - d cb, (x") 
r u  --- 

d x'", Ib dxfPB 

- d a,  (x"') - d O, (x"') 
" d x"', '* d x"', 

- da j (x" ' )  - 8 n (x"') 
Ib r? x"', ' d xnrz 

a al (x"') a a,  (x"') 
ct., (x"') " c ? ~ l / l l  " a sm,  

a ri, (x"') a n,  (x"') 
C f  (XI") II -- 

d x"', d x'", 

d n,  (m"') a n,5 (x'") 
O ,  (x"') II " a 2 1 f l ,  

0, (x'") d a, (x'") 
a ,  (x"') " dX1f12 - d x'", 

E interpretanclo l',zriilullarsi di (pes ta  matrice coine giA nbl~iaiiio iiiter- 
pïetnto l'anriiillarsi del deterniinante (8): otterreino clle ne1 fascio di  coiîiche 
clefitîito dalle p, ( sopra. considerate, non solo le a, (3, y sai.eb11er.o clotnte di 
iiii puiito doppio, iiia aiiclie utln conica, geilericn. del fascio nvrel.~be (aliiieiio) 
i i i i  punto tloppio variabile; oppiire le a,  P, y t r rehbero ciascuiin uiia colii- 
poiieiite cloppin passailte r ispett i \-mente per A, B, C (7. 

(*) L a  prima nlteriintivn 11011 si rerifichrrelil~e (luaildo, in geiirrale, iiri sisteiiii iiliiiciio 

1ï 

mJ ( , dl, z''',) sopra ewisiderali iioii assiiiirrsse d i e  u i i  giiippo disrrelo di rnlori. M a  
II 
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Pertaoto, esteridendo le precedec ti considerazioni a1 caso di 1% yudunq~ ie ,  
e teilendo conto tlell'ultiino eniincinto, sinmo coiidotli alla segiiente cluestioi~e : 

iletto 5 + I il niiniiiio intero non minore di ( l L t  +" , cioè posto 4 
(12 + 1) ( ? z  + O) + 2 E 

3t+l= 
4 

, dove r =O,  oppure 1 secondocllè ( la+ 1) (nt 2) 

6 ,  O non è divisibile per 4, fissialno in un piano Iz + 1 punti generici A, ,  
A, ,. . . , A,, +, : per yuali ralori di 1~ avvieiie clle esistano 7c + 1 curre d'or- 
tl irie 12, p,  , cp, ,. . . , %+, , aveilti ordinatalliente un purito cloppio in ciaseuno 
dei puiiti A e passanti per gli aliri, in inoclo da appartenere a uri fascio e 
(la formare entro yuesto fascio una (h + l)p7" proiettira n, uiia arbitrariaineilte 
data? Se cpesto è possibile, dovrà avvenire iii 11110 dei iiiodi seguenti: 

a) La. curva generica del fascio lia un  piinto doppio variabile : il fascio 
ha iina curva base passante pei punli A. Se nz è l'ordirie di yuesta curva, 

~8 (IN -t 3) (12. + 1 )  (12 + 9) + S E - 
sa r i  ---- - - 

4 
: i resti delle curre del fascio saranno 

2 
delle Cu-"' appaiteiienti ad un fascio, e le Curve di yuesto fascio passanti 
pei singoli punti A dovranno fortnare uria (h  + I)"" proiettivn n iiiîn arbi- 
trarianieiite data. Ora, poicliè i fasci di C'"-"' formano utîa totalità di dinien- 
sioiie ( 1 1  -- 111) ( 1 6  - 1 1 ~  + 3) - 2, affinchè c,i? sin possihile dorrA essere : 

allora, poichk sullx IrB coilsiderata ilel testo la varietù aliiieiio cm1 

p. es. il punto , x,, x, , su quella varietà sarebbe, iii un coiiv~iiieiite intoriio di que- (>  
a a 

st"1tiiiio punto - =-; doiide si  coiiclude clle la curva del fascio (7 #) corrispondente al  
II  A 

a 
valore - del parametro conterrebbe effrttivaiiiente, coiile abhiaiiio affermato iiella seconda 

A 
altrriiativa, uiia parte doppia passante pel puiito A (x,, x*). Q~iaiito alla variabiliti del punto 
doppio che abbianio afferniata iiella prinia alteriiativa, essa risulta dalla considerazione clle, 
se sosi iioii fosse, si  dovrebhe coiicludere l'esisteiiza d i  una coiiicn aveiite tre pnnti doppii 
iii posizione arbitraria. Avvertiarno poi che iii seguito ci liiiiitiaino all'ipotesi che la varietà 

[$, 5"'i, xY2 sia m1 e non piii ainpia; questa secoiida ipotosi, conie si vede Enciliiieiite, con- I 
d~ i r r e l~ l~e  swiipre a un assurdo. 

Aili~ccli d i  Matenzatica, Serie III, Toi110 XXIV. 0, 
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10 T e r r a c i n i :  SmlEa rc~ppwesew tasione delle coppie di forw e ferucriie, ecc. 

relazione che, soliimata a. triembro e ineinbro colla : 

Quiiidi il priiiio mein11ro della (4) è più piccolo di ( 9 2  + 3) (n  + 18) 
-- 2, 

25 

-- iueiitre il secon,1o è non minore cli ( j Z +  Il ("+') S ; cosieeiiè la (4) E 
4 

impossibile per n > 3 .  Siamo cosi ricoiidotti alla coppia. di cubiclie ternarie, 
per cui già sappianio che l z  + 3 d e  G aiîzicliè 5. 

b) La curvn cp; ha una parte doppia coiitenente il punto Ai .  Pila allora 
seguirebbe (7 clle vi dovrebbe essere una componente doppia, passante per 
tutti i punti A, coniune alle curve ilel fascio, il clic, S da escludersi. 

Abhiaino cosi diiiiostrato : 
Sa iuo  c7ze per 12 = 3, d u e  forme termarie d,i g r c d o  92 si possof?o in gellemle 

e s p r i ~ n e r e  covte cotltbiimzioni linetrri delle potenze n'" '" 'Ve1le stesse 

forme liitecwi, dove E. v d e  1 pet- IP G 0, 1 (112od. 4) e vcçle zero uegli  ((Uri cnsi. 

Poiché i n  un  fascio di cnri7e d'ordine m, seiiza coiiiponeilte doppia cornune, é ilnpos- 
sibile cbe k + 1 cnrve abbiailo iiiia parte doppia (dove lî ha il  valore indicato iiel testo): si 
seghi iiifatti il fascio con una rettri, su cui si n v r i  tuna certa iiivoluzioiie, ecc. 
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Sulle trasformazioni delle superficie isoterme. 

(Di PASQUALE CALAPSO, CG Palernzo.) 

F i n  lia qualido studiai per la prima rolta il probleiira delle sriperficir 
isuternie (*), osservai uiia nuova trasfomazione per queste superficie clie lui 

si presentb ilel seguente iiiodo : 
Siano s,, y , ,  z ,  le coordinate di uii punto mohile sopra uua superficie 

isoterma I, riferita alle sue linee di curvatura (u, v); e siano rispetti~a- 
iiieii te : 

,Y,, Y,, 2, i coseni direttori della tailgente alla linea v, 
,Y,, Y,, & i coseiii direttori della tangente alla liriea u, 
,Y3, Y,, 2, i coseni direttori della normale alla superficie. 
Indicando con 

,y2 = e% (d  zb? + d 21') (4 
l'elemento 1ilieal.e della superficie I e con r , ,  r ,  i raggi principali di curva- 
tura, s i  hanno le forinole note 

(*) CALAPSO, Sulle superficie rc l i r ~ e e  di cîiruatura iüoterme [Reiidiconti del Circolo Mate- 
inatico d i  Palerino, t.  XVII, p. 4751. 
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12 Ca 1 ccpso: Sulle trccsforrmaior~i delle s~cyerficie isoterme. 

in cui le funzioni y ,  r , ,  r ,  -soddisfano all'equazione di G ~ u s s . e  di Coonzïr, 
cioè : 

8' rp 8' ($, ,$lfI 

=+au;.+- = O  ri y2 

lo  ho attaccato direttamente l'integrazione di questo sistenia iiiti.oclu- 
ce~ldo due funzioiii ausiliarie o, n  con la posizione 

La fuiizioiie n è invariante della superficie I rispetto alle inversioni di 
potema = - 1 ; ho trovato allora per la f~mzione n l'equazione differenziale 
alle derivate parziali di quarto ordine 

Ho iiitrodotto altresi un secondo invariante della superficie I rispetto 
alle iiiversioni, cioè 

i 

Ho allora osservato l'esistenza di una iiuova superficie isoterma &, pi' 
la cluale gl'inrarianti sono 

Q, J + 9 a ~ ,  
con wt costaiite arbitraria. 

La determinazione della superficie si compie mecliai~te l'integrazione 
del sisteiiîa completo 

d' r 1 
9 -  + ( c i - -  - ( J + Y r l l )  \ d zc" 02, 

d'r  (8 TJ (8 ry 27=- - - 
d v  d u  d u  + OL ( ~ ' - n ; + 9 n n ~ + ( ~ + 2 ~ ~ )  

1 
1 
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Cnlci ipso:  Sdle t r a s f o r m a z i o l ~ i  delle superficie . i so te~me .  13 

nelle fuiizioni iilcognite .r e 0,; l'elenieiito liiieare della I, è 

e% (ci 221 + d 8')' (HI 

e i raggi priliçipali di curvatura sono 

Nelle foriiiole relative alla superficie 1, si liauno quattro costaliti nrbi- 
t ruie:  una è la costaiite u)t  cbe esplicitamente coinparisce nelle ecluazioni ( Y )  
e (G), e le altre tre vengono introdotte dall'integrazione. 

Precisatnerite ne1 passaggio dalla superficie isoterliîa I alla superficie iso- 
tenna 1, coiisiste la trasformazione da me osserrata e indicata con C,,,; essa 
non è riducibile ad una iiivei-sione percliè, fino n tanto che et è direrso da 
zero, altera l'invariante I; non k riducihile ad uiia trasfnrmaziorie di CHHI- 
~ T O P F E L  perchè quest'ultima caiiibia la funzioiie n; non é iietnmeiio riduci- 
bile ad uiia D,,, percliè yuest'ultiina trasforma appunto la funzioiie n ~iella 
fiinzione n, provenieiite dall'integrazione del sistema (F) (G) con fit = j -  O. 

La inedesiina trasforinazione fu da nie osservata uria seconda volta in 
una Meinoria posteriore (*) studiando uria notevole classe di superficie, clle 
per un  teoreina di GUICHARD si connette con la teoria delle superficie iso- 
terme. 

La superficie generica ( N )  della classe in discorso è definita dalla. se- 
p e n t e  proprietà caratteristica : 

11 existe une surface (NI) ayant iiiêliie iniage sphérique de ses lignes de 
courbure que la surface (N), et telle que si r ,  et r ,  sont les rayoiis de cour- 
bure pincipaux de (N), r', et r',  les rayoiis correspondantes de (N'), on ait 

Y ,  rI2 + r. Y', = coiist., 

la. constante n'étant pas nulle ». 

(*) CALAPSO, AZCIILB sugerficie di G~ichcml  e  le velatiue t r c~s fo r~ i i r t~ io~~ i  lAiinali di Mate- 
inatica, 1. XI della serie 111, pag. 901 e seguenti). 
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14 Ccc lapso:  Siille t ras for~~rnx ior t i  delle superficie . iwterme. 

Il teorema di GUICHAKD clle coiinette la teorin, di queste superficie c.011 
la teoria delle superficie isoterme, pub enuilciarsi ilel ~iiodo segilente: 

D n t a  uitcc superficie (N) s i  possono detervninnre ooe congrztence a , rn~ou iche  
nlle Ziltee d i  curvcctura d i  QV) t a l i  che le tcc.ngenti isotrope n l la  s t~per f i c i e   tel 
yzcnto N imo?ztrirzo il ragg io  della c o n g r u e m a  in yzinti A, , A, che d e s c r i v o ~ ~ o  
dzce superficie i s o t e r l ~ ~ e  1, 1, corr i s~onde?z t i s i  p e r  i n v i l u p p o  d i  sfere. Inversa-  
i~zeitte pccrteudo dal le  superficie I etl Il e c o n s i d e r m d o  l n  colzgrzceolzza descrittcc 
d a l l a  col.zgiungerite i pzcnti A,, A, c l ~ e  si c o r v i s p o n d o ~ ~ o  i n  1 e I , ,  s i  ha z i t m  
corzgruenza cicliccl; i l  ce~ztro  del circolo è i l  pz11210 w e d i o  d i  A ,  A, ecl i l  raggio  

L -- 
è -A,  A,; le superficie ortogonnli  a,i circoli souo tutte superficie (iV) le c21i t a ~ ~ -  2 
geldi isotrope p a s s a n o  per  i puîzti  A, e A,. 

Ne1 presente lt~\-oro al10 sEopo di studiare a foiido la tiwforiiiazioile C,,, 
è fatto un breve ritoriio al citato teorenia di G U ~ C H A H U ,  in guisa da ottenere 
il psssaggio dalla superficie isoterma I nlla superficie isoterina I ,  nella foriiiü 
(lata da DAKBOUX (*). 

Le foriiiole getierali della trasfoniiuioiie D,,, si deducoiio pure dalle eyiia- 
üiolii (F), (G); cioè : pccrtiamo da 21rm superficie isoterlllcc I ed i~ztegrictaio il 
s i s t e ~ r m  colnpleto ( F )  ( G ) ;  poneiido 

A = e - X  --- (;a as) 

o t t en ia~~bo  zcit s i s tema d i  funzioni  trasfor$izntrici. I i ~ v e r s a m e n t e  de ter~u inn to  21n 
s i s t e l m  d i  fzt~eaiorzi tvasforwcctrici se n e  d e d z w  mm solzlsioize del s is tema 
( F ) ,  ( G )  poue~zdo 

Dopo questo teorenln si vede intiinarrierite la i~aturii. tlcllü trasfor~iinzioiie 
C,,,; iiivero partendo da una superticie 1 e da UII sisteilla di furizioili trasfor- 

(*) Stw les suvfccces isotker~niques. Aimales scientifiques de l'tkole normale supbrieure, 
t. XVT, troisième série, pag. 491 e segueiiti. - Tedasi anclie BIANCIII, Annuli di Mcttetv~cc- 

tica, t. XI della serie III, pag. Y3 e segueiili. 
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niatrici ad essa. relative, la. superficie isoteriiia 1, ihmile deteriiiiiiata dall'e- 
leriieiito liiienre 

e dalle espressioiii (lei rnggi di ciin-nturn 

Si vecle cioè clie ln Ci,, è yuella stessa ritroratn da1 BIAXCHT ne1 1905 (*), 
e iiidicata ciall'nutore con T,,, . 

It1olti.e occorre fiire una osservaziotie. 
Deriotando con ?, , Y', , Y', gli elemeii ti rela tivi alla superficie iso teiina I l ,  

e e7 
le espressioiii precedeiiti di , e -, si possoilo scrivere 

V a  1 ' 1  

segue clle nota una szqerficie 1, legntcc alla I per tt.clsfo~~~zaziowe D,,,, la sz4- 
perficie I2 è perfettaweizte iizdividzinta d i  forma. Di pi,ù scambia~zdo tra 701.0 

I ed II , ,  la skperficie 1, si cccmbia nella sua trnsforwzata d i  Chrisfoffel (""). 
Sta.bilite cosi le proprietà foridair-ientali della trasforinazioi-ie C,,, ,  riene 

ripreso il teoreilla di GUTCHARD con la consideraziot~e- seguente. 
Iildichiaino con 

ds"=Ed?t2+Gdv" 

I'eleinento lir-ieare d i  una superficie (N), e consideriailio due superficie iso- 
teime P, 1, che si deducono dalla priiiin col teorema di GUICHARD; conside- 
riaii~o inoltre la superficie 1, che si deduce dalla coppia 1 ed I ,  inetliante 
le (L) ;  si presenta nllora il pi.ol~lema di passare clnlln superficie I2 alla su- 
perticie ( N ) .  

(*) Coinplenzetati n2le ricerc7te sulle superficie isoterwe. 4iiiinli di Matematic:i, t. XII della 
serie III, png. 19 e seguenti. 

(**) a ~ i e s t o  teortwn ttovasi eiiuiicictto iieiia hlemoria del BIANCHI ora citata a pag. 85. 
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1 (i Cct 1 fipso: Stdle trnsfon~znzio~~.i delle synerficie isoterme. 

Posto allora 

Qiieste foroiole rappreseiitai~o per sè sole uiia ti~nsfori~azione clie fa. 
passare da una nota superficie isoterina I2 and iiifinite superficie AT7 tali clie 

Questa trasformnzioiie, da non coiifoiidersi con la. trasforiiiazione data 
dnl teoreiiia di GUICHARD, 6 qui detta trasfornmzioiie di B r a ~ c ~ r  generaliz- 
eata;  percliè se si ass ime cotiîe superficie I, unn superiicie a cu r~a tu ra  iiie(1ia 
costailte essa. si riduce ad uiia trasfortnazione cli R I A X C H ~ .  

Ln trasforiiiazione di RIANCHI generalizzata si coniiette con la trasforiiia- 
zione singolare Do,  di cui è la coinpoilente eleiiientnre; siissiste cioè il teoreiun : 

Se chce superficie isoterme s o ~ o  legnte trn loro dctlla trasforamxiojze Do, 
esiste uîzn superficie (A? Zegnta rispettizwmente al le  prime per trcrsfo'ol-s~mxioni 
d i  Rintzclzi i nmn  y har ie  colziztgate. 

Questo teoreilin conduce all'espressione in termini fiiiiti dell'iiitegrnle 
geiiernle del sisteiiin precedente nelln funzioiie 0 ;  c h ?  se della sztperficie iso- 
lerwn I? s i  conosco~z O i coseu i direttori 

X ", Y", Z", 

X", Y", Z", 

cc X " ,  $- bT", + c z", 
seiili 8 = 

n S", + b Y", +c Zn:, 

a x ", + b Y ", +- c Z", 
i cosli 8 = -,,, 

a, X , t b Y " ,  + cZ" ,  ' 
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Cnlnpso: Sulle trmfov~~~crsioni delle s7rpe~ficie isoferwe. I I  

Stnliilite cosi le proprietà. generali delle sudtlette tinsfoiinazioni, reiigoiio 
sriluppate nlcuiie applicaxioni alle superficie minime. 

Si perviene nllorn ai seguenti teoremi: 
Uîzn tras fomnta di Dnrboux di u na superficie mi ui~~icr, qzcnwio won è 

s~cperficie ~ r ~ i ~ z i m n ,  è nssocintn al paraboloide 

Inversai-fiente, fra le trnsfotwtale di Dnrbozr.~ di ?clta szil~erficie isotemn 
associntcc a q?.cesto pornboloide vi è sempre uwa ed urzn soln slaperjicie wi~i imn.  

Ln trasforiimzione d i  BIANCHI generczlizzata ne1 caso delle siiperficie iiii- 

niine lin la foima 
d f l  .d<p 
- +- 2 - = e-a cos11 9 
314 d v  

Si dcduce allora per 4 l'equazione 

la ynnle cnrattcrizzn il primo inrariante della superficie iV clie si decluce c h  
utlit siiperficie iiiiniina. per trasforinazione di BIARCHI. I I  secondo invariante 
di iiiia siffatta. superficie iV, rispetto nlle inversioni di potenza = - 1, lia 
l'espressioiie 

1 dl 8 w= sen11 8 cosli Y dlc- 

-- - 
1 a" 

senh O cosh O dv' 

Esamii~ando poi il caso di due superficie mininie I ecl I, legate dalla. 
trasforiiiazione a,,,, veiigono considerate le superficie iniuiine S ed S ,  rispet- 
tivamente coniiigate nlle prime (*). Esse sono le fnhle focnli di m a  con- 
gruenzs IV, 
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ç a i a p s o :  S d l e  trasfomcmzio,2i delle s~rperficie isoterme. 

Siille superficie S ed S ,  si  corrispoiidotio oltre ai sistemi coiîiiiga ti anche 
i sistemi ort,ogonnli ed in part,icolare si corrispondoiio pure le liiiee di ciir- 
va turn. 

Siffatte coiigruenze, dette di THTRAUT, soi10 le sole congrnei-ize W le ciii 
faltle focali sono superficie iiiiniine. 

Vengoiio qui stabiliti due teoremi siille congruelize di THYBAUT; cioè: 
S e  P e P' è z c l m  coppin  q~mlzc~zqlce d i  pzotti corrispo~zdell t i  ~zelle dite f d d e  

focctli d i  zozn co~tgrzleizaa d i  T l q b a u t ,  l 'nngolo della rettcc PP'  con  la li~tecc 
di c u r u a t ~ c r a  a ne1 pu'~zto P epcçrglicc I'niqyoZo della ~~tedesiuzcc colt /cc li~zetc 
d i  czcrvatzcrcc ne1 p n t o  P'. 

Ln d i s t n ~ z s a  focale t e l'aizgolo ri de i  piccni focaii re lnt iv i  a d  w n  cou- 
grîlenzn d i  Thybccut sono iegnti tlnlln relnzione 

(wz = cost.). 

Se  si escliidono le coiîgriienze le cui sviliippnbili tngliaiio le superticici 
focali luiigo le linee di curratura, si pub afferinare che i teorcini enunciati 
ilnitaniente alla condizione che sulle superficie focali le liiiee di ciirvatiirn 
si corrispondono, conteagono proprieta ca.ra.tterist,iclie clelle congruenze d i  
THYBAUT ; cioè: 

Una c o n g r ~ c e n m  sulle ctci falde foceli S ed S' s i  corrispondotzo le liuee 
d i  czcrvnturn or, F, tale che l'nngolo d ' i ~ ~ c l i ~ t n x i o ~ a e  del ragg io  st t l ln l i ~ z e a  a i u  
u n p u n t o  qicalzcnpzce d i  S e g u ~ ~ g l i n  l'angolo d' inclinnzione del rngg io  su l ln  l iuea  
lie1 pztnto c o r r i s p o n d e ~ t e  d i  S', è t c m  c o n g r u e ~ m  d i  T h y b n u t .  

U n n  congrztenxa sulle C Z G ~  fnlde focnli si c o w i s p o n d o ~ z o  le linee di clrr~.n- 
tztra ed in citi ln. &istccnza focale e l'alzgolo dei  piciili focnli souo legçrfi tlallm 
re lnz io~ îe  

(112 costan te arbitraria) 

è zcncc congrtcelzxct di Tlzybmt. 
Nella. presente Memoria sono soltanto diiiiostrnti i due primi teoreiiii; 

la. cliinostrazione dei clue ultiini verrà da me f a t h  i i i  uim iiotn a parte cle- 
st inats alle congruenze d i  THYMUT. 

Infiiie rengoiio sviluppate alcune applicazioni alle superficie n cnrmtiira 
merlin. costante, in cui si perviene n i  teorenîi seguenti: 

U l m  trct .sformnfn di Dnrbo?tc d i  m a  superficie a, czrrvnfiirm 11iedin co- 
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stante, qumzdo t z o , ~  è a cuî.uaturo ~rzedicc costartte, è isotevrrca spcinle della 
classe 

Iilversaliiente, fra le trasforrunte di Darbo~tx di t c m  slcperficie isoterma 
speciale di questcc classe, vi è sempre u m  ed z t m  sola szcpwficie a cwvntztra 
medfa costccnte. 

La trasforiiia.zione di BIAKCHI generalizzata assuilie ilel caso attuale due 
differetiti aspetti secondo che si prende ' 

eq - ecp 
= serili cp,  - = cos11 1. 

ri Y2 

Ne1 priino caso i?. 
la siiperficie N clie si 

Re1 secondo caso 
renziale 

a cui deve soiidisfhre 
l'espressione 

È utile osservare 

uncz trasforiiiazione di BIANCHI propriaiilente detta e 
deduce è a curvatura totale costante. 
la superficie N è carat terizzata dali'equnzioiie diffe- 

la funzione 0 ;  il secondo invariante della superficie lia 

1 d" 1 IV = -- - - 
senli 0 cosli 0 d u2 9 

clie @aildo la fuiizione O è reale, le superficie iV sono 
pure reali; yuesto fatto ci dii una iiuovn. interpretazioiie dell'equazione (M) 
clal putito di vista reale. 

Un'ültra iuterpretazione della niedesima é nota dalle ricerdie del BIANGHI 
ilitonio alla regione ideale del paraholoide ellittico (*). 

r) BIANCHI, Leziowi di yeoi~zetria rliffereitsiccle, vol. 111, pag. 267. 
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20 C'cc lcipso : Sulle trasforlriaaiouti delle szcl~erficie isoterme. 

Veiiendo poi alla trasforinazione C,,, abhiaiiio i segueiiti teoremi: 
La trccsforatcczione C,,, cn.~zgia  m a  superficie a czcrvatzcra nzedicc cosla~tte 

(uguale + 1) itt wza superficie isoterwza speciale della classe 

con c costailte arbitraria. 
Inversainente, zma superficie isoter~ncc speciale di  pes ta  clnsse si pzfb 

senzpre comiderare come ottenztta d a  uiza superficie a czcruntwa media c o s t a h  
(= 1) per trnsformaziotte C,,, ed i n  zwa sola mattiera. 

Un caso particolare iiotevole si lia coiisiderando due superticie I ecl I ,  
a curvatura media costante, legate dalla trasforiiiazione D,,,; la corrispoildente 
superficie 1, è in questo caso della classe 

che rientra ilel tipo precedente per c = O. La superficie 1, è associata ad 
una quadrica di rotazione; 17i corrispoilde per un teorema di GUICHAHD ~i i ia  
terza superficie a curvatura media costante, lega ta alle superficie I ecl 1, per 
trasformazioni di BIANCHI iminaginarie coniugate. 

Adunyue in yuesto caso particolare la considerazioiie della trasforiua- 
zioiie C,,, conduce alla decoiiiposizioiie di uiia trlisforinnzione di GUICHAKD (") 
nelle componenti elerneiita.ri di BIANCHI. 

Kicordiaiilo che se x, y, a sono le coordiiîate di un punto di utia s ~ i -  
perficie (N) ed X?,  YP', Z!) i coseni direttoii dei tre spigoli del triedro 
principale, hanno luogo le relazioiii 

(*) Stw la rlefor»tatior~ des quadl.iques d o  véuol~ctinit; Comptes Rendus, aiiiio 1899, t. 128, 
pag. 438. 
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Calapso: Sulle .trccsforrrmuio~zi delle sitgerficie isoteme. 8 1 

a x FI, a 5  ae - = -:(tçli 9 - + ) X? +- (eosli 9 + H seiili 9) 
d u  d u  d a  

iii cui 5, 8, H sono uiia soluzione c~ualuiicjue delle equazioiii 

d F  d H  8 t 
-= (Fi + cotli 9) 2 , - = (H + Igli 9) - 
d u  d u  d v  d  v  

1 d O d E  + ~ G ~ T ~  a; a;i t (cosh 0 + $1 senh 9) (seiih 0 + H cosli O )  = 0. 

Kicordiaiiio irioltre clle la funzioile 6 è invariante clella superficie (X) 
rispetto alle inversioni di pote~iza eçuale a - 1 ; il secondo invariante W 
tlella superficie (N) è legato alla fiinzioile O ineditinte le relazioni 

1 as a -- - + senli 9 cosli c) d  zc2 d  v 

Viceversa se queste ecluazioni ilella funzioile iiiçoçiiita TV aiimettolio 
una soluzione coinune, la f~inzione O si pub assuiiiere coine iiivariante foii- 
dainentale di uiia superficie (N). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Se g? è utia soluzioiie y ~ialuiique del sisteiiia (illitiiitatairieii te in tegrnbile) 

dànlio uiia superficie iso teriiia I, riferita alle linee di curvti ltirn, derivata 
dalla superficie iV per trasfoisniazioile G y). 

Uenotaudo coiiie precedenteinente con 

( Y  1 ,  2,); ( X ,  y ,  j ;  (S,, Y,,  2,) 

i coseiii direttori degli spigoli del trietlro pri~icipale relativo alla superticie 1, 
le relazioni elle legano Xi, Yi,, Zi con Xf" ,  Ir!:), Z!:) si poss0110 scrirere ne1 
seguente modo : 

1 cosli D cosli (1 - i )  + - ~ C P - 6  (H'  cos11 9 + "21 seilli 8) S, - 
2 1 1  

(") Vednsi lit inia citata iUeinoria, pag. 994. 
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erl i raggi t l i  riii.vntui~a della superficie I liniiiio le espressiorii 

TJ3 siiperficie I 15 ottcliîuta coine l~iog-o di un puiito A,' sittiato si1 U I I ~  

tangente isotropa della superficie ( N ) ;  uiln seroiltla superficie isotei-ma 1, si 
pu0 otteiiere coiiie liiogo di un pi111 to A- situato sull'altra tangente isotropa 
tlclla superficie (iV). 

Rasta nssiiinere uiia soliizione del sistemn (plire i1 l i~ i~ i t cr fcr~) te t l ta  i l z f e -  

grn bile)  

d 0 5 b- - i - = senli 9 cosli (pl  - F) + i tgli 6 - + 
d 21 d v  d v 

1 + - e ~ l - 5  (H' seiîlî 8 + '2 H cosh O )  
3 

- 8 ~ ~  d B  d  i - z - + - = - cos11 0 se1111 (yl  -- 5 )  - coth 4 - -- 
d g  a~ du 

1 + - e ~ l - 5  (H' seiîlî 8 + '2 H cosh O )  
3 

d  i l - -- 
du 

La superficie 1, è derivata dalla ( X )  per trasformazione G ;  coi-isidera~ido 
iiioltre la congruema clescritta dalla retta A, A ? ,  si vede facilinente clle essa 
il nriiîonica alle liiiee di curvatura cli (ni). 

Verificlliamo direthmente che le superficie 1 ecl 1, si corrispondono per 
inviluppo di sfere. 

tnfatti in forza delle equazioni (3) e (7) per le fuiizioni ? e y,  e delle 
eqiiazioiii fondalneritdi (1) a cui soddisfano i, 8, 15, esiste u i ~ a  funzioiie G 
soddisfacen te alle condizioni 

d logo e~ 1-6 GE-.P -- 
d 1c 

(H sen11 0 + 4, Hcosll 9 + se1111 8) + - sen11 O 2 2 

d l o w ~  . e<pi-5 &-Y 
(9) 

= z - (Hi cosh r) +- 2 H senli b + cosh 6) - i - cosli 6. 
d v 2 2 
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94 Ccclnpso: Sulle trnsfor.rrm,zioni delle slrperficie isofer  

Introtlucei~clo allora altre qiiattro fiiiizioni A, [I., IV ,  + colle formole 

1 ~ Y + T L - ~  
- --- et 
G 2 ( H  senh 9 + 2 H cos11 0 + sen11 4) + - seiili O 

2 

e tenerido sempre coiito delle eqiinziorii n riii sodtlisfaiio le friiizioiii (2, y,, 

e si ha pure la relazione 
'h? $- [J,' 1~1% $ 5 .  
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C a  lnpso : Si i l l e  t ~ n s f o î w m z i o n i  de l le  super f ic ie  i s o t e r w e .  25 

Tiioltre dalle (4) ed (8) si lia 

X* = X, - ( d p  + e n )  X 1 ) - i (69 - eyi) S 4) (13) 

colle aiinloglie in y e z ;  doiide sostitiiendo per S':", Si') le espressioni (3) ecl 
ossci3vnatlo Ic (10) ottcnirtino 

E(1 nllora coilfioiîtaiido con le formole (1), (II), (7) della citnta Meinorin 
tli B~AR'CHI, r i i l i t~ i~e verjficata la proposizione. 

Iiiversaiiiente consideriaino una superficie isaternia 1, di cu i  assuiiiiaii~o 
coiiie sopra l'eleinerito liiicare sot10 ln  forma. 

d S" ee^r (d IL> t v2) ; 

clenotiaïno con X i ,  Y,, Zi i coseni direttori degli spiçoli del t.riedro principale 
e coi1 r , ,  r? i raggi principali di curvatura; indi deternîiiiiaino u n s  solueioiie 
1, L, IV, +, G del sistelm coiiipleto ( I l ) ,  (12) e coiisiderinmo la superficie I ,  
cla ta clalle ecjuazioni (14). 

Iii tali concliziorii ponialiio il seguente sisteina d i  equazioni differeiizinli 
iielln fiinzione incognita 8 

Teneildo con10 delle ecluazioni d i  GAUSS e di C o n ~ z z r  relative alla su- 
peidicie I e delle equazioni (11) e (29) per i., p., lu,  +, G si riconosce con cnl- 
colo facile clie qiiesto sistema è illimitatainente iritegrabile; sicchè avreiiio 
tlnli'iiîtegrazione un3 fuiizione O conteilente u n s  costante arbitraria. 

Determiiintn la 8 introduciamo le fuiizioni 5 ed H poneilrlo 

H - -  1 cosli 9 + i p. senh 8 
h senh 0 + i y. cosil O + IV 
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26 C a l a p s o :  Szdle trn~forwu~xioni delle supevficie isoter.ilze. 

Le fuazioiii 8, 5, H cos1 detemiiiate soddisfatio, in forza delle (11) e (12), 
alle equnzioiii ( M ) ,  ($9) e (60j clella rnia precetleilte Meinorin sopi-a citata; 
siccliè poneiitlo 

x = x, --. e5 (XI sed i  8 + i S, cosh O + X,) 

y = y, - C E  (Yl  seiih O + i Ir2 cosh A + Y,) (17) 
3 = x, - d (2, senh 0 + i 2, cos11 0 + 2,) 

avrei-iio una superficie (LV) ,  da cui la superficie isoteriiia 1 si pub considerare 
coine derivata' per trasforn~nzione G ;  arrniino a11oi.a. luogo le ( G ) ,  ed i cosciii 
clirettori clegli spigoli del trieclro principale relativo alln siipei+cie A' o i a  

deteriiiiilnta sarniino espressi dalle (5) .  Inoltre poniaino 

I W. 
e scriviniiio le ( I G )  risoliite rispetto a e i ' 7 cioG 

4 l+ 

' 1 1v 
- = senli 4 - - e-E (senli 9 + Hcosli 0) II $ 
iu 121 i - - - cosli 8 - + e-5 (cosli 6 + H senli 8). + - 4 

the per la (18) poçsiamo scrivere 

Da yuesta, dalle (19) e dalla (18) si deducoiio le (IO), doilde segiie fn- 
ciliuente clle la funzione ?, soddisfa alle (7) ; iufine dalle (14) e (1 7) si ricavn 

i 2 s2 = x + t r  sen11 9 - i er eosli 8 - 2) x2 + 
(3 
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l Ca Zay so : S d Z e  tras forruazio,&i delle superficie isoteme.  27 

ossia per le (10) 

s, = x + eq+pi-E (H%enh 9 + 4 Hcosli 8 + senh 9) Y, + 
+ i e'f+yI-E (H'  cosli O + 9 Hsenli 8 + cosh 9) X ,  + 

rloiide i i ~  forza delle (5) seguono le eyiiaxioni 

xz = x - eyl (X, - i X,) 

y, = y - eV1 (Y, - i Y,) 

le cjuali esprimono clle la superficie 1, si pub coiisiderare conle derivata dalla 
superficie (N) per t ra~fo~mazione G. Esistono dunyue itifiiiite superficie (N), 
in corrispoiidenza delle superfic,ie I ed Il, dipendenti da una. costante arbi- 
traria clie vieae iiitrodotta dall'integrazione del sistema (15). 

Coiisiderando i punti A,  e A, che clescrivono le superficie isoterine I 
ed l,, abbiaino 

inoltre scrivendo le coordinate del puiito N sotto la forma 

X ,  senh 8 + i X2 cosli O +- X, x=x,-+ 
1. senli 9 + i y. cosh 0 + IV ' 

riconosciaino subito che la distaiiza del puiito N dalla retta A, A, è :  

onde se corisiderianio in (20) x, y, x coine funzioni di cc e u e della costante 
introclotta dall'iiitegrazio~ie, l'espressione (%), indipeiidente da 6, niostra clle 
fissato zc, v e variando la costante il punto N descrive ut1 circolo, clle in- 
contra ortogoiialiilente la superficie (N) ilel punto N. 
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98 C a l a p s o :  Su l le  t ras forrwxio~z i  delle szcperficie isotcrme. 

Le formole di DAKBOUX d a t i v e  alla trasforiilaziorie L), ,  si cledi~cono pure 
da quelle da me ottenute nella precedente Meiiioria so11i.a. citata ilel sebueilte 
modo. 

nlaiiteiieiido le superiori notazioni per la superficie isoteima 1, ccoiisicle- 
rianio le eyuazioni di GAUSS e di CODAZZI sotto la forma 

ossia, poileildo 
i 

coiisideriamo le inedesime sotto la forma 

Introducendo la fuiizioiîe ausiliaria J medialite la posizione 

ossia 
"'9 ) (a;)' e;) a"-_- + - +- ---- =- 

B N 2  d u 8  
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dalle iuie riceiche precedenti abbiamo il sistema 

e lit fixmioiie fi soclclisfa all'eyuazione ilif-r'ereuziale di quarto ordine 

Ci6 posto i.ico~:diaii-io il teorema da me stabilito ilella citatn Menioria, cioè: 
Se r? è unn soluz ione  della (98) corrispol~deicte ad  una szc lmf ic ie  isolermt I 

(per la quale si mailtengono le notazioiii superiori), il s i s t e i m  d i  équneio~i i 
diffe~emiali 

a n ,  a n  ---- 
8 %  8 %  - (al -t O) 

è illimitatameute integrabile; si avrà dall'iiitegi~azione iiiia fuiizione n, con 
q ~ m i t r o  costaiiti arhitisai.ie clîe sa& una iiuova soluzioue clellu (28). 

hssun~iamo ulla soli~zione .F, n, di cluesto sistenia erl. iiitrocluciaino le 
iiuovc fuuzioni 
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30 Cnlnpso: Sulle trccsformaxio~zi delle szlprficie isotertwa. 

Da (peste tenendo presenti le (27), (W),  (30) e le espressioni (93) dei 
raggi di curvaturcz della superficie 1, si ricavaiio le equazioni 

dru eV -- -- W. 
d v  r i L  

1 1  Per la nuova soluzione y,, - del sisteina (22)  potreitio assuiiiere 
Y', ' rt2 

a cui corrisponde u ix  superficie isoteriiin Il derivata da 1 con la. tras~orma- 
zione iiiclicata, e le coordinate di  un punto di Il sarayno 
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Ca lny so: Sulle t r m f o m n z i o ~ z i  delle superficie i s o f e m e .  31 

Abhiaino cosi ottenuto la. trasforniazione D,,, . 
Inversninente pnrt.inii~o da unn superficie isoterinn. 1 e detei.ininiamo una 

soluzioiie tlel sisteiiîn coiiipleto (38) tale clle 

le (94) tlnimiio utin iiiiova superficie isotemia 1; ; e poiieiitlo 

si nvrii unn soluzione del sistema (29), (30). 
Risiilta cosi ben piw3sato in clie modo il passnggio dalla soluzione !L 

alla soluzioile (2,  dell'eqiinzione ("2)' esegiii to nîediniite I'iritegrazioiie del si- 
steiiin coiiipleto (W),  (301, è l'espressione niinlitica della trasforiiiazioiie D,,,.  

Veninnio alle forinole clella trnsfoi~ii-inzione C,,, con una seiiîplice osser- 
va zioiie. 

Dalle equazioni (29) e (30) si ha  

an, an 8 T 
-- +- = (0, - n) - 
d v  d v  d zl 

le yuali espriuîoiio che le funzioni 7, n,, n sono ai~cli'esse uiia iiuora solu- 
zioiie tlel sisteiua (94); esiste clunque uiia superficie isoteriiia I, coll'elemento 
1irieai.e 

6 T  
e 9 7 ( ( j U - $ - t ~ c 2 )  e t = -  + (38) 
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e di cui i 1-nggi principnli di curvnturn Iiaiiiio le espressioni 

Vetliaiiio cosi clie pnvteiiclo da uiia superficie isoteriiia. I ecl nssiiiiieiitlo 
uiia. soluzioiie del sisteina conipleto (32) alla condizioiie iiiiziale (35), dedu- 
ciaino clue diverse superficie isoterme Il e I, ; la prima, definitn clalle ( 3 4 ,  
è legata alla superficie I dalla. trasforiiiazione D,,,; l'altrn, def nita dalle (38) 
e (39), è legata alla superficie I dalla ti*asfoi~rnazioiie C,,, . 

Nota utia coppia 1 ed I l  di siiperfic.ie i s o t e m e  legate dalla trasforiiiazioiie 
di D A I ~ B ~ U X ,  la superficie I, è indiviclnatn di foriiin; le formole clie dàriiio 

e eZ 
le cluantità ,, , -, direttaiiiente iiiecliaiite le cluaiitità ai~aloglle relative 

t -  r i  

I? utile osservare clle scainbiando tra loro I ed Il, la superficie Io si 
cniiibiû nella sua  trasformatn di CHRISTOFFEL. 

Vogliaiiio ora. staljilire uiia t i u o n  trasforriîaziolie, clie l w  rngioiii clie 
riiererenio tosto direri10 ti~asforiiiazioiie cli B ~ A N C H ~  g-enerciiizzcitn. 

Se espriiiiiaiiio il sisteinri (15) iiiediaiite 7 ,  Y", ,  Y " ~ ,  nl~l~iniiio 

d B  . d r  z f  Z- =- c0sli0 
d v 

8 0  d :  eZ 
z - + - = serili 4 7 ; 

8~ d u  t- i 
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clie formniio pure un sistema illimitatainente iiltegrabile ilelle fiinzioni ?., [J., 

w, f+, 5. 

Qui importa fare la seguerite osservazione. 
Coiisicleriaiiio la superficie isoterma 1, ecl assumianio sei fiinzioni 8, 1, 

p., +, ~ r l ,  a sotldisfacenti alle (40) e (41); si verifica con facile calcolo clle 110- 

1, cosh 6 + i p sen11 0 H z -  
'h senli 0 + i IJ. cosli 9 + l u  
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34 C n l c ~ , ~ î s o :  S d l e  trccsforumzio~zi delle superficie isofe?.sze. 

D~inyue,  pnrtelztlo d n  superficie isoterlncr I o ,  ilitegrcrndo il s is tenm 
completo (40) ed il sistemcc completo (41) ed osservnndo le (40,), otte~ricrq~lo tre 
frcmioni 0, [? H, t c i l i  che le forme picrdrnticke 

e" (,seiiIi2 4 d zc? + cosIl" O wu") I (43) 
(cosli O + H seiili 0 ) '  (1 a' 4- (sed i  O t H cosli 9)' d v2 ( 

si possono co~zsidernre  come p i u m  e teracc fornla for/da~mntccle d i  u12n sul)er- 
ficie IV rifetmitn nlle l i~zee  d i  czivvntzcra. 

fi questa la trasforiimzione che voleraiuo stabilire; essa sarà cln noi tletla. 
tmsforiiiazione di BIAKCHI geileralizzatn, e snrli tnlora iridicnta hrereiiieiite 
con B per la ragione seguei~te.  

Ass~iininiiio coiiie superficie isotei.iiin & iiiia superficie a rurvatui.a iiietlia 
cos tante coll'eleiileii to 1 iiieare 

Per i raggi8 priiici pnli di currn turn possinino assiiiiiew 

Applicliiaiuo ad  essn la. trlzsforirinzione (40) per cledurre iiiia. superficie iY; 
n Y re iiio 

d B  . d r  
- + z - = - cosli F) seiili 7 
816 d v  / 

et1 assiiiiiiaiiîo la soliizione particolare del sisteuia (41) 

Allorn le (42) ci' a n ~ i o  
et = 1, H= O (a) 

e le (43) diveiitaiio 
senli"" 8 d 14' + cos1l2 6 (7 2;" (50) 
cosh" d zc" senli2 19 d v" Pl) 

Qiieste espriinoiio clie l a  superficie N è uiia. superficie a curratui*a to- 
tale cos tante ileriw ta iln I2 per trnsforiiiazioiie d i  EJANCIII. 
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C'nlnpso: Sitlle trnsformazio~~i delle superficie isoterwe. 35 

Coiisitleriüino la superficie isoternia I,  , ed applicando il teorema del pa- 
ragrafo precederite declucianio una superficie N legata dia I, per trasforma- 
zione B; esistoiio allora tre fulizioni s u , ,  +, , cl tali che 

d log 1 1 7 ,  e7 
- senli 8 

d u  ruz 

d log w, eT 
----=iTcoshO 

d v r 1 

h = e7 PU, senh 8 
d 2L 

\ 

3 / 

= i e7 su, cos11 9 
d u  

8 61 -- = e-T I V ,  seiili 9 
d zc 

introcluciaiiio ilioltre le fmizioili 

1, = IV ,  sen11 8 p, = i su, cos11 9. 

Le cinque funzioiii cosi introdotle \7erificano il sisteiiia 
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lii~iaiie definita uila iil~ova. superficie isoterma I3 lega ta. dla 4 clalla trasfor- 
innzioiie Do avente per eleniento lineare 

e per raçgi di curvatura r"', ed r'", . 
Inversamente prendia~ilo due superficie isoteriiie 12, 1, legate tïa loïo 

dalla trasforinazioiie D o ;  esiste allora una fuiizione fl tale die 

Si deduce allora con calcolo facile clle (pesta funzioile 8 soilclisf';~ alle 
equazioni 
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C a l a p s o :  Sul le  trnsfovrr~cc~ior~i delle superficie isoterrue. 37 

Ahbiailio duilque il seg-uente teoreiiiü: 
, S e  dlbe superficie isoterme soîbo legate t ra  loro dal la  t r a s f o r ~ r m ~ i o ~ ~ e  Du, 

esisie uîm szqerficie iV legatcc rispettirametite alle q m h e  2,er t r n s f o r ~ m z i o ~ z i  B 
iinainginarie coniugccte. 

Qui utilizzereiilo una importante osserrazione dovuta a. BIAXÇHI. Il si- 
steina di equazioiii (54) trascuraiido per un tnomento la coiidizioue 

6 quel10 stesso che occorre integrare per passrire dalle equaaioni intriilseclie 
della superficie 1, alle equazioni della inedesiilia in terii~iiii fini Li. Duncjue se 
della superficie 1% si conoscoao le equazioiii in ter~i i i i~i  finiti e si indicano 
i coseni direttori del triedro principale con 

X", Y " ,  Z N ,  

X'lp yrr2 zrr2 

A ,  = a X " ,  + b Y " ,  + c Z", 

pl = n X " ,  + b Y" ,  + c Z n ,  

111, = ax"j + b YW3 +CZ"g  

con a,  b ,  c costanti arl~itrarie; sarii iiioltre soddisfatta la. (59) se 

Ed allorn per un  convenietite iiiovinietito della superficie I:, si potrà 
preiidere 

1, = S", + i  Y", 

11, = SU2 t , i  Y" (61) 
ru, = Y",  + i >T''3 , 
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35 Ccc lnpso:  S u l l e  trnsfor.irmziorLi delle superfic;ie isoterirre. 

e le (56) daranno per la funzioiic 4 le espressioiii 

Y", + i  Y", X", + i Y", 
seiihb = ,i cos11 6 = ,Y", + i Y ", X", + i Y ", 

Apl)liclii;~nio i risultali 1)i.ececleiiti alle superficie iniiiiiiic. 

Poniamo nelle (99) 

la sec on cl;^ e terza saraiiiio verificate e ln  funüioiie ? clo~i-à sodclisfiire all'e- 
quazioue 

e le (63) defiliiscoiio ilel modo più geiiernle uiia superficie i i i i i i i i i in .  

Voglianio cnratterizzare la superficie trasforiuata mediarite la D,,, 
Poiiiarno 

allora le (33) darnniio 

. d o m  per le (32) ~lou ïà  essere a + i c  = cost. 
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Preiidendo niilla cluestn. costaiite la trnsforn-iata sarà pure superficie iiii- 
niina; iiia iioi rogliaiiio stutliare qucl clie nrvieiie prentletitlo la cletta. co- 
st;tiite diversa (la zero. 

A tale scopo osserviaino clie dalla primtt delle (66) tleriraiitlo si ottieiie 

dontle risulta il teoreir-ia : 
U m  trnsforr~zntu d i  Dnrb01.r~ d i  w z c b  superficie ntiwi~acr, qucr?zdo U O N  è 

szrperficie rr&zk~n, è ctssocinfn 0 1  parnboloide 

liiversniiiente partiaino da unn superlicie isoteriiia associata a l  parnbo- 
loitle (G8) ; cior poliendo 

e cerchianlo se fi.& le trasfcjrii.iate di L ) ~ a ~ o u x  ~i soi10 superficie nlilliiiie. 
Nrll'ipotesi afferiiin tira si d o n i  ctvere 

clontle clei~ira~iclo ed osservaiido le (32), (69) e (70) si otteiipoiio i valori 

Ora si rerifica col calcolo diretto clle queste costituiscorio verniiiente uila 
soluzioiie particola,re del s i s t e~na  (32) con la relnzione (33); duiiyue 

Fra le irccsformate d i  Dccrboux d i  ztlm superficie i s o t e ~ ~ m  ccssocicitcc al 
pctraboloit7e (68) vi 6 sel1tpl.e ,uncc ed w a  sola szipe?.ficie ~wini~rm. 
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44 Calnpso:  Su l l e  trnsfoî.mci,~ioni delle s q e r f i c i e  isoterale. 

Uila seconda yiieatioiie die  si- pïeseiita. è di cnratterizzai.e ln fuiizioiie 

relatira alla snpeibficie N d i e  si deduce da uiia stilwrficie iiiiiiiiiia I colla 
. . 

trnsfortnazioiie 'B. 
Per yuesta fuiiziorie si cl01 r ' a  i ' nvere 

si cleduce allorn per O i'equazioi~e 

variante lia l'espi~essioiie : 

Tt' - 
I -- 

1 d' O 
senh 4 cos11 8 d v" 

Viceversa se la (73) k soddisfütta il sistema (79)  è illiil~it:itaiiîciite inte- 
grnbile e la fnnzione 1 clle si ricnra soddisfn la (64). 

Ripreiidialno infirie a considerare uiia superficie iniiiima I ed  iinn sua  
trasformnta 1, clie sin pure superficie minima. È noto che le superficie S 
ed 8, definite r ispett i~ninente clalle formole 

sono pure superficie iiiini:xe e sono le fiilde focali di uila cotîgrueiiza. 11'. 
È: iioto altresi clie sopra S ecl S ,  si coi-rispoiiilono olti~e ai  sistenii coii- 
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C c r l n p s o :  S~dle trn.sfor)~zcrzioni delle mperf ic ie  i s o f e w e .  4 1 

iiigati anche i sisteiiii ortogoiiali, et1 in pnitico1ai.e si corrispoiidono piire le 
linee di ciirvntiira. 

Siffatte congriienze sono (lette di THYBAUT e S O ~ C J  le sole congi-uenze SI' 
le ciii falde focnli sono siiperficie iiiiiiinie. 

Koi aggiaiigereuio qui (lue teoremi che pcriiiettono di caratterimare le 
congrueiize d i  THYBAUT. 

Indicando con 6) l'aiigolo d ' i r iehaziol~e  del rnggio della congrueiizn. sulin. 
linea tli curvaturn a della superficie S in 1111 suo piiilto, e con t la ciistariza 
fociile, si a r r à  

1 t COS 03 .= -_ 
1 ( - ) t senw=-  

?,a \i ?! ,,, ,, ( : +- -+) ; 
siiiiilriiente iiidicmitlo coi1 w ,  l'aiîgolo clle il raggio fa con la. liiica corris~)oiî- 
dente d i  S ,  nrl puilto corrispondente si avrà 

1 
t cos w ,  = --= ( +  ) t se i io ,=-  --- 

I I L  J 2  I I L  J 2  ( 2  t);  
cliinqiie : se P e P' è zrnn coppia qualzctzque d i  p m t i  cowisponden t i  delle d u e  
f(rlde di u u a  congmenxa d i  l'lqbcc?cf, l'rc~zgolo dae l a  settn P E '  fci con  lcc lineci 
t7i c w o n t ~ w c c  a ~zel  p r i d o  Y egltccglicc l'nlzgolo clje la medesimi fa  col2 l a  lilten 

~zel pzttzto Y ' .  
Inoltre iiitlicaiido cou .II l'niigolo dei piani focali si lin 

Inversainente, se si escludono le congruenze le cui sriluppabili tagliaiio 
le siiperficie focali luilgo le linee di ciirvat,urn., si Iianiio i seguenti teorenii. 

1. U l m  co~grwen,occ sztlbe clhi fnlde f o c d i  $ ed S' si c o r r i s p o ~ d o l ~ o  le littee 
d i  c u w n t w c t  r ,  F, tale c71e l ' m g o l o  d'imlinccziotze (Tel rcrggio szdlcc l i m a  u i l ?  

w z  y zinto yccclunpce d i  S egtcnglicc l ' a ~ t y o l o  r l ' i t t c l innz io~~e  ciel r ayy io  szsllm 
l i i ~ e a  /I, ne1 pwtto corrispondente d i  S ' ,  è w r t  congmetixcc d i  T l t ybnz~ t .  

I I .  Unrc congrzcelzsn w l l e  czci fnlde f o c d i  si cor .s is~~ol ldono le l iuee d i  CZLY-  

Atawcli di Mntemntiea, Serie III, Toino XXIT'. 6 
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42 Ccc tapso:  S d l e  trccsfowzcuziowi delle superficie i soferme.  

l;cck~wcc ed $12 c u i  icc (Zistntun focale e l'cc~zgolo dei  picc12i focnli s i m o  legnii  
drrllcc relcrzione (74) è collgruellzn d i  T h ~ ~ b c w t .  

Questi due teoremi saraiiiio da  nie diiriostrnti in uiia Nota n pai4e (le- 
stiiiata cille congïiieiize di THYBACT. 

la secontln e terza saraniio verilica te e ln fuiizioiie y, tlov~ï'~ sotltlisfare ii1- 
l'e yuazioiie 

y 8' b, 
I 

d1c9 d v S  
+ seul1 y cosli (fi O. 

L'eleiiieiito liiiearc 
e" (d  ~ t '  + d a') 

e le (75) clefiniscono ilel ~ i iodo più geiirralr iiiia siipcrficic a ciirratuïa ine(liii 
costniite et1 ugilale ad 1. 

Vogliamo caratterizzarc la siiperficie trasforiiiatn inecliailte la D,,,. 
Ponendo al solito 

e si  C ~ O V F ~  nveïe 
+ = 9 1 v - c  + c  (c  = cost.). (79) 

Preiideiitlo c = O In tlmforinntn sa14 pure iiiia superficie n cunratura 
media costaiite; iioi voglinino considerare i l  caso c - = O .  . 
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Sitri allora 

siçcliè teneiido co~i to  della (35) e della. (79) risulta. la 

dHf ? +JI f2  + B A : ~ ' + B B H r $  BCL'+-D-;o, 
e2y' [(z) + (a,) 

1 
c i a l e  d e l l a  classe I I ,  - 1 ,  - 8 4 i c  

4 
Inrersaiiieiite partiaino da uiitt superficie isoterliia speciale dj questa classe; 

cioè pouendo 

(sa) 

iu cui A, .B, C, D liniuio i vdor i  (SI), e cerchiaiiio se fi.a le trasformate di 
UAKBOUX vi sot10 superficie a curvatura niediil costaiite (= 1). 

Nell'ipo tesi afferiiiat i ra  si  clovrà üvere 
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Ora si verificn col calcolo dire tto clie queste costituiscoiio effettivaiiieii te 
u ~ i a  soluzioiie particolare del sistenin (32) ed ha luogo la (%), duiiclue: 

Fra le trcrsforwtate d i  Dnrboux d i  u m  stcperficie isoten~m speciale della 
classe (81) vi è sewqre ,Lcrla ed zcnn sola superficie cc curvatzwa ,media costante. 

Voglianio in secondo luogo caratterizzare la superiicie iV clie si deduce 
dalla superficie a curvûtura iiiedia costante I iiiediaiite la trasforiiiaaiolie B. 

Osservianio clie le (40) ne1 caso in esaiue prend0110 la foriiiü 

. d H  arg 
1 - + - = seiili 9 seiili cp, 

d u  dzc 

d2 4 d" --+ -~ - 
du" v2- s e d i  4 cosli 4. 

Lü superficie iV iii discorso è Ciiilique caratterizzata clal fütto clie la re- 
lativa funzioiie 

socldisfa ttll'eqiiazione cliffereuziale (Sb). 
Inversaineute partiaiiio da. uua soliizioue della (Ho) e poiiiaiiio 

1 8'9 1 
Il'= -- 

seuli 8 cosli ri du '  '2 ' 
O ci6 clie S lo stesso 

Sono allora soddisfatte le equazioiii ( 2 ) ,  siccliè si Iiaiino iii coriispoii- 
denm m3 superficie N. Per iiiia qualuilque fuiizioiie 4 soddisfacente la (85) 
il sistemü (84) è illiinitataiiiente integrahile e la fuiizioile cp soddisferli la (76). 

È utile osserrare die I'esisleilza clello superficie N corrispoiideiiti alle 
soluziorii della (8:5), ci clà uil'iriterpretazioiie di (pesta  eyuazioiie (la1 piii~to 
di vista. reale; un'altra interpretazioiie delln iiietlesima è stata data prececieu- 
teinente da1 BIAN(:HI, tratta~ido clelln regioiie itleale del paral~oloitle ellittico. 

Infiiie vogliaiiio cnratterizzare la siiperficie L .  
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Ca lccpso : Sulle tr.asformnziorr i delle superficie isoter~ne. $5 

Per le (39) si lla : 

clonde teiieiido conto della (35) e clella (70) risulta 1 ; ~  relazioiie 

iti cui 

Abbiamo dunque il teoreina : 
La ttmfor~nazio~ee C,, cnregia ttnn szqerficie n c~wucrtttrcc ,rueclin costccnte 

(ugiiale + 1) iib w m  szcperfioie isoterma speciale della classe (8%)). 
Itiversaiiiente una superficie isoteriiia speçiale di questa classe si pu6 

seil1pi.e considerare coirie otteiiuta. da uiia superficie a curvat~ii,a iiiedia CO- 

staute per trasfortnaziolie C,,, et1 i l i  uiia sola 111nniei.a. 
Ilifatti nota la superficie 1, sono intanto tioti Y", etl r",  ed ailclle H ", 

Lu, ,Vu; si dedilcoilo al lori^ G, +, ru dalle (57) e (79) e si Iln 

a causa della (88), sodclisfiittn per ipotesi, sar i  
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anche le (39) e (38) dà~irio 

Ora si ~rerifica col calcolo diretto che lic~ulio luogo le segucliti proprietà ; 
1) Se ulia superficie isoteriiia I.i i! specide della classe (89) e si polie 

Q 8" cp + + seuli ? cosli .g = O. 
d UV dv- 

2 )  hssiiriieiido coine slip erficie di partelizs T la. supertiçie a c u w a  tura 
media costaiite, cosrispondente a l h  funzione <p c h t n  ciallü (!)a), ect ai  raggi 

6q eq 
- = cosli .;I, - = seiih y 
r? 1'1 

lé funzioni O, +, I D ,  1, p. date tldle (90) e (91) sodclisfauo le (32) ed lia luogo 
h (115). 

Allora la su1,erficie derivata per trasforiiiazioiie C,,, co~iispoiideiite ai sucl- 
tletti valori d i  G, '+, w, ?., p. coit~cide colla I ,  e il teorenia è ililiiostrato; ilu~ique: 

U m  szcperficie isoteî.iim speciale delln classe (89) si  yu6 sc1mp-e conside- 
r a r e  co11i.e ottemtcr da  aozn s?cperficie cr. c î r ~ v « f z i r n ~ ~ ~ e c l i c ~  c o s t a x t e p r  t rus for -  
.rmxiotte C,,, et$ i n  m a  soin m« i z iem.  

Qui occorre fitre altresi la  segueiite osser~azioiie. 
Assuuiiauio uiin superficie isoteriiia 1, della classe 

clle, pes quaiito abbianio visto, possianzo colisiderare collie cletlotta c h  ulia 
superficie a curvatura iiietlia costaiite, ed iiguale ad 1, per trasfol.iiinxioile U,,, . 
Coiisideria~iio ino1ti.e la  sup~r t ic ie  I2 clie si detliice clalla nietlesima super- 
ficie a cuï ra tura  niedia costaiite per trasforiiinzioiie C,,, . 
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La trnsfornintn. In t l i  CHKTSTOPFF:L è della classe 

Yetlinino nllora clie qiiesti valori si decliicorio dai piwedeiiti iiietli;iiit~ 
le foriiiole 

A,  = A - 4 ?,?, Bo = ?Il c 

B C 
U ,  = 4 11~" 9, A I l 2  - - . Bo = D - 4 111 (9 11b - A).  

111 

Quest'ultimo risiiltato rientrn ne1 teoreiiia stalilito da1 B ~ A ~ \ ' c H T  a pag. 30 
della ci tata Mernoria. 

Coiisideriamo ora uu caso particolare notevole. 
Poiiiaiiio nelle forinole precedeiiti c = O; la (88) diventa 

e per conseguenza la. siq~erficie isotern-ia & si pi, considerni.e roine asso- 
cintn nt1 uiia cluadiica d i  rotazioiie. , 

Avciitlosi 

~ei l in ino pïecisniiiente che ln  yuadïica h a  le eyuazioiii 

Vi corrispoiicle, per iiti teoreina di GULCHAKD, m a  nuova superficie a CUI'- 

vaturn inetlin costrtiite, e la corrispotidente soliizione w della (7G) si Ila. po- 
netitlo 
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doiide ris~iltli. che iiel caso in manie ln. coiisitlerazioiie tlellu trasformnzione C,,, 
conduce alla decoiiiposizione d i  uiin trüsforinazione di G c r c : ~ ~ i i r >  iii due trns- 
forlnazioni (li BIANCHI iilin-ingiiiniie coniugnte. 
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Sulle varietà algebriche a tre dimensioni 
a superficie-sezioni razionali. 

(Bi GINO FANO, a Torino.) 

È nolo da ieiiipi che le superlieie n sezioni razionali sono tulte razio- 
nali (*), e quelle a sezioni ellittielle od iperellittiche sono anche razionali, 
oppure rigate (**). 

Queste proprietà furono poi estese nlle vnrietà algebriche a tre O più 
diincnsioiii, sernprc a curve-sezioni dei tipi suindicati. Una varietà a curvc- 
sezioni razionali è sempre rappresentabile hiunivocainente sopra UIIO spazio 
di un  egual numero di dimensioni (***). E cosi dicasi delle varietà a curve- 
sezioni ellitticlie od iperellittiche, fatta eccezione soltanto per quelle composte 
di una serie w1 di spazi e, forse, per le varietà del 3 . O  ordine (****). 

Il presente lavoro porta un primo contributo al10 studio delle varieta a 
tre dimensioni, in hase alla natura delle loro su~erficie-senio!zi. Vi si dimo- 
stra che sono razionnli (rappresentabili cioè sullo spazio 8,) tutte le varietà; 

(x) PICARD, Bn11. Soc. Phil. de Paris (y), t. 9 (1818), p. 127; Journ. de Crelle, t. 100 
( L W ) ,  p. 71 ; GUCCIA, Rend. Circ. Mat. di Palermo, t. 1 (1S8&-87), p. 165. 

(ne) Per le superficie a sezioni ellittiche, v. DEL PEZZO, Rend. Circ. Mat. di Palerino, 
t. 1 (188h87), p. 241; CASTELNUOVO, Rend. Acc. dei Lincei (5), vol. 3, (1894), p. 59. Per il 
cas0 delle s~zioni  iperellittiche di genere > 1, v. CASTELNUOVO, Rend. Circ. Mat. di Palermo, 
t. 4 (1890), p. 73;  ENRIQUES, Rend. Acc. dei Lincei (5 ) ,  vol. 1, (1893), p. 981. 

y**) Per le varietà a tre dimensioni, v. ENRIQUES, Math. Am. ,  Bd. 46 (1895), p. 179. 
L'estensione alle varietà superiori è iinmediata. Queste varietà sono soltanto quadriche, serie 
r,zzionali oal di  spazi, e coni proiettariti la superficie P4 di VERONESE O nna sua proiezione. 
Ne1 lavoro cit. del sig. ENRIQUES sono pure riassunte le ricerche sulle superficie gik dianzi 
aecennate. 

(****) ENRIQUES, 1. c. L'estensioue alle varietà superiori è inmediata per il cas0 delle 
curve-sezioni iperellittiche di genere > 1. Per il cas0 delle curve ellittiche, r. Sconz~ ,  Rend. 
Acc. dei 1.hicei (5), vol. 17, (1908), p. 10; Aiiilali di Mat. (3), t. 15 (ISOS), p. 217. 
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50 Fatzo: Sulle ~ar ie tà  algebriche n tre dimemioni 

a superficie-seaioni razionali, ad ecceeiolqe (eventualinente) della unrielh czt- 

bica d i  S4 privn d i  pzinti doppi. Da1 puiito di  rista invarinntivo, le ~.nrietA 
oggetto d i  studio sono quelle clle conteiîgono urz sistema 2iwenf.e sewplice 
(percib alnieno m" e, se  non onîaloiclico, nlliieiio m4) d i  superficie razio~zcrli. 
È già noto clie l'esistenza in  una varietà a tre diinensioni di ult sister~za li- 
neare almeno cm3 d i  sztperficie razionali ad intersezioui carinbili irridztcibili, 
o anche di una sols rete a iwtersezioni non raziondi od ellitliche, è sufficieiite 
per rappresentxre la rarietà sopra una iiivoluzione clcllo spazio S,  (*) ; iiix 
è pur noto clie queste itivoluzioni lion sono tiitte rrizioiiali r*). 

1. Si nbbia ne110 spazio Sv ( r  s 4)  una varietà a tre diinensioiii BI;, 
normale, di ordine 12 i 4, a superlicie-sezioni F razionali. Per yuesta varietà 
è certamelite nulla la irregolnritit superficiclle (O bidimensio~mle) ("**); e sono 
per conseguenza normali nnclie le superficie-sezioni F (****). Sa172 inoltre nullo 
il genere geoinetrico della varieti, perçliè ogni cventunle superficie caiioriica 
(di ordine 2 0 )  segnerebhe sopra una  F senerien unn cuma die, soniiiiata 
alle sezioni iperpiane della F medesima, ne darehbe delle curve canoniclie, 
contrariamente ali'jpotesi della razionalità delle F. 11 genere aritiiietico 
della JI; (non supeïiore al genere geoinetrico, quaiiclo sia nulla l'irregolarità 
superficiale (\.) sarà percib non neçativo; e si pub facilniente convincersi 
clie ancli'esso sara nullo. Infatti l'esistenza sulla BI; aiialie di una sola rete 
di superficie razionali permette in ogni caso di rappreseiitare cpestn mrietii 
sopra uno spazio S ,  doppio con superiicie di dirainmione di  orcliiie pari 
9,ln (P") dotata di uns delle singolarità seguenti (,*) : 

(*) ENRIQUES, Math. Aim., Bd. 49 (1897), p. 1; cfr. in particolare 17. 
("*) ENRIQUES, Rend. Acc. dei Lincei (a), ~ o l .  81, (191%)), pag. 81 ; FANO, Atti della 

R. Act. di Torino, vol. 43 (1907-OB), p. 973. 
(***) CASTELNUDVO ed ENRIQUES, s u r  les int@rales sifllples d e  pvenzi6q.e espèce d'ai.rîe sztr- 

face 0% d'un0 variété algébrique à plusieuvs dimensio~zs;  Aniinles de l'ficole Noriii. Sup. (3), 
t. 8% (18961, p. 339. 

(****) SEVERI, Fondament i  per la geonzetrin sulle varietic algehricl~e; Rend. Circ. Mat. di 
Palernio, t. 28 (2909), p. 33. V. in particolare n . O  17, teor. VITI. 1 risultati principnli di 
guesto lavoro si trovano già enunciati nei Reucl. della R. Accad. dei Lincei ( 5 ) ,  vol. 16, (1907), 
p. 337. Essi sono vincolati alla possibilità di risolvere in  siiigolnrità ordinarie, medianle 
trasformazioni birazionali, le singolarità di uiia variet5 rp~alu~ique;  qursta riservn si estriide 
pcrcib anche al presente lavoro. 

(*,) S E V E R I ,  F o d a n ~ e d i  ecc., n.O 19. 
(,*) ENRJQUES, Meiii. cit. dei Math. Atiii., Bd. 49; § 18. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1) Un punto O multiplo di ordine 2wc- 9 ;  
9)  Una retta r multipla di ordirie 2m - 4 ;  
3) Bue punti infinitainente vicini (O, 0') multipli di ordine Bîît - 3, 

congiunti da una retta r tnultipla di ordine %z - 6. 
Più particolarinente, a un fascio arbitrario d i  superficie razionali conte- 

nuto iiella rete suindicata si possono far corrispondere ne1 primo caso i piani 
doppi di un fascio contenuto nella stella O, negli altri casi quelli passanti 
per la 'retta r .  

Questi tre spazi doppi si verifica imnlediatamente che hanno, in gene- 
rale, il çeilere aritmetico nullo. Basla considerarvi un sistema lineare di su- 
perficie (p. es. il sistema dei piani doppi, ne1 terzo caso anche il sisteina dei 
piani passanti per 0 )  col suo aggiunto, e applicare la nota relazione fra i 
caratteri di questi due sistemi e il çenere aritinetico della varietà Pa (*): 

nelln. quale p, e p', sono i çeneri aritmetici delle superficie dei due sistemi, 
e v' c x' sono il grado e il çenere curvilineo (virtuali) del sisteina aggiunto. 

Riinane soltanto a ~ e d e r e  se qualche ulteriore singolarità della super- 
ficie @" p s s a  rendere negativo il geilere aritinetico dello spazio doppio con- 
siderato. Ora, i n  primo luogo, questo genere sarebbe egualinerite nullo se il 
punto O O la retta r avessero per la superficie PB niultiplicità superiore a 
quella indicata; iiè farehbe eccezione il caso il1 cui la a"" fosse un cono, 
perchè l'esistenza, esplicitamente presupposta, di un fascio di piani doppi 
razionali obbligherebbe il con0 stesso ad avere una generatrice (91n - 9)2'za, 
oppure sezioni le quali siano cur\-e di dira~nazione di piani doppi razionali 
(caso clie coinprende il precedente). E quanto ad eventuali altre singolarità 
della superficie @?"? queste (prescindendo da singolarità nohoriamente ineffi- 
caci rispetto al genere dello spazio doppio) potrebbero essere soltanto: 

1) ne1 prit110 caso, rette multiple passanti per il punto 0, e su  queste 
eventuali puriti di iiiultiplicità superiore (es. : una retta (2k)"", e sopra questa 
un pnnto (9k + B)Ph,oppure due punti (2k + 1)"2"tlfinitamente vicini) ; 

9 )  ne1 secondo caso, rette quadruple O coppie di rette triple infiriita- 
mente vicine, inciden ti alla ,r ; 

(*) SEVERI, Pondamenti ecc., formola (jZ?J), che riceve la presenle forma defiiiitiva solo 
più avanti, al n.O 21. 
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3) ne1 terzo caso, rette di multiplicità r 6 passanti per 0 ;  
più, in qualclie caso, eleiiienti iiiultipli infinitamente vicini ai precedenti. 

E in tutti yuesti casi si verifica facilinente, in base alla stessa foriiioln, 
clie il genere & ancora zero. In una parols, le singolaiità fondamentali della 
superficie P'' che abbnsserebbero il genere aritrnetico Pa (un punto sesta- 
plo, una retta quadrupla, O loro equivalenti) non possono più preaentarsi in 
posizione inclipendente rispetto alle singolarità già esistenti, e risultano percib 
inefficaci. 

La varietà Ni: è dzdnpue unn mrietù co?npletamente r~golore, a generi 
+zulli. E, per consegueiizn, sopra ogtii superficie di genere > O  in essn coii- 
tenutn il sistema aggiunto a questa stessn superficie segnerà il sistenia ca- 
nonico completo (*). 

2. Se le curve-sezioni della varieth III: sono raoionali, ellitticlie (l'or- 
dine n. essendo & 4) )  od iperellitticlie, la varietà stessa, coine abhiaino già 
delto, è certo razioiiale. In caso diverso, vale a dire se le curve-sezioni di 
318 sono di genere p 2 3 c? non iperellitticlie, si consideri il sisteina liiieare 
1 F+ F'  1 , aggiunto a / 2 F 1 ,  cioè al sistema doppio delle sezioni iperpiane, e 
depurato delle sue eventuali coilîponenti fisse. Questo sisteina, dovendo segare 
sulle superficie ("2 F), regolari e di genere 11, il sisteiiia caiionico completo, 
avrà diinensione p - 1;  e sulle P esso segtierà l'intero sistenia aggiurito al 
sisteina caratteristico di 1 FI ,  cioè aile curve-sezioiii delle F stesse. Questo 
sistenia si compone certo aiicli'esso di superficie razionali o riferibili a ri- 
gate; perchè oçni superficie tiggiuntn nl sistema 1 P+ P' 1 snrebhe hiaggiunta 
alle F, contrariainente all'ipotesi che le F siano razioriali (siecliè le E'+ P' 
avrnnno genere geonietrico nullo), e, del pari, se esistessero superficie i-aç- 
giunte alle ( P t  3") - e di cpeste lier qualche vnloie di i (in ogni 111odo 
per i =  19) clovrebbero certo esservene, se le ( P t  3") non sono riferibili a 
rigate (*y - esse segiierebbero sulle 17 curve 9i-canoniche, contrarianiente 
ancora all'ipotesi della razionnlità delle F (*"*). Inoltre : 

(*) SEVERI, 1. c., 11.O 20, teor. X. 
(**) ENRIQUES, Sul le  superficie ulgebl-iche di gefcel-e geo~netrico zero; Rend. Circ. ohtein. 

di Palermo, t. 20 (190D), p. 1. 
(***) Sulle superficie (F + FI), Ic (Ff 2 Tt) (certo esisteil t i ,  e in iiumero di alineno ma, 

se le prime non soiio riferibili a rigate) segiiaiio curve aggiurite a quelle segate dalle F; 
percib le curve kcanoniche, siipposte esistenti, sono ivi differenze, a meno di curve eccezionali, 
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a )  I I  s i s t e m  IF+F'I non è certo un fascio, perchè le sezioni iper- 
p ime delle P si sono supposte di genere p 2 3, e percib la diinensione p - 1 
del sistema stesso 1 P+P'I 6 2 e non è nemineno coniposto medimte 
un  fascio, percliè le açgiurite delle curve-sezioiii delle F, da esso segate, sa- 
rebbero composte in egual modo, e cib avvieue soltatito quando le sezioni 
di I F (  sono iperellittiche. II sistema 1 F+ P' 1 è dunque alnzeno ma2 e irri- 
ducibile. 

b)  Il siste1is2 1 P+ F ' (  pz16 tzcttavicc appartenere a una  congruenxa 
d i  linse, razionale e del 1." ortli~ze (pub avveiiire cioè clle ogni superficie del 
sisterila siü luogo di ma' liriee di una tale congruenza). Questo caso si pre- 
senteri certo ogni yual volta le superficie ( F + F f )  siano riferibili il riçate 
non razionali e abbiano percib le intersezioni vsriabili riducibili, corne pure 
quando sia p = 3, e per conseguenza 1 F+ P' 1 di dimensione 8 ;  esso verrà 
esairiinato ai ni 3 e seg. 

c )  IL sistenza 1 F+F' j ,  se di  di~nensione 2 3 e non del tipo b), non 
pu6 appartenere a unn  involuzione d i  pztnti (di grado > 2 ) ;  ci6 verrà dimo- 
strato ai n.' 14 e seg. 

Pertanto, all'infuori del caso b), il sisteina 1 F-t F'I s a r i  di nuovo un 
sisteina lineare seinplice di superficie razionali; e potremo percib rappreseii- 
tare la varietà proposta sopra una nuora vnrietà V, le cui sezioni iperpiane 
siürio arich'esse razionali e iiiirnagini clelle superficie (.F+ F'). 

cl) La varieth V iestè norninccta non pu6 essere i n  tbessun cas0 una  
uarietà cubica del10 spazio S ,  priva d i  punti doppi; ci6 verrà dimostrato 
al n.O 17. 

Pertanto, sempre all'infuori del caso b) : 
o la varietà V ha l e  curve-sezioni iperellitticlie, in particolare razioriali 

od ellittiche, risultando perb esclusa in quest'ultiina ipotesi la possit~ilitü che 
essa sia una varietà cubica di S, priva di punti doppi; 

oppure le ciirve-sezioili di V saranno ancora di gcnere 3 e non iper- 
ellittiche. In questo secondo caso potremo operare sulla sarieta V coine già 
al>hi:rn~o operato sulla JI;, vale a dire su1 sisterna 1 P t  3" 1 coine già su1 
sisteina 1 FI. Sopra una superficie çeilerica del sisteiiia 1 F+ F' 1 il sistema 

fra quelle segnate dai sistemi 1 i'(F+BF1) 1 e 1 iFI. Segue d a  ci6 che, sulle B', le curve se- 
gnate dalle eventuali i-aggiunte delle (P+ F') saraniio differeuze, a meiio aiicora di curve 
eccezioiiali, fra quelle segilate dai medesimi sistemi suindicati, e per consegupza anche fra 
qiielle scgnnte dai sistemi I%(F+F') I e 12iB'I. 
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delle curve caratteristiclie avrà a sua volta il proprio aggiunto, di diiiieii- 
sioiie 2 9, il quale verrà ivi segnato da1 nuoro sistenia: 

composto anch'esso di superficie razionali O riferibili a rigate; e cosi, occor- 
rendo, di seguito. Il procedimento avrà certo termine, peicliè il sisteiiin 
\ P t - S P ' ]  sega sulle P curve del sistema liiieare terzo aggiuiito a quel10 
delle sezioili iperpiane; e, del pari, gli eventuali sisteiiii successivi seglieraniio 
sopra P curve degli ulteriori aggiunti di yuesto stesso sistema; la serie dei 
quali aggiunti sopra una superficie rnzioiiale è finita. 

Colla riserva dunque di dare le dimostrazioni di cui alle lettere c) e d) ,  
potremo in agni cas0 rappresentare la varietà proposta: 

1) o sopra una varietà regolare a curve-sezioni iperelliltiche, iii parti- 
colare ellittiche O razionali, e diversa inoltre da una V V i  S,  priva di puiiti 
doppi : varietà dunyue certainente razionale ; 

2) oppure sopra una varietà le cui sezioni iperpiane P presentano il 
caso b); sono cioè tali che il sisterna 1 F+ F' 1 risulta coiiiposto aiediaii te 
una coriçruenza razionale d i  linee. Se yueste liiiee fossero rette, la varietà V 
coriterrehbe un  sistema razionale oo' di rette, del 1.' ordine, e sarebbe percih 
certo razionale (e cosi dicasi della AC); essa potrebbe rappresentarsi sullo 
spazio S ,  fücendo corrispoudere a (peste rette le rette di una stella, e alle 
superficie (F+ P') coni col10 stesso vertice (*). Basterà dunque esamiiinre il 
caso in cui le superficie (F+ F' )  apparteligano a. una congrueriza di liiiee 
non rette; e in tutti questi casi (il.' 8-13) riconosceretno pure che la varieti V 
è razionale. 

Con yuesto, e colle diniostrazioni preannunciate dei 11,' 14-17? il iiostro 
cornpito sa r i  assolto. Kisulterà inoltre diiiiostrato clie : Se ln carietci czcbica 
del10 spaxio S ,  priva di p u ~ t i  doppi non è rappreseîztabile sullo spaaio S , ,  
essa tzon pz10 contenere altri sistemi lilzeari seq$ici di  superficie ranionnli 
all'infz'ltori di puelli di dimensione 4 e di  grado 3, n i?zterseziotii ccrrinbili el- 
Zittiche (forse tutti trasforniabili l~irazionnlmeilte iiel sistema delle seziorii iper- 
piane). Infatti da qualunque altro sistenla disceiiderebbe, in forza del proce- 
diinento indicato, la rappresentazione della varietà siillo spazio 8,. 

(*) Si presenterà certo questo caso ogni qua1 volta la varietà 41; passa rappresentarsi 
sullo spazio S, iii modo che alle sue superficie-sezioni F corrispondano superficie di u n  orditie 
qualsiasi m (2 3) con un puiito base ( m -  l )pt0.  
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3. Se il sisteina litieüre 1 B' + F' / appartiene a una congruenza di liiiee 
aventi ordine k >  1, yuesta congruenza deternîinerà sopra ogni superficie F 
~iii'involuzioiîe IL, alla quale npparterrà il sistema liueare aggiunto a quello 
delle sezioni iperpiaiie. Possianlo supporre quelle linee irriducihili; in ta1 
cnso I'involuzione 1, non sa r i  composta mediante un'involuzione di ordine 
inferiore 1,'' se no i coniugati di un punto generico in quest'ultima involu- 
zione e sulIe varie P passanti per il primo punto forinerebbero uiîa l i i~ea 
di ordiiie TL'<R,  parte di una delle precedenti di ordine IL Consideriamo ora, 
nello spazio 8,-, di una P generica, il sisteina ooVi  rette r format0 dalle con- 
giungenti di tutte le coppie di punti di uno stesso gruppo dell'itlvoluzione 1, (*). 
Sopra una sezione iperpiana generica C di 3, uiia tale coppia di punti, sup- 
posta coiitenutavi, imporrebbe una sola condizione a un gruppo caiionico ob- 
blignto a sua volta a contenerla; e ci& sopra uua curva non jperellittica, non 
è possibile. Il sistema di rette r, nello spazio 8,-, , è dunque tale clle un  
iperpiano generico (di questo 8,-,) non ne contiene alcuna retta, ossia è di 
classe zero. Segiie da ci6 clle ogni iperpiano passante per una retta s del 
sistema r dere contenere ao' di queste rette, le quali passeranno per i sin- 
goli punti della curva intersezione di quell'iperpiano colla superficie F; e se 
P è un punto qualunyue della superficie P, ogni iperpiano passante per il 
piano sP conterrà una retta del sistema r passante per P, la quaie non potrà, 
variare con quell'iperpiano, e starà percib ne1 piano sP, rale a dire sarà iii- 
cidente a S.  11 sistema I', che nelle ipotesi fatte è certo irriducibile, si com- 
pone dunque di rette a due a due incidenti, e percib tutte passailti per uno 
stesso puilto 0. 

I gruppi del l ' i~zuolzcxion~ 1, stanfzo d u n q u e  s o p r a  rette uscent i  da u ~ o  
stesso pzcnto O. Il sistema lineare 1 C 1 delle sezioni iperpiane di F, di dimen- 
sione r - 1 e genere p, conterrà un sisteina lineare Co 1,  di dimensione 
r - 2 e çenere eventualmente infeiiore, segato dagli iperpiani passanti 
per O e apparteneiite all'involuzione 1,; e a yuesta involuzione appar- 
terranno pure il sistenia 1 C']  aggiunto a 1 C 1 ,  coine già sappiamo, e il si- 
stenia 1 Co'/ aggiunto a 1 Co 1 ;  quest'ultimo esistente se 1 Co 1 ha ancora ge- 

(*) Cfr. : CASTELNUOVO, S u l l e  superficie di gerzese zero; Mem. Soc. Ital. delle Scienze (detta 
dei Xi,) (3), t. 10 (1896); n.O 4. Il nostro ragionainento non differisce sostanzialmente da quello 
del sig. CASTELNUOVO: questi suppone becsi che la superficie P 11011 abbia punti multipli 
propri, e che percio il sistema lineare da noi indicato coi1 1 Co nbbia 10 stesso genere del 
sisteina coinplessivo 1 C 1 ; ma l'ipotesi stessa, per questo puiito speciale della trattazione, non 
è necessaria. Cfr. anche qiiauto è detto al principio del n e o  4 del presente lavoro. 
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iiere 2 2, e in ta1 caso contenuto in ( C' 1. Si osservi, a yuesto proposito, clle 
se il sistema 1 Co 1 lia genere inferiore a y, il punto O appartiene certo alla su- 
perficie & della quale è anzi punto iiiultiplo proprio; in yuesto caso il si- 
steina [ Co [ è anch'esso conipleto, e, appartenendo n uiîa involuzione, non piio 
coniporsi d i  curve raziotiali; potrebbe essere perb una rete di curve ellitticlie, 
cornpleta e percib di grndo 02 ,  e in questo solo caso le Co avranno genere < 2. 

Da quanto precede, emerge altresi clie s a r i  iii ogni caso It = 2, e clle 
le curve Co saranrio iperellittiche. È infatti questo il solo cnso in cui la serie 
canotiica di una eurra algebrica è coiilposta mediante un'iiivoluzione ci,' 
(necessariamente razionale, e costituita da sole coppie di punti); inentre se 
le Co sono ellitticlie fu già osserrato clie sarà pure lz = 9. 

Ritornatido pertanto alla vnrietà M ; ,  della qunle la superficie conside- 
rata P era sezioiie iperpinnn generica, vediamo clle il sistema lineare 1 F -j- F' 1 
snric composto mediante zma congruenzn di co~~iche (essendosi ricoiiosciuto 
k = 5) contenute im piani pnssa~zti per u m  retta (perclik segnti da  un iller- 
piano generico seconclo rette per un punto). Tali coniclie, coiire g i i  si è delto, 
yossono supporsi irriducibili. 

I n ~ l t r e ,  sopra una P genericn, le sezioni determinate da iperpinni pas- 
santi per il punto O sono iperellittiche e coiîterigono una oo' razionale di 
coppie di punti dell'involuzione I?;  percib le ao-ette uscenti da O e con- 
tenenti le coppie dell'involuzioiie suddetta (ossia le rette del sisteina r) for- 
inernnno un cotio a tre dimensioni, proiettante da O una superficie a curve- 
sezioni razionali, certatlîeiîte normale (perchè, se non fosse tale, non 10 sarebbe 
nemmeno il cono clie la proietta da  O, e nemiiieno la superficie F, contra- 
riamente alle ipotesi fatte). Questa superficie a sezioni razionali sarà proie- 
zioile doppia della F da1 punto O, Pertanto: La carieta JI.; snrà luogo di oo2 

cot~iclze, contenuttr tzei piani che da  ulza retta fissa (di 8,) proiettano i pzmti di 
tima superficie normnle a curue-seeioui raxio~anli (di uno spazio S,-, , percib 
di ordine r - 3); e i l  sistenza 1 F+ li" 1 su d i  essa si comporri1. d i  superficie 
luoghi d i  col tra queste coniche. 

4. Ci proponiamo orn di detcriiiiiiare tutte le superficie F del tipo in -  
contrato ne1 n.O prec.; vale a dire le superficie razionali le cui sezioni iper- 
piane hanno il sistenia aggiunto appartenenle a un'iiivoluzione (Il), necessa- 
riainente di ?!.O ordine e segata da rette usceiiti da un punto fisso 0, da1 quale 
punto sappiaino anche clie ln superficie S proiettata in utla superficie doppin, 
iioi-niale, a curre-sezioiii razi01iali. Queste superficie costituirûnno tutte le 
possibili sezioiii delle JI': corrispontletiti al caso O) clel i1.O 8. 
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Ricerclie del sig. C A ~ T E L N U ~ V O  (*) lianno da tempo assegnate tutte queste 
superficie, limitatainente alle due ipotesi restrittive cli'esse siano prive di 
punti niultipli propri, e abbiano le curve-sezioni non speciali (ossia clie i 
sistemi lineltri di curre piane che le rappreseritano siano prive di curve fon- 
damentali proprie, e abbiano serie caratteristica non speciale). E bastano 
poche considerazioni coniplenlentari per riuscire a coinprendere anche ogni 
caso ulteriore; alle superficie già t r o ~ a t e  da1 sig. CASTELNUOTO e alle loro 
proiezioni (qualcuna delle yuali già non più soddisfacente alle ipotesi suac- 
cennate) ulza sola se ne aggiungerà: la. superficie razionale del 4.' ordine 
indicata da M. N ~ E T H E K  (**) con F I ) ,  avente un punto doppio e un tacnodo 
ad esso infinitamente vicino, e rappresentata su1 piano da1 sisteina delle curve 
di 7.' ordine, arenti a coinune un punto trip10 e 9 punti doppi, tutti appor- 
tenenti a una cubica. 

n'elle ipotesi fatte da1 sig. CASTELNUOVO, la superficie P si proiettava 
in  S, ,  da un numero conveniente di suoi punti semplici scelti in modo ge- 
nerale, secondo una superficie P*  di un certo ordine nz, priva sempre di 
punti multipli propri, le cui sole singolarità erano il punto O*, proiezione 
cli O, multiplo di ordine +n, - 92, e rette multiple uscenti da questo punto, in 
nuinero e di ordini tali da rendere impropria la multiplicità in O* stesso. 
Ne1 caso presente vi potranno essere anche altre siiîgolarità, ma è facile pre- 
cisarle; inoltre le superficie di ordine .în - 3 aggiunte ad F", dovendo incon- 
trare F" secondo le curve aggiunte alle sezioni piane, le quali apparteligono 
all'involuzione segata dalle rette della stella O*, saranno pur selnpre coni di 
vertice O*; e si pub dimostrare egualmente che questi coni saranno razionali 
(vale a dire Che, sopra F, le curve C' aggiunte alle sezioni iperpiane saranno 
anch'esse iperellittiche, al pari delle Co, segste dagli iperpiani passanti per 0). 

Osserviaino, in primo luogo, che la superficie nornîale F" non pub avere 
già essa linee multiple, all'infuori di retfe passanti per 0. Invero, si consi- 
deri su di essa una sezione iperpiana C non passante per O e avente 10 
stesso genere p della sezione generica. Due punti assolutamente qualunque 

(*) V. la Mem. cit.: Sulle superficie di geneïe zero, noiichè la « Aggiunta » alla Memoria 
ENRIQUES:  SU^ piani doppi d i  genere mzo, Mem. Soc. Ital. delle Srienze (detta dei XL) (3), 
t. 10 (1896). 

(*+) Ueber die mtionalen Plachen vierter Ordmng;  Math. Annalen, vol. 33 (1889), p. 54-6. 
Le altre superficie razionali del 4 . O  ordiiie con uii solo puiito doppio, seinpre d i  natura spe- 
ciale, si incontrano qui pure, ma sono proiezioiii di superficie del tipo stesso di ciii ora trat- 
tasi e già considerate da1 sig. CASTELNUOYO. 

Anwali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tonio XXIV. 8 
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di questa curva devono imporre a uti'a.ggiurita C', obbligata a contenerli, 
condizioni distinte. D'altra parte le Cf, appartenendo all'involuzione 1,, sono 
segate sopra P da coni di vertice O. Pertanto, se P è un punto comune alla C 
e all'evenluale linen multipln di F, tale (cuine possinmo certo supporre) clle 
O P  non sia generatrice coinune ai coni anzidetti proiettanti da O le Cr, evi- 
dentemente i punti di C sovrapposti in  P iinporrebbero alle C', tutti irisieine, 
una condizione unica: il passnggio del coi10 clle dn O proietta questa C' per 
la generatrice OP .  E questo non è possibile. 

La curva (iperellittica) C, iniersez.ioîze di li' c o n  un iperpiano yeizerico 
passante per O non potrà auere dunque punti w~lt ipki ,  a1E'infuot-i d i  O stesso 
e d i  punti doppi infinitamente uiciîzi ad O. 

- Queste curve Co, di ordine n e genere pl L P ,  sono proiettate doppia- 
mente da O secondo coni razionali norimli di ordine r - 3 (essendo senipre 
r la dimensione dello spazio cui appartiene la varietà d l ; ,  e p e r d  r - 2 ln 
diinensione dello spazio della curva C, e del cono clie la proietta da O). Le Co 
avranno pertanto il punto O come multiplo di ordine n -- 2 (r - 3); e, rite- 
nuto inoltre clie s a r i  certo r - 3 & n - p ,  - 1 (*), avrauno dtresi, infinita- 
mente vicini ad O, ancora (n -p l  - 1 )  - (Y - 3) punti doppi (nell'intorno 
di 1 . O  ordine di O, oppure anche, tutti o in parte, h a  loro consecutivi). 

Queste stesse curve, da r - 4 loro punti generici, sono proiettate secoiido 
curve piane di ordine nt = n - r + 4, aventi un punto (proiezione di O) di 
inultiplicità wz - 2 = n - r + 2, e eventualmente (come la Co) punti doppi 
infinitainente vicini a questo. Percib la superficie F, anche da r - 4 suoi 
punti generici, ver& proiettata sopra S ,  secondo una superficie P* di or- 
dine nt, avente un punto O* di multiplicità In - 8, e le cui ulteriori singo- 
larità potranno essere soltanto : 

a )  rette inultiple passanti per O* (proiezioni di rette già multiple per 
F e passanti per 0); 

b)  punti. doppi e linee doppie infinitesilne infinitaniente vicirii ad O 
(con certe restrizioni, anche fra loro susseguentisi) ; 

(*) Poiclié la curva Co, di ordiiie n e genere p , ,  contieile uiia serie lineare (O iiivoluzione 
razionale) g,', le congiungenti delle coppie di punti di questa iiivoluzione formano una  ri- 
gata di ordine & 72 -p l  - 1; e se quest'ordiile è inferiore a n - pl - 1, la sua differenza da 
questo niassirno d i  il nuinero dei pu~i t i  doppi della curva che assorbono i due elementi di 
uno stesso gruppo della gIi. Ne1 caso preseilte, questi punti doppi. sono tutti infinitainente 
vicini ad O. 
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c) punti multipli propri a distanza finita da O*, eventualmente con 
altri punti O liiiee multiple infinitesime ad essi infiriitamente vicini. Ma queste 
ultime singolarita (provenieriti anch'esse da  altre consimili esistenti sopra P) 
riconoscereino facilinente clle sono tutte inessenziali, perchè devono cadere 
sopra rette multiple uscenti da O*, e la. loro influenza sui generi della su- 
perficie F* è identica a quella che spetta a queste medesime rette. 

E infatti : 
1) Sia A un punto rnultiplo proprio della superficie P*, distinto da O) 

di multiplicità k 2 3;  sicchè la retta O*A apparterrà per intero alla super- 
ficie F*. Le superficie di ordine 1 1 ~  - 3 aggiunte ad P* avranno in A la mul- 
tiplicità k - -  2 (ahneno); e percio, essendo coni di vertice O*, avranno questa 
stessa multiplicità (che è 5 1) lungo l'intera generatrice O*A. D'altra parte 
questi coni devono segare sopra un piano generico tutte e soltanto le  CU;*-^ 

curve aggiunte alla sezione determinata da questo medesimo piano in P*; 
queste aggiunte avranno dunque anch'esse la multiplicità k - 2 (almeno) ne1 
punto intersezione di tale piano colla retta O*A, e percib ancora questo 
punto avrà per la sezione piaria considerata di P*, e, per conseguenza, anche 
per F*, la inultiplicità k - 1 (*). In allri termini, l'intera retta O*A sarà per 
la superficie F* inultipla di ordine Iz  - 1. 

8) Gli eventuali punti doppi isolati di P*, distinti da O*, se non hanno 
ne1 loro intorno di un certo ordine (+ 1) una retta doppia infinitesima, sono 
singolarità inessenziali (coine non esistenti). Sia invece A un punto doppio, 
al yuale, neli'intorno di un certo ordine, sia infinitamente ~ i c i n a  una retta 
doppia infiaitesima (tacnodo, ecc.); le aggiunte di F* dovranno allora passare 
seinplicemente per questo punto, e, di conseguenza, per la retta O*A; e di 
qui, con considerazioni analoglie alle precedenti (**), si-trae che l'intera retta 

(") È noto infatti che le aggiunte di una c n ~ a  piana irriducibile hanno le intersezioni 
con questa curva tutte variabili, all'infuori di quelle assorbite dai punti multipli della curva 
primitiva. Questo implica che in nessun punto della curva primitiva le aggiunte possano 
avere tutte quante m a  multiplicità superiore a quella che è ivi per esse strettamente ri- 
chiesta. 

(**) Anche in questo caso la superficie P* deve contenere la retta O*A. Invero, se cosi 
non fosse, il fatto che, iii un piano generico, le aggiunte alla sezione determinata da questo 
piano in F* passano tutte per il punto intersezione di questo stesso piano colla O*A sa- 
rebbe possibile solo in quanto tale passaggio fosse conseguenza delle altre condizioni alle 
quali le aggiunte suddette devono soddisfare; e in quest'ultima ipotesi una sezione passante 
per A avrebbe punti multipli che irnpongono alle aggiunte condizioni non tutte distinte, il 
che (trattandosi di curva certo irriducibile) va escluso. 
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O*A sarü doppia per la superficie F*. Clie se poi ad  A fosse infinitainente 
vicina una retta tacnodale infinitesiiîla, vale a dire se A fosse un osciiodo, 
i coni aggiunti avrebbero in A, e percib luiîgo la geneiatrice O*A un piiino 
tangente fisso; e iri yuesto piano F* avrebbe, consecutivarnente ad O*A, uiia 
seconda generatrice doppia. 

3) Se poi ad  un punto A, tnultiplo di ordine k 2 3 e setiîpre clistinto da O*, 
è infinitainente vicino un punto ip'" (dove i L k ;  e inoltre ,i 5 n - Fz + 1, 
non potendo la congiungente di tali due punti essere iiiultipla per F*), la 
retta, infinitamente vicina ad O*A, clle da O* proiettn questo i i u o ~ o  punto 
apparterrà alla superficie F* colla n~ultiplic~ith i - 1 almeno (fatta soltanto 
eccezione pel caso inessenziale di u n  punto doppio al quale siano successiri 
soltanto ilil nuliiero fitlito di altri punti doppi). Da ci6 einerge altresi clle 
una eventuale linea 2"" infinitesirna infinitainente vicina a d  A dovre1.1be spez- 
znrsi i!i rette, contenute in altrettanti piani passanti per O*A, e in ciascuno 
dei quali F *  avrebbe u n a  retta (non più soltanto (i -- l)Y7u, ma)  ip'" infinita- 
mente vicina ad O*A; queste rette assorbono, per cosi dire, le rette P h  
finitesime suindicate. E cosi di seguito, eventualmente, per gli iiitorni di or- 
dini successivi. - Coimiderazioiii analoglie si potrebbero fare altresi qua- 
lora A, anzicliè punto kpzo sopra una retta (k - l)L7", fosse un punto generico 
di quest'ultima retta. 

Quanto alle eventuali singolarità infinitamente vicine a d  O*, sopra rette 
uscenti d a  O* e non multiple per P*, valgono le osserrazioui seguenti: 

1) Punti doppi isolati, ai  quali siano successivi soltanto altii  puiiti 
doppi, in ilumero finito, sono da considerarsi, in relazione alle superficie ag- 
giutite e biaggiuiîte, corne non esisteiîti. 

9)  Linee doppie iufinitesinîe soltanto noclali O ciispidali (linee di or- 
?11-2 

dine 5 - 
52 

se nell'intorno di 1.' ordine di O", e solnmeiite rette se  sus- 

seguenti uno O più punti doppi isolati successivi ad O*) iiilpongono alle ag- 
giunte di  F* di ordine 112 -- 3 condizioni che risidtano già rerificate per il 
fatto che tali aggiurite sono coni, hanno cioè in O* la multiplicità m - 3 
anzichè soltanto m - h. 

3) Siiigolarità più elevate noil sono possil~ili. Invero, se P fosse un 
punto infiiiitainerite ~ ic i r io  ad O*, soprs  uiia retta non multipla per F*, e 
punto generico di una l i m a  iiifinitesinia alnieno taciiodale, oppure tale clie 
ad  esso segua. una retta coiisitiiile (oscnodo, ecc.), dovrebbero i coni di or- 
dirie 1.n - 3  aggiunti ad 3'" coine prima ulteriore coiidizioiie contenere la 
generatrice O*P, senza clie ci6 sia conseguenza delle riiiîanenti condizioni 
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cui già essi soddisfano (poicliè le diverse siiigolarità di una superficie rego- 
lare di ordine nc devono iinporre alle aggiunte di ordine 2 nz - 4. condizioni 
tutte distinte); e percio quei coni aggiuriti non segherebbero più sopra un  
piano generico i'intero sisterna aggiunto alle curve intersezioni di F* con 
questo nîedesiiiio piano. 

Tutto ci6 pretnesso, dico ora  che 1 coni di ordine wz  - 3 ccggiunti alla 
superficie F* sono rasiomli (*). E iiifatti, se tali non fossero, essi, considerati 
coine etîti m1 della stella O*, avrehbero almeno un cono aggiunto di ordine 
w c  - 6; tale perci6 clle ogni retta della stelln O* la quale sia kPZa per P* e, 
per conseguenza, ( h  - 1 )"" per i coni aggiunti, sia ik - '2)"'" per questo nuovo 
cono. Aggiutigendo a tale cono il cono di ordine nz - 2 tangente alIa super- 
ficie F* ne1 punto O*, per il quale le rette kp'" di P* (tutte uscenti da O*) 
sono anche lzP",e le rette proiettanti i punti doppi infinitamente vieilli ad O*, 
sin isolati che fortnanti linee doppie infinitesime, sono tutte doppie, si avrà 
u n  cono conîplessivo di ordine 2 ttz - 8, il yuale, come facilmerite si verifica, 
costituii-ebbe una superficie biccggiuntn ad P*. Tale superficie non potendo 
esistere, poichè P* è razioriale, risulta assurda l'ipotesi fatta elle noi; siano 
razioiiali i coni di ordine nt - 3 aggiunti ad  P*. Per conseguenza: 

I l  sistenzn lineare 1 Cf 1 aggiunto alle serioni zperpiane di F si conzpotze d i  
czcrve a~zch'essa iperellittiche, incontra~ztisi a due a dzfe secondo p - 2 coppie 
delb'iî.zvoluzione 1, .  Invero i coni aggiunti ad F*, essendo razionali e for- 
mnndo un sistema lineare completo di diiiiensione p - 1, devono incontrarsi 
a due a due secondo gruppi di p - 2 generatrici. 

5. Il sistema lineare 1 C ' ) ,  aggiunto alle sezioiii iperpiane della super- 
ficie F, permette di rappresentare yuesta superficie sopra una superficie 
doppia clello spazio 8,-, , di ordine p - 2, a curve-sezioni razionali, sulla 
quale alle 0, sezioni iperpiane di F, corrisponderanno curve canoniche di 
çenere p (semplici, di ordine Bp - 9). 

Questa superficie cyP-bar2 una rigata razionale normale, oppure, nello 
spazio S,, e percib ne1 solo caso p = 6, la ber: nota superficie di Veronese 
(rappresentata su1 piano da1 sistema litieare m5 delle coniclie). Quest'ultinîo 
caso si esclude perd facilmente. Iiifatti alle m' coniclie (doppie) della super- 
ficie v4, incontrate dalle imiiiagini delle C (le qiiali sono di  ordine 10) in 5 
puriti, corrisponderebhero sopra li' cuwe iperellittiche di 5.' ordine, p e r d  

(*) CASTELNUOVO, Mern. cit.: Sulle superficie di  geaere zero, i 1 . O  II .  
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di genere 6 3 .  Queste curve incontrerebbero la curva doppia dell'involu- 
zione I2 i n  un numero di puiîti non superiore a otto; e percib, riferendo la 
p4 a sua volta ad un piano ne1 modo consueto, la P risulterà rappresentata 
sopra un  piano doppio con curvn. di dirainazione di ordine anche non su- 
periore ad otto. Senendo conto pertanto dei tipi ben rioti ai quali questa 
curva deve potersi ridurre (poichè F e quel piano doppio sono razionali) (*), 
vediamo iminediatamente che la noiuinata curva di diramazione potrà essere 
soltanto : 

1) una curva di S.' ordine con un punto sestuplo, oppure cor] tre punti 
quadrupli, ciascuiîo dei quali pub essere sostituito da due punti tripli inli- 
nitarnente vicini ; 

9) una curva di 6.O ordine con punto quadruplo, oppure con due punti 
tripli infinitainente vicini ; 

3) una curva di 4.' O di 8.O ordine. 
I n  ciascuno di questi casi, al sisteina lineare 1 C'I della superficie P cor- 

risponderebbe ne1 piano doppio il sisteina lineare cro5 delle coiiiche doppie. 
E si verifica facilniente che quest'ultimo sisteina, nei casi enumerati, non è 
niai l'aggiunto di un sistema lineare. Invero : ne1 caso 3), anzitutto, il sistema 
delle coniche doppie non è conipleto. Ne1 caso 4) esso è il sistema doppio di una 
rete di grado 9 e genere 2, riducibile a tipi ben noti (reti di curve piaiie 
di 4.O, 5.' O 6.' ordine); e in ciascuno di questi casi si pub verificare diret- 
tamente clie il sisteina doppio di questa rete non è aggiunto di alcun si- 
stema. Ne1 caso 1) infine, la superficie F, contenerido (coine imnîagini delle 
rette del piano doppio) una rete di curve piane iperellittiche di 5." ordine e 
genere 3, potrebbe essere soltanto una superficie di 5 . O  ordine di S ,  con 
punto triplo (e ulteriori singolarità infinitamente vicine a questo, ma priva 
di linea doppia), sulla quale le aggiunte delle sezioni piane dovrebbero es- 
sere segate dai coni quadrici aveiîti il vertice ne1 punto triplo; il che si ri- 

(*) CASTELNUOVO ed ENRIQUES, Sulle condizioni di raziomlità dei piairi doppi; Rend. Circ. 
RIatem. di Palermo, t. I h  (1900), p. 890. 111 questa Mernoria sono acceniiate anche le fasi 
anteriori per le quali è passata la determinazione dei piani doppi razioiiali, dai lavori d i  
CLEB~CH e NOETHER in poi. La curva di diramazione deve essere di ordine pari, e non deve 
avere 4< seconde aggiunte 9, coll'avvertenza che uii suo punto multiplo di ordirie dispari 2k + 1, 
al yuale non lie sia in6nihmente viciiio un altro consimile, va computato, nella determinn- 
zioiie delle seconde aggionte, corne se fosse solanlente (8k)pzo. 1 punti tripli isolüti e i puiiti 
doppi sono percib, per le seconde aggiuiite, corne inesistenti. Da queste condizioiii segne im- 
mediatamente che i soli casi possibili sono quelli sopra eiiumerati. 
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conosce iininediatainente non essere possibile. Itifatti, togliendo da entratnbi 
i sisteini (sezioni piane e loro aggiunte) il sisteiua delle sezioni deterininate 
dai piani passanti pel punto triplo, risulterebbe clie la curva fondamentale 
rappresentata da1 punto triplo, di genere L 1 ,  avrebbe per aggiunte ancora 
queste stesse ma sezioni piane (*). 

6. Supponiamo invece clie la superficie p " V i  8,-, considerata al 
n.O prec., e sulla yuale, pensnta coine doppia, abbiamo rappresentatn la F) 
sia una riçata razionale normale. Essendo già note tutte le superficie razionali 
a sezioni di genere Ire y*), percib anche quelle del tipo cl-ie a noi interessa, 
possiaino supporre p 1 4 .  

Ora, una curva canonica d i  genere p twcciata sopra una rigcita ra- 
xionale norvnale dello spaxio s,-, (e per noi p - 1 2  3) deve necessarin- 
mente incontrare ogni generatrice d i  questa riyata i n  tre punti. Irifatti, in- 
dicato questo numero di punti con k, si avrà sulla curva stessa una serie 
lineare g,' (coinpletri, speciale), la cui residua è una g$22-k;  e cib richiede sia 
2 p - 2 - h > 9 (p - 3)) cioè appunto k < 4. 

Alle gelteratrici (doppie) della vigata y'-' cowispondono dunqzie sopra F 
curve di  3." ordiîqe (formanti un fascio) (***). 

Tali curve di 3 . O  ordine sono certamente ellittiche e percib piane. Infattj, 
se fossero razionali, la superficie P si potrebbe rappresentare su1 piano in 
modo che a queste curve corrispondano rette di un fascio; nlle sezioni iper- 
piane di F dovrebbero percib corrispondere, in questo piauo, curve trisecanti 
le rette del fascio anzidetto, vale a dire curve di un certo ordine nb colla 
multiplicitii nz - 3 rie1 centro del fascio. E il sistema aggiunto 1 C'I si coni- 
porrebbe allora di curre razionali. 

(3 Le superficie razionali del 5.O ordine di S8 con punto triplo e prive di l ima doppia 
furoiio determinate da1 PENSA (Sulle superficie razioq~ali del 5.0 ordine;  Annali di Matem. (3), 
vol. 6 (1901), p. 849 ; cfr. in partic. n.O 80); e si pub verificare direttamente che per nessuna 
di esse le quadriche aggiunte sono tutte coni. 

(**) CASTELNUOVO, Sdle superficie algebriche le mi sezioni sono curve d i  genere t re ;  Atti 
della R. Accad. delle Sc. di Torino, vol. 85 (1890). In qnesta Nota è posta da principio una 
restrizione, che è soddisfatta (come si  è riconosciuto in seguito) per tutte le superficie rego- 
l w i ;  fra le superficie ivi determinate sono percib coinprese tutte quelle razionali. 

(***) Se p = 4, e se perciù la ?p-2 è una quadrica di S,, il ragionamento varrebbe per en- 
tra~iibi i sistenii di gelleratrici su  di essa. Risulierà tuttavia in seguito che iii questo caso, 
il quale è il solo possibile, la  quadrica cp è il11 cono. 
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lnoltre le curve di 3." ordine suddette della superficie $', avendo pclr ilil- 
tiiagini siillü rigata yp-Vinee doppie, apparterraniio all'involuzione 1,, clie 
sulla superficie F è segnatn cia rette uscenti da1 puilto 0; per questo puiilo 
passeranno duiique i loro piani, e aiizi le stesse CO' curre, per le cjuali O co- 
slituirà pertanto una vaiietà unisecante. 

Potrenio dunque rappresentare la superficie P su1 piano in modo clie 
al fascio di cubiclie esistente su di esse corrisponda un fascio di curve pinrie 
di un certo ordine 3h con nore punti bnsi kpTi (*). E l'esistei-iza, pel fascio 
di cubiche, di una varietà unisecante, ci permette di concludere subito clle 
dovrü essere k = 1, ossia clle al fascio di cubicl~e sopra F dovrà corrispondere 
anche un fascio di cubiche piane. Invero, se fosse k > 1, al punto 0, rarietà 
unisecante le cubiche di F, ilon potrebbe corrispondere, rie1 pinno, uno clpi 
9 punti basi del fascio co~isidera to ; dovreblrie clunque corrispondergli uria 
curva di un certo ordiiie x, aveiite negli stessi 9 piititi certe iiiultiplicità 
a,, y. ,,..., zg ,  tali che sia : 

9 

3 k . x - k .  2 c c i = l ,  
i=1 

E poiclié k è inanifestamente divisore del primo nieililwo, questa relazioiie 
è incon~patibile coll'ipotesi k > 3 .  

Alle cubiclie di P corrisponderanno duique  ilel piano anche cubiclie, 
passanti per 9 punti fissi. D'altra parte le curve C', aggiuiite alle sezioiii 
iperpiane di F, Iianno per iminagini sulla riçata (doppia) (fi1'-' le seziooi iper- 
piane di yuesta, le yuali sono bisecanti le generntrici (considem te pure coiiie 
doppie). Alle C' corrisponderanno dunque ne1 iiiedesirno piano rappreseii t n t '  ivo 
curve di un certo ordine y e con inultiplicità Fi nei puuti hasi del fascio di 
cubiche, tali che sia : 

3?J - E = 2, 

Il sig. CASTELNCTOVO, nelln citata « Aggiunta » a uim Meinoria ENIUQUES y), 
ha  determinati appunto tutti i sistemi liiieari di curve piane soddisfacenti a 
queste condizioni (ciascuno dei quali appartiene necessariamente a una certa 

(*) A questo tipo (per u n  certo valore di k) pub infatti ridursi, per inezzo di iina trasfor- 
mazione cremoniana, qualuilque fascio di  curve piaile ellittiche. La prima dimostrazione fu 
data  da1 BERTINI (Annali di Matem. (2), vol. 8 (18/7), p. 248); e i l  FERRETTI (Reiid. Circ. 
Matem. di Paleriiio, t. 16 (1902), p. 936) confrrnib il risultato i n  modo da eliiniiinre i d ~ i l h i  
sorli p iù  tardi circa taluni casi di punti iiiultipli iiifiriitnineiite viciiii. 

(**) Cfr. La prima nota al 1 i . O  4. 
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involuzione di coppie di punti); e in particolare quelli fia essi clie sono, 'conle 
a noi pure occorre, aggiunti di un sistemn lineare sew~pPice. Di yuesti ultimi 
sistelni (prescindendo dalla rete di cubiclie con sette punti basi, che 15 aggiunta 
d i  un  sistenia di genere 3) ve n'é urio solo : il sistema lineare m3 delle se- 
sticlae p i m e  con otto puvti basi doppi (seiiza ulteriori punti hasi, ne1 caso 
presente, perclk, essendosi supposto il sistenîa 1 C / d i  genere 2 4, il suo 
nggiunto cleve essere almeno w3). Questo sisteina è l'aggiunto di un sistena 
di curve piane d i  ordine 9, auente g l i  stessi otto punti base conte tripli, pi& 
eventualmente pu~zti  basi sew-Eici. Saranno questi percib i sistemi lineari rap- 
yïesentatiui delle sole superficie B del tiyo da $loi cercuto e asenti le  s e ~ i o d  
d i  genere > 3. 

Quanto alle superficie a sezioni di genere 3, sempre del tipo speciale che 
a iioi occorre, esse sarünno tutte e soltanto quelle nelle quali le quartiche 
nggiunte alle sezioni iperpiaiie (O piane) foriilano una rete di grado 2; il 
elle avviene quando le quartiche stesse hanno genere 1 O 2 ("). Abbiaino 
cosi : 

1 )  La  superficie di  8." ordine d i  S ,  rappresentata da1 sistelm lineare 
delle sestiche con sette punti bnsi doppi,, e sue proiezioîzi. Fra ques te proiezioni 
vi è la superficie di 4.' ordine di S ,  con tacnodo (3';)); 

8) La superficie di 4." ordine F':) di  XOETHER, ruppresentata da1 sistewa 
delle curve piane di 7." ordine azienti a comme un  punto triplo e noce p w t i  
doppi, tutti appartenenti a wza cubica; 

3) La superficie di 4.' ordine F';' di  NOETHER rappresentata da1 sistema 
delle curve piane d i  9." ordine nventi a cornune otto punti tripli, u n  pu~zto 
doppio, e un punto sewplice, anche tutti appartenenti a una  cubica. 

A queste aggiungiaino, per il caso delle sezioni di genere 4 :  
4) La superficie di  9." ordine del10 spasio S,  rappresentata da1 sisteuza 

Einenre delle curve d i  9." ordine con otto pttnti basi tripli, e sue proiozio~~i. Fra 
queste proiezioni vi è anche la superficie P(:) di NOETHER testè nominata; le 
rimanenti hailno ancora le sezioni di genere 4. Dalla rappresentazione piana 
di queste ultime superficie si rileva ilninediatamente che le loro sezioni iper- 
piane contengono un'unica serie lineare g; (anzichè due, generalinente di- 

(*) Da1 signor CASTF.,LNUOVO, nella Nota cit. Sulle superficie algebviche le cui seeioni sono 
eurue d i  genere tre, queste superficie sono designate come d i  2.8 specie e d i  3.a specie. Quelle 
di 1." specie hanno invece come curve aggiuiite alle sezioni iperpiaue delle quarticlie razio- 
nali, forinanti percib una rete oinaloiclica; e quellc di 4." specie non sono razionali. 

Alznali d i  Matematica, Serie III, Soma XXIV. 9 
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stinte), segata da1 fascio di cubiclie die  aùhiaiiio ricoiiosciuto esistere so- 
pra P; esse sono cianque riferibili n sesticlie canoniclie co!itenutc in coiii 
quadrici. 

.Le'varietà Ji7; co~risponde~zti al caso b )  del 11." 2 7tcrlzlto t l unpe  coule se- 
xio~zi superficie dei soli tipi l ) ,  2) e 4) test& enwmerati. 

7. Determini:iiiio orn qunli sinrio le varietà AI;, luoglii di coniclic con- 
tenute in piaiii per unn retta, le yuali liaiiiio come sezioni superficie F dei 
siiigoli tipi indicati. 

]i: facile anzilutto riconoscere clic, se diie varietü cosi fntte soi-io tnli clie 
le superhie  loro sezioni generiche si possnno ottenere l'una coiue proiezione 
dell'altra, la stessa relazione di proieziorie sussisteri pure f i x  le due mrietà 
considerate. Supponiatno infatti clie la superficie F,,, sezione generica clella 
rarietü JI,, e appartenente n una delle categorie 1) O 4) dianzi enuo~erate, sin 
proiezione di altra superficie F di yuesta stessa categorin da. un suo punto P. 
Lü F e la F, sarauiio coriteiiiite rispettivanlente in coiii iiorinali a t1.e dinien- 
sioni CD, CD,, a curre seziorii raziondi, il secondo dei cjuali snrà pure proic- 
zione del prinio ilal inedesinio punto P. D'altra parte il cono a, è sezione 
iperpinna del cono I', (a 4 diinensioni, e di specie) laogo degli û;;' piani, 
passanti per unn. retta s,, che contengono le siilgole coniclie della rarietà AI, .  
Da uns  retta generica s, cootenuta ilel piano Ps, e passante pel vertice del 
cono a, quest'ultiino cono verrà proiettato secondo un cono r di cu' piaiii, 
del quale r, è proiezione da1 punto P. E in questa stessn proiezioiie a quei 
punti del cono i-, d ie  appnrtengono alla varietà AIo corrisponderûnno sopi.a 
r punti di una varietü Ill, luogo a sua ~ o l t a  di me coniclie contenute riei 
piani di i', e della quale P s a r i  sezione iperpiacia. Se il punto P è per la 
superficie F (e percib anche per ln rarietà JI) punto seiiîplice, oppure punto 
doppio iniproprio, le vnrietà JI e Mo avranno le curre-sezioni di egual ge- 
nere, e perci6 il sistemn lineare 1 P t  P' 1 nella prima sar-à precisainente 
yuello clle lia per proiezione il sisterila 1 & A- FU' 1 nella seconda; e se questo 
appartiene al sisteina m V e l l e  coiiiche di A l , ,  quel10 apparterrà all'aiialogo 
sisteina sopra 41; vale a dire N s a r i  ancora una varietà del tipo che cjui ci 
interessa. Vi è d'altra parte un solo caso riel quale I'ipotesi fatta per P non 
è verificata: il caso in cui F, sia la superficie F':) di NOETHER, e la J' uiia 
certa superficie di 6.' O 7.' ordine in 8,. E in yuesto caso si verifjca iiii- 
inediatainente clle, sulla varietà Mo,  appartiene alla congruenza delle w h o -  
niche non solo il sisleliin ( Ii', +- &' 1 , m a anche l'ititero sistenia oo3 angiunto 
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alle iinnîagini delle sezioni iperpiane della superficie anzidelta di 8,; siccliè 
sta egualmeiite la coilclusione enuticiata. 

Le varietà da deterniiliarsi in relazione al caso b) del r1.O 2 possono duilque 
liiilitarsi a quelle (senipre luoglii di CO' coniche contenuti in piani per una 
retta) clle lianno coine sezioni : 

1) La superficie P V i  S,, rappresentata da1 sistema delle sestiche piane 
con 7 punti basi doppi; 

8) La superficie F "di S, , rappresen tata da1 sistema delle curve di 
9.' ordine con 8 p~in t i  basi tripli; 

3) La superficie F'S' di NOETHER. 
Tutte le altre varietà di questa categoria sarariiio proiezioni di una delle 

priine due fra queste. 

8. Lu superficie FWdi S, rappresentatcc da zcn sistema di sestiche piane 
con 7 punti basi doppi è i~ûtersezione del cono proiettaîzte una superficie del 
4." ordhe di Veronese con unn  quadrica (non passante pel vertice di quel 
cono) (*). Percib una. varietà 1111; di S,  del tipo clie a rioi interessa sarà con- 
tenuta ne1 cono di 4 . O  ordine r4 clle da una retta s proietta una superficie 
di Veronese (il cui spazio S ,  non sin incidente a quella retta), e s a r i  a sua 
volta l'intersezione di quest'ultimo cono con una yuadrica. Sono infatti equi- 
valenti due varietà Vk-, contenute in una stessa Vk e aventi sezioni iperpiane 
equirdenti (entro la sezione di V,) (*"). 

Le oo2 cotiiche della varietà NJ incontrano percib la retta s (asse del 
cono r)  negli stessi due punti A, B (distinti o coincidenti); e la varietà pro- 
posta è razionale, costitueiido ciascuno di questi punti per le cuS coniche una 
varietà unisecarite. 

Da ciascuno dei due punti A, B esce un cono di rette contenuto nella 
varietà 323, coiio di ordine S e çenere 3, intersezione della 41; colio spazio S, 
tmgente i n  quel punto a una yualunque delle yuadriche che la segano su1 
cooo r4. Da uno qualutic~ue di quci medesi~iii punti la Ji: è proiettata in un 
cono a' di S,, sezione iperpiana di r4; e elle sezioni iperpiane di 31; corri- 
spondono su A* anche superficie P" tutte passanti per la curva y" di ge- 
nere 3, sezione del con0 di rette testè noininato. A sua volta, il cono A' si 

(*) CASTELNUOVO, Sulle superficie ulgebriehe le cui  seziosi  sog~o curve d i  geneve tre, n . O  7 .  
(**) SEVERI,  Osserua~iowi varie d i  geometria sopra u n a  superficie algehrica e sopra u n a  

variet&,; Atti 1st. Veneto, t. LXV, parte II (1906), p. 625. 
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pud rappresentare sullo spszio S, proiettandolo da1 piano di uria sua coiiica; 
se questo piano si suppone contenuto nello spazio S5 deIla curva y" di rriioclo 
che yuest'ultiina curva si appoggerà a quella conica in 4 punti, alle sezioni 
iperpiane di Ni corrisponderanno in S,  superficie di 4.O ordine con tacnodo, 
aventi a contune questo tac~îodo, il relntivo piano tangente, le 4 rette usceiili 
da1 tacnodo, e unn sezione piana, imiiîagine della y! Da qiiesti eleiner~ti il 
sisterna lineare m7 rappresentante la nl; è coi~ipletainerite indivicluato. As- 
sunienclo il tacnodo come origine, il piano tangente in esso coiiie piano x = O, 
e il piano della quartica base come piauo all'infiiiito, il sistenia stesso è rap  
presentato in coordinate cartesiane dall'equazione : 

dove f, e f, sono forme rispett. di 2.' e di 4.' grndo iielle tre coordii~nte, 
quest'ultinia a coefficienti tutti costüilti ( f, = O essendo l'equazione del coiio 
clle düll'origine proietta la quartica base all'iiîfinito), nientre i 6 coefficienti 
di f ,  sono tutti variabili, e irisieme ad a costituiscono i 7 parametri. 

La curva y' dianzi considerata pub spezzarsi in uria conica e in una se- 
stica (di genere uiio): basta a ta1 uopo clle la c~uadrica la quale sega la 
M3 su1 coito r4 passi per uno dei coni quadrici (di S,j contenuti in r4 me- 
desiino. In questo caso speciale, proiettando A4 da1 piano di quella conica, 
si trova come sistema lineare rappresentante la AI: il sistema delle superficie 
d i  3." orditze aventi n coinztrze Icîza sexiolte pinnn, e Z("I putdo ulteriore col re- 
Zntivo piano tatzgelrte. 

9. La superficie PQli S,  rappresentata da1 sisteiiia delle curve piane 
cli 9.' ordine con otto punti basi tripli contiene un fascio d i  cubiciie y, alle 
quali corrispondono, ne1 piano, le cubiclie passanti per gli stessi 8 punti 
suddetti. Al nono punto l ~ a s e  di  quest'ultiiuo fascio corrisponde soprn. FVun 
punto setiîplice O (quel10 già indicato con O ai 11.' 3 e segg.), da1 clunle F9 
è proiettata in una rigata quartica doppia di S , ,  con direttrice rettilinea. Il 
punto O è flesso per tutte le cuhiclie y. La seziooe ipeipiana geiierica della 
superficie Ir'' è contenuta ancli'essa iii una rignta R' con direttrice rettilinea; 
e, incontrarido le geneiatrici di yuesta in 3 puiiti, appartiene (su R" al  si- 
stema lineare soinnia di due sezioni iperpiane e della direttrice rettiliiiea; 
si pub dunyue ottenere coine intersezione di R4 con uiia fornin cubica pas- 
sante per 3 sue generatrici. Quest'ultiina relazione si trnsporta iininediatû- 
mente alla superficie P9 e alla varietà 2113 di cui P' è sezione generica. Pertanto : 
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La super/icie P9 suddetta è ifdersesione del cono proiettante una rigata 
rccziov~ccle norrncde II4 a direttrice rettilirzea con una varieth cubica passante 
per tre a&itrari fra i piani generatori d l  quel cono. I l  vertice del cono è il 
punto della superficie P9 giAindicato con 0; per la varietà cubica considerata 
esso è punto seniplice, e ha colne spazio S,  tangente lo spazio determinato dai 
tre piani generatori del cono che sono coiitenuti nella varieti stessa; yuesto 
spazio contiene anche il piano direttore, il yuale ha  a colnune colla P8 il solo 
punto O. Resta cosi cotiferinato che O è punto di flesso per tutte le cubiche y. 

La varietà A I ;  di S, che ü noi interessa è contenuta ne1 cono r4 clle 
proietta una rigata R h o n  direttrice rettilinea da una retta s (non incideilte 
al10 spazio S ,  della R4); incontra i piani di yuesto cono seconclo coniche, e 
i suoi S ,  secondo superficie cubiche ~"assanti  (seinpliceniente) per la retta S. 
Essa è intersezione del cono r4 con una varietà cubica V 3  di S, passante 
per tre di quegli spazi S, ; questi 8, sono contenuti in  un niedesirno S,, che 
è tangente alla varictà lungo l'intera retta s; sicchè ln varietil stessa avrà 
sopra s due punti doppi A, B, distinti O consecutivi, i quali saranno pure 
doppi per tutte le y3, e comuni alle m2 coniche contenute nella JI;. E poichè 
le sezioni piane delle y' hailno tutte un flesso ne1 purito iii cui si appoggiano 
alla retta s, ciascuna delle y 3  avrà lungo questa retta un piano osculatore 
fisso (e non soltanto tangente) : questi coi piani forinano fascio attorno ad s, 
eritro 10 spazio S ,  direttore del cono r4 (ossia proiettante la direttrice ret- 
tilinea di R4)). 

Le superficie (P+F' )  sono di 6.' ordine, a sezioiii di genere due, e si 
iticontraiio a due a due secondo coppie di coniclie. 

I n  ciascuno dei due punti A, B la varietà V 3  lm un cono yuadrico tan- 
gente, il quale contiene i tre spazi di superficie yrS già cotittmuti in Tiq; la sua 
intersezio~ie con 1112, all'irifuori di queste stesse p3 le yuali iusieine costitui- 
scono una sezione ipeqiaiia di III:, sarà percib uiia seconda sezione iperpiana 
di d l ;  stessa, e precisarnente un cono di ordirie 9 e genere 4, luogo di tutte le 
rette ulteriori delle s3 (all'infuori di s) uscenti lispett. dü 9 e da B. Questi due 
coni, se distiuti, s'incontrano secondo iiiia loro comune sezione iperpiana. 

Anche questa. varietà dl," è razioi~ale; e si pub rappresentarla sopra S3 
proiettandola da uno dei due punti A e B secondo un cono di S, (sezione 
di r4), e proiettando a sua volta quest'ultiino cono da una retta e da u n  
puiito rispett. di due suoi piani generatori (*). 

(*) C. SBGRE, Sulla varietu rzorlnali a tre climet~siowi colilposte rli serie sewplici razio'rzali 
rli piani;  Atti della R. Accad. di Torino, vol. 21 (1885). V. in  partic. n . O  17 e seg. 
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Proiettaiido JI: su1 cono A', alle sue sezioni iperpinne corrisl)oiidoiio 
anche superficie F" aventi una coniuiie sezioiie iperpialia y\ le superlicie p" 
vengono proiettate sui  singoli piani del cono A'. 

Da una trisecante della curva y-1 coiio A' si proietta in u n  coiio ( l i i ik -  

drico di 9." specie A di 8,; le P9 coiisiderate pnssaiiti per y h i  proiettnno 
secondo F6 ,  intersezioni d i  A con forme cubiclie, le quali in quel punto dellit 
retta asse di A che è proiezione del vertice di A 4  liüiitio il11 tncnodo con 
piano tangente pure fisso. Tali FYîan i io  iiioltre n coniune le 3 rette usceuti 
da1 tacnodo, e una sezione iperpiatia, proiezioiie di y9. 

Irifine il cono A si proietta uiiivocaniente su  S ,  da un suo pu.iito ge- 
nerico (che supponiamo non appartenente al piano tuciiodale delle F"). Alle 
P h u  di esso considerate corrispondono in S,  superficie $6 aventi a coinuiie: 

a) un punto cjuadruplo P, proiezioiie del tacnodo, con unn retlü cloppin 
infinitesinia ad esso infinitameilte vicina, ilel piaiio sr proiezioiie del piaiio 
tacnodale delle F G ;  

b) due rette triple irifinitanieiite viciiie uscent,i da  P, clisposte secondo 
la traccia d di quel piano del cono h che passa per il ceiitro di pi.oiczioiie, 
e ne1 piano B traccia del10 spazio tangente a A luiigo il piano suildelto. Al 
punto P viene ad essere iiifinitatnente riciria, di conseguenza, uiia seconda 
retta doppia infinitesima, in questo secoiido piano (p) ; e la retta d sarà I'iii- 
tersezione x F  ; 

c) tre rette uscenti da  P e eoiiteiiute ne1 piano a, e una sestica di ge- 
nere 4 contenuta in u n  cono yuadrico tangente luiigo la retta d al piano P 
(con vertice perb generalmeiite distinto da. P), proiezioni ilegli aiialoglli ele- 
menti già comuni alle P V e l  cono A. 

Da questi elementi basi il sisterna lineare oo7 rappresentaiite la I l i ;  è 
conîpletanîente individuato. 

Per rappreseii tarlo analiticn iiiente (in coortlinnte cartcsia ne), assuniinnio 
P come origine e i piani a e F rispett. come piani x; = O e y = O. Allc cm" 
sezioni iperpiane del cono A 4  (proiezioni di quelle sezioni di dl ;  clie passaiio 
per il primo centro) cori~ispotidoiio in S ,  rigate cubiclie aveiiti d coiiie ii~iica 
direttrice, il piano (!, coiiie piaiio tatigeiile fisso lurigo di  essa, e il piano a 

coine ulteriore piano tangente ne1 puiito P. Questo sistenia di rignte è rap- 
preseiitato dall'equazione : 

dove f è forma biiiaria cubicn, a coefficienti tutti vnriabili. Queste rignte vaniio 
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integrate col piano n e col cono quadrico contenente la. sestica base. Sia 
xa +y = 0 l 'ecpzione di quel cono (ne1 casa presente, cilindro), e a> = O 
l'equazione clel coiio che dall'origine proietta questa sestictt (*). L'ecjuazione 
cei-cata del sisteiria 1ineai.e ao' sarà allora : 

1 sette paranletri sono a, b , ,  b , ,  e i quattro coeflicienti di f. 
Le oo9superficie (F+  F') contenute nella ilI",lianno per ininiagirii i coiii 

qundrici di vertice P tangenti al piano lungo la retta d .  

10. Segnaliaino u n  cas0 particolare, ne1 quale la rappresentnzione della 
varietà JI; su S, pub assumere forma notevoltnente seinplice : il caso in cui 
la sestica base del sisteina precedente si spezm in tre coniche, e perci0 sulln. 
M ;  i coni di rctte uscenti dai punti A e B si  spezzaiio in tre coni cubici. 
Allora, e allora soltanto, le tre rette delle superficie q k s c e n t i  sia d a  A clie 
da B e distinte dalla A B  sono anche fra loro razionalmente distinte. D'altra 
parte ogni y"u6 rappresentarsi sopra u n  piano, p. es. su1 piano ad essa 
osculatore lungo la retta AB, per mezzo della proiezioiie sglieinba (ossia 
della congruenaa lineare di rette) che ha  per direttrici due sue rette sghembe 
uscenti rispett. da A e da B. Ne1 caso presente, facendo variare con conti- 
i iui t i  yueste due rette sulle singole rappresentereino l'intera varietà 112; 
sullo spazio S ,  direttore del cono r4. l3 poichè le sezioni piaile delle i3 haiîno 
per itnmagirii, ne1 piaiio corrispondente, cubiche aventi a coinune, sia in A che 
in B, tre punti semplici consecutivi (in generale non allirieati), cosi alle se- 
ziotii iperpiane della rarietà. 41: corrisponderaiino le 00' superficie d i  3." or- 
d ine  aventi i i z  ciasczcno dei  punti A e B un colztatto d i  2.Qrdine con una 
superficie fisso. 

Facendo uso di coordinatc proiettive oniogcnee, e supponeiido che queste 
superlicie cubiche abbiario contatti di 8 . O  ordine nei puriti foiidninentali [3] 
e [$] rispett. colle due yuadriclle : 

(") Il polinoinio 8 sarà del tipo 7c xe $- 2'21 ICI $ x2y8 K, $ y3 K a ,  dove k è coefllcieiite 
iiunierico, e le Iii sono forme di grado i nelle tite coordinate x, y, B. 
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(le yuali sono già fra loro tangenti in ciascuno di quei punti), il sisteinn li- 
iienre css7 rappresentaiite la AI; avril per equcizione : 

dove f ,  e f ,  sono fqrine binarie, rispett. di 1 . O  e di 3.' grado, iii x, ,  x,; gli, 
otto parametri onîoçenei sono 7, p ,  e i cocfficieiiti cli queste due foriiie. 

Le superficie ( F + P f )  hanno per iiniiiagini le quadriclie hitaiigeiiti : 

le c~uali s'incoiitrnno a due n due secoiido coppie di coniclie. 

11. Coiisiderinino ora i n  S, una varietà JI," ln cui sezione generica sia 
unn di NOETHEK. Questa superlicie lia due pun ti cloppi infinitaniente ricini, 
ln cui congiungente E non appartiene ad essa, nia è tale clie oçni piano pas- 
sante per yuesta incontra la superficie seconclo unn yuartica razioriale avente 
un terzo punto doppio consecutiro ai  due priini. La varietà ,!if avrà pertanto 
due rette doppie intinitatnerite vicine d, d' (la seconda anzi tacnociale), le 
yuali staranno in un piano. Infatti, se fossero sgheiiibe, determinerebbero uno 
spazio S,, ne1 quale sarebbero contenute lutte le rette del tipo 1, formmti 
unn congrueiiza linenre speciale; e ogiii spazio S, passante per d conterrell~e 
un fascio di rette 1. Questi spazi 8, dovrebhero percio incontrare In se- 
condo superficie razionali del 4." ordine aventi ci conle (soln) retta doppin, e 
su yuesta, ne1 centro del fascio delle 1, un oscnodo; il clie non 6 possibile. 

Il piano delle due rette doppie d ,  d' ilon apparterrà alla varietà 41:; e 
oçni spazio S, passante per esso iticontrerA la M",ecorido una superficie +' 
a curve sezioni rnzionali, aventc, tre iette doppie infinitainente vicine, e in- 
contratn dai piani del fascio d secondo coniche (in generale) irridueihili. 
Queste superficie sono dunyue paxticolari superficie di STEINER; ~iascunn  di 
esse ha, sulla retta d, un punto triplo, e le coniche segate su cli essa clni 
piani passanti per d sono tutte tangenti n d ne1 pui-ito triplo. Percib : 

O la, 613 lin ancli'essa. sopra d un punto triplo A, die  é pure tale per 
tutte le + 4 ;  tutte le W' coniclie della Ai!: sono allora tnngenti alla retta d in 
questo punto, nientre in ogni altro punlo di d la 111 4 lia un medesirno spazio 
tangente (doppio), pure fisso; 

oppure le CG' superficie $ 4  11anno punto trip10 variabile soprn d, e 
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ogiiuria di esse è luogo delle uo' coniclie tangeuti a d ne1 proprio punto 
triplo. Lo spazio di ogni + 4  è nllora tangente alla d l :  ne1 punto trip10 della + 4  

stessa; e la. puntegginta d risultû riferita proiettivamente al  fascio tlegli S, 
(cloppi) tançenti ad  essa in quei singoli punti. 

Ne1 1 . O  cnso il cono cubico tangente alla 11: ne1 punto trip10 A dere  
iticontrare la JI; secondo un coiio di aû' rette uscciiti da A stesso; e poicliè 
le +4 di STEINEX non contengono rette (all'infuori di quelle doppie), quelle 
m' rette clovrnnno ripartirsi trn u n  numero finito (6 3) di spazi S ,  passanti 
per il piano dd': vale a (lire il cono culico tangente in A alle A13 si coni- 
porïà di tre spazi di questo medesimo fascio, eventuali-nente non tutti distinti, 
e distinti in genernle dnllo spazio fisso tangente alla ?.Li lungo In ].etta. c7. 
Le S4 contenute in quegli spazi saranno degeiierate i n  coiii. 

Du1 punto A ln .If; si proietta univocninente sopm uno slmzio Ss ;  alle 
sue  sezioui iperpiaiîe corrisponde un sistenîa lii-ieare di superficie, anclle 
queste del tipo F':', rappresentato da  uii'equazione : 

dove (1) è u n  politioniio che, eguaçliato a zero, rappresenta u n s  yualsiasi Ir(:) 
del sisteina, inentre le equazioni X, = O (i = 1, 9, 3) rappreseutano tre piani 
a.pparlenenti al fnscio di quelli clie incontrano la superficie = O, e perci0 
oçni a1tt.a del sistema, secondo quarticlie con tre punti doppi consecutivi. 
Viceversa, oçni sisteina lineare cosi fatto rappresenta una  Mi del tipo ri- 
. cliiesto. 

12. Se inveee le crû' superficie di STEINER contenute nelle Rf; Iianno 
punto triplo variabile, uno spazio S,  generico passante per lx rettn doppia cl 

incontrerà la Jfg secondo una  sqerf ic ie  p4 con retta doppia, ina senza punto 
triplo, luogo di uo' coniclie tutte tangenti alla retta d. In questo spazio, ogui 
piano passante per d contiene una conica d i  rp,, e per ogni punto di d ne 
passa anche m a ,  ivi tangente a d stessa. Di yueste coniclie, qunftro (gene- 
ralniente distinte) si spezzerûnno in due rette, uscenti da uno stesso punto 
di d ;  e questi quccttro punti ( A , ,  A,, A,, A,) sttraniio gli stessi per tutte 
qunnte le m' superficie p4, perchè gli spazi (doppi) ivi tnnçenti alla JI; tfo- 
vranno iricontrare yuestn varietri secondo superficie di STEINER conienentï 
rette semplici, percib degenerste, e, per conseguenza, fisse. Queste interse- 
zioni sa imi îo  coili rnzionali di 4.O ordine a r ~ r n t i  nella posizione d ire çene- 
ra trici doppie consecutive. 

Amtali di Matematica, Serie III, Toiilo XXIV. 10 
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Aiiclie questü JI: è razionale, poicliè le w\oniclie in essa contenute 
liailno la rettü d cotne varietà unisecante. 

Per rappresentarla sopm uno spazio S,  (contenuto ne1 precedeiile S,  , 
e non passante per d), bastn proiettare ciascuiia delle sue m' superficie di 
S ~ I N E R  (,44) da1 proprio punto triplo. Alle +4 ccorrisporidono i l)iarii tli un 
f,tscio, avente per asse la traccin s del piano dd'; alle superficie y4 (aventi 
d corne retts  doppia), i piani di utiü stella, avente il centro O nella ti-accia 
della rettn d ;  e alle sezioni ipeiyiane genericlie della JI:, superficie x 5  del  
5 . O  ordine. luvero, riella proiezioiie suindicata, i raggi proiettnil ti d i e  si a 11- 
poggiano a una rettn generica r del10 spazio formano una rigata quacliica. 
contenuta nello s p k i o  d r ;  e una sezione iperpiana generica della JI; è iii- 

contrata. da. questo spazio secondo unn quartica piana con cuspicle: la quale 
colla clundi-ica anzidetta, ad  essn tangente nella cuspide, lia 5 intersezioiii 
ulteriori. Poicliè le x5 non linilno punti multipli a distanza finita c h  O, e 
d'altrn parte esse sono incontrate dai piani per s (oltre clle in s stessa) se- 
condo quarticlie aventi in O tre punti doppi consecutivi, e da un  piano ge- 
nerico della stella O secoiido quititiclle di genere 2 (itnmugini delle quarticlie 
pinne di JI% nppoggiate a d), si conclude clle le x 5  avrarino a coinune: 

1) Il punto O, che è per esse triplo; 
9) Una retta doppia infinitesima, infinitninerite viciria a cpesto punto, 

nel piano w trnccis di quel10 spazio S ,  clle è tangente alla JI; ne1 piinto 
O s d X ;  

3) Un secoiido punto tiiplo 0, infinitamente vicino ad O e contenuto 
nella precedente retta doppia infinitesima, più un'ulteriore retta doppia iufi- 
nitesiina consecutira ad O, ; 

4) La retta 00, ES,  e quattro quarticlie contenute in piani per essa, 
tracce rispett. dei yuattro coni razioiiali del 4.O ordine conteiiuti nella d l : .  

La singolarità cornplessiva presentatn da  questa superficie iiell'intorno 
del punto O è esplicitninente enunierata da1 PENSA fra quelle. clle reiiùoiio 
rnzionale uiîa superficie del 5 . O  ordine ("). E già prima superficie di yuesto 
tipo erano state considerate da1 si;. M ~ N T E S A K O  (**). 

(*) Sulle superficie ~*az ional i  de2 5.0 ovdiwie; Aim. d i  Matetn. (31, vol. 6 (1901), p. 840, n.O 80. 
k i l  cas, IV,: p m t o  triplo, al  quale sia infinitamente vicina uaa rettn doppia del tipo III,. 

(**) Su alcune stqerficie omaloicliche d i  4.0 e 5.0 ordine priue cli l i t~ee  multiple; Rend. 
Accad.  di Napoli, adutl. 23 giugtio 1900. Queste superficie sono rappresentnte su1 piano da ui i  

sisteiiia lineare di curve di 8 . O  ordine averiti a coinuiie: 
1) Un piiilto quadruplo A, noue punti doppi BI, B e , .  . ., Bo, e due puiiti seiiiplici 
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Le superficie ( P + P 1 )  della varietà 31: (ossia le p4 con retta doppia) 
lianno per itninagini in S ,  i piani della stella 0, . 

13. Segnaliarno anche qui qualche caso particolare, che consente ray- 
preseritazioni più seinplici clella .AT: su110 spazio 8,. 

Se dei 4 coni rnzionali di &.O ordine contenuti ilelln vnrietà JI ;  uiio si 
spezza in due coni quadrici (fra loro osculatori lungo la generatrice d), a sua 
volta una delle quattro quartiche coinuni alle superficie ~ b i  spezzerà in due 
co tkhe  osculatrici ne1 punto O. Il sistema ornaloiclico foriiîato dalle yua- 
driclie che passüno per una di yueste coniche ( 6 )  e toccano in O il piano w 

consente allora, di trasfornîare il sisteina lineare 1 x5 / in uil sistenia di su- 
perficie del 4.' ordine f con retta doppia, aventi a comuiie questa stessa 
retta doppia e tre coniche conteiiute iii piani per essa ("). Infatti la coiiica 
intersezjone variabile di due cluadriche del sistema suddetto ha a comune 
colle superficie ~ V r e  punti coincidenti in O, due altri pure coincidenti ne1 
punto consecutivo ad O (clie appartiene alla prima retta doppia ilifinitesinîa 
delle %y), e ancora uuo nellü sua seconda intersezione colla conica o : ririlail- 
gono percib solo quattro intersezioni variabili. Alle quartiche razionali inter- 
sezioni delle superiiçie X' coi piani del fascio s corrispondono le coniche 
delle superficie f 4, tre delle yunli sarnrlno conîuni a queste ultime. Le f 
liailno inollre un contatto di 2.' ordine in un punto tisso della retta doppin y"). 

consecutivi C, C', tutti appartenenti a una cubica, la quale è percib ciirva fondûrnentale del 
sistema lineare; inoltre questi stessi punti devono soddisfare, sulla cubica, a ~~articolari  re- 
lazioni che qui non interessa precisare; 

8) Un punto ulteriore C" conse&,ivo a C e C', ma non appartenente alla cubica fon- 
damentale ; 

3) Quattro punti semplici appartenenti a una retta passante per A. 
(*) Questa trasformazione fu giii considerata dû1 signor MONTESANO: 1. c., n.O 7. 

(**) Infatti l'intersezione residua di due f 4  aventi â comune la retta 'doppia e tre coniche 
(in piani per quella retta) è una sestica di genere 4. Dovendo questa, ne1 caso pesente, ri- 
dursi al  genere 3, avrà un puiito doppio fisso. D'altra parte dalla trasformazione creinoiiiana 
considerata emerge (MONTESANO, 1. c.) che le f 4  ottenute hanno a comune un elemento ulte- 
riore della retta doppia; è questo, con quelli ad esso infinitamente vicini, pure comiini, clle dà 
origine al  pcnto doppio delle sestiche. - Considerando gli elemeiiti di  superficie appartenenti 
a una retta fissa come punti di  una quadrica (e precisaniente i sistemi di elementi che 
hanno a comune il punto O il piano come i due sistemi di generatrici), le rette doppie sovrap- 
poste delle superficie f 4  appaiono conie quartiche ellittiche di questa quadrica, aventi a co- 
mune un gruppo di  otto elemelzti associati (che implic,ano cioh soltanto 7 condizioni distinte); 
sei di questi appartengoiio rispettivameiite alle 3 coniche basi; i rimanenti due coincidono 
nell'elemeiito ulteriore dianzi considerato. 
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Questa rappreseiitazione della AI; inediaiite superficie di 4.O orclille si 
pub ottenere direttamerate, valendosi delle yuadriche di S,  clle passaiio per 
uno dei due coni yuadrici conteiiuti nella JI ;  stessa, e sono inoltre tatigeiili 
a questa luiigo l'intera retta d. Tali cluadriclie seçano infatti sulla 11: uii 
sisteina lineare m V i  superficie, completo, e a iriiersezio~ii varialdi razio- 
nali (*); durique oiiialoidico. 

Più particolarmente ancora, se sulla AI; tutti quattro i co~ii  di 4.O ordine 
si spezzaiio in coni (luadrici osculütori, el per coiiseguenza, tutlc ire le co- 
ni(:lie basi del sistema li~ieare f 1 si spezzaiio in coppie cli rette, i l  sisteiila 
oinaloidico delle rigate cubiche aventi la stessa retta doppia delle f 4  e coiiie 
gelieratrice una retta di ciascuna delle t ie coppie suddette peniiette di ri- 
durre il sisteina 1 f '  1 a un sistema di superficie del 3 . O  ordine, nve~ i t i  n  co- 
inuiie una retta, quattro puiiti coiite~iuti in u ~ ]  iiiedesiino piano, e i piani 
tangeriti in questi puiiti: ne1 piano dei quattro punti, i puiiti stessi, le trncce 
dei loro piani taiigenti, e la trnccia della retta ]jase sono i iiove eleiiienti 
lmsi di uii fascio di cubiclie. Alle superficie (P  + F') della 41,' corrisponcloiio 
le quadriclie passar~ti per la retta base e per la conica clle coiitiene i cjuattro 
punti base e si appoçgia a questa retta. 

14. Dobbiarno ora esami~iare se possa preseiitarsi l'eveiltualitk di  cui 
alla lettera c)  del n . O  2 ;  vale a dire se il sistenia 1 P +  P' 1 ,  cjuando iioii sia 
co~iiposto iiiediante una congruenza di liiiee, possa tuttavia apparte~iere a 
utia involuzione 1, della varietà JI!:. 

Supponiamo che ci6 avvenga, e co~isideriailio il sisteiila r forninto clalle 
m3 iette clie congiuiigono a due a due i putiti di ogiii singolo gruppo del- 
l'involuzione 1, (o eventualmente di quella involuzioiie irridiicibile (Li orcliiie 
inferiore, mediante la cjuale 1, fosse coiiiposta). Suppoiiiaiiio inoltre, se pos- 
sihile, che ogrii iperpiano del10 spazio 8,. contenga c~ualclie  ett ta, e percib 
utia seinplice infinitü di rette del sisteinn r. La curva sexioiie della JI): con 
un Sv-, generico passante per una retta di r conterrà uiia co1)pia di puiiti 
la quale, se tale curva ha  geuere 2 2, iinporrL una sola coiidizione a un 
gruppo canonico obbligato n contenerlü; tale curra è duncjue certo iperel- 
littica (in particolare ellittica O razionale, se lia genei-e (2). Di più, l a  curvû 

(*) Invero, due qualunque di quelle quadriche si iiieoritrano ulteriormeiite secondo uiia 
quadrica di S,, tangente lungo la d alla <pi intersezioiie di M,' con questo medesiiiio S, ; c l'iii- 
tersezione di queste due superficie, prescindeiido dalla cl, da coutarsi tre volte, e da uiia ul- 
teriore retta, gelieratrice del cmo  quadrico scelto sopra M,*, è una quürtica razionale. 
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stessa avrà il genere certo inferiore a yuello (p) della curva-sezione più ge- 
iierale ; percllè nell'ipotesi contraria le superficie ( P t  P') ,segherebbero su 
di essa la sola serie canonica, e pertanto, essendo cluesta serie (poicliè si 
tratta di curvn iperellittica) coinposta inediante una g; ,  agni coppia di tale g; 
imporrebbe alle ( P t  Pr)  uiia sola condizioiie, e sarel.~be percib contenilta 
in un çruppo di 1,; per conseguenzn ogiii Sr_., passante per uns  retta del 
sistenia r dovrebbe contenere cm' di cotali rette, il che non è possibile. - 
Considerixmo ora, sulla superficie P intersezione di JI; con un iperpiaiio 
generico G, yueste curve segate da spazi Sv-, passanti per rettc del sisteina r ; 
avendo esse genere <p,  i loro s p i  Sv-, o saranno tutti tangenti n F, op- 
pure pnsseranno per qualclie puiito iiiultiplo proprio; e qui si tratterà. cer- 
tamente di yuesto secorido caso, Gli spazi Sv-, considerati sono clunque, 
entro G, yuelli clie passnno per un ceifo punto P, o per uno fsa più punti 
isolat;; e per quel punto, O rispett. per uno frn questi, dovrà passare ogni 
retta del sisteina r contenuta in G. Inoltre: 

1) Ln szcperficie P non pub proiettarsi zinivocamente da1 suo yujzto P. 
Invero, in caso contrario, la proiezioiie sarebbe una superficie ailclle iiorniale, 
n curve sezioni .iperellitticlie, normali esse pure, e avente uiia linea doppia 
(,certo esistente, percliè luogo delle traecie delle rette del sistema r pnssariti 
per 9, le quali tutte conteiîgorio coppie dell'involuzione 1,). L'esistenza di 
questa linea doppia esclude che le sezioni possano avere genere ( 9 ;  esse 
saraniio percib d i  genere z t 9, e con (almeno) un punto doppio P o ,  ne1 
quale sono sovrapposti due elenienti seinplici, general~l~ente distinti fra Ioro 
sulla curva, e coniugati nella g: (poichè a un gruppo canonico essi certanieute 
iliipongono un'unica condizione). Per uiia c u r n  di yuesto tipo valgono le 
tre deduzioni seguenti: a )  esseiido essa normale e con punto doppio, la sua 
proiezione da questo puiito è eurva speciale; 111s speciale e iperellittica ad 
un tempo, dunyue una curra razionale doppia, ossia la cun-a considerata è 
proiettata. da Po doppiamente e secondo uii cono razionale normale; b) in- 
vece da un numero conrenieilte di suoi .punti gerierici la stessa curva è pro- 
iettata in una ciirva piana di un certo ordine k e coi] puuto (k - 8)"", ln 
quale è di geliere n e norinale soltniito se z - k - 8, vale a dire se noii ha 
ulteriori punti doppi, e se percib non ne aveva In curva priiiiitiva, all'infuori 
di P o ;  c) quest'ultinia conclusione è manifestûmente incompatibile 'col fatto 
che i due elemei~ti sovrapposti in Po devoiio essere in genernle distinli e 
coniugati nellü ~ i ,  esistente sulla curva; ricliiedeiidosi s ta1 uupo . elle , si ab- 
hiano due rami distinti passanti per Po e con una stessa tangente, vale a 
dire un secoiido punto doppio infiiiitaiiiente vicino a Po. 
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2) La proiezione del la  superficie F da1 p u n t o  P n o n  pu6 netmiteno es- 
sere tnul t ip la  d i  ordine  rx: > 2. Infatti il sistema lineare delle sezioni iperpiaiie 
di F passanti per P ha la serie caratteristica coinplela, e conteilente parziul- 
mente la g; di ogui singola curva del sistema (percliè ne coiitiene cjualclle 
coppia, costituita da punti appartenenti a rette di r), senza clie la serie re- 
sidua (se x>B) si riduca a un gruppo di punti fisso: quella serie caratte- 
ristica ha dunque di~netisione 2 2, e il sistenm lineaie suddetto è nlineno w3. 
Considerinino ora le sezioni determinate dagli iperpiani clie conleiigono uiio 
retta generica uscente da P: esse formeranno un sisteinn lineaie aricora coiu- 
pleto, di diinensione 2 8, certo sovrobbondante (percliè dutato di punti basi 
costituenti condizioni non indipendenti), perci6 a serie caratteristien speciale, 
e composta per conseguenza, sopra ogni curva del sistelria, nîedinnte la  re- 
lativa g:. Ora questa serie, per essere coi~ipleta, dere coiiipiendere ldti i 
gruppi di un determinato nunîero di coppie della g:; non pub duncpe es- 
sere composta in pari tempo mediante çruppi di x>2 eleineilti. 

3) La superficie F, se di ordine n e contenuta in S,,  av r i  pertanto il 
punto P coine niultiplo di ordine n - 8; e se appartiene a uiio spazio su- 
periore, si proietterà da un conveniente numero di suoi piinti gerierici in 
una superficie consiinile. Sopra questn, il sisteiiîa agçiunto alle sezioni pinne 
è segato dalle aggiunte v"-~, le quali s o ~ o  inonoidi, arenti il puiito P conie 
(n - 4)"" (e non sono certo coni, se no queli'açgiunto apparteïrebbe a una 
involuzione sopra F ) .  Da1 punto P escono perd cx>' rette del sistemn r, O 

proiezioiii di yueste, per ciascuna delle quali le due iiitersezioni ulteriori 
con fl, ggeneralmeiite distinte, iinpongono alle unn condizione unica. l n  
altri termini, il passaggio per uiia di yucste rette iinplica per le y"-3 uua 
sol& condizione; il clie vu01 dire che le y"-' contengono giü tutte una diret- 
trice fissa del con0 foriiiato da quelle rette, direttrice eventualnîerite anche 
infinitainente vicina a P (se yuesto corio fosse taiigerite il1 P n tut te le 
ma in ogni caso non appartenerite ad P. Che ci6 non sia possibilc, se que- 
st'ultima l ima non è infinitainente vicina a P, si vede iiiolto faciliuente; inn 
l'ipotesi contraria esige un esaiiie uu po7 più approfoiidito, clle ora fiireiiio, 
e in modo valido per ainbo i casi. 

15. Sopra ui1a sezionc piana gelierica di F, le superficie y"-"e cosi 
anche le sezioni loro col piai~o della curvn stessa) segtinno la serie cnnonicn 
coinpleta. Se perb si consitlera una sezione passante per qiialclie puiito iiiul- 
tiplo proprio (e tale è P ) ,  perci0 di genere iriferiore, la serie segiiûta su di 
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essa pub essere più ainpia della relativa serie cationica, e eventualnieiite anche 
iiicoinpleta. 

Ne1 caso presente, un piano çenerico per P incontra P secondo una curva 
di ordine n avente P coine punto ( n  - 9)"'"; e incontra le y"-' secondo curve 
di ordine 1%- 3, le qunli hnnno in P la iiiultiplicità, n -4, passano sempli- 
cemente per gli eventudi punti doppi della prima cuwa (sia a distanza finitü 
clie infinitanieilte vicini a P), e dovrebbero avere almeno un punto base ul- 
teriore (anche questo erentualmente consecutivo a P) non appartenente alla 
prima ciirva. Un calcolo seinplicissitno (") ~nostra  pertanto d ie  la serie deter- 
ininata dalle sulla sezione considernta di F sarebbe incompleta. 

Questo invece non è possibile. E precisainente: Se u n  sistenza lineare 1 y / 
d i  curve pinne (ne1 nostro C ~ S O ,  il sistema che rappresenta la superficie P )  
ha acnn curvcc foîzdammtnle comessa s (iinmagine del putlto P), i l  sistema 
ccygiunto ad esso s e p &  sopvn ztnn cztrccl residucc generica y - -II una serie 
lineare nncora coazpleta (**). 

Iiivero, poicliè la  cu r r a  fondamentale r,, iinmagine del punto P, è con- 
nessa, se essa è riducibile, le sue parti iriiducibili dovranno potersi disporre 
in un ordine T I , ,  ïi, ,. .. , xi tale che ogni ïi,, (h < i) abbia coll'insieme 
( , l ih+, ,. .., -~l,) clualclie punto comme clle non sia base per 1 y 1. Allora, incli- 
cando con +ta l'ordine delle y, e con k il nuinero delle intersezioni, fiiori dei 
punti basi di 1 y 1, della, curra 3 con una y - */i generica, è noto clie, per una 
curva di ordine In - 3, l'obbligo di essere aggiunta alle y e di passare per 
di più per i k punti comurii n o e a utia y - s  itnplica condizioni linenri 

(*) Infatti, se la sezicne considerata sopra B' ha, fuori di P, ancora tl puiiti doppi, la  
serie lineare ottenuta su di essa av r i  ordine 

e dinieiisione certo inferiore a 

poichè gli ulteriori punti basi, comuni alle e non apparteneiiti alla sezione considerata 
di F, trattaiidosi di curve razionali, impongono certo nuove coiidizioui in più. La serie, sopra 
una curva di genere 11 - 2 -cl, è dunque incompleta. 

(*") Si avrebbe invece sulla curva residua una serie incoiiipleta quando si staccassero 
da ly I due diverse curve fondainentali, ossia si considerasse sopra F una sezione passante 
per due diversi punti niultipli propii. 
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delle quali precisariiente uncc è conseguenza delle rimanenti (*). Ili altri ter- 
mini, per utia nggiuntn d i  1 y 1, il passnggio per i k punti ulteriori sutldelti 
equivale a sole k - 1 coridizioni distinte. D'altra parte, poicliè tra le açgi~inte 
di  / y 1 vi sono tutte le curve composte di s e d i  una (y - - f i ) '  (ossia di uiia 
ugginntn alle y - -01, la serie segimta dalle y' soprn unn y - .O generica (lem 
ridursi alla serie canonica di qiiest'ultiinn cuwa togliericlone i k puriti dianei 
coiîsiclerati : indicarido pertanto cou pl il genere delle y - -4, yuella priinn 
serie avrii ordine 2 p,  - 2 + h e diinensione ( p ,  - 1) + ( k  -- 3 )  = p ,  - 2 + It : 
essn è dunque coinpletn, c. S. v. d. 

Riinnne pertanto escliiso che l'incoluzione 1, iîella varietà AT; sia tale 
d i e  ogni iperpiaiio conterign la rettn congiungente alineno unn. sua coppia 
di punti. 

16. Supponiaino ndesso invece (cfr. n.O 13) d i e  u n  iperpiano gerierico 
d i  Sr non contenga rette del sisteina r. Vi sarnnno nllorü oo"-' iperpiaiii, 
ciascurio dei quali conterri  una doppia intinità di tali rette; e questi iucoii- 
treranno la  varietà Al:  secondo superficie contenenti crs2 gruppi (totnli o pnr- 
ziali) dell'involuzione I,, e sulle quali pcrcib il sistema riggiunto nlle sezioiii 
iperpiane appartiene pur esso a una involuzione. Lo stesso raçionmieiito 
già usato al n.O 3 permette anche qui di coiicludere clle il sisteina r si coin- 
porrà di  rette passnnti per un puntu fisso O ;  gli iperpiani clie contengono 
rette di questo sistema snranno yuelli che pnssano per 0 ;  e le superficie 
lbro intersezioni colla 31; snranno percih nncorn razionali (**). Tnli supet-- 

(*) NOETHER, Ueber die reduetiblen algebraisehen Czwven; Acta math en^., vol. 8 (1886), p. 161. 
La proposizione di cui facciamo uso non è esplicita[nente enunciata corne a noi occorrc, nia 
risulta molto chiaramente dalle considerazioni del n.O 10. Imponendo a una curva di essere 
aggiunta alla somma o, + ri, + . . . + 3 ,  + (y - s) in tutti i punti clie le singole parti lianiio 
a comune a due a due, si hanrio condizioni fra le quali i sono conseguenze delle rirnanenti. 
Queste possono anzi distribuirsi in i gruppi, entro ciascuno dei quali una delle coiidizioni 
stesse sia conseguenza delle altre; e abbandonando la condizione già posta per quelle inter- 
sezioni delle ri, che cadono fuori dei punti basi di 1 y 1, si viene a escludere in ciascuno dei 
primi i - 1 gruppi una O più condizioni, tali seinpre che quelle che rimangono siano indi- 
peiidanti. La curva 1 pub anche avere componenti multiple; le componenti irriducihili so- 
vrapposte vaiino allora considerate corne compor~euti distinte, le quali (nei riguardi della 
connessione) abbirtno puiiti coinuni anche fuori dei punti basi di 1 7  1. 

(**) Trattandosi di superficie-sezioni particolari, era prcsuinibile che questc potessero es- 
sere anche irregolnri, e percib (ne1 caso presente) riferibili a rigate irrazioiiali. Ma quest'ipo- 
tesi rimane ora esclusa, poichè quelle superficie forniano un sistema liiieare cor-', a iriter- 
sezioni nianiFestainente irriducibili. 
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- 

ficie devono dulzqzce appartenere a uno dei tipi detel-mitzati al n." 6,  tut t i  a 
curue-sesioni di genere 3 O 4 ;  e l'iwuoluzio~ze 1,. è cli 2." ordim. Itioltre, poichè 
ogni curva-sezione della varietà AI?: è congiunta ad  O cla. un iperpinno il 
qunle deve incontrare quella varietà secondo una  superficie di uno dei tipi 
indicati, Zn sl~perficie sezioize geîzericn della varietic Ai:: ncrh aîzch'essn le czlrve 
sexiotzi r7i genere 3 O 4, pur uvendo c o w ~  nggiztnto cc queste sezioni un sistelna 
lineare semplice; e dovric ridursi come cnso pnrticolare - se l'iperpiano se- 
gante passa pet- O - cc m a  delle superficie i~zdicate alla fine del n." 6. 

Ora le superficie razioniîli n cime-sezioni di genere 3 sono tutte note; 
e la rete delle qunrticlie aggiunte a queste sezioni è seniplice ne1 solo caso 
in cui cjueste cjuartiche sono rnzionali. Queste superficie non possoiio per- 
tanto riclursi come cnso particolare a una di quelle del n.O 6, sulle yuali le 
aggiunte delle sezioni piane Iianno genere 2 1. 

Riinane il cas0 del genere 4. Le superficie sezioni genericlie della Ta- 
rietà I l l !  saranno allora superficie razionali a sezioni di çenere 4, aventi il 
sisteina aggiunto (che è oo" seemplice e di genere 2 2  (cosi esserido per 
quelle incontrnte al n.' 6); tale aggiunto s a r i  aiizi certo di genere 2 3, percliè, 
se fosse di genere 2 (e semplice), sarebhero rnzionali le seconde nggiuiite, 
inentiae queste sulle superficie del n.O 6 sono ellittiche. Le (p~iwze) aggiunfe 
sono diinque sestiche, non piane, percib d i  genere 3 O 4, certo aqpnrteneizii a 
spaxi 8,. 

L'itltersezione della varieta A l ;  con un S,.-, generico passante per il 
punto O avrà dunque anch'essa le sestiche aggiunte alle sue sezioni iperpiane 
contenute in spazi 8,. Ora, fra le superficie proiezioni della. F 9  cotlsidera.ta 
alla fine del n.' 6, due soltnnto (coine irnmedintaniente si verifica) godorio 
di questa proprieth: la superficie di 6 . O  ordine di S ,  (con tacnodo) proiezione 
della Pg da una retta contenuta ne1 piano di una sua cubica, e la superficie 
di 5.O ordine di S,  proiezione della precedente da un suo punto seinplice. 
La varietà 41; sarA dunque o cli 6 . O  ordine, in S , ,  oppure di 5 .O  ordine, 
in S,, avendo rispett." le due superficie testè indiccite come itîtersezioni con 
un iperpiano generico passante per O.. Di yuesti due casi possiamo liinitarci 
a esaminarne uno, p. es. il primo (AT: d i  S,), da1 yuale ogni vnrietà del se- 
condo tipo, supposta esistente, dovrebbe potersi ottenere come proieziorie (*). 

(*) Questo secondo tipo sarebbe una MB9 di SA, la  cui superficie-sezione - presciiideildo 
da. altre singolarità - avrebbe due rette doppie infinitamente vicine e complauari; la MS5 
avrebbe duilque due piani doppi infinitameilte viciiii, coiiteuuti in urio sliazio 8,. 1 coni qua- 
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82 Fano: Sulie vavieta algebr.iche n tre dime~rsioni 

- Sulle P q i  S ,  sezioni genericlie di questa 11: le aggiunte delle sezioni 
iperpiane - essendo conteaute in spazi S, - saranno a loro voltn partico- 
lari sezioni iperpiane; avrai-iilo dunque genere certo inferiore a 4, e percid 
eguale a 3. Più precisaineiite, saranno clueste le sezioni della P ' jpassnnt i  
per un certo punto doppio (al quale, nffincliè la superficie sia razionale, tlovrà 
essere successiva, iiell'intorno di  u n  certo ordine, uiîa retta cloppia irifinite- 
siina); la AI! avrà. percio una rettn. doppia d (auzi tacnodale, o di tipo ana- 
logo), e le superficie (Pi-I i")  saranno segate su di essn. dagli spnzi S, pas- 
santi per tale retta doppia. Si tratta pei-tanto di veclere se cliiesto sisteniri 
1 F+F' 1 possa appartenere a nna iriroliizione d i  ordine 2 ;  mle  a clire se 
la JI: possa proiettnrsi doppiainente clalla sua retta d (*). 

Ora, da un punto generico di questa retta cloppia, la n4; si proiettn in 
uiia AI3 di S, ,  a cui-ve-sezioni di geiiere 3, e le cui superficie-sezioni sn- 
ranno percib di un0 dei tipi F';', F':' o F':' di N O E T H E I ~  y*) çià più 17olte 
noininati (il caso del piinto trip10 si esclude facilmente); e va ailclle escluso 
il caso della F$', perchè yuesta superficie non coiitieiie rette passnnti pel 
punto doppio, n-ieatre inrece una dere certo esserrene, immaçine del centro 
di proiezione (clle è doppio e uiiiplanare per ogni F 6  passante per essoj. 
La AI: sarit dunque proiezione di una delle rarietà considerate ai n.' 8-9; 
avrà percio anch'esstt una r e t h  doppia tacnodnle o di nnaloga natura, e çoprn 
questa alineno un punto triplo (due, distiuti o coincidenti ("**)). La 34; con- 
sidernta è dunque tale clie da. agni punto clella sua rettü d esce anche una 
rettn, avente corne traccia sullo spazio S, delln Mg il punto triplo di que- 
st'ultima, e dalla quale essa JI;  è proiettata univocainente sopra 8,; yuesta 

drici (tutti di 9." specie) passaiiti per questi due piani (ossia passanti per il piano doppio e 
tarigenti in ogni punto di esso al10 spazio S, anzidetto) segario sulla Ma5 un sistelna di su- 
perficie contenente quel10 delle sezioni iperpiane, e di grado 6, percio certo coinposto ancora 
di superficie razioiiali; questo sistema rappresenta la MaB di S5 della quale la MS6 è proiezione. 

(*) Su questa retta starehbe naturalmente il punto già indicato con O. 
(**) V. la Mem. cit.: Ueber die rationalen E'lachen vierter O r d m w z g ,  Math. Aiin., vol. 33 

(1889), p. 616. 
(***) Da consideraziooi ulteriori si trae che la  sola superficie di 4 . O  ordine soddisfaceiite 

alle coridizioni qui richieste (vale a dire le cui sezioni piaile siaiio le aggiunte di un sistenia 
di sestiche, e tali ancora che queste sestiche contengano tutte una sola serie g,', coine è detto 
alla fine del i1.O 6) è uiia particolare superficie coi1 tacnodo, caratterizzata dall'avere lungo 
una delle rette iisceriti da1 tacnodo un piano tangente fisso, i l  quale E pure taiigeiite ad essa 
luiigo ima seconda retta. La MS4 aveute questa superficie coiiie sezione geiierica ha  i suoi 
due puiiti tripli (appartenenti alla retta doppia) infiuitaiilente vicini. 
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retta, certo inultipla, non pub variare con quel pur~to della retta d,  e deve 
peïcib necessariairierite coincidere colla retta d stessa. 

Non S diinclue possibile elle la JI; sia proiettata doppianieate dalla sua 
retta siugolare, e ririlane percib esclusa anche I'ipotesi conteiiiplata al prin- 
cipio di questo 11.O 

17. Ci rimane ancora da dare, infine, la cliinostrazione di cui alla let- 
tera d) del 1 i . O  2 ;  dobbiamo cioè diiiiostrtire che in nessun caso, nella pro- 
posta varietà Al:, il sisten~a di superficie 1 P+E'I, se di grado 3 e a iiiter- 
sezioni variabili ellitticlle, pub rappresentxe uiia varietà priva di putiti doppi. 
In altri termini, si trattn di verificare clie sopra una V 3  di S, priva di punti 
cloppi noiî esiste un sistema lineare se~iiplice d i  supeificie raeionali (b, tali 
clie il sislenia 1 @ + 4>' 1, depurato, come abbiaino supposto, delle eventuali 
parti fisse, coincida col sistema delle sezioni iperpiane; vale a dire tali che 
il sisteina doppio 12 (t, / abbia yueste stesse sezioni per aggiunte (pure). 

Supporiiamo che esistano soprn V 3  superficie @ cosi fatte: sappianio clie 
esse saranno intersezioni complete di V 3  con varietà di un certo ordine lic (*). 
Le intersezioni variabili di queste superficie 4,"" saraniio curve di genere 5 
(essendo il sistema 1 ci + a' 1 di diinensione 4), sulle c p l i  gli iperpiani di S,  
segano l a  serie canonica; percib di ordine 8 (cosi dette « curve canoniche » 
di genere 5). 

Dico aiizitutto che il iiulilero rn (certo > 1) non pub essere eguale n 9. 
Infatti, se fosse in = 2, le @ sarebbero superficie di 6 . O  ordine segate sopra V3 
da eerle cpadriche Q, e nventi a coinune uiia linea di 4.O ordine, eveiitual- 
niente riducibile. Tali a b o n  avrebbero liuea doppia ; iiivero yuesta liiiea, 
certo coinune ad esse, potrebbe essere soltanto uns  retta, e le Q dovreb- 
11ero allora essere tutte tarigenti a V 3  lungo uiia retta fissa; cosa possibile 
solamente se V 3  lia un punto doppio e se la retta coiisidernta passa per 

(*) FANO, Sulle supej.ficie alyebriche conteioute i r ~  una uarietd cublea del20 spazio a quattro 
di~nensiolzi, Atti della R. Accad. di Torino, vol. 39 (1904); SEVERI, U*~aproprietà delle forme 
alyebriche prive di p u d i  ~nultipli, Rend. R. Accad. dei Lincei (9, vol. 15, (1906), p. 691. - 
Sopra una V n  di S, il sistems delle sezioni iperpiarie è l'aggiuiito del sistenîa di superficie 
di ordine 9 segato dalle forme eubiche; ma qiiesto secolido sistema non è doppio d i  alcun 
altro. Potrebbe perb esistere un sistema di superficie, con punti O liiiee singolari, doppio di 
un altro e perci6 segato d a  vnrietà di ordine pari Bwt (2 k ) ,  il cui aggiimto si coiaponga di 
uiia parte fissa, segata da una varietà di ordiiie 91n- 3, e di uua sezione iperpiana varia- 
bile; ed è appunto quest'eventualità che bisogna esaminare. 
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questo punto (unico caso ilel quale gli spazi tangenti a V' nei punti cli uiia 
retta formano f:iscio, O iti particolare coincidono, corne avviene per uiia qua- 
drica). - D'altra parte la curva di 4 . O  ordine conlune alle @" di generc 
(virtuale) uno, sezione iperpiana coinune di tulte le superficie iiitersezioiii 
delle quadriche Q a due a due (e base di un fascio di yutidriclie di 8,). I'er 
questa linea (anche se riducibile, O avente parti iiîultiple) passano (precisa- 
mente) cic~quadiiche di S, ,  e percib, entro V 3 ,  altrettante superficie +", tut- 
tavin ancora di genere uno, fornianti un sistetiia di grado 8; e sopra ogni C'; 
intersezione variabile di due ~Vt i  serie caratteristica è la g,' cailonica. 11 si- 
stema 1 @ 1 che a. noi occorre 11011 pub essere yuesto, percliè coliiposto di su- 
perficie non razionali. E nenlmeno pub essere un sistema di diinciîsioiie 5 
o 4 contenuto ne1 precedente; perchè ln serie caratteristica soprn. unn C I  110- 
trehbe soltanto ridursi a una g: ,  oppure a una gB O g:, il clle significa l'ab- 
giunta di un nuovo putito base semplice, oppure di due, eventunlniente con 
un terzo conseguenza dei prinii, e ci6 non è ancora sufficiente a rendere ra- 
zionale la superficie çenerica del sisteina. In sostaiîza, lion si pub reiidere 
raziotiale questa superficie senza diini~iuire il çenere della curva caralteristica. 

Sia invece .ln t 3. Sulle superficie @"<il sistenîa lineare caratteristico 
di 14 1, essendo composto di curve di ordine 8, non potrà certo contenere il 
proprio aggiunto (puro), clie è segato dagli iperpiani, ed è percib di or- 
cline 31122-9. Il çenere ;c di quest'ultimo sisteuia soddisfa dunque alla dise- 
guaglianza (*) : 

n < 2 . 5 - k - 1  

clove k è ln ditnensione vivtuale clel sistema lineare caratteristico sopra iina a"'". 
Ora quest'ultimo carattere è la differeriza fra la diiiieiisioiie effettiva del si- 
stema, clle è & 3, e la. sovrahl~ondanza, cioè l'indice di specialità della serie 
caratteristica. E yuesta seiie, clle è almeno m2, se speciale e percib conte- 
iiuta nella g*anonica, pub essere soltnnto una 0: O gi (con indice di spe- 
cialità acno), o tutt'al più una &, con indice di specialità due: caso pcr6 cllc 
si esclude facilniente. Iiivero ln 313 pro1~6sta sareljbe allora d i  5.' ordirie, 
in S,, a curve-sezioni di genere 5, dunque con piano cloppio (prcscindendo 
dalle singolarith ulteriori, necessarie a rentlere razionali le superficie sezioni); 
le sue sezioiii coiiterrehbero percib un fascio di cubiclie ellittiche, alle yuali, 

(*) CASTELNUOVO, Bicerche yeuerali sopm i sistemi liueari d i  curue p i a ~ ~ e ,  Mem. della 
R. Accad. di Torino (â), t. 48 (1891), n . O  89. 
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n superficie-sezioni raxionali. $5 

sulle Qu'" di V '  iiiiiiiagiiii di quelle sezioni, corrisporiderebbero anche cubi- 
che (*). Sali a"', esseudo luoghi di cm' cubiche piane, potranno dunque segarsi 
soprn V 3  inediante le varietà, necessasi,zinente di ordine 91.2, luoglii (serie sa- 
ziorlali XI') dei piani di quelle cubiclie; varietà che, se 91.2 & 3, non sono nor- 
tnnli, sicchi? ~iot i  sarehbero allora nornîali riernnîeiio le @" aarizidette. E ~ i b  
contradice all'ipotesi clle, solira una @",il sisterna delle sezioni iperpiane 
sin l'aggiunto di altro sistetiia lineare (il sistema caratteristico di / (11 0, e 
perci6 completo. 

Nella diseguaglianza scritta di sopra s a r i  dunyue in ogni caso k i 2, e 
percib x 6 6. 

D'altra parte, sopra una setione iperpiana generica di V 3  si considerino 
i due sistetni lineari (eventualineute incompleti) fortnnti dalle curve ivi se- 
gate dalle @"'" e dalle superficie del sistenia doppio 1 [. Il primo di c~uesti 
sisteini è di geriere x e di grado 8; s a r i  perci8 2 ;i t 7 il genere del secondo, 
\ale a dire il genere delle curve canoniche delle superficie (9@) :  più esat- 
tmeri te ,  delle cusve canoniche pure, cioè astrazion fatta dalle loro eventuali 
coniponenti fisse (**). 11 grado del sisteiim di yueste stesse curve, sulle su- 
lberficie (%), è l'ordine di yueste superficie, cioh 6112. Se si trattasse del si- 
steilia canonico colnpleto (incluse le eventuali coinponenti fisse), il primo di 
questi due caratteri sarebbe il genere lineare p(') delle superficie (%il), e il 
secondo sarebhe il carattere p('), cl-ie è eguale al precedeute dirnitiuito di 
uii'unith; si avrehbe duncjue Gril = 2 .i* + 6, ossia r = 3 ( n ~  - 1). Data tut- 
tavia la possihilitii che v i  sialio, ne1 sistema caiionico, parti fisse, potrenlo 
soltaiito scrivere la diseguaglianza y*) : 

ossia 

(*) Infatti le sezioni iperpiaue. di IrS soiio immagini delle superficie (F+ 3'') della Ma6, le 
quali iiltinie, essendo segate da qiiadriche passanti pel piano doppio, incontrano le cubiche 
della MS5 anche in tre punti variabili. 

(**) Qiieste eventuali componenti fisse sarebbero a aztsgezeichwete Cuvue+a» secondo M .  NOE- 
THER ( Z u r  Tlzeorie des eitadeutiyen Entsprechens wlgebraischer Gebilde, I I ;  Math. A m . ,  vol. 8 
(1875), p. 495: V. in part. p. 5!21), ma non curve eccezionali ilel senso odierno di questa pa- 
r&, cioè trasforninbili birazionalmente (ciascuna) nell'intorno di un p~iiito seinplice della 
superficie. 

('**) CASTELNUOVO e ENRIQUES, S u r  quelques récetûts résultats  da t i s  l a  théorie des surfaces 
alyébriqu@, Math. A m . ,  vol. 48 (3907), p. 941. Cfr. in partic. 3 94.. 
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la quale, insieme colle precedenti m 2 3, ïc r 6, lascia possiliile l'uiiicü so- 
luzione rn = 3, 7~ = 6. 

Se sulla varietà V S  esiste un sistemcc lineare j quale a ~zoi occorre, le 
sue stqerficie a"" potranno aoltanto essere di ordine 9, colle curue-seziorzi (die 
sono le aggiunte delle C\aratterisliclie) di  genew 6. 

Ad escludere cluest'ultima possibilità, valgono le consiclerazioiii s~guel l t i :  
a )  Si indiclii, sopra una superficie @" con v il grado del sistenia li- 

neare caratteristico di / a) 1, supposto virtualliiciite privo di putiti hasi; e col1 z' 

il getlere del secondo aggiunto di questo. For~iisndo l'invariaiite re la t i~o  w 

di uila 61) (*) niediante i caratteri del sistenia liiieare caratteristico anziclelto 
e del suo aggiunto (clle è il sisteina delle sezioiii iperpiaile), e niedialite 
quelli del primo e secondo aggiutito, abbianio ; 

da cui r = x'. D'altra parte, sopra u i p  s9, il sistema delle sezioiii iperpiaiie 
è cornpleto, regolare (la serie caratteiistica essendo una 0," couipleta solira 
utia curva di genere 6), e per coiisegueiiza di dimensione virtunle egiiale alla 
effettivn, cioè 4. Esso pure non contiene il proprio aggiunto, le cui curve 
tianno ordine 10. Per una diseguaglianza giü precedeiiteiiieiitc applicata 
avrenlo dunque : 

~ ' ( 2 . 6  - 4 -  1 

ossia di nuovo z'f 6 ;  e percib anche v r 6. E poicliè v è certo non infe- 
riore al grado effettivo del sistema 1 @ 1 ,  cioè all'oidi~ie della varietà pro- 
posta JI ; ,  il yuale già si è riconosciuto essere >B, avreino coine uliica so- 
luzione n = v = 5i' = 6. 

b) Sulle superficie cubiche y 3  seziorii iperpiane di V 3  le superficie dlg 

seçano curi7e y di ordine 9, interseziolii coniplete con altre superficie cubiclie, 
e di geiiere G ,  aveiiti sole 8 intei.sezioni variahili. Iiidicando con a, la niulti- 
plicità d i  ut1 yualsiasi loro puiito base (sopra una y"enerica), sussisterailno 
le due relazioni : 

ddle  yuali si deduce altresi : 
'2 :uj= 11 

(*) CASTELNUOVO e ENRIQUES ,  Sopra alcune guestioni fo~cclameratali uella teoria delle su- 
perficie algebriche, Annali di Mateni. (3), vol. 6 (1901j, p. 165; n . O  5. 
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dove le soiniiie si iritentlvno est,ese a tutti i punti base del sisterna 1 y 1 sopra 
una T'. Queste equazioiii animettono due sole soluzioni intere e positive : 

In quest'ultiliio caso le a' avrebbero una retta base tripla, verrebbero ci06 
segate sopra V V l a  altre varietà cubiclie osculatrici alla prinia luiigo uiia 
rettii. Uii ci6 si trac fiiciltnente che le a9 ssarebbero luoghi di ao' coniclle 
contenute in piani per questa retta (*); avrebbero dunque, se raziondi, le 
ciirve sezioni iperellittiche, e percib certo il sisteina aggiunto non di çenere 6. 

Le superficie al9 potrn~ztzo dunque soltado avere ulzn Einea base doppin- 
di 4." ordine, più un'altra, semplice, di 3.' ordine. 

c) Sulle superficie le curve y', aggiunte alle sezioni iperpiane (ossia 
seconde aggiu~ite del sistema lineare caratteristico di / a I), di geilere 5' = 6, 
verranno segate da yuadriclle passanti per la liiiea doppia di  4.' ordine (i), 
la quale avrà gcnere 1. Queste stesse c~uadriclie incontreraimo la vnrietà V a  
seconclo superficie +" di genere uiio, sulle yuali le curve y' (di ordirie 10) 
sarailno residue del sistenia 1 9 E 1 rispetto al sisteina seçato da tutte le forme 
cubiclie. Ora le curve di quest'ultimo sisteina sono di geiîere 28 e incontrano 
le ( 2 5 )  in 3 . 8 = 84 putlti; d'altrn parte alle (8 t )  spetta (sopra Sr) uii genere 
virtuale E. r 3 e il grado oie - 8; si arrà dunque la relazione : 

~ ' + C + ( % ~ - O L E + ~ ) - I  =98 

da cui si' = 3 + E G 4; risultato incompatibile coll'altro 5' = 6. 
IJa diinostrazione è cos1 ultimnta. 

18. 1 risultati ottenuti ne1 preseiite 1a;or.o possono peikmto cosi rias- 
sumersi : 

1)  Le uarietà a tre climensioni a superficie-sexioni raxio~zali sono tutte 
mppreseiztabili biraeio~zal~nente szillo spnzio S ,  , fnlta solo sccexione eventual- 
mente per la varieth cubica d i  S ,  priva d i  p u d i  doppi. 

2) Se l m  uarietd cubicn amidetta costituisce zcna offettiva eccezione alla 

(*) Iiifatti uno spazio S, passante per la retta considerata incoiitrerebbe le due varietl~ 
cubiche di çui Q>% iiltersezione secondo superficie anch'esse osculatrici lungo quella retta, 
e aventi percib a coinuile, oltre a qnesta retta, tre coniche iri piani per essa. 
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proprieth suindicata (corne si lia ragioiie di ritenere probabile), essn gode 
irzvece di qwest'altra proprieth carntteristica: che cioè su di essa ogni sistenza 
linenre semplice d i  superficie raziondi è u n  sistelila m4, di gmdo 3, a inter- 
sezioni vnrinbili ellittiche. Essa si distinguerebbe duiique dalle varietà ra- 
zionali pcr il fatto di coiitenere un ui~ico tipo di sisterna lineare semplice 
di superficie razionali. 

3) Designando per brevità ogiii sisteina lirieare di superficie del tipo 
1 F + F 1  1 coine « aggiunto di rango uiio B del corrispondente sisterna 1 F 1 (*), 
si lia altresi: L'nggiztnzione di rango ulzo, crpplicatcc a wn sistewn linecrre 
semplice di superficie rnziomli del10 spnzio S , ,  e szcccessivawzente n qzte71i da 
esso ricnvati con unn O piU opevaxio~zi co~zsimili, cotzduce se9q1s.e a m o ~ i  si- 
stemi di superficie rnzionnli, clll'infuori euenluaI+nente dell'ztiti~no. E dopo u n  
iumzero finito d i  opmtzio~îi  si perviene sempre cc z w  sistewa di  uno dei &te 

tipi segzcen ti : 
a) Sistenza Ziaeare d i  superficie raxionnli n interseziotzi variabili 

iperellittic7ze, i n  prticolnre ellitticl~e O rnzionali; 
1)) Sistenza lineare epuivalente, per trasformazio~~e Cre..e.l~~oniuna, n 

7 m  sistema d i  colzi col10 stcsso vertice. E iiotevole clie ogni cjunl rolta si giiinge 
a uii sisteirin. di superficie a intersezioili ~ar iabi l i  riduciljili, percib apparte- 
liente a una congruetlm di  liiiee, seinpre ques ta cot~griieiiza sin trasforinal~ile 
in uiin stella cli rette. 

(*) Deiiorniiiazioile gi& mata da1 sig. ENRIQUES p ~ r  le CUIW sopra uiia superficie. Cfr. la 
Memoria : I&rodu~ione  alla geowzetria sopru le superficie algebriclze ; Mem. della Soc. Ital. delle 
Scienze (detta dei XL) (3), t. X (1896); i1.O 31. 
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Sulla varietà che rappresentn gli spazî subor- 
dinati di data dimensione, imrnersi in uno 
spazio lineare. 

(Di FRANCESC~ SEVERI, a Padozra.) 

È ben noto c h ,  seguendo H. ( h a s s ~ a m  y), si definiscono come coor- 
dinate (omogenee, sovrahbondnnt,i) di uno spazio lineare S,, entro un Sv, i 
determinanti d'ordine massimo, estratti dalla matrice delle coordinate omo- 
genee di k+ 1 punti (indipendenti) variabili in 8, O i determinanti -- pro- 
porzioriali ai precedenti - d'ordine massimo, estratti dalla niatrice delle coor- 
dinate ornogenee di r - k iperpiani (indipendenti) passanti per quei punti (**). 
Fra ques te coordinate passano aleune relazioni quadratiche omogenee, scritte 
da D'Ovrnro (*%). 

' Interpretando le coordinate grassinanniane come coordinate omogenee 

[ ( r  + ') - 11, gli S, di  S. vengono rappre- di punto. in uno spazio Sp p = A + 

sentati b,iunivocarnente, sema eccezioni, dai punti di una varietà algebrica V,, 
di dimensione t = ( k  + 1) (r - k), appartenente ad. Sp, e della quale le sud- 

(*) Die Aztsdehlzulzgslehre von 1868 (Abs. 1, Kap. III, N. 65) oppure: Ges. Werke, Bd. 1, 
Th. II, p. 44. Per r = 3, k = 1 queste coordinate furono considerate diffusamente da PLÜCKER 
nella Neue Geometrie des Rauwes (Leipzig, 1û68-69). Di esse per6 egli aveva già fatto cenno, 
fin da1 184.6, nella Geometrie des Baumes. 

(**) Cfr. ad es. BERTIN, Introduaione alla geometvia proiettiva clegli iperspaa8, ecc. (Pisa, 
Spoerri, 1907); nn. 2418, p. 32 e segg. La proporzionalità fra i minori delle due matrici, cui 
s'è alluso ne1 testo, i'u dimostrata da CLEBSCH, Ueber eirze Fundamentalazdfgabe der Invarian- 
tentheorie (Abhandlungen der k.  Gesellschaft der VCTissens. zu Gtittiiigen, Bd. XVII, 187S), 5 9, 
e indipendentemente, per via più elementare, da D'OVIDIO, Ricerche sui sistemi ilzdeterminati 
di equaeioni lineari (Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, v. XII, 1877, pp. 3344.9). 

(wn*) Loc. cit. Di esse fecero pur cenno GRASSMANN (Crelle's Journal, 1877-78) e CLEBSCH, 
loc. cit., $8 1 e 6. Ved. ad es. BERTINI, op. cit., p. 38. 

Awriali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXIV. 19 
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dette relazioni quadratiche costituiscono la completa rappresentazione ana- 
litica (*). 

Ne1 caso più semplice r = 3, k = 1, un bel teorema di KLEIN assicura 
clle la V non contiene altre varietà algebriche a tre dimensioni, ali'infiiori 
delle sue intersezioni complete colle forme dei varî orclini di Sb (**). Col liii- 
guaggio della geoinetria della retta, il teorema di KLEIN afferma che ogni 
complesso algebrico di rette, ne110 spazio ordiimrio, pu6 senlpre rappresen- 
tarsi con una sola equazione (oinogenea) nelle coordinate plückeriane, il clle, 
trattandosi di coordinate sovrabhondanti, non potrebbe affatto afferinarsi a 
priori. 

Questo teorema è stato esteso, per via purarnente algebrica, al caso di r 
qualunque, ma sempre k = 1 ,  da C. H. SISAM (***). La diinostrazione del teo- 
renia analoço in gener.de, qualuuque siaiio r, k, costituisce 10 scopo priiici- 
pale di questo lavoro (teor. 1, un. 10, 80). Tratto prima la questione geonle- 
tricamente, appoggiandomi ad urlo dei miei « criteri di equivalenza » per vn- 
rietà contenute in una clata; e nella seconda parte del lavoro estendo anche, 
con opportuni accorgimenti algoritmici, il procedirnento algehrico di SISAM. 
I l  metodo geometrico da me seguito per climostiare che su la base mi- 
nima è costituita da una seziorie ipeipiana (n. 9), si pu6 applicare con lie- 
vissirne modificazioni a iiiolte altre varietà: p. e. alle varietà delle k-ple (k % 2) 
- ordinate O non - dei punti di uno spazio 5, . 

Il fatto clie la V,, che chiameienzo « varietà grassiliailniana di itidici 
(r, k) », non contença altre varietà algebriche a t - 1 dirnensioni, all'irifuori 
clelle sue intersezioni complete colle forme di S p ,  clà luogo ad una conse- 
guenza no tevole. 

Allorchè si considera la classe di tutte le trasforinate birazionali di una 
clata varietà algehrica, si possono porre in uria niedesirna sottoclasse due 
varietà che si corrisporidmo biuoivocaruente senza eecesioni .  Si presenta al- 
lora il problema di ricercare, in una riiedesiina sottoclasse, qual'è la varietà 
modello, proiettivairiente determinata, d'ordine niininio. È questo evidente- 

(*) Perb si deve avvertire che la Vt non pub niai - traniie il caso r = 3 ,  k= 1 ,  in 
cui V riducesi ad una quadrica dello S, - considerarsi corne conlpleta iiitersezione di p - t 
fornie d i  S,, e tailto meno d i  p -t  forme yuadratiche (ved. il  il. 4, Oss.). 

(++) Ueber eiîzen l iniengeometrischer~ Satz (Gotting. Nachr., 1878 ; Math. Arinaleii, Bd. XXII, 

1883). 
(M*) On ntgebraic hyperco?~ical  conv$ezes in spnce of  r d i m e n s i o n s  (Atti della R. Acc. delle 

Scieiize di Torino, V.  XLVI, 1911, pp. 481-87). 
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mente un probleina, che rientra ne1 quadro generale dei proldeini della base, 
da me altrove in più oçcasioni trattati. 

Cosi ad esempio, ne1 campo delle superficie razionali, il piano e la su- 
perficie di VERONESE appartengono alla nîedesin~a sottoclasse (di cui il piano 
è il modello ininirno), ineritre il piano ed una cjuaclrica appartengono a sot- 
toclassi distinte. 

Orbene, se si considera la sottoclasse di  tutte le varietà clle rappreseii- 
tano birazionalmeiite senza eccezioni la totalità degli S, di un S,., da1 teor. 1 
segue clle entro questa sottoclasse la varietà grassmanniana costituisce ap- 
pzcnto u n  rnodello nzinimo. Ma di più si prova che questo modello lnininzo è 

proiettivamente indiuiduato, ne1 seiiso cioè clie ogni varietà d'ordine minimo 
della sottoclasse cousiderata, la yuale sia normale (*), è proiettivamen te ideil- 
tica alla suddetta grassmariiiiana. 

Acquista cosi un senso preciso la frase: « la varieta delle rette di S,  è 
una varietà yuadratica », oppure : « la varietà delle rette di S, è una varietà 
quintica ,>, ecc. E da tutto ci6 apparisce pure che le coorditzate grassmanniane 
sono, da1 punto di vista della rappresentabilità senxa eccesioni, le coordinate 
p iù  naturali, in qua&o offrono il  modello più semplice., 

Da questo punto di vista, è indifferente scegliere corne varietà rappre- 
sentatrice uria qualunque trasformata proiettiva di Vt. D'altro canto perb la 
varietà grassmanniai~a apparisce il modello pih opportuno nelle yuestioni di 
realità, giacchè ad agni S, reale (O a due S,  cornplessi-coniugati) di 8,. cor- 
risponde un punto ieale (O una coppia di punti cornplessi-coniugati) di K .  
Si vede pure agevolmente che la è costituita da una sola falda reale, e 
che Io stesso accade della sua sezione con un generico Sp-< reale (i f x + 1, 
ove x è il iuaggiore dei due interi k, r - k - 1)  (n. 14). 

Un teorema analogo al teor. 1 vale anche per la sezione di Vt con un 
generico 8,-, (i r x). Sopra una ta1 sezione non esistono cioè altre varietà 
algebriche a t - i - 1 dimensioni, all'infuori delle sue intersezioni complete 
colle forme di S,-i (o di 8,) (n. 13). Cosi ad es.: Nello S,  - coin'è noto - 
una congruenza algebrica d i  rette, contenuta in un cornplesso lineare non 
speciale, è intersezione cornpleta di questo cornplesso con un altro (di grado 
uguale all'ordine e alla classe della congruenza); nello S,  un sistenla oo4 

(O ao3) di rette contenuto in un complesso lineare generico (O risp. in un 

(*) Cioè che non sia proiezione di una, dello stessp ordirie, appartenente ad urio spazio 
superiore a quel10 in cui essa è immersa. 
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fascio generico di cornplessi lirieüri) & intersezione coinpleta di quel coin- 
plesso (o del sisteina base del fascio) con un altro coniplesso; ecc. 

Approfondendo inaggiorinente 10 studio delle sezioiii di Vt cogli spazî 
lineari delle diverse dimeiisioni, soiio giunto a provare (nn. 13, 16): 

a)  Ch'esse sono tutte varietà norniali. 
b) Che - tranne il caso r = 3, k = 1 - esiste una ta1 diinensione 1 

del10 spazia lineare secante, per cui la varietà seziorie ha il proprio sistenia 
canonico d'ordine zero, e quindi il genere (geoinetrico = aritmetico) uguale 
ad 1. 

c) Che le varietà sezioni con spazî superiori S,+i, S,+,,.. . , 8,-, hanno 
il genere nullo, e fra esse quelle staccate da spazî di diniensione 5 p - - 1 
sono razionali, restarido dubbia in generale la razionxlità delle altre. 

d) Che la varietà sezione con un 8,-, generico è una varietà cüuoiiica, 
mentre le sezioni con spazî S,-?, 8,-, , . . . , Sp-t+, sono varietà sottocanoniclie (*). 
La deduzione di queste proprietà '- tranne quella che concerne la razio- 
nalità delle sezioni con spazî di diinensione r p - x -- 1 -, si appoggia sol- 
tanto sulla normalità della V, e su1 fatto ch'essa ha l'irregolarità superficiale 
nulla, e per base minima una sezione iperpiana. Cosicchè le proprietà stesse 
valgono in generale, per ogni varietà soddisfacente a queste condizioni. 

Indico anche un inodo per calcolare i generi delle sezioni spaziali e l'or- 
dine di V, (++*), e sviluppo cliffusaniente la cosa per k = l (n. 17). In tal caso 
la dimensione Z, cui sopra si allude, è uguale ad r - 3. Cosi ad esempio: 
La Ir; di S,  rappresentatrice delle rette di S,  ha [com'è noto (***)] per sezioni 
curvilinee, quintiche ellittiche e per sezioni sezioni spaziali superiori, varietà 

(*) Cioè tali che su ognuna di esse il sistema delle sezioni iperpiane è un sottomul- 
tiplo conveniente del sistema canonico. 

(**) L'ordine di Vt ,  essendo uguale al nuinero degli Sa che appoggiansi a t Sr-kel ge- 
nerici di Sr (n. OL), è espresso da 

1 ! 2 ! .  . . k ! t !  
( Y - k ) ! ( r - k + l ) ! .  . . r !  ' 

Cfr. SCHUBERT,  Auzahl-Bestim~nuug für lilieare Raume be1iebige.r Diînet~siot~ (Acta mathenia- 
tica, t. 8, 1886), p. 97. Vedi pure una Nota nelle Hamburger Mitth., 2 ,  1884, p. 87. 

(***) Cfr. SEGRE, Alcawe col-zsiderazioni elamenturi sull'incider~zcc di rette e pialûi nello 
spazio a quattro dinzensioni (Rendiconti del Circolo inatematico di Palermo, t. 11, 1888); CA- 
STELNUOVO, Ricerche di yeometria della retta nelEo spazio a quattro dirnensiotzi (Atti del R. Jsti- 
tuto Veneto, (y), t. II, 1891; pp. 855-901); SÇORZA, Le varietci a curve seziowi ellittiche (An- 
nali di Mateniatica, (3), t. XV, 1908, pp. 917-273), n. (il. 
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razionali; la V: di S, ,  , rappresentatrice delle rette di S,, ha per sezioni curvi- 
linee, curve canoniche del genere 8, per sezioni superficiali, superficie (rego- 
lari) con curva carionicü d'ordine zero, per sezioni tridirnensionali, varietà 
(coinpletamente regolari) di geiiere zero, ma di cui è dubbia la razionalità, 
e per sezioni superiori varletà razionali. 

Il fatto, stabilito al ri. 17, clie la forinola di postulazione di 1T, valga per 
ogni valore dell'ordine n, lascia prevedere che il minimo sisterna lineare con- 
tenetite ogni forma di ordine n+ 1, spezzata in un iperpiario di Sp ed in 
una forma d'ordine 1.2. per V,, sia sempre il sistelna di tutte le forme d'or- 
dine n + 1 per Ir,, e quindi clie ogni forma d'ordine n passante per Vt ap- 
partenga al modulo delle forme quadratiche, che definiscono 7,. Donde poi si 
trarrebbe che le relazioni quadratiche di D'OVJDIO formano un sistenia com- 
pleto di legarni tra le coordinate grassmanniane di un S,, ne1 senso ci06 che 
ogni altra funzione intera delle coordinate suddette, la quale s'annulli iden- 
ticamente quando al posto di queste coordinate si sostituiscano le loro espres- 
sioni nelle çoordinate di punto, è funzione intera di quelle forme quadra- 
tiche. In realtà io mi trattengo a dimostrare completamente questo fatto, per 
via algebrica, soltanto ne1 caso k = 1 (n. 91). 

Osserverb infine che la dimostrazione algebrica del teor. 1 permette 
anche di assegnare le condizioni cui deve soddisfare una forma P d'ordine m, 
in k +- 1 serie di r + 1 variabili, affinchè essa possa esprimersi corne forma 
d'ordine n nei determinanti di grado 3c + 1 estratti dalla matrice delle va- 
riabili: perchè ci6 accada occorre e hasta che le derivate d'ordine n - 1 
della B', rispetto alle variabili di ogni prefissata serie, si annullino identica- 
mente, quando si eguagliano le variabili di quella serie con quelle di qua- 
lunque altra (11. 40). 

$j 1. Preliminari. 

1. Lu varietà grassmanniana V, ,  d'indici ( r ,  k ) ,  è evidentemente ruzio- 
nale, giacchè pub riferirsi birazionalmente alle ( k t  1)-ple di punti tolti da 
altrettanti Sv-,-, di S,.. Inoltre essa appartiene al10 spazio Sp e non ad uno 
spazio inferiore, percliè altrimenti fra le coordinate di un S, esisterebbe al- 
meno una relxzione lineare omogenea, e l'annullarsi di certe p coordinate 
trarrebbe 17annullarsi della rimanente; mentre si posson sempre scegliere 
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k + 1 punti di Sv, per guisa che uno solo prefissu to dei miriori d'ordine h + 1 
estratti dalla matrice delle coordinate oiiiogenee di tali.punti, sia diverso da 
zero. 

2. Direnio complesso (algebrico) di S,, entro S,., un sistenia algebrico 
di sot-IS,, cioè un sistenîa clie abbia per imagine una varietà algebrica, a 
t - 1 dimensioni, appartenente a V, .  Grado n del coinplesso è il nuinero 
degli S, ch'esso ha cornuni con un fascio generico di S,  ("). La forina alge- 
brica riempita dagli S, del complesso passanti per un generico Sk-,, è un 
cono d'ordine n, avente per vertice il dato 8,-, . 

In particolare, alle sezioni iperpiane di Vt ,  rispotidono conzplessi Ei~zeari 
(O di gra.do i), e tra questi si posson poi più particolarinente considerare i 
oowplessi lineari speciali, costituiti ciascuno dagli S, che s'appoggiano a un 
dato S..-,-, . Si verifica agevolmente - sviluppando colla regolü di LAPLACE 
il determinante forïnato dalle coordinate di r - k punti indipendenti del dato 
Sv-,-, e dalle coordinate di k t  1 punti di un S, ad esso appoggiato - clle 
ogni coinplesso liueare speciale è appunto rappresentato da una sezione iper- 
piana di V* . Naturalmente trattasi di una particolare sezione ; ma, pel iiostro 
scopo, non occorre indagare in che cosa consista, geoinetricainente, questa 
particolarità. Osserviaino piuttosto che, siccome l'ordiiie m,.,, di V, uguaglia 
il numero dei punti colnuni a V* ed a t iperpiaiii indipendenti di S,, esso 
risulta anche uguale al nuinero degli S, appoggiati a t spazî S,.-,-, generici 
di S, . 

3. Couie soiio ra.pyresentati su Vt gli S, passanti per un dato punto O 
di Sv? ~ s s u m e u d o  yuesto punto coine uiio dei vertici della piraniide fonda. 
mentale delle coordinate, e individuando un S, per 0, niediante k punti del- 
l'iperpiano opposto ad O, nella piramide fondamentale, le .coordinate non 
nulle di quel10 S,  riducorisi ai minori d'ordine k estratti da una inatrice 
di r verticali e di k orizzontali, e si pub quindi affermare die  << gli S,  pas- 
saiiti per un dato punto di Sv, soiio rappresentati, sopra V,, da una varietà 
grassmanniana d'indici (r - 1, k - 1) B. 

E similmente, componendo le coordinate di un S, inediante i ininori di 
ordine r - k estratti dalla matrice delle coordinate di r - k iperpiani incli- 

(*) S'intende: col sisterna degli Sk passanti ver un Sk-, eutro un Sb+, . Si verifica su- 
bito che le coordinate ç'rassmauiiiaiie di un Sk d'un ta1 sistema, sono conibinazioni lineari 
delle coordinate di due Sk fissi del fascio. L'imagine degli Sh d'un fascio, sopra Vt , è dunque 
m a  retta. 
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pendenti, variabili in S,, si conclude che « gli S, giacenti in un dato iper- 
piano Sr- , ,  sono rappresentati, sopra q, da uria varietà grassmanniana di 
indici ( r  - 1, k) ». 

Più. in generale: gii S, passanti per um dato 8,-, (h  f k) di S,, sono 
rappresentccti sopra Vt da una grassrnaniana d'indici ( r  - 72, k - h), e quelli 
giacenti i n  u n  dato S,._, (h e r  - k-  l), da una grassmanniafia d'indici ( r  - h, k). 

È sottinteso che una grassnianniana di cui il secondo indice sia nul10 O 

inferiore di un'unità rispetto al primo, si riduce ad uno spazio lineare di punti. 
4. Ogni omografia dello spazio Sr in sè, muta un S, in un S,, per 

guisa. che le coordinate dello S, trasformato si esprimono linearmente me- 
diante le coordinate dello S, priinitivo; ed essa rispecchiasi percio in una 
oinografia di S p ,  la quale muta in sé la varietà q, che v,iene pertanto a pos- 
sedere un gruppo continu0 transitive, ad r ( r  + 2) parametri, d i  omografie. 

Da ci6 si trae clle l'intorno di ogni punto di Vt è ornograficamente eyui. 
valente ad ogni altro, e quindi, in particolare, che V* non ha punti multipli 

OSSERVAZIONE. Da1 fatto clie la varietà razionale è priva di punti mul- 
tipli segue che, non appena sia ,o 2 B t + 1, la Ir, non pub essere completa. 
intersezione di p - t forme, degli ordini m l ,  rn,, . . . , w+-~. In  cas0 contrario, 
infa tti, risultando nzi - p - 1 t 2 (p - 2) - p -- 1 2 O, le forme d' ordine 
I: mi - p - 1 staccherebbero per Vt il sistema canonico (9 e quindi Vt non sa- 
rebbe razionale. Applicando la stessa considerazione alle sezioni spaziali 
di q, e tenendo conto del teor. VIT (n. t6), che ad esse si riferisce, s'arri- 
verebbe a concltidere, più precisarnente, che Vt non è niai conipleta interse- 
zione, salvo il caso r = 3, k = 1, in cui trattasi d'una quadrica dello S,. Ma 
su questa proprietà negativa, che del resto è irrilevante pel seguito, non ci 
indugiariio ulteriormente. 

5. Secondo il n. 3, sulla i punti che rappresentano gli S,  per un 
dato 8,-,, n, fonnano una grassmanniana W, identica a quella che rappre- 
senta le rette di un  Sv-,+, . Ci gio~rerà, per gli scopi ulteriori, d'intrattenerci 
un momento su questa varietà. Essa ha la diinensione 9 ( r  - k )  ed appartiene 

ad uno spazio lineare [(l- %+ ') - 11 (**). Gli S, contenenti fi e giacenti 

(*) Cfr. SEVERI, Su C C ~ C U T E B  q~~estioa'li di postulazio.ne (Rendicoiiti del Circolo inaternatico 
di Palerino, t. XVII, 1903). Ivi veramente la cosa è provata per curve e superficie, ma 13e- 
stensione alle varietà superiori è immediata. 

(**) Per comodità tipografica si usa taloia d'indicare con [s] uno spazio linpare di diinen- 
siotie S. 
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in un dato Sr-, (per fi), corrispondendo alle rette di un dato Sv-, di 8,-,+,, 
hanno per imagini su W i punti di una varietà NT', di dimensione 9 ( r  - k - 1 ) ,  

appartenente ad uno spazio [(' - ,+ ') - 11, talchè gli iperpiani di S,, chc 

contengono qualcuna delle aoVpk+' W', a.ppartenenti ad una data W, dipendono 

al pi& da p - ( r - t + l ) + ( r - k + l ) = p -  (T ? k,  + parametri. 

Ora, se k <  r - 9, questo nulnero risulta sempre minore di p, sicc,hè gli 
iperpiani considerati non sono tutti gl'iperpiani di 8,. Uno di quegli iper- 
piani stacca su V, una sezione, imagine d'un complesso lineare tale, clie fra 
gli 8, del complesso, passanti per n, vi sono quelli che rietnpiono un certo 
iperpiano di Sv. Si conclude pertanto che: 

Un cow~plesso lineare, i l  quale contenga tutti g l i  S, che pnssano per ztn 

dato 8,-, dello S,, e che giacciono i n  u n  dato iperpiano (uscente da quel10 8,-,), 
è un  convplesso particolare. 

Questa conclusione vale anche ne1 caso, sopra escluso, in eui k = r - B 
Invero allora W è una quadrica dello S ,  e W' un piano di questa quadrica. 
Uri iperpiano di S, che contenga un piano di IV è tangente alla quadrica, 
e contiene in conseguenza infiniti piani di W. Sicchè, anche in ta1 caso, gli 
8,-, passanti per gli m3 piani di W sono ineno che wp. 

6. Tra i cotnplessi di grado n, vi sono quelli che hanno per iniagini 
le sezioni di V, colle forme d'ordine lz dello S,,, cioè quelli ra.ppreserita11ili 
in S, con una sola equazione di grado n, fra le coordinate grassmanniaue. 
Orbene, noi dimostreremo che: 

1. Ogni complesso algebrico di spazi S, nello S,, è ruppresentabile com- 
pletamente mediante zcna sola equazione nelle coordinate grassrnanniane. 

In altri termini provereino che ogni vnrietd algebrica a t - 1 dimensioni, 
appartenente ad una grassnzanniana V,, è intersexione cowzplatn di Vt con wcc 

. forma del suo spaxio. 

S 2. Dimostrazione geometrica del teorema fondamentale. 
Proprietà delle sezioni spaziali di  V, . 

7 .  EQUAZIONE DI UN COMPLESSO IN COORDINATE DI PUNTI. Diremo che più 
punti di S, sono coftiztgati rispetto ad un dato complesso r ,  di grado n 2 1, 
quando essi stanno sopra. un medesimo S, del coinplesso. 
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Le ( h  + 1)-ple di punti coniugati, delle quali faccia parte una k-pla ge- 
nericninei~ le Iisssta in S,, stanno tutte (n. 8) in uria ben de terminata forma 
conica d'ordine n, che ha per vertice 10 Sb-, individuato da quella kpla. Se 
f (&") = O (*) è l'equazione di questo cono in coordinate omogenee ~ f ' , .  . . , x?' 
di punto, i coefficienti di f risulteranno funziorii alçebriclie ad un valore, e 
quindi funzioni razionali, dei gruppi di k punti x'",.. ., x'"), variabili in S,.  
Introduccrido l'oliiogeneità anche nelle coordinate di questi punti variabili, 
l'eqi~azione considerata si ridurrà alla forma 

O ,  corne scriveremo brevemente : P (x''), dl),. . . , x'")) = 0, ove P è siinbolo di 
un  polinoniio oinogeneo in ciascuna serie di variabili. 

La F= O espriine la condizione di coniugio, rispetto ad x, di k + 1 
pun ti do), . . . , x',) , - e poichè tale condizione è simmetrica rispetto ai punti 
stessi, cos1 la P deve risultare d'ordine n in ciascuna serie di varialdi, si 
che anzi fissati comunque k dei k + l punt,i w'", . . . , x'"), essa rappresenti 
senipre un con0 d'ordine n, avente il vertice nello 8,-, congiungente i punti 
fissati. 

Osserviamo di passaggio che la nozione di punti coniugati rispetto ad 
un complesso cc, si pu6 ovviamente estendere, chiamando coniugati due spazî 
Sk-,., Sipl (i = 2, 3 ,..., k) quando sono congiunti da (almeno) un S, di K. 

Si vede subito che « gli 8%-, cotiiugati di un generico formano, entro S,., 
un complesso di grado n », ed inoltre che « fra questi S,-, , quelli che giac 
ciono in un dato 8,-,+,-, , forinano ivi un complesso di grado n S. 

Risulta pure senz'altro, da quanto precede, che il fatto clie la forma. 
F = O rappresenti un complesso di S,, epzcivale algebricaniente a ci6 : che le 
derivate di ordine n - 1 della P, rispetto alle variabili di una qualunque 
serie, si annullino identicamente quando le varia.bili della serie considerats 
s'identificano colle variabili (degli stessi indici) di uria qualsiasi delle k serie 
riinanenti (**). 

8. INESISTENZA DI COMPLESSI DI GRADO ZERO. Tutto quanto s'è esposto 
ne1 n.O prec. pogçia sull'ipotesi che vi sia qualche S, del dato coniplesso cc, 

(*) Indicheremo con x(O) il punto di coordinate xt), . . . , z?) e con f (do)) una forma nelle 
coordinate stesse. 

("*) Se 12 = 1, si dovrà esigere che P s i  atinulli identicamente, allorchè s'identificano le 
variabili di due serie qualunque. 
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che appartenga ad un qualunque fascio di S,. Potrebbe perb sorgere il dubbio 
che non ogni complesso soddisfacesse a questa condizione. Per rendere corn- 
pletamente rigorose le deduzioni ulteriori, occorre appunto provare che nota 
pmd esistere un colnplesso di grado zero, cioè un sistema, a, CO"-' di S, ,  tale 
che in un fascio generico di S, non vi sia alcun S, di a. 

È chiaro anzitutto clle gli S, (k 2 1) di a debbono rieinpire 10 spazio 
ambiente Sv, perchè se essi riempissero una varietà IIIb ad h < r diinensioni, 
per un punto generico P di M ,  passerebbero XJ~-'-~+'' spazi S, di cc, i quali 
dovrebbero giacere tutti sullo S, tangente ad N, in P. Ora in questo S ,  gli S,  
passanti per P diperidono da k (h - k) parametri, numero clie risulta infe- 
riore a t - 1 - h + k. 

È dunque assurdo ammettere che gli S, di a non invadano 8,. 
Cib posto, suppongasi dimostrata la proprietà da stabilirsi per i corn- 

plessi di spazi 8,-, entro Sv-,. Fissato un punto generico P di S,  e un iper- 
piano i~, non contenente P, ogni S, di a, pcr P, segna un 8,-, su 7 ~ .  Entro n 

si avranno in ta1 modo oot--'-"+" spazi 8,-,, formanti ivi un coniplesso tc ; e 
per eib che si è arninesso, vi sa r i  un nurnero finito > 0, di spazi di cl ap- 
partenenti ad un fascio generico di 8,-, , entro 7i .  Proiettando da P, ne de- 
riverà la proprietà analoga per a. 

Sarerno ridotti pertanto a provare che il teorerna è ver0 pei coinplessi 
di rette di uno spazio S, (d = r - k +  2). Ora questo risulta subito dall'os- 
servazione gi i  fatta che le rette di un ta1 complesso debborio invadere S,, 
siccliè quelle che passano per un punto generico P di S, sono w"-\ e riein- 
piono percib una forma conica, la quale è tagliata in un riuniero finito > O  
di generatrici da un fascio generico di rette col centro in P. 

OSSERVAZIONE. È appena necessario di avrertire che il fascio di S, con 
cui si s e p  il dato complesso a, potrà benissitno per particolari posizioni gia- 
cere interatnerite in a, ma che mai esso potrà non avere cjualche S,  comune 
col dato coinplesso. 

9. LA BASE MINIMA DELLE VARIETÀ A t - 1 DIMENSIONI CONSENUTE TK V,. 
Dimostreremo ora che : 

Sulla V,,  le varieth algebrichc! a t - 2 ditnensioni, imagini dei complessi 
di grado n, si distribuiscono in un sol sistema lineare. 

Conîit~ciamo percib a costruire sulla V un sisteina x, sot-' di rette, avente 
l'indice 1 ,  cioè tale che per un punto generico di V passi u n a  sola retta di z. 

Uri sisteina siffatto s'ottiene subito p. e. ne1 modo seguente: 
Nello S, si fissi un punto O ed un iperpiano w, clie non si apparten- 
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gano, e si consideririo i fasci di S, che hantio 10 8,-,-asse su w e lo X,+,-so- 
stegno passante per 0. È ben chiaro che un S, generico di Sv appartiene 
ad uno solo di taJi fasci, cosiccliè questi Ilanno appunto per ituiagini sopra 
Voot--' rette, formanti ut1 sistema )=, d'indice 1 (*). 

Verificliiamo facilmente che il sistelna non ammette varietic fondasten- 
tnli a t - 1 dime~zsioni; cioè varietà die  noil siano tagliate in puriti varia- 
bili da una retta variabile di x. Invero, poichè le rette di x, com'è evidente, 
non hanrio punti fissi coriiuni, se esistesse una tale varietà fo~idaiiientale, 
esisterebbe in Sr un colnplesso di S, non avente comune alcun S, con ut1 fascio 
generico appartenente al sistema sopra definito ; il clle è assurdo (n. 8, Oss.). 

Cid premesso, consideriamo due coinplessi a, p dello stesso grado n. Le 
varietà i~nagini A, B tagliano sopra una retta .u di I: due gruppi a, b di n 
punti. E poiehè a, b sono equivalenti sulla .u, cosi ne segue (**), clie le A, B 
sono equivalenti sulla, V. 

OSSERVAZIONE. Prendendo corne varietà B la sezione di V, con una forma 
d'ordine n, il risultato stabilito pub enuiîciarsi ilel modo seguente: 

L'ordine m di urza yualunque varietà A, a t - 1 dimensioni, traccinta 
su V,, è multiplo dell'ordine n,., d i  Pt (m = n . w*.~) e la A eyuivale semnpre 
ad un tnultiplo (secondo n) di ana sesione iperpiasza d i  V,. 

In altri termini: La base minima (***) delle vurieta a t - 1 dimensioni 
appartenenti ct V, è costitmita da una sexione iperpiana. 

(*) 11 sistema :, pub anche definirsi, sopra V, corne i l  sistema, delle rette di V appog- 
giate alla grassmanniana M*-r- , rappresentatrice degli SA- di o, e alla grassmaniiiana Nt-,-+&, 
rappresentatrice degli SI, per 0. 

(**) Se due varietà A, B, appartenenti a Vt ,  staccano gruppi equivalenti sulle curve di 
un sisterna Z d'indice v ,  le v A, u B sono equivalenti O differiscono per varietà fondamentali 
di 2. Vedi SEVERI, Alcune relazioni d i  equivalenza t ra  gruppi d i  puvzti d 'una  curva algebrica 
O tua curve d i  u n a  superficie (Atti del R. Istituto Veneto, t. LXX, 1911, pp. 373-388), n. 4. 
Per comodità del lettore, faccio qui il breve ragioiiamento che conviene a l  caso particolare 
del testo. Fissati tre iperpiaiii generici in Se , mediante la terna dei punti da essi staccati sopra 
una retta u di Z, resta su questa fissato razionalmente un sistema di coordinate proiettive. 
Siano a , ,  % ,  . . . , an  le coordinate proiettive dei punti di a e b,, b , ,  . . . , b, le coordinate 

proiettive dei punti di 6. Allora la funzione (x - a,) (x - a,) . . . (x - a,) ove x è la coordi- 
( x -  b,) (x- b g ) .  . . (x- bn) ' 

nata proiettiva di un punto variabile sopra u, al variare di zt entro Z, risulta funzione ra- 
zionale del punto variabile sopra VC.  Essa diviene infinita (di 1 . O  ordine) lungo B e nulla 
(di 1 . O  ordine) lungo A. 

(**3 Cfr. pel concetto di base minima : SEVERI, L a  base kziwza pour ta totalité des cowbes 
tracées sztr u n e  surface algébrique (Annales de 1'É;cole Norm, de Paris, (3), t. XXV, 1908, 
pp. 449-468). 
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10. COMPLETEZZA DEI  SISTEMI LINEAHI  STACCATI SU DALLE FOHME DEL 

S U 0  SPAZIO. D~MOSTRAZIONE GEOMETHlCA DEL TEOREMA FONDAMENTALE. Per &- 
bilire il teorema 1 basterà orinai provare che sulla V, le forme d'un ordine 
arbitrario n, del20 spmio SC, staccano un sistema lineare completo. Le consi- 
derazioni svolte ne1 n. 7 ci mostrano anzitutto ehe il nuaiero delle condi- 
zioni (lineari) indipendeiiti cui debbono soddisfare i coeficienti della forma. F, 
affinchè P = O  rappresenti un coinplesso di grado n, è funzione (razionale) 
soltanto di n, r ,  k ;  siccliè anche l'infinità dei cornplessi di dato grado TL, 

cioè la dimensione del sistenia lineare cowzpleto, che contiene (O coincide con) 
quel10 staccato su 1', dalle forme d'ordine n, risulterà, qualuilque sia n, una 
certa funzione razionale rg (n, r, k).  

È poi cliiaro che il nuinero delle condizioni affinchè una F si possa porre 
sotto forma di un polinoinio oiiiogeneo di grado n, nelle coordinate grass- 
manniane di un S,, è pur funzione razionale delle sole n, r, k; e quindi la 
dimensione del sistema - forse parziale - staccato su Vt dalle forme d'or- 
dine n, risulterà anch'essa. una funzione razionale di 12, r, k: $ (n, t-, k) .  

Ora, poichè è priva di punti inultipli (n. 4), il teoreina da diinostrarsi 
è vero per n t  1, ove 1 è un conveniente intero (*), per modo che, quando 
n? 1 ,  le due funzioni y e $ s'ideiitificano. Ci6 significa insomma clie l'equü- 
zione algebrica in lz, rp = 11, è soddisfatta, coinunque siano dati r ,  k, per in- 
finiti valori di n (2 l ) ,  e yuindi ch'essa è un'identità in n, r ,  1;. Questo prova, 
come volevasi, che le forme di un ordine qualunque n staccano su V* un 
sisteina lineare completo. 

OSSERVAZIO~E. Si rileverà Che, in particolare, per n = 1 ,  il teorema ora 
diinostrato ci dice che la varietà Vt 6 norntale. 

11. CONFHONTO FRA LE VARIETÀ 1 CUI PUNTI RAPPRESENTAXO SENZA EC- 

CEZIONI GLI S, DI UN 8,. Sia V', un'altra varielà, normale in.un certo sprizio S,, 
i cui punti rappreseutino biunivocaiiiente, sema aleuna eccezione (corne quelli 
di VJ gli S, di 8,. Nascerà üllora tra V, V' una corrispondeiiza birazioilale, 
seriza eccezioni, chiamando oniologhi due punti di 7, V' ilnasini del niede- 
simo 8,. Al sistenia delle seziorii iperpiane di V' corrisponderà su V u n  si- 
stema lineare completo, senxcc yunli base. In forza dei teoremi dei n.' 9, 10, 
questo sistema coinciderà con quel10 staccato s u  V dalle forme di uu certo 
ordine n (': 1) del10 spazio S,.; e, se n. = 1, il che accadrà allora e solo al- 

(*) Cfr. SEVERI, Fo~rlamenti pev l a  geonmetria sulle vari& algebriche (Rendiconti del Cir- 
colo mat. di Palerrno, t. XXVIII, 1909), n. 9. 
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lora che le V, V' abbiano lo stesso ordine (e sia in conseguenza d = p), le 
V, V' risulteranno omografiche. Dunque : 

II. Rra tutte le varieta i cui punti rappresentano biunivocamente senza 
eccezioni, gli  S, d i  un  Sr, i l  modello grussmunniano è puello d i  ordine rni- 
nimo. Ogni ultra varietà rappresentatrice normale, di ordifie rnininzo, è m a  
Irasfortnata omografica d i  V* . 

12. SISTEMI DI 8, CONTENUTI IN UN COMPLESSO LINEARE. Considerazioni 
analoghe a quelle svolte per la. varietà Vt si possono fare intorno alla se- 
zione iperpiana WC-, di V,. Anzitutto proviamo che W è razionale. 

Riprendianio percib a considerare il sistema di rette di Ir,, definito 
al n. 9. Basterà stabilire la razionalità di x, giacchè i punti di IV sono biu- 
nivocamente riferiti alle rette di x. 

Ora, nello Sv, la varietà dei fasci di S,, clie hanno lo 8,-,-asse su o 
e lo Sb+,-sostegno passante per 0, è birazionalmente identica alla varietà 
delle coppie punto-8,-, , formate con un punto di un dato 8,-,-, e con 
un Sk-, di w, cioè, in ultima analisi, alla varietà razionale delle ( k t  1)-ple 
di punti tolti rispettivamente da un 8,-,-, e da k spazî Sv-, dati. 

Si pub anche definire, entro W, un sistema E l ,  d'indice 1, costituito da 
OO'-~ rette, ne1 modo seguente : Si fissi in S, un iperpiano w ed una retta n 
generica e si considerino i fasci d i  S,, appartenenti al complesso lirieare vu, 
ehe ha per imagine W, i quali hanno lo 8,-,-asse su w e Io S,+,-sostegno 
aypoggiato ad n. Il sistema Z , ,  delle rette imagini di yuesti fasci, è preci- 
samente tale che per un punto generico di W passa una sola retta di E l .  
l? inoltre cliiaro che il sistema El non ha punti base. 

Pub esistere in W una varietà JIt-, fondamentale pel sistema E l ,  cioè 
tale che una retta generica di Z, non iricontri affatto M ?  Bisognerà ricercare 
se ne1 coinplesso lineare vu possa esistere un sistema m, w"~, di S,, tale 
clle un fascio generico di S,, appartenente a tu, non abbia in conîune con m 

alcuri elemento ; çiaccliè, in caso contrario, m avrebbe sempre in coinune 
qualche eleniento con un  fascio qualsiasi contenuto in w, e quindi, in par- 
ticolare, coi fasci sopra definiti. La questione che ora ci si affaccia, è l'analoga 
di quella già risoluta al n. 8 pel sisteina x. 

Ragionando corne al n. 8, si vede intanto che, se gli S, di un sistema 
oot+, m, non rieinpiono lo spazio S,, ma sibbene una varietà di dirnensione 
h (G r - l) ,  deve aver luogo la disuguaglianza : 

k(7t-k)&t-2-h+k,  cioè: ( k + l ) ( r - 1 z ) r 8 ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



102 Severi: Sulla varieta che rappreseata yli qazZ subordimti 

la quale, per k > 1, non è mai soddisfattü, e per k = 1 10 è soltanto quando 
sia h = r - 1 .  

Ora, ne1 caso k = 1, se un sisterna +n di ao"' rette, contenute in ru, in- 
vade 10 spazio S,, per un punto generico P di S,. passa yualclie rettü di nh, 
e quindi precisainente CQ"-"-"+' ; e (peste rette riempiono un coiio ad 
r - 8 diniensioni, il quale sta nell.'iperpiano cui appartengono le rette di w 
passanti per P. Siccliè, riell'ipotesi considerata, rn ha comune qualche retta 
con ogni fascio appartenente a W .  

Che se poi, sempre ne1 caso k = 1, m riempie una forma H, questa è 
necessariamente un insieine di un nuinero finito (*) di iperpiani, percliè per 
ogni punto di H passano m'-"ette, che debbono stare sull'iperpiano tan- 
gente ad H in quel purito. Si conclude pertanto che, in ta1 caso, il coniplesso PU 
è particolare, percliè contiene degli Sv-, rigati (n. 5). 

Proviamo infine Che, pur ne1 caso k > 1, il fatto ecceziotiale richiesto 
si pu6 presentare soltanto quando il complèsso w sia particolare. Fissato 
invero un punto generico Pl, del10 Sr, per esso passeranno mk2  "-"' spazî 
di rn, i quali, se h -  1 > 1, dovranno ancora invadere tutto lo S,, perchè 
essi staccano sopra un generico iperpiano un sistema cd-"t' = k (r - h)]  
di 8,-, . Preso un altro punto generico P, , per esso passeranno percib CQ~-~-~('-") 
spazî di m, i quali, se k - 8 > 1, dovranno invadere tutto 10 Sv, perchè stac- 
Cano sopra un generico Sv-, un sistema ootoB[t" = (k  - 1) ( r  - k)] di 8,-, . 
Cosi proseguendo, si arriva a. fissare in Sr un gruppo (P,, P, ,..., Pk-,) di 
k - 1 punti generici, pei quali passano mVr-"-') spazî di m formanti un si- 
stema che indicheremo con Z. 

Ora, per l'ipotesi che m sia un sisteina eccezionale, ne1 senso spiegato, 
per un punto generico di Sv non deve più passare alcun 8, di Z, percliè al- 
trinienti per un generico 8,-,, passerebbero ~ ~ - ~ - \ p a z î  di m, situati sull'iper- 
piano del complesso rv, individuato dall'Sk-,, e quindi un fascio appartenente 
a lu, avrebbe sempre yualclie S, comune con m. Cosiccliè il sistema lîa stac- 
cherà sopra un 8,-,+, generico un sistema di rette, distribuite in un nu- 
mero finito di s,.-,, e quindi gli S, di iE saranno distribuiti in un nuniero 
finito di iperpiani passanti per (P,, P,, . . . , P,-,). Ne consegue che il coin- 
plesso w è particolare (n. 5) (**). 

(*) O di un numero inBnito, ma discreto, se il sistema m non è algebrico. 
(Sn) Se p. es. n, fosse, un coniplesso lineare speciale ( r i .  8) di asse 62, esso conterrebbe 

effettivamente varietà eccezioilali del tipo nz. Una ta1 varietà sarebbe data ad es. dall'insieme 
degli S k  appoggiati secondo rette ad un dato Sr-r per Q. 
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Applicando allora alla varietà W il ragionamento del n. 9, si conclude 
che : 

L a  base minima, entro u n  complesso lineare generale d i  spa8.î. S,, è data 
dalla sezione d i  esso con zcn altro complesso lineare. 

Se poi si avverte: 
1.O) che la varietà W, sezione iperpiana generica di V, non ha punti 

multipli ; 
8.') che la dimensione dell'unico sistema lineare complet0 format0 

entro ru dai sistemi oot--", aventi i n  comune un dato numero n di spazi S, 
con ogni fascio di S, contenuto in nr, non pub essere funzione se non di 

92, r, k ;  
3.O) che d'altra parte la diinensione del sisteina lineare staccato su W 

delle forme d'ordine n di S,., essendo espressa da 

(KA, r ,  k )  - (n- 1, Y ,  k )  - 1 

(ove p, è la funzione considerata a.1 n. I O ) ,  dipende anch'essa soltanto da n,  
r,  k,  si conclude, corne al n. 10, che << sopra W non ci sono che intersezioni 
complete », cioè che: 

III. Ogni sistema algebrico o~'~+l)('-~'-~ di S,, appartenente ad u n  corn- 
plesso lineare generale; è rappresentabile compiutamente con ulza sola equnzione 
nelle coordinate grassmanniane (oltre, beninteso, a quellu del complesso). 

~ S S E R V A Z I O N E .  È orrnai chiaro che anche per le varietà rappresentatrici 
di un complesso lineare generale vale un teorerua analoço al II. 

13. PROPRIETA DEI SI STEM^ DI S, CHE HANNO PER IMAGINI LE SEZIONI DI 

V, cos S P A Z ~  LINEARI. Consideriamo ora le sezioni di K cogli sspazî lineari 
di diinensione p - 8, p - 3, ecc, 

Indichiamo con W'" la varietà, di dimensione t - i, sezione di V* con 
uno spazio lineare yenerico S+, e con ni'" il sistema di S,, di cui essa è 
imagine. Supposto i r r - k - 1, si pub costruire, ne1 modo seçuente, entro 
W(')? un sistema Ei di rette, tale che per un punto di W'') passi una sola 
retta del sistema. 

Si fissi genericamente in S, un iperpiano (U ed uno spazio n, ad i di- 
mensioni, e si considerino i fasci di S,, che nppartengono a di) e che hanno 
Io 8,-,-asse su o, e 10 Sk+,-sostegno appoggiato in un punto ad a. Dato 
un S, di IV(", questo sega w in un 8,-,, e g1.i S,  di HI'", passanti per tale 
8,-, , riempiono un S,.-,, che appoggiasi in un punto ad a. Questo punto, 
congiunto col dato S,, d i  luogo ad un S,+,, sostegno di un fascio di S,, ap- 
partenente a IV( ' )  e conteilente il dato S,. 
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Un'analisi analoga a quella. svolta difiusainente ne1 caso i = 1 e clle 
omettianio, perchè dovremmo addentrarci in una discussione ~i~inuziosissima, 
clle non offrirebbe gran che di concettualmente nuovo, prova che in W'" 
non esistono varietà a t - i - 1 dimensioni, fondamentali pel sistema xi (*), 
siccliC si pub, conle al solito, affermare clie una sezione iperpiann costit.uisce 
sopra WC" la base minima, e che le forme di un ordine c~ualunque staccaiîo 
sopra W'i) un sistema coiiipleto. 

Cib vale per i G r - k - 1. Ma se k > r  - k - 1, la c,oilclusione a cui 
siamo pervenuti vale anche per i 6 k. Basta infatti osservare d ie  la varietà 
grass~iianniana d'indici ( r ,  k) è oiiiograficaniente equivalente alla grassuian- 
niana. d'indici (r, r - k - 1), giacchè dalla totalità degli S, cli 8,. si passa alla 
totalità degli Sv-,-, di 8,., niediailte una reciprocità. clello spazio, la quale 
muta un coinplesso liiieare di S, in un complesso lineare di Sv-,-,. Si pub 
dunque enunciare: 

IV. Entro u n  sistema oot--", w'", d i  S, (i 6 X, ove x è i l  qnnggiore dei 
dqhe interi k ,  r - k - 11, che sia base per un yenarico sistenta litteare CO-' di 
complessi lineari, non esistono altri sistemi a7gebrici  CO'-^ ', ccl17infuori delle 
intersezioni cornplete d i  ru"' coi cornplessi dei vari gradi. 

Aggiungeremo che oyni sistema 00'-"di S,, base per u n  sistema lineare 
mi-' di  conzplessi litceari (i  G X + l), è razionale. . 

Invero, appena sia dimostrata la cosa per i = j, ne segue per i = j - 1, 
giacchè la  varietà W(.'-", avendo le sezioni iperpiane W(.i) razioriali, e con- 
tenendo inoltre un sisterula zjp1, d'indice 1, di rette, risultn. biraziorialmente 
identica alla varietà delle coppie di punti tolti risp. da un S,, e da uiia 
retta. Che poi il teorema sia vero per i = r - k,  risuita s u k t o  da ci& che 
gli 8, di un sistenia ru(''-" risultano in corrispondenzn biunivoca colle loro 
traccie sopra un dato iperpinno di S,, in yuanto appunto per un 8,-, di S, 
passa un  solo S,  di YU("-"). 

(*) Cosi ad es. ne1 cas0 i= 8 ci si trova a dover caratterizzare, i n  base alla disugua- 
glianza (k + 1) (r - h) G 3, che è soddisfatta per k = 2, h = r - 1, oppure k = 1, h = r - 1, 
una forma di S r ,  contenente 0 0 ~ ( ( ' - ~ )  piani od una forma contenente ao2r-5 rette. Quanto alla 
prima, si vede subito, in modo analogo a quel che s'è fatto per a = 1, ch'essa è costituita 
da un numero finito d'iperpiani; quant0 alla seconda, si risponde mediante la proposizione 
seguente: Ogni forma irriducibile di Sr, codenente mzv-5 rette, O è wna quarlrica O u n  sistenza 
aol d i  Sr-% [Cfr. SEVERI ,  I n t o w ~ o  ai pun t i  doppi imwpropri d i  uma superficie gemwale, ecc. 
(Rend. del Circolo mat. di Palermo, t. XV, 1901), n. IO]. Veramente nella mia Yota citata, 
il teorema si trova per r = 4; ma il ragionamento si  estende subito. 
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L'identità proiettiva delle grassmanniane d'indici (r, k) ed (T, r - k - 1) 
prova infine che si pub far crescere i fino al maggiore dei due interi k+l ,  r- k. 

In particolare, da1 teorema IV si trae che la sezione di con un ge- 
nerico Sp-i (i 5 X )  è una varietil normale. Orbene, questa proprietà delle se- 
zioni spaziali di Vt, vale indipendentemente da1 vincolo i 5 X, cioè: 

La sezione di  Vt con un0 spasio lineare gemerico, di dirnensione qualwnque, 
è una varieta normale. 

Ci& segue come corollario iminediato di una proprietà da me altrove di- 
mostrata (*) per le varietà Mt a irregolarità superficiale nulla (cioè prive di 
sistemi continui completi non lineari di Mi-,), qual'è appunto la varietà ra- 
zionale V,. 

14. QUESTIONI DI HEALITÀ. Nella rappresentazione grasmanniana degli S, 
di S,, ogrii S, reale è evidentemente rappresentato da un punto reale e due S, 
co~nplessi-coniugati, da due punti cotnplessi-coniugati di K; e quindi ad un 
punto reale di Vt non pub che corrispondere u n  S, reale di S,.. 

Cib posto, si vede facilmente che è costituita da uiia sola f d d a  renle, 
ne1 senso cioè che due punti reali qualunque di Vz si possono sempre con- 
giungere con un cainmino continuo reale, tutto giacente in V + .  E invero, dati 
in S, due Sk reali, si possono p. es. considerare k + 1 rette a,, a , ,  . . . , a,, che 
congiunçano k + 1 punti rea.li indipendenti Po, P, ,. . . , P, di uno degli S, dati, 
ordinatamente con k + 1 punti reali iridipendenti Q,, Q, , . . . , Q,, dell'altro. 
Fissata poi una (k + 1)-pla. di punti reali R,,, R I , .  . . , R,, tolti genericarnente 
da a , ,  a , ,  . . . , a,, si ponga fra le rette a,, aj (i, j = 0, 1 , .  . . , k) la proietti- 

vit& (Pi Qi Ri). Una (k + 1)-pla variabile di punti reali, ornologhi in qiieste 
Pj Q j  R,i, 

proiettività, sarà congiunta da un S, reale, il quale descrive un sisteina con- 
tinuo coi contenente i due dati s,. 

L'analoga proprietà vale anche per la sezione IVi> di Vt con Lin S,,-i 
reale (i 4 ;! + 1). Proviaino anzitutto la cosa per i = r - k. Fissati due 8, 
reali, a ,  p, del sistema vu"-"', che ha per imagine W+", e e n  generico iper- 
piano reale a di S,., in forsa di quanto precede, gli Sk-, traccie di cc, p su n, 
potrailno sempre esser u congiunti B da un sistelna continuo reale ooi di 8,-,. 
Da ognuno di questi 8,-, esce u n  S, reale di ru"'-", e il luogo di questi S, 
è appunto un sisteina continuo ooi contenente a,  P. Si passa quindi da i=r-k 
ad i = r - k - 1, ecc.; ed in generale da i = j ad i = j - 1, osservando che 

(*) Fo.ndamenti per la geornetria sulle varietà algebriche (citata), un. 24 e 17. 
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W(j-') contiene il sistema &-, di rette reali, e d i  per sezione, con un iper- 
piano reale, una varietà W"', formata d'una sola falda reale. Si conclude 
dunque che: 

V. L3 varieta grassunanniana V* è costituita da una sola falda reale 
ed è tagliata da un Sp-; rede ( i  f x + 1) secondo una varieta reale, costituita 
pure da una solo falda. 

15. RAPPKESENTAZIONE PARAMETIXICA DELLA V,. Una rappresentazione 
birazionale assai semplice della V, su di uno spazio S,, si ottieiie ne1 modo 
seguente : 

Si ricordi che fissate (k + 1) (r  - k )  + 1 (= t + 1) delle coordinate grass- 
manniane di un S,, e siano p. es. il determinante y, delle prime k + l co- 
lonne tolte dalla matrice delle coordinate oiiîogenee di k f l punti di S,., ed 
i determinanti y,, y,, . . . , y,, ciascuno dei qiiali ha h colonne coinuni col 
precedente, le altre coordinate dello S,, finchè sia y ,  =J= O, si espriniono ra- 
zioilalmente inediante y,, y, , .  . . , y ,  (*). E viceversa, dato lo s,, restano in- 
dividuati i valori delle y (a rneno, beninteso, d'un fattore d i  proporziona- 

- Y. lità). Sicchè, ponendo z i - I  (i -= 1,. . . , t ) ,  e indicando con u,, u,, . . . , u, 
Y0 

le coordinate omogenee di un punto dello S,, dalle espressioni cui si è al- 
luso, seguono le formole clie dànno le coordinate non omogenee v ,  , v,, . . . , ap 

Mi di un punto di V, (ove si è posto vi = - ed uo = y,, zc, =y, ,. .. , zc, = y,), mine 
uo 

funzioni razioriali invertibili delle coordinate non omogenee z,  , . . . , z, di un 
punto d'un 8,. È cliiaro che la rapprssentazione ottenuta si lascia interpre- 
tare geometricamente come la proiezione di V, sopra Io 8,: u,,, = . . . = up=O, 
dallo spazio Sp-,-, : uo = u, = . . . = zc, = O. Dunque : 

Essistono, nello spazio S,, spazi Sp-t-i tali, che d a  uîto d i  essi la V, pro- 
iettosi univocamente sopra uno spnzio s,. 

Riducendo a forma intera le p - t relazioni che esprimono le 21 inediante 
le z - cioè mediante le v,, v,, . . . , 9, - e introducendo le coordinate omo- 
genee u, si hanno le equazioni di altrettante forme - di cui alcune qua- 
dratiche, altre cubiche, ecc. - passanti per V e segaritisi altrove secondo uns  
varietà M. E poichè i punti della completa intersezione V t X ,  pei yuali u,=I=O, 
appartengono a V, cosi la Jl dovrà giacere sull'iperpiano u, = O .  Ci6 è ben 
d'accord0 con quanto si vedrl ne1 n.O successive. 

-- 

(*) BERTIN~, op. cit., p. 38. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(Ci data diwensione, imtnersi i n  uno spazio lineal-e. 1 07 

Volendo illustrare in un caso concret0 le considerazioni gerierali sopra 
esposte, ci riferiremo all'ipotesi r = 4, k =; 1. Chiaiiiüti (a,, x , ,  z2, x 3 ,  s4), 
(yo, yl , yz , y,, y,) due punti di S , ,  e posto pik = si gk - xk yi, la V6 risulta 
intersezione cornpleta delle 5 quadriche seguenti, che, coine subito si veri- 
fica, sono linearinente indipendeilti : 

Risolvendo le prime tre equazioni rispetto a pz,, pz,, p,,, s7 ottiene la 
rappresentazione parametrica di V, sullo spazio S,  (X,, X I ,  A,, 1,' À,, 1,): 

Le p - t forme, di cui parlavarno in generale, sono appunto attualrnente 
le fo = O, f ,  = O, f, = O, le quali si tagliauo, fuori di V 6 ,  in una AI,, del 3 O  or- 
dine, appartenente all'iperyiano p,, = O. Si ritrova cosi che le sezioni curvi- 
linee di V, sono quintiche ellitticlie riormali, ecc., ecc. 

La rappresentazione suddetta pub interpretarsi come la proiezione di V, 
da1 piano p,, = pl, = po, = pI3 = poZ = po4 = pl, = O, sullo spazio S, 

Si osserverà anzi che, ne1 caso attuale, il centro di proiezione giace intera- 
mente sopra V , .  

16. PROPRTETÀ DELLE SEZIONI SPAZIALI DI V*. Per ottenere altre pro- 
prietà delle sezioni spaziali di V, e più precisamente di quelle prodotte da 
spazi Spei, ove i sorpassi il limite x + 1 corisiderato ne1 11. 13, diinostrerenio 
il teorema generale seguen te : 

VI. Se V, è 2ma pualunque zrarietà, d'irregolarità superficiale nulla, 
priva di punti wultipli in uno spaaio Sp, su11a quale una sezione iperpiuna 
generica costitwisccc la base minima, per la sezione d i  V, con un generico 
Sp-i (i = 0, 1 ,  . . . , t - 1 ) ,  si presentano soltanto le alternative seguenti: 

a )  Il szao genere geometrico è nullo. 
b)  Il swo genere geometrico è uguale ad 1 ed i l  swo sistemcl. canonico 

è d'ordine zero, 
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c) Essa è una varietà canonica O sottocanonica (cioè le sue seziorii 
iperpiane sono varietà del sistema canonico O sottoinultiple di tali varietà). 

Il teorerna,per quel che concerne Vt, è pressochè evidente, in quanto, se V ,  
ha il genere geometrico > O  ed il sistema canonico d'ordiiie >O,  una sua 
varietà canonica R equivarrà ad un multiplo, p. es. secondo 1, della sezione 
iperpiana A, che forma la base niiniina. L'ipotesi che l'irregolarità superfi- 
ciale di Vt sia nulla, è perb essenziale per questa deduzione, chè altrinienti 
si potrebbe dire soltanto che K e 1 A sono « algebricarnente equivalenti P. Si os- 
serverà inoltre che la Vt dovrà essere priva di varietà eccezionali di 1." syecie, 
perchè, in caso diverso, queste dovrebbero eritrare nella base; cosicchè il si- 
sterna 1 KI,  cui sopra s 'è  alluso, è il sistema canonico « puro ». 

Conducansi adesso genericainente per Vt p - t forine degli ordini 

le quali si taglino altrove lungo una A&, appoggiata a Vt secondo una a,-,. 
Si sa  (*) che corne forme aggizcnta alla Vt, possono assumersi le forme pas- 
santi per @; ed inoltre che l'eventuale sistema canonico (puro) su Vt è stac- 
cato, fuori di @, dalle aggiunte d'ordine v - p - 1. Quanto alla @, essa, conle 
ogni altra varietà algebrica a t - 1 dimensiorii tracciata su Vt7 dovrii esser 
equivalente ad un multiplo della sezione iperpiana A :  sia p. es. @ p. A. 

La V* aavrà allora il genere nullo, se p > v - p - 1 ; il genere uguale ad 1, 
se r. = v - p - 1; sarà canonica, se p = v - p - 8; e infine sottocanonica, se 
p < V  - p - 9. Tagliando tutto con un generico 8,-,, la Wt-<, staccata su V,, 
sarà anch'essa priva di punti multipli e intersezione parziale di p - t forine, 
degli ordini n , ,  n, ,  . . . , n ,-,, segantisi altrove in una - sezioiie di M, - 
appoggiata a W secondo una Y,-~-, - sezione di a,-, -; ed inoltre Y ri- 
sulterà equivalente al rnultiplo secondo p d'una sezione iperpiana di W. 

Di più anche W avrà l'irregolarità superficiale nulla ("*), e quiridi vairà 
pel suo everituale sistema canonico tutto quanto s 'è detto pel sisterna ca- 
nonico di V,. La W sarà cioè di genere nullo, se p > v - p + i - l ; di ge- 
riere l e a sistema canonico d'ordirie zero, se p. = v - p + i - l ; canonica se 
p = v - p + i - 8; sottocanonica, se p ( v  - p + i - 9. C'è da avvertire sol- 
tanto che, ne1 caso attuale, non si pub escludere a priori che W sia priva 

(") Cfr. SEVERI, SU alcune questiolci da postuZazione (citata), $5 2, 3. Ivi si  tratta di forme 
aggiunte a curve e superficie; ma la trattazione si estende subito alle varietà superiori, 

(**) Loc. citato alla nota (*) pag. 105. 
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di varietà eccezioiiali di 1." specie, in quanto non si sa clie il numero base 
di W sia uguale ad 1. Sicchè su W il sisteina canonico staccato dalle ag- 
giunte, fuori di 'Y, pub essere eventualmente e iii~puro ». 

Qualora V, sia di genere geometrico nullo, ma la sua curva sezione con 
un generico Sp-t+i sia di genere > 0 ,  dovrà risultare 

e yuindi esisterà un valore di i, fra 1 e t - 1, tale che v - p + i - 1 = p ;  e 
qualora questo valore di i sia t - 1, le curve sezioni di Vt saranno ellitticlie 
e le vaiietà superiori di genere nullo. Che se invece quel vdore di i è iiii- 
nore di t - 1, la W,-; corrispondente sarà a sistema caiionico d'ordine zero, 
le sezioni superiori di genere nullo, la sezione iinmediatamente inferiore 
sarà canonica e le successive sottocanoniche. 

Applichiamo tutto cib ad una grassmanniana V* d'indici ( r ,  k), ricor- 
dando (nn. 10, 13) ch'essa e tutte le sue sezioni spaziali sono varietà nor- 
mali. Anzitutto, l'unico caso in cui le sezioni spaziali di V*, fino alle sezioni 
curvilinee, sono di genere nullo, è il caso r = 3, k = 1, perchè secondo la 
forinola di SCHUBERT [citata alla nota (**) pag. 981 170rdine delle sezioni cur- 
vilinee (curve razioriali norinali, in ta1 caso) si riduce al1a:diinensione p - t + 1 
del relativo spazio ambiente, soltaiito ne1 caso suddetto. E similmente, l'unico 
caso in cui le sezioni curvilinee di V ,  sono ellittiche, è il caso r = 4, k = 1 
(O il caso duale r = 4, k = 9). Si conclude che : 

VII. L e  sezioni spaz ia l i  d i  una g r a s s m a n n i a n a  Vt sono tutte d i  genere 
nullo,  solo q u a n d o  Vt ha gli  i n d i c i  (3, 1). Ne1 cas0 su~cess iwo (4, l), O me1 caso 
cluale (4, 2), le sexioni curvil inee sono ellittiche e le sexioni super ior i  d i  genere 
yeotnetrico nwllo. l u z  t u t t i  g l i  a l t r i  cas i  esiste una ta1 d imens ione  1 (> p - t + 1)  
dello spaz io  l ineare  secante, che le sez iok~i  corrispondenti  sono var ie tà  a si- 
s t ema  canonico d 'ordine  zero, l a  sezione spaziale imnzediatamente  in fer iore  è 
canonica e le successive sottocanoniche, men t re  le sesioni swperiori  h a n n o  i l  
genére geornetrico nullo.  

Cosi p. es. per gli indici (5, 1) le sezioni curvilinee di V a ,  che è una va- 
rietà del I4O ordine dello s,,, sono curve canoniche del genere 8; le sezioni 
supeificiali, superficie regolari a curva ,canonka d70rdine zero, e le sezioni 
superiori, varietà di genere geometrico nullo. 

Una maggiore determinazione del teor. V11, per k = 1 ed r qualunque, 
si vedrà ne1 n.O seguente. 

17. FORMULA DI POSTULAZIOPYE DELLA VARIETÀ V,. MODO DI CALCOLARE 
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L'OKDINE E I GENEKI AHITMETLCI DELLE SEZIONI SPAZIALI DI K. Indichiniiio 
con nt-, il genere aritinetico della sezione Wt7, di Vt con un generico 
S,-, (i = O, .  . . , t), cosicchè x,  sarà il genere aritnletico e x ,  + 1 (= n,,,) I'or- 
dine di Ir (*). 

Per i r + 1 (n. 13) sappiamo già die  nt-$ =O,  in quanto la relativa W") 
è razionale. Ne deriva che, per n abbastnnza alto (2 l), la postulazione di V, 
per le fornie d'ordine n sarà espressa da (**): 

Ora, la dimensione del sistema staccato su V, dalle forme di un ordine 
qualunyue n, è data dalla funzione rg (n, r ,  l z ) ,  considerata ne1 11. 10; dunque, 
per n t 1, si avrà: 

@ (9% r, k) = ? (n1 r1 k )  + 1, (2) 

donde intanto segue, corne è del resto intuitivo, che @ dipende soltanto da 
n, r,  k. Se adesso si osserva che ciascuno dei due rneinbri della (2), per va- 
lori cornunque dati di r ,  k, dipende razionalmente da ula (è anzi un  polinoniio 
in n) e che d'altronde la (8) vale per infiniti valori di n (quelli non inferiori 
ad Z), si conclude ch'essa riducesi ad un'identità in n, r,  k, cioè die la for- 
mula di postulaxione (1) vale yer ogni valore di  n. 

Questa osservüziorie offre il inodo di calcolare i generi aritrnetici n, ogni 
volta si conosca I'espressione effettiva di y .  Non sarebbe difficile ottenere 
quest'espressione, tenendo conto delle considerazioni die  svolgeretno nella 
dimostrazione algebrica del teor. 1, ed estendendo il computo fatto da1 S ~ S A M  
ne1 caso particolare k = 1 (***); noi nori c'intratterremo diffusamente su tale 
questione, limitandoci ad osservare che, appunto ne1 caso k  = 2 ,  mecliante 

(*) Cfr. la mia Memoria citata, Fofidamenti perla yeolnetria sulle varietà alyebriche, n. 4. 

(**) Ibidem, il. 4 e m. 30, 31. 
(***) Loc. cit. nella Prefazione. 
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l'espressione di 9, esplicitamente calcolata da1 SISAM, essendo 

~ = r - 9 2 ,  t = B ( r - l ) ,  
la ( 1 )  dà: 

Facendo in questn n = - r, se ne ricava T,-, =O,  e ponendo poi 

si ottengono successivamente i valori di 7~ 1~ ,-,, . . . , z, , K,. Si trova cosi: 

e si conclude che : 

[ ( y ) - 1 1  r a p -  VIII. L a  seziovze della grassrnataniana V,,-, d i  Sp P - 
presentatrice delle rette d i  Sv, con un geîzerico Sp-,.-, , ha i l  s is tema canonico d i  
o r d h e  zero ed i l  genere uguale ad  1. L e  sezioni d i  V cogli s p w i  superior i  
h a n n o  tutte i l  geaere nul10 e sono raz iona l i  - t r a n n e  a l  p i ù  l a  sezione con 
un 8,-, -; l a  sezione con un 8,-,.-, è u r t a ' u n r i e t a  canonica e le sexioni con 
s p a e i  in fer ior i  Sp-r-i (i = 3, &,.. . . , r - 3) sono var ie ta  sottocanoniche d i  in- 
dice i - 1 (cioè ta l i  che il multiplo secondo i - 1 delle loro sezioni iperpiane, 
costituisce s u  oçnuna di esse, il relativo sistema canonico). 

Cosi ad es. 
per r = 5 ,  k =  1 si ha: 

x ,  = 13, x, = 8, n, = 1 

7T4=...=5Tlo=0; 

per r = 7 ,  k = 1 :  
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Nell'enunciato precedente abbiarno parlato dei generi delle sezioni con- 
siderate, senza distinguere i generi aritmetici dai geometrici, percliè la se- 
xione di V, con un Sp-i ha sempre l'irregolarità ( t  - i)-dimensionale nulla. Cib 
segue agevolmente dalle proprietà generali di una varietà algehrica, clie ho 
esposto altrove (*). 

OSSEKVAZIONE. La deterininazione dei generi TL, anche per una varietà grass- 
manniana d'indici (r, k),. con k >  1, pub ritenersi virtualmente fatta non ap- 
pena si conosca la ditîzensione della sezione spaziale di genere 1. 

5 3. Dimostrazione algoritmica del teorema fondamentale. 

18. IDRNTITÀ POKDAMENTALI. Conserviatno le notazioiii introdotte ne1 n. 7. 
Il teorelna di EULERO, applicato alla forma algebrica F ,  dà luogo alle identità: 

ove gl'indici i variano da O ad r .  Da queste poi segue: 

Inoltre, poichè dati k dei punti d", . . . , x'~),  e siano p. e. x'", . . . , x'" la. 
P = O deve rappresentare un cono col vertice nello S,_, (a"), . . . , dk)), l'iper- 
piano polare di un punto qualunque d" del10 S,, rispetto ad  P= 0, passerà 
pei punti x"), . . . , x(*). Avremo pertanto le iden tità : 

La (1) vale yualunque sia la forma P d'ordine TL nelle k t  1 serie di 
variabili a(", ,. . . , x'"; mentre le (8) caratterizmno ( n .  7 )  le forme P clle, ugua- 
gliate a zero, rappresentano complessi di S,. 

(*) Fo'ondamefiti (citata), nn. 32, 33, 34. Naturaln-iente l'affernimioiir del testo è sulrordi- 
iiata alle stesse ipotesi fatte ne1 mio lavoro citato. 
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Proviamo ora che se F = O è l 'epuazione d i  un complesso d i  grado  n d i  S,, 
ha p u r  luogo E'identità : 

ove (j,, j ,  , . . . , j,) è una fissata permutazione S degl i  a p i c i  (0, 1 , . . . , k )  e 
llZ 

v =,x (vi - l), essendo v , ,  v, ,  . . . , v,, gl i  o r d i n i  dei  cicli in cui s i  decornpone 
$4 

l a  S. Si d o v r a  inoltre scegliere i l  segno + O i l  segno -, secondo che S è p a r i  
O d i spar i .  

Diinostreremo la ( Y )  per induzione, supponendola già stabilita per le 
forme di k serie di r + 1 variabili (forme relative a complessi di 8,-, in 8,). 
Poicliè la (3) è vera per le forme di una sola serie di varia.bili (in quanto 
allora essa riducesi alla identità di EULERO), quand0 l'avremo dedotta per 
forme di k + 1 serie di variabili, essa risulterà stabilita in genera.le. 

Per non complicare soverchiamente le notazioni, supponiamo p. e. che 
sia O uno degli apici che viene spostato dalla permutazione S e che sia 
C E  (O, 1 , .  . . , h) il ciclo individuato dall'apice O entro S. 

La S subordini inoltre fra gli apici restanti h + 1,.  . . , k la sostituzione 
a , . . . ,  1 

talchè sia S C 7'. Per l'ipotesi che F = O rappresenti 

un coniplesso di S,, varrà l'identità 

clle si ottiene dalla (9) per h = O, j = 1. Derivando una volta rispetto a cia- 
scuna delle variabili xlt), x r  , . . . , xi:) , ne trarremo : 

Moltiplichiamo ora i due membri di quest'identità per 

xi;$' x p  . . . xi.;!, xg xp, . . . xy; 
e sominiaino rispetto ad i l ,  i, , . . . , i, (da O ad r). Avremo: 

Anrznli di Matemntica, Serie 111, Tomo XXIV. 16 
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Osserviamo che il secondo soinmatorio non è che l'espressione trasfor- 
mata di 

qualora si operi ivi sugli apici 0, 8, . . . , k dei coefficienti xi:). . . x t )  delle 
derivate, la sostituzione 8' C' T, ove s'è indicato con G' il ciclo (O, 9, 3 , .  . . , h) .  
Avendo aminesso la validità della (3) pei com plessi di a,-, , poicliè la. P = O, 
qualora si assumano corne variabili soltanto quelle delle serie cdo), cd2)', . . . , X(*) 

rappresenta appunto un complesso di 8,-, in S, ,  potremo scrivere: 

dove v' è il nuinero analogo a v, ma relativo alla sostituzione S ' ,  ed il segno 
da assumersi è il -+ od il -, secorido elle S' è pari O dispari. 

Se ora si tiene conto del fatto che: 

e yuindi che v - v '+  1 e che S ed S' sono di classe opposta, dalle (4), (5) 
segue senz'altro la (3). 

19. IL SIMBOLO O P E R A T ~ V O  A (D)~(I) . , ,  %!k) E LE SUE PROPRIETÀ. Rappre- 
%i,, Z, ~k 

sentiamo con questo sitnbolo 10 sviluppo del determinante che ha per ter- 
a a d 

mine principale - 8 xi:) w) x . . . x  - 
d xi:) ' ove (i,, i, ,  . . . , i,) è una fissata 

permutazione di (O, 1,. . . , k); e notiamo alcune proprietà di ta1 siinbolo, le 
quali ci saranno tosto utili. 

a )  Se F è una forma qualunque d'ordine n,  nelle serie di variabili 
x@), . . . , x('), l'espressione G - A ( k )  F è una forma d'ordine n - 1 in  cia- 

Z" ... xik 

scuna delle serie x(O", . . . , x(". La cosa è senz'altro evidente. 
b) Qualunque sia la forma F, delle cd0), . . . , x'"), l'espressione G si an- 

nulla identicamente, quando ne1 sirribolo A s'identitichino le variabili degli 
stessi indici, di due serie diverse. Infatti, in tale ipotesi, s'identificano due 
linee del determinante siinbolico che definisce A. 

c) S e  poi P è una ta1 forw~a delle %(O), . . . , x'", che F = O rappresenti 
un complesso d i  grado n d i  S,, G = O rappresenterà in conseguenza u n  cosn- 
plesso d i  grado n - 1 d i  S,. 
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Per dimostrar questo, basterà provare che le derivate di ordine pz-9 
di G, rispetto alle varinbili di una qualunyue serie, e sia p. es. xxk', si an- 
nullano identicamente quando le a'") coincidano ordinatamenle colle variabili 
di un'altra serie (n. 7). 

Affine di non complicare le notazioni, ne1 calcolo successivo sopprime- 
remo l'apice k nelle CE'"'. Tenendo conto della definizione del sirnbolo A,  si 
ha subito: 

ove (j,, j,, . . . , j,) è una permutazione di (i,, i l , .  . . , i,) ed sjojV..jh è l'unità 
positiva o negativa secondo che (j,, j , ,  . . . , j,) ed (i,, i l ,  .. . , i,) sono della stessa 
classe O di classe opposta. 

Per l'ipotesi che l'equazione P= O rappresenti un complesso di çrado n 
di S,, la 

s'annulla identicamente, quando le x coincidono colle variabili di un'altra 
serie. Ora, poicliè H è una forma lineare nelle x, yuesto fatto, a cagione 
del teorema di EULERO, pub esprimersi mediante le identità 

dN 
ove le -- non dipendono dalle x (rnentre sono forme di ordine n nelle s ' O ) ,  

d Ei 

&) , . .., z(~-"). 
Negli sviluppi successivi, per fissare le idee, supporreino ad es. E, = O. 

d H  
Dalla xjOJ --=O, derivando allora una volta rispetto a. ciascuna delle va- 

i dx;- 

Ci6 posto, si osservi che, per essere la 
dk H 

d XW d di) . . . d X ! ~ - I )  
l a  32 l.%-i 

0. (7 )  

lineare nelle 
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x, lm luogo pure l'identità, 

la quale, confrontata colla (7), porge 

a" H 
- a zj, 8 ~ j : )  . . . a &-i. ' 

l k - i  

E dalle (6), (8) in definitiva si trae: 

Relazioni analoglie si avrebbero per h= 1, 9 , .  . . , k - 1. Kicordando 
infine la proprieta b) del sirnbolo A ,  si conclude coll'enuriciato c). 

20. DIMOSTHAZLONE ALGOHITMICA DEL TEOHEMA 1. Indicando coi1 Xi,i,. ..il 
il deterniinante che ha per termine principale xi:) xji). . . xi:), consiclerianio l'e 
spressione 

ove P= O sia l'equazione d i  un complesso di grado n di  5,. . Se al posto 
di Xi,,...;, sostituiatno il suo sviluppo, la (9) si risolverà iri uiia soninia alge- 
brica di espressioni deducihili da1 secondo membro della (1), permutando 
iiei varî modi possibili gli apici O, 1 ,..., k, che conipajono ne1 coefiiciente 
della derivata soggetta al somniatorio, e attribuendo a ciascuna di tali 
espressioni il segno + O - secondo clle la permutazione eseguita è pari o 
dispari. Ciascuna delle espressioi~i cui s'allude, alla sua volta, in virtù delle 
identità (3), uguaglia la forma F riioltiplicata per una costünte positiva o ne- 
gativa, secondo che la permutazione eseguita è pari O dispari. Iridicando con ,u 
un numero intero positivo (somma di convenienti potenze di n), s'avrà per- 
tanto l'identità : 
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ove il sommatorio è esteso, corne di consueto, alle disposizioni se~nplici degli 
indici 0, 1 ,..., r a k + 1 a k + 1. A causa della definizione del sirnbolo A, è 
chiaro clle la (10) potrà anche scriversi sotto la fornia 

i n  cui il soinma torio è ora esteso alle cowrbinazioni sernplici di classe k +- 1 
degl'indici 0, 1 ,. . ., r.  In particolare, se n = l, kP, ...% itl P è una costarite, e 

$0 

la (11) diriiostra il teor. 1 pei cornplessi lineari. 
Che se poi si suppone stabilito il teor. 1 pei complessi d'ordine n - 1, 

in forza della. proprietà c) del sinibolo. A, ne seguirà subito, mediante la ( I l ) ,  
la validità del teoreina anche pei complessi di grado yualunque n. 

OSSERVAZI~NE. 11 teor. 1, ne1 suo aspetto algebrico, afferma in sostanza 
che appeiia la forma P (x(O1, d", ... , xlk'), di ordine n, soddisfa alle condiziorii 
indicate alla fine del n. 7, la F pub anche considerarsi come una forma di 
ordine n nei deterininanti X. 

Si pub dunque enunciare che la condixione necessaria e szcffi~iente af- 
finchè wna fortna algebrica F, di ordine n, in  k + 1 serie d i  r $- 1 variabili, 
possa esprimersi come forma d'ordine n nei determinanti di grado k + 1 estratti 
dalla matrice delle variabili, è che le derivate d'ordine n - 1 della B', rispetto 
alle variabili d i  ogni prefissata serie, si annullino identicamente yuando le 
variabili d i  pesta serie si eguaglino a quelle (degli  stessi indici) d i  un'altra 
serie qualunque. 

La necessità della coiidizione enuiiciata è pressochè evidente. In  parti- 
colare, per k = r,  si ha u n i  caratterizzazione algebrico-funzionale della po- 
tenza mesima di un deterniinante. 

Per contare da quanti parametri dipende un conîplesso di grado .n, di 
spazî S, in Sv (nurnero che abbianio già indicato con 9 (n, r ,  k ) ) ,  basterebbe 
ormai sceverare quaiite delle suddette ëondizioni lineari, imposte ai coeffi- 
cienti della forma F, sono tra loro indipendenti. È - come abbiamo già ri- 
cordato - cib che ha fatto il SISAM ne1 caso k = 1. 

91. LA BASE DEL MODULO COSTITUITO DALLE FORME PASSANTI PEH LA 

GRASSMANNIANA Vt . Conie già abbiarno accennato nella prefazione, ci limite- 
reino a trattare la yuestione ne1 caso k = 1, poichè ne1 caso generale non 
abbiamo potuto inettere la tnano sopra un simbolisnio, che ci permettesse 
di esporre la dimostrazione senza soverchie complicazioni formali. 

Indicliererno con pi, le coordinate grassrrianniane di una retta in Sv, cioè 
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porremo : 

p ,  = a, y, - x ,  y,  (i, k = 0, 1 , . . . , r ) ,  (1%) 

ove (x,, x ,,..., sr) (yo, y ,,..., y,.) sono le coordinate omogenee di due punti 
della Sr. 

Fra le p sussistono le relazioni quadratiche 

che si riducono (n. 17) a ( 'P + ') -- j r  ') ( r  ') lineariiiente indipen- 

denti. 
Sia f ( p o i  ,..., p ,-,,,) uiia foiina d ' o r b e  n nelle p, la quale, in virtù 

delle (18), si muti identicamente nella P(xo ,.. . , a,; y, ,. . . , y,). Avreino allora: 

ove i sominatorî si estendano ad i, j = 0, 1 , . . . , r, tenendo preseute che 
af - a f  af - 

- e --- A O. Dalle preceden ti si trae: 
8 ph< dpin 8 phh 

la seconda delle yuali, ove si scambino tra loro gli indici i, j,  pub scriversi: 

Sottraerido menlbro a nienibro dalla prima delle (14) quest'ultiriia, ver&: 

A,,, P = Z pi, 
8" a f  +2-9 

Q 8 phi dpkj d ph* 

ove il simbolo A è quel10 stesso che abbiaino definito in generale al n. 19. 
Nella relazione ottenuta il sou~matorio è esteso alle disposizioni i j; se invece 
si vu01 liinitarsi ad estendere il sommatorio alle coinbinazioni, si dovrà 
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scrivere : 

Tutte le precedenti identità sono tali, si ricordi, in virtù delle (19). 
Si ha di  più l'idetitità, rispetto alle p: 

ove il sommatorio si intende 
Da yuesta e dalla (25) si 

anche qui esteso alle combinazioni. 
deduce inoltre : 

e si osserverà che il sommatorio che ivi cornparisce, svanisce identicamente, 
quando le due coppie di indici h, k ed i, j hanno qualche elemento comune. 

Suppongasi ora che la forma f = O passi per la grassmanniana V,, rap- 
presentatrice delle rette di Sr, sicchè la forma F sia identicamente nulla nelle 
x, y. Sarà allora identicamente nulla anche la forma, d'ordine n - 1, A,,, B', e 
quindi il secondo metnbro della (16), uguagliato a zero, rappresenterà una 
forma d'ordine n - 1 passante per Vt. 

Ci6 posto, ammettiamo d'aver già dimostrato che le forme di ordine n-1 
passanti per V, appartengano al modulo H delle forme quadratiche (13) (*). 
Poichè la cosa è vera per n  = 9, basterà far vedere coine da1 fatto ammesso 
per le forme di ordine n  - 1, si deduca la proprietà analoga per le forme di 
ordine n. 

Si pub intanto scrivere, in forza di quanto precede: 

a f  da f J ' f  + 
d 2 f  ) ~ O ( m o d .  H ) .  

( n + l ) ~ + ~ ~ ~ ( d p , , ~ p , + a p , , a p j ,  ap,aph. 

Moltiplicando i due membri di questa congruenza per p,, e sommando 
rispetto alle combinazioni h k, si avrà: 

n(n+l )  f - x  x ~ k h ~ i j  
hk a j  

'' ), O (rnod. H). 

(*) Cioè che ogni forma d'ordine n - 1, passante per Vt , sia rappresentabile mediante 
una coinbinazione lineare delle (13), i cui coefflcienti siano forme d'ordine n - 3 nelle p. 
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Ne1 sommatorio quadruplo che ivi coinparisce, l'espressione tra paren- 
tesi muta soltanto di segno scambiando tra loro gl'indici i ,  h, e ritorna al 
valore ed al segno iniziale se successivamente si scambiano tra loro i, j; per 
guisa che riunendo in un solo i tre termini del sotnniatorio cos1 ottenuti, si 
ha in definitiva l'espressione tra parentesi moltiplicata per la forma quadra- 
tica (13). Cib significa che il sommatorio quadruplo s'identifica ad una forma 
del rnodulo H e quindi clle anche 

f - O (mod. H). 

Si pub concluderido enuriciare : 
Ogni  forma algebrica d 'ord ine  n, passan te  p e r  V,, è rappresentnbile rne- 

d ian te  uns cotnbinazione l ineare  delle forme qzmdmt iche  che dcfiniscowo V,,  
i coeflicienti d i  tale conzbinnzione essendo forme d 'ord ine  n - 2 nelle coordi- 
n a t e  grassmanniane .  

Padova, 925 febbmio 1915. 
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Le corrispondenze [2, 21 fra curve algebriche. 

(Iii OSCAR CHISINT, a Bologna.) 

-- 

INTRODUZIONE. 

Beopo di questo lavoro è la classificazione e la costruzione delle corri- 
spondenze p, '21 fra curve algebriche, cioè la determinazione di tutte le coppie 
di curve 

f l  (X !/) = 0 

tali che le coordinate del punto dell'una si esprimano razionalmente mediante 
le coordinate del punto dell'altra e di una radice quadrata portante sopra 
una funzione razionale delle medesime coordinate. A questa determinazione 
si arriva facendo prima vedere corne ogni corrispondenza [8, 81 fra curve al- 
gebriche dia origine ad una curva dotata di due involuzioni y; e viceversa, 
e classificando e costruendo quindi tutti i tipi di curve possedenti due y;. 
1 risultati a cui sono pervenuto sono riassunti, per comodità del lettore, in 
un paragrafo speciale alla fine del presente lavoro : qui mi limito ad enun- 
ciare che: 

Se due curve f ,  e f ,  sono fra di loro in corrispo~idenza [8, 81, esse sono 
birazionalinente identiche, O contengono una medesima iniroluzione y:, cioè 
si ottengono estraendo due radici quadrate sopra una medesima curva Ii, 
od infine appartengono a classi di curve coniugate, ben determinate in fun- 
zioiie l'una dell'altra. 

Annati di Matematica, Serie III, Torno XXIV. 
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CAPITOLO 1. 

Generalità sulle corrispondenze (9, 021 fra eurve algebrielie. 

S 1. IL PKOBLEMA DEIJLE COlIItISI'ONDENZE [2, 91 F R A  CURVE ALOEBRICHE 

E SUA TKASFOHMAZIONE. 

Direino che due curve algebriche 

sono in corrispondenza [8, 21 quando esiste una trasformazione algebrica che 
faccia passare da un punto generico, (x, y,), della prima a due punti (x, y,), 
(x', y',) della seconda e clie, invertita, faccia passare da1 punto (x, y,) della 
seconda a due punti (x, y,), ( % I l  y f 1 )  della prima. Avremo d u n q u e  che:  se fra 
le d u e  curve  f ,  e f, intercede m a  corrispondenaa [Y2, 91, le coordinate del p u n t o  
de l l ' una  si esprimono razionalme.rde m e d i a n t e  le coordinate del p u n t o  dell 'altra 
e d i  uns radice  q u a d r a t a ,  portante  s o p r a  una fwnzione raz ionale  delle coor- 
d ina te  stesse. 

Si vede cosi come 10 studio delle corrispondenze [8, 21 si presenti come 
uno dei proseguimenti dello studio delle involuzioni razionali e irrazionali. 

Per intraprendere l'esame delle corrispondenze [2, 81 conviene notare 
come, date due curve f ,  e f, in corrispondenza 19, 21, si possa costruire una 
curva cp contenente due y.; aventi rispettivamente per immagini le due curve 
date. A tale oggetto basta chiamare « punto » ogni coppia di punti (appar- 
tenenti uno alla f i  e l'altro alla f,) coniugati nella corrispondenza [S, 21 : 
yuesta c u r v a  y, cosi definita, la chiameremo i m m a g i n e  della corrispondenza. 

Della curva cp possiamo dare, per esempio, questa particolare costruzione 
geometrica : 

Consideriamo le due curve fi  e f, come curve inviluppo, e intersechiaino 
fra di loro le tangenti nei punti di fi e f ,  che sono omologhi nella corri- 
spondenza [8, 21: il luogo dei punti cosi ottenuti costituisce appunto la 
curva cp richiesta. 
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In questo modo abbinmo fatto vedere corne ogni corrispondenza [9, 91 
dia origine ad una curva y ,  immagine della corrispondenza, la quale con- 
tiene due y;. 

Viceversa, data una curva cp che contenga due y:, le curve f ,  e f, i cui 
punti corrispondano biunivocan~ente alle coppie di queste y:, sono fra di 
loro in corrispondenza [B, 21. Per ottenere questa corrispondenza si consi- 
derino, sopra y ,  i due punti A' e A" (coniugati nella prima y:) omologhi di 
un punto A generico di f ,  : questi punti determinano due coppie della se- 
conda y; e quindi due punti di f, , B' e B" : la corrispondenza la quale fa 
passare da A a B' e B" è la corrispondenza [2, 21 richiesta. 

Da quanto si è ora visto, risulla coine sia perfettainente equivalente clas- 
sificare le corrispondenze [2, 91 O clossificccre le curve ÿ, che contengono d u e  y:, 
ed è appunto classificando e costruendo le curve siffatte, che noi classifiche- 
rem0 e çostruiremo tutti i tipi di corrispondenze [8, 91. 

Chiameremo genere d i  zcna corr ispondenza [2, BI i l  genere della sua curua  
immagine .  

Per definire il periodo di una corrispondenza [8, 81 osserviamo che una y; 
pub essere considerata anche come operazione di periodo 8, cioè come quella 
operazione che ad ogni punto P fa corrispondere il punto coniugato P'. Cid 
posto le due y; che abbiamo sulla nostra curva cp possiamo ora considerarle 
come operazioni : indicheremo la prima con A e la seconda con B. Sia 
C = A B il prodotto delle due operazioni., S e  C n o n  è periodica (il che av- 
verrà in generale) diremo che l a  corr ispondenza 19, 9 )  è n o n  per iod ica;  in 
caso contrario chiamerelno periodo della corr ispondenza [9, 521 il periodo del- 
l 'operazione C. Vogliamo giustificare questa definizione : 

Sia P, un punto di f ,  e 9, e Q', i due punti corrispondenti sulla f ,  . Sce- 
gliamo uno di essi: per esenlpio Q, ; ad esso corrisponderanno sulla f ,  i 
due punti Pl e P,; a P, ~o~r isponderanno su f ,  due punti Q, e Q, ,  e a Q, 
corrisponderanno su f ,  due punti P, P,, e via dicendo. Abbiamo cosi definito 
su f, un'operazione che da P, fa passare a P,, da P, a P,, da P,_, a P,. 
È facile vedere, considerando gli ornologhi dei punti P e Q sulla curva y ,  che 
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il periodo di questa operazioile coincide con il periodo di C (anche se questo 
periodo è infinito). È poi evidente che, desiguato con lz questo periodo, la 
corrispondenza [8, 81 fa passare da1 gruppo degli rz punti P al gruppo degli n 
punti Q, cioè essa induce una corrispondenza [l, 3 1  fra le due y,l, che çosi sor- 
gono sulle f ,  e f, . 

Resta cosi posta una distinzione fondamentale, dividendo le corrispon- 
denze [Q, 91 in periodiche e non periodiche. Per veiiire all'esame delle cor- 
rispondenze dell'uno e dell'altro tipo, preniettiamo il 

TEOREMA FONDAMENTALE. Ogni corrispondenxa [2, 21 non periodicn ha il 
ysnere p L 1. 

Per dimostrarlo, ijasterà osservare che l'operazione C e le sue potenze 
d h n o  una trasforinazione hirazionale della curva p, in se stessa, e i.ic0rda.i.e 
il teoreina di SCHWARZ-KLEIN, il quale dice che una curva di geilere p > 1 
non pub ainmettere infinite trasformazioni birazionali in sè (*). 

CAPITOLO II. 

Le corrispondenze 18, 21 di genere p 5 1. 

Ahbiairio visto che le corrispondenze 102, 81 non periodiche sono di ge- 
iiere p 5 l ; per farne adunque la classificazione e la costruoione, convieiie 
analizzare le corrispondenze [8, 91 di genere p = 0, 1. In questo capitolo ap- 
punto studieremo contemporaneamente tutte le corrisponderize dei generi 0,1, 
periodiche O non periodiche che esse siano. 

Comincieremo con l'esaminare 

5 3. LI3 COKHISPONDENZE [2, 21 D I  GENERE p = 0. 

Considerianio, adunque, una corrispondenzü [2, 21 la cui curva iliiina- 
gine y sia una curva razionale clle possialno sempre ridurre (con trasfol-ina- 
zioni birazionali) ad essere una retta. In questo caso le due y4 che si trovaiio 

(*) Cfr. la  mia Nota, Swl teorelna d i  Schwar#-K2si*~, ecc., nei Rendiconti del R. Istituto 
Lombardo, fasc. VIII, vol. XLVII. 
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sopra la curva cp risultano, per il teorema di LÜHOTH, razionali anch'esse e 
si riducono quindi a due g ; .  

Osserviamo ora che, sopra la retta y ,  il prodotto di due involuzioni dà 
una proiettività, e che, viceversa, ogni proiettività pub essere considerata 
(in 00' modi) come il prodotto di due involuzioni, corne è facile verificare, 
sia analiticamente, sia geornetricainente, trasportando la proiettività sopra 
una conica. 

Adunque, tutte le corrispondenze [8, 21 di genere O si ottengono pren- 
dendo sopra una retta cp una proiettività C e decomponendola ne1 prodotto 
di due involuzioni A e B, e considerando le curve razionali f, e f , ,  che 
rappresentano le coppie di queste due involuzioni. Fra queste due curve 
sorge appunto, nel modo indicato al 3 1, una corrispondenza [2, '21 di genere O. 

In particolare, se prendiamo come proiettività C la proiettività ciclica di 
2mi 
- 

periodo n definitü da E' = m e " , si ottiene una corrispondenza [8, 81 di pe- 
riodo n. E veniamo ora a 

Consideriaino, adunque, una corrispondenza [8, 81 la cui curva imnia- 
girie cp sia una curva ellittica. Se la curva lg è ellittica, le uniclle trasforina- 
zioni birazionali in sè, clie essa ammette, sono dei tipi (*) : 

1) u ' = - u + C ;  

II) u t = - i u + ~ ;  
III) u ' = - a u + C ;  

IV) u l = - a % + - ~ ;  

dove u e zc' sono i valori dell'integrale ellittico di prima specie caleolato nei 
punti P e P' corrispondenti, dove a è una radice cubica iinmaçinaria del- 
l'unità, e dove C è una costante arbitraria. Inoltre si lia che le trasforma- 
zioni del primo tipo esistono su qualuilque curva ellittica e per qualunque 
valore di C ;  quelle invece del tipo II) solo sulle curve ellittiche armoniclie 
e quelle dei tipi III) e IV) sulle equianarmoniche. 

(*) S E G R E ,  Le  corrispo.ndenae uniuoche sulle clcrue ellittiche. Atti dell'Acc. di Torino, Vo- 
lume 94, pag. 734. 
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Ora, se la trasfor~nazione deve essere involutoria di periodo 8, essa pub 
essere solo del primo tipo, e deve assuinere una delle seguenti 4 forme: 

dove w, e o, sono i due periodi dell'integrale u. 

Osserviarno ehe le operazioni della prima forma non forriiario un gruppo, 
e che precisamente il prodotto di due di esse 

21 + u' = CI 

è dato da 

Invece le operazioni Bj, 3), 4) formano un gruppo, che per di piii è abe- 
liano. 

Veniamo ora a determinare i vari tipi di corrispoildenza [OL, QI di genere 
p = 1. Tre casi si possono presentare: 

1) O tutte e due le y; appartengono alla prima forma, e si riducono 
cioè a due g; . 

2) O appartengono una alla prima forma e l'altra ad una delle altre 
tre, e si riducoiio quindi ad una y: e ad una y;. 

3) O appartengono tutte due alla seconda forma, cioè sono due y:. 
Consideriamo il primo caso. 
Il prodotto delle due g; lia la forma 

Due ipotesi si possono presentare : 

a)  Cl - C, = hl  0,  +'A, w, con 1, e X, razionali 

allora la corrispondenza [9, 21 ha per periodo il rniniino comune niultiplo 
di 12, e n, . 

b) C, - C, non si pu6 scrivere nella fornia 1, w, + 'A, w, con A ,  e A, ra- 
zionali, e allora la corrispondenza [02, 21 non è periodica. 
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Consideriamo ora il secondo caso. Allora, come si verifica facilmente, il 
prodotto della gp e della y; dà un'operazione ciclica di periodo S. Si ha quindi 
che la corrispondenza [S, 21 ha il periodo 8. 

Consideriamo infine il terzo caso: anche in questo il prodotto delle 
due y; è un'operaziorie ciclica di periodo 8, e quindi la corrispondenza (9, 21 
ha il periodo 9. 

Restano cos1 determinate tutte le possibili corrispondenze [8, 81 di ge- 
nere p = 1 e ne resta fissata anche la costruzione effettiva, quantunque per 
via non algebrica, ma trascendente. 

Riassumendo : le corrispondenze [8, 91 di genere p r 1, fra le quali solo 
si trovano quelle non periodiche, possono essere cos1 classificate: 

1 )  Corrispondenze non. periodiche : esse interc,edono solo fra due curve 
razionali. Se hanno il genere p = O, esse si ottengono prendendo su di una 
curva razionale una proiettività non ciclica e decomponendola ne1 prodotto 
di due involuzioni A e B. Se invece hanno il genere p = 1, si ottengono pren- 
dendo su di una curva ellittica due involuzioni razionali 

u' + u = C, 
in modo che non sia 

C2 - Ci = 1, W i  + Xo 
con 1, e 1, razionali. 

2) Corrispondenze [9, 91 periodiche di periodo 2. Esse possono inter- 
cedere O fra due curve razionali, O fra una curva razionale ed una ellittica, 
O ha due curve ellittiche. 

Ne1 primo caso esse si ottengono prendendo su di una curva, p, razio- 
nnle un'involuzione C e decomponendola ne1 prodotto di due involuzioni A 
e B, oppure prendendo su  di una curva ellittica, cp, due involuzioni razionali 
A e B date da 

u'+a = C l ,  

u'+ u = Ce,  
in modo che sia 

W Wz 
Cz - Cl = 1, ' + A z  - 9 9 

con hl e 1, interi, ps i t iv i  entranibi, od uno nullo. 
Ne1 secondo caso esse si ottengono prendendo su di una curva ellittica 

una g; e una y; arbitrarie. 
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Ne1 terzo cas0 esse si ottengono prendendo sempre su di una curva el- 
littica due y; arbitrarie. 

3) Corrispondenze [8, 81 periodiche di periodo rn > 8 e del resto qua- 
lunque. Esse possono intercedere solo fra due curve razionali. Se sono ra- 
zionali, si ottengono decoinponendo una proiettivit,à ciclica di ordine n, presa 
su una curva razionale ~p, ne1 prodotto di due in~oluzioni A e B. Se invece 
sono ellitticlie, si ottengono prendendo su di una curva ellittica cp le due in- 
voluzioni razionali A e B date da 

in niodo clle sia n il ininimo coinune niultiplo dei numeri n, e n, . 

CAPITOLO III. 

Le corrispondenze [2, 4 di genere p 2 9. 

Esaurito l'esame e la costruzione delle corrispondenze [8,2] dei generi 0, 1 
dobbiamo dimostrare, per le corrispondenze [8, 81 di genere p > 1, il 

TEOREMA FONDAMENTALE. Le due operazioni A e B, definite dalle due y: ap- 
partehenti alla curvcc cg di  genere p > 1, generano un gruppo G diedrico d'or- 
dine 8 n, essendo .n il periodo dell'operasione C = A B. 

Questo è evidente se le operazioni A e B sono perrnutabili, generando 
esse allora il gruppo t~irettangolo clle è un caso particolare del gruppo die- 
drico. 
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Supponiamo ora invece che le operazioni A e B non siano permutabili, 
cioè che il periodo di  C = A B sia n > 8. Sotto yuesta ipotesi facciamo an- 
zitutto vedere che: 

II gruppo C, generato dalle operazioni A e B, contiene 9 n operazioni e 
contierie, corne sottogruppo invariante, il gruppo ciclico G', generato dall'ope- 
razione C. 

Notiamo dapprima clle, essendo le A e B a periodo 2, 

( B  A)' = (A B)"-' 

corne si verifica inoltiplicando a destra per ( A  B)". 
Si lia cosi clie tutte le operazioni del gruppo G si riducono ai tipi 

1) (AB) '  ( r = i ,  (il,,.., n ) ;  
9 ) B ( A R ) "  (s=i,!2,  ..., n ) ;  

3 )  ( A  B)P A ( p  = 1 ,  !2 ,..., n). 
Ma, osservando che 

B ( A  BIS = (A B)-' A 

corne si verifica inoltiplicando a destra per A, e tenendo conto della. prece- 
dente osservazione, si vede clle le operazioni di G si riducono a.i due tipi 1 )  
e 2). Ditnostrianio ora che queste 2 12 operazioni soiio tutte diverse. 

Quelle di un medesirno tipo sono evidentenîente diverse : inoltre noil 
pub essere 

( A  B)' = 3 (A B)" 

yercliè, se cib fosse, sarebbe anche 

Allora A n sarebbe permutabile co-n B, che verrebbe ad esserne una po- 
tenza, e si avrebhe 

B ( A  B) = ( A  B) B = A, 

cioè, essendo B = B-', A e B sarebbero permutabili contro l'ipotesi. 
Per dimostrare la seconda parte del precedente enunciato, seriviarno il 

gi.ubpo G ne1 quadro : 
1, C, C". . .. , C H - '  

B, B C ,  B G 2  ,..., B C"-'. 

(*) Si pub sempre supporre r > s perchè Cr = Cn+r 

AnnaEi di Matenzatica, Serie III, Tomo XXIV. 
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Sappiamo Che, se un gruppo è invariante per due operazioni, è inva.- 
riante anche per il loro prodotto. Ora G' è certamente invariante per C :  
basterà dimostrare che è invariante anche per B. 

Ora questo è :  infatti 

B Cr B = B ( A  R)' B = (B A)' = ( A  BI"-' = cn-'. 
I 

I n  particolare B, e quindi A, trasformano C in CF. Ciù posto, per far 
vedere che il gruppo G è isoniorfo oloedricatnente al gruppo diedrico di 9 n 

sostituzioni sopra B n  elementi, basta far corrispondere a l  sottogruppo G' il 
sottoçruppo (del gruppo diedrico) ciclico d'ordine n (*) ed alla operazioile B 
una qualunque delle n operazioni di periodo 2 (apparteneuti al gruppo die- 
drico). 

Distingueremo le corrispoiidenze [2, 21 periocliclle nei due tipi seguenti : 
1) Corrispondenze [2, 81 di periodo n = 2. 
2) Corrispondenze [?, 91 di periodo IZ > 9. 

Osserviaino clie le corrispondenze clel secondo tipo sono a gruppo die- 
drico propriainente detto, inentre quelle del primo tipo sono a gruppo tri- 
re ttangolo. 

Noi esainineremo e costruiremo separataniente le corrispondenze [2, 21 
del primo e del secondo tipo. 

g 7. LE COIIRISPONDENZE [2, 21 DI PERIODO '12 = 8. 

Supponiamo che fra le curve f ,  e f i  interceda una corrispondenza [8, 8j 
di periodo B Sulla curva cp immagine della corrispondenza [9, 2j coiiside- 
riamo le due involuzioni A e B, le cui coppie sono rappresentate clai punti 
della f ,  e della f 2  : per ipotesi esse sono permutabili ed il gruppo G, da esse 
generato, è il gruppo trirettangolo. Appliclliamo le operazioni di G ad un 

(*) 1 gruppi ciclici sono sempre isomorfi oloedricaiiiente fra di loro. 
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punto generico sopra la c p :  otteniaino cosi un gruppo di 4 punti 

Osserviamo che ogni punto di cp appartiene ad uno ed a uno solo di 
gruppi siffatti, e che quindi questi gruppi costituiscoiio una involuzione y:. 
Sia IC la curva rappreseutativa di questa y:; inoltre sia P il punto di R cor- 
rispondente alla quaterna geiierica Pl, Pt, P a ,  P, . 

Siccoine questa quaterna è composta di due coppie di punti coriiuçati 
iiella A, e anche di due coppie di punti coniugati nella B, cosi ad essa cor- 
risponde biunivocamente una coppia di punti P', e P", sulla f l  e un'altra 
coppia P i ,  e P", sulla f ,  . 

Da cib risulta che le due curve f ,  e f ,  contengono ciascuna una y: rappre- 
sentata da una stessa curva K, cioè esse si ottengono estraendo due radici qua- 
drate sopra una inedesima curva K. Viceversa, presa una qualunque curva K, 
se noi estragghiamo su di essa due radici quadrate in un modo qualunque 
(cioè prendendo le diramazioni in modo completamente arhitrario) otteniamo 
due curve f ,  e f ,  fra le quali viene ad intercedere una corrispondenza (2, Bj 
di periado 9, corrispondenza che si ottieiie facendo corrispondere ad ogni 
punto P', di f ,  i due punti P', e P", di f, che corrispondono al punto P 
di K cui corrisponde P', . 

Resta cos2 stabilito che : 
Ogni corrispondenxa 1'2, 21 d i  periodo 9 è i l  prodotto d i  due corrispon- 

dense [1, 21 e le due cwrve f l  e f , ,  fra le quali essa intercede, s i  ottengono 
setuplicemente estraendo due radici  quadrate sopra u n a  medesima curva K. 

Ottenute cos1 le curve f ,  e f,, la costruzione della curva 9, itnmagine 
della corrispondenza 152, 91, non presenta nessuna difficoltà. 

1 )  Rango d i  u n a  corrispondenza [2, 21. 
Consideriamo la curva p iminagine di una corrispondenza [2, 21 di pe- 

riocio n. Se applichiauio ad u; punto P, generico sulla curva 9, le operazioni 
del gruppo G, generato dalle due involuzioni A e B, otteniamo 9 n punti 
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il cui insietne resta invariato per le operazioiii d i  G. Siccotiie ogni punto 
di p, appartiene ad uno e ad iirio solo di gruppi sifiatti, yuesti gruppi msti- 
tuiscono una involuzione y;, , olie s a r i  rnppresentata da uua certa curva K. 
Per la costruzione delle corrispotidenze [2, Y] di periodo n )  2 è coliiodo 
coniiiiciare da.1 caso in cui ln curva Ii sia razionale, perci6 conviene intro- 
durre fra i caratteri della coriispoiidenza [2, ", il genere della y:, deteriui- 
nata sulla p, dalle operazioiii di G :  questo iiuiilero (genere della curva Ii) 
10 cliiameretrio r a n g o  della corrispoiidenza e 10 indicllereino con p. 

2) Analsisi delle corrispondeîtze [L, 21 d i  r a n g o  nullo.  
Consideriaino una corrispoiidenza [2, 21 di periodo n > O L  e di rango 0. 
Sulla curva y iminagitle di tletta corrisporideriza, le operazioni del gruppo 

diedrico G determiriano i gruppi di una serie lineare y,. Con uria trasfor- 
mazione birazionale potremo far si elle yuesta serie venga segata (sulla tra- 
sformata di y clie coiilinuianlo a çliiar-iiare y)  dalle parallele all'asse y. Avreino 
allora clle la curva y definisce la y conie furizioiie algebrica della x; a 2 n 
rami. Per essa vale il 

TEOREMA F O N D A M E N T A L E .  La funzione alyebrica y (x) h a  corne g r u p p o  
d i  m o n o d r o m i a  i l  gruppo diedriço G (cioè uil gruppo di sostituzioni iso- 
morfo al gruppo G). 

Siano g, ,  y, ,..., y,,, i 2 n valori di y relativi al valore x = x;, . Dovrenio 
far vedere che, quando x descrive un cappio iiitorno ad un puiito di dira- 
mazione D, le 9 n determinazioni 

Yi, y,,..., Y¶, 

si scambiano secondo una sostituzione del gruppo diedrico d'ordine 9 n. In- 
dicliianio con H l ,  H.,.. ., Hz,, le 2 TL operazioni del gruppo G, e osserviatno 
che, essendo G diedrico, esse vençono perinutüte secoiido uria sostituzione 
del gruppo diedrico, sopra 2 n elelrienti, quando vengano inoltiplicate (per 
esempio a destra) per una di esse: H,. 

Ricordiamo che i valori y , ,  y, ,. . . , y,, si ottetigono raz io t~a lwte î~ te  da uiio 
qualunque d i  essi, applicanclo le operazioili di G :  suppoiiiaino d i e  sia Hl 
l'operazioiie identica, e ctie sia 

Y1 = Hi (g1) 

y2 = Hz (y, j 
. . . . . . . . . 
z /2*  = He, (YI). 
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Supponiatno clle, quando x, descrive un cappio intorno al punto di di- 
rainazione D, y, vada in y, : siccoine cid equivale ad operare su y ,  l'ope- 
razione H , ,  avreino che i valori 

= ( Y ' )  andranno nei valori H2 Hz (Y,) 

cioè verranno perinutati secondo la sostituzioiie S ,  (del gruppo diedrico di 
sostituzioni sopra 2 n elernenti), secondo la quale l'operazione H, permuta 
le 9 n operazioni H,, H, ,..., H,, . 

Valendo questo per ogni cappio descritto da x,, il nostro teorema resta 
cosi stabilito. 

Siccoine il gruppo diedrico d'ordine B n  contiene corne invariante un 
gruppo ciclico d'ordine n, cosi la funxiotze y si ottiene e s b ~ a e n d o  successiva- 
men te  .un radicale  quadrat ico  e un radicule  d 'ord ine  n,  cioè l a  curva  h a  una 
eqzcazione del t ipo  

1) Y = F 6% J G ) ,  
dove F, f, $ sono simboli di fudzioni razionali e, a meno di una trasforina- 
zione birazionale, 

Questo risultato non è perb invertibile: non oçni funzione del tipo 1) 
O 8) ha  per gruppo di monodromia il gruppo diedrico e determina la curva 
imnlagine di una corrispondenza 18, 91 di periodo n e di rango O. 

Per determinare quali siano le condiziorii necessarie e sufiicienti cui de- 
vono soddisfare le funzioni f e $ affinchè ci6 accada, dobbiamo premettere 
le seguenti 

3) Consideraxioni topologiche sulle curve  iperellittiche. 
~ u ~ p o n i ~ i n o  di avere una curva iperellittica di genere p 

con 2 + Bp punti di diramazione : consideriamo la sua riemariniaria R (sfera 
con p manici), e consideriamo su  di questa due punti coniugati nella 9:: P, 
e P, le cui coordinate siano rispettivamente 
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Facciamo descrivere a P, (sopra R) un ciclo cliiuso Cl : conteiiipom- 
neamente P, descriverà un ciclo chiuso C, . Si domanda se i cicli verrüiilio 
percorsi sernpre nello stesso senso, o sernpre in sensi opposti, oppure quando 
verranno percorsi ne110 stesso senso, e quando in senso opposto. 

Consideriaino su1 piano della variabile coinplessa indipendente x il puiito P 
cui corrispondono sulla superficie R i due punti coniugati P,, P,: quando Pl 
descrive Cl, P descriverà un certo ciclo C  iliiiriagiiie dei cicli C, e C, . Pos- 
sianlo distinguere tre casi fondaiiien tali 

1) C non contiene nessun punto di clirainazione della g; (nessun zero 
della $ (x)). 

9) C coritiene un solo pulito di diraiiiazione della y:. 
3) C contiene due punti di diraniazione, oppure più di due. 

Nei prirni due casi C  è un ciclo nullo, riducibile ad un puilto (ordinario 
ne1 primo e di diramazione ne1 secondo), ne1 terzo caso C è un ciclo rie. 
manniario non riducibile ad un punto. 

1 CASO. Se C non contiene nessun punto di diraniazione, esso si puo 
ridurre per continuità ad un cerchietto infinitesirno C' intorno a P. Allora 
Cl e 0, si ridurranno a due cerchietti infinitesinii C', e Clz. Faccianio descri- 
vere a P un cammino cliiuso intorno ad uno dei punti di diramazione della g:;  
contemporaneamente si muoveranno Pl e P,, C', C', , C', . In questo iuodo 
sulla superficie bilatera R i due cicli C', e C', si veligono a scainbiare: segue 
che P, descrive C, nello stesso verso in cui P, descrive C , .  

II CASO. Supponianio che il ciclo C coritenga un punto di dirama- 
zione D. Essendo C iminagine di un ciçlo chiuso sulla superficie R, P, per 
descrivere C, deve girare due volte intorno a B. Questo ciclo C si pub, evi- 
dentemente, ridurre per coiltinuità ail un cercl~io C' percorso due volte, in- 
cludente il solo punto di diramazioiie D, e senza punti di diraiiiazione su1 
contorno. Conteinporaneainente a questa deforinazioiie di C, i cicli Cl e C, 
si riducono ad un rnedesimo ciclo C',, autoconiugato. 

Siccome su C' non vi è nessun punto di diraiiiazione, cosi il ciclo C' 
non ha su1 suo contorno nessun punto doppio della gi, quindi il pu~i to  P, e il 
punto P, 10 percorrono nello stesso verso. 

III CASO. Supponiamo che C contenga due (O più) punti di diiatiia- 
zione. Allora C, e C, sono due cicli riemanniani. 

Sia Uh un0 dei p integrali abeliani di pritiia specie appartenenti alla 
curva. Sia Uhl il suo valore ne1 punto Pl e U,, il suo valore ne1 punto P,. 
L'essere Pl e P, coniuçati nella gi, è espresso per il teoreilla di ABEL da 

U h 1 + U h 2 ~ K h  (h=1,2 , . . . , p ) .  (l) 
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Ora se P, descrive un certo ciclo C, U,, aumenta di w,,, essendo w,, il 
periodo di U7* relativo al ciclo C; allora, per la relazione (l), U,, deve diini- 
nuire di CO,$,, cioè P, deve descrivere 10 stesso ciclo 4 ma in senso opposto. 

Concludendo, dati sulla riemariniana della curva iperellittica z"- # (a) = O 
due punti coniugati Pl e P,,  qunndo P, descrive u n  ciclo nullo, anche P, 
descrive un ciclo nullo e ne210 stesso senso; quando Pl descrive un ciclo rie- 
ncanniano, P, descrive un ciclo r iemanniano a qzcesto equivalente, e 10 descrive 
i n  senso inverso. 

4)  Coskuzione delle corrispondenxe (9, 81 d i  rango nullo. 
Abhiaino già annunciato die, se i polinomi f e + sono affstlo gerierali, 

il gruppo di monoclroinia della 

Y = Yf (x, Jm) 
pur essendo risolubile, non è il gruppo diedrico. Infatti una prima condizione 
percliè qiiesto accada, è che sopra la R, riemanniana della curva .z2 - + (x) = 0, 
gli zeri della f figurino a coppie coniuçati riella g;: a' = - z, a' = r;. Ci6 si 
tletluce osservando che, se un punto E, è unito per la operazione C, ciclica 
di periodo n, il suo trasformato, E , ,  mediante l'operazione A, è pure un punto 
unito per la C in quanto A trasforma C in C-'. 

Ma neppiire questa condizione è sufficiente: sarebbe infatti facile vedere 
che, se gli zeri della f ,  pur essendo a coppie coniugati nella g: suddetta, 
figurano con la medesiina molteplicità, il gruppo di monodromia risulta un 
gruppo abeliano, e quindi non diedrico (questo gruppo abeliano per n di- 
spari si riduce ad un gruppo ciclico). 

Ora ci proponiaino di far vedere che la condixione necessaria a suficiente 
acciocchè i l  gruppo s ia  diedrico, è che, se i l  punto (CE, z) è per f u n o  xero 
d'ordine i, i l  punto coniugato (x, - z )  s ia  uno  xero d'ordine r n - i (r nu- 
mero intero). Svolgereino le nostre considemzioni riferendoci, per seinplicità 
di liliguaggio, al caso n = 3, valendo le considerazioni stesse per qualunyue 
valore di n. 

Consideriamo adunque la superficie R, rietnanniana della curva iperel- 
littica 

$9 = S (x)? 
e su di essa due punti coniuçati P, e P,. 

Sul punto Pl la y avrà i tre valori 
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dove y è un certo vaIore d i  

Wx, :+  XI^ 
che assuiiio colne val ore foridaiiientale, e dove 

II punto P, inimagine su1 piano della x dei piinti P, e P,, descriva 1111 

ciclo riernaniiiano chiuso iritoriio nd un certo punto Il, il quale sin di dira- 
iiiazione per la a =  + (x): il punto P, andr i  a cadere in Y, e i tre valori 
yl, E y,, E' y, si trasforineranno rispet tivariiente nei valori 

dove y, differisce da y, per il valore del segno tlcl radicale qimdratico, e 
dove il radicale cubico a.vrà. un certo valore, cioc 

2 / 2 9  E Y , ,  E2y? 
li chiameremo coi nurneri 

1 3 5  

Avremo cos1 clie la sostituzione S D ,  data da un cappio intoriio a D, è 
data da 

Sia ora El un punto di diramazione (sulla rieinanniana R) seinplice di 
If(%#), cioè corrisponda ad up'intersezione seriiplice delle due curve 

f (x 2 )  = O ,  ze = + (33) ; 
compiamo con P, un ciclo cliiuso, non riemanniano, intorno al punto E, 
e cornpiamolo ne1 senso positivo (cioè ne1 senso clle corrisponde al seaso 
positivo su1 piano s). Questo giro produce su ciascuno dei valori 1, 3, 5 la 
nioltiplicazione per E, cioè equivale alla sostituzione 
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Ricordando che il gruppo di inonodron~ia deve essere diedrico e che 
l'operazione A trasforma C in C-', si ha Che, mentre Pl gira intorno a E,, 
P, gira iiltoimo a E,, producendo la sostituzione 

Abbiamo cioè, sulla superficie R, Che: se un cappio intorno ad E, equi- 
vale alla moltiplicazione per E, u n  cappio intorno ad E, equivaie alla mol- 
tiplicazione per 2, e viceversa. 

Da cib, tenuto conto che i cicli descritti da Pt e P, sono descritti ne110 
stesso senso, si deduce che il punto  E, è uno zero d i  f je a )  di secondo ordine 
O, più in generale, d'ordine 3 r + 9. Tolta l'ipotesi che El sia un punto di 
dirainazione semplice, possianio dire in generale che : se la curva f (x a )  = O 
taglia la curva a' = + ((x) = O in un pun Lo (Z, e) ed ha quivi 3 r + i iriterse- 
zioni riunite, deve tagliare la a 2 -  + (x) = O anche ne1 punto (2, - T )  ed 
avere quivi 3 s + B  i intersezioiii riunite, r e s essendo numeri interi, 

< ( r  2 O, ~ 5 0 ) .  
Abbiamo cosi deterrninato, per la ciirva y, una condizione necessaria ac- 

cioechè il gruppo di monodromia della corrispondente funzione y sia il gruppo 
diedrico. 

Vogliarno ora dirnostrare che essa è anche sufficien'te. 
Siano Dl e D, due zeri generici della $ (x). 
Supponiamo che, descrivendo con x; uri cappio intorrio a Di,  il valore 1 

si cambi ne1 valore 8. Giriamo ora intorno a D,  . Due casi possono accadere : 
O il ramo 1 si cambia ne1 ramo '2, oppure si cainbia in uno degli altri 4 O 6. 

Fiella prima ipotesi si ha che un giro riemanniano intorno ai due punti 
D, e D, non produce diramazione (moltiplicazione della \r per E O per c e ) ;  

nella seconda si ha che questo giro produce diramazione. 
A yuesto punto dobbiamo fare uri'osservazione. Se sulla riemanniana 

della curva iperellittica ~2 = 4 (x;) esistorio dei p~lnt i  di diramazione per la , 
i cicli riemanniani di una stessa famiglia vengono divisi in diverse catego- 
rie, le quali rengono separate dai cicli passanti per i punti di diramazione. 

Sinno Cl e C, due cicli appartenenti a due categorie consecutive, sepa- 
rate da1 ciclo C passante per il punto di diramazione E :  si lia clle il ciclo Ci 
è equivalente al ciclo C, più un ciclo infinitesinio intorno al punto E, e quincli 
i cicli Cl e C, non possono produrre la medesima diramazione. 

Se In curva f (xn) = 0 soddisfa alle contlizioni anzidette, i punti di di- 

Aiwali di iifatenzutica, Serie 111, Soino XXIV. 18 
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raniazione E figurano a coppie, coniugati nella g:, e se uno produce la di- 
ratnazione E, l'altro produce la dirarnazione E" Sia C un ciclo autoconiugato: 
facciamo rnuovere lungo di esso il punto Pl , e supponiamo che, ci6 fncendo, 
y, si cambi in E y,.  Contetnporaneamente P, descriverà 10 stesso ciclo, ma 
in senso opposto e ciascuno dei valori y,,  e y,, 2 y, acquisterà il fattore 2 .  
Partendo da1 ciclo C, tenuto cotito della disposizione e dell'effetto dei punti E, 
si vede facilmerite che la stessa cosa accacle per due cicli coniuçati qualunyue 
C, e C,, cioè: se percorrenclo Cl i tre valori y,, cy,, s2 y, ,  vengono rnolti- 
plicati per E, i valori y,, E y2 ,  E' yz vetigono inoltiplicati per 2. 

Da queste considerazioni risulta facilmente che il gruppo di moriodromia 
ne1 nostro caso è et'fettivaniente diedrico, se è transitivo, il che avverrà certo 
se la radice cubica estrntta sulla z" $ (x) ha qualche puntû di dirainazioiie. 
Iiifatti : un giro con x intoi-no a Dl ,  punto di zero per la + (a), produce per 
ipotesi ln sostituzione 

;illor~t un gir.o intorno ad un secondo zero della +(x), D,, o produce la 
stessa sostituzione S , ,  O produce la sostituzione 

e ci6 secondo elle il cappio intorno a Dl e D, è immagiiie di uiia coppia cli 
cicli rietnanniani, i cyuali non siano, oppure siano, di dirainazioiie per la y-; 
irifine un çiro iritoïno ad un punto Er immagine di due punti E ,  e E, pro- 
duce la 

S,  = (1  3 5)'' (2 4 6)"' ( r  = i ,  2), 

e tutte yueste sostituzioiii appaiteiîgono ;il gruppo cliediico d'ordiile 6. 
Cid posto, rediaino coine si costruisca la C U ~ T Y I  f soddishcente alle con- 

dizioni volute. 
Coiiiincianio da1 caso n = 3. 
Coiisideriamo acluriy ue l'equctzione 

esaeiiclo z legato ad x clalla relazione 

2' = J/ (x), 
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la f si ridurrà ad essere lineare in x ,  cioè ad avere la fornîa 

Ora f ,  e f, possoiio avere dei fattori comuni; possiatno p i n d i  scrivere 
f (x 8) nella forma 

Abbiamo cosi che la curva f (x z) = O ((love x" + (x)) si decornpone in 
una curva razionale C ed in un certo numero di rette B I ,  R,, ..., R,, paral- 
lele all'asse z. 

Ora la curva razionale C non pub intersecare la a2 - + (x) = O  in due 
punti coniugati E, = (x, z )  e E, = (a, - z )  : ne viene che, se la C taglia la 
a2 - + (x) = O in un punto El ed ha yuivi 3 r + .i intersezioni riunite, dovendo 
il punto E,, coniugato di El, essere un'intersezione di f e di z2 - + (x) = O d'or- 
dine 3 s + 2 i, verrà che 3 q + i delle rette R passeranno per i punti E, e E, . 

Si vede cos1 coine ne1 caso di n = 3 la curva f si possa ottenere pren- 
dendo in modo arbitrario la curva razionale C e completandola con il si- 
stema delle rette R,, prese in modo che 3 q+i di esse passino per ogrii 
pimto E, di contatto (3 s + i )  - punto della C e della z" 4 (x) = 0. 

Supponiamo ora invece n generale : avremo aiicora 

e quindi ancora la curva f è data dalla somma di una curva razionale C e 
da  un certo nuniero di rette Ri, ma la C non è pih arbitraria. 

Infatti la somma delle intersezioni di f con 2 - 4  (x) = O nei due punti 
coniugati El e E, deve essere un multiplo di n; supponian~o clle in  E, siano 
riunite i intersezioni di f e a" + ((x = O, e che per El pnssino wt, rette 11,: 
avremo 

i + 2 m = r n- Ir numero intero), 

cioè i è un numero della forma 

Cioè per n dispari i pzcd assumere palunque valore, snentre per n pari i 
deve essere pure pari. 

Adunque per costrwire la czcrva f s i  prenderic una  curva C del tipo 
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e del resto arb i t rar ia  se n è d i s p a r i ,  avente ir~vece un nzcruero p a r i  d ' in ter-  
s e ~ i o n i  r i u u i t e  in o y n i  pun to  i,n c u i  essa t a y l i a  l a  z2  - $ ( x )  = O se IL è par i ;  
e a questa C s i  sommeranno  poi delle rette R parallele a2lYas.se y, facwdowe 

r n - i  
passare  m = 2 per ogîti p u n t o  E ,  in c u i  s i a n o  r ian i t e  i intersezioni 

delle curve f = O e z2 - + (x) = 0. 
Esamiiieremo nella riota segueiite il caso elle la radice n-esiina estratta 

soprn la s"+ (x) non ablria punti di dii.amaziotie, pure restanclo transitive 
il gruppo di inonodromia della funzione y. 

Per ora concludiamo osservarido cl-ie una funzione 

a g r u p p o  diedrico definisce una c u r v a  cp i w m a y i n e  d i  una corrispoîzdenza [ O L ,  21 
d i  periodo n e &i r n n g o  O. Infatti, essendo diedrico il giuppo di  ~iioiiodroinia 
della y, le sue 9 n deterininazioni possono essere disposte sui 4 n  vertici di 
un prisma n-agonale; ottenendo cosi una configurazione che resta invariata 
per qualunque cammino cliiuso della variabile iridipendente x. Questa dispo- 
sizione mette in  luce l'esistenza di due (anzi di n coppie) di y;, il cui prodotto 
da un'operazione ciclicn di periodo n. Abbiaino cosi che fzctte e sole le cor- 
r ispondense  [5, 21 d i  periodo $ 2 )  2 e d i  r a n g o  r ~ u l l o  si ottengono costrzcendo 
l a  czcrva imlwagine 

Y = (5, JG3J 
clove la funzione f soddisfi alle condizioni sudeterminate. 

NOTA. Noi ahhiaino considerato la curva y, clle possiede due y: e ha per 
equazione 

Abbiamo supposto inoltre che sulla, curva iperellittica 

esistano punti di tlirauiazione per la 9, cioè at)bianio supposto clle le inter- 
sezioni delle due curve 

z" :+ (s) ('4 
f ( X E )  = O (3) 

non ahbiano tutte molteplicità di ordirie miiltiplo d i  n, 
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Ora, se questo accadesse, il gruppo della I/ non cesserebbe di essere 
diedrico, qualora restasse transitivo; infatti l'essere il gruppo diedrico dipende 
essenzialtnente da ci6, che sulla superficie riemanniana della z2 = iI, (x), due 
punti coniugati nella g: si inuovono in modo clle, se uno di essi descrive un 
ciclo riemanniano in un certo senso, l'altro descrive il medesimo ciclo, nia 
ne1 senso opposto. 

Da questa osservazione si ricava che qualunque curva irridiicibile rq, la 
quale contenga una y: ciclica, senza punti di coincidenza effettiva, rappre- 
sentata da una curva iperellittica di getlere $)>O,  lia corrie gruppo di mo- 
nodromia il çruppo diedrico ed ammette quindi due y;. 

Bisogna perb esaniinare quando la curva risulti irriducibile, cioè quand0 
la corrispondenza (1, n)  fra la curva 

non si spezzi in n corrispondenze ( 1 ,  11. 
Ora la condizione percliè la. risulti irriducibile è che sia transitivo il 

gruppo di sostituzioni che si producono sopra le n deterniinazioni della fun- 
zione 

Y = 7f (x 2) 

quando il punto ( Z B )  descrive i 9 p  cicli non nulli sulla riemanniana della 
curva z2 - <p (x;) = O. 

È effettivamente possibile costruire la curva f in iiiodo che le n deter- 

si perrnutino secondo sostituzioni assegnate (che devono essere potenze della 
sostituzione ciclica (1 2 . .  . n)), corrispondentemente ai 2 p  cicli riemanniani 
percorsi da1 punto (x  2) .  Precisamerlte (*): si assunia conle sistema fondamen- 
tale di cicli il sisteina delle Bp retrosezioni Ai e Bi, e si voglia che ad esse 
corrispondano le 2 p  sostituzioni 

(*) Cfr. la mia Nota, Sulle supwficie d i  Riemann, multiple prive d i  pu& d i  diralizaziot~e. 
Rendiconti dell'Acc. dei Lincei, vol. XXIV, serie 5.a, 1 . O  semestre, fase. 8.". 
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Si trasfornii birazionalmente la x" + (LE) = O, riducendola ad una curva 
+ ( m s )  = O  dotata solo di punti doppi a tangenti distinte. 

Cercheremo la curva f tra le curve f,,, d'ordine r n abbastanza elevato, 
le quali passino per i punti doppi, D, della 4 (xz) = O ,  ed abbiano n inter- 
sezioni riunite con ciascuno dei due rami di Ij, uscenti dai punti D. 

Fissiamo ora l'origine per i p integrali abeliani di prima specie Uh rela- 
tivi alla curva. + in modo che la serie lineare segata su + dalle curve d'ordine 
r ,  f,. = O, passanti per i punti doppi di +, sia definita dalle p relazioni 

indicando il segrio la congruenza rispetto ai 9 p  periodi 

relativi all'integrale U, ed ai cicli dati dalle retrosezioni Ai e Bi. 
Si consideri infiiie un gruppo G appartenente alla serie clefinita dalle 

relazioni 

si ha allora che esiste fra le f,,, una curva f la c~uale sega la JI m i  punti 
di G avendo ivi un contatto n-puato, ed è tale che la funzione 

non ha punti di diraiiiazione sulla +, e subisce le sostituzioni assegnate 

Sai = (1 Y .  . . n)°j 

Sb, = ( 3 8 .  . . n)pj. 

5) Costruxione delle corrisportdense [Q, 21 d.i r a n g o  q u a l u q u e .  
La costruzione della curva immagine di uria corrispondenza [9, 2l di pe- 

riodo 12 > 2 e di rango p =\= 0, è una facile generalizzazione della costruzione 
datü ne1 caso di p = O .  

Consideriamo la curva p, ilmiagine di una corrispondenza [6, OL] di pe- 
riodo n > 2 e di rango p > O. Essa contiene una y;, rappresentata da una 
certa curva K di generc p. 

Sia R ( x  t )  = O  l'equazione di questa curva R; e sia R, la sua riernan- 
niana. Analoganlente a quanto accade per le corrispondeme di rang0 0, 
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avrerno Che: q u a n d ~  il punto (x t )  si muove sulla R,, i 2 n punti della curva 9, 
che ad esso corrispondono, si permuteranno secondo le sostituzioni del gruppo 
diedrico d'ordiiie 2 n. Ci6 porta come conseguenza che l'equazione della 
curva cp è data da1 sistenia 

y = Vf ( x ,  t, & (% Q) 

Occorrerà irioltre clle, se la 7 -  che si estrae sopra la curva 

lia coine putito di diraiiiazione il punto ( x ,  t, z), abbia anclie come punto 
di dirainazioiie il punto (x;, t, - a ) ,  e precisanieiite: se il primo è per la 
f (x t & (x l ) )  uno zero d'ordine i, I'altro deve essere uiio zero d'ordine 

essenclo r un qualunque numero intero. 
Uobhiaino ora far vedere clle, come per le corrispondenze di rango O 

yuesta condizione è non solo necessaria, ma anclie sufficiente. Anche qui, 
per coinodità di liriguaggio, supponiaiiio n = 3. Osserviaino che i due valori 
della J+ ( x  t )  defiiiiscono uiia y; sopra la curva 

Sia Rg la riemanniana di yuesta curva. A noi basterà far vedere 
che: se un certo ciclo riewtann,iano C, della R+ è di  diramazione per la 

?f ( x ,  t ,  4.1 (x 1 ) ) .  anche i l  ciclo C , ,  coniugato d i  C, nella y:, è pare di dira- 

wmzione per la ? f  ( x ,  t ,  J$ (2 t ) ) ;  e precisomeate, se la diralnazione attra- 
B z i  

verso al primo è data dalla moltiplicaaione per E = e 3 ,  quella relativa al 
secoudo è dala dalla moltiplicaaione per 2. 

Dimostrato ci6, tutte le altre deduzioni si svolgono come per le corri- 
spoiidenze di rango O. 

Veniatno adunyue alla diinostrazione del nostro enunciato. 
Distinguiamo due casi : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 Chis in i :  Le corriqondenxe [8, S] fra czcrve algebriche. 

1) Cl e C, sono rappresentati sopra la R,, riemanniana della curva 
K (x t )  = O, da un ciclo C nullo. 

9) C ,  e C, sono rappresentati sopra la R, da un ciclo C non nullo. 
Corninciairio da1 primo caso: supponiaino adurique che i cicli C, e C ,  

siano rappresentati sopra la R,, riemanniana della cuiva K ( x  t) =O,  da un 
ciclo nullo C: questo ciclo dovrà avvolgere due punti di diramaziorie Dl e D, 

per la Jwt). 
Indichianio cor] Y uri punto della R, cui facciatno descrivere il ciclo C, 

e con P, e Pz i due punti della Rg ad esso corrispondenti, i quali descri- 
veranno i due cicli Cl e C,. Iridichiamo con P l ,  uno dei tre punti della rg 
corrispondenti al punto Pl, e con Pl, e Pl, gli altri due, per modo che sia 
la y di Pl, e Pl, uguale alla y d i  Pl, rnoltiplicata rispettivamente per E e 
per E', il che indicheremo con 

Facciamo descrivere a P un cappio intorno a D, : avrerno allora clle 
Pl,, Y,,, Pl, andranno in tre altri punti che indico con 

1- Per ipotesi il eiclo Cl è un ciclo di dirainazione per la ?f (z, t ,  (x t ) ) ,  
e la diratnazione attraverso ad esso è data dalla inoltiplicazione per E, vale 
a clire che, quando Pl descrive Cl ,  allora P l , ,  Pl,, Pl, si scatnbinno se- 
condo la sostituzione ciclica 

(p l1?  p l 2 7  P I B ) )  

e yuindi quando Y, descrive il cappio D,, i punti P,,, P,, , Pz,  devono an- 
dare in 

912, Y, , .  

Si ha cosi che i cappi intorno a Dl e intorno a D, dànno le sostituzioni 

e quiildi il ciclo C, produce su P,, , P2 , ,  IJ2, la sostituzione 

che è equivalente alla moltiplicazione per E' 
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Veniamo ora al sec,ondo caso. 
Suppougasi adunque che i due cicli Cl e C, siano rappresentati sopra 

la R, da un ciclo rieinanniano C. Consideriaino i l  piano della variabile coin- 
plessa x: su questo il ciclo rieinanniaiio Csarà rappresentato da un ciclo C, 
avvolçente due punti di diramazione per la funzione algebrica t (x) definita 
dalla 1<(x t )  = O  (*): siano D, e D, questi due punti di dirairiazione. Iudi- 
chiamo con Pz uii punto del piano x, con P il piinto della R, clle de- 
scrive C, qiiando P,. descrive C,, ed infine con P, e P, i due punti della R,+, 
corrispoiidenti a P, punti die  descrivono Cl e Cg, quaiido P descrive C. 
Da questo p h t o  possiaino ripetere il ragionainento fatto rie1 caso piaere- 
dente. 

Possiamo cjuindi concludere clie l ' eptaz ione della c u r v n  immagiv ,e  d i  
u&a corrispondenxa [2, di periodo 3 e d i  rnwgo p, è data da 

clove Ii(x t )  = O è u n 3  curva di genere p, e clove 

è iiiia superficie clle si decompone nella superficie razioiiale 

ed iii una superiicie cilindrica. f, (x t) = 0, die  passa (3 q + i )  volte 1)er ogni 
punto tiel yuale sialio riunite 3 s + 1 iiitersezioni della curvü 

I( (33 t )  = O 
e della superficie 

f ,  (x t )  2 + f e  (x t )  = 0. 

Cid si estende, coine per le corrispondenze di ranço 0, n qualurique va- 
lore di n. 

(*) Si pub sempre supporre clle la t (x) abhia. puiiti di dirüiiiazioiie tutti distiiiti, e clie 
il gruppo di monodromia sia ridolto alla foriria canonica di LÜROTH, si  clie i cicli rieiiiaii- 
niani della RI, siaiio dati da cappi, del piano a, avvolgeiiti due soli puiiti di diraiiiaxioiie. 
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L'equazione della curva rg iwunagine di una corrispondenxa (9, 41 di pe- 
riodo PZ e rango p è data da 

Y = " J f x t n )  

dove Ii (x t )  = O è una curüa d i  genere p, e dove f (x t 5 )  = O è unn superficie 
che si decompone nella superficie rasionale f ,  (z t )  z $ f? (x t )  = O ed in una 
superficie cilindricn f ,  ( z  t )  = O. Se n è dispari la s~tperficie ranionale pllo 
essere comunque, se n è pari essa deve avere dtte intersexioni riunite i n  ogni 
punto i n  cui essa tayli la curva gobba 

La superficie cilindrica è poi assoggettata alla condiziol~e di  pccssare 
r n - i  

I n  = --- 
9 

volte per o p i  pmto  E,  in cui siano r iwi te  i ittterseziowi della 

superficir: razionnle con ln curva gobba sunnonzinatcr. 
Ne1 caso poi clle in ogrii punto coiriune alla. supevticie 

ed alla curva 

le iiitersezio[ii assorbite fossero in iiuiiiero multiplo di n, allora la C/ an- 
drebhe estratta con le avverteiize giü iritlicate rispetto al griippo dei punti 
critici apparenti, e cib affiiicliè la curva rg risulti irric1ucil)ile (Cfr. 5 VIII, 
n. 4, Kota).  
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CAPITOLO IV. 

Classificaxioiie delle curve i n  corrispondenza 12, 21 

fi 9. CURVE I N  CORRISPONDENZA [?!, S] D I  PERIODO QUALUNQUE. 

Ritorniamo ora alla considerazione delle curve f ,  e f ,  fra le yuali in- 
tercede la corrispondenza (2, 21. 

Ricordiamo che le operazioni del gruppo diedrico G, generato dalle due 
involuzioni A, B, determinano sulla curva cp, immagirie della corrisporidenza, 
una serie semplicemente infinita di gruppi di '2 n. punti, cioh un'involuzione y:, , 
i cui griippi corrispondono biunivocamente ai punti di una curva Ir': il ge- 
nere di yuesta dà il ranço della corrispondenza. 

Osserviarno che le coppie di punti della p coniugate nell'irivoluzione A 
corrispandono biunivocainente ai punti di f i ,  e parimenti Le coppie di punti 
coniugati nella B corrispondono ai punti di f ,  : avremo quindi che ai gruppi 
della y:,, appartenente alla p corrisponderanno biunivocamente su f i  (e cos1 
su f,) i gruppi di n punti appartenenti ad una y:, e questi saranno rap- 
presentati dai punti della curva K. Si conclude clle : 

Le d u e  czcrue f i  e f , ,  f r a  le qua l i  intercede u n a  corrispondenza [S, " d i  
periodo n e &i r a n g o  p, contengono u n a  m e d e s i m a  y,!, d i  genere p. 

La y:, appartenente alla fi , sa r i  data da una funzione y, dei punti della 
curva K, a a valori: dico che se n > 2  il gruppo  di monodromia  di questa 
fuimione (sulla rieinanniana di E )  è 'un  g r u p p o  d iedr ico:  infatti esso è iso- 
itiorfo al gruppo di monodrornia relativo alla funzione, a B n rami, dei punti 
clella I< la quale definisce la y:, appartenente alla curva (p. 

Chiamando diedrica una y,! definita da una funzione a gruppo diedrico, 
possiamo riassumere quanlo si è detto fino ad ora, enunciando il 

TEOHEMA: S e  d u e  curve  fi e f, sono fra  d i  loro i n  corr ispondenza 12, 21 
d i  periodo n > 9 e d i  r a n g o  p, esse contelzgono u n a  medes ima  y: diedrica d i  
genere p. 

Corne caso particolare di questo teorema si pub considerare la propo- 
sizione incontrata ne1 s 7 : due curve in corrispondenza (2, 21 di periodo B 
contengono una medesilna y: e viceversa. 
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Ritornando alle corrispotidenze di periodo n> 2, faccianio vedere il 
TEOKEMA: S e  zcnn czcrucc f1 co~atieize zcna y: diedrica,  essa  ammet te  zcrm 

corr ispondenza [ B ,  91 che l a  t r a s f o r m a  in sè lasciando invarinti i gruppi 
della y:: questa corrispondenza ha il peiiodo n se n è dispari, ed il pe- 

n 
riodo - se n è pari. 

2 
Infatti sia P un putito della K rappreseiitatrice della y: appartenente 

alla f, : a P corrisponcleranno su f, n punti 

appartenenti ad un gruppo di y:. Essendo diedrico i l  gruppo della y:, gli t z  

punti P l . .  . P,, potranno essere disposti - in un ordine circolnre - sui ver- 
tici di un poligono regolare di n lati, che resterà invariato per qualuncjue 
cariitiiirio chiuso percorso da P sulla rieinanniana di IL: pertanto ad ogni 
punto di f, si pub associare razionalmente  la coppia dei due punti che gli 
sono adiacenti nella disposiziorie circolare piedetta: vale a dire esiste una 
corrispondenza [2, 21 fra i punti di f , ,  la quale lascia inrariato oçni gruppo 
della y: diedrica. È poi ovvio clle il periodo di questa c~r r i s~or idenza  vale n, 

n 
O -, secondo che n è dispari o pari. 

2 
Un setiiplice eseinpio si ha considerando uria curva che coiitenga uiia y:: 

evidentemente essa ainmette ilna corrispondenza [q 21 che la. trasforma iii 
se strssa, e ci6 è d'accorda col fatto clie il gruppo totale su tre elenienti è un 
gruppo diedrico. 

Da1 teoretna precedente si deduce che: 
Se una curva f ,  è in corrispondenza [S, '21 di peiiodo n con un'altra, essa 

è anche in corrispondenza [B, 81 con se stessa: il periodo di yuesta corri- 
I L  

sporidenza è w ,  o secondo che n è dispari o pari. 2 
A questo risultato si pub arrivare anche direttatiiente osservando che 

a un punto Pl di f, corrispondono i due punti Qi e Q,  di  f,, e clie a QI 
e Q,, corrisponclono su f, due coppie di puriti Pl P, e Pl P,,; cosi in clefiiii- 
tiva a Pl vengorio a corrispondere i due punti P, e P,, . 

Ci proponiamo ora di stabilire la proposizione fondanieritale data clal 
seguente 

TEOKEMA: S e  fra d u e  curue f ,  e f, intercede una corr ispondenza [B, SI, 
esse sono birazioîzalmente identiche,  oppure  fra d i  esse intercede uncc çorri- 
spondenxa [??, 91 cli periodo 2". 
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Per stabilire questo teorema, dobbiamo preniettere due osservaziorii. 
Osserumione 1. Se la curva cp contiene due involuzioni A, B il cui pro- 

dotto C = A B  abbia il periodo n dispari, allora è 

corne si verifica immediatamente. 
Osservaxione II. Se la curva cp contiene due involuzioni A ,  B il cui pro 

dotto C abbia il periodo n = n,  n, ,  con lz, dispari, essa contiene anclle una 
involuzione B', birazionalinente identica alla B, tale clie il prodotto 

C ' =  AR' 

abbia il periodo n, . 
Infatti l'involuzione 

è hirazionalmente identica alla B, essendo una sua trasformata; inoltre 
C' =: A B' ha il periodo nl , essendo 

Ci6 posto sia n il periodo della corrispondenza [8, UL] che intercede fra 
le due curve f, e f,: se n è dispari, allora le due involuzioni A e B sono 
bil.nzionalmente identiclie, essendo B una trasformata della A, e quindi le 
due curve f l  e f , ,  che ne rappresentano le coppie, risultano esse pure bira- 
zionalrnente identiche. 

Invece, se n è pari, sarà 
n = !2"'2, , 

dove n, è un nuniero dispari : in virtù dell'osservazione II esiste un'involu- 
zione Br, birazionalinente identica alla B, tale che C'= A B' è uri'operazione 
di periodo 2": si consideri la curva f ' ,  iinmagine delle coppie di punti CO- 

niugati nella B': questa curva è birazionalinente identica alla f, ed è in cor- 
rispondenza [8, 521 di periodo !? con la f , ,  pertanto anche la f, è in corri- 
sporideriza p, 91 di periodo Br con la f, . 
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Vogliamo ora esaminare più da vicino le corrispondenze [2, 21 di pe- 
riodo B. 

Per esse sussiste anzitutto il 
TEOREMA: S e  due  curue f, e f, sono fra d i  loro in corrispondenzn [3, 91 d i  

periodo 8', esse sono i n  corrispondenza [ Y ,  91 d i  periodo 2 con u n a   ned de si ma 
c w v a  f ,  l a  quale è la; curva irnwmgine d i  u n a  corrispondenza [3, ? j  d i  pe- 
riodo T-': le equasioni delle f , ,  f, s i  ottengono estrccendo d u e  radici  pua- 
drate  sopra due  curve KI, K, fra le quccli intercede l a  corrispondenza [9, i] 
di  periodo !Y-', che h a  colne curva  imînagine la curva f .  

Per diinostrare questo teorema, consideriamo la curva cp imtnagine della 
corrispondenza [2,  '21 di periodo T, e su di essa le due involuzioiii A e B 
le cui coppie corrispondono ai punti di f, e f i .  

Per ipotesi l'operazione C= A B  ha il periodo B, e pertaiito la 

ha il periodo 8, e quindi determina sulla cp una involuzione di coppie di 
punti. Ora si verifica imrnediatatî~ente che le due involuzioili A, D sono 
perrnutabili, e cosi pure sono perrnutabili le involuzioni B, D. 

Indicliiamo con f la curva i cui punti corrispondono biunivocainerite alle 
coppie di D;  avremo die  la curva f è i n  corrispondenza ["2. 21 di periodo 2 
con la f ,  e con la f, . 

Ora la f ,  e la f, essendo in corrispondenza L8, 81 di peiiodo 2, posseg- 
gono entratnbe (3 7) una medesiina y: rappiwentata dai punti di una curva Ii, , 
e cos1 pure la f2 e la f posseggono una niedesirna y; rappresetitata clai punti 
di una curva li, : pertanto fra le curve K, e Ii, iiitercede utia corrispon- 
denza [2, 91 clie ha per immagiiie la curva f. 

Vülutiarno infine il periodo di questa corrispondenza. Indichiaino con 
A', B' le due involuzioni (rappresentate ciai punti di K, e Tc2) clle apparterl- 
gono alla f :  sia C f  = il' B' il loro prodotto, il periodo cli C f  clà il periodo 
della corrispondenza ["2]  che intercede fra K, e K, . Per deterininare yuesto 
periodo osserviamo clle : 

I j  due punti della f coniugati nella A' corrispondono a due coppie 
della D coniugate nella A ; 
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8) parimenti i due punti della f coniugati nella B' corrispondono a 
due coppie della D coniugate nella B; 

3) due punti della f coincidono, se le due coppie (di punti) corrispon- 
denti sulla cp sono coniugate nella D. 

Da queste osservazioni si deduce immediatamente che il periodo di G' 
è la metà di quel10 di C, vale a dire 2"'. 

Rcsta cosi provato clle f ,  e f ,  si ottengono estraendo due radici qua- 
drate sopra due curve K, e K, in corrispondenza [%, 81 di periodo 8'-'. 

ln  virtù del teorema precedente si ha  che: 
Se fra due curve f ,  e f ,  intercede u n a  corrispondensa [2, 21 d i  periodo T, 

esse si ottengono estrccendo successivamente r radicali qmadratici a partire d a  
uncc medesima curva I< i cui punti rappreseritario le due y:, diedriche, ap- 
partenenti alle due curve f ,  e f, . 

Ora, data una curva f la yuale contenga una y;, diedrica, quante sono 
le fainiglie di curi7e f,, contenenti la stessa y:,. diedrica in corrispondenza 
[2, 21 tli periodo 9' con la f ?  

A ci6 risponde il seguente 
TEOREMA: Le curve f,, legate alla f ,  da u n a  corrispondenza (8, 21 d i  pe- 

riodo 9 con Y >  1 ,  formano un'unica classe d i  curve birazionalwze~ite identi- 
che, la quale è determinata in funzione della y;, diedrica a p p r t e ~ e n t e  alla f ,  . 

Sia K la curva rappresentatrice della y& appartenente ad f ,  : coiiside- 
riaino i punti di f, e f, corrispondenti ad un inedesimo punto O di R: siano 
essi : 

Pl P* . . . P 2 r  

Disponiaino i punti P e Q in un ordine circolare, sui vertici di un po- 
ligono regolare di p+' lati, in modo che ogni punto P abbia conie adiacenti 
i due punti Q omologhi nella corrispondenza (2, 81 çhe intercede fra le f, 
e f, : avrenio cosi per i punti P e Q una disposizione clie resta invariata 
per qualunque carninino chiuso percorso da O sulla riemanniana di K :  ci6 
porta che gli elementi (punti e cicli riemanniani) di dirainazione relativi 
alla y:,. appartenenti alla fl siano anche elementi di diramazione relativi 
alla y:,. appartenente a f, , le sostituzioni relative alla prima y:,. determinando 
quelle relative alla seconda. Precisamente disponendo i punti P e Q sui ver- 
tici di due poligoni reçolari di 8' lati, si vede clie ad ogni ribaltainento del 
primo poligono intorno ad una diagonale, corrisponde per l'altro un ribal- 
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tamento intorno ad una mediana, mentre ad una rotazione del primo cor- 
risponde un'uguale rotazione del secondo. Da ci6 risulta che tutte le curve f, 
sono fra di loro birazionalinente identiclie, avendo il medesiino gruppo di nîo- 
nodromia sulla riemanniana di K, e soi10 invece distinte dalla f ,  essendo 
diverso il loro gruppo di inonodrornia. 

La classe delle curve f, potrerno chiamarla coniugata alla classe delle 
curve f i .  

Le osservazioni svolte in questo capitolo permettono di costruire diret- 
tainente le coppie di curve coniugate f ,  e f i  in corrispondenza [OL, '21 di pe- 
riodo 8', ma non ci addeiitriauio in yuesta ricerca, poicliè la costruzioiie in- 
dicata ($ 8, n.' 5) per la curva iniinagine dà iinplicitainente la costruzione 
delle due curve suddette. 

Riassun~endo : 
Il problenia di determinare tutte le coppie di curve f ,  e f, in corrispon- 

tlenza [8, 81 equivale al probleina di determinare tutte le curve contenenti 
due y; (curve irninagini della corrispondenza). 

Posto cosi il problenia, si ha clle le corrispondenze [ O L ,  "2 si distinguorio 
primieramente in periodiche e non periodiche, ed a questa dist.inzione si col- 
lega. il risultato fondamentale : le corrispondenze [S, " 1zon periodiche hanno 
tutte il genere p G 1 (cioè la loro curva iniinagine ha il genere p G 1). Cid 
posto, per la costruzione effettiva delle corrispondenze [2, 21 queste vengono 
distinte in 

1) Corrispondenze [9, 91 di genere p r 1 ; 
'2) Corrisponderize [OL, 91 di genere y 2 8. 

Tutti j tipi possibili di corrispondenze [9, 21 di genere p 5 1 sono in- 
dicati da1 quadro seguente. 
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Genere 

della f, 

Periodo 

della 

corrispondenza 

Genere 

della 

corrispondenza 

O 

1 

Genere 

della f, 

Le corrispondenze [8, 21 di genere p r 3 sono tutte periodiche e si di- 
stinguono secondo. che il loro periodo è n = 2, o n>9. 

Le corrispondenze [8, 21 di periodo 2 sono il prodotto di due corrispon- 
denze [ l ,  31, e le due curve f, e f , ,  tra le yuüli intercetle la corrisponde~~za, 
si ottengorlo estraeiido due radici quadrate sopra una medesirna curva K. 
Le corrispondenze [2, 21 di periodo n > 2  si ottengono costruendo la 101.0 

curva iiimagine rp: questa curva contiene uiia y;,, rappresentata da uns certa 
curva. I<, il cui genere dà il rango della corrispoiidenza. Dalla natura di 
yuesta y:,, si desume per la curva l'equazione segueiite: 

dove f, $, I< sono simboli di funzione inzioiiale iiitera, e dove precisamente 
f (x t a) = O rappresenta l'equazione di una superficie che si decompone in 

A w m l i  di Ilifnte~nntica, Serie III, Tomo XXIV. 40 
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una superficie razionaIe 
f i  (X t )  " f 2  (X t )  = 0 

ed in una superficie cilindrica 
f 3  (x t )  = 0 

r n - i  
la quale passa - 2 volte per ogni punto ne1 quale siano assorbite s n + i 
intersezioni della superficie 

fi (X 1) x + f, ( f i  t )  = O  
e della curva 

8' = + (IY: t )  

Iiqxt) =O, 

essendo r ed s due numeri interi positivi o neçativi o nulli: la superficie 
razionale pud essere assunta ad arbitrio se n è dispari ; invece, se n è pari, 
essa è obbligata ad avere un iiumero pari, i ,  d'intersezioni in ogni punto in 
cui essa tagli la curva gobba 

Va segnalato il caso in cui la 7- che si estrae sopra la curva 

Z" + (x t )  

K(xt)  =. O 

ho11 abbin punti di diranmztoiîe, il che accade yuanclo i punti cornuni alla 
superficie f ( x  t z )  = O eti alla curva predetta siano punti critici apparenti, riu- 
scendo intersezioni di un ordine i niultiplo di n. 

In questo caso, affinchè la curva siü iminagine di una corrispondenza 
[2, 21 di periodo n occorre che essa sia irriducibile. Questo si ottiene sce- 
gliendo convenienterrieilte il gruppo dei punti critici apparenti. Si noti infine 
clle fra le corrispondenze [8, 81 periodiclie si trovano, corne caso partico- 
lare, quelle di genere O, 1, indicate ne1 quaclro precedente, le quali, per co- 
modità di nietodo, furono esaininate insieine alle altre non periodiche che 
ne Iianno il  inedesinio genere. 
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Quanto alle curve fra le quali intercede uria corrispondenza [8, 21 di pe- 
rioclo n, possiamo dire Che: 

1) Se n èt dispari le due curve sono birazionalmente identiclie; 
9) Se n è pari, fra le due curve intercede una corrispondenza [S, 21 di 

periodo 2'; 
3) Le curve in corrispondenza [8, 91 di periodo B contengono u ~ i a  me- 

desima y: e quindi si ottençono estraendo due radici quadrate sopra una 
iiiedesiina curva K ;  

4) Le curve in corrispondenza [8, 21 di periodo 8" sono fra di loro bi- 
razionalinente identiclie, od appnrtengono a due fanliglie distinte, l'ur~a ben 
deterininata in funziorie dell'altra: esse poi sono in corrisponclenza [2, 21 di 
periodo 2 con una medesima curva che è imniügine di uua corrispondenza 
[2, 021 di periodo 9'-'. 

5) Ogni curva in corrispondenza [2, 21 di periodo n (con n )  2) con- 
tiene iina y: diedrica, ed ammette una corrispondenza [q, 81 con se stessa 

n 
di periodo tz se n è dispari, di periodo - se n è pari, e viceversa: in par- 02 
ticolare futte le curve che contengono una y; sono in corrispondenza [8, 21 
con se stesse. 

Siccome le curve razionali ed ellittiche contengono tutte una involu- 
zione g: razionale, cosi possiamo dare il seguente risultato che coinpreride 
le corrispondenze anche non periodiclie: 

6) Se due curve sono in corrispondenza [2, 21 esse sono birazional- 
mente identiche, O contençnno una inedesima iiivoluzione (razionale O no), 
oppure appartengorio a due classi coniugate di curve, l'una ben deteminata 
in funzione dell'altra, 
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tj 10. Curve in corrispondenza 18, 81 di periodo w= 8r . . . . . . . . . . . . . . .  
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Opere matematiche di Luigi Cremona 

pubblicate sotto gli auspicii della R. Accademia dei Lincei. 

TOMO SECONDO - U. HOEPLI - MILANO, 1915 

(Recensione d i  F E D E R I ~ O  ENKIQUES, CG Bologna.) 

I l  Cornitato per La puhhlicazione delle Opere di Luigi Cremona, costi- 
tuitosi sotto gli auspici dell'ilccademia dei Lincei, procede alacremente ne1 
lavoro intrapreso: al primo volume che vide la luce l'anno scorso e di cui 
già discorremmo in questi Annali ("), segue ora il secondo volume, su  cui 
desideriamo parimente richianiare l'attenzione degli studiosi. 

Questo volume contiene 47 Note e Memorie dedicate a svariatissime que- 
stioni: vi figurano contributi alla teoria delle coniche e dei sistemi di coni- 
che, ricerche originali ed 'importanti sulle cubiche e le quartiche sçhenîbe, 
sulle rigate gobbe e in particolare su quelle del 3 O  e 4' grado, sulla rappre- 
sentazione piana della superficie romana di Steiner, sulle trasforrnazioni delle 
figure piane, sulle superficie algebriche in generale, e poi anche sulla pro- 
spettiva lineare e su argomenti d'interesse storico-didattico. 

Tanta varietà di temi porge un quadro della vasta operosità deli'Autore, 
nonchè del inomento storico in cui questa ebbe ad esplicarsi; ina alcune 
Memorie - che sono divenute classiche - offrono ancora un interesse più 
attuale : tali sono specialmente gli studi sulle trasforrnazioni birazionali del 
piano che da1 Cremona appuiito hanrio preso il nome, e i Preliminari di 
una teoria geometrica delle superficie » che - com'è noto - costituiscono 
in qualche modo un'introduzione alla classica Memoria sulle superficie del 
3 O  ordine. 

Anche per questo volume, come per il primo, i revisori hanno-compiuto 
un diligente esame delle Menmie pubblicate, rilevando qua e là le piccole 

(") Serie III, tomo XXII (1914), pp. 387-330, 
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158 Enriques: Opere mntevnatiche di Luigi Cremonn. 

imperfezioni O completando le cjtazioni con sicura - se pure sobria - 
erudizione. Essi lianno reso coii un' prezioso servigio ai cultori della storia 
della Geornetria che - in questa pubblicazione - troveranno esatti riferi- 
menti e notizie. 

E qui ci sia consentito insislere in una raccomandaziorie ai giovani ma- 
teinatici: col segnalare ad essi l a  lettura delle Opere cremoniane - nella 
loro edizione integrale e corretta - vorremino appunto suscitare negli spi- 
riti che si maturano una più larga visione storica della scienza, persuasi 
che a questa conviene attingere il senso di coritinuità della tradizione, da 
cui solo pub scaturire la comprensione dei grandi problenii. Nelle ricerche 
cbe si riferiscoiio alla realtà fisica O nüturale si pu6 dire che lo stesso uiondo 
dei fenomeni obbliga 10 studioso a tenere presenti certi scopi O certe diffi- 
coltà, sicchè l'iinportanza delle yuestioni riceve - per cos1 dire - il sug- 
gel10 della pratica; nelle Matematiche pure manca questo modo di valuta- 
zione, onde l'opportunità di educare in altro modo il giudizio. La storia 
delle dottrine adempie appunto a yuesto ufficio, ricostruendo innanzi agli 
occhi del10 studioso quell'insieme di « esperienze mentali », sviluppo di pro- 
blemi e perfezionamento di rnetodi, che tocca direttaniente la realtà della 
scienza. La coinprensione storica si deve iritendere cosi - non conie oggetto 
di pura erudizione letteraria - ma coine comprensione del progresso delle 
idee, clie costituisce un grado superiore della stessa conoscenza scientifica. 

Bologna, Gennaio .1915. 
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Intorno ad alcuni concetti e teoremi fonda- 
mentali sui sistemi algebrici di curve d'una 
superficie algebrica ("j. 

Considerinino sopra u n n  superficie algebi*ica Ii u n  sisleinn algel:rico ?: 
di curve (**) ed il sisteilin algehrico x' (erentualliiente coinciderite con x) clle 
si otliene rlal precedente conie iiisiei~ie dei sisteini lineai-i iiidiriduali dalle 
sue curve. 

fi cliiaro clie se è irriducibile lo è pure Zr,  non necessaria mente come 
totnlità di cnrve, nia sibhene come totalità di sistemi liiieari. 

l n  generale Z' risulterà iriiclucibile a.ticlie coiiie totalitk di curve. Pub  
cliirsi pcrb (e 10 vedi-emo effettivaineilte i n  seguito) che x' sia riducibile coliie 
totnlità di curve, pur essendo ii~iducibile conie totalità di sisteini 1irieai.i. 

Questo duplice modo di considerare un sistenia algehrico, prenderidoiie 
come elenienti, unn volta le curve ed iin'altra i sistemi lineari, (KI liiogo a d  
uii tluplice modo di considerare l'eqiiivaleiiza algebrica di due curve A e B 
sopra una superficie P ("*":). 

oiremo che A, R sono nlgebricmnente equivaleizti in scnso strette, e scri- 

(*) Qiiesto lavoro in parte è thalto dalla tesi presentata alla R. Unioeisità. di Pisa per 
la laurea e in parte dall'altra tesi presentata per l'qliilitazioiie all'iiisegiiatnei~to alla R. Scoola 
normale superiore d i  Pisa. 

(**) Per i primi coiicetti relativi ai sistemi algehrici ved. SEVERI : Oss~rw-.ioui sui sistenzi 

contitzui d i  c w v e  appartetaenti arl z c i m  superficie algebrica (Atti della R .  Arc. delle Sci~nze 
di  Torino, t. 39, 1904, 1 i . O  4). 

(+*+) La iiozione di equivaleiiza è stata iiitrodotta LM SE VER^ riei suai lnvori sulla hase. 
Ved. Math. Annaleri, B. 62, 1906, pag. 197 e Ln base .ininima. . . (Aiiilales Scientifiques 
de l'lhole Normale supérieure, T. XXV, 1908, pan. 449). 

A~anrrli  d i  Mutewntica, Serie IJI, Tomo XXIV. 21 
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160 A l  b n n e s e :  Intorîzo a d  alcuwi concetti e teoremi fondmlzet~tati  

se esse nppccrtetzyo~zo a d  un sis tema i r r i d w i b i l e  colne ins ieme  di curce. 
Se poi le A, B, pur  nori apparteiieiiclo a d  uiio stesso sisteiiia ii~ritlucil~ile di 

cuïve, sono contenute in un medesiiiio sist,ema irriducihile coiiie iiisieiiie di 
sistenii liiieari, si dii-ü clie le A, B sono e y u i v n l e t ~ t i  dgebricamei t te  in geue- 
rale, od anche in bseve, cdgebricnmente eqztivale~tt i ,  e si s c r i ~ e r à  : 

Questa equinlei iza çe i ie ide .  aiiiiiiette la preceilerite coiiie caso par- 
ticolare. 

Ne1 seguito ci cotiverrà. d i  estei-idere ulterioriiieiite le relazioiii d'equiva- 
lenza, iotrodiicendo l ' e q u i u a l e ~ ~ ~ n  n c a t e m ,  che ne1 caso di curve aritinetica- 
nien te effettire (*") coincide con l'ecluiraleriza nlçebiica geiierale sopra definita. 

Un sisteina. algebrico iiriclucil~ile corne itisieiiie cli curve 10 chiainereiiio 
s is tema nZyebl.ico i w i d m i b i l e  o ita seîtso stf.etto, i~ieiitre un sistenia irriduci- 
bile coiiie iiisiriiie di sistemi lineari e rid~icihili coiiie insielne di ciirve lo 
cliiainereiiio sistemcc ctlgrbrico vic7?6cibile o ye~lercrle o più seiiipliceiiieiite si- 
s tema nlgebrico. 

Con una soiita tlefiriiziorie, uii s is t~ma i r r id i i~ i lde  si diià coiiipleto quniido 
non è eoriteiiutn in  nessun altro sistema iri~iducibile (di cuiBve del10 stesso 
ordine) di cliii~ensioile niaggiore. E aiialogn defiiiizioiie s'intencle Pei. i si- 
steiiii algebrici geiierali coiiipleti. 

(*) A volte per esprirnere che due ciirve A e B ilon appnrtengotio n nessuu sisteiiia al- 
gehrico irriducibile direnio che esse sono algehricainente distinte in  seriso stretto e scrive- 

l l reino A R .  Cosi per dire che due ciirve A e B nori appartengorio a nessun sistema alge- 
l I 

brico generale direrno che sono algebricameate distiiite i n  generale e scrivereriio A I  B. 
(**) Aritmeticameiite effettiva si dice una curva qualido i suoi caratteri virtuali +L, r e i ,  

rispettivainente grado, geiiere e indice di specialità, verificaiio insienic a l  geiicre pa della sir- 
perficie sulla quale si ragioiin, l a  disuguaglianza 

Ved. S w s n r  : Osserua~ior~i varie d i  geometria sopra utla superficie algebrica e sopra u n a  va- 
rietù (Atti clel R. Istituto Veneto, T. LXV, pag. 627 e Cowzplemedi d d a  teoria della base ... 
(Rend. del Circolo Mate~natico d i  Palermo, T. XXX, 1910, § 1). 
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s u i  s is temi  rrlgebrici d i  cltrve d ' z c m  superficie rrlgeh~icn.  161 

Fra. i sistetiii irriducibili a cui iina curva A appartieiie v'è seiiipre il si- 
steiiia liiieare coiiil)leto / A /, sistellia clie, in ordine ad un ben rioto teoreula 
d i  KOF;THER, è perfettaineiite iti(lividriato dalla. ciirva A stessa. 

La priiiia. questioiie fo~idaiuieutale clle si prwenta, nello stud io dei si- 
steiiii nlgebriri, B quelln di 1edei.e se il  pretletto teorenia d i  N ~ E T H E H  si esteiide 
ai sistemi algel~rici coii~pleti. 

Ora noi proveretno clle, pei. i sisterni algebriei irriducibili, uiia. tale esteii- 
sione non è l~ossibile. Uria curva - noclie se aritnieticaineiite eff'ettiv;~ - 
pu6 appartenere beriissimo a due sistemi irriducibili coiiipleti. Auzi prove- 
reiiio clie una curva A pu6 ap~iarteuere ad un sisteiiia ii*riduciJïile completo 
seiiza che tutte le curve del sisteina lineare completo 1 A 1 siaiio coriter~ute 
in y. ILI ta1 caso perb 1 A / deve avere una diniensione necessariniiieiite img- 
@ore della dimerisioiie del generico sistenia. lineare di y, sibbene cpesta par- 
ticolarità non sia earatteristica, perchè uii sistema lineare 1 CI pu6 essere 
cotitenuto per intero in un sistema completo e, ci6 non ostarite, avere la 
diinensione maggiore di yuella del generico sistenia lineare di Z. 

Se perb invece di sistemi irriducibili, si consideraiio sistemi geiierali, il 
teoretna di NOETHEH effettivaruente s'estende, e l'esterisione~cui alludiamo è 
coiitetiuta ne1 seguente teorenia di S e v ~ t i ~ :  

Assepzcçtn sopra  u n a  superficie F, ddwego lar i t l i  p, - p, = q,  mza c u r c a  A 
nritmeticamente effettivn, resta su F i n d i v i d u d o  u n  s i s t ema  algebt.ico y d i  m4 

s is temi  lineccri (*), f ra  cu i  1 A 1 ; ogni sistenza c o n t i l ~ u o  irridzccibile che contielze 
una qua l s ias i  curoa d i  è tu t to  corîzposto corz curve  di Ç stesso y*). 

Siccliè la totalità ( A  1 di tutte le curve d i  I: è una totalità iridivicluata, 
non solo da A, ma da una sua curva qualsiasi; solo clle essa ilon sempre 
è irriducibile, e le parti in cui si spezza possorio non avere neppure la stessa 
diineiisione. 

Quel clle è certo perb è clle essa è una varietà eoiiiiessa, cioè tale da  
rion potersi mai suddividere in due varietà algebriche (riducibili o no) se ins  
elenie~iti comurii. 

Ques ta osservazione ci coriduce spontaneaiiieiit e ad estendere, roiiie ab- 
hiaino prima accenriato, l'eyuivaleiiza çeiierale. 

(*) Si noti che qualuilque sia la curva aritmeticame+~te effettiua da cui si  parte, la va- 
rieti di questi aos sistemi lineari è seinpre birazionalinente identica alla varieta di PICARD 
inerente ad B'. 

(**) Vedi SEVERI: Osservazio~zi varie di geometria . . . ( M i  del R. Jstituto Veneto, T. LXV, 
pag. 638). 
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Diremo che d u e  czcrve A e B sono algebricawwîite c o n c a t e d e ,  e scrivere~rio 

q u n n d o  esse ayynrteibgono ad zcît wbedesimo s is tenm algehrico c o m e s s o  (*). 
II teorema precedeiite ~iioslra appuiito che ne1 caso di curve aritiiie ticlle 

effettive questo concetto non differisce dall'altro ilell'eq~iivalenza generale. 
Se si tratta perb di curve iiou aritnieticaliiente effettive l'eyuivalenzn a 

catena, in niolti casi, da  uua relazione essenziulnierite nuova. 
L'equivaleriza ü cüteiia per la definizione stessa gode della proprietii traii- 

sitiva. Percib ln totalità delle curve concnteiinte ad uiia stessa curvn A è 
pertettamente itidividuata, non solo da A, nia da yualsiasi curva clellii to- 
talità stessa. Pertnnto definireriiu sistelna algebrico a catena o corwzesso (coiii- 
pleto), inclividuato da A, la totalità delle curve coricateiiate ad A e quiiidi 
frü di loro. 

Che i sistenii lineari d'un sisteina connesso non forniino seiilpre una va- 
rietà ir~iducibile lo proverenio con esetnpii. 

Le distirizioni sopra fatte fra sistemi algebrici irridiicibili generdi e a 
cateria sono distinzioni essenziali, clie è opporturio porre esplicitalnente in 
rilievo. Ci6 che faccio riella prima parte del lavoro, lumeggiando le distiti- 
zioili stesse con eseiiipi. 

Nella secoiitlü parte ini occupo più espress:iiiietite delln teoria delli~ hase. 
. , Il SEVERI iiei moi  lavori foilrlaineiitali della kjase, che t\\,l~iaiiio gis 

avuto ocmsiorie di citaie, çoilsiclera sisten-ii di ciirve ai.itmeticanieilte effet- 
tive ("*) c che vanno qiiitidi iiitesi conie sistenii algebrici generali-irriduci- 
] d i  solo corne irisierne di  sistemi lineari, nia non coine insienle d i  curve. 
Per conseçuenza le relüzioni d'eyuivalenza algebrica - conteiiute uei detti 
Invori - sono relazioui d'ecjuivülenza gelierale e ilon d'equivaleiizn in seuso 
stretto. 

Ora la qucstione clle noi ci proponiaino - nella seconda. parte del la- 
voro - è di vedere cib clle avvierie dei teoreini sulla hase cptnclo, appiiiito, 
ci si liiriitn al campo rneno nnipio dell'eyuivale~izü in senso stretto. 

(*) Spesso per espriiilcre che dnc curve A e B non sono colicateiiate scriveremo A- B,  
I I  

(**) O per Io ineao si possono facilmerite ridurre a tali. 
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stri sistelui nlgebrici di curue d'una s~sperficie cclgebrica. 1 Cil3 

Il priiiio 1-isultato che otteti ia~~io è ideritico a quel10 ' d i  SIWEHI per l7e- 
quivalema geiierale e cioè : 

Sopra u ~ z a  superficie l< a rzumero base p, date p curve cc deterw~inal~te di- 
verso da zero 

Cl c, . . . cp , 

è sewzpre possibile, ecl i n  cc modi, fissnre una curva E d i  F tale che, o p i  
ccltrn cztrva C d i  F siu lepta.  a qzceste cou z . c m  relaaione del tipo: 

p. esseiicio un tiuniero intero diverso da zero e J ,l ,  , 1, , . . . , Àp iriteri positivi 
o rieg;~tivi rion tutti aulli. 

Dipeiideiitenien te da C, C, , C, , . . . , C,, 1 p ~ i b  anche essere zero, illa cib 
ilon avviene sempre. 

Possiamo percib dire che su F, le curve C, C, . . . forrnano base con 
l'ausilio della cu r r a  E 

Su yuesta curva ailsiliaria E diciaiîio clle essa iîon dipende dalla base 
scelta, nè dalla curva clle per yuesta si vuole espriinere, e si piid fissare a 
priori una volta per tutte, corne precisailiente avvieue ne1 campo dell'equi- 
valeriza in generale. Ma mentre in cluesto campo E si pub far coiiicidere con 
qualsiasi curva di F a grado virtuale positivo, per l'eyuivalenza iii seriso 
stretlo, cib non è più vero, e proverenio anche che ci sono casi in cui essa 
rion pub coinciidere con nessuna combinazione lineare delle curre base 
C, , C? , . . . , C,, aiiclie se fra qiieste ve ne sono a grado virtuale posi tivo. 
Sopra F esisto~zo perci6 curve C per le guali è irnpossibile uiza relnzione del 
tipo 

p C t u l  C,+v,C2+...+,5CpIIIh C , + ' h 2 ~ 2 t . . . + ~ p C P ,  

per vcclori non t2~tt.i ~ ~ z d l i  dei coefficienti. 
Un secondo risullato più profondo ci permette perb di cosfrliire basi pcw- 

ticolari 
A I A  , . . . A p ,  

per le qua li ilon è pi26 /becessaria la curvn nusiliaricc E:  O p i  i nltro cumn A 
di P si puo esprimere per esse con una relcczio~ze del tipo : 

Fatto riotevole che evidenteiiiente precisa e determitla di più i risultati 
firrora ottenuti sulla base. 
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Dopo questi risultati sulla teoria della base - ed altri ad essa relativi 
clle b occasione di ditiiostrare - riella terza. parte iiii occupo della teoria 
della divisione. 

Com'è noto questa teoria serve riella costruziolie delle basi interiliediarie 
e niiniine. 

Le leggi fondameiitali di yuesta opeiaziotie sono stabilite da SEVERI con 
i seguenti clue teoiemi: 

1 . O  Data s a p a  una superficie F una curvn A a caratteri g~uernli (*) 
i l  numero o dei sistemi continui i n  czci si ripartiscono le curve B che covt A 
verificnno le reluxioni aritwzetiche 

è costante; non dipe~zde cioè dalla curva A d i  partenza, ma è un cnrattere 
d i  P. 

9 . O  Il nurne,t-O dei sistemi corbtinui che si possorzo ottenere diuideîldo UPL 

sistema qucclzc~zque per u n  nugnero intero non pu6 superare i l  lzumero o. 

Questi teoreini cotiîe cpelli sulla hase vanno intwpretati lie1 crtnipo del- 
l'equivülenza algehrica in çeoerale O a catena e non in c~uello dell'eyuiva- 
leriza. in senso stretto. Tolta difatti quest'ipotesi essenziale essi non valgono 
completaineiite. 

Per il secoiido teorema poi va aggiunta un'altra restrizione: difatti esso 
vale solo quando tutti i sisteini quozienti sono coiiiposti di m" sistetiii liiieari 
distinti - y esselido l'irregolarità di E: - In particolare yuando le curve quo- 
zienti sono tutte aritmeticaiiiente effettive, o uiîa alliieno è a caratteri ge- 
nerali. 

Non potendo perb escludere (coiiie vedreino con esempii) che la divisione, 
anclie applicata a curve a caratteri generali, porti a curve (quozienti) non 
variabili in sisteiiii nlgebrici coniposti d'mq sistenii lineari, b cercato di ve- 
dere se con particolari convenzioni era possibile düre agli eniiiiciati di cjuei 

(*) Una curva A si  dice a caratteri generali se il suo ordiue è maggiore di quel10 delle 
curve canoniche non depiirate dalle eveiituali curve eccezionali di 1." specie di F e se i suoi 
caratteri n. e r verificano col genere aritmetiço p,  di F la disuguaglianzn 
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szci sistetni nlyebrici di curve d ' w m  superficie alyebtka. 165 

teoremi - nella loro fonna priinitiva -- un significato gerierale; ed 6 visto 
elle 10 scopo si ragpiunge coll'iatrodurre il concetto di eyuivuleiiza virtuale. 

Ecco brevemente di che si tratta: 
Drcta sopra uncc superficie F, ulzn curva A qunlsinsi (crlzche virtuale), chia- 

merenzo sistema virtuale cowpleto VA,  da essa indiviclunto, lu totcclitic cmq dei 
sistemi lineari 

( A +  C -  C f (  

c7ze si otteugono al variare di C e C' i n  ztn medesirno sistenza ~Igebrico ( C ]  
co~lzj)osto d i  00' sistemi lineari distinti ("). 

La clefiniziorie è iiidiperidente ilal sisteinn ( C 1. 
Ogni czcrva 

R c A 3 . C - - - C '  

sin efettiva clm vit-tzmk dilwuo che ccppnrt,iene al sistenzn TTA ed è ei,rt?lolnzente 
equivaletzte ad A, il che i~edicherewto scrivendo: 

L'equivalenza virtiiale cosi defiiii ta eontiene corne caso particolare la. equi- 
valeriza. nlgebrica a catena e percib il sistenia. virtude VA contiene il sistema 
algebrico coniiesso ( A 1. Arizi co~zdisio?ze necessaria e suflciente ccfincl~? queski 
dlce sistemi coincidano è che 1 A j sia conzposto di aoQ siste-lni linenri distiîzti, 
i n  pnrticolare che A sia aritmeticnnzente effettiva. 

La questione fondamentale è che non tutti i sistemi lineari di VA sono 
seinpre effettivi, parte possono essere effettivi e parte virtuali, e cosi VA oltre 
il sisteina { A )  pu6 con.teiiere altri sisteini algebrici coiîlpleti a catena. 

Siccliè date due curve A, B d'uno stesso sistema rirtuale, anche se ef- 
fettive, non seilipre si pub passare dall'una all'altra con una cateiia di si- 
stemi algebrici irriducibili di curve effettive. A volte A e B sono legate solo 
da sistemi algebrici di curve tutte virtuali. 

Fatto analogo a quel10 di due punti reali d'una curva algebrica legati 
solo da. una cateria di punti immaginari. 

Il fatto che un sistema virtuaIe contença sistemi lineari virtuali si pu6 
considerare coine un'irregolarità del sisteina stesso, in yuanto esso non si 

(*) Qualunque sia la curva A di partenza questi a o ~  sisteini lineari àimo sempre uii'iin- 
inagiiie effettiva iiella varieta di PICARD illerente ad F. 
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166 A l b a n e s e :  Intorno ad alc.m~ri concetti e teorelui f o ~ d c r w e ~ t t n l i  

presenta seinpre, coine ne1 caso generüle delle curve aritiiieticamente ebet- 
tive. E coine si c le de facilniente tale irregolnrità pub considerarsi inliwdot1;i 
da unn opeirtziorie di divisioiie. Coine appiirito gli iininagina.ri si iiitroclucorio 
con l'operazione algebrica d i  estraslione di radice sopra iiiiiiieri i.ei\li. La di- 
visioiie citusa percib ilel campo effettivo delle lacune e tlegli slwzzainenti clle, 
a rolere risultnti çeiieinli, hisogiia evitleiiteiiiente togliere o i n  iiii rnoclo o 
in un altro. E qiiesto si raggiuiige con l'irilroduzione dei siste~iii virtuali. 

E: difatti è solo con questi sisteiiii clie la teorin della divisioiie piglia. L I ~ I  

assetto couipleto e generale. 
Noto clle le cotisicleraziorii sui sisteiiii rirtiinli hnno senipre riscontro 

ne1 caiiipo dfet tivo e clie ogiii risultato su di essi si trocluce in iiii i-isultato 
del cainpo effettivo. 

Conie coiiseguerizn delle cose dette si àiino i due  seguenti teoreiiii: 
1.' Condie iom mcessal-ia e suflicie~zte aflim11d wlln s?rperficie s i a  rego- 

lcrre è che ogni  suo sistewm virtmccle c o n t e u p  I W O  ed u ~ o  solo sistema crlge- 
brico effetfi.2-O (coq)7eto). 

9,' Co~tdiziolze necessaricc e s~tflcievzte a firzchè u n n  stcperficie s i n  wgo-  
lare è clze oglzi szio sisteincc algebrico d i  curve s i a  irridzrcibile, cioè clze o p i  
curun appcrrte)zgn. nt1 zcuo ed u ~ o  solo sisfewrc crlgebrico il-riducibile conrpleto. 

Questi teoreiiii inettoiio iii erideiiza i i i in  iiiiora cliffci.eiiza. cal-ntteristica 
tra le superiicie regolnri e quelle irregolari e iiiosti~iiio üiicota t l i  piil l'iiii- 
poi-tniizii delle coiisitleraeioni svolte. 

1 sisteiiii di curve su1 cono ellittico del 3 . O  ordilie. 

1. P r i m o  esentpio d i  c u r m  a p p a r i e n e d e  cc d l ~ e  sistemi trlgebrici i r r i -  
ducibili  e completi. Sia. A uria cubica piaiia di  geriere Lino, S il corio clle la 
proietta da un piiiito O dello s p z i o  orcliiinrio. 

Dnl puiito di vistn birazioiiale, qnesto piiiito O si1 S va corisitlerato coiiie 
iiiia cuira C di grade - 3 e di geriere uiio. 
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Se si trasforiiia S in una superficie S', in maniera da pertlere il puito 
inultiplo O, la curva C non è altro che la cur ra  di S' in cui si trasfornla l'in- 
torno del punto O di &'. 

Consideriamo il sistema lineare 1 A / delle oobezioni piane di S. Si prora 
molto facilmente clle yuesto sistenia, notoriaiiiente completo, à la serie ca- 
ratteristica completa. 

Ne segue clle 1 A 1 non solo è completo coirie sisteina lineare, ma lo è 
anclie coine sistema continuo e non pub percib essere contenuto in nessun 
sistema continuo irriducibile di dinîensione iiîaggiore. 

Fra le curre di 1 A 1 vi sono le sezioni piane di S clie passano per 0 ;  
ognuna di yueste oo2 curve si compone evidenteiiîente della curva C, corne 
parte fissa, e di tre rette coinplanari di S. Sia L unn tale curva: 

L=C+R,+R,+R, .  

Questa curva L oltre appartenere al sistenia lineare 1 A 1, nppartiene aiiclie 
al sisteina continuo delle curve clie si ottengono sonîinan~lo la curra fissa C , 

a tutte le possihili terne di rette di S ,  sistema ancli'esso CG% coiiipleto coine 
si prova direttainente. 

Ne segue clie 1 A 1 e sono completi, distinti, entranibi o o b d  ànno a 
comune le oo2 sezioni piane di S passanti per 0. 

Esempi analoglii vedreino più tardi su una qunlsiasi superficie irrego- 
lare, d'onde il : 

Teoreinn 1. Sopra una superficie algebrica P irregoiare esistono curve ap- 
partenenti çc due sistemi algebrici irriducibili e cowzpleti. 

Il fatto poi che 1 A ( sia parzialrnente contenuto i n  ci dti quest'altro 
teorema : 

Teorema II. Unn curva pu6 appartenere totnZmente.ad zcn sistema irri- 
ducibile completo x, sema che tutte le curve del sistema Zineare completo d a  
essa individuato appartenyano a x. 

Infine osservando che sebbene l'insieme dei sistemi Iineari in cui si di- 
stribuiscono le curve di x e le curve di ] A 1 sia un insieme irriducibile, per- 
chè in corrispondenza biunivoca coi punti della curva irriducibile A, pure 
l'insieme di tutte queste curve è riducibile. D'onde: 

Teorema III, Un sisteszcc a,lpbrico pu6 essere irriducibile cowe insieme 
d i  sistemi lineari e riducibile cotne insienze di curve. 

Per i caratteri virtuali delle curve in considernzione si à 
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e siccome p, in questo caso è uguale a - 1 ,  cos) per le curve di 1 A 1 e di 
e iti particolare per L si à: 

cioè tutte queste curve sono aritmeticamente effettive (anzi esse sono a ca- 
ratteri generali). 

Ne risulta che questa particolarità non influisce per nulla su1 verificarsi 
delle proprietà eccezionali dette e che i tre teoremi enunciati valgono anche 
se le curve in essi considerate sono tutte aritnzeticamente effettive. 

Indichiamo con B una generica curva. C + R' + R" + R"' (R', R" e R'" tre 
rette di S non complanari): le due curve B ed L appartengono al medesirno 
sisteina x, ma i due sistemi lineari 1 B 1 e ( L  ( ànno dimensioni diverse, il 
pritno 2 e il secondo 3. Rimane cosi provato clze la dimensione del sistema 
Cineare completo, individuato da ztna curca B variabile i n  zcît sistenacc con- 
tinuo x, pu6 per posizioni particolari autnentrrre di valore (*). 

Notiamo infine che fra A, L e B si ànno le relazioni 

ma ne110 stesso tempo non è A I l (  B. Quinili per la equivalenza algebrica i n  
senso stretto non vale la proprieta trawitica. 

Da tutto questo segue chiaramente la verità di quanto si è detto in ge- 
.nerale nella prefazione. 

2. Sulle curve A, B che verificano le relazioni 1 A21 = [ A  BI = [B" 1) O. 
Consideriatno ora più attentainente la cubica A e la generica curva 
B = C + R'+ R" + R'" (Rf7 3'' e R"' non complanari) ; esse ~erificano le re- 
lazioni aritmetiche : 

[A2]  = [A BI = [ B 2 ]  = 3 > 0. 

Ebbene io dico che per nessuri valore di un numero intero c positivo A 
si à mai 

1 A III 1 B, 

cioè X A e A B non possono appartenere mai ad un medesilno sisteina alge- 
brico irriducibile. 

Per dimostrare questo teoreina cominciamo a considerare il sistema li- 

(") Questa proprietà é stata già notata da ROSENBLATT. 
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neare completo 1 A A 1 ;  e in primo luogo pïoviamo ch'esso ha la serie carat- 
teristica completa. 

Per questo osservianio clle il sisteina lineare completo 11 A 1 è segnato 
su S dalle superficie d'ordine A del10 spazio (*), la sua dimensione ri. sarà 
perci6 data dalla formuIa 

e la dimensione della serie che esso segria su una generica curva (1 A) sarà 
uguale a : 

D'altra parte (applicando il teorema di  RIEMANN-Rom) per la diinen- 
sione pl della serie caratteristica c,ompleta si à: 

na, nl e ii rispettivamente grado, genere ed indice di specialità. Ma per le 
formule d'addizione : 

e poichè 
nl - (9 i r a -  8)  = 3 A 

è maggiore di zero l'indice di specialità ix è zero e 

che per la (1) ci dà : 
px = ri - 1 

quindi : 

- 3 ,  

Quindi A A 1 à la serie caratteristica completa e non pub essere conte- 
nuto in nessun sisteina algebrico irriducihile più anîpio. 

Osserviamo poi clie. il sistenia 1 A A 1 à la curva C come curva fondamen- 
tale, in esso quindi è contenuto un sistetna subordinato H avente la curva 

(*) BERTINI e SEVERI, Osseruazioni su1 Restsatz per una curva iperspaziale n.0 3 (Rend, 
della R.. Acc. delle scieiize di Torino, anno 1907-08), 
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fissa C e la dimensione dguale a n - 1. Ed a presciiidere O no dalla curva 
fissa C, tale sistema H è segnato su  S dalle superficie d'ordine A clle pas- 
sano per 0. Ma tanto H clie 1 X AI si possono irn~naginare segnati su S in 
maniera diversa e sotto la forma che andialno a dire ci s a r i  più utile. 

Pensiaino su  S tre relte R , ,  R,, R, complanâri: le superficie d'ordine 
X + 1 passanti per (peste tre rette segnano su S il sistema completo 

e siccoine esse passano tutte per 0, cos] cpesto sistenia à la curva fissn C. 
Si pub quindi dire (prescindendo dalla curva fissa C contata uns  sola 

volta e dalle tre rette RI, R,, R3)  che il sisteiiia complet0 1 h A 1 è segnato su S 
dalle superficie d'ordine A + 1 del10 spazio clie passaiîo per le tre rette 
RI, R2, &. 

Le superficie che segnano le curve di W sono allora quelle che con te~ i~  
gono uri'altra volta C, ossia che ànno punto doppio in O. 

La coridizione del punto doppio è necessaria, perchè R, , R,, R, essendo 
coinplanari, le superficie d'ordine h + 1 che le contengono non tutte àniio 
necessariamente punto doppio in O. 

Ci6 detto cerchiamo di determinare il sisteina continuo più ainpio a cui 
appartieiie la curva h B, e coininciaino percib a dimostrare che assegnate 
su S due rette qualsivoglia, per es. la retta R, di sopra e unn rettn z2 clie 
per comoditi prendereino distinta da  R, e A,, esiste su  S una terza retta Ra, 
perfettaniente detenninata per la quale si ha: 

Difütti indichiaino coinplessiraiiierite con gsx il gruppo delle 3 k rette che 
conlpoiigono A B, 

g3 l  = A (R' + Rt'+ RI") 

e con g , ) . ~ ,  il gruppo delle 3 A - 3 rette clie coinpongono (A - 1) L (L es- 
sendo la curva del nuniero precedente ~igiiale n C + R, + R, + R,): 

Ne1 fascio di rette di S ,  g , ,  itidiviciua una serie lineare coinpleta g3,fFi. 

Assegnando a p e s t a  serie il gruppo delle (3 X - 2 )  rette g , ~ ,  + R, + &, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sui sistemi algebrici d i  curve d'una superficie algebrico. 171 

resta individuata una terza retta R per cui si à: a 
$ 7 3 1 4  +RI + Ra t R, = g,x, 

d'onde, soininando ad aiubo i niembri À C, per le posizioiii fatte segue: 

( A - I ) L + R , + R , + ~ + c - A B  

e sicconie è (A - 1) L (1 - 1) A, cosi sarà: 

A B = ( ~ - ~ ) A + R , + R ~ + ~ +  c C. V. d. 

Consideriamo ora le superficie d'ordine ( A  + 1) del10 spazio che passano 
per le tre rette RI, R,, R,, dove R, è la terza retta di S ne1 piano di R2 e E3. 
Tali superficie oltre yueste rette fisse segriano su S il sistema lineare completo 

Ma le tre rette g ,  R,, R, stavolta non sono c,omplanari, e le superficie 
d'ordine l+ 1 che passano per esse, ànno di necessità punto doppio in O. 
Ossia il sistema completo (3) clie esse segnano su  S k la Eurva B C come 
curva iissa e perci6 il sistema completo 

avrà la curva fissa C. 
Per avere la dimensione di 1 A B 1, bastn calcolare la dimensione delle 

serie che su S segnano le superficie d'ordine h + 1, passan ti per z, Ra,  R,, 
diinensione che è data dalla formula 

uguale a guella d i  H. 
Se ora fücciatno variare con continuità una delle tre rette che com- 

pongono B, per es. Ru', otteniaino CO' sisterni lineari clle descriveranno un  
sistelna continu0 completo Ex. Finchè le tre rette R', R" e R"' riinaugono 
non cornplanari, per tutti questi sistemi valgono le stesse considerazioni che 
per / > B I .  
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Ma quando R cade ne1 piano di R' e R", altrettanto avverrà di Ri, ri- 
spetto a R, e R,, e le corrispondenti superficie d'ordine h + 1 non ànuo più 
punto doppio in O; il sistema (4) perde la curva fissa C, auinenta di una 
unità la sua dimensione e si riduce al sisteina 1 XA 1. 

È chiaro dunque che X A1 e 2nr&nno la stessa dimensione ri, sono di- 
stinti completi ed ànno a comune tutte le curve del sisteina lineare H. 

Ora la curva i A ( A  contata X volte) non Contiene C, quindi non fa parte 
di H e non pub essere contenuta in 21. 

Ora un sistema continuo ir'riducibile che contiene la cuwa (1 B) è tutto 
composto con curveb,,del sistema ri, qaindi esso non coiltierie mai X A.' . . . . ,  

Ne segue che qualunque sia 1, le curve -1, A e 1 B non possono mai ap- 
partenere . . ad un medesimo sistema algebrico irriducihile, quindi: 

Teorema IV. Sopra una superficie algebrica irregolare esistono curve A 
é che &wificano le rel&.eioni cwibmetiche [A2]  = [ A  B] = [BPI > O semm che 
le due curve h A e A. B,' &alunque si& h,  appartenyaao mai a d  un medesinro 
sistewm'~1gebrico irriducibile: , I  - 

Questo solo teorema basta per provare p a n t a  differenza passi' tra l 'qui-  
valenza algebrica in senso stretto e l'equivalenza algebrica generale e come 
la distinzione fatta possa influire sulla teoria della base (*). 

3t. S u  ztn'altra classe inleressante d i  sistemi d i  curve S. Per quel che 
segue c'importa consideiare le curve di S del tipo 

(*) Cosi ricordiamo che uno dei teoremi fondamentali per la determinazione della base 
dice : << se due curve A e B verificano la 1) esiste su F un integrale semplice di terza specie 
uaveiite A e B per sole curve logaritmiche P. 

Infatti, dice il SEVERI, se A e B verificano la 1) per certi valori X le due curve 1 A e 1 B 
sono algebricainente equivalenti. Sia z un sistema cul che contenga A A e 1 B, ip la curva 
piana che rappresenta le curve di E ed a. e b i punti corrispondenti alle due curve ). A e 1 B. 
L'integrale abeliano di terza specie 1 che à i due punti a e b conle punti logaritmiei coi pe- 
riodi $1 e - 1, interpetrato su  Il' dà un integrale di PICARD di 3.& specie che à come curve 
logaritmiche le sole curve A e B. 

Ma per poter parlare d'integrale abeliano 1, la curva ip deve essere necessariamente ir- 
riducibile e quindi X deve essere irriducibile come totalità di curve. 

Ora il teorema sopra. dimostrato prova precisaniente che (qualuuque sia 1) le due curve 
1 A e 1 B non sempre appartengono ad un sistema Z; irriducibile. In tali casi, dunque, il ra- 
g7onamento di SEVERI cade in difetto. 

Vedremo piii tardi fj 5 nota a pag. 208 come bisognerà modiEcarlo, 
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'dbve X ê un iiuniero interb 2 O, K'è iS 1 è 22, Rib. .'. R, saiio k-rette d ïFS .  
Per poter trattare del numero 6 e delle basi relative ad 8, c'è neciessario 
premettera alcyne considerazio,ni. su queste curve. , , , . . ,  

Comincia,mo col dimostrare che cowzunque si prendano le k rette R, R, . . . R,, 
la di-mewiolze del sistema lineare completo ( D 1 non varia. 

In primo luogo osserviamo che l'arbitrarietà delle k rette, R, R,. . . R,, 
- - - 

si pub limitare. Scelte difatti coniunque k - 1 rette H l  R, . . . R,-, di S, esi- 
ste una Pi""' retta R,di S; perfettamente determinata e tale che sia, 

- 
R , t R , + . - R , ~ E , + R 2  +... R,-,-+R, 

percib tutti i sistemi / D / si possono ottenere fissando ad arbitrio k - 1 rette 
di S e fücenclone variare una Pi"" 'opportunamente 

Ora per diinostrare il nostro teorema, tre casi sono da distinguere: 
1 . O  k = 3 h ;  8 . O  k = 3 h t 1 e infine k = 3 72 + 2. Vedrerno che basterà trat- 
tare il solo primo caso. 

Sia diinque k = 3 h, sarà allora 72 r 1. 
-- - - 

Per R,  R, . . . R,-, scegliamo 3 (h - 1) rette di S, formanti (h - 1) terne 
di rette conlplanari e che coinplessivamente indiclieremo con G,,,-,,, rette cEie - 
terremo sernpre fisse, e per le altre due Rk-2, Rk-1 prentliamo due rette 
çetieriche di S, R' e R". 

Cos1 avremo: 
I D 1 = I A A + G 3 , , - , , + R ' - + R V t R I .  

Indichiamo cou R" la terza retta di S ne1 piano di R' e R", con R la 
terza retta ne1 piano di R' e R,' e chiamiamo G,,,,,, la somma di due qual- 
siasi terne di rette di S col gruppo G,,,-,,, si avrà: 

- 

- 1 LI 1 = ] ? A +  G,,,,,,, -RI- R"- R 1 
Tutti i possibili sistemi 1 D 1 ora si otterrann6 al variare .di RT- 
E iinportante osservare che le tre rette R'R è R clie compaiorio in  

questa formula si possono silpporre seiripre distinte, potendo tividentemente - - 
sostituire ad esse una qualsiasi terna R', R"', equivalente. 

Ci6 detto coisiderialno il sistema lineare T di tutte le superficie del10 
spazio d'ordine À + h + 1, Che hanno punto '(h + 1)@~ in O. Quelle fra queste 
superficie che passano per R', R"' e R segnano su S il sistema cornpleto 1 Dl 
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(oltre le curve fisse cioè, .C contata ( h  +- 1) volte e le rette n, R' e R"'), perchè 
evidentemente si à 

Per dimostrare clie tutti i sistemi 1 D j ànno una stessa diinensione, lm- 
sterà dimostrare che ànno la stessa dimensione tutte le superficie di T che 
passano per tre qualunque rette distinte di S. 

Ora cib è facile a vedersi. Difatti, si osservi intanto che T segna su una 
qualsiasi retta R' di S una gJi cornpleta perchè fra le sue superficie vi sono 
per es. tutte le superficie d'ordine A del10 spazio aumentate di ( h +  1)  piani 
passanti per 0, e queste sole segnano, già, si1 R' una yi  coinpleta. Ne segue 
che se il sistema T à la dimensione r, il sistenln. T, di tutte le superficie 
di T che passano per R' avrà l a  dimensione uguale a r - A - 1. 

In maniera analoga si vede che il sistema delle superficie di T, clie pas- 
sano per R"', à la dimensione uguale a r - 8 1, - 2 e quel10 che di più passa 
per R à la dimensione uguale a r - 3 A - 3. 

E questo qualunque siano le tre rette distinte R', R"' e z, quindi la di- 
mensione del sistema delle superficie di T che passano per tre qualsiaiisi rette 
distinte di S è sempre uguale a r - 3 h - 3 e non varia. 

E in questo primo cas0 il nostro teoreina è dimostrato. 
Nei casi di h = 3 h + 1 e k = 3 h + 2 basta ripetere 10 stesso ragiona- 

mento con le superficie d'ordine (1 + h +- 1) che ànno punto (IL + l )uplo in O 
e passano invece che per tre rette di S, rispettivainente per due O per una 
si ànno analoglie considerazioni e analogo risultato. 

E cosi il teorema resta dimostrato in generale. 
Gli ao' sistemi lineari 1 D 1 ,  essendo d'uguale dimensione, appartengono 

ad un sistema conipleto ( D 1 che pensato come totalità delle sue curve è cer- 
tamente irriducibile. E siccorne queste curve sono tutte aritmeticamerite effet- 
tive qualunque sia A e K t  1, cosi possiamo dire che: 

Ogni czcrva D = 'A A + R, + R, + . . + R, con A 5 O e k 2 1 ,  individua 
su S uno ed ulzo solo sistelna continu0 cowzpleto irriducibile a cui essa ap- 
partien.e come curua totale, e, che Z'equivalenza algebrica i tz '  senso stretto per 
le curve D d i  questo tipo gode della proprieta transitiva se: 

DlIlD, e D i ,  sarà anche D1llDz. 

Per A > O  i sistemi lineari 1 D / i n  considerazione sono tutti irriducibili. 
Difatti: ( D 1 un'involuzione in un fascio non pub essere percliè essendo 
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h > O rielle sue curve soiio contenute parzialiiieilfe le curve di 11 A 1 ,  Per 
ditriostrare che esso non piid avere curve fisse distinguiamo due casi k >  1 
e k = l .  

Quiirido k è > 1, 1 D si pub considerare coine la somma dei due sistemi 
infiniti 1 LA 1 e 1 R, + R, + . . . + R, 1, e yuesti non ànno alcuiîn curva. fissa. 

Sia dunque k = 1, 1 D J è della forma 1 D 1 = 13. A + R 1. 
Se tale sisteina à una curva fissa questa non pub essere altro che R. 

1-1 
Ma cib è iinpossibile, se no, la sua dimensione sarebbe uguale a 3 ---, 

2 
quella di 1 h A 1, mentre per il teoretria di R : R :  la diiiierisione r di 1 D 1 è 
iiinggiore uguaFe di 

A 2  + A 
N - 7 i + p , + 1 - i = 3 - - -  

9 t h  

A" th 
che esserido per ipotesi À > O è certamente aiaggiore di 3--. 

9 
Quindi in ogni caso per h > O  1 D 1 è un sistema di cuvve irriducibili. 
Sia D una ciirva generica iiriducibile d i  questo sistenîa : il sisteriin 

c o q l e t o  (Dl seguirà su D la serie caratteristica cotiipleta e poichè questn 
serie non è speciale perchè [D'] - 2 [Il] + 2 = 3 h + 2 k è seiiipre rnaggiore 
di zero, la dimensione di { D sa& uguiile a [D'] - [Dl $- 1  e con se guet^ te- 
niente quella di 1 D / sarà uguale a [Dg] - [Dl = [D'] - [Dl +p,, + l ,  cioè i si- 
sterni 1 D 1 yrr  1 > O sono tutti regolari. Ma 1 D è regolare anche por 1 = 0; 
difatti i n  ta1 caso la sua dimensione è k  - 1 e si à precisnineute 

perchè ora, [D2] è zero e [Dl è uguale a - k + 1. Quitidi: 
I sistemi lirzeccri D / sono tutti regolccri e per À > O sono awche fit-idw 

cibili, conyosti  cioè d i  curce genaralmente irriducibili. 
Fer la diiiierisione effettiva r,, dei sisteini 1 D / = 1 1 A -t R, + . . . R, 1 si à : 

=rl+Ak+12- 1 (YA = rio). 

Quarido k  è zero questa foriniila di. la. diiiieosioiie dei sisteiiii 1ine;ir.i 
di zi e non quella di 1 A A 1 .  
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Per avere la dimensione R1.1, del sistema continuo coinpleto 1 D )  iioiî 
c'è clie autîieritare rak di una unità e cosi si à: 

Per k = O  yuesta è poi la diinensione rl del sistema &. 
IL. Sul carattere di divisibilitic G d i  S.  Vedrenio fra breve clie le curve 

studiate, cioè le curve di 11 A 1, e 1 D )  sono in forido le più generali curve 
di S. Ma prima di classifieare tutte queste curve prendiamo u n s  curva tipo D, 
pet- es. D =  A +  R e diinostriamo che D e una retta R yualsiasi forinano 
su S uiîa base anche ne1 campo dell'equivaleriza algebrica in senso stretto. 
Difatti : 

Sia E uiia quülsiasi curva di S, ,u il nunîero dei punti ove essa incontra R. 
Se E noti è composta con un gruppo di k rette, ne1 qua1 caso è già ElllkH, 
il  iîumero p. sarà maggiore di zero perchè il fascio di rette di S non ha altre 
curve fondatnentali oltre le rette stesse. 

Supponiaino duilque che sia p.? 1. La curva E e ln curva ;J. D sono 
allorit p secaiiti di tutte le iette di S ;  esse perci0 segnano gruppi equivalenti 
su tutte yueste rette, e in orcliiie ad uii ber1 tioto criterio di ecjuivnleiiza di 
SEVEHI, dette R,, R ,,..., R ,,,, R',, R',, ..., Il',,, opportune rette di S sarà: 

E per la proprietà trnnsitiva dell'equivalenza algehrica i n  senso stretto 
tra curve tipo D possiatiio sciivere più setîipliceineiite : 

E+mIZI/lp. D+ n R ,  

esseildo R la retta sopra scelta. 
Se ne1 secoiido nienibro d i  questa relaziorie facciamo descrivere a D 

gli oo' sisteiiii lineari di cui si coinpoile il sisteiîia coiitiiluo coiiipleto ( D ) ,  
otteniüino CQ curve p D + n R dist r ihi te  in infjniti sistetrii 1iiieai.i distiiiti. 
Fra essi, per u n  noto rngionaliiento, v i  sarà ailclie ( E + qtz R , quiildi per uiia 
posizioiie particolare U r  di D in ( D  ) si awà:  

E $- ln R F  p. D' + 11 R, 

dalla quale posto 1 ln - n 1 = v si ricara : 

e irifine per la solita. proprietà traiisitiva 
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Dunqile c~ualuiique sia ln cwva E di S, essa è senipve algebricumente 
legata in senso stretto alle due cu iw D ed R e siccoilie il deterniinante di 

5 1 
queste curve, 1 0 1 =  - 1, è divepso da zero, D ed R sono algebricaniente 

distinte e formano effettivaiiiente uila hase. Aiizi osserrando che nella (0) il 
coefficiente di E è uno, si pua dire clie D ed R formano base inininla. 

Cib detto sia D' uil'altra curva d i  S clle con D verifica le rela.zioni : 

[O" = [[D Br] = [D"], 
io dico clie è : 

D III Il'. 

Difatti esprimiaiiio D' per D ed R e sia. : 

Segando con D' e poi coi1 D si hanno le relazioiii : 

d'onde si ricava che è 11 = 1 e J. = 0, cioè D' 1 1  1 B. c. v. il. 
Duilcpe : il nuinero o dei sistenli coiitinui coinpleti in cui si ripartiscono 

le curve Dr di S clie con la curva a caratteri generali 1) verificatio la (6), è 
uno. Ne1 1i .O 1) ahbiamo perd visto clie la solita curva A e la. curva , 

B = C +  R'+ R" + R"' verificailo le relazioni [A'] = [ A  BI = [B2], sollo a ca- 
ratteri generali, ma pur non è AlIl B. Se cluindi per calcolare G si parte dalla 
curva A, si trova che o è maggiore di un0 e percib: 

Teorema V. Ne1 canzpo dell'equivale~zza nlgebricn in sewo stretto il wu- 
mer0 G noph è costaute, anche se si tvnttn d i  sole curve a caratteri gerierali. 

5. 1 valori di D soprn S. k facile perb vedere d i e  su S ,  u è senipre uno 
O due, ed è due solo per le curve del tipo A A + h C, (o 1 B + h C) coi) À 2 1 
e h s O .  

La discussione che fareino ci porterà a dimostrare clie i sisteini algebrici 
riducibili di S non possono conteiiere più di due sisteini algebrici irriducil)ili. 

Siano percib in generale E ed E' due curve per le quali si abbin : 

[EZ] = [ E  E'] = [E'". (7) 

Espriinendo E ed E' per D ed R, in virtù di yueste relazioni si trova. 
subito che è:  

E]J l 'hD+pR ed E'(IJhD+p.R. ( S )  
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Da yueste noii si pu6 perb conc1utlei.e clie sin ElII E'; tutto dipeiide dai 
valori di A e p.. 

Se h 6 zero, sarà certairielite EIIIE'IIIp R, perchè le curve E ed E' sol10 
allora tipo D ed appartengorio al sisteiiia continuo completo foiniato coi] 
tiitte le pup'l" di rette d i  S. E in ta1 caso è a = 1. 

Se A non è zero, sarà h > O ,  percliè h, espriineiido il uuniero dei piinti 
ove E incontra. iina retta di S ilon pub essere rimi negativo. Siippotiiuiiio 
che oltre ] > O  sia aticlie p. $0; in tül caso per le (8) E ed E' risultaiio di 
riuovo curve tipo D; vale lit propi-ietà tixnsitiva e si lia aiicoia E IIIE' coi1 
O =  1. 

Se invece è p < 0, cainbiamo p. in - ,v. e scriviaiiio lé (8) sotto ln forma: 

Poscia, iii (peste sostituiaino alla cui-va D, la curva A + R ad  essa equi- 
valente linearlriente; la sostituzione è lecita, trattandosi d i  curve tipo D, cosi 
avremo : 

E+p RIIIlA+l R E'+p-RjlllBt'h R. (9) 

1 coefficieriti l e p sono 01-a nulneri interi e positivi. 
Poiiiaino X = p. + s e distinguiaino i tre casi s> O, s = O e s (O. 
I Cctso: s>O. Le (9) allora, possialiio scriverle sotto la foiiiia: 

e peu due posizioiii opportuiie R e di R in  8, si h a :  

c h  cui: 

E _ A d + s R  E ' ~ A + S R  

e ititiiie per la. solita pi'oprjetà traiisi tiva. : 

cos1 E et1 B' risultnno aiicora tipo D, snrh ElII E' e di 11110\~o G = 1. 
II  Czso: s = O. Le (9) tlàntio sernplice~iiente 

Coli ragionaiuento ailalogo a quello or ora svolto, &facile vedere clie in 
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(peste  formule p. si pub seilipre supporre uguale ad uno e si lia: 

Ora al 11.' 2) abliamo visto che tutte le curve 2, A +  R si ottengorîo se- 
gaiido S con le superficie d'ordine A + l dello spazio che passano per due 
rette di &, al variare di queste rette. 

E abhiaino anche visto clle quelle fra queste superficie - clie passano 
per una terza retta R di S - segnano su S le curve dei due sisteini com- 
pleti 1 X A 1 e Ex. Ne segue clle E  ed E' sono frn le curve di yuesti due si- 
steiiii, e siccouie viceversa: due curve qualsiasi di questi due sistetni verifi- 
cario le (7), concludiaino che stavolta il numero o è due e si hanno i tre 
casi seguenti : 

E r  E'-1, A EIIIE'JIIAB 
oppure 

E r ' h A  E'IIIÀB 
con 

E J L  E'. 
1 1 1  

Va iiotato, per cjuürito si disse al n.O 2), clle in quest'ultitiio caso non 

solo è E+ Et, nia per qualsiasi valore di h è aiiclie AB {i A E'. 

Kiiiiane aiicora il terzo cccso di s < O. Questo perb si riporta facilruerite 
ai casi studiati. 

Difatti segliiariio le (9) con C ;  si Iianno le due relazioni : 

[ E ' .  C ] + p = h  [E .  Cl$-p=A, 

le quali ci provüno clie E ed E' incontrano C 1x1 niedesiiiio iiumero di punti 
e che questo nutnero è precisamente uguale ad S .  

Se s è < O  le due curve E ed E' debboiio necessariamente coiitenere, 
cotiie parte, la ciirva C contata un certo nurnero di volte. Indicliianio con 1 
il nurnero iriassiino di volte clie C compare in entranibe e poniamo : 

Se E, ed Etl sono conteriipoianeaiiieiite mille sarà 

E = E ' = l C  
e di nuovo U. = 1. 

Se poi E ed E' non sono nulle, esse verificano le relazioiii 

[ E : ]  = [ E ,  E r l ]  =[Et:]. 
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Coine sopra allora resulta che E,  ed E', segnatio C ne110 stesso 1iuiiiei.o 
di punti s, , ma stavolta siccoiiie per lo meno uim delle due wrve  El od B', 
non contiene più C, s, sa14 riiaggiore iiguale zei.0; qiijiidi El ed E", sono 
nelle condizioni precise di E ed E' nei casi sopra titattati e sono applicabili 
i risultati O tteriuti, cosi sasa : 

e corrisponderitenie tite : 

oppure 
E r A A + Z C  E'I]IAB+EC 

con 

E' I I )  E. 

Nei primi tre casi è sempre o = 1, iiell'ultirno invece le carve E ed E' 
appttrtençono ai due sisteini ( A A + 1 C 1 e & + 1 C clie lianno la curva fissa. 
ZC e si à o = %  

E si osservi che anche iii questo caso, non solo E Et7 a è anche 

I E # I Er' qualuiiyue sia 2. 

Conc7udia.îno che g uel c c m p o  dei s i s t e n ~ i  i r r idu i ib i l i  è ztno O due. Bel 
prilno cas0 è sempre E l \  E'; ilel secorido, yu6 essere tanto EIIIE', quanto 

E $ Er;  ina allorcliè E ' E' qualunyue sia h è anche h E 1 ,  h E' e questo 

avviene solo quando è:  

E='hA+ZC E 1 r A B + l C  con 1 2 1  e 1 ~ 0 .  

Quando a è uno i sisteiiii algebrici generali corrispoiideriti soiio irridu- 
cihili anche conîe totalità di curve. Meiitre per G = 8 si à11110 sistemi alge- 
brici composti di due sistemi irriducibili. 

Corne corollario ricavianio : 
S e  due  curve E ed E' d i  S verificano l a  relazione: 
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è anche 
EIIIE'. 

Cioè l'operazione di divisione su S, yuando è possibile, è un'operazione 
univoca. 

Difatti a causa della (10) le due curve E ed E' verificano la (7). Ora è 

ver0 ehe queste possano essere verificate anche quando è E E', ma in ta1 

caso abhiaino visto che per qualunque valore di I è anche h E-# 1 E'; se 

dunqiie vale la (IO) bisogna che sia EIIIE'. c. v. d. 
Per via trascendente SEVEKI ha già dimostrato questo teoretna (*). 

6. Classificaziorte delle curve d i  S. La discussione sopra svolta ci per- 
niette anche di classiticare le curve di S. Difatti abbiamo visto che una qual- 
siasi curva E è sempre una curva di uno dei seguenti tipi: 

Ora A è equivalente a C+3 R se R è una generatrice di flesso di S, 
quindi le curve A e tutte le curve tipo D sono tutte curve equivaleiiti a 
k C +  h R per k ed h opportuni nuineri r O e R ilna oppoi'tuna retta di S. 

Lo stesso dicasi di B e delle curve 1 B. Quindi le c u v e  generatrici delle 
curve di S sono C e le rett,e R (fatto del resto iioto) (**). 

Ogni curva E di S è linearmerite equivalente ad una conîbiiiazione li- 
neare a coefficienti interi positivi O nulli di C ed R 

si badi perh clle qui R non è una. retta fissa, nia una conveniente retta di S. 
Tutti i tipi di curve di S sono yuiridi: 

1.' k = O. Le rette e i loro gruppi; 
2 . O  h = O. Ln curva C e i suoi iiiultipli; 
3 . O  h > 3 k. Curve tipo D distribuite in sisteiui continui conipleti conî- 

posti di ml sistenii lineari distinti e tutti regolari; 
4 . O  h = 3 k. Cui-ve di due, tipi : a) curve equivalenti a A A clle rieiii- 

piono il solo sisteina lineare coiupleto 1 h A 1 a serie caratteristica conipleta e 

(*) V .  : Sulle corrispowdenae tra  i pu& d i  u n n  eurva algebrica e sopra certe clnssi d i  su- 
perficie (Meniorie della R. Acc. di Toriiio, t .  64, 1903, fine del 11.O 11). 

(**) V. SEVERI, lavoro sopracitato, parte !La, 3 3. 
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con la curva fondamentale C; b) curve A B ciistribuite iiel sistema continu0 
completo Ex tutte concatenate a A A, e con la curva fissa C; 

5.O h ( 3  k. Curve aventi tutte corne parte la curva fissa C contata 

1 = k - [ 81 volle e dis t r ihi te  nei segueiiti tre tipi di sistenii : 

a )  I À A + l C  , 7z=3'A; 
b) x i + l C ,  h = 3 A ;  
c) { D + l C ]  per h = 3 1 + l  o 3'h+% 

7. Sul nzodo di cornportarsi d i  alcune bccsi di  S. Dopo le cose dette, 
mdiaiiio ora s trattare della teoria della base so1,i.a S ,  nzo td to  da1 p w t o  
di  vista dell'eqtciunlenzcc algebrica in senso stretto. 

Abbiamo visto che il numero base di S è due e clie forniano 11ase le 
due curve D e R. 

Consitleriariio le due curve A e R, escludenclo per6 clie R sia uua ge- 
neratrice d i  fiesso. 

11 loro determiriari te 3 1 
1 1  O 1 = -  1 è cliverso da zero, perc,iii esse sono 

algebricainen te clisti i i t ~  e si possorio scegliere coirie ciirve hase. 
Espriiiiiaiiio C per A ed R e sia. s'è possibile : 

Segando con C e cw11 R successivaineute, si lia 

e la (12) si pub scrivere più sempliceinetite sotto la foima : 

e clividenclo per A,  giaccl~è la dirisione è univoca : 

Ma. se R non è una generatrice di flesso, la ciIrva C+ 3 K è uiia curva 
tipo B e la (13) è iiiipossibile. Quindi è iinpossibile detel-mitiare tre valori 
non tutti nulli di a,  1, e a ,  in irianiera clle abhia. luogo la (12). 

Per la stessa ixgiorie è anche iiripossibile trovare dei valori non tutti 
uulli di 1, A,, 1, e 0. in rnaiiiera d'avere : 
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e ci6 noii ostante clle la curva A, aggiiinta ad ambo i membri, sia a grado 
virtuale positivo. 

Se perù invece d'aggiungere curve A, aggiungiamo una retta R, si à 

e questn è vera, percliè (3 + 4  R ed A +  R sono entramhe curve tipo D. 
Quiridi se si vuole un legarne in senso stretto tra C, R ed A, la curva 

d'aggiungere ad aiiibo i meinbri è R, non ostante questa abhia il grarlo vir- 
tuale uguale a zero. 

J-, cosi la relazione clie esprime C, per la hase A e R, è 

C I I ( A - 3 R t R - R .  

E qui possiamo dire che tutto va bene percliè in forido ne1 secondo 
iiielnhro di questn relazione non cornpüiono che le sole curve A e R scelte 
a base. 

Ma non è seiupre cosi. 
Consideriaino difatti le due curve A e C ;  il loro determinante 

è diverso da zero, quindi esse sono algebricanîente distinte. 
Espriiniamo s'è posstbile una retta R, che nori sia gerieratrice di flesso, 

per C ed A. È facile vedere che in questo cas0 non si pub avere una re- 
lazione ctie al secondo riieinbro conteuga solo curve hase A e C ;  difatti u11a 
relazione del tipo 

è impossihile perchè coine sopra dovrebbe essere - 3 1 = À, e A = A,, cioè: 

clle rion pub valere per le solite ragioni. 
Volendo espriinere R  per A e C si cade forzatamente riella i.elazioiie 

che a secoiitlo tnenîbro contiene ln retta R die  non è uria cu iw  Ixisr. 
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Cosi volendo espriniere una curva tipo D, per es. : D A $- R per A e C, 
si cade di necessità in una delle seguenti relazioni 

Quest'ultima presenta l'inconveniente di contenere la curva R distinta 
dalla base e dalla curva clie si mole  espriniere - la prima invece presenta 
l'inconveniente di contenere ne1 secondo iiiembro la curva D che si ruole 
esprirnere e quindi uiia curva variabile. 

In base a questo e alla classificaziotie delle curve di S fatte al n.O G ) ,  
possiaiiio coiicliidei~e che le czcrve A e C fomanqzo base, ma col? l'awsilio della 
curva R, no?zostatzte A sin a grndo uirfmle positive. 

E se qui su1 eoiio del terz'ordiiie le cose procedono con relntivn seiii- 
plicità, non altrettanto avviene su (lualsinsi altra superficie irregolare. Per es. : 

Trasforrniaiiio S in una superficie S', in nianiera clie un silo pu t~ to  n i  
si trasfor~rii in una retta AI'. Indichiaiiio con A ulia geuerica sezioiie piana 
passante per AI; A' la sua trasforniüta su Si (priva della curva eccezionale 
di prima specie Ji') e cos] indichiaino coii A' e C' le tiasforiiiate su S' d'uila 
getierica A no11 passante per dl e di C. Su S' le tre curve A', A' e C' sono 
iridipendenti; difiitti il loro deter~kiinante 

è diverso da zero. Sceglinriiole allora x c ime  base, e vediamo se per esse 
si pub espriniere la retta R' di S ' ,  oniologa della retta R di S ,  che passa 
per nf (s'iritende R' priva della curva JP'). Intaiilo unn. relazione della fornia 

è iiripossibile, perchè segaiido con JI', M' e C' si àiiiio le relazioiii 

p essendo un intero indeterminato, e quindi 
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clle non è vera., tale essendo la corrispotidente 

Dunque la (14)) per valori non tutti riulli dei coefficienti, iioii pub aver 
luogo. 

Ma è facile vedere clie la (14 non solo è iinpossibile cli per sè, ma Io 
è anche se ad ambo i suoi inetnbri si aggiuiige un inultiplo qualsiasi, o di 
R' o di A' O di A' O di C'. Uico cioè che insieine alla (14) sono iinpossibili 
le relaziorii : 

~ R ' + v R ' I ~ ~ ~ , A ' + À ~  A'+A, C '+vR1 ,  

'hIC'+vA'))1h, A'+X, A'+>, G ' + v  A', 

Occupiüiiioc,i della. prima. Corne sopra essa. si riduce alla fornia: 

Iiidichiaino con x' il sisteim contiriuo clie dovrelhe contenere queste 
due curve. 

Le curve di questo sistema dovrebbero segare Al' in (3 ,u. + 9 )  punti, e 
le rette del fascio di rette 5"' in 3 p  punti. 

Allora il sistenia Z: di S, omologo di Z', dorrebbe iiicoiitrare le rette di S 
in 3 p. puiiti ed avere punto (3 p + V ) ~ P ' "  i n  AI. 

Ora yuesto è possihile solo yunndo 2 contiene la retta R per JI, con- 
tata almerio v volte, corne curva fissa, cioè come parte coinune a tutte le 
sue ciirve. 

Corrispo~ideilteilier~te Z' conterrebbe la curva R' coritata v volte, coine 
cuwa fissa, tolta la, qiiale iesterebbe un sistenia x ' - v  R', coiitenente le dile 
curve 3 p il' e p. t2 A'+ C f +  3 R'), clie cosi risulterebbero equivalenti contro 
quaiito s'è cletto sopra. Cosi stavolta E'aggiulzzione ad- a~nbo i nientbri della 
cztroa R' che si vuole esprimere notz basta per avere un  l epme  i n  senso stretto 
tra le curve base e la curva R' stessa. 

Per dimostrare clie sono anche iinpossihili le altre tre, dirnostriamo più 
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i n  generale clle è irnpossibile una relazione del tipo : 

die  coii~prende quelle coine caso particolare. 
Difal ti, coine soprü, essn dovrebbe necessariainen te ridursi alla forriiu : 

e questa non vale per le solite ragioni. 
Cib prova che fra. R', A', A' e C' I? irnpossibile ogtii qualsiasi relaaioiie 

pur essendo A' e A' a gradi virtuali 2 a 3. 
Volendo unü relazione tra R', A', A' e C' bisogna stavolta ricorrere ne- 

cessariamente all'ausilio di una wuova curua, distinta dalle curve base e dalla 
cztrva che si vwole èsprhere. Molto facilnîente si prova che per. una curva D' 
trasformata d'una conveniente curva tipo D d i  S si lia proprio : 

3 ,M A + D' 1 1 1  p. (9 A' + C' + 3 R') + D'. 

Concludiaino pertanto : 
Teorema VI. Sopra r.cna superficie P n tnmero bccse p si possono trovaw 

delle bnsi Cl C, . . . C, e delle curve r clie iiel campo cie1l'equiv;ileiiza iri seliso 
stretto non  sono esprimibili per nessuuza combinaaiot~e d i  Cl G . . . C,, cioè per 
esse non è possibile nesszcna relazione : 

per ucclori no,& tutti mdli dei coefficierzti. 
E questo puo accudere anche se fra le curue Cl C, . . . Cp ue the souo a grado 

uirtuale positivo e se si vuole anche aritmeticn?uede efettive. 
E cosi sulla più seinplice delle superficie irregolari abbiamo potuto cli- 

mostrare la verità di cpatito abbiamo accennato in generale sull'esposizione . 
riassuntiva. 

Varie altre considerazioiii si potrebbero aggiuriçere ielativamente alle 
basi interinecliarie e mininie, nia, credeodo d'aver già. detto abbastsiîza per 
le curve di questo cono S, passo ad altri più iriteressariti eseiupi su nuove 
superficie. 
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Esempi su1 cono generale del 4.' ordine. 

8. Esewzpio di cwva npprtenente a due sistemi cow?inui completi irri- 
clucibili ed entranlbi cowposti d'oc siste9lzi l inea~i (listinti. 

1 due eseinpi che andiaino ora a dare conipletano notevoliiiente yuelli 
giti esposti su1 corio cubico ellittico. 

Sia A, una. quartica piana di genere 3, S ,  il cono c,he la proietta da un 
punto 9, dello spazio. Anche su questo cono, 0; va considerato coine una 
curva C l ,  il cui genere virtuale è 3 e grüdo virtuale è -4. Dimostriamo che 
le superficie d'ordine h segnano su S zcn sistema Zineare (completo) a serie 
cnratteristica completa. 

La cosa risulta osservando : 1 . O  c h  la dimerisione r di tale sistenla di 
seziorii è data dalla formola: 

2.' che il geriere z di una generica curva. (A A,) è uguale a 2 hZ + 1, rneiitre 
i l  grado virtuale n è uguale a 4 1" 3 . O  clle esseiido n = 9 x - 9, la serie ca- 
ratteristica coinpleta di tale'curva coincide con la sua serie canonica ed ha 
percid la dimensione uguale a 21" onde, ecc., ecc. 

Ci6 detto, considerianlo tutte Ie superficie del terz'ordine dello spazio, 
che passano per tre yualsiasi rette di S. Queste superficie passano per 0, 
alirieno semplicemerite e segnano su SI una totalità di curve contenenti tutte 
coine parte fissa la curva Cl . Prescindiaino dalle tre rette scel te e da questa 
parte fissa Cl,  contüta una sola volta, e indichiaino con V la totalità di tutte 
le curve .residue. 

Voyliamo dimostrare che V si compone d i  due sistew~i coutinui cowtpleti, 
uno, V I , ,  forrnato d ' m l 1  curve, generalnzente irriducibili e distribuite i n  CO' 
siste.nri l inea~i  distitzti, l'nétro, VI,, composto d'oolhurve tutte spexxate in  una 
parte fissa C,  e irz ana parte residua uaritcbile e distribuiti i n  mbis t emi  li- 
nefiri distinti; Ti,, e VI, hanno yoi a comune wn sistema VI, d'm'O cwue, di- 
stribuite in CU' .sistemi litzem-i diistinti. 
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Difatti corninciamo a deterrniiinre I.T, e per questo siaiio R', h?" e R'" tre 
rette cornplailari di S I .  Una çenerica superficie del terz'ordiiie che passa pei. 
yueste tre rette, passa setnpliceiiiente per O , ,  e per le ipolesi fatte tutte le 
superficie del terz'ordine passanti per R', B" e R'" segnaiio su SI,  oltre le 
curve fisse, u n  sistema 

1 E j = / 3 A l - R ' - R u - R ' " - C l ]  

che non ha. più la curva Cl coine parte fissn. In  queste coiidizioni si trova 
facilmente clie il s i s t em 1 E 1 è irriducibile. 

Difatti dette RI,  R,, R3 e R, quattro rette complaiiari di S, e R la 4." retta 
ne1 piano di R', Rn e R"' si lia : 

Ora il sistema 

essendo la soninia di due sistelni iiifiniti seriza curve fisse, 6 ccrtaiiieiite ir- 
riducibile, ne segue che 

giacchè non lia la curva iissa Cl,  è aricli'esso irridiicibile. 
Per avere la clirneiisioiie di 1 E 1 osservianio che il sistei~ia T di tutte le 

superficie clel 3 . O  ordilie clie passano per R' e R", la cui diniensione è evi- 
deritemeilte uguale a 19 - 4 - 3 = 12, segiia su B"' uiia g; avente il puiito 
tisso 0 ,  contato due volte, percliè tutte (lueste superficie sono tatigeiiti 
i 11 O, a R"'. 

Ne segue clle le superficie euhiclie lier R', R" e R'" costituiscoiio un si- 
stema. di diinensione 18 - 9 = 10 e clle peicib 1 E 1 11a la. clitiie~isioiie 
uguale a 10. 

Siccoiiie poi Le terne di rette R' Rn II"' complaiiari si distiihiiisco~io iii cul 
sisteirii lineari distiiiti, cosi di sisteiiii 1 E 1, coiiie sol)i.a, se lie hüriiio m i .  

Essi costituiscono yiiintli un sistellin VI, cl'm" curve distril~uite iii ool 
sistemi lineari clistiiiti. 

Per dimostrare che VI, è coiiipleto çalcoliamo i caratteri tl'ui~ü geiieiica 
curva E. Si ha : n = 20 e .ii = 10, e quiiidi 1~ > S n - 9. La serie cüratteri- 
stica di / E / è allora non speciale ed ha la diiiieiisione uguale a 20 - 10 = 10. 
Ne segue che V,, segna su E la serie caratteristics coiiip1et.a e clie esso G 
un sistema irriducibile conrpleto. 
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Una sua generica curva E non pub percib apprtrtetiere a nessun'altro 
sistelna irriducibile coinpleto. Cosi E, poicliè si lia : 

dd Z'esempio d ' u n n  cu.rua nritnz,eticanzente efiettiva che sopra  u n a  superficie 
d' irregolnrith q = 3 nppnrt iene  ad 9.tn solo s is tema cont inuo completo i r r i d u -  
cibile, ma c o i q ~ o s t o  d i  soli m' sistemi l i m m r i  d is t in t i ,  invece clze d'm3. 

U n  fatto analogo s'é visto su1 cono S cor1 la curvn ai*itinet,icaineiite ef- 
fettiva A, clie invece d'appartenere ad un sistema algehrico irriclucibile d'ml 
sisteiiii lineari distiiiti a ppnrtetieva al solo sisteiiia lineare 1 A 1. 

Vetlretiio più avaiiti (r1.O 10) elle 10 stesso fatto si presenta su qualunque 
superficie ivregolare. Ji: si ha percid il seguente: 

Teorema VI[. S o p r a  u m  superficie ntgebricct P esisiono s is temi  irridzc- 
ciOili cowipleti d i  curve  ccriiweticnmente effeiliwe, i c ~ t i  sistesui liltenvi for?an~zo 
un i l ~ s i ~ n z e  d i  d h e n s i o î t e  r ~reinor.e dell'irregolaritir y d i  F. 

Ma, i~itornatido alle c i m e  di  V, resta intnnto tlitnostrato clie QI, esset~do 
coiiipleto i: uiia parte di V. 

Per arere l'altra parte d i  V, clle è uoa VI,, non c'B clle considerare 
tre rette R1.R" R'" nuil più coiiiplntiari e le superficie del lerz'ordine clle pas- 
su io  Ire]. esse : tion essendo queste tre rette complaiia.ri, lutte yiies te super- 
ficie Iiaiirio puiito doppio iu  O, e segrlano su SI curve clle conterigono 2 
volte C l ;  di uria 1)isogna. presciridere, coiiie abhiaino fntto sopra, l'altra ri- 
tiiarrh cotiie parte fissa di tutte le c i m e  residue. 

11 sistetnn 
A 

( E l  = 1 S A ,  - RI-R"- Rf"-Cl 

lia cosi la curva fissa C, . 
Osserraiido poi clle le superficie cubiche che passaiio per R' e R non 

sono tut te  tangenti a R"', si trora che 1 Ël Iia la ditnerisione uçuale a 9. E 
siccorne di tali sisteiui 1 E J se ne hanno ao3, cosi, fra le curve di V oltre VI,, 
v'è anche un sisterna continuo VI, d'aûi2 curve, aventi tutte la curva fissa Cl 
e tlistribuite in oo3 sistemi lineari distinti. Questo sistema VI? si pub definire 
colne il sistema di tutte le cuwe segnate sopra SI dalle superficie del terzo 
ordine del10 spazio che hanno punto doppio in O, e passano per tre qual- 
siansi rette di SI. 

È cliiaro poi clie VI, e Ir,, hanno a comune tutte le ml0 curve segnate 
su SI dalle superficie clel terz'ordine che hanno purito doppio in O, e pas- 
sano per tre rette coinplanari yualsiansi di S, . 
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Queste col0 curve costituiscono il sistema clle sopra. aht)iatno chia- 
. mato VI, . 

E cos1 il nostro teoreina è coinpletaniente rlimostrnto. 
Ne risulta che una cpalsiasi curva di VI, è un& curva (aritineticainente 

effekvx) apparteriente a due sistenii continui coliipleti irridiicit,ili, uno VI, 
d'mi sistetni lineari, l'altro V,, d'm3 sistemi lineari. 

9. Eseruzpio d i  s is tema ndgebrico a cntencr, i c u i  s is temi  l i n e a r i  fornmno 
un ins ieme  riducibile.  Prendiamo dieci pun t i  G, ,  generici di S,  e asseçna- 
n ~ o l i  a l  sistenia V. 11 sistema V'  che si ottiene si coinpori.9 di  due varietà 
V', e V', . La pritna. composta d'ml curve d i  VI, rappreseiiti pli oo' sistenii 
lineari Ir,, stessi. L'altra V', composta di m h u r v e  tutte di VI, e distinte 
dalle precedenti. 

1 sistetni Vil e V', hanno poi a coinune le curve di VI, che passaiio 
per G , ,  e che sono certainente in nuinero finito. 

Ne segue che V' è un sistema algebrico a cateiîa evidentemente corn- 
pleto e che i suoi sistemi lineari non forn~ano uria varietà irriducil,ile. 

Le curve di V' non sotio perd aritmeticaineiite effrttive; clifatti Pei- i loro 
caratteri R,, n e i si à 

Teorema VIII. Un sistenza algebrico a cn tena  pu6 essere riduciOile tant0 
corne insiewze d i  curve  q u a n t o  corne insienze d i  sistewzi lirzeari. 

In questo caso l'equivalenza a catena dà  effettivamente una relmione 
essenzial niente nuova. 

Osservasi clie se  non si vogliono considerare sisteini con puriti base as- 
segnati non c'è che trasformare hirazionalniente S,  in u n a  superficie S',  in 
n~auiera  che i punti di G,, si trasforniirio in altrettante curve eccezionnli di 
prima specie. 

10. Szdla d i m e ~ z s i o m  de i  sistenzi l inear i  d ' u n  medes iqao sistewta irr idw-  
cibile. - Le curve di S ,  sopra considerate sono tutte le curve dei sisteini 
lineari 

al variare delle cirique rette R , ,  R,, R,, R,, R, . 
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Vogliamo ora occiiparci di tutte le curre 

al vnriare di R , ,  R,, R,, R,. 
Troueremo che tzctte queste czwue costituiscono un sistenzn con t i~zuo  comnpleto 

irr iducibi le  x,, coinposto d'oo3 sistemi l inear i  i rr iducibi l i  e d i s t i ~ z t i  i qunli sono 
tutti oo7, t rmzne utho solo che è m8. 

Cosi resterà provato il 
Teorems lx. Un s i s t e i m  irr iducibi le  contp/eto pu6 n volte coliteizere per  

in t iero  u n  s is tema lineare cowpleto 1 C 1 e cii, raoiz ostnlzte 1 C 1 nvere  dimerzsio~ze 
mnyg iore  del yenerico s is tema lineare d i  x. 

Veramente un 1.' eseinpio 111olto semplice di questn proprielà si ha coii- 
siderando sulle superficie con fascio di genere p, le pup" di curre di cpesto 
fascio. Ma l'esempio clle ancliaino ora a dnre è evideiiteinente più completo 
e più espressivo perchè tratta di curve irriducibili. 

Coilsideriamo duiîque le superficie cubiclîe che lianno punto doppio in O, 
e passano per quattro rette qualsiansi di S, . 

Queste superficie segiiano su S ,  una lotalità di curve contenenti '2 
volte C l .  

Koi corne al solito prescindereino da tutte le curve fisse coinpresa Cl 
coritata 9 volte e coiisiderereino le sole curve resiclue. 

Per studiare questa totalità di curve preiidinino 4 rette R', R", R'", RIV; 
se yueste soiio coniplanriti il sisterns'delle superficie del terz'ordine che lianiio 
p~in to  doppio in  O e passano per esse si  riduce a tutte le quadriclie dello 
spazio passanti per 0, auinentate da1 piano fisso di R', R", R"' e RIv. 

Tali superficie sono evidentexente o o h  01ti.e le cun7e fisse C l ,  R', R", 
R", R" segnano SLI S un sistema lineare completo 

(con RI R, R, R, complaiiari) di diinensione uguale a S. 
Questo sistema 1 C 1 è irriducibile percliè 

si pu6 considerare coine somnîa di due sistemi 1 A, 1 e 1 R, + R, + R, + R, 1 
itifiniti e privi di curre fisse, senzn clle entrainbi siano ~~~'iiivoluzioric: in un 
fascio. 
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11 sisteina ] Cl coine sistema algebrico non è coinpleto. Difatti il grado 
vistuale di 1 C 1 è 4 + 8. 4 = 19 e il çenere è 3 - (4'- l )  + 4 - 1 = 3;  siccllè 
la serie caratteristica di u a a  generica curva C ha 1s diinensione ugunle a 
9 =  18-3. 

Ricorreiido allosa al solito teoreina foildamehtnle ~'ER'RIQUES hisogna 
concludere clie il skteiiia irriclucibile coinpleto a cui 1 C 1 agpartierie deve 
avere la dimensione uguale a 10. 

Questo ilel caso che R', R", R"', RIV siano coinplanari; supponiaino ora 
che cib non sia. 

II sisteina 1 D 1 clie le superficie cubiclie passanli per yueste 4 rette se- 
griano su  S ,  non è più oovbensi cm7 percliè iinponendo alle siiperficie del 
terz'ordine di passare per R', R", R"', R" hisogna iiiîporre successiraiuenle 
4, 3, 3, 2 conclizioni e quindi in tutto 19 coridizioni; percib il sisteina 

tutte le volte clle R,, R,, R,, R, non sono cotnplanari è 00' , 

Al variare di queste 4 rette si hnniio cosi m b i s t e i n i  liaenri coinpleti 1 D 1 
che determinano un sisteina contiiiuo coinpleto XI, = ( D )  di clinieiisioiie 10. 

Il sisteilla 1 C 1 ,  essendo uon posizione particolare di 1 D 1, lin. per Io 
nieilo 00' delle sue cul-ve contetiute in 1 D ) .  

AIa io dico che esso è tutto coiitenuto in ID]. 
Difatti indicliiaiuo con x' il sistenia coiitinuo più aiiipio n cui esso ap- 

partiene; per quanto s'è detto sopra x' sarà pure m l 0 .  
Ora tutte le curve A, + R, + K ,  + R, + R, , soi10 ai-itineticainente effet- 

live, quindi in ordine al teorelna di SEVERI, ricordato nella prefazione, il si- 
steiiia x' si deve coinporre con curve dei sisteini lineari 1 B 1. 

Ne risulta che tutte le c i m e  di x' sono curve di (D J e clle 2' nvendo 
cos1 cm1' curve a coinune con (Dl coii~cicle con esso. Il sistema 1 C 1 è percib 
contenuto per intero in (Dl. 

E il nostro asserto è cornpletanierite diinostrato. 
Si pub notare clle essendo 

tutti ques t'ultiiui sistemi ( D sono regolari, men tre il primo corrispoiidei~te 
alle 4 rette R,,  R,, R,, R, coinplanari Li la sovsab1~ondai1za uguale a 1. 
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Esempi sopra una superficie irregolare qualsiasi. 

11. Nuovo esenzpio soprn una superficie irregolare qslalsiasi di  sistewn 
algebrico irriducibile ccwe it~sieme di sistemi lineari e riducibile come insieme 
di curve. I n  questo pnragrafo ci proponiamo di dirnostrare che i fi~tti incon- 
trati sui coni S ed S, ilon sorio dovuti alle particolarità di yueste due su- 
perficie, ma clle fatti nnaloglii si presentano su yualsiasi superficie irregolare. 

Per ora ci liinitereino a provare le proprieta più importauti. 
Sopra unn  superficie irvegolnre pun7siasi : 1." esistolzo cume aritnzetica- 

w,e)zte effettiue appccrtene~tti a due sistesni irriclzrcibili completi ; 2.besistono 
czme A e R, che verificano le relaxioni [A2]  = [A  BI = [B2]  > 0 sema che, per 
nessun vnlore h ,  sin .rmi h A ( 1 1  h B ;  3." per l'eqttivnlenza i n  semo stretto il wu- 
wero G no12 è costante. 

Sia P una superficie irregolare, 1 E 1 un sistenîa lineare di P variabile 
in un sisteina irriducibile complet0 1 E J , coinposto d'coq sistemi lineari tutti 
della stessa dimensione r .  

Sia poi C una curva irriducibile pure di F e variabile in un sistelna 
continuo C ) ,  che non sia un fascio irrazionale. 

Supporremo, coin'è lecito, che il sistema 1 A 1 = 1 E + C 1 sia irriducibile 
e senza punti base. 

Indichiamo poi con G il gruppo di punti ove C ii~contra una generica 
curva A, di 1 A 1. 

Il SEVERI à dirnostrato clle assegnando al sistema lineare 1 A 1 il gruppo G, 
il sisteina residuo 1 A, ( à. la serie caratteristica completa (*) e percio sarà 
coinpleto anche come sistema irriducibile. 

Il sisterria 1 A, 1 à la curva C colne curva fondamentale. In esso sarà quiridi 
contenuto un sistenîa subordinato che à la curva C, = C- G colne parte 

(*) Sulla regolaritd clel sistelna aggiztnto. R. Acc. dei Liiicei, 1908. L'osservazione che 
andiamo a dimostrare è iniplicitûmente contenuta nella nota 3 a pag. 466 di questo stesso 
lavoro. 
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fissa. fi cliinro poi che questo sisteina coiricide con 1 E ]  + Co, e clie percib 
1 A, 1 ha la dimerisione uguale ad r+ 1. 

Ora 1 E 1 + Co appartiene anche al sistema Z: = ( E )  + Co, clie si ottiene 
soiii~ilando a tutte le curve di { El la curva fissa C o .  

Clie il sistema cos1 fc~tto sin completo risulta dall'osserrare cli'esso si 
compone d'ml sistemi lineari distinti e che oçiiuno di questi lia di riecessilà 
la curra fissa C o ,  se no la sua dimensione sarebbe per 10 meno uguale ad 
1.-1- 1 e il sistema 1 A, 1 sarebbe ampliabile, contro quanto abbiaino già 
detto. 

Le curve E + Co ci dànno a1loi.a l'esempio di c i m e  appartenenti a due 
sisteiiîi irriducibili cornpleti e distiiiti, 1 A, 1 e x. 

Anzi E + Co ci dà l'eseinpio (soprü una superficie irregolnre qualsiasi) 
di uiia curva apparleneiite iil sisteina completo x, senza clle tutte le cun7e 
del sistenia lineare completo 1 E + Co 1 = ] A, 1 siailo contenute in ): (v. 1 1 . ~  1). 

Per i caratteri delle curve A, e E t  Co in considerazione si h a :  

= [El  +[Cl+  [E Co] - 1 = [ E l  + [Cl + [ E C ]  - 1 

e detta pe la diinensione virtuale del sistenia 1 E 1 ,  

E perchè si veriiichi la disuguagliailza 

non c'è clle seegliere a priori 1 E 1 rispetto a C in ~iianiera che sia 

Ili tali ipotesi le curre dei due sistemi 1 A, 1 e L, sono tutte a caratteri 
ge~ierali e iii particolare aritiiieticarnente effettive. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sui sistemi algebrici d i  czlrve d ' m a  sqerficie cdgebrica. 195 

Coticludiamo che la proprietà detta si verifica anche se si tratta di curve 
a caratteri generali. Si osservi poi a conipleniento di quanto si disse al n.O 8 
clle uiia generica curva A, è aritnieticaiiiente effettiva ed appartieiie al solo 
sistenla lineare 1 A, 1 invece clie ad un sistema d'cdsisterni lineari distinti. 

18. Sul cnrattere d i  divisibilità G d i  33 Siano 

tutti i sistemi irriducibili di curve di P che con E verificano le relazioni: 

e insienie ad essi consideriaiiio i G + 1 sistenii irriducibili : 

Tutte le curve A di questi G + 1 sistenii verificano coi1 A, le relazioni : 

[Ai] = [Ao A] = [ A 2 ]  > 0. 

Sicchè se si calcola a partendo dalla curva A,, il numero die  si trova 
supera per lo meno di una unità quel10 che si ottiene partendo dalla curva E. 
Ne segue che per i sistelni irriducibili sopra F G non è costante anche se 
si tratta di sole curve a caratteri generali. 

13. U n  altro esewpio d i  czcrve A e B che flerificalzo le relazioni 
[A'] = [ A  BI = [B2] > O sema che s i a  qîzai h A II 1 A B. Scegliaino in ( E ) una 
curva Ë, distinta perb dalle curve del sistema lineare 1 E 1 e ponianio 

Per l'ipotesi fatta A,, Bo saranno algehricaiilentc distinte i n  senso stretto 
e verificano le relazioni : 

[Ai] = [ A ,  Bo] = [Bi] > O : 

ehbene io dico clie per nessun valore X è inai 

Facciamo difatti i multipli secondo X - con 1. cpalsiasi - del sisteina 
1 A, 1 e del sis teina Z. 
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IL sistema 1 h A, 1 ha punti YNi nei punti del gruppo G. Esso pub quindi 
considerarsi coine il sisteina subordinato di ( X  Al clie à punti InP" assegiiati 
nei punti di Q, e siccome qiiesti esauriscono tutte le intersezioni d i  unn (1, A)  
con C per il ricorclato teoreina di SEVEHJ anche 1 X A, 1 ha la serie caratte- 
ristica coinpleta. 

Come al .n.O 11 si diinostra allora che il sisteiiia A Z: ha la curra fissa Co: 
e per concludere clie A A, e h Bo sono algebricainente distinte in senso stretto, 
non c'è che ripetere il ragionamento svolto per lo stesso scopo su1 cor10 S. 
E il teoreina rimane dimostrato. 

Osserviamo clie voleiido escludere la considerazione di sistetni con puiiti 
base assegnati non c'è clle trasfoniiare F in una superficie F' in nianiera 
clie, tutti i puriti di G si trasfortnino in altrettante curre eccezionali di priiiîn 
specie. 

1 sistemi 1 A', 1, x' di F' oinologhi di j A, ( e z, non avraiitio più puiiti 
base, non conterrailno le curye introdotte iiella trasforinazioae e del resto 
verificano tutte le proprieth dette per 1 A, 1 e x. 

Chiudiaino cosi yuesta prima. parte d'esempi che ci à servito a diiiio- 
strare la necessità di distinguere nettainerite l'equiraleiiza generole dall'eyui- 
valenza in senso stretto e passiamo alla S." parte sulla teorin della base, 

Osservazioni preliminari. 

14. In questa 8." parte trattererno della teoria della base ilel campo 
dell'e~uivalenza algebrica in senso stretto. 

Sia F una superficie irregolttre itri~nersa in certo spaoio 8,. e ivi p i v a  
di singolaritb. 

Indiclieremo con ( E 1 il sistenia delle sezioni iperpiane di F e con R una 
sua curva dlordine (m. 

È noto, e del resto si prova con seniplici considerazioni projettive, che 
qualunque siano le particolarità di B, le ipersuperficie d'ordine 912 di S,., che 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sui sistemi algebrici d i  curoe d'utta superficie nlgeb~icn. 197 

passano per B segnano nltrove su P un sisteina lineare 

più volte infinito, irriducibile e sema punti base. 
Per la slessa ragione, posto l ,  = m (1.1- l), sarà tale anche il sisteiua 

e a fortiori 10 sarailno tutti i sistemi 

con 1 2 Z, = X, - 112 = In (n - 2). 
Possiaino percib dire, clze data conzunque sopra P u n a  czsrvn B d'ordine m, 

per tutti i valori d i  uîz trunzero 1 a pnrtire d n  1, = m ( t z  - 2j in poi, i l  sisteam 
lineare (13) 6 infinito, irriducibile e senza punti basa. 

L'itnportanza del risultato sta ne1 fittto clle il numero 1 ,  cosi determiriato 
è indipendente d'ogni particola.re posiziorie della curva B; se 'B varia, con- 
servando I'ordine m, la proprieta d e  per tutte le sue posizioni e a pai-tire 
senipre dallo stesso numero 1 , .  

In particolare se B appartiene ad un sistema algebrico z, composto d'aos 
sistemi lineari distinti, gM oo" sistenzi l,inenri (15) c7ze si ottengono al variare 
d i  B in rimangono tutti, per agni vnlore d i  1 2  i l  nu,tuero fisso Z,, infiîziti 
irritlucibiti e senaa punti base. 

Prendiaino ora sopra B un sistema lineare 1 A'] regolare ed aggiunto ad 
un sistema lineare 1 A 1 . 

Per una nota formola di CASTELWUOVO, detto o In sovrabbondanza d i  
1 A'+ 1 E + B 1, 8 e .r la. deficienza e la specialitti della serie clie questo si- 
steiiia segna su una generica curra ( I  E + B), si lia : 

Ma per il teoreiiîa dell'aggiuiizione ~ 'ENHIQUES, in virtù della seconda 
ipotesi su1 sistelna 1 A' 1, questa serie è la serie cnnonica delIa curva (1 E+ B) 
aumentata da1 gruppo di punti ove essa incontra unn curva A, yuindi r è 
zero, e 

O = a + $ .  - 
(*) v. : Alcune proprietb fonrlamentali dei sistelni d i  cume egtrucciate sopra unu superficie 

algebricn (Aniiali di Mateiiintica piira ed applicata, S. II, T. XXV, 1899, n.O 39). 
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Ma tanto G che X sono nuineri 2 O, ne segue necessariainente : 

cioè 1 A' + 1 E + B 1 è ancli'esso regolare. 
E questo yualunque sia 1'1, e qualunque sia B ne1 sisteina x. 
E sicconie per le ipotesi fatte su F, per v  inaggiore un conveniente nu- 

inero v a ,  il sistema 1 v  E l è ancll'esso regolare ed aggiiinto, cosi scegliendo 
per sistema 1 A']  il sistema 1 v  E 1 e posto y., = I o  + v,, si ha: 

Teorema X. Dato sopra ana superficie F priva d i  singolaritic, un p a l -  
siasi siste~îza nlgebrico 2 d i  curve B, è possibile fissare zuz wumero II., tale c7ze, 
per tutti i valori d i  zitz numero intero p. a partire da p., i t z  poi, i sistemi 

ilove E è z t m  sezione iprpiana d i  F e B una qualsiasi curca d i  i, siauo 
tutti regolari. 

Il teoreinn si pub notevolmente estendere e clargli anche forma inva- 
riantiva. 

Sia G una curva di P a grado virtuale positiro, irriducibile e priva di 
czirue fondarnentati. 

Ebbene io dico clie ne1 teoreina di sopra alla curva E' si pub sostituire 
la curva G. 

Difatti. Indichiamo con v  e p il çrado virtuale e il genere virtuale di G ,  
sarù per ipotesi v > O, e con le solite formole d'addizione calcoliaino il grado 
virtuale ATk e il genere virtuale .ii, delle curve (k G), avremo : 

e per la diinensione virtuale p, del sisteina 1 k G 1, supposto k cosi grande, 
clle esso sia non speciale : 

che, per l'ipotesi di v > O ,  ci permette di dire clle per k k  un conveniente 
iruinero ha il sistetna 1 k G 1 è infinito e aritmeticamente effettivo. 

Il sistetna 1 k G 1 non pub essere riducibile pei tutti i valori di k, difatti 
uii'involuzione in un fascio non pub evidentemente essere, quincli se esso è 
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riducibile, deve nvere cpalclie curra Lissa Ma fra le curve di 1 h G 1 v'è la 
curva G contata k volte, e poichè la  G è per ipotesi iiritlucihile, cosi tale 
curva fissa dere coincidere con G contala uii certo nuniero 1% di vol te. Ne segue 
clle, posto t = k- h ,  il sisteiiia 1 t G 1 e suoi multipli sono tutti irriducibili. 

Si provn anche facil~iiente clie questi sisteiiii 1 t G 1 sono selilplici. Difatti 
a l  crescere di t ,  la diinensione clel sistelna / t G 1 cresce coiiîe t" nientre la di- 
inensiorle della serie clie evso segna s u  una generica sezione iperpiana di F 
cresce solo coule t ,  ne segue che a partire da un cei-to punto iii poi il si- 
steriia 1 t G 1  coiitiene il sistenia 1 E \ delle sezioni iperpiane di E'. 

Mn le curve E d i e  passnno per un punto nl di P non passano per nessuu 
altro puuto. Percib, se tutte le curre 1 t G 1 che passano per AI passano per i n  

altro punto N, questo dere essere punto base clel sisteiiia 1 t G - E 1. E sicconie 
tale sistems no11 pu6 avere che un iiuniero finito d i  puuti base, cosi 1 t G 1 
è seinplice. Osserviaino che se  1 t G 1 ha dei punli base, tali pzclzti mi  l ' iw-  
te~zdeream sempre assegnnti c o ~ ~  la loro multiplicitic effetfica. 

Ci6 detto trasforiniaino F in una superficie F' in nianiers d i e  il si- 
steina 1 t G ] si trasformi ne1 sistenra delle sezioni iperpiaiie di 3'. Poicliè per 
ipotesi 1 t G 1 n o n  ha czcrve fondnmentali, P' no12 avra sig~golariti~ came P. 

È chiaro quindi clie ilel teoreina di sopra alla curva E si pub sostituire 
la cur ra  (t G) e clle per 11 un conveniente nuniero 1,  , i sisteilii 1 1  t G + B 1, 

qualuiicjue sia B in x, sono tutti ïegolari. 
Per  diinostraie coinpletamente il nostro asserto bisognerù ancora pro- 

vare che questa proprietà vale anche quando il coefficiente di  G non è inid- 
tipi10 di t, bisognerà i n  altri termini diinostrare che detto i un qunlsiasi nu- 
iiiero tra l e ( t  - l~, i? possibile aggiungere al sisteina 1 l t C + B 1 la cu i ra  
(i G) senza alterarne la regolarità. Ora questo si prova facilineiite. 

Basta infatti osservare clle se  1 1  t G + B 1 è regolare, per la solita formula 
del CASTELMJOVO, 10 è anche 1 1 t G + B + G 1 ,  e poi lo s a r i  1 1 t G + B + 2 G 1 
e cos1 vin fiuo a I l t G + B + ( t - 1 ) G I .  

Prima cli finire osserviaino clle In condizione di G irriclucibile non è ne- 
cessalia; bnsta per esetnpio çhe la curva G sia composta di parti iriiducibili 
e a grado virtuale positivo. Difatti se è 

sono irriducibili e a grado virtuale positivo, per coriveiiieiiti riunieri h, 'h , .  . . A, 
i sisteiiii 

IAIGII ,  1 G 7  I ' A k G ~ I  

Annali di Matenzatica, Serie III, Toiilo XXIV. 96 
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sono irriducihili, siccliè detto 7, un inultiplo coinune di 1, A , .  . i ,  anclie 

sarà irriducibile e privo di  ciirre fondamentali conie G, onde, ecc., ecc. 
Per brevitk conveniamo di cliiamnre gelzerica una curva di F, quanclo 

essa è priva di  curve fondamentali e coinposta di sole curve irriducibili a. 
grado virtuale positivo. Allora si à : 

Teorema XT. Dato sopra F z c ~ z  slsteina nlgebrico di curce B e ulza curva G 
generica, è senzpre possibile fissnre un izunzero p., tale che per tutti i vnlori c7i 
un ?zuwzero p. a partire da p, in  poi, i sistemi 

c h  si otte?zgolzo al varinre di B i n  Z, siallo izctti rego7ari. 
In  particolare posto B = G si lia il 
Corollario. Se G è una curva genericn c7i P per p. 2 zin conve~zie~zte n w  

lrzero p., la curua (;J. G )  nppartiene ad ur2 solo sistei?ztc irriducibile ;p. G ]  com 
posto d 'cd  sistemi lineari tutti regolari. 

1 teoremi dimostrati portano a varie conseguenze. Coi1 essi intanto co- 
minciamo a conoscere sopra una qualsiasi superficie irregolare la esistenza 
di sistemi algebrici conipleti coii~posti di sisteiiii liiieari distinti tutti rego- 
lari e rappresentabili quindi con i punti di  uiia varietk irriducihile V,,. 
d'm9spazi y. raziondi. Per l'equicnbensn nlgebrica in  sema stretto frrc cz iwe 
di qwesta m t u m  vnle la prop~ietib transiliccr. 

Le curve A e B che verificauo le relazioni [A2] = [A B] = [Bz]. 

15. Sopra la solita superficie S siano A e B due cur-ve algebriche clello 
stesso ordine ctie verificano le relazioni 

11 ragionainento svolto cla SEVERI SU tali curve, ne1 secondo paragrafo 
della sua prima Meinoria sulla base, prova clle per opportuni nuineri iiiteri 1, 
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i sistetni lineari completi 1 A A 1 e 1 i. B 1 appartengoilo ad  un medesilno si- 
stemn continu0 Ex di sistemi lineari. Da questo per6 nef% è lecito dedurre 
che corrispondentemente sin À A((17 B. Ci6 sarebbe possibile se, per ragioni 
particolari del caso, si sdpesse che è irriducihile, non solo conie totalità 
de'suoi sistenîi lineari, nia anclie conie totalità di tutte le sue curve, coine 
avviene, per es., traitandosi di curve (p. E-+ B)  O (p G + B) del paragrafo 
precedente o di curve tipo B del corio ellillico del terzo ordine. 

Questo perb non si verifica in generale, coiiie ne1 caso delle curve A 
e B del cono ellittico stucliate nei nn. 1 e 2 o delle curve A, e Bo studiate 
ne1 13. 23 sopra una qualsiasi superficie irregolare, e percib tale deduzione 
non è senipre possibile. Colne totalità di curve xi pub essere riducibile e 
1 A e AB, pur essendo concateiiate fra di loro, possoiio essere algebrica. 
merite distinte in senso stretto yer yualsiasi valore di 1. 

Ecco quello clie si pub dire in generale. 
Ne1 paragrafo precedente abl~iaino visto clle yualunque sia il sistenîa ZA 

è sernpre possil>ile tissare una curva if di P ed un numero p ,  tali clie per 
p. 2 p, il sisteiiia ( p. G + C 1 sia regolare, qualunque sia C in T I .  Al variare 
di C questi sistesii descrivono quindi un sisteina corltinuo V irriducibile 
anche conîe totalità delle sue curve, ne segue che per I J  h p ,  è sempre 

Questa formula vale anche se si abbandona l'ipotesi di +z> 0, cioè se 
due curve A e 3 del10 stesso ordine verificano le relazioni: 

esse sono sempre leçate da una relazione (17). 
Difatti presa una curva G qualsiasi per le curve 

si lia, conle sopra, [Af] = [A,  B,] = [B;] > O  e yuindi 

p G + A v G + À A ( l l ? . G + A v G + ' h B  

clie rietitra ne1 tipo (17). Concludiamo : 
Teorenia XII. S e  s o p a  utza superficie Pl A e B soito due curve algebriche 

dello stesso ordine che vevificano le relnxioni 

[A" = [ A  BI = [B'], 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



908 Albaltese: Intorrzo c~d  alcut~i corzcetti e teoremi foizdnsnentali 

dettcc G uua curvn ycnerica d i  F7 è sempre yossibile fissare opportuni izuweri 
iitteri e positi*vi A e un numero y,, tali che, per 11. 2 p,, si abbia 

Si noti clle viceversa se A e B sono due curve legate da utia relazione (17), . 
esse sono dello stesso ordilie e verificario 1ü (19), yuincli nell'ipotesi di A e B 
clello st,esso ordine la (17) e ln (19) sono 17u11a coîzseguenzcc dell'ciltra (*). 

fi importante osservare clie la curva G clle compare ilella (17) si pub 
fissare a Pl-iori e una ~ o l t a  per tutte indipendentemente da A e da B. 

Dipendenti clü A e da B sono iilvece di due inmieri 'h e p. 
Va aiiclie notato clie se la curva G presenta una grande arbitrnrietà, 

pure per essa 11011 pub scegliersi m a  (lualunque çurva. di F. Nè ogni c i i r ~ a  
a grado viituale positivo pub prendersi per curva G. Abhiamo difalti visto 
clle coiidizione essenziale per tale curva è quella di lion avere curve foiicla- 
meiitali; cosi, per es., su1 coiio S per curva G non pub niai scegliersi uiia se- 
zione piana. Del resto negli esempi esposti abbianio più volte notato tale 
iinpossibiliti. 

Se una delle due curve iii coosidernzione A OB, per es. A, è essa stessa 
una curva yenerica di F, allora per curva G possiarno scegliere la curva A, 
sicchè per ,M 2 y ,  tutti i sisteiiii 1 y. A + C 1 ,  dove C è una qualsiasi curva 
di xi, sono regolari e costituiscono un sistema V irriducibile anche colne 
totalità di curve. 

Supponiaruio p. multiplo di A, y. = k A. 11 sisteina V coiitiene allora i due 
sistemi lineari 1 ( iz + 1 )  À A 1 e 1 (k  + 1) A B 1 e cotlsegueiiteii~eiite posto 
t , = k + l  si à:  

t 1, AlIl t A B, 
cpalunque sis t 2 t ,  . 

Teorenla XIII. S e  soprn m a  sul~erficie F, A e B sono due czcrve dello 

(*) Se ilel ragionameiito d i  SEVERI per dimostrare che quaiido A e B verificaiio la (16), 
eviste su  3' un integrale di terza specie avente A c U coine sole curve logaritmiche, alle due 
curve A A e 1 B si  sostituiscono le due curve p G $- A A e p G + )i B, l'obbiezioiie fatta alla 
fine del 1 i . O  2 (vedi nota a pag. 178) viene rimossa perclré allora per il teorema di sopra esi- 
stono certaiueiite sjsteini irriducibili 2 clie coiiteiigorio p G $ A A e p G + A B. Con tale so- 
stituzione l a  dimostrazioiie corre rigorosissima e In coiiclusioiie finale rirnaile la stessa perché 
in ultiino, la curva ausiliaria G lion risulta curva logaritinica dell'iiitegrale I costruito. Anzi 
con q~lesta osservazione la dimostrazione si estende anche al caso che A e B verificaiio la (19) 
invece che la (LG). 
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stesso ordine che verificano le relaziowi (16) e d i  pi& una d i  esse, per es. A, 
è generica per opportuni numeri interi e positici A,  si ha : 

Questo & un çaso notevolissimo ed evidentenleiite niolto generale. Si pub 
quindi dire che il teoreina di SEVEHJ, su queste curve da1 campo dell'equi- 
valenza algebrica in getierale, si trasporta tale e quale in quel10 dell'equi- 
valenza algebrica in senso stretto con la sernplice condizione sopra detta 
per la curva A. 

Noto clie il coefficiente 1, chc coinpare nella formola (80) del teorema 
precedente non coincide con l'analogo coeficiente di S E V E ~ U  per la equiva- 
leilza generale. 

Ir1 seguito a questi teoremi è chiaro che il criterio di SEVEHI per rico- 
noscere se più curve sono O no legate in generale rimane tale e quale anche 
nell'equivalenza in senso siretto. 

Condixione îzecessaria e sufficiente affinchè 2 curve a.lgebriche Cl C, . , . C,,  
trncciate sopra una superficie algabrica E', siano legnte da m a  relasione del 
tipo 

L C ,  t ~ , C , + ~ ~ ~ + ~ , C , + v G l l l . p t + l C , + , + ~ - ~ + p . , C z + v  G ,  (21) 

è che sia nulla la matrice discriminante dell'aggruppamento (Cl C, . . . C,), 

dove è ni,, = nkj = [Ci CA] e m, l'ordine di Ci. 
Da questo teorema si cleduce clie allorchè la matrice 31 non è nulla, le 

curve (C, C, . . . Cz) sono algebricamente distitite tanto in generale quanto in 
senso stretto. Anzi si pub dire clie in ta1 cas0 (CI Cz . . . 9) non possono 
essere neinnieno concatenate e sono percib distinte in tutti i sensi. 
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Osservazioni sulla teoria della base. 

16. La  teoria della base ne1 campo  & e l l ' e q z ~ i v a l e ~ ~ z a  nlgebrica iu seuso 
stretto. Il SEVERI in virtù di un teorenia foildainentale di P l c i l~n  sugli iiite- 
grali di terza specie di F, à clitnostrato che quando 1 supera un certo nu- 
mero fisso p (nuiuero base di F )  In matrice dl del nulnero ptececletite è 
sernpre zero yualunque siano Cl C, . . . CL;  inentre cib ilon è più vero se è 
1 = r .  Vi sono cioè su F açgruppamenti (Cl C, . . . Cp) la cui corrispondente 
niatrice df è diversa da zero; anzi in ta1 caso il SEVERI iiiostra clle è diverso 
da zero il deterrninante dell'aggruppamento ( C l ,  C,  ,... , C,), cioè il deterini- 
liante d'ordine p foriiiato colle prime p righe di 41. 

Riunendo questi teoremi con i risultati del uiimero precederite possiamo 
dire : 

Teorema XIV. S e  sopra  una superficie nlgebrica 3, a i t l lu~ero base p, 
Cl, C, , . .  ., C, sono p curve a determinante  diverso d a  zero, ogn i  a l t r a  czrrvn C 
d i  F è legnta  crd esse con una relazione del t i p o :  

essendo X un numero intero e positivo, v un nuinero intero qualsiasi a par- 
tire da un certo v, in poi, I , ,  X ,,..., X,, t.,, ,,..., p., opportuni numeri interi 
positivi non tutti nulli e G una qualsiasi curva generica di I. 

Per esprimere yuesto diremo che C è legata algebricamente in senso 
stretto a C, C, . . . Cp con l'ausilio della curva G e che G ,  C, . . . C, formâno 
sopra F una base con l'ausilio della curva G. 

Eella (81) dipendentemente dalle curre Cl C, . . . Cp il nuinero v  put^ anche 
essere zero. Abbiaino perb dato eseti~pii in cui v è necessariamente diverso 
da  zero, anclie quando fra Cl C, . . . Cp v i  siano curve a grado virtuale positiro. 

La curva G ha una grande arbitrarietà e c~ualclie volta si pub far coin- 
cidere O con una delle curve C, C, . . , C, della base, o con la curva C clle 
si  vuole esprirnere, ma s'è visto che ci6 non è sempre possibile e che a volte 
per la particolarità delle curve date C, Cl ,  ..., Cp non pub coincidere con 
nessuna combinazione 1, C, 4- 1, C, + . . -/- 1, Cp . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sui sistemi 'algebrlci di curve' d'una superficie algebrica. . ,906 

Va nolato che questa curva ausiliaria G compare necessariamente anche 
per le basi d i  S E V E R I  nelZ'equivalefiza generale, sola differenza è che in questo 
cüso G ha maggiore arbitrarietà e pub essere sostituita con una qualsiasi 
curva a grado virtuale positivo di F, nmentre ne1 caso dell'equivalenza in 
senso stretto G detre essere generica in Ei: In ogni modo quel10 che importa 
rilerare è che per ora la presenza di questa curva G si rende necessaria. 

17. Costruxione d i  una base sema curva ausiliaria. Un  prohlema fon- 
damentale si presenta a questo punto. 

È possibile'scegliere le curre base C, C, .  . . Cp in maniera da non ren- 
dere mai necessario l'ausilio della curva G ,  tale cioè, che qualunque sia C 
su F iiella (87) v possa farsi sempre vguale a zero? 

La. risposta è afferniativa. 
Indichiamo con A, una generica curva del sisteina 1 y E 1 multiplo se- 

coiîdo y. del sisterna 1 E 1 delle sezioni iperpiane di F ;  supporremo p cosi 
alto clie le curve (p E) siano aritineticainente effetlive e che il sistema alge- 
brico p E )  da esse individuato consli d'oo9istemi lineari distinti irriducibili 
e regolari. 

Evidenteinente A, non lia curve fondamentali ed è generica su  F. 
Sia B una qualsiasi curva di F algebricamente distinta da A,.  Ogni 

curva A, G k A, $- B, qualunyue sia k, è algebricainente distinta da A , .  Di- 
fatti, posto [A:] = n,, , [A,  BI = v, ,  = v, ,  , [ B 2 ]  = v,, , m ,  ordine di A , ,  y, or- 
dine di B snrà. per ipotesi 

Ma da tali posizioni segue: 

In questa 'matrice sottraggliinmo dalla seconda riga la prima moltipli- 

e detto ~n,=Rm,+p., l'ordine di A,, per la matrice dell'aggruppamerito (A, A,) 
si avrà: 

n11 "hz 

%I nz2 

"*, 
= 

n11 k a11 -+-vin 

kn,,+v,, h2n,,+9kv,,+v2, 

In , k f i%, i- p., 

. 
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cata per k e poscia dalla seconda colontia la prima nioltiplicata pure per k ;  
cib facendo essa si riduce alla matrice M, che per ipotesi è di caratteristica 
due. Ne segue clle (A ,  A,) hanno la matrice discriminante diversa da zero 
e sono algebricainente distinte, qunlunque sia k. 

Scegliaino k cosi alto che A, non abbia curve fondarnentali e che gli 
wq sistetni lineari di cui si coinyone il sisteina algebrico da essa itidiriduato 
siatio tutti irriducibili e regolari. La curva A, si  pub allora supporre irri- 
ducihile. 

Deterininata cosi A,, sia C una terza curva di P algebricarnente distiiita 
da A,, A,. 

Si consideri la curva A, = k A, + C, si prova corne sopra, clie le tre 
curve A,, A,, A, sono algebricainente distinte tra di loro e clie per k sufi-  
cienteniente grande, A, non ha curve fondamentali ed appartiene ad un si- 
stema algebrico composto d'mg sistemi lineari distinti irriducibili e regolari. 

E cosi si continua replicando lo stesso processo. Alla fine si saranno 
trovate p curve algebricainente distinte 

A , A  ,... A,, 

irriducibili senza curve fondatnentali e ciascuria wriabile in un sistema con- 
tinuo d 'wq sistetni lineari regolari. 

In virtù della (16) di CASTELNCOVO è clliaro poi che detti Al 1,. . . l p ,  

,o nuineri positivi non tutti nulli, anche le curre liriearinente equivalenti a 

1, A, + 'A, A, + . + iip Ap godranno delle stesse proprietà, e clie percib I'e- 
quivalenza algebrica iti senso stretto fra curve di tale natura gode della pro- 
prietà transitiva. 

Sia A una curva qualsiasi di P ;  per il teorenla precedente esisleraiîno 
dei nuineri A, Y, v e una curva G per i quali si avril: 

Poniamo 

dalla (21') segue allora: 

[A'" = [A' B'] = [B'" > O. 

E poichè la curva B' cosi fatta è generica sopra F, per il teorenia XII1 
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si avrà A'A1/J/X' i?' e includerido 1' in A,, 1, ,,..., ' X , ,  pl+, ,..., pp: 

Teoretna XV. Sopra w z a  szcperficie algebrica R a  nuilnero base p è sewpre 
possiilile fissnre opportzrnanze?zte ,o curae A, A, . . . A, tnli che, una pals insi  
curucc A d i  P sia lsgata algebricanze~zte a d  esse con w~za relcc~ione (221, (93) ,  (94). 

V a  notato che qui  le curve A, A , .  . . A, sono opportune p curve di F. 111 
gerierale p curve nlgebricninente dis tir1 te non foriiîario uiia base di tale na tirra. 

18. La teoricc della base ne1 cnnzpo dell'eq~ci.calenza linenre. Kipren- 
diamo la relazione (82) e sommiaino ad ambo i suoi mcrnbri la curva A, 

Facciamo varinre la curva A, del secondo menibro ilel proprio sistema 

algebrico 1 A, 1. Per ogni posizione A d i  A, si avrà sempre: 

e per note proprietà della varietg di PICARD relativa ad F, esisterà una p o ~  
sizione & di  A per la yuale la (95) si riduce lineare, cioè: 

Osserviamo che per otteriere questa relazione, A, basta farla. variare in 
un sistenîa x, subordinato di [ A ,  1 e composto di sole ma curve due a due 
linearmente distirite; si ha perci6 : 

Teoreina XVJ. Soprn m a  superficie P è sewzpre possibile fissnre p curve 
A, A, . . . A, e u n  sistelna d ' w q  curve linenrmente distinte dzte a due, 
tali che, yz~nlzinq~~e curva A d i  P' sia legata ad esse e ad una curva A, 
di x, perfettamerzte determinata da A, con una rel~zione d'equicccleîzscc 1inear.e 
del tipo (26). , 
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Direnlo per questo clle le curve A, A , .  . . Ap e le curve di forhano uria 
base lineare. 

È evidente a priori che per unû base lineare sono sempre necessarie le 
curve d'un sistema Ooq. 

Algebricamente il teorema diinostrato s'esprime : 
Sopra thna superficie F è sempre possibile fissare p curve A,  A,. . . Ap e 

un sistema d'cd curve tali che, presa una  qz~alsiasi curva A di F, esiste 
una  funxione razionale dei pultti di F aventi i suoi poli e i suoi zeri uîzica- 
mente sulle curue Ai A,. . . Ap e szt una curva A, di 2 perfettawente deter- 
minata da A. 

Osserviaino che se 1 ,  è > O le curve 1 ( A ,  + 1) A, - 1 esistono e sono 
curve di [ 1, A, ).  

Prendiamo la varieth di PICARD di P che rappresenta i sistemi lineari 
d i  ( A ,  ) e siano 31 ed N i punti corrispondenti ad 1 A,  1 e [ A ,  1 .  

Il punto 31 contato 1, + 1 volte individus in questa varietà una gfi:+, (riel 

senso di CASTELNUOVO). Esistono allora dei piinti Q tali che 1, volte Q più N 
sia un gruppo di g4;+i. Se Q rappresenta il sisteina 1 , 1 corrispondente- 

mente si avrà I(1, + 1) A, - & 1 = 1 A,  A=, 1, di modo che la (26) si pub scrirere: 

Con la (97) parrebbe che si potesse diminuire di una unità il nuinero 
delle curve fisse per una base lineare, ridurre cioè la hase lineare alle sole 
curve A,, A ,,..., Ap e quelle di x. 

Ma cib non è perchè il coefficiente A,  non sempre è diverso da zero di- 
pendentemente da A. 

Certo uno, Xi, dei coefficienti in ogni caso deve essere diverso da zero 
e il ragionamento precedente invece clie per la curva A, si pud rifare per 
la corrispondente curva Ai. Ma in ta1 caso il' teorema a cui si giunge è il 
seguente : 

Sopra una superficie algebrica F è sempre possibile fissare p sistemi con- 

ciasczlno d 'cd  C U ~ U B ,  tali che agni curvn A d i  F sia esprimabile Einear~nelzte 
per ,o - 3 czirue, arbitrccrial~zente scelte i n  certi p - 1 d i  questi sistemi, e per 
un'altra del rinzccnente sistema, perfettawente deternzinaia da A e dalle p - 1 
curve scelte. 
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Questo teorema s'interpreta ancli'esso algebricaniente dando luogo ad 
un resultato analogo a quello di sopra. 

Osserviamo che le considerazioni qui svolte sulle basi lineari si possono 
anche fare partendo da una qualsiasi base C, C, . . . Cp (*). 

Le cose dette fin qui sulle basi generali si rjportano lali e quali nella 
teoria delle basi intermediarie e inininle, si àiino considerazioni e risultnti 
analoghi, ina per non dilungarci più ollre omettiaiuone un esplicito svol- 
giinento e passiaino alla terza parte. 

III." P A R T E .  

Prime considerazioni sull'operazione di divisione ed esempi. 

19. Proprieta del numero 6 ne1 campo delZ7equivalenaa generale. 
In questa terza pafte del lavoro abbandoneremo il campo dell'equiva. 

lenza in senso stretto e fareino uso delle semplici nozioni d'equivalenza al- 
gebrica generale ed a catena date in principio nell'esposizione riassuntiva. 

Sia A, una curva di F a  caratteri gerierali e consideriamo tutte le curve A 
del10 stesso ordine di A, e che con A,  verificano le relazioni 

[ A ; ] =  [ A ,  A] = [A2]  =n>O. '  

Per le ipotesi fatte il nuinero G dei sistemi algebrici (generali) in cui si 
distribuiscono tutte cpeste curve A, è midenteinente-fiuito (**). Indichiaino 
tüli sisteini con 

{ A l ] ,  / A 2 1 , . . . ,  (Al .  (99) 

Il numero a gode di due proprietà fondainentali: 

(*) Notiamo che queste coiisiderazioni sulle basi lineari si riferiscono alle sole super- 
ficie irregolari. 

(**) SEVERI : 8," Memoria. La base méi~ima. Aunales de l'École normale, T. 85, 
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1 . O  è indipandetzte dalla czwva A di yartenza, finchè quesfo rimalle a 
caratteri genemli e percib è t.tn carattere di F. 

2 . O  è un ilzvnriante nssoluto, 
Sia B un'altra curva di P pure a caratteri generali, e inclicl~inino con 

tutti i sisteini algebrici distinti di curve B clie con BI verificano le solite re- 
lazioni 

[By] - [BI BI = [B2].  (31) 

Io dico che è G'= o. Difatti essendo B a caratteri generali i sistemi 

hanno tutti la diniensione virtuale positiva e sono sistenii di curve effettive 
di P. In virtù della (28) tutte le curve B di questi sistemi (clie evidenteinente 
sono del10 stesso ordine) verificano con B, la (31). 

Xe segue clie ogni sisteina ( B',] è un sisteina (30) (*). 
Da questo non si deve perb concludere setiz'altro che è o ' k  6 ;  per fare 

una tale deduzione occorre ancora dirnostrare che i sistemi (32) sono tutti 
distinti f m  d i  loro, fatto che ne1 campo dell'equivalenza algebrica generale 
è vero e si dirnostra facilmente, ma clie ne1 campo dell'ecjuivalenza algebrica 
in senso stretto non è più vero, corne provano gli esempi dati nella 1." parte. 
Qnindi la necessità, in yueste coilsiderazioni, di far uso dell'equivalenza 
generale e dei corrispondenti sistemi algebrici, e non dell'equivalenza in senso 
stretto. 

Sia s'è. possibile 

allora i due. sisteini lineari 1 BI +A, - A, 1 , 1 Bi +A ,  -A,  1 appartengono 
ad un medesinlo sistema algebrlco e per una posizione particolare 2, di Ab 
ne1 proprio sislema ( A , )  (per ipotesi composto d'ooq sistemi lineari) sari:  

(*) Fino a questo punto la diniostrnzione si trova rie1 SEVERI; m e m ~ r i a  citata a pag. 209, 
n . O  3. 
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cioè A, è unû ciirva di ( A , )  e quindi ( A i ]  = (A, ) ,  il che vale solo yuando 
è i = h. Ne risul ta clie a' 2 G. 

Invertiaino ora le considerazioni scambiando A, .c'on B,. Avendo sup- 
posto B, pure a caratteri generali, i sistemi (32) saranno conzposti d'cm4 
sistemi Ilneari e come sopra si avrà ~ 2 5 ' .  D'onde segue che è proprio 
G = O* c. v. d. 

Osseruazione: Cosa avviene yuando BI non è a caratteri generali? Jn  ta1 
caso i sisteini (38) possorio in paxte non esistere, cioè essere alcuni effettivi 
ed altri virtuali. 

Supponiamo che siano tutti effettivi, che, çoine vedremo, è un caso reale; 
. . sa r i  ancora G = ut?. 

Per la priiiia parte della dimostrazione sarà cerlamente 6' 2 G, ma ora il 
viceversa non si pub più stabilire perchè non è detto che i sistemi (32), pur 
esistendo tutti, siano composti cl'aoQisterni lineari distinti, e due curve B, 
e B, con i=l=k potrebbero dar luogo ad un medesirno sistema 

! A ,  t B i - B , l = ( A ,  t B , - B , I .  

Vedremo con esenipi che questo caso si verifica e G' pu6 effettivamente 
superare G e di 1i le prime colitraddizioni con i risultati di SEVERI. Questa 
è uii'altra ragione che iinpone la necessità di diinostiare che i sisteini (32) 
siano tutti distinti. 

8.O G è un inuariccnte assoluto. Difatti: 
Se P si trasforina in una superficie F' seuza che nella trasformazione 

vi siano elemeiiti fondameiitali, nè nell'uno nè nell'altro senso, la proprietri. 
è evidente. Tanto su P che su P' G avrà sempre 10 stesso valore. 

Supponiamo clie nella trasforinazione un punto M di P si trasforini in 
una curva eccezionale d i  prima specie M '  di F'. . - 

Sopra F, la curva A, di partenza, per calcolare c, seeg1ia.i-riola irriducibile 
e non passante per 31. La sua trasformata A', su 3' sarà d o r a  irriducibile,, 
non iilcontrerü ll1' in nessun punto, avrà il gfado virtiiale .n uguale a quel10 
A, e come A, sarà a caratteri generali. 

Sia A' una curva di F' dello stesso ordine di A', e verifkailte le re- 
lazioni : 

[A',] = [A', A'] = [A'" = n > O, ( 9 8 )  
e del resta qualsiasi. 

Sappiamo che per le relazioni (28') A', e A' incontrano una qualsiasi 
curva di P' nello stesso nurnero di punti, quindi il numero delle iiitersezioni 
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(virtuali) tra A' e Al' è zero corne per A, e M '. Ne segue che la curva A 
di F, omologa di A', avrà pur essa il grado virtuale uguale n (anche se passa 
per Al). Siccome poi A,' ilon passa per M i punti comuni ad A e A, sono 
gli ornologhi dei punti comuni ad A' e A', e percib aiich'essi in numero di îz. 

La curva A, verificando cosi le (28) appartiene ad uno dei sistemi (89), 
per es. ad ]Ai) ,  e corrispondentemente A' appartiene al suo sistenia trasfor- 
inato (A' , ) .  

~oncludiamo' che tutte le curve A' di F', del10 stesso ordine di A', e che 
con questa verificano le (28'), appartengono ai sistemi 

trasforrnati su  F' dei sistetni (89) e che essendo questi sisterni algebrici di. 
stinti, sopra Ii" il numero a corrispondente alla curva A', , a caratteri ge- 
nerali, ha 10 stesso valore che sopra F. 

In ordine a noti teoremi sulla trasformazione delle superficie da cib ri- 
sulta che ci è un invariante assoluto. c .  v. d. 

20. Due teoremi preliminari. 
Teorema XVII. Se sopra una superficie F due curve A e B a irado 

virtuale positivo verificano insieme ad una terza cztrca C d i  F la t-ela,zione 

esiste un numero ?., tale che per tutti i volori d i  A a partire da A,  in poi si 
abbia : 

A A E A B  (A 2 A,). 

Difatti essendo A e B a grado virtuale positivo è possibile determinare 
un numero A, tale che per 'Ah 1, le due curve (A A) e (1 B) siano aritmeti- 
camente effettive e quindi contenute in due sisterni algebrici (generali) 1 h A] 
e ( I B ! coiiîposti d'cd sistemi lineari distinti. 

Ebbene io dico clie questi due sistemi coincidono. 
Infatti dalla (33) qualunque sia È. e quiiidi anche per A 2 A, si à sempre 

e per la proprietà transitiva dell'equivalenza algebrica generale fra c u v e  
aritnleticamente effettive, detta B una qualsiasi curva del sisteina (1 B 1, sarà 
anche 

~ A + A C Z B + ' ~ C ,  
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Ma quando B descrive gli cmP sistemi lineari di ( A  B 1 il sistema 1 B+ 1. C 1 
descrire tutti gli coq sistemi lineari del sisterlia algebrico ( A  A + A C 1, quindi 
per una posizione particolare B' di B in 1 AB) s a r i  

ossia 

Questa ci prova che per h 2 1, la curva A A è contenuta ne1 si- 
stema (1 B),  ossia clie per tutti yuesti valori di A, ( A A ) e { 1 B ) coincidono, 
c. Y. ci. 

L'importanza di questo teoreina sta ne1 fatto die, coine proveretno tra 
breve, le due curve A e B che verificano la (33) possono essere algebrica- 
mente distinte fra di loro. 

Vedremo quali conseguenze se ne ricaveranno. 
Iiitanto queste coiisiderazioni si possono invertire e si à :  
Teoreina XVIII. Se A e B sono due curve d i  F che per oyni nulnero A  a 

pnrtire da  un certo I o  i n  poi, verificclno ln relazione: 

esistono curve C di F per le quali si à: 

Difatti se A e B soddisfano la (34) esse sono dello stesso ordine e ve- 
riiicano le relazioni 

[A" = [ A  BI = [B2] 

èonseguentemente i sistemi (a caratteri generali) 

sono tutti effettivi e composti d i  curve dello stesso ordine, essi percib sono 
in rlumero finito e a partire da un certo punto in poi debbono riprodursi. 

È chiaro d'altra parte che si riproducono periodicamente e siccoine per 
h 2 1, in virtù della (34) è sempre: 

cosi da 1, in poi tutti i sistemi detti coincidono col primo. 
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Ne segue necessariatn'ente che essi coincidono tutti con ( E }  e si il: 

Ë essendo una couveniente curva di ( E l ,  e infine: 

Concludiamo che la (33) e la (34) sono uan comeguenza  dell'altra. 
21. Esempio  d i  divisiojte con  pi& d i  a s is temi  quosietdi .  Preinesse queste 

considerazioni riprendiamo i c sistenii (99) e indicliiamo con RI ,  R,, ..., R, 
le loro rispettire dimensioni. Supporreino clie R, sin il più piccolo fra yuesti 
nuineri e che ne110 stesso tempo sia R, minore del graclo virtuale n coinune 
a tutti i sistemi ("1) : .RI < 1 1 .  

. Indiclierenio con v l'indice del sisteina. 1 A, 1 ;  trattaridosi di sistemi alge- 
brici non lineari7 s a r i  v 2 8. 

Scegliamo sopra P genericamente un gruppo GR, di R, punti. Le curve 
di ( A, ) passanti per questo gruppo le chiamererno : 

Per l'ipotesi fatta su R,,  rispetto a R,,  R ,,.. ., R,, in ogni altro si- 
stemn ! A, ) esisteranno delle curve passanti per GR,. Di queste curve ne pos- 
sono esistere anche infinite e distribuite in pih sistemi; noi perb ci limite- 
rem0 a sceglierne una sola A,,  ad arbitrio, in maniera da avere G - 1 curve 

algebricamente distinte due a due e tutte passanti per GR, . 
Fra le (36) e le (37) avremo cosi s = 5 3- v - 1 curve passttnti per GR,, 

con S > G .  

Trasformiamo P in uila superficie P i  in maniera clle i punti del gruppo 
 GE^ si trasformino in nltrettante curve di prima specie, die  cornplessivainente 
indicl-ieremo con GrRl . 

Sopra F' le curve oinologlie delle curve (36) e (37) (depurate dalle rette 
eccezionali G'x,) siano : 

A', = A', ; At1 . . . , A',,, , At9 , . . . , A'a . 
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Due qualsiansi di queste curve sono algebricarnenta distinte tunto in senso 
generale che in senso stretto, anxi non possono essere nernmetzo concatenate. 

Difatti A',, , A',, ,. . . , A',, sono isolate, e percib non sono equivalenti n 
nessuna curva di P'; in quanto poi a due curve A', e A', con i = j =  k ,  esse sono 
distinte percllè tali sono le due curve A': $- G'R,,  Alk + GtR, .  

È chiaro poi che tiitte queste s curve sono a grado virtuale n' = n - RI 
che per ipotesi è nîaggiore di zero, e a due a due s'incontrano in d.punti ,  esse 
cjuiiicli vei.ificario le relazioni : 

[A':;] = [Al j  A',,] = [A'S,] = [A;.] = [A',, AS] = 

il k = 1 7  9 , . . . ,  v 
= {A j  A',] = n' > O . 

j, 1 =9 ,  3 , . . . ,  G 

Esistono allora dei numeri A per i quali si à 

esisterà cioè sopra P un sisterna algehrico 21 di curve che coritieiîe tutte 
queste curve (1 A',,) . . . (1 A'O). 

Dividiamo per A e ricordiamo che il valore di (i sopra F' coineide 
coi1 quel10 d i  F. Fra le curve yuozieoti d i  questa divisione vi sono tutte le s 
curve (38), che abbiaino diinostrato essere tutte distinte. 

Essendo s> 6 risulta che questcb divisione ha pi& di G sistenii quozienti. 
Osservnzione I. A yuesto purito potrebhe riascere il dubbio che peicliè 

si verifichi yuesta proprietà, tutti i sistemi quozienti delihotîo, necessariamente, 
essere ooO. 

E qualche volta ci6 avviene. 
Difatti i u sistemi (33) si possono pensare tutti regolari coine i sistemi 

costruiti al $ 4, cioè composti d'ooq sistemi lineari regolari; in ta1 caso le 
climensioni R, R, . . . R, risultano tutte uguali e conseguentemeiite le curve (38) 
saranno isolate e gli s sistemi quozienti tutti COO. 

Ma non sempre è cos1 ; si possono ~ostruire facilmente esempii in cui fru 
i detti s sistemi quozienti ve ne sia qualcuno cowqosto d'oo curve. 

Riprendiamo il cono SI generale del 4.O ordine del 5 8:  ivi G è uguale 
ad uno. Al x1.O 8 abbiamo visto che le superficie de1 3 . O  ordine dello spazio 
clle passano per tre qualsiansi rette di S I ,  segnano su SI oltre le curve fisse 
un sistemü algebrico V composto dl due sistemi contirlui connessi VI, e VI,,  
uno di dimensione 11 e I'altro 12. 
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Ebbene per superficie P prendiamo questo cono e per sisteina ( A, 1 questo 
sistema Ir; la cosa è possibilissinia perchè le curve di V sono a carattere ge- 
nerale e il loro grado virtuale 20 è magçiore delle due dimensioni 11 e 19. 

Per gruppo GR, stavolta sceglieremo un gruppo G,,  di 2 1  puriti generici 
di  SI; per tale gruppo allora passeranno un  numero finito di curve 
Ail  AIz . . . A,, di Vl, e alnieno un sisterna algebrico 2 d'ml curve di  V12, 
Trasformando S ,  corne s'è fatto per F si ottietle u n s  superficie S', a nuniero 
ci = 1 clove i sistemi algehrici 

e il sistema oo, 2' sono tutti distinti Fra di loro e yuozienti d'una certa di- 
visione. c. v. d. 

Si capisce poi conie questi esenipii si nioltiplicano e si conipletano sui 
coni d'ordine superiore. 

Osservaaione II. L'eseinpio di sopra è stato costruito su 3'' che è una 
conveniente superficie d i  un dato corpo di  superficie irregolari l~irazional- 
~iieli te idetiticlle frn di loro. Ove si volessero eseuipi nnaloghi sopm la super- 
ficie irregolare P yualsiasi, basterebbe considerare su di essa le curve (3Gj 
e (37) col gruppo GE, ccssegnnto. 

Duilque cli cpesti eseinpii se lie liniiiio su qualuiique superficie irregolare 
e si ha. : 

Teorelna XIX. Xoprcc u1m g~~cdsiccsi st~perficie irregoltrre vi sono diwisioni 
il cui nusnero d i  sistemi algebvici pcozienti sztpern il vnlore d i  G relntivo alla 

Le c ime  
A',, A* , 2 . . .  KI* ,  

oltre socldisfitre le relnzioi-ii soprüclette e cli essere algeliricnineiite clistinte 
con le curre GR, verificano eviclenteiiiente le relnzioni : 

Per il teoreuin. del 11." 20 esisterà allora. un convenieiite uuriiero iiitero 
e positivo A, > 1 tale clic per qualunqiie 1% 1, si al)hia : 

Qcicsto ci prova sopra la siipcrficie 3" l'esistenza d i  c u v e  A' e B' che 
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per coiito ioro sono alyebricnkîzeb~te dis t iu te ,  m e r ~ t r e  y e r  iu t t i  i valof-i di ztlz 

îmr,hero A a purt ire  t lu  u ~ i  c w t o  1, iu po i  è s e m p e  

A il' = A Il'. ($3 ) 
1)a questo iicnviaiiio : 

1 . O  Se p. è il piii piccolo uuniero iiltero e positivo per cui vale la Le- 
lazioiie 

p A, z y. Bf 

12.01~ è l e d o   IL nesslcracc mt-o~iercc du1 cow,frouto d i  pziesta con l a  (43) c o d t t d e r e  
che è p. u~ clivisore d i  A. 

111 ültri teriuii~i segueirdo tutti i 1iuiiiei.i inteii 

per mi valgoiio le relüzio~ii 

questi  t ~ u m e r i  thon s i  r ipetok~o pe~ iod icametde .  
2.' Nella dimostrazione del primo teorenia del 1î .O 20 aihiaino visto 

clie allorchè due curve A' e B' sono legate clalla ïelaaione A'+ C =  Br+  C 
la  cuiva + (A1-  B') riproduce i sistemi 1ineai.i d'ogni sistema algebrico ( E l  a 
caratteri generali, cioè le curve 1 E t  A -  B 1 sono ancora curve di f Ej. III  
virtù delle (41) bisogneià allora dire clle + (A', , - A',,) gode della s tessa 
proprietà, e ci6 noriostarite A',, e A',, soi10 algebricaiiieiite tliptinte. 

Quindi : U m  cztrva +- (A'- B') pu6 r i p o d u r - r e  i sistenzi l inear i  d ' u n  si- 
s t ema  algebrico a c a m t t e r i  generali  senxa che contew~poranenmente s i a  

oss ia  + (A' - B') pu6 essere l ' i d e d i t à  ne1 sens0 d i  SEVEHI (*) senza che corn- 
tewporaneawtente s i n  A'= B. 

3.' Giacchè le (42) valgono yualunque sia il numero l a partire da  u n  
certo A, in poi, scegliamo un iiuriiero A &A, e priiiio con G s a r i  anche : 

(*) 11 SEVERI chiama appurito identità una curva M d'ordine zero a grado virtuale zero 
che riproduca i sistemi lineari d'un sistema E )  a caratteri generali - ( E +  M )  = 1 E f  -. 
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Esisterà allora su F un sisteuia 21 che coiitiene queste curve 

Dividiarno per 7: fra i sistemi quozienti distinti vi saranno 

A ) .  A '  con v 2 2 ,  

yuindi la divisione non è univoca nonostante sia h primo (;on o. E se si ri- 
guarda l'ossei~azione 1 del nuniero precedente si vede che le curve (40) e 2 
sono in cotidiziorii perfettamerite atialoghe e che percib 

Teoreina XX. Sopra zhna qualunque sujerficie irregolnre esistono sisterni 
algebrici generali, che divis.i per un À primo con ci, dànno luogo a pi& sisterni 
yuorienti (l'operaxione nofi è zcniaoca) e fra questi sistelîzi qztoaienti .r;e ne pos- 
sono essere anche infiniti. 

0sser.uazione I. Supponendo clie le curve (89) di partenza siano tutte 
prive di curve fondamentali e generalmente irriducibili, in tutte le relazioni 
considerate nei numeri 81 e 98, all'equivalenza algebrica generale si pub so- 
stituire I'equivalenza algebrica i n  senso stretto. Pub darsi perb che per tale 
sostituzione sia necessario ingrandire i coefficienti À ivi considerati, sibbene 
cpesto non influisce per nulla sui risultati. Del resto si capisce a priori, 
clle le proprietà dette valçono a fortiori ne1 cninpo più ristretto dei sistenii 
continui irriducibili. 

Più importante invece è osservare che in tutte le consideiazioni di yuesto 
paragrafo a1l'~quivalenza. algebrica si pub sostituire, senz'ültra variazione, 
l'ec~uivalenza a catena; i risultati rimangono tali e quali. 

Dihltti tale sostituzione non pub evidenteniente avere alcuna influenza 
sulle yuestiorii riguardanti il nuniero o, giaccllè allora trattasi di sistemi di 
curve a saratteri generali e le due equivalenze algebrica e a catena coincidono. 

Tu qunrito poi ai teoreriii XVII e XVIII si pub fare di più, e cioè, iiell'i- 
potesi sostituire I'ecluivalenza a catena e nella tesi lasciare I'eyuivalenza ge- 
nerale, otteriendo cosi un'estensiorie dei teoremi stessi. Cosi per il teoreina XVIl 
si pub dire: Se A e B verificano la relazione 

esiste u n  1, tale che, per A 2 1, si abbia 

A A E A  B i  
e lo stesso per l'altro. 
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Trattarido per ultiiiio dei teoremi XIX e XX basta osservare clle le 
curve (38) non solo soiio distinte in gerierale, nia 10 soiio anche nell'equi- 
valenza a caleria. 

Dunque ariclie iiel campo dei sistenii algebrici a catena si àrino divisioiii 
con più di 6 sisteiiii quozieriti e divisioni per nuiiieri n priiiii con 6  ion 

univoclie. 
Osseronziot~e II. Le proprietà iricotitrate in yuesto nuinero, per le curve 

a cara tteri noil getierali, si allontanano ciai teoreni i di SEVERI sulle divisioiii. 
Ci6 11011 dipende più clalla. distinzione tia equivalenzü iii seriso stretto 

ed eq~iivtrltr[iza. gerierale o a catena, coirie per le cose dette nellü '2." parte. 
Qui etitra uii iiuovo k ~ t t o  e precisamente clle riel cürnpo dell'equiviileriza 
algebrica (sia a cateiia o gerierale o in seriso stretto) la sottrazio~ie iioil è 
un'operüzione univoca; cioè se (in generüle) è :  

ed esistono le curve 1 A - C e 1 B - D 1 ,  queste nou seiilpre sono concate- 
iiate frn di loro. 

Equivalenza virtuale e sistenii virtuali. 

93. iltzcorn salle cli~isiorci  per. un nztir~ero A y r i w o  con  G thon ur~ ivoche .  
Ripreiidiaiiio le coiisiderazioni del 11.' 29 per studiare un po' più da vicino 
le divisioni, per un ouuiero 1 primo con o, clle dki~no luogo a più sisteiiii 
quoaien ti. 

Siano A e B due curve di P sottoiniiltiple, secorido questo riuiiiero, d'uiia 
stessa CUFV:~ D 

A pag. %8 delia l\Iernor.ia: Complemetzti a l la  teoria del la  base il SEVEHI 
s'occupa di tali curve. Ma se si segue attentaiilente il suo ragionarnerito, te- 
ilendo presente cpanto alibiamo detto rielle prime considerazioni del numero 
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precedente, l'unica conclusione a cui si deve giungere è che i'operazioiie 
+ ( A -  B)  riproduce i sistenii lineari d'ogni sisteina algebrico ( E  1 di curve 
aritineticatnetite ef'fettive, ci06 clie il sisteina ( E + A - B 1 coiticide cor1 ( E ) . 
In tali condizioiii le cutve A e B veriiicano la relazione: 

che insieme ai teoremi del 11.O 20 ci dà :  
Teorenia XXI. Se sopm ana superficie F A e B sono dzie cwve che per 

un certo fiurneru h primo con verificnm la relwsioue % A  Z h B, esiste .un nu- 
mer0 ho tale che, per qualunque 'h s- l.,, si ccbbia sentpre i, A= X B. 

Ma 1, non seiripre coincide con l'uiiità, e dalla (45) noil sempre si pub 
dedurre A E  B, riel qua1 caso vi sararino più sisteini quozienti. 

Per poter ritenere univoca ttile'divisione bisognerebhe potere in yualclle 
modo non considerare corne distinte le due curve A e B legate clalla (45). 

Anzi si arriva proprio al risultato generale: 
LB divisioni per un nztrnero h primo con G, ne1 campo dell'equivnlenxa ge- 

nerale, si possomo ritencre tmiuoche se non si cowiderano cowe distinte due 
curve A e B leyate colt ~ n ' a l t r a  curva E d i  F da una relazione (45). 

E yuesta osservazioiie si riflette anche sulle corisiderazioiii del n.O 021. 
Percliè è vero che allora abbialno trovato una divisione con G + v - 1 sistemi 
quozienti, ma v fra yuesti sisterni sono costituiti dalle ciirve A',, , A',,,. . . , A',,, 
che verificano le relazioni 

analoghe alla (45). 
Ora se è possibile la convenziorie di sopra queste curve non si debbono 

considerare più colne distinte ed i sistemi yuozienti si riducono proprio a 6. 
E cos? almeno in questo caso particolare le cose si aggiustano anche 

per il uumero dei sistemi quozienti. 
Ora il fatto è generale e siamo cosi condotti ad introdurre nuove defi- 

nizioni e ad ampliare ancora una volta il campo dell'equivalenza. 
94.. Definihofie dei gistemi virtaali. Osserviamo che se due curve A e B 

verificano la (45) per una npportuna psizione 2 di E in I El si ha 

e viceversa da questa-si ha la (45). 
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Se nella (46) facciamo variare Ë in ( E  ] , si ottengono mg sisterni lineari 
distinti ( B 1 ,  non seaipre effettivi, ma tutti rappresentabili con i punti della 
varietà (irriducibile) di PICARD inerente ad P. Ebbene amplian10 il campo 
delle curve effettive con le virtuali e poriiatno le segueriti definizioni: 

Data sopra F una curva A qzcalsiasi (anche virtua.le) chiawzerenzo aistema 
virtuole VA,  indiuiduato da A, la totalità algebricn irriducibile, cro4, dei sistemi 
lineari (46) che si ottengono, fisscnndo una cuma E in  u n  sistema algebrico ( E 1 di 
curve oritmeticanzente effettive e facendo percorrere ad E tutti i sistemi lineari 
del10 stesso sistenta. 

La prima cosa da. fare per legittiinare questa defiiiizione è di mostrare 
che essa è indipetitlente dalla curva E  fissata in { E l  non solo, nia è anche 
iiidipendente da1 sisteina { E I stesso. Dirnostreremo di più e precisamerite che 
dette D e D due qualsiasi curve di F concatenate fra di 101-0, D / I I)  D, il si- 
stet~ia lineare 1 A  + D - l) 1 è uno dei sistemi 1 B ] dati dalla formula (46). 
Bisognerà provare che si pub determinare una posizione E, tale d i e  sia: 

A + 3 - 1 3 ~ A t E - E  
ossia 

Ma se E è una curva aritineticainente effettiva e D e D appa.rtengono 
ad uno stesso sistema algebrico a catena, il sisteinn linetrre 1 E + D - 5 
avrà la diinensione virtuale positiva, sa.rà effettivo e contenuto in i E )  . 
Quiiidi la curvü Ë che si cerca esiste ed è perfettnriiente individuata da 
B e D. 

Ne segue clie il sistenia VA dipencle esclusivaniente da A. 
U9za curva B, eflettiua O virtzcale, appartsnente ad ztno dei sistelni linenvi (46) 

&irento che appnrtiene a V A .  E  due czcrve B e B' oppartementi al medesiwo si- 
stenm virtunle le diremo eqwivalenti virtunluie~zte e i n  sisnboli scriueremo : 

- 
Viiol dire allora clle è B r A t E - E  e B f _ A + E - R  ossia 

cioè B e B' sodtlish.no la (45). 
%. Proprietà dei sistemi virtuali. Ecco le pi-oprietà più iriiportanti di 

questi siste~iii : 
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1.O Se A e B sono due curve di F concatenate fra di loro, A I l l  B, in  
particolare algebricamente equivalenti sia in generale che iii sens0 stretto, è 
anche A - B. Qui12di i l  sistema algebrico a catena CA indiuidl~ato da A ap- 
parliene per intero al sisterna virtuale V A .  

II sisteuia virtuale VA aniplia percib C A .  
Quand'è che questi due sistemi coincidono? 
Ora ogni sistema lineare di CA è un sistema lineare di VA; percl~è essi 

coincidano bisogna allora che CA contenga, corne VA, oo" sisteini lineari; e 
viceversa. Quindi 

Teorerna XXII. Condizione necessaria e sufficiente affinchè i due sistenzi 
V, (uirtuale') e CA ( a  catena) coincidano, 13 che CA sia cornposto d ' n 4  sistemi 
lineari distinti. 

Concludiartzo pertanto, che perle curve E aritmeticanzente eflettive e per le 
curae a caratteri generali, il sistema virtuale V, coincide col sistewx alge- 
brico ( E 1 . 

Qmndo per6 il sistema a catetia CA a cui appartiene la. curva. A di par- 
tenza non è cornposto d'mg sistemi lineari, VA e CA non coii~cidono, allora 
CA è contenuto in VA, ma 17,, oltre questo sistema, contiene altri sistemi li- 
neari di curve clie possono essere tutti virtuali, ma fra i yuali a volte ve ne 
possono essere anche effettivi. 

Se siaino sulla superficie F' del n.' 91 e per curva A prendiarno la 
curva Arl l ,  allora il sistema virtuale V A ; ,  si cotnpone delle sole v curve 
Anl1 . . . A',* e di ilessuna altra curva effettiva; i restanti sistenii litieari sorio 
tutti virtuali. Lo stesso dicasi sulla superficie F per la. curva Al, con il gruppo 
di punti GR, assegnato. 

Se siamo invece sulla siiperficie SIl e per curva di partenza si prende 
la curva che allora abbiamo indicato con A'1;, il sistema Vp,, si comporrà 
delle v curve distinte A',, . . . A",, e delle curve del sistema algebt-ico infi- 
nito z; tutti. gli altri sistenii lineari sono virtunli. 

. In  generale quindi un sisteina virtuale pub contenere piJi sistenai alge- 
brici a catenm (effetti vi) 

21, L,..., x, (47) 

non connessi fra di loro. 
li'iiiiportanza d i  questi sistemi virtuali sta appunto iiel legare assieiiie 

cpesti sisteini alçebrici (47), clie ne1 campo effettivo sono invece distinti fra 
di loro. 
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2.' L'epuivalenza virtucxle gode della proprieta transitiva. Se 

A - B e B - C è m c h e  A N C. 

3.' Ln sottrasione ne1 ca+)zpo varluale è un'operaxione uniaoca. Se 

A - b !  e C-D è a n c l i e  A-C-B-D.  

Uifa tti dalle ipo tesi wgue : 

d i e  sottratte membre a mernhro d '  anno : 
- 

A - C + Ë - @ r ~ - l i  ossia A - C - R - D .  

Si osservi clie ne1 campo dell'eyuivalenzn algehrica qualido si lia 

(e lo stesso per l'equivalenza a estelia), rnii qixestn relaxione h a  uii significnto 
puinrnerite fo i~na le ;  s tü  a d  iridicare d i e  è A +  D =  B + C e iion lia alcun 
rtltio sigiiificato all'infuori di questo. Cosi se esistolio le ciirre 1 A - C 1 e 
1 B-D 1 per la (48) non si pub dire clle queste curve siano alçebricariieilte 
equivaleiî ti. 

Invece quello d i e  noi alubiaiuo soprn diiiiostrnto è precisnniente clle se 
è A - B e  C - D , l e c u r v e  IA-Cl e / B - D l  sono purcsseequivalent iv i r -  
tualtrien te. 

D u q u e  Ia sottrazione non è univocn ne1 canipo effettivo, nia lo è ne1 
campo virtuale. Ne segue die  qunndo è A E B è anche A - C - B - C, 
sicchè : 

Teorema XXIII. Imponendo alle curve d'un sistemu nlgebrico d i  yasstrre 
per una curva (in particolare per punti asscgtîati), i sistemi nlgebvici distinti 
i n  cui si distribuiscono tutte le curzre residw, aIIppartengono ad 1t12 medesiwo 
sistema virtuale. 

Con l'equivalenza virtunle alcuni dei teoremi ctiinostrati arcluistano uiia 
forttîa più setnplice e genera le; cosi i teoremi del n.' 90 si possono espriiiiere 
piii sempliceniente cosi : 

Aiznali di Matematicoc, Serie 111, Tomo XXIV. 29 
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a) Condizione necessaria e sufficiente cuffinché due  curve A e B per tutti 
i valori d ' u n  numero 1 a partire d a  un certo A, i n  poi verifichino le relctzioni 

è che sicc 

Ne segue clie il teoreina. XXlII si pi16 eiiuneia.re : 
h)  Condisione llecessnrin e s?.cfficiede affinchi? cl14 e curve A e B verifichino 

le l-elnzioni 
- 
n AZE^.B 

per un numero h p i u z o  col? G, è c72.e s in  : 

Cosi dai teoremi del 5 si à :  
c) Se sopra ?Ana s?xperficie F, A e B so??o clwe c u w e  dello sfesso ordi??e 

clbe verificcmo le relazioîqi 
[AZ] = [ A  BI = [B'], 

esistono dei 111wzeri i n f e r i  1 pet- i qmculi s i  110 : 

ÀA-AB. 

d) Co.i~diziom necesswia e sufficiente crffiîzch,è 1 cul-zv, G, C, . . . Cl .  d'wnn 
s~hperficie F s i m o  lcgcrfe d a  m a  ,relccr' 6 z o ~ / e  

a coefficietzfi i d e r i ,  positivi, negntivi O 17zdli, I I ? ~  nolz f d k i  nzrlli, è c71 e ta  n~a,-- 
trice discriminante delZ'crgyrm,vppn~nenfo (C ,  C', . . . Cl) s in  zero. 

e) 1% seglac clte qucrndo soprn ~ t r m  superficie a 1 2 1 ~ 1 1 2 ~ 1 ~ 0  hose p, C l ,  
C, , . . . , Cp sono p cul-ue n de tc~n? irlnute r l iv~rso t7n1 zero, uîzn p r c r  lsicrsi c~9.21~1 
d i  P è lepdm virttsdruente nd esse con ?rua rc7nsio?re c7el fipo: 

ac-A, c1+.. .-+1 p ( = p .  

Tali basi (C, C, ... C,) si potre1)lwiw pcr ciil çhiaiiiai.~ v t r f m l i  e (lare i l  
riome di hnsi effettiue allc hasi (A ,  A, . . . A,) costruite ne1 11.' 17. 

Osserviaino per  ulliiiio clle rla tiltto qilesto risulln cliia~nineii  te clle un  
sistei-r-ia vii-tuale c~unlsiroglia si pi10 coiisitlei~rre coiiie differenza tra un si- 
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stema algebrico { El coinposto d ' d s i s t e i n i  lineari effettivi ed urr'opporturia 
curva. 

Analoganlerite un qualsiasi sistenia vir tuale ü grado positivo si pub con- 
siderare corne sisteina quoziente fra un sistenia algebrico j El ed un uppor- 
tuno nunlero h.  

Quindi il fatto che un sistenia virtuale pub contenere dei sisteini lineari 
non effettivi si pu6 ritenere coïne un effetto di tali operüzioni. 

Sul cwattwe d i  divisikilità G d'uila superficie. 

86. 11 wumero G ne1 campo uirtuale. Sulla solita superficie 3' sia A, una 
curva effettiva a caratteri generali. Sappiaino tillora che tutte le curve effet- 
tive A ili F, dello stesso ordine di A , ,  e clle cor] essa verificano le relazioni : 

[Ai] = [A ,  A] = [A'] (49) 

si dist~ibuiscouo iii G sistcnii nlgebrici: 

Questi sisteuii essendo a caratteri geiiernli S O I I O  tutti co~iiposti d'&si- 
steini liiieüri disliiiti e coincidono con i corrispoildetiti sisteini virtuali : 

Sutte le curve efiettive O virtuali di questi sisteiiii verificaiio cou A, le 
dette proprietà e viceversa, è chiaro che ogni culva A effettiva O virtuale, le- 
gnta ne1 i~iodo cletto ad A , ,  appartieue ad uno di questi sistenii. 

Questo perb se si parte da una. curva A, a caratteri generali; partiaino 
ora da ut13 curva B, yualsinsi, a~lclie virtiiale, e vedinrrio cosa avvieiie delle 
curve B dello stesso ordine e verificaiiti le relaeiorii [Bi] = [B, BI = [B']. 

Qui il risultato è coilipleto. 
Difatti: se B è una tale curva, A,  + B, - B sarà uria delle curve A di 

sopra e apparterrà ad urlo dei sisteini (SI), per es. a VA', cioè: 
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e da 'questa: 
B -  B1+A, -  A i .  

Ne segue elle tutte le curve B in consideraziorie sono virtualinente equi- 
valeriti ad una delle 5 curve 

ossia apparteiigono ai sisteini virtuali 

Viceversa ogni curva di questi sistemi è evideiiteriiente iina curva B. 
Ora i sisteriii (52) sono tutli distinti, perclk, ove losse VE, = Vu,, cioi: 

B, - Bk, dovrebbe essere : 

il che pu6 avvenire solo quando è i = k .  
Coricludiamo : 
Teorenia XXIV. Data cowunque una czcrva Il di F (effettiucr o virtutcle 

a caratteri generali O no), tutte le clmue B di F del10 stesso ordir~e e c h  con  
essa verificano le relaziotzi [B:] = [ B I  BI = [B'], si distribuisccobo i t b  numero 
fisso 6 d i  sistelni virtuali. 

1 questo nuniero G oltre 11011 dipendere dalla cuivü B, d a  eui si parte, 
è anche un invariante assoluto (v. 11.' 19). 

E cosi in questo cainpo virtuale il cara ttere di rli\~isi\,ilità o acquista un 
sigliificato più netto e piil coinpleto. 

27. I l  gruppo fonclanzerztrcle della divisione. Sia C =  A - B uiia curva 
tl'ordiiie zero e a grado virtuale zero. 

Supponiaiiio che la. c u v a  B, del nurnero precedeiite sia uiia seziorie 
iperl)iaria di P e corisideriatno la curva BI + C. 

Per le ipotesi fatte, le due curve B, e BI + C sono tlello stesso ordine 
e verificalio le relazioni: 

ml = [BL (BI + C)] = [(B,  + C,)?], 

per cui detta B, una coiiveniente curva (52) sarà:  
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e per l'univocità della sottrazione rlel campo virtuale : 

Da questo intanto segue clle gualsiasi curua d70r&ine zero e a yrado 
uirtuale aero, è uirtual+nente equivalente ad una ed ,@na sola delle G curve di- 
stinte : 

X , = A , - A l  n l ,=Al -A ,  . . .  M5=A,-A,.  (53) 

Cioè rispetto all'equiualensa uirtuale le curve d'ordine zero e grado aero 
si riducowo alle sole G curue (53). 

Prese cornunque due curve fra (peste, Mi e BIk, distinte O coincide~iti, 
chiamianio loro prodotto la curva 

essendo anche questa una curva d'ordine zero e graiio zero; detta nfs uil'op- 
portuna curva (53), sarà : 

n c + ~ ,  - nr,. 
Per tale operazioiie duiîque le curve (53) .si riproducono e siccoine per 

il prodotto cosi clefinito vale la proprietü coinmutativa e la proprietà asso- 
ciativa : 

Possia tiio dire : 
Teoreiiia XXV. Le curvc d'ordiw zero e grado virtuale zero d'una saper- 

ficie F risl~etto al17equivalenaa virtuale, forwa~~o un gruppo abeliauo Go d i  
curue raj)pz.csew,tabiI.i con k curve (53). 

L'ordiiie del g~wppo è G. L'itle~itità sürh rappresentata dalla curva d l ,  
perché yualuiique sia h è sempre 

De segue clie se pi è il periodo di A l i  sarà 

cioè pi A, - pi A, e sarà y.; un divisore di 6. 
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In generale se una curva C = -4 -. B a grado  v i ~ t u a l e  zero e d'orchbe 
zero c o i m i d e  con  l ' ident i tà  M ,  s a r à :  

Risulta allora. clle, seguerido tutti i nuineri interi p. per i c p l i  si lm:  

questi nuineri coincidono con tutti i multipli di pl, percllè se A e B verifi- 
Cano yueste relazioni, la curva d - B sarà d'ordine zero e tt grado virtuüle 
zero e le relazioni di sopra si posmrio scrivere 

p., sarà allora il periodo di ( A  - B) e p, p 3 . .  . ssaranou tutti i suoi ~iiultipli. 
Volendo iuterpretare Ga colne gruppi d'operazioni, basta 'consideraie nti 

collie la curva clie bisogna aggiungere ad A, per passare da. A, ad Ai O da1 
sisterria VA, al sistenia Va, e si pub dire clre il gruppo G, è il gruppo d'o- 
perazioni clie ci porta da una eurva A, alle sue curve associate A, A, . . . A,. 
E in questo senso si ricade in un concetto del SEVERI. Se non clle, definendo, 
coine fa il SEVEKI, yuesto gruppo Ga ne1 campo dell'equivalenza in seriso 
stretto fra curve a caratteri generali, esso è iiri gruppo di opei.a.zioni che 
permette solo di passare da un  sistenia ( A ,  ) a tutti i sistemi [A ,  / . . . { A ,  1 ,  
nia mai ui1 gruppo di curve come m i  l'abbiaino definito; percllè in  questo 
campo a non è costante, e, anche a presciiidere da questa difficoltà, clie si 
rimuove, introducendo al posto dei sistemi irriducibili i sisteiiii algebrici, ne1 
~iuovo campo dell'eyuivülenza algebrica generale, coine in quel1 O d ell'ey ui- 
valenza a catena valgono setiipre le prime coiisiderazioni del n . O  33 e l'identità 
+ ( A -  B)  del gruppo, pur riproduçendo tutti i sistemi { A i  1 ,  

pub non essere equivalente alIo zero ed essere A=(= B. 
In ta1 caso, rispetto all'equivalenza algebrica, per la curva (A - B) iiîanca 

addirittura la nozione del periodo. 

(A-B), B(A-B), 3 ( A - B ) ,  . . .  
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11011 si riprodiicorio periodicaiiieilte perché ne1 campo effettivo la sottrazione 
non è un'operazione uiiivoca e noi l  vale la propiietà associatira. E cosi iti 
qiiesto campo I'opesazione del gruppo 0,liantio solo il valoie di sost,ituzione 
e in iiessiina maniera possono legarsi alla teoria della divisione. 

Ne1 cnnipo virtuale cih non è percliè le osserrazioni del n.' 92 sopra 
ricoidate iioii ïalgoiio più e G, s i  puo c o ~ z s i d e ~ a r e  proprio  come zrn grMppo 
d i  c w v e .  

98. Teorin  della d i v i s i o m  ne1 cm2170 virturrle. Sia VD un sistema r i r  
tiinlc, diritlintnolo per un iiuiirero A, supponerido clie ln dirisione sin pbssi- 
liilr, e iiidicliianio con 

tutti i sisterni virtuali quozieiiti; allora sa]-à: 

AB, -AB z... 

pcr cui B,, B,, ... risultano t u  tte curye clello stesso orditie clie rerificano le 
wlaxioni [B;] = [B, BI = [B". Da questo iiitanlo si ricava, con tutta preci- 
sioiie, clie il nuii1ei.o dei sisteliii virtuali quozieiiti 12012 pu6 m a i  superare  o. 

Ma si pu0 precisare d i  più. 
Sia 111 una curva di  G, il cui periodo divide 1; la curva Ri N B, + A1 

verifica la relnziorie '1. Ri - A BI e i l  sisterria virtunle VB, sa.rà u n o  dei sisteirii 
quozienti tl~lla. nostra di~isioric. Vicerei-sa, se V B ~  è un sisteina quoziente, 
essetitlo 1 Bi - A B, , cioè A (Bi - B,) - O ;  il periodo della curvn (Bi - B,) - ilfi 
s:ii.ri un divisore di h e si avrà Bi - BI + J I i .  Onde il 

Scoi~eiiia XXVI. Il nl imero dei  s is temi  y ~cozienti ,  che s i  oltengo~zo d iv idendo  
v n  s i s f e ~ ~ z a  trirt~ccrle V per un  nzt.înero À ( y u a n d o  ln. divis ione è possibile), n o n  
s t r p e m  mcri G cd t; 1rprcr7e nd nuwtero delle cztrve dis t in te  d i  G ,  che h a n n o  
corne p w i o d o  ut/ divisore d i  7.  Gl i  stessi s is temi  si ottelzgono tutti da u n o  d i  
essi  rrggi?r?~gendovi p e s t e  cuvee. 
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Ora poichè G ,  è un gruppo abeliüno, detto p un qualsiasi divisore di G, 

in esso sono contenuti sottogruppi d'ordine p; volendo allora che la divisione 
di un dato sistema V per numero A, dia luogo ad un solo sistema virtuale 
quoziente bisogtla che A e o non abbiauo divisori cornuni all'infuori dell'unitü. 
Viceversa se A i cr sono primi fra loro, l'unica qerazione di  G, che ha per 
periodo un divisore di h è l'ideotità e non si pub avere più d'un sisteiiîa 
quoziente. Quindi : 

Teorenia XXVII. Condixione necessaria e sufficiente nffinchè l n  d iv is ione 
d ' u n  s is tema V per 2492. in ter0 X s i a  un ivoca ,  è che h s i a  p r i m o  con o. 

99. Teoricc della d iv i s io~ze  ne1 campo  effettivo. Ritorniaino ora al cnnipo 
effettivo dei sisteini algebrici generali e vedianio quali deduzioiii possiaiiio 
trilrre dai risultati ottenuti. 

Sia D uoa curva algebrica effettivn e variabile in un sistema nl;el>lico 
coin pus to d'coq sistemi liiienri distiiiti. A1loi.a. saiA f D J = liu . 

Divitliaino ( D  J per h e cliiniiiianio 

i sistenii virtuali in cui si dipartiscono tutte le curve yiiozieilli sia effettive 
che virtuali. 

Prese due curve B e B qualsiansi fia le curre effettive di qnesti sisteriii 
sark senipre : 

X B - ? , B - D  

e poiclG pi' ipotesi VD è composto d'coq sisteiiii lirieari clistinti effettiri, sarà: 

Cosi le curve effettive sotloinultiple di D secondo h sono tutte e sole le 
curve effettive dei sisteini (55) e il numero dei siskmi a1;el)rici clistiiiti in 
cui esse si dipartiscono, sari. uguale al iiuinero dei sistenii algebrici conte- 
iiuti nei sisterni virtuali stessi, d'onde: 

Teoreina XXVIII. Dividende un sisteaza nlgebrico [ D 1 composto d 'mq si- 
s t ewi  l inenr i  per  un n u m e r o  A ( q u a n d o  ln diais ione è possibile), i s i s t ewi  a-1- 
gehrici quonienti  sono tu t t i  e soli i sistemi effettivi con fenu t i  n e i  corrispondeszti 
sistelni v i r t u n l i  quoeienti  (55). 

Clliatniaiilo 5 il numero di questi sisteriii algebiici qiiozieiiti e v ,  Y , .  . . v, 
il nuinero dei sisterni alçebrici distin ti conteriuti rispettivairieiite in VB, , 
VB, , . . . , V B ~ ,  si avrà : 

- 

G = V , + V , + . . - + V  p .  (56) 
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1)t~gli esetiipi studiati srtppiatiitr clle questi iiiuiîeii v lmssolio superare 
uilo e allora si capisce hene conle, 11el caiiipo effettivo, uria divisiorie possa 
tlar luogo n più di o sisteiiii algehrici cluozieiiti. È vero clle p. è seiiipre r G, 
nia, potetido ciascun iiuiilero v essere iiiaggiore di uuo, <i pub l~enissiilio su- 
perare a (teoretnit XlX). 

Perchè a non superi a I~isogila e hastt~ che sia. 

La (.57) si veritiça se ogiuno dei i~iinieri v  n o ~ i  superü l'uiiiti ( v ,  r 1, 
i = 1 ,  ..., p.), cioè cluaiido ogliiiiio dei sistemi virtuali (55) non cotitiene yiù 
d'un sistenia algehrico effettivo. E questo porta ad uii caso riiolto iiotevole: 
quel10 in cui ognuno dei sistemi (55) è, O coinpletatneiite virtuale, cioè coin- 
posto di sisteiiii lineûri tutti virtuali, O coiiipktameiite effettivo, cioé composto 
di sisteini lineari tutti effettivi. Iri t d  caso i sistemi algebrici quozienti della 
iiostra divisiolle sono tu t t i  coniposti (l'cul sistemi lirieari distii~ti. Viceversa, 
se tutti i sisteilii algebrici quozienti sono coiiiposti d'cio9isteiiii liiienri essi 
coiiicidoiio coi corrispondeuti sisteiiii virtuali (55) (teorelna XXII) e il loro 
nuiiiero (5 p j  non pua niai superare ci. Quiridi: 

Teorenia XXIX. S e  sopra  u ~ s  superficie F d'irregolaritic p, zc~z s is tema 
nlgebvico ( D ]  s i  d iv ide  per un n w n e r o  1, i l  nugnero dei  s is temi  algebrici quo- 
zierzti nott s l ipera i l  carattere d i  d iz~is ih i l i tà  LT d i  F, se yuesti  stessi sistemi 
quozietzti soiho tzctti composti d ' o d s i s t e n a i  liteeccri dist inti .  

La colldiziotle posta per i sistemi yuozieiiti si pub senil~lificare, basta 
per es. d ie  siano tutti aritmeticamente effettivi, O più sernpliceineiite, clie 
uiio aliiieno sia a cttrattere generale, peicllè allora di conseguenza 10 sarailno 
anche gli altri. 

Coiisiderazioni analoglie si ha.nno sulle divisioni per un iiuniero A primo 
con a ;  allora p. è uno e i sisteini (55) si riducono al solo sistema fi, ; la 
divisioiie iiel campo virtuale è univoca (teorenia XXVIII). Anzi qui si ha 
clle : condixione necessaria e sufficienie perché la div is ione risztlti un ivoca ,  
anche  ni1 campo  effettivo, è che VB, c o ~ ~ t e î z g a  a12 solo s is tema algebrico d i  c w u e  
effettive e yuesto si verifica certainerite se esso è composto d'mq sistemi li- 
neari effettivi. Quindi : 

Teorenla XXX. S e  sopra  F un sis tema a l g e b ~ i c o  ID] si d iv ide  per  un 
nuwa-o  h pv imo  con o, la d io i s io~ te  r isul terà  uwivoca, se a,lrîzeno una delle curue 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXIV. 30 
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quo~ielsti uaria i r b  urb sistelm algebrico cowq,osto d'cobiütemi linaari disbiîtti, 
in particolare quarido le curve quozier~ti soiio aritrneticaiiieiite effettive o a 
cara tteri generali. 

JO. Differenxe caratteristiche trn le  superficie reyolari e le irregolari. Un 
caso in cui questi teoreiiii accjuistano una portata geiierale è quello di q = 0, 
cioè delle superficie regolari. Se 17 è regolare qualimque suo sisteilin v i i k ~ l e  
si coinpone d'uri solo sisterna liiienre, anzi coincide con questo e i teoreirii 
dei n.' 96, 87 e 88 si possoiio ititerpietare atlc3irittui.a rie1 cmnpo eflettivo. 

Esistono altre superficie i cui sisteini virtuali, O sono conipletariietite v i i -  
tuali, O contengono un  solo sisteiiia algebiico di curve effettive? 

Al 11.' 25 si è visto ctie se si coiisiderano curve con punti base nssegi~ati, 
ci6 nori vale s u  riessunâ superficie irregolare e se nori si vogliono couside- 
rare punti base assegnati, la proprieti non vale lo stesso su yuante si vo- 
gliano superficie d'uri yualsiasi corpo di superficie irregolari biraziorialmente 
identiche fra di loro. 

Quindi possiamo dire, che il fatto che tutti i sistemi virtuali d'una su- 
perficie non contengono più d'un sistema algebrico, è caratteristico delle sii- 

perficie regolari; e non escludendo le considerazioni di sistenii con punti 
base assegnati abbiamo : 

Teorenia. XXXI. Condixione necessaria e sufficientu affmchè unn suberficie 
sia reyolare, è che qualutque szno sistenza virtunle non contenga più d'ut, si- 
stema. algebrico yeneraie di curve effetlive. 

Questo teoiema si pub anche espriinere diversamente. Difatti : 
Ricordinrno clle la sottrazione fra i sistemi virtuali è uri'operazione uni- 

voca : se avviene allora che sopra una superficie ogni sisteina virtuale non 
contiene più d'uri sistewa algebrico generale di curve effettive, sopra essa 
s a r i  anche univoca la sottraziorie fra i sisteini algebrici. 

E viceversa. Siccome qualunyue sistema virtuale si puo considerare coine 
differenza fra ut1 sisterna algebrico cornposto d'cd sistemi lineari distinti 
ed utla opportuns curva, se la sottrazione fra i sistemi algebrici è univoca, 
esso non pu6 mai contenere più d'un solo sistema algebrico effettivo. 
Quindi : 

Teorerna XXXII. Condixione necessaria e sufficiente affinchè unn  super- 
Jicie sin regolare, è che l'operaxione di sottraaione, fra i suoi sistemi algebrici, 
sia univoca. 

Un altro teorerna della stessa nstura è il seguente : 
Condisione necessaria e sufficiente affinchè una sztperficie sia regolare, è 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



su i  sistemi nlgebrici d i  curve d ' m a  superficie algebrica. 233 

che ne1 cauqlo effettivo, le d i t h i o n i  per opai nunzero primo col curattere d i  di- 
visibilità G della superficie slessn, s inno univoche (*). 

Uiftttti abhiamo visto che affinchè tüli divisioni siano univoche bisogna 
e büsta che ogni sisteina virtuale non contenga più d'un sistenia algebrico 
effe ttivo. 

Ne segue che sopra una superficie, l'univocità di queste divisioni e l'u- 
riivocità della sottrazione si equivalgono perfettaniente; valendo l 'ma  vale 
di conseguenza l'a.ltra. 

Infirie ricordando gli esenipi e i teoremi dati al 3 3 si lia il seçuente : 
Teorerna XXXIII. Condixione necessaria e sufficiente affinchè m a  super- 

ficie sia regolare, è che ogv~i  sua  c.urva uppccrtenga ad  uno ed uno  solo sistema 
irriducibile cow~pleto. 

O ,  clie è 10 stesso, che tu t t i  i sistemi algebrici cotnpleti della superficie 
s iano irriducibili  come totalità d i  curve. 

Nelle coiisiclerazioni di questi due ultimi numeri 99 e 30 si pub, come 
alla fine del 7, ai sisteini algebrici (generali) sostituire i sistemi algebrici 
a catena, senza per ci6 alterare in nessuna maniera i risultati trovati. 

Da tutto questo appare ancora di più coine la considerazione dei si- 
steiiii dgebrici e dei sistenii virtuali possa essere interessante nello studio 
delle superficie. 

Pisa, giugno 1914. 

(*) Sul couo effettivo di terz'ordine abbianio visto che tutte le divisioni sono univoche, 
nia allora consideravamo sistemi sema punti base assegnati. Invece qui non intendiamo af- 
fatto escludere tale caso. 
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Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali 
derivati per trasformazione di Combescure 
dai sistemi a curvatura costante. 

(Di LUICI BLANCHI, a Pisa.) 

PREFAZIONE. 

E nota clle da ogiii sistema triplo di superficie ortogonali la trasfor- 
mnzione di Combescure fa nascere una infinitl di tali sistetni dipendente d a  
tre funzioni arbitrarie (*). Tutti questi sisterni hanno a comune col primo, 
in  punti corrisponderiti, l'orientazione del triedro principale,, cib che per hre- 
vità significheremo dicendo, con DAHBOUX, che i sistemi sono fra loro pa- 
ralleli. 

Nella presente Memoria studio in generale la classe dei sistemi paralleli, 
ne1 detto senso, ai sistemi tripli ortogonali con una serie di superficie a cur- 
vatura costante, la cui teoria ho sviluppato in una Memoria del 1885 (**) e 
completata poi ne1 Volume I I  delle Lezioni (Cap. XXVII). 1 sistenii tripli pa- 
ralleli a questi, oltre che delle proprietà generali inerenti alla trasforma.zione 
di COMBESCUHE, godono di interessanti proprietà loro proprie. Una prima 
classe di queste proprietà dipende da speciali relazioni a cui soddisfano in 
questo caso le rotazioni p i k ,  dalle quali risultano delle trasformazioni che 
permettono di dedurre da un sistema noto della. specie una serie infinita 
(discreta) di sistemi paralleli con soli calcoli di derivazione (***). 

(*) Cf. DARBOUX, ~ e ~ o k s  sur les systèmes orthogonaux (Livre I I I ,  Chap. V, Tme  di- 
tion 1910), O anche le mie Lezioni d i  ggeometria differewiale, Vol. I I ,  § 413. 

(**) Suû sistemi tripli ortogonali di Wei~zgnrtew Aniiali d i  Matematica, Serie a.", S. XIII. 
(***) Questi nietodi ricorreiiti offrono una notevole analogia con quelli dovuti ad EGOROV 

pei cosi detti sistemi (E) che arnmettono un gruppo continu0 di trasforinazioni di COMBESCURE 
(DARBOUX, 1. c., livre III, Chap. VIII). 
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Una seconda classe di trasformazioni dei nostri sistenii si leça alle tras- 
formazioni di BACKLUND e loro derivate, pei sisteini a curvatura costante; 
(peste richiedono, in generale, quaclrature oppure l'integrazione cli un'equa- 
zione del tipo di RICCATI. Per sistenii paralleli n quelli a curvatura costante 
positiva le trasfornia zioni eleaien tari d i  BACKLUND sono soltanto inimaginarie ; 
nia coinpoilendo opportunamente due tali trasforiiiazioni coniugate inlinagi- 
narie se ne ottençono delle nuove reali per inviluppi di  sfere, le quali esi- 
stono del resto anche ne1 caso della curvatura neg a t '  iva. 

L'ultiina parte della Meiiioria è declicata al10 studio di iina classe parti- 
colare notevole dei nostri sistemi che si distinguono per le loro proprietà 
geometriche. Sono cjuesti i sisteini paralleli ai  aisterni di  Weingarten a fies- 
sione costante (*), clle godono della seguente proprietà caratteristica : se si 
prendono le sfere osculatrici delle curve trasformate delle curve a fiessione co- 
stmte, i l  centro della sfern descrive un nuovo sistema trip10 ortogonaie pnral- 
le10 al sistema di 147ei~zgnrten conzplementare. 

In questi sistemi le superficie di  due delle serie, che dician-io superficie G, 
sono caratterizzate dalla proprietà che sulla superficie luogo dei centri delle 
sfere osculatrici, per le linee di curvatiira di un sistenia, ülle linee di curva- 
tura della priinitiva corrispoildono le liriee di curvatura. Coiiie superficie iso- 
lüte, queste superficie G sono state sludiate recentenîente da GUICHAHD (**), 
esse hanno a comiirie l'irnniagine sferina delle linee di curvatura colle su- 
perficie le cui linee cli curvatura di uii sisteiria sono curve a flessione co- 
stante. Riprendendo le forriiole date iiella niia Memoria del lSS5 per queste 
ultime superficie, si stabiliscono qui, insieme alle trasforiiîazioni delle su- 
perficie G clipenclenti dalla trasforinazione coniplementare (considerate anche 
da GUICHART)), quelle più generali che diperidono dalle trnsforniazio~~i cli 
BACKLUND. 

(*) f i ~ e i m i ,  VOL. II ,  Cap. XXVII, a IL42. 
(**) Coiiipte~ Rendz6.s d~ Z'Acnr7r'nrie t7es Scieirces. ri'o~iie 160 ( 1  6 i'hriei., !!J 15). 
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Per maggiore chiarezza del seguito riportiaino qui le formole relative 
alle trasforiiiazioni di COMBESCURE dei sistemi tripli ortogonali. 

Un sisterrla trip10 ortogonale (a,,, zc,, u3) è perfettamente definito, a. meno 
di movirnenti, dalla corrispondente espressione del d s2 dello spazio : 

note die  siano cioè le funzioiii Hl, Hz,  H3 delle tre variabili u, ,  u2, 2t3. In 
ogni puiito delIo spazio l'orientazione del triedro principale dipende essen- 
zialniente dalle sei rotazioni 

1 8 H ,  
= ( i  =/= k), 

(love la coppia (i, k )  di indici diversi percorre le sei coppie prese dalla serie 
1 ,  8, 3. Indicando con (i, k, 1) una qualunque perinutazione degli itîdici 
(1, 9, 3), le rotazioni Pi, debbono soddisfare al sistema delle noue equazioni 

che scriviaino per disteso : 
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No te le sei rotazioni Pi , ,  l'orientazione del triedro principale risulta de- 
terminata, a nîeno di niovimenti, clal sistenia di eyuazioni a i  rlifferenziali to- 
tali pei riove coseni (Xi, Yi, Zi) i = 1, 6, 3 

dove (i, k ,  1) 6, corne seinpre, una yualunque permutazione degli intlici 1, 9, 3. 
La iicerca degli infiniti sistemi tripli ortogonali (paialleli) colle date i'o- 

tazioni pi, pu6 effettuarsi in due modi sostanzialrnente ecjuiralenti : 
a)  II primo modo consiste ne1 cercare i corrispoiidenti valori dei coef- 

ficieriti Hi nella (11, assogçettati a soddisfare al sistenia differenziale 

b )  Il secondo modo si ottiene assuinendo insece coine incoçnite le di- 
stanze (algebriche) IVi dell'origine dalle tre facce del trieclro principale. Queste 
tre furizioni Wi (Pi nelle notaziorii di DAKBOUX) debbo~~cl soclclisfare al  sislemn 

Scrivendo per clisteso i l  sisteina (a) abbiarno : 

e similmente pel sistema (a') : 
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In virtù delle prime sei equnxioni (11, i sistemi (III), (Ill') hanno la forma 
lineare canonica completamente integrabile ne1 senso del BOUHLET (*) e ne1 
loro integrale generale entrano tre funzioni arbitrarie di una variabile cia- 
scuna y*). 

È p i  da osservaie che se (Hl,  H,, H3) è una qualunque terna di solu- 
zioni del sistema.(III) e (W,, W,, W,) una terna di soluzioni del sistema. 
aggiunto (III'); l'espressione Hl Wl d u, + H, W, d u ,  + H3 W3 d u, risulta u n  
clifferenaiale esatto. 

Una terna (H, ,  H g ,  JI3) di soluzioni delle (III) individua. un sistema 
t,riplo ortogonale, colle assegnate rotazioni, pel qua.le le coordinate x, y, z 
di un punto del10 spazio si calcolano (noti i coseni Xi) con quadrature dalle 
forinole: 

Data invece una. terna (Wi,. w2, W,) di soluzioni delle (III'), si ottiene 
in temini finiti il corrispondente sistenia t.riplo colle formole 

x = W ,  X, + W, X ,  + W, ,Y,, ecc. (3)  

Iri generale è da osservarsi che, per la forma lineare oiriogenea delle (III), 
(III'), da due o più soluzioni, combinate linearmente con coeficien ti costanti, 
si deducono nuove soluzioni, e per la forma delle (8), (3) le nuove x, y, z 

sono le medesilne combinazioni lineari delle precedenti. Questo si pu6 espri- 
mere çeometricamente a1 modo di D A R B ~ U X  (1. c., pag. 211): 

Se in due sistemi tripli ortogonali paralleli si dividono in un rapport0 
fisso i segmenti M M'congiunçenti le coppie di punti corrispondenti, il punto 

(*) Szcr les dquatiolzs aux dkrivées partielles sinzzcltanées (Annales de l'École Normale Su- 
p&ieure, tom. VIII, 3"-SErie, Suppl.). 

Fissato un sistema iniaiale (MY', zc?), ~ 3 ) )  di valori per le variabili, si pub dare ad 
arbitrio la  funzione della,ui (variabile parametrica) a cui si riduce la  Hi (O la Wi) quaildo 
le altre due variabili (priiicipali) zlb, u~ ricevono i valori fissi ut', up'. 

Aminli d i  Mnteiirntica, Serie I I I ,  Tomo XXIV. 31 
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di divisione P desciive un altro sisterna parallelo. Medesimamente se per un 
punto fisso O'dello spazio si conduce un segmento O P  eguale e parallelo 
ad MAI', 17estremo P descrive un nuovo sistema triplo parallelo. 

Per le nostre ricerdle è indispensabile riportare qui le formole fonda- 
mentali relative ai  sistenii tripli ortogonali (u,, u,, n,) nei quali uria delle tre 
faiiiiglie, p. e., la faruiiçlia zc, = cost. è formata di superficie ciascuria delle 
yiiali ha la curvatiira costante, variabile perb in gene1.de colla superficie 
della. fainiçlia. 

Lasciaiido da parte il caso ovvio che le M, = cost. siaiio superficie di 
rotaziorie, distiiiguiaiiio i due casi 

della curvatura IC negativa o positiva, dove R sar i  in generale uria funzione 
di u,. Quaiido R si riduca ad uiia costarite avreino il ciiso dei sistenzi d i  
Weinprten.  

1 
1." Cccso R = - . Assuinendo convenientemente i parairietri u,, a,, 

I2' 
u,, il d s ~ l e l l o  spazio preilile la forma caratteristica 

dove R = R ( 7 4 ,  e la funzione 8 = 8 (zs,, u2,  u,), insienie alle due 
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soddisfano al sisteina di equazioni a derivate parziali: 

d 2  e 
= A cos O, 

8% 4 
= B sen 4, 

d u ,  d u ,  d u ,  d u ,  

d A  dB - - - -  
(iY 

- -- 
d u ,  d u ,  B, 

d B  -- - - d  4 dB  , 
d u ,  

L'integrale generale di questo sisteiim dipende da cinyue funzioni arbi- 
trarie. 

1 
2.' Caso K= + . 111 questo caso a l  d s2 dello spazio si pub dare 

la forma 

d sz = seiili' 6 d uf + eosh2 B d u: + R2 (-)Id zc: , 
6' (4%) 

ecl al sistema di ecluazioni a derivate parziali (IV) è da sostituirsi l'analoço: 

d' 8 d 2  6 
= A s e d i  9 ,  = B cosli 8, 

d  mc, d  u, d u , d u ,  

d A  dB 
(IV") 

Calcolando le rotazioni P,, ne1 caso (4) abùianio 

e si osserverà che il sistema (IV) non è altro che quel10 delle equazioni dif- 
ferenziali (1) cui debbono soddisfare in generale le rotazioiii, 
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Nell'altro caso (4*) troviamo 

d B  cosh 9 p , p - 9  8 ----, 
2 i  - 31 - R 3 2  - du ,  R 

e nuovainente il sisteina differenziale (lV*) risulta dalle equazioni geilerali (1). 
Ora noi osserviamo che le rotazioni (5) O (5*), oltre alle eq-uazioni ge- 

nerali (1), soddisfano ne1 caso attuale a speciali relazioni, le quali, per la 
coîevewiente scdta dei parametri u,, u, ,  vengono ad assumere la foima se- 
guente : 

a)  Ne1 caso della curvatura negativa queste relazioni si scrivoiio 

a -+-=O. P i e  d P e i  

d u ,  d u i  

b )  Ne1 secondo caso della curvatura positlva si ha invece 

8 P 2 1  d F l 2  - - o. 
d u ,  d u ,  

Ora aridiamo a din~ostrare che (peste speciali relazioni (V)  o (V*) ca- 
ratterizzano perfettarnente le iliilnagini sfericl~e dei sisteriii tripli oitogoiiali 
colle superficie u, = cost. a curvatura costante, insienle ad un caso limite 
iii cui cjueste superficie si riducono a sfere. 

§ 3. 

LE R E L A Z ~ O N I  (V), (V*) SONO CAKATTERISSICHE. 

Cominciamo dall'osservare che, se si aggiungono alle equazioni gene- 
rali (1) per le rotazioni le tre eyuazioni (V), O le (V*), iridi si iisolve l'inter0 
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sistema rispetto alle seguenti coppie di derivate 

il sisteina elle si ottiene è lineare canonico completameiite integrabile, e sono 
(luindi applicahili i teoremi geilerali del B ~ U R L E T  per l'esistenza degli in- 
tegrali. 

CL) Orü suddistiiigueiiclo i due casi delle relazioni (V) O (V*), comin- 
c.ianio clül caso clie siano verificate le prime. Ne seguono le due 

d  
-- !BL+ PL) = O, 

d 
8 u1 d u 2  

(Bi, + PL) = 0, 

e per cib Pi. + Pt, é uiia fumione della sola u3 d ie  iiidicliiaiiio con . Pos- H" 

e dalle due priiiie (V) avreino 

Ma se preilrlialiio le due formole dcl sistenia (1) 

1 valori delle 6 rotaziolii p i ,  conibinano cosi con quelli dati dalle (5) e, 
introclotti iielle lorinole (I), c.onclucoiio corne già si è visto al sistenia (IV). 

(d:, = = O) . la foriiiola (4) ddiiiisce duiique un sistoiiia tri- Se 0 contierie u, - 

plo ortogonale rie1 quale le superficie u, = cost. sono pseudosfericlle di raç- 
dB 

gio 12 = R (u,). Qiiaiito al caso eccezioliale in cui si avesse = O, si os- 
a u3 
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servi clie dalle (IV) risulta allora A = O, B = O e per ci6 P , ,  = P,,= 0, iiidi 

Pub quindi farsi H ,  = 1 ed il sis teins eonstn d i  superficie u, = cost. fm 
loro parallele, ed aventi a colnune l'imniaçine sferica con una. superficie 
pseudosferica fissa. È yuesto un caso ovvio, che in gerierale tiascureremo 
ne1 seguito. 

b) Prendiaino ora l'altro caso clle valgano le (V*), dalle q i d i  deduciaiiio 
clle p;, - F3B sarà funzione della sola u,. Qui bisoçna suddistiiiguere due casi, 
secondo clle l'espressione & - pi, non si aiiriulla ideiiticame~ite, ovvero si 
annulla. 

Sottocaso b,). Se Fi, - PJ, non è zero, possianio supporre pi, - pi, ],O- 
sitiva, bastando ne1 caso opposto scanil>isre gli indici 1, 2. Esseiido allora 
R= R (u,) una funzione della sola u,, poniamo 

Procedendo conie in a), ne deducianio i valori (5") per le rotazioili e le 
6'0 conseguenti eyuazioni (V*). Dunque se - = j =  O esisterà un sisteiiia trip10 
8 u 3  

ortoçonale (4*) colle u, = cost. a curvatura costaiite positivü e colle asse- 
d 4 gnate rotazioni. Quando poi fosse -- = O, la faiiiiglia u, - cost. coristerà 
u, 

di superficie parallele aventi a coniune l'iiiiniagine sferica con uiia superficie. 
a curvatura costante positiva. 

Sottocaso b , ) .  Se 83, = PI2, si potrà. supporre P,, = f i 3 2 ,  poicliè se invece 
P 3 ]  = - P3?, basta cangiare il segno cli urio dei due parainetri M , ,  u,. Po- 
niamo allora 

P B ,  = lj32 = ee 

e dalle due prime (V*) risulterà 

8 4 
1 2  - 

d 0 p - pz,=-- ,  
6' M I  d U- 

indi dalle formole (1) 
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avrerno 

Questi valoii delle rotazioni, introdotti rielle formole fondnineritali (11, 
dànno il segueiite sisteiiia differenziale: 

L'integrale generale, clle dipencle d a  quattro funxioni arbitrarie, si pu6 
in questo caso ottetiere subito geonietricarnente corne segue. 

d 4 
Prescindendo da1 caso ovvio -- = O (*), le (VI) esprirnono clle il d s" 

8 u3 
da to dalla formola 

d sa = eP8 (d  11; -+ d u;) + (6) 

nppartiene al10 spüzio e~iclideo. Ma siccoiue pes le curvature priticilmli 
2 2 
- , - delle u, = cost. si lia 
r31  r3.2 

si vede clie le ic, = cost. sono sfere di raçgio = 1. Inversaniente si consicleri 

onde si vede che le zt, = cost. sono sfere coiiüentriclie, <: le 14, = cost., u, = cost. i coui che 
projetta110 da1 centro le linee cli un doppio sisteina ortogoiiale isoteriiio. 
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- 

u n  sisteina aol di sfere di egual raggio, i cui centri siano distribuiti sopra 
una curva arbitraria clello spazio. Traccinto ad arbitrio, sopra una delle sfere, 
un  sistema doppio ortogonale isotermo (u,, u,), si considerino le ccyra je t -  
torie ortogonüli delle sfere, le quali segnano sulle sfere una rappreseritazioiie 
conforme (precisamente un'affirrilà circolare di MOH~CS)  ("); ne risulta cosi 
iildividuato il sistema trip10 ortogonale in discorso. 

Mariifestainente questo sottocaso b,) pub riguardürsi conie un caso limite 
del genei.de b,), colla païticolnrità che qui le u, = cost. sono sfere. I n  ogiii 
sistema parallelo le superficie u, = cost. tinnno rappreseritazioiie isotei-ma 
delle linee di curvatura. 

Cosi è dirnostrato in effetto clle le relazioiii (V) o (V*) pei- le rotazioni 
caratterizzano i sistenii tripli ortogoiiali paralleli ai  sisteriii di cuiwtura co- 
stante. Ne1 seguito, per ahl)i.eviare, indicliereiiio tutti qiiesti sisteiiii come 
sistelni (Y), e chiairieremo (8) i loro sistemi paralleli n curvnturn costarite. 

Le relazioni (V), o (V*), clie sussistono fsa le p, per un sist~iiw (x), cou- 
diicono subito a. trovnre delle t rccs for~~~ns iowi  dei sistemi (y) iii altri paralleli 
fondandosi sulle osserrazioni s e p e n  ti. 

1.' S e  le .rotmioui pi,. soddis fano le (V) ,  du w n  f e m n  nofm (H , ,  Il,, Tl , )  
d i  s o l w i o n i  delle ( [ I l )  si passa  rrd z c m  c o r r i s p o n d c ~ ~ i e  tcrnn (W, ,  T V 2 ,  Mi) 
d i  sol?czio~zi clelle ( I I I " )  colle forwiole linenvi: 

La. verificn è iiiimediala, quant10 si  teriga coi1t.o clie le pi ,  sotltlisfaiio 
alle (1) ed allc (V). 

(") Lezioni, Vol. 1, § 213. 
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Siinilmente, ne1 caso delle relazioni (V*), si lia: 
2.' Se le rotaxioni li),, sodd i s fano  le (V*) le formole 

fanno  passnre  d a  ana t e r n a  (H , ,  H z ,  H,) d i  soluxioni delle (III) ad uvzm terna 
( W , ,  W,, W,) d i  soluzioni delle (Ill*). 

Dai teoremi generali ricordati al  § 1 risulta ora che, se si coriosce un 
sisteiiîa (x) parallelo a l  sistema pseudosferico (4) e definito dalle (2) § 3 ,  se 
ne avrà subito un secorido ( E l )  colle formole 

d 4 

1 (8) 
t - R (H,  cos 8 --Hl sen I) X ,  

e le altre due analoghe. 
Se il sistema (x) è parallelo ad un sistema (8) a curvatura positiva, se 

ne avrà un secondo (El) colle altre forinole 

d H ,  dB 
d  u,. 

t- (Hl senh 0  - H ,  cosh 9) X, . 1 
In fine ne1 caso dei sistemi (x) paralleli ai sistemi sferici (6) le formole 

pel sistema (Z,) derivato si scrivono 

d e  
X, + (Hl - H,) X, . (8"") 

ln  ogni caso poi da1 sistema (2,) potremo far derivare, ne1 medesirno 
modo, un nuovo sisteina (x,), e cosi via per una cateiin di sistemi 

estendentesi nll'infinito in u n  senso. 
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Osserviamo che, a causa della linearità di queste forinole di trasforma- 
zione, ad una combinazione lineare di due o più sistemi (C) (cf. 5 1) corri- 
sponderà la medesima corn binazione lineare dei sistemi trasforniati. 

Quando si prenda per sistema (x) il sistema (8) a curvatura costante 
le (7), (7*) dànno 

w* = w, = w, = O  

e in questo caso la trasforinazione diventa illusoria, riducendosi (x,) ad un 
punt,o. 

Domandiamo osa se la catena (9) di sisteini (x) pub prolungarsi anche 
ne1 senso ascendente, ossia : 

Dnto un sistewm (x), esiste qzcalche sistema pfirnllelo (x-,), d a  cui (Z) de- 
rivi colla t ras form~~ione  del pcc?.agrafo prececlente ? 

Intanto è visihile che se un  ta1 sisteinn (z-,) esiste, ne esistorio ml  ot- 
tenitti combinmdo liliearmeiite quel particolare (X ,) col sisteiiia (S )  a cur- 
vatura costante, giaccliè il derivato di quest'nltiriio si riduce ad un piinto. 

Fer risolvere la cluestiorle prendiaiiio per W i ,  W, ,  W3 nelle (7) O (7") 
i valori clle coinpetcirio al sistenîn (x), e cercliiaiuo di deterniinare Hl ,  H z ,  H, 
in guisa da socldisfare a p e s t e  e iiioltre alle (III) S 1, dopo di clle questi 
valori cli H, , H?,  H3 de teriiii neranno il sis teina (x-,) cercato. 

Veclremo che, lasciando da parte il caso dei sistenii (z) a rappresenta- 
zione isoterma delle linee di curvatura, cib è sempre possihile, ed H , ,  H,, H, 
si liaririo con quadrature. 

Pes fissare le iclee, pretîdirtino p. es. il caso pseuclosferico ne1 quale le 
rotazioni Px, lianno valori (5); e yuindi W , ,  Ti',, W3 sono supposte sorldisfare 
le corrisporideoti equaziorii (III*): 

* dn7, -- - d 0 - w - - 
' d u ,  d ~ .  

awl- R A  w3, 
d u,3 

d TtT, d O R d !V, 
- W2 , --- = R B  W 3 ,  

O IL, ' d u ,  
( 10) 

8 w, sen 4 d l l r 3  - cos 4 
- % 7 

6' u, R W' ' au; R 
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Dobbiamo determinare H l ,  H z ,  H, in guisa da soddisfare alle (III): 

ed insieme anche alle (7): 

dH, d o  
-+-H,=W,, 
d,u, du,  

H, cos 0 - H l  sen 0 = R W, . , 
l 

Dall'ultima di queste, derivata rapporto a u,, abbiamo per le (11) 

cosiccliè esprimendo H,, H, per Hl abbiamo 

R mr 
H,=H,tg4+-3 cos e ' 

R d e  - 8  
H3=- - ( H , - + R W 3 s e n r 3 ) + ~ - ( ~ w 3 ) .  

(13) 

COS e a M, '3 a. 

Sostituendo nelle (i l) ,  (18), ed osservando le (IO), le equazioni per Hl 
possono scriversi sotto la forma seguente: 

RW, d e  - - =-- d 9 d 
-- + RW, - - tg0 - (RW,), 6' a 24) ,.COS e cosZodu,  8 u, 8 u, 
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ed anche, per le (1 1 )  : 

d  (A) = Wl cos 8 -- - (R W 3  tg D), \ 
d u ,  COS 8 8  u, 

d a (A) = W, sen 6 - - ( B  W,  tg 01, 
d  zc, cos Ff 8 u, 

d e  d 
~ ( ~ ) = W ~ R - - - ( R W ~  t gq .  
d.u, cos O, d m ,  d u ,  

Per l'osservaxione generale al § 1, si lia clie 17espr.essione 

d  4 W, cos O d u, + W, sen 4 d u, + R W, -- ,cl U ,  
d  a, 

è il differenziale esatto di una funxione che indichere~iio con T, e quindi le 
condizioni d'integrabilità per le (13") sono socldisfatte. Se ne declucono per 
H,, H,, H, le espressioni seguenti : 

H I = ~ ~ o ~ 0 - R W , s e n 8 + C c o s 4 ,  

H , = ~ s e n O + R W , c o s 8 + C s e n 6 ,  

dove C è una costante arbitraria. 
Esistorio dunyue in effetto caL sistemi (x-,) che haiino (2') per sisteina 

derivato, e sono coniposti liiiearirieiite con un particolare (x-,) e col si- 
steina (S) a curvatura costante corrispondente ai valori 

cos O, sen 8, R -- 

conforme all'osservazione prenlessa. 

Le trasforniazioni dei sistemi (2)  fin qui considerate sono relative a si- 
stemi frn loro paralleli. Ma già ne1 caso particolare dei sistemi (8) a curvatura 
costante noi ne conosciaino trasforrnazioni di altra natura, per le quali cangia 
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l'itmnirgirie sferica del sistema. Sorio queste le trasforinazioni di  BBCKLUND 
e loro derivate, che noi ci proponiaino ora di estetidere a tutti i sisteiiii (z). 

Dappriiiia esü~riiriinliio le trasfonnazioni elementaii di BACKLUND, ne1 
c l id  caso, volet~do restare ne1 campo reale, dovremo supporre die  ne1 si- 
steiiia. (8) parallelo le w,  = cost. siano superficie pseudosferiche. 

Varraritio pertanto le foriiiole ricordate al 2, in particolare le eclua- 
zioiii foiida~lieritnli del sistenia (IV). Coiiviene poi che scriviamo anche per 
clisteso le formole per le derivate dei nove cosetii, e cioè le seguenti : 

d ~ :  8 0  sen 0 
- 

d X ,  6'0 -- X, t -- )i,) -=- 
B 

B X ~ = ~ ~ x , ,  
d u ,  d u ,  x,, - d u ,  d u ,  d  u, 

a , ~ ,  a O a ,u, -- a 4 COS 0 -- - -- X , ,  -- = XI - -- R 
X , ,  d-=h! B X , ,  

d  u, 
(15) 

d.u, 8  u, d  U, 8 ut 

Prendinrno ora un altro sistetna pseudosferico (S') derivato da (S.) per 
uua trasforinazione B, di B A C K L U N D  (*), e corrispondei~te alla nuova forma 
del d s2 

La. funzione 6' è Iegata alla pritnitiva 8 dalle foriiiole di trasforiiiazione 

d  9' d  4 cos 0 sen 0'  + sen o sen 0 cos 9' --+-= 
k d u ,  du ,  

9 

d e '  d B  sen 0 cos 0' + sen o cos 8 cos O' --- 
7c 

(k = R COS G), 
d8ce d u l  

36' d e  
seno-+-=-k(Acos8 '+BsenO') ,  

d u ,  d u ,  - 
(love l'angolo 6 = (26,) è legato ad R (u,) e alla çostante k dalla relazione 

k = R cos G. 

È qui da ricortlare che, salvo il caso in  cui con R costante si ha 
sen o = O, le (16) forrnauo un sistema conipletaiiiente ititegrabile per 8'. 11 
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caso eccezionale di  R costante e sen Q = O si presenta solo per la trasfor- 
inazione cornpleinentare dei sistemi (8)  di Weingarten. Allora la terza delle (15) 
diventa l'equazione in terrnini finiti per 4' 

e fornisce due valori, in generale, distinti per 4' (reali od imniaginarii), clie 
rendono poi identicbe le due prirne (16). Cosi, inentre ogni sisteina pseudo- 
sferico (S) ne possiede ma contigui per trasformazione di B A ~ K L U N D  (poiclli: 
nella 8' entra, oltre k,  una costante arbitraria), la trasforinazione complenien- 
tare invece è applicabile rie1 solo caso dei sistenii di WEINGAR~EN.  Ogni tale 
sistema ne possiede due contigui per trasformazione cornplementare, clle 
possono essere reali distinti, iinrnaginarii coniugati, O coincideiiti, la quale 
ultirna cosa avviene rie1 caso particolarmente interessante dei sistemi di 
WEINGARTEN a flessione costante. 

In  generale poi i coserii Xri delle direzioni principali ne1 sistema tras- 
formato (8') si espriinono pei primitivi Xi colle forinole di sostituzione or- 
togoiiale : 

X', = a,, X', + a,, x; + ai3 X3, 
X'2 = XI + '2, X ,  + T s  (17) 

X'3 = a31 XI + "32 X2 + a 3 3  X3 1 

coi seguenti valori pei coefficienti : 

x l l  = COS 9 cos 8'- sen G sen 0 sen Of, \ 
a,, = COS 0 sen 9'+ sen o sen 8 cos O', a, ,  = cos o seil 8, 

a,, = sen 8 cos B'+ sen o cos 9 sen Or, ( 18) 
cc,, = sen 4 seri 8' - sen a cos 8 cos 9', cc,, = - cos o cos 8, 

a,, = - cos c sen O' a,, = cos G cos Y, cc3, = - seil U. / 

Sono infine da notarsi le formole che dànno p l  sistenia (8') le quan- 
tità A', B' arialoghe alle A, B pel sistema (SI, cioè : 

cos a cos (3 d 4' sen 0 d G 
A' = cc,, A - u2, B + -+- - 

R dw, R d u 3 j  

cosasenOdO1 cos0 dg - .  
(19) 

BI=-cc , ,A+uil  B +  
du, R d u ,  
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Prendiamo ora un qualunque sistema (x) parallelo al  sistema pseudo- 
sferico (8) e definito dalle formole 

dove ( H i ,  H z ,  H,) sia una terna di soluzioni del corrispondente sistenia di[- 
ferenziale (III) $ 1 : 

* mi -- - 
d 4 d B i  - sen 4 

' d u 2  d  'LC, '9 u3 

d B 2  - --- d e  Hi 7 
* dH, A cos0 

d u ,  d u ,  d u ,  R f l 3  7 

Similinente per un sistema (E t ) ,  parallelo al sistenia pseudosferico trns- 
forinato (S'), avremo 

dove ( H ' ,  , H', , Hl3) soddisferanno al sistema analogo al (21) : 

d U f z  d  O' x -- - 
d B ' B  cos 6' 

- Hel7 -=- 
d u ,  du, d u ,  R H'3 7 

Le trasformazioni dei sistemi (Z) in sistemi ( X I ) ,  che andiamo ora a sta- 
hilire, equivalgono analitica.mente a formole lineari di passaggio dalle terne 
(Hl, H,,  H,)  di soluzioili delle (91) a corrispondenti terne (H' , ,  H f 2 ,  H',) di 
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soluzioni delle (21'), e viceversa. Stabiliamo la prima trasformazione (diretta) 
di BACKLUND colla costruzione seguente, la quale per le superficie isolale 
trasformate di COMBESCUKE delle pseudosferiche combina in sostanza colla 
trasformazione già considerata da EISENHART. Per ogni punto P r  (u, , u,, a,) 
del sistema (Z) consideriaino il piano x parallelo al piano ta~igente ne1 punto 
(u,, u,, u3) alla superficie u, = cost. ne1 sistema pseudosferico trasformato. 
Se spostiamo il punto P sopra una superficie u, = cost. in (x), il piano n 

inviluppa una superficie che ha la stessn imiiiagine sferica delle u, = cost. ne1 
sistema pseudosferico (8') trasformato (EISENHAHT) : il punto P' r ( u , ,  u,, u,) 
di  contatto di  n colla detta superficie descrive, al variare di  u,, u , ,  u,, un 
sistema (x') parallelo al sistema pseudosferico (5''). 

Dimostriarno queste proprietà scrivendo le coordiiiate d, g', a' del purito P' 
di contatto sotto la. forma 

x ; ' = x + h X t , + p X ' , ,  ecc., 

col deteriiiiiiare i moltiplicatori 1, p. dalle condizioni 

Per questo osservialno in primo luogo che si ha dalle (17), (20) 

e d'altra parte dalle (16) 

d Xi sen 8 
- 8x3--- d Xz 

> S X, -- = O ,  
8 2 4 ,  R d u, 

Xi a &  - cos 0 S X, -- = O ,  SX, - - - - - ,  
d u ,  . d 26, R 

onde sussistono anche le analoghe 

d X ' ,  - d X ' ,  cos 8' s XI3 - - 0, 8 Ly'3 - 1 - - . 
d ~2 u 2  R 
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Sostituendo questi valori nelle (23), troviamo 

sicchè le (22) si scrivono definitivarnente 

X' = x +- k (H, X', + H, X',). (94) 

Se ora deriviamo yueste rapport0 ad u , ,  u,, zt,, osservando le (20) e le 
formole (15) scritte per (S'), si trova subito che valgono in  effetto le (%Y), 
ove si attribuiscano ad H',, H',, H f ,  i valori seguenti 

6' Hl d 8' H' ,  = k - +  or,, H, - h - H,, 
6' u, 6' u ' 2  

H1*= k -  
d O' a Hz + k -- Hl + x, ,  H ,  , a u, a u ,  

Dunyue le (84) definiscono in effetto un sistema (Er )  parallelo a l  sistenia 
pseiidosferico, e le formole (95) fanno passare da una terna (H,, H z ,  H z )  di 
soluzioni delle (21) ad iina terna (Htl ,  H',, Hl,) d i  soluzioni delle (81'). 

Knturalniente quando (x) coincidn cotl (8) a.nçlie (2') coinciclerà con (S'), 
colne si verifica subito colle formole precedenti. 

Se si ripete su1 nuovo sistema (x') la costruzione stessa del paragrafo 
precedente conducendo pei punti di (Et) i piani paralleli ai piani.tarigenti 
alle superficie u, = cost. ne1 sistema (S), o ci6 clle è Io stesso in (x), questi 
piani invilupperanno u n  nuovo sistema (Y') parallelo ad (8). Cosi continuando 
otterrenio una catena infinita di sistemi (x) 

nlternativa tnerite pa.rnlleli ai sistemi pseudosfei.ici (S) ,  (Sv). 

Anndi  d i  Biatemntica, Serie III, Tomo XXIV. 
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Ora se consideriamo p. es. la serie di quelli di posto impari 

tutti paralleli ad (S) ,  mostrianio clle si presenta questa notevole circostanzn: 
La serie (26) dipende solo dal sistema (X) e dalla costante k; essa viene 

a coincidere essenzialmente colla serie ottenuta nelle trasforlnazioni del $ 4. 
Per questo calcoliamo le coordinate (x;", g", z") di un punto di ( Z n )  colle 

formole analoghe alle (99) 

detertninaiido i moltiplicatori 1, m dalle condizioni 

8 X" d x" sx, - = O ,  sx, -- = 0. 
8 u1 d u, 

Procedendo coine al § 7, troviariio 

onde avremo per le (24) 

Ponendo mente alle (25) ed alle (16) e (IS), troviaino le forniole definitive 

dalle quitli è sparita ogrii traccia della particolare soluzione O' delle (16) che 
definiva il sistenla trasformato (8'). Se paragoniamo cjueste formole colle (8) 
§ 4, elle definivano quel sistema trasforiiiato (x,), le (97)  si scrivono sem- 
plicemente 

%"=x k ? ~  
1 > 

onde (Z") è una combinaziorie lineare d i  (x) (El). Cosi è provato cjunnto sopra 
abbiamo asserito per la serie (%), e lo stesso vale natiiralmente per l'altra 
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dei sistelni 

2 (Y" , . . 
tutti paralleli al sistenia (8'). 

Per invertire le trasforniazioni dei sistemi (2) sopra trovate cont' 'lene 
risolvere la questione seguente : 

Dato un qual.unpue sistema (E) paralle10 ad (S ) ,  esistono sistemi (y) ppai 
ralleli a (8') che abbiano (r) per sistema derivato secondo la costru~ione del 
paragrafo precedente? 

Si risolverà la questione iti senso affermativo, e si troverà ami  che esi- 
stono oaVali sistemi (z), escludendo per altro il caso che (S) ,  (8') siano due 
sistelni di WE~NGARTEN complementari, caso che nella trasformazione diretta 
del § 8 non figurava come eccezionale. 

Nelle nostre ipotesi, il piano tangente in un punto P di (X) alla u, = cost. 
dovrà contenere il punto corrispondente Y= del sistemn (z). Pertanto le coor- 
dinate x ,  jj, Z di P saranno date da forinole del tipo 

e i moltiplicatori 1 ,  -m saranno da determiiiarsi in guisa clle sussistano le 
forrnole 

per convenienti valori di H,, H,, H, 
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Derivando le (28) troviamo 

d x -- d l  d e  1 sen 6 
du,-(au,-- A : + ,  

d .x; d m  d e  1 cos 4 -+ --z+H,)x,- - & Y d ,  
du, du,  N 

dx d l  -- -- R ( A l + E a ~ ) + f l ,  lx,, 
d u ,  du,  1 

e paragonündo colle (S9), da1 corifronto dei terniirii in X ,  risulta 

Successivamente, corifrontando i terniini in X, , X,, troviaiiio per le in- 
cogriite 1, m il seguente sistelna di equazioni ai differenziali totali: 

d l  a,, d B  -- - - I f - m - H , ,  d 1 
du, k d u, 

Le cotidizioni d'integrabilità per yuesto sisteina sono identicailiente sod- 
disfatte, conle si pub verifkare; esso amiriette per ci6 cd'soluzioni, poten- 
dosi fissare ad arbitrio, per valori iniziali delle variabili u, , u, , .u, , i vülori 
delle incognite 1, m. 

Qua.nto alla integrazione del sisterria (31), si osservi che, essendo liiieare 
in due funzioni incognite, pub riportarsi, col nietodo di D'ALEMBERT ad un'e- 
quazione differenziale ordinaria del tipo di KICCATI. 
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SISTEMI (x,) CON UX SISTEMA DEKIVATO (x) RIDOTTO AD UN PUNTO. 

Tutto cib che übbiamo detto sopra sussiste anche se si suppone che il 
sistemü (Z) si riduca ad un punto, per il çhe basta porre 

ed esisteranrio ancora i sistemi (2) corrispondenti, che qui indicherenio 
con (x,), e si ridurranno (prescindendo da omotetie) ad una seniplice infinità. 

II sisteina differenziale (31) si riduce allora oinogeneo ed è manifesto che 
çli mhisteii i i  (g) oenerali del § 9 si compongono linearmente con uno di 3 
essi e coi sisterni (1,). Ora andianîo a diniostrare che: 

Nei sistemi (z,), con sistema deri~uato (X) ridotto ad u n  puîzto, le super- 
ficie u, = cost. soîzo inteyrali di un'equaxione de2 secondo ordine della forma 
Ampère- Weingarten. 

Ponendo nelle formole del paraçrafo precedente B, = H, = H, = 0, pei 
coefficienti Hi , H o ,  H ,  degli attuali sistenii (5) risulta 

1 - nz - R H. --, H,=--- 
" - k  sen G 

(Al  + B rn). 

1 1  
Cülcolaiido di qui le curvature principali - - delle superficie u,= cost. 

P l  Pz  

ne deduciamo per le (31), (38) 

1 cos6 cos 8' 1 - - - 9 -=- COS a sen 8' 
1 

9 

P 1 m P2 
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e quindi 

Introducendo ora le notazioni di WEIKGARTEN, indichiamo con p la di- 

stanza (algebrica) dell'origine del piano tangente alla zc, = cost. in Z, e (- 1 
con 9 q il quadrato della distanza da1 punto di contatto. Abbiamo 

p = 8 X ' ,  ( 1  XI + w b  X2) = COS a (m COS 0' - 1 sen 8 7 ,  

9 q = S ( 1  X ,  i- m XJ2 = 12 + m2. 

Ed ora forniarido l'espressione 

2 9 -P (PI +PZ), 

troviarno subito per le (33) 

È questa l'annunciata equazione della forma ~'AMPÈRE-WEINUAIY~EN a cui 
soddisfano le u, =cost. ne1 sistema (Z,). Si osserverà che ne1 cas0 di G co- 
stante (sistemi di WEINGARTEN) l'equazione è la stessa per tutte le superficie 
della famiglia. 

Aggiungiamo che un'inversione per raggi vettori reciproci rispetto all'ori- 
gine cangia un sistema (go) in un altro; c i due sistemi pseudosferiçi paral- 
leli a questi sono dedotti l'uno dall'altro con una trasforniazione per invi- 
luppi di sfere, di cui ora andiamo a parlare. 

Fino ad ora, nello studio delle trasforniüzioni di BACKLUND e loro inverse 
pei sistemi (Z), ci siamo limitati al caso che i loro sistemi (8) paralleli fos 
sero a curvatura costarite negativa, perchè soltaiito in yuesto caso si llanno 
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trasformazioni di BACKLUND reali. Ma è noto che in ogni caso possono ot- 
tenersi di tali trasformazioni reali combinando fra loro due trasformazioni 
opposte di BACKLUND, O reali o coniugate immaginarie (*). In queste trasfor- 
inazioni due superficie a curvatura costante corrispondenti sono le due falde 
di un iiiviluppo di sfere, le ciii superficie luogo dei centri sono applicabili 
sopra una quadrica rotonda (reale od immaginaria). 

Considerereino il caso più iiiteressante della curvatura positira, ove man- 
cario le trasformazioni reali di BACKLUEB, e ci lirriiteremo per seiiiplicità al 
caso dei sisteini di WE~NGAHTEN ove R è una costante assoluta, che por- 
remo = 1 .  Abbiasi clunque un sistenia (8) di WEINGAHTEN a curvatura po- 
sitiva I !=  + 1, corrispondente alle forrnole (4*), (IV*) del § 9, ove faremo 
R = 1. Colle solite notaziorii avremo pel sistema (8) le forinole fondarnentali: 

d x -- d x d x  d 0  -- - senh B X, , - = cos11 O X ,  , -- - - 
'3 M I  d u, du,  du,  

x3 7 

Sia ora (s) un altro sistema di WEIKGARTEN a curvatura + 1 derivato 
da S cor1 una delle dette trasformazioni per inviluppi di sfere. Le formole 
di trasforma.zione dipendono da un sisteina differenziale lineare in quattro 
funzioni incognite 

A, M, @, W 

8x1 - --- d 0 dX d e  --X,-coshOX,, >=-X2 ,  5 = A X , ,  
d ul d TA, du, du,  8 % 

dX, d 0 8x2 -- -- -- X', - senii 0 X,, - =BI,, 
du,  d a ,  6' u, 8 a ,  

della forma seguente : 

(35) 

an1 a e  - --- a nI 
A ,  --= -- 

du,  du,  du,  
" A + C  

3 M l  

d A  d û  
- 1) coshOlV, -- -- M, d h  -=AW, 

d u ,  d u, d u 3  
(36) 

d JI c o s h 9 ~ - ( c + 1 ) s e n h û W ,  --=BW, 
~3 

(*) Lrsiomi, Vol. II, 5 438. 
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dove c è una costante arbitraria, tale perb che sia 

c (c + 1) > 0. 

Il sistema (36) è completamente integrabile e possiede l'integrale qua- 
dratico 

Ra + MM" - c ni2 + (C + 1) Wa =  COS^. 

Per ottenere una delle nostre trasforinazioni occorre disporre dei valori 
iniziali di A, M, @, W per modo da annullare la costante del secondo membro, 
onde avremo 

A" nie -+wa = c p a  -w2). 

Scelta una tale quaderna di soluzioni, il sistema trasformato (g) è dato 
dalle formole : 

9 @  
Z=x+ 

c (W2 - QI) 
(A XI+ M X2 + WX,). (38) 

Le normali in due 'punti corrispondenti alle superficie u3 = cost. nei si- 
stemi (S), (S) s'incontrano ne1 punto Po = (x, y, 2,) di coordinate 

e questo è il centro della sfera che tocca le due superficie in punti corri- 
spondenti, 

In fine, se si indicano con (XI, X,, 
pel sisteina (S), si hanno le formole 

X,) i coseni delle direzioni principali 
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g ie. 

TKASFOKMAZION~ PER TNVILUPPI D I  SFEHE DEI SISTEMI (x). 

Prendianio ora un yualunque sistema ('$) parallelo al sistema (8) .di  
WEINGAKTEN a curvatura positiva, e si& 

In corrispondente forma dell'elemento lineare dello spazio. 
Indicando con t, n, Y, le coordiriate di u n  punto generico di (Z), avremo 

dove H , ,  H, ,  H, sono assoggettate a soddisfare al corrispoildenle si- 
steii~n (III) § 1 

dH,- 3 9  --- Hl 7 
* dH2 

au,  = sen11 4 H ,  , 
d ? c l  d u, 

CiO premesso, domandiamo di trovare un sistema (E) parüllelo al si- 
steina (S) ,  che derivi da (x), corne (g) da (S), con una trasformazione per 

- - -  

iilviluppo di sfere. Dette i ,  n, C le coordin;tte di un punto di (E), dovranno 
intanto sussistere le proporzioni 

onde per le (38) potreino porre 

e ln funzione incognita T sariSi da detertiiinnrsi iri guisa che sussistano le 

Alznali di Matematica, Serie 111, Toino XXlV. 34 
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per convenienti valori di ETl, g,, H, . 
Ora derivando l'espressione 

nx,  t n m , +  wx,, 
troviaino per le (35), (36) 

d 
-- (A  XI + AIX, + W X,) = c (senh 9 - cosli 8 W) XI,. \ 

~1 1 
d 
- (il XI + M X ,  + W X , )  = c (cosli 0 4 - senh fl W) X2, 
6' u2 

e ne risultano le forn~ole: 

Sostituendo qiiesti valori a sinistra nelle (43) e a destra i valori (44) 
di x,, S,,  x,, abhiamo in primo luogo le formole 

'ed in secondo luogo un sisteina differenziale per T che, osservando le (36), 
pub scriversi 

= S H I A I ,  
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Ora, per le (36) stesse, l'espressioiie 

II, n a u ,  + n ,nr ( i Ic ,  +H$ wdu, 

è lin differenziitle esatto, onde poiierido 

avreoio pel valoie cercato di : 

con CL costante arbitraria. Viceversa, col valore (46) di T, tutte le ~ ios t re  cou- 
dizioni sono socldisfatte : 

Ophi sisteuza (y) parallelo al sistema (8) d i  WEINGAHTEN ammette ool t ~ a s -  
for~nnxioni per irtwiluppi di sfeve i n  sistemi (2) paralleli al sistema Crasfor- 
mnto (5'). 

In  particolare è lecito far coiilcidere (2 )  con (8) ponendo 

ed allora si pub prenclere T =  a>, onde le formole (42) pel sislema trasfor- 
iiiato diventano 

È iiiaiiifesto clle per a = O si ha, cosi il sistenia (S) di W E ~ G A R T E N  
trasformato e per gli nltri valori di a sistenii (E) pparalleli a questo. 

Kisulta dalle foi.inole (44) clie se si pone 

xo= A X , + 4 4 X , + W X 3 ,  

Y, = A Y, + nr Y,  + w Y, , 
2, = 2, + df 2, +wz, , 
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il putito d i  coordiiiate x,, y,, a, descrive un particolare sisteriia (x,) paral. 
lelo al sistenia (8) di WEINGAIITEK. Dirnostrim~o che questi sistemi (x,) dàiino, 
pel caso della curvatnra positiva, la classe anaIoga a quella considerata. ne1 
§ 10 per il caso pseudosferico, essendo che le superficie u, = cost. in (2,)  
sono iritegrali di una niedesima equazioiie del secondo orditle della forma 
di AMPÈKE-WEINGAKTEW. 

Secondo le forinole (&4), i valori di B,, FI2, H, pei sistemi (X,) sono 
dati d a  

H ,  = c (sen11 0 -. cosli 9 W), H ,  = c (cosli 4 G - senh 8 W ) ,  ] 

e calcolando i raggi principali di curvatura pl ,  pz delle u ,  = cost. ne1 sisteina 
(X,), p. e. dalle formole 

p, = c (tgh 0 @ - W )  
e percib 

p l  p 2  + C W (p l  + p2) = c2  (a2 - W2) .  

Ma, colle notazioni di WEINGARTEN già ricordate al 5 Il), abbiaiiio 

2 q = S $0 .= c (OZ - W ? ) )  
onde risulta: 

Ne1 sistema (x,) le superficie u ,  = cost. sono tutte integr.ali della epuccaione 
d'Ampère- Weingarte~z 

Ricercliiamo ora clie cosa diveritano le trasformazioni del paragrafo pre- 
cedente ne1 caso attuale. Se nella (45) introduciamo per El,, H, ,  f13 i va- 
lori (48), ne viene 
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onde si pub prendere 

e per ci6 

Allora le fosiiiole (49) pel sistenia trasfornlato ove per 5, ri, 1 si porigono 
i valori z,, y,, a ,  diventano 

si vede ahe il nuovo sisteina (y,) si ottiene da1 priinitivo (2,) con un'inver- 
sioiie pes raggi vettori reciproci rispetto alle sfere di raggio = a c col centro 

§ 14. 

APPNESENTAZIONE ISOTEIiMA DE 1 CURVATUK. 

Abbia~no çià visto, al § 3 (sottocaso b, ) ) ,  clie accanto ai sistemi (x) Pa- 
ralleli ai sistemi (S) a curvatura costante positiva, sono da collocarsi i si- 
stemi (2) paralleli ai sistetni sferici (u , ,  u,, %,) nei quali le u, = cost. sono . 

sfere e il sistema ortogonale (u,, u,) sopra ogni sfera è isotermo. Essi am- 
mettono le trasformazioni studiate ai §§ 4, 5,  e, coine ora proveremo, am- 
mettono anche trasformazioni per inviluppi di sfere affatto analoghe a quelle 
del 5 18. 

Priiila perb vogliaino caratterizzare geoinetricainente gli attuali sistemi (1) 
rilevandolie le seguenti proprietà : 1." le superficie zc, = cost. sono a rappre- 
sentaaione isoterma delle l i ~ e e  d i  curvatura; 8." le imunagini sferiche delle su- 
perficie u ,  = cost. sono tutte i n  rappresentaaione conforme. Diciamo che queste 
proprietà sono afiatto caratteristiche, ed anzi più in generale: 

Se u n  sistema trip10 ortogonaZe (u,, ul,, u,), riguardando cowee punti cor- 
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rispondekzti sulle superficie 76, = cost. quelli d'iwco~ztro nlle loro trnjetforie or- 
togonnli (u,), le intrnrcgiui sferic7~e sono selrzpre iu rnppresekhtc~zione conforwte, 
esiste tu* sistemm trip10 pnrdlelo piel q~cccle le zt, = cost. sotto sfere. 

Che ogni sisteriia triplo ortogoiinle parallelo ad uri sislema con ulia serie 
u, = cost. di sfeie goda della proprietà ora descritta. è. d'inîiiiediatü evidenza, 
poichè sulla fainigliü di sfere le trajettorie ortogoiiali tracciario, conie già si 
è ricordato al 5 3, unü corrispondeiizn couforiiie (affitiità. circolare di Mo- 
s ius ) .  Per diiiiostrnre che sussiste anclie il teorenia inverso eniiliciato, co- 
ininciaino dall'osservare che l'eleiiieiito liiieare sferico rappresen tativo d u' 
delle superficie u, = cost. ilel sisteuna triplo ortogonale è dato da. 

F 3 1  La nostra ipotesi ecpivale dunque a supporre clle il rapport0 - sia 
F 3 2  

indipendenle da .u3 , onde potrerno scrivere 

con A convenieiite fattore di proporzionalità. Bovraiino quiridi essere sod- 
disfatte le condizioni d'integrabilità 

a?,, - ( (A B u )  7 du3 d u ,  dzc, 

dalle quali, ponerido mente alle forniole (1) 1 

a p 3 2  a f i 3 1  - 

8 - B I 2  7 -- - 8 ~2 
P a -  F a i  

a B I 2  8 P z 1  

8 u3 
- F 1 3  F 3 2  7 = B a a  P z 1  

8 us 
seçuono le altre 

Ma allora soddisfacciaino al sistenia (III) g 1 poiiendo 
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e con questi valori per le H le curvature principali 

riescorio ambedue = 1 ; dunque le u, = cost. sono sfere di raggio = 1, c. d. d. 
Toriiando ai nostri sisteini (Z) attuali, dipendenti da1 sisteina differeii- 

ziale (IV) § 3 per la funzione 8 = 8 (u,, zc,, u , ) ,  osservianio che i valori delle 
rotazioni sono qui 

d O d  4 p - -, pz, = - , P I 3  = e-e: d2 4 
i e  - , pz3 = e-e d 2  6 

d  zc., d u, d u ,  d u ,  d U ,  d u, > 

Le equazioni differenziali (III) 5 1 pei nove coseni si scrivono qui 
aduncjue 

d XI d  9 -=-- 8 x 1  d e  -,& -=- d X  
X2 - ee X ,  , - -e-e d" 

3 U Z  du,  d u ,  d u3 du,  d u ,  
X, , 

8 u1 
\ 
1 

d X ,  d B  
- 

d x, d 0 - X I ,  -=-- a x, XI - €0 X 3  , - = e-0 
d 2  0 

d u ,  d u ,  d % 8 U I  d u s  d  U ,  d U ,  
x3, 

S a r j  definito uno dei nostri sistemi (X) dalle formole 

q u m h  Hl,  II2, II3 siano soluzioni del sistema 

a H 2  d e  - = - H , ,  a , d H z - e @ ~ ,  -- 
d u ,  d u ,  d  us, 
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Le trasformazioni per inviluppi di sfere degli attuali sistemi (x) dipen- 
dono da un sistetna differenziale analogo al sistenia (36) del S 11, clie si 
connette alle trasformazioni delle superficie ad area mininia dedotte da1 teo- 
renia inverso di GUICHAHD sulle deformate del paraboloide rotondo coiiie 
quel10 sopra ricordato alle deformate delle quadriche a ceiitro rotoride. 

Indicando con (A, 31, W, a>) una quaderna di funzioni incoçnite, con 912 

una costarite arbitraria non nulla, l'accennato sistema si scrive: 

d W  d W  
- - = e O ~ ,  _. - - ee il!, dw - = d e  , 
8 % d u2 d.tc, du, 

A causa delle equazioni differenziali (VI) § 3 cui soddisfa 4 ,  il sisterna (51) 
illiniitatainente integrabile. Esso possiede inoltre 1'integi.de yuadratico 

A"+V2 +W2-2nz@IV=cost .  

per ottenere le trasfoimazioni in vista conviene scegliere i valori iniziali 
(arbitrarii) di A. Ill, W, in guisa da annullare la costante del secondo 
ineinbro, onde 

A" N'  +IV2 = 22 m @Ur. (w 
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k bene osservare che se ne1 sistema differenziale (51) si tralasciano le 
eyuazioni della priina linea e nelle altre quelle che dànno le derivate 

d i \  d M  d W  
- 9  - , - 
d u l  d u ,  d u , '  

indi si cangiano le notazioni A, X,  W in l/IiIil, W,, W,, s 
le equazioni del sistema (III') § 1 ne1 caso attuale. Da 
congiunta alle fondarnentali del 1, risulta che se ( A ,  
lurique yuaderna di soluzioni delle (51), ponendo 

E = A X l  + M X ,  + W X , ,  

7 = A Y ~ + ~ ~ Y , + W Y , ,  

'5 =nz,  tn rz ,  +wz3 , 

ii hanno precisamerite 
questa osservazione, 
31, W, a) è una qua- 

il pun to ( E ,  a, [) descriverà un sisterna (Z) coll'assegnata râppresentazione 
sferica. Dimostriamo ora : 

In  questi particolari sistewi (z) le superficie u3 = cost. sono t d t e  integrali 
della equnxione di Agîzpère-W7ei?zgnrtelz 

Per questo, calcolando dalle (53) le derivate osservando le (49), (51), de- 
cluciaiiio 

c conscguentemente pei raggi principali di curvatura p , ,  pz delle % = Cost. 

pl  = 11% (a + e-Ow), p, = 111 (CI) - e- *W),  
onde 

pl  t p, = '2 wz a>. 

D'altronde si ha dalle (53), e dalla (52) 

p=SX,&u ' ,  

onde appunto la (54). 

Annali di  Matsatutica, Serie III, Toino XXIV. 
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TKASFORMAXIONI PER INVILCTPPI D r  SFEHE DEI SISTEMI (z). 

Scelta una qualunyiie quaderna ( A ,  JI, W, @) dei sisten-ii diffe~eliziali 
(Sl),  (58), se poniarno 

ln funzioiie 9' viene a soddisfare alle medesime ecpzioi i i  differenziali (VI) 
§ 3 cui soddisfaceva 8. Ne resta quiildi deteminata ui-ia nuova classe di si- 
stetili (Z',') coll'iiuinrtgine sferica corrispondente alla nuora funzione 8', e i 
valori dei nuovi coseiii 5'; delle clireziorii principali sono dati dalle forniole 

essendo i, ïi, 5 definite dalle (63). 
Ora preiitlianîo un qualui-ique sisterua (Y) definito dalle foimole (497, (50) 

14, e cerchiaiilo di trovare un corrispondente sistenia (El), colla nuova iin- 
lnagit~e sferica, dedotto cla (Z) coi1 una trasfoririazione per iilviluppi di sfere. 
Corne nella ricerca aiialoga del S 12, clovreiuo porre per yuesto 

x l = x + r E  (57) 

e deteriilinare la I'unzione ilicogiiita T iii guisa clle sussistano le relazioni : 

per converiienti valori di H f , ,  II', , TT, . 
Eseguendo le derivnzioni nelle (57), otteniamo in primo luogo le formole 

iridi per r il sistema differenzilzle 
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Ma poiçhè 
H I A d u , + K , ~ ~ ~ ~ u , + H , W d u ,  

è in effetto un diflerenziüle esatto, le cor~dizioni d'integrabililà sono soddi- 
sfatte, e posto 

abhiatno 
nL W. 7 = C - T ( C  costante arbitraria), 

formole che ci dànno mi sisteini (x') trasforniati. 
In particolare se prendiamo per sistema ()i) un sistema della classe del 

paragrafo precedente, ponendo 

x = c ,  y=-,,, Z='!, 

abbiamo per le (55) 

indi si trova 

e per cib 

Allora le (57) diveritano 

od anche 

In questo caso adunyue il sistema (1') è dedotto con una inversione per 
raggi vettori reciproci da1 primitivo (cf. § 13). 
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Fra i sistemi tripli ortogoiiali (x) clie stutlianio nella presente Menioria 
si dis tinguoiio, per le loro proprietà çeometriche, quelli paralleli ai sis t eiii i 
pseudosferici di WELNGAKTEN a fiessione costccnte, ed è alIo studio di qiiesti 
particolari sistemi (x) che dedichiaino i paragrafi seguenti. 

Ricordiaino che i sis te mi cli WEINGAHTEN a fiessione costante, si pi-esen- 
tano a coppie (S),  (S') di  sisterni complementari; ciascuno dei due è il luogo 
dei centri di curvatura delle curve a flessione costante dell'altro. E sicconie 
per le curve a flessione costante ogni c-entro di curvatura coiacide col centro 
della sfera osculatrice, possiaino anche enunciare la proprietà sotto la fornia 
equivalente : 

Se in un sistema d i  Weingarten a fiessioîte costante si prendorzo 10 sfere 
osculatrici delle curve a flessione costasde, i l  centro della sfercc descrice un 
altro sistema della stessa specie (complemevdnre). 

La proprietà cosi segnalata si mantiene, iii uiia certa maniera, per tutti 
i sistemi (E) paralleli, ci6 che diinostriaino geoilietricamente, ne1 niodo più 
semplice e rapido, facerido uso dei teoremi d i  DAKBOUX sui sistemi tripli 
coniugati ("). 

Per questo cominciaino dallo stabilire il teoretna generale seguerite: 
S e  i n  u n  qunlunqzce sistenzn tviplo ortogonale (u , ,  u,, u,) si prel-zdono 

le sfere osculatrici delle curve d i  una serie, per es. delle (a,), i l  centro descrive 
urz sistelna triplo coniugato. 

Il teorema si pu6 dedurre da uiia costruzione. generale di DARBOUX (1. 
c., n.O 1052) clie fa derivare da un sisterna triplo coiiiugato nuovi sistenii 
tripli coniugati. Si sa clle se per tutte le superficie S di una delle fainiglie 
ilel sistema triplo coniugato si coiid~icono le tangeiiti alle linee di uiia serie, 
e nellx corigruenza cosi formata, d ie  ha S per prima falda focale, si con- 
sidera sopra ogni raggio il secondo fuoco P l ,  questo fuoco P, descrive un 
ultro sistesna triplo coniugato. 

(*) DARBOUX, Leçons,  IVème Tome, n.i 1@7-1038, oppure Systèmes or tkogo@nux.  Livre 111, 
Chap. III. 
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Ci6 preniesso, applichiauio due volte la costruzione di DAHBOUX al si- 
stetna trip10 ortogoiiale dato (?&,, IA,, u,) ilel modo seguente. Sulle superficie 
24, = cost. tiriaiiio le tnngeoti ülle liriee d i  curvatura (u,). Qui il secondo 
filoco F, è il centro di çur\.atura delle superficie u ,  = cost. relativo alle linee 
di curvatura. (u,), sicchè iiel sistema. triplo coiiiugato descritto da F,  le su- 
perficie m ,  = cost., clle direiiio s, ,  sono evolute delle u, = cost. del sistenia 
triplo ortogorinle, e perttuito le liriee (u,)  sulle S ,  sono geodeticlie. 

0i.a iiyetianio la costruzione di D A K B ~ U X  sulle S ,  tirando le tangenti 
alle loro linee, (u-) coriiixgate delle geodetiche (u,) ed il secondo fuoco F, 
descrirerà un uiioro sistema triplo coliiugato. Ma si vede subito che F,, è 
precisüineiite i l  ceritro della sfera osculatrice della curva (u,) ne1 sistenia 
triplo ortogorinle, ci6 clie dà appurito il teoreina enunciato. 

Le considerazioiii geoiiietriclie stesse provano inoltre clie : se s i  applica 
lcc costruzioize dei teorema a due sistewi tripli ortogonali paralleli, anche i 
dzce sisteuai tripli coniugali generati dai vispettivi ceîztri delle sfere osculatrici 
sono paralleli. 

Segue di qui che se uno di questi sistemi coniugati è ortogonale, anche 
l'altro è ortogoiiale. Si è visto clle la proprietà ora segnalata si verifica per 
ogni sistema (8) d i  WEIKGARTEN a flessione costante, onde abbiamo il risul- 
tato finale : 

In  ogni sistewzn (x) parnllelo ad un sistema ( S )  d i  Weinyarten a flessione 
costante i l  centro della sfera osculatrice delle curve trasforrnate d i  quelle a 
flessione costante descri,ue u n  altro tale sistenza (X'')) paralle10 al sisterna (8') 
di Weingarten complt?mentare. 

Possiairio invertire la proposizione precedente e dimostrare : 
Se i n  u n  sisterna triplo ortogonale i l  centro della sfera osculatrice delle 

curue d i  zcîza delle tre serie descrive un nuovo sistema triplo ortogonale, i due 
sisterni sono paralleli a due sistemi (S )  (8') dé Weingarten a fiessione costante 
e complewentari l ' w o  dell'altro. 
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Supponiamo clie ne1 sisteina trip10 ortogonale (ut, u,, u,), clie diieiiio (a), 
la proprietà enunciata appartenga alle sfere osculatrici delle cui.ve (u,), e 
diciamo (0') il nuovo sisteilla derivato. Ne1 sistema. (n) i circoli osculatori 
delle curve (zc,) nei punti di una superficie a, = cost. forniano, per un noto 
teorerna di KIBAUCOUR y), un sistenia ciclico, cioè anirnettono una serie di 
superficie ortogonali; d'altronde i loro assi (le perperidicolai~i ai piani dei 
circoli nei centri) sono, nella nostra ipotesi, le norrnali della corrispondente 
superficie u = cost. in (n'). Dunyue le norniali di questa ultima superficie 
formano una congruenza ciclica; e risulta ora da un noto teorenia (*") clie 
la superficie stessa ha a coniune l'iinmagine sferica con una superficie pseu- 
dosferica, e le superficie normali ai circoli, fra le quali la corrispondente 
u, = cost. in (Q), lianno ciascuna a coinune l'iminagine sferica con una su- 
perficie complementare della prima. 

A questo punto vediamo già che : ne1 sistema (a) le superficie u, = cost. 
hanno a cognune l'immagine sferica con superficie pseudosferiche e le corri- 
spondenti in (a') sono a loro volta trasformate d i  Combescure dfi superficie 
pseudosferiche complenzentari delle prime. 

Per conipletare la dimostrazione applichiamo ora al sistenia (a)  una 
trasformazione dl CoIvi~~scunn che cangi una. delle u ,  = cost., sia u, = O, in 
una superficie pseudosferica di raggio = 1 e contemporaneamente la curva 
(u,) uscente da un suo punto in una curva a ilessione costante = 1, e di- 
niostriamo che questo nuovo sistema (8) è un sistenia di WEIKGARTEN a. fles- 
sione costante (***). 

I l  sisterna ciclico osculatore lungo la superficie pseudosferica u, = O 
in (8) ha uno dei suoi circoli osculatori di raggio = 1, e perci6 anche tutti 
gli altri circoli sono di raggio = 1. Abbia,mo dunque un sisteina ciclico di 
RIBAUCOUR a raggio costante, onde segue che la superficie contigua alla 
u, = O  ne1 sistenia ciclico, quindi anche in (S) ,  è ancora pseudosferica del10 
stesso raggio. Con yuesta nuova superficie pseudosferica di (S) ci troviamo 
ora nelle stesse condizioni corne colla priinitiva, sicché passando ad un'altra 
superficie contigua ne1 sistenia avremo ancora una superficie pseudosferica, 
e cosi via. Il sistema (8) è adunyue in effetto un sistema di WEINGARTEN a 
flessione costante. 

(++) Lexioni, Vol. II, 5 411. 
(++) Lezioni, Vol. II, 3 0278. 

(WH*) In quest'ultiina parte della dimostrazioiie facciamo uso, per abbreviare, di conside- 
raaioni infinitesimali, alle quali non sarebbe per6 difficile sostituire uii'analisi rigorosa. 
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Stabilita cos1 la proprietà delle sfere osculatrici negli attuali sistemi (x)  
corne caratteristica, andiamo ora a completare le costruzioni geometriche re- 
lative, come segue. 

Si è visto die  il centro della sfera osculatrice delle curve (u,)  del si- 
stema (x) descrive un altro tale sistenîa (x(')) parallelo al sistema (AS) di 
WEIKGARTEN cornplernentare. Ora proviamo clle (2) proviene a sua volta da 
un a1ti.o sistema (x(-')), contiguo a (x) a sinistra, come luogo dei centri delle 
rispettive sfere osculatrici. Per yuesto basterà ricorrere alla costruzione ge- 
nerale del 6 applicata ai sistemi di WEIN~AHTEN complementari ( S ) ,  (8'). 
Conduciatno per ogni punto P (u t ,  u,, w,) di (x) il piano n parallelo al 
piano tangente della superficie u, = cost. in (S'), Tenendo fisso u,, e variando 
u t ,  u,, il piano x inviluppa una superficie u, = cost. in un nuovo sistema 
(2'-") parallelo a (8'). Ogrii curva (u,)  in ( X ( - - l ' )  lia coine luogo dei centri 
delle sfere osculatrici la corrispondente curva (u,) di (x), che è adunque il 
luogo dei centri delle sfere osculatrici di (x(-')). 

l? rnanifeslo poi che non esiste alcun altro sistema (C) che abhia (z) 
come luogo dei centri delle sfere osculatrici, poicliè le superficie u,  = cost. 
in (1) sarebbero gli inviluppi dei piani osculatori delle curve (u,) di (C) lungo 
una u ,  = cost., cib che caratterizza completamen te le superficie u ,  = cost. 
di .(x(-')). 

Concludiamo quindi : 
Ogni sistema (x) dà luogo ad una catena di tali sistenzi 

. . . (-y'), (y'), ( )  ( )  (C2') . . . 
estesa al17infinito nei dz~e sensi, ciascuszo dei sistemi avendo per luogo dei 
celatri delle sfere osculatrici quel10 contiguo a destra. I sistemi stessi sono al- 
tertzativamente paralleli ad u n  sistenza (8) d i  Weingarten a flessione costante 
ed al suo complementare (8'). 

LE SUPEHFlCIE G DELLE ALTRE DUE SEKIE U ,  =  COS^., U, .=  COS^. 

In un sistema (8) di WE~NGARTEN a flessione costante le superficie 
u, = cost. sono seinpre pseudo'sferiche del10 stesso raggio e le loro trajet- 
torie ortogonali (%,) sono curve a flessione costante. Le superficie delle altre 
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due serie u, = cost., u, = cost. hanno dunque un sistema di linee di curva- 
tura a flessione costante. Serbando per brevità una denoininazione intro- 
dotta nella mia Memoria del 1588, chiaino superficie iperciclica ogni superficie 
con un sistema di linee di curvatura a flessione costante. Qualunque super- 
ficie iperciclica individus un sistema (S)  di WEINGAHTEN a flessione costaiite 
di cui fa patte. Le superficie ipercicliche si presentano a coppie di superficie 
coniugate, ciascuna delle quali è il luogo dei ceritri di curvatura (o dei centri 
delle sfere osculatrici) delle linee di curvatura a flessione costante ctell'altra. 

Indicheremo col nome di superficie G le superficie aventi a coinune colle 
ipercicliclie l'irnmagine sferica delle linee di curvatura. Manifestainente le su- 
perficie G sono le superficie u, = cost., u, = cost. di un sistenia triplo orto- 
gonale (Z) parallelo ad un sistenia ( S )  di WEINGARTEN a flessione costante. 
Da quant0 abbiarno diinostrato ne1 Ij 18 risulta clle alla superficie G appar- 
tiene la seguente proprietà caratteristica : 

S a  in una superficie 8 si prendono le sfere oscztlatrici delle liwee di cur- 
vatura trasformate delle curve a flessione costmzte della supevficie iperciclica S,  
i l  centro di questa sfera descrive una nuoun superficie G', che corrisponde 
alla G per linee di cwvatura ed ha a comune l'irnmagine sferica colln su- 
perficie iperoiclica coniugata s'. 

Come ho detto nella prefazione, le superficie G (isolate) sono state re- 
centemente considerate da GUICHARD e caratterizzate colla detta proprie'tà. 

In generale si osservi che: Per una superficie qualuîzque x, costruendo 
la superficie ro luogo dei centri delle sfere osculatrici per le livzee di curva- 
tura d i  u n  sistema, alle Zinee di curvatura d i  corrispot?de sopra x, uiz si- 
stenza coniugato. 

Questo si riconosce utilizzando le proprietà delle evolute, oppure appli- 
cando le considerazioni del paragrafo precedente al sisterria triplo ortogonale 
costituito dalle superficie parallele a e dalle sviluppabili delle normali 
lungo le linee di curvatura. E si lia anche subito : Superficie 2: parallele 
hanno la stessa superficie xo luogo dei ce~ztri delle sfere oscdatrici delle linee 
di cwrvatura di u n  sistesna. 

Le superficie G sono carntterizzate dalla proprietà clie sulla superficie G,,  
luogo dei detti centri delle sfere osculatrici, il cloppio sistema corrispondente 
alle linee di ciirratura di G, oltre clie coniugato, è anche ortogonale. Ma si 
pub espriinere la stessa propiietà sotto un'altra forma cosi: La congruenza 
delle tangenti alle liiiee di curvatui-a di uii sisteriin d i  G lia pet* seconda 
falda focale uria superficie S, ,  sulla yuale alle dette linee di curvatura di G 
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corrispondono delle linee geodetiche. Le evolventi di S ,  rispetto a yueste 
geodetiche sono altrettante superficie G (parallele), che hanno la primitiva G 
coirie luogo dei centri delle rispettive sfere osculatrici. 

3 20. 

FORMOLE PER LE SUPERFICIE LPERCICLICHE E PEK LE G. 

Nella tnia Memoria più volte citata (1585) ho dimostrato che le coppie 
di superficie ipercicliche coniugate (8, S'), riferite alle loro linee di curva- 
tura (u, v) delle quali supponiaiîio clle le v = cost. siano ü flessione costante 
= 1, dipendono dalle coppie di funzioni (8, o) delle variabili u, v clie sod- 
tlisfano a l  seguente sistema di equazioni del 2 . O  ordine (*) : 

d" 
d u d v  

d? o 
-- - -- cos 8 cos o - a 

d u d v  du 

1 iispettivi eleiiienti lineari di S, S' sono dati dalle formole 

Ritenendo le consuete notazioni (S,, X,, X,) pei coseni delle direzioni 
priticipnli in S,  e le analoglie ( X ' ,  , X,, X',) per la coniugata S', abbianîo: 

S', = sen w X ,  - cos 6) X ,  , 
X', = - sen 4 X, +- cos 8 (cos w X, + sen o X,), (W4) 

X' ,  = cos 8 X ,  + sen 8 (cos o X, + sen w X,). 

(*) Lo stesso sisteina è stato ritrovato da GuIc~IARD iielle sue note receuti. 

A m ~ n l i  d i  Matewzatica, Serie III, Toino XXIV. 
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Per le derivate di XI,  X,, X, si hanno le formole 

d 0 dX,=-- (cos o X ,  + sen o x,), 5 5 cos o a X ,  , 
d u  du.  d u  d u  

e formole analoghe per X',, X', ,  X ' ,  . 
Si corisideri ora una qualunque superficie G avente a coniune colla ipes- 

ciclica S Piminagine delle linee di curvatura (u, v). Se ilidicliiarno con q 
y, x le coordiiiate di un punto d i  G, avreino 

dove fI, , B,  siano assoggettate a soddisfase al sistema differenziale 

d Hl d 0 
-- = COS W -- H,  : -= - 
d u d zs 

d L  seli011, a 14. 

Viceversa, se le fuiizioni 9, o, Hl, H, soddisfano alle (EiS), (62)) dalle (61) 
risulta definita uria corrispondente superficie G, le cui currature principali 
si calcolano subito dalle foimole 

d w 
- 3- c m  0 sen o 

d e 
1 d u  1 

sen o - 
d u  

Osserviaino che si soddisfa in particolare alle (62) poneido 

ed in ta1 caso la G viene a coincidere colla superficie iperciclica S stessa. 
Un'altra coppia notevole di soluzioni delle (69)  si ha ponendo 

ne1 qua1 caso risulta dalle (63) clle la G si riduce alla sfera rappreseiltativa, 
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VERIFICA DELLE PROPHIETA DELLE SUPERFICIE G. 

Colle foriiiole siiperiori è facile confemare le proprietà delle superficie G 
descritte al  3 19. Cosi per le coordinate a', g', z' del ceiitro della sfeia oscu- 
latrice della liriea v = cost., troviamo 

e si potrebbe facilinente verificare die la superficie G' definita da queste for- 
mole ha le linee (u, u)  per linee di eurvatura. 

D'altra parte la superficie G è alla sua volta il luogo dei eentri delle 
sfere osculatrici delle linee di curvatura v = cost. di 00' superficie G pa.inal- 
lele, clie otteniamo ne1 modo seguente (3  19). Conduciaino le tangenti alle 
linee di curvatura v = cost. di G, e della congruenza rettilinea cosi formata 
(che ha per prima falda focale G) troviaino la seconda falda focale 8, .  Dette 
x,, y,, a, le coordinate del secondo fuoco, si trova subito 

X, =il+- H z  Xi.  
sen 9 

Ed ora tiriamo le tangeriti alle u = cost. di SI, clie formeranno una con- 
gruenza normale (§ 19). Cib si conferma derivando le (66), ci6 cile dà 

onde i raggi della congruenza hanno i coserii di direzione (X',, Y',, Z',), 
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cioè sono paralleli alle corrispondenti iiornîali di 8'. Ora se poniûnio 

si verifica subito clie U d u + V d  v è un differeilziale esittto, onde lu (letta 
corigruenza è normale (*). In fine, posto 

le coordinate Z, y, F di un  punto delle superficie G norriiali ai raggi (evol- 
venti di 8,) saranno date da 

H2 ië = x; + -- X ,  + ( T t  c )  X', (c  costante). 
sen 8 (67) 

Queste superficie G haiino l'immagine sferica (u, v) della superficie iper- 
ciclica S', e la superficie G priniitiva è il luogo dei centri delle sfere oscu- 
latrici delle v = cost. per tutte le superficie G. 

III particolare si osservi che, se si prendoiio per Hl, Hz i valori (Ci&++), 
la G si riduce alla sfera rapprcsentativa, e le forniole (67) risolvoiio (ne1 
niodo più generale) il probleiria di :  trovcwe le sbtperjicie G per le quali i 
centri delle sfere osculatrici delle linee di curuatura d i  .un sistema Itatz~o per 
luogo urta sfero. 

~ ' R A S ~ ' O R M A Z I O N I  DI BACICLUND DELLE SUPEBFICIE G. 

Le eost.ruziorii del f3 19 clle servono a passnre (in teriniiii fiiiitii da uiia 
superficie G ad altre superlicie G della stessa specie dipendono in sostanxa 
dalla trasforiilüziorie cow.ple+~ceratare delle superficie iperciclidie. Ma esistono 

(*) Lesio~z i ,  Vol. 1, Cj 143. 
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altre trasforriiaziorii più geiierali, che dipendono, in modo analogo, dalle 
trasforiiiazioni di BACKLUND delle superficie ipercicliclie, e di yueste ci oc- 
cupiaino qui da ultimo. 

Indicando con 4' uria fuiîzioiie incognita di a, u, die  avrà per la  super- 
fic!e G' trasforiiiata lo stesso significato conie 8 per la priinitiva G, e con Q 

un aiiçolo costante arbitrario, si consideri il sistema differetiziale per 0': 

d O' 1 + cos O cos (I '  - w) d 6 -- 
d .zc sen G d u  

d 0' cos 9 seri Y '  - seil '3 sen 0 COS 4'  d w 
(68) 

- - 
d u  

+- +cos  ti senw. cos O d v I 

Qiiesto b un sislenia coiiipletanietite iiitegrabile per F)', siccliè la solu- 
zioiie gelierale 6' coiitieue (oltre O) uiia costante arbitraria. Scelta uiia. tale 
soluziolie fi', ile resta iridividuata una superficie iperciclica S' trasf'orrnalü 
coll'eleiiiento lineare 

e i relativi coserii (X",, XI,, Y,) delle tlirezioiii priiicipali sono clati dalle 
foi~riole 

X', = S P ~ I  O S, - cos Q sen 6' X, + cos G cos 8' Y,,  

S', = cos G sen 4 X, + (cos 0 cos 4' + sen u sen 8 sen 6') X ,  + 
+ (cos rj sen O' - sen G sen 4 cos 5') X ,  , 

X', = - cos I; cos fl X, + (sen 9 cos 8' - seii G COS 0 sen 4') X2 + 
+ (sen 0 seii 0' + sen G cos 6 cos 6') S, . 

Ora coiisidcraiido una superficie G definita dalle foriiiole (61) del 3 20, 
ilel piano norinale alla sua linea di curvatura v = cost. in un punto 
P g  (x, y, 4 segniaiiio un punto Pt= (x', y', x') ,  le cui coordiiiate potreiiio 
scrivere 

x 1 = x + l X 2 + m X , ;  (71) 

doiiiaiitliaino di determinare le incognite 1,  nz per modo clle la superficie G' 
descritta cla P' sia una trasfor~iiata di COMBE~CUHE della superficie iyerci- 
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clica 8'. Per questo occorre e basta che sussistano relazioni della forma 

con Il',, H', convenienti fattori di proporzionalith. Ma dalle (71) derivando 
risulta : 

dx' i d 8  
-. 

d l  
= . - ( l c o s w + m s e n w ) + H , ~  X , + - - - X ~ + ~ ~ & ,  d u  ( d u  1 d u  d .u 

e sostituendo nelle (72) a sinistra questi valori, a destra i valori (70) di 
X',, X',, abbiarno in priilîo luogo 

d 4 
( t c o s  o + m s e n w ) +  Hl 
d u  H f ,  = 

1 
H', = cosd ' sen o 

poi per le incogn.ite Z, .m il sistelna di equazioni differenziali 

d 1 cos 8 cos O' -+ sen a sen 8 sen 8' - - - a w 
- Z -  ( - + c o s ~ s e n w  

d v COS 0 d v 
, (74) 

8 3  = (cos 6 sen 8' - sen sen 0 sen O' d w 
d v + -- + cos 0 sen w 

COS G d a  / 

Questo è un sisteina coinpletamente integrabile, onde (fissate tt', u) esi- 
stono oo2 trasformate G' della saperficie G per una trasformaeiowe B.. 

Osserviaino da ultiino che ove si prenda per superficie G l'iperciclica 
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stessa S ponendo (8 20) 

si ha subito una coppia 1, m di soluzioni delle (44) data da 

1 = COS G COS û', m = COS u sen O', 

e poichè segue allora dalle (73) 

d 8' H' - - 9 H', = COS O', 
' - 8  u 

in yuesto caso la G' si riduce alla superficie iperciclica 8'. 
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Giovanni Ceva ed il suo carteggio inedito 
con Vincenzio Viviani. 

(Di  ALBERTO PASCAL, a Napoli.) 

1. E ben conosciuto il nome di GIOVANNJ CEVA, ~iiateinatico inilailese 
del secolo XVIL Egli appartenrie a quella scuola di mateniatici clie s'era andata 
forinando in Milano verso la fine di quel secolo, e della quale fecero parte 
TOMMASO CEVA (1648-1 737), clie gli era fratello; GIHOLAMO SACCHEHI (1667-1733), 
PIETRO PAOLO CARAVAGGIO ~ e t l i ~ l '  (1617-1688) e PIETHO PAOLO CARAVAGGIO 
junior (1659-1723), e, senza dubbio, altri clie pur forse ineriterebbero d'esser 
tratti dall'oblio. 

Uno studio coinparativo dei progressi che questa scuola apport6 alle 
scienze esatte, sarebbe oggi veramente desiderabile; uno studio condotto su1 
tipo di quel10 che il prof. L ~ H I A  ci diede a proposito della Scuola napoletana 
di NICOLA FEHGOLA ('). Già ho dato il niio piccolo contributo agli studi 
che su  questa scuola di matematici potrebbero coinpiersi, tentando di illu- 
strare la vita e l'opera mateinatica del maggior rappresentante di essa, GI- 
R Q L A M ~  SÀCCHEHI ('), e ricordando l'apparecchio clie, ne1 1695, ide6 TOMMASO 
CEVA per la plurisezione degli angoli ( 3 ) .  

2. Ma, dopo GIKOLAMO SACCHERI, ci appa.re la figura di GIOVANNI CEVA 
cotne quella di un geonietra veramente eminente. Egli rimase pressoché di- 

(') G. LORIA, Nicola Fergola e l a  scuola d i  Matevnatici che lo ebbe a duce (Atti della Regia 
Università d i  Genova, piibblicati per le onoranze a Cristoforo Coloiubo, 1898). 

(2) A. PASCAL, Girolmrno Saccheri %ella v i ta  e nelle opere (Giornale di Matematiche di Bat- 
taglini, (3) vol. 5% 1914) ; Sopra ut%a lettera inedi ta  d i  Girolmno Saccheri (Atti del R. Istituto 
Veneto di Scieiize, Lettere ed Arti, t. 74, 1914-16). 

(3) A. PASCAL, L'apparecchio polisettore di Torutnzaso Ceva ed w z a  letteva i ~ e d i t a  d i  Guido 
Grand i  (Rendiconti del R. Istituto Loinbardo di Scieme e Lettere, vol. XLVIII, 1915). 

AnnaEi d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXIV. 31 
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menticato, sino a quando 10 CHASLES, ne1 suo Aperçu  his tor ique (4), non feçe 
notare tutta la copia di risultati a cui il CEVA era giunto nella sua opera: 
B e  l ineis  rectis se invicenz secant ibus  stntica constructio (7. Lo CHASLES prima, 
e poi il CKEMONA ( 6 ) ,  fecero vedere corne, pcr primo, GIOVANNI CEVA avesse 
avuto l'idea di servirsi delle proprietà del centro di gravità d'un sistenîa di 
punti nella teoria delle trasrersali, dove cioè occorre considerare rapporti di 
segmenti determinnti dai punti di intersezioiie di rette. 

Quando si suppongoiio connessi in questi punti, pesi inversamente pro- 
porzionali ai segmenti staccati, potrà dedursi, da1 rapporto di questi pesi, 
il rapporto fra i segmenti. Seguendo quest'ordine di idee, CEVA dimostra il 
notissiiiio teoreina che oggi da lui prende il nome; Io dimostra prima col 
suo tnetodo s tat ico;  poi ne riporta due altre dimostrazioni geometriclie che 
egli dice dovute ali'arnico suo PLETHO PAOLO CARAVAGGIO (junior). Da quel 
teorenla, egli ricava nunierose proprietà e teoremi, e, fra gli altri, CEVA de- 
duce anche il cosidetto teorerna d i  Tolomeo; poi, sempre col suo metodo, 
giuiige a diinostrare anche pareccllie delle proprietà conosciute del trian- 
golo; e, proseguendo ancora, dimostra proprietà su1 tetraedro, su1 quadri- 
latero gobbo, ecc.; ed, iiifine, ne1 libro secondo, diluostra anche che in un 
poligono circoscritto a d  m a  conica,  i p u n t i  d i  contatto d iv idono  i lat i  del po- 
Zigono i n  segrned i  tn l i  che i l  prodotto d i  quell i  n o n  aven t i  estremi a comune,  
é zcguale al prodotto de i  r inzanent i .  

Colne ha fatto notare CREMOKA, il COKIOLIS ( 7 )  pervenne, rie1 1811, a gran 
parte dei teoreini di CEVA, senza co~ioscere il lihro di questi: egli diede nove 
teoremi, dei quali alcuni nori son conipresi nell'opera di CEVA, e gli altri 
comprendorio, come casi particolari, i teoremi che vi sono contenuti. 

Questa opera di CEVA, per la quale egli pub giustamerite cousiderarsi 
come il precursore delle idee foridainentnli clie MOBIUS applicb pei. creare il 

(4) W .  C H A S L E S ,  Aperçu  historique sur- l'origiwe et le déueloppeirzent des nzdtliodrs e n  Géo- 
métr ie ,  part iculièrement de celles qui se rappor ten t  à l a  Géométrie itzode~.ile, etc., I I  édit. (Paris, 
Gauthier-Villars, 1815), Note VII, pp. 994-296. 

(6) G. CEVA, De l ine i s  rectis se i n v i c e m  s e c a ~ ~ t i b u s  s ta t ica  cor~structio (hlediolarii, ex tgp. 
Ludovici Montiae, MDCLXXVIII). 

( 6 )  L. CREMONA, I ~ ~ t o r n o  ad uiz'operettn rli Giovan+ii  Ceva wz te tna t ico  milrinese del se- 
colo XVIX (Kivista ginnasiale e delle Scuole trcniche e reali, t. VI, 1859 ; Opere matemat iche ,  
Milano, Hoepli, 1914, t. 1, p. 908). 

(7 In parecchi lavori riassutiti in CORIOLIS, S u r  l n  tlzéorie rZes .iizoineits comidérée colnrne 
a m l y s e  d e s  r e ~ a c o n t w s  cles ligrres droites (Journal de l'École Polytechnique, cahier 84, 18%). 
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suo Calcolo baricetztrico, fu, corne dicevamo, sempre dinienticata; il Co~ror~is ,  
in nota della sua Memoria citata, avvertiva che sol quando çià aveva firiito 
il su0 lavoro, si accorse della esistenza del libro del geonietra milanese. Essa 
è menziotiata appena nell' Histoire des mathématiques del MONTUCLA ('), il 
quale avverti peraltro che solo conosceva il iionîe del CEVA per gli accenni 
che di questi, e delle sue opere, aveva. fatto GUIDO GRAKDI ne1 suo libro 
sulla logaritinica (9). 

3. Quasi nessuria riotizia ci è stata trainandata purtroppo sopra Gro. 
V A N N I  CEVA : un su0 stesso coiiten~poraneo, ~'ARGELATI, ne1 redigere l'articolo 
destinatogli nella sua Bibliotheçn Scriptorum Nediolccnensium. ('O)), ci avverte 
di arer teritato inutilmerite di riceicar ~iotizie sopra GIO~ANKI CEVA a Man- 
tova (dove cioè CEVA, secorido ogni prohahilità, dovette niorire); e si limita 
percib a dar l'elenco (alquanto scorretto) delle opere di lui, e qualche scarsa 
notizia. 

L'anno della nascita ci è ignoto; egli appartenne ad una fainiglia di 
ricchi hanchieri di Milano; silo padre si chiamava CARLO FHANCESCO, e sua 
rnadre PAOLA COLOMBA. Tutti i fratelli di G~OVANNI si diedero alla religione; 
il maggiore di età, N I ~ o L ~ ,  fu cartnelitaoo scalzo; un altro, CRISTOFOKO, fu 
gesuita, e fu poeta di inerito; l'altro fratello fu TOMMASO, ancor egli gesuita 
e celebre poeta e mateinatico ("1. 

GIOVANNI fu Coiiiinissario della Caniera Arciducale del Ducato di Man- 
tova; e purtroppo null'altro ci è dato, per ora. d i  aggiungere alle notizie 

(8) J. É. MONTUCLA, Histoire des Mathématiques d a m  laquelle o n  rend compte de b u r s  pro- 
grès depuis leur origine jusqu'à nos jours; etc. Tome I I  (Paris, chez Jombert, MDCCLVIJl), p. 72 .  

(9) Nella Epistola geometrica a d  v i r u m  clarissimum Thoînam Cevam Societatis Jesu, ripor- 
tata in fine dell'opera G. GRANDI, Geonaetrica demonstratio Themewatum Huge+zianorum circa 
Logisticam, seu loyarithmicam lineam, etc. (Florentiae, MDCCI ,  apud Brigorici). 

('O) PH.  ARGELATI, Bibliotheca S c r i p t m m  Mediolanensiuna seu Acta, et Elogia v irorum om- 
nigenaeruditione il lustrium, qui  in Metropoli insubriae oppidisque circumjmentibus orti s u n t ;  etc. 
Tomus primus (Mediolani, in Aedibus Palatiiiis, 1745), parte ?La, col. 417. 

(") G. C. CORDARA, Vi ta  del P. Tomaso Ceva [in Le vite de& Arcadi illustri scritte da 
diversi autori, e pubblicate d'ordine della Generale Adulzanza  M MI CH EL GIUSEPPE MOREI, Cu- 
stode d1Arcadia, parte V (Roma, tip. De' Rossi, 1751)]. - Prolusiolze ayli  studi nelsolenne apri- 
mento del Liceo d i  Milano in Porta Nuova recitata i l  giorlzo 24 nouembre 1812 d a  CESARE 
R o v ~ ~ n p r o f e s s o r e  d i  Matematica, e reggente prouuisio.nale (Milano, dalla statnperia Pirotta, 1813), 
pag. 45. 
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sulla sua vita, se non clle studib matematica sotto La guida del livornese 
DONATO ROSSETTI, corne CEVA stesso ci dice ne1 proeiriio. al De lirteis rectis ( 1 2 ) .  

Dall'eleiico delle sue opere, riportato da1 RICCARDI ('7, appare c,he il 
CEVA, oltre che di pura ~riatematica s'occupb anche specialniente di yuestioni 
d'idraulica, e anche del problema della inoneta, scrivendo al riguardo un'opera 
De re numnria ("). 
-- 

( le)  Quaiido questo nostro iavoro era gi8 stato uitiiilato, il chiarissinio prof. G I N ~  LORIA 
è riuscito a corrispondere i n  parte alle speranze nostre su1 ritrovamento di notizie circa la 
vita di G l o v a ~ ~ i  CEVA. Egli ha resi noti i risultati suoi in  uiia breve (iota: Per la biog~aficc 
di Giouanni Ceua (Rendicoiiti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, vol. XLVIII, 1915). 

Nell'Archivio d i  Stato di Mantova (Archivio Gonzaga) esistoiio alcuiie buste con scritti 
vari di CEVA, e di lui s i  parla inoltre in altri documenti in quell'Archivio custoditi: da  tutta 
questa inesse preziosa di documeiiti si potrebbe percib ricavare parte della biogra6a di Gio- 
VANNI  CEVA. 

Altre notizie s u  CEVA, il L ~ H I A  riproduce dall'opera iriedita di C A R L ~  D'ARCO, iiititolata 
Famiylie mantouane; dalla quaie appare, tra l'aitro, esser  VANNI NI CEVA nato iiei diceni- 
bre 1647, e rnorto ne1 1/34. 

(13) Biblioteca Matematica I ta l iana dalla origilze della stavnpa a i  pr imi  a n n i  del secolo X I X  
compilata da1 dott. i u y .  PIETRO RICCARD[ (Modena, tip. Soliani, MDCCCLXX), coi. 342-343. 

(14) Crediamo opportune riportare la lista delle opere di GIOVANNI CEVA : 
1) De lineis rectis se invicern secantibus statica constructio (Mediolani, ex typ. Moritiae 

MDCLXXVIII). 
9 )  Opuscula Mathematica. cle potentiis obliquis, de pendulis, de uasia., et de fluminibus 

(Mediolaui, e x  typ. Moritiae, 1688). 
3) Geornetria motus. Opusczclulvl geowzetricum a JOANNE CEVA mediolanensi in yratiam 

Aquarum emoyitatum. Conti.net duos libros. Pr imum de simplici ~ n o t u ,  alterum de composito 
(Bononiae, typ. Pisarij, MDCXÇII). 

4 )  T r i a  problemnta geometris proposita, u n a  c u m  ipsius ratiocinio in grauitatem omni- 
yeni corporie ostendendam (Maiituae, ex typ. Pazzoni, 1710). 

5) De re numar ia  quoad fieri potuit geometrice tvactata, ecc. (Mantuae, apud Pazzo- 
num, MDCCXI). 

6) De m u n d i  fabrica, uwico grauitatis principio i n n i x a ,  deque flu~ninibus, ece. (Mari- 
tuae, 1715). 

7) Le conseguenze del Reno, se coll'aderire al progyetto de' Siynori Bolognesi, s i  permet- 
tesse in Pb grande (In Mantova, per Pazzoiii, MDCCXVI). 

8) Replica d i  GIOVANNI CEVA i n  difesa delle sue c l imostrazio~~i ,  e vuyioni,  per le quali 
now clebbasi introdzcrre Beno in Po, contro Zn rispostu datasi rlal signor dottor Eustacltio M a l ~  
fredi (In Matitova, per Pazzoni, MDCCXVII). 

9) Risposta d i  GIOVANNI CEVA alle osseruuzioni del s iyr~or  dottor Eustacl~io Manfredi 
contro la d i  lui  replica in proposito clell'imrnissione d i  Reuo in Pi, grande, pl-etesa da '  signori 
Bolognesi (In Maiitova, per Pazzoiii, MDCCXXI). 

10) Opus hydrostaticum (Mantuae, apud Pazzoiiuin, MDCCXXVIII). 
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4. Visto che sulla ~ i t a  di yuesto illustre geonietra cosi poco oggi si 
corlosce, pu6 senza dubbio offrire un qualche interesse la notizia del ritro- 
vamento di molte sue lettere, iiell'epistolario dell' « ultiino discepolo di GA- 
LILEI P VINCENXIO VIV~ANJ ,  che si custodisce nella R. Biblioteca Eazionale di 
Firenze. L7inipoi.tailza eccezionale, per la storia della ~riatematica del se- 
colo XVII, che offre il carteggio del VIVIANI, è stata additata agli studiosi 
düll'illustre storico della scuola galileiana, ANTONIO FAVAKO CL'). 

Nulla, credo, per la storia scientitica degli ultiini secoli, ha rsiaggiore im- 
portama delle lettere che ci son conservate iielle Biblioteche e negli Archivi ; 
in quelle lettere clle fra loro si Irasinettevano i dotti del tempo, essi si co- 
municavano tutte le loro nuove ricerche, i iisultati che via via ottenevan 
negli studi loro: lettere che, sebbene non destinate alla puhblicazione, fa- 
cevano in certo tliodo per quei tempi 17ufficio delle moderne Note e coniu- 
nicazioni accademiche. Del resto la itnportanza che in alcuni casi potevan 
avere yueste coiriunicaziorii fu ricoliosciuta da  essi stessi: e cosi, per esern- 
pio, vediamo WALLIS, COLLIRS, NEWTON, LEIBKIZ, FERMAT, ecc., raccoglier gran 
parte delle lettere cli'essi s'eran andati scambiando, per starnpare i Com- 
mercia epistolicn, cos1 importanti per la storia dei progressi, specialniente 
dell'analisi, nei secoli XVII-XVIII. 

11 carteggio di V I N ~ E N Z I O  VIVIANI è conservato, assieme ai iiianoscritti 
del rriedesimo, riei volunii 142-148 dei JIanoscritti Galileiani, Discepoli, della 
Biblioteca Nazionale di Firenze. Tutti questi nianoscrilti di V ~ I A N I  furon 
lasciati clal VIVIANI in ereditit all'abate JACOPO PANZAN~NI,  morto il yuale furon 
posti in vendita, e gran parte di essi potè esser recuperata ed acquistata 
da G. B. CLEMENTE NELLI. Di tutti questi rnaiioscritti, il prof. FAVAHO ha dato 
un utilissiino elenco alla fine della citata sua biografia del VIVIANI; ed lia 
dato altresi un elenco dei corrispondenti di questi, quale risulta da1 carteggio. 

Per coinprendere in modo adeguato tutta la iinportanza che potrebhe 
avere la pubblicazione del carteggio di VIVLANI, bisogna pensare alla grande 
fanla che raggiunse, ai suoi tenipi, yuesto scienziato, e per rnerito dei suoi 
lavori geometrici, e, specialmente fra yuesti, della sua divinazione del V libro 
delle C'otaiche d i  APOLL~NIO (16). 

(ln) Cfr. A. FAVAHO, Amici e corrispondefiti d i  Galileo Galilei, X X I X ,  V i v ~ c e w i o  Viwiani 
(Atti del R. Istituto Venelo di Scienze, Lettere ed Arti, t. 78, 1912-13). 

(16) V. VIVIANI, De maximis et minimis  yeonzetrica d iv inat io  i n  quintum Conicorum Apol- 
lonii Pergccei a d l ~ u c  clesicleratum, ecc. (Florentiae, apud 1. Cocchini, MDCLIX). Per la storia 
particolareggiata d i  questa diviiiazioiie di Apolloilio, si vegga A. FAVARO, loc. cit. 
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Tutti i matematici più illustri del17epoca avevan coiiiuriicazioiii col Vr- 
vrmr, e, fra i riorni de'suoi corrispoiidenti, trovianio quelli d i  L E I B N I ~ ,  Huu- 
GENS, WALLIS, DE L'HOSPITAL, VAHIGNON, ecc., per noii far cenno che degli 
stranieri. Son molte poi anche le copie delle lettere di risposta del YIVIANI, 
molto spesso perb redatte in caratteri illeggibili, e senza nome d i  destina- 
tario, nè data. 

ANTONIO FAVAHO è l'ur~ico clle abbia estratto quilleosa da yuesto pre- 
zioso carteggio ("); vadano a yuesto illustre Maestro, che iil ltalia tiene cosi 
a,lto l'onore degli studi di storia delle scienze, i miei più vivi ringraziainenti 
per gli aiuti ed i coiisigli preziosi dei quali in'è stüto largo. 

5. Le lettere clle abbiamo trovate soiio le segueriti: 

1. G. CEVA a V~VIANI; 5 ottobre 1685 (toaio 145, car. 2X). 
II. VIVIANI a G. CEVA; 16 ottobre 1686 (toino 146, car. 285 t). 

III. G. CEVA a VIVJANI; 86 ottobre 1685 (tonio 246, car. 986). 

IV. VIVIANI a G. CEVA; 11 novembre jB)  1685 (toiiio 143, car. 70). 
V. G. CEVA a VIVLANI; 93 novembre 1685 (toino 146, car. 287). 

VI. G. CEVA a VIVIANI; 17  gennaio 1686 (toirio 147, car. 1). 

VIL G. CEVA a VIVIANI; 8 fehbrajo 168G (toino 147, car. 9). 
VIII. G. CEVA a VIVIANI; 80 febbrajo 1693 (toino 145, car. 236). 

IX. VIVIAN~ a G. CEVA; 3 ma.rzo 1693 (to~iio 143, car. 1%). 

X. G. CWA a VIVIANI; 13 marzo 1.693 (tomo 1C7, car. 183). 

XI. G. CEVA a VIVIANI; 11 marzo 1701 (ton10 147, car. 193) ( l e ) .  

6. Dalla prima lettera che riproducian~o, si scorge clle CEVA comil~cii) 
sin clal 1683 ad oceuparsi delle ricerche ch'egli poi raccolse ne1 suo IiLro, 
pubblicato sette almi dopo : 

( Ir )  A. FAVARO, Due lettere ir~edite del P. Gerolamo Saccheri cl. C .  d. G. a Vincei~zio Vi- 
viani (Rivista di Fisica, Matematica e .Scieiize Naturali, niino IV, 1903) ; Cot~tr ibu~io t~ i  iue- 
dite al carteygio d i  Evangelista Towicelli (Bollettiiio di Bibliograîla e Storia delle Scieiize 
Matematiche, anno XVI, 1914). 

(18) La brevissima lettera VI non la riprodurreiiio, perché ci è semhrata di nessuna i i n -  
portanza. 

Ringrazio pubblicaineiite il distirito sigoor MARIO MONTAGNA che, con vero spirito di abiie- 
gazioile e di amicizia, trasse per iiie, dalla Biblioteca d i  Firenze, copia dei docuiiieiiti ripor- 
tati in questo lavoro. 
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Geometria motus.  Opusculum geornetricum à I O A N N E  CEVA mediolanensi 
in  g r a t i a m  a q u a r w n  excogitatum. Continet d u o s  libros. Prirnurn de  siwvpiici 
rnotu, a l t erum d e  coinposito (Bononiae, M.DC.XCI1, typ. Pisarij). 

L'esempio che CEVA comunica a VIVIANI è contenuto nella prop. XII, 
theor. XII  del volume. 

Assiwne alla lettera. di CEVA ahbiaino andle la copia della risposta del 
VIVIANI; ecco ambo le lettere : 

Ill."'" Sig.", Sig.' P n e  Col."", 

È un secolo che n o n  ho riverito con mie l i i ee  i l  sig.' Vincenso rnio S."', 
i l  d i  c u i  merto serbo sempre avant i  g l i  occhi. A7el tewpo che son stato fuori 
in vi l la  h o  impiegato qualche hore in veder se mi riesciva alcuna invefltione 
neEl'argoi.?~ento dell'aque, et ho hauuto quella fortuna, che n o n  speruvo dalla 
$nia inabi l i ta;  con essa occasione ?ni è riuseito fnrini largo camnpo nella s c i e w a  
de' nzoti, e loro tempi;  et è nzethodo cosi universale,  e geometrico, che serve per 
ritrovare cose geometriche, cioè a quadrare  de' curvilinei; le d a r o  q u i  un esem- 
yio ,  sensa l a  dimostrazione per n o n  estendermi con un processo. 

Sin l a  curva  d i  ta1 sorte B C D  & che tirate fra  essa, e la  retta A G le per- 
pendicolari A B, E G, F D al la  stessa 
A G ;  s i a  sempre P D  a d  A B in 
p o p o r t i o n  sottodoppia d i  A G a G P; 
e cosi E C ad  A B i n  proportion su- 
duppl icata d i  A G a G E. È noto a 
V. S. ill.'''a che la  perpendicolare G & 
è assintoto, cioè a d i re  n o n  coîzcor- 
rerh tnai  colla curva  B C D  &; s i  
chè i l  p i a n o  & B A G & s a r à  senza 
fine longo al la  parte &. H o r a  io  dico 
che questo p iano  è zcguale al doppio 
rettnngolo d i  G A in  A 3, e che 

8 
Fig. 1. 

qualsisirr. portione B D F A t r n  le 
ugucclnz.'" d i s t a d i  A B, P D  è ugunle  a l  rettangolo d i  A B nella d o p p i a  d i f -  
ferensa d i  A G sopra l a  inedia proportionale t r a  A G, e G l? 

M a  s i n  hora  l a  detta curva  d i  t a l  n a t u r a ,  che l a  F D a l la  A B  st ia  in 
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proportion triplicata della saduplicata di A G a GY, e cosi E C ad A B i n  
proporzion triplicutn d i  A G nlln media proporxionule tra A G ,  e G E .  

Qwi hnwei d i  bisogno che uni fosse indicnto da V, S. Ill."" qualche adore 
da1 quale potessi trovare artificio d i  quadrare qzcalche delle portioni A C, 
E D etc., Ira le s.ue paralelle; giachè per altro i l  cu~uiiineo & B A CT & si di- 
rnostrn infinito per grandexzn; io non ne suplico direttiaanz.'" V. S. IlEnza, per- 
chè sarebbe troppo rnio nrdire attese le occupat."~ gravi di  V. S. Ill."" med.". 

Io mi ho affaticato u n  peao ma indarno per esser cosa che molto m*i prenae 
per le di~mostr.nt."' dell'aque; e che senm questa, mi convie~re, O lcrscinr molto, 
O ueravnM2..'" restar sospeso. 

O d e  la priego con tzctto 10 spirit0 a farlnene l'honore richiesto; e mentre 
lk supplico conseruarmi vivo nellcl sua pregintis."'" grnsia, resto con fnrle 
h~hm."" riuerenea. Mant." l i  5 ott." 85. 

d i  V. S. Ill."'" 
deuot."'" et obliynt."'" Ser.' 

addi 16 ottobre 
1685 al Sig. Gio. Ceva 

Mantova. 

Ill.m0 Sig." Pad.' Col."" 

Parmi, se io non erro, la prima delle due curue linee indicdelni da 
V. S. Ill."" con la fauorit."" sua del 5 del corrente esser la stessa d i  quelln la 
qunle in fine del wzio Diporto Geonaetrico pzcbblicnto ne1 1676 i n  pce l  Trnttn- 
tel10 de Modi varj Meccnnici, Lineari e Solidi per la bisezzione dell'angolo e 
per le due medie proporxionali ('7 io chiamai Iperbole Mesolabica e lu qunle 

(ID) Si allude al libretto sui Modi vari meccariici, l ineari,  e solidi tewtati d a  V .  V.  per le 
cor&struzioni de'clzle i l lw t r i  pvoblemi, i l  primo, della rlivisio+ze clell'a~zgolo i w  data  proporzione, 
i l  seconclo, clell'ilzvenzione delle rlue medie proporziolzali, contenuto iiel Quinto libro deyli Ele- 

ment i  d i  Euclide, ovvero Scienza awiversale delle proporzi09ti spiegata colla dottrinn del Gu- 
lileo, con nztou'ordine distesa, e per la  pr ima  volta pubblicata cln VINCENZ~O V I V I A N I ,  ultimo 
suo discepolo. Ayyiur~tevi cose varie, e del Galileo, e del Torricelli; i rayguayli  delle ultime 
opere loro, con nltro, che dall'indice s i  mani fes ta  (In Firenze, alla Condotta, MDCLXXIV), 
a pag. 879 del quale si fa parola della iperboke mesolnbica. 
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d i s s i  aver  raf l igurata  per l a  S."" delle innumerab,i l i  Iperbole, cioè per quella in 
c u i  le abscisse d a  una delle d m  Asintote prese da1 Centro, O concorso delle 
rned." Asintote s t a n n o  in proyorxio.îz reciproca dell 'ordinata q." appl icate  alle 
med .  asintote e la gual c u r v a  i o  c o n c h s i  q u i v i  per  u l t imo  esser ella peraltro 
mnrav ig l iosa ,  in tendendo  i o  g e r  cagione dell'esser qua,drabiEe qmello spazio  
benchè d'estensione in f in i ta ,  si conte le sue  p a r t i ;  e per aver  n m h e  in se altre 
a~nrn i rab i l i  proprieta. 

La yeneratiovze poi dell'nltrn c u r v a  d i  V. S. Ill."*, s'io p u r  n o n  mi in- 
ganno ,  s i  r iduce  a d  esser l a  stessa che quella, nella quale  i Cubi  delle dette 
abscisse, s t a n ~ a o  in y r o p o r ~ i o n e  reciproca de' q u a d r a t i  delle d.' applicate,  e lcc 

q u a d r a t u r a  dello spaaio d i  qqhesta che è i~nrnensurabi le  da uns parte,  m a  ben 
mensurabi le  d a l l ' d t r a  l a  trouera K S. Ill.'"" enuncintcc corr a l tre  i n n u m e r u -  
b i l i  . . . . . del Conzmerçio Epistolico scritto da Mons."' F e r m a t  F r a ~ z c e s e  al Ca- 
val.' Digbi Inglese (20).  

T a n t o  penso i o  che bnsta  per sodd i s fare  ad desid." e cotncc~zdaz."" d i  V. 
S. Ill."" la qua le  per i g r m  progressi  che io  mi promette d n l  d i  le i  a c u t i s s i ~ ~ l o  
in,gegno, esorto c o n .  . . . . esul tanea,  a coltivare mdesso che ell'è su1 zerde deyl i  
a n n i  suai, queste nobili  scienze, a f f inchè n o n  le avuegbga cio che è avve"/~uto  cc 

m e ,  che da 40 e pi& a n n i  in qu,à mi sono i~wrnerso in a f f a r i  tan to  remot i  d a  
queste speculazio.ni che o r m a i  despero d i  poterle pi& r ipigl iare  per f w l e  plab- 
bliche, corne n e  vengo s t i m o h t o  d a  più, part i .  

E q u i  per  fine etc. 
D i  V. S. Ill."'" 

Deu. "O Oblig."" Ser .  

('7 Commercium epistolicum, de qu~stionibus quibusdam Mathelnaticis lzuper habitum. Inter 
nohilissirnos viros D. Gulielmum Vzcecomitem Brouncker, anglum ; D. Kenelmum Dighy, item 
Equitem anylum; D. B'ermatium, ilz supremu Tholosatum Curia Iudicam primariuln ; D. Fre- 
niclum, vzobilem parisinum. Una culn D. Joh. Wallis Geosnet. Profess. Oxonii. D. Fralzc. a 
Schootert, Math. Prof. Lugrluni Batauomtm; uliisque. Edidit J ~ H A N N E S  WALLIS, S. Th. U .  i n  
celeberrima Oxolziensi Acudemia Geornetriae Professor Savilianus. (Oxonii, Excudehat A. Lich- 
field, Acad. Typograph. Impençis Tho. Robinson, M.DC.LVII1). 

[La copia da me consiiltata é della Biblioteca Vittorio Emaiiuele di Roriia, e vi è segnato 
a mano « Ex lib. Alph. Bovelli »]. 

Questo libro fu tradotto in frariçese e riprodotto per iiitero ne1 vol. III delle Oeuvres de 
FERMAT publiées par les soir~s de MM.  PAUL TANNEHY et CHARLES HENRY SOUS les auspices du 
Ministère de Z'Instructiow Publique (Paris, Gauthier-Villars, M D C C C X C V I ) ,  pp. 399-610. 

AnnaJi d i  Matematica, Serie 111, Tomo XXIV. 38 
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La iyerbole rnesolabica alla quale accenna VINCENZIO VIVIANI nella pre- 
cedente lettera, fu da lui descritta per la costruzione delle due rriedie propor- 

Fig. II. 

zionali ; egli prima l' aveva 
chiamata cissoide rnesolabica 
(pel modo col quale 1' utte- 
neva, alquanto analogo a 
quel10 con eui si ottiene la 
cissoide di DIOCLE da1 cer- 
chio) ; ma si accorse poi esser 
cpella curva la niedesinia di 
quella che altri (colne direino 
ora) aveva già coiisiderato. 

Questa curva nori è clle 
un caso particolare della cur- 
va che si ottiene conie se- 
gue ("): si consideri (vedi fi- 
gura II) un semicerchio di 
diametro A C .= a ,  e, per A, si 
conduca una retta arbitraria 
die  tagli la circonferenza in 
B, ed in D la tangente alla 
circonferenza coridotta ne1 
punto C. Costruiarno la B G 

perpendicolare ad A C, la G B ,  perpendicolare ad A D, la B, G ,  perpendico- 
lare ad A C, la G, B ,  perpendicolare ad A D ,  e cosi via. 

Sull'ultima retta cosi ottenuta Bk-, G,-, si stacchi un seginento GAI = A D ;  
il luogo del punto JI (al variare, naturalmente, della retla condotta per A) 
è una curva (che pu6 cliiainarsi iperbole) d'ordine 2 k + 1, la cui equa- 
zione è :  

X yZL = aZk+l. 

Invero, detto p 17angolo D A  C, ed (s,  y) le coordinate di Jf, si ha :  

a y = A D = -  
cos rp 

(21) G. LORIA, Spezielle alyebraische u?zd transzenden,te ebeee Kurven. Theovie und Ge- 
sclziclite. Deutsche Ausgnbe von F .  SCH~TTE.  I I  Auflnye. Erster Band (Leipzig und Berlin, Teub- 
iier, 1910)' p. 319. 
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A B  = a cos cp A G = a cos" 

elinlinando cp dalla prima ed ultima relazione, si ottiene, per equazione del 
luogo di AI: 

X $k = a 2 k t l .  

Per k = 1 la costruzione precedente si riduce a quella della curva del 
terzo ordine : 

x y2 = a3, 

che è quella ehe VIVIANI chiatna iperbole mesolabica. Questa medesima curva 
è trattata da FERMAT nella lettera IV del Cornmerciuw citato; nella lettera 
cioè, del 90 aprile 1657, a DIGBY 
(1603-1665) ("); a proposito di 
essa, FERMAT enuncia la stessa 
proprietà notata da G. CEVA 
nella lettera da noi riportata; 
nella iperbole ordinaria il ret- 
tango10 IV P è costante (v. fi- 
gura III) ; si supponga ora (dice 
FERMAT) che sia costante il pro-' N K r 
dotto del quadiato di B  N, per Fig. III. 

B P, che cioè, quindi, come di- 
remmo noi, l'equazione della curva, riferita agli assintoti, sia x y' = cost. La 
curva allora sarà una iperbole tale che il parallelogranmo B 1  sarà eguale 
a.110 spazio compreso fra la base B H e le due curve B D F, F E  H. 

Se, ilivece, è costante il prodotto del cubo di B N per B P, si otterrà 
un'altra iperbole, tale clle il parallelogrammo B I  sarà doppio del10 spazio 
cornpreso fra la hase B H e le du; curve. E cosi poi, in generale, se il pro- 
dotto d'una potenza di B N per una potenza di B P è costante, il paralle- 
logrammo B I  starà al10 spazio suddetto, come la differenza fra l'esponente 

(*a) fi riprodotta come lettera LXXXII della corrispondenza di FERMAT, starnpata ne1 vo- 
lume II delle Oeuvres de FERMAT già citate. 
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della potenza di B N e l 'esponente della poteiiza di B P, sta all'espoiieiite 
della potenza di B P. 

Ne segue, osserva. FEKMAT, clie nell'ordinaria iperbole lo spazio sutlcletto 
rion è eguale ad u n 0  spazio dato, e die, in  getierale, l ' espo~iente  di BAT 
deve esser niaggiore di  quel10 di B P. 

Le  stesse considerazioni aveva fatte prima WAJ.LIS nella. sua Arithmetica 
infinitorum ( a "  (prop.  102 e 104), corne scrive Io stesso WALLIS  a l  DIGBY (let- 
tera V del Comw~erciurn). 

7. All'ultima lettera ripoitata CEVA rispondeva ancora. : 

Ill."" Sig.', Sig." Prne Col."'" 

L a  favorit."" d i  V. S. Ill."'" mi è sewbrata un tesoro, e per le grazie che 
m i  fa, e per le notixie massime che m'accenna. Qua i n  Mantova non  s i  s a  doue 
ricorrere per un libro in genere d i  Mdhemat ica ,  onde ho scritto a l  Pre Ceva 
Gesuita snio fr."'" i n  N i lano  che esso pure si diletta d i  simili  s c i~nze ,  ccnzi lc! 
professa i n  Brera, doppo i l  p ramo ,  hnvendo irnpieyafa la  ma t ina  nell'inse- 
p a r  la Rettoriccc ("); l'ho dico pregato a far d i l igema iu biblioteca A m b r o -  

siana,  acciochè +ni risnetta ln coppin d i  quella lettera contesluta îtelk'opern che 
mi accenna, con insieme i l  .titolo preciso, osia la  notiticl d'haver i l  medesimo 
libro del Valisio. nlcl ho anche pretnura, et ansiet& grande d i  godere dell'opercc 
d i  v. S. Ill.""", che pzcr rn'acceunn,, eperh se è cos« piccoka V .  S. Ill."" è sup 
plicata, e sententinta a rimettermeln subbito. M i  y n r  d i  vedervi cose bellissinle, 
et anco utilissime al mie proposito sichè Le  rinooo l ' i s t awa;  inoltre so che sot1 
d a  niente, e che pccrln in me solo l 'nfetto grande, che 2~orto a sitnili scienxe, 
nrdisco come scolnro ntiserabile verso u r ~  suo grnn  JIaestro d i  solecitcçrla cr 
trovar tempo per dnr alla llcce il p r t o  che mette itb d ~ b b i o ,  nè permetta i r ~  

(23) JOHANNIS WALLISI I  SS. Th. D. Geometriac Professoris Saviliar~i $ I L  celebevriiilh Acu- 
demia Oxoniensi drithinetica ii~fiuitorunz sive Nova ~net l~odus inquirencli i t ~  Curvilineot-utn 
qwadraturam aliaqzce difficiliora Matl~eseos Probletnata (Oxooii, Tppis  Leon. Lichfirld Aca- 
rlemiae l'ypographi, Irnpetisis Tho. Robiilsoii, A lino 1656). 

(P4) Il p. TOMMASO CEVA, gesuita, insegi10 ne1 Collegio di Brera in Milaiio, per ben 45 
arini, la Matematica. 
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modo  alcuno, che s i  sepelliscano ne1 niente speoulationi sac, che p e r  l a  y r a n -  
dezza Eoro, e chinrexxa sono anzrnirate d a  tutto i l  Mondo.  Ass icuro V. S. Ill."'" 
che i o  oggidi  n o n  s t imo q u a s i  a l tro  Geonzetra, che l a  persona d i  V. S. Ill."'" 
rned."", n è  ho dubbio clze i o  n o n  ~ n ' h a b b i a  a cnvar  grandern." la sete, O per  
meglio d i re  riacenderla più per la qua l i tà  t roppo sapor i ta  del Eiquore e c e n a  
s u a  geonzetricn. Conosco d'essernei avvanza to  troppo, pero l a  suplico con u n  r i -  
flesso delln sua grmz bontà compatire l a  +nia p e n n a  nzentre con n o n  p i ù  d i f fun-  
d e r m i .  . . . . sempre qua1 fu i  

Di V. S. Ill."" Alant." li 26 ott." 85. 

8. Eti ecco poi collie Vlvra~r  signoriltiiente aiinunzia ai CEVA la Sua 
intenzione di donargli il Comntercium che egli non poteva trovare in  Mantova : 

Al Sig. Gio. Ceva 
Manlova 

i l  . . . . . 1685 

111."" Sig.' nLio Pr'ne 

L 'amore in tenso che h o  e che d i  continu0 h o  avu to  alle Jiatematiche è stato 
d i  ta1 t e m p r a  e cosi staccato dall'anzor d i  m e  stesso che quantunqzce io per  l a  
nzngg. parte  del tempo d a  che i o  n e  hro qualche cognixione, i o  mi s i n  trovato 
i n  inepieghi . . . . . &l poter appl icare  a clar fuori  le cose m i e ,  ho gero sempre  
n tutto mie potere cooperato che y l i  a l t r i  a i  s i  adoperitzo, e s i  facciano onore 
colpronzuoverle con le lor nuove  speculazioni.  D i  g u i  é che o r a  vedendo V. S. fil."'" 
tu t ta  in ten ta  e in o r d i l ~ e  a farci yodere le sue ,  e sentendo all'incontro per l a  
d i  lei amorevol."'" del 22 ( 2 5 )  del passato  che le m a n c h i  quel Conwnercio Epist." 
del Val l i s io  d 'onde i o  le scrissi  che poteva cavarne  notizie a l  bisogno . . . . . e 
dopo molte dibig." fatteci izon l 'avendo trovato nzi sow risoluto d i  b u o e  quore  
(sic) a privarmene con staccarlo d a  altre opere colle yua l i  e r a  lega,to, e d i  
fccrvene un liber0 dono insielne con le m i e  bagatelle s tawgate  che mi dice n o n  
muer arzcor vedute  e che mi ha cotnandato inviar le .  

Dovrebbe dire 26. 
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Il tutto la supplicherei per sua benignità a voler gradire ita segno della 
uenerazione che ho al merito suo, e del desid." ardent.'"" delle sue glorie. Resta 
che si compiaccia d'indicarwi per qual via io debba fade pervenire puesti libri, 
e a chi io debbn qua consegnarle ad cmtto che le giunghino sicuri e ben con- 
dixionati. Netctre non essendo questa per altro [la copia della lettera fiiiisce 
cosi seriz'altro]. 

[inança la firiiia]. 

E CEVA cosi rispotide ring.raziando : 

Ill."" Sig.', Sig. rnio Pne Col."" 

Qunndo comiizciavo quasi a tewtere della ?nia iwzportunità verso di V. S. 
con forse essermi abbusato delle sue grazie, ecco che son oltreuzodo favorito dalla 
gentilissinza sua, che sol hora ricevo; dalla qunle per le sovrabbo~zdanti yrazie 
che wzi significa esser V. S. 111."" per farmi, colla missione delle sue nobili 
speculationi, et altro, concepisco di goder senxa fallo la fortuna d'esser tra' pri- 
vilegiati servi d i  V. S. e già chè ka cosi disposto di graziarmi yotra 
restar anco servita di far avere il tutto a Sig."i Simon, e Raminio Piazacc, 
che questi rinzettendolo con prime occasioni a questi mercanti ebrei Ei.a~zchetti, 
da essi ricuperero og92i cosa spro  bene condizionnta; yero la suplico quntzto so, 
e posso a non volere per causa mia guastare il co.iuplesso di quelle szce opere 
che mi dice, con estrarvi i l  comercio epistolico, che non. +ici è mai riuscito d i  
poterlo far ritavenire, ne metao nella Biblioteca Awdwosiana ('7 da doue pure 
mancano poche opere, che son d i  profltto al Mondo lette,rario, che se poi è cosa 
già seguita, mi rizcscirà betc favore segnalato. Noîz so prop-iamente svilup- 
pawni in n~ostrarle colla penna que' s e p i  che esprincano le mie molte obliya- 
zioni, so bensi di conseruccrle nell'anima semtpre vive, siczwo d i  non poterle 
srnaltire, se V. S. Ill."" non me ne d a  i n  qualche parte la forma, con nuovi 
favori, cioè con qzcalche materia per ztbidirla. Resto dunque con u~~ciliamti 
a' suoi cenwi, rassegnandowri senbpre di V. S. Ill."'" 

nhnt." l i  23 nov.9685 
dev."" et obligat." Ser.'" 

(86) Oggi neppure esiste alla Biblioteca Ambrosiana di Milano il libro del WALLIS; corne 
pure non esiste alla Biblioteca Naziailale della iiiedesiliia città, alla quale il fondo di libri 
antichi di matematica perverme dalla Biblioteca dell'ex-Collegio di Brera della Conipagnia 
di Gesù. 
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9. L'ultima lettera, irifine, di questo periodo di tempo, 15 la seguente: 

Ill."" Sig.', Sig.' P r n e  Col."" 

Hebbi al la  venuta del corriere nell'ordinario scorso i ire favoritissimi 
l ibri  con l a  gentilassima d i  V. S. 111."", e perchè i l  dono, rnassime d a  una 
m n n o  cosi riverita,  e che d i  doni  n'è l a  couwpositrice, no?.% mi poteva riuscire 
pi& prezioso, percid ne devo a V. S. Ill."", dovut i  miglion,i (sic) d i  grazie. N o n  
h o  potuto a meno  d i  n o n  riccorrere l'ultirna opera d i  V. S. IEl."" in qualche 
parte, r iserbandomi d i  vederla atte~ztaw.'" piacelzdow~i assniss imo i l  methodo 
del dirnostrare i l  q z ~ i n t o  libro delle proporsiowi d 'Eucl ide wzettendo per comuni  
notixie, quelle cose che per dimostrccrle, h a  dovuto Euclide supporre cose molte 
pi& dewzostrabili; ?ni piaciorzo poi n s s a i s s i ~ t ~ o  le dinzostr.""della trisett."" del- 
17a~tgo20, e delle due  medie.  In quanto poi  'a l  6isogn.o ntio p w  hova,, h o  osser- 
unto la proposit."' generccle nella lettera 2" in frc~ncese del Cawal." DigOi, circu 
q.'"iani d i  longhexaa infimita,  e loro q u a d r a t u r a ;  sna la dimostratio+?e non 
mi è r iusci ta  d i  vederla nelle seguenti leltere. In oogcni caso q u a n d o  mai altro,  
mi bastera che l a  proportione asseynata d i  d." quadratzcre s i a  infablibile, e che 
uwi s ia  approvnta d a  V. S. Ill.waa 

Non posso per hora maggiormente  di f fundermi,  onde carico d i  molte obli- 
gaxioni resto s e ~ n p r e  X a n t o v a  8 febr. 1686. 

D i  V. S. Ill."" 
Devot."'" et obligat."" S r e  

G I O V A N N I  CEVA. 
S. VJNCENZO VIVIANI  Firenze. 

10. Uscito, verso la fine del 1698, stampato a Bologna, il libro Geo- 
metr ia  +notus del CEVA, yuesti ne invib copia ai VIVIANI,  colla lettera che 
segue, a proposito della quale notiaino che la dimostrazione del VIVIANI che 
C E V A  dice di aver riportata ne1 suo libro, è quella di p. SB della Geometria 
motus.  

1 tre libri inviati al CEVA dovettero essere il Com~nereium di WALLIS, il Quinto libro 
rleyli ele?n,enti di Euclide del VIVIANI, già citato, e l'aitra opera di VIVIANI stesso : De maximis 
et minimis yeometrica rliuinatio in quinturn Conicorum Apollowii Pergaei adhuc rlesidern- 
tunz, etc. (Florentiae, t y p .  Cocchini, MDCLIX), ilella quale, corne si è detto, VIVIANI divin6 
il V libro di APOLLONIO. 
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Ill."" Sig." ~ z i o  S. P r n e  Col."" 

È utz g m n  tempo che n o n  h o  con enie r iver i to  V. S. Ill."", l a  d i  cu,i ec- 
cellente uirtih mi s t n  sempre v i v a  n a n t i  y l i  occhi, e ne  h o  hav?nto un g r a l d e  
sse+nplnre legendo i l  g r u n  bel libro d i  V. S. Ill."" de m a x i ~ w i s  et rniwiwis  ("1 
dove si vede l a  m i n i e r a  fecondissinza del d i  lei g r a n d e  itiyegtzo. H o  ross0t.e 
in rnamdaryli  un m i o  ~ l t i m o  libriciuolo inscr i t to  g e o m e t ~ i a  mot?is,  e mi s i  ac- 

cresce tanto  pi& q u a î ~ t o  che tenzo esser l a  w ig l ior  par te  d i  ptaello le di~îtostr."' 
che ln mi n m n d o  giù g r a n  tempo fa d e ' q ~ e s ~ d o l i  y e r  dif fesn del celeberi~no 
G. Galli lei ,  aîwi d i s s i  della verità.  La sztpylico n cowzpnfire questo ard i re ,  e 
se n o n  ccltro ricouosceve ne1 povero rnio l i b ~ o  l!osseqznio che le povto. ilfi son 
inoltre preso liberth d ' inv iarg l i  d u e  al tre  coppie, accioché l'ztna l a  fclccia te- 
nere  a l  S. D." Lorenao B e l l i n i  d.' leygeîzte i l z  Pisa, et  a l h a  a l  S. Ant."r(t- 
glinbecchi ('7 a m b i  m i e i  SS.'"' ri?-erif i ,  e supp l i cnndo ln  cc compassionare  le m i e  
debolezze, e scusnre  i distzrf.hi c h c  le  c ï g g i u ~ ~ g o ,  vesto d i  7. S. 111."'" 

niant." l i  20 febr. 1693. 

Devot."'" et oblignt."'" S" 

GIOVANN~ CEVA. 

A questa VIVIAN rispose colla lettera clle segue, che porta, certo per 
errore, la da.ta del 1699; la copia di questa lettera, di iiiano del VIVIANI, 
presenta in parecclii punti cancellature e sgorhi, ed è scritta in modo che, 
in qualclie punto riesce indecifrabile, od aliiieno, se piir si coiiipreiidoiio le 
singole parole, non si comprende il senso coinplessivo della frase: oiid'è 
clle io ho creduto iniglior cosa sostituire dei puntini in luogo dei passi e 
delle parole suddette. 

(au) È l'opera (inviata da V~VIANL a CEVA) nella quale V i v i a ~ i  coinpi la sua fainosa di- 
vinazione del V libro FA APOLLO NI O. 

(29) 111 una lettera del 30 luglio 1693, ai redattori del Jourizal des Sçnvans, MACILIABECCHI 
fa cenno della Geometria lnotus iiiviatagli in dono da CEVA ; cfr. Le J o u n i a l  des  Spccvans, p o u r  
l'année J!i.DC.XCIII.' Avec le Catalogue des L ivres  d o u t  i l  y est parli, et uwe Table des Ma- 
tieres. Nozcuelle é d i t i o ? ~  ( A  Paris, chez Witte, M.DCC.XXLX), p. 342. 
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Al Sig.' Giovanni Ceva 
Mantova 

3 niarzo 1693 

Ill."" Sig. wio Sig. Pad. Col. 

La sera del Nartedi prossitno passato mi  pervenne dalln Posta la geuti- 
liss. . . . . di V. S. per la quale mi dà avviso d'in.viarnzi tre copie d'wt 
suo nuovo libro che una per me, l'altrcx. al Sig." Bellini, la 3 ctl sig. . . . . . 
[~Wagli~becchi] mza per chi i n  essa rzon vi si dice. 

Se ta1 *nissione sia, statn già fatta, ne per qua1 via, e nzi sovvenne c77e 
altrcç volta per ricever da me alcune delle mie opere V. S. Ill."" si valse d i  
certi Ebrei a quali mi impose di fnrne la consegna, nui credei ancora che d i  
u n  mezao simile ella si fosse valsa adesso per farrni avere le s ~ d d .  copie : 
ond'io m'ero accowodato prima d i  rispondere di attender yer ial via la col?- 
segna d i  qz.telle quale i n  breve spernvo. Non, ostante dentro a questo tempo non 
ho rnancato d i  intender da questi Ebrei . . . . . et alla stansa di Procacci se 
per sortn v i  fosse qussto involto, ma non già alla Posta di dove u n  wuio Ser."" 
recuyerd la lettera, stante che ne men su la coperta di essa era iîzdicata questa 

' ~rzissioîiie. 
iVa stassera i n  passando a caso dalla Posta mi venne in pewsiero di 

domandar se per fortuna vi fosse per me qunlche invoito di libri; et quale 
di fatto trovai che vi era, e ai averebbe dimorato fin tunto che questi . . . . . 
non rte fossero ricercati, essendo soliti d i  nttender che ,luandi a prendergli yuel 
tale che possa averne rcvuto lettera d'avviso, la yuale non era annessa a,l17in- 
volto. Subito dunque ne mandai uno a legare et i n  yuesto giorno l'ho scorso 
tutto con estrenoa avidità, e cosi alla sfuggifa ho cornpreso esser u n  degno 
parto del di lei fertilissimo ingegno e non quale l'inncctcc modesfiin srna pre- 
tendeva d i  figurarmelo. 

.Ben è ver che di questa litin età di 7 1  nnni agrnvata da tanti wali I Z O ? ~  

ho yiù la wzemoria cosi tellace n è  la mente cosi chiara . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . s i  che io non r?] nzi faccio sicuro d i  poter continuare a stw- 
diar yuest'opera sua come bramerei, e avrei fatto di mis yioventk 

AlznaEi d i  Matematica. Serie III, Tomo XXIV. 39 
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Nondimer20 rendo umil." grazie alla S. V. Ill."" della memoria che ella 
conserva di. me cosi cadente ch'io sono, col tenerrni ne1 numwo di quelli che 
ne sien capaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Ho gia mandat0 i n  nome d i  lei u n  esemplare per ciascuno a suddetti Si- 
gnori da quali douera sentime il recapito, e poichè la sua liberalitic si è estesa 
invece di  tre di mandarne quattro ad u n  yiovane wio Nipote che ha qual- 
che . . . . .  e diletto i n  &teste materie, ed i n  nome di questo ancora le rendo 
vivissime gruzie. 

Pra non molto spero di mandarle qunlcosa d i  mio, se Dio 10 perwzetterà, 
e fra queste una Lettera scritta ad u n  nostro comune Amico, con altresi ap- 
presso dei miei studi pi& vecchi dove alczcne delle cose che mi  par cli vedere 
i n  questa sua nobiliss."'" opera, le vedrh trattate di~ersani.'~ 

Vedo qui che ella ha fatto assai più conto di quel che si meritava quella 
mia bagatella sopra i l  moto de pendoli col riferirla nez proprio libro, dandole 
cosi quel pregio che per se stessa non ha;  rna perd i.n comparaaione delle sue 
profonde e solide speculaxioni spiccherh molto pi& la debole~za di quella alla 
quale io gitt non pensaua pih. 

Ben è vero che quegli onorati attributi ch'ella si è cowzpiaciuta di darmi 
non si devono ad uno che sa d'esser inferior di rnerito a qualsisia ben no- 
vixio scolare e che in  tempo di vita sua è stnto occupato sempre i n  affari pub- 
blici e del suo Sig." . . . . .  operando cose ulienissinze a qzcelle che nella somma 
quiete si meditano al tavolino . . . . .  onde chi ben .mi conosce dirà ch7eEla si 
sia lasciata trasportar dall'affetto ch'ella mi  porta, e di questo io mi  pregio ..... 

Per adesso invio alla S .  V. IIl.ltla due esemplari d'un qnio libwcolo stam- 
pato mesi sono per comando di chi sopra di  me ha sovrana autorita. Uno 
servira per lei ,  e l'altro per chi pi& le aggrada; e tutto ricevera franco per 
la posta con questa mia. Compatisca se una materia cosi grave e mera spe- 
culasione geom." io l'ho portata come i n  ischerxo a rneccanica per via d i  tim- 
patio e di suono, che cosi fare m'è convenuto per dar ne1 genio; . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . .  

Riderebbe V. S. in veder le strane risposte che son comparse da diversi, 
e da fa."i Geometri e Analitici d'Europa ne1 propos. del . . . . .  Problema non 
ostante che ne1 libretto io abbia c~ccennato tanto che basta per ricaziar la so- 
luzione e dirnostraz."" e tardi rni son avvisto che io doveva scrivere i n  latino, 
e non in toscnno per fado comune n tutti, e a quei che han peso  scusa di 
non intender qzcesta linyua. 

Ma ora io non mi sento da far di PZUOVO una si~tzile fatica: la quale, se 
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Dio uorra, si uedrà portata per Za sua via e inclusa i n  altra min opera aiztica 
elententare. 

E qui per non pih tediar chi si gloriosnrtterzte ojerando spende i l  
tempo, con riverente ossequio mi con fernr O 

Di V. S. 121." 
Di Fir. 3 Jfarao 

1692 

I l  libercolo che VIVIANI  dice di itiviare a CEVA deve esser certainente 
quel10 che conterieva la risoluzione del famoso problenia ch'egli propose 
negli Acta Eruditorurn, e che oggi va appunto sotto il nome di problema di 
Viuiani ("O) (aprire quattro finestre i n  una uolta ewisferica, in modo che la 
rimanente parte di questa sia qzcadrabile). 

L'enignza fu risolto, corne si sa, analiticainente da molti dei inaggiori 
matematici dell'epoca (LEIBNIZ, GIACOMO BERNOULLI, WALLIS, DE L'HOSPITAL), 
e di ci6 V~VIANI rimase molto addolorato, giacchè aveva cosi avuta una prova 
dell'eccellenza di quei inetodi analitici, ch'egli reputava iilferiori ed inadatti 
alla miglior risoluzione dei problemi geometrici. 

Nella copia riprodotta della lettera egli chiama strane le risposte date 
al suo probleina; e si duole, in sostanza, che gli altri matematici non aves- 
sero risoluto il problema coi metodi suoi ( 3 ' ) .  Egli, nella sua risoluzione, non 
inseri le dimostrazioni; yueste, peraltro, furon poi date da GUIDO GRANDI nella 

V ~ V ~ A N ~  pose il suo enigma col titolo di Aeniynza geometricum de miro opificio Te.stu- 
dinis quadrabilis emisphericae a D. Pio Lisci pupillo geometra propositum, die 4 Aprilis A. 1692 
(Acta Eruditorum, a. 1698, p. Wh), nascondendo cosi il suo nome con l'anagramma dell'ap- 
pellativo postremo Galilnei d i s c i p l o .  Ne diede la soluzione in A2 Sevenissiîno Principe cli 
Tosçana, Formazione, e misura  d i  tu t t i  i cieli,  cor^ l a  struttura, e quadratura esatta dell'in- 
tero, e delle p w t i  d i  ut& nuovo Cie20 a+n&rabile, e d i  utco degli ant icki  delle volte regoiari 
cZeyli architetti. Curiosa esercitazios~e nzatenmtica d i  T. V. (In Firenze, nella st. di Piero Ma- 
tini, 1699). 

($') Il MONTUCLA, nella sua Histoire des mathéinatiques, d a m  laquelle oltd rend compte de 
b u r s  progrès depuis leur origine jusqu'à nos jours; etc. Tome II (Paris, chez Jombert, 
M.DCC.LVIII), p. 71, è di opinione che nessuna delle soluziorii date del problema, superi 
per eleganza quella data da1 V i v i ~ ~ i .  
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sua prima pubblicaziotie tiiatetilatica ("). Eotiaitlo arizi che G~IARTDI diede p i  
anche la traduzioiie latiiia dell'opera di VJVIANI, traduzione clie Vlvranrr ~iella 
lettera precederite si rairirnarica di 11011 aver yetisato di stanipare. 

G. CEVA rispose allora coli'altra segueiite lettera : 

Ill."'" Sig." m i 0  P n e  C'ol."" 

Nola f t ~ i  uerarllente cnvvertito d i  avv i snr la ,  che le yuattro co4)pie del w i o  
libro, gliele tras?ttetteuo con  il corriere, ben mi ccvviddi q u a s i  szcbb." part i t0  il 
Corriere med. ,  ma n o u  s e r v i ;  mat m a l e  che V. S. 111."'" se l'iwamagino, e con 
cio hebbi adewzpito il m i o  desiderio,  che ella restasse po?tttr?n.' seruitn,  corue 
che auche questo corlcorreva alla grarb s t i r m  che s i  deve a l  t r w i t o  d i  V. S. 111.""' 
Quanto poi cclli +ueriti del libro, ella che n'6 quel yraph Gitidice s n p r à  quel10 
possa pesare,  e stiwto che l'afletto . . . . . p u r e  c o m m ~ ~ q u e  s i n  ho inteso d'iwt- 
prinaere in yuella le mote dell'cclto osseyuio,  che le y r o f e s s o .  S e  i o  Iaaaessi letto 
p r i m a  i l  bellissiwzo suq  libro de  n l a x i m i s  et nz inimis ,  knurei  facilitate molte 
di+ttostrazioni;  r r~ass ime  quelle, che c a m i r z n ~ ~ o  11er dopp ia  posizione, bastaka- 
done d i  w a ,  ,ma s~rv i rarnrn i  i î l  neveuzire, e cosi potrd gloriarwii d ' e s s e r ~  cero 
scolare d i  V. S. Ill."'" crlla puale vorrei  crescere mlicc buojza pcrrte d i  d a ,  e d i  
yrosperitic per godere h n g o  tewzpo ?in t a n t o  m i o  Padrone,  w n  s o u  q u e s f i  de- 
s ider i  n2er.e vawit&, e l a  uerità, è che hccbbianzo cc godere un Paese  d i  g r a n  
l u n g n  p i ù  bello se Zddio c i  fcwà l a  grax ia  per  s ~ t n .  qnisericordia. 

La r i ~ z g r a z i o  del r icapi to  dell i  d u e  esemplari ,  e che nbbia colloctrto cosi 
bene anco il quar to ,  yodemio che u9~ suo  P. Kipote c a v ~ i w i  p e r  unn s t r n d a  
cosi feconda per  g r a ~ z d i  cose, wzassirne gu ida to  da1l'~ingegno g r a n d e  d i  V. S. 111."'", 

e d i  q.'"'" che esso h n v r à  d a l l a  propr ia  indole.  
J l i  s a r à  sopramodo coro d i  vedere l 'altro libro, che in breve p e n s a  V.  S. 

Ill."" d i  collocccre irz luce, e n o n  po t rh  essere che degîzo delle s u e  be1lis.sime 
idee,  s i  corne 10 è il libriciîzo che ho ricevuto,  e visto con  avvidit ic,  ~~e l l ' o rc l i -  
teario stesso, e n o n  ( s o )  se n o n  scorgere i t ~  V. S. Ill."'a ccrgonaedi del la  g r n n  s u a  
bontà,  i n g e y t ~ o ,  e gei~erosi tà ,  e puanto cc yuesto ziltiwo s u o  l ibro nui riserbo a 
goder10 pi,& diffzcsarn.'" hnvendo  hora  qualche occupazione, clze lzok~ lu i  lnsçia 
Z'anisno del tu.tto libero. 

(89) G. GRANDI,  Geoivhetrica detnoi,strtctio V i v i a ~ e o r u ~ n  probleinatzcwt quae i + ~  oxercitutioue 
yeoinebrica, etrusco idiotnate atrno 1692 editu, cutn sola tleterinir~atior~e prorlit l iera~~t,  ecc. (F1o- 
rentiae, ex typ. de Guiduccis, M.DC.IC). 
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Quella m i a  machinet ta ,  O s i n  balestra (37 l'ho fa t ta  far  q u i  et è s ta ta  
~ n o l t o  graditrr f in questo ser."" wzio Prne ,  a l  guale h o  dedicrrto i l  libro. L'ar- 
tefice è un ta1 frccncese cletto nl0&6 Cotd ("h è questo un artefice, che credo 
habbia  pochissiwi p a r i ,  yoichè oltre i l  manegg iare  bene i l  nzartello, e l i m a ,  la- 
oora anco  d' ingegno con belle inaent ioni  della s u a  arte.  L a  s u a  eccellensa h a  
merituto d i  esser giic molto t ewpo  . . . . . d a  Sua Altezxa,  e se V. S. Ill."" 
cornandera che s i a  serzjito codesto Ser."'" Prencipe  mi prometto d i  zcna cosa 
d a  p a r  s ~ o  quawto a l  lavoriero,  e per quello r i g u a r d a  l a  sos tanza della m m -  
ch ina  (benché è stnto mie nrd i re  i l  crederla degîzo d i  u n  Prencipe)  tu t ta  volta 
contribuiro oglti m i c h  a s s i s t e m a ,  ncciochè s i n  d i  g r a n  l u n g a  pi,& efficace della 
già fattn. 

Circa i l  co~nm-cio epistolico tengo quello del Va l i s io ,  che V. S. Ill."" con 
l a  szm soli tu generosità. mi regald ins iewe cole s.ue opere g i h  anni sono, e se 
mai a caso fosse questo, che l a  ricercasse m e  10 accenni,  che subb.Ogglielo i n -  
vierb. D a  qzcesto hebbi luce esservi  s tumpato  d i  d." Vallzsio ultro libro inscritto 
ar i thmet ica ir$r%itorum, e per  quan te  dil igenxe i o  habbia  usa te  nos1 l'ho m a i  
potuto rgnaenire corne desideravo, perchè t ra t tu  d,i rnethodo rv~olto bello, e q u i  
con  o y n i  più riverente osseyuio resto d i  Ti S. Ill.'"" 

Nant ."  l i  13 ubarzo 1693. 

Devot." ed obligat. Serv .  
GIOVANNI CEVA. 

11. Colla precedente lettera finisce il carteggio CEVA-VIVIANI conser- 
vatoci, della firie del '600. 

Ci rimarie aricora una lettera del CEVA del 1701 : 

Ill."" Sig." P r n e  Col.'"" 

H a v e r à  V. S. Ill."'" tempo fa ricevuto da1 P r e  Tomaso  nzio fr.e"" un d i  l u i  
libro ne1 qua le  evvi  un trattatello de  nntzcra grawium ("1, e colne che t r a  le 

(s3) Questa balestra è quella descritta in  fine della Geotnetria motus. 
(34) Questo artefice è quello che, secondo ogiii probabilità, coutrui l'apparecchio ideato 

d a  TOMMASO CEVA per la plurisezioiie dell'arigolo. Cfr. A .  PASCAL, L'appareccl~i~ polisettore 
cli Twnmaso Ceva ed zooa lettera inedita d i  Gzcido Grandi (Kendicoiiti del R. Istituto Lorn- 
bardo di Scienze e Lettere, vol. XLVIII, 1915). 

(86) TH.  CEVAL, De natzcra g+auium Libri duo (Mediolani, tÿp. Malatestae, 1699). 
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altre cose, alle guali non sapeuo piegare il wio assenso, eravi, che i gravi do- 
vessero i n  proporsion delle distanze da1 centro dell'unicerso aquistare mws.  
velocitic, nè quel suo rnethodo parevanai efficace yer dimostrare una cosa tanto 
lontana da1 senso comune, g l i  riusci yer via di movimenti, che si consuwano 
nel med. tempo scorrendo i l  grave realm." per u n  lato d'un triangolo, e vir- 
tzcalm." par gli altri duoi, farmi col beneficio d i  una libra imnbaginaria, render 
per qualche tempo persuaso; ma riandando poscia la sua ccrgumentat."', mi 
nacquero dificolta tali, che mi fecero ritornare nella primiera min, e vulgata 
opinione, che de gravi la distansa da1 centro nulla conferisse al supposto aug- 
mente d i  velocità; per 10 che peresando di poter i n  esso suo argoetedo ritro- 
uare una manifesta fccllaccia, fui io per i l  contrario d a  une med." convinto, COIL  

la dirilostr." seguente; +na yoichè pu6 essere, clze prenda qualche eqwivoco, ve- 
nendorni questa messa. in  dubbio da u n  Pre della Compapia d i  Gesit a cwi 
l'ho cofimnicata, sianzo convenzcti d i  porla sotto la y,iustissa censura d i  V. S. 
Ill."", la quale, come amica della uerità, e peritissi~no d i  tali scier~xe, nou uorra 
dire, che puramente i l  suo sentimedo. 

Siano dunpwe i duoi corpi gravi A D, C B, i cefitri dei quali A, B ;  B E, 
A E siano le distanxe loro da1 celztro E dell'universo: dico che la velocita di 
B C dalla quiete i n  B alla velocità d i  D A dalla quiete il& A verso i l  mede- 
sirno centro E sta come la distansa B E  quanta si vogli alla distanza A E ;  
sia F i l  centro d i  gravezza de' dzcoi corpi gravi A D, B C; si che supposta 

Fig. IV. 

A P B una libra , equiponderi 
y.""" sospesa da1 pztnto P. Tirisi 
poi per E la G E N  parallela alla 
A P B ,  e parimenti da B7 et A le 
d u e  B H, A G parallele alla F E ,  
la pale per pi& facilita inten- 
dasi perpendicolare alla A B. 
Poichè supposta B B la velocità 
del graae C B dalla quiete in B 
equivale la rned." alle due B F, 
B H, saric egualme tirate l'estremo 

B da1 grave B C giusta la direttione B E ,  che da1 corpo B C considerato senxa 
gravexza, ma affetto CO le due velocità B H, B F :  dunque i l  grave B C farb 
forza secondo la direttione B H con la velocità B H ,  e secondo B P con la ue- 
locità R 3, e poichè si suppone la libra A B in equilibrio starà B P ad 4 F 
cowze il  corpo A D  a1 corpo B C, cioè i l  corpo D A  dovrà hmvere la medesima 
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velocità secondo A G, che C B secondo la B H, cioè essendo B H la velocità. di 
B C sarà A G quella di B A ;  e poichè per i l  med. equilibrio i l  moment0 del 
grave B C verso A è uguale al moment0 del grme D A  eerso B, sari% la ve- 
locità del corpo B C a quella d i  D A, verso P, come i l  corpo D A a2 corpo 
C B, cioè corne la B P ad A P ;  waa la velocita d i  B C verso F fa B P, dunque 
quella d i  D A  verso F sarà Al"; tanto che i l  corpo affètto delle due velocità 
A F, A G sarà equilibrato CO?& i l  grave B C, osia con i l  corpo affetto delle due 
velocihi R H,  B F ;  9na yoichè i l  corpo D d affetto delle velocità A l?, A G equi- 
vale al grave D A  (sendo che tanto l'uno, quanto l'altro equipondera al con- 
traposto C B) dunque i l  grave B A  haverci in A la velocitic A E, che è equi- 
valente alle due . . . . . laonde i l  corpo C B in  B dalla Quiete haverà una tal 
~elocith, che a quella di D A in  A .(ambi verso E )  starà come £3 E ad A E, 
che è quel10 etc. 

Corollario. 

Dalla sudetta dimostraz." si vede, che la libra A B ,  i l  d i  cui centro in  F, 
intatzto sta in equilibrio in quanto la resta B P alla F A  sta corne la mole 
corporea D A  alla mole corporea C B; e non gib in proporaion reeiproca de 
pesi, colne volgarm" è ricreduto. 

Corollario. 

Parimenti per la si9niliiudi1ze de movimenti, e che si consunmano in uguuM 
telnpi secondo la B H, et A G ;  facilwz.' si dimostra, che i ternpi per le B E ,  
A E sarebbero uguuli. 

Si è poposta una figura facile per abbreviare la dhnostrazione; per altro 
in  qualsivoglia inclinazioîze d i  libra, si dimostra 10 stesso; indi poi un har- 
+nonia ~naravigliosa, con la quale i gravi caclendo nello stesso tempo serso 
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il centro dell'uniwerso, concorrono anco a particolari; cioè in questo caso 
in E, et P. 

Covnpatisca V. S. Ill.'"" il disturho, wza gia chè si tratta d i  cosa assai cu- 
rioua, non. ho te*nuto di prenderrni qq~esta libertà, e qui con tutto l'osseqlrio 
resto con inchinarla. 

Di V. S. Ill."", ka puale supplico darnzi pure yualche nlrova del S. D.' .Lo- 
renzo Bellini mio riverit."'" Prne, al pale  pure potric se gli piace, commmicare 
essa dimostrazione, sperando di yoter poi dire come nascn la +nec?." gruaezxcc. 

iMantua l i  I I  Marxo 1701. 

Deeot."" et obligat."'" Sera." 

GIOVANNI  CEVA. 

Napoli, Facoltà Mateinatica della R. Uiiiversità, 

marzo 1915. 
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