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ATl SIGNORI SOTTOSCRITTORI

PER

IL MONUMENTO AD ENRICO BETTI

I1 Comitato costituitosi per erigere un monumento ad Exrico BETTr ha
potuto soltanto ora soddisfare al proprio compito. Il lunghissimo ritardo &
provenuto da molteplici circostanze, in particolare dalle pratiche fatte per
collocare il monumento stesso nel Cimitero urbano, ove riposa la salma del-
linsigne matematico: pratiche che, accolte dapprima favorevolmente, non
poterono poi avere l’esito desiderato per una disposizione ministeriale che
proibiva in modo assoluto di porre in quel Cimitero nuovi monumenti mo-
derni. I1 Comitato dovette quindi accogliere 'unica soluzione che, dopo varie
diseussioni, fu trovata possibile, cio¢ di mettere il monumento nel Cimitero
suburbano.

Presentemente 1’opera & compiuta. Il monumento ivi eretto & a parere
di tutti, un onorevole ricordo alla memoria di quel Sommo.

La spesa totale & stata di L. 4385,73 che provennero dalle L. 2866,05
raccolte per sottoscrizione e dagli interessi di questa somma che era stata
. depositata nella Cassa Postale di Risparfuio.

La composizione ed il disegno del monumento sono dovuti al professore
arch. cav. uff. Enrico Ristori dell’Accademia di Belle Arti di Firenze: la
modellazione e fusione del busto e delle altre parti in bronzo furono eseguite
dal prof. Pietro Arcangeli, scultore ed architetto di Firenze, e la lavorazione
delle parti in pietra (granito di Firenze) fu fatta dalla Ditta Sandrini di
Firenze.

Pisa, Giugio 1914, .

Per il Comitato
Il Presidente U. DINI.
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Sur les familles et les séries
de fonctions multiformes dans un domaine.

(Par M. Guorars I, Rémounnos, & Athénes.)

INTRODUCTION.

1. On sait que des travaux récents de MM. G. Viravi, P. MonTeL,
C. SeveriNg, C. CARATHEODORY et II. LaxpAU ont montré que 'existence de
valeurs exceptionnelles dans un domaine D communes & toutes les fonctions
d’'une série ou d’'une famille, supposées holomorphes dans D, entraine des
propriétés importantes concernant le module de ces fonctions et la conver-
gence de la série ou des séries extraites de la famille ainsi que la nature
des fonctions-limites [le lecteur trouvera la bibliographie relative dans les
chapitres de ce travail]. Encouragé par les résultats de mes travaux anté-
rieurs qui ont montré que les fonetions algébroides dans un domaine ou
dans tout le plan de la variable indépendante jouissent de propriétés tres
voisines et analogues a celles des fonctions holomorphes, jai entrepris des
recherches ayant comme but 'étude du role des valeurs exceptionnelles des
fonctions d’une série ou d’une famille, supposées algébroides dans un do-
maine D, sur leur module et sur la convergénce des séries, et jal obtenu
des résultats satisfaisants, dont une grande partie a paru dans mon Mé-
moire : Sur les familles de fonctions multiformes admetiant des valeurs excep-
‘tionnelles dans uwn domaine (Acta Mathematica, 37, 1914) et les autres, qui
se rapportent au cas de trois valeurs exceptionnelles (0, | et oo, par exemple)
sont exposées ici d'une fagon indépendante du Mémoire des Acta Mathematica.
Comme il s’agit de séries de fonctions multiformes, dont les valeurs ne
sauraient étre séparées les unes des autres a cause de 'existence de points
critiques dans le domaine considéré, il était d’abord nécessaire de donner
des définitions de la convergence dune telle série en un point et de sa con-
vergence uniforme dans un domaine, par lesquelles j’ai dd commencer.

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIII. 1
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2 Rémoundos: Sur les familles et les séries

Dans les deux derniers chapitres je traite d’autres problémes concernant
les singularités des fonctions-limites d’une série de fonctions algébroides dans
un domaine D convergeant uniformément dans D et la convergence des séries
formées par les dérivées d’ordre quelconque des termes de la série donnée.

T.es principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans une Note
insérée dans les Comples rendus des séances de U Académie des sciences de
Paris [« Sur la convergence des séries de fonctions analytiques», 26 Jan-
vier, 1914). Dans une nouvelle Note insérée aussi dans les Comptes rendus
(« Sur les séries de fonctions multiformes dans un domaine », 30 Mars 1914)
j’ai énoncé les résultats des deux derniers chapitres.

Définition de la convergence des suites de fonctions algébroides
dans un domaine.

2. Soit:
fi(e), 12 (2), fi(2)seoes £, (2),... (1)
une suite de fonctions algébroides & un nombre fixe v de branches finies
dans un domaine D et soit z, un point de ce domaine.
Limite de convergence. Nous dirons que un nombre X est une limite de
convergence de la série:

fi (20), 12 (20), 15 (a)seees [u(20)ye- (2)

si & chaque nombre ¢ nous pouvons faire correspondre un entier positif »,
tel que pour »>n, on ait l'inégalité

FAESIELE (3)

pour une au moins des branches de f, (z,).

Nous dirons que la limite de convergence % est de degré de multiplicité &,
si inégalité (3) est satisfaite pour k branches de £, (z,).

Limite de convergence uniforme. Nous dirons qu'une fonction ¢ (2) [ou
branche de fonction] est une limite de convergence uniforme de la série (1)
a l'intérieur d’'un domaine D, si & chaque nombre ¢ nous pouvons faire cor-
respondre un entier », tel que pour »>>#n, et pour tout point intérieur du
domaine D T'on ait I'inégalité:

11, () —e ()] <e (4)

pour une au moins branche de £, (z).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de fonctions multiformes dans un domaine. 3

Nous dirons que la limite ¢ (2) de convergence uniforme est de degré de
multiplicité égal & k si I'inégalité (4) est satisfaite pour % branches de f, (2).

Convergence. Nous dirons que la suite (1) converge en un point z, du
domaine D si la suite (2) admet des limites de convergence dont la somme
totale des degrés de multiplicité est égale a v.

Convergence uniforme. Nous dirons que la suite (1) converge uniformé-
ment & l'intérieur du domaine D, si elle admet des fonctions-limites de con-
vergence uniforme dont la somme totale de degré de multiplicité est égale av.

Une limite de convergence de degré k comptera pour % brancheslimites
de la série. Une conséquence immédiate de nos définitions consiste en ce
que le nombre des branches-limites de convergence de la série ne saurait
jamais dépasser le nombre v,

CHAPITRE L

Extension aux familles de fonctions algébroides dans un domaine
d’nn théoréme de M. Montel.

3. Dans son Mémoire: Sur les familles de fonctions analytiques qui
admettent des valeurs exceptionnelles dans un domaine [Annales de I'Ecole
normale de Paris, tome XXIX, Novembre 1912, pages 497-501], M. P. MoNTEL
a établi le théoréme suivant:

« Les fonctions f(z), holomorphes dans un domaine D, oi elles ne prennent
ni la valewr O ni lo valewr 1, forment une famille normale. »

Je me propose, dans ce chapitre, d’étendre ce théoréeme de M. MoNTEL
aux familles de fonctions algébroides dans un domaine D [c’est-d-dire: fone-
tions ayant un nombre fini de branches dans D et aucun point singulier
transcendant dans ce domaine].

Je traiterai d’abord le cas particulier ou le domaine D est un cercle
dont le centre est le seul point singulier (point critique) des fonctions de
la famille et ensuite je traiterai le cas général avec la seule restriction que
I'ensemble des points critiques des fonctions de la famille (géométriquement
distinets) situés dans le domaine D ne doit avoir aucun point limite & I'in-
térieur de D.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Rémoundos: Sur les familles ef les séries

CAS PARTICULIER.

4. Considérons une famille (#') de fonctions algébroides & v branches
finies dans un cercle (C):
le|<E
dont le centre 2 =0 est un point régulier ou un point critique (algébrique)
des v branches.
Soit :
fl (z)7 fi(z)7"',‘ ﬁt(z)"" (5)
une série de fonctions appartenant a la famille (F) et désignons- par S|,
Ssy..., S, les systemes circulaires formés par les branches de £, (2), contenant
respectivement v,, v,,..., v,, branches; parmi les nombres entiers v, m, v,
Vgseer, ¥, l€ premier seulement sera supposé fixe (c’est-d-dire: indépendant
de =), tandis que les autres m, v,,v,,..., v,, peuvent dépendre de » et varier
avec lui.

Soient :
i 2
0, (3) =, a2 a2 pour le systéme S,
1 2
oo (2) = @y @y, 27 2y 2P - » S
1 2
T (8) = o+ %, 27" F 2, 27" 4 » S,

les séries qui représentent dans le voisinage de z = 0 les branches,
supposées finies en 2=0, de chacun des systémes ecirculaires; soit & un
nombre positif fixe (indépendant de ») et commun multiple de tous les nom-
bres 2, 3, 4,..., v et, par conséquent, des v,, v,,..., v,,; nous pouvons, par
exemple, prendre: k=1.2.3.4...v=v! Les formules (6) montrent que, si
nous faisons la substitution (¥*) 2= «*, toutes les branches de toutes les

(*) D’une fagon plus précise, nous faisons la substitution: b(2) ==, en désignant par
1

b (2) une branche déterminée de 2%, par exemple celle dont 1’argument est compris entre 0
2An

% de cette facon a chaque valeur de z correspond une seule valeur de z.

et
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de fonctions multiformes dans un domaine. 5}

fonctions £, (¢) deviennent des fonctions de @ holomorphes dans le voisinage
de # =0, dont l'ensemble sera désigné par (K ).

Si les fonctions f, (2) de la série (5) n'admettent pas, dans le cercle (C):
|2 | << R, d’autres points singuliers différents du centre # =0, il est clair que
les fonctions de I'ensemble (£ ) seront toutes holomorphes dans le cercle (C,):
le|<|VE].

Si nous supposons de plus que les fonctions f, () ne prennent pas, dans
le cercle (C), les valeurs O et 1, il en sera de méme des fonctions de I'en-
semble (E) dans le cercle (C,); avec ces hypotheéses, la famille (E) de fone-
tions holomorphes dans le cercle (C,) sera normale dans ce méme cercle:
c’est-d-dire: de toute suite infinie de ces fonctions nous pouvons extraire
une nouvelle suite convergeant uniformément, a I'intérieur du cercle (C,),
vers une fonction holomorphe dans ce cercle ou vers l'infini.

Si dans la série (5) nous remplacons chaque terme f, (#) par une de ses
branches, la série ainsi obtenue sera appelée branche de la série (5).

Soient :

fi@ fi(@),..., fu(2),...

f?‘(Z), ﬁz(z)a"-7 f2n(z)7"‘

(7
ﬁl(z)’ f;%(z)"--s fvw(z)v---

. branches de la série (b), qui, moyennant la substitution 2 = «*, nous four-

nissent v séries de fonctions holomorphes dans le cercle (C)):

(Pu(w), ?xz(m),..., @,,,(m),... -\
P21 (x)’ Pan (:”),..., Don (w),...

‘

8)

(PVI (w)7 ?02 (w) LA cPvu (w) L

dont les termes appartiennent & la famille (£).
La famille (E) étant normale, nous pouvons extraire de la premiere

série (8) une nouvelle série:
P1e (), Pa, (@), s Plan (@) ©)

convergeant uniformément, & l'intérieur de’(C,), vers une fonction ¢; (%) holo-
morphe dans (C,) ou vers l'infini.
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6 Rémoundos: Sur les familles et les séries

Nous considérons ensuite la série:
P2 (%), P20, () ;.00 Gog, () ..
de laquelle nous pouvons extraire une nouvelle série:
o, (%), Pa, (X) ..., Pap, (@),... (10)

convergeant uniformément vers une fonction ¢, (x) holomorphe dans (C,) ou
vers linfini.

Nous considérons ensuite la série:
oav, (), 93, (X) . . sy Poba (@),...,
de laquelle nous pouvons extraire une nouvelle série :
93, (@)y 93, (X) 5oy P3pm (@), ..

convergeant uniformément, a 'intérieur de (C,), vers une fonction ¢, (x) holo-

morphe dans (C,) ou vers l'infini. En continuant ainsi nous obtiendrons une
suite infinie de nombres entiers

ql’ q?’ q?:’"" qn7“'
telle que les v séries suivantes:

P1qy (w)? Pig. (w) seecy Qg (w) PR
P29, (03), P2q. (ﬂ')) se ey Pog, (w) PRI

Org, (©);  Prg, (@) 5.0y Prg, (0),. ..

convergent uniformément, & Vintérieur du cercle (C,), respectivement vers

des fonctions ¢, (), ¢, (®),..., ¢» () holomorphes dans le -méme cercle ou
vers la constante infinie; il en sera, done, de méme des séries:

ﬂ%(z)> fiqz(z)i"." fi%(z))--'
faq, (2), fQQz(z)a"-’ fag, () 5. ..

f”‘h (Z), fV% (z)’ ) fyq,, (5), .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de fonctions multiformes dans un domaine. 7

qui convergent uniformément, & Vintérieur du cercle (C), vers les fonctions:
ME=0[0@E] }WE)=2bE)],..., M) =9bE)

ou la constante infinie. Il en résulte immédiatement que ces v fonctions A, (2),
% (2),..., & (2) sont des branches-limites de convergence uniforme de la

série:
f‘h (z), flh(z)a"'a fq,.(z),-..

qui est extraite de la série donnée (5). Nous voyons, done, que de la série
donnée (5) nous pouvons toujours extraire une nouvelle série convergeant
uniformément, 4 lintérieur du cercle (C), vers des fonctions (¥), dont le
nombre total des branches est égal & v. Lorsque une famille de fonctions
posséde cette propriété elle s’appelle normale, d’aprés la définition de
M. MonrtEL, dans le domaine (C); par conséquent, il est démontré que la
famille donnée (F') est normale.

CAS GENERAL.

5. Considérons maintenant un domaine connexe D, dans lequel les
fonctions de la famille (F) sont algébroides a v branches finies, ne contenant
quun nombre fini de points critiques des fonetions de la famille; soient ¢,,
Cey.-+y Cu CeS points critiques situés & l'intérieur du domaine D. Supposons
que dans le domaine D les fonctions de la famille ne prennent ni la valeur 0
ni la valeur 1 et tracons p. cercles I',, I,,..., Ty ayant comme centres respec-
tivement les points ¢,, ¢,,..., ¢u, situés & l'intérieur du domaine D, et ne se
coupant pas mutuellement; considérons aussi w autres cercles I',, T',,..., Iy
concentriques et intérieurs respectivement aux cercles T',, T,,..., T, et dési-
gnons par A la partie connexe du domaine D qui est extérieure aux cercles
', r',..., I'y; tracons enfin p. autres cercles K,, K,,..., K, dont les circon-
férences soient comprises respectivement entre les circonférences I'; et T,
r, et I'y,..., Tu et Ty,

Considérons maintenant une suite infinie quelconque :

fi@), fi(2), ., .2, .. (11)

(*) Ou la constante infinie,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Rémoundos: Sur les familles et les séries

de fonctions de la famille; il s’agit de démontrer que I'on peut en extraire
une autre suite infinie convergeant uniformément, dans tout domaine inté-
rieur & D, vers v brancheslimites.

La famille (F') est normale dans le domaine A, puisque toutes les branches
de ses fonctions sont holomorphes dans A et n’y prennent ni la valeur 0
ni la valeur 1; si, done, nous désignons par D, un domaine intérieur a D
et par A, la partie de D, extérieure aux cercles K,, K,,..., K., il est pos-
sible d’extraire de la suite (11) une nouvelle suite:

far(2)y [ (8),- s fa ()5 (12)

convergeant dans A et uniformément dans le domaine A, vers v fonctions
01 (%), 92 (2),..., ¢ (2) holomorphes dans A; la constante infinie peut remplacer
certaines de ces fonctions-limites.

~ Or, la famille (F) est, d’aprés le cas particulier du numéro précédent,
aussi normale dans le cercle T',; nous pouvons, done, extraire de la série (12)
une autre série:

oo (@) [o.(2)s0o oy [ou(2)s. .. (13)

convergeant dans ', et uniformément dans le cercle K, (sur la circonférence
aussi) vers des branches-limites qui coincident avec les fonctions 9, (2),
95 (2),..., v (2) ou la constante infinie, puisque les domaines A et I', ont une
partie commune: la couronne circulaire comprise entre les deux circonfé-
rences ', et T, .

La famille (#) étant aussi normale dans le cercle I'y, d’apreés le numéro
précédent, nous pouvons extraire de la suite (13) une nouvelle suite infinie:

@)y @y Fr@),...

convergeant dans le cercle I', uniformément dans le cercle et sur la circon-
férence K, vers des branches-limites qui coineideront avec les ¢, (2), o, (2),...,
¢y (), puisque les domaines A et I', ont une partie commune: la couronne
circulaire comprise entre les deux circonférences I', et I7,.

En continuant ainsi nous finirons par trouver une suite infinie des nom-
bres entiers: ‘

telle que la série:

fa (@) [e (&), [au(2),. .. (14)

converge dans tous les domaines A, I'y, I'y,..., Iy et uniformément dans (et

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de fonctions multiformes dans un domaine. 9

sur la périphérie) les domaines A,, K,, K,,..., Ku, dont 'ensemble compose
le domaine D,. Le nombre des branches limites est égal a v.

Nous voyons, done, que la série (14), qui est extraite de la série (11),
converge dans le domaine D et uniformément dans tout domaine D, inté-
rieur & D vers v branches-limites. Par conséquent, la famille donnée (F') est
normale dans le domaine D.

Remargue. 11 est & peine utile de prouver que Puniformité de la con-
vergence de la série (14) dans chacun des domaines 4,, K,, K,,..., K, sé-
parement entraine I'uniformité dans le domaine total

D1:A1+K1+K2+"‘+K/A:

en effet, & chaque nombre positif ¢ correspondent des nombres entiers =, »n,,
Ny,..., W tels que Vinégalité :

[ fan (2) — 2 (2) | <& [i=1,2 3,..., v] (15)

soit satisfaite (¥) pour une au moins branche de fg, (¢) dans le domaine A,
pour »n>>7n, dans le domaine K, pour »n>wn,, dans le domaine K, pour
n>mn,, et ainsi de suite,..., dans le domaine K, pour n»>n.. Si, done,
nous désignons par N un nombre entier supérieur a tous les entiers =, »,,
Ng,..., W., chacune des inégalités (1) sera satisfaite pour une au moins
branche de f,, (2) pour >N et pour tous les points du domaine total
D,=A+K,+K,+ -+ Ku; par conséquent, les ¢, (2), ¢,(2),..., ¢ ()
seront des limites de convergence uniforme de la série (14) dans tout le do-
maine D, .
6. Nous avons ainsi établi le théoréme suivant:

TaforiME 1. Etant donnés un domaine connexe quelconque D et des points
quelconques C,, C,, Cs,..., Cu (en nombre fini) situés @ son intérieur, si nous
considérons toutes les fonctions [ (2) qui possédent les trois propriétés swivantes :

o) elles sont algébroides a un nombre fixe v de branches finies dans le
domaine D,

') elles ne prennent dans le domaine D ni la valeur 0 nila valeur 1,

Y elles wadmettent pas, & UVintérieur du domaine D, d’autres points
critiques que les points ¢,, C,, Cy,..., Cu [Cest-G-dire: les points ¢,, ¢y, Cs.n..y Cu

(*) Dans le cas ou la constante infinie est une branche-limite, il s’agit de Dlinégalité :

fan () > -

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 2
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10 Rémoundos: Sur les familles et les séries

sont les seuls poinls du domaine D qui puissent étre singuliers pour les fonc-
tions considérées].

Ces fonctions f(2) forment une famille normale; ¢’est-a-dire: de toute suile
infinie de fonctions de la famille nous ponvons extraire une nouvelle suite in-
finie convergeant uwiformément dans tout domaine D, intérieur o D.

CHAPITRE II.

EXTENSION AUX FONCTIONS MULTIFORMES
p’uN THEOREME DE MM. CARATHEODORY ET LANDAU.

7. On sait que 'existence de valeurs exceptionnelles des fonetions d’une
série, holomorphes dans un domaine D, est un fait important pour la con-
vergence de la série dans ce domaine. MM. VirTavr (*) et MoNTEL (**) sont
les premiers qui ont utilisé les valeurs exceptionnelles dans la théorie de la
convergence des séries de fonctions holomorphes.

En utilisant d’'une part le théoréeme de M. CrorTky sur le module des
fonctions holomorphes et —- de 0 et 1 dans un cercle et d’autre part le théo
reme de M. Vitarr sur les séries de fonctions holomorphes et bornées dans
un domaine, qui convergent en une infinité de points de ce domaine, MM. Ca-
RATHEODORY et LANDAU ont récemment établi [Beilrdge zur Konvergenz von
Functionenfolgen. Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der
Wissenschaften, XXVI, 1911] le théoreme suivant:

Soit : ‘

fi(2), (@), fi(2),s [i(2)s-.-

une série de fonctions holomorphes dans un domaine D el n'y prenant pas les
valeurs 0 et 1 (ow dewwx valeurs quelconques).

(*) Sopra le serie di funzioni analiticke. Annali di Matematica pura ed applicata, 3.2 serie,
t. X, 1904.

(**) Sur les points irréguliers des séries convergentes de fonctions analytiques (Comptes
rendus de I’Académie des sciences de Paris, t. CXLV, 1907, p. 910). Voir aussi C. SuvERINT,
Sulle successioni infinite di funzioni analitiche (Alti del TV Congresso internazionale dei Ma-
tematici, t. 1I, 1909, p. 186).
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de fonctions multiformes dans un domaine. 11

S'i celle série converge en une infinité de points situés dans le domaine 1)
[ayant un aw moins point limite intérieur & D), elle converge dans tout le do-
maine; de plus, elle converge uniformément & Uintérieur du domaine D vers
une fonction holomorphe dans D.

- Nous allons étendre ce théoréme au cas plus général d’'un domaine D,
dans lequel les fonctions de la série ne sont pas holomorphes, contenant un
nombre tini de points critiques des fonctions de la série.

8. Soient un domaine D et des points quelconques c¢,, ¢,, ¢;,..., Cp inN-
térieurs au domaine D et considérons une série :

fi@@, fi(®), f@),..., f.(z),... (16)

de fonctions algébroides & v branches finies dans le domaine D et holomor-
phes dans le voisinage de tout point du domaine a l’exception des points
Ciy Cay Csy..., Cu (qui peuvent étre des points critiques de toutes les branches
ou de certaines branches des fonctions de la série).

Supposons que la série (16) converge en une infinité de points du do-
maine D, ayant un au moins point de condensation & l'intérieur de D et
appelons (E) I'ensemble de ces points du plan z. La fonction u = f, (2) sera
définie, dans le domaine D, par une équation de la forme:

F,oleyu)=uw" + A4, @)w1+4,, ) w24+ Aptn (@) + 4 (2) =0 (17)
et, d’aprés notre définition de la convergence de séries de fonctions algé-
broides, les v séries:

Ay, (z)y Alz (z) e ey Am (z) P
Azx (z), Azz (z) ey A‘Zn (z) 90
(18)

.

Ay, (2)y Ay (®)yeeny Ay (2),... |

convergent aussi aux points de 'ensemble (E); en effet, si nous considé-
rons un point z, de I'ensemble (E), la série (16) converge, en 2z =2z,, vers v
limites 7, %;...% et, par conséquent, les séries (18) convergent respective-
ment vers les nombres: — (3, 47, +---+ %) (la premiére), ¥ 7,2, (la deu-
xiéme), — YA, %2, (la troisieme),..., (—1)’2 2, ...%, (la derniere), ot
YA, ..., désigne la somme des produifs des nombres v, X,,..., 7, pris
k& k. '
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12 Rémoundos: Sur les familles et les séries

Si les fonctions f, (2) de la série donnée (16) ne prennent, dans le do-
‘maine D, ni la valeur zéro ni la valeur wun, elles forment, d’aprés le théo-
reme (1), une famille normale dans D et il en sera, visiblement, de méme
des fonctions -des séries (18) qui sont holomorphes dans le domaine.

Nous pouvouns, done, appliquer & ces séries (18) un théoreme général
de M. P. MoNTEL [Sur les familles de fonctions analytiques... Annales de
I'Bcole normale, XXIX, Novem., 1912, page 531), par lequel l'auteur a géné-
ralisé les théorémes de MM. ViraLr, MonTEL (¥), CARATHEODORY et LANDAU
sur la convergence des séries de fonctions holomorphes.

Ce théoréme de M. MonTeEL a l'énoncé suivant:
« Soit une suite infinie de fonctions

@ @)y @)

holomorphes dans D et appartenant a une famille normale dans ce domaine :
1.° Si la suite converge en une infinité de points intérieurs dans leur
ensemble en D, elle converge dans tout le domaine;
2.9 Si la suite converge dans D, la convergence est uniforme dans
U'intérieur de D.»

[application de ce théoréme nous conduit & la conclusion que, dans
Vintérieur de D, les séries (18) convergent uniformément vers des fonctions
holomorphes dans D; si, done, nous désignons par 4, (z), 4,(2),..., 4y(?)
les fonctions-limites de ces séries, la série (16) converge vers la fonction
w = f(z) définie par I'équation:

w+ A @44, @) w24+ 4, (z) w4, (2) = 0.

Cette fonction w = f(z) est visiblement algébroide a v branches finies
dans le domaine D, Je dis maintenant que chacune de ses branches est une
- limite de convergence uniforme dans D de la série (16).

Soit, en effet, %, une branche de la fonction w, z, un point (**) intérieur
au domaine I et ¢ un nombre positif arbitrairement petit. Si U'inégalité :

ful2) —w,|>c¢

était satisfaite pour une infinité de valeurs de m, il serait impossible d’extraire

(¥) Théoreme antérieur du méme auteur : Sur les points irréguliers des séries convergentes
de -fonctions analytigues (Comptes rendus, t. CXLV, 1907, p. 910).
(**) Ce point 2, dépend de » et varie, en général, avec lui.
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de fonclions multiformes dans un domaine. 13

de toute suite infinie de fonctions f, (z) une nouvelle série convergeant uni-
formément dans lintérieur de D, ce qui est absurde, parce que les fonctions
de la série (16) forment une famille normale.

Le théoreme de MM. CaraTHEODORY et Lanpau est ainsi étendu a la
série (16) et nous avons établi le théoréme suivant:

Tutorime LI, Soil:

fi), L@, ..., L@, ..,

\

une série de fonctions algébroides o v branches finies (v fixze) dans un do-
maine D, dans lequel elles n’ admeltent commie points singuliers (points crili-
ques) que certains points fixes ¢,, €y, Cs,..., Cys, dont le nombre est fini, et sup-
posons que les fonctions de la série ne prennent dans le domaine D ni la va-
leur O ni lo valewr 1.

Si cette série converge en une infinité de points du domaine D ayant un
aw moins point limite dans Vintérieur de D, elle converge dans tout le do-
maine; de plus, elle converge uniformément, dans Uintérieur de D, vers des
fonctions algébroides et finies dans D (dont le nombre total de branches est
égal a v).

Je ne veux pas insister sur les généralisations immédiates des théore-
mes I et II, que 'on peut obtenir en remplacgant les valeurs 0 et 1 par deux
autres valeurs exceptionnelles.

CHAPITRE IIL

GENERALISATION D’UN THEOREME DE MM. ScHOTTKY-LANDAU.

<

9. M. LaNpAU (¥), généralisant un théoréme bien connu de M, ScHOTTKY,

a établi le théoréme suivant:
« La famille (#) de fonctions holomorphes dans le._cercle de centre ori-
gine et de rayon R, ne prenant dans le cercle ni la valeur O ni la valeur 1

(*) Voir: H. Borr und E. Lanpau, Ueber das Verhalten von §(s) und &x (s) in der Nihe
der Geraden o =1 (Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1910,
p- 309).
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14 Rémoundos: Sur les faniilles et les séries

et prenant a l'origine des valeurs a, telles que |, |<<«, jouit de la propriété
que, dans le cercle concentrique de rayon %, le module de toutes les fonc-
tions de la famille est inférieur & un nombre fixe M («). »

M. MontEL (*) a établi un théoréme plus général qui s’énonce comme
il suit:

« La famille (¥) de fonctions holomorphes dans un domaine D, ne pre-
nant dans D ni la valeur 0 ni la valeur 1 et prenant en un point z, inté-
rieur & D des valeurs bornées, est bornée en module dans tout domaine D,
inférieur & D.»

Cest, d’ailleurs, une conséquence du fait que la famille sera normale.

Nous établirons ici une généralisation du théoréme ci-dessus énoncé de
M. Lanpau concernant un cercle (C) dans lequel les fonctions de la famille
ne sont pas nécessairement holomorphes, le centre pouvant étre un point
critique algébrique des fonctions. Nous pouvons, bien entendu, supposer
toujours que le centre du cercle (C) soit 'origine.

Soit une famille (F') de fonctions algébroides & v branches finies dans
un cercle (C) de centre origine et de rayon R, dont le centre est le seul
point qui puisse étre point critique des fonctions de la famille; supposons
que les v valeurs, que prend & I'origine chaque fonction de la famille, sont
en module inférieures & un nombre fixe 6. '

Considérons une fonction quelconque £ (z) de la famille et désignons par
S, S.,..., S, les systémes circulaires formés par les branches de f(z) autour
de lorigine, contenant respectivement v, v,,..., v,, branches, et soient:

1 2 :

Qo+ 0 27 F 2™ v e pour le systeme (S,)
1 2
v V.

Wop =+ Qg 27 Wy 27 -+ v 0 - > (S.)
1 2

Opo - Oy &7 Wy 27" - - - » (S,)

les ‘séries qui représentent, dans le cercle (C), les branches de chacun des

(*) Mémoire déja cité, page b16.
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de fonctions multiformes dans un domaine. 15

systémes circulaires. Nous utiliserons ici la substitution #=ao* [Voir: Cha-
pitre I, n. 4] par laquelle toutes les branches de f(z) deviennent des fonec-
tions holomorphes de « dans le cercle (C,):

o | <|VE |

représentées par des séries entiéres dont le premier terme est un des nom-
Dres g, Aggy.eeey Wuo; Soient ¢, (), @, (), 05 (x),..., % (x) ces v fonctions ho-
lomorphes dans le cercle (C,), qui en « = 0 prennent les valeurs a,,, a,,,...,
., [certaines de ces fonctions peuvent avoir en £ =0 la méme valeur].

Si les fonctions de la famille ne prennent, dans le cercle (¢), ni la va-
leur O ni la valeur 1, il en sera de méme des fonctions ¢, (x), 2, (%), o, (x),...,
¢ (@) dans le cercle (C,); d’autre part, nous avons, par hypothése, les iné-
galités :

@ | <O, jag,|<<O,..., |a@,.l<<H

et, par conséquent, 'application du théoréme de M. Laxpau nous conduit
immédiatement & la conclusion que le module de toutes les branches des
fonctions de la famille donnée F est inférieur & M (6) dans le cercle:
1 )45 R

o | << 5 VR [ du plan « et, par conséquent, dans le cercle: |z |<C oF du
plan z.

Dans les théorémes de MM. ScrHorTKY et LaNDAU on peut remplacer
‘le rayon % par ¢ B, ol ¢ désigne un nombre positif et plus petit que 'unité,
et, alors, le nombre fixe M (9) est remplacé par un nombre fixe M (0, ¢) dé-
pendant aussi de . Nous pouvons, donc, faire la méme chose dans mon sujet

en remplacant le rayon f)_i par ¢ B, ol 0 <Te<Tl1.

Nous avons ainsi établi le théoréme suivant:

TutoreME II1. Soit (F) une famille de fonctions algébroides & v branches
finies dans un cercle, dont le centre est le seul poinl critique, de rayon R. Si
nous supposons que les fonctions de la famille ne prennent, dans ce cercle, ni
- la valeur 0 ni la valeur 1 el que les valeurs de toutes ces fonctions au cenire
du cercle soient en module inférieures & un nombre fixe «, le module des fonc-
tions de (F) est, dans le cercle concentrique de rayon 9 R (o <<H<T1), infé
rieur & un nombre fixe M («, 9) ne dépendant que des e et 6.
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16 Rémoundos: Sur les familles el les séries

CHAPITRE 1V.
Singularités des fonctions-limites d’une série convergente.

10. Soit:’
1@, f:@), fi(®,..., f.2),... (19)

une série de fonctions algébroides et finles dans le voisinage d’un point;
nous pouvons toujours supposer que ce point soit 'origine 2 = 0. Si ce point
est régulier pour une infinité de termes de la série et sila série est unifor-
mément convergente dans le voisinage du point 2= 0, nous savons que la
fonction-limite est aussi holomorphe en z =0,

Supposons maintenant que le point 2= 0 soit critique pour les termes
de la série & partir d’'un certain rang, la série étant toujours uniformément
convergente; on pourra, alors, extraire de la série (19) une autre:

20(2), %.02), 9:(2), ..y 9.(2),... (20)

dont chaque terme posséde un systéme (8) circulaire de v branches, 'entier v
étant fixe, permutables autour de #= 0. Nous nous proposons le probleme
suivant:

Le point 2 =0 est-il aussi critique pour les fonctions-limiles des branches

de ce systeme circulairve ?
1

Moyennant la substitution ¢” — x, les branches du systeme (S) devien-

nent des fonctions holomorphes de a dans le voisinage de =0 et il en
sera de méme des branches-limites. Comme les branches (S) de ¢, (2) résul-

tent d’une fonction holomorphe s, (x) en =0, si nous y substituons les
h ,

diverses déterminations de 27, les v branches-limites résulteront aussi de la
méme maniére d’une fonction s (x) holomorphe en x = 0. Soit:
() =0b,+bx+byax*+ - -+b,x" - (21)

la série qui détermine dans le voisinage de «x =0 cette fonction ¢ (x). 1l est

clair que, s’'ll existe dans cette série des exposants qui ne soient pas mul-
1

tiples de v, la substitution 2 =2" nous fournira certainement des branches-
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limites singuliéres en z=0: on obtiendra, en effet, des branches différentes

qui se permuteront autour de #=20. Il faut, done, que tous les exposants
. . . 1

ey

de « dans la série (21) soient multiples de v pour que la substitution € =2"

dans (21) fournisse des fonctions holomorphes en 2= 0; il est clair que cela
1

suffit, puisque, alors, la substitution de toutes les déterminations de z” nous
donnera une seule série de MACLAURIN.

Il faut et il suffit que la série (21) se réduise a la forme:

G (m) = Yo + Yl mvk, _|_ Yz ka«: "!(‘ Ys mvka —"‘ e (QQ)

les k,, &y, k,,... étant des entiers positifs, pour que le point z =" soit ré-
gulier des branches-limites.

Si a(x) est de la forme (22), on a: ¢ (0) =0, lorsque ¢ n’est pas mul-
tiple de v, et, par conséquent, d’aprés un théoreme de M, MonTEL |Sur les
familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs exceplionnelles dans
un domaine, Annales de 'Kcole normale, Novembre 1912, p. 490), toute dé-
rivée de g, (x), dont Pordre n’est pas multiple de v, s’annullera, & partir d’'un
certain rang, dans le voisinage de =0, et il en sera de méme des bran-
ches (S) de g, (2). Inversement, si les branches (S) de ¢, (2) ont la propriété
que, & partir d’'un certain rang, leurs dérivées, dont 'ordre n’est pas mul-
tiple de v, s’annullent dans le voisinage de z=0, il en sera de méme de s, (x)
et, par conséquent, d’apres le théoreme de M. Mo~nTEL ci-dessus indiqué, toute
dérivée de la fonction ¢ (x) limite de g, (), dont 'ordre n’est pas multiple
de v, s’annullera pour « = 0 et les branches-limites des branches du systeme
cireculaire (S) seront holomorphes dans le voisinage de z=0. Les considé-
rations précédentes nous montrent aussi que les branches-limites sont simul-
tanément holomorphes en z = 0, c¢’est-d-dire : si une branche-limite des bran-
ches (S) est holomorphe en z=0, il en est de méme de toutes les bhran-
ches-limites des branches (9).

Nous avons ainsi établi le théoreme suivant:

Tuatorime IV, Soit;

2102 2:(2), s 235

une série de fonctions algébroides a v branches finies et formant un seul sy-
steme circulaire dans le voisinage d’un point 2z, (qui est un point critique de

foutes les branches de tous les termes de la série). Si celte série converge uni-
12 ¥

Aunnali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 3
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18 Rémoundos: Sur les familles et les séries

formément dans un domaine renfermant le point z,, la condition nécessaire
et suffisante pour que toutes les branches-limiles soient holomorphes dans le
voisinage de z =z, est la suivanle : il faul et il suffit que toules les branches
des dérivées de ¢, (2), dont Vordre w'est pas divisible par v, s’annullent, @
partir d’un certain rang (o partir d’une valeur de n), dans le voisinage du
point z=z,. De plus, lorsque une branche-limite est holomorphe en z = z,, il
en est de méme de toules les aulres branches-limites.
11. Considérons une série:

i@, @, fi®,.... f@),... (23)

de fonctions algébroides a p. branches finies dans le voisinage dun point
z ==z, et convergeant uniformément a l'intérieur d’un cercle (C) renfermant
le point z,. Si nous remplacons chaque terme de la série (23) par une de
ces branches, on en déduit une nouvelle série qui sera appelée branche de
la série (23). Un systéme de p branches sera appelé fondamental, s’il con-
tient toutes les branches de chaque terme de la série (23).

D’apres les définitions données au commencement de ce travail, la
série (23) converge uniformément & I'intérieur du cercle (C), s’il existe un
systéme fondamental de v branches de la série, convergeant uniformément
A lintérieur de C. En général, la série (23) converge en un point 2, du cercle C
'l existe un systeme fondamental de p. branches convergeant en z=z2,.

Soit f(z) une branche-limite de la série (23), c’est-d-dire la limite d’une
branche :

fii(2)s fiz(2) Fis(®),ooos [ (2),... (24)

de la série (23), qui converge uniformément & Uintérieur de C. Désignons,
en général, par m, le nombre des branches du systéme circulaire, auquel
appartient f,,(2) dans le voisinage du point z2=2¢,; ce nombre m, sera ap-
pelé poids critique du lerme f,,(2) dans le voisinage de z=12,. S’il existe
une infinité (I) de termes de la série (24) ayant le méme point critique m,,
en appliquant a cette série (I) le théoreme IV, nous obtenons la conclusion
que, & partir d’'un certain rang, toutes les dérivées de f,, (), dont V'ordre
n’est pas multiple de m,, doivent, & partir d’'un certain rang, s’annuler dans
le voisinage du point 2 = z,, pour que la branche-limite f(z) soit holomorphe
dans le voisinage de z =z,, et cela suffit.

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant:

TrEOREME V. « Soiét :

i@, i@,y LG, (29)
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une série de fonctions algébroides a . branches finies dans un domaine D,
convergeant uniformément a Uintérieur de D, et soit 2 =z, un point intérienr
au domaine D et critique pour tous les termes (¥) d’une branche :

fll(z)a fie(,z)a"-’ fln(z)v"' (96)

de la série (25). La condition nécessaire et suffisante pour que la limite de la
série (26) soit holomorphe dans le voisinage de z =z, est la swivante: Il faul
et il suffit quwil existe, dans le voisinage du point z,, des zéros de toute dé-
rivée de f,,(2), dont Uordre w'est pas divisible par le poids critique de f,, (2)
dans le voisinage de z,, et cela pour tous les termes de la branche (26) a partir
d’'un cerlain rang. »

Nous disons qu’une fonction admet des zéros dans le voisinage d’un
point z,, lorsque elle en admet dans tout cercle arbitrairement petit de centre z, .
Par conséquent, la condition du théoréme, que nous venons d’énoncer, s’ex-
prime d’une fagon trés précise comme il suit: A chaque nombre p, arbitrai-
rement petit, correspond un entier n, tel qu’il existe, & P'intérieur du cercle
de centre z, et de rayon p, des zéros, pour »n>n,, de toutes les dérivées
de fi, (¢), dont lordre (de dérivation) n’est pas divisible par le poids critique
de f,.(z) en z2=2,.

Le théoreme V peut s’énoncer aussi de la fagon suivante:

VI. « Pour que la serie (20) admelte une branche-limite holomorphe dans
le voisinage de z =z,, il faut el il suffit que, a partir d’un certain rang, une
an moins branche de f,(2) ou bien soit holomorphe en z =z, ou bien jouisse
de la propriété suivante: Toute dérivée de cette branche f,(2), dont Uordre de
dérivation n'est pas divisible par le poids critique de f, (2), admette des zéros
dans le voisinage du point z,.

La condition est visiblement nécessaire, grace au théoréme V. Elle est
aussi suffisante, parce que 'on aura une au moins branche: .

fi@), £,y F.G),... (27)

jouissant de la propriété des zéros des dérivées, dont l'ordre n’est pas divi-
sible par le poids critique. Si cette série (27) est une branche du systeme
fondamental, nous sommes immédiatement ramenés au théoréme V; si non,
on pourra extraire de la série (27) une autre:

@, Fi (@) es Fon @) 5 (28)

(*) A partir d’un certain rang.
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20 Rémoundos: Sur les familles el les séries

faisant partie d’une branche du systéme fondamental et, alors, cette série (28)
converge uniformément vers une branche-limite de la série (25), qui, en vertu
du théoréme V, sera holomorphe dans le voisinage du point z =z¢,.

I1 faut méme remarquer que, d’aprés les raisonnements précédents,
lorsque la condition des théoremes V et VI est réalisée par une infinité de
termes de la suite (25), cela suftit pour qu'une au moins branche-limite soit
holomorphe dans le voisinage de z =2, et, alors, tous les termes de la
série (25) satisferont, & partir d’un certain rang, & la méme condition.

CHAPITRE V.
Dérivation des séries de fonctions algébroides.

12, Soit :

fi(2), f:(z),-..; [.(2),... (29)

N

une série de fonctions algébroides a v branches finies dans un domaine 1)
ne contenant que v points critiques ¢,, ¢,, Cs,..., ¢x fixes des fonctions de
la série, et supposons qu’elle converge uniformément dans D.

Envisageons un point critique ¢ et rappelons-nous (Chap. I) que, si nous

faisons la substitution
b(z) =

1
oll b(z) désigne une branche déterminée de (z—c)” et k=1.2.3...v la
fonction f, () devient, pour toute valeur de l'indice », une fonction o, (x)
dont toutes les branches sont holomorphes dans le voisinage de x=0. S1
nous désignons par ¢,, (), ¢a, (2),..., 9»u () les branches de g, (), les séries (¥)

P (@) P (®)seny 9 (@), ..
P21 (50)) P2 (90) yeeey Poy (a'/') g oo 2
’{1;;1(%), fxg’/’l(w) y e '7 Pvn (ﬁ'}) PR s

(80)

(*) Cest-d-dire: il existe un systéme fondamental de branches de la série : @, (x), 95 (®),...,
¢x (),..., convergeant uniformément dans le domaine D et ce systéme sera composé par des
géries de la forme (30).
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convergent uniformément dans le domaine D vers des branches-limites @, (x),
@, (),..., ¢y () qui sont, d’aprés un théoréme classique de WEIERSTRASS, ho-
lomorphes dans le voisinage de # =0. On sait que la série des ¢',, (x) con-
verge vers la dérivée @', (x), la série des ¢’,, (o) converge vers la dérivée @', (x)
et ainsi de suite... la série des ¢, (x) converge vers la dérivée ¢, () dans
le voisinage de @ =0 [c’est-d-dire: dans un cercle assez petit entourant le
point & = 0] dans lequel les fonctions des séries (30) sont holomorphes. En
général, les séries:

(f‘(lql) (x\, (P(lq2) (x), ey (1"(3 (m)’ e

2@, W@, o8@)...
(31)

o (@), o (@),..., @R@),...

formées par les dérivées d’ordre quelconque g convergent, dans le voisinage
de x =0, respectivement vers les fonctions-limites @@ (x), @ (x),..., o2 (x).
Or, nous avons:

(&) =¢,(x) ¥ (2)

ou bien:

E—c)fa@)=(2—0) b (2) ¢’ (x)

et, comme la série des ¢, (x) converge, dans le voisinage de © =0, vers les
fonetions limites : @', (x), ', (x),..., ®’ (x), la série des (z —¢) f”, (#) converge,
daus le voisinage du point z =e¢, vers les fonctions-limites:

(2— o) U (&) ¥, (@), (z—0)b () (®),..., (z—0)¥(s) (). (32)

D’autre part, les branches-limites de la série donnée (29) sont visible-
ment les

Fi(2)=0.[0()], F.(2)=®[0)],..., F(2)=2[b(2)]
et, par conséquent, les fonctions-limites (32) sont égaux a:
(g—Cc)F' (2), (2—Cc)F,(2),..., (—c)F'y(2).

Nous avons aussi:

()= 9", (@) [0’ ()] + @' (@) " (2)
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ou bien :

(2— o) f'a(e)=(— 0 [t @ ¢, (@) + (e —)' V" () & (@).  (33)
Nous avons multiplié les deux membres par (2 — ¢)* parce que les fonc-
tions : '

(z—c)b(2), (2—c)b"(2), (2—0¢)’b"(2)...., (2—10)"b? (2),...
sont strement finies dans le voisinage du point z =c.

Comme la série des ¢', (¥) converge vers les ¢', (x), ¢', (x),..., ®% (x) dans
le voisinage de « = 0 et la série des ¢”, («) converge vers les ", (x), ®", (x),...,
®", (x), la formule (33) montre que la série des fonctions (2 — ¢)* f”, (2) con-
verge, dans le voisinage du point # =¢, vers les branches-limites:

(e —0)" [V @)) 0", (®) +- (2 — ) b" (2) ¢, (%) = (2 — €)' F", ()
(z—0)’ [b' (&))" @": (@) +- (2 — )" b" (&) Vs (@) = (¢ —¢)* F": (2)

(e — o) [V ()] ' (@) -+ (= — )" b (2) B (@) = (2 — )" ", (2)

parce que les facteurs communs (z — ¢)’ [V’ (2)]* et (¢ —¢)* b" (2) sont finis dans
le voisinage du point z=r¢c.
De la méme fagon nous démontrons, en général, que la série:

(z - c)q f(IQ)(z)7 (z - c)q fgi) (z) [ (z - G)q f(ng)(z) e (33’)

ou l'ordre g des dérivées est quelconque, converge, dans le voisinage de
#z=c [dans un cercle entourant le point z=c¢ et ne renfermant aucun autre
point critique] vers les branches-limites:

(2—c)VY F2(z), (—c)FP(z),..., (z—c)!F2(2). (34)

On sait, d’ailleurs, que cela est vrai, d’aprés un théoréme classique, pour
tout domaine A intérieur & D et ne renfermant aucun des points critiques
Ciy Cyyee.y Cu, puisque les fonctions de la série donnée (29) seront holomor-
phes dans A.

13. Si nous posons: (# —¢,) (7 —2¢C,) ... (2 — cu) = P (), la série:

[P ) PR, [PEFPE,. ... [PEFPE,... (35)
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de fonctions multiformes dans un domaine. 23

converge, d’aprés le numéro précédent, vers les branches-limites :
[P FP(), [PEIFPE),..., [PEIFY() (36)

dans le voisinage de tous les points ecritiques ¢,, ¢,, ¢;,..., ¢a et dans tout
domaine & intérieur & D et ne renfermant aucun point singulier. Il en ré-
sulte immédiatement que la série (35) converge, pour toute valeur de I'en-
tier ¢, dans tout domaine D, intérieur & D vers les branches-limites (36).

Nous savons que les fonctions-limites F, (), F,(2),..., Fy(2) sont aussi
algébroides dans le domaine D [Voir le théoréme XVII de mon Mémoire:
Sur les familles de fonctions mulliformes admettant des valeurs exceptionnelles
dans un domaine. Acta Mathematica, 37, 1914]; on le voit d’ailleurs facile-
ment (*); il en sera, done, de méme des dérivées de tout ordre des fonctions-
limites.

Nous avons établi le théoréeme suivant:

Tutoreme VII. Soit:

i@, @), ... f,(&),-.. (37)

une série de fonctions algébroides a v branches finies dans un domaine D, dans
lequel il w’existe que p points critiques c¢,, ¢y, C4,..., Cu des fonctions de la
série (U'entier p. étant quelconque), et posons :

PRy=(—c¢)(z—c))(2—¢s)...(2—c.).

Si la série (37) converge uniformément dans le domaine D vers les bran-
ches-lisnites :

F (), F,(),..., Fs(2)
la série :

P@)f'(z), P(&[f.(®),..., PEf.(2),...
converge, & Uintérieur du domaine D, vers les branches-limites :

P(Z)F'l (z)a P(Z)Flz(z)w"v P(Z)F/-)(Z)

la série:

(PEFIG), PEFE),.., [PEOF.G),. ..

(¥*) Parce que, grace & la convergence uniforme, les fonctions de la série (29) forment
une famille bornée en module [Voir aussi le théoréme VII de mon Mémoire des Acta Ma-
thematica ci-dessus cité].
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2 Rémoundos: Sur les familles et les séries, elc.

converge, & Uintérieur de D, wvers les branches-limites :
PR)F" (z), P()F",(2),..., P)F"(2)
et, en général, la série:
(PRI, [PEFILE,. ..., [PEIYE,...

ol Vordre q des dérivées est quelconque, converge, & Uintérieur de D, vers les
branches-limites : )

[P () F2), [PEFPE),..., [PE)]FP().

[l faut faire la remarque que les facteurs ecommuns P(z), [P (2)]’,...,
P (z)]*,... ne sont utilisés ici que pour éviter les valeurs infinies des deri-
vées dans le domaine D, dont I'existence empécherait la considération de la
convergence des séries des dérivées. C’est pour cela que le théoréme ci-dessus
énoncé est précisement I'extension fidéle aux séries de fonctions algébroides
dans un domaine du théoréme classique concernant la dérivation des séries
de fonctions holomorphes dans un domaine, dans lequel elles convergent
uniformément.

Athénes, le 21 Mars 1914,
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Einige Anwendungen der Impulssitze ™.

(Von V. VArcovicl, in Iassy [Rumdnien).)

e e Ty

Die mathematische Schwierigkeit der von der Praxis aufgesteliten hy-
drodynamischen Problemen haben die Hydraulikern veranlasst, Hypothesen
und Sitze anzuwenden, welche den Theoretikern mit Unrecht meist unbe-
kannt geblieben sind. Es gibt fast kein theoretisches Buch der Hydrodynamik,
welches sich mit den Impulssitzen beschiiftigt, obgleich dieselben manchmal
sehr gute Dienste leisten kénnten. Im Folgenden will ich eine allgemeine und
einfache Form dieser Impulssitze angeben und einige ihrer wichtigsten An-
wendungen zeigen.

1. Impuls nennt man den Vektor sy, wenn m die Masse und p den
Geschwindigkeitsvektor eines materiellen Punktes bedeutet. Hat maun statt
eines Punktes mit einem ganzen Punkthaufen zu tun, so heisst Impuls des
Systems der Vektor ¥ v, wobei die Summe auf sdmtliche Punkte des Sy-
stems ausgedehnt ist. Aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen erhilt
man den sogenannten Schwerpunkisatz, den wir folgendermassen ausdri-
cken wollen:

Die zeitliche Anderung des Impulses eines den dusseren Krdiften

k=1, 2,..., n)

unterworfenen Punklsystems ist gleich der Resultierenden dieser dGusseren
Krdafte : ‘
a3 . i
E- -0
3 bedeutet dabei den Gesamtimpuls des Systems. Wohlgemerkt, diese
Gleichung ist eine vektorielle, die man in drei Skalargleichungen zerlegen
kann.

' (*) Ein Teil der vorliegenden Arbejt ist in gedrdngter Form in den Pariser Comptes
Rendus (t. 157, p. 1131 und t. 158, p. 169) erschienen,
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28 Valcovici: Einige Anwendungen der Impulssdtze.

Andere drei Gleichungen bekommt man mit dem Flichensatz:
Die zeitliche Anderung des Momentes des Gesamtimpulses eines solchen
Punktsystems in bezug auf einen festen Punktist gleich dem Gesamibmomente

aller dusseren Krifte &, in bezug auf denselben festen Punkt, oder analytisch
ausgedrtickt :

(% Xmv X1)= kﬁ;i (S X 14)5 (IT)

die Summe auf der linken Seite bezieht sich auf simtliche Punkte des Sy-
stems, t bezw. t, bedeutet den Vektor, der von dem betrachteten festen

A A = DD

o

Ak cmee e e e

Pig. 1.

Punkte zu einem Punkte bezw. zu dem Punkte k2 des Systems fiihrt, und
das Zeichen X deutet auf eine vektorielle Multiplikation hin.

Wir wollen unser Augenmerk auf die Gleichung (I) richten, wovon wir
einige Anwendungen zeigen werden.

2. Eine der bekanntesten Anwendungen des Satzes (I) ist wohl das
D’Alembertsche Paradoxon; dasselbe will ichk im Falle der sich in einem
zylindrischen Kanal bewegenden Flissigkeit beweisen. Der Satz ist auf diese
Weise einerseits allgemeiner, und anderseits wird er einfacher bewiesen,
indem man tiber das Verhalten des Potentials im Unendlichen nichts zu
wissen braucht.

In einem zylindrischen Kanal 4 B ¢ D (Fig. 1), dessen konstanter, zu den
Erzeugenden senkrecht stehender Querschnitt gleich F ist, bewegt sich sta-
tiondr eine reibungslose inkomprensible Fliissigkeit mit der Dichte 1 um
einen festen Korper K; die Bewegung ist durch die konstante Geschwindig-
keit V im Unendlichen charakterisiert. Wir wollen nur die Komponente in
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der Bewegungsrichtung von dem Tripel (I) betrachten und zunichst die zeit-
liche Anderung der in dieser Richtung vorhandenen Impulskomponente im
Gebiete 4 B C D ermitteln, wobei wir uns die Entfernungen der Querschnitte
A B und ¢D von dem Korper K sehr gross im Vergleich zu den Querdi-
mensionen des Kanals denken wollen. Nach Ablauf einer Sekunde ist der
Querschnitt 4 B in die neue Lage 4'B" und CD in ¢'D" gekommen. Die
Flissigkeitsmasse 4 B B’ 4, welche bis auf sehr kleine Grossen gleich F'. V
ist, zidhlt nicht mehr zu dem betrachteten Gebiete, und also der Gesamtim-
puls ist um
F.V.V=F.V*

kleiner geworden ; dagegen ist die Fliissigkeitsmasse ¢ D D' C" hinzugekommen
und hat den Gesamtimpuls um F.V* vergrossert. Die Impulsmenge der
Flissigkeitsmasse 4" B C D ist unverdndert geblieben, da die Bewegung sta-
tiondr angenommen worden ist. Die zeitliche Anderung des Gesamtimpulses
dieses Punktsystems ist also gleich Null.

Die dusseren Krifte bestehen aus den Druckkriften, welche auf-die Man-
telfliche und Deckel des Flissigkeitszylinders A B C D und auf die Beriih-
rungsfliche des Korpers K mit der Fliissigkeit ausgetibt werden. Die auf die
beiden Deckel 4 B und C D wirkenden Druckkrifte heben sich gegenseitig
auf, da der Druck p infolge der Bernoullischen Gleichung in A B und CD
bis auf vernachlissighare Grossen denselben Wert hat; die auf die Mantel-
fliche wirkenden Druckkrifte liefern keinen Beitrag zu den Komponenten in
der Bewegungsrichtung, da der Druck senkrecht auf dieser Richtung steht;
endlich ist die Kraft, die die Fliissigkeit von Seiten des Korpers K erleidet,
gleich — W, wenn W den Widerstand des Korpers K bedeutet.

Die Komponente der Gleichung (I) in der Bewegungsrichtung wird in-
folgedessen folgendermassen lauten :

o=— W,
und somit ist der Beweis des D’Alembertschen Paradoxons fiir den betrach

teten Zylinder und also als Sonderfall fiir die nach allen Richtungen unend-
lich ausgedehnten Fliissigkeit geleistet (*). Ich will noch die Bemerkung hin-

(*) Diese Verallgemeinerung des D’Alembertschen Paradoxons wurde auch von Herrn
Prof. U. CisorT1 (Sul moto di un solido in un canale, Rend. Palermo, 1909, 2.° sem.) mittels
" des Greenschen Satzes gegeben.
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30 Valcovici: Einige Anwendungen der Impulssdtze.

zufligen, dass die Annahme einer kompressibler oder einer schweren Flissig-
keit keine Anderung dieses Resnltates hervorrufen wiirde, wenn die Schwer-
kraft senkrecht zu der Bewegungsrichtung stehen wiirde.

3. Es ist ohne weiteres klar, dass die Impulsiinderung der betrachteten
fliissigen Masse in einer senkrecht zur Bewegung stehenden Richtung gleich
Null ist; hat etwa der Kanal die Form eines rechteckigen Prismas, so muss
also die Differenz der beiden Reaktionen zweier gegeniiberliegenden Winde
gegen die Flussigkeit gleich der von der Flussigkeit her auf den Korper K
ausgeiibten Kraft sein. Daraus kann man die bekannte Tatsache schliessen,
dass eine gleichformig fallende Kugel lings einer Wand von dieser angezogen

wird; in der Tat nehmen wir an,

A 2 dass drei von den vier Winden des
betrachteten Prismas sehr weit ent-

) G fernt von dem Korper K (einer Kugel

Vi, Q \ } n diesem Falle) seien; dann wird der
'i/ hydrodynamische Druck auf diesen

Vz

I, Winden ungefihr derselbe sein wie
im Unendlichen. Auf der sich im
Fig. 2. Endlichen befindlichen Wand fliesst
aber die verdridngte Flissigkeits
masse schneller als im Unendlichen, so dass der darauf wirkende Druck der
Bernoullischen Gleichung gemiiss kleiner als im Unendlichen ist; die ganze
Reaktion dieser Wand gegen die Fliissigkeit (ein Druckintegral tiber die Wand)
ist also kleiner als die der gegeniiberliegenden Wand; die Differenz beider ist
gegen die sich in der Nidhe der Kugel befindlichen Wand gerichtet. W. z. b. w.
4. Etwas anders liegen die Verhiltnisse beim Halbkérper, einer Fliche,
welche sich in einer Richtung asymptotisch zu einem Zylinder ins Unendliche
erstreckt (¥); hier erhilt man einen von Null verschiedenen Widerstand, wenn
sich der Halbkorper in einem Zylinder wie oben befindet (Fig. 2), wo eine
wirbellose stationire Bewegung einer idealen inkompressiblen Flissigkeit
mit den konstanten Geschwindigkeiten V, und V, im Unendlichen (V,> V,)
stattfindet.
Es sei nidmlich #, der konstante Querschnitt des Zylinders, f der asymp-
totische Querschnitt des Halbkorpers. Wir betrachten die in dem Gebiete

(*) Vgl. G. FuarMANN, Theoretische und experimentelle Untersuchungen an Ballonmodeilen,
Dissertation Gottingen, 1912, :
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A B CE F @ D enthaltene Fliissigkeit und wenden darauf die Bewegungskom-
ponente der Gleichung (I) an; dabei sollen die Abstinde der Querschnitte
A B und CD von dem Vorderende des Halbkérpers im Vergleich zu den
Querdimensionen des Kanals sehr gross sein. Durch eine #hnliche Uberle-
gung wie im vorigen Paragraphen findet man, dass die zeitliche Anderung
des Impulses dieser Fliissigkeitsmasse gleich :

— Vi F, 7V,

ist, wenn F, — f gleich F, gesetzt worden ist.

Die #usseren Krifte, welche hier in Betracht kommen, sind: der auf
den vorderen Deckel A B ausgeiibte Druck F,p,, der auf den hinteren
wirkende — F, p, und der von Seiten des Halbkodrpers ausgetibte Druck
— (W+p, f) (*), wobei p,, p, den Druck in 4 B bezw. C D bedeuten.

Man hat also fur die gesuchte Gleichung:

— B Vi+F Vi=F p,—F.p.— (W+p, /) 1)
Benutzt man die Kontinuititsgleichung :
F,V,=F,V,
und die Bernoullische Gleichung :
Pt =Dt
so erhdlt man aus (1):

2 2
T

W=3m A

oder, wenn die Dichte der Fliissigkeit anstatt 1 gleich o gewesen wiire:

B’ O A
W=tgp Vi=rap Vi

Man erhilt also in diesem Falle einen positiven Widerstand, welcher auf
den Hauptspannt f und die Geschwindigkeit V, bezogen den dimensionslosen

(*) Die Summe der Komponenten in der Bewegungsrichtung aller von der Fliissigkeit
her auf den Halbkérper ausgeiibten Drucke iibersteigt ndmlich den Widerstand W um den
Betrag des auf f im Unendlichen herrschenden Druckes f. p, -
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Faktor
F
LI"I = o) E ]:
4 = 2
und auf V, den Faktor:
%:@E

liefert (¥).

Hierzu passt wiederum die Bemerkung, dass die senkrecht zu der Be-
wegungsrichtung wirkende Schwerkraft keinen Beitrag zu diesem Widerstande
hinzubringen wiirde.

Fiir den Fall, dass F, unendlich gross wird, f aber endlich bleibt, wird
sowohl ¢, als auch ¢, also W auch gleich Null; dabei braucht der Kanal gar

! E
Ve

A b _\
’ G

TFig. 3.

nicht nach allen Richtungen hin ins Unendliche zu riicken. Fiir den speziellen
Fall, dass der Halbkorper von einer gewissen Rotationsfliche begrenzt wird,
und das der Kanal vollkommen verschwindet, hat Herr G. Fuhrmann (*¥)
sowohl auf graphischem Wege als anch rechnerisch diese Tatsache bestitigt.
Mann kann ohne jegliche Schwierigkeit diese Formeln und Resultate auf
die zweidimensionale Bewegung iibertragen; sodann werden F,, F,, f die
entsprechenden Querschnitle bedeuten, welche in der Richtung der dritten
Dimension durch zwei parallele Ebenen begrenzt sind.
5. Eine andere brauchbare Anwendung finden die Impulssiitze in der
diskontinuierlichen stationdren Bewegung. Aus einem in einer Richiung —
in der negativen x-Richtung z. B. (Fig. 3) — unendlich ausgedehnten Kanale

(*) Betreffs der Bezeichnung s. L. PraNpTL, Bemerkungen iiber Dimensionen und Luft-
widerstandsformeln (Zeitschrift fiic Flugtechnik und Motorluftschiffabrt, 1910).
(**) a. a. 0., S. 9-11.
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A BCD kommt ein Helmmholtzscher Strahl heraus und trifft eine Schale S
mit scharfen Riindern, so dass sich hinter der Schale ein Toitwasser bildet,

Ich begrenze eine Fliissigkeitsmenge durch den zu O« in grosser Ent-
fernung von der Schale senkrecht stehenden Querschnitt 4 B im Kanal, durch
eine weit hinter der Schale zu simtlichen Stromlinien normal stehende Fliche
E G HI, durch die Mantelfiiche 4 B CD des Kanals, durch die doppelte
Mantelfliiche des gebohrten Strahles C £ HS, S, I G D und durch die Schale S
selbst; dieses einfach zusammenhingende Gebiet heisse @. Es sei V,, p, die
Geschwindigkeit bezw. der Druck der Fliissigkeit im Kanal sehi weit entfernt
in der negativen «-Richtung und V;, p, die Geschwindigkeil bezw. der Druck
auf den freien Grenzen also auch in allen Punkten mit unendlich grossen
und positiven Abscissen; es sei ferner F, der Flicheninhalt des normalen
Querschnitts des Kanals und F, derjenige der Ringfliche E G 1 H. Besitzt die
Flissigkeit die konstante Dichte 1, so ist die sekundliche Zunahme des Ge-
samtimpulses in der a-Richtung der sich in diesem Gebiete befindlichen
Flussigkeit gleich

— F, VI+ F, VicosH.

cos § ist an Stelle des Mittelwertes

cosﬁzﬁ%Jcos‘).dF2
gesetzt worden, wobei 6 den Winkel, den die -Achse mit einer asympotischen
Richtung des Strahles einschliesst, und d F, das Flichenelement in der be-
trachteten Ringfliche bedeutet; das Integral erstreckt sich tiber die ganze
Fliche F,.

Um die dusseren, auf die Flissigkeitsmasse wirkenden Krifte bequem
zu ermitteln, wollen wir uns denken, dass eine gleichmiissig verteilte Span~
nung an der Grenze des bhetrachteten Gebietes &, also eine auf der Grenz-
oberfliche dieses Gebietes senkrecht stehende, von innen nach aussen gerich-
tete Oberflichenkraft vom Betrage p, pro Flicheneinheit hinzukommt; die
Einftihrung derselben bringt ndmlich keine Verdnderung der Gleichung (1)
mit. Nun sieht man unmittelbar ein, dass die einzigen vou Null verschiedenen
x-Komponenten der dusseren Kriifte eine Resultierende gleich

(P —po) By — W
geben, wenn W den gegen die Schale S bewirkten hydrodynamischen Wider-

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXTII. b}
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stand bedeutet; denn die Mantelfliiche 4 B ¢ D des Kanals erfihrt einen zu
der x-Achse senkrecht stehenden Druck und auf der freien Grenze herrsecht ja
der Druck p,, welcher sich gegen die fingierte Spannung p, aufhebt.

Man hat also fiir die «-Komponente der Gleichung (I):

— F, Vi+F, Vicos0=(p, —p,) F, — W; (2)
kraft der Kontinuititsgleichung
P V.—F,V,
und der Bernoullischen Gleichung

48 v
pl_l_?’—po*“@

kann man die Beziehung (2) folgendermassen umgestalten :

, B, VIV(F, ) 0)F. [
W = ) '(F2)~.‘Fgcos6+1‘ 5
_F, Vi (F, Y K, |
9 '(Fl)—-QF‘cosf)—}—l\, )

woraus man beziiglich der Widerstandsfliche f der Schale die dimensions-
losen Widerstandsfaktoren

Fl FLZ Fl n ’

und
B (B o F | ,
tm gl () =2 o @

erhiilt, jenachdem man den Widerstand auf die Geschwindigkeit V, oder V,
bezieht. : 4

Ist der Kanal in beiden a-Richtungen unendlich ausgedehnt (Fig. 4), so
hat man in diesem spezielleri Falle

=0
und also:
_F e [V e
W— QF; Vl—%Fl V27 (4)
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wenn f, die asymptotische Breile des Totwassers ist. Die entsprechenden di-
mensionslosen Widerstandsfaktoren sind :

__IF

_— &Y
4)1 QfF; ( )

auf die Geschwindigkeit vor der Schale und
b= g Ck

*T9fF,

auf die Geschwindigkeit hinter der Schaile bezogen. ¢, ist nach (3)" und (4)
sowohl im Falle des ausstrémenden

Strahles als auch im Kanal grosser 3
als ¢,, welches durch (3)" bezw. ()" !
gegeben wird.

Diese Bemerkung hat eine be- (. 0 -
sondere Bedeutung, was die prak- v
tischen Widerstandsmessungen be- A ]
trifft ; dieselben werden entweder Fig. 4.

in einem solchen ausstrémenden

Strahle (wie z. B. in der Eiffelschen Versuchsanstalt in Paris) oder aber in
einem Kanal (wie in der Prandtlschen Versuchsanstalt in Gottingen) ausge-
fithrt, und die auf diese Weise ermittelten Zahlen werden annihernd fiir den
Fall der nach allen Richtungen hin unendlich ausgedehnten Fliissigkeit als
gliltig angesehen. Die kleinsten Abweichungen bekommt man dabei, wenn
man den Widerstand auf die Geschwindigkeit hinter der Schale bezieht; diese
Tatsache ist fir die zweidimensionale Bewegungen theoretisch bewiesen
worden (¥).

Dass der dimensionslose Faktor grosser bei den Kanalversuchen als in
der nach allen Richtungen unendlich ausgedehnten Fliissigkeit ausfillt, wenn
der Widerstand auf die Geschwindigkeit vor der Schale bezogen wird, kann
man sich allgemein folgendermassen plausible machen. (Fig. 5 stellt einen
durch den Staupunkt 4 und durch eine Erzeugende der Mantelfliche des
Kanals gezogenen Querschnitt in der allgemeinen dreidimensionalen Bewe-
gung dar; die Schale ist durch eine zu den Zylindererzeugenden senkrecht

(*) V. VaLcovict, Uber diskontinuierliche Fliissigheitsbewegungen mit zwei freien Strahlen.
Diss. Gottingen, 1913,
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stehende Platte ersetzt worden, was fiir das Folgende vollkommen belanglos
bleibt). Wird die Breite des Kanals vergrossert, der Druck und die Geschwin-
digkeit in D — dem gemeinsamen Punkte der Erzeugenden des Zylinders
im Unendlichen — festgehalten, so nimmt die Geschwindigkeit auf der freien
Grenze ab, und also der Staudruck p, wird grosser. Der Druck p auf der
vorderen Seite der Platte nimmt seinen grossten Wert pag,. im Staupunkte
A an und nimmt allméhlich ab, bis er am Rande gleich p, wird. pmas. bleibt
aber wegen der Bernoullischen Gleichung hei der Erweiterung des Kanals
unverdandert, so dass das Integral :

(P—Po)dfy

welches den Widerstand darstellt, offenbar abnimmt, wenn p, grosser wird.
Ahulich kann man es fiir den ausstromenden Strahl zeigen; die Wider-
standsfaktoren werden also sowohl

in der Hiffelschen als auch in der

~ Prandtlschen Versuchsanstalt gris-
B, ser als in Wirklichkeit, wenn die
Widerstandsmessungen auf die Ge-

J

D A ; ~ schwindigkeit von der Platle bezo-
A5 gen werden.

; B, Man bezieht sie aber in den

— beiden Versuchsanstalten auf die

Geschwindigkeit, welche in einiger

Entfernung hinter der Platte d. h. theoretisch auf der freien Grenze herrscht.

Wie sich dieser auf diese Weise ermittelte Widerstandsfaktor verhiilt im

Vergleich zu demjenigen, den man im Falle der Abwesenheit des Kanals
erhilt, kann man nicht mehr so einfach wie oben einsehen.

Fir die zweidimensionale Bewegung ist der Fehler, den man begelt,

wenn man die Widerstandsmessungen auf die Geschwindigkeit von der Platte

hezieht, positiv und von der ersten Ordnung in \/ wenn D die Breite

5 b
des Kanals und d die der Platte bedeutet, d. h. der gemessene Widerstands-
faktor im Kanal oder in einem aus einer Diise ausstromenden Strahle tiber-
trifft denjenigen, den man in einem nach allen Richtungen unendlich aus-

gedehnten Fliissigkeit messen wiirde, um eine Grosse, welche proportional

7u \/[()i zu Null geht, Bezieht man dagegen den Widerstand auf die Ge-
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schwindigkeit hinter der Platte, so erhiilt man im Kanal einen positiven Fehler
" d . o
von der Grossenordnung D und im vollkommen freien Strahle (wo der

Kanal also verschwunden ist), einen negativen Fehler von derselben Grossen-
ordnung; der Feliler, den man begelhit, wenn man die Widerstandsmessungen
in einem nur nach einer Richtung unendlich ausgedehnten Kanale vollfiihrt,
liegt zwischen diesen beiden extremen Féllen (¥*).

Die Formeln (3) und (%) bezw. (3Y, (3)", (4), (4)" gelten auch fur die
zweidimensionale Stromung. Formel (4) ist von Herrn U. Gisotti (**) und
von Herrn H. Villat (***) mittelst des Greenschen Satzes bei der zweidimen-
sionalen Bewegung gefunden worden.

6. Als letzte Anwendung der Impulssiitze will ich die Antwort auf eine
aktuelle hydrodynamische Frage geben. Es handelt sich um die stationire
zweidimensionale Bewegung einer idealen, inkompressiblen, im Unendlichen
eine linear verinderliche Geschwindigkeit besitzenden Flissigkeit um einen
festen Korper. Diese Stromung lenkte neuerdings auf sich eine besondere
Aufmerksamkeit durch die Vermutung, dass eine solche Stromung gewisse
mit dem Energiepriuzip anscheinend in Widerspruch stehende Erscheinungen
— wie der Vortrieb d. h. die Bewegung gegen den Wind ohne Arbeitsaufwand
-— zu erkldren vermag. Herr v. Sanden hat diese Stromung um einem fli-
gelformigen Korper mittelst der Rungeschen graphischen Methode studiert
und die dabet auftretenden Widerstandskrifte zu ermitteln versucht (***¥),
Seine Resultate, was den Widerstand — die auf den Koérper in der Richtung
der Stromung ausgeiibte Kraft — anbelangt, sind nicht richtig; wir werden
ganz allgemein zeigen, dass der Widerstand gleich Null ist.

Es handelt sich um die zweidimensionale Strémung einer idealen in-
kompressiblen Flissigkeit in einem unendlich auvsgedehnten mit ebenen
parallelen Winden versehenen Kanal 4 BCD um einen festen Koérper K
(Fig. 6); es seien: '

(*) S. die auf Seite 35 zitierte Dissertation.
(**¥) Sul moto di un solido in un canale. Rendiconti del Circolo matematico di Pa-
lermo, 1909.
(*%*) Sur le mouvement discontinu d’un fluide dans un conal renfermant un obstacle.
Annales de I’Ecole normale supérieure, 1912.
(¥¥##) Uber den Auftrieb im natirlichen Winde, Ztschr. f. Math. u. Phys., 61. Bd., H. 3,
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die Gleichungen der beiden Wiinde des Kanals,

die der zwei Querschnitte 4 B und € D. Die Stromung wird durch die Ge-
schwindigkeit im Unendlichen :

Uo=20Y, Voo=0 )
und durch den konstanten Wirbel
» 1 (0w 0 u\) .
t= 550 —ay) = (©)

charakterisiert. Ich will noch vorausschicken, dass die Energiegleichung
dieser Stromung, wie ich anderswo
|J D gezeigt habe (*) folgende Gestalt hat:

p+u;m=ﬂw%+& (7)

die Dichte ist wie bisher gleich 1
gesetzt worden. Dabei bedeutet C
é, ~ eine konstante Grosse und ¢ die der
Fig. 6. betrachteten Bewegung entsprechen-
de Stromfunktion, die {brigens

kraft des Beziehung (6) folgender Gleichung gentigt:

)

oy frrmmm e

Ay =20

Ausserdem soll ¢ den Wert » b* auf den beiden Wiinden des Kanals und den
konstanten Wert 2 auf der Kontur des Korpers K annehmen; diese Kon-
stante ldsst sich, wie wir zeigen werden, eindeutig bestimmen. Im {ibrigen
soll die Differenz
$—oy’
im Unendlichen regliléir sein.
Setzt man

"I’ ="I’0+my2’ (8)

(*) Uber die Bewegung inkompressibler reibungsloser Flitssigkeiten, Bulletin de I’ Académie
roumaine, novembre 1913.
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so hat man fir ¢, die Gleichung:
AYy=0 | )

und die Bedingungen der Regularitit im ganzen Fliissigkeitsgebiet ein-
schliesslich im Unendlichen, die Beziehung:

"1"0 =0 (10)
lings der Winde des Kanals und
o=k —owy’ (11

auf der Grenze des Korpers K.

Die Beziehungen (9), (10) und (11) lassen bekanntlicht eine eindeutig
bestimmte, tiberall in dem betrachteten Gebiete regulire Losung zu; die
Konstante & bestimmt man hinterher durch die Bedingung, dass die Zirku-
lation um den Zylinder K einen vorgegebenen Wert hat.

Jetzt wollen wir den ersten Impulssatz auf die Bewegung der Fliissig-
keitsmasse, welche durch die Winde des Kanals, durch die beiden Quer-
schnitte A B und CD, durch die Oberfliche des Kérpers K und durch zwei zu
a Oy parallele im Abstande 1 voneinander stehende Ebenen begrenzt wird,
anwenden. Die beiden Querschnitte 4 B und D nehmen wir gentigend
entfernt vom Korper, also a geniigend gross, sodass die Geschwindigkeit
sowohl in 4 B als auch in €D bis auf unendlich kleine Gréssen durch (5)
gegeben wird.

Es ist ohne weiteres klar, dass die Impulsinderung in der a-Richtung
gleich Null ist, so dass sich die ®-Komponente der Gleichung (I) zu:

A D
W=f pdy—[ pdy (12)
B C

reduziert, wenn W die Resultierende der a-Komponenten der hydrodyna-
mischen, auf die Oberfliche des Korpers K ausgetibten Krifte bedeutet.

Aus (7), (8) und (5) erhilt man unmittelbar folgende, bis auf unendlich
kleine Grossen giiltige Gleichung :

PaB = C -+ 20 "Ifu
und also

"4 D
W=9%0 q,ody_gmf body. (12)’
J B C
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¢, ist aber reguldr im Unendlichen und besitzt da den Wert Null, so dass
die beiden Integrale auf der rechten Seite identisch Null sind, wenn man
unendlich kleine Grossen vernachlissigt. Die Gleichung (12)" liefert infolge-
dessen :

W=0.

Lassen wir fiir ¢, eine logarithmische Singularitit nur im Unendlichen
zu, so bedeutet das hydrodynamisch, dass die Stromung eine Zirkulation um
den Kérper K besitzt. Dieselbe Formel (12) oder (12) zeigt in diesem Falle
fast ebenso einfach wie oben, das der Widerstand gleich Null ist.

Somit ist die Frage nach dem horizontalen Schube, den ein Korper in
einem solchen linear veriinderlichen Winde erfihrt, vollkommen und allge-
mein beantwortet, wenigstens fiir die zweidimensionale Stromung. Das Ener-
gieprinzip kann in diesem . Falle tiber das Vorhandensein eines Wider-
standes oder eines Vortriebes a priori gar nichts entscheiden, da, wie Herr
Prof. Prandtl bemerkt hat, die Gesamtenergie des Systems in bezug auf jedes
Koordinatensystem unendlich gross ist; die {iberraschenden Ergebnisse der
von Sandenschen Arbeit inshesondere dasjenige der Existenz eines Vortriehes,
d. h. einer Kraft welche den Fliigel gegen den Wind bewegen wiirde, konnten
deshalb unmittelbar nicht widerlegt werden. Die vorliegende Arbeit zeigt, dass
weder Vortrieb noch Widerstand vorhanden ist, und dass also eine Erklirung
des Segelfluges auf diese Weise ausgeschlossen ist.
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Intorno all'interpretazione della Teoria di
Galois in un campo di razionalitd finito.

(Di U. Scarris, a Bologna.)

Ho constatato in una breve precedente Nota (*), che applicando alla ri-
soluzione di una congruenza di terzo grado (mod. p) la formola cardanica,
in dipendenza dal carattere quadratico di certi elementi, essa, in certi casi,
diviene illusoria quando la congruenza ammette tre radici, ed efficace quando
ne possiede una sola; mentre, in altri, succede precisamente il contrario. Ho
quindi accennato alle modificazioni che potrebbe subire la Teoria di GaLo1s
ove si volesse applicare ad equazioni i cui coefficienti e le cul radici appar-
tenessero ad un campo composto di un numero finito di elementi.

Scopo di questo lavoro & di presentare alcuni risultati ottenuti intorno
a tale questione, i quali potrebbero forse servire di incentivo ad altri piu
profondi ed esaurienti,

1) Data una funzione dell'indeterminata 4

f)=a,"+a, ¢ "' +.--+a,

i cui coefficienti sono interi qualunque appartenenti al sistema completo di
residui del modulo primo p e che si suppone irriducibile mod. p, &€ noto che

1 p” elementi:
ao;, 1’”‘1 + a’lh ?/”_2 + R + a/n_lh = ,rh (1)

che si ottengono attribuendo ai coefficienti a,,, indipendentemente I'uno
dall’altro, p valori congrui mod. p ad uno qualunque dei p residui

0,1,2,...,(p—1)

costituiscono un esempio di un dominio « pseudo-ortoide » chiamato « campo

(*) Periodico di Matematica. Volume XXVII, Fasc. 11, 1911.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 6
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'

di Ganois » definito dalla funzmne modulare f(¢) e dal numero primo p, e che
indicheremo brevemente con (r).

Agli elementi (1), altri si possono sostituire che ad essi siano rispetti-
vamente congrui rispetto alla f(é) ed a p, i quali si identificheranno coi pre-
cedenti. _

Manifestamente (r) contiene in sé come divisore il campo

0,1, 2,...,(p—1)
che si pud considerare generato dall’irriducibile
f@)=a,i+a,

e come & noto (*) in (r) sono sempre univoche e possibili le operazioni ra-
zionali esclusa la divisione per l'elemento nullo.
Per quanto concerne le equazioni, si dimostra che una

9 (x) =

i cui coefficienti appartengono ad (r) non puo avere nello stesso campo pit
radici ¢he unita il suo grado e che in particolare I’equazione
x” =1

possiede in () un numero di radici eguale al m. ¢. d di m e (p" —1).

Notiamo inoltre che gli elementi di () (marche, secondo il Dickson), ove
si escluda lo 0, formano un grappo abeliano rispetto alla moltiplicazione;
mentre, includendovi lo 0, costituiscono un gruppo pure abeliano rispetto al-
laddizione.

Se ora, in luogo del sistema completo di residui mod. p, assumiamo come
base il campo di Gavots precedentemente definito :

Toy Tiy Tayeuny T (7‘)

dove s =p" — 1, detta f(i) una funzione di grado m dellindeterminata ¢ a
coefficienti ed irriducibile in (r), considerando il sistema di p"™ elementi:

W "', "4 @, =R, (2)

verremo cosl a costruire un campo piu esteso (R) contenente (r) come di-

(*) DicksoN, Linear groups with an exposition of the Galois field theory. Teubner, Leipzig.
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visore e relativamente al quale si puo ripetere quanto si & affermato pel
precedente.

2) Data ora una funzione ¢ (x) irriducibile in () si dimostra (¥) che
la condizione necessaria e sufficiente perche ¢ (x) divida il binomio

P —

¢ che il grado v di ¢ (x) sia divisore di Z.
Cid premesso, sia

o (2)=0 (H

un’equazione a coefficienti ed irriducibile in (r) il cul grado v & divisore
di m. In quest’ipotesi ¢ (x) divide

xrm—
e poiche Pequazione :
X — =)

ha per radici le p"™ marche di (R), se ne conclude che la (1) avrd essa pure
nello stesso campo v radici distinte e fuori di () in conseguenza della sua
irriducibilitd.

Poiche se « ¢ radice di (1) lo & pure

%
a?,

segue che la successione
o, ab* aP™ L aft (2)
risulterd composta di radici di (1).
I termini della (2) non possono risultare tutti tra loro diversi, per cui

se ne incontreranno senza dubbio due tra loro eguali, ed i primi soddisfa-
centi a fale condizione siano:

Py L ap(i‘lr')”
per cui dividendo per «#™ == 0 risulta:

1 — (Mprn) pen -1 — (a.psn,_j) prn.
Dico che apm—1 — 1,

(*) Dickson, Op. cit,, Cap. II, § 25,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



44 Scarpis: Intorno all'inlerpretazione della Teoria di Galois

Infatti, ove cido non fosse, posto:

abm =t =p==1
si dovrebbe avere
‘[))Prn — 1’

il che non puo essere, poiche la

mprn — 1

essendo p™ primo con p"™ —1, ammette in () l'unica radice x =1.
Segue che
“psn_i — 1

e se ne conclude che « appartiene all’esponente p*—1, o ad un suo divi-
sore, e che intanto si ha:

P —= g

cio¢ che il primo a riprodurs'i dei (2) & lo stesso « e che quindi » =0.
Ne viene che le s radici di (1)

x, af" qP* . qpeTI 3)
sono tutte diverse, e che quindi non potra aversi
G —
ab®"l=1 ¢ <s,

vale a dire che, se « non appartiene a p™ —1 deve aver per periodo un suo
divisore proprio.
Poiche la:

TP =

ammette la radice a dell’irriducibile (1), le possiede tutte; vale a dire
TP — g

¢ divisibile per ¢ (x) e quindi v & divisore di s, per cui v==s. D’altra parte,

poiché le (3), tutte diverse, sono radici di (1) dovrd pur essere s=v, e se
ne conclude :

§=v,

Abbiamo quindi che, se « ¢ una qualunque delle radici di (1), il loro
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insieme vien dato da:

®. ab® “P(V—l)n

2n
, 2 N

7 * y (4)

dal che segue che la (1) & normale ed abeliana.

Supponiamo ora che il grado v di (1) non sia divisore di m, e che essa
possieda una radice « in (R). Come prima si dimostrerd che in questa ipotesi
dovrebhero esser pure radici:

24 - v—1)n
@, ab" ot ab (5)

appartenendo « a p**— 1 o ad un suo divisore proprio, essendo le (b) tutte
tra loro diverse.

Ma avendo la
P — =0

una radice a comune con lirriducibile (1) dovrebbe ammetlerle tutte, ed

essere
xrr —

divisibile per ¢ (x), vale a dire m multiplo di v, il che & contro l'ipotesi, per
cui non & ammissibile che la (1) abbia radici in (R). Concludiamo col Teorema
seguente: « Un’equazione di grado v

9 (@) =0

a coefficienti ed irriducibile in (r), possiede in (R) o v radici o nessuna se-
condoche v & o no divisore di m ».
Se « & una qualunque di tali radici, il loro insieme & dato dalla suc-

cessione :

@, af” atm  qp®"

)

e la data equazione & abeliana ».

Segue da questo Teorema che il problema che si riferisce alla risoluzione
in (R) di una irriducibile in (r), rimane limitato al caso in cui v & divisore
di m.

3) Detta = una qualunque delle radici dell'irriducibile in (r):

¢ (x)=0 (1)
di grado v divisore di m, sappiamo che il loro insieme ¢ dato da

o apn, Cees a_p(l'—!)ﬂ. (Q)

?
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Se ora in (2), ad « sostituiaio una qualunque «#*, esse si riproducono
permutandosi secondo la potenza r<™* della sostituzione circolare :

g — (“ al)n “zﬂn. .. Kp(v—l)'”)

e reciprocamente, leffetto della sostituzione g” in (2) equivale a sostituire
a?™” ad «.

Le operazioni che rimpiazzano « con «?” (r =0, 1, 2,..., (v—1)) sono
suscettibili di composizione (*), ed il prodotto di due di esse si risolve in
una delle stesse: indicandole con

2 o " o o o p(v-—l)n
=) ) ()
si scorge subito che costituiscono un gruppo isomorfo al gruppo ciclico
G:;g"zl, g, 9%y g”“z.

Dimostriamo ora le proprietd fondamentali del gruppo G.

@) «Se una funzione razionale delle radici di (1) con coefficienti in (r),
rimane numericamente invariata per tutte le sostituzioni di &, essa ha valore
razionale, cioe in (r)». .

Sia F(«,, %,..., «y) una tale funzione, e se ne esprimano le radici me-
diante una qualunque di esse. Si avra:

Fay ar..., a?®™) = (a). )

Se ora si eseguisce sul primo membro di (3) la g", cid equivale a so-
stituire «#" ad «, per cui:
Fgr= ¢ (27™).

Ma, per ipotesi, la F non muta di valore qualunque sia g”, per cui ne
viene :

F= % (4/ (a) - - ;}L(a p(”—l)”))

ed essendo la somma tra parentesi funzione simmetrica delle #, se ne deduce
che I & razionale.

(*) WeBER, Lehrbuch der Algebra. 1, § 154.
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b) Reciprocamente, sia :
Fay .. 0)=y(a)=p

dove p appartiene ad (r).
L’equazione o

y(x) =p
avendo una radice in comune coll’irriducibile (1), le ammettera tutte, per cui:
. . 4’(“)”——‘—‘4)(110" :...q,,(ap('v—x)n)=9
e parunenti: |
Fyo = Fg = E‘gv—l = .

¢) « Se una sostituzione sulle « lascia numericamente invariata qua-
lunque funzione razionale delle radici a coefficienti e valore in (r), essa ap-
partiene a G ». . v
Sia infatti ¥ una sostituzione dotata della detta proprietd, e si ponga

Fa,a...0)="1{(«)=np.

Applicando la y alla relazione

b=)=s
questa continua, per ipotesi, a sussistere, per cui si avra:
P (a™) =p

essendo «?* la radice che y sostituisce ad «. Ripetendo la y sulla precedente

si otterrd :
"P (xpgk”) =P

dal che segue che y° ad « sostituisce «?*". Cosl continuando si conclude che

| Y= (2, aP, at™, ),
vale a dire che:
N . T=9,
cioé¢ che y appartiene a G (*).

Ammettendo il gruppo G le tre proprietd a), b), ¢) caratteristiche del
gruppo di Gavrois di un’equazione algebrica, lo si dird, esso pure, gruppo di
Garois dell’irriducibile (1).

(*) Se y lasciasse ferma quella particolare = in funzione della quale si immaginano espresse
le @,, @,,..., &, basterebbe, come & lecito, supporla sostituita con una qualunque di quelle
che vengono spostate dalla ¥.
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Dalla forma stessa di G risulta senz’altro che esso & transitivo: recipro-
camente data una
F(x)=0 3)

a coefficienti in (r) e riducibile, ammesso che possieda radici, e che esista
un gruppo I' su di esse dotato delle proprleta a) b) ¢), si dimostra che esso
dev’essere intransitivo.
Detto infatti f, (#) uno dei fattori irriducibili di F(x) che possieda p.
radici in (R), siano esse:
Oy Ggyueny Lo (%)

Le funzioni simmetriche elementari delle (4), come razionali, dovranno
ammettere tutte le sostituzioni di T, le quali dovranno limitarsi a permu-
tarle tra loro; poiche, ove esistesse una y che trasformasse il sistema (4) in
un altro totalmente o parzialmente diverso

oyl oy, ()

le (4) e (5) dovrebbero soddisfare alla stessa equazione f, (x) =0, il che &
assurdo.
Risulta da cid che le (4) costituiscono un sistema d’intransitivita.
Teorema : « Un’equazione

9 (x)=0

a coefficienti ed irriducibile in (») e con radici in (R), possiede un gruppo
di Gavois transitivo; reciprocamente se un’equazione

F(x)=0

a coefficienti in (r) e riducibile in questo campo ammette radicl in (RB) ed
esiste per essa un gruppo di Garois, questo dev’essere intransitivo. »

4) Supposto ora che il grado m della funzione modulare f(é) (§ 1) non
sia maggiore di p” ordine del campo (r) che si & assunto come base di (R),
passiamo a riassumere quelle tra le proposizioni della Teoria di Gavrors che
ne costituiscono il nucleo.

Per brevitd, indicheremo costantemente nel seguito una funzione razio-
nale delle radiei di una ¢ () =0 a coefficienti ed irriducibile in (r), col sim-
bolo F'; specificando volta a volta il campo a cui si intenderd appartengano
i suoi coefficienti ed il suo valore.
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Per quei Teoremi, la cui dimostrazione procede parallelamente a quella
che si da nell’Algebra ordinaria (*), si riporterd il solo enunciato.

Teorema 1.°: « Quelle sostituzioni del gruppo di Gavrois della ¢ (x)=0
che lasciano numericamente invariata una F a coefficienti in (r) ed a valore
qualunque, ne formano un sottogruppo. »

Teorema 2.°: Se G & il gruppo di Gavrors di una

? (@) =0

a coefficienti ed irriducibile in (r), e G' ¢ il sottogruppo di G cui appartiene
una F a coefficienti in (r), applicando a quest'ultima tutte le sostituzioni

. v .
di @, essa assumerd 5 =1 valori
1

F=y, 4.5 Y,
essendo q l'indice di @' in @, i quali saranno radici di una:
vy =0

a coefficienti in () ed in esso irriducibile, ed il cui gruppo di Gavors & il
gruppo complementare

F=—,»
a

Teorema 3.°: «Se Fed F' appartengono allo stesso sottogruppo G di G,
esse si possono esprimere razionalmente 'una nell’altra ».
Detto ¢ I'indice di G', siano

F=y, ys..., ¥,

i valori diversi che assume la F per tutte le sostituzioni di G, i quali sono
radici dell’irriducibile
¢ (y) =0.

Se v, =1, Y45..., 7, sOno sostituzioni di G che fanno assumere alla F i
valori y, = F, 4,,..., y,, lo stesso effetto produrranno le:

9.7 9 Y55 97,

dove g" & una gualunque di G'.

(*) Cfr. BiancHi, Teoria dei gruppi di sostituzioni, efc.

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXIII. 7
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Cid premesso, costruendo la funzione:

r ,g’h F 'g'-y» F "g'-}’q )
¢ (y) = 2 e, —F7e ) b
(J) (?/—?/1 y—?/2+ Yy—Y, \P(J)

ed eseguendo sulle o una qualsiasi sostituzione di G, le y; si permutano nei
denominatori, come le F'p, nei numeratori: ¢ (y) & quindi funzione di y i
cui coefficienti, funzioni alla lor volta delle «, ammettono tutte le sostituzioni
di @ e sono quindi razionali, cioé in (r). Facendo y =y, risulta:

P (y,) = F/g';'.- Y (y),

dove ¢'(y) =|=0 poiche la ¢ (y) =0 come irriducibile non ha radiei multiple,
e ne segue quindi che F’g, & razionale in y ed in particolare che F' & ra-
zionale in y, = F.

Corollario: «Se F’ rimane invariata per tutte le sostituzioni di G’ e per
altre ancora; vale a dire se appartiene relativamente a ¢ ad un gruppo con-
tenente G’ come sottogruppo, la F’ sard sempre esprimibile razionalmente
mediante la F, ma non viceversa ».

Teorema 4.°: « Data una

p(x) =0

a coefficienti ed irriducibile in () aggregando al suo campo di razionalitd
una F=y,, il sottogruppo G’ cui F' appartiene, diventa il gruppo dell’equa-
zione nel campo (r, y,).

In (r, ), la ¢ (@) diviene riducibile spezzandosi in ¢ fattori ¢, (x) irri-

ducibili di grado é—_——_vl essendo ¢ l'indice di G’ in G, e v, ordine di G'.
Ciascuna poi delle q equaziorﬁ:
9: () =0

ha per gruppo il corrispondente fattore circolare della base di G'».

Che 6" ammetta la proprietd b) (§ 3) del gruppo di Gavrois, ogni qual-
volta il valore della funzione delle radici appartenga, insieme ai suoi coeffi-
cienti, al primitivo campo di razionalitd, & manifesto poiché G’ & sottogruppo
di @. _

Sia ora U (e, #,...%,) una funzione che in generale supponiamo a valore
e coefficienti in (r, y,), per cui:

Uy o...2)=0(y,).
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in un campo di razionalita finito. b1

Ma la (U—0(y,)), che in ultimo si riduce ad una funzione razionale
delle « con coefficienti in (r), come nulla ammette tutte le sostituzioni di G
e quindi di G’ per cui:

Uy, —0(F,;)=0.

Ma F,= F=y, e quindi:
Uy,=0(y,)=U.

Resta cosi provato che G' possiede la proprieta b).

Per la proprieta a), basta osservare che, in base al Teorema e Corollario
precedenti, se una F' rimane numericamente lnvariata per tutte le sostitu-
zioni di G’ sard F' razionale in F =y, cioé apparterrd al nuoyo campo di
razionalitd. Rimane ancora a provarsi che G’ risponde pure alla condizione c).
A tal uwopo, ricordiamo che essendo G ciclico, G' avrd la forma:

(0( o pne Zlﬂnq . ,zz,(lhvl)nq) (’L}" Otp"(q_H) . ol],((’)'x—l)g-kl)»)

PR

(7 prla-1) ap”(ﬂ‘f) . ap”(‘l’xq—l)) l
—— Y
——}CICZ...qu.

Cid premesso, essendo p in (r, y,), consideriamo la funzione

(? _ 9() (P . 11,”9) .. (P_ mp(m—l)nq) — o

i cui coefficienti, ammettendo tutte le sostituzioni di @' appartengono ad
(r, ,). Se ora y & una sostituzione di G che lasci numericamente invariata
qualunque funzione razionale delle radici a coefficienti e valore in (r, y,) e

quindi anche la 6, dovra necessariamente permutare tra loro le:
o, a e , ap(v.—l)nq
yees

sostituendo ad « una «#™%, a questa la 22* e cosi di seguito, per cui y con-
terrd come fattore la potenza k*¢ del ciclo C,.

Nello stesso modo si dimostrera che dovrd pure contenere una potenza
e di O, e cost di seguilo; e poiche le sostituzioni di G sono regolari ed
e quindi k=h=-.- si conclude che

[tk % *
vy=07.05...C4,

vale a dire y appartiene a G
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52 Scarpis: Intorno all’interpretazione della Teoria di Galois

Il gruppo G, soddisfacendo alle condizioni a) b) ¢), & quindi il gruppo
di Gavors della ¢ (x) =0 nel campo ampliato (r, y,). Essendo &' intransitivo,
la ¢ () =0 nel nuovo campo diviene riducibile in fattori irriducibili di egual
grado ciascuno dei quali ha per radici quelle appartenenti ad uno stesso si-
stema d’intransitivitd, e se indichiamo con ¢, (x) quelle dei fattori di ¢ (x)
le cai radici appartengono al ciclo C,, & facile il vedere che C, diventa il
gruppo di Garois in (ry,) dell'irriducibile :

o, () =0.
Teorema 5.°: « Per ogni sottogruppo di @, esistono funzioni ad esso ap-
partenenti ».

Sia G’ tale sottogruppo: esso avra la forma gia notata nel Teorema pre-
cedente, ed eseguendo le sue sostituzioni sulla funzione F=y,:

Y= —a)(p—at?,..(p — o(p(vl—\)nQ)
= Pv‘ —+ 61 Pvi-l —+ ¢, pv1“2 ™

dove o ¢ un’indeterminata in (r), la predetta funzione non muta, mentre per

una gostituzione di G non in &', si cambia in:
v An An-tng (V1=—1)g-}-An:
Yi=(—at”) (e —a?™™) ... (o —at )-
Se ora immaginiamo effettuate sulla y, tutte le sostituzioni di G, otter-
v - . . )
remo ¢ = - - funziont algebricamente distinte :

1
Y=+ Cy Pv1—1+_ R 2

1
(0:‘1’ 02,3,...,Q). ()

Dico che polremo sempre scegliere 'indeterminata g in modo che le y,
risultino numericamente diverse.
Premesso che nella successione :

Ciry Caryerey Cuns (k: 1, 2,..., V1)

ciascun termine si deduce dal precedenle sostituendo «?* ad «, e che lo
stesso avviene quindi nella :

Yis Yzyeeny Yy

notiamo che se due delle g, y, ed y, per un certo p assumono valori eguali,
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in un campo di razionalila finito.

esse diventano tutte eguali se ¢ & dispari; mentre se ¢ & pari od accade lo
stesso, o risultano tra loro eguali quelle d’'indice pari, e quelle d’indice dispari.
Infatti dall’ipotesi
Yr =Y
segue che y,—y,=0 ha valore razionale e che rimarra quindi invariata per
tutta la sostituzione di G per cui:

Yoir = Yor1 =05 Yoy — Yot =0,

e di qui, facilmente, quanto si & asserito.

Ne viene che, se per un certo p due qualunque delle y se ¢ & dispari,
o due con indice di egual paritd nel caso opposto, risultano tra loro diverse,
per lo stesso o tutte indistintamente le ¥ assumeranno valori diversi. Consli-
deriamo dopo cid la:

— - )
yr—ys=(0r1—0u)9v1 1_{_(072__ s%)o 2+"'+GT71_037,:0

soddisfacendo gli indici », s alla predetta condizione.

Una tale equazione che non pud mai ridursi ad una identita, potra avere
-al pitt (v, — 1) radiei in (r) e siccome v, <m = p”, esisterd in (r) per lo meno
un p per cui le due y,, y, assumeranno valori diversi e tali risulteranno
tutti i termini della successione

yl) y?""’ yq‘

Resta cosi provata Uesistenza di una funzione appartenente a @'

Osservazione : « Confrontando questa dimostrazione con quella che si da
nel caso ordinario (*), si scorge il perché dell’ipotesi restrittiva m = p" »,

Teorema 6.°: « Se ampliando (r) con una qualsiasi marca di (R), il gruppo
di ¢ (x) =0 si abbassa ad un suo sottogruppo @, lo stesso risultato si puo
conseguire aggregando ad (r) una F appartenente a G'».

Teorema 7.°: « Siano ]

¢ (@)=0; $(@)=0

due irriducibili a coefficienti in (r) con radici in (R), e G, I' i loro gruppi
di Gavois: se aggregando ad (r) le radiei § di ¢ (x)=0, G discende a G
d’indice g, reciprocamente ampliando il campo (r) con le radici « di ¢ (m) =0,
I' si riduce ad un suo sottogruppo I d’indice ¢ ».

(*) Brawcur, Op. cit., § 69.
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- Scarpis: Intorno all'interpretazione della Teoria di Galois

Anche la dimostrazione di questo importante Teorema ¢ del tutto simile
a quella sua corrispondente nell’Algebra (*), ed & una conseguenza diretta
delle precedenti proposizioni.

Da quanto precede risulta che le proposizioni fondamentali della Teoria
di Gavors conservano il loro significato anche se applicate ad equazioni in
uno speciale campo di razionalitd finito.

Nel paragrafo seguente vedremo come esse si possano applicare alla ri-
soluzione e discussione del problema che ha per scopo la determinazione
delle radici mediante radicali.

5) Data la
o(x)=0 (1)

a coefficienti ed irriducibile in (r) di grado v divisore di m e quindi dotata
di v radici in (R), indichiamo con ¢ una radice primitiva v*™* dell’unita, e
si ponga quindi:

Y= (5, 2) =atcat* ffat™ ... o oM
Applicando ad #, la sostituzione fondamentale
g — (7_ o B 20 . qbn(v—l))
del gruppo della (1) si otliene:
Yig=1Ys =2F" Fecal" 4 ... Fla=e"" y,,
dal che segue che la potenza v*™* di y,
Y= @)

rimane numericamenfe invariata per la g e per le sue potenze, e ne viene
che essa & razionalmente esprimibile mediayte ¢ e gli elementi di (r).
Ponendo in generale

(57'7 a)v = Br (9‘)
le B, saranno tutte razionalmente note e pero le B, si otterranno estraendo

una radice v=i"e,

Facendo successivamente in (2) r=20,1, 2,..., (v— 1), ne risulta un si-

(*) Biancar, Op. cit., § 72.
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in un campo di razionalita finito.

stema di v equazioni lineari a v incognite o, «#*..., «#*~" da cui, sommando,
la formula di risoluzione :
Y7y Y/ 55 YIS
o{_—al_}"\/Bx‘}_\/B2+“‘\/Bv—1 (3)

v

essendo a, il coefficiente del secondo termine di (1) supposto quello del primo
ridotto all’'unitd, e sulla quale si possono ripetere le stesse osservazioni che
valgono pel caso analogo nell’Algebra ordinaria (*) e intorno a cui non insi-
stiamo. .

Poniamo ora che il grado v della (1) sia primo con S=p" —1. In
gquesta ipotesi la: '

=1

ha in (R) Punica radice =1, e la (3) diviene evidentemente illusoria. Se
invece v non & primo con S, ma non & nemmeno un suo divisore, possono
presentarsi due casi: che v sia composto di soli fattori primi di S, oppure
che contenga qualche fattore estraneo. Nel primo caso si raggiungera la so-
luzione della (1) mediante quella di una catena di equazioni i cui gradi ri-
sulteranno tutti divisori di S ed alle quali si potrd sempre applicare il pro-
cedimento su indicato.

Nel secondo caso, posto v=v,.q dove v, & il prodotto di tutti 1 fattori
di v estranei ad S, determinando una "=y, appartenente a G’ d’ordine v,
e d'indice ¢ (§ 4) che si otterra risolvendo una ¢ (y) = 0 di grado ¢, ampliando
poi il campo (r) con la y,, la (1) verrd ad avere per gruppo G’ divenendo
riducibile, La sua risoluzione si potrda bensi far dipendere da quella dell’e-
quazione che si ottiene eguagliando a zero uno dei suoi fattori irriducibili
in (r, y,) di grado v,, ma essendo v, primo con S, la (3) risulta nuovamente
illusoria. Facciamo ancora vedere come, applicando il Teorema 7.0 del § 4,
si possa dimostrare U'impossibilitd di abbassare comunque 1l gruppo della (1)
quando sia v primo con S.

Supponiamo infatti che ampliando (r) con le radici § di una qualsiasi
ausiliaria ¢ () =0, irriducibile in (r) e di grado p. divisore di S, o composto
di soli fattori primi di S, e di gruppo T, sia possibile ridurre quello della (1)
ad un suo sottogruppo @ d’indice g : per il citato Teorema, I'aggregare ad (r)

(*) Biancur, Op. cit., § 73 e seguenti.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



56 Scarpis: Intorno all’interpretazione della Teoria di Galois

le radici « di (1) dovrebbe pure abbassare I ad un suo sottogruppo r’ d’in-
dice ¢q. Ne verrebbe allora:

V=V.q p=V..q

e poiché p risulta di soli fattori primi di §, non sarebbe pitt v primo con S.
Dovra quindi essere necessariamente

g=1
e =0
Se il grado p. non & composto di soli fattori primi di S, potra anche ot-
tenersi un abbassamento del gruppo di (1), ma allora bisogna supporre dale
le radiei di § (x) =0, poicheé ove si volessero costruire per radicali, si urte-
rebbe nella stessa difficoltd. Un caso che sembra a primo aspetto contradire
al risultati precedenti, & quello in cui la (1) fosse della forma :

ar=p (%)

con v non composto di soli fattori primi di §: ma & facile vedere che in
questa ipotesi la (4) non puod soddisfare alla duplice condizione di essere
irriducibile e di avere il suo grado divisore di .
In vero posto:
v=yv,.9; d=D(S, )

’
le potenze di grado v delle S marche di (R) (lo zero escluso) danno luogo
ad un sistema di % residul diversi ciascuno dei quali & ripetuto d volte (¥).
La (1) possiede quindi o & radici o nessuna (3 <<v), mentre se fosse irridu-
cibile con v divisore di m, dovrebbe ammetterne v.

Osservazione: « La formula di risoluzione (3) qualora sia v composto di
soli fattori primi di S & valida in generale poiché viene dedotta da propo-
sizioni che sussistono indipendentemente dall’ipotesi restrittiva m = p”; non
sarebbe perd legittimo I'uso dei Teoremi 5.%, 6.%, 7.° del § 4 alla sua discus-
sione nel caso v primo con S, qualora fosse m>> p”" ».

6). Esempi: .
I°p=2; fH)=i*—i—1; n=1; m=6

¢ (@) =o' 4w+ 1—0. )

(*) Dickson, Op. cit., Cap. III.
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Come base di (R) assumiamo
(r)=(0, 1)
ed (R) risulta costituito dai 2° elementi:
a, i a4 +a,

che si ottengono attribuendo alle « i valori 0, 1.
La (1), il cui grado v=3 & divisore di m =6 ed & irriducibile in (r), ha
tre distinte radici in (R) e poiché v & divisore di

S§=2"—1=063

potremo applicare la formula (3) § b.
Detta ¢ una radice cubica primitiva dell’'unitd, avremo:

B, =(a,Fca, ¢ o) =Naj 4+ 6.0 0,
&% (o 0+ af oy -y “;)'{_5(“? g = oy af - 7§ o).
Posto, in base al Teorema del § 2, 2, = «; «, =a*; «, =<, risulta:

w0 -0l oy 4oy 0 = &’ & '’

e poiche:
' =«
ne viene:
0.8 _— 18 . 0(.8 . yf :a20= (al)E
alo —_ (a2)5
per cui:

15 + 18 + “IO j— x5 +(12)5 _+_ (0(4)5 —_

=a] o) faf =Y a;.
Parimenti :

o, ta, 0 tala, =+ +a'=ataFof =%a,.
Avremo cosi per B,:
B1=2“§+6“1“2“3+522a3+52a6

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 8
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e dalle formule di NEwToN (¥):
Laj=1; ZTei=1; ¥a,=0
6.0, 0, .00,=—6=0
per cui in fine:
B, =11¢
e sostituendo ad ¢, ¢':
B,=1--=¢.

Fissata la radice ¢, e supposta stabilita la corrispondenza tra 1 simboli
o, oy, o; e le radici di (1), il radicale

VB, =V(a, +e, +e 0 =T+ ¢

& suscettibile di tre diverse determinazioni che, convenendo di indicare col
semplice radicale la determinazione «, +&a, + &' o;, Si possono esprimere
ponendo :

VB, =—a,+ca,+¢a,
VB, =, fra, 4t q
eVB, =@a,4-ca, e a,
a cui corrispondono tre valori per v B, che si deducono sostituendo ¢* ad e:
©/§2:“1+52“2+5“3
zf/Ezug—}—sz o, ¢,
VB, —a, 2 a, Fca,.
Le formole di risoluzione, osservando che @, =0 e che unel campo

(r)=(0, 1) si ha: =1, diventano:

1

3
“1=€/§1+€/E
“2:82:/13’1"‘5‘8:/]?2

“3::53/E+52€/—B_2

(*) Dickson, Op. cit., Cap. 1.
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clascuna delle quali soddisfa la (1), purche si ponga:
VB)=1+¢; (VB)=1+¢; VB, .VB,=1.

Supposta ora costruita la tavola di moltiplicazione del gruppo costituito
dagli elementi di (B) escluso P'elemento nullo, si potra col suo sussidio ri-
- solvere la questione che ha per oggetto di determinare se e da quali marche
risulti soddisfatta un’equazione del tipo:

K =r, (r, in (R))
e ricaveremo quindi:
5:'&5—[—1/4—"@.3","&.; 82=i5+i4+@'3+i+1
Vide=d'4@ i Vide=d i+ 1.
I valori assunti per B, =V1 ¢, e per VB, ={1+¢ soddisfano alla
condizione :
VB, . VB, =1.
Infatti rammentando che:

2=0; i‘f:i—}—l; =141
risulta :

()i )= 2 24 - 24° -8

=2 +2i4+1=1
Avremo quindi:

a =8+t 1+¢ @i =it 4+ +i 1
ay = @' it -1
ay =10+ 43
P p=T7; fi))=7 —i+2; n=1.; m =3
p@)y=a*—20x+2=0 2)
(rn=0(,1,2,...,6)
(R)y=(a,*+a,i4a,) S=T7—1=342
By=(x,4co,+ea); By= (1, + oy ea)
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60 Scarpis: Intorno all’interpretazione della Teoria di Galois, ecc.

@, o -t oy oy o = @ - (aT)!° o (24) =T o
o @y -2, 0 - o oy = a® - («7) 4 («'?)’ =Y o}
B, =Yuj+6a, a0, +3e*Fal*3eFa?
Yaj=1; ¥2i=0; YafP=6; a,0,a,=—2
e quindi sostituendo
B,=3(1—¢); B,=3(1—¢).
Supposto fissata la ¢ e stabilito Iordinamento delle radici, ripetendo le
stesse considerazioni dell’esempio precedente, posto @, =0; % =D, sl trova:
@, =5VB,+5VB,
2, =5 B, +beyB;
ay=beyB, 5B,
ciascuna delle quali soddisfa alla (2) purcheé si faccia:
WBY =3(l—¢); (B)=3(1—¢)
3/51 . VB, = (o, syt 1) (2, + & @, Fca;) =6

Rimarrebbe ora a compiersi I'estrazione dei radicali cubici in (R), ma
per l'estensione del campo che risulta di 343 elementi, 'operazione diviene
eccessivamente prolissa.

Bologna, Settembre 1913,
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Sulla stabilita dell’equilibrio di una certa massa
liquida sottomessa alle sole forze molecolari.

(Di Leoxipa ToneLni, a Cagliari.)

Seguendo PraTreac, si puod ottenere sperimentalmente un liquido sot-
tratto all’azione della gravitd introducendo dell’olio d’oliva in una miscela
opportuna di acqua ed alcool. Conseguendo in questa miscela una densita
esattamente uguale a quella dell’olio, Tazione della gravita sull’olio stesso
viene annullata dalla reazione della miscela. Restano cosi in gioco le sole
tensioni superficiali e da queste viene esclusivamente a dipendere la forma
che la massa oleosa assume, per restarvi in equilibrio.

Se, come PraTeau-ha fatto realmente, si procede in modo che I'olio si
appoggi a due sostegni rigidi fissi, a due dischi circolari, uguali, disposti per-
pendicolarmente alla retta che ne congiunge i centri, e ad una distanza re-
ciproca tale che il volume del cilindro costruito su essi come basi sia uguale
al volume dell’'olio, si riesce ad ottenere che l'olio medesimo si disponga se-
condo il cilindro detto, ogniqualvolta la distanza fra i1 dischi non superi la
loro periferia. Ne viene cosi che, verificata la disuguaglianza menzionata fra
laltezza del cilindro e la periferia delle sue basi, il cilindro did una forma
di equilibrio stabile.

Questo & il risullato dell’esperienza; e questo & anche quello a cui deve
condurre la teoria.

Senonche la teoria, qui come in altri casi, si € mostrata assai recalci-
trante. E nonostante 'opera di Hacex, PraTteau, Brer, MAaTHIEU, POINCARE
e ALmanst, la dimostrazione puramente analitica della stabilita dell’equilibrio
del cilindro, nel caso detto, non & ancora riuscita in modo completo.

Col presente lavoro ci proponiamo di sopperire a questa deficienza.

8*
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62 Tonelli: Sulla stabilitc dell’equilibrio

1. [nnanzi tutto, un po’ di storia della questione; e per intenderci bene,
formuliamo subito, con precisione, il problema analitico.

Consideriamo la nostra massa oleosa a forma cilindrica e appoggiantesi
ai due dischi detti. Dovendosi dimostrare che si tratta di una configurazione
di equilibrio stabile, devesi far vedere che si ha un minimo per il potenziale
delle forze che agiscono sullintero sistema (olio, miscela, dischi, vaso che
contiene 1l tutto). Supponendo di mantenere inalterata la superficie libera
della miscela, e supponendo inoltre che l'olio sia ad una distanza sufficiente
tanto dalla superficie libera detta come dalle pareti del vaso, la variazione
del potenziale dovuta a deformazioni della massa oleosa — deformazioni che
non spostano il centro di gravitd del sistema, per 'uguale densitd della mi-
scela e dell’olio — si pud considerare come unicamente dipendente dalle
forze molecolari esercitantisi su e fra l'olio, i dischie la miscela, in quanto
e solo perd questa miscela trovasi nelle immediate vicinanze dell’olio e dei
dischi. Questa parte di potenziale, diciamo cosi attiva di fronte alle modifi-
cazioni della massa d’olio, risulta di tre componenti, proporzionali rispettiva-
mente alla superficie S di separazione fra 1'olio e la miscela, alla superficie ¥
di contatto dell’olio coi dischi, e a quella di contatto della miscela coi me-
desimi dischi; e pud ridursi percio ad una funzione lineare di S, ¥ e della
superficie totale dei dischi (¥). Tralasciando quello che rimane costante per
ogni deformazione della massa oleosa, resta

W=mS—nY, (1

e devesi mostrare che questa espressione (nella quale il primo coefficiente m
& positivo) ammette un minimo sulla superficie cilindrica di cui si tratta.

E conviene ricordare che, dovendo le deformazioni ammissibili esser tali
da consentire I'invariabilitd del volume dell’olio, il minimo che qui si pre-
senta non & libero, ma condizionato; in altre parole, qui si ha a che fare
con uno di quei problemi di minimo detti isoperimelrici (**).

(*) Cfr. PoINcARE, Capillarité (Paris, G. Carré, 1895), p. 87.

(**) Il problema attuale & perd pilt complesso di quelli che si considerano ordinariamente
nel Calcolo delle Variazioni, perché qui non si tratta di render minima solamente la super-
ficie S, ma tutta I’espressione W=m S —nZ.
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2. Dopo che Prateau ebbe provata sperimentalmente la stabilita del
cilindro — dentro quel determinato limite per laltezza, cui gia abbiamo
accennato — Hacgen (*) si preoccupd di raggiungere lo stesso risultato per
mezzo del Calcolo. Ma il suo lavoro & inquinato da due errori fondamentali:
1.°) quello di considerare le curve meridiane delle superficie deformate, che
poneva a confronto con quella del cilindro, come composte di tanti archi di
cerchio; 2.°) 'altro di calcolare, in luogo delle pressioni capillari esercitate
su tutta la lunghezza di questi archi di cerchio (poiché egli intendeva ap-
punto di dedurre la stabilita dal confronto delle pressioni capillari), sola-
mente quelle esercitate nei vertici degli archi medesimi. E questi errori con-
dussero lautore ad affermare che la stabilitd si ha solo per laltezza del

3
cilindro inferiore al diametro delle basi moltiplicato per 2 /2, mentre invece
si ha in fatto la stabilitd per ogni altezza inferiore al diametro molliplicato
per =.

-3. Facendo la critica alla Nota del’Hagex, il PraTeaU (*¥*) cerco di mo-
strare che il cilindro di altezza inferiore alla circonferenza delle sue basi da
il minimo per 'area della superficie, compatibilmente all'invariabilita del vo-
lume racchiuso. A tal uopo confronto il cilindro con le superfici di rivolu-
zione racchiudenti lo stesso volume ed aventi per curva meridiana una si-
nusoide. Ma 1l limitarsi alla considerazione di questa classe speciale di su-
perfici non permette di dedurre la proprieta di minimo in generale; talche
la dimostrazione del PLATEAU risulta gia del tutto insufficiente. E quello che
importa ancora di rilevare si & che il PLaTeAU suppone, implicitamente, che
le basi della massa deformata siano invariabilmente i due dischi, vale a dire,
che Egli si riduce alla considerazione di questo problema analitico (che ¢
ben pit semplice di quello che deve effettivamente risolversi): « mostrare che
fra tutte le superficie dirivoluzione attorno all’asse del cilindro, che passano
per i cerchi basi di questultimo e che racchiudono lo stesso volume, il ci-
lindro da la minima area ». Di questa proprietda di minimo, diciamo cosi ri-
stretta, il PuaTeEAU ha dato altre dimostrazioni, oltre quella accennata, ma
nessuna ¢ soddisfacente dal punto di vista puramente analitico. Per rendere

(*) Ueber die Auflosung fliissiger Cylinder in Tropfen (Ann. di Poggendorff, 1850, v. LXXX,
p. H59).

(**) J. PLATEAU, Ueber die Grinze der Stabilitit eines fliissigen Cylinders (Anun. di Pog-
gendorff, 1850, v. LXXX, p. 566). — Statique expérimentale et théorique des liquides soumis
aux seules forces moléculaires (Paris, Gauthier-Villars, 1873).
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al PLATEAU piena giustizia, & perd doveroso ricordare che Egli non si pro-
pose veramente mai di ottenere delle dimostrazioni fondate solo sul calcolo,
poiche, come Egli stesso afferma, si pose sempre « au point de vue physique »,
«en s'aidant a la fois de l'expérience et de la théorie » (¥).

4. Vogliamo ora ricordare un’altra delle dimostrazioni menzionate del
Prateau, e cio specialmente nell’intento di chiarire un equivoco nel quale
pare sia caduto il Poincarf. La dimostrazione & fondata sul seguente prin-
cipio, suggerito al PLaTEAU dal LaAMARLE, e che io riporto letteralmente dalla
Statique expérimentale, efc. (**):

« Supposons un cylindre d’huile horizontal réalisé entre deux disques
au sein du meélange alcoolique, et assez court pour étre stable, sans étre ce-
peudant {rop en dec¢d de la limite. Si, en poussant légérement le liquide en
plus grande quantité vers 'un des disques au moyen du bec de la petite
seringue, on détermine la formation artificielle d’un renflement et d’un étran-
glement, et si cette moditication de la figure ne dépasse pas un certain degré,
la masse abandonnée ensuite & elle-méme reprend spontanément la figure
cylindrique initiale. Mais si laltération excéde le degré dont il s’agit, elle
progresse ensuite spontanément, et la transformation s’acheve. Or, au degré
précis d’altération qui sépare les tendances & ces deux effets opposés, la
masse doit évidemment étre indifférente & T'une et & Vautre; il doit donc y
avoir la un état d’équilibre, bien que cet équilibre soit instable; et comme
la figure est alors encore de révolution et qu’elle se compose d’un renflement
et d’'un étranglement, elle forme nécessairement une portion d’onduloide. En
second lieu, puisque cet onduloide partiel constitue le degré d’altération ou
va commencer la tendance spontanée & une altération plus profonde, il doit
s’écarter d’autant moins de la figure initiale, ¢’est-d-dire du cylindre, que
celui-ci est plus prés de sa limile de stabilité. Enfin, lorsque le cylindre est
a cette limite méme, onduloide partiel doit eoincider exactement avec lui,
puisque alors la plus faible trace d’un renflement et d'un étranglement doit
suffire pour amener la transformation spontanée ».

Il PuaTeaUu verifica col caleolo che quando 'onduloide, di cui si parla
nel principio ricordato, tende a confondersi col cilindro, la distanza fra le
basi dell’onduloide medesima tende a diventare uguale alla loro circonfe-
renza; donde la conclusione voluta, che cioe il limite superiore dell’altezza

(*) Cfr. Statique expérimentale, etc. Tome second, pp. 296-97,
(**) T. 1L, pp. 249-50.
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del cilindro, per la quale si ha stabilitd, & dato dalla circonferenza delle hasi
del cilindro stesso.

Il Pomvcarg, alla pag. 96 del libro citato, serive: « Pour chercher théo-
riquement les conditions de stabilité du cylindre de révolution, il faut com-
parer cette surface aux surfaces d’équilibre trés voisines et voir dans quels
cas la surface du cylindre est un minimum relatif. PLATEAU a appliqué cette
méthode; mais, au lieu de comparer la surface du cylindre a la surface de
Ponduloide, qui est la surface d’équilibre résultant d’une petite déformation
du cylindre, il 'a comparée & la surface de révolution engendrée par la ro-
tation d’un sinusoide ». Ora & da avvertire che, nella dimostrazione cui qui
ci si riferisce, il PLATEAU non intende affatto di considerare la sinusoide in
sostituzione della curva meridiana di una superficie di equilibrio; le super-
ficie di equilibrio entrano in gioco solo nella dimostrazione fondata sul prin-
cipio del LamarLE, la quale non ha nulla a che vedere con la sinusoide.

5. Tralascio di discorrere dell’opera del BrEr (*), sia perché anch’Egli
si aiuta or col calcolo or coi risultati dell’esperienza, sia perché si fonda sul-
I'erronea considerazione che le superficie a curvatura media costante siano
sempre delle superfici di area minima fra quelle racchiudenti lo stesso vo-
lume; e vengo al MaTaIEU (*¥), la cui indagine, che ha un’importanza sopra-
tutto critica, ha messo precisamente in evidenza la tacita ipotesi fatta dal
PLaTEAU, relativa all’invariabilita dei cerchi base. Nello stesso mentre, mo-
strando, con un esempio, che, con 'abbandonare tale ipotesi, viene a man-
care sul cilindro il minimo vincolato per 'area della superficie laterale, pur
restando verificata la condizione che l'altezza del cilindro sia inferiore alla
circonferenza delle sue basi, ha creduto di trovare una contraddizione fra teoria
ed esperienza, per eliminare la quale ha avanzato tre considerazioni diverse:

1.°) che dovendosi avere il minimo per W e non per la sola S, nelle
deformazioni della massa oleosa che non conservano immutate le basi sui
dischi, la variazione corrispondente al secondo termine —m Y di W possa
compensare quella del primo, dovuta alla diminuzione eventuale di S, per
modo da aversi ancora una variazione positiva per W;

2.% che lipotesi del Prateau non sia del tutto ingiustificata, potendo

. (*) Ueber die Oberflichen rotirender Flissigkeiten im allgemeinen, insbesondere viber den
Plateaw’schen Rotationsversuch (Ann. di Poggendorff, 1855, v. XCVI, pp. 1 e 210).
(**) Théorie de la Capillarité (Paris, Gauthier-Villars, 1883), p. 73 e seguenti.

Annali di Matematica, Serie [1I, Tomo XXIII. 9
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essere 'olio costretto a poggiare invariabilmente sugli interi dischi a causa
dell’'aderenza e dell’attrito ;

3.%) che gli spostamenti piccolissimi che ordinariamente si comunicano
alla colonna oleosa non siano in fatto del tutto arbitrari, avendo la colonna
liquida «une tendance & passer par des figures d’équilibre ».

Le prime due considerazioni non son sembrate, al MATHIEU stesso, atte
a spiegare la contraddizione avvertita fra teoria ed esperienza; mentre in-
vece & apparsa a Lui decisiva la terza. Ma I'argomento, per il MATHIEU fon-
damentale, pare insufficiente; e quand’anche poilo si potesse giustificare in
modo opportuno, esso avrebbe lutt’al pitt valore dal punlo di vista fisico, ma
non potrebbe mai condurre a rilevare l'esistenza effettiva del minimo di W,
considerato questo in senso analitico.

6. Tutto questo risultd chiaramente al PoincaARrgE, il quale credette assai
meglio di attaccarsi alla seconda delle giustificazioni proposte dal MarHIEU,
aderendo cioé all'ipotesi del Prateau sull'invariabilitd delle basi della co-
lonna liquida. Egli, infatti, serisse (*): «...si nous remarquons que le long
de la courbe d’intersection 'angle de raccordement de la surface liquide et
de la surface du plateau doit avoir une valeur constante, en général diffé-
rente d’'un droit, nous en déduisons que le raccordement ne peut se faire
que suivant le bord du disque ou, l'aréte étant toujours plus ou moins
émoussée, I'angle de raccordement peut prendre la valeur qui lui convient.
Dans ces conditions, le rayon des circonférences des bases conserve encore
une valeur constante ». Dobbiamo perd osservare che, se la premessa del
PoiNcarE & giusta, non pud dirsi tuttavia che ne scenda legittimamente la
conclusione, per giungere alla quale si dovrebbe postulare l'esistenza del
minimo per il potenziale W. Qui, in sostanza, si fa uso dello stesso modo
di ragionare con cui STEINER dimostrd la proprietd di minimo del cerchio e
della sfera, e del quale recentemente il PERrON (¥¥), con un esempio sempli-
cissimo, ha mostrata tutta 'incongruenza.

D’altra parte, anche concedendo l'invariabilitda dei cerchi base e se-
guendo il PoiNcarg nella sua dimostrazione della proprietd di minimo

(*) Loc. cit., p. 102.

(**) Zur Existenzfrage eines Maximums oder Minimums (Jahreshericht der Deutschen Math,
Vereinigung, 1913). L’esempio del PerroN & questo: Si consideri la classe dei numeri interi
positivi; nessuno di essi, se & diverso da 1, pud esserne il massimo, perché & di certo supe-
rato dal suo quadrato. Dungue 1 & il massimo intero positivo.
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del cilindro, c¢i si imbatte in un punto in cui il ragionamento non
corre (*).

7. Passiamo ora alla Memoria dell’Aumanst (*¥). L’Autore, rilevata I'in-
sufficienza della giustificazione addotta dal Poixcarg, relativamente alle basi
della colonna liquida, coglie il vero lato della questione riconoscendo che,
a rimettere in perfetta armonia teoria ed esperienza, & necessario e basta
ricorrere al primo degli argomenti formulati dal MarHiEU, al fatto cioe che,
tenendo conto esatto tanto della variazione del prinzo termine di cui si com-
pone W, quanto di quella del secondo, — termini che si riferiscono I'uno alla
superficie di separazione fra olio e miscela, 'altro a quella fra olio e dischi, —
il potenziale risulta in realtd minimo sulla configurazione cilindrica. E il chia-
rissimo Autore imprende, prima di tutto, a dimostrare quanto gli altri ave-

(*) B detto, alla pag. 117 del libro citato: «surf. (" ¢'<Csurf. C ¢, résultant de ce que,
la droite C C” étant normale en C" & I'are 4 @ C', I’élément d’arc €' C" est plus petit que
I'élément C C'». Ora questo non & perfettamente vero: 'arco €' C" & minore dell’arco ¢’ C,
ma non se ne pud dedurre sempre la disuguaglianza relativa alle superfici di rivoluzione da
essi generate. Supponiamo, infatti, che C' C sia un segmento rettilineo parallelo all’asse di

rotazione, e che C'C" sia anch’esso rettilineo. Posto C'C=1,

VAN
CC (C"=a, d=distanza di C' C dall’asse di rotazione, si ha i:
C (o4

sup. CC'=2wxdl, sup. ¢"C'=nlcos« QCZ—i—v;—sinQa).

Ponendo, inoltre,

y(a):n'lCOSa(%d—l—ésing v.) ,
si ha
g'(a}:A—nlsena(Qd—}— Ql—sin%a)+nl’cosacos9«,
y(0)=2xdl=sup. CC,

¥ (0)=m2>0.

La funzione y () & dunque crescente in @=0, e, per tutti i valori di «, positivi e mi-
nori di un certo «, & y (@) >y (0),

sup. C" (' >sup. CC.

(**) Sopra una delle esperienze del Plateau (Annali di Matematica, 1906).
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vano gid tentato, vale a dire la proprieta di minimo del ecilindro, circa la
sua area laterale ed in relazione con tutte le superfici di rivoluzione pog-
gianti su gli stessi cerchi e racchiudenti lo stesso volume (¥), e passa poia
stabilire il minimo per il potenziale W.

Se non che vi & luogo a rivolgere al lavoro del’ALmansr un’obbiezione
la quale mostra che esso non esaurisce compiutamente la questione.

Si tratta di questo. I’Autore, come Fgli stesso dichiara esplicitamente,
si limita a confrontare la superficie cilindrica con quelle superfici di rivolu-
zione, racchiudenti lo stesso volume, per le quali la linea meridiana tende
alla generatrice del cilindro uniformemente insieme alle sue tangenti (con-
vergenza uniforme della funzione rappresentativa e della sua derivala). A
giustificazione di che Egli scrive (**): « Questa limitazione & pienamente giu-
stificata dal fatto che, a rigore, basterebbe (come fa il PoiNcarE (¥*%)) con-
frontare la superficie ¢ (****) colle superficie di rivoluzione a curvatura (*,)
costante ». Ora, mentre da una parte nessuno ha mai messo in valore 1'af-
fermazione qui contenuta con un ragionamento rigoroso, dall’altra & da farsi
un’osservazione che & decisiva al proposito. Ed & che, come risulterd in se-
guito (,*), di superfici di rivoluzione a curvatura media costante, passanti
per i cerchi limiti dei dischi base, e racchiudenti con questi dischi lo stesso
volume del cilindro, non ne esiste, nelle immediate vicinanze della superficie
cilindrica, nessun’altra, se, come qui si suppone, l'altezza del cilindro & in-
feriore alla circonferenza delle sue basi. Limitandosi dunque alle superfici
a curvatura media costante, e tenendo invariati i cerchi base, si verrebbe a
confrontare la superficie cilindrica unicamente con seé stessa.

(*) E da avvertire perd che questa proprietd di minimo era stata gia stabilita, con me-
todi del tutto diversi (diversi anche da quello che seguiremo noi) da: a) G. HorMANN: Un-
tersuchungen diber die Grenzen zwischen welchen Unduloide und Nodoide die von zwei festen
Parallelkreisfliichen begrenzt sind, bei gegebenem Volumen ein Minimum der Oberfliche besitzen
(Inaugural-Dissertation, Gottingen, 1887). — &) W. HowEr: Die Rotations-Fléchen welche bei
vorgeschriebener Fldchengrdsse ein mdglichst grosses oder Eleines Volumen enthalter (Inaugural-
Dissertation, Berlin, 1887).

(**) Loc. cit., p. 4.

(***) In realtd il PoincarE fa questa osservazione alla pag. 96 del suo libro (e noi ne
abbiamo gia riportato il passo), ma poi, nella sua dimostrazione, non ne tien conto.
(#**¥) Che sarebbe la superficie del cilindro.
*y) Media.
(,*) Cfr. n. 19.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di una certa massa liquida sottomessa alle sole forze molecolari. 69

La dimostrazione del’ALmaxsinon e quindi completa (¥) e porta solo ad
affermare che l'area della superficie cilindrica dapprima, e poi il potenziale,
danno dei minimi deboli, per usare una denominazione in uso nel Calcolo
delle Variazioni. Noi mostreremo che realmente si tratta di minimi forti, vale
a dire di minimi effettivi.

Inoltre, completeremo 'indagine sulla stabilita anche in cio che riguarda
1 casi limiti relativi ai coeflicienti m ed n (m=mn, n=20), casl non conside-
rati antecedentemente. E faremo vedere che, per » = i, si ha ancora stabilita
per tutte le altezze del cilindro inferiori alla circonferenza delle basi; e che,
per n =0, si ha, invece, stabilitd o instabilita a seconda che I'ultezza & in-
feriore o superiore ad un certo limite compreso fra = E e % = R. Quest’ul-
timo caso, n =0, porta ad un esame accurato del problema di minimo re-
lativo all’area della superficie cilindrica, sotto la solita condizione riguardante
il volume racchiuso, quando le basi delle superfici da considerarsi non si
suppongano pit invariabili. Siamo cosl condotti a stabilire che, nel caso di
ambedue le basi variabili, il cilindro da sempre il minimo voluto per tuite
le altezze inferiori a = R (metd della circonferenza delle basi) (**), mentre il
minimo non si ha pitt per altezze maggiori. Se pol una sola delle basi & va-
riabile, il limite superiore delle altezze, per le quali la proprietd di minimo
si conserva, ¢ quel numero, cui si & accennato sopra, compreso fra = R e
3
2
se le basi variano entrambi nello stesso senso, oppure in modo che il rap-
porto delle loro variazioni sia sufficientemente piccolo.

= R. E si aggiunge che, per queste stesse altezze, si ha ancora il minimo

(*) Ben inteso, non completa ‘come dimostrazione rigorosamente analitica del fatto in
questione; che, invece, essa pud considerarsi sufficiente dal punto di vista fisico (fatta ec-
cezione dei casi limiti, » =0, m = n, che I’ALMANSI non considera e che noi tratteremo com-
piutamente) perché, come I’ALMANSI stesso mi osserva in una cortese lettera, «quando si
tratta di spiegare un fenomeno fisico, il rigore analitico, spinto oltre un cerfo limite, diventa
illusorio ».

(**) E cid contrariamente a quanto credeva il Matuiev (cfr. loc. cit., p. 77).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



70 Tonelli: Sulla stabilita dell’ equilibrio

IL

8. Dimostriamo, in primo luogo, la proprietd di minimo della super-
ficie cilindrica. Precisamente dimostriamo che «supposta 'altezza inferiore
alla eirconferenza delle basi, area della superficie del cilindro & inferiore a
quella di qualsiasi altra superficie, abbastanza prossima, avente le stesse basi
e racchiudente, con queste, ugual volume ». Si osservi (*) che, ad ogni super-
ficie soddisfacente alle condizioni dell’enunciato, ma non di rotazione, se ne
pud sempre sostituire un’altra che soddisfi alle stesse condizioni, che sia di
rotazione atlorno all’asse del cilindro e che abbia una superticie di area mi-
nore. Questa sostituzione puo ottenersi col seguente semplice procedimenlo.
Si intersechi la superficie data con un piano perpendicolare all’asse del ci-
lindro, e in questo stesso piano si costruisca un cerchio equivalente, in area,
alla sezione ottenuta ed avente il centro sull’asse detto. Al variare del piano
si ha una superficie di rotazione che soddisfa alle condizioni richieste. In
questo procedimento si avrd l'avvertenza di considerare, come facenti parte
della sezione considerata, quei pezzi di superficie che eventualmente venis-
sero a trovarsi sul piano stesso della sezione, e si avra cura, inoltre, qua-
lora i cerchi estremi risultassero maggiori delle basi del cilindro, di comple-
tare la superficie con corone circolari convenienti. '

Se si considera la linea meridiana della superficie di rivoluzione co-
struita, si vede che essa viene ad essere incontrata in un sol punto da una
perpendicolare gellel‘ica all'asse del cilindro, oppure ha su questa tutto un
segmento, ed esso solo.

Dopo cio, la questione si riduce a quest’altra: « Fra tutte le superfici
generate dalla rotazione attorno all'asse x di curve del piano (x¥), congiun-
genti i punti (0, R), (k, R) (che sono ugualmente distanti dall’asse x e da
una stessa parte di esso) e racchiudenti assieme ai cerchi di centri (0, 0),
(h, 0), di raggio R e perpendicolari all’asse detto, un volume uguale a quello
del cilindro delimitato dai cerchi menzionati, la superficie del cilindro da un

Iy

(*) Quest’osservazione & stata fatta in un caso particolare dal PraTEAU (Statique, efc.,
T. 11, pagg. 287-289). Per il caso generale, vedi: a) ScHWARz, Gesammelie Mathematische
Abhandlungen, Vol. 1I, p. 328; — b) PoiNcaRE, loc. eit., pp. 102-106; — ¢) L. ToNELLI, Sulla
proprietes di minimo della sfera (Rend. Circ. Matem. Palermo, 1914).
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-minimo (relativo) per l'area, qualora sia

h<<2%Ros. (2)

9. Si ha qui a fare con un problema di Calcolo delle Variazioni e pre-
cisamente con uno di quelli detti ésoperimetrici. I’integrale da render minimo
¢ (considerandolo sotto forma parametrica, il che porta alla maggiore gene-
ralitd dei risultati)

I=9%%

yds,

['(h,R)
J(0,R)

dove s da Ja lunghezza dell’arco della curva considerata, a partire dal primo
estremo, il quale deve essere costantemente il punto (0, R), mentre poi il
secondo rimane invariabilmente fissato in (#, R). Inollre, la curva per cui
si considera Vintegrale I deve soddisfare alla condizione

()
I:T:J ya'ds==Rh,
(0, &)

essendosi indicata con o’ la derivata dell’ascissa del punto generico della
curva, ascissa considerata come funzione dell’arco s.

L’equazione differenziale d’EuLero, relativa al nostro problema, & quella
dell'integrale

(F (v, y, @, y)dt =f(y Va -y gyt d i,

dove 1 & una costante numerica (costante isoperimetrica), ossia

P, —Fo,+F, @y’ — ' y) =0,

con
Fl EES F\x”:, — E"_‘_’/I_ _— Fv:.;/’ R
Yy i) &x
e quindi
m’ y ’ ” ” 7
— = Q)\Q)+—_—3 XYy —X Yy)= 0 3
(\/w12+yl, —+ Yy (w,2+y,2)/2 ( Y J) ’ ( )

’

m’y”‘—m” yl @€

4 LAY
@4y gty

Se qui si osserva che la prima frazione da la curvatura della curva in-
tegrale di (3), mentre la seconda da la lunghezza della normale della stessa
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curva, si vede che la superficie generata dalla rotazione della curva detta
attorno all’asse « (asse del cilindro) & a curvatura media costante (=?2).

Come DrrLauxay (¥) e LaMarrLE (¥¥) hanno mostrato, ogni curva integrale
dell’equazione differenziale (3) puod ottenersi quale Iuogo di un fuoco di una
conica che rotoli senza strisciare sull’asse delle «; ed anzi, tuite le curve
cosi generate sono altrettanti integrali della equazione detta. Se la conica
che rotola e un’ellisse, la superficie di rivoluzione del luogo considerato di-
cesi onduloide ; se un’iperbole, nodoide; se, infine, & una parabola, il luogo
¢ la catenaria e la superticie il catenoide. Quando poi la conica sia un cerchio
di raggio R, la curva generata dal rotolamento & una retta: la generatrice
del nostro cilindro, la quale soddisfa cosi alle condizioni del primo ordine
relative al problema di minimo che stiamo considerando.

Aggiungiamo un’osservazione. L’integrale della (3) contiene fre costanti:
la costante isoperimetrica 1 e le due costanti d’integrazione. Ad esse corri-
spondono i tre elementi arbitrari che si hanno nella generazione meccanica
della curva integrale: i due elementi che determinano la conica da far ro-
tolare e il punto dell’asse « che corrisponde ad un determinato vertice della
conica stessa.

10. La generatrice del nostro cilindro, che come abbiam veduto & un
integrale particolare della (3), & rappresentata, in coordinate non parametriche,
dall’equazione

y=y (@)=

Confrontiamola con la curva rappresentata nell'intervallo (0, k) dall’e-
quazione

Y. (®) = B+u(, 1),

dove u (x, t) & una funzione finita e continua insieme alla sua prima deri-
vata, per ogni « di (0, k) e per ogni ¢ di un certo intervallo (0, ¢,), la quale:
1.%) per =0 & identicamente nulla, talche si ha y,=E;
2.%) & sempre in modulo minore di R e, al tendere di ¢ a zero, con-
verge uniformemente a zero, insieme alla sua derivata (fatta rapporto ad «)
in tutto (0, &) ;

(*) Sur la surface de révolution dont lo courbure moyenne est constante (Journ. de Liou-
ville, t. VI, p. 309).

(**) Théorie géométrique des rayons et centres de courbure (Bulletin de I’Acad. de Belgique,
1857, 2.® ser., t. II, p. 33). — Exposé géométrique du calcul différentiel et intégral (Mém. de
I’Acad. de Belgique, t. XV, 1863, 3.® partie, p. 247).
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3.%) soddisfa, per ogni ¢ di (0, ¢,), all'uguaglianza
w (0, 1) =k, 1);

4.%) verifica, per tutti gli stessi ¢, la condizione
h 2 h

f (R+u(m, t)) dw=( R d e,
0 0

che si riduce all’altra
3 h
Jug(w, t)doc—i—QRLu(m, f)da—0. &)
0

Quest’ultima condizione stabilisce I'uguaglianza dei volumi racchiusi dalle
due superfici generate dalla rotazione attorno all’asse « delle curve y =R,
¥ =¥, (x), considerate entrambi nell’intervallo (0, #). Calcoliamo la differenza
delle aree di tali superfici

S ch
AS:QTE}'[:(% (m)\/1+y’,(w) dm——JORdmg.‘

Abbiamo

a5
Q'n:_ 0

ed anche, essendo

(B+u(93, t)) \/1+17’(—w,_t_)uz—REdw,

" 1
Vi wm o =+ =1+%“”(‘+a(w,t)),

dove ¢ (x, ) tende a zero con {, uniformemente rispetfo ad «,

AS_RB (* ., u *
%=—2—‘[0’M, (1+E)(1+5)dx+v[0udw.

Indicando con 0, un determinato valore di (1 -+ %)(1 —+¢), si ha, per il

primo teorema della media,

AS R LI h
Q?__QO‘JOM dw%—f{)udw.

Osserviamo che, per il fatto della convergenza uniforme ad 1 di
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T4 Tonelli: Sulla stabilita dell’equilibrio

(1 +%) (1 4<), per t—>0, &
lim 6, =1.
t—>0
Per la (4) abbiamo poi

AS

0, ‘ u’Zdw——fu dex.

Facciamo il seguente cambiamento di variabile

h

w=QT;(D

il quale trasforma I'intervallo (0, %) nell’altro (0, 2%). Abbiamo con cid

u (2, t) = %(Q ®, t) Ulw, 8), o' (x, 1) _9_7\: U’ (o, t),
U, t)=U@2x, 1)
e
ap S — (Q"R) e,f U" (o, t)dw——f U* (o, §) do. )
Nello stesso tempo la condizione (4) si muta nella
. f j”U2 (0, t) d o+ RJTU(&), f)deo—0. (&)
Sia

%ao—}—}j(apcospw—}—bpsinpw)
1

lo sviluppo in serie di Fourigr di U (», f). Poiché questa funzione ammette,
per ipotesi, derivata finita e continua in tutto (0, 2%), ¢

U (o, t)=J':U'(w, B)do;

avendosi, inoltre, come gia si & notato, U (0, {) = U (2=, t), lo sviluppo in
serie di Fourier di U’ (e, f) si ottiene derivando termine a termine quello
di U(e, #) (*) ed & perciod

0Eopz—ar,l,,sinpm~+—bycospi»2.
1

(*¥) Cfr. H. LEBESQUE, Lecons sur les séries rigonométrigues (Paris, Gauthier-Villars, 1906),
pp. 103-104.
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Applicando allora la formola di ParsevaL si ha
b4 1 ) '
[rao—=]ga+S@+n|,
0 1
2 0
‘OU”dwzw;p’(a;—i—b;);

e la (5) puo scriversi

2z RY , 3 2 2 2 1 2 o: 2 2
as=(T 03 @ - e+ S@rnl. @
iv h/ Il 1 i Q 1
S 1
Analogamente la (&) pud scriversi, poiché & a, = — [ Udo,

w 10
1 * "
@agﬂ—?(aj—}—b;)—}—QRao:O. (4"

Da quest'uguaglianza ricaviamo che, se y =y, () non coincide con la
generatrice del cilindro y=R, ¢

@y

o0

<—_-
S@rv)|

B infatti, se & ¥ (a2 +02) <=0, da (&) si ricava
1

% 2
Y +8) e +4R

ed essendo sempre | U|<<E e quindi

27
1aoléiJ Ulde<2E,
% Jo
ne viene la disuguaglianza scritta.
Se poi fosse ¥ (az+by) =0, si avrebbe da (4")
@y (@, +4R)=0

e quindi, per essere |a,| <<2R, a,=0 e

277 . 1
[(Urdu= G @t x(a+0)=0
U—0, y.(x)=E,

vale a dire la curva y =¥, (%) coinciderebbe con la generatrice del cilindro.
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Supponendo che la curva y = y,(x) sia distinta dalla generatrice detta,
la (6) pud scriversi

2R | ., 2% Ry, Xp° a+ 2) a, @,
—_— f—— - 2 6 [— —_——— . ——
e O = A i et
Ora ¢ h<<2% R, lim 6, =1,
t—»0
2p’(a )>1
2(a+
dunque
. 2z R\, Sp*(ap+0;) €>QwR)2_
tim (55 5) o Xy — H{=(57) 1>

Essendo poi

lim a, = llm—f Udo=0
t—>0 —»0 ~

&, per quanto si & visto poco fa,

lim % . @ _
t—»-0 2 2 (CL’ + bz’)

Se ne conclude che, per ¢ sufficientemente piccolo, &
AS>QR(%:R—h)2(a,+ 2) > 0, (7)

e resta cosi dimostrato che il cilindro di generatrice y =R e di altezza h,
con h<<2= R, dd un minimo debole per il problema isoperimetrico formulato
al n. 8. Ho detto minimo debole e non forte, perche le curve y = R4 u (x, 1),
per le quali & dimostrata la disuguaglianza (7), sono tali per ipotesi che, al
tendere a zero di ¢, tenda a zero uniformemente non solo w (x, f), ma anche
la derivata w'(w, t); e resta percid il dubbio che esistano delle funzioni
u (x, t), le cui derivate non convergano uniformemente a zero con £, per le
quali, comunque si prenda piccolo il ¢, non sia A S=0. Non & dunque an-
cora definitivamente dimostrata la proprietda di minimo del cilindro, che eci
interessa.

11. Nel Calcolo delle Variazioni si da (*) un gruppo di condizioni suf-

(*) Cfr. Borza, Vorlesungen tiber Variationsrechnung, p. 518 (Leipzig, P. G. Teubner, 1909).
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ficienti affinché una data curva sia minimum (forte) per un certo problema
isoperimetrico a estremi fissi; e vi si stabilisce, in particolare, che il minimo
¢ certo se:

1.%) la curva considerata, giacendo tutta internamente al campo am-
messo, soddisfa all’equazione differenziale di EuLero relativa al problema
isoperimetrico di cui & questione;

2.%) il problema & totalmente regolare, vale a dire, qualunque sia il
valore della costante isoperimetrica, & sempre positivo I'invariante di WEIER-
sTrASS relativo allintegrale della funzione f—- kg, dove f & la funzione che
sta sotto il segno dell'integrale da render minimo, e g & quella dell’integrale
che deve rimanere costante;

3.%) la curva considerata non contiene il punto coniugato del suo primo
estremo, vale a dire, su essa, eccettuato il primo estremo, non deve mai an-
nullarsi un certo determinante A, che & una funzione del punto della curva
stessa.

Nel caso nostro, la generatrice del cilindro soddisfa alla 1.2 di queste
condizioni, come gii si & visto al n. 9. La seconda condizione & poi anch’essa
soddisfatta, percheé, essendo qui f=yVa® +y”®, g=y¢'«, invariante di
WEIERSTRASS F,di F=f+ g ¢ dato da I, = w—y’ﬁr ed & di certo po-

(@ +4-9y")
sitivo in tutta la parte del piano (wxy) che & al di sopra dell’asse «, parte
che comprende interamente la generatrice del nostro cilindro.

Resta dunque a verificarsi la 3.* condizione.

Questa stessa terza condizione, oltre che figurare nel gruppo delle con-
dizioni sufficienti, comparisce, con una piceola modificazione, anche in quello
delle necessarie. Effettivamente si dimostra che condizione necessaria perché
lintegrale dell’equazione di EuLero dia un minimo, & che, sull’arco che si
considera della curva integrale, il determinante A non si annulli mai, fatta
eccezione degli estremi (nel caso della condizione sufficiente, si esclude I’an-
nullamento anche nel 2.° estremo). Orbene, qui & di somma importanza la
seguente osservazione. Se si pensa al modo col quale, nel Calcolo delle Va-
riazioni, si giunge alla condizione necessaria ora ricordata, si scorge subito
che ad essa puod darsi un senso piu largo: cioé a dire, che essa risulta ne-
cessaria non solo nel caso del minimo ordinario (minimo forte), ma anche
in quello del minimo debole. Ed infatti, nello stabilire la condizione in discorso,
non si fanno entrare in gioco tutte le possibili variazioni della curva mi-
nimum, ma solo quelle deboli, quelle cioé che, al tendere a zero del para-
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78 Tonelli: Sulle stabilita dell’equilibrio

metro, si annullano uniformemente insieme alla loro derivata. Gli & anzi
questa, se ben si ricorda, la ragione dell’errore pre-weierstrassiano, in base
al quale alla nostra condizione necessaria si voleva dare senz’altro il valore
di condizione sufficiente, nella teoria di minimi liberi.

~ Osservato questo, scende subito da quanto si & detto al n. 10, che il de-
terminante A non si annulla mai sulla generatrice del cilindro, ¥y = R, eccet-
tuati gli estremi. Ma l'eccezione relativa al secondo estremo si toglie imme-
diatamente. Il risultato del n. 10, che si compendia nella disuguaglianza (7),
¢ valido finche sia h<C2= R; per guisa tale che se d € un numero positivo
soddisfacente alla disuguaglianza b4+ d <<2= R, la (7) vale anche per il ci-
lindro di altezza h + d. Ne risulta che sulla generatrice y = R, il determi-
nante A ¢ diverso da zero in tutti i punti interni al segmento di estremi
(0, R), (h-+-d, R). E dunque A =|=0 anche nel punto (k, R), ed il coniungato
del punto di ascissa 0 non si trova sulla generatrice del nostro cilindro di
altezza h.

La terza condizione sufficiente & cosi soddisfatta anch’essa, e resta de-
finitivamente dimostrata la proprietA di minimo del cilindro che abbiamo
enunciata al n. 8.

19. B facile vedere che il limite superiore dell’altezza I del cilindro,
compatibile con la proprietd di minimo ora stabilita, & precisamente dato

da 2= R. Si supponga, invero, h>2= R e si prenda a considerare la fun-
zione

/ . 2%
u (x, t)=R(~1—{—\/1—}—tsmW m),

la quale, per ¢ tendente a zero, converge uniformemente a zero insieme alla
sua derivata; qualunque poi sia ¢ (che supporremo in modulo minore di 1)
¢ u(0, {y=wu(h, 1), ed anche

h h h (9
[u’(m, Hdxe +2R [ u (@, t)daczRQt’ s1n(7 oc).dm:().
Jo Jo Jo

La nostra funzione soddisfa dunque alle condizioni fissate al n. 10, e
vale percio l'uguaglianza (5)

o

AS (2= R\*, (**_, o,
a3 (3 [ g0 (7

9 = 2 2 12 9 2 2 m?
:<drR) OtR ! J cos” o do>—R2t2J sin® @ do,
h 4 Jo 14tsine o (1+JI+isine)
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ossia, indicando con ¢, e 6", due numeri tendenti rispettivamente ad 1 e a
b t t

é— col tendere di ¢ a zero,

2R 2% R\* R* ¢
TAS:(T)T

s R*& | 2% R\}, ., rar
SR ;(T)e,e,—w,z.

¢ 27
Db, f cos*odw— R* 07, [ sinodo
0 0

o/

Di qui si vede che, essendo lim 6,.6",=1, lim 6", = T seeh>2% R,
t-—>0 t—>0
per ¢ sufficientemente piccolo, & A S <T0.

IIL

13. Nei numeri precedenti si son prese in considerazione solo quelle
superfici di rivoluzione che hanno le stesse basi del cilindro. Vogliamo ora
vedere in quali limiti, per 1'altezza h, la proprietd di minimo del cilindro si
conserva indipendentemente dall’invariabilitd delle basi delle superfici da con-
siderarsi. In altre parole la questione che ci proponiamo & questa: «trovare
i valori di & per i quali il cilindro d& un’area minima rispetto a quella di
tutte le superficie di rivoluzione attorno allo stesso asse, limitate dai piani
delle basi del cilindro, giacenti in prossimitd della superficie cilindrica e rac-
chiudenti il medesimo volume ».

Confrontiamo la nostra superficie cilindrica con quella generata dalla
rotazione attorno all’asse « della curva di equazione

y =R+ u(w, )

dove la u (x, {) soddisfa a tutte le condizioni del n. 10, tranne la 3.2, perché
qui intendiamo di lasciare completamente libere le basi delle nostre super-
fici. E poiche il ragionamento del numero ricordato & indipendente dalla
3.2 condizione fino alla uguaglianza (5), potremo scrivere anche qui

QJ—%w:(g"R) 0, f'”U"z (o, t)dm~f;nU2 (0, 1) d o.
JO

h h

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



80 Tonelli: Sulla stabilite dell’equilibrio

Prima di proseguire, sard opportuno fare la seguente posizione :
U (0, ) +2R U(w, ) =9 (o, B).

La nuova funzione ¢ (o, f) soddisfa alle stesse condizioni della U (v, ),
tranne che, invece di verificare I'uguaglianza

7T 2T
foZ(m, tydo+2R f U(w, tydo—0,
0 Jo
verifica l'altra

27
o (0, )dw=0.
0

In seguito alla posizione fatta, I'uguaglianza scritta sopra, che da A S,
diventa

2 = R\? g
jAS:(Q R) 10 9" (o, 1)

h o) &7 )0 R4-o(w 0

W — [gn ?M__ dw
Jo (R+VE +¢(w, 1))

ed anche, indicando con ¢, e 6", due numeri convenienti, che tendono en-
trambi ad 1 col tendere di ¢ a zero,

8 R 2% R\, ., (%, . (T,
as=( 5 0w [ nae—v ¥ o ndo ®)

La questione ¢ allora tutta qui: vedere per quali valori di k la diffe-
renza
9 ; 2 o 27
( ;@R) “Oq»'gdw— Oqfdo)

si mantiene costantemente positiva per tutte le funzioni ¢ che soddisfano alla
condizione

13
(@) de=0. (9)
0
; 2% R c e . .
14. Poniamo =P, e poiche gia sappiamo che non pud essere

h>2= R, riterremo p = 1.
Cerchiamo il minimo dell'integrale

1, =f;(102 ¢ —¢Y)do

sotto la condizione unica (9). Come insegna la regola isoperimetrica di Eu-
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LERO, formiamo lintegrale
_ 27
L [l v g
0

dove A & la cosi detta costante isoperimetrica, e cerchiamone le estremali.
I’equazione differenziale di Lunero relativa al caso nostro &
QPQC?’/—|—Q?—)\:07
la quale, integrata, da

(Y] . ®
+2acos— + 2bsin )
p P

to| >

Q —
i

dove a e b sono le costanti d’integrazione. Determiniamo la costante isope-
rimetrica 2. Dovendo essere verificala la (9), si avrd

) 3.
an AN ) . w!
@dm:J 2Qacos  +2bsin de=0
J ‘ 0 + p P\

0 | 2
e quindi .
2 . 92=% 2%
A= —asm——i—bcos—~b)
ﬁ( p p
e
P . 2= 2% ) o) .
= —{—asin-—-+bcos— —b 2 acos — 20sin — - 10
¥ W( p & P - » + P (10)

E ognuna di queste curve soddisfa alla (9).
15. Vediamo se fra esse ve n’¢ sempre una ed una sola che unisca
due punti scelti arbitrariamente e rispettivamente sulle rette di ascissa 0 e
2 %. Dette ¢, e 9, le ordinate dei due punti, si dovranno determivare le co-
stanti @ e b mediante il sistema

<Pn=(2— ﬁsin%ﬂ)a%—ﬁ(eosg—ﬁ—l)b
or by am @ (1
—(2cos == — L gin j)a—}«(@siu:—f P os T—W—l—))b
o ( ) D 7 P p + e P I )
Questo sistema & lineare e il suo determinante &

Q'IT . v . ™
sin%—ﬁ(l——cos )‘:4(sm—%——7-——225m2,~),
p = p ) p & p

il quale & nullo per p=1, & diverso da zero per p=2, e per p-=2¢ >1

4
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¢ uguale a

4 sin 25 .(1 P tgi)zlfﬁsin?—E : (‘—"_to i‘)

p p p p
e quindi ancora diverso da zero. Dunque, per ogni p>1, ossia per ogni
h<<2=% R, esiste sempre una curva (10), ed una sola, che congiunge i due
punti scelti.

16. Si supponga p>1, ossia h<<2=%= R, e siano P, e P, due punti
scelti comunque 'uno sulla retta » =0, altro su quella o = 2. Per quanto
si & detto or ora, esiste una curva (10), ed una sola che li congiunge:

QT:_
P

]

7

<

. 9%
<p=f(-— a, Sin ?—l—b1 cos

iv

b,) 2, cos 2 1 9b, sin -
-+ p+ 1 D

Indicando con 1%, il valore di X corrispondente ai punti P, e P,, tutte

le estremali dell’integrale
"o

La=| (0°¢" =9+ 9)do
sono date da )

A ©» . ©
v=—+2acos—+2bsin— - 12
p = +2acos >+ 2bsin (12
Presi ora due punti qualsiansi @, e @, di coordinate (w,, 9,), (o, 9,), &
possibile congiungerli con un’estremale (12), la quale risulti anche unica?

Si tratta di ricavare le costanti @ e b dal sistema

— 2 5 )
vi=—= + 2acos = +2bsin =
¢ 2—}— P s

= N o, .0,
cpl_—g——{v—Qacos 7 —}—Qbsmp ’
"’1_‘*)0.

il cui determinante & 4 sin ; e queslo determinante & diverso da zero

finché & o, — w, <<p = (supposto v, > «,). Ne viene dunque, se ¢ p>2 (h <= R),
che, fissato un punto @, di ascissa compresa fra (2—p)= e 0, ed un altro
Q. di ascissa o, positiva e minore o uguale a 2=, avendosi

0,—0,<2x+(p—2r=pr7,

Q, e @, possono sempre congiungersi con un’estremale (12) di I,;; e que-

A

st’estremale & unica.
E allora possibile circondare I'estremale che unisce P, e P, con un fascio
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d’estremali (*) il quale riempia tutta la striscia compresa fra le perpendico-
lari all’asse o passanti per P, e P,. E ne viene, per le note condizioni suf-
ficienti del Calcolo delle Variazioni, che, avendo la funzione che sta sotto il
segno dell’integrale I, una derivatla seconda, fatta rapporto a ¢/, sempre
positiva (2p* > 0), I'estremale (12), la quale congiunge P, e P,, da un mi-
nimo assoluto per I'integrale I,z . Scende a fortiori che, «se & p>2, lestre-
male (10) la quale congiunge P, e P, di un minimo assoluto per I'integrale I,
rispetto a tutte le curve, rappresentabili nella forma ¢ = ¢ (w), che congiun-
gono P, e P, e soddisfano alla condizione (9) ».

17. Cerchiamo ora il minimo dell’integrale I,, calcolato sull’estre-
male (10) che congiunge P, e P,, considerando questi punti variabili sulle
perpendicolari all’asse » di ascisse 0 e 2=. Fissati P, e P,, restano fissate
le costanti @ e b, e lintegrale I, risulterd funzione di queste variabili:
I, (@, b). Calcoliamone il valore, I

I

, 4 ( g s g O © ) %)
2 — asm—+b“‘cos*——9absm—cos—)
LA » ) PP
=4 |a®cos® b*sin® = -2 @b sin — cos =
@ ( p-i— p—l— P —i— +
A
+ — ) (a cos——}—bsen ——))

. \ 20 . 20
PP — 0’ =4 (b —a’)cos — —2a bsin — —
P —o ;( ) P P

)\Z

2 16

A [2) (o)
— — | cos — bsin—)—
( p + p
e quindi

1 [ oo dw h=
-4—Ip(a, b):@(b p —}—pab(cos?——1)—

7\1) 2= 27 n _
_?(asm»p——bcos?—{—b)—.g,’

(*) Cfr. HapAMARD, Lecons sur le Calcul des Variations, recueillies par M. Fricrer (Paris,
A. Hermann, 1910), pag. 360,
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2p

P
I

e sostituendo a X il suo valore » =

2% 2%
—asin — +becos — ——b),
( p S P

1 A bw
~—1I,(a, b)=(b"— a®) sin — Qab(eos——l)
2 (@, b) = ( ) sin == - s +

P . Az . 2% . L2 2%
+—(—absm-— 2absin — -+ a®sin®* — -+ b*cos® — —
w P + b yL P

[ .
—Qb"’cos‘—"+62)
D

., 92= . h= . 4w 2w
:af(? sin® — —sin -—) +b“(s1n -—+£ cos® — —
P P U P

17 ™

._(2_pCOS:GZ_W_]_.Z_))+

™ p T

—1—ab(°200s@——@—£sinﬁ+%£sin% .
b ™ p W VY

L’integrale I, (a, b) risulta cosi una funzione di secondo grado e omo-
genea in « e b, le cui derivate parziali prime si annullano per a =& =0.
Geometricamente, si ha un paraboloide; e il punto (0, 0) non & un minimo
se il paraboloide ¢ iperbolico; & invece minimo se il paraboloide & ellittico
e rivolto verso lalto.

Per decidere se il paraboloide & iperbolico o ellittico basta vedere se la
differenza

4w p . 4iwm p . 27
2cos — 92— = sin — 2 £ gin=—) —
(2e0s 7 S 2 sin )

™ P ™

/ - o ™ . ™ . 7 DQ 0_4) Qu v
——4(% sin” %—smi—)) (sm 4f—{—gcos‘ —E——l—o—cos 7——}— Ii)

= P ™ D TC

e positiva o negativa. Ora la differenza scritta non & altro che

6ip ., = w (& ™ .=
sin” — €08 — | — €08 — — s1n — | »
g p b \p p

espressione che, per —1—7 —|= % Qk+-1), &

6kp ., = © (= =
2P gin® T cos®— —tg—]|-
w p p
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Si vede percid che, se & 1 <<p <<2, avendosi tg% << 0, la differenza (13)

& positiva e il paraboloide & iperbolico e non si ha minimo per ¢ =0, §=0.
Se ¢ p=2 la differenza (13) & nulla, il paraboloide & un ecilindro para-

bolico tangente al piano (a, b), e poiché in tal c¢aso si ha %12 (a, b):%bz,

il punto ¢ =0, b =0 & un minimo. Se &, infine, p > 2, avendosi tg % >% s
la differenza (13) & negativa e il paraboloide & ellittico e si ha in a =0,

b =0 minimo o massimo a seconda che il coefficiente di a* nell’espressione
di I, & positivo o negativo. Nel caso nostro &

- S1In° — — Sl — = — 81 — C0S —

p . .2% . hw  p . 2% Qw(tgﬂr %7
7’ p r = p p

e si ha cosl il minimo.
Concludiamo, tenendo conto di quanto si & stabilito in fine al numero
precedente, che «se ¢ p>2 il segmento dell’asse w avente per estremi i

punti di ascisse 0 e 2= rende I'integrale
2
I, = f (p*¢”" — ¢ do
0

minore dello stesso integrale calcolato su una qualsiasi curva, rappresenta-
bile nella forma ¢ = ¢ (@), che congiunga un punto arbitrario della retta « =0
con un altro pure arbifrario di © =2=, e che soddisfi alla condizione

J%;odwzo.
0

Se & p=2, il segmento detto dd ancora un minimo per I,, ma non
rende quest’integrale sempre minore dello stesso integrale calcolato su una
delle curve menzionate.

Se, infine, & 1 =p =2 non si ha pit minimo ed esistono delle curve,
del tipo detto, che rendono I, negativo.

18. Da quanto precede, e in base alla uguaglianza (8), si ha che, per
h>= R, la differenza A S puo esser fatta negativa, mentre, per A<= R e
per ¢ sufficientemente piccolo la A S resta sempre positiva. Ne viene che il
cilindro non da il minimo, nel senso indicato al principio del n. 13, per

un’altezza h>= R ; da, invece, un minimo debole (per ora), se ¢ h <<= R.
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86 Tonelli: Sulla stabilita dell’equilibrio

Vediamo di passare dal minimo debole a quello forte.

19. Occorre premettere alcune considerazioni, che esponiamo in una
forma pit generale di quanto qui occorra per potercene servire anche in se-
guito. Dalla teoria generale dei problemi isoperimetrici si deduce che, se &
h<<2= R, essendo verificate le condizioni di cui si & parlato al n. 11, & pos-
sibile determinare un intorno [o] della curva y = 1 (0 =@ =h) e un numero
positivo 9, tali che, per ogni terna 3,, 9,, 8 di numeri in modulo inferiori a
3, esista sempre un integrale dell’equazione differenziale di EuLero (3), ed
uno solo, il quale giaccia per intero nell'intorno [3] delto, congiunga i punti
0, R+ 3,), (b, R439,), e soddisti alla condizione

y'ad’ds =R h-J. (14)

‘(hyR'I'a\h)
d
0, R+3)

Questa curva poi rende minimo l'integrale

yds,

~(h, R+ On)
J (0,B+0y)

fra tutte quelle che congiungono gli stessi punti (0, R - 9,), (&, R+ §,), sod-
disfano alla (14) e giacciono in un suo conveniente intorno. Essa, inoltre, al
tender di 3 a zero, tende uniformemente, insieme alla sua derivata, alla curva
y = R. Geometricamente, questo significa che, per piccole modificazioni dei
raggi dei cerchi base del nostro cilindro, e per variazioni pure piccole del
volume, esiste sempre una superficie di rivoluzione, ed una sola, che risolve
il problema di minimo considerato, resta prossima alla superficie cilindrica
e che ha piani tangenti che si scostano di poco da quelli corrispondenti
della superficie cilindrica detta.

Ad ogni terna 3,, 3,, 3, soddisfacente alle condizioni sopra fissate, vien
dunque a corrispondere, in modo unico, una curva la quale dd un mi-
nimo per il nostro problema isoperimetrico, in relazione a tutte le curve di
un suo intorno [p (3,, 3,, 9)], che indichiamo cosi appunto perche esso viene
a dipendere dai tre elementi d,, d,, 8. Convenendo di prender sempre il mas-
simo intorno possibile, dal suo variare con continuita, al variare dei tre pa-
rametri da cui dipende, abbiamo subito che, se I'intorno [3] della generatrice
y=R(0=x=") lo prendiamo convenientemente piccolo e se conveniente-
mente piccolo prendiamo pure il §, questo [p] vien a far parte di certo di
tutti gli intorni [p(3,, 3,, 8)]. Taleche possiamo dire che tutte le nostre
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curve minimum sono tali rispetto all'intero campo definito dall’intorno
[f] di y=R (0=x=h).

20. Cid posto, sostituiamo ad ogni curva che soddisfi alle condizioni del
nostro problema di minimo, che giaccia nell’intorno [p] di y = R (0 =z = h),
e che congiunga i punti (0, B--9,), (k, B-+3,), dove J, e 3, sono presi in
moduli inferiori al § del numero precedente, la curva avente i medesimi
estremi e che, sotto le stesse condizioni, renda minima l'area della corrispon-
dente superficie di rivoluzione. La funzione rappresentativa di questa curva,
al tendere di § a zero, converge, come si & detto al numero precedente, a
y = R uniformemente, e nel contempo converge uniformemente a zero la sua
derivata. Essa rientra allora nella famiglia di quelle considerate per il mi-
witmo debole e ne viene che tal minimo & anche forfe. Se ne conclude che

« il limite superiore delle altezze del cilindro — per le quali il cilindro
stesso dd un’area minima rispetto a quella di tutte le superfici limitate dai
piani delle basi del cilindro, giacenti in prossimita della superficie cilindrica
e racchiudenti, coi piani detti, il medesimo volume — & = R »,

21. Nell’enunciato precedente, le basi delle superfici prese in conside-
razione son lasciate libere entrambi di variare comunque nei piani di quelle
corrispondenti del cilindro. Conviene peraltro, per il seguito, esaminare anche
il caso di una base fissa e di una sola variabile.

E subito chiaro che il limite superiore delle altezze del cilindro, per le
quali quest’'ultimo ammette, nelle condizioni attuali, la solita proprietd di
minimo, & maggiore o per lo meno uguale al limile = R, trovato per il caso
di entrambi le basi variabili. Il limite che cerchiamo & dunque compreso fra
= R e 2= R. Riprendiamo l'integrale I, del n. 14 e supponiamo

I<p=2(="R=h<<2nR).

L’estremale (10) dello stesso numero, la quale congiunge i due punti del-
Passe o di ascisse 0 e 2=, e che non & altro se non il segmento (0, 2 ) del-
l'asse stesso, rende minimo l'integrale I, fra tutte le curve ¢ = ¢ (v) che sod-

disfano alle condizioni
(0) =5 (2% =0

e alla (9). Ed invero, se cid non fosse si potrebbe render I, minore di zero
e quindi, per la (8), minore di zero anche A S, contro la proprietd di minimo
del cilindro, dimostrata al n. 11. Ne scende che, per ogni p soddisfacente
alla doppia limitazione p, =p=2 — dove p, € un numero maggiore di 1,
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88 Tonelli: Sulla stabilite dell’ equilibrio

che puo scegliersi perd vicino ad 1 quanto si vuole — la curva (10) che
passa per due punti P, e P, delle rette © =0, © = 2=, da un minimo per 1,
rispetto a tutte le curve ¢ = ¢ (»), che congiungono P, e P, e soddisfano
alla (9) ed alla condizione

lp (@[ <<pp, (O=0=27%),

dove p & un numero positivo convenientemente piccolo. Cid in base alle stesse
considerazioni del n. 19, .
Prendiamo ora P, coincidente con l'origine O delle coordinale, e cerchiamo
il minimo di I, calcolato sull’estremale (10} che congiuilge 0 e P,, conside-
rando P, variabile, della retta @ =2=, nell’'intorno (—yp, ¢) del punto di or-
dinata nulla. Bastera riportarsi al n. 17, dove si & fatta la ricerca in gene-
rale, per P, e P, comunque variabili sulle rette dette. Avendo posto, pre-
sentemente, 1l punto P, fisso in 0, si avra, fra le costanti @ e b, la relazione,
dedotta da (10),
0= (Q _ 2P

T

. 9% p( Ow )
sin —Jae +=|(cos— —1\b 15
p) T p ’ (19)

la quale, nel piano (@, b) &€ rappresentata da una retta passante per l'origine.
Avendosi poi qui 1<Tp, =p=2, il paraboloide che rappresenta I, (a, b) &
(numero ricordato) iperbolico, diventando un cilindro parabolico per p = 2.
In quest’ultimo caso si ha subito che il segmento (0, 2%) dell’asse o da il
minimo che cerchiamo e che anzi rende I, sempre minore dello stesso inte-
grale calcolato sulle altre curve ammesse, perche la retta (15), che ora di-
venta ma =25, non coincide con la generatrice del cilindro che giace sul
piano (a, b), e che & la retta b=0. Veniamo al caso 1 <<p, =p<<2 1l pa-
raboloide, come abbiamo avvertito, & iperbolico ed & tagliato dal piano (a, b)
secondo due rette (generatrici), passanti per l'origine, le cui equazioni si ri-
cavano da

1
2p

.oow = (p . 2% 2 )
I (o, b)=2sin — achS—(—Sln——-—QCOS»~
» (@ D) p | p\= " p p) "

i

T Q% P ., T
2 p° (cos — cOoS = sin® —) 16
+ p 008 5 o sin’ )+ (16)

o ‘ .
—}—Qabsinz—ﬁ(ﬁsini—%}osi)‘:O.
b \7T 14 P i

Indichiamo con », e », queste due rette e con », r, quello dei loro an-
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goli (considerati completi) che si riduce per continuitd a zero al tendere di
p a2

Nel punii del piano (a, b) interni a =, r,, I, (a, b) & allora negativo; po-

sitivo, in quelli esterni. Percid il segmento (0, 2 =) dell’asse o dad il minimo
/\ . -

cercato finche la retta (15) & esterna all’angolo r», 7,; non di minimo quando

.

invece & interna. Per p =2 si & gid visto che la retta (15) & esterna a
N o= . . - .
r.ry. Sla p il valore di p per il quale la (15) passa dall’esterno all'interno

di 7, r,. Questo valore si ricava come radice dell’equazione in p che si ot-
tiene eliminando a e b fra le equazioni (15) e (16), e risulta minore di 2 e

ggi di : 1 verifica facil te. Allor s p=p, 1l seg t
maggiore di - come si verifica facilmente. Allora, per p = p, il segmento

detto dell’asse » da il minimo voluto, e quindi, tenendo conto di quanto si
¢ detto sopra, da il minimo per Uintegrale I, in confronto di tutte le curve

97T
¢ = (w) tali che sia ¢ (0)=0, J vdo=0 e |o(o) <p; non di, invece,
0

minimo per p << p.

Il minimo, che si ha per p = p, sarebbe minimo relativo, perche le fun-
zioni ¢ le abbiamo considerate soddisfacenti alla condizione |¢ <Tp. Ma si
ha subito che da tale condizione pud prescindersi. Sia, infatti, ¥ (@) una fun-

zione sottoposta solamente alle condizioni: ¢ (0) =0, ]-tfb(w) do=0. Posto
JO

Q

o (o) =1t ¢ (»), si ha che, per ogni ¢, & pure ¢ (0) =0, (];(w) dw 0. Per ¢
JO

sufficientemente piccolo, ¢ | ¢ (w)|<Tp e quindi, per lesistenza del minimo
relativo,

27T
fo(p”@’*—aoﬁ)dw>0-
Ed essendo

AT 2
(P 9" = o) do=1 | (7§ —4)do,
0 Jo

¢ anche

27
f (P’ — ) do>0.

0

Si tratta dunque di un minimo, non solo relativo, ma assoliutto, e resta
dimostrato che, « per ogni funzione o, non identicamente nulla, soddisfacente
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90 Tonelli: Sulla stabilita dell’equilibrio

alle condizioni
2t
2(0)=0, [ gdo=0
0

o

27
(p*9* — ¢")do=0
0

per ogni p=p, il segno di uguaglianza valendo solo se & p =p ».

Si osservi che per p<p il segmento (0, 2%) dell’asse o, invece di un
minimo di un massimo per I, esteso alle estremali (10) che partono dall’ori-
gine e finiscono sulla retta o = 27, per modo tale che sulle estremali dette
e 1,<<0.

22. Da quanto si & ottenuto or ora circa l'integrale I,, e in base al-
I'uguaglianza (8), deduciamo che per p> p, vale a dire per h<<h — dove &

- _2mR iﬂ) — il cilindro

2
dd un minimo debole, nel senso indicato al principio del numero precedente;
non lo di per h>h. Ripetendo qui le considerazioni del n. 20, si passa dal
minimo debole a quello forte, ed & possibile concludere che

«il limite superiore delle altezze del cilindro — per le quali il cilindro
stesso da un’area minima rispetto a quella di tutte le superficie limitate dai
piani delle basi del cilindro, giacenti in prossimita della superficie cilindrica,
racchiudenti coi piani detti il medesimo volume, ed aventi colla superficie
cilindrica una base a comune — & I'2 di cui si & parlato pi sopra, il quale h

(questo h risultando cosi compreso fra = R e

R 3
¢ compreso fra = R e @WR».

«Se & h>h, esistono delle superficie, della famiglia di quelle dell’enun-
ciato precedente, le quali, avendo, a piacere, la base distinta dalla corrispon-
dente del cilindro, pitt grande o piu piccola di quella, hanno area inferiore
all’'area del cilindro ».

23. A quanto si & finora mostrato pud aggiungersi qualcosa di piu,
che permette di assicurare lesistenza del minimo, per ogni h<Ch, anche
se quella base che dovrebbe restar fissa, la si lascia variare in certe deter-
minate condizioni.

Si risolva il sistema (11), rispetto ad @ e b, e si faccia il rapporto dei
valori trovati:

- P P - DI (V)
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Si supponga o, positivo, fisso, e si consideri il rapporto qui scritto come
funzione di o, .

Derivando si ha

= 7 2% . 9% . %%
(%Sin%—Qcos%)g(l—cos )——-(Q—gsm )2‘2sm —i—g(cos

Tv

I numeratore di questa derivata non & altro che il determinante del si-
stema (11) cambiato di segno: esso quindi si riduce a

B . 2=
4 (9 D gine ——-—sm——),
3 p '
. . . . b
espressione che & sempre maggiore di zero per 1 <<p =2. Dunque - al va-
riare di o, da. 0 a ¢, cresce sempre. In quest’intervallo il denominatore di

b . .
- S annulla; e — passando attraverso lo zero del suo denominatore salta

bruscamente da +oo a — oo. Per <p, =0 abblamo il coefficiente angolare
della retta (15); e per ¢, =9, !

2%
b 1—cos—p— -
;f—‘——oﬁ_—Ztg;' (18)
sin ——
p

Dunque, quando ¢, varia da 0 a ¢,, il punto di coordinale @ e b si trova
in quello degli angoli formali dalle rette (15) e (18) chie comprende l'asse b.
Delle rette dette (per 1 valori di p che consideriamo) la prima attraversa il
1.9 e il 3.° quadrante, la seconda gli altri due.

S ) AN . -
Verifichiamo che quest’angolo & esterno all’angolo r, r,, per ogni .
‘ 8 8 s P gulL p >p

. . . AN

Sappiamo gia che la retta (15) &, in tale ipotesi, esterna a r, »,. Verifichiamo
che tale ¢ anche la.(18). L’equazione da cul si ricavano i coefficienti ango-
lari di r, e r,, si ottiene dividendo per a’la (16), ed &, sopprimendo il fat-

tore 2sin x,
2 (cos — coS %; B p sin? ( )
P (19)

3

2=
2s1n—(p ———‘.’Zcos—) cos~(£sxn-—%cos—):o.
- P SmP P a P P P
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. . b . T .
Se qui, al posto di — poniamo tg— , otteniamo
a )

p . L, %% | = .. 9® T
1 sin® =~ sin — — 28in® == ¢os — -
p P D p

9 L gins &
® p+7:
) T . 2% ™ 2z
+1— cos® — gin— — 2 co8 — os® —

™ p p p

s
W

la quale espressione per ogui p compreso fra 1l e 2 ¢ sempre positiva, perché

tali sono tutti 1 suoi termini. Se ne deduce che il rapporto g = tgﬁ ¢ esterno

2
alle radict di (19) finché il coefficiente di (%) nella stessa (19) & positivo.
Questo coefficiente & positivo, per p =2, e cambia segno sol quando passa

a traverso lo zero. Ma, quando tende allo zero, (avendosi che il coefficiente

di - © sewpre negativo per 1 <'p <C2| la radice positiva maggiore diventa

infinita e p deve essere maggiore di p, perche il coefficiente angolare di r, ha
gia oltrepassato quello di (15), che & sempre finito e positivo per 1 <<p=2. Siamo

_ 2

dunque sicuri che, per ogni p tale che.sia p=p =2, il coefficiente di (g)

in (19) & sempre positivo e tg & esterna alle radici dell’equazione stessa;
p

. . . , AN . < .
inoltre, per gli stessi p, Pangolo 7, #, non contiene mai l’asse b. Si ha
cosi che l'angolo indicato delle rette (15) e (18) &, per ogni p soddi-

sfacente alla doppia limitazione p <<p =2, esterno all’angolo @ e che, di
conseguenza, per quesli stessi valori di p, al variare di ¢, da 0 a ¢,, il'punto
(@, b) si trova sempre al di fuori dell’angolo @, e l'integrale I,, corrispon-
dente, & sempre positivo (sarebbe nullo solo se ¢, =¢,=a =b=0).

Qui si & supposto ¢, positivo; ma I'espressione (17) indica che nulla
cambia mutando segno a o, e o, contemporaneamente. Quanto si & stabilito
vale percid senza limitazione alcuna sul segno di ¢,.

2%, Vediamo se si pud aggiungere nulla per il caso che ¢, e ¢, ab-
biano segni contrari. Si dividano numeratore e denominatore della frazione
del secondo membro di (17) per o,, supposto quindi =/=0. Si ottiene

P (P in 2T 9eos 27| 4 (2— L gin 2T
b %( sin D ACOSp —+ (2 smp

~

-G }—_e
e
@,
=

by
+
RS
—_——
o
[}
w0
[ l e
=y
l
—
N’
|
i
—
Q
(=)
w
\[9
B
l
I
S
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Per %1— =0, quest’'uguaglianza si riduce alla (15), vale a dire, per ogni p

tale che sia p<<p=2 e per 3:—‘ =0, 1l punto di coordinate @ e b & esterno

2

AN
all’angolo r, r, . Il rapporto % ¢ funzione finita e continua della variabile

48
Qs .

peraltro a p quanto si vuole), per ogni p tale che si abbia p=p =2 e per
%1
D

nell'intorno del punto zero, e se p & un numero maggiore di p (vicino

ogni

<mn, dove -m & un numero positivo convenientemente scelto, il
V2

punto di coordinate a e b risulta sempre esterno all’angolo @, e l'integrale
corrispondente I, sempre positivo.
25. Dalla relazione
¢=U"+2RU,

del n. 13, e dalle altre U(0)=u (0), U(2=) = u (h), si ricava

‘Pl29(0):“2(0)*‘[—91%%(0):zR—{—u(O) z'_Rsz 8,

‘Pz=<p(°2n)=u2(h)+QRu(h)=%R+u(h)zﬂ_ o A

i

dove 4A,, A, indicano le variazioni delle basi del cilindro, quando dal cilindro
stesso si passa alla superficie che corrisponde alla funzione w. Si puo affer-
mare pertanto, per la formola (8) del n. 13 e pei risultati det nn. 23 e 24,
che, per ogni h <, dove % & un qualunque numero positivo inferiore a &,
il segmento y=R(0=wx=~h) dd il minimo di cui si tratta al n. 13, ri-
spetto a tutte le altre curve rappresentabili dall’equazione y = R —+ u (x),
(0 ==« =h), dove u (x) & sufficientemente piccolo in modulo, insieme alla
sua derivala, e soddisfa alla condizione

&
A2
oppure all’altra che A, sia compreso fra 0 e 4, (estremi inclusi).

Qui si tratterebbe di un minimo debole; ma se ne deduce subito I'esi-

stenza del minimo forte procedendo come al n. 20. Si osservi, inoltre, che,
potendosi scambiare, senza inconveniente alcuno, una base del cilindro con

<,
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laltra, la condizione che A, sia compreso fra O e A, puo sostituirsi con laltra
che A, sia compreso fra 0 e A,; per modo tale che la condizione detta si
riduce semplicemente a questo: che A, e A, abbiano lo stesso segno. Si con-
clude quindi che A
«per ogni h <h (con R positivo, qualunque, <) il cilindro di altezza h
ha area minore di quella di qualsiasi altra superficie limitata dai piani delle
basi del cilindro stesso, racchiudente, con questi piani, ugual volume, ahba-
‘stanza prossima alla superficie cilindrica, e tale da soddisfare alla condi-
zione
A
by

<

(dove » & un numero positivo scelto in modo conveniente (n. 2%4)) oppure
all’altra che A, e A, abbiano lo stesso segno ».

Iv.

26. Per giungere alla proprietd di minimo relativa al potenziale W,
occorre stabilire una disuguaglianza che limiti inferiormente la differenza
fra area di una superficie di rivoluzione e quella del cilindro solito, quando
la superficie detta sia di rivoluzione attorno all’asse del cilindro ¢ abbia i
cerchi estremi nei piani delle basi del cilindro stesso, ma non coincidenti
necessariamente con tali basi

Si considerino, a tal vopo, i punti (0, B-+3,), (h, R, del piano
(%, #), e una curva che li congiunga e per la quale sia

ywo'ds =R h.

f(h B4
J(0,B+44)

Quest’'uguaglianza porta che, ruotando la curva considerata attorno al-
lasse x, la superficie che si viene a generare, assieme ai cerchi estremi, rac-
chiude un volume uguale a quello del cilindro di generatrice

y=R (0 ="xc=h).

Indichiamo con § Tarea della superficie ora detta. Supponendo che J,
e 3, siano in modulo inferiore al § di cui si ¢ parlato al n. 19, esiste (nu-
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di una certa massa liquida sottomessa alle sole forze molecolari. 95

mero detto) una determinata curva, integrale dell’equazione differenziale (3),
che congiunge i punti (0, &+ 3,) (k, B+ 39,), e che, ruotata attorno all’asse wx,
genera una superficie la quale racchiude, coi cerchi esiremi, un volume uguale
a quello del cilindro detto, ed ha un’area § minore di S. E dunque

S—27Rh>S8—2%Rh; (20)

e quello che importa ancora di rilevare si & che la funzione rappresentatrice
della curva corrispondente ad S’ tende, al tendere di § a zero, uniformemente
alla ¥ = R, mentre, dal canto suo, la derivata di tale funzione tende, pure
uniformemente, a zero.

Ritorniamo ora al n. 10 e osserviamo, innanzi tutto, che il ragionamento
ivi fatto per la famiglia di funzioni u (x, ¢), dipendenti dal parametro ¢, si pud
ripetere in generale per una varietd qualsiasi di funzioni « (x), continue in-
sieme alla loro derivata, ottenendo la validita della disuguaglianza (7) per
tutte le funzioni « () che soddisfano oltre alle condizioni 3.%) e 4.%) del nu-
mero detto alla doppia condizione: |u (x) |<Te, | o' (x) | <Te, dove e & scelto
convenientemente. Rilevato questo, vediamo che se la curva che genera §
la rappresentiamo con l'equazione y =y (x), y (xr) — R differisce dalle fun-
zioni u (x), cul ora abbiamo accennato, solo perché qui non & verificata la
condizione (3.2) u (0) = u (k). Non potremo percio, facendo u (x) =1y (x) — R,
giungere alla disuguaglianza (7), ma potremo tuttavia serivere la formula (5)

°R ., 2= R\ . (¥, o
T(S-%Rh):( 2 ) 0‘(0U2(w)dw——foU'(w)d(o 21)

ed avere soddisfatta la condizione
~27T 2
j Ug(m)dw—i—%RJ Uw)do =0, (29)
Jo 0

perche solo a questo punto entra in gioco I'uguaglianza « (0) = w (%); inoltre
osserviamo che la (21), con la condizione (22), vale per tutte le nostre fun-
zioni u (®) =y () — R, senza tener conto alcuno dell’ordine di piccolezza
loro e della loro derivata. Facciamo qui la trasformazione definita dall’ugua-
glianza .
U (@) 2R U(w)=V*(0)+ 2R V(6) + ¢ (0 —m=), (23)
dove & '

o (B3 — (B3

2%
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96 Tonelli: Sulla stabilita dell’ equilibrio

Dalla (23) si ricava, ritenendo solo il segno + davanti al radicale (se
si prendesse il segno —, al tendere a zero di U(w), V(w) tenderebbea —2 R
e non a zero),

V() =—R4+VET T@) —o(o—a),
donde
V(0)y=V(2=).
E poi, per la (22)

27 27c
f V@) do+-2R [ Ve)do=0.
0 J O

Dalla (23) si ricava anche (tenendo conto dell’osservazione fatta sopra
circa il segno da scegliersi davanti al radicale)

9 —%
UZ_R+AR+wwumw~ﬂ=§§ﬁ$§%ggtf%

U — 2R+ V) V'4¢
2J(E+ V) +¢(w— )

’

e sostituendo in (21) si ha

2R ., (2 Ry¢ (" (R+V)V”
h (S"Q”Rh)_( h ) GJO (R+-V)y+ec(o—=
n QR+ V) V:

do -+

T BAVEBF V) Fo—n)

QxR , (7 AR+ V)V 4o
|55 0 ) mw e

_ {w V2R V)(o—m) +c(o— =)
Joo R+JBFV)+c(o—n)

(24)

do

)

Al tendere uniformemente a zero di u (x) =y (x) — R e u' (x), tendono
uniformemente a zero anche U (w), U’ (), V(»), V'(»); e se i due primi in-
tegrali che figurano nella precedente uguaglianza li scriviamo rispettiva-
mente

27 2T
o ( Vide, 0 [ Vtde,
J O L0

0’ e 6” tendono entrambi all’uniti. Se allora osserviamo che la nostra fun-
zione V(o) soddisfa a tutte le condizioni a cul soggiace la U (o, f) del n. 10,
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vediamo che la differenza
2% R)? [@" REV)VE o
5n) ) @rvrrew—m 4!
. ertvv (%R

“—\h

2 2 %14
do— )e.e’f V""dm-—e”[ Vido,
Jo GHVET Vo) : :

per quanto si & stabilito allo stesso numero, e per ogni u (x) soddisfacente

alla doppia condizione |u (x)]| <Te, |u' (x)| <e, con ¢ scelto in modo oppor-
tuno, resta maggiore di

T @7 R—h) X (a3 +5) >0,

dove a, e b, sono 1 coefficienti dello sviluppo di Fourigr di V(w).

Al convergere di e a zero, il coefficiente di ¢ nel secondo membro di (24)
lende a zero; e se indichiamo con a la differenza fra le aree delle sezioni
estreme della superficie che ha P'area S’ (sezioni normali all’asse x), cioé se
poniamo

a=|m(R+3)y—=(R4+3)|=2%"|c|,
possiamo concludere che, ogni qualvolta sia |« (x)|<Ts, |0 (x) | <Te, &
S —2=xRh>ga,

dove g tende a zero con c. Se ora osserviamo che, al tendere a zero del §
di cui rimangono inferiori in modulo 3, e 3,  (x) =y (¥) — R e u (x) = y'(x)
tendono necessariamente e uniformemente a zero, possiamo affermare che,
per & abbastanza piccolo, & sempre verificata la disuguaglianza precedente
e quindi, a fortiori, l'altra

‘ S—2=Rh>ga, (25)

dove g tende a zero con J.

Di piu, dal modo col quale il raggio R entra in tutte le espressioni pre-
cedenti e per quanto si & detto al n. 19, si deduce che la disuguaglianza (29)
vale anche relativamente a tutti i cilindri sufficientemente prossimi al nostro.

27. Si consideri ora una superficie abbastanza prossima a quella del
nostro cilindro e limitata dai due piani a cui appartengono le basi del ci-
lindro stesso. Sia ¢ 'area di tale superficie, @ la differenza. tra le aree delle
sue sezioni estreme normali all’asse del eilindro, — s la differenza tra il vo-
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98 » Tonelli: Sulla stabilitc dell’equilibrio

lume che essa racchiude coi piani delle sezioni estreme e quello del cilindro.
Alla superficie detta sostituiamo, col procedimento gid indicato (n. 8), la su-
perficie di rotazione, attorno all’asse del cilindro, che racchiude, con le sezioni
estreme normali a quest’asse, ugual volume e che ha necessariamente un’area S
uguale o minore. I allora

— 27 Rh>>S—2=Rh.

Se R’ indica il raggio della base del cilindro di altezza &, il cui volume &
uguale a quello racchiuso dalla superficie di rivoluzione ora costruita insieme
alle sue sezioni estreme detle, avremo per la (25), in seguito all’osservazione
fatta alla fine del numero precedente,

S—2zRh>ga
e quindi
6 —2%Rh>2=zh(R—R)+ga

ed anche, per essere
I (R*® — R?) w

ﬁ”‘R'*R)='—'—W=—m’

6 —2xRh>— poptya (26)

+ R

Questa formola fondamentale, che sussiste per un qualsiasi h<<2= R, &
quella a cui alludevamo al principio del n. 26, ed & anche quella alla quale
giunse PALMaNs1: qui perd risulta stabilita, con maggior generalitd, per {fulte
le superficie, come quelle di area s, senza riguardo alcuno al comporiamento
dei loro piani t(mJenti

98. Come si & gia detto, la formula (26) vale per un qualunque A<<2 = R.

Se perd I & anche minore di = B possiamo a tal formula sostituirne un’altra
che dice qualcosa di pil, e che non & se non la stessa (26) in cul dal se-
condo membro venga tolto il termine g a.

Ed invero, quando si abbia <= R, alla disuguaglianza (25) pud so-
stituirsi la

S—2xRh>0

in forza della proposizione del n. 20. Ed allora ne viene senz’altro

o)
— 2= Rh>— R’+R
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Osserviamo, inoltre, che, per la proposizione del n. 25, la differenza
S — 2% Rh>0 vale anche per tutli gli & <<h<h — dove '’ & un numero
positivo qualsiasi minore di quell’s di cui si ¢ parlato al n. 22 — purche

si abbia |—|<C#, con = convenientemente piccolo, oppure 4,.4, =0 es-

2
sendo &, e A, le variazioni delle aree delle basi del cilindro. E ¢10 deve rite-

nersi valido non solo per il nostro ecilindro, ma anche per cilindri sufficien-
temente prossimi a quello. Ne consegue che, per gli stessi b qui conside-
rati e per A, e A, soggetti alle condizioni dette sopra, vale anche la (27).

V.

29. Prima di dedurre dalle formole (26) e (27) la proprieta di minimo
del potenziale W, osserviamo che le costanti m ed n, che entrano nell’espres-
sione (1) di W, e delle quali, come gia si & avvertilo, la prima & positiva,
devono soddisfare ad alcune condizioni affinché si abbia effettivamente il
minimo, affinche cioé I'equilibrio del cilindro sia proprio stabile.

Tra le deformazioni ammissibili della massa d’olio vi sono quelle che
vengono a ricoprire una parte della superficie laterale dei dischi, pur segui-
tando a ricoprire completamente le faccie interne dei dischi stessi (basi del
cilindro). Consideriamo una di tali deformazioni, e indichiamo con y la parte
di superficie laterale dei disclu ricoperta dalla massa oleosa. Avremo, come
differenza A W fra il potenziale W dovuto alla massa deformata e quello
spettante al cilindro,

AW=mAS—mnaAY¥.

Teniamo fissa la parte y, e facciamo tendere la superficie deformata a
quella del cilindro aumentata della porzione y. Al limite si ha

ImAW=my-—-ny=(@m—n)y.

Si vede dunque che, se non & m =mn, il cilindro non puo dare il mi-
nimo per W; e cio vale qualunque sia »<<2 = R.

Si consideri un’altra deformazione della massa d’olio in modo che la su-
perficie dital massa sia di rotazione attorno all’asse del cilindro e che i suoi
cerchi estremi poggino sulle basi del cilindro, siano uguali fra loro ed ab-
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100 Tonelli: Sulla stabilita dell’equilibrio

biano il raggio uguale a R —d, con d>0. Sia y = R+ u (x) 'equazione
della linea meridiana della superficie: dovra essere u (0) =u (h) = — d.

Fatta la solita trasformazione @ = % o, che cambia u (x)in U(w), con

U(0) = U(») =—d, si determini questa U (o) mediante I'equazione
UP+2RU=¢

del n. 13, dove prendiamo per ¢ quella estremale (10) che, pero=0e o =2 =%,
assume il valore d* —2Rd=d{d —2R). Le costanti a e b, che figurano
nell’espressione di ¢, sono funzioni lineari dei valori assunti da ¢ nei punti
o =0, o =2=; dunque sono infinitesime del 1.° ordine, almeno, rispetto a d.
Ne viene allora, per la formula (8) dello stesso n. 13, che A S & infinitesimo
del 2.° ordine, almeno, rispetto a d. Ora e

AW=mAS —nAY
con
AY=2=(R—d)) —R)=2xd(d—2R).
E dunque

AW:d%m%S——.mn(d—QR) :

... AS . G .
e poiche = ¢ infinitesimo con d, ne viene

. AW
lim —— =4 = Rn.
d=0 d
Di qui si trae che, se & »<ZO0, il cilindro non da il minimo per W: con-
clusione questa che vale per ogni »<<2= R.
Siamo cosi giunti alle limitazioni

0=mn=m. (28)

Queste condizioni furono trovate dal’Armansi con un metodo che, in
sostanza, ¢ (uello stesso seguito sopra.

30. E possibile, perd, giungere alle limitazioni scritte con un procedi-
mento del tutto diverso, il quale pone ben in luce il significato fisico delle
limitazioni stesse.

Lo spigolo circolare di uno dei dischi, spigolo che segna la linea di
attacco della superficie cilindrica al disco stesso, &, in realtd, pit o meno
smussato, talche 1l passaggio dalla base del cilindro alla superficie laterale
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del disco non avviene in fatto con una discontinuitd del piano tangente. Data
allora Tesistenza del piano tangente per la superficie del disco lungo la linea
d’attacco, e detto ¢ Pangolo di raccordo, dalla teoria di (Gauss si ha

n
COS ) —= — -
! m

Di qui si trae una prima condizione: | n|= .
In secondo luogo, poiché l'angolo di raccordo non pud variare, nel no-

—
(

stro caso, che fra 0 e o
-

» deve essere cos ¢ =0 e quindi » = 0. Deve dunque

aversi

0=n=1m.

Osserviamo ora che, con un passaggio al limite, le disuguaglianze sta-
bilite si possono rigorosamente dimostrare anche per lo spigolo del disco
per nulla smussato, il quale disco presenta dunque una variazione brusca
di 90° nella giacitura del piano tangente. Basta, infatti, far tendere a zero
lo smussamento dello spigolo del disco.

31. Veniamo infine a stabilire la proprietd di minime per il poten-
ziale W, supponendo valide le disuguaglianze (28) e supponendo h<<2= R.
Supponiamo, anzi, dapprima, che si abbia

0<<n<<m,

che & il caso considerato dall’Armanst, e procediamo seguendo codesto Au-
tore. Sia una deformazione della nostra massa d’olio che venga a lasciare
scoperta una parte delle basi del cilindro (faccie interne dei dischi) -- parte
la cui area l'indicheremo con « — e che copra una certa porzione della su-
perficie laterale dei dischi, della quale porzione indicheremo l'area con y.

La superficie libera S dell’olio la separeremo in due parti: quella com-
presa fra i piani delle basi del cilindro, e la rimanente. Della prima indi-
cheremo l'avea con ¢, della seconda, con X Dalla formula W=mS —nY
ricaviamo allora che la variazione di W, relativa al cilindro e alla deforma-
zione considerata, & data da

AW=m(@E+r—25Rh) —n(y — ).
Di qui, osservando che ¢ A=+, deduciamo

AW=m(@—2zRh)+ (mn—n) X+ na
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102 Tonelli: Sulla stabilitac dell equilibrio

Se indichiamo con § la proiezione normale di % sui piani delle basi del
cilindro, avendosi £ <C2, si ha anche
m— n m—n,
J )
AW=m(e—2% RI)+ 3 - 9 4+ na,

e, per la (206),

2m m -

A 1V>(~-R—’1R w—k—o;in ‘A)+(mgn,—7—

m

r3+m)

Ora qui e facile vedere che, per deformazioni sufficientemente piceole,
le due parentesi del 2.° membro sono entrambi positive. Ed invero, se in-
dichiamo con d la massima distanza dei punti della superficie deformata
dalla superficie del cilindro, il volume s —- il quale non & altro che quello
racchiuso dalle superficie misurate da A, vy e da una parte di g (appunto per
linvariabilitd del volume della massa oleosa) — risulta minore di £d<xd.
I dunque

2m 2md " — n) .
;

~ "t e l>X( S )

e per d sufficientemente piccolo si vede bene che questa espressione & po-
sitiva.
In quanto alla seconda parentesi, osserviamo che, indicando con ¢ 1l

. . . W n .
minore dei due numeri —;— e n, si ha
—d

mga+m—;ﬂ@+wzmga+qtf~+ﬁ);

e poiche a da la differenza fra le sezioni estreme di ¢, normali all’asse del
cilindro, sezioni le cui oscillazioni attorno alle basi del cilindro non possono
mal raggiungere z -+ 8, ne viene che questo a & inferiore a 2(x ), ed ¢
percio :

mJa+ ,B—{—noc>( ) (—=2m|g|+qQ.

Ma g tende a zero con d, mentre m e q sono fissi; quindi per d suffi-
cientemente piccolo &

4nJa+ B+;zx>()
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e finalmente
AW>0.

32. Passiamo al casom = n, nel quale la variazione del poteuziale W

vien data da
AW=m(AS—AY)

Consideriamo la superficie deformata del numero precedente e, insieme:
a) il cilindro ¢’ di minima altezza &', le cui basi siano delle sezioni circolari
dei dischi e comprendano fra loro tutta la massa oleosa deformata; ) la
superficie 8" limitata dalle stesse basi di ¢’ e composta della superficie libera
della massa deformata, della superficie laterale p dei dischi che appartiene
a C" ed e esterna alla massa detta, e infine delle porzioni « delle faccie in-
terne dei dischi che sono esterne anch’esse alla massa oleosa. [ volumi rac-
chiusi dalle due basi circolari di C’ e, rispettivamente, da ¢" e da S’, sono
identici, perche, tolte le medesime porzioni dei dischi, restano 1 volumi del
cilindro primitivo e della massa d’olio deformata. E siccome si € supposto
h<<2=% R, si pud anche supporre i’ <2 = R. Allora, per la proprietd di mi-
nimo del cilindro dimostrata al n. 11, abbiamo, per d sufficientemente piccolo,

S —2z RW >0,
Essendo poi

S'=S+p+a 2zRN =2=Rh+p+v,
otteniamo
S§'"—2zx R =(S—2%Rh)+ (« —7)
e di conseguenza

%-AW*:AS»—A)}=(S’—QnRh')—(a—Y)—(Y—x),

1
%-A We=-=8"—2% RI>0.

33. Esaminiamo Pultimo caso, n =20, per il (uale si ha
W=mS.

a) Supponiamo, dapprima, h <= R.
Considerando ancora la superficie deformata del n. 31 avremo

AW=m(@+1r—2=Eh)

ed anche, applicando la (27),

w A — 2”'))
A >m( TR R
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Qui, come al n. 31, & w<<X.d, essendo dla massima distanza dei punti
della superficie deformata da quella del cilindro e puo scriversi

2d
A W>m7\(1 '—'RTR) .
Al tendere di d a zero, risulta ancora
AW>0.

b) Sia ora = Rf'h<h—, dove 'l & quello di cui si & parlato al n. 92.
Consideriamo sempre la stessa superficie deformata. Avremo per la (26)
e per essere sempre w<2Ad,

. _ 2w
AWZMlAS:fn(G—l— —"QuRh)>“l()\—“m+ga))
e, se ¢ A=[=0,

1 2d 1 @
A W>ml§(—%——m)_}_(_oz_+g 7\_)

Abbiamo dunque, per quelle deformazioni per le uali si ha
a 1
— dove I'n & quello di cui si parla in fine al n. 28 — e se d ¢ sufficiente-

mente piccolo, A W>0 (perché per queste deformazioni g% tende a zero

con d) .
00
14924 °
Indichiamo rispettivamente con £, e &', le porzioni dei piani delle basi
del cilindro esterne al cilindro ma interne alla superficie deformata; con
«, e «, quelle corrispondenti di « (parte delle basi del cilindro che resta
scoperta). Abbiamo, ricordando i significati di a, 4, A,,

Supponiamo che si abbia —;\E>% —+ 2 e quindi A <<

4, :pli*“u Ay =P —ua,

aZIAl—A2I=[(p,‘ﬁxl)~(plz_“2)|=l(p”l_g"2)+(“2_7~1)|

e percid avendosi | B, — P <P\ +-F. << 1 _?_ag P
na n -1

Tixeq *1xoq
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Delle due parti «, e a,, sia «, la maggiore. B allora

n—+1 ne 1
Sy fak Py Ea 0 i I

.
—‘A2:12—322“2

E se A, = @', — «, fosse positivo, avendosi B, — a2, <f', <% <92_1;%T ,

si avrebbe

o 1 . . .
Dunque, avendo supposto T>T -+ 2 i casi che possono presentarsi

sono due: o il rapporto fra A, e A, resta in modulo minore di a, oppure 4, e
A, hanno ugual segno. In ambedue i casi, per quanto si & detto al n. 28, vale
la disuguaglianza (27) e si ha

2w
A W:mAS:m(c+X—Q77Rh)>111(7\—m)

e (w<ird)
2d
AW> mX(l ——m),
e per d abbastanza piccolo, AW > 0.
Possiamo dunque dire che, per ogni & tale che sia # B="h<Ch, e per
d convenientemente piccolo (questa piccolezza dipendera dall’h scelto) &

sempre
AW>0.

¢) Veniamo, infine, al caso h<<h<<2%R.

L’ultima proposizione del n. 22 ci dd immediatamente che per W=m S
manca il minimo, appunto perché tale proposizione afferma I'esistenza di
superfici di rivoluzione di ugual volume del cilindro, aventi una base a co-
mune col cilindro e l'altra base interna alla base corrispondente, prossime
alla superficie cilindrica quanto vuolsi, ma aventi area minore.

Concludiamo dunque che, se ¢ n =0, il potenziale W & minimo sul ci-
lindro finché laltezza di quest'ultimo & minore di %; non & pitt minimo
quando Paltezza ha superato tal limite.
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34. Riassumendo abbiamo (tenuto anche conto del n. 12):
« Affinche il cilindro dia una configurazione di equilibrio stabile per una
massa liquida soggelta alle sole forze molecolari é necessario che sia

0=n=nm,

dove n ed m hanno i significati ben noti (vedi uguaglianza (1)).

La stabilitc manca per tutte le altezze del cilindro superiori alla circon-
ferensa 2= R delle basi del cilindro medesimo.

Se ¢ 0 << n=m ¢’¢ stabilita per tutle le allezze inferiori a 2= R.

Se pot ¢ n=0, si ha stabilita o instabilild a seconda che Valtezza é mi-

. . . ., 2% R 3
nore o maggiore di un certo limite ——=— — compreso fra =R e 9 = R, e nel
P

quale p si determina come & detto al n. 21 — e che é 4l limite superiore di
quelle altezze per le quali il cilindro dd uw area minima rispetto all’ area di
tutte le superficie limitate dai piani delle basi del cilindro medesimo, giacenti
in prossimita della superficie cilindrica, racchiudenti coi piani detli il mede-
simo volume, ed aventi con la superficie cilindrica una base @ comune ».

35. Terminando, vogliamo richiamare V’attenzione del lettore sul fatto,
rilevato dall’ALmansi, del passaggio dalla stabilita all’instabilita, con linver-
sione dei liquidi considerati, passaggio dipendente da cio che con inversione
si viene a cambiare il coefficiente » in — #, il quale dunque da positivo di-
venta negativo. La stabilitd si conserva solo nel caso di n =0 e di un’al-
tezza del cilindro inferiore a 2 L
p
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Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

(Von A. V. Bickrunp, in Lund.)

In einer von der Franzosisechen Academie der Wissenschaften gekronten
Preisschrift, die in Mémoires des Savants étrangers, t. 34 (1909) unter dem
Titel « Mémoire sur la théorie des transformations des surfaces applicables
sur les quadriques générales » versffentlicht wurde, hat Bianca! eine dusserst
bemerkenswerte Flichentransformation aufgestellt. Auch wenn man von der
grossen Wichtigkeit der erzielten Ergebnisse absehen wollte, wiirde auf jeden
Fall seine dort befolgte Beweisfiihrung ihrer ansehnlichen Tragweite wegen
die grosste Aufmerksamkeit auf sich lenken. Sie ladet nicht nur zu Verall-
gemeinerungen ein, sondern erdffnet recht eigentlich Wege dazu, wodurch
viele Punkte des Auseinandergesetzten in noch hellerem Lichte hervortreten.
Das Folgende enthilt einige Betrachtungen in dieser Richtung. Vornehmlich
habe ich mich jedoch auf die Frage beschrinkt, inwieweit fiir die Flichen
. zweiter Ordnung Biancars Transformation erweitert werden kénnte, und
dabei gefunden, dass sie gewissermassen in jenem Bereiche den Charakter
grosster Allgemeinheit besitzt.

BEMERKUNGEN UiBER W-KONGRUENZEN.

1. Wenn die gemeinsame Tangentenschar zweier Flichen S und S8’
eine W-Kongruenz ausmacht, korrespondieren, wie bekannt, diese S und S’
hinsichtlich der Bertihrungspunkte der gemeinsamen Tangeuten so mit
einander, dass jede eine infinitesimale Verbiegung gestattet, die als Ver-
schiebung ihrer Punkte betrachtet an jedem Punkte parallel zur Normalen
der anderen Fliche im korrespondierenden Punkte erfolgt. Um dies analy-
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108 Bdcklund: Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

tisch zu formulieren, denke ich mir die eine Fliiche, es sei S, von zwei Kur-
venscharen u = C, v = C' derart durchzogen, dass sie jeden Punkt dieser
Fliache als Schnittpunkt zweier Kurven, und zwar einer von jeder Schar,
unzweideutig darstellen, und denke mir nachher die korrespondierenden
Punkte auf 8 und damit auch die zu = C, v= C’ korrespondierenden
Kurven derselben S’ gezeichnet und analytisch durch dieselben Gleichungen
u=C, v=C’" wie jene von S gegeben. Irgend ein Paar korrespondierende
Punkte auf S und 8" sind dann als Punkte (v v) zu bezeichnen, dieselben
u—- und v— Werte fiir beide Punkte angenommen. Es seien ferner z, y, #;
«, 4, 2 ihre Koordinaten in einem festen rechtwinkligen Cartesischen Axen-
systeme; dann haben wir offenbar «, ¢,..., & als ganz bestimmte nur von
der Gestalt und der Lage von S und S abhingige Funkiionen von u, v zu
betrachten, und es gelten die Gleichungen :

_ 199 oy
Yy —y l&u+4n&v, s (1)
. 0z dz
z—z_la“—l— dv’

die tiberdies I, m als Funktionen von u, v definieren. Aus diesen Gleichungen
im Verein mit denen fiir die zweiten Differentialquotienten von x, y, #, die
lauten :

Fx |1 1|9= ll(&ac
aut ) 1 \%“L: 92 jgp TP
& x _\19!_@0 {120
dudv | 1 sau+) ﬂ&v+DX

& @ ;Q%Qam\ : DX, usw., —

d. h. den Gleichungen (I), S. 88 der Vorlesungen diber Dilfferentialgeometrie
von Luler Branchi, zweite Auflage, 1910, mit den Christoffelschen Symbolen
}%lk% und den Koéffizienten D, D', D" der zweiten Fundamentalform der

Fliche S, — leiten wir, wie es Bianchar zuerst getan hat, fir die ersten
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Bdacklund; Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi. 109

Differentialquotienten von «', ¢/, 2’ die folgenden Formeln her:’

ox , _
RN aﬂ—l—]\[ —Q—(Dl+ D'm) X, o
da’ ¢ O ax , " - .
&‘U—:Pﬁ—FQ%—}—(Dlﬂ—D m) X, usw.,
wobei
_}_%111‘ += 122111,—}—1, 1\[:&m+=1 1(1_}_%10)0):“%
®3)
al 21 22 9 21
= I L i (T B 1) 2 1 9,

Dies war eine Folge der Bertihrung der Verbindungslinie der beiden
Punkte (uv) mit S; aus ihrer Bertihrung mit §" folgt:

’

Rk usw
b .
v ’

w—m=18

woraus nach Einfithrung der Werte (2) von da' /du, d '/ dv und nach Ver-
gleichung mit (1) sich sofort ergibt:
V'(LQ—MP)y=—1Q - m P,
m’ ( y= IM—mL, . (%)
U'(Dl+4 D m)—+m' (D'l+ D" m) =0,
also auch:
(DU14D'm) (mP—1Q)= (D'l+ D"m) (mm L —1 1) (*¥). )

Diese Gleichung diirfen wir dann als Bedingungsgleichung der Beriihrung
der Tangente (I, m) von S im Punkte (u v) mit noch einer zweiten Fliche S’
im korrespondierenden Punkte (uv) auffassen, und zwar ist dies ganz unab-
hingig von der Natur letzterer Fliche und davon 0b ihre mit S gemeinsame
Tangentenschar eine W-Kongruenz ist oder wichl.

2. Nunmehr mag aber vorausgesetzt sein, dass die Tangentenschar (S S")
eine W-Kongruenz ausmacht, dass also die Fliche S eine infinitesimale

(*) BiaxcH’s oben zitierte Differentialgeometrie, § 284.
- {**) Das ist die Gleichung (10) in BiancHis Théorie des Transforinations des surfaces ap-
plicables sur les quadriques générales. Mém. des Sav. étrang., t. 34, p. 2%

Annali di Matematica, Serie ITI, Tomo XXIII. 15
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110 Backlund: Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

Transformation ‘
dar =X, dy'=¢Y, d=¢7,

(¢" Funktion von-u, v),

(6)

zuliisst, die zugleich eine Verbiegung wird, also fiir jedes vom Punkte (u v)
aus gerechnete infinitesimale Bogenelement (da'dy'd?’) von S’ die Bedin-
gung erfullt:
S(dx?4-dy* 4 de*) =0,
oder
de'ddda’+dyddy +dddds=0.
Durch Einfihrung der Werte (6) von & &/, 0 ¢, 82" finden wir hieraus:

d@’dX+dydY+ddd2)+de (Xda'+-Ydy +2Z2da)=0,

oder mit Bezug auf (2):

rgaras)aer(rairost)ollm e s+ |+
_|_(gs _d@)[(Dl—|—D'm)du—{—(D’l—{—D”m)dv]=O,

oder nach wiederholter Einfiihrung der Koéffizienten D, D, D" der zweiten
Fundamentalform von §:

—YdaxdX=Dduw +2D dudv-+ D" dv*
(Brancur a. a. 0., § 46):

— (DL+D'M)du2+(DP+D’(L+Q)+D"M)MM+

+ D' P+ D" Q)dif%—i-
<9s |

o | (DU m) dut (D1 D" m) du d §+

¢9s —0

;(Dl—}—D’4n)dvdu+(D’l+D”m)dv

Es soll aber, wie eben in anderen Worten gesagt wurde, diese Gleichung
fiir beliebige Werte von du, d v gultig sein, daher auch jeder der Ko#éffi-
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Bicklund: Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi. 111

zienten von dw’, dv*, d uw dwv verschwinden, also:
10¢ DL4+D'M
T ou  DI+Dm’
18 _DPD'g
¢ dv DI+D"m’ (7)
(D1-+ D m) (' P+ D" Q)+ (D' l+ D" m)* (D L+ D' M) —

— D1+ D'm)(D'l+ D" m) (DP—{—D' (L+9Q) —i—D"M) = 0. !

Nach Potenzen von 7 und m geordnet und nach Unterdriickung eines
Faktors D D" — D” nimmt letztere Gleichung die Form an:

(DQ— ])'M)—lm(DP——D’(L—}— Q) +D”J\I)+ m? (D" L — D' P) =0,

und diese Gleichung deckl sich vollig mit der obigen Gleichung (5).
Es kommt aber noch die oben auf ¢’ gestellte Forderung hinzu, dass ¢
nur «, v als Variablen enthalten soll, was nach (7) ergibt
O (DLADM, ¢ (DP+D"Q\ ®)
v\ Dl+Dm) Ju\DIl-+D"m
Durch diese Gleichung und die Gleichung (5) sind folglich 7, m zu be-
stimmen, um von S zu einer Fliche S’ der verlangten Art zu fithren. Aus
den Gleichungen (1) erhdlt man dann offenbar durch Elimination von u

und v die Gleichung derjenigen Fliche S" in «, %, 2’ - Koordinaten, der eine
gefundene Losung 1, m angehort.

3. Die weitere Rechnung gestaltet sich verhdlinismdssig einfach, wenn
die Haupilangenienkurven von S als Paramelerkurven u, v ausgewdhlt werden.

Dann kommt ndmlich
D=0, D"=0,

und die Gleichungen (b) und (8) ergeben
m(mP—1Q)=1(mL—1M), (5)

7 (o) = 2u (1) ®
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112 Backlund: Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

Bemerken wir noch, dass jetzt, wo D = D" =0, sich notwendig ergibt

11 d /EG F? MQ VEG—F*
_ ].Og _ i Og_T‘ >
1 du & v ‘\/P
12 9 192 . 9)
; 1 zzﬂlog\/f;a ; 9 z_‘b_dlog\/f’-,
(die absolute Kriimmung = — 1/p* gesetzt),

und fiihren wir m ¢ statt  als unbekannte Grosse ein, so bekommen wir (5)
in der Form :

2 1L oL 1422 8, JVEG—TF?
RS T TR RN B gT

(10)

und mit Berticksichtigung der Werte (3) von M und P statt (8) die Glei-

chung: 5 5 1 5 71199
auafulogc=ﬂ(c’ 2 :)“W(? 1 2) (1)
4 Zu einer jeden Losung C(_:_ m—l)=F(u, v) letzterer Gleichung ge-
hort nach (10) ein Wert f(u, v) von m, und daraus ist, nach dem am Ende
von Nr. 2 Gesagten, eine ganz bestimmte Fliche S’ zu erhalten. Die Bestim-
mung aller zu der Fliche S gehdrigen Flichen S hingt somit wesentlich
von der Integration der partiellen Differentialgleichung 2. O. (11) ab. Von
ihren verschiedenen Ldsungen gilt indessen, wie, nach Caucny, von den Lo-
sungen jeder partiellen Differentialgleichung 2. 0. mit zwei unabhingigen
Variablen (u, v) und einer unbekannten Funktion (%) iiberhaupt, dass im all-
gemeinen eine beliebig genommene einfach unendliche Reihe von Werten von G,
XS
> U, v, etwa:
ou

u=7FWw), {=r¢(@), g—i=¢(v) (**)

2 .0 .. |EG—F 3§, 1 [EG—F? 11 1 (22
*) Oderg—_—ﬁaulobtv P ——aulob—c—\/ o +§ag 9 (_|_?g ( g
(**) Zu ithnen kommt eine Wertreihe fiir g &/gv aus der Gleichung:

v)-xb(v)f(v)+§‘
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nur in einem Integrale L= F (u, v) der Gleichung enthallen sein kann. Die
Wertreihen dhnlicher Art, die hiervon eine Ausnahme bilden, werden als
Charakleristiken der Gleichung bezeichnet. Nun enthilt die vorliegende par-
tielle Differentialgleichung 2. O. (11) von zweiten Derivierten von ¢ nur
&*{Jdudwv, und daher muss, nach den allgemeinen Regeln, fiir eine Schar
der Charakteristiken d w =0, flir die anderen d v =0 sein. Der Kiirze wegen
denke ich mir jetzt (11) unter die Form gebracht:

‘92;~=A(‘c,u, ac’a_‘c) (a)

oudv Y ou’ v

und rede nur von denjenigen Charakteristiken, fiir die du =0, also
u = Konst. = C. Mit der Gleichung » = C° diirfen wir eine beliebige Wert-
: 4

reihe { = f(v) zusammenstellen, aber keine Reihe % gleich einer beliebig
angenommenen Funktion von v, wenn die Wertreihen von ¢, 4¢/du mit
u = C° zusammen eine ordindre Stellung zu einer sie enthaltenden Losung
{=F(u, v) von (a), also mit endlichen Werten der Derivierten von F, ein-
nehmen sollen. Es muss deswegen 9{/d u vielmehr durch angemessene In-
tegration bestimmt werden, nédmlich durch Integration der Gleichung:

d (gg) —Ado, ()
wobel wir in 4 zuvor
w=0 L=10), So=r) ©

einzutragen hiitten. Und diejenigen Werte der zweiten Derivierten von ¢, die
zu einer Losung { = F (u, v) von (a) gehoren und sich der folgenden Wert-
reihe anschliessen konnten:

=0, t=10) Sr=s@ 0 0) [Fo=r@)], @

wobei ¢ die allgemeine Losung von (b) mit ¢ als Integrationskonstante ist,
werden folgende:
e

”

ov

" azc &ZC 0 1 1r
f (’U), aua,U:A7 auz'—:q)(/v? C: 03 C)’ (8)
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114 Bécklund: Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

wobei ¢ mit C” als willkiirlicher Konstante das Integral der Gleichung

L\ (o4  8¢o4 o4 | &L 84
bl g
Jv ou

bedeutet; vorab miissen jedoch die Werte (d) in diese Gleichung eingefiihrt
werden. Wir fahren mit den Differentiationen fort, so dass wir in dieser
Weise zu einem beliebigen Punkte (u = C°, v =1¢") einer Charakteristik (c)
Werte der Derivierten noch hoher, sogar beliebiger Ordnung von { erhalten
und schliesslich so durch eine nach Potenzen von u — C° v — v° fortschrei-
tende Taylorsche Reihe eine Losung {= F'(u, v) der gesuchten Art finden.
Nach dem Vorangehenden treten aber in den Koéffizienten dieser Taylorschen
Reihe Integrationskonstanten €', ¢”, C”,... in zunehmender Anzahl auf: es
gibt darum oo® Lisungen von (a), die similich die Reihe (c) enthalten, unter
diesen oo™, denen eine beliebige der oo' Reihen (d) gemeinsam ist, co®, denen
eine beliebige der oo® Reihen (d), (e) gemeinsam angehort, usw. (¥).

Diese Sitze, auf (11) angewandt, fithren offenbar zu Schliissen tiber die
Flichen S': .

Durch jeden Streifen des dreidimensionalen Raumes ausserhalb S geht im
allgemeinen eine Fliche S', aber auch nur eine. Wir konnen ndmlich immer
durch einen solchen Streifen eine Linienfliche legen, die S lings einer ganzen
Kurve bertihrt; sie ergibt zugleich fiir die Punkte der letzteren Kurve be-
stimmte Werte von 1, m, also auch Werte von ¢, §{/d u, — woraus eben der
Satz folgf. Nur in dem Falle dass die besprochene Kurve auf S eine Haupt-
tangentenkurve wird, erleidet der Satz eine Ausnahme. Denn denken wir an
irgend eine Linienfliche, die der Fliche S lings einer Haupttangentenkurve
umschrieben ist. Wir finden auf dieser Linienfliche nur eine einzige Schar
von Kurven, ldngs deren dieselbe Linienfliche von Flichen S beriihrt werden
kann, also ausserhalb S, aber auf der Linienfliche oo und nur oo Streifen,
die auch zu Flichen S’ als ordinidire Streifen gehdren kénnen. Es gilt von
diesen Streifen ausserdem, dass jeder zugleich zu oo® Flichen S’ gehirt, und
dass je zwet dieser Flichen, die an einer Stelle einés dieser Streifen eine Be-

(*) Man vergleiche hierzu § 2 meiner Abhandlung: Anwendung von Sdizen iiber partielle
Differentialgleichungen, efc., in B. 40 der Math. Annalen, wo die entsprechenden Sitze der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung allgemeinster Art entwickelt
worden sind.
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rishrung k:ter Ordnung mit einander eingehen, auch an allen anderen Stellen
desselben Streifens dasselbe tun.

Aus dem ersten Satze folgt, dass die Flichen S’ durch eine partielle
Differentialgleichung 2. O. in «/, 9, #'-Koordinaten darzustellen sind. Die
Streifen, von denen der zweite Satz handelt, missen Charakteristiken der-
selben sein, Nun ist uns diese Gleichung aus einer anderen Theorie wohlbe-
kannt. Man bekommt sie ndmlich einfach durch Elimination von @, y, z aus
der Gleichung der Fliche S:

z=F(x, y)
und den drei Gleichungen :

P —x)+ qly —y) =72
P ( )+ ( )=¢—2, (11')

Y Y e PR (I+pp'+qq) )
(@ — @) 4= (4 — )" + (= Z)—Pp(l (SRS e

wobel gesetzt ist

82 i\ . &’z OF .87 .87
pstatt%~F (), ¢="F (y),r_m_a_m;,...,p =57 t_W,
rt—s 1 " 1

S ey T e #)
1+p"+ ) o8 1+4+p"+gq ¢ ®)

Die fragliche Gleichung erhilt damit die Form:
rY— ‘3:'2 = F(Z’, mly ?/7 p,’ ql)’
und ihre Charakteristiken werden Haupttangentenkurven der Integralflichen.
Aus dem oben Auseinandergesetzten geht dann hervor, wie die Haupttan-

gentenkurven auf S eindeutig dergleichen Kurven auf S entsprechen, — was
ftic die Brennflichen der W-Kongruenzen voéllig kennzeichnend ist.

5. S sei nun eine Linienfliche. Dann ist eine Schar ihrer Haupttan-
gentenkurven als bekannt anzusehen, ndmlich die geraden Erzeugenden der
Fliche. Nehmen wir sie zu Parameterkurven v = C, so haben wir nicht nur
D =0, sondern auch '

;191 i —0 (12)

(¥) Siehe Brancmis Differentialgeometrie, § 174.
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zu setzen, letzteres weil jetzt die Kurven v = C geoditisch sind. Ueberdies
folgt aus der ersten der drei Codazzischen Gleichungen, die ich hier sidmtlich
aufzeichne, da ich auch im folgenden auf sie hinweisen muss:

o (_D )_i( D )JFRM
do\JEG—F°) ou\JEG 1+ | 2
1%2 :1 1s
—9 e — —_— =1,
=°2 \/EG—F“—*- 2 \VEG—F*?
9 2| D

VEG —F* F) v \m)+ 1§W“ (13)
112

_—____——D —
VEG—TF*

P D"
du

1 \/EG—FZ

DD —D?

EG—F*

\/EG e

1
—
es folgt, sage ich, dass wegen (12) und weil D=0:

P =2 toe Ve (14)

Hieraus ersehen wir aber sofort, dass, falls S eine Linienfliche ist, die
Gleichung (8), von der nach Nr. 2 die Bestimmung von S” wesentlich abhiingt,
ein vollstindiges erstes Integral besitzt. Im vorliegenden Falle folgt ndmlich
aus (3), dass wegen (12) und (1%):

M 9
Pl log m \/p_,
weswegen offenbar die Gleichung (8) durch die folgende zu ersetzen ist:
o — D'P+D"Q -
7o log m \p = SAE T ~- F(v), F arbitriir, (15)

Wenn wir hierin m und ¢ (= 1/m) als unbekannte Grossen einfiihren und
m mittelst (5) aus (15) eliminieren, bekommen wir eine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung fir ¢, jedoch mit F (v) als arbitriirer Funktion, die
jetzt statt (8) die gesuchten S’ liefert. Dass sich die Losung derselben durch
eine Riccatische Gleichung und nachfolgende Quadraturen erzielen lassen
muss (¥), geht einfach aus der Bemerkung hervor, dass die krummen Haupttan-

(*) Biancui, a. a. O., § 169, S. 316.
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gentenkurven der Linienfliche eben durch eine Riccatische Gleichung dar-
zustellen sind, und dass man, wenn letztere Kurven zu Parameterkurven
u = C genommen werden, statt (8) die Gleichung (11) anwenden darf, die aber
jetzt wegen (12) ergibt

=0, I arbitrir,

und zur vollstiindigen Losung dieser Gleichung reichen bekanntlich Quadra-
turen hin.

6. Auf Flichen zweiter Ordnung angewandt nimmt die Gleichung (11)
ihre einfachste Form an:

29 . , o
da hierbei sowoll } 10)1 % als ¢ 7 E verschwinden. Die Flichen S’ sind daher

| 1
in diesem Falle aus der Formel

I U(w) y
m Vo) (16)
abzuleiten, wenn U, V arbitriire Funktionen von u bez. v bedeuten.
Die Gleichung (10) ergibt ferner
2 _ V@) U@ ___IOD\/EG/i Uu) o Og\/L — . (17
m V(v) V) dv Ve V() du Ve

Ist also insbesondere die I'liche S dUICh die folgende Gleichung in x, y, #

gegeben:
2 2
2
— =1,

2
X
a"+ c

S

und gelten damit fiir die Cartesischen Koordinaten ihrer Punkte die Formeln:

1+uv n— 1 —uv

w -+ Y u—-+t+v u-t+v ’ ( )
9 U 9 EG—F* p \/EG—-F“
* P = —— - oo U, S -
(*) Oder p V@ulO° U\/ ; 8vloa‘V - .
Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIII. 16
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so findet man :
EG—F" Labe
P (w0

(Brawchr, a. a. O. § 303, oder siehe nachfolgende Nr. 15 dieser Abhandlung),
und wenn wir dann in Uebereinstimmung mit (16) schreiben

U v
= (u+v) W m=(n+v-)W, (19)

erkennen wir sogleich aus (17), dass (¥):
IW=2(U+TV)—(ut+o)(U+TV). (20

Hierzu wollen wir noch bemerken, dass die Gleichungen (7) mit u, v als
Parameltern der Haupliangentenkurven auf S im allgemeinen von der infini-
tesimalen Verbiegung ¢ der Fliche S* lelren:

o R 11
ml%m=<i 9 l

0 R __1122] . , @
Gols T = 0 =BV,
und deshalb fiir das Hyperboloid (18) als Fldche S einfach ergeben:
R —=1f(u)= mg (v),
oder wegen (19):
5—/\/9 u+v, - (22)

wobeil » eine infinitesimale Konstante ist.

I1.
MiT VORSTEHENDEM ZUSAMMENGEHORENDER SATZ UBER ABWICKELBARE FLACHEN.

7. Wie in Nr. 1 seien S und S’ zwei beliebige Flichen, deren Beriih-
rungspunkte mit den gemeinsamen Tangenten als einander korrespondierend
betrachtet werden. S’ mag sich auf eine Kurve reduzieren: jedes Flichen-

(*) ldentitdt (14) bei Brancui, a. a. O., § 304.
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element, das ein Bogenelement der Kurve enthilt, fungiert dabei als Flidchen-
element dieser Fldiche S’, und jede Gerade, welche die Kurve trifft, ist als
Tangente derselben S’ anzusehen. Gelten dann fiir die Bogenelemente der
Kurve (S’) die Gleichungen:

da' =« (@, o, z)ds, dy =P @, o, #)d, (23)

und werden p’, ¢, — 1 proportional den Richtungscosinus des Lotes gerechnet,
“das auf irgend einem am Bogenelemente (d«', dy’, d#’) haftenden Flichen-
element (2’ y' 2" p’q') errichtet werden kann, so ergibt sich

pdx --qdy —dz =0, also:
patqp=1L . (24)

Aber wenn dieses Flichenelement (2’ ¢ 2 p’q’), als der Fliche S” angehérig
betrachtet, eben mit dem Flichenelemente (xy2zpq) von S (*) korrespon-
dieren soll, muss die Verbindungsgerade der Punkte (xy2) und (x4 #) di€
Fliche S im ersten Punkte beriiliren und in die Ebene des Flichenelementes
(" y 2 p'q) fallen, weshalb also

p@—x)+ qf —y) =< —z2,
P ( )+q'( ) =< —z.

Diese Korrespondenz der Flichenelemente von S und S ist im allge-
meinen eindeutig; nur wenn jene Gerade (' —x, ' —y, 2 — 2) das Bogen-
element (23) enthiilt, also im Punkte (2, 9, #) die Kurve (S’) bertibrt, ist an
dieser Stelle die Korrespondenz unendlich vieldeutig, indem hier das ganze
Btischel der Flichenelemente durch (da, dy’, d2) dem Flichenelemente
(xyzpq) entspricht.

(25)

8. Anstatt bloss einer Kurve (23) kénnen wir diese Kurven simtlich,
oder, was auf eins herauskommt, oo' beliebige Kurven

f({ﬂ', :’/,7 5’: .”') ‘:07
9 ( )=0,

p eine arbitrire Konstante, als reduzierte Flichen S" der gegebenen Fliche §
zuordnen. In diesem Falle entspricht jedem Flichenelemente von S eine ganze

(26)

*) p=F (x), g=F'(y), wenn z==F (x, y) die Gleichnng von S ist.
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Schar von oo' Flidchenelementen, die an denjenigen Bogenelementen der
Kurven (26) haften, die von den Schnittpunkten dieser Kurven mit der Ebene
des Fldchenelementes von S ausgehen. Diese Korrespondenz zwischen S und
einfach unendlich vielen in Kurven ausgearteten Flichen S’ ist dann in keiner
Weise von der Korrespondenz obiger Art zwischen S und irgend welchen oo!
Flichen S’ verschieden. Die Anwendung, die im Néchstfolgenden von dieser
Korrespondenz gemacht wird, ist von Brancur in seiner Differentialgeometrie
von 1910 teils am Ende des § 282 in etwas weiterem Umfange vorgeschlagen
und teils auch in Kap. 1921 im FKinzelnen ausgefiihrt worden.

9. Ist nun S eine beliebige Fliche und ist mit ihr eine beliebige Schar
von o' Flichen § in feste Verbindung gebracht, und rollt S mit ihrer Schar
von S’ in Gefolge auf einer auf sie abwickelbaren Fliche ¥, und fixiert man
jedesmal im Raume («'y'2") die Lagen derjenigen oo' Flichenelemente jener &,
die nach dem Vorangehenden dem momentanen Bertihrungselemente (xyzp q)
von S und ¥ entsprechen, so bekommt man dadurch oo® Flichenelemente
im Raume (2’ y'#’), die gewissermassen dort ein Bild von ¥ abgeben konnen.
Dasselbe wiire offenbar durch zwei partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung analytisch zu definieren, und in erster Linie hatte man danach zu
untersuchen, 0b diese Gleichungen oo' gemeinsaimme Integralfiichen gestatien,
oder wicht. Eine Darstellung der Gleichungen in Cartesischen «', 3/, 2’ - Koor-
dinaten wiirde kein tibersichtliches Resultat ergeben, wiihrend dagegen der
von Biaxchi zur Erledigung einer speziellen Frage dieser Art in Kap. 19 seiner
Differentialgeometrie eingeschlagene Weg schnell zum Ziele fiihrt.

Wie in Nr. 1 denken wir uns S von zwei Kurvenscharen u = C, v=C"’
durchzogen und damit durch jedes Wertepaar u, v je einen Punkt auf S zu-
sammen mit allen co' mit ihm korrespondierenden Punkten auf S’ eindeutig
bestimmt. Fiir die CGartesischen Koordinaten «, 3, 2° dieser dem Punkte
(x, 9, ) von S entsprechenden Punkte der oo*'§” konnen wir die Gleichun-
gen (1) und (2) verwenden. Wir wollen nun auch die Punkte auf ¥ durch
dieselben u, »-Parameter und die Kurven auf ¥ durch ganz dieselben Glei-
chungen uw = C, v = C" ausdriicken, die von den Kurven 4 =, v = (" auf §
beim Rollen von S auf ¥ dort als Spuren hinterlassen werden. Dann werden
die in (1) und (2) vorkommenden 9 x/du, d ©/d v sowohl zu S als auch zu ¥
gehoren, da jetzt am Beriihrungspunkte (a, 9, 2) dieser Flichen die Linien-
elemente VEd u, VG dv fiir beide von derselben Grisse und Richtung sind.
Auch X ist fiir beide Flichen dasselbe. Die zu den Flichen S und ¥ gehorigen
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Gleichungen (2) werden folglich nur in Bezug auf die Werte von L, M, P,
Q, D, IV, D" verschieden.

Was g/, ¢ anbetrifft, haben wir fir sie die folgenden Gleichungen (24, 25|
schon entwickelt:
petqp=1, } @)
px—w)+qg @y —y)==2—=2

Hierzu kommt nun auch sowohl fiir §' wie fiir das erwidhnte Bild von ¥ :

,0x Oy 07
+q5t=

= , 9
pau ou o (28)

,0x QY 87 ‘

Pav—FQH:&—v‘ (29)

Auf diese Gleichungen, einmal auf S, das andere Mal auf ¥ angewandt,
bezieht sich die nachfolgende Rechnung, bei der selbstverstindlich auch auf
die Eigenschaft der Gréssen «, £, irgendwie Funktionen von «’, 4/, 2' zu sein,
Riicksicht genommen werden musste. Weil aber die Punkte (', 4/, 2) und
(%, y, #) als korrespondierende Punkte dastehen und die ersteren der Fli-
chenschar S’ angehoren, ihre Koordinaten also der Gleichung dieser Fli-
chenschar und ev. den Gleichungen (26) geniigen, weil aber dagegen wx, y, 2
Koordinaten der Punkte von S, mithin determinierte Funktionen von wu, v
sind, haben wir zunichst «, § als gegebene Funktionen von u, v, p zu be-
trachten und demnach fiir S zu setzen:

® = f(u’ v, f’): E‘: ¢ (u’7 v, \U)) (30)

. ein var, Parameter.

Von der Beziehung von ¥ zu den in Frage gestellten Integralflichen,
die aus denjenigen oo’ Flichenelementen (x' 9 2’ p’ ¢) zusammengesetzt wiren,
die bein Rollen von § auf Y} als den Elementen letzterer Fliche entsprechend
herauskommen wiirden, gilt es, dass jede dieser Integralflichen von je einer S’
der oo beim Rollen von § im Raume ('y #) erzeugten S°-Scharen be-
riihrt wird, und zwar in einem Punkte, der mit dem momentanen Bertih-
rangspunkte von S und ¥ in genau derselben fiir beide in Nr. 1 angegebenen
Weise korrespondiert. Die Werte der zu diesem Punkte gehérenden « und £
wiiren offenbar aus (30) nach Einfiihrung des der betreffenden S’ zukom-
menden Wertes von . zu erhalten. Dieser Wert von v wire von der Form
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F (u, v). Die Existenz von oo' Integralfliichen erwiihnter Art setzt einen Wert
von p.= F(u, v, 1), 2 eine arb. Konstante voraus. Die oben vorgelegte Frage
ist einfach eine Frage nach der Moglichkeit eines solchen Wertes von p.

10. Aus den Gleichungen (27), (28) folgt nach Elimination von p’, ¢’

, 0¢ o
« Yy—U, (9—M_ _0’

oder mit Anwendung der Gleichungen (1) und (2):

é)c
J+

oz oz , .
v, L@+BI&—W—|—(DZ—|—DML)Z‘_O,

oder nach angemessener Reduktion und Anwendung der Gleichungen

b dux dx .
E(a_u) —B, 352 —F, 2( ):G.

—i—r;a +— lE4+mF LE4+MF

+p‘9J+ IF4-mG LF-+MG
«eX +pY A Z 0 Dl +~D'm
Ich schreibe diese Gleichung kiirzer so:

LE+MF |E+mF

DI+-DmAd=(Xa+YE+ Z) LF4 MG LFtmG

(31)
wo die Determinante rechts = (E G — F*) (m L — 1 M) ist, und bemerke, dass
l, my 4, X « - Y 8+ Z, E, F, G im Bertihrungspunkte von § und ¥, fur beide
Flichen dieselben Werte besitzen; dagegen muss, mit Riicksicht auf die For-
meln (3), wenn man fir S L, M,..., D" gleich L,, M,,..., D", setzt, fir ¥
gesetzt werden

dm 9 P

= 1. ———-—‘, ‘: —_— — :9_,
L I°+¢9V- m M= M, + v ik (52)
sowie
él dp &m&; ,
P_P°+5—f;-,%’ Q=0 o 90’ (33)

Wenn dann fiir ¥, die Zeichen D, D', D" reserviert werden, konnen wir aus (31)
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schliessen :
ol o m

W@ﬁ—lﬁa‘j‘

DI+ D wm mL—10M
mL,— 1M, du

Dl+Dywm mL,—IM,

14 (34)

In ganz derselben Weise ist aus (27) und (29) und mit Berticksichtigung
von (33) zu schliessen :

m a—l- —1 Lm

DI+ D'm _ﬁP——lQ _1-+ o v o"ﬁ (3%)
Dl+D'm mP,—1Q, mP,—1Q, dv
Wir wissen aber aus (b), dass
_ Dyt+D"ym
’"lPO '—ZQQ—m (”2 LO - ll‘[o)
und diirfen daher letztere Gleichung durch die folgende ersetzen:
m Q_l — la—“—l
(D —D)l+4-(D"—D")m _ v dp dp (35)
D14 D,m T mL,—LM, 0v’

die also im Verein mit (34) zur Bestimmung von p dienen wiirde.
Wenn insbesondere die Hauptlangentenkurven auf S zu u, v Kurven ge-
nommen werden, bekommen diese Gleichungen dic einfachere Gestall:

GOu_ DI+ —D)m

Tou D, m
i(i) (36)
dp._ (D'—Dy)l+4D"m 0 — m? dplm )
dv D' m ’ "V wmL,—1M,’

doch, wann werden sie unbeschrinkt integrierbar? So ist denn jetzt die oben
aufgeworfene Frage nach v als # (u, », 1) zu formulieren.

11. Wenn, wie friiher, { statt I/m geschrieben und s durch (10) in
, u, v, 4]0 u, /3 v ausgedriickt wird, p. bei diesen Differentiationen kon-
stant gehalten, bekommen wir
\/EG——F”)__
oV
o, (1 VEG=F?\ ,,\11 1{22
_a—vloa(c———————m/? )—Zi Q€+?: 1 z ]

», 0 ,

— s
Q=2 " 3&ulog(é
(37)
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und fassen hernach die Gleichungen (36) als Gleichungen fiir { und p auf.
Wir schreiben sie in der Form:

ou D, ’_'_D’ -
CE (D’ . D 5
290 .D’O_i)’%&l)'o

und suchen sodann durch lefelentntlon die Existenzbedingungen fiir Lo-
sungen der Form:

op. D, I { ()
(36')

C=f(u, v, p), p.=F(u, v,x), % eine arb. Konstante,

zu erhalten, Zunichst kommt:

dvdu Judv D, )av(ma F)
DI D Do’ D, (9 D’o
du\VEG—r' Dydv\EG—F) Do dulVEG—TF?))

2L 0w P oDyt ol o
‘ ou &U) D, ((9_M+T ¢9—)_jr

8Q dp 40 au_CJEG—If"\ o

\/m\a( big ) a( D’ )

D, |9o\JEG—r") du\JEG_—TF*

_D i(_D'o_ D i(_l)’o_)!
Dy o \/EG—F“) Dy u\JEG—1"))

wobei die vorstehenden Differentiationen von @ und { in Bezug auf u, v, p
so auszufiihren sind, als ob diese Variablen von einander unabhingig wiren.
Zufolge der zwei ersten der Gleichungen (13), der Gleichung

LG —F°®

B b

.DD”—'DQ:—— D'(Z):—
der Gleichungen (36), der Werte (9) der in (13) auftretenden Symbole =®lk€

und endlich des Wertes (37) von @ finden wir fiir die obige Bedingungsgleichung
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die expliziertere Forin:

Doyroe o, 14220, 8, NEG—F
D, a0 85 8T T 1 q+ﬂloa( oo .
D'y 10 7\112 9 VE G — _FW
B ARE A IR R i ey a8

D—D,\1o0 ,1éa &, , 1{292],
St i rir i i AR G I B e
EG—F 11 d VEG—F*
_1 \/___) 2, i—Z—-lg———~)E=O
- ( oV T e T o Ve ’

oder in leichtverstindlicher Abktirzung:
ALD 4 (A—BY) (D —D,)— BD =0. (37"

Dies ist eine partielle Differentialgleichung 2. O. fiir {. Sie gibt diejenigen
S-Scharen (= f(u, v, p.), die im Stande sind, einer gegebenen auf S abwickel-
baren, des Niiheren durch D, D', D" bestimmten Fliche (I) eine dhnliche Fld-
chenschar (@ = F (u, v, 1)) zuzuordnen.

Beildutig bemerke ich, dass, wenn S eine Linienfliche ist, und » = C die
Gleichung ihrer geraden Erzeugenden, finden wir fir alle auf S abwickelbare
Linienflichen: D=0, D'= D'y, 11 g =0, und werden dann in jedem Inte-

grale { = f(u, v, 1) der partiellen leferentialgleichung 1. O.

a VE G — K
o e
die Gleichung einer Flichenschar S erkennen, die fiir siimtlich jene Linien-
flichen je eine Fldchenschar p. = F (v, }) liefert.

= & (v, ), @ arbitrir,

12. Wenn fiir eine jede auf S abwickelbare Fliche das beziigliche Glei-
chungspaar (36") unbeschrinkt integrierbar sein soll, miissen sowoll 4 als B
verschwinden, weshalb :

9, ( VEG—F* ):C 11L
C’)&M ! P\/o 0 Q 1122) 9
ﬂlog\\ )Z%logﬁ«kTi”i .

Annali di Matematica, Serie 11T, Tomo XXIIL 17
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Aber das kann unmdoglich so sein, wofern nicht erstens

&uaav log{ = (‘H 1') ( |2 s) (39)

und zweitens, wie aus der Zusammenstellung von (38) mit den Formeln (21)
der Nr. 6 sofort einleuchtet:

a— "% 4 : 40
m \JEG— F* (10

Vorausgeselzt also, dass die Bedingungen (39) und (40) erfiillt sind, dann
muss die der Fliche S zugeordnete und mit ihr fest vereinigte Flichenschar S’
beim Rollen von § auf ¥ eine besondere Schar von oo' Flichen in der am
Anfange von N. 7 niher erklirten Weise umhiillen. Diese umbhiillten Flichen
will ich mit ¥ bezeichnen und bemerke, dass jene Flichen §’, wenn umge-
kehrt S in Ruhe bleibt und ¥ in fester Verbindung mit der Flichenschar ¥’
auf S rollt, in derselben Weise aus 3’ als eine besondere Art von Enveloppen
zu erhalten sind. Es sel nun Y, irgend eine zweile auf S abwickelbare Fli-
che, Y, eine der von S’ in der oben erklirten Weise beim Rollen von §
auf ¥, umhiillten oo' Flichen, M ein auf ¥, beliebig angenommener Punkt
und b, der hiermit korrespondierende Punktauf },. Beim Rollen von § auf ¥,
wird mit b, der Punkt auf S" — a nenne ich ihn — zusammenfallen, der bei
der gegenseitigen Bertihrung jener Fidchen S und ¥, in M mit eben diesem
Punkte als zu der Fliche S gehorig korrespondiert. ¥, wird dann in diesem
Punkte a (b,) von 8" beriihrt. Aber auch ¥ kann, ebensowie S, auf ¥, rollen,
und bei der einmal eintretenden gegenseitigen Berlihrung dieser Fidichen in M
wird Y die Fliche S’ im korrespondierenden Punkte o und also auch ¥, in
demselben Punkte o bertihren. Hieraus folgt, dass die Flichen ¥, ebensowie
sie beim Rollen von ¥ auf S die Flichen S’ umhiillen, beim Rollen von ¥
auf ¥, die Flichen ¥, umhiillen. Die Schar der ¥ wird sich also ganz so zu
¥, ¥, S und allen anderen auf ¥ abwickelbaren Flichen verhalten, wie sich
die Schar der S" zu S, ¥, ¥, und allen anderen auf sie abwickelbaren Fli-
chen verhiilt. Nun zeigt die Bedingungsgleichung (39), weil sie sich mit der
Gleichung (11) deckt, dass eine jede jener oo'Flichen S” mit S die Brennfliche
einer W- Kongruenz ausmachl. Y war eine beliebige der auf S abwickelbaren
Flichen: ein und dieselbe Flichenschar S’ wird fiir jede ¥ in der erwdhnten
Weise, oder durch Integralion eines Gleichungspaares (36'), eine dhnliche Fld-
chenschar ¥ ergeben.
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Hierzu ist noch folgendes zu bemerken. Ganz so wie beim Rollen von S
auf ¥ im gemeinsamen Beriithrungspunkte beider Flichen ihre absolute Kriim-
mung dieselbe ist, ist auch, der dritten der Gleichungen (11') in Nr. 4 zufolge,
im Berithrungspunkte von S’ und Y ihre absolute Kriimmung dieselbe.

13. Als eine Folge der gegenseiligen Korrespondenz der Haupttangen-
tenkurven von Y und ¥ (Nr. 4) — den Fall (39), (40) stets vorausgesetzt —
ist zu erkennen, dass, wenn eine ¥ -Schar aus Flichen bestinde, die simt-
lich zu Kurven (26) ausgeartet wiren, diese Kurven cben Gerade sein miissten.
Denn jede muss Leitkurve oo' oskulierender Streifen sein, die denjenigen
Streifen von ¥ entsprechen wiirden, die sich an die eine Schar der Haupt-
tangentenkurven dieser Fliche anschliessen.

14. Bei einer anderen Gelegenheit werde ich beweisen, dass simtliche
Fldchen einer S’ - Schar, die den Forderungen (39) und (40) geniigl, aus einer
beliebigen Fliche der Schar durch iviederholte Verbiegungen parallel den Nor-
malen von S herauskominen niiissen.

11

ANWENDUNG AUF FLicHEN ZWEITER ORDNUNG,

15. Wenn die Fliche S beim Rollen auf einer auf sie abwickelbaren
Fliche ¥ nur o' Lagen einnimmt und dennoch mit ¥ in allen Punkten in
Bertihrung kommt, muss diese Bertihrung zwischen S und ¥, in jeder Lage
der ersteren Fliche lings einer ganzen Kurve erfolgen, und ausserdem muss
in jedem Punkte dieser Kurve die absolute Kriimmung beider Flichen gleich
ausfallen. Nach einem fiir die Theorie der Verbiegung der Flichen fundamen-
talen Satze muss jede solche Bertihrungskurve notwendig Haupttangenten-
kurve sein. Es wiirde folglich ¥ derart auf S abgewickelt werden konnen, dass
sich dabei eine Schar Haupttangentenkurven beider Flichen decken. Und
nach einem Satze von BonneT sind dann diese Haupttangentenkurven ge-
radlinig: die Fldchen S und Y, missen Linienflichen sein.

Setzen wir dann voraus, dass es fiir eine Linienfliche S eine Flichen-
schar S’ obiger Art gibt, die zu einer jeden auf S abwickelbaren Fliche ¥
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eine Flichenschar ¥ liefert, so wiirde u. a. jede Y derjenigen Schar dieser
Art, die zu einer Linienfliche Y, gehort, von jeder S’ lings einer Haupttan-
gentenkurve beriihrt. Wenn aber die oo §" Linienflichen sind, deren gerade
Erzeugenden mit denen von S korrespondieren, so miissen auch die letzt-
erwihnten Y’ Linienflichen derselben Artsein. Dies wird offenbar auch gel-
ten, wenn die Flichen S’ zu Kurven und dann notwending zu Geraden (Nr. 13)
ausgeartet wiiren. Diesen Fall werde ich fiir das Pmschahge Hyperboloid als
Fliche S vollstdndig behandeln.

Wir haben also jetzt die Fliche § in gewohnlichen mit ihr fest verbun-
denen Cartesischen Axenkoordinaten durch folgende Gleichung darzustellen:

2

2

2:1
C

+__

2

und die ihr zugeordnete S’ - Schar in denselben Koordinaten durch die zwei
Gleichungen (26):

¥=at+y, y=2087+79, (41)

@, B, ¥, 0 in noch unbestimmt gelassener Weise einen variablen Parameter p.
enthaltend. Die hierzu gehérenden Werte von ! und wm ergeben sich aus den
Gleichungen (1), die zunichst liefern:

: ox 0z o oz
“—”*“LZ(W*“M)“LM(WM“ &v)—o’

N dy 0z oy 0z
— 4y — A N —J _[f
y—Fe b+l(au au)"H"(av 00) 0

weshalb, wie nach Einfihrung der Werte (18) von «, y, # leicht ersichtlich:

l:,u—+—1;(bc}o:-—ab‘)(uz—l)—%(ab—c(ab‘ Ly)) (w*~+1)-—2(acB+by)u

2 ab(l—uv)—bex(l+uv)—ack(u—v) (12)
u+v(bextad)(v* —1)+{ab+c(ad—Pfv)) (v° ~}—1)+O)(acﬁ—by)v
M= ab(l—uv)—bea(l+uv)—ack(u—v)

Es erhalt damit £ (=1/m) die schon aus Nr. 6 zu erwartende Form U: 7,
wobel besonders:

U=®bca—ad)(u—1)+(ab—c(x0—py) (w4 1)—2(acB+by)u,

V=(bca+ad) (@’ —1)+(ab-+c(xad—LYy)(@*+1)+2(@cP—by)w. 1)
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Hierdurch ist auch, wie in Nr. 6 als Folge der Identititen

|1 1g=0, 3%1%%=0

bemerkt wurde, der Bedingung (39) Gentige geleistet. Dass dagegen die zweite
Bedingung, die Bedingung (40), nicht durch beliebige Werte von «, 8, v, 3
zu erfiillen ist, sehen wir bald. Wir kénnen nidmlich wegen der Formeln (19),
(22) diese Bedingung so schreiben:

e Vo wtv_ S - oV (44)
VEG—F mW V JEG—F"

» eine arb. Konstante, oder unter Beachtung dessen, dass wir nach (37) zu
setzen haben:

ij] U%Y pve
e U(@L)—V(U)—U—lg\/m—l—
v 1og 2

og . PVe .
dv g\/EG— F*’

OU_poV_x Vi _[oU_ 0V
du v

(4%)

Was die Werte der hierin steckenden p, VE G — F* anbetrifft, so sind
sie bekanntlich durch blosse Differentiationen der Gleichungen (18) folgender-
massen zu gewinnen. Man berechnet

dx\ dx dxx - (0x\*
EZE(a—u)’ =257’ G:Z(ﬂ)’
P 1 Faw dy dx|_
"TJVEG_Floudv’ du’ dvi
_ abe __JVEG—F"
(w+2)'VEG— F* P
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und bekommt dann

Ve (u o) (BG—FY
JiG—7 8 (a b oy
_atb (I —uv) + 0 ¢ (1 f~uv)®+c* o’ (u—v)
o 2 (ab ) ’
d ove ev(lt+uv)y—a*b®>v(l —uv)+a’c’ (u—w)
Elog =

‘\/EG—F“_— Bl fuv) +a' b’ (1 —uo) +a* e (u—uv)

K 0 _J\/; .* beu(l4ur) —a’bu(l —uv)—a’c’ (u—0v)

v g ,————’—EG_ o b202(1+uv)2+a2b2(1—uv)2+a202(u—0)2
Die Gleichung (44) nimmt hierdurch die Form an:

Vv 0U_ g V¢!l (%]~ g—q}f)(bgcg(lJruv)“—ka?bz(1~uv)2+aecz(u——v)2)—

op o v i%

— U(bzczfv(1+uv)—a2bzv(1-uv)—{—a/2cz(u——@—))+

'

4V (b”c“’u(l—}—uv)—azbzu(l—uv)~—w202(u—fv))

b

die sich nach Einfiihrung der Werte (43) von U und V noch bedeutend ver-
einfacht und sich folgendermassen schreiben lidsst:

aU av

+2aa®+ ) (u—v)(1 —uv)y—2c(a®—b){u—2) (1 +uv)— S (45)

—2bp(@*+c) (1 —u'v®) +2acy (u® —v°) -+

——Qab(acS—By)(u—i—v)(_l—«uv)——%bcMu—kv)(]—}—%v)%.

Das linke Glied dieser Gleichung wird den Gleichungen (43) zufolge
gleich

V((bcﬁlﬂaa'——C(QS—Q‘Y)')M2-—Q(a,(;p/+b'¥')u__

—(boa’—~a8’—+—c(<xs—-@Y)'))‘
— U((bCa,—i'ad'**}—G(QS—BY)')UQ—}—Q(aCﬁ'“—bY’)U—

_(bca’+a3’—c(cx5-—ﬁ‘{)')),
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wobei abkiirzungsweise o', £,. .., statt g—: ) 3—B~, RN geéetzt ist. Unter noch-

)

maliger Anwendung der Werte (43) von U und V ergibt sich ferner hieraus :
LT ST P
— 2o (L +unbela = (y@d—py —v (5 —8p)|—
—2u—v) (1 —uv)a[py— (@ —py—px—pp)|+
2 (o) (L un)o |1 (ay — ) — ot @F — ¥ ) +
+%u?v?b[ao(a's—m{%’_(as_gy)')_
— o (a@r =gy~ @ — ) —arv] | O
+Q(u2+v2)abc(a8'—x'S—A(aS—By)’)——
——Q(ug—vz)ac[(13—@«{)3’»——8(28~By)'——b2oc']——

_8abcuv(g'{’—*{ﬁ’)—{—2&6(@8’——6(18——@'{))"*"

—.‘—%02[“(“S—QY)'—“'(“S——?‘Y)]—

—2abc(xd —a'd).

Der Forderung {(40) gemiiss miissen (4b), (46) denselben Wert von

V%]-— Ugg—f liefern; m. a. W. die Koéffizienten derselben Kombinationen
von # und vin den beiden Ausdriicken missen einander gleich werden. Wir
schliessen dann '

aus den Kogffizienten fir wo: gy —p'yv=0,
aus denen fir «*o*: ac (a.’ d—ad — (28— Y)’) —

__02a(as_B«{)’-«]—GQOL/(OLS—QY)—Q/QS':C(Gz—‘—C?)ﬁ,
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fir 1!@6(0&’3—0(8'——-(13—@Y)'\+

+ta(ad——pyy —cd (ad—Py)+a’ ¥ =—C(a’ 4 ¢,
wWvtre'd—ad + (23 —pLy) =0,
wW—0 (2 —Ly) 8 —d(ad—PLy) —b ' =—Cr,
() (1 —wv): ¢ (2 —2'f)— 7 ¥y d—— C(ad—py),
(o) (Ltuv):a’f —y(@d—fy)+y (20 —py) =03,
(w—o)(l4+uv):0* 2y —2y)—a* (L —pd)=— C(a’ — 1),
(w—e)(l—uv): 0y —c* L (xd—By)+ " (xd—Py)=—Cu(b’4¢").

Aus den vier ersten Gleichungen folgt:

y=K§#, K konst, [1]

ad —By=0C C konst, (2]
d=K'a«, K’ konst., [3]
(C'e*—K'a*)a'=C(a*+¢") B . (4]

ferner aus den tibrigen Gleichungen:

(C'K'—b) o' =— CKB, 5]

(KK 4+ ¢ (aff — o' By =~ C(, [6]

(C'K+a’)§ =CK' «, [7]

(Kb +- K’ a®) (a ' — ' B) = — C (a* — b%), 8]

(C" ¢+ Kb =—C (b +¢) o 9]

Die sechs letzten Gleichungen reduzieren sich auf die folgenden vier:
KK ¢+ CK+a*=0, (4]

KK 4-¢*—C K +b* =0, (5]

(KK'-+¢*) o + 0K =0, 6]

(KK +c¢)p 4+ CK a=0, 17

wenn wir eine fiinfte Gleichung beiseite lassen, weil sie sich in die Form

K'o* — K f* = C’ bringen lisst und folglich in den Gleichungen [I]— [3] ent-
halten ist.

Durch die sieben Gleichungen [1]— (3], (47— [7'] wird unsere Frage nach
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der Moglichkeit einer Geradenschar (41) als S’ - Schar des Hyperboloides (18)
leicht erledigt.
Die Gleichungen (6], [7'] liefern uns «, § als Integrale der Gleichung

(KK 4¢) o’ — (P KK a=0,

und weil fir u keine besondere Voraussetzung gegeben ist, kinnen wir dann
annehmen

«=Asinp, A konst, (a)
aber dann auch
C*KK'4+ (KK +¢)"=0. (@)
Aus [6') kommt nun
K’
=—A\/—7\7 cos ¢, )

und wenn wir hernach C, K, K’ durch drei konstante Grissen o', b, ¢ er-
setzen vermittelst der Formeln

[ XN L NN 2 2
a'b'c . a'be ¢t —e¢
» IX,Z’—,Q" O: 7 y (b’)

b o ¢

K=—

die letztere eine Folge der zwei vorangehenden und der Formel (&), so konnen
wir aus [l] und [3] schliessen:’

’ ’

y=Accosp, d=24 baf; sin g, (c)

und aus [2]:

C'=4 e ()

Nun bleibt nur noch tbrig, auch die Gleichuﬁgen [4], [¥] zu befriedigen.
Sie ergeben

2
02—6'2+(L2—A2 /2=O’ 62—C'2+62—A20'22,2=0,
weshalb:
Acd=\a*+¢* —¢?, AZ, ¢ =\b'Fct—c*- ("

Unsere Untersuchung ist hiermit zu Ende gefiihrt. Mit den Ausdrticken
(@), (b), (c) fir «, B, v, 3, dabei 4, o', ¥, ¢ Konstante bezeichnend, die nur
den Bedingungen (c”) unterliegen, und mit der in (b) steckenden Quadrat-

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. - 18
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134 Bidcklund: Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi.

wurzel V=K /K gleich b'}a’ haben wir fiir die vorliegende Fliche S den For-
derungen (39) und (40) gentigt. Wir sind nun zu folgender Geradenschar
gelangt:

= Zsinp. \/Lf—i—l—\/a/ -4-¢* — ¢ cos p,
(47)
Yy =—7cosp. Li:——+Jb + ¢t —¢” sin y,

als zu der einzigen moglichen S8’ -Schar von der Form (26). Als Fliche S
hatten wir das Hyperboloid

wz yz 2’2

ot T !
gewiihlt. Die Geradenschar (47) stellt eine Schar von Erzeugenden des kon-
fokalen Hyperholoides

x‘z y2 zZ

@ -+ (¢ — ) + b+ (¢ —¢”) ot — (¢t —¢") =1

dar; wir sind deshald durch das Vorangehende zu keiner anderen Transfor-
mation der auf das Hyperboloid abwickelbaren Fidchen gekommen als der von
Bianchi, die von irgend einer auf eine Fliche zweiter Ordnung abwickelbaren
Fliche zu unendlich vielen neuwen ebenfalls darauf abwickelbaren Fldchen fihrt.
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Ricerche sui sistemi tripli coniugati
con una famiglia di superficie applicabili
sopra quadriche.

MEMORIA I.

(di Luict Biancui a@ Pisa)

PREFAZIONE.

La teoria delle superficie applicabili sulle quadriche generali ha acqui-
stato ormai un assetto definitivo: essa fornisce invero l'estensione piti na-
turale e completa della teoria delle superficie applicabili sulla sfera (reale
od immaginaria), e delle loro trasformazioni (¥). Ma se passiamo dalle super-
ficie isolate a considerare famiglie di tali superficie, troviamo nella teoria delle
superficie a curvatura costante un importante eapitolo, quello che tratta delle
famiglie appartenenti a sistemi tripli ortogonali. (famiglie di Lam#), al quale
finora non ne corrispondeva uno analogo per le deformate delle quadriche
generall. Colla presente Memoria vogliamo iniziare appunto, per le deformate
delle guadriche generali, lo studio degli enti da riguardarsi come analoghi
ai sistemi tripli ortogonali contenenti una serie di superficie a curvatura co-
stante (**).

La prima questione che si presenta & di riconoscere in quale senso una
tale estensione & possibile. Si vedra che conviene per questo abbandonare
la condizione dell’ortogonalitd e ricorrere alla teoria generale dei sistemi

(*) Vedi le mie Lezioni di Geometria differenziale, Vol. 111 (Pisa, Sporri, 1909).
(**) Una prima notizia sulle presenti ricerche ho dato nei Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, Vol. XXIII (serie 5%) (marzo 1914).
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136 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

tripli coniugati costruita dal DarBoux (*). Di tale opportunitd ci si persuade
ricordando le proprieta dei sistemi tripli ortogonali (u, v, #w) colla serie w = cost.
formata di superficie a curvatura costante, fra le quali la fondamentale se-
guente:

Le trajettorie ortogonali (w) della famiglia di superficie a curvatura co-
stante segnano su queste una corrispondenza che conserva i sistemi coniugati
di linee, in particolare alle linee di curvatura (che formano un sistema iso-
termo-coniugato) fa corrispondere le linee di curvatura.

Ora sopra ogni superficie a curvatura costante il sistema delle linee di
curvatura puod caratterizzarsi come il sistema coniugato-permanente, cioé come
quel sistema coniugato che si conserva coniugato applicando la superficie
sulla sfera (reale od immaginaria). D’altra parte sulle deformate delle qua-
driche generali il sistema coniugato permanente, pur conservando la proprieta
di costituire un sistema isotermo-coniugato, non & piti ortogonale ma obliquo.
Dopo queste osservazioni apparird naturale se, nella teoria delle deformate
delle quadriche generali, consideriamo quali enti analoghi ai sistemi tripli
ortogonali con una serie di superficie a curvatura costante i sistemi tripli
coniugati (u, v, w), che godono delle seguenti proprieta:

a) Le superficie della serie w = cost. sono applicabili sopra quadriche;

b) Il sistema coniugato (u, v) inlercettalo sopra una qualunque super-
ficie 1w = cost. dalle superficie delle altre due serie é il sistema coniugato per-
manente;

¢) Le trajettorie (w), intersezioni delle superficie delle due prime fami-
glie u = cost., v==_cost., segnano sulle deformate w = cost. delle quadriche una
corrispondenza che conserva i sistemi coniugati.

In riguardo alla proprietd a), & da dirsi che la quadrica su cui & appli-
cabile la w = cost. pud variare con questa superficie, e in particolare rima-
nere sempre la stessa. Il primo caso corrisponde alle famiglie generali di
Lamt composte di superficie a curvatura costante (**),-1 secondo al caso
particolare dei sistemi di WEINGARTEN.

E poi da osservarsi che I'ultima proprietd ¢), come pure laltra che sopra
ciascuna w = cost. il sistema (u, v) & isofermo-coniugato, sono di loro natura
proprietd projettive. E infatti se un sistema triplo coniugato possiede la pro-

(*) Legons sur la théorie générale des surfaces, 1V ¥me Paytie, n.! 1047 a 1052; cf. anche
Legons sur les systémes orthogonaux, Livre III, Chap. 11I (2.2me édition, 1910).
(**) Vedi il Cap. XXVII, Vol. 1II delle mie Lezioni.
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prieta c), ed eventualmente l'altra ora ricordata, una qualunque trasforma-
zlone omografica lo cangia in un altro sistema triplo coniugato colle mede-
sime proprietd. In particolare cio accade applicando una qualunque trasfor-
mazione omografica ad un sistema di WeiNGARTEN, colla ulteriore particolarita,
in quest'ultimo caso, che i sistemi tripli coniugati cosi ottenuti ammettono
trasformazioni asintotiche (*), le quali risultano dall’applicare I'omografia
stessa alle trasformazioni di BAckLuxp Bs dei sistemi di WEINGARTEN.

Ritornando ai nostri sistemi tripli coniugati (#, v, »), colle superficie S
della serie mw = cost. applicabili sopra quadriche, si vedrad che essi ammet-
tono pure trasformazioni asintotiche, e queste, considerate per le singole su-
perficie S, non sono altro che le trasformazioni B, della teoria generale.
Inoltre vale qui ancora, come per le superficie isolate, il teorema di permuta-
bilita, con tutte le sue conseguenze per la semplificazione del procedimento
di trasformazione. ,

L’esistenza dei nostri sistemi tripli coniugati, per le deformate delle qua-
driche generali, puo stabilirsi mediante considerazioni infinitesimali che ten-
gono qui il posto della costruzione infinitesimale di WEINGARTEN per le
relative famiglie di Lamk. Ma il passaggio dalle tfasformazioni infinitesime
generatrici ai sistemi di equazioni alle derivate parziali, che permettono di
costruire la teoria generale in modo analitico rigoroso, richiede pitt ampi
sviluppi che mi riservo di dare in seguito.

In questa prima Memoria mi limito a trattare estese classi di siffatti
sistemi che si deducono dalle formole gid costruite per le famiglie di Lamg
a curvatura costante, alcune in termini finiti, alire con quadrature, altre in-
fine integrando equazioni differenziali ordinarie. In particolare bastano questi
mezzi analitici per costruire classi di siffatti sistemi: 1.° per le deformate
delle quadriche rotonde, 2.° per quelle dei generali paraboloidi, reali od im-
maginarii, 3.° per le deformate delle quadriche (immaginarie) a centro di
Darsoux, tangenti all’assoluto. In questi ultimi due casi pero ci limiteremo,
per semplificare la ricerca, a supporre che le superficie w = cost. siano ap-
plicabili sulla medesima quadrica; le formole cosi ottenute si estenderghb-
bero facilmente al caso piu generale.

(*) Diremo che due sistemi (ripli coniugati (u, v, w) sono trasformati asintotici ’uno
dell’altro, quando si corrispondono hiunivocamente, punto a punto, in guisa che le congiun-
genti le coppie (P, P') di punti corrispondenti, per ciascuna coppia (S, §) di superficie cor-
rispondenti nel sistema #w == cost., formano una congruenza W.
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I risultati che otteniamo per queste classi di sistemi tripli coniugati, e
le considerazioni geometriche che vi si collegano, indicano gia la via che sara
da tenersi in seguito per la costruzione della teoria generale.

Alla ricerca dei sistemi tripli eoniugali (u, v, w) con superficie 1o = cost.
applicabili sopra effettive quadriche & premesso lo sludio (§ 3) di sistemi
tripli coniugati contenenti una serie di superficie applicabili sul catenoide,
ovvero sulle evolute delle superficie a curvatura costante positiva. Questi
sistemi hanno proprietd molto affini a quelle dei sistemi tripli coningati con
una serie di superficie applicabili su quadriche.

PARTE PRIMA.

§ 1.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI IN GENERALE.

Per maggior chiarezza delle ricerche seguenti riportiamo qui le conside-
razioni fondamentali, relative ai sistemi tripli coniugati, secondo DarBoux (1. c.).

Supponiamo che le coordinate cartesiane ortogonali «, y, z di un punto
mobile nello spazio siano espresse per le coordinate curvilinee u, v, iv colle
formole

x=wx(u, v, w), y=yu, v, w), z==zu, v, ), (1)

e che il sistema curvilineo coordinato (u, », w) sia un sistema triplo coniu-
gato, che cioé su ciascuna superficie di una qualunque delle tre serie le su-
perficie delle altre due serie traceino un sistema coniugato di linee. Le con-
dizioni a cid necessarie e sufficienti consistono nell’annullarsi del determinante

Fx &y 8"z
dudv Jdudv Judw
ow 0y 97
on u ou
ow 9y oz
ov ov ov’
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e degli altri due analoghi dedotti da questo con permutazione circolare delle
lettere u, v, w. Queste condizioni possono esprimersi in altro modo dicendo

che @, 9, z debbono essere soluzioni di un sistema di equazioni simultanee
di Laprace della forma:

6 b 90
dudv  du owv

5% 6 36 o6
A AL Wio 2
doaw gy T Mgy =)
h 00 06

=y e Oy
dwdu 8w S ou

dove i coefficienti @, sono funzioni di u, v, . Ora se si forma, nei tre modi

3

Tudvdm facendo uso delle (2) stesse,

o8 o ev debbono ri-

possi\bili dalle (2), la derivata terza

T . . .. a6
le relazioni lineari omogenee nelle derivate prime Tu’ 7o o
w v 1

dursi ad didentitc. Nel caso contrario infatti da una qualunque di esse,
applicata ad «, y, 2, seguirebbe I'annullarsi del determinante funzionale
&(wﬂ ?]7 z)
é(u, v, w)

Se si serivono effettivamente le dette condizioni di illimitata integrabilita
per le (2), si trova (DarBoux, IV partie, p. 268) che al sistema (2) si puo
dare la forma seguente:

» ¢id che contraddice alle nostre ipotesi.

20 _dlogll, 60 | dlogH, 90

dudv  dv du du  dv
&QL_ilogHzéi dlog H, 86 (@)
dvdw  dw dv dv 4w *
6  dlog H, 8_6; é log H, ﬁi
dwdou = Ou Ow dw  du

dove le funzioni H,, H,, H; di u, v, w soddisfano al sistema di equazioni
alle derivate parziali:

#H, 1 oM, 9H, 1 6H, 98,
dvow H, dw dv ' H, dv 8w
oH, 1 9H, of, 1 &H, 9H, ©
Jwou H, éuw ow ' H, dw du

FH, _ 1 0H 0H, 1 9H,oH,

oudv H, v du H, du dw
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Viceversa, se H,, H,, H; soddisfano le (8), le (x) formano un sistema
completamente integrabile ed ammettono una soluzione generale 6 con tre
funzioni arbitrarie di u, v, w rispettivamente.

Scegliendo una terna qualunque (x, y, 2) di tali soluzioni indipendenti,
si ha un corrispondente sistema triplo coniugato.

Si osservi subito un caso particolare di immediata evidenza geometrica,
che puo dirsi il caso dei sistemi di traslazione. Se si prende una superficie
qualunque S,, data dalle formole

Ly = Xy (“a /0)9 Yo = Yo ('M', ’U)’ o =%, (%9 ’U),
che sia riferita ad un sistema coniugato (u, v), indi si assoggetta la §, ad
un movimento continuo traslatorio, per modo che un punto di S, descriva

una curva arbitrariamente prescritta, la S, verrd appunto a descrivere un
tale sistema triplo coniugato, corrispondente alle formole

e=0u,+W,, y=y,+W, z=z+W,,
dove W,, W,, W, sono funzioni arbitrarie di w. Manifestamente qui si ha

d log H, -0 alogﬂz__o' alogHs_élogIﬂ:

aw ’ dw dvw Qv 0,

sieche si puo prendere H, =1 ed H,, H, indipendenti da . Viceversa, con
tali valori di H,, H,, H,, le (£) sono soddisfatte ed i corrispondenti sistemi
tripli coniugati sono di traslazione.

" In particolare se per S, prendiamo una deformata di una quadrica, e
per sistema coniugato (4, v) quello coniugato permanente, il sistema triplo
coniugato (u, v, ) verrd manifestamente a soddisfare alle nostre condizioni
a), b), ¢) (Prefazione); ma questi ovvii sistemi tripli coniugati s’intenderanno
naturalmente nel seguito sempre esclusi.

§ 9.

SPAZl CURVI NORMALLT.

Facciamo una breve digressione dall’argomento principale per osservare
urn’interpretazione geometrica delle equazioni (¢). Si consideri lo spazio curvo-
a tre dimensioni il cui ds* & dato dalla forma differenziale quadratica ter-
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naria
ds’=Hidw + H}dv' - Hidn" (3)

Le tre equazioni (B) esprimono che per questa forma differenziale sono
nulli ordinatamente i tre simboli Riemanniani: (31, 12), (12, 23), (23, 31) [efr.
Vol. I, pag. 344](¥*). Ne segue che, in questo spazio curvo, le linee coordi-
nate (u), (v), (w) segnano, in ogni punto, le tre direzioni principali (Vol. I,
§ 163); alle giaciture ortogonali, cioé a quelle delle tre superficie coordinate
uw = cost., v = cost., w = cost., corrispondono le tre curvature principali X,
K,, K, date dalle formole:

KL Vo (L oM\, o (L oH\l 1 0H 3H
U M, H,| dv\H, dw dw\H, dw H:H,H, 6u Odu
POSNNE SN LN RN ERT A I
7 H,H|dw\H, dw du't\H, du H:H, H dv dwv
o L Vo laomy, o (t om\[_ 1 oH oH,
s H H,)0u\H, du dv\H, dv )\ H:H H, dw dow

Si sa che, per qualunque spazio curvo a tre dimensioni, le tre direzioni
principali in un punto costituiscono un triedro trirettangolo ed esistono tre
congruenze principali formate dalle linee che seguono in ogni loro punto
una delle tre direzioni principali. Ma in generale queste congruenze non sono
normali, e non avviene che colle tre congruenze principali si possa costi-
tuire un sistema ftriplo ortogonale. Quando questa circostanza si presenta
si dird che lo spazio curvo & normale; 1’elemento lineare di un tale spazio
assumera la forma (3), soddisfacendo H,, H,,” H, alle equazioni (£).

Cosl ogni sistema triplo coniugato dello spazio euclideo da luogo ad in-
finiti spazi curvi normali, poiche i coefficienti H,, H,, H; possono alterarsi
ciascuno per un fattore funzione arbitraria di «, v, w rispettivamente. E vi-
ceversa ad ogni spazio curvo normale sono associati infiniti sistemi tripli
coniugati, dipendenti da tre funzioni arbitrarie.

(*) Qui come in seguito i richiami alle: Lezioni di geometria differenziale si faranno
colla indicazione del volume e del paragrafo, o pagina.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXITII. 19
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SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DEL CATENOIDE,

Il DarBoux ha dimostrato (L. e. n. 1042) che ai sistemi differenziali ecom-
pletamente integrabili del tipo («) sono applicabili le sostituzioni di LAPLACE.
Interpretando geometricamente questo risultato si ha una costruzione geo-
metrica che permette di dedurre da ogni sistema triplo coniugato noto (u, v, )
sel nuovi sistemi, in termini finiti (1. ¢. n. 1052). Basta per questo, per cia-
scuna superficie S di una delle tre serie, p. e. delle w = cost.,, condurre le
tangenti alle linee (v) (o alle (u)); queste formano una congruénza rettilinea
di cui la S & una delle due falde focali, mentre la seconda falda focale S,
descrive, al variare di S, una famiglia (S,) appartenente ad un nuovo sistema
triplo coniugato (u, v, w).

Seapplichiamo in particolare questa costruzione ad un sistema triplo orfo-
gonale (u, v, 1), le seconde falde focali S, diventano manifestamente il luogo
dei centri di curvatura (di un sistema) per le superficie v=cost. e si ha
quindi il teorema: Da ogni sistema triplo ortogonale si ottengono sei sistemi
tripli coniugati assumendo, delle superficie di una qualunque delle {re seriele
prime, ovvero le seconde falde dell’evoluta. I da osservare altresi che per
questi sistemi tripli coniugati le linee (v) del sistema coniugato sulle .S, sono
linee geodetiche.

Particolarizziamo ancora questo risultato e supponiamo che nel sistema
triplo ortogonale (u, v, ) le superficie 20 = cost. siano a curvatura costante

1 . . . .
K== Yok dove R sard in generale una funzione di w:R = R (w), e diven-

terd una costante nel caso dei sistemi di Weingarten. Supponiamo p. es., per
fissare le idee, che K sia negativa e le w = cost. siano quindi superficie pseu-
dosferiche . Applichiamo il teorema precedente alle prime e seconde falde
delle evolute delle superficie pseudosferiche. Queste sono tutte superficie S
applicabili sul catenoide; di pitt sulla S e sulla ¥ si corrispondono i sistemi
coniugati, e in particolare alle linee di curvatura (u, v) di ¥ corrisponde
sopra S un sistema isotermo coniugato. Pertanto i sistemi tripli coniugati
(u, v, i), che cosi si ottengono, godono delle proprietd seguenti:
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con una famiglico di superficie applicabili sopra quadriche. 143

1.2 ciascuna superficie S della serie 1w = cost. & applicabile sul catenoide,
2.2 le trajettorie (w) segnano sulle S una corrispondenza che conserva
@ sistemi coniugalti.

Per queste proprieta gli attuali sistemi tripli coniugati si ravvicinano
evidentemente a quelli con una serie di deformate di quadriche (vedi Pre-
fazione), come gid in riguardo alla teoria dell’applicabilita le singole defor-
mate del catenoide si comportano analogamente alle deformate delle qua-
driche.

L’analogia si spinge ancora piti in la per la teoria delle trasformazioni.
E invero del sistema triplo ortogonale pseudosferico (u, v, w) si prenda un
altro tale sistema derivato per una trasformazione qualunque B¢ di BACKLUND
(Vol. 11, § 433). Se delle superficie = cost. dei due sistemi prendiamo le
falde omonime della evoluta, queste sono superficie applicabili sul catenoide,
legate fra loro da una corrispondente trasformazione asintotica (Vol. 11, § 397);
dunque: I sistemi tripli coniugati contenenti una serie di deformate del ca-
tenoide ammellono trasformazioni asintotiche in (00®) sistemi della medesima
specie.

Abbiamo qui supposto K <C0. Nell’altro caso K >0 il risultato & perfet-
tamente analogo, le superficie S essendo allora applicabili sulle evolute delle
superficie a curvatura costante positiva. Perd in questo caso le corrispon-
denti trasformazioni asintotiche diventano immaginarie.

§ 4

R1CHIAMO DELLE FORMOLE
PEI SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI A CURVATURA COSTANTE.

Per il ‘'seguito delle nostre ricerche dobbiamo sempre riferirei alle for-
mole fondamentali, relative ai sistemi tripli ortogonali (u, v, ), nei quali le

. . . . 1
w == cost. siano superficie a curvatura costante K = == o oD R =R (w),
che qui torniamo per comoditd a trascrivere, distinguendo i due casi di
1 o1
K=—p K=+p
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144 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coningati

1° caso: K= — % L’elemento lineare d s dello spazio, riferito al si-
stema triplo ortogonale pseudosferico (u, v, w), assume la forma caratteristica
2 2 2 2 2 2 90\ 2 4

ds* =cos’*du’+sen*ddo’ -+ R 570) d ws %)

dove la funzione 6 =0 (u, v, w), e le due funzioni

_toee 1 &
T cosh dudow’ T senh dvdw

sono legate fra loro dal sistema differenziale seguente (che rappresenta le
condizioni di LaME per I'appartenenza dell’elemento (4) allo spazio euclideo):

00 8 h sen 6 cos &

ouw  dvt R
80 96
auaw=Acosﬂ, észsene 0
"8 A o0 1 8 [senf o4 b
m:ﬂ3+§m(—a) bv — oul
oB_ a0 9B __ 00 1 o (eosh)
du  dv 7 dv dm R 0w R) }

Indicando poi con x, ¥, # le coordinate di un punto mobile nello spazio
espresse per u, v, w.e con (X,, Y,, Z,), (X,, Y, 4,), (X;, Y,, Z,) 1 coseni di
direzione delle normali alle superficie # = cost., v = cost., w = cost., sussi-
stono le formole del quadro seguente:

g%zcosﬂX,, %%"—zsenﬂ'xﬁ, %:R%ﬁ&,
n =R, i, Sy, .
35\;2=*Se?.:8x" 884\;3300;,"&, %‘%:_R(AX,+BX2>, /1

colle analoghe rispetto agli assi y, 2.
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2.° caso: K =—}—E}2- In questo caso l'elemento lineare dello spazio

pud seriversi

d s* = senh® 6 d w’ + cosh® 8 d v’ + R* (;%)udwz (R=R(u)); (5)
le equazioni (I) sono sostituite dalle altre:
a0 n 8’6 senhfcoshb
ou’ v R
2 2
é,—e—=Asenl]6, ﬂ—choshG
dudw dvdw an
od_ 00y, 1 o (wsht) od_ o
du  dwv R ow\" R ) ov du
OB_00, B 98, |0 (senhs
du dv’ v du R du\ R )
mentre le corrispondenti alle (I*) si scrivono:
o dw , dx ., 06
?W:beﬂheX” W:CObhez\z, m——Rme
2X, 06 cosh 6 X, 46 o0X,
on —*%KQW_R—X“ v _ﬂXz’ dw =rkd. X (1%
X, 86 0X, 88 senh 0 8xX,
Pu "aei Fo T T ewT R e gp BB
X, cosh6 ., d8X, senhb X, .
ow = R X Py T g Yo gp - TEUAXFBX)

Rispetto ai sistemi di equazioni a derivate parziali (I) e (II) per la terna
di funzioni 6, 4, B, & da osservarsi che basta introdurre le due nuove fun-
8_6, 62=a~e per dar loro la forma di sistemi lineari
ou v
canonici completamente integrabili (Cf. pit oltre § 16). Ne risulta I'esistenza
e larbitrarietd del sistema integrale come dipendente da cinque funzioni ar-
bitrarie (Vol. II, § 430).

zioni incognite 0, =
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146 Bianchi: Ricerche sui sistenii tripli coniungati

§ b.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DELLA QUADRICA :

y' 42 4 (@ —y—+12)*=cost.

Cominciamo ora le nostre ricerche sui sistemi tripli coniugati contenenti
~una serie effettiva di deformate di quadriche, considerando una classe di tali
sistemi, le cui superficie S di una serie sono applicabili sulla quadrica imma-
ginaria a centro

» 9 9 1 3
Y7 —y oV — 1) = L (cost), (6)

che oscula lassoluto (Vol. 1I, §§ 308, 447). Si sa che le deformate (reali) di
questa quadrica si ottengono dalle superficie ) a curvatura costante di una
famiglia di Lami colla seguente costruzione in termini finiti:

In ogni famiglia (}) di Lamg di superficie ) a curvatura costante X i
piani osculatori delle trajettorie ortogonali della famiglia nei punti di una ¥
inviluppano una superficie S applicabile sulla quadrica (6) (L. c. § 447).

Di piu sisa che ai sistemi coniugati di ¥ corrispondono i sistemi di S, in par-
ticolare alle linee (u, v) di curvatura di ¥ il sistema coniugato perinanente so-
pra S. Ora completiamo questa proposizione dimostrando 'ulteriore teorema:

Se alla superficie Y a curvatura costante si fa descrivere la famiglia ()
di LAME, corrispondentemente la S descrive una serie (S) appartenente ad un
sistema triplo coniugalo (u, v, w). Tale sistema godra allora evidentemente
delle proprieta a), b), ¢) enumerate nella prefazione.

Per dimostrare il teorema riferiamoci alle formole riportate nel paragrafo

i
I sicche
valgono le formole (I), ([*). Per una superficie pseudosferica ¥ del sistema
w = cost. indichiamo con § la corrispondente superficie ottenuta colla co-
struzione descritta e siano &, 4, £ le coordinate del punto di S che corrisponde
al punto (x, g, 2) di ¥; sl trova allora facilmente:

precedente e supponiamo p. es. di trovarci nel primo caso K = —

JdNx

R? o , _dR
:x—aﬁ(AX,ﬁ—BXz—}._, A3) (R—dw) )
dw
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e le analoghe per =, {. Dobbiame provare (§ 1) che le tre derivate seconde
miste
Gl & & &'k
dudv’ dvow dudw

si esprimono linearmente ed omogeneamente per le rispettive coppie di de-

rivate prime
95 0k (ai 9f (g 9%
ou’ dv)’ \61)’ aw) \ou’ ow

con coefficienti identici pei tre casi. Ora se poniamo per abbreviare

Q,:AXI—\—BXQ—%X“ (8)

con significato analogo per Q,, ., le (7) si serivono

R2
— o0 (7%)

amw

AL

=X

Formando le derivate rapporto ad u, v di Q,, coll'osservare le (I), (I*),
otteniamo

o0, cosh 86 .  Asend

dun R ow s R X, }

)
a0, senf ﬂ\*_B(‘OSeX \
dv R dw’’ R "
indl dalla (7%)
0% R'Acosh ( tgh 20
= ey (e s
l‘aw
¢ *B
0t _R'Bsenff, . cotd 08
0v A R 0w
(“) (10)
o w
, 0°0
05_ a0 . R’ dQ, o’ 9RR
oo T8 o Y aay T an
oW (6—1@) 2
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148 Bianchi: Ricerche sui sistemt tripli coniugati

Ora dalle formole (1), (I*) si deducono le identitd seguenti:

9 tgh 86 | 1 1 86 66
ﬂ(“w"—rz MXS)——RTose(B t %050 20, ﬁ)X

ah o0

9 tgb o0 ) o ( o w ) tg6 99 dw ok
il ——=-_ —_ - . — X.\l—

&na( i R c9wX3 log R*cos 6 (QT R 9w \“) :

00 o0
9 coth 96 d ow coth 90 ow 0%
W(Q”‘_'- R WX3>_ ERT log(R“’ sen 6)' (Q’+ R W}"‘)_ ’

_ lgb 96
R 0w

dalle quali segue che a—a{)(n

Xg) si compone linearmente con

5 g (9 z . . 8 t(re 19 9 (9 £ 5 Z .
5, 25, g 1 9Y °5, %>, :
o’ 20 similmente am (s . T Xs) N e infine

2] cotf® 90
W(Q’—'—‘R mXx) N oy T

La proposizione & cosl stabilita e risulta inoltre dai nostri caleoli che 1 va-
lovi di H,, H,, H, corrispondenti, secondo il § 1, a questo sistema Ltriplo co-
ningato sono dati dalle formole

A B 1
sz&e’ Hg:&fj’ }I:;:,E' (11)
o w onw ow

Se ricordiamo poi (Vol. III, § 104) che le trasformazioni B, di BACKLUND
per le superficie pseudosferiche ¥ si traducono, per le deformate S della
quadrica (6), nelle trasformazioni B, della teoria generale, ne deduciamo:
Gli attuali sistemi tripli coniugati ammetlono trasformazioni asinlotiche B, in
altri sistemi della medesima specie.

Un caso particolare notevole di questi sistemi tripli coniugati si ha quando
la curvatura K delle superficie ¥ € una costante assoluta. Allora il sistema
triplo ortogonale & un sistema di WEINGARTEN e le superficie S sono le comple-
mentari delle ¥ rispetto alle geodetiche ortogonali ai circoli di livello (Vol. I,
§ 440); la quadrica (6) & da sostituire con una quadrica che iperoscula l'as-
soluto. Dunque: Se in un sistema triplo ortogonale di WEINGARTFN di cia-
scuna superficie Y a curvatura costante si assume la complementare S rispetto
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cor una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 149

al fascio di geodetiche ortogonali alle linee di livello, la serie (S) apparliene
ad un sistema lriplo coniugato della nostra specie.

Ancora pit in particolare, se il sistema di WEINGARTEN & pseudosferico
ed a flessione costante (Vol. II, § 4%1), il sistema (S) diventa alla sua volta
il sistema pseudosferico complementare.

§ 6.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE:

2
g

@HyyV= 1) = =2 —yy—1

La costruzione del paragrafo precedente, come quella del § 3, conduce
dalle famiglie di Lam% a curvatura costante ai corrispondenti sistemi tripli

. . . . . . [ .
coniugati senza alcun calcolo d’integrazione. Qui trattiamo altre classi di tali
sistemi ftripli coniugali che si deducono dalle famiglie stesse di Lamg per
quadrature. Sono questi 1 sistemi tripli coniugati contenenti una famiglia di
superficie applicabili sul paraboloide immaginario

@ gV = —w— g,

tangente nel centro all’assoluto (Vol. 111, § 100).

Partiamo p. es. da una famiglia pseudosferica (¥) di Lawmg, e da ciascuna
superficie ¥ deduciamo, nel noto modo (l. ¢.), una superficie S applicabile
sul paraboloide:

(m+y¢—_l) +%=m~y\/—~1, (@)

procedendo come segue. Introduciamo le tre distanze

W,=8SaX,, W.,=SaoX, W,=SzX,

dellorigine dalle tre facce del triedro principale nel sistema triplo ortogo-
nale (u, v, w), e per le formole (I*), § 4, avremo per W,, W,, W, il seguente

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXI1II. 20
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150 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

sistema lineare
oW, 90 sen 0 oW, 9% oW,

3w —%W2+TW3+COSO’ 9 v _é—@th’ W=RA.1/V3

oW, a8 oW, a8 cos 0 oW,

ou —-—‘% 19 W_ ﬁlV,fTWs—ksen@, W—RBWS (19)
oW,  senh oW, cosh oW, o0

ou TW" dv R W, dw ——R(AW‘+BW2)+R¢9—W'

Se indichiamo con ¢, 4, { le coordinate del punto della superficie S (ap-
plicabile sul detto paraboloide), che corrisponde al punto («, 9, 2) di ¥, avremo
£, n, { per quadrature dalle formole

= (wcosh —Rsenh X,). W,

ot
ou 13
EY) (13)
v

= (xsen 0 4 Rcos ) X,) W,,

e dalle analoghe per s, {. La condizione d’integrabilitd per queste equazioni
¢ identicamente soddisfatta, perche, calcolando dall’'una o dall’altra delle (13)

2z
il valore di “aL, si trova concordemente :
dudv
& dlogW, 8¢  dlogW, 9 & (14)
ouwdv  dv Ou ' du dw

La superficie S, corrispondente ad un dato valore di w, & determinata
dalle (13) a meno di una traslazione nello spazio; essa corrisponde alla su-
perficie pseudosferica ¥ per sistemi coniugati, in particolare il sistema (u, v)
¢ sopra S il sistema coniugato permanente nell’applicabilita sul paraboloide (a)
(cfr. Vol. III, § 100). Ora, se facciamo variare w, la § descrivera una fami-
glia (S) di deformate del paraboloide (a), e noi, delerminando convenienle-
menle le tre rispetlive funzioni arbitrarie di w, additive in &, n, § secondo le (13),
vogliamo cercare di costituire una famiglia (S) appartenente ad un sistema
triplo coniugato (u, v, w). Per questo confrontiamo la (14) colla («,), §1 ed
identifichiamole ponendo

H=W, H=W,;

successivamente dalle (£,), (£.), § 1 deduciamo

dlog H, dlogW, dlogH, 9logW,
duw ~ du ov  dv

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 151

onde ponendo: H,= W,, H,= W,, H, = W, veniamo a soddisfare anche
alla (8;). Ed ora dalle due seconde equazioni («) si trae

“

Fe 8 , __0logW, 0%  dlogW, 0%
auaw—m[(wsene—l—ﬁ:cos6X3)W2]— dw v dv  dw
&£E 9 __OlogW, 88  2alogW, 8¢
auaw—a‘w[(wcose—Rsen9X3)Wl]—— ow auT ou aw

e dall’'una o dall’altra di‘queste segue per %—i—; il valore

0 . . ,
—=;m%% —R(4X,+BX,)+ R X, zR W;.

Draltra parte le due condizioni d’integrabilitd per quest’ultima, confron-
tata colle (13), si trovano soddisfatte. Possiamo dunque concludere: La nuova
classe di sistemi tripli coniugati (u, v, w), con superficie w = cost. applica-
bili sul paraboloide (a), & definita per quadrature dalle formole:

08 _

aufwl(mcose—RseneXa)

13

o =W, (xsen 6§ + RBcosf X,) (15)
8¢ | a0 2 ’
m_RWaja?m_‘R (AX1+BX2)+R Xa :

Segue poi anche facilmente, dai risultati stabiliti al Vol. I, § 101: Gl
attuali sistemi tripli coniugati ammetlono trasformaziont asinlotiche B, in si-

stemi della medesima specie.
Abbiamo supposto fin qui la famiglia (¥) di Lamg pseudosferica. Se fos-

simo invece nel secondo caso K= ng del § 4, valendo le (II), (II*), alle (15)

si sostituirebbero le altre

a3 =W, (x senh § — R cosh 6 X,)
ou
_‘97) =W, (x cosh 6 — R senh 6 X)

9 _pwle i mux +Bx)—FX]
ow ow
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le quali definiscono, a meno di una traslazione nello spazio, un sistema triplo
coniugato (u, v, w) colle superficie della ‘serie w == cost. applicabili sul pa-
raboloide

(x+y \/?1)2~zv=w—y¢——1-

§ 1.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DI QUADRICHE
A CENTRO ROTONDE.

Nelle mie ricerche del 1899 sulla inversione dei teoremi di GuicHARD relativi
alle deformate delle quadriche rotonde (*) ho stabilito il sistema di equazioni
differenziali dalla cui integrazione dipende la ricerca delle superficie appli-
cabili sulle quadriche, di rotazione attorno all’asse focale, associate ad una
data superficie ¥, a curvatura costante. Ogni soluzione nota di questo sistema
conduce ad una nuova superficie ¥, colla medesima curvatura costante, e
legata a ¥ da una trasformazione reale composta di due trasformazioni op-
poste di BAcrLunp, reali ovvero puramente immaginarie. Sussistono inoltre
le proprietd geometriche seguenti: Le normali alle superficie X, ¥ in coppie
(P, P’) di punti corrispondenti si incontrano in un punto P, (equidistante
da P, P’), il quale descrive una superficie S, deformata di una quadrica a
centro rotonda; sulla S, isistemi coniugati corrispondono a quelli di (T, &),
in particolare quello coniugato permanente alle linee di curvatura.

Passando dalle superficie a curvatura costante isolate alle loro famiglie (})
di Lamg, ho anche dimostrato (negli ultimi capitoli della Memoria citata) che
le dette frasformazioni reali sono pure applicabili a queste famiglie (¥) di
Lawm# (cfr. Vol. II, § 438); ed & appunto di questi risultati che ci serviremo
ora per costruire sistemi tripli coniugati con una famiglia (S,) di deformate
di quadriche a centro rotonde. Dimostreremo per cid che sussiste I'ulteriore
proprieta: Se nella costruzione precedente si fa percorrere a ¥, Y le coppie d?

© (*) Vedi la Memoria: Sulla teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura costante
(Aunali di matematica, T. III della Serie 3%).
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superficie corrvispondenti in due famiglie di Lavg (), (¥) a curvatura co-
stante, legate da una delle dette trasformaziont, la deformata S, della quadrica
rotonda descrive una fanviglia (S,) appartenente ad uno dei nuovi sistems tripli
coniugali. .

Si ricordi poi che, nel caso della curvatura K negativa, le coppie (), (¥)
di famiglie pseadosferiche di Lamf ammettono trasformazioni reali B, di
Bickruwsp in altre tali coppie, onde segue che le famiglie (S;) di deformate
di quadriche rotonde ammettono trasformazioni reali asintotiche B, in altre
famiglie della medesima specie.

Descritta cosl la generazione geometrica dei nuovi sistemi tripli coniu-
gati con deformate di quadriche rotonde dalle famiglie (}) di Lami a curva-
tura costante K, andiamo a stabilire le formole effettive, separando i due casi
di K<<0, o K>0.

§ 8.

CAso DI K NEGATIVA.

Partiamo da una famiglia (¥) di Lamf a curvatura costante negativa

Ifz—j%,’deﬁnita dalle formole (I), (I*) § 4. Al sistema di equazioni dif-

ferenziali fondamentali per le ricordate trasformazioni si pud dare la forma
lineare omogenea seguente, dove A, M, &, W indicano quattro funzioni in-
cognite di u, v, w € ¢ una costante arbitraria:

@:cosﬁd, g—z:senel‘.[, j—i~R(—9—16 w
gizccose.®+1 RRsenG W+ 6 ,j‘: ‘%ZM,%=RA.W
g__i‘fz_j_g/( a—‘%l_csene qn—i—lgR cos W — 59—9,/1 %\!_RB W) (III)
=

a6

=cRF. W—}—cR—tb—RA 44— RB. M.

In forza delle (1) § 4, questo & un sistema completamente integrabile : esso
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154 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

possiede I'integrale quadratico
A+ M —c® + (L — ¢ R*) W* = cost,, (16)

poiche le derivate rapporto ad u, v, »w del primo membro sono nulle per le (1II).
Per dedurre dalle superficie pseudosferiche ¥ le superficie S, deformate
di quadriche rotonde, occorre scegliere una qualunque quaderna (A, M, ¢, W)

di soluzioni delle (III) per la quale la costante del secondo membro nelle (16)
sia nulla, onde avremo

A M — 0@t 4 (1 — o B) W* =0, (16%)

Dopo di cio le formole

D 1] 1)
m":w—TVX“ yo_y———Ya, 20:z~WZ3 (17)
definiranno una famiglia (S,) di superficie applicabili sopra quadriche a centro
rotonde (immaginarie). Noi vogliamo ora verificare che queste formole (17)
definiscono appunto un sistema triplo coniugato (#, v, w), che apparterra
per cio alla classe del paragrafo precedente. Per dimostrarlo cominciamo dal

ox, dx, dx, .. 5.
50’ o0 om0 che da:

calcolare le derivate prime

R RWcosbH-}®senb

ou RW* (WX, —4X,)
%IRWSH}{OV;(DCOSG (WX, — M X,)
ji:%%ﬁc AX, —}—BXH—MO" X, s
D’altra parte sussistono le identitd seguenti:
S wx,—ax)= 0 px, —ax) (M "Igovsye)(wxg—mxa)

4 ologW AW dwx,
5o (WX — A X)= S (WX, — 4 X))+ 2= 5

9 8 log MW dx
W(WXQ—-MXa)— e (WX—~MX3)+———8W,

2

.o ’x . .
le quali dimostrano che £ (90’0 si compone linearmenie ed omogeneamente
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co (0%, 0% ilmente o @ 0%, 9%) o infine & , con
n (&u’ gv) SN B e w du  ow)’ dvdw

/

\%%9, %%) 1l sistema (u, v, w) definito dalle (17) & dunque in effelto un

sistema triplo coniugato. Dai calcoli stessi eseguiti si deduce poi che i va-
lori corrispondenti di #,, H,, H, (§ 1) sono dati qui dalle formole

®cosh ¢

¢ sen B
ww: B

Illzcose—]——ﬁ, H, —=senh —

Si & gid detto che le superticie S, della serie 7% = cost. sono applicabili
sopra quadriche rotonde, che nel caso attuale (KX <CO0) sono perd immagi-
narie. Ma si puo anche assumere come superficie tipica su cui la S, & ap-
plicabile una superticie rotonda reale, precisamente (Vol. 1I, § 259):

un catenoide accorciato se 1—cR*<<O
un sinusoide iperbolico se 1—cR'>0

la superficie logaritmica se 1—c¢R*=0.

In quest’ultimo caso R & costante ed il sistema triplo ortogonale & un
sistema pseudosferico di WeiNagarTEN. B notevole il caso in cui questo si-
stema (¥) da luogo ad una serie infinita di sistemi contigui complementari
(Vol. I, § 445):

... (2_2)7 (2—1)7 (2)7 (21)’ (22) crr

estendentesi all'infinito nei due sensi. In tal caso, possiamo dedurne, senza
alcun calcolo d’integrazione, una catena corrispondente di sistemi tripli coniu-
gati con una serie (S,) di deformate della superficie logaritmica di rotazione.
E invero due sistemi come (¥,), (¥_,) contigui a destra ed a sinistra ad un
medesimo (¥) si trovano nelle condizioni geomelriche descritte al paragrafo
precedente, e le normali in punti corrispondenti a due superficie ¥,, ¥, si
incontrano in un punto P, che descrive una tale superficie. La famiglia (S,)
appartiene al sistema triplo coniugato.
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156 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

§ 9.

Caso p1 K POSITIVA.

Supponiamo ora K >0 e riferiamoci alle formole (IT), (1I*) § 4. In questo
caso al sistema (III) & da sostituirsi 1l seguente:

j—:::senho./t, j—jzcoshﬂ.l\f, j—;%zR:—:j).W

%———j—gﬂl—{—csenhe @—CR;:_l hGW&A g@ebMo"m“RA W

gi:f z—z ,% g—e—AqLccosh%— RR+1se ho.W, LM_RB W (IV)
40

——¢RRW-+oRS- ¢ —RAA—RBN,

dove ¢ indica nuovamenle una costante arbitraria. Il sistema, (IV) & comple-
tamente integrabile, a causa delle (II), e possiede 'integrale quadratico

A+ M —cd® - (c R+ 1) W = cost. (18)

Prendiamo anche qui una quaderna (A, M, ®, W) di soluzioni delle (IV)
per la quale la costante del secondo membro sia nulla:

A M — a4 (e R 1) W2 =0, (18%)

e le formole stesse (17)

Xy = — ecc.

I/V 37
daranno, per ogni valore di m, una superficie S, applici..... . opra una qua-
drica reale di rotazione attorno all’asse focale. Precisamente la quadrica sara
un ellissoide allungato se la costante ¢ &€ negaliva, un iperboloide a due falde
se ¢ e positiva; questa quadrica resterd la stessa se B & costante, in gene-
rale varierd con .
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Ora andiamo a verificare che, al variare di w,la S, descrive un sistema

triplo coniugato (u, v, w). Per questo calcoliamo le derivate prime di @, colle
formole

dx, RWsenh6 —&coshb

ou RW? (WX, —4X))
dx, RW cosh0— &senhb

(9’0 - . RW2 (WXL’—MXS)
b _ o QR(AX +B X))+ 2080

X
ow '
ed osserviamo le identitd

M senh 6
RW

WX, —4x)—= (WX, — A X))+

+(30 A senﬂ) (WX, — MX,)

du RW
d ., &logW AW 8w,
W(WXI_KXs)_ (WX, —4X,)+— T
0 8logW MW dx,
W(WX,—MXS)— —(WX,—MX,)+—— e

Da queste segue che le formole (17) definiscono nuovamente un sistema
(u, v, w) triplo coniugato, e pei corrispondenti coefficienti H,, H,, H, del
§ 1 si trovano i valori

H;=senh6—¢—e(§p—e, H,=—co he__(bsenhﬂ H,= s

RW S RW ' ~W

§ 10.

QUADERNE ARMONICHE DI SOLUZIONI DEL SISTEMA (IV).
TETRAEDRI CONIUGATT.

L’integrazione del sistema differenziale (III) o (IV), associato ad una fa-
miglia (¥) di Lam& a curvatura costante, ci ha condotto a sistemi tripli con-
lugati contenenti una famiglia (S,) di superficie applicabili sopra quadriche
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158 Bianchi: Ricerche sut sistemi tripli coniugati

rotonde; ma ora vogliamo provare che se ne pud dedurre ancora classi di
sistemi tripli coniugati con superficie S, applicabili sui generali paraboloidi
a paramefri puramente immaginarii:
2 2
% = % =2z \/?1

Per semplicitd supporremo E costante, e faremo senz’altro R =1, per
modo che le superficie S, nella serie w = cost, risulteranno applicabili sul
medesimo paraboloide. Premettiamo alcune osservazioni sulle quaderne di
soluzionl (A, M, &, W) p. e. del sistema differenziale (IV) (nel quale si fard
R =1), che varranno pure nei casi analoghi che incontreremo in seguito.

Si e gia detto che per ogni tale quaderna di soluzioni & costante I'espres-
sione

A M? —cd* (c+ 1) W7,

onde segue, poiché il sistema & lineare omogeneo, che per due quaderne qua-
lunque di soluzioni (4, M, ®, W), (4, M, &, W) & costante I'espressione

Q=AdA+MM-—cod+(c1) WW.

[La stessa cosa si puo verificare direttamente dalle (IV) ed analoghe
per A, M, o, W, provando che le tre derivate di @ si annullano].

Ora diremo che le due quaderne (4, M, ®, W), (A, M, &, W) sono ar-
moniche quando sia

AA+MM—cod+(c+1) WW=0.

Manifestamente per ottenere due quaderne armoniche di soluzioni hasta
legare i valori iniziali delle due quaderne, per un sistema iniziale di valori
u, v, 1, delle variabili, in guisa che si annulli inizialmente 'espressione Q
sopra seritta.

La denominazione di quaderne armoniche risponde alle considerazioni
geometriche seguenti. Riguardiamo 4, M, ®, W quali coordinate omogenee
di un punto nello spazio e consideriamo la quadrica (@) di equazione

(Q) A*+ M* — ¢+ (c+1) W =0.

Ad ogni quaderna (A, M, ® W) di soluzioni corrisponde, per ciascun
sistema (u, v, w) di valori delle variabili, un punto dello spazio; a due qua-
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con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 159

derne armoniche corrispondono sempre due punti coniugati armonici rispetto
alla quadrica (@Q).

Ora prendiamo uu qualunque tetraedro coniugato (autoconiugato) P, P,
P, P, rispetto alla quadrica (@) e, corrispondentemente a ciascun vertice
P, (r=0,1, 2, 3), consideriamo una quaderna di soluzioni del sistema (1V)

(‘4” M,, o,, Wr) "":0’ 1, 2, 3,

che si riduca alle coordinate di P, quando vi si fa u =wu,, v =v,, w=w,.
Queste quattro quaderne saranno due a due armoniche, e noi diremo bre-
vemente per cid che esse formano un tetraedro coniugato di soluzioni.

Le considerazioni ora svolte si applicano sia al sistema (IV), sia al si-
stema (III), e pitt oltre saranno invocate pei sistemi differenziali analoghi che
si presenteranno nel caso delle deformate dei paraboloidi reali. Qui, ritor-
nando al caso particolare del sistema (IV), diamo alla costante ¢ un valore
negativo, tale perd che ¢+ 1 riesca positivo, e poniamo

1 1 1 .
¢=——> l——g=1x (4, b, reali. (19)

La quadrica (@) diventa allora la quadrica immaginaria
A M* 4 — +VX: =0,
e, disponendo per ogni quaderna di soluzioni del fattore costante arbitrario
di omogeneitd, noi normalizzeremo la quaderna di soluzioni col rendere
PR T +Wa-1.

Per tal modo ad un tetraedro coniugato di soluzioni (A,, M., W, &,)
r=0, 1, 2, 3 corrisponderd un determinante ortogonale

A, I, %’, VZ
A, M, f‘-;i, -“bf—
A, M, %ﬁ, YVb_ ’
4, M, F Egi
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160 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

in particolare avremo le relazioni:
]+ &; + ¥; =a’ —
Wi4 Wi+ Wi=0"— W} (20)
oW, 4o, W, -+ <1>3_W3 =—o,W,.

§ 11.
DEFQRMATE DEL PARABOLOIDE TMMAGINARIO;
X2 X2

Le costanti a, b avendo 1l significato dato dalle (19), prendiamo come
sopra un tetraedro coniugato di soluzioni del sistema (LV). Diamo alla va-
riabile w un valore fisso lasciando u, v variabili e verifichiamo che le tre

espressioni
d.do, — W;'d Wo (71:17 Qa 3)

sono differenziali esatti. E infatti, esprimendole in coordinate u, », abbiamo
per le (IV) (ove si faccia B=1) ,
o, dd, —W,dW, = 4, (v, senh 6 — W, coshd) d u + M, (¢, coshf® —W; senh 8)dv,

e basta verificare la condizione d’integrabilita
;9% [Ao (¢, senh 6 —W, cosh 9)] = %o [Mo (®, cosh & —W, senh 6’)].

Ma dalle (IV) segue subito che il primo ed il secondo membro di questa
hanno il valor comune

oA,
ov

(#, senh 8 — W, cosh 8) 21

(®; cosh § — W, senh 6),

cio che prova I'asserzione. Dopo cio, se introduciamo le tre funzioni y,, y,, s
di u,v, w, i cui differenziali (rapporto ad u, v) sono le tre dette espressioni,

avremo
dy,=0,d0,—W.dW, (i=1,?2, 3), (21)
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indi le formole

9Ys _ o (¢, senh 8 — W, cosh 6)'

Ju
(t=1, 2, 3) (22)
% — M, (&, cosh § — T, senh 0),
mentre dal calcolo sopra eseguito risultera
&y, _dlogA, 9y,  dlogM, 9y,

dudv v ou du v (i=1, 2, 3).

Ora riguardiamo y,, 9., ¥, quali coordinate cartesiane ortogonali di un
punto P nello spazio, e consideriamo la superficie S descritta dal punto P al
variare di «, v (rimanendo fissa w). L’elemento lineare di S sard dato per
le (21) da

i=3

ds'= 3 (@ d v, —T,dW),

ossia, per le (20), da
ds’=(a"—9)dv}+20,W,d 0, dW, -+ (b° —W?) dW:.
Se poniamo

X=ad,, Y=bWo, QZ\/—*1=¢3_“W§a (ng)
risulta
' a8’ =dX'+dY*}dz%

dunque: la nostra superficie S é applicabile sulla quadrica (24), cioe sul pa-
raboloide '
X‘Z Y2
T =24/—1
a paramelri puramente immaginarii (di segno contrario).
Dimostriamo ora di pitt che: nella corrispondenza stabilita fra i punti
di S e della superficie a curvatura costanle Y i sistemi coniugali si corri-
spondono, ed alle linee (u, v) di curvatura di ¥ corrisponde sopra S il sistema
coniugato permanente.
Per questo cominciamo dal calcolare per la S i coseni di direzione della
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normale Y,, Y,, Y;, e troveremo subito dalle (22)

Ay M, — M, 4,

N — (=1, 2, 3).

Dopo c¢id calcoliamo i coefficienti D, D', I’ della seconda forma qua-
dratica fondamentale di S:

D
[
=

& @g &y,
'D EYD > EYlﬁ av

B
<
to

Se si osservano le identita:
ﬁ«(dl- senh § — W, cosh ) = (@, cosh 6§ — W, senh 6) oh_ A,
au % £ 3 i a@b i
(9 40
— (4); senh § — W, cosh 6) = (¢, cosh ¢ — W, senh 6) 7o
ai (®, cosh # — W, senh 0) = (¢, senh9® — W, cosh 6) +M,,

si trovano per D, D', D” i valori

D=D= LM py,

N ESE

11 sistema (u, v) & dunque isotermo-coniugato sulla S come sulla ¥, e di
pit ridotto in ambedue i casi a parametri isometrici, cid che dimostra la
prima parte della proposizione enunciata. Che poi sopra S questo sistema
(u, v) sia il sistema coniugato permanente, nell’applicabilita di S sul para-
boloide (24), risulta da cid che la seconda forma fondamentale di questo pa-
raboloide & proporzionale, in coordinate ¢,, W, alla espressione d ¢®; — d W3,
la quale, espressa in coordinate u, v, manca del termine in dud v, avendosi

v o W Iw W
per le (IV) (ove R=1): dudn = du v

Facciamo da ultimo l'osservazione, senza piu ripeterla nei seguenti casi
analoghi, che la deformata S del paraboloide & gia intrinsecamente determi-
nata dalla prima quaderna di soluzioni (4,, M,, ®,, W,), poiché dai calcoli
eseguiti risulta che i coefficienti delle sue due forme fondamentali dipendono
solo da questa. La stessa cosa appare evidente dalle formole (21), poiché se,
conservando la quaderna («,, M,, W,, @,), si mutano le altre tre (4, M,,
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®,, W) nelle nuove (4, M,, &,, W), avremo

k=3 . k=3
= Y cudy, M= k21 ¢ M,,

k=3 o k=3 .
o= ¥ 5P, W;= ¥ 5P, (7' = 1, Q, 3)1
k=1

dove le ¢, sono i nove coefficienti di una sqstituzione ortogonale. Le (21)
provano allora che i differenziali d ¢, subiscono corrispondentemente la me-
desima soslituzione ortogonale, e percido: la superficie S si muove rigida-
mente nello spazio.

§ 12.

SISTEMI TRIPLI CONIUGAT! CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE
X? Y?®
o b

—=22Zy—1.

Nel risultati del paragrafo precedente rendiamo ora a w la sua variabi-
litd, e la superficie S acquisterd una semplice infinitd di configurazioni, cia-
scuna determinata dalle (22) a meno di una traslazione nello spazio. Preci-
samente come al § 6, vogliamo dimostrare che si possono fissare queste oo!
configurazioni S nello spazio in guisa che la famiglia (S) appartenga ad un
sistema triplo coniugato, per la qual cosa bastera fissare in modo conveniente
le tre funzioni di w che le (22) lasciano arbitrarie additive in y,, ¢, ¥,.
Intanto dal confronto della (23) colle formole generali del § 1, siamo con-
dofti a porre

o = A,, H,=M,,
e successivamente, confrontando le (§) § 1 colle (IV), vediamo clie basta porre

ancora
H,= W, ’

affinche le (§) siano soddisfatte. Dopo ¢io le due ultime formole (2) § 1, nelle
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quali si ponga y, per 6, danno

M, dlog W, dy:
p w[M (®, coshe — W, senh 0)] T(b cosh f — W, senh 0) +T ik
g W _ dlog W, 9y:
T [zl0 (®; senh 6 VI/I/,. cosh 6)] = - W,cosh 8) - —>—° TR T
ovvero
a1 e .
%UMW 0?@ A, % (¢, senh 9 —- W, cosh 9),
95
(910g‘W0¢91¢_ (25)

0
2 T M, —(m(‘b,. cosh § — W, senh 9).

Eseguendo le derivazioni colle (IV), queste forniscono concordemente

3y _ v (99 oW,
M*Wo(m"’-’“ aw)’

e dall’ultima delle (IV), osservando le (19), risulta

3 W, b 80 .
G = o 5 & (A 4,+ BM),

e quindi in definitiva

ETR a8
Yy W((9 b, 44 4, —{—BM)

Associando quest’ultima alle (22), veniamo a definire per quadratura le
tre funzioni

Y=y (u, v, W), Y=y (%, v, W), y,= Ys (u‘y v, 1)

colle formole seguenti:

2y, |

b—% = A, (b, senh 6 — W, eosh )

9Yi 2y b

av — Mo (¥, cosh & — W senh 0) (26)
9 Y.

3y _ 20
Y W(a__q) A4, —',—BM)
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Resta soltanto da dimostrare che sono soddisfatte le ulteriori condizioni
d’integrabilitad :

3 , 0 ae
' (27)
8

[Mo (4, cosh f — W, senh 6)] b* % [Wo (6 w

To ¢>‘+Azli—|—B1\[i)]

Ma dalle (25) risultano le identita

% (@, senl § —7, cosh b) — b* cosh e(ﬂ

M¢;+A4+BM.-)

d . . 29
ﬁ(q)‘ cosh § —W,senh ) =b senhe(&wdi—{—AAA—BZ\L)

e si trova d’altronde direttamente dalle (I1) § 4, e dalle (1V) § 9

b?m(—a—% A4, +BM) A (#, senh § — W, cosh 0)
, 8 (b
b 30( G, A A, —{~BM) B (¢, cosh § —W, senh 6);

con queste formole le (27) sono immediatamente verificate.
Da tutto cid si conclude che le (26) definiscono per quadrature, a meno
di una traslazione, un sistema triplo (u, v, ) coniugato il quale gode delle
proprietd seguenti:
1.* Le superficie S della serie #w = cost. sono tutte applicabili I'una
sull’altra e sul paraboloide (24);
2.2 Sopra ciascuna S il sistema (u, v) & il sistema coniugato perma-
nente;
3.2 Le trajettorie (w) segnano sopra le § una corrispondenza che con-
serva 1 sistemi coniugati. : .
Queste proprietd corrispondono precisamente alle a), b), c¢) della pre-
fazione.

re
L
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§ 13.

CASO DELLE DEFORMATE DEL PARABOLOIDE:

Xy —
?—}—F_QZ\/—L

[Zanalisi esposta nei due paragrafi precedenti puo ripetersi per le fami-
¢glie pseudosferiche di WringarTEN € per il sistema differenziale (III) § 8,
nelle quali formole faremo ancora B = 1.

. . 1 .
Si dia alla costante ¢ un valore negativo ¢ = — ge © siponga

1

B (28)

talche la relazione quadratica (16) § 8 potrd nuovamente normalizzarsi nella:

¢? w2

LM A =1

Prendiamo ancora qui un tetraedro coniugato di soluzioni (4,, M,, ®,., W)
r=20,1,2 3, ed osserviamo che, fenendo fissa la variabile w, le tre espres-
sioni:

dy,=0¢,do,+W,d W, (t=1, 2, 3) (29)

sono differenziali esatti. Si ha invero

%zdu (¢, cos # —W,sen h) 2
ou

a1,

s0 — M, (¢, sen 6 + W, cos 0),

~

e di qui concordemente

&y, _ dlogA, oy,  dlog M, oy,
dudv  dv du EXTRX

Il punto di coordinate ortogonali ¥,, ¥., ¥ descrive, al variare di u, v
(restando fissa ), una superficie S il cui elemento lineare ds caleolato
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dalle (29), coll’osservare le (20) § 10, ha il valore
ds*=(a*—)do? —2,W,d d, dW, +— (b° — W) dW3.
Questo appartiene alla quadrica di equazioni parametriche
X=ao,, Y=0W,, 2/—1Z=a0:4+W3,
vale a dire al paraboloide |

2 2 o .
%+§T=Q\/—1Z, (24%)

di parametri puramente immaginarii positivi a*, b*. Si osservi che, essendo

per le (28) bl2 ——alz——: 1, & sempre b* <a’, onde viene qui escluso il caso

del paraboloide rotondo (b* = «a®); ma, eccettuato questo caso, basta sosti-
tuire un paraboloide omotetico per avere il pit generale paraboloide a pa-
rametri puramente immaginarii (positivi).

Ed ora, come al paragrafo precedente, facciamo variare w, ed otterremo
oo' configurazioni della deformata S del paraboloide (24¥), ciascuna deter-
minata dalle (20*) a meno di una traslazione. Possiamo fissare i parametri di
questa traslazione in guisa che la famiglia (S) appartenga ad un sistema triplo
coniugato; e invero il procedimento stesso del § 12 conduce qui alle formole:

aaiu == A, (P, cos § — W, sen 0)

Y.

B M, (®,sen 6 4w, cos H) / (30)
Y _ 4, (ﬂ Ad— ’

(9’}/() —-b WO (97/0 q),' AA; BM:')’

‘che definisce per quadrature il sistema triplo coniugato richiesto, le condi-
zioni d’integrabilita trovandosi identicamente soddisfatte.

Anche qui, come al § 11, si prova che la corrispondenza fra ¥, S con-
serva i sistemi coniugati ed alle linee (u, v) di curvatura di ¥ fa corrispon-
dere sopra S il sistema coniugato permanente.

Aggiungiamo infine che dalle trasformazioni B, di BAckLUND pei sistemi
pseudosferici di WeINGARTEN si possono dedurre corrispondenti trasforma-
zioni B, degli attuali sistemi tripli coniugati. Ma noi tralasciamo qui di seri-
vere le formole corrispondenti, i calcoli a ¢id necessarii essendo affatto simili
a quelli che eseguiremo pilt oltre nel caso dei paraboloidi reali (V.'§ 24),
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§ 14

(CASO DEL PARABOLOIDE IMMAGINARIO ROTONDO :
X*4+Y'=22/~1

Il modo che abbiamo tenuto sopra per dedurre dai sistemi pseudosferici
di WEINGARTEN 1 sistemi tripli coniugati (u, v, w) con superficie S della serie
w = cost. applicabili sul paraboloide (24*) escludeva il caso del paraboloide
rotondo (a® =b"). Diciamo perd subito che anche in questo caso limite esi-
stono 1 corrispondenti sistemi tripli coniugati; li avremmo trovati inclusi nel
caso generale se invece che dai sistemi di WEINGARTEN nello spazio euclideo
fossimo partiti da quelli nello spazio ellittico, il caso limite corrispondendo
allora a quello dei sistemi di WEINGARTEN con superficie a curvatura totale
nulle in geometria ellittica (¥). Dalla Memoria sottocitata prenderemo ora
le formole che occorrono al nostro scopo, prescindendo dal loro significato
geometrico per lo spazio ellittico.

[ sistemi tripli coniugati con una serie di deformate del paraboloide ro-
tondo immaginario dipendono dal seguente sistema differenziale per due fun-
zioni incognite 6, w delle variabili u, v, w:

80 dw 08 dw

du_ dv’ dv du
o0 8% 0
— = cos  sen o, — = sen f cos .
Sudw ‘

)

ovow

I teoremi generali sulle equazioni a derivate parziali (cf. pit oltre § 16)
mostrano che le soluzioni (9, o) del sistema (V) dipendono da quatiro fun-
zioni arbitrarie di una variabile ciascuna. Come ho dimostrato al § 15 della
Memoria ora citata, le coppie (8, w) di soluzioni delle (V) dipendono biuni-
vocamente dalle coppie di superficie pseudosferiche arbitrariamente scelte
nello spazio euclideo; cosi anche ad ogni tale coppia di superficie pseudo-
sferiche verra a corrispondere un sistema triplo coniugato con deformate del

(*) Vedi la Memoria: Sulle superficie a curvatura nulla in geometria ellittica (Annali di
matematica, T. XXIV, della Serie II [1896]).
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paraboloide rotondo immaginario. Supposto che (f, w) sia una coppia di so-
luzioni delle (V), si consideri nelle quattro funzioni incognite (w, &, =, {) il
seguente sistema lineare omogeneo

g%:cose.vx, j—”ﬁ:sene.t, %z.‘%g

j*i=—sen6.'n, g—g=cos6.z, ‘%Ejz_j_:;w—senw.n——cosw.( o
2—2=—cose,m—}—sen6€—}—%ﬁ, %zg—zz, %_—_senm.’é
j—s=—j—gw, %=—Sene.w~—cos6.5—3—£n, (%:-cosco.i.

Questo &, in forza delle (V), un sistema completamente integrabile e di
pilt orfogonale. Se ne consideri una quaderna di soluzioni (w,, &, w,, )
(r=0, 1, 2, 3), appartenenti ad un determinante ortogonale

Xy Co Mo Z.o
x & .Cl
L2 E2 Ny .Cz
®y & omg G
e si determinino per quadrature le tre funzioni y,, y,, ¥, di w, v, w dalle

formole

8y,

T = N0 (2, cos 6 — &, sen 6)

%%5 =, (@, sen H £, cos 0) (32)

2y, ,

%z——io (1, sen o -+ ¢, cos ),
che tengono qui il luogo delle (30). Le condizioni d’integrabilitd risultano
identicamente soddisfatte e le formole precedenti definiscono un sistema

triplo coniugato (u, v, w) pel quale si ha

HLZ")O’ sztm Ha':.Eo-

Ora consideriamo una superficie S della serie w = cost.; lungo la S ab-

biamo
dyi=midw0+&.‘.-d50 (Z:L 9-')7 3)7
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onde per 'elemento lineare ds della S
d's?:(1_mg)dwg—gmogodmod60+(1 —Eg)dgﬁ,

cio che corrisponde a porre a° = b* = 1 nelle formole del § 11. Le superficie S
sono dunque tutte applicabili sul paraboloide rotondo immaginario

X=uwm,, Y=E&, 2/y—1Z=a2+£&, ossia X*+Y'=2/—1.%

Inoltre, procedendo come al § 11, si dimosira che il sistema (u, v) &
sulle S il sistema coniugato permanente; esso & isotermo-toniugato ed i pa-
rametri w, v sono isometrici, onde le pmprleta a), b), ¢) della prefazione
si trovano anche qui verificate.

§ 15.

PROPRIETA GEOMETRICHE DI QUESTI SISTEMI.

Consideriamo in uno dei sistemi tripli coniugati (u, v, w) ora trovalile
tangenti alle trajettorie (w) nei punti di una superficie S (w ==cost.) defor-
mata del paraboloide rotondo, e dimostriamo che ha luogo la seguente pro-
prietd: Le tangenti @ queste trajetiorie (w) sono normali alle deformate dei
paralleli del paraboloide.

Questa proprietd, che si ripete nel caso delle deformate del paraboloide
rotondo reale (vedi § 29), merita di essere rilevata perche appartiene in ge-
nerale a classi di sistemi tripli coniugati con una serie di deformate di qua-
driche rotonde qualunqgue.

Per verificarla nel caso nostro, osserviamo che sulla S le deformate dei
paralleli (linee di egual curvatura) sono quelle di equazione af - & = cost.,
e quindi di equazione differenziale:

du:dv=7,,(x,send - &, cos ) : — =, (x, cos 6 — &, sen ).
Se indichiamo adunque con Z,, Z;, Z, i coseni di direzione della tan-
gente a queste linee, abbiamo

Z, — 50 m‘—m(» Ei

s W s (=1, 9, 3).
Va8 ( )
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Ora si hanno le identita

Yn, Z,=0, ZCiZi:()?

i 2

e per cio anche dalla (32,)
0y
< m Zi = 0,
cid che dimostra la nostra proposizione.

Un’altra interessante proprietd degli attuali sistemi tripli coniugati
consiste in questo, che essl sl presentano a coppie di sisfemi complemen-
tari, secondo il teorema:

Se di ciascuna superficie S nella serie w = cost. del sistema triplo coniu-
gato si prende la complementare S, rispetto alle geodetiche deformate dei mie-
ridiani del paraboloide, queste superficie S (che sono applicabili sul parabo-
loide stesso) appartengono ad un nuovo sistema triplo coniugato della medesima
specie.

Analiticamente & la simmetria delle equazioni fondamentali (V) in 0, o
che pone in evidenza il sistema complementare, poiche dalle (V) si deduce

& w o

———=cosnsend, ———=sgenwcosh
duéw v dw ’

sicche possiamo scambiare nei nostri risultati # con . Ora se indichiamo
con x,-%, 0, L ivaloridi @, & «, { corrispondenti ad o, questi sono dati dalle
formole di sostituzione ortogonale

—ncoso—7isenw = —acosd |+ Esenbd

Rt

E—=_—-%seno—{cosmw {=wxsenh -+ £cosb.

Le coordinate y, di un punto che descrive il nuovo sistema sono date,
a meno di costanti additive, dalle formole corrispondenti alle (32):

——1" =1 (.}0 Cosw—i Senm)
Ju o e !

Y: = (w.senm+£iCOSm)
¢91J =0 :
° Y: = £ (-n.senO—l—E.cosG)
67 0 i i 2
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che possono anche scriversi per le precedenti:

(9 —,' )

&—z = 4,(E sen  — x, cos 0)

%%" = —7, (%, cos 0 -, sen ) (33)
OYs _ £, (n, s€n 0+ {, cos ).

ow e 0

D’altra parte, se si calcolano direttamente le coordinate %, di un punto
della superficie complementare S delle S, si trova semplicemente

@; =Y — Ly X; — Eo E_,-, (34')

e queste, derivate rapporto ad u, v, w, danno in effetto le (33).

La trasformazione (involutoria) ora considerata dei nostri sistemi tripli
coniugati corrisponde alla trasformazione complementare dei sistemi di Weix-
G¢ARTEN a curvatlura nulla nello spazio ellittico (efr. m. c. § 16). Pilt in ge-
nerale, esistono per questi sistemi tripli coniugati trasformazioni B,, cid che
vale del resto, come gid abbiamo osservato al § 13, nel caso delle deformate
del paraboloide generale (24*) a parametri immaginarii.
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Ricerche sui sistemi tripli coniugati
con una famiglia di superficie applicabili
sopra quadriche.

MEMORIA 1.

(Di Luicr Biaxcui, a Pisa.)

PARTE SECONDA.

§ 16.

SISTEMA DIFFERENZIALE PEL CGASO DEL PARABOLOIDE REALE ELLITTICO.

Il metodo che abbiamo sviluppato, dal § I1 in poi, per la ricerca dei
sistemi tripli coniugati con deformate del paraboloide a parametri puramente
immaginarii, pud applicarsi egualmente nel caso dei paraboloidi reali. Sol-
tanto qui i sistemi di WEINGARTEN di partenza dovrebbero assumersi negli
spazi di curvatura costante, secondo le formole che ho stabilito in una Me-
moria del 1887 (¥). Per brevita, sopprimendo qui la deduzione geometrica,
si daranno senz’altro le equazioni differenziali da cui dipende il nostro pro-
blema.

Cominciamo dal caso del paraboloide reale ellittico

X* ¥y

=1,
p q

fra i cui parametri p, ¢ (positivi) porremo, come al § 87 Vol. 1II delle Le-
(*) Sui sistemi di Weingarten negli spazi a curvadura costante (Memorie dei Lincei, Serie 4.7,
vol. 4.°).

Annali di Matematica, Serie 11[, Tomo XXIIT. 23
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zioni, la relazione
1 1 -
—— =1, (39)
r q
¢i0 che pud sempre ottenersi, intendendo per ora escluso il caso del paraboloide
rotondo, col sostituire al paraboloide generale dato un paraboloide simile.
Si sa che la ricerca delle superficie S applicabili sulla regione reale di
questo paraboloide dipende dalla equazione a derivate parziali
e S
o) A3 = SEN ® oS 0,
ou’ + av*
dove le linee (u, v) tracciano sulla S il sistema coniugato permanente, ri-
dotto ai parametri isometrici #, v. Ora introduciamo una terza variabile v,
e scriviamo per la funzione incognita o =w (u, v, w) ¢ per le due
1 o 1 & o

= ——— —— B: —_—
cosw dudw senw v ow

il seguente sistema di equazioni a derivate parziali:

oo &% ¢
W—&—&—vz—_senmcosw
o w &
auaszCOS“’ ovow

dA dw dw d A PR
T aolTSe T T aw

OB dv, 9B_00 ;' enel®.
du~  dv' v  du ow

= Bseno

(Vi)

In primo luogo ci conviene esaminare il grado di arbitrarietd nelle so-
luzioni di questo sistema. Per cio (applicando il metodo generale che vale
pure pei sistemi di tipo analogo gid incontrati (I), (II) § 4, (II1) § 8§, ecc.)
lo riduciamo alla forma lineare canonica, completamente integrabile del
Bourrer (*), colla introduzione delle due nuove funzioni incognite

_du e,
N an’ T g

(*) Vedi BourLer, Sur les équations aux dérivées partielles simultandes. Annales de I'leole
Normale Supérieure, t. VIII, 3¢ Serie, Supplément 1891, I risultati stabiliti dal BourLer
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esso si scerive allora

do EP .

du_ " duT v

%:*%+sellw005w, o Z":{;:Awb'm
322:“;_;1, ® ; %:Bsenw
z—fz——Amz, %?:Aml——-senm&a:;, *

ed ha appunto la forma lineare canonica. Per le funzioni o, 4, B la variabile
w & parametrica, le u, v principali; per le due altre invece w,, w, la v & parame-
trica e le u, s principali; inoltre le due espressioni delle derivate seconde
miste doppiamente principali tratte dal sistema stesso coincidono, e perd il si-
stema & completamente integrabile. Applicando il teorema fondamentale d’esi-
stenza del BourteT (1. ¢.), si vede dunque che esiste uno ed un solo sistema
integrale (o, 4, B, »,, »,) tale che, essendo (u, v, #,) un sistema iniziale di
valori delle variabili, le tre funzioni o, 4, B si riducano per u = u,, v = v,
a funzioni prefissate arbitrarie (olomorfe) di w, e similmente o,, o, si ri-
ducano per u =u,, w=w, a due funzioni arbitrarie (olomorfe) di ». Il si-
stema (VI) ammette dunque una soluzione generale con cinque funzioni ar-
bitrarie. Ma & da osservarsi che, siccome il sistema (VI) non cangia di forma
cangiando comunque il parametro w, in realtd una delle tre funzioni arbi-
trarie di w & solo apparente, e cosi: La soluzione generale del sistema (VI)
dipende da quatlro funzioni arbilrarie essenziali.

Quanto alla integrazione effettiva del sistema (VI), nulla insegnano i me-
todi generali; ma qui appunto, come negli altri casi analoghi, i metodi di
‘trasformazione, che svilupperemo fra poco, permettono di costruirne soluzioni
con un numero qualunque di costanti arbitrarie.

in questa Memoria, in particolare il teorema fondamentale VIII a pag. 35, bastano per la
maggior parte dei sistemi di equazioni alle derivate parziali che si presentano in problemi di
geometria infinitesimale, senza ricorrere ai teoremi pili generali, ma anche molto pit com-
plessi, dovuti a MEray et RiQuier (Vedi RiQuigr, Les systémes d’équations aux dérivées par-
tielles. Paris, G, Villars, 1910).
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Si osservi ancora che, se si pone per un momento

0=B | (j%)',

0 a9 A .

— =0, ={, e per ¢i0 Q & funzione della sola w,
du v
ma disponendo del parametro v si puo senz’altro supporre @ = cost. Dunque:
Per ogni terna (o, A, B) di soluzioni del sistema (V1) possiamo porre la re-

lazione quadratica

segue subito dalle (VI):

B — 4* + (z—:;) = cost. (36)

§ 17.
SISTEMA LINEARE OMOGENEO IN (2, £, 0, 0).

Ad ogni terna (o, 4, B) di soluzioni delle (VI), fissate le costanti posi-
tive p, ¢ che soddisfino la (35), si associa il seguente sistema lineare omo-
geneo in quattro funzioni incognite (x, &, =, {):

0w _coso | dx_seno . 9o _\p oo,
du  Jg 7 dv g T éw  Jgdw ~
ﬁ__seno)'_ (9;,__COSw.C
du Jp e N
35_ \/3;‘9‘” — . — v 37
WU—_JEW)%—JPA-“'I—\/PB-s (37)
dn - coso sen o do, dn  dw dn —
—_— == -7 —_ = —_— = .
u Vet T aeda am Ve d.L
R4 do_ 8¢ senwm coOSw, Jdw 8¢ e )
uT g v g ° s e swVPEE

Questo & un sistema completamente integrabile, a causa delle (V1) e della
relazione (35) fra p e ¢; esso possiede I'integrale quadratico

©* + 22+ n* — {® = cost,, (38)
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N7 o - c 4
onde segue pilt in generale che fra due quaderne qualunque (@, &, =, C),
(', &, ', U) di soluzioni sussiste la relazione

e +58 4+ — LU = cost. (38%)

Interpretando, analogamente al § 10, x, &, 4, { quali coordinate omogenee
di punto nello spazio, introduciamo la quadrica

@+ &40t =0, Q)

che & qui reale ed a punti ellittivi. Se un punto (x, £, #, {) non giace sopra (Q),
esso sard esterno od interno a () secondo che la costante del secondo membro
in (38) & positiva, ovvero negativa. Normalizziamo anche qui le coordinate
x, &, m, { col rendere

-4 - =1 pei punti esterni a (Q)

'+ 5 +n"—=—1 pel punti interni.

Ora, se consideriamo nuovamente un tetraedro coniugato P, P, P, P, ri-

spetto alla quadrica (Q), essendo questa a punti ellittici, un vertice, suppo-

niamo P,, sara interno alla quadrica, gli altri tre esterni. Corrispondentemente
al quattro vertici, assumiamo quattro quaderne di soluzioni normalizzate

(x,, E.,n,,C() r=0,1,2 3

del sistema (37), che si riducano inizialmente (per u =u,, v=1v,, W= w,)
alle rispettive coordinate dei quattro vertici P,. Ne risulta che il determinante

woV—1 &V —1 n,y—1 &

1 Ex 1 — 1 __1
N K §%~ (39)
L 52 N — Cz \/_1
Ly 53 Ny —C3 \/"_‘i

sara ortogonale per linee, quindi anche per colonne, e sussisteranno in par-
ticolare le relazioni:

@} - w4 a0y = |+ a3 )
+84+8=1+8 (39%)
m1€1+w2€2+w3§5:w050~ S
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§ I8,

SISTEMI TRIPLT CONIUGATI CON DEFORMATE PROPRIE
DEL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Dopo questi preliminari, imitiamo Vanalisi del § 11, e tenendo dapprima
fissa w, consideriamo le tre espressioni differenziali

dy,=qw,da, +pids, (=1, 2 3), (40)

che constatiamo essere differenziali esatti. Esprimendoli invero per le varia-
bili u, v, abbiamo dalle (37)

dy,=mn,\/geosox,—/psenwi)du—+, (fgsenoa, +/pcoswi)do,
e dalle (37) stesse risulfa identicamente

) — — » é — -
%['no (\/q COS ® X; — \/p sen o éi)} o [Zu (\/q sen o ax; + \/p COS @ éf)]=

4 . —
‘2;" (Vgsen ox; +\peoswi,).

— %7;“ (Vqcosmm, —\psenwi) 4+
Con quadrature si hanno dunque dalle (40) le tre funzioni y,, v, y, che
soddisfano alle equazioni:

iZ‘= n, (v q cos &, — \psen wk,)

(t=1, 2, 3) (40%)
OY: v /o — r
oy = (Vgsen wx, 4 p cosw &)
ed all’altra
@y, Odlogn,dy,  dlogl, dy.
dudv v du ' du dv

(41)
Interpretando y,, y,, y, come coordinate ortogonali di un punto P, questo
descrive, al variare di u, v (restando fissa w), una superficie S il cui ele-

mento lineare, secondo le (40 e (39*), ha Vespressione

ds*=q¢ (1 +at)dmt-+2pqu. i da,de,+ p* (1 +E)d . (41%)
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Questa appartiene alla quadrica di equazioni parametriche
A . ]
X:pgo’ Y:qwo, Z:_g%pgo,
vale a dire alla regione reale del paraboloide ellittico

» —+ q =2Z.

" Con calcoli analoghi a quelli eseguiti al § 11, si prova che sulla S il si-
stema (u, v) & isotermo-coniugato a parametri isometrici, e coincide col si-
stema coniugato permanente della S.

Se ora facciamo variare w, le y,, y., y, sono determinate dalle (40%) a
meno di funzioni additive di =, e noi cerchiamo di determinarle in guisa
che la famiglia (S) di deformate (proprie) del paraboloide ellittico appartenga
ad un sistema triplo coniugato (u, v, w). Procedendo per questo come al § 12,
dal confronto della (41) colla («,) § 1, siamo condotti a porre H, =»,, H, ={,,
poi dalle (8,), (Bs) § 1, conflontate colle (37), H, = &,. Se ora nelle («,), («,) § 1
poniamo 0=y, e ricordiamo che, per la (35), g —p=pq, ne rlsulta con-
cordemente

dyi_ &

— 3 o .
= £ —x,— Ay, + )
am =0 (\/Qa/}v i ?J; BC;)?

e, riunendo questa alle (40*), si hanno le formole definitive: _

dy, — =~ z

ﬂ—m(\/qcoswwi Jp sen o £)

Sy, — — r

7o =G (Vasenow, 4 \pcosw §) (42)

3

Y __ :

3w =P 50(\/qaw f_Afli—l—BZi)’

dove non resta pit altro che verificare le residue condizioni d’integrabilitd:
9 (dy\ 9 (dy\ O (ay 3y,
dw 8%) 8u(¢9w dw\dv ¢9v 1w

Per cid basta tener conto delle identitd seguenti, conseguenze delle (37):

%(J&cosw%—— \/ﬁsen 0 5,-) = —psenon (@%mi— Av.,.—l—BC,)
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4 , - — £y — 06 ) }
m(\/qsenww,.—i—\/pcoswm)_ pcosw(\/pmw,.—Am—%— BC,./

J oo —
pﬁ(@ﬁm;—Aw;+BC,)= A (Vqeoswx;, — J/p sen o &)

0 [ —0w — —
p%(\/q%a@—Am-—l—BC,.)= B (Vgsenwx, 4 Jp cosw k).

Le (42) definiscono dunque, per quadrature, un sistema triplo coniugato
(u, v, w), nel quale le w = cost. sono tutte applicabili sulla regione reale del
paraboloide ellittico, trovandosi d’altronde verificate le altre due proprieta
caratteristiche b) ¢) della prefazione.

$ 19.
GLASSE PARTICOLARE DI QUESTI SISTEMI TRIPLI CONIUGATI.

Si ottiene una classe notevole degli attuali sistemi tripli coniugati, sup-
ponendo che nell'integrale quadratico (36) del sistema (VI) sia nulla la co-
stante del secondo membro, che si ahbia cioé:

2
A —p — (22,
onw
In tal caso possiamo ridurre il sistema (VI) a forma pit semplice, in-
troducendo una nuova funzione incognita 6 col porre p. e:

do oo
A:cosheé—“—,, B:senheﬁ,

cosi il sistema (VI) diventa

]
a—wﬁ—%:—cosmsenhﬂ, %—gvg:senmcoshe )
& o —cosmcosh@aoJ oo = Sen }()aw ’ i
oudw ow’  dvdw Senhy o

Procedendo come al § 16, applicazione del teorema generale del BoukLET
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(l. ¢.) dimostra che nella soluzione generale (w, ) del sistema (VII) entrano
tre funzioni arbilrarie essenziali.

[ particolari sistemi tripli coniugati, con deformate proprie del parabo-
loide ellittico, di cui ora c¢i occupiamo, godono di una proprietd geometrica
tanto pitt interessante in quanto che questa si riproduce per classi di si-
stemi tripli coniugati con deformate delle quadriche generali. Per descrivere
questa proprieta, si consideri nel sistema triplo coniugato una qualunque su-
perficie S della serie w=cost. (applicabile sul paraboloide) e la congruenza ()
formata dalle tangenti alle trajettorie (w) nei punti di S, e si osservi che le
sviluppabili di questa congruenza tagliano S secondo il sistema coniugato
permanente (u, v). Ora si suppongano i raggi della congruenza (C) invaria-
bilmente legati (al modo di Brrrrami) alla superficie S nelle sue flessioni,
e si avrd la proprietd in discorso:

Quando la S si distende sul paraboloide, i raggi della congruenza (C)
vanno tutti ad appoggiarsi, dopo la deformazione, alla parabola focale del
piano yz:

X=0, Y'=(q—»)2Z—p)

Per dimostrarlo osserviamo, in primo luogo, che i coseni di direzione

Y,, Y,, Y, della normale alla S, nella sua configurazione attuale, sono dati,

per le (42), da

o O
y=toti el gy g 3,
VG —

D’altronde i coseni di direzione Z,, Z,, Z, delle tangenti alle trajettorie (i)
sono proporzionali, per la (42,), alle espressioni

Z,=\/q ®, — cosh 8 n,+ senh 6 L.

Trattandosi ora di considerare la S deformabile, insieme alla congruenza
(C), conviene riferirsi ad elementi invariabili per flessione, e cosi sostitui-
remo alle variabili », v le variabili «,, &, onde per le (40) avremo

oy, 2y
EENA T

:pgv

Ed ora poniamo Z,, Z,, Z, sotto la forma

oY, . oy, .
Z¢=l§%7‘ma}l +nY, (i=1, 2, 3), (43)
0 =0
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIIiI. 24

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



182 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugat

dove i coefficienti I, m, n, indipendenti dalle flessioni, saranno da calcolarsi
dalle formole

Vqa;, —cosh 8n,4-senh 6 L, =l qw,+mpE, —|—1’b:°—\/ﬂz—-—n°*C
0_'”3

b

ossia dalle altre

(lq—\/q)w+41@p-.+(\/2;737+coshe)n —

—(ﬂ——{—senh 6)@:0 (i=1, 2, 3).

VG —d

Queste sono tre equazioni lineari omogenee nelle quattro quantita

n

7,
Co 'a \/Z - ’]o

e a queste tre equazioni soddisfano pure x,, &,, n,, (o, a causa della orto-
gonalita del determinante (39), § 17. Dunque le quattro quantita scritte sono
proporzionali a ,, %,, 4, Lo, dopo di che risultano subito le formole:

-+ senh 6,

lg—\gq, mp, Vo

lq:\@_i_?;osenhg_.n:coshe.m” \
:o — T
7
Cosenh 6§ —, cosh f ’
A )
) senh 6 — {,cosh h \

\/ & — =g !

Ora, se facciamo assumere, per flessione, alla S la forma del paraboloide,
possiamo porre nella configurazione finale:

. w; +p &
Yi=DP 5%, Y. =q%X, yszq_——gp_zo
£ x —1
Y’:,Jr, Y, — 1 ., Ysz—‘—\—’
B N VG

e calcolando colle (43), (44) 1 valori di Z,, Z,, Z, coll’omettere un fattore di
proporzionalité, risulta:

Z =e 6:07 Z:).Ee*ewo—'_\/a(Zo_'ﬂo),
Zy = (1, cosh O — C senh 6) (L, — =) —Vq a, (Lo —10) —e78,
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con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 183

Le coordinate X, Y, Z di un punto qualunque, preso sopra il raggio («,, 2,)
della nostra congruenza, sono date da

X=y,+TZ, Y=y, +712,, Z=y,+ TZ,
dove T & un parametro. Volendo considerare il punto ove il raggio incontra
il piano yz, bisogna dare a T il valore T:—%‘:—pee, onde avremo
per Y, Z 1
Y=(@—p)@-+pvVge G —mn),

Z—qchJr p”—i—pJq e, (", —1,) + p € ({, senh 6 — n, cosh 8) ({,— n,) + p.

Resta a verificare che questi valori di Y, Z soddisfano alla equazione
della parabola focale

Y'=(¢—p)2Z—p)
Ora, essendo per la (35): ¢ — p=pq, la identitd da verificarsi risulta
[qu + e (G — m)] =qai+pa+2pJada, —n) -+
+ 2 pef (G, senl 6 — u, cosh 8) (§, — s,) -+ p,
e si risolve nell’altra
w4y — L= — 1,

che effettivamente sussiste per l'ortogonalita del determinante (39). La pro-
prietd enunciata resta cosi stabilita.
§ 20.

SISTEMA DIFFERENZIALE PER LE DEFORMATE IMPROPRIE
DEL PARABOLOIDE ELLITTICO.

Si sa che, accanto alle superficie effettivamente applicabili sul parabo-
loide ellittico (regione reale), conviene anche considerare superticie reali ap-
plicabili sulla regione ideale del paraboloide stesso (Vedi Vol. Il1, §§ 42, 87
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184 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

Le prime diciamo deformate proprie, le seconde deformate improprie del
paraboloide. Ora noi vogliamo dimostrare che anche colle deformate impro-
prie del paraboloide ellittico possono costruirsi famiglie (S) appartenenti a
sistemi tripli coniugati.

Sappiamo che la determinazione di queste deformate improprie dipende
dalla equazione a derivate parziali (l. c. § 47):

* 0 *h
j_u_? -+ j? = senh 6 cosh 4,

dove le linee (u, v) tracciano sopra S il sistema coniugato permanente. In-
troducendo ora una terza variabile w, il sistema differenziale da cui dipen-
dono i nuovi sistemi tripli coniugati, si scriverd nella terna di funzioni in-
cognite

1 9’0
senh § dvow

0—0(u, 0, m), d—-—t 98 H_

coshb dudw’

sotto la forma seguente:

80 80
W—{—W_benhecosho

90 80 -

&uaw:ACObhe, bvaw_Bsenhe

A 90 84 96 (VILD

(9 — .

o ————a——bﬂl—cmhﬂa i vl 7

dB 90- 0B 8- 90

“ou —ovd gy "awdtsenblo

Esso tiene qui il luogo del sistema (VI) § 16, e le sue soluzioni (9, 4, B)
dipendono ancora da quattro funzioni arbitrarie essenziali (cf. § 16).
Il sistema (VIII) possiede l'integrale quadratico

—, o éﬂ 2 B
A‘ +B (a l’U’ - f(”))’
che possiamo scrivere, disponendo del parametro w

T4 (2% = 5
4+ B —(a n;) == cost. (45)
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con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 185

Ad ogni terna (8, 4, B) di soluzioni delle (VIII) si coordina un sistema
lineare omogeneo in quattro funzioni incognite «, £, w, {, che corrisponde al
sistema (37) § 17, e si scrive:

@_coshﬂ; &_E_senh(ﬂ; 6_5_@ 8_0;—
u \/q > dw \/a T W \/q w’
g_senheq g_coshef
wo \p T dv o p
0 _Vp 902 = v BT i
8w_\/aawm+\/p(An—¥—B,) (46)
dn - coshd— senhb- 96 dn 960 dn — ==
cn - __ POl Tz oY on_ oy of z
du N S T rit AL v Ve Az
0T 96~ 9T senhb— coshfz 90— .90 ——=
5—6—5“’ dv \/1.7 x—+ \/E E—%ﬂ, ~7—u~\/§BE

.

Questo & un sistema completamente integrabile, a causa delle (VIII), e
possiede l'integrale quadratico

x* — B ++1° + {® = cost.

Come al § 17, noi normalizziamo le quaderne (x, %, 7, {) di soluzioni,
per le quali non sia nulla la costante del secondo membro, col rendere

e se, interpretando nuovamente x, &, u, { quali coordinate omogenee di
punto, introduciamo la quadrica a punti ellittici

o —E =0, Q)

si presenteri il primo ovvero il secondo caso, secondo che il punto (x, &, =, {)
¢ esterno ovvero interno alla quadrica (Q).
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Bianchi: Ricerche sui sistemi

tripli coningati

§ 21,

I CORRISPONDENTI SISTEMI TRI

PLIL CONJUGATI.

Consideriamo quattro quaderne (5,., £, ., f,.) r=0, 1, 2, 3, integrali
delle (46), 1 cul valori iniziali corrispondano ai quattro vertici P, P, P, P,
di un fetraedro coniugato rispetto alla quadrica (Q), il vertice P, essendo
interno e gli altri tre esterni (c¢f. § 17); avremo in conseguenza che il de-
terminante :

sard ortogonale, e sussisteranno in particolare le

wo—1, &, w1,
o, —&V—1, =,
2, —ENV—, m,
w, —EN—I,

Ry R |

1

7o

—

Se resta fissa w, le tre espressioni

dy;=qw,dw, —p & dE,

Lo/ —1
-z
- (47)
[
%
relazioni
\
(43)
§0 zo
(=1, 23 (49)

sono differenziali esatti, poiche, calcolandole nelle variabili u, v, abbiamo

dy.=n, (Jqecosh b x,— Jpsenh 6 £) d u—+ T, (gsenh b x, — /'p cosh 0%)d o,

ed ¢é identicamente

215 v

dvi

K

cosh f, —\/p senh 9 _;’,.)] =5

';y; (Vg cosh 0z, — \/p senh 6 &) +

0
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con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 187

Le funzioni ¥:, %, ¥s, determinate per quadrature dalle (49), soddisfano
alle equazioni

% =, (y g cosh 8, — /p senh 0 E)

%i =T, (Vqsenh 6, —\/p cosh § Z)),
ed all’altra
cuw Jv

& y. _ dlogn, dy.
dudv  dv du

_l._

Il punto P di coordinate y,, y., y, descrive, al variare di u, v (restando
fissa w), una superficie S, il cui elemento & dato, per le (48), (49), da

dst=g¢ (1 +a)da;—2pqa, Ldw,d L +p (B—1dE,

e si identifica col ds® del paraboloide ellittico calcolato dalla (41*) § 18 col
porre

m0:507 gozzo\/j;

dunqgue le nostre superficie S sono applicabili sulla regione ideale del pa-
raboloide ellittico
xX* Y
— 4+ ——=2Z
4 q
E nuovamente si ha che sulla § il sistema (u, v) & isotermo-coniugato,
a parametiri isometrici, e coincide col sistema coniugato permanente.
Dopo questi risultati, i rimanenti calcoli per costruire il sistema triplo
coniugato procedono come al § 18, e si trovano cosi le formole:

% =", (Vg cosh 0 , — Vpsenh 6 &)

19?7, 7 — = > . <

5o = Co (Vg senh 6 , — \/p cosh 8 Z) (=1, 2 3) (50)
3

a ?’j) . 2 7 - _—— N . "y

¢9w_p w(\/qawxi“‘—Ani BZ;), /

le quali definiscono per quadrature i sistemi tripli coniugati (u, v, w) colle
w = cost. deformate improprie del paraholoide ellittico.
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188 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli contugat

Merita qui ancora speciale attenzione il caso che, nell'integrale quadra-
tico (4b) del sistema (VIII), sia nulla la costante del secondo membro, cioé

si abbia
— | ome 09)“2'.
A"+ B = (8 w

\ /

La particolare classe di sistemi tripli coniTJgati cosi ottenuta corrisponde
a quella del § 19, e la congruenza (C) delle tangenti alle trajettorie (w) nei
punti di una deformata § impropria del paraboloide, trasportata dalla S sul
paraboloide, viene a constare di raggi che si appoggiano alla parabola focale.

§ 22.
LE TRASFORMAZIONI B, PER LE sOLUZzIONT DEI S1STEMI (VI), (VIII) (§§ 16, 20).

[ sistemi differenziali (VI), (VIII), dalla cui integrazione dipende rispet-
tivamente la ricerca dei sistemi tripli coniugati (u, v, w) colle superficie
w = cost. applicabili sulla regione reale, ovvero sulla regione ideale, del pa-
- raboloide ellittico, possono legarsi fra loro mediante formole di trasforma-
zione di BAckLUND B¢ nel modo seguente (*). Indicando con ¢ un angolo co-
stante qualunque, tale pero che cose non sia nullo, introduciamo le quatiro
espressioni ;

% == €08 ¢ ¢c0s @ senh § — sen ¢ sen o cosh 4

£ = cos ¢ sen w cosh 6 4 sen s cos w senh § 1)
O
Y = c0s 6 cos o cosh 6 — sen ¢ sen w senh 0

d = cos g senw senh 6 - sen ¢ cos w cosh 6.

Supposto ora che la terna di funzioni

. 1 o 1 o
T cose dudw T seno dvdw

(*) I teoremi che sviluppiamo in questo paragrafo sono gia contenuti nella mia Memoria
del 1887, citata al § 16 (Vedi n.° 18 della detta Memoria). Nuova ne & qui !’inlerpretazione
geometrica riguardo alle deformate del paraboloide ellittico.
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don una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 189

soddisfi alle (VI) § 16, consideriamo per la funzione incognita 8 =9 (u, v, )
il seguente sistema di equazioni differenziali simultanee :

199_p ow 30‘611)
du_ " sv dv du ) _
0 d (2)
O]
COSG&w=senam—i—ACObhO—BsenhG. 5

Tenendo conto delle (VI), si vede che queste formano, rispetto a 6, un
sistema completamente integrabile, siccheé la soluzione generale 6 contiene
(oltre @) una costante arbitraria. Ora, se poniamo

— 1 o 0 1 0

Ar:cosh'i dudw’ B:senhe dvdw’

dalla (52,), derivando rapporto ad u, v, seguono le formole:

06

COSGA:GOSw(m+3A—ﬁB
(93)

COSG?Z%GH&)@~«A—}— B

dw To

Con queste formole (52), (53) si constata subito che la terna (0, 4, B)
viene sempre a soddisfare al sistema (VIII) § 20. Inoltre, sommando i qua-
drati della (53) e sottraendovi il quadrato della (52,) si trova la formola im-
portante :

— — 9h\? da\?
Z 2 _ |2 — 2 _ 2 . A
4+ 8 (& w) B A+ (8 127) (%)

. . - . LX) .
Notiamo poi che, se si risolvono rispetto ad 4, B, o le tre equazioni

lineari (53) e (52,), risultano le altre:
s5Ad—coshp 2’ 5748
cos s 4 = coshh — — -
c05cB=senhOie——f‘Z—;—yE (99)
amw v

oo ah - —
COS@ —— == —Sen s + A cosw -+ B sen w.

dw ow

Dopo ¢id, se supponiamo ora data la terna di funzioni (8, 4, B) che

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 25
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190 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugali

soddisfi alle (VIII), il sistema simultaneo per o

dw o6 oo o0

bu— Vo 5o P gu )
d 0 89 = (56)
coscaw:—sencm—{—ACOSm—{—Bsenm

risulta illimitatamente integrabile, e le tre funzioni

1 Fe 1 e
Cosw Ou dw T senwdvdw

wﬂ

vengono a soddisfare alle (VI) § 16.
In fine si osservi che i sistemi differenziali (52) per 6, o (56) per o, ove

. . . .. . b ®
si assumano rispettivamente per funzioni incognite tgh 90 tg 9’ pren-

dono la forma di equazioni ai differenziali totali del tipo di Riccatr (com-
pletamente integrabili). Per la ricerca delle soluzioni dei sistemi (VI) e (VILI),
possono quindi applicarsi i metodi di infegrazione alternata, dove, appena
integrata la prima equazione di Riccari, lapplicazione indefinitamente ri-
petuta del processo richiede sole quadrature. Ma anche le quadrature pos-
sono risparmiarsi, facendo uso del teorema di permutabilita le cui formole
sono facili a stabilirsi (¥).

§ 23,

Abbiasi una qualunque coppia (v, 9) di soluzioni dei rispettivi sistemi
differenziali (V1), (VIII), legate fra loro dalle formole (52) di una trasforma-
zione Bs. Supponiamo inoltre che, corrispondentemente ad o, sia nota una
quaderna (x, §, u, {) di soluzioni delle equazioni differenziali (37) § 17, e mo-
striamo come ne risulti determinata biunivocamente una corrispondente qua-
derna (z, &, n, £) di soluzioni delle (46) § 20. Per questo introduciamo la co-

(*) Le formole in questione sono date al § 8 della mia Memoria: Sulle deformazione dei
paraboloidi, Aunali di matematica, t. IX, Serie 32, 1903.
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con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 191

stante k& definita dalla formola

1 | 1 N -
| = —cos’ 0 = 71 -+ sen®e, (57)
e poniamo

\/E —sencx —

&1
ll

Ji "t Ve

cosh senh 6 },)
 cosof senh 9 L cosh 6 3) )

|

Y

oY)
I

Vo Vp

(cog ® ~ senw,

(8)
3~3'A—H‘»'C_)

S|
(i
<
|

COSw

-

X

H

La nuova quaderna (x, g, f) soddisfa, come subito si verifica, alle (46)
§ 20; inoltre fra le due quaderne corrispondenti sussiste l'identita

=T+ U=+ " - (59)

Risolvendo le equazioni lineari (b8) rispetto alla quaderna =, &, 4, , si
hanno le formole inverse

Vo 3

E=\/E(L 0s 6% — senm—‘_{_cos«az)

h 9 hA (50)
— 17 N — -
o — JE(— cosh +sen I S 4)
Va
_ ; - h_ o =
:zm(—bfﬂll’-wc“h’z b7 +v7).
Va Vp
e queste dimostrano reciprocamente che ad una quaderna (, o, 0) di so-

luzioni delle (46) corrisponde una ed una sola quaderna (z, &, m, C) di solu-
zioni delle (37).

Dalla identitd (59) segue poi che se (x, g, n, 0), (), 3 g, ?;') sono due
quaderne qualunque di soluzioni delle (37), ¢ con (w, £, =, C), (&, &, @, )
si indicano le corrispondenti delle (46), si ha identicamente

e — 8 4o {0 =wa +E8 +an —L1;
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192 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

dunque: Un tetraedro coningato di soluzioni delle (37) (»,,8,,n,,(,) r=0,1,2,3
si muta, colle formole (58),in un tetraedro coniugato di soluzioni (x,,%,, n,, &)
delle (46),

§ 24.
LE TRASFORMAZIONI B,, PEl SISTEMI TRIPLI CONIUGATI.

Dopo tutti questi preparativi, possiamo venire all’oggetto finale della no-
stra ricerca e dimostrare il teorema: Le trasformmazioni B, del § 22, per le solu-
zioni o, 8 dei sistemi differenziali (V1), (VILI), si traducono geometricamente in
trasformazioni asiniotiche B, pei sistemi tripli coniugati conlenenti una serie
di deformate del paraboloide ellittico; esse conducono dai sistemi con deformate
proprie a sistemi con deformale improprie, e viceversa. Le coppie di deformaie
corrispondenti S, S sono legate fra loro da wna B, della teoria generale, lo
costante & avendo il valore assegnato dalla formola (57).

Il primo sistema (S), con deformate proprie, sia definito (a meno di una
traslazione nello spazio) dalle formole (42) § 18, corrispondentemente ad una
soluzione w delle (VI) e ad un tetraedro coniugato di soluzioni (w,, §,, ,, £,)
delle (37). Colle formole (58) del paragrafo precedente, calcoliamo un corri-
spondente tetraedro coniugato di soluzioni (x,, £,, ., {,) delle (46), essendo 0
legato dalle formole della frasformazione Bs del § 22. Colle formole (50) del
§ 21, noi determiniamo (a meno di una traslazione) il corrispondente sistema
triplo coniugato con una serie (S) di deformate improprie del paraboloide
ellittico. Dimostriamo che, supposta fissata la posizione di (S) nello spazio,
si pud determinare in uno ed in un sol modo quella di (S) in guisa che sia
soddisfatta la condizione seguente: Le congiungenti coppie di punti corrispon-
denti di due superficie corrispondenti S, S formino una congruenza W, di
guisa che appunto S, S risulteranno legate fra loro da una By della teoria
generale. _

Intanto si osservi che, sostituendo nelle due prime (50) per «;, £y 1 G
1 valori tratti dalle (58), abbiamo le formole:

—
oY,

ou

=% n, (— Vg sen a cosh f @, + /p cos s senh B &, — m)
(61)

%:ﬁfo (—\/Qsen o senh § @, 4 \/p cos a cosh E,-—}-C,-)-
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Se la proprietd indicata sussiste, deve essere possibile determinare due
incognite I, m per modo che sussistano le relazioni

Y.
Ju

+m Y =19

y.v=y;—i—l 30

3),

)

ovvero per le (42)
vi=1o+ 11, (Jgeosox, —/psenwt) 4+ ml, (/qsenwowx,+/pcoswi,).

Se deriviamo queste rapporto ad u, v (colle (37) § 17 e le (42) § 18), dal
confronto dei coefficienti di =,, {; con quelli corrispondenti nelle (61) dedu-
ciamo

7, =
l=—Vk—=> m=—Vk3
Mo \/ %
e cosi per le formole richieste
v VR 0% Low) 2
po=p—VE(R 2t =193, (62)

ovvero, esprimendo tutto per gli elementi relativi al primo sistema (S):

Y=y, —kw, [a;o — /g sen o (m, cosh § — %, senh 9)]
(63)
— kE, [Eo ~+/p cos o (v, senh § — ¢, cosh 0)] .

Se si formano le derivate rapporto ad «, v, w di queste tre espressioni
si verifica che esse riescono identiche alle derivate delle 7, calcolate dalle (50)
§ 21. Concludiamo che, mediante le formole (62) o (63), il sistema triplo

~coniugato (S) viene collocato nello spazio nella posizione voluta rispetto
al sistema (S).
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§ 25.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE PROPRIE
DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO:

Passiamo ora a trattare dei sistemi tripli coniugati contenenti una serie
di deformate proprie, ovvero improprie, del paraboloide iperbolico
xX: Y

S,

p q
fra 1 eui parametri p, q positivi porremo (Vol‘. 111, § 87) la relazione

1 1y (64)

p q
L’analogia della ricerca con quella gia eseguita pel caso del parabo-
loide ellittico ci permette qui di limitarci soltanto ad indicare i punti prin-
cipali della ricerca.
Cominciando dal caso delle deformate proprie, ricordiamo (Vol. I1I, § 87)
che la loro determinazione dipende dalla equazione a derivate parziali
h &

T = senh 6 cosh 6.

Introducendo ora una terza variabile w, la determinazione dei sistemi
tripli coniugati (u, v, w) colle w = cost. applicabili sulla regione reale del
detto paraboloide dipenderd dal seguente sistema differenziale nella terna
(6, 4, B) di funzioni incognite :

80 40

W-—a—qp:senhﬂcoshe
&0 . "8 L
‘E—‘iﬂB—coshOa6 &_A__&GB .
ou  dw ow’ dv  du

OB 94, OB 08 EX;
du o0l Fo —aydsenh
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Esso tiene qui il luogo del sistema (VI) § 16 ed ammette soluzioni
(8, 4, B) dipendenti da quattro funzioni arbifrarie essenziali; inoltre pos-
siede I'integrale quadratico

A — B (%) — F(w),

che al solito, disponendo del parametro w, pud scriversi pili semplicemente

A* — B + ﬁ — cost 65)
dw] ) (
Al sistema (IX), supposto soddisfatto da 9, 4, B, si coordina il seguente
sistema lineare omogeneo in quattro funzioni incognite =, &, =, C:

ow_coshf =~ ow_ senhl, dx _\q 36 . ‘\
ou" Jp " av Jp U dm Jpow®

8% senh 0t coshbh, 9% Vg 89 — —

T == — 1 == ’—————1wm—\/qAn—f—\/qBC

e T 0w ow

wo Vg Va Vp (66)
an cosh 6 senh 6 86, 9 480 an -

u—— \/E €xr— \/a E—F%Q, %—ﬁl, %~§/QA.Q

87 9% 8¢ senhh cosh 6 on L .

a—u_ﬂw’ %— \/E x —+ \/6 g‘f“ﬁ”a m—\/qB'w

che & un sistema completamente integrabile, per le (IX), e possiede l'inte-
grale quadratico :
x® + & +0* — (* = cost.

Normalizziamo, come al § 17, ogni quaderna (x, &, =, {), per la quale
non sia nulla la costante del secondo membro, col rendere

o+ 40 —0*=1, ovvero x40 —0=—1,

secondo che il punto di coordinate omogenee (x, Z, 1, {) & esterno o interno
alla quadrica a punti ellittici

w2+62+'ﬂ2fcg=0-
In fine prendiamo anche qui una quaderna di soluzioni

(mn gn By Zr) T:O’ 1, 2, 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



196 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

-

corrispondente ad un tetraedro P, P, P, P; coniugato rispetto a questa qua-
drica, di eui sia P, il vertice interno.
Se leniamo fissa w, le tre espressioni

dy,=pw.de, —q& dg, (t=1,273)

sono tre differenziali esaiti e la superficie S, descritta dal punto P di coor-
dinate y,, 9., ¥, al variare di u, v, ha I'elemento lineare

ds*=p' (1 +ajdat—2pqu, & dw,db+q" (148) &,
che appartiene alla quadrica

g PT—a8

X=pa, Y=q%, 3

b

~ cioe alla regione reale del paraboloide iperbolico

Inoltre sulla S il sistema (u, v) & isotermo-coniugato, a parametri iso-
metriei, e coincide col sistema coniugato permanente.

Facendo ora variare w, si possono situare le deformate S del parabo-
loide iperbolico nello spazio in guisa che la serie (S) appartenga ad un si-
stema ftriplo coniugato (u, v, w). Per questo basta procedere come al § 18,
e si ottengono le formole definitive:

% =, (yp cosh 8 &, — /g senh &) )

2, _ _ . . ‘

L%, (Jpsenh o, —qeosh6%)  (i=1,23). | (67)
3

oY, T (,—488 ) v \

(970_q QO(\/paqvw;+Aﬂ;_Bs;) /

Le condizioni d’integrabilita per le (67) sono identicamente soddisfatte,
ed abbiamo cosl determinato per quadrature il sistema triplo coniugato ri-
chiesto (u, v, w), nel quale le superficie S della serie w = cost. sono defor-
mate proprie del paraboloide iperbolico.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



con una famiglia di superficie applicabili sopra quadriche. 197

CLASSE PARTICOLARE ASSOCIATA AD UNA PARABOLA FOCALE.

Consideriamo quella classe particolare degli attuali sistemi tripli coniu-
gati, per la quale & nulla la costante del secondo membro nell’ integrale

quadratico (€D), cioe
(20
T (67 7w

Indicando allora eon 9 una nuova funzione incognita, potreno porre p. es.

f
B=coshcpgv,

A=senhg j—fv’

(raltra ipotesi B = — coshyg j—i—’, A=senho (—;% conducendo a formole del

tutto simili), dopo di che le equazioni (IX) si riducono semplicemente al se-
guente sistema:

46 o i} 48 o
dn 7o senh 8 senh g, o du— cosh § cosh ¢
(1X¥)
o0 00 é*h

= senh 8 cosh ¢

= cosh 6 senh(pﬁ,

oudéw dvow dw’

che possiede soluzioni dipendenti da tre funzioni arbitrarie essenziali.
Come al § 19, consideriamo la congruenza (C), formata dalle tangenti
alle trajettorie () nei punti di una superficie S, come invariabilmente legata
alle flessioni di S e dimostriamo: Se la superficie S si applica sul parabo-
loide iperbolico, i raggi della congruenza (C) vengono tulli ad appoggiarsi olla

parabola focale :
Y=0, X*=(p+q)(2Z+q).

Cominciamo dall’osservare che, secondo le (67), i coseni di direzione
Y,, Y,, Y, della normale alla 8 sono dati da

7. 7
oo iy = gy

Vo= =m0 (=123,
>0 to
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198 Bianchi: Ricerche sui sistemi tripli coniugati

mentre i coseni di direzione Z,, Z,, Z, delle tangenti alle trajettorie () sono
proporzionali, per la (67,), alle espressioni

Z,=\/p @,-+n,senh ¢ — {, cosh 0.
Poniamo questi valori sotto la forma invariabile per flessione (cf. § 19)

59?'/1‘ ay, s 10 .
Fra +m&&.0 +nY, (t=1, 2, 3),

Z =1

e troveremo, procedendo nello stesso modo come al § 19:

n, senh @ + ¢, cosh o

lp=\p—+ ; > @x
1 Vi C— 0
n,senh ¢ +, cosho
—mq= e 2y
] 0
R cosh o 4, senh ¢
VG —n

Se diamo alla § la forma del paraboloide iperbolico, ponendo

ot ]
- pxi—qz
Y =Py, Yas =%, ys::—‘uc)“qi’
avremo
@ . Z . 1
0 13 _

Y, = — y= e _
V& —a

0
- — 2
VG — VG — 0

ed omettendo in Z,, Z,, Z, un fattore di proporzionalitd si trova

b

3.

Zy=\Vp ot tevw, Z,=—e*E
Zy, = \/1; X, (:/-;o ~+7,) + (o senh ¢ - {, cosh o) (‘QO - 1,) — e~9.

Le coordinate. X, Y, Z di un punto qualunque del raggio (x,, £,) della
nostra congruenza si serivono

XNey,+ T2, Y=9.+T%, Z=y+TZ,,

ed al punto d’incontro del raggio col piano X Z corrisponde pel parametro 1

il valore
7= — é’f’ =q¢er
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Dopo cio 1 valori di X, Z diventano

X (p+Q)mo+Q\/Ee?(Zo+'ﬂo)

7= wog L= 4 g\p e® @, (L +10) +qef (ngsenh g + 7, coshg) (2, + ) —q,

e resta solo da verificare che questi soddisfano alla equazione della para-
bola focale :
X'=(p+q@2Z+q.

Tenendo conto della relazione (6%4) fra p, q:p -+ g =2p ¢, la relazione ora
seritta si cangia nella identitd
w4t —=—1

e la proposizione & dimostrata.

§ 27.

LE TRASFORMAZIONI B, DEI NUOVI SISTEMI TRIPLI CONIUGATI.

'

Indicando con o una costante arbitraria, con 6" una nuova funzione di
(u, v, w), pongasi
o = cosh s senh 8 senh 6’ - senh ¢ cosh 7 cosh ¢
B'——— cosh ¢ senh 6 cosh 6’ 4 senh s cosh § senh ¢’
y = cosh s cosh 9 senh 8" + senh ¢ senh 4 cosh #

d = cosh 5 cosh 9 cosh 0" -+ senh o senh 6 senh 6,

e si consideri il sistema di equazioni simultanee per 4':

oy 99 ., ov a6 \
buw TarT " gt aeT T ( )
, (68)
0% L ighs 2% 1 (g cost o 4 Bsenh s s
bt )610—Coshc( 0 -+ Bsenh 0.

8w

l

A causa delle (IX), questo & un sistema completamente integrabile per €',
e la soluzione generale contiene (oltre ¢) una seconda costante arbitraria.
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Ora se poniamo
N DL S B
T cosh®dudw’ T senh 0 dvon’

troviamo facilmente dalle (68)
, an
coshe . A'=-—24—5%B—coshf —
ow

26 (69)
coshc.B’:yAA,—bB—}—senhem- /

Da queste formole risulta, con breve calcolo, che la terna di funzioni
(0", 4', B') soddisfa nuovamente alle (IX). Anche & da osservarsi che, qua-
drando e sottraendo le (69), risulta

v o LAY . . a6y
A* — B +(¢9w)=A —B +(¢9—75), (70)
cioe, nel passaggio da una terna (6, 4, B) di soluzioni delle (1X) ad una
terna trasformata, la costante del secondo membro nell'integrale quadra-
tico (6b) resta invariata.

Siano ora 8, 6" due tali soluzioni delle (IX), legate fra loro dalle (68),
che diremo le formole della trasformazione B, e sia nota, in corrispondenza
alla 8, una quaderna (x, %, %, %) di soluzioni delle (66). In analogia ai ri-
sultati del § 23, ne dedurremo una quaderna corrispondente (x, &, v, {') re-
lativa alla funzione &, colle seguenti formole di sostituzione lineare. Posto

1 1 _ 1
-—==— -+ senh* ¢ =cosh’s — — 21
koo q (1)
avremo
- Y , \
@ = \/k(—f senhe.x + COS}_IO n Senl_l b ;’)
\/p \/p

senh #’ cosh 6,
h 'n+—_—C)
Va Ve
— 7] 5
'n'=—\/k(COS£1 w+sen£]e£+zn+p5£)'
Vp Ve %

") — (senh § cosh 9,
¢ = Va(

g \/'E(cosha. £+

—x + ——
Vp Vq

7).
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e sard identicamente
wrz_‘__mz_‘__nm“ — +Q +ﬂ—

Ne segue che quattro quaderne (x,, %,, u,, &) r=0, 1, 2, 3, apparte-
nenti ad un tetraedro coniugato si cangiano, eolle (72), in altre quattro qua-
derue (x',, &,, n',, {,) della medesima specie. Ora siano (S), (S") le corrispon-
denti famiglie di deformate proprie del paraboloide iperbolico appartenenti a
sistemi tripli coniugati (u, v, w), dei qualiil primo & definito, a meno di una
traslazione nello spazio, dalle formole (67), ed il secondo dalle formole ana-
loghe:

oy,
S = "o (Vpcosh &z, — gsenh 6%
% =1, (Vpsenha'&,— Jqgeosh¢Z) (i=1,2 3) (73)
oy _ Ty Vo 2L, BT
w o 5o ow A

Si tratta anche qui di dimostrare che le famiglie (S), (S") possono col-
locarsi nello spazio in tale posizione relativa che due superficie corrispon-
denti qualunque S, 8" risultino legate fra loro da una trasformazione asin-

totica B,. Per questo, procedendo come al § 24, cerchiamo di soddisfare
alle (73) ponendo

.——J,+l —{—1 3o (t=1, 2, 3), (7%)

con valori convenienti di /, m. Le due prime (73), introducendovi i valori (72)
si scrivono

3y, — — , _
‘9y1; = — V&Y, (Vp senh asenh 6" &, +/q cosh s cosh ' &, + 2,),

e paragonando i coefficienti di =, {, in queste coi corrispondenti che risul-
tano dalla derivazione diretta delle (74), si trova

l=\/70%, m~\/kz
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e quindi

Y=y, + ’k(” 00y Codys )

N, OU +Z0

le quali formole si mutano nelle definitive :

yi=y,—kw, [aco —+ /p senh ¢ (n, cosh 8" + ¢, senh 6')J )
(74%)
— k2, [Eo + ¢ cosh ¢ (1, senh ' + ¢, cosh 9’)] - s

B facile constatare che, mediante queste formole, le due famiglie (S), (S')
vengono ad acquistare effettivamente nello spazio la posizione voluta.

§ 28.

,

jSISTEM[ TRIPLI CGONIUGATI CON DEFORMATE IMPROPRIE
DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO.

Si sa che le deformate improprie del paraboloide iperbolico dipendono
dalla equazione stessa

A

du* v’

=sgenbcosb

che si presenta per le superficie pseudosferiche ordinarie (cfr. Vol. LLI, § 87);
dimostreremo ora che i sistemi tripli coniugati con una serie di tali defor-
mate dipendono dalle equazioni che caratterizzano i sistemi pseudosferici di
WEeINGARTEN. Queste sono le (I) §4, ove essendo R costante, prenderemo R= 1.
Indichino, come prima, p, ¢ due costanti positive legate fra loro dalla rela-
zione (64), e si consideri nella quaderna (, ¢, n, £) di funzioni incognite
il seguente sistema lineare omogeneo:

dw sen dx cosb., dux \/p ah .

—_ oL 7 oL o dn —Jo BL
ou /p LRI Vp O w D aw —Vpdn—Vp BL
9% cos‘) <9<Z_senf).C 0% Jpao
ou dv Jg O dw Jgdw
dn n __sen cos 0 dn _ 8H ., dun - '
du  \Jp i Vq +au" Go—ou " ow V24T
24 X 24 cos f senf ., 96 97 —
Su= a0 de 5 T g Taw™ gw VB
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.

Il sistema & illimitatamente integrabile e possiede I'integrale quadratico
o' — & - n° (% = cost.

Normalizziamo le quaderne (x, §, =, {) di soluzioni (per le quali non &
nulla la costante del secondo membro) col rendere al solito

@ gt U=,

ed assumiamo quattro quaderne (w,, &, w,, {,) r =0, 1, 2, 3 di soluzioni
delle (75) corrispondenti ad un tetraedro P, P, P, P, coniugato rispetto alla
quadrica
xz_z:’_{_,nz_*_Zz:O’

dei cui quattro vertici P, sia l'interno; avremo in particolare (cf. § 21)

@ -y - = 2 + 1

G+a+a=8—1

mxgx+x2sz+xa£3:woso-

Ora, se manteniamo fissa w, le tre espressioni

;1?/.-=l)90;d900+q5.-d50 (?:21, %, 3)

sono differenziali esatti, ed il punto 'P di coordinate ortogonali y,, y,, v,
descrive, al variare di u, v, una superficie S il cui ds’ ¢ dato da

a5’ =p' (@ +1)das+2p g foda dE +q (5 —1) 5,
ed appartiene alla quadrica di equazioni parametriche

_pE+q
Z =" 2,

4

szmo, Y:iqgo’

cioe alla regione ideale del paraboloide iperbolico (reale)

Infine, facendo variare w, ottenlamo una famiglia (S) appartenente ad
un sistema triplo coniugato, purché si determini convenientemente, col so-
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09, .
*ow’

%zno(\@cosﬁii——\/{osenew;)

lito processo cosi troviamo le formole definitive

4y,

Fr="l (gsen0 +Vpeosbx) (i=1,2 3 (76)
\ .

2y, v — 01, p—

ow P wo(\/qa;“,,-—fln,- BZ{). J

Queste definiscono, a meno di una traslazione, gli attuali sistemi tripli
coniugati (u, v, w) colle superficie S della serie w = cost. applicabili sulla
regione 1ideale del paraboloide iperbolico.

Aggiungiamo infine, senza sviluppare i calcoli relativi, che le trasforma-
zioni Bs di BAckuuxp dei sistemi pseudosferici di WrINGARTEN si tradueono
in corrispondenti trasformazioni asintotiche B, degli attuali sistemi tripl
coniugati.

§ 29.
SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DEL PARABOLOIDE ROTONDO REALE,

Ritorniamo sui risultati dei §§ 16-21, relativi ai sistemi tripli coniugati
con deformate del paraboloide ellittico generale, e completiamoli colla con-
siderazione del caso del paraboloide rotondo che sfugge all’analisi ivi svi-
luppata.

Le deformate (proprie) di quest’ultimo paraboloide dipendono dall’equa-

. . .. 0 doe . . . -
zione a derivate parziali:.;— 4 =0, e la ricerca dei corrispondenti si-
au2 ’

o0
stemi tripli coniugati dal seguente sistema di equazioni alle derivate parziali:
Fw , o
ouw' " 8t
8o o
6uaw—Acosco, &U&WU—Bsenw
(X)
d4 e B 44 dw
du  dv 7 dv  du
o B dw 0B dov
=7 7= °2_""1
du v 4, dv  du ]
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che tiene qui il luogo del sistema (V1) § 16 e verra ridotto piu oltre a forme
pilt semplici (§ 30); esso possiede I'integrale gquadratico

A4 — B =f(n),
che si puo anche scrivere, disponendo del parametro # :
A* — B* =c¢ (costante). (77)

Supposte soddisfatte le (X), consideriamo nella quaderna (z, &, =, {) di
funzioni incognite il sistema lineare omogeneo

a_w:cos“"’l ———senwl ‘9w:‘9“’5 \

u 7 ov T dw dw

g—i:——senwﬂ, g;f]:comu‘é, 55:“3%“ AndB” -
%;_‘;_:.n, %zsenmmﬁ—@swi+§2m %__ L

N

che si ottiene dalle (37) § 17 col porvi p =g =1. Il sistema & completamente
integrabile per le (X), e possiede l'integrale quadratico

@+ 5 40 — (= cost.

Normalizziamo le coordinate omogenee wx, &, v, £ nel solito modo, e pren-
diamo quattro quaderne di soluzioni («,, £,,,,C,)r=0,1,2, 3 appartenenti
ad un tetraedro P, P, P, P, coniugato rispetto alla quadrica

%2—}—52 _}_.n‘z___‘c‘z :O,
con P, vertice interno. Rimanendo fissa w, le tre espressioni
dyi:midmo+£¢d£o (’:=17 Qa 3)

sono differenziali esatti, e la superticie S descritta dal punto P di coordinate
ortogonali y,, ¥., ¥,, al variare di u, v, ha I’elemento lineare

ds’ =1 +a)dt +2x, %, da, d5,+ (1 +5)d 2,
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cioé quello della regione reale del paraboloide rotondo
ot ’;‘2 .

X=n,, Y=E, Z=LQ—" (ovvero X*+ Y*=22).
Dopo cio, se facciamo variare w, le oo' superficie S possono collocarsi
nello spazio in guisa che ne risulti un sistema triplo coniugato (u, v, w).

Questo si ottiene determinando per quadrature y,, ¥,, y, dalle formole
(cf. § 18):

3%_, z

75 =M (COS w &, — sen w3,)

g‘%=‘io (senww, +cosws) (i=1, 2 3) (79)
‘971'_;: 1. LR

ﬂu*w( A4, 4 BT, "

le condizioni d’integrabilitd trovandosi identicamente soddisfatte.

Precisamente come nel caso del paraboloide rotondo immaginario (§ 15)
si dimostra che: Per ciascuna deformata S del paraboloide rotondo nel si-
stema 1w = cost. le tangenti alle trajettorie (w) nei punti di S sono normali
alle trasformate dei paralleli a3 + £ = cost.

Ne segue che se la congruenza (C) formata da queste tangenti si im-
magina invariabilmente legata alle flessioni della S, quando S si applica sul
paraboloide tutti i raggi della congruenza vanno ad appoggiarsi all’asse.
Quesla proprietd deve ravvicinarsi all’altra riseontrata nelle classi di sistemi
tripli coniugati con deformate del generale paraboloide ellittico od iperbolico
di cui ai §§ 19, 26, poiche nel caso del paraboloide rotondo le parabole fo-
cali vengono appunto a ridursi all’asse di rotazione.

Accanto a questi sistemi tripli coniugati con deformate proprie S del
paraboloide rotondo sono da considerarsi quelli contenenti deformate im-
proprie S; questi si ottengono semplicemente dai primi, sussistendo la pro-
prieta:

Le superficie S complementari delle S (rispetto alle deformale dei meri-
diani) inuno dei nostri sistemi iripli coniugati formano un nuovo Sistema
triplo coniugato.

Questo si verifica colle formole seguenti, di cui & facile la deduzione.
Indicando con v,, ¥., ¥, le coordinate del punto della complementare S cor-
rispondente al punto (y, y,ys) sopra S, le y, sono date dalle formole

?_]i =Y, — X, X, — E; Eo (7‘ == 17 Qy 3)’ (80)
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dalle quali, derivando, seguono le altre:

‘M_"—n (sen o £, — cos w @,)
du ¢ e *
&.1—;' V4 z « ¥
Sy = (cos w3, + sen w x,) (80%)
&y b Y

P . —B/o
&'M) _,(A’]o 5) /

D’altronde la complementare S di una deformata propria S del parabo-
loide rotondo & una deformata impropria.

§ 30.
. SISTEMI DI SUPERFICIE D'AREA MINIMA CORRISPONDENTI,

Ciascuna deformata propria S del paraboloide rotondo determina, se-
condo il primo teorema di GuicHarp (Vol. II, § 257), due superficie ¥, ¥
d’area minima corrispondenti. Queste sono le due falde dell'inviluppo di
sfere descritte coi centri nei punti P di § ed aventi ciascuna raggio eguale
alla distanza del puunto corrispondente P, sul paraboloide dal fuoco. Alle
famiglie (S) dei nostri sistemi tripli coniugati si coordinano quindi due si-
stemi di superficie d’area minima che vogliamo ora esaminare pilt da vicino.
Per questo osserviamo che, nella configurazione paraboloidica, la distanza T
del punto P, = (w,, &,) dal fuoco & data da

b4+ L, \
Tw—iqi~:@4rﬂJ (81)

Se indichiamo poi con (4, Z,, Z,), (Z',, Z',, Z';) 1 rispettivi coseni di
direzione dei raggi che vanno dal punto P=(x,§,) di § ai due punti di
contatto della sfera con ¥, Y, dalle formole relative agli inviluppi di sfere
ricaviamo facilmente per Z,, Z’; i valori seguenti:

5 — % Zi —+ 0

—— '. — . o)
Z‘ 40 — Ty ’ 4 ‘ C" -+ L (8-)
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Ed ora andiamo a verificare in effetto, senza nemmeno ricorrere al teo-
rema di GuicHARD, che le congruenze rettilinee formate dai raggi che escono
dai punti di una S (w= cost.) coi coseni di direzione Z;, ovvero Z’;, sono
normali a due superficie minime. [Con ¢id il teorema di GUICHARD resta nuo-
vamente dimostrato.]

Se poniamo

139y, 13 oy
== Z : b == ! ’
v % fou 4 ; Z ov
dall’osservare che si ha
zwiZi:moa Ei ;zio,

segue per le (79)
U=, (®, coso—& senw), V=1 (x,senwe-+73,coson),

e quindi dalle (78) che Udu+ Udwv & un differenziale esatto, precisamente
=dT.

La congruenza & dunque in effetto normale (Vol. I, § 143) e le coordi-
nate 2, z,, 2, dei punti di una delle superficie normali sono date da

2=y, —T2Z, (t=1, 2, 3),
ossia

1,
=Y — (2‘ (Co -+ T‘o) (C; - 7'5)- (83)

Verifichiamo che la superficie ¥ definita da queste formole & ad area
minima e le linee (u, v) corrispondenti al sistema coniugato permanente di §
sono le linee di curvatura.

Se deriviamo infatti le (82), (83) rapporto ad u, v, troviamo

0z

9z _  (G,—mn)éZ
ou 2 ou

d Z; _ (Z;o - wr»)z d Zz‘
ov 2 dv’

e queste formole dimostrano appunto che sulla ¥ le linee u, » sono quelle
di curvatura, ed i raggi principali di curvatura »,, r, hanno i valori eguali

ed opposti

1 . . 1, 2
1‘1=~9— C.o—-"no) 9 7’2:—@(40—'&0)-
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Similmente per laltra superficie ¥’ si trovano le formole

zli =Y — % (Z.o — "'o) (4‘ -+ ‘“i), (83*)
con
’ 1 Yd 2 ’ 1 2
7’1=§(50+7‘o)’ rzz—y(Co—i_‘no)-
Osserviamo ancora che, derivando le (83), (83%) rapporto a w, risulta
8z 1 . N ’
S =g (B D)[& o n) ~ & ()|
, ' (8%)
4z,

=y (B )& C— 1) — & G — )|

Merita attenzione quella classe particolare dei nostri sistemi tripli co-
niugati per la quale la costante ¢ nell'integrale quadratico (77) & nulla; al-
lora ¢ A* = B*, 0 4 = == B, poniamo p. es. 4 = B. In tal caso si vede che
le Z, coincidono coi coseni di direzione delle tangenti alle trajettorie (w) e
sono indipendenti da w, come le z, stesse. Dunque:

Se per la famiglia (S) di deformate del paraboloide rotondo la costante ¢
e nulla, le trajettorie (w) sono linee rette e coincidono colle normali all’ unica
superficie minima Y. Questa ¢ il luogo descritto dal fuoco del paraboloide ro-
tondo nel rotolamento sopra una gualunque delle superficie applicabili S.

Nel caso ¢ =0, ora considerato, le equazioni del sistema (X) possono
scriversi pilt semplicemente, ponendo p. es. 4 = B =¢f con che diventano

o0 _ 20w _ 20

du  dv  dv  du 3
(85)

g v = e¥ cos jl—e”seno

gudw %% spow "

Ma anche nel caso generale ¢ -0 si pud introdurre nel sistema (X)
una semplificazione analoga. Supponendo, come & lecito, ¢ =1, possiamo
porre p. es.

A =cosh8, B=senh9,
e le (X) diventano

o0 _30 w00 |
du  dv dv  du '
o 8w
mfmchSmcoshO, duamw

(86)

= gen o senh 0. s
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Si osservi che, in ambedue i casi (85 o (86), le due prime equazioni del
sistema dicono che o + 4 6 & una funzione della variabile complessa = = u i v,
diciamo

o—+1i0=F(s,w),

dove w & un parametro reale, da cui dipende la F. Manifestamente le due
seconde equazioni del sistema (85) si compendiano nella equazione (di

LIouvILLE) :
SF e
6t dw

e quelle del sistema (86) nell’altra

&’ F

m:COSF.

§ 31.

SISTEMI TRIPLI CONIUGATI CON DEFORMATE DELLE QUADRICHE
A CENTRO TANGENTI ALL,ASSOLUTO.

Trattiamo in fine di quei sistemi tripli coniugati nei quali la famiglia (S)
& costituita di superficie applicabili sulle quadriche a centro di Darsoux tan-
genti all’assoluto (*).

Il caso limite di quadriche osculanti I'assoluto e gia stato trattato al § 5;
ivi i corrispondenti sistemi tripli coniugati furono dedotti con una costruzione
in termini finiti dalle famiglie di Lami a curvatura costante. Qui pel caso
di quadriche semplicemente tangenti all’assoluto occorrerd ancora l'integra-
zione dei sistemi differenziali (III) § 8, o (IV) § 9, precisamente come pel
caso delle quadriche rotonde (bitangenti all’assoluto).

Per non complicare la ricerca supporremo che il sistema triplo ortogonale
(u, v, w) sia un sistema di WEINGARTEN, p. e. a curvatura positiva, e porremo
nelle formole del § 9 R = 1.

(*) Lezioni, Vol. I, § 308, e pilt particolarmente la Memoria: Sulla deformazione delle
congruenze e sopra alcune classi di superficie applicabili (Annali di matematica, t. VI della Se-
rie 111, 1900),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



con una famiglia di superficie applicabili sopra quadricke. 211

Sia (A, M, &, W) una qualunque quaderna di soluzioni del sistema dif-
ferenziale (IV), onde avremo per le (18) ibid.

A+ M —cd* 4+ (c+ 1) W?=a  (costante). (87)

Per una qualunque superficie ¥, a curvatura K= 1, del sistema di
WRINGARTEN, consideriaino la superficie S inviluppo dei piani normali alle
linee ® = cost. sulla ¥. Denotando con x, y, z le coordinate del punto P di S,
che corrisponde al punto P= (%, y, 2) di ¥, troviamo

Ezwﬁg%gAX,’i-MX.z—l—(o—i—l) WX3:- (88)

colle formole analoghe per 7, z, e I'elemento lineare della § ha la forma

COdW? —2¢c(c+1)o WaaodW -+ [c(o—}—l) W’2+c¢2—}—a] ae?
ds* = - s (89)

@t

che dipénde solo dalle costanti ¢, @, ed appartiene alla quadrica immaginaria
di DarBoux ’ -
oy’ +2) +1=a"tacly —ay—1). (90)

Sulle superficie ¥, S i sistemi coniugali si corrispondono, in particolare
alle linee (u, v) di curvatura di ¥ corrisponde sopra S il sistema coniugato
permanente.

Ora, se facciamo variare m,la S descrive una famiglia (S), che vogliamo
dimostrare appartenere ad un sistema triplo coniugato (u, v, w). Per cio, de-
rivando le (88) col por mente alle formole dei §§ 4, 9, troviamo
dw M , dw w

ey g = 50, —=—Q
v co on co

ox . _4,_
on ¢*

Q

x Y
dove si & posto per brevita:
0, =senh f [AXt +MX,+(c+1) WXK]-cd)coshﬁX3

Q;:cosh@[/tX‘ +MX;+4(c+1) WX3] —cdsenh 0 X,

ﬂ_&e

Q
T ow

[AXl +MX, e+ 1) V['Xg]+c¢ (4X, + BX).

con significato analogo per Q,, €., ecc.
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N . . . 00, . . .
Sard provato il teorema se dimostriamo che 20 O esprime linearmente
ed omogeneamente per (Q,, Q',) con coefficienti, che rimangono gli stessi pei

” . a s—):t ’ L4
per (., 27,), e in fine o Per («,, Q",). Questo

x

Do 0
tre assi, similmente
ow

risulta dalle identita seguenti, di facile verifica:

v ® “ (a—vﬁ ®
00, W a9

ow @ WQ”+(COS110— ®

o0, W a8 = Weosh )

Fr e mﬂ,+(senlle~

80, Mcosh?® o 0% Msenh B)Q'.T

W senh 0) o,

Q ”

/ o
Dal calcolo eseguito risulta altresi che i valori dei coefficienti H,, H,, H,
per il sistema triplo coniugato (88) sono dati semplicemente da
A M _w

H‘.:?, H2:(I) H3 ’1’

Si avverta che, ove la costante a nella (87) sia nulla, la superficie S @
la complementare di quella deformata S, di una quadrica a centro rotonda
che & data dalle formole (17), § 8. In tal caso adunque la famiglia (S) ¢ Ia
complementare delle famiglie (S,) determinate ai §§ 8, 9. Ma anche nel caso
a =/~ 0 si possono porre i nuovi sistemi tripli coniugati in semplice dipendenza
geometrica da quelli con deformate di quadriche rotonde, mediante il seguente
teorema che qui ci limitiamo ad enunciare:

Fissato un sistema triplo ortogonale di Weingarten (u, v, w), si costrwi-
scano colle formole dei §§ 8, 9, tre diversi sistemi tripli coniugati colle fami-
glie (S), (S), (S”) di deformate di quadriche rotonde. I piani tangenti in una
terna qualunque P, P’, P" di punti corrispondenti su tre superficie S, S, S”
8’ incontrano in un punto P che descrive, al variare della terna (P, P, P")
sulle tre superficie (S, S, S”) una deformata S di wna quadrica di Darboux.
E quando la terna (S, S, 8") varia, la superficie S descrive una famiglia (S)
appartenente ad uno dei nuovi sistemi tripli coniugati.

Viareggio, Agosto 1914.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREFAZIONE

LO 9 =

L AP LR LR LR U
(S ]

o2

7 AR /SR 7 SRV 7 ARV )
- =
r— S O W0~

V72
—_
o

§ 14.
§ 15.

§ 13,

. Le trasformazioni Bos per le quaderne (x, §, w, ), (x, £, m, §)____ ____

PARTE PRIMA.

. Sistemi tripli coniugati in generale - _ _ - __ __ ____ ___ . _ __________._._
. Spazi curvi normali _ _ _ _ _ _ _ L _ L ____.__-
. Sistemi tripli coniugati con deformate del catenoide - _ . ____ _____.____
. Richiamo delle formole pei sistemi tripli ortogonali a curvatura costante _ __ _
. Sistemi tripli coniugati con deformate della quadrica: y2-+ 22+ (o —y - 42)*= cost.
. Sistemi tripli coniugati con deformate del paraboloide:

(V=D &S —w—yV =T .

. Sistemi tripli coniugati con deformate di quadriche a centro rotonde - _ __ . _ _
. Caso di K wvegativa _ _ _ L emem -
. Gaso di K positiva _ - . - o L e mao—a-
. Quaderne armoniche di soluzioni del sistema (IV). Tetraedri coniugati - - _ _

i1 X* X* —_
. Deformate del paraboloide immaginario: w2 T QZV—1 .
. C . . . X% Y? —
. Sistemi tripi coniugati con deformate del paraboloide o TR 2zZV= 1.

. Xz Y —
Caso delle deformate del paraboloide: - + " —=9Zy=T . ____

Caso del paraboloide immaginario rotondo: X% Y?=QZy—1 _________
Proprieta geometriche di questi sistemi _ . _ . . _________ ___________._

PARTE SECONDA.

. Sistema differenziale pel caso del paraboloide reale ellittico - - _ - _ ________
. Sistema lineare omogeneo in (x, & =, &) - _ - . ____________
. Sistemi fripli coniugati con deformate proprie del paraboloide ellittico - - ___ _
. Classe particolare di questi sistemi tripli coniungati_ - _ _ _______________
. Sistema differenziale per le deformate improprie del paraboloide ellittico_ _ _ _ _
. 1 corrispondenti sistemi tripli coniugati - - _ - - _ _________________
. Le trasformazioni Bos per le soluzioni dei sistemi (VI), (VIII) (§§ 16, 20) __ .. _ _

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIII. 28

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

163



214

Bianchi: Indice.

® O o
[S ST

L LR R R O LR LR U
[S=

. Le trasformazioni By pei sistemi tripli coniugati
. Sistemi tripli coniugati con deformate proprie del paraboloide iperbolico
. Classe particolare associata ad una parabola focale
. Le trasformazioni Bz dei nuovi sistemi fripli coniugati
. Sistemi tripli coningati con deformate improprie del paraboloide iperbolico. - - -
. Sistemi tripli coniugali con deformate del paraboloide rotondo reale
. Sistemi di superficie d’area minima corrispondenti
. Sistemi tripli coniugati con deformate delle quadriche a centro tangenti all’assoluto

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

207
210



Sulla connessione
delle superficie razionali reali.

(Di AxNiBALE ComnssaTTI, @ Padova.)

INTRODUZIONE.

In questa Memoria, intesa a continuare e completare una mia prece-
dente ricerca (*), mi propongo di stabilire dei metodi i quali servano a de-
terminare la connessione di tutte le superficie razionali reali, collegandone
le proprieta, sia a quelle della rappresentazione piana, sia ai caratteri inva-
rianti (relativi) della superficie.

Prima di accennare alla via percorsa ed ai risultati ottenuti, non credo
fuor di luogo dare alcune spiegazioni circa la natura e la posizione del pro-
blema, lasciando al testo del lavoro il compito di giustificare pitit ampiamente
i criteri adottati.

Ogni indagine la quale st riferisca a proprieta di connessione d’una su-
perficie algebrica reale, richiede che sia ben precisato il punto di vista dal
quale le proprietd stesse si considerano. Percid occorre prima d’ogni cosa
stabilire :

1.9) Quale influenza esercitino sulle proprieta in questione le eventuali
singolaritd reali della superficie;

2.%) Quale significato si debba attribuire alla frase superficie equivalenti
dal punto di vista della connessione; in altre parole, ponendoci dal punto di
vista del classico Programma di KuriN, quale sia il gruppo di trasformazioni
da cui & caratterizzata la geometria che studia le proprietd di connessione
delle superficie.

(*) Fondaments per la geometria sopra lo superficie razionali dal punto di vista reale |Ma-
thematische Annalen, LXIIT (1912), pp. 1-72]. Questa Memoria verra nel seguito indicata
con F,
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216 Comessatti: Sulla connessione delle superficie razionali reali.

Dai criteri adottati per stabilire la definizione di equivalenza nel senso
suddetto, dipende in certo modo anche la convenzione che si adotta per pre-
cisare l'influenza delle singolaritd. Nell’ordine di idee che sotto sara chia-
rito, torna conveniente attribuire ad esse la stessa influenza che avreb-
bero se fossero risolute, cioé considerare ogni superficie razionale reale F
come equivalente ad un modello F, privo di singolarita la cui costruzione
sia definita senza ambiguitd per ogni caso. La risoluzione delle singolarita,
mediante un ben determinato tipo di trasformazioni (birazionali) reali (che
rientrano percio nel gruppo della connessione) collegate alla rappresentazione
piana di F, si trova stabilita al § 4, n.° 13; tuttavia lo studio delle proprietd
di connessione di F si fa direttamente su quella rappresentazione, senza ri-
correre al modello F, il quale interviene soltanto per chiarire il senso che
deve darsi a quelle proprietd in quanto su esse influiscono le singolarita di 7.

Quanto alla 2.2 delle due questioni suddette, volendo liberarmi da tutto eid
che non ha essenzialmente carattere invariantivo nella considerazione d’una
superficie (spazio in cui & contenuta, elementi impropri, ecc.), cioe volendo dare
al concetto di connessione la sua pili ampia generalitd — ch’¢ poi richiesta
dalla natura dei risultati a cui mi son proposto di pervenire — ho acceduto
al criterio di considerare come proprietd di connessione solo quelle che KLeix
ha chiamato assolute (*), in relazione alle quali 'equivalenza di due superficie
dipende dalla possibilitd di stabilire fra esse una corrispondenza (reale) biu-
nivoca, continua, priva di eccezioni (nel campo reale), la quale non soddisfi
in pitt ad alcuna necessaria restrizione dipendente da speciali proprietad (ad
es. proiettive o metriche) delle superficie (**). I.a definizione rigorosa delle tras-
formazioni suddette (che nel caso di superficie finite son poi deformazioni
con estensione) si trova stabilita, per superficie’ prive di singolarita, al § 2, nel
quale, in vista delle esigenze del lavoro, della necessitd di evitare in questioni
delicate interpretazioni ambigue, ho esposto (senza tuttavia mai perder di
vista lo scopo della Memoria) i risultati fondamentali inerenti alla connes-
sione delle superficie, corredando 'esposizione di alcune note in cui, col sus-
sidio dI un’ampia bibliografia (¥***), espongo e brevemente discuto i vari punti
di vista e le ragioni di alcune mie preferenze.

(*) Ometto qui citazioni dettagliate, riservandole al testo. Cfr. la nota (7).

(**) Nel campo algebrico puo dirsi che le proprietd di connessione sono invarianti di
fronte alle trasformazioni birazionali reali che son prive di punti fondamentali reali, cioé non
introducono curve eccezionali reals.

(***) Ho cercalo, per quanto possibile, ch’essa sia completa (in relazione ai punti di vista
discussi) e atta a guidare il lettore ad uno studio pit. approfondito.
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Fissato il campo delle proprietad che in questo lavoro si considerano come
inerenti alla connessione, risulta da un teorema fondamentale di quella teoria,
che esse sone univocamente collegate a due caratteri:

a) Un carattere qualitativo: 'unilateralita o bilateralita della superficie;

b) Un carattere numerico: ordine di connessione Z, che si puo, con
vari Autori, definire anche per superficie dotate d'un numero qualunque
(finito) di falde.

La determinazione dei due caralteri a), b) per ogni superficie razionale
reale, di cui st conosca la rappresentazione piana, é il problema intorno a cui
st raggruppano tutlti i risultati di questa Memoria.

I! procedimento di cui mi giovo per giungere alla soluzione di esso, si
fonda su due possibilita : _

1.%) Quella di associare ad ogni superficie razionale reale F una sua
trasformata reale @ la cui connessione si sappla determinare direttamente
(valendosi p. es. della rappresentazione piana doppia di ¢);

2.2y Quella di desumere Ja connessione di F da quella di ¢ valutando
Iinfluenza che ha su essa la trasformazione reale intercedente tra F e .

La ricerca, per ogni F, d’'una ¢ la cui connessione sia determinabile di-
rettamente (sopra un modello concreto), non & di per sé semplice; ma la
difficolta diviene piu seria se si vuol scegliere ® in modo che dalla sua con-
nessione si possa desumere quella di F, perché a tale scopo conviene che
la trasformazione reale che lega ¥ a ¢ presenti certi caratteri di semplicita.
Cosi ad es. se F' ha una sola falda, si puo scegliere come ¢ un piano, ma
la presenza su questo di curve fondamentali (semplici) ostacola gravemente
la ricerca del carattere di bilateralitd od unilateralitd di # (*). La difficolta
s1 rimuove facendo sparire quelle curve fondamentali in modo che la rap-
presentazione piana di F rimanga ancora reale; tuttavia la possibilita di tal
rappresentazione (limitata da due determinate eccezioni), e pili in generale
d’'una speciale rappresentazione piana di tutte le superficie razionali reali,
che ho chiamato normale, si prova mediante una indagine assai delicata, a
cul e dedicato l'intero § 1. Tenendo conto delle proprietd di quella rappre-
sentazione, si riesce in generale a costruire la superficie ¢ in modo che la
trasformazione (birazionale) reale fra F e @ sia dotata su ¢ d’un numero
finito di punti fondamentali, e priva affatto di punti fondamentali su F.

(*) Cfr. il lavoro di EnriQues, citato alla nota (}).
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Allora, un teorema dovuto a KuEIN, completato da qualche osservazione ul-
teriore, permette di dedurre la connessione di F da quella di &.

[I teorema a cui s’allude, precisa l'alterazione che si produce nella con-
nessione d’una superficie, quando ad essa si applica una trasformazione reale
dotata di eccezioni in punti e curve fondamentali. Data la sua ampia portata,
specialmente per quanto riguarda lo studio delle superficie unilatere, ho de-
dicato alle relative applicazioni tutto il § 3, presentando ivi sotto nuova forma
alecuni importanti risultati che concernono la teoria di quelle superficie, e
assegnando alcuni modelli, atti a dare un’idea sulla forma delle superficie
razionali. Lo studio delle superficie unilatere, mediante una loro particolare
rappresentazione, conduce inoltre a considerare quelle fra le proprietd dei
circuiti chiusi su esse tracciati, che hanno relazione col concetto (e colla de-
finizione) d’omologia, e a porre in proposito interessanti problemi. Di alcuni
fra essi, che presentano analogia con quelli relativi alla ricerca d’una base
minima per le curve appartenenti ad una superficie algebrica, ho dato la
soluzione in fine del § 3.

Ecco ora, in breve, le principali conclusioni della Memoria.

Per quanto riguarda il carattere di unilateralitd o bhilateralitd enunciero
anzitutto il risultato seguente :

Tutte le superficie razionali con una falda (rappresentabili realmente sul
piano) sono unilatere, fatta eccezione per quelle equivalenti ad una sfera (Z = 0)
o ad un toro (Z=2) (§ 4).

Negli altri casi si ha invece:

In ogni classe di superficie (definita in relazione alle trasformazioni bi-
razionali reali) appartenenti alla I* o II* famiglia (della classificazione sta-
bilita in F. n.° 40, Teor. V) esistono superficie, aventi I'ordine di connessione
minimo le cul falde son tutte bilatere e del tipo sfera. Appena lordine di
connessione supera quel minimo almeno una falda & unilatera (§ 5);

Fra le cinque falde che appartengono ad una superficie della I11* fa-
miglia ve n’ha una — denominata falda singolare — che non si puo ridurre
bilatera mediante una trasformazione birazionale reale. Sicche le superficie
di quella famiglia hanno sempre almeno una falda unilatera, ch’¢ la falda
singolare, il cui ordine di connessione ha per valor minimo lPunita. Invece
le altre quattro falde possono simultaneamente ridursi hilatere e del tipo
sfera (§ 5, e, per lo studio della falda singolare, § 7).

I risultati di carattere numerico si aggruppano tutti intorno alle espres-
sioni — dipendenti dalla famiglia e, per le superficie con una falda, anche
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da due casi eccezionali di rappresentazione — dell’ordine di connessione Z
mediante i caratteri inerenti alla rappresentazione piana normale della su-
perficie F. In modo essenziale contribuisce all’espressione di Z, il numero »
di quei punti che son base per il sistema lineare } imagine — nella rap-
presentazione normale — delle sezioni piane (od iperpiane) di F, e che sono
uniti nella trasformazione antibirazionale involutoria + corrispondente al con-
iugio di F (§ b).

Siccome anche P'espressione dell'invariante di ZruTHEN-SEGRE I relativo
ad F dipende in modo essenziale da r e, in piti, dal numero 4 delle coppie
di punti, base per ¥, e corrispondenti in =, cosi si ottengono senza difficoltd
importanti disuguaglianze.

Esse esprimono, che, dato I, il numero Z relativo ad una superficie di
una determinata famiglia, con un certo numero m di falde, varia fra due
limiti di cui linferiore & fisso (per quel dato m e per quella famiglia) e il
superiore dipende da I. Io provo che, compatibilmente colla relazione

I=2Z (mod. 2),

la quale & soddisfatta da futfe le superficie razionali reali, tutti i valori com-
presi fra i due limiti sono effettivamente raggiunti in ogni classe appartenente
a quella famiglia e relativa a quel dato numero di falde. Si trova cosi ri-
solto un problema posto in fine dell'Introduzione di F. (pag. 6).

Le espressioni di I e Z dipendono, come si & detto, dai due interi » ed ¢
e variano diversamente al variare di essi; in tal guisa che I’eliminazione di r
ed ¢ non pud compiersi se non introducendo un ferzo carattere della super-
ficie che si esprima anch’esso mediante queglinteri. E questo il numero base
reale p, cioe il numero delle curve reali linearmente indipendenti a cui & li-
nearmente legata ogni curva reale della superficie. Le espressioni di p mediante
r ed i (stabilite al § 6) confrontate con quelle di 7 e Z conducono alla re-
lazione seguente

la quale ci sembra degna di nota, oltre che per la sua semplicitd anche per
il fatto ch’essa vale per fuffe le superficie razionali, indipendentemente dalla
famiglia e dal numero delle falde; in quanto I'influenza di tali elementi spa-
risce nell’eliminazione di r ed 4. Si potra forse in avvenire considerarla come
caso particolare, d’'una relazione analoga valida per tuile le superficie alge-
briche ?
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g 1.

RAPPRESENTAZIONE PIANA NORMALE DELLE SUPERFICIE RAZIONALI REALI

1. Le proprietd di connessione d’una superficie razionale reale F si
collegano, come vedremo, intimamente, a quelle della sua rappresentazione
piana. E tanto pitt semplice ed espressiva ne riesce la deduzione quanto
meglio quella rappresentazione risponde a certe condizioni di semplicitd im-
poste dalle speciali esigenze del problema.

Per renderci conto, almeno in via approssimata, di tali esigenze, pren-
diamo le mosse da un esempio.

Imaginiamo che F' abbia una sola falda, cioé¢ sia rappresentabile real-
mente sopra un piano (reale) = (F. § 6). Sia S il sistema lineare reale di =,
che corrisponde a quello delle sezioni piane od iperpiane di F. Questo si-
stema sard dotato di un certo numero di punti base e di curve fondamentali
semplici (eccezionall); anzi possiamo supporre che, all’infuori di queste, non
vi siano altre curve fondamentali per S, imaginando, per maggior semplicitd,
che F sia priva di punti multipli.
~ Possiamo allora calcolare subito I'ordine di connessione di F, giacche esso
si esprime in modo semplicissimo mediante il numero dei punti base e delle
curve fondamentali di S; mentre invece c¢i troveremmo di fronte ad una certa
difficoltd qualora volessimo decidere circa l'unilateralitd o bilateralitd di F.
Tale difficolta, che divien piu seria quando non si tratti d’una superficie par-
ticolare, ma si vogliano stabilire condizioni generali, proviene dalla presenza
delle curve fondamentali (*).

Si potrd pensar di rimuovere siffatta difficoltd facendo sparire le curve
fondamentali di S mediante una conveniente trasformazione di = in un altro
piano =". Invero, salvo determinate eccezioni, che possono venir congiderate
a parte, tale operazione & possibile (F. n.° 18, Teor. I).

Ma dopo cio la rappresentazione di F su =" sard ancora reale ?

() Una condizione, avente caratlere generale, intesa a stabilire quando si possa affermare
che F' & unilatera, fu data da ENRIQUES : Alcune osservazioni intorno alle superficie razionali
reali [Rendiconti della R. Accademia di Bologna, XVI (1912), pp. 70-73]. Trattasi perd d’una
condizione sufficiente, utile tuttavia in casi speciali. :
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In altre parole sard reale il sistema S’ trasformato di S ? Eeco una que-
stione di cui & assai importante che ci occupiamo senz’altro per spianare la
via alle nostre ricerche.

Anzitutto, riportandoci dal suddetto esempio al caso generale, poniamo
i termini del problema.

Sia F' una superficie razionale reale qualunque, rappresentata sopra un
piano (reale) = in tal guisa che al sistema delle sue sezioni piane od iper-
piane risponda un sistema lineare S, appartenente a =. Questo sistema sara
unito in una trasformazione antibirazionale involutoria T, imagine del con-
iugio di F' (se F ha una falda 7 si puo trasformare nel coniugio e quindi
S in un sistema reale).

Circa S e T possiamo affermare quanto segue:

a) Il sistema S e riducibile, mediante trasformazione cremoniana, ad
un sistema Y privo di curve fondamentali semplici, ovvero dotato di parti
colaritd su cui non & per ora il caso di insistere (F. n.° 18, Teor. 1);

b) La trasformazione T & riducibile, mediante trasformazione eremo-
niana, ad un determinato tipo che chiameremo normale avente (in relazione
a tutte le trasformate di T) il minimo numero di punti fondamentali (vedi
F. § 6, Teor. IV). ’

Ora proponiamoci la questione seguente : Le due riduzioni di cui si parla
in a), b) possono effettuarsi insieme ? In altre parole si puo trasformare il
sistema S come in a) in tal guisa che la 7' si muti conlemporaneamente in
una trasformazione di tipo normale ? .

Vedremo che la risposta, salvo una lieve restrizione, sard affermativa..
In modo preciso dimostreremo, nel seguito di questo paragrafo, il seguente

TEOREMA. Ogni sisteimwa lineare semplice S, oo, (r = 3) di curve piane ir-
riducibili, unito in una trasformazione antibirazionale involutoria T, e dotato
di curve unile (*), si pud ridurre, mediante trasformazione cremoniana, ad un
sistema analogo, nnito in una trasformazione = di tipo normale (trasformata
di T) e inolire

a) prive di curve fondamentali semplici;
ovvero anche, se © é il coningio

(® Queste condizioni sono necessarie e sufficienti perché S si possa considerare come
imagine del sistema delle sezioni piane od iperpiane d’una superficie F di Sy (cfr. F. § 2,
n.i 6, 19),
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B) dotato di una sola retta fondamentale contenente due punti base
distinti e privo d’altri punti base reali (*);

Y) avente per curve fondamentali semplici m retle uscenti da un punto
base O, e contenenti ciascuna un altro punto base infinitamenie vicino ad O.

Quando il sistema lineare che corrisponde a quello delle sezioni piane
od iperpiane d’una superficie razionale reale F sia ridotto a soddisfare alle
condizioni del Teorema suddetto diremo che la rappresentazione piana di F
¢ normale. '

2. Veniamo ora alla dimostrazione del Teorema enunciato.

Sia F la superficie razionale considerata, S il sistema lineare apparte-
nente al piano =, che corrisponde a quello delle sezioni piane od iperpiane
di F e che supponiamo gia ridotto a soddisfare alla condizione a) del nu-
mero precedente, cioé ad esser privo di curve fondamentali semplici, ovvero
a presentare le particolaritd contemplate nei casi II), 1I1) del Teor. I (F.).
I punti base di F potranno eventualmente esser propri (I. n.° 13), ma non
saranno in tal caso equivalenti a curve fondamentali semplici (F. nota a
pag. 27).

Incominciamo dal liberare il terreno dai due casi eccezionali esaminan-
doli separatamente.

Caso 11). S possiede una retta fondamentale r con due punti base di-
stinti R,, R, ed é privo di allri punti base. Allora la trasformazione T (*)
in cui € unito S & antiproiettiva od antiquadratica (F. n.° 19). Nel 1.° caso
essa si laseia ridurre al coniugio, cioé a tipo normale, mediante una trasfor-
mazione proiettiva (F. n.? 8) che non modifica la natura di S; nel 2.° se la
T von & priva di punti uniti, cioé se non & di tipo normale (F. n.°9 e § 6,
Teor. IV b)), si lascia ridurre ad un’antiproiettivita mediante una trasforma-
zione quadratica @ avente i punti fondamentali (su =) in R,, R, ed in un

(®) E, g’intende, d’altre curve fondamentali semplici. Conviene osservare che in tal caso
qualora esistano punti base non appartenenti alla retta fondamentale essa si puo far spa-
rire mediante una trasformazione quadratica; tanto & vero che nel Caso II) contemplato nei
F. Teor. I si esclude l’esistenza di tali punti. Qui invece essi non si possono escludere perché
la trasformazione quadratica che fa sparire la retta fondamentale muta il coniugio in una
trasformazione antiquadratica che non é pii di tipo normale. Ecco la lieve restrizione a cui
si era sopra accennato.

(*) Qui e nel seguito useremo per brevita la locuzione «trasformazione T» in luogo di
«trasformazione antibirazionale involutoria T »,
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punto R unito in T (F. n.° 9). La » fa sparire la retta fondamentale r, e ne
introduce un’altra s, per il sistema S trasformato di S, la quale proviene
dal punto R e si comporta come r. Dunque ci possiam ridurre sempre al
caso ) del teorema enunciato.

Caso 1lI). S ha per curve fondamentali semplici m retle uscenti da un
punto base O e contenenti ciascuna un altro punto base infinitamente vicino
ad 0. Sappiamo allora (F. n.° 19) che S si puo ridurre, mediante trasforma-
zione cremoniana, ad un sistema Y avente per curve fondamentali semplici
solo rette appartenenti ad un fascio unito nella trasformazione = (trasfor-
mata della 7 in cui e unito S), la quale & di tipo normale. Anzi, se + non
¢ il coniugio, si possono far sparire successivamente le rette fondamentali
di ¥, mutando ¥ e ~ in enti analoghi.

Sicche, qualora non si finisca per cadere sopra un sistema privo di curve
fondamentali semplici, potremo supporre d’aver ridotto = al coniugio, e quindi
¥ ad un sistema reale avente per curve fondamentali semplici solo rette ap-
partenenti ad un fascio reale di centro U. Ora proveremo che, se ¥ non ap-
partiene ai tipi p), y), esiste una trasformazione birazionale reale » del piano
= di ¥ in un altro piano =', la quale muta ¥ in un sistema ¥ analogo, con
qualche retta fondamentale di meno.

Invero, non verificandosi i casi B), y), esisteranno almeno due rette 7, s,
fondamentali per ¥, contenenti rispettivamente oltre U/ i punti base R, S di
cui almeno uno, ad es. R, & distinto da U. Allora:

1% Se R, S son reali, » & la trasformazione quadratica avente su =
il triangolo fondamentale U R S. ¥ ha due rette fondamentali meno di ¥;

2.° Se R ¢ imaginario, la retta » coniugata di » & pure fondamen-
tale e contiene il punto base B coniugato di R: o & ancora una trasforma-
zione quadratica avente, su =, il triangolo fondamentale UR R. ¥ ha due
rette fondamentali meno di ¥; .

3.%) Se infine R & reale ed S imaginario anche la retta s coniugata di s
sard fondamentale e conterrd il punto base S coniugato di S. Allora @ & una
trasformazione cubica di pt JoxQuitres avente su = il punto fondamentale
doppio U ed i punti fondamentali semplici B, S, S, P, ove P & un punto
reale generico di =. Essa fa sparire tre rette fondamentali e ne introduce
una (proveniente da P); in tal guisa che ¥ ha ancora due rette fondamentali
meno di Y.

Cosi procedendo, o tutte le rette fondamentali spariscono, ovvero si ri-
cade ancora nei casi £), 1)-
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3. Ed ora occupiamoci del caso generale in cui § & privo di curve
fondamentali semplici. Allora la trasformazione T ha tutti i suoi punti fon-
damentali in punti base di S (. n.° 23); si tratta di far vedere che la T si
puo ridurre a tipo normale senza introdurre curve fondamentali per il si-
stema ¥ trasformato di §; in altre parole che tale riduzione si puo com-
piere mediante una trasformazione cremoniana o avente, su =, tutti i suoi
punti fondamentali in punti -base di S: ovvero che c¢i si pud ricondjrre ai
casi 8), 7).

Percid si parta da un sistema lineare L, oo, irriducibile, semplice, do-
tato di punti base tutti impropri, privo affatto di curve fondamentali e unito
in T. Costruendo questo sistema come in F. n.® 24 possiamo supporre che
1 punti base di L cadano tutti in punti fondamentali di 7, cio¢ in punti base
di §, e che inoltre la curva generica di L passante per un punto qualunque P
di = distinto dai punti base di L non abbia di conseguenza un punto mul-
tiplo ivi. '

Applicando ad L il procedimento di successiva aggiunzioue arriveremo
necessariamente ad un sistenia lineare A, unito in 7, e appartenente ad uno
dei seguenti tipi:

1.9) Sistema lineare (o' alineno) di curve razionali determinato dal
gruppo base ;

2.%) Sistema lineare irriducibile, semplice (00® alneno) di curve ellittiche,
privo di curve fondamentali proprie, delerminato dal gruppo base ;

3.9) Rele di curve elliltiche riducibile (per trasformazione birazionale)
alla rete delle cubiche passanti per 7 punli base;

4.°) Sistema lineare oo® di curve di genere 2 riducibile al sistema delle
sestiche con 8 punti base doppt (°).

Esponiamo ora le linee generali della dimostrazione la quale si com-
porrd delle tre parti seguenti:

A) Proveremo che, durante il procedimento di successiva aggiunzione
non si introducono nuovi punti base, in tal guisa che i punti base di A ca-
dranno tutti fra quelli di L, cioe fra quelli di S.

B) Ridurremo, mediante una trasformazione cremoniana p. del piano =

(°) Casternvovo, Appendice alla Memoria di EnriQues, Sui piani doppt di genere uno
[Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XL) (3), 10 (1896), pp. 201-224], p. 222,
L’enunciato qui riprodotto trovasi al n.° 7, p. 208 della Memoria. Cfr. F. n,° 24,
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in un altro piano =, il sistema A ad un sistema M d’ordine minimo, il quale
apparterrd necessariamente ad uno dei tipi seguenti: '

a) fascio di rette;

b) rete delle rette di = ;

c) sistema di tutte le coniche di = ;

d) sistema delle curve d’ordine n con un punto base n— 1-plo ed
1(O=1=mn—1) tangenti fisse, distinte, comuni a tuite le curve del sistema ;

e) sistema delle curve d’ordine n con un punto base n-— 1-plo ed un
punto base semplice a distanza finita do quello ;

) sistema di cubiche con 0, 1, 2,..., 7 punti base distinti od infi-
witamente vicini ;

g) sistema di quartiche con 2 punti base doppi distinti od infinita-
mente vicini ;

h) sistema di sestiche con 8 punti base doppi distinti od infinitamente
vicini (°) s

provando che la trasformazione u non introduce curve fondamentali per
il sistema § trasformato di S, in quanto i suoi punti fondamentali, su =,
cadono tutti in punti base di A, cioé di S. Fard eccezione solo il caso g)
che ci condurra al B).

() Dopo cio la trasformazione T, trasformata di T mediante p, do-
vendo lasciare unito uno dei sistemi a), b),..., h) si lascerd ricondurre a
tipo normale mediante una trasformazione cremoniana v del piano =’ in un
altro piano o, senza introdurre curve fondamentali semplici per il sistema ¥
trasformato di §* (cioe di § mediante la o =p..v), ovvero introducendo delle
rette fondamentali che c¢i ricondurranno ai casi B), ¥).

4. Ed ora veniamo al dettaglio.

A) Riprendendo in modo pitu diffuso e completo un ragionamento
svolto per un caso particolare in F. n.° 39, indichiamo con | C| un sistema
lineare oo” dedotto da L col procedimento di successiva aggiunzione, che
non abbia punti base fuori di quelli di L, e tale che il suo aggiunto | C’|
acquisti un punto base P diverso da quelli di L.

Poiche supponiamo che il procedimento di successiva aggiunzione non
termini con | C|, quel sistema e tutti i precedenti saranno irriducibili, sem-

() Cfr. FerrETTI, Sulla riduzione all’ordine minimo dei sistemi lineari di curve piane irri-
ducibili di genere p; in particolare per ¢ valori 0, 1, 2 del genere [Rendiconti del Circolo Ma-
tematico di Palermo, XVI (1912), pp. 236-279], Teor. VII, X, XII.
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plici, privi di curve fondamentali proprie, e avranno la serie caratteristica
non speciale (GasTeLNUOVO, loco cit. (°)), fatta eccezione per il caso su cui
fra poco ci intratterremo, che | C| sia un sistema di curve iperellittiche di
genere r — 1 due a due secantisi in coppie della g} che ciascuna sostiene.

Data lipotesi fatta sulle ¢’, le C per P, se sono irriducibili, non possono
avere lo stesso genere della C generica perché altrimenti le ¢’ dovrebbero
segare su quelle C'la serie canonica completa e questa avrebbe in P un punto
fisso. Dunque, ole C per P saranno riducibili, ovvero avranno il genere mi-
nore di quello p della generica C.

Incominciamo col mostrare assurda l'ipotesi che le C per P siano spez-
zate in una parte fissa D e in una parte ulteriore FE variabile in un sistema
lineare oo™ | £ |. Invero una tal curva D risulterebbe fondamentale impropria
per | C| e percio la generica E avrebbe lo stesso genere p della generica C.
Ma allora il sistema | C’| dovrebbe segare la serie canonica complela sulla
generica E ("), e cio ¢ inconciliabile coll’ipotesi che P sia un punto base per
il sistema | C’|. Infatti poiche una C" non taglia D fuori dei punti base di |C]
— che altrimenti essa segherebbe una F fuori dei punti base in meno di 2p-—2
punti — il punto P sard un punto base di | E| distinto da quelli di |C e
non appartenente a . Ma cio ¢ assurdo percheé allora la serie canonica della
generica E avrebbe un punto fisso in P.

Adunque o le C per P saranno composte colle curve d’un fascio avente
un punto base in P, ovvero saranno irriducibili e avranno il genere minore
di p. Siccome entro | C| non esiste alcun sistema lineare oo™™' avente molte-
plicitd superiore alla generica in qualche punto base di | C| — cheé altrimenti
un tal punto base R sarebbe proprio per | C|, e quindi avrebbe la stessa
influenza d’una curva fondamentale propria — cosi tutte le C per P avranno
di conseguenza un punto multiplo @ non coincidente con alcuno dei punti
base di | C|; il quale coinciderd con P se le ¢ per P sono composte colle
curve d'un fascio. )

Esiste dunque — nelle ipotesi fatte su |C'| — un punto @ non base
per | C}, tale che le oo"™* C per esso formano un sistema lineare | C'| con un
punto multiplo ivi.

(") Convien tener presente che | C'| & il sistema aggiunto puro a | C| e che in tal caso
esso coincide col sistema aggiunto puro ad | E|. Il sistema lineare che soddisfa rispetto a | C|
alle condizioni d’aggiunzione, contiene come parte fissa la curva D; togliendola (un certo nu-
mero di volte) rimane il sistema |C'|,
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Consideriamo ora il sistema | C, |, oo, precedente a | C| nella serie dei
successivi aggiunti ad L. Possiamo supporre che la curva generica del si-
stema lineare oo™™'| C, | formato dalle €, per @, abbia lo stesso genere della
generica O, [incluso il caso che le ¢, per @ contengano come parte fissa una
curva fondamentale D, di | C, |}, giaccheé in caso contrario le C, si compor-
terebbero come le C e nulla ci vieterebbe di risalire nella serie dei sistemi
aggiunti fino a trovarne due consecutivi di cui il secondo si comporti come
| €] (in relazione ad un certo punto ) ed il primo nel modo prescritto a G, |.
Invero, eome abbiamo inizialmente osservato, almeno le curve di L soddi-
sfano alle condizioni volute per | C, in relazione a qualunque punto del piano
distinto dai punti base. '

Poiché @ & punto multiplo di tutte le | C|, sard anche punto multiplo
di tutti i gruppi eanonici appartenenti alle C, e passanti per esso. Da cid
si trae, mediante il teorema di Crirrorp, che [50} e un sistema di curve
iperellittiche. _

Siccome in tali condizioni non si puo trovare | C,| perche allora | C| ri-
sulterebbe composto con un fascio di eurve razionali (*), e quindi, contro
Pipotesi, il procedimento di aggiunzione si estinguerebbe con | C , cosl sol-
tanto le oo*™* (, saranno iperellitliche e percid | C|sard un sistema di curve
iperellittiche di genere s — 2 due a due segantisi in s — 2 coppie delle g} che
ciascuna O sostiene; cioé apparterrd (GASTELNUOVO, loco cit. (°)) ad uno dei
tipt seguenti:

Rete di grado 2 di curve ellittiche: questo caso & da escludersi per-
ché la successione degli aggiunti terminerebbe con | C|;

Sistema o° di grado 4 e genere 2 riferibile al sistema delle sestiche
per 8 punti base doppt; questo caso e pure da escludersi perché, quantunque
esista 1l sistema |C'| -— ch’& un fascio di curvé ellittiche avente un nuovo
punto base in pitt di quelli di | C| — noi, seguendo l'elenco dato al n.° 3,
dobbhiamo considerare la serie degli aggiunti terminata con | C|;

Sistema il cui aggiunto | C’| & composto con un fascio di curve razionali
| D| bisecanti le curve di | €| in tal guisa che ogni C’ si compone di p—1D(*).
Se | D| avesse punti base diversi da quelli di | C|, togliendo alle curve di | D]
Pobbligo di passare per quei punti si otterrebbe un sistema lineare | E cer-

(®) CASTELNUOVO, Sulle superficie di genere zero [Memorie della Societa Italiana delle Scienze
(detta dei XLj), X (1896), pp. 103-123], p. 109.
(?} Non & certa D’esistenza d’un tal sistema | C|. Cfr. CasTELNUOVO, loe. cit. ().
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tamente piiv ampio di |D| percheé questo sistema, essendo un faseio di curve
razionali, non pud essere sovrabbondante. Ma allora ogni curva formata da
p—1 E sarebbe aggiunta a |C| in tal guisa che | C’! non potrebbe essere
il sistema complefo aggiunto a | C |. Adunque il sistema | D col quale in questo
caso termina la successione degli aggiunti, non puo avere punti base diversi
da quelli di |C .

. In definitiva lipotesi fatta su €’] risulta incompatibile coll’altra, che la
successione degli aggiunti non abbia termine con C .

B) Proviamo ora che la trasformazione p la quale riduce A ad un
sistema M d’ordine minimo non introduce, salvo il caso che A sia riducibile
al tipo g); alcuna curva fondamentale per il sistema S’ trasformato di S, cioe
che essa ha tutti i suoi punti fondamentali in punti base di A. .

Infatti, come risulta dalle dimostrazioni del FErreTTrI('°), le successive
trasformazioni che abbassano fino al minimo 'ordine di A hanno tutti i loro
punti fondamentali in punti base di A e dei successivi suoi trasformati, se
A & un sistema di curve razionali, cioé se & riducibile ai tipi a), b), ¢), d), e);
negli altri casi invece quelle trasformazioni possono avere degli ulteriori punti
fondamentali che diremo eccezionali in punti generici del piano.

Ora si osservi che ognuno di tali punti produce una curva fondamen-
tale semplice (che si pud supporre isolata) per il sistema M, e che i sistemi
f), k) sono privi di siffatte curve fondamentali, mentre g) ha una sola retta
fondamentale » contenente due punti base P, Q.

Ne segue che nei casi f), &) i punti fondamentali eccezionali non pos-
sono presentarsi, e che nel caso g) esiste al pien uno di questi punti da cui
proviene la retta r. Dunque S8’ non puod avere curve fondamentali semplici,
eccetto che nel caso g), in cul la retta r potra essere fondamentale per S’;
e siccome essa e semplice ed isolata, cosi su essa vi saranno solo i due
punti P, @, base per S’ ("). ,

Siccome la trasformazione T’ deve lasciare unito il sistema g) che hai
soli punti base P, @ e la curva fondamentale », cosi essa sard necessaria-
mente antiproiettiva od antiquadratica (F. n.° 19) e percid come al n.° 2 si

(1% Loco cit. (5). Cfr. i teoremi ITI, 1V, V e le relative dimostrazioni, da cui dipendono
i risultati dei teoremi VII, X, XII.

(**) Ogni punto base di M & base per §’, altrimenti proverrebbe da una curva fondamen-
tale semplice di S.
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N

potra ridurre a tipo normale, conducendo al caso «) se T” & antiproiettiva
ed » non & fondamentale per S’, al caso ) nelle altre ipotesi.

C) Riduciamo ora la trasformazione 7" in cui & unito M (ed S’) ad
un tipo normale = senza introdurre curve fondamentali semplici per 1l si-
stema Y trasformato di S'.

Se M appartiene ad uno dei tipi a), b), la T" & certo antiproiettiva, e
quindi si riduce immediatamente al coniugio.

Se M & uno dei sistemi d), e), T' dovra lasciare unito lunico sistema
lineare di curve secanti in un sol punto variabile quelle di M, ch’e il fasecio
di rette col centro nel punto base » —1-plo per M, il quale & anche punto
base per S’. Ci troviamo quindi ricondotti al caso c).

Rimangono dunque da trattare le ipotesi corrispondenti ai casi c¢), f), k).

Se 7" lascia unito un sistema c¢) essa si pud, mediante successive trasfor-
mazioni quadratiche, ridurre ad una trasformazione antiquadratica priva di
punti uniti (**), ovvero ad una trasformazione d’ordine m (=1) con un punto
fondamentale m -—1-plo 0 e 2 (m — 1) punti fondamentali semplici P,,...,
P,._,, distinti od infinitamente vicini ad O in direzioni distinte e aventi or-
dinatamente_ per omologhe le rette p,,..., Py (.= 0 P,) (F. n.° 11). Una
siffatta trasformazione 7" & di tipo normale, eccettualo se m==2; e il si-
stema §” trasformato di S’ acquista solo delle rette fondamentali (sempliei)
uscenti da O (F. n.! 10, 11, 19).

Dopo cid, se m =1, cioé se T” & antiproiettiva si potri ragionare come
al n.° 3 (Caso Ill); se invece m >1 le rette fondamentali di §” si potranno
far sparire operando come in F. n.° 19. Poiché mediante il procedimento di
riduzione, la 7" si muta in una trasformazione perfettamente analoga, lo
scopo sard raggiunto, salvo nel caso m =2 in cui per ridurre la trasfor-
mazione a tipo normale bisognerd, dopo aver fatto sparire le rette fonda-
mentali di S”, operare con una trasformazione quadratica la quale ci con-
durra al caso B) (efr. 1.0 3, caso II).

[nfine imaginiamo che M appartenga ad uno dei tipi ), f). Si puo al-
lora supporre che i punti base di M siano tutti distinti e generici nel senso
che non siano atti ad individuare curve fondamentali (non semplici) per M.
Invero nell’ipolesi contraria, se Al appartiene al tipo f) si trova subito un

('*) Questo caso non ha alcun interesse per il seguito corrispondendo a superficie prive di
punti reali. Gi dispensiamo dal trattarlo a parte, perché il ragionamento che segue vale, con
qualche avvertenza, anche per esso.
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sistema di curve razionali unito in 7’ e avente tulti i suoi punti base in
quelli di M, e quindi ci si pud rvicondurre ai cast gia studiati; se invece M
appartiene al tipo ) si pud trovare un sistema di curve razionali o ellittiche
unito in 7" e quindi si ricade nei casi precedenti ovvero nel caso f). Ad
esempio se M & una rete di curve ellittiche con tre punti base allineati ri-
sulta unito in 7" il fascio di coniche individuato dagli altri quattro; e se tre
fra questi sono pure allineati risulta unito il fascio di rette passante per il
rimanente, ecc.

Le trasformazioni 7" che lasciano unito uno dei sistemi %), f) hanno al
pitt 8 punti fondamentali e percido sono in numero finito; una qualunque fra
esse, se non ¢ di tipo normale, si lascia ricondurre a tale mediante succes-
sive trasformazioni quadratiche aventi i punti fondamentali in punti base di M
e che lo mutano in un sistema perfettamente analogo, fatta eccezione per
il caso che 7" o qualcuna delle sue trasformate sia antiquadratica; allora la
riduzione di essa a tipo normale introduce una retta fondamentale per il
sistema ¥ trasformato di S’ e riporta al caso f). '

Non crediamo opportuno intrattenerci sull’elenco delle possibili trasfor-
mazioni e sulla loro riduzione a tipo normale perché ognuno potra con fa-
cilitd rendersi conto, caso per caso, della verita di quanto abbiamo asserito.
Solo osserviamo in proposito che mai potra sorger dubbio circa la non esi-
stenza di trasformazioni quadratiche aventi i punti fondamenlali in tre qua-
lunque fra i punti base di A o dei suoi trasformati, perche, in virtt dell’ipo-
tesi fatta sopra, tali punti sono sempre distinti e mai allineati (**).

La possibilita d’'una rappresentazione piana normale per ogni superficie
razionale reale, enunciata dal teorema del n.° 1, visulta in definitiva dimostrata;
ne vedremo chiaramente pit tardi importanza fondamentale per lo studio
delle proprietd di connessione di quelle superficie.

(**) Un elenco delle trasformazioni che possono lasciar unito un sistema f) trovasi in F,
al n.° 33. Da essosi pud desumere senza gran difficoltd, operando p. es. col procedimento
di successiva aggiunzione sul sistema lineare unito ch’é determinato da una retta e dalla
eurva omologa, l'esistenza di sistemi di curve razionali uniti in quelle trasformazioni che non
sono di tiﬁo normale. Mediante la considerazione di quei sistemi la riduzione si effettua rapi-
damente.
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we
A=)

(GENERALITA SULLA CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE.

5. In questo paragrafo e nel seguente ci proponiamo di precisare il
campo delle proprietd di cui intendiamo occuparei, stabilendo per esse e per
gli enti a cul si riferiscono, alcune definizioni ed osservazioni fondamentali
intese a chiarire il punto di vista delle nostre ricerche: ed inoltre enunciando
o provando per via diversa alcune fra le pill importanti proposizioni appar-
tenenti alla teoria della connessione, di cui poi dovremo fare uso corrente.

Considereremo sempre superficie reali, finite od infinite, appartenenti ad
uno spazio (euclideo) dotato d’un numero qualunque (= 3) di dimensioni e
composte d’'una o pi falde distinte.

Benche il significato di tali locuzioni sia di per sé abbastanza chiaro,
crediamo opportuno, anche in vista degli ulleriori sviluppi, di determinarlo
pitt nettamente. .

Percio, indicando con x,, «,,..., x, coordinate non omogenee di punto
in un §,, partiamo dalle formole

wl == &1 (%7 /U)ﬂ m? _ S“.’ (u7 ,U) y e 7“”‘11 = 5—” (’M/, U)? (l)

nelle quali $,, 5,,..., 9, sono funzioni reali delle variabili reali «, », uni-
formi, finite, e derivabili nei punti d’'una certa regione R del piano u, v. As-
sunta entro R un’area A semplicemente connessa (cloé racchiusa da un con-
torno ¢ finito, chiuso, e privo di nodi) entro la quale la matrice funzionale
delle « rispetto alle w, v non si annulli mai, indichiamo con E l'insieme dei
punti di S, che, mediante le (1), corrispondono ai punti di 4 contorno in-
cluso, con € quelli che rispondono ai punti di e.

Diremo allora che E & una fulda ovvero un pezzo, elementare, apparte-
nente ad S, e limitato dal contorno C.

Possiamo estendere tale definizione, convenendo di considerare come
falda elementare di S, Uinsieme dei punti — propri od impropri — che cor-
rispondono in un’omografia reale non degenere a quelli d’'una falda elemen-
tare E’, definita nel modo anzidetto ed appartenente ad uno spazio §’, di
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coordinate non omogenee y,, ¥,,..., y.. G0 equivale a sostituire, nella de
finizione di E, in luogo delle (1) le formole pit generali

n =3, (%7 ’U), iy = 3y (u> ’U)V'-: 0, =3, (M, ’U), ((2)

in cui le 2., n,,..., 0, son funzioni lineari fratte, collo stesso denominatore,
delle x,, ®,,..., «,, tali che Pomogratia fra S, ed §',, ¢l & detinita dalle
formole

!jl-_f'l (xl7 ”"'Dm“)"", !jn=T‘u('x/'1) wi"“) &’/'“),

non risulti degenere.

Due falde elementari E, E,, appartenenti entrambe ad S, ed aventi una
parte superficiale in comune il cui contorno sia tutto formato da parti dei
contorni di E, E,, si diranno una il prolungamento analitico dell’altra (**). L’in-
sieme di un nuinero finito di falde elementari E,, E,,..., E, appartenenti
ad §, e tali che da ciascuna_di esse si possa passare mediante una catena
di prolungamenti analitici ad una qualunque delle altre, si dird una falda su-
perficiale o, pitt brevemente, una falda F appartenente ad S, (**). Col nome
di superficie denoteremo, pitt in generale, llnsleme di un numero finito di
falde appartenenti allo stesso spazio.

E ben chiaro cosa si debba intendere per inforno di un punto P sopra
una falda elementare E di cui P sia punto interno; ed & pure ovvio come
un punto P di una falda F possa avere su essa piu intorni distinti appar-
tenenti a distinte falde elementari per P.

Se invece P si trova sul contorno d’una falda elementare, ad esempio
di E,, e non appartiene contemporaneamente a qualche altra falda elemen-
tare che sia prolungamento analitico di E,, si dira che esso, in quanto ap-
partiene ad E,, ¢ un punto di frontiera della falda F.

Una curva chiusa, tutta composta di punti di frontiera si dird un orlo

(*9) Cfr. PoiNcaRE, Analysis Situs [Journal de I’Ecole Polytechnique (2), 1 (1895), pp. 1-123],
p. 10. L’illustre A. suppone perd che le funzioni ; delle (1) siano analitiche. Le condizioni
da noi imposte al contorno della parte comune ad E, E; introdotte per evitare che nelle falde
considerate si presentino punti o linee di biforcazione, risultano in tal caso superflue.

(*%) L’ipotesi che F sia composta d’un numero finito di pezzi elementari esclude dalle
nostre considerazioni falde del tipo di quella che si otterrebbe p. es. congiungendo due fogli
piani mediante un’infinitd numerabile di tubi. Tale esclusione trovasi fatta (pit o meno espli-
citamente) in quasi tutte le ricerche sulla connessione delle superficie.
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di F. Si dimostra senza difficolta che la frontiera totale di F' si compone dun
numero finito » di orli; se » =0 la falda si dird chiusa.

Le superficie algebriche prive di punti multipli sono composte d’un nu-
mero finito di falde chiuse, ciascuna delle quali rientra nella nostra defini-
zione (*°).

6. Consideriamo ora due falde elementari E, E" appartenenti rispettiva-
meute ad §,, §',, e definite, nella maniera pit generale, dalle equazioni

ﬂi=‘9i(u7 QJ)’ 7‘,:':'9,-'(“’/0’)7 (¢=1, 2,...,n)

(le n, 7" essendo funzioni lineari fratte, collo stesso denominatore per ciascun
gruppo, delle coordinate non omogenee di §S,, S',), in corrispondenza a due
aree 4, 4', semplicemente connesse, appartenenti ai piani wo, v’ v'. Se le o', ¢’
si possono considerare come funzioni reali, uniformi, finite e derivabili delle
w, v in tal guisa che mentre il punto (u, v) descrive A il punto corrispon-
dente (o', v') descriva tutta V'area 4’ e il determinante funzionale delle «’, +/
rispetto alle , v non si annulli mai (cioe le funzioni «’, ¢' delle u, v siano
mvertibili), diremo che tra E, E' (in quanto si considerano omologhi due
punti che provengono da valori corrispondenti dei parametri) éntercede una
corrispondenza biunivoca, continua, priva di eccezioni.

Lo stesso si dira di due falde F, F’ se esse sono riferite in modo che
ai punti di un pezzo elementare scelto ad arbitrio entro la prima, corrispon-
dano, nel modo suddetto, i punti di un analogo pezzo della seconda. Due
tali falde si considereranno come equivalenti dal punto di vista della connes-
sione, e si chiameranno brevemente equivalenti.

Le proprietd che noi considereremo come inerenti alla connessione sa-

(*¢) Cid si pud p. es. ricavare, con qualche lieve aggiunta, dalla dimostrazione di Poin-
CARE, loco cit. (*¢), p. 11, 14. Si potrebbe dimostrare che nella definizione data sopra rientrano
anche le falde delle superficie algebriche dotate di linee multiple ordinarie, ma per ora cid
a noi non preme perché ci riserviamo di precisare in seguito, mediante la risoluzione delle
singolarita per le superficie razionali, il comportamento di esse di fronte alle proprieta di
connessione. Se si volesse estendere la definizione anche alle falde con singolarita isolate,
bisognerebbe considerare anche il caso che, nelle (1), la matrice funzionale delle a rispetto
alle u, v fosse nulla in qualche punto dell’area A. Cfr. H. v. ManGoLpT, Die Begriffe « Linie »
und « Fldche» [Encyclopéddie der Math. Wiss., ecc., Leipzig, Teubner (1907), 111, , pp. 130-152],
p. 150.
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ranno dunque quelle che sono ¢nvarianti di fronte alle trasformazioni biu-
nivoche suddette ('").

7. Una prima distinzione fondamentale che ha valore di fronte alle
trasformazioni considerate ed e percid inerente alla connessione, & quella delle
falde in bilatere ed unilatere. Tale distinzione si pud stabilire, seguendo Poix-
CARE ('*), mediante considerazioni analitiche connesse alla definizione di falda

{*" La considerazione delle proprietd inerenti alla connessione, sotto questo punto di
vista — ch’é il pilt generale — trovasi, almeno per superficie finite, in M&BIUS, Theorie der ele-
mentaren Verwandschaft [Gesammelte Werke, Leipzig, Hirzel (1886)], Bd. II, p. 435, e successi-
vamente in vari Autori, fra cui crediamo di dover citare JorDaAN, Sur la déformation des sur-
faces |Journal de Mathématiques pures et appliquées (2), XI (1866), pp. 105-109] che consi-
dera le trasformazioni biunivoche, ecc. (nel campo finito) come equivalenti (per definizione)
alle deformazioni (con estensione), e PoiNcarg, loco cit. (1), p. 7-9, che introduce la denomi-
nazione di «homéomorphes» per due superficie o varieta equivalenti nel senso suddetto. Per
il caso di superficie infinite — ch’é poi il nostro, — la distinzione fra il punto di vista piu
generale, ed altri punti di vista particolari, fu messa in luce da KvriN, Ueber den Zusammen-
hang der Flichen [Mathematische Annalen, X1 (1876), pp. 476-482], pp. 478, 479, che introdusse
la denominazione di assolute per quelle proprieta di connessione che rimangono invariate di
fronte alle trasformazioni pit generali, e di relative per quelle che non si alterano, soltanto
se si opera con un gruppo particolare di trasformazioni aventi ad es. relazione collo spazio
o con qualche varieta collegata alla data. Cfr. Dvck, Beitrdge sur Analysis Sétus [Mathema-
tische Annalen, XXXII (1888), pp. 457-512], p. 457. Sono ad esempio proprietd relative quelle
che si riferiscono al punto di vista proieftivo della connessione, cioé che rimangono invariate
per deformazioni nel campo finito e collineazioni reali e che sono state considerate dallo stesso
KrEIN nei lavori Ueber Flichen dritter Ordnung [Mathematische Annalen, VI (1873), pp. 551-
581] da p. 578 a 581, Bemerkungen diber den Zusammenhang der Fldchen [Mathematische An-
nalen, VII (1874), pp. 549-6567]. In relazione a tale punto di vista le falde si possono distin-
guere in dispari, pari con curve dispari e pari senza curve dispari. Cosi ad esempio ['iper-
boloide ad una falda ed il toro sono due falde pari, di cui la prima contiene curve dispari
(generatrici) e la seconda no; e pertanto esse sono distinfe dal punto di vista proiettivo, mentre,
come vedremo, non lo sono dal punto di vista assoluto. Un altro punto di vista, che si po-
trebbe dir metrico, & quello nel quale i punti impropri delle falde si considerano come frou-
tiere, pur rimanendo la possibilitd di poter deformare le falde nel campo finito: ad esso pos-
sono ascriversi i lavori di Severi, Sulla formma delle rigate cubiche [Atti del R. Istituto Ve-
neto di Scienze, Lettere ed Arti, LXIT (1903), pp. 863-879] e ToreLL1 (R.), Sulle proprieta di
connessione delle superficie monoidali [Atti della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche
di Napoli (2), XIV (1910)]. Nel primo di questi lavori si trovano alcuni tipi metrici di rigate
cubiche bilatere, mentre, come si vedra, tali rigate sono, dal punto di vista assoluto, tuife
unilatere.

(**) Loco cit. (%), § 8.
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data al n.° 5; perd crediamo ch’essa si renda pit chiara — almeno nel easo
delle superficie — seguendo una via geometrica.

Percio, partendo da un punto P appartenente ad una falda F, imagi-
niamo di fissare un verso nel fascio degli elementi lineari che escono da P
ed appartengono ad un determinato intorno di esso; segnandolo per esempio
sopra una piccola curva chiusa — che, seguendo KLEIN, denomineremo indi-
catrice — assimilabile ad un cerchietto che racchiuda nel suo interno P ed
appartenga all’intorno considerato. Al muoversi di P sopra F potremo ima-
ginare che esso si trascini seco I'indicatrice, e che il verso relativo si deduca
per continuitd da quello di partenza.

Supponiamo ora che P si muova lungo una curva chiusa ¢ appartenente
ad F descrivendola tutta una sola volta partendo da una posizione iniziale
e ritornandovi (nel medesimo intorno) (*°). Il verso dell’indicatrice potrd, a
operazione compiuta, coincidere con quello iniziale, ovvero essere invertito.

Se la prima circostanza si presenta per tutle le curve chiuse che si pos-
sono tracciare su F, si dird che tale falda & bilatera; se invece per qualche
curva si presenta la seconda circostanza la falda F si dird uwilatera (*°).

Sono importanti alcune proprietd caratteristiche delle falde unilatere, che
si deducono senza difficoltd dalla definizione, e che ci limitiamo ad enunciare:

I unilatera ogni falda F sulla quale esista una curva chiusa ¢ dotata
della proprietd di invertire un verso fissato inizialmente sulla normale ad F
(o una faccia del piano tangente), quando, dopo aver descritta interamente o,
st ritorni alla posizione di partenza.

Se o ha punti impropri, all’atto del passaggio per ognuno di essi con-
viene scambiare tra loro i due versi della normale, o le due facce del piano
tangente. .

E pure unilatera ogni falda la quale contenga un sistema confinuo di

(**) Non crediamo sia il caso di enlrare in dettagli sulla definizione di curve chiusa trac-
ciata su ¥, avvertendo perd che intendiamo di ingludervi anche le curve chiuse infinite. Vo-
lendo, all’atto del passaggio di P per una posizione impropia, seguire il verso dell’indicatrice,
bastera riferirsi ad una conveniente trasformata omografica di F.

) E noto che tal distinzione si deve a MBius, Bestimmung des Inhalts eines Polyéders
[Werke, Bd. 1I, pp. 476-512}, pp. 483-485, Zur Theorie der Polyéder und Elementarvermandschaft
[Ibid. Bd. II (Nachlass), pp. 517-5659], 1. Einseitige Polyéder, pp. 519-521, 1L, Fldcken und Po-
lyéder hiherer Classen, p. 552; perd, come abbiamo soprzi accennato, 1’'uso dell’indicatrice fu
introdotto da KLeix nella citata Memoria Ueber den Zusammenhang, ecc. dei Math. Ann. XI.
1l primo studio completo sulle superficie unilatere fu fatto da Dvck nei citati Beifrdge.
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curve chiuse secantisi due a due in un numero dispari di punti; in parti-
colare lo & il piano illimitato (proiettivo), in quanto su esso le rette godono
della proprietd anzidetta (*').

Se si taglia una falda unilatera lungo una curva chiusa ¢ dotata della
proprieta di invertire 'indicatrice, la falda acquista un solo orlo in corrispon-
denza a quel taglio; e reciprocamente lungo una curva dotata di siffatta pro-
prieta l'indicatrice s’inverte. In tale condizione si trovano ad esempio le rette
di un piano in quanto i due bordi (distinti in senso metrico) d'un taglio ese-
guito lungo una di esse si possono considerare come limiti dei due rami
di un’iperbole, e percid costituiscono un’unica curva chiusa.

8. Alle proprietd di connessione delle superficie composte di una o pit
falde, sono collegati alcuni invarianti numerici (interi) dotati di notevole im-
portanza. Prima di occuparei della loro definizione sara opportuno spendere
qualche parola intorno ad alcune operazioni di uso corrente nella teoria della
connessione.

Chiameremo segmento trasversale ogni segmento semplicemente connesso
(cioé deformabile in un segmento rettilineo), privo di nodi, appartenente ad
una falda F e avente gli estremi in due punti di frontiera. Un taglio eseguito
lungo un segmento siffatto si dird faglio trasversale (Querschnitt), di 1.* o 2.2
specie secondo che gli estremi appartengono ad un medesimo orlo o a due
orli diversi di F. Si dira invece che in F s’& aperto un buco quando la si
taglia lungo un segmento semplicemente connesso, interno ad essa compresi
gli estremi.

Infine chiameremo taglio chiuso (Riikkerschnitt) ogni taglio eseguito in F
lungo una curva chiusa ad essa interna; di 1.* 0 22 specie secondo che esso
da origine a due oppure ad un solp orlo, cioé secondo che lungo quella curva
il verso dell’indicatrice si conserva ovvero s’inverte (*°).

(™) Questa proprieta del piano illimitato fu esplicitamente notata da KLEN in un’osser-
vazione contenuta nella citata Memoria Ueber Flgchen, ecc., dei Math. Ann. VI, relativa ad
un lavoro di ScHLAFLI, Quand’é che dalla superficie generale di terzo ordine st stacca una
parte che non sia realmente segata da ogni piano reale? |Annali di Matematica (2), V (1871-
73), pp. 289-295]; e chiarita ulteriormente da ScHLAFLI, Correzione, ecc. (alla Memoria prece-
dente) [Annali di Matematica (2), VII (1875-76), pp. 193-196] ¢ dallo stesso KrLwin nella citata
Memoria dei Math. Ann. VII a p. 350.

(**) Si badi bene che un taglio chiuso eseguito lungo un circuito riducibile per deforma-
zione continua ad un punto non equivale ad un buco in quanto spezza la falda su cui @ ese-
guito in due parti. Cfr. in proposito la Nota (%4).
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Premesso ci0 passiamo a definire tre numeri collegati alle proprieti di
connessione delle superficie: il numero caratteristico o caratteristica K, 11 ge-
nere p, Vordine di connessione Z.

Consideriamo dapprima unae falda F su cui si sia tracciata una rete di
un numero finito «, di poligoni (curvilinei), eiascuno dei quali si possa con-
siderare come un pezzo elementare di F, aventi complessivamente «, lati ed «,
vertici. Il numero intero :
K= —o,4 o —a,, (3)

risulta indipendente dalla rete considerata e si chiama numero caratleristico
o caratteristica della falda F.

Se una superficie S & composta di m falde distinte F,, F,,..., F, aventi
le caratteristiche K,, K,,..., K,, si dird caratteristica di S il numero

K= ¥ K, (&)
i=1

somma delle caratteristiche delle sue parti (principio d’addizione delle caral-
teristiche) (**).

La caratteristica d’'una superficie S diminuisce di 1 per effetto d’un ta-
glio trasversale, aumenta di 1 per effetto d’'un buco, non si altera per effetto
d’un taglio chiuso, e inversamente (**).

Ritorniamo ancora alla considerazione d'una falda F, dotata di » orli.
Diremo genere di F il numero intero p che si ricava dalle formole

K=2p-+r—2, per le falde bilatere, ) )
)
K=p-+r—2,  per le falde unilatere(**); )

() Per la definizione stabilita dalla (3) cfr. Deuv ed HeecAARD, 4Analysis Situs [Encyclo-
padie der Math. Wissenschaften, ecc. (Leipzig, Teubner, 1907), III,, pp. 163-220], pp. 195-196.
Il numero caratteristico fu definito in aliro modo e studiato da Dyck nei citati Beitréige,
dove trovasi enunciato e dimostrato il principio d’addizione; va perd notato che il numero K"
di Dyck & eguale e di segno contrario al nostro K.

(*Y) Cosi ad es. la chiusura d’un buco diminuisce di 1 la caratteristica. Non sard inop-
portuno osservare che se il taglio eseguito stacca da S un pezzo, questo va contato come
parte della superficie S’ ottenuta. Cosi se si taglia una sfera S lungo un cerchio massimo
dividendola in due pezzi elementari (per ciascuno dei quali & K == — 1) la caratteristica non
si altera a patto che si consideri come superficie S’ I'insieme dei due pezzi. Per la sfera si
ha dunque K= — 2, cioé ;4 a,=a, -+ 2 (formola di EuLERO).

(**) Cfr. Denn ed HEreaARD, loco cit. (*%), p. 199, Dyck, loco eit. (*9), pp. +u-4/9 DE PaoLis,
Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondenze che st possono stabilive fra ¢ loro elementi
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esso risulta eguale al massimo numero dei tagli chiusi non segantisi due a
due che si possono eseguire su F senza spezzarla. Sostituendo nelle (9) il va-
lore di K dato dalle (3) si avranno le formole di EuLERO generalizzale.

Chiameremo infine ordine di connessione d’una superficie S composta di
m falde il numero

Z=K~+79, (6)
di guisa che indicando con K,,..., K, le caratteristiche delle singole falde,
con Z,,..., Z, 1 relativi ordini di connessione si avranno le importanti for-
mole
i=1
Z— N Z,—%m+ 2, )

i=1

e, in particolare per m =1, r =0 (falde chiuse), tenendo conto delle (5), le
relazioni
Z=292p, per le falde bilatere

Z=1p, per le falde unilatere (*%).

Inoltre dalle proprietdi del numero K e dalle formole scritte segue su-

[Memorie della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XL), VII (1890), pp. 82-84|. In questa
Memoria non si trovano le formole (5), ma formole analoghe nelle quali, in luogo di K com-
parisce quello che 1’Autore chiama numero fondamentale, ch’é poi il nostro ordine di con-
nessione.

(%% E noto che il concetto e la definizione di ordine di connessione per le falde bilatere
risalgono a RieMany che nella Tnauguraldissertation (Gottingen, 1851) dal titolo Grundiagen
fur eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdnderlichen complexen Grossen |Gesam-
melte Mathematische Werke (Leipzig, Teubner, 1876), pp. 3-47] chiama % — m + 2 volte con-
nessa una falda bilatera aperta che sia divisa in me pezzi da = tagli trasversali. Per le falde
chiuse lo stesso Autore nella Theorie der Abel’schen Funktionen |[Werke, pp. 81-135], p. 87, con-
viene di considerare come ordine di connessione il numero 2p + 1, cioé quello della falda
aperta che si ottiene dalla data praticandovi un piccolo buco. Cfr. AppeLL et GoursaT, Théorie
des fonctions algébriques et de leurs intégrales [Paris, Gauthier Villars, 1895], Cap. V. Una tale
convenzione & da molti punti di vista impropria ed incomoda, e per primo ScHLAFLI la mo-
difico nella Memoria Ueber die Relationen zwischen den 2p Kreiswegen erster Art und den 2p
zweiter Art in der Theorie der Abel'schen Funktionen der Herren Clebsch und Gordan [Jour-
nal fiir reine und angewandte Mathematik, LXI (1873), pp. 149-155], Nota a p. 152, assumendo
come ordine di connessione d’una falda chiusa il numero Riemanniano diminuito di una
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bito che: L’ordine di connessione d’'una superficie non si altera per effetto
di un taglio chiuso, diminuisce di un’unitd per ogni taglio trasversale, ed
aumenta di un’unitd per ogni buco aperto in una falda della superficie.

Sussiste poi la proprietd fondamentale seguente:

Sopra una falda chiusa F, d’ordine di connessione Z, si possono trovare Z
e non meno circuiti chiusi tali che ogni altro circuito chiuso di F' sia omologo
ad una loro combinazione lineare a coefficienti interi (*).

La dimostrazione di essa, per il caso delle falde bilatere, si conduce a
termine facendo uso del noto modello costituito da-una sfera con gzp
manichi (°*); per il caso delle falde unilatere, avremo occasione di occupar-
cene al paragrafo seguente in una discussione che mettera in rilievo alcune
singolari differenze fra le falde bilatere e quelle unilatere.

Enunciamo infine il feorema forndamentale della connessione: Condizione
necessaria e sufficiente affinche due falde, entrambe bilatere od unilatere, siano
equivalenti, & che abbiano lo stesso numero di orli e lo stesso ordine di con-
nessione (*°).

unite. Tale modificazione fu accettata e ulteriormente giustificata da KuLEIN, Bemerkungen, ecc.
(citata), Nota a p. 550, che chiamo « ngewb‘hnlich » il nuovo ordine di connessione, Dyck, Bei-
trdge, ece. (citata), pp. 483-485, NEUMANK C., Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’sche
Integrale [Leipzig, Teubner, 1884], Cap. VII, § 6 e 15. Differisce invece dalle precedenti la de-
finizione di De Paouis, loco cit. (3%, p. 8%, benche il suo numero fondamentale coincida col
nostro ordine di connessione; invero questo Autore assume come ordine di connessione per le
falde chiuse il numero fondamentale aumentato di due wnitad. Per il caso delle falde unilatere
I’ordine di counessione fu per la prima volta definito (in modo esplicito) da Dyck nella Me-
moria pit volte citata, p. 485, in relazione al punto di vista di KueiNn-ScrLAFLY (cfr. le cita-
zioni della nota (*)) ch’é quello di ridurre bilatera ogni falda unilatera considerandola come
doppia, cioé contando ogni punto una volta come appartenente ad una faccia, e una seconda
come appartenente all’altra. Tale ordine di connessione Z’ & legato dalla relazione Z'=2Z—2
(che avremo occasione di considerare’in una ulteriore Nota) a quello da noi definito in ae-
cordo colle citate opere di Neumany, D Paouis. La formola (8) trovasi per la prima volta
nella citata Memoria di ScHLAFLI, Ueber, ecc., Nota a p. 152; dimostrazioni di essa (relative
a differenti punti di partenza per la definizione di Z) si trovano nel trattato di Neumanwy a
p. 160, teor. VIII e nella Memoria di Dg Paoris a p. 78-79.

(®) Per il significato delle locuzioni qui usate rimandiamo al § 3, n.° 11.

(*®) Vedi p. es. Severi, Lezioni di Geometria Algebrica [Padova, Draghi (1908)], n.° 79,
pp. 272-277.

(**) Questo teorema fu stabilito, per le falde bilatere da Jorpan, loco cit. (*%), per quelle
unilatere da Dvcg, loco cit. (*). Una dimostrazione indipendente dall’assegnare «a priori»
i modelli delle falde unilatere (come ha fatto il Dyck) pud leggersi nel citato Articolo del-
V'Enciclopedia di Dgsn ed HegcAARD,
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OsservazioNe. Non pud sorger dubbio circa la validita di questo teorema
anche per le falde infinite. Invero ogni falda ¥ di S, puo trasformarsi in una
falda finita F' ad essa equivalente. Basta percio trasformare F' mediante il
sistema di tutte le quadriche di §,, riferendole, mediante una proiettivitd

n_oi)_g) — 1) in modo che allo S, _, im-

/
reale, agli iperpiani di un S, (n’:(

2
proprio di S, risponda in S, una ipersfera col centro in un punto esterno
ad F e raggio minore della minima distanza di questo punto da F. La F’
sl pud poi proiettare in una falda F'” finita appartenente allo spazio ordinario;
e non & difficile far vedere che se il centro di proiezione & scelto generica-
mente la falda F” rientra anch’essa (come F’ ed F) nella definizione del n.°5

ed & equivalente ad F"

§ 3.

LLE PROPRIETA DI CONNESSIONE CONSIDERATE DI FRONTE ALLE TRASFORMAZIONT
CHE INTRODUCONO PUNTI FONDAMENTALL
TroremMA pi KLEIN. MopgeLLl. OMOLOGIE SULLE FALDE UNILATERE.

9. Veniamo ora a studiare Pinfluenza che hanno sulla connessione
delle falde quelle trasformazioni che, pur essendo biunivoche senza eccezione
fra gl’intorni di due punti generici, presentano in punti particolari determi-
nate eccezioni. Per semplicita di trattazione supporremo, in tutto questo pa-
ragrafo, che si tratti di falde affatto prive di punti multipli, in modo che in
ogni loro punto esista un unico intorno ben determinato.

Si trasformi una falda F, appartenente ad uno spazio qualunque, me-
diante il sistema di tutte le forme d’ordine sufficientemente elevato apparte-
nenti a quello spazio, e passanti per un punto P di F. Si otterrd cosl una
falda F’ i punti della quale saranno in corrispondenza biunivoca continua
con quelli di F; anzi all’intorno di ogni punto @ di F distinto da P corri-
spondera senza eccezioni I'intorno d’'un punto @' di F’, mentre ai punti di F
infinitamente vicini a P nelle diverse direzioni risponderanno su F’ punti
d'una curva chiusa C’. K cio in virth di note proprietd sulle quali non ci
sembra sia il caso d’insistere (*°).

(%) Come pure sul fatto che F' rientra nella definizione del n.® 5. Se ¥ ¢ algebrica e priva
di punti multipli, lo & anche F", e in tal caso la cosa & evidente. Cir. la nota (*9).
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Lo stesso accadrd della corrispondenza tra F ed una falda F, equiva-
lente ad F', e cio si esprimera dicendo che tra F ed F, ha luogo una cor-
rispondenza biunivoca continua, dotata (su F) del punto fondamentale (ordi-
nario) P a cui risponde su F, la curve fondamentale C (omologa di C’ nella
corrispondenza tra F' ed F,); ovvero pill brevemente dicendo che la falda F,
¢ rappresentata sulla falda F dotata del punto fondamentale P.

Si costruisca ora una falda F, rappresentata sulla 7, dotata del punto
fondamentale P’, a cui corrisponda su # un punto P, che sard infinitamente
vicino a P, se P, cade sulla curva fondamentale ¢ di F,. Si avra tra Fed T,
una eorrispondenza biunivoca continua dotata, su F, dei due punti fonda-
mentall (distinti od infinitamente vicini) P,, P, a cul corrisponderanno due
curve distinte C,, C, di F,. ,

Cosi procedendo arriveremo a costruire una falda F,, rappresentata sulla
falda F dotata di m arbitrart punti fondamentali P,, P,,..., P, distinti od
infinitamente vicini, a cui corrispondono su F,, m curve chiuse distinte
C, C,..., C,. :

Cid premesso diremo che tra due falde F, & intercede una corrispon-
denza biunivoca continua dotata, su F, dei punti fondamentali P,, P,,.., P,
e su ¢ dei punti fondamentali @,, Q,,..., @,, se due falde F,,, ¢,, la prima
delle quali sia rappresentata su ¥ dotata dei punti fondamentali P,, P,,.., P,,
la seconda su o dotata dei punti fondamentali Q,, @,,..., ©,, risultano equi-
valenti. ‘

Ora ci domandiamo: quale relazione intercede tra gli ordini di connes-
sione di F, &2

Per rispondere alla questione proposta consideriamo il caso pit semplice
di due falde F, F, legate da una corrispondenza biunivoca continua dotata
su F del punto fondamentale P a cui corrisponda la curva C, di F,. Siano
Z, Z, gli ordini di connessione di F, F,,

Eseguiamo su F, nel punto P, un forellino infinitesimo, ed indichiamo
con F’ la falda cosi ottenuta. Ad ogni direzione # uscente da P corrispon-
deranno su F' due punti 4, B situati sull’orlo & generato dal forellino (che
si pud supporre allargato riducendolo ad un eircolo finito), e diametralinente
opposti. Tagliamo inoltre F;, lungo C, generando uno o due (nuovi) orli Q,,
e indichiamo con F’, la falda cosi ottenuta: Ogni punto M di C, si scindera
in due punti affacciati 4,, B, appartenenti ad ©,.

Si supponga ora che la direzione m ed il punto M siano omologhi nella
corrispondenza che intercede fra F ed F,; allora ad un punto di F’ che si
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muove tendendo ad A corrisponderd un punto di F’, che si muoverd ten-
dendo ad uno dei due punti 4,, B,, per esempio ad 4,.

Movendosi con continuitd il punto 4 lungo l'orlo @, anche 4, varierd
con continuitd lungo @, e poiché 4, B, e analogamente 4,, B, non coin-
cidono mai, cosi mentre A descriverd Q ritornando alla posizione di partenza,
A, descrivera lintera curva @, che risultera dunque un (solo) orlo in corri-
spondenza bhiunivoca con Q.

Poiche la corrispondenza biunivoca tra F’' ed F', (dedotta da quella tra #
ed F,) non ha eccezioni fuori di 2 ed @, e di piu, come abbiamo ora pro-
vato, questi orli si possono porre in corrispondenza biunivoca collegata con
continuitd a quella fra 7' ed F',, cosl F’' ed F', saranno equivalenti.

D’altronde I'ordine di connessione di F’, & eguale a quello di F, (n.° 8)
mentre quello di F’ & (per effetto del forellino) eguale a quello di I" aumen-
tato di una unitd; si ha dunque

7, — Z4-1.

Per passare da (uesta formola a quella relativa al caso pilt generale,
basta osservare che due falde F' e @ legate da una corrispondenza biunivoca
continua dotata di un numero qualunque di punti fondamentali su F e su @,
sl possono sempre considerare come estremi d’una successione di falde F,
F,...,F, o,&,,,..., ¢ tali che a due consecutive fra esse si pud ap-
plicare la relazione ora trovata (fatta eccezione per F, e ®, che sono equi-
valenti). Si giunge allora senza difficoltd al seguente teorema (di KrLrin (*)).

Fra gli ordini di connessione Z, Z, di due falde F,$ legate da una cor-
rispondenza biunivoca continua dotata di m punti fondamentiali su F e din
su @ ha luogo la relazione

Z+m =7, +n. 9)

(31) Bemerkungen, ecc. (citata), pp. 536-b657. La dimostrazione qui esposta € una sempli-
ficazione di quella di Kuem, il quale tratta senz’altro il caso generale, lasciando perd qualche
dubbio per la validitd del ragionamento nel caso che esistano punti fondamentali infinita-
mente vieini. Si badi che, volendosi porre dal punto di vista del suddetto Autore, se & é uni-
latera ed F bilatera, bisogna considerare quest’ultima come insieme.di due falde distinte e
contare ® come doppia, cioé¢ porre nella (9) 2Z—2 in luogo di Z, 2w, 2% invece di m, u,
e sostituire a Z, I’ordine di connessione Z', di (Scavarur) Krein-Dick. Si ha allora

2+ 20 =2Z— 24 2m,

cioe Z'y =227 —2 (cfr, la Nota (%)).
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Ritornando ora al caso delle due falde F, F, sopra considerate, osser-
viamo, che, siccome il taglio di #, lungo C, produce un solo orlo Q,, cosi F,
¢ certo unilatera, il che d’altronde & confermato dal fatto che a piceoli cir-
coletti di F passanti per P rispondono su F, curve d'un medesimo sistema
continuo segantisi in un punto. Procedendo analogamente si prova che:

Se tra due falde F, ¢ intercede una corrispondenza biunivoca continua
dotata di punti fondamentali sulla sola F, la falda & & unilatera.

La stessa conclusione vale se F contiene qualche punto fondamentale
che non appartenga alle curve fondamentali omologhe dei punti fondamen-
tali di .

10. Stabiliamo ora qualche conseguenza’ ed applicazione interessante
del teorema dimostrato.

Mediante una proiezione stereografica si puo rappresentare il piano sopra
una sfera dotata di un punto fondamentale. Poiche la sfera & una falda (bi-
latera) d’ordine di connessione 0 (K = —2, cfr. la nota'(®*)), ne segue che il
ptano ha Uordine di connessione 1.

Sia ora ¢ una falda unilatera chiusa d’ordine di connessione Z, F una
falda chiusa qualunque d’ordine di connessione Z — m. Segnati su F' m punti
arbitrari (p. es. distinti) P,, P,,..., P, si potrd costruire una falda F, rap-
presentata sulla 7' dotata di quegli m punti fondamentali. In virta del teorema
precedente e dell’osservazione che lo segue, si conclude che F, & una falda
chiusa unilatera d’ordine di connessione Z, ciog, per il teorema fondamen-
tale, ch’essa & equivalente a ¢. Dunque:

Ogni falda wnilatera chiusa d’ordine di connessione Z si pud rappresen-
tare sopra un’ arbitraria falda chiusa d’ordine di connessione Z —m dotata
di m punti fondamentali.

In particolare se m =0, oppure m =1 si ha che:

Ogni falda uwilatera chiusa d’ordine di connessione Z si pud rappresen-
tare sopra una sfera dotata di Z punti fondamentali, ovvero sopra wn piano
dotato di Z — 1 puniti fondamentali.

Se il numero m ha la stessa parita di Z, in tal guisa che Z—m sia pari,
si pud assumere come F una falda bilatera d’ordine di connessione Z — m,
ciod una sfera con Z—

-
se Z & dispari, 2 se Z & pari, e quindi:
Ogii falda unilatera chiusa d’ordine di connessione Z dispari si puo rappre-

manichi. I minimo valore possibile per m e 1

—1 manichi dotata di un punito fondamentale.

sentare sopra una sfera con —;
ad
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Ogni falda unilatera chiusa d’ordine di connessione Z pari si puod rap-

presentare sopra una sfera con

5 manichi dotata di due punti fonda-

mentali.

Sia P un punto fondamentale (isolato) della falda F a cui risponda su @
una curva chiusa C. St imagini forata F nel punto P e allargato il foro in
modo da ridurne il contorno ad un piccolo orlo circolare @ sul quale due
punti diametralmente opposti corrispondono ad un unico punto di C. Si sup-
ponga poi che ogni punto di @ venga portato a coincidere col suo diame-
tralmente opposto in tal guisa che due punti non diametralmente opposti si
riguardino come distinti (altrimenti si ricadrebbe di nuovo nel punto fonda-
mentale P); con tale operazione si sard sostituito a P un sistema di punti
in corrispondenza biunivoca continua con C, mediante il quale si viene a
togliere l'eccezione prodotta dal punto fondamentale P nella corrispondenza
tra F e . Si dird in tal caso che F' ha, in corrispondenza a P, un intreccio
di 1. specie (*°). :

Possiamo formarci un’idea concreta di esso, imaginando incurvato il cir-
coletto © come se lo si adattasse sopra una superficie cilindrica, e congiun-
gendo le coppie di punti che su @ erano diametralmente opposti, mediante
segmenti rettilinei ciascuno dei quali si consideri come una linea di pas-
saggio, avendo 'avvertenza di riguardare come distinti i punti eventualmente
comuni a due linee siffatte (**).

Da quanto ora si & esposto risulta chiaramente che:

Le falde F precedentemente considerate diventano equivalenti a ® se ai
punti fondamentali si imaginano sostituiti alirettanti intrecci di 1.* specie.

Si possono pero ottenere dei modelli piti espressivi per le falde unilatere
facendo sparire l'eccezione alla corrispondenza tra F e & prodotta dal punto
fondamentale P a cui corrisponde la curva C di ¢ mediante il seguente pro-
cedimento:

Si deformi con continuita l'intorno di P riducendolo ad una mezza sfe-
retta riunita ad F per il suo circolo massimo D, il quale abbia P come polo;

(®®) La denominazione & di D Paouis, loco cit. (¥), n.° 117, p. 69, ma la considerazione
di tali intrecci, e di altri, detti da De PaAoLis éntrecci di 2.4 specie, & dovuta a Dyck, loco
cit. (*7), p. 473.

(%) Questi punti costituiscono una lnea doppia che si pud counsiderare come asse dell’in-
treccio. La presenza d’una qualche singolaritd non si pud evitare perché non esistono falde
unilatere chiuse finite, prive di singolaritd.
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indi, mediante proiezione da P sul piano di D si trasformi la mezza sfera
nella parte di quel piano esterna a D. Si sard cosi sostituito all’'intorno del
punto fondamentale un foglio piano = che, dopo conveniente deformazione,
si potrd imaginare riunito ad F mediante un tubo. Al punto fondamentale P,
cio¢ alla curva C di ¢ corrispondera la retta impropria di =. Dunque:

Sostituendo ai punti fondamentali delle falde F precedentemente conside-
rate, altretianti fogli piani, ciascuno dei quali sia riunito ad I' mediante wun
tubo, si ottengono delle falde equivalenti a &.

In particolare se ® ha T'ordine di connessione Z dispari, si pud, come

abbiam visto, supporre, che F sia una sfera con manichi ed un punto

7 —
9
fondamentale; operando su questo come precedentemente si giunge, dopo

facili deformazioni, ai modelli seguenti:
Ogni falde unilatera chiusa d’ordine di connessione Z dispari é equiva-

lente ad un foglio piano con —5

manichi, ovvero allo stesso foglio viunito

Z

. 1 ) .
ad una sfera per mezzo di tubi, oppure ancora ad un piano sormon-

2

archi.

tafo da un ponte a 5

Se invece Z & pari partendo dalla falda bilatera F, d’ordine di connes-

2
al risultato seguente:
Ogni falda unilatera chiusa, d’ordine di connessione Z part, & equivalente

sione dotata di due punti fondameutali, si arriva, in modo analogo,

all’insieme di due fogli piawi, riuniti per mezzo di tubi.

Z
2
Risultati simili si possono stabilire per le falde unilatere dotate di orli.
Cosi ad es. la nota superficie di MoB1US si puo rappresentare sopra una sfera
dotata di un foro e di un punto fondamentale, cioe sopra un elemento piano
(ad es. 'area interna ad una circonferenza) con un punto fondamentale.
11. Ed ora occupiamoci di alcune importanti proprietd dei circuiti chiusi
tracciati sopra una falda unilatera chiusa F, aventi relazione col concetto
d’omologia. Queste proprietd, come pareechie fra quelle gia studiate finora,
non troveranno diretta applicazione nel seguito; pero, siccome le crediamo
nuove, e d’altronde servono a completare I’esposizione dei principali risultati
inerenti alla connessione delle superficie, non ci & parso inutile dar loro posto
in questa Memoria.
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Per lo studio delle proprietd in questione, & assai utile valersi della rap-
presentazione d’una falda unilatera F, d’ordine di connessione Z, sopra una
sfera S dotata di Z punti fondamentali P,, P,,..., Pz; e tener conto del-
l'osservazione seguente:

- La condizione necessaria e sufficiente affinché un cammino chiuso trac-
ciato su F inverta Uindicatrice, & che il suo corrispondente su S passi un nu-
mero dispari di volle per ¢ punti fondamenlali, la cui veritd consegue subito
dal fatto che quel cammino appartiene ad una famiglia di circuiti chiusi (i cui
corrispondenti su S hanno lo stesso comportamento nei punti fondamentali),
due a due segantisi in un numero dispari di punti.

Se ne deduce p. es. che:

Ogni falda chiusa unilatera F si puo ridurre bilatera mediante un sol la-
glio chiuso. Esso produce un solo orlo se Uordine di connessione di F & dis-
pari, due se esso & pari (™).

Basta invero eseguire il taglio lungo un circuito il cul corrispondente
su S passi una volta per tutti 1 punti fondamentali, ed osservare che ogni
altro circuito chiuso di § il quale non incontra quello gia segnato fuori dei
punti fondamentali, deve passare un numero pari di volte per quei punti

Rivolgiamoci ora allo studio delle omologie fra circuiti chiusi apparte-
nenti alla nostra falda unilatera F. E anzitutto precisiamo, perché ne vale
la pena, cosa si debba intendere per circuiti omologhi su F.

Limitiamoci a considerare, cid che del resto non & restrittivo, soltanto
eircuiti omologhi a zero. Secondo Poixcarg (*°) si definisce come tale un cir-
cuito C il quale costituisca la frontiera completa d’una falda & che sia parte
di F, e si serive C ~ 0. '

Nel caso delle falde bilatere si puo anche definire come omologo a zero
un circuito C il quale sia riducibile ad wn punto per deformazione conlinua
operata su F (*°), giaccheé si prova che tal definizione & equivalente alla pre-

() Cfr. Denx ed HercaArD, loco cit. (33), pp. 199-202.

(*) Loco cit. (**), § 5. Se alle parole un circuito C il quale si sostituiscono le altre un
circuito C tale che esso o un suo conveniente multiplo intero (con che si ammette per defini-
zione che dalla omologia m C ~ 0 si tragga C ~ 0) si ottiene un’altra definizione dovuta allo
stesso PoiNcarEk, Complément & UAnalysis Situs [Rendiconti del Circolo Matematico di Pa-
lermo, XIII (1899), pp. 285-343], pp. 285-287.

(*%y Cfr. p. es. SEVERI, loco cit. (*%), p. 273. S’intende che durante la deformazione il circuito
si potrd spezzare in pil parti. Riterremo lecito nel seguito aggiungere a C delle linee per-
corse una volta in un senso e una volta nell’altro, giacche si prova subito che, con ambedue
le definizioni, se & C~ 0, lo & anche il circuito €’ dedotto, e reciprocamente.
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cedente. Per amore di brevitd, non ci tratteniamo sulla dimostrazione, che
del resto & semplice.

Non ci sembra invece privo di interesse dimostrare che le due definizioni
non sono equivalenti se la falda F & unilatera.

Allo scopo, premettiamo due osservazioni.

Quando mediante una deformazione continua si vuol ridurre un circuito ¢
(ovvero un circuito ottenuto da C coll’aggiunta di linee percorse una volta
in un senso e una nell’altro) ad un punto, le sue intersezioni con un altro
circuito chiuso D debbono, durante la deformazione, sparire due a due. Percio
se il numero delle intersezioni di C e D & dispari ne C né D possono ri-
dursi per deformazione continua ad un punto.

Supponiamo che il circuito D non inverta [lindicatrice, cioe che ta-
gliando ¥ lungo D si producano due orli. Rispetto a D si potranno distin-
guere allora due lati di F (destro e sinistro), attribuendo ad uno di essi quei
punti vicini a D che stanno alla destra di un osservatore il quale disposto
lungo la normale ad F (sopra una determinata faccia) guardando un verso
segnato su D, la percorra in quel verso; all’altro lato quelli che stanno alla
sinistra dell’osservatore medesimo.

Sia ora C un circuito chiuso di #, P un punto comune a C e D.

Fissato su C un verso di percorrenza, indichiamo con S (P) I'unitd po-
sitiva o negativa secondo che descrivendo C nel verso fissato sl passa in P
dal lato sinistro al lato destro di F rispetto a D, ovvero viceversa; indi po-
niamo con Poixcarg N (C, D) =Y S (P), la sommatoria essendo estesa a tutti
1 punti comuni a C e D. '

Ora e evidente che N (C, D) non si altera aggiungendo a C delle linee
percorse una volta in un senso e una nell’altro, ed e facilmente dimostra-
bile che esso non si altera neppure per una deformazione continua di C. In-
vero & ovvio che N (C, D) non muta finché qualecuno dei punti comuni a C
e D non viene a sparire; e d’altronde la scomparsa di un punto P siffatto
non pud effettuarsi se prima esso non coincide con un analogo punto @ tale
che S(P)=—S(Q).

Da cid segue subito che:

Condizione necessaria affinche il circuito C sia riducibile ad un punto
per deformazione continua é che sia N (C, D) =0 (*").

(*") PoINcARE, loco cit. (**), § 9, dimostra, per le falde bilatere, la sufficienza di tal con-
dizione; pero il ragionamento dell’Autore (inteso a provare che se € N(CD)=0 & C ~ 0O nel

senso sopra riportato) non & rigoroso. Vedi la Memoria dello stesso Autore citata (*9).
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Consideriamo ora una falda unilatera F, d’ordine di connessione 2, rap-
presentata sopra una sfera S dotata di due punti fondamentali P,, P, (Fig. 1)
e su essa un circuito C il cui corrispondente su S, che indicheremo ancora
con C, passi due volte per il punto fondamentale P,.

Tagliando F lungo C essa si spezza in due parti F’, F” corrispondenti
alla regione non tratteggiata §" ed a quella tratteggiata S”, su ciascuna delle
quali, cone si vede dalla figura, C costituisce la fron-
tiera: completa. Dunque secondo la definizione di
Poincaré ¢ C ~ 0.

Si consideri ora un circuito D di F il cui cor-
rispondente, D, di S passi semplicemente per P,, P,.
In virtd d’un’osservazione precedente possiamo af-
fermare che lungo D lindicatrice non s’invertira, e
dalla figura si trarrd subito N(C, D)=2. Percio il
circuito C non é riducibile ad un punto per defor-
mazione continua.

F‘JI 1. Constatata in tal guisa la non equivalenza delle

due definizioni, sceglieremo per le nostre ricerche

la seconda fra esse, chiamando omologhi due circuiti d’una falda unilatera
quando siano riducibili uno all’altro per deformazione continua operata sulla
falda stessa. Riterremo lecito, quando ei tornera comodo, aggiungere o to-
gliere all'uno o all’altro dei due circuiti delle linee percorse nei due sensi.

Consideriamo ora una falda unilatera F, d’ordine di connessione Z, rap-
presentata sopra una sfera S dotata di Z punti fondamentali P,, P,,..., Pg.
Indichiamo con K, un piccolo eircolo di S non racchiudente nell’interno al-
cuno dei punti fondamentali e passante per P, con C, il circuito corrispon-
dente di F. Fissiamo su ciascuno dei K; un verso (in modo p. es. che tutti
i versi siano concordanti su S) a cul corrisponderd su C, un verso che as-
sumeremo come positivo; e proviamo che ogni circuito chiuso € di F & omo-
logo ad una combinazione lineare a coefficienti interi (**) di C,, C,,..., Cz.

Infatti il circuito K di S corrispondente a € si puo facilmente ridurre,
mediante convenienti linee percorse una volta in un senso e una nell’altro,
ad ‘una somma di e, cicli del tipo K,, pit m, cicli del tipo K,,..., pill my
cicli del tipo Kz, piu infine m cicli H riducibili su S ad un punto senza tra-
versare P,, P,,..., Pza cui corrispondono su F cicli omologhi a zero, Poiche

(%) Per il significato di questa locuzione cfr. Severi, loco cit. (), p, 273,
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tutti i cicli del tipo K, formano evidentemente un sistema continuo, cosi 1
loro corrispondenti su F' saranno omologhi (a C)), e quindi s1 avrd

C~m, C,+m, C, ...+ my; Cy, (10)
c. d. d.

Ora domandiamoci: I cicli C,, G, ,..., Cz sono indipendenti nel senso
che non siano legati da alcuna omologia a coefficienti interi? Per rispondere
a questa domanda consideriamo su S un ciclo H riducibile ad un punto per
deformazione continua senza traversare P,, P,,..., Pz
e osserviamo che, mediante 2 Z—1 linee percorse
nei due sensi, esso si pud ridurre alla somma di
due circuiti K,, pitt due circuiti K,,..., pit due
circuiti Kz (efr. la Fig. 2 per Z=2). Dunque su F
sl ha Tomologia

20, 4+2C,+---4+20C;~0, (1)

la quale prova che ¢ circuiti C,, C,, ..., Cz non sono
indipendenti. Invece Z-—1 fra essi, ad esempio
C,,..., Cz sono indipendenti perche posto

C~n, C,+0,C,+--++nzCy

(ay Mg, ,.., g interi ed n,==0), indicando con D il ciclo di F che corri-
sponde ad un circuito chiuso di S passante semplicemente per P,, P, (come
nella Fig. 1), cioé un circuito omologo a C, + C,, si ha N(C, D)=n, >0.

Moltiplichiamo ora per 2 i due membri della (10) e sostituiamo nel 2.°
membro in luogo di 2 C, il circuito ad esso omologo che si ricava dalla (11);
otterremo l'omologia

20~ 23,0273, C 4+ 225 Cy (12)

ﬁ?j 2.

(in cui si & posto A,=m, — m,), la quale ne dice che il doppio d’ogni cir-
cuito chiuso di F & omologo ad una combinazione lineare a coefficienti pari
dei Z—1 circuiti indipendenti C,, C;, ..., Cz. Facendo uso di un linguaggio
tolto alla teoria delle superficie algebriche possiamo dire che sulla falda
unilatera F i Z—1 circuili indipendentt C,,..., Cz formano una base in-
termediaria (*°).

(3%) SEVERI, La base minima pour la totalité des courbes tracées sur une surface alyébrigue
[Annales de I'ficole Normale Supérieure de Paris, XXV (1908), pp. 449-468]. Se la falda F si
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Possiamo ora domandarci se dalla (12) sia lecito ricavare
0N>‘2C2_|_)‘303+"'+7\ZCZ7 (13)

cioé se i circuiti G,, C,,..., Cz costituiscano su F una base minima. Cid
sarebbe possibile qualora su F'la divisione per 2 di un circuito chiuso fosse
un’operazione univoca (rispetto alle relazioni d’omologia); ma noi proveremo
che cio in generale non si verifica.

Inverose il coefficiente m, della (10) & dispari, la (13), tenuto conto della (11)
condurrebbe alla

C1+C2++CZN09
mentre fra i cireuiti C,, C,,..., Cz non puo esistere nessuna omologia
}"101+H202+"‘+14ZCZN07 - (14)

in cul qualcuno dei coefficienti p. sia dispari, perche, se ad es. lo fosse p,,
il circuito del primo membro di (14) si potrebbe ridurre, mediante una de-
formazione, a segare in un numero dispari p, di punti il ciclo C,.

Se ne deducono le segueriti conseguenze:

Anzitutto: Sopra una falda unilatera F la divisione di un circuito per
un intero non & operazione univoca. Precisamente si pud provare che, se I'in-
tero & pari, la divisione pud dar luogo a due circuiti distinti. Cosi ad. es.,
se F' & un piano (Z=1) il ciclo C, sopra considerato ¢ una retta, e il syo
doppio 2 C, & omologo ad una conica, la quale si pud anche dividere in due
circuiti omologhi a zero. In tal caso per la (11) si ha 2 €, ~ 0, cioe €, ~ — C,;
e invero una retta, mediante una rotazione, pud sovrapporsi a se stessa in-
vertita di senso.

Inoltre: Nessuno dei circuiti C,, C,,..., Cz puo esprimersi come combi-
nazione lineare dei rimanenti; da cul segue che, in generale, nel secondo
membro della (10) non si pud diminuire il numero dei termini e quindi che:

Sulla falda unilatera F i Z circuits C,, C,,..., Cyz costituiscono una base
MiRima.

considera come doppia, con che, come si & gid osservato, bisogna assumerne I’ordine di con-
nessione eguale a 2(Z —1), si prova che ogni cireuito chiuso di essa & omologo ad una com-
binazione lineare dei 2(Z — 1) eireuiti 2 C;,..., 2Cz, C, + C;,..., C; 4 Cz che, su F doppia,
sono indipendenti.
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N

Sopra una falda bilatera ogni circuito chiuso & notoriamente omologo
ad una combinazione lineare a coefficienti interi delle Z=2p retrosezioni
Riemanniane, le quali sono indipendenti. Ne segue subito che su quelle falde
la divisione & univoca, ecc.

12. Terminiamo il presente paragrafo coll’esame di un caso particolare.
Sia @ una falda chiusa in corrispondenza biunivoca con una sfera S che
presenti eccezioni (nel campo reale) in tre punti fondamentali P,, P,, P, di S
a cui corrispondono tre curve chiuse C,, C,, C; di ¢ passanti per un punto
fondamentale P corrispondente ad una curva chiusa C di S che passa (sem-
.plicemente) per P,, P,, P,.

Se p. es. siproiettano un iperboloide ad una falda 7 e la sfera S da un
loro punto generico sopra un piano =, indi si assumono come corrispon-
denti due punti di I, S che siano proiezioni d’'uno stesso punto di =, si viene
ad ottenere, fra I ed S, una corrispondenza che presenta le eccezioni suddette.

Sopra S non si possono tracciare ecircuiti chiusi passanti un numero
dispari di volte per i punti fondamentali e non seganti, fuori di essi, la
curva C; percid @ ¢ bilatera e inoltre, come segue dal teorema di KLrIN, ha
Vordine di connessione 2.

Si potra dunque assumere come modello di @ un toro; percid un iper-
boloide ad una falda ed un toro sono equivalenti.

Ma si pud andare pit avanti realizzando una trasformazione birazionale
senza eccezioni (nel campo reale) che muti una nell’altra le due superficie.

Si rappresenti invero realmente un toro 7' sopra un piano = in tal guisa
che alle sezioni piane di T corrisponda il sistema oo® delle quartiche con
due punti base doppi R,, B, reali e quattro punti base semplici imaginari
(coniugati due a due). La trasformazione « fra T' e = avrd come elementi ec-
cezionali, nel campo reale, i punti fondamentali R,, R, e la retta fondamen-
tale »r =R, R, a cui corrisponde un punto (semplice) di 7'(*°).

(**) La rappresentazione piana del toro
@y 28 B — 0 = LB @t ),

generato dalla rotazione intorno all’asse z d’un circolo di raggio #» col piano passante per
I’asse z e col centro sal piano z=0 a distanza R dall’origine, & data dalle formole
ut—p? p?4-0v2 —Qpr  2up? PP P—2pr Z_%pa'v
ut-L p? v? | p? ’ y—_uz—f—p? v |- p? ’ *Uz—l—p”
in cui si € posto p=R-r. I punti B, R, sono impropri sugli assi », v ¢ i punti fonda-
mentali imaginari sono u=— £ ip, v— % iVpf—2pr.

XxX==0p
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Colle stesse eccezioni nel campo reale si potra evidentemente rappresen-
tare su = un iperboloide ad una falda 7, mediante una proiezione ¢ da un
suo punto; e la trasformazione hirazionale r = w ¢ ' adempierd all’ufficio ri-
chiesto (*")..

§ &

CONNESSIONE DRELLE SUPERFICIE RAZIONALI CON UNA FALDA
CIOE RAPPRESENTABILI REALMENTE SUL PIANO.

13. Veniamo ora a trar profitto dai risultati dei paragrali precedenti
applicandoli a studiare la connessione delle superficie razionali.

Anzitutto, poiché le superficie che considereremo potranno esser dotate
di singolaritd arbitrarie, converra stabilire quale sia la loro influenza sulle
proprietd di connessione.

La convenzione cthe appar piut naturale ed alla quale noi ci atterremo
(salvo in una breve discussione finale nella quale esamineremo un altro punto
di vista) sard quella di attribuire alle singolarita la stessa influenza che avreb-
bero se fossero risolute, cioé di considerare ogni superticie F come equiva-
lente (dal punto di vista della connessione) ad un’altra F, nella quale le
singolarita siano risolute, che si considerera come modello di F.

Tuttavia per costruire questo modello — cioé per risolvere le singolaritd
di F — la strada non & univocamente determinata, e sorgono in proposito
vari dubbi, a dissipare i quali non sembra sufficiente tener conto dell’av-
vertenza di non introdurre eccezioni estranee alle singolarita durante la loro
risoluzione.

Sard dunque utile, per evitare al seguito interpretazioni erronee o di-
scutibili, precisare senza ambiguitd la costruzione del modello F,.

Partiremo percio dalla rappresentazione piana normale della superficie F,
supponendo che essa presenti il caso «) del Teorema enunciato al n.° 1, e
riservandoci di trattare in seguito brevemente i casi £) y). Indichiamo con ¥

(*Y) Il confronto fra ’iperboloide ad una falda ed il toro, dal punto di vista della con-
nessione, istituito in modo erroneo da ScHLAFLI nella citata Memoria Quand’é, ecc., fu ri~
preso da KLEIN nei citati lavori dei Math. Ann. VI (pp. 578-581) e VII, p. 552. In quest’ul-
tima Memoria 1’Autore si pone dal nostro punto di vista e trova gli stessi risultati.
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il sistema lineare (privo di curve fondamentali semplici) imagine, sul piano =,
di quello delle sezioni piane od iperpiane di F, con 4,, 4,,..., 4, 1 suol
punti base (punti fondamentali della rappresentazione), con = la trasforma-
zione (di tipo normale) imagine del coniugio di F, in eui & unito Y.

Denominiamo sistema L un sistema lineare oo” (r = 3) unito in =, privo
di curve fondamentali, avente per punti base impropri 4,, 4,,..., 4,, e tale che
le curve di esso passanti per un punto qualunque di = (anche infinitamente
vicino ai punti base) non passino di conseguenza per altri punti né abbiano
genere inferiore a quello della generica L. Se |C & il sistema delle curve
d’ordine abbastanza elevato che passano, con qualche direzione variabile, per
A, A,,..., 4,,, e |C'] il suo corrispondente in =, si pud ad es. soddisfare
alle condizioni imposte ad L mediante il sistema completo C—+ €.

Stabilendo una proiettivitd fra le curve di L e gl'iperpiani di un S, in
modo che all’antiproiettivitd subordinata entro L da = corrisponda il coniugio
di 8, (efr. F. n.° 12), il piano = si muterd in una superficie razionale veale ¥,,
priva di singolaritd che assumeremo come modello di F.

Tale definizione di F, & priva di ambiguita perché un altro modello F’,
costruito cogli stessi criteri ¢, come ora proveremo, equivalente ad F,.

Invero F'; si costruird come F,, a partire da un sistema 7., analogo ad I,
relativo ad un’altra rappresentazione normale di F sopra un piano =, per cui
conserveremo le stesse notazioni della precedente, munite di apice. B da no-
tarsi che 1 punti base di ¥ saranno ancora m (F. pag. 31); li indicheremo
con 4y, 4',..., 4',.

L’identita di F induce fra = e =" una trasformazione birazionale ¢ che
muta <« in <. Gl &k punti fondamentali di s+ su = e =’ cadranno tutti in
punti base di ¥ e ¥ (¥. pag. 31), p. es. in 4,, 4,,..., 4,; 4"\, 4,..., 4',, e
ad essi corrisponderanno, rispettivamente, su ', = le curve (non fondamentali
per ¥, ¥) ¢, C,,..., C; C,, Cy\..., C,.

Alla trasformazione o, cioé allidentitd di F' corrisponde una trasforma-
zione birazionale reale o fra F, ed F',; e si prova subito che essa & priva
di eccezioni (anche nel campo complesso).

Invero, se P & un punto qualunque di F,, il suo corrispondente @ di = potra:

a) esser generico (nel senso che non abbia le posizioni eccezionali
suddette) ;

b) cadere su qualcuna delle curve C,,..., C,;

¢) appartenere — in una determinata direzione — all'intforno d’uno
dei punti 4,,..., 4,.
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Nel caso a) il punto @ di =" omologo di @ In & sard pure generico, e
percid gli corrisponderda un punto P’ di F’y; nei casi b) c), @ potrd cadere
o nell’intorno d’uno dei punti 4,,..., 4,,, ovvero su una delle curve C’,,..., C,.
Dunque il suo corrispondente P’ sard sempre un punto di F',.

Se il sistema ¥ presenta le eccezioni contemplate nei casi B) y) del Teo-
rema enunciato al n.° 1, la superficie F, si costruisce a partire da un si-
stema L soddisfacente alle condizioni precedenti modificate nel senso che L
abbia per sole curve fondamentali (semplici) le rette che cosi si comportano
rispetto a 3.

La costruzione d’un sistema L siffatto non offre alcuna difficolta.

Osservazione. Le condizioni imposte ad L non sono tutte in generale
strettamente necessarie; se p. es. alecuni fra i punti 4,,..., 4,, si corrispon-
dono in = (cioe le curve omologhe su F sono imaginarie coniugate) si puo
togliere ad L l'imposizione di averli come punti base, giacché a noi importa
che su F, sian risolute le singolaritd reali di F senza che si introducano nel
campo reale eccezionl estranee a quelle singolarita. Si possono analogamente
imporre ad L tante quante si vogliono coppie di punti base corrispondenti in =.

Cosl, se F & un cono guadrico di 8,, cioe se Y & il sistema reale oo?
delle coniche con due punti base P,, P, infinitamente vicini, si pud assu-
mere come L il sistema reale co® delle cubiche con un punto doppio in P,,
un punto semplice in P, e due ulteriori punti base imaginarl coniugati. F,
¢ allora una quadrica rigata.

Dungue, per noi, un cono dovra considerarsi come una falda bilatera
d’ordine di counessione 2. Si osservi in proposito che se si considera un os-
servatore eretto sul piano tangente e mobile lungo una generatrice, esso dovra
capovolgersi all’atto del passaggio per il vertice, altrimenti il cono risulterebbe
unilatero. E ¢id corrisponde alla circostanza che se si sposta sul cono I'indica-
trice facendone scorrere i punti di eguali segmenti sulle generatrici che li
contengono, il verso di essa si inverte, all’atto del passaggio per il vertice,
se l'osservatore guarda sempre la medesima faccia del piano tangente; come
pure all’altra che se sopra un iperboloide ad una falda si considerano due
punti 3, N d’'una medesima generatrice, equidistanti dall’intersezione di essa
coll’ellisse di gola, Pangolo « di cul ruota il piano tangente nel passaggio
da M ad N, ha per limite = quando l'ellisse di gola si restringe indefinita-
mente in modo da tendere al vertice d’un cono.

14. D’ora in poi parlando d’'una superficie F, intenderemo di consi-
derarla sempre come equivalente al modello F,.
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Trattiamo, per primo, del caso in cui F ha una falda, cioe, nella rap-
presentazione normale, = & il coniugio e quindi ¥ (ed L) un sistema reale.
Distinguiamo, secondo il Teorema del n.° |, tre casi:

%) ¥ & privo di curve fondamentali semplici ed ha m punti base, di
cui » reali e 2¢ a coppie imaginari coniugati. Le eccezioni (nel campo reale)
alla corrispondenza tra il piano = ed F cadono soltanto negli r punti base
reali di ¥ che sono fondamentali per essa, mancando affatto su F punti sif-
fatti perché alle curve fondamentali di ¥ (non semplici) rispondono su F in-
torni di punti multipli che si mutano in curve sul modello F,. Percio (n.° 9)
F ¢ unilatera ed ha 'ordine di connessione Z = r + 1. Poiché inoltre (F. n.° 21)
Iinvariante di ZruTHEN-SEGRE I relativo ad F & eguale ad » +2¢ — 1, cosi si
hanno le relazioni

I—Z=2(G—1), I+2Z=2(r+1), (155

da cul seguono le
I=Z (mod?2), Z=I+2, (16)
il segno == valendo solo quando i =0. K da notarsi che, dato I, esistono

superficie ¥ con una falda, relative a qualunque valore di Z compatibile
colle (16); esse si ottengono assumendo come sistema ¥ quello delle curve
d’ordine abbastanza elevato che passano per r=Z2— 1 punti reali e per
2i=1+2—Z coppie di punti imaginari coniugati, generici, del piano =.
) Ci sono due sottocasi:

1.°) I due punti fondamentali P,, P, appartenenti alla vetta r ch’é
fondamentale (semplice) per ¥ sono imaginari coniugati, e inoltre ¥ ha altri
24¢ puntl base pure imaginari coniugati. Il modello F, (costruito mediante
le coniche per P,, P,) & una sfera, e percid F ha Z=0 e I=2i (cfr. F.,
nota ***) a pag. 30).

2°) P,, P, son reali, e inoltre ¥ ha altri 24 punti base a coppie
imaginarl coniugati; F, & un iperboloide ad una falda od un foro e quindi
Fha Z=2 I=2i.

In definitiva valgono sempre le relazioni (16), e di pitt si ha

I—Z=241, 14 Z=24, se I ¢ del tipo sfera,

| 5%
1—7=23i—1), I4+-Z=2(i-+1), se F & del tipo toro. (1)

y) Siano pi, Ps>---» P le vette fondamentali (semplici) di ¥ uscenti dal
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punto base reale O, e contenenti rispettivamente i punti base P,, P,,..., P,
infinitamente vicini ad O; fra questi, g, colle relative rette, siano reali, e 2v
a coppie imaginari coniugati. Inoltre ¥ abbia altri » punti base reali, e 24
imaginari coniugati.

Si ha allora subito I=r -+ 24, e siccome le eccezioni (nel campo reale)
alla corrispondenza tra = ed F (o F,) cadono, su =, nei » + r -+ 1 punti base
reali, e su F in p punti semplici omologhi delle rette fondamentali, cosi dal
teorema di KLEIN si deduce Z=r + 2. Valgono quindi anche in questo caso
le (16) e si hanno inoltre le

I—Z=23G—1), I+Z=2(+i+1). (15")

Proviamo ora che se >0, cioe se Z> 2, la superticie ¥ & unilatera. Invero,
mediante il sistema delle curve d’ordine » abbastanza elevato che hanno in
0 un punto n — 1-plo, e in P,,..., P, punti base semplici, si costruisca una
superficie reale (rigata) & (d’ordine di connessione 2); indi si osservi che
nella corrispondenza reale che resta subordinata tra @ ed F dal fatto che
ambedue son rappresentate realmente su =, le eccezioni dipendenti dai punti
0, P, e dalle rette p, sono scomparse, mentre rimangono (nel campo reale)
solo quelle dipendenti da » punti fondamentali reali che esistono su ®. Dunque
(n.° 9) F & unilatera.

Sia ora r =0, cioé Z=2; mostriamo che ¥ & bilatera od unilalera se-
condo che v. ¢ dispari o pari. Percid eseguiamo dapprima una trasformazione
quadratica reale del piano = in un altro piano o, assumendo, su =, come
punti fondamentali, O e due punti imaginari coniugati sopra una retta reale a,
non passante per 0. Le eccezioni, nel campo reale, alla corrispondenza fra
s ed F cadranno su o:

In un punto @ corrispondente ad a;

In » punti (distinti fra loro e da Q) @,, Q,,..., Q. situati sulla retta
reale w omologa di O e congiunti ad O da v rette fondamentali (semplici)
(15 Gss-ers @, (cOrrispondenti a p,, p,,..., pu). Non vi sono altre curve fonda-
mentali semplici, perche se w & retta fondamentale — il che accade quando
O & punto base proprio per ¥ — essa non & semplice (. pag. 26, Oss. II
e nota *) a pag. 27).

Trasformando mediante proiezione stereografica il piano ¢ in una sfera S
si avranno su questa g cerchi massimi fondamentali o,, o,,..., ox segantisi
in due punti fondamentali 4, B, e contenenti rispettivamente 1 punti R,
R,,..., R, pure fondamentali,
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Sia ora C un ciclo chiuso di F che si potrd supporre — dopo una even-
tuale deformazione — non passi per 1 punti (semplici) che corrispondono
ad ,, 0,,..., o.. Il ciclo corrispondente K di S tagliera i cerchi o, solo nei
“punti fondamentali, passando « volte per 4, £ volte per B, ed r,, rq,..., T
volte rispettivamente per R,, R,,..., Bu.

Siccome K & chiuso, il numero &, =« + [ 4 r, dei suoi incontri con e,
sard pari, e percio, se p. & dispari, risultera pari anche il numero comples-

sivo N dei passaggi di K per i punti fondamentali, che & espresso dalla
formola

N=att+3r=3Yh—(—1) +p).

i=l

Se ne dedurra, in base ad una osservazione del n.° 11, che in tal caso nessun
circuito chiuso di F invertira l'indicatrice, e quindi che F sard bilatera (e
percid, avendo Z =2 apparterra al tipo foro). Invece, se v & pari, assumendo,
come & lecito, K in guisa che «—+§ sia dispari (ad es. a=1, f=r, =
r,=-.-=1,=0), N risulterd dispari e quindi F sard unilalera.

La conclusione definitiva & che:

L’ordine di connessione Z d’'una superficie razionale reale con una falda
(rappresentabile realmente sul piano) é legato all’ invariante di ZEUTHEN-SEGRE T
dalle relazioni

Z =1 (mod 2), 0=Z=1+2; (I

e, per ogni dato valore di I esistono superficie del tipo suddetto corrispondenti
a tutti ¢ valori di Z che son compatibili colle relazioni stesse.

Ineltre :

Tulte le superficie razionali reali con una falda, aventi Vordine di con-
nessione Z > 2 sono unilatere. I tipi bilateri si hanwno solo per Z=0,2 e i
rispettivi wodelli sono la sfera ed il loro..

Per i modelli delle falde unilatere rimandiamo al paragrafo precedente,
e per qualche esempio all’ultimo paragrafo di questa Memoria.

Qui termineremo facendo notare che dall’ultimo enunciato si deduce la
seguente :

OSSERVAZIONE. Fra le superficie razionali reali non esistono wmodelli di
Riemanniane aventi il genere superiore ad 1.
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$ 5.

CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE RAZIONALI CON PIU FALDE
APPARTENENTI ALLA [3, I1* e [I1* ramicLIA.

15. Per studiare la connessione d’una superficie razionale reale F, do-
tata di pin falde, ci atterremo costantemente al criterio di confrontarla con
una superficie ¢ della sua classe (cioe trasformata birazionale reale di F'), la
cui connessione si sappia determinare direttamente, valendosi p. es. dell’e-
quazione di ®. La superficie ¢ si sceglierd in modo che i punti base del si-
stema Y, relativo alla rappresentazione normale di @, che non sono fonda-
mentali per la trasformazione =, non siano wuniti in =, cioé siano due a due
corrispondenti ovvero manchino affatto. La ragione di tal scelta della super-
ficie ® sta principalmente in alcune importanti proprieta che ora ci propo-
niamdv di stabilire.

Anzitutto: Due superficie ® appartenenti alla stessa classe sono equiva-
lenti dal punto di vista della connessione.

Siano @, ¢’ quelle due superficie, 3, 7, ¥, " rispettivamente i sistemi 1i-
neari e le trasformazioni relativi alle loro rappresentazioni normali su =, =",
Possiamo addirittura, per maggior chiarezza, supporre che &, @' sian due
modelli privi di singolaritd relativi alle superficie stesse, in modo che ¥, ¥
siano affatto privi di curve fondamentali e dotati di punti base tutti im-
propri. Fra i punti base di ¥ ci saranno tutti i punti fondamentali di =, a
ciascuno dei quali corrisponderd una curva (non reale) di ¢; gli ulteriori
punti base saranno due a due corrispondenti in =. Analogamente per Y, @'

Poiche¢ @, &' appartengono alla stessa classe, esistera una trasformazione
birazionale o che muterd v in v'; ed essa indurrd fra ¢ e ¢' una trasforma-
zione birazionale reale Q.

Se o & l'identitd, cioé se <, < coincidono, Q & priva di eccezioni nel
campo reale. Invero ad ogni punto reale di ¢ corrisponde su = un punto
unito in = che non & base per Y e Y (e che eventualmente potra cadere, in
una direzione unita, nell'intorno di qualcuno dei punti fondamentali di ),
il cui omologo su ¢" & quindi un punto reale.

La stessa cosa si puo affermare, né vale la pena di entrare nei dettagli
d’'un ragionamento analogo al precedente, se i punti fondamentali di o su
= ¢ %' cadono in punti base di ¥ e ¥
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Da’ c¢io segue subito la veritd del teorema enunciato, per le superficie
della II* e III* famiglia. Invero, riferendosi p. es. al primo caso, se ® e @
appartengono alla II* famiglia, = e +" sono trasformazioni di 8.° ordine con
7 punti tripli, ciascuna delle quali lascia unita una rete di cubiche coi 7
punti base generici (F. n.° 37) e quindi priva di curve fondamentali. Poiche
si pud supporre che o muti 'una nell’altra quelle due reti (. § 7, n.° 49),
i suoi punti fondamentali su ciascuno dei due piani cadranno tutti in punti
base delle reti stesse, che son fondamentali per 7, ¢, e quindi base per ¥, ¥

Il caso delle superficie appartenenti alla [* famiglia domanda una di-
scussione pit accurata. Ricordiamo (F. § 6, 7) che allora = & una trasforma-
zione d’ordine m - 1 con un punto fondamentale m-plo O e 2m punti fon-
damentali semplici P; (i =1, 2,..., 2m) aventi ordinatamente per omologhe
le rette p, = O P,. Su ciascuna delle rette reali (supposto, come & lecito, che
lo sia 0) del fascio 0 la = subordina un’antiproiettivitd involutoria, che pud
esser dolata di (infiniti) punti uniti, oppure no; e le rette per cui vale la
prima delle due proprieta son tutte quelle che cadono entro m angoli com-
pleti non adiacenti, ciascuno dei quali e determinato da due rette fonda-
mentali consecutive; per esempio negli angoli «, = p,,_, p.; (1 =1, 2,..., m).
All'insieme dei punti uniti che cadono entro I'angolo «, rispondono i punti
(reali) di una fra le m falde di ¢, che denoteremo con 4,. Adotteremo le
stesse lettere, munite di apice, per la trasformazione <’ e la superficie @, te-
nendo conto del fatto che i due gruppi di rette p,, p’; son proiettivi (F. n.° 47),
e attribuendo lo stesso indice a due rette corrispondenti in tale proiettivita c.

Ricordiamo ancora che si pud sempre costruire una trasformazione bi-
razionale o, la quale muti + in <’ subordinando fra i fasci 0, 0’ la proietti-
vitd . Se P & un punto fondamentale di o, su =, la retta p’ del fascio O
corrispondente ad O P in ¢ sarda fondamentale (per ») su =, e conterrd un
punto fondamentale @’ a cui corrispondera la retta g = O P (*°).

(43 I punti e le rette fondamentali di » si possono supporre distinti. Se le equazioni di
T, v su w(x, ¥), (X, Y) sono (F. n.° 48)

em =@ FB@ . 3y @OILB X
C@y—alx) C'(X) Y —a'(X)

conaa-+BC=a o+ B C, si pud prendere come » la trasformazione

Y= By ,
(@ @—a@)y+ B
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Consideriamo ora la trasformazione reale @ indotta fra ¢ e ¢’ da . Essa
non avra eccezioni fra quei punti di ¢ e ® a cui corrispondono, su = e =,
punti non fondamentali per » e non appartenenti alle rette fondamentali;
ma ne presenterd invece in corrispondenza ai punti e alle rette fondamen-
tali di . .

Se p. e. entro I'angolo «, esiste il solo punto fondamentale unito P (e
quindi entro o, il punto @), la Q trasformerd biunivocamente la falda A4,
nella falda 4’, e le eccezioni alla biunivocitd della corrispondenza (fra 4,
ed 4’)) cadranno solo in due punti 3, M’ di 4,, 4', a cui corrisponderanno
due curve chiuse m', m, passanti rispettivamente per M’, M.

Se ne deduce immediatamente, per il teorema. di Kurin, che 4,, 4’, hanno
lo stesso ordine di connessione. Inoltre poiche il circuito m & omologo a
zero su A4, in quanto, facendo variare la retta ¢ entro 'angolo «, tendendo
a p,, m sl deforma tendendo ad un punto, corrispondente all’'unica direzione
unita uscente da P, (ch’e¢ quella di p,), cosi ogni ciclo chiuso di 4, taglierd m
in un numero paré di punti

Ne segue che, se 4, & bilatera, non potra essere A’, unilatera, perche
ad un circuito chiuso ¢’ di 4’, che invertisse 'indicatrice, e non passasse,
come si pud supporre, per M’,, dovrebbe rispondere su m un ciclo chiuso ¢
non segante m fuori di M e passante ivi un numero dispari di volte. Dun-
que 4,, A, saranno entrambe unilatere o bilatere e percio equivalenti.

Dal teorema ora dimostrato si trae, con agevoli deduzioni, 'importante
conseguenza:

Ogni superficie razionale reale F con piit falde si puo rappresentare sopra
uwna qualunque superficie & della sua classe dotala di un numero r di punti
fondamentali (reali), eguale a quello dei punti base del sistema ¥, relativo alla
rappresentazione piana normale di F, che sono uniti nella trasformazione ~.

Infatti, partendo dalla rappresentazione normale di F' sopra un piano =,
si costruisca, mediante un sistema lineare I privo di curve fondamentali,
unito nella = relativa ad F e avente i punti base solo in punti fondamentali
di =, una superficie . La trasformazione birazionale reale fra F e ¢ in cui
si corrispondono due punti rappresentati dallo stesso punto di =, non ha
eccezioni (nel campo reale) altro che in corrispondenza agli » punti base

le cui rette fondamentali su 7= sono B (x) B'(x)=10. Se le radici di questa equazione non sono
distinte basterd prima trasformare 7 (ed eventualmente ') mediante una proiettivita del tipo
x'=uw, y'=2%y +p, e si raggiungerd lo scopo.
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~di ¥ (non fondamentali per =) che sono uniti in t; a questi punti rispondono
su ¢ altrettanti punti fondamentali reali aventi per omologhe r curve chiuse
di F. ' _

Poiché d’altronde tutte le superficie & d’'una classe sono equivalenti, ne
segue che la stessa relazione si pud porre tra F e una qualunque .

Supponiamo ora che le falde di F siano tutte bilatere: dovra allora es-
sere r =0, perche la presenza di punti fondamentali reali su qualche falda
di ¢ porterebbe di conseguenza l'unilateralitd della falda corrispondente di F.
Percid sard F equivalente a ®; donde il notevole criterio:

Se fra le superficie d’una classe ve iw’'é una le cui falde sono tutte bilatere,
essa & una superficie o,

Ed ora passiamo a studiare separatamente la connessione delle super-
ficie appartenenti alle tre famiglie.

16. L famiglia. Partendo da una qualunque superficie F, con m falde,
costruiamone una trasformata reale le cui falde siano tutte bilatere. Percid
deduciamo anzitutto da F, mediante trasformazione birazionale reale, una
superficie F', avente equazione del tipo

2’ = f(xy), | (17)

=0 essendo una curva d’ordine 2 x dotata di un punto 2% — 2-plo 0 e di
2m tangenti reali di [.* specie (cioe tali che lungo esse f & negativa) uscenti
da O (F. n! 27, 31, 32). Indi osserviamo che se

pr@y) By
T (@'Y) 1(@Y)

sono le equazioni d’'una trasformazione birazionale reale fra il piano xz y ed
il piano «'y’, la superficie

S=f(a@y), B@y)),
si ottiene dalla (17) mediante la trasformazione birazionale reale

-4

L

oL
= —> y:ﬁy Y=

it Y Y

e che percid sard lecito, per il nostro scopo, sostituire nella (17) in luogo
di f(zy) il 1.° membro ¢ (xy) dell’equazione d’una curva che si ottenga da
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/=0 mediante una trasformazione cremoniana reale, preso con un segno de-
terminato (**). '

Ora, mandando con una proiettivita reale il punto O all'infinito sull’asse ¥,
si otterrda da f=0 la curva

@@y +b(x)y+o(@)=0, (18)
e da essa mediante la trasformazione reale

X=uw, Y=2ay-+b,
si passera alla ‘
Y*=D(X) [D=b"—%4ac) (19)

Poiché possiamo supporre (F. n.° 27) che la curva f=0 e quindi anche
la (18) sia priva di punti doppi (tal supposizione non & perd qui strettamente
necessaria), le radici di D (X)=0 saran distinte e fra esse alcune saranno
certo reali perche esistono tangenti reali di f=0 uscenti da 0. Ne segue
che per qualche valore a di X sard D (a)<C0, e quindi, se v & 'ordine di D,
mediante la trasformazione reale :

yx_oex+l 5 ¥
@€ ot

(2p.=v se v & pari, =v-—1 se v & dispari), si passerd in definitiva alla
curva
¥ =a (), (20)

A essendo un polinomio d’ordine pari, a radici distinte (fra cui alcune reali)
tale che A (00) <O.

Ogni superficie F della I* famiglia con m > 1 falde sard quindi trasfor-
mabile realinente in una superficie avente equazione del tipo

o= (g — A (), @1)
in cui il segno & ancora da determinarsi.

Per studiare la forma della curva y* = 4 (x), consideriamo, come @& lecito,
due radici reali consecutive a, b di A (x) =0 tali che sia @ <Tb e inoltre, per ¢

(¥) Insomma delle due superficie &*= ¢ (xy), *= — ¢ (v y) che non si equivalgono per
trasformazioni birazionali reali (cfr. F. nota**) a p. 36) una sola & equivalente in quel senso
alla (17). '
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positivo e convenientemente piccolo A (a—=e)<C0, A(b—+¢)>0. Il polinomio A
sard positivo in tutto il segmento a, b dell’asse x e percid ai punti di esso
corrisponderanno due valori reali e finiti di y eguali e di segno opposto,
in tal guisa che al variare di « nel segmento a b il punto @y descriverd un
ramo (reale) della curva y* = A («) chiuso, privo di singolarita, tangente in
a e b alle rette ® —=a, ® ="> e racchiudente un’area 4 semplicemente con-
nessa (Fig. 3). La curva ¢* = A (@) risultera com-
posta da un certo numero k di rami siffatti, di-
stintl, e situati tutti al finito perché & & (00) <<0. ¥

Ora osserviamo che il polinomio ¢* — 4 (x)
¢ negativo entro tutte le aree 4, posilivo nel-
Punica regione piana R esterna a quelle aree.
Percid se nella (21) si scegliesse il segno + ad
ogni punto di R risponderebbero due punti reali
della superficie rappresentata, che verrebbero
a coincidere quando il punto cade sul contorno
di B. Quindi la superficie stessa avrebbe una .
sola falda. ' ' Flg 3.

Siccome F, e quindi anche la superficie tras- -
formata che si ottiene dalla (21) per una conveniente scelta del segno, ha
m>1 falde, cosi nella (21) bisognera scegliere il segno —; ed allora ad ogni
punto di una delle aree 4 risponderanno due punti reali della superficie che
in corrispondenza ad 4 descriveranno una falda chiusa, priva di singolarita,
bilatera e del tipo sfera. Sard dunque kh =m, e si concludera che:

In ogni classe di superficie della I* famiglia con m falde, esiste una su-
perficie ® di equazione

24y = A (o),

colle falde tutte bilatere e d’ordine di connessione 0.
L’ordine di connessione di ® sard dunque per la (8) eguale a — 2m + 2.
Ritorniamo ora a considerare una qualunque superficie F della 1* fa-
miglia con m falde 4,, 4,,..., 4,; il sistema ¥ relativo alla sua rappresen-
"tazione piana normale abbia 2w —+1-4-r—+2¢ punti base, di cui 2m 1
nei punti fondamentali di =, » uniti in v e 24 due a due corrispondenti. Sara
=%m -+ r-+214, e siccome in virth d’un teorema del numero precedente
si puo stabilire, tra F e la superficie ¢ (della sua classe) ora costruita, una
corrispondenza biunivoca continuna, ecc., dotata di eccezioni solo in » punti
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fondamentali su &, cosi I'ordine di connessione Z di F risultera per il teo-
rema di Kreix (**), eguale ad » — 2m 4 2. Dunque avremo

1—Z=2@m+i—1), I+Z=9%(r+i+1), (22)

da cui segue
Z =1 (mod 2), Z=I—%m+2, (23)

il segno = valendo soltanto se i =0. Se son dati i valori di m, I, Z, com-
patibili colle (23) e colla condizione che I, Z non siano inferiori ai rispettivi
valori minimi 2m (F. Teor. VI), — 2 —+ 2, esistono, in ogni classe di su-
perficie della 1* famiglia con m falde, delle superficie a cui competono quet
valori di 1 e Z. Esse si costruiscono partendo da un sistema ¥, privo di curve
fondamentali, ecc., unito in una trasformazione = di tipo normale relativa a
quella classe, e dotato di punti base nei punti fondamentali di =, in » punti
uniti, e in ¢ coppie di punti corrispondenti in +; i valoridi ¢ ed » essendo
dati dalle formole

r=27Z4+2m—29, i:%é—(r+1),

che si traggono dalle (22). Anzi, distribuendo convenientemente gli » punti
hase uniti negli m angoli «,, «,,..., «, (cfr. num. prec.) a cui corrispondono
le m falde d’ogni superficie di quella classe (in particolare di @), possiamo
fare in modo che gli ordini di connessione z,, 2,,..., 2, delle falde apparte-
nenti alla costruenda superficie assumano qualunque valore (= 0) compati-
bile col dato Z e colla formola Z = § 2, — 2m <+ 2. Dunque, in definitiva

1=
si ha il teorema:
ni
L’ordine di connessione Z= Y z,— 2m + 2 d’una superficie razionale
i=1
reale della I“ famiglia, dotata dim falde A, A,,..., A, aventi gli ordini di
connessione rispettivamente equali a z,, 2,,..., z,,, & legaté all’invariante di
ZEUTHEN-SEGRE I (= 2n) dalle relazioni

Z = I (1nod 2), —2m+-2=Z=1I—4wm-+2; {an -

¢, per un dato valore di m ed I (=%2m), esistono in ogwni classe, superficie

(*4) Che, come si ricava subito dalle (9), (8) vale anche per superficie con piu falde,
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corrispondenti a tutti i valori di z,, 2,,..., 2, tali che 4l relativo Z sia com-
patibile colle relazioni stesse.

Si osservi ora che se » >0, cioé Z>— 2m -+ 2, esislono certo su qual-
che falda di @ punti fondamentali per la corrispondenza tra ¢ ed F, e che
percid le falde corrispondenti di F sono unilatere. Se ne dedurra facil-
mente che:

Le superficie della I famiglia con m falde averti Uordine di connessione
Z>-—2m -+ 2 possiedono almeno una falda unilatera e la somma degli or-
dini di connessione di tali falde é eguale a Z—+-2m — 2. Al valor minimo
Z=—2m—+ 2 corrispondono invece superficie con tutle le falde bilatere (d’or-
dine di connessione 0).

In particolare, poicheé in virtit delle (II) il valor minimo di Z & raggiunto
solo se I & pari si ha che:

Tutte le superficie della I* famiglio con pin falde ed invariante I dispari
hanno almeno una falda unilatera.

17. II° famiglia. Ogni superficie F di essa & trasformabile realmente
nella superficie
2 = f(@y), (24)

f=0 essendo una quartica di genere 3, dotata di & rami reali racchiudenti
ciascuno un’area semplicemente connessa nell'interno della quale f & positivo
(F. n.° 33). Dunque, ragionando come al numero precedente, si vede che la
superficie (24) ha quattro falde bilatere d’ordine di connessione 0, cioé che
essa & una superficie o. 11 suo ordine di connessione risulta, per la (8), eguale
a — 6. .

Se dunque 1l sistema ¥ relativo alla rappresentazione piana normale di
F ha dei punti base, oltreché nei 7 punti fondamentali di 7, anche in » punti
uniti e in 24 punti corrispondenti in 7, si avra, ragionando come preceden-
temente, I=r-+2i+ 6, Z=r— 6, e quindi

I—7Z=2(i+6), I+4+Z=2(r+1i), (25)
da cul segue
Z=1(mod?2), Z=I—12 (26)

Di qui, come al num. pree., si dedurrd senza difficoltd che:
&

L’ordine di connessione Z = Y, z, — 6 d’una superficie razionale reale della
i=1

I1* famiglia, dotata di 4 falde A,,..., A, aventi gli ordini di connessione
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rispettivamente eguali a z,,..., z,, & legato allinvariante di ZEUTHEN-SEGRE
I (= 6) dalle relazioni

Z=1(mod2), —6=Z=I—19 (111

e, per un dato valore di I, esistono, in ogni classe di quella famiglia, super-
ficie corrispondenti a tutli © valori di z,,..., 2, tali che Z risulti compatibile
colle relazioni stesse.

Le superficie della I1° famiglia aventi Uordine di connessione Z>-—6
possiedono alineno una falda unilatera e la somma degli ordini di connessione
di tali falde é eguale a Z 4 6. Al valor minimo Z = —6 corrispondono invece
superficie con tutte le falde bilatere (d’ordine di connessione 0).

Tutte le superficie della II* famiglia con invariante I dispari hanno al-
meno une falda unilatera.

18. IIT* famiglia. Ogni superficie F' di essa si pud rappresentare dop-
piamente sopra un cono quadrico reale T', con sestica di diramazione dotata
di cinque rami reali. Di questi rami uno & dispari (rispetto alle generatrici)
e gli altri quattro pari; e questi stanno tutti in una fra le due regioni de-
terminate dal ramo dispari e dal vertice. Alle quattro aree semplicemente
connesse racchiuse dai rami pari, e a quella fra le regioni determinate dal
ramo dispari e dal vertice che non contiene i rami pari rispondono le cinque
falde di F (F. n.' 34, 35, 36). ,

Proiettando il cono I' da un suo punto sopra un piano xy, si ricava
che F puo rappresentarsi doppiamente su quel piano, con sestica di dirama-
zione dotata di due punti tripli infinitamente vicini. Scegliendo il centro di
proiezione nella regione in cui stanno i rami pari, sopra una generatrice
che non li incontri, si vede che la sestica del
plano «y ha cinque rami pari a, b, ¢, d, e
racchiudenti ciascuno un’area semplicemente
connessa ed esferni uno all’altro (Fig. 4);
alle cinque aree «, f, vy, 9, ¢ (tratteggiate nella
Fig. 4) corrispondono le cinque falde di F' e
di qualunque sua trasformata reale.

Sicche detta f(xy)=0 lequazione della
sestica potremo, col solito procedimento, tras-
formare realmente F nella superficie

&= f(w y)s (27)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Comessatti: Sulla connessione delle superficie razionali reali. 267

e in tale equazione il segno del 2.° membro risulterd determinato in modo
che f sia positivo nelle cinque regioni a, £, v, 9, &, a cui corrisponderanno
le cinque falde 4, B, C, D, E della superficie (27).

Sia ora @ il ramo di f=0 ch’® proiezione del ramo dispari appartenente
a I, O la traccia della generatrice di ' che passa per il centro di proiezione.
Il punto O sard semplice, come singolarita reale del ramo a, ma sard invece
triplo, con un analogo punto infinitamente vicino, come singolaritd (com-
plessa) di f=0. La superficie (27) ha in O un punto doppio uniplanare spe-
ciale ed e priva di altre singolaritd, sia reali che complesse, situate al finito
(mentre in # = o0 ha un punto singolare reale isolato).

Sicche le quattro falde B, C, D, E saranno finite, chiuse, prive di sin-
golaritd, bilatere e del tipo sfera; ma lo stesso non si potra affermare della
falda A4 pure finita e chiusa finché non si determini I'influenza che ha sulla
sua connessione la singolaritd esistente in O.

Nel seguito sard provato che la falda 4 ¢ unilatera ed ha Uordine di
connessione 1, cioe che cosi si comporta in un qualunque modello della su-
perficie (27) nel quale la singolarita sia risolta. Trattandosi di un’interessante
applicazione dei metodi di questa Memoria ci riserviamo di trattarla in un
apposito paragrafo in cui, mediante la rappresentazione piana normale, pro-
veremo ancora che la (27) & una superficie . Kssa ha lordine di connes-
sione 04+-0+-04+04+1—104+2=—T17.

Ammessa per ora come vera la proprietd enunciata, ne seguira che ogni
superficie F della stessa classe di quella ® si pud rappresentare sulla ¢ dotata
di un certo numero 7 (= 0) di punti fondamentali, e quindi che:

Ogni superficie della IT1° famiglia possiede una ed wna solo falda (uni-
latera) che non si puo ridurre bilatera mediante una itrasformazione reale.

Essa si chiamera la falda singolare della superficie.

Consideriamo ora la rappresentazione piana normale della superficie F,
e supponiamo che il relativo sistema ¥ abbia 8 4+ -+ 214 punti base, di cui
8 nei punti fondamentali di +, » uniti e 24 a coppie corrispondenti in 7. Si
avra I=r—4-2i-+7, e, tenendo conto della rappresentazione di F su ¢,
Z=r—T7; quindi

I—Z=920+7), I+ 7Z=2(r+ 1), (28)
cioé
Z=1(mod 2), Z=1--14 (29)

Ragionando nel solito modo e tenendo presente che, se si vuol costruire
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una superficie F' corrispondente a valori dati di I e Z compatibili colle (29),
si possono disporre arbitrariamente gli » punti base uniti di ¥ in tal guisa
che i corrispondenti punti fondamentali di ® sian distribuiti su ciascuna delle
falde in numero prefissato, ma che perd, comunque si operi, 'ordine di con-
nessione della falda singolare rimane sempre > 1, si giunge alla conclusione
seguente :

L’ordine di connessione 7 — iiz,.—S d’una superficie razionale reale

i=

della II1° fawmiglia, dotata di 5 faldé A, ,..., A, aventi gli ordini di connes-
sione rispettivamente eguali a z,,..., z,, ¢ legato allinvariante di ZRUTHEN-
SEGRE I (=7) dalle relazioni

Z=1(mod?), —T=Z=1I-—14 (1V)

e, per un dato valore di I, esistono, in ogni classe di quella famiglia, super-
ficie corrispondenti a tutti i valori di z,,..., 2, tali che Z risulti compatibile
colle relazioni suddette, e, se A, & la falda singolare, sia z, = 1.

Tutte le superficie delle II1* famiglia hanno qualche falda unilatera, e
la somma degli ordini di connessione di tali falde é equale a Z -+ 8. Al valor
minimo Z = — T corrispondono superficie con 4 falde bilatere (d’ordine di
connessione 0) ed una unilatera (d’ordine di connessione 1).

Osserviamo infine che 1 due caratteri Z ed I relativi ad una superficie
razionale reale F variano in modo diverso al variare di r ed ¢, come con-
segue dalle formole assegnate; tanto che la loro variazione, purché compa-
tibile colle disuguaglianze assegnate, si conserva indipendente. Vedremo nel
prossimo paragrafo come si possa trovare un ferzo carattere dipendente dalle
proprietd reali della superficie F, che si1 esprime mediante r ed ¢, e che varia
con essi in modo diverso da I e Z. L'’eliminazione di » ed ¢ ci condurra al-
lora ad una importante relazione.

§ 6.
IL NUMERO BASE REALE p. RELAZIONE FRA I CARATTERI I, Z e .

19. Diremo che ¢ curve reali C,, C,,..., Oy, appartenenti ad una su-
perficie algebrica reale F costituiscono su essa una base per le curve reali,
o, pitt semplicemente, una base reale, se:
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1.° Esse sono algebricamente indipendenti;
2.2 Ogni altra curva reale di F ¢ algebricamente legata ad esse (*°).

Il numero 7,:che risulta ovviamente indipendente dalle eurve che costi-
tuiscono la base, si dird il numero base reale della superficie F.

Nel caso delle superficie regolari — in particolare razionali — due o pill
curve algebricamente dipendenti o indipendenti, lo sono, come & ben noto,
anche linearmente. B questo il caso in cui noi ci troveremo.

Incominciamo collo studiare qual relazione interceda fra i numeri base
reali p,, ¢, di due superficie algebriche reali @, F' fra cui interceda una tras-
formazione birazionale reale, priva di punti fondamentali su F e dotata su @ di
m =r—+ 24 punti fondamentali. Fra questi, i punti P,, P,,..., P, sian reali,
e ipunti Q,,Q,, Q,, Q,..., Q, & due a due imaginari coniugati. Indichiamo
con ¢, Cs,..., C., D,, D', D,, D'y,..., D, D, le curve corrispondenti di F,
con B, B,,..., Bg le curve reali che costituiscono una base su @, con
E., E.,..., Ey, le corrispondenti su F.

Ogni curva reale K di F, essendo la trasformata d’una curva reale di &
passante con certe molteplicitd per i punti fondamentali, sarad linearmente
legata alle curve indipendenti (*°) I, E,,..., Eq, C,, C.,..., C., D, IV,,...,
D., D', da una relazione del tipo

mK=e FE +e, E,+ -+ egEg+tc¢ C 4, C+---+¢, C +
4+d, D, +d, D, +---+d D+, D
e quindi anche dalla relazione K
mNKN=e E e E,~4 - -+eg Ey+4-¢,C,—-¢,C,+---4¢ C
+d,D,+d, D, 4+-.--+d,D,4d, D,

che si ottiene operando sui due membri della precedente colla trasforma-
zione di coniugio di F.
Si avrd dunque sottraendo membro a membro

(d1 - d,x) (DI - Drl) "‘Jl_ e + (d; - d’i) (D¢ - D’i) = Oa
e quindi, per l'indipendenza delle curve D,

dl=d,17"'7 di:d’i;

(**) Per il significato delle locuzioni qui usate cfr. SEVERI, Sulla tofalitt delle curve trac-
ciate sopra una superficie algebrica [Mathematische Annalen, Bd. LXII (1906), pp. 194-225].
(*¢) SEVERI, loco cit. (*), § 7.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 35
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e percio la prima relazione scritta diverra
mK=e E,+eE,+- - +epbg+c,C~+---+c C +
4 di (Di+ D)+ -+ di (Di+ DY),
da cui segue che le curve reali linearmente indipendenti
E,, E,,..., Eg, C,, 02,..;, ¢.,D,+D,, D+ D,,..., D,+ D',
costituiscono una base reale su F. Se ne deduce la cercata relazione
P =0,+1r-+1i. (30)

Nulla importa per la validitd di essa che i punti fondamentali di @ sian
distinti o infinitamente vicini; per persuadersene basta osservare che la cor-
rispondenza tra ¢ ed F puo, coll'introduzione di superticie ausiliarie, esser
decomposta in una successione di corrispondenze in ciascuna delle quali si
introduca un sol punto fondamentale.

Applichiamo ora la formola (30) a determinare il numero o per tutte
le superficie razionali reali, dando al numeri » ed ¢, caso per caso, 1 signi-
ficati loro attribuiti nei due paragrafi precedenti.

Superficie con una falda.

Caso «). Assumendo come ¢ un piano reale (3 =1), si ha subito
T=ri1. (31)

Caso B). F & rappresentabile sopra una quadrica reale o, ellittica o iper-
bolica, secondo che F & del tipo sfera o del tipo toro, dotata di 2¢ punti

fondamentali due a due imaginari coniugati. Detto p, il numero base di @
si ha dunque 7 =p, + .

Ora su ¢ la base dal punto di vista complesso ¢ costituita da due ge-

neratrici g,, g, appartenenti a schiere diverse, e per ogni curva D di o (trat-
tandosi di base minima) si ha

D=ag, by, (@, b interi). (32)

Se @ ¢ iperbolica g, e g, son reali, e percio g, = 2; invece, se ¢ & ellit-
tica g, e g, sl possono supporre imaginarie coniugate, e allora, operando sui
due membri della (32) eolla trasformazione di coniugio di ® si trae subito
che a = b, cioeé che su @ la base ¢ costituita dall’unica curva reale (sezione
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piana) g+ g.. Dunque in tal caso p, =1, e quindi in definitiva

o=1+1 se F & del tipo sfera;
F=i el tipo sf; (33)
P

=1i+2 se F ¢ del tipo loro.

Caso y). Sia ® una superficie corrispondente ad r=1¢=0, cio¢ tale
che il sistema lineare reale imagine, sul piano =, di quello delle sezioni piane
od iperpiane di ¢ abbia i punti base solo in 0, P,, P,,..., P,, ¢ per curve
fondamentali (semplici) solo le rette p,, p,,..., p, (cfr. n.° 14y)). 1l suo nu-
mero base (complesso) g, & eguale a 2, come si ricava subito confrontando
w e & colla superficie rigata le cui sezioni piane od iperpiane hanno per
imagine su = le curve d’ordine n abbastanza elevalto con un punto » — 1-plo
in O e punti base semplici in P,, P,,..., P,. Tale & anche il relativo numero
base reale g, perche, se esso risultasse minore di 2, le due curve reali di ¢
corrispondenti ad una retta reale di = e all'intorno di O sarebbero dipen-
denti, il che & assurdo. Tenendo conto che ogni superticie ¥ la cui rappre-
sentazione piana normale presenti il caso y) (in relazione ai punti fonda-
mentali 0, P, e alle rette fondamentali p,) si rappresenta sulla ® dotata di
r -+ 214 punti fondamentali, ecc., si ricava per F

T=rti+2 (3%)

Passiamo ora alle superficie con pisn falde. Mantenendo ad F e ¢ i si-
gnificati del paragrafo precedente, detti 7, p, i rispettivi numeri base reali,
ricordando la rappresentazione di F su ¢ stabilita al n.° 15, avremo
? =¢,+r—+i; e quindi tutto si ridurrd a determinare p,. Supposto, come
& lecito, che i punti base del sistema ¥ relativo alla rappresentazioné piana_
normale di ¢ cadano soltanto nei punti fondamentali di v e che ¥ sia privo
di curve fondamentali semplici (anzi si pud supporre addirittura privo di
curve fondamentali), si conclude che su @ la base (minima) dal punto di vista
complesso & costituita dalla curva corrispondente ad una retta del piano = (su
cui & rappresentata ) e dalle curve corrispondenti dei punti fondamentali di =.

Esaminiamo ora separatamente i vart casi,

I° famiglia. Riferendoci, per i punti fondamentali di =, alle notazioni
dei nt 15, 16, indichiamo con R la curva di ¢, corrispondente ad una retta
di =, con C, D,, D,,..., D,, le curve corrispondenti ai punti fondamentali O,
P,, P,,..., P,,, con L una curva reale (irriducibile) appartenente al fascio
di curve razionali che corrisponde al fascio di rette di centro O, con K una
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qualunque curva reale di ¢. Si avrd l'equivalenza
1€EaR+b 0+dl D1+(l2 Dz+ tT .+d2HLD2Hl ’
da cui, tenendo conto che si ha ovviamente.

L+ C=R,

seguird
]{EOCL—’—?)C**—(LD‘+d2D2“}—‘"'+d2mD2m, (0-=(‘0, ﬁ:b_’_l) (35)

Sia ora €’ la curva complessa coniugata di C, e siano D',, D',,..., D',,
le curve complesse coniugate di D,, D,,..., D,,, cioé quelle che corrispon-
dono alle rette fondamentali p,, ps,..., Po.. di T: operando sui due membri
~della (35) colla trasformazione di coniugio di ¢ otterremo

I\TE“L_I_ﬁ 0’+(t| D'l +d2 D’2+ v ._'_d2l}l D’Zm b
e quindi sommando
QK=2alL _l_ g (C+ C’) —l'_ dl (Dl + D’x) + v +d2m (D‘m +Dl2m)'

Ma le curve D, -+ D', sono componenti totali del fascio L perchié quando
una retta del fascio O tende a p; la curva L corrispondente tende alla curva
spezzata D, +- D';, e percio si ha

L=Db+D,=D,+D,=-.-=D,,,+D\,,,
e quindi in definitiva si conclude
K=p(C+C)+v L, (=2« +d, - +d,,). (36)

Draltronde le due curve reali C—+ €’ ed L sono indipendenti perche in
caso contrario dalla (36) si potrebbe trarre un’equivalenza del tipo

p K=vL,

e quindi ogni curva reale di ¢ risulterebbe composta con curve del fascio

L , il che & manifestamente assurdo. Dunque sara p,=2 e quindi:

\0:

e=r+i+2 (37)

II“ famiglia. Sia R la curva di ¢ corrispondente ad una retta s di =,
C,, C,,..., ¢; le curve corrispondenti ai punti P,, P,,..., P, fondamentali
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per =, R' la curva complessa coniugata di R, C';, C',,..., C7; le complésse
coniugate di C,, C,,..., C,, che corrisponderanno ordinatamente alle cubiche
K,, K,,..., K, (passanti semplicemente per sei dei punti fondamentali, e
doppiamente per l'ulteriore punto a cui corrispondono in =) (F. n° 37).
Detta K una qualunque curva reale di ® avremo lequivalenza :

K=aR+¢ C+c¢,C~---+c¢, Cy,
da cui, operando mediante il coniugio di "1), dedurremo
K=aR +e¢,C,+c¢,C,+ --+4¢C,,
e (quindi sommando
IK=a(B+ R)+¢, (C,+C' )+ —+¢. (C.+ C). (38)

Ora si osservi che R’ & la trasformata della curva corrispondente ad s
in 7, cio¢ d’'una curva d’ottavo ordine coi punti tripli P,, P,,..., P, e che
quindi R -+ R’ appartiene al sistema lineare di ¢ trasformato di quello delle
curve di 9.° ordine coi punti tripli P,, P,,..., P,. Ne segue che se si indica
con L una curva reale di ® che corrisponda ad una cubica della rete indi-
viduata da P,, P.,..., P,;, la quale sia unita in =, si ha

R+ R =31L,
e siccome & ancora ovviamente
C,.+0C0,=C,+Cy,=---=C,+0C', =1L,
cosi, dalla (38) si trae in definitiva
2K=aL ("), (e=3a+4c¢ - -—40c,)
e quindi g, =1, e

P=r+i+ L (39)

II7* famiglia. Ragionando come precedentemente si conclude che per
qualunque curva reale K di @ vale la relazione d’equivalenza

2K=alL,

(*") Questa relazione si pud interpretare dicendo che tutte le curve unite in * sono d’or-
a
dine 3n (n:—g—) coi 7 punti P, P,,..., P, n-pli. Cid si pud anche ricavare direttamente,

come in F. n.° 37,
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L essendo la curva corrispondente ad una cubica del fascio individuato dagli
8 punti P,, P,,..., P, fondamentali in =. Dunque p,=1, e

o=r-i1 (40)

Confrontiamo ora i risultati delle formole (15) (15") (15") (22) (25) (28)
con quelli delle (31) (33) (3%) (37) (39) (40) nella seguente tabella :

I+7 7
tij 9; oy
Superficie con una falda. Caso 5 8 ( tipo sfera i it
( tipo toro 2 (i + 1) i1 9
v Q(r+i+1)| r4i+2
Superficie con pin falde. Famiglia. . . { II* | 2(r+41) ;i
me | ek | et

dal confronto si dedurra il seguente teorema:
Fra Vordine di connessione Z, Uinvariante di ZEUTHEN-SEGRE I e il nu-
mero base reale o di qualunque superficie razionale reale intercede la relazione

I472=2(5—1). )

§ 7.

APPLICAZIONI ED ESEMPI.
STUDIO APPROFONDITO DELLA FALDA SINGOLARE APPARTENENTE
ALLE SUPERFICIE DELLA I[I* ramIGLIA.

20. I risultati dei paragrafi precedenti dinno modo di determinare la
connessione d’una superficie razionale reale partendo dalla sua rappresen-
tazione piana, e quindi di assegnare dei modelli atti a rendere intuitive le
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proprietd inerenti alla forma delle falde reali appartenenti alla superficie con-
siderata. Converrd in proposito osservare che non & sempre strettamente ne-
cessario, quando si tratta d’un caso particolare, ricorrere alla rappresenta-
zione piana normale della superficie. Cosi ad es. se si tratta duna superficie
rappresentabile realmente sul piano, 'ordine di connessione si potra deter-
minare aggiungendo 1 alla differenza fra il numero dei punti fondamentali
reali e quello delle curve fondamentali semplici pure reali inerenti ad una
rappresentazione piana reale della superficie (**). Dopo cid dagli enunciati
del n.° 14 si ricaverd subito, salvo nel caso Z=2 che richiede una discus-
sione pilt accurata, se la superficie sia bilatera o unilatera.

Diamo ora qualche esempio e sviluppiamo qualche applicazione, scelta
fra quelle che, mentre consentono in modo semplice d’illustrare i risultati
ottenuti, si prestano anche ad ulteriori brevi indagini, non prive d’interesse.

Rigate cubiche di S,;. Se si proiettano da un punto reale della direttrice
doppia sopra un piano reale =, si ottiene ivi, come imagine delle sezioni
piane della data superficie un sistema (reale) oo® di cubiche con un punto
base doppio reale, e due punti base semplici che si posson supporre reali
assumendo il centro di proiezione in un punto per cui passano due gene-
ratrici reali della rigata. Tale sistema ha due rette fondamentali (sempliei)
che son le congiungenti il punto base doppio P ai punti base semplici 4, B,
e perd la rappresentazione su = non é normale. Per ridurla a quel tipo basta
trasformare quadraticamente = in un altro piano reale ¢, assumendo su =
come triangolo fondamentale quello che ha per vertici i punti P, 4, Bj; si
ottiene allora sopra s, come imagine delle sezioni piane della superficie data,
un sistema oo® di coniche aventi wr punto base reale M (e soddisfacenti di
pitt alla condizione di segare sulla retta p omologa di P le coppie d’una
certa involuzione); e perci0 le rigate cubiche di S; sono superficie unilatere
d’ordine di connessione 2. ‘

Superficie cubiche generali di S;. Si possono, come & noto, rappresen-
tare sopra un piano (reale) = in guisa che alle loro sezioni piane risponda
un sistema lineare S, oo®, di cubiche con 6 punti base 4,, 4,,..., 4, che
(escludendo le rigate e le superficie con punti doppi) si possono supporre
distinti e generici nel senso da non individuare curve (rette o coniche) fon-
damentali per S. La trasformazione T, imagine del coniugio della superficie
data, dovendo lasciare unito S, non avra punti fondamentali fuori di 4,,

(*®) Cfr. EnriQues, loco cit. ().
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4,,..., 4,; e percido, come si ricava subito dalla considerazione dei casi pos-
sibili, o dall’elenco dei tipi normali con al pit 6 punti fondamentali (F. n.° 37),
si puo ridurre (mediante successive trasformazioni quadratiche aventii punti
fondamentali in punti base di S o dei suoi trasformati, che mutano in de-
finitiva S in un sistema ¥ perfettamente analogo) al coniugio, ovvero ad una
trasformazione di 3.° ordine con un punto fondamentale doppio e quattro
sempliei (*°); e in quest'ultimo caso la superficie cubica apparterra alla I* fa-
miglia e avra due falde (F. n.° 41). Ridotta cosi la T a tipo normale , poiche
il sistema ¥ si comporta come S, la rappresentazione piana della superficie
sard normale.

Se = & il coniugio, c¢i troviamo nel caso «) del n.° 14; dalle formole ivi
assegnate, unite alla (31), col solito significato delle notazioni, tenendo conto
che » 247 =06, siamo condotti allora ai casi elencati nella seguente tabella:

r i I 7 T v

i) 3 5 1 4 3
9 9 b 3 5 7
& | b 5 6 15
6 0 5 7 7 97

in cui v indica il numero delle rette reali appartenenti alla superficie, che
si determina subito in corrispondenza a dati valori di » ed ¢ tenendo conto
della nota rappresentazione piana di quelle rette. Le superficie considerate
sono pol tutte unilatere (*°).

Se invece t & una trasformazione di 3.° ordine col punto fondamentale
doppio 4, ed 1 punti fondamentali semplici 4,, 4, 4,, 4,, I'ulteriore punto

(**) Le trasformazioni antiquadratiche prive di punti uniti non si presentano trattandosi
di superficie che hanno sempre punti reali.

(% I valori ottenuti per Z coincidono con quelli assegnali da ScHLAFLI nel lavoro Cor-
rezione, ecc. (citato (*!)), non con quelli di Kurein, Ueber, ece. (citata (1%), in quanto ivi 1’Autore
parte dall’assegnare all’ordine di connessione del piano il valore 2, e neppure con quelli del-
Paltra Memoria di KiriN, Bemerkungen, ecc., che si riferiscono all’ordine di connessione
Z' =227 —2 delle superficie unilatere considerate come doppie.
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base 4, di ¥ sard unito in r, e, dalle formole del n.° 16, per m =2, r =1
si avrd I=5, Z= — 1; delle due falde, una sard unilatera (z, = 1), laltra
bilatera (2, == 0). Inoltre dalla (37) si ricava p =3, e infine facilmente si
trova v =3. '

Per avere un controllo dei risultati sopra elencati consideriamo una su-
perficie cubica reale F, per cui sia v=27. Essa sard unilatera e avrd Ior-
dine di connessione 7; onde (n.°10) si potrd considerare equivalente ad un
foglio piano congiunto ad una sfera per mezzo di quattro tubi, ovvero a quel
foglio sormontato da un ponte a tre archi. Cerchiamo di ritrovare per via
completamente diversa questi modelli.

Percio detto O un punto ellittico di F, ¢ il relativo piano tangente, D
I'ulteriore intersezione di ¢ con F, che sard composta dun sol ramo chiuso,
non passante per O, e dispari perche segato in un punto da ogni retta di ¢
per O, proiettiamo doppiamente F da O su un piano reale = parallelo a ».
La curva di diramazione della corrispondenza (1, 2) cosi stabilita fra = ed F
sard, come & noto, una quartica C, di genere 3, reale, e avente tutte le 28
bitangenti reali. Fra esse 27 son proiezioni delle rette di F, laltra & la retta
impropria di =; e su essa i contatti sono imaginari coniugati in corrispon-
denza alle tangenti principali che escono da O. Percio (*') C, avrd quattro
rami reali r,, vy, vy, v, pari (ciascuno dei quali racchinde un’area sempli-
cemente connessa) tuiti situati al finito.

Ad ogni punto P di = esterno alle regioni racchiuse dai rami di C, 1i-
spondono due punti reali e distinti di 1 quali tendono a coincidere quando
P tende ad un punto situato su uno dei rami. Se invece P si allontana in-
definitamente, uno dei due punti corrispondenti tende ad O, l'altro ad un
puhto della curva D,

Per cui se il piano = si imagina sdoppiato in due fogli «, £ forati in
corrispondenza alle aree racehiuse da »,, r,, r,, », e connessi lungo il loro
contorno, 'insieme di tali due fogli cosi preparati si pud porre in corrispon-
danza biunivoca continua con F, dotata su F del punto fondamentale O a
cul corrisponde la retta impropria d’uno dei due piani, per es. di §; menire
alla retta impropria del piano « risponde, punto per punto, la curva D. Sicche
per avere un #modello di F basterd far sparire I'eccezione esistente in corri-
spondenza alla retta impropria™di p.

(*1) ZEuTHEN, Sur les courbes du quatriéme ordre [Mathematische Annalen, VII (1873),
pp. 410-432).

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 36
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Lo scopo si raggiunge mediante una proiezione stereografica che tras-
formi la parte del piano £ esterna ad un circolo % il quale racchiuda nel suo
interno r,, r,, r;, r,, in una mezza sfera avente & per circolo massimo. Dopo
cio il foglio ¢, mediante evidente deformazione, potra ridursi ad una sfera
riunita ad « mediante quattro tubi corrispondenti ai giunti lungo i rami r,,
7y, 75, ¥,; € cosi si ritrovera per altra via il modello sopra assegnato.

21. Connessione della falda singolare appartenente alle superficie della
1I1* famiglia.

Incominciamo col determinare la rappresentazione piana normale della

superficie reale ® rappresentata dall’equazione

2 :f(xy)v

nella quale f=0 & una sestica reale dotata di due punti tripli infinitamente
vicini, risiedenti nell’origine O delle coordinate e disposti lungo I'asse delle 2.
Per i rami di f=0, e le falde di & manterremo le notazioni del n.° 13, e
per quanto riguarda quelle proprietd della rappresentazione piana che qui
vengono enunciate senza dimostrazione, rimandiamo ai n.! 29, 36 di F.

I1 sistema ¥ relativo alla rappresentazione piana normale di ¢ sard unito
in una trasformazione = di 17.° ordine con 8 punti (fondamentali) P,, P,....,
P, sestupli (che si posson supporre reali (cfr. F. n.° 49)) 1 quali son doppi
per un sistema S, oo®, di sestiche dotato delle proprieta che tutte le sue
curve le quali passano per un punto del piano = (che lo sostiene), passano
di conseguenza per un altro punto, coniugato del primo in una involuzione I,
unita in 7, a cui risponde 'involuzione reale @' =, ' =y, 7 =—=z di .

Entro S esiste una rete R, dotata di due (ulteriori) punti base semplici
M, N coniugati in I, legata alla rete delle rette appartenenti al piano x y
da una proiettivitd » che permette di rappresentare doppiamente 1l piano =
sul piano @y in modo che ai punti di «y rispondano coppie di I; e in tale
rappresentazione alla C, unita in I (per cui i punti P, sono tripli) risponde
la sestica f=0. Alla retta impropria di «y che taglia f=0 in sei punti,
due a due imaginari coniugati, corrisponde una curva K di R che taglia C
(=0,) in sei punti @,, Q,,..., @, (fuori dei punti base di R) due a due cor-
rispondenti in -.

Sia X la cubica del fascio individuato da P,, P,,..., P, che passa per
M, e quindi per N (in quanto ogni cubica di quel fascio & unita in I) e si
consideri il sistema A, oo®, delle curve di 18.° ordine individuato dalla rete
2 K+ R, colla eurva 2 K fissa e dalla curva 3 X =¢, cioe quello che ha come
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punti base
P, Ps,..., P sestupli,

M, N iripli,

Q.5 Qsy..., O, ciascuno con un analogo punto infinitamente vicino su C,
semplici. Gi proponiamo di provare che tal sistema A coincide col sistema ¥
relativo alla rappresentazione piana normale di ®.

Invero detta o la proiettivitd che intercede fra R e la stella dei piani
paralleli all’asse z quando si chiami omologo d’'una curva p di B quel piano
della stella anzidetta che passa per la retta di @y corrispondente a p in 2,
si pongano le curve di A in corrispondenza proiettiva coi piani dello spazio
x, y, z in modo che all’antiproiettivitd subordinata entro A da ~ risponda
il coniugio, e che inoltre sian soddisfatte le seguenti condizioni compatibili
colla precedente: '

Alla rete 2 K + R risponda, mediante o, la stella dei piani paralleli al-
lasse z;

Alla curva 3 X +C risponda il piano z=0.

A siffatte condizioni si pud soddisfare in oo' modi, ciascuno dei quali
conduce ad una superficie di 6.° ordine a sezioni piane di genere 10, rap-
presentata su = mediante A e . Un’analisi ulteriore, non difficile, che per
brevitd omettiamo, prova che si cade sopra una delle oo' superficie

g=cf(xy),

¢ essendo una costante reale. Sard dunque lecito supporre scelta la proiet-
tivitd anzidetta in modo che sia ¢==1, e allora si cadrd sulla superficie @.
Siccome A =Y & un sistema privo di curve fondamentali semplici, cosi la
rappresentazione piana stabilita per ¢ risulterd normale (**).

Si avranno inoltre le relazioni seguenti, che ci limitiamo ad enunciare:

Al fascio delle curve 2 K+ corrisponde 11 fascio delle sezioni coi
X+ U la cul parte variabile U s @  piani passanti per l'asse z;
& una cubica per P,, P,,..., P;
Alla curva X; L’intorno del punto singo-
lare 0O;

(5% Nelle ultime righe del n.° 41 (fine del § 6) di F. & affermato che.la superficie 2* = f(x y)
puod ottenersi come proiezione particolare d’'una ¥, di S; per cui 2 & un sistema di curve di
9.9 ordine. Si tratta d’una svista senza conseguenze.
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Alla curva K; corrisponde L’intorno del punto quadru-

su ¢  plo improprio;

Alla curva 2 X 42 K; La sezione col piano y=0;

Al punti M, N; Le due cubiche », v sezioni

di ¢ col piano y=0;

Ai punti Q,, Q,,..., @, cia- Le sei rette sezioni di @ col
scuno preso assieme coll’analogo piano improprio ciascuna delle
punto infinitamente vicino; quali contiene un punto doppio

di @ infinitamente vicino al punto
quadruplo.

Da esse si trae anzitutto che, siccome le due cubiche p, v sono imagi-
narie coniugate, cosi i due punti M, N saran corrispondenti in =, e percid
il sistema ¥ si trovera nelle condizioni assegnate in principio del n.° 15 per
la costruzione delle superficie che 14 g’indicavano con @. Cerchiamo poi di
servirci di quelle relazioni per studiare la connessione della falda singolare
A appartenente a ¢,

Sia ¢, una superficie priva di punti multipli, equivalente a ®, costruita
a partire da un sistema lineare ¥, di =, unito in =, privo di curve fonda-
mentali, e avente punti base solo in P,, P,,..., Py; 4, la falda di &, corri-
spondente ad 4.

Supponiamo, come ¢ evidentemente lecito (cfr. Fig. ), che il piano @ =0
tagli soltanto la falda 4, e sia ¢ un angolo diedro (di cui nella Fig. 5 & se-
gnata la sezione normale) contenente quel piano e tutto costituito da piani
analoghi. Alle sezioni di essi colla falda 4 corrisponderanno su = (tolta la
parte fissa che proviene dagl’intorni dai punti multipli di @ situati sull’asse z)
cubiche del fascio U], e su 4, certe curve V formanti un sistema continuo.
Siccome due cubiche U si tagliano, fuori di P,, P,,..., Py in un punto P,
unito in = (F. n.° 29), cosi due curve V si taglieranno in un sol punto reale,
e percid 4, — e quindi 4 sarda unilatera (n.° 7).

Proviamo ora che 4 ha l'ordine di connessione 1. Percio imaginiamo
di asportare da 4 la singolarita esistente in O, tagliando 4 lungo una pic-
cola curva m (di cul nella Fig. -5 ¢ segnata la proiezione) sezione di 4 con
un piano y =c¢ (¢ essendo convenientemente piccolo) in tal guisa da dividere
A in due pezzi P, @, di cui il secondo contenga la singolarita. Il taglio m,
corrispondente su 4, la spezzerd in due parti P,, Q, di cul la seconda con-
terra la curva reale £ corrispondente all’intorno di O, cio¢ ad X, Ad m, cor-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Comessaltti: Sulla connessione delle superficie razionali reali. 28l

rispondera su = (tolta la parte fissa 2 8) una curva di R la quale al tendere
di ¢ a zero, cioé di m ad O, tenderd alla curva 2X. Una tal proprietd si
rende assai chiara osservando che, siccome lungo & lindicatrice si inverte
— in quanto < appartiene ad un sistema continuo analogo a quello delle
curve V — cosi la curva m,, infinitamente vicina a ¢, dovrd passare due
volte nellintorno di ogni punto di & da bande opposte, giacche m, e £ non
hanno punti comuni perché m non passa
per O. Dunque al tendere di ¢ a zero, m,
tendera a 2.

Se ne deduce che la falda @, & formata
da una sottile striscia aderente a & e avente
lunico orlo m,, cioe ¢ del tipo della super-
ficie di MoB1us.

Il suo ordine di connessione Zg=~Zy
sara dunque eguale a 2. Invece la falda P,
equivalente a P e, come P, del tipo d’'una
calotta sferica, cioé ha l'ordine di connes-
sione Zp,—=Zp=1.

Se ora dal n.° 8 ricordiamo che l'or-
dine di connessione d'una falda non si altera per effetfo d'un taglio chiuso,
anche se questo la spezza, e teniam presente la formola (8) avremo

ZA:ZP—)—ZQ—Q:L c. d. d. (53).

22. I/indagine precedente ci offre I’esempio d'una falda 4 l'ordine di
connessione della quale nou si altera asportando da 4 I'intorno @ d'un suo
punto multiplo isolato. Ci si pud domandare se un’analoga operazione si
possa fare per qualunque punto multiplo isolato V' d’'una superficie razionale
reale F, conducendo allo stesso risultato.

Evidentemente la risposta a tale questione dipende dalle convenzioni
che si adottano sul modo di eseguire 1 tagli atti a staccare la singolarita.
Ci occuperemo qui di stabilirne in modo preciso 'esecuzione e l'influenza,
nel caso semplice in cui il cono T' langente ad F in V non abbio parti ne
generatrici multiple reali, cioé sia composto d’una o piu falde chiuse, pari

(*) Dai ragionamenti precedenti si rileva che il punto singolare 0 produce sulla falda 4
lo stesso effetto d’un punto fondamentale o d’un intreccio di 1.2 specie.
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o dispari (nel senso di STaupt), aventi in comune solo il vertice. Escludiamo
che fra esse vi siano dei fasci di raggi.

Fissiamo l'attenzione sopra una di quelle falde, che indicheremo con
A,, e segniamo, sopra ognuna delle generatrici
che le appartengono, i due punti distanti dal
vertice d’'un segmento piccolissimo e Otter-
remo in tal modo una curva reale D,, com-
posta di uno o due rami, secondo che 4, &
dispari o pari; e tal curva potra supporsi tras-
portata in un’analoga curva C, di F mediante
una piceola deformazione che adatti la falda
4, su quella parte di F che le & aderente.
Imaginiamo ripetuta la stessa operazione per
tutte le falde 4,, 4,,..., 4, di L', indi tagliamo
F lungo le curve C,, C,,..., C, cosl ottenute,
asportando lintorno di V. Vogliam provare
che Tordine di connessione Z, della superficie F, rimanente (che pud even-
tualmente esser composta d’'un numero di falde superiore a quello relativo
ad F) & eguale all’ordine di connessione Z di F.

Poiche la singolaritd di ' in V & ordinaria dal punto di vista reale (cioe
non ha altre singolaritd reali infinitamente vicine) potremo risolverla me-
diante 1l sistema delle forme d’ordine abbastanza elevato passanti per V,
mutando F in una superficie ¢ ad essa equivalente (**); e poiche a due punti
reali infinitamente vicini a V in direzioni distinte rispondono due punti di-
stinti di @, cosi al punto V rispondera su ¢ una curva composta di m rami
reali V,, V,,..., V, (chiusi) privi di punti doppi e di punti comuni.

Indichiamo ora con A,, A,,..., A, le curve di @ corrispondenti a C,,
C,,..., C,. La curva A, sard infinitamente vicina a V, e tendera ad essa col
tendere di ¢ a zero; anzi ad ogni punto di V; si potranno associare due
punti di A, situati da bande opposte rispetto a V,, i quali provengono da
due punti situati sopra una medesima generatrice del cono 4,. In partico-
lare se A; ha un sol ramo (cioe se 4, ¢ una falda dispari) si potra, descri-
vendolo, passare da uno all’altro di quei due punti, e quindi lungo V;, I'in-
dicatrice s’invertird sopra .

Tagliando @ lungo A, se ne stacchera un pezzo =, formato da una sot-

(*) Tale affermazione domanderebbe una breve indagine che crediamo lecito risparmiarei.
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tile striscia aderente a V, e avente per orlo A,, che sard assimilabile ad una
superficie di MoBius o ad una corona circolare secondo che A; avrd uno o
due rami; in ogni caso avra ordine di connessione 2. Imaginando eseguita
la stessa operazione per tutte le curve A, rimarrd, dopo asportati i pezzi =,
una superficie ®, che sard evidentemente equivalente ad F,. Poiché d’altronde
i tagli chiusi non alterano l'ordine di connessione d’'una superficie, cosi, te-
nendo conto della (8), con ovvio significato dei simboli, avremo

Tep — e - ’§1Zm—9(m+ 1) 42,

cioe, perche Z,,= 2,
Zp =2, ,

da cui, per l'equivalenza di F, ® e di F,, ¢,, segue

VA ZF1 ) c. d. d.

Se il cono T" avesse delle generatrici multiple o delle parti multiple reali,
la costruzione delle curve D pud cadere in difetto, e le cose possono ancora
complicarsi per la presenza di punti multipli o di punti comuni alle curve V.
Lo studio di quei casi esigerebbe un’analisi assai delicata, che ci risparmiamo,
bastandoci d’aver trattato esaurientemente il caso pit espressivo (*°).

15 aprile 1914.

(%%) Nota aggiunta durante la correzione delle bozze (26 novembre 1914). A proposito della
costruzione del sistema L = | C+ C’| di cui si parla al n.° 13 — sui dettagli della quale
abbiamo per brevitd sorvolato -— vogliam qui osservare che le condizioni imposte a quel si-
stema son soddisfatte appena lo siano per | C|. La possibilitd di costruire un sistema | C| che
cosi si comporti in relazione ad un dalo gruppo base 4,, 4,,..., 4m trovasi stabilita in un
recentissimo lavoro di SEVERI, Trasformazione birazionale di una superficie algebrica qualunque
wn una prive di punti multipli, di prossima pubblicazione.
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Vene confluenti.

(D¢ U. Cisorti, o Milano.)

PARTE PRIMA.

Confluenza di due vene.

§ 1.

INTRODUZIONE.

Ebbi a chiamare correnti spontance (*) quelle che avvengono, fra due
peli liberi, in seno ad un liquido in riposo, in assenza di forze di massa.
Esse possono sia estendersi indefinitamente tanto a monte quanto a valle
(Fig. 1), oppure rientrare in se stesse (Fig. 2).

Fig. 1. Fig. 2.

Ammesso il moto piano, ovunque continuo e regolare, constatai la loro
esistenza quando le linee di flusso, e in particolare i peli liberi, sono cir-

() U, Cisorri, Sopra le correnti liquide spontamee [Rendiconti della R. Accademia dei
~ Lincei, Serie V, Vol. XIX (1910); Nota I, pp. 10-14; Nota II, pp. 81-83].

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXIIL, 37
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conferenze conceutriche, oppure sono rette parallele (*). Se il moto della cor-
rente si suppone irrotazionale sono anzi queste le uniche soluzioni possi-
bili (*).

Ma esistono altri casi notevoli, oltre quelli gid studiati, di moti piani di
liquidi non soggetti a forze, che hanno sede fra soli peli liberi ed ai quali
st potrebbe — appunto per queste circostanze — applicare ancora la deno-
minazione di correnti spontanee. :

Cio accade quando due o pin getti liquidi confluiscono.

Per fissare le idee si pensia due getti @ e G’ éguali e concorrenti, come
mostra la Fig. 3.

Fig. 3.

Urtandosi essi si compenetrano dando luogo a due correnti opposte G,
e G',, aventl per asse comune la bisettrice X X’ dell’angolo delle direzioni
(asintotiche a monte) degli assi dei getti G e @'

Il fenomeno venne gia intravvisto da Lord RavirereH (*), che fece anche
istituire delle esperienze.
~ Che le cose vadano qualitativamente nel modo indicato, si pud del resto
rendersi conto in modo esauriente colle seguenti considerazioni.

(? Loc. cit. (), Nota II.
(%) Scientific: Papers [Cambridge ; University Press (1899); Vol. I, pag. 302].
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Anzitutto dovendosi avere simmetria rispetto a X X’ (*), in coppie di
punti corrispondenti le velocitd (in senso vettoriale) sono simmetriche e in
particolare nei punti appartenenti all’asse X X (corrispondenti a se stessi)
le velocitd non possono essere che dirette secondo l'asse stesso, il quale per-
tanto s¢ comporta come una parete rigida. Allora se si considerano separa-
tamente le due meta del campo in cui si svolge il fenomeno, determinate
dall’asse X X', in ciascuna di esse il moto non ha mutato, ma per ognuna
il -problema & del tipo seguente: un getto @ va a battere contro una parete
rigida rettilinea indefinita X X’ e rimane da questa biforcato, dando luogo
a due correnti opposte che lambiscono le pareti stesse (Fig. &).

v X'
Fig. &.
Questo problema & stato posto ed esaurientemente discusso da parecchi
anni (°).
Oltre che'la forma delle linee di flusso & stata determinata la distribu-
zione delle acque, una volta stabilito il regime permanente: il rapporto delle
portate delle correnti G/, e G, (vedi Fig. &) &

a

2

2

tg ’

« essendo l'inclinazione del getto sulla parete indefinita (°).

(*) Vedi il § 14.

(®) Cfr. MicHELL, On the Theory of Free Stream Lines [Philosophical Transactions of
the Royal Society, Series A, Vol. CLXXXI (1890), pag. 389], oppure il pill recente rapporto
di Sir G. GREENHILL, Report of the Theory of a Stream Line past a Plane Barrier and of the
Discontinuity Arising at the Edge, with an Application of the Theory to an Aeroplane [London,
Darling e Son, 1910, pag. 11].

(®) Cfr. ad es. GreENHILL, loc. cit. (%), pag. 12.
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Una volta assodato il comportamento del moto in questo problema, ri-
mane accertato — ripassando da questo a quello originario dell’urto delle
due vene simmetriche, mediante riflessione rispetto all’asse X X' — che due
getti identici convergendo mantenendosi simmetrici rispetto a X X’ si com-
penetrano dando luogo a due correnti opposte, come qualitativamente & messo
in rilievo nella Fig. 3.

Mi propongo di porre il problema pitt in generale ancora : di studiare
cioé la confluenza di due getti convergenti G e G’ qualisisiano (eon portate
anche diseguali).

Fig. 5.

Si stabiliranno ancora qui due correnti @, e G, (V. Fig. b), soltanto in
generale non solo le loro portate sono a priori incognite, ma ancora le loro
direzioni asintotiche. Si puo solo ragionevolmente presumere che dipende-
ranno dalle portate, dalle direzioni dei due getti G e G’ che 'hanno gene-
rate, nonche¢ dalle condizioni iniziali (Cfr. § 14).

La inesistenza (in generale) di un asse di simmetria non rende pil pos-
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sibile (in generale) il ricorso all’artifizio della »iflessione, utilmente invocato
poc’anzi e che permette di ricondurre il problema ad altro gia risoluto, come
abbiamo accennato. '

Nella questione attuale converrda prendere in esame il fenomeno diretto,
scrutarne I'intima natura, mettere in rilievo gli attributi essenziali, tradurli
in forma analiticamente precisa e trarne in fine le logiche conseguenze.

Cominciamo ad analizzare il fenomeno nel caso simmetrico gid noto.
Conviene a tal uopo prendere le mosse dal problema dell'urto di un getto
contro una parete rigida, rettilinea, indefinita (Fig. 4).

Supponiamo raggiunto il regime permanente. A distanza sufficientemente
rilevante dalla parete X X' la vena @G scorre coi filetti sensibilmente paralleli
fra di loro ed ai peli liberi s e d, comportamento questo che va alquanto
modificandosi mano mano che i filetti si avvicinano alla parete X X'. Un
filetto g va a battere contro detta parete in un punto O, ivi momentanea-
mente si arresta, indi si bipartisce e i due rami, scorrendo in senso opposto
sui tratti 0 X e 0 X’ della parete rigida, si allontanano indefinitamente ; tutti
gli altri filetti vengono deviati, ma nessuno si arresta: quelli compresi tra
.d e g vanno a formare la corrente @,, gli altri compresi tra g ed s generano
la corrente @’,. Operando la solita riflessione rispetto all'asse X X’ si passa
al problema dell’'urto simmetrico di due vene eguali G e G’ (V. Fig. 3). Lo
schema precedentemente descritto autorizza a ritenere che il fenomeno si
presenta nel seguente modo. A distanza abbastanza grande dalla regione in
cui avviene l'urto e la susseguente compenetrazione dei getti G e G, i filetti
scorrono in esse paralleli fra loro ed ai peli liberi (d e s per G; d' e § per G).
Tale andamento si modifica quanto piu i filetti delle due correnti conver-
gendo vanno avvicinandosi. Un filetto g di G ed il filetto simmetrico g' di G’
si scontrano in un puntot O dell’asse di simmetria, si arrestano momenta-
neamente, indi ciascuno si bipartisce: i quattro filetti che ne risultano si
compenetrano due a due dando luogo a due unici filetti distinti g, e g¢/,,
scorrenti sull’asse X X’ ed in senso opposto I'uno all’altro a partire da O.
Tutti gli altri filetti subiscono deviazioni, ma-nessuno si arresta: quelli che
appartengono a G e che scorrono tra d e g e quelli di G che scorrono fra
s’ e ¢ vanno a formare la corrente G,; invece i filetti di G compresi tra g
ed s e quelli di G' compresi tra g’ e d’' generano la corrente G, .

Qualitativamente il fenomeno deve presentarsi nello stesso modo nel
caso generale dell'urto asimmetrico di due getti qualsiansi G e G’ (V. Fig. b).
Avremo ancor qui due filetti g e ¢, appartenenti a G e G’ rispettivamente,
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che scontrandosi in un punto O generano due altri filetti g, e ¢, direttori
di due correnti G, e G’;. Soltanto, in generale, non sono piui cognite a priori
— come invece avviene nel caso simmetrico — le direzioni asintotiche di
g: ¢ g, ().

Il punto O sara a dirsi spartiacque.

§ 2
IMPOSTAZIONE ANALITICA.

Sia 0, « y una coppia di assi cartesiani ortogonali coll’origine in 0, I'asse
O« avente la direzione asintotica di @ e I'asse O y rivolto verso il pelo libero -
sinistro s di G.

Designando # e v le componenti della velocitd di un punto generico P,
Pipotesi della permanenza ed irrotazionalitd del moto del liquido permette
notoriamente di introdurre due funzioni armoniche associate

o(x, y),  potenziale di velocitd,

Y(x, ¥), funzione di corrente,

definite ciascuna, a meno di una inessenziale costante additiva, dalle seguenti
equazioni ai differenziali totali:

do= u dw “+vdy, § ’
dy=—vdax-+t+udy. 0
Introducendo la variabile complessa
e=a+ig, @

(") Secondo I'uso correntemente adottato dagli idraulici, si chiama sponda sinistra di un
corso d’acqua, quella che sta alla sinistra di un osservatore che immagini di percorrere il
corso d’acqua nel senso della corrente, cioé da monte a valle L’altra naturalmente dicesi
sponda destra. B per questa ragione che ho reputato conveniente indicare con s e d rispet-
tivamente i peli liberi sinistro e destro di G e parimenti con s' e d’ quelli di G*. B da notarsi
che in tal guisa s e s’ comprendono anche i peli liberi di sinistra di G, e G;, mentred e d’
contribuiscono a formare i peli liberi di destra di G, e G .
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le espressioni
w=u—1iv,

(3)

si presentano, per le (1), funzioni della variabile complessa z, e le (1) stesse
si possono compendiare nell'unica relazione

af

gz " *

Trattandosi di moti irrotazionali, permanenti, non soggetti all’azione di
forze, le equazioni idrodinamiche di EULErO si riassumono in un’unica re-
lazione tra il valore assoluto p della pressione specifica, la densitd — trat-

PN

tandosi di un liquido essa & a ritenersi costante, e la si pud pertanto assu-
mere =1 — e il valore assoluto

V=[m\=\\/u2—{—v’|, (5)
della velocita. Tale relazione & la seguente:

p=— —;« V2 4 costante. (6)

Poiché lungo i peli liberi s, d, s, d’ il liquido in moto confina col li-
quido in quiete, e poiché quivi regna una pressione costante di valore as-
soluto p,, si dovrd avere

p=p,, sopra s,d, s, d. (7
Da questa e dalla (6) scende che
V = costante,
sopra i peli liberi stessi. Se si assume tale costante =1, avremo allora:
V=1, sopra s,d, ¢, d. 8)

Risulta in tal modo definito il valore della costante che comparisce nel
secondo membro di (6). Infatti la (6) dovendo essere valida in tutto il campo
del moto, si potrd, in particolare, applicare ad un punto P di uno qualsiasi
dei peli liberi s, d, s, d’; ma su essi per la(7)ela 8) e p=p, e V=1,
pertanto da (6) scende

Po= — —;— -+ costante,
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la quale definisce per la costante il valore

1
Do + @ *
La (6) diviene dunque ,
p=p+ 5 (1— V?); ©)

formula che definisce in ogni punto la pressione quando sia nota la velocita.

Per quanto si & detto nel § 1, dovrd essere V=0 in 0 e V>0 in ogni
altro punto del campo del moto; piti precisamente escluso un intorno (co-
munque piccolo) di 0, V ammette un limite inferiore positivo.

§ 3.
COMPORTAMENTO DI f=¢ -+ ¢{ NEL CAMPO DEL MOTO,

Sopra ogui linea di flusso la ¢ deve assumere — & notorio — valore
costante, diverso da linea a linea; fissate in particolare due linee di flusso
qualsiansi

b=14,, b=1,
¢ altresi noto che la differenza
“]’s - (‘Pul

rappresenta la porfata della corrente che scorre fra quelle due linee, qualora
sl intenda naturalmente che gli indici s e d si riferiscano rispettivamente
alla sponda sinistra e a quella destra della corrente stessa.
Se si pone:
$=0, sopra d;

) =gq, sopra §;

¢=4¢q,, sopra §;
¢$=¢., sopra d’;
saranno, dopo c€io:
q; q'=Q1"‘Qz; q:5 ¢ =9—q, (11)
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le portate dei getti

Da (11) si ricava:
q+9 =q +4q\, (12)

come era da prevedersi data la permanenza del fenomeno.

Concludendo, la funzione { (x, y), armonica e regolare nel campo Circo-
scritto dalle quattro linee tibere s, d, s, &, deve assumere sopra le linee stesse
i valori messi in evidenza i (10).

Vediamo ora qual’® il comportamento del potenziale di velocita ¢ (&, y).

Per essere V>0, eccettuato in O in cui V=0 [Cfr. la fine del § 2],
potremo scrivere, indicando con d s 'elemento d’arco di una generica linea
di flusso preso posilivamente nel senso del flusso:

in ogni punto della linea di flusso, eccettuato il solo punto 0, quando la linea
di flusso considerata lo contenga. Anzi, siccome escluso un intorno (co-
munque piccolo) di 0, il limite inferiore dei valori di V & una costante ¢ >0
[Gfr. la fine del § 2], potremo dire che in tutti i punti di una generica linea
di flusso, esterni all'intorno suddetto &

de

a—é:VEE>0.

Da questa diseguaglianza discende che ¢ cresce costantemente e inde-
finitamente sopra ogni linea di flusso, assumendo tuttii valori crescenti da — oo
fino a + oo, quando si procede nel senso del moto.

Dopo quanto si & detto circa il comportamento di ¢ e di ¢ nel campo
del moto si raccoglie quanto segue:

La funzione f=¢ +i{ & regolare nei punti del campo del moto situati
a distonze finila, diviene infinita all’infinito, e sopra il contorno costituito
dalle linee s, d, 8, d lao sua parte immaginaria si comporta nel modo pre-
cisato dalle (10).

In tal guisa, una volta che fosse assegnato il campo del moto, la fun-
zione f(z) risulterebbe definita a meno di una inessenziale costante reale
additiva.
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S 4
COMPORTAMENTO DI W =4 — ¢ ¥ NEL CAMPO DEL MOTO.

La funzione
W=u—1iv

¢ funzione di #, uniforme e regolare nel campo del moto, e di pitt deve es-
sere [Cfr. § 2]
1 sopra s, d, s, d';
{w|=V={>0in ogni punto P—|=0; (13)
0 in O.

Si & gia indicato con V il modulo di w, chiamiamo — & il suo argo-

mento, poniamo cioe
w= Ve, (14)
allora essendo
ivzcoss, %=s¢n5‘,

S rappresenta 'angolo, contato positivamente nel verso « —> y, negativamente
nel verso opposto, che la velocita (vettore) forma colla direzione positiva
dell’asse «. Pel modo con cul si sono sceltl gli assi cartesiani [Cfr. § 2] &
=0 all’co a monte di G; ¢id posto si vede facilmente che, partendo dall’oo
a monte di @, & va contato tra 0 e 2= nel verso x —y e fra 0 e — 2= nel
verso opposto. Cosi ad esempio se si immagina di seguire il contorno del
campo a partire da G a monte e seguendo le linee d, &, d/, s, cioe lasciando
il campo alla sinistra di un osservatore che cammina secondo il percorso
indicato, S varierd tra 0 e — 2 =; se invece 'accennato osservatore percorre
successivamente s, d, ¢, d, lasciando in tal modo il campo del moto alla
sua destra, & varierd tra 0 e 2=, A partire da un punto qualsiasi interno al
campo basterd prendere per ¥ il valore che proviene dal criterio di couti-
nuita.

Notiamo [Cfr. § 1] che il comportamento asintotico a monte di G e &'
e quello a valle di G, e G, & il regime uniforme.
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Ne segue che:

lim V=1,
OP=c
0 quando P si allontana in G,
’ » » ' 15
ims— ) S P s @, (15)
OP=00 3, » P » » G, ,
3'1 » P » » G, ,

avendo indicato con ¥, ,, 9/ gli angoli che le direzioni asintotiche dei
flussi di @, @,, G', formano colla direzione positiva dell’asse wx.

In conclusione la funzione w=u—iv= Ve=¥ dev essere uniforme fi-
nita e continuam, inoltre il suo modulo V deve soddisfare alle condizioni (13).

Osservazione. — Ho avuto poco fa occasione di rilevare che il compor-
tamento asintotico a monte di G e G e quello a valle di G, e G, & il re-
gime uniforme con velocitd unitaria. Per cio € per il fatto che la densita del
liquido si & assunta = 1, si deduce che g, ¢, ¢, q’, che abbiamo visto (Cfr. § 3]
essere le portate di G, G', G, e @, rispettivamente, rappresentano numeri-
camente anche le rispettive larghezze asintotiche.

§ 5.

RICORSO AD UNA VARIABILE AUSILIARIA { =& in.

A

La forma delle quattro linee libere s, d, s’ d’ & a priori incognita. I dati
della questione (ammesso raggiunto il regime permanente) sono soltanto
le larghezze asintotiche q e ¢ dei getti G e G" e l'angolo 3’ che il verso
asintotico del flusso di G forma coll’asse @, ossia col verso asintotico del
flusso di G. Si tratta appunto di caratterizzare il moto dati: ¢, ¢' e &', cioe
di determinare i quattro peli liberi s, d, s" e d' in guisa che nel campo da
essi limitato le funzioni f(z) e w (2) abbiano il comportamento messo in
evidenza nei paragrafi precedenti.

Gioverd a tale scopo immaginare di passare dalla variabile naturale
z=a iy ad una variabile ausiliaria {=2£ -+ é» nel modo che ora andro
a descrivere.
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Il campo del moto & semplicemente connesso. Sard sempre possibile in
generale rappresentarlo conformemente su un cerchio di raggio unitario.
Sia ' '
‘C = t (z)’
la relazione a priori incognita (incognito essendo il campo della variabile 2)
che deve permettere di rappresentare in modo conforme il campo nel moto
sul cerchio
L=t
in guisa che al contorno del campo della variabile # venga a corrispondere
nel nuovo piano la circonferenza

[¢l=1,

al punto O (2= 0) corrisponda nel piano { =& = il punto {=0 ed infine
al punto all’co cui tendono asintoticamente (a monte) i peli liberi s e d, tra
i quali scorre il getto @, corrisponda il punto {=-1.

Detti allora:

0<<e, <2 7:),
(0, << o’ << 2m), (16)
(<< << 2m)

i punti della circonferenza |{|=1 che cor-
rispondono ai punti all’infinito di @,, @,
G',, agli archi

(1'7 jl), (il’ j’), (1‘” j’l)’ (‘7"1’ +1)’

dovranno fare riscontro nel piano del moto
rispettivamente le linee libere d, s, &, s.

La teoria delle funzioni di variabile
complessa ci assicura la esistenza di una
relazione tra le variabili z e {, la quale rea-
lizza T'accennato cambiamento. Prima di de-
terminare tale relazione & lecito quindi sfrut-
tarne l'esistenza.

Si considerino allora f e w come fun-
zioni della nuova variabile { nel cerchio
|{] =1. Per quanto si & visto nei§§ 3 e 4
esse sono regolari per |{| <C1; inoltre, per

Fig. 6.
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le (10) e le (13), si dovra avere:

¢ =0 - sopra larco (1, j,),

=g, > » (7:17 i) (17)
b=4¢q, o R VY T
y=gq » > Gy 1),
1 per [{|=1,
|w|=V=1{>0 per 0<<|{|<1, (18)
0 per {=0.

Si deve inoltre tener presente che [Vedi la (15)]:
w=1 per {=1.

§ 6.
La runzioxNe f(%).

Si tratta ora di costruire la funzione f({) soddisfacente a tutte le con-
dizioni ora specificate.
Partiamo a tal uopo dalle seguenti funzioni:

g: (0) =1log (1 —jﬁ)

9 (c)=1‘og(1 —]E) (19)
g (&) =log (1 ——72:7),

9 () =log(1—70),
dove

7-17'- j’u j',

sono le (16); e prendiamo a considerare per ciascuna di esse quel ramo uni-
forme e regolare per |{|<C1 che si riduce a 0 per {=0.
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Poiché per |{|=1, si pud porre { = e (0 =0 =2=), si ha

r . ' ;0= ;0= Pl
l—2=1—¢lo—)=¢ % e * _—¢ *
J1

.60,

¢ G, ~— G
—%ie 2 sen 2

e quindi

¢ P —
9. ) =1log (1~ 7] —log 2§ (z -+ s —a) +logsen 527 (20)

Parimenti per [{|=1 si avranno le seguenti relazioni:

?
¢, —a

g (C):10g9+%(ﬂ?—{—0——0'.)+logsen G

\

Vo i , 6 —o ( ,
) — (T G— G ’ ? p

g ©) log%—}—g( -+ ) + log sen —; \ (20')

g(C)=logQ—}—%(n—}—c—@n)—l—logsengwg—c- )

Introduciamo ora quattro costanti reali
a,, o, o, «
da determinarsi in modo opportuno, e poniamo

G(Z)':‘zt g+« g +og+eg. (91)

La funzione G ({) & uniforme e regolare per |{|<C1 e si annulla per
{==0; se inoltre &:
@, + &'+ o' o =0, (22)

sulla circonferenza |{|=1 si ha per le (20), (20) e (21):

G(C)=G(ew)=_~%—(“161+“11°,1+“’c,+91‘!0¢)+ 2
/

’
G, —

—° ' log sen ¢
9 —+ oy g o) +

g,

~+ «, logsen (23)

o — 2Qn—s

3 G—{- « log sen

~+ o’ log sen )
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Posto ancora

F(K)=G(C)+%(“1 él+“'1 o, + o’ + 27 ), (2%)

anche la F({) & funzione uniforme e regolare per |{|<C1, mentre per
|C]=1, si ha a norma della (23):
i, —¢

_G ,
5 -+ «’, log sen 9 -+

9,

F ({) = F (¢°) = «, log sen
(25)
¢ —oa 2% —gq

9 -+ «log sen 9

- «’log sen

Come ¢ indicato in (16) &:
0<<o, <o <o, <<2m;

ne segue che per 0<<e <5, tutte le semidifferenze

’

6—6¢ ¢, —6¢ o¢—s5 2% —0¢

sono comprese 'tra O e =, i rispettivi seni sono positivi, per cui posto

F=0—4iv (26)

¥ —0.
Per o, <o <<s &:
6l

—_n < o)

—_—
pa]

<< 0, mentre le rimanenti semidifferenze sono comprese tra 0
e = Ne segue, tenendo presenti (25) e (26), che
VW =—ra,,

G, —

G
9 €

Per o' <o <Co’, sono comprese tra 0 e — = le semidifferenze

G —a

2
(25) e (26), che

» mentre sono comprese tra 0 e = le rimanenti. Ne segue, sempre dalle

¥ = — 7 (%, + o).

, Q% —06 , . .
Per ¢, << 6 <2 = soltanto e compresa tra O e =, le rimanenti se-

2
midifferenze sono comprese tra 0 e — .
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Ne segue che
¥=—m(« + o +a)).
Riassumendo: la funzione F({)=®-}-¢¥ & uniforme e regolare per

|{]<<1 e sulla circonferenza |{|=1 il coefficiente della sua parte 1mmag1—
naria ha il seguente eompmtamento

0 sopra Tarco (41, j.),

¥ = _—W“I ) » » (.7.'1’ .Z )’ (27)
— 7 (2, + «) R
— (o, o' 4 a'y) > » (o 1)

Cid posto, rammentiamo le condizioni cui deve soddisfare nel cerchio

|€| =1 la funzione f({) di cui abbiamo parlato nel paragrafo precedente, e
confrontiamo le (17) colle (27).

Dal confronto risulta che la f({) altro non & che la F ({) purche le co-
stanti «,, «',, ' vengano determinate nel seguente modo:

otl—i—a'—{—a"=-_%.

Queste e la (22) risolute danno, quando si tengano presenti le (11):

al=~£,
™
o l’
K
, (28)
al’_—___..q_l
™
q:i.
™

Per questi valori delle « la F () coincide colla f ().
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Avremo dunque per le (24), (21), (19) e (28):
i r ’ ’
f(C)zg_W’Qﬂq_‘_aq_G1Q1f'1Q12+ )

R (T S O D

Questa relazione definisce la voluta funzione f({) a meno di una ines-
senziale costante reale additiva.

1
4
™

§ 7.

La ruxzione w ({).

La funzione w ({) dev’essere regolare per |{|<C1 e deve annullarsi sol-
tanto per { = 0 [Cfr. § ). Essa sard quindi sviluppabile in una serie di TayLoR:

w ({) = 02:,, ¢, 0,

essendo ¢, (k= 1) il primo dei coefficienti non nulli dello sviluppo.
Si puo allora porre

con che la serie precedente pud scriversi nel modo seguente:

w (C) = Ohch

14 35,0 (30)
h-+1
E da notarsi che la funzione w ({) deve annullarsi solamente per { =0,

per cui l'espressione entro % z non si annulle per |{ <1, ove del resto si
mantiene regolare.
Ne segue che, posto

w* () =logo, +log| 1 + 3,0, | 31)
I
la funzione #w* () & regolare per |{|<C1.
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D’altra parte prendendo i logaritmi di entrambi i membri della (30) si
ha, per la (31):
w(©) _

log 1= — w*({). (2
Poniamo ora

w= Ve,

L =pen, (33)

w* = u* — i o¥,
con che la (32) si scinde nelle due relazioni seguenti:

v
*=1 5
w=log ; 2 -

v*=9%+ho. S
Poiche per |{|=p=1 dev’essere | w|=V=1[Cfr. § 5], la prima delle (34) da:
w* =0 per IZ\:].

Ora u* & funzione armonica e regolare per | {| <1, si annulla per |[{|=1:
essa & quindi identicamente nulla, cioé:
u*=0 per |{=1. (35)
La sua coniugata +* sard una costante, indicandola con ¢,, avremo
dopo cido per I'ultima delle (33):
w¥=—1ia,. (36)
Per questa, dalla (32) si ricava:
w ({) = (" e—ioo, (37
La funzione » ({) definita dalla precedente & regolare per |{|<C1, sian-
nulla per =20 ed inoltre |w|= V=1 sulla circonferenza |{|=1.
Ponendo, al solito,
w= Ve {=pev,
la (37) si scinde nelle seguenti due relazioni:
V=¢p", S=—ho+q,, (87)

le quali definiscono rispettivamente il valore assoluto ed il senso della ve-
locitd in un generico punto { del cerchio |{|=1.
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Ora al punto { =1 (p =1, ¢ =20) corrisponde nel piano del moto il punto
allloo (a monte) del getto G, ove sappiamo [Cfr. § 4, formule (15)] essere
V=1 e S =0; queste condizioni esigono — ci0d scende dalle (37") — che sia

6y =0. (38)

Si immagini di percorrere la circonferenza |{|=1, a partire dal punto {=1,
nel senso 1, j,, §, f1, 1: si ha p=1, mentre ¢ varia crescendo e assumendo
tutti i valori da O fino a 2=. Ci0 corrisponde a far percorrere nel piano del
moto successivamente le linee libere d, &, d’, s, ovvero a porre V=1¢e a
far variare 3 da O fino a — 2= [Cfr. §§ 4 e 5).

Viceversa, facendo percorrere all’affissa { la circonferenza |{|{=1, a par-
tire dal punto { =1, nel senso opposto 1, j',, 7, j., 1, con che si viene a
far percorrere a z, nel campo del moto, successivamente le linee libere s, &',
s, d, si fa variare ¢ da 0 fino a — 2=, mentre  varia da O fino a 2=.

Dopo cio, la seconda delle (37') che per la (38) diviene:

S=—he,
esige che sia
h=1. (39)

Portando i valori di % e a,, definiti dalle (39) e (38), in (37) avremo in
definitiva

w () =¢; (40)

questa definisce la funzione w di { in modo da soddisfare a tutte le condi-
zion] volute.
Dalla (40) scendono le relazioni:

Ve=p, S=-—s, (41)

le quali danno un significato alquanto semplice ed espressivo al modulo ed
all'argomento, cambiato di segno, della nuova variabile {; essi cio& non sono
altro che il valore assoluto della velocita e Uinclinazione della stessa sull’asse w,
nel punto z corrispondente del piano del moto.
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$8. .

SIGNIFICATO DELLE COSTANTIL.

Abbiamo gid visto il significato delle costanti ¢, ¢', q,, ¢',; esse sono le
portate dei getti G, @, G,, G', [Cfr. § 3], e misurano nello stesso tempo le
larghezze asintotiche dei getti stessi [Cfr. la Osservazione a § 4].

Per la seconda delle (41):

S=—aq,

avremo, tenuto conto del significato delle costanti &, ,, 3, [Cfr. § 4] e
delle (16):

¢ =—235,
6, —— 5, (42)
¢, =—9.

Con che le (16) stesse diventano

j =,
Ji=e", (43)
ji= e,

In questo modo i punti j, j,, j/, della circonferenza [{|= 1, che corri-
spondono ai punti allinfinito dei getti ¢, G,, &,, si esprimono analitica-
mente mediante le rispettive inclinazioni asintotiche sull’asse « (nel senso
dei rispettivi flussi).

Com’e noto il punto { =1 corrisponde al punto all’infinito di @, la cui
inclinazione asintotica sull’asse « & 0.

§ 9.

RELAZIONI NOTEVOLI FRA LE COSTANTI.

Possiamo stabilire due notevoli relazioni che legano tra loro le costanti

[

a, q', qs, qlx e “C’-,, '91, ~ e
Esse scaturiscono immediatamente dal seguente teorema dovuto a Luvr-
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Crvita (%), che ho avuto occasione di applicare parecchie volte (°), e che &
stato oggetto di notevoli generalizzazioni, assai utili in questioni idrodina-
miche (*°). '

Se ¢ (x, y) é una funzione uniforme, armonica e regolare in un campo
limitato da una linea chiusa 1, e si pone

- Ge )

o 4y
st ha
de (09 -L?) — Ly ge
‘[dn(aw +igtjai= QJVe i, (44)

i

rappresentando n la normale in un generico punto ad I, volia verso Uinterno
del campo e O Uangolo che n forma colla direzione positiva dell’ asse w.

Interpreto ¢ come potenziale della velocita delle molecole liquide nel
campo limitato dal contorno costituito dalle linee libere d, s, d', s e dalle
sezioni normali A, %,, X", V", dei getti G, @,, G, G, fatte in localitd abbastanza
lontane (teoricamente all’oo) dal sito ove avviene l'urto e la confluenza delle
vene stesse (V. Fig. b).

Allora V non & altro che il valore assoluto della velocita.

Cid posto, notiamo che:

0 sopra d, s, d, s,

» 7,
d
-d%z —1 . » )\"
+1 » )‘,7
—1 » )‘,1;

(®) LEyi-C1viTa, Sulla contrazione delle vene liquide [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze,
Lettere ed Arti, t. LXIV (1905), pp. 1466-1467].

(®) Cisorti, Vene fluenti [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXV (1908),
pp. 145-179]; Sul moto di un solido in wun canale [Ibidem, t. XXVIII (1909), pp. 307-352] ;
Sulla biforcazione di una vena liquida [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Serie V,
Vol. XX (1911), pag. 495].

(1% Cfr. ad es. Boagro, Sulle trasformazione di alcuni inlegrali che si presemtano mnel-
Vidrodinamica [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Serie V, Vol. XXIII (1914), pag. 923].
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[ 1 sopra 1,
4o .w_}e“’i > T
\

ei&' » l‘,

e » 1,1 5

V=1 sopra I;
e infine che
Je“’d 1=0.
4

Ora, per queste, dalla (44) si ricava:
A —2 et Ve — N e?1=0;

e poiché si & gia rilevato essere le larghezze asintotiche A, X,, ¥, X', dei
getti G, G,, G, G';, misurate dagli stessi numeri che rappresentano le ri-
spettive portate g, q., ¢, ¢', [Cfr. 1 Osservazione a § 4], potremo scrivere
senz’altro:

¢ —q 6% +¢q ¢ —q 71 =0; (45)
questa, se si vuole, pud scindersi nelle due seguenti notevoli relazioni tra
quantita reali:

qg—q,c083,}+q'cosS —q’,cos 3, =0,

: , . (46)
g, sen3, —q'sen ¥ + ¢, sen 3, =0.

§ 10,

CORRISPONDENZA FRA I PIANI 2=w -4y E (=& +in.
INTEGRALE GENERALE.

La (%)
ar
dz "
pud scriversi
— _Lar ...
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ma dalla (29) derivando si ha:
ar

1y q
at

q, q
=17 —C Tfi—¢ 1=t ¢ i

avremo dunque, tenendo presente la (40):

_1 o a _q
e e e e L

Se si nota che

(CVTdiT) — % lOga—E—_‘Q —+ costante,

qualunque sia la costante @, dalla precedente integrando si ottiene

%Q1 +q!

l

logl{+ — }qlog(l—l)-i—
q . q . a4 o
4+ 7 log (' —1%) — ; log (j, — 0) 7 log (§j, — 0) 2—+—costante,

ma per le (43) e (45) il coefficiente di log ¢ & nullo, rimane quindi

=% qlog(i—i)+§:10g(9 C)— log (i —0) —

—j—,—‘ log (', — %) g —- costante;
1

dovendo essere z=10 per { =0][Cfr. § 5] alla costante del secondo membro
spetta il valore seguente:

q, .t ql . q’l .r ‘
—1{=lo —=1lo 1——,,——10 ’
j g7 I gJ 7 g71§

con che la precedente espressione di z diviene in definitiva:

D aogd =021 (1—3) LI (1—3)—' ‘
q log ( )+J og 7 j, log 3,

_%10g(1_7$\{. S (47)

Questa formula stabilisce la cercata corrispondenza fra i piani

z=wx-+iy e {=E&+in[Cfr. § 5]
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Eliminando la variabile ausiliaria { tra la (40) e la (47) st ottiene la re-
lazione che lega w a #:

2 =%gqlog(1—w)+%log(1 —-%)—j—.l—log(i —W.U—)—

1

o7
j’l Og o7

J1

) (48)
5

e che costituisce l'integrale generale dei moti in questione.

§ 11,

REVERSIBILITA DEL FENOMENO.

Posto per un momento
)= 1,

Pintegrale generale (48) pud scriversi, con maggiore omogeneitd di scrittura,

2 =%]l.log(1 ——.4)4— q log(l —ﬁ) —qf‘logkl —ﬁ)—
J \ J Ji I (48)
9, w1yl
— 4y (1_7 :
A )i

Se w soddisfa alla precedente, facilmente si vede che anche — w soddisfa
alla relazione che si ricava da (48) cambiando il segno sia a j, §, j,, j1 che
ag,q,a, q.

Atteso il significato di queste costanti [Cfr. § 8) possiama concludere che
quest’ultimo integrale corrisponde ad un moto che si ottiene dal primo in-
vertendo in ogni punto il senso della velocitd, senza alterare il suo valore
assoluto.

Il fenomeno & dunque reversibile. E precisamente se I'urto dei due getti
G e @’ determina, a regime raggiunto, due correnti G, e G’, ed il fenomeno
si svolge in un campo ben determinato, lo stesso campo pud essere sede
del processo inverso, cioé della generazione delle due correnti G e G’ (di
senso opposto a quello di prima) dovuto all’urto delle due vene 7, e G’; (con
flusso opposto a quello di prima).
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§ 12,

EQUAZIONI PARAMETRICHE DEI PELI LIBERL

Se si fa percorrere all’affissa { la circonferenza |{|=1 il corrispondente
punto z del piano del moto descrive i peli liberi che circoserivono il campo
ove si svolge il fenomeno [Cfr. § b].

Basta quindi porre nella (47)

Czeia

e far variare ¢ da O fino a 2=, oppure — ci0 che é lo stesso [Cfr. la (40)
e il § 8] — porre nella (48)
w=e",
e far variare $ fra 0 e — 2.
Riferendoci a quest’ultima posizione, la quale consente la introduzione
del parametro S, che ha un diretto signiticato cinematico [Cfr. § 4] si ot
tiene, tenendo presenti le (43):

g =—
™

qlog [1 — e_w] —+ ¢ ¥ log [1 — ei(ﬁ‘—#)] _
_ (49)
— ¢, e log [1 - ei“g""’J — ¢’y e¥1log [ 1— ei(3‘1—=9)J E :

Si noti che

e 9[e — 2“:10{;2%” *sengz=

log [1 —e—w] =log

=log%—{—%[w—9]—|—logsen%;

e parimenti

. ’
1 —_—

log L1—e—i(~9—19') = log 2+ 3 ln—&—{—&']—}—logsen ~ 3 o y

log [1 — e~#t3—%) zlogg—‘—%{“—&—i—%,]—l—logsen3_2"“ ’
L = -
o _ ’

log L1 — 6= =]og 2 + é— [n — 3+ .9’,] + logsen 5" ;
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percid, tenendo presente la (45), la (49) pud scriversi:

z=a:—}-iy=—?'—

g 7Y 6 —q, 3, 60—, ¥, 6% | |

’

(=%
+ % % qlog sen % + ¢ ¢¥'log sen — ( (50)

1

2
— q, "1 log sen S_QS —q, e""’«logsens%g—’z- ’

Equazioni del pelo libero d. Se si fa variare $ da 0 fino a S, si viene a
far percorrere all’affissa z il pelo libero d dall’infinito a monte di & fino
alloo a valle in @&,. Da (16) e (42) si ha

— 2 <&, <Y<, <. (51)
Ne segue che per 3, <<3<C0, &
—wﬁ%éo, 0<3——¥—<7¢, 0£3;31<1‘:, 0<’9~2—3'<w,
sara quindi
2 , 3
logsen§=—zw+logsen @"
| §—% _, S—9
og sen —5— =log sen 3 ,
log sen = — 2% —log sen S—Sll
g g =logs 5 ;
log sen 2% ] n| =,
g sen —5—- =log sen 3 ;

e sostituendo in (50), separando la parte reale dalla immaginaria, e indi-
cando con «;, ¥, le coordinate di un punto generico del pelo libero d, si
ottengono per questo le seguenti equazioni parametriche:

@, = Qi‘;c 3 ¢ 3;sen 9, +¢, ¥, sen ¥, — ¢ sen ¥ 1 4-

+—71r—3q10g senl—';—‘—{—q’ cos 9’ log sen \S——T,‘i]_ F o (52)

— ¢, ¢0s 3, log sen ‘iac,—s'—l — ¢, cos &', log sen (3= Es‘ | z '
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Yo=g t iqs’cos,% —q 3, c08%, — ¢, ¥ c08%, —27nq |+
o S 155,
1 o 5 Togsen 2= )4 sons. logson [T =31 _
+— =q sen ¥’ log sen 5 q,sen 3, log sen ) 52)
— ¢, sen %, logsen[s‘;s—‘—! )
(3, =95=0).

Equazioni del pelo libero §'. Per avere le equazioni parametriche del pelo
libero &" basta far variare nella (50) il parametro 5 da 2, fino a 3'. Tenendo
presenti le diseguaglianze (51) si vede che per

Y=5=35,

fe-1d

—-7r<'—;—<0, 0—_43_3<‘m, —-7:<—3———Q—§~1ﬁ0, 0<9—3’<w;

sard dunque

log seni:-in—klogsen‘—sl,
< Q Q
lo sens—y—l |% =~
g g =logsen =5~
log sens-g-s‘-:—in—{—logsenl—sr—;#%—’ﬂl ,

log sen 2=t — logsen == el
g 2 8 2
Portando in (50), separando la parte reale dalla immaginaria e avendo
presenti le (52), si ottengono per le coordinate ., y, dei punti di & le se-
guenti espressioni parametriche:

x, =2, —q,sens,,
¥=5=23). (53)
Y. =yd+g1 €OoS 31 ;.

Equazioni del pelo libero d'. Per ricavarle basta far variare, nella (50), >
da %’ fino a 2',. Tenendo presenti (51) si ha per

§,=9=5"

s <0, —r<PTT o0, —n<iT 720, 0=

19 9.9', < ’n,
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per cui

1 ‘els—— %]
og sen 5 = 3

S5 . 5— 5|
log sen 9 :—'¢n+logsenL—2——,
log s S—S, . . [&— 5,
og sen —5— = — i +logsen —5
log sen E:Qicj—‘=logsen’:—3—‘,

Portando in (50), separando la parte reale dalla immaginaria, e tenendo
presenti (52) e (53) si hanno le seguenti equazioni parametriche del pelo li-
bero d':

Xy =®, +q sen § =wx,—q, sen 3, + q sen I,
Yo=Yy — q €083 =y, +q, €083, —q cos Y, (54)
I =5=9)

Equazioni del pelo libero s. Facciamo infine variare S da 3/, finoa — 2 =.
Allora per (51) si ha, quando

— 27 =5 =5,,

[ S — 5
_n<%<0, 1:< <0 < 93‘<U, —n<§_25‘§0,
e quindi

log ni— 5]
og sen o
—s' l _—'S_!
logsen—9—~—1n+logsen )
g—3 . | & — 3|
log sen g =i —+ log sen — ,
logsent /‘—~iw+lo sen[v_J
g = g

Sostituendo in (50), separando la parte reale dalla parte immaginaria,
e tenendo presenti (52), (53), (54), nonche le (46), avremo le equazioni pa-
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rametriche del pelo libero s:
v, =xy — ¢, senS, =x,—q,sen I, +q sen ¥ — ¢, sen I, = wx,,
Yo=1Yos +q, €085, =y,+q cosS5,—q cosS +q,cosS, =y,+q ; (5)

(—2m=5=25).

§ 13.
UBICAZIONE DELLO SPARTIACQUE.

Ho denominato spartiacque il punto O, in cui & V=0, percheé dalla sua
ubicazione rispetto ai getti G e G dipende la distribuzione del liquido che
va a formare le due correnti @&, e G, [Cfr. § 1].

Il punto O si & gid assunto come origine delle coordinate [Cfr. § 2], sara
tuttavia interessante assegnare direttamente il suo posto una volta dati i
due getti G e @.

La posizione di O sard determinata in generale, quando siano note le
distanze A e A" di O dagli asintoti delle sponde sinistre s, & di G e @, con-
tate positivamente nei sensi s—d, s —>d. '

[’equazione dell’asintoto (a monte) del pelo libero s & manifestamente

yzysm7

avendo indicato con ys_ 'ordinata del punto all’infinito di s, a monte. I1 va-
lore di ys_ siricava dalle (55) e (52), ponendo in esse 3 = — 2 «. Si ottiene cosi:

A=y’°"=Q_1n;q,3'COSS’_—q‘ S,c083, — ¢, 3, cos ¥, £+

2

\
+'i_zq’sen S*'logsenl'gr i—'q1 Senf}llogsen’j;l—'_ < (56)
/

— ¢, sen ¥, logsen | 'Z‘ | z .

L’equazione dell’asintoto al pelo libero &, a monte, &:

w—w-‘"m :y_ys'm s
cos 3 sen S’
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cioe

wxsen S —ycos 3 4y, cosS —w,, send =0,

avendo indicato con =, e y,, le coordinate del punto all’infinito a monte
di §'; avremo dunque ‘

A=y, cosS —w, sens.

Tenendo presenti (53) e (52) e calcolando il secondo membro della pre-
cedente per $ = 9’ si ottiene in definitiva:

A — in z 0 —q, 9, c08(8,— ) —q', ¥, cos(¥, —¥)—2x g cos & % —

_1= z q sen ¥ log sen l—%i +q,sen(J, —3)logsen \3"2;3‘—}— (57)

+ g,/ sen (¥, — ¥') log sen \i‘g—&\ + q, cos (9, — ).

Una volta assegnati i getti @ e @', cioé in particolare le parti asintotiche
(a monte) di s e ¢, lo spartiacque O risulta il punto comune alle parallele
ad esse che ne distano di A e A’ rispettivamente, nel senso accennato.
Fa naturalmente eccezione il caso dell’'urto diretto dei due getti G e G
(8= —rm) in cui anche le parti asintotiche (a monte) di s ed s risultano pa-
rallele.

Di questo caso ci occuperemo diffusamente nel § 16; possiamo perd fino
da ora accennare che possono essere punti di spartiacque tutti 1 punti di
una parallela ai getti @ e @' (allinfinito a monte).

§ 14.

CONSIDERAZIONI SULLA DETERMINAZIONE
DELLE GCOSTANTI CARATTERISTICHE DEL PROBLEMA,

L’integrale generale (48) del moto, da cui discendono, in particolare, le
equazioni parametriche dei peli liberi (§ 12) e la ubicazione dello sparti-
acque (§ 13), risolve in modo completo il problema propostoei.
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Come si vede nella questione intervengono le sette quantita:
¢ 95 9, @ ¥, 3, F,

delle quali & ben noto il significato [Cfr. § 8].

Si sono gid stabilite tre relazioni fra le costanti stesse: la (12) e le due (46).
E facile constatare che esse sono condizioni necessarie e sufficienti affinche
la w definita implicitamente dalla (48) in termini di 2, corrisponda alla ve-
locita di due vene confluenti.

Che la (12) e le (46), o ¢io che & lo stesso la (4D), siano condizioni we-
cessarie, si pud ricavarlo dall’integrale generale (48) esprimendo che i peli
liberi, ove |w|=1 e quindi w = e~ (— 2n = 3 =0), sono linee di flusso,
e percio su essi la parte immaginaria ¢ di f= ¢+ ¢ deve assumere valori
costanti.

Ora da (48) derivando si ha:

‘ N A
ds 1 L7t ¢ ¥

dw =wm{|lw—1" 7 w—j Ji w—4, e W—j”’

e poiche la (4) puo seriversi:
: dz
d f = W %‘ d w,

tenendo conto della precedente, si ha integrando: -

_1 g a4 4 1 . y
f=(e+F =L =) ws  glog o — 1)+ qlog (w—j) —
—q, log (w —j,) — ¢, log (w —',) | + costante.

Posto in questa
f=oe+iy e w=e",

scende immediatamente che affinché ¢ risulti indipendente da S & neces-
sario che

Jood g
e
(+¢—a0—4¢,=0;
le quali non sono altro che la (45) e la (12), c. d. d.

Le condizioni (12 e (46) sono sufficienti.
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Per vedere bene la cosa giova richiamare le condizioni atte ad assicu-
rare un possibile regime dovuto all’'urto di due vene.

Esse sono le seguenti:

a) permanenza del fenomeno;

b) lorigine # =0 dev’essere punto di spartiacque, cioé in esso w = 0;

¢) devono esistere quattro linee libere s, d, &', d’ estendentisi indefini-
tamente, sia a monte che a valle, aventi due a due identico comportamento
asintotico, e sulle quali |w|=1;

d) la velocitd w dev’essere ovunque finita e continua nel campo defi-
nito dalle quattro linee libere suaccennate.

La condizione a) implica che w sia funzione soltanto di 2 (e non del
tempo ¢), cid che scende dalla (48), qualunque siano le costanti ¢, ¢, ¢:, ¢'s;
¥, 5,, &,; cosi pure & soddisfatta la condizione b) inquantoché dalle (48) si
ha 2=0 per w=0.

In quanto alle rimanenti condizioni ¢) e d) si considerino le equazioni (52),
(53), (54), (55) del §12, che definiscono parametricamente quattro linee d, s', d, s.
Su esse e nel campo da esse determinato sono manifestamente verificate le
condizioni ¢) e d), qualunque siano le costanti q, ¢/, q., 9'1; ¥, %, 9’1, purche
naturalmente soddisfacenti alla (12) e alle (46). Dunque una volta soddisfatte
la (12) e le (46) I'integrale generale (48) & atto a rappresentare un possibile
andamento di regime nella confluenza di due vene, c. d. d.

Si noti ora che alcune fra le costanti in questione sono destinate natu-
ralmente a figurare tra i dati della questione, cioé le portate q e ¢’ dei getti
G e G, nonché l'angolo 9 che determina Linclinazione asintotica di G ri-
spetto a G.

Dunque una volta assegnati q, ¢’ e 3’ le rimanenti quattro quantita q,, ¢';;
3,, 31, che caratterizzano rispettivamente le portate e le direzioni asinto-
tiche delle correnti G, e @', generate dall’'urto di G e @, risultano legate tra
loro ed alle rimanenti tre da tre sole relazioni.

Vi & quindi indeterminatezza dal punto di vista del numero delle con-
dizioni necessarie a individuare le accennate quattro quantita.

Questa circostanza puo giustificarsi nel modo seguente.

Riportiamoci col pensiero a quanto si & detto nel § 1, e in particolar
modo soffermiamoci a considerare lo spartiacque O.

In realta la posizione acquisita stabilmente da 0, una volta raggiunto il
regime, dipende dalle circostanze iniziali.

N

E manifesto che il fenomeno deve presentarsi diversamente, secondoche,
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a partire da posizioni prefissate, i due getti G e @ vengono lanciati contem-
poraneamente oppure in istanti differenti.

In quest’ultimo caso ha certamente influenza, nello stabilirsi 'andamento
di regime, l'intervallo .di tempo trascorso fra il lancio di un getto e quello
dell’altro getto.

L’esame completo della questione esigerebbe lo studio del fenomeno dal-
Iistante iniziale fino allo stabilirsi del regime permanente.

Ma il problema, posto in questi termini, presenta gravi difficoltd e non
si intravvede la speranza di arrivare in modo rigoroso a una soddisfacente
risoluzione.

Tuttavia anche lo studio del regime permanente, oltre mettere in rilievo
quali possano essere i possibili regimi, come si & fatto noi, pud servire allo
scopo, purché si ricorra ad un dato sperimentale. Cosi una volta raggiunto
il regime non & difficile valutare sperimentalmente p. es. il ¢, che rappre-
senta la portata (ed anche la larghezza asintotica) della corrente @,, oppure
assegnare la sua direzione asintotica, il che & quanto dire ;. Restano al-
lora solamente tre quantita da determinarsi e la (12) e le (46) sono sufficienti
allo scopo.

Vi sono alcuni easi particolari notevoli che tratteremo nei paragrafi che
seguono in cui tutte le costanti risultano determinate dalle sole relazioni (12)
e (46): quando il fenomeno si svolge in modo simmetrico rispetto ad un asse
e quando l'urto dei due getti @ e @ & diretto.

§ 15.

SIMMETRIA RISPETTO AD UN ASSE.

Esiste un asse di simmetria quando i due getti G e G' essendo uguali,
vengono lanciati contemporaneamente (V. Fig. 3). Si stabilird allora, dopo
un certo tempo, il regime che abbiamo gia illustrato a § 1 e precisamente si
avranno due correnti &, e G', aventi per direzione comune lasse X X' e
versi opposti.

Chiamando 2 « l'inclinazione reciproca (delle direzioni asintotiche) dei
due getti @ e @, con che « rappresenta I'inclinazione comune sull’asse di
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simmetria, si ha:

9 =9,
Y, =a—m,
, (58)
¥ =2a—2m,
3"1=Q—Q1’F.

Per queste, la (12) e le (46), divengono:

q: + q’l =2 q,
q-+qcos2x—+q, cosa—gq,cosz =0, (59)
gsen2e«+4-¢q,sena — ¢, sen a =0.
Come facilmente si pud constatare, le (59) sono soddisfatte da
q1=q(1——COSa)=Qqsen2—;— ;
(60)
¢, =¢q(1+cosx)=2qcos? % ;
formule che determinano le portate ¢, e ¢, di G, e G',.
Dalle precedenti, dividendo membro a membro, si ha
a4, 2 %
= =1{g 5
.~ %72
come si & accennato al § 1.
Per le (58), le (43) divengono:
jl = eilT—0) — . e ,
j/ — eiln—a) _— g2ix s (61)
j" = eHn—e) — g—ia
L’integrale generale (48), per (60) e (61), diviene
g = -i— log (1 — w) + e%*log (1 — w €**) 4 2 sen® % e log (1 + we*) —
(69)
/3

— % cos* 5 e log (1 — we®) | .

Le equazioni parametriche dei peli liberi si ricavano facilmente dalle
(52), (53), (54), (bb), tenendo presenti le (58) e (60).

Cosi pure puod determinarsi la posizione dello spartiacque sull’asse di
simmetria mediante le formule del § 13.
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§ 16.

URTO DIRETTO.

I due getti G e @ siano paralleli e diretti per verso opposto (V. Fig. 7).

Fig. 7.

Naturalmente si ammette che G e & effettivamente si incontrino, non
presentando il problema nessun interesse nel caso opposto.

Volendo precisare, in forma analitica, le condizioni di urto diretto delle
due vene G e @, giova introdurre la differenza

8 =Ydoo — Yooy " (63)

tra le ordinate dei punti all'infinito a monte di & e di s.

Rammentando che ¢ e ¢ misurano le larghezze asintotiche di Ge di ¢
[Cfr. § 4] si vede immediatamente che condizione necessaria e sufficiente per
l'urto delle due vene & la seguente diseguaglianza:

—g<<d<{. (64)
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Cio posto, poiche il d che denominerd spostamento di G' rispetto a @G,
¢ a ritenersi un dato della questione, si pud senz’aliro ammettere verifi-
cata la (64). -

L’ipotesi che si tratta di urto diretto, implica che sia

¥ =—m (65)

In tal caso le (46) divengono:

—q —q,co893 — ¢, cos ¥, =0,
q q QI q1 Il (66)
q.sen 9, ¢, sen ¥, =0.

D’altra parte, avuto riguardo a quanto si disse a § 13, facilmente si
vede che é:

S=g — (A2

e poiché per le (56) e (57), tenuto conto di (65),‘ si ha

AtA=qg—q, cosﬂ,—_}c_tql Sen«‘thgtgl&Q‘I + ¢, sen ¥, logtgl—%t,
sara
1 |9 |
§=¢ —q+q. cosd +— g send logtg "5+
(67)

+ ¢’ sen ¥, log tg ,‘9%‘ | ‘ .
La (12):
9+9=q+4q,

unitamente alle (66) e alla (67), determina g¢,, ¢,, ¥%,, 9, in funzione di
q, ¢, 9.

Basta allora ricorrere all’integrale generale (48); si ottiene la soluzione
completa dell’'urto diretto di due vene.
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§ 17.
ALCUNI CASI PARTICOLARI DI URTO DIRETTO.

Nell'urto diretto st pud avere un asse di simmetria X X’ (Fig. 8).

Fig. 8.

Un tal caso si presenta quando, essendo p. es. ¢ =gq, &

_4d—a.
d="7y (68)

Allora, chiamando 2« Yinclinazione reciproca delle direzioni asintotiche
delle due correnti @, e @',, si dovrd avere ancora:

¥ =—uq, 2
¥ —a—2m, (69)
9 ==q. 5

Dopo c¢id & facile verificare che la (12), le (66) e la (67) sono soddisfatie
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ponendo :

’ 1 r
Q1=Q1=‘2— (@ +q),
q

(70)

COS & =

Manifestamente il caso attuale e quello trattato al § 15 possono dedursi
uno dall’altro applicando il principio di reversibilita [Cfr. § 11].

Consideriamo infine 'urto diretto (anche non simmetrico) di due getti
eguali. .

In tal caso (Fig. 9) é&: :
e il getto @' viene a trovarsi rispetto a @ nelle stesse condizioni di @ ri-

spetto a @’. Ne segue che anche le correnti @, e G', si devono trovare nelle

stesse condizioni sia rispetto a @ che rispetto a @, considerate beninteso nei
rispettivi versi.
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Cid implica in sostanza la simmetria rispetto allo spartiacque O.
Che il fenomeno si presenti in questo modo, rimane confermato dalla
circostanza che la (12) e le (66) sono identicamente soddisfatte per:

J=—ua, (72)

qualunque sia «.
L’angolo = viene determinato dallo spostamento 8 mediante la (67). Per
le (72) la (67) diviene infatti

a

d=gqcos a1 % sen « log cot’ (73)

In tal guisa tutte le costanti caratteristiche del fenomeno sono deter-
minate.

PARTE SECONDA.

Confluenza di quantesivogliano vene.

§ 18.
I1. PROBLEMA GENERALE.

Vale la pena di estendere la teoria precedente al problema pilt generale
della confluenza (in regime permanente) di » getti liquidi &,, G,,..., G,.
Si suppone che questi »n getti confluiscano tutti in una medesima localita
[V. la Fig. 10, in cui » = 4]

Cid corrisponde alla esistenza di un unico punto di spartiacque O.

L’urto delle » vene &,, G,,..., G,, di luogo ad altrettante correnti &',
G’g,.-., G',.-
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Ci siamo gid resi conto di ¢id per n=2 [Cfr. § 1]

Per rendersene conto in generale prendiamo in esame due getti conse-
cutivi @, e @,., essendo h uno dei numeri 1, 2,..., n, ed intendendo equi-
valenti due indici & e k quando
differiscono per un multiplo di »,
con che, in particolare, » -1
equivale ad 1. Diciamo s, e d, le
rispettive sponde, sinistra e de-
stra, di @,; saranno S,y.,, i
quelle di @,,,. Se il verso con
cul si susseguono le correnti @,,
Gsy..., @, & destrorso le due
sponde contigue di &, e @,
sono d, e s&,,. Ora, tanto d,
quanto s,,, sono peli liberi e su
ciascuno di essi il valore asso-
luto V della velocitd dev’essere
costante ed eguale a 1 [Cfr. § 2];
dovendo per ipotesi i due getti

Fig. 10. G, e G, confluire i peli liberi

d, e s,,, n0oN possono essere rette

parallele [escluso naturalmente il caso » =2 considerato nei §§ 16 e 17];

d’altra parte d, e s,,, non possono avere alcun punto comune al finito, perché

se si incontrassero in un punto ivi la velocitd dovrebbe annullarsi [Cfr. § 1),

mentre come si & detto deve avere dappertutto valore assoluto = 1. Dunque

d, e s,,, non possono essere rette parallele, né avere alcun punto ecomune

al finito, devono invece avere per ipotesi ciascuno una direzione asintotica
sia a monte che a valle [Cfr. § 4].

Poicheé d, e s,,, non si toccano mai il liquido tra esse compreso va a
formare una corrente &,, ed & ragionevole ammettere [come gid per n = 2]
che essa debba avere una direzione asintotica, cioé che le due direzioni asin-
totiche a valle di d, e s,., debbano coincidere.

Tra ogni coppia @,, @,, di getti consecutivi deve cosi trovarsi almeno
una corrente &,, ne segue che il numero delle correnti @, generate dalla
confluenza degli »n getti G, ¢ almeno #.:

Questo numero poi non pud essere superato; basta pensare che ogni
corrente libera deve essere limitata da due peli liberi e quindi » correnti
da 2n peli liberi, ora tanti sono appunto per ipotesii peli liberi d, e s,.
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‘Il numero delle correnti @&, & dunque #, come si aveva asserito.

Il fenomeno pud schematizzarsi nel modo seguente:

A distanza abbastanza grande (teoricamente all’co) dalla localitd ove av-
viene la confluenza delle » vene @, in ciascuna di esse i filetti scorrono pa-
ralleli fra loro ed ai peli liberi d, e s,, avvicinandosi alla localitd anzidetta
Pandamento si modifica alquanto: » filetti g,, g,..., g, appartenenti rispet-
tivamente a @,, @,,..., @, urtandosi in un punte O (spartiacque) si arrestano
momentaneamente, 1nd1 proseguono generando altei » filetti ¢y, gs,..., g’
direttori delle n correnti G, &,,..., &,; gl altri filetti liquidi vengono pil
o meno deviati, ma nessuno si arresta.

§ 19.
TRADUZIONE ANALITICA DEL PROBLEMA.

Gioverd assumere una coppia di assi cartesiani ortogonali, coll’origine
in 0 e cogli,assi 0 w, Oy orlentatl in modo che il verso di rotazione
0« — Oy sia’'sinistrorso.

Cio posto'per la traduzione analitica del problema basta riportarsi sen-
z’altro a quanto & stato detto nei.§§ 2, 3, 4 relativamente all’urto di due
vene, introducendo le ovvie modificazioni suggerite dalla nuova circostanza
che 'urto ha ora luogo fra » vene, invece che fra due soltanto.

Cosl circa il comportamento di '

nel campo in cui si svolge il fenomeno, si deduce senza nessuna difficolta
[Cfr. § 3] che f(2) & funzione regolare net punti e =ax-+1iy del campo del
moto situati a distanza finita, diviene infinita a‘ll’inﬁm'to, e sopra ciascuna
delle 2n linee d, e s,, costituenti il conforno del campo, il coefficiente § della
sua parte immaginaria deve assumere 'valm:i costanti differenti, che indichero
rispettivamente con 9a,, Ys,, per cui:

$a, sopra d,,
=14, sopra s,, ' (7%)
) (h = 1, 2 3 ".ﬁn)' .
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Saranno quindi :
QK=¢3h—4'dh1 (h= i; 2,..., n), (75)

le portate dei getti @,; e
q’h=¢sk+l.—qldh? (h=1, Qa"w n)7 ' (76)

le portate delle n correnti G, .
Dalle (75) e (76), sommando, scende la relazione:

n n , -
Zthh‘-‘:%th7 (/7)

come era da attendersi per la permanenza del fenomeno.
In quanto al comportamento di

wR)=u—iv= Ve

riferendoci al § 4, si pud dire che essa dev'essere funzione uniforme, finita
e continua nel campo z=x -+ iy del molo, inolire :

1 soprad, e s,,
|w|=V={>0 -in ogni punto P=l=0, (78)
=0 in O.

Indico con 4, e 9, gli angoli che le direzioni asintotiche dei flussi di
G, e G, rispettivamente formano colla direzione positiva dell’asse O . Poiche,
per ipotesi, il comportamento asintotico a monte di @, e quello a valle di
@', ¢ il regime uniforme, si deve avere ulteriormente :

OP=00 ‘
lim § — % 9, quando P si allontana in @,, ( @9)
OP=c 9, quando P si allontana in @,,

h=1,2,..., ).

Per le considerazioni svolte nel § 4, circa il modo di variare di &, e che
si possono applicare al caso attuale, si vede che J; e ¥, sono soggetti alle
‘seguenti limitazioni:

‘3} >"9'L>’3z >,'3""3 .>”’93A>> o > 9» > &'n> &1 - 2. (80)
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Ancor qui si pud applicare 'osservazione alla fine del § 4 e dire che’
¢, € ¢, misurano oltre che le portate di G, e di @,, anche le loro larghezze
asintotiche, a monte per. le prime, a valle per le seconde.

§ 20.
CAMBIAMENTO DI VARIABILE.

Come gia si fece a § 5, converrd immaginare di fare un cambiamento
di variabile che permetta di rappresentare in modo conforme il campo del
moto z =x 4 iy, che & semplicemente connesso, sopra un cerchio di raggio
unitario nel piano ausiliario { =& i=, in modo che al contorno del campo
della variabile z venga a corrispondere nel secondo piano la circonferenza

|7;|=1,

al punto O (z=0) il punto { =0, ed infine al punto all’'co cui tendono asin-
toticamente a monte i peli liberi s, e d,, tra i quali scorre @,, corrisponda
il punto

' c=.71 =ei"’x, (81)

della circonferenza |{|=1 -(“).
Detti allora

o 'al

J=1e%,
. 2 4
Ja =e‘wz,,

jl2 =e‘w.272 (G'.:<0"1 <UE<GIB <" -a‘_<6”<6’”<cl—l—%7§)

» e e e

(82)
'y
jn = €% ’

8 g
]n_e’ ™y

{11) Si avrebbe potuto assumere addirittura ¢, =0, come pure si avrebbe potuto supporre
3, =0, intendendo in tal modo scelta la direzione positiva dell’asse x coincidente col verso
del flusso asintotico a monte di G,. B cid che abbiamo fatto nella prima parte trattando
dell’'urto di due vene. Nel caso attuale giova non prefissare i valori di &, e 9,, allo scopo
di ottenere delle formule omogenee.
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i punti della circonferenza |¢|=1 che devono corrispondere ai punti all’in-
- ' ' finito di
Piano {=E-fin o e ,
Gl’ G?’GZ,"'7 G”, Gﬂ’

| S A
rispettivamente, agli archi
(o> 3 (G'as Ja)s oy §'o)seees
(o 30y Gy 1)y
‘dovranno” faré riscontro nel piano del
moto rispettivamente i peli liberi

dy; 83, dyyieny d,, 8.

Si considerino allora fe w quali fun-
zioni della nuova variabile { nel cerchio
|¢]=1. Per quanto si & detto nel para-
grafo precedente, esse sono regolari per
|{]<<1, inoltre si dovra avere [V. le (74)
e 79)]:

%z; sopra Tarco ( jl, i),
'\l'az > > (j'l ’ jz),
e .. (83)
Ya, » »  (Juy I
‘1"51 » > (s J1)-

1 per [{|=1,
[w|=V=1>0 » 0<|l|I<], (84)
0 » Z=0.

Dev’essere infine:

w=e—"% per {=j,. (85)
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g o1,
LE FUNZIONI m (t) B £,

B facile constatare, mediante confronto delle (84) colle (18), che la fun-,
zione w () soddisfacente alle condizioni volute & quella stessa che serve al
caso n =2 e che abbiamo determinato al § 7, e cioé la (40):

w () =C

Si tratta ora di costruire la f({).-
A tal uopo conviene partire dalla funzione :

o =log (1— %), (86)

e considerare quel ramo di essa uniforme e regolare per |[{|<C1 che si ri-
duce a zero per {=0.
Poiché per |{|=1 si pud porre

C — el
con ;
0=6=2m=,
si ha
9% ;9% i %
1—'.—=1"—'e'.(‘7‘°7‘)=e 2 e 2 — e * H
I
io—o;. 6. —
=%ie 2 sen -2 9 2
e quindi
g, §) = g, (¢°) =log 2+ —;— (% + ¢ — 1) + log sen i ; d 87)
Parimenti, se si ¢onsidera la funzione
s () = log (1 — -C—) : (88)
Jh

colla determinazione zero per { =0, essa & uniforme e regolare per |{|<<1,
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mentre sulla circonferenza [{|=1, cio& per { =, si ha:

71O =g () —log2+ g (5 +a—v,) +logsen 2" (89)

Si introducano ora 2z costanti reali
%y oy (h=1,g,“-7”),

che mi riservo di determinare in modo opportuno, e si ponga
G'(C'):Ei"% % g, (©) + 4 44 (0) - (90) :

La funzione @ ({) & uniforme e regolare per |{]<C1, si annulla per { = 0;
se si suppone inoltre che le costanti «, e «’, siano legate dalla relazione:

21;. (o o) = 0, (91)
allora sulla circonferenza €] =1 si ha, per le (87) e (89):

G ()= G () =— —;— %h (%, 6, + &5 0%) + _
. oy L

2

-+ Ej" «, log sen %—-G 4o, lqg sen

Posto ancora .
FQ) =60+ 5 % (0 5+ s, (93)
anche la F ({) risulta funzione di { uniforme e regolare pér’1ﬂ<1, mentre
per |{|=1 si ha, per la (92):

G, —

5+ o, log sen ‘i;—“ . (94)

F)=F (¢°) = §1" , log sen

Si e gia .visto‘ [Cfr. 1a (82)] che:
51<6I1<62<5’2</"-'<°n<6'nf<61 +2771

ne segue che per :
' ¢ <lo<ld, )

g, —

R ¥ compresa tra 0 e — =, mentre tutte le altre semi-

la semidifferenza.
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differenze, che appariscono nel secondo membro della (94), sono comprese
tra 0 e + =; posto percio

F=o-1-1iv, ] (99)
sara
¥Y=-—mwe«,.
Per
. - o, <<a<o,,
le semidifferenze
=9 d,—a
2 2
sono cdmprese tra 0 e — = e tutte le altre tra 0 e - #; ne segue che
Y= —=(x,+ o).
Per
. 9 Oy < G < 0’2 I
le semidifferenze
¢6,—6 6,—6 6,—¢0
2 "‘ ] Q ] b » Q

sono comprese tra 0 e — =, mentre le altre sono tutte comprese tra 0 e 4 =;
& quindi: -
w=—77(“1+°"1+°‘2)'
E cosi via. -
Per :
o, <eo<o, 42w,

tutte le semidifferenze accennate sono comprese tra 0 e — =, e quindi [te-
nendo conto della (91)]:

V=—a(t, o+ ot e d,) =0

Riassumendo: la funzione F = & +- i ¥ & uniforme e regolare per |[{]|<<1
e sulla circonferenza |{|=1 il coefficiente ¥ della sua parte immaginaria as-
sume i valori costanti seguenti:

—7, sopra I'arco (4;, §'1),
—7 (2,+a')) » >  (Jis Jah
¥ —_— T (a1+“2+a'1) » » (j27 j,2)? (96)

—_—% (“1"‘“2‘{" B o S AP S R T _l_q’”_l) > N (]” , )"”),
—% (“1+“z+ s —I—ocn—l—a'l—}—a'2+ .. _}_a'”) —0 > > (f',,, 71)
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_Cid posto, si rammentino le condizioni eul deve soddisfare nel cerchio
]Clél la funzione f(Z) [§ QO] e si confrontmo (96) e (83). Risulta_che la
f (%) non & altro che

F (C),j_ 7’ q’st !

purche le 2% costanti «, e o, vengano_determinate dalle seguenti relazioni:

(qlsl - q’di)a

(Yo — ), o)

-

=1
™
R
“1+“1—? (4’31—4"32)9
1
v

@, +a; 4o, =

’ 1 r 1
“1+°‘2+‘"+°‘n+“1‘|—°‘a+"'+°‘u_1=;_‘ (q’st'—\;’d,,)-
Le 25 — 1 relazioni lineari (97) tra le 2n costanti «, € o', e Ja (91) de-

terminano le 2% costanti stesse.’ . )
Si ottiene, risolvendole e tenendo presenti le (75) e (76),

%=_,m=_%. (98)
Per questi valori di «, e &/, &
Q) =F@+il,.
Avremo dunque per le (93), (90), (86), (88), tenendo -conto delle (98):
[0 =%t g5 (@ o — 00+

+%2:hzq"log(1—%;)—Q'hlog(lx_;;)z_ : (99)
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§ 99,

RELAZIONI NOTEVOLI FRA LE COSTANTI

<

Si & gid visto [Cfr. § 19] che é,, e ¢, rappresentano le portate delle cor-
renti @, e G, rispettivamente, e che esprimono nello stesso tempo la misura
delle larghezze asintotiche delle correnti- stesse.

Si noti ora che, essendo per la (40)

w==0,"

si ha, ponendo al solito,

w= Ve e [=pev:
(100)

La seconda di queste, atteso il significato di 9, e 9, [Cfr. § 19], tenuto
conto della (81) e delle (82), permette di stabilire le seguenti relazioni :
& =—0,
Y, =—d,, (101)
(=1, 2,..., n),
con che la (81) e le (82) stesse si possono scrivere:
jh =e—£‘9",

ir= e ’ (102)
=1, 2,..., n).

Come gid a § 9 possiamo anche qui stabilire due notevoli relazioni che
legano tra di loro le costanti g,, ¢,, 9, ¥,. Basta a tal uopo sfruttare lo
stesso teorema enunciato a § 9.

Interpretiamo nella formula (44) la funzione ¢ come potenziale di velo-
cita delle molecole liquide nel campo limitato dal contorno I costituito dalle
linee libere d,, s, e dalle sezioni normali’ Ya €N, dei getti G,,, @', fatte in
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localitd abbastanza lontane (teoricamente all’cc) dal sito ove le vene conflui-

scono (V. Fig. 10). Allora V non & altro che il valore assoluto della velocita.
Cid posto, si noti che:

0 sopra d,, s,

d
ﬁ—_‘— 1 » )‘h,
_1 » )‘,M
en  sopra’ X
%?+i%$=§ 9 d )
€ Y e’ » N

(=1, 2,..., n);

V=1 sopra I
e infine che

[é0ar—o0.

i

Allora dalla formula (44) scende
fh 17\,, ein — A", e"“'\’h! =0;
1
e poiché si & gid notato [Cfr. § 19] che le larghezze asintotiche X, e %, delle

correnti G, e G, sono misurate dagli stessi numeri che rappresentano le ri-
spettive portate g¢,, ¢’», 1a precedente pud scriversi senz’altro:

?n" (q;» e —q', eig'h) =0 (103)

Questa relazione si scinde manifestamente nelle due relazioni seguenti
tra elementi reali:

n
21,. (qh cos 3, —q’, cos &‘,,) =0,

. , (104)
21" (q,, sen 3, — ¢, sen 1‘)',,\] =0.
/

Tanto la (103) quanto le (104) costituiscono le naturali generalizzazioni
‘della (45) e delle (46).
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§ 23.
INTEGRALE GENERALE,

Dalla (99), derivando si ha

ar__ 1% 0> 2
A= m P~ =L\ (105)
La (&)
ﬂ:—w,
z
pud seriversi:
1 1l drf

Per la (40) e la (105) si avrd dunque

1 atg » q;; q
dz= 7‘ ( 2 ] [ S ( C
Se si nota che
at 1 g
.(m = o 10g (LTE —} costante,

qualunque’sia la costante a, avremo integrando:

IOgr . (QI. gi)
o VAR B

h

131g ; ¢ ,
5 8] 2 10g (. — 1) — $210g (7, — )|+ costante;

ma per le (102) e (103) &
2 s %)to;

" J% I

d’altra parte per { =0 dev’essere z=0 [Cfr. § 20], per cui alla costante del
secondo membro spetta il valore

- — zh(Qh log j, — Qilogg ») ;
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dopo ¢id si ha in definitiva:

=k ( Z) £ ( CH
— Y Zlog(t—2)—2*] 1— =)t 106
7721?]1‘ g Jr Jn o8 Ja (106)

2 ==

Questa formula stabilisce la voluta [Cfr. § 20] corrispondenza fra i piani
z=w+iye{=E4in

Eliminando 'ausiliaria { tra la (106) e la (40), si ottiene la seguente re-
lazione che lega la velocitd w al posto z:

qrn - W q’;.‘ w
% (1—.—)—71 (I—T)z’ 107
A og )7 og 7 (107)

1 »
2’=¥21;,

che costituisce I'integrale generale del problema della confluenza di n getti
liquidi.

§ 24.
ReveRsiBILITA.

Il secondo membro della (107) non muta se si cangia il segno a w, j,,
Jns TGus Qe

Atteso il significato di queste lettere si pud concludere che il fenomeno
- ¢ reversibile, cioé se l'urto degli » getti G, determina, una volta raggiunto il
regime, le »n correnti G, ed il fenomeno si svolge in un campo ben definito,
lo stesso campo pud essere sede del processo inverso: della generazione
delle correnti G, (con flusso opposto) dovuto all’'urto delle » correnti G/,
(con flusso opposto).

§ 9.
CONSIDERAZIONI SULLA DETERMINAZIONE DELLE COSTANTI.

Una volta in possesso dell'integrale generale del moto, cioé delle (106)
e (107), sarebbe facile dedurre da queste formule tutti gli elementi salienti
del fenomeno, in particolare le equazioni parametriche dei peli liberi s,, d,
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e la ubicazione dello spartiacque, seguendo una via del tutto analoga a quella
che ho tenuto, pel caso # =2, nei §§ 12 e 13.

Conviene piuttosto fermarsi un momento per esaminare come si esten-
dono per la confluenza di n vene le considerazioni, svolte nel § 14, circa la
determinazione delle costanti che compariscono sia nella (106) che nell’inte-
grale generale (107).

Si tratta delle costanti ¢, ¢, 3, e 3, potend0s1 sostituire quest’ultime
alle 7, e 7, a norma delle (102).

Tra le 4n costanti summenzionate le

¢ € &

sono destinate a figurare naturalmente fra i dati del problema, inquantoche
le prime (g,) definiscono le portate dei getti assegnati G, e le seconde (3,)
ne caratterizzano le direzioni asintotiche a monte.

Le rimanenti 2 » quantitd

g e ¥,

che come si sa individuano portate e direzioni asintotiche a valle delle cor-
renti G', generate dall’'urto delle @, sono a priori incognite.

Le considerazioni istituite finora c¢i hanno fornito tre relazioni tra le 4 n
quantitd ¢, ¢, 9. e 9,: la (77) e le (104). Si pud vedere, come si & fatto
a § 14, che esse sono tutte e le sole affinche I'integrale (107) corrisponda ad
una confluenza di % vene; ma poiché 2n sono le quantitd incognite (le ¢/,
e le 9,) ci occorrerebbero altresi 2n — 3 relazioni affinché esse risultassero
determinate. :

Come si vede la indeterminatezza gia rilevata nel § 14 pel caso di n =2,
aumenta alquanto per n> 2.

Attesa la giustificazione data nel citato paragrafo per n =2, si capisce
che la cosa debba complicarsi maggiormente per I'urto di »>2 vene.

Un determinato regime dipende manifestamente dalla posizione acquisita
stabilmente dallo spartiacque O.

Ora tale posizione dipende dalle circostanze iniziali.

L’intuizione fisica ci avverte che il fenomeno debba presentare delle ca-
ratteristiche differenti a seconda che gli » getti G, vengono lanciati, a par-
tire da localitd assegnate, contemporaneamente oppure in istanti differenti.
Ancor qui, come gid nel caso n =2, 'esame completo della questione esi-
gerebbe lo studio del fenomeno dall’istante iniziale fino allo stabilirsi del re-
gime permanente.
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"~ Tuttavia non & priva di interesse la ricerca dei possibili andamenti di
regime per la confluenza di » getti assegnati. A ¢io risponde in modo esau-
riente la presente ricerca.

D’altra parte non & difficile assegnare sperimentalmente i valoridi 2n—3
delle quantitd ¢', e ¥, le rimanenti 3 risultano allora definite dalle 3 rela-
zioni (77) e (104). Una volta note tutte le costanti le formule (106) e (107)
caratterizzano in modo completo tutti gli elementi del moto.

§ 26.

UN ©ASO PARTICOLARE,

Prendo in esame un caso particolare, in cui la determinazione delle co-
stanti & immediata. _

Siabbiano » vene eguali i cui assi siano concorrenti ad uno stesso punto O

e tali di pitt che l'inclinazione

G, ' (asintotica) reciproca di due getti

i : consecutivi sia costante ed eguale

' 3 a 271 - Se gli n getti G, vengono

lanciati contemporaneamente e

a una medesima distanza da O

Jd ¢ ¢ evidente che le »n correnti @',

G — —~ @ chesistabiliranno, una volta rag-

' giunto il regime, saranno eguali

tra di loro e alle vene G,, inoltre

™~ - la vena G, avrd per asse la bi-

v _ < settrice degli assi di G, e di Gy, .

’ In tali circostanze, detta ¢ la

portata comune ai getti @, e &,

’ avremo
G,

Fig. 12. G=0qr=q. (108)

o
he ]

K2
K11

Inoltre assunta come direzione positiva dell’asse O« quella del flusso
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a monte di G,, si avra:
.2
9, =(1—hn) n”,
.1 2% (109)
p= (L a)2r,
(h"'—' 1) 2 ’ ’ n)
Avremo quindi
1(h—-1)-—-—
B 110
(-t ),1 ) (110)
J —8—"9"'_6 2 n;
mentre l'integrale generale (107) d1v1ene
m | i) i(—h)
;2 2;,;9 ”log[l——we‘_ ”]—
® 1 (111)
s —.-h)zl: . ;
—e "logil —we

E'la questione propostaci & completamente risoluta.
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