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AI SIGNORI SOTTOSCRITTORI 

PER 

IL MONUMENT0 AD ENRICO BETTI 

Il Comitnto costituitosi per erigere un moniimento ad ENRICO BETTI lia 
potuto soltanto ora soddisfare al proprio compito. Il lunghissiiuo ritarclo 
proveniito da molteplici circostanze, in particolare dalle pratiche fatte per 
collocare il monumento stesso ne1 Cimitero iirbano, ove riposa la salma del- 
l'insigne matematico : pratiche che, accolte dapprima favorevolmente, non 
poterono poi avere l'esito desiderato per una disposizione ministeriale che 
proibiva in modo assoluto di porre in quel Cimitero niiovi monumenti mo- 
derni. 11 Comitato dovette qnindi accogliere l'iinica soluzione che, dopo varie 
disciissioni, fu trovata yossibile, cioB di mettere il monumento ne1 Cimitero 
subiirbano. 

Presentemente l'opera B compinta. Il moniimento ivi eretto è, a parere 
di tutti, Lin onorevole ricordo alla memoria di quel Soniino. 

La spesa totale è stata di L. 4385,73 che provennero dalle L. 2866,05 
raccolte per sottoscrizione e dagli interessi di qiiesta somma che era stata 
depositata nella Cassa Postale di Bisparmio. 

La composizione ed il  disegno del monumento sono dovuti al professore 
arch. cav. iiff. Enrico Ristori del17Accademia di Belle Arti di Firenze: la 
inodellazione e fusione del busto e delle altre parti in bronzo filrono eseguite 
da1 prof. Pietro Arcangeli, scnltore ed architetto di Firenze, e la lavorazione 
delle parti in pietra (granit0 di Firenze) fii fatta clalla Ditta Sandrini di 
Firenze. 

Per il Comitato 

11 Presidente U. D 1 N 1. 
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Sur les familles et les séries 
de fonctions multiformes dans un domaine. 

(Par M. GEORGES 1. R ~ M O U ~ O S ,  Athèrzes.) 

INTRODUCTION. 

1. O n  sait que des travaux récents de MM. G. VITALI, P. MONTEL, 
C. SEVERINI, C. CARATHBODORY et E. LANDAU ont montré que l'existence de 
valeurs exceptionnelles daris un domaine D communes à toutes les fonctions 
d'une série ou d'une famille, supposées holomorphes dans D, entraîne des 
propriétés importantes concernant le module de ces fonctions et la conver- 
gence de la série ou des séries extraites de la famille ainsi que la nature 
des fonctions-limites [le lecteur trouvera. la bibliographie relative dans les 
chapitres de ce travail]. Encouragé pa.r les résultats de nies travaux arité- 
rieurs qui ont montré que les fonctions algébroïdes dans un domaine ou 
dans tout le plan de la variable indépendaute jouissent de propriétés tres 
voisines et analogues à celles des fonctions holomorphes, j'ai entrepris des 
recherches ayant comme but l'étude du rôle des valeurs exceptioiinelles des 
fonctions d'une série ou d'une famille, supposées algébroïdes dans un do- 
maine D, sur leur module et sur la convergence des séries, et j'ai obtenu 
des résultats satisfaisants, dont une grande partie a paru dans mon Mé- 
moire : Sur les familles de fonctions onultifor.~~~es ad9taettnnt des vnlezcr.s excep- 
tionnelles dans .un domaine (Acta Matlieinatica, 37, 1914) et les autres, qui 
se rapportent au cas de trois valeurs exceptionnelles (0, 1 et m, par exemple) 
sont exposées ici d'une façon indéperidante d u  Mémoire des Acta Mathewotica. 

Comme il s'agit de séries de fonctions multiforines, dont les valeurs ne 
sauraient être séparées les unes des autres à cause de l'existence de points 
critiques dans le domaine considéré, il était d'abord liécessaire de donner 
des définitions de la convergence d'une telle série en un point et de sa con- 
vergence uniforme dans un  domaine, par lesquelles j'ai dû commencer. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 1 
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8 R é m o u n d o s :  S u r  les familles et les séries 

Dans les deux derniers chapitres je traite d'autres problèmes concernarit 
les singularités des fonctions-limites d'une série de fonctions algébroïdes dans 
un domaine D convergeant uniformément dans D et la convergence des séries 
formées par les dérivées d'ordre quelconque des termes de la série donnée. 

Ides principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans une Note 
insérée dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des sciences de 
Par is  [4 Sur la convergence des séries de fonctions analytiques », 96 Jan- 
vier, 19141. Dans une nouvelle Xote insérée aussi dans les Contptes rendus 
(« Sur les séries de fonctions multiformes dans un domaine », 30 Mars 1914) 
j'ai énoncé les résultats des deux derniers chapitres. 

DBAnition de la convergence des suites de fonctions algBbroïdes 
dans un domaine. 

une suite de fonctions algébroïdes à un nombre fixe v de branches finies 
dans un domaine D et soit x o  un point de ce domaine. 

Limite  de convergence. Nous dirons que un non~Kre h est une limite de 
convergence de la série : 

f l  ('O), f 2  ( ~ 0 ) ~  f 3  ( z O ) j " . 7  ('O),." P) 
si à. chaque nombre E nous pouvons faire correspondre un entier positif n, 
tel que pour n )  n,  l'on ait l'inégalité 

pour une au moins des branches de f, ( x , ) .  
Nous dirons que la limite de convergence 1 est de degré de multiplicité k, 

si l'inégalité (3) est satisfaite pour k branches de f, (a,). 
Limite  de convergence uniforme. Nous dirons qu'une fonction cp (2 )  [OU 

branche de fonction] est une limite de convergence uniforme de la série (1) 
à l'intérieur d'un doinaine D, si à chaque nombre E nous pouvons faire cor- 
respondre un entier n, tel que pour n > n, et pour tout point intérieur du  
domaine D l'on ait l'inégalité : 

pour une au nioins branche de f, (s). 
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d e  fonctions tnztltiformes d a n s  un domaine.  3 

Nous dirons que la limite rp (a) de convergence uniforme est de degré de 
multiplicité égal à 7 si l'inégalité (4) est satisfaite pour k branches de f, (2). 

Convergence. Nous dirons que la suite (1) converge en un point z, du 
domaine D si la suite (8) admet des limites de convergence dont la somnie 
totale des degrés de multiplicité est égale à v. 

@nuergence un i forme .  Nous dirons que la suite (1) converge uniforiné- 
ment à l'intérieur du domaine B, si elle admet des fonctions-limites de con- 
vergence uniforme dont la somme totale de degré de multiplicité est égale à v. 

Une limite de convergence de degré k comptera pour k branches-limites 
de la série. Une conséquence immédiate de nos définitions consiste en ce 
que le nombre des branches-limites de convergence de la s k i e  ne saurait 
jamais dépasser le nombre v. 

CHAPITRE 1. 

Extension aux familles de fonctions alghbroïdes dans un doniaine 
d'un th6orème de H. Montel. 

3. Dans son Mémoire: Sur les farnilles d e  fonctions analgt iques  q u i  
admettent des  va leurs  emceptionnolles d a n s  un d o m a i n e  [Annales de l'École 
normale de Paris, tome XXIX, Novembre 1918, pages 497-5011, M. P. MONTEL 
a établi le théorème suivant: 

« Les fonctions f (a) ,  hoZornorphes d a n s  un d o m a i n e  D, oh elles ne  prennent 
ni la valewr O ni l a  valewr 1, forment wne famille normale .  » 

Je nie propose, dans ce chapitre, d'étendre ce théorème de M. MONTEL 
aux familles de fonctions algébroïdes dans un domaine D [c'est-à-dire: fonc- 
tions ayant un nombre fini de branches dans D et aucun point singulier 
transcendant dans ce domaine]. 

Je traiterai d'abord le cas particulier où le doinaine D est un cercle 
dont le centre est le seul point singulier (point critique) des fonctions de 
la famille et ensuite je traiterai le cas général avec la seule restriction que 
l'ensemble des points critiques des fonctions de la famille (géométriquement 
distincts) situés dans le domaine D ne doit avoir aucun point limite à l'in- 
térieur de B. 
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4 R é t t t o u n d o s :  Sur les fasnilles et les séries 
A----- - 

CAS PARTICULIEH. 

4. Considérons une famille (P) de fonctions alçébroïdes à ,j branches 
finies dans un cercle (C) : 

I z l < R  

dont le centre z = 0 est un point régulier ou un point critique (algébrique) 
des v branches. 

Soit : 
f l  (4, f 2  (x,),...: L (z),... (5) 

une série de fonctions appartenant A la faniille (P) et désignons- par S,  , 
S,, ..., S, les systèmes circulaires formés par les branches de t, (z), contenant 
respectivement v., v .,..., v, branches; parmi les nombres entiers v, rn, v , ,  

v.,..., v, le premier seulement sera supposé fixe (c'est-à-dire : indépendant 
de n), tandis que les autres m, v , ,  v .,...,... peuvent dépendre de m et varier 
avec lui. 

Soient : 
1 r! - - 

O,,, (8) = a,,, + x i l  x Y 1 +  B " + .  . - pour le système 8, 
1 9 - - 

O,, (0) = a, ,  + a,, B z "+ - , . B S 

les séries qui représentent 
supposées finies en x = O, de 

dans le voisinage de z = O les branches, 
chacun des systèmes circulaires; soit k un 

nombre positif fixe (indépendant de n) et commun rnultiple de tous les nom- 
bres 8, 3, 4 , . . . , .  et, par conséquent, des v . , ~ . , . . . ,  v,; nous pouvons, par 
exemple, prendre : k = 1 . 9 . 3  . 4 .  . . v  = v ! Les formules (6) montrent que, si 
nous faisons la substitution (*) z - d, toutes les branches de toutes les 

(*) D'une fapon plus précise, nous faisoiis la substitutioii : b (e) =x, en désignant par 
1 - 

b (2) une branche détermiiike de z k  , par exemple celle dont l'argument est compris entre O 
8 .rr 

et -; de cette façon à chaque valeur de z correspond une seule valeur de x. 
7c 
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de fonctions multiformes d m ~ s  un domai?te. 5 

fonctions f, (a) deviennent des fonctions de a holomorphes dans le voisinage 
de x= O, dont l'ensemble sera désigné par (E). 

Si les fonctions f ,  (8) de la série (5) n'admettent pas, dans le cercle (C): 
1 x ( < R, d'autres points singuliers différents du centre a = O, il est clair que 
les fonctions de l'ensemble (E) seront toutes lioloinorplies dans le cercle (Cl): 

1+4'w 
Si nous supposons de plus que les fonctions f, ( x )  ne prennent pas, d a m  

le cercle (C), les valeurs O et 2 ,  il en sera de rnênie des fonctions de l'en- 
semble ( E )  dans le cercle (C,) ; avec ces hypotlièses, la famille (E) de fonc- 
tions holomorphes dans le cercle (Cl) sera normale dans ce même cercle : 
c'est-à-dire: de toute suite infinie de ces fonctions nous pouvons extraire 
une nouvelle suite convergeant uniformément, à l'intérieur du cercle (Cl), 
vers une fonction holomorphe dans ce cercle ou vers l'infini. 

Si dans la série (5) nous remplaçons chaque ternîe f,, ( x )  par une de ses 
branches, la série ainsi obtenue sera appelée branche de la série (5). 

Soient : 
filia), f i . . . ,  La(.  ),... j 

,, branches de la série (5), qui, moyennant la substitution x = x", nous four- 
nissent v séries de fonctions holomorphes dans le cercle (Cl) : 

dont les termes appartiennent à la famille ( E ) .  
La famille (E) étant normale, nous pouvons extraire de la preinière 

série (8) une nouvelle série : 

convergeant unifoi.mément, à l'intérieur  de'(^,), vers une lonction 91 (x) holo- 
morphe dans (Cl) ou vers l'infini. 
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6 Rérnouwdos:  Sur les familles et les séries 

Nous considérons ensuite la série : 

de laquelle nous pouvons extraire une nouvelle série : 

(x), ( f44  (a) 7 ... 7 (x) 7 . . .  (10) 

convergeant uniformément vers une fonction y, (s) holomorphe dans (C,) ou 
vers l'infini. 

Nous considérons ensuite la série : 

de laquelle nous pouvons extraire une nouvelle série : 

convergeant uniformément, à l'intérieur de (C,), vers une fonction c p ,  (LE) holo- 
morphe dans (Cl) ou vers l'infini. En continuant ainsi nous obtiendrons une 
suite infinie de nombres entiers 

telle que les v séries suivantes : 

convergent uniformément, à l'intérieur du cercle (Cl), respectivement vers 
des fonctions y ,  (x), y,  (a) ,  ..., (PY (x) holo~norphes dans le -même cercle ou 
vers la constante infinie; il en sera, donc, de même des séries: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de fonctions rnultiforntes dans un. domaine. 7 

qui convergent uniformément, à l'intérieur du cercle (C), vers les fonctions: 

ou la constante infinie. Il en résulte immédiatement que ces v fonctions A,  ( z ) ,  
Àz ( z )  , . . . , 1, ( z )  sont des branches-limites de convergence uniforme de la 
série : 

fs, (4, fsz (4 7 -  - a 7  f s " ( 4 7 .  . .  

qui est extraite de la série donnée (5). Nous voyons, donc, que de la série 
donnée (5) nous pouvons toujours extraire une nouvelle série convergeant 
uniformément, à l'intérieur du cercle (C), vers des fonctions (w), dont le 
nombre total des branches est égal à v. Lorsque une famille de fonctions 
possède cette propriété elle 's'appelle nonnale, d'après la définition de 
M. MONTEL, dans le domaine (C); par conséquent, il est démontré que la 
famille donnée (P) est normale. 

5. Considérons maintenant un domaine connexe D, dans lequel les 
fonctions de la famille (P) sont algébroïdes à v branches finies, ne contenant 
qu'un nombre fini de points critiques des fonctions de la fainille; soient c l ,  
c , ,  . .., c, ces points critiques situés à l'intérieur du domaine B. Supposons 
que dans le domaine D les fonctions de la famille ne prennent ni la valeur O 
ni la valeur 1 et traçons p. cercles rl , ï', , . . . , r, ayant comme centres respec- 
tivement les points c l ,  c , , .  . ., c,, situés à l'intérieur du domaine D, et ne se 
coupant pas mutuellement ; considérons aussi p autres cercles r', , I",, ..., r', 
concentriques et intérieurs respectivement aux cercles r , ,  r, , . . . , r,, et dési- 
gnons par A la partie connexe du  domaine D qui est extérieure aux cercles 
P l ,  r' 2 , . . . ,  Pl*; traçons enfin p. autres cercles E l ,  Kz ,..., I<, dont les circon- 
férences soient comprises respectivement entre les circonférences r, et r', , 
rz et r' 2,.,. , rp et rl , .  

Considérons maintenant une suite infinie quelconque : 

f l  @)7 f z  (4  7 . - . 7  f w  (4 7 . a 

(*) Ou la constante infinie. 
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8 Rémoundos: Sur les familles et les séries 

de fonctions de la famille; il s'agit de démontrer que l'on peut en extraire 
une autre suite infinie convergeant uniformément, daris tout domaine inté- 
rieur à D, vers v branches-limites. 

La famille (P) est normale dans le dotnaine A, puisque toutes les branches 
de ses fonctions sont holomorplies dans A et n'y prennent ni la vitleur O 
ni la valeur 1; si, donc, nous désignons par D, un domaine intérieur à D 
et par A,  la partie de Dl extérieure aux cercles K i ,  K,, ..., Tcp, il est pos- 
sible d'extraire de la suite (12) une nouvelle suite : 

convergeant dans A et uniformément dans le domaine A ,  vers v fonctions 
yi (z) ,  cp2 (x),. . ., p, (a )  holomorphes dans A ; la constante infinie peut remplacer 
certaines de ces fonctions-limites. 

Or, la famille (3) est, d'après le cas particulier du numéro précédent, 
aussi normale dans le cercle r ,  ; nous pouvons, donc, extraire de la série (14) 
une autre série : 

fbl (4, fb2 (2) 7 . . . 7 f im ( z )  , . . - (13) 

convergeant dans r, et uniformément dans le cercle K, (sur la circonférence 
aussi) vers des branches-limites qui coïncident avec les fonctions rg, (x), 
v2 ( x ) ,  ..., p. (4 ou la constante infinie, puisque les doniaines A et r, ont une 
partie commune: la couronne circulaire comprise entre les deux circonfé- 
rences r', et r', . 

La famille (P) étant aussi normale dans le cercle r,, d'après le numéro 
précédent, nous pouvons extraire de la suite (13) une nouvelle suite infinie: 

convergeant dans le cercle r, uniformément dans le cercle et sur la circon- 
férence Ii& vers des branches-limites qui coïncideront avec les y ,  (x), cp, (x),.. . , 
yv (z ) ,  puisque les domaines A et r, ont une partie commune: la couronne 
circulaire comprise entre les deux circonférences r ,  et r', . 

En continuant ainsi nous finirons par trouver une suite infinie des noni- 
bres entiers : 

4 i ,  Y ? , .  .., q,, ,... 
telle que la série : 

f4i (4 ,  f q ,  (4  , . . . fqn  (2) 7 . . . (W 
converge dans tous les domaines A, r , ,  r,,.. ., r, et uniformémeiit dans (et 
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de fonctions multiformes dans  un dontaine. 9 

sur la périphérie) les domaines A , ,  h', , K2, .  . ., 1Cp, dont l'ensemble compose 
le domaine Dl. Le nombre des branches limites est égal à v. 

?;ou$ voyons, donc, que la série (14), qui est extraite de la série ( l l j ,  
converge dans le doniaine D et uriiforméinent dans tout domaine Dl inté- 
rieur ik D vers v branches-litnites. Par conséquent, la famille donnée (F) est 
normale dans le domaine D. 

Remarque. Il est à peine utile de prouver que i'uniformité de la con- 
vergence de la série (14) dans chacun des domaines A , ,  KI, Ii,,..., K,, sé- 
parement entraîne l'uniformité dans le domaine total 

en effet, à chaque nombre positif E correspondent des noiiibres entiers Z,  n,, 
n ,,..., n, tels que l'inégalité : 

soit satisfaite (*) pour une au moiris branche de f,, (2) dans le domaine A, 
pour n )  Fi, dans le domaine I(, pour n> n, ,  dans le domaine 1 -  pour 
n > n, , et ainsi de suite,.. ., dans le domaine Ica pour n > n,. Si, donc, 
nous désignons par N un nombre entier supérieur à tous les entiers %, n,,  
n,,.,., no,  chacune des inégalités (15) sera satisfaite pour une au moins 
branche de f,, (s) pour n > N et pour tous les points du domaine total 
D, = hl +- K, +- K, + . . . + 21,; par conséquent, les y ,  (z), cp,  (2) , . . . , cpv ( 2 )  

seront des limites de convergence uniforme de la série (14) dans tout le do- 
maine Dl. 

6. Nous avons ainsi étal.di le tliéorèiiie suivaut: 
THÉOHÈME 1. &tant donnés ztn donaaim connexe qz~elconque D et des points 

quelconques Cl, C , ,  C,, . . . , C, (en  nombre fini) situés ic son intérieur, si  nous  
considérons toutes les fonctions f (2) qui  possèdent les trois propriétés suivantes : 

a') elles sont algébroïdes o1 un n o d w e  fixe v de branches fimies d a n s  le 
domaine D, 

F') elles ne prennent d a m  le domaine D ni la valeur O ni la valeur 1 ,  
y') elles n'admettent pas, à I'i~ztérieur d u  domait/e D, d'autres points 

critiques que les points c , ,  c,, c ,,..., c, [c'est-à-dire: les points c l ,  c,,  c ,:..., cp 

(*) Dans le cas où la constante infinie est une brauche-limite, il s'agit dr l'iiiégalitk : 
1 

1 f h ( 4  I >, . 

Annali di Illatemutica, Serie III, Toino XXIII. 
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1 O R é m o u n d o s :  Sur les familles et tes séries 

sont les s e u b  points d u  domaine D qui  puissent être singuliers pour les fonc- 
tions considérées]. 

Ces fonctions f (zj  forment une  famille normale;  c'est-à-dire : de  toute suite 
infinie de fonctions de la faiwilie nous  potwons extraire une  nouvelle s i d e  in- 
finie converyennt acnifornzémen,t da,ns tout domaine D,  intérieur & &. 

CHAPITRE Il .  

EXTENSION A U X  FONCTIONS MULTIFORMES 

D'UN T H ~ ~ O R ~ M E  DE MM. CAKATH~ODORY ET LANDAU. 

7. On sait que l'existence de valeurs exceptionnelles des fonctions d'une 
série, Iiolo~riorplles dans un domaine D, est un fait important pour la. con- 
vergence d e  la série dans ce domaine. MM. VITALI (*) et MONTEL ("*) sont 
les premiers qui ont utilisé les valeurs exceptionnelles dans In tliéorie de la 
convergence des séries de fonctions holoiliorplies. 

En utilisant d'une part le tliéorèii~e de M. CHOTTKV sur le module des 
fonctions l~oloniorphes et + de O et 1 dans un cercle et dYa.utre part le tliéo 
rèiiie de M. VITALI sur les &ries de fonctions holomorplies et bornées dans 
un doinaine, qui convergent en une infinité de points de ce domaine, MM. CA- 
K A T H ~ ~ O D O K P  et LANDAU ont récemment établi [Beitrdge xiw konvergenz von 
Pztnctioneufolgen. Sitzungsbericl~te dei. K6niglicli Preiissisclien Akadeinie der 
\Yissensclinfteri, XXVI, 191 11 le t l i éo rhe  suivant : 

So i f  : 

f i  (4, f 2  (4, G (a l  7 .  . ' 68 (2) 3 . . 

une  série de fonctions holo~norphes dans  un dowaine D et n ' y  prenant pas les 
valeurs O et 1 (ou  d e u s  v n l e ~ w s  quelcomp~es).  

(*) Sopm le serie di funzioni analitiche. Amali  di Mate~natica pura ed applicata, 3.& serie, 
t. X, 1904. 

(**) Suv les points irr4gulievs des series couciergeutes de fmctions analytiques (Comptes 
rendus de l'Acad6iriie des scieiices d e  Paris, t. CXLV, 1907, p. 910). Voir aussi C. SEVERTNI, 
Sulle successioni infinite di funzioui analiticl~e (Alti del TV Congrrsso i iiteriinzioiiale dei Ma- 
tmnntici, t. II ,  1909, p. 186). 
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Si cette série conuevge e n  urza iuzfinité de points situés dans  le domaine D 
[ayant  un a u  moins yo i ;~ t  limite intérieur ic Dl, elle converge dans tout le do- 
m a i n e ;  de plus, elle cowuerge ut.ziformé~fie~zt à l'intérieur d u  domaine D vers 
une  fonction holowzorphe d a n s  D. 

Nous allons étendre ce tliéorèiiie au cas plus géiiéral d'un domaine D, 
dans lequel les forictions de la série ne so~ i t  pas holoinorphes, contenant un 
nombre fini de points critiques des fonctions de la série. 

8. Soient un domaine D et des points quelconques c l ,  c,, c ,,..., c, in- 
térieurs au  domaine il et coiisidéroris une série : - 

de fonctions algébroïdes à v branches finies dans le domaine D et liolonior- 
phes dans le voisinage de tout poirit du domaine à l'exceptioii des points 
cl, c,,  c,,.. ., c, (qui peuvent être des points critiques de toutes les branches 
ou de certaines branches des fonctions de la série). 

Supposons que la série (16) converge en une infinité de points du do- 
maine D, ayant un au moins point de condensation à l'intérieur de D et 
appelons (E) l'ensemble de ces points du plan z. La fonction u = & ( 2 )  sera 
définie, dans le domaine D, par une équation de la forme : 

F,, (2, u) = uv + Al, ( x )  uY-I + A,, (2) u " - q t .  t A+i,, (2) t A v t  (z) = O (17) 

et, d'après notre définition de la convergence de séries de fonctions al@- 
broïdes, les v séries : 

convergent aussi aux points de l'ensemble ( E ) ;  en effet, si nous considé- 
rons un point x, de l'eiisemble (E), la série (16) converge, en a = z,, vers v 

limites i ,  1,. . . A* et, par coriséquent, les série:.; (18) convergent respective- 
ment vers les nombres: - (1, + i ,  +- . . - + A v )  (la première), L, ;, 1, (la deu- 
xième), - x h i l ,  A,  (la troisième) , . . . , (- 1)' XII,  . . . 3, (la dernière), où 
E l i  1:. . . l ,  désigne la somme des produits des nombres ;,, 1 ,,..., j ,  pris 
k à k. 
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Si les fonctions f, (O) de la série donnée (16) ne prennent, dans le do- 
maine D, ni la valeur zétso ni la valeur un, elles forment, d'après le théo- 
rème (l), une faniille iiorniale daiis Il et il en sera, visihleiiient, de même 
des fonctioiis des séries (18) qui sont Iioloiiioi~plles dails le domailie. 

Nous pouvoiis, tlonr, appliquer à res séries (18) un théorème général 
de M. P. M O N T E L  [Sur les familles de fotzctiom atzalytipues . . . Aimales de 
l'École noriiiale, XXIX, Noveiii., 1919, page 531 1, par lequel l'auteur a géné- 
ralisé les tliéoi,èmes de MM. VITALI, MONTEL (*), CARA'I'HÉODOHY et LANDAU 
sur la convergence des séries de foiictions liolo~norplies. 

Ce théorème de M. MONTEL a l'hoticé suivant: 
u Soit une suite infinie de fotictioils 

holoiiiorplies dans D et appartena.rit A une famille normale dans ce domaine : 
1 . O  Si la suite converge en une infinité de points intérieurs dans leur 

ensemble en D, elle converge dans tout le domaine; 
9.' Si la suite converge dans D, la convergence est uniforme dans 

l'intérieur de D. B 
L'application de ce théorèii~e nous conduit à la concl~~sion que, dans 

l'intérieur de D, les &ries (18) convergent uniforniénient vers des fonctions 
holomorphes daris D; si, donc, nous désignons par A,  (O), A, (2) , . . . , Av ( z )  

les foiic,tions-limites de ces séries, la série (26) converge vers la fonction 
izi = f (z )  définie par l'équation : 

PU'' + 3, (z) wv-1 + AL (a )  T U Y - ~  + - . - + ( 2 )  IU +- Ay (O) = 0. 

Cette fonctiori ru = f (z) est visiblement algébroïde à v branches finies 
dans le domaine D. Je dis maintenant que chacune de ses branches est une 
limite de convergence unifornze dans D de la série (16). 

Soit, en effet, w, une branche de la fonction w, z, un point (**) intérieur 
au  dotiiaine B et E 1111 nombre positif arbitrairement petit. Si l'inégalité : 

était satisfaite pour une infiuité de valeurs de n, il serait impossible d'extraire 

(*) Th6orènie aiit6rieur du tnêine auteur : Sur  les points irre'yuliers des séries convergentes 
de fonctions analytiques (Comptes rendus, t .  CXLV, 1907, p. 910). 

(**) Ce point z, dépend de n et varie, en gk~ieial, avec lui. 
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de toute suite infinie de fonctions f,, ( x )  une ilouvelle série convergeant uni- 
formément dans l'intérieur de I), ce qui est absurde, parce que les fonctions 
de la série (16) forment une famille iioriiiale. 

Le théorème de MM. CAKATHÉODORY et LANDAU est ainsi étendu à la 
série (16) et nous avons établi le théorème suivant: 

THÉOXAME II. Soi t :  

tme  série de fofictions alyébrozdes à v branches finies ( v  fixe) dans  un do- 
maine D, dans  lequel elles n'admettent comme points singuliers (points criti- 
ques) que certains points fixes c , ,  c,, c ,,..., c , ,  dont le nombre est fini, et szcp- 
posons que les forudions de la série ne  prennent dans  le domaine D ni la  va- 
leur O ni la valeur l .  

Si  cette série covzverye e n  une  infinité de p i &  d u  domaine D ayan t  un 
au. moins point limite dans  l'intérieur de D, elle converge d a m  tout le do- 
stzaine; de plus, elle converge uniformément, dans  l'intérieur de D, wers des 
fonctions algébro3de.s et finies dans  D (dont le nonbbre totaZ de branches est 
égal à v) .  

Je ne veux pas insister sur les généralisatiotis iinmédiates des théorè- 
mes 1 et II, que l'on peut obtenir en remplaçant les valeurs O et 1 par deux 
autres valeurs exceptionnelles. 

CHAPITRE III. 

GÉNÉHALISATION D'UN THÉOHÈME DE MM' SCHOTTKY-LANDAU. 

9. M. LANDAU y), généralisant un théorème bien connu de M. SCHOTTKY, 
a établi le théorème suivant: 

« La famille ( P )  de fonctions holomorphes dans le-cercle de centre ori- 
gine et de rayon R, ne prenant dans le cercle ni la valeur O ni la valeur 1 

(*) Voir : H. BOHR und E. LANDAU, Ueber dus Verhalteg~ von C (s) .und 5k (s) in der Nühe 
der Geraden a= 1 (Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissensehaften zu Gottiiigen, 1910, 
p. 309). 
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14 R é w o u t s d o s :  S u r  les familles et les séries 

et prenant à l'origine des valeurs a, telles que 1 a, 1 < a ,  jouit de la propriété 
R 

que, dans le cercle concentrique de rayon - le module de toutes les foac- 
B 

tions de la famille est inférieur à un nombre fixe M ( a ) .  » 

M. MONTEL (*) a établi un théorème plus général qui s'énonce comme 
il suit:  

La famille ( F )  de fonctioiis lioloinorphes dans un domaine D, ne pre- 
nant dans D ni la valeur O ni la valeur 1 et prenant en un point z, inté- 
rieur à D des valeurs bornées, est bornée en module dans tout domaine Dl 
inférieur A D. » 

C'est, d'ailleurs, une conséquence du fait que La famille sera normale. 
Nous établirons ici une généralisation du tliéorème ci-dessus énoncé de 

M. LANDAU concernant un cercle (C)  dans lequel les fonctions de la famille 
ne sont pas nécessairement holoinorphes, le centre pouvant être un point 
critique algébrique des fonctions. Nous pouvons, bien entendu, supposer 
toujours que le centre du cercle (C) soit l'origine. 

Soit une famille ( Ir ' )  de fonctions algébroïdes à v branches finies dans 
un cercle (C) de centre origine et de rayon R, dont le centre est le seul 
point qui puisse être point critique des fonctions de la famille; supposons 
que les v valeurs, que prend à l'origine chaque fonction de la famille, sont 
en module inférieures à un nombre fixe O. 

Considérons une fonction quelcorique f (8 )  de la fainille et désignons par 
S I ,  S,, .... S ,  les systèmes circulaires formés par les branches de f ( x )  autour 
de l'origine, contenant 1-espectivement v . ,~ , , . . . ,  v, branches, et soient: 

1 - LL - 
alo+all  zV1 + a I 2 z v 1  + . . . . . .  pour le système (8,) 

1 - YL - 
a,, + a,, sVrn + a,,,, zvm + . - , . . B (8,) 

les 'séries qui représentent, dans le cercle (C), les branches de cliacun des 

(*) MBmoire d6jà cité, page 516. 
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systèmes circulaires. Nous utiliserons ici la substitution O = zk [Voir : Clia- 
pitre 1, n. 41 par laquelle toutes les branches de f (z) deviennent des fonc- 
tions holomorphes de x; dans le cercle (Cl): 

représentées pai. des séries entières dont le premier terme est un des noin- 
bres a,,, a ,,,..., a,,,; soient rg, (x), y, (x), p, (x),.. ., y* (x) ces v fonctions ho- 
lomorphes dans le cercle (C,), qui en x = O prennent les valeurs a,, , a,,, .. . , 
a,, [certaines de ces fonctions peuvent avoir en x = O la. même valeur]. 

Si les fonctions de la famille ne prennent, dans le cercle (C), n i  la va- 
leur O ni la valeur 1, il en sera de même des fonctions <pl  (x), T~ (x), y3 (x), ..., 
?Y (x) dans le cercle (Cl); d'autre part, nous avons, par hypothèse, les iné- 
galités : 

la,o1<4 î a Q o l < b . . ,  la,>&3 

et, par conséquent, l'application du théorènie de M. LANDAU nous conduit 
hinédiatement à Ia conclusion que le module de toutes les 1)raiiches des 
fonctions 

1 
l x / <  

plan x.  
Dans 

de la famille donnée F est inférieur à JI (O)  dans le cercle : 
R 

: / R  / du plan x et, par cotiséquent, dans le cercle : 1 B 1 < . du 2 

les théorèmes de MM. SCHOTTKY et LANDAU on peut remplacer 
R le rayon - par ER,  où E désigne un nombre positif et plus petit que l'unité, 2 

et, alors, le nombre fixe M (8) est remplacé par un noiiibre fixe J f ( 4  E) dé, 
pendant aussi de E. NOUS pouvons, donc, faire la rnênie chose dans inon suejet 

R eii renlplaçant le rayon par E R, où O < r < 1. 

Nous avons ainsi établi le théorème suivant: 
~ ' H É O R ~ M E  111. So i t  ( F )  u n e  famille d e  fonctions algébroides a v branches 

finies dccns un cercle, don t  le centre est le seul point  critique, d e  r a y o n  R. Si 
n o u s  swpposons que  les fonctions de  l a  famille n e  prelznent, d a m  ce cercle, n i  
la va leur  O ni l a  va leur  1 et que  les v a l e u r s  d e  toutes ces fonctions au centre 
du. cercle soient e n  module  in fér ieures  à u w  nombre fixe a ,  le module  des  fonc- 
t ions  da ( P )  est, d a n s  le cercle concentrique de  r a y o n  9 R (O < 4 < l), i n f é -  
r i e u r  & un nombre fixe M ( a ,  Oj n e  dépendant  que  des  ci et O. 
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CHAPITRE IV, 

Singularités des fonctioris-limites d'une série convergente. 

une série de fonctions algébroïdes et  finies dans le voisinage d'un point; 
nous pouvons toujoui-s supposer que ce point soit l'origine z = O. Si ce poilit 
est régulier pour une infinité de termes de la série et  si la série est unifor- 
niément convergente dans le voisinage du point $ = O ,  nous savons que la 
fonction-limite est aussi holomorphe en z = 0. 

Supposons maintenant que le point x = O soit critique pour les termes 
de la série à partir d'un certain rang, la série étant toujours unifoririérr~ent 
convergente; on pourra, alors, extraire de la série (19) une autre : 

dont chaque terme possède u n  système (8) circulaire de v brauches, l'entier v 

Stant fixe, permutables autour de z = O. Nous nous proposons le probléiiie 
suivant : 

Le point z = O est-il aussi critiyue pour les fonctions-limites des branches 
de ce système circulaire? 

I - 
Moyennant la substitution a ' = x, les branches du système (8) devien- 

nent des fonctions holoniorphes de x dans Le voisinage de x = O  et il en 
sera de même des branches-limites. Comme les branches (S)  de y,, (2) résul- 
tent d'une fonction holoriîorplie o,, (x) en x = O ,  si nous y substituons les 

2 - 
diverses déterminations de x ", les v brandies-limites résulteront aussi de la 
même manière d'une fonction G (x) liolomorplie en x = O .  Soit: 

la série qui détermine dans le voisinage de ~r: -0 cette fonction G (a). Il est 
clair que, s'il existe dans cette série des exposants qui ne soient pas mul- 

tiples de v, la substitution x = a ' nous fournira certainement des branches- 
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limites singulières en z = 0 : oii obtiendra, en effet, des branches différentes 
qui se peimuteront autour de x = O. Il faut, donc, que tous les exp'osa,nts 

- 1 - 
de x dans la série (21) soient multiples de v pour que la substitution x = a ' 
daris (91) fournisse des fonctions holoinorpl-ies en z = O; il est clair que cela 

1 

suffit, puisque, alors, la substitution de toutes les déterminations de x ' nous 
donnera une seule série de MACLAUKIN. 

Il faut el il suffit que la série (21) se rélduise à la forme: 

les k,, k,, k,, ... étant des entiers positifs. pour que le point a =.O soit ri.- 
gulier des branches-limites. 

Si G (x) est de la forme (2!2), on a : dY) (O) = O, lorsque q n'est pas inul- 
tiple de v, et, par çonséqiient, d'après un théorème de M. MONTEL lSur les 
fawi l les  de  fonctions ana ly t iques  q u i  ccdmetten.t des va leurs  exceptionnelles d a n s  
un domaine ,  Annales de l'École normale, Novembre 1912, p. 4901, toute db- 
rivke de a,, (x), dont l'ordre n'est pas multiple de v, s'auiiullera, à partir d'un 
certain rang, dans le voisinage de x = O, et il en sera de même des hran- 
ches (8) de '9. (2). Inversenient, si les branches (8) de y,, (a) ont la propriété 
que, à partir d'un certain rang, leurs dérivées, dont l'ordre n'est pas mul- 
tiple de v, s'annullent dans le voisinage de a = O, il eu sera de même de G,, (x) 
et, par conséquent, d'après le théorème de M. MONTEL ci-dessus indiqué, toute 
dérivée de la fonction a (x) limite de 4, ( x ) ,  dont l'ordre n'est pas multiple 
de v ,  s'annullera pour x = O et les branches-limites des branches du système 
circulaire (8) seront holoinorphes dans le voisinage de z = O. Les coiisidé- 
rations précédentes nous montrent aussi que les branches-limites sont siinul- 
tanément holomorphes en z = 0, c'est-à-dire : si une branche-limite des bran- 
ches (S )  est holomorphe en a = O ,  il en est de inême de toutes les bran- 
ches-limites des branches (8). 

Nous avons ainsi établi le théorème suivant: 
THÉORÈME IV, S o i t ;  

u n e  série de  fonctions algébroides à v branches  finies et formant  sewl sy- 
stènze circulaire d a n s  le eo i s inage  d ' u n  point  2, (qzci esit un point crif iplte de 
toutes les branches de tous  les , termes d e  l a  série). Si cette série cowverye wni-  

i b 

Ammli d i  Matenzatica, Serie III, Tonio XXIII. 3 
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IS R é n z o ~ ~ n d o s :  Sur les fawilles et les séries 

formément dons u n  domaine renfernzant le point a,, la condition vkcessaire 
et suffisante pour que toutes les branches-limites soient holomorphes dans le 
voisinage de B = a, est la suivante : il faut et i l  suffit que toutes les branches 
des dérivées de y, (x ) ,  dont l'ordre n'est pas divisible par v ,  s'ann,ullent, ù 
partir d'un certain rang (à partir d'une valeur de n) ,  dans le voisinage du 
point a = 2,. De plus, lorsque une branche-limite est h.olomorphe en a = a,, i l  
en est de même de toutes les autres branches-limites. 

11. Considérons une série : 

de fonctions algébroïdes à p branches finies, dans le voisinage d'un point 
z = z, et convergeant uniformément à l'intérieur d'un cercle (C)  renfermant 
le point s,. Si nous remplaçons chaque terme de la série ('23) par une de 
ces branches, on en déduit une nouvelle série qui sera appelée branche de 
la série (83). Un système de p. 11,ranches sera appelé fondamental, s'il con- 
tient toutes les branches de chaque ternie de la série (23). 

D'après les définitions donriées au commencement de ce travail, la 
série (23) converge uniforniénient à l'intérieur du cercle (C), s'il existe un 
système fondamental de !J. branches de la série, convergeant uniforméin ent 
à l'intérieur de C. En général, la série (23) converge en un point z, du cercle C 
s'il existe un systètiie fondamental de branches convergeant en 2 = a , .  

Soit f (z) une hranche-limite de la série (23), c'est-à-dire la limite d'une 
branche : 

fl' (4, f 1 z  (4 f 1 3  (4 , - . . 7 f l ? ,  (a), - . * (94) 

de la série (23), qui converge uniforménient à l'intérieur de C. Désignons, 
en général, par nt, le nonibre des branches du système circulaire, auquel 
appartient f,, (x) dans le voisinage du point a = a,; ce nombre m, sera ap- 
pelé poids critique du terme f , ,  (z) dans le voisinage de z = a, . S'il existe 
une infinité (1) de termes de la série (44) ayant le même point critique m,, 
en appliquant à cette série (1) le tliéori.:me IV, nous obtenons la conclusion 
que, à partir d'un certain rang, toutes les dérivées de f,, (a), dont l'ordre 
n'est pas ~iiultiple de m, ,  doivent, à partir d'un certain rang, s'annuler dans 
le voisinage du point x = s, , pour que la branche-limite f (a) soit holomorphe 
dans le voisinage de z = z,, et cela suffit. 

Nous obtenons ainsi le théorènie suivant: 
THÉOR~ME V. « Soit : 

f l  (4, f 2  (4 ' . , f ? z  ( d  7 a (95) 
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u n e  série d e  for~ctions alyébrozdes à, :L branches finies d a n s  u n  domaine  D, 
convergeant uniforsîzéwie~zt à l 'intérieur d e  U ,  et soit x = a, un point in tér ieur  
a u  domaine  D et crit ique pour to~ns les termes (") d'une branch,e: 

de la  &rie (25). La condition thécessaire et suîfisante y o w  que la l imite de  l a  
série (96) soit holomorphe d a n s  le vois inage d e  z = z, est l a  s u i v a n t e :  Il faut 
et i l  s u f i t  qu'il existe, d a n s  le vois inage d u  point z,, des zéros de  toute dé- 
rivée de  f,,, (z), dont l'ordre n'est  p a s  divisible p a r  le poids  critique de  f , ,  (2) 

d a n s  le voisinage de  z,, et celn pour  tous les termes de la b,ranche (96 )  a par t i r  
d ' u n  certain  r a n g .  B 

Nous disons qu'une fonction ndinet des ztros dans le voisinage d'un 
point x,, lorsque elle en admet dans tout cercle arbitrairement petit de centre z,  . 
Par conséquent, la condition du théorème, que nous venons d'énoncer, s'ex- 
prime d'une façon très précise comme il suit: A chaque nombre p, arbitrai- 
rement petit, correspond un entier n, tel qu'il existe, à l'intérieur du cercIe 
de centre x, et de rayon p, des zéros, pour n )  î z , ,  de toutes les dérivées 
de fl. (a), dont l'ordre (de dérivation) n'est pas divisible par ie poids critique 
de f,, (z)  en x = 2,. 

Le théorème V peut s'énoncer aussi de la façou suivante: 
VI. « P o u r  que la serie (95) admette u n e  branche-limite holomorphe d a n s  

le uoisinage de  x = x, , i l  faut et i l  suff i t  que, à p a ~ t i r  d ' u n  certain rang ,  u n e  
a u  moins  branche de  f, (z) o u  bien soit holomorphe e n  z = z,  oz^ bien jouisse 
de En propriété suivante : Toute dérivée d e  cette branche f,, (x), dont l'ordre de  
dérivation n'est p a s  divisible p a r  le poids  critique d e  f, (a), adnzette des zéros 
d a n s  le uoisinage d u  p 0 i . d  x, . 

La condition est visiblement nécessaire, grâce au théorème V. Elle est 
aussi suffisante, parce que i'on aura une au moins branche: 

jouissant de la propriété des zéros des dérivées, dont l'ordre n'est pas divi- 
sible par le poids critique. Si cette série (97) est une branche du système 
fonda.rnenta1, nous sommes immédiatement ramenés au théorème V ;  si non, 
on pourra extraire de la série (27) une autre: 

(3 A partir d'un certain rang. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



20 Rémoundos: Sur les fmnilles et les séries 
-- 

faisant partie d'une hraticlie du  système fondanierital et, alors, cette série (28) 
converge unifor~iiéliient vers une brandie-limite de la séiie (!25), qui, en vertu 
du  théorènie V, sera ho lon i~rphe  dans le voisinage d u  point x = a , .  

Il faut même reimrquer que, d'après les raisonrienients précédents, 
lorsque la condition des tliéorènies V et VI est réalisée par une infinité de 
termes de la suite (95), cela suffit pour qu'une a u  nioins branche-limite soit 
lioloniorphe dans le voisinage de s = z, et, alors, tous les ternies de la 
série (95) satisferont, à partir d'un certain rang, à la mêine condition. 

D6rivlttioii des series de forictions algtibroïdes. 

utle série de fonctions algéhroïdes à v branches finies clans un domaine 1 )  
.... rie contenant que O. points critiques cl ,  c,, c,, c, fixes des fonctions de 

la série, et supposons qu'elle converge uniforinétrient dans D. 
Envisageons un point critique c e t  rappelons-nous (Chap. 1) que, si nous 

faisons la substitution 
b ( x )  = x 

1 - 
. . .  où b (s) désigne une branche déterminée de ( x  - c)" et k = 1 2 .  3 .  v la 

fonction f, (a) devient, pour toute valeur de l'indice n, une fonction cp,, (x) 
dont toutes les branches sont lioloniorplies dans le voisinage d e  x = O. Si 
nous désignons par ~p,, (x), y,, (x) ,..., cp,, (x) les branches de p, (x), les séries (*) 

.... (*) C'est-L-dire : il existe un système fondanieiital de branchec; de la série : ip, (x), p, (x), 
(x) ..... corivergeaot iiriiformément dans le domairie D et ce système sera composé par des 

séries de la forme (30). 
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de fonctions ~tmltiforw~es dans un domaine. '21 

convergent uniformément dans le domaine D vers des branches-limites Q>, (x), 
(x) ,. . . , a, (x) qui sont, d'après un théorème classique de WEIERSTRASS, ho- 

loinorphes dans le voisinage de x = O. On sait que la série des p',, (%) con- 
verge vers la dérivée of, (x), la série des y',, (x) converge vers la dérivée or, (x) 
et ainsi de suite . . . la série des y', (x) converge vers la dérivée a', (x) dans 
le voisinage de x = O [c'est-à-dire : dans un cercle assez petit entourant le 
point x = O] dans lequel les fonctions des séries (30) sont holomorphes. En 
général, les séries : 

formées par les dérivées d'ordre quelconque q convergent, dans le voisinage 
de x = O, respectivement vers les fonctions-liinites (x), Q>P (x) , . . . , a:) (x). 

Or, nous avons : 

f ', (4 = Y'+, (4 b' (4 
ou bien : 

( Z  - C) f n  (2, = (2 - C) 6' (2) TL (x) 

et, comme la série des F', (x) converge, dans le voisinage de x = O, vers les 
forlctions limites : @', (x), a', (x) , ... , a>', (x), la série des (z - c) f',, (z) converge, 
dans le voisinage du point e = c, vers les fonctions-limites: 

(z - c )  6' (2) ' (x), (Z - C )  6' (2) a', (x) , . . . , (x - c)  b' (5) cp', (x). (352) 

D'autre part, les branches-limites de la série donnée (29) sont visible- 
ment les 

FI (a) =-QI [b (z)], F, ( 2 )  = CD, [b (x)] , . . . , FV (2) = 4, [b (x)] 

et, par conséquent. les fonctions-liiiiites (32) sont égaux à ; 

Nous avons aussi: 
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22 Rémoundos: Sur les fccwilles et les séries 

ou bien : 

( Z  - c)' f ",, (x) = (X - c)' [b' (z)]' cp", (x) + (O - c)' b" (3) y', (LE). (33) 

Nous avons multiplié les deux membres par ( z  - c)>arce que les fonc- 
tions : 

sont s-îirement finies dans le voisinage du poitit x = c. 
Coinme la série des y',, (x) converge vers les a', (x), a', (x) ,..., Q>', (x) dans 

le voisinage de x = O et la série des cp",, (x) converge vers les cp", (x), a", (x), ..., 
a", (x), la formule (33) montre que la série des fonctions (x- c)"", (a) con- 
verge, dans le voisinage du point z = c, vers les branches-limites: 

(z - G)' [b' (z)I2 aA1 (LV) + (2 - c)' b" (z) of, (LE) = (z - c)' Filt (z) 

(a - c)' [b' (z)]' @", (x) + ( z  - c)' b" (z) +', (x;) = (z - c ) ~  El", (2 )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

parce que les facteurs wiuinuns (X - c)' [b' (z)]%t (z - c)"" (z) sont finis dans 
le voisinage du point z = c. 

De la même façon nous dérnontrbns, en général, que la série: 

où l'ordre q des dérivées est quelconque, converge, dans le voisinage de 
a =  c [dans un cercle entourant le point z = c et ne renfermant aucun autre 
point critique] vers les branches-limites : 

(z - c ) ~  F v  (z), (2 - c )  F X )  . , (z - c ) ~  FY) (x). (34) 

On sait, d'ailleurs, que cela est vrai, d'après un théorème classique, pour 
tout doMaine A intérieur à D et ne renfermznt aucun des points critiques 
cl, c,, ..., c,, puisque les fonctions de la série donnée (89) seront holomor- 
phes dans A. 

... 13. Si nous posons : (z - c,) (z -c,) (z - c,) = P (z), la série : 
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converge, d'après le numéro précédent, vers les branches-limites : 

[P (2)14 31 (z) ,  [P (x)]' F l  (2) , . . . , [P (x}]' F$' ( 8 )  (36) 

dans le voisinage de tous les points critiques c l ,  c, ,  c,,. . ., c, et dans tout 
domaine A intérieur à D et ne renfermant aucun point singulier. Il en ré- 
sulte immédiatement que la série (35) converge, pour toute valeur de l'en- 
tier q,  dans tout domaine D, intérieur à D vers les branches-limites (36). 

NOUS savons que les fonctions-limites Fi (a ) ,  F2 (x ) , .  . . , Fv (2) sont aussi 
algébroïdes dans le domaine D [Voir le théorème XVII de mon Mémoire : 
Sur les fawtilles d e  fonctions mul t i formes  admet tan t  des  va leurs  exceptionnelles 
d a n s  un domaine .  Acta Mathematica, 37, 19141; on le voit d'ailleurs facile- 
ment (*); il en sera, donc, de même des dérivées de tout ordre des fonctions- 
liniites. 

Nous avons établi le théorème suivant: 
THÉORÈME VII. S o i t  : 

u n e  série d e  fonctions algébrozdes à v branches finies d a n s  un d o m a i n e  D, d a n s  
lequel i l  n 'ex is te  que  p po in t s  crit iques c l ,  c,, c,, ..., c, des   fonction.^ de l a  
série (l 'entier p. étant  quelconque), et posons : 

P ( x )  = ( 8 -  c,) ( a -  c,) ( 8 - c , ) .  . . (2  - c!). 

Si la série (37) converge zcniforrnément dans le d o m a i n e  D vers  les bran-  
ches-limites : 

F,  (a), K (2)  + . . . , Fm (4 
l a  série : 

P ( x ) f ' & ) ,  p ( z ) f ' 2 ( ' ) 7 . * - ,  w9f'*W,... 

converge, & l 'intériewr d u  domaine  D, vers  les branches-limites: 

(*) Parce que, grâce à la convergence uniforme, les fonctions de  la  série (29) forment 
une famille bornée en module [Voir aussi le théorème VI1 de mon Mémoire des Acta Ma- 
thematiccc ci-dessus cité]. 
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24 R é m o u n d o s :  Sur les fawdles et les séries, etc. 

converge, à l'intérieur de D, vers les branches-limites: 

et, en général, la  série : 

où l'ordre q des dérivées est quelconque, converge, c i  l'intérieur de D, vers les 
branches-limites ; j, 

Il faut faire la remarque que les facteurs co~niiiuils P (a), [P (z ) ]~ ,  ..., 
P(z)lq,  ... lie soiit utilisés ici que pour éviter les valeurs infinies des deri- 

vées dans le doniaine D, dont l'existence empêcherait la considération de la 
convergence des séries des dérivées. C'est pour cela que le théorème ci-dessus 
érioticé est précisetnent l'extension fidèle aux séries de fonctions algébroïdes 
dans un doinairie du théorème classique concernant la dérivation des séries 
de fonctions l~olonlorphes dans un doniairie, dans lequel elles convergent 
uniforiiiément. 

Athènes, le 81 Mars 1914. 
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Einige Anwendungen der Impulssatze (*). 

(Von V .  VÂ~covrcr,  i n  Iccssy [Kwlniinien].) 

--- 

D i e  inatliernatisclie Soliwierigkeit der von der Praxis aufgesteiiten liy- 
clrodynainischen Probleinen haben die Hydraulikem veranlasst, Hypotheseri 
und Satze anzuwenden, welche den Tlieoretikern mit Unrecht iiîeist unbe- 
kannt geblieben sincl. Es gibt fast kein theoretisclies Bucli der Hydrodynaniik, 
welches sich mit den Impulss~tzen bescliaftigt, obgleich dieselben inanchnial 
sehr gute Dienste leisten konnteii. lm  Folgentleil will ich eine allge~iieine und 
einfaclie Forni dieser Impulssatze angeben und einige ihrer wiclitigsten An- 
wendurigen zeigen. 

1. Iinpuls nennt man den Vektor rno, weim nt die Masse und o den 
Geschwindigkeitsvektor eiues materiellen Punktes bedeutet. Hat man statt 
eines Punktes mit einein ganzen Punkthaufen zu tun, so lleisst Impuls des 
Systeins der Vektor Lw D, wobei die Suinme auf saintliche Punkte des Sy- 
ste~îîs ausgedehnt kt. Aus den Newtonschen Bewegimgsgleieliuiig:.en erliült 
man den sogenannten Schwerpunktsatz, den wir folgendeimasseii ausdrü- 
cken wolleri : 

Die zeitliche ~nderuîhg des Impzclses eines den &usseren l k ï f t e ~ z  

3 f k ( k = 1 ,  S ,..., n) 

unterworfenevz Punktsystewzs ist gleich der Resultierenden dieser ausserett 
Krafte : 

O bedeutet dabei clen Gesamtimpuls des Systenis. Wolllgenierkt, diese 
Gleichung ist eine vektorielle, die inan in drei Skalargleicllungei~ zerlegen 
kann. 

(*) Ein Teil der vorliegenden Arbeit ist in gedrangter Form iu  den Pariser comptes 
Bendus (t. 157, p. 1131 und t, 158, p. 169) erschienen, 
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28 Vâ l co  v i c i :  Eircige Anvvendunyeiz der impulssatze .  

Andere drei Gleichungeri beko~nmt nian mit dem Flachensatz : 
Die seitliche ~ n c l e r u n y  des  A I o m e ~ ~ t e s  des Gesarnt i+~y)ulses  eines solchen 

Punk t sgs tems  i n  bezuy auf @inen festen Punkt i s t  gleich d e m  Gesarntmomede 
aller Ciusseren K r ü f t e  Si, in besug a u f  denselben festen Pu?.zkt, oder analytiscli 
ausgedrückt : 

die Sunitne auf der linken Seite IJeziel~t sich auf saiiitliche Punkte des Sy- 
steriis, r bezw. r, bedeutet den Vektor, der von dem betrachteten festen 

C c'  
Pig. 1. 

Pii,nkte zu eiiiein Punkte bezw. zu 'dem Punkte k des Systenis tuhrt, und 
das Zeichen x deutet auf eine vektorielle Multiplikation hin. 

Wir wollen uriser Augenni erk auf die Gleichuug (1) richteil, wovori wir 
einige Anwendurigen zeiçen werderi. 

02;. Eiiie der bekaniitesten Aiiweiiduiigei~ des Satzes (1) ist wohl das 
D'Aleiiibertsche Paradoxou; dasselbe will ich im Falle der sich in einem 
zylindrisclien Kanal bewegeiideii Flüssigkeit beweisen. Der Satz ist auf diese 
Weise eiiierseits allgerneitier, und anderseits wird er eiofacher hewiesen, 
indein inan über das Verlialtm des Potentials iin Unendlichen niclits zu 
wissen braucll t. 

Ili eineiii zylindrisc'rien Kanal A B C B (Fig. l), dessen konstanter, zu den 
Erzeugenden senkrecht steherider Querschnitt gleicll Ii' ist, bewegt sich sta- 
tioiiar eine reibungslose inkoinprensible Fliissigkeit mit der Dichte 1 urn 
einen festen Korper K; die Bewegung ist durch die konstante Gesclîwindig- 
keit V iin Utiendlichen charakterisiert. Wir wollen iîur die Komponente in 
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der Bewegungsrichtung von deln Triyel (1) betracliten und zunachst die zeit- 
liche ~ n d e r u r i ~  der in dieser Richtung vortiandenen Impulskomponente im 
Gebiete A B  CD erniitteln, wobei wir uns die Entfernungeii der Querschnitte 
A B  und CyD von dern Korper I< sehr gross im Vergleich zu dei] Querdi- 
mensionen des Kanals denken wollen. Nacli Ablauf einer Sekunde ist der 
Querschnitt A B in die neue Lage A'B' und C D  in C'D' gekommen. Die 
Flüssigkeitsriiasse A B  B'A', welche bis auf sehr kleiiie Grosseii gleich P .  V 
ist, zahlt nicht metir. zu dein betrachtet.en Gebiete, und also der Gesaintim- 
puls kt.  uni 

P. v. V = P .  V' 

kleiner geworden ; dagegeri ist die Flüssigkeitsiiîasse CD D' C' liinzugekon~ri~en 
und hat den Gesamtiinpuls uni F. Vvergrosser t .  Die Iiiipulsmenge der 
Flüssigkeitsmasse A' B' C D  ist unver&ndert geblieben, da die Bewegnng sta- 
tionar angenomnien worden ist. Die zeitliclie ~ n d e r u n g  des Gesamtimpulses 
dieses Punktsysteins ist also gleich Null. 

Die aussereri Krzfte bestehen aus den Druckkrafteii, welche auf .die Man- 
telflache und Deckel des Flüssigkeitszyliiiders A B C D  und auf die Berüh- 
rungsflache des Korpers R mit der Flüssigkeit ausgeübt werden. Die auf die 
beideii Deckel A B und C D  wirkenderi Druckkrafte heben sic11 gegenseitig 
auf, da der Druck p infolge der Bernoullischen Gleic1hung in A B  und C D  
bis auf vernachlassigbare Grossen denselbeii Wert hat; die auf die Mantel- 
flache wirkenden Diwckkrafte liefern keineri Beitrag zu den Komponenten in 
der Bewegungsrichtung, da der Druck senkrecht auf dieser Richtung stelit; 
eiidlich ist die Kraft, die die Flüssigkeit von Seiten des Korpers K erleidet, 
gleich - W, wenn W den Widerstand des Korpers K bedeutet. 

Die Koinponente der Gleicliung (1) in der Bewegungsrichtung wird in- 
folgedessen folgenderinassen lauten : 

und soinit ist dei. Beweis des D'Alembertschen Paradoxons für den betrach 
teten Zylinder und ülso als Sonderfall für die nach allen Richtungen unend- 
lich ausgedehnten Flüssigkeit geleistet (*). lch will noch die Bernerkung hin- 

(*) Diese Verallgemeinerung des D'Alernbertscheri Paradoxons wurde auch von Herrn 
Prof. U. CISOTTI (Sul moto di un solido in un ca%ale, Rend. Palermo, 1909, 8.O sem.) mittels 
des Greenschen Satzes gegeben. 
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(*) Vgl. G. FUHHMANN, Theovetische zcnd eqeriwentel le  U~rtevswchunge~c aw Bal2o~~~nocle~Een. 
Dissertation G6ttiiigei1, 191% 

zufügen, dass die Arinahnie eiiier kon~pressibler oder einer schwereri Flüssig- 
keit keitle Anderung dieses Resultates liervorrufen wiii.de, wenn die Schwer- 
kraft senkrecht zu der Bewegungsriclitung stelien würde. 

3. Es ist ohrie weiteres klar, dass die Iliipulsiinderuiig der betrachteten 
flüssigeri Masse iii eiiier senkreclit zur Bewegurig steliendeii Richtung gleich 
Nul1 ist; hat etwa der Kaml die Forni eines rechteckigen Priscilas, so niuss 
also die Differenz der heiden Reaktionen zweier gegeiiüberliegeriden Wande 
gegen die Flüssigkeit gleich der von der Flüssigkeit lier auf den Korper K 
ausgeübten Kraft sei~i.  1 ) a i . a ~ ~  kann man die bekaiiiite Tatsache scliliessen, 
dass  eine yleichfornzig fclllende I h g e l  langs einer W a u d  von dieser arzgezoyen 

rvird; i n  der Tat nelinien wir an, 
A D 

dass drei von den vier Wanden des 
1 

I I>etracliteteii Prismas selir weit ent- 
4 i t;, -- 

I 

\G fernt von deni Korper K (einer Kugel 
in dieseni Falle) seien ; dann wird der 

6 hydrodynatiliscl-ie Druck auf diesen 

k Wancleii uiigefahr derselbe sein wie 
itn Unendlichen. Auf der sich icn 

B 
Fig. $3. Endlicheii befindlicheii Wand fliesst 

aber die verclrangte Flüssigkeits 
masse schiieller als iiii Unendliclieii, so class der darauf wirkende Druck der 
Bernoullischen Gleichuilg geinass kleiiier als iiii Uneridliclien ist; die ganze 
Reaktion dieser Wand gegen die Flüssigkeit (eiii Druckiiltegral über die Wand) 
ist also kleiner als die der gegeiiüberliegenderi Wand; die Differenz beider k t  
gegen die sich in der Nahe der Kugel befindliclieri Wand gericlitet. W. z. b. W. 

4. Etwas anders liegen die Verhaltnisse heim Halhkorper, einer Hache, 
welche sich in einer Richtung asyiiiptotisch zu einem Zylinder ins Unendliche 
erstreckt (*) ; hier erlialt inan einen von Ku11 verschiedenen Widerstand, wenn 
sich der Halbkorper in einein Zylinder wie oben befindet (Fig. DL), wo eine 
wirbellose stationare Bewegung einer idealen inkonipressiblen Flüssigkeit 
mit den konstanten Geschwindigkeiten V, und V, inî Unendlichen (-Cra > VI) 
stattfindet. 

Es sei nanilich P, der konstante Querschnitt des Zylinders, f der asymp- 
totische Querschnitt des Halbkorpers. Wir betrachten die in dem Gebiete 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tic t c O vi c i : Zinige An,wendungen der Imputss&tzè. 3 1 

A  B C E  F G D enthaltene Flüssigkeit und wenden darauf die Bewegungskom- 
ponente der Gleichung (1) a n ;  dabei sollen die Abstande der Querschnitte 
A B  und C D  von dem Vorderende des Halbkorpers iin Vergleich zu den 
Querdimensionen des Kanals sehr gross sein. Durch eine ahnliche Überle- 
gunp wie im vorigen Paragraphen findet man, dass die zeitliche ~ n d e r u n ~  
des Impulses dieser Flüssigkeitsmasse gleich : 

ist, wenn FI - f gleich F2 gesetzt worden kt.  
Die ausseren Krafte, welche hier in Betracht kommen, sind: der auf 

den vorderen Deckel A B  ausgeübte Druck F i p l ,  der auf den hiilteren 
wirkende - ' F ~ ~ ,  und der von Seiten des Halbkikpers ausgeübte Druck 
- ( W  + p, f )  (*), wobei g, , p, den Druck in A B bezw. C D  bedeuten. 

Man hat also für die gesuchte Gleichung: 

Benutzt man  die Kontinuitatsgleichung : 

und die Bernoullische Gleichung : 

so erhalt inan aus ( 2 ) :  

oder, wenn die Dichte der Flüssigkeit anstatt 1 gleich p gewesen ware : 

Man erhalt also in diesenl Falle einen poüitivea Widerstand, welcher auf 
den Hauptspannt f und die Geschwindigkeit V, bezogen den diiiiensionslosen 

(") Die Summe der Kompoiieiiten in der Bewegungsrichtung aller vori der Flüssigkeit 
her auf den Halbkorper ausgeübten Brucke übersteigt namlich den Widerstand W um den 
Retrag des auf f iin Unendlichen herrschenden Druckes f .  p, . 
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Faktor 

1 
$2 = 

liefert (*). 
Hierzu passt wiederum die Beimerkung, dass die senkrecht zu der Be- 

wegungsrichtung wirkende Schwerkraft keinen Beitrag zu diesem Widerstande 
hinzubsingen würde. 

Für der, Fall, dass FI unendlich gsoss wird, f aber endlich bleiht, wird 
sowohl $, als a.uch $ 2  also IV auch gleich Null; dabei braucht der Karial gnr 

Pig. 3. 

iiicht nach alleii Richtungen hin ins Uiiendliche zu tficken. F'ür den speziellen 
Fall, dass der Halbkorper von einer gewissen Rotationsflache begreozt wird, 
und das der Kaiial vollko~nnien verschwiiidet, hat Herr G. Fuhrinann (**) 
sowohl auf graphischem Wege als auch rechnerisçh tliese Tatsache bestatigt. 

Mann km; n ohne jeglkhe Sch wierigkeit rliese Foriil elil und Resultate auf 
die zweidimensionale Bervegu~ig übertragen; sodann werden F, , Pz, f die 
entspreclietiden Querschtiitte hedeuten, welclie in dei. Richtur~g der dritten 
Dimension durcli zwei parallele Ebenen begreiizt siud. 

5. Eine andere brauchbare Anweiidung fiiitle~i die Iriipulssiitze in der 
diskontinuiei~lichen stationaren Bewegung. -4us einem in einer Richtung - 
in des negativen x-Richtung z. B. (Fig. 3) - uneiidlicli ausgedehnten Kanale 

(*) Betreffs der Bezeichniing S .  L. PRANDTL, Bemsrkungeri über Dimewiotmb urid Luft- 
widerstandsformek (Zeitschrift für Fliigtechnik und Motorluftsehiffahrt, 1910). 

(**) a. a. O.,  S. 9-11. 
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A B C D  kom~nt  ein Belriiholtzscher Strahl heraixs und trifft eine Schale S 
iiiit scharfen Ratidern, so dass sich liinter der Schale ein Totwasser bildet. 

Ich begrenze eine Flüssigkeitsinenge durch den zu Ox in grosser Ent- 
fernung von der Schale senkrecht stehenden Querschnitt A B  im Kailal, durch 
eitie weit hinter der Schale zu samtliclien Stroiiliihien noriilal stehende Flache 
E G HIl durch die Mantelflache A B C D  des Kanals, durcll die doppelte 
Mantelflache des gebohrten Strahles C E  H S ,  S,  1 G D und durch die Scliale S 
selbst; dieses einfach zusariiiiieiiliangende Gebiet lieisse d. Es sei V I ,  p ,  die 
Geschwiridigkeit bezw. der Druck der Flüssigkeit iii-i Kalial sehr weit entfer~it 
in der negativen x-Richtuiig und V,, p, die Geschwiiidigkeit bezw. der Druck 
auf den freien Grei~zeri also auch in alleii Puiikteii iiiit unendlicli grossen 
und positiven Abscissen; es sei ferlier FI der Fladieninhalt des norriialeii 
Querschnitts des Kanals utid 3, derjenige der Ringflache E G 1 H. Besitzt die 
Flüssigkeit die kotistante Uichte 1, so ist die sekundliche Zunahi-ne des Ge- 
saintirnpulses in der x-Riclitung der sich in diesetri Gebiete hefiiidlicheii 
Flüssigkeit gleich 

-3, V i t  F2 VVg cos$. 

cos O ist an Stelle des Mittelwertes 

gesetzt worden, wobei H den Winkel, den die x-Achse mit einer asÿin~otischen 
Richtung des Strahles einschliesst, und d F, das Flachenelemeiit in der l~e -  
trachteten Ringflache hedeutet; das Integral erstreckt sich iiber die game 
Flache P2. 

Um die aussereii, auf die Flüssigkeitsniiisse wirkeiideti Krafte beyuem 
zu erinittelii, wolleti wir uns denken, dass eine gleichmassig verteilte Spaw 
nung an der Grenze des hetrachteten Gebietes 6, also eitie auf der Grenz- 
oberflache dieses Gebietes senkrecht stehende, von iniieii nach aussen gericli- 
tete Oberflaclienkraft voni Betrage y, pro FJ%Aieneinheit hirizukoniiiit; die 
Einführung derselben brhigt ~iaiiilich kriiie Veiaiideiuny der Gleichung (1) 
mit. Nun sieht nian uiimittelbar ein, dass die eiiizigeii vol1 Nul1 verschiedenen 
x-Koinponenten der ausseren T<r%t'te eitie Resultierende gleich 

gebeii, wenii W deil gegeti die Schale S bewirkteli hydrodyiiaiiiiscliei~ Wider- 
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3 4 Vhlcovic i :  Einige Anwendungen der Imp.ulssbtze. 

stand bedeutet; denn die Mantelflache A B  C D  des Kanals erfahrt einen zu 
der x-Achse senkrecht stehenden Druck und auf der freien Grenze herrscht ja 
der Druck p,, welcher sich gegen die fingierte Spannung p, aufhebt. 

M m  liat also für die x-Komponeiite der Gleichuiîg (1) : 

kraft der Kontinuitatsgleichung 

und der Bernoullisclieli Gleichung 

kanu rriaii die Eeziehung (9) folgeiicleri~iasse~~ uiiiges talteti : 

worrtus man beziiglich der Widerstandsfliirhe f der Schale die diiiieiisions- 
losen Widerstandsfaktoren 

erhalt, jenachdein man den Widerstarid auf die Geschwindigkeit VI oder V, 
bezieht. 

1st der Kana1 in beiden x-Richtungen unendlich ausgedehrit (Fig. 4), so 
liat inan iri diesein spezielleiï Falle 

und also : 
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wenn f ,  die asymptotische Breile des Totwassers ist. Die entsprechenden di- 
mensionsloseri Widerstandsfaktoreri sind : 

auf die Gcschwiiidigkeit vor der Schale und 

auf die Gescbwindigkeit hinter der Schale bezogen. +, ist iia.ch (3)' und (4)' 
sowohl im Falle des ausstromenden 

Kanals gezogenen Querschnitt in der allgemeineri dreidimensionalen Bewe- 
gung dar; die Schale ist durch eine zu den Zylindererzeugenden senkrecht 

Strahles als auch im Kanal grosser Y 
als +,, welches durch (3)" bezw. (4)" I 

gegeben wird. 
Diese Bomerkung hat eine be- 10 

soiidere Bedeutung, was die prak- 
tischen Widerstandsmessungen be- 
trifft ; dieselben werden entweder Fig. 4. 

in einem solchen ausstr61nenden 
Strahle (wie z. B. in der Eiffelschen Versuchsaiistalt in Paris) oder aber in 
einem Kanal (wie in der Prandtlschen Versuchsanstalt in Gottingen) ausge- 
führt, und die auf diese Weise ermittelten Zahlen werden annalierrid für den 
Fa11 der nach allen Richtungen hin unendlich ausgedehnten Flüssigkeit als 
gültig angesehen. Die kleinsten Abweichungen bekoiuint nian dabei, wenn 
man den Widerstand auf die Geschwindigkeit hinter der Schale bezieht; diese 
Tatsnche ist für die zweidilnensionale Bewegungeii theoretisch bewiesen 
tvorden (*). 

Dass der dimensiorislose Faktor grosser bei den Kanalversuchen als in 
der nach allen Kichtungen unendlich ausgedèhnten Flüssigkeit ausfallt, wenn 
der Widerstand auf die Geschwindigkeit vor der Schale hezogen wird, kann 
man sich allgemein folgendermassen plausible machen. (Fig. 6 stellt einen 
durch den Staupunkt A und durch eine Erzeugende der Mantelfl2clle des 
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stelieiide Platte ersetz t worden, was füi. (las E'olgende vollkoiiiiiîen belanglos 
bleibt). Wivd die Breite des Kniials vei.giiisseit, der Druck und die Geschwin- 
digkeit in D - deni geiiieinsaiiieil Purikte der Erzeugendeii des Zyliriders 
iiii Uiieiidliclieii - festgelialtei~, so niniint die Geschwiridigkeit a u f  der freien 
Grenze ab, und also (lei. Staudiwck p, wird gi*iisser. Der 1)i.uc.k p auf der 
vordereii Seite der Platte iliiiitiit seiiieii gr6ssteii Wert y,,,. ini Staupunkte 
i-I üii und iiiliinit allmal~licli ab, bis er a111 Raiicle gleich p, w i d  p,,,,. bleibt 
aber wegen der Beriioullisclieii Gleicliuiig I~ei (lei. Ki.weiteiviig des Karials 
iitivei.iiiitJei.t, so dass (jas Tntegixl : 

welches del1 Widerntaud tlarstellt, ottfeii bar ulminiiii t, wenii y, grosser wird. 
liholicli kaiin iiian es füi den aussti6ineildeii Strahl zeigen; die Wider- 

stadsfnktore~b werdett also sorvohl 
Y i n  der Eiffelschen n2s auch in der 

. Prnndtlschm Verszcchsanstalt gros- 
Bi ser nls i n  Iliirklickkeit, wenn die 

W,iderstandsn&essu~tge~? auf die Ge- 
I) sch~ui~zdiykeit vou der Platte bezo- 

X 
geu werden. 

8 2  
Man beziellt sie rilwi. in den 

Pig. R. heitleii Versuclisanstalteli auf die 
Gescli wiiidigkeit, welche in einiger 

Etitferiluiig hiiiter der Plntte cl. 11. tlieoretisch auf der fi-eien Grenze herrscht. 
\Vie sicli diesel. auf diese Weise er~iiittelte Witlerstandsfaktor verlGilt im 
Verglrirli zu deiiijenigeii, den nian iiii Falle (lei. Abweseiilleit cles Kanak 
erhalt, kariil niaii iiiclit iiielir so eiiifach wie ohen einselieii. 

Fiir clip zweidiiîieiisioii~il Beweçiing ist dei Fehler, den iiinii  begelit, 
weiiii iiian die Widerstaiitlsrriess111ige11 auf die Geschwiiidigkeit von der Platte 

bezielit, positiv und von dei. ersteii Ord~lung in wenn D die Breite 

des Katlals uiid d die der Platte bedeutet, d. 11. der geniesseiie Widerstands- 
faktor ini Kanal oder in eitiern a us eiuer Düse ausstrome~ideii Strahle über- 
trifft denje~iigen, den nian in eiiieiii nacli alleu Kichtungen unendlich aus- 
gedeliilteii Fliissiçkeit iiiesseii würde, uni eine Grosse, welche proportional 

zu \ii zu Sul1 gellt, Bezielit niau dagegeii del1 Widerstarid auf die Ge- 
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schwindigkeit hi~îter dei. Platte, so erlîalt iiiaii i i i i  Kaiial eiiien positiven Fehler 
d 

von der Gr6sseiiordiiuiig und iiii vollkoiiiineir freien Strahle (wo der 
D 

Karial also verscliwiîntleii ist), eiiien ncgntiveri Fel~ler voii dersell~eii Grossen- 
ordnuiig; der Felder, dei1 irinii begelit, wetiil iiian die fi~idei~standsi~iessu~igeii 
in eineni iiur nadi eiiier Ricl~tung uiieirdlicli ausgedehiiteil Kannle ~ollfülirt, 
liegt zwisclieil dieseii lwitlen extr.e~iieii Falleii (*). 

Die Foni~elii (3) und (4) bezw. (3)', (3)', (4)', (4)" gelteri aucli für die 
zweidiiiierisioiiale Str6miiiig. Formel (4) ist von Hem1 U. Cisotti (*") und 
von Kerr11 H. Villnt (**") mittelst des Gi.eerischcii Satzes bei der zweidiiiien- 
siorialeii Beweguiig gefundeii worcleii. 

6. Als letzte Anwenclung deim liiipulssatze will icli die Aiitwort auf eine 
aktuelle Iiytlrodyiiaiiiisclie Fiage geheii. Es haiiclelt sic11 uni die stationare 
zweidiinensioiiale Bewegung eiiiei. idealen, ii~koii~pressiIAen, iiri Uiiendlictieii 
eine litiear veriinderliche Geschwiiîdigkeit besitzenden Flüssigkeit uiri einen 
festeii Korper. Diese Stroinung leiikte rieuerdiiigs auf sich eine besondere 
Aufiiierksaii~keit durch die Verinutung, dass eine solclie Stroinung gewisse 
mit deni Energiepriiizip arischeineiid in Widersprucll steliende Erscheinungen 
- wie der Vortrieb d. h. die Bewegung gegen den Wiiid oliiie Arbeitsaufwand 
- zu erklaren rermag. Herr v. Sanden hat diese Str6iilung um einem flü- 
gelforiuigen K6rper rnittelst der Rungesclieii grapliischen Methode studiert 
und die dabei auftretenden Widerstandskrafte zu erri~ittelu versucht 
Seine Resultate, was den Widerstarid - die auf den Korper in der Richtuiig 
der Stroniurig ausgeübte Kraft - anbelangt, sind riicht richtig; wir werden 
ganz allgemein zeigen, dass der Widerstand gleich Nul1 kt .  

Es hatidelt sicli iim die zweidinieiîsionale Stromung einer idealen in- 
kompressiblen Flüssigkeit iii einem unendlicli ausgedehnten mit ebenen 
paralleleil Wanden 
(Fig. 6); es seien: 

versehenen Kanal A B  C D  uin einen festeli Kàrper K 

y = b ,  t J = - b  

(*) S. die auf Seite 35 zitierte Dissertation. 
(**) Sw1 moto di un. solido i t z  um cat8ale. Rendiconti del Circolo nmtematico di Pa- 

lermo, 1909. 
(**Y) S w  le mowuemerzt discontirtu d'us fluide daris ut& caria2 rsnfel-maiit arc obstacb. 

Annales de l'École normale supérieure, 1912. 
(*++*) Über den Aztft~ieb im aatiir2ichen W i d e .  Ztsçhr. f. Math. u. Phys., 61. Bd., H. 3. 
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die Gleichungen der beiden Wande des Kanals, 

die der zwei Querschnitte A B  und CD. Die Stroinung wird durch die Ge- 
schwindigkeit im Unendlichen : 

und durch den konstanten Wirbel 

charakterisiert. Ich will noch vorausschicken, dass die Energiegleichung 
dieser Stromung, wie ich aiiderswo 

A 
.y.-.-. -. . 1 3 D gezeigt habe ("1 folgende Gestalt hat : 

I 
l 

L j 
1 O 
I " ! die Dichte ist wie hisher gleich 1 
! : gesetzt worden. Ilabei bedeutet C 

B C .  
eine konstante Grosse und 4 die der 

Fig. 6. betrachteten Bewegung entsprechen- 
de Stromfunktiori , die übrigens 

kraft des Beziehung (6) folgender Gleichung genügt : 

Ausseriiem soll + den Wert o ba auf den beiden Wanden des Kanals und den 
konstanten Wert it auf 'der Kontur des Korpers K annehmen; diese Kon- 
stante lasst sich, wie wir zeigen werden, eindeutig bestimmeii. Im übrjgen 
soll die Differenz 

+-oy" 

irri Unendlichen reg&r sein. 
Setzt man + = + o + ~ y 2 ,  (8) 

(*) Über die Bemegm~g ilzlcompressibler reibungsloser Flüssiylceiteu. Bulletin de l'Académie 
roumaine, novembre 1913. 
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so hat man für #, die Gleichung: 

und die Redingungen der Regularitiit in1 ganzen Flüssigkeitsgebiet ein- 
schliesslich iin Unendlichen, die Beziehung : 

Iangs der Wande des Kanals und 

auf der Grenze des Korpers K. 
Die Beziehungen (9), (10) und ( 2 1 )  làssen bekanntlicht eine eindeutig 

bestiinmte, überall in dem betrachteten Gebiete regulare L6sung zu;  die 
Koiistarite k bestimmt man hinterher durch die Bedingung, dass die Zirku- 
lation um den Zylinder K einen vorgegebenen Wert hat. 

Jetzt wollen wir den ersten Impulssatz auf die Hewegung der Flüssig- 
keitsmasse, welche durch die Wande des Kanals, durch die beiden Quer- 
schnitte A B  und CD, durch die Oberflache des Korpers K und durch zwei zu 
~r; O y parallele im Abstande 1 voneinander stehende Ebenen begrenzt wird, 
anwenden. Die beiden auerschnitte A B  und C D  nehinen wir genügend 
entfernt vorri Korper, also a genügend gross, sodass die Geschwindigkeit 
sowohl in A B  als auch in C'D bis auf unendlich kleine Grossen durch (5 )  
gegeben wird. 

Es ist ohne weiteres klar, dass die Iinpulsanderung in der x-Richtung 
gleich Nul1 ist, so dass sich die cc-Komponente der Gleichung (1) zu:  

reduziert, wenn W die Resultierende der mKomponenten der hydrodyna- 
mischen, au€  die Oberflache des Korpers IC ausgeübten Krafte bedeutet. 

Aus (7), (8) und (5) erhalt man unmittelbar folgende, bis au€ unendlich 
kleine Grossen gültige Gleichung : 

und also 
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ist aber regular in1 Unendlichen und hesitzt da den Wert Null, so dass 
die beiden Integrale auf der rechten Seite identisch Null sind, wenn man 
unendlich kleine Grosse11 vernaclil%ssigt. Die Gleichung (18)' liefert infolge- 
dessen : 

w= O. 

Lassen wir für eine logarithmische Singulaiitat nur iin Unencllicliei~ 
zu, so bedeutet das hydrodynarnisch, dass die Stroiiiung eine Zirkulatioii uni 
den Korper K besitzt. Dieselbe Forinel (12) oder (19)' zeigt in diesem Falle 
fast ehenso einfach wie oben, das der Widers tand  gleich Nul1 is t .  

Soinit ist die Frage nach den1 horizontalen Srhuhe, den ein Korper in 
einern solchen lineür veranderlichen Winde erfalirt, vollkommen und allge- 
mein beantwortet, wenigstens fiir die zweidiniensionale Stroinuiig. Das Ener- 
gieprinzip kann i n  diesern Falle über clas Vorliandeiisein eiiies Wider- 
standes oder eines Vortiiebes a priori gar nicllts eiitscheiclen, da, wie Herr 
Prof. Prandtl benierkt liat, die Gesaiiiteriergie des Systeins i i î  I~ezug auf jedes 
Koordinatensysteiii uiiendlich gross ist; die iiberraschetiden Ergebnisse der 
von Sandeiischen Arbeit insbesondere tiasjenige der Existeiiz eiiies Vortriehes, 
d. h. einer Kraft welche deri Flügel gegen den Wind bewegeii würde, korinten 
deshalh unmittelbar nicht witlerlegt werden. Die vorliegeiide Arbeit zeigt, dass 
weder Vortrieb noch Widerstand vorhanderi k t ,  und dass also eiiie ErkI%rung 
des Segelfluges auf diese Weise ausgeschlossen ist. 
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Intorno all'interpretazione della Teoria di 
Galois in un campo di razionalità finito. 

(Di U. SCAKPIS, a Bologna.) 

H o  constatnto in una breve precedente Nota (*), che applicando alla ri- 
soluzione di unn congruenza di terzo grado (mod. p) la formola cardanica, 
in dipendenza da1 carattere quadratico di certi eleinenti, essa, in certi casi, 
diviene illusoria quando la congruenza aininette tre radici, ed efficace quando 
ne possiede una sola; inentre, in altri, succede precisamente il contrario. Ho 
quindi accennato alle modificazioni che potrebbe subire la Teoria di GALOIS 
ove si volesse applicare ad equazioni i cui coefficienti e le cui radici appar- 
tenessero ad un campo conîposto d i  un numero finito di elementi. 

Scopo di questo lavoro b di presentare alcuni risultati ottenuti intorno 
a tale questione, i quali potrebbero forse servire di incentivo ad altri più 
proforiéi ed esaurienti, 

2) Data una funzione dell'indeterrninata i 

i cui coefficienti sono interi qualunque appartenenti al sisteina completo di 
residui del modulo primo p e che si suppone irriducibile mod. p, è noto che 
i p" elementi : 

a,,, il-' + a,, F2 + . - - +- an-l,, = r, (1) 

che si ottengono attribuendo ai coefficienti a,,,, indipendentenlente l'uno 
dall'altro, p valori congrui inod. p ad uno qualunyue dei p residui 

c,ostituiscono un eseinpio di un dominio K pseudo-ortoide >, cliiamato « campo 
--- 

(*) Periodico di Matematica. Volume XXVII, Fasc. II, 1911. 

Altuali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 
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di GALOIS » definito dalla funzioiie inodulare f ( i )  e da1 nurnero primo p, e die  
indicheremo brevemente con (r). 

Agli eleinenti (l), altri si possono sostituire che ad essi siano rispetti- 
vamente corigrui rispetto alla f (i) ed a p, i yuali si identificheranno coi pre- 
cedenti. 

Manifestamente (r) contiene in sè corne divisore il campo 

clie si pub considerare generato dall'irriducibile 

e coine è noto (*) in (r) sono seinpre univoclie e possibili le operazioni ra- 
zionali esclusa la divisione per l'elemento nullo. 

Per quaiito concerne le equazioni, si dimostra che una 

i cui coefficienti appartengono ad (Y) non pub avere nello stesso cainpo più 
radici che unità il suo grado e che in partic,olare i'eyuazione 

possiede in ( r )  un nuinero di radici eguale al in. c. d di m e (pu - 1). 
Notiamo inoltre che gli elementi di (r) (marche, secoiîdo il DICKSON), ove 

si esclucla 10 0, fonnano uii griippo abeliano rispetto alla moltiplicazione; 
mentie, includendovi 10 O, costituiscono Lin gruppo pure abeliano iispetto al- 
l'addizione. 

Se ora, in luogo del sistema completo di residui mod. p, assumiaino coine 
base il campo di GALOIS precedenteinente definito: 

dove s = p" - 1, cletta f (i) una funzione di grado nz dell'indeterininata i a 
coefficienti ed irriducibile in ( r ) ,  considerando il sisteina d i  @""' elementi: 

verremo cos? a costruire un cainpo più esteso (R) contenente ( r )  coine di- 

(*) DICESON, Linear groups with an expositio9a of the Galois field theory. Teubner, Leipzig. 
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visore e relativamente al quale si pub ripetere quanto si è afferinato pel 
preceden te. 

8) Data ora una funzione p, (x) irriducibile in ( r )  si diinostra (*) che 
la condizione necessaria e sufficiente perchè cp (a) divida il binonlio 

è che il grado v di p, (x) sia divisore di k. 
Cib preinesso, sia 

'P (4 = 0 

un'equazione a coefficienti ed irriducibile in (r) il eui grado v è divisore 
di nt. 111 quest'ipotesi p, (x) divide 

ha per rüdici le p"'" inarche di (fi), se ne conclude clie la (1) avrà. essa pure 
nello stesso campo v radiei distinte e fuori di (Y) in conseguenza della sua 
irriducibilit&, 

Poidiè se a S radice di (1) Io è pure 

ppn , 
segue clie la successione 

risulterà composta di  radici di (1). 
1 termini della (8) non possono risultare tutti tra loro diversi, per cui 

se ne iricontreranno senza dubbio due tra loro eçuali, ed i primi soddisfa- 
centi a tale eondizione siano : 

per cui dividende per aPrn =I= Ci risulta : 
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Infatti, ove ci6 non fosse, posto : 

il che non pub essere, poichè la 

essendo p'" primo con p"'" - 1, ammette in (R) l'unica radice x = 1. 
Segue clie 

psn-1 = 1 

e se ne conclude che ci appartiene all'esponente ps"- 1, O ad un suo divi- 
sore, e che intanto si lia: 

uP" = ci 

cioè che il primo a riprodursi dei (2) è 10 stesso a e che quindi r = 0. 
Ne viene che le s radici di (1) 

sono tutte diverse, e che quindi non potrà aversi 

upa.- = 1 c < 8, 

vale a dire ehe, se a non appartiene a p"" - l deve aver per periodo un suo 
divisore proprio. 

Poichè la:  
tl;P"* = X 

ammette la radice a deli'irriducibile (i), le possiede tutte; vale a dire 

è divisibile per cp ( m )  e quindi v è divisore di s, per cui v 6 S. D'altra parte, 
poichè le (3), tutte diverse, sono radici di (1) dovrà pur essere s G Y ,  e se 
ne conclude : 

S = Y. 

Abbiamo quindi che, se u è una qualunque delle radici di (l), il loro 
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insieme vien dato da : 
a, ap", apzn, . . . , (X p ( v - ~ ~ n  3 

da1 che segue che la (1) è normale ed abeliana. 
Supponiamo ora che il grado v di (1) non sia divisore di m, e clle essa 

possieda una radice a in (R). Coine prima si dimostrerà dle  in questa ipotesi 
dovrebbero esser pure radici : 

appartenendo a a pu."- 1 O ad un suo clivisore proprio, essendo le (5) tutte 
tra loro diverse. 

Ma avendo la 

unn radice a corriune con I'irriducibile (1) dovrebbe an~inetterle tutte, ed 
essere 

x Pm." - X; 

divisibile per 9 (m) ,  vale a dire nz inultiplo di v, il che è contro l'ipotesj, per 
cui non è ammissibile che la (1) abbia radici in (R). Concludiamo col Teorema 
seguente : « Un'equazione di grado v 

a coefficienli ed irriducibile in ( r ) ,  possiede in (R) o v radici O nessuna se- 
condoclîè v è o no divisore di tît ». 

Se a è una qualunque di tali radici, il loro insieme è dato dalla suc- 
cessione : 

e la  data eyuazione è abeliana ». 
Segue da questo Teoreina clle il problema clle si riferisce alla risoluzione 

in (12) di una irriducibile in (r), rimane limitato al caso in cui v è divisore 
di In. 

3) Detta a una qualunyue delle radici dell'irriducibile in (r) : 

di grado v. divisore di ln, sappianio che il loro insielne è dato da 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 Scarpis: Intorno all'interpretnxione della Teoricc d i  Galois 

Se ora in (9), ad a sostituiamo uns  qualunque O"', esse si riproducono 
permutandosi secondo la potenza re*""" della sostituzione circolnre : 

e reciprocamente, l'effetto della sostituzione g" in (2) equivalc a sostituire 
a P p n  ad a. 

Le operazioni clse rimpiazzano a con a p n r  ( r  .= 0, 1, 8 ,.. . , (Y - 1)) sono 
suscettibili di composizione (*), ed il prodotto di due di esse si risolve in 
m a  delle stesse : indicandole con 

si scorge subito che costituiscono un gruppo isorriorfo al gruppo ciclico 

G = 1 go = 1, g ,  g', . . . , 8'-' 1 . 
Dimostriaino ora le proprietà fondamentali del gruppo G .  

a) « Se uria funzione razionale delle radici di (1) con coefficienti in ( r ) ,  

rimane numericanzente invariata per tutte le sostituzioni di G, essa ha  valore 
razionale, cioè in ( r )  ». 

Sia F ( a , ,  r.,,.. ., au) una tale funzione, e se ne esprimano le radici rne- 
diante una qualunque di esse. Si avrà: 

F(a ,  On,. ,. , P("-')") = + (a). (3) 

Se ors  si eseguisce su1 primo rneiuibro di (3) la g', ci6 equimle a so- 
stituire u p n r  ad u,  per cui: 

Tg' = (r. pnr).  

Ma, per ipotesi, la P noil muta di valore qualunque siü Q", per cui ne 
viene : 

4 (.) + . . . $ ( a  P(~-' '* 
v 

ed essendo la somtna tra gareiltesi funzione simmetrica delle r ,  se rie deduce 
che F è razionale. 

(") WEBER,  Lehrbuch der Algebra. 1, § 154. 
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in un campo d i  razionulitii finito. 47 

6 ) -  ~eciprocainente, sia : 

dove p appartiene ad (r) .  
- " 

L'equazione 
4J (4 = P 

avendo una radice in comune coll'irriducihile (1), le arnmetterà tutte, pet- cui : 

c) « Se una sostituzione sulle cc lascia numericamente invariata qua- 
lunque funzione razionale delle radici a coefficienti e valore in (Y), essa ap- 
partiene a G ». 

Sia infatti y utla sostituzione dotata della detta proprietà, e si ponga 

F(cc, cc2 . . . a,) = + (a) = p. 

Applicando la y alla relazione 

questa continua, per ipotesi, a sussistere, per cui si avrà: 

essendo n p k n  la radice che y sostituisce ad a. Ripetendo la y sulla precedente 
si otterrà: 

(x P"") = p, 

da1 che segue che ya ad cc sostituisce up". Cosi continuando si conclude che 

y = (cc, a@", akakn, . . .), 
vale a dire che : 

y=gk ,  , ' 

cioè che y appartiene a G (*). 
Amrnettendo il gruppo G le tre proprietà a),  b), c) caratteristiche del 

çruppo di GALOIS di un'eyuazione algebrica, 10 si dirü, esso pure, gruppo di 
GALOIS dell'irriducibile (1). 

(*) Se y lasciasse ferma quella particolare a in funzione della quale si 'inimaginano espresse 
le a , ,  as , .  . . , tr,, basterebbe, corne è lecito, supporla sostituita con una qualunque di quelle 
che vengono spostate dalla 7. 
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48 Scarp i s :  Intorno all'interpretaxione della Teoria di Galois 

Dalla fornia stessa di G risulta senz'altro che esso è transitivo: recipro- 
camente data una 

P(x) = O (3) 

a coefficienti in ( r )  e riducibile, aininesso die  possieda radici, e clle esista 
un gruppo r su di esse dotato delle proprietà a )  6) c), si dimostra che esso 
-devYessere intransitivo. 

Detto infatti f ,  (e) uno dei fattori irriducibili di P(x) che possieda y. 
radici in (R), siano esse : 

a,, a2,. . . , a , ~ .  (4) 

Le funzioni siininetriche elementari delle (4),  corne razionali, dovranno 
anîmettere tutte le sostituzioni cli r, le quali dovranrio limitarsi a perrnu- 
tarle tra loro; poicliè, ove esistesse una y che trasforinasse il sisteina (4) in 
un altro totalinente O parzialmente diverso 

le (4) e (5) dovrehbero soddisfare alla stessa equazione f ,  (x) = O ,  il clie è 
assurdo. 

Risulta da ci6 clie le (4) costituiscono un sisteina d'intransitività, 
Teorema : « Un'eyuazione 

'P (4 = 0 

a coefficienti ed irriducibile in ( r )  e con radici in (R), possiede un gruppo 
di GALOIS transitivo; reciprocamente se un'equazione 

a coefficienti in ( r )  e riducibile in questo campo aminette radici in (R) ed 
esiste per essa un gruppo di GALOIS, questo dev'essere intransitivo. » 

4) Supposto ora che il grado m della f~inzione iiiodulare f ( i )  (§ 1) non 
sia maggiore di p" ordine del campo ( r )  che si è assunto corne base di (R), 
passiamo a riassumere quelle tra le proposizioni della Teoria di GALOIS clle 
ne costituiscono il riucleo. 

Per brevità, indichereino costanteinente ne1 seguito una funzione razio- 
nale delle radici di una lg (x) = O a coefficienti ed irriducibile in (Y), col sim- 
bolo F; specificando volta a volta il campo a cui si intenderh appartengano 
i suoi coefficienti ed il suo valore. 
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in zciz campo di razionalita fiwto. 4.9 

Per quei Teorerni, la cui dimostrnzione procede parallelanlente a quella 
che si dà nell'Algebra ordinaria (*), si riporterü il solo enuncisto. 

Seorema 1.' : « Quelle sostituzioni del gruppo di GALOIS della y (x) = O  
che lasciario numericarnente invariata una F a  coefficienti in ( r )  ed a valore 
qualunque, ne formano un sottogruppo. » 

Teorema 2.'' : Se G è il gruppo di GALOIS di iina 

s coefficienti ed irriducibile i n  ( r ) ,  e G' é il sottoçruppo di G cui appartiene 
una F a coefficienti in (r) ,  applicando a quest'ultima tutte le sostituzioni 

essendo q l'indice di G' in G,  i cjuali saranno laadici di uiia: 

a coefficienti in ( r )  ed in esso irridncihile, ed il cui gruppo di GALOIS è il 
gruppo complementare 

Teoreina 3 . O  : << Se P ed P' appartengono al10 stesso sottogriippo G' di G, 
esse si possono esprimere razionalinente l'uns nell'altra ». 

Detto p l'indice di G', siano 

i valori diversi che assume la P per tutte le sostituzioni di G, i qn a 1' 1 sono 
radici d ell'irriducibile 

4J (Y) = 0. 

Se y, = 1, y,, ..., y, sono sostituzioni di G clle fanno .assuiilere alla F i 
valori y, = F, y ,,..., y,, 10 stesso effetto produrrnnno le : 

dove g' è una qualunque di G'. 

(") Cfr. BIANCHI, Teoria dei gruppi di  sostitwioni, etc. 

Alztaali d i  Matematiccl, Serie I I I ,  Tomo XXIII. 
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50 Sca rp i s :  intorno nlt',i,zlerpretazione della Teoria d i  Galois 

Cid premesso, costruendo la funzione : 

ed eseguendo sulle o! una cyuülsiasi sostituzione di G, le y; si permutano nei 
deilorninatori, come le P',~, nei numeratori : Q (Y) è quindi funzione di y i 
cui coefficienti, funzioizi alla lor volta delle a, aininettono tutte le sostituzioni 
di G e sono quiridi razionali, cioé in (Y). Facendo y = yj risulta: 

(yj) = . $' (y), 

dove S' (y) =I= O poicliè la # (y) = O coine irridueibile non lia radici multiple, 
e ne segue quindi che F'sgY( è razionale in y ed in particolare clle P' é ra- 
zionale in 3, = P. 

Corollario : « Se 3'' rimane ilivariata per tiitte le sostituzioni di G' e per 
altre aricora; vale a dire se appartiene relativariîente a G ad un gruppo con- 
tenente G' come sottogruppo, la P' snrà senîpre esprhibile raziorialiilerite 
iiiediarite la F, ma non viceversa. ». 

Teorema 4.O : « Data una 
'P (x) = 0 

a coefficienti ed irriducibile in (Y) aggregarido al suo campo di razionalità 
una P= y , ,  il sottogruppo G' cui P nppartiene, diveiita il gruppo dell'equa- 
zione ne1 campo ( r ,  y,). 

In (r,  y,), la p (x) divieiie riducibile spezznnclosi in q fattori yi (x) irri- 

ducibili di  grado = v ,  essendo q l'indice di G' in G, e v, l'ordiiie di G'. 
Y 

Ciascuna poi delle q eyuazioni : 

lm per gruppo il corrispoildente fattore circolare della base di G's. 
Che G' ammetta la proprietà b) ($ 3) del gruppo d i  GALOIS, ogni qual- 

volta il valore della funzione delle rndici appnrtengn, insielne ai siioi coeffi- 
cienti, al primitive campo di razionalità, è inanifesto poichè G' è sottogruppo 
di G. 

Sia ora U (r, x ,  . . . r,) una furizione clie in generale supponiamo a valore 
e coeficienti in (r, y,), per cui: 
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Ma la (U-  O (y,)), clle in ultimo si riduce ad una funzione razionale 
delle z con coei'ficienti in ( r ) ,  come nulla ammette tutte le sostituzioni di G 
e quindi di G' per cui : 

U,? - 4 (F,,) = o. 
Ma F,, = F = y, e quindi : 

U,,= 9 (y,) = U. 

Resta cosi provato clle G' possiedc la proprietà b). 
Per la proprieth a ) ,  bnstü osservare clie, in base a l  Teorenia e Corollario 

pïecedenti, se una F' rinlane numerkainente invariata per tutte le sostitu- 
zioni di G' s a r i  F' razionale in F = y , ,  cioè apparterrà al nuor-O campo di 
razionnlità. Rimane ancora a provnrsi clie G' risponde pure alla condizione c). 
A ta1 uopo, ricordiamo che essendo G ciclico, G' avrà ln forma : 

Cib preiiiesso, essendo p in (r ,  y,), consideriaino la funzione 

i cui coefficienti, aiuniettelido lutte le sostituziorii di 6' appartengono a d  
( r ,  yl). Se ora y è una sostituzione di G clie lasci iiurnerica~iîente invariata 
yunlunqiie funzione razionale delle radici a coefticie~iti e valore in (r, y,) e 
quindi anche la 8, dovrà necessariamente permutare tra loro l e :  

sostituendo ad a una a@"¶, a questa la zp'""" cossi di seguito, per cui y con- 
t e r r i  corne fattore la potenzs k""""'" del ciclo Cl .  

Nello stesso modo si dimostrerà clle dovrà pure contenere una potenza 
h""'"* di C, e cosi di  seguito; e poichè le sostituzioni di G sono regolari ed 
è quindi k = h = . . - si coi i~lude clie 

vale a dire y appartierie a G'. 
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59 Xcnrpis: Intorno nll'itzterpt'etnzione della Teoteia d i  Galois 

Il gruppo Gr, soddisfücendo alle condizioni a)  b )  c) ,  è quindi il gruppo 
di GALOIS della y (x) = O  ne1 campo arnpliato ( r ,  y , ) .  Essendo G' intransitive, 
la (x) = O ne1 nuovo campo diviene riducibile in fattori irriducibili di egual 
grado ciascuno dei c~uali lia per radici quelle appartenenti ad uno stesso si- 
stema d'intrarisitività, e se indicliiamo con y, (%) quelle dei fattori di y (x) 
le cui radici appartengoiio a1 ciclo C,, è facile il vedere clle Cl diventa il 
gruppo. di  GALOIS in (r  y,) dell'irriducibile : 

Teorerna 5 . O  : e Per ogni sottogruppo di G, esistono fuiizioni ad esso ap- 
partenenti ». 
= Sia G' tale sottogruppo : esso avrà la forma già notata ne1 Teorema pre- 
cedente, ecl eseguendo le sue sostituzioiii sulla funzione F= y, : 

dove p è uil'iildeterlîiitiata iii ( r ) ,  la, predetts fuiîzione ilon muta, nientre per 
unn sostituzione di G 11011 in G', si canibia i n :  

Se ora iminaginiairio effettuate sulla y, tutte le sostituzioni di G, otter- 
v 

renio q = - futizioiii algebricamente distiiite ; 
Y 1  

yi = p" + Ci l  pv1-l + - . + Ci* 

( i = l ,  2, 3 ,..., q). 1 
Dico clie potremo serripre scegliere l'indeterminata p in modo clie le y, 

risultiiio iluinericaiiiente diverse. 
Premesso clle iiella successione : 

ciascun termine si deduce clal precederile sostituendo ap" ad a, e clle Io 
stessu nvviene cluindi nelln : 

Y i ,  !/2,..', Y p  

notiat~io clie se due delle y, 9,. ecl y, per Lin certo p assumono valori eguali, 
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esse diventano tutte eguali se q è dispari; mentre se q è pari od accade 10 
stesso, O risultailo tra loro eguali quelle d'indice pari, e quelle d'indice dispari. 

Infatti dall'ipotesi 
y, = Y, 

segue che y,. - ys = O ha valore razionale e che ri~îîarrà cluindi invariüta per 
tutta la sostituzione di G per cui: 

e di qui, facilrnente, yuanto si è asserito. 
Ne viene clle, se per un certo p due qualunyue delle se q è dispari, 

O due con indice di egual parità ne1 caso opposto, k d t a n o  tra loro diverse, 
per lo stesso p tutte indistintamente le y assumeranno valori cliversi. Consi- 
deriaino dopo ci6 l a :  

soddisfacendo gli indici r, s alla predetta condizione. 
Una tale equazione clle non pub mai ridursi ad una identità, potrà avere 

, a l  più (v, - 1) radici in (r) e siccorne v, < 122 &y", esisterà in (r) per lo meno 
un p per cui le due y,, y, assumeranno valori diversi e tali risulteranno 
tutti i termini della successione 

Resta cosi provata l'esistenza di una funzione appartenente a G'. 
Osservcçsioue : « Confrontando questa diinostrazione con quella che si dà 

ne1 caso ordinario y), si scorge il perchè dell'ipotesi restrittiva n z ~ p "  ». 

Teorema 6 . O :  Se ainpliando ( r )  con una yualsiasi marca di (R), il gruppo 
di cp (x) = O si abbassa ad un suo sottogruppo G', Io stesso risultato si pu6 
conseguire aggregando ad  (r) una F appartenente a G' B. 

Teorema 7.' : « Sinno 
O 

y (m) = O ; $ (x) = O 

due irriducibili a coefficienti in ( r )  con radici in (R), e G, r i loro çruppi 
di GALOIS : se aggregando ad ( r )  le radici F di + (CE)'= O, G discende a G' 
d'indice q ,  recipïocainente ainpliando il campo (r) con le raciici a di p (x) = 0, 
r si riduce ad un suo sottogruppo r' d'indice q B. 

- 

(*) BIANCHI, Op. cit., 3 69. 
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54 Scarp i s :  I~lforuo nll'iq~ter~~retn~ione della Teorin d i  Galois 

Anche la dimostrazione di yuesto importante Teorema é del tutto siiuile 
a quella sua corrispoiidente nell'illgebra ("), ed i: uiia consegucnza diretta. 
delle precedenti proposizioni. 

Da yuanto precede risulta che le proposizioni foidarilentali della Teoiia 
di GALOIS conservano il loro significato anche se applicate ad equazioni in 
~ i n o  speciale campo di razionalità fillito. 

Ka1 paragrafo seguente vedremo coine esse si possano applicare alla ri- 
soluzione e discussiotie del problema che ha per scopo la determiiiazione 
delle radici nlediante radicali. 

5) Data la 
cp (x) = O (1) 

a coefficienti ed irridiicibile in ( r )  d i  çrado v clivisore di IU e quindi clotata 
di v radici in (R), iiidichianio con E una iaclicc primitiva v'"'"'m dell'unità, e 
si ponça quindi: 

Applicando ad y, la sostituzione fondamentale 

del çruppo della. (1) si ottieiie :. 

da1 d ie  segue clie la potenza vmi'''lla di yl 

riniane nuniericainenle iiivariata per la g e Fer le sue potenze, e ne viene 
che essa é razional~iiente esprimibile mediailte c. e gli elelnetiti di ( r ) .  

Ponendo in generale 
(i", CC)* = B". (9) 

le B,. saramio tutte raziorialuiente note e pelai3 le .B,. si otterranno cstrnendo 
una radice v"";"'". 

Facendo successivaineilte in (8) r = 0, 1 ,  8,. .., ( v  - l), ne risultü UII si- 

(*) BIANCHI, Op. cit., § 7 2 .  
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steina di v equazioni lineari a v incognite a, aP, ... , da C U L ,  soinnxmdo, 
la formula di risoluzione : 

essendo a ,  il coefficiente del secondo termine di (1) supposto quel10 de1 priino 
ridotto all'unità, e sulla. quale si possono ripetere le stesse osservazioni che 
valgono pel caso analogo uell'A1gebra ordinaria. (") e intorno a cui non insi- 
stinmo. 

Poniaino ora clle il grado v della (1) sia priino con S =p'""'- 1. In 
yuesta ipotesi la : 

XV= 1 

ha in (R) l 'mica radice tr: - 1, e la (3) diviene evidentemente illusoria. Se 
invece v non è priino con S, ma non è netrimeno un  suo divisore, possono 
presentarsi due cüsi: che v sia cotuiposto di soli fattori primi di S, oppure 
che contenga qualelie fattore estraneo. Ne1 primo caso si raçgiuugerà ln so- 
luzione della (1) mediailte quella cli una catena di equazioni i cui gradi ri- 
sulteranno tiltti divisori di S et1 alle quali si potrà seinpre applicare il pro- 
cedin-iento su indicato. 

Ne1 secondo caso, posto v = v, . q dove v, B il prodotto di tutti i fattori 
di v estranei ad S ,  deterininando una F= 9, appartenente a G' d'ordine v, 

e d'indice q ($ 4) che si otterrh risolveiido unü $ (y) = O di grado q,  aiilpliando 
p i  il campo ( r )  con la yl, la (1) verrh ad avere per gruppo Gr diveriendo 
riducibile, La sua risoluzione si potrk bensi far dipendere da quella dell'e- 
quazione che si ottiene eguagliando a zero uno dei suoi fattori irriducibili 
in (r, yi) -di grado v,, ma essendo v ,  priino con S ,  la (3) risulta nuovainente 
illasoria. Fücciamo ancora vedere coine, applicando il Teorema 7.' del 8 4, 
si possa diinostrare l'iinpossibilità di nblsassare coilîunque il gruppo della (1) 
yuando sia v priino con S.  

Suppoiiiamo infatti che aiiîpliando (r) con le radici F di una qualsiasi 
ausiliaria < (x) = O, irriducibile in ( r )  e di grado p divisore di S, o coinposto 
di soli fattori priini di S, e di gruppo r, sia possibile ridurre quel10 della (1) 
ad un silo sottogruppo G' d'indice q : per il citato Teoreina, l'aggregare ad ( r )  

(*) BIANCHI, Op. cit., 73 e segueiit,i. 
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56 S c a r p i s :  Idorno nll'interpretnzione della Teoricc di Galois 

le radici a di ( 2 )  dovrebbe pure abbassare r ad un suo sottogruppo r' d'in- 
dice q. Ne verrebbe allora: 

e poicli2: p. risnlta di soli faltori primi di S, non sarebhe più v prinio con S. 
Dovrh yuindi essere necessariainen te 

4 = 1  
e Gf= G. 

Se il giado (J. non è coinposto di soli fattori primi di S ,  potrà anche ot- 
tet-iersi un abbassamento del gruppo di (l), ma allora bisogna supporre date 
le radici di $ (x) = 0, poichè ove si volessero costruire per radicali, si urte- 
rebbe nella stessa difficoltà. Un caso che seinbra a primo aspetto contradire 
ai risultati precedenti, è quel10 in cui la (1) fosse della forma: 

con v non cornposto di soli fattori priirni di S :  ma è facile veclere che in 
questa ipotesi la. (4) non puil Qoddisfare alla duplice condiziorie di essere 
irriducihile e di avere il suo grado divisore di na. 

In ver0 posto : 
. v = v , . ~ ;  8 = D ( S ,  v )  

le potenze hi grado v delle S marche di (R) (10 zero escluso) danno Iuogo 
S 

ad un sistema di - resiciui diversi ciascuno dei c~uali è ripetuto S volte (*). a 
La (1) possiede quindi O 8 radici O nessuna (8 <v), rnentre se fosse irridu- 
cibile con v divisore di m, dovrebbe anmetterne v. 

Osservmione: « L a  formula di risoluzione (3) qualora sia v composto di 
soli fattori priini di S è valida in generale poichk viene dedotta da propo- 
sizioni che sussistono indipendenteinente dall'ipotesi res trittiva rn G pl ; non 
sarebhe perb legittimo l'uso dei Teoremi ho, 6.O' 7.O del 5 4 alla sua discus- 
sione ne1 caso v primo con S, qualora fosse m>p" », 

6). Esempi : 
I . O p = B ;  f ( i ) = i 6 - i - 1 ;  n = 1 ;  v z = G  

(*) DICESON, Op. cit., Cap. III. 
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Come Base di (R) assumiaino 

ed (R) risulta costituito dai Y elementi: 

che si ottengoiio attribuendo alle a i valori O, 1. 
La (l), il cui grado v = 3 è divisore di ln = 6 ed è irriducibile in (r), ha 

tre distinte radici in (R) e poichè v è divisore cli 

potrenlo applicare la formula (3 )  5 5. 
Detta 6 uns  radice cubica primitiva dell'unità, avremo: 

BI = (a, + E a, + E?  CI,)^ = CI; + 6. CI, as  a, 

+ o2 (a, E; + u: a3 + cr2 ai) + E (CI: tlz + a, a: + 28 as). 

Posto, in base al Teorema del $j 8, a ,  = a ;  E ,  = cr2; acc, = a4, risulta: 

a, a; f - z l  u 3  + t12 a: = CI' + er6 +- al0 

e poichè: 
u8 = a 

ne viene : 
u B  = u8 q8 cr4 = ,zO - - ( a4y  

per cui : 
a5 + x 6  + al0 = Lx5 + ( x 2 ) 5  + ( ~ 4 ) ~  = 

= u ; + a , 5 + u g 5 = ~ a / .  

Parimenti : 

Avremo cos1 per BI : 

Anlzali d i  Matewatica, Serie III, Tomo XXJII. 
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58 Scarpis :  Prdorno alt'irzterpretaxione della Teor ia  d i  Galois  

e dalle formule di NEWTON (*) : 

6 . z 1 . a B . a 3 = -  6 = 0  
per cui in fine : 

B, = 1 + z 2  
e sostituendo ad E ,  cZ  : 

B , = ~ + E .  

Fissata la rnclice E, e supposta stabilita la corrispondenzn tra i sirnl~oli 

7 a,, a ,  e le radiei di (l), il radicale 

è suscettibile di tre diverse deter~niiîazioni clle, convenendo di indicare col 
seinplice radicale la deterininazione a, + E u, + E' o r , ,  si yossono espriinere 
ponendo : 

( / ~ ~ = a ~ + c u , + ~ ~ a ~  

a ciii corrispoildono tre valori per vz d i e  si deducono sostituendo E' ad E :  

tiB, = a ,  + E 2  ap + E a,  

E 1% = a2 -1- E2 u, + E u1 

E' m2 = Cr3 3- E2  al E U, . 
Le formole di risoluzione, osservando che ai = O  e che ne1 campo 

1 
(Y) = (O, 1) si ha : - 1, diventano : S - 

a l = ; / B , t l / B ,  

a a  = 2 q-, B + E ~ K  

a , = c ~ Z + - C 2 ~ ~  

(*) DICILSON, Op. cit., Cap. III. 
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i l z  un cawzpo d i  razionalita finito. 59 

ciascuna delle quali soddisfa la (l), purchè si ponga: 

Supposta ora costruita la tavola di moltiplicazione del gruppo costituito 
dagli eleinenti di (R) escluso l'elemento nullo, si potrà c,ol suo sussidio ri- 
solvere la questione che ha per oggetto di determinare se e da yuali marche 
risulti soddisfatta un'equazione del tipo : 

X I  = r ,  (G in (R)) 
e ricaveremo quindi : 

3 -- " 1- 1 valori assunti per $'Ë, = 41 +s2, e per \/g =\/l f E soddisfano alla 
condizione : 

yZ.vE=l .  
Infatti ramilentando che : 

= 9 i " t i + l = 1 .  

Avremo quindi : 

(Y) = (O, l7 9 , .  .. 6 )  
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60 Scarpis :  Intorno all'interpretaaione della Teoria di Galois, ecc. 

Supposto fissata la E e stabilito l'ordinamento delle radici, ripetendo le 
1 stesse considerazioni dell'eseinpio preceden te, posto cc, = 0 ; . = 5, si trova : 
3 

ciascuna delle yuali soddisfa alla (9 )  purchè si faccia : 

3 - 
(JB,)" 3 (1 - s2) ; = 3 (1 - E) 

3 3 -  JB,  . JB, = (a, + E. a2 + E' z3)  (a,  + ~5~ + E a,) = 6. 

Rimarrebbe ora a coinpiersi l'estrazione dei radicali cubici ir, (R), m a  
per l'estensiorie del campo che risulta di 343 eleinenti, l'operazione diviene 
eccessivamente prolissa. 

Bologiia, Settemhre 1913. 
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Sulla stabilità dell'equilibrio di una certa massa 
liquida sottomessa alle sole forze molecolari. 

(Di T,E~IUDA TOPIELLI, CC Cagliari.) 

s e p e n d o  PLATEAL, si pub ollenere spcriiiîsiitaluieiite un liquido sot- 
tratto ali'nzioiie della. gra\.ità iiltroducendo dcll'olio d'oliva in una. iniscela 
opporluna di acyuci ed alcool. Coiiseguendo in yuesta miscela una densità 
esattamente uguale a quella dell'olio, l'azione della gravità sull'olio stesso 
viene aiiriuIlata dalla reaziorie della tniscelii. Restano cosi in gioeo le sole 
tcnsiotii superficiali e da queste vi ene esclusivnnîente a dipeiidere la forma 
che la. inassa. oleosa assume, per restarvi in equilibrio. 

Se, conie PLATEAU -ha fatto iealnîente, si  procede in 111odo clie l'olio si 
appoggi a due sostegni rigidi fissi, a due clisclii circolari, uguali, disposti per- 
pcndicolarincnte alla retta che ne coiigiunçe i ceritri, e ad  uua distanza re- 
ciproca. tale che il volume del cilir~dro costruito s u  cssi coine h s i  siü ugualc 
a l  voluine dell'olio, si riesce a d  ottetiere clie l'olio tiiedesirino si dispoiigil se- 
condo il cilindro detto, ogaic~ualvoltn la distaiiza fra i disclii non superi lit 
loro periferia. Ne viene cosi elle, verificüta la disuguaglianza inenzionatn fra 
l'altezza del ciliiiclro e l a  periferia delle sue  l~as i ,  il cilindro d i  u n a  forma 
di ecpilibrio stabile. 

Questo è il risullato dcll'esperienza; e questo è anche cpello a cui dere  
condurre la teoria. 

Senoncliè la  teoria, q ~ i i  co11ie in altri casi, si è niostrata assai recdci- 
tranle. E nonostante l'opera di HAGEN, PLATEAU, Bimri, MATHIEU, POIXCAHE 
e ALMANSI, 15 dinlostrazione purametite analitica. della stabilità clell'equilibrio 
del cililidro, ne1 caso detto, non è aticora riuscita in  modo completo. 

Col presente lavoro ci proponianlo d i  sopperire a questa deficienza. 
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62 Tolzelli: Sulla stccbilitt6 dell'equilibrio 

1. Innanzi tutto, un po' di storia della cjuestioiie; e per intenderci bene, 
formulianio subito, con precisione, il problema anahtico. 

Consideriatno la iiostrn massa oleosa a forma cilindrica e appogçiaritesi 
ai due dischi detti. Dovendosi dimostrare che si tratta di una configur?, L i one 
di equilibrio stabile, devesi far vedere che si ha un rninimo per 'il potenziale 
delle forze clie agiscoiio sull'intero sistema (olio, miscela, discl~i, w s o  clie 
contiene il tutto). Supponendo di rnantenere inalterata la superficie libera 
della miscela, e suppoiiendo inoltre che l'olio sia ad una distanza sufficiente 
tanto dalla superficie libera detta conie dalle pareti del vaso, la vnriaziorie 
del poteliziale dovuta a deforinazioni della inassa oleosa - deformazioni clle 
rion spostano il centro di gravità del sistenia, pei l'nguale densità della mi- 
scela e dell'olio - si pub considerare conie unicainente dipendente dalle 
forze niolecolari esercitatilisi su e fra l'olio, i dischi e la iniscela, in qunnto 
e solo perb questa miscela, trovasi nelle ilninediate vicinanze dell'olio e dei 
disclii. Questa parte di  potenziale, diciaiiîo cos1 attiva di fronte alle nioclifi- 
cazioni della massa d'olio, risulta di tre componenti, proporzionali rispelti~ii- 
mente alla superficie S di separnzione fsa l'olio e la rniscela, alla superficie 
di contatto dell'olio coi dischi, e a quella di contatto clelln miscela coi me- 
desimi dischi; e pub ridursi percib ad una funziorie linenre di  8, e della 
superficie totale dei disclii (*). Tralasciando quel10 clie rimane costante per 
ogni deforinazione della massa oleosa, resta 

e devesi iiiostrare che questa espresssione (nella. quale il primo coefficieiite 
è positivo) aniinette un miiiimo sulln superfjcie cilindrica di cui si tratta. 

E cotiviene ricordare che, doveuclo le deforinazioni amnîissibili esser tali 
da consentire l'invariabilità del volume dell'olio, il ininiino clie qui si 111.e- 
senta non è libero, ma condizionato; in altre parole, qui si lia a clie füre 
con uno di quei probleriîi di ininiino detti isoperimetrici (*"). 

(*) Cfr. POINCARÉ, Capillarité (Paris, G. Carré, 1895), p. 87. 
(**) Il problema attuale é perb più complesso di quelli che si considerano ordinariamente 

ne1 Calcolo delle Variaziovai, perchè qui non si tratta di render minima solamente la super- 
ficie S, ina tutta l'espressioiie W = m S - n  2. 
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8. Dopo che PLATEAU ebbe provata speriilientaliiîerite la stabilità del 
cilindro - dentro quel determinato limite per l'altezza, cui già abbiamo 
accennato - HAGEN (*) si preoccupb di raggiurigere lo stesso risultato per 
mezzo del Caleolo. Ma il suo laroro è incpiiiato da due errori fondamentdi: 
1.') quel10 di considerare le curve meridiane delle superficie deformate, clle 
poneva a confronto con quella del cilindro, coine composte di tanti arclii di 
cercliio; 2.') l'nltro di calcolare, in luogo delle pressioni capillari esercitate 
su tutta la. lunghezza di questi archi di cerchio (poicliè egli intendem ap- 
punto di dedurre la stabilità da1 confronto delle pressioni capillari), sola- 
inente quelle esercitate nei vertici degli arclii n~edesimi. E questi errori con- 
dussero l'autore ad affernlare clie la stabilith si lia solo per l'altezza del 

cilindro inferiore al dianietro delle Linsi moltipiimto per 2'12, nientre ilivece 
si ha in fatto la stabilità per ogni altezza i~iferiore al diainetro iiioltiplicalo 
per 7 .  

3. Fücendo la ci8itica aila Kota ~ ~ ~ ~ ' H A G E N ,  il PLATEAU y) cercb di 1110- 

str-are che il cilindro di altezza inferiore alla circonfei.enza delle sue basi dà 
il niinimo per l'area della superficie, coinpatibiliilente all'invariabiliti del vo- 
lume raccliiuso. A ta1 uopo confrontb il cilindro con le superfici di rivolu- 
zione rnccliiudenti 10 stesso volci~iie ed aventi per curva iiieridiaiia una si- 
ilusoide. Ma il limitarsi alla considerazione di questa classe speciüle di su- 
perfici rion permette di dedurre la proprietà di minimo in generale; talcliè 
la diinostrazione del PLATEAU risulta già del tutto insufficiente. E quel10 clle 
importa ancora di rilevare si è clie il PLATEAU suppoiie, iniplicitnnientc, clie 
le basi della m u s s a  deformata s inno  iwuarinbilnle~ztc: i d u e  dischi, vale n dire, 
clie Egli si riduce alla considerazioile di questo problema arialitico (che i! 
ben più semplice di cpello clie deve effettivniiieiite risolrersi) : a inosti.ai.e clie 
fra tixtte le superficie di rivoluzione attorno all'asse del cilindro, che pnssaiio 
per i cerchi basi di quest'ultiino e clie racchiudono 10 stesso volurne, il ci- 
lindro d i  la minima area .. Di questa proprietà di mininio, diciaiiio cosi ri- 
stretta, il PLATEAU lia dato altre diinostrazioni, oltre quella accei;nata, ma. 
nessuna è soddisfacente da1 punto di vista puramente analitico. Per renclere 

(*) Ueber die A u f i o s u ~ g  flüssiger Cylii~cler in Trop fe~ t  ( A m .  di Poggendorff, l%0, v. LXXX, 
p. 559). 

(**) J. PLATEAU, Ueber clie Griinze der Stabilitüt e i ~ ~ e s  fiiissige~z Cyliliders (Aiin.  di  Pog- 
gendorff, 1850, v. LXXX, p. 566). - Statique expériuzet~tale et tlzéoriqzce des liquides souvzis 
a u x  seules forces moléculaives (Paris, Gauthier-Villars, 1873). 
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al  PLATEAU pierîa giustizia, è perb doveroso ricordare clie Egli non si pro- 
pose veramente inai di otteiîere delle diniostrazioni fondate solo su1 calcolo, 
poicliè, coine Egli stesso affern~rt, si pose sempre « a u  point de vue physique », 

« en s'aidant à la  fois de l'expérience et de la  théorie N y). 
4. Vogliamo ora ricordare un'altrn delle dimostrasioni nieuzioiiate del 

PIATEAU, e cià specialinente iiel17inteiito di cliiarire u n  equivoco ne1 quale 
pare sia caduto il POINCARÉ. La di~nostrazioiie è foiidrita su1 seguente prin- 
cipio, suggerito a l  PLATEAU da1 LAMAKI~E, e clle io riporto letteralmente dalla 
Statique expérinzentale, etc. (**) : 

u Supposons lin cjlindre d'huile liorizoiltol réalisé entre deux disques 
a u  sein du mélange alcoolique, et assez court pour être stable, sans être ce- 
peridniit trop en deçà de la li~iiile. Si, el1 poussant légèreii~ent le liquide en 
p l ~ i s  grande quantiti! vers i'un des disques a u  moyen d u  I)ec de la  petite 
seringue, on détermine la forniatioii artificielle d'un renflement et d'un étraii- 
çlemeiit, et si cette modification de la figure rie dépasse pas un certain degré, 
la  masse abandonnée eiisuite à elle-même reprend spontanément l a  figure 
cylindrique initiale. Mais si l'iiltérntioii excède le degré dont il s'agit, elle 
progresse ensuite spontanéinent, et la tratisforrnntion s'achève. Or, a u  degré 
précis d'altération qui sépare les tendances à ces deux effets opposés, ln 
niasse doit éridenmieiit être inclifThente ;i l'une et il l 'autre; il doit donc ÿ 

avoir l i  U:I 6:tat (l'équilibre, 11ien que cet équilik~re soit instable; et comme 
la figure est alors encore de révolution et qu'elle se compose d'un renflement 
et d'un étranglement, elle forme nécessairement une portion d'onduloïcle. E n  
second lieu, puisque cet ontluloïde partiel constitue le degré d'altération où 
va cominencer la tendance spontanée à une altération plus profonde, il doit 
s'écarter d'autaii t moins de la figure initiale, c'est-à-dire d u  cylindre, que 
celui-ci est plus près de si1 liinite de  stabilité. Enfin, lorsque le cylindre est 

cette liinite même, i'onduloïde partiel doit coïncider exactenieiit avec lui, 
puisque alors la plus faible trace cl'uil renflement et d ' k  étranglement doit 
suffire pour amener la  transfoimatioii spontanée ». 

II PLATEAU ~er i f j ca  col calcolo che qunndo l'ond~iloidc, di cui si parla 
ne1 priucipio ricordato. tende a colifondersi col ci1indi.0, In disLanza. fra le 
basi dell'onduloide inedesinia tende a clirelitare uguale alla loro circonfe- 
renzn; donde la conclusione vol~lta,  clle cioè il limite supeiiore dell'allezza 

(*) Cfr. Statigue expé~.iirzentaZe, etc. Torne second, pp. 996-97. 
(**) T. 11, pp. 249-50. 
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del cilindro, per la quale si ha stabilità, è dato dalla circonferenza delle basi 
del cilindro stesso. 

Il POINCAKÉ, alla pag. 96 del libro citato, scrive: « Pour chercher théo- 
riquement les conditions de stabilité du cylindre de révolution, il faut com- 
parer cette surface aux surfaces d'équilibre très  oisi in es et ~ o i r  dans quels 
cas la surface du cylindre est un minimum relatif. PLATEAU a appliqué cette 
méthode; mais, au  lieu de comparer la surfilce du cylindre à la surface de 
l'onduloïde, qui est la surface d'bquilibre résultant d'une petite cléforination 
du cylindre, il l'a comparée à la surface de révolution engendrée par la ro- 
tation d'un sinusoïde ». Ora è da avvertire che, nella cliinostrazione cui qui 
ci si riferisce, il PLATEAU non intende affalto di considerare la sinusoide in 
sostituzione della curva ineridiana di uns  superficie di equilibrio; le super- 
ficie di equilibrio entrano iti gioco solo nella dimostrazione fondata su1 prin- 
cipio del LAMARLE, la quale non ha nulla a clle vedere con la sinusoide. 

5. Tralascio di discorrere dell'operü del BEER (*), sis perché ancli'Egli 
si aiuta or col calcolo or coi risultati dell'esperienza, sia perclii: si fonda sul- 
l'erronea considerazione clle le superficie a curvatura media costante siano 
sempre delle superfici di area minima fra quelle racchiudenti lo stesso vo- 
lume; e vengo al MATHIEU (%*), la cui iridagine, che ha un'iinportanza sopra- 
tutto critica, ha messo precisainente in evidenza la tacita ipotesi fatta da1 
PLATEAU, relativa all'invariabilità dei cerchi base. Nello stesso mentre, 1110- 

strarido, con un esempio, che, con l'abbandonare tale ipotesi, viene a man- 
care su1 cilindro il minimo vincolato per l'area della superficie laterale, pur 
restando verificata 1ii condizione che l'altezza del cilindro sia inferiore alla 
circonferenza delle sue basi, ha creduto d i  trovare una contraddizione fra teoria 
ed esperienza, per eliininare la quale ha avanzato tre considerazioni diverse : 

1.0) che dovendosi avere il niinimo per W e non per la sola S, nelle 
deforinazioni della massa oleosa clie non conservano iiiimutate le basi sui 
dischi, la variazione corrispondente al secondo termine - di IV possct 
cotnpeiisare quella del primo, dovuta alla diininuzione eventuale di S, per 
modo da aversi aricora una variazione positiva per W; 

2 . O )  clie l'ipotesi del PLATEAU non sia del tutto ingiustificata, potendo 

. (*) Ueber die OberfkZchen rotirenc2e.r Fliissiykeiten im allgemeiizen, ksbeso+zdere über de+% 
Plateau'sche+z. Rotationsuersuch ( A m .  di  Poggendorff, 1855, v. XCVI, pp. 1 e 910). 

(**) Thdorie de la Capillarité (Paris, Gauthier-Villars, 2883), p. 73 e seguenti. 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 9 
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essere l'olio costretto a poggiare invariabilmerite sugli interi dischi a causa 
dell'aderenza e dell'attrito ; 

3.') che gli spostamenti piccolissirni che ordinariarnente si coniunicano 
alla colonna oleosa non siano in fatto del tutto arbitrari, avendo la colonna 
liquida. K une tendance à passer par des figures d'équilibre P. 

Le prime due considerazioni non son senibrnte, al MATHIEU stesso, atte 
a spiegare la contraddizione avvertita fra teoria ed esperieiiza; mentre in- 
vece è apparsa a Lui decisiva la terza. Ma l'argoinento, per il MATHIEU fon- 
damentale, pare insufficiente; e cjuaiîd'anche poi 10 si potesse giustificare in 
modo opportuno, esso arrebbe lutt'al più valore da1 purilo di vista fisico, ma 
non potrebhe mai condurre a r i le~are  l'esistenza effettiva del niiniiilo di MT, 
considerato questo in senso analitico. 

6. Tiitto questo risultb chiaramente al F O I N C A I ~ ~ ,  il quale credette assai 
meglio di attaccarsi alla seconda delle giiistiticazioni proposte clal MATHIEU, 
aderendo cioè all'ipotesi del PLATEAU sull'invaria~iliti delle basi della co- 
loiina liquida. Egli, infatti, scrisse (*) : « . . . si nous remarquons que le long 
de la courbe d'intersection l'angle de raccordelnent de la surface liquide et 
de la surface du plateau doit avoir une valeur constante, en général diffé- 
rente d'un droit, nous en déduisons que le raccordement ne peut se faire 
que suivaut le bord d u  disque oil, l'arête étant toujours plus ou moins 
émoussée, l'angle de raccordement peut prendre la valeur qui lui convient. 
Dans ces conditions, le rayon des circonférences des bases conserve encore 
une valeur constante B. Dobbiamo perb osservare clle, se la premessa del 
POINCARÉ è giusta, non pub dirsi tuttavia che ne scenda legittinîaineiite la 
conclusione, per giungere alla quale si dovrebbe postulitre l'esistenza del 
ininiino per il poteiiziale W. Q~ii,  in sostanza, si fa uso del10 stesso modo 
di ragioiiare con cui STEINER dimostrb la proprieta di ininimo del cercliio e 
della sfera, e del quale recentemente il PERRON y), con un esenîpio seinpli- 
cissiino, lia mostrnta tutta l'incongruenza. 

D'altra parte, anche coiicedendo l'invariabilità dei cerclli hase e se- 
guendo il POINCARÉ nella sua diinostrazione della proprietà di inininio 

(*) Loc. cit., p. 109. 
(*+) Zur Eccistenzfraye eiizes &I~ximu~ns ocler Minimums (Jahreshericht der Deutschen Math. 

Vereinigung, 1913). L'esempio del PERRON è questo: Si consideri la classe dei numeri interi 
positivi; nessuno di essi, se è diverso da 1, pub esserne il mnssimo, perchi! i! di certo supe- 
rato da1 suo quadrato. Dwzgue 1 è il massirno iiitero positive. 
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del cilindro, ci si imbatte in u n  punto in cui il ragionamento non 
corre (*). 

7. Passiaino ora alla Memoria ~ ~ ~ ~ ' , ~ L M A N s I  y*). L'Autore, rilevata l'in- 
sufficienza della giustificazione addotta da1 POIWARÉ, relativamente alle basi 
della colonna liquida, coglie il vero lnto della questione iiconoscendo c h ,  
a rimettere iii perfetta. arinoiiia teoria ed esperienza, è necessario e basta 
ricorrere al priino degli argomenti formulati da1 A ~ A T H I E U ,  a l  fatto cioè clie, 
tenendo conto esatto tan to  d e l h  varinzione del prinio termine di cui si  com- 
pone W, yuanto di yuella del secondo, - termini clie si riferiscono l'uno alla 
superficie di  separazione fra olio e miscela, l'altro a quella fra olio e dischi, - 
il potenziale risulta in realtà minilno sulla configurazione cilindrica. E il chia- 
rissilno Autore imprencle, prima di tutto, a diinostrare quanto gli altri ave- 

(") È detto, alla pag. 117 del libro citato : «surf. C" C'<surf. C G', résultant d e  ce que, 
la droite CC" étant normale en C" à l'arc A Q C', l'élément d'arc C' C" est plus petit que 
l'ékment C C'». Ora questo non è perfettameote vero : l'arco C' C" è minore dell'arco C' C,  
ina non se ne pi16 dedurre sempre Ja disuguaglianza relativa alle superfici di  rivoluzione da  
essi generate. Sappoiiiamo, infatti, che Cf C sia un segmento rettiliiieo parallelo all'asse di 
iotazione, e che C' C" sia anch'esso rettiliiieo. Posto C C =  Z, r i t 0  

A 
C G' C" = a ,  d = distanza di C' C dall'asse di rotazione, si lia 

slip. CC'=?zdZ,  sup. C"C1=nZcosa C 

Poilendo, inoltre, 

La fuuzione y (a) è duiique crescente in a = O, e, per tutti i valori di a ,  positivi e mi- 
nori di  un certo < è y (a)) y (O), 

sup. C" C' > sup. C C'. 

(**) Sop ln  urca clelle esperiettze del Plateau (Aiiiiali di Maternatica, 1906). 
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vano già tentnto, vale a dire la proprietà di minimo del cilindro, circa la 
sua area laterale ed in relazioiie con tutte le superfici di rivoluzione pog- 
gianti su gli stessi cerchi e racchiudenti Io stesso volume y), e passa poi a 
stabilire il m i n h o  per il potenziale W. 

Se non die  vi è luogo a rivolgere al lavoro  ALMA AL MAN SI uiî'obhieziolie 
la quale inostra che esso non esaurisce coinpiutamente la questione. 

Si tratta. di yuesto. L'Autore, coine Egli stesso dicliiara esplicitamente, 
si limita a confrontare la  superficie cilindrica con quelle superfici d i  iivoln- 
zione, racchiudenti 10 stesso volume, per le yuali la linea nieridiana tende 
alla generatrice del cilindro uniforineiiîe,iite insietne alle sue tangeiiti (con- 
vergenza uniforme della funzione rappresentativa e della sua derivala). A 
giuatificazione di clle Egli scrive (**) : « Questa limitazione è pienamente giu- 
stificata da1 fatto clle, a rigore, basterebbe (coine fa il P o i ~ c ~ n É  (***)) con- 
frontare la superficie G (***") colle superficie di rivoluzione a curvatura (*,) 
costante m. Ora, iiientre da unn. parte nessuno lia mai messo in valore l'af- 
ferniazione qui contenuta con un ragionaineilto rigoroso, dall'altra i? da fitrsi 
un'osservùzioi~e clie è decisiva al proposito. Ed è che, coine risulteià in se- 
guito (,*), di superfici di rivoluzione a curvatura media costante, passan ti 
per i cerclii liiniti dei disclii hase, e raccl~iudenti con questi dischi 10 stesso 
volume del cilindro, iion ne esiste, nelle ilninediate vicinanze della superficie 
cilindrica, nessun'nltra, se, corne qui si suppoiie, l'altezza del cilindro i: in- 
feriore alla circonferenza delle sue basi. Limitandosi dunque alle superfici 
a curvatura media costante, e tenendo iiivariati i cerchi base, si verrebbe a 
confrontare la superficie cilindrica unicameilte con sè stessa. 

(*) È da avvertire perb che questa proprietà d i  niinimo era stata già stabilita, con me- 
todi del tutto diversi (dirersi anche da quel10 che seguiremo noi) da : n) G. HORIANN: UN- 
tersuchuîzyefa über die Gieneen z~uisclien welehen Uiaduloide und  Nodoide die von emei festen 
Pwalle2kreisflüclze~ b e y r e ~ ~ ~ t  s i i d ,  bei yegebenem Voluwzen e in  Minimun* der Oberflücl~e besitzen 
(Inaugural-Dissertation, Gottingen, 1887). - b )  W .  HOWE : Die Rotations-Flaclzen we2cIze bei 
voryeschriebener Rachen~l%sse  e i ~ z  ~lz@lichst yrosses oder kleiizes Voluwen el>thalten (Inaugural- 
Dissertation, Berlin, 1887). 

( K Y )  Loc. cit., p. 4. 
(**a) In reaità il POINCARÉ fa questa osservazioiie alla pag. 96 del suo libro (e noi ne 

abbiamo già riportato il passo), nia poi, nella sua diinostrazione, non ne tien conto. 
(****) Che sarebhe la superficie del cilindro. 

(*%) Media. 
( 3 ~ )  Cfr. n. 19. 
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La diinostrazione SI A AL MAS SI non è quiiidi completa (W) e porta solo ad 
afferrnare che l'area della superficie cilindrica dapprinia, e poi il potenziale, 
dànno dei mininii deboli, per usare una denominazione in uso ne1 Caicolo 
delle liccriaxioni. Noi inostrerenio che realmente si tratta di mininii forti, vale 
a dire di miniini effettivi. 

Inoltre, coinpletereino l'indagine sulla stabilit; anche in cib che riguarda 
i casi limiti relativi ai coefficienti 112 ed n (nt = n, 1% = O), casi non conside- 
rati an tecedenteniente. E farenio vedere che, per n = m, si ha ancora stabilità 
per tutte le altezze del cilindro inferiori alla circonferenza delle basi; e che, 
per $2 = O ,  si ha, invece, stabililà O instabilità a seconda clie l'altezza è in- 

3 
feriore O superiore ad un certo limite compreso fra ir R e - ;;. R. Quest'ul- 2 
timo caso, n = O, porta ad un esanie accurato del problenia di ininiino re- 
lativo all'area della superficie cilindrica, sotto la solita condizione riguardante 
il volunie racchiuso, quarido le basi delle superfici da considerarsi non si 
suppongmo più invariabili. Siaino cosi conclotti a stabiliie che, ne1 caso d i  
nmbedue le basi variabili, il cilindro dà seiiipre il miiiiino voluto per tutte 
le altezze inferiori a ZR (riietà della circoiiferenza delle basi) (**), rrientre il 
minimo non si lia più per altezze magçiori. Se poi una sola delle basi è rn- 
riabile, il limite superiore delle altezze, per le qunli la proprietà di ~ninimo 
si conserva, è quel nurnero, cui si è accennato sopra, cornpreso fsa z R e 
3 

-z R. E si aggiunge che, per queste stesse altezze, si lia ancora il miniino 
OL 
se le basi variano entsambi ne110 stesso senso, oppure in modo che il rap- 
porto delle loro variazioni sia sufficientemente piccolo. 

(*) Ben i~iteso, non completa (corne dimostrazione rigorosamente 
questione; che, invece, essa pub considerarsi sufficiente da1 puiito di 

aiialitica del fatto in 
vista fisico (fatta ec- 

cezioiie dei casi lirniti, 12. = 0, HZ = 12 ,  che I 'A~nra~sr  non considera e che noi trattereino com- 
piutümetite) perchè, corne  A AL MAN SI stesso mi  osserva in una cortese lettera, « qualido si 
tratta di spiegare un fenomeno fisico, il rigore analitico, spinto oltre uii certo limite, diventa 
illusorio ». 

(**) E cib contrariamente a quanto credeva il MATHIEU (cfr. IOC. cit., p. 77). 
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II. 

8. Din~ostrianîo, in primo luogo, la proprieti di ininilno della super- 
ficie cilindrica. Precisamenle dimostriai~o clie « supposla l'altezza infcriorc 
alla circonferenzn delle basi, I'nrea della supelficie del cilindro è inferiore a 
yuella d i  qualsiasi altra. supertiçie, abhastanza pi ossima, a \  ente le stesse basi 
e raccliiudente, coi1 queste, ugual volume ». Si osservi (*) clie, ad ogni super- 
ficie socldisfacente alle condizioni dell'enuncinto, illa non di rotazione, se ne 
pub seinpre sostituire un'altra clie soddisfi alle stesse co~idizioni, che sia di 
rotazione attorno all'asse del cilindro e che abbia una superficie di area mi- 
nore. Questa sostituzione pub ottenersi col seguente sernplice procedimenlo. 
Si interseclii la superficie data con un piano perpendicolare all'asse del ci- 
lindro, e in yuesto stesso piano si costruisca ut1 cerchio equivalente, in area, 
alla sezione otteiiutü ed avente il cetitro sull'iisse detto. Al variare del piano 
si lia uns  superficie di rotazione clle soddish alle coiidiziorii richieste. 111 
cjuesto procedimento si üvrà l'avvertenza di considerare, coine faceiiti parte 
della sezione considerata, quei pezzi di superficie clle e\entualinente venis- 
sero a trovarsi su1 piano siesso della sezione, e si avrà cura, inoltre, qua, 
lora i cerclii estreriii risultnssero iiiaggiori delle basi del cilindro, di coiliple- 
tare la superficie con corone circolari convenieiiti. 

Se si considera la liriea nieridiana della superfjcie di rivoluzione co- 
struita, si vede che essa viene ad essere incontrata in un sol punto da una 
perpendicolare geiierica all'asse del ciliridro, oppure lia su (pesta  tutto un  
segrnento, ed esso solo. 

Dopo cib, la cluestione si ricluce a cpmt'altra: Fra tutte le superfici 
generate dalla rotazione attorno all'asse x di curve del piano (xy), congiun- 
genti i punti (0, R), (h, R) (clle sono ugualmente distanti dall'asse x e da 
una stessa parte di esso) e racclliudenti assieme ni cerclii di centri (O, O), 
(12, O), di raggio R e perpendicolari all'asse detto, un volume uguale a quello 
del cilindro delimitato dai cerclii inenzionati, la supei-ficie del cilindro dà un 

(*) Quest'osservaziolie è stata  fatta in  un caso particolare da1 PLATEAU (Statique, etc., 
T .  11, pagg. 287-289). Per il caso generale, vedi : a )  SCHWARZ, Gesamitzelte Mathematische 
Abhaizdlungen, Vol. 11, p. 368; - 6) POINCARÉ, loc. cit., pp. 108-106; - c) L. TONELIJ, Sulla 
proprieta d i  ~niniino della sfera (Rend. Cire. Matem. Palermo, 1914). 
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minimo (relativo) per l'iirea, qualora sia 

9. Si lia qui a fare con un probleinn di Ca7colo delle Varia~ioni  e pre- 
cisainente con uno di quelli detti isoperimetrici. L'integrale d a  render rniniino 
è (considerandolo sotto forma parnu-ietrica, il die  porta alla maggiore gene- 
ralità dei risultati) 

dove s dà la lungliezza. dell'arco della curva considerata, a partire clal primo 
estremo, il quale deve essere costanteinente il punto (0, I I ) ,  mentre poi il 
secorido ritnane invariahilinente fissato in ( h ,  R). Inollre, la ciirra per cut 
si coiisidern l'iiitegrnle I deve soddisfare alla coridizioiie 

essendosi indicata con x' la derivata deli'ascissa del punto geiierico della 
curva, ascissa considerata conle funzione dell'arco S. 

L'equazione diîferenziale ~ ' E U L E R O ,  relatira al nostro problema, è quella 
dell'integrale 

p ( x 7  y, x', y') d l  = ( y  \ix1"y1' + l  y2x') d t ,  I ' -  

dove A è una costante numerica (costante isoperimetrica), ossia 

Iijl,. - F / ,  + P, (2'3" - x" y') = O ,  

x ' 
- (dp-2 + $2 l ZJ) + 1J (&yU - 2" y') = O, 

xiz + y'2 (%IZ + 2112)3/1 

Se qui si  osserva che la prima frazione dà ln curvatura della c u r n  in- 
tegrale d i  (3), nientre la seconda dà la lungliezza della normale della stessa 
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curva, si vede che la superficie generata dalla rotazione della curva detta 
attorno all'asse x (asse del cilindro) è a curvatura wzedia costante (= 1). 

Corne DBLAUKAY (*) e LAMARLE y*) hanno inostrato, ogni curva integrale 
dell'equazione differenziale (3) pu6 ottenersi quale luogo di un fuoco di uiia 
conica clle rotoli senza strisciare sull'asse delle x ;  ed anzi, tutte le curre 
cosi generate sono altrettanti integrali della equazione detta. Se la conica 
che rotola è un'ellisse, la superficie di rivoluzione del luogo considerato di- 
cesi ondulo ide;  se un'iperbole, ~zodoide;  se, infine, è nna paraboh, il luoço 
è la ccctenaricc e la superficie il catenoide. Quando poi la cuiîica sia un cercliio 
di raggio R, la curr7a genernta da1 rotolamento è una retta: la generatrice 
del nostro cilindro, la quale soddisfa cos1 alle condizioni del primo ordine 
relative al probleina di inininio che stia.mo considerando. 

Aggiungianio un'osservazione. L'integrale della (3) contiene tre costanti : 
la costante isoperiinetrica 1 e le due costnnti d'integrazio~ie. Ad esse corri- 
spondono i tre elementi arbitrari che si hanno nella generazione ineccanica 
della curva integrale : i due elementi che determinano la conica da far ro- 
tolare e il punto dell'asse x che corrisponde ad un determinato vertice della 
conica stessa. 

10. La generatrice del nostro cilindro, clie coiiie abbiain veduto è un 
integrale particolare della (3), é rappresentatn, in coordinate non parametriche, 
dall'equazione 

y = y (x) = R. 

Confrontianîola con la curva rappresentata nell'intervallo (0, 72) dall'e- 
yuazione 

9, (x) = R + IA (% t ) ,  

dor7e IA (x;, t )  è ~ 1 x 1  funzione finita e continua insieine alla sua prima deri- 
vata, per ogni CE di  (O, 1t) e per ogni t di un certo intervallo (0, t , ) ,  la quale: 

1.O) per t = O è identicainente niilla, talclit? si ha y, = R ;  , 

2.') è 'seinpre in modulo minore di R e, al tendere di t a zero, con- 
verge uniforinemente a zero, insieme alla sua derivata (fatta rapport0 ad x) 
in tutto (O, h) ; 

(*) Sur la surface de révolution dotzt la courbure woyenne est cowtante (Journ. de Liou- 
ville, t. VI, p. 309). 

("*) Tlzéorie yéométvique des rayons et centres de courOuve (Bulletin de 1'Acad. de  Belgique, 
1857, B.= ser., t. IJ, p. 33). - Exposé géoiîzétrique d u  calczd ilifférentiel et i.ntégral (MEm. de 
1'Acad. de Belgique, t. XV, 1863, 3.e partie, p. 2 E ) .  
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3 . O )  soddisfa, per ogni t di (O, t,), all'uguaglirtnza 

u (O, t )  = zc (h, t )  ; 

4 . O )  verifica., per tutti gli stessi t, la condizione 

/:(Eltu ( x ,  t )  Y d z =  l R z d x ,  

che si riduce all'altra 

Quest'ultima condizione stabilisce i'uguaglianza dei volulni racchiusi dalle 
due superfici generate dalla rotazione attorno all'asse x delle curve y = R, 
y =y, (x), considerate entraizîbi nell'intervallo (0, h). Calcoliaino la differenza 
delle aree di tali superfici 

Abbiamo 

ed anche, essendo 

dove E (x,  t) tende a zero con t ,  uniforniemente rispetto ad x, 

Indicando con 0, un determinsto valore di + c), si lia, per il 

primo teoreina della media, 

Osserviaino che, per il fatto della convergenza uniforme ad 1 di 

Annali di Matematica, Serie 111, Torno XXIII. 10 
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1 + - (1 + E), per t -t O, E ( 3 
liin 8, = 1. 

t + O  
Per la (4) abbiamo poi 

Facciamo il seguente cambiairiento di variabile 

il quale trasforma l'intervalle (0, h) nell'altro (0, 2x). Abbiamo con cib 

(L ) 27c 
(z, 4 = - cd, t = U (w, t ) ,  u' (q t )  = - h Ur (w, t ) ,  

Nello stesso tempo la condizione (4) si muta nella 

O 

Sia 
1 00 

- a ,  2 t I: ( a p c o s p o +  b, s i n p  w) 
1 

10 sviluppo in serie di FOURIER di U (o, t). Poichè yuesta funzione anîinette, 
per ipotesi, derivata finita e continua in tutto (O, Bn), è 

avendosi, inoltre, conie già si è notato, U (0, t) = U(2 7i,  t), 10 sviluppo in  
serie di FOURIER di U'(w,  t) si ottiene derivaiido termine a termine quel10 
di U (a, t) (n) ed è percib 

(*) Cfr. H. LEBESQUE, Leçons sur les séries Irigonométriq~ies (Paris, Gautliier-Villars, 1906), 
pp. 103-104. 
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Applicando allora la formola di PARSEVAL si ha 

e la (5) pub scriversi 

1 2z 
Andogainente la (4') pub scriversi, poicliè B a. = - U d w, 

jb . 

Da quest'uguaglianza ricavianîo clle, se y = y t  (x) no11 coincide con la 
generatrice del cilindro y = R, è 

m 

E iiîfatti, se è I: (cc;> t bj)  =]=O, da (4") si rieava 
1 

ed essendo sempre 1 U 1 < R e quindi 

ne viene la disuguaglianza seritta. 
Se poi fosse I: (0; -+ by) = O, si avrebbe da (4") 

e quindi, per essere 1 a,  1 < 9 R, a, = O e 

vale a dire la curva y = L/, (8) coiriciderebbe con la generatrice del cilindro. 
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Supponendo che la curva y = y t ( z )  sia distinta dalla generatrice detta, 
la (6) pub scriversi 

Ora è h < 9 c R, lim O, = 1, 
t+o 

dunque 

Essendo poi 

è, per quanto si è visto poco fa, 

a lim 2 . a0 = o. 
t+o 2 2 ( c c p t  b;) 

Se ne conclude Che, per t sufficienteinente piccolo, 

e resta cosi dimostrato che il cilindro di generatrice y = R e di altezza h, 
con h < 9 n R, dà un mhimo debole per il probleina isoperimetrico formulato 
al  n. 8. Ho detto nzinimo debole e non forte, percliè le curve y = R + u (x, t ) ,  
per le quali è dimostrata la disuguaglianza (7), sono tali per ipotesi che, al 
tendere a zero di t, tenda a zero uniformemente non solo u (s, t), ina anche 
la derivata d ( z ,  t ) ;  e resta percib il dubbio che esistano delle funzioni 
u (x, t ) ,  le cui derivate non convergano uniformeinente a zero con t ,  per le 
quali, comunque si prenda piccolo il t, non sia A S 2 O. Non è dunque an- 
cora definitivamente dimostrata la proprietà d i  inininio del cilindro, che ci 
interessa. 

11. Xe1 CnlcoZo delle Variagioni si dà (*) un gruppo di condizioni suf- 

(*) Cfr. BOLZA, Vorlesuîzgen über Variationsrechnzcng, p .  518 (Leipzig, P. G. Teubner, 1909). 
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ficienti affinchè una data curva sia minimum (forte) per un certo problelna 
isoperimetrico a estremi fissi; e vi si stabilisce, in particolare, c i ~ e  il miuilno 
è certo se : 

1 . O )  la curva considerata, giacendo tutta internamente al canipo am- 
messo, soddisfa all'equazione differenziale di EULERO relativa al probleina 
isoperimetrico di cui è questione; 

%O) il problerna 6 totalmente regozare, vale a dire, iualunque sia il 
valore della costante isoperimetrica, è sempre positivo l'invariante di WEIER- 
STRASS relativo all'integrale della funzione f + 'hg, dove f è ln funzione clle 
sta sotto il segilo dell'integrale da render iriinirno, e g è quella dell'integrale 
che deve rinianere costante; 

3 . O )  la curva considerata non contiene il punto coniagato del suo primo 
estremo, vale a dire, su essa, eccettuato il primo estremo, non deve inai an- 
nullarsi un certo determiilante A,  che è una funzione del punto della curva 
stessa. 

Ne1 caso nostro, la generatrice del cilindro soddisfa alla l.a di queste 
condizioni, conie giS si è visto al n. 9. La seconda condizione è poi anch'essa 
soddisfatta, perchè, essendo qui f = y 4%'' + y'" g = y2 x', l'invariante di 

WE~EHSTHASS F; di = f + 1 y è dato da FI = ed è di certo PO- 
(,IZ + g1~y71z 

sitivo in tutta la parte del piano (x y) che è al di sopra dell'asse x, parte 
che comprende interamente la generatrice del nostro cilindro. 

Resta dunque a verificarsi la 3." condizione. 
Questa stessa terza condizione, oltre che figurare ne1 gruppo delle con- 

dizioni sufficieriti, coinparisce, con uria piccola modificazione, anche in quello 
delle necessarie. Effettivamente si diinostra che condizione necessaria perchè 
l'integrale dell'equazione di EULERO dia un ininimo, è che, sull'arco clie si 
considera della curva integrale, il determinante A noil si an~iulli mai, fattü 
eccezione degli estremi (ne1 caso della condizione sufficiente, si esclude l'an- 
nullamento anche ne1 %O estreino). Orbene, qui è di soinma importanza la 
seguente osservazione. Se si pensa al biodo col qusle, ne1 Calcolo delle Va- 
riazioni, si giunge alla condizione necessaria ora ricordata, si scorge subito 
che ad essa pub darsi u n  senso più largo: cioè a dire, clle essa risulta ne- 
cessaria non solo ne1 caso del rninimo ordinario (minimo forte), ma anche 
i r t  quello del ~îzitzimo deboie. Ed infatti, ne110 stabilire la condizione in discorso, 
non si fanno entrare in gioco tutte le possibiti variazioni della curva mi- 
nimuin, ma solo quelle deboli, quelle cioè che, al tendere a zero del para- 
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inetro, si annullano uniformeinente insieme alla loro derivata. Gli è anzi 
questa, se ben si ricorda, la ragione deli'errore pre-weierstrassiano, in hase 
al quale alla iiostra condizione necessaria si voleva dare senz'altro il d o r e  
di condizione suflicietite, nella teoria di minimi liberi. 

Osservato questo, scende subito da quanto si è detto a1 r i .  10, clie il de- 
termiliante A non si annulla inai sulla generatrice del cilindro, y = R, eccet- 
tuati gli estremi. Ma l'eccezione relativa al secondo estremo si toglie imnîe- 
diatamente. J1 risultato del n. 10, clle si coinpendin nella disuguaglianzn (7), 
è valido finchè sia h<B z R ;  per guisa tale die  se d è un riunîero positivo 
soddisfacente alla disuguaglianza 12 + d < B .ii R, la (7) vale anche per il ci- 
lindro di altezzn h + d .  Ne risulta che sulls generatrice y = R, il determi- 
nante A è diverso da zero in tutti i punti i n t e r n i  al segment0 di estremi 
(O, R), (h + d, R). È dunque A =(= O anche ne1 punto 
del punto di ascissa O non si trova sulla generatrice 
altezza h. 

La terza condizione suficiente è cosi soddisfatta 
finitivainente diniostrata la proprietà di minirno del 
enunciata al n. 8. 

(h, R), ed il conitcgato 
del nostro ciliridro di 

ancli'essa, e resta de- 
cilindro che abbiamo 

12. È facile vedere clie il limite superiore dell'altezza 72. del cilindro, 
compatibile con la proprietà di minimo ora stabilita, k precisamente dato 
da, 2 ;i R. Si suppoiiga, invero, h>2 ;; B e si prenda a considerare la fun- 
zione 

la quale, per t tendente a zero, converge uniformeniente a zero insieme alla 
sua derivata; yualurique poi sia t (clle supporreino i n  modulo minore di 1) 
è u (O, t )  = u (h, t), ed anche 

h 
(x, t )  ci x + 2 R 1 u (x, t )  d x = t sin - z . d x  = 0. . O " O J (b ) 

La nostra funzione soddisfa duilque alle condizioni fissate a1 n. 10, e 
vale percib l'uguaglimza (5) 
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ossia; indicando con 8: e O", due numeri tendenti rispettivainente ad 1 e a 
1 - col tendere di t a zero, 4 

1 
Di qui si vede che, essendo liin 8,. 6', = 1, lim Fj", = - , se è h )  B s; R, 

t-+O 1 3 0  4 
per t sufficientemente piccolo, è A S < O. 

III. 

13. Nei numeri precedenti si son prese in considerazione solo que 
superfici di rivoluzione che hnnno le stesse basi del cilindro. Vogliaino ora 
vedere in quali limiti, per l'altezza lz, la proprietà. di inininio del cilindro si 
conserva indipendentenlente dall'invariabilità delle basi delle superfici da con- 
siderarsi. In  altre parole la questione che ci proponiaino è questa: « trovare 
i valori di h per i quali il cilindro d i  un'area minima rispetto a yuella di 
tutte le superficie di rivoluzione attorno al10 stesso asse, limitate dai piani 
delle basi del cilindro, giacenti in prossimita della superficie cilindrica e rac- 
chiudenti il medesirno volume ». 

Confrontiamo la. nostra superficie cilindrica con quella generata dalla 
rotazione attorno all'asse x della curva di equazione 

dove la .u (x, t )  soddisfa a tutte le condizioni del n. 10, tranne la 3.) percllè 
qui intendiaino di lasciare completarnente libere le bttsi delle nostre super- 
fici. E poichè il ragionamento del nurnero ricordato è indipendente dalla 
3." condizione fino alla uguaglianza (3) ,  potremo scrivere anche qui 

BR 
- h P 8 = (y] O, S ~ U "  (a, t )  d O - pJ2 (a, t )  do. 
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Prima di proseguire, sarà opportun0 fare la seguente posizione : 

'UQ (o, t )  + B  R U(w, t )  = cp (o, t). 

La nuova funzione p, (w, t) soddisfa alle stesse condizioni della U(o, t ) ,  
tranne clle, invece'di verificare l'uguaglianza 

In seguito alla posizione fatta, l'uguaglianza scritta sopra, clie d i  A S ,  
diventa 

"̂ '912 (a, 41 Y"% t )  
O Re + '9 (0, t )  (R + JR' + 'P (9 t)Y 

ed anche, indicando con û', e O", due numeri coilvenienti, che tendon0 en- 
trainbi ad 1 col tendere di t a zero, 

La questione è allora tutta qui:  vedere per quali valori di h la diffe- 
renza 

si mantiene costantemente positiva per tutte le funzioni '9 die soddisfano alla 
cond izione 

J; (w) d w = 0. 

B T R  
14. Poniamo --- = p ,  e poicliè già sappiarno che non pub essere 

72 

h > 2 x R, riterremo p 5 1. 
Cerchintno il iniiiiino dell'integrale 

sotto la condizione uriica (9). Corne insegna la regola is~pe~irnetrica di Eu- 
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LERO, f o r n ~ i a n ~ o  l'integrale 

dove A è la cosi detta costante isoperimetricn, e cereliinilioiîe le estre~jzali .  
L'equazione diflerenziale di EULERO relntiw al caso nostro è 

clove a e b sono le costanti d'integraziotîe. Ueteriniuiaino la costante isope- 
rimetrica 'A. Dovendo essere verificnta ln (9), si a v ~ à  

E ognuiia d i  cjueste curve soddisfa alla (0). 
15. Vediaino se fra esse ve n'è seiripre una ed unn sola clle uiîiscn 

due putiti scelti arbitrariamente e rispettivamente sulie iette d i  ascissü O e 
27. Dette y, e rq, le ordinate dei due punti, si dorix.niio deteimiiinie le co- 
stanti a e b mediante il sistema 

Questo sistema è lineare e il suo determinante è 

il yuale è nul10 per p = 1, è diverso dn zero per p = 9,  e per p -I= OL e > 1 

Annali di Matematiea, Serie III, Torno XXIII. I l  
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89 Tonelli: Sulla staOilità dell'eguilibrim 

è uguale a 

e yuindi ancorn diverso da zero. Dunyue, per ogni p > 3 ,  ossia per ogni 
h < S  z R, esiste sernpre uns curm (IO), ed una sola, cl-ie congiunge i due 
punti scelti. 

16. Si supponga p > 3, ossia h < 2 n R, e siano Y, e P, due punti 
scelti comunque l'uno sulla retta w = 0, l'altro su quella w = 2 i;. Per quanto 
si è detto or ora, esiste una curva (IO), ed una sola che li congiunge: 

8 i; w cù - a,  sin - + b ,  cos + 2 a,  cos - + 2 b ,  sin - 
P P P P 

Indicando con 'A, il d o r e  di 'h corrispontleilte a i  punti Po e Pl, tutte 
le estreinali dell'integrale 

- 
Presi ora due punti yualsiansi Q, e Q, di coordinate (w,, y,), (w , ,  k), è 

possibile congiungerli con un'estreinale (12), la quale risulti ailclle unica? 
Si tratta di ricarare le costanti n e Z, dal sistema 

il cui determinante 5! 4 sin Co; e yueslo determinante è diverso da zero 
P 

finchè è CO, - o, < p  x (supposto w, > a,). Ne viene dunyue, se è p > 2  (72 < z R), 
che, fissüto un punto Q, di ascissa compresa fra (9 - p )  z e O, ed un nltro 
Q, di ascissa w, positiva e minore O uguale a 2 z, avendosi 

Q, e Q, possono sempre congiungersi con un'estremale (12) di &,,a,; e yue- 
st'estremale è unica. 

fi allora possibile circondare l'estremale che unisce Po e Pi con un fascia 
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- - 

d'estrentali (*) il quale rieinpin tutta la stiiscia colupresa fra le perpendico- 
lari all'asse o pnssanti per Po e P l .  E ne viene, per le note condizioni suf- 
ficienti del Calcolo delle Variaziod, die, avendo la furlzione clie sta sotto il 
segno dell'integrale Ïp,~, una derilTata seconda, fatta i apporto a y', sempre 
positim (2p2 >O), l'estreinnle (12), la quale congiunge Po e P , ,  dà un ini- 
~zimo assoluto per l'integrale &,z, . Scende a fortiori clîe, « se è p > 2, l'estre- 
male (10) la yuale congiunge Po e P, dà un ininimo assoluto per l'integrale If, 
rispetto a tutte le curre, rappresentabili riella forina p = cp (o), che congiun- 
gono Po e Pl e soddisfano alla condizione (9) B. 

17. Cerchiaino ora il ininilno dell'integrale I,,  calcolato sull'estre- 
male (10) che congiutlge Po e P,, considerando questi punti variabili sulle 
perpendicolari all'asse w di ascisse O e 2ii. Fissnti Po e P,, restano fissate 
le costanti a e b, e l'integrale 
I, (a, b). Calcoliarnone il valore. 

I, risulterà funzione di queste variabili : 
È 

W 
- 2 a b s i n -  cos- 

P P 

W W 6 'h2 + bb" sin" +- t a b  siil - cos - + -. + 
P P P 16 

h Li> + $ (a  cos y + b sen - 
P 

\ 2 63 2 O p"p-f=4 (b"a2)cos--2absitl-- I P P 

W 

P 

e quindi 

1 P 4 z - I, (a, b) = - (b" a') sin - + p a b 4 2 P 

2 x 2 SC 
--(asin- O!   cos- + b  

P P 

(*) Cfr .  HADAMARD,  Leçons sur le Culcul des Variations, recueillies par M .  FRÉCHET (Paris, 
A. Hermann, 1910), pag. 360. 
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- -  - - 

. B n  
e sostituendo a h il suo valore 7 .  = - a sin - + b cos - - 

P P b ) ,  

1 4 x 
- A, (a, b )  = (b2  - a') sin - + 2 a b  
S P  P 

4 z 9 7.c B 7T 2 7c 
- n 71 sin -- + 9 cc b sin - + a%in2 - + bb" cos" - 

P P P P 

9! n 
- 2 b k o s  - +- b2 

P 

P 

L' in tep le  I, (a, b )  risulta cosi una funzione di secondo grado e omo- 
genea in a e 6, le cui derirnte pnrzinli prime si annullano per a = b = 0. 
Geometricainerite, si lia un paraboloide; e il punto (O, 0) non è un rninimo 
se il paraholoide è iperbolico; è invece nîinimo se il pa.iaboloide è ellittico 
e rivolto verso l'alto. 

Per deciclere se il paraholoide è iperbolico O ellittico basta vedere se la 
clifferenza 

è positiva O negativa. Ora la differenza scritta non è altro che 
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Si vede percih che, se è 1 < p  < 9, avendosi tg - (O, la differenza (13) 
P 

è posit iua e il paraboloide è iperholico e non si ha miniino per a = O, b = O. 
Se è p = 8 la differenza (33) è nulla, il paraboloide è un cilindro para- 

i 8 
bolico tangente al piano (a,, b), e poichè in ta1 Caso si ha -1, (a, b) = - b2, 

4 X 

7; 7C il punto ct = O, b = O è un minitno. Se è, infine, p > 8, avendosi tg - > - 
P P  

la differenza (13) è negatiua e il paraboloide è ellittico e si ha in a = O, 
b = O minimo O rnüssimo a seconda che il coefficiente di akell'espressione 
di 1, è positivo O negativo. Ne1 caso nostro è 

9 ?T . 4 7 ~  p . 9" y?r Y *- sin' - - sin - = - sin - cos - tg - - -) > 0 
7C P P ." P P 

e si ha cosi il minimo. 
Concludiamo, tenendo conto di yuanto si è stabilito in fine al  numero 

precedente, clie use è p > 9  il segmento dell'asse o avente per estremi i 
punti di ascisse O e 2 .r; rende l'integrale 

minore  dello stesso integrale calcolato su una qualsiasi curva, rappresenta- 
bile nella forma p = p (o), che congiunga un punto arbitrario della retta o = O 
con un altro pure arbitrario di o = 8n ,  e elle soddisfi alla coildizione 

Se è p = 8, il segmento detto dà ancora un minimo per Il,, ma n o ~ z  
rende quest'iritegrale senzpre ~ u i n o r e  dello stesso integrale calcolato su una 
delle curve rnenzionate. 

Se, infine, è 1 f p  f 2 non si lia più minimo ed esistono delle curve, 
del tipo detto, che rendono I, ttega.tiuo. 

18. Da quanto precede, e in base alla uguaglianza (S), si ha die, per 
h > n R, lü differenza A S pub esser fatta negativa, mentre, per h < z R e 
per t sufficienteiilente piccolo la A S  resta seinpre positiva. Ne  viene clie il 
cilindro non dà il minimo, ne1 senso indicato al principio del n. 13, per 
un'altezza h,>;;  R ;  dà, invece, un iniiliino debole (per ora), se è h<r R, 
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Vediamo di passare da1 miniliio debole a quel10 forte. 
19. Occorre premetlere alcune corisiderazioni, elle esponiamo in una 

forma più generale di quanto qui occorra per potercene servire anche in se- 
guito. Dalla teoria generale dei probleini isoperimetrici si deduce clie, se é 
h < 9 x R, essendo verificate le condizioni di cui si è parlato al n. I I ,  è pos- 
sibile determinare un intorno [r] della curva y = R (O 6 x -r h) e un nuniero 
positivo tali clle, per ogni terna S,, S,, 8 di nuineri i n  modulo inferiori a 
- 

8, esista sempre un integrale dell'eyuazione differenziale di EULEKO (3), ed 
uno solo, il quale çiaccia per intero nell'intorno [A delto, corigiunga i punti 
(O, R+ ao), (h, R + S,), e soddisfi alla condizione 

Questa curva poi rende minimo l'integrale 

fra tutte quelle che congiungono gli stessi punti (O, R + a,), (h, R + o",), sod- 
disfano alla (14) e çiacciono in un suo conveniente intorno. Essa, ilioltre, al 
tender di S n. zero, tende uniformemente, insieme alla sua derivata, alla curva 
y = R. Geometricamente, questo significa che, per piccole modificazioni dei 
raggi dei cerchi base del nostro cilindro, e per variazioni pure piccole del 
volume, esiste sernpre uiia superficie di rivoluzione, ed una sola, che risolve 
il problema di minimo considerato, resta pi~ossitna alla superficie cilindrica 
e che ha piani tangenti che si scostano di poco da yuelli corrispondenti 
della superficie cilindrica detta. 

Ad ogni terna a,, a,,, 8, sodtlisfacente alle condizioni soprlt fissate, vien 
dunque a corrispondere, in modo unico, una curva la quale dà un mi- 
niino per il nostro problema isoperiinetrico, in relazione a tutte le curve di 
un suo intorno [p (8,, a,, a)], che indicliiamo cos1 appunto perchè esso viene 
a dipendere dai tre eleunenti S,, a,, 8. Convenendo di prender sempre il mas- 
siino intorno possibile, clal suo variare con continuità, al  variare dei tre pa- 
ranietri da cui dipende, nbbiamo subito che, se l'intorno [J della çeneratrice 
y = R (O 6 x r 72) 10 prendiaino convenientemente piccolo e se conveniente- 
mente piccolo prendiaino pure il & yuesto vien a far parte di certo di 
tutti gli intorni [p (S,, a,, a)]. Talchè possiaio dire che tutte le nostra 
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curve miniazuna sono tali rispetto all'intero campo' definito dali'intorno - 
[p l  di y =  R ( 0 g x : f h ) .  

20. Cib posto, sostituiamo ad ogni curva che soddisfi alle condizioni del 
nostro problema di minimo, che giaccia nell'intorno a di y = R (O G x r h), 
e clie congiungn i punti (O, R+ S,), (h,  R+ S,), dove 8, e 8, sono presi in 
inoduli inferiori al S del nunlero precedente, la cilrva avente i medesimi 
estremi e clie, sotto le stesse condizioni, renda minima l'area della corrispon- 
dente superficie di rivoluzione. La funzione rappresentativa di questa curvn, 
al tendere di S a zero, converge, corne si è detto al nutnero precedente, a 
y = R uniformemente, e ne1 contempo converge uniformeinente a zero la sua 
derivata. Essa rientra allora nella fainiglia di quelle considerate per il mi- 
wimo debole e ne viene che ta1 minimo è anclie forte. Se ne conclude che 

« il limite superiore delle altezze del cilindro - per le quali il cilindro 
stesso d a  un'aren minima. rispetto a quella di tutte le superfici limitnte dai 
piani delle basi del cilindro, giacenti in prossimità della superficie cilindrica 
e racchiudenti, coi piani detti, il medesiirio volume - è .;;. R ». 

81. Nell'enunciato precedente, le basi delle superfici prese in conside- 
razioiie son lasciate libere entrambi di variare coniunque nei piani di quelle 
corrispondenti del cilindro. Conviene peraltro, per il seguito, esaminnre anclie 
il caso di una base fissn e di una sola varinbile. 

È subito cliiaro clie il limite superiore delle altezze del cilindro, per le 
qud i  y uest'ultimo arnme tte, nelle condizioni attuali, ln solita proprie là di 
initiimo, è maggiore O per lo meno uguale al liinile x R, tromto per il cnso 
di entrambi le basi variabili. Il liinite clle cerchianlo è dunyue compreso fra 
n R e 8 i; R. Riprendiaino l'integrale I, del n. 14 e supponiarno 

L'estremale (10) del10 stesso numero, la quale congiunge i due punti del- 
l'asse w di ascisse O e 2 z, e che non è altro se non il seginento (0, 2 .;;) del- 
l'asse stesso, rende mitiimo l'integrale Ip fra tutte le curve p, = ? ((3) clie sod- 
disfano alle condizioni 

'P (0) = 1 (2 n) = O 

e alla (9). Ed invero, se ci6 non fosse si potrebbe render 1, minore di zero 
e quindi, per la (a), minore di zero anche A S, contro la proprietà di ininimo 
del cilindro, dimostrata al  n. 11. Ne scende che, per ogni p soddisfacente 
alla doppia liinitazione p ,  r p  r 2 - dove p, è un numero maggiore di 1, 
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che pub scegliersi perd vicino ad 1 quanto si vuole - la curva (10) clie 
passa per due punti Po e Pl delle rette w = O, w = 8 n, dà un ininirno per 19, 
rispetto a tutte le curve cp = cp (u), che congiungono Po e P, e soddisfano 
alla (9) ed alla condizione 

dove p è un numero positivo coiivenienteinente piccolo. Cib in base alle stesse 
considerazioni del n. 19. 

Prendiamo ora Po coincidente con l'origine O delle coordinale, e cerchianîo 
il minimo di Ip calcolato sull'estreiiiale (10) che congiunge O e Pl, conside- 
rando P, variabile, della retta o = 2 z,  neli'intorno (-p, p) del punto di or- 
dinata nulla. Basterà riportarsi al n. 17, dove si è fatta la ricerca in gene- 
rale, per Po e Pl coinunque vnriabili sulle rette dette. Avendo posto, pre- 
senteinente, il punto Po fisso in O,  si avrà, fra le costanti a e b, la relnzione, 
dedotta da (IO), 

la quale, ne1 piano (a,  b) è rappresentata da una retta passante per l'origine. 
Avendosi poi qui 1 < p l  s p  6 8, il paraboloide che rappresenta 1, (a, b) è 
(nuniero ricordato) iperbolico, direntando un  cilindro parabolico per p = 2. 
In quest'ultimo caso si ha subito che il segment0 (O, 2 n )  dell'asse o dà il 
minirno che cerchiaino e d i e  anzi rende I, seinpre minore dello stesso inte- 
grale calcolato sulle altre curve ammesse, percl-iè la retta (15), che ora di- 
venta n a = B 6, non coincide con la generatrice del cilindro che giace su1 
piano (a, b), e che è la retta b = O .  Veniaino al cas0 1 ( p ,  s p ( 8 .  11 pa- 
raboloide, corne abbiamo avvertito, è iperbolico ed è tagliato da1 piano (a, b) 
secondo due rette (generatrici), passanti per l'origine, le cui equazioni si ri- 
cavano da 

1 
- Ip (a, b) = S sin - a2 cos 
% P  P P /  ' 

A 
Indichiaino con r, e r ,  queste due rette e con r ,  r, quel10 dei loro an- 
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goli (considerati completi) che si riduce per conLinuit& a zero al tendere di 
p a 2. 

A 
Nei punti del piino (cc, b) iiiteriii a r ,  r , ,  Ip ( a ,  6) è allora negatiro; po- 

sitivo, in quelli esterni. Percib il segineilto (0, 2 n) dell'asse w cl& il ininiino 
/". 

cercato fincliè la  retta (15) è esternn all'angolo r ,  r ,  ; non cli miiiiiiio qiiando 
invece è interna. Per y = 2 si è gik visto che ln retta. (13) è esteriin n 
A 
r ,  r , .  Sia 5 il valore di p per il yuale la (15) passa. clall'csterilo ali'iliterno 

,". 
di r, r , .  Questo valore si ricava couîe radice clell'equnzioile in 11 clie si ut- 
tiene elilninarido n e 2, fra le eyuazioni (15) e ( I G ) ,  e risiilta niiiiore tli 9 e 

4 
mnggiore d i  , coine si verifica facilnien te. Allorn,  per 11 t 1), i l  segiiiciito 3 
detto dell'asse w d i  il ininiino roluto, e quintli, teiieiiclo conto t l i  qiinilto si 
è cletto soprii, dà  il riiiniino per l'integrale 4, i i i  coiif'roiito cli tcitte le curre 

.en 
p = p (w) tali elle sia y (0) = 0, J y d w = O e 1 (o) < ; non di,, inreee, 

O 

miniino per p (3. 
I l  minimo, che si ha per 2325, sarebbe ii~iiiimo relativo, perclk le fuii- 

zioiii 9 le abbiaino considerate soddisfacenti alla coiitlizione 1 y < p. Jlrt si 
lia subito clle da. tale concliziorie pu6 prescindei-si. Sia, infatti, + (w) uiin fiiii- 

- 2 z  
zione suttopost:i solamente alle eoiiùizioiii: (J (0) = 0, 1 + (w) d w = O. Poslo 

, O 
oz 

9 (0) = 1 + (w), si ha die,  per ogni t, è pure p (0) = 0, [ 9 (w) <l w O. Pcr t 
" O 

sufficieritemeiite piccolo, é 1 y (w) 1 < p e quiildi, peï  l'esisttwza. clel n~iiiiiiio 
relativo, 

- y') d w > O. 

Ed essendo 

Si tratta dunque di uii rniniino, non solo relativo, ma ccssoltrto, e resta 
diinostrato clie, « per ogni fuiizioue cp, non identicailiente iiulln, sotltlisfitcente 
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alle condizioni 

è 

per ogni p F ,  il segno di uguaglianza valendo solo se è p =p*. 
Si osservi clie per p < F  il segmento (O, 2 7; )  dell'asse o, invece di un 

ininiino dà un in;issinlo per I, esteso alle estremali (10) clie partono dall'ori- 
gine e finiscono sulla rettn o = %TC, per modo tale clle sulle estrernali dette 
è I,<0. 

92. Da quanto si è ottenuto or ora c,irca l'integrale 19, e in base al- 
l'uguaglianza. @), deduciaiiro clie per p > P, mle a dire per h < 32 - dove è 

questo 72 risullnndo cosi cornpreso fia z R e 
P 

d i  un minimo debole, ne1 senso indicato al principio del numero precedente; 
rion lo dà per h> 72. Ripetendo qui le considerazioni del n. 20, si passa da1 
niinirno clebole a quel10 forte, ed è possibile concludere che 

u il limite superiore delle altezze d'el cilindro - per le quali il cilindro 
stesso dà un'area ininima rispetto a. quella di tutte le superficie linîitate clai 
piani delle basi del cilindro, giacenti in prossiiiii tà clella. superficie cilind rica, 
racchiudenti coi piani detti il medesirno volunie, ed aventi colla superlicie 
cilindrica una base a comune - è 1'h di cui si è parlato più sopra, il quale h 

3 
è compreso fra z R e - ;;. R ». 

2 
« Se è h > h, esistono delle superficie, della fatniglia di quelle dell'enun- 

ciato precedente, le quali, nvendo, a piacere, la hase distinta dalla corrispon- 
dente del cilindro, più grande O più piccola di quella, hanno area inferiore 
nll'area del cilindro B. 

83. A quanto si è finora niostrato pu6 aggiungersi qualcosa di più, 
che permette di assicurare l'esisteilza del miriiirio, per ogni h <%, anche 
se quella base elle dovrebbe restar fissa, la si lascia. variare in certe deter- 
minate condizioni. 

Si risolva il sisteina (il), rispetto ad a e b, e si faccia il rapport0 dei 
valori trovati : 

2 n 

b - 
9,  (5 sin 7 - -  a cos -) P + ?, (9 - 2 7r sin 

- - 
a -?,$(cos 2 - - i l  7; 

P l 
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Si supponça 9, positivo, fisso, e si consideri il rapport0 qui scritto corne 
funzione di cp, . 

Derivando si ha 

11 nuineratore di p e s t a  derivalri. nori è altro clle il determinante del si- 
stema (11) cainbiato di segno : esso yuindi si riduce a 

7i . 2s; 
sine - - sin - 

P ' P  
b 

espressione clle è selnpre inaggiore di zero per 1 < p  9. Dunque - al va- 
a 

riare di cp, & . O  a cp, cresce sempre. In quest'intervallo il denominatore di 
b b - si annulla; e - passando attraverso 10 zero del suo denoininatore salta 
8 CC 

hruscainente da + oo a - W. Per y, = O abbiamo il coefficiente angolare 
della retta (15); e per cp, = p, 

* 

0 - 
Y i i  

b 
1 - cos - 

P - 
-= 
a .  . a s  =tg; sin - 

i lunque,  quando p, varia da. O n y,, il punto di coordiiiale n e b si trovn 
i n  quello degli niigoli foriunli dalle rette (15) e (18) die  comprende l'asse b. 
Delle rette dette (per i valori di p clie consideriamo) la prima attraversa il 
1 . O  e il 3 . O  quüdrante, la seconda gli altri due. 

,A 
Verifichiamo che quest'angolo è esterno all'mgolo r ,  r ,  , per ogni p >F 

A 
Sappiamo già che la retta (15) è, in tale ipotesi, esterna. a r ,  r , .  Verifichiarno 
Che tale è anche la.(18). L'ecluazione da cui si ricavano i coefficienti ango- 
lari di r, e r , ,  si ottiene dividende per aVa  (16), ed è, soppriuiendo il fat- 

2 p .  z 
C O S  - + - sin3 - p 77 P 

= O .  
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p . - 7  11 277 . 7; 2 TF 
9 - sin" - + - sin" -111 - .- - 2 sin' - cos - + 

i b  'p z r-, P P P 

la quale espressione per ogni p cotilpreso fra 1 e 2 è sempre positiua,, percliè 
b 'iZ 

tali sono tutti i suoi termini. Se ne deduce clle il rapporto - = tg - è esterno 
a P 

alle radici d i  (19) fincliè il coelficiente di (;y nella stessa (19) è posilivo. 

Questo coefficiente è positivo, per p = 2, e canibia segno sol cluando passa 

a trnverso lo zero. Ma, c~urinclo tende al10 zero, avendosi che il coefficiente [ 
b 

\ 

di - è senipre riegativo per 1 < p < 2 la radice positiva rnaggiore diventa a 
infinitn e p deve essere inagiore di c7 percliè il coefficiente angolare di r ,  ha 
già oltrepnssato cpello di (La), clle è sempre finito e positivo per l ( p r 2 .  Siamo 

- 
dunque sicuri che, per ogni p tale che. sia p 5 p 5 2, il coefficiente di 

- 
in (19) è seiiîpre positivo e tg 2 è esterna alle radici dell'equazione stessa; 

1? 
A 

itioltre, per gli stessi p ,  l'angolo r ,  r ,  non contiene mai l'asse b. Si lia 
cosi clle l'angolo ir~tlicnto delle rette (15) e (18) è, per ogni p soddi- 

- n 
sfacente alla cloppia liiiiitaxioiie p < p  r Y, esterno ali'nrigolo r ,  r ,  e clie, di 
coiiseguenza, per quesli stessi rnloii d i  11, a1 variare di y, da O a y, ,  il-punto 

A 
(cc, 6 )  si trova senipre al di Fuori dell'ati3010 r ,  r , ,  e l'integrale I,, corrispon- 
dente, è seinpre positivo (srirehhe nullo solo se p, = y, = a = b = 0). 

Qui si è supposto (2, positivo; ma l'espressione (17) indica che nulla 
cainhia niutariclo segiio :i y ,  e y, coiitemporariearneilte. Quanto si è stabilito 
vale percio sema liriiitnzione nlcuiiti. su1 scgno di y , .  

24. Vediaino se si pub aggiungere nulla per il caso che y ,  e (p, ab- 
biano segni contrari. Si dividano nunieratore e denominatore della frazione 
del secondo ineiill~ro di (17) per y,, supposto quindi = 1 =  O. Si ottiene 
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di una certa massa liquida sottontessa alle sole force snolecolnri. 93 

Per = 0, cpest'uguaglianza si riduce alla (15), vale a dire, per ogni p 
472 

(D 
tale che sia p<p  r 9 e per 11 = O ,  il punto di coordinate a e b è esterno 

' 9 2  

,". b 
all'angolo r ,  r,  . Il rapport0 - è funzione finita e contitiua della variabile 

a 

5 nell'intorno del punto zero, e se 5 è un numero maggiore di (vicino 
?a . 

peraltro a 5 quanto si vuole), per ogni p tale che si abbia g fp  5 2 e per 

ogni 1 1 <n, dove .o è un  numero positivo convenienternente scelto, il 

A 
punto di coordinate a e b risulta sewpre esterno nli'a~îgolo r ,  r , ,  e l'iritegrale 
corrispondente I p  sempre positivo. 

25. Dalla relazione 
y = U z + 2 R U ,  

del n. 13, e dalle altre U (O) = u (O), U (2 s) = u (h), si ricava 

dove A , ,  A,  indicano le vnriazioni delle basi del ciliildro, quaiido clal ciliodro 
stesso si passa alla superficie che corrisponde alla funzione u. Si pub affer- 
mare pertanto, per la forinola (5) del n. 13 e pei risultati dei nn. 83 e 24, 
che, per ogui h < &  dove è un qualunque numero positivo inferiore a 12, 
il segment0 y = R (O 5 LT 6 h) d i  il n~inilno di cui si tratta al n. 13, ri- 
spetto a tutte le altre curve rappresentabili dall'ecpnzione g = R + u  (x), 
(O 5 x _L h), dove .u (x) è sufficienteniente piccolo in rnodulo, insieine alla 
sua derivala, e soddisfa alla condiziorie 

oppure all'altra che A, sia coinpreso fra O e A, (estveirii inclusi). 
Qui si trntterebbe di un mininîo debole; ma se ne deduce subito l'esi- 

stenza del ininimo forte procedendo conie al n. 20. Si osservi, inoltre, clie, 
potendosi scainbiare, senza inconveniente alcuno, una base del cilindro con 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94 To ne1 li: Sulla stabilith dell'epu~ilibrio 

l'altra, la condizione che A ,  sia coinpreso fra O e A,  pu6 sostituirsi con l'altra 
che A, sia compreso fra O e A , ;  per modo tale che la condizione detta si 
riduce seinplicemente a questo: che A ,  e A, abbiarlo 10 stesso segno. Si con- 
clude quindi clle 

« per ogrii h < h (con Z positivo, qualuiique, ( h )  il cilindro di altezza h 
lia area minore di quella di qualsiasi altra superficie limilata dni piani delle 
basi del cilindro stesso, racchiudente, con yuesti piani, ugual volume, abba- 
stanza prossiina alla superficie cilindrica, e tale da soddisfare alla condi- 
zione 

(dove -r, è un nuwiero positivo scelto in modo conveniente (n. 24)) oppure 
all'altra che A ,  e A, abbiano 10 stesso segno ». 

IV. 

26. Per giungere alla proprietà cli ininimo relativa al potenziale IV, 
occorre stabilire una disuguaglianza che limiti inferiormente la differenza 
fra l'area di una superficie di rivoluzione e quella del cilindro solito, quando 
la superficie detta sin d i  rivoluzione attoriio nll'asse del ciliridro e nbbia i 
cerchi estreiiii nei piani delle basi del ciliridro stesso, ma non coincidenti 
necessarianiente con tali basi. 

Si considerino, n ta1 uopo, i putiti (0, R + S,), (h ,  R + 8,) del piano 
(x, g), e uiia curva clle li cotiçiunga e per la quale sia 

Quest'uguaglianza porta clie, ruotnndo la curva considerata attorno al- 
l'asse x, la superficie clie si viene n generare, assieme ai cerchi estreini, rac- 
clliude un volume uguale a quel10 del cilindro di çeneratrice 

y = R ( O r y x  r h). 

Indicliia~iio con S l'tirea della. superficie ora detta. Supponendo clie 8, 
e 8, siano in modulo inferiore a l>  di cui si è parlàto al n. 19, esiste (nu- 
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mero detto) m a  determinata curva, integrale dell'equazione differenziale (3), 
che congiuuge i punti (O, R + 8,) (h, R +- S,), e che, ruotata attorno all'asse x,  
genera urm superficie la yuale racchiude, coi cercl-ii estremi, un voluine uguale 
a quello del cilindro detto, ed Ila uri'area S minore di S. È clunque 

e quello che importa ancora di rilevare si è che la funzione rappresentatrice 
della curva corrispondente ad S' tende, al tendere di 3 a zero, uniformeinente 
alla y = R, melitre, da1 canto suo, la derivata di tale funzione tende, pure 
uniformeinente, a zero. 

Ritorniaino ora al  II. 10 e osserviaino, innanzi tutto, clie il ragionameiito 
ici frttto per la fainiglia di funzioni u (x, t ) ,  dipendenti da1 parametro t ,  si pub 
ripetere in generale per una varieth qualsiasi di funzioni u (x), continue in- 
sieriie alla loro derivata, ottenendo la validità della disuguaglianza (7) pei 
tutte le funzioni 21 (x) clie soddisfano oltre nlle condizioni 3.") e 4.") del nu- 
inero cletto idla doppia coildizione : / u (x) 1 < c, 1 u' (x) 1 < E, d ove E è scelto 
convenientetrienle. Rilevato questo, vedianlo clie se la curra clie genera S' 
la rappresentiamo con l'equazione y = y  (x), y (z) - R differisce dalle fuii- 
zioni u (x), cui ora abhialno accennato, solo perchè qui non è verificata la 
condizione (3.") za (O) - u (1%). Non potreino percib, faceildo u (x) = y (x) - R, 
giungere alla clisuguaglianza (7) ,  ma potreiiio tuttavia scrivere la formula (5) 

ed avère soddisfatta la condizione 

perchè solo a questo punto entra in gioco l'uguaglianza u (O) = u (h) ; inoltre 
osserviamo che la (21), con la condizione @), vale per tutte le nostre fun- 
zioni u (x) = y ($) - R, senzn tener conto alcuno dell'ordine di piccolezza 
loro e della loro derivata. Facciamo qui la trasformazione definita dall'ugua- 
glianza 

U 2 ( ( w ) + B R U j o ) =  V 2 ( r ù ) + 2 R  V(w)+c(o-n), (43) 
dove è 
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96 Tonel 1 i:  Sulla stabilitb dell'equilibrio 

DaHa (93) si ricava, ritenendo solo il segno + davanti al radicale (se 
si prendesse il segno -, al tendere a zero di U (w), V(o) tenderebbe a - 9 R 
e non a zero), 

V(W) = - R+\~(R+ u ( w ) ) ~ - C ( W - T ) ,  

donde 
v (O) = v (2 %). 

È poi, per la (29) 

Dalla (23) si ricava anche (tenendo conto dell'osservazione fatfa sopra 
circa il segno da scegliersi clavanti al radicale) 

e sostituenclo in (91) si lia 

?!R .%c ( R + V ) S V , ~  ( 8 ' - % Z R ~ ) =  
7% 

d w -  
0 ( R +  V)'+C(G)-Z) 

Al tendere uniformeinente a zero di 2.c (x) = y (s) - R e u' (s), tendono 
uniforinemente a zero miche U(o,), U'(w), V(w), VCr'(fi,); e se i due primi in- 
tegrali c11e figurano ilella precedente uguaglianza li scriviamo rispettiva- 
mente 

8' e 6" tendono entrambi all'unità. Se allora osserviaino che la nostra fun- 
zione V(o) soddisfü a tutte le condizioni a cui soggiace la U(w, t) del n. 10, 
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vediamo che la differenza 

per quanto si è stabilito al10 stesso nurnero, e per ogni u (x) soddisfacente 
alla doppia condizione 1 u (x) (c, 1 zc' (x) 1 < E ,  con E scelto in iiiodo oppor- 
tuno, resta inaggiore di 

dove a* e b, sono i coefficienti del10 sviluppo di FOURIER di V(w). 
Al convergere di E a zero, il coefficiente di c ne1 secondo ineinbro di (24) 

tende a. zero; e se indichianlo con a la differenza fra le aree delle sezioni 
estrerne della superficie che lin. l'area S' (sezioni norinali all'asse z), cioè se 
poniaino 

a= j .n;(R+6,)2-~(R+8h)21 =27ç21cI, 

possianio concluciere che, ogni qualvolta sia. 1 u (x) 1 < e, 1 u' ( 3 ~ )  1 < e, è 

dove g tende a zero con E. Se ora osserviamo che, al  tendere a zero del -8 
di cui riinangono inferiori in modulo 8, e SI,, u. ( 3 ~ )  = y (z) - R e zc' (x) = yl(x) 
tendon0 necessariainente e uniformenierite a zero, possiaiuo nfferiiiare d i e ,  
per 8 abbastanza piccolo, 4 seinpre rerifjcata la disuguagliaiiza precedeiite 
e yuiiidi, a fortiori, 17altra 

S - S z R h > g a ,  (20) 

dove g tende a zero con 
Di più, da1 modo col quale il raggio R entra in tutte Ie espressioni pre- 

cedenti e per quanto si è detto al n. 19, si deduce clle la disugunglianza (%) 
vale anche relativarnente a tutti i cilindri sufficientemente prossiiiii al nostro. 

87. Si consideri ora una superficie abbastanza prossima a quella del 
nostro cilindro e limitata dai due piani a cui apparteiigono le basi clel ci- 
lindro stesso. Sia G 17area di tale superficie, a la differeilza. tra le aree delle 
sue sezioni estreine norinali cill'asse del cilindro, - 127 la clifferenza tra il vo- 
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lulne clle essa raccliiude coi piani delle sezioni estrenie e cjuello del cilinclro. 
Alln superficie detta sostituiamo, col procedirrieiito gih iiîdicato (n. 8), ln su- 
perficie di rotazione, attorno all'asse del cilinclro, clie raccliiuile, con le sezioiii 
estreine normali a cpest'asse, lig11ü1 volume e che ha iiecessriria~iiente un'aren S 
uguale o minore. È allora 

Se R' indica il.raggio clella Inse del ciliiiclro d i  riltezza h, il ciii volume è 
ug~iale a quel10 rnccliiuso dalla superficie di rivoluzione or3 costruita ilisieiiie 
d l e  sue sezioni estrelne dette, nvrenio per ln (%), in seguito nll'osservazioiie 
fntta alla fine del iluiiiero precedente, 

ed aticlie, per essere 

Questa foriiiola fon~lariientale, che sussiste per un qualsiasi h < 2 ii R, è 
quella a cui all~ideranio al  priricipio del n. 26, ed è aiiclie quella nlla quale 
giunse  A AL MAN SI : qui pero 1-isul ta stabili ta, con iiiaggior genernli tà, ' per tutte 
le szcperficie, come quelle di area 5, senam rigzrartlo rilculro al conzportccaiento 
dei loro pioui tnnpmti. 

28. Corne si è già, detto, la forinula (26) vale per un qualunque h<9 .;; R. 
Se perb 12. è anche iiîiiiore di a R possiaiiio n ta1 forinula sostituirire uti'altrü 
clic (lice yualcosa d i  più, e clle non è se non ln stessn (2G) i i i  cui da1 se- 
conilo meii-ibro veiiga tolto il terinine g a. 

Ed iuvero, yuaudo si abbia h < .i; R, nlla clisuguaglïanzü (25)  pub  so- 
stituirsi la  

8 -27 ;  Rh>O 

in  forza clelln. proposizione del 11. 20. Ed allora ne viene senz'altro 
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Osserviaino, iiioltre, che, per la  proposizione del n. 95? la differenzü 
S - 9 n R h. > O vale anche per tutti gli k <z< 72 - dove 1% è uii iiiiinero 
positivo yualsiasi minore cli yuell'% di cui si  è pnrlato al n. 22 - purchè 

Al  si abbiü 1 / < ?, con n convenientenîeiite piccolo, oppure A ,  . A, 2 O es- 

sendo A ,  e le variazioni delle aree delle basi del cilindro. E cid cleve rite- 
nersi valiclo non solo per il iiostro cilindro, nia aiielie per cilindri sufticien- 
temente prossiirii a quello. Ne consegue clie, per gli stessi h qui conside- 
iati e per A ,  e A, soggetti alle condizioiii dette sopra, vale anche la ("1). 

99. Prima di dedurre dalle formole (96)  e (97) 1, proprieta di iniiiiiiio 
del potenziale IV, osservinmo clie le costanti I I L  ed ~ t ,  clle entrano nell'espres- 
sione (1) di IV, e delle quali, coiiie g i k i  è avvertito, la priiria è positiva, 
devono sodiiisfare a d  alcune condizioni affinchè si û l ~ l ~ i n  effettivaiiieiite il 
riiinimo, aftinchè cioè l'equilibrio del ciliridro siü proprio stabile. 

Tra le deformazioni ;tininissibili della innssü d'olio ri sono quelle che 
veiigono a ricoprire una parte della superficie laterale dei dischi, pur segui- 
tando n ricoprire cornpletarnente le füccie interne dei disclii stessi (hasi del 
cilindro). Consideriailio utia di tali deforrnazioni, e indiclliano con y la parte 
di superficie laterale dei disclii ricoperta dalla. inassa oleosa. Avremo, come 
differeiiza A W fia il potemiale W dov~i to  alla niassa deforinata e quello 
spe ttaiî te al cilindro, 

A W = I I Z A S - ~ A ~ .  

Tenianio fissa. l a  parte y, e facciaiiio tendere la superficie deforniata a 
quella del cilindro aunientata della porzioiie y. Al limite si  lia 

Si vede dunque clie, se non è 1~ 1- n, il cilindro lion pub d u e  il mi- 
niino per IV; e cib vale qualunque sia. h < 2  z R. 

Si consideri uii'altra deforinazioiie della inassa d'olio in modo d i e  la su- 
perficie di ta1 massa. sia di rotmione attortio all'asse del cilindro e d i e  i suoi 
cerclii estreini poggino sulle hasi del cilindro, siniio uguali fra loro ed ab- 
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biano il raggio uguale a R - d, con d  > O. Sia y = R + u. (x) l'equazione 
della linea meridiana della superficie: dovrà essere u (O) = u (h) = - d.  

h 
Fatta la solits trasformazione x = - o, che cambia u (x )  in U (w), con 2 7T 

U (O) = U (o) = - d, si determini questa U (w) mediante l'equazione 

U- t  R U=cp 

del n. 13, dove prendiatno per p quella estreinale ( t O )  che, per w = O e w = 2 x ,  

assume il valore cl" 9 R R = d (d  - 2 R). Le costanti n e b, clie figurano 
nell'espressione di y, sono funzioni lineari dei valori assunti da y nei punti 
63 = O, w = 9 ïc; dunque sono infinitesime del 1 .O ordine, ahleno, rispetto a d. 
Ne viene allora, per la formula (5) del10 stesso n. 13, che A S  è infinitesimo 
del Bo ordine; almeno, rispetto a cl. Ora è 

A W = s n A S - n A L ,  
con 

~ ~ = 2 i ; ( ( R - d ) ~ - - R ' ) = 5 ! 7 i d ( d - 9 R ) .  
È dunque 

\ A S  A W = d , m - - - 9 n n ( d - - 5 ! R )  
1 d 

A S  
e poichè - è infinitesimo con d, ne viene 

d 
A w 

lim - = 4. ;1 R 12. 
d=O d 

Di qui si trae che, se é n(0, il cilindro non dà il minimo per W: con- 
clusione yuesta che vale per ogni h < '3 x R. 

Siamo cosi giunti alle limitazioni 

Queste condizioni furono trovate d a l l ' A ~ n ~ ~ ~ s r  con un metodo clle, in 
sostaiiza, é quel10 stesso seguito sopra. 

30. È possibile, perb, giungere alle limitazioni scritte con un procedi- 
mento del tutto diverso, il quale pone ben in. luce il significato fisico delle 
limitazioni stesse. 

Lo spigolo circolare di uno dei dischi, spigolo clie segna la linea di 
altacco della superficie cilindrica al disco stesso, 6, in realtà, più O meno 
sinussato, talcliè il passaggio dalla base del cilindro alla superficie laterale 
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del disco non avviene in fatto con una discontinuità del piano tangente. Data 
allora l'esistenza del piano tangente per la superficie del disco lungo la linea 
d'attacco, e detto cq l'angolo di rcr,ccordo dalla teoria di GAUSS si lia 

n. 
cos ri, = - . 

m 

Di qui si trne una prima condizione: 1 n 1 ~ w t .  

in secondo luogo, poicllè l'angolo di raccord0 non pub carinre, nr l  no- - 
stro caso, clie fra O e -. deve essere cos lg 5 0 e quiiidi tz  2 O. Deve dunque 2 
aversi 

Osserviamo ora che, con un passaggio al limite, le disuguaglianze sta- 
hilite si possono rigorosamente dimostrare anche per lo spigolo del disco 
per nulla sinussato, il quale disco preseiita duiîcjue una variazione hrusca 
di 90' nella giacitura del piano tangente. Rasta, infatti, far tendere a zero 
10 sinussainento del10 spigolo del disco. 

31. Veniamo infine a stahilire la proprietà di niinimo per il poten- 
ziale W, supponendo valide le disuguaglianze (28) e supponeiido h ('2 7c R. 

Supponiamo, anzi, dapprirria, che si abbia 

che è il caso coiisiderato ~ ~ ~ ~ ' A L ~ v I A N s I ,  e procedianîo seguendo codesto Au- 
tore. Sia una deforiiiazione della nostra niassa d'olio che venga a lasciare 
scoperta una parte delle bnsi del cilindro (faccie interne dei dischi) -- parte 
la cui area l'indicherenîo con a - e che copra una certa porzione della su- 
perficie laterale dei dischi, della quale porzione indichereino l'area con y. 

La superficie libera S deIl'olio la separereino in due parti: quella corn- 
presa fra i piani delle basi del cilindro, e la rimanente. Della prima indi- 
cheremo l'area con G, della seconda, con h. Dalla formula W= l n  S- 22 

ricaviarno allora che la variazione di W, relativa al cilinclro e alla deforrna- 
zione considerata, è data da 

Di qui, osservando clie è h 2 y, deduciamo 
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Se indichiauio cou F la proiezioue rioriiiale d i  1. sui piani delle bnsi ilel 
cilindro, avendosi F (1, si  lia aiiclie 

Ora qui è facile vedere clle, per deforiiiazioni sufficierileinentc piccole, 
le due pareiltesi del 2.O ,memhro sono entraiiibi positive. Ed iiivero, se in- 
dicliiaino con d la massiina. distariza. dei pun t i  della superficie deformata 
dalla superficie del cilindro, il volume I V  -- il quale non è altro clie quello 
raccliiuso dalle superficie n~isurate da  1, y e da  una parte di 8 (appuiito per 
l'inviiiiabilità del voluiiie clella massa oleosa) - i.isulta niinore d i  Ii cl < h d. 
È diiiique 

",n 
-- - 1 1 ~  -- IZ 9 u c  d ? I L  - 12 

I V  + --- 
2 

l > ' h  
R1+R 

e per d suficienteniente piccolo si vede bene clie cluesta esl)r.essione i: .po- 
sitiva. 

In  qur2nto alla seconda parentesi, osservianio clîe,. iridicaiido con q il 
?IL - 12 

minore dei due iîuineri - e IL, si ha 
9 

e poicllC a tlli 1;i. clifferenza fra le sezioiii estreine di G, iiormali all'asse del 
cilintlro, sezioni le cui oscillazioni at,tortio allc bitsi del ci1iiidr.o non possono 
inai raggiuiigere Y. + &, rie vielle clle questo n è inferiore a. O? (sc t e ) ,  ed è 
perciù 

11L - I L  
118 y n + - I.; + 12 a > (2 + p )  (- 9 I Y L  / g 1 + (I). 2 

1\Ia g tende a zero con cl, inentre ?IL e q sono fissi; cliiiiidi per d sufi-  
cieriteiiieiite piccolo è 
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e finalinente 
h l/V> 0. 

32. Passianio al cnso-wz = 12, ne1 qunle la variazione del potci~ziale IV 
vieu data da 

A W = N L ( A S -  4x).  

Considerinnlo la superficie deforniata del numero precedente e, insienie: 
a)  il cilindro Cf di minima altezza h', le cui hasi siailo delle sezioni circolari 
dei disclii e compreiidano fra loro tutta la inassa oleosa deforniata; 5) In. 
superficie S' liinitata dalle stesse basi di  Cf e composta clella. superficie libern 
della 'iiîassa deformata, della superficie la te ide p. dei disclii clle appartiei~e 
a C' ed è esternn alla. ilinssa detta, e infirie delle porziorii v. delle faccie in- 
terne dei disclii clie sono esterrie nncli'esse alla massa oleosa. 1 volunii rac- 
chicisi dalle due Imsi circolari di C" e, rispettivamente, da C '  e da S' ,  sono 
identici, perchè, tolte le medesilne porzioni dei disclii, restano i volumi del 
cilindro primitive e della inassa. d'olio deformata. E sicconie si è supposto 
72 ( 2  x R, si puO ariclie supporre h ' ( 2  T; 12. Allora, per la  yroprietii di mi- 
iiinio del cilindro dimostrattt al n. 11, abbiaino, per cl suficienteii~eiite piccolo, 

8' - 2 .;F R 1%' > 0. 
Essendo poi 

33. Esalniniaino i'ultiino caso, n = 0, per il quale si Ila 

MT = 112 S. 

a) Suppoiiinmo, dapprinia, 72. < x R. 
Coiisiderando nncora la superficie cleforniata del IL 31 avreiiio 

II W = 112 (U + i. - S r; 2t I L )  
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Qui, coine al n. 31, è w < 1 . d, essendo d la inassiina distanza dei puiiti 
della superficie deformata da quella del cilindro e pub scriversi 

A l  tendere di d a zero, risulta ancora. 

A MT> O. 

b )  Sia ora n R 6 h < F< dove 1'6 è cpello di cui si è parlato al n. 28. 
Coiisideriamo sempre la stessa. superficie deformata. Avreino per la (86) 

e per essere sempre IV < 1 d,  

Abbiaiiio duoque, per quelle deformazioiii per le quali si ha 

- clove 1'1 è quel10 di cui si parla in fine al n. 98 - e se d è sufficiente- 
a 

niente piccolo, A W) O perché per queste deformazioni g - tende a zero 
h 

con d . 1 
CL 1 .na 

Siipponiaino clie si abbia > y + 2 e quintli À < 
II 1 + 2 a .  

Indicliiaino rispettivamente con p', e I;', le porzioni dei piani delle basi 
del ciliiidro esterrie al cilindro ma interne alla superficie deformata; con 
a ,  e a, quelle corrispondenti di a (parte delle basi del cilindro clie resta 
scoperta). Abbinmo, ricordando i significati di a, A , ,  A , ,  
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d i  %na certa .massa liquida sottonzessa alle sole force .~~zolecolari. 103 

Delle due parti tr, e u,, sia cc, la iliagçiore. È allora 

4 a E se A ,  = p', - u, fosse positivo, averidosi p', - z, < P r l  < < ---- 
52.fl-l-1' 

si avrebbe 

a 1 
Dunque, avendo supposto > - + 2 i casi clle possono presentarsi 

A Yi 

soiio due: O il rapport0 fra A ,  e A, resta in inodulo minore di a, oppure A, e 
A, hanno ugual segno. In  arnbedue i casi, per quanto si è detto al n. 98, vale 
la disuguaglianza (27) e si ha 

e per d abbastanza piccolo, AW>O. 
Possiamo dunque dire che, per ogni 72 tale clle sia . i ~  R r h <%, e per 

& convenienteinente piccolo (questa piccolezza dipenderà dall'h scelto) è 

G) Veniamo, infine, al caso h< h < S 5; R. 
L'ultima proposizione del n. 29 ci dà immediatainente clie per IV= ln  S 

inanca il minimo, appunto perchè tale proposizione afferma I'esistenza di 
superfici di rivoluzione di ugual volume del cilindro, aventi una base n CO- 

rnune col cilindro e l'altra base interna alla base corrispondente, prossirile 
alla superficie cilindrica quanto vuolsi, ina aventi area minore. 

Concludianio dunque clie, se è n = O ,  il potenziale W è mininîo su1 ci- 
lindro finchè l'altezza di quest'ultiino è minore di z; non è più minimo 
quando l'altezza ha superato ta1 limite. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 14 
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2 0 6  T o n e l l i :  S u l l a  stabil i th dell'equitibrio, ecc. 

34. Riassumendo abbiamo (tenuto anche conto del n. 1 8 ) :  
« A f l n c h è  i l  ci l indro d i a  u n a  co~zf igurazione d i  equilibrio stabile per  una 

wtnssa l iqu ida  soggetta alle sole forze molecolari è necessario che sia 

dove n ed m h a n n o  i signif icati  ben not i  ( v e d i  u g u a y l i a n z a  (1)). 
La stabil i tà wzanca per tutte le altezze del c i l indro s z~per ior i  a l la  circon- 

ferensa 9 x R delle basi  del c i l indro ?nedesirno. 
S e  è O < n f nt c7è stnbil i th per  tutte le altezze in fer ior i  a 9 rr R. 
S e  po i  è n = O, si h a  s tabi l i th  O insllabilità a seconda che i'altezza è nzi- 

2 , R  3 
nore O rnaggiore d i  un certo lienite - cowpreso f r n  z R e -rr R, e ne1 

P 2 
- 

qua le  5 s i  de termina  colne é detto a l  pz. 81  - e che è i l  liunite superiore  d i  
quelle altezxe per le q u n l i  i l  c i l indro d h  un7ccrecc +nininza r isyet to  a117area d i  
tutte le superficie l imi tate  d a i  p i a n i  delle bas i  del c i l indro medesimo, yiacenti  
in  pross imi tà  della superficie ciiirzdricn, racc?ziudent,i coi p i a n i  dett i  i l  rnede- 
s i m o  volurne, ed avelzti con l a  superficie c i l indrica una base a comune  ». 

35. Terminanclo, vogliaino richiamare l'attenzione del lettore su1 fatto, 
rilevato  ALMA AL MAN SI, del passaggio dalla stabilità all'instabilità, con l'inver- 
sione dei liquidi considerati, passaggio dipendente da cib che con l'inversione 
si viene a cambiare il coefficiente n in - n, il quale dunque da positivo di- 
venta negativo. La stabilità si conserva solo ne1 caso di n = O e di un'al- 

S z R  
tezza del cilindro inferiore a 

P 
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Ueber eine Transformation von Luigi Bianchi. 

(Von A. V. BACKLUND, i+% Lund.) 

I n  einer von der Franzosischen Acadernie der Wissenschaften gekr6iileii 
Preisschrift, die in Mémoires des Savants étrangers, t. 34 (1909) unter detn 
Tite1 Mémoire sur la théorie des transformations des surfaces applicables 
sur les quadriques générales » veroffentlicht wurde, liat BIANCHI eine ausserst 
beinerkenswerte Flachentransforrnation aufgestellt. Auch wenn m a n  von der 
grossen Wichtigkeit der erzielten Ergebnisse absehen wollte, würde auf jeden 
Fa11 seine dort befolgte Beweisführung ihrer ansehnlichen Tragweite wegen 
die grosste Aufmerksamkeit auf sich lenken. Sie ladet nicht nur zu Verall- 
getneinerungen ein, sondern eroffnet recht eigeiitlich Wege dazu, wodurch 
viele Punkte des Auseinandergesetzten in noch hellerem Lichte hervortreten. 
Das Folgende enthalt einige Betrachtungen in dieser Richtung. Vornehmlich 
habe ich mich jedoch auf die Frage beschrankt, inwieweit für die Flachen 
zweiter Ordnung HIAN(:HIS Transformation erweitert werden konnte, und 
dabei gefunclen, dass sie gewissermassen in jenem Bereiche den Charakter 
grosster Allgemeinheit besitzt. 

1. Wenn die gemeinsame Tangentenschar zweier Flachen S und S' 
eine W-Kongruenz ausmacht, korrespondieren, wie bekannt, diese S und S' 
liinsichtlich der Berührungspunkte der gemeinsamen Taiigeiiten so mit 
einarider, dass jede eine infinitesimale Verbiegung gestattet, die als Ver- 
schiebung ihrer Punkte betraehtet a.n jedern Puiikte parallel zur Norinaleil 
der anderen Flache im korrespondierenden Punkte erfolgt. Un1 dies analy- 
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108 Bac kl und:  Ueber eine Transformation vo~z Luigi Bianchi. 

tisch zu formulieren, denke ich mir die eine Vlache, es sei S ,  von zwei Kur- 
venscharen u = C, v = C' derart durchzogen, dass sie jeden Punkt dieser 
Flache als Schnittpunkt zweier Kurven, und zwar einer von jeder Schar, 
unzweideutig darstellen, und denke mir nachher die korrespondierenden 
Punkte auf S' und damit auch die zu u = C, v  = C' korrespondierenden 
Kurven derselben S' gezeichnet und analytisch durch dieselben Gleichungen 
u = C, v = Cf wie jene von S gegeben. lrgend ein Paar korrespondierende 
Punkte auf S und S' sind dann als Punkte (u v) zu hezeichnen, dieselben 
u- und v- WTerte für beide Punkte angenommen. Es seien ferrier m, y, 2 ;  

w', y', a' ihre Koordinaten in eiuein festen reshtwinkligen Cartesischen Axen- 
systeme ; dann haben wir offenbar x ,  y,.. ., z' als ganz bestimmte nur von 
der Gestalt und der Lage von S und S' abhangige Funktionen von u, v zu 
betrachten, und es gelten die Gleichunçen: 

die überdies 1, m 'als Funktionen von u, v definieren. Aus diesen Gleichungen 
irn Verein mit denen für die zweiten Differentialquotienten von x, y, z, die 
lauten : 

d 2 x  ) 1  21~9% ( 1  2 ( d w  -- - - + D' X ,  
d u d v  I 1 \&+/ 2 ( d v  

8% _ = 1 2  9 ( d %  ( 2  2 ( d w  
d  va 1 ( d u t [  P (du + Du X ,  USW., - 

d. h. den Gleichungen (1), S. 88 der Vorlesungen aber Differentialgeometrie 
von LTJIGI BIANCHI, zweite Auflage, 1910, mit den Christoffelschen Syrnbolen ' ( und den Koëffizienten D, Df, DR der zweiten Fundarnentalform der i l \  
Flaclie S, - leiten wir, vvie es BIANCHI zuerst getan hat, für die ersten 
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Biicklund; &ber eine Tru~tsformntion von Lz~igi Bianchi. 1 09 

Differentialquotienten von x', g', z' die folgenden Forrileln her :' 

da' 8 d x  Br: 
- - P - + & -- + (D' 1 + D" m) X ,  usw., 
d v d u  d u  

wobei 

Dies war eine Folge der Berülirung der Verbiatluugsli~iie der beiden 
Punkte ( u  v) mit S ;  aus ihrer Berühruiig mit S' folgt: 

d x' , 8 x' 
L1: - X* = 1' -- + 111. - 9 USW., 

d u  d v 

woraus nacli Einführung der Werte (2) von d x' / d .u7 d e' / d v und nacli Ver- 
glelchung mit (1 )  sich sofort ergibt : 

Zf(L Q - MP) = - 1 Q + 112 P, 

1%' ( ) =  Z J I - n z ~ ,  . (4) 

1' (D 1 + D' 112) + sn' (D' 2 + il" nt) = 0, 
also auch : 

Diese Gleichung dürfen wir dann als Bedingungsgleichung der Berührung 
der Tangente (1, g ~ t j  von S irn P~inkte (u v) mi t  noch eiuer zweiten E'laclie S' 
im korrespondierendeii Punkte (u v) auffassen, und xwar ist dies g a m  unab- 
hangiy vogz der Natur letxterer Plache zmd dauon ob i7we mit S gestzei#zsa?.lze 
Tangentenschar ei,ne W-Kongruenz ist oder nicht. 

2. Nunmelir mag aber vorausgesetzt sein, cinss die Taiigenteiîscliar (S  S') 
eine W-Kongruenz ausiilnclit, dass nlso die Fliiclie S' eine infinitesimale 

(*) BIANCH~'S oben zitierte Differe1ttialgeomet9*ie, § 284. 
- {"*y Das k t  die Gleichung (10) in BIANCHIS Théol-ie des Tl-amforfi~atiolzs des suvfaces ap- 

plicables sur les quadriques générales. Méin. des Sav. étrang., t. 34, p, 2%. 

Awzali di Matematicoc, Serie I I I ,  Tomo XXIII. 15 
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110 Backlzcnd: Ueber eine Transform.xtion von Luigi Bianchi. 

Transformation 
6 x1 = Et /Y, '8  y' = E f  Y,  S 5' = E' 2, 

(E '  Funktion von -u, a), (6) 

zulasst, die zugleicli eiiîe Verbiegurîg wird, also für jedes vom Punkte (u u) 
a m  gerechnete infinitesinîale Bogenelement (d x' d y' d d )  Ton S' die Bedin- 
gun; erfüllt : 

8 (d x'" d y'" d d l2)  = 0, 
od er 

d x ' d 8  d x f + d ~ ' d 8 ~ ' + d z ' d  $ . s ' = O .  

Durch Einfiilirung der Werte (6) von S x', 8 y', 62' finden wir hieraus: 

e ' ( d a ' d X + d g ' d Y + d z ' d Z ) + d ~ ' ( X d x ' +  Y d y * + Z d z f ) = O ,  

oder mit Bezug auf (9 )  : 

oder nacli wiederholter Einfülirung der I<oëffizienteii D, D', il" der zweiten 
Fundamentalforiiî von S : 

(BIANCHI a. a. O., § 46) : 

Es sol1 aber, mie eben in anderen nTorten gesagt wurde, diese Gleichung 
für heliebige Werte von d zc, d v gültig sein, daher auch jeder der Koëffi- 
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Baclzl u nd: Ueber eine Transfornzatio~ uok Luigi Bianchi. 111 

zienten von d u "  ci du" d u  d v verschwinden, also: 

Nach Potenzen von 1 und m geordnet und nncli Unterdrückung eines 
Faktors D D" - D ' k i m m t  letztere Gleichung die Form an : 

12(DQ-l)'M)-Zti~ + m e ( D " L - D f P ) = 0 7  

und diese Gleichung deckt sich volbig mit der obigen Gleich.ung (5). 
Es kommt aber noch die oben au l  E' gestellte Forderung hinzu, dass E' 

nur u, v als Variablen enthalten soll, was nach (7) ergibt 

Durch diese Gleichung und die Gleichung (5)  sind folglich Z, 4n zu be- 
stimmen, um von S zu einer Flache S' der verlangten Art zu führeri. Aus 
den Gleichungen (1) erhalt man dann offenbar durch Elilnination von u 
und v die Gleichung derjenigen Flache S' in x', L/', zl-Koordinaten, der eine 
gefundene Losung l ,  nz angehort. 

3. Die rveitere Rechnung gestaltet sich verhaltnisnt&ssig einfccch, lvetzn 
die Haupttangentenkurven von S als Pararneierkuruen u, v ausgewahlt werden. 
Dann koinmt namlich 

D = 0 7  D U = 0 ,  

und die Gleichungen (5) und (8) ergeben 

+n(mP-ZQ)=Z(mL-ZM), 
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Beinerken wir noch, dass jetzt, wo D = D P =  0, sic11 notwendig ergibt 

(die absolute Krümmung = - l / p 2  gesetzt), / 
und führen mir 9 n  < statt 1 als unbekannte Grosse ein, so bekomrnen wir (5') 
i n  der Forin : 

und mit Berücksich tigung 
chuna : 

der Werte (3) von M und P statt (8') die Glei- 

4.. Zu einer jeden L6sung =- = F(u ,  v) letzterer Gleichung ge- (-LI 
li6i.t nach (10) ein Wert f (u, v) von 112, und daraus kt ,  nach dem a m  Ende 
von Nr. B Gesagten, eine ganz bestiininte Flache S' zu erhalten. Die Bestim- 
mun; aller zu der Flache S gehorigen Flaclien S' Iiaagt somit wesentlicli 
von der Integration der partiellen Differentialgleichung 8. 0. (11) ab. Von 
iliren verschiedenen Losungen gilt indessen, wie, nach CAUCHY, von den L6- 
sungen jeder partielleri Differentiülgleichung 8. 0. mit zwei unabhangigen 
Variablen (zc ,  v )  und einer unbekannten Funktion (0 überhaupt, dass irn all- 
gelneilzen eine beliebig geuzonzmene einfach unendliche Reihe von Werten  von c, 

(**) Zu ihne i~  kommt eine Wertreihe flir a v aus der Gleichung: 
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BbckZun d :  Ueber eine Transformation uon Lui@ Bianchi. 113 

nzcr in einenz Integrale c  = P(u,  v) der Gleichung enthaltevz sein kann. Die 
Wertreilien ahnlictier Art, die liiervon eine Ausilahime bilden, werden als 
Charakteristiken der Gleichung bezeichnet. Nun entlialt die vorliegende par- 
tielle Differentialgleichung 2. 0. (11) von zweiten Derivierten von c  nur 
d' C/d u d u, und daher muss, nach den allgemeitien Regeln, für eine Schar 
der Charakteristiken d zc = O, für die anderen d v = O sein. Der Kürze wegen 
denke ich mir jetzt (11) unter die Form gehracht: 

8 7  -- = A (5, u, 21, 
d u d v  

und rede nur von denjenigen Charakteristiken, für die d u = 0,  also 
zc = Konst. = C. Mit der Gleichung u = Co dürfen wir eine beliebige Wert- 

8 7  
reilie < =  f (v)  susammenstellen, aber keine Reihe 2 gleieh einer beliebig 

d u  
angenommenen Funktion voil v, wenn die Wertreihen von r, d <Id u mit 
u= Co zussmrnen eine ordinare Stellunç zu einer sie entlialtenden L6sung 
c  = F ( u ,  u) von (a) ,  also mit endlichen Werten der Derivierten von F, ein- 
nehinen sollen. Es  tnuss deswegen d S/d u vielnlehr durch angemessene In- 
tegïation bestimmt werden, nainlich durch Integration der Gleichung : 

wobei wir in A zuvor 

einzutragen hatten. Und diejenigen Werte der zweiten Derivierten von '5, die 
zu einer Losung !: = P(u, v )  von (a)  gehoren und sich der folgenden Wert- 
reihe anschliessen konnten : 

wobei cp die allgemeine Losung von (b) mit Cf als Iiitegrationskonstante ist, 
werden folgende : 

az c fl A i n  (v), - - - A, az -, C = 4 (u, CO, c', c"), 
8 v2 d u d v  d u  
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wobei + mit G" als willkürlicher Konstante das Integral der Gleichung 

bedeutet; vorab müssen jedoch die Werte ( d )  in diese Gleichung eingefüllrt 
werden. Wir fahren mit den Differentiationen fort, so dass wir in dieser 
Weise zu eineni beliebigen Punkte (u = C" v = a') einer Charakteristik ( c )  
Werte der Derivierten noch hoher, sogar beliebiger Ordnung von r erhalten 
und schliesslich so durch eine nach Potenzen von u - Co, v - vO fortschrei- 
tende Taylorsche Reille eine L6sung 1 = P(u, u) der gesuchten Art finden. 
Nach dem Vorangehenden treten a.ber in den Koëffizienten dieser Taylorsclien 
Reihe Integrationskonstanten C', C", C ,  . . . in zunehniender Anzahl auf: es  
gibt darunz  aow L o s u n g e n  von ( a ) ,  d i e  samtl ich  d i e  Re ihe  (c )  enthalten,  un ter  
d iesen cmw, denen  eine beliebiye d e r  aol R e i h e n  ( d )  gemeinsarn i s t ,  mm, denen  
eine beliebige der  ma Reihen  ( d ) ,  ( e )  gemeinsam angehort,  usw. (*). 

Diese Satze, auf (11) angewandt, fiihren offenbar zu Schlüssen über die 
Flachen 8 ' :  

D u r c h  jeden S t r e i f e n  des  dreidimensionalen R a t m e s  ausserhalb  S geht im 
al lgemeinen e ine  Plache S', aber a u c h  nur eine. Wir k6nnen namlich iminer 
durch einen solchen Streifen eine Linienflache legen, die S langs einer ganzen 
Kurve berührt; sie ergibt zugleicli für die Punkte der letzteren Kurve be- 
stimmte Werte von l, m, also auch Werte von 5, .cldu, - woraus eben der 
Satz folgt. Nur in dem Falle dass die besprocl~ene Kui-ve auf S eine Haupt- 
tangentenkurve wird, erleidet der Satz eine Ausnahme. Denn denken wir an 
irgend eine Linienflache, die der Flache S liings einer Haupttangentenkurve 
umschrieben k t .  Wir finden auf dieser Linienflache nur eine einzige Schar 
von Kurven, langs deren dieselbe Linienflache von Flachen 5' berührt werden 
kann, also ausserhalb S, aber auf der Linienflache aol und nur CO' Streifen, 
die auch zu Flachen S' als ordiniire Streifen gehoren konnen. Es gilt  won 
diesen S t re i f en  ausserdem,  d a s s  jeder zugieich eu mm Fiachen S' gehort, utad 
d a s s  je zwei  dieser Flachen,  d i e  air e iner  Stelle eines dieser S t r e i f e n  e ine  Be- 

(*) Man vergleiche hierzu § 9 ineiner Abhandlung: Anrvemiung vol& Satzelz über partielle 
DifferentiaZgkicha~t~yen, etc., in B. 40 der Math. Annalen, wo die entsprechenden Satze der 
Theorie der partiellen Differeiitialgleichiingen zweiter Ordnung allgemeinster Art entwickelt 
worden sind. 
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rühru~g k : ter Ordnung mit einander eingehen, auch an allen anderen Stellen 
desselben Streifem dasselbe tun. 

Aus detn ersten Satze folgt, dass die Flachen S' durch eine partielle 
Differentialgleicliung 8. O. in x', y', a' - Koordinatea darzustellen sind. Die 
Streifen, von denen der zweite Satz handelt, müssen Charakteristiken der- 
selben sein. Nun ist uns diese Gleichung aus einer anderen Tlieorie wohlbe- 
kannt. Man bekommt sie niimlicli einfach durch Elimination von z, y, z aus 
der Gleichung der Flaclie S : 

z - q x ,  y) 
und den drei Gleichungen : 

wobei gesetzt ist 

Die fragliche Gleicliung erh2lt danlit die Fornl : 

r' t' - $' = F (z', x', L/', p', g'), 

und ihre Charakteristiken weiden Haupttangentenkureen der Int6grnlflachen. 
Aus dem oben Auseinandergesetzten geht dann hervor, ruie d ie  Haupttan- 

gente~zkurven auf S cindeutig dergleichen IZurven auf S' entsprechen, - was 
für die Brennflachen der W-Kongruenzen v6llig kennzeichnend k t .  

5. S sei nun eine Linienflache. Dann ist eirie Scliar ilirer Hnupttan- 
gentenkurven als bekannt anzuselien, niimlich die geraden Erzeugenden der 
Flache. Nehmen wir sie zu Pararneterkurven v = C, so haben wir nicht nur 
D =O,  sondern aucli 

(*) Siehe Braxc~rs Differentitclyeomefrie, 174. 
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zu setzen, letzteres weil jetzt die Kurven v = C geoddtisch sind. Ueberdies 
folgt aus der ersten der drei Codazzischen Gleichungen, die icli hier siiintlicli 
aufzeichne, da ich auch iin folgenden auf sie hinweisen muss : 

es folgt, sage ich, dass wegen (19) und weil D = 0: 

Hieraus ersehen wir aber sofort, dass, falls S eine Litlienflaclie ist, die 
Gleichung (8), von der ~iacli  Nr. B die Bestitnmung von S' wesentlicli abliangt, 
ein vollstiindiges erstes Integral besitzt. Iiiî vosliegenden Falle folgt natnlich 
aus (3, dass wegen (29)  und (14) : 

Jf a -- - - log 112 6, 
rn d u  

weswegen offenbar die Gleichung (8) durcli die folgende zu ersetzen ist:  

d - D ' P + D U Q  - log nt \lp = D' E + D" ta +- F (v), F arbitrar. 
d u  

Wenn wir lîierin n û  und [ (G Zlnû) als unbekannte Grossen einführen und 
922 mittelst (5) aus (15) eliminieren, bekoinmen wir eirie partielle Differeiitial- 
gleichung eïster Ordnuiig für c, jedoch mit B (v) als arbitrarer Funktion, die 
jetzt statt (8) die gesuchten S'  liefert. Dass sich die Losung derselben durch 
eine Riccatische Gleichung und nachfolgende Quadraturen erzielen lassen 
inuss (*), gelit einfacli aus der Betnerk~ing hervor, dass die krummen Haupttan- 

(*) BIANCHI, a. a .  O . ,  169, S. 316. 
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genterikurren der Linieriflgche eben durcli eine Riccntisclie Gleichung dar- 
zustellen sind, und dass nian, wenn letztere Kiirveri eu Paraineterkurven 
u = G getlominen werden, statt (8) die Gleicliung (11) aiiwenden darf, die aller 
jetzt wegeii (12) erÇibt 

d c 12 2 
- - < F (v) + , 1 = O, R nrhitisr, 
d v 

und zur vollstiindigeii Losung diesei. Gleicliung reicheli bekalintlicli Qundrn- 
turen hin. 

6. Auf Fliichetz xweiter  Ord~zzbl lg angewandt iiiniiiit die Gleicliung (11) 
ihre einfacliste Forin an: 

8' log i: 
-- = O, 
d u d v  

da llierhei sowolll ~erschwiiiden. Die Flachen S' sinil ditlier 

in diesein Fa.lle aus der Formel 

abzuleiteii, wenn U ,  V arhitrare Fiinktioneri von zc bez. v hedeiiten. 
Die Gleichuog (10) ergibt ferner 

52 
- 

v'(v)  U ~ U )  8 J E G - F  -- - 
rm V(V) V(V) d O g  JP 

1st also insbesondere die Flache S durcli 
gegeben : 

X' 11' a'> 

die folgende Gleicliung in  x, 9, z 

-+"!- -=1 
a" cC2 

und gelten danlit für die Cartesischen Koordinaten illrer Punkte die FormeIn: 

Aniznli cli Mateinntica, Serie III, Toino XXIII. 
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so findet inan 

(BIANCHJ, a. a. 0. $j 303, oder siehe nachfolgende Nr. 35 dieser Al~l~nndlurig), 
und wenir wir dann in Uebereinstitninung mit (1Gj sclirejben 

erkeiinen wir sogleich nus (17), dnss ("): 

r, W = 2 ( U +  Vj - ( o t + v )  ( U ' t  VI). (90) 

Hierzu wollen wir noch hemerken, dnss die Gleichungen ( 7 )  mit zn, v ccls 
P n r a w t e r n  der Hnupttnizgente~~kzirven atcf S 
tesimnlen Verbiegung E' der Fliicl~e S' lellrelt: 

und cleshalb fur d n s  Hyperboloid (18) als Fliiclze S einfach esgeben: 

R' = z f (4 = 11L y (u), 
ocler wegen (19): 

u+fl 
E ' = X  Jr-Y 

IV 

wobei Y. eine infinitesimale Konstante ist. 

II. 

MIT VORSTEHENDEM Z U S A M M E N G E H ~ K E N D E R  SATZ ÜBEK ABWICKELBAKE FLACHEN. 

7. Wie iii Nr. 1 seien S und S' zwei beliebige Flaclien, deren Berüh- 
rungspunkte mit den gemeinsameti Tangenten als einatider korrespondierend 
betraclitet werden. S' inag sicli auf eine Kiirve reduzieren : jedes Fliichen- 

(") Identitiit (14) bei BIANCHI, a. a. O.,  § 304. 
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element, das ein Bogenelement der Kurve entlialt, fiiligiert dahei als Flacben- 
element dieser Flache S', und jecle Gerade, welche die K u r ~ e  trifft, ist als 
Tangente derselben S r  anzusehen. Gelteii dann für die Bogeneleiuente der 
Kurve (8') die Gleicliungeri : 

d X' = c t  (x', gf3 2') d .cf, d y' = fi (x', y', a') d d ,  (23) 

und werden p', q', - 1 proportional den Riehtungscosinus des Lotes gereelmet, 
' das auf irgend einem am Bogerieleriiente (dx', dg', da') l~aftenden Fl%chen- 
elelnent (cx'~'xfp'q') errichtet werden kann, so ergibt sich 

p 'dx '+q 'dyf -dz l=O,  also: 

Aber wenn dieses Fl~chenelernent (x'y'x'p'q'), als der Flaclie S' angehorig 
betrachtet, eben mit deln Fl%cheneleinente (x y x p  q)  von S (*) korrespon- 
dieren soll, muss die Terbindungsgera.de der Punkte (x yx) und (x'y'x') die 
Flache S im ersten Punkte herülireri und in die Ebene des Fliicheneleliientes 
(x' 3' x' pf q') fallen, weshalb also 

Diese Korrespondenz der Fliichenelemente von S und S' ist in1 nllge- 
meinen eirideutig ; nur wenn jene Gerade (x'- x, y' - y, x' - x) das Bogen- 
eleinent (83) entlialt, nlso iiii Punkte (x', y', E') die Kurve (8') berührt, ist a12 
dieser Stelle die Korrespondenz unerldlich vieldeutig, ilidem hier das ganze 
Büschel der E'lacheneIemente durch (d d, d y', d 5') dein Flachenelemente 
(x y xp q) entspricht. 

8. Anstatt bloss eiiler Kurve (23) k6nnen wir diese Kurven siimtlich, 
oder, wns auf eins herauskoiniiit, mi beliebige Kurven 

f (x', y', zf, p.) = 0, 

'Y ( =O,  1 
p eine arbitrare Konstante, als reduzierte Fliichen S' der gegebenen FlSclie S 
zuordnen. In diesein Falle entspricht jedeni Flücheneleinente voii S eine ganze 

(*) p = If' (x), y = F' (y), wenn z= F (x, 9) die Gleicliiing vou S ist. 
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Schar von oo' Fl%c,heneleinenten, die an denjenigen Bogenelementeri der 
Kurven (26) linften, die von den Sclinittpunkten dieser Kurven mit der Ebene 
des Fl%clieneleinentes von S ausgelien. Diese Korrespondenz zwischen S und 
einfacli unendlicli vieleil in Kurven ausgearteten Fliichen Sf ist dann in keiner 
Weise von der Korrespondenz obiger Art zwischen S und irgend welclien oo' 
Flaclien S' verschieden. Die Anwendung, die iin Nachstfolgenden von dieser 
Korrespon denz geinaclît wird, is t von BJANCHI in seiller Differentialgeonzetrie 
von 1910 teils am Ende des S 282 in  etwas weiterem Umfange vorgeschlagen 
und teils auch in Kap. 19-91 im Einzelneri ausgeführt worden. 

9. 1st nun S eine beliebige Flache und ist init ihr eine beliebige Schar 
von ao' Flachen S' in feste Verbindung gebracht, und rollt S mit ihrer Scliar 
von S' in Gefolge auf einer auf sie abwickelbaren Flache x, und fixiert man 
jedesinal iin Rauiile (x'g'x') die Lagen derjenigen CG' Flacheneleinente jener S', 
die nach dem Vorangehenden dein mo~iientanen Berührungselemente (x y B p q) 
von S und entspreclien, so bekoniint man dadurch 00' Fliiclieneleniente 
iin Rauine (zf7/'2'), die gewissertnassen doit ein Bild von Z abgelien konnen. 
Dasselbe ware offeiibar durcli zwei partielle Differeiitialgleicliungen erster 
Ordnung analytisch zu definieren, und in erster Linie hatte inan danach zu 
untersuclien, ob diese Gleichungen oo' gemeinsawe Integralf lachen gestatten, 
oder micht. Eine Darstellung der Gleicliungen in Cartesischen x', y', E' - Koor- 
dinaten würde kein ühersichtliclles Resultat ergeben, wiil~rend daçegen der 
von BIANCHI ZUT Erledigung einer speziellen Frage dieser Art in Kap. 19 seiner 
Differentialgeometrie eiiigeschlageiîe Weg sclinell zurn Ziele führt. 

Wie in Nr. 1 denken wir uns S von zwei Kurvenschareri u = C, v = C' 
ciili.clizogen und daiiiit durcli jedes Wertepaar I r ,  v je einen Punkt auf S zu- 
sainmen mit allen cm' mit ihm korrespotidierenden Punkten auf 8' eindeutig 
bestimint. Für die Cartesischen Koordinaten x', y', x' dieser dein Punkte 
(x, y, x )  von S entspreclieiiden Puukte der oo' S' kiiilnen wir die Gleichun- 
gen (1) und ( 2 )  verwenden. Wir wollen nun aucli die Punkte auf x durch 
dieselben u,, v -  Paranieter und die Kurven auf durch ganz dieselben Glei- 
cliungen u = C, v = C' ausdrüclien, die von den Kurveil u = C, v = C' au€ S 
beim Rollen von S auf doit ais Spuren hinterlassen werden. Danil werden 
die in (1) und (2) rorkoinnîeriden d xld u, d a/d v sowohl zu S als auch zu 1 
gehiiren, da jetzt am Berül-irungspunkte (x, y; z) dieser Flaclien die Linien- 
elemente @d 2 4 ,  JGd v für beide von derselhen Grosse und Riclitung sind. 
Auch X ist für beide Flaclien dasselhe. Die zu den Flüchen S und x gehorigen 
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Gleicliungen (2) werden folglich nur in Bezug auf die Werte von L, Al; P, 
Q, D, D', Du verscllieclen. 

Was p', q'atihetrifft, haben wir für sie die folgenden Gleichungen (24, %a] 
sclion entwickelt : 

p'a+Cl18= 1, 
(97) 

Hierzu kommt riun auch sowohl fur S' wie für das erwahnte Bild voii : 

dx' dy' dz'  
-- + Q' -- = -- . 
d v B v  d v  

AUE diese Gleichungen, eininal auf S, dns andere Mal auf )= angewandt, 
bezieht sich die nachfolgende Rechtiurig, bei der selbstverst~ndlicli auch auf 
die Eigerischaft der Grossen r., F, irgendwie Funlitionen von x;', g', Z' zu sein, 
Rücksicht genommeri werden iilusste. Weil aber die Punkte (z', ?JI,  2 ' )  und 
(x, y, z) als korrespondierende Punkte dastehen und di; ersteren der Fia- 
chenschar S' nngehoren, ilire Koordinaten also der Gleichung dieser FI&- 
chenschar und ev. den Gleichungeti (26) genügen, weil aber dagegen x, y, z 
Koordinaten der Punkte von S, inithin determinierte Fuiiktionen von u, v 
üind, hnben wir zunachst a,  F als gegebene Funktioneiî von u, v, p zu be- 
tracliten und demnach für S zu setzen: 

p. ein var. Pa.rameter. 
Von der Beziehung von zu den in Frage gestellten Iritclgralfl&Aien, 

die aus denjenigen aû3 Flaclieilele~iiente~l (x' y' x'.2j1 q') zusiuninengesetzt waren, 
die bein Rolleii von S aiif Z als den Elemen ten letz terer Fl5clie entsprecher~d 
herauskonlmen würden, gilt es, dass jede dieser Ititegralflüchen von je einer S' 
der m 9 e i l n  Kollen von S itn Rauine (x'y'z') erzeugten S! -  Scharen be- 
rülirt wird, und zwar iri einem Punkte, der mit dein inoinentanen Berüli- 
rungspunkte von S und Z: in genau derselben fü r  beide in Er. 1 angegeljenen 
Weise korrespondiert. Die Werte der zu diesern Puiikte geliorenden a und 
waren offenbar aus (30) nacli Eitifiibruiig des der betreffendeti S' zukoiii- 
inenden Wertes von p. zu erhalten. Dieser Wert von ware rori der Form 
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F (zc, v). Die Existenz von ao' Integralfliichen erwiihnter Art setzt einen Wert 
von p. = F(u,  v, A), A eine arb. Konstante voraus. Die oben vorgelegte Frage 
ist einfach eine Frage nach der Moglichkeit eines solcheri Wertes von p. 

10. Aus den Gleichungen ('27), (28) folgt nach Elimination von p', q': 

oder mit Anwendung der Gleichungen (1) und (9 )  : 

oder nach angeinessener Reduktion und Aiiwendurig der Gleichungen 

dx: d g  d a  
c c - + Q - + -  l F + m G  L F + J l G  
d v  d v  d v  

Ich schreibe diese Gleicliuiig kürzer so ; 

wo die Detertninante recllts = (E G - F e )  ( W L  - E ni!) k t ,  und beinerke, dass 
1, +IL, A, X a + Y (j + 2, E, B', G iin Berülirurigspunkte von S und )= für beide 
Flaclien dieselben Werte hesitzen; dagegen muss, mit Rücksiclit auf die For- 
rnelri (3), werin iiiün für S L, JI,. . . , D" gleich L,, JI,,, . . . , D", setzt, für Z 
gesetzt werderi 

sowie 

Wenn d a m  für Z die Zeicheii il, D', D" reserviert werden, konneil wir aus (31) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



BücFtluîzd: Ueber eine Transformation von Luigi  Bianchi .  183 

Iii çniiz derselben Weise ist aus (27) und (89) und mit Berücksichtigung 
von (33) zu  scliliessen : 

d E d 112 - 1 1 2 - - 1 -  
U' 1 + D" 112 112 P -- 1 Q d p  dp. d y  

=1+ D m =  TP, - z Q, 91t  Po - 1 Q, d  v 
(34') 

Wir wissen aber aus (5), dass 

D', E + D", 112 
112 Po - a  Q - 

- Do z + Dro 112 
(99% L, --- ni,) 

und dürfeii daher 1etztei.e Gleichung durcli die folgende ersetzen : 

d l  d m  
r i n - - i -  

(DI- D',) z + (D" - DI',) M a y. a p a 2  ..=- 
Do l + D', 112 I I I  L, -- 1 Alo d v (35) 

die also ini Verein mit  (34) zur Bestiinniung von ;J. dienen würde. 
Wenrz ivtsbesondere die Hauptta~zgentenkur..l;e~z cruf S eu u, u Iiurven ge- 

u o ~ ~ t ~ t t e n   verd den, .beko~n11ze~z diese Gleichungeîz die einfachere Gestalt: 

doch, wama merde18 sie utzbeschratzkt integrierbar? So ist denil jetzt die ohen 
aufgeworferie Frage nach y. als P(u, v, 1) zu forniulieren. 

11. Wenri, wie fïüher, C statt l lm geschrieben und ut durcli (10) in 
[, u, v, dC]d a, d</dv ausgedrüc,kt wird, p bei diesen Differentiationeii kon- 
stant gehalten, belroiilmen wir 

(37) 
-- a a log 
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und fasse11 llernach die Gleichutigen (36) als Gleichutlgen für '5 und p. auf. 
Wir schreiben sie in der Forin: 

und suchen sodaiin durch Differentiation die Existenzbedii1guiige11 für Lo- 
sungen der Form: 

= f (z, v p.), p. = P ( u ,  v, X), 1 eine arh. Konstante, 

zu erhalten. Zunaclist 1;oinmt: 

wobei die vorstelieliden Differeiitiationen von n und in Bezug auf u, v, p 
so auszufüliren sind, als ob diese Variableti von einander uiiabhatigig wiiren. 

Zufolge der zwei ersten der Gleiclrungen (13), der Gleicliung 

der Gleichungen (36'), der Werte (9) der in (13) nuftretenden Symbole ( i  1 2 1  
i z i 

und endlich des Wertes (37) von n finclen wir fiir die obige Bedingunçsgleicliiitlg 
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die expliziertere Forln : 

1 \ 8 9 (  d - 1 
E G - E "  

log, - 7 4 +-1o"J a u  ,- 11- P L  P 

oder in leichtverstandliclier Abkürzun; : 

A '! D + ( A  - B <) (Dr - D',) - B D" = 0. (37') 

Dies ist eiiie partielle Differentialgleichurig 2. O. für '!. S i e  gibt diejetzigen 
S-Sc7mre>z [ = f (u, v, p.), d ie  in& Staizde s i n d ,  einer gegebeizen a u f  S abwickel- 
baren, d e s  NGheren durc7z D, D', D" bes t iwn ten  Ii'lüclze ()=) eine  i i l~d ic l ze  Pla- 
chensclqar (p  = F(24 v, l ) )  z u ~ u o r d v e n .  

Beilautig beinerke icli, dass, wenn S eine Linienflache ist, und v = C die 
Gleichung ihrer geraden Erzeugenden, finden wir für nlle nuf S abwickelbare 

LiriienflZclien : D = O, Ur = Dl. , 1 - O, und werdeii claiin i i i  jedein Inte- 2 \ -  
grale < = f (zc, v, [J.) der partiellen Differentialgleicl11111g 1. O. 

n J E  G - E'* 
= 0 (v, p), a arhitriir, 

? JP 
die Gleichung einer Flaclienscliar S' erkennen, die für süriitlicll jerie Liiiiec- 
flachen je eine Flachenschar p = P ( c ,  1) liefert. 

18. Wenn für eine  jede nuf S abwickelbare Blit'che das bezügliche Glei- 
cliungspaar (36') unbescliriinkt integrierbar sein soll, i~iüssen sowolil A als B 
verschmitiden, weshalh : 

A n ~ ~ a l i  di Matematicn, Serie III, Tomo XXIII. 
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Aber das kann unm6glich so sein, wofern nicht erstens 

und zweitens, wie aus der Zusa~iiiiienstelluiig von (38) niit den Fornieln (81) 
der Nr. 6 sofort eirileuclitet : 

Vorausgesetzt also, dass die Bcdingunge~z (39) zcnd (40) erfülit sind, d a m  
iiiuss die der Fliiche S zugeordnete utid mit ilir fest vereinigte Flaclienscliar S' 
beitn Rollen von S auf r, eitre besondere Scliar von 00' Flachen in der am 
Anfmge von N. 7 nalier erklarten Weise unîliüllen. Diese utiiliüllten Fkclien 
will icli mit x' bezeichnen und benîerke, dnss jene Flachen S', wenn umge- 
kehrt S in Ruhe bleibt und Z: in fester Verbindung mit der Fl~chenscliar x' 
auf S rollt, in derselben Weise aus x' nls eine besondere Art von Eriveloppen 
z u  erlialten sind. Es sei nuil y ,  irgend eine zweile auf S abwickelbare FI&- 
clle, Z', ein'e der von S' in der oben erklarten Weise beim Rollen von S 
auf El umhüllten ao' FlBclien, M ein auf x, beliehig angenommener Punkt 
und b, der liierliiit korrespondiereticle Punkt nuf x', . Beitn Rollen von S auf x, 
wird mit b, der Punkt au€  S' - a iienne icli ihti - zusamrnenfallen, der bei 
der gegenseitigeii Berülirung jener Fliicllen S und El in Al mit eben diesein 
Punkte als zu der Flache S gehiirig korrespondiert. z', wird dnnn in diesem 
P~rnkte a (b,) von S' berülirt. Aber auclr 2 kann, ebensowie S, auf x, rollen, 
und bei der einmal eintretenden gegenseitigen Berülirung dieser Flaclien in M 
wird z' die Flaclie S' im korrespondierenden Punkte a und also nuch Z', in 
clemselben Punkte cc herülwen. Hieraus fol& dass die Fladren Z', ebensowie 
sie Leim Rollen von Z: auf S die Flaclien S' uumhülleil, be i~n  Rollen von 
auf y, die Flachen x', uiiihüllen. Die Schar der Z' wird sich also ganz so zu 
x, Ç,, S und allen anderen auf abwickelbaren Flachen verhalten, wie sich 
die Scllar der S' zu S, x, XI und allen anderen nuf sie abwickelbaren l'la- 
clien verhglt. Nun  zeigt die Bedirigungsgleichuiîg (39), weil sie sicli m i t  der 
Gleichung (1  1) declit, dass eine jede jemer mlFlicchen S' mit S die  Brennflache 
ainer IV- Iio~zgvztena nus~nncht. I: war eine beliebige der auf S abwickelbaren 
Flachen: ein und dieselbe Plcic7ze1zsc7zar S' luird fW jede i n  der erwilhlzten 
Weise, oder dihrch Iztegration eilzes Glcichu)zgspawes ( 3Gr ) ,  ei~ze ahnliche Fla- 
che~zschnr x' ergeben. 
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Hierzu ist noch folgendes zu bemerkeii. Gnez so wie bvim Rollen von S 
auf 2: im gelneinsainen Berü'rirungspunkte beider FlacIlen ilire absolute ICrüin- 
inung dieselbe ist, ist  auch,  der dritten der Gleichungen ( I l ' )  in Nr. 4 zufolge, 
i ~ n  Berührungspu~zk te  w o n  S' u n d  x' i h ~ e  nbsolute I<rüi)mzing dieselbe. 

13. Als eine Folge der gegcriseiligen Korrespondeiiz der Haupttnngeli- 
tenkurven von und x' (Nr. 4) - den Fa11 (30), (40) stets ~orausgesetzt - 
ist au erkennen; dnss, wenn eine 1'- Scliar aus Flaclien bestünde, die saint- 
lich zu Kurven (26) ausgeartet waren, diese l h r u e i ~  cbeu Gerade s e i ~ z  .înüssten. 
Denn jede inuss Leitkurve ml oskulierender Strrifen seili, die deiijeniçen 
Streifen von entspreclien würden, die sich an die eine Scliar der Haupt- 
tangentenkurven dieser Flache anschliessen. 

14. Bei einer anderen Gelegeiiheit wede icli beweise~î, tlnss sa11ctlic7ze 
Flac7ten eirzer S' - Schar, die den  Forderu~zgen (39) u n d  (40) geuiigrt, nus cher 
beliebigen Flache der Schar  durch  wiederholte Ve.1-biegu~zgeit pnrallel den  Nor- 
nzalen won S herauskonz~twn müssen. 

III. 

15. Wenn die Flache S beini Rollen auf einer auf sie abwickelbareii 
Fliiche nur oo' Lagen einniinmt und dennocli mit L. in allen Puilkten in 
Berührung kornint, inuss diese Berührung zwischen-S und in  jeder Lage 
der ersteren FlSche langs einer ganzen Kurve erfolgen, und ausserdein iiiuss 
in jedeni Punkte dieser Kurve die absolute. Krünnnuiig beider Flüchen gleicli 
ausfallen. Nach einein für die Theorie der Verbiegung der Fliiclien fundamen- 
talen Satze nluss jede solche Berührungskurve notwendig Haupttangenten- 
kurve sein. Es würde folglicli derart auf S abgewickelt werdeii konnen, dass 
sich dabei eine Schw Haupttangentenkurven beider Flüchen deckeii. Und 
nach einein Satze von BONNET sind dann diese Haupttangentenkurven ge- 
radlinig: die Pl6chen S und ~niisse.îz .Linienf?achen sein. 

Setzen wir danil voraus, dass es fiir eine LinieiifNclie S eiiie Flklien- 
schar S' obiger Art gibt, die zu einer jeden auf S abwickelliaren Flache Z 
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eine Fliichenschar x' liefert, so würde u. a. jede Z' derjenigen S c l m  dieser 
Art, die zu einer Linienflache Z gehort, von jeder S' Iangs einer Haupttan- 
gentenkurve berührt. Wenn aber die m' S' Linienflachen sind, deren gerade 
Erzeugenden mit denen von X korrespondieren, so müssen auch die letzt- 
erwahnten x' Linienfliicheri derselben Art sein. Dies wird offenbar auch gel- 
ten, wenn die Flachen S' zu Kurven und dann notwending zu Geraden (Nr. 13) 
ausgeartet warcn. Diese92 Fa11 ?flel.de i c h  für d a s  einschalige Hype~boioid a l s  
Piache S vollstandig behandeln.  

Wir haben also jetzt die Flüche S in gewolinliclieri mit ihr fest verbun- 
denen Cartesischen Axenkoordinaten durch folgende Gleichung darzustellen: 

und die ihr zugeordnete S' - Schar in denselben Koordinaten durch die zwei 
Gleichungen (26) : 

a, p, y, 6 in noch unbestimnit gelassener Weise einen variablen Paraineter p 
enthaltend. Die hierzu gehorenden Werte von 1 und m ergeben sich ails den 
Gleichungen (l), die zunachst liefern: 

weshalb, wie nach Einführuiig der Werte (18) von x, y, x leicht ersichtlich: 

Es erlialt dainit '5 (f l /m)  die schon aus Nr. 6 zu erwartende F'orm U :  V, 
wobei besonders: 
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Hierdurch ist aucli, wie in Nr. 6 als Folge der Identitaten 

bemerkt wurde, der Bedingung (39) Genüge geleistet. Dass dagegen die zweite 
Bedinguiig, die Bedingung (ho), niclit durcli beliebige Werte von a,  9, y, 8 
zu erfüllen. k t ,  sehen wir bald. Wir konnen namlich M-egen der Formelil (19), 
(22) diese Bedingung so schreihen : 

x eine arb. Konstante, oder unter Beachtunç dessen, dass wir aach (37) zu 
setzen liaben : 

d + v- log PJP . 
d v  JEG-P" 

Was die Werte der liierin steckenden p, JE G - PQnhetrifft, so siiid 
sie bekanntlich durch blosse Differeiitiationen der Gleichimgen (18) folgender- 
rnassen zu gewinnen. Man bereclinet 

- -- 4 a b c  -- - J E G - F ~  
(u -+ v)4 4E G - P 2  P 
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und bekommt clann 

a P JP b2 c a u ( i  +WU) - a 2  b S u ( i  -UV) -a2cs  (u-v) 
- log ----- = 2 

~ ~ Ë z  b2 C' (1 +- u a)' + a2 b2 (1 - u v)' + u2 c2 (zt - 
' 

Die Gleichung (44.') nimrnt hierdurch die Forin a n :  

die sich nach Einführung der Werte (43) von U und V nocli bedeutend ver- 
einfachl und sich folgendennassen sclireiben ljisst : 

Das linke Glied dieser Gleichung wird den Gleichungeii (43) zufolge 
gle i ch 
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d a  
wobei ûbkürzuiigsweise a', B r , .  . . , statt - 9 2, . geçetzt ist. Unter noeli- 

dp. d p  

lnaliger Anwenduiig der Werte (43) von U und 17 ergibt sich ferner Iiieraus : 

- 2 ( U A - V )  (1 +- u I .)  b c  y (K 8 - p  ~ j ' -  Y'(' 8 - fiy) 

+ ? ! ( u 2 + v 2 ) ~ ~ h c  a & ' - x r S - . ( a S - P y ) '  - ( 1 
- 2 (u2 - v2) a  c (2 O - I)) y) 8' -- S (2 8 - y)' - b2 a' - 

- S n b c u v ( p y ' - - f p i ) + 2 u b  a 8 ' - c ( a S - P y ) '  

1 

Der Forderuiig (40) çemass iiiüssen (45), (46) denselben \Vert von 
a u a v V -- - U -- l i e ~ e r ~ l ;  in. a. W. die Koëffizienten derselben I<oiiîbinationen 
dp.  d y .  

von u und v in den heiden Ausdrücken müssen einander gleicli werde~i. \Kr 
schliessen dann 

aus den Koëffizienten für u u : y' - p' y = 0, 

aus delien füi. u%' : a  c cc' 6 - Y. 8' - (R O - F y)' 
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Aus den vier ersten Gleicliungeii folçt: 

y = R P ,  I< konst., [il  
(a S - y == Ct, C' konst., la] 

8 = R' GO K'.I~oiist., 131 

(C' c2 - I<' a') a' = C (a' + c 2 )  ); 141 

ferner aus  den übrigeil Gleicllungen: 

(cf K' -- b2)  a' = - c p, FI 
(I<I<'+c" ((a (5'- a' fi) = - C Cf ,  161 

(c'I~'+ a?) F' = c lie cc, VI 
(IZ b2 + Iif a') ( a  F' - a' p) = -- C (aZ - b 2 ) ,  PI 

(c' cv IC b2)  pr = - c ( b 2  + c') U. 191 

Die seclis letzten Gleicliiingen reduzieren sicli auf die folgeildeii vier: 

wenii wi r  eine füufte Gleicliung heiseite lassen, weil sie sich in die Forin 
IL' a2  - I i F L  CC' bringen l5sst und folglicli in den Gleidiuiigen I l ]  - 1.31 ent- 
lialten ist. 

Durch die sieben Gleicliungeii C l ]  - [3], [4'] - [7'] wird uiisere Frage nacli 
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der Moçlichkeit einer Geradenschar (41) als S' - Schar des Hyperboloides (18) 
leicht erledigt. 

Die Gleichungen [6'], [Y] liefern uns a, P als Integrale der Gleicliung 

und weil für ,o. keine bssondere Voraussetzung gegehen ist, konneii wir dnnn 
annehmen 

a = A sin p, A konst., (ch)  

aber dann auch 
C V I ( R '  + ( K  Ii' + ce)' = 0. (a'> 

Ails [(i'] kommt nun 

und wenn wir heriiach C, K, K' durch drei konstante Grossen 4, h', c' etp- 
setzen vermittelst der Formeln 

die letztere eine Folge der zmei rorangelieiitlen und der Foriiiel (a'), so kiiniirn 
wir aus [il und [3] schliessen:' 

und aus [U-1: 

Xun bleibt nur iiocli übrig, aucli die Gleicliunçen [4'], [Y] zu befriedigeri. 
Sie ergeben 

weshalb : 

Unsere Untersucl-iuag ist liiernîit zu Ende gefiihrt. Mit den Arisdriicken 
(cc), (b), (c) für cc, /3, y, 8, dabei A, a', b', c' Konstante bezeichnencl, die nur 
den Bedingungen (c") unterliegen, und mit der in (b) steckendei~ Quacliaat- 

Annali di Matematica. Serie 111, Tomo XXIII. 1 S 
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wurzel J-K'/K gleicli 6;la' Ilaben tvir fiir die vorliegende Flaclie S den For- 
rleruiigeii (39) und (40) genügt. Wir sind nuil zu folgender Geradenscliar 
gelangt : 

als zu der einzigen mogliclien 8'- Scliar von der Foriii (26). Als Flaclie S 
hatten wir das Hyperholoicl 

gewahlt. Die Geradenschar (47) stellt eine Schar von Erzeugenden des kon- 
fokalen Hyperholoides 

tlnr; wir sirztl deslzcclb durch das Voranyel~,e~zde zu keiner anderen Transfor- 
mation der nuf das Hyperboloid abwickelbarerc R&he.rz gekommeu als der von 
Bianchi, die von irgefbd einer auf eine ~lach'e xweiter Ordnung ccbruickelbnretz 
Flüche zu u~.teizdlich viele??, 1zeuel.z ebenfnlls dcwnuf ab~uickelbccren Flachen fiihrt. 
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Ricerche sui sistemi tripli coniugati 
con una farniglia di superficie applicabili 

sopra quadriche. 

MEMORIA 1. 

(d i  LUIGI BLANCHI a Pisa) 

P R E F A Z I O K E .  

L a  teoria delle superficie applicabili sulle quadriehe generali ha acqui- 
stato ormai un assetto definitivo: essa fornisce invero l'estensione più na- 
turale e coinpleta della teoria delle superficie applicabili sulla sfera (reale 
od iiniiiaginaria), e delle loro trasformazioni (*). Ma se passiamo dalle super- 
ficie isolate a considerare famiglie di tali superficie, troviamo nella teoria delle 
superficie a curvatura costante un importante capitolo, quel10 che tratta delle 
t'ainiglie apparteiïeiiti a sistemi tripli ortogoiiali. (famiglie di LAYÉ), al quale 
fiilora non ne corrispondeva uiïo analogo per le deformate delle quadriche 
generali. Cola presente Meinoria vogliaino iniziare al)puiito, per le deforinate 
delle quadriclie generali, 10 studio degli enti da riguardarsi coine analoghi 
ai sistemi tripli ortogonali contenciiti m a  serie di superficie a curratura co- 
stailte (**). 

La prima yuestione che si presenta è di ricoiioscere in yuale seiiso una 
tale estensione è possibile. Si vedrà che convierie per cjuesto abhandonare 
la condizione dell'ortogorialità e ricorrere alla teoria generale dei sistemi 

(*) Vedi le mie Leaioni W Gemetv ia  dif.e?asiule, Vol.  III (Pisa, Sporri, ly09). 

(**) Una prima notizia sul1e presenti ricerche ho dato nei Rendicomti delb R. Accudernia 
dei Lincei, Vol. XXIII (serie 5") (marzo 1914). 
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t r ip l i  coniugat i  costruita da1 D A H B ~ U X  (*). Di tale opportunita ci si persuade 
ricordando le proprietà dei sistemi tripli ortogonali (u, v ,  10) colla serie w=cost. 
formata di superficie a curvatura costante, fra le quali la fondamentale se- 
guente : 

L e  trajettorie ortogonali  (w) della fmz ig l ia  d i  szqeî f ic ie  a c u r z a t u r a  co- 
s tante  segnano  su queste una corrispo~zdeîzsa che conserva i s is temi  coi.tiuyati 
d i  linee, in part icolare  alle litzee d i  curva tura  (che fornzaîzo un sis tema iso- 
termo-coniugato) fa corrispotzdere le linee d i  curz.atztrct. 

Ora sopra ogni superficie a curvatura costante il sistema delle linee di 
curvatura pub caratterizzarsi come il sistema coniuyato-permanente,  cioè coine 
quel sistema coniugato che si conserva coniugato applicando la superficie 
sulla sfera (reale od irninaginaria), D'altra parte sulle cleformate delle yua- 
driche generali il sistema coniugato permanente, pur conservando la proprietà 
di costituire un sistema isotermo-coniugato, non è più ortogonale ina obliquo. 
Dopo queste osservazioni apparirà naturale se, ilella teoria delle deformate 
delle yuadriche generali, consideriamo quali enti analoghi ai sistemi tripli 
ortogonali con una serie di superficie a curvatura costante i sistemi tripli 
coniugati (u, v ,  uu), clie godono delle seguenti proprietà: 

a) L e  superficie della serie ni = cost. sono appl icubi l i  s o p r a  quadr iche;  
b )  Il s i s t ema  coniugato ( u ,  u )  intercettato s o p r a  m a  q u a l u n q u e  super- 

ficie su = cm!. dalle superficie delle a l tre  d u e  serie é il  s is tema coniugato per- 
manente;  

c) L e  trajettorie (ru), i n t e r s e ~ i o u i  delle superficie delle d u e  p r i m e  fami- 
glie u = cost., v = cost., segnano szclle deformate  w = cost. delle puadriche zcna 
corrispondenen che c o m e r v a  i s is temi  coniuyat i .  

111 riguardo alla proprietà a), è da dirsi che la quadrica su 'cui è appli- 
cabile la g v  = cost. pu6 variare con yuesta superficie, e in particolare rima- 
i1et.e sempre la stessa. 11 primo caso corrisponde alle famiglie generali di 
L A M É  composte di superficie a curvatura costante (**),.il secondo al caso 
particolare dei sistemi di WEINGAKTEN. 

È poi da osservarsi che i'ultinla proprietà c), come pure l'altra clie sopra 
ciascuna .îv = cost. il sistema (u, v) è isotermo-coniugato, sono di loro natura 
proprietà projettive. E iiifatti se un sistema trip10 coniugato possiede la pro- 

(*) Leçoi~s sur la théorie gérikrale des surfaces, IV.bme Partie, n e i  1047 a 1058; cf. anche 
Leçons sur les systèmes orthogonausç, Livre III, Chap. 11I (8.6me édition, 1910). 

(*") Vedi il Cap. XXVII, Vol. I I  delle unie Lezioni. 
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prietà c), ed eventualnieiite l'altra ora ricordata, una yualunque trasforiiia- 
zione omografica 10 cangia in un altro sistema trip10 coniugato colle riîede- 
sime proprietà. In particolare cib accade applicando una qualunque trasfor- 
niazione onîografica ad un sistelna di WEINGAHTEN, colla ulteriore particolarità, 
in quest'ultin~o caso, che i sistemi tripli coniugati cosi ottenuti aininettono 
trasformnzioni asintotiche (*), le yuali risultano dall'applicare l'omografia 
stessa alle trasforniaziorii di HACKLUKD B, dei sisteini di WEINGAHTEK. 

Ritornando ai nostri sisteini tripli couiugati (u, v, w), colle superficie S 
della serie .IV = cost. applicabili sopra yuadriche, si ~ e d r i  che essi amrnet- 
tono pure trasformazioni asintotiche, e queste, considerate per le singole su- 
perficie 8, non sono altro clie le trasformazioni B ,  della teoria generale. 
lnoltre vale qui ancora, corne per le superficie isolate, il teorema di perntuta- 
bilità, con tutte le sue conseguenze per la seinplificaxione del procediinento 
di trasforniazione. 

L'esistenza dei nostri sisteini tripli coniugati, per le deformate delle qua- 
driche generali, pub stabilirsi inediante considerazioni infiliitesirnali che ten- 
çono qui il posto della costruzione infinitesimale di WE~NGAHTEN per le 
relative famiglie di LAMÉ. Ma il passaggio dalle tfasforn-iazioni iiifinitesinie 
generatrici ai sisteiui di equazioni alle derivate parziali, che permettoiio di 
costruire la teoria generale in modo analitico rigoroso, richiede più alilpi 
sviluppi che mi riservo di dare in seguito. 

In questa prima Memoria mi limito a trattare estese classi di siffatti 
sistemi che si deducono dalle formole già costruite per le famiglie di LAMÉ 
a curvatura costante, alcune in terinini Iiniti, altre con quadrature, altre in- 
firie integrando equazioni differenziali ordinarie. In particolare bastano questi 
mezzi ailalitici per costruire classi di siffatti sistemi: 1.' per le deformate 
delle yuadriche rotonde, 2 . O  per quelle dei generali paraboloidi, reali od iin- 
rnaginarii, 3.' per le deforiiîate delle cjuadriche (inimaginarie) a centra d i  
DARBOUX, tangenti all'assoluto. In questi ultirni due casi perb ci linîitereino, 
per semplificare la rieerca, a supporre che le superficie w = cost. siano ap- 
plicabili sulla medesima quadrica; le forniole cosi otteiiute si estenclerqb- 
hero facilmente al caso più generale. 

(*) Diremo che due sisterni tripli coiiiugati (u, u, tu) sono trasformati asintotici I'uno 
dell'altro, quando si corrispondono hiunivocarnente, punto a punto, in guisa che le congiun- 
genti le coppie (P, P') di punti corrispondenti, per ciascuila coppis (S, S) di superficie cor- 
rispondenti ne1 sistema PU= cost., formarao una colzyrueaza W. 
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1 risultati che otteniaino per queste classi di sisteirii tripli coniugati, e 
le considerazioni geometriclie che vi si collegaiio, indicano già la via che sarà 
da tenersi in  seguito per la costruziotie della teoria generale. 

Alla ricerca dei sistemi tripli eoniugali (u, v, IV) con superficie IU = cost. 
a.pplicabili sopra effettive yuadriclie è preitiesso Io studio (S 3) di sisteiiii 
tripli coniugati contenenti una serie di superficie applicabili su1 catenoide, 
ovvero sulle evolute delle superficie a ciirvatura costante positiva. Questi 
sistemi hailno proprietà iilolto aEni-a quelle dei sisteini tripli coniugati con 
una serie di superficie applicabili su quahielie. 

P A R T E  PRIMA. 

Per maggior chiarezza delle ricerche seguenti riportiamo qui le conside- 
razioni fonda.mentali, relative ai sisteini tripli coniugati, secondo DARBOUX (1. c.). 

Supponiamo clie le coordinate cartesiane ortogonali x, y, z di un punto 
inobile nello spazio siano espresse per le coordinate curvilinee u, v, ~c colle 
for mole 

X = X ( U ,  0, 'lu), I/=/J(%, V, W ) ,  ~ = Z ( Z C ,  V, 'IL'), (Il  

e clle il sistelna cui~vilineo coordinato (26, u, I V )  sia un sistema triplo coniu- 
yato, che cioè su ciascuna superficie di una qualuiic~ue delle tre serie le su- 
perficie delle altre due serie traceiiio un  sistema coniugato di litiee. Le con- 
dizioni a ci6 necessarie e sufficienti consistono nell'annullarsi del deterininante 

d'x d" d% 
- - 

,mu d u d v  d u d u  
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e degli altri due analoghi detiotti da questo con pern-iutazione cimolare delle 
lettere lu, v, W. Queste condizioni possono espriinersi in altro niodo dicendo 
che ac, y, 8 dehbono essere soluzioni di un sisteoîa di eyuazioni siiiiultatiee 
di LAPLACE della forma: 

dove i coefEicienti n.,, sono fuiizioni di u, u, W .  Orü se si f o r m ,  nei tre iiiodi 

possihili dalle (2), In derirata terza 2 o 
fnceiitlo uso clelle (8) stesse, 

d z t d v d w  
d o  d e  d B  le relazioni lineari oiîiogeiiee iielle derivate prinie --, --, dehhono ri- 
d~ d u  d  IU  

diirsi ad identiti&. Ne1 caso c,ontrario iilfatti da ima quaiunque di esse, 
applicata a l  .x, y, 3, seçuirebl~e l'aiiniillarsi del deterniinante funzionale 

Se si scrivotio effettivaiiiente le dette coodizioili di illiniitah integrabilità 
per le (8) ,  si trora (DARBOUX,  IVème partie, p. 868) cl-ie al sisteiua (2) si pub 
clare la fornm seguen te : 

d? 0 - d  log IIl d B d  log H, d  0 - -- 
d w d a  d v  --+ d u  d u  d v  

8' 8 d  log H, d  0 d  log H, d 13 -- - -- 
du d l ~  ~ I V  d u  d v  d g ~  

dove le funzioiii H,, H,, H, di U, u, tu  soddisfano al sisteiiia di equazioiii 
alle cierirate parziali : 

a"H, 1 d H , d H 2  1 d H , d H ,  ----=- -- --+- --- 
d w d z n ,  H, d l c  J I U  Hl d l u  dl* 
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Viceversa, se Hl, H,, H, socldisfano le (P), le (or) formano un sistema 
coinpletamente integrabile ed arnmettono una soluzione generale 8 con tre 
funxioni arbitrarie di u, v, ?v rispettivarnente. 

Scegliendo una terna qualunque (x, y, z) di tali soluzioni indipendenti, 
si ha un corrispondente sistenîa triplo coniugato. 

Si osservi subito un caso particolare di inmediata evidenza geometrica, 
che pub dirsi il caso dei sistenîi di t~aslaxione. Se si prende una superficie 
qualunque S,, data dalle formole 

clie sia riferita ad un sistema coniugato (u, u), indi si assoggetta la Sn ad 
uri movimento continu0 traslatorio, per modo clie un punto di So descriva 
una curva arbitrariamente prescritta, la Sn verrà appunto a descrivere un 
tale sisterna triplo coniugato, corrispondente alle fornîole 

% = % , - / - ~ ~ 1 ,  ?J=tJo+W2, Z = Z , + W , ,  

dore W , ,  W,, W, sono funzioni arbitrarie di 127. Manifestainente qui si ha 

d log H, d log H ,  d log H, d log H3 
= O, = O; - = O, - 

d IU d IV d I L  d v 

siccliè si pu6 prendeie H, = 1 ed H I ,  H, iiîdipenderiti da IV. Viceversa, con 
tali valori di H l ,  H,, H,, le (p) sono soddisfatte ed i corrispondenti sistemi 
tripli coniugati sono di traslazione. 

' In particolare se per So prendiairio una cleformata di una quadrica, e 
per sistenîa coniugato (u, v) quel10 coniugato permanente, il sistema triplo 
coniugato (u, v, .ru) verrà inanifestamente a soddisfare alle nostre condizioni 
a), b), c) (Prefazione) ; ma questi ovvii sistemi tripli coniugati s'intenderanno 
naturalinente ne1 seguito senipre esclusi. 

Frtcciaino uiia breve digressione dall'argoniento principale per osservare 
un'interpretazione geonletrica delle eyuazioni (p) .  Si consicleri 10 spazio curvo 
a tre dirneilsioni il cui d s" èclato dalla fornia differenziale cpdra t ica  ter- 
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Le tre equazioni (@) esprimono che per questa forma differenziale sono 
nulli ordinatamente i tre sin~boli Riemanniani: (31, 12), (12, 83), (23, 31) [efr. 
Vol. 1, pag. 3&] (*). Ne segue che, in questo spazio curvo, le linee coordi- 
nate (u), (v), ( I V )  segnano, in ogni punto, le tre direzioni primipali  (Vol. 1, 
8 163); alle giaciture ortogonali, cioè a quelle delle tre superficie coordinate 
U. =  COS^.., v = cost., PU = CGS~.,  corrispondono le tre curvature principali Ki,  
K2, K, date dalle formole: 

Si sa che, per yualunque spazio curvo a tre dimensioiîi, le tre direzioni 
principali in un punto costituiscono un triedro trirettangolo ed esistono tre 
congruenze principali formate dalle linee clie seguono in ogni loro punto 
una delle tre direzioni principali. Ma in generale queste coiigruenze non sono 
~zornzali, e non avriene clie colle tre congruenze principali si possa costi- 
tuire un sistema triplo ortogonale. Quando questa circostaiiza si presenta. 
si dirà che Io spazio curvo è normale; l'eleinento lineare di un tale spazio 
assumerà la forma (3), soddisfacendo H , ,  Hz,' H, alle equazioni (F). 

Cosl ogni sisteina triplo coniuga.to del10 spazio euclideo dà luogo ad in- 
finiti spazî curvi norrnali, poicliè i coeficienti Hl, H,, H, possono alterarsi 
ciascuno per un fattore funzione arbitraria di u, v, IV rispettivainente. E vi- 
ceversa ad ogni spazio curvo normale sono associati infiniti sistemi tripli 
coniugati, dipendent.i da ire funzioni arbitrarie. 

(*) Qui corne in seguito i richiami alle: Leziolzi r7i geolnetvia differe~zziule si faraniio 
colla iodicazioiie del volume e del paragrafo, O pagiua. 

Annali d i  Matematka, Serie III, Tomo XXIII. 
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Il D A R B ~ U X  lia diinostmto (1. c: n. 1042) che ai sistemi differenziali coin- 
pletamente integrahili del tipo (a) sono applicabili le sostituzioni di LAPLACE. 
Interpretaildo geoinetricainente yuesto risultato si Ira una costruzione geo- 
riietrica che permette di declurre da ogni sisterna trip10 coniugato 1iot.o tu, v, I P )  

sei nuovi sistemi, in terniini finiti (1. c. n. 1068). Basta per yuesto, per cia- 
scuna superficie S d i  uila delle tre serie, p. e. delle w = cost., coildurre le 
tangenti alle linee (v) (O alle (u)); yueste foririano una congru&iza rettilinea 
cli cui la S è una delle due falcle focali, nientre la seconda falda focale SI 
descrire, al variare di 8, una fainiglia (8,) apparteriente ad iin tiiiovo sisteiiia 
triplo coniugato (u, v, IV) .  

Se applicliiamo in particolare yuesta costruzione ad  u n  sisteina triplo orfo- 
gonale (m, u, lu ) ,  le seconde falde focali 8, diventano riraiiifestati~ente il luogo 
dei centri di curvatura (di un sistema) per le superficie u = cost. e si lia 
yuindi il teorema: Da ogni sistei>ncc triplo ortogonale si ottengono sei sisterni 
tripli coniugnti asswwiendo, delle superficie d i  una  pmd?nnpz~e delle tre serie le 
prime, ovvero le seconde fdde  dell'euolutcc. l? da osservare altresi clle per 
yuesti sistemi tripli coniugati le linee (u) del sisteina coniugato sulle S, sono 
linee geodetiche. 

Particolarizziaino ancora questo risiiltato e supponiamo che ne1 sisteiiia 
triplo ortogonale (u, v, I V )  le siiperficie n, = cost. siano a curvatiira costante 

1 
K = + , dove R sa r i  in geizerale iiiia funzione di IV : R = R (w), e diren- 

R- 
teri una costante ne1 caso dei sistewi di  Weingarten. Supponiamo p. es., per 
fissare le idee, che I\C sia iiegativa e le ;IU = cost. siano quindi superficie pseu- 
closferiche 2. Applicliiaino il teorenia precedente alle prinie e seconde falde 
delle evolute delle superficie pseudosferiche. Queste sorio tutte superficie S 
applicabili su1 catenoide; di più sulla S e sulla Z si corrispondono i sistemi 
coniugati, e in particolare alle linee di curvatura (VA, v) di corrisponde 
sopra S un sistenîa isoternio coniugato. Pertanto i sistemi tripli coiiiugati 
(u, il, w),  che cosi si ottengorio, godoiio delle proprietà segueiiti,: 
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cola uua fmr~iglin d i  superficie c rp~~l icab i l i  sopra  quccdviche. 143 

1 ." ciascuna superficie S della serie l u  = cost. è applical/ile su1 cntenoide, 
9." le trnjettorie (ru) sey îmuo  s~cllrc S unn c o r r i s p o n d e ~ u n  che conserva 

i sistewbi conizcyati. 
Per yueste propietà gli attuali sistenii tripli coiiiugati si ravvicinaiio 

eviclentemente a quelli con una serie di cleforniate di quadriclie (vedi Pre- 
fazione), corne già iii rjguardo alla teoria dell'applicahilità le singole defor- 
iiiate del catenoide si conlportatio aidogainente alle defoririate delle yua- 
driclie. 

L'a~ialogia si spiuge aucora piil iu là peu la teoria delle t ras foî ' i i~azio~zi .  
E iiivero clel sistema trip10 ortogoiiale pseudosferico tu,  v, 10)  si preiida un  
altro tale sistema derivato per uaa trasforiiiazione yualuricjue B. di BACKLUND 
(Vol. 11, 5 433). Se delle superficie .IU = cost. dei due sistemi preiidiaino le 
falde ornonirile della eroluta, yueste sono superficie applicabili su1 catenoide, 
legate fra loro da utia corrispoudente trasformazioiie asintotica (Vol. II, § 397); 
duncpe: 1 sistettbi tripli coniugatz cotztetaenti una serie d i  deformate  del ca- 
tenoide arnmettoîzo tras formazioni  nsintotiche in (m2) sistemi della medesimci 
specie. 

Abbiamo qui supposto K< 0. Nell'altro caso 11) 0 il risultato è perf'et- 
tainente analogo, le superficie S essendo allora applicabili sulle evolute delle 
superficie a curvatura costante positiva. Perd in questo caso le corrispon- 
denti trasformazioni asintotiche diventano iminaginarie. 

R~CHIAMO DELLE FOHMOLE 

PEI SISTEMI TRIPLI OHTOGONALI A GLJHVATUHA (:OSTANSE. 

Per il seguito delle nostre ricerche dobhiaiiio se1iipi.e riferirci alle for- 
niole fondameiitali, relative ai sisteiiii tripli ortogonali (u, v, l u ) ,  iiei quali le 

IV = cost. siano superficie a curvatura costante K = 2 
1 

R2 ' con R = R  (vu), 

clie qui toriiialiio per coiiiodità a tiwcrivére, distinguendo i due casi di 
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1 
1." caso: IC= - -, . L'elemento lineare d s del10 spazio, riferito al si- 

R 
steina trip10 ortogoriale pseudosferico (u, v, pu), assume la forma caratteristica 

dove la funaione 8 = O (u, v, FU), e le due funzioni 

1 d ' O  A--- - 
1 8" 

B= cos0 d z t d ~ v '  s e l x  a v d o o  

sono legate frü loro da1 sistema dif'ferenziale seguente (che rappreserita le 
contliziorii di LAMÉ per l'appartenenza dell'elemento (4) al10 spazio euclideo): 

d 2  8 d' 9 - sen O cos @ 
-- 

d u t  duv' R ' 
d2 0 dZ 6 

= A cos O, -- = B sen 0 
d.udlv  d  v d  IV 

Itidicaiido poi con x, y, x le coordinate di un punto mobile ne110 spazio 
espresse per cc, a, IV .e con (XI,  Y,, Z, ) ,  (X , ,  Y,, Z,), (X,, Y,, 2,) i coseni di 
tlirezione delle normali alle superficie zc = cost., v = cost., l u  = cost., sussi- 
stono le Eoïmole del c~uadro seguente: 

ax, d e  --- sen O d X ,  d B  -- - d YI Y,+ --- H X, ,- 8 t h  XP 7 p = I Z A . X ,  d1c d v  d ru 

d S, d 4 d  X, d 9 cos 0 d Y, ---- -- 
(1") 

- XI, du- - X, - -- 
d v d u  R 

- K B . X ,  
d u  x3, dn; - 

a s ,  l 

- sen 4 
- -- d S, cos4 - - d S, 

- SI, a u  &Y2, -- - - a u  B d 10 

colle analoghe rispetto agli assi y, z. 
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1 
2." caso: K = +, - In questo caso l'elernerito lineare del10 spazio R- 

pub seriversi 

ci s2 = senh' 0 d u2 + coslzZ 8 d v 2  + R -- d w 2  

le equazioni (1) sono sostituite dalle altre: 

d2 4 d' 8 
= A sen11 8, --- = B cosli F) 

d u d m  d v d w  

d A  d O 
(11) 

---- B - 
d 26 d v 

nientre le corrispondenti alle (1") si scrivono: 

d x -- d x  d x 
= sen11 6 X,, -- = cosh 0 S,, -- 

d O = K  -- X ,  
d u  d u  d $2) d tv 

Rispetto ai sistemi di eyuazioni a derivate parziali (1) e (II) per la terila 
di funzioni 8, A, B, è da osservarsi che basta introdurre le due nuove fun- 

d t3 d e  zioni incognite O - - , 0 - - per dar loro la forma di sistemi lineari 
' - d a 5  2 - d v  

canonici completaiilente integrabili (Cf. più oltre $j 16). Ne risidta l'esistenza 
e l'arbitmrietà. del sistema integrale coine dipendente da ciilque funzioni ar- 
bitrarie (Vol. II, 5 430). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



146 B i a n c h i :  Ricxrche s& sistemi tripli corzii.cgcçti 
-- 

SISTEMI TRlPLI CONlUGATI CON DEFOKMATE DELLA QUADHICA : 

va + Z" (x - y + i z)' = cost. 

Corniriciaino ora le iiostre ricerche sui sisteini tiipli coniugati contenenti 
. una serie effettiva di deforinate di [luadriche, considerando una classe di tali 
sistemi, le cui superficie S di uiia serie sono applicabili sulla quadrica ilnina- 
ginaria a centro 

che oscula l'assoluto (Vol. II, $8 308, 447). Si sa clie le deforniate (reali) di 
questa quadrica si ottengono dalle superficie 2: a curratura costante di uria 
farniglia di LAY& colla seguente costruzione in termiiii finiti: 

In ogni farniglia (x) di LAMF, di superficie Y n ciirvatura costante K i 
piani osculatori delle trajettorie ortogoiîali della fainiglia nei punti di una ;': 
inviluppaiio uua superficie S applicabile sulla yuadriea (6) (1. c. § 447). 

Di più si sa che ai sistemi coiiiugati di Z corrispoildono i sistemi di 8, in par- 
ticolare alle linee (u, v) di  curvatura di 2: il sisterna coniugato pernîariente so- 
pra S. Ora completia~no yuesta propiosizione diniostrando l'ulteriore teorenla: 

S e  alla superficie I: a czc~vaturcc costaute wi fa descrivere la farniglia (z) 
di LAMÉ, cor~ispondeute~rçente la S descrive una serie ( S )  nppnrtenente nd 2112 

sistema trip10 coniuyato (zc, v, w). Tale sistenia godi% allora evidenteinente 
delle proprietà a), I,), c) enunierate iiella prefazio~ie. 

Per diniostrare il teorenia riferiaiiioci alle formole riportate ne1 paragrafo 
1 

precedente e suppoiîianio p. es. cli trovarci ilel primo caso 1< = - - sicchè 
R2 ' 

valgono le formole (1), (1"). Per una superficie pseudosferica del siste~na 
ru = cost. iliclicliianio con S la corrispondente superficie ottenuta colla co- 
struzioiie descritta e siaiio [, n, '! le coordinate del punto di S  che corrisponde 
al punto (cc, y, z )  di 2 ;  si trova allora facilmente: 
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con unn famiylin d i  superficie applicabili sopra quadriclze. 147 

e le analoghe per 1, C. Dobbianio provare (5 1) che le tre derivate seconde 
iniste 

si espriii~ono linearmente ed ornogeneamente per le rispettire coppie di rle- 
rivate prime 

( a < ,  - J E ) ,  ( a ; ,  a E ) ,  ( a ! ,  a i )  
8 %  du $du d % dut? 

con coefficienti identici pei tre casi. Ora se poniaino per abbreviare 

con significato aiialogo per a,, n,, le (7) si scrivono 

Formando le derivate rapport0 ad zc, u di a,, coll'osservnre le (t), (l*), 
otteniamo 

d n ,  cos_- d B  
-- - A sen O 
d 14. R2 - z + - j j - x s  d 1~ 

d o ,  s e n 0 a O  (9) 
---- 

y 

R cos 0 
y - --- X, , d u  R2 d $ v L  R 

indi dalla (7") 
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Ora dalle forinole (l), (1") si deducono le identità seguenti: 

dalle quali segue che si coinpotie linearmente con 
d  v 

7 e infine 

a cote d e  d i  a 5  -jn.+- x , )  con - .  -. 
d IV R d  .IV d v  d w  

La proposizione è cosi stabilita e risultn inoltre d n i  nostri calcoli cfie i \-a- 
lori di H,, H , ,  H, corrispondenti, secondo il $j 1, a questo sisteiîîa trip10 co- 
niugato sono dati dalle formole 

A B 1 H --, H --, fI --. 
' -  d f l  2 -  d f l  " 8 0  

Se ricordiamo poi (Vol. III, § 104) che le trasformazioni B, di  BAcrir,u~n 
per le superficie pseudosferiche si traducono, per le deformate S della 
quadrica (6), nelle trasformazioni Bk della teoria generale, ne deducianio : 
GM attztuii sistemi tripli comhyuti a~nnzettono trusformaxioni asintotiche B, in 
ultri sistemi delta medesiwa specie. 

Un caso particolare notevole di cpesti sisteini tripli coniugati si lia quando 
la curvatura I< delle superficie I: è una costante assoluta. Allora il sistema 
triplo ortogonale è un sistema di WETNGARTEN e le superficie S sono le comple- 
mel~tari delle Z rispetto alle geodeticlie ortogoriali ai circoli d i  lire110 (Vol. II, 
5 440); la, quadrica (6) è cla. sostituire con una quadrica che iperoscula l'as- 
soluto. Durique: Se in un sistema tripla ortogonale d i  WEINGAHTFN di cici- 
scuns superficie 2 a curuutura costante si assume Icc cowplementare S rispetto 
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con  u n a  famigl ia  d i  superficie npplicabil i  sopru  qztndriche. 149 

al fascio d i  geodetiche ortogo~zaZi alle liîzee d i  Zivello, l n  serie (8) appnrlielze 
ad un sis tema tr ip lo  coniugnto  della nostrrc s l~ecie .  

Ancora più in particolare, se il sistema di WEINGARTEN è pseudosferico 
ed a flessione costnnte (Vol. II, § 441), il sistei-iin (8) diventa alla sua volta 
il sisteina pseuclosferico completnerittire. 

x B  

( ~ + 2 /  J 3 ) 2 t - = X -  R' y J-T. 

La costruzione del paragrafo precedente, coine quella del 5 3, cotiduce 
dalle famiglie di LAME a curratura c,ostante ai corrispondenti sisteiiii tripli 
coniugati seiiza alcuii cnlcolo d'iritegrazione. Qui trattiaiiio altre classi di tali 
sisteini tripli coniugati die  si deducono dalle faiiiiglie stesse di LAMÉ per  
quccdrutzcre. Sono questi i sistei-iîi tripli coniugati contenenti uria famiglia d i  
superficie applicabili su1 paraboloide i i m ~ ~ g i n a r i o  

tangente ne1 centro all'assoluto (Vol. III, § 100). 
Partiamo p. es. da uiia farniglia pseurlosferica (x) di LAMG, e d a  ciascuna 

superficie deducinino, ne1 noto tnodo (1. c.), uiia superficie S applicabile 
su1 paraboloide: 

procedendo corne segue. Introduciaino le tre clistnnze 

dell'origiiie dalle tre facce del ti-iedro principale ilel sisteina triplo ortogo- 
i d e  (u, a, ru), e per le formole (L*), 5 4, avreiiio per V',, Il;, TIr, il segueiite 

Awitali di Matematica, Serie III, Toino XXIII. 80 
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sisteina lineare 

d W  a0  
- 

sen 6 dW, - d ' 8  
W 2 + R w & c ~ ~ ~ 7  z- -w2, -- d u  du  du 

aWi- RA.W,  
d n !  

a w2 a e a IV, a 9 COS r) .- - IVl, 
d u  8 v 8 v d u  R d w , - ~ ~ . w ,  TV, - ----- W,+ sen 9, -- - 

d r u  

a wa - sen 9 
--- - --w,, d IV3 cos0 - 

R R 
TV,, -=- 

d u  d v 
a w3 R(A W,+B W,)+R - . 
d m  

Se indiclîiamo con 5, ïi, 1 le coordinnte del punto della superficie S (ap- 
plicabile su1 detto paraboloide), clle corrisponde al punto (x, y, x )  di r, nvremo 

E ,  .ri, per quadrature dalle fortnole 

e dalle analoghe per ri, '5. La condizioiie d'integrabilità per queste equazioni 
è identicamente soddisfatta, percliè, calcolando dall'uria o dall'nltra delle (13) 

a" 
il valore di ---, si trova concordeniente : 

d u d v  

La superficie S ,  corrispondente ad un dato d o r e  di w, è determinata 
dalle (13) a ineno di una traslazione nello spazio; essa corrisponde alla su- 
perficie pseudosferica per sistemi coniugnti, in particolare il sistema (u, v)  
è sopra S il sistema coniuçato permanente nell'applicabilità su1 paraboloide (a )  
(cfr. Vol. III, $j 100). Ora, se faccianio va~iare  w, la S descriverà una fami- 
glia ( S )  di deformite del paraboloide (a) ,  e noi, determinando convenierzte- 
.î~zente le  tre rispettive funsioni arbitrarie di ru, additive i n  4, ri, secondo le (13), 
vogliamo cercare di costituire una famiglia (5') appartenente ad un sistema 
trip10 coniugato (u, v, lu). Per questo confrontiniiio la (14) colla (cc,), S 1 ed 
identificliiamole ponendo 

Hl= w , ,  H,= w,; 
successivamente dalle (p l ) ,  (F,), $ 1 deduciamo 

a log H ,  a logl/V, d log Irl, d log IV3 
- - - 

d u  d u  d v  d u  
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onde ponendo: Hl = W , ,  H, = W2, H, = W, veniamo a soddisfare anche 
aIIa ((3,). Ed ora dalle due seconde equaziorii (cc) si trae 

az i -- - ~ [ ( s s e n û + ~ c o s ~ ~ , ) ~ ~  = alogW, d e  d10gI.V~ d e  
d u d w  d n i  ] an> -+ d v  d u  d tu 

a" a - = [ ( ~ c o s ~ - R s e n ~ ~ , ) ~ ,  
d u d w  d m  

a E e dall'una O dali'altra di yueste segue per -- il valore 
d w  

D'altra parte le due condizioni d'integrabilità per quest'ultiina, confron- 
tata colle (13), si trovano soddisfatte. Possiamo dunque concludere: La nuova 
classe di sistemi tripli coniugati (zn, v, lu), con superficie su = cost. applica- 
bili su1 paraboloide (a), è definita per quadrature dalle formole: 

Segue poi anche facilmente, dai risultati stabiliti al Vol. III, § 101: Gli 
attuali sistemi tripli coniugati awmettono trasformaaioni asitztotiche Bk i n  8i- 
s t m i  della medesiam specie. 

Abbiamo supposto fin qui la famiglia (2) di LAMÉ pseudosferica. Se €os- 
1 

simo invece ne1 secondo caso I -  = + , del 9 4, valendo le (II), (II"), alle (15) R 
si soxtituirebhero le altre 

a E - = W, (x senh 8 - R cosh 8 X,) 
d u  

3 = W9 (x cosh B - R senh û X,) 
d v 
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le yuali definiscono, a meno di una traslazione r'iello spazio, un sistetnn triplo 
coniugato (G, a, w) colle superficie della 'serie w = cost. applicabili su1 pa- 
raboloide 

SISTEMI TKIPLI ÇONIUGATC CON DEPORMATE DI  QUADRICHE 

A CERTKO ROTONDE. 

n'elle mie ricerclie del 1899 sulla inversione dei teoremi di GUICHARD relativi 
alle deformate delle quadriche rotonde (") ho stabilito il sisteina d i  eyuazivni 
differenziali dalla cui integrazione dipende la ricerca delle superficie appli- 
cabili sulle qhadriclie, di rotazione attorno all'asse focale, associate ad una 
data superficie Z a curvatura costante. Ogni soluzione nota di questo sistelna 
conduce ad  una iiuova superficie Z', colla medesilna curvatura costante, e 
legata a da una trasformaziorie ~eaie composta d i  due trasformazioni op- 
poste di BACKLUND, reali ovvero puranîente iinniaginarie. Sussistono inoltre 
le proprietà geotnetriclle seguenti: Le norinali alle superficie 2, x' in coppie 
(P, P') di punti corrispondenti si incontrano in un punto Po (eyuidistante 
da P, P'), il yuale descrive una I;uperficie S,  deformata di una quadrica a 
centro rotoiida; sulla S,  i sisteini coniugati corrispoildono a yuelli di (El Et), 
in particolare yuello coniugato permanente alle linee di curvatura. 

Passando dalle superficie a curvatura costante isolnte alle loro füiniglie (x) 
di LAMÉ, 110 anche dimostrato (negli ultinîi capitoli della Memoria citata) clie 
le dette trasformazioni reali sono pure applicahili a p e s t e  famiçlie (x) di 
LAMÉ (cfr. Vol. II, 5 438); ed è appunto di cpesti risultati che ci servireino 
ora per costruiïe sistemi tripli coniugati con una fainiçlia (8,) di deformate 
di yuadriche a centro rotonde. Dimostrerenio per ci6 che sussiste I'ulteriore 
proprietà: Se nella costruzione precedeîzte si fa percorrere a .x, Z' le coppie d i  

(*) Vedi la Memoria: Sulla teoria clelle trasformazioni clelle superficie a curvatura costade 
(Aimali di matematica, T. III della Serie 3"). 
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szcperficle corrispondenti in due fawciglie d i  LAMÉ (x), (x') a cur~iatzwa CO- 

stante, legate da ztna delle dette trnsfornzaxioni, la defonthata S,  della qzmdrica 
rotonda descrive una fn~niglia (8,) appartenetzte ad uno dei wuovi sistenzi tripli 
coniugati. 

Si ricordi poi che, ne1 caso della curvatura K negativa, le coppie (x), (Et) 
di famiglie pseudosfericlie di LAMÉ aminettono trasformazioni reali B, di 
BACKLUND in altre tali coppie, onde segue che le famiglie (8,) di deformate 
di quadriche rotonde ammettono trasforinazioni reali asintotiche B, in altre 
faniiglie della medesinia specie. 

De,scritta cos1 la generazione geoinetrica dei nuovi sisterni tripli coniu- 
gati con deformate di quadriche rotonde dalle fainiglie (1) di LANÉ a curva- 
turü costante Ii, andiaino a stabilire le formole effettive, separando i due casi 
di K<O, o K>0. 

Partianio da una faniiglia (x) di LAME a curvatura costante ilegativa 
1 

I<= - -2, definita dalle formole (1), (1") f3 4. Al sistema di equazioni dif- R 
ferenziali fondameritali per le ricordate trasforinazio~ii si pub daïe la forma 
lineare omogenea seguente, dove A, JI, @, W indicano yuattro funzioni in- 
cognite di u, v, TU e c una costante arbitraria: 

d 6 =CRR'.W+cR--a-RA.d-RB-111.  
d r u  1 

84 -- 84 - c o s o n ,  -- 
d @ 

- senOE, --- d % -R-.  W 
du d v d vu d +v 

In forza delle (1) $4, questo è un sistenia completamente integrabile: esso 

d A  1 -cRz  =ccos%.a+-- d e  d A  d o  d A  s e n O . l V + - J I , = - M ,  --=RA. W 
d u  d v  d v  d u  dlv 

d JI -- 80  d X  --- A, --=csenfJ.a- 1-CR" d 0  
R COS 9 IV- - A, -- =RB. W 

d u  d v  d u  - d u  dlu (III) 

d W  - sen8 d W  cos8 
A, -- 

- -- d W  
AI, (1-CR"-= 

d u  f i  d u  R d~ 
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- 

possiede l'integrale quadratico 

A a + M 2 - c O a + ( l - c R 2 ) W a = c o s t . ,  ( i6) 

poichè le derivate rapporto ad u, u, PU del primo melnbro sono nulle perle (III). 
Per dedurre dalle superficie pseudosferiche le superficie S,  deformate 

di yuadriche rotonde, occorre scegliere una qualutique quaderna (A, N,  O, W) 
di soluzioni delle (III) per la yuale la costante del secorido ineinbru nelle (16) 
sia nulla, onde avremo 

A" n12 - c a3 + (1 - c R ~ )  w 2  = o. (16+) 

Dopo di ci6 le formole 

clefiiliranno uiia famiglia (8,) di superficie applicabili sopra quadriclie a ceiitro 
rotonde (imiîmginarie). Noi vogliamo ora verificare che yueste forinole (17) 
deiiniscono appunto un sisteina trip10 coiiiugato (u, v, TU), che apparterrà 
per ci6 alla classe del paragrafo precedente. Per dimostrarlo corninciaino da1 

dx, dm, dx, calcolare le derivate prime -, - , - - 9  c,i6 che dà: 
du d v  dw 

.- 
d log W 

D'altra parte sussistono le identità seguenti: 

d2 XO 
le quali dimostraiio clie - 

d u  d v si cornpotle liiiearinehte ed oinogeneanîente 
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d 2  XO ax ,  a$, aB x,, 
con ($2 7 3) 7 similmente -- con (= Y a;;) y e infine - con 

d u  d z c d w  a ~ a ~  
(2, 3) - Il sistema (u, v, m) definito dalle (17) è dunque iii effelto un 

d l v  
sistema triplo coiiiugato. Dai calcoli stessi eseguiti si deduce poi che i va- 
lori corrispondenti di II,, H P ,  H, ($ l)  sono dnti qui dalle forniole 

@ sen 8 0 cos 0 a 
Il,  = cos 8 + - R W 

JI,=sen4-- 
R W  9 R Y F -  

Si è già detto che le supeïticie S, della serie ou = cost. sono applicnhili 
sopra quadriche rotonde, che ne1 caso attuale ( R < O )  sono perb inîiiingi- 
narie. Ma si pu6 anche assuiriere coine superficie tipica su cui la S, è ap- 
plicabile una superficie rotonda reale, precisamente (Vol. 11, § 259) : 

u n  catenoide accorcinto se 1 - c R2 < O  

un sinusoide iperbolico se 1 - c R2 > O 

la superficie logaritmica se 1 - c RZ = 0. 

In quest'ultiino caso R è costante ed il sisteina triplo ortogonale è un 
sistema pseudosferico di WEINGAKTEB. È notevole il cas0 in cui yuesto si- 
stema (Z) dà luogo ad una serie infinita di sistenii coiitigui coinplenîenti~ii 
(Vol. II, g 445) : 

estendentesi all'infinito riei duc sensi. I n  t.al caso, possiaino dedurne, sensa 
nlcun calcolo d'integraaione, una catena corrisponden te di sisteimi tripli coniu- 
gati con una serie (8,) di deformate della superficie logaritinica di rotazione. 
E irivero due sistemi corne (z,), (x-,) contigui a destra ed a sinistra ad  un 
medesirno (2)  si trovauo nelle condiziorii geoinetriche descritte al paragrafo 
precedente, e le nortnnli i n  punti corrispondenti a clue superficie x,, x-, si 
incontrano in un putito Po clie descrive una tale superficie. La fatuiglia (8,) 
appartiene al sisteina triplo coriiugato. 
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CASO DI I< POSITIVA. 

Supponiaino ora IC> O e riferiaiuoci alIe formole (II), (Il*) g 4. In  questo 
caso al sistemn (III) è da sostituirsi il seguente: 

d @ d @ 
--= senh O ,  A, -- 

du> 
= cos11 8 . 211, -- - d e  - R p . W  

d u  d v d YU d 9v 

dove c indica iîuovainenle una costa.iite aia1)itrarin. 11 sistema (IV) è coiiîple- 
tainente integiabile, a. causa delle (II), c possiede l'integrale yuadratico 

A' +JIP - c Q' + ( C  R2 + 1) IV2 = cost. !18) 

Prendiüirio anche qui una quaderna (A., III, a, W) di soliizioni delle (IV) 
per la quale ln costaiîte del secondo ineinbro sia niilla: 

e le forii~ole stesse (17) 

X, =x-- X , ,  ecc. 
TV 

daraiîiio, per ogni d o r e  di IV,  una superficie S ,  a p p l i ~ : . ~ ~ ~ ,  .,dpra una qua- 
drica reale di ro tûzioile at torno all'nsse focale. Prec,isnmenLe la yuadricn s a r i  
un ellissoide n ~ l l u ~ z g a t o  se la costante c è negativa, un ipevboloide n due fmlcle 
se c è positiva; cpestrt yundrica resterà la stessa se R è costante, in gene- 
rale varier& con W .  
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Ora andiamo a verificare che, al variare di w, la S, descrive un sistema 
triplo coniugato (u, u, w). Per questo calcoliamo le derivate prime di s, colle 

d  log W 
d r u  

ed osserviamo le identità 

d  M senli 8 
- - ( W X ,  -AX,)=-- 
d  v R W (wx ,  - A x a ) +  

d d log W A W d c c ,  
- ( W X , - K X , ) = - - - ( W X , - A x a ) + -  - 
d r u  d r u  4 d w  

d  d log W 
- ( W X 2  -MX,)=-- iM W d s ,  
d w 

(WX2-MX,)+-  -- 
d  ni dru  

Da queste segue che le formole (17) definiscono nuovamente un sistema 
(u, u, ru) triplo coniugato, e pei corrispondenti coefficienti H,, Hz, H, del 
§ 1 si trovano i valori 

d cosh 0 <b senli 0 Q> 
H, = senh9- R W 

H, = cash 6 -- Icw 7 H 3 = w -  

QUADERNE AHMONICHE DI SOLUZIONI DEL SISTEMA (IV). 
TETHAEDRI CONIUGATI. 

L'integrazione del sistema differenziale (III) O (IV), associato ad una fa- 
miglia (1) di LAMÉ a curvatura costante, ci ha condotto a sistemi tripli con- 
iugati contenenti una famiglia (8,) di superficie applicabili sopra. quadriche 

Alanali d i  filatematica, Serie III, Tomo XXIII. 2 1 
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rotonde; ma ora voçliamo provare clie se ne pub dedurre ancora classi di 
sisteini tripli coniugati con superficie S ,  applicnbili sui generclli paraboloidi 
a parainetri puramente immagiiiarii : 

Per semplicità. supporrerno R costante, e faremo senz'altro R = 1, per 
riiodo che le superficie S ,  ilella serie IV = cost, risulteranno applicabili su1 
medesiwzo paraboloide. Premettinirio alcune osservazioni sulle yunderne di 
soluzioni (A, Al ,  <f>, W )  p. e. del sistenia differeiiziale (IV) (ne1 quale si farà 
B = 1), che varranno pure nei casi ünaloghi clle iricoiitrereino in seguito. 

Si è çià detto che per ogni tale quaderiia di soluziorii è costante.l'espres- 
sione 

.A2 $- M 2  - c s2 + ( C  + 1 )  W2, 

onde seçue, poichè il sistema è lineare omogeneo, clle per due quaderne qua- 
- - - -  

lunyue di soluzioni (A, JI, (t), W), (A, 211, Q, IV) è costante l'espressioiie 

[La stessa casa si pub verificare direttamente dalle (IV) ed analoglie 
- - -  - 

per A, JI, Q, W, provando che le tre clerivate di n si anniillano}. 
- - -  - 

Ora direnio die  le due quaderne (A, M, (P, W ) ,  (A, M, (t), W) sono ar- 
m o n  iclze yuan d O sis 

Manifestamen te per ottenere due quaderne armoniclie di soluzioni hasta 
legare i valori inizinli delle due quaderne, per un sisterna iniziale di valori 
t h ,  v, w, delle variabili, in guisa die  si annulli inisictlrnente l'espressione n 
sopra scritta. 

La denominazione di quaderne arnioniche risponde alle considerazioni 
geoirietriclie seguenti. Riguardianio A, JI, (D, W yuali coordinate omogefzee 
di un punto ne110 spazio e considerinino la yuadrica (Q) di eyuazione 

Ad ogni quaderna (A, 31, 9, IV) di  soluzioni corrisponde, per ciascun 
sistema (a, .v, I V )  di valori delle variabili, un punto clello spazio; a due qua- 
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derne armoniche corrispondono sempre due punti coniugati ccrlnonici rispetto 
alla quadrica (Q). 

Ora prendiamo uu qualunque tetraedro coniugato (autoconiugato) Po P, 
P,P3 rispetto alla quadrica (Q) e, corrispondentenîente a ciascun vertice 
Pr (r = O, 1, 8, 3), consideriamo una quaderna di soluzio~li del sistema (IV) 

4 , .  J r = 0 ,  1, 9, 3, 

che si riducs aile coordinate di P, quando vi si fa u = zn,, u = v,, .IV = w,. 
Queste yuattro quaderne saranno due a due armoniche, e noi direino bre- 
vemente per ci6 che esse formano un tetraedro colziugato di  solttxiowi. 

Le consideraaioni ora svolte si applic,ano sia al sistema (IV), sia al si- 
stema (III), e pih oltre saranno invocate pei sistemi differenziali analoghi che 
si presenteranno ne1 cas0 delle deformate dei paraboloidi reali. Qui, ritor- 
nando al caso particolare del sistema (IV), diamo alla costante G un valore 
negativo, tale perb che c+ 1 riesca positivo, e poniaino 

1 1 1 c = - T ,  1--=- 
a a 2  b" {a, b, reali). 

La quadrica (Q) diventa allora la quadrica inimaginaria 

e, disponendo per o g ~ i  quaderna di soluzioni del fattore costante arbitrario 
di omogeneitü, noi normaZixxerenzo la quaderna di soluzioni col rendere 

Per ta1 modo ad un tetraedro coniugato di soluzioni (A,., Ai,., W,., a,) 
r = O ,  1, 2, 3 corrisponderà un determinante 0rtogonal.e 
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i n  particolare avremo le relazioni: 

Le costanti a, b avendo il significato dato dalle (19), prendiamo come 
mpra un tetraedro coniugato di .soluzioni del sistema (IV). Diamo alla VCG 

riabile w urc ualore fisso lasciando zc, v variabili e verifichiamo che le tre 
espressioni 

* i d @ o -  WidWo ( i = l ,  8, 3) 

sono differenziali esatli. E infatti, esprimendole in coordinate zc, u, abbiamo 
per le (IV) (ove si faccia H = 1 )  

aid @, -- Wi d W, = A, (@, senh 9 - W, coshû) d .u +Mo (@J~ coshr) - Wi senh 8)du, 

e basta verificare la condizione d'integrabilità 

A, (si senh 0 - Wi cosh 9) = - J&, ( Q ~  cosh 8 - W, senh 8) . d u  1 1 
Ma dalle (IV) segue subito che il primo ed il secondo meinbro di questa 

hanno il valor comune 

8 A, a M, - senh O - Wi cosh 8) + --- (ai cosh 8 - W, senh O ) ,  d v d zl 

ci6 che prova l'asserzione. Dopo CG, se introduciamo le tre funzioni y,, y,, y, 
di u, u, m, i cui differenziali (rapporta ad zc, a) sono le tre dette espressioni, 
avremo 

dyi=Qid@,-WidW, (i=1,  8, 3), (21) 
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indi le formole 

inentre da1 calcolo sopra eseguito risulterà 

Ora riguardiamo y,,  y,, y, quali coordinate cartesiane ortogonali di un 
punto P nello spazio, e consideriamo la superficie S descritta da1 punto P al 
variare di zc, u (rimanendo fissa ru). L'elemento lineare di S sarà dato per 
le (81) da 

ossia, per le (2O), da 

ds" (a" a):) d W - 9  @,W0d <pO dWo+ (b"Wo) dWi.  

dunque: la nostra su~erficie S é applicabile sulla quadrica (24), cioè su1 pa- 
raboloide 

a parametri puramente immaginarii (di segno contrario). 
Diinostriaino ora di più che: nelka corrispondenza stabilita fra i punti 

d i  S e della superficie a curuntura costante i sistemi coniugati si corri- 
spondono, ed alle linee (u, v) d i  curvatura di corrisponde sopra S i l  sistesta 
coniugato pernzanente. 

Per questo cominciamo da1 calcolare per la S i coseni di direzione della 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 B i a ~ c h  i: Ilicerche sui slstemi hipli coniugati 

normale Y,, Y,, Y,, e troveremo subito dalle (22) 

Dopo ci6 calcoliamo i coeficienti D, Di 23" della seconda forma qua- 
dratica fondameiltale di S: 

Se si osservano le identith: 

d  d 0 
- (mi senh 8 - ri cos11 8) = (ai cos11 O - W, senh 4) - 
d v  d v  

a 8 e 
- (@i cosh 9 - Wi senh O)  = (*i senhB - Wi cosh 8) - + 
d  zj d v  . 

si trovano per D, D', D" i valori 

11 sistema (u, ai) è dunque isotermo-coniugato sulla S coine sulla r;, e di 
più ridotto in ainbedue i casi a parametri isometrici, ci6 che dimostra la 
prima parte della proposizione enunciata. Che poi sopra S questo sistema 
(u, v) sia il sistenia coniugato permanente, nell'applicabilità di S su1 para- 
boloide (%&), risulta da cib che la seconda forma fondamentale di questo pa- 
raboloide è proporzionale, in eoordinate s,, w,, alla espressione d a', - d W:, 
la quale, espressa in coordiriate u, v, manca del termine in d zc d v, avendosi 

d @ d @  d W d W  per le (IV) (ove R = 1) : - - = -- -- . 
d u d v  d u 8 s  

Facciamo da ultimo l'osservazione, senza più ripeterla nei seguenti cnsi 
analoghi, clie la deformata S del parnbaloide è già Intrinsecainente deterini- 
nata dalla prima quaderna di soluzioni (A,, M o ,  @, , W,), poiciiè dai calcoli 
eseguiti risulta che i coefficienti delle sue due forme fondarnentali dipendons 
solo d a  questa. La stessa cosa appare evidente dalle forinole (21), poichè se, 
conservando la quaderna (A,, A&,, W e ,  @,), si inutano le altre tre (A,, ilfi, 
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ai,  Wi) nelle nnove (x, lMi, 4>;, si), avremo 

k=3 k=3 
= >: Ci& Ak, z= r, C i k  Mk, 

k=l k=l 

dove le c,, sono i nove coefficienti di una s~stituzione ortogonale. Le (21) 
provano nllorn clic i differenziali d y, subiscono corrispondentemente 1s ille- 
desiina sostituzioiie ortoçonale, e percib : la superficia S si Iîzuoce riyidn- 
mente nello spazio. 

SISTEMI SHIPL1 CONlUGATl  CON DEFOHMSTE DEL PARABO1,OIDB 

N ei risultati del pxragïafo precedente rendiamo ora a 3v l a  sus  variabi- 
lilà, e la superficie S acyuisterà uria semplice infinit& di configurazioni, cia- 
scutla determinata dalle (88) a meno di uncz kasZaaio+ze nello spazio. Preci- 
sninente corne al § 6, voglianio dimostrare clîe si possono fissare queste ool 

configurnzioni S nello sptizio in guisa che la famiglia (5) appartenga ad un 
sistema trip10 coniugato, per la qua1 cosa basterà fissare in modo conveniente 
le tre f~mzioni di IV che le (22) lasciano arbitrarie additive in y , ,  y,, y3. 
lntanto da1 conbonto della. (83) colle fonnole generali del § 1, siaiiio con- 
dotti a porre 

Ei,=A,,  H,=M,, 

e successivaineilte; corifroiitando le (p) § 1 colle (IV), 1-ediaino clle basta porre 
ancora 

H3= Wo, 

affincliè le (p) siaiio xoddisfatte. Dopo ci6 l e  due ultime forinole (z) $ 1, nelle 
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quali si ponga y, per O, dànno 

Mo (ai cosh 8 - W.. senh 8) (+, cosh 9 -- wi senh 6) +- dlog W, -- d y i  
d lu d v  d ~ v '  

ovvero 
d log W,, d tJi -- d 

dw d1v - A, -- (si senh 9 Wi cosli O), 
d lu 

d log Wo d y; 
- - d (95) 

d v  dw - Mo -- (ai cosli 8 - Wi senh O ) .  
dm 

Eseguendo le derivazioni colle (IV), queste forniscono concordemente 

e dall'ultiina delle (IV), osservando le (19), risulta 

a wi -- b2 d e  
d m  CC' dru ai - b2 ( A  A; + B  Mi), 

Associando quest'ultiina nlle (99), veniamo a definire per quaclratura. le 
tre funzioni 

colle formole seguenti : 

8 Yi -- = no (a, setdi 0 - w, eosh 8) d u  

a 21; 
= MO (ai cosh 8 - Wi senh 8 )  

- -@it-A4+BA!f . .  dm 
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Resta soltanto da dimostrare che sono soddisfatte le ulteriori condizioiîi 
d'in tegrabilità : 

Ma dalle (25) risultano le identità 

d 
-- (ai senli 8 - w< cosh 6) = b2 cash 61 4i + A Ai + B JIi d IV 

d d 8 --(ai cosli 8 -Wi serih 9) = b2 senh 8 --a)i +- AA,+ B 111, 
d IV (dw 

e si trova d'altronde direttamente dalle (Il) § 4, e dalle (1V) 3 9 

a, + A A, + B n2;. = B (ad cos11 0 - W, senh O ) ;  

con queste formole le (27) sono iininediatainente verificate. 
Da tutto ci6 si conclude clle le (26) defiiiiscono per quadrature, a nieno 

di una traslnzione, uii sistema trip10 (2.6, v, 12') coniugato il yuale gode delle 
proprietà segiienti: ' 

1." Le superficie S della serie 127 = cost. sono tutte applicabili l'una 
sull'altra e su1 paraboloide (24~); 

9." Sopra ciascuna S il sisteina (zt, 9) è il sisterna coniugato perina- 
nente; 

3." Le trajettorie (lu) segnnno sopra le S uria corrispondenza che con- 
serva i sistemi coniugati. 

Queste proprietà corrispondono precisamente nlle a), b), c) della prc- 
fazioiîe. 

Anizali di  Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 Bia î zc l z i :  Ricercl~e sui s i s t e w i  t r i p l i  c o n i u g n t i  

L'analisi espostn nei due pnragrafi precedenti pub ripetersi per le fami- 
glie pseudosferiche di  WEINGARTEN e per il sistema differenzinle (111) § 8, 
nelle quali formole faremo ancora R = 1. 

1 Si dia alln costaiite c un mlore negntivo c = - - 9  e si poi-ign 
a2 

ttilcliè In relazione c~uadrntica (16) $ S potrà iiuovnn~eo te iiorliinl izznrsi iiella: 

Preildiatno ancorn. qui un tetraeclro coriiugnto di  soluzioiii (A,, Mt<, @,, 
r = 0, 1, 9, 3, ed osservinirio che, tei.ze~zdo fissa la vccricrbile TU, le tre espres- 
sioni : 

d g i =  ( b , d a , + ~ ~ d  mr, ( i =  1, 2, 3) (29) 

soiio clifferenziali esatti. Si lia invero 

e di qui concordeniente 

d' 9, d log A, d y, dlog No d y; --- = 
d u .  d v '  d u d v  d v  d u  

Il punto di coordinate ortogoiiali y,, y2 ,  y3 descrive, al variare di u, v 
(restando fissa I V ) ,  una superficie S il cui eleinento lineare d s calcolato 
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dalle (89), coll'osservare le (20) 5 10, lia il valore 

d ~ ~ ( ~ ~ @ ~ ) d @ ~ - B ~ ~ W ~ d @ , d W , + ( b ~ - W ~ ) d W ~ .  

Questo appartiene alla quadrica di equazioni parametriche 

x = ~ Q , ,  Y = ~ w , ,  2 J-Z=Q~+W;,  

vale a dire al paraboloide 

di parametri puramente immaginarii positivi a\ bb?. Si osservi che, essendo 
1 1  

ver le (28) - - = 1, è sempre b2 <a2, onde viene qui escluso il easo 
ha 

del paraboÏoide rotondo (b" a'); ma, eccettuato questo caso, basta sosti- 
tuire un paraboloide omotetico per avere il più generale paraboloide a pa- 
rainetri puramente inimaginarii (positivj). 

Ed ora, coine al paragrafo precedente, facciaiiîo vüriare 9v, ed otterremo 
oo' configurazioiii della deformata S del paraboloide (84*), ciaseuna deter- 
niinata dalle (297 a meno di una traslazione. Possianio fissare i parametri di 
questa traslazione in guisa che la fainiglia (8) appartenga ad un sistema triplo 
coiiiugato; e invero il procediinento stcsso del 8 IB.conduce qui alle formole: 

'che definisce per quadrature il sistema triplo coniugato ricliiesto, le condi- 
ziorii d'iritegrabilità trovandosi identicamente soddisfatte. 

Anche qui, corne al § 1 2 ,  si prova clie la corrispondenza fra x, S con- 
serva i sistenîi coniugati ed alle linee (u, v) di curvatura di Z fa corrispon- 
dere sopra S il sistema coniugüto permanente. 

Aggiungiaino infine che dalle trasformazioni B, di BACKLUND pei sistemi 
pseudosferici di WEINGAKTEX si possono dedurre corrisponden ti trasforma- 
zioni Bk degli attuali sistemi tïipli coniugati. Ma noi tralasciamo qui di scri- 
vere le formole corrispondenti, i calcoli a cib necessarii essendo affatto simili 
a quelli che eseguiremo pih oltre ilel caso dei paraboloidi reali (V.' 5 24). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 I j  ia nc h.i: Ricerche sui sistemi tripli coniugati 

CASO DEL PAKABOLOIDE I M M A G ~ N A K I O  ROTOXDO : 

x a + - y s = 2 z 4 7 ,  

11 modo clie abbiaino tenuto sopra per dedurre dai sisteini pseudosferici 
di WEINGARTEN i sistemi tripli coniugati (u, v, ru) con superficie 8 della serie 
ni = cost. applicabili su1 paraboloide (94*) escludeva il caso del paraboloide 
rotondo (aa = b2) .  Diciamo perb subito che anche in yuesto caso Iimite esi- 
stono i corrisponclenti sistemi tripli coniugati; li avreinino trovati inclusi ne1 
cas0 generale se invece che dai sistenii di WEINGARTEN nello spazio euclideo 
fossiino partiti da quelli nello spazio eltittico, il caso limite corrispondendo 
allora a quel10 dei sistemi di WEIKGARTEN con superficie a curvatura totale 
nulle in geometria ellittica (*). Dalla Memoria sottocitata prenderemo ora 
le formole che occorrono al nostro scopo, prescindendo da1 loro significato 
geometrico per Io spazio ellittico. 

I sisteini tripli coniugati con una serie di deformate del paraboloide ro- 
tondo itninaginario dipendono da1 seguente sisteina differenziale per due fun- 
zioni iucognite 8, o delle variabili u, v, YU: 

I teoremi generali sulle equazioni a derivate parziali (cf. più oltre €j 16) 
mostrano che le soluzioni (9, o) del sistema (V) dipendoiio da puattro fun-. 
zioni arbitrarie di una variabile ciascuna. Come ho dimostrato al 5 15 della 
Memoria. ora citata, le coppie ( 6 ,  o) di soluzioni delle (V) dipendono biuni- 
vocamente dalle coppie di superficie pseudosfericlie arbitrariamente scelte 
nello spazio euclideo; cosi anche ad ogni tale coppia di superficie pseudo- 
sferiche verrà a corrispondere un  sisteina trip10 coniugato con deformate del 

(*) Vedi la Memoria: Sulle superficie a curuatura +culla i l 8  yeontetria ellittica (Annali di 
matematica, T .  XXIV, della Serie I I  [1896]). 
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paraboloide rotondo iinmaginario. Supposto clie ( O ,  w) sia una coppia di so- 
luzioni delle (V,), si consideri nelle yuattro fuiizioni iucognite (x, 5, n,  1) il 
seguente sistema lineare omogeiieo 

a E a t a s d 0 
du=- -cos9 .<, -=- -x-seno.a-coso.C sen O .  -O, -- 

du dnr  d w  

8 0 .  d e .  d r i  
(31) 

-- d n - - c o s 9 . z + s e n 9 [ + - ,  = -  - = s e n o . c  
d u  d v  d u  d u  ' d w  

d t a e  d'C -=-- 
a 0  d t  - cos o. t. -4, -=-sen0.x-cos0.5--.O, -- 

d u  d u  d u  d u  dw 

Questo è, in forza delle (V), un sistema con2pletamente integralde e di 
più orlogonale. Se ne consideri una yuaderna di soluzioni (a, k, n,, <..) 
(r = O, 1, $ 3), appartenenti ad un determinante ortogonale 

.e si deterininino per quadrature le tre funzioni g , ,  g,, y, di u, u, ru dalle 
formole 

8 ~ .  
2 = x o  (xi COS 6 - ti sen 9 )  d u  

* = (xi sen 9 + E, cos 6) (32) 
du 

d $Ji - --- 40 (.di sen o + Ci cos w), 
d w  J 

die  tengouo qui il luogo delle (30). Le coiidizioiii d'iritegrnbilith risultano 
identicamente soddisfatte e le forinole precedenti defii-iiscono un sistelna 
trip10 coniugato (u, u, wu) pel yuale si ha 

Ora consideriamo uiia superficie X della serie qv = cost.; lungo la S ab- 
biaino 

d y i = x j d ~ o + ~ i d ~ ,  ( i= l ,  '2, 3, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



170 B i a n c h  i:  Ricerche sui sistemi tripli cowiugati 

onde per I'elemento lineare d s della S 

d se = (1 - x:) d xO - B x, 5, d x, d 6, + (1 - E3 d 50 , 

ci6 che corrisponde a porïe cc" b2 = 1 nelle formole del 5 12. Le superficie S 
sono dunque tutte applicabili su1 paiiaboloide rotondo inimaginario 

Inoltre, procedendo come al 9 11, si dimostra che il sistema (u, v) è 
sulle S il sistema coiiiugato permanente; esso è isotermo-coniugato ed i ps- 
rametri u, v sono isometrici, .onde le proprietà a), b), c) della prefazione 
si trovano anche qui verificate. 

Consideriaino in uno dei sistenii tripli coniugati (u, u, $0) ora trovati le 
tangenti alle trajettorie ( I V )  nei punti di una superficie S (ni - cost.) defor- 
inata del paraboloide rotondo, e dimostriaino che h a  luogo la seguente pro- 
prietà: Le tangenti cç queste trajettorie (w)  sono norrnali alle deformate dei 
paralleli del paraboloide. 

Questa proprietà, clie si ripete ne1 caso delle deformate del paraboloide 
rotondo reale (vedi § B9), merita di essere rilevata perchè appartiene in ge- 
nerale a classi di sisteini tripli coniugati con una serie di deformate di qua- 
driche rotonde pzcalungme. 

Per verificarla ne1 caso nostro, osserviamo che siilla S le defonnate dei 
paralleli (linee di egual curvatura) sono quelle di eyuazioiie xi + 6 = cost., 
e quindi di equazione differenziale : 

d zc : d v = to (x, sen 4 + E ,  cos O) : - 3 ,  (x, cos 0 - E ,  sen 6 ) .  

Se indichiaino adunque con Z, ,  Z,, 2, i coseni di direzione della. tan- 
gente a queste linee, abbiamo 
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Ora si lianno le identità 

e per ci6 ailclle dalla (39,) 

ci6 che dimostra la 'nostra proposizione. 
Un' nltra in teressarite proprietà degli attuali sisteini tripli coniugati 

consiste in questo, che essi si presentano a coppie di sisfewzi co~rcplemen- 
tari, secondo il teorerna: 

Se d i  ciascuna superpcie S nella serie w = cost. del sistema trip10 coniu-- 
gato si prende la coqglen.zenfare rispetto alle geodetiche deformate dei nae- 
 idi in ni del pccraboloidq peste st~perficie S (che somo app1icabil.i su1 purnbo- 
ioide stesso) appartenyono ad un nuovo sistewccc trip10 coniugato della wzedesivta 
specie. 

Analiticninente è la simmetria delle equazioni fondainentali (V) in O ,  o 
clle poile in evidenza il sisteiiia completnentare, poichè dalle (V) si cleduce 

da  w d" 
= COS w sen 8, = sen 61 COS 9, 

d m & ~  d t i  d~ 

siccliè possiamo scainbiare nei nostri risulta.ti 4 con o. Ora se indicliiamo 
- - -  - 

con s, . Ç r ,  n, ! i valori di  x, 5, -n, Y, corrispondenti ad a, questi sono dati dalle 
for mole di sostituzione ortogonale 

Le coordinate 3, di un che descrive il nuovo sisteina sono date, 
a ineno di costanti additive, dalle formole corrispondenti nlle (3'2): 

agi - - 
--- = 3, (Zi COS w - ii sen w) 

14 

agi - 
-- = <, (Zi sen w + 5 cos o) 

d v 
- 
5 ,  (-fii sen O 4- c c o s  O), 
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clie possorio ariclie scriversi per le precedenti: 

D'altra parte, se si cülcolano direttarnente le coordinate y, cli un punto 
della. superficie coniplementnre delle S, si trova seinplicemente 

e yueste, derivnte rapporto ad u, v, PU, dànno in effetto le (33). 
La trasformazione (involutorin) ora colisiderata dei nostri sisteini tripli 

coniugati corrisponde alla trasforniazione complementare dei sisterni di WEIN- 
GAKTEN a curvaturn nulla ncllo spazio ellittico (cfr. in. c. 5 16). Più in ge- 
nerale, esistono per questi sisteini tripli coniugati trasfor~nazioni Bk, cib che 
vale del resto, coine çiü a.bbinino osservato al  13, ne1 caso delle deforniate 
del paraholoide gerierale (%*) a parametri imniaginarii. 
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Ricerche sui sistemi tripli coniugati 
con una famiglia di superficie applicabili 

sopra quadriche. 

NXMORIA 1. 

(Di LUIGI BIANCHI, a Psisa.) 

PARTE SECONDA. 

1 1  metodo che al>hiaiiio sviluppato, da1 W I I  i n  p i ,  per 1;1 iirerrix dei 
sistemi tripli coniugati con deforinate del paraboloide n parainetri puramerite 
iminaginarii, pu6 applicarsi egualmente ne1 caso dei paraholoidi renli. Sol- 
tanto qui i sistemi di WETNGAI~TEK di partenza dovrebbero assumersi iiegli 
spazî di curvatura costarite, secondo le foimole clle 110 stabilito in uria Me- 
inoria del 1887 y). Per- brevità, soppriinendo qui la deduzione geoiiîetrica, 
si daratino senz'altro le equazioiii differeriziali da cui dipende il nostro pro- 
blema. 

Cominciaino da1 caso del paraboloide reale ellittico 

f ï a  i cui parametri p, p (positivi) porreino, cori-ie al .§ 57 Vol. III delle Le- 

(*) Sui sistenzi di Weingnl-ten negli .ynzi a cu+vatçira costnnte (Meiiiorie dri Liiicei, Srrie 4.", 
vol. 4.O). 

Avaizali di Matenzatica, Serie 111, 'i'orno XXIII. 23 
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ci6 che pub sempre ottenersi, i n t endendo  per  o r a  escluso i l  caso del paraboloide 
roirondo, col sostituire al paraboloide generale dato un paraboloide siinile. 

Si sa d i e  la ricerca delle superficie S applicahili sulla. regione reale di 
questo paraboloide dipende dalla equazione a derivate parziali 

.d" w2 w 
-, + - = sen w cos w, 
d u  d v "  

dove le l ime (u, u) tracciano sulla S il sistema coniugato permanente, ri- 
dotto ai paranietri isoiiîetrici u, v. Ora introduciaino una terea variabile w, 
e scriviatno per la f~wzione iiicognita (ù = w (u, u,  YU) e per le due 

il seguente sistema di equazioni a derivate parziali: 

d" d 2 w  
-- + -2- = sen w cos w 
d u 2  d v  

d2 w -- 8" 
- A COS cd, -------- = B s e n o  

d ~ d w  d v d w  

In primo luogo ci conviene esaminare il grado di arhitrarieti nelle so- 
luzioni di yuesto sisterna. Per ci6 (applicando il metodo generale clle vale 
pure pei sisteini di tipo analogo già iricontrati (1), (II) § 4, (111) $j 8, ecc.) 
lo riduciamo alla forma lineare cnnonica, completamente integrabile del 
NOUKLET (7, colla introduzione delle due nuove funzioni incognite 

(*) Vedi BOURLET, Sur les équntion-s aux clérivées pavtielles simultanées. Aiinales d e  l'ficole 
Nomale Suphrieure, t. vi[I, 3emm Serie, Suppléineiit 1891. 1 risdtati ~tabiiiti da1 BOURLET 
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esso si scrive allora 

do, 
- ---- d o ~  + seil o cos o, * dbJ,  

d u  d o  
= d cos w 

81.v 

d d  d o  d d  
B o , + c o ~ w - ~  -- = B w , ,  n 

du=- a l 0  a v  
d B  -- d B  d o  A o , ,  - - = ~ l q - s e n c ~ ~  -, * 
d u  d v  d TU 

eci lia appunto la forma lineare canonica. Per le funzioni o, A, B la variabile 
IU è pararnetrica, le u, u principali; per le due altre invece a,, w, la v è parame- 
trica e le u, qv principali; inoltre le due espressioni delle derivate seconde 
miste doppiamente principali tratte da1 si'stema stesso coincidono, e perb il si- 
stema è completainente integrabile. Applicando il teorema fondamentale d'esi- 
stenza del BOURLET (1. c.), si vede dunque che esiste uno ed un solo sistema 
integrale (w, A, B, w , ,  w,) tale che, essendo (un a, w,) un sistema iniziale di 
valori delle variabili, le tre funzioni 61, A, B si riducano per u = u,, v = v, 
a funzioni prefissate arbitrarie (olomorfe) di IV,  e similineiîte o,, 61, si ri- 
ducano per u = u n ,  w = ni, a due funzioni arbitrarie (olomorfe) di v. 11 si- 
stema (VI) ammette dunque una soluzione generale con cilique funzioiii ai.- 
bitrarie. Ma è da osservarsi che, siccorne il sistema (VI)  non cangia d i  forma 
cangiando comunque il parametro ni, in realtà una delle tre funzioni arbi- 
trarie di w è solo apparente, e cosi : La soluxione generale del sistema (VI) 
dipende da qaattro funzioni arbitrarie essenxiali. 

Quanto alla integrazione effettiva del sistenia (VI), nulla insegnano i me- 
todi generali; ma qui appunto, conie negli altri casi analoghi, i metodi di 
trasformazione, clle svilupperemo fra poco, permettono di costruir~ie soluzioni 
con un numero qualunque di costanti arbitrarie. 

in questa Mernoria, i ~ i  particolare i l  teoretna fondanmitale VI11 a pag. 35, bashrio per In 
maggior parte dei sistemi di equazioni alle derivate parziali che si presrritaiio in probleiiii d i  
geometria infinitesimale, senza ricorrere ai teoremi piii geiierali, ina  anche niolto più coin- 
plessi, dovut i  a MÉRAY et RLQUIER (Vedi RIQUIER, Les systèmes d'éqzcatiot~s aux clérivées pal- 
tielles. Paris, G ,  Villars, 1910). 
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Si osservi ancora che, se si pone per un riioinento 

segue subit,o dalle 

ma dispoliendo del 
Per ogni te r~ca  (w, 

laxiovze qundratica 

da (VI ) :  = O, da 
= O, e per ci6 n è fuiizioiie della. sola w, 

d v 
parametro IU si pub senz'altro supporre n = cost. Duilque: 
A, B) di solu.zinni del sistema (VI) possiamo porre la re- 

Ad ogni tertia (w, A,.  B) di soluzioni delle (VI), fissate le costanti posi- 
tive p, Q clie soddisfirio la (35), si associa il seguente sisterna lineare onio- 
geneo in quattro funzioni iiicognite (x, E ,  v, c) : 

dr: cosw 
--p - d x  - seno 

- d x  dp  dw . n ,  - . - - - - . E  - 
d u  JY d a  Jii d p w  
8 5 sen w 8 5  coso ., 
-- _--. r i ,  -- --. 
d zc 45 J i  c ,  

Questo è un sisteina completamente integrabile, a causa delle (VI) e della 
relazione (35) fra p e q ;  esso possiede l'integrale quadratico 

xZ + ;2 $_ Y I Z  - c2 =  COS^,) (38) 
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onde segue più in generale clie fra due quaderne qualunque (x, i, n, t), 
(x', .;I, nt, r') di soluzioni sussiste la relazioile 

Interpretando, aiialogamente al 10, x, E ,  ri, 'C yuali coordinate oinoçenee 
di punto nello spazio, int,roduciamo la quadriea 

xs + 5 2  + n 2  - 'Cz = 0) ( Q )  

che è qui reale et1 a pzcnti ellittitii. Se un Punto (x, C ,  ri, <) rioil çiace sopra (Q), 
esso sarà esterno od interno a Q secondo che la costante del secondo riieiiibro 
in (38) è positiva, ovvero negativa. Norrvcalixsianto anche qui le coordinate 
x, i, n, Z col rendere 

x' + tZ  + a?- tZ = 1 pei punti esterni a (O) 
d+ f:r" + ri' - (L - 1 pei punti interni. 

Ora, se consideriaino nuovarneilte un tetraedro coniugato Po P, P, P, ri- 
spetto alla quadrica (Q), essendo questa a punti ellittici, un vertice, suppo- 
niarno Po, sarà interno alla quadrica, gli altri tre esterni. Corrispondentemente 
ai quattro vertici, assulniarno yuattro quaderrie di soluzioiii normalizzate 

del sis t,enia (37), die  si riducano inizialnîente (per u = u, , u = v,, w = PL,,) 

alle rispettive coordinate dei quattro vertici P,. Ne risulta clie il deterininante 

sarà ortogonale per linee, quindi anche per colonne, e sussisteranno in par- 
ticolare le relazioni: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



178 B i a n c h i :  Ricerche sui sistemi tripli coniugati 

SISTEMI THIPLT CONIUCTBST CON DEFOKl\IATE PROPHIE 

DEL PAHABOLOIDE J3LLITTICO. 

Dopo cpesti prelin~inari, iniitiailio l'analisi del 5 11, e tenerzdo dnpprinzn 
f issa w, coi~sideriarno le tre espressioili differenziali 

che constatiaiiio essere diEerenziali esatti. Esprirneridoli inve1.0 per le varia- 
bili 24, v, ahbiamo dalle (37) 

e dalle (37) stesse risulfa identicamente 

- - d 
W. (ds cos w s, - JP sen o i,)] = bu (\'P sen w ej + JI> cos w 5,) = 1 

Con quadrature si hanno duiique dalle (GO) le tre funziorii y,: y$, y, che 
soddisfano alle equazioni : 

Qyi = X 0  (JP COS G) xi - Jp - sen w 5~ 
da 

ed all'altra 

Interpretarido yi, y., y3 corne coordinate ortogonali di uii puiito P, yuesto 
desciaive, al variare di u, v (restando fissa PU), una superficie S il cui ele- 
inento lineare, secondo le (4.0 e (39*), ha l'espressioiie 
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Questa appartiene alla quadrica di equazioni parametriche 

vale a dire alla r e g i o ~ e  renle del paraboloide ellittico 

Con calcoli analoglii a quelli eseguiti a1 5 1 1 ,  si prova che sulla S il si- 
stenia ( u ,  v) S isotermo-coniugato a. parametri isoinetrici, e coincide col si- 
stema coniugato permanente della S. 

Se ora faccianio variare n,, le yi ,  y,, y, sono determinate dalle (40*) a 
meno di funzioni additive di IV, e noi cercliianîo di deterrninarle in guisa 
clie la famiglia (8) di deformate (proprie) del paraboloide ellittico appartenga 
ad un sistema trip10 coniugato (u,  v, n,). Procederido per yuesto corne al 5 12, 
da1 confronto della (41) colla (a , )  5 1, siamo condotti a porre H, = no, H, = C o ,  
pui dalle (P,), (p,) § 1, confrontate colle (37), H, = i,. Se ora rielle ( x , ) ,  (a,) 5 1 
poiliaino 0 = y; e ricordiamo die, per la (35), q - p = p q, ne risulta coii- 
cordemente 

5 
.- d o 

% - p 9  e 0 ( d q -  X ; - A ~ ; + B C J ,  
dw- dn, 

e, riunendo questa alle (mm), si lianno le formole definitive: - 

dove non resta più altro che verificare le residue conclizioiii tl'iiitegrabilitA: 

Per ci6 liasta tener conto delle icieritità seguenti, conseguenze delle (37): 
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Le (49) definiscono dunque, per quadrature, un sistema trip10 coniugato 
(a7' v, w), ne1 quale le w = cost. sono tutte applicabili sulla regio'ne reale del 
paraboloide el lit tic:^, trovandosi d'altroride verifkate le altre due proprietà 
caratteristiche b) c) della. prefazione. 

CLASSE PAKTICOLAKIC DI QUEST1 SISTEMI THIPLl CONIUGATI. , 

Si ottiene una classe notevole degli attuali siste~ni tripli coniugati, sup- 
poiiendo clie nell'integrale quadratico (36) del sistema (VI) sia nulla la co- 
stante del secontlo niembro, che si abbia cioè: 

In  ta1 caso possiamo ridurre il sistema (VI) a fornia più se~iiplice, in- 
troducenclo una nuova funzione incogriita 9 col poire p. e : 

cosi il sisteina (VI) diventa 

d w  d B  d o  d B  
- + = - ~ o s w s e n l l f J ,  --- = sen w cos11 6 d v  d u  d u  d u  

d2 o d  w d2 W 
- COS w cos11 6 - - -- 

d X  - 
- sen w sen11 O - . d w  d v d ~ v  

Procedendo corne al 9 16, l'applicazione drl  teoreiria generale del BOUKLET 
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(1. c.) dimostra che nella soluzione generale (w, 4) del sistema (VII) entrano 
Ire funzioni arbitrarie essenziali. 

1 particolari sistemi tripli coniugati, con deformate proprie del parabo- 
loide ellittico, di cui ora ci occupianio, godono di una proprietà geometrica 
tanto piii interessante in quanto che questa si riproduce per classi di si- 
sterni tripli coniugati con deformate delle quadriche generali. Per descrivere 
questa proprietà, si consideri ne1 sistema trip10 coniugato una yualunque su- 
perficie S della serie w=cost. (applicabile su1 paraboloide) e la congruenza (C) 
formata dalle tangenti alle trajettorie (lu) nei punti di S, e si osservi clle le 
sviluppabili di yuesta congruenza tagliano S secondo il sistema coniugato 
permanente (u, v). Ora si suppongano i raggi della congruenza (C) invaria- 
bilmente legati (al modo di BELTRAMI) alla superficie S nelle sue flessioni, 
e si avrà la propriet,à in discorso: 

Qzcando Za S si distende su1 paraboloide, i ragyi della conyruenza ( C )  
v a m o  tutti ad appoygia.rsi, dopo la deformazione, a,lla pu.rabola focale del 
piano y n : 

X =  0, Y2 = (q  -p )  (2 2 - p ) .  

Per dimostrarlo osserviamo, in primo luogo, che i coseni di direzione 
Y,, Y,, Y, della normale alla S, nella sua coiifigurazione attuale, sono clati, 
per le (4.29, da 

to - -40 ci Yi= - ( i = 1 , 9 , 3 ) .  Jc - -4; 
D'altronde i coseni di direzione Z , ,  Z,, 2, delle tangenti alle trajettorie (w) 

sono proporzionali, per la (4'2,), alle espressioni 

Trattandosi ora di considerare la S defortnabile, insieine alla congruenzs 
(C), conviene riferirsi ad elementi invariahili per flessione, e cosi sostitui- 
rem0 alle variabili u, v le variabili x,, (,, onde per le (40) nvrerno 

Ed ora poniamo Z , ,  Z , ,  2, sotto la forma 

d y ,  . d y .  
Z,=1- T v n L + n Y i  ( i = l ,  9,  31, 

d  xo 8 [ O  
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clove i coefficienti 1 ,  nz, n, indipendenti dalle fiessioni, saranno da calcolarsi 
dalle for mole 

ossia dalle altre 

- ___ % r i o  + senh 8 = O (i = 1, 9, 3). 
(J?: - X: 

Queste sono tre eyuazioni lineari omogenee nelle quattro quantità 

Co n, q o  
lq--Jii ,  m p 7  - + cosli 4, + senh O, JCo + -fi: Jr ;  - ni 

e a qiieste tre equazioni soddisfano pure x,, 5,, r i , ,  I n ,  a causa della orto- 
gonalità del determinante (39), § 17. Dunque Le quattro quantità scritte sono 
proporzionali a x,, CIo, a,, C o ,  dopo di che risultano subito le formole: 

1 4 = J Q +  
Co senh 8 - n o  cosh 0 \ 

- 3; 
. $0 

1 

Ora, se fncciamo assumere, per fiessione, alla S la forma del paraboloicle, 
possiaino porre nella configurazione finale: 

e calcolando colle (43), (44) i valori di Z,, Z ,  Z,, coll'omettere un  fattore d i  
propor~onalile,, risulta: 

- 
Z 1 -  =e-O7 3 0 )  Z ~ E ~ - ~ X , - J ~ ( < ~ - - I ~ , ) ,  

Zs = ( x ,  cos11 6 - Co sen11 6) ( C o  - x,) - & -- x*) - e-8. 
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-- 

Le coordinate X, Y, Z di un punto qualurique, preso sopra il raggio (x,, 5,) 
della nostra congruema, sono date da 

dove T è un parainetro. Volendo considerare il punto ove il raggio iricontra 

Y il piano y x ,  hisogna dare a T il valore T = - L = - p ee, onde avrelilo z, 
per Y, Z 

Resta a verificare che questi valori di Y, Z soddisfano alla equazioae 
della parabola focale 

Y2 = ((Q -y) (2 2 - p ) .  

Ora, essendo per la (35): q - p = p  q, la identità da verificarsi risulta 

t 9 p ee (Co set111 8 - -4, cos11 8) (c, - 6,) + y ,  
e si risolve nell'altni 

x; + ?' + .[;i T e  - 
3,) 1--30--1, 

che effettivamente sussiste per l'ortogonalità del deterinitiailte (39). La pro- 
prieta enunciata resta cos1 stabilita. 

SISTEMA DIIFEKENZLALE PEK LE DEPOHMATE IIVPROPHIE 

DEL PARABOLOIDE ELLITTICO. 

Si sa che, accanto alle superficie effettivaiiiente applicabili su1 parabo- 
loide ellittico (regione reale), coiivietie anche considerare superficie reali ap- 
plicabili sulla regione ideale del paraboloide stesso (Vedi Vol. III, 5$5$ 49,87). 
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Le prime diciamo deformate proprie, le seconde deforniate improprie del 
paraboloide. Ora noi vogliaino diniostrare che anche colle deformate impro- 
prie del paraboloide ellittico possono costruirsi fainiglie (8) apparteneriti a 
sistemi tripli coniugati. 

Sappiamo che la determinazione di queste deformate improprie dipende 
dalla equazione a derivate parziali (1. c. 5 47): 

dove l,e linee ( u ,  u )  tracciano sopra S il sistema coniugato permanente. In- 
troducendo ora una terza variabile w, il sistema differeiiziale da cui dipen- 
dono i nuovi sistemi tripli coniugati, si scriverà nella terna di funzioni in- 
cognite 

sotto la forma seguente: 

d" d2 9 - +-=senh OcoshO 
du" du 

d ' 9  - -- - A c ~ h 9 ,  --- 

d u d m  
-Bsenh8 

d v d w  

d A  -- -- d o  - a 9  a2 a e  
- -B+COSIIO - - Y  ----. 

6'26 d u  dw ddu d u  

8 0 -  8s -- - 8 0 -  
A ,  -- --- 

d e 
du d u  d u d u  d n, 

A + s e n h 8  --. 

( V I I I )  

- 
Esso tieiie qui il luogo del sistema (VI) 5 16, e le sue soluzioni (9, A, B) 

dipendono ancora da quattro funzioni arbitrarie essenziali (cf. 16). 
IL sistetna ( V I I I )  possiede l'integrale quadratico 

che possiamo scrivere, disponendo del parametro w 
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Ad ogni terria (4, 4 3) di soluzioni delle (VIII) si coordina un  sistema 
- - 

lineare oinogeneo in quattro funzioni incognite 6 n, C, clie corrisponde al 
sistema (37) 3 17, e si scrive : 

Questo è un sistema completamente integrabile, a causa delle (VIII), e 
possiede l'integrale yuadratico 

- - - -  
Coine al S 17, noi normalizziamo le quaderne (q 5, -II, t) di soluzioni, 

per le quali non sia nulla la costante del secondo membro, col rendere 

- - - -  
e se, interpretando nuovamente x, F;, ri, quali coordinate omogenee di 
punto, introduciamo la quadrica a punti ellittici 

- - - -  
si presenter% il primo ovvero il secondo caso, secondo che il punto (x, 5, n, r )  
è esterno ovvero interno alla quadrica (Q). 
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1 CORRISPONDENT1 SISTEMI T R I P U  CONIUGATI.  

- - -  - 
Consideriamo quattro quaderne (&., E , ,  ri,., c,.) r = O, 1, 8, 3, integrali 

delle (46), i cui valori iniziali corrispondano ai yuattro vertici Po pl p, p3 
di un tetraedro coniugato rispetto alla quadrim (Q), il verticte Po essendo 
interno e gli altri tre esterni (cf. 5 17); avramo in conseguenza che il de- 
terminante : 

Se resta f issa rv, le tre espressioni 

sono differemiali esatti, poichè, calcolandole neHe variabili u, a, abbialilo 

<ty. =Go (JQ  COS^ O " -- 43 senli OQ d u +r, (\Tu senh 0 2. - ~'Fcosh OF,) d V, 

ed è identicamente 

- 3,  (& cosh fi Gi - & senh 4 ddv [- 
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Con una fanziglia di  szcperficie a~~piicnbil i  soprcc quadriche. 187 

- - - 

Le funzioni y,, y,, y8, determinate per quadrature dalle (49), soddisfano 
alle equazioni 

ed all'altra 

- - -  
Il punto 3 di coordinate y,, ye,  3, descrive, al variare di zc, v (restarido 

fissa w), una superficie 3, il cui elemento è dato, per le (45), (49), da 

e si identifica col d s a  del paraholoide ellittico calcolato dalla (41*) $ 18 col 
porre 

- 
x, = X, , En = 5, J--l ; 

dunyue le nostre superficie S sono applicabili sulla regione ideale del pn- 
raboloide e1littic.o 

xa Yye -+- = 2 2 .  
P P 

E nuovainente si ha che sulla 3 il sisterna (u, v) è isotermo-coniugato, 
a parametri isometrici, e coincide col sisteina coniugato permanente. 

Dopo questi risultati, i rinianenti calcoli per costruire il sisteiiia trip10 
coniugato procedono corne al § 18, e si trovaiio cosl le forniole : 

le yuali definiscono per quadrature i sistetni tripli coniugati (u, v, w) colle 
gr = cost. deformate iinproprie del paraboloide ellittico. 
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Merita qui ancora speciale attenzione il caso che, nell'integrale quadra- 
tico (45) ciel sistema (VIII), sia nulla la costante del secondo membro, cioé 
si abbia 

- 
A? + 8' = gr- 

- 
La particolare classe di sistemi tripli coniugati cos1 ottenuta corrisponde 

a quella del § 19, e la corigruenza (C)  delle tangenti alle trajettorie (w) nei 
punti di una deformata S irnpropria del paraboloide, trasportata dalla S su1 
paraboloide, viene a constare di raggi Che si appoggiario alla parabola focale. 

LE TRASFOKMAZIONI Ba PER LE SOI~UZIONI  DEI SISTEMI (VI), (VIII) (SS 16, 80). 

1 sistemi differenziali (VI), (VIII), dalla cui integrazione dipende rispet- 
tivanîente la ricerca dei sistemi tripli coniugati (u, v, w) colle superficie 
lu = cost. applicabili sulla regione reale, ovvero sulla regione ideale, del pa- 
raboloide ellittico, possono legarsi fra loro mediante formole di trasforma- 
zione di BACKLUND Bs ne1 modo seguente (*). Indicando con G un angolo co- 
stante qualunque, tale per6 che coso non s ia  nullo, introduciamo le quattro 
espressioni 

x = COS G COS w senh 0 -- sen G sen o cosh 4 

p = COS a sen w cosh 8 +sen G COS w senh 9 

y = cos G cos w cosh 8 - sen a sen w senli 0 
(61) 

8 = cos o sen w senli 8 + sen G cos w cos11 O. 

Supposto 0i.a che la terna di funzioni 

1 d 2 w  
cl), A 1 --- ---- 1 d ' o  , B = - -  

cosw d u d n !  sen w d v  dsv 

(*) 1 teoremi che sviluppiamo in questo paragrafo sono giit conteiiuti nella mia Memoria 
del 1887, citata al 5 16 (Vedi n . O  18 della detta Memoria). Nuova ne è qui l'interpretaziorie 
geometrica riguardo alle deformate del paraboloide ellittico. 
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socldisfi alle (VI) $ 16, consideriaino per la funzione incognita 8 = 8 (w, u, w) 
il seguente sistema di eyuazioni differenziali simultanee : 

Tenendo conto delle (VI), si vede che queste formano, rispetto a 6, un 
sistema completamente integrabile, sicché la soluzione genernle 8 contiene 
(oltre a) una costante arbitraria. Ora, se ponianîo 

- 1 8'0 - 8 ----- --- 1 
7 R=- 

8' 8 
cosli Y d zc d w senhb d v d ~ v '  

dalla (UB,), derivando rapport0 ad u, u, seguono le formole: 

- do 
~ O S G A = ~ O S U - ~ ~ A - ~ R  

d IV 

- d w coso B=seno-- a A + y  B. 
d PU 

Con queste formole (69, (53) si constata subito che la terna (O, A, B) 
viene sempre a soddisfare a1 sistema (VIII) 5 90. liioltre, soininando i qua- 
drati della (53j e sottraendovi il quadrato della (59,) si trora la forinola ini- 
portante : 

d w  Notiaiiio poi che, se si risolvono rispetto ad A, B, -- le tre equazioni 
d n ,  

lineari (53) e (52,), risultano le altre : 

d w  d B  - 
COS @ - = - sen 5 -. + A cos w + jj seri w. d IV d n, 

Dopo cib, se supponiamo ora data la lerna di funzioui (6, B) clie 

Annali di  Matewtatica, Serie III, Tomo XXIII. 25 
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soddisfi alle (VIII), il sistema simultaneo per w 

risulta illimitatamente integrabile, e le tre funzioni 

1 d2w 
o, A = -- 

1 d2w 
9 B E -  -- 

COS w d u  ~ I V  senw d u d w  

vengono a soddisfare alle (VI) 5 16. 
In fine si osservi che i sistemi differenziali (52) per 8, O (56) per o, ove 

O W 
si assutnano rispettivarnente per funzioni incognite tgh - O tg -, pren- 

9 2 
dono la forma di equazioni ai differenziali totali del tipo di RICCATI (coin- 
pletamente iiîtegrabili). Per la ricerca delle soluzioni dei sistemi (VI) e (VIII), 
possono quindi applicarsi i inetocli di integraxione alternata, dove, appena 
integrata la prima equazione di RICCATI, l'applicazione indefinitamente ri- 
petuta del processo richiede sole quadrature. Ma anche le quadrature pos- 
sono risparmiarsi, faceildo uso del teorema di perI~zutabilità le cui formole 
sono facili a stübilirsi (*). 

Abbiasi una qualunque coppia (w, 9) di soluzioni dei rispettiri sistemi 
differenziali (VI), (VIII), legate fra loro dalle formole (52) di una trasforrna- 
zione Bu. Supponiamo inoltre che, corrispondentemente ad w, sia nota una 
quaderna (x, F ,  .II, 1) di soluzioni delle eyuazioni differenziali (37) § 17, e mo- 
striamo come ne risulti deternîinata biunivocarriente una corrispondeiite qua- - - -  - 
derna (x;, 4,  a, 5 )  di soluzioni delle (46) § 90. Per questo introduciaino la co- 

(*) Le formole in questioiie sono date al s 8 della mia Memoria: Sulla deformazione d e i  
pnraZdoidi, Aniiali di inateinatica, t. IX, Serie 3", 2903. 
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stante k definita dalla .foriiîola 

e noniamo 
cosh 9 senli 9 , -sencx---- s+-' 
h \/Y 

- senli 9 5 = J (- cos O : -- -4 +- J i  

- COS  f fi(^?^.+ 
G! 
- - -  

La nuova quaderna (&, t ,  n, C) soddisfa., coiiie subito si verifica, alle (46) 
S 80; inoltre fra le due quaderne corrispondenti sussiste l'identità 

x" -5" +;liz +-p +y + -,,Z -'Cr. (69) 

Risolvendo le equazioni lineari (58) rispetto alla quaderna x, t, .r,, <, si 
lianno le forinole inverse 

- - - - 
e queste dimostrano reciprocamente che ad una cliiatleriia (II;, 5 ,  n, C) di so- 
luzioni delle (46) corrisponde una ed uns  sola quaderna (x, 5 ,  -4, t) di solu- 
zioni delle (37). 

Dalla identibà (59) segue poi che se (x, i, n, r), (x', ?,-YI', r)  sono due - - - -  - -  
quaderne qualunque di soluzioni delle (37), e con (x, E ,  .ri, T),-(x', E r ,  s', y') 
si indicano le corrispondenti delle (46), si lia identicamente 
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dunque : Un tetraedro coniugato  d i  soluzioni delle (37) (x, , [, , ri,. , c,) r = 0, 1,9 ,3  - - -  
si wtutn, colle fornzole (58), irz .un, tetraedro coroiugato d i  solz~ziowi (z,, i,., n,., 5,) 
delle (46). 

Uopo tuiti questi preparativi, possiümo verlire ali'osgetto f i l de  della no- 
stra ricerca e diiiiostrare il teorelna: L e  tras forwmsioni  B, del § 98, yer  le solw 
s ioni  w, 8 d e i  s is temi  differenniccli (VL), (VIII), s i  t rnducono geometr icar~ente  i lz 

t r a s f o r r ~ ~ a z i o n i  asintotiche B, pei sistecti  trzpli  coniugat i  contenenti  una serie 
d i  deformate  del paraboloide ellittico; esse conducono d a i  s is temi  con d e  formate 
proprie  a s is temi  con  de formate  i w p r o p r i e ,  e viceversa. L e  coppie d i  deformate 
corrispondenti  S, 3 sono legate f ra  loro d a  %na B, della teor ia  generale, l a  
costante k avetzdo i l  valore a,ssegnato d a l l a  formola (57). 

II primo sistema (S) ,  con deformate proprie, sia definito (a meno di una 
traslazione nello spazio) dalle fornzole (42) § 18, corrispondentemente ad una 
soluzione w delle (VI) e ad un tetraedro coniugato di soluzioiii (a,, tV, n,, Cr) 
delle (37). Colle formole (58) del paragrafo precedente, calcoliarno un corri- 

- - -  
spondente tetraedro coniugato di soluzioni (xv, 5,,  ri,, c) delle (46), essendo 0 
legato dalle formole della trasformazione B, del 5 28. Colle formole (50) del 
5 91, noi determinialno (a meno di una traslazione) il corrispondente sisterna 
trip10 coniugato cor1 una serie (S) di deformate improprie del paraboloide 
ellittico. Dimostriamo che, supposta fissata la posizione di (8) nello spazio, 
si pub determinare in utio ed in un sol modo quella d i  (3) in guisa che sia 
soddisfatta la cotidizione seguente : Le congiungent i  coppie d i  p u n t i  corrispon- 
dent i  d i  d u e  superficie corrispondenti  S, formino una congruenza lJt: d i  
yu i sa  che a p p u n t o  S, S r i su l t e rnnno  legate fra loro d a  u n a  B k  della teoria 
generale. - - 

Intanto si osservi che, sostituendo nelle due prime (50) per &, 5,  xi, ci 
i valori tratti dalle (SB), abbiamo le formole: 

-- \i k no (- i/p sen o cosh R xi + d p  cos o senh V t, - ni) 
d u .  
- 

~ = ~ k ~ , ( - ~ ~ s e n ~ s e n h ~ ~ , +  d v  ~ ~ c o s ~ c o s l i ~  E , + L  
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Se la proprietà indicata sussiste, deve essere possibile determinare due 
incognite 1, .lui per modo che sussistano le relazioni 

ovvero per le (49) 

Se deriviamo queste rapporto ad u, v (colle (37) 5 17 e le (4.9) 18), da1 
confronto dei coeflicienti di n,, ri con quelli corrispondenti nelle (61) dedu- 
ciamo 

- - " 

e cosi per le formole richieste 

ovvero, esprimendo tutto per gli elementi relativi al primo sistema (8): 

- 
[ 

- 
yi = yi --- k xi xo - Jq sen o (rio cosh O - Co senh 6) 

- k E ,  [tu + 4; cos o (no senh 4 - I cosh O)] - 

Se si formano le derivate rapporto ad u, v, w di queste tre espressioiii 
si verifica che esse riescono identiche alle derivate delle Tj, calcolate dalle (50) 
8 81. Concludiamo che, mediante le formole (68) O (63), il sistema trip10 
coriiugato (g) viene collocato ne110 spazio nella posizione voluta rispetto 
al sistema (8). 
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S~STEMI SHIPLI CONIUGATI  CON DEFOKMATE P H O P H I E  

DEL PARABOLOIDE IPEHBOLICO: 

Passiamo ora a trattare dei sistemi tripli coiiiugati contenenti una serie 
di deformate proprie, ovvero iinproprie, del paraboloide iperbolico 

fra i cui parametri p, q posit ivi  porrenio (Vol. 111, 5 87) la relazione 

L'analogia della ricerca con quella già eseguita pel caso del parabo- 
loide ellittico ci permette qui di limitarci soltanto ad indicare i punti prin- 
cipali della ricerca. 

Cominciando da1 caso delle deformate proprie, ricordiamo (Vol. III, $ 87) 
che la loro determinazione dipende dalla equazionc a derivate parziali 

8 ' 9  $ 4  ---- - senh 8 cosh 8. 
d v Z  d u e  

Introducendo ora una terza variabile ru, la determinazione dei sistemi 
tripli coniugati (u, v, vu) colle n, = eost. applicabili sulla regione reale del 
detto paraboloide dipenderà da1 seguente sistema differenziale nella terna 
(O, A, B) di funzioni incognite : 

da 8 d 2  8 ---- - 
du' d u 2 -  

senli 0 cosh 6 

d' 9 8" 
--- = d ~ o ~ h F ) ,  ---- - 
d u d w  

- B sen11 4 
d v d w  

d A  d o  - --- a e  s a  
-- B - C O S ~  8 -- -- - 

d u  d v  d n ,  d u  d u  

d B  d Y  -- d B  d o  A ,  --- -- d 0 A+senhO -- . 
du d u  d u  d u  duv 
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Esso tiene qui il luogo del sistema (VI) $ 16 ed aminette soluzioni 
(8, A, B) dipendenti da quattro funzioni arbitrarie essenziali; inoltre pos- 
siede l'integrale quadratico 

che al solito, disponendo del parametro w, pu6 scriversi più semplicemente 

Al sistema (lx), supposto soddisfatto da 9, A, B, si coordina il seguente 
sistema lineare oinogeneo in quattro funzioni incognite CE, 5 ,  TI, C : 

d 5 senh 0 d [ cosho d 5 -- - -- . -=-.i' - --- J a % - \ / ? - ~ O +  J F B C  
J i  d v  4 J p d w  ( G t 3  

d TI cosli 9 -=-- senho d e ,  d n  8 0  dr i  
%-- - -  --= J q ~ . 5  

d u  d5 45 '+&' z-8~ a s  

che è un sisterna completamente integrabile, per le (IX), e possiede l'inte- 
grale quadratico : 

z2 + 52 + n2 - r2 = cost, 

Normalizziaino, corne al § 17, ogni quaderna (%, 5, n, !), per la quale 
non sia nulla la costante del secondo membro, col rendere 

x2 + t2 + a 2  - r2 = 1, ovvero a? +- E 2  + n2 - ta = - 1, 

secondo che il punto di coordinate omogenee (z, 5, ri ,  C) è esterno O interno 
alla quadrica a punti ellittici 

x2 + ce + -4" Cr" = O. 

In fine prendiamo anche qui una quaderna di soluzioni 
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corrispondente ad un tetraedro Po P, P2 P, coniugato rispetto a questa qua- 
drica, di cui sia Po il vertice intertio. 

Se teniamo fissa w, le tre espressioni 

sono tre differeriziali esatti e la superficie S, descritta da1 punto P di coor- 
dinate y,, y,, y, al variare di u, v, ha l'eleniento lineare 

che appartiene alla quadrica 

cioè alla regione reale del paraboloide iperbolico 

Inoltre sulla S il sisterna (u7 v) è isoterino-coniugato, a parametri iso- 
inetrici, e coincide col sistema coniugato permanente. 

Faceildo ora variare w, si possono situare le deformate S del parabo- 
loide iperbolico nello spazio i n  guisa che la serie (8) appartenga ad un'  si- 
stema triplo coniugato (u, u, lu). Per questo basta procedere coine al § 18, 
e si ottengono le formole definitive: 

Le condizioni d'integrabilità per le (67) sono identicairiente soddisfatte, 
ed abbiarno cosi deterrninato per quadrature il sisteriîa triplo coniugato ri- 
chiesto (u, v, w), ne1 quale le superficie S della serie IV = cost. sono defor- 
mate proprie del paraboloide iperbolico. 
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Consideriamo quella classe particolare degli attuali sistemi tripli coniu- 
gati, per la yuale è riulla la costante del secondo nîeiiibro nell' integrale 

Indicando allora con cp una nuora funzione incognita, potremo porre p. es. 

d 0 d 0 
B = cosli y - , A = seiih y -- 

d v d gr 

d e  8 9 
(l'altra ipotesi B = - cosli cq - , A - seiili y -- conducendo n formole del 

d n1 d lu 
tutto simili), dopo di che le equazioni (IX) si riducono seinpliceiiiente 
gueiite sistema: 

da 8 d B  d V  
---=cosh9senhrg-, ---- - senli 8 cos11 g, -- , d u d m  d ~ v  d v  d w  d m  

che possiede soluzioni dipendenti da tre funzioni arbitrarie essenziali. 
Corne al 5 19, consideriaino la congruenza (Cj, formata clalle tangenti 

alle trajettorie ( I V )  nei punti di una superficie S, corne invariabilinente legata 
alle flessioni di S e dimostriamo : Se la superficie S si appiica su1 parabo- 
loide iperbolico, i raggi della congruenxa ( C )  vengono tutti ad crppoggiarsi alla 
parabola focale : 

Y=O, X 2 = ( p + q )  (V2Z+q). 

Corninciaino dall'osservare che, secondo le (Gy), i coseni di direzioiie 
Y,, Y,, Y, della normale alla S sono dati da 

Annali d i  Mutematica, Serie III, Tomo XXIII. 
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198 Bi  an c h i : Ricerche sui sistenzi tripli coniugati 

inentre i coseni di direzione Z , ,  Z,, 2, delle tangeriti alle trajettorie (1 .29)  sono 
proporzionali, per la (67,), alle espressioni 

Zi r JF xi + x ,  sen11 cp - Ci cosh cp. 

Poniaino questi valoisi sotto la forma invariabile per flessione (cf. 5 19) 

e troverenîo, procedendo ne110 stesso modo coirie al 5 19: 

- x ,  senli p + '5, cos11 i, 
.! p = L/L1 + - p - .4; . xo 

Se tliaiiio alla S la forina. del paraboloicle iperbolico, 

p !x: - q t: 
y, = $1 X", 92 = q C o ,  y3 - 

2 
9 

poiienclo 

9 

- 3; 

ed ometterido iri Z, ,  Z+, 2, un fattore d i  proporziorialità si trova 

Le coorclinate\X, Y, Z di un punto qualunque del raggio (ao,  E , )  della 
iiostra coiigruenza si scrivono 

X = y ,  + TZ,  , Y = y, t T Z , ,  Z=y,+ TZ, ,  

ecl al puiito d'incontro del raggio col piano X Z  corrisponde pel parainetro 2 
il valore 
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con m a  famiglia d i  superficie a$plicccbili sopra qunclricl~e. 199 

Dopo cib i valori di X, Z diventano 

e resta solo da verificare clie questi soddisfano alla equazione della para- 
bola focale 

X e  = ( p  + Q )  (9 Z+ QI. 

Tenendo conto della relazione (64) fra p, q : 1) + q = y  q, la relazione ora 
seritta si cangia riella identità 

x:+Q+ri:-g=-i 

e la proposizione è dimostrata. 

LE TRASFOHMAZIONI B, DEI NUOVJ SISTEMI TRIPLI CONIUGATI.  

Indicando con 0 una costatite arbitraria, con 0' uiia rrluova f~lnziolie cli 
(14, v, l u ) ,  pongasi 

x = cosh T sen11 O senh 8' -+ senli r; cosh 5 cosli O' 

@ = cosh a senh 0 cosh 8' +- senh ri cosh 4 sen11 9' 

y = cosli ri cosh 4 senh 9' + set111 G seul1 9 cos11 41 

X = cosh 5 cosh 9 cosh 4' $- sen11 o sen11 4 serili 0', 

e si consideri il sistema di equazioni simultaiîee per 6':  

d 9' d 4 1 -- + tgh 6 -- = - - 
d d ru  cosha 

(A cos11 6' + Bsenh 9'). 

A causa delle (IX), questo è un sistema cotnpletainente integrabile per G', 
e la soluzione generale contiene (oltre 0) una seconda costailte arbitraria. 
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Ora se poniamo 

troviaino facilinente dalle (68) 

cosh o. A' = - I d - 9 B - cosh 9 -- 

d 0 o o s h ~ . ~ ' = ~ d f  6 B f s e n h B .  1 
d tu 

Da queste formole risulta, con breve calcolo, che la terna di funzioni 
(Of, A', B') soddisfa nuovamente alle (IX). Anche è da osservarsi che, qua- 
drando e sottraendo le (691, risulta 

cioè, ne1 passaggio da una terna (O,  A, B) di soluzioni delle ( lx)  ad una 
terna trasforinata, la costante del secondo inernbro nell'integrale quadra- 
tico (65) resta invariata. 

Siano ora 8, O' due tali soluzioni delle (IX), legate fra loro dalle (68), 
che diremo le forniole della trasformazione B, , e sia nota, in corrispondenza 
alla O, una quaderna (q 5, x ,  !) di soluzioni delle (66). In analogia ai ri- 
sultati del § 023, ne dedurremo una quadema corvispondente (x', y, $, t') re- 
lativa alla fiinzione 6', colle seguenti formole di sostjtuzione lineare. Posto 
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con waa fart~iglia d i  superficie npplicabili sopra quadriche. 201 

e sarà identicanlente 

Ne segue che quattro quaderne (x,., E, . ,  ri,., t,.) r = O, 1, 2, 3, apparte- 
netiti ad un tetraedro coniugato si carigiano, colle (78), in altre yuattro qua- 
derne (x',, y,, YI',, <',.) della niedesima specie. Ora siano (S), (Sr) le corrispon- 
denti famiglie di deformate proprie del paraboloide iperbolico appartenenti a 
sistemi tripli coniugati (u ,  v, ni), dei quali il primo è definito, a meno di una 
traslazione nello spazio, dalle formole (67), ed il secondo dalle formole ana- 
loghe : 

d y'; -- - ri', (& cash 6' x ' ~  - Jq senh 8 '  Yi) 
d u  

d y'; 
-- - t', (dp senh x' 5'$- Jijcosh O' 51:) (i = 1, 9, 3) d v (73) 

3 
d 6' 

= pei: (fi - , ; + A ~ ~ ~ - B ' ~ ~ ) .  
d w  d w  

Si tratta anche qui di dimostrare che le famiglie (S), (8') possono col- 
locarsi nello spazio in tale posizione relaliva che due superficie corrispon- 
denti yualunque S, S' risultino legate fra loro da una trasforrnazione asin- 
totica B,. Per questo, procedendo coine al § 94, cerchiamo di soddisfare 
alle (73) ponendo 

con valori convenienti di 1, m. Le due prime (73), introducendovi i valori (72) 
si scrivono 

d lJti 
-- = Jk .o', (- & senh 6 cosh 0' xi - \Iq cash o senh (1' 5; + Y,) 
dzt  

d y< --- - Jk Y,, (& senh G senh 0' xi + J< cosh G cash O' Ei + Ci), 
d v 

e paraçonando i coefficienti di ni ,  in queste coi corrispondenti che risul- 
tano dalla derivazione diretta delle (74), si trova 
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202 B ia n chi : Ricerche sui sistemi tripli conizcgrçti, 

e quindi 

le quali formole si mutano nelle definitive : 

y!; = 'y; - Iz xi x, t \/p senti u- (ri, cosh 8' + 2, senli 6') [ 
+ \/< cosh 6 (r i ,  senh 8' + 'Co cosli 9') 

È facile constatare che, mediante queste fortnole, le due famiglie (S) ,  (8') 
vengono ad acquistare effettivalnente nello spazio la posizione volnta. 

28. 
4 

1 SISTEMI TKIPLI CONIUGATI COS DEWOltMATE II\IPKOPHlE 

DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

Si sa che le deformate improprie del paraboloide iperbolieo dipendono 
dalla ecruazione stessa 

8'4 d" ---- 
du" d u ' -  

sen h cos û 

clic: si presenta per le superficie pseudosfericlie ordinürie (ch.  Vol. III, 5 87); 
ditnostreremo ora che i sisterni tripli coniugati con una serie di tali defor- 
niate dipendono dalle equazioni che caratterizzano i sistemi pse~idosferici di 
WEINOARTEN. Queste sono le (1) § 4, ove essendo R costante, yrejzdere,rno R= 1. 
Iridichino, corne prima, p, p due costanti positive legate fra loro dalla rela- 
zione (64), e si consideri nella quaderna ( x ,  5, ri, '!) di funzioni incognite 
il seguerite sistema lineare omogeneo: 

d <  cos 9 8 5  - s e n 8 .  d i  J y d 4  
- c ,  --=- -- X 

a u  \ / y n 7  & J; a + .  d p ~  

a Z 8 8  a 'C COS 9 x + - F - - -  sen 8 8 9 a : -=-- - 
d21Yi, - 

- & B . % .  
d v m ,  -- 

d u  di \i ' d u  an, 
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con una fumigliu di superficie applicabili sopra quadriche. 903 

11 sistema è illiiiiitatanlente integra.bile e possiede l'integrale yuadratico 

Nornlalizziamo le quaderne (a, 5, 3, <) di soluzioni (per le quali non è 
nulla la costante del secondo nienibro) col rendere a1 solito 

ed assunîiamo yuattro yuaderne (x,., E,. ,  ri,, IV)  r = O ,  1, 9, 3 di soluzior~i 
delle (75) corrisponderiti ad un tetraedro P, P, Pa P, coiiiugato rispetto alla 
quadrica 

x2 - t2 + x 2  + c 2 =  0, 

dei cui yuattro vertici Po sia l'interno; avremo in particolare (cf. § 21) 

Ora, se mmtenia~~zo fissa lu, le tre espressioni 

sono tlifferenziali esatti, ed il punto 'P di coordinate ortogonali y,, y,, g, 
descrire, al variare di u, u, una superficie S il cui ds" èdato da 

ed appartiene alla quadrica di equazioni parametriclle 

cioè alla regione ideaie del paraboloide iperbolico (reale) 

Infine, facendo variare IV, otteniarno uiia faniiglia (5') appartenente ad 
un sistenia trip16 coniugato, purchè si deterinini convenientemente, col so- 
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904 B i a  nc hi: Rioerche sui sistewi triplpli coniugati 

yi lito processo, -. cos1 troviamo le formole definitive 
d IV ' 

Queste definiscono, a meno di una traslazione, gli attuali sistemi trigli 
coniugati (u, v, gv) colle superficie S gella serie n, = cost. applicabili sulla 
regione ideale del paraboloide iperbolico. 

Aggiungiaino infine, sema sviluppare i calcoli relativi, che le trasforiila- 
zioni B, di BACKLUND dei sisteini pseudosferici di WETNGAHTEN si traducono 
in corrispondenti trasformazioni asintoticlie Bk degli attuali sistemi tripli 
coniugati. 

Ritorniaino sui risultati dei 26-21, relativi ai sistemi tripli coniugati 
con deformate del paraboloide ellittico generale, e completialnoli colla con- 
siderazione del caso del paraboloide rotondo che sfugge all'analisi ivi svi- 
luppata. 

Le deformate (proprie) di quest'ultimo paraboloide dipendono dall'equa- 
dZu d 2 0  

zione a derivate parziali : .-- + - - O, e la ricerca dei corrispondenti si- 
duZ de2- 

stemi tripli coniugati da1 seguente sistema di equazioni alle derivate parziali : 

d2 O d2  O 
-ACOSO, ----- m- - B s e n o  

d v d v u  
> 
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con unn farniglia di superficie appZicabi2i sopya qzlndriche. 206 

che tiene qui il luogo del sistenia (VI) 5 16 e verrà ridotto piii oltre a forme 
più sernplici (5 30); esso possiede l'integrale quadratico 

che si pub aiiclie scrirere, disponendo del paraiiietro ni: 

A2 - B e  = G (costante). 

Supposte soddisfatte le (X), consideriamo nella 
funzioni incognite il sistenia lineare otnogeneo 

(77) 

quaderna (m, 5, ri, C) di 

d a  -- d x  - .- d x  d w  
- cos w ri ,  -sen w <, -- =-?  

du d 27 d  12? d  10 ' 

-- - - - d w  a-ri 8 %  r o s w x + s e n w i -  -<, - - -- -- 
d u  d a  d v d ?A " d l zq  

clie si ottiene dalle (37) 4 17 cul poi*vi p = q = 1. Il sistenia è completaiiiente 
iiitegrabile per le (X), e possietle l'integrale quadratico 

Normalizziariio le coorcliriate oinogeriee CE, 5,  ri, ! ilel solito iiiorlo, e preri- 
diaino quattro quaderne di soluziorii (x,., t,., r , , . ,  C,.) r = 0,  1 ,  2, 3 appartenenti 
ad un tetraedro Po P, P, P, coniugato rispetto alla quadrica 

con Po vertice interrio. Rimanendo fissa ni, le tre espressioni 

sono differenziali esatti, e la superficie S clescritta. da1 punto P di coordiiiate 
ortogonali y , ,  y,, y , ,  al variare di u, u, ha l'eleinento lineare 

Alanali di  &Iatematica, Serie III, Torno XXIII. 27 
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906 Bi  a nchi : Ricgrclze sui sistenzi tripli coniugati 

cioh quel10 della regione reale del paraboloide rotondo 

Dopo cib, se facciaino variare vu, le ao' superficie S possono collocarsi 
nello spazio in guisa che ne risulti un sisteina triplo coniugato (u, a, w). 
Questo si ottiene detertninando per quadrature y, ,  y,,  y, dalle formole 

le condizioni d'iritegrn.bilità trovandosi identicamente soddisfatte. 
Precisamente coine rie1 caso del paraboloide rotondo imnlaginario (§ 15) 

si diiii ostra clle : Per ciasc?nna deformata S del pcrrcrboloide rotondo ne1 si- 
stelna 127 = C O S I .  le to~~geilt i  aJle trnjettorie (nt) nei punti di S sono nornzali 
nlle tra,sformnte dei parnlloli xq + EU = cost. 

Ne segue clie se la coiigrueriza (C) foniiata (ln yueste tatlgenti si iin- 
niagilia iiirai*ial~iI~iicrite legnta alle flessioiii della S, quaildo S si applica su1 
paraboloicle tutti i raggi della coiigruenza. vanno ad appoggiarsi all'asse. 
ouesla proprie th dere ravriciiinrsi all'alt rn riscont rata .nelle clnssi di sistetni 
tri pli coiiiugati con de foriiin te del peiierale pnraboloide ellittico od iperbolico 
di cui ai §S II), 26, poicliè rie1 caso del paratiioloitle rotonclo le parabole fo- 
cali vengono appunto ri ridursi nll'nsse di  rotaziorie. 

Accanto a questi sisteini trigli coniugati cou defortnate proprie S del 
paraboloide rotondo sono da coiisiderarsi quelli coriteiienti deforniate im 
proprie S ;  questi si ottengono sernpliceruente dai prinii, sussisiendo la pro- 
prietà : 

Le superficie S conzplementari delle S (rispetto alle deforwate dei meri- 
diccni) i~zzcno dei nostri sistelni tripli coniugati formano un nqnovo sistemm 
trip10 coniugato. 

Questo si verificn colle formole seguenti, di cui è facile la deduzione. 
Indicando con ij,, ij3 le coorclinate del punto della compleinentare 3 cor- 
rispondente al puiito (y, y,y3) sopra S, le & sono date dalle forinole 

- 
yi = yi - xi X, - Si F,, ( à  = 1 ,  8, 3), (80) 
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dalle quali, derivando, seguono le altre : 

5 = 3, (sen w F, - cos o x,) 
d u  1 

a Y i  - -- - c i  (COS a 5, + sen a x,) 1 
d u I 

D'altronde la coinplementare di una deformata propria S del parabo- 
loide rotondo è una deformata impropria. 

Ciascuna deformata propria S del paraholoide rotoiido determina, se- 
condo il primo teoreina di GUICHAKD (Vol. II, (5 %7), due superficie x, x' 
d'nrea minima corrjspontlenti. Queste sono le due falde deli'inviluppo di 
sfere descritte coi centri nei punti P di S ed aventi ciüscuna raggio eguitle 
alla distaliza del puuto corrispotidente Po su1 paraboloitle da1 fuoco. Alle 
fainiglie (5') dei nostri sisteiiii tripli coniugati si coordinano quindi clue si- 
sterni di superficie d'area ininilna che voglianio ora esaminare più da. viciiio. 
Per yuesto osserviairio clie, nella configuraaione paraholoidica, la. distanxa T 
del punto Po = (x,, 5,) da1 fuoco è data da 

Se iridichiamo poi con (Z,, 5, Z,), (Z', , Z',, Z',) i rispettivi coseiii di 
direzione dei raggi che varino da1 purito P r  (x, t,,) di S ai due punti di 
contatto della sfera con El E', dalle forinole relative agli itlviluppi tli sfere 
ricaviaino facilmente per Zd, 2'; i valori seguenti : 
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Ed ora andiamo a verificare in effetto, senza nemnleno ricorrere al teo- 
rei~ia di GUICHARD, che le congruenze rettilinee formate dai raggi che escorio 
dai punti di una S (ni = cost.) coi coseiii di direzione Zi, ovvero Z r i ,  sono 
normali a due superficie minime. [Con ci6 il teorema di GUICHAHD resta nuo- 
vamente dimostrato.] 

Se pon iam~ 

tlall'osservare che si lia 

~ x i Z i = x 0 ,  X5iZi=<o,  
i 

segue per le (79) 

U = no  (xo COS w - Eu sen u), V = Co (x, seri w + <, cos w), 

e quindi dalle (78) clle U d  u + U d  v è un differenziale esatto, precisamente 
= d T. 

La coiigruenza è dunque in effetto normale (Vol. 1, § 143) e le coordi- 
nate z, ,  z,, x ,  dei punti di una delle superficie normali sono date d& 

ai = yi - T Zi ( i  = 1, 8, 3), 
ossia 

Verifichiamo che la superficie defiriita da queste formole è ad area 
minima e le linee (u, v) corrispondenti al sistema coniugato permanente di S 
sono le linee di curvatura. 

Se deriviamo irifatti le (8-1), (83) rapport0 ad u, u, troviamo 

a si t - 
--- (;O~- _ " Y  8 Zi 
d u ,  B 8 %  

e qusste fornzole dirnostrano appunto c,he sulla le linee u, u sono quelle 
di curvatura, ed i raggi principali di curvatura r , ,  r,  hanno i valori eguali 
ed opposti 
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Similinente per l'altra superficie x' si trorano le formole 

con 
1 r i =  - 

1 
9 (CO + 71")') r t2  = - - tZ0 + no)'. 

Osservianio ancora Che, derivando le (83), (83*) rapport0 a ru, risulta 

nilerita attenzione quella classe particolare dei nostri sistemi tripli co- 
niugati per la quale la costante c neIl'integi.de quadratico (77) è nulla; al- 
lora è 8" BB", O A = ? B, ponialno p. es. A = B. In ta1 caso si vede che 
le Zi coincidono coi coseni di direzione delle tangenti alle trajettorie (ru) e 
sono indipendenti da w, come le xi stesse. Dunque: 

S e  per l a  fauziglia (8) d i  deformate del pnrabololde rotondo l a  costaizte c 
è nulla,  le trajettorie (tu) sotho linee rette e coincidono colle nor~lzali  all 'unica 
superficie nrimka x. Quesla è i l  luogo descritto da1 fuoco del pnraboloide ro- 
tondo ne1 rotolarv~ento sopra una yualunque delle superficie applicabili  S. 

Ne1 caso c = 0, ora considerato, le equazioni del sistema (X) possorio 
scriversi più semplicemente, ponendo p. es. A = B = ee, con che diventano 

8' w 
-- 

d2 O 
- ee COS w, --- = ee sen o. 

& t h $  YU d u d f u  ? 
Bla anche ne1 caso generale c -i- O si pu6 introdurre ne1 sistema (X) 

una semplificazione analoga. Supponendo, come è lecito, c = 1, possiamo 
porre p. es. 

d = cosh O ,  B = senh 8, 
e le (X) diventano 

d' w d' (>l 
- sen w senh O. = COS w coüh 8, -- - 

d u d w  d v d w  
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Si osservi che, in ainbediie i casi (85 O (86), le due prime eyuazioni del 
sistema dicono che o + i 8 è una funxione della variabile corn plessa : = u + i v, 
diciamo 

w + i S = F ( T ,  PU), 

dove nl è un parametro reale, da cui dipende la F. Manifestamente le due 
seconde equazioni del sisteina (83) si coinpendiano nella equazione (di 

e quelle del sistema (86) nell'altra 

8" -- - cos B'. 
d r d w  

Trattiarno in fine di quei sistenii tripli coriiugati ilei quali la fanliçlia (8) 
è costituita di superficie applicabili sulle quadriclie a centro di DARBOUX tan- 
genti all'assoluto (*). 

11 caso limite di qiiadriclie oscu2cozti l'assoluto è già stato tra.ttato al tj 6;  
ivi i corrispondenti sistenii tripli coniugati furono dedotti con una costruzione 
in terinini finiti dalle fanliglie di LAMÉ a curvatura costante. Qui pel caso 
di quadriche senîplicemente tangenti all'assoluto occorrerà ancora l'integra- 
zione dei sistemi differenziali (III) § 8, o (IV) 5 9, precisanîente corne pel 
caso delle yuadriche rotonde (bitangenti all'assoluto). 

Per non complicare la ricerca supporremo clie il sisterna trip10 ortogonale 
(M, v, MI) sia un sistema di WEIR'GAHTEN, p. e. a curvatura positiva, e porretiîo 
nelle formole del 5 9 R = 1. 

(*) Lezioni, Vol. 11, 8 308, e piSi particolarmente la Menioria: Sulla defovtnaaioue clelle 
coqp-uewe e sep-a ulczcr~e classi di superficie applicabili (Aunali di  matematica, 1. VI della Se- 
rie ILI, 1900), 
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218 Bianch i :  Ricerche sui sistemi tripli coniugali, ecc. . 

Sarà provato il teorema se dimostriaino che - a si esprinie li'nearrnente 
d u  

ed omogeneamente per (a,, a',) con coefficienti, che rimangono gli stessi pei 

8 Oz d sr' tre assi, similmente -- per (fi,, a",), e in fine -2 per (n',, fi",). Questo 
d n ,  d m  

risulta dalle identità seguenti, di facile verifica: 

d n, - il1 cosil 4 
- - 
d u  a 

da' ,  W d B  
- 

- JV cosh 4 
sen11 4 - -- 

CI, d I V  
) OT1.. 

d 121 9 ,  

Da1 calcolo eseguito risulta altresi che i valori dei coefficienti H,, Z2, H, 
per il sisteina tiiplo coniugato (88) sono dati seinplicemente da 

Si avverta che, ove la costante a nella (87) sia nulla, la. superficie S è 
la coinplenlentare di yuella. deformata S,, di una quadi.ic,a a ceiîtro rotorida 
clle è data dalle foroiole (17), 5 8. la ta1 caso adunque la famiglia (@ è la 
coinpleinentare delle fainiglie (8,) cleterminate ai s§ 8, 9. Ma anche ne1 caso 
a 1 1 -  O si possono porre i nuovi sisteini tripli coniugati in semplice dipendema 
geoinetrica da yuelli con defortnate di quadriche rotonde, mediante il seguerite 
teoreina che qui ci limitiaiiio ad enunciare: 

Fissoto u n  sistemu trip10 ortogoîzale di Wei~tyarten (u, v, w), s i  costrui- 
scano colle fowîzole dei 8, 9, tre diversi sistemi tripli coniugati colle fanri- 
glie (S), (,Yf), (Sr') di defornzate di quadriche rotonde. I piani tangenti in uncc 
terna qualwque P, Pr, P" d i  p u d i  corrispon.denti su tre superficie S, S', S" 
s'iîzcontrano i n  u n  punto P c h e  descrive, al uariare della terlza (P, P', P") 
sulle tre superficie (S, 8,' 8") una deforj~zata S di ana quodrica di Darboux. 
E quondo la terna (8, S', Sv) varia, la superficie !!? descrive una. fanziglia (S) 
appartenente a d  uno dei nuovi sislemi tripli co~ziuga,ti. 

Viareggio, Agosto 1914. 
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I N D I C E  

P A R T E  PRIMA. 

3 1. Sistemi tripli coniugati in generale i- - - - - - - - - - - _ - - - - - - - - - - - - - - - - 
3 2. Spazi ciirvi normali - - - - - - - - - - - - -  - - -  - - - - -  - - - -  - _ - - - -  - - - - - - - -  
§ 3. Sisterni tripli coriiugati con deformate del catenoide - - - - - - - - - - - - - - - - 
# 4. Richiaino delle formole pei sistemi tripli ortogonali a curvatura costante - - - - 
13 5 .  Sistemi tripli caniugati con deformate della qiiadrica: y2+zZ+ (x-  y + i+= cost. 
3 B. Sistenii tripli coniugati con deformate del paraboloide: 

zP - 
( ~ + ~ d - 1 ) 2 * - = 3 ~  - y \ / - \  - - - - - - - - - - - - - - - -  

RS 
$ 7. Sistemi tripli coniugati con deformate di quadriclie a centro rotoiide - - - - - - - 
§ 8. Caso di K negativa - - - -  - - - -  - - - -  - - - - - - - -  - -  - -  - - - - - - - -  - - - -  - - - 
# 9. Caso di K positiva - - - - - -  - -  - - - - - - - - - - - - - -  - -  - - - - - - - - - - - - -  - 

10. Quaderne armoniche di soliizioni del sistema (IV). Tetraedri coriiugati - - - - - 
X' X2 5 I L .  Deforina.te del paraholoide inmiaginario: a, - -  be - - 9 Z d - î  - - - - - - - - - - -  

X2 Y2 - 5 12. Sistenii tripi coniugati con deformate del paraboloide nP - -  h2 - - M .Zd- I - -  - 

X V Y "  i j  13. Cas0 delle deforrnate del paraboloide : - $ b,  = 8 Z\I- - - - - - - - - - - - - 
a2 

P A R T E  S E C O N D A .  

5 16. Sistema clifferenziale pel caso del paraboloide reale ellittico - - -  - - - - - - - - - - 
5 17. Sistema lineare omogeneo in (x, 5. n,  C)- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  - _ - - 
5 18. Sistemi tripli coniugati con deformate proprie del paraboloide ellittico - - - - - - 
$ 19. Classe particolare di questi sistemi tripli coniugati- - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
5 80. Sistema differenziale per le deformate irnproprie del paraboloide ellittico- - - - - 
8 81. 1 corrisponderiti sistemi tripli coniugati - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
3 28. Le trasformazioni Ba per le soluzioni dei sistemi (VI), (VIlI) (SCj 16, 80) - - - - - - 

- -- -. - 
$ 83. Le trasforinazioni Ba per le quaderne (3, 5, n, 5).  (x, 5 ,  n, <)- - - - - - - - - - - 

Alznali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 88 
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. . .  5 84. Le trasforrnazioni Bk pei sistemi tripli coniugati - - - -  - - - - - - - - - - - - - - - - 
§ 85. Sistemi tripli coniugati con deforniate proprie del paraboloide iperbolico - - - - - 
9 86. Classe particolare associata ad una parabola focale-- - -  - - - - - - - - - - - - - - - 
§ 87. Le trasforrnazioni Bk dei nuovi sjstemj tripli coniugati --  - - - -. - - - - - -  - - - -  
§ 38. Sistemi tripli coniugati con deformate iniproprie del paraboloide iperbolico - - - - 
9 89. Sistemi tripli coniugati con deformate del paraboloide rotondo reale - - - - - _ _ 
5 30. Sistemi di superficie d'area minima corrispondenti - -  - - - - - - - - - - - - - - - - - 
§ 31. Sistemi tripli coniugati con deformate delle quadriche a centro tangeiiti all'assoliito 
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Sulla connessione 
delle superficie razionali reali. 

( D i  ANNLBALE CONISSPATTI, a Pndova.) 

IPVTRODUZIONE. 

I n  questa Memoria, intesa a continuare e coinpletare una mia prece- 
dente ricerca (*), 111i propongo di stabilire dei inetodi i quali servano a de- 
terminare la connessione d i  tutte le superficie razionali reali, collegandone 
le proprietà, sia a quelle della rappresentazione piana, sia ai caratteri inva- 
rianti (relativi) della superficie. 

Prima di accennare alla via percorsa ed ai risultati ottenuti, non credo 
fuor di luogo dare alcune spiegazioni circa la natura e la posizione del pro- 
blema, lasciando al testo del lavoro il compito di giustificare più ampiamente 
i criterî adottati. 

Ogni indagine la yuale si riferisca a proprietà di connessione d'una su- 
perficie algebrica reale, richiede clie sia ben precisato il punto di vista da1 
quale le proprietà stesse si considerano. Percib occorre prima d'ogni cosa 
stabilire : 

1.') Quale influenza esercitilio sulle proprietà in questioiie le eventuali 
singolarità reali della superficie ; 

8.O) Quale significato si debha attribuire alla frase superficie equivalenti 
da$ punto d i  vista della connessione; in altre parole, ponendoci da1 punto di 
vista del classico Programma di KLEIN, yuale sia il gruppo di trasfornzaaoni 
da cui è caratterizzata la geometria che studia le proprietà di con~iessione 
delle superficie. 

(*) Fomdame&i pe+ ~eometpia sopru 26 superficie razionali da1 puiato di vista reak [Ma- 

Lhematische Annalen, LX111 (191!2), pp. 1-78]. Questa Memoria verrà ne1 seguito indicata 
con F. 
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21 6 Co rneusat t i: Sulla conr~essione delle a~perficie razioncdi reali. 

. Dai criterf adottati per stabilire la definizione di eyuivalenza ne1 senso 
sucldetto, dipende in certo nîodo a~iclie la convenzione che si adot t i  per pre- 
cisare l'influenza delle singolarità. Nell'ordine di idee che sotto sarà chia- 
rito, torna conveniente attribuiie ad esse la stessa influeriza che avreh- 
bero se fossero risolute, cioè considerare ogni superficie razionale reale P 
corne equivalente ad un modello 3, privo di singolarità la cui costruzione 
sia definita sema ambiguità per ogni caso. La risoluzione delle singolarità, 
inediante un ben deterniinato tipo di trasformazioni (bii.azionali) reali (che 
rientrano percib ne1 gruppo della connessione) collegate alla rappresentazione 
piana di F, si trova stabilita al $j 4, n.O 13; tuttavia 10 studio delle proprietà 
di connessione di F si fa direttamente su quella rappresentazione, senza ri- 
correre al  modello Po il quale itlterviene soltanto per cliiarire il senso che 
deve darsi a quelle proprietà in quanto su esse iiîfluiscono le singolarità di P. 

Quanto alla 8." delle due questioni suddette, volendo liberarmi da tutto cib 
che non ha esseiizialmente carattere invariantivo nella considerazione d'una 
superficie (spazio in cui è contenuta, elementi improprî, ew), cioè volendo dare 
al concetto di connessione la sua più ampia generalità - ch'è poi richiesta 
dalla natura dei risultati a cui mi son proposto di pervenire - ho acceduto 
al criterio di considerare come proprietà di connessione solo quelle che KLEIN 
ha cliiamato nssolute (*), in relazione alle quali l'equivalenza di due superficie 
dipende dalla possibilità di stabilire fra esse una corrispondensa (reale) biu- 
~bivocn, continua, priva di  ecceeioni (ne1 campo reale), la quale non soddisfi 
in più ad alcuna necessaria restrizione dipendente da speciali proprietà (ad 
es. proiettive O matriche) delle superficie (**). J,a definizione rigorosa delle tras- 
formazioni suddette (che ne1 caso di superficie finite son poi defornza.zion.i 
covz estensione) si trova stabilita, per superficie:prive di siiigolarità, al 9, ne1 
quale, in vista delle esigenze del lavoro, della necessità di evitare in yuestioni 
delicate iiiterpretazioni ainbigue, ho esposto (senza tuttavia mai perder di 
vista 10 scopo della Memoria) i risultati fondamentali inerenti alla connes- 
sione delle superficie, corredando l'esposizione di alcune note in cui, col sus- 
sidio di un'ainpia bibliografia ("**), espongo e breveinente discuto i varî punti 
di vista e le ragioni di alcune mie preferenze. 

(*) Olnetto qui citazioni dettagliate, riservatidole al testo. Cfr. la nota (l3. 
(**) Ne1 canipo algebrico pub dirsi che le proprieta di coniiessiorie sono invarianti di 

froiite alle trasformazioni birazio~~ali reali che son prive di pzcl~ti fo+ûda+nelûtali reali, cioè non 
introducono curve eccezioinali reali. 

(***) Ho cercato, per quanto possibile, ch'essa sia completa (in relazione ai punti di vista 
discussi) e atta a guidare il lettore ad uno studio piii approfoudito. 
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Cornessa t t i  : Sulla connessione delle superficie razionali reali. 817 

Fissato il campo delle proprietà clle in yuesto lavoro si considerano conie 
inerenti alla connessione, risulta da un teorema fondamentale di quella teoria, 
clie esse sono univocarnente collegate a due caratteri: 

a )  Un carattere qualitatiuo : l'ztfiilateralità o bilateralità della superficie ; 
b) Uri carattere numerico: l'ordime di  connessione 2, che si pub, con 

varî Autori, definire anche per superficie dotate d'un numero yualunque 
(finito) di falde. 

L a  deternzinasione dei due caratteri a) ,  b) per ogni superficie rasionale 
reale, di cui si conosca la rapprese.r~tazione piana, è il problema intorno a cui 
si raggruppano tutti i risultati di questa Memoria. 

II procedirnento di cui mi giovo per giungere alla soluzione di esso, si 
fonda su  due possibilità : 

1.") Quella di associare ad ogni superficie razionale reale B' una sua 
trasforniata reale @ la cui coiinessione si sappia determinare direttamente 
(valendosi p. es. della rappresentazione piana doppia di @); 

8.") Quella di desumere la connessione di F da yuella di @ valutando 
l'influenza clie ha su essa la trasformazione reale intercedente tra P e a. 

La ricerca, per ogni F, d'una @ la cui connessione sia determinabile di- 
rettamente (sopra un inodello concreto), non è di per sè semplice; ma la 
difficoltà diviene più seria se si vu01 scegliere @ in modo che dalla sua con- 
nessione si possa desuinere quella di 6 perchè a tale scopo conviene cl-ie 
la trasformazione reale che lega P a @ presenti certi caratteri di semplicità. 
Cosi ad es. se P ha unü sola falda, si pub scegliere corne @ un piano, m a  
la presenza su yuesto di curve fondamentali (semplici) ostacola pavemente 
la ricerca del carattere di bilateralità od unilateralità di F (*). La difficoltà 
si iimuove facendo sparire quelle curve fondainentali in modo che la rap- 
presentaaione piana d i  P rimanga ancora reale; tuttavia la possibilità di ta1 
rappresentazione (lirnitata da due determinate eccezioni), e più in genei.de 
d'una speciale rappresentaziorie piana di tutte le superficie razionali reali, 
clle ho chiainato normale, si prova mediante una indagine assai delicata, a 
cui è dedicato l'inter0 1. Tenendo conto delle proprietà di quella rappre- 
sentazione, si riesce in generale a costiuire la superficie (t? in modo clle la 
trasformazione (birazioriale) reale fra F e @ sia dotata su @ d'un numero 
finito di puirti fondamentali, e priva affatto di punti fondamentali su Ii: 

(*) Cfr. il lavoro di ENRIQUES, citato*alla nota (lj. 
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218 Co messat ti: Sulla connessione delle superficie raziionali reali. 

Allora, un teorema dovuto a KLEIN, completato da qualche osservazione ul- 
teriore, permette di dedurre la connessione di P da quella di a. 

11 teorema a cui s'allude, precisa l'alterazione che si produce nella cori- 
nessione d'una superficie, quando ad essa si applica una trasformazione reale 
dotata di eccezioni in punti e curve fondamentali. Data la sua ampia portata, 
specialmente per quanto riguarda 10 studio delle superficie unilatere, ho de- 
dicato alle relative applicazioni tutto il § 3, presentando ivi sotto nuova forma 
alcuni importanti risultati che concernono la teoria di quelle superficie, e 
assegnando alcuni modelli, atti a dare un'idea sulla forma delle superficie 
razionali. Lo studio delle superficie unilateie, mediante una loro particolare 
rappresentazione, conduce inoltre a considerare quelle fra le proprietà dei 
circuiti chiusi su esse tracciati, che hanno relazione col concetto (e colla de- 
finizione) d'omologia, e a porre iii proposito interessanti problemi. Di alcuni 
fra essi, che presentano analogia con quelli relativi alla ricerca d'una base 
minima per le curve appartenenti ad una superficie algebrica, ho dato la 
soluzione in fine del S 3. 

Ecco ora, in breve, le principali conclusioni della Menloria. 
Per quanto riguarda il carattere di unilateralità O hilateralità enuncierb 

anzitutto il risultato seguente : 
Tutte le superficie razionali con una falda (rappresentnbdi realrnente sa1 

piano) sono unilatere, fatta eccezione per quelle equivalenti ad una sfera ( Z =  0)  
O ad un toro ( Z =  2) (5  4). 

Negli altri casi si ha invece : 
In ogni classe di superficie (definita in relazione alle trasformazioiii bi- 

razionali reali) appartenenti alla 1" O II" farniglia (della classificazione sta- 
bilita in F. na0 40, Teor. V) esistono superticie, aventi l'ordine di connessione 
minimo le cui falde son tutte bilatere e del tipo sfera. Appena l'ordine di 
connessione supera quel minimo a.lirieno una falda è uriilatera (§ 5) ; 

Fra le cinque falde che appartengono ad una superficie della 111" fa- 
tniglia ve n'ha una - denominata falda sinyolare - che non si pub ridurre 
bilatera inediante una trasformazione birazionale reale. Sicchè le superficie 
di quella famiglia hanno sempre almeno una falda unihtera, ch'è la falda 
singolare, il cui ordine di connessione ha per valor minimo I'unità. Invece 
le altre yuattro falde possono simultanearnente ridursi hilatere e dei tipo 
sfera (§ 5, e, per 10 studio della falda singolare, § 7). 

1 risultati di carattere nunzerico si aggruppano tutti intorno alle espres- 
sioni - dipendenti dalla famiglia e, per le superficie con una falda, anche 
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Comessat t i :  Sulla conmessione delle superficie rnaionali reali. 319 

da due lasi eccezionali di rappresentazione - dell'ordine di connessiom Z 
inediante i caratteri inerenti alla rappresentazione piana normale della su- 
perficie F. In modo essenziale contribuisce all'espressione di 2, il numero r 
di quei punti che son base per il sistema lineare Z imagine - nella rap- 
presentazione normale - delle sezioni piane (od iperpiane) di F, e che sono 
uniti nella trasformazione antibirazionale involutoria r corrispondente al con- 
iugio di F (§ 5).  

Siçcome anehe l'espressione dell'invariante di ZEUTHEN-SEGRE 1 relativo 
ad F dipende in inodo essenziale da r e, in più, da1 numero i delle coppie 
di punti, base per 2, e corrispondenti in T, cosi si ottengono senza difficoltà 
importanti disuguaglianze. 

Esse esprimono, che, dato 1, il nuinero Z relativo ad iina superficie di 
una determinata faniiglia, con un certo numero m d i  falde, varia fra due 
limiti di cui l'itiferiore è fisso (per quel dato m e per quella famiglia) e il 
superiore dipende d a  I. Io provo che, coinpatibilinente colla relazione 

I Z (mod. 8), 

la quale è soddisfatta da tutte le superficie razionali reali, tutti i valori corn- 
presi fra i due limiti sono effettivamente raggiunti in ogni classe appartenente 
a quella fainiglia e relativa a quel dato numero di falde. Si trova cosi ri- 
solto un problema posto in fine dell'Introduzione di F. (pag. 6). 

Le espressioni di I e Z dipendono, coine si è detto, dai due interi r ed i 
e variano diversaniente al variare di essi; in ta1 guisa che l'eliminazione di r 
ed i non pub compiersi se non introducendo un terzo carattere della super- 
ficie che si esprima ancli'esso mediante quegl'interi. È questo il wumero base 
reale F, cioè il numero delle curve reali linearmente indipendenti a cui è li- 
nearmeutte legato ogni curva reale della superficie. Le espressioni diemediante 
r ed i (stabilite al 6) confrontate con quelle di I e Z conducono alla re- 
lazione seguente 

~+z=s( ; -  1), 

la quale ci sembra degna di nota, oltre clie per la sua semplicità anche per 
il fatto ch'essa vale per tutte le superficie razionali, indipendentemente dalla 
famiglia e da1 numero delle falde; in quanto l'influenza di tali elementi Spa- 
risce nel17elirninazione di r ed i. Si potrà forse in avvenire considerarla corne 
caso particolare, d'una relazione analoga ualida per tutte le superficie alge- 
briche ? 
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RAPPRESENTAZIOXE PIANA NORMALE DELLE SUPERFICIE RAZiONALI  REALI.  

1. Le proprietà di connessione d7una superficie razionale reale 3' si 
collegano, corne vedremo, intimamente, a quelle della sua rappresentazione 
piana. E tanto più semplice ed espressiva ne riesce la dedueione yuanto 
meglio quella rappresentazione risponde a certe condizioni di seriiplicit& isii- 
poste dalle speciali esigenze del problema. 

Per renderci conto, alineno in via approssiinata, d i  tali esigeilze, preii- 
diaino le mosse da un esempio. 

Iniaginiamo che F abbia una sola falda, cioè sia rappresentabile reu7- 

mente sopra un piano (reale) n (F. S 6). Sia S il sistema lineare reale di i;, 
che corrisponde a quel10 delle sezioni piane od iperpiane di 3'. Questo si- 
stema sarà dotato di un certo numero di punti base e di cume fondamentali 
semplici (eccezionali); anzi possiamo supporre clie, all'irifuori di queste, non 
vi siano altre curve fondamentali per S, imaginando, per maggior semplicità, 
che F sia priva di punti multipli. 

Possiamo allora calcolare subito l'ordine d i  connessione di F ,  giacchè esso 
si esprime in modo sernplicissimo mediante il numero dei punti base e delle 
curve fondamentali di S ;  mentre invece ci troveremmo di fronte ad una certa 
difficoltà qualora volessiino decidere circa l'unilateralità o bilateralità di F. 
Tale dificoltà, che divien più seria quando non si tratti d'una superficie par- 
ticolare, ma si vogliano stabilire condizioni generali, proviene dalla preseiîza 
delle curve fondainentali ('). 

Si potrà pensar di rimuovere siffatta difficoltà facendo sparire le curve 
fondamentali di S mediante una conveniente trasforsnazione di n in un altro 
piano n'. Invero, salvo determinate eccezioni, che possoiio venir considerate 
a parte, tale operazione è possibile (F. n.' 18, Teor. 1). 

Ma dopo ci6 la rappresentazione di. F su 7i' sarà aricora reale? 

(') Utla condizione, avente carattere geiierale, intesa a stabilire quaiido si possa affermare 
che F è unilatera, fu data da ENRIQUES : Alcune osseruaziomi intovno alle supel-ficie ~az iona l i  

reali [Rendiconti della R. Accadeinia di Bologna, XVI (1916), pp. 70-731. Trattasi peri, d'uiia 
condizione sufficiente, utile tuttavia in casi speciali. 
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In altre parole sarà reale il sisteina S trasformato di S 1 Ecco una que- 
stione di cui è assai importante che ci occupiaino senz'altro per spianare la 
via alle nostre ricerche. 

Anzitutto, riportandoci da1 suddetto esen-ipio al caso geilerale, ponianio 
i termini del probleina. 

Sia P urla superficie razionale reale qualunque, rappresentata sopra un 
piano (reale) 7 in ta1 guisa che al sisteina delle sue sezioni piane od iper; 
piane risponda un sistema lineare S, appartenente a z. Questo sistema sarà 
unito in uria trasformazione antibirazionale involutoria T, imagine del con- 
iugio di F (se P ha una falda T si pub trasformare ne1 coniugio e qiiinrli 
S in un  sistema reale). 

Circa S e T possiarno affer~iiare quanto seçue: 
a)  II sisteina S è riducibile, mediante trasforinazione creiiioiiiaiin, ad 

un sisteina privo di curve fondamentali semplici, ovvero dotato di parti. 
colarità su cui non è per ora il cas0 di insisterr (F. n.' 18, Teor. 1); 

b) La trasformazione T 15 riducihile, mediante trasforil~azione creiiio- 
niana, ad un determinato tipo che chiameremo ~lon~znle avente (in relazionc. 
a tutte le trasformate di T) il ininiiiio nunlero di pnnti fondanientali (redi 
F. § 6, Teor. IV). 

Ora proponiamoci la yuestione seguente : Le due riduziorii di cui si parla 
in a) ,  b) possono effettuarsi insieme? 111 altre parole si pu6 trasformare il 
sistema S corne in a,) in ta1 guisa che la T si inuti contenzporo~lea~~ie~lfe i n  
iina trasformazione di tipo norinale? 

Vedreino che la risposta, salvo una lieve restrizioiie, sarà afferiiîatira., 
In modo preciso dimostrerenio, riel seguito di yuesto paragrafo, il seguente 

TEOHEMA. Ogni sistema Zigleare sentplice S, CQ', (r  k 3) di  curve piane ZY- 
riducibili, unito i î z  una trasformnzione a~ztibirazionale imiolwtoria T, e dofafo 
d i  curve unite (7, s i  p d  ridurre, wzedin~zte trcisformaxione cremoninna, ctd ?tn 

sistenza nnaloyo, wvito in  ?Illa fwsfotl~nccziowe 7 di tipo norwctle (f~wsformafcr 
di T) e inoltl-e 

a) privo di  curve forzdawzenfnli sewtplici; 
ovuero anche, se r è i l  col?i?tgio 

(3 Queste çoiidizioni sono necessarie e sufficiriiti perche S si possa coiisiderare coiiic 
imagine del sisteina delle sezioni piane ud iperpiane d'una superficie P di 8,. (cfr. F. § 8, 
11.i 6, 12). 

Alznali d i  Matematica, Serie 111, Tomo XXIII. 09 
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p) dotato d i  una  sola rettn fondamentale contenente d2ce punti ba,se 
distinti e privo d'altri punti base reali ( 3 )  ; 

y) auente per curve fondamentali semplici m rette ztscenti d a  u n  punto 
base O,  e contenenti ciascuna u n  altro punto base infinitamente vicino ad O. 

Quando il sistenia lineare corrisponde a quello delle sezioni piane 
od iperpiane d'una superficie razionale reale P si;t ridotto a soddisfare alle 
condizioni. del Teoreina. suddetto diremo che la rappresentazior~e piana di P 
è normale. 

8. Veniamo ora alla dirnostrazione del Teorema enunciato. 
Sia F la superficie razionale considerata, S il sistenîa lineare apparte- 

nente al piano x, clle corrisponde a quello delle sezioni piane od iperpiane 
di P e clle supponiaino già ridotto a soddisfare alla condizione a )  del nu- 
niero precedente, cioè ad esser privo di curve fondamentali seinplici, ovvero 
a presentare le particolarità conteniplate nei casi II), 111) del Teor. 1 (F.). 
1 punti base di Il' potranno eventualnîente esser propri (F. n.O 13), ma non 
saranno in ta1 caso equivalenti a curve fondarnentali seniplici (F. nota a. 
]mg. 27). 

Iiicoiniticiaiiio da1 liberare il terreno clni due casi eccezionali esaiiiinaii- 
doli separatamente. 

Caso Il). S possiede unrc retta fo~zda~j~en-tale r con due pzuzti base di- 
stinti R ,  , R, ed 13 privo d i  altri pziuti base. Alloia la trasforniazione T (') 
in cui t: unito S è antiproiettiva od a~ltiyuadi.alic;t (F. r1.O 19). Ne1 1.O caso 
essa si lascia ridurre al coniugio, cioè a tipo noimale, mediante una trasfor- 
inazione proiettiva (F. n . O  8)  che non modifica. la iiatura di S ;  ne1 2.O se la 
T non è priva di putiti iiniti, cioè se non è di tipo normale (F. n . O  9 e § 6, 
Teor. IV b)), si lascia ridurre ad uii'antipi.oiettività mediante uiin trasforma- 
zione quadratica w avente i punti fondamentali (su x) in R , ,  R, ed in uii 

(a) E, s'intei~cie, d'altre curve fondamentali semplici. Conviene osservare clle in ta1 caso 
qualora esistmo puiiti base non appartenenti alla retta fondamentale essa si pub far spa- 
rire niediante m a  trasforinazioiie quadratica; taiito t: vero che ilel Caso II) contemplato nei 
F. Teor. 1 si esclude I'esistenza di tali punti. Qui iiivece essi non si possono escludere perchP 
la trasformazione quadratica che fa sparire la retta fondaiiientale muta il coriiugio in una 
trasformazione antiquadratica çhe non è piii di tipo normale. Ecco la  lieve restrizione a cui 
si era sopra acceiiiiato. 

(') Qui e ilel seguito useremo per brevità la locuzione u tvnsfnmrazio~ze T n in luogo di 
u tmsforrnrczinne a&71i+nnio~nle involutovin T ». 
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punto R unito in 2' (F. n.O 9). La o, fa sparire la retta fondamentale r ,  e ne 
introduce uii'altra s, per il sistenia S' trasforii~ato di S, la yuale proviene 
da1 punto R e si coniporta come r. Dunque ci possiain ridurre senipie al 
caso p) del teoreina enunciato. 

Caso 111). S ha per curve fonda~wentoli sempkici m rette uscenti d a  un 
punto base O e contenenti ciasczcnu un ultro pttnto base in/iihitawre~zte wicilio 
ad O. Sappiatno allora (F. n.O 19) clle S si pub ridrirre, niediante trasfornia- 
zione cremoniana, ad un sisterna avente per curve fondamentali seniplici 
solo rette appartenenti ad un fascio unito nella trasformaxione 7 (trasfor- 
mata della T in cui è unito S) ,  la quale è di tipo noriiiale. Anzi, se T rion 
è il coriiugio, si possono far spaiire successivarnente le rette fondameritali 
di x, niutando Z: e .r in enti analoglii. 

Sicchè, yualora non si finisca per cadere sopra un sistema privo di curve 
fontlamentali semplici, potremo supporre d'aver ridotto 7 al coniugio, e quiridi 

ad un sistema reale aveiite per curve fondamentali semplici solo rette ap- 
partenenti ad un fascio reale di centro U. Ora proveremo che, se Ç non ap- 
partiene ai tipi p), y), esiste una trasforn~azione biraxionale reale w del piano 
r di 2 in uri altro piano nt, la. quale wuta in un sistelria Z' analogo, con 
qualctie retta, fondamentale di rneno. 

Invero, non veiificandosi i casi p), y), esisteraimo cclweno due rette r, s, 
foiiclainentali pei. r, contenenti rispettivamente oltre U i punti base R, S di 
cui almeno urio, ad es. B, è distinto da U. Allora: 

1.O) Se R, S son reali, w è la trasformazione quadratica aveiite sii 7i 

il triaiigolo foridamentale U R  S. x' ha due rette fondamentali meno di ; 
%O) Se R è imaginario, la retta r eoiiiugata di r è pure fondaiiieii- 

tale e contiene il punto base coniugato di R :  w è ancora uiia trasfornia- 
zione quadratica avente, su 7c, il triangolo fondamentale UR R. 2' ha due 
rette fondamentali meno di x; 

3.') Se infine R è reale ed S irnaginario anche la retta s coiiiugata di s 
sara fondamentale e cotiterrà il punto base s coniugato di S. Allora o è una 
trasformazione cubica di ~8 JONQUIÈRES avente su TT il punto fondamentale 
doppio U ed i punti fondanietitali seinplici R, S,  S, P, ove P k un punto 
reale generico di i;. Essa fa sparire tre rette fondameritali e ne introduce 
una (proveniente da P); in ta1 guisa che x' ha ancora due rette fondamentali 
ineno di z. 

Cosi procedendo, o tutte le rette foiidanientali spariscorio, ovvero si ri- 

cade ancors nei casi p), 7 ) .  
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3. Ed ora occupiauioci del caso generale in cui S è privo di curve 
foiidaiiientali seinplici. Allora la trasformazione T ha  tutti i suoi punti fon- 
claiiientali in p i i t i  base di S (Y. i1.O 23); si tratta di far redere clie la T si 
pub riclurre a tipo iiorniale seliza introdurre ciirve fondainentali per il si- 
steiiia x trasfor~i~ato di S ;  iii altre parole clie tale riduziorie si pub coni- 
piere niediante una trast'oriliazione creiiioniaua w aveiite, SU z, tutti i suoi 
punti foiidanientali in punti 4ase di S :  ovvero che ci si pi10 ricondure ai 
ça" i), y). 

Percib si parta da un sisteiiia lineaie L, m", ii.riducibile, semplice, do- 
tato di puiiti base tutti iiiiproprî, priva aBatto di curve foiidamentali e unito 
in T. Costruendo cpesto sisterna coine in F. 11.' '24 possiaiuo supporre che 
i punti base di L cadano tutti in puiiti fonda~iientali di T, cioè in punti base 
di S ,  e clie iiioltie la curva generica di L passante per un punto qua lungue  P 
di n clistitlto dai punti base di L non alhia  d i  conseguenza un punto inul- 
tiplo ivi. 

Applicando ad  L il procediiiiento di successiva aggiunzioue arriveren~o 
necessariaiiierite ad un sisteiîia lineare A, unito in T, e apparteiîente ad uno 
dei seguenti tipi : 

1.') S i s t e m a  1irmcr.e (ml alu~elzo)  d i  curue raz iona l i  determiulato dnl 
gr u y p o  base ; 

8 . O )  Sistertzcc li~leccre irriducibile,  serrbplice (ao3 a lmeno)  d i  curve  ellittiche, 
p i u o  d i  c w v e  foi.zdamentali proprie,  d e t e ~ m i n a t o  da1 g r u p p o  b a s e ;  

3.') Rete  d i  curue ell i t f iche riducibile ( p e r  t ras formas ione  bircrzionnle) 
a l la  rete delle cubiche passnîzti T e r  7 pauu5 b a s e ;  

4.9 S i s t e m a  l ineare  003 d i  curve  d i  genere 2 riducibile a l  sistewza delle 
sestiche con 8 purd i  base d o p p i  ( O ) .  

Esponiamo ora le linee s e n e d i  della dimostrazione la puale si coin- 
porrà delle tre parti seguenti: 

A) Proverenio che, duraiîte il procedimerito di successiva aggiunzione 
lion si introducono nuovi puliti base, in ta1 guisa che i punti base di A ca- 
dranno tutti fra yuelli di L, cioè fra yuelli di S. 

B) Ridurrerno, mediante una trasformazione creliioniana p del piano n 

(5 )  CASTELNUOVO, Appendice alla Meiiioria di ENRIQKIES, SUL piani doppf d i  yeuere urto 

[Meinorie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL) (3). 10 (1896), pp. 901-2241, p. 9302, 
L'enunciato qui riprodotto trovasi al 1 i . O  7, p. 208 della Nemoria. Cfr. F. n . O  94. 
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in un altro piano s', il sistema A ad un sistema N d'ordine ininimo, il quale 
apparterrà necessariainente ad uno dei tipi seguenti : 

a)  fascio d i  rette ; 
b) rete delle rette d i  n'; 

c) sistemcc d i  tutte le coniche d i  ? F I ;  

d) sistetua delle eurue d'ordine n corh u n  pzanto base n - 1-plo ed 
1 (0 r l f n - 1) t a l z y e ~ t i  fisse, distinte, comur~i  a tutte le czcrve del sistema ; ' 

e) sistemac delle curae d'ordine n con .ut& punto base ,z - 1-plo ed ut4 
pzclzto base sewylice a distanza finita d a  quello; 

f ) sistemcc d i  cubiche con 0, 1, 2 , .  . . , 7 yzcnti base distinti  od infi- 
t~itmueicte vicini ; 

g) sistenza d i  yuartiche con 2 punt i  base doppi  distilzti od infinita- 
mente aicini ; 

h) sisterna d i  aestiche coit 8 yutzti base doppi distinti  od i~ f in i tcmemte  
vicini (6) ; 

provando che la trasforinazio~ie p non introduce curve fondainenta.li peï 
il sistema S' trasformato di S, in yuanto i suoi punti fondamentali, su r, 
cadono tutti in punti base di A, cioè di S. Farà eccezione solo il cas0 g) 
che ci condurrà al p). 

C) Dopo ci6 la trasformazione T', trasformata di T mediaiite p, do- 
vendo lasciare unito uno dei sisterni a), b),  . . . , h) si lascerà ricondurre a 
tipo normale mediaiite una trasformazione cremoniana v del piano 7c' in un 
altro piano rr, senza introdurre curve fondamentali sernplici per il sistema 
trasformato di S' (cioh di S niediante la w = p . v), ovvero introducendo delle 
rette fondamentali che ci ricondurranno ai casi P), y). 

4. Ed ora veniamo al dettaglio. 
A) Riprendendo in t ~ ~ o d o  più diffus0 e coinpleto un ragionan~ento 

svolto per un caso particolare in F. n.' 39, indichialno con 1 CI un sistema 
lineare a'' dedotto da L col procediinento di successiva aggiunzione, che 
non abbia punti base fuori di quelli di L, e tale che il suo aggiunto 1 C' 1 
acquisti un punto base P diverso da quelli di L. 

Poichè supponiamo che il procedimento di successiva aggiunzione non 
termini con 1 Cl, quel sistema e tutti i precedenti saranno irriducibili, sem- 

(") Cfr. FERRETTI, Sulla riduziolce all'orrZit~e nûinimo dei sistelni lineari di curve piaioe irri- 
ducibili d i  yenere p;  i t z  particolare per ii valori 0, 1,  '2 del genere [Rendiconti del Circolo Ma- 
tematico di Palermo, XVI (1919), pp. 936-8791, Teor. VII, X, XII. 
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plici, privi d i  oarue fondarnentali propvie, e avranno la serie caratteristica 
n o ~ i  speciale (CASTELNUOVO, loco cit. ( 5 ) ) ,  fatta ecceziooe per il caso su cui 
fra poco ci intratterremo, clle j C 1 sia un sistema di  curve iperellitticlie di 
genere r - 1 due a due secantisi in coppie della gi che çiascuna sostiene. 

Data l'ipotesi fatta sulle C', le C per P, se sono irriducibili, non possono 
avere 10 stesso genere della C generica percliè altrimenti le C' dovrebbero 
segare su quelle Cla serie canonica cornpleta e questa avrebbe in P un punto 
fisso. Dunque, O le C per P saranno riducibili, ovvero avranno il genere mi- 
nore di quel10 p della generica C. 

Incomiticiamo col mostrare assurda l'ipotesi che le C per P siano spez- 
zate in una parte fissa D e in una parte ulteriore E variahile in un sistema 
lineare CO"-' 1 E 1. Invero una ta1 curva D risulterebbe fondamentale imnpropria 
per 1 C 1 e percib la generica E avrebhe 10 stesso genere p della generica C. 
Ma allora il sistema 1 C'I dovrebbe segare la serie canonica complela sulla 
generica E ( 7 ) ,  e ci6 è i~~conciliabile coll'ipotesi che P sia un punto base per 
il sistema 1 C' 1 .  Infatti poichè uiia C' non taglia D fuori dei punti base di 1 Cl 
- chè altrimenti essa segherehbe una E fuori dei punti base in nieno di 2p-8 
punti - il punto P sarà un putito hase di 1 E 1 distinto da quelli di 1 C e 
non appartenente a G. Ma ci6 è assurdo perchè allora la serie canonica clella 
generica E avrebbe un punto fisso in P. 

Adunque O le C per P sarailno composte colle curve d'ut] fascio avente 
un punto base in P, ovvero saranno irriducibili e avranrio il genere iiiinore 
di p. Siccome entro / C 1 non esiste alcun sistema lineare cd-' avente molte- 
plicità superiore alla generica in cjualche putito base di 1 C 1 - chè altriineiiti 
un ta1 punto base R sarebbe proprio per 1 Cl, e quindi avrebhe la stessa 
influenza d'illna curva fondamentale yropria - cosi tutte le C per P avranno 
di conseguenza un punto multiplo Q non coincidente con alcuno dei puiiti 
base di 1 Cl; il quale coinciderà con P se le C per P sono coinpost,e colle 
curve d'un fascio. 

Esiste dunque -.nelle ipotesi fatte su 1 C'I - un punto Q non base 
per 1 C 1 ,  tale che le CO'-' C per esso formano un sisteina lineare / C 1 con un 
punto multiplo ivi. 

(T) Convien tener presente che 1 C'i è il sistema agyiunto p r o  a 1 CI e che in ta1 caso 
esso coincide col sistema aggiunto pur0 ad 1 E 1. 11 sistema lineare ohe soddisfa rispetto a i C 1 
alle condizioni d'aggiunzione, coiltiene corne parte fissa la ciirva D; togliendola (un certo nu- 
nlero di volte) rimane il sistema ( C 1 ( ,  
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Consideriaino ora il sistema i Co 1, oo", precedente a 1 CI nella serie dei 
successivi aggiunti ad L. Possiamo supporre che la curva generica del si- 
stenia lineare ma-' 1 C, ] formato dalle Co per Q, ahbia lo stesso genere della 
generica Co [incluso il caso clle le Co per Q contengaiio corne parte fissa una 
curva fondamentale Do di j Co j], giacchè in caso contrario le si c.onipor- 
terebbero coine le C e  nulla ci vieterebbe di risalire nella serie dei sistemi 
aggiunti fino a trovarrie due consecutivi di cui il secondo si con~porti conîe 

' 1  C j (in relazione ad un certo punto Q) ed il primo ne1 modo prescritto a Co 1 .  
Invero, corne abbiamo inizialinente ossermto, alnieno le curve di 1; soddi- 
sfano alle condizioni volut; per ( Co in relazione a yualunque punto del piano 
distinto dai punti base. 

Poichè & è punto rnultiplo di tutte le 1 CI, sarà anche punto inultiplo 
di tutti i gruppi canonici appartenenti alle e passanti per esso. Da ci6 

si trae, medisr-ite il teorenia di CLIFFORD, che / go 1 è un sistelna di curve 
iperellittiche. 

Siccoiue in tali condizioni non si pub trovare / Co / perchè allora / Cl ri- 
sulterebbe composto con un fascio di curve razionali ('), e yuindi, contro 
l'ipotesi, il procedimento d i  aggiunzione si estinguerebbe con j C , cos1 sol- 
tanto le o$-' saranno iperellitliche e percib ( C /  sarà un sistema di curve 
iperellittiche di genere s - 2 due a due segantisi in s - '2 coppie delle g: che 
ciascuna C sostiene; cioè apparterrà (CASTELNUOVO, loco cit. ad uno dei 
tipi seguenti: 

Rete d i  grado 2 d i  curve ellittiche: questo caso è da escludersi per- 
chè la successione degli aggiunti terminerebbe con 1 C 1 ;  

Siste?ncc oo3 d i  grcldo 4 e geptere 2 riferibile al sisterna delle sestiche 
per 8 punti base domi ;  questo caso è pure da escludersi perchè, quantunque 
esista il sistema 1 C' 1 - ch'è un fascio di curve ellittiche avente un nuovo 
punto base in  più di yuelli di 1 C j - noi, seguendo l'elenco dato al n . O  3, 
dobhiamo considerare la serie degli aggiunti terminata con 1 CI; 

Sisterna il cwi aggiunto 1 C' 1 è composto con un fascio d i  curve raziotzuZi 
1 D j bisecanti le curve di 1 Cl in ta1 guisa che ogni C' si compone. di p- ID('). 
Se 1 l l j  avesse punti base diversi da quelli di 1 C 1, togliendo alle curve di 1 D 1 
l'obhligo di passare per quei punti si otterrebbe un sistema lineare 1 E cer- 

(8) CASTE LNUOVO, Sulle superficie di gmere zero [Mernorie della 'Società Italiana delle Scienze 
(detta dei XL), X (1896), pp. 103-1931, p. 109. 

(O) Non è certa l'esistenza d'un ta1 sistenia 1 CI. Cfr. CASTELNUOTO, loc. cit. (3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



288 Conzessatti: Sulla comessione delle superficie rasiom1.i veali. 

tanzente pi& atwpio di 1 D 1 perché questo sistelna, essendo un fascio di curve 
razionali, non pub essere sovrabbondante. Ma allora ogni curra formata da 
p - 1 E sarebbe aggiunta a 1 C 1 in ta1 guisa che C' non potrebbe essere 
il sistema co~npleto aggiunto a 1 C 1. Adunyue il sistema 1 D col yuale in questo 
caso termina la successione degli aggiunti, 11011 pu6 arere punti base cliversi 
da quelli di 1 C . 

In definitiva I'ipotesi fatta su C'I risulta incompatibile coll'altra, che la 
successione degli aggiunti non abbia termine con C . 

B) Proviaino ora che la trasformazione p. la quale riduce A ad un 
sistema M d'ordine iiiinimo non iritroduce, salvo ii caso che A sia riducibile 
al tipo g); alcuna curva fondamentale per il sistenia S' trasforniato di S, cioè 
che essa ha tutti i moi  punti fondamentali in punti base di A. 

Infatti, corne risulta dalle dimostrazioni del FEKRETTI ( ' O ) ,  le successive 
trasformazioni che abbassano fino al minilno i'ordine di A hanno tutti i loro 
punti fondamentali in punti base di A e dei successivi suoi trasformati, se 
A è un sistema di curve razionali, cioè se è riducibile ai tipi a), b), c), d), e); 
negli altri casi invece quelle trasformazioni possono avere degli ulteriori punti 
fondamentali che diremo eccezionali in punti generici del piano. 

Ora si osservi che ognuno di tali punti produce una curva fondamen- . 
tale semplice (che si pub supporre isolata) per il sistema M, e che i sistenii 
f), h) sono privi di siffatte curve fondamentali, rnentre g )  ha uria sola retta 
fondamentale r contenente due punti base P, Q. 

Ne segue che nei casi f ) ,  h) i punti fondamentali eccezionali non pos- 
sono presentarsi, e che ne1 cas0 g) esiste a l  piu uno di questi punti da cui 
proviene la retta r. Dunque S' non pub avere curve fondamentali semplici, 
eccetto che ne1 caso g), in cui la retta r potrà essere fondanlentale per S ' ;  
e siccome essa é semplice ed isolata, cosi su essa vi  saranno solo i due 
punti P, Q, base per S'("). 

Siccome la trasformazione Tt deve lasciare unito il sistenia g )  che ha i 
soli punti base P, Q e la c u i m  fondamentale r ,  cos1 essa s a r i  necessaria- 
mente antiproiettiva od antiyuadratica (F. n." 19) e percib coine al n." 2 si 

(le) Loco cit. (6) .  Cfr. i teoremi III, IV, V e le relative diinostrazioni, da cui dipeiidoiio 
i risultati dei teoremi VII, X, XII. 

(IL) Ogni punto base di M è base per S', altrimenti proverrebbe da una curva fondanien- 
tale semplice di S. 
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potrà ridurre a tipo normale, conducendo al caso a) se T' è antiproiettiva 
ecl r non è fondamentale per S', al caso P) iielle altre ipotesi. 

Cj Riducianîo ora la trasforniazione T' in cui è unito JI (ed S') a d  
u n  tipo normale T senza introdurre curve fondanîentali seniplici per il si- 
stetna x trasformato di 8'. 

Se A I  appartiene a d  uno dei tipi a),  b), la T' è certo antiproiettiva, e 
quindi si riduce immediatamerite a.1 coniugio. 

Se AI è uno dei sistemi d), e) ,  T' dovrà. lasciare unito l'unico sistema 
lineare di curve secanti in un sol punto variabile quelle di  J I ,  ch'è il fascio 
di  rette col centro ne1 punto base n - 1-plo per JI, il yuale è anche punto 
base per 8'. Ci troviarrio quindi ricondotti al caso c). 

Kiinangono duilque da trattare le ipotesi corrispondenti ai  casi c) ,  f ) ,  12.). 
Se Y lascia unito un sisteina c )  essa si pu6, niediante successive trasfor- 

nîazioni quadrntiche, ridurre ad una. trasfoiriiazione aiitiyuadratica priva di 
punti uniti (12), ovvero a d  uiia trasforinazione d'ordiiie 112 ( 1 1 )  con iin punto 
fondainenta.le 1 1 ~  - 1-plo O e 02 ($12 - 1) punti foiitlaiiientali sein plici P, ,. . . , 
Pt,,-,, distiiit,i o(1 infinitai~eiite vicini ad O i i i  tlirezioni distinte e aveliti or- 
d i i ia ta~nente .pe~ oniologhe le rette p,, . . . , p ,,,,,-,, ( p i  = O Pi) (F. 11.' 12).  Ulm 
siffatta trasfoni~a.zioiie T" è di tipo norinale, eccettualo se 1 1 ~  = 2; e il si- 
stenia S v  trasformato di S' acyuistit solo delle rette fontlainen tali (seniplici) 
uscenti da  O (F. 11.' 10, 11, 19). 

Dopo cib, se rn= 1, cioè se T" è aiitiproiettivn. si  potrh rapionare roine 
al n.O 3 (Caso III); s e  invece az > 1 le rette forirlaiiientali t l i  S" si potraiiiio 
far spai-ire operando corne i i i  F. 1i.O 19. Poichi? iiietliaiite il proce(li1nrnt.o di 
i*iduzione, la  T" si  nut ta in uiin trasfoi~iiiaxioiie perfettainente analoga, lo 
scopo sarà raggiunto, salro ne1 caso 111, = 9 iiî cul per ridurre la trasfoi. 
iiiazioiie a tipo ilormale hisogi~erà, dopo aver fatto sparire le rette fontla- 
iiieiitali di Su ,  operare roi1 m a  trasfoririazioiir quatlraticn la qunle ci coii- 
tlurrà al caso p) (cfr. 11.' 3, caso II).  

Iiifine imi\giiiianio clie IV apparteriga nt1 iiiio (lei tipi li.), f ) .  Si pu0 nl- 
lora supporre clie i puiiti hase d i  JI siano tutti d i s f i d i  e picer ic i  ilel seiiso 
che non siaiio atti ad  individuare curve foiltlanieiitali (iioii seniplici) per JI. 
iiirero nell'ipolesi contraria, se ,Il nppartieiie al tipo f )  si ti-ovn siil~ito iiii 
-- 

(lx) Questo cnso non ha alcuri interesse per il seguito corrispoiideiido n siiperfiçie priije t7i 

p a d i  îeali .  C i  dispensiaiiio da1 trattarlo a  part^, prrchi. il r;igioiiaiiteiito v t i ~  segiie vale, coii 
qualclie avvertenza, anche per esso. 

Ati.tiali di  Matematica, Sei'ie III, Sonio XXlIT. 30 
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sistema di curve razionali unito in T' e avente tutti i suoi punti base in 
quelli di M, e quindi ci si pub ricondurre ai casi già studiati ; se itivece A2 
appartiene al tipo h) si pub trovare u n  sistema di curve raziotiali O ellittiche 
unito in T' e quindi si ricade nei casi precedenti orvero ne1 caso f ) .  Ad 
esempio se JI è una rete di curve ellittiche coi1 tre punti base allineati ri- 
sulta unito in T' il faseio di cutiiche individuato dagli altri quattro; e se tre 
fra yuesti sono pure üllineati risulta unito il fascio di rette passante per il 
rimanente, ecc. 

Le trasformazioni T' che lasciano unito uno dei sisteilii h),  f )  hanno al 
più 8 punti fondamentali e percid sono i n  nzmero finito; una yualunque h a  
esse, se non è di tipo normale, si lascia ricoiidurre a tale mediarite sricces- 
sive trasformazioni quadratiche nventi i punti foil(1amentali in punti base di M 
e che lo mutano in un sistema perfettamelite analogo, fatta eccezione per 
il cnso che T' o qualcuna delle sue trasformate sia antiyuadratica; allora la 
riduzione di essa a tipo normale iiitroduce una retta foiidameiitale per il 
sisteina I: trasforrnato di S' e riporta al caso p).  

Non crediaino oyportuiio iiltratteiierci siill'elenco delle possihili trasfor- 
inazioili e sulla loro riti~izione a tipo ilormale perchè ogiiuno potrà con fn-  
cilità yendersi conto, caso pei' rnso, della verità di quniito abluiaino asserito. 
Solo osserviaino in proposito che niai potrà sorger dubbio circa la non esi- 
stenza d i  trasformazioni quaciratiche arenti i punti fonrlariienlali in tre qua- 
luuyue frü i putiti hase di n[ o dei suoi trasforriiati, perchè, in virtù dell'ipo- 
tesi fatta sopra, tali punti sono seiiipre clistinti e mai allineati ( la)} .  

La possibilità d'una rappresentazione piana noriîiale per ogni superficie 
raziouale reale, eriuiiciata da1 teorema del 1i.O 1, risulta in definitiva dimostrata ; 
ne vedreino chiaramente più tardi I'i~iiportanza fondamentale per 10 studio 
delle proprietà di connessione di quelle superficie. 

('7 Uri elerico delle trasforiiiazioni che possono lüsciar ~ in i to  un sistema f) t,rovasi in F. 
:il n.' 33. Da essosi  pith desumere s e m a  gran dificolt.h, operando p. es. col procediniento 
di successiva aggiunzioiie su1 sisteina lineare unito ch' è determinato da  una  retta e dalla 
rurva onio!og.i, I'esistenza di sistemi d i  curve razionali iiniti in quelle irasformaaioni che non 
sono di tipo iioriiiale. Mediante la çoiisid~razioiie di quei sisteini la riduzione si effettua rapi- 
daiiientr. 
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5. In questo paragrafo e ne1 seguente ci proponiaino di precisare il 
campo delle proprietà di cui intendiaiiio occuparci, stabilendo per esse e per 
gli enti a cui si riferiscono, alcune definiziorii ed osservazioni fondaruetitali 
intese a cliiarire il punto di vista delle nostre ricerche: ed inoltre enunciarido 
o provando per via diversa alcurie fra le più itnportanti proposizioni appar- 
teneiiti alla teoria della connessione, di cui poi dovremo fare uso corrente. 

Considereremo seinpre superficie reali ,  fivzite od infilhite, oppartenetbti ad 
u n o  spario  (euclideo) dotato d ' u n  nuwzero pzlnlscnyue (1 3) d i  diwbeîzsioni e 
composte d'uncc O pi& falde distinte. 

Benchè il significato di tali locuzioni sia di per sè abhastaliza chiaro, 
crediarrio opportune, anche in vista degli ulleriori sriluppi, di detern~inarlo 
più ne ttainente. 

Percib, indicaado con a,, s,, . . . , x,, coordinate n'on oinogenee di punto 
i n  un S,,, paitiamo dalle forinole 

x1 = SI (u, a), xi, =3? (cc, v ) ,  . . . ,a,,= st,, (u, v), (1) 

nelle ( p l i  5,, 5, , . . . , 5, sono fuiizioiii reali delle variabili reali u, u, uni- 
formi, finite, e derivabili iiei punti d'una certa regione R del piano u, v. As- 
sunta entra R un'ürea A semplicemente connessa (cioè raccliiusa da un coli- 
toroo c finito, chiuso, e privo di nocli) eiitro la quale la matrice funzioiiale 
delle x rispetto alle zl, v non si annulli' mai, indichiaino con E l'insieme dei 
puiiti di S,, che, mediante le (l), corrispoildono ai puiiti di A contoriio iii- 
cliiso, con C quelli che rispondorlo ai puiiti di c. 

Direnlo allora che E è una fcclda ovvero uii yezzo, eleu~entccre, apparte- 
neiite ad S,  e l imi tato  da1 contorno C. 

Possiamo esteridere tale defiiiizione, convenenclo di considerare come 
falda elementare di S ,  l'insienie dei punti  - proprî otl improprî - clle cor- 
rispondono in un'oniopafia reale non degenere a quelli d'una faldü eleliieii- 
tare E', definita ne1 modo awidetto ed appartenente ad Lino spazio S',, di 
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coordiiiate iioii oinogeiiee $,, y, , . . . , y,. Ci6 eyuivale a sostituire, iiella de 
finizioiie di E, in luogo delle (1) le formole più generali 

in ciii le T I , ,  m2 , . . . , v,, soli f ~ i ~ i z i ~ ~ l i  liiieari fïatte, col10 stesso deiloniiilatore, 
delle z , ,  x2 , . . . , s,,, tali clie l'oiiiogiatia fia S,, ed S',,, ch' è cletiiiita dalle 
foriiiole 

$1 ==XI (xi> s 2 , .  . . , %), . . . , y,, = x,, (xl, Eh,. . . , x,J, 

lion riwlti degenere. 
Due falrie eleliieiltari E, El, apparteueuti e~itr;tnil~e ad S,, et1 aveiiti una 

parte superficiale in coniurie il cui coiitor~io sia tutto foniiato da parti dei 
coutoriii di E, E',, si dirarino un3 il yrolzcuzyccme~ito anal i t ico  dell'altra ("). L'in- 
sieiiic di uii m m e r o  fiizito di falde elemeiitari El, E, , . . . , E ,  apparterienti 
ad S,, e tali che [la ciascuiia. di esse si possa passare niediante uria catena 
di prolu~rgainenti analitici ad ulia qualunque delle altre, si dirà uiia f d d a  su-  
j~erficiccle O, piii hreveiiieli te, uoa faldcc F apparteliente ad S, ('&). Col iioiiie 
di szyîerficie deiiotereiiio, più in geiierde, l'insienie di un nuiiiero finito d i  
falde apl)aitelieliti al10 stesso spaeio. 

È: beii chiaro cosa si dehba i1itentlei.e per illtorno di un punto P sopra 
UIM falda elewe~itare E' t l i  cui Y sin puuto iiiterno; ed è pure owio coiiie 
i ~ i  putito Y di utia faltla B' possa avere su essa più intonii ciistiriti appar- 
tetieilti a clisti~ite falde eleineiitari pei. P. 

Se invece P si trova su1 coiitoriio rl'uria falda eleineiitare, ad eseiripio 
tli El ,  e non appartieue coiiteniporaiierti11e11te a qunlche altra falda elemeii- 
tare che sia prolurigaliiento aiialitico di E,, si dirà che esso, in quinto ap- 
partierie ad El,  è iiii y u n t o  di frodiercc della falda P. 

Uria curva chiusa, tiitta coniposta d i  puiiti c!i 'froiitiera si di& un orlo 

(14) Cfr. POINCAK~,  L l t ~ ~ l ~ s i ~  Situs [Joul~iail de l'École Polytechnique (8), 1 (1895), pp. 1-10231, 
p. 10. L'illustre A. suppoile per6 che le fuiizioni 31 delle (2) siano anaiitiche. Le condizioni 
da iioi imposte al contorilo della parte coinime ad E, E, introdotte per evitnre clie nelle falde 
considerate si presentirio punti o lime di bifo~caziotie,  risiiltano i n  ta1 caso superflue. 

(15) L'ipotesi che F sia composta d'un numero finito di pezzi elemrntari esclude dalle 
nostre considerazioni falde del tipo di quella che si  otterrebbe p. es. congiungendo due fogli 
piani mediante un'infiiiità nuinerabile di tubi. Tale esclusione trovasi fatta (piii O meno espli- 
citamente) in quasi tutte le ricerche sulla connessione delle superficie. 
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di Er Si diniostra senza clifficoltà che la frontiera totale di E' si coinpone d'un 
nuii1ei.o finito r di orli; se r = O la falda si dirà chiusa. 

Le superficie algehriche prive di  punti multipli soiio coiiiposte d'un nu- 
nier0 firiito di falde chiuse, ciascuna delle quali rientra nella iiostra defini- 
ziorle (16). 

6. Considerianio ora due falde elenientari E, E' apprtrteuenti rispettiva- 
ineute ad S,, , S',, , e definite, nella inaniera più gerierale, clalle equazioni 

x i  = Ji (u, v), -liti = 3'; (u' v'), ( i  = 1, 2 , . . . ,IZ) 

(le .ri, 7' essendo funzioiii lineari fratte, collo stesso denominatore per ciascuil 
gruppo, delle coordinate non oinogenee di S,,, S',,), in corrispoildenoa a due 
aree A, A', seinplicemeilte connesse, appartenenti ai piani zc v, zb' v'. Se le u', v' 
si possono considerare corne fuilzioiii reali, uniformi, fitiite e derivaldi delle 
u, .u in ta1 guisa uhe inentre il punto (u, v) descrive A il punto corrispon- 
dente (u', u') descriva tutta l'area A' e il deteriniilante funzionale delle a', v' 
rispetto alle u, v non si annulli mai (cioè le funzioni u', v' delle u, v siario 
invertihili), diremo che tra E, E r  (in quaiito si considerano ornologhi due 
punti che provengono cla valori corïispondenti dei parainetri) intercede urta 
corrispoîatleiûzc~ biuteivoca, coutinzcn, yrivcr; di eccesioni. 

Lo stesso si dirà cli due falde F ,  P' se esse sono riferite ili inodo clle 
ai punti di uii pezzo eleinentare scelto ad aibitrio entro la prima, corrispon- 
dano, ilel modo suddetto, i puiiti di un analogo pezzo della seconda. Due 
tali falde si considereraano corne equivale~lti clal punto di  vista della connes- 
siorze, e si chiameranno breveniente equiuplenti. 

Le proprietà clie iioi considerere~no conle iueretzti alla col~mssione sa- 

(le) Ci6 si pub p. es. riçavare, con qualche lieve aggiunta, dalla dimostrazione di POIN- 
CAKE, loco cit. (9, p. 11, 14. Si potrebbe dimostrare che nella definizioiie data sopra rientrano 
anche le falde delle superficie algebriche dotate di Eil~ee multiple ovdinarie, ma per ora ci6 
a iioi ilon preme perchè ci riserviamo di precisare in seguito, mediante la risoluzione delle 
singolarità per le superficie razionali, il comportamento di esse di fronte alle proprietà di 
connessione. Se si volesse estendere la definizione anche alle falde con singolarità isolate, 
bisognerebbe considerare anche il caso che, nelle ( L ) ,  la matrice fiinzionale delle x rispetto 
alle u, u fosse nulla i n  qualche punto dell'area A. Cfr. H. v. MANGOLDT, Die Beyriffe u Linie  B 
utzd « FE&che» [Eiicyclopadie der Math. Wiss., ecc., Leipzig, Teubner (3907), III,, pp. 130-1521, 
p. 150. 
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ranno dunyue quelle che sono iwarianti di fronte alle trasforinazioni biu- 
nivoche suddette ('7. 

7. Una prima distiuzione fondanlentale che ha valore di fronte alle 
trasforinazioni considerate ed 6 percio inerente alla connessione, è quella delle 
falde in bilatere ed zcnilatere. Tale distinziorie si pub stabilire, seguendo POIX- 
CARÉ (''), mediante considerazioni analiticlie conriesse alla definiziorie di falda 

(Il) La considerazione delle proprietà inerenti alla connessione, sotto questo punto di 
vista - ch'è il più generale - trovasi, almeno per superficie finite, in MOBIUS, Theorie der ele- 
mentaren Verniandschaft [Gesammelte Werke, Leipzig, Hirzel (1886)1, Bd. II, p. 435, e suecessi- 
vamente in vari Autori, fra cui crediamo di dover citare JORDAN, S u r  la  déformation cles sur- 
faces [Journal de Mathématiques pures et appliquées @), XJ (1866), pp. 105-1091 che consi- 
dera le traeformazioni biunivoche, ecc. (ne1 campo finito) conie equivalenti (per definizione) 
alle deformazioni (con estensione), e POINCARÉ, loco cit. ('9, p. 7-9, che introduce la denomi- 
nazione di « homéomorphes » per due superficie O varieta equivalenti ne1 senso suddetto. Per 
il caso di superficie infinite - ch'è poi il nostro, - la distinzione fra il punto di vista più 
generale, ed altri punti di vista particolari, fn rnessa in luce da KLEIN, Ueber den  Zusammen- 
hang der Blachen [Mathematische Annalen, XI  (1876), pp. 476-4881, pp. 478,479, che introdusse 
la denominazione di assolute per quelle proprietà di connessione che rimangono invariate di 
fronte alle trasformazioni più generali, e di relative per quelle che non si  alterano, soltanto 
se si  opera con un gruppo particolare di trasformazioni aventi ad es. relazione col10 spazio 
O con qualche varieta collegata alla data. Cfr. DYCK, Beitraye sur  Analysis S i tus  [Mathema- 
tische Annalen, XXXII (1888), pp. 457-5191, p. 457. Sono ad esempio proprietà relative quelle 
che si riferiscono al  punto di vista proiettivo della connessione, cioè che rimangono invariate 
per deformazioni ne1 campo finito e collineazioni reali e che sono state considerate dallo stesso 
KLEIN nei lavori Ueber Flachen dritter Ordnwzg [Mathematische Annalen, VI (1873), pp. 551- 
5811 da p. 578 a 581, Bemerkungen über den Zusammenhang der Wachen  [Mathematische An- 
nalen, VI1 (1874), pp. 549-5571, In relazione a tale punto di vista le falde si  possono distiii- 
guere in dispari,  pavi con curve dispari e pari  senza curve dispari. Cosi ad esenipio I'iper- 
holoide ad ulzu falda ed il toro sono due falde pari, di cui la prima contiene curve dispari 
(generatrici) e la seconda no ; e pertatito esse sowo da1 punto di vista proiettivo, inentre, 
come vedremo, %on. 10 sono da1 punto di vista assoluto. Un altro punto di vista, che si po- 
trebbe dir metrico, è quel10 ne1 quale i punti improprî delle falde si  considerano come fro9c; 
tiere, pur rimanendo la possibilità di poter deformare le falde ne1 campo fiiiito: ad esso pos- 
sono ascriversi i lavori di SEVERI, Sul la  forlna delle rigate cubiche [Atti del R.  Istituto Ve- 
neto di Scierixe, Lettere ed Arti, LX11 (L903), pp. 863-8791 e TORELLI (R.), Sulle proprzetà d i  
connessio~ze delle superficie lno+koidali [Atti della R. Accademia di Scienze Fisiche p. Matematiche 
di Napoli (9), XIV (1910)l. Ne1 primo di questi lavori si trovano alcuni tipi nletrici di rigate 
cubiche bilntere, tnentre, come si vedrà, tali rigate sono, da1 punto di vista assoluto, tutte 
unilatere. 

('3 Loco cit. (14), § 8. 
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data al n.O 5 ;  perb crediamo ch'essa si renda più cliiara - aliiieno ne1 caso 
clelle superficie - seguendo una via geoinetrica. 

Percib, parteodo da un puiito P appartenente ad una falda l?, iinagi- 
uiamo di fissare un verso ne1 fascio degli elementi lineari clle escono da P 
ed apparteiigono ad un deterinina to iiitorno di esso; segriandolo per eseinpio 
sopra una piccola curva chiusa - clle, seguendo KLEIN, denomineretno indi- 
catrice - assirnilabile ad un cerchietto che racchiuda ne1 suo interno P ed 
appartenga all'intorno considerato. Al niuoversi di P sopm P potreino ima- 
ginare che esso si trascini seco l'indicatrice, e die  il verso relativo si deduca 
per continuità da quello di partenza. 

Supponiaino ora che P si muova lungo una curva chiusa G appartenente 
ad F descrivendola tutta una sola volta partendo da una posizione iniziale 
e ritornaiidovi (ne1 medesimo intorno) ('y. 11 verso dell'indicatrice pot& a 
operazione coiupiuta, coincidere con quel10 iniziale, ovvero essere invertito. 

Se la prima circostünza si presenta per tutte le curve chiuse che si pos- 
sono tracciare su F, si dirà che tale falda è bilatera; se invece per qualche 
ciirva si presenta la seconda circostanza la falda F si dirà unilatera (2". 

Sono iinportanti alcune proprietà cnrcctteristiche delle falde utlilatere, che 
si deducono senza dificolth dalla definizione, e che ci limitiamo ad enunciare: 

È unilatera ogni falda F sulla quale esista una curva chiusa o dotata 
della proprietà di invertire un verso fissato inizialmente sulla normale ad F 
(O una facccia del piano tangente), quando, dopo aver descritta interamente o, 
si ritorni alla posizione di parteriza. 

Se 6 lia punti inipropri, all'atto del passaggio per ognuno di essi con- 
viene scainbiare tra loro i due versi della normale, O le due facce del piano 
tangente. 

È pure unilatera ogni falda la yuale contenga un sisterna continu0 di 

(19) Non crediamo sia il cas0 di enlrare in dettagli siilla defiuizione di curva chizlsa trac- 
ciata s u  F, avvertendo pero che irltendiamo di inçludervi anche le curve chiuse imfinite. Vo- 
lendo, all'atto del passaggio di P per una posizione impropia, seguire il verso dell'indicatrice, 
basterà riferirsi ad uiia coiiveniente trasforinata omografica d i  P. 

(20) È noto che ta1 distinzione si deve a M~BIUS, Bestitwnung des It~halts eines Polyëders 
[Werke, Bd. I I ,  pp. 4'7651&], pp. 483-483, Zur Theorie der Polyëder und Elemelztarver.niandschaft 
[Ibid. Bd. II (Nachlass), pp. 517-5591, 1. Einseitiye Polgëder, pp. 519-W1, 111. .Ficichen und Po- 
2yëder holzerer Clnsse~~,  p. 558; perb, corne abbiarno sopra accennato, l'uso dell'iiidicatrice f i i  
iiltrodotto da KLEIN nella citata Memoria Ueber den Zusccmmenha~~g, ecc. dei Math. Ann. XI. 
Il primo studio coinpleto sulle superficie unilatere fu fatto da DYCK nei citati Beitrage. 
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curve chiuse secantisi due a due in un numero diqmri  di punti; in parti- 
colare lo è il piaf20 illirnitato (proiettivo), in quanbo sii esso le rette godono 
della proprietà anzidetta ('l). 

Se si taglia una h l &  unilatera lungo uua curva cliiusa o dotata della 
proprietà di invertire l'indicatrice, la falda acquista un solo or10 i i i  corrispon- 
denza a quel taglio; e reciprocamente lungo uiia curva dotata di siffatta pro- 
prietà l'indicatrice s'inverte. In tale condizione si trovano ad eseliipio le rette 
di un piano in quanto i due bordi (distinti in senso rnetrico) d'un taglio ese- 
guito lungo una di esse si possono cotlsiderare con-ie limiti dei due raini 
di un'iperbole, e percib costituiscono uii'miccc curva chiusa. 

8. Alle proprietà di connessione delle superficie composte di una O più 
falde, sono collegati alcuni invarianti numerici (interi) dotati di notevole im- 
portanza. Priina di occuparci della loro definizione sarà opportun0 spendere 
qualche parola intorno ad alcune operazioni di uso corrente nella teoria della 
corinessione. 

Chiameremo sepento  trasversale ogni segmento seiiîplicenlente coniîesso 
(cioè deformahile in un segmento rettilineo), privo di iiodi, appartenente ad 
uiîa farda P e avente gli estremi in diie punti di frontiera. Un taglio eseguito 
lungo un segmento siffatto si dirà tnylio trccsversale (Querschnitt), di 1." O 9.' 
specie secondo clie gli estrelni appartengono ad un niedesirno or10 O n due 
orli diversi di F. Si dirà invece che in F s'è aperto un buco quando la si 
taglia lungo un segment0 seinpliceinente connesso, interno ad essa compresi 
gli estremi. 

Infine chianleremo taglio chiuso (Rükkersch~ôétt) ogni taglio eseguito in P 
lungo una curva cliiusa ad essa interna; di 1." O 2." specie secorido clie esso 
dà origine a due oppure ad un  sol^ orlo, cioè secondo che lungo yuella. ciirva 
il verso dell'indicatrice si conserva ovvero s'inverte ('7). 

Questa proprietà del piano illimitato fu esplicitamerite notata da KLEIN in ~iii'ossei- 
vazione contenuta nella citata Memoria Ueber Wückew, ecc., dei Math. Anii. VI, relativa ad 
un lavoro di SCHLBFLI, Qwa"nd9è che dalla s~perficie yenerale d i  terzo ordine si stacca %na 
parte che Non sia realme& segatn da ogni piano veale? [Annali di Matematica (B), V (1871- 
73), pp. 289-2951; e chiarita ulteriormente da SCHLAFLI, Correzione, ecc. (alla Memoria prece- 
dente) [Annaii di Matematka (Bj, VI1 (1875-Tc), pp. 193-1961 O dallo st,esso KLWN nella citata 
Memoria dei Math. A m .  VI1 a p. 550. 

(=" Si badi bene che un taglio cliiuso eseguito luiigo uii circiiito riducibile per deforma- 
zioiie continua ad un punto lion eyuivale ad un buco i n  quanto spezza la falda su  cui rse- 
guito in due parti. -Cfr. in proposito la Nota (P3. 
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Preinesso ci6 passialno a definire tre nulneri collegati alle propriettt di 
connessione delle superficie: il numero caratteristico O caratteristien K, il ge- 
nere p, l'ordine di corinessione 2. 

Considerianio dappriiua u n a  falda F su cui si sia tracciata uiia rete di 
un nunîero fi~zito a, di poligoni (curvilinei), ciascuno dei quali si possa coii- 
siderare coine un pezzo elementare d i  F, aventi coinplessivameiite a, lati ed a, 

vertici. Il iiumero intero 
K=- X o  + M l  - % , (3) 

risulta indipendente dalla rete coiisiderata e si chiama nurnero carntteristico 
O caratteristica della falda P. 

Se u n s  superficie S è composta di rn falde dislinte P,,  F', , . . . , Ii', aventi 
le caratteristiclie KI,  1<, , . . . , Km, si d i r i  caraiteristica. di S il nuinero 

soriinîa delle caratteristicbe delle sue parti (principio d'addizione delle carat- 
teristiche) (' '). 

La caratteristica d ' m a  superficie S diminuisce di 1 per effetto d'un ta- 
glio trasversale, aumenta di 1 per effetto- d'un buco, lion si alteia per effetto 
d'un taglio chiuso, e inversainente ('"). 

Ritorniamo ancora alla considerazione d'uiia faltla F, dotata di v orli. 
Diremo geîsere di F il numero intero p che si ricava dalle formole 

K = 2 p  -+ r - 2, per le f d d e  bilntere, 

X = p  + r - 2, per le falde uniltctere('"; \ (5) 

(e3) Per l a  definizione stabilita dalla (3) cfr. DEHN ed HEEQAARD, Analgsis Situs [Ericyclo- 
padie der Math. Wissenschaften, ecc. (Leipzig, Teubner, 1907), III,, pp. 153-9920], pp. 195-1W. 
Il nutnero caratteristico fu definito in altro modo e studiato da DYCK nei citati Beitrüye, . 
dove trovasi enunciato e dimostrato il principio d'addizione; va per6 uotato che il iiumero K" 
di DYCK è eguale e di segno contrario al tiostro ZZ. 

(24) Cosi ad es. la c h i u s w a  d'un buco diminuisce di 1 la caratteristica. Non sarà inop- 
portnno osservare che se il taglio esegaito stacca da S un pezzo, questo va  contato come 
parte della superficie S' ottenuta. Cosi se si taglia una sfera S lungo un cerchio massimo 
divideridola in due pezzi elementari (per ciascuuo dei quali è K = - 1) la caratteristica rion 
si altera a patto che si  consideri come superficie S' l'insieme dei due pezzi. Per la sfma s i  
ha duoque K =  - 9, ci06 a, + a, = a, + 2 (formola di EULERO). 

(23 Cfr. DEHN ed HEEGAARD, loco cit. p. 199, DYCK, loco cit. (lP), pp. 43-479, DE PAOLIS, 
Teorirx. dei gruppi geolîûetrici e delle corrispotwlelzze clze s i  possom stnbiliw f ia  i loro ekmenti 
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esso risulta eçuale al niassiino iiuriiero dei tagli cliiusi rion seçantisi due a 
due che si possono eseguire su F seriza spezza.rla. Sostituendo nelle (3) il va- 
lore d i  K dato dalle (3) si avranno le fornzole & EULEKO genern l i~za te .  

Chianierelno in  fine ordine  d i  con+zessio.ne d'una superficie S composta di 
m falde il numero 

Z=R+2,  (6) 

di guisa clie indicando con K, , . . . , K,, le caratteristiclie delle singole falde, 
con Z,, . . . , Z,,, i relativi ordini di connessione si avranno le iinportanti for- 
ln ole 

e, in particolare per +n= 1, r = O (fiilde cliiuse), tenendo conto delle (5), le 
relazioni 

Z = 2p,  per  le falde bilntere 

Z =  pl per  le f d d e  umilatere (2". 

Inoltre dalle proprietà del tiuiiiero K e dalle formole scritte segue su- 

[Nemorie della Società Italiana delle Scieoze (detta dei XL), VI1 (1890), pp. 88-841. In questa 
Menioria non si trovano le forinole (5),  nia formole analoghe nelle quali, in luogo di K eoni- 
parisce quelIo che l'hutore chiarua n u m e r o  for~damentale,  ch'é poi il nostro ordine di con- 
ilessione. 

(26) È noto che il concetto e la definizioiie di ordine di connessiotie per le falde bilatere 
risalgono a RIEMANN che iiella I~aauyura2clisse1-tatio)~ (Gottingeii, 1851) da1 titolo G1-undlayen 
für  e ine  allyeweitze Theorie d e r  Furactionen e iner  verdnderl ichen cornplexen Grossen [Gesani- 
melte Mathematische Werke (Leipzig, Tenbner, 1876), pp. 3-47] chiama .n - m + B volte con- 
nessa una falda bilatera aper ta  che sia divisa in 9% pezzi da n tagli trasversali. Per le falde 
c h i w e  lo stesso Autore nella Theorie de?. Abel'schen F u n M i o n a n  [Werke, pp. 81-1351, p. 87, con- 
viene di considerare coine ordine di connessione il iiuinero Bp $ 1, cioè quel10 della falda 
aperta che si ottiene dalla diita praticandovi un piccolo buco. Cfr. APPELL et GOURSAT, The'orie 
des  fo~actions alyébriques et d e  leurs i i ~ t é y r u l e s  [Paris, Gauthier Villars, 18981, Cap. V. Una tale 
couvenzione è da molti punti di vista inipropria ed incoinoda, e per primo SCHLAFLI la mo- 
diticb nella Memoria Ueber d ie  Re la t ionen  mvischen cZwz B p  Kreiswegen  erster A r t  eclzrl den Bp 
zmeiter Avt  in der  Theorie der  Abel'schei~ Funkt ione ic  der Herren  Clebsc7z und Gordan. [Jour- 
nal für reine und angewandte Mathemalik, LX1 (1873), pp. 149-1551, Nota a p. 252, assumendo 
corne ordine di connessione d'nna falda chiusa i l  numero Riemanniano d i m i n u i t o  d i  una 
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bito che: L'ordine di cotinessione d'uria superticie non si altera per effetto 
di ut1 taglio chiuso, diminuisce di uii'unità per ogtii tüglio trasrersale, ed 
aumenta di un'unità per ogni buco aperto in iina faldü della superficie. 

Sussiste poi la proprietà fondainentale sepuente: 
S o p r a  w ? m  faidcc ch iusa  F, dd'or.dine d i  connessione 2, s i  possono trovare  Z 

e phon m e n o  circuit i  chius i  ta l i  che o g n i  a l tro  circuit0 chiuso d i  F s i a  on~oiogo 
ad nna loro combinaaione l ineare a coefficienti in tar i  ( 2 7 ) .  

La dimostrazione di essa, per il caso delle falde bilatere, si conduce a 
z 

terrtiiiie faceildo uso del iioto  nod del lu costituito da una sfera con - = p  2 
nianichi (?'); per il caso delle falde unilatere, avreino occasione di occupar- 
cene a l  paragrafo segueute in uiia discussione che metterà in rilievo alcune 
singolari differenze fra le falde bilatere e quelle unilatere. 

Enutlciamo infine il teorema fondamentale  della comess ione:  Condizione 
necessaria e sufiîciente a f im7zé d u e  fcllde, entranzbe bilatere od unilatere,  s i a n o  
equivalenti ,  è che abbiano 10 stesso mumero d i  orli  e 10 stesso ord ine  d i  con- 
nessione (")). 
--- 
unitci. Tale modificazione fu accettata e iilteriorineii te giustificata da KLEIN, Be»zerkunge~z, ecc. 
(citata), Nota a p. 550, che chiarnb << zcragewbhrtlich » il iiuovo ordine di connessione, DYCK, BeP- 
tr&ge, ecc. (citata), pp. 483-485, NEUMANN C., Vorlesunyelz Gbev Riemamz's Theorie der Abel'sehe 
Integ~ale [Leipzig, Te~ibiier, 18841, Cap. VII, 3 6 e 15. Differisce invece dalle precedenti la de- 
Bnizione di DE PAOLIS, lac0 cit. ("), p. 84, benchè il silo mwero foizdamentale coincida col 
nostro ordine di connessione ; invero questo Autore assume come ordine di coiinessjone pev le 
falde chiuse il numero fondamentale aumentato di due %nita. Per il caso delle falde unilatere 
l'ordiile di coiinessione fu per la prima volta definito (in niodo esplicito) da DYCK nella Me- 
rnoria più volte citata, p. 485, in relazione al punto di vista di KLEIN-SCHLAFLI (cfr. le cita- 
zioiii della nota ch'è quello di ridurre bilatera ogni falda unilatera considerandola coine 
doppia, cioè contando ogni punto una volta come appartenente ad una faccia, e una seconda 
come appartenente all'altra. Tale ordine di connessione 2' 6 legato dalla relazione Z1=9 Z- 2 
(che avremo occasioile di coneiderare'in una ulteriore Nota) a quello da noi definito in ac- 
cordo colle citate opere di NEUMANN, DE PAOLIS. La forniola (8) trovasi per la prima volta 
nella citata Memoria di SCHLAFLI, Ueber, ecc., Nota a p. 159; dimostrazioni di essa (relative 
a differenti punti di partenza per l a  definizione di Z)  si trovano ne1 trattato di NEUMANN a 
p. 160, teor. VI11 e nella Memoria di DE P A ~ L I S  a p. 23-79. 

Per il significato delle locuzioni qui usate riinandiaino al § 3, i 1 . O  11. 
(Is) Vedi p. es. SEVERL, Lexioni di Geometria Alyebrica [Padova, Draghi (1908)], n.O 79, 

pp. 279-277. 
Questo teorema fu stabilito, per le falde bilatere da JORDAN, loco cit. (11), per quelle 

unilatere da DYCK, loco cit. ("). Una dimostrazione indipendente dall'arjsegnare « a priori » 

i modelli delle falde unilatere (conie ha fatto il DYCK) pub leggersi ne1 citato Articolo del- 
1'Enciclopedia di DEHN ed HEEGAARD, 
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OSSEHVAZIONE. Non pi16 sorger dubbio circa la validità di questo teorenia 
i~ticlie per le falde infinite. Inrero ogni fctlda P di S,, pu6 trasfor~riarsi in uria 
fttlda f iwita P' ad essa eyuivalente. Basta percid trasforinare F niediaute il 
sistema di tutte le quadriche di S,, riferendole, ttiediatite una proiettività 

reale, agli iperpiani di un S,, ( I L  ' = j" ') - 1) in modo die  allo S.,,-, im- 

proprio di S,; rispoilda in S,, uim ipersfera col centro in un punto esteruo 
ad F e raggio minore della niiniiiia distaiiza di yuesto putito da F. La F' 
si pub poi proiettare in una falda P" finita appartenente al10 spazio ordinario; 
e non è difficile Fdr vedere clie se il centro di proiezione è scelto generica- 
niente la falda F" rientra anch'essa (conie F' ed F) iiella definizione del n.O 6 
ed è equivalente ad F'. 

LE PHOPRIETÀ DI CONNESSIONE CONSIDERATE DI FRONTE; ALLE TRASFORMAZIONI 

CHE INTHODUCONO P U N T I  FONDAMENTALI.  

TEOHEMA DI KLEIN. MODELLI. OMOLOGIE SULLE FALDE UNILATERE. 

9. Veniamo ora a studiare l'influenza che hanno sulla. coiinessioiie 
delle falde quelle trasformazioni che, pur essendo biunivoche senza eccezioiïe 
fra gl'iiltorni di due punti generici, presentano in punti particolari determi- 
nate eccezioni. Per semplicità di trattazione supporremo, in tutto yuesto pa- 
ragrafo, che si tratti di falde affatto prive di punti inultipli, in modo che in 
ogni loro punto esista un unico intorno l ~ e n  deteriiiinato. 

Si trasformi una falda P, appartenente ad uno spazio qualunque, ine- 
diante il sistema di tutte le fornie d'ordine sufficienteinente elevato apparte- 
nenti a quel10 spazio, e passanti per un punto P di F. Si otterrà cosi una 
falda F' i punti della yuale saranno in corrispondenza biunivoca continua 
con yuelli di F; alizi all'intoriio di ogni putito Q di P distinto da P corri- 
sponderà senza eccezioni l'intorno d'uii punto Q' di F', inentre ai punti di P 
infinitanlente vicini a P nelle diverse direzioni risponderanno su  F' punti 
d'una curva chiusn C'. E cib in virtù di note proprietà sulle quali non ci 
sembra sia il caso d'insistere (30). 

(30) Corne pure su1 fatto che P' rientra nella deîiiiizioiie del ne0 5.  Se F è algebrica é priva 
di punti multipli, 10 è anche F', e in ta1 easo la cosa è evidente. Cfr. 13 nota (l3. 
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Lo stesso accadrà della corrispo~idenza tra P ed una falda Il', equiva- 
leilte ad F', e cib si esprinierà dicendo che tra F ed F,  ha luogo una cor- 
rispondenza biunivoca continua, dotata (su P) del p u d o  fondanaentale (ordi- 
mrio)  P a cui risponde su Pl la curv'a; fondamentale C (oliiologa di C' iiella 
corrispondenza tra E" ed Fi); ovvero più brevemente dicendo clle la falda F, 
è rnppresentntcc sulla falda F dotata del punto fondamentale P. 

Si costruisca ora uoa falda F: rappresentata sulla F, dotata del punto 
foudamentale Pr, a cui corrispoiida su F un punto P, clie sarà infinitamente 
vicino a Pr, se Pz cade sulla curva fondamentale C di FI. Si arrà  tra P ed 
una eorrispondenza biunivoca continua dotata, su F, dei due punti fonda- 
mentali (distinti od infinitamente vicini) Pl, P, a cui corrisponderanno due 
curve distinte Cl, Cz di Pz. 

Cosi procedendo arriveremo a costruire una falda Pm rappresentata sulla 
falda F dotata di m arbitrart punti fondamentali P, , P, , . . . , Pm distinti od 
infinitamente vicini, a cui corrispondono su F,,,, m curve chiuse distinte 

Cl, G , . . . ,  c m .  

Cid premesso direino clie tra due falde P, intercede una corrispon- 
denza biunivoca continua dotata, su F, dei punti fondamentali Pl, P, , . . , P,, 
e s u  dei punti fondarnentali QI,  Q, , . . . , Q,,  se due falde F,,, a,,, la prima 
delle yuali sia rappresentata su  F dotata dei punti fondamentali Pl, P z , .  . , P m ,  
la seconda su @ dotata dei punti fondamentali QI ,  Q, , . . . , Q,, risultano equi- 
valen ti. 

Ora ci doniandiaino: quale relazione intercede tra gli ordirii di connes- 
sione di F, @ ?  

Pei. i.ispondere alla yuestioile proposta colisideriamo il caso più semplice 
di due falde F ,  F, legate da una corrispondenza biunivoca continua-dotata 
su F del punto fondamentale Y a cui corrisponda la curva C, tli F, .  Siano 
2, 2, gli ordini di coiinessione di F, Pl. 

Eseguiamo su F, ne1 purito P, un forellino infinitesinio, ed indichianio 
con F' la faltla cos1 ottet~uta. Ad ogni direzione .in usceiite da P corrispon- 
deraiino su F' due punti A, B situati sull'orlo n geiierato da1 forellino (clle 
si pu6 supporre allargnto riclucendolo ad uii circolo firiito), e cliametralinente 
opposti. Tagliamo inoltre li: lungo C, generando uiio O due (nuovi) orli n , ,  
e indichiamo con E ', la falcla cos1 ottenuta: Ogni punto AI di Cl si scinclerà 
in due puiiti affacciati A,, B, appartenenti ad 0,. 

Si supponga ora che la direzione ,u, ed il punto 21 siano oinologhi nella 
corrispondenza che intercede fra F ed Pl;  allora ad un punto di F' che si 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



81i"2ornessat ti : Sulla eonnessione delle superficie rasionali reali. 

inuove tendendo ad  A corrispoiiderà un puiito di Pt, clie si inuoverà ten- 
derido ad ut10 dei due punti A,, BI, per eseinpio ad A , .  

Movendosi con continuità il putito A lutlgo 1'01-10 0, atîclie A, varier& 
con continuità lungo n,, e poichè A, B, e analogairiente A, ,  B, non coiii- 
cidono mai, cosi mentre A descriverà n ritornando alla posizione di parteiiza, 
A, descrirerà I'intera curva n, clle risulteriï dunque ujz (solo) ovlo iii corri- 
spondenza hiunivoca con n. 

Poichè la coïrispoiicleiiza biunivoca tia Ii" ed P',  (declotta da quella tra P 
ed Pl) non lia eccezioiii fuori d i  n ed 0, e di più, coiiie abhinino ora pro- 
vato, yuesti orli si possono porre in coi-rispoiiclenza hiunivocn collegata coi1 
continuità a yuella Fra R" ed P', , cosi P' ed F', saranno equiuale~cti. 

D'altronde l'ordine di coiinessione di F', è eguale a quel10 di FI ( i 1 . O  8) 
nientre quello di F' è (per effetto del forellino) eguale a quello di P auinen- 
tato di una unità; si ha duiiyue 

Per passare da yuesta foniiola a quella relativa al caso più generale, 
basta osservare clle due falde P e legate da una corrispondenza biunivoca 
coiitinila dotata di un nuniero yualunque di punti foiidnnientali su P e su (P, 

si possono sempre considerare come estrenîi d'una siiccessione di falde F, 
E : ,  . . . , F,,,, @,,, 9 ,,-, , . . . , 9 tali che a due consecutive fra esse si pufi ap- 
plieare la relazione ora tsovata (fatta eccezione per EL,, e a, elle sono equi- 
valenti). Si giurige allora sema clifficoltà al segueiite teorema (di KLEIN (")). 

Pra gli ordini dz connessione 2, 2, d i  due falde F, 8 legate da ana cor- 
rispondefixa biuniooca continua dotata di un punti fondamentdi s~ P e d i  n 
su @ ha luogo Zn relaxione 

Z+ ~ I E .  = Z, +- n. (9) 

(31) Bemerkunyen, ecc. (citata), pp. 535-557. La dimostraziorie qui esposta 6 una sempli- 
ficazioiie di quella di KLEIN, il quale tratta seriz'altro il caso generale, lasciando perb qualche 
dubbio per la validità del ragionamento ne1 cas0 çhe esistano punti fondamentali infinita- 
mente vicini. Si badi che, volendosi porre da1 punto di vista del suddetto Autore, se 0 è uni- 
latera ed P bilatera, bisogna considerare qnest'ultirna corne insieme di due falde distinte e 
contare @ come doppia, cioè porre nella (9) 9 2- 9 in luogo di Z, 9 m, 9 n invece di rn, R, 

e sostituire a Zl i'ordine di co~iiiessione 2; di (SCHLAFLI) KLEIN-DICK. Si ha allora 

cioè Z', ="LI - 9 (cfr. la Nota (28)). 
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Ritornando ora al caso delle due falde F ,  Pl sopra considerate, osser- 
viamo, che, siccoine il taglio di P, lungo C, produce un solo or10 a,,  cosi P, 
è certo unilatera, il che d'altronde è confeririato da1 fatto che a piccoli cir- 
coletti di P passanti per P rispondono su FI curve d'un medesirno sistemâ 
continu0 segantisi in u n  punto. Procedendo analogamente si prova che: 

S e  t ra  due falde F,  @ intercede u n a  corrispondenzcc biuniuoca continua 
dotatcc d i  punt i  fondamentali sulla sola E', la falda @ è unilatera. 

che 
tali 

del 

La stessa conclusione vale se F contiene qualclie punto fondamentale 
non appartenga alle curve fondamentali omologhe dei punti fondamen- 
di a. 

10. Stahiliamo ora qualche conseguenza' ed applicazione interessante 
teoreina diinostrato. 
Mediante una proiezione stereografica si pub rappresentare il piano sopra 

una sfera dotata di un punto fondamentale. Poichè la sfera è una falda (bi- 
latera) d'ordine di connessione O (II?=- 2, cfr. la ne segue che i l  
piano h a  l'ordine d i  connessione 1. 

Sia ora @ uua falda unilatera chiusa d'ordine di connessione 2, P una 
falda chiusa yualunque d'ordine di connessione Z - nz. Segnati su  P m punti 
arbitrari (p. es. distinti) P l ,  P, , . . . , P', si potrà costruire una falda FI rap- 
presentata sulla P dotata di quegli m punti fondamentali. ln virtù del teoreiiin 
precedente e dell'osservazioiie clie 10 segue, si conclude che P, è una falda 
chiusa unilatera d'ordine di connessione Z, cioè, per il teorenîa fonclanleii- 
tale, ch'essa è eyuivalente a a. Dunque: 

Ogni falda unilatera chiusa d'ordine d i  coîznessione Z si pz40 rmppresen- 
tare sopra zcn'arbitraria faIda c h i m a  d'ordiîze d i  connessio??e 2- 9th d o t d a  
d i  m punt i  fondamentali. 

In particolare se tn = O, oppure ~z = 2 si ha che: 
Oyni falda unilntera chiusa d'ordine d i  connessione Z si pud rappreselz- 

tare sopra uma sfera dotata d i  Z pzcnti fondamentali, ovvero sopra 2612 piano 
dotato d i  2 - 1 pzcnti fondarnentali. 

Se il nuiiiero m Ira la stessa parità di Z, in ta1 guisa che 2- ln sia pari, 
si pub assurriere coine F iina falda Matera d'ordine di connessione 2- m, 

Z- ln 
cioè una sfera con - nianichi. Il niiriiino valore possibile per nt è 1 2 
se Z è dispari, 9 se Z è pari, e quitidi: 

Ogiti fc~ldn z.cnilnte~-n ch iusa  d'ordine d i  co)messioîze % dispuri  si yzco rappre- 
Z-1 

sentnre soprn wza sfern con - nzmzichi dotata d i  zcn pzmto fondamentale. 
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



944 C o w e s s a t t  i : Su l la  connessione delle szcperficie rn&onali reali. 

Oglzi falda uni latera chiuscc d'ordine d i  connessione Z par i  s i  pu6 rnp-  
2 - 9  

yresentnre sopra una sfera con - 
9 

rnawichi dotata d i  due y u n t i  fonda- 

mentali .  
Sia P un punto fondamentale (isolato) della falda F a cui rispolida su 

una curva clliusa C. Si imagini forata Ii' nel punto P e allargato il foro in 
modo da ridurne il contorno ad un piccolo orlo circolare 0 su1 quale due 
punti diametralmente opposti corrisporidono ad un imico punto di C. Si sup- 
ponga poi ehe ogni punto di n venga portato a coincidere col suo diame- 
tralinente opposto in ta1 guisa clie due punti non diaiiietralmente opposti si 
riguardino come distinti (altrin~eiiti si ricadrebbe di iiuovo ne1 purito fonda- 
mentale P); con tale operazione si sarà sostituito a P un sistema di punti 
in corrispondenza biunivoca continua. con C, mediante il quale si viene a 
togliere l'eccezione prodotta da1 punto fondamentale P ilella corrispondenza 
tra P e @. Si dirà in ta1 caso che 3' lia, in corrispoudenza a P, un intreccio 
d i  1: specie ( 3 0 ) .  

Possiaino foririarci un'idea concreta di esso, iiiiaginanclo incurvato il cir- 
coletto a corne se 10 si aditttasse sopra una superficie cilindrica, e congiun- 
gendo le coppie di punti che su n erano diametralmente opposti, inediante 
segiiienti rettilinei ciascuno dei quali si consideri coine una iimea d i  pas- 
sccggio, avendo l'avver tenza di riguardare coine dis tinti i punti eventual mente 
comuni a due linee siffatte (33) .  

. Da quanto ora si è esposto risulta chiaraniente che: 
L e  faide F precedentetnente considerate diue~ztano eqznivalenti a cD se uri 

p?.cnti fondamentali s i  imayincmo sostituiti nltrettanti intrecci d i  1." specie. 
Si possono per6 ottenere dei modelli più espressivi per le fdde unilatere 

facerido sparire l'eccezione alla corrispondenza tra F e a prodotta da1 punto 
fondamentale P a cui corrisponde la curva C di (t> inediante il seguente pro- 
cedimento: 

Si deformi con contiriuità l'intorno di P riducendolo ad una inezza sfe- 
retta riunita ad P per il suo circolo inassirno D, il yuale abbia P come polo; 

(32) La denominazione è di DE PAOLIS, loco cit. na0 117, p. 69, ma la considerazione 
di tali intrecci, e di altri, detti da DE PAOTJS intreeci d i  2.a specie, è dovuta a DYCK, loco 
cit. (II), p. 473. 

($7 Questi punti costituiscono una linea cloppia che si pub considerare come asse dell'in- 
treccio. La presenza d'una qualche singolarità non s i  pub evitare perchè mon esistono faltle 
unilatere chizue filaite, prive d i  singolaritci. 
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indi, mediante proiezione da. P siil piano di D si trasfoi-mi la iliezza sfera 
nella parte d i  yuel piano esterna a D. Si sarà cos! sostituito all'intorno ciel 
punto fondamentale un foglio piano ;;. che, dopo conreniente deformazione, 
si potrà imaginare riunito a d  P mediante u n  t.ubo. Al punto fondainentale P, 
ci06 alla curva C di (r, corrisponderà la retta iiiipropria di x. Dunyue: 

Sost i tuendo a i  putiti fondamentali  delle f d d e  F precedentemelzte conside- 
rate,  oltrettnnti  fogli pinlei, ciccscmo dei p m l i  sic6 9-i?snito nd F iaedicrlzte NI? 
t ~ b o ,  s i  ottengolto delle fcclde epu.ivalenti n (11. 

I n  particolare se lia I'ordiiie d i  connessione % dispari, si  pub, coiiie 

'- nianielii ed u n  punto abhian1 visto, supporre, che F sia una sfera coi1 --- 
2 

foridainent.ale; operando su  yuesto corne precedeiiteiiiente si giutige, dopo 
facili deformazioni, ai inodelli seguenti: 

Ogni  fa lda un i la tern  ch izcsn d ' o ~ d i l z e  d i  cow?z~ssioize ji d i s p a r i  è eqlrivn- 
2- 1 

lellte ad un foglio piano con -- 
"2 

wecrnich i, ovvero nllo sfesso fog7io vi?cnilo 

Z+ 1 
a d  una s fera  per wzexzo d i  --- h b i ,  oppzcre a~tcorcc ad ln? p i a n o  sorwolz- 2 

2- 1 
tato d n  un ponte  cc - archi .  

2 
Se invece 2 è pari parteiido dalla falda hilatera '3, d'ordiiie cli coimes- 

2 - 2  
sione - 

"2 
dotata di d ~ i e  punti fondaineiitali, si arriva, in iiiodo analopo, 

al risultato segiiente: 
Ogni  fnldm imi la tern  c7~izdsa, d 'ordine  d i  c o n m s s i o ~ z e  Z y a r i ,  è eqm ivcr 1e11 f e  

Z 
rrll'insie~îze d i  du,e foyli p i a n i ,  ri lrnit i  p e r  merxo di twbi. 2 

Risultati simili si possono stabilire per le f a l t l ~  irnilatere dotate di  orli. 
Cos1 a d  es. la  nota superficie d i  M t i ~ r u s  si pi10 rappresentare sopra iina sfera 
tlotata di un foro e di u n  punto fondamentale, rio6 sopra un elemento piano 
(ad es. I'area interna ad una circonfereliza) con un punto fondameritale. 

11. Ecl ora occupia.uioci di alcune inij~ortaii ti proprietà dei circiiiti cliiusi 
tmcciati sopra uiia fitlda unilntera cliiusa F, aventi relazioii~ col concetto 
d'omologia. Queste proprietà, coine pareccliie Fra quelle già studiate finora, 
non troveranno diretta applicazione ilel segiiito; peri), siccolne le crediamo 
iiuove, e d'altronde servono a conipletare l'esposizione dei priiicipali risultati 
inerenti alla coiinessione delle superficie, non ci & parso inutile dar loro posto 
in questa Mernoria. 

Alznali di  Matematica, Serie III, Toino XXIII. 32 
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Per lo studio delle proprietà in questione, è assai utile valersi della rap- 
presentazione d'una falda unilatera P, d'ordine di connessione 2, sopra una 
sfera S dotata di Z punti foridamentali Pl, Pz , . . . , Pz, e tener coilto del- 
l'osservazione seguente: 

La condisiorte necessaria e szcmciente amnchè un cammino chiuso trac- 
ciato su P inverta l'indicatrice, è che i l  suo corrispondente su Spass i  zcn nu- 
snero dispari di volte per i punti fondamentdi, la cui verità consegue subito 
da1 fatto che quel camriiino appartiene ad uria fainiglia di circuiti chiusi (i cui 
corrispondenti su S hauno lo stesso comportamento nei punti fondanientali), 
due a due segantisi in un numero dispari di punti. 

Se ne deduce p. es. clle: 
Ogni falda c7tiusn unilatera P si p u d  ridurre bilatera nzediante u m  sol ta- 

ylio chiuso. Esso produce un solo orio se l'ordine di connessione di P è dis- 
pari, due se esso è pari ("). 

Basta invero eseguire il taglio lungo un circuito il cui corrispondente 
su S passi unrt volta per tutti i puiiti fondainentali, ed osservare die  ogni 
d t r o  circuito chiuso di S il quale non incontra quello già segnato fuori dei 
putlti fondainentali, deve passare 1111 nuinero pari di volte per quei putiti. 

Rivolgiamoci ora al10 studio delle omologie fra circuiti ctiiusi apparte- 
nenti alla nostra falda unilatera E: E nnzitutto precisiaino, perchè rie vale 
la pena, cosa si debba inteiidere per cir.cuiti oinologhi su P. 

Liinitintnoci a considerare, cib clie del resto non è restrittivo, soltanto 
circuiti omologhi ch zero. Secondo P o r ~ c a ~ É  (") si definisce corne tale un cir- 
cuito C il quala costitttiscn ln frontiern con@etn d'unn falda 4> che sia parte 
d i  F, e si scrive C - 0. 

Ne1 caso delle fidtde bilatere si pub aiiclie definire corne 0111ologo a zero 
un  circuito C il qude sia riducibile ad un  p u d o  per deformazione coutinua 
opernta su P ( 3 6 ) ,  giacchè si prova clie ta1 definizioiie è equivalente alla pre- 

(84) Cfr. DEHN ed HEEGAARD, loco cit. (ea), pp. 199-40% 
(9 LOCO cit. (14), § 5 .  Se alle parole un circuito C il quule si sostituiscoiio le altre un 

ciïctcito C t u l e  c7~3 esso o un szm conver~iente naultiplo i i c t e r o  (con che si ariimette pei- rlefiiti- 
z io tce  che dalla omologia m C - O si tragga C - O) si ottiene uil'altra defiiiizione dovuta al10 
stesso POINGARE, Cowïpléiifent 2G Z'A~rnlysis Situs [Rendicoiiti del Circolo Mateinatico di Pa- 
lermo, XII1 (1899), pp. 2%-3431, pp. 283-287. 

Cfr, p. es. SEVERI, loco cit. (9, p. 27.3. S'intende che durante la deformazione il circuito 
si  potri spezzare in più parti. Riterrerno lecito ne1 seguito aggiungere a C delle liiiee per- 
corse uiia volta in un seilso e uiia volta nell'altro, giacché si prova subito che, con ainbedue 
le definizioni, se è C - O, Io è anche il circuito C '  dedotto, e reciprocameute. 
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cedente. Per amore di brevità, non ci tratteniauio sulla dimostrazione, ctie 
del resto è seniplice. 

Non ci sembra invece privo di interesse dimostrare che le due definizioni 
non sono equiealelcti se ln falda P è udntera.  

Alla scopo, preinettiamo due osservazioni. 
Quando inediante una deformazione continua si ru01 iidurre un circuito C 

(ovvero un circuito ottenuto da C coll'aggiunta di linee percorse una volta 
iri un senso e uns  riell'altro) ad un punto, le sue intersezioni con un altro 
circuito cliiuso D clebborio, durante la deformazione, sparire due a due. Percib 
se il riumero delle intersezioni di C e D è dispnri nè C nè D possono ri- 
dursi per deforrnazione continua ad un puuto. 

Supponiarno che i l  circuito D non inverta l'indicatrice, cioè che ta- 
gliando F lungo D si producano due orli. Kispetto a D si potranno distin- 
guere allora due Zati di P (destro e sinistro), attribueildo ad uno di essi quei 
punti vicini a D che stanno alla destra d i  un  osservatore il quale disposto 
lungo la normale ad P (sopra una determinata faccia) guardando un verso 
segnato s u  D, la percorra in quel verso; all'altro lato quelli clle stanno alla 
sinistra dell'osservatore medesimo. 

Sis ora C un circuito chiuso di F, P un punto coiliune a C e D. 
Fissato SU C un verso di percorretiza, indichiamo con S ( P )  l'unità po- 

sitiva O negativa secondo che descrivendo C ne1 verso fissato si passa in P 
da1 lato sinistro al lato destro di P rispetto a Il, ovvero viceversa; indi po- 
niaino con POINCARÉ N(C,  D) = S (P), la sommatoria essendo estesa a tutti 
i punti coniuni a C e D. 

Ora è evidente che N ( C ,  U )  non si altera aggiungendo a C delle linee 
percorse una volta in un senso e una nell'altro, ed è facilinente dimostra- 
bile clie esso non si altera neppure per una deformazione continua di C. In- 
vero è ovvio clle N ( C ,  B) non muta finciiè qualcuno dei punti comuni a C 
e D non vielle a sparire; e d'altronde la scotnparsa di un punto P siffatto 
non pub effettuarsi se prima esso non coincide con un analogo punto & tale 
che S (P) = - S ( Q ) .  

Da ci6 segue subito che: 
Condixiotte necessaria a f i ~ c h è  i l  circuito C sia riducibile ad un punto 

per deformaxione continua è che sia N ( C ,  D) = 0 ("1). 

($7 POINCAKÉ, loco cit. (14), $ 9, diinostra, per le falde bilatere, la sufficienza di ta1 con- 
dizione; perà il rttgionamento dell'Autore (iiiteso a provare che se è N ( G  D) = O è C - O ne1 
senso sopra riportato) non è rigoroso. Vedi la Memoria dello stesso Autore citata (56). 
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Consideriaino ora una t'alda uni1atei.a El, d'ordine d i  connessione 9, rap- 
pi'esentata sopra una sfera S dotata di due puriti fondainentali Pl, P, (Fi@. 1) 
e su essa un circuito C il cui corrispolidente su S ,  che indicheremo ancora 
con C, passi due volte per il punto fondamentale P,. 

Tagliando P lungo C essa si spezza in due parti P', F" corrispondenti 
alla regione non tratteggiata S ed a quella tratteggiata S", su cinscuna delle 

yuali, cotiie si vede dalla figura, Ccostituisce la fron- 
tiera cornpleta. Dunque secondo la definisione d i  
POINCAHÉ è C -- 0. 

Si consideri ora un circuito D di P il cui cor- 
risponderite, D, di S passi sen-iplicemente per Pl, P, . 
In virtù d'uri'osservazione precedente possiamo af- 
ferinare che lungo D l'indicatrice non s'invertirà, e 
dalla figura si trarrà subito N ( C ,  D) =% Percib ,il 
circuito C n o n  è ridmcibile a d  un punto per defor- 
nzazione contirma. 

Constatata in ta1 guisn la non equivalenza delle 
due definizioni, sceglieren~o per le nostre ricerche 

la seconda fra esse, chiamando on-iologhi due circuiti d'una falda unilatera 
quando siano riducibili uno all'altro per deforrnazione continua operata sulla 
falda stessa. Riterrerno lecito, quando ci tornerà comodo, aggiungere O to- 
gliere all'uno O all'altro dei due circuiti delle linee percorse nei due sensi. 

Consideriarno ora una falda unilatera B', d'ordine di conaessione Z, rap- 
presentata sopra una sf'era S dotata di Z punti fondainentali P,, Pz , . . . , Pz. 
Indichiamo con Ki un piccolo eircolo di S non racchiudente iiell'interno al- 
cuno dei punti fondamentali e passante per Pi, con Ci il circuito corrispon- 
dente di F. Fissiarno su  ciascuno dei Ki un verso (in modo p. es. che tutti 
i versi siario concordanti su S) a cui corrisponderà su Ci un verso che as- 
suinereino come positivo; e proviamo che ogni circuito chiuso C di P è omo- 
logo ad uiia combinazione l ineare a coefficienti interi (3S)  di C,, C, , . . . , C,. 

Iufatti il circuito K di S corrispondente a C si pub facilmente ridurre, 
mediante conveilienti linee percorse una volta in un senso e una nell'altro, 
ad ,una  solnma di m, cicli del tipo K,,  più m, cicli del tipo K,, . . . , più m, 
cicli del tipo Kz,  più infine 9 t h  cicli H riducibili su S ad un punto senza tra- 
versare Pi, Pz,. . . , PZ a cui corrispondono su  F cicli oniologhi n zero. Poichè 

(3s) Per il significato di questa locuzioiie cfr. SEVERI, ~ O C O  çit. p, 273. 
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tutti i cicli del tipo Ki formano evidentetnente un sistema continua, cosi i 
loro corrispondenti su  P saranno ornologhi (a Ci), e quindi si avrà 

Ora doinandiainoci: 1 cicli Cl,  C, , . . . , CZ sono itzdipendenti ne1 seriso 
clie non siano legati da alcuna omologia a coefficienti interi? Per rispondere 
a questa doinanda consideriamo su S un ciclo H riducibile ad un punto per 
deforrnazione continua senza traversare P, , P, ,. . . , PZ 
e osserviamo che, mediante 2 2- 1 linee percorse 
nei due sensi, esso si pub ridurre alla somma di  
due circuiti K,, più due circuiti K, , . . . , più due 
circuiti IG (cfr. la Fig. 3 per Z= 52). Dunque su F 
si ha l'oinologia 

2c,+sc,+. . .  +Cz-O, (1 1) 

la quale prova clie i ~ircuiti Cl, C, , . . . , Cz n o n  sono 
i n d i p e n d e d i .  Invece 2- 1 fra essi, ad eseinpio 
C, , . . . , Cz, sono iiidipendeuti percl-lè posto 

Fiy 2 .  
C - n , C , + n ,  C,+-..-+nZCZ 

( I G ~ ,  îz3 , , . . , n, iriteri ed n, = = O), indicando con D il ciclo di P che corri- 
sponde ad un circuito cliiuso di S passante seinpliceinente per Pl, Pz (conie 
nella Fig. l), cioè un circuit0 oinologo a C, + CE, si ha N ( C ,  D) = n, > 0. 

Moltiplichiaino ora per 2 i due menibri della (10) e sostituianio ne1 2.O 
inenlhro irl luogo di 2 C, il circuito ad esso oinologo che si ricava dalla (11); 
otterreino l'oinologia 

(in cui si è posto hi=  mi - nz,), la quale ne dice che il doppio d'ogni cir- 
cuito chiuso di P è oinologo ad una coinhinazione lineare a coefficienti pari 
dei 2- 1 circuiti indipendenti Cs, C, , . . . , CZ. Facendo uso di un litiguaggio 
tolto alla teoria delle superficie algebriche possiamo dire clie sul la  f d d a  
unilatercc H i Z - 1 circuiti indipendenti C, , . . . , Cz fownano una base in- 
termediaria (37 

(39) SEVERI, La base mi t~ima pour la totalité des courbes tr&t?s sur ~ . m  surface algébrique 
[Annales de l'ficole Normale Supérieure de Paris, XXV (1908), pp. 449-4681. Se la falda P si 
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Possiaino ora domandarci se dalla (12) sia lecito ricavare 

cioè se i circuiti C,, C, , . . . , CZ costituiscano su F una base ntitzinm. Ci6 
sarebbe possibile qualora su F la divisione per 9 di un circuito chiuso fosse 
un'operazione univoca (rispetto alle relaziorii d'omologia); iiia noi proveremo 
che ci6 in generale non si verifica. 

Invero se il coefficientem, della (10) è dispari, la (13), tenuto conto della ( II)  
condurrebbe alla 

C , + C , + . . . +  Cz-0; 

inentre fra i circuiti Cl, , . . . , CZ non pu6 esistere nessuna ornologia 

in cui qualeuno dei coefficienti y. sia dispari, perchè, se ad es. 10 fosse p., , 
il circuito del primo membro di (24) si potrebbe ridurre, rnediante una de- 
forinazioile, a segare in uil nuinero dispari p, di purlti il ciclo C,. 

Se ne deducono le segueiiti conseguenze: 
Anzitutto: Sopra una falda unilatera P la divisione d i  z c n  circuito per 

u n  intero non è operaaione univoca. Precisamente si pub provare che, se l'in- 
t e r ~  è pari, la. divisione pub dar luogo a due circuiti distinti. Cosi ad. es., 
se P è un  piano (Z= 1) il ciclo Cl sopra corisiderato è una retta, e il suo 
doppio 2 Cl è omologo ad  una conica, la quale si pub anche dividere in due 
circuiti onlologhi a zero. In ta1 caso per la (il) si ha 9 Cl - 0, cioè Cl - - C,; 
e invero una retta, mediante una rolazione, pub sovrapporsi a se stessa in- 
vertita di senso. 

Inoltre: Nessuno dei circuiti C, , C, , . . . , Cz pu6 esprimersi come C O W L ~ E -  
nazione litteare dei rimanadi; da cui segue che, in generale, ne1 secondo 
membro della (10) non si pub diminuire il numero dei termini e quindi che: 

Sztlla falda unilatera F i Z circuiti C, , C, , . . . , CZ costituiscono una 'base 
minima. 

considera corne doppia, con che, coine si é già osservato, bisogna assumerlie l'ordine di con- 
ilessione e p a l e  a 9 (2 - l), si  prova che ogiii circuito chiuso di essa è omologo ad una coin- 
binazione lineare dei 2 (Z - 1) circuiti 2 C 2 , .  . . , 2 CZ , Cl + C, ,  . . . , Cl + Cz che, su  F doppia, 
sono indipendenti. 
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Sopra una falda bilatera ogni circuit0 chiuso è notoriainente omologo 
ad una combinazione lineare a coefficienti interi delle Z = OLp retrosezioni 
Riemanniane, le quali sono indipendenti. Ne segue subito che su quelle falde 
la divisione è univoca, ecc. 

12. Terminiamo il preseiite paragrafo coll'esaine di uiî caso particolare. 
Sia @ una falda chiusa in corrisponderiza biunivoca con una sfera S che 
presenti eccezioni (ne1 campo renle) in tre punti Fotidanientali P l ,  P,, P, di S 
a cui corrispondono tre curve cltiuse Cl ,  C2, C, di CD passanti pei. un punto 
fondamentale P corrispondente ad una curva cliiusa C di S clie passa (sein- 
plicenlente) per P l ,  P,, P,. 

Se p. es. si proiettano un iperboloide ad una fiilda I e la sfera S da. un 
loro punto getierico sopra un piano x, indi si assumoiio cotne cor~ispoii- 
deiiti due punti di 1, S clie siatio proiezioni d'uno stesso purito di 5i, si viene 
ad ottenere, Fra I ed S ,  utia corrispoiidenza che presenta le eccezioni suddette. 

Sopra S non si possoiio tracciare circuiti cliiusi passaiiti un nuinero 
dispari di volte per i punti fondamentali e non seganti, fuori di essi, la 
curva C; percib @ è bilatera e inoltre, corne segue da1 teorenia di KLEIN, 72a 
I'ordine d i  coiznessione 2. 

Si pot& duiiyue assuinere corne modello di ci, un toro; percib zen iper- 
boloicie a d  una falda ed un toro sono equiualenti. 

Ma si pub nndare piii avanti realizzando una trasforiiiazione biraxionale 
sema eccezioni (ne1 campo reale) che inuti uiia nell'altra le due superficie. 

Si rappresenti invero reaimente un toro T sopra un piano r in ta1 giiisa 
che alle sezioni piane di T corrispoilda il sisteina oo3 delle quartiche con 
due punti base doppi R,, R, reali e quattro punti hase seinplici iinnginari 
(coniugati due a due). La trasfortî~azione w fra T e s; avrà conie elemeriti ec- 
cezionali, ne1 campo reale, i punti foi-idaiiîentali R,, R, e la retta fondainen- 
tale r R, R, a cui corrisponde un punto (semplice) di T ('O). 

(40) La rappreseiitazione piana del toro 

(xB+ y 2 + 2 2 +  R P - r 2 ) 4 = 4 B 2 ( x 2 +  y?, 

generato dalla rotazione intorno all'asse z d'un circolo di raggio r col piano passante per 
l'asse z e col centro su1 piano z=  0 a distanza R dall'origine, è data dalle formole 

in cui si è posto p = R + r.  1 punti R,, R, sono improprî sugli assi a, u e i punti fonda- 
mentali imaginari souo u = f i p, v = f i \ jp2 - 02 p r. 
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Colle stesse eccezioni ne1 campo reale si potrà evidentemente rappresen- 
tare su TC un iperboloide ad una falda 1, mediante una proiezione G cla un 
suo punto; e la trasforinazione hirazionale T = w o-' adempier,:i. all'ufficio ri- 
chiesto ("). 

CONNESSIONE DELLE SUPERFICIE RAZIOXALI CON UNA FALDA 

CIOÈ RAPPRESENTABILI IIEALMENSE SUL PIANO. 

13. Veiiiaino ora a trar profitto dai risultati dei paragrali precedenti 
applicandoli a studiare la connessione delle superficie razionali. 

Anzitutto, poiclîè le superficie die  considerereino potranno esser dotate 
di singolarità arbitrarie, coriueïrà stahilire quale sia la loro influenza sulle 
proprietà di connessione. 

La convenzione che appar più naturale ed alla quale noi ci atterrerno 
(salvo in una breve diseussione fiiiale nella quale esaminereino un altro punto 
di vista) sarà yuella di a t t r i h i r e  alle singolarità la stessa influenza che avreh- 
bero se fossero risolute, cioè di considerare ogni superficie F coiiie equiva- 
lente (da1 punto di vista della coiinessione) ad un'altra F, nella quale le 
singolarità siano risolute, che si considererà come wzodello di F. 

Tuttavia per costruire questo iiiodello -- cioè per risolvere le singolarità 
di F - la strada non è univocaiiieute determinata, e sorgorio in proposito 
varî dubbî, a dissipare i cpali rion seinbra sufficiente tener cotito dell'av- 
rertenza di ~ z o ~ z  i n t r o d w r e  ecceziotzi estrnnee alle s ingolar i ta  duralite la loro 
risoluziorie. 

Sarà dunque utile, per evitare al seguito iiiterpretazioni erronee o di- 
scutibili, precisare senza ambiguità la costruzione del inodello F,. 

Partirerno percib dalla rappresentazione piana normale della superficie F, 
supponeiido elle essa presenti il caso a) del Teorema eniiiiciato al n.O 1, e 
riservandoci di trattare in seguito breveinente i casi p) y). Indichianio con 

(41) Il confronto fra I'iperboloide ad una falda ed il toro, da1 punto di vista della coii- 
nessione, istituito in modo erroiieo da SCHLAFLI nella citata Memoria Qwnd 'è ,  ecc., fu ri- 
preso da KLEIN nei citati lavori dei Math. Am. VI (pp. 578-581) e VII, p. 558. In quest'ul- 
tima Memoria l'dutore si pone da1 nostro punto di vista e trova gli stessi risultati. 
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il sisteina lineare (privo di curve fondamentali seinplici) imagine, su1 piano ii, 
di yuello delle sezioni piane od iperpiane di Ii, con A,, A ,,..., A,, i suoi 
punti base (punti fondamentali della rappresentazioiie), con T la trasfornia- 
zione (di tipo normale) imagine del coiiiugio di F, iii m i  è unito x. 

Deriominiamo sistema L un sistema lineare 00' ( r  2 3) unito in r, privo 
di curve fondamentali, avente per punti base iiiiproprî A, ,  A, ,. . . , A,, e tale che 
le curre di esso passanti per un puiîto qvalutque di ï; (anche iiifinitaiiiente 
vicino ai  punti base) non passino di conseguenza per altri piinti nè ahbiano 
genere iilferiore a yuello della generica L. Se 1 C è il sistema delle curve 
cl'ordine tibbastanza elevato die  passano, coi1 qualclie tlirezione variabile, per 
A , ,  A ,,..., A ,,,, e C'l il suo corrispondente in r, si pub ad es. sotldisfai-e 
nlle coiidizioiii iinposte ad L inediante il sistenia coliipleto C +  C' . 

Stahilendo una proiettirità f1.a le cun7e di L e gl'iperpiani di uii S, in 
iiiotlo clie all'aiitiproiettività sul~orclinata entro L da T corrispoiiiln il coniugio 
di 8,. (cfr. F. 1i.O 12), il piano .;; si inuterà in unn superficie razioiinlc iw le  Fo,  
pri~w. di sirigolarit& che assuriiereiiîo conîe i-iioddlo di F. 

Tale definizioiie di Fo t piira di ainbigiiith perclii. un al tro i i ~ d e l l o  F',, 
costruito cogli stessi criterî è, coiiie ora prorereino, eqixivnlente a tl K .  

Invero F',  si coslruirà coilie.F,, a partire da un sisteiiia. L', aiialogo nc1 L, 
1-elativo ad uii'altra rappresentazioiie normale di F sopra un piano z', pei' cui 
conservereino le stesse notazioni della precedente, iiiuiiite di apice. È (la no- 
tarsi che i punti base di y' saraiîno aiicora ?IL (F. png. 31); li iiiclicliereiiio 
con A';, A',, ..., A',,. 

L'identità di F induce fra r e x' una trasforniaaioiie birazioiiale g clic 
muta r i n  T'. Gli h punti foiidamentali di a su z e z' cadranno tutti in 
punti base di x e x' (F. pap. 311, p. es. i n  A , ,  A ,,..., A,,; A',, A',, ..., A',, e 
ad essi corrispontleraniio, rispettivaineiite, s u  z', x le ciirr e (11011 foiitlaiiientali 
per x', El C', , (7'2,. . , Ch ; Cl , - 9 2 ,  a ,  Ch 

Alla trasformazioiie G, cioè all'ideritità cli F corrispoiide uiia trasfoïiiia- 
zioiie birazionale reale o fra F, ed F',; e si prova subito clie essa è priva 
d i  eccezioni (anche ,ne1 campo complesso). 

Invero, se P è un pnnto qualunque di F,, il suo corrispondeiite Q di ss pot&: 
a)  esser geilerico (ne1 senso che non ahl~ia le posizioiii eccezioiinli 

siiddette) ; 
b) cadere su yualcuiia delle curre C, ,. .. , C,,; 
c)  appartenere - i n  tinii deterininata clirezione - all'iiitorno tl'uiio 

dei punti A ,,..., A,. 
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Ne1 caso a)  il punto Q' di n' omologo di Q in G sarà pure generico, e 
percib gli corrisponderà un punto P* di P',; nei casi b) cl, Q* potrà cadere 
o nell'ilitorno d'uno dei punti A, ,..., A,, ovvero su una delle curve C',,. .., C', . 
Dunque il suo corrispondente P' sarà seinpre un punto di P', . 

Se il sistema presenta le eccezioni conteinplate nei casi P) y) del Teo- 
rema enunciato al n . O  1, la superficie Po si costruisce a partire da un si- 
steina L soddisfacelite alle colidizioni precedenti modificate ne1 senso clle L 
abbia per sole curve fondatnentali (semplici) le rette che cos1 si coinportano 
rispetto a x. 

La costruzione d'un sistema L siffatto non offre alcuna difficoltà. 
OS~EHVA~IOKE.  Le condizioni imposte ad L rion sono tutte in geiierale 

strettamente iiecessarie; se p. es. aleuni fra i punti A , ,  ..., A, si corrispon- 
dono in : (cioè le curve omologhe su  P sono imaginarie coniugate) si pub 
togliere ad L 17itnposizione di averli coine punti base, giacchè a noi importa 
che su  F, sian risolute le siiigolürità wali di F senza clie si iritroducano ne1 
campo reale eccezioni estranee a quelle singolarità. Si possono analogaiilente 
iiiiporre ad L tante yuante si voglioilo coppie d i  puilti base corrisporidenti in 7 .  

Cosi, se F è un cotio quaclrico di S,, cioè se è il sistenia reale cw" 
delle coniclie con due punti base P,, P, infinitatnente vicini, si pub assu- 
inere conie L il sisteiiia reale oo3 delle cubiclie col1 un  punto doppio in P l ,  
un punto setnplice iti P, e due ulteriori punti base iiriaginarî coniugati. Fu 
è allora una quadrica rigata. 

Duayue, per noi, un con0 dovrà considerarsi come una falda bilatera 
d'ordine di coiinessiorie 2. Si osservi in proposito die  se si considera un os- 
servatore eretto su1 piano tangente e mobile lungo una generatrice, esso dovrà 
capouolgersi all'atto del passaggio per il vertice, altrimenti il con0 risulterebbe 
utiilatero. E ci6 corrisponde alla circostanza che se si sposta su1 cono I'itldica- 
trice facendone scorrere i punti di eguali segnienti sulle geiieratrici che li 
contengono, il verso di essa si inverte, all'atto del passaggio per il vertice, 
se l'osservatore giiarda sempre la rnedesima faccia del piano tangente; come 
pure all'altra che se sopra uii iperboloide ad una falda si considerttno due 
punti 31, iV d'uria niedesima generatrice, equidistanti dall'intersezione di essa 
coll'ellisse di gola, l'angolo a di cui ruota il piauo tangente ne1 passaggio 
da 211 ad N, ha per limite x quando l'ellisse di gola si restringe indefinita- 
mente in modo da tendere a l  vertice d'un cono. 

14. D'ora in poi parlando d'una superficie B', inteildereino di consi- 
derarla seinpre cotiie equivalente al modello Po. 
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Trattiamo, per primo, del caso in cui P ha una falda, cioè, nella rap- 
presentazione noririale, .r k il coniiigio e quindi (ed L) un sisteliia. reüle. 
Distinguiamo, secondo il Teorenia del n.O 1, tre casi: 

q )  2 è privo di curve fondanlentali seniplici ed ha 91s puuti base, di 
cui r reali e 2 i a coppie imaginari coniupti .  Le eccezioni (ne1 cainpo reale) 
alla corrispondeuza tra il piano ii ed P cüdono soltanto iiegli r punti base 
reali di che sono fotidamentali per essa, mancarido affatto su Ppun t i  sif- 
fatti perchè alle curve fondarnentali di (non semplici) rispondono su F in- 
torni di  punti multipli cke si mutaiio in curve su1 mode110 F,. Perci6 ( n . O  9) 
F è unilatera ed ha l'ordine di  conriessione Z =  r + 1 .  Poichè inoltre (F. n." 21) 
l'invxiante di ZEUTHEX-SEGHE I relativo ad F è eguale ad r + 9  i - 1, cosi si 
hanno le relazioni 

da cui seguono le 

il segno = valendo solo quando i = 0. È da notarsi die, dato 1, esistono 
superficie F con una falda, relative a qualunque valore di Z compatibile 
colle (16); esse si ottengono assumendo conie sistema quel10 delle curve 
d'ordine abba.stanza elevato che passario per r = 2- 1 punti reali e per 
9  i = I+ 9 - Z coppie di punti imagimrî coniugati, generici, del piano ïc. 

p) Ci sono due sottocasi : 
1 . O )  1 due punti fondamentali Pl, P, appartenenti alla retta r ch'è 

fondamentale (semplice) per sono imaginarî coniugati, e inoltre L, ha altri 
9 i  punti base pure imaginüïî coniugati. Il mode110 F, (costruito niediante 
le coniche per P, , P,) è una sfera, e perci6 F ha Z= 0 e I =  9 i (cfr. F., 
nota ***) a pag. 30). 

2.') Pl ,  Pz son reali, e inoltre 2: lia altri 8 i puiiti base a coppie 
imaginari coniugati; PO è un iperboloide ad u n a  fnlda od un loro e quindi 
F ha Z = 9 ,  I = 9 i .  

In definitiva valgono sempre le relazioni (16), e di più si ha 

I - Z = % i ,  I + Z = 9 i ,  se F è del tipo sfera, 

l - ~ = B ( i - i ) ,  I + Z = 9 ( . i + l ) ,  s e F è  del tipo toro. 

y) Siano p,, P,,..., P m  le rette fondamentali (seinplici) di  uscenti da1 
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puiito base reale O, e contenenti rispettivailiente i punti base Pl, P,,. . . , P,, 
infinitainente vicini ad O ;  fra questi, p, colle relative rette, siano reali, e 9 v 

a coppie imaginari coniugati. Inoltre 2: abbia altri r punti base reali, e Bi 
iiiiaginarî coniugati. 

Si Ira allora subito I = r + 2 *i, e siccoiiie le eccezioni (ne1 campo reale) 
alla corrispondenza tra 7c ed F (O F,) cadono, su  n, nei :J. -+ r + 1 punti base 
reali, e su  P iti p punti sewplici oiiiologlii delle rette foiîdaii~eiitali, cos1 clal 
teoiema di KLEIN si decluce Z =  r + 9. Valgono quindi anche itl questo caso 
le (16) e si hanno iiioltre le 

Provianio oia clle se r > O, cioè se Z )  2, la superficie F è unilatera. Invero, 
niecliatite il sisteina delle curve d'ordine n abbastaiiza elevato che haii~io in 
O un puilto 11 - 1-plo, e in P l ,  ..., P,,, puliti base seniplici, si costruisca una 
superficie reale (rigata) Q (d'ordiiie di coiinessioiie 2); indi si osservi clie 
iiella corrispondeiiza reale clie resta subordinata tra ed F da1 fatto clie 
ambedue son rappresentate realiiieiite su s;, le eccezioni dipendenti dai punti 
O, Pi e dalle rette pi sono scoiiiparse, mentre riniangono (ne1 campo reale) 
solo quelle dipendenti da r puiiti fondanientali reali che esistono su Q. Durique 
(1i.O 9) P è zmilatercc. 

Sia ora r = 0, cioè Z =  2;  tiiostriaiiio che E' è bilntern od acl~ilcctera se- 
corzcto che l~. è dispari O pari. Percib eseguialno dayprima una trasformazione 
quadratica reale del piano x in un altro piano o, assumerido, su x, coine 
punti fol~dailietitali, O e due puriti imagiuarî coniugati soyra una retta reale a ,  
no11 passante per O. Le eccezioni, riel campo reale, alla corrispondenza fra 
o ed F cadrarino SU a. : 

l u  un punto fi corrisponcielite ad a ; 
Iu ;J- puil ti  (distiuti fra loio e da  12) Q I ,  Q,, ... , Qp situati sulla retta 

reale w oliiologa di O e eoligiunti ad O clü y. rette fondaiiielitali (seniplici) 
q , ;  y -,..,, q ,  (corrispoiidenti a p , ,  p ,,..., J ) ~ ) .  Non ~i sono altre curve fonda- 
nieiitali seiiiplici, peicliè se t c  è retta foudanie~itale - il che accade quando 
O è puuto base yrop io  per 2: - essa 11011 è seniplice (F. pag. 26, Oss. II 
e  iota *) a pag. 87). 

Trisforiiiando iilediante proieziotie stereoçrafica il piano o in una sfera S 
si avranno su questa p cerclii iiiassimi fondaineiltali a , ,  ol, ..., op segantisi 
in due punti fondaiiientali A, B, e conteneiiti rispettivarnente i puriti R I ,  
R ,,..., R, pure fondainentali, 
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Sia ora C un ciclo cliiuso di F clie si potrà supporre - dopo una eveil- 
tuale defor~iiazione - non passi per i putiti (seinplici) che corrispondono 
ad a,, m,,. , ., w,. Il ciclo corrispoiiciente IZ cli S taglieri i cei-chi o, solo nei 

' punti foiidamentali, passando a volte per A, p rolte per B, ecl r,, r , ,  ..., r, 
volte rispettivaiiîeiite per R,, R ,,..., B,. 

Sicconie I< è cliiuso, il numero k, = or + p + ri dei suoi iiicontri con wi 
sarà pari, e percid, se r. è dispari, risulterà pari anche il iiumero cornples- 
sivo N dei passaggi di K per i punti fondanîentali, che è espresso dalla 
forniola 

Se ne cledurrà, in base ad una osservazione del n.O 11, clle iii ta1 caso ilessuil 
circuito clliuso di P invertirà l'indicatrice, e yuindi clie P sarà bilatera (e 
percid, averido Z= 2 apparterrà al tipo toro). Invece, se p è pari, assuiliendo, 
coine è lecito, K in guisa che sr +- F sia dispari (ad es. a = 1, P = r ,  = 
r, = . . - = r,, = O),  N risulterà dispari e quindi P sarà unilatera. 

La conclusione definitiva è che : 
L'ortline di connessione Z d'una superficie raaionale reale con ana faldo 

(rnppesentabile renlnaente su1 piano) è legato all'invariante di ZEUTHEN-SEGHE I 
dalle relazioni 

Z ~ I ( r n o d U t ) ,  OeZfl+8; (I) 

e, per ogni dato valore di I esistowo superficie del tipo suddetto corrispondenti 
cç tutti i valori d i  Z che son compatibili colle relaaioni stesse. 

Iiloltre : 
Tutte le superficie rasionali reali con zcna falda, wuenti l'ordine di con- 

 tess si one 2>3 sono unilatere. I tipi bilateri si hanno solo per Z =  0, 2 e i 
rispettivi wzodelli sono kt sfera ed il toro.. 

Per i inodelli delle falde unilatere riimndiamo al paragrafo precedente, 
e per qualche ese~iipio all'ultimo paragrafo di yuesta Memoria. 

Qui termineremo faceiido notare che dall'ultimo enunciato si deduce la 
seguerite : 

OSSERVAZIONE. Rra le superficie rnzionali reali Holz esistono modelli di 
Riemanniane avendi i l  genere superiore ad 1. 
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CONNESSIONE DELLE SUPEKFIClE HAZIONALI  CON PIÙ PALDE 

APPARTENENTI ALLA I", Ila e 111" E'AMIGLIA. 

15. Per studiare la connessione d'una superficie iazionale reale F, do- 
tata di più falde, ci atterrerno costanteniente al criterio di confrontarla con 
una superficie @ della sua classe (cioè trasfornmta birazionale reale di P), la 
cui coiinessione si sappia deteririinare direttaniente, valendosi p. es. dell'e- 
quazione di @. La superficie si sceglierà in modo che i punti base del si- 
stema z, relativo alla rappresentazione normale di @, clle non sono fonda- 
inentali per la trasforniazione r, ~zon siano u ~ ~ i t i  in 7 ,  cioè siano due a due 
corrispondenti ovvero manchiizo affatto. La ragioiie di ta1 scelta della super- 
ficie @ sta principalinente in alcune importanti proprietà clie ora ci propo- 
niamb di stabilire. 

Anzitutto : Due superficie @ appccrtene~zti alla stessa classe sono equiua- 
Zenti da2 putbto d i  vksta della connessione. 

Siano @, 4' quelle due superficie, x, T, Er, 7' rispettivaniente i sistemi li- 
neari e le trasforniazioni relativi alle loro rappresentazioiii normali su z, 7;'. 
Possiamo addirittura, per maçgior chiarezza, supporre che @, a' sian due 
modelli privi di singolarita relativi alle superficie stesse, in modo che x,  Z' 
siano affatto privi di curve fondamentali e dotati di punti base tutti im- 
proprî. Fra i punti base di ci saranno tutti i punti fondainentali di 7 ,  a 
ciascuno dei quali corrisponderà una curva (non reale) di a; gli ulteriori 
punti base saranno due a due eorrispondenti in r. Analogamente per Z', a'. 

Poichè @, a' appartengono alla stessa classe, esisterà una trasformazimie 
birazionale o che muterà T in 7'; ed essa indurrà fra 4 e Q' una trasforma- 
zione birazionale reale a. 

Se o è i'identità, cioè se i, :' coincidono, CI è priva di eccezioni iiel 
campo reale. Invero ad ogni punto reale di b> corrisponde su  rr u n  punto 
unito in r che non è base per x e z' (e che eventualrnente potrà cadere, in 
una direzione unita, nell'intorno di qualcuno dei punti fondamentali di T), 
il cui omologo su a' è quindi u~ pzclzto reale. 

La stessa cosa si pub afferinare, nè vale la pena di entrare nei dettagli 
d'un ragionatnento analogo al precedente, se i punti fondamentali di w su 
n e n' cadono in punti base di Z e 2'. 
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Da çià segue subito la verità del teoreina eiiunciato, per le superficie 
della II" e IIIa famiglia. Invero, riferendosi p. es. al prinlo caso, se @ e a' 
appartengono alla IIa famiglia, - e T' sono trasforiliazioni di 8.O ordine con 
7 punti tripli, ciascuna delle quali lascia unita una rete di cubiche coi 7 
punti base generici (F. n.O 37) e quindi priva di curve foridainentali. Poicliè 
si pub supporre che o inuti l'una nell'altra quelle due reti (Y. § 7, n.' 49), 
i suoi punti forldamerltali su ciascuno dei due piani cadranno tutti in punti 
base delle reti stesse, che son fondamentali per r, T', e quindi base per Z, 2'. 

Il caso delle superficie appartenenti alla 1" farniglia domanda una di- 
scussione più accurata. Ricordiamo (F. § 6, 7) che allora r è una trasforma- 
eione d'ordine +n +- 1 con un punto fondan~eiitale nt-plo O e 2 nz punti fon- 
damentali semplici Pi (i = 1 ,  8, ... , 2 .m) aventi ordinataniente per orriologhe 
le rette p, = O P i .  Su ciascuna delle rette reali (supposto, conie è lecito, che 
lo sia 0) del fascio O la T subordina ui-i'antiproiettività iilvolutorja, che pur5 
esser dotata di (intiniti) punti uniti, oppure no;  e le rette per cui vale la 
prima delle due proprieta son tutte quelle che cadono entro nt angoli coni- 
pleti non adiacenti, ciascuno dei quali è deterniinato da due rette fonda- 
nientali consecutive; per esempio negli angoli cci = pz<-, p,, (i = 1 ,  8 , .  . . , m). 
All'insieirie dei punti uniti che caclono entro l'angolo cc,. rispondoiîo i punti 
(reali) di una fra le 1 n  falde di @, che denotereino con Ai. Adotteremo le 
stesse lettere, munite di apice, per la trasformazione 7' e ln superficie a', te- 
nendo conto del fatto che i due gruppi di rette p,, pJi son proiettivi (F. n.O 47), 
e attribuendo Io stesso indice a due rette corrispondenti in tale proiettirità G. 

Ricordiaino ancora che si pub sernpre costruire uria trasfornîazione bi- 
razionale w, la yuale muti 7 in 7' subordinando fra i fasci O, O' la proietti- 
vità G. Se P è un punto fonda~nentale di w, su a, la retta p' del fascio O' 
corrispondente ad O P  in u sarà fondamentale (per w) su r', e conterrà un 
punto fondamentale &'  a cui corrisponderà la retta q = O P ('7). 

(4P) 1 punbi e le rette fondamentali di w si possono supporre distinti. Se le eyunzioni di 
T, T' su z(x, y), zf(X, Y) sono (F. n.O 48) 

con a a+ B C I a' d f B' C', si pub prendere conie a, la trasformazione 
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Consideriaino ora la trasforniazione reale n indotta fra @ e a' da o. Essa 
non avrà eccezioni fra quei punti di (1) e @' a cui corrispondono, su n e n', 
punti non fondamentali per o e non appartenenti alle rette fondamentali; 
nia ne presenterà invece in corrispondenza ai punti e alle rette fondainen- 
tali di m. 

Se p. e. entro l'angolo a, esiste il solo punto fondamentale unito P (e 
quindi entro a', il punto Q'), la n trasformerà biunivocainente la falda A ,  
nella falda A', e le eccezioni alla biunivocità della corrispondenza (fra A, 
ed A',) cadranno solo in due punti J I ,  Al' di A,, A', a cui corrispoiideranno 
due curve cliiuse m', nz, passanti rispettivainente per AI', M .  

Se ne deduce imrnediatainente, per il teorema di KLEIN, che A , ,  A', hanno 
10 stesso ordine di connessione. Inoltre poichè il circuito In è omologo a 
zero su A, in  yuanto, facendo variare la retta q entro l'angolo a, tendendo 
a p, , m si deforrna tendendo ad un punto, corrispondente al17unica direzione 
unita uscente da Pl (ch'è quella di p , ) ,  cosi ogni ciclo chiuso di A, taglierà. In 

in un numero pari di punti. 
Ne segue che, se A, é bilatera, non potrà essere A', iiriilateia, percliè 

ad un circuito chiuso c' di A', che invertisse l'indicatrice, e non passasse, 
corne si pub supporre, per M', , dovrebbe rispondere su l t z  un ciclo cliiuso c 
non segante nt fuori di A l  e passante ivi un nuinero dispari di ~ o l t e .  Duti- 
que A , ,  A', saritnno entrambe unilatere O bilatere e percih equivalenti. 

Da1 teorema ors ditnostrato si trae, con agevoli cleduzioni, l'importante 
cooseguenza: 

Ogni superficie rasionale reale F con pi& falde si p ~ o  rappresenture sopra 
una qualunyue superficie (o della sua classe dolata d i  un numero r di  punti 
fondamentali (reali), eguale a quello dei punti base del sistema 21 relatiuo alla 

, rappresentazione piana normale d i  F, che 50120 mita ~zella trcrsformaaione 7. 

Iiifatti, partendo dalla rappresentazione noririale di F sopra un piano n, 
si costruisca, mecliante un sistema lineare I, privo di curve fondainentali, 
unito nella r relativa ad F e avente i punti base solo in punti fondanientnli 
di r, una superficie 4. La trasformazione birazionale reale fra F e m in cui 
si corrispondono due punti rappresentati dallo stesso punto di 7;, non ha 
eccezioni (ne1 campo reale) altro che in corrispondenza agli r putiti hase 

le cui rette fondamentali s u  n sono B (x) Br(x)  = O .  Se le radici di questa equazione no11 sono 
distiiite basterà prima trasformare 1 (ed eventualinente 7 ' )  inediante una proiettività del tipo 
x' = x, y:= X y $ ,u, e si raggiungerà 10 scopo. 
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di Z (non fonda.menta.li pei. 7) che sono iiniti in T; a questi punti rispondono 
su  altrettanti panti fondamentali reali a.venti per otilologlîe r curve cliiuse 
di F. 

Poicliè d'altroilde tutte le superficie (t, d'una classe sono eyuivalenti, ne 
segue clle la stessa relazioiie si pub porre tra F e iina qualunque a. 

Supponiaino ora che le falde di F siano tutte Lilatere: dovrà allora es- 
sere r = 0, perchè la presenza di punti fondamentali reali su yualclie falda 
di @ porterehbe di conseguenea l'unilateralita della falda corrispondente d i  F. 
Percib sarà P equivalente a +; donde il notevole criterio: 

Se fra le superficie d'una classe ve 12'è uîzn le cui falde sono twtte bilntere, 
essa è una superficie a. 

Ed ora passiamo a studiare separatamente la coiinessione delle super- 
ficie appartenenti alle tre famiglie. 

16. 1." famiglia. Partendo da una qualunque superficie F, con î îz falde, 
costruiamone una trasforiiiata reale le cui falde siano tutte bilatere. PerciO 
deduciamo anzitutto da F, mediante trasforiiiasione biraeionale wale, una 
superficie F', arente eyuazione del tipo 

aa = f (x y), (3 '7 )  

f = O essendo una curvn. d'ordine "Lz iiotata. di  un puiîto 02 n - %plo O e di 
2 m tangenti reali di specie (cioè tali clie lungo esse f è negatira) uscenti 
da O (F. 11.' 27, 31, 32). Iiitli osservianlo die  se 

sono le equazioni d 'ma  trnsforiiîazione birazioiîa.le reale Fra il piano x y ed 
il piano x'y', la  superficie 

3'" f ( a  (x' y'), fi (x' y')), 

si ottiene dalla (17) mediante la trasformazione birazionale reale 

e che percib s a r i  lecito, per il nostro scopo, sostituire nella (17) in luogo 
di f (x y)  il 1 . O  mernhro cp (XI/) dell'equazio~ie d'iina curva che si ottenga da 

Anttati di  Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 34 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



268 C o n z e s s n t t i :  sulia connessione delle superficie r a ~ i o n a t i  reaii .  

f = O mediante uria trasformazione cremoniana reale, preso con mz segn,o de- 
t e r m i n a h  ( 4 3 ) .  

Ora, mandando con uua proiettività reale il punto O all'infinito sull'asse y, 
si otterrà da f = O la curva 

a (x)y2 +b ( x ) g  +-c (x) =O, (1s) 

e da essa inediante la trasformazione reale 

X = x ,  Y = 9 a y + b ,  
si passerà alla 

Y " D ( ( X )  [D=b"4aa] .  

Poichè possiamo supporre (F. n.O 27) clle la curva f = O e yuindi anche 
la (18) sia priva di  punti doppî (ta1 supposizione non è perb qui strettanlente 
necessaria), le radici di D ( Y )  = O saran distinte e fra esse alcune saranno 
certo reali perché esistoiio tangeti ti reali di f = O uscenti da O. Ne segue 
che per qualche valore n di X sarà D (a) (O, e quindi, se v è l'ordine di D, 
mediante la trasforn-iazione reale 

(2 y. = v se v è pari, = v - 1 se v è dispari), si passerà in definitiva alla 
curva 

y2 = A (x), (eo) 

A essendo uw pol i~zomio d 'ordine  pari, CL rad ic i  distiîzte (fra cui alcune reali) 
tale che A (00) < 0. 

Ogni superficie F della Ia famiglia con m) 1 falde sarà quindi trasfor- 
mabile realineiite in uria superficie avente equazione del tipo 

in cui il segno è aiicora da  determinarsi. 
Per studiare la forma della curva 9" A ((x), consideriamo, coine è lecito, 

due radici reali consecutive a, b di A (x) = O  tali che sia a < b e inoltre, per E 

(43) Insomma delle due superficie s" =<p (X E S =  - cg (s y) che non si equivalgono per 
trasformazioni birazioiiali reali (cfr. F. nota *3 a p. 36) una sola è equivalente iil quel senso 
alla (17). 
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positivo e convenientemente piccolo A (a-E)  (O, ~ ( b  f s) >O. Il polinoniio A 

sarà positivo in tutto il segmento a ,  b dell'asse x e percib ai punti di esso 
corrisponderanno due valori reali e finiti di  y eguali e di segno opposto, 
in ta1 guisa che al variare di x: ne1 segmento a b  il punto ol: y descriverà un 
rasno (reale) della curva y" A (x) cliiuso, privo di singolarità,~tangente in 
a e b alle rette x = a ,  x = b e racchiudente un'area A semplicemente c.on- 
nessa (Fig. 3). La curva y" A (x) risulterà c om- 
posta da un certo numero h di rami siffatti, di- 
stinti, e situati tulti al finito perchè è A (ao) < O. 

I 
Ora osserviamo clle il polinomio y/' - A (x) 

I 

è negatiuo entro tutte le aree A, positive nel- 
l'unica regione piana R esterna a quelle aree. 
Percib se nella (81) si scegliesse il segno + ad ,e3 ,%/g;r: /. 
ogni punto di R risponderebbero due punti reali 
della superficie rappresentala, che verrebbero *?$@ 
a coincidere quando il punto cade su1 contorno 
di R. Quindi la superficie s t e s ~ a  avrebbe u n a  
sola falda. 

--T l i y  3 .  

Siccome F, e quindi anche la superficie tras- 
formata che si ottiene dalla ( d l )  per una conveniente scelta del segno, ha 
m > 1 falde, cosi nella (81) bisognerà scegliere il segno -; ed allora ad ogni 
punto di una delle aree A risponderanno due puilti reali.della superficie che 
in corrispondenza ad A descriveranno una falda chiusa, priva di singolarità, 
bilatera e del tipo sfera. Sarà dunque h =,m, e si concluderà clie : 
. IN ogni classe d i  superficie della I a  famiglia con m falde, esiste u n a  su- 

perficie @ d i  eqzlaziotze 

zZ + y2 = A (LE)) 

colle falde tutte bilatere e d'ordine d i  connessione O. 
L'ordine di connessione di (P sarà dunque per la (8) eguale a - 2 .lîz + '2. 
Ritornian~o ora a considerare una qualunque superficie P della la fa- 

iniglia con ttz falde A,,  .A,,.. . , A,; il sistema relativo alla sua rappresen- 
tazione piana normale abbia 9 9th +- l + r + 9 i punti base, d i  cui 9 m + 1 
nei punti fondamentali di r, r uniti in .c e 2 i due a due corrispondenti. Sarà 
I = ", + r + 2 i, e siccorne in virtù d'un teorema del numero precedente 
si pub stabilire, tra F e la superficie @ (della sua classe) ora costruita, una 
corrispondenza biunivoca continua, ecc., dotata di eccezioni solo i n  r punti 
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foiidariieutali su a, cosi l'orcline di coili~essioiie Z di F risulterà per il teo- 
i.eliia di KLEIK ("), eguale ad r - 3 m + 2. L)uilyue avreliio 

i l  segno = valerido soltanto se i =O.  Se son dati i valori di m, 1, Z, co~ii- 
patibili colle (23) e colla coiîdiziolie clle 1, Z ~ioii siailo inferiori ai  rispettivi 
valori niininii '2 YIL (F. Seor. VI), - 9 I J L  + 9,  esistono, in ogni classe di su- 
perficie della la famiglia con ~t fiilde, delle superficie a cui conipetono yuei 
valori di 1 e Z. Esse si costruiscono partendo da un sistema x, privo di curve 
fondamentali, ecc., unito in una trasforinazione r di tipo normale relativa a 
quella classe, e dotato di puiiti base nei punti fondamentali di  r, in r punti 
uniti, e in i coppie di punti corrispondenti in 7 ;  i valori di i ed r essendo 
dati dalle foriiîole 

che si traggoiio dalle (22). Anzi, distribuendo convenieilteniente gli r punti 
hase uniti iiegli w c  angoli a , ,  cr?,. . . , cc,,, (cfr. nuni. prec.) a cui corrispondono 
le NL falde d'ogni superficie di quella classe (in particolare di a)),  possianio 
fare in modo che gli ordiiii di contiessione z , ,  a,, ..., z,,, delle falde apparte- 
neriti alla costruenda superficie assuniano qualunque valore (2 0) coiiipati- 

Wb 

hile col clato Z e colla foriiiola Z =  x i  - 2 IIÇ + 8. Dutique, il1 definitiva 
i=i 

Ml 

L'o~dirze d i  con~~ess io~ze  Z = xi - 9 m + 2 d'wca szcperficie razionccle 
i=2 

reccle della I u  fcratiglia, dotata di  WL fcclde A ,  , A , ,  . . . , A,,, ccventi gli ordini di 
cowzessioue rispetti,uamente e g z d i  a x ,  , z2 ,. . . , a,, , B legcctb all'irzvar.iccnte di 
ZEGTHEN-SEGKE I ( 2  2 IIL) dalle relaaiowi 

e, per uu dato valore d i  nb ed I (2 B m), esistono in oyni classe, sbcperficie 

(&') Che, coiiie si ricava subito dalle (y), (8) vale aiiche per superficie con piil falde. 
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corrispondenti a tutti i valovi di z, ,  x , ,  ..., s, tali che i l  relatiuo Z sia corn- 
patibile colle relazioni stesse. 

Si osservi ora che se r > O, cioè Z >  - S + 8, esislono certo su  qual- 
che falda di (D punti foiidaliientali per la corrispondetiza tra a> ed Ii: e che 
percib le falde corrispondenti di P sono uiiilatere. Se ne cledurrà facil- 
mente che : 

Le superficie della 1" famiglia colt W L  falde aoer~ti l'ordine d i  connessione 
Z >  - 2 +IL + 3 possiedo?ro cclwwrzo zwa falda unilateva e la somma de@ or- 
dini cli conu~essio~ze di tali falde è eguale n Z +  2 nb - S. Al valor minimo 
Z = - B i i ~  + 2 corrispondo,no invece sztperfic,ie COVA td te  le falde bilatere (d'or- 
dine di connessione O). 

Zn particolare, poicliè in virtù delle (II) il valor ininilno di Z è raggiunto 
solo se I è pari si ha che: 

Tutte le superficie deZZa 1" famiglia con pi& fdde ed invariante I dispari 
hauzno alwzeno una falda unilatera. 

17. Il" fmmiglia. Ogni superficie F di essa è trasformabile realmente 
nella superficie 

z2 = f (X Y), (24) 

f = O essendo una yuartica di geiiere 3, dotata di h rami reali raccliiudenti 
ciascuno un'area sempliceniente coiinessa nell'interno della quale f è positivo 
(F. 1i.O 33). Dunyue, ragionaildo coiiie a1 tiurnero precedente, si vede che la  
superficie (94) ha quattro falde bilatere d'oidine di conilessione 0, cioè che 
essa è una superficie a. Il suo ordine di connessione risulta, per la (B), eguale 
a -6. 

Se duiique il sistema Z: relativo alla rappresentazione piana normale di 
P ha dei puiiti base, oltrechè iiei 7 puriti fondanientali di r, anche in r punti 
uniti e iri B i  punti corrispoiidenti in T ,  si avrà, ragionando corne precedeii- 
teinente, I = r + 2 ,i + 6 ,  Z = r - 6, e quindi 

1 - Z = S ( i + ( j )  , I + Z = B ( r + i ) ,  (95) 
da  cui segue 

Z r  1 (mod B), Z r 1- 18. (OL6) 

Di qui, coine al nurii. prec., si dedurrà senza diffjcoltà che: 
L 

L'ordine di cotanessione Z = $ zd - 6 d'una su9erficie razionale reale della 
i=l 

I I "  famigtin, dotata di 4 fnlde A,, . . . , A, aventi gli ordini d i  cotznessione 
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rispettiuaneente eguali a a , ,  . . . , 8, , è legato all'invariante di  ZEUTHEK-SEGRE 
I ( 2  6 )  dalle relazioni 

e, per u n  dato valore di 1, esistono, i n  ogni classe di quella famiglia, super- 
ficie corrispondeuti a tutti i valori di z,,  ..., z, tali che Z riszdti compatibile 
colle relazioni stesse. 

Le superficie della IIe fanciglia aventi l'ordine d i  connessione Z> - 6 
possiedono almeno utza falda unilatera e la somma degli o r d i n i  d i  cormessione 
di tali falde è eguale a Z + 6. Al valor rninimo Z = - 6 corrispondo~zo invece 
superficie con td te  le falds bilatere (d'ordine di conriessione 0). 

Tutte le superficie della I I "  fafniglia con invariante 1 dispari h a m o  al- 
metzo una falda unilatera. 

18. I I I"  famiglia. Ogni superficie F di essa si pub rappresentare dop- 
piamente sopra un coiio quadrico reale r, con sestica di  diramazione dotata 
di cinque rami reali. Di questi rami urio è dispari (rispetto alle generatrici) 
e gli altri quattro pari; e yuesti stanilo tutti in una fra le due regioni de- 
terminate da1 ranio dispari e da1 vertice. Alle quattro aree seinplicernente 
connesse racchiuse dai rarui pari, e a quella fra le regioni determinate da1 
ramo dispari e da1 vertice clie non contierie i rami pari rispondoiio le cinque 
falde di F (F. n.' 34, 35, 36). 

Proiettando il cono r da un suo punto sopra un piano xy,  si ricava 
che P pu6 rappresentarsi doppiainei~te su quel piano, con sestica di dirama- 
zione dotata di due puiiti tripli infinitamente vicini. Scegliendo il ceritro di 
proiezione iiella regione in  cui stanno i rami pari, sopra una generatrice 

clle noii li incontri, si vede che la sestica del 

( I  piano s y ha cinyue rami pari a, 6, c, d ,  e 
<J 

racchiudenti ciascuno un'area semplicemente 
connessa ed esterni u r ~ o  all' altro (Fig. 4); 
alle ciique aree a, t ,  y, a', e (tratteggiate nella 
Fig. 4) corrispondono le cinque falde di F e 
di yualunque sua trasformata reale. 

5 Siccl~è detta f (x y) = O l'equazione della 
sestica po tremo, col d i t o  procedimento, tras- 
fortiîare realinente P nella superficie 
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e in tale equazione il segno del %O membro risulterà determinato in modo 
che f sia positivo nelle cinque regioni a,  p, y, 8, E, a cui corrisponderanno 
le cinque falde A, B, C, D, E della superficie (27). 

Sia ora a il ramo di f = O ch'è proiezione del ranio dispari appartenente 
a r, O la traccia della generatrice di r clie passa per il centro di proiezione. 
Il punto O s a r i  semplice, come singolarità reale del raino a, nia sarà invece 
triplo, con un analogo punto infinitamente vicino, corne singolarità (corn- 
plessa) di f = O. La superficie (87) ha in O un pudo  doppio uniplntzare spe- 
ciale ed è priva di altre singolarità, sia reali che coiiîplesse, situate al finito 
(mentre in x = oo ha un punto singolare reale isolato). 

Sicchè le quattro falde B, C, D, E saranno finite, cliiuse, prive di sin- 
golarità, hilatere e del tipo sfera; ma 10 stesso non si potrà afferinare della 
falda A pure finita e chiusa finchè non si determini l'influenza che ha sulla 
sua connessione la siugolarità esistente in O. 

Ne1 seguito sarà provato che la falda A è uiuhtera ed ha I'ordine d i  
connessione 1, cioè che cosi si comporta in un yualunque inocle110 delIa su- 
perficie (97) ne1 quale la singolarità sia risolta. Trattaiidosi di uii'interessnnte 
applicazione dei inetodi d i  questa Me~noria ci riserviaino di trattarla in un 
apposito paragrafo in Cui, niediante la rappresentazione pinna normale, pro- 
veremo ancora che la (27) è zina superficie @. Essa ha l'ordine di connes- 
sione O + O + O + O + l -  20+9=-7 .  

Ammessa per ora come vera la proprietà enunciata, ne seguiri che ogni 
superficie P della stessa classe di quella Q, si pub rappresentare sulla dotata 
di un certo numero r ( t  O) di putiti fondamentali, e yuindi che: 

Oyni superficie della IIIa famiglin possiede una ed m a  sola falda (uni- 
latera) che non si pu6 ridurre bilatern mediante una trasformazione reale. 

Essa si chiamerà la falda singolare della superficie. 
Consideriamo ora la rappresentazione piana normale della superficie F, 

e supponiamo che il relativo sistema abbia 8 + r  + 2 i  punti base, di cui 
8 nei punti fondainentali di r, r uniti e B i  a coppie eorrispondenti in -r. Si 
avrà I= r + 2 i + 7, e, tenendo conto della rappresentazione di P su Q, 

Z = r  - 7 ;  quindi 

1-Z=B(i+7) ,  I+Z=B( r+ i ) ,  (9s) 
cioè 

Z=I(niod2) ,  Z r I - - 1 4 .  P9) 

Ragionando ne1 solito modo e tenendo present.e che, se si vu01 costruire 
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una superficie P corrispondente a valori dati di I e Z compatibili colle (29), 
si possono disporre arbitrariamente gli r punti base uriiti di in ta1 guisa 
che i corrispondenti punti fondainentali di sian distribuiti su ciascuna delle 
falde in iiuiiiero prefissato, ma che per6, cornunque si operi, l'ordine di con- 
nessione della falda singolare rimane seinpre > 1, si giunge alla conclusione 
s e p e n t e  : 

a 
L ' o r d i n e  d i  connessione Z =  2: 3, - 8 d ' u n a  superficie raz ionnle  reale 

i=l 

del la  III" faccluiglin, dotata  d i  5 faldé A,, ..., A$ aven t i  y l i  o r d i n i  d i  conîles- 
sione rispettivauliente egual i  a xi ,. . . , a , ,  è legato al l ' invariante  d i  ZEUTHEN- 
SEGRE I ( 2  7 )  dal le  re laz ioni  

e, per IGPZ dato  valot-e d i  I, esistono, i n  ogn i  classe d i  puelia famiyl ia ,  super-  
ficie corr i sponden f i  a t d t i  i vn lor i  d i  x , ,  ..., ej t d i  che Z ~ i s w l t i  compatibile 
colle reia.siot?i suddette,  e, se A, è la fcclda sirzyolave, s i n  z, 2 1. 

Tut te  le superficie della III" fanziglin h a m z o  qualche falda uizilcctera, e 
ECG s o m m a  degli  o r d i n i  d i  connessione d i  ta l i  falde è eguale a Z +  S. Al valor  
~uiniwzo 2 = - 7 corrispondo+to superficie con 4 fcrlde bilntere (cl'ordine di 
connessione 0) ed una m i l a t e r a  (d'ordine di connessione 1). 

Osserviarno infine che i due caratteri Z ed I relativi ad uiia superficie 
razionale reale P variano in modo diverso al  variare di r ed i, coine con- 
segue dalle formole assegnate; tanto che la loro variazione, purchè conipa- 
tibile colle clisuguaglianze assegnnte, si conserva indipendente .  Veclreiiio ilel 

prossirn O paragrafo coine si possa trovare iin t e w o  ccrra ttere dipendente dalle 
proprietà rea l i  della superficie F, che si espririie nîediante r ed i, e clie varia 
con essi in modo diverso da I e Z. L'eliminazioiie di r ed i ci condurrà al- 
lora ad uiia importante relazione. 

.19. Diremo che 7 curve rea l i  Ci,  C, ,... , Ce, appartenenti ad una su- 
perficie algebrica reale F costituiscono su essa una base per le curve reali, 
O ,  più ~emplic~erriente, uila base reale,  se: 
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1." Esse sono algebricamente indipendenti ; 
8.O Ogtii altra curva reale di P è algebricainente legatn ad esse ('7. 

Il nuniero 7, :Che risulta ovviamente indipendente dalle curve che costi- 
tuiscono la ba.se, si dirà il numero base reale della superficie F. 

Ne1 caso delle superficie regolari - in  particolare razionali - due O più 
curve algebricainente dipendenti o iiidipendenti, lo sono, conie è heri noto, 
anche linenrmente. È yuesto il caso in cui noi ci trorererno. 

Incominciamo collo studiare qua1 relazio~ie interceda fra i iiuineri base 
reali s, 7, di  rlue superficie algebriclie reali a, F fra ciii interceda una tras- 
forma.zione hirazionale reale, priva di punti fondainentali su  P e dotata su di 
In = T + 9 i punti fondamentali. Fra questi, i punti Pl, P,, ..., P,. sian reali, 
e i punti Q I ,  Q I , ,  Q a ,  &ln,. . ., Qi,  Qti due a tlue imaginarî coniugnti. Indichiai-iio 
con Cl, C ,,..., C,. ,  D l ,  D l ,  D,,  D'? ,..., Di, Dli le c i i i . ~  corrispondeiiti di F, 
con R,, B?, ..., BK le curve reali d i e  costit.uiscoiio uiia hase su (t~, coi i  
E , ,  E ,,..., E,  le coi.rispondenti su  i? 

Ogni riirva reale I< d i  F, esseiido la trasforinatn tl'iiiin C I ~ I T < Z  ~ P I I I C  di d> 

passante con certe molteplicità per i puiîti foiihineiitali, sarà lineai~iiieiitt~ 
legntn alle ciirve indipelzdenli (47 R I ,  E',,..., E z ,  Cl, C? ,..., C,., D l ,  D',,..., 
D i ,  Dli d a  una relazione del tipo 

112 K r e l E l + e 2 E , +  . . . +  euEh;f -c l  C , + c . , , C 2 + . . . + c , .  C,.+ 

+ d ,  Dl + t l ' ,  D', + - + (7, ni + I I ' ,  Dli ; 

e yuiiîtli anche tlitlla relazione 

d i e  si ottiene operando sui tlue irienibri tlelln preceileiite colla tixsfoiwn- 
zioiie d i  c&iugio d i  F. 

Si arrà. dunyue sot,trarndo iiiein1)i.o a iiienibro 

e quindi, per l'indipenclenzn delle curre D, 

Per il significato delle locuzioni qui usate cfr. SEVERI, S d l a  totalitM d e l l ~  cuvae t ~ a e -  
ciccte sopra uvza superficie algebvica [Matheinatische Aiiiialeii, Rd. LX11 (L!M), pp. 19Z-2251. 

('7 SEVERI, loco cit. ( 3 9 ,  § 7. 
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e percib la prima relazione scritta diverrà 

da cui segue che le curve reali linearinente indipendenti 

costituiscoiio uiia base reale su F. Se ne deduce la cercata relazione 

Nulla importa per la validit,à di essa che i punti fondamentali di @ siaii 
distinti O infinitamente vicini ; per persuadersene basta osservare che la cor- 
rispondenza tra @ ed P pub, coll'introduzione di superficie ausiliarie, esser 
decornposta in una successione di corrisporiderize in ciascuna delle quali si 
introduca un sol punto fondamentale. 

Applichiamo ora la fornîola (30) a determinare il nuinero j7 per tutte 
le superficie razionali reali, dando ai nunieri r ed i, c,aso per caso, i signi- 
ficati loro attïibuiti nei due paragrafi precedei~ti. 

Superficie con una falda. 
Caso a ) .  Assuinendo coiiie @ un piano reale (p= l), si lia subito 

Caso fi). F è reppresentabile sopra una quadricn reale @, ellittica O iper- 
bolica, secondo clie P è del tipo sfera O del tipo toro, dotata di 9i punti 
fondamentali due a due imaginari coiiiugati. Detto 6 il nuinero base di 4 
si lia dunque 7 = P, + i. 

Osa su la base da1 punto di vista complesso è costituita da due ge- 
rieratrici g,, y, appartenenti a schiere diverse, e per ogtii curva D di @ (trat- 
taudosi di base ~nivhza )  si ha 

il CG g ,  + b gz (a, b interi). (3 8) 

Se @ è iperbolica g,  e 8, son reali, e percib 6 = 2; invece, se è ellit- 
tica g ,  e y, si possono supporre imaginarie coniugate, e allora, operando sui 
due membri della (39) colla trasformazione di coniugio di si trae subito 
che a = b, cioè che su 'P la base è costituita dall'unica curva reale (sezione 
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piana) g, + ge.  Dunque in ta1 caso p, = 3 ,  e quindi in definitiva 

- 
p = i+ l se F è del tipo sfera; 
- 
p = i + 2 se F è del tipo toro. 1 (33) 

Caso y). Sia Q una superficie corrispondente ad r = i = O ,  cioè tale 
che il sistenia lineare reale imagine, su1 piano x ,  di quel10 delle sezioni piane 
od iperpiane di <p abbia i punti base solo. in O, pl', Pz, ..., Pm e per curve 
fondamentali (semplici) solo le rette pl, p, ,.. . , p,, (cfr. 11.' 14 y)). Il suo nu- 
mero hase (complesso) p, è eguale a 2, corne si ricava subito confrontando 
x e a colla superficie rigata le cui sezioni piane od iperpiane lianrio per 
imagine su  n le curve d'ordine n ahbastanza elevato con un punto n - 1-plo 
in O e punti base se~nplici in P, , P, ,. . . , Pm. Tale è anche il relativo numero 
base reale E ,  perchè, se esso risultasse minore di 2, le due curve reali di @ 

corrispondenti ad una retta reale di x e all'intorno di O sarebbero dipen- 
denti, il che è assurdo. Tenendo conto clie ogtri superticie P la cui rappre- 
sentazione piana iiorniale presenti il caso y) (in relazione ai p u ~ t i  fonda- 
nlentali O, Pi e alle rette fondamentali pi) si rappresenta sulla @ dotata di 
r + 2 i punti fondamentali, ecc., si ricava per F 

Passianlo ora alle superficie con pi& falde. Mantenendo ad F e i si- 
gnificati del paragrafo precedente, detti 7, p, i rispettivi riumeri base reali, 
ricordando la rappresentazione di P su  0 stabilita al n.O 15, avreino 
- 
p = pa + r + i ;  e quindi tutto si ridurrà a deterininare p,. Supposto, corn-e 
è lecito, che i punti base del sistema Y relativo alla rappresentazione piana* 
normale di a cadano soltanto nei punti fondainentali di r e che sia privo 
di curve fondamentali semplici (anzi si pu6 supporre addirittura privo di 
curve fondamentali), si conclude che su @ la base (minima) da1 punto di vista 
complesso è costituita dalla curva corrispondente ad una retta del piano x (SU 
cui è rappresentata a) e dalle curve corrispondenti dei punti fondamentali di 7. 

Esaminialno ora separatamente i varî easi, 
1" fanziglia. Riferendoci, per i pimti fondainentali di r, alle notazioni 

dei 11.~ 15, 16, indichiamo con R la curva di Q, corrispondente ad una retta 
di n, con C,  Dl, D ,,.. ., D ,,,, le curve corrispondenti ai punti fondamentali O, 
Pi, Pz,. .  ., P,, , con L una curva reale (irriducibile) appartenente al  fascio 
di curve razionali cbe corrisponde al fascio di rette di centro 0, con R una 
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qu:iluiique cur va reale' di a. Si avrà l 'equi\deuza 

l < r a R + b  C + d , D , + d ,  D , + - . . + d  ,,,, D  ,,,,, 

cla cui, tenendo coiito che si lia ovviamerite. 

L + C _ R ,  
seguirà 

Sia ora C' la curva coiiiplessa coniugata d i  C, e siano D',, D',,..., D',,,, 
le curve c.oii~p1esse coniugale d i  D l ,  D,,  ..., D,,,,, cioè quelle che corrispon- 
dotio alle rette foridaiiieiitali p l ,  p z ,  ..., p2m di 7 :  oper;mdo sui due membri 
clella (35) colla trasfoi~mazioiie d i  coniugio di (i, otteneiiio 

Ma le curve Di +- D'j sono co~iipoiienti totali del fascio L percl~è cjririi~tlo 

uiia retta del fascio O teride a pi la curva L corrispondente tende alla oiirva 
spezzata Di + D f i ,  e percib si lia 

1)'altroude le due curve reali C +  C' ed L sono intlipendenti percliè in 
citso contrario dalla (36) si potrebbe trarre un'equivalenza del tipo 

e quilitli ogrti c u n a  reale di a risulterehbe cotiiposta con curve del fascio 
L , il clle S manifestamente assurdo. Dunque sarà & = 9 e quindi: 

I I "  fc~miyl ia .  Sia R la curva di Q corrispondente ad una retta s di z, 
C l ,  C Z , . . . ,  (7; le curve corrispotidenti ai punti Pl ,  P, ,..., P, fondamentali 
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per 7 ,  R' la curva coinplessa coiiiugata di R, Cr,,  Cf , ,  ..., C", le c o n ~ ~ l e s s e  
co iiiugate di C, , C, , . . . , C, , che corrisponderanno ordiiiataineiite alle cubiclie 
K , ,  Kz ,... , A; (passaiiti seiiipliceniente per sei dei punti fondameiitali, e 
doppianieiite per lYultei.iore punto a cui corrispolidorio in T) (F. i1.O 37). 
Detta K una yualuilclue ciirva reale di @ avremo l'equivalenza : 

IirnR+cl C,+c ,C ,+. - .+c ,  C , ,  

da çui, operaiido niediante il coniugio di a>, cledurrerno 

9 IIr' a (H + K r )  + cl (CL  + C',) + . . - + c, ( C ,  + Cr7). (38) 

Ora si osservi clle ZZ' è la trasforlnata della curva corrispoilderite ad s 
in T, cioè d'uria curva d'ottavo ordine 'coi punti tripli P,, Pz, ..., P, e che 
yuindi R + R' appartiene al sistenia lineare di trasforiiiato di quel10 delle 
curve di O." ordine coi puiiti tripli Pl ,  P,,. . . , P, . Ne segue che se si indica 
con L uiia curva reale di clle coirisponda ad uiia cubica della rete indi- 
viduata da Pl, Pz ,..., P,, la quale sia unita in 7 ,  si ha 

e siccolne è üncora ovviamente 

cosi, dalla (38) si trae in definitiva 

e quindi & = 1, e - p = r + i + l .  

III" fawiy l ia .  Ragionaiido come precedentemente si eonclude che per 
qualuncpe curva reale K di vale la relazione d'ecjuivalenza 

(&') Questa relazione si  pub interpretare dicendo che tutte le curve m i t e  iii r sono d'or- 

dine 3 n. n = -- coi 7 puiiti Pl , P, , . . . , P, 12-pli. Cib si puo anche ricavare direttamente, e i  
come in F. n . O  37. 
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L essendo la curra corrispondente ad una cubica del fascio individuato clagli 
8 punti Pl, P ,,.. ., P, fondainentali in r. Dunyue & = 1, e 

Cotifrontiaino ora i iisultati delle formole (13) (15') (15") (88) (85) (98) 
con yuelli delle (31) (33) (34) (37) (39) (40) nella segueiite tabella: 

( t ipo s fera 
S q e r f i c i e  con zma falda. Caso 

Y 

Superficie con p i ù  falde. Famig l i a .  . . 

da1 confronto si dedurrà il seguente teorema: 
F r a  l'ordine d i  coimessione 2, l ' imar ian t e  d i  ZEUTHEN-SEGHE I e i l  nu- 

mer0 bnse reale 7 d i  qunlunque sztperficia razionale reale intemede la relnxione 

1+z=e(7---il. (V) 

A ~ ~ ~ i c s z r o ~ r  ED ESEMP~. 
STUDIO APPROFONDITO DELLA FALDA SINGOLARE APPAHTENERTE 

ALLE SUPERFICIE DELLA IIIa FAMIGLIA. 

90. 1 risultati dei paragrafi precedenti dàntio modo di deterniinare la 
connessione d'una superficie razionale reale partendo dalla sua rappresen- 
tazione piana, e quindi di assegnare dei modelli at'ti a retldeie intuitive le 
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proprietà inerenti alla forma delle falde reali appartenenti alla superficie con- 
siderata. Converra in proposito osservare ch$ non è sempre stretta~nente ne- 
cessario, quand0 si tratta d'un caso particolare, ricorrere alla rappresenta- 
zione piana normale della superficie. Cosi ad es. se si tratta d'una superficie 
rappresentabile realmente su1 piano, l'ordine di cormessione si potrà deter- 
minare agçiungendo 1 alla differenza fra il nuinero dei punti fondamentali 
reali e quel10 delle curve fondainentali semplici pure reali inerenti ad una 
rappresentazione piana reale della superficie ("). Dopo cib dagli enui~ciati 
del n.' 14 si ricaverà subito, salvo ne1 caso Z =  2 elle richiede una discus- 
sione più accurata, se la superficie sia Matera O uiiilatera. 

Diaino ora qualche eseinpio e sviluppianîo qualche applicazione, scelta 
fra quelle die, inentre consentono in modo sen-iplice d'illustrare i risultati 
ottenuti, si prestano anche ad ulteriori brevi indagini, non prive d'interesse. 

Rigccte cubiche d i  8,. Se si proiettano da un punto reale della direttrice 
doppia sopra un piano reale z, si ottiene ivi, coi-ne iiiiagine delle sezioiii 
piaile della data superficie un sisteina (reale) 0o3 di cubiclie con un punto 
base doppio reale, e due piinti base semplici che si posson supporre reali 
assuinendo il centro di proiezione in un purito per cui passano due gene- 
ratrici reali della rigata. Tale sistema ha due rette fondamentali (seinplici) 
che son le congiungenti il punto base doppio P ai punti base semplici A, B, 
e perb la rappresentaxione s u  7c peon è nornwle .  Per ridurla a quel tipo hasta 
trasformare yuadraticanlente n in un altro piano reale 5 ,  assumendo su n 

conie triangolo foridamentale quel10 clle lm per vertici i puilti P, A, B; si 
ottiene allora sopra cr, come imagine delle sezioni piane della superficie data, 
un sisteilla ao3 di coniclie arenti un punto base reale M (e soddisfacenti di 
più alla conclizione di segare sulla retta p omologa di P le coppie d ' m a  
certa involuzione); e percià le r igate  cubiche d i  8, sono superficie uni la tere  
d 'ord ine  d i  connessione 2. 

Superf ic ie  cubiche generali  d i  8,. Si possono, come è noto, rappresen- 
tare sopra un piano (reale) x in guisa che alle loro sezioni piane risponda 
un  sistema liileare S ,  O G ~ ,  di cubiche con 6 pir~iti base A,, A,, ..., A, cl-ie 
(escludendo le rigate e le superficie con punti doppî) si possono supporre 
distinti e generici ne1 senso da non individuare c i m e  (rette O coniche) f m -  
dainentali per S. La trasformazione T, imagine del coniugio della superficie 
data, dovendo Iasciare unito S, non avrà punti fondainentali fiiori di A , ,  
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A,,  ..., A , ;  e percib, coriie si ricava subito dalla coiisiderazione dei casi pos- 
sibili, O dall'elenco dei tipi norniali con al più 6 punti fond$ment.ali (F. ne0 371, 
si pu6 ridurre (mediante successive trasformazioni quadratiche aventi i punti 
fondanientali in punti base d i  S O dei suoi trasformati, che niutano in de- 
finitiva S in un sisteina Z perfettaniente analogo) al coriiugio, ovveio ad una 
trasforniazione di 3.' ordine con un punto fondamentale doppio e qunttro 
semplici (") ; e in quest'ultimo caso la superficie cubica apparterrà alla 1'  fi^- 
niiglia e avrà due falde (F. 11.O 41). Ridotta cosi la T a  tipo normale r ,  poiel-ié 
il sistelria si comporta corne S, la rappresentnzione piana della superficie 
sarà normale. 

Se T è il coniugio, ci troviaino ne1 caso cc) del 11.O 14; dalle fomole i ~ ~ i  
assegnate, unite alla (31), col solito significato delle notazioni, tenendo con to 
clle r + 2 Z = 6, siaiiîo condot.ti allora a i  cnsi elencati nrlla s e p e n t e  tabella: 

in cui v iiidica il nuiiiero delle rette reali appaiteiienti alla superficie, clie 
si deteiiiiiiia subito in corrispondenza a dnti valori d i  Y ed i teiiendo corito 
(lella nota rappreseritazione piaila di quelle rette. Le superficie considerate 
soiio poi tutte unilatere 

Se invece r è uiîn trasfornmzioi-ie di 3:0 ordiiie col punto bntlamentale 
doppio A, ed i punti foi~tlamentali seiiiplici A?, A,, A , ,  A,,  l'ultei~ioi~e piirito 

("7 Le trasformazioni aiitiquadratiche prive di piinti iuiiti no11 si preseiitaiio trattaiidosi 
di superficie che hanno sempre pimti reali. 

1 valori ottenuti per Z coiiicidolio con quelli assegriali da SCHLAFLI 11el lavoro Col-- 
rezioize, ecc. (citato (")), non coi] quelli di KLEIN, UPUPP, ecc. (citata (17)), in quaiito ivi 1'Autore 
parte dall'assegnare all'ordine di contiessioiie del piano il valore 8, e rieppure con quelli del- 
l'altra Bfeinoria di KLEIN, H e w e d m ~ ~ g e u ,  ecc., che si riferiscoiio all'ordiiie di coiiiirssioiie 
2' = OL Z- 2 delle siip~rficie iiiiilatt~re coiisidrrntr coiiie tloppie. 
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base A, ili L, sarà unito in r. e, dalle foriiiole del n.' 16, per wz = $ r = 1 
si avrà I =  6, Z 2  - 1; delle due falde, uiia sar3 uililater:~ (a, = l ) ,  l'altra 
bilatern (z, - 0). Iiioltre dalla (37) si ricava jY = 3, e iiifiiie facili~iente si 
trova v = 3. 

Per avere un coiitrollo dei risultati sopra elencati coiisideriaiiio una su- 
perficié cul~ica reale B', per cui sia v = 27. Essa sark iiiiilatem e nvrà l'or- 
dine di connessioiie 7 ;  onde (i1.O 10) si potrà colisiderare eyuiralente ad uii 
foglio piaiio coiigiunto atl uiin sfern per lriezzo di qunttro tul i ,  orvero a quel 
foglio sorinontato da uii ponte a tre arclii. Ceicliinimo di ritrovai-c per via 
coinpletainerite diversa yuesti niodelli. 

Percih detto O un punto ellittico di 17, o il rehtivo piano tangente, D 
l'ulteriore intersezione di G con F, che sarà couiyosta d'un sol ramo cliiuso, 
non passante per O, e dispari perchè segato in un piinto da ogni retta t l i  G 
per 0, proiettianîo doppiamente F da O six un piano reale sc pai.allelo a c. 

La ciirva d i  diramazione della corrisporideilza (1, '2) cosi stahilita fra z ed E' 
snrà, come è iioto, una yuartica C4 d i  geiîere 3, reale, e aveiite tutte le 28 
l~itaiigenti reali. Fra esse 97 son proiezioni delle rette di F, l'altra è la relta 
iiiipropria di ii; e su essa i contatti sono imapinarî coniugati in corrispon- 
tlenza alle taiigenti principali che escorio da O. Percib (") C4 arrà  yinttro 

rami renli r , ,  r,, r , ,  r ,  pnvi (ciascilno dei cpiali racchiude un'area sriiipli- 
ceinente connessa) tutti s i t t tat i  ctl finito. 

Ad ogni purito P di x esterrio alle iegioni racrhiuse dai rriliii di C, ri- 
spondono due puriti reali e distinti di P i  qiiali tendorio a coiiicidere qi~aiitio 
P tende ad un punto situato su uoo dei rami. Se invece P si alloiitaiia in- 
defiiiitaiîieiite, uno dei due puiiti corrisporidenti teiitle ad O, l'altro ad un 
puhto della curva D. 

Per cui se  il piano rr si imagina sdoppiato iii due fogli a, F forati in 
corrispoiideuza alle aree raccliiuse da Y,, r , ,  r , ,  Y, e conilessi lungo il loro 
contorno, i'iiisienie di tali due fogli cosi prepnrnti si pli6 porre in corrispon- 
danza bi~iniroca continua con P ,  dotata SU B' del puiito fondainentale O a 
cui corrisponde la retta iiiipropria d'un0 dei due piani, per es. di 1:;  inentre 
alla retta iiiipropria del piano 6: risponde, punto per punto, la curva D. Siccliè 
per avere un .1î~odeZlo di F basterà far spwire l'eccezioiie esistente in rorri- 
spondenza alla retta inîpropria-di p. 

Z E U T H E N ,  Sur les courbes du quntvièute o~clre [Matheinatische Aiiiialeii, TI[ (1873), 
pp. 410-4.32]. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 36 
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Lo scopo si raggiunge mediante uiia proiezione stereografica che tras- 
forini la parte del piano p esterna ad un circolo k il quale racchiuda ne1 su0 
interno r , ,  r,, r , ,  r,, in una mezza sfera avente k per circolo inassirno. Dopo 
ci6 il foglio p, mediante evidente deformazione, potrà ridursi ad una sfera 
riuuita ad a mediante quattro tubi corrispondenti ai  giunti lungo i rami r , ,  

r,, r,, r , ;  e cos1 si ritroverà per altra via il mode110 sopra assegnato. 
81. Cotznessione della falda silzgolare appartenente alle superficie della 

111" famiglia. 
Incoininciaino col determinare la rappresentazione piana normale della 

superficie reale rappresentata dall'eyuazioiie 

nella yuale f = O è una sestica reale dotata di due punti tripli infinitamente 
vicini, risiedenti nell'origiue O delle coordinate e disposti lungo 17asse delle x. 
Yer i rami di f = O, e le falde di @ inanterrerno le riotazioni del 1i .O 28, e 
per quanto riguarda quelle proprietà della rappresentazione piana che qui 
vengono enunciate senza diiliostrazione, rimandiamo ai n.' 29, 36 di F. 

11 sistema relativo alla rappresentazione piana normale di @ sarà unito 
in una trasforniazione z di 17.' orcline con 8 punti (fondameritali) Y,, P,,. . . , 
P, sestupli (clle si posson supporre reali (cfr. F. n.O 49)) i quali son doppf 
per un sistenia S, CO" di sestiche dotato delle proprieta che tutte le sue 
curve le quali passano per u n  punto del piano z (cbe 10 sostiene), passano 
di conseguenza per un altro punto, coniugato del primo in una involuzione 1, 
unita in i, a cui risponde I'involuzione reale x' = X, y' = y, Z' = - x di a. 

Entro 8 esiste una rete R, dotata di due (ulteriori) punti base semplici 
31, N coniugati in  1, legata alla rete delle rette apparteneiiti a l  piano x y 
da una proiettività À che permette di rappresetitare doppiamente il piano .r; 
su1 piano x y iii 111odo che ai punti di x y rispondano coppie di 1; e in tale 
rappresentazione alla C, unita in 1 (per cui i punti Pi sono tripli) risponde 
la sestica f = O. Alla retta impropria d i  x y che taglia f = O in sei punti, 
due a due iinaginarî coniugati, corrisponde una curva K di R clie taglia C 
(=C,) in sei punti Q,, Q,,. . ., Q, (fuori dei puriti hase di R) due a due cor- 
rispondenti in :. 

Sia X la cubica del fascio individuato da Pl, P,,  ... , P,, che passa per 
M, e quindi per N (in quanto ogni cubica di quel fascio è unita in 1) e si 
consideri il sisteina A, m3, delle curve di 1 8 . O  ordine iiidividua.to dalla rete 
2 K 3- R, colla curva 2K tissa e dalla curva 3 X =C, cioè quel10 che h a  conie 
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punti base 

P l  P . .  . , P sestugli, 

nl, N tripli, 

Q I ,  Q2,. . . , QG ciascu11o con un analogo punto infinitamente vicino su C, 
se+npl,ici. Ci proponian~o di provüre che ta1 sistema A coincide col sisteina Z: 
relativo alla rappresentazione piana normale di a. 

Invero detta w la proiettività che intercede fra R e la stella dei piani 
paralleli all'asse z cpiando si clliami oii101ogo d'una curva p di K quel piano 
della stella anzidetta che passa per la retta di m y corrispondente a p in 1, 
si pongatio le curve di h in corrispondenza proiettiva coi piani del10 spazio 
e, y, z in modo che all'antiproietti~ità subordinata entro A da T risponda 
il coniugio, e che inoltre sian soddisfatte le seguenti condizioni compatibili 
colla precedente : 

Alla rete 2 K+ R risponda, mediante o, la stella dei piani paralleli al- 
l'asse x ;  

Alla curva 3 X +C risponda il piano a = 0. 
A siffatte condizioni si pub soddisfare in ool modi, ciascuno dei quali 

conduce ad una superficie di 6.' ordine a sezioni piane di genere 10, rap- 
presentata su 7~ mediante A e r. Uri'analisi ulteriore, non difficile, che per 
brevità omettiamo, prova che si cade sopra una delle ool superficie 

x" c f  (x y), 

c essendo una costante reale. Sarà dunque lecito supporre scelta la proiet- 
tività anzidetta in modo che sia c = 1 ,  e allora. si cadrà sulla superficie 41. 
Siccorne A = Z è un sisteina privo d i  curve fondamentali semplici, cosi la 
rappresentazione piana stabilita per risulterà norinale ('7. 

Si avraniio inoltre le relazioni seguenti, che ci litnitiaiîio ad enunciare: 

Al fascio delle curve 9 K + corrisponcle Il fascio delle sezioni coi 
X +  77 la cui parte variabile U SN 9 piani passanti per l'asse 2 ;  

è una cubica per P l ,  Pz ,..., P,;  
Alla eurva X; L'intorno del punto singo- 

lare O ;  

t57 Nelle ultime righe del n . O  41 (fine del 5 6) di F. è affermato che la superficie es = f (x y) 

pub ottenersi corne proiezione particolare d ' m a  F9 di S, per cui è un sistema di curve di 
9." ordine. Si tratta d'una svista senza conseguenze. 
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Alla curva K ;  corrispo,t,de L'iutorno del purito yuadru- 
SI& + plo ill~p~.olvio ; 

Alla. curva 02 X + 2 K ;  La seziorie col piano y = 0;  
A i  puilti JI, N; Le due cubiclie 11 ,  v sezioiii 

di c~ col piano y = O ;  
Ai punti Q, , Q, , . . . , Q, cia- Le sei rette sezioni di CD col 

scuno preso assierne coll'aiialo~o piano iniproprio eiascuna delle 
punto infinitaiiiente vicino; quali contiene un  punto doppio 

di irifitiitamente vicino al punto 
y uadruplo. 

Da esse si trae anzitutto clie, siccoiiie le due cubiche II., v sono iniagi- 
narie coniugate, cosi i due punti 111, iV saran corrispoiidenti in ï, e percib 
il sisteina y si troverà nelle condizioni assegnate in 1)rincipio del n.O 1.3 per 
la costruzione delle superficie che là s'iiîdicavano con a. Cercliiamo poi di 
servirci di quelle relazioni per studiare la connessione della falda sitigolare 
A apparteriente a (P. 

Sia d>, una superficie priva di pixnti iiiultipli, eyuivalente a a, çostruita 
a partire da un sisteina lineare x, d i  z, unito i n  7, privo di curre fonda- 
iiieritali, e avente piiilti base solo in Pl, P,, ..., P,; A,  la falda di a, corri- 
spondente ad A. 

Supponiailîo, coliie è evidenteineute lecito (cfr. Fig. 5), che il piaiio x = O  
tagli soltauto la falclü A, e sia. y un aligolo diedm (di cui nella Fig. 5 è se- 
giiata la sezioiie iioriiiale) coiiteiieute quel piaiio e tutto costituito da piani 
aiialoghi. Alle sezioni di essi colla falda A corrispoiideranno su z (tolta la 
parte fissa clle proriene dagl'intorrii dai punti multipli di @ situüti suli'asse a) 
cubiclie del fascio UI , e su A, rerte cilrve Ir forinanti un sistema continuo. 
Siccoine due cubiclie U si tagliaiio, fuori di Y,, P,, ..., Y, iri ut1 punto Pg 
uiiito in r (El. no 29), cos1 due curve V si taglieraiino in un sol  punto reale, 
e perci6 A, - e quiiidi A - s a r i  uiiilatera (n.O 7). 

Proviaiiio ors  che A ha l'ordine di connessioiie 1. Percib itnaginiaino 
di asportare da A la singolarità esisteiite in 0, lagliaiido A liiiigo una pic- 
cola cwva w (di cui nella Fig. 4 è segiiata la proiezioiie) sezione di A con 
un piano y = E (E essendo conreilieilteiiieiite piccolo) in ta1 guisa da dividere 
A in due pezzi P, Q, di cui il secondo coiitenga la singolarità. Il taglia nz, 
corrispondente su A, la spezzerà, in due parti P o ,  Q, di cui la seconda con- 
terrà la curva reale 6 corrispondente all'intorno di 0, ci06 ad X, Ad m, cor- 
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risponderà su n (tolta la parte fissa 2 S)  una curva di R la yuale al teiidere 
di E a zero, cioè di $12 ad 0, tenderi alla curva 9 S. Una ta1 proprietà si 
rende assai chiara osservando che, siccoine luiigo i l'indicatrice si inverte 
- in quanto i appartiene ad un sistema coiltiiluo analogo a quel10 delle 
curve Ir - cosi la curva I I L , ,  infinitamente vicina a 5, dovrà passare due 
volte iiell'intorno di ogrii punto di t, da bande opyonte, giacchè m, e 5 non 
Iianno p~int i  coniuni perché nt noil passa 
per 0. Dunque al te1idei.e di E a zero, m, ! Y /  / 
tenderà a 2 5. 

Se ne deduce clle la falda Q ,  è formata 
da una sottile striscia adereiite a [ e aveiite 
l'unico or10 w,, cioè è del tipo della super- 
ficie di M O B I U ~ .  

Il suo orditie di coilnessione ZQ,=ZQ 
sarà dunyae eguale a 8. Invece la falda Po 
eyuivaleiite a. P è, colne P, del tipo d'una 
calotta sferica, cioè ha l'ordine di connes- 
sione Zp,=Zp=l. l???~ S. 

Se ora Cial i1.O 8 ricordiairio clle l'or- 
dine di coi-iiiessione d'una falda lion si altera pei- efletto d'un taglio cliiuso, 
anche se yuesto la spezza, e teniaru presente la formola (8) avrenio 

22 L'indagine precedeute ci offre l'esernpio cl'uiia falda A l'ordine di 
coiltiessione della yuale iiou si alteia asportarido da A l'intoriio Q d'un suo 
punto iiiultiplo isolato. Ci si pub domandare se uii'analoga operazione si 
possa fare per yualuoque punto n~ultiplo isolato V d'una superficie razionale 
reale B', conducetido al10 stesso risultato. 

Evïdenteinente la risposta. a tale questione dipende dalle coiivenzioni 
che si adottano su1 modo di eseguire i tagli atti a staccare la singolarità. 
Ci occupereiiio qui di stitbilirne in modo preciso l'esecuzione e l'influenza, 
rie1 caso setnplice iu cui il con0 r tnnyede ad  F in V non nbbio part i  nè 
generntrici ~tzzcltipte reoli, cioè sia coiiiposto d'uiia O più falde chiuse, pari 

(59 Dai ragionaineiiti precedeilti si rileva che il puiito singolare O produce sulla falda A 
lo stesso effetto d'un punto fondamentale O d'un intreccio di l.a specie. 
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tile striscia aderente a Vi e aavente per or10 A i ,  clie sarà assimilabile ad una 
superficie di MOBIUS O ad una corona circolare secondo che Ai avrà uno O 

due rami; in ogni caso avrà ordine di coimessione 02. Imaginando eseguita 
la stessa operazione per tutte le curie Ai rimarrà, dopo asportati i pezzi ai, 

una superficie a, che sarà evidentemente equivalente ad P, . Poichè d'altronde 
i tagli cliiusi non alterano l'ordine di connessione d'una superficie, cosi, te- 
nendo conto della (€3, con ovvio significato dei simboli, avremo 

cioè, perchè ZZi = 8, 

da Cui, per l'equivalenza di Ii: @ e di F,, @, , segue 

Se il cono r avesse delle generatrici multiple O delle parti multiple reali, 
la costruzione delle curve D pub cadere in difetto, e le cose possono ancora 
cornplicarsi per la presenza di punti multipli O di punti coiiiuni alle curve V. 
Lo studio di quei casi esigerebbe un'analisi assai delicata, che ci rispariniamo, 
bastandoci d'aver trattato esaurientemente il caso più espressivo ( 5 5 ) .  

15 aprile 1914. 

(66) Nota aggiunta durante la correzione delle bozze (96 novembre 1914). A proposito della 
costruzione del sistema L = 1 C + C'I di cui si  parla al n . O  13 - sui dettagli della quale 
abbiamo per brevità sorvolato - vogliam qui osservare che le condizioni imposte a quel si- 
stema son soddisfatte appena lo siano per \ C 1. La possibilità di costruire un sisteina [ C 1 che 
cosi si comporti in relazione ad un dalo gruppo base A,, A , ,  . . . , A, trovasi stabilitn iii un 
recentissimo lavoro di SEVERI, Trasformazione birazionale d i  una superficie algebrica qualunque 
i n  una priva d i  pulzti mnultipli, di prossiina pubblicazione. 
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Vene confluenti .  

(Di U. CISOTTI, a lVàlano.) 

PARTE PRIMA. 

Confiuenza di due vene. 

E b b i  a ehiarnare owventi apontanee (l) quelle clle avvengono, fra due 
peli liberi, i n  seno ad un liquido in riposo, in assenza di forze di massa. 
Esse possono sia estendersi indefinitamente tanto a monte quanto a valle 
(Fig. l), oppure rientrare in se stesse (Fig. 2). 

Fig. i. Fig. P. 

Aminesso il moto piano, ovunque continu0 e regolare, constatai la loro 
esistenza quando le linee di flusso, e in particolare i peli liberi, sono cir- 

(1) U, CISOTTI, Sopra le eorventi liquide spowtanee [Rendiconti delIa R. Accademia dei 
Lincei, Serie V, Vol. XIX (1910); Nota 1, pp. 10-14; Nota II, pp. 81-83]. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo MIII.  37 
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conferenze concentriche, oppure sono rette parallele (Y). Se il moto della cor- 
rente si suppone irrotaaionale sono anzi queste le uniche soluzioni possi- 
bili ('). 

Ma esistono altri casi notevoli, oltre quelli già studiati, di moti piani di 
liquidi non soggetti a forze, clie hanno sede fra soli peli liberi ed ai quali 
si potrehbe - appunto per queste circostanze - applicare ancora la deno- 
minazione di correnti spontatzee. 

Ci6 accade quando due O più getti liquidi confluiscono. 
Per fissare le idee si pensi a due getti G e G' eguali e concorrenti, corne 

nlostra la Fig. 3. 

Fig. 3. 

Urtandosi essi si compenetrano dando luogo a due correnti opposte G, 
e G', , aventi per asse comune la bisettrice XX' dell'angolo delle direzioni 
(asintotiche a monte) degli assi dei getti G e G'. 

Il fenoineno venne già iiitravvisto da Lord RAYLE~CTH ( 3 ) ,  che fece anche 
istituire delle esperienze. 

Che le cose vndano yualitativamente ne1 modo indicato, si pu6 del resto 
rendersi conto in modo esauriente colle seguenti considerazioni. 

(2) Loc. cit. (l) ,  Nota II.. 
(3) Scientific:Papers [Cambridge; University Press (1899); Vol. 1, pag. 3021. 
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Anzitutko dovendosi avere simmetria rispetto a X X' ('), in coppie di 
punti corrispondenti le velocità (in senso vettoriale) sono simmetriche e in 
particolare nei punti appartenenti all'asse XX '  (corrispondenti a se stessi) 
le velocità non possono essere che dirette secondo l'asse stesso, il quale per- 
tanto si comporta come una parete rigida. Allora se si considerano separa- 
tamente le due metà del campo in cui si svolge il fenomeno, determinate 
dall'asse X X ' ,  in ciascuna di esse il moto non ha mutato, ma  per ognuna 
il problema è. del tipo seguente: un getto G va a battere contro una parete 
rigida rettilinea indefinita XX'  e rimane da questa biforcato, dando luogo 
a due correnti opposte che lambiscono le pareti stesse (Fig. 4). 

Fig. 4. 

Questo problema è stato posto ed esaurientemente discusso da parecchi 
anni (7. 

Oltre che'la forma delle linee di fliisso è stata determinata la distribu- 
zione delle acque, una volta stabilito il regime permanente : il rapporto delle 
porta.te delle correnti G', e Gl (vedi Fig. 4) è 

u essendo l'inclinazione del getto sulla parete indefinita (7. 

(4) Vedi il 5 14. 
(9 Cfr. MLCHELL, On the Theory of Pree Stream Lirzes [Philosophical Transactions of 

the Royal Society, Series A, Vol. CLXXXI (1890), pag. 3891, oppure il più recente rapporto 
di Sir G. GREENHILL, Report of the Theovy o f  a Stream Line past a Plane Barvier arzd of the 
Discontinzcity Arising at the Edge, niith a n  Application of the l'heory to an  Aevoplane [London, 
Darling e Son, 1910, pag. Il]. 
. (=) Cfr. ad es. GREENHILL, loc. cit. (=), pag. 12. 
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Una volta assodato il comportaniento del moto in questo problema, ri- 
mane accertato - ripassalido da questo a quel10 originario dell'urto delle 
due vene simmetriche, mediante rifiessione rispetto ali'asse X X' - che due 
getti identici convergendo mantenendosi simmetrici risljetto a X X' ei com- 
penetrano dando luogo a due correnti opposte, come qualitativamente è messo 
in rilievo nella Fig. 3. 

Mi propongo di porre il prohlema più in genera'le ancora : di studiare 
cioè la confluenza 
anche diseguali). 

di due getti convergenti G e G' qualisisiano (eon portate 

f ..< 

Fig. 5. 

Si stabiliranno ancora qui due csrrenti G ,  e G', (V. Fig. 5), soltanto in 
generale non solo le loro portate sono a priori incognite, ma ancora le loro 
direzioni asintotiche. Si pub solo ragionevolniente presumere che dipende- 
ranno dalle portate, dalle direzioni dei due getti G e G' che l'hanno gene- 
rate, nonchè dalle condizioni iniziali (Cfr. § 14). 

La inesistenza (in generale) di un asse di simmetria non rende più pos- 
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sibile (in generale) il ricorso ali'artifizio della riflessione, utilmente invocato 
poc'anzi e che permette di ricondurre il problema ad altro già risoluto, come 
abbiamo accennato. 

Nella questione attuale converrà prendere in esame il fenomeno diretto, 
scrutarne l'intima natura, mettere in rilievo gli attribiiti essenziali, tradurli 
in forma analiticamente precisa e trarne in fine le logiche conseguenze. 

Cominciamo ad analizzare il fenomeno ne1 caso simmetrico già noto. 
Conviene a ta1 uopo prendere le mosse da1 problema dell'urto di un getto 
contro una parete rigida, rettilinea, indefinita (Fig. 4). 

Supponiamo raggiunto il regime permanente. A distanza sufficientemente 
rilevante dalla parete XX '  la vena G scorre coi filetti sensibilmente paralleli 
fra di loro ed ai peli liberi s e d, comportamento questo che va alquanto 
modificandosi mano mano che i filetti si avvicinano alla parete XX'. Un 
filetto g va a battere contro detta parete in un  punto 0, ivi momentanea- 
mente si arresta, indi si bipartisce e i due rami, scorrendo in senso opposto 
sui tratti O X e O X' della parete rigida, si allontanano indefinitamente; tutti 
gli altri filetti vengono deviati, ma nessuno si arresta: quelli compresi tra 
d e g vanno a formare la corrente G, , gli altri compresi tra g ed s generano 
la corrente G', . 0perando la solita riflessione rispetto all'asse X X '  si passa 
al problema dell'urto simmetrico di due vene eguali G e G' (V. Fig. 3). Lo 
scliema precedentemente descritto autorizza a ritenere che il fenomeno si 
presenta ne1 seguente rnodo. A distanza abbastanza grande dalla regione in 
cui avviene l'urto e la susseguerite compenetrazione dei getti G e G', i filetti 
scorrono in esse paralleli fra loro ed ai peli liberi (d e s per G; d' e 6' per G'). 
Tale andamento si modifica quanto più i filetti delle due correnti conver- 
gendo vanno avvicinandosi. Un filetto g di G ed il filetto simmetrico g' di G' 
si scontrano in un punto' O dell'asse di sirnmetria, si arrestano momenta- 
neamente, indi ciascuno si bipartisce : i quattro filetti che ne risultano si 
compenetrano due a due dando luogo a due unici filetti distinti g, e g',, 
scorrenti sull'asse XX' ed in senso opposto l'uno all'altro a partire da O. 
Tutti gli altri filetti subiscono deviazioni, ma.nessuno si arresta: quelli che 
appartengono a G e che scorrono tra d e g e quelli di G' che scorrono fra 
s' e g' vanno a formare la corrente G,; invece i filetti di G compresi tra g 
ed s e quelli di Gr compresi tra gr e d' generano la corrente G', . 

Qualitativamente il fenomeno deve presentarsi nello stesso modo ne1 
caso generale dell'urto asimmetrico di due getti qualsiansi G e G' (V. Fig. 5). 
Avremo ancor qui due filetti g e g', appartenenti a G e G' rispettivamente, 
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che scontrandosi in un punto O generano due altri filetti g,  e gr, direttori 
di due correnti G, e G', . Soltanto, in generale, non sono più cognite a priori 
- come invece avviene ne1 caso siiiimetrico - le direzioni-asintotiche di 
s, e 9'1 ('). 

Il punto O sarà a dirsi spartiocque. 

Sia O, x y una coppia di assi cartesiani ortogonali coll'origine in 0, l'asse 
O x avente la direzione asintotica di G e l'asse O y rivolto verso il pelo libero 
sinistro s di G. 

Designando u e 9 le componenti della velocità di un punto generico P, 
l'ipotesi della permanenza ed irrotazionalità del moto del liquido permette 
notoriamente di introdurre due furizioni armoniche associate 

y (s, y), potenxiale d i  velocitic, 

(x, y), funrione d i  corrente, 

definite ciascuna, a meno di una inessenziale costante additiva, dalle seguenti 
equazioni ai differenziali totali : 

Introducerido la variabile complessa 

(7 Secondo l'uso correntemente adottato dagii idraulici, si chiama sponda sinistra di un 
corso d'acqua, quella che sta alla sinistra di un osservatore che imuiagini d i  percorrere il 
corso d'acqua ne1 senso della corrente, cioè da monte a valle L'altra naturalmente dicesi 
sponda. destra. fi per questa ragione che ho reputato conveniente indicare con s e d rispet- 
tivamente i peli liberi sinistro e destro di G e parimenti con s' e d' quelli di G'. È da notarsi 
che in ta1 guisa s e s' comprendono anche i peli liberi di sinistra di G', e G , ,  mentre d e d' 
contribuiscono a formare i peli liberi di destra di G, e G', . 
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le espressioni 

si presentano, per le (l), funzioni della variabile complessa z, e le (1) stesse 
si possono compendiare nell'unica relazione 

Trattandosi di nioti irrotazionali, permaneriti, non soggetti all'azione di 
forze, le equazioni idrodinamiche di EULERO si riassumono in un'unica re- 
lazione tra il valore assoluto p della pressione specifica, la densità - trat- 
tandosi di un liquido essa è a ritenersi costante, e la si pub pertanto assu- 
mere = 1 - e il valore assoluto 

V= I W  / = 1 dua + v2 1 ,  (5)  

della velocità. Tale relazione è la seguente : 

1 p = - - V 2  
2 + costante. (6) 

Poichè lungo i peli liberi s, d, s', d' il liquido in moto confina col li- 
quido in quiete, e poichè quivi regna una pressione costante di valore as- 
soluto p , ,  si dovrà avere 

p = po , sopra s, d, Y', d'. 

Da questa e dalla (6) scende che 

V= costante, 

sopra i peli liberi stessi. Se si assume tale costante = 1, avremo allora: 

V= 1, sopra s, d, d, d'. (8) 

Risulta in ta1 modo definito il valore della costante che comparisce ne1 
secondo menibro di (6). Infatti la (6) dovendo essere valida in tutto il canipo 
del moto, si potrà, in particolare, applicare ad un punto P di uno qualsiasi 
dei peli liberi s, d, s', d'; ma su essi per la (7) e la (8)  è p = p ,  e V= 1, 
pertanto da (6) scende 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



398 Gis o t ti : Vene conflzcenti. 

la quale definisce per la costante il valore 

La (6) diviene dunque 
1 

P = P . + ~ ( ~ -  V'); 

formula che definisce in ogni punto la pressione quando sia nota la velocità. 
Per quanto si è detto ne1 § 1, dovrà essere V =  O in O e V )  O in ogni 

altro punto del campo del moto; più precisamerite escluso un intorno (co- 
munque piccolo) di O, V ammette un limite inferiore positivo. 

Sopra ogni linea di flusso la # deve assuinere - è notorio - valore 
costante, diverso da linea a linea; fissate in particolare due linee di flusso 
qualsiansi 

+ = + * >  + + d >  

è altresi noto che la differenza 

$8 - $8 

rappresenta la portata della corrente che scorre fra quelle due linee, qualora 
si intenda naturalrnente che gli indici s e d si riferiscano rispettivamente 
alla sponda sinistra e a quella destra della corrente stessa. 

Se si pone: 
# = O ,  sopra d ;  \ 
$ = q, sopra s ;  

+ = q, , sopra s'; 

+ = q . , ,  sopra d ' ;  
saranno, dopo cib: 
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le portate dei getti 
G ;  G'; G , ;  Gt1. 

Da (11) si  ricava: 
q +4'= 41 + d i ,  

corne era da prevedersi data la periiianenza del fenonleno. 
Concludendo, l a  funrione + (8, y), armotzica e regolare ne1 campo circo- 

scritto dalle quattro linee Eibere s, d ,  s', d', deve assumere sopra le linee stesse 
i vnlori messi in evidenaa in (10). 

Vediamo ora qual'è il comportamento del potenziale di velocità cp (x, y). 
Per essere V >  O, eccettuato in O in cui V= O [Cfr. la fine del § 21, 

potrenio scrivere, indicando con d s l'elemento d'arco di una generica linea 
di flusso preso positivamente ne1 senso del flusso: 

in ogni punto della l ima di flusso, eccettuato il solo punto O, quando la linea 
di flusso considerata 10 contenga. Anzi, siccome eseluso un intorno (co- 
munque piccolo) di O, il limite inferiore dei valori di V è una costante 8) O 
[Cfr. la fine del § 81, potreino dire che in tutti i punti di una generica linea 
di flusso, esterni all'intorno suddetto è 

Da questa diseguaglianza discende che y cresce costantemente e inde- 
finitamente sopra ogni linea di flusso, assumendo tutti i valori crescenti da - ao 
fino a + so, quando si procede ne1 senso del moto. 

Dopo quanto si è detto circa il co.mportamento di p e di lr, ne1 campo 
del moto si raccoglie quanto segue: 

L a  funzione f = cp + i $ é regolare nei punt i  del campo del moto situati 
a distanza finita, diviene inf ini ta all'infinito, e sopra il contorno costituito 
dalle l i m e  s, d, s', d' l a  sua  parte irnmaginario s i  comporta nel modo p r e  
cisato dalle (10). 

In  ta1 guisa, una volta che fosse assegnato il campo del moto, la fun- 
zione f (a) risulterebbe defiriita a rneno di una inessenziale costante rede  
additiva. 

Anjauli d i  Jfatematica, Serie III, Tom0 XXIII. 38 
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La funzione 
w = u - i v  

è funzione di s, uniforme e regolare ne1 campo del moto, e di più dere es- 
sere [Cfr. $j ?] 

1 sopra s, d, s', d' ; 

> O  in ogni punto P ~ I I O ;  (13) 
O in O. 

Si è già indicato con V il iiiodulo di lu, chiamiamo - 4 il suo argo- 
mento, poniamo cioè 

1U = ve-9, ( 144 
allora essendo 

U II - =cos 4, - - sen 4, 

4 rappresenta l'angolo, contato positivamente ilel verso x +y, negativainente 
ne1 verso opposto, che la velocità (vettore) forma colla direzione positiva 
dell'asse x. Pel modo con cui si sono scelti gli assi cartesiani [Cfr. $ 521 è 
4 = O all'ao a monte di G; cib posto si vede facilmente che, partendo dali'oo 
a monte di G, 9 va contato tra O e S i r  ne1 verso x -+ y e fra O e - 9 ~c ne1 
verso opposto. Cosi ad esernpio se si inlinagina di seguire il contorno del 
canipo a partire da G a inonte e seguendo le linee d, s', d', s, cioè lasciando 
il campo alla sinistra di un osservatore che c.animina secondo il percorso 
indicato, 5 varier& tra O e - 2 7 ~ ;  se invece I'ac,cerinato osservatore percorre 
successivamente s, dl, s', d, lasciando in ta1 modo il campo del moto alla 
sua ilestra, 4 rarierà tra O e 2 ir. A partire da un punto qualsiasi interno al 
canipo basterà prendere per 5' il valore die  proviene da1 criterio di conti- 
nuità. 

Notiaino [Cfr. 5 1) che il comportaniento asintotico a monte di G e G' 
e quel10 a valle di G ,  e G', è il regime uniforme. 
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~e segue che: 

lim V =  2, 
OP=m 

O quando P si allontana in G, 

lini 9 = 9' . P D  G', (1;) 
OP=a> 31 , P D  Ga , 

a' 
d ,  » P * G'1 7 

avendo iiidicato con Y,  5,,  4,' gli angoli che le direzioni asintotiche dei 
flussi di G', G, ,  G', formai10 colla direzione positiva dell'asse x. 

In conclusione lu fuwione w = = - i v = Ve-i4 dev'essere uniforme fi-  
mita e continua, inoltt-e il suo modulo V deve soddisfare ulle condizioni (13). 

Osservaxione. - Ho avuto poco fa occasioiie di rilevare che il coinpar- 
tamento asintotico a monte di G e G' e quel10 n valle di G ,  e G', è il re- 
gime uniforme con veloçità unitaria. Per cib e per il fatto che la densità dei 
liquido si è assunta = 1, si deduce che q, q', q,, q', che abbiamo visto (Cfr. § 31 
essere le portate di G, G', G, e G', rispettivarnente, rappresentano numeri- 
camente anche le rispettive larghezze asintotiche. 

RICORSO AD UNA VARIABILE AUSILIARlA = E i r i .  

La forma delle quattro linee libere s7 d, s' d' è a priori incognita. 1 dati 
della questione (ammesso raggiunto il iegime permanente) sono soltanto 
le larghezze asintotiche q e q' dei getti G e G' e l'angolo 4' che il verso 
asintotico del flusso di G' fbrrna coll'asse x, ossia col verso asintotico del 
fliisso di G. Si tratta appunto di caratterizzare il moto dati : q, q' e S', cioè 
di determinare i quattro peli liberi s, d, s' e d' in guisa che ne1 campo da 
essi liniitato le funzioni f (a) e 9v (8)  abbiano il cotnportainento nlesso in 
evidenza nei paragrafi precedenti. 

Gioverà a tale scopo immaginare di passare dalla variabile naturale 
x = x $- i g ad una variabile ausiliaria = 5 + i YI ne1 modo che ora andrb 
a descrivere. 
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Il campo del moto è sempliceniente connesso. Sarà sempre possibile in 
generale rappresentarlo conformemente su un cerchio di raggio unitario. 

Sia 
t = t (BI, 

la relazione a pviori  i n c o g n i t a  (incognito essendo il campo della variabile x )  
che deve permettere di rappresentare in modo conforme il campo ne1 moto 
su1 cerchio 

ITlrl ,  

in guisa che al contorno del campo della variabile s venga a corrispondere 
ne1 nuovo piano la circonferenza 

al punto O (z = O) corrisponda ne1 piano C = 5 +- i n il punto Z =.O ed infine 
al punto all'ao cui tendon0 asintoticamente (a monte) i peli liberi s e d, tra 
i quali scorre il getto G, corrisponda il punto < =+ 1. 

Detti allora : 
j 1 - A etal 9 ( O < U I < ~ ~ ) ,  

3' = eid , (d l<  d<2=), (16) 
jl,= eid *, (op < op1< 2 z )  

i punti della circonferenza 1 [ 1 = 1 che cor- 
rispondono ai punti all'infinito di G , ,  G', 
Gr,,  agli archi 

dovranno fare riscontro ne1 piano del moto 
rispettivarnente le linee libere d, s', d', S. 

La teoria delle funzioni di variabile 
cornplessa ci assicura la esistenza di una 
relazione tra le variabili .z e e'5, la quale rea- 
lizza l'accennato cambiamento. Prima di de- 

1 i terminare tale relazione è lecito quindi sfrut- 
tarne l'esistenza. 

Si considerino allora f e w corne fun- 
zioni della nuova variabile C ne1 cerchio 
1 r 1 r 1. Per quanto si è visto nei $3 3 e 4 

Fig. 6. esse sono regolari per 1 t 1 < 1; inoltre, per 
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le (10) e le (13), si dovrà avere: 

Si deve inoltre tener presente che [Vedi la (15)]: 

w = 1  per < = 1 .  

§ 6. 

LA FUNZIONE f (c). 

Si tratta ora di costruire la funzione f (r) soddisfacente a tutte le con- 
dizioni ora specificate. 

Partiamo a ta1 uopo . . dalle seguenti funzioni: 

dove 

sono le (16); e prendiamo a considerare per ciascuna di esse quel ramo uni- 
forme e regolare per 1 ( 1 ( 3 che si riduce a O per '5 = 0. 
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Poichè per 1 C 1 = 1, si pu6 porre < = eia (O 6 u _" Ll XI.); si ha 

e quindi 

Z C i - G  
g ,  (4) = log ( 1 - - ~ ~ l ) = l o ~ ~ + ~ ( x - ~ o - ~ l f + l o ~ s e n q  B . (90) 

Parimenti per 1 < 1 = i si avranno le seguenti relazioni : 

i 
g (T) = log 2 4- (. + 0 -  

Introduciamo ora quattro castanti reali 

'Y-1 7 ~ ' 1 ,  a', CI, 

da determinarsi in modo opportuno, e poniaino 

Jla funzione G(<)  è uniforme e regolare per 1 / < 1 e si annulla per 
(= 0;  se i~ioltre b :  

CCl + dl + u ' + a  = 0, ( 92) 

sulla circonferenza 1 1 = 1 si ha per le @O), (80') e (21) : 

I 
6, -0 G ,  -d + a, log sen - + a', 1% sen --- 2 
t,' - b 

2 , B 
$- dlogsen-+ 0:108sen-. 

i 
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. .. - -. 

Posto ancora 

anche la F ( t )  è funzione uniforme e regolare per 1 I 1 < 1, melitre per 
1 < ] = 1, si ha a norma della (23) : . 

G1 - G dl - G 
P (c) =3 F (eiu) = a ,  log sen + a', log sen 4- 

a a 

, 
ci -G si-. 1 (95) 

+ a' log sen - 
9 

+ a log sen --- . 
9, 

Coine è indicato in (16) è :  

O < ~ , < d < c 7 ' ~ < 9 7 r ;  

ne segue che per 0 < ci < cl tutte le semidifferenze 

a,-a d l - O  &-O 2x-G 
> 

9 ,.. 2 2 '  2 

sono conlprese'tra O e x, i rispettivi seni sono positivi, per cui posto 

è 

Per G ~ < U < C '  6 :  
Gl -O 

- " K T  <O, mentre le rimanenti semidifferenze sono comprese tra O 

e n. Ne segue, tenendo presenti (85) e (96), che 

Cl - '3 
Per a' ( G  (a', sono comprese tra O e - x le semidifferenze - 2 

e 

6'- <3 

9 
mentre sono comprese tra O e rr le rimanenti. Ke segue, sempre dalle 

(25) e (96), che 
Y = - 7c(z1 +zl). 

2x-6 
Per a', < c < 52 rr soltanto ----- 

'2 
è coinpresa tra O e 72,  le rimanenti se- 

midifferenze sono comprese tra .O e - 7c. 
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Ne segue che 

Y = - 7C (al + Q' + dl). 
Riassumendo: la funzione P(<) = + i iv è uniforme e regolare per 

1 [ 1 < 1 e sulla circonferenza 1 '! 1 = 1 il coefficiente della sua parte immagi- 
naria ha il seguente comportamento : 

0 sopra l'arco (+. 1, j , ) ,  \ 

Ci6 posto, raininentiamo le condizioni cui deve soddisfare ne1 cerchio 
1 ( ( r  1 la funzione f (l) di cui abbiamo parlato ne1 paragrafo precedente, e 
confrontiamo le (17) colle (87). 

Da1 confronto risulta che la f ('5) altro non è éhe la P ('C) purchè le co- 
stanti a,, u',, a' vengano determinate ne1 seguente modo: 

Queste e la (88) risolute dànno, quando si tengaiio presenti le (11) : 

Per questi valori delle cr la F ( c )  coincide colla f ((), 
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Avremo dunque per le (84), (!21), (19) e (28): 

Questa relazione definisce la voluta funzione f (r) a ineno di una ines- 
senziale costante reale additiva. 

LA FUKZIONE 12) (<). 

La funzione rv (t) dev'essere regolare per 1 5 1 < 1 e deve annullarsi sol- 
tanto per T = O [Cfr. Cj 51. Essa sarà quindi sviluppabile in una serie di TAYLOR: 

essendo cl, (h 9 1) 
Si pub allora 

il primo dei coefficienti non nulli del10 sviluppo. 
porre 

con che la serie precederite pub scriversi ne1 modo seguente: 

È da notarsi che la furizione w (Y,) deve annullarsi solamente per [ = 0, 

per cui l'espressione entro annulla per 1 [ < 1, ove del resto si 

man tiene regolare. 
Ne segue Che, posto 

cm 

9 (9 = log c, + log 1 + 2. b. 1 . 1 h+l 

la funzione lu* (5) è regolare per 1 r 1 < 1. 

Amnali du Matematica, Serie III, Tomo XXIII. 
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D'altra parte prendendo i logaritini di entrambi i mernbri della (30) si 
ha, per la (31) : 

ru ('5) log -k- = lu* ('5). r (39) 
Poniamo ora 

n, = vr*, 
C = p eiu, (33) 

w)*=u*-ig*, 

con che la (38) si scinde nelle due relazioni seguenti: 

Poichè per / [ 1 =p= 1 dev'essere 1 n,l =Y= 1 [Cfr. § 51, la prima delle (34) dà: 

w * = O  per 1(51=1. 

Ora u* è funzione armonica e regolare per 1 Z: j < 1, si annulla per j 1 = 1 : 
essa è quindi identicamente nulla, cioè: 

% * = O  per I t l r i .  735) 

La sua coniugata v* sarà una costante, indicandola con u,, avrerno 
dopo cii3 per I'ultima delle (33) : 

w*=- i a,. (36) 

Per questa, dalla (38) si ricava: 

La funzione n, (C) definita dalla precedente è regolare per 1 C 1 < 1, si an- 
nulla per 5 = 0 ed inoltre 1 n, j = V= 1 sulla circonferenza 1 C = 1. 

Ponendo, al solito, 
= V 0-a, = p eiu, 

la (37) si scinde nelle seguenti due relazioni: 

le quali definiscono rispettivamente il valore assoluto ed il senso della ve- 
locità in un generico punto ! del cerchio 1 Z: 1 G 1. 
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Ora 
ali'ao (a 
V = 1  e 

al punto [ = 1 ( p  = 1, a = O) corrisponde ne1 piano del moto il punto 
monte) del getto G, ove sappiamo [Cfr. § 4, formule (15)] essere 
9 = O; queste condizioni esigono - ci6 scende dalle (37') - che sia 

Si immagini di percorrere la circonferenza = 1, a partire da1 punto Y,= 1, 
ne1 senso 1 ,  j,, j', j', , 1 : si ha p = 1, mentre o varia crescendo e assumendo 
tutti i valori da O fino a 9 x. Ci6 corrisponde a far percorrere ne1 piano del 
moto successivamente le linee libere d, a', d', s, ovvero a porre V =  1 e a 
far variare 13 da O fino a - 9 x [Cfr. 59 4 e 53. 

Viceversa, facendo percorrere all'afissa ( la circonferenza / ( = 1, a par- 
tire da1 punto (= 1, ne1 senso opposto i, j',, j', j,, i, con che si viene a 
far percorrere a a, ne1 campo del moto, successivamente le linee libere s, d', 
s', d, si fa variare o da O fino a - an, mentre 13 varia da O fino a 9 x.  

Dopo ci& la seconda delle (37') che per la (38) diviene: 

esige che sia 

Portando i valori di Iû e G,, definiti dalle (39) e (38), in (37) avremo in 
definitiva 

(0 = c; (40) 

questa definisce la funzione rv di ( in modo da soddisfare a tutte le condi- 
zionj volute. 

Dalla (40) scendono le relazioni: 

le quali danno un significato alquanto semplice ed espressivo al rîtodulo ed 
all'argomento, cambiato di segno, della nuova varia6ile <; essi cioè nopz sono 
altro che il ualore assoluto della uelocità e l'inclinazione della stessa sull'asse x, 
ne1 punto a corrispondente del piano del moto. 
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Abhiamo già visto il sigilificato delle costanti q, q', q , ,  q',; esse sono le 
portate dei getti G, G', G,, G', [Cfr. 5 31, e iiiisurano nello stesso tempo le 
larghezze asintotiche dei getti stessi [Cfr. la Osservacione a § 41. 

Per la seconda delle (41) : 
4=- 

avreino, tenuto conto del significato delle costanti Y, SI, Y, [Cfr. § 41 e 
delle (16): 

C I  u t = - 2 ,  

G l = -  9 1 7  (49) 

-= - Y,. 

Con che le (16) stesse diventario 

In questo modo i punti j', j , ,  j', della circonferenza 1 i: ( = 1, che corri- 
spondono ai punti all'infinito dei getti G', G , ,  G', , si esprimono analitica- 
mente mediante le rispettive inclinazioni asintotiche sull'asse x (ne1 seriso 
dei rispettivi flussi). 

Corn'è noto il punto C = 1 corrisponde al punto all'infinito di G, la cui 
iliclinazione asintotica sull'asse x è 0. 

Possiamo stabilire due notevoli relazioni che leçano tra loro le costanti 
O' 4, 4: Pl 7 9'1 e 5: 31, , . 

Esse scaturiscono iiiimediatamente da1 seguente teorema dovuto a LEVI- 
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CIVITA (7, che ho avuto occasione di applicare parecchie volte ('), e che è 
stato oggetto di notevoli generalizzazioni, assai utili in questioni idrodina- 
miche ('O). 

Se <p (x, y )  è ana funzione aniforme, armonica e regolare in  un campo 
lhitato da una iinea chiznsa 1, e si pone 

rappresentando uz la normale in zcn generico pzcnto ad 1, volta verso l'interna 
del c a m p  e 0 E'angolo che n forma colla direzioae positiva dell'asse S. 

Interpreto 9 corne potenziale della velocità delle molecole liquide ne1 
campo limitato da1 contorno costituito dalle linee libere d, s', d', s e dalle 
sezioni normali A, A , ,  A', h', dei getti G, G , ,  G', G',, fatte in  località abbastanza 
Iontane (teoricamente all'oo) da1 sito ove avviene l'urto e la confluenza delle 
vene stesse (V. Fig. 5). 

~ l l o r a  V non è altro che il valore assoluto della velocità. 
Cid posto, notiamo che: 

1 O sopra d, s', à', s, 

LEVI-CIVITA, Sulla contrazione delle vene liquide [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, 
Lettere ed Arti, t. LXIV (1905), pp. 1466-14671. 

(3 CISOTTI, Veae menti [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXV (1908), 
pp. 145-1791 ; Sul moto di un solido in un cana28 [Ibidem, t. XXVIII (1909), pp. 307-3533 ; 
Sulla biforcazione di una vena liquida [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Serie V, 
Vol. XX (1911), pag. 4951. 

('O) Cfr. ad es. Boamo, Szclla trasformcczione di alcuni integrali c h  si presentano ne& 
l'idrodananûica [Rendiconti della R. Acoademia dei Lincei, Serie V, Vol. XXIII (19141, pag. 9231. 
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1 1 sopra 'A, 

V = i  sopra E ;  
e infine che 

Ora, per queste, dalla (44) si ricava: 

e poichè si è già rilevato essere le larghezze asintotiche A, A , ,  A', h', dei 
getti G ,  G,, G', G', misurate dagli stessi numeri che rappresentano le ri- 
spettive portate q, q , ,  q', q', [Cfr. l'0sservazione a § 43, potremo scrivere 
senz'altro : 

q - qI e@t ei* - q', eâ$'i = O; (45) 

questa, se si vuole, pub scindersi nelle due seguenti notevoli relazioni tra 
quantità reali : 

q - q, cos 4, + q' cos 4' - q', cos 4', = O, 

q, sen 4, - q' sen 4' + q', sen 5', = 0. (46) 

La (4) 

pub scriversi 
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ma dalla (29) derivando si ha : 

avremo dunque, tenendo presente la (40): , 

Se si nota che 
d r  1 r log - 

l t < a - n = Z  a - z  + costante, 

qualunque sia la costante a, dalla precedente integrando si ottiene 

ma per le (43) e (45) il coefficiente di log 7, è nullo, rimane quindi 

Q', log ( f ,  -<) \ + costante; 

dovendo essere z = O  per [ = OICfr. 8 51 alla costante del secondo ineinbro 
spetta il valore seguente: 

con che la precedente espressione di s diviene in definitiva: 

Questa formula stabilisce la cercata corrispondenza fra i piani 

z = s + i y  e <=S+i-ri[Cfr. 8 51. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cis O t ti : Vene confluenti. 

Eliminando la variabile ausiliaria C tra la (40) e la (47) si ottiene la re- 
lazione che lega w a z: 

e che costituisce l'integrale generale dei moti in questione. 

Posto per un nioinento 
i = 1 ,  

l'integrale generale (a) pub scriversi, con nlaggiore oinogeneità di scrittura, 

Se w soddisfa alla precedente, facilniente si vede che anche - w soddisfa 
alla relazione che si ricava da (48') cambiando il skgno sia a j ,  j', j,, j', che 

a cl, 4, cl*, q'1 
Atteso il significato di queste costanti [Cfr. 5 8) possiama concludere che 

quest'ultimo integrale corrisponde ad un moto che si ottiene da1 primo in- 
vertendo in ogni punto il senso della velocità, senza alterare i l  suo valore 
assoluto. 

n fenomeno è dunque reversibile. E precisamente se l'urto dei due getti 
G e GD deterinina, a regime raggiunto, due correnti G, e G', ed il fenomeno 
si svolge in un campo ben deternîinato, lo stesso campo pub essere sede 
del processo inverso, cioè della generazione delle due correnti G e C' (di 
senso opposto a quel10 di prima) dovuto all'urto delle due vene G, e G', (con 
flusso opposto a quel10 di prima). 
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Se si fa percorrere all'affissa la circonferenza 1 [ 1 = 1 il coi.rispondente 
punto s del piano del moto descrive i peli liberi che circoscrivono il  campo 
ove si svolge il fenomeno [Cfr. § 51. 

Basta quiiidi porre nella (47) 

e fa.r variare 6 da 0 fino a 8 n, oppure - ci6 che è 10 stesso [Cfr. la (40) 
e il 5 81 - porre nella (48) 

= e43 ,  
e far variare 9 fra O e - 9 x. 

Riferendoci a quest'ultima posizione, la quale consente la introduzione 
del parametro 4, che ha un diretto significato cinematico [Cfr. 5 41 si ot- 
tiene, tenendo presenti le (43): 

1 4 
= log8+-  n - 4  +logsen- ;  2 2 

e parimenti 

1 9 - 9' 1 - e-@-3') = log B + + log sen --- 
8 ' 

1 1 9 - 3, 1 - e-i((4-3J = log 8 + x - 4 +- 9, + log sen ---- 2 '  

1 2 - S', . 
log [I - 6-i("J = log 8 + + log sen -- , a 9 .. 

Annali di Matenzatica, Serie III, Tomo XXIIL. 4-0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



percio, tenendo presente la (45), la (49) pub scriversi: 

p ' 4 ' e ~ ' - q , $ l e ~ 4 i - q ' , ~ ' , e i ~ ~  \ 

a 
d 4 - 9' 

qlogsen-+q'e@logsen---- 
15 2 B 

5-4 ,  
- q, eai log sen --- - 9 q', eiP* log sen --- 

Equazioni del pelo libero d .  Se si fa variare 5 da O fino a 5, si viene a 
far percorrere all'affissa z il pelo libero d dall'infinito a monte di Cf fino 
all'oo a valle in G,. Da (16) e (48) si ha 

Ne segue che per 4, < 4 < 0, è 

sartt quindi 
4 

log sen - = - 
4 

51 i s + l o g s e n  I T I .  
5 - 4' 4 - 5' 

log sen 
B 

=log sen 1 1 
9-4, 

log sen 
4-9  

B =log sen ( 1 ,  
3 - Y, 4 - Y, 

log sen =logsen1 1, 
e sostituendo in (50), separando la parte reale dalla immaginaria, e indi- 
cando con sd, y, le coordinate di un punto generico del pelo libero d, si 
ottengono per questo le seguenti equazioni parametriche: 

1 p, 9, sen 9, + ptl 4'. sen Y ,  - q1 4' sen Y + Xd = - 2 n 

141 

I 
14-4' 1 + 1 1 q log sen + q' COS 4' log sen - 

z f  

- q, cos 4, log sen p-%[ 
9 - pal COS 4', log sen 1 3 - y  B 1 
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1 + T 1 9' sen 4' log sen 14-,0'1-p,çen~,logsen 14-3, I - 
2 2 (59) 

- q', sen Y, log sen 
9 '3-9'i11 ? 

(3,  r 5 r O). I 
Equasiotzi del pelo libero s'. Per avere le equazioni parametriche del pelo 

libero s' basta far variare nella (50) il parametro 5 da 9,  fino a 4'. Tenendo 
presenti le diseguaglianze (51) si vede che per 

swà dunque 
9 
2 

141 log sen -=- iz+logsen- ,  2 
4- 4' ( 4 -  13') 

log sen ---- - - logsen 
B 

9 

9 - 9 ,  
log sen --- = - i n  + log sen 19-911 

9 B ' 

4 - 'Y, 
log sen -- - - log sen 19-9'1 1 * 

2 2 

Portando in @O), separando la parte rea.le dalla immaginaria e avendo 
presenti le (59), si ottengono per le coordinate x,~,  g,, dei punti di s' le se- 
guenti espressioni parametriche: 

Equazioni del pelo libero d'. Per ricavarle basta far variare, nella @O), 4 
da 4' fino a Y,. Tenendo presenti (51) si ha per 

4 ' , r 4 4 4 ' :  
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per cui 
s 151 

log sen - - - i n +log sen -- y 

2 - DL 

3 - Sf 
- 15- 4'1 log sen - - - .i n + log sen 2 B 

I 

4- = 
- log sen --- - - 14-41 1 i n + log sen ----- , 

9 B 

4 - 9, 1 4 - 4'1 1 - l o g s e n - - - .  log sen - - B 

Portando in (50), separando la parte reale dalla immaginaria, e tenendo 
presenti (32) e (53) si hanno le seguenti equazioni paranietriche del pelo li- 
b e r ~  d': 

zdp = xS1 + q' sen 4' = z, - q, sen 4, + q' sen Y, 
y,, = y; - q' COS 4' = y, -+ q, COS 4, - qf cos 4', (54.1 

(4', 5 4 5 Y).  

Eqîmzioni del pelo libero S .  Facciamo infine variare 5 da Y ,  fino a - 2 n. 
Allora per (51) si ha, quando 

tf  - S A S  > G d , ,  

CL 
.4 4 - 4' 4-4, 4 - 5', 

- X < ~ < O ,  - x < ~  (O, -A<- - -  2 < O ,  -z<-- 9 ' O, 

e quindi 
S 1 4 l 

log seu - - - in+logsen7,  2 - 2 

4 - 4' -- 14-4'1 
log sen -- - 

'2 
i x + log sen 2 ' 

5-4 
log sen -2 = - I 4-4, I 

B i x + log sen -- B ' 

4 .- Y, 
log sen -- = - 1 3 - 9'1 1 

9 
i n + log sen 

9 

Sostituendo in (50), separando la parte reale dalla parte imrnaginaria, 
e tenendo preseuti (58), (531, (541, noncl-iè le' (46), avreino le eyuazioni pa- 
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rametriche del pelo libero s :  

x, = cc,, - dl sen 4', = x, - q,  sen 4,  + q' sen 5' - q', sen Y ,  = x, , 
Y, = y,, + y', cos j', = y, + q1 COS 41 - q' COS 4' -+ y', COS 5>, = Y, $ y 

(- B x 5 4 r YI). 

UBICAZIONE DELLO SPAHTIAÇQUE. 

Ho denomiriato spartiacque il punto O, in cui è V =  0, perche dalla sua 
ubicazione rispetto ai getti G e G' dipende la distribuzione del liquido che 
va a formare le due correnti G, e B, [Cfr. $j 11. 

Il punto O si è già assunto corne origine delle coordinate [Cfr. § 81, sarà 
tuttavia interessante assegnare direttamente il suo posto una volta dati i 
due getti G e G'. 

La posizione di O sarà determinata in generale, quando siano note le 
distanze A e A' di O dagli asintoti delle sponde sinistre s, sr di G e G', con- 
tate positivamente nei sensi s + d, s' -+ d'. 

L'equazione dell'asintoto (a monte) del pelo libero s è manifestamente 

Y = Ys,, 

avendo indicato con ysa I'ordinata del punto ali'infinito di s, a monte. Il va- 
lore di y,- si ricava dalle (55) e (52), ponendo in esse 4 = - 2 r.  Si ottiene cosi: 

L'equazione dell'asintoto al pelo libero s', a monte, è : 
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cioè 
x sen 3' - y cos 4' + y,lm COS 4' - sspm sen 4' = 0, 

avendo indicato con cc;, e y,,, le coordinate del punto all'irifinito a monte 
di 5'; avremo dunque 

A' = ysp, COS 5' - x~~~ sen 5'. 

Tenendo presenti (53) e (58) e calcolando il secondo membro della pre- 
cedente per 9 = 3' si ottiene in definitiva: 

1 3' l 1 a, -- 3' 1 
- '1 p sen 4. log sen - +pl sen(4,-bl)logsen 

x B B 

Una volta assegnati i getti G e G', cioè in particolare le parti asintotiche 
(a monte) di s e s', lo spartiacque O risulta il punto coinune alle parallele 
ad esse die  ne distano di A e A' rispettivamente, ne1 senso accennato. 

Fa naturalmente eccezione il caso dell'urto diretto dei due getti G e G' 
(5' = - n) in cui ariche le parti asintotiche (a monte) di s ed s' risultano pa- 
rallele. 

Di questo caso ci occuperenIo diffusamente ne1 5 16; possiamo perb fino 
da ora accenriare che possono essere punti di spartiacque tutti i punti di 
una parallela ai getti G e G' (all'infinito a monte). 

CONSIDERAZIONI SULLA DETERMINAZIONE 

DELLE COSTANTI CARATTERISTICHE DEL PKOBLEMA. 

L'integrale generale (4.8) del moto, da cui discendono, in particolare, le 
equazioni parametriche dei peli liberi (5 12) e la ubicazione del10 sparti- 
acque (S 13), risolve in modo complet0 il problema propostoci. 
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Come si vede nella questione intervengono le sette quantità: 

n, Q'> 41, ~ ' 1 ;  a*, 91, 3'1, 

delle quali è ben noto il significato [Cfr. § 81. 
Si sono già stabilite tre relazioni fra le costanti stesse: la (12) e le due (46). 

È facile constatare che esse sono condizioni necessarie e suEcienti afinchè 
la ru definita irnplicitamente dalla (48) in termini di z, corrisponda aiia ve- 
locità di due vene confluenti. 

Che la (18) e le (46), O ci6 che è 10 stesso la (45), siano condizioni ne- 
cessarie, si pub ricavarlo dall'integrale generale (48j esprimendo che i peli 
liberi, ove / vu / = 1 e quindi vu = e-i" (- B n r J zs O), sono linee di fiusso, 
e percib su essi la parte immaginaria + di f = cp + i + deve assumere valori 
csstanti. 

Ora da (48) derivando si ha: 

e poichè la (4) pub scriversi: 
d z 

df=w- -dw,  
duv 

tenendo conto della precedente, si ha integrando: 

- q1 log (vu - j,) - q', log (w - f , )  1 + costante. 

Posto in questa 
f = ~ + i +  e w=e-", 

scende imrnediatamente che affinchè + risulti indipendente da 4 è neces- 
sario che 

le quali non sono altro che la (45) e la (iB), 
Le condizioni (28 e (4.6) sono suncienti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



316 C i s o  t t i : Vene confiuenti. 

Per vedere bene la cosa giova richiamare le condizioni atte ad assicu- 
rare u n  possibile regime dovuto all'urto di due vene. 

Esse sono le seguenti: 
a)  permanenza del fenorneno; 
b )  l'origine z = O  dev'essere punto di spartiacqzce, cioè in esso w = 0; 
c) devono esistere quattro linee libere s, d, s', d' estendentisi indefini- 

tainente, sia a monte che a valle, aventi due a due identico comportaa~ento 
asintotico, e sulle quali / ru 1 = 1; 

d) la velocità w dev'essere ovunque finita e continua ne1 campo defi- 
nit0 dalle quattro linee libere suaccennate. 

La condizione a) implica che w sia funzione soltanto di s (e non del 
tempo t), cib che scende dalla (B), qualunque siano le costanti q ,  q', q,, q',; 
4', 4 , ,  9 , ;  cos1 pure è soddisfatta la condizione b) inquantochè dalle (48) si 
ha z=O per w=O. 

In quanto alle rimanenti condizioni c) e d) si considerino le equazioni (5B), 
(53), (54), (55) del 18, che defjniscono pararnetricarnente quattro linee d, s', d', S .  

Su  esse e ne1 campo da esse determinato sono manifestamente verificate le 
condizioni c) e d), qualunque siano le costanti q, q', Q,, qgl; 4'' 4,, S', , purchè 
naturalniente soddisfacenti alla. (18) e alle (46). Dunque una volta soddisfatte 
la (19) e le (46) l'integrale generale (48) è atto a rappresentare un possibile 
andainento di regitne nella confluenza di due vene, c. d. d. 

Si noti ora che alcune fra le costanti in questione sono destinate natu- 
ralmente a figurare tra i dati della questione, cioè le portate q e q' dei getti 
G e Gr, nonchè l'angolo 4' clle determina L'inclinazione asintotica d i  Gr ri- 
spetto a G. 

Dunque una volta assegnati q, q' e 9' le rimanenti quattro quantità q,, p*,; 
4,, Y,, che caratterizzano rispettivainente le portate e le direzioni asinto- 
tiche delle correnti G ,  e G', generate dall'urto di G e Gr, risultano legate tra 
loro ed alle rimanenti tre da tre sole relazioni. 

Vi è quindi indeterrninatezza da1 punto di vista del numero delle con- 
dizioni necessarie a individuare le accennate quattro quantità. 

Questa circostanza pub giustificarsi ne1 modo seguente. 
Riportiarnoci col pensiero a quanto si è detto ne1 5 1,  e in particolar 

modo soffermiamoci a considerare 10 spartiacque O. 
I n  realtà la posiziotie acquisita stabilmente da 0, una volta raggiunto il 

regime, dipende dalle circostanze iniziali. 
È: rnanifesto che il fenomeno deve presentarsi diversamente, secondochè, 
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a partire da posizioni prefissate, i due getti G e G' vengorio lanciati contem- 
poraneamente oppure in istanti differenti. 

In quest'ultimo caso ha certamente influenza, nello stabilirsi l'andamento 
di regime, l'intervallo .di tempo trascorso fra il lancio di un getto e quel10 
dell'altro getto. 

L'esame complet0 della questione esigerebbe 10 studio del fenomeno dal- 
l'istante iniziale fino al10 stabilirsi del reginle permanente. 

Ma il problema, posto in questi termini, presenta gravi difficoltà e non 
si iritravvede la speranza di arrivare in modo rigoroso a una soddisfacente 
risoluzio ne. 

Tuttavia anche 10 studio del regime permanente, oltre mettere in rilievo 
quali possano essere i possibili regiini, corne si è fatto noi, pub servire al10 
scopo, purchè si ricorra ad un  dato sperimentale. Cosi una volta raggiunto 
il regime non è difficile valutare sperimentalmente p. es. il q,  che rappre- 
senta la portata (ed anche la larghezza asintotica) della corrente Cl ,  oppure 
assegnare la  sua direzione asintotica, il che è quanto dire Ji. Restano al- 
lora solamente tre quantità da determinarsi e la (19) e le (46) sono sufficienti 
al10 scopo. 

Vi sono alcuni easi particolari notevoli che tratteremo nei paragrafi che 
seguono in cui tutte le costanti risultano determinate dalle sole relazioni (12) 
e (46) : quando il fenoineno si svolge in modo simmetrico rispetto ad un asse 
e quando l'urto dei due getti 8 e G' é diretto. 

Esiste un asse di simmetria quando i due getti G e G' essendo uguali, 
vengono lanciati contemporaneamente (V. Fig. 3). Si stabilirà allora, dopo 
un certo tempo, il regime che abhiamo già illustrato a 5 1 e precisamente si 
avranno due correnti G ,  e G', aventi per direzione cornune l'asse X X '  ' e 
versi opposti. 

Chiamando B a l'inclinazione reciproca (delle direzioni asintotiche) dei 
due getti G e G', con che cc rappresenta I'inclinazione comune sull'asse di 
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simmetria, si ha: 

Q' = 4, 
al = a - R, 

9.'=Ba-Bx, 

a', = a - S X.  

Per queste, la (18) e le (46), divengono: 

41 + q'1 = 8 q, 
p + ~ c o ~ B x + p ~ c o s a - p ' , c o s x  = O ,  

q s e n 8 a - t - q l s e n a - q ; s e n a = O .  

Corne facilmente si pub constatare, le (59) sono soddisfatte da 

formule che determinano le portate pl e q', di G, e Gr, .  
Dalle precedenti, dividendo membro a membro, si ha 

corne si è accennato al § 1. 
Per le (58), le (43) divengono: 

L'integrale generale (M), per (a) e (61), diviene 

a 
log ( 1  - w )  + ePia log (1 - ru e 9 9  + 2 sen' eia log ( 1  + n i e r  - 

a - 8 cosp - ek log (1 - ru eza) 2 

Le equazioni parametriche dei peli liberi si ricavano facilinente dalle 
(58), (53), (54), (55), tenendo presenti l e  (58) e (60). 

Cosi pure pu6 determinarsi la posizione del10 spartiacque sull'asse di 
simmetria mediante le formule del 13. 
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1 due getti G e Gr siano paralleli e diretti per verso opposto (V. Fig. 7). 

Fig. 7. 

Naturalmente si ammette che G e G' effettivamente si incontrino, non 
presentando il problema nessun interesse ne1 caso opposto. 

Volendo precisare, in forma analitica, le condizioni di urto diretto delle 
due vene G e G', giova introdurre la differenza 

8 = yd'oo - ysoo, - (63) 

tra le ordinate dei punti all'infinito a monte di d' e di s. 
Rammentando che q e q' misurano le larghezze asintotiche di G e  di G' 

[Cfr. 5 41 si vede imtnediatamente che condizione necessaria e sufficiente per 
l'urto delle due vene è la seguente diseguaglianza: 

- n<a<d. (64) 
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Ci6 posto, poicliè il 6 che denominerd spostanzento di G' rz'spetto a G ,  
è a ritenersi un dato della questione, si pub senz'altro ammettere verifi- 
cata la (64). 

L'ipotesi che si tratta di urto diretto, implica che sia 

In ta1 caso le (46) divengono: 

q - q' - q1 COS 3 ,  - q', cos a', = O, 

q, sen 4 ,  + q', sen a', = 0. 

D'altra parte, avuto riguardo a quanto si disse a § 13, facilinente si 
vede che è: 

.6 = q1 - (A +A1); 

e poichè per le (56) e (57), tenuto conto di (65), si ha 

sarà 

unitamente alle (66) e alla (67), determina q , ,  q', , a,, a', in funzione di 
47 q: 8. 

Basta allora ricorrere all'integrale generale (48); si ottiene la soluzione 
completa dell'urto diretto di due vene, 
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ALCUNI CASI PARTICOLAHI DI URTO DIRETTO. 

Nell'urto diretto si pub avere un asse di simmetria X X '  (Fig. 8). 

Fig. 8. 

Un ta1 caso si presenta quando, essendo p. es. q' r q, è 

Allora, chiamando B cr l'inclinazione reciproca delle direzioni asintotiche 
delle due correnti Gl e G',, si dovrà a rere  ancora: 

Dopo cib è facile verificare che la (18), le (66) e la (67) sono soddisfatle 
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ponendo : 

.-* j COS z=--- 
Q + P' 

Manifestamente il cas0 attuale e quel10 trattato al $j 15 possono dedursi 
uno dall'altro applicando il principio di reversibilitci [Cfr. 3 111. 

Consideriamo infine l'urto diretto (anche non simmetrico) di due getti 
eguali. 

Fig. 9. 

In ta1 cas0 (Fig. 9) è: 
Q' = Q, 

e il getto G' viene a trovarsi rispetto a G7 nelle stesse condizioni di Gr ri- 
spetto a G'. Ne segue che anche le correnti G, e Gr, si devono trovare nelie 
stesse condizioni sia rispetto a G che rispetto a G', considerate beninteso nei 
rispettivi versi. 
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Ci6 implica in sostanza la simmetria rispetto al10 spartiacque O. 
Che il fenomeno si presenti in  questo modo, rimane confermato dalla 

circostanza che la (1'2) e le (66) sono identicamente soddisfatte per: 

Pl = qfl = P' = q, 

= - a, (79) 
3' - - . n - a  

1 - , .  
qualunque sia a. 

L'angolo 3: viene deternlinato dallo spostamento 8 mediante la (67). Per 
le (78) la (67) diviene infatti 

In ta1 guisa tutte le costanti caratteristiche del fenomeno sono deter- 
minate. 

PARTE SECONDA. 

Confluenza d i  quantesivogliano vene. 

IL PROBLEMA GENERALE. 

Vale la pena di estendere la teoria precedente al problema più generale 
della confluenza (in regime permanente) di n getti liquidi G,, G, , . . . , G,. 
Si suppone che questi n getti confiuiscano tutti in una medesima località 
[V. la Fig. 10, in cui n = 41. 

Ci6 corrisponde alla esistenza di un unico punto di spartiacque O. 
L'urto delle n vene G , ,  G, , . . . , G,, dà luogo ad altrettante correnti G',, 

Gf2, ..., (7'". 
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Ci siamo già resi conto di cib per n = 9 [Cfr. 5 11. 
Per rendersene conto in generale prendiamo in esame due getti conse- 

cutivi G, e Ch+, essendo h uno dei numeri 1, 2, ..., n, ed intendendo equi- 

Fig. 10. 

valenti due indici h e k quando 
clifferiscono per un inultiplo di n, 
con che, in particolare, n + 1 
equivale ad  1. Diciamo s, e d, le 
rispettive sponde, sinistra e de- 
stra, di  G,; saranno s,+,, d,,, 
queue di G,+, . Se il verso con 
cui si susseguono le correnti G ,  , 
G ,,.. ., G, è destrorso le due 
sponde contigue di G, e G,+, 
sono d, e s,,, . Ora, tanto d, 
quanto s,,,, sono peli liberi e su 
ciascuno di essi il valore asso- 
luto Tr della velocità dev'essere 
costante ed eguale a 1 [Cfr. § 81; 
dovendo per ipotesi i due getti 
G, e G,,, confluire i peli liberi 
d, e s,+, non possono essere rette 

parallele [escluso naturalmente il caso n = 8 considerato nei §§ 16 e 171; 
d'altra parte d, e s,,, non possono avere alcun punto colnune al finito, perchè 
se si incontrassero in un punto ivi la velocità dovrebbe annullarsi [Cfr. § 11, 
mentre corne si è detto deve avere dappertutto valore assoluto = 1. Bunque 
d, e s,,, non possono essere rette parallele, nè avere alcun punto comune 
al finito, devono invece avere per ipotesi ciascuno una direzione asintotica 
sia a monte che a valle [Cfr. § hl. 

Poichè d, e s,,, non si toccano mai il liquido tra esse compreso va a 
forrnare una corrente G',, ed è ragionevole ainrnettere [coine già per n = 21 
che essa debba avere uria direzione asintotica, cioè che le due direzioni asin- 
totiche a valle di d, e s,+, debbano coincidere. 

Tra ogni coppia Cl,, G,,, di getti consecutivi deve cos1 trovarsi al~neno 
una corrente G',, ne segue che il nurnero delle correnti G', generate dalla 
confluenza degli n getti G,  è alineno $8: 

Questo numero poi non pub essere superato; basta pensare che ogni 
corrente libera deve essere liinitata da due peli liberi e quindi TA correnti 
da 2 n peli liberi, ora tanti sono appunto per ipotesi i peli liberi d, e s,. 
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Il numero delle correnti G', è dunque w,  corne si aveva asserito. . -. 
Il fenomeno pub schematizzarsi ne1 modo seguente : 
A distanza abbastanza grande (teoricamente all'oo) dalla località ove av- 

viene la conflueriza delle n vene G, in ciascuna di esse i' filetti scorrono pa- 
ralleli fra loro ed ai peli liberi d, e s , ,  avvicinandosi .- alla località anzidetta 
l'andamento si modifica 'alquanto : n filetti g, , g,,.. . , g,, appartenenti rispet- 
tivamente a Q I ,  G, ,.. ., Q, urtandosi in un punto O (spartiacque) si arrestano 
momentaiieamente, iodi proseguono generando altri n filetti gr, ,  g',,.~.., gL 
direttori delle n corrènti G;, G ' ~ , ; .  ., G ' ~ ; '  gli altri filetti liquidi vengono più 
O meno deviati, ma nessuno si arresta. 

Gioverà assumere una coppia di assi cartesian.i ortogonali, coll'origine 
in O e cogli: assi OS, 00 orientati in mydo che il verso di rotazione 
O x -+ O y sia :sinistrorso; 

Cid posto)per la traduzione analitica del problema basta riportarsi sen- 
z'altro a q u a d o  è stato detto nei. §§ 8, 3, 4 relativamente all'urto di due 
vene, intrvducendo le ovvie. modificazioni suggerite dalla nuova circostanza 
che l'urto ha ora luogo fra n vene, invece che fra due soltanto. 

Cosi circa il comportamento di 

ne1 campo in cui si svolge il fenomeno, si deduce senza nessuna difficoltà 
[Cfr. 5 31 che f (a) 8 funzione regolare nei punti a = LC + i y de2 campo del 
moto situati a distanza finita, diviene infinita all'infinito, e sopra ciascuna 
delle 2 n linee d, e s,, costifuenti il contorno del ~&po ,  il coefficiente + della 
sua parte impnaginaria deve asszcmere valori costanti differenti, che indicherd 

1: 

rispettivamente con YS,, , qsn, per O Z C ~  : 
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Saranno quindi 
s l= lC ' sh - ( tdk ,  ( h = f , 2  ,'.', w ) ,  (75) 

le portate dei getti Grh ; e 

4'h=4,+,-hk3 ( h = 1 , 9  ,..., n)> (76) 

le portate delle n correnti fi. 
Dalle (75) e (76), sommando, scende la relazione: 

corne era da attendersi per la permanenza del fenomeno. 
In quanto al coinportamento di 

w ( x )  = ~ - i u =  Ve-ig 
. -  - . . 

riferendoci al  § 4, si pub dire che essa deu'essere funaione uniforme, finita 
e continua neE campo e = x -+ i y .de8 moto; inoltre : 

1 sopra dh e s, ,  

> O .in ogni punto Pr[= O, 
= O in O, 

Indico con 4, e a', gli angoli che le direzioni asintotiche dei flussi di 
Gh e GI, rispettivamente formano colla direzione positiva dell'asse O S. Poichè, 
per ipotesi, il comportamento asintotico a monte di Ch e quello a valle d i  
G'h è il regime uniforme, si deve avere ulteriormente: 

lim 4 = 
4, quando P si allontana in O,, 

Q P = ~  a', qaando P si allontana in Q', , 
( h = l , 9  ,... ,w). 

Per le consideraziqni svolte ne1 $j 4, c i r a  il modo di variare di a-', e che 
si possono applicare al  cas0 attuale, si vedl  che 3, e a', sono soggetti alle 

keguenti li~nitazioni : 
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CCso t t i :  Vene conflue& 327. 

Ancor qui si pub applicare l'osservazione alla fine del 5 4 e dire che ' 
qh e g', misurano oltre che le portate di G, e di QL, anche le loro larghezze 
asintotiche, a mante pes, le prime, a valle per le seconde: 

Corne già .si few a 8 5, converrà immaginare di fare un cambiamento 
di variabile che permetta di rappresentare in modo conforme il campo del 
moto a = x + i y, che b semplicemente connesso, sopra un cerchio di raggio 
unitario ne1 piano ausiliario [ = 5 + i 71, in modo che al contorno del campo 
della vclriabije z venga a corrispondere ne1 secondo piano la circonferenza 

al punto O (z  = O) il punto '5 = O ,  ed infine al punto all'cu, cui tendon0 asin- 
toticamente a monte i peli liberi s, e dl, ira i quali scorre G , ,  corrisponda 
il punto 

= j ,  = e%, (81) 

della circonferenza 1 T, 1 = 1 ("). 
Detti allora 

(") Si avrebbe potuto assumere addirittura q = O, corne pure si avrebbe potut0 suppom 
4, =O, intendendo in ta1 modo scelta la direzione positiva dell'asse x coincidente col verso 
del flusso asintotico a monte di 6,. fi cib che abbiamo fatto nella prima parte trattando 
dell'urto di due vene. Ne1 caso attuale giova non prefissare i valori di cl e 4,, al10 scopo 
di ottenere delle formule omogenee. 
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i punti 'della -circonferenza 1 1 = 1' che devono corrispondere ai punti all'in- 
finito di 

Piano Z=S+ia  
'G'17 G 2 7  G'Z,*..7 G'*, 

rispettivamente, agli archi 

(jl , j r l ) ,  (Yl , jJ, (.iz , j'd , . . . , 

-dovranno- fafë iiscontro ne1 piano de1 
moto rispettivamente i peli liberi 

d,; Sg) dZ>'.", d, ,  8,.  
. . 

Si considerino allora f e ni quali fun- 
zioni della nuova- variabile < ne1 cerchio 
1 ( j  G 1. Per quanto si è detto ne1 para- 
grafo precedente, esse sono regolari per 

Fig. II. 1 [ 1 < 1, inoltre si dovrà avere [V. le (74) 
e Tg)]  : 

1 per ICl=l, 
> O  .*- o<l:l<l, 

O c=o. 

Dev'essere infine : 

w = e-ai per =ji . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



È facile constatare,- mediante confronto delle (34) colle-(la), che la fun-, 
zione ru (r) soddisfacente alle condizioni volute è quella stessa che serve al 
caso n = 9 e che abbiamo' dètefmipato al § 7, e cioh la (4.0) : 

('5) = r. 
Si tratta ora .di costruire la f (<). 
h ta1 uopo conviene partire dalla funzione : 

e considerare quel ramo di essa uniforme e regolare per 1 t (< 1 che si ri- 
duce a zero per t = 0. 

Poichè per (<! ( = 1 si pub porre 

. u- Uh 
t -- e 9-0 = B i e  sen 3 

e quindi 
i - 6 .  

fi C() = gr (ei3 = log 9 + - 9 ( x  + o - a,) + log sen % . (87) 

Parimenti, se si considera la funzione 

. " 

colla determinazione zero per t = O, essa è uniforme ë regolare per 1 C 1 < 1, 
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330 : C h o  t t f : Vme ~olzfiwnti. 

mentre sulla circonferenza 1'5 1 = 1, cioè per < = eio, si ha: 

Si introducano ora Bn costanti rea-lî 

c i , ,  da (h = 1, 9 , .  . . , Ph), 

che mi riservo di deferminare in modo opportune,-e si m n g a  
w 

a(<) = z 1 Eh 9. (t) + a#, gth (t) 1 (90) : 
i 

La funzione O ( ( )  è uniforme e regolare per 1 '5 1 < 1, si annulla per 7: = 0; 
se si suppone inoltre che le costanti ci ,  e a', siano legate dalla relazione: 

i 
n 

E h  ( a h  + a:) = 0, 
1 (91) 

allora sulla circonferenza 1 1 = 1 si ha, per le (87) e (89) : 
- .  

i f i  a (<) = G (eia) = - , xk ( a ,  uh + arh d a )  + . I  
75 1 

0 ,  - 5 C h - 5  
(9% 

+ 1 ci. log sen 3- + a O e n  - 1 
1 2 

Posto ancora 

anche la F ( < )  risulta funzione di < uniformë'e ;egotare perf~i < 1, rnentre 
per 1 ( = 1 si ha, per la (9%) : 

u 0, - u 0'. - u 
R (t) = B (eia) = +] a,, log sen - 

9 
+ a', log sen -- * 

9 1 (94) 

Si è già visto {Cfr. la (SB)] che: 

ne segue che per 
a,<.u<b1, 

a, - a la semidifferenza. - 2 ~ 

è compresa tra O e - n, mentre tutte le altre.semi- 
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Ciso t t i  : Vena conflusnli. 33 1 

differenze, che appariscono ne1 secondo meliibro della (94), sono comprese 
tra O e + x ;  posto perci6 

P = Q + i Y ,  
sarà 

(95) 

q = -  7C a, . 
Per 

0'1 < < 5 < % ,  

le seinidifferenze 
1 ai - G a , -G  -- 

B 
e -- 

$2 

sono cdinprese ira O e - n e tutte le altre tra O e + n; ne segue che 

Per 

le seinidiffwenze 

sono comprese tra O e 
è quindi : 

- n, mentre le altre sono tutte comprese tra O e + n; 

E cosi via. - 

Per 

tutte le semidifferenze accennate sono comprese tra O e - n, e c~uindi [te- 
nendo conto della (91)] : 

Riassumendo : la funzione P =  (t, + i Y è uniforme e regolare per 12 1 < 1 
e'sulla circonfereiiza 1 < 1 = 1 il coefficiente Y della sua parte iinrnaginaria as- 
sume i valori costanti seguenti: 

/.- x X ,  sopra l'arco (j, , j',), \ 
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. Ciù.posto, si rammentino le condizioqi eui deve soddiafare nel,cerchio 
1 [ 12 1 la funzione f (!) [§ 901 e si confrontino (96) e (83). Risulta. cho.la 

, . 
f ('(i) non è altro che - .  

F ( T ) - t i  +si, 

purchè le B n costanti uh e alh ~enganq~deterrninate dalle seguenti -. rblakoni: . 

Le 9 n - 1 relazioni lineari (97) tra le 2 n costanti a, é 2; ë l a  (91) de- 
terminnno le '2 n costanti stesse: 

Si ottiene, risolvendole e tenendo presenti le  (75) e (76), 

Per questi valori di a, e cr', è 

f (tj= F(<).+ i +,. 

Avremo dunque Fer le (93), (go), (%), (88), tenerido xcinto delle (98) : 
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Si è già visto [Cfr. 9 191 che ih e q',, rappresentano le portate delle cor- 
renti Cf, e G', rispettivamente, e che esprimono ne110 stesso tempo la misura 
delle larghezze asintotiche delle correnti- stesse. 

Si noti ora Che, essendo lper la (44) 

w=c, 
si ha, ponendo a l  solito, 

. . 

La seconda di queste, atteso il significato di  3, e a', [Cfr. § 191, tenuto 
conto della (81) e delle (88), permette di. stabilire le seguenti relazioni: 

con che la (81) e le (84) stesse si possono scrivere: 

Corne già a $j 9 possiamo anche qui stabilire due notevoli relazioni che 
legano tra di loro le costanti q,, g',, a,, a.',. Basta a ta1 uopo sfruttare 10 
stesso teorema enunciato a Cj 9. . . 

Interpretiamo nella formula (44) la funzione <p corne potenziale di velo- 
cità delle molecole liquide ne1 campo liinitato da1 coniorno 1 costituito - 

, 
dalle 

lihee libere d,, s, e ddle  sezioni n o r ~ a l i ~ l ,  e Xh dei getti G,,; a',, fatte in 
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538 C i s o  t t i : . Vene confluenti. 

località abbastanza lontane (teoricamente ali'oo) da1 sito ove le vene conflui- 
scono (V. Fig. 10). Allora V non è altro che il valore assoluto della velocità. 

Ci6 posto, si noti che : 

O sopra d,, s,, 

d n  1 * A h ,  

-1 * Yb, 

e i h  sopra' X,, 

'h'h; 

e infine che 

( h = l ,  9 ,  ..., n); 

V= 1 sopra 1; 

Allora dalla formula (44) scende 

e poichè si è già notato [Cfr. 5 191 che le larghezze asintotiche 1, e h', delle 
correnti G, e G', sono misurate dagli stessi nuineri che rappresentano le ri- 
spettive portate q,, q',, ia precedente pub scriversi seiiz'altro: 

Questa relazione si scinde manifestamente nelle due relazioni seguenti 
tra elenienti reali: 

Tanto la (103) quanto le (104) costituiscono le naturali generalizzazioni 
'della (45) e delle (46). 
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Dalla (99), derivando si ha 

pub scriversi: 
1 1 d f  d z = - d f = -  i d t .  

'YU 'YU d <  

Yer la (40) e la (105) si avrà dunque 

Se si nota che 

qualunque'sia la costante a, avremo integrando: 

1 "  d h  
- t G ~ I ~ l o g ( h - ~ ) - - l o g  j'& II:-C)[+ costante; 

ma per le (108) e (103) è 

d'altra parte per = O dev'essere a = 0 [Cfr. 3 201, per cui alla costante del 
secondo ineinbro spetta il valore . 
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dopo cib si ha in definitiva: 

Questa formula stabilisce la voluta [Ch.  5 201 corrispondenza fra i piani 
z = s + i y  e t=E+iri. 

Eliminando Yausiliaria i: tra la (106) e la (U), si ottiene la seguente re- 
lazione che lega la velocità ru al posto x :  

che costituisce l'integrale generale del problema della confluenza di n getti 
liquidi. 

II secondo membro della (107) non muta se si cangia il segno a nt, j,, 
j'h 9 q h  9 ~ ' h  

Atteso il significato di queste lettere si pub concludere che il  fenonzeno 
- b reuersibile, cioè se l'urto degli n getti G, determina, una volta raggiunto il 

regime, le n correnti G',, ed il fenomeno si svolge in un campo ben definito, 
Io stesso campo pub essere sede del processo inverso: della generazione 
delle correnti G, (con flusso opposto) dovuto all'urto delle n correnti G', 
(con flusso opposto). 

Una volta in possesso dell'integrale generale del moto, cioè delle (106) 
e (107), sarebbe facile dedurre da .queste formule tutti gli elementi salienti 
del fenomeno, in particolare le eqÜazioni paranietriche dei peli liberi s,, d,  
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Ci8  O t ti : Vene con@e.nti. 337 : 

e la ubicazione del10 spartiacque, seguendo una via del tutto analoga a quella 
che ho tenuto, pel caso n = 8, nei $5 1'2 e 13. 

Conviene piuttosto fermarsi un moment0 per esaminare come si esten- 
dono per la confluenza di n vene le considerazioni, svolte ne1 § 14, circa la 
determinazione delle costanti che compariscono sia n e l t  (106) che nell'inte- 
grale generale (107). 

Si tratta delle costanti q,, q',,, 9, e $',,, potendosi sostituire quest'ultime 
alle j, e j',, a norma delle (102). 

Tra le 4 n  costanti summenzionate le 

sono destinate a figurare naturalinente fra i dati del problema, inquantoché 
le prime (q,) definiscono le portate dei getti assegnati G, e le seconde (ah) 
ne caratterizzano le direzioni asintotiche a monte. 

Le rimanenti B n quantità 

. ~ ' h  $'h 

che come si sa  individuano portate e direzioni asintotiche a valle delle cor- 
renti G', generate dall'urto delle G,  sono a priori incognite. 

Le considerazioni istituite finora ci hanno fornito tre relazioni tra le 4 n  
quantità ph, q',, 8, e la (77) e le (104). Si pub vedere, come si è fatto 
a § 14, che esse sono tutte e le sole affinchè l'integrale (107) corrisponda ad 
una confluenza di n vene; ma poichè 8 n sono le quantità incognite (le q', 
e le a',) ci occorrerebbero altresi 8 n - 3 relazioni affinchè esse risultassero 
determinate. 

Corne si vede la indeterminatezza già rilevata ne1 5 14 pel caso di n = 8, 
aumenta alquanto per n > 8. 

Attesa la giustificazione data ne1 citato paragrafo per n = 8, si capisce 
che la cosa debba cornplicarsi maggiormente per l'urto di n>B vene. 

Un determinato regime dipende manifestamente dalla posizione acquisita 
stabilmente da110 spartiacque O. 

Ora tale posizione dipende dalle circostanze iniziali. 
IJ'intuizione fisica ci avverte che il fenomeno debba presentare delle ca- 

ratteristiche differenti a seconda che gli n getti Ch vengono lanciati, a par- 
tire da località assegnate, contemporaneamente oppure in istanti differenti. 
Ancor qui, corne già ne1 cas0 n = 8, l'esame complet0 della questione esi-- 
gerebbe 10 studio del fenomeno dall'istante iniziale fino al10 stabilirsi del re- 
gime permanente. 
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Tuttavia non è priva di interesse la ricerca dei possibili andamenti di 
regime per la confluenza di n getti assegriati. A ci6 risponde in modo esau- 
riente la presente ricerca. 

D'altra parte non è difficile assegnare sperimentalmente i valori di 8n-3 
delle qiiantità q', e a",, le rimanenti 3 risultano allora definite dalle 3 rela- 
zioni ('17) e (104). Una volta note tutte le costanti le formule (106) e (107) 
caratterizzano in modo completo tutti gli elementi del moto. 

Prendo in esame un caso particolare, in cui la determinazione delle co- 
stanti è immediata 

Si abbiano n vene eguali i cui assi siano concorrenti ad uno stesso punto O 
e tali di pifi che i'inclinazione 

G4 (asintotica) reciproca di due getti 
consecutivi sia costante ed eguale 

2 n a - . Se gli n getti G, vengono 
n 

ar- lanciati contemporaneamente e 
a una medesiina distanza da O 

1 \ è evidente che le n correnti G:, - Che si stabiliranno, una volta rag- 
giunto il regime, saranno eguali 

2' tra di loro e alle vene G,, inoltre 
s 6 la vena G', avrà per asse la bi- 

settrice degIi assi di G, e di Ch+, . 
In tali circostanze, detta q la 

portata cornune ai getti G, e G',, 

Ga avremo 
Fig. 1% a h  = 9.n = a. (108) 

Inoltre assunta corne direzione positiva dell'asse 0 x quella del flusso 
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a inonte di G,, si avrà: 

Avremo quindi 

. . c .  

mentre l'iritegrale generale (107) divieae: 

E ' I ~  questione p;.opostaci è c~tn~le ta inente  risoluta. 
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