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N OT E S  ET A R T I C L E S
EXTRAITS DES

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES

DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES.

3 9 9 .

Géométrie. — Sur quelques théorèmes de Géométrie analytique 

relatifs aux polynômes et aux polyèdres réguliers.

C. R., T. XXVI, p. 489 (8  mai 1848).

Considérons, dans un plan ou dans l’espace, divers points situés à 

la même distance r d’un centre fixe. Si, en prenant ce centre pour 

origine, on détermine la position de chaque point : i° à l’aide de 

coordonnées rectilignes x , y , z ; 20 à l’aide de coordonnées polaires p, 

q, r, les coordonnées p, q étant les angles formés par le rayon r avec 

un rayon fixe, nommé axe polaire, et par le plan de ces deux rayons 

avec un plan fixe, ou plan polaire, toute fonction entière des coordon

nées rectilignes x , y , s sera, en même temps, une fonction entière des 

sinus et cosinus des angles polaires p, q, par conséquent une fonction 

entière de chacune des exponentielles trigonométriques qui ont pour 

arguments les angles + p , — p, H- q, — q. D’autre part, on sait que 

les puissances entières et semblables des diverses racines «iémes de 

l’unité donnent pour somme n ou zéro, suivant que le degré commun 

de ces puissances est ou n’est pas un multiple de ri. Par suite, si à
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6 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

une puissance entière de l’exponentielle trigonométrique, dont l’ar

gument est l’angle polairep  ou q, on ajoute les puissances semblables 

des exponentielles trigonométriques diverses, dont les arguments 

surpassent l’angle p  ou q de quantités égales à des multiples de la 

niérae partie de la circonférence, la somme obtenue sera précisément 

le produit de la puissance donnée par le. nombre n, quand cette puis

sance sera du nieme degré, ou d’un degré égal à un multiple de n; la 

même somme sera nulle dans le cas contraire. Par suite aussi, la 

moyenne arithmétique entre les diverses puissances dont il s’agit se 

réduira, dans le premier cas, à la puissance donnée; dans le second 

cas, à zéro. En partant de ces principes, on établira sans peine les 

théorèmes que nous allons énoncer.

T héorème I. — Si, dans un plan, on prend pour origine des coordon- ■ 

nées le centre d ’un polygone régulier de n côtés, et si l ’on substitue les 

coordonnées rectilignes d ’un sommet de ce polygone dans une fonction 

entière de ces coordonnées, d ’un degré inférieur à n, la moyenne arith

métique entre les valeurs de cette fonction correspondantes aux divers 

sommets restera invariable, tandis qu'on fera tourner le polygone autour 

de son centre, en laissant immobiles les axes coordonnés.

T héorème II. — Si, dans l ’espace, on prend pour origine des coordon

nées le centre d ’un polyèdre régulier, dans lequel n arêtes aboutissent 

à chaque sommet., et si l ’on substitue les coordonnées rectilignes d ’un 

sommet de ce polyèdre dans une fonction entière de ces coordonnées, 

d’un degré inférieur à n, la moyenne arithmétique entre les valeurs de 

cette fonction correspondantes aux divers sommets restera invariable, 

tandis que l ’on fera tourner d ’une manière quelconque le polyèdre autour 

de son centre, en laissant immobiles les axes coordonnés.

De ces doux théorèmes, le premier se déduit très aisément des 

principes ci-dessus rappelés. Pour démontrer de la même'manière 

le second théorème, dans le cas particulier où le polyèdre donné 

tourne autour du rayon, vecteur mené du centre à l’un des sommets, 

il suffit de faire coïncider avec ce rayon vecteur l’axe polaire, c’est-
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EXTRAIT N° 399. 7

à-dire le rayon fixe à partir duquel se compte l’angle polaire p. Ajou

tons que l’on peut aisément passer de ce cas particulier au cas général. 

En effet, un déplacement déterminé du polyèdre tournant d’une ma

nière quelconque autour de son centre peut toujours être considéré 

comme le résultat de trois déplacements successifs, dont chacun serait 

produit par un mouvement de rotation du polyèdre autour de l’un des 

rayons vecteurs menés du centre aux divers sommets. Ajoutons que, 

pour obtenir un déplacement déterminé d’un seul de ces rayons vec

teurs, il suffirait, en général, d’imprimer successivement, autour de 

deux autres rayons vecteurs, des mouvements de rotation convenables 

au polyèdre dont il s’agit.

Certaines grandeurs ou quantités qui dépendent de la direction 

d’une droite émanant d’un centre fixe se réduisant à des fonctions 

entières des cosinus des angles formés par cette droite avec deux ou 

trois axes fixes rectangulaires entre eux. D’ailleurs, ces cosinus ne 

sont autre chose que des coordonnées rectangulaires d’un point situé 

sur cette droite à l ’unité de distance du centre fixe. Cela posé, les 

théorèmes I et II entraînent évidemment la proposition suivante :

T héorème III. — Concevons que, dans un plan donné ou dans l ’espace, 

on construise une espèce de rose des vents ou de hérisson, en faisant partir 

du centre d ’ un polygone ou d ’un polyèdre régulier des rayons vecteurs 

dirigés vers les sommets *de ce polygone ou de ce polyèdre. Considérons 

d ’ailleurs une quantité ou grandeur qui varie avec la direction d ’une 

droite tracée dans le plan donné ou dans l ’espace à partir du même 

centre. Enfin, supposons cette grandeur représentée par une fonction 

entière des cosinus des angles que la droite forme avec deux ou trois 

axes fixes rectangulaires entre eux* Si le degré de cette fonction est 

inférieur au nombre des côtés du polygone ou au nombre des arêtes 

qui, dans le polyèdre, aboutissent à un même sommet, la moyenne arith

métique entre les diverses valeurs de la fonction correspondantes aux 

diverses directions que présente la rose des vents ou le hérisson ne variera 

pas quand on fera tourner cette rose ou ce hérisson autour de son centre.
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S COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

La grandeur que l’on considère pourrait être, par exemple, le rap

port de l’unité au carré du rayon vecteur d’une ellipse, ou la cour

bure d’une section normale faite dans une surface courbe en un point 

donné, ou bien encore le rapport de l’unité au carré du rayon vecteur 

qui joint le centre à un point de la surface dans un ellipsoïde ou dans 

le système de deux hyperboloïdes conjugués. Dans ces diverses hypo

thèses, le troisième théorème reproduirait des propositions énoncées 

dans mes applications géométriques du Calcul infinitésimal, avec 

quelques propositions analogues récemment données par d’autres 

auteurs.

La grandeur que l’on considère pourrait être aussi une dilatation 

linéaire infiniment petite, mesurée en un point donné d’un corps, ou 

le moment d’inertie du corps autour d’un axe passant par ce point, 

ou le carré de la pression supportée en ce point par un plan perpen

diculaire à une droite donnée, ou la composante normale de cette* 

pression, etc. Dans ces dernières hypothèses, le troisième théorème 

fournirait des propositions nouvelles. Je citerai, comme exemple, la 

suivante :

T héorème IY. — Si, d ’un point donné d ’un corps solide, on mène des 

droites aux divers sommets d ’un polyèdre régulier qui ait pour centre 

ce même point, et si l ’on détermine successivement les divers moments 

d’inertie du corps autour de ces droites, la moyenne arithmétique entre 

ces divers moments d ’inertie restera invariable, tandis que l ’on fera 

tourner le polyèdre autour du point donné.

Supposons, maintenant, que la fonction entière mentionnée dans 

le premier théorème soit développée suivant les puissances entières 

positives et négatives de l’exponQntielle trigonométrique qui a pour 

argument l’angle polaire p. Le degré de cette fonction entière étant 

inférieur au nombre n des côtés du polygone régulier donné, la 

moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de la fonction se 

réduira au terme constant du développement obtenu. Donc cette 

moyenne arithmétique offrira la même valeur, quel que soit n, et
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EXTRAIT N» 399. 9

même pour n — 3 , c’est-à-dire quand le polygone régulier deviendra 

un triangle équilatéral, si la fonction entière donnée est simplement 

du second degré.

Considérons encore la fonction entière mentionnée dans le second 

théorème; et, en prenant pour axe polaire l’un des rayons vecteurs 

qui joignent le centre du polyèdre donné à l’un des sommets, déve

loppons la fonction dont il s’agit suivant les puissances entières posi

tives ou négatives de l’exponentielle trigonométrique qui a pour 

argument l’angle polaire q. Le degré de la fonction étant inférieur 

au nombre des côtés de tout polygone régulier construit avec des 

sommets du polyèdre renfermés dans un plan perpendiculaire à l ’axe 

polaire, le développement obtenu pourra être réduit à la partie de ce 

développement indépendante de l’angle q. D’ailleurs, si· le polyèdre 

donné est un tétraèdre, le rayon vecteur mené du centre à l’un des 

quatre sommets sera perpendiculaire au plan qui renfermera les trois 

autres, et le polygone construit avec ces derniers sera un triangle 

équilatéral. Donc les moyennes arithmétiques auxquelles se rappor

tent les théorèmes II et III ne pourront généralement devenir indé

pendantes du nombre des faces attribuées au polyèdre régulier, que 

dans le cas où la fonction entière donnée sera du second degré.

Au reste, il est aisé de s’assurer que, si la fonction entière à laquelle 

se rapporte le théorème III est du second degré par rapport aux cosinus 

des angles que forme une droite avec trois axes fixes rectangulaires, la 

moyenne entre les diverses valeurs de celte fonction deviendra effective

ment indépendante du nombre des faces du polyèdre régulier donné. Il y 

a plus : pour établir cette dernière proposition dans le cas général, il 

suffira, d’après ce qui vient d’être dit, de la démontrer dans le cas 

spécial où la fonction donnée se réduit à une fonction de cosp, entière 

et du second degré, p  étant l’angle que forme une droite mobile avec 

l’axe polaire mené du centre du polyèdre régulier à l ’un des sommets; 

par conséquent, il suffira d’établir la proposition dont il s’agit dans le 

cas particulier où la fonction donnée se réduit soit à cos/?, soit à cos -p. 

Or, si l ’on fait coïncider successivement la droite mobile avec les di-

OEuvres de C. —  S. I, t. XI. 2
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10 COM PTES RENDUS DE L’ACADÉM IE.

vers rayons vecteurs menés du centre du polyèdre réguliers aux divers 

sommets, l’axe polaire étant un de ces rayons vecteurs, la moyenne 

entre les diverses valeurs de cosp  sera nulle, même pour le tétraèdre, 

pour lequel la somme des valeurs de cos p sera

1 +  3 ( — 3 ) — °;

et la moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de cos2/? se ré

duira toujours à la fraction car la somme des valeurs de cos2/? sera

Pour le tétraèdre. ■

Pour l’hexaèdre . . .  

Pofir l’octaèdre.. . .  

Pour le dodécaèdre

Pour l’icosaèdre...

3 U J  ~  3 ’

‘( i K
2-1-6 

2 +  Î ( O )  = 2 ,  

2
6 | D + K s

2 - i - ioi  g ) =  4;

2 2 0  

- y ’

tandis que le nombre des sommets, dans les mêmes polyèdres, coïnci

dera successivement avec chacun des termes de la suite

4 , 8 , 6 , 2 0 , 1 2 .

Donc, en définitive, la proposition énoncée subsiste; et par suite la 

moyenne mentionnée dans le théorème IV sera indépendante du 

nombre des faces du polyèdre régulier donné.

4 0 0 .

G éométiîie  a n a l y t iq u e . — Rapport sur une Note de M. B r e t o n , de Champ, 

relatif à quelques propriétés des rayons de courbure des surfaces.

C. U., T. XXVI, p. 494 (8  mai 1848).

On sait depuis longtemps que, si, après avoir mené par un point 

d’une surface courbe deux plans rectangulaires entre eux et normaux
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E X T R A I T  N° 4 0 1 . 11

à cette surface, on détermine la courbure de chaque ligne d’intersec

tion, c’est-à-dire le rapport de l’unité au rayon de courbure de cette 

ligne, la somme des deux courbures obtenues sera une quantité con

stante, pourvu que l’on affecte de signes différents les courbures diri

gées en sens contraire. Ce théorème, énoncé par l’un de nous, dans 

ses applications géométriques du Calcul infinitésimal, a été généralisé 

par l’un de nos confrères. M. Babinet a remarqué, en effet, que, si par 

la normale à une surface courbe on conduit des plans qui compren

nent tous entre eux des angles égaux, les courbures des sections con

tenues dans ces plans fourniront une somme constante, et qu’en outre 

la courbure moyenne sera indépendante du nombre des plans dont il 

s’agit. Dans la Note soumise à notre examen, M. Breton, de Champ, 

prouve que le théorème de M. Babinet continuera de subsister si l’on 

y remplace la courbure de chaque section par une puissance entière 

de cette courbure, d’un degré inférieur au nombre des sections don

nées. 11 établit aussi quelques autres théorèmes analogues.

Les Commissaires pensent que les théorèmes énoncés par M. Breton, 

de Champ, peuvent intéresser les personnes qui s’appliquent à l ’étude 

de la Géométrie analytique, et ils proposent à l ’Académie de lui voter 

des encouragements.

4 0 1 .

Géométrie. — Note sur quelques propriétés remarquables des polyèdres

réguliers.

C. R., T. XXVI, p. 517 ( i5 mai 1848).

J’ai montré, dans la dernière séance, la liaison qui existe entre cer

taines propositions de Géométrie analytique et quelques propriétés 

des polyèdres réguliers. Je vais indiquer aujourd’hui des moyens fa

ciles d’établir ces mêmes propriétés, et plusieurs autres qui parais-
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12 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

sent assez remarquables pour mériter de fixer un instant l’attention 

des géomètres.

On sait, depuis longtemps, que l’on peut construire cinq polyèdres 

réguliers convexes, savoir, le tétraèdre, l’hexaèdre, l’octaèdre, le do

décaèdre et l’icosaèdre. On sait que, dans ces divers polyèdres, où le 

nombre des faces est successivement représenté par chacun des termes 

de la suite
4 , 6 , 8 , 1 2 , 2 0 ,

le nombre des sommets se trouve successivement représenté par cha

cun des termes de la suite

4 , 8 , 6 , 2 0 , 1 2 .

On sait aussi que le nombre des arêtes est six dans le tétraèdre, 

douze dans l’hexaèdre et l ’octaèdre, trente dans le dodécaèdre et l’ ico

saèdre.

On sait enfin qu’à chaque angle solide aboutissent trois arêtes dans 

le tétraèdre, l’hexaèdre et le dodécaèdre réguliers, quatre arêtes dans 

l’octaèdre et cinq arêtes dans l’icosaèdre.

On peut encore établir facilement la proposition suivante :

Théorème I. — Les centres des diverses faces d ’un polyèdre régulier 

quelconque sont les sommets d ’un autre polyèdre régulier. D’ailleurs deux 

polyèdres réguliers, dont l ’ un a pour sommets les centres des faces de 

l ’autre, sont nécessairement ou deux tétraèdres, ou un hexaèdre et un 

octaèdre, ou un dodécaèdre et un icosaèdre.

Théorème II. — Dans tout polyèdre régulier, la droite menée du centre 

à un sommet est perpendiculaire aux plans de divers polygones réguliers 

auxquels appartiennent tous les sommets situés hors de cette droite.

Si le polyèdre donné est un tétraèdre, un seul sommet sera situé 

sur la droite dont il s’agit, les trois autres appartiendront à un triangle 

équilatéral dont le plan sera perpendiculaire à la droite.

Si le polyèdre donné est un hexaèdre, ou un octaèdre, ou un dodé

caèdre, ou un icosaèdre, deux sommets seront les extrémités d’un
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EXTRAIT N° 401. 13

même diamètre mené par le centre du polyèdre. Les autres sommets 

appartiendront à deux triangles équilatéraux, ou à un seul carré, ou à 

deux triangles équilatéraux et à deux hexagones réguliers, ou enfin à 

deux pentagones réguliers, dont les plans seront perpendiculaires aux 

diamètres dont il s’agit.

En partant de ces remarques, on démontrera sans peine une rela

tion curieuse qu’ont entre eux les trois polyèdres dans lesquels trois 

arêtes aboutissent à chaque sommet, savoir, le tétraèdre, l’hexaèdre 

et le dodécaèdre réguliers. Cette relation est exprimée par le théorème 

suivant :

Théorème III. — Les sommets de l ’hexaèdre ou du dodécaèdre régulier 

sont en même temps les sommets de deux ou de cinq tétraèdres réguliers.

Pour établir ce théorème, il suffit de recourir aux considérations 

suivantes :

Joignez par un diamètre deux sommets opposés d’un cube ou 

hexaèdre régulier. Les six sommets situés hors de ce diamètre appar

tiendront à deux triangles équilatéraux, et le tétraèdre qui, ayant 

pour base un de ces triangles, aura pour sommet l’une des extrémités 

du diamètre, savoir l’extrémité la plus éloignée de la base, sera évi

demment un tétraèdre régulier; car, chacune de ses arêtes étant la 

diagonale d’une des faces du cube donné, les quatre arêtes seront 

toutes égales entre elles.

Concevons maintenant que l’on joigne par un diamètre deux som

mets opposés A et A' d’un dodécaèdre régulier. Les trois pentagones 

adjacents au sommet A offriront en outre : i° trois sommets B, C, D 

situés aux extrémités des trois arêtes qui partiront du sommet A; 

2° six autres sommets E, F, G, H, I, K situés deux à deux sur les péri

mètres des trois pentagones aux extrémités de six diagonales égales 

entre elles. De ces neuf sommets, les trois premiers appartiendront à 

un triangle équilatéral, et les six derniers à un hexagone régulier, les 

plans de ces deux polygones étant perpendiculaires à la droite AA'. Ce 

n’est pas tout : les six sommets de l’hexagone EFGHIK, pris de deux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

en deux, appartiendront à deux triangles équilatéraux EGI, FHK. 

J’ajoute que, si l ’on donne un de ces deux derniers triangles, EGI 

par exemple, pour base à un tétraèdre dont le sommet soit A', ce 

tétraèdre sera régulier. Effectivement les quatre arêtes du tétraèdre 

dont il s’agit seront toutes égales à l’une quelconque des diagonales 

qui, dans le dodécaèdre, joindront deux sommets tellement situés 

que, pour passer de l’un à l’autre, il suffise de parcourir successive

ment trois arêtes non comprises dans un même plan. D’ailleurs, il 

est clair que, après avoir ainsi construit un tétraèdre régulier, auquel 

appartiendront quatre sommets du dodécaèdre, et spécialement le 

sommet A', il suffira de faire tourner le dodécaèdre autour de la 

perpendiculaire abaissée de son centre sur une face adjacente au , 

sommet A', pour amener successivement ce sommet dans les positions 

d’abord occupées par les quatre autres sommets de la même face, et, 

par suite, pour amener successivement les quatre sommets A', E, G, 1 
dans les positions d’abord occupées par les seize autres sommets du 

dodécaèdre. Donc les vingt sommets du dodécaèdre seront en même 

temps les sommets de cinq tétraèdres réguliers.

Supposons à présent que du centre d’un polyèdre régulier on mène 

des rayons vecteurs aux divers sommets de ce polyèdre. On construira 

ainsi une espèce de hérisson; et, si l’on considère une grandeur ou 

quantité dont la valeur.dépende de la direction d’une droite émanant 

du centre du polyèdre, la moyenne arithmétique entre les diverses va

leurs de cette quantité correspondantes aux divers rayons vecteurs ne 

variera pas, lorsqu’un mouvement de rotation imprimée au hérisson 

l’aura déplacé de manière à substituer les rayons vecteurs l’un à 

l’autre. Si cette dernière condition n’est pas remplie, la moyenne 

arithmétique dont il s’agit acquerra en général, après le déplacement 

du hérisson, une valeur nouvelle. Mais, cette valeur dépendant uni

quement du nouvel aspect sous lequel le hérisson se présentera, on 

pourra, sans l’altérer en aucune manière, supposer que, en vertu du 

mouvement de rotation, la droite suivant laquelle un des rayons vec

teurs était primitivement dirigé est venue s’appliquer sur la direction-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 401. lo

du rayon vecteur qui, après le déplacement, forme avec cette droite le 

plus petit angle. C’est dans cette hypothèse que l’on doit se placer 

pour établir un lemmc énoncé dans la dernière séance, savoir quhin 

déplacement déterminé d’un polyèdre régulier tournant autour de son 

centre peut toujours être considéré comme le résultat de trois déplacements 

successifs dont chacun serait produit par un mouvement de rotation du 

polyèdre autour de l ’un des rayons vecteurs menés du centre aux som

mets.

A nalyse.

Considérons un polyèdre régulier inscrit à la sphère dont le rayon 

est l’unité, et traçons sur la surface de la sphère des arcs de grands 

cercles qui aient pour cordes respectives les diverses arêtes du po

lyèdre. Cette surface sera partagée en polygones sphériques réguliers, 

dont le système formera une espèce de réseau; et le point de la sur

face qui servira de centre à chaque polygone sera le sommet commun 

de triangles sphériques isoscèles qui auront pour bases respectives les 

divers côtés du polygone. Enfin chaque triangle isoscèle se partagera 

en deux triangles rectangles qui auront pour sommet commun le mi

lieu de sa base. Cela posé, soient

m le nombre des côtés de chaque face du polyèdre régulier, ou, ce qui 

revient au même, de chacun des polygones qui composent le réseau 

tracé sur la surface de la sphère;

a l’un de ces côtés, ou, en d’autres termes, la base de l’un des trian

gles sphériques isoscèles; 

r l ’un des côtés égaux de ce triangle;

s l’arc de grand cercle qui joint le sommet de l’un des triangles sphé

riques isoscèles au milieu de sa base; 

n lè nombre des arêtes qui, dans le polyèdre régulier, aboutissent à 

chaque sommet.

Dans le triangle sphérique rectangle qui aura pour hypoténuse r, 

pour côtés |  et s, les angles opposés à ces derniers côtés seront évi-
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16 COM PTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

demment — et - ·  Par suite, on auram n .

(i) co s-v ' 2

TT
COS —m
----------------  y

. 7t
sin -  

n

7T
COS -  n

cos s = ------j
sin-

7T [ — 111

cosr =  cos -  cos5. 
2

De plus, chacun des triangles sphériques isosceles, offrant avec la 

base a deux côtés égaux à r, donnera

. 7Tsin -
, . sin r n
(2 ) - —  -----------v ' siria . 2 7T .

sin —  . 'm

Remarquons d’ailleurs que l’on aura

Pour le tétraèdre............ n — 3,

Pour l’hexaèdre............... m — k, n  =  3,

Pour l’octaèdre................ « =  4,
Pour le dodécaèdre......... n =  3,

Pour l’icosaèdre............. n  =  5.

Enfin, l’arc toujours inférieur à un quart de circonférence, étant 

déterminé par la première des équations (x), les arcs a et 2a se dédui

ront des formules

(3) cosa =  2 cos2^ — 1 , cos2 a =  2 cos2« — 1 .

A l’aide des formules (1), (2), ( 3 ), on reconnaîtra immédiatement 

que l’arc 2(% — a) dans le tétraèdre, et l’arc a dans chacun des autres 

polyèdres réguliers, est toujours supérieur à l’arc r. 11 y a plus : on 

aura, pour le tétraèdre,
7i — a =  r,

et, pour chacun des autres polyèdres réguliers,

. a~> r.

D’autre part, il est aisé de reconnaître : i° que, si le réseau sphé

rique, tracé sur la surface de la sphère, tourne autour de l’un de ses
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nœuds, c’est-à-dire autour de l’un des sommets du polyèdre régu

lier donné, le déplacement de l’un quelconque des sommets voisins 

pourra être mesuré par l’un quelconque des arcs de grand cercle infé

rieurs à 2a, ou, quand il s’agira du tétraèdre, à 2(7: — a); 2° que tout 

point situé, dans l’intérieur d’un des polygones réguliers dont le sys

tème compose le réseau sphérique sera séparé d’un ou de plusieurs 

sommets de ce polygone, par une distance que mesurera un arc de 

grand cercle inférieur à r. En partant de ces remarques, on démontre 

aisément le lemme ci-dessus rappelé, et, par suite, les diverses propo

sitions énoncées dans la séance précédente.

Ajoutons que le théorème III permet évidemment de simplifier la 

démonstration du théorème II de la page 6, ou du moins d’étendre 

la démonstration donnée pour le cas du tétraèdre au cas où le polyèdre 

régulier devient un cube ou un dodécaèdre.

4 0 2 .

A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . — Mémoire sur les valeurs moyennes desfonctions 

d’une ou de plusieurs variables, et sur les fonctions isotropes.

C. R., T. XXVI, p. 624 (12 juin 1848).

Considérons d’abord une fonction u d’une seule variable x ,  et sup

posons que cette fonction reste continue entre deux valeurs données 

de la variable. Si, après avoir interposé entre ces deux valeurs d’autres 

valeurs équidistantes dont le nombre, représenté par n — i , soit très 

considérable, on-cherche les diverses valeurs de la fonction u cor

respondantes aux n -+-1 valeurs données de la variable x, la moyenne 

arithmétique entre ces valeurs de u se transformera, quand le nombre n 

deviendra infini, en ce que nous nommerons la valeur moyenne de la 

fonction u, et cette valeur moyenne sera le rapport des deux intégrales 

définies relatives à x ,  dans lesquelles les fonctions sous le signe J  
seront u et l’unité. Pour plus de commodité, je désignerai cette valeur

OEuvres de C . —  S. I, ti XI. ^
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18 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

moyenne de « à l’aide de la lettre caractéristique M, et je placerai 

au-dessous et au-dessus du signe M les limites de la variable, suivant 

l’usage adopté pour les intégrales définies.

■ Concevons maintenant que u représente une fonction de plusieurs 

variables oc, y, . . . ,  qui reste continue pour les systèmes de valeurs 

de x , y , . . .  comprises entre certaines limites. Le rapport entre les 

deux intégrales définies, qui, étant relatives à ce, y , . . . ,  et prises 

entre les limites données, renfermeront sous le signe J 'la  fonction u 

et l’unité, sera la limite vers laquelle convergera la moyenne arithmé

tique entre les valeurs de u qui correspondront à des éléments égaux 

de la seconde intégrale. Pour cette raison, le rapport dont il s’agit 

sera nommé la valeur moyenne de la fonction u.

On doit remarquer le cas particulier où les variables se réduisent, 

soit à un angle polaire mesuré dans un plan donné, soit à une abscisse 

mesurée sur un certain axe, et à un angle polaire décrit par un plan 

qui tourne autour de cet axe. Dans le dernier cas, les éléments de la 

seconde intégrale ne sont autre chose que les éléments d’une surface 

sphérique qui a pour centre l’origine des coordonnées. Alors aussi, 

quand les doubles intégrales sont prisés, par rapport à l’abscisse, 

entre les limites — i ,  -t-i, et, par rapport à l’angle polaire, entre 

les limites — u, +  u, la moyenne qu’on obtient est la moyenne arith

métique entre les valeurs de la fonction u correspondantes à des élé

ments égaux et infiniment petits de la surface totale de la sphère. 

Cette moyenne, d’ailleurs, dépend uniquement de la loi suivant 

laquelle u varie avec la direction d’une droite mobile menée par 

l’origine des coordonnées. Elle est, au contraire, indépendante des 

directions assignées à l’axe des abscisses et au plan polaire; elle 

demeure donc invariable, tandis qu’on fait tourner cet axe et ce plan, 

d’une manière quelconque, autour de l’origine. Pour cette raison, la 

moyenne dont il s’agit sera nommée moyenne isotropique.

Si la fonction u dépend seulement d’un angle polaire, la moyenne 

isotropique entre les diverses valeurs de cette fonction ne sera autre 

chose que sa valeur moyenne.
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Concevons maintenant qu’une certaine grandeur u soit représentée 

par une fonction des coordonnées rectangulaires de divers points. 

Cette fonction variera généralement avec les directions des axes coor

donnés.' D’ailleurs, la direction d’un premier axe pourra être déter

minée à l’aide d’une abscisse, mesurée sur une certaine droite, et 

d’un angle polaire décrit par un plan mobile qui tournerait autour 

de cette droite. De plus, la direction d’un second axe perpendiculaire 

au premier pourra être déterminée à l’aide d’un second angle polaire 

décrit par un plan qui tournerait autour du premier axe. Cela posé, 

nommons v la moyenne arithmétique entre les valeurs de u corres

pondantes au second angle polaire, et w la moyenne isotropique entre 

les diverses valeùrs de v. La quantité w sera ce qu’on peut appeler la 

moyenne isotropique entre les diverses valeurs de u.

Dans le cas particulièr où la fonction u deviendra indépendante des 

directions attribuées aux axes coordonnés, nous dirons qu’elle est 

isotrope. Alors, la moyenne isotropique entre les valeurs de la fonc- 

ti,on correspondantes aux diverses positions des axes coordonnés ne 

sera autre chose que la fonction elle-même.

Lorsqu’une grandeur Í2 dépend des positions de plusieurs points, 

elle peut être représentée par une fonction de leurs coordonnées·, et, 

si l’on exprime ces coordonnées, supposées variables, par conséquent 

relatives à des axes mobiles, en fonction de coordonnées relatives à 

des axes fixes, cette transformation de coordonnées introduira dans 

l’expression de la grandeur dont il s’agit, trois angles variables ç, 

·£, Alors aussi la moyenne isotropique entre les diverses valeurs 

de la fonction sera représentée par une intégrale triple, relative à ces 

trois angles. Mais, avant de passer des axes mobiles aux axes fixes, 

on pourrait· passer fies axes mobiles à d’autres axes liés invariable

ment avec les premiers. Il en résulte que la moyenne isotropique 

cherchée ne variera pas, si à la fonction donnée des coordonnées 

primitives on substitue la fonction trouvée des coordonnées nou

velles, en considérant ces dernières coordonnées comme variables, 

et les trois angles <p, % comme constants. Il y a plus : comme cette
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20 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE,

proposition subsistera, quels que soient les angles <p, 'j1» elle sub

sistera encore quand on remplacera la fonction trouvée par sa valeur 

moyenne, relative à un ou à plusieurs des angles dont il s’agit. Ce 

principe permet d’établir, sur les moyennes isotropiques, un théo

rème remarquable que nous allons indiquer en peu de mots.

Lorsque la grandeur O, qui dépend des positions de plusieurs 

points, est représentée par une fonction entière de leurs coordon

nées, il est facile d’obtenir en termes finis, souvent même, comme 

on le verra dans mon Mémoire, sans effectuer aucune intégration, la 

moyenne isotropique entre les diverses valeurs de O. Si la grandeur O 

est le produit d’une fonction entière de diverses coordonnées par un 

facteur qui dépende d’une fonction linéaire des coordonnées d’un seul 

point, il ne sera plus généralement possible d’obtenir en termes finis 

l’ intégrale triple qui représentera la moyenne isotropique entre les 

diverses valeurs de il. Mais, à l’aide du principe ci-dessus énoncé, on 

pourra réduire cette intégrale triple à une intégrale simple. Cette pro

position, très générale, renferme comme cas particulier le théorème à 

l’aide duquel Poisson a intégré l’équation du mouvement du son.

Les moyennes isotropiques et les fonctions isotropes jouent un rôle 

important dans la solution des problèmes de Physique1 mathématique. 

Ainsi, par exemple, c’est en remplaçant certaines fonctions par les 

moyennes isotropiques entre leurs diverses valeurs, que, dans mes 

Exercices d ’Analyse, j ’ai réduit les équations des mouvements infini

ment petits d’un ou de deux systèmes de points matériels à la forme 

qu’elles acquièrent quand ces systèmes deviennent isotropes. Lorsqu’à 

un système de points matériels on substitue un système de molécules 

dont chacune peut, non seulement se déplacer ou tourner sur elle- 

même, mais encore subir dans les divers sens des condensations ou 

dilatations diverses, il devient plus difficile d’effectuer la même réduc

tion, et d’obtenir en termes finis les équations des mouvements infi

niment petits d’un système isotrope. Toutefois, en s’appuyant sur le 

théorème général ci-dessus rappelé, on peut encore effectuer la réduc

tion demandée. C’est, au reste, ce que je montrerai dans un prochain
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Mémoire, où je substituerai au système des six, équations qu’a don

nées M. Laurent, et qui déterminent les mouvements de translation 

et de rotation des molécules, le système de douze équations qui déter

minent, en outre, les six inconnues desquelles dépendent les conden

sations et dilatations linéaires.. On verra que, dans tous les cas, les 

seconds membres des équations des mouvements infiniment petits 

des systèmes isotropes renferment uniquement les trois espèces de 

termes qui se trouvaient déjà dans mes équations différentielles de 

la polarisation chromatique. Il n’est donc pas étonnant que cette 

polarisation soit la seule modification qu’imprime à un rayon lumi

neux son passage à travers un milieu isotrope.

A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions

Supposons que l’on fasse varier x , y , z, . . .  entre les limites

x  =  x 0, x  — x it y —y*, y = y  u z =  z0, z =  z l f - . . . ,

y 0, y t pouvant être fonctions de x ,  et z 0, z K fonctions de x , y , etc. 

Soit d’ailleurs 0  une fonction de x  ou de x, y , etc., qui reste con

tinue entre les limites dont il s’agit. La valeur moyenne de 0  entre ces 

limites sera

4 0 3 .

et sur les fonctions isotropes.

C. R., T. XXVI, p. 666 ([9 juin 1848).

Analyse.

ou

( 2 )
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Concevons maintenant qu’un système de points matériels A, A(, 

A(/, . . .  liés invariablement les uns aux autres, soit mobile, mais assu

jetti à tourner autour d’un point fixe, et que © varie avec les direc

tions de trois axes mobiles liés invariablement au système. Supposons 

d’ailleurs, pour plus de commodité, ces axes perpendiculaires l ’un 

à l’autre. 0 pourra être considéré comme fonction des neuf angles 

formés par les trois axes mobiles avec trois axes fixes. Il y a plus : ces 

neuf angles, liés entre eux par six équations, pourront être réduits à 

trois angles polaires <p, ces angles étant ceux que formeront l’un 

des axes mobiles avec un axe fixe, ou le plan de ces deux axes avec le 

plan mené par l’un d’entre eux, de manière à renfermer ou deux axes 

fixes ou deux axes mobiles. Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

arrcosç,

les diverses positions que pourra prendre le système de points maté

riels correspondront toutes à des valeurs des variables

«> X»

comprises entre les limites

«  =  — I» <* =  I,  x = — TC, X =  n> 4/ = r — 7r> t  =  ^

et la valeur moyenne de 0 entre ces limites sera indépendante des 

directions assignées aux axes fixes. Si l ’on désigne cette moyenne à 

l’aide de la lettre caractéristique 3îL, alors 31L0  sera précisément ce 

que j ’ai nommé la moyenne isotropique entre les diverses valeurs de 0, 

et l ’on aura
/"» S\ 1

I I J 0 d<]j dj_ da.
m f f  .

«■ ' — 71 ^ — TC 1

(3)
0C =  I, X =  TC, 9 = 1 1

31L0 —

par conséquent,

(4)

Si 0 , dépendant uniquemerft de la direction assignée à un axe fixe,
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se réduit à une fonction des seuls angles <p, yr, la formule (4) donnera

( 5 ) 3]L0 =  J L  f
, ■■ 4

Enfin, si 0, dépendant uniquement de la distance assignée à un plan 

fixe, se réduit à une fonction de l’angle on aura

. /»IC
(6) 3 1 1 0 = : —  / ©rfy.

Soient maintenant «

r, rt, ru, . . .  les distances de l’origine aux points matériels A, A,, A ,, . . .  ; 

x ,y ,  z-, x ,,y ,, s,; x „,y „, s„; . . .  les coordonnées de ces points mesü- 

.rées sur les axes mobiles ; /

*x, J> z; X,. y,, z,; x„> y„, z„; . . .  les coordonnées des mêmes points 

mesurées sur les axes fixes;

et posons
f

(7) · =  F (^,7,  s, . · .) .

Les coordonnées x , y , z seront liées avec les coordonnées x, y, z par 

des équations de la forme

«x 4- 6 y 4- y z,

(8) I y — «'x 4- 6'y +  y' z,

( « = «"x 4- S"y 4- y"z;

et, si l’on nomme çp, x, <]> les angles polaires que forment l’axe des x

avec l’axe des x, et le plan des x x  avec les plaias des xy et des xy, on

aura -

=  costp, 8 = sinpcos^, y =  simp sinX>
=  sinp cos ,̂ §' = — sin% sincp — cos<p cos^cos^, y'=  cosy sin̂ / — cosp

=  sin 9 sin cj'» sin% cos cp — costp cos% sin y '= -  cosx COS cp —· COS 9

Cela posé, en considérant les coordonnées x, y, z> x- y,, z,,, . . .  comme
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constantes, et les coefficients a, g, y, a \  . . .  comme variables avec <p, 

yy tp, on aura

(11) 3100 =  31t/F(ax 4- êy 4-yz, a'x 4- ë'y 4- y'z, a"x 4- ê"y 4- y"z, ...).

Si, pour éviter l’emploi d’un trop grand nombre de lettres, on écrit,
dans la formule ( i  i) , x ,  y ,  z, x,, . . .  au lieu de x, y, z, x,........ on aura,
en considérant les coordonnées x ,  y ,  z, x t, . . .  comme constantes, et 
les coefficients a, g, y, . . .  comme variables,

( 1 2 ) 311/0 =  311/F ( a #  4- 6 / 4 -  yz, &! x  4- 6' y  4- y' z , a." x  4- 6 "/ 4- y" z, . . . ).

Mais, puisque la moyenne 311/0 est indépendante'des directions assi
gnées aux axes fixes, elle ne sera point altérée si l’on passe d’un sys
tème d’axes mobiles à un autre système d’axes mobiles liés invariable
ment aux premiers, sauf à passer ensuite du nouveau système d axes 
mobiles à un système d’axes fixes.'.Donc la formule ( 1 2 ) continuera 
de subsister si l’on considère dans le second membre, non plus a, g, 
y, a', . . .  comme variables et x ,  y ,  z, . . .  comme constantes, mais, au 
contraire, a, g, y, a', comme constantes et x ,  y ,  z, x,, y,, zt, . . .  

comme variables. On aura donc, sous cette condition,

3)
M F ( a ? , / ,  -s, x „ y , ,  z„  · · .·)

=  3 ï b V { a x + S y  +  y z ,  » ' æ + 6 ' y  +  y'z, et"* +  ë"y +  / i ,

11 y a plus : comme le second membre de l’équation ( i 3 )  ne variera 
pas quand on remplacera un système particulier de valeurs de a, 6, 
y, a', . . .  par un autre, on pourra, sans altérer ce second membre, y 
substituer à la fonction placée sous le signe 311/ la valeur moyenne 
entre plusieurs valeurs de cette fonction correspondantes à divers 
systèmes de valeurs de a, g, y, a ' , . . . ,  et, par suite, sa valeur moyenne 
relative à un ou à plusieurs des angles çp, x , en sorte qu’on aura, 
par exemple, en appliquant l’opération qu’indique le signe 3Tt aux 

seules coordonnées x ,  y ,  z, x,, y,, zr, . . . ,

311 F (>£, y , z , x {) y l7 . . .  )
t=n

— 311/ M F(aiC4- ëy +  yz, ¡x'æ +  S'y 4- y'z, a "a? 4- 4- y" s, .
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Si l’on pose,, pour abréger,

0 — F(are +  6/ +  y s, a'æ +  ë'y +  y'z,.a"x +  6"y -+- y" s, aæ, -t- êy,+ ys„ · ■ ·),

alors 0 sera ce que devient 0, en vertu d’une transformation de coor

données, et les équations ( i 3 ), ( i4 ) ........réduites aux deux formules

( i5)  OTL0 =  311,0,

( j 6 )  tm.-0 =  3TL M 0 ,
X = -1t

entraîneront le théorème que nous allons énoncer.

T héorème I. — Soient

x, y , z, x,, y,, s,, . . .  les coordonnées de divers points;

0 une fonction de ces coordonnées;

0 ce que devient 0 quand les axes coordonnés des x ,  y , z subissent 

un déplacement déterminé, dont la nature dépend de trois angles 

polaires cp, y , <J/.

On aura, en considérant comme variables les seules coordonnées x , y , z,

x ,> in
OT,0 =  3110;

et même on pourra, dans le second membre de l ’équation ( i 5), remplacer 

la fonction 0 par sa valeur moyenne relative à un ou à plusieurs des trois 

angles cp, y, cp, ou plus généralement par une moyenne quelconque entre 

plusieurs valeurs de celte fonction.

Corollaire /. — Supposons, pour fixer les idées,

0 =  f ( u x - h  v y - h  w z ) ,

u, v, w étant des paramètres quelconques. La formule ( i 5) donnera

(17)
01A  { [ 1 1 ( 0.30 -+- ë y  -+- yz) H - v ( a ' æ  +  ê ' y  +  y's) -+- w { a " x  4 -  6 ’ y - h  y " - ) ]  

=  011/ f( ux +  vy +  ws).

Œ uvres de C. — S. t, t. XI. 4
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D’ailleurs, si l’on pose
As =  k 2 4 -  w2,

U V w , .
V  V  I  ser-ontles cosinus des angles formés par une certaine droite 

avec les demi-axes des coordonnées positives, et en déplaçant l’axe 

des x  de manière à le faire coïncider avec la droite dont il s’agit, on 

réduira le trinôme
u x  4- vy  4-  wz  ,

!

à la forme kx. On aura donc encore, en vertu du théorème I,

(1 8 ) ' 3\l. î { u x  +  vy ^- W3)  — Ù\-C{(.kx).

Enfin, en prenant pour axe polaire l’axe des x ,  et considérant a seul 

comme variable dans la fonction f(Æra), on aura

( 1 9 ) ' J)A f(/i:^ )  =  3 1L f( /( r« ) ,

la valeur de r- étant

ri = x i +  y 2+ s 2.

Donc la formule (16) donnera

(20) î[u(ct.x  4- 6/  4- y s )  4- v (a 'x  4- § ' /  -+- y1 z) 4 - x  4- S "/  4- y" z )] =  01A f { k r  a )  

ou, ce qui revient au même,

/% TC l

/  /  /  t lu (ocx  +  Sy +  yz) +  v((x'x +  §'y +  y'z) +■ w { u " x y  +  y"z )-\d<b dy dx
( 2 1 )

7T2 Ç  î(kra) dx. 
J— X

Ainsi la formule (20) réduit une intégrale· triple à une intégrale 

simple. Quant à la formule (18), qui réduit une intégrale double [à 

une intégrale simple, elle reproduit précisément le théorème à l’aide 

duquel M. Poisson a intégré l’équation du son.
*

Corollaire II. — A l’aide d’une rotation imprimée aux axes coor

donnés supposés rectangulaires, on peut les échanger entre eux de

/
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manière à substituer aux axes des x , y ,  z les axes des y, z , x,  ou des 

z, x , y .  Donc l’équation ( i 5 ) entraîne la suivante :

( 2 2 )  ' (  3^ V { x , y , z , x „  / ,  , * „ . . . )  =  a i i F ( y ,  z , x , y „  z„x„  . . . )

! '  =  'J iL'F(z ,x,y>s „ x l, y l, . . . ) .

En vertu de cette dernière équation, on aura, par exemple,

(2.3) mi(æï) =  0TL(y2) ^ 3lL(22)_ 31Li ! ± Z ! ± i !  =  Ç,
* ü o

( 24) 3 l t - ( ^ t ) =  01L(7J,) =  3^(4:al )r=3K *x\+ yy  1 
3

;■ /·, cos(/·, /·[) 
-------3----

( J1L (^ 7 ,^ ,)  =  31(3(7^«,,) =  ÏKL(zx, y„) ,
(20) <

! ^ { « ;y llül) —  ̂ { y z llx l) —  3\U{sasIIy l).

Corollaire III. — A l’aide d’une rotation imprimée à deux axes coor

donnés autour du troisième, par exemple aux axes des y  et z autour 

de l’axe des x , on peut changer à la fois les signes des coordonnées 

mesurées sur ces deux axes, ou bien encore changer à la fois

r»  7/» y«y en

et
z i> z i>y · * * yn  Jj p  . . . .

On aura donc, en vertu de l’équation ( i 5),
l

(26) 3ïi F (x ,  y ,  s , x „ y „  z„ .. .) — S \ L ¥ ( a — y , — z, x  „ —y , , — *,, . ..  

et

(27) 3H3F(a?,7, z, x „ y „ z „  . . . )  =  3113 F ( æ , s, — 7, x„ z„ — / „  . . . ) .

En vertu de l’équation (22), on aura

(28) 3TLF(;r, 7, z, oc,, y,, =  o,

si la fonction F ( x , y ,  z, x  , y t, zt, . . . )  change de signe avec les coor

données mesurées sur les axes de7 , s; et d’ailleurs, les axes d es/, s 

pouvant être remplacés ici par les axes des s, x  ou des x,  y,  il en 

résulte qu’on aura pour exemple

(29) . 3TL(a;)=:o, 31(3(3/) =: 0 , 3 \ 1 { æ y z )  ■ = o,  ’ . . . .
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En vertu de l’équation (22), on aura pour exemple 

(3o) tf!b(xylz , ) =  — üïb{xy„z,).

Soit maintenant
0 ’> r„ r„)

le volume du parallélépipède construit sur les rayons vecteurs r, rt, ru, 

ce volume étant pris avec le signe -f- ou avec le signe — , suivant quej 

le mouvement de rotation de r en rt autour de rt/ est direct ou rétro

grade ; on aura

( 31 ) [ r , r . „  r„) =  xy, s ,  -  x y u z, +  x ,  y „  s  — x, y z ,+  x „  y  s -  x u y ,  2 ,

et les formules ( 25), ( 3o) donneront

01C(.'ry,5 „)=r D)b(xly az)= :  D}L(xiryz, )

=  — 3Ks(xy„s,)— — 3il(xly llz ) = — ^ { x , ,  y t 2) =  L(/·, /·„ /·„).

On peut encore, du théorème I, déduire la proposition suivante :
\

T héorème II. — Supposons que

•

se réduise à une fonction entière des coordonnées x , y , z, x t, y t, zt, . . . ,  

de points matériels A, A(, . . .  ; soient toujours r, r , . . .  les rayons vec

teurs menés de l ’origine à ces mêmes points, et, après avoir tracé les 

parallélogrammes qui ont pour côtes ces rayons vecteurs pris deux à 

deux, portons sur les perpendiculaires aux plans de ces parallélogrammes 

les moments linéaires équivalents à leurs surfaces. Enfin soient

/y.! rt/l' fri rf*ll fkfll f* Il
^  > J  9 * 9  J '  J J  9 *  9 ·  · ·

les coordonnées des extrémités de ces moments linéaires, en sorte qu’on 

ait, par exemple,
x ' = y , s,,—y „ z,> ·

et désignons toujours par 0 ce que devient 0 en vertu d ’une transfor

mation de coordonnées qui introduit dans la valeur de 0 les angles

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 403. 29

polaires 9, f ,  La valeur moyenne

X = 1t _
M 0

de @ considéré comme fonction de l ’angle polaire y , se réduira toujours 

à une fonction entière des seules coordonnées

a* 71 ,y> r r J  syd l
Uyy  «■*· jr 9 '¿ 'ft·)  · · · >  9 ^  9 » · · )

et des trois coefficients
a., a.

Corollaire. — On peut encore déduire immédiatement des théo

rèmes I et II la proposition suivante :

T héorème III. — Supposons

® =  V (a i , y , s ,æ „y „ z l} . . . )  i {u x  +  9y  -f- ws),

u, v, w étant trois paramètres quelconques, et F( x , y ,  z, x t, y t, zt, . . . )

une fonction entière des coordonnées x , y , ’ z, x t, y t, zt........ Supposons

d ’ailleurs, comme ci-dessus,

k%=: M2-¡- f-’2-)- «>2.
\

L’intégrale triple qui représentera la moyenne isotropique 311,0 pourra 

être réduite à une intégrale simple, et même on pourra la déduire de l ’in

tégrale simple

JILf(A:ra) =  j  Ç  f(kra)da

par des différentiations relatives aux seules variables x , y , s.

Je reviendrai, dans un prochain article, sur les théorèmes qui pré

cèdent. J’examinerai aussi les diverses méthodes que l’on peut suivre 

pour les appliquer à la recherche des mouvements infiniment petits 

des systèmes isotropes, et je comparerai l ’analyse et les formules 

exposées à ce sujet dans mes Exercices d ’Analyse et dans le Mémoire 

lithographié de i 836 , avec l’analyse et les formules remarquables de 

M. Laurent.
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J’observerai, en terminant, que les moyennes isotropiques coïn

cident avec celles qui résultent de la considération dés polygones ou 

des polyèdres réguliers, et qui ont été considérées par M. Breton (de 

Champ) et par moi-même dans de précédents articles.

j

. m .

Physique mathématique. — Mémoire sur les douze équations qui déter

minent les mouvements de-translation, de rotation et de dilatation 

d’un système de molécules.

C. R., T. XXVI, p. 673 (19 juin 1 8 4 8 ).

Simple énoncé.

4 0 5 .

A rithmétique. — Rapport sur les moyens proposés par les autèurs de divers 

Mémoires pour la solution des difficultés que présentent le dépouillement 

et le recensement des votes dans les élections nouvelles.

C. R., T. XXVI, p. 3 9 9  (3 avril 1 8 4 8 ).

L’Académie nous a chargés d’examiner les documents et projets 

présentés par M. d’Avout, capitaine d’état-major, et par M. Auguste- 

Napoléon Naquct, ainsi que les moyens proposés par ces deux auteurs 

pour la solution des difficultés inhérentes au dépouillement et au 

recensement des votes dans les élections nouvelles. Ces difficultés 

offrent, en effet, une question digne par son importance de fixer l’at

tention de tous ceux qui s’occupent de calcul et d’opérations arith

métiques. Entrons à ce sujet dans quelques détails, et recherchons 

comment les opérations relatives aux élections nouvelles pourront
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s’exécuter dans les départements populeux, par exemple dans le 

département de la Seine.

D’après le recensement fait en 18 3 6 , le département de la Seine 

renfermait-1106 891 habitants. Ce même nombre a dû s’accroître 

depuis 12 années. Effectivement le décret relatif aux élections, en 

prenant pour base 1 représentant par 4° 000 habitants, attribue au 

département de la Seine 34 députés, ce qui suppose une population 

d’environ 34 fois 40000, ou 1 36oooo habitants. D’ailleurs, il suit des 

listes de population insérées dans Y Annuaire du Bureau des Longi

tudes, que, sur 10000000 d’habitants, le nombre des individus âgés 

de·21 ans et plus est de 5808267. Il en résulte que, dans le dépar

tement de la Seine, le nombre des individus âgés de 21 ans et plus est 

d’environ 789924. D’ailleurs, le rapport entre les naissances des indi

vidus des deux sexes masculin et féminin est, comme l’on sait, supé

rieur à l ’unité, et sensiblement égal au rapport de 17 à 16. D’après 

ces données, le nombre des hommes âgés de 21 ans et plus, dans le 

département de la Seine, doit surpasser 394962, et différer peu de 

407 233. Mais pour ne rien exagérer, et attendu qu’il y aura toujours 

des individus qui négligeront d’user de leurs droits, on peut supposer 

le nombre des électeurs réduit à 3ooooo. On obtiendrait un résultat 

peu différent de celui-ci en ajoutant au nombre des individus qui 

composent la garde nationale le nombre de ceux qui sont âgés de 

55 ans et plus. Remarquons maintenant que chacun des électeurs 

devra inscrire sur la liste qu’il déposera dans l’urne électorale les 

noms de 34 candidats. Le scrutin pourra donc produire 3oo ooo fois 

34 ou 10200000 noms qui devi*ont être prononcés distinctement par 

ceux qui seront appelés à faire le dépouillement des votes. Or, dans 

les élections municipales, on était parvenu à faire le dépouillement 

de xoo listes composées de 12 noms chacune en une demi-heure 

environ. D’après cette expérience, une demi-heure semblerait devoir 

suffire au dépouillement de 1200 noms, et une heure au dépouil

lement de 2400 noms. Donc 4 25o heures, c’est-à-dire environ 

177 jours de 24 heures chacun, ou, ce qui revient au même, 354 jours
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de 12 heures chacun devraient être employés au dépouillement de 

10200000 noms. Mais ce n’est pas encore tout, et la difficulté du 

dépouillement se trouvera notablement accrue, en raison du grand 

nombre des candidats; en sorte qu’on ne pourra guère appeler plus 

de 12 ou io noms par minute. Cela posé, la longueur de l’opération 

sera doublée, ou même triplée; et, pour effectuer en un petit nombre 

de jours Un si prodigieux travail, on sera obligé de le partager entre 

un très grand nombre de personnes, ce qui entraînera un recense

ment très laborieux.

Doit-on en conclure qu’il est impossible d’imprimer à l’opération 

électorale le caractère mathématique essentiel à tout calcul qui offre 

quelque intérêt, à toute opération qui a quelque importance, et qui, 

pour atteindre le but qu’on se propose en l’exécutant, doit être non 

seulement praticable, mais encore exacte et porter sa preuve avec 

elle.

Nous ne le pensons pas, et un heureux précédent vient appuyer 

notre opinion à cet égard.

En 184 > » M. Thoyer, employé à la Banque de France, après avoir 

imaginé une méthode propre à simplifier notablement le calcul des 

escomptes des effets admis chaque jour, crut devoir composer un 

Mémoire à ce sujet, et présenter son travail à l’Académie des Sciences. 

Une Commission fut nommée pour l’examen du Mémoire de M. Thoyer. 

Le Rapport que l’un de nous fit au nom de cette Commission proposa 

l’approbation du Mémoire, et les conclusions du Rapport furent adop

tées. Le rapport indiquait d’ailleurs une simplification nouvelle que 

l’on pouvait apporter aux calculs de M. Thoyer. Depuis cette époque, 

la Banque de France peut chaque jour se rendre compte de sa situa

tion financière, et le travail long et pénible qu’exigeait autrefois la 

vérification du calcul des escomptes journellement admis devient une 

opération non seulement praticable, mais facile, et qui se termine en 

moins d’une demi-heure.

Aujourd’hui ce n’est plus de la Banque de France qu’il s’agit, c’est 

de la France elle-même. A la vérité, le problème à résoudre est tou-
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jours de rendre praticable et facile une grande opération arithmé

tique. Mais cette opération est devenue colossale, et, au lieu d’inté

resser seulement la fortune de quelques citoyens, elle intéresse au 

plus haut degré tout l’avenir de notre patrie. 11 importe à tous que 

l’on trouve les moyens d’affaiblir et d’annuler, s’il est possible, l’in

fluence que les erreurs involontaires, si difficiles à éviter complète

ment dans un travail de cette espèce, pourraient exercer sur les élec

tions. Il importe à tous les agents du pouvoir, ainsi qu’à tous les 

citoyens qui seront appelés soit à faire le dépouillement et le recen

sement des votes, soit à rédiger et à transmettre aux chefs-lieux de 

département les procès-verbaux destinés à constater les résultats de 

ces opérations, qu’aucun d’eux ne puisse être considéré comme étant 

devenu involontairement la cause de quelques incertitudes.

Pour éviter un si grave inconvénient, deux conditions sont néces

saires

i° Il est nécessaire que l’opération électorale, qui naturellement 

serait très compliquée, devienne très simple et d’une exécution facile. 

Car ici la simplicité, la facilité d’exécution est une condition indispen

sable d’exactitude;

2° Il est nécessaire que l’opération électorale, comme toutes les 

opérations arithmétiques, comme toutes les opérations de banque 

ou de commerce, comme toutes celles qui intéressent la fortune des 

citoyens et le trésor public, porte sa preuve, avec elle. Les soins que 

l’on se donne, les procédés auxquels on a recours pour assurer l ’exac

titude de ces diverses opérations, ne sauraient être négligés quand il 

s’agit de constater l’élection des représentants appelés par leurs con

citoyens à régler les destinées de la France.

Les moyens que les auteurs des Mémoires soumis à notre examen 

ont imaginés pour remplir les conditions ci-dessus indiquées consis

tent principalement dans l’usage de certaines feuilles de pointage, et 

dans la division du travail entre plusieurs groupes de scrutateurs qui, 

pris trois à trois, seraient chargés du dépouillement des votes émis en 

faveur d’un certain notnbre de candidats.

Œuvres de C. — S. I, t. XI. 5‘
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Les feuilles de pointage proposées par M. d’Avout se réduisent ä 

des Tables à double entrée. Les deux premières colonnes verticales 

renferment, avec les noms des divers candidats, des numéros d’ordre 

indiquant le rang dans lequel ces noms sont sortis. La première 

colonne hoi’izontale renferme la suite des nombres naturels. Chaque 

fois que le nom d’un candidat sortirait de l’urne, la première caser 

vide qui suivrait ce non serait pointée, c’est-à-dire noircie par un 

point; et le pointage terminé, le chiffre situé au-dessus de la dernière 

case pointée indiquerait le nombre de voix acquises au candidat dont 

il s’agit.

Les feuilles de pointage proposées par M. Naquet sont divisées cha

cune en dix bandes verticales, en tête desquelles s’inscrivent les noms 

de dix candidats. Chaque bande renferme un grand nombre de points 

répartis entre plusieurs lignes horizontales superposées, et chaque 

ligne renferme dis; points dont le système est divisé en deux groupes 

de cinq. Chaque fois que le nom d’un candidat sort de l’urne, on 

pointe, ou, en d’autres termes, on couvre d’un trait de plume l’un des 

points qui appartiennent à la bande située au-dessous du nom pro

noncé, en commençant par les points qui, dans cette bande, sont les 

plus voisins de ce même nom. Les nombres 20, 4o, 60, . . . ,  placés en 

avant de la seconde, de la quatrième, de la sixièm e,. . .  ligne horizon

tale de points, fournissent, quand le pointage est terminé, le moyen 

de reconnaître immédiatement le nombre des voix acquises au can

didat dont le nom se lit en tête de la bande.

M. d’Avout et M. Naquct ont supposé l’un et l’autre les scrutateurs 

partagés en groupes de trois, ou autrement dit en trios, dont chacun 

serait chargé du dépouillement des votes émis en faveur d’un certain 

nombre de candidats. M. Naquet assigne à chaque trio deux ou trois· 

lettres de l’alphabet; et, afin d’écarter les erreurs, il veut que les 

scrutateurs qui feront partie d’un même trio se mettent d’accord de 

5 en 5 voix.

On ne peut admettre que, dans les grandes villes, à Paris par 

exemple* le dépouillement des votes se fasse à la mairie de chaque
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arrondissement. En effet, supposons un instant que l’on adoptât cette
\

mesure. Alors, dans un arrondissement qui renfermerait 3oooo élec

teurs, le nombre des noms écrits sur les bulletins, et prononcés à haute 

voix dans le dépouillement des votes, pourrait s’élever à 3o ooo fois 3/|, 

c’est-à-dire à plus de i ooo ooo. Donc, en supposant que l’on puisse 

dépouiller i 5 noms à la minute, par conséquent 900 noms ou même 

1000 noms à l’heure, on aurait besoin de 1000 heures ou de 100 jours 

à 10 heures de travail par journée, pour effectuer le dépouillement 

tout entier. Lors même que l’on parviendrait à rendre le dépouille

ment deux ou trois fois plus rapide, l ’opération dont il s’agit serait 

encore inexécutable. Il sera donc non seulement utile, mais néces

saire, surtout à Paris, d’établir dans chaque arrondissement un assez 

grand nombre de salles d’élection, dans chacune desquelles le dépouil

lement s’effectue. M. Naquet avait d’abord proposé de porter à 1000 le 

nombre des électeurs qui feraient partie de chaque assemblée électo

rale. Dans un second projet, il propose de faire correspondre à Paris 

les assemblées électorales aux compagnies de la garde nationale. Alors 

une même salle d’éle’ction recevrait les électeurs inscrits dans une 

même compagnie, et tous ceux qui habitent les mêmes rues que ces 

électeurs. Si l’on admettait cette hypothèse, 3 jours à 10 heures de 

travail par journée pourraient suffire au dépouillement des votes dans 

chaque salle d’élection. Le dépouillement pourrait s’effectuer en un ou 

deux jours, si l ’on établissait deux ou trois salles d’élection par com

pagnie, de manière que chaque salle renfermât 3oo ou 4oo électeurs.

Les feuilles de pointage sont encore, dans les Mémoires de 

M. Naquet, appliquées à un usage particulier, que nous allons 

indiquer en peu de mots.

Pour constater l ’exactitude de l’opération qui a pour objet le dé

pouillement des votes, il est utile de charger des scrutateurs spé

ciaux du soin de recueillir le nombre des voix perdues. Le travail 

de ces scrutateurs spéciaux deviendra très facile, si, comme le pro

pose M. Naquet, ils opèrent sur des feuilles de pointage divisées en 

colonnes verticales,· en tête desquelles seraient inscrits les divers
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nombres entiers, depuis l ’unité jusqu’à 34 . Alors il suffira de couvrir 

d’un trait de plume un point situé dans la colonne en tête de laquelle 

se lira, par exemple, le nombre 7, toutes les fois que sur une liste 

manqueront les noms de sept candidats. Si les noms des trente- 

quatre candidats manquaient à la fois, c’est-à-dire si le bulletin tiré 

de l’urne ôtait un billet blanc, les scrutateurs devraient pointer, c’est- r 

à-dire couvrir d’un trait de plume un des points situé dans la colonne 

en tête de laquelle serait écrit le nombre 34 ·

Le pointage étant terminé sur chacune des feuilles qui indiquent, 

d’une part le nombre de voix acquises à chaque candidat, d’autre part 

le nombre des voix perdues, chaque scrutateur devrait joindre à la 

feuille de pointage sur laquelle il aurait opéré un procès-verbal, qui 

serait purement et simplement le résumé des faits constatés par cette 

même feuille. Les trois procès-verbaux rédigés et signés par les scru

tateurs qui auraient pris part à une même opération seraient com

parés et mis d’accord entré eux. De ces trois procès-verbaux, l’un 

serait immédiatement communiqué aux électeurs qui voudraient en 

prendre connaissance, conservé dans la salle d’élection pendant plu

sieurs jours à la disposition de tous ceux qui désireraient le con

sulter, et publié par voie d’impression; un autre serait envoyé à la 

mairie, et le troisième à l’Hôtel de Ville.

A l’aide des procès-verbaux dressés comme on vient de le dire, tout 

électeur pourrait immédiatement connaître le nombre des voix obte

nues par l’un quelconque des candidats dans chaque salle d’élection. 

On en déduirait sans peine le nombre total des voix acquises à chaque 

candidat dans les différentes salles.

Le recensement des votes acquis à chaque candidat dans chaque 

arrondissement pourrait être avec avantage effectué dans chaque 

mairie le lendemain du dépouillement des votes dans les salles d’élec

tion. Il conviendrait que les résultats de ce recensement fussent 

rendus publics par voie d’impression. La preuve de l’exactitude de 

cette opération serait la publication même des procès-verbaux dressés 

dans les différentes salles d’élection.
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Le recensement des votes acquis à chaque candidat dans le dépar

tement devra, d’après le décret relatif aux élections, être fait à l ’Hôtel 

de Ville. La preuve de l’exactitude de cette opération sera là publica

tion des recensements partiels faits dans chaque mairie.

Observons, d’ailleurs, que les procès-verbaux destinés à constater 

le nombre des voix perdues fourniraient, comme nous l’avons dit, 

une dernière preuve de l’exactitude des opérations électorales.

MM. d’Avout et Naquet ont encore examiné et discuté le parti que 

l’on peut tirer, pour faciliter le dépouillement du scrutin, d’une idée 

émise par l’un des commissaires. Cette idée, qui consiste à distinguer 

dans le dépouillement deux soi’tes de listes, savoir, les listes indivi

duelles déposées dans l’urne par des électeurs qui seront seuls de leur 

avis, et les listes collectives déposées par des électeurs qui se seront 

concertés entre eux pour réunir leurs voix sur les mêmes candidats, 

sera l’objet spécial d’une Note placée à la suite de ce Rapport.

En résumé, leé Commissaires pensent que plusieurs des idées 

émises par MM. d’Avout et Naquet peuvent être utilement appli

quées à la simplification du dépouillement du scrutin dans les élec

tions nouvelles.

Nous proposons en conséquence à l ’Académie d’engager ces auteurs 

à poursuivre les recherches qu’ils ont entreprises pour découvrir des 

moyens propres à rendre plus facile l’opération électorale, et de leur 

voter des remercîments.

4 0 6 .

A rithmétique. — Note sur un moyen de rendre plus rapide le dépouillement 

du scrutin dans les élections nouvelles.

C. R., T. XXVI, p. 4o4 (3  avril 1848).

Il existe un moyen simple de rendre plus rapide le dépouillement 

du scrutin dans les élections nouvelles. Nous allons l’indiquer en peu 

de mots.
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Les listes de candidats déposées dans l’urne électorale par les élec

teurs seront de deux espèces :

Certaines listes particulières et individuelles seront déposées par des 

électeurs dont chacun sera seul de son avis et n’aura pris conseil que 

de lui-même. Mais ces listes seront évidemment peu nombreuses, eu 

égard au nombre total des votants, et elles auront pour effet unique 

de disséminer des votes sur un grand nombre de candidats, dont la 

plupart n’auront aucune chance de succès. D’autres listes auront sur 

les élections une influence marquée et décisive : ce seront les listes 

collectives déposées dans l’urne, non par des individus isolés, mais par 

des électeurs qui, jaloux de faire un acte sérieux et de ne point perdre 

leurs voix, se seront concertés entre eux pour porter leurs suffrages 

sur les mêmes candidats.

Pour réduire à une grande simplicité l’opération si laborieuse du 

dépouillement, il suffirait de la partager en deux autres qui se rap

porteraient, l’une aux listes individuelles, l’autre aux listes collec

tives.

Le dépouillement des listes individuelles s’exécuterait tout naturel

lement dans les formes ordinaires. Les résultats de ce dépouillement,
1

dans chaque salle d’élection, seraient constatés par des procès-ver

baux qui feraient connaître le nombre des voix acquises à chaque 

candidat sur les listes individuelles.

Quant aux listes collectives, il ne serait nullement nécessaire d’en 

faire le dépouillement. II suffirait que chacune de ces listes, étant ou 

autographiée, ou lithographiée, ou imprimée, portât en tête, avec le 

mot liste collective, un nombre de cinq 'chiffres pris au hasardr ce qui 

permettrait de reconnaître, à mesure qu’ils se présenteraient dans le 

dépouillement du scrutin, les divers exemplaires d’une même liste. 

Des numéros d’ordre attribués aux diverses listes indiqueraient 

l’ordre suivant lequel elles se seraient présentées l’une après l’autre 

dans l’opération du dépouillement. Des feuilles blanches, divisées 

en colonnes verticales, en tête desquelles on inscrirait ces numéros 

d’ordre, seraient placées devant trois scrutateurs spéciaux. Lors-
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qu’une liste collective paraîtrait pour la première fois, chacun des 

trois scrutateurs en question inscrirait, au-dessous du numéro 

d’ordre, le nombre de cinq chiffres qui servirait à caractériser cette 

liste; et, au-dessous de ce nombre, dans 34 cases vides, les noms 

des candidats portés sur la liste. Trois autres scrutateurs marque

raient sur des feuilles de pointage les nombres des voix acquises a 

chaque liste collective. Lorsque la même liste, caractérisée par le 

même nombre, reparaîtrait, l’un des scrutateurs chargés d’inscrire les 

noms des candidats sur les feuilles blanches prononcerait à haute 

voix le numéro correspondant à ce nombre, et chacun des scruta

teurs chargés des feuilles de pointage correspondantes aux listes col

lectives couvrirait d’un trait un des points placés au-dessous de ce 

numéro, en commençant par les points qui en seraient les plus voi

sins. En outre, pour éviter toute erreur, le président transmettrait 

aux trois scrutateurs chargés des feuilles blanches les listes collec

tives, à chacune desquelles ils appliqueraient le numéro qui lui 

reviendrait; et ces mêmes scrutateurs auraient soin de poser les uns 

sur les autres les divers exemplaires de chaque liste et de bien s’as

surer qu’ils sont tous semblables entre eux. Enfin, lorsque le dépouil

lement du scrutin serait terminé, et que les scrutateurs chargés des 

feuilles de pointage pour les listes collectives auraient inscrit le 

nombre de voix acquises à chacune de ces listes, les. divers paquets 

dont chacun comprendrait les divers exemplaires d’une même liste 

seraient successivement, et suivant l ’ordre indiqué par les numéros 

des listes, rapportés au président, qui compterait immédiatement à 

haute voix le nombre des exemplaires compris dans chaque paquet, 

puis les ferait passer aux secrétaires, en ayant soin de vérifier avec 

eux la parfaite identité des divers exemplaires d’une même liste. Le 

compte fait, par le président, des exemplaires d’une liste devrait évi

demment reproduire le nombre des voix acquises à cette liste sur les 

feuilles de pointage.

Nous avons supposé, dans ce ^ui précède, que les listes collectives 

déposées dans l’urne électorale n’étaient pas modifiées par les élec-
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leurs eux-mêmes. Mais il peut arriver que, dans une liste collective, 

un électeur remplace un nom par un autre. Pour remédier à cet 

inconvénient, on pourrait se borner à faire rentrer les listes collec

tives modifiées dans la classe des listes individuelles; mais cet expé

dient détruirait en grande partie la simplicité de l’opération, il sera 

infiniment plus commode et plus simple de constater les divers rem

placements comme s’il s’agissait de la conscription militaire, et de 

charger des scrutateurs spéciaux d’indiquer sur des feuilles de poin

tage combien de fois chaque candidat aura été ou remplaçant ou 

remplacé.

Pour se faire une idée de la grande simplification qu’apportera au 

dépouillement du scrutin la distinction établie entre les listes indivi

duelles et les listes collectives, il suffit d’observer que, en opérant 

comme on vient de le dire, on remplace généralement la lecture, faite, 

à haute voix, des noms portés sur une liste collective, c’est-à-dire de 

34 noms dont chacun doit être prononcé distinctement, par l’énoncia

tion du seul nombre qui caractérise cette liste. Il est donc naturel de 

croire que le moyen indiqué réduira, pour les listes collectives non 

modifiées, le temps de l’opération dans le rapport de 34 à l’unité, ou, 

ce qui revient au même, dans le rapport d’une demi-heure environ à 

une minute. Il y a plus : la réduction opérée sera, selon toute appa

rence, plus considérable qu’on ne vient de le dire. Car le nombre qui 

caractérisera une liste collective se prononcera plus rapidement que 

le nom d’un candidat, joint aux prénoms, et autres indications qui 

pourront servir à distinguer ce candidat d’ un autre, et que l’on devra 

énoncer aussi, pour ne pas s’exposer à confondre entre eux des homo

nymes.

Le pointage des différentes feuilles relatives, soit aux listes indivi- 

1 duelles, soit aux listes collectives, soit aux remplacements opérés sur 

ces dernières listes étant terminé, chaque scrutateur pourra joindre à 

sa feuille de pointage un procès-verbal qui sera purement et simple

ment le résumé des faits constatés par cette même feuille. Les trois 

procès-verbaux rédigés et signés par les scrutateurs qui auraient pris
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part à une même opération seraient comparés et mis d’accord entre 

eux, et l’on ferait de ces trois procès-verbaux l’usage qui a été indiqué 

dans le Rapport.

A l’aide de ces mêmes procès-verbaux, dont l’un serait immédiate

ment communiqué aux électeurs, et conservé pendant plusieurs jours 

dans la salle d’élection, il serait facile de connaître en un instant le 

nombre des voix obtenues dans cette salle par l ’un quelconque des 

candidats. Supposons, pour fixer les idées, que le nom d’un candidat 

se trouve à la fois sur trois listes collectives, dont l’une ait réuni 

4oo suffrages, l’autre ioo suffrages, l ’autre 53 suffrages : il est clair 

que le nombre total des voix acquises à ce candidat sur les listes col

lectives sera 4°o plus ioo plus 53 , ou 553 . Si d’ailleurs le procès- 

verbal relatif aux listes individuelles donne à ce candidat 12 suf

frages; si enfin les procès-verbaux.de remplacement le portent trois 

fois parmi les remplacés, cinq fois parmi les remplaçants, on devra 

au nombre 553 ajouter le nombre 12 et la différence 2 des nombres 5 
et 3 . La somme 553 , plus 12 plus 2, ainsi obtenue, ou le nombre 567, 

sera précisément, le nombre total'des voix acquises au candidat dont il 

s’agit.

Nous remarquerons, en finissant, qu’il sera très avantageux do se 

borner, le jour du dépouillement du scrutin, à remplir et à dresser, 

dans chaque salle d’élection, les feuilles de pointage, avec les procès- 

verbaux dont chacun offrira le résumé pur et simple d’une de ces 

feuilles. Ces premières opérations n’exigeront aucun calcul, puisqu’il 

suffira de constater sur chaque feuille de pointage le nombre des voix 

acquises à chaque candidat ou à chaque liste collective, et pourront, 

en conséquence, s’effectuer très facilement, même au milieu du bruit 

et du bourdonnement causés par des conversations particulières, et 

par la présence simultanée d’un grand nombrç d’électeurs dans la 

même salle. A la vérité, l ’addition à l’aide de laquelle on pourra 

déduire des diverses feuilles de pointage le nombre des voix acquises 

à l ’un quelconque des candidats sera encore une opération assez 

simple, et qui, dans chaque salle d’élection, pourra s’achever en

OEuvres de C . —  S . I , t .  XI. ®
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quelques minutes. Toutefois les additions du même genre, relatives 

aux divers candidats, et celles qu’exigera le recensement des votes 

émis dans les diverses salles d’élection, pouvant employer, eu égard 

au grand nombre des candidats, un temps assez considérable, il con

viendra de s’en occuper, non le jour même du dépouillement, mais 

les jours suivants, ce qui permettra d’effectuer tranquillement et à 

tète reposée, d’une part dans les salles d’élection, d’autre part dans 

les mairies et à l’Hôtel de Ville, ces mêmes additions, dans lesquelles 

il ne sera possible de commettre aucune erreur sans qu’elle soit promp

tement reconnue et rectifiée, si l ’on adopte la marche indiquée dans 

le Rapport.

4 0 7 .

A rithmétique. — Rapport sur les moyens que divers auteurs proposent 

pour faciliter les opérations relatives aux élections nouvelles.

c. R., T. XXVI, p. 4 4 1 (17 avril 1848).

Dans l’avant-dernière séance, nous avons rendu compte des propo

sitions faites par MM. Naquet et d’Avout pour rendre plus faciles le 

dépouillement et le recensement des votes dans les élections nou

velles. Les conclusions du Rapport que nous avons lu à ce sujet ont 

été adoptées par l’Académie. Mais de nouvelles propositions adressées 

par divers auteurs ont été renvoyées à notre examen; nous allons en 

rendre compte en peu de mots.

M. Hubert a proposé des feuilles de pointage qui ont beaucoup de 

rapport avec celles qu’avait présentées M. Naquet. Dans le système de 

M. Hubert, les points, remplacés par des ovales ou espèces d’ellipses, 

deviennent plus apparents; chaque scrutateur est chargé du dépouil

lement des votes émis en faveur de cinq candidats dont les noms sont 

écrits sur une planche, au-dessus les uns des autres; enfin la feuille 

de pointage se transforme en un cahier dont chaque feuillet se divise
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en cinq parties correspondantes aux cinq candidats, et présente, à la 

suite du nom de chaque candidat, cent points au plutôt cent ovales 

répartis entre dix lignes superposées. Le scrutateur pointe et numé

rote les feuillets placés en avant du nom d’un candidat, à mesure que 

ce nom sort de l’urne. Lorsque le dépouillement du scrutin est ter

miné, l’ inspection seule du dernier feuillet, et du numéro qu’il porte, 

fait immédiatement connaître le nombre total des voix acquises au 

candidat dont il s’agit. Supposons, par exemple, que le dernier feuillet 

soit le quatrième, et qu’il indique 42 votes acquis à un candidat. On 

en conclura que le nombre de voix acquises à ce candidat est inférieur 

à 4oo et précisément égal à 3/j2.

• Ce procédé a l ’avantage de restreindre en surface l’étendue des 

feuilles qui doivent être simultanément parcourues par les yeux des 

scrutateurs. Mais à côté de cet avantage se trouverait l’inconvénient 

devant lequel M. Naquet s’est arrêté, savoir, de trop augmenter le 

nombre des scrutateurs'.

M. Augier suppose qü’on remet à chaque électeur, avec sa carte, un 

bulletin divisé en cases, sur lesquelles s’inscrivent les noms des can

didats, puis qu’à l’aide d’une machine à découper on sépare chaque 

bulletin en bandes dont chacune contient un seul nom, puis enfin que 

l’on attache ensemble, et que l’on compte, après les avoir réunies par 

centaines, les bandes qui portent le même nom. Il est vrai que ce 

mode de dépouillement paraîtrait avantageux sous un certain rap

port, puisqu’il dispenserait de lire les bulletins avant qu’ ils fussent 

découpés. Mais la Commission observe qu’il faudrait les lire après, 

et que ce mode d’opération peut prêter à des erreurs ou des fraudes

qu’il ne serait pas possible de discerner; ce qu’a reconnu l’auteur
*

lui-même.

MM. Yuillermet et Sabran avaient d’abord remplacé les feuilles de 

pointage par un Tableau unique dans lequel le nom de chaque can

didat était suivi de trois ou quatre dizaines de points que renfer

maient trois ou quatre, colonnes verticales. Ces colonnes étaient cen

sées correspondre aux unités, dizaines, centaines, etc. Le pointage
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s’exécutait, pour chaque candidat, à l’aide de trois ou quatre épingles 

qui s’appliquaient successivement sur les divers points, et qui s’en

fonçaient dans un tapis étendu sous le Tableau. La position de ces 

épingles indiquait, à chaque instant, le nombre des voix déjà obte

nues parle candidat. Enfin, des numéros d’ordre placés dans la pre

mière colonne verticale en avant des noms des candidats facilitaient 

la recherche do ces mêmes noms.

L’usage des épingles offrant quelques inconvénients sous le rapport · 

de la stabilité, MM. Yuillermet et Sabran y ont substitué plus tard des 

chevilles qui s’enfoncent dans des planchettes en bois percées de 

trous. Enfin, à ces planchettes ils substituent maintenant un méca

nisme semblable à celui dont on se sert pour compter les points au 

jeu de billard. Seulement ils emploient trois ou quatre dizaines de' 

boules diversement colorées, et correspondantes aux unités, dizaines, 

centaines, etc. A l’aide de ce mécanisme, comme à l’aide de la plan

chette, on connaît à chaque instant, sans aucune addition, le nombre 

des voix acquises à chaque candidat. Les auteurs supposent d’ailleurs 

que deux ou trois personnes chargées de la même opération s’arrêtent 

de 25 en 25 bulletins, pour s’assurer qu’elles marchent d’accord. En 

cas d’erreur, elles n’auraient à vérifier que le travail relatif aux 

25 derniers bulletins.

Ce dernier procédé procure, en réalité,' une économie de place; 

mais ce serait aux dépens de l’économie de temps, et d’ailleurs la 

mobilité des boules pourrait devenir une cause d’incertitude.

En résumé, les Commissaires proposent à l’Académie de remercier 

les auteurs des divers Mémoires de leurs Communications.
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4 0 8 ,

Théorie des nombres. —  Rapport sur un Mémoire de M. Gorinî» 

relatif aux résidus des puissances d ’un même nombre.'

C. R., T. XXVI, p. 443 (17 avril 1848).

L’Académie nous a chargés,M. Lamé et moi, d’examiner un Mémoire 

de M. Gorini relatif à la formation des périodes de résidus que four* 

nissent les puissances d’une même base, dans le cas où le module est 

lui-même une puissance d’un nombre premier.

L’auteur du Mémoire désigne sous le nom de périodes arithmétiques 

et dqpériodes géométriques les deux especes de périodes auxquelles on 

arrive en cherchant les résidus qu’on obtient quand on divise par le 

module les divers termes d’une progression arithmétique qui com

mence par zéro, ou d’une progression géométrique qui commence par 

l’unité. Il prouve que, dans le cas où le module est, par exemple, le 

carré d’un nombre premier p, la période géométrique relative à une 

base donnée se décompose en périodes arithmétiques correspondantes 

à des indices qui forment eux-mêmes une progression arithmétique 

dont la différence est p — 1. En partant de ce principe, il indique un 

moyen facile de ramener la recherche des résidus correspondants au 

module p2 à la recherche des résidus correspondants au module p.

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Gorini 

peut être lu avec intérêt par les personnes qui s’occupent de la théorie 

des nombres, et ils proposent à l’Académie de voter à l ’auteur des 

encouragements.

4 0 9 .

A rithmétique. — Note sur le recensement des votes dans les élections

générales.

C. R., T. XXVI, p. 469 (ier mai 1848).

Une question a été débattue au sujet des élections du département
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de la Seine. Il s’agissait de trouver un mode de recensement rapide 
et sûr, à l’aide duquel on pût, des procès-verbaux qui donnaient les 

résultats du dépouillement des votes dans chaque arrondissement 

électoral, déduire avec facilité les noms des candidats appelés à repré

senter le département dans l’Assemblée nationale. Or cette question 

peut être aisément et promptement résolue, à l’aide d’un procédé très 

simple, qui serait applicable, dans tous.les départements, à des élec

tions nouvelles, comme aux élections déjà faites, et que je vais exposer 

en peu de mots.

Pour mieux fixer les idées, je choisirai comme exemple le départe

ment de la Seine, divisé eu quatorze arrondissements, et je suppo

serai séparément recueillis, comme dans les dernières élections, les 

votes de l’armée et de la garde nationale mobile qui, prises en masse, 

peuvent alors être censées,former un quinzième arrondissement élec

toral. Je supposerai encore que les quinze, arrondissements électoraux 

doivent concourir à la nomination de trente-quatre représentants, et 

que les élections se font par scrutin de liste.

Cela posé, je remarquerai d’abord que, après la clôture du scrutin, 

et avant même que le dépouillement s’effectue, les feuilles d’émar

gement et la supputation des bulletins retirés de chaque urne con

statent le nombre des votants dans chacun des quinze arrondisse

ments électoraux.

D’autre part, le dépouillement des votes, dans chaque arrondisse

ment électoral, fournit une liste de candidats que l’on peut classer 

dans l’ordre indiqué par le nombre des suffrages obtenus, le rang 

d’un candidat étant plus ou moins élevé sur cette liste, suivant que 

le nombre des votes émis en sa faveur est plus ou moins considérable. 

Concevons que les quinze listes ainsi dressées dans les quinze arron

dissements soient comparées entre elles. Si les noms des trente-quatre 

premiers candidats sont les mêmes sur ces quinze listes, ces noms 

seront précisément ceux des représentants élus. Dans le cas con

traire, on pourra opérer de la manière suivante.

Effectuez le recensement général des votes pour les trente-quatre
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premiers candidats de la liste relative à l’un des arrondissements les 

plus populeux, et, après avoir supputé le nombre total des suffrages 

favorables à chacun d’eux, cherchez la quinzième partie du plus petit 

des trente-quatre nombres ainsi trouvés. Réunir au moins dans l’un 

des quinze arrondissements électoraux un nombre de suffrages supé

rieur à cette quinzième partie sera évidemment une condition néces

saire pour qu’un candidat puisse être élu. Or les quinze listes cor

respondantes aux quinze arrondissements feront immédiatement 

connaître les divers candidats pour lesquels cette condition sera 

remplie. Cela posé, il est clair qu’il suffira d’étendre à ces divers 

candidats le recensement général, puis de porter leurs noms sur une 

liste définitive, en les classant dans l’ordre indiqué par le nombre 

total des suffrages acquis à chacun d’eux. Les trente-quatre pre

miers noms inscrits sur cette liste définitive seront ceux des trente- 

quatre représentants élus par le département.

Le mode de recensement que nous venons d’exposer offre l’avan

tage incontestable de réduire à un petit nombre les noms portés sur la 

liste définitive, et parmi lesquels on doit chercher ceux des candidats 

élus.

Au reste on peut atteindre ce but, et même obtenir une réduction 

plus forte encore dans le nombre des candidats portés sur la liste dé

finitive, en apportant au procédé dont il s’agit l’une des modifications 

que nous allons indiquer.

i° En augmentant d’un quart ou même d’un tiers le nombre des 

candidats que l’on choisit en tête de la liste d’un arrondissement très 

populeux, pour leur appliquer le recensement général, c’est-à-dire en 

portant ce nombre de 34 à 42> ou même à 45 , on ne pourra qu’aug

menter, et généralement on augmentera le nombre des suffrages ac

quis à celui de ces candidats qui deviendra le 34e en vertu du recen

sement général, et, par suite, la quinzième partie de ce nombre. Par 

une conséquence nécessaire, on ne pourra que diminuer, et généra

lement on diminuera lè nombre des candidats portés sur la liste défi-
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. · 20 Après avoir appliqué le recensement général aux 34» ou aux 42» 

ou aux 45 , .. · premiers candidats inscrits sur la liste d’un arrondisse

ment très populeux, et classé ces candidats dans l’ordre déterminé par 

le nombre total des suffrages acquis à chacun d’eux, cherchez celui 

de ces mêmes candidats qui occupera le 34e rang, puis divisez le 

nombre des votes qui lui ont été favorables par le nombre total des 

votants. Vous obtiendrez pour quotient un certain rapport, et vous 

pourrez vous contenter d’admettre dans la liste définitive les seuls 

candidats qui, dans chaque arrondissement, auront réuni un nombre 

de suffrages supérieur au produit du nombre des votants par le rap

port dont il s’agit.

Pour faire mieux saisir par un exemple les principes ci-dessus ex

posés, je les appliquerai aux dernières élections du département de la 

Seine.

Le deuxième arrondissement était l’un de ceux où le nombre des 

votants était le plus considérable. D’ailleurs, en appliquant le recen

sement général des votes aux quarante-deux premiers candidats four

nis par la liste de cet arrondissement, on obtenait pour le candidat 

qui, en vertu de ce recensement, devenait le 34e, 104871 suffrages, 

Mais la quinzième partie de 104871 est de 6991,4» Donc aucun can

didat ne pouvait être élu sans réunir, au moins dans l’un des quinze 

arrondissements électoraux, plus de 6991 suffrages. Cette seule con

dition réduisait déjà certainement à un très petit nombre les candi

dats parmi lesquels on devait chercher les représentants élus. Elle se 

trouvait évidemment remplie pour 34 des 42 premiers candidats du 

second arrondissement, savoir, pour ceux qui, dans le recensement 

général, avaient réuni un nombre de suffrages égal ou supérieur à 

104871. Nous ignorons si, outre ces trente-quatre candidats, il s’en 

trouvait quelques autres qui, remplissant la même condition, dussent 

pour ce motif leur être adjoints sur la liste définitive. Mais ce qu’il y a 

de certain, c’est que les trente-quatre candidats dont il s’agit ont été 

précisément les trente-quatre représentants élus. Si quelque autre 

candidat a réuni, dans l’un des quinze arrondissements électoraux,
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plus tie 6991 suffrages,-le recensement général lui a donné un nombre 

de suffrages inférieur à 104 871.

Les trois procédés que nous avons indiqués pour la formation d’une 

liste définitive dans laquelle on doit chercher les noms des candidats 

élus supposent, tous les trois, que l’on connaît les résultats du dé

pouillement des votes dans les quinze arrondissements électoraux. 

Ces procédés devraient être légèrement modifiés, si, comme il arrive 

assez souvent, on commençait à effectuer le recensement aussitôt que 

l’on connaît la plus grande partie des votes. Dans ce cas, par exemple, 

on pourrait substituer à la quinzième partie du nombre total des suf

frages obtenus par un candidat la quinzième partie du nombre des 

suffrages émis en sa faveur et déjà connus. L’unique effet de cette 

substitution serait de diminuer un peu le quotient trouvé, par consé

quent de faire subir une légère augmentation au nombre des candi

dats dont les noms seraient portés sur la liste définitive.

4 1 0 .

A nalyse mathématique. — Mémoire sur les valeurs moyennes - 

des fonctions et sur les fonctions isotropes (suite).

C. R., T. XXVII, p. 6 (3  juillet i8 j8 ).

A nalyse.

Soient A, A(, A(/, ... plusieurs points matériels, et æ, y , z, x t,y t, zt, 

x n'y<r' s „' · · ·  ês coordonnées de ces points mesurées sur trois axes 

rectangulaires des x , y , z. Si l’on déplace ces axes, en les faisant 

tourner autour de l’origine, sans altérer les positions des points ma

tériels dans 1 espace, les coordonnées x , y , z seront remplacées par 

des trinômes de la forme

a.x  -V g /  -+- y z , a ’ x -^-è’y  +  y ’ z , a."x +  y  +  y »

les neuf coefficients a, S, y, a\ 6', y', a", 6", y" étant liés à trois angles
OEttvres de C . —  S. I, t. XI. 7
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polaires -p, ŷ par les formules

a =  coscp, 6 =  sincpcosx, y —  sin tp sin;£,

« '=  sintp cos>jo 6 ' =  — sin^ simj; — cos<p cos% costp, y '=  cos^ sim|' — cos<p sin^cosîjo

« "=  sin © simjo § "=  sin y cos^ —  costp cosy  sind;, y " =  —  cos% cos^ — cos<p sin% simp.

Soient maintenant . *

( 2) ® =  $ ( x , y , z ,  x „ y „ z „  ■· . )

une fonction des coordonnées x , y, z, x t, y t, s , . . . ,  et

(3 ) ® = z $ ( x x - + - 6 y  +  y s ,  x ' x  4- 8 'y  -+- y 's ,  x" x  -+- 6 "y  +· y” z,  a x ,  -f- §y ,  4 - y s „  . . . )

ce que devient 0 en vertu du déplacement des axes qui correspond 

aux angles polaires ç, yj, <];. Ainsi que nous l’avons remarqué dans la 

dernière séance, la moyenne isotropique relative à la variation des 

coordonnées
Y\9 ·**/» * * *

sera la même pour les deux fonctions 0, 0, en sorte qu’on aura, en 

considérant o, y <{/ comme constants,

(4) 311,0 =  311/0.

Il y a plus : on pourra, dans le second membre de l’équation ( 4 ), sub

stituer à la fonction 0 une moyenne entre diverses valeurs de cette 

fonction correspondantes à diverses valeurs de <p, par exemple la 

valeur moyenne 1
V  — -TC __

M  0

de 0  considéré comme fonction de y . On aura donc encore

( 5 ) ' 3 PU-) =r. Dlü ï  0 .

Supposons maintenant que 0  soit le produit de deux facteurs dont le 

premier F (oc, y, s , x t, y t, zt, ...) soit une fonction quelconque des coor

données des divers points A, A , A„, . . .  et le second f(«x -+- ey 4- (Pz)
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une fonction quelconque du trinôme

«x -f- v y  -+- s v  z,

dans lequel les trois coordonnées x, y, z d’un nouveau point B sont 

multipliées par trois coefficients quelconques .«, v, w, en sorte qu’on 

ait

( 6 ) 0  =  F { x ,  y , z , x „  y „ z t, . . . )  î ( u x  -1- vy -+- svz).

Si l’on pose

(7) À'2 u*- H- C2 -+- S V - ,

r> ~r seront les cosinus des angles formés avec les demi-axes desk  k  k  0

coordonnées positives par une certaine droite OK; et, si en déplaçant 

les axes coordonnés on fait tourner l’axe des x  autour de l’origine de 

manière qu’il vienne s’appliquer sur la droite OK, on aura

, a , v „ sv
(8) « =  f  a =  r  « = 1  -

et

(9) 0 =  ÿ(<xx -+- g j  -+- yz,  a 'ir  +  S 'j' +  y 'î ,  a " x  -I- S "/ -1- y" s ,  . . .) f ( / c x ) .

Par suite, si l’on pose

(10) £2 = * M  F ( a x  +  6 /  -H y z ,  o s ' x  +  $'y +  y ' z ,  -F S ’ y  -+- y " s ,  . . . ) ,
X = -ît . ...

on aura

(ri) B  =  Q Î ( k x ) ,
y  =  -r>

et la formule ( 5) donnera
«

(12) 31u0  — 3K.£2 f(* x ).

Il s’agit maintenant de trouver la valeur de O.

Pour y parvenir, nous rappellerons d’abord que, / ( x ,  y , . . . )  étant
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une fonction entière de plusieurs variables x , y , z, . . . ,  on a (Vo

lume II des Exercices de Malhématiques, page 167) ( ')

(i3) /(«, b, c, . . .) eax+by+-cz+--—f(D x, Dy, D;, . . . )  ea*-v*jM-eï+...- ,

Si, dans cette dernière formule, on échange entre elles les lettres x, y, 

z, . . . ,  a, h, c, . . . ,  on obtiendra la suivante

04) /(>, r, =,...) ^+hy+cz+... — y(Da, D,„ Dc, ...)  «+··.,

qui fournit des résultats donnés dans mes Exercices d ’Analyse; puis, 

en réduisant apres les différentiations a, h, c, . . .  à zéro, on obtiendra 

la formule générale

0 5) f { x , y , s ,  . . . ) = / ( D 0,J)é, D„

qui fournit des résultats donnés par M. Laurent. Or, si dans l’équa

tion ( i 5) on remplace x  par cos)r et y  par sinjr, on aura

0 6 ) / ( cos%,  s i u x ) = / ( D a,

puis, en posant, pour abréger,

. a~ H- b2 h — ------- ,
a

et ayant égard à la formule

M e ams'/.+hsinV.
Z=n .— h
M ev2/lcosX— ih----- f-

*=-*

1
1.2.3

on trouvera

(1 7 ) i)lL/(cosjr, s in % )= /(D a, D*) +  ^ +  y6 + - - - V

D’ailleurs, il est clair que parmi les quantités

h, D ah, D bh, D*A, DaI)„A, D\h, I >â*,' ...,· 

les seules qui ne s’évanouiront pas avec a et h seront

D„ A — 1, D| A =  1.

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 208.
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Donc, si l’on nomme
■ .. V, v„  v„, . . .

/·

diverses fonctions linéaires et homogènes de Da, D4, . . . ,  tout produit 
symbolique de la forme

(18) V V,V ,.../i*

s’évanouira, pour des valeurs nulles de a, b, à moins que le nombre 

des facteurs symboliques V, V,, V„, . . .  ne soit double de Ajoutons 

que, dans ce dernier cas, 1 expression (18) se réduira toujours à une 

fonction entière de quantités de la forme VV,A, et qu’on aura, par 
exemple,

(1 9 ) V V, v, v„, h * =  2 ( V V, h V, Vff h +  V V, A V, Vw h +  V V,„ h V, V, A ).

Cela posé, désignons par

V, V', V", . . .

ce que deviennent, eu égard aux formules (r), les trois binômes

ë'y-hy'z,

/
quand on y remplace cos^ par D„ et sin^ par D4. Soient encore

y y  y  V V V"'/> V/> V/> V//> Vw> V//>

ce que deviennent V, V', V" quand on y remplace a?, y, 5 par x t, y - , 

ou para?ff, ----La formule (co) donnera

( 2 0 ) Î2 == F( «a? -+- V, x 'x  -h V', oc",» -f-V", «^, +  V , . . .  ) (  1 h- -„.-f- —j— \
\ 2 16 ■ ■ ·;·

Or, en vertu de cette dernière formule, et des remarques ci-dessus 

énoncées, O se réduit à une fonction des quantités

ûî, oc , oc , ·», x‘/9 . , ,

et des produits symboliques de la forme

v,v/i, v; va, V'Vh,
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V,, V ', V" pouvant n’être pas distincts de V, V', V". D’ailleurs on trou

vera
| V,V/i— (i — +  **,),

(21) j V ; V A = — «a'(y/,  +  Æa() +  a"(7s, — y ,s ) ,

Donc, si l ’on pose, pour abréger,

/■s=a;5-l-7 s+ s s, r; =  xJ +  y f  -+■ z f , ...,

c’est-à-dire, si l ’on désigne par r, r ,  . . .  les distances des points A, 

A , . . .  à l’origine des coordonnées, on trouvera

/ V, V/z =  (1 — a2) [/r, cos(r, /■,)—##,],
( 2 2 ) V;V/i= — aa'[/7·, cos ( r,;-,) — xxt] + a . "  { y z ,  —  y , z ) ,

puis on en conclura

t \ih — ( 1 — a2)(r2— x i ), 

( 2 3 )  | W h  —  —  a a ' ( r i — a?2) 2,

D’autre part, si l’on désigne par od, y ,  d  les coordonnées de l’extré

mité du moment linéaire dont la valeur numérique est celle de la sur

face du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs r et r„ on 

aura

et par suite, la seconde des formules (22) deviendra

( 2 4 ) V; Vh — — a a '[rrt cos (r, r ,) — x x j - h  a." x ' .

Cela posé, la formule (20), jointe aux formules (22), ( 23), ( 24 ).  
fournira évidemment pour O une fonction entière des seules coordon

nées ■
x , x ,, x tl, . . ., X , . . .,

mesurées sur l’axe des x  et des trois coefficients

/ // « , a', a",
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conformément au théorème II de la page 28. Il est vrai que la valeur 

trouvée pour ü  renfermera encore les rayons vecteurs r, r,  . . .  et les

cosinus des angles (r, r ) ........Mais ces rayons vecteurs et ces angles

sont des quantités qui ne varient pas, tandis que l’on déplace les axes 

coordonnés.

Si, dans la valeur de Q déterminée comme on vient de le dire, on 

substitue les valeurs de a. a', a", fournies par les équations (8), elle 

se réduira simplement à une fonction entière de

Soit
§ { x , x t, x u, . . . ,  x ’ , . . . )

cette fonction entière. L’équation (12) donnera

(25) 3TC0 =  'dTu§(x, x f, x n, . . . ,  x ' ,  : . .) f (kx ) .

Or, pour déduire de cette dernière équation la valeur de 31I-®, il suf

fira de recourir à un nouveau déplacement des axes coordonnés, mais 

à un déplacement dans lequel les valeurs de a, a', a" ne seront plus 

celles que déterminent les formules (8). On tirera ainsi de la for

mule ( 25), en considérant, dans le second membre, a, 6, y comme 

seules variables,

(26) 311-0 =  DVj ' f ( a x  4- 6 y  -h y s, a , x  -f- 6, y  +  y, z, <xx' ë y ' + y z ' ,  . ..)f[A:(axH-gy-

Cela posé, considérons d’abord le cas particulier où l’on aurait

f(x) =  ex.

Alors l’équation (26) donnera

(2 7 ) 311-0 =  <3?
xD x-\-yDj-h z l ) 7j x 'DxH- y 'D -̂h z ' D,

k i * ■ · J 3TL êy-t-yz)̂

Mais, en posant, pour abréger

( 28 ) . r2 =± x2 -1- y 2 -+- z

on aura précisément

ekr _  g -  k,·
zkr

3ÏL e*(Mx + ëy+Yz) _  R_
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Donc la formule ( 2 7 ) dohnera

( 2 9 ) Oïl 0 =  3 ^Dx-t-yDj ' D* 'Dx +  / I ) y 'D,
R.

Ainsi, dans le cas particulier dont il s’agit, l’intégrale triple qui repré

sente la valeur de om© pourra être exprimée en termes finis. Il est 

d’ailleurs facile de s’assurer que le second membre de l’équation (29) 

se réduira simplement à une fonction des rayons vecteurs r, rf, ru, . . . ,  

menés de l’origine aux points dont les coordonnées sont

x, y, s > x,> y,t s ,’ *«> y„> x', y', x, y>

et des cosinus des angles compris entre ces rayons vecteurs.

Lorsque la fonction f(x) ne se réduira pas à une exponentielle, on 

pourra, en vertu des formules connues, la transformer en une somme 

d’exponentielles. Il y a plus : si l’on suppose la fonction

§ { x , x „ x „ ,  . . . , x ' ,  . . . )

réduite à l’unité, la formule (26) donnera simplement

011.0 =  OÎC f[Â:(ocx -+- 6 y H- yz)] —  OÏL t (kra)

ou, ce qui revient au même,

f {fera) dot;

et il est aisé de s’assurer que, dans le cas général, on pourra, en par

tant de la formule (26), réduire la détermination de 0110 à la déter

mination de l’intégrale

f(/<r«) dot,

et de celles qu’on en déduit quand on remplace la fonction f(x) par 

l’une des fonctions

f ï { x ) d x ,  f j î { x ) d x i , -----

Ajoutons que chacune de ces fonctions, et même chacune des inté-
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gralos desquelles dépendra la valeur de JH©, pourra être transformée 

en une intégrale simple.

4 1 1 .

P hysique mathématique. — Nouveau Mémoire sur les douze équations qui 

déterminent les mouvements de translation, de rotation et de dilata

tion de molécules sollicitées par des forces d ’attraction ou de répulsion 

mutuelle.
C. R., T. XXVII, p. la (3  juillet 1848).

Dans ce nouveau Mémoire,'je commence par former les équations 

qui déterminent, dans un système moléculaire, d’une part, les dépla

cements du centre de gravité de chaque molécule, d’autre part, les 

dilatations et condensations de cette molécule, et, par suite, sa rota

tion autour de son centre de gravité. J’examine, en'particulier, ce qui 

arrive quand les mouvements deviennent infiniment petits et le sys

tème moléculaire isotrope; puis je considère spécialement les quatre 

inconnues qui représentent : i° la dilatation u du volume du système 

moléculaire, en un point donné, que je fais d’abord coïncider avec le 

centre de gravité' d’une molécule; 20 les trois variations atomiques 

que subit la dilatation u, quand on passe du centre de gravité de la 

molécule à trois points séparés de ce centre par une distance très 

petite prise pour unité, en suivant trois directions parallèles aux axes 

coordonnés.

Au reste, je développerai, dans un autre article, les formules que 

renferme mon nouveau Mémoire, et que je viens d’indiquer.

OF.uvres de C. S. I, t. XI
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0

A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . — Théorèmes divers sur les fonctions différentielles 

et sur les valeurs moyennes des fonctions.

C. R., T. XXVII, p. 37 (10 juillet 1848).

Les méthodes que j ’ai données dans les précédents Mémoires pour 

la détermination des valeurs moyennes des fonctions peuvent encore 

être simplifiées, dans leurs applications, à l’aide de divers théorèmes 

que je vais indiquer.

Soient ·

x , y , z, . . .  diverses variables; 

s,, j2, . . . ,  sm diverses fonctions de ces variables; 

s l’une quelconque de ces fonctions,

et

( I ) 8 $1 $2 · · · S tn

le produit de ces mêmes fonctions. Soit enfin 

( 2 ) V ci î)x H— b î)y “H c D - -j—. , ,

une fonction linéaire et homogène des caractéristiques Dx, Dy, D2, __

On aura, d’une part,

(3). V.? r r a D j jS + ê  l)r s +  c I): sh- . . .

et, d’autre part,

I. — Théorèmes relatifs aux fondions différentielles.

Or, de ccs deux formules, dont la dernière continue de subsister
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quand on.y remplace la variable x  par l’une quelconque des autres 

variables/, z, . . . ,  on déduit aisément la proposition suivante :

T héorème I. — Soient 

x, y , z, . . .  diverses variables; 

s j , s.,, s m diverses fonctions de ces variables;

S le produit de ces mêmes fonctions;

V une fonction linéaire et homogène des caractéristiques Dæ, Dy, Dz, . . .  ;

on aura

(5)

T héorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème

précédent, soient
v „  . . . ,  V.

diverses fonctions linéaires et homogènes des caractéristiques Dæ, Dr , 
Dz, . . . .  Soit encore

( 6 )  , □  =  V1VI . . . V „

le produit des facteurs symboliques V,, V2, . . . ,  Vn. Concevons enfin que 

le produit □ soit décomposé en produits partiels, en sorte qu’on ail

( 7 ) =  Qi O2 · · · dm,/

chacun des facteurs n 2, étant le produit partiel de plusieurs

des facteurs symboliques V4, V2, . . . ,  Vn, et pouvant se réduire à l ’un de 

ces derniers facteurs ou même à l ’unité. La fonction différentielle □§ sera 

équivalente à la somme des divers produits de la forme

( 8  ) d l  S [  0 2 $2 * · · I—1 n i  S  n i

correspondants aux divers systèmes de valeurs que peuvent acquérir, dans 

la formule (7), les facteurs symboliques

Exemple. — Soit n == 2, en sorte qu’on ait

’ □=^V1V2;

alors, dans le second membre de la formule (7), on pourra supposer
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ou l’un des facteurs □ . . . .  n m équivalent à □, c’est-à-dire au

produit V, V2, et tous les autres à l’unité, ou deux facteurs respective

ment égaux à V, et à V2, chacun des autres étant réduit à l’unité. Donc 

alors on aura, si m — 2,

( M i )  =  * 1 ^  V 2S2-|- ^ V ,  V2S, H-Vi·?! V 2s2-(- V i S2V2,5i ;

s i w  =  3 , ·

V| V2 ( î i .î 2 Î3 ) =  s» *3 V] V2 ,Ç| +  î 3 .Sj V j V2 5, +  Sj .î 2 V j V2 53
+  «1 (Viî2V2s3+  V1>ç3V252) +  s2(V153V2.s1 +  V, V2 j 3)

- H  i 3 (  V i  S i  V2 5 2 - ( -  V ( .S2 V2 .Ç j ) ,

Corollaire. — Si, dans le produit partiel

□ l*l O.i*· · *

on échange entre eux les facteurs symboliques Di, . . . ,  on 

obtiendra des produits partiels de la même forme, qui seront, en 

général, distincts les uns des autres. On doit seulement excepter le 

cas où chacun des facteurs symboliques échangés entre eux se rédui

rait à l ’unité. Or, concevons que, dans le second membre de la for

mule (7) ,  les facteurs symboliques, réduits à l’unité, soient en 

nombre égal à l. En joignant au produit partiel

a , *1 n 2s2. · -0,is*

ceux qu’on en déduira par des échanges opérés entre les facteurs sym

boliques □ n 2, . . . ,  on obtiendra un nombre total de produits

partiels évidemment égal à 1 . 2 . 3 . . .  m, si l se réduit à zéro. Si l cesse 

de s’évanouir, alors, en échangeant entre eux les facteurs symboliques 

qui se réduiront à l’unité, on obtiendra 1 . 2 .3 . . . l  produits partiels 

qui ne seront pas distincts l ’un de,l’autre. Donc alors le nombre des 

produits partiels distincts qui se déduiront l’un de l’autre, par des

échanges opérés entre les facteurs symboliques, sera égal au rapport
«

1.2.3 :.. m .
--------- r  =rn(m - 1 ) . . .  (/+|)·
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D’ailleurs tous ces produits deviendront égaux entre eux, si l’on a

Si-- Sj--. · ---  S/n·

Cela posé, le théorème II entraîne évidemment la proposition sui

vante :

Théorème III. — Soient

s une fonction quelconque des variables x , y, s, . . .  ;

V,, V2, . . . ,  V„ des fondions linéaires et homogènes des caractéristiques Dr,

Dy, D*, . . .  ;

□ =  V, V2.. .Vn le produit de ces fondions linéaires.

Soient enfin

□i. üo, . . . ,  des facteurs symboliques dont le produit soit □, chacun 

de ces facteurs pouvant être ou l ’unité, ou l ’un des facteurs Vt, V2, . . . ,  

V„, ou le produit de quelques-uns de ces derniers facteurs; 

l le nombre de ceux des facteurs symboliques qui se

réduisent à l ’unité.

La fonction différentielle □snt sera équivalente à la somme des divers pro

duits de la forme

(9)  ̂  ̂—t— 1 ) (  ̂“i- 2 ) . . .  mi 1 tz] »zi «t ̂

correspondants aux divers systèmes de valeurs des fadeurs symboliques 

Ch, Ch, · · ·, Cü/,i·

Exemples. — Si l ’on pose successivement □ =  V, et □ — VV,, , 

V, V,, . . .  étant des fonctions linéaires des caractéristiques D̂ ., Dy, 

D*, ...» le théorème III fournira les équations

Vsm =r ms®-1 Vs,

Vj Vs"1— m(m — 1 )sm~i Vs V, s -+- msm~l V1 Vs,

Corollaire. — Supposons que, dans le théorème III, on remplace s 

par s — ç, ç étant indépendant de x , y, z , . . .  ; on conclura de ce
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théorème que la fonction symbolique □($ — ç)m est équivalente à la 

somme des produits de la forme

( io)  ( ¿ - w ) ( / - t - 2 ) . . . 7 r c D 1(s — ç ) n s(s — S). — ç).

Si d’ailleurs on pose après les différentiations ç =  s, le produit (io)  

s’évanouira toutes les fois· qu’un ou plusieurs des facteurs symbo

liques □ d 2, □,» se réduiront à l’unité, par conséquent toutes

les fois que / différera de zéro, et se réduira, si 1=  o, au produit

(u) i .a .3 . . .m O ,s [ ] ) S . . .D ,„ s . '

On peut donc énoncer la proposition suivante :

T héorème IV . — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème III, 

si l ’on détermine la valeur de la fonction

en effectuant les différentiations sans faire varier ç, et en posant après les 

différentiations ç =  s, on trouvera cette valeur égale à la somme des pro

duits de la forme
□ i$ d 2 $ * * * O m ·

On peut encore déduire aisément du théorème III la proposition 

suivante :

T héorème V. — Soient

s f  s o........ sm diverses fonctions linéaires des variables x , y, s, . . .  ;

8 — s, s.2. . .  sm le produit de ces fonctions;

O. une fonction homogène des caractéristiques D*, Dr, D r ,---

Le rapport sera équivalent, si O est du second degré, à la somme des 

produits de la forme

S  ¡ S i

s,, s.2 pouvant être remplacées par' deux quelconques des facteurs st,
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s . . . ,  sm; si O est du troisième degré, a la somme des produits de 

la forme
O U l ^ )

5] S.2S$

s{, s,, s3 pouvant être remplacées par trois quelconques des fa c te u r s , s.2, 

» ...» sm 5 etc.

Corollaire. — S i  l ’o n  r e m p l a c e  s u c c e s s i v e m e n t  Q  p a r  O 2, O 3» . . . .  

la  r e c h e r c h e  d e s  r a p p o r t s ’

; „, . OS O ss O’ s

s e  t r o u v e r a  r é d u i t e  p a r  le  t h é o r è m e  Y  à c e l l e  d e s  r a p p o r t s  d e  la  f o r m e

¿»g ^3  ^ 4 ^ 5  ^6
(i3) O j V s ) i

s,.s2
O H S i S j S z S j )  

Si ¡¡Ŝ Si,

On aura d’ailleurs

( O 2 (SlSsiSiSl.)  ---  1 · 2 [ 0 ( ^ 1 ^ * )  0 ( ^ 3 ^ * )  “I-  0 ( ' s’l ,ç3) 0 ( ^ 2 ^ )  +  O  (*[ **) 0 ( * 2 'ç3 )] ;

.0 4 ) ] O3 (SlSiS3ŜS5S6) — I . 2 . 3 [ 0 ( s l 5253) O  ( ̂ 4 ̂ 5 ,ç0 ) +  · · · ] ,

§ II. — Théorèmes relatifs aux valeurs moyennes des fonctions.

L e s  t h é o r è m e s  é t a b l i s  d a n s  l e  §  I p e r m e t t e n t  d e  s i m p l i f i e r  l e s  f o r 

m u l e s  o b t e n u e s  d a n s  l e  M é m o i r e  s u r  l e s  v a l e u r s  m o y e n n e s  d e s  f o n c 

t i o n s .  A i n s i ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  à l ’a i d e  d e  c e s  t h é o r è m e s ,  o n  p e u t  r é d u i r e  

la  f o r m u l e  ( 2 9 )  d e  la  p a g e  5 6  à l ’é q u a t i o n  q u e  n o u s  a l l o n s  i n d i q u e r .

Supposons que, en conservant les notations adoptées dans le pré
cédent Mémoire, on pose, en outre,

e t

□ =  ■#
X X

' ■ o  =  i(D *  +  D* +  DI*)

j y  +  s z n  x ' x  -t-.y'y -\ -s!z
k D„S 9 · · ·  9
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L’équation (29) de la page 56 pourra être réduite à

(O 31U 0 : I + L  O 
.2 Ds 1.2 .3

o N
Di

□ R,

sous la condition que les différentiations indiquée^ par les caractéris

tiques Dx, Dy, Dz soient appliquées seulement à la fonction de x, y, z 

désignée par □, comme si r 2 =  2s était indépendant de x, y, z. Ajou

tons que la formule (1) pourra encore être présentée sous la forme 

symbolique
o

(2) 31U0  —  e u> □  R.

4 1 3 .

P h y s i q u e  m a t h é m a t i q u e . — Mémoire sur le mouvement d ’un système

de molécules.

C. R., T. XXVII, p. 9 3 (24 juillet 1848). .

La plupart des résultats que j ’ai obtenus jusqu’à ce jour dans les 

problèmes de Physique mathématique, et que je suis heureux d’avoir 

vu accueillir avec tant de bienveillance par les géomètres, étaient 

déduits ou des propriétés générales des mouvements simples ou de la 

considération de corps dont les molécules étaient supposées réduites 

à des points matériels. Il est vrai que les formules fournies par cette 

hypothèse représentaient une grande partie des phénomènes, et que, 

dans beaucoup de cas, on pouvait en déduire avec précision, non 

seulement les résultats d’expériences déjà faites, mais aussi les résul

tats d’expériences à faire. Il est vrai encore que les prévisions du 

calcul à cet égard ont été généralement confirmées par l’observation, 

spécialement par les belles expériences de M. Jamin sur les propriétés 

de la lumière réfléchie par un métal et sur la polarisation incomplète 

des rayons lumineux réfléchis par la surface extérieure d’un corps 

isophane. Toutefois il restait à éclaircir quelques points dans la solu-
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tion des questions que l’on pouvait résoudre en réduisant les molé

cules des corps à de simples points matériels; et, d’autre part, plu

sieurs phénomènes peuvent dépendre des mouvements relatifs des 

divers atomes qui constituent les molécules des corps, ou de ce que 

M. Ampère nommait les vibrations atomiques.

Déjà, dans plusieurs Mémoires présentés à l’Académie par divers 

auteurs et par moi-même, il a été question des vibrations atomiques. 

On doit surtout remarquer les observations importantes consignées à 

ce sujet dans plusieurs Mémoires de M. Laurent, et les formules qu’il 

a obtenues dans ses recherches sur les mouvements infiniment petits 

d’un système do sphéroïdes. Mais, à ma connaissance, on n’a pas 

encore établi les équations générales des mouvements infiniment 

petits d’un système de molécules dont chacune est considérée comme 

un système d’atomes. On peut, il est vrai, regarder les douze équa

tions que j ’ai présentées à l’Académie dans les séances précédentes, 

comme offrant une première approximation dans la recherche de ces 

derniers mouvements. Mais ces douze équations, qui déterminent les 

mouvements de translation et de rotation des molécules avec leurs 

dilatations dans les divers sens, supposent que, la position d’un atome 

étant rapportée au centre de gravité de la molécule dont il fait partie, 

on développe les déplacements relatifs de cet atome suivant les puis

sances ascendantes de ses coordonnées relatives, et que l’on réduit 

ensuite chaque développement à ses deux premiers termes.

Par les motifs que je viens d’exposer, il m’a paru nécessaire d’en

treprendre de nouvelles recherches sur les corps considérés comme 

des systèmes de molécules ou même comme des systèmes de points 

matériels. Les résultats de.mon travail formeront l’objet de plusieurs 

Mémoires que je me propose de présenter successivement à l’Aca

démie. Les propositions et les formules qui s’y trouveront établies me 

semblent propres à éclaircir les principales difficultés qui peuvent 

subsister encore sur les divers points de la Physique mathématique. 

D’ailleurs je n’hésiterai pas à faire un appel aux physiciens et aux 

géomètres en les priant de m'aider de leurs lumières, et de voir eux-

9üEuvres de C · —  S. 1, t .  XI.
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mêmes si les difficultés leur paraissent effectivement résolues. M. Lau

rent a déjà bien voulu me promettre d’être sévère pour mes formules, 

et de me signaler les objections qu’il rencontrerait. J’espère que, dans 

l’ intérêt de la science, mes illustres confrères, et spécialement ceux 

qui se sont plus particulièrement occupés de la théorie de la lumière, 

ne refuseront pas de me rendre le même service. J’aurai souvent, 

comme par le passé, l ’occasion d’indiquer à l ’avance les résultats d’ex

périences à faire; et, par conséquent, mes travaux pourront n’être 

pas sans influence sur les progrès de la Physique expérimentale.

Dès aujourd’hui j ’ai l ’honneur de présenter à l ’Académie deux nou

veaux Mémoires dont le premier est relatif aux équations générales 

des mouvements infiniment petits d’un système de molécules. Le 

second a pour objet les conditions qui se rapportent aux limites des 

corps, et, en particulier, les lois de la réflexion et de la réfraction des 

rayons lumineux.

Le premier de ces deux Mémoires diffère surtout de ceux que j ’ai 

présentés à l’Académie dans des dernières séances, en un point qu’il 

importe de signaler. Dans ceux-ci douze inconnues propres à exprimer 

les mouvements de translation et de rotation des molécules et leurs 

dilatations dans les divers sens étaient déterminées par douze équa

tions aux différences mêlées en fonction de quatre variables indépen

dantes qui représentaient les coordonnées et le temps. Au contraire, 

dans mon nouveau Mémoire, les trois inconnues seulement, savoir, 

les trois déplacements d’un atome mesurés parallèlement aux axes 

coordonnés, se trouvent déterminées par trois équations aux diffé

rences mêlées en fonction de sept variables indépendantes, savoir 

du temps et de six coordonnées dont trois fixent la position d’une 

molécule dans l’espace, tandis que les trois autres fixent la position 

de l’atome par rapport au centre de gravité de la molécule.

Après avoir obtenu, dans le cas général», les équations dont il s’agit, 

je donne les formules auxquelles elles se réduisent quand le système 

de molécules devient isotrope.

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai à extraire
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ici de mon Mémoire les équations définitives auxquelles je parviens 

quand les diverses molécules sont semblables entre elles. Je ren

verrai k une autre séance l’examen des conséquences importantes 

qu’entraînent ces équations, des intégrales qui les vérifient, et des 

phénomènes que ces intégrales représentent.

A nalyse.

Considérons un système de molécules, chaque molécule étant elle- 

même composée d’atomes que l’on suppose sollicités par des forces 

d’attraction ou de répulsion mutuelle. Soient d’ailleurs

m, mt, mu, . . .  les masses des diverses molécules;

rri, m", . . .  les masses des atomes qui composent la molécule m\

m[, m", . . .  les masses des atomes correspondants de la molécule m(;

Rapportons les positions des centres de gravité des diverses molécules 

à trois axes rectangulaires des x , y , z que nous ferons passer par une 

origine fixe, et les positions des divers atomes qui composent une 

molécule m à trois axes des x ' , y ', z' menés parallèlement aux trois 

premiers par le centre de gravité de m. Soient, au premier instant,

x , y , z et x  h- x, y  -+- y, z-h  z les coordonnées rectangulaires des 

centres de gravité des molécules m et 

x ', y ',  z' et x '- hx ' ,  y '-h  y' ,  z ’ -+- z' les coordonnées rectangulaires des 

atomes m', m" rapportées au centre de gravité de m ; 

r' la distance des atomes m' et m"; 

rf la distance des atomes m' et m ;

m !m "î(r') l’action mutuelle des atomes m’, m", la fonction f(r/) 

étant positive quand les atomes s’attirent, négative quand ils se 

repoussent.

Posons d’ailleurs

Supposons enfin que le système moléculaire parte d’un état d’équi-
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libre, et que, au premier instant, les diverses molécules soient semr 

blables entre elles et semblablement orientées.

On aura non seulement

. . 7''î=x'* +  y *4-z's, <
mais encore

+  x')2+ (  y +  y')2+ ( z  +  z')-.

Soient, d’autre part, au bout du temps t,

Ç, Y), C les déplacements absolus de l’atome m' mesurés parallèlement 

aux axes des x , y , z, dans un mouvement infiniment petit.

Ces déplacements pourront être considérés comme des fonctions du 

temps t et des six coordonnées x , y, z, x\  y', z' dont les trois der

nières varieront entre les limites fort restreintes déterminées par les 

dimensions des molécules; et, si l’on pose

a =  Y)x, f^ D  y, u> =  ~Dz, u'— J)x·, (>'— Dy, w '=  D-·,

v —  u \  -f- vi\ H- (VÇ, v ' =  u ’\ 4 -  v'r, 4 -

u et u' représenteront au bout du temps t, et autour de l’atome m', la 

condensation de volume : x° du système moléculaire; 2° de la molé

cule m. Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

u  =  x u 4 -  y v -t -  z

puis

G'=Sm'(e“ -  i )/(/·'),

le signe S indiquant une somme de termes semblables et qui corres

pondront aux divers atomes m", m'",. . . ,  c’est-à-dire aux divers atomes 

compris dans’ la molécule m et distincts de m', puis enfin

co' =  x' u '  4- y ' e' - sr z ' w \

G =  SSTO',(ew + ‘°'— i) f {r f), II =  SSm" Qta ■+* (o . — (&) 4- Co')* j

le double signe SS indiquant une double somme de termes semblables 

qui correspondront aux divers atomes
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compns dans les molécules m m n, , , ,  distinctes de to; on aura* pour 

déterminer yj, ‘C en fonction des sept variables tt x,  y,  z, x ·, y ,  s>t

trois équations dont la première sera

O
(D| — G —'G')£ =  DB(DB-H'£ +  D„-H'yi +  DW.H'Ç) 

4-(DB +  D„.)[(Dll4-DB.)ni +  (D, ■ .D̂ ·) H y] +  (D(V H- 1)̂ ■ )HC]

Poui obtenir les deux autres équations, il suffira d’échanger entre 

eux les axes des x , y , z en même temps que les lettres correspon

dantes à ces axes; par conséquent, il suffira de remplacer dans le 

premier membre de la formule (i)  \ par v] ou par et de remplacer 

en même temps dans le premier terme du second membre le facteur 

symbolique D„ par D„ ou D,„, puis, dans le second terme, le facteur sym

bolique D„ D„ par D„ -h D/ ou Dw -+- Dw„ Lorsque le système de molé

cules, sera homogène dans toute son étendue, les coefficients G, G', H, 

H' deviendront indépendants des valeurs attribuées aux trois coordon

nées x , y , z .

Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où le svstème 

moléculaire deviendrait isotrope. Alors les coefficients

G', IT, G, H

devront être remplacés par les moyennes isotropiques 

Ole G', D1UT, 311· G, 31UÏ,

et, si l’on pose, pour abréger,

w · hf =  au! -h (V-h

on conclura des principes établis dans mes précédents Mémoires sur 

les valeurs moyennes des fonctions, que 31l G·', 3TlH' se réduisent à 

des fonctions de h', et ait G, 3R/H à des fonctions de A, A', A .

Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

E =  31LG 4- 3irG'-t- Da31UI +  D/t.31AH',

on verra l’équation (i)  se réduire, pour un système isotrope de molé-
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cules, à la formule 

| ( l ) f2- E ) £ = t t 'D | . 3 1 U I V

| 4- [w(D/¡4- D/i() H - «'(D/Ít+  D/¿·)] [(D/¡ 4 - D/i ) 31! H u 4- (D/^4- D/,·) 31!. H y ’].

Ajoutons que de cette formule on en déduira deux autres semblables 

à l ’aide d’un échange opéré entre les trois axes coordonnés.

Si chaque molécule est composée d’un très grand nombre d’atomes, 

alors pour se former une idée des résultats auxquels conduiront les 

équations du mouvement, on pourra, dans une première approxima

tion, opérer comme si les coefficients

G , H , G ',· H ', E ,

qui sont indépendants des coordonnées x,  y, z, étaient aussi indépen

dants des coordonnées x', y ’, z'. En opérant ainsi, on déduira de 

l’équation (2), jointe aux deux équations de même forme, deux 

équations séparées entre les deux inconnues u, u', puis une équa

tion caractéristique à laquelle satisferont toutes les inconnues. D’ail

leurs cette équation caractéristique sera vérifiée quand on égalera 

chaque inconnue au produit d’un facteur constant par une exponen

tielle de la forme
Ç U x  v y  -+■ w  z  - y  u ' x ' - l · ·  v ' ÿ - ^  t v ' s '— s t ^

u, v, w, u\ e', w’, s étant, non plus des symboles de différentiation, 

mais des constantes réelles ou imaginaires. Si, pour fixer les idées, 

on suppose

s — si, uz=ui, v — vi, w =  u' =  u’ i, p' =  v'i, w>' =  w ' i,

i étant une racine carrée de — 1, et s, u, v, w, u', v\ w' des constantes 

réelles, et si dans cette même hypothèse on détermine k, &', t ,  \! à 

l’aide des formules

k 2 =  U2 4 -V 2 4 -W 2, ‘ k '! =  u '2 -4- V'2, + W ,!,

=  uar 4 - Vf  4 - W3, k V —  n'x'+  v '7 ' 4- w ' y,

■ c, x! représenteront des longueurs mesurées perpendiculairement à
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deux espèces d’ondes planes qui devront être soigneusement distin

guées l’une de l’autre. Enfin, si l’on pose

,   2TV , ,  2 7T 271
K - j~ J Ai   |/ > S   “rji f

1, 1' seront les épaisseurs de ces deux espèces d’ondes planes, tandis 

que T représentera la durée des vibrations moléculaires; et il est clair 

que l’équation caractéristique établira une relation, non plus seule

ment entre les deux constantes s, k, mais entre les trois constantes s, 

k, k' et le cosinus de l’angle compris entre les plans des deux espèces 

d’ondes.

Dans un autre article, je dirai comment je suis parvenu à la forma

tion des équations (r) et (2), comment on peut obtenir leurs inté

grales générales, et quel rapport ces équations et ces intégrales ont 

avec les recherches de quelques auteurs sur les mouvements molécu

laires ou atomiques, particulièrement avec les inductions ou les calculs 

que renferment les Notes et Mémoires deM. Ampère-et de M. Laurent.

m .

P hysique mathématique. — Mémoire sur les conditions relatives aux limites 

des corps, et, en particulier, sur celles qui conduisent aux lois de la 

réflexion et de la réfraction de la lumière.

C. R-, T. XXVII, p. 99  ( 2 4  juillet 1848).

#
Ce Mémoire, dont l’extrait lu à la dernière séance sera imprimé 

dans le prochain Compte rendu, a pour objet la recherche des. condi

tions qui se rapportent aux limites des corps, spécialement de celles 

qui déterminent la réflexion et la réfraction des mouvements simples 

(font la superposition reproduit les diverses espèces de mouvements 

infiniment petits. Suivant une première loi, si un mouvement simple, 

en rencontrant une surface plane, donne naissance à des mouvements
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réfléchis ou réfractés, ces divers mouvements seront toujours de la 

nature de ceux que l’auteur a nommés mouvements correspondants. 

D’ailleurs les mouvements réfléchis et réfractés peuvent être, ou du 

nombre de ceux qui se propagent sans s’affaiblir, ou du nombre de 

ceux qui s’éteignent en se propageant. Dans le premier cas, ils doivent 

offrir des ondes planes qui s’éloignent de la surface réfléchissante ou 

réfringente. Dans le second cas, les vibrations moléculaires doivent 

diminuer avec la distance à la surface. La loi précédente suffit pour 

déterminer la direction des ondes planes, liquides, sonores, lumi

neuses qui peuvent être réfléchies ou réfractées par la surface de 

séparation de deux milieux.

Quant aux lois qui déterminent les directions et les amplitudes.des 

vibrations moléculaires, elles peuvent se déduire, quand chaque 

milieu renferme un seul système de molécules, et sous la condition 

énoncée dans un précédent Mémoire ( Comptes rendus de 1843) du 

principe de l’égalité entre les pressions exercées par les deux milieux 

sur la surface de séparation. Si chaque milieu est un corps qui ren

ferme, outre ses molécules propres, les molécules de l’éther ou fluide 

lumineux, on devra, au principe dont il s’agit, joindre le principe de 

la continuité du mouvement dans l ’éther. D’ailleurs, l’équation caracté

ristique relative au double système de molécules offrira deux espèces 

de racines dont les unes disparaîtront avec les molécules du corps, 

les autres avec les molécules de l’éther; et dans une première approxi

mation l’on pourra obtenir les phénomènes dépendants des mouve- 

ments infiniment petits du corps, à l’aide du principe relatif aux pres

sions, en tenant compte seulement des racines de première espèce, 

puis les phénomènes dépendants des mouvements infiniment petits 

de l’éther, à l’aide du principe de la continuité de mouvement, en 

tenant compte seulement des racines de seconde espèce.
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4 1 5 .

Calcul intégral. — Mémoire sur de nouveaux théorèmes relatifs aux 

valeurs moyennes des fonctions, et sur l ’application de ces théorèmes 

à l ’intégration des équations aux dérivées partielles que présente la 

mécanique moléculaire.

G. R., T. XXVII, p. io5 ( 3 i juillet 1848).

Simple énoncé.

4 1 6 .

P h y s i q u e  m a t h é m a t i q u e . —  Rapport sur un Mémoire de M. L a u r e n t , relatif 

aux équations d ’équilibre et de mouvement d ’un système de sphéroïdes 

sollicités par des forces d ’attraction et de répulsion mutuelles.

C. R., T. XXVII, p. io5 ( 3 i juillet 1848).

L’un de nous a donné, dans un Mémoire lithographié en 1836 , ainsi 

que dans le premier Volume des Exercices d ’Analyse et de Physique 

mathématique, les équations générales du mouvement d’un système 

de points matériels sollicités par des forces d’attraction et de répul

sion mutuelles, en déduisant ces mêmes équations des formules qu’il 

avait obtenues" dans un travail présenté à l’Académie le i er octobre 1827. 

Il a, de plus, fait remarquer : i° la forme symbolique à laquelle on 

peut réduire les équations dont il s’agit, en exprimant les termes 

qu’elles renferment à l ’aide de deux fonctions caractéristiques; 20 les 

réductions nouvelles qu’on peut faire subir aux équations symbo

liques trouvées, dans le cas où leur forme devient indépendante de 

la direction attribuée à deux des axes coordonnés supposés rectan

gulaires, ou même à ces trois axes simultanément. Enfin il a donné 

les équations analogues auxquelles on parvient quand on considère 

deux systèmes de points matériels qui se pénètrent mutuellement; et

OEuvies de C . —  S. I, t XI. 10
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même, dans un Mémoire présenté à l’Académie le 4 novembre 1839, 

il a considéré le cas plus général où les points matériels donnés appar

tiennent à trois ou à un plus grand nombre de systèmes, en remar

quant d’ailleurs que ces divers systèmes peuvent être, par exemple, 

les diverses espèces d’atomes dont se composaient les molécules d’un 

corps cristallisé. Dans le Mémoire dont-nous avons à rendre compte, 

M. Laurent considère non plus un système de points matériels, mais 

un système de sphéroïdes sollicités par des forces d’attraction ou de 

répulsion mutuelles, et il recherche les équations du mouvement d’un 

semblable système. M. Poisson s’était déjà occupé de cette question; 

mais les formules qu’il avait obtenues se rapportaient spécialement 

au cas particulier où les dimensions des sphéroïdes, comparées aux 

distances qui les séparaient, étaient assez petites pour qu’on pût 

négliger certains termes; et d’ailleurs, ce que n’avait pas fait 

M. Poisson, M. Laurent déduit les actions mutuelles de deux sphé

roïdes des actions exercées par les éléments do l’un sur les éléments 

de l’autre.

Après avoir établi les six équations générales qui déterminent le 

mouvement du centre de gravité de chaque sphéroïde, et son mouve

ment de rotation autour de ce même centre, M. Laurent considère 

spécialement le cas où ces deux mouvements deviennent infiniment 

petits; il trouve qu’elles peuvent alors se réduire à des équations 

linéaires symboliques analogues à celles que nous avons rappelées 

ci-dessus, et qui expriment les mouvements d’un ou deux systèmes 

de molécules. Les inconnues comprises dans les équations dont il 

s’agit représentent, comme on devait s’y attendre, les déplacements 

infiniment petits du centre de gravité d’un sphéroïde, mesurés paral

lèlement aux axes coordonnés, et les rotations infiniment petites de 

ce sphéroïde autour de trois droites menées par le même centre paral

lèlement à ces axes.

M. Laurent s’est encore proposé de résoudre, pour un système de 

sphéroïdes, le problème résolu par l’un de nous pour un ou deux sys

tèmes de points matériels, en recherchant ce que deviennent les équa-
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tions propres à représenter les mouvements infiniment petits du sys

tème, dans le cas où ces équations prennent une forme indépendante 

des directions des axes coordonnés. Il a prouvé que, pour arriver à ce 

dernier cas, il suffit de remplacer le second membre de chaque équa

tion, considéré comme une fonction explicite des coordonnées des 

divers points, par une intégrale triple qui renferme cette même fonc

tion sous le signe y*, et qui se rapporte aux trois angles introduits par 

une transformation de coordonnées. Mais» comme, dans l’évaluation 

de cette intégrale, l ’auteur a négligé certains termes, les équations 

définitives auxquelles il est parvenu ne sont pas les plus générales 

que l’on puisse obtenir en considérant des milieux isotropes. En 

recherchant quelle est la nature des milieux auxquels correspond la 

forme des équations données parM. Laurent, le rapporteur a reconnu 

qu’elle correspond au cas où, le système donné se composant de molé

cules non seulement semblables, mais semblablement orientées dans 

l’état initial, le mouvement est indépendant du mode d’orientation.

En intégrant les équations trouvées, M. Laurent a obtenu les lois 

des mouvements simples que ces équations peuvent représenter, ainsi 

que les vibrations et rotations des molécules dans les mouvements 

dont il s’agit.

Enfin, en terminant son Mémoire, il a observé que des six équa

tions du mouvement on peut déduire deux équations séparées entre 

deux inconnues dont l’une est précisément la condensation de volume 

du système donné.

En résumé, dans le Mémoire dont nous venons de rendre compte, 

M. Laurent a donné de nouvelles preuves de la sagacité qu’il avait 

déjà montrée dans des recherches favorablement accueillies par les 

géomètres. Nous pensons, en conséquence, que ce Mémoire, comme 

les précédents, est digne d’être approuvé par l’Académie, et que l’Aca

démie doit engager l’auteur à continuer ses recherches sur ce sujet 

difficile abordé par lui avec beaucoup de talent.
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4 1 7 .

Calcul intégral. —  Démonstration et applications de la jormule

_ ï  ï r l  p=t , v
F( A) =  —7—r D, * £ 2 M F(o) y/{).r(»)

C. R., T. XXVII, p. 133 (7 août 18 4 8 ).

Dans cette formule, qui permet de résoudre d’importantes ques

tions d’Analyse et de Physique mathématique, par exemple d’intégrer 

généralement les équations aux dérivées partielles du second ordre, 

linéaires et à coefficients constants, on a

w vê -h wy + . .

k2=z u* +  U2 H- w2 H-. ..,

* ps =  a2 -+- 62 -+- yî +  ■ ■ ■ 5

de plus, n désigne le nombre, supposé impair, des variables u, e, 

w, . . . ,  et t une variable auxiliaire que l’on réduit définitivement à 

l’unité; enfin F(Æ) est une fonction paire de k, développable sui

vant les puissances ascendantes de /P, et la moyenne indiquée par 

le signe M s’étend à toutes les valeurs de a, 6 , y, . . . .  pour les

quelles p demeure compris entre deux limites infiniment voisines 

de l’unité.

4 1 8 .

M. A ugustin Cauchy présente à l ’Académie les Notes et Mémoires 

dont les titres suivent :

C. R., T. XXVII, p. 163 (14 août 1848).

P remière N ote. —  Sur la surface caractéristique et la surface des ondes, 

correspondantes à des équations homogènes de degré pair entre les coor—
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données et le temps, considérées comme enveloppes de deux plans mobiles, 

dont les deux équations sont représentées par la seule formule

+  y y  H- z i  — 1°,

t étant lié à x , y , s ou à x, y, z par une équation homogène.

S econde N ote. — Sur la surface mobile dont l ’équation est de la forme 

h  +  î c ( x  —  a ) —  b )  +  z ( z  —  c )

t étant donné en fonction de x , y , z par une équation caractéristique, 

et sur la valeur p-que prend le rayon de courbure moyenne de cette 

surface, c’est-à-dire la moyenne géométrique entre ses rayons de 

courbure principaux, quand on choisit les paramètres h, a, b, c, de 

manière que les points correspondants aux coordonnées a, b, c et x , 

y, z se confondent avec un seul point situé sur sa surface caractéris

tique, le point qui répond aux coordonnées x, y, z étant situé sur la 

surface des ondes.

P remier Mémoire. —  Intégration générale des équations homogènes, 

linéaires et à coefficients constants, d ’un ordre quelconque, et intégra

tion spéciale de l ’équation

F(D„ D*, Dy, Dz)to =  o,

que résout la fonction principale xz déterminée par la formule

_ ' a ï 1 r pzi xz(a: -+- ï.x-, y  -t- p.z, 2 +  v t )

•o étant le rayon de la surface des ondes, correspondant au point de la 

surface caractéristique dont les coordonnées sont x, y, z, et p le rayon 

de courbure mentionné dans la seconde Note. D’ailleurs, dans la for

mule précédente, on a

et l’on suppose que, à chaque valeur de s, fournie par l’équation

F (s ,  x, IJ-, z) —  O,
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correspond une valeur de d2s constamment positive. Ajoutons que, en 

vertu de cette formule, l ’intégrale générale d’une équation homogène, 

linéaire, à coefficients constants et à quatre variables indépendantes, 

se trouve exprimée par une intégrale définie double, de laquelle on 

voit sortir immédiatement les lois des phénomènes.

S econd M émoire. — Démonstration du théorème fondamental suivant 

lequel une inconnue déterminée, comme fonction principale, par une 

équation linéaire, homogène, à coefficients constants, à quatre variables 

indépendantes x , y , z, t, et rigoureusement nulle au premier instant en 

dehors d ’une certaine enveloppe invariablement liée à un point pris pour 

origine, n’a de valeur au bout du temps t que dans l ’intérieur de la même 

enveloppe qu’un mouvement de translation aurait déplacée avec l ’origine 

en faisant coïncider celle dernière avec un point quelconque de la surface 

des ondes.

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie les Notes et Mémoires 

dont les titres suivent :

P remier M émoire. — Intégration générale de l ’équation homogène du 

second ordre

à laquelle on satisfait, quand le nombre n des variables x , y , s, . . .  

est impair, en prenant

a, 6, . . . ,  X étant liés aux variables auxiliaires a,, a2, . . . ,  am par des. 

équations linéaires que donne le calcul, la valeur de p étant

4 1 9 .

C. R., T. XXVII, p. 197 (21 août 1848).

Dî ct =  F(D*, Dy, Ds, .. .) ct,
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et i devant être réduit à l’unité, après les différentiations indiquées 

par la caractéristique Dt.

P remière N ote. — Sur la fonction appelée p r in c ip a le  dans les recherches 

présentées à la dernière séance ( 1 ).

D euxième N ote. — Détermination de l'intégrale singulière

f J J . . .  I f(a, 6, y....... t)dtxd§dy.. .dt,

I étant la partie réelle de l’expression

i(s — Mi)_'"+1,

dans laquelle i désigne une racine carrée de l’unité négative, e un 

nombre infiniment petit, et ou une fonction donnée des m variables a, 

6, y, . . . .  Réduction du calcul à la recherche des systèmes de valeurs 

de a, 6, . . . ,  % qui vérifient les équations simultanées

Examen spécial de la valeur ¿R. que prend l’ intégrale, dans le cas où, 

les intégrations étant effectuées entre des limites voisines de l’un de 

ces systèmes, on a

w =  st — « v, 8 — ak +  +  yv + .  · ·,

0 ) Cette fonction est distincte de celle qui a été désignée sous le môme nom dans 
d’autres Mémoires. Si l’on adopte l’ancienne définition, la formule et la proposition énon
cées dans la dcrnièro séance devront être appliquées, non plus à la fonction principale ra, 
mais à sa dérivéo de l’ordre·« — 2, prise par rapport à t ; donc alors, en supposant toutes 
les nappes do la surface caractéristique réelles et convexes, on aura

D r2®
1 p s'1*1 pr3 nj(x -1- X t ,y  -+■ p.i, z -t- v i)

> ,V .V  ^  *·)]«

x, y, z étant les coordonnées d’un point quelconque de l’espace; *. étant, au bout du 
temps i, le rayon do la surface des ondes, qui forme avec les demi-axes des coordonnées 
positives les angles dont les cosinus sont X, ¡2, v ; les coordonnées æ, y, 2 étant celles du 
point correspondant de la surface caractéristique, et les valeurs de p, ç étant celles que

nous avons indiquées. Alors aussi sera précisément le rayon de courbure do la sur

face caractéristique au point_(a:, y, i).
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s étant une fonction homogène du premier degré en a, ê, y, et, 

de plus,

f(a ,  ê, y, . . . )  =
j 1 —  a 2 —  ë2 —  y2 — . . .

S econd M émoire; — Intégration générale de l ’équation homogène et 

du degré n,
F (D í , D*, Dr , D : , . . .  ) ro =  9 ,

dans laquelle le coefficient de D"ct est supposé réduit à l’unité, quel

que soit le nombre m des variables x , y , z .........Examen spécial du

cas où m est impair.

T roisième N ote. — Explication des contradictions qui se manifestent 

dans plusieurs cas entre les intégrales par séries des équations différen

tielles, ou aux dérivées partielles, et leurs integrales en termes finis. 

Examen spécial du cas où les intégrales en séries disparaissent, quoique 

les intégrales en termes finis subsistent.

4 2 0 .

C. R., T. XXVÏÏ, p. 225 (28 août 1848).

M . A ugustin Cauchy présente à l ’Académie un Mémoire sur la fonc

tion principale assujettie à vérifier l ’équation de l ’ordre n

F ( D„ D*, Dr , D2, . . . ) rs =  o , · '

et à s’évanouir avec ses dérivées relatives à t d’un ordre inférieur à 

n — 1 pour une valeur nulle de t. Lorsque, le coefficient de D"cj étant 

l’unité, F ( i , x , y , z , . . . )  se réduit à une fonction homogène de t ou 

de ¿2 et de u, la lettre u désignant une fonction de x,  y,  z, . . .  homo

gène ou non homogène et du second degré, la question peut être ordi

nairement ramenée au cas où la fonction u est de la forme

¿c* 4 - J 2 H- z 1 + __

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° m . 81

Alors, si l’équation donnée est homogène, la fonction principale et se 

déterminera par la formule /

p  Sre- ' t m —

», m  ̂ce -H cxl t f ,  y -t—

i devant être réduit définitivement à l’unité, m désignant le nombre des

variables x , y , z ........ et s ce que devient la fonction F (t, x, y , z , . . .)

quand on y remplace t par s et x 2 -+- y- -h s 2 -+-... par l’unité.

4 2 1 .

M. A ugustin Cauchy .présente à l’Académie deux Notes sur les objets 

ici indiqués :
C. R., T. XXVII, p. 356 (9 octobre 1848)..

P remière N ote. — Sur l ’ intégrale

S
ty — 1

( 1 —  a 2 ) 2 dtx 

(a -t- bai)”1
t'* sin"l~2<p d<p.Jo ( a + b i  C O S 9 ) " 1 ’ ·

dans laquelle i désigne une racine carrée de l’unité négative; et déter- 

mination de cette intégrale, pour des valeurs impaires de m, à l’aide 

de la formule

S — tt2

r ( T

m -M
(«2H-62)~2

S econde N ote. —  Sur la transformation d’ une fonction zs(x,y, z, . . . )  

de m variables x , y , z, . . .  en une intégrale de l ’ordre m relative à m va

riables auxiliaires X, [J., v, . . . ,  et qui dépend d ’une fonction nouvelle de 

x , y , z, . . .  dont le degré se réduit au second.

OF.uvres de C. — S. I» t· ^1· * 1 1
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Solution de ce problème à l’aide de la formule

& (x,y,s, ...)  =

m -h i

n i  -i- 1 
r 2

£ TzsÇh, fx, v, . . . )  d l  d[J. d v . . .
;n + I ' :

(s2 +  p2) 4

dans laquelle e désigne un nombre infiniment petit, m un nombre 

impair, et p2 une fonction de 'x ,y , z, . . .  du second degré, déterminée 

par l’équation

p ! = ( #  — * ) * + ( / — fx)! +  (.z —  v ) 3

Ajoutons que la formule subsiste pour tout système de valeurs de x, 

y, z, . . .  représentées par des valeurs de A, p., v, . . .  comprises entre 

les limites des intégrations.

4 2 2 .

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie trois Notes sur les objets 

ici indiqués :
C. R., T. XXVII, p. 373 (rG octobre 1848).

P remière N ote. — Démonstration du théorème suivant lequel l ’intè- 

grale® /-> 00
/ (reP‘ )dr  

do

reste invariable, tandis que l’argument/) de la variable imaginaire

s =  reP1

varie entre des limites entre lesquelles la fonction Y (s)  demeure finie 

et continue, cette fonction étant d’ailleurs tellement choisie, que le 

produit s f ( s )  s’évanouisse pour une valeur nulle et pour une valeur 

infinie du module r de z.

Deuxième Note. — Application du théorème établi dans la Noteprécè-
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denle à l'évaluation des intégrales

 ̂ _  í '  (I — «)'" il +  «)” +  (i -4 -  «)'» ( I — a)» da
~~J_i (cos0 -+- aï sia 0 )'«+« . j _  a2’

p _ /’ ' ( i —  « ) ' " ( i  +  ti)’ - ( i  +  ct)"‘ (i  —  a ) “ da

i ( co s0  +  a¿si ní ) ' " +- n i - -  a 2’

dans lesquelles m, n désignent deux nombres entiers ou fractionnaires,

ou même irrationnels, et 0 un arc renfermé entre les limites — ->2 2
détermination de ces intégrales à l’aide des formules

2" t-w >  T ( » l )  T ( r t )  . .

A = --- r-,-----;-----—  cos ( m —  n ) 9 ,

B =

T ( in -+- n ) 
2m+nT(m)T(n)  .

I {ni u )
sin ( m — n)B.

T r o is iè m e  N o t e . —  Sur une fonction II(r) de la variable r liée aux 

m variables x , y , z, . . .  par l ’équation

/•2 =  x i  +  y i  H -  s 2 - t - . . . ,

et sur la transformation de cette fonction, pour le cas où II(r) est une 

fonction paire de r, en une intégrale multiple qui dépend de la fonc

tion linéaire . .
a =  eux -+- 6/ -+- y z +...,

à l’aide de la formule

n ( r ) ~  r(/ M -i)ai«;ÿ,...
PM f(/«—2> ( a ),

o2= a 2-H S2- i - y 2 +  . .  .
dans laquelle on a 

et

J ,. m -  a
I (/.i— i2) 2 t l l ( t)  
0

dt.
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4 2 3 .

M. A ugustin Cauchy présente des recherches analytiques sur les 

objets ici indiqués : ,

C. H., T. XXVII, p. 433 ( 3o octobre 1848).

Nouveau Mémoire sur l’équation linéaire et de l ’ordre n 

F ( J)*, Dx, I)y, D-, . . .  )nr =  o,

F(t , x ,  y,  z , . . . ) étant une fonction entière et homogène de l et des 

m variables x,  y,  z, . . . ,  et en même temps une fonction entière de t2, 

dans laquelle le coefficient de ta se réduit à l’unité. Intégration de 

cette équation, dans le cas où m est un nombre impair, à l’aide de la 

formule
;  =  1 , p --1

D ”r l ™ — k  M M
X, ¡x, v , . . .  a , [3, y , L' (F(5> <*> y, · · ·))«

dans laquelle on a

k = { - l )  *

. "  [*(?)]■
p2=  ocaH- 6 2-+- y2 - h . · -,  ç! =  X2 +  fx2 +  v2 + .  . . ,  -  - -  a l  -t- 6p_-f- yv -+-.. .

et
11(5) — ts(x 4- Is, y -+- ¡J.S, z +  vs, ...),

u( x , y ,  z , . . . )  étant la valeur initiale de la dérivée de l’ordre n — 1 de 

la fonction principale ex, c’est-à-dire la valeur de D"- , ct correspon

dante à l =  o.

Première Note. —, Sur une transformation de l ’intégrale obtenue dans 

le Mémoire précédent, et sur la réduction de cette intégrale à la forme

1)?-2 ct =  M 2  M />-í ^Jm- V 7 Dg‘- 2 [u"í- 1II(u O L
X  (a, v , . . .  a, (3, y , . . .

le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs positives de s et de a qui
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vérifient les équations

, F (s, <x, 6, y, . . . ) = o ,  s =  i ,

et la valeur de ks étant déterminée par la formule

«7.-1
(— O"

«7 — 2 / N
2'»7T 2 r f  —

d§ dy. . .

v/ [ D « F ( j , a,  6, y,

dans laquelle les intégrations s’étendent à toutes les valeurs de 6, 

y, . . . ,  pour lesquelles on a s =  i. Conditions sous, lesquelles s’ef

fectue la réduction ici indiquée.

S econde N ote. — Application de l ’ intégrale obtenue dans le Mémoire 

au cas où l'équation donnée devient isotrope, c’est-à-dire au cas où la 

fonction F ( t , æ, y, z ,  . . . )  dépend uniquement des variables

t et r  —  \/jc'2-h y * -h  z* - j - ,

et où l’ intégrale trouvée se réduit à

Dr*® =  -

2

Ç = 1
M

X,  (X, V ,

sn~ "1
(F (s, 1 , p, v, .. . ) ) J ’

i devant être réduit à l’unité, après les différentiations.

m .

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie les quatre Notes sui

vantes :
C. R., T. XXVII, p. 499 ( i3 novembre 1848).

P remière N ote. — Application de la formule donnée, dans la séance 

du 3o octobre (p. 84). au cas particulier où l ’on a

iss(a;,y, s, ...) =  f(r), r =  v/x'2-f·y -  +  - 2-t-. . .,
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et où l’intégrale trouvée se réduit à

0 -= 1

M  ■ £  a ,  6 ,  y , . . .  w

m  -  3

s"-2 ! )„ 2 [>;"-« f( a ) ]
(F(s, a, ê, y, .. .))*

les valeurs de p2, w et u étant

p'- =  a 2+  6 2-f- . . ,  eo =  x x  -+- S y  +  y z  -t- . . .  -+- st,  v r=  ̂ où2.

Deuxième Note. — Démonstration de la formule

m{x,y,z,

m -+-1

m -p 1 
TT 2

N SdldfJ.. . .
• ■ ■ ) TiïXi ’

(£s+ € 5) 2

m désignant un nombre impair, e un nombre infiniment petit, la 

valeur de ç2 étant

S2^  { x  — l y +  { y  — p )2-h U  —  v)2 +  ...,

et les intégrations étant effectuées entre les limites, hors desquelles 

la fonction sous le signe J ' s’évanouit. Usage de cette formule dans 

l’intégration de l’équation homogène dont elle fournit l’intégrale 

générale déduite de l’ intégrale particulière qu’offre la Note précé

dente.

Troisième Note'. — Sur l ’ intégrale

P O
°  O)*

dt,

l1 étant inférieur à l", et F(a?, /) étant une fonction entière des 

variables x ,  t, dont le degré soit n par rapport à chacune des 

variables.

Examen du cas où la fonction F( îc, l ) s’évanouit hors des limites

x  =  — £, x  =  £,

£ étant un nombre très petit, et où les n racines de l’équation

F (x, t) —  o,
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résolue par rapport à t, sont des fonctions réelles, distinctes et con

tinues de t entre les limites x  — — z, x  =  z. Transformation de l’in

tégrale K, dans cette hypothèse, à l’aide de la formüle

K =  — Ç p le f(x, O
d x ,

it désignant un coefficient qui s’évanouit, quand t est situé hors des 

limites t', t", et qui, dans le cas contraire, se réduit à h-  i quand Y)æt 

est positif, à — i quand Dxt est négatif.

Q uatrième N ote. — Application des formules données dans la Note 

précédente à la délimitation des intégrales des équations homogènes. 

Accord des résultats ainsi obtenus, dans le cas où toutes les racines de 

l ’équation caractéristique sont réelles, et où les variables indépendantes 

sont au nombre de quatre, avec les conclusions énoncées par M. B lanchet 

dans la Note du 20 décembre. 18/| 1. Application des formules à la déli

mitation des ondes propagées dans les systèmes de molécules dont les 

mouvements sont représentés par des. équations à sept variables indépen

dantes.

4 2 5 .

M. A ugustin Cauchy présente à l ’Académie diverses recherches sur 

les objets ci-après indiqués :

C. R., T. XXVII, p. 5 i 5  (20 novembre 1848).

Mémoire sur les fonctions discontinues. Examen spécial d’une fonc

tion discontinue vs(x, y , z, . . . )  qui se réduit à une fonction con

tinue n ( x , y , s , . . . )  quand les variables x ,  y , s, . . .  demeurent 

comprises entre des limites réelles et constantes x  — x ', x  =  x", 

y  = y ',  y  = y " , ■ ·., et qui s’évanouit toujours dans le cas contraire. 

Détermination de la fonction discontinue cs(x,y,  z , . . .) ,  considérée 

comme valeur particulière d’une fonction continue, quand les va-
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riables x,'.y , . .•.deviennent imaginaires. Démonstration du théo

rème suivant lequel-is(x,y, z , . . . )  se réduit alors à H( x, y ,  z,„  ..) 

quand les parties réelles'de x,  y , s, . . .  sont toutes comprises entre 

les limites ci-dessus indiquées, et à zéro dans le cas contraire.

P remière N ote. — Application des principes établis dans le Mémoire 

précédent à l ’intégration de l ’équation homogène

’ F(D<, D*,"Dy, D j, . . . ) gj =  o .

Vitesse de propagation des ondes planes représentée, au signe près, 

par la valeur de s tirée des formules

, F (s, a,  G, y, . . . )  =  o, « 2- j - 62 y2 4 - , . i ,

quand cette valeur est réelle; et par la partie réelle de s, quand s 

devient imaginaire.

D euxième N ote. —  Détermination générale de la fonction principale 

qui vérifie l ’équation homogène. Ondes courbes et très minces, consi

dérées comme des enveloppes d’ondes planes. Nappes diverses des 

ondes courbes. La dérivée de l’ordre n — 2 de la fonction principale 

est rigoureusement nulle en dedans de la plus petite nappe, en dehors 

de la plus grande nappe, et entre les nappes elles-mêmes, quand les 

diverses nappes offrent des surfaces d’ellipsoïde semblables entre 

elles. ,

Cette proposition se vérifie encore lorsque,’ toutes les valeurs de s 

étant réelles, on néglige les quantités comparables au cube de l’épais

seur des ondes.

T roisième N ote. — Si l’on fait abstraction du cas spécial traité dans 

la Note précédente, la dérivée de l’ordre n — 2 de la fonction princi

pale sera généralement nulle, en dedans de la plus petite nappe ; mais 

elle ne s’évanouira rigoureusement en dehors de la plus grande nappée 

que dans le cas où toutes les valeurs de s seront réelles.
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m . .

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie des recherches nouvelles 

s,ur les objets ci-après indiqués :

» C. R., T. XXVII, p. 537 (27 novembre 1848):

P remier M émoire. — Démonstration de plusieurs théorèmes généraux 

d ‘Analyse et de Calcul intégral. ■ >

P remière N ote. — Sur les coefficients limitateurs considérés comme 

valeurs particulières de fondions continues d ’une ou de plusieurs va

riables. Avantages que présente, dans la solution des problèmes de 

Mécanique ou de Physique, l ’emploi du limitateur \æ assujetti à se’ 

réduire sensiblement, pour une valeur réelle de la variable x , ou à 

zéro ou à l’unité, suivant que cette valeur est négative ou positive.

S econd M émoire. — Sur les équations discontinues auxquelles on est 

conduit en cherchant à résoudre les problèmes les plus généraux d ’Ana

lyse ou de Calcul intégral. Emploi du limitateur læ dans la transforma

tion de ces équations et dans la détermination de leurs intégrales.

D euxième N ote. — Sur les phénomènes représentés par les intégrales des 

équations discontinues, et en particulier sur les ondes planes que repré

sentent les intégrales en termes finis des équations discontinues aux déri

vées partielles. Détermination directe des limitateurs que renferment 

ces dernières intégrales. Application de ces mêmes intégrales à la 

détermination des lois de réflexion et de réfraction de lalumière.

T roisième N ote. — Sur le développement en série des intégrales des 

équations discontinues. Les fonctions que renferment ces intégrales, 

et qui s’y trouvent multipliées par les coefficients limitateurs, peuvent 

être, sous certaines conditions, développées en séries ordonnées sui

vant les puissances ascendantes du temps; mais on ne saurait en dire 

autant des coefficients limitateurs auxquels on doit conserver toujours 

leurs formes primitives.

QEuvres de C S. I, t. XI. 12
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4 2 7 .

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie diverses Notes et Mémoires 

sur les objets ci-après indiqués :

C. R., T. XXVII, p. 572 (4 décembre 1848).

N ote. —  Sur les diverses formes qu’on peut assigner au lim ita te u r  la 

en prenant, par exemple,

lx=·
I +  e

OU ]*: I +
X

■ \Jx'·

t désignant un nombre infiniment petit. On trouve alors

\x +  1—jp — ï .

Alors aussi, pour une valeur de x  imaginaire et de la forme x=^a-hëi ,  

le limitateur lx se réduit sensiblement ou à zéro ou à l’unité, suivant 

que la partie réelle a de a? est négative ou positive.

P remier M émoire. —  Sur l ’intégration de l ’équation aux dérivées par

tielles
D?e =  («2l_;c+ ô î Ja:) D > >

dans laquelle on suppose l’inconnue a assujettie à vérifier, pour une 

valeur nulle de t, les deux conditions

« =  Dî « =  0.

Détermination de l’inconnue a à l’aide de la formule

a =  «!_*+ v\x,

la valeur de u étant

u —  ~  1 — x— at d  ( a J  - + "  ut  )  - t -  — TS (  X  Clt)

i b —  1
2 b

; 1x+at w ( a? -H
1 / 7 &* *x+at ( 0 --------  | >

et v étant ce que devient u quand on y remplace b par — a, a par — b,
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et \æ par L æ. Application de la formule trouvée, et des formules ana

logues, à la Physique mathématique.

D euxième M émoire. — Dans ce Mémoire, on démontre le théorème 

suivant :

Soient u, V deux fonctions entières de m variables x , y , z, . . . ,  toutes 

deux homogènes, mais l ’une u du premier degré, l ’autre v du second. 

Supposons d ’ailleurs que la fonction v reste toujours positive et que les 

carrés des coefficients des variables dans la fonction u donnent pour 

somme l ’unité. Soit encore r =  \!x2 +  y 2 z 1 H-. . . ,  et concevons que, 

dans le cas où l ’on assujettit les variables x , y , z, . . .  à la condi

tion v =  i , on nomme H la valeur maximum de u, et V le produit des 

m racines positives de V équation qui fournil les maxima et minima de r. 

Enfin, nommons A le produit des m — i racines positives de l ’équation 

quifournit les maxima et minima de r, dans le cas où les variables x , y , 

z, . . .  sont assujetliès à vérifier simultanément, les deux conditions u =  o, 

v =  i . On aura généralement
AH =  V.

Application de ce théorème et d’autres propositions analogues : i° à la 

Géométrie; 20 à l’intégration des équations homogènes.

T roisième M émoire. — Sur les mouvements infiniment petits de deux 

systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, et en particulier sur 

les vibrations de l ’éther dans un corps solide ou fluide dont chaque molé

cule est considérée comme un système d ’atomes.

m :

M. A ugustin Cauciiy présente à l’Académie des recherches nouvelles 

sur les’objets ci-après indiqués :

C. R., T. XXVII, p. 5 9 6  (II décembre ,1 8 4 8 ).

N ote.—  Sur les fondions iso tro p e s  de plusieurs systèmes de coordon

nées rectangulaires, et spécialement sur celles de ces fonctions qui sont en
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même temps hémitropes, et qui changent de signe avec les coordonnées 

parallèles à un seul axe. Toute fonction développable suivant les puis

sances entières des coordonnées, lorsqu’elle est hémitrope, se com

pose de termes qui sont tous de degré impair, et doit renfermer au 

moins trois systèmes de coordonnées.

P remier M émoire. — Sur les actions ternaires, ou, en d ’autres termes, 

sur les modifications que l ’action mutuelle de deux atomes peut subir en 

présence d ’un troisième atome. Influence du platine réduit en éponge 

sur la combinaison de l’oxygène et de l’hydrogène. Influence d’un 

atome d’un corps sur l’action mutuelle de deux atomes d’éther. 11 

suffit de tenir compte de cette dernière influence, dans la recherche 

des formules qui expriment les mouvements infiniment petits du 

fluide éthéré, puis de réduire les formules trouvées à des équations 

isotropes, pour retrouver précisément les équations différentielles do 

la polarisation chromatique. Accord des résultats ainsi obtenus avec 

les expériences de M. Pasteur.

S econd Mémoire. — Sur les lois de la polarisation des rayons lumineux 

dans les cnslaux à un ou à deux axes optiques. Il suffit de supposer les 

atomes d’éther distribués isotropiquement autour de chaque atome 

du corps, puis de tenir compte de l’influence exercée par chaque 

atome du corps sur les actions mutuelles des atomes d’éther, pour 

retrouver la'conclusion qui se déduit des expériences de Fresnel, 

savoir, que les vibrations lumineuses dirigées suivant un des trois 

axes d’élasticité, et comprises dans le plan d’une onde passant par le 

deuxième ou le troisième axe, offrent dans l’un ou l’autre cas la meme 

vitesse de propagation.

4 2 9 .

C. R., T. XXVII, p. 621 (18 décembre 1848).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire sur les trois 

espèces de rayons lumineux qui correspondent aux mouvements
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simples du fluide éthéré. Les principaux résultats auxquels l’auteur 

parvient sont par lui indiqués dans les termes suivants :

i° Ceux des rayons lumineux qui se propagent sans s’affaiblir offrent 

des vitesses de propagation dont les carrés sont les racines réelles d’une 

équation du troisième degré. Les deux premières racines de cette équa

tion répondent aux rayons jusqu’ici observés par les physiciens. Elles 

deviennent égales entre elles, dans les milieux isophanes, lorsque les 

rayons observés se réduisent à un seul. Elles sont distinctes, mais 

peu différentes l’une de l’autre, dans les cristaux à un ou deux axes 

optiques, et dans les corps isophanes qui font tourner le plan de pola

risation. Elles deviennent imaginaires dans les métaux et les corps 

opaques.

i°  Les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière se 

déduisent de deux principes fondamentaux. Le premier consiste en 

ce que les mouvements simples incident, réfléchis et réfractés sont 

dos mouvements correspondants (p. 71 et 72). Le second est le prin

cipe de la continuité du mouvement dans l ’ètlxer. En vertu de ce der

nier principe, les déplacements infiniment petits y], Ç d’un atome 

d’éther, mesurés parallèlement à trois axes rectangulaires des x , y , z, 

à une distance infiniment petite de la surface de séparation de deux 

milieux, devront conserver la même valeur quand on passera du 

premier milieu au second; et l’on devra encore en dire autant des 

dérivées de £, Y), prises par rapport à une coordonnée qui serait 

perpendiculaire à la surface réfléchissante, par exemple des trois 

dérivées Dæy], si cette surface est perpendiculaire à l’axe 

des x .  On obtient de cette manière six équations de condition, qui 

suffisent dans le cas où les équations différentielles du mouvement 

de l’éther peuvent être réduites sensiblement à des équations du 

second ordre. Dans le cas contraire, de nouvelles conditions, que 

l’on devra joindre aux précédentes, se déduiraient encore immé

diatement du principe énoncé. Ajoutons que, dans chaque milieu, 

le déplacement £, y) o u  Z, se composera de diverses parties corres

pondantes aux divers rayons incident, réfléchis ou réfractés.
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3° En opérant comme on vient de le dire, on obtient précisément 

les formules que j ’ai données pour déterminer le mode de polarisa

tion et l ’ intensité des rayons lumineux réfléchis ou réfractés par la 

surface d’un corps transparent ou opaque. Ces formules, dans une 

première approximation, et dans le cas particulier où il s’agit d’un 

corps transparent dont la surface polariserait complètement un rayon 

réfléchi sous une certaine incidence, se réduiraient aux formules de 

Fresnel, et se trouvent d’ailleurs vérifiées par les expériences de 

M. Jamin.

4° Les expériences qui vérifient mes formules vérifient en même 

temps l’existence du troisième rayon lumineux dont les propriétés 

sont mises en évidence par l’analyse de laquelle ces formules se 

tirent. Le calcul montre que le troisième rayon de lumière disparaît 

quand la lumière incidente est ou polarisée dans le plan d’incidence, 

ou propagée dans une direction parallèle ou perpendiculaire à la sur

face réfléchissante, et qu’il s’éteint dans chaque milieu à une distance 

notable de cette surface. Si, après avoir déterminé le coefficient d’ex

tinction du troisième rayon, on divise l’unité par ce coefficient, le 

quotient obtenu changera de valeur dans le passage du premier au 

second milieu, à moins que la surface réfléchissante ne polarise com

plètement la lumière réfléchie sous une certaine incidence; et si l ’on 

multiplie la différence entre les deux valeurs trouvées par la caracté

ristique du rayon réfracté, le produit sera précisément le coefficient 

très petit que renferment les formules relatives aux corps transpa

rents et vérifiées par M. Jamin.

5° L’existence du troisième rayon semble encore indiquée par 

d’autres phénomènes, spécialement par la perte de lumière observée 

dans les rayons réfléchis sous des incidences obliques, et par un fait 

remarquable dont nous devons la connaissance à M. Arago, savoir 

que la lumière disséminée par une surface hors de la direction de la 

réflexion régulière est polarisée perpendiculairement au plan d’émer

gence.
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4 3 0 .

P hysique mathématique. —  Mécanique moléculaire.

G. R., T. XXVIII, p. 2 (2 janvier 1849).

Des savants illustres, dont plusieurs sont membres de cette Aca

démie, m’ayant engagé à réunir en un corps de doctrines les 

recherches que j ’ai entreprises et poursuivies depuis une trentaine 

d’années, sur la Mécanique moléculaire et sur la Physique mathé

matique, j ’ai cru qu’il était de mon devoir de répondre, autant que 

je le pouvais, à leur attente, et de réaliser prochainement le vœu 

qu’ils m’avaient exprimé. Il m’était d’autant moins permis de résister 

à leur désir, qu’en y accédant je remplis, en quelque sorte, un acte 

de piété filiale, puisque ce désir était aussi le vœu d’un tendre père, 

qui, joignant, jusqu’en ses derniers jours, l’amour de l’étude et la 

culture des Lettres à la pratique de toutes les vertus, s’est endormi 

du sommeil des justes, et s’est envolé vers une meilleure patrie. 

Pressé par tous ces motifs, je me propose de publier bientôt un Traité 

de Mécanique moléculaire où, après avoir établi les principes géné

raux sur lesquels cette science me paraît devoir s’appuyer, j ’appli

querai successivement ces principes aux diverses branches de la Phy

sique mathématique, surtout à la théorie de la lumière, à la théorie 

du son, des corps élastiques, de la chaleur, etc. Pour ménager les 

instants de l’Académie, je me bornerai à lui offrir, et à insérer dans 

les Comptes rendus, de courts extraits de mes recherchés, spéciale

ment relatifs aux questions qui, en raison de leur nouveauté ou de 

leur importance, me sembleront plus propres à exciter la curiosité 

des physiciens et des géomètres.

Je commencerai aujourd’hui, en déduisant des principes exposés 

dans les séances du 24 juillet et du 18 décembre 1848, les équations 

du troisième rayon lumineux, dont l’existence, comme j ’en ai fait la 

, remarque, peut être considérée comme déjà constatée par les phéno

mènes que présentent la réflexion et la réfraction de la lumière.
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Analyse.

Les divers points de l’espace étant rapportés à trois axes rectangu

laires des x, y, z, et deux milieux étant séparés l’un de l’autre par le 

plan des yz  perpendiculaire à l ’axe des x , concevons que les déplace

ments infiniment petits d’une molécule d’éther, supposée réduite à 

un point matériel, soient représentés, dans le premier milieu, par Ç, 

y], £, dans le second milieu, par trf, Supposons d’ailleurs que,

dans une première approximation, les équations aux dérivées par

tielles, propres à exprimer les mouvements infiniment petits de 

l’éther, puissent être, sans erreur sensible, réduites à des équations 

du second ordre. Alors, en vertu du principe de la continuité du 

mouvement dans l’éther, on aura, pour x  =  o,

j É =  £\ v =  -n', C =  C',

I d. ^ D * ? ,  Da;ï) =  D̂ rf, D*Ç =  D*Ç'.

Dans chacune de ces équations de .condition, le déplacement relatif 

à chaque milieu sera la somme des déplacements mesurés dans les 

divers mouvements incident, réfléchis et réfractés.

Concevons, pour fixer les idées, que chacun des milieux donnés soit 

un milieu isophane qui ne fasse pas tourner les plans de polarisation 

des rayons simples. Les équations des mouvements infiniment petits 

de l’éther dans le premier milieu seront

(?) (DJ— E)Ç =  FD«u, (D? — E)n =  FDyu, (D? — E)Ç =  FD*u,

E, F désignant des fonctions entières de la somme D*-H D*-t- D;’ , et u 

étant la dilatation du volume de l’éther déterminée par la formule

(3 ) u =  Dx £-i-DyYj+Da:.

Si les équations (2) peuvent être réduites, sans erreur sensible, à des 

équations homogènes du second ordre, F deviendra constant, et l’on 

aura

(4) E =  Î2*(D* +  D*-t-D|),
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û  désignant la vitesse de propagation des ondes planes à vibrations 

transversales. Ajoutons que les constantes F et Q2 changeront géné

ralement de valeurs, quand on passera du premier milieu au second.

Supposons maintenant qu’un mouvement simple de l’éther, à vibra

tions transversales, se propage dans le premier milieu, situé du côté 

des x  négatives. Après être parvenu jusqu’à la surface réfléchissante, 

ou, en d’autres termes, jusqu’au plan des y z, ce mouvement simple, 

qui constituera un rayon simple de lumière, donnera naissance, dans 

chaque m ilieu, à deux autres mouvements simples, par conséquent 

à deux autres rayons simples réfléchis ou réfractés. D’ailleurs, ces 

divers mouvements simples seront du nombre de ceux que nous avons 

nommés mouvements correspondants. Ajoutons que, dans chaque mi

lieu, l ’un des deux nouveaux rayons réfléchis ou réfractés sera un 

rayon ordinaire à vibrations transversales, tandis que l’autre sera le 

troisième rayon lumineux, et ne restera sensible qu’à une très petite 

distance du plan d e s jz .

Concevons à présent que, afin de mettre en évidence les déplace

ments des atomes d’éther mesurés dans les divers rayons simples, on 

se serve des lettres vj, Ç pour désigner les déplacements relatifs au 

rayon incident, puis des indices - et*, joints à ces mêmes lettres pour 

indiquer les déplacements relatifs aux deux nouveaux rayons, en pla

çant ces indices en bas ou en haut de chaque lettre, suivant qu’il 

s’agit des rayons réfléchis ou réfractés, et en conservant l’indice » 

pour le troisième rayon lumineux, qui s’éteint à une très petite 

distance de la surface réfléchissante. Alors, à la place des for

mules ( i) , on obtiendra les suivantes :

j \  +  \  + 1, -  Z +  S", D*Ê +  Da ç, +  =  D *Ç' +  ,

(5) < Y) +  y),-h -Hm", qi)x ri-\-J)æ-ril +-'\)lcrill =  'Dær\'+T)x n",

[ +Z',  =D*Ç' +  D,Ç".

Si le rayon incident est polarisé dans le plan d’incidence, ou, en 

d’autres termes, si les vibrations des atomes d’éther sont perpendi

culaires à ce plan et parallèles à la surface réfléchissante, il suffira

OKuvres de C. —  S. I, t.  XI. l 3
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de faire coïncider le plan d’incidence avec le plan des xy, pour que 

s’évanouissent, et alors les deux dernières des conditions ( 5 ), 

réduites à la forme

(6) ? +  £ ,=  ?', D.Ç-t-DsÇ^D*?;',

fourniront précisément les formules de réflexion et de réfraction don

nées par Fresnel pour ce cas particulier. Si, au contraire, le rayon 

incident offre, pour les molécules d’éther, des vibrations renfermées 

dans le plan d’incidence ou parallèles à ce plan, alors, en supposant 

toujours que celui-ci coïncide avec le plan des xy, on déduira des 

quatre premières d’entre les conditions ( 5 ), non seulement les pro

priétés des rayons ordinaires réfléchis et réfractés, comme je l’ai fait 

dans le Ier Volume des Exercices (L'Analyse et de Physique mathéma

tique ( ·) , mais encore les propriétés du troisième rayon, c’est-à-dire 

du rayon qui s’éteint à une très petite distancé de la surface réflé

chissante, soit dans le premier, soit dans le second milieu, et l’on 

obtiendra ainsi les conclusions suivantes :

Soit T la durée d’une vibration moléculaire dans le rayon incident. 

Supposons d’ailleurs que l’épaisseur d’une onde plane, ou, ce qui 

revient au même, la longueur d’une ondulation soit représentée par 1 

dans le rayon incident, et par F dans le rayon réfracté ordinaire. Soit 

encore t l’angle d’incidence, t' l’angle de réfraction, et posons

k ' - — ,K ----- p - >

Représentons par — O2, — Cl"2 les valeurs négatives des deux sommes 

O2 -+- F, Q'2-f- F', la lettre F' désignant ce que devient la constante F 

quand on passe du premier milieu au second; et, en supposant Ci„, 

Cl" positifs, prenons

kII
S

& tt

Enfin, en admettant toujours que, dans le rayon incident, les vibra- 

( i ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI.
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lions des molécules d’éther soient parallèles au plan des xy, posons 

u =  k cosr, u' =  k'cosT', v =  k sinr z= k' sim·', 

lV =  \/k,? -+~ v2, u* — — s/W^+Vï ,

o _  k' _ sinr < 
k siiiT'’

0 sera ce qu’on nomme l’ indice de réfraction, et les équations symbo

liques du rayon incident pourront être réduites à la forme

(7) £ =  a sinr, ï] =  « c o s t , 8 = H e i “I +  T) ' - ‘ , i,)

H désignant un paramètre imaginaire et i une racine carrée de — 1. 

De plus, les équations symboliques du troisième rayon, c’est-à-dire 

du rayon qui s’éteint à très petite distance do la surface réfléchis

sante, pourront être réduites, dans le premier milieu, à la forme

( 8 ) ï// î Siii — 1
K//

et dans le second milieu, à la forme

(9) +  ( v y  — s t î i

Ajoutons que les quantités u(/ et — uw représenteront évidemment les 

coefficients d’extinction du troisième rayon dans le premier et dans 

le second milieu.

Soient maintenant ï ,  F les coefficients de réflexion et de réfraction 

des rayons ordinaires/rcfléchis et réfractés. Soient, en outre,

I I  -  II"
Do) l" =  TT ^ T i 

les coefficients de réflexion et de réfraction du troisième rayon dans 

le premier et dans le second milieu. Les quatre premières des for

mules ( 5 ) donneront

/ J _  (y2— uu') (v2-l·- u„u") — (u '+  u) (U„-|- u")v!i u — u "
1 —  (v24- uu') (v2-t~ u„u") —  (u'—  u) (u„+ u") V2{ U u'.’

Î p _  kk'(v2-f-u„u") ÎU
l —  (v2-i- uu') (v2-h u„u") —  (u' —  UJ (u,,-)- u")v2« u +  u'

( n )
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et, de plus,

,iav ïy _ î ' _  k"k„ k'2 —  k2 v I'
k" k„ v 2h- u „u " kk' u(/ —  u" k

Les conséquences importantes qui se déduisent des formules ( n )  

et (12), dont les deux premières coïncident avec les équations obte

nues dans le Ier Volume des Exercices d ‘Analyse [noir les formules ( 56) 

de la page 174] (*), seront développées dans un prochain article.

4 3 1 .

P hysique mathématique. — Note « /r les rayons lumineux simples 

et sur les rayons évanescents.

C. R., T. XXVIII, p. a5 (8 janvier 1849).

Etant donné un système de molécules, supposées réduites à des 

points matériels, j ’ai appelé mouvement simple du système tout mou

vement infiniment petit, dans lequel les déplacements d’une mo

lécule, mesurés parallèlement à trois axes rectangulaires, sont les 

parties réelles de trois variables imaginaires, respectivement égales 

aux produits de trois constantes imaginaires par une meme exponen

tielle, dont l’exposant imaginaire est une fonction linéaire des coor

données et du temps. J’ai, de plus, nommé déplacements symboliques 

les trois variables imaginaires, dont les déplacements effectifs sont 

les parties réelles. Enfin, j ’ai observé que l’exponentielle variable à 

laquelle les déplacements symboliques sont proportionnels, est le 

produit d’un facteur réel par une exponentielle trigonométrique; et 

ce facteur réel, et l’argument de l’exponentielle trigonométrique, sont 

ce que j ’ai appelé le module et Y argument du mouvement simple. Cela 

posé, il pst facile de reconnaître que tout mouvement simple d’un sys

tème de molécules est un mouvement par ondes planes, les diverses

( 1 ) QEuvres de Cauchy, S. II, T. XI.
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molécules se mouvant dans des plans qui sont parallèles entre eux, 

sans être nécessairement parallèles aux plans des ondes. Un mouve

ment simple est durable et persistant, lorsque son module est indé

pendant du temps, et alors chaque molécule décrit une ellipse qui 

peut se réduire à un cercle ou à une portion de droite. Un tel mou

vement se propagera sans s’éteindre, et les ellipses décrites seront 

toutes pareilles les unes aux autres, si le module se réduit constam

ment à l’unité. Mais, si le module ne se réduit à l’unité que pour 

les points situés dans un certain plan, alors l’amplitude d’une vibra

tion moléculaire, c’est-à-dire le grand axe de l’ellipse décrite par 

une molécule, décroîtra en progression géométrique, tandis que la 

distance de la molécule au plan dont il s’agit croîtra en progression 

arithmétique.

Dans la théorie de la lumière, à un mouvement simple durable et 

persistant du fluide éthéré correspond ce qu’on nomme un rayon lumi

neux simple. La direction du rayon est celle dans laquelle le mouvement 

se transmet à travers une très petite ouverture faite dans un écran. Le 

rayon lui-même est représenté à chaque instant par la courbe que des

sinent, en vertu de leurs déplacements, les molécules primitivement 

situées sur sa direction. Si les molécules décrivent des cercles ou des 

ellipses, le rayon sera polarisé circulairement ou elliptiquement, et 

représenté par une espèce d’hélice ou de spirale à double courbure. 

Cette hélice se changera en une courbe plane, si les vibrations molé

culaires sont rectilignes; et, dans ce cas, le rayon polarisé rectiligne- 

ment deviendra ce que nous appelons un rayon plan.

Le module et ¥ argument d’un rayon lumineux simple ne sont autre 

chose que le module et l’argument du mouvement simple qui lui 

correspond. Si le module se réduit constamment à l’unité, le rayon 

se propagera sans s’affaiblir. Si le module diffère généralement de 

l’unité, l ’amplitude des vibrations lumineuses décroîtra en progres

sion géométrique, tandis que la distance à un plan fixe croîtra en 

progression arithmétique, et alors le rayon de lumière deviendra ce 

que nous appellerons un rayon évanescent. La lumière que renferme
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un rayon évanescent peut être, dans un grand nombre de cas, perçue 

par l’œil. Telle est, en particulier, la lumière verte transmise par voie 

de réfraction à travers une feuille d’or très mince. Telle est encore la 

lumière transmise à travers les faces latérales d’un prisme de verre 

qui a pour bases deux triangles rectangles, et fournie par un rayon 

émergent qui rase la face de sortie, dans le cas où le rayon réfracté 

forme, avec la normale à cette dernière face, un angle supérieur à 

l’angle de réflexion totale. Alors, comme je l’ai dit en 1836 (Tome II, 

page 349) ( 4), le rayon émergent s’éteint graduellement, tandis que 

le rayon incident forme un angle de plus en plus petit avec la face 

d’entrée.

Les coefficients des trois coordonnées dans l ’exponentielle qui carac

térise un rayon simple, c’est-à-dire dans l’exponentielle à laquelle les 

déplacements symboliques des molécules d’éther sont proportionnels, 

méritent une attention particulière. Quand le milieu que l’on consi

dère est un milieu isophane ordinaire, qui ne produit pas la polarisa

tion chromatique, les rayons simples qui peuvent s’y propager sont 

de deux espèces. Pour certains rayons, les trois déplacements symbo

liques de chaque molécule sont proportionnels aux trois coefficients 

dont il s’agit. Pour d’autres rayons, si l’on multiplie respectivement 

les trois coefficients par les trois déplacements symboliques, la somme 

des produits obtenus devra so réduire à zéro. D’ailleurs, dans les mi

lieux isophanes, les directions des rayons lumineux sont généralement 

perpendiculaires aux plans des ondes. Cela posé, on peut affirmer que, 

dans ces milieux, les vibrations des molécules d’éther seront ordinai

rement longitudinales, c’est-à-dire perpendiculaires aux plans des 

ondes, pour les rayons simples d’une espèce, et transversales, c’est- 

à-dire comprises dans les plans des ondes, pour les rayons de l’autre 

espèce, quand ces rayons se propageront sans s’affaiblir, ou, ce qui 

revient au même, quand leurs modules se réduiront constamment à 

l’unité. Mais, quand les modules seront généralement distincts de

(») OEuvres de Cauchy, S. I, T. IV, p. ao.
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l’unité, les rayons simples propagés par les milieux isophanes cesse

ront d’offrir des vibrations longitudinales ou transversales, en deve

nant ce que nous appelons des rayons évanescents. Alors aussi le rayon 

évanescent, qui tiendra la place d’un rayon à vibrations longitudi

nales, sera un rayon simple composé de molécules dont les vibrations 

s’exécuteront dans des plans perpendiculaires aux traces des plans des 

ondes sur le plan fixe correspondant au module i .

Le troisième rayon de lumière, réfléchi ou réfracté par la surface 

de séparation de deux milieux, est précisément l’un de ceux que nous 

appelons évanescents; et, pour expliquer les phénomènes de la réflexion 

et de la réfraction lumineuses, il est nécessaire de tenir compte de ce 

troisième rayon. C’est ce qu’avait vu M. George Green dès l’année 1837 ; 

il avait môme cherché à déduire de cette idée les lois de la réflexion 

de la lumière, en appliquant à la détermination des mouvements de 

l’éther seul la méthode donnée par Lagrange dans la Mécanique ana

lytique,, ou, ce qui revient au même, en faisant coïncider les équations 

de condition relatives à la surface de séparation'des deux milieux 

avec celles qu’on obtient quand on égale entre elles les pressions 

exercées par les deux milieux sur cette surface. Mais, comme je l’ai 

déjà dit, au principe de l'égalité entre ces pressions on doit, dans la 

théorie de la lumière, substituer le principe de la continuité du mou

vement dans l ’éther; et alors, en opérant comme je l ’ai fait dans la 

dernière séance, on arrive directement et promptement à résoudre le 

problème, dont la solution est donnée par des formules nouvelles qui 

comprennent, comme cas particulier, celles de Fresncl. En vertu de 

ces formules nouvelles, le troisième rayon est un rayon évanescent, 

dirigé de manière à raser la surface réfléchissante ou réfringente, et 

composé de molécules qui décrivent des ellipses comprises dans le 

plan d’incidence, les plans des ondes étant à la fois perpendiculaires 

au plan d’incidence et à la surface dont il s’agit. Si, d’ailleurs, on 

conçoit sur une membrane placée tout près de la surface réfléchis

sante ou réfringente l’image de ce troisième rayon, cette image n’of

frira une lumière représentée par une fraction sensible de la lumière
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incidente que dans une épaisseur très petite. Mais cette très petite 

épaisseur ne sera peut-être pas une raison suffisante pour que l’on 

doive désespérer de rendre le troisième rayon sensible à l’œil, sur

tout si l ’on réfléchit à l ’extrême petitesse du diamètre apparent des 

étoiles fixes, qui très probablement doit être, pour un grand nombre 

d’entre elles, inférieur à ^  ou même à 7^ de seconde sexagésimale.

4 3 2 .

P h y s i q u e  m a t h é m a t i q u e . — Mémoire sur la réflexion et la réfraction 

de la lumière, et sur de nouveaux rayons réfléchis et réfractés.

C. R., T. XXVIII, p. 57 (i5 janvier 1 8 4 9 )·

D’expériences faites en 1816 sur deux faisceaux de lumière pola

risée, dont l ’origine est la même, et dont le système produit le phé

nomène des interférences, ou cesse de le produire, suivant que les 

plans de polarisation sont obliques l’un à l’autre ou perpendiculaires 

entre eux, Fresnel avait conclu que, dans’les rayons lumineux, les 

vibrations sont transversales, et qu’en conséquence elles ne font pas 

varier la densité de l’éther. Plus tard, ën s’appuyant, d’une part sur les 

conclusions que nous venons de rappeler, d’autre part sur des induc

tions et des hypothèses plus ou moins vraisemblables, cet illustre phy

sicien est parvenu à découvrir, pour la réflexion de la lumière à la sur

face des corps transparents, des formules qui s’accordent assez bien 

avec l’expérience. Toutefois, cet accord n’est pas complet. Ainsi, par 

exemple, suivant les formules de Fresnel, la lumière réfléchie serait, 

comme Malus l’avait trouvé, entièrement polarisée dans le plan d’in

cidence, sous un certain angle; et cet angle, conformément à la loi 

découverte par M. Brewster, aurait pour tangente l’indice de réfrac

tion. Or les expériences de divers physiciens, particulièrement celles 

de M. Biot et de M. Airy, ont démontré que les corps très réfringents, 

entre autres le diamant, ne polarisent complètement, sous aucune
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incidence, la lumière réfléchie par leur surface. Les formules de Fresnel 

ne pouvaient donc être qu’approximatives, et devaient être remplacées 

par des formules plus générales, qu’il importait de rechercher.

Mais, pour arriver à ces formules générales, il devenait nécessaire 

de donneF pour base aux recherches ultérieures sur la lumière les 

principes mêmes de la Mécanique rationnelle. Tel est l ’objet de plu

sieurs Mémoires que j ’ai publiés à partir de l’année 1829. Ainsi, 

en particulier, dans la séance du 12 janvier 1829, après avoir établi 

et intégré les équations des mouvements infiniment petits d’un sys

tème de points matériels sollicités par des forces d’attraction ou de 

répulsion mutuelle, je déduisais des intégrales obtenues les conclu

sions suivantes :

« i° Si un système de molécules est tellement constitué, que l’élas

ticité de ce système soit la même en tous sens, un ébranlement pro

duit en un point quelconque se propagera de manière qu’il en résulte 

deux ondes sphériques animées de vitesses constantes, mais inégales. 

De ces deux ondes la première disparaîtra, si la dilatation initiale du 

volume se réduit à zéro; et alors, si l’on suppose les vibrations des 

molécules primitivement parallèles à un plan donné, elles ne cesse

ront pas d’être parallèles à ce plan.

» 20 Si un système de molécules est tellement constitué, que l’élas

ticité reste la même en tous sens autour d’un axe parallèle à une droite 

donnée, dans toutes les directions perpendiculaires à cet axe, les équa

tions dû mouvement renfermeront plusieurs coefficients dépendants 

de la nature du système, et l ’on pourra établir entre ces coefficients 

une relation telle, que la propagation d’un ébranlement primitive

ment produit en un point du système donne naissance à trois ondes 

dont chacune coïncide avec une surface du second degré. De plus, si 

l ’on fait abstraction de celle des trois ondes qui disparaît avec la dila

tation du volume quand l’élasticité redevient la même en tous sens, 

les deux ondes restantes se réduiront au système d’une sphère et d’un 

ellipsoïde de révolution, cet ellipsoïde ayant pour axe de révolution 

le diamètre de la sphère. »
OEuvres de C. —  S. I, t. XI.
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L’accord de ces conclusions avec le théorème d’Huygens sur . la 

double réfraction de la lumière dans les ,cristaux à un seul axe 

optique était un motif de croire que l’on pourrait arriver'à déduire 

de la Mécanique moléculaire l’explication des phénomènes lumineux, 

et transformer ainsi le système des ondulations en une théorie mathé

matique de la lumière. Cette croyance put s’appuyer sur une base 

plus solide encore et plus étendue, lorsque, ayant considéré les mou

vements par ondes planes, je parvins à déduire de mes formules, non 

seulement les vibrations transversales de l’éther admises par Fresnel 

et la polarisation dans les cristaux à un axe optique ( ') ,  mais encore 

les lois générales de la polarisation produite par un cristal quelconque 

( 3 1 mai i 83o), la forme connue de la surface des ondes ( i 4 juin 183o), 

les lois de la dispersion des couleurs (Bulletin de Férussac, i 83o, et 

Nouveaux Exercices), le phénomène des ondes et les lois de la diffrac

tion {Comptes rendus, séance du 9 mai 1836), enfin les propriétés des 

rayons évanescents, qui, en pénétrant dans les corps opaques, s’étei

gnent graduellement, et de telle sorte que l’intensité de la lumière 

décroît en progression géométrique pour des profondeurs croissantes 

en progression arithmétique (séance du 11 avril 1836, et Mémoire 

lithographié, août i 836). D’autres recherches, indiquées ou publiées 

dans l’année 1836 {voir en particulier les Nouveaux Exercices, les 

Comptes rendus des séances de l ’Académie des Sciences et le Mémoire 

lithographié), étaient relatives à la réflexion et à la réfraction opérées 

par la surface d’un corps transparent, ou même d’un corps opaque, 

et spécialement d’un métal. Mais, quoique les formules auxquelles 

ces recherches m’avaient conduit s’accordassent assez bien avec l’ex

périence, elles n’offraient pas encore toute la précision qu’on pou

vait espérer d’atteindre, et demeuraient comparables, pour le degré 

d’exactitude, aux formules de Fresnel, avec lesquelles elles coïnci

daient dans le cas où les corps étaient diaphanes. D’ailleurs, elles 

n’étaient pas suffisamment démontrées. Pour obtenir des formules

(i)  D’après ce que m’a dit, à cotte époque, M. Blanchet, les lois de la polarisation par 
les cristaux à un axe optique avaient déjà été déduites par lui de mes formules.
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plus exactes, et que l’on pût appliquer avec une entière confiance, il 

était indispensable de rechercher quelles étaient, pour la lumière 

transmise d’un milieu dans un autre, les conditions relatives à la sur

face de séparation des deux milieux. Or cette question était d’autant 

plus épineuse, qu’ici l’on se trouvait naturellement induit en erreur 

par la méthode même ordinairement employée poùr l’établissement 

de semblables conditions. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Dans l’Hydrostatique et dans la théorie des corps élastiques, les 

conditions relatives à la surface de séparation de deux milieux sont 

celles qu’on obtient en égalant entre elles les pressions intérieure et 

extérieure supportées par la surface en un point quelconque. Le 

principe de l’égalité entre ces pressions conduit d’ailleurs au même 

résultat que la formule générale d’équilibre ou de mouvement donnée 

par Lagrange dans la Mécanique analytique. Cela posé, on peut être, 

au premier abord, tenté d’appliquer le principe ou la formule dont il 

s’agit à la théorie de la lumière. Mais cette application ne serait pas 

légitime. En effet, supposons, pour fixer les idées, que l’on mette en 

présence l’une de l’autre deux masses de fluide éthéré, comprises 

dans deux corps solides ou fluides séparés par une surface plane. La 

pression supportée par un élément infiniment petit de cette surface 

sera la résultante des actions exercées à travers l’élément par les mo

lécules du corps et de l’éther situés d’un certain côté, sur les molé

cules du corps et de l’éther situés de l’autre côté. Or, supposons que 

la résultante des actions exercées par les molécules de l’éther soit très 

petite vis-à-vis de la résultante des actions exercées par les molécules 

de chaque corps, et concevons qu’un mouvement infiniment petit 

soit transmis d’un corps à l’autre, à travers la surface de sépara

tion. Alors, dans une première approximation, on pourra, il est vrai, 

faire abstraction des molécules d’éther, et déduire du principe d’éga

lité entre les pressions intérieure et extérieure les conditions rela

tives à la surface qui devront être jointes aux équations des mouve

ments vibratoires et infiniment petits des corps donnés. Mais on ne 

pourra pas, en faisant abstraction des molécules des corps, appliquer
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le principe énoncé aux seules molécules d’éther; car cela reviendrait 

a effacer, dans les équations de condition obtenues, les termes sen

sibles, et à y conserver uniquement ceux qui peuvent être négligés 

sans inconvénient.

Il faut donc de toute nécessité, quand il s’agit de la théorie de la 

lumière, remplacer la méthode de Lagrange par une méthode nou

velle, ou, ce qui revient au même, remplacer le principe d’égalité 

entre les pressions extérieure et intérieure par un nouveau principe. 

Effectivement, les lois de la réflexion et de la réfraction lumineuses 

peuvent être déduites de la méthode nouvelle que j ’ai développée 

dans les Comptes rendus de 1839, ou, mieux encore, du nouveau prin

cipe exposé dans l’article qui a 'été lu à la séance du 24 juillet 1848, 

et qui doit paraître prochainement dans le Recueil des Mémoires de 

l ’Académie. Suivant ce nouveau principe, lorsque la lumière se pro

page dans un milieu donné, ou se transmet d’un milieu dans un autre 

à travers la surface qui sépare ces deux milieux, il doit y avoir, en 

général, continuité du mouvement dans l ’éther, c’est-à-dire que les 

déplacements moléculaires mesurés parallèlement aux axes coor

donnés, et les dérivées de ces déplacements prises par rapport aux 

variables indépendantes, ou, du moins, celles de ces dérivées dont 

les valeurs ne sont pas déterminées par lès équations des mouvements 

infiniment petits, doivent être généralement des fonctions continues 

de ces variables, ou, en d’autres termes, varier par degrés insensibles 

avec les coordonnées et le temps. On se trouve immédiatement con

duit à ce principe, dès l’ instant où l’on admet que les mouvements 

infiniment petits de l’éther peuvent être représentés, dans chaque 

milieu, par des équations linéaires aux dérivées partielles, et à coeffi

cients constants; attendu que la continuité d’une fonction dans le voi

sinage d’une valeur attribuée à une variable indépendante est une 

condition nécessaire de l’existence d’une valeur correspondante de la 

dérivée.

Cela posé, concevons que, deux milieux étant séparés l’un de l’autre 

par une surface plane, on prenne un axe perpendiculaire à cette sur-
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face pour axe des x, puis la surface elle-même pour plan des y, s; et 

supposons qu’un rayon simple de lumière, propagé dans le premier 

milieu, vienne tomber sur la surface dont il s’agit. Si, comme il est 

naturel de le croire, Je rayon de la sphère d’activité sensible d’une 

molécule d’éther est très petit par rapport à une longueur d’onde 

lumineuse, le rayon incident se propagera, en se modifiant, à travers 

la surface de séparation des deux milieux, et donnera naissance à des 

rayons réfléchis et réfractés. D’ailleurs, les lois de la réflexion et de 

la réfraction pourront se déduire des équations qui représenteront 

les mouvements infiniment petits de l’éther dans les deux milieux, 

jointes au principe de la continuité du mouvement dans l’éther. Si, 

dans une première approximation, les équations des mouvements 

infiniment petits peuvent être réduites à des équations aux dérivées 

partielles, qui soient du second ordre, non seulement par rapport 

au temps, mais encore par rapport aux coordonnées, alors, en vertu 

du principe énoncé, les déplacements moléculaires et leurs dérivées 

du premier ordre prises par rapport à l’abscisse x ,  devront, à des 

distances infiniment petites de la surface de séparation, conserver les 

mêmes valeurs, quand on passera d’un milieu à l ’autre. D’ailleurs, un 

déplacement, mesuré dans chaque milieu parallèlement à un axe fixe, 

sera la somme des déplacements mesurés parallèlement au même axe 

dans les divers rayons, savoir : dans les rayons incidents et réfléchis,

• s’ il s’agit du premier milieu, et, s’il s’agit du second, dans les rayons 

réfractés.

Si les équations des mouvements infiniment petits pouvaient être 

sensiblement réduites, non plus au second ordre, mais au quatrième 

ordre, au sixième, etc., alors, parmi les dérivées des déplacements 

moléculaires, relatives à l ’abscisse x ,  celles qui devraient, à des 

distances infiniment petites de la surface réfléchissante et réfrin

gente, conserver les mêmes valeurs quand on passerait d’un milieu 

à l’autre, ne seraient plus seulement les dérivées du premier ordre, 

mais les dérivées d’un ordre inférieur au quatrième, au sixième, etc.

Une première loi de réflexion et de réfraction, qui, dans la théorie
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de la lumière, se déduit du principe de la continuité du mouvement 

dans l’éther, et qui se déduirait aussi, dans la théorie des corps élas

tiques, du principe de l’égalité entre les pressions intérieure et exté

rieure supportées par la surface de séparation de deux milieux, c’est 

que des mouvements simples, incident, réfléchis et réfractés sont tou

jours du nombre de ceux qui ont été nommés mouvements correspon

dants. Ajoutons que des mouvements simples, réfléchis et réfractés, 

mais durables et persistants, doivent toujours offrir, quand ils se pro

pagent sans s’affaiblir, des ondes planes que leur vitesse de propaga

tion éloigne de plus en plus de la surface réfléchissante ou réfrin

gente, et quand ils s’affaiblissent en se propageant, des vibrations 

moléculaires dont l’amplitude diminue en progression géométrique, 

tandis que la distance à la surface croît en progression arithmétique. 

La loi que nous venons de rappeler suffit pour déterminer les direc

tions des ondes planes, liquides, sonores, lumineuses, etc., qui 

peuvent être réfléchies ou réfractées par la surface de séparation de 

deux milieux. Dans la théorie de la lumière, elle fournit immédiate

ment : i° quand on considère des corps isophanes, l’égalité des angles 

d’incidence et de réfraction et le théorème de Descartes, qui réduit à 

une quantité constante le rapport des sinus d’incidence et de réfrac

tion; 2° quand on considère des corps doublement réfringents, les 

règles établies par Malus et par M. Biot pour la détermination des 

rayons réfléchis par la seconde surface des cristaux à un ou à deux 

axes optiques.

Au reste, la loi ici rappelée n’est pas la seule qui se déduise de la 

continuité du mouvement dans l’éther. Ce principe fournit encore, 

avec une grande facilité, les diverses circonstances de la réflexion et 

de la réfraction lumineuses, par exemple les directions et les ampli

tudes des vibrations de l’éther, ou, en d’autres termes, le mode de 

polarisation et l’intensité de la lumière réfléchie ou réfractée par la 

surface d’un corps transparent ou opaque. On arrive ainsi, eh parti

culier, aux formules établies par les corps isophanes et transparents, 

dans les Comptes rendus de 1839 (séances des i eret 8 avril, du 24 juin,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N» 432. m

du ï er juillet, du 25 novembre et du 2 décembre) et reproduites dans 

les Exercices d ’ Analyse et de Physique mathématique. Ces formules qui, 

comme on le voit, se déduisent directement des principes fondamen

taux de la Mécanique moléculaire, sont précisément celles qui ont 

été vérifiées par les expériences de M. Jamin. Elles renferment, avec 

l’angle d’incidence et l ’indice de réfraction, les coefficients d’extinc

tion de deux rayons évanescents, qui, propagés dans le premier et 

dans le second milieu le long de la surface de séparation, n’offrent 

de lumière sensible qu’à de très petites distances de cette surface. 

Ces deux rayons évanescents, dont chacun tient la place d’un mouve

ment à vibrations longitudinales, influent nécessairement sur la pro

duction des phénomènes de réflexion et de réfraction lumineuses; 

et si, après avoir fait cette remarque, dans son Mémoire du 11 dé

cembre 1837, M. Green n’a pas obtenu définitivement les véritables' 

lois de ces phénomènes, cela nous paraît tenir principalement à ce 

qu’il a cru pouvoir appliquer à l’éther considéré isolément la for

mule générale du mouvement donnée par Lagrange.

Il est bon d’observer que les carrés des vitesses avec lesquelles les 

ondes lumineuses se propagent dans un milieu donné sont générale

ment fournies par une équation du troisième degré, qui offre deux 

racines égales, quand ce milieu devient isophane. Si la troisième 

racine correspondante au troisième rayon, ou, ce qui revient au 

même, au rayon évanescent, se réduisait à zéro pour, chacun des 

milieux donnés, les deux rayons évanescents propagés le long de la 

surface de séparation disparaîtraient, et les formules de-la réflexion 

et de la réfraction lümineuses se réduiraient aux formules de Fresnel. 

Ainsi les formules de Fresnel sont, dans la théorie de la lumière, ce 

que sont en Astronomie les lois de Kepler, ou, en d’autres termes, 

les formules du mouvement elliptique auxquelles on parvient en fai

sant disparaître les planètes perturbatrices. La lumière réfléchie, qui, 

suivant les formules de Fresnel, peut toujours être complètement 

polarisée sous un certain angle, ne pourra plus l’être, en vertu des 

nouvelles formules, que dans le cas particulier où les coefficients
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d’extinction des deux rayons évanescents deviendraient égaux entre 

eux. Dans le cas contraire, si l’on décompose un rayon incident pola

risé rectilignement en deux rayons plans, renfermés, l’un dans le plan 

d’incidence, l’autre dans le plan perpendiculaire, les nœuds dopes 

derniers seront inégalement déplacés par la réflexion, et il en résul

tera entre les deux rayons une différence de phases qui sera surtout 

sensible quand la tangente de l’angle d’incidenee se rapprochera beau

coup de l’indice de réfraction. Enfin, dans une première approxima

tion, cette différence de phases, diminuée de tt, sera la somme de 

deux angles positifs, mais inférieurs à 7t, dont les tangentes trigono- 

métriques seront les produits qu’on obtient quand on multiplie le 

sinus d’incidence par la tangente de la somme ou de la différence 

entre les angles d’incidence et de réfraction, et par un très petit coef

ficient e. Ajoutons que, si l’on nomme 1 la longueur d’ondulation dans

le rayon incident, k =  ^  la caractéristique de ce rayon, et kf/, k" les

coefficients d’extinction des rayons évanescents sous l’incidence per

pendiculaire dans le premier et dans le second milieu, le coefficient

• , k k
très petit e se réduira sensiblement à la différence et qu’en

k
conséquence, si z est positif, k" sera inférieur au rapport -· De cette

remarque, jointe aux formules établies dans la séance du 8 janvier, 

on déduit aisément une limite inférieure à l’amplitude des vibrations 

lumineuses dans le rayon évanescent que propage un milieu corres

pondant à une valeur positive de e. Supposons, pour fixer les idées, 

que dans le rayon incident la longueur d’ondulation 1 ait la valeur 

moyenne d’un demi-mjllième de millimètre, et que ce rayon, polarisé 

perpendiculairement au plan d’incidence, soit réfléchi sous un angle 

de 45° par une plaque de réalgar. On aura sensiblement, d’après 

M. Jamin, £ =  0,00791, l ’indice de réfraction étant 2 ,454 ; et, en 

vertu de ce qui a été dit ci-dessus, le rayon évanescent propagé dans 

la plaque sera un rayon filiforme, ou, en d’autres termes, un rayon 

d’une très petite épaisseur, dans lequel l’amplitude des vibrations
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lumineuses décroîtra très rapidement avec la distance à la surface. On 

pourra d’ailleurs calculer une limite inférieure de cette amplitude, et 

l’on reconnaîtra que, si on la représente par l’unité dans le rayon inci

dent, elle surpassera, sur la surface même, la fraction 0,295; puis à

des distances égales a —  ou à — ? c’est-à-dire au centième ou au 

dixième d’une longueur d’ondulation, les fractions o, i 33 et o,oooio5 . 

Remarquons en outre qu’une épaisseur égale à vue à une distance

d’un décimètre, sous-tendra un angle très peu différent d’une seconde 

sexagésimale, et par conséquent supérieur, d’après les observations 

d’Herschel, au diamètre apparent de Sirius.

Une dernière observation, qui n’est pas sans importance, c’est que, 

dans le cas où les équations des mouvements infiniment petits de 

l’éther sont réduites non plus au second ordre, mais au quatrième, 

au sixième, etc., la .théorie précédente fournit de nouveaux rayons 

réfléchis et réfractés. Ces nouveaux rayons, dont les directions for

ment généralement avec la normale à la surface réfléchissante des 

angles très petits, correspondent aux diverses racines de l’équation 

qui sert à déduire de la durée des vibrations moléculaires la lon

gueur des ondulations prise pour inconnue. Les formules que j ’ai 

obtenues dans les Nouveaux Exercices, et qui expriment les lois de la 

dispersion des couleurs, permettent de fixer aisément les directions et 

les intensités de ces nouveaux rayons, ainsi que je l’expliquerai dans 

un prochain article.

4 3 3 .

P h y s iq u e  m a t h é m a t iq u e . — Rapport concernant un Mémoire de M. J am in  

sur la réflexion de la lumière à la surface des corps transparents.

C. R., T. XXVIII, p. 121 (22 janvier 1849).

Lorsqu’un rayon de lumière, propagé dans un certain milieü, dans 

l’air par exemple, tombe sur la surface extérieure d’un corps transpa-i

OEuvres de C· —  S. I, t. XI.
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rent, on voit paraître de nouveaux rayons qui se propagent à partir dé 

cette surface, et que l’on nomme réfléchis ou réfractés. Or il importe 

de connaître et de constater, non seulement les diverses circonstances 

de la réflexion et de la réfraction lumineuses, mais encore les lois dé 

ces deux phénomènes. Sous ce double rapport, les nouvelles expé

riences et recherches de M. Jamin nous paraissent devoir être rangées 

parmi celles qui peuvent efficacement contribuer au progrès de la 

science. Entrons à. ce sujet dans quelques détails.

On sait qu’un rayon de lumière offre ce qu’on appelle la polarisa

tion rectiligne, circulaire ou elliptique, lorsqu’il est du nombre de 

ceux que l’on considère, dans le système des ondulations, comme 

renfermant des molécules d’éther dont chacune décrit une poition 

de droite, un cercle ou une ellipse. On sait encore qu’un rayon pola

risé rectilignemcnt disparaît lorsqu’on l’observe dans un azimut con* 

venablement choisi, à travers un analyseur, par exemple à travers 

une plaque de tourmaline ou un prisme de Nicol. On sait, enfin, que 

la couleur communiquée à un rayon polarisé rectilignement qui tra

verse d’abord une lame biréfringente d’une épaisseur convenable, 

spécialement une lame de chaux sulfatée, puis un analyseur, se mo

difie quand la polarisation devient elliptique ou circulaire. C’est à 

l’aide de ce dernier moyen, joint à l’emploi de la lumière solaire, 

que M. Jamin est parvenu à reconnaître l’étendue et la généralité 

d’un phénomène jusqu’ici observé par les physiciens dans un petit 

nombre de cas seulement. D’une expérience faite par Malus en 1808, 

il résultait qu’une plaque de verre polarise complètement, dans le 

plan d’incidence, la lumière réfléchie par sa surface sous un angle 

de 57°.

En substituant au Verre un grand nombre de substances diverses, 

M. Brewster trouva que chacune d’elles polarisait complètement la 

lumière réfléchie sous un angle dont la tangente "était l ’indice de 

réfraction. Toutefois M. Biot et d’autres physiciens montrèrent que 

la polarisation devient incomplète quand la réflexion est produite par 

la surface d’un corps très réfringent, du diamant par exemple; et,
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dans la lumière réfléchie par ce dernier corps, M. Airy reconnut les 

caractères de la polarisation elliptique. Il résulte des expériences 

de M. Jamin que ce genre de polarisation est généralement produit 

par la réflexion de la lumière à la surface de presque tous les corps, 

non seulement de ceux qui sont très réfringents, mais aussi de ceux 

qui réfractent peu la lumière, et du verre en particulier, sous des 

incidences ordinairement peu différentes de l’angle considéré par 

M. Brewster. Les exceptions à cette règle sont extrêmement rares; 

et si, jusqu’à présent, on n’a pas reconnu la polarisation elliptique 

dans les rayons réfléchis par les corps dont le pouvoir réfringent est 

peu considérable-, cela tient surtout à ce que, pour une certaine inci

dence, la lumière transmise au travers de l’analyseur échappait à l ’oeil 

en raison d’une trop faible intensité.

Après avoir constaté la polarisation incomplète des l’ayons réfléchis 

par la plupart des corps transparents, M. Jamin a voulu mesurer avec 

exactitude les effets de la réflexion. Pour y parvenir, il a .fait con

struire un nouvel appareil d’une précision remarquable. Dans cet 

appareil, un rayon solaire, polarisé par un prisme de Nicol dans un 

certain azimut, se transforme, quand' il est réfléchi sous une incidence 

convenable, en un rayon doué de la polarisation elliptique,, et, par 

conséquent, décomposablc en deux rayons plans, qui, polarisés, le 

premier dans le plan d’incidence, le second dans un plan perpendi

culaire, offrent des nœuds distincts et des phases inégales; puis la 

différence de phases entre les deux rayons composants se trouve 

détruite par un compensateur ( () à plaques croisées qui glissent 

l’un sur l’autre, et se mesure à l’aide d’une vis micrométrique. Le 

rayon réfléchi étant alors réduit à un rayon plan, l’observateur le 

reçoit sur un analyseur à l ’aide duquel il détermine son azimut..

(*) On sait que M. Babinet a formé le compensateur, ici utilisé par M. Jamin, en tail
lant sous le mémo angle, dans un cristal de quartz, deux prismes à base triangulaire, 
qui offrent, le premior des arêtes parallèles, le second des arêtos perpendiculaires à l’axe 
optique, et en substituant le système de ces deux prismes superposés au système de 
deux pilaques croisées, mais à épaisseurs constantes, dont M. Biot avait signalé les pro
priétés. .
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M. Jamin remarque, avec raison, qu’il est utile de donner au rayon 

incident fourni par le polarisateur un azimut peu différent d’un angle 

droit, et que cette dernière condition, supposée remplie, augmente 

considérablement l’exactitude des résultats déduits de l’observation. 

Dans toutes les expériences de M. Jamin, l’azimut du rayon incident 

était de 84°.

Après avoir étudié, comme on vient de le dire, les effets de la 

réflexion produite sous des incidences diverses par un grand nombre 

de corps, M. Jamin n’a rencontré que deux substances qui lui aient 

paru offrir le phénomène de la polarisation complète, savoir : la 

ménilite, et l ’alun taillé perpendiculairement à l ’axe de l’octaèdre 

qui représente sa molécule intégrante. Pour toutes les autres sub

stances, l’angle d’incidence qui avait pour tangente l’indice de réfrac

tion était, non pas un angle de polarisation complète, mais, à très 

peu près, un angle de polarisation maximum.

Lorsqu’un rayon simple et polarisé rectilignement, après avoir été 

réfléchi sous une incidence quelconque par un des corps transparents 

qui sont aptes à produire le phénomène de la polarisation complète, 

est décomposé en deux rayons polarisés, l’un dans le plan d’inci- 

dence, loutre perpendiculairement à ce plan, la différence de phases 

entre le premier et le second des deux rayons composants peut être, 

comme l’on sait, représentée, au signe près, ou par une demi-circon

férence te, ou par une circonférence entière 2 tc, suivant que l’inci

dence adoptée est inférieure ou supérieure à l’angle de polarisation. 

Si, à un corps qui polarise complètement la lumière, on substitue un 

métal, la différence de phases dont il s’agit variera par degrés insen

sibles, depuis l’incidence normale jusqu’à l’ incidence rasante, en 

passant d’une manière continue de la limite te à la limite 2 te (voir le 

Tome II des Comptes rendus, p. 428). Enfin, si la lumière est réfléchie 

par une substance transparente quelconque, alors, comme le consta

tent les expériences de M. Jamin, la différence de phases, sensiblement 

stationnaire dans le voisinage de l’incidence rasante ou normale, pas

sera de la limite te à la limite 2 te, tandis que l’angle d’incidence variera,
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entre deux valeurs extrêmes qui, pour les corps peu réfringents, seront 

toutes deux très voisines de l’angle de polarisation maximum. Ajou

tons que les expériences de M. Jamin, après lui avoir donné des 

valeurs positives de la différence des phases pour la plupart des sub

stances employées, ont fourni pour trois d’entre elles des valeurs 

négatives.

Ce changement de signe dans la différence des phases est d’autant 

plus remarquable qu’il n’était pas prévu. Les trois substances pour 

lesquelles il a été constaté par M. Jamin sont le silex résinite, l’hyalite 

et la fluorine, qui, toutes trois, offrent un indice de réfraction peu 

différent de i , 43 .

Parlons maintenant des conséquences importantes qui se déduisent, 

sous le rapport théorique, des expériences de M. Jamin.

En partant de la notion des vibrations transversales de l’éther, 

déduite d’expériences qu’il avait faites avec M. Arago, et de quelques 

hypothèses plus ou moins vraisemblables, Fresnel était parvenu à 

découvrir, pour la réflexion et la réfraction de la lumière à la surface 

des corps transparents, des formules qui supposaient l’existence d’un 

angle.de polarisation complète. D’autre part, lorsque l’on conserve, 

conformément aux indications de l’Analyse mathématique, la notion 

des vibrations transversales dans les rayons lumineux, et que, en 

même temps, on substitue aux hypothèses admises par Fresnel les 

principes de la Mécanique moléculaire, spécialement le principe de 

la continuité du mouvement dans l’éther, tel qu’il a été défini dans 

* la précédente séance, on arrive aux formules que l’un de' nous a éta

blies dans l’année 1839 (Tomes VIII et IX des Comptes rendus, séances 

du i er avril et du 25 novembre), et qui comprennent, comme cas par

ticulier (Tome VIII, p. 471)» les formules de Fresnel. Enfin, si, à l’aide 

des nouvelles formules, on détermine la différence de phases entre les 

deux rayons composants dont le système peut être substitué à un rayon 

réfléchi doué de la polarisation elliptique, cette différence, diminuée 

de tc, se réduira, dans une première approximation, à la somme de 

deux angles positifs, mais inférieurs à tc, dont les tangentes trigono-
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métriques seront

ssinTtang(TH-T'), s sih7 tang(T — t'),

t étant l’angle d’incidence, t' l’angle de réfraction, et e un coefficient 

très petit. Ajoutons que si, 1 étant la longueur d’ondulation dans le 

rayon incident, on pose k =  on aura sensiblement

k k

k(/, k" étant les coefficients d’extinction des rayons évanescents, sous 

l’ incidence normale, dans l’air et dans le corps donné.

Or, après avoir opéré comme il a été dit ci-dessus, et reconnu que 

la polarisation incomplète de la lumière réfléchie par la plupart des 

corps ne permet plus en général d’appliquer aux phénomènes de la 

réflexion sous une incidence quelconque les formules de Frcsnel, 

AT. Jamin a voulu comparer les résultats de ses expériences avec ceux 

que fournissent les nouvelles formules. Ici, comme dans ses précé

dentes recherches, la théorie s’est accordée avec l’observation d’une 

manière inespérée, Ainsi, par exemple, le rayon incident étant réfléchi 

par le sulfure d’arseqic sous une incidence variable de 5o° à 85°, le 

rapport de la différence de phases produite par la réflexion à une 

demi-circonférence avarié do 1,018 à 1,979; dans une trentaine 

d’expériences correspondantes à autant d’incidences diverses, la dif

férence entre les nombres fournis par l ’observation et la théorie a 

presque toujours été inférieure à 0,01.

Il est utile de le remarquer, les nouvelles formules renferment seu

lement, avec l’angle d’incidence, deux constantes qui dépendent de 

la* nature du corps soumis à l ’expérience, savoir, Y indice de réfraction 

et le coefficient e, nommé coefficient d’ellipticité par M. Jamin. La con

stance de ces deux coefficients a été diversement établie. La constance 

du premier ou de l’indice de réfraction est la loi de Descartes, établie 

d’abord par l’expérience, puis confirmée par la théorie. La constance 

du second, indiquée d’abord et prévue par la théorie, se trouve aujour-
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d’hui Confirmée par les expériences de -M. Jamiri. Ajoutons que les 

données fournies par ces expériences ont permis à Mi Jamin de déter

miner, à l’aide de la réflexion seülo; et avec une grande exactitude, 

les indices de réfraction des substances qu’il avait employées.

D’après ce qui a été dit plus haut; t ou le Coefficient d’ellipticité est 

la différence de deux fractions qui offrent un numérateur commun et 

qui ont pour dénominateurs les coefficients d’extinction dü rayon éva

nescent dans l’air et dans le cofps soumis à l’expérience. Par suite, 

£ s’évanouira, et la polarisation sëra complète sous une certaine inci

dence, si les coefficients d’extinction mesurés dans l’air et dans le 

corps sont égaux. Dans le cas contraire, £ sera positif ou négatif, avec 

la différence de phases produite par la réflexion, suivant que le pre

mier des coefficients d’extinction; mesuré dans l’air, sera supérieur ou 

inférieur au second. Dans leS Comptes rendus de i 83c) (2e semestre), 

la l’application faite à la page 729 des formules générales données à 

page 687 ( ')  supposait implicitement que le coefficient d’extinction 

mesuré dans l’air devient infini, et, dans cette hypothèse particulière, 

£ no pouvait être que positif. M. Jamin ayant prouvé par ses expé

riences que £ devient négatif pour certaines substances, il faut en 

conclure que le coefficient d’extinction du rayon évanescent dans 

l’air conserve une valeur finie, et qu’en conséquence l’intensité de 

la lumière dans ce rayon n’est pas rigoureusement nulle.

Remarquons encore que si la lumière, au lieu de passer de l’air 

dans un premier oü dans un second corps diaphane, était transmise 

du premier corps au second, la valeur de £ correspondante à cette 

troisième hypothèse se déduirait immédiatement des valeurs de t  

relatives aux deux premières et s’évanouirait, si ces valeurs étaient 

égales, en donnant naissance au phénomène de la polarisation com

plète des rayons réfléchis sous une certaine incidence, Il serait bon 

de vérifier; par des observations directes, ces conséquences de la 

théorie. Ce serait là Un nouveau sujet de recherches sur lequel nous 

appellerons volontiers l’attention de M. Jamin,

(*) OEuvres de Cauchy  ̂S. I, T. V, p. 40-39.
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En résumé, les Commissaires sont d’avis que le Mémoire soumis à 

leur examen peut contribuer efficacement aux progrès de la science, 

non seulement en raison de la précision des méthodes d’expérimen

tation employées par l’auteur, mais aussi à cause des résultats qu’ont 

donnés les expériences, et de l’appui qu’elles apportent à la théorie 

de la lumière, en confirmant les lois de réflexion que fournissent les 

principes de la Mécanique moléculaire. Ils pensent,' en conséquence, 

que le Mémoire de M. Jamin est très digne d’être approuvé par l’Aca

démie et inséré dans le Recueil des Savants étrangers.

4 3 4 .

C. R„ T. XXVIII, p. 161 ( 5  février i 84o)-

. M. A u g u s t in  C a u c h y  présente une Note sur la détermination simul

tanée de l’indice de réfraction d’une lame ou plaque transparente, 

et de l’angle compris entre deux surfaces planes qui terminent cette 

plaque.

4 3 5 . ·

A n a l y s e  e t  P h y s iq u e  m a t h é m a t iq u e s . — r Mémoire sur les fonctions

discontinues.

C. R., T. XXVIII, p. 277 (26 février 1849).

Dans les problèmes d’Analyse et de Mécanique, les valeurs des 

inconnues peuvent être souvent représentées par des fonctions con

tinues des variables indépendantes. C’est ce qui arrive par exemple 

en Astronomie, quand on détermine les mouvements des corps 

célestes, puisque les coordonnées qui fixent la position d’un astre 

à une époque quelconque sont évidemment des fonctions continues 

de ses coordonnées initiales et du temps.

Ce n’est pas tout : la plupart des questions que l’on résout en 

intégrant des équations différentielles ou aux dérivées partielles,
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par exemple les problèmes qui, dans la Physique mathématique, 

se ramènent à l’ intégration d’équations linéaires aux dérivées par

tielles et à coefficients constants, semblent, au premier abord, ne 

devoir introduire dans le calcul que des fonctions continues. En effet, 

comme je l’ai remarqué dans un précédent Mémoire, supposer qu’une 

inconnue est déterminée par une équation linéaire aux dérivées par

tielles et à coefficients constants, c’est supposer implicitement que 

cette inconnue est une fonction continue des variables indépen

dantes, attendu que la continuité d’une fonction dans le voisinage 

d’une valeur particulière attribuée à une variable indépendante est 

une condition nécessaire de l’existence d’une valeur correspondante 

de la dérivée.

Toutefois, pour qu’un problème de Physique, qui exige l’intégration 

de certaines équations linéaires, puisse être complètement résolu, il 

est nécessaire de joindre aux équations dont il s’agit la connaissance 

de l’état initial des corps que l’on considère et les conditions rela

tives aux limites de ces mêmes corps. Or cet état initial et ces limites 

peuvent introduire dans le calcul des fonctions discontinues. Ainsi, 

en particulier, si les équations proposées représentent les vibrations 

infiniment petites d’un système de molécules réduites à des points 

matériels, le mouvement pourra résulter d’un ébranlement initial pri

mitivement circonscrit dans des limites très resserrées. Or il est clair 

que, dans ce cas, les déplacements des molécules et leurs vitesses ini

tiales, considérés comme fonctions des coordonnées, pourront varier 

d’une manière continue entre les limites dont il s’agit, mais devien

dront généralement discontinues quand on atteindra ces limites, qu’on 

ne pourra dépasser sans que les mêmes fonctions passent tout à coup 

d’une valeur sensible à une valeur nulle.

Les fonctions discontinues, ainsi introduites dans le calcul par la 

considération de l’état initial d’un système de points matériels, se 

retrouvent dans les intégrales des équations qui représentent le mou

vement du système. Seulement les variables indépendantes que con

tenaient ces fonctions y sont remplacées par de nouvelles quantités

OEueres de C. —  S. I, t. XI. 1 6

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



122 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

variables, quelquefois même par des expressions imaginaires. De 

plus, il peut arriver que les intégrales obtenues soient exprimées, 

non en termes finis, mais en séries qui renferment, avec les fonctions 

discontinues, leurs dérivées des différents ordres.

Eu égard à ces diverses circonstances, les fonctions discontinues 

donnent naissance, dans les problèmes de Mécanique et de Physique, 

à des difficultés graves ou à des contradictions apparentes et à de sin

guliers paradoxes qu’il importe de signaler et d’éclaircir. Entrons à 

ce sujet dans quelques détails.

Une première difficulté est de savoir ce que devient une fonction 

discontinue de variables réelles, qui s’évanouit hors de certaines 

limites, quand ces variables sont remplacées par des expressions ima

ginaires, et surtout ce que deviennent alors les limites dont il s’agit.

Une seconde difficulté réside dans la contradiction apparente qui 

existe, pour l’ordinaire, entre les intégrales exprimées en termes 

finis quand elles renferment des fonctions discontinues, et les déve

loppements de ces mêmes intégrales en séries convergentes.

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’une colonne d’air 

renfermée dans un cylindre infiniment étroit dont l’axe soit pris pour 

axe des abscisses, et que le mouvement soit occasionné par un dépla

cement primitif et infiniment petit des molécules situées dans le voi

sinage du point pris pour origine. Alors, au bout du temps t, le 

déplacement d’une molécule d’air correspondante à l’abscisse x  sera 

représenté par l’intégrale de l’équation linéaire que l’on nomme équa

tion du son; et l’on conclura de cette intégrale exprimée en termes 

finis que le mouvement se propage, dans la colonne d’air, de part et 

d’autre de l’origine, avec deux vitesses de propagation égales entre 

elles, mais dirigées en sens opposés. Ajoutons que, si l’on déve

loppe la même intégrale suivant les puissances ascendantes de l, on 

obtiendra une intégrale en série qui paraîtra satisfaire encore à toutes 

les données du problème, et qui néanmoins entraînera des conclu

sions contraires à celles que nous venons d’énoncer. En effet, dans 

l’intégrale en série, chacune des puissances de t se trouvera multi-
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pliée par une fonction de x ,  qui s’évanouira pour toute valeur de x  

sensiblement différente de zéro; par conséquent, la somme de la série 

s’évanouira au bout du temps t, comme au premier instant, pour tout 

point situé aune distance notable de l’origine; d’où il semblera légi

time de conclure que les molécules d’air primitivement déplacées 

vibreront, mais sans que leur mouvement de vibration se propage 

en passant de ces molécules à d’autres. Ainsi, tandis que l’intégrale 

en termes finis indique des vibrations sonores qui se propagent avec 

une vitesse constante, l’ intégrale en série semble indiquer les vibra

tions stationnaires.

Les difficultés que nous venons de signaler et toutes les difficultés 

analogues disparaîtraient, si l’état initial d’un système était repré

senté, non plus à l’aide d’une ou de plusieurs fonctions discontinues, 

mais à l’aide de fonctions continues dont chacune offrît, pour des 

valeurs quelconques, réelles.ou même imaginaires des variables indé

pendantes, une valeur différente de zéro. C’est donc à la discontinuité 

des fonctions introduites dans le calcul que tiennent les difficultés 

dont il s’agit. 11 est naturel d’en conclure que, pour éclaircir les 

points douteux et pour faire cesser les contradictions, il suffira de 

rétablir la continuité. On y parvient en considérant les fonctions 

discontinues comme des valeurs particulières de fonctions plus géné

rales, mais continues, desquelles on les tire en réduisant à zéro un 

paramètre spécial.

Il importe d’observer que les fonctions discontinues introduites 

dans le calcul par la considération de l’état initial d’un système ne 

cessent généralement d’être continues que pour certaines valeurs des 

variables qu’elles renferment. Ainsi, par exemple, il arrive souvent 

qu’une fonction discontinue d’une ou de plusieurs variablestse con

fond entre des limites données de ces variables avec une certaine
4

fonction continue, et passe brusquement, hors de ces limites, d’une 

valeur sensible à une valeur nulle. Il y a plus : une fonction discon

tinue qui ne satisfait pas à de telles conditions peut ordinairement 

se partager en plusieurs autres qui remplissent des conditions ana-
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logues; et, par suite, on peut se borner à établir la théorie des fonc

tions discontinues dans le cas particulier que nous venons d’indiquer. 

Ajoutons que, dans ce cas, la fonction discontinue peut être consi

dérée comme équivalente au produit de la fonction continue donnée 

par un coefficient qui se réduise toujours à l’unité entre les limites 

proposées, et à zéro en dehors de ces limites. Ce coefficient, que j ’ap

pellerai limitateur, peut être regardé lui-même, ou comme une fonc

tion discontinue, ou comme la valeur particulière que prend une 

fonction continue quand on fait évanouir un paramètre spécial. En 

conséquence, il suffira de considérer les coefficients limitateurs, non 

seulement pour retrouver, mais aussi pour résoudre toutes les diffi

cultés que présente la théorie des fonctions discontinues. On conçoit 

d’ailleurs que cette considération permet de surmonter plus aisément 

les obstacles, en débarrassant les questions relatives à la discontinuité 

d’une circonstance qui leur est étrangère, savoir, de la forme particu

lière attribuée à chaque fonction discontinue entre des limites don

nées, et en attirant l’attention du calculateur sur un coefficient qui 

suffit à caractériser ces limites au delà, desquelles cesse la continuité. 

En opérant ainsi, on établit sans peine les propriétés des fonctions 

discontinues, considérées comme représentant des valeurs particu

lières de fonctions plus générales, mais continues; et l ’on arrive, par 

exemple, aux propositions que nous allons énoncer.

T h é o r è m e  I. — Si une fonction discontinue de la variable x  s’évanouit, 

pour des valeurs réelles de celle variable situées hors de limites données a, 

b, la même fonction, quand la variable x  deviendra imaginaire, s’éva

nouira toutes les fois que la partie réelle x  sera située hors de ces limites.

T h é o r è m e  II. — Si "une fonction discontinue de plusieurs variables indé

pendantes x , y , z, . . .  s’évanouit pour des valeurs réelles de ces variables 

situées hors de certaines limites données et constantes, la même fonction, 

quand les variables deviendront imaginaires, s’évanouira toutes les fois 

que leurs parties réelles seront situées hors de ces limites.

La considération des limitateurs permet de faire disparaître la con-
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tradiction qui, dans les problèmes de Physique mathématique, semble 

exister entre les résultats déduits des intégrales en termes finis et des 

intégrales en séries. En effet, supposons une fonction discontinue" 

représentée par le produit d’un limitateur et d’une fonction continue. 

Si l ’on fait subir aux variables indépendantes des accroissements très 

petits, on pourra, en général, développer, suivant les puissances 

ascendantes de ces accroissements, la fonction continue, mais non 

pas le limitateur, et, en. multipliant par ce dernier les divers termes 

du développement trouvé, on obtiendra une série équivalente à la 

fonction discontinue. On peut, de cette manière, développer en série 

convergente chacune des fonctions discontinues que renferme l’in

tégrale de l’équation en termes finis de l’équation du son, et l’on 

retrouve alors une intégrale en série qui s’accorde complètement 

avec l’autre intégrale.

Dans le problème du son, un ébranlement primitivement circon

scrit entre des limites très resserrées donne naissance à un mouve

ment qui se propage dans l’espace avec une vitesse constante et réelle. 

Alors aussi la vitesse de propagation est fournie par une équation du 

second degré, qui offre deux racines réelles égales au signe près. Dans 

d’autres problèmes de Physique mathématique, par exemple dans la 

théorie de la lumière, les vitesses de propagation des mouvements 

vibratoires, ou même les carrés de ces vitesses, vérifient des équations 

qui sont d’un degré supérieur au second, et qui peuvent admettre des 

racines imaginaires. On peut demander si les mouvements correspon

dants à ces racines imaginaires sont ou ne sont pas du nojnbre de ceux 

qui se propagent dans l’espace. La réponse à cette question se déduit 

aisément du premier des théorèmes précédemment énoncés. On arrive 

ainsi à la proposition suivante :

T h é o r è m e  III. — Lorsqu un ébranlement,primitivement circonscrit entre 

des limites très resserrées, donne naissance à un ou à plusieurs mouve

ments vibratoires, représentés par les intégrales d ’un système d ’équations 

linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants, si l ’équation à
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laquelle salisfont les vitesses de propagation supposées réelles offre aussi 

des racines imaginaires, le mouvement correspondant à une racine ima

ginaire sera ou ne sera pas du nombre de ceux qui se propagent dans 

l ’espace, suivant que la partie réelle de la racine imaginaire sera sensible 

ou nulle; et, dans le premier cas, la vitesse de propagation du mouvement 

vibratoire sera précisément représentée par la valeur numérique de cette 

partie réelle.

Dans un prochain article, nous appliquerons les principes qui 

viennent d’être exposés à la détermination des intégrales discon

tinues qui expriment, non seulement les mouvements vibratoires 

propagés dans un premier milieu en vertu d’un ébranlement initial 

circonscrit entre des limites très resserrées, mais encore les mou

vements correspondants, réfléchis et réfractés par une surface plane 

qui sépare ce premier milieu d’un autre; et nous verrons comment 

ces divers mouvements répondent aux divers termes contenus dans 

ces intégrales, comment, par exemple, dans la théorie de la lumière, 

les divers rayons incident, réfléchis et réfractés, se trouvent repré

sentés par les termes proportionnels aux divers limilateurs.

4 3 6 .

P h y s iq u e  m a t h é m a t iq u e . — Mémoire sur les rayons réfléchis et réfractés 

par des lames minces et sur les anneaux colorés.

C. R., T. XXVIIF, p. 333  (t2  mars 1849)·

On sait qu’un rayon lumineux simple, doué de la polarisation cir

culaire ou elliptique, peut toujours être décomposé en deux autres 

rayons doués de la polarisation rectiligne, et renfermés dans des 

plans qui se coupent à angle droit. De plus, dans un rayon plan, 

c’est-à-dire doué de la polarisation rectiligne, le déplacement absolu 

d’une molécule éthérée en un point quelconque est le produit qu’on
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obtient en multipliant la demi-amplitude d’ une vibration moléculaire 

par le cosinus d’un certain angle appelé phase. Enfin, si un rayon 

plan se propage d’un point à un autre dans un milieu isophane, cette 

propagation aura pour effet d’ajouter à la phase un accroissement pro

portionnel à la distance entre les deux points; et, si, le même rayon 

étant réfléchi ou réfracté par une surface plane qui sépare ce premier 

milieu d’un second, les vibrations de l’éther sont parallèles ou per

pendiculaires au plan d’incidence, la réflexion ou la réfraction, en 

faisant croître la phase d’une quantité donnée, fera aussi varier l’am

plitude des vibrations de l’éther dans un rapport donné.

Cela posé, concevons qu’un rayon simple de lumière, propagé dans 

l’air, tombe sur une lame mince transparente, isophane, et à faces 

parallèles. Ces deux faces feront subir au rayon dont il s’agit des 

réflexions et réfractions successives. Si, d’ailleurs, ce rayon fait partie 

d’un système ou faisceau de rayons de même nature, qui émanent 

d’une source commune de lumière située à une très grande distance, 

et qui se trouvent, par suite, composés de molécules dont les vibra

tions, semblables entre elles, s’exécutent par oqdes planes, alors, des 

divers points situés sur les deux faces de la lame mince, s’échappe

ront des rayons émergents, dont chacun sera produit par la super

position de plusieurs rayons réfléchis ou réfractés. Considérons en 

particulier un rayon simple qui, primitivement propagé dans l’air 

suivant une certaine direction, et polarisé dans le plan d’incidence 

ou perpendiculairement à ce plan, émerge en un point.donné A de la 

lame mince. On pourra, en s’appuyant sur les principes établis dans 

les précédents Mémoires, déterminer, non seulement les accroisse

ments successifs de la phase dus à la propagation du rayon dans l’air 

et dans la lame transparente, ainsi qu’aux réflexions et aux réfractions 

qu’il aura subies en rencontrant les deux faces de cette lame, mais 

encore les coefficients constants par lesquels l’amplitude des vibra

tions moléculaires devra être successivement multipliée, en vertu de 

ces réflexions et de ces réfractions; puis, en superposant-au rayon 

ainsi déterminé les rayons de même nature qui, au sortir de la lame,
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prendront la même direction, on obtiendra ce qu’on appelle le rayon 

émergent au point A.

On simplifie notablement les calculs quand on emploie, pour carac

tériser chaque rayon simple et doué de la polarisation rectiligne, non 

plus deux quantités réelles, savoir l ’amplitude des vibrations molécu- 

, laires et l’angle appelé phase, mais une seule expression imaginaire, 

savoir le déplacement symbolique d’une molécule, ou, en d’autres 

termes, le produit qu’on obtient quand on multiplie la demi-ampli

tude d’une vibration moléculaire par l’exponentielle trigonométrique 

dont la phase est l ’argument. Alors on reconnaît que, pour obtenir 

d’un seul coup les modifications diverses imprimées à un rayon plan, 

x° par sa propagation dans l’air ou dans la lame mince, 20 par les 

diverses réflexions ou réfractions dues aux faces qui la terminent, il 

suffit de multiplier le déplacement symbolique et primitif d’une molé

cule éthérée par divers facteurs ou coefficients de propagation respec

tivement proportionnels aux espaces mesurés dans l’air, ou dans la 

lame mince, sur les diverses parties du rayon plan, puis par les divers 

coefficients de réflexion ou de réfraction qui correspondent aux diverses 

rencontres du rayon avec les deux faces de la lame mince. Alors aussi, 

pour obtenir,immédiatement le rayon émergent en un point donné de 

la lame mince, il suffit de recourir à la sommation d’une progression 

géométrique.

La même méthode s’applique, avec un égal succès, à la détermina

tion des rayons qui émergent d’une couche d’air très mince, comprise 

entre deux plaques isophanes, dont l’une est transparente, l ’autre 

transparente ou opaque, par exemple entre deux plaques de verre, 

ou entre une plaque do verre et une plaque de métal.

Enfin les formules ainsi obtenues peuvent être appliquées avec avan

tage à la détermination, sinon complètement rigoureuse, du moins très 

approximative, des anneaux colorés que produit une couche d’air très 

mince, comprise entre une lentille et un miroir de verre ou de métal, 

ou entre deux lentilles superposées. C’est, au reste, ce que j ’expli

querai plus en détail dans un nouvel article.
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A nalyse.

Concevons, pour fixer les idées, qu’une lame d’air terminée par 

deux faces planes et parallèles soit comprise entre deux milieux iso- 

phanes, le premier transparent, le second transparent ou opaque. 

Faisons tomber sur la première face de cette lame un faisceau de 

rayons lumineux propagés par ondes planes dans le premier milieu, 

en vertu d’un mouvement simple de l’étbcr, et polarisés ou paral

lèlement, ou perpendiculairement au plan d’incidence. Un rayon 

simple OA, compris dans le faisceau dont il s’agit, et propagé dans 

une direction déterminée, sera successivement transformé, par les 

deux faces de la lame d’air, en une série de nouveaux rayons réfléchis 

et réfractés. Cela posé, nommons A le point où le rayon incident OA 

rencontre la première face de la lame d’air, et An le point où ce rayon, 

transformé par des réflexions ou réfractions successives, sort de la 

lame, après l’avoir traversée n fois en divers sens, et en prenant une 

direction nouvelle A „0 „.'Soient d’ailleurs, à une époque donnée, par 

exemple au bout du temps t ,

a le déplacement absolu d’une molécule d’éther, dans le rayon inci

dent OA au point A;

a,j le déplacement absolu d’une molécule d’éther, dans le rayon émer

gent A „0 „ au point A„;

a et Hn les déplacements symboliques correspondants aux déplace

ments absolus a et an, c’est-à-dire les expressions imaginaires dont 

les déplacements absolus a et a„ représentent les parties réelles.

Soient encore

l, l' les longueurs d’ondulation du rayon simple dans l’air et dans le 

premier milieu; 

c l ’épaisseur de la lame d’air;

t l’angle aigu formé par une droite normale aux deux faces de la lame 

avec l’un quelconque des rayons

AA[, A1A2, · · · ,  A,t_iAK,

OKuvres de C. — S. I, t. X!. 17
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qui traversent obliquement cette lame dans toute son épaisseur en 

passant de la première face à la seconde, ou de la seconde face à la 

première;

z' l’angle aigu formé par la même normale avec le rayon incident OA 

ou avec le rayon émergent 0 „A„;

I ,  P  les coefficients de réflexion et de réfraction du rayon simple A, A 2, 

ou A 3 A/(, . . . ,  qui passe de la lame d’air· dans le premier des deux 

milieux adjacents à cette lame,'sous l’incidence t ;

J, , P  les coefficients de réflexion et de réfraction du rayon AA, ou

A2A3, . . .  qui passe de la lame d’air dans le second des milieux 

adjacents à cette lame, sous l’incidence t ;

( T ) ,  ( P )  les coefficients de réflexion et de réfraction du rayon inci

dent OA qui passe du premier milieu dans l’air, sous l’incidence z'; 

2Ï1 la projection de l’une quelconque des longueurs égales

ÂAj, A, A3, ■ ··, A„_2 A„,

sur la direction du rayon incident OA;

P le coefficient de propagation commun des divers rayons

AAi, A, A2, .·*, Ara_] A„,

qui traversent la lame d’air dans toute son épaisseur;

P' le coefficient de propagation d’un rayon incident OA, entre les 

points O et A, dans le cas où le point O est choisi de manière que 

l’on ait
OA =  h.

Posons, d’ailleurs,

Il est facile de prouver que l’on aura

/fl
* P  = :  £cosT, K  —  p k c i cosT̂

i étant une racine carrée de — 1. De plus, pour obtenir au bout du 

temps t le déplacement symbolique d’une molécule d’éther qui
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coïncide avec le point k n dans le rayon émergent A „0 ;i, il suffira évi

demment, si le point A„ est situé sur la première face de la lame d’air, 

de multiplier le déplacement symbolique a d’une molécule d’éther qui 

coïncide avec le point A dans le rayon incident OA, par le produit des 

divers facteurs

(ï'), P, ï,, P, ï ,  P, P, . . . ,  f ,

ou, ce qui revient au même, par le produit

ï'(I')ï?_1ÎP ,i,

dans lequel n sera un nombre pair.

Soient maintenant CA la trace du plan d’incidence OAC sur la pre

mière face de la lame d’air, et C le point où cette trace coupe le plan 

mené par le point O perpendiculairement au rayon incident OA. 

Comme les diverses molécules d’éther comprises dans ce dernier 

plan seront toutes à la fois déplacées de la'même manière, il est 

clair que, pour obtenir au bout du temps t le déplacement symbo

lique de la molécule qui coïncidera ou avec le point O dans le rayon 

incident OA, ou avec le point C dans un rayon parallèle SC, il suffira 

de diviser le déplacement symbolique a par le coefficient de propaga

tion Il correspondant à la longueur OA. Soit d’ailleurs C„ le point où 

le rayon SC, transformé par des réfractions et réflexions successives, 

sortira de la lame d’air dans une certaine direction CreS„, après avoir 

traversé n fois cette même lame en sens divers. Pour-que le point Cra 

coïncide avec le point A, il suffira évidemment que la longueur CA 

devienne équivalente à la longueur AA„, ou, ce qui revient au même, 

que la longueur OA se réduise au produit de la longueur h par le 

nombre n; et, comme alors on aura

n  =  P'»,

le déplacement symbolique d’une molécule d’éther sera exprimé, au 

bout du. temps t : i° au point C, et dans le rayon incident SC, par le
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rapport

«
pT/i >

2° au point A, et dans le rayon émergent C„S„, par le produit

r(I')i? 1ï*P"î^ï=ï,(ï')l* ‘ ï2K'1«·

Si, dans ce dernier produit, on attribue successivement à n les valeurs

a, 6? 8, *..,

on obtiendra les divers termes d’une progression géométrique dont la 

somme sera

ï '( ï ') ï, k 2-
i — 1 1, K 2

Enfin, si à cette somme on ajoute le déplacement symbolique

(î)à

d’une molécule d’éther qui coïncide avec le point A dans le rayon 

réfléchi en ce point par la première face de la lame d’air, on obtiendra 

le déplacement symbolique d’une molécule éthérée dans le rayon 

émergent formé par la superposition de tous les rayons simples qui 

sortiront de la lame d’air au point A. Donc ce dernier déplacement 

symbolique sera le produit de a par la somme

(0 (ï) + I( î ' )  I,K» 

i - î ï , K 2'

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on prou

vera encore que, si les deux milieux adjacents à la lame d’air sont 

tous deux transparents, les divers rayons simples qui sortiront de 

cette lame au point A, produiront, par leur superposition, un rayon 

émergent dans lequel le déplacement symbolique d’une molécule 

d’éther sera le produit de a par le rapport

(ÎQÏIP
i — 1 1, K 2(2)
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Les valeurs des coefficients

ï, I ,  r , ï ; , ( ï ) ,  (F),

renfermés dans les expressions (ï)  et (2), se déduisent sans peine des 

formules établies dans les précédents Mémoires, spécialement dans le 

Mémoire du 2 janvier dernier (p. 95); et d’abord on conclut immé

diatement de ces formules, que l’on a dans tous les cas

ï'( ï ')  =  (i +  ï)  [ i+ ( î) ] ,  

ce qui réduit l’expression (1) à la suivante :

( î)  +  [i +  î +  (î)]î,K»
V ’ 1 — 11 , K 2

Soient, d’autre part,

u=r/tcosr, u '=  k' cosr', v =  k sinr =  k' sinr'.

On aura, en supposant le rayon incident polarisé dans le plan d’inci

dence,
j ____u — u' ______sin(Tf — r) j , ______  2 a ____ 2 sinr'cosT

~  u 4- u' __ si.n(T'-t- r ) ’ — u u' — sin(T'-+-1 ) ’

( ï ) = - ï .

Si, au contraire, le rayon incident est renfermé dans le plan d’inci

dence, les valeurs de T, F seront fournies par les formules (11) de la 

page 99, dont la première déterminera (ï) au lieu de ï, quand on chan

gera les signes de uv, u", et le signe de la différence u — u' ou u '— u.

Quant aux yaleurs de I, et I', on les déduira de celles de I et I' en 

remplaçant le premier des deux milieux adjacents à la lame d’air par 

le second.

Comme on l’a remarqué ci-dessus, lorsque le rayon incident est 

polarisé dans le plan d’incidence, I et (ï) vérifient la condition

(4)  ̂ ( ï ) = - ï ·

Cette même condition se vérifie encore quand, le rayon incident étant 

renfermé dans le plan d’incidence, le premier des milieux adjacents
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à la lame d’air est de nature telle, que la première face de la lame 

d’air polarise complètement la lumière réfléchie sous un certain angle ; 

et, dans le cas contraire, la condition (4) se vérifie au moins approxi

mativement. Or, en vertu de cette condition, l’expression ( 3 ) se réduit 

au rapport

Si la lame d’air est comprise entre deux milieux de même nature, 

on aura
ï;= ï ,  ï ; = r ,

et, par suite, l’expression ( 5 ) se trouvera réduite au produit

( 6 ) I
K2 -  i

i — 12K2

Ce produit s’évanouira, quand on aura K =  ±  i, et, par suite,

/fC COST =  « 7 Ï ,  C =  j « / s é C T ,

n étant un nombre entier. Donc alors le rayon émergent en un point 

quelconque de la première face de la lame d’air disparaîtra complète

ment.

4 3 7 .

Calcul intégral. —Recherches nouvelles suides séries et sur les approximations 

des fonctions de très grands nombres.

C. R., T. XXIX, p. 42  ( 1 6  juillet 1 8 4 9 )·

L’Astronomie mathématique, sujet principal de mon cours à la 

Faculté des Sciences, a naturellement rappelé mon attention sur les 

séries à l’aide desquelles on détermine les valeurs des inconnues dans 

les mouvements planétaires, par conséquent sur les règles générales 

de la convergence des développements des fonctions explicites ou
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implicites, et sur les limites des restes qui complètent ces dévelop

pements quand on les arrête après un certain nombre de termes. Les 

réflexions que j ’ai faites à ce sujet m’ont fourni la solution de quelques 

difficultés qui n’étaient pas sans importance, et m’ont permis de per

fectionner encore en plusieurs parties la théorie des suites, ainsi que 

je vais le dire en peu de mots.

Je rappellerai d’abord que, si l’on désigne par ün le terme général 

d’une série simple

(O Mo, ll\, £¿2, * · · ,

par rn le module de un, et par l le module de la série, c’est-à-dire la
1

limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge ( rn)n 

pour des valeurs croissantes de n, la série sera convergente, quand 

on aura / <  i, divergente, quand on aura / > i .  Si, en désignant par

s  =  r e ' P

une variable dont le module soit r et l’argumentp, on pose

Un —  anZn,

alors en nommant k le module de la série

(2) a „  «2, ·’· . ,

dont le terme général est ait, on trouvera

l =  kr,

et par suite la série

(3) a0, al s, as«!, . . .

sera convergente quand on aura divergente quand on aura

r > v  Ajoutons que, si f ( z ) désigne une fonction explicite de s qui,

avec sa d érivée/'(s), demeure fonction continue de r et de p, pour 

tout module r de s inférieur à une certaine limite t, /(s.) sera déve

loppable, pour un tel module, en une série de la forme (3), et qu’alors
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on aura précisément
I

si à la valeur t- du module r on peut joindre une valeur de l’argu

ment p tellement choisie, que la fonction

f ( z )  ou / ' (s)

devienne infinie.

Je prouve encore que, si F (s) étant avec sa dérivée F '(s) fonction 

continue de s et de divers paramètres s, t........ on fait varier ces para

mètres par degrés insensibles, la valeur de z déterminée par l’équa

tion
F(s) =  o

restera généralement fonction continue de s, i, . . .  jusqu’au moment 

où l’on aura
F'(*) =  o.

De ces diverses propositions, on peut aisément déduire les règles 

de la convergence et les modules des séries qui représentent les déve

loppements des fonctions implicites d’une seule variable. On en con

clut, par exemple, que si rz(z) désigne une fonction toujours continue 

de z une racine
, u =  s 4- s

de l’équation

(4) u — trs(u) =  s

ou

(5) s  — tzn(s +  z )  =  o

pourra être développée par la formule de Lagrange en une série con

vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de t, jusqu’au 

moment où le module 0 de t acquerra une valeur © qui permettra de 

vérifier simultanément l’équation ( 5 ) et la suivante

(6) i — tüs'(s +  z) — o,

et que, jusqu’à ce moment, toute fonction continue de z sera elle-
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même développable en une série convergente ordonnée suivant les

puissances ascendantes de t. On en conclut aussi que les séries

propres à représenter les développements de s et de u, suivant les

puissances ascendantes de /, auront précisément pour module le rap- 
f 6 

P()rt 0-

Ce n’est pas tout : si l’on nomme u celle des .rqcines de l’équa

tion (4) qui se réduit à s pour l — o, et f(s) une fonction continue 

de s, on aura, en vertu de la formule de Lagrange,

(7) f W  =  f ( i ) + T î ’»l",
n = l

la valeur de Tn étant

(8) Tn=  !>(*)]"!·

Si d’ailleurs on. nomme r et p les valeurs de r et p tirées des équa

tions ( 5), (6), et correspondantes au module @ de t, alors, en attri

buant à
s —  re'tJ

un module r égal ou inférieur à r, on pourra remplacer la formule (8) 

par la suivante

et en posant, pour abréger,

i f ( l + l ) = f ( i ) ,
ro(s +  g) _ z

on aura

(9) f  Zn^ ) dP-

Soient maintenant
R, Æ.

les modules maxima maximorum de
i

OEuvres de C . —  S.  I , t.  XI.

Z  et f(s),

18
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considérés comme fonctions dep ; le module de T„ sera, en vcrtu.de 

la formule (10), inférieur au rapport

qui se réduira simplement à 

*

si l’on suppose r =  r; et par suite, si, dans la série de Lagrange, on 

conserve seulement la somme des n premiers termes, la somme des 

termes négligés offrira un module inférieur au rapport

0 étant le module de t. 11 reste à trouver une limite plus approchée 

de l’erreur commise, en déterminant d’une manière approximative la 

valeur d’une intégrale do la forme

(i°) S =  ¿  f  Z * {(z)d p ,

dans le cas où n est un très grand nombre et où l’on attribue à z un 

module pour lequel se vérifie la condition

(i i ) Z ' — o.

On y parviendra comme il suit.

Supposons d’abord f(s) =  i. Alors l’équation (io ) donnera

( - )  f  Z* dp. ' ■

RnA

A @-»

Concevons que, dans cette dernière formule, on p o scr=  r et/? =  p -+- 9. 

On aura

C'3) s  = —  f Z n d<f.
J
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Décomposons l’intégrale ( i 3 ) en deux parties, dont l’une soit prise 

entre des limites très rapprochées — ct, +  ct, l’autre étant représentée 

par ® ; nous aurons

D4) S =  —  Z n da> +  ®,
2 7 _

ct étant un arc très petit. Supposons d’ailleurs que, pour r — r, p  =  p, 

on ait, non seulement
Z =  R, Z '— o,

mais encore

-Y)p\{Z)— — a,
2 . 3

D * l ( Z )  =  é ;

on trouvera, pour une très petite valeur numérique de «p,

(i5 ) \{Z) — \{R) — acp2-+-6© \ '

6 étant très peu différent de b. Ajoutons que, R étant le module maxi

mum maximorum de Z  considéré comme fonction de p , la partie indé

pendante de i dans a sera nécessairement positive. Cela posé, la for

mule ( i 5) donnera
Z — Re~atf' e6?',

et l’on aura, par suite,

( 16 ) s — —  f  e~aa<?' en *̂ dv H- ®.271 J_ „

Supposons à présent ct tellement choisi, que, pour de grandes 

valeurs de n, les deux produits

(17) /¿CT2, /¿CT3

soient le premier très grand, le second très petit. Alors, comme il est 

facile de le voir, on aura sensiblement

¿r2
(18) /

j-m vna

De plus, dans le second membre de la formule (16), le dernier terme ® 

deviendra très petit par rapport au premier, si le module maximum
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maximorum de Z répond à une valeur unique de z, et si d’ailleurs n 

est assez grand pour que le module de Zn, entre les limites — xs, xs 

dep, surpasse toujours le module de Zn hors de ces limites. Donc alors 

la valeur de S, déterminée par la formule (16), pourra être réduite à 

la forme
fin

('9) 8 =
2 \fj\

: (l §),

S désignant une quantité qui s’évanouira avec et dont le module 

restera compris entre des limites qu’il sera facile de calculer.

Si le même module maximum maximorum de Z correspondait à 

deux ou plusieurs valeurs distinctes, par exemple a deux valeurs 

conjuguées de z, alors, dans le second membre de la formule (19), 

il faudrait au rapport

fl2
(20)

2 /naît

substituer la somme des rapports de cette forme correspondants à ces 

valeurs de s. Cette somme serait, pour l’ordinaire, le double de la 

partie indépendante de i, dans chaque rapport.

Enfin, si à la formule (12) on substitue la formule (10), on devra 

multiplier le rapport (20) par le module ¿R. de f ( s )  correspondant aux 

valeurs t et p de r et de p.

Ajoutons que les produits

nxs nnr

deviendront, le premier très grand, le second très petit, pour de très 

grandes valeurs de n, si l’on pose

c, a étant deux nombres dont le second soit compris entre  ̂ et g·
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4 3 8 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur Vintégration d ’un système quelconque 

d ’équations différentielles, et, en particulier, de celles qui représentent 

les mouvements planétaires.

C. R., T. XXIX, p. 65 (?.3 juillet 1 8 4 9 ).

Les développements en séries qui vérifient un système d’équations 

différentielles ne peuvent évidemment représenter les intégrales de 

ce système que dans Je cas où les séries sont convergentes; et c’est 

seulement quand on a démontré leur convergence qu’une question 

de Physique ou de Mécanique par laquelle on a été conduit à ces 

équations différentielles peut être censée mathématiquemént résolue. 

Toutefois, dans l’Astronomie, la convergence des séries qui repré

sentent le mouvement troublé d’une planète n’est point établie par 

le calcul. Seulement on a remarqué que les formules obtenues s’ac

cordaient assez bien avec les résultats de l’observation, et l ’on en a 

conclu naturellement que les séries étaient convergentes, mais sans 

pouvoir dire quelle était la durée du temps pendant lequel la con

vergence subsisterait. Il in’a paru important de faire disparaître ces 

incertitudes et de rechercher une méthode à l’aide de laquelle on 

pût non seulement obtenir, sous une forme nouvelle et simple, les 

intégrales générales d’un système d’équations différentielles, mais 

encore calculer aisément des limites des erreurs que l’on commet, 

quand on arrête ces séries après un certain nombre de termes. Tel 

est l ’objet du nouveau travail que je présente à l ’Académie. Je me 

contenterai d’indiquer ici quelques-uns des résultats les plus remar

quables, me réservant d’y ajouter, dans les prochaines séances, de 

plus amples développements.

Soient données, entre le temps t et les variables x , y , z, . . . ,  des 

équations différentielles de la forme

\)t x  =  X ,  I \ y = Y ,  B  t z ^ Z ,  ■ . . . .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

X, Y, Z, . . .  étant des fonctions données de x,  y,  z, . . . ,  t. Soient

encore

une fonction donnée de

ce que deviennent

s =  f (a?,- y >

X , y ,  z ,  ,. . . ,  t, et

x, y, z, ç

x, y, Z f s

au bout du temps t . Pour déterminer ç en fonction de æ, y , z, . . . ,  t 

et-t, il suffira d’intégrer l ’équation caractéristique, c’est-à-dire l’équa

tion linéaire aux dérivées partielles

D i ç -t- n  S —
dans laquelle on a

□ ç = zD*ç + rDrç+...,  

et d’assujettir ç à vérifier, pour t — t , la condition

s  =  » ,  .

s désignant la fonction f (x ,y ,  z , . . . ,  t ) que l’on déduit de

* =  f{x,y,z,  ■ ■ ·,()

en y remplaçant t par tt. Cela posé, faisons, pour abréger,

V» = —j f

si la valeur de t — t est assez petite pour que la somme do la série, 

dont le terme général est V"*, soit convergente, on aura

(i) ç — s +  Va H-V2a+ . .  ..

Soient d’ailleurs

G un nombre qui varie entre les limites o, i ;

u , e, w, . . .  des fonctions de 0, qui s’évanouissent avec ô et se rédui

sent, pour 0 =  i,  aux constantes a, b, c, . . . ,  en conservant toujours 

des modules égaux ou inférieurs à ceux de a, b, c, . . .  ;
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U, V, W, . . .  ce que devient X, Y, Z, . . .  quand on attribue à x,  y, 

z, . . . ,  t les accroissements u, v, w, . . . ,  0(x — t).

Enfin, en supposant les modules de a, b, c, . . .  et de t — i assez petits 

pour que les fonctions U, V, W  ne cessent pas d’être continues, pre

nons

( 2 ) 0=: U 
J ) o  «

V
De v

et nommons p ce que devient le module de l’exponentielle

quand on attribue aux variables u, v, w, . . .  et aux constantes a, b, 

c, . . . ,  des arguments tels que le module p devienne un maximum 

maximorum. La série que renferme lé second membre de la for

mule (i)  sera convergente, quand le module de t — t sera inférieur 

au produit de - par - , e étant la base des logarithmes hyperboliques. 

Ajoutons qu’il sera utile de choisir les modules des variables u, v, 

w, . . .  et des constantes a, b, c, . . .  de manière à rendre le module p 

le plus petit possible.

4 3 9 .

Calcul intégral. — Suite des recherches sur l ’intégration d ’un système 

d’équations différentielles, et transformation remarquable de l ’ inté

grale générale de l ’équation caractéristique.

C. R., T. XXIX, p. io3 ( 3o juillet 1849).

Considérons les notations adoptées dans le précédent article; 

supposons toujours les variables x , y, z, . . .  liées au temps t par les 

équations différentielles

D tx — A, D ¡ y — Y,
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X, Y  étant des fonctions données de x , y, s, . . . ,  t. Soient encore

s — î ( x , y , z ,

une fonction donnée de Ces diverses variables, et

ce que deviennent

x, y, z, ç

x,  y,  z, . . . ,  s

au bout du temps t . Enfin posons, pour abréger,

i — î ( x , y , z ,

ri $ — ^  D# 6 ® ,

Vs =  -  | □ $dt.

Lorsque la série dont le terme général est V"« sera convergente, on 

aura(p. t/js)

( 0  s =  0 h- V » + V 29 +  . . . .

D’ailleurs le terme général de la série peut être transformé avec 

avantage, et ramené à une forme digne de remarque, à l’aide d’un 

artifice de calcul que nous allons indiquer.

Soient
<?(«). x i u )

deux fonctions de la variable
u — re'P,

et supposons que ces fonctions restent continues pour un module r de u 

inférieur à une certaine limite. On aura, pour toute valeur de r infé

rieure à cette limite, non seulement

( 2 )  _ 9 ( 0 )  — 31L ( p ( « ) ,

la notation aie <p (u) désignant la moyenne isotropique entre les diverses 

valeurs de <p(w) considéré comme fonction de p, c’est-à-dire l’intégrale 

définie
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mais encore, en intégrant par parties, '

( 3 ) DK [ u <p '’( u ) x  ( u )] =  — 31A [ u <p ( u ) X'( u )]..

Soient maintenant
V, V, . ..

ce que deviennent les fonctions

X, Y, . ..

lorsqu’on y remplace t par une variable 0 comprise entre les limites l 

et t , et que l’on attribue aux variables oc, y ,  . . .  des accroissements 

désignés par u, v ,__ Supposons d’ailleurs chacun.de ces accroisse

ments décomposé en n éléments, en sorte qu’on ait

U ~  U, H- Un -t- . . . +  Un,

( 4 ) I V — V, H- f;2 -+-. . . -+- Vu,

et, après avoir écrit 0„ au lieu de 0 dans U, V,■ ..., prenons

(5) K„= I)„ £/ + D„ K+. · . --- — —
U n  V n

(6) ' s„=  f(a?H- «,/+- v, . . .,z).

Enfin, soit K,„ ce que devient K„ quand on remplace dans les for

mules ( 4 ) et ( 5) le nombre n par le nombre m, et 0„ par 0m. Si les 

éléments
l l l 9  ¿¿g» · * ·*  U t l \  (?2> · · M  · · ·

offrent des modules tellement choisis, que pour ces modules, ou pour 

des modules plus petits, les fonctions

U, V, . . . ,

ne cessent jamais d’être continues, on aura, en vertu des formules (i') 

et (2),

(7) V" s =  jf j f  ‘ . . . j f  * • dda

Œuvres de C. — S. I, t. XI. T9
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le signe U1L indiquant la moyenne isotropique entre les diverses 

valeurs du produit
KiK2...K re

correspondantes aux diverses valeurs des arguments de

; · · · >  M / i ï  ^ 2 »  * · · >  V n \  * · * *

Si, comme il arrive souvent dans les questions de Mécanique, on a 

identiquement

(8) DxX + D r r  +  . . .  =  o,

la valeur de K„ fournie par l’équation ( 5 ) sera réduite à

(9) Kn —
U V

Ajoutons que dans tous les cas, lorsque, n étant un très grand nombre, 

les éléments de u, v, . . .  seront très petits, on pourra négliger la somme 

D„¿7 -i-D„ F-t-. . .  vis-à-vis de la somme et réduire ainsi,
Mil V,i

sans erreur sensible, la formule ( 5 ) à la formule (9).

Lorsque les fonctions X, Y, . . .  seront indépendantes de t, la for

mule (7) donnera simplement

(1 0 ) v» « =  J oie [ k , k 2 . . .  k » »„ ].

N
Les formules (7) et (10) permettent de calculer aisément des limites 

supérieures à l’erreur que l’on commet, dans la valeur de ç, quand on 

arrête, après un certain nombre de termes, la série qui a pour terme 

général V"«. C’est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail 

dans un autre article.
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4 4 0 .

Cristallographie. — Rapport sur un Mémoire de M. B ravais relatif 

à certains systèmes ou assemblages de points matériels.

C. R., T. XXIX, p. 1 33 ( 6  août 1 8 4 9 ).

Parmi les applications que l’on a faites de la Géométrie, l’une des 

plus remarquables est la science nouvelle créée, vers la fin du der

nier siècle, par l’auteur de l'Essai sur la Cristallographie. Après avoir 

observé que les cristaux sont des assemblages de molécules simi

laires, notre illustre Haüy a recherché les lois suivant lesquelles les 

diverses molécules d’un corps sc trouvent réunies et juxtaposées dans 

un même cristal. Aux observations que l’auteur avait faites, sont 

venues se joindre des observations nouvelles; et, enrichies par les 

fécondes méditations des minéralogistes, la 'science qu’il avait fondée 

a pu se perfectionner et s’étendre en participant aux progrès de la 

Physique moléculaire. Toutefois, M. Bravais a pensé que la Cristallo

graphie pouvait subir encore des perfectionnements, et il est effecti

vement parvenu à découvrir, dans certains systèmes de points maté

riels, des propriétés qui sont dignes de remarque, et des caractères 

qui peuvent être utilement employés à la classification des cristaux. 

L’étude de ces propriétés, de ces caractères, est l ’objet spécial du 

Mémoire dont nous avons en ce moment à rendre compte. Essayons 

d’en donner une idée en peu de mots.

Considérons trois séries de plans tellement disposés, que les divers 

plans d’une même série soient parallèles entre eux et équidistants, 

sans être jamais parallèles à aucun plan d’une autre série. L’assem

blage des points suivant lesquels se couperont tous ces plans formera 

ce qu’on peut appeler un système réticulaire, et ce système, suivant la 

remarque déjà faite par divers auteurs, spécialement par M. Delafosse, 

sera éminemment propre à représenter le système des points avec les-
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quels coïncident, dans un cristal quelconque, les centres des diverses 

molécules. D’ailleurs ces trois séries de plans, dont chacun est appelé, 

par M. Bravais, plan réticulaire, partageront l’espace en parallélépipèdes 

élémentaires, tous égaux entre eux; et les divers points du "système, 

compris dans un même plan réticulaire, formeront un réseau dont les 

mailles, les fils et les nœuds seront, d’une part, les parallélogrammes 

élémentaires qui serviront de bases aux parallélépipèdes; d’autre 

part, les droites sur lesquelles se mesureront les côtés de ces paral

lélogrammes, .et les points d’intersection de ces droites ou les som

mets des parallélogrammes dont il s’agit. M. Bravais appelle pa

ramètres les longueurs des arêtes d’un parallélépipède élémentaire 

adjacentes à un même sommet; il .nomme tétraèdre élémentaire un 

tétraèdre construit sur ces trois arêtes, et triangle élémentaire un 

triangle qui a pour côtés deux côtés adjacepts d’un parallélogramme 

élémentaire.

Cela posé, M. Bravais commence par établir, tantôt à l’aide de la 

Géométrie, tantôt à l’aide d’une analyse tout à la fois élégante et 

simple, les propriétés générales des réseaux. 11 prouve, en particu

lier, que les nœuds d’un réseau donné sont en même temps les nœuds 

d’un nombre infini d’autres réseaux, dont les fils se coupent sous des 

angles divers, mais dont les mailles sont toujours équivalentes en sur

face aux mailles du premier. Il prouve encofc que, parmi les triangles 

élémentaires correspondants à ces divers réseaux, il en existe un, 

mais un seul, qui offre trois angles aigus, et que ce triangle, auquel 

il donne le nom de triangle principal, a pour côtés les trois plus petits 

paramètres que l’on puisse obtenir en joignant l’un à l’autre les nœuds 

du réseau donné.

Après avoir établi les propriétés des réseaux, M. Bravais a recherché 

celles des assemblages ou systèmes réticulaires. Il a reconnu d’abord 

que les nœuds dont se compose un système réticulaire peuvent être 

fournis, d’une infinité de manières différentes, par les intersections 

de trois séries de plans parallèles, auxquels correspondent des paral- 

lélépipèdes élémentaires de formes diverses, mais égaux en volume.
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Il prouve que, parmi les tétraèdres élémentaires correspondants à 

un système réticulaire, c’est-à-dire à un système donné de nœuds, 

il existe un tétraèdre principal, dans lequel chaque angle dièdre 

est ou un angle aigu, ou un angle droit, l ’une des bases de ce 

tétraèdre ayant pour côtés les deux plus petits paramètres que l’on 

puisse obtenir en joignant l’un à l’autre les nœuds donnés. Enfin 

M. Bravais nomme axe de symétrie d’un système réticulaire une 

droite tellement choisie, qu’il suffise d’imprimer au système autour 

de cet axe une rotation mesurée par un certain angle pour substituer 

les divers nœuds les uns aux autres; puis il démontre que l’angle qui 

sert de mesure à la rotation doit être nécessairément égal soit à un ou 

à deux droits, soit au tiers ou aux deux tiers d’un angle droit. Donc 

le rapport de la circonférence entière à l’arc qui mesure la rotation 

ne peut être que l’un des nombres 2, 3 , 4» 6; et la symétrie est néces

sairement, suivant le langage adopté par M. Bravais, binaire, ou ter

naire, ou quaternaire, ou sénaire. D’autre part, il est clair que, si un 

système de nœuds tourne autour d’un axe pàssant par un point quel

conque, le mouvement de rotation effectif de tout le système autour 

de cet axe ne différera pas du mouvement apparent de rotation autour 

d’un axe parallèle passant par un nœud quelconque, aux yeux d’un 

observateur dont la position coïnciderait avec ce même nœud. Il en 

résulte immédiatement que, à tout axe de symétrie qui ne passe par 

aucun nœud d’un système donné correspondent toujours d’autres 

axes de symétrie parallèles au premier, et passant par les divers 

nœuds du système. 11 est d’ailleurs facile de voir que tout axe de 

symétrie passant par un nœud donné, coïncide nécessairement, ou 

avec l’une des arêtes d’un parallélépipède élémentaire qui a ce nœud 

pour sommet, ou avec l’une des diagonales d’un tel parallélépipède, 

ou avec la diagonale de l’une de ses faces. Ces principes étant admis, 

on peut, comme l’a fait M. Bravais, classer les divers systèmes réti

culaires, ou plutôt les divers systèmes d'e nœuds qu’ils peuvent offrir, 

d’après le nombre et la nature des axes de symétrie qui passent par 

un nœud donné. L’auteur compte effectivement sept classes d’assem-
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blages ou systèmes de nœuds, distinguées les unes des autres par les 

caractères que nous allons rappeler.

Les systèmes de la première classe, correspondants au premier sys

tème cristallin des minéralogistes, offrent quatre axes ternaires, trois 

axes quaternaires et six axes binaires. Les formes distinctes com

prises dans cette classe sont : i° le cube; 2" le cube centré ou rhom

boèdre de 1200, ou octaèdre à base carrée; 3° le tétraèdre régulier, 

ou octaèdi’e régulier, ou rhomboèdre de 7o03 i ' 44"·

Les systèmes de la seconde classe, coiTespondants au second sys

tème cristallin des minéralogistes, offrent un seul axe quaternaire et 

quatre axes binaires. Les formes compi’ises dans cette classe sont : 

i° le prisme droit à base carrée ; 20 le . prisme droit centré à base 

carrée, ou octaèdre à base can’ée.

Les systèmes de la troisième classe offrent un seul axe sénaire et 

six axes binaires. Cette class-e px’ésente d’ailleurs une seule forme, 

savoir : le pi’isme droit, qui a pour base un ti’iangle équilatéral.

Les systèmes de la quatrième classe offrent un seul axe ternaire et 

trois axes binaires. Cette classe pi'ésente une seule forme, savoir : un 

l’homboèdre,. dans lequel deux sommets opposés sont les extrémités 

d’un axe de symétrie ternaire,· les six autres sommets étant ceux 

de deux triangles équilatéraux, dont les plans parallèles entre eux 

divisent en trois parties égales la diagonale dont il s’agit.

Les systèmes de la troisième et de la quatrième classe correspondent 

au troisième système cristallin des minéralogistes.

Les systèmes de la cinquième classe, correspondants au quatrième 

système cristallin des minéralogistes, offrent trois axes binaires. Cette 

classe présente quatre fonnes distinctes, savoir : le parallélépipède 

rectangulaire centré ou non centré, et le même parallélépipède ayant 

deux'ou six faces centx’ées.

Les systèmes de la sixième classe, correspondants au cinquième sys

tème cristallin des minéralogistes, offrent un seul axe binaire. Cette 

classe présente deux formes, savoir : le prisme droit centré ou non 

centx’é, qui a pour base un parallélogramme.
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Les systèmes de la septième classe, correspondants au sixième sys

tème cristallin des minéralogistes, sont ceux qui n’offrent aucun axe 

de symétrie. Cette classe comprend une seule forme, savoir : le prisme 

oblique, qui a pour base un parallélogramme.

En résumé, si, les divers systèmes cristallins étant caractérisés par 

le nombre et la nature de leurs axes de symétrie, on range ces sys

tèmes dans l’ordre indiqué par le nombre de ces axes, on obtiendra le 

Tableau suivant :

NOMBM5 DES AXË3 DË SYMÉÏRIE NOMBIÎE TOTAL

binaire. lernaire. qaalernuiro. senaire. atfes de symétrie.

Système lerqualernaire.. 6 4 3 » i 3

Systèmo sériai re \ ............. 6 » )) I 7
'

Svstème quaternaire........ 4 » I - )) 5

Systèmo ternaire............... 3 I )) » 4

Systèmo terbinairo.. . . . . 3 )> )> » 3

• Systèmo binaire............... )) )) » I

Système asym étrique.. . . 0 » I) » O

En terminant, M. Bravais établit divers théorèmes relatifs aux faces 

semblables ou plutôt similaires qui se trouvent échangées entre elles 

quand on fait tourner un système réticulaire autour de l’un quel

conque des axes de symétrie.

Les Commissaires pensent que dans ce nouveau travail M. Bravais 

a donné de nouvelles preuves de la sagacité qu’il avaitdéjà montrée 

dans d’autres recherches. En conséquence, ils sont d’avis que le Mé-
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moire soumis à leur examen est très digne d’être approuvé par l’Aca

démie et inséré dans le Recueil des Savants étrangers.

4 4 1 .

A n a l y s e  a l g é b r i q u e . — Sur les quantités géométriques, et sur une 

méthode nouvelle pour la résolution des équations algébriques 

de degré quelconque.

C. R., T. XXIX, p. 25o (3  septembre 1849).

On sait qu’une équation algébrique du degré n offre toujours 

n racines dont plusieurs peuvent être du nombre de celles que l’on 

a nommées imaginaires. D’ailleurs, la théorie des expressions algé

briques appelées imaginaires a été, à diverses époques, envisagée 

sous divers points de vue. Dès l’année 180G, M. l’abbé Buée et 

M. Argand, en partant de cette idée que \j— i est un signe de per

pendicularité, avaient donné des expressions imaginaires une inter

prétation contre laquelle des objections spécieuses ont été proposées. 

Plus tard, M. Argand et d’autres auteurs, particulièrement MM. Fran

çais, Faure, Mourey, Vallès, etc., ont publié des recherches ( ')  qui 

avaient pour but de développer ou de modifier l ’interprétation dont 

il s’agit. Dans mon Analyse algébrique, publiée en 1821 ( 2), je m’étais 

contenté de faire voir que l’on peut rendre rigoureuse la théorie des 

expressions et des équations imaginaires, en considérant ces expres

sions et ces équations comme symboliques. Mais, après de nouvelles et 

mûres réflexions, le meilleur parti à prendre me paraît être d’aban

donner entièrement l ’usage du signe \J— 1 et de remplacer la théorie

( ')  Uno grande partie des résultats de ces recherches avait été, à ce qu’il paraît, 
obtenue, môme avant le siècle présent et dès l’année 1786, par un savant modeste, 
M. Henri-Dominique Truel, qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les 
a communiqués, vers l’année 1810, à M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux 
au Havre.

(2) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III.
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des expressions imaginaires par la théorie des quantités que j ’appel

lerai géométriques, en mettant à profit les idées émises et les nota

tions employées, non seulement par les auteurs déjà cités, mais aussi 

par M. de Saint-Venant dans un Mémoire digne de remarque sur les 

sommes géométriques. C’est ce que j ’essaye d’expliquer dans une 

Note qui s’imprime en ce moment, et qui offrira une sorte de résumé 

des travaux faits sur cette matière, reproduits dans un ordre métho

dique, avec des modifications utiles. Je mé bornerai pour l ’instant à 

extraire de cette Note quelques notions relatives aux quantités géo

métriques, et deux théorèmes sur lesquels s’appuie la méthode nou

velle que je propose pour la résolution des équations de tous les 

degrés. ·

§ I. — Quantités géométriques, définitions, notations.

Menons dans, un plan fixe, et par un point fixe, pris pour origine 

ou pôle, un axe polaire OX. Nous appellerons quantité géométrique et 

nous désignerons par la notation rp un rayon vecteur tracé dans ce 

plan, et dont la longueur r sera mesurée dans la direction qui for

mera, avec l’axe fixe, l’angle polaire p. La longueur r sera la valeur 

numérique ou le module de la quantité géométrique rp, l’angle p en 

sera Yargument. Le point à partir duquel se mesurera la longueur r 

et le point auquel elle aboutira seront Y origine et Yextrémité de cette 

longueur ou quantité géométrique.

Deux quantités géométriques seront dites égales entre elles quand 

elles offriront la même longueur mesurée dans la même direction ou 

dans des directions parallèles. Il en résulte que l’équation

^ p — r P

entraînera toujours la suivante

R  =  r,  , P  = -p  +  cosP =  cosj», s in .P = s in j» ,

k étant une quantité entière quelconque.

Cela posé, la notion de quantité géométrique comprendra, comme

OEuvres de C . — S. I, t. XI. 20
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cas particulier, la notation de quantité algébrique, positive ou néga

tive, et, à plus forte raison, la notation de quantité arithmétique ou de 

nombre, renfermée elle-même, comme cas particulier, dans la notion 

de quantité algébrique.

Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore néces

saire de définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement 

leurs sommes, leurs produits et leurs puissances entières, en choisis

sant des définitions qui s’accordent avec celles que l’on admet dans le 

cas où il s’agit simplement de quantités algébriques. Or cette condi

tion sera remplie, si l’on adopte les conventions que nous allons indi

quer.

Étant données plusieurs quantités géométriques

?*p9 Tp'y Fp"9  ·  ·  ·  J

ce que nous appellerons leur somme, et ce que nous indiquerons par 

la notation
rP +  r'p· -t- r'p« -t-. . . ,

ce sera la quantité géométrique que l’on obtient quand on porte, l ’une 

après l’autre, les longueurs r, r ', r", . . .  dans les directions indiquées

par les arguments p, p ' , p"..........en prenant pour origine de chaque

longueur nouvelle l'extrémité de la longueur précédente, et en joi

gnant l’origine de la première longueur à l’extrémité de la dernière. 

En vertu de cette définition, le module de la somme de deux quan

tités géométriques est toujours compris entre la somme et la diffe

rence de leurs modules. De plus, la somme de plusieurs quantités 

géométriques aura pour module un nombre qui ne surpassera jamais 

la somme de leurs modules.
t

Ce que nous appellerons le produit de plusieurs quantités géomé

triques sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour module 

le produit de leurs modules, et pour argument la somme de leurs argu

ments.

En vertu de cette définition, le produit de plusieurs sommes de 

quantités géométriques sera la somme des produits partiels que l’on
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peut former avec les divers termes de ces mêmes sommes en prenant 

un facteur dans chacune d’elles. D’ailleurs on indiquera ce produit à 

l’aide des notations appliquées aux quantités algébriques.

On aura, par suite,

(1 ) rp r’p· r"p.. ..  =  ( rr' r". . .  )p+p,+p.......

La mieme puissance de la quantité géométrique rp, m étant un 

nombre entier quelconque, sera le produit de m facteurs égaux à rp. 

Cette puissance sera indiquée par la notation rp\ et l’équation (i)  

donnera
r m —  ( r fn\
'  p  —  \ r  ) m p ♦

Deux quantités géométriques seront dites opposées l’une à l’autre, 

lorsque leur somme sera nulle, et inverses l’une de l’autre, lorsque 

leur produit sera l’unité.

Enfin, pour les quantités géométriques, comme pour les quantités 

algébriques, la soustraction, la division, l’extraction des racines ne 

seront autre chose que les opérations inverses de l’addition, de la 

multiplication, de l’élévation aux puissances. Par suite, les résultats 

de ces opérations inverses, désignés sous le nom de différences, de 

quotients, de racines, seront complètement définis. Ils s’indiqueront 

d’ailleurs à l’aide des notations usitées pour les quantités algé

briques. Ainsi, en particulier, la différence des deux quantités géo

métriques Rp, rp s’ indiquera par la notation Rp — rp, et leur rapport

·' R
ou quotient par la notation

r p

Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques, 

quelques-unes s’évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire. Par 

suite, -t- rp et — rp représenteront la somme et la différence des deux 

quantités o, rp, en sorte qu’on aura

' Tp —  T p , J 'p  “

Ces définitions étant adoptées, il sera facile de déterminer les 

diverses racines d’une quantité géométrique, par exemple les ra-
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cines miemes deTunité. On reconnaîtra, en particulier, que l’unité a 

pour racines carrées
i q — i et 1 —— — i,

pour racines cubiques
1 et ± i TC,

"ï

pour racines quatrièmes ·.
± i  et ±In,

*2

etc.

L’une de ccs racines, savoir i m, est précisément la quantité géomé-
*2

trique que l’on est convenu de désigner par la lettre i. Elle est tout à 

la fois l ’une des racines quatrièmes de l’unité, et l ’une des racines 

carrées de — i.

Lorsque la quantité géométrique rp a le pôle pour origine, son 

extrémité peut être censée avoir pour coordonnées polaires les quan

tités algébriques r, p, et pour coordonnées rectangulaires les quantités 

algébriques oc, y  liées à r, p par les formules

x =  rcosp, y =  rsinp.

Alors aussi on trouve

rp — x  4- i y — r ( cos/> H- i sinjo ) ;

puis, en posant r =  i ,
ip — cos p  +  i sin/>.

Ajoutons que des formules

rp =  x +  iy, rp — x — \y, rpr_p~r*

on tire immédiatement 

On a aussi

/·* +  y*.

H- I_
- v  s i n j 0 = .cos p = P

2 21
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§ I I .  — F o n c t i o n s  e n t i è r e s ;  é q u a t i o n s  a l g é b r i q u e s ,  . M é t h o d e  n o u v e l l e ..

p o u r  l a  r é s o l u t i o n  g é n é r a l e  des  é q u a t i o n s .  1

Suivant l’usage adopté pour les quantités algébriques, une quantité 

géométrique pourra quelquefois être désignée par uñe seule lettre.. 

Cela posé, soient z  =  r p  une quantité géométrique variable, et a ,  b, 

c ,  h  des coefficients constants, qui pourront être eux-mêmes des 

quantités géométriques. Si l’on pose

( i ) Z  — et H— b z  — c z^  —j—. . .  h  z Tl)

Z  sera ce que nous appellerons une fonction entière de z ,  du 

degré n, et

(2) , Z  — o

sera une é q u a t i o n  a l g é b r i q u e .  Soient d’ailleurs a, b, c, . . . ,  b les 

modules des coefficients a ,  b ,  c ,  h ,  èt R  le module de Z .  Pour

de très grandes valeurs du module r  de z ,  le rapport ^  se réduira

sensiblement au nombre h. Donc, par suite, R  deviendra infiniment 

grand avec r ,  et ne pourra s’évanouir que pour des valeurs finies de r  

et de z .

Concevons maintenant que le module r  de z  passe d’une valeur 

nulle à une valeur très petite, et nommons pCT la racine de l’équation 

linéaire

(3) a  +  b z  —  0 . .

Quand on posera z  =  rCT, en prenant r  inférieur à p, le module du 

binôme
et —J— b z

sera précisément égal à
a — br,

et le module de Z  sera égal ou inférieur à là somme

a(4)
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Donc le module de Z sera inférieur au module a de son premier 

terme a, si la différence

( 5 ) b /· — c r — . . .  — h /■ "

est positive, ce qui aura toujours lieu, si l’on prend à la fois rfpp et 

r -̂c, -c étant la valeur de r qui rend cette différence un maximum, et 

qui coïncide avec la racine positive unique de l’équation

(6 ) b — 2 c r  — . . «hr ra-1 =  o.

En résumé, on peut énoncer la proposition suivante :

T héorème I . — La fonction entière Z acquerra un module R inférieur 

au module a de son premier terme a, si l ’on pose ,s =  ra, r étant égal ou 

inférieur au module p de la racine pm de l ’équation ( 3 ) et à la racine 

positive ï. de l ’équation (6). Donc a surpassera le plus petit des modules 

de Z correspondants aux deux suppositions

•S =  Peu, Z  —  ï CT.

Le théorème précédent ne serait plus applicable à la fonction Z si 

le coefficient de z dans cette fonction s’évanouissait, ou, en d’autres 

termes, si cette fonction était de la forme a +  bzl -\- czm-\- . . .  h- hzn,

l, m, . . . ,  n étant des nombres entiers. Mais alors on pourrait au théo

rème I substituer la proposition suivante :

T héorème II. — Soient

(7) Z=za +  bs! +  csm +  , .. +  Hz"

une fonction entière de la variable z =  rp, et a, b, c, . . . ,  h les modules 

des coefficients a, b, c, . . . ,  h. Supposons d'ailleurs que les nombres l,

m, . . . ,  n forment une suite croissante, et que, les coefficients a, b n’étant 

pas nuis, on nomme pCT l ’ une quelconque des racines de l ’équation binôme

(8 ) a-\ -bz l— o.

Enfin, soit t  la racine positive unique de l ’équation 

(ol Ih — m e r '?-1— . . . —  n h r n~l =:o.
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Le module a du premier terme de la fonction Z surpassera le plus petit des 

modules de Z correspondants aux deux suppositions

Z =  pGT> · ·" — tCT·

S’il arrivait que la fonction Z  offrît, à la suite de son premier 

terme a, un ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent 

sensiblement nuis, alors, en se servant du théorème I ou II, pour 

déterminer un module de Z inférieur à celui de a, on pourrait faire 

abstraction de ces mêmes termes, sauf à constater ensuite que le 

module de Z, quand on a égard aux termes omis, reste inférieur au 

module de a.

Lorsque, en s’appuyant sur le théorème I ou II, on aura fait décroître 

le module R de Z, en faisant passer la variable z de zéro à une valeur 

distincte de zéro, il suffira, pour opérer une nouvelle diminution du 

module R, d’attribuer à la valeur /-CT de s un accroissement que nous 

désignerons par £, et d’appliquer le théorème I ou II à Z considéré 

comme fonction, non plus de la variable s, mais de la variable Ç.

En opérant comme on vient de le dire, on pourra faire décroître 

saris cesse, et même rapprocher indéfiniment de zéro le module R de 

la fonction Z. Les valeurs successives de -s, qui correspondront aux 

valeurs décroissantes de R, formeront une série dont le terme général 

aura pour limite une racine de l’équation (2). Si l’on nomme Ç la dif- 

férence entre la variable s  et cette racine, le rapport y  sera une fonc

tion entière de Ç, par conséquent de z, du degré n — 1 ; et en faisant 

décroître, à l ’aide du théorème I ou II, le module de cette nouvelle 

fonction, on fera converger z vers une nouvelle racine de l’équa

tion (2). En continuant de la sorte, non seulement on conclura des 

théorèmes énoncés que l’équation (2) admet toujours n racines égales 

ou inégales, mais encore on obtiendra de ces racines des valeurs aussi 

approchées que l’on voudra. Ainsi les théorèmes I et II fournissent, 

pour la résolution d’une équation algébrique de degré quelconque, 

une méthode nouvelle et très générale qui paraît digne'd’être remar

quée.
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Si l ’équation donnée se réduisait à l ’équation binôme ( i)  ou (8), 

la racine unique ou les racines de l’équation se réduiraient au rap

port — ou aux racines niémes de ce rapport.

Dans tout autre cas, lorsque l’approximation résultante de l’appli

cation de la méthode à la détermination d’une racine sera devenue 

très considérable, le module désigné par p, dans le théorème I, sera 

généralement très petit, et la méthode nouvelle se confondra simple

ment avec la méthode linéaire ou newtonienne fondée sur l’emploi de 

la seule équation ( 3 ), si l ’équation (2) n’offre pas plusieurs racines 

égales à celle vers laquelle convergent les valeurs successives de z.

Lorsqu’on veut se borner à démontrer l’existence des racines des 

équations algébriques, on peut se contenter d’observer que le module 

de Z  décroît quand on pose z =  rn, en attribuant à r une valeur infi

niment petite, et l ’on se trouve ainsi ramené à la démonstration que 

M. Argand a donnée de cette existence, dans le IVe Volume des Annales 

de M. Gorgonnc (p. 133 et suiv.).

4 4 2 .

A nalyse mathématique. — Mémoire sur quelques théorèmes dignes de 

remarque, concernant les valeurs moyennes des fonctions de trois 

variables indépendantes.

C. R., T. XXIX, p. 3 4 i ( ier octobre 1849)·

Considérons une fonction de trois coordonnées rectangulaires, et 

supposons l ’intégrale triple, qui renferme cette fonction sous le 

signe J ,  étendue à tous les points, situés dans l’intérieur d’une cer

taine enveloppe;, le rapport de cette intégrale triple au volume com

pris dans la surface enveloppe sera une valeur moyenne de la fonc

tion. Or cette valeur moyenne peut être présentée sous une forme 

nouvelle et très simple, lorsque la surface enveloppe est du second
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degré. D’ailleurs, de la seule inspection de cette forme nouvelle on 

déduit immédiatement, comme on le verra dans cet article, diverses 

propriétés remarquables de la valeur moyenne dont il s’agit. On en 

tire, par exemple, avec la plus grande facilité, une proposition géné

rale qui comprend, comme cas particulier, le théorème bien connu à 

l’aide duquel on détermine l’attraction d’un ellipsoïde sur un point 

extérieur.

A nalyse,.

■ Soient x , y , z trois coordonnées rectangulaires, et s, t (x ,y ,  z)  deux 

fonctions de x,  y ,  z, dont la première s’évanouisse quand on pose à la 

fois x  — o , y  =  o, z — o. Prenons d’ailleurs

( i )  $ = J ' J ' J f {x , y , z ) d x d y d z ,

l’intégrale.triple étant étendue à tous les points situés dans l’intérieur 

de la surface représentée par l’équation

( 2 ) S — l,
ê

et supposons cette surface rencontrée en un seul point par l’un quel

conque des rayons vecteurs qui partent de l’origine des coordonnées. 

Le volume 9, compris dans la surface, sera ce que devient l ’inté

grale S, quand on réduit la fonction f ( x , y , z )  à l ’unité, et le rap-

port ^  sera une valeur moyenne de f ( x , y , z ) ,  savoir, celle qui,

d’après les conventions admises dans un précédent Mémoire, devra

être désignée par la notation M f (x ,y ,  z)·, en sorte qu’on aura iden*
S  =  0

tiquement

(3),
S =  1 g

M î(x,y,z)  =  55
S  =  0 «

j ' j ' f  f (x, y, z) dx dy dz
1 t

J  J  J  dx dy dz

Concevons maintenant que l’on ait

s =  F(x, y ,z ).

OEuvres de C . — S. I, t. XI. 21
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Comme la valeur moyenne

(4) M t ( x , y , s )
s = o

dépendra uniquement des formes des fonctions indiquées par les 

lettres f, F, cette valeur ne sera point altérée, si aux variables x, 

y , s on substitue d’autres variables-qui dépendent des premières et 

leur soient, par exemple, proportionnelles. Donc, si l’on nomme a, b, c 

des constantes positives, on pourra, dans l’expression ( 3 ), remplacer

par

y, z et s =  F (a? ,y , - )  

ax,  by, es  et F ( a x , b y , c z ) ,

de sorte qu’en posant
S =  F (ax,  by, es)

on aura identiquement

(5) M î ( x , y ,  z) = ' m î (ax,  by,cz) .
i = 0  5 =  0

En conséquence, on peyt énoncer la proposition suivante :

T héorème I . — La moyenne entre les diverses valeurs de la fonc

tion, f( x , y , z )  correspondantes aux divers points du volume termine 

par la surface que représente l ’équation

(6) F ( x , y , z )  =  i

sera aussi la moyenne entre les diverses valeurs de lafonction f (ax, by, cz) 

correspondantes aux divers points du volume compris dans la surface que 

représente l ’équation

(7) F (ax,  by, cz)  =  i .

Enfin, si, en nommant i une variable auxiliaire, on suppose f(x ,y ,  z) 

choisie de manière que, dans l ’intérieur du volume y  terminé par la 

surface (6),

( 8 ) f(t.r, iy , i z )
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reste fonction continue de i pour tout module de i inférieur à l’unité, 

alors f ( iax, iby,  icz)  restera, pour un tel module, fonction continue 

de i, dans l’intérieur du volume terminé par la surface (7), et l’on 

aura identiquement, en vertu de la formule de Maclaurin,

(9 ) f (ax,  by, cz) — e«*Da+*ri,s+<?:;Dï g>

a, 6, y étant de nouvelles variables auxiliaires que l’on devra réduire 

à zéro, après les différentiations effectuées. Donc, alors, en posant, 

pour abréger,
u =  Da, v =  Dg, w =  DY,

on tirera de la formule ( 5 )

(1 0 ) M* f ( x ,y ,  z) — M* e'lux + b,y + c'KZ f(«, 6 , y)·
v=o ç=o

Le cas où la surface enveloppe, représentée par l’équation (2) 

ou (6), se réduit à un ellipsoïde, mérite une attention spéciale. Dans 

ce cas, en nommant a, b, c les demi-axes de l’ellipsoïde, et en les pre

nant pour demi-axes des. x,  y,  s, on pourra supposer

On aura, par suite,

(12) c =  (aî* +  y * -l- .8, ) * = r ,

r étant le rayon vecteur mené de l’origine des coordonnées au 

point ( x , y , z ) .  Donc alors la formule (8) donnera

( 13 ) *M f ( x , y , z ) = ’M eaux+b'r + cvz f(<x,6,y).
S  —  0  / '  —  0 '

D’autre part, si l’on prend

k =  (a2-f- c2)*,

on aura, en désignant par f ( x )  une fonction quelconque de la 

variable x,

04) M f ( a x  +  by -y cz)  =  M f ( k x ) ,
r—0 r = 0
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puis on en conclura

r = 1 r = l

(i5) M eax+br+cs =  M ekx\
r=z 0 r==o

et, comme on aura encore

M ekx=
r  — 0

c
(i — x*)ekx dx

• eK— e-

û
i — x i )dx

=  4 C1 — DI>— —̂ ,

il est clair que, si Ton pose, pour abréger,

(1 6 ) R(A) — 4 ( 1  — DJ)----£- - = 1  + k
i k1 1 k'* /c6
5 2 5.7 2.4 5.7.9 2.4.6

on trouvera définitivement

(17) r \ \  e a x + b r + c z  —  H(4).
r —0

Par suite, si l’on prend
i

8= :  (a2u2+  ft2V! +  C2W 2 ) 2

ou, ce qui revient au même,

(18) 8S=  a 2u 24- 62v2+  C2W2, 

l’équation ( i 3 ) donnera

(19) M1f( ir , j , s ) = n ( 8) f(«, g, y)
s=0

ou, ce qui revient au même,

<“ > mV , * , )  =  ( . + +

En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :

T héorème II. — Si f ( x , y , z )  est tellement choisie, que f ( i x , i y , i z )  

reste fonction continue de 1 pour tout module de t inférieur à l ’unité, et
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pour tout point {oc, y, z ) situé dans l ’intérieur de l’ellipsoïde, dont l ’équa

tion est

( a i )
x % y2 z*
a2 ^  ô2 ^  c2 ’

alors, non seulement la série dont le terme général est

r 82re f(a, 6, y)
5.7. .  .(ara-t-3 ) 2.4.  . . 2«

sera convergente, mais, de plus, la somme de cette série sera précisément 

la moyenne entre les diverses valeurs de la fonction f  (oc,y, z) correspon

dantes aux divers points situés à l ’ intérieur de ce même ellipsoïde.

Il est bien entendu qu’en calculant la valeur de l’expression

s2n f (oc, ë, y),

on devra réduire à zéro, après les différentiations effectuées, chacune 

des variables auxiliaires a, 6, y.

Concevons, à présent, que l’on désigne par 0  le premier membre de 

la formule (20). En vertu de cette formule, jointe à l ’équation (18), 

0  sera une fonction des trois paramètres a, b, c. Si, d’ailleurs, f (x,y,z)  

vérifie une équation aux dérivées partielles de la forme

.(22) (¿D2-t- »î D2 +  raD|) î{x,y,z)  — o,

l, m, n étant trois coefficients constants, on aura encore

(23) (/u2-t-mv2+ raw2) f(«, 6, y) =  0 ; -
/

et, par suite, on pourra de la valeur de a2, fournie par l’équation (18), 

éliminer u2, ou v2, ou \v2, à l’aide de la formule

(24) (u2+/rav2+raw2=  o;

on pourra, par'exemple, à l’équation (18), substituer la suivante :
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Donc alors la quantité 0  se trouvera réduite à une fonction des diffé

rences
2 1 1 n  m  2a2---- c2, 62--------c2.n a

\

D’ailleurs, ces différences ne seront point altérées, si l’on fait croître 

ou décroître respectivement les carrés

a 2, é2, c?

de quantités de la forme
61, dm, On,

0 désignant un nouveau paramètre. Donc, si l ’on pose

(26) 0  = B T ( < Z 2, ¿>2, C2 )

et

( 27) 0 = ü r ( a 2— 61, bî — dm, c1— 6n),

c’est-à-dire si l ’on désigne par 0 la moyenne entre les diverses valeurs 

de f(cc, y ,  z)  correspondantes aux divers points situés dans l’intérieur 

de l’ellipsoïde, dont l’équation est

(28) ¿c2 y 2 z* __
a2 — 61 62 — 6 m c2 — 6n 1 ’

on aura identiquement, au moins pour des valeurs de 0 comprises 

entre certaines limites, © =  0, et

( 29) 0 — 0  =  0.

D’ailleurs, si dans l’équation (28), qui subsistera certainement pour 

de très petites valeurs du paramètre 0, on fait varier ce paramètre à 

partir de 0 =  o, alors, en vertu des principes établis dans un précé

dent Mémoire (Comptes rendus, Tome XX, p. 3y5 ) {') ,  elle continuera 

de subsister, tant que le premier membre 0 — 0 restera fonction con

tinue de 0. Enfin cette dernière condition sera remplie, si 0 varie 

entre des limites telles que

(30) î(æ\Jai -L- 61, y  \/b*— dm, z\Jc% —  Ôn)

(' ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 32.
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reste fonction continue de 0 pour tout point situé dans l’intérieur de 

la sphère représentée par l’équation

(3i) &* +  y* +  z* — i.

On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

T héorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 

on n’altérera pas la moyenne entre les diverses valeurs de f (oc, y , z), si à 

l ’ellipsoïde représenté par la formule (20) on substitue l ’ellipsoïde repré

senté par la formule (28), en attribuant au paramètre 0 une valeur numé

rique comprise entre zéro et une limite supérieure tellement choisie que, 

dans Vintervalle, l ’expression ( 3o) demeure fonction continue de ce 

paramètre, pour tout point ( x , y , z )  dont la distance à l ’origine ne 

surpasse pas l ’unité.

Corollaire I. — 0  devant être, en vertu de la formule (29), égal 

à 0, et par suite, indépendant de 0, on en conclura

Do@ — 0;

puis, eu égard à l’équation (27),

par conséquent, 

(32)

,Da0
m -l)fc0 Dc0

n —  o,

D„0
m-I)A0 B,0

Corollaire IL — Des principes ci-dessus rappelés il résulte que, 

sans altérer la valeur moyenne de f ( x , y , z ) ,  et, par conséquent, sans 

détruire l’équation ( 29), on pourra faire varier, non seulement le para

mètre 0, comme il est dit dans le théorème III, mais encore les para

mètres a, b, c, pourvu, toutefois, qu’en vertu de ces variations 0 ne 

cesse pas d’être fonction continue de tous ces paramètres. Ajoutons 

que cette dernière condition sera remplie, si ces variations sont 

telles, que l’expression ( 3o) reste fonction continue de a, b, c, 0.
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Dans le cas particulier oü les coefficients /, m, n se réduisent à 

l’unité, l’équation (28) se réduit à

(33)
tf2 y 2 | s*

à1— 0 +  0 +  c2— 0 l>

et les divers ellipsoïdes que représente cette équation pour diverses 

valeurs de 0 sont des ellipsoïdes homofocaux, c’est-à-dire que leurs 

sections principales sont des ellipses qui offrent toujours les mêmes 

foyers. Alors aussi l ’équation (22) se réduit à

(34) (D| -t- D2 +  Df ) f(x,y,  -s) =  o,

et l ’équation ( 32) à 

(35) DaO
a

D¿,0 , Dc0 ----  ------ O.

D’ailleurs on satisfait à l’équation ( 34) en prenant, par exemple,

(36) î { x , y , z )  =  y  

ou même, plus généralement,

(37)  î ( x , y , z ) = ' - ,

x, désignant la distance du point mobile {oc,y, z) à un point fixe (x,y, z), 

en sorte qu’on ait

(38)  ts = ( Æ  — x )2+ ( 7  — y ) 2+ ( s _  Z)S.

Cela posé, le théorème 111 et son deuxième corollaire entraîneront 

généralement la proposition suivante :

T héorème IV. — Soit t  la distance d ’un point fixe Pi. à un point 

mobile P, et nommons O le centre d ’un ellipsoïde qui ne renferme pas 

le point P. La moyenne entre les diverses valeurs de  ̂ correspondantes 

aux divers points situés dans l ’intérieur de l ’ellipsoïde ne sera point 

altérée, si à celui-ci on substitue l ’un quelconque des ellipsoïdes homo- 

focauæ qui ne renferment pas le point P, ou même Vellipsoïde homofocal 

dont la surface passe par ce point,
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Le théorème IV est celui à l’aide duquel on détermine l’attraction 

exercée par un ellipsoïde sur un point extérieur.

Ajoutons que, si la distance OP, représentée par le radical

y/x2 +  y2 H- z2,

surpasse la plus grande des distances comprises entre le centre de 

l’ellipsoïde et les foyers des sections principales, la valeur moyenne 0

de la fonction  ̂ se déduira aisément de l’équation (20), ou, ce qui 

revient au même, de la formule

(.39) 0 (
i oy
5 2

I G)4
5.7 2.4

I
— )  
Y

les valeurs de r et de w2 étant déterminées par les formules

r==(x, +  y! + z ! )1, w2r= (a2— b2) u2-l·- (a2— c2)v2.

4 4 3 .

A nalyse mathématique. —  Rapport sur un Mémoire de M. Roche, relatif 

aux figures ellipsoïdales qui conviennent à l ’équilibre d ’une masse 

fluide soumise à l ’attraction d ’un point éloigné.

C. R., T. XXIX, p. 376 (8 octobre 1849).

Maclaurin a reconnu qu’une masse fluide, animée d’un mouvement 

de rotation uniforme, et composée de molécules qui s’attirent mutuel

lement en raison inverse du carré de la distance, peut satisfaire aux 

conditions d’équilibre, lorsque sa surface extérieure est celle d’un 

ellipsoïde de révolution, pourvu que la vitesse angulaire ne dépasse 

pas une certaine limite. A la limite dont il s’agit, répond un seul 

ellipsoïde. A une valeur plus petite de la vitesse angulaire corres

pondent deux ellipsoïdes, dont l’un se réduit sensiblement à une

Œuvres de C . —  S. I, t. XI. 22
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sphère quand la vitesse angulaire est très petite. Laplace a d’ail

leurs prouvé que celui-ci est la seule figure d’équilibre qu’on puisse 

obtenir quand on suppose la vitesse angulaire très petite et la forme 

du fluide peu différente de la sphère. Quant à l’autre ellipsoïde de 

Maclaurin, il offre généralement un aplatissement considérable, sur

tout quand la vitesse angulaire-est sensiblement nulle.

II semblerait naturel d’admettre qu’une masse fluide homogène, 

douée d’un mouvement de rotation uniforme, doit, dans le cas d’équi

libre, offrir toujours pour surface extérieure une surface de révolu

tion. Mais, dans ces derniers temps, M. Jacobi a démontré qu’une 

telle niasse peut se présenter aussi sous la forme d’un ellipsoïde à 

trois axes inégaux. Cette proposition nouvelle et remarquable ayant, 

fixé l ’attention des géomètres, on a étudié les relations qui existent 

entre la vitesse angulaire et les trois axes de l’ellipsoïde, ou plutôt 

les rapports de ces mêmes axes. M. Meyer a fait voir que, pour des 

valeurs de la vitesse angulaire suffisamment petites, l ’ellipsoïde de 

M. Jacobi subsiste avec les deux ellipsoïdes de Maclaurin. La vitesse 

angulaire venant à croître, il arrive un moment où l’ellipsoïde de 

M. Jacobi se confond avec l’un des deux ellipsoïdes de Maclaurin, 

et ceux-ci finissent par disparaître après être devenus égaux entre 

eux, quand la vitesse angulaire atteint la limite dont nous avons 

précédemment parlé.

On peut d’ailleurs, au lieu de faire croître la vitesse angulaire, 

faire croître le moment de rotation, c’est-à-dire le produit de la 

vitesse angulaire par le moment d’inertie relatif à l ’axe de rotation ; 

et alors on arrive, quand on se borne à considérer les ellipsoïdes de 

Maclaurin, aux propositions établies par Laplace dans le Tome II de 

la Mécanique céleste et, quand on considère en outre l’ellipsoïde de 

M. Jacobi, aux résultats donnés par M. Liouville dans un Mémoire 

que renferme la Connaissance des Temps pour l’année 1849.

Dans les travaux que nous venons de rappeler, la masse fluide, 

douée d’un mouvement de rotation uniforme, était supposée uni

quement soumise aux actions mutuelles de ses molécules. 11 impor-
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tait de voir si la forme d’un ellipsoïde pouvait convenir encore à une 

telle masse, dans le cas où elle était de plus attirée par un point exté

rieur très éloigné, doué de la même vitesse angulaire, et tournant 

dans un plan perpendiculaire à l’axe de rotation. Laplace, qui s’était 

occupé de ce dernier problème, ne l’avait résolu que dans un cas très 

particulier, savoir, quand la masse fluide est sensiblement sphérique 

et d’ailleurs très petite relativement à la masse du point extérieur. 

M. Roche a recherché une solution générale de la même question, 

et il a eu le bonheur de réussir. Nous avons vérifié les calculs qui 

l’ont conduit aux équations fondamentales du problème, et nous avons 

trouvé ces équations parfaitement exactes. Il est hors de doute, comme 

le dit M. Roche, que, dans le cas général, la solution est fournie par 

des ellipsoïdes dont les axes sont inégaux, le plus petit axe de chaque 

ellipsoïde étant l ’axe de révolution.

M. Roche ne s’est pas borné à établir les formules fondamentales : 

il a encore discuté ces formules, il en a fait des applications diverses, 

et, sur notre demande, il a joint au Mémoire primitif des dévelop

pements nouveaux. Ces développements, que nous déposons sur le 

, bureau de l’Académie, et la discussion des formules fondamentales 

nous paraissent offrir assez d’intérêt pour demander un examen spé

cial qui pourra fournir la matière d’un nouveau Rapport*Mais cet 

examen, relatif en partie à des pièces qui ne nous avaient point été 

soumises, pouvait entraîner, dans la présentation du Rapport, des 

retards que nous aurions regrettés, et n’était d’ailleurs nullement 

nécessaire pour fixer notre opinion sur un travail dont le mérite est 

incontestable à nos yeux.

En résumé, les Commissaires sont d’avis que M. Roche a résolu 

avec sagacité une question importante, et que son Mémoire est très 

digne d’être approuvé par l’Académie.
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4 4 4 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur les intégrales continues et les inté

grales discontinues des équations différentielles ou aux dérivées par·' 

tielles.
C. R., T. XXIX, p. 548 (19 novembre 1849).

Les intégrales d’un système d’équations différentielles ou aux déri

vées partielles peuvent fournir pour valeurs générales des inconnues 

ou des fonctions continues, ou des fonctions discontinues des variables 

indépendantes. En d’autres termes, ces intégrales peuvent être ou con

tinues ou discontinues. II importe de ne pas confondre entre elles ces 

deux espèces d’intégrales, et de rechercher celles qui fournissent la 

solution de problèmes de Mécanique ou de Physique. Tel sera l’objet 

de ce nouveau Mémoire.

Considérons d’abord une ou plusieurs équations différentielles, 

dans lesquelles le temps soit pris pour variable indépendante. On 

pourra, en augmentant, s’il est nécessaire, le nombre des inconnues, 

réduire ces équations au premier ordre. Cette réduction étant opérée, 

pour que l’on puisse déterminer complètement les valeurs générales 

des inconilues, il sera nécessaire dè connaître leurs valeurs initiales. 

Il y a plus : cette connaissance 11e sera suffisante que pour la déter

mination des intégrales continues, s’ il est possible d’obtenir de telles 

intégrales. Elle deviendra généralement insuffisante, s’il n’est plus 

possible d’obtenir des intégrales continues, ou si l’on suppose que 

les valeurs générales des inconnues puissent être des fonctions dis

continues du temps. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’intégrer la plus 

simple de toutes les équations différentielles, savoir celle qu’on 

obtient en égalant à zéro la dérivée d’une inconnue dont la valeur 

initiale est donnée. Cette équation offrira une seule intégrale con

tinue, qu’on obtiendra en égalant la valeur générale de l’ inconnue à 

sa valeur initiale. Mais, si l’on suppose que l’intégrale puisse devenir
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discontinue, la valeur générale de l’inconnue pourra être une fonc

tion du temps qui varie par sauts brusques à diverses époques, en se 

réduisant à une constante entre deux époques consécutives. Donc 

l’équation différentielle dont il s’agit offrira, non seulement une inté

grale continue, mais encore une infinité d’intégrales discontinues.

Concevons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer l’équation différen

tielle qu’on obtient quand on égale la dérivée de l’inconnue à une 

fonction donnée du temps. Si le temps varie entre des limites telles 

que cette fonction ne puisse acquérir des valeurs infinies ou indéter

minées, l ’équation proposée offrira, comme dans le cas précédent, 

une seule intégrale continue et une infinité d’intégrales discontinues, 

dont l’une quelconque sera la somme qu’on obtiendra en ajoutant à 

l’intégrale continue l’une des fonctions discontinues dont la dérivée 

s’évanouit. Mais, si la fonction donnée devient, à une certaine époque, 

ou infinie ou indéterminée, l ’intégrale finie elle-même pourra se trans

former alors en une intégrale discontinue.

Ces diverses conclusions sont précisément celles auxquelles je suis 

parvenu dans les leçons que j ’ai données, à l’École Polytechnique, sur 

le Calcul infinitésimal (voir le résumé de ces leçons, publié en 1823, 

p. io 3 ) ( ') ·

Généralement, étant donné un système d’équations différentielles 

du premier ordre entre le temps t pris pour variable indépendante, et 

diverses inconnues, si les dérivées de ces inconnues sont, en vertu 

de ces équations différentielles, représentées par des fonctions qui 

demeurent continues par rapport aux diverses variables, du moins 

entre certaines limites, on obtiendra, du moins jusqu’à une certaine 

époque déterminée par les limites dont il s’agit, un système unique 

d’intégrales continues, avec une infinité d’intégrales discontinues; 

mais, lorsqu’on dépassera cette époque, le système des intégrales 

continues pourra se transformer en un système d’intégrales discon

tinues.

(1) Œuvres de Cauchy, S. II, T. IV.
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Les observations que nous venons de faire sont évidemment appli

cables, non seulement à un système d’équations différentielles, mais 

encore à un système d’équations aux dérivées partielles qui renferme

raient, avec le temps et une ou plusieurs autres variables indépen

dantes, des inconnues dont on donnerait les valeurs initiales. Pour 

des équations de cette nature, on obtiendrait généralement un sys

tème unique d’intégrales qui demeureraient continues, au moins jus

qu’à une certaine époque, et une infinité de systèmes d’intégrales 

discontinues. Ajoutons que le système unique d’intégrales continues 

pourra se transformer lui-même en un système d’intégrales discon

tinues, si les valeurs initiales des inconnues sont représentées par 

des fonctions discontinues des variables dont ces valeurs dépendent.

Cherchons maintenant quelles sont, parmi les intégrales continues 

ou discontinues d’un système d’équations différentielles ou aux déri

vées partielles, celles qu’il convient d’employer dans le cas où ces 

équations correspondent à un problème de Mécanique ou de Phy

sique, dans le cas, par exemple, où elles représentent les mouve

ments finis ou infiniment petits d’un nombre déterminé ou indéter

miné de points matériels.

Considérons d’abord n points matériels sollicités par des forces 

données. Le mouvement de ces points sera représenté par 3 n équa

tions différentielles du second ordre, ou, ce qui revient au même, par 

6 n équations différentielles du premier ordre, qui serviront à déter

miner en fonction du temps 6n inconnues, savoir les coordonnées de 

ces points et les vitesses avec lesquelles varieront ces coordonnées. 

De plus, si le mouvement commence avec le temps, l’état initial du 

système fournira, pour une valeur nulle du temps, les valeurs corres

pondantes de toutes les inconnues. Or il est bien vrai que, ces valeurs 

étant données, les 6 n équations différentielles, considérées sous un 

point de vue purement analytique, et abstraction faite du problème 

de Mécanique auquel elles se rapportent, admettront, non seulement 

un système unique d’intégrales qui demeureront continues au moins 

jusqu’à une certaine époque, mais encore une infinité de systèmes
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d’intégrales discontinues. Toutefois, il est clair que, parmi ces divers 

systèmes, un seul pourra résoudre le problème de Mécanique proposé. 

J’ajoute que ce système unique sera précisément le système des inté

grales continues. C’est, en effet, ce que l’on peut démontrer de la 

manière suivante.

Les mouvements que nous observons dans la nature sont des mouve

ments continus, en vertu desquels un point matériel ne passe jamais 

brusquement d’une position à une autre sans passer par une série de 

positions intermédiaires. Il y a plus : les variations que l’on observe 

dans les vitesses étant produites par l’action continue des forces appli

quées aux points mobiles, les vitesses elles-mêmes varient toujours 

avec le temps par degrés insensibles, et ne passent jamais d’une valeur 

donnée ou d’une direction donnée à une autre que d’une manière con

tinue. Si, dans certaines circonstances, par exemple quand les corps 

se choquent, il semble quelquefois qu’il y a un changement brusque 

de vitesse, cela tient uniquement à ce que le temps pendant lequel la 

vitesse passe d’une valeur à une autre, après avoir successivement 

acquis toutes les valeurs intermédiaires, nous échappe en raison de 

sa petitesse. Donc, en définitive, les coordonnées des points mobiles 

et les vitesses de ces points, mesurées dans des directions quel

conques, devront toujours être des fonctions continues du temps. 

Donc, lorsqu’on intégrera les équations différentielles qui représen

teront le mouvement d’un nombre déterminé de points matériels, 

les seules intégrales qui résoudront le problème de Mécanique pro

posé seront les intégrales continues qui satisferont aux conditions 

initiales, c’est-à-dire celles qui reproduiront au premier instant les 

valeurs initiales données des diverses inconnues.

Si l’on considère, non plus un nombre fini et déterminé de points 

matériels, mais un corps solide ou fluide dans lequel le nombre de 

ces points devienne indéfini, alors, pour représenter leurs mouve

ments, on obtiendra, non plus un système d’équations différentielles, 

mais un système d’équations aux dérivées partielles, -dans lesquelles 

les variables indépendantes pourront être le temps et les coordonnées
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rectilignes ou non rectilignes d’un point quelconque, par exemple 

les coordonnées mesurées sur trois axes rectangulaires. Ajoutons que 

l’on pourra prendre pour inconnues les déplacements d’un point maté

riel, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les vitesses du 

point projeté sur ces mêmes axes. Enfin, pour être en état de déter

miner les valeurs générales de ces inconnues, il sera nécessaire de 

connaître leurs valeurs initiales. D’ailleurs, ces valeurs initiales pour

ront être des fonctions continues ou discontinues des coordonnées. 

Dans le premier cas, on pourrait généralement satisfaire aux équa

tions données par un système d’intégrales continues qui fourniraient, 

pour les raisons ci-dessus énoncées, l ’unique solution du problème 

de Mécanique auquel se rapporteraient ces équations. Mais il importe 

d’observer, d’une part, que les corps solides ou fluides, loin de pou

voir être considérés comme étant des masses continues et indéfinies, 

sont, au contraire, des assemblages de molécules, limités dans tous 

les sens; d’autre part, qu’au premier instant, et dans le corps donné, 

les déplacements et les vitesses des molécules supposées réduites à 

des points matériels, pourront demeurer sensibles entre certaines 

limites, et passer brusquement, quand on franchira ces limites, d’une 

valeur sensible à une valeur nulle. Donc, dans le cas général, les 

valeurs initiales des inconnues devront être supposées fonctions dis

continues des coordonnées. Cette hypothèse étant admise, les inté

grales déduites des équations proposées et des conditions initiales 

pourront elles-mêmes devenir toutes discontinues; et c’est·précisé

ment ce qui arrivera si les équations données sont homogènes. Il 

reste à savoir comment, parmi ces intégrales toutes discontinues, 

on pourra distinguer celles qui résoudront la question de Mécanique 

proposée. On y parviendra en s’appuyant sur la remarque suivante : 

Une fonction discontinue de plusieurs variables indépendantes peut 

toujours être considérée comme représentant la valeur particulière 

que prend, pour une valeur nulle d’une variable auxiliaire, une fonc

tion plus générale, mais continue, qui renferme cette variable auxi

liaire avec toutes les autres.
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.En partant dé cette remarque, on déterminera aisément les inté

grales discontinues qui résoudront un problème de Mécanique dont 

la solution exigera l’intégration de certaines équations aux dérivées 

partielles jointes à certaines conditions initiales. Il suffira de recher

cher parmi les valeurs initiales des inconnues celles qui seront repré

sentées par des fonctions discontinúes, de considérer ces fonctions 

comme les valeurs particulières que prennent, pour une valeur nulle 

d’une variable auxiliaire, d’autres fonctions plus générales, mais
I . ‘ ' } ) ‘ tú

continues, puis de résoudre le problème en substituant ces dernières 

fonctions aux premières, et de réduire, dans la solution trouvée, la 

variable auxiliaire à zéro.

Observons, d’ailleurs, que l’on simplifiera les formules fournies par 

l’intégration, en y introduisant les coefficients que j ’ai nommés Imi

tateurs, et dorit chacun, dépendant d’une seule quantité variable, se 

réduit, suivant qu’elle est positive ou négative, à zéro ou à l’unité.

1 ^ A nalyse.

| I. —  Intégrales continues et discontinues des équations différentielles.
' f j i 1

Considérons d’abord l’équation différentielle
I ‘

(1) D,.ç =  0,

et soit c la valeur de s qui correspond à une valeur nulle du temps t. 

L’équation (i)  admettra une seule intégrale continue, savoir ’

( 2 ) # s =±c,

et une infinité.d’intégrales discontinues comprises dans la formule

(3) s — iü(t),
'I

tj( i ) étant une fonction de t, qui change brusquement de valeur à 

diverses époques, en se lrèduisant à une constante entre deux époques 

consécutives.

Soit maintenant 1, un coefficient limilateur qui se réduise à zéro ou
OF.uvres <te C. — S. I, t. XI. 23
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à l’unité, suivant que la variable t est négative ou positive, ce qui aura 

lieu, par exemple, si l’on prend

(4)
v/'V

Si, en admettant que les quantités

O, 11, · · · > Ct-1

forment une suite croissante, on veut que la fonction rs(t) se réduise

à c entre les limites t =  0, t ~-— tu
à c, entre les limites ¿ = l — <2,

à c„ - 1  pour ¿ ¿/i- 1)

il suffira de prendre

(5) ro(f) =  c +  (ci — c)!,. , ,  +  ( c j — c, +  (c „ — c,

Considérons à présent l’équation différentielle

( 6 ) D(S —  f ( £)»

f(¿) étant une fonction qui demeure continue, du moins tant que le 

temps l ne dépasse pas une certaine limite; et soit toujours c la 

valeur de s correspondante à t =  o. Pour une valeur de t inférieure 

à la limite dont il s’agit, l’équation (6) offrira une seule intégrale 

continue, savoir

et une infinité d’intégrales discontinues, comprises dans la formule

( 8) s — -m(t) -l·· dt,

la valeur de &(i)  étant de la nature de celle que détermine l’équa

tion ( 5 ).

Si la valeur attribuée à t est supérieure à celle pour laquelle la
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fonction f(i)  cesse d’être continue, l’intégrale (7) pourra devenir 

elle-même discontinue. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on 

prend

et si d’ailleurs on suppose t >  1.

Généralement, étant donné un système d’équations différentielles 

du premier ordre avec les valeurs initiales des inconnues, on pourra 

obtenir pour ces équations des intégrales continues ou discontinues. 

•Mais, comme on l’a précédemment expliqué, les intégrales continues 

seront les seules qu’ il conviendra d’employer, quand il s’agira de 

résoudre un problème de Mécanique ou de Physique.

§ II. — Intégrales continues et discontinues des équations 
aux dérivées partielles.

Considérons d’abord l’équation aux dérivées partielles ·

( j )

Q étant une quantité positive, et supposons l’ inconnue s assujettie à 

vérifier, pour une valeur nulle du temps t, la condition initiale

( 2 ) S =  ? ( « ) ·

Si <p(a?) est une fonction continue de la variable indépendante x,  

l’équation (1), jointe à l’équation (2), admettra une seule intégrale 

continue, savoir

(3) s — cp(x -t- Qt),

et une infinité d’intégrales discontinues. Si, au contraire, la fonc

tion f ( &)  devient discontinue, si l’on suppose, par exemple,

(4) . <?(«) —

ï ( x )  étant une fonction de x  toujours continue, et 1* un coefficient 

limitateur qui se réduise à zéro ou à l’ unité, suivant que la variable x
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est négative ou positive, alors non seulement la conditiort initiale,
«

réduite à la forme <

( 5 ) s =  ]*f(a;),

fournira une valeur discontinue de s, mais l’intégrale (3), réduite à la 

forme ¡

(6) s =  lx+ûtf(a; +  Î20»
1 ■ ¡

deviendra elle-même discontinue. D’ailleurs on pourra satisfaire à la 

fois à l’équation (i)  et à la condition (p), non seulement par l’ inté

grale (6), mais encore par une infinité d’autres intégrales discon

tinues, par exemple en prenant ■

(7) S =  l^f(a:-t-i20,

ou bien encore

(8) s =  lx+„ { ( x  4 - Q t ) ,
. , 1

u désignant une fonction de x  et de t qui s’évanouisse pour t =  o. 

Au reste, parmi ces intégrales toutes discontinues, celle que fournit 

l’équation (6) jouira seule d’une propriété remarquable que nous 

allons indiquer. ¡ , . .

La valeur discontinue de <p(¿c), que fournit l’équation ( 4 ), peut 

être considérée comme la valeur particulière que reçoit une fonction 

continue de x  et d’une variable auxiliaire i, quand on pose i =  o, par 

exemple, cômme la valeur particulière que reçoit le produit

\x f ( x ) ,

quand, après avoir posé

i‘M , I(9) ‘ 

ou bien encore

(ro)

? M m

u=
X
■ \¡X‘

1* = — y
i -f- e 1

on. fait évanouir i) Il en résulte que l’intégrale (6)1 qui devient dis-
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continue, quand on suppose, dans les formules (9) ou (10), 1 =  o, se 

trouve comprise, comme cas particulier, dans une intégrale continue, 

mais plus générale, qui satisfait à la fois à l’équation (1) et à la con

dition ( 5 ).

En général, lorsque des fonctions inconnues du temps et d’une ou 

de plusieurs autres variables indépendantes seront déterminées par 

des équations aux dérivées partielles jointes à un. nombre suffisant de 

conditions initiales, on pourra, si ces conditions ne renferment point 

de fonctions discontinues,1 obtenir un système unique d’intégrales 

continues et une infinité de systèmes d’ intégrales discontinues. Si, 

au contraire, les conditions initiales renferment des fonctions dis

continues,'on n’obtiendra plus que des systèmes d’intégrales discon

tinues; mais, parmi ces systèmes, se trouvera du moins un système 

unique d’ intégrales discontinues comprises, comme cas particulier, 

dans des intégrales continues, desquelles on les déduira en réduisant 

à zéro une certaine variable auxiliaire. D’ailleurs le système unique 

dont il s ’agit sera précisément celui qui.devra être employé, lorsque 

les équations ou les conditions données se .rapporteront à un pro

blèmes de Mécanique ,ou de Physique. ,,

Les principes exposés dans ce Mémoire font disparaître les contra

dictions apparentes des résultats que fournit l’application de diverses 

méthodes à l’intégration des équations aux dérivées partielles dans 

les questions de Physique mathématique. C’est ce que nous expli

querons dans de nouveaux articles, où nous appliquerons les mêmes 

principes à la détermination des lois qui régissent la propagation, la
4 >

réflexion et la réfraction des mouvements vibratoires dans les corps 

considérés comme des systèmes de molécules ou de points matériels.

Nous nous bornerons pour l ’instant à remarquer que, si, en suppo

sant la fonction <p(a?) continue, on développe le second membre de la 

formule ( 3) en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 

de t, on obtiendra, pour déterminer s, l’équation 1

( U )

Üt
1.9,

-♦ J,
[00)
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Si, au contraire, on suppose la fonction ©(a?) discontinue et déter

minée par l’équation (4), f(a?) étant une fonction continue de x,  le 

second membre de l’équation ( 3 ) ou (G) cessera, en même temps que 

la fonction I ^ q,, d’être développable en une série ordonnée suivant 

les puissances ascendantes de t. Néanmoins, tant que la série comprise 

dans le second membre de la formule (i i) sera convergente, la fonc

tion de s que présente cette formule continuera de satisfaire pour une 

valeur quelconque de t à l’équation ( i) ,  et pour t — o à la condi

tion (2). Mais, comme dans le voisinage de toute valeur, ou positive 

ou négative, de x , on tirera de l’équation (4)

D a : o O ) = ; l x D*f(¿r), D|<p(a?) =: I*D* <p(a?), . . . »

la formule (11) pourra être réduite à

(12) ■ *=l*|^f(a:) +  ^ D * f ( j ; ) ' + ^ D * ,f(a!) +-... .

Par conséquent, dans l’hypothèse admise, la formule (11) ou (12) 

fournira le développement en série de la valeur de s déterminée, 

non plus par l’équation ( 3 ) ou (G) analogue à celles qui servent h 

résoudre les problèmes de Mécanique, mais par l’équation (7).

Si, dans la même hypothèse, on voulait obtenir le développement 

en série de la valeur de s fournie par l’équation (6), il faudrait se 

borner à développer le facteur i ( x - h i î t ) ,  et ainsi, à la place de la 

formule (12), on obtiendrait la suivante :

(13) í  =  lx+úij^f(^)-t-^Dx f(¿c) +  ^ - D |  {■(*·)+...].

Des remarques semblables s’appliquent aux intégrales en série et 

aux intégrales en termes finis de l’équation qui représente le mouve

ment du son dans l’air ou dans un corps solide. Elles donnent l’ex

plication des contradictions apparentes entre les résultats auxquels 

semblent conduire ces deux espèces d’intégrales, et montrent non 

seulement comment il arrive que l’ intégrale en série semble contre-
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dire le phénomène de la propagation du son, indiqué par l’intégrale 

en termes finis, mais aussi comment l’intégrale en série doit être 

modifiée pour devenir propre à représenter les vibrations sonores 

d’un système donné de points matériels.

4 4 5 .

Calcul intégral. — Application des principes établis dans la séance pré

cédente à la recherche des intégrales qui représentent  ̂ les mouvements 

infiniment petits des corps homogènes, et spécialement les mouvements 

par ondes planes.

C. R., T. XXIX, p. 0o6 (ad novembre i R49) ·

Comme je l’ai remarqué dans de précédents Mémoires, les mouve

ments intérieurs des corps considérés comme des systèmes de molé

cules se trouvent représentés par des équations qui renferment avec 

les inconnues, et leurs dérivées relatives au temps, leurs différences 

finies prises par rapport aux coordonnées initiales. Ces équations de

viendront linéaires, si les mouvements deviennent infiniment petits, 

et se transformeront en équations aux dérivées partielles, si les diffé

rences finies des inconnues peuvent être développées, à l ’aide du 

théorème de Taylor, en séries convergentes. Enfin, si, un corps étant 

homogène, ses molécules sont supposées réduites à des points maté

riels, les équations trouvées seront non seulement linéaires et aux 

dérivées partielles, mais encore à coefficients constants.

D’autre part, en suivant la méthode indiquée dans mes Exercices 

d ’Analyse et de Physique mathématique, on pourra réduire l’intégra

tion des équations dont il s’agit à l’intégration de la seule équation 

caractéristique, ou même à l ’évaluation de la seule fonction que j ’ai 

désignée sous le nom de fonction principale. Il y a plus : les intégrales 

fournies par cette méthode, étant continues lorsque les valeurs ini-
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tiales des inconnues sont des fonctions continues des coordonnées, 

fourniront toujours la solution véritable du problème de Mécanique 

ou de Physique auquel se rapporteront les équations données. Enfin, 

la fonction principale pouvant êtfe considérée comme formée par l’ad

dition d’un nombre fini ou infini de termes proportionnels à des expo

nentielles dont chacune olfrira pour exposant une fonction linéaire 

des variables indépendantes, tout mouvement vibratoire infiniment 

petit d’un corps homogène pourra être censé résulter de la superpo

sition d’un nombre fini ou infini de mouvements partiels du nombre 

de ceux que j ’ai appelés mouvements simples.

' Parmi les intégrales auxquelles on arrive en opérant comme on 

vient de le dire, on doit remarquer celles qu’on obtient quand les 

valeurs initiales des inconnues dépendent seulement de la distance 

d’un point matériel à un plan fixe. Alors la valeur générale de chaque 

inconnue se trouve exprimée par une fonction de cette distance et du 

temps. Donc les divers points matériels que renfermait au premier 

instant un plan quelconque parallèle au plan donné offrent des vibra

tions semblables, en vertu desquelles le plan qui les contient oscille, 

sans cesser d’être parallèle au plan fixe et de manière h entraîner dans 

son mouvement ces mêmes points. Donc alors le mouvement vibra

toire du système donné de points matériels est ce qu’on peut appeler 

un mouvement par ondes planes. Alors aussi les équations données 

peuvent être remplacées par des équations linéaires aux dérivées par

tielles qui ne renferment plus que deux variables indépendantes.

Le cas où les équations linéaires données peuvent être réduites, 

sans erreur sensible, à des équations homogènes, mérite une atten

tion spéciale. Dans ce cas, si les fonctions que renferment les condi

tions initiales deviennent discontinues, les intégrales trouvées seront 

elles-mêmes discontinues; et s i , d’ailleurs, les mouvements s’exé

cutent par ondes planes, ces ondes seront déterminées par des plans 

généralement mobiles, dont chacun, au bout du temps t, séparera les 

points mis en vibration de points laissés ou rendus au repos. Ajou

tons que ces ondes planes, mais limitées, pourront être aisément
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représentées dans le calcul à l’aide des coefficients désignés sous le 

nom de limitateurs.

Ce n’est pas tout : si deux corps homogènes sont séparés par une 

surface plane, un.mouvement vibratoire pourra se transmettre de l’un 

à l’autre, et, pour obtenir les lois de transmission, il faudra joindre 

aux équations données les formules que fourniront les principes éta

blis dans mon Mémoire sur les conditions relatives aux limites des corps. 

S’ il s’agit en particulier de vibrations lumineuses, alors, pour arriver 

à déduire du calcul les phénomènes de réflexion et de réfraction, on 

devra recourir au principe de la continuité du mouvement dans l ’éther. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’un rayon de lumière vienne à 

tomber sur une surface plane qui sépare l’un.de l’autre deux milieux 

homogènes. Supposons encore que le rayon incident soit un rayon 

simple, mais tronqué, dans lequel les molécules vibrantes constituent 

une onde plane terminée par des plans parallèles. A l’onde incidente 

correspondront des ondes réfléchies et des ondes réfractées, repré

sentées par les différents termes que renfermeront les intégrales des 

équations données, et ces diverses ondes seront terminées, soit en 

avant, soit en arrière, par des plans dont les traces sur la surface 

de séparation seront les mêmes. Ajoutons que les ondes réfléchies ou 

réfractées seront de deux espèces, et que parmi les rayons correspon

dants à ces ondes on devra comprendre les rayons évanescents, c’est- 

à-dire ceux dans lesquels les vibrations sont sensiblement nuiles, à 

des distances sensibles de la surface réfléchissante ou réfringente.

Dans les formules obtenues comme on vient de le dire, il suffira de 

jeter les yeux sur les coefficients limitateurs pour reconnaître quelles 

sont les limites des diverses ondes et leurs vitesses de propagation. 

S’agit-il, par exemple, des ondes qui constituent les rayons évanes

cents, on remarquera que les limitateurs relatifs à ces rayons peuvent 

être réduits aux valeurs particulières qu’acquièrent les limitateurs des 

ondes incidentes, pour les points situés sur la surface de séparation 

des milieux donnés. On en conclura que les ondes* correspondantes 

aux rayons évanescents sont terminées par des plans perpendiculaires
24OEuvres de C . —  S. I, t. Xï.
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à cette surface, et se propagent dans le sens indiqué par une droite 

perpendiculaire à ces plans, avec la même vitesse que les ondes inci

dentes.

Quant aux lois de polarisation, elles seront précisément celles que 

j ’ai indiquées dans mes précédents Mémoires, et dont l’exactitude se 

trouve confirmée par les belles expériences de M. Jamin. Les for

mules que fournissent ces lois déterminent en même temps la direc

tion des vibrations de l’éther dans la lumière polarisée. Elles vérifient 

l’assertion de Fresnel. Comme je l’ai déjà dit en i 836 , cet illustre phy

sicien a eu raison d’affirmer, non seulement que les vibrations des 

molécules éthéréos sont généralement comprises dans les plans des 

ondes, mais encore qu’elles s’exécutent dans des plans perpendicu

laires à ceux que l’on nomme plans de polarisation.

A nalyse.

§ I. — Sur les coefficients limitateurs.

Les coefficients que nous avons nommés limitateurs fournissent un 

moyen très simple de représenter dans le calcul des fonctions discon

tinues qui se réduisent entre, certaines limites à des fonctions con

tinues données, et s’évanouissent hors jde ces limites.

Ainsi, par exemple, 1, désignant un limitateur qui se réduit à zéro 

ou à l’unité suivant que la variable indépendante t est négative ou 

positive, pour obtenir une fonction discontinue <p(¿) qui se réduise 

à une fonction donnée f(¿) entre les limites t =  a, t — b ^ a , et s’éva

nouisse toujours hors de ces limites, il suffira de prendre

(0 <p(0 =  h_a l6_í f ( í )

ou, ce qui revient au même, il suffira de prendre

( 2 )  9 ( 0  =  l 4 f ( i ) ,

le limitateur lt étant déterminé par la formule

•(3) L =  l|-a h - t ·
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Pareillement, si l’on veut obtenir une fonction discontinue <p(a?,y) 

de deux coordonnées rectangulaires x, y , qui se réduise à une fonc

tion continue donnée f ( x , y) ,  pour tous les points situés à l ’ intérieur

du rectangle compris entre les quatre droites représentées par les
♦

équations
x - æ , ,  x  —  x a, y ~ y „  r = y „ ,

et s’évanouisse pour tous les points extérieurs à ce rectafigle; si d’ail

leurs on suppose x  >  x t ety„~>y,, il suffira de prendre

(4 ) y ) —  fc,y f y)>

le limitateur lx¡y étant déterminé par la formule

( ° )  tx , y ~  f r —x , E · , ,— x  h — r.  Vr' — y  *

En général, si, désignant par x , y, z, . . .  diverses variables indé

pendantes, on représente par lx,y,z,... un limitateur qui se réduise à 

l’unité ou à zéro suivant que les variables x , y , z, . . .  sont ou ne sont 

pas comprises entre certaines limites, alors, pour obtenir une fonc

tion discontinue <p(x, y,  z, . . . )  qui se réduise à une fonction donnée 

f ( x , y , z , . . . )  entre les limites dont il s’agit, et s’évanouisse hors de 

ces limites, il suffira de prendre

(6)  c p ( x , y , z ,  . . . )  = l x , y , z . . . J ( x , y , * ,  · · · ) ·

D’ailleurs le limitateur pourra toujours être considéré comme

le produit de plusieurs autres limitateurs analogues à celui que nous 

avons représenté par 1,. Supposons, pour fixer les idées, que, x,  y,  z 

désignant trois coordonnées rectangulaires, la fonction ®(x,y,  z) 

doive s’évanouir, pour tous les points non renfermés entre deux sur

faces représentées par les deux équations

u —  a „ u —  n-,

u étant une fonction donnée de x , y,  z, et ut, uu deux quantités con

stantes, dont la seconde surpasse la première. Alors on pourra sup

poser, dans l’équation (6),

(7) x̂>y,z,... — 1«—u, h —h((.
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Quand on applique l’Analyse à la Mécanique ou à la Physique, les 

conditions initiales introduisent ordinairement dans le calcul des 

limitateurs. Ajoutons que les variables réelles dont ces limitatcurs 

dépendent au premier instant se trouvent souvent remplacées, au 

bout d’un temps quelconque t, par des expressions imaginaires. 11 

importe de savoir quelles sont les valeurs acquises dans ce cas par 

les limitatcurs. On y parvient en décomposant un limitateur quel

conque en facteurs de la forme lf ou 1*, et en ayant d’ailleurs égard 

à l’observation suivante.

Comme on dit à la page 180, le limitateur L*,, qui se réduit à zéro 

ou à l’unité, suivant que la valeur de x, supposée réelle, est néga

tive ou positive, peut être considéré comme la valeur particulière que 

reçoit une fonction continue de x  et d’une variable auxiliaire t, quand 

on pose t =  o. Cette fonction continue pourra être, par exemple,

(8) * — '~ IÏ
i +  e 1

i désignant un nombre infiniment petit. Or, si dans le facteur (8) on 

pose
• x  =  oc -+- § i,

a, S étant deux quantités réelles, on verra l’exponentielle

- T  6  . . g \e 1 =  e 11 cos -  +  î sm -  J

converger, pour des valeurs décroissantes du nombre i, vers une 

limite nulle ou infinie, suivant que a sera positif ou négatif, et l ’on 

en conclura

( 9 )  l « + ë i =  l a ·

Ainsi, lorsque la variable x  est en partie imaginaire, on peut, dans le 

limitateur læ, réduire cette variable à sa partie réelle. On arriverait 

encore aux mêmes conclusions si, à l ’expression (8), on substituait
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une autre fonction de cq et de i, qui eût encore la propriété de se 

réduire à 1* pour i =  o, par exemple l’expression

§ 1 1 . - Sur une certaine classe d’intégrales particulières des équations linéaires 
aux dérivées partielles et à coefficients constants.

Considérons un système d’équations linéaires aux dérivées par

tielles et à coefficients constants. Supposons d’ailleurs, pour fixer les 

idées, que, dans ces équations, les variables indépendantes soient le 

temps t et trois coordonnées rectangulaires x,  y,  z. Parmi les intégrales 

particulières qui vérifieront ces équations, on devra distinguer celles 

qu’on obtiendra en supposant que les valeurs initiales des inconnues 

dépendent uniquement de la distance du point ( x , y , z )  à un plan 

fixe. Soient et, 6, y les cosinus des angles formés par une perpendi

culaire à ce plan avec les demi-axes des coordonnées positives, et 

prenons

(1) _ t =  ax  +  6y  +  yz.

Supposons, d’ailleurs, que les intégrales cherchées doivent être con

tinues ou du moins comprises, comme cas particulier, dans des 

intégrales continues, et, par conséquent, de la nature de celles qui 

résolvent les questions de Mécanique ou de Physique. Dans cette 

hypothèse, les inconnues, offrant des valeurs initiales qui dépen

dront de la seule variable t, dépendront, au .bout du temps t, des 

seules variables t,, l; et, pour réduire les équations proposées à ne 

plus renfermer que ces deux variables, il suffira d’y substituer à Dæ, 

Dr, Ds leurs valeurs tirées des formules symboliques

(2) D *—  «D t , Dr = 6 Dl,, Dz = y D L.

Si les équations proposées correspondent aux mouvements vibra

toires infiniment petits d’un système de points matériels, les inté

grales particulières dont nous venons de parler représenteront ce
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qu’on peut appeler des mouvements par ondes planes. Si, de plus, les 

équations proposées sont homogènes, chaque onde plane pourra être 

limitée, en avant et en arrière, par des plans mobiles parallèles au 

plan fixe que représente l’équation

(3 ) eux +  ê j  -4- yz —  o ou t =  o.

Concevons, pour fixer les idées, que les équations données se 

réduisent à celle qu’on nomme Y équation du son, c’est-à-dire à. la 

formule

(4)  . D ^ ^ C D l H - D ’ +  D])«,

Í2 étant une quantité positive et constante. Si les valeurs initiales de 

l’inconnue a et de sa dérivée D,a dépendent uniquement de la distance 

du point ( x , y , z )  au plan fixe représenté par l’équation ( 3 ), ou, en 

d’autres termes,,de la variable t, en sorte qu’on ait, pour t =  o,

( 5 ) « =  <p(t), D ,8  =  <I>(t),

la valeur générale de a dépendra des seules variables -c, t; et, comme 

on tirera de l’équation (4), jointe aux formules (2),

(6) D?8 =  £22D^, 

on trouvera définitivement

<p(t -4- £ 2 i )  - h  <p(t —  £ 2 í )  r *  i > ( t  -t- î 2 t ) +  ( t  —  Î 2 r )
(7) 8 = ------------ - + J o -------------2-------------* ·

Si les valeurs initiales de a et Df a, savoir ç ( t )  et <D(t), se réduisent 

aux valeurs correspondantes de deux fonctions continues données f(t) 

et F(t), entre les limites

( 8 )  . t  ■= a, x, ~  b  a,

et s’évanouissent hors de ces mêmes limites, on aura

( 9 )  < p ( t , )  =  U ( 0 ,  ® ( 0  =  l « . F ( t ) ,

la valeur du limitateur lv étant déterminée par la formule

(10) h — h—ah-1.·
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Alors aussi l’équation (7) donnera

b-t-Q i f  O  +  ^  O +  b —Q < f ( ï  — ^ 0
2

b + Û T  F ( t  +  £2t ) +  b + Û T  F («  — S2t )

Des deux termes que renferme le second membre de la formule (10), 

le premier s’évanouira, et le dernier, réduit à une quantité constante,. 

deviendra indépendant des variables 1, t, quand les limites a, b ne 

comprendront pas entre elles la somme x, -t- ûi ,  ou la différence x — ùi .  

Donc la valeur de a, déterminée par le système des équations (10) 

et (11), ne sera variable avec x, et t, que dans l’épaisseur de l’onde 

plane terminée par les plans mobiles correspondants aux deux équa

tions

( 1 2 ) * i = a  — Çlt, í — b — Sít,

ou bien encore de l’onde plane terminée par ceux que représentent 

les formules

q 1 3 ) £ — - f - t ,  t — b h- Qti

Ajoutons que ces deux ondes, avec les plans qui les terminent et qui 

sont parallèles au plan fixe représenté par l’équation ( 3 ), se mou

vront en sens inverses avec des vitesses de propagation représentées 

par la quantité positive Q.

Si à l’équation ( 4 ) on substituait la suivante

et l’on devrait, dans la formule (11), remplacer Î2 par iii. Mais, comme 

on aurait [voir la formule (9) du § I]

0 4 ) D?8 +  Í22(D£+D¿+D!)8=: O,

l’équation (6) deviendrait

D?8 +  î22D28 =  o,

( 1 6 ) ti-± ÛM — tv,
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et, par suite, eu égard à l’équation (ro),

(1 7 ) L ± û n = k .

la valeur de a serait réduite à

(.8) « =  l f(t~+  +  +  U. ° T) +  F(v ~  fir) ck. ·
2 J0 2

Cela posé, la valeur de a s’évanouirait toujours en dehors de l’onde 

terminée par les plans fixes que représentent les équations (8), et, 

cette onde étant immobile, sa vitesse de propagation serait réduite 

à zéro.

En général, étant donné un système d’équations linéaires aux déri

vées partielles et à coefficients constants entre diverses inconnues, le 

temps t et les coordonnées rectangulaires x , y , z, si l’on élimine toutes 

les inconnues à l’exception d’une seule, on se trouvera conduit à une 

équation caractéristique de la forme

( 1 9 ) F ( D <lD „ D y f D J )8 =  o.

Si les équations données sont homogènes, l’équation caractéristique 

sera elle-même homogène, et si d’ailleurs les valeurs initiales des 

diverses inconnues dépendent uniquement de la distance •c du 

point ( x „ y , z )  à un plan fixe, alors, à la place de la formule (6) 

ou (10), 011 obtiendra la suivante :

( 2 0 ) F ( D (, aDi., 6 D 1,, y D t ) «  =  0 .

Enfin, si l’on suppose qu’au premier instant les diverses inconnues 

s’évanouissent en dehors de l’onde plane terminée par les plans que 

représentent les équations (8), alors, eh opérant comme ci-dessus et 

ayant égard aux principes établis dans le § I, on reconnaîtra que 

cette onde plane se décompose généralement en plusieurs ondes de 

même espèce, qui se propagent avec des vitesses correspondantes aux 

diverses racines co de l’équation

( 2 1 ) F(w,a, 6, y) =  o,
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et représentées, aux signes près, par les parties réelles de ces mêmes 

racines.

Au reste, ainsi que je l’ai remarqué dans le préambule de ce 

Mémoire, les principes ici appliqués à la propagation des mouve

ments vibratoires. et, en particulier, des mouvements par ondes 

planes dans un système de points matériels, s’appliquent avec le 

même succès à la détermination de la transmission de ces mouve

ments, quand ils passent d’un système à un autre, par exemple à 

la recherche des lois de la réflexion et de la réfraction lumineuse. 

C’est d’ailleurs ce que j ’expliquerai plus en détail dans un autre 

article.

4 4 6 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur les systèmes d ’équations linéaires diffé

rentielles ou aux dérivées partielles, à coefficients périodiques, et sur . 

les intégrales élémentaires de ces mêmes équations.

C. K., T. XXIX, p. 6 | i  ( 3  décembre. 1849)·

Je viens aujourd’hui appeler l’attention des géomètres sur une 

nouvelle branche de Calcul intégral qui me paraît devoir contribuer 

aux progrès de la Mécanique moléculaire, et qui a pour objet l’inté

gration des équations linéaires à coefficients périodiques.

J’appellerai fonction périodique d’une ou de plusieurs variables 

indépendantes x , y , z, . . .  celle qui ne sera point altérée quand on 

fera croître ou décroître-ces variables de quantités représentées par 

des multiples de certains paramètres a, b, c, . . . ,  en faisant varier x  

d’un multiple de a, y  d’un multiple de b, z d’un multiple de c, . . . .  

Des équations linéaires à coefficients périodiques ne seront autre chose 

que des équations linéaires différentielles ou aux dérivées partielles, 

dans lesquelles les diverses dérivées des inconnues auront pour coef

ficients des fonctions périodiques des variables x , y , z, . . .  ou de

OEuvres de C . —  S. I, t. XI. 20
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variables représentées par des fonctions linéaires de oc, y , z .........

Enfin, j'appellerai paramètres trigonométriques les quotients a, ê, 

y, . . .  qu’on obtiendra en divisant la circonférence 2T- par les para

mètres donnés a, b, c, . . . .

Dans les équations linéaires et à coefficients périodiques auxquelles 

on se trouve conduit par la Mécanique moléculaire, les coefficients 

sont, en général, fonctions des coordonnées, mais indépendants du 

temps t; et alors on peut obtenir des intégrales particulières qui four

nissent pour les inconnues des valeurs représentées par des produits 

dont un seul facteur renferme le temps, ce facteur étant une expo

nentielle dont l’exposant est proportionnel à t. Ces intégrales par

ticulières sont ce que nous appellerons des intégrales élémentaires. 

Lorsque l’exponentielle dont il s’agit sera une exponentielle trigo- 

nométrique, les intégrales élémentaires deviendront isochrones, c’est- 

à-dire qu’elles fourniront, pour valeurs des inconnues, des fonctions 

périodiques du temps.

Les intégrales élémentaires seront généralement imaginaires ou 

symboliques; mais elles ne cesseront pas, pour cela, d’être applicables 

à la solution des problèmes de Mécanique ou de Physique. Car, si l’on 

réduit les valeurs symboliques des inconnues à leurs parties réelles, 

ces parties réelles satisferont encore aux équations données.

Une propriété remarquable d’une fonction périodique de oc,y, s , ..., 

c’est qu’elle peut être développée en série ordonnée suivant les puis

sances ascendantes et descendantes des exponentielles trigonomé

triques dont chacune a pour argument le produit d’une variable par 

le paramètre trigonométrique correspondant. Dans chaque terme de 

la série, le facteur constant est exprimé par une intégrale définie 

multiple, le s ’intégrations étant effectuées à partir de zéro jusqu’à 

des limites représentées par les paramètres a, b, c, —  Le terme

constant de la série est la valeur movenne de la fonction. D’ailleurs,«/

il est important d’observer que, si une fonction périodique u ren

ferme avec les variables indépendantes oc, y , z, . . .  d’autres quan

tités h, k, . . . ,  la valeur moyenne de u, considérée comme fonction
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de h, k, . . . ,  pourra changer de forme ou devenir discontinue quand 

on changera les valeurs de h, k ( ') .

Ces principes étant admis, on peut développer en séries les inté

grales élémentaires des équations linéaires à coefficients périodiques, 

en réduisant, dans une première approximation, les valeurs des 

inconnues à celles qu’on obtient quand on substitue à chaque coef

ficient périodique sa valeur moyenne. Alors, à la place des- équations 

données, se présentent des équations auxiliaires à coefficients con

stants, auxquelles on satisfait en supposant les diverses inconnues 

proportionnelles à une seüle exponentielle caractéristique, dont l’ar

gument est fonction linéaire des variables indépendantes; puis, en 

admettant que les séries obtenues soient convergentes, on trouve, 

pour valeurs définitives des inconnues, des produits de deux fac

teurs dont l’un est une exponentielle caractéristique propre à véri

fier le système des équations auxiliaires, l’autre facteur de chaque 

produit étant un coefficient périodique.

Il est bon d’observer que, à la recherche des intégrales élémentaires 

propres à vérifier les équations linéaires données, on pourra, si l ’on 

veut, substituer la recherche des coefficients périodiques renfermés 

dans ces intégrales, ces coefficients devant eux-mêmes satisfaire à 

d’autres équations linéaires qu’il sera facile d’obtenir.

Observons enfin que les diverses exponentielles caractéristiques, 

propres à vérifier le système des équations auxiliaires, seront immé

diatement fournies par Yéquation caractéristique correspondante au 

système dont il s’agit.

( ')  Ainsi, par exemple; la fonction périodique

/ieaxi 
k h- heaxi

a pour valeur moyenne zéro, ou l’unité, suivant que le module de k est supérieur ou 
inférieur aumodule de h.
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4 4 7 .  ■

Physique mathématique. — Mémoire sur les vibrations infiniment petites 

clés systèmes de points matériels.

C. R., T. XXIX, p. 643 (3  décembre 1849).

Les principes exposés dans le précédent Mémoire sont particulière

ment applicables à la détermination des mouvements vibratoires et 

infiniment petits des milieux cristallisés et de l’éther renfermé dans 

ces milieux. En effet, comme l’ont remarqué les minéralogistes, les 

centres de gravité des molécules d’un corps cristallisé composent un 

système  ̂réticulaire divisé en cases ou cellules par trois systèmes de 

plans rectangulaires ou obliques, mais parallèles à trois plans fixes. 

Un tel système jouit de propriétés diverses étudiées avec soin par 

Al. Bravais, et doit être censé renfermer des molécules similaires, 

dont les atomes correspondants occupent, dans les diverses cellules, 

des positions semblables. Par suite aussi, les atomes du fluide éthéré 

doivent être distribués de la même manière dans toutes les cellules. 

Cela posé, les équations linéaires qui représenteront les mouvements 

vibratoires, infiniment petits et simultanés, d’un cristal homogène 

et du fluide éthéré qu’il renferme, seront évidemment des équa

tions linéaires à coefficients périodiques. Si, dans ce cristal, les 

plans réticulaires divisent l’espace en rhomboïdc's dont· chacun ait 

pour arêtes trois paramètres désignés par a , b, c, les divers coeffi

cients seront des fonctions périodiques de coordonnées parallèles à 

ces arêtes, et ces fonctions ne seront point altérées quand on fera 

croître ou décroître chaque coordonnée, d’un multiple du paramètre 

qui lui correspond. Si d’ailleurs ces coordonnées sont obliques, rien 

n’empêchera de prendre pour variables indépendantes, outre le temps, 

des coordonnées rectangulaires, dont les coordonnées obliques seront 

évidemment fonctions linéaires.

Ces principes étant admis, pour obtenir ce qu’on peut appeler les 

mouvements vibratoires élémentaires, ou d’un milieu cristallisé, ou de
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l’éther qu’il renferme, il suffira de rechercher les intégrales élémen

taires des équations aux dérivées partielles et à coefficients pério

diques qui représentent ces mouvements. Dans le cas particulier où 

ces coefficients diffèrent peu de leur valeur moyenne, on déduira, des 

calculs indiqués dans le précédent Mémoire, la proposition suivante :

Théorème. — Dans un milieu homogène et cristallisé, un mouvement 

vibratoire et infiniment petit de l ’éther, représenté par un système ^ ’ i n t é 

g r a l e s  a  c o e f f i c i e n t s  p é r i o d i q ü e s , diffère, sous un seul rapport, d ’un mou

vement qui s’exécuterait dans le vide, c’est-à-dire d ’un mouvement simple 

et par ondes planes. La seule différence consiste en ce que les coefficients 

de Vexponentielle caractéristique dans les valeurs symboliques des diverses 

inconnues se réduisent, dans le vide, à des constantes, et dans un milieu 

cristallisé à des fonctions périodiques. Par suite, lorsqu’il s’agit d ’un 

mouvement durable et persistant, la seule différence consiste en ce que 

les amplitudes et les directions des vibrations atomiques qui, dans le vide, 

restent les mêmes pour tous les atomes, avec le mode de polarisation, 

varient dans un milieu cristallisé, quand on passe dans la même cellule 

d ’un atome à un autre, quoiqu’elles reprennent les mêmes valeurs, quand 

on passe d ’un atome situé dans une cellule donnée à l ’atome qui, dans 

une autre cellule, occupe la même place.

Dans un autre article, j ’examinerai les diverses conséquences qui 

peuvent se déduire des intégrales élémentaires, appliquées à l’étude 

des divers phénomènes que présente la théorie de la lumière.

. . 4 4 8 .

O p t i q u e . — Démonstration simple de cette proposition que, dans un 

rayon de lumière polarisé rectilignement, les vibrations des molécules 

sont perpendiculaires au plan de polarisation.

C. R., T. XXIX, p. 645 (3 décembre 1849).

Faisons tomber sur la surface de séparation de deux milieux îso- 

phanes un rayon polarisé, dans lequel les vibrations de l’éther soient
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parallèles à cette surface, et par conséquent transversales. Ces vibra

tions ne pourront donner naissance qu’à d’autres vibrations transver

sales; et, par suite, les vibrations non transversales venant à man

quer, la réflexion et la réfraction produiront seulement deux rayons 

à vibrations transversales, l’un réfléchi, l’autre réfracté. J’ajoute que 

le rayon réfléchi ne pourra disparaître sous aucune incidence. Car, 

s’ il disparaissait, alors, en vertu du principe de la continuité du mou

vement dans l’éther, le rayon réfracté ne pourrait être que la conti

nuation du rayon incident, prolongé à travers le second milieu. Or 

cela ne saurait arriver, quand, les deux milieux étant de natures 

diverses, l’indice de réfraction ne se réduit pas à l’unité. Donc alors 

la réflexion ne peut faire disparaître un rayon incident, dans lequel 

les vibrations sont parallèles à la surface réfléchissante. Mais un rayon 

que la réflexion ne peut faire disparaître est précisément ce qu’on 

nomme un rayon polarisé dans le plan d ’incidence. Donc un rayon 

dans lequel les vibrations de l’éther sont parallèles à une surface sur 

laquelle il tombe, et, en conséquence, perpendiculaires au plan d’in

cidence, est polarisé dans ce plan. Donc les vibrations du fluide 

éthéré, dans un rayon polarisé rectilignement, sont perpendiculaires 

au plan de polarisation.

4 4 9 .

C. R., T. XXIX, p. 689 (10 décembre 1849). v

M. A ugustin Cauchy présente à l ’Académie la suite de ses recherches 

sur l’intégration des équations linéaires à coefficients périodiques. 

11 considère spécialement les intégrales élémentaires, qui fournissent 

pour les inconnues des valeurs représentées par des produits de 

deux facteurs, dont l’un est une exponentielle caractéristique, propre 

à vérifier un certain système Adéquations auxiliaires, linéaires, mais à 

coefficients constants, tandis que l’autre facteur est un coefficient 

périodique. L’auteur observe que l’exponentielle caractéristique ici
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mentionnée diffère généralement de celle qu’on obtiendrait si, dans 

les équations linéaires données, on réduisait chaque coefficient pério

dique à sa valeuï* moyenne. Cette observation est surtout utile dans 

les problèmes de Mécanique et de Physique.

4 5 0 .

Mécanique moléculaire. — Mémoire sur les vibrations d ’un double système 

de molécules et de l ’éther contenu dans un corps cristallisé.

C. R., T. XXIX, p. 728 (17 décembre 1849).

Dans ce Mémoire, après avoir reproduit les équations qui repré

sentent les mouvements finis ou infiniment petits d’up double sys

tème de molécules, je considère en particulier le cas où les équations 

obtenues sont linéaires et à coefficients périodiques, et je fais voir 

comment de celles-ci on peut déduire d’autres équations linéaires, 

mais à coefficients constants. Ces dernières équations, que je nomme 

auxiliaires, peuvent d’ailleurs être censées déterminer les valeurs 

moyennes des inconnues que renferment les équations proposées. 

Mais, comme j ’en fais la remarque, elles sont généralement dis

tinctes de celles auxquelles on parviendrait si, dans les équations 

proposées, on remplaçait chaque coefficient périodique par sa valeur 

moyenne. Cette observation, très importante dans la Physique mathé

matique, explique à elle seule un grand nombre de phénomènes rela

tifs aux théories du son et de la lumière, par exemple, les singulières 

influences des milieux cristallisés sur les vibrations de l’éther. Elle 

montre comment il arrive que ces milieux peuvent tantôt éteindre la 

lumière, tantôt produire les divers phénomènes lumineux, et, en par

ticulier, la polarisation chromatique. C’est, au reste, ce que j ’expli

querai plus en détail dans d’autres articles qui offriront le dévelop

pement des principes posés dans celui-ci.
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4 51 .

Mécanique moléculaire. — Mémoire sur les systèmes isotropes 

de points matériels.

C. R., T. XXIX, p. 761 (24 décembre 1849).
I

Dans le Mémoire lithographié sous la date d’août i 836, et dans 

celui que j ’ai présenté à l’Académie le 17 juin 1839 ( 1), j ’ai recherché 

ce que deviennent les équations des mouvements,infiniment petits 

d’un ou de deux systèmes homogènes de points matériels, quand 

elles acquièrent la propriété de ne pouvoir être altérées, tandis que 

l’on fait tourner les axes coordonnés autour de l’origine, c’est-à-dire, 

en d’autres termes, quand les systèmes donnés deviennent isotropes. 

Mais, dans cette recherche, les coefficients que renfermaient les équa

tions linéaires données étaient supposés réduits à des quantités con

stantes; et, comme j ’en ai fait la remarque, cette supposition n’est 

pas toujours conforme à la réalité. Dans un grand nombre de pro

blèmes de Physique et do Mécanique, les équations linéaires aux

quelles on se trouve conduit renferment des coefficients, non plus 

constants, mais périodiques. Il est vrai qu’alors l’intégration des équa

tions linéaires à coefficients périodiques peut être ramenée à l’inté

gration d’autres équations linéaires à coefficients constants, savoir de 

celles que j ’ai désignées sous le nom d'équations auxiliaires, et qui 

déterminent les valeurs moyennes des inconnues. Mais, la forme de 

ces équations auxiliaires étant plus générale que celle des équations 

primitives, il devient nécessaire de généraliser les formules qui s’en 

déduisent, et spécialement celles qui représentent les mouvements 

infiniment petits des systèmes isotropes. Ajoutons qu’on peut obtenir 

aisément ces dernières formules sans le secours du Calcul intégral, en 

s’appuyant sur quelques théorèmes fondamentaux, relatifs aux fonc-

( i)  Voir le Tome VIII des Comptes rendus ( OEtivres de Cauchy, S. I, T. IV, p. 417) 
et le Tome I dos Exercices d ’Analyse et de Physique mathématique {Ibid., S. II, T. XII).
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lions isotropes de coordonnées rectangulaires, c’est-à-dire aux fonc

tions qui ne sont pas altérées, quand on fait tourner les axes coor

donnés autour de l’origine. Parmi ces théorèmes nous nous bornerons 

à citer le suivant.

Théorème. — Une fonction isotrope des coordonnées rectangulaires de 

trois points dépend uniquement des quantités variables qui représentent 

les distances de ces points à l ’origine et leurs distances mutuelles, et de la 

somme alternée qui représente, au signe près, le volume du tétraèdre dont 

ces distances sont les arêtes.

Remarquons, d’ailleurs, que le carré du volume d’un tétraèdre 

étant une fonction entière des carrés des six arêtes, on pourra 

réduire toute fonction isotrope des coordonnées rectangulaires de 

trois points à une fonction de six quantités variables. Ajoutons 

qu’une telle fonction deviendra hémitrope, si elle change de signe 

avec les coordonnées elles-mêmes.

Quand on veut appliquer le théorème que nous venons d’énoncer 

à la recherche des conditions A'isotropie d’un système de points maté

riels, il convient de remplacer les trois équations qui déterminent 

les déplacements d’un point quelconque, mesurés parallèlement aux 

axes coordonnés, par l’équation unique qui détermine, pour le meme 

point, le déplacement mesuré parallèlement à un quatrième axe arbi

trairement choisi. En opérant ainsi, on se trouve immédiatement 

conduit aux équations que j ’ai mentionnées dans la séance du 14 no- 

vembre 1842, et qui représentent avec tant de précision les phéno

mènes de polarisation et de dispersion circulaires produits par l’huile 

de térébenthine, l ’acide tartrique, etc.,

4 5 2 .

' C. R., T. XXX, p. 2(7 janvier i85o).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie la suite de ses recherches 

sur les mouvements vibratoires des systèmes de molécules, et sur la

Ofiuvres de C . —  S. I, t.XI. 26
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théorie de la lumière. Les principales conséquences de ces recherches, 

spécialement celles qui se rapportent à la polarisation circulaire et aux 

phénomènes rotatoires produits par l’huile de térébenthine, l’acide 

tartrique, etc., seront développées dans un prochain article.

4 5 3 .

Physique mathématique. — Mémoire sur les perturbations produites dans 

les mouvements vibratoires d ’ un système de molécules par Vinfluence 

d’un autre système.

C. R., T. XXX, p. 17 (14 janvier i85o).

Les équations différentielles qui représentant l’équilibre ou le mou

vement d’un système de points matériels, celles-là mêmes auxquelles 

j ’étais parvenu dans le Mémoire présenté à l’Académie le i er octo

bre 1827, peuvent être appliquées, non seulement à la théorie du 

son et des corps élastiques, mais encore, ainsi que je l’ai montré dès 

l’année 1829, à la théorie de la lumière. Ces équations aux diffé

rences mêlées deviennent linéaires lorsque les mouvements sont infi

niment petits et se transforment, quand on développe les différences 

finies des inconnues, à l’aide du théorème de Taylor, en équations aux 

dérivées partielles. D’ailleurs, lorsque le système de points matériels 

donné est homogène, on peut, dans une première approximation, 

supposer les coefficients des diverses dérivées réduits à des quantités 

constantes; et alors les mouvements simples ou élémentaires, repré

sentés par les équations dont il s’agit, sont précisément de meme 

nature que les mouvements vibratoires du fluide éthéré dans un 

rayon simple de lumière.

Concevons à présent que les atomes ou points matériels dont se 

compose un système homogène donné soient mis en présence d’autres 

atomes moins nombreux qui appartiennent à un second système pareil

lement homogène. Les équations-linéaires et aux dérivées partielles,
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gui représenteront un mouvement vibratoire et infiniment petit du 

premier système, cesseront d’être des équations à coefficients con

stants. Mais, dans beaucoup de cas, les coefficients seront pério

diques, et c’est ce qui arrivera en particulier si l ’on considère les 

mouvements de l’éther contenu dans un corps cristallisé. Or, comme 

je l’ai remarqué dans un précédent Mémoire, les valeurs moyennes de 

plusieurs inconnues, assujetties à vérifier des équations linéaires aux 

dérivées partielles et à coefficients périodiques, sont déterminées par 

d’autres équations linéaires, mais à coefficients constants, savoir par 

celles que j ’ai nommées équations auxiliaires. En partant de ce prin

cipe, on reconnaît que les actions exercées sur les atomes de l’éther 

par les molécules des corps produisent,.dans les mouvements vibra

toires du fluide lumineux, des perturbations analogues à celles que 

subit le mouvement d’une planète autour du Soleil, en vertu de l’ac

tion exercée sur elle par une autre planète. Entrons, à ce sujet, dans 

quelques détails.

Si l’on suppose qu’une seule planète-sc meuve autour du Soleil, 

l’orbite qu’elle décrira sera une courbe plane, et même une ellipse, 

dans laquelle le rayon vecteur mené du Soleil à la planète tracera des 

aires proportionnelles au temps. Cette ellipse pourra d’ailleurs, dans 

certains cas particuliers, sc réduire à un cercle ou s’aplatir indéfini

ment.

Si maintenant on suppose qu’une seconde planète se meuve autour 

du Soleil, elle produira, dans le mouvement de la première, des iné

galités ou perturbations de deux espèces, savoir des inégalités pério

diques qui s’évanouiront, à des époques équidistantes, sans modifier 

les éléments de l’ellipse décrite, et des inégalités séculaires qui alté

reront sensiblement les éléments du mouvement elliptique.

Or ces divers phénomènes se reproduisent en petit dans la théorie 

de la lumière. En effet, considérons les mouvements vibratoires du 

fluide éthéré. Si ce fluide est isolé, ses vibrations pourront être repré

sentées par des équations linéaires à coefficients constants, et alors 

chaque molécule décrira une courbe plane. Dans le cas le plus général,
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cette courbe plane sera une ellipse, et le rayon vecteur mené du centre 

de l’ellipse à la molécule d’éther décrira des aires proportionnelles au 

temps. Alors on obtiendra ce qu’on nomme la polorisalion elliptique. 

D’ailleurs l’ellipse pourra, dans certains cas particuliers, se trans

former en un cercle, ou s’aplatir indéfiniment, de manière à se réduire 

à son grand axe, et alors la polarisation elliptique se transformera en 

polarisation circulaire ou rectiligne} Ajoutons que, dans tout mouve

ment lumineux qui ne s’éteindra point pour des valeurs croissantes 

du temps ou de la distance à un plan fixe, les ellipses décrites par les 

diverses molécules du fluide étliéré seront toutes semblables les unes 

aux autres et comprises dans des plans parallèles.

Concevons, maintenant, que l’éther mis en vibration soit renfermé 

dans un autre corps, par exemple dans un milieu cristallisé. Les 

courbes décrites par les molécules de l’éther seront encore à très peu 

près des courbes planes, et même des ellipses. Mais les éléments du 

mouvement elliptique ne seront plus les mêmes que dans le cas où 

l’éther était à l ’état d’isolement. D’ailleurs, les perturbations pro

duites dans les éléments du mouvement elliptique seront de deux 

espèces. Les unes, analogues aux égalités périodiques des mouve

ments planétaires, seront ellçs-mêmcs périodiques. Seulement elles 

seront représentées par des fonctions périodiques, non plus du temps, 

comme en Astronomie, mais des coordonnées d’un atome. Si, d’ail

leurs, le mouvement vibratoire de l’éther n’est pas du nombre de ceux 

qui s’éteignent pour des valeurs croissantes du temps ou de la distance 

à un plan fixe, alors, dans le passage d’un atome à un autre, deux élé

ments de ce mouvement vibratoire resteront invariables, savoir la lon

gueur d ’une ondulation lumineuse ou, en d’autres termes, l ’épaisseur 

d’une onde plane et la durée des vibrations. Quant aux perturbations 

non périodiques, elles seront analogues aux inégalités séculaires des 

mouvements des planètes, et altéreront les deux éléments dont il 

s’agit.

J’ajouterai ici une remarque importante.

Jja plupart des phénomènes que présente la théorie de la lumière,
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par exemple la propagation des ondes lumineuses dans les corps iso- 

phanes ou dans les milieux doués de la double, réfraction, la disper

sion des couleurs produite par le prisme, la diffraction des rayons 

transmis à travers une petite ouverture, la réflexion et la réfraction 

opérées par la surface d’un corps peuvent être déduits de l’intégra

tion d’équations linéaires à coefficients constants; et j ’étais en réalité 

parvenu, non seulement à les en déduire, mais encore à tirer du calcul 

les lois de ces phénomènes avec assez de bonheur pour que les pré

visions de l’analyse aient été jusqu’ici confirmées par l’expérience. 

Toutefois, il restait à expliquer quelques autres phénomènes, particu

lièrement la polarisation chromatique produite par certains liquides, 

tels que l’huile de térébenthine et l ’acide tartrique, ou même par ces 

liquides solidifiés, comme le montrent les belles expériences faites 

récemment par M. Biot. Or les principes que je viens d’énoncer per

mettent de rattacher ces phénomènes si remarquables aux actions 

directes exercées par les molécules des corps sur les atomes de 

l'éther, et à une distribution particulière de ces atomes déterminée 

par ces mêmes actions. C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en 

détail dans un nouvel article.

Je remarquerai, en finissant, que les mêmes principes fournissent 

encore l’explication de la différence qui existe entre la vitesse du son 

donnée par la formule newtonienne et la vitesse déterminée par l’ex

périence.

A nalyse.

Considérons les équations qui représentent les mouvements vibra

toires et infiniment petits de deux ou de plusieurs systèmes de molé

cules coexistants dans un même lieu. Ces équations, linéaires et aux 

différences mêlées, pourront souvent se transformer, comme je l ’ai 

dit ailleurs, en équations aux dérivées partielles et à coefficients pério

diques, qui renfermeront, avec les diverses inconnues, leurs dérivées 

des divers ordres, prises par rapport aux temps t et aux coordonnées 

rectangulaires ou obliques x , y , z d’ un point quelconque, les coeffi-
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cients de chaque inconnue et de ses dérivées étant eux-mêmes des 

fonctions périodiques de x , y , z.

Concevons, pour fixer les idées, que chaque coefficient soit une 

fonction périodique des coordonnées x , y, z, qui ne change pas de 

valeur quand on fait croître ou décroître ces coordonnées de quan

tités représentées par des multiples des trois paramètres a, b, c, 

savoir x  d’un multiple de a, y  d’un multiple de b, z d’un multiple 

de c; et' posons
_ 277 g _ 271 _ 277

a ~~ a ’ ■ b ’ c

Un coefficient quelconque K pourra être développé en une série 

ordonnée suivant les puissances entières, positives, nulles ou néga

tives des exponentielles trigonométriques
i

eax', eër', e ï =!,

de sorte qu’on aura

(1) K =  S e'«*1 e1'^  el’ yzi k/a> rê, /»Y,

la sommation qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs 

entières, positives, nulles ou négatives des quantités l, V, l et, pour 

satisfaire aux équations données, il suffira de développer, non seule

ment chaque coefficient K, mais encore chaque inconnue «, en une 

série de même forme, en posant, par exemple,

(2) 8 =  Se'Mie''«rie''T»i8,a,/.6i/.T>

puis d’égaler entre eux, dans les deux membres de chaque équation, 

les coefficients des puissances semblables des exponentielles

eaxi, e6?·, e ï3'.

En opérant ainsi, et supposant que, dans le développement de 

chaque inconnue, on néglige les termes où la somme de valeurs 

numériques des trois quantités /, V, l" surpasse un nombre donné, 

on obtiendra des équations linéaires et aux dérivées partielles, qui
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pourront être substituées avec avantage aux équations proposées, 

puisque les coefficients qu’elles renfermeront ne seront plus des 

fonctions périodiques de x , y , z, mais des quantités constantes.

Considérons, en particulier, un mouvement vibratoire et infini

ment petit de l’éther dans un milieu cristallisé, et nommons E, vj, '( 

les déplacements d’un atome d’éther, mesurés parallèlement aux axes 

des x , y , s, supposés rectangulaires. D’après ce qui a été dit dans le 

Mémoire présenté à la séance du 17 décembre, on pourra supposer ce 

mouvement représenté par trois équations de la forme

/ ( D J - G ) ?  =  D „ ( D „  H£ 4 - D„ H y] 4- D 1VHÇ),

(3)  ( D ? - G ) ï )  =  D (, ( D B H ! H r P , H n  +  D,v HÇ),

( ( D (* - G ) Ç = D w( D B HÇ +  D , H f l  +  D wlHÇ),

les valeurs de u, v, w étant

u =  D x, v —  Dy, w =  D-,

et G, H désignant deux fonctions entières'de u, v, w. Si, d’ailleurs, le 

milieu cristallisé dont il s’agit offre trois axes de symétrie parallèles 

aux axes rectangulaires des x , y, z, alors G, H seront des fonctions 

périodiques de ces coordonnées, et resteront invariables quand on 

fera croître x  d’un multiple de a, y  d’un multiple de b, z d’un mul

tiple de c, les quantités positives a, b, c désignant les trois dimen

sions d’un parallélépipède élémentaire. Cela posé, les fonctions pério

diques G, H et les inconnues

n, ç

pourront être développées en séries ordonnées suivant les puissances 

entières des exponentielles

eaxi, e6̂ *, eïJi.

Ajoutons que, dans une première approximation, on pourra réduire 

chaque série à son premier terme, c’est-à-dire à la valeur moyenne de 

G, H, Ç, Y) ou représentée par G „ H0, Ç0, yj0 ou Ç0, et qu’alors à la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

place des formules ( 3 ) on obtiendra les équations

( (®t Oo)^o — D„ (D„ +  D,, Ho vio ■+■ Dlv H0£o)>

(4) (DÎ-G,)»i, =  D1((D1,n ,5, +  D,HoYio +  DwH0Ç,),

( (D| — G0)Ç0 D1V(D„ Ilo^oH- DvH0r)o+ D^HoÇ»),

qui seront linéaires comme les premières, mais à coefficients con

stants.

Concevons, à présent, que l’on procède à une seconde approxima

tion, en conservant dans chaque développement, non seulement le 

terme indépendant des exponentielles trigonométriques

e“*1, ê y'1, efzi,

mais encore les termes proportionnels à leurs premières puissances 

positives ou négatives, et en posant, par exemple,

( 5 ) l  =  +  la eaæ' -1- Çg eY2i +  £_« e~axi +  £_g e ~ ^  -t- £_Y e~Y21.

Remarquons, d’ailleurs, que a, b, c étant très petits, et a, ê, y très 

considérables, les équations identiques de la forme

R* («aeaici) =  (D*h- a i ) '8«,

D£(«g e6̂ ) =  (Dy +  6 if'8g,

se réduiront sensiblement aux suivantes

DU 8« e*xi) — ( a i ) ' 8«, 

D'.'(8ge6r i )  =  ( ê i  )/-8gf

quand on considérera des mouvements simples ou même des mou

vements vibratoires produits par la superposition de mouvements 

simples dans lesquels les longueurs d’ondulation surpasseront nota

blement les paramètres a, b, c. Enfin, en ayant recours à un artifice 

de calcul imaginé par M. Sarrus, désignons, à l ’aide de la notation

U  — 9,1 G =  6  i W =  Y i

| K, ou I K, ou I .K,
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ce que devient une fonction entière K de u,v, w quand on y remplace 

u par ai, ou e par Si, ou w par yi.'La  seconde approximation four

nira, pour la détermination simultanée de vingt et une inconnues

£0» Oo» Co >

I5OC » *Oa» £a» *0S» Çg » £y> Oy» £yî

?-«> O-a» Ç-a> £-6» 0-6» ?-6» £-y> 0-y» Ç-y»

d’abord trois équations de la forme

H? ξ0 =-  Go ξο 4- D, (D, H0 ξο 4- Dp H„ *io 4- D„, H0 ζο )

4-
r< = ai

1 [G-αξα 4- DM(D. H_αξα 4 - Dp II- aOa 4- Dp, H- a?a )]

4-
ν = β i 

1 [ G - ê l e -4 Dm(D, H_g tf i +  Ι)ρ H_ê*)S 4- D(VH_βζβ )]

+
w = y i 

1 [G-γξγ 4- D„ (D, H_ γξγ -4 Dp H_yOy -4 Dp, II_γζγ )]

] -4
it — — OC i 

1. [Ga ξ_a  4- D „(D, Ha ξ- a4* Dp Ha n- a 4- D,pHa Ç-»)]

4"
v=— 6l

[Gg ξ_g H- I) H(D, Hs ξ- β 4- Dp Hg ■0- g 4- Dp, Hg ζ_«)]

4-
iv =— γ

[Gy ξ- y 4- D,((D, Hy ? y 4- D* Hy r i - y 4- !)„, Hy ξ-τ)]

puis dix-huit équations de la forme

DJ ξα =  “1  “ '[Go ξα H- D„ (D* Ho ξα +  D, Ho 0 « H- Div Πο ζ«)]

4- Gâ o H- D„ (D„ Ηαξο 4- Dp Ha'0o 4- D„, Ha-so )»

Dfï)a= " l ai[Go05<4-Dv(D„Ho4'a-Hl),IIoOa4-D(1,Ho ζ«)]

4- GaOo 4- Dp ( D„ Η«ςο 4“ Η»» HaOo 4- Dp, Ha £o )»

DJÇa— I [Go ζα 4 - I),,, ( D;t II0 £a “4 Dp H0 Oa4-D(v H0 ζα)]
4~ Ga Co 4- D,p (D„ Ηαξο 4“DpHaOo4- D[v Ha£o ) »

savoir les équations (7) et celles qu’on en déduira en y remplaçant, 

non seulement l’indice a par l’un quelconque des indices 6, γ, — α,
u  =  a i

— S, — γ, mais encore la condition | par celles des conditions
μ — Ci  TV— γ ί  U — —  a i  v = —  O i W = — yi

, . | , | , | , . | qui se rapportera au nouvel indice.

Il y a plus : dans l’hypothèse admise, on pourra négliger les premiers

OF.iivres de C .t S. I, t. XI. ^  27
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membres des formules (7) vis-à-vis des seconds membres, et réduire 

ainsi ces formules aux suivantes :

" 1  “ '[G„ U +  D» ( D. H0 ta +  D„ II, ïia Dlv II, Ç* )]

— Gato DK(D„ Ha £0 h- D„IIaY]0 - 4 -  D„, IIaÇ0)>
u = ai

| [ Go ÏÏot. Dw( DK H0 H- Ho *fla ■ +" D(V H0 Ça)]

— — Gano ■ DK(D„ Ha£0 +  D,, Ha-Oo +  D)V IIaÇo ),

| [G0 Ça + D „(D „II0 £a-t-D„H0Y)a +  Hiv Ho £a)]

— — GaÇ0 — D«(D„Hai;o +  D„HaY)o +  D1V IIaÇ0)·

En résumé, les équations des vibrations lumineuses propagées à 

travers un milieu cristallisé pourront être représentées dans une 

première approximation par les équations ( 3 ), et dans une seconde 

approximation par les équations (6), (8), etc., jointes aux for

mules ( 5). Or les équations (6), (8) étant linéaires et à coefficients 

constants, on pourra les vérifier en supposant les diverses inconnues 

toutes proportionnelles à une même exponentielle caractéristique, et, en 

opérant ainsi, on arrivera aux conclusions énoncées dans le préam

bule de ce Mémoire.

De plus, on pourra choisir les fonctions de u, v, w, représentées par

G0, ii„;

Ga, Ha; Cg, Hg ; Gy, Ilyj

G—a, H_a! G_g, II—g; G_y, II—y 5

de manière que les équations (6), ou plutôt celles qu’on en déduit en 

éliminant les inconnues

£x» 'Octf C«; £ê, vs, Çg; £r> *)y, Çy!

Ç-aî |_6, Yl_6, Ç—6Ï l - v *l-y> Ç-y,

à l’aide· des formules (8), etc., deviennent isotropes; et, en opérant 

ainsi, on retrouvera précisément les trois équations que j ’ai données 

dans le Mémoire du t4 novembre 1842 pour représenter la polarisa-
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tion chromatique produite par l’huile de térébenthine, l’acide tar- 

trique, etc. *

4 5 4 .

Physique mathématique. — Mémoire sur la propagation de la lumière 

dans les milieux isophanes.

C. R., T. X XX , p. 33 (21 janvier i 85o).

Comme je l’ai remarqué dans le Mémoire présenté à la dernière 

séance, les vibrations infiniment petites de l’éther, dans un milieu 

homogène dont les molécules restent sensiblement immobiles et, spé

cialement dans un corps cristallisé, peuvent être représentées par 

trois équatipns linéaires à coefficients périodiques qui déterminent 

les déplacements d’un atome, mesurés parallèlement à trois axes fixes. 

D’ailleurs ces équations linéaires à coefficients périodiques peuvent 

être remplacées par trois autres équations pareillement linéaires, 

mais à coefficients constants, que j ’ai nommées équations auxiliaires, 

et qui déterminent les valeurs moyennes des inconnues. Enfin ces trois 

équations auxiliaires, qui ont pour premiers membres les dérivées du 

second ordre des valeurs moyennes des inconnues différentiées par 

rapport au temps, pourront être remplacées par une seule équation, 

qui aura pour premier membre la dérivée du second ordre d’un dépla

cement mesuré parallèlement à un axe quelconque.

Cela posé, si l ’on veut déterminer les lois de la propagation de la 

lumière dans un milieu homogène, et spécialement dans un milieu 

cristallisé, on devra surtout rechercher la forme que prennent dans 

ce milieu les trois équations auxiliaires dont nous venons de parler, 

ou, ce qui revient au même, l’équation unique qui peut leur être 

substituée. En effet, la différence entre le déplacement d’un atome 

d’éther, mesuré parallèlement à un axe quelconque, et la valeur 

moyenne de ce déplacement, se composera de termes périodiques
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dont chacun, étant proportionnel au sinus ou au cosinus d’un angle 

très considérable, changera de signe sans changer de valeur numé

rique, quand on franchira des intervalles comparables aux dimen

sions des parallélépipèdes élémentaires, dont l ’assemblage constitue un 

corps cristallisé. Or, ces dimensions étant insaisissables, il est naturel 

d’en conclure que, dans la théorie de la lumière, l’influence des 

termes périodiques sur les effets produits restera insensible, et qu’on 

pourra la négliger, au moins dans une première approximation, en 

tenant compte seulement des termes qui représenteront les valeurs 

moyennes des inconnues.

Remarquons encore que les trois équations auxiliaires auxquelles 

on parviendra, en partant des formules générales établies dans le 

précédent Mémoire, pourront être censées déterminer les dérivées du 

second ordre des valeurs moyennes des inconnues, différentiées par 

rapport au temps, en fonctions linéaires de ces mêmes inconnues et 

de leurs dérivées des divers ordres, prises par rapport aux coordon

nées. On pourra donc exprimer par une fonction linéaire du même 

genre la dérivée du second ordre qu’on obtient en différentiant deux 

fois de suite par rapport au temps la valeur moyenne d’un déplace

ment mesuré parallèlement à un axe quelconque. Nommons Q cette 

dernière fonction linéaire. Pour que le milieu donné soit isophane, 

ou, en d’autres termes, pour que la propagation de la lumière dans 

ce milieu s’effectue en tous sens suivant les mêmes lois, il suffira que 

la fonction £! soit isotrope, c’est-à-dire qu’elle reste invariable quand 

on déplacera les axes coordonnés, en leur imprimant un mouvement 

de rotation quelconque autour de l’origine. Alors on se trouvera pré

cisément ramené aux équations générales que j ’ai données pour repré

senter les vibrations de l’éther dans les milieux isophanes (séance du 

i 4 novembre 1842). Il y a plus : il sera facile d’assigner aux coeffi

cients renfermés dans la fonction O des valeurs telles, que le milieu 

isophane ait la propriété de produire la polarisation chromatique, en 

faisant tourner dans un certain sens les plans de polarisation des 

rayons lumineux qui le traversent. En conséquence, pour expliquer
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cette propriété rotatoire de certains milieux isophanes, il n’est pas 

nécessaire de recourir à certaines hypothèses imaginées par divers 

auteurs ou par moi-même, ni d’introduire dans la Mécanique molé

culaire des forces polarisées, c’est-à-dire variables avec les directions 

dans lesquelles elles s’exercent, ou des actions ternaires. Il suffit d’ad

mettre qu’un atome d’éther étant mis en présence d’un atome d’un 

corps, ces deux atomes exercent l’un sur l’autre une action propor

tionnelle à leurs masses et à une fonction de leur distance, puis de 

joindre à l’hypothèse d’une action binaire entre les atomes de l’éther 

et les atomes d’un corps, la supposition d’un arrangement spécial de 

ces derniers atomes. Parmi les conditions auxquelles cet arrangement 

doit satisfaire, l’une est celle qu’admettent les physiciens et les miné

ralogistes, et que manifestent les belles expériences de M. Pasteur, 

savoir que la forme cristalline du corps isophane donné ne puisse être 

superposée à son image vue dans un miroir.

Ce n’est pas tout : si la fonction ci-dessus désignée par ü  est iso

trope, non d’une manière absolue, mais par rapport à l’axe des x, 

c’est-à-dire si elle reste invariable, quand on déplace les axes des y  

et des s, en leur imprimant un mouvement de rotation quelconque 

autour de l’axe des x , le milieu donné sera isophane, non plus d’une 

manière absolue, mais par rapport à l’axe dont il s’agit, et la propaga

tion du mouvement de l’éther autour de cet axe s’effectuera en tous 

sens suivant les mêmes lois. Alors on obtiendra, pour représenter 

les vibrations lumineuses, des équations que l’on trouvera dans ce 

Mémoire. D’ailleurs ces dernières équations pourront ou continuer 

de subsister, ou changer de forme quand on changera les signes des 

coordonnées parallèles à l ’axe des y. Dans le premier cas, elles coïn

cideront avec celles que j ’ai données dans le Mémoire lithographié 

d’août i 836 . Dans le second cas, elles devront s’accorder avec celles 

que M. d’Ettingshausen annonce avoir obtenues, en s’occupant des 

cristaux à un axe optique (voir le Tome XXIV des Comptes rendus, 

page 802), et qui renferment, a-t-il dit, comme cas particulier, les 

équations différentielles (à deux variables indépendantes) auxquelles
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M. Mac-Cullagh a été conduit par diverses inductions dans un Mémoire 

lu à l’Académie royale d’Irlande en février i 836 .

A nalyse.

§ I. — Sur les vibrations de l ’éther dans un milieu homogène 
dont les molécules restent sensiblement immobiles.

Considérons un mouvement vibratoire et infiniment petit de l’éther 

dans un milieu homogène dont les molécules restent sensiblement 

immobiles, et spécialement dans un milieu cristallisé. Nommons

m la masse d’un atome d’éther;

x , y ,  z  les coordonnées initiales et rectangulaires de cet atome; 

et soient, au bout du temps t,

Y), Ç les déplacements du même atome, mesurés parallèlement aux 

axes des x ,y ,  z.

Enfin, en supposant que le milieu cristallisé offre des axes de symé

trie parallèles aux axes coordonnés, nommons £0, yj0, Ç0 les valeurs 

moyennes des déplacements Ij, yj, La recherche des lois suivant les

quelles s’effectuera la propagation du mouvement vibratoire de l’éther 

pourra être réduite à l’intégration des trois équations auxiliaires qui 

détermineront les trois inconnues £„, Y]0, £„· D’ailleurs ces équations 

auxiliaires pourront être réduites, dans une première approximation, 

aux formules (4) de la page 208, par conséquent à des équations de 

la forme

(I) D D * n < , =  t), . D?Ç,= 3,

3 , IJ, 3  étant non seulement des fonctions linéaires de £u, yj0, £0, 

mais encore des fonctions symboliques de

u — Dx, e =  Dy, ip =  D-;

et, dans une seconde approximation, aux formules que fournira l’éli-
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mination des dix-huit inconnues

^Oa» £ a  » ^6 ,  "Cê, £ ê î  ^ y ,  Y)y, Çy ;

, et) "O—a» Ç—a  ! ^—6» ' 0 —ê ,  i s - 6 !  y> " 0 - y ,  Ç—y

entre les équations (6) et (8) des pages 209, 210. Ajoutons que, si le 

mouvement vibratoire dont il s’agit, ou les mouvements simples dont 

la superposition peut le reproduire offrent des longueurs d’ondulation 

notablement supérieures aux trois dimensions d’un parallélépipède élé

mentaire du milieu cristallisé, les équations auxiliaires fournies par la 

seconde approximation, ou même par les approximations ultérieures, 

pourront encore être représentées généralement par les formules (1). 

Seulement, si l ’on se borne à la première approximation, les for

mules (1), réduites aux équations (4) de la page 208, satisferont à 

cette condition particulière, que les neuf coefficients symboliques 

des trois inconnues £0, y]0, Ç0 dans les fonctions linéaires iX, IJ, 3  se 

réduiront à six, ces fonctions étant alors de la forme

| .1 =  * Ï],-h eiç„

(2) i) = iiê. + jbïi04-v :o.

( 3 =  +  yi. + h Ço,

tandis que, dans la seconde approximation et dans les approximations 

ultérieures, les neuf coefficients dont il s’agit seront généralement 

distincts les uns des autres.

Soient maintenant

a, b, c les coordonnées d’un point fixe R situé à l’unité de distance de 

l’origine 0 des coordonnées;

a le déplacement de l’atome m, mesuré au bout du temps t, dans une 

direction parallèle à celle de la droite OR ; 

b0 la valeur moyenne de «.

On aura

(3)
(4)

« = a \  +  bi\ -t-cÇ,  

üo= : îî^d+  b ti 0 +  c £ 0,
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et de l’équation (4), jointe aux formules (i), on tirera

(5) Di2a0= a l - t - i D  +  c3.

En d’autres termes, on aura

(6) ,D2 8o= £2,

pourvu que ¡Q désigne une fonction linéaire, non seulement de rp 'Ç, 

mais encore de a, b, c, et en même temps une fonction symbolique de 

Dæ, Dy, Dz. Sous ces conditions, l’équation (6) sera une formule géné

rale propre à représenter les vibrations infiniment petites de l’éther 

dans tout milieu homogène et cristallisé, qui offrira trois axes do 

symétrie rectangulaires entre eux.

Parmi les milieux homogènes et cristallisés, on doit distinguer ceux 

qui sont isophanes, soit d’une manière absolue, soit par rapport à un 

axe fixe. Il importe de rechercher ce que devient la formule (6) pour 

de semblables milieux. Pour y parvenir, il suffit de s’appuyer sur 

quelques propositions relatives aux fonctions isotropes, et en parti

culier sur celles qui seront énoncées dans le paragraphe suivant. ·

§ II. — Sur .les fonctions isotropes des coordonnées de divers points. 

Soient
æt y> z 'i xn y)> s/> xip y,n · ··

les coordonnées rectilignes de divers points P,· P,, P(/, ----Une fonc

tion O de ces coordonnées sera dite isotrope, si on ne l’altère pas 

en faisant subir aux cordonnées de chaque point les changements 

de valeurs qui résultent d’un mouvement de rotation quelconque 

imprimé aux axes des æ, y  et s autour de l’origine O. Cela posé, 

on établira aisément la proposition suivante :

T héorème I. — Une fonction ù  des coordonnées rectilignes de divers 

points dépend uniquement des distances de ces points à Vorigine, de leurs 

distances mutuelles et du sens dans lequel se meuvent des rayons vecteurs 

dont chacun est assujetti à passer constamment par l ’origine et à décrire,
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dans un ordre déterminé, les faces latérales d ’un tétraèdre qui a pour 

base le triangle formé avec trois quelconques des points donnés.

Lorsque les coordonnées deviennent rectangulaires, le premier 

théorème entraîne immédiatement les propositions suivantes :

Théorème II. — Les positions de divers points P, P,, P;/, . . .  étant rap

portés à trois axes rectangulaires, une fonction isotrope 12 de leurs coor

données
7> s f 'X'ti yi> s/> x ni y¡n s «> · · ·

dépendra uniquement des trinômes de la forme

x ou x x t -+-yy, +  z s ,

et des sommes alternées de la forme

S ( ±  x y ,  s ,  ) - xy, z ,  —  x y „  s , +  x ,  y, z  —  x, y z „  +  x , y  s , -  x ,  y ,  s .

Théorème III. — Les coordonnées

&■> y·) z > x ,y y,> oc„ , . y„, s ,

dé trois points P, P,, P„ étant supposées rectangulaires, si une fonction 

isotrope û  de ces coordonnées est en même temps une fonction linéaire, 

non seulement des coordonnées du point P,, mais encore des coordonnées 

du point P,, on aura

’ ( a =  E (*/«, + 7 /7» +  *, O

( 0  j  +  F  ( x x ,  -+- 7 7 /  +  * * , ) (  X X ,  Hh yy, +  s=,)

( 4- K ( x y ,  z ,  —  xy. S ,  4 -  X ,  y „  s  — x ,  y z „  - 4  x „  y  s ,  —  x „ y ,  z ) ,

E, F, K étant trois fonctions delà somme x 2 -h y 2 -h s 2,

Supposons maintenant que la fonction ü  soit isotrope, non plus 

d’une manière absolue, mais par rapport à l ’axe des x ,  c’est-à-dire 

qu’elle reste invariable quand on déplace les axes des y  et des s  en 

leur imprimant un mouvement de rotation quelconque autour de Taxe 

des x. Alors, par des raisonnements semblables à ceux qui servent à 

démontrer les premier, deuxième et troisième théorèmes, on établira

OEuvres de C. —  S. 1, t. XI.
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des théorèmes analogues, et, à la place de la formule ( i), on obtiendra J  

l’équation suivante

/ £2 =  [Gæ,+  -+- K lys, —y, s)]#„

(2 ) | 4- [L«, + M ( j 7 , +  5æ,) +  N(j's, — / , 5 ] {yy„ +  2z„) 1

( 4- P ( y, y .  +  *,■s, ) +  Q ( y , 3 , -  y ,  Z, ) +  R x t ( y r z -  y Su ),

G, H, K, L, M, N, P, Q, R étant des fonctions de x  et de y- +  s2.

§ III. —  Sur les vibrations de l ’éther dans les milieux isophanes.

Revenons à la formule (6) du § I. Si, pour abréger, l’on écrit sim

plement v), Ç, « au lieu de ij0, Y]0, Ç0, 80, cette formule donnera

(1) Di2« =  i2, 

la valeur de 8 étant

(2 ) 8 =  a \ H- br\ +  cÇ.

D’ailleurs ü  sera une fonction linéaire, non seulement des coordon

nées a, b, c du point fixe R situé à l’ unité de distance de l ’origine O, 

mais encore des déplacements moyens v), Ç, et en même temps une 

fonction symbolique de

u —  D*, v =  I)y, w — D-.

Cela posé, pour que l’équation (1) devienne propre à représenter 

les mouvements de l’éther dans un milieu isophane, il suffira évidem

ment que la fonction de .

u, V, w; a, b, c ; £, v, Ç,

désignée par 0 , devienne isotrope. De cette remarque, jointe au théo

rème III du § II, on conclura sans peine que le milieu donné sera iso

phane, si l’équation (1) se réduit à la formule ·,

D?8 =  E(a^-i- bn -hcÇ)

-+- F(aD^-f- ¿»Dy-hcD ;̂) (Da,^-t-Dy ïi + D ,Ç )

+  K [a(D sn -  Dr Ç) -h 6 (D«C -  Da-Ç) +  c(Dr £ -  D .ïi)],

(3)
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E, F, K étant trois fonctions symboliques de D* +  D£+D*. Cette 

dernière formule devant subsister, quelle que soit, la position du 

point R sur la surface de la sphère décrite du point O comme centre 

avec le rayon i,  il en résulte qu’après avoir substitué à a sa valeur 

al·, -+- br\ +  ci, on pourra égaler entre eux dans les deux membres les 

coefficients de a, b, c. On obtiendra ainsi-les trois équations

j D(*Ç=EÇ+F«u+K(D3ï i -D yÇ).
(4) . 'D(*n' =  Évi +  Féu + K ( D , t - D J{),

( D 4*Ç = E Ç  H -Fw u  +  K (D y Ç - D x io), . .

la valeur de u étant

(5) u =  D*S +  Dr YÎ +  DxÇ,

c’est-à-dire les équations différentielles du mouvement de l’éther dans 

les milieux isophanes (voir le Tome XV, page 916) ( ') .

Si le milieu dans lequel l ’éther est contenu devait être isophane, 

non plus d’une manière absolue, mais seulement autour de l’axe 

des x , alors, en partant de l’équation (2) du paragrapbe précédent, 

on obtiendrait, non plus la formule ( 3 ), mais la suivante

( 6 )

D |b =  aG£ -+- II(bn '+ cÇ) +  K(&Ç — en)
H- [La +  M(£Dy +  cD-) +  N (cDy — 6 D2)] (Dym +  D2 Ç) 

4 - P ( 6 Dy+cD*)$,-t-[aQ +  R(ôDy +  cp«)](Dfïi - D yÇ),

G, H, K, L, M, N, P, Q, R étant des fonctions symboliques de D* et 

de Dy -l-D*; puis on en conclurait

/ Dt2£ = G Ç  +  L ( D y Y, +  DaÇ) +  Q (D 2Y ] - D y,Ç),

• I D?Yi =  Hri4-KÇ +  PDr 5 .
(7 ) ] . + (M D y- N D , ) ( D yr )+ D 2Ç) +  RDr (D2Y )-D yÇ),

I D2Ç = H Ç - K y! +  PD2£
\  +  (MD2+  NDy) (Dy ï i + D sÇ) +  RD2(Dzy) — Dy Ç).

Si l ’on veut que ces dernières formules restent inaltérables, quand 

on remplace le demi-axe des y  positives par le demi-axe des y  néga-

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VII, p. 207.
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tives, on devra réduire à zéro les coefficients symboliques Ii, N, 

Q, R, et alors on retrouvera les formules obtenues dans le Mémoire 

d’août i 836 (page 69).

4 5 5 .

C. R., T. XXX, p. 114 (28 janvier i85o).

M. A ugustin C auchy dépose sur le Bureau un exemplaire du Mémoire 

sur les systèmes- isotropes de points matériels, qui doit paraître prochai

nement dans le Recueil des Mémoires de l ’Académie.

4 5 6 .

P hysique mathématique. — Mémoire sur les vibrations de l ’éther 

dans les milieux qui sont isophanes par rapport à une direction 

donnée.
C. R., T. XXX, p. g3 (4 février i85o).

§ I. — D e s  c o n d i t io n s  a u x q u e l le s  s a t i s f a i t  u n e  f o n c t i o n  d e s  c o o rd o n n é e s  r e c 
t i l i g n e s  d e  d iv e r s  p o in t s ,  q u a n d  e l le  e s t is o t r o p e  p a r  r a p p o r t  à  l ’ u n  des  

a x e s  c o o r d o n n é s .

Soient
. sc, y ,  s ;  x , ,  y , ,  z , ‘> ocn, y /lt s l f ; . . .

les coordonnées rectilignes de divers points P, P,, P„........ Une fonc

tion O de ces coordonnées sera isotrope par rapport à l’axe des x ,  si 

on ne l’altère pas en faisant subir aux coordonnées y, z; y /t zy y i/t 

z y  . . .  les changements de valeurs qui résultent d’un mouvement de 

rotation imprimé aux axes des y  et des z autour de l’origine O des 

coordonnées.

En partant de cette définition, l’on établit sans peine les proposi

tions suivantes :
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Théorème I. — Si une fonction O des coordonnées oc, y ,  5 ; x t, y t, %/, 
x„, y u, z y, . . .  de divers points P, P;, P(/, . . .  est isotrope par rapport à 

l ’axe des x , elle dépendra uniquement des abscisses x , x f, x n, . . .  de ces 

mêmes points, de leurs distances à l ’axe des x , des angles que formeront 

entre elles ces distances, ou leurs projections sur un plan perpendiculaire 

à l ’axe des x , enfin du sens dans lequel se mouvront des rayons vecteurs 

assujettis à passer constamment par l ’origine et à décrire les angles dont 

il s’agit.

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 

si les coordonnées sont rectangulaires, la fonction ù  dépendra unique

ment des abscisses x , x,, x„, . . .  des sommes de la forme

y î +  z i o u  y y , +  z z ,

et des binômes de la forme
yz, — y , z -

• Théorème III. —  Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes I  

et II, et les points P, P,, P;/ étant au nombre de trois, si O doit être une 

fonction linéaire, non seulement des coordonnées x t, y,, zt du point P,, 

mais encore des coordonnées x u, y lf, z t/ du point P;/, on pourra prendre 

pour Î2 l ’un quelconque des produits

. x ,x„> y ,y „ + z,z«> sii~y«so

x ,(y y „+ zz,,)> x ,(y,,z — yz«)’ . 

x „(yy, + zz, ), æA y z> — y t z )>

(yyl+ zz,)(y yl, - t - z z„)> (yz, — y , z ')(yy„ +  zz„)>

( y y , + zz,)(y,,z — y z„)> (yz, — y , z )(y »z — yz„)>

ou bien encore la somme de ces produits respectivement multipliés par des 

fonctions quelconques des deux quantités variables x  et y 2 s2.

Corollaire I. — Comme on a identiquement

( yy,  '+ * « ,) (  y  y ,·,+ « ,  ) - ( y z, - y , z ) ( y „ z - y z„ ) - ( y i +  z ‘i) { y i ï n + 5; Zn ) 

et

(yy, +  **,) (yz„ - y „ 3) -  (yz , -  y , z ) ( y y „ + z z n) -  ( y 2+ «*) (7 i Sr +f f i  zy
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il en résulte que, des onze produits mentionnés dans le théorème III, 

les deux derniers peuvent être omis sans inconvénient, ce qui permet

G, H, K, L, M, N, P, Q, R étant des fonctions de x  et de y 2 +  s 2.

Corollaire IL — Si, dans la formule (i) , on remplace G par G 4 - L x, 

H pa.r H +  Ma?, K par K 4- Na?, on aura, pour déterminer 0 , la for

mule

| £2= [G a?, 4 -H (7 /, +  ^ ,)  H -K (/s,— r,s)]#,,

(a) j +  [C x,-hM (yy, +  z z l ) +  'i{{yzl- y lz ) ] { x x l, +  y y „ + z z ll)

( +  v (y ,y .  +  *,*,) +  Q {y ,* ,—y , s )  +  R *,(y„ * - / * „ ) ·

CorollaireIII. — L’équation (2), ainsi qu’on devait s’y.attendre, com

prend, comme cas particulier, la formule (1) du précédent Mémoire 

(page 217), à laquelle on la réduit, en posant

G =  P =  E, H =  N =  o, L =  Fa?, M =  F, Q =  K æ, R =  K.

§ II. — Sur les vibrations de l ’éther dans des milieux qui sont isophanes 
par rapport à une direction donnée.

Supposons que les vibrations de l’éther s’exécutent dans un milieu 

qui soit isophane par rapport à l ’axe des x .  Ces vibrations pourront se 

déduire de la formule (1) (page 217), dont le second membre O sera 

une fonction linéaire, non seulement des coordonnées a, b, c d’un 

point fixe situé à l’unité de distance de l’origine, mais encore des 

déplacements £, y), ( d’un atome d’éther mesurés parallèlement aux 

axes des x , y , z, et en même temps une fonction symbolique de

U — Da;, V =  D y, W — Ds.

Cette fonction de u, v, w; a, b, c ; yj, £ devant d’ailleurs être iso-

de réduire la fonction O à la forme
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trope par rapport à l ’axe des x,  il suffira, pour l’obtenir, de remplacer 

dans le second membre de la formule (2) du § I, x,  y,  z par u, v, w; 

par a, b, c, et x^y,, ,  par l ,  y], ‘C. Alors le trinôme

xxn +  y y u +  zzn

se trouvera évidemment remplacé par le suivant

u ' i  P Y]

ou, ce qui revient au même, par la quantité

( 0  u = B X£ +  Dj. y5 +  D2 Ç,

qui représente la dilatation du volume de l’éther au point ( x , y , z ) .  

Gela posé, la formule (1) de la page 217 donnera

/ D^y— [G a +  II(£Dy -l-cD; ) +  K(cDy — ¿>D-)]^

(2 ) | . -t- [L a -+- M(ôDr -t- cDz) +  N(cDy — ¿>I)2)]u

( + P (Ô Y H -cÇ )-f‘ Q(ôÇ —  CYi) +  Ra(D.Yj — I)y Ç),

la valeur de a étant

(3) a =  a%+ bn +  cÇ.

Si, après avoir substitué cette valeur de a dans la formule (2), on 

égale entre eux, dans les deux membres, les coefficients de a, b, c, 

alors, en posant, pour abréger,

(4) 3  =  D2n — DyÇ> 

on obtiendra les équations

(5)

D?£ = G £  + L u  +  R S,

Dîïi =  Pti +  QC +  (HDr -KD,)_5 +  (MDr -N D ,)u ,

D? Ç =  PÇ +  Qn +  (HD2 +  KDy)£ +  (MD2 +  NDr )u.

Ainsi qu’on devait s’y attendre, les équations ( 5) comprennent, comme 

cas particulier, les formules (4), page 219, auxquelles on les réduit en 

posant

G =  P =  E, H =  N =  o, L =  FD*, M =  F, Q =  KD*, R =  K,
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Si l’on veut que le second membre de la formule ( i)  satisfasse à la 

condition de rester inaltérable quand on remplace le demi-axe des 

y  positives par le, demi-axe des y  négatives, on devra supposer

K =  o, N =  o, Q =  o, R =  o.

Alors les équations ( 5), réduites à la forme
\

/ =  H  + l U(

(6 ) | Dt2y] =  P y) +  Dy(H|· -t- Mu),

( D?Ç = P Ç  + D Î (H  ̂+  MU),

s’accorderont avec les formules obtenues dans le Mémoire lithogra

phié de x 836, page 69.

Si dans les calculs qui précèdent on prenait pour point de départ, 

non plus l’équation (2), mais l’équation (1) du § I, alors, à la place 

des formules ( 5), on obtiendrait les suivantes :

( =  G£ -4- L(Dy y) H- Dj- Ç) +  R(Df y) +  Dy £),

(7 ) D?n =  Pyi +  Q£ +  (HDy— KDs)£ +  (MDr— NDS) (Dyyi 4- D,Ç),

( D?Ç =  PS — Q y) -+- (HDS +  IiDy)i; +  (MDj -t- NDy) (Dy u +  D2 Ç)·

Dans un prochain article, je dirai comment les formules ( 5 ) ou (7) 

s’appliquent à la détermination des vibrations de l’éther dans les cris

taux à un axe optique.

4 5 7 .

Physique mathématique. — Note sur la différence de marche entre les deux 

rayons lumineux qui émergent d’une plaque doublement réfringente à 

faces parallèles.
C. R., T. XXX, p. 97 (4 février i85o).

Supposons qu’un rayon lumineux simple tombe sur une plaque à 

faces parallèles. Nommons

c l’épaisseur de la plaque;
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<r l’angle d’incidence;

'z' l ’angle de réfraction;

co la vitesse de propagation des ondes incidentes; . 

co' la vitesse de propagation des ondes réfractées.

On aura

, . _ « ' __s í o t '
w sinT

Soient, maintenant,

h une longueur mesurée, dans l’ifttérieur de la plaque, sur la direc

tion du rayon réfracté;

t le temps qu’emploie une onde réfractée à parcourir la longueur A,; 

s le chemin parcouru par une onde incidente pendant le temps t ;

/  la’projection de la longueur h sur le rayon incident, ou, ce qui 

revient au même, la distance entre les plans des ondes incidente et 

émergente menées par les extrémités de la longueur h.

On aura évidemment

h —.c sécr', t — —., s —
f.\' 7

par conséquent,

(2) s - h *  - h sinT
” 0)' sinr'

et

(3) s' — h cos(r -- t' ) <

Donc l’onde émergente sera en retard sur une onde incidente qui 

aurait conservé, pendant le temps t, la vitesse de propagation co, la 

différence de marche étant

(4) s — s'· — h
sine
sinr'

cos(t ■
- > ] =

, sin(T — t') ,
h--- —̂ -,— - cost

sin(T — t')
sxnT' sinr

Concevons maintenant que la plaque donnée soit doublement réfrin

gente, et, en nommant t' l’angle de réfraction ordinaire, désignons par 

't" l’angle de réfraction extraordinaire. Les deux ondes émergentes 

qui répondront aux deux rayons réfractés ordinaire et extraordinaire

Œ uvres de C. — S. I, t. XI, 29
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seront en retard sur une onde incidente qui aurait conservé, pendant 

le temps i, la vitesse de propagation to, la différence de marche étant 

représentée dans la réfraction ordinaire par le produit

sin (r — r')
c--- A — j— ->smr

et dans la réfraction extraordinaire par le produit

sin(r — t")
C  4 1 M *sin r

Donc la différence de marche entre les deux rayons émergents, extraor 

dinaire et ordinaire, sera représentée par le produit

rsin(r —t") sin(T·— t')~|
C |_ sinr" suit' J ’

et, si l’on nomme § cette différence de marche, on aura

„ sinrsinit'— t")
o  =  c --------: — y.— - ·s in rsm r

En appliquant cette formule très simple au cas où l’on considère 

une plaque de cristal de roche taillée perpendiculairement à l’axe 

optique, et nommant §0 la valeur de o correspondante à une valeur 

nulle de t , on trouve sensiblement dans une première approximation

(6) ô'2 =  cosV-+- £s sinV,

- étant la différence entre les indices de réfraction extraordinaire et
c

ordinaire. C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en détail dans un 

autre article où je comparerai mes formules avec celles qu’ont pro

posées MM. Airy et Mac-Cullagh.

/ N
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4 5 8 .

C. R., T. XXX, p. 161 (18 février i 85o).

M. A ugustin Cauciiy présente un Mémoire sur les fonctions dont les 

développements en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 

et entières d ’une variable satisfont à certaines conditions dignes de 

remarque.

4 5 9 .

A nalyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire relatif au développement 

de l ’exponentielle ex en produit continu; par M. Fedor T iioman.

C. R., X- XXX, p. 162 ( 18 février i 85o).

Euler a fait voir que les sinus, les cosinus et les fonctions dans les

quelles ils se transforment, quand on remplace les arcs supposés réels 

par des variables imaginaires, peuvent être changés en produits com

posés d’un nombre infini de facteurs, chaque facteur étant du premier 

degré par rapport à la variable que l’on considère. De plus, M. Jacobi 

a décomposé certaines transcendantes en produits de facteurs binômes 

qui sont encore en nombre infini, mais de degrés représentés par les 

nombres entiers 1, 2, 3 , . . . .  Enfin, dans un Mémoire sur les pro

priétés de certaines factorielles (voir les Comptes rendus, Tome XIX, 

page 1069) ( ') ,  l’ un de nous a observé que l’on peut, sous certaines 

conditions, décomposer en facteurs binômes de cette espèce les fonc

tions qui se développent en séries ordonnées suivant les puissances 

ascendantes d’une variable. Alors, n étant un nombre entier quel

conque, les divers facteurs sont de la forme

1 ±  N as",

N étant un coefficient qui varie avec l’exposant n (-).

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 3 n .
(2) Si, pour fixer les idées, on décomposait en facteurs de cette forme Texponon-
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M. Fedor Thoman, en cherchant à développer en facteurs l’expo

nentielle ex, a supposé que chaque facteur était, non plus de la forme

mais de la forme

I ±  N æ \

(i ±

et, en partant de cette supposition, il a obtenu deux formules distinctes 

dans chacune desquelles l’exposant N se déduit généralement et direc

tement de l’exposant n. D’ailleurs, de ces deux formules, M. Thoman 

tire aisément une troisième équation, en vertu de laquelle l’exponen

tielle ex se décompose en facteurs de la forme

n étant un entier dont les facteurs premiers sont impairs et inégaux 

entre eux. Ajoutons que de cette troisième équation il déduit un déve

loppement remarquable de la variable x  en une série dont le terme 

général est proportionnel à l’arc qui a pour tangente x'1.

Les formules établies par M. Thoman supposent implicitement que 

la valeur numérique de la variable x  est inférieure à l’unité. Si cette 

condition n’était pas remplie, les séries formées avec les logarithmes 

des divers facteurs de chaque produit cesseraient d’être convergentes, 

et, par suite, les formules obtenues cesseraient de subsister.

Les nouvelles formules de M. Thoman nous, paraissent d’autant 

plus dignes de l’attention des analystes, que le nombre des fonctions

tielle ex, on trouverait, en supposant le module de x  inférieur à l'imité,

e*= ('+·*) (i+7) (I‘+" t)
Dans le second membre de cette dernière équation, les coefficients dos diverses puis
sances de x pourront être aisément déduits les uns des autres, à l’aide des formules (n)

du Mémoire cité, en vertu desquelles lo m1'"18 facteur sera de la forme 1 — '— ■> lorsque

n sera un nombre premier égal ou supérieur à 3. Ajoutons que, pour dos valeurs paires

ou impaires, mais très considérables de «, le coefficient de xn sera le produit de — - —

par un nombre très peu différent de l’unité.
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jusqu’ici décomposées en produits de facteurs de forme déterminée 

est fort restreint. En conséquence, les Commissaires pensent que le 

Mémoire de M. Fedor Thoman mérite d’être approuvé par l’Académie 

et inséré dans le Recueil des Savants étrangers.

4 6 0 .

A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . — Mémoire sur la décomposition des fonctions

en facteurs.

C. R., T. XXX, p. 186 (a 5 février i 85o).

Dans un Mémoire présenté à l ’Académie le 18 novembre 1844 ( ') ,  

je me suis occupé de la décomposition d’une fonction s de la variable x  

en facteurs de la forme 1 Na?", n étant un nombre entier quelconque

et N un coefficient qui dépend de l’exposant n. J’ai considéré spéciale

ment le cas où la fonction s peut se développer en une série ordonnée 

suivant les puissances entières et positives de x, et j ’ai indiqué deux 

méthodes qui sont propres à fournir la décomposition désirée. Or, 

dans le cas dont il s’agit, ces deux méthodes seront encore appli

cables, si l’on veut décomposer la fonction s, non plus en facteurs de 

la forme 1 -+- Na;", mais en facteurs de l’une des formes

(1 +  (1 —  x n )ti.

Parmi les résultats auxquels on parvient en opérant ainsi, on doit 

distinguer ceux qu’on obtient lorsque, dans le développement de 1(î ) 

suivant les puissances entières et positives de x ,  le coefficient do x" 

se décompose en facteurs correspondants aux divers facteurs pre

miers de l’exposant n. Alors les équations qui fournissent la décom

position de la fonction s en facteurs se simplifient, et comprennent,

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 3 n .
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comme cas particuliers, les formules remarquables que M. Fedor 

Thoman a données dans un Mémoire approuvé par l’Académie.

A nalyse.

Soiti une fonction de x , développable, au moins pour un module 

de x  inférieur à une certaine limite, en une série ordonnée suivant 

les puissances entières et positives de x , en sorte qu’on ait alors

( i ) s — I I 0 +  H j x  +  H 2 x 2 ■+* · · · ·

Pour décomposer s en facteurs de la forme (1 -+- a?")N ou, ce qui revient 

au même, pour trouver les valeurs de k{, k2, kn, . . . ,  propres à vérifier 

la formule

(2 ) ■ s — II0( 1 -+- x ) k* ( 1 +  J?2)*» (1 -+- x 3)ks...,

il suffira de recourir à l’une des méthodes indiquées dans le Mémoire 

du 18 novembre 1844· Si. pour fixer les idées, on emploie la seconde 

méthode, alors, en posant, pour abréger,

(3) +  | î ^2H - . . . ) = K 1.r-f-K2̂  +  . . . ,

on obtiendra l’équation

Ktx  +  KiX3-t- K 3 x s-(-...

=  /q l(i +  x).-h A2 1(ih- x 2) 4 -...

=  ktx-h ^ka — 1-k^jx'i +  (ki + ~ k ^ x i +  Â4 — I k2 — i  

à laquelle on satisfera en posant

(4 ) ' K i— Am, K2=A'2— -A-), K3=r A'3-4- - k t ,
2 j

et, par suite,

(5 ) A",= K1, /r2= K 2+ - / c 1, A*3 z z z  K.3 ■— ç/c,, . . . .
2 o

Or il est clair que les équations (4) et ( 5 ) pourront servir à déter-
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.miner, non seulement les coefficients K,, K2, K3, lorsqu’on con

naîtra les exposants k{, /c2, k2, . . . ,  mais encore les exposants kt, k2, 

k2, lorsqu’on connaîtra les coefficients KM K2, K3, —

Concevons maintenant que, dans le second membre de l’équa

tion (2), l ’exposant kn du binôme j +  x n soit lié à l ’exposant n, de 

telle sorte que kn se décompose en facteurs correspondants aux divers 

facteurs premiers de n. Désignons, pour plus de commodité, par a, b, 

c, . . .  les nombres premiers

2, 3, 5, > >.,

a étant égal à 2, et posons

(6) n — â bV-c'1.. .,

(7) =  N =  axb^Cv...,

ax, bp cv, . étant les facteurs de N correspondants aux facteurs a1 , 

* b̂ , cv, . . .  de n. Soit encore

(8)  m =  aa bêt f . . .  3
. »

a, 6, y, . . .  étant des entiers quelconques; et, en supposant
!

( 9 ) a0 =  b0 =  c0 =  . . . —· i ,

nommons M un coefficient variable avec m, et déterminé par le sys

tème des équations

( 1 0 ) =  Aa BgCY. . . ,

0  0
\= a  1 + “ ui=6

A a =  S ( — 1 ) Aa i a l , Bg = r  S
A = 0 jx=0 r

CY

On aura, KTO étant égal à M,

(1 2 ) ' K,J7 -H K2x 2 4 -, . . — S U x m,
’ m = 1

M se réduisant à l ’unité en même temps que l’exposant m, et le 

signe S s’étendant, dans la formule (12), à toutes les valeurs entières
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et positives de m; puis on trouvera, sous la même condition, eu égard 

aux formules (2) et ( 3 ),

(13) ; l f ^ - W T M * ' " ,
\-H0/ m = 1

par conséquent,
m—»

,  T I  s(14) s =  H0e“='

Or, en vertu de l’équation (10), que l’on peut mettre sous la forme

( , 5 )
_A a Dg Cy

aa ¿j® Cï
9

M sera évidemment décomposable en facteurs correspondants aux 

divers facteurs aa, bê, cY, . . .  du coefficient m. Ajoutons que, si l’on 

pose, pour abréger,

(1 6 ) Aa Çt
cï

c

la formule ( i 5 ) sera réduite à

(17) M =  Xai)i)g©Y----
/

Réciproquement, si le coefficient M de x m dans le développement 

de l(s) se réduit à l’unité pour m — r, et se décompose généralement 

pour m >  1 en facteurs x a, ni,g, e Y, . . .  correspondants aux facteurs aa, 

bê, cY, . . .  de m, alors, en attribuant successivement, dans les for

mules ( n ) ,  à chacun des nombres a, 6, y, . . .  les valeurs 1, 2, 3........

on déduira de ces formules, jointes aux équations (9), (iG) et (7), les 

valeurs successives de k{, Æ2, Æ3, . . .  ; et en posant toujours

n =  a)'bV-c'1. . . ,

on aura

(1 8 ) kn -+-. . . sAo] -1- 1 
2

V̂-|
C  J

Alors aussi les formules (2) et ( i /j) donneront

(*9)
S M x m >e m=1 ' =  ( 1  +  x ) ki (1 x * )ki (1  -+■ æ*)kt . .
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la valeur générale de kn étant déterminée par le système des for

mules (6) et (18).

Exemple I. — Si l’on veut avoir

m  == eo

S M x m — x ,
m  —  1

il sulRra que M, en se réduisant à l’unité pour m =  i, s’évanouisse 

toujours pour Alors x*, S v, . . .  se réduiront toujours à

l’unité pour des valeurs nulles des indices X, p·, v, . . .  et à zéro pour 

des valeurs positives de ces mêmes indices ou de quelques-uns d’entre 

eux. Donc, par suite, en nommant 0 le nombre des facteurs premiers, 

impairs et inégaux de n, on tirera de la formule (18)

kn —  o, si l’un des facteurs ¡x, v, ...  surpasse l’unité;

/<„= (— O0.“ ’ . si ¡x, v, . . . ,  étant égaux à l’unité, X s’évanouit; enfin

2>.-i
/<·„=(— ’ si [x, v, ...»  étant égaux à l ’unité, X est positif.

Alors aussi l’équation (19), réduite à la forme

(2 0 ) ex — (1 +  x ) (1 -+- ¿e2)2 ([ -t- x*) T (1 -+- x^ÿ ( 1 -+- x*) *...,

coïncide avec la première des formules de M. Thoman.

Exemple II. — Si l’on veut avoir

m=» ¡g
S M xm =  x  -1- ¿c2-t- x*h- +  . .. — ------ ,

m = l ' J  &

il suffira que les nombres x*, iP̂ , e v, . . .  se réduisent tous à l’unité, 

non seulement pour des valeurs nulles, mais encore pour des valeurs 

positives des indices X, p., v, . . .  ; et par suite les formules (18), (rq) 

donneront

X  3 2

(2 2 ) =  (1 +  x )  (1 +  (1 +  **)* ( 1 -+- x kf  (i -+- x^Y (i +  x «■ )....
OEuvrcs de C . —  S . l , t .  XI. J q
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Si, dans les formules jusqu’ici obtenues, on remplace les binômes 

de la forme i -+- x n par des binômes de la forme i — af, on obtiendra 

de nouvelles formules analogues à celles que nous avons trouvées. 

Ainsi, par exemple, en supposant toujours qu’à la valeur de m déter

minée par l’équation (8) correspond la valeur de M déterminée par 

l’équation (17), on obtiendra, au lieu de l’équation (19), la suivante

( 2 3 ) — (1 — x ) kx ([ — # 2)*, (1 — x 3)'c>. .

la valeur do kn étant

(24) k n — f
<A>X- U!>u O>-'v -

La formule ( 23), dans le cas où l’ort pose

. m  ■=. ta

S M x " - î ,
• m = l

fournit la seconde des équations données par M. Thoman.

Il est bon d’observer que les formules (19) et ( 23) supposent l’une 

et l’autre la convergence des séries dont les termes généraux sont

M i " 1 et kax a.

4 6 1 .

A s t r o n o m i e . — Rapport sur un Mémoire intitule : Méthode pour calculer 

les éléments des planètes, ou plus généralement des astres dont les 

orbites sont peu inclinées à l ’écliptique, fondée sur l ’emploi des déri

vées, relatives au temps, des trois premiers ordres de la longitude gèo- 

cenlrique et du premier ordre de la latitude; par M. Y v o n  V ii.l a r c e a u .

C. IL, T. XXX, p. 426 ( 15 avril i 85o).

On sait que, dans le mouvement elliptique d’une planète autour du
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Soleil, le rayon vecteur, l’anomalie vraie et l’anomalie excentrique 

dépendent du temps t et de trois éléments, qui sont le demi grand 

axe, l’excentricité et l’époque du passage de la planète au périhélie. 

Si à ces trois premiers éléments on-joint la longitude du périhélie 

mesurée dans le plan de l’orbite, la longitude du nœud ascendant 

mesurée dans le plan de l’écliptique et l’inclinaison du plan de l’or

bite sur le plan de l’écliptique, on obtiendra le système des six élé

ments du mouvement elliptique de la planète.

D’autre part, le mouvement effectif de la planète se trouve lié à 

son mouvement apparent vu de la Terre par trois équations de con

dition qui renferment avec les deux derniers éléments sept quantités 

variables, savoir : les distances de la planète au Soleil et à la Terre, 

sa longitude et sa latitude géocentriques, sa longitude mesurée dans 

le plan de son orbite et la longitude héliocentrique de la Terre. De 

ces quantités variables, trois seulement sont inconnues, savoir : la 

longitude de la planète mesurée dans le plan de son orbite et les 

distances de la planète au Soleil et à la Terre. Enfin, de ces trois 

inconnues, les deux premières peuvent être Considérées comme fonc

tions du temps et des quatre premiers éléments. Donc, si l’on élimine, 

entre les trois équations de condition, la distance de la planète à la 

Terre, ‘les deux équations restantes pourront être censées ne ren

fermer d’autres inconnues que les six éléments. Le système de ces 

deux équations pourra donc servir à déterminer les six éléments, si 

l’on en tire trois systèmes semblables, en l’appliquant à trois obser

vations distinctes. Si les trois observations se rapprochent indéfini

ment l’une de l’autre, le système des formules obtenues sera équi

valent à celui auquel on parviendrait en joignant aux deux équations 

ici mentionnées leurs dérivées du premier et du second ordre, four

nies par des différentiations relatives au temps. 11 en résulte qu’on 

pourra réduire la détermination des six éléments et, par suite, d’une 

inconnue quelconque, à la détermination des longitude et latitude 

géocentriques de la planète et de leurs dérivées dLu premier et du 

second ordre.
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Concevons en particulier que l’on prenne pour inconnue la dis

tance rd c la planète au Soleil. Pour réduire la détermination de cette 

inconnue à celle des longitude et latitude géocentriques et de leurs 

dérivées du premier et du second ordre, il faudra commencer par éli

miner les six éléments de l’orbite entre les deux équations de condition 

ci-dessus indiquées et leurs dérivées du premier et du second ordre. 

Or on évitera cette élimination, si aux équations dont il s’agit on sub

stitue les trois équations différentielles du mouvement de la planète 

qui ne renferment aucun élément, et si, après y avoir exprime les 

coordonnées rectangulaires de la planète par rapport au centre du 

Soleil pris pour origine, en fonction de la distance de la planète à la 

Terre, ou de la projection p de cette distance sur le plan de l’éclip

tique, on élimine entre les trois équations trouvées les dérivées de p 

du premier et du second ordre. En effet, en opérant ainsi, on obtiendra 

entre les inconnues p et r une équation unique, de laquelle on pourra 

chasser à volonté l’inconnue p ou l’inconnue r, à l’aide de la formule 

trig'onométriquc déduite de la considération du triangle qui a pour 

sommets la planète, le Soleil et la Terre. On retrouvera de cette ma

nière l’équation connue qui s’abaisse au septième degré, quand on la 

débarrasse d’un facteur étranger à la question.

En résumé, la détermination des éléments de l’orbite d’une planète 

peut être réduite à la détermination des valeurs qu’acquièrent à une 

époque donnée scs longitude et latitude géocentriques et leurs déri

vées du premier et du second ordre, et à la résolution d’une équation 

du septième degré. Toutefois, cette réduction suppose que la planète 

se meut hors du plan de l’écliptique. Si elle décrivait une orbite ren

fermée.dans ce même plan, il n’y aurait plus lieu à considérer ni la 

longitude du noeud ascendant, ni l’inclinaison; par suite, les éléments 

inconnus du mouvement elliptique seraient au nombre de quatre seu

lement; et en même temps les équations de condition par lesquelles 

le mouvement effectif de la planète se trouve lié à son mouvement 

apparent vu de la Terre se réduiraient à deux. Donc, en éliminant 

entre ces deux équations la distance de la planète à la Terre, on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 461. 237

obtiendrait une équation unique qui pourrait être censée ne ren

fermer d’autres inconnues que les quatre éléments. Pour déduire de 

cette équation unique les quatre éléments dont il s’agit, il faudrait la 

transformer en quatre équations diverses, en l’appliquant successive

ment à quatre observations distinctes. Si d’ailleurs ces quatre obser

vations se rapprochent indéfiniment l ’une de l’autre, le système des 

formules obtenues sera équivalent à celui auquel on parviendrait en 

joignant à l’équation ici mentionnée ses dérivées du premier, du 

deuxième et du troisième ordre, fournies par des différentiations 

relatives au temps. Il en résulte que, dans l’hypothèse admise, on 

pourra réduire la détermination des quatre éléments, et, par suite, 

d’une inconnue quelconque, à la détermination do la longitude géo- 

centriquc de la planète et de ses dérivées du premier, du deuxième 

et du troisième ordre.

Concevons, en particulier, que l’on prenne pour inconnue la dis

tance r de la planète au Soleil. Pour réduire la détermination de cette 

inconnue à celle de la longitude géocentrique et de ses dérivées 'des 

trois.premiers ordres, il faudra commencer par éliminer les quatre 

éléments entre l’équation de condition ci-dessus indiquée et ses déri

vées des trois premiers ordres. Or on évitera cette élimination, si à 

l’équation dont il s’agit on substitue : i° les deux équations différen

tielles du mouvement de la planète qui ne renferment aucun élément; 

2° les dérivées du premier ordre do ces memes équations, et si, après 

y avoir exprimé les coordonnées rectangulaires de la planète par rap

port au centre du Soleil pris pour origine en fopetion de la distance p 

de la planète à la Terre, on élimine, la première dérivée de r et les 

dérivées de p des trois premiers ordres, entre les quatre équations 

trouvées et la dérivée de la formule trigonométrique déduite de la 

considération du triangle qui a pour sommets la planète, le Soleil et 

la Terre. En effet, en opérant ainsi, on obtiendra entre les incon

nues r et p une équation unique de laquelle on pourra chasser, à 

l’aide de la formule trigonométrique, ou l ’inconnue p ou l’inconnue r. 

On se trouvera conduit, de cette manière, à une équation en r ôu en p,
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qui sera du dix-huitième degré et s’abaissera au dix-septième, quand 

on la débarrassera d’un facteur étranger à la question.

Ainsi, quand l’orbite de la planète que l’on considère est comprise 

dans le plan de l’écliptique, on obtient, pour déterminer la distance r 

de la planète au Soleil, non plus l’équation connue du septième degré 

qui devient insuffisante, et laisse indéterminée la valeur de cette dis

tance, mais une équation du dix-septième degré.

Si l’orbite de la planète, sans être rigoureusement comprise dans le 

plan de l’écliptique, est très peu inclinée sur ce plan, alors, en opé

rant comme dans le cas où l’inclinaison est nulle, on obtiendra entre ' 

les inconnues r et p une équation qui renfermera, outre la longitude 

géocentrique de la planète et ses dérivées des trois premiers ordres, 

la latitude géocentrique et sa dérivée du premier ordre; et cette der

nière équation, qui mérite d’être remarquée, sera celle qu’a donnée 

M, Villarceau, dont nous venons précisément d’indiquer la méthode. 

En éliminant l’inconnue p entre cette dernière et la formule trigono- 

métrique déduite de la considération du triangle qui a pour sommets 

les trois astres, l’auteur obtient, comme dans le cas précédent, une 

équation en /-réductible au dix-septième degré.

M. Villarceau a indiqué deux cas particuliers, dans lesquels la nou

velle équation se trouve notablement simplifiée. Ces cas sont celui où 

la planète est stationnaire en longitude, et celui où on l’observe à 

l’époque de l’opposition. Dans le premier cas, l’équation finale en p 

peut être aisément résolue à l’aide d’une élégante construction donnée 

par M. Binet.

Quant à la détermination des, dérivées des longitude et latitude 

géocentriques, M. Villarceau l'effectue à l’aide de la formule générale 

d’interpolation donnée par l’un de nous en i 835 .

Enfin M. Villarceau, pour ne laisser aucun doute sur l’utilité de 

sa nouvelle formule, l’a spécialement appliquée, en terminant son 

Mémoire, au calcul des éléments corrigés de l’orbite de la planète 

Iris.

Les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Villarceau est
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digne de l’approbation de l’Académie; ils proposeraient de l’insérer 

dans la collection des Savants étrangers, si l ’auteur ne l’avait destiné 

à un autre Recueil.

4 6 2 .

T h é o r i e  d e  l a  l u m i è r e . — Note sur l ’intensité de la lumière dans les rayons 

réfléchis par la surface d ’un corps transparent ou opaque.

C. 11., T. XXX, p. 465 (9.2 avril i85o).

Les derniers Mémoires de M. Arago sur la Photométrie ont naturel

lement reporté mon attention vers les formules analytiques propres à 

fournir l ’intensité de la lumière réfléchie par la surface d’un corps 

transparent ou opaque. Or, en comparant les résultats jusqu’ici 

énoncés par notre illustre confrère à ceux que donnent les formules, 

j ’ai vu avec satisfaction qu’il y avait un accord parfait entre les uns 

et les autres. Je me bornerai aujourd’hui à citer, à l ’appui de cette 

assertion, deux exemples qui me paraissent dignes de remarque.

Diverses inductions ont conduit les physiciens à prendre pour 

mesure de l’ intensité de la lumière, dans un rayon doué de la pola

risation rectiligne, le carré de l’amplitude des vibrations molécu

laires du fluide éthéré. Ce principe étant admis, si l’on décompose 

un rayon polarisé rcctilignement en deux autres dont les plans de 

polarisation soient rectangulaires entre eux, les intensités de la 

lumière dans les rayons composants seront à l’intensité de la lumière 

dans le rayon résultant comme les carrés des cosinus des angles que 

les plans de polarisation des deux premiers rayons formeront avec le 

plan de polarisation du dernier. Si d’ailleurs le rayon résultant tombe 

perpendiculairement sur la surface d’un cristal doublement réfrin

gent et a un seul axe optique, les rayons composants pourront être 

censés coïncider avec ceux qui subiront, à leur entrée dans le cristal, 

la double réfraction ordinaire et la double réfraction extraordinaire/
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Donc, par suite, si un rayon de lumière tombe perpendiculairement 

sur la surface d’une plaque cristallisée, la portion de cette lumière 

qui subira la réfraction ordinaire sera proportionnelle au carré du 

cosinus de l’angle formé par la section principale du cristal avec le 

plan de polarisation du rayon incident. Cette loi que Malus a .donnée, 

et que confirment les expériences de M. Arago, est donc, ainsi que 

l’a remarqué Fresnel, un corollaire des principes sur lesquels repose 

la théorie des ondulations.

Concevons maintenant qu’un rayon lumineux, doué de la polari

sation rectiligne, rencontre, sous une incidence quelconque, une 

plaque isophane à faces parallèles. Après avoir été réfracté par la 

surface extérieure de la plaque, il sera réfléchi, au moins en partie, 

par la surface intérieure, une autre partie pouvant constituer, après 

une réfraction nouvelle, un rayon émergent. D’ailleurs, en ayant égard 

à l’existence des rayons évanescents que fera naître la réflexion opérée 

par la surface intérieure, on pourra établir les lois de cette réflexion, 

et ces lois seront celles que fourniront les formules renfermées dans 

les Mémoires que j ’ai présentés à l ’Académie le 9 décembre 1839 ( 1 ) 

et le 2 janvier 1849 (voir p. 95.). Or il résulte de ces formules : i° que, 

si le rayon réfracté par la surface extérieure forme, avec la normale à 

cette surface, un angle dont le sinus surpasse l’unité divisée par l’in

dice de réfraction de la plaque, le rayon émergent disparaîtra; 20 que, 

dans le cas où cette disparition a lieu, la réflexion du rayon réfracté 

opérée par la surface intérieure ne fait pas varier l’intensité de la 

lumière. Donc alors on peut affirmer que la réflexion est totale; ce 

qui s’accorde, d’une part, avec la locution généralement admise, et, 

d’autre part, avec les expériences de M. Arago.

Ajoutons que, si l ’on décompose le rayon réfi’acté en deux autres 

qui soient polarisés, l’un dans le plan d’incidence, l ’autre perpendi

culairement à ce plan, la différence de marche entre les deux rayons 

composants se déduira sans peine, quand la réflexion sera totale, des

(*) Œuvres de Cauchy, S. I, T. Y, p. 43.
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f o r m u l e s  é t a b l i e s  d a n s  l e  M é m o i r e  d u  2 j a n v i e r  1 8 4 .9 .  H s e r a  d ’a i l l e u r s  

f a c i l e  d ’a p p r é c i e r  l e  d e g r é  d e  c o n f i a n c e  q u e  p o u r r o n t  m é r i t e r  c e s  f o r 

m u l e s ,  e n  c o m p a r a n t ,  c o m m e  M . J a m i n  s e  p r o p o s e  d e  l e  f a i r e ,  l e s  

r é s u l t a t s  q u ’e l l e s  d o n n e n t  à  c e u x  q u e  l u i  o n t  f o u r n i s  d e  n o u v e l l e s  

e x p é r i e n c e s  f a i t e s  a v e c  b e a u c o u p  d e  s o i n .

A n a l y s e .

C o n c e v o n s  q u ’u n  r a y o n  d e  l u m i è r e ,  d o u é  d e  la  p o l a r i s a t i o n  r e c t i 

l i g n e ,  ^ e n c o n t r e  la  s u r f a c e  q u i  s é p a r e  u n  m i l i e u  i s o p h a n e ,  d a n s  l e q u e l  

i l  s e  m e u t ,  d ’u n e  l a m e  d ’a i r  j u x t a p o s é e ,  d e  m a n i è r e  à f o r m e r  a v e c  la  

n o r m a l e  à c e t t e  s u r f a c e  u n  a n g l e  z s u p é r i e u r  à l ’a n g l e  X d e  r é f l e x i o n  

t o t a l e .  S i  l ’o n  n o m m e  S Yanomalie d u  r a y o n  r é f l é c h i ,  c ’e s t - à - d i r e  la  

d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  phases d e  d e u x  r a y o n s  c o m p o s a n t s  q u i  s e r a i e n t  

p o l a r i s é s  ( * ) ,  l ’u n  d a n s  l e  p l a n  d ’i n c i d e n c e ,  l ’a u t r e  p e r p e n d i c u l a i r e 

m e n t  à c e  p l a n ;  a l o r s ,  e n  a p p e l a n t  z l e  c o e f f i c i e n t  t r è s  p e t i t  q u ’o n t  

d é t e r m i n é  l e s  e x p é r i e n c e s  d e  M . J a m i n ,  e t  q u ’i l  a  n o m m é  coefficient 
d’ellipticité, o n  a u r a

, ' a n ^  2   s î n * ( T  —  T )  s î n ¥ ( r  - 4 - ^ )

c o s t  s i n 2 T

S i  l e  c o e f f i c i e n t  z s ’é v a n o u i t ,  o u  s i  o n  l e  n é g l i g e ,  o n  a u r a  s i m p l e 

m e n t

. d  s i n f ( r  —  > . )  s i n 5 ( T  - 4 -  1 )
t a n g  -  = ----------- i : ----------- ----------------- ·

2  s i n r t a n g T

C e t te  d e r n i è r e  f o r m u l e ,  q u i  s e  t r o u v e  d é j à  i n s c r i t e  d a n s  l e  M é m o i r e  

d u  9  d é c e m b r e  1 8 3 9 ,  s ’a c c o r d e  a v e c  u n e  f o r m u l e  é q u i v a l e n t e  d o n n é e  

p a r F r e s n e l .

t1 ) Le rayon polarisé dans un plan est celui dans lequel les vibrations des molécules 
éthérées sont dirigées suivant des droites perpendiculaires à ce plan.

Œ u v res  de  C . —  S. I, t. XI. 3 l

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



212 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

463.

T h é o r ie  d e  l a  l u m i è r e . — Rapport sur une Note relative aux anneaux, 
colorés de Newton ; par M M . F .  d e  l a  P r o v o s t a y e  et P a u l  D e s a i n s .

C. R., T. XXX, p. 498 (29 avril i85o).

O n  s a i t  q u e  l a  s u p e r p o s i t i o n  d e s  d i v e r s  r a y o n s  l u m i n e u x ,  s u c c e s 

s i v e m e n t  r é f l é c h i s  p a r  l e s  d e u x  s u r f a c e s  q u i  t e r m i n e n t  u n e  l a m e  

d ’a ir  t r è s  m i n c e ,  c o m p r i s e  e n t r e  d e u x  l e n t i l l e s  d e  v e r r e ,  p r o d u i t  

d e s  a n n e a u x  c o l o r é s .  O n  s a i t  e n c o r e  q u e  c e s  a n n e a u x ,  o b s e r v é s  p a r  

N e w t o n ,  é t a i e n t  a t t r i b u é s ,  p a r  c e  g r a n d  g é o m è t r e ,  à  d e s  a c c è s  d e  

f a c i l e  r é f l e x i o n  e t  d e  f a c i l e  t r a n s m i s s i o n  q u e  l e s  m o l é c u l e s  l u m i 

n e u s e s  s u b i s s a i e n t  p é r i o d i q u e m e n t .  O n  s a i t  e n f i n  q u e  c e t t e  d o c t r i n e  

s i n g u l i è r e  d e s  a c c è s ,  à  l a q u e l l e  N e w t o n  s ’e s t  v u  o b l i g é  d e  r e c o u r i r ,  

p a r c e  q u ’i l  a d m e t t a i t  l ’h y p o t h è s e  d e  l ’é m i s s i o n ,  s e  t r o u v e  h e u r e u s e 

m e n t  r e m p l a c é e ,  d a n s  l e  s y s t è m e  d e s  o n d u l a t i o n s ,  p a r  la  t h é o r i e  d e s  

i n t e r f é r e n c e s ,  q u i  f o u r n i t  u n e  e x p l i c a t i o n  s i m p l e  e t  n a t u r e l l e  d u  p h é 

n o m è n e  d e s  a n n e a u x  c o l o r é s  e t  d e  s e s  d i v e r s e s  c i r c o n s t a n c e s .  T o u t e 

f o i s  i l  r e s t a i t  à é c l a i r c i r  u n e  d i f f i c u l t é  g r a v e  e t  u n  p o i n t  s u r  l e q u e l  

l ’e x p é r i e n c e  s e m b l a i t  n ’ê t r c  p a s  d ’a c c o r d  a v e c  la  t h é o r i e .  L o r s q u ’o n  

o b s e r v e ,  s o u s  d i v e r s e s  i n c i d e n c e s ,  l e s  a n n e a u x  f o r m é s  e n t r e  d e u x  

l e n t i l l e s  d e  v e r r e ,  e t  q u e  l ’o n  d é t e r m i n e ,  p o u r  u n  a n n e a u  d o n n é ,  

l ’é p a i s s e u r  d e  l a  l a m e  d ’a ir  c o m p r i s e  e n t r e  c e s  l e n t i l l e s ,  o n  t r o u v e  

q u e  c e t t e  é p a i s s e u r  v a r i e  a v e c  l ’a n g l e  d ’i n c i d e n c e .  O r ,  e n  v e r t u  d e  

la  t h é o r i e  d o s  i n t e r f é r e n c e s ,  l ’é p a i s s e u r  d o n t  i l  s ’a g i t  d o i t  ê t r e  p r o 

p o r t i o n n e l l e  h la  s é c a n t e  d e  l ’a n g l e  t  f o r m é  p a r  l e  r a y o n  l u m i n e u x  

q u i  t r a v e r s e  la  l a m e  d ’a ir  a v e c  l a  n o r m a l e  a u x  d e u x  s u r f a c e s  s e n s i -  ' 

b l e m e n t  p a r a l l è l e s  q u i  la  t e r m i n e n t .  D ’a u t r e  p a r t ,  d a n s  la  f o r m u l e  

q u e  N e w t o n  a d é d u i t e  d e  s e s  e x p é r i e n c e s ,  l ’a n g l e  t  s c  t r o u v e  r e m 

p l a c é  p a r  u n  a u t r e  a n g l e  d o n t  l e  s i n u s  e s t  à  s i n x  d a n s  u n  r a p p o r t  

c o n s t a n t  é g a l  à
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0 d é s i g n a n t  l ’ i n d i c e  d e  r é f r a c t i o n  d u  v e r r e .  F r e s n e l  e t  H e r s c h e l  o n t  

r e c h e r c h é  l e s  c a u s e s  d e  c e t t e  d i f f é r e n c e .  M a i s  l e s  e x p l i c a t i o n s  q u ’i l s  

e n  o n t  d o n n é e s  s o n t  s u j e t t e s  à d e  g r a v e s  o b j e c t i o n s ,  e t  l e s  a u t e u r s  d u  

t r a v a i l  s o u m i s  à  n o t r e  e x a m e n  s o n t ' p a r v e n u s  à l e v e r  c o m p l è t e m e n t  

la  d i f f i c u l t é ,  e n  p r o u v a n t  q u e  l e  d é s a c c o r d  é n o n c é  n ’e x i s t e  p a s .  I ls  

o n t  o b s e r v é ,  s o u s  d i v e r s e s  i n c i d e n c e s ,  l e s  a n n e a u x  f o r m é s  e n t r e  d e u x  

v e r r e s  p a r  u n e  l u m i è r e  h o m o g è n e  p r o v e n a n t  d e  la  c o m b u s t i o n  d e  

l ’a l c o o l  s a l é .  L ’i n c l i n a i s o n  l e u r  é t a i t  d o n n é e  p a r  u n  t h é o d o l i t e  d e  

G a m b e y ,  e t  l e  s y s t è m e  d e s  d e u x  v e r r e s ,  p l a c é  s u r  u n  s u p p o r t  h o r i 

z o n t a l ,  é t a i t  m i s  e n  m o u v e m e n t  p a r  u n e  v i s  m i c r o m é t r i q u e  d o n t  l ’a x e  

é t a i t  p e r p e n d i c u l a i r e  a u  p l a n  d u  c e r c l e  v e r t i c a l  d u  t h é o d o l i t e .  I l s  a m e 

n a i e n t  s u c c e s s i v e m e n t  la  p a r t i e  la  p l u s  s o m b r e  d o  c h a q u e  a n n e a u  n o i r  

s o u s  l e  f i l  v e r t i c a l  d e  la  l u n e t t e ;  e t  la  m a r c h e  d o  la  v i s ,  q u i  p e r m e t t a i t  

d e  m e s u r e r  j u s q u ’à d e  m i l l i m è t r e ,  l e u r  f a i s a i t  c o n n a î t r e  l e s  d i a 

m è t r e s  r é e l s  d e s  a n n e a u x .  L e s  d i a m è t r e s ,  a i n s i  t r o u v é s ,  o n t  p u  ê t r e  

f a c i l e m e n t  c o m p a r é s  d ’u n e  p a r t  à c e u x  q u e  d é t e r m i n a i t  la  t h é o r i e  d e s  

i n t e r f é r e n c e s ,  d ’a u t r e  p a r t  à c e u x  q u i  s e  d é d u i s a i e n t  d e  la  f o r m u l e  

i n d i q u é e  p a r  N e w t o n .  O r  i l  e s t  r é s u l t é  d e s  o b s e r v a t i o n s  f a i t e s  p a r  

M M . d e  la  P r o v o s t a y e  e t  D e s a i n s  q u e  l ’e x p é r i e n c e  e t  la  t h é o r i e  d e s  

o n d u l a t i o n s  s ’a c c o r d e n t  p a r f a i t e m e n t  j u s q u ’a u x  d e r n i è r e s  l i m i t e s  o ù  

i l  l e u r  a é t é  p o s s i b l e  d ’a p e r c e v o i r  n e t t e m e n t  l e s  a n n e a u x  c o l o r é s ,  

c ’e s t - à - d i r e  d e p u i s  l ’i n c i d e n c e  p e r p e n d i c u l a i r e  j u s q u ’à l ’i n c i d e n c e  d e  

8 5 ° 2 i \  A u  c o n t r a i r e ,  l e s  d i a m è t r e s  d é d u i t s  d e  la  f o r m u l e  d e  N e w t o n  

d i f f è r e n t  s e n s i b l e m e n t ,  q u a n d  l ’i n c i d e n c e  d e v i e n t  c o n s i d é r a b l e ,  d e s  

d i a m è t r e s  o b s e r v é s .  A i n s i ,  e n  p a r t i c u l i e r ,  s o u s  l ’i n c i d e n c e  d e  8 5 ° 2 i ' ,  

l e  d i a m è t r e  d u  s e p t i è m e  a n n e a u  n o i r ,  e x p r i m é  e n  m i l l i o n i è m e s  d e  m i l 

l i m è t r e ,  é t a i t ,  d ’a p r è s  l ’o b s e r v a t i o n ,  4 7 * 5 3 ;  d ’a p r è s  l e s  f o r m u l e s  f o u r 

n i e s  p a r  la  t h é o r i e  d e s  i n t e r f é r e n c e s ,  4 7 , 5 5  ; e t  d ’a p r è s  la  f o r m u l e  d e  

N e w t o n ,  4 o , i i  s e u l e m e n t .

E n  r é s u m é ,  l e s  C o m m i s s a i r e s  p e n s e n t  q u e  l e  t r a v a i l  d e  M M . F .  d e  la
/

Provostaye et Desains, en rectifiant une erreur appuyée sur l’autorité 

même de Newton, a fait complètement disparaître une objection grave 

contre la théorie des ondulations lumineuses. Ils proposent, en con-
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s é q u e n c e ,  à  l ’A c a d é m i e  d ’a p p r o u v e r  c e  t r a v a i l  e t  d ’e n  o r d o n n e r  l ’i n 

s e r t i o n  d a n s  l e  Recueil des Savants étrangers.

4 6 4 .

- Mémoire sur un système d ’atomes isotrope autour d ’un axe, et sur 

les deux rayons lumineux que propagent les cristaux à un axe 

optique.
C. R., T. XXXI, p. i i i  ('¿9 juillet i 85o).

D a n s  c e  M é m o i r e ,  l ’a u t e u r  a p p l i q u e  l e s  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  q u ’i l  a 

é t a b l i e s ,  d a n s  la  s é a n c e  d u  4  f é v r i e r ,  à  la  d é t e r m i n a t i o n  d u  m o d e  d e  

p o l a r i s a t i o n  d e s  d e u x  r a y o n s  l u m i n e u x  q u e  p r o p a g e  u n  c r i s t a l  à  u n  

a x e  o p t i q u e .  I l  p r o u v e  q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l e s  d e u x  r a y o n s  s o n t  p e u  

i n c l i n é s  à  l ’a x e  e t  d i r i g é s  s u i v a n t  l a  m ê m e  d r o i t e ,  i l s  s o n t ,  c o m m e  l ’a  

s u p p o s é  M . A i r y ,  p o l a r i s é s  e l l i p t i q u e m e n t ,  l e s  e l l i p s e s  d é c r i t e s  p a r  

l e s  a t o m e s  d ’é t h e r  d a n s  c h a c u n  d ’e u x  é t a n t  à t r è s  p e u  p r è s  s e m b l a b l e s ,  

m a i s  d i s p o s é e s  d e  m a n i è r e  q u e  l e u r s  g r a n d s  a x e s  s e  c o u p e n t  à a n g l e  

d r o i t .  I l  m o n t r e  a u s s i  q u e ,  d a n s  l e  c a s  g é n é r a l ,  l e s  r a y o n s  d o n t  la  

d i r e c t i o n  e s t  p e r p e n d i c u l a i r e  à l ’a x e  o p t i q u e  s o n t  d o u é s  d e  la  p o l a r i 

s a t i o n  e l l i p t i q u e ,  l e s  e l l i p s e s  d é c r i t e s  p a r  l e s  a t o m e s  d ’é t h e r  p o u v a n t  

s e  r é d u i r e  à d e s  c e r c l e s  o u  à d e s  p o r t i o n s  d e  d r o i t e s .  I l  s e r a i t  à d é s i r e r  

q u e  l e s  p h y s i c i e n s  e x a m i n a s s e n t  s o u s  c e  p o i n t  d e  v u e  l e s  c r i s t a u x  à 

u n  a x e  o p t i q u e ,  e n  r e c h e r c h a n t  s i  q u e l q u ’u n  d ’e n t r e  e u x  n e  t r a n s 

m e t t r a i t  p a s ,  d a n s  l e s  d i r e c t i o n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  à l ’a x e ,  d e s  r a y o n s  

p o l a r i s é s  e l l i p t i q u e m e n t .
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4 6 5 .

Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumière à la surface exté

rieure d ’un corps transparent qui décompose Un rayon simple doué de 

la polarisation rèctiligne, en deux raybns polarisés circulairément en 

sens contraires.
C. R., T. XXXI, p. 112 (29 juillet'i85o).

D a n s  c e  M é m o i r e ,  l ’a u t e u r  d é t e r m i n e ,  à  l ’a i d e  d e s  m é t h o d e s  g é n é *  

r a i e s  q u ’il  a  p r é c é d e m m e n t  e x p o s é e s ,  l e s  i n t e n s i t é s  e t  l e  m o d e  d e  

p o l a r i s a t i o n  d e s  r a y o n s  r é f l é c h i s  e t  d e s  d e u x  r a y o n s  r é f r a c t é s  p a r  la  

s u r f a c e  e x t é r i e u r e ,  d ’u n  c o r p s  t r a n s p a r e n t ,  e n  a p p l i q u a n t  s p é c i a l e 

m e n t  s e s  f o r m u l e s  a u  c a s  o ù  l e  c o r p s  d o n t  i l  s ’a g i t  d é c o m p o s e  u n  

r a y o n  s i m p l e  e n  d e u x  r a y o n s  d o u é s  d e  la  p o l a r i s a t i o n  c i r c u l a i r e .

4 6 6 .

T h é o r ie  d e  l a  l u m i è r e . — Rapport sur un Mémoire de M. Ja m in , 

relatif à la double réfraction elliptique du quartz.

C. R., T. XXXI, p. i [2 (29 juillet i 85o).

L o r s q u ’u n  r a y o n  d e  l u m i è r e ,  d o u é  d e  la  p o l a r i s a t i o n  r e c t i l i g n e ,  r e n 

c o n t r e ,  s o u s  l ’i n c i d e n c e  p e r p e n d i c u l a i r e ,  la  s u r f a c e  e x t é r i e u r e  d ’u n e  

p l a q u e  d e  c r i s t a l  d e  r o c h e  t a i l l é e  p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  à l ’a x e  o p t i q u e ,  

u n  p r i s m e  a n a l y s e u r  d é c o m p o s e  l e  r a y o n  é m e r g e n t  e n  d e u x  r a y o n s  

c o l o r é s ,  d o n t  l e s  t e i n t e s  s o n t  c o m p l é m e n t a i r e s  e t  v a r i e n t ,  q u a n d  l e  

p r i s m e  a n a l y s e u r  v i e n t  à  t o u r n e r .  C e p h é n o m è n e  r e m a r q u a b l e ,  d é c o u 

v e r t  e n  1 8 1 1  p a r M .  A r a g o ,  d e v i n t  b i e n t ô t  l ’o b j e t  d e  r e c h e r c h e s  a p p r o 

f o n d i e s .  M . B i o t  r e c o n n u t  q u e  l ’a z i m u t  d ’u n  r a y o n  s i m p l e  e t  c o m p l è 

t e m e n t  p o l a r i s é  é t a i t  d é v i é  p a r  la  p l a q u e  d e  c r i s t a l  d e  r o c h e ,  t a n t ô t  à 

d r o i t e ,  t a n t ô t  à  g a u c h e ,  l e  s e n s  d e  la  r o t a t i o n  é t a n t - d é t e r m i n é  p a r  la  

n a t u r e  s p é c i a l e  d e  la  p l a q u e  e m p l o y é e .  I l  r e c o n n u t  e n c o r e  q u e  l ’a n g l e
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d e  r o t a t i o n  é t a i t  p r o p o r t i o n n e l  à l ’é p a i s s e u r  d e  la  p l a q u e ,  m a i s  v a r i a b l e  

a v e c  la  r é f r a n g i b i l i t é ,  e t  r é c i p r o q u e m e n t  p r o p o r t i o n n e l ,  p o u r  d e s  

r a y o n s  d e  r é f r a n g i b i l i t é s  d i v e r s e s ,  a u x  c a r r é s  d e s  l o n g u e u r s  d ’o n d u 

l a t i o n .  I l  r e s t a i t  à  d o n n e r  u n e  e x p l i c a t i o n  d u  p h é n o m è n e .  U n e  i d é e  

h e u r e u s e  e t  n e u v e  s ’o f fr i t  a u  g é n i e  d e  F r e s n e l .  I l  t r o u v a  q u e ,  p o u r  

r e n d r e  c o m p t e  d e  l ’e x p é r i e n c e ,  i l  s u f f i s a i t  d ’a t t r i b u e r  à la  p l a q u e  d e  

c r i s t a l  d e  r o c h e  l e  p o u v o i r  d e  d é c o m p o s e r  l e  r a y o n  i n c i d e n t  e n  d o u x  

a u t r e s  r a y o n s  p o l a r i s é s  c i r c u l a i r e m e n t , .  m a i s  e n  s e n s  c o n t r a i r e s ,  e t  

p r o p a g é s  a v e c  d e s  v i t e s s e s  i n é g a l e s .  E f f e c t i v e m e n t ,  la  s u p e r p o s i t i o n  d e  

d e u x  s e m b l a b l e s  r a y o n s  r e p r o d u i t  à c h a q u e  i n s t a n t  u n  r a y o n  d o u é  d e  

la  p o l a r i s a t i o n  r e c t i l i g n e ,  m a i s  p o l a r i s é  s u i v a n t  u n e  d r o i t e  m o b i l e  q u i  

t o u r n e  a u t o u r  d u  r a y o n  e n  d é c r i v a n t  u n  a n g l e  p r o p o r t i o n n e l  a u  c h e m i n  

p a r c o u r u .

L o r s q u e  l a  p l a q u e  d e  c r i s t a l  d e  r o c h e  e s t  t e r m i n é e  p a r  d e s  f a c e s  n o n  

p l u s  p e r p e n d i c u l a i r e s ,  m a i s  p a r a l l è l e s  à l ’a x e  o p t i q u e ,  l e  p h é n o m è n e  

q u e  n o u s  v e n o n s  d e  r a p p e l e r  d i s p a r a î t ,  d u  m o i n s  s o u s  l ’i n c i d e n c e  p e r 

p e n d i c u l a i r e ;  m a i s  i l  r e p a r a î t  p e u  à p e u  s o u s  l e s  i n c i d e n c e s  o b l i q u e s ,  

o u  b i e n  e n c o r e  q u a n d  l e s  f a c e s  q u i  t e r m i n e n t  la  p l a q u e  s o n t  i n c l i n é e s  

s u r  l ’a x e .  P o u r  e x p l i q u e r  c e s  f a i t s ,  M . A i r y  a g é n é r a l i s é  l ’h y p o t h è s e  

a d m i s e  p a r  F r e s n e l ,  e t  s u p p o s é  q u e  l e  c r i s t a l  d e  r o c h e  d é c o m p o s e  u n  

r a y o n  d o u é  d e  l a  p o l a r i s a t i o n  r e c t i l i g n e ,  m a i s  o b l i q u e  à l ’é g a r d  d e  

l ’a x e  d u  c r i s t a l ,  e n  d e u x  r a y o n s  d o u é s  d e  la  p o l a r i s a t i o n  e l l i p t i q u e ,  

m a i s  p r o p a g é s  a v e c  d e s  v i t e s s e s  i n é g a l e s ,  d a n s  l e s q u e l s  l e s  a t o m e s  

d ’é t h e r  d é c r i v e n t  d e u x  e l l i p s e s  s e m b l a b l e s  e n t r e  e l l e s ,  l e s  g r a n d s  a x e s  

d e  c e s  e l l i p s e s  é t a n t  p e r p e n d i c u l a i r e s  l ’u n  à  l ’a u t r e ,  e t  l ’u n  d e  c e s  

g r a n d s  a x e s  é t a n t  p e r p e n d i c u l a i r e  à  l ’a x e  o p t i q u e .  L a  s u p e r p o s i t i o n  

d e  c e s  d e u x  d e r n i e r s  r a y o n s  r e p r o d u i t  à  c h a q u e  i n s t a n t  u n  n o u v e a u  

r a y o n  p o l a r i s é  e l l i p t i q u e m e n t ,  d o n t  i l  s u f f i t  d e  r e c o n n a î t r e  l e s  é l é 

m e n t s  p o u r  ê t r e  e n  é t a t  d e  d é t e r m i n e r  la  d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  p h a s e s  

d e s  d e u x  r a y o n s  c o m p o s a n t s  e t  l e  r a p p o r t  e n t r e  l e s  d e u x  a x e s  d e  l ’e l 

l i p s e  c o r r e s p o n d a n t e  à  c h a c u n  d ’e u x .  M . A i r y  a  d ’a i l l e u r s  s u f f i s a m 

m e n t  j u s t i f i é  s o n  h y p o t h è s e ,  à  l ’a i d e  d ’e x p é r i e n c e s  d o n t  l e s  r é s u l t a t s  

s e  s o n t  a c c o r d é s  a v e c  e l l e .
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Q u a n t  à la  l o i  s u i v a n t  l a q u e l l e  l e s  d e u x  p a r a m è t r e s  q u i  d é t e r m i n e n t  

la  n a t u r e  d u  r a y o n  r é s u l t a n t  v a r i e n t  a v e c  l ’i n c l i n a i s o n  d e  c e  r a y o n  p a r  

r a p p o r t  à  l ’a x e  o p t i q u e  d u  c r i s t a l ,  e l l e  a  é t é  d ’a b o r d  r e c h e r c h é e  p a r  

M . M a c - G u la g h .  C e t  a u t e u r  a r e c o n n u - q u e ,  p o u r  o b t e n i r  la  l o i  é n o n c é e  

p a r M .  B i o t ,  i l  s u f f i s a i t  d ’i n t r o d u i r e  d e u x  t e r m e s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e ,  

a v e c  d e s  c o e f f i c i e n t s  é g a u x  a u  s i g n e  p r è s ,  m a i s  a f f e c t é s  d e  s i g n e s  c o n 

t r a i r e s ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d u  s e c o n d  o r d r e ,  

q u i  p e u v e n t  r e p r é s e n t e r ,  n o n  p a s  u n  m o u v e m e n t  v i b r a t o i r e  q u e l 

c o n q u e ,  m a i s  u n  r a y o n  s i m p l e  p r o p a g é  a u  t r a v e r s  d ’u n  c r i s t a l  à  u n  

s e u l  a x e  o p t i q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l ’o n  p r e n d  p o u r  v a r i a b l e  i n d é p e n 

d a n t e ,  o u t r e  l e  t e m p s ,  u n e  s e u l e  c o o r d o n n é e  m e s u r é e  d a n s  la  d i r e c 

t io n  d e  c e  r a y o n .  M . M a c - C u la g h  a d ’a i l l e u r s  c o n s t a t é  l ’a c c o r d  d e  la  

f o r m u l e  e n  t e r m e s  f i n i s  à  l a q u e l l e  i l  e s t  p a r v e n u  a v e c  d e u x  e x p é 

r i e n c e s  d e  M . A i r y .  A j o u t o n s  q u e  l ’u n  d e  n o u s  a d é d u i t  d e  la  t h é o r i e  

d e s  a c t i o n s  j m o l é c u l a i r e s  d e s  f o r m u l e s  q u i ,  d a n s  l e  c a s  o ù  i l  s ’a g i t  d e  

r a y o n s  p e u  i n c l i n é s  s u r  l ’a x e  o p t i q u e  d u  c r i s t a l  d e  r o c h e ,  s ’a c c o r d e n t  

s e n s i b l e m e n t ,  a u  m o i n s  s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s ,  a v e c  l e s  h y p o t h è s e s  

e t  l e s  f o r m u l e s  d e  MM . A i r y  e t  M a c -C u la g h .

M . J a m i n  a p e n s é ,  a v e c  r a i s o n ,  q u ’i l  s e r a i t  u t i l e  d ’a p p l i q u e r  à l ’é t u d e  

d e  la  d o u b l e  r é f r a c t i o n  p r o d u i t e  p a r  l e  c r i s t a l  d e  r o c h e  l e s  p r o c é d é s  à 

l ’a i d e  d e s q u e l s  i l  a v a i t  d é t e r m i n é ,  d ’u n e  m a n i è r e  s i  p r é c i s e ,  la  n a t u r e  

d e s  r a y o n s  r é f l é c h i s  p a r  la  s u r f a c e  d ’u n  c o r p s  i s o p h a n e  e t  c o n s t a t é  l e s  

l o i s  d e  c e t t e  r é f l e x i o n .

E n  c o n s é q u e n c e ,  i l  a é t u d i é  a v e c  s o i n  l e  m o d e  d e  p o l a r i s a t i o n  d u  

r a y o n  é m e r g e n t  d ’u n e  p l a q u e  d e  c r i s t a l  d e  r o c h e  t a i l l é e  p e r p e n d i c u 

l a i r e m e n t  à l ’a x e  o p t i q u e ,  d a n s  l e  c a s  o ù  l e  r a y o n  i n c i d e n t  e s t  d o u é  

d e  la  p o l a r i s a t i o n  r e c t i l i g n e ,  e t  e n  a d m e t t a n t  q u e  la  f o r m e  d e  l ’e l l i p s e  

d é c r i t e  p a r  u n  a t o m e  d ’é t h e r  d a n s  u n  r a y o n  p e u  i n c l i n é  à l ’a x e  o p t i q u e  

e s t  t r è s  p e u  m o d i f i é e  p a r  la  r é f r a c t i o n  à l ’é m e r g e n c e .  L e s  r é s u l t a t s  q u e .  

M . J a m i n  a d é d u i t s  d e  s e s  o b s e r v a t i o n s  s ’a c c o r d e n t  a v e c  l e s  f o r m u l e s  

q u e  n o u s  a v o n s  c i - d e s s u s  m e n t i o n n é e s  e t  s o n t  r e n f e r m é s  d a n s  p l u s i e u r s  

T a b l e a u x  a u x q u e l s  l e s  p h y s i c i e n s  a t t a c h e r o n t  c e r t a i n e m e n t  b e a u c o u p  

d e  p r ix .
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E n  r é s u m é ,  l e s  C o m m i s s a i r e s  s o n t  d ’a v i s  q u e  l e  n o u v e a u  M é m o i r e  

d e  M . J a m i n  e s t  d i g n e ,  c o m m e  s c s  M é m o i r e s  p r é c é d e n t s ,  d ’ê t r e  

a p p r o u v é  p a r  l ’A c a d é m i e ,  e t  i m p r i m é  d a n s  l e  Recueil des Savants 

étrangers.

m ,

T h é o r ie  d e  l a  l u m i è r e . — Sur les rayons de lumière réfléchis et réfractés 

par la surface d ’un corps transparent.

C. R., T. XXXI, p. 1C0 (5  août i 85o).

C o m m e  j e  l ’a i  r e m a r q u é  d a n s  d ’a u t r e s  M é m o i r e s ,  l e  p r i n c i p e  d e  la  

c o n t i n u i t é  d u  m o u v e m e n t  d a n s  l ’é t h e r  f o u r n i t  l e  m o y e n  d e  c a l c u l e r  

l e s  é l é m e n t s  d e s  r a y o n s  d e  l u m i è r e  r é f l é c h i s  o u  r é f r a c t é s  p a r  la  s u r 

f a c e  e x t é r i e u r e  o u  i n t é r i e u r e  d ’u n  c o r p s  t r a n s p a r e n t  o u  o p a q u e .

C o n c e v o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u e  la  r é f l e x i o n  e t  la  r é f r a c t i o n  

s o i e n t  o p é r é e s  p a r  la  s u r f a c e  e x t é r i e u r e  d ’u n  c o r p s  t r a n s p a r e n t .  S u p 

p o s o n s  q u e  c e t t e  s u r f a c e  s o i t  p l a n e ,  e t  r a p p o r t o n s  l e s  d i f f é r e n t s  p o i n t s  

d e  l ’e s p a c e  à t r o i s  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  x , y , z. E n f i n ,  c o n c e v o n s  q u e ,  

l e  c o r p s  t r a n s p a r e n t  é t a n t  s i t u é  d u  c ô t é  d e s  x  p o s i t i v e s ,  o n  p r e n n e  sa  

s u r f a c e  e x t é r i e u r e  p o u r  p l a n  d e s  y , z , e t  f a i s o n s  t o m b e r  s u r  c e t t e  s u r 

f a c e  u n  r a y o n  s i m p l e  d o n t  la  d i r e c t i o n  s o i t  c e l l e  d ’u n e  d r o i t e  r e n 

f e r m é e  d a n s  l e  p la n  d e s  x , y.

N o m m o n s

t  l ’a n g l e  d ’i n c i d e n c e ,  e t  s o i e n t ,  d a n s  l e  r a y o n  i n c i d e n t ,

T la  d u r é e  d ’u n e  v i b r a t i o n  a t o m i q u e ;

1 l a  l o n g u e u r  d ’o n d u l a t i o n ;

£, Yj, Ç l e s  d é p l a c e m e n t s  e f f e c t i f s  d ’u n  a t o m e  d ’é t h e r  m e s u r é s ,  a u  b o u t  

. d u  t e m p s  t, p a r a l l è l e m e n t  a u x  a x e s  d e s  x , y ,  z;

Y), Z l e s  d é p l a c e m e n t s  s y m b o l i q u e s  d u  m ê m e  a t o m e .

L e  m o u v e m e n t  s i m p l e  c o r r e s p o n d a n t  a u  r a y o n  i n c i d e n t  s e r a  c a r a c 

t é r i s é  p a r  l ’e x p o n e n t i e l l e
çux+vy—st
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l e s  v a l e u r s  d e  u, e ,  s é t a n t  d é t e r m i n é e s  p a r  l e s  f o r m u l e s

i r · T 27T . 217u =  lcc ost , ( i - t s i n r ,  a: = — i, $ =  _  j}

e t  i é t a n t  l ’u n e  d e s  r a c i n e s  c a r r é e s  d e  — i .  D ’a i l l e u r s  la  r é f l e x i o n  e t  

la  r é f r a c t i o n  o p é r é e s  p a r  la  s u r f a c e  e x t é r i e u r e  d u  c o r p s  t r a n s p a r e n t  

d o n n e r o n t  n a i s s a n c e  : i °  à d e u x  r a y o n s  r é f l é c h i s ,  l ’u n  v i s i b l e ,  l ’a u t r e  

é v a n e s c e n t ;  2 °  à  t r o i s  r a y o n s  r é f r a c t é s ,  d o n t  l e s  d e u x  p r e m i e r s  s e  

r é d u i r o n t  s o u v e n t  à u n  s e u l ,  l e  t r o i s i è m e  é t a n t  é v a n e s c e n t .  C e la  p o s é ,  

c o n c e v o n s  q u e  l e s  d é p l a c e m e n t s  e f f e c t i f s  d ’u n  a t o m e  e t  l e  c o e f f i c i e n t  

d e  a; d a n s  l ’e x p o n e n t i e l l e  q u i  c a r a c t é r i s e  u n  m o u v e m e n t  s i m p l e ,  c ’e s t -  

à - d i r e  l e s  q u a n t i t é s  r e p r é s e n t é e s  p a r

l, ri, K, « ,

q u a n d  i l  s ’a g i t  d u  r a y o n  i n c i d e n t ,  d e v i e n n e n t

lu r) i, c „ «1, pour le rayon réfléchi visible;

le lley pour le rayon réfléchi évanescent.;

%, Yï', Ç', u 'f

l", -0 % C", U",
| pour les rayons réfractés visibles;

le, c , Uey pour le rayon réfracté évanescent.

e t ,  s i  l ’o n  d é s i g n e  c h a q u e  d é p l a c e m e n t  s y m b o l i q u e  à l ’a i d e  d ’u n  t r a i t  

h o r i z o n t a l  s u p e r p o s é  a u  d é p l a c e m e n t  e f f e c t i f  c o r r e s p o n d a n t ,  l e s  é q u a 

t i o n s  d e  c o n d i t i o n  r e l a t i v e s  à u n e  v a l e u r  n u l l e  d e  x s e  r é d u i r o n t  s e n 

s i b l e m e n t  a u x  f o r m u l e s

j S 4- 1, - l ' - Ê ' =  £ - ? . ,

(O l V +  rii — n '— ri''=v'e — r)e,

%

u ( ï - l ) - u ' ï '  - u » ï "  =  u'e l ~ u t l „

u (  U — '01 )  — «' ri' —  u" n " =  n'e ri'c — ue ÿ e>

« ( Ç -  Ç. ) _  U' ç/ _  u" ç» =  ç- _  Ue çe-

D’ailleurs, le rayon réfléchi visible offrant des vibrations transversales
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comme le rayon incident, on aura, non seulement

( 2 )  u X - ^ r V  Y ] = 0 ,

mais encore

( 3 )  u l i —  v v r —  o ;

et l’on trouvera, au contraire, pour le rayon réfléchi évanescent,

(4)
U e V  ’

O.

Ajoutons que, u" étant égal à u' dans tout corps isophane qui produit 

la réfraction simple, et peu différent de u' dans les corps doublement 

réfringents, on pourra, dans une première approximation, supposer

les formules (1) réduites aux suivantes :

« ( I  - D -
a  ^

■+■ Z" )  —  M é  — Çc 9

5 )  < Ÿï - 1- n i —  n '  — n "  = — « (  V —  f l , )  —
r / ' - h  u "

2 0 ’ +  · « " )  =  « '  y i'æ — Mc ~0e 9

[ Ç +  Ç* - C ' - Ç ' « ( c - t · ) -
+  « '  r „

2 +  Ç "  )  =  u-c le — Uc le ·

Enfin, les formules

(6) ^ ^ a ' + ! " )  +  «’U + n " ) - o ,

qui se vérifieront complètement, si le corps donné est isophane et 

produit la réfraction simple, seront encore sensiblement exactes dans 

le cas contraire. Or il est clair que les douze équations ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ),

(6), (7) suffiront à déterminer, sur la surface extérieure du corps 

transparent, les valeurs des douze inconnues

j ‘, ^  ti, Ê'h- ! ',  V +  ü", Ç'+C', l ,  l ,  £, ■ £, c
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en fonctions linéaires des déplacements symboliques

l ,  -n, l,

dont les deux premiers sont liés entre eux par la formule (2). On 

trouvera en particulier

( 8 ) 

et '

(9)

u -+- u'i,K, Ç'+Ç"
U  - b

V“ -b £ v ( « -b

l  =

lt —

-b e2-b se 2 [ u
u 1-b u" ^

2 u

w +  M"
u — — — ■ -b e2 H- £ v l l u  —

i l

la valeur de e étant

£ —
iie -H ue 

ue u'e — f>2

Il est bon d’observer que, dans ces diverses formules, ue, ue seront 

deux quantités algébriques, la première négative, la seconde posi

tive. Au contraire, u, u' , u" seront trois quantités géométriques 

respectivement égales au produit du facteur symbolique i par trois 

quantités positives. Ajoutons que, si l ’on nomme 1', 1" les longueurs 

d’ondulation dans les deux rayons réfractés et t', t" les angles de 

réfraction correspondants, on aura

u ' — k '  c o s t ' ,  u " —  k "  c o s t " ,  e  —  k '  s i n r ' =  k "  s i n - r " ,  

les valeurs de k', k" étant

2ir.// 27r · k"

Lorsque le corps donné produit la réfraction simple, on a

« '= « *=
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Alors aussi, les rayons réfractés se réduisant à un seul, on peut, dans 

les formules (8), (9), poser

l"= o , C'=o,

et par suite les équations (8), (9) coïncident avec celles que nous 

avons obtenues dans de précédents Mémoires.

Lorsque le corps donné ne produit pas la réfraction simple, les for

mules (8), (9) sont seulement approximatives. Alors aussi les incon

nues renfermées dans les équations (x) sont au nombre de quinze; et, 

pour déterminer ces quinze inconnues, il suffit de joindre aux équa

tions ( 3 ), (4), ( 5) les six équations linéaires qui fournissent, pour 

chacun des trois rayons réfractés, les rapports entre les trois déplace

ments symboliques, comparés deux à deux.

Supposons, par exemple, que le corps donné soit du nombre des 

corps isophanes qui décomposent un rayon incident en deux rayons 

polarisés circulairoment en sens contraires. Alors, en posant

* '5= u ,i-l-e2, k"1=  m"2+  v*,

kf fa’!
et choisissant k', k", de manière que les rapports soient positifs, 

on obtiendra, pour représenter les deux rayons réfractés visibles, 

deux équations de la. forme ·

I _  v  _  v

( V ~  —  u" “ — k"V
f

et, des formules (1), jointes aux formules ( 3), ( 4 ). (7) et (10), on 

déduira immédiatement les valeurs des quinze inconnues

?1> m ,  Cl ; Yi', Z " ,  n " ,  C " ;  l e ,  L · ;  f é ,  K ,  C ·

Si l’on veut, en particulier, déterminer les inconnues

i u  Ci; a ,  C'; V ,  C",
desquelles on déduit aisément toutes les autres, alors on pourra com-
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mencer par tirer des formules (8) et (9) les valeurs approchées de

Ii, I,; · + I'+I';

puis on déduira des formules

0 0
r - ? = - i v Ï F < ç' + ? >’

K ' - V =  1
r „

I V
(I' + I')

les valeurs correspondantes de

et, après avoir tiré des équations (8), (9), ( n )  les valeurs des 

six inconnues

S., c.ï I',

on corrigera les inconnues

II, I' + I', fi, I' + I"»

en déterminant leurs corrections, indiquées par 1 emploi de la lettre 

caractéristique 0, à l’aide des formules

d ç,= a(ç '+  ? ) = - ! ·( 12)

(i3)

. k"4- k' “ ' - “— ( Ç '+ I ' ) ,
4 , ;  m ' H - m "

Ki =  -  i
fi M —  P" M" — «

U'-h II" ,
i i --------------- 1-  V* U -+-

_ __J!_fr'-L. r"-)
u' -+- u" k' -+- k"

0 4 )· 3( 5' -t-I'):
. 11( 11'-+-11") 4- /r2

u'-+- h" , u' + u" k ’+ k "
-i- e2 MH---------

(I '+ I ') .

Enfin, après avoir ainsi corrigé les valeurs des inconnues

fl, Il
et celles des sommes

I'+I', I'+I',
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on déterminera les différences *

à l’aide des formules
r - i ' .  c ' - c '

(i5 )
( r - i ' = - î

C '-Ç ' =  Î

2C
û?(Ç'+Ç")·k ’+ k "

2  V '

m"! — U
kk 'k"

u'n--U
~ W F

- ( l ' + ï ) ,

-(C ' +  Ç").

Il est bon d’observer que, dans les formules (8), (9), (12), ( i 3), 

( 14). ( i 5 ), les valeurs des deux quantités

e, u"— u'

sont très petites, et que, dans le calcul des inconnues déterminées à 

l’aide de ces formules, les erreurs commises sont de même ordre que 

les carrés de ces deux quantités. Ajoutons que, dans ces diverses for

mules, on peut aisément introduire, à la place des lettres

u, v, u', u", k, k', k",

les angles -r, 1', rz". C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en détail 

dans un nouvel article.

Les formules (12) et ( i 3) méritent d’être remarquées. Les valeurs 

qu’elles fournissent pour §£, et SÇ, sont proportionnelles, la première 

à I, la seconde à Ç, tandis que les valeurs de Ç, et de , fournies pal

les équations (8) et (9), sont respectivement proportionnelles à Ç et 

à D’ailleurs, les valeurs de &Ç, et §!;, disparaissent quand on a 

u'' =  u', c’est-à-dire quand les deux rayons réfractés se réduisent à 

un seul. Donc, dans ce cas,.un rayon incident, polarisé suivant le 

plan d’incidence ou perpendiculairement à ce plan, conservera après 

la réflexion le mode de polarisation qu’il offrait primitivement. Mais 

il résulte des formules (12) et ( i 3 ) qu’il en sera autrement si le corps 

donné est doublement réfringent, et qu’alors un rayon incident pola

risé, par exemple dans le plan d’incidence, donnera naissance à un 

rayon réfléchi doué de la polarisation elliptique. D’ailleurs, ce rayon
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réfléchi pourra être considéré comme résultant de la superposition 

de deux rayons simples, l’un très sensible et polarisé dans le plan 

d’incidence, l ’autre peu sensible et polarisé perpendiculairement à 

ce plan. Ajoutons que ce dernier rayon sera d’autant plus brillant 

que le module de la différence u" — u' sera plus considérable.

Le phénomène que je viens d’indiquer devra évidemment se pro

duire encore quand un rayon simple sera réfléchi, sous une incidence 

voisine de l’incidence normale, par la surface extérieure du cristal de 

roche taillé perpendiculairement à son axe. Alors aussi un rayon inci

dent, polarisé dans le plan d’incidence ou dans un plan perpendicu

laire, donnera naissance à un rayon réfléchi, doué de la polarisation 

elliptique, le rapport du petit axe de l’ellipse au grand axe étant pro

portionnel à la différénce entre les vitesses de propagation des deux 

rayons polarisés circulairement par le cristal en sens contraires.

4 6 8 .

’ T héorie de la lumière. — Sur les rayons de lumière réfléchis et réfractés 

par la surface d ’un corps transparent et isophane.

C. R., T. XXXI, p. 325 (19 août i 85o).

Dans l’avant-dernière séance, j ’ai appliqué les principes que j ’avais 

précédemment établis, à la réflexion et à la réfraction de la lumière 

opérées par la surface extérieure d’un corps transparent. Je vais 

aujourd’hui développer les conséquences de mon analyse, dans le 

cas spécial où le corps transparent est isophane.

Les corps transparents et isophanes sont de deux espèces. Il en est 

à travers lesquels peuvent se propager des rayons lumineux simples, 

doués de la polarisation rectiligne. Il est d’autres corps isophanes qui 

possèdent ce qu’.on a nommé le pouvoir rotatoire, et dont la structure 

se prête à la propagation simultanée de rayons lumineux simples pola

risés circulairement en sens contraires. Ajoutons que, pour expliquer
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les phénomènes de réflexion et de réfraction, il est nécessaire de tenir 

compte, non seulement des rayons visibles réfléchis ou réfractés, mais 

encore d’autres rayons que nous appelons évanescents, que la théorie 

met en évidence et qui échappent à l’observateur, parce qu’ils de

viennent insensibles à de très petites distances des surfaces réflé

chissantes ou réfringentes.

Cela posé, concevons que, un corps transparent et isophane étant 

terminé par une surface plane, on fasse tomber sur cette surface un 

rayon simple doué de la polarisation rectiligne. Si le corps ne pos

sède pas le pouvoir rotatoire, la réflexion et la réfraction donneront 

naissance à deux rayons réfléchis e| à deux rayons réfractés, l’un 

visible, l’autre évanescent. Alors aussi les lois de la réflexion et de 

la réfraction seront fournies, dans une première approximation, par 

les formules de Fresnel, qui supposent que le rayon réfléchi est tou

jours doué, comme le rayon incident, de la polarisation rectiligne. 

Observons que ces formules, qui contiennent les angles d’incidence 

et de réfraction, peuvent être censées renfermer, avec l’angle d’inci

dence, un seul élément, savoir celui qu’on nomme l'indice de réfrac

tion. Ajoutons que, en vertu des formules de Fresnel, un rayon réfléchi 

sous l’angle qui a pour tangente l’indice de réfraction devra toujours 

être complètement polarisé dans le plan d’incidence. Dans la réalité, 

il en est autrement. Lorsqu’un rayon simple doué de la polarisation 

rectiligne tombe sur la surface extérieure d’un corps transparent et 

isophane, la réflexion donne généralement naissance à un rayon doué 

de la polarisation elliptique; et si, afin de mieux observer les phéno

mènes, on substitue la lumière solaire à la lumière diffuse, comme l’a 

fait M. Jamin, les résultats des expériences devenues plus exactes 

seront conformes, non aux formules de Fresnel, mais à celles que 

j ’ai données en i 83g, et qui renferment, avec les angles d’incidence 

et de réfraction déjà contenus dans les anciennes formules, un nouvel 

élément, savoir celui que M. Jamin appelle le coefficient d ’ellipticité.

Les nouvelles formules que renferme le présent Mémoire se rap

portent au cas ou le corps transparent et isophane que l’on considère
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est un corps qui possède le pouvoir rotatoire. Alors les lois de la 

réflexion et de la réfraction des rayons lumineux diffèrent de celles 

que j ’ai données en 1839, et la théorie, devançant l’expérience, 

indique de nouveaux phénomènes qui semblent d’autant plus dignes 

d’attention qu’ils n’ont pas encore été, du moins à ma connaissance, 

observés par les physiciens. Parmi les phénomènes dont il s’agit, on 

doit surtout remarquer ceux qui sont relatifs à la réflexion de la 

lumière. Disons en peu de mots en quoi ils consistent.

Lorsqu’un rayon simple, et doué de la polarisation rectiligne, 

tombe sur une surface plane qui termine un corps transparent et 

isopliane, ce rayon peut toujours être censé résulter de, la super

position de deux rayons simples polarisés, l’un dans le plan d’inci

dence, l’autre perpendiculairement à ce plan. De ces deux rayons 

superposés, chacun continue d’être, après la réflexion, polarisé rec- 

tilignement quand le corps donné ne possède pas le pouvoir rota

toire. Seulement alors la phase d’un rayon primitivement polarisé 

dans le plan d’incidence est toujours augmentée d’une demi-circon

férence, tandis que la phase d’un rayon primitivement polarisé dans 

un plan perpendiculaire au plan d’incidence est augmentée d’un arc 

qui varie avec l’ incidence; cet arc se réduisant à zéro pour l’inci

dence perpendiculaire, à une demi-circonférence environ pour l’in

cidence rasante, et croissant dans l’ intervalle avec l’angle d’incidence. 

Ajoutons que l’arc dont il s’agit croît très lentement dans le voisinage 

des incidences perpendiculaire et rasante, et que, par suite, il peut 

être censé s’élever do la limite zéro à la limite n, tandis que l’angle 

d’incidence varie entre deux limites très rapprochées l’une de l’autre.

Le même arc acquiert la valeur moyenne ^> pour l’incidence appelée

principale, dont la tangente se réduit sensiblement à l’ indice de réfrac

tion. Cela posé, il est clair que, si le plan de polarisation d’un rayon 

incident forme un angle aigu avec le plan d’incidence, le rayon réfléchi 

sera doué de la polarisation rectiligne dans le voisinage de l’incidence 

perpendiculaire ou rasante et de la polarisation elliptique dans le voi-

QEuvres de C . — S. I, t. XI. 33
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sinage de l’incidence principale. Mais cette polarisation elliptique du 

rayon réfléchi sera uniquement due à la différence entre les phases 

qu’acquerront après la réflexion les deux rayons superposés l’un à 

l’autre dans le rayon incident, et polarisés l ’un dans le plan d’inci

dence, l’autre dans un plan perpendiculaire.

11 en sera tout autrement si le corps isophane donné possède le 

pouvoir rotatoire. Alors les formules qui représenteront les lois de 

la réflexion et de la réfraction renfermeront, outre l’angle d’inci

dence, deux angles de réfraction qui correspondront aux deux rayons 

réfractés, polarisés circulairement en sens contraires, et un coefficient 

d’ellipticité. Ces formules pourront donc être censées renfermer, avec 

l’angle d’incidence, non plus un seul élément, mais trois éléments, 

savoir : le coefficient d’ellipticité dont il s’agit, et deux indices de 

réfraction ou, ce qui revient au même, la différence entre ces deux 

indices et l ’indice de réfraction moyen. Alors aussi la réflexion d’un 

rayon simple polarisé dans le plan d’incidence ou perpendiculaire

ment à ce plan donnera généralement naissance, non plus à un rayon 

qui reproduira le même mode de polarisation, mais à un rayon doué 

de la polarisation elliptique. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Concevons d’abord que le rayon incident soit polarisé dans le plan 

d’incidence. Alors le rayon réfléchi sera doué lui-même de la pola

risation rectiligne et polarisé dans le plan d’incidence si l’angle de 

réfraction moyenne se réduit à la moitié d’un angle droit. Mais, si 

l’angle de réfraction moyenne diffère d’un demi-droit, le rayon réfléchi 

sera doué de la polarisation elliptique et résultera de la superposition 

de deux rayons polarisés, l’un dans le plan d’incidence, l’autre per

pendiculairement à ce plan. D’ailleurs de ces deux rayons superposés, 

le premier sera très sensible, et le même, à très peu près, que si le 

corps isophane possédait le pouvoir rotatoire dont il est doué, l ’indice 

de réfraction moyenne demeurant invariable. Au contraire, le dernier 

des deux rayons superposés sera peu sensible, et présentera des vibra

tions atomiques dont l’amplitude sera proportionnelle à la différence 

entre les deux indices de réfraction.
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Concevons maintenant que le rayon incident soit polarisé dans un 

plan perpendiculaire au plan d’incidence; alors le rayon réfléchi sera 

doué lui-même de la polarisation rectiligne, mais polarisé dans un 

plan qui formera un angle aigu avec le plan d’incidence, si l ’angle 

d’incidence se réduit à l'incidence principale, dont la tangente est à 

très peu près l’indice de réfraction moyenne. D’ailleurs, dans ce cas 

particulier, l’azimut du rayon réfléchi par rapport au plan d’inci

dence offrira une tangente proportionnelle à la différence entre les 

deux indices de réfraction, et réciproquement proportionnelle au 

coefficient d’ellipticité. Si l’angle d’incidence diffère notablement 

de l’ incidence principale, le rayon réfléchi sera doué de la polari

sation elliptique, et résultera de la superposition de deux rayons 

polarisés l’un dans le plan d’incidence, l’autre perpendiculairement 

à ce plan. D’ailleurs, de ces deux rayons superposés, le second sera 

généralement très sensible, et le même, à très peu près, que si le 

corps isophane perdait le pouvoir rotatoire dont il est doué, l’indice 

de réfraction moyenne demeurant invariable. Au contraire, le pre

mier des deux rayons superposés sera peu sensible, et présentera 

des vibrations atomiques dont l’amplitude sera proportionnelle à la 

différence entre les deux indices de réfraction.

D’après ce qu’on vient de dire, la surface extérieure d’un corps 

doué du pouvoir rotatoire offre cette singulière propriété, qu’elle 

transforme par réflexion, sous l’incidence principale, un rayon pola

risé perpendiculairement au plan d’incidence en un rayon polarisé 

dans une direction oblique à ce plan. Ce fait nouveau, que l’Analyse 

nous révèle, piquera sans doute la curiosité des physiciens. Il sera 

intéressant de voir si les prévisions de la théorie se trouvent, sur 

ce point encore, confirmées par l’expérience.

A nalyse.

Considérons un corps transparent .et isophane qui possède le pou

voir rotatoire. Supposons d’ailleurs ce corps termine par une surface 

plane que nous prendrons pour plan de y s, le corps étant situé du
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côté des x  positives/ et faisons tomber sur cette surface un rayon 

lumineux simple, .dont la direction soit comprise dans le plan des xy. 

Les lois de la réflexion et de la réfraction seront fournies par les équa

tions (r), ( 3), (4), (7) et (10) du précédent Mémoire, qui suffiront 

pour déterminer les valeurs des quinze inconnues qu’elles renferment, 

en.fonctions linéaires des trois déplacements symboliques

dont les deux premiers sont liés entre eux par l’équation (2). 11 est 

bon d’observer que des équations (1), jointes aux équations (2), (4) 

et (7), on déduira immédiatement les formules

(O Ç +  ?1 =  Ç' +  Ç", '«(5 - : , )  =  « '? + « '? ;

( 2 )

la valeur de z étant
U c - \ -  l/'r

ue ue — r 2 ’

et que le premier membre de la formule (3), multipliée par e, sera 

équivalent à

en sorte qu’on aura

( 4 )  ( a  +  £ e 2 ) ^ - ( « - £ e 2 ) ^ = ( M '  +  £ v 2 ) ï ' - t - ( a " + £ C 2 ) f .

Si des équations (2) et ( 4) on élimine et à l’aide des for

mules (10) du précédent Mémoire, on trouvera

et

( 6 ) { i l  +  £Cs)i; —  (ft —  £C2)?!== i e
■ £C-f , “*+£«,V i

uf » r ·

Les quatre équations (1), ( 5), (6) suffiront évidemment pour déter-
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minor les valeurs des quatre inconnues

fl, Cl,

en fonctions linéaires de \ et de Ç. ’

Concevons maintenant que l’on nomme a, a, les déplacement^ ato

miques mesurés dans le plan d’incidence, suivant une direction paral

lèle au plan des ondes, et qu’à ces déplacements effectifs corres

pondent les déplacements symboliques a, a,. Si l’on attribue aux

quantités a, a, les mêmes signes qu’aux quantités les deux
ï  ï

rapports =!■■ pourront être supposés égaux au rapport
U

V
~  =  sinr, k

t étant l’angle d’incidence, et les formules ( 5), (6) donneront 

(7) * ( ï  +  51) =  i ( * 'Ç '- * , Çf),

/ 0 \  « - t - e r 2 -  ei —  e P 2 -  ■ . ( u ' + e V * ^ ,  u"-

11 est bon d’observer qu’on tire des équations (i)

(9) 2uX — (u-\r (« u’r)K”, a«?!=(« — «')£' +  (« — u")\".

Pareillement, on tire des équations (7) et (8)

(10) 2M8 =  i(ü'Ç,-U"Ç'/), a M», =  i(V'C — V'Ç), 

les valeurs de U', Y' étant déterminées,

U — ec2) -I- p  ( « '+  se2), V ' =  ^  (« -t- £c2) — p { « ' +  £c2),

et U", Y" étant ce que deviennent U', Y' quand on y remplace u' et k' 

par u" et k!’ .

En vertu "des formules (1), (7), (8) la valeur de chacune des incon-

«1, ï „  r ,  l"
nues
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se composera de deux parties, l’une proportionnelle à », l’autre à 

On pourra d’ailleurs calculer, séparément ces deux parties, en suppo

sant d’abord Ç =  o, puis ensuite » =  o; ce qui revient à substituer 

successivement au rayon incident les deux rayons qui, étant super

posés l’un à l’autre, le reproduisent, et qui sont polarisés rectiligne- 

inent, l’un perpendiculairement au plan d’incidence, l’autre dans ce 

même plan.

Adoptons cette marche, et supposons d’abord le rayon incident 

polarisé dans un plan perpendiculaire au plan d’incidence. Alors, les 

vibrations atomiques étant renfermées dans le plan d’incidence, On 

aura Ç =  o. Par suite, on pourra supposer Ç =  o, et les formules (i),

(9) donneront

(M) Çi=Ç'-hC', (« +  «')£' +  (u +  « ')? '=  o,

puis on conclura de ces dernières, jointes aux équations (10),

(12)

X "  _  X '  _  Cl _  ________ 2 M8 )________
u +  u' —  u — u" u' — u" U' ( u -t- u" ) H- U" ( u -H il' )

_ a îî a t !
V'(u-h u")-i-V"(u-h u')'

Supposons, en second lieu,'que le rayon incident soit polarisé dans 

le plan d’incidence. Alors, les vibrations atomiques étant perpendicu

laires à ce plan, on aura » =  o. Par suite, on pourra supposer â =  o, 

et les formules (7), (10) donneront

( 1 3 ) k*l=\(k'X'-k"l'>), U'i'=U"Ç",

puis on conclura de ces dernières, jointes aux équations (9),

X '  X " . l«t 2 «c
U" — U' — k" TT, “  U "{u +  u' )  +  U'(K -+- u")

(*4) l T U " T U

_  2«Cl
~  U " ( m —  « ' )  +  U ' ( m —  u " ) '

Les formules (12) et ( 1 4 ) suffisent pour déterminer les lois de la
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réflexion et de la réfraction opérées par la surface d’un corps transpa

rent et isophane. En vertu de ces formules, les lois spéciales de la 

réflexion seront fournies, si le rayon incident est polarisé dans un 

plan perpendiculaire au plan d’incidence, par les deux équations

(j5) 8j
V'(u-f- a") -t- V"(u ■
ü' ( b +  # ')+ [J '(h +  «')

2 l l(u ' — u")
ü' ( « + b" )+ D '( h +  «')

et, si le rayon incident est polarisé dans le plan d’incidence, par les

formules 

(16) »i =  i

¥ k"
t-U’ - t - U' k k

U'( î< =  u") +  U"(m +  u') 2 kÇ,
- U'( « - « " )  +  W ( u - u ' ) -

U'(a -+- u") +  U"(« -+-«£') 5

Lorsque, dans ces formules, on introduit à la place de v, u, u', u", 

k, k', k" les angles et les indices de réfraction, on se trouve immédia

tement conduit aux conclusions énoncées dans le préambule. C’est, au 

reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre article.

4 6 9 .

T h é o r ie  d e  l a  l u m i è r e . — Mémoire sur la réflexion et la réfraction 

des rayons lumineux à la surface extérieure ou intérieure d ’un 

cristal.
C. R., T. XXXI, p. 257 (26 août i 85o).

Lorsqu’un rayon simple tombe sur la surface extérieure ou intérieure

d’un cristal à un ou deux axes optiques, la propagation du mouvement

de l’éther donne naissance à divers rayons réfléchis ou réfractés, les
, #

uns visibles, les autres évanescents. Alors aussi les principes établis 

dans mes précédents Mémoires suffisent pour déterminer les lois de 

la réflexion et de la réfraction. Mais, comme la marche suivie dans 

l’application de ces principes peut avoir une influence notable sur la 

longueur des calculs et sur la forme plus ou moins compliquée des
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équations définitives auxquelles on parvient, il sera très utile d’indi

quer une méthode qui permette d’obtenir facilement ces équations 

sous une forme élégante et simple tout à la fois. C’est ce que nous 

allons essayer de faire en peu de mots.

Nous supposerons, dans un cristal à un ou deux axes optiques, les 

positions des divers points rapportées à trois axes rectangulaires fixes 

et liés invariablement à ce cristal. Alors, pour tout mouvement simple 

propagé dans une direction donnée, et correspondant à un rayon lumi

neux visible ou évanescent, les trois équations différentielles qui repré

senteront les mouvements infiniment petits de l’éther feront immédia

tement connaître les rapports entre les trois déplacements effectifs 

d’un atome d’éther mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les 

différences entre leurs phases, ou, en d’autres termes, les rapports 

invariables des trois déplacements symboliques qui correspondront à 

ces déplacements effectifs. Cela posé, un rayon simple, lumineux ou 

évanescent, propagé dans une direction donnée, se trouvera complè

tement déterminé quand on connaîtra un seul des déplacements sym

boliques correspondants à ce rayon. Donc la détermination de deux 

rayons visibles et d’un rayon évanescent, propagés dans des directions 

données, pourra être réduite à la détermination de trois inconnues. 

On ne doit pas môme excepter le cas où, le cristal devenant isophane, 

les deux espèces de rayons visibles.se réduiraient à un seul, puis- 

qu’alors les trois déplacements symboliques correspondants à un seul 

rayon seraient liés entre eux par une seule équation linéaire qui en 

laisserait deux indéterminés.

D’autre part, lorsqu’un rayon de lumière simple tombe sur la sur

face extérieure ou intérieure qui termine un cristal à un ou deux axes

optiques, chacun des rayons réfléchis ou réfractés, visibles ou évanes- 
*

cents, répond à un mouvement simple caractérisé par une exponen

tielle qui, sur la surface réfléchissante ou réfringente, doit offrir la 

même valeur pour tous les rayons dont il s’agit. Ce principe permet 

de déduire immédiatement, de la direction du rayon incident supposée 

connue, non seulement les directions des normales aux plans des
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ondes réfléchies ou réfractées, mais encore d’autres directions qu’on 

ne doit pas confondre avec celles-ci, savoir, les directions que suivent 

les rayons réfléchis ou réfractés, et qui sont généralement obliques 

par rapport aux plans dont il s’agit. '

Cela posé, la recherche des lois suivant lesquelles un rayon simple 

sera réfléchi ou réfracté par la surface extérieure ou intérieure d’un 

cristal pourra être évidemment réduite à la détermination de six 

inconnues, trois de ces inconnues étant relatives aux rayons réfléchis, 

et trois autres aux rayons réfractés. Donc six équations de condition 

suffiront pour déterminer toutes les inconnues. Or, pour obtenir ces 

six équations, il suffira d’exprimer que la somme des déplacements 

symboliques de chaque espèce correspondante aux divers rayons pro

pagés dans chaque milieu conserve la même valeur.quand on passe 

d’un des milieux donnés à l’autre, non seulement sur la surface don

née, mais encore sur cette surface déplacée et transportée parallèle

ment à elle-même à une distance infiniment petite.

Dans le cas particulier où le milieu réfringent est un corps isophane, 

non doué du pouvoir rotatoire, les six équations trouvées reproduisent 

les formules de réflexion et de réfraction que j ’ai obtenues en 183g, 

et qui supposent connu, outre l’indice de réfraction, un paramètre 

très petit,· savoir, le coefficient d’ellipticité. Dans le cas général, les 

six équations trouvées renferment avec ce coefficient d’autres para

mètres pareillement très petits, et, pour déduire de ces équations les 

valeux*s des six inconnues, il convient de commencer par éliminer les 

valeurs des deux inconnues qui sont relatives aux rayons évanescents. 

Alors, en négligeant, comme on peut le faire sans erreur sensible, les 

quantités comparables aux paramètres dont nous venons de parler, on 

obtient quatre équations qui suffisent pour déterminer les quatre 

inconnues correspondantes aux rayons visibles réfléchis ou réfractés, 

et qui renferment, outre le coefficient d’ellipticité, deux autres coef

ficients très petits dépendants de la nature des rayons évanescents.

Parmi les formules auxquelles on parvient en opérant comme on 

vient do le dire, on doit remarquer celles qui Concernent la réflexion

CEuvres de C . —  S . I, t. XI. · 34
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et la réfraction opérée par la surface extérieure des cristaux à un seul 

axe optique. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Les physiciens ont d’abord admis que les lois de la propagation de la 

lumière, dans les cristaux à un seul axe optique, dépendaient de deux 

paramètres, savoir, des indices de réfraction ordinaire et extraordi

naire. Si l ’on tient compte uniquement de ces deux paramètres, les 

surfaces des ondes correspondantes aux deux espèces de rayons pro

pagés à travers le cristal seront la surface d’un ellipsoïde qui aura 

pour axe de révolution un diamètre de la sphère. C’est même en cela 

que consiste le théorème de Huygens. Mais les résultats que fournit 

le calcul ont une plus grande généralité. D’après les formules aux

quelles j ’arrive, la propagation de la lumière, dans un cristal à un axe 

optique, lors même que ce cristal ne possède pas le pouvoir rotatoire, 

peut dépendre d’un assez grand nombre de paramètres, et le nombre 

de ces paramètres s’élève encore à sept dans le cas où l’on réduit les 

équations aux dérivées partielles à l’homogénéité. Dans ce dernier 

cas, des deux rayons visibles, un seul qu’on doit appeler le rayon 

ordinaire, offre des vibrations perpendiculaires à l’axe optique, et la 

surface des ondes correspondantes à ce rayon ne peut être que la sur

face d’une sphère ou d’un ellipsoïde. Pour l ’autre rayon, qu’on doit 

appeler extraordinaire, la surface des ondes est celle d’un.sphéroïde 

de révolution, qui peut se réduire à un ellipsoïde. D’ailleurs les deux 

surfaces d’ondes correspondantes aux deux rayons visibles ont tou

jours, l ’une et l ’autre, le même axe de révolution.

En appliquant mes formules à la réflexion et à la réfraction opérées 

par un cristal taillé perpendiculairement à l ’axe optique, mais non 

doué du pouvoir rotatoire, j ’arrive à cette conclusion qu’un rayon 

incident, composé de molécules éthérées dont les vibrations sont per

pendiculaires au plan d’incidence, est réfléchi et réfracté suivant les 

lois très simples données par Fresnel, pour le cas où le milieu réfrin

gent est isophane. Seulement, si la surface des ondes correspondantes 

au rayon ordinaire était une surface d’ellipsüïde, l ’angle de réfraction 

devrait être remplacé, dans les formules de Fresnel, par l ’angle com-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 469. •267

pris entre l’axe optique et la normale au plan dos ondes réfractées. 

Ajoutons que, si le rayon incident offre des vibrations comprises dans 

le plan d’incidence, les lois de la réflexion et de la réfraction seront 

fournies par des formules nouvelles, que l’on trouvera dans mon 

Mémoire, et qui sont distinctes, non seulement des formules de 

Fresnel, mais aussi de celles que j ’ai données en 183«̂ .

A nalyse. ·

Supposons que, les points de l’espace étant rapportés à trois axes 

rectangulaires, un corps réfringent soit terminé par une surface plane 

qui coïncide avec le plan des yz, le corps lui-même étant situé du 

côté des x  positives, et faisons tomber sur cette surface un rayon 

simple. La propagation du mouvement de l’éther donnera générale

ment naissance, d’une part, à deux rayons réfléchis, l’un visible, 

l’autre évanescent, d’autre part, à trois rayons réfractés, dont deux 

sont visibles. Gela posé, en adoptant les notations des pages 248 

et 249, et posant, pour abréger,

X =  I

Y =  y) - t -  m  —  n '  —  yj", 

Z = ï  +  Ç, - K ' - l " ,

X =  - %  ) -  u'I ' -  it'f',
?? — u {fi — y],) — u'W—

2b = « ( ç _ ç I) _ u'ç '_ u»ç»>

on aura, pour x  =  o,

( X  = & -{« , Y =  n'e- n „
(O ,

[ ^  U£e, -- Y/j; Y] e Uc

D’ailleurs 00 aura rigoureusement

7 —  r ' _y^  —  Se —  se>

2b —  We Çe We Çc,

(»)
l

— O

et sensiblement, sinon exactement,

%
u„ '■ 0.( 3 )
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On peut ajouter que les quantités ue, ue, dont la première sera posi

tive, la seconde étant négative, offriront do très grandes valeurs 

numériques. Cela posé, en éliminant les inconnues relatives aux 

rayons évanescents, on tirera des équations ( i)  quatre formules qui 

pourront être sensiblement réduites aux suivantes

i  Y =  lvX, ff — fivX,

( Z =  O, Sb =  V(>X,

X, [jl — x et v étant trois coefficients très petits dont les valeurs seront

Ue / u'eD'e \ v _  . ' Ue &
U e ~ ~  u 'e \  J u c u e Y)'e

Lorsque le milieu réfringent donné est isophane, alors, les for

mules ( 3 ) étant exactes, les formules ( 5) donnent

(6) p=sii, v =  o, 

et les équations (4), réduites aux suivantes

( 7 )  . Y  =  \vX,  i J = pX ,  Z =  o, % —  o ,

coïncident avec celles que nous avons obtenues dans les précédents 

Mémoii’es, savoir, avec les formules (i), (2), ( 3 ) de la page 2G0.

Lorsque le milieu réfripgent est un cristal à un axe optique, mais 

non doué du pouvoir rotatoire, alors, en supposant ce cristal taillé 

perpendiculairement à l’axe optique, on a

l' =  o, ï i ' =  O, ? "= o ,  & = o ,

par conséquent
V —  O,

et les formules (4) donnent

(8) Y  =  l v X ,  g  =  pv X,  1 =  0, % =  o.

Donc alors un rayon simple composé de molécules d’éther dont les 

vibrations sont perpendiculaires au plan d’incidence continue d’être

(5) X =  -lin
I
Ue
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réfléchi et réfracté suivant les lois données par les deux formules

(9 ) Z =  o, =  o,

desquelles on tire 

(10)
u -H u

ou, ce qui revient au même, 

di) l  -  s|n(T'~~T) r

u -+- u' *

Ï'=-TT
a sinr/ cosr' =
sin(T' +  T) Ç»

t' étant les angles formés par la surface réfringente avec les plans 

des ondes incidentes et réfractées. Or les formules (11) coïncident 

précisément avec celles que Fresnel a obtenues pour le cas où, le 

milieu réfringent étant isophane, le rayon incident est polarisé dans 

le plan d’incidence.

Ajoutons que, si le rayon incident est polarisé perpendiculairement 

au plan d’incidence, les lois de la réflexion et de la réfraction à la sur

face du cristal donné se déduiront non plus des formules ( n ) ,  mais 

des deux premières des formules (8).

4 7 0 .

T h é o r ie  d e  l a  l u m iè r e . — Détermination des trois coefficients qui, dans la 

réflexion et la réfraction opérées par la surface extérieure d ’un cristal, 

dépendent des rayons évanescents.

C. R., T. XXXI, p. 297 (2  septembre i85o). ' -

Comme je l ’ai remarqué dans la dernière séance, les six équations 

qui suffisent à la détermination des lois de.la réflexion et de la réfrac

tion opérées parla surface extérieure ou intérieure d’un corps trans-' 

parent se réduisent à quatre, quand on élimine les inconnues cor

respondantes aux »rayons évanescents. Ces quatre équations sont
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analogues à celles que j ’avais précédemment obtenues en supposant 

le corps isophane, et j ’ai reconnu d’ailleurs que, pour passer de cette 

supposition particulière au cas général, il suffit de modifier légère

ment trois des quatre équations relatives aux corps isophanes, en 

égalant leurs seconds membres non plus à zéro, mais aux produits 

d’un facteur unique par trois coefficients très petits. Ces coefficients 

peuvent être aisément calculés quand les déplacements effectifs des 

molécules d’éther sont exprimés en fonction de trois coordonnées x, 

y, z relatives à trois plans, dont le premier coïncide avec la Surface 

réfringente, l’un des deux autres étant le plan d’incidence. Toutefois, 

quand le corps transparent cesse d’être isophane, quand il est, par 

exemple, un cristal à un ou à deux axes optiques, il est naturel de 

prendre pour plans coordonnés, non plus la surface réfringente et le 

plan d’incidence, mais des plans qui soient indépendants de cette 

surface et fixes de position par rapport aux axes optiques. Il importe 

de voir ce que deviennent alors les trois coefficients ci-dessus men

tionnés, et comment ils varient avec les directions de la surface 

réfringente, du plan d’incidence et du rayon incident. Remarquons 

d’ailleurs que, ces coefficients devant être très petits, il suffira d’en 

obtenir des valeurs approchées qui renferment un petit nombre de 

chiffres. La détermination de ces valeurs est l’objet du présent Mé

moire. Pour plus de simplicité, j ’ai réduit les équations différen

tielles du mouvement de l’éther à l’homogénéité, en négligeant les 

termes du troisième ordre et des ordres supérieurs ou, ce qui revient 

au même, en réduisant à zéro, dans ces équations, des paramètres 

dont les expériences démontrent l’extrême petitesse. Je suis ainsi 

parvenu à des résultats qui me paraissent dignes de quelque atten

tion, et que je vais indiquer en peu de mots.

Le coefficient d’ellipticité, désigné par la lettre A, dépend unique

ment de la direction de la surface réfringente, mais il varie généra

lement avec cette direction dans les cristaux à un ou à deux axes 

optiques. Il est d’ailleurs la différence entre deux termes qui corres

pondent aux deux rayons évanescents propagés dans l’air et dans le
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cristal donné. Ajoutons que, de ces deux termes, le premier est 

constant, et que le second a pour carré, dans les cristaux à un axe 

optique, une fonction paire, entière et du second degré de a2, a étant 

le cosinus de l’angle formé avec l’axe optique par une droite normale 

à la surface réfringente.

Le coefficient désigné par (p. — i)e est le produit de deux facteurs. 

Le premier de ces facteurs est l’inverse de la somme des deux termes 

dont la différence fournit le coefficient d’ellipticité. Le second facteur 

dépend, non seulement de la direction de la surface réfringente, mais 

encore de la direction du plan d’incidence, et se réduit au cosinus de 

l’angle formé par la trace de ce plan sur la surface réfringente avec 

une certaine droite dont la direction se rapproche beaucoup de celle 

de la normale à la surface pt varie avec elle.

Enfin* le coefficient désigné par ve est le produit de deux facteurs 

analogues à ceux dont nous venons de parler, les deux facteurs étant 

les mêmes de part et d’autre, à cela près que, pour obtenir le second 

facteur du coefficient ve, on doit remplacer, la trace du plan d’inci

dence sur la surface réfringente par la perpendiculaire au plan d’in- 

cidence. C’est du moins la conclusion à laquelle on parvient dans le 

cas où l’angle d'incidence n’est pas très petit. Dans le cas contraire, 

on doit diviser le second facteur par l’unité augmentée d’un terme 

proportionnel à ¡x — i.

Ces propositions entraînent avec elles des conséquences impor

tantes, par exemple celle-ci. Lorsque le cristal donné offre un seul 

axe optique, et que sa surface extérieure n’est pas perpendiculaire à 

cet axe, un rayon incident, renfermé dans le plan d’incidence, donne 

généralement naissance à des rayons réfléchis et réfractés dont la 

nature varie, tandis que ce plan tourne autour de la normale à la sur

face. Alors, si l ’angle d’incidenc.e se réduit à l’incidence principale, 

le rayon réfléchi sera renfermé dans un plan qui pourra ne pas coïn

cider avec le plan d’incidence, si celui-ci n’est pas parallèle à l’axe 

optique.
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A nalyse.

Supposons qu’ un rayon simple de lumière, correspondant à une 

longueur d’ondulation désignée par 1, rencontre, sous l’ incidence t , 

la surface extérieure d’un corps transparent, par exemple d’un cristal 

à un ou à deux axes optiques, et rapportons les positions des divers 

points de l’espace à trois axes coordonnés rectangulaires, dont les 

directions soient liées invariablement, non plus à celles du plan 

d’incidence et de la surface du cristal, mais aux directions des axes 

optiques. Soient d’ailleurs

Lie, Ce et He, Tlgy Ke

les déplacements des molécules d’éther, mesurées parallèlement aux 

axes des x , y , s, pour les rayons évanescents propagés dans l’air et 

dans le cristal, indiquons à l’ordinaire, à l’aide d’un trait superposé 

aux déplacements effectifs, les déplacements symboliques correspon

dants. Enfin soit
ç u x - h v y  +  w z  —  s i

l’exponentielle propre à caractériser le mouvement simple correspon

dant au rayon incident. Lorsqu’on passera du rayon incident aux 

rayons réfléchis ou réfractés, on obtiendra des valeurs nouvelles, 

non seulement du coefficient u, comme dans le précédent Mémoire, 

mais encore des coefficients v, w, qui cesseront de se réduire con

stamment, l’un au produit

l ’autre à zéro. Cela posé, soient

M-C) Wc Ct ê>

ce que deviendront les coefficients

u, v, w

quand on passera du rayon incident aux deux rayons évanescents. 

Concevons d’ailleurs que les axes x ,  y> ·= forment : i° avec la nor-
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male à la surface du cristal; 2° avec la trace du plan d’incidence sur 

cette surface; 3° avec la perpendiculaire au plan d’incidence des 

angles dont les cosinus soient représentés, dans le premier cas, par 

a, b, c, dans le deuxième cas, par at, b;, c , dans le troisième cas, 

par aif, bt/, cu. On aura, non seulement

( a 2 -h é 2 H- c2 = t, af -h bj +  cj =  1, a] +  b2 ¡-h c 2 =  1,
(1 ) j * '

< é , é „ 4 - ^ c ^ o ,  ' a „ a - h é „ é - h c „ c  =  o, aa, +  -h cc, =  o,

mais encore

( a t ue-h é, r c +  c, a «* +  é, v'e +  ct w'c~  k  sint,
(2) '

( an ue +  & /„ +  c„ we —  aH u 'e-h b„ve + c uwe= o .

Ajoutons que, si l ’on pose

(3) /<■»— y/w| +  e|-h «>1, K =

kc, Jte seront très grands par rapport au module de k. Donc les rap-

k  k
ports T > jt seront sensiblement nuis, et les formules (2) fourniront,♦ Kq K q

pour les rapports

ainsi que pour les rapports

ue Ve We
k ke k e

u c Ve «4
k 'c ’ k'c ’ k ’c

des valeurs a sensiblement proportionnelles aux différences

b,c,r c,a„ a,b„ ■ a„bn

qui se réduiront elles-mêmes aux quantités

a, b, c

si l’on suppose, comme on peut le faire, les signes au, bl/f cu choisis 

de manière que l’on ait

(4) s (± a 6 ,q,) =  i. .
OEuvres de C . — S. I, U "XI. 35
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Enfin, si la direction indiquée par les angles dont les cosinus sont«, 

b, c, est celle de la normale menée à la surface du cristal et prolongée 

à partir de cette surface dans l’ intérieur du cristal, on conclura de ce 

qui précède que l’on a sensiblement

Ue tve 'À v'o

A - ko _ Â  =  I, A  = k ’e =  A
a ~ b a b c

par conséquent

aife+  bi>e+  cwe

(6) ------- k-------,le
au'e +  bv'e->rcv̂ e

k'e

Cela posé, les valeurs des coefficients très petits désignés par 

p. — i, v dans le précédent Mémoire se réduiront à très peu près à 

celles que détermineront les formules

(7)

( 8 ) 

(9)

auc -+- bf>e-h cwe 1 au'e-i-bç'e-i-cw'e ke k'e’

ko / auc-4- bv'e-\r cw'ç a,ï'c+b,n'e-h c ,Ç  _  
ke +  k'e i/’e +  b, v’e +  c, w'e a |'e ^  +  c£

ko a,X-\- blrn'o+ c„K'e.
ke+k'o Clfelr b X +  c'X'o ’

et l ’on devra d’ailleurs, dans les diverses formules de ce Mémoire, 

substituer partout à la lettre v le produit k sinT. Faisons voir mainte

nant comment on peut réduire les seconds membres des formules (7),

(8), (9) à des fonctions de l’angle d’incidence t , et des neuf quan

tités «, b, c, «', b', c', a", b", c", dont six pourront être éliminées en 

vertu des équations (1).

Supposons un moment que le rayon caractérisé par l’exponentielle

Qux-k-vy-k-wz — si

et par les déplacements symboliques y), Z, se propage, non plus dans 

l’air, mais dans le cristal donné. Les équations différentielles des 

mouvements infiniment petits de l’éther fourniront, entre ces dépla-
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cements symboliques, trois équations linéaires et homogènes qui ren

fermeront, avec ï ,  y], £ les coefficients u, v, w, s.

On pourra d’ailleurs déduire de ces équations linéaires : i° en éli

minant une équation caractéristique

(io) F (s, u, ç, w) = o ,

en vertu de laquelle s deviendra fonction de u,v,w\ 2° en éliminant s ,  

les rapports de ï] et X à \ exprimés en fonctions de u, e ,  w, en sorte 

qu’on aura

c i  i - ï - i-i — -
ü  ■ V w

o , ■ <?, étant trois fonctions déterminées de u, e, w. Remarquons, en 

outre, que l’équation (io) sera généralement du troisième degré par 

rapport à s2 et que, en conséquence, la résolution de cette équation 

fournira trois valeurs de s2. A ces trois valeurs correspondront trois 

systèmes de valeurs des fonctions o , ’<?, W, et aussi trois rayons 

simples de natures diverses. Ces trois rayons seront les deux rayons 

visibles et le rayon évanescent.

Considérons maintenant, d’une manière spéciale, le rayon éva

nescent, et soient

W, <> c ;  ü « <?;, *>;

ce que deviennent, pour ce rayon, les coefficients et fonctions

«, V, Wi  l  Yi, Ç; ü ,  <?, # .

Les formules (io) et (i i) donneront

( 1 2 )

(i3)

F'(ï, ««, f ’c> w ’e )  = ° >

i l  — Ik.
v',. <?;

A

D’ailleurs, dans une première approximation, les aquations diffé

rentielles des mouvements infiniment petits peuvent être supposées 

homogènes; et, lorsqu’on admet cette hypothèse, comme nous le 

ferons ici, la fonction de s, u, v,  w, représentée par F ( î , u , v , w ) ,
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devient elle-même homogène; et l’on peut encore supposer homo

gènes les fonctions de u, v, w représentées par ü , <?, Cela étant, 

et &'e ayant la valeur que détermine la seconde des formules ( 3 ), 

l’équation (12) donnera

( i 4 )
tf/Jl ffî ïe
F(JC'  k'J k'. k ' ] - 0 '

puis, en combinant l’équation (14) avec la seconde des formules ( 5), 

on trouvera sensiblement

(x5 ) f ( ^ ,  - a ,  - b ,  ~ c j = o

ou, ce qui revient au même,

(16) ai b, c j = o ,

attendu que, dans l’hypothèse admise, on a généralement 

F (s, — u, — e, — w) =  F(s, u, i>, w).

L’équation ( i 5) ou (16), résolue par rapport k fournira, pour
™e

ce rapport, et par suite pour trois valeurs dont l’une sera très
" e

voisine de zéro. Cette dernière est précisément celle qui devra être 

employée dans les formules (7), (8) et (9).

Concevons à présent que l’on combine les formules (8) et (9) avec 

la formule ( i 3 ) ; on trouvera

(17) p - i

<et

ke
ke+  k'e

au'c +  bv'c -+- cw'e al ’0'e-\- +  c,We
a,u'e+  b '^+ C 'W ' « o ; +  bV e-h c\%

<18)

D’ailleurs on aura

kç a„ ‘O’e H- bf, +  c„ We 
ke+  k'e at -+- b'ty'ç-Y- ct

al'0 'e+ b lV'e+c,W e

V i +  c, «4 4- a, ( o ;  -  u'e ) M- b, ( V'e -  e' ) -h c, ( ̂  -  w'e ) ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° MO. 277

puis on en conclura, eu égard à la première des formules (2),

(19) + °'»” · -  “· >_+  b̂ ' · - "·> +  c' W -  “■ ·)

Enfin, comme la formule ( i 3 ) serait réductible à la suivante

l i  =  2î =  ^-,
a'. e' (Ve ’

si au cristal donné on substituait un corps isophane, on pourra géné

ralement supposer '0 ,e, rç'e, ^'e réduits à des fonctions homogènes de 

iie, v'e" we fiuï soient, non seulement du premier degré, mais encore 

fort peu différentes de ue, ve, we. Cela posé, en ayant égard aux équa

tions (1), (2), ( 5), et en nommant &, ifi>, © ce que deviennent ü, 

■ <?, quand on y remplace u, v, w par a, b, c, on tirera sensiblement 

des formules (17) et (18),

( 2 0 )

( a i )

p — i =  — kek’e a, X  4- -4- c ,G

Æe4- k'e Ârsinr ’

kek'e_______ a„ Aa 4- olR 4- c„©_____ .

kc-\-k'e /r sint — (a,»Ho 4 - è,ilL· +  ctQ) k'e

Si, pour abréger, on pose

* (p — i)Æ sinr =  m, vksmT =  n,

m, n seront précisément les coefficients très petits désignés dans le 

précédent Mémoire par les produits (p. — i)e, ve, et l’on aura

(22) m — — -,^ e^el , (a, A  4 - 6,111b -I-c,©),ke-\- ke

„  _  k e K  « „  X  4 -  - t-  C „©

\  keJ k s i m

Lorsque l ’angle d’incidence t n’est pas très petit, la formule ( 23) se 

réduit sensiblement à la suivante :

ke k'c 
/fe4- kr  («„ =Ao 4 - b/r ill, 4 - ct © ).(24) n — —
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Mais cette réduction ne pourra plus être admise si t est assez petit 

pour que le produit AsinT soit comparable a la valeur numérique 

de m.

Il est bon d’observer que les quantités ici désignées par x ,  i)ï>, G 

diffèrent généralement très peu des cosinus a, b, c des angles formés 

avec les demi-axes des coordonnées positives par une droite normale 

à la surface du cristal donné. Par suite, si l’on pose

® =  v/A,2-f-nh2-+-e2,

cD sera voisin de l’unité, et la droite qui formera, avec les mêmes 

demi-axes, les angles dont les cosinus seront

X ill, G
<d ’ <d ’ cD’

aura une direction très rapprochée de celle de la normale; par suite 

encore, si l ’on pose

hzrzaAù -4- 4- cG, — a,X -1- 4- c,G, hn — a„X  4- bltll!> 4- c„G,

les quantités A, A, hN, qui représenteront sensiblement les cosinus des 

angles formés par la nouvelle droite avec cette normale, avec la trace 

du plan d’incidence sur la surface réfringente et avec la perpendicu

laire au plan d’incidence, seront trois quantités très voisines, la pre

mière de l’unité, les deux autres de zéro. D’ailleurs les formules (22) 

et ( 23) donneront sensiblement

(25)
fi A fi fl .

(26)
kek'e h„ 

-  +  +  |
---------  y

m
k sinT

et l’on aura, à très peu près, pour des valeurs finies de l’angle t ,

(27) Il — — k X
kc 4- ke

Les valeurs de X, m, n, fournies par les équations (7), ( 25) et(27),
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sont indépendantes de l’angle d’incidence t . Les coefficients de A,, A„* 

dans les deux dernières, sont, en outre, ainsi que X, indépendants de 

la direction du plan d’incidence, et dépendent uniquement de la 

direction suivant laquelle on a taillé le cristal donné pour obtenir la 

surface réfringente.

Si le cristal donné offre un seul axe optique, la fonction désignée 

par F(î , u, v, w) deviendra une fonction homogène de s2, u2 et e2 h- w2. 

Par suite, la valeur de tirée de la formule (16), sera réduite à une 

fonction de a. Alors aussi l ’on aura

( 2 8 )

On pourra donc supposer

« ; =  u'„, — v'e, X  =  a, lit =  b,

et l’on en conclura

A,= a; (vl» — a), h ^ a ^ X  — a),

en sorte que les formules ( z 5 ) et (26) donneront

(29)

En conséquence, dans les cristaux à un axe optique, les coefficients 

de X, m, n sont liés par les formules (7) et (29) aux quantités a, a', 

a", t , c’est-à-dire à l’angle d’incidence et' aux angles formés avec l’axe 

optique : i°par la normale à la surface réfringente du cristal; 20 par 

la trace du plan d’incidence sur cette surface; 3° par la perpendicu

laire au plan d’incidence. Ajoutons, que les quantités k'e, ju peuvent 

facilement être exprimées en fonctions de a et des sept coefficients 

que renferment, dans les cristaux à un axe optique, les équations 

des mouvements infiniment petits de l’éther, réduites à l’homogé-

m = -

n

kcK,
k'e -t- k\

k ç k 'e  

k e  H- k'e

- ( Jls — a)an ,

(Ji, — a) a,;
m

k . J  k  sui t

— I?..
v'e _  W'e
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néité. C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en détail dans un 

nouvel article.

4 7 1 .

Théorie de la lumière. — Mémoire sur les équations différentielles 

du mouvement de l ’éther dans les cristaux à un et à deux axes 

optiques.
C. R., T. XXXI, p. 338 (g septembre i 85o).

Là méthode dont je me suis servi pour établir les équations diffé

rentielles des mouvements infiniment petits de l ’éther dans un corps 

isophane peut s’appliquer aussi à la recherche de ces équations, 

quand le corps, cessant d’être isophane, se transforme, par exemple, 

on un cristal doublement réfringent. On doit surtout remarquer le cas 

où l’on peut tracer dans ce cristal trois plans principaux et rectangu

laires entre eux, dont chacun le divise en deux parties symétriques. 

Les équations différentielles que j ’obtiens alors renferment un grand 

nombre de paramètres, qui sont encore au nombre de quinze, quand 

on réduit ces équations à l ’homogénéité. Mais, si des trois coefficients 

déterminés dans la séance précédente, et relatifs aux rayons évanes

cents, le dernier est constamment nul, les quinze paramètres dont il 

s’agit seront réduits à neuf, et l ’équation de la surface des ondes ren

fermera six paramètres seulement. Alors le cristal admettra générale

ment, comme‘l’expérience le montre, deux axes optiques renfermés 

dans l’un des plans principaux. 11 y a plus : si le cristal est symétrique 

autour d’un axe, celui-ci sera l’axe optique unique, et dans ce cas les 

neuf paramètres ci-dessus mentionnés se réduiront à quatre, trois 

d’entre eux étant renfermés dans l’équation de la surface des ondes, 

réduite elle-même au système d’un ellipsoïde et d’une sphère, ou plus 

généralement de deux ellipsoïdes qui offriront le même axe de révo

lution.

J’ajouterai ici une remarque qui n’est pas sans intérêt. Supposons
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que Ton fasse tomber un rayon simple de lumière sur la surface exté

rieure d’un cristal doué d’un seul axe optique et taillé parallèlement 

à cet axe. Supposons d’ailleurs le plan d’incidence perpendiculaire à 

l’axe optique, et le rayon incident renfermé dans le plan d’incidence, 

ou, en d’autres termes, polarisé perpendiculairement à ce plan. En 

vertu des formules obtenues dans la séance précédente, ce rayon 

devrait être, sous l’incidence principale, transformé par la réflexion 

en un rayon renfermé ou non dans le plan d’incidence,-suivant que le 

dernier des coefficients correspondants aux rayons évanescents sera 

ou ne sera pas égal à zéro. J’ai été curieux de savoir si, dans le cas 

indiqué, le rayon réfléchi sortait effectivement du plan d’incidence et 

s’il éprouvait une déviation sensible. Les expériences que nous avons 

exécutées, M. Soleil fils et moi, pour résoudre cette question, en 

appliquant à cette recherche le goniomètre de M. Babinet,· muni de 

prismes d.e Nicol, nous ont convaincus que la déviation, si elle existe, 

est très faible, et ne peut guère s’élever au delà d’un degré, ou même 

d’un demi-degré. Les réflexions opérées sous l’ incidence principale, 

et pour des rayons renfermés dans le plan d’incidence, par des surfaces 

quelconques do cristaux à un ou à deux axes optiques, nous ont paru 

aussi ne pas produire de déviation sensible. Si j ’avais à ma disposition 

un appareil qui permît d’atteindre une grande précision, spécialement 

l’appareil de M. Jamin, je n’hésiterais pas à en user pour répéter nos 

expériences. Car, ainsi que je l’expliquerai plus en détail dans un 

autre Mémoire, il est très important, sous le rapport théorique, de 

savoir si la déviation existe, ou si elle n’offre qu’une valeur qui puisse 

être négligée dans les calculs.

Analyse.

Supposons qu’un mouvement infiniment petit du fluide éthéré se 

propage dans un cristal. Représentons, au bout du temps t, par yj, 

les déplacements d’une molécule d’éther, mesurés parallèlement à 

trois axes rectangulaires des x , y, z, et posons, pour abréger,

s -—. D¿, u. —  ̂1)#, e Dj, w — IL*

O E u v r e s  d e  C · —  S. t, t. XI. 36
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D’après ce qui a été dit dans un précédent Mémoire, les équations 

différentielles d’un mouvement infiniment petit de l’éther pourront 

être supposées réduites à la forme

(1) «*£=·&, =  =

a;, g, % désignant trois fonctions linéaires et homogènes de Yj, 1, 

qui seront en même temps des fonctions entières de u, v, w, compo

sées d’un nombre fini ou infini de termes. De plus, si l’on nomme a 

le déplacement d’une molécule d’éther, mesuré parallèlement à un 

nouvel axe qui forme avec ceux des x ,y ,  z des angles dont les cosinus 

soient a, b, c, on aura
è

(2) « = : « £ +  bt\ -h cÇ;

par conséquent, en vertu des formules (i),

(3 )  ' ^ 8  =  8,

la valeur de 8 étant donnée par la formule

(4) S =  aX +  b3  +  c%.

Ajoutons que les équations (1) et ( 3 ) continueront de subsister si 

l’on y considère les lettres £, Y], Ç, a comme représentant, non plus des 

déplacements effectifs des molécules éthérées, mais les déplacements 

symboliques correspondants, et même, si l ’on y considère, en outre, 

s, u, v, w comme représentant, non plus les symboles de dérivation D„ 

D ,̂ Dy, t>z, mais les coefficients des variables indépendantes dans 

l’exponentielle caractéristique

çux+vy+wz—st

correspondante à un mouvement simple de l’éther.

Si maintenant on veut attribuer au cristal donné la faculté de pro

pager de la même manière et suivant les mêmes lois les mouvements 

simples de l’éther de part et d’autre de chacun des trois plans coor

donnés, il suffira évidemment d’assigner à la fonction de a, b, c, u, v, 

w, Y)’, '( désignée par s une forme telle que la valeur de a déterminée
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par la formule ( 3 ) demeure invariable après un changement opéré 

dans le sens suivant lequel se mesurent les coordonnées parallèles à 

un seul axe, ou, ce qui revient au même, dans le signe de ces coor

données. Mais, si l ’on change, par exemple, le signe des coordonnées 

parallèles à l’axe des x , on devra changer a en — a, u en — u, et \ 

en — £. Donc un tel changement devra laisser inaltérable la valeur 

de s, et cette valeur ne devra pas non plus être altérée, si l ’on change 

simultanément ou b èn — b, v en — v, y) en — y], ou bien c en — c, 

w en — w, £ en —

D’autre part, la valeur de §, dans l’équation (3 ), est nécessairement 

une fonction linéaire homogène, non seulement de a, b, c, mais 

encore de l,  yj, Ç. Donc elle se compose de neuf parties respectivement 

égales aux produits
a l , b\, c l
an , bn, en,

«ç, b ï , <*,

multipliés par neuf fonctions entières de u, v, w. Or, des neuf produits 

compris dans le Tableau ( 5), trois, savoir,

al, b-n, cÇ,

restent invariables quand on change simultanément le sens dans 

lequel se mesurent les coordonnées parallèles à un axe quelconque. 

Donc, pour que la condition ci-dessus énoncée soit remplie, il faudra 

que, dans la valeur de s, ces trois produits se trouvent multipliés par 

trois fonctions paires de u, v, w. Quant aux deux produits

en,

ils changeront de signe quand on changera les signes des coordonnées 

parallèles à Taxe des y  ou des z, mais resteront invariables quand on 

changera les signes des coordonnées parallèles à l’axe des x . Donc, 

dans la valeur de S, ces produits devront être multipliés par des fonc

tions paires de u, qui soient en même temps des fonctions impaires 

de v et de w. En d’autres termes, les produits èÇ, crj devront être, 

dans la valeur de S, multipliés par le produit vw et par des fonctions
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paires de u, e, w. Pareillement on devra, dans la valeur de s, multi

plier les produits
cl, «Ç

par le produit wu et par des fonctions paires de u, e, w, enfin les pro

duits
ar], b\

par le produit uv et par des fonctions paires de u, v, w. Donc, pour 

que le cristal donné ait la faculté de propager de la même manière et 

suivant les mêmes lois les mouvements simples de l’éther de part et 

d’autre de chacun des plans coordonnés, il suffira que la valeur de s 

soit de la forme

(6)  I
| +  w (6 $ Ç H -c ® ,Yî) +  w 'i i (c^ -+ -a^ Ç )- f -«e (aa .rM -6 iR . '0 .

£, 31L, îTCj, ¿a, <ÿ, étant des fonctions entières et paires de u, 

v, w, par conséquent des fonctions entières de u2, e2, w2.

La valeur de ê étant ainsi déterminée, on pourra en conclure immé

diatement la forme que devront prendre, dans l’hypothèse admise, 

les équations (x). Pour y parvenir, il suffira de réduire, dans la 

formule ( 3), jointe aux équations ( 4 ) et (6), deux des cosinus a, 

b, c à zéro et le troisième à l’unité. En prenant successivement pour 

celui-ci a, b et c, on obtiendra les trois équations

s2l  =  - i l l  H -  u v S K .fi  - t -

que l’on peut écrire comme il suit :

(7) (52- 31U)n =  <>

( (s2— X  )Ç = w (u^ l + v 9 'n).

Telles sont les formules qui paraissent devoir représenter générale

ment le mouvement de la lumière dans un cristal divisible en deux 

parties symétriques par l’un quelconque de trois plans rectangulaires 

entre eux.
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Si l’on veut réduire à l ’homogénéité les équations (7), comme on 

peut généralement le faire dans une première approximation, les 

coefficients
9 , % A, 9 ', A ,

réduits à des constantes, représenteront six paramètres distincts, 

tandis que les coefficients £, 3TL, réduits à des fonctions linéaires 

et homogènes de u2, c2, w2, renfermeront neuf autres paramètres. 

Donc alors les équations (7) renfermeront quinze paramètres. Ces 

quinze paramètres peuvent d’ailleurs être réduits à neuf dans les 

équations (7) et à six dans l’équation de la surface des ondes, sous la 

condition que nous avons indiquée dans le préambule, et que nous 

examinerons de nouveau dans un autre article.

4 7 2 .

O p t iq u e  m a t h é m a t iq u e .

C. R., T. XXXI, p. (16 septembre i 85o).

M. Augustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire sur la 

réflexion et la réfraction opérées par la surface extérieure d ’un cristal à 

un ou deux axes optiques, et démontre la propriété que possède une 

telle surface de transformer, sous certaines conditions, un rayon 

simple renfermé dans le plan d’incidence et réfléchi sous l’incidence 

principale, en un rayon doué de la polarisation elliptique.

4 7 3 .

C. R., T. XXXI, p. 509 (7 octobre i 85o).

M. Augustin Cauchy dépose sur le bureau un „exemplaire de son 

Mémoire sur les lois de la réflexion et de la réfraction opérées par la sur-
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face extérieure d ’un cristal à un ou à deux axes optiques. Ce Mémoire 

doit paraître dans le XXIIIe Volume des Mémoires de l ’Académie.

Théorie de la lumière. — Mémoire sur un nouveau phénomène

de réflexion.

C. R., T. XXXI, p. 53a (i4 octobre i85o).

Supposons qu’un corps transparent étant terminé par une surface 

plane, on fasse tomber sur cette surface un rayon simple de lumière 

dont le plan de polarisation soit perpendiculaire au plan d’incidence. 

Si le corps donné est isophane, le rayon réfléchi sera lui-même pola

risé rectilignement et perpendiculairement au plan d’incidence. Mais, 

en vertu des principes exposés dans un précédent Mémoire, il en sera 

autrement si le-corps, cessant d’être isophane, est, par exemple, un 

cristal à un ou deux axes optiques. Alors, en effet, un rayon doué de 

la polarisation rectiligne et polarisé perpendiculairement au plan 

d’incidence pourra être transformé par la seule réflexion en un rayon 

polarisé dans un nouveau plan, ou même doué de la polarisation ellip

tique. Ce singulier phénomène subsiste d’ailleurs sous certaines con

ditions que le calcul met en évidence; et, en admettant,, comme l’ex

périence l’indique (page 281), que le dernier des coefficients relatifs 

aux rayons évanescents s’évanouit, j ’établis la proposition suivante :

Théorème. — La réflexion opérée par la surface extérieure d ’un cristal 

à un ou à deux axes optiques transforme un rayon doué de la polarisa

tion rectiligne, et polarisé perpendiculairement au plan d ’incidence, en 

un rayon polarisé lui-même perpendiculairement à ce plan, quand les 

deux rayons réfractés se réduisent à un seul, ou bien encore quand le 

plan d ’ incidence renferme les directions des vibrations lumineuses dans 

l ’un des rayons réfractés. Dans toute autre hypothèse, la réflexion trans-
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forme un rayon polarisé rectilignement dans un plan perpendiculaire au 

plan d ’incidence en un rayon polarisé dans un nouveau plan, ou même 

doué de la polarisation elliptique.

Le phénomène sera surtout sensible pour l’incidence correspon

dante au minimum d’amplitude des vibrations de l’éther mesurées 

dans le rayon réfléchi parallèlement au plan d’incidence. Alors l’angle 

d’incidence, réduit à ce qu’on peut appeler l'incidence principale, aura 

pour tangente une quantité peu différente du rapport entre les sinus 

des angles formés par la surface réfringente avec les plans des ondes 

incidentes et réfractées.

Des expériences que nous avons exécutées, M. Soleil fils et moi, en 

faisant usage de l ’appareil de M. Jamin, nous ont paru confirmer les 

prévisions de la théorie, et manifester la polarisation elliptique dans 

le cas énoncé. Celles que nous avons dû considérer comme les plus 

concluantes ont été faites avec la lumière solaire.

Mon Mémoire contient les formules qui fournissent les lois du phé

nomène. Il paraîtra prochainement dans le Recueil des Mémoires de, 

l ’Académie.

4 7 5 .

T héorie de la lumière. — Note relative aux rayons réfléchis sous l ’inci

dence principale, par la surface extérieure d'un cristal à un axe 

optique (communication verbale).

C. R., T. XXXI, p. 666 ( n  novembre i 85o).

Supposons qu’un cristal à un axe optique étant terminé par une 

surface plane on fasse tomber sur cette surface un rayon simple de 

lumière, dont le plan de polarisation soit perpendiculaire au plan 

d’incidence. On pourra déduire de la théorie exposée dans mes précé

dents Mémoires l'incidence principale, c’est-à-dire l’incidence pour 

laquelle la lumière réfléchie et polarisée perpendiculairement au plan
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d’incidence devient un minimum. C’est ce que j ’ai fait; et, en opérant 

ainsi, je suis arrivé à cette conclusion remarquable, déjà indiquée par 

des expériences de M. Seebeck, que dans le cas où la surface exté

rieure du cristal étant parallèle à l’axe optique, le plan d’incidence est 

perpendiculaire à cet axe, Y incidence principale a pour tangente l ’indice 

de réfraction ordinaire. De plus, en admettant, comme l’expérience 

porte à le croire, que le coefficient d’extinction du rayon évanescent 

est très considérable et indépendant de l’angle formé par la surface 

réfléchissante avec l’axe optique, et en négligeant les carrés des para

mètres très petits compris dans les équations du mouvement de 

l’éther, j ’ai obtenu, pour les variations de l’incidence principale, 

une fonction homogène du second degré des cosinus des trois angles 

formés par l’axe optique avec la normale à la surface réfléchissante, 

la trace de cette surface sur le plan d’incidence et la normale au 

plan d’incidence. Enfin, en admettant, comme l’expérience l ’indique 

encore, que cette fonction devient un maximum ou un minimum 

quand, le plan d’incidence étant confondu avec la section principale, 

la surface réfléchissante est perpendiculaire ou parallèle à l ’axe 

optique, j ’obtiens une formule qui s’accorde très bien avec les résul

tats d’observation donnés parM. Seebcck, dans un Mémoire que ren

ferment les Annales de Poggendorff, et que notre confrère M. Régnault 

a rappelé dans ses Leçons au Collège de France.

4 7 6 .

T h é o r i e  d e  l a  l u m i è r e . — Note sur la réflexion d ’un rayon de lumière 

polarisée à la surface extérieure d ’un corps transparent.

G. R., T. XXXI, p. 766 (2 décembre i 85o).

Supposons qu’un corps transparent étant terminé par une surface 

plane on fasse tomber sur cette surface, et sous une incidence quel

conque, un rayon de lumière doué de la polarisation rectiligne. Sup-
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posons encore que le plan de polarisation coïncide avec le plan d’in ' 

cidence, ou lui soit perpendiculaire. Si le corps transparent est 

isophane, le rayon réfléchi sera polarisé dans le même plan que le 

rayon incident. Ce résultat de l’expérience se trouve, comme l’on sait, 

d’accord avec la théorie que j ’ai donnée. Celle-ci conduit, en outre, 

à la proposition générale que je vais transcrire.

T h é o r è m e . — Le rayon incident étant supposé, comme ci-dessus, 

polarisé dans le plan d ’incidence ou dans un plan perpendiculaire, si le 

corps transparent donné, au lieu d'être isophane, est un cristal à un ou à 

deux axes optiques, le rayon réfléchi pourra être généralement considéré 

comme résultant de la superposition de deux autres rayons polarisés, l ’un 

dans le plan d  incidence, l ’autre perpendiculairement à ce plan. L’un de 

ces deux derniers ne disparaîtra que dans certains cas spéciaux indiqués 

parles formules.

Si, pour fixer les idées, on suppose que le corps transparent soit un 

cristal à un axe optique, qui remplisse les conditions indiquées dans 

ia Note du it  novembre, les deux rayons qui, d’après le théorème, 

concourront par leur superposition à former le rayon réfléchi, subsis

teront l’un et l’autre, à moins que le plan d’incidence ne soit ou paral

lèle ou perpendiculaire à la section principale.

Ces conclusions sont conformes à des expériences que M. Soleil fils 

a faites et à d’autres que nous avons exécutées ensemble avec le gonio

mètre de M. Babinet muni de prismes de Nicol.

m .

T h é o r ie  d e  l a  l u m iè r e . — Note sur les vibrations transversales de Véther 

et sur la dispersion des couleurs.

, C. R., T. XXXI, p. 842 (23  décembre i 85o).

L’un de nos confrères, M. Arago, m’a exprimé Je désir de voir la 

théorie mathématique des divers phénomènes lumineux, et en parti-

OEuvres de C . —  S. I, t. XI. Zq
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culicr celle de la dispersion des couleurs, présentée sous une forme 

simple et facile à saisir. A la vérité, cette dernière théorie se trouve 

comprise dans les formules que renferme mon Mémoire sur la disper

sion, et que j ’ai développées dans les Leçons données au Collège de 

France les 19 et 22 juin i 83o. Mais il importait d’en rendre l’étude 

aisément accessible à tous les amis des sciences. Ayant cherché les 

moyens de satisfaire ainsi au vœu de notre illustre confrère, j ’ai été 

assez heureux pour réduire à quelques notions et propositions élé

mentaires, l’analyse à l’aide de laquelle j ’ai démontré, d’une part, la 

légitimité de l’hypothèse des vibrations transversales, attribuées par 

Young etFresncl au fluide éthéré ; d’autre part, les lois de la disper

sion des couleurs. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Suivant Young et Fresnel, lorsqu’un rayon de lumière doué de la

polarisation rectiligne se propage dans un milieu transparent et iso-

phane, un atome d’éther primitivement situé sur la direction du rayon

exécute des vibrations transversales, c’est-à-dire perpendiculaires à

cette direction et parallèles à un certain axe fixe. En vertu de ces

vibrations, le déplacement de chaque atome est proportionnel au

sinus, ou bien encore au cosinus d’un angle variable appelé phase,

et représenté par une fonction linéaire du temps et de la distance qui
*

sépare l’atome d’un plan fixe perpendiculaire au rayon donné. Alors 

les atomes dont les déplacements sont les mômes au meme instant 

appartiennent à des plans équidistants et parallèles au plan fixe, qui 

divisent l’espace en tranches ou ondes planes; et, si l’on prend pour . 

axe des abscisses une droite parallèle à la direction du rayon, les coef

ficients du temps et de l’abscisse d’un atome dans la phase seront 

équivalents, au signe près, aux rapports qu’on obtient quand on 

divise la circonférence dont le rayon est l’unité, par la durée d ’une 

vibration atomique et par l’épaisseur d'une onde plane, ou, en d’autres 

termes, par la longueur d’ une ondulation.

D’autre part, un système d’atomes sera ce qu’on a nommé un système 

réticulaire, si ces atomes sont distribués à égales distances les uns des 

autres sur trois systèmes de droites parallèles aux intersections ros-
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. pectives'de trois plans fixes. Alors, autour d’un premier atome, les 

autres pris deux, à deux coïncideront avec les extrémités de droites 

dont le premier sera le milieu, et deviendront, par rapport à celui-ci, 

ce qu’on peut appeler des atomes conjugués.

Cela posé, on établira sans peine la proposition suivante :

T héorème I. — Si l ’on imprime à un système réticulaire d ’atomes des 

vibrations transversales et perpendiculaires à un axe fixe, qui constituent 

un mouvement par ondes planes, non seulement le déplacement d ’un 

atome variera généralement quand on passera de cet atome à l ’un quel

conque de deux atomes conjugués, mais, de plus, les variations du dépla

cement correspondantes aux deux atomes conjugués formeront une somme 

équivalente, au signe près, au double produit du déplacement du premier 

atome par le sinus verse de la variation de la phase.

De ce premier théorème combiné avec le principe de d’Alembert, 

on déduit immédiatement cette autre proposition :

T héorème II. — Un mouvement vibratoire infiniment petit, à vibrations 

transversales et par ondes planes, est du nombre de èeux que peut acqué

rir un système réticulaire d ’atomes sollicités par des forces d ’attraction ou 

de répulsion mutuelle et situés à égales distances les uns des autres sur 

trois systèmes de droites parallèles à trois axes rectangulaires.

Ce second théorème suffit pour établir la légitimité de l’hypothèse 

des vibrations transversales de l’éther dans.les rayons lumineux.

Enfin, dans un mouvement à vibrations transversales du système 

réticulaire, la force capable de produire le mouvement observé de 

chaque atome se réduit, au signe près, au produit du déplacement de 

cet atome par le carré du coefficient du temps dans la phase; et si la 

résultante des actions exercées sur ce premier atome par deux atomes 

conjugués est projetée sur la direction du'déplacement, la projection 

sera proportionnelle, d’une part, au déplacement du premier atome, 

d’autre part, au sinus verse de la variation que subit la phase dans 

le passage du premier atome à l’un des deux autres; d’ailleurs, cette
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variation croît proportionnellement au coefficient de l’abscisse dans 

la phase. Donc, en vertu du principe de d’Alembert, le coefficient du 

temps et le coefficient de l’abscisse dans la phase sont liés entre eux 

par une équation qui fait dépendre la durée des vibrations atomiques de 

la longueur d ’ondulation. Cette équation est précisément celle qui ren

ferme la théorie du phénomène de la dispersion, et qui fait connaître 

les lois de ce phénomène.

4 7 8 .

Calcul intégral. — Mémoire sur les fonctions irrationnelles.

C. R., T. XXXII, p. 68 (20 janvier i 8 5 i).

Soient x , y  les coordonnées rectangulaires d’un point mobile Z, et 

posons
Z  —  X - ^ r \ y ,

i étant une racine carrée de — i. Le point Z sera complètement déter

miné quand on connaîtra la coordonnée imaginaire z. Soient encore

U, V, w , . . .

N variables assujetties à vérifier N équations simultanées 

U— o, F — o, W =  o,

' U, V, W, . . .  étant des fonctions toujours continues de z, u,v, w........

Alors
U9 P, w >

seront des fondions irrationnelles de z, dont chacune, u par exemple, 

offrira généralement, pour une valeur donnée de z, plusieurs valeurs 

distinctes u2, u3........  ♦

Soit ug l ’une quelconque de ces valeurs; ug sera une fonction de s, 

qui variera, par degrés insensibles, avec la variable z, en demeurant 

complètement déterminée, tant que z n’atteindra pas une valeur pour
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laquelle ug deviendra ou infini, ou équivalent à un autre terme uh de 

la suite
U U  £¿2?· £¿3» · · · ♦

Soient d’ailleurs c, c', c", . . .  les valeurs réelles ou imaginaires de s 

qui rempliront l ’une de ces dernières conditions, et C, C’ , C", . . .  les 

points correspondants à ces mêmes valeurs de s. Si le point mobile Z 

vient à décrire une courbe continue et fermée, tellement choisie que 

les points C, C', C", . . .  soient tous extérieurs à cette courbe, u„, 

u3, . . .  resteront, pendant le mouvement du point Z, fonctions con

tinues de 5, et chacune de ces fonctions reprendra sa valeur primitive 

au moment où le point mobile Z reprendra sa position initiale. Si, au 

contraire, quelques-uns des points C, C', C", . . .  sont intérieurs à la 

courbe fermée dont il s’agit, un terme ug de la suite

«1, £¿2? · · ·

ne reprendra pas toujours la même valeur, quand le point Z reprendra 

sa position initiale. Cela posé, il semble au premier abord qu’il ne soit 

pas possible de séparer les unes des autres les diverses valeurs de u 

considéré comme fonction de s, tant que la valeur de s reste indéter

minée. Néanmoins, pour éviter la confusion et rendre faciles à saisir 

les calculs qui se rapportent aux fonctions irrationnelles, il importait 

d’effectuer cette séparation. J’y parviens de la manière suivante : 

Après avoir déterminé les divers points C, C', C", . . .  correspon

dants aux valeurs c, c', a", . . .  de la variable z, je trace les prolon

gements indéfinis CD, C'D', C^D" des rayons vecteurs menés d’un 

centre fixe O aux points C, C', C", . . .  ; puis, j ’assujettis chacune des 

fonctions
U u  £¿2* * · *

à varier avec s par degrés insensibles ou, en d’autres termes, à rester 

fonction continue de z, tandis que le point Z se meut lui-même par 

degrés insensibles dans le plan des x, y , sans que jamais il lui soit 

permis d’atteindre les prolongements CD, C’D', G"D", . . . ,  dont il 

pourra toutefois s’approcher indéfiniment. Comme, dans un tel mou-
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vement, les droites CD, CD ', C"D", . . .  peuvent être comparées à des 

obstacles devant lesquels le point mobile s’arrêterait, sans pouvoir 

jamais les franchir, j ’appellerai ces droites lignes d ’arrêt, et leurs ori

gines C, C\ C", . . .  points d ’arrêt. Le point O lui-même sera ce que je 

nommerai centre radical.

Les diverses valeurs de u étant ainsi distinguées les unes des autres, 

les principes établis dans divers Mémoires que j ’ai publiés en 1846, 

spécialement dans les Mémoires des 12, 19 et 26 octobre ( ') ,  s’ap

pliquent avec la plus grande facilité à la recherche des relations qui 

existent entre les diverses valeurs de l’intégrale rectiligne J u d z ,  

étendue à tous les points d’une ligne droite, et de l’ intégrale cur

viligne J u D szds, étendue à tous les points d’une courbe PQR, dont 

l’arc, parcouru dans un certain sens, est désigné par s; et d’abord, 

en vertu de la formule ( i 5) du Mémoire du 26 octobre, si PQR est 

une courbe qui ne coupe aucune ligne d’arrêt, l ’ intégrale

S — f  uDszds,

étendue à  tous les points de la courbe PQR, sera simplement la différence 

entre les deux valeurs qu’acquiert l ’intégrale rectiligne J ' udz, quand on 

l ’étend : i° à  tous les points du rayon vecteur OR; 20 à  tous les points du 

rayon vecteur OP. Donc l ’intégrale curviligne s ne différera pas de l ’in

tégrale J ' u dz, étendue à  tous les points de la corde PR, si cette corde elle- 

même ne coupe aucune des lignes d ’arrêt.

Supposons, maintenant, que la courbe PQR, dont l’origine est au 

point P et l’extrémité au point R, coupe successivement les rayons 

vecteurs
OC'D', OC"D", . . . ,  OC<«>D<"0 

indéfiniment prolongés; et soient

Q', Q", Q<">

les points d’ intersection. La courbe PQR se trouvera divisée en plu

sieurs parties, et l ’intégrale s en parties correspondantes, dont cha-
?

C ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. X, p. 153 à 196.
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cune se déterminera immédiatement à l’aide du théorème que je viens 

de rappeler. Seulement, si, au moment où le point mobile Z part de 

la position initial« P, la fonction u se confond avec le terme ug de la 

suite
Ui> U3, · · · )

et si le point Q' est situé, non sur le rayon vecteur OC', mais sur 

son prolongement, c’est-à-dire sur une ligne d’arrêt, la même fonc

tion u, supposée continue, se confondra généralement avec un nou

veau terme uh de la suite n2, ui> ■ ··> après que le point mobile Z 

aura franchi la position Q', le nombre h se réduisant toujours au 

nombre g dans le cas où Q' serait un point du rayon vecteur OC'. 

Cela posé, on pourra généralement énoncer la proposition suivante :

T héorème I. — Supposons que le point mobile Z, en partant de la posi

tion P, décrive une courbe continue quelconque PQR, dont l ’arc mesuré 

dans le sens du mouvement soit représenté par s ; et nommons

Q', Q", ··. ,  Q("°

les points d’ intersection successifs de cétte courbe avec les lignes d ’arrêt 

quelle rencontre, ou avec les rayons vecteurs dont ces lignes sont les pro

longements. Supposons encore que, la fonction irrationnelle u venant à 

varier avec z d ’une manière continue, on nomme

llg, U/l9 . · . y ll/l *

ceux des termes de la suite , u.2, u3, . . .  avec lesquels elle coïncide quand 

le point mobile Z parcourt successivement les portions de courbe

l’intégrale curviligne

PQ', Q'Q", · · · ,  Q("i,R;

S =  J u Y ) s z ds,

étendue à tous les points de la courbe PQR, sera la somme des valeurs de 

l ’ intégrale rectiligne j 'u d z  correspondantes aux cordes des portions de 

courbe dont il s’agit, c’est-à-dire aux droites
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Il est important d’observer que la valeur de S, déterminée par le 

théorème précédent, ne variera pas si l’on fait mouvoir l ’extrémité 

commune Q' des deux cordes PQ', Q'Q", en rapprochant indéfiniment 

cette extrémité du point d’arrêt C', sans lui faire franchir ce dernier 

point. En effet, supposons le point Q' remplacé par un autre point q' 

situé sur la droite Q'C', entre Q' et C'. La valeur de l’intégrale J u d z , 

correspondante à la droite PQ', sera la somme des valeurs de la même 

intégrale correspondantes aux droites Pq', q'Q'. Pareillement, la 

valeur correspondante à la droite Q'Q" sera la somme des valeurs 

correspondantes aux deux droites Q'q', q'Q"; et, comme les deux 

droites q'Q', Q'q'coïncident, mais sont censées parcourues en sens 

inverses par un point mobile, les deux intégrales correspondantes à 

ces droites seront égales, au signe près, mais affectées de signes con

traires; et par suite la somme des valeurs de J u d z ,  correspondantes 

aux droites PQ', Q'Q", ne différera pas de la somme des valeurs cor

respondantes aux deux droites Pq', q'Q". On prouvera de même.que 

l’on peut, sans altérer la valeur de s , rapprocher indéfiniment le 

point Q" du point C", . . . ,  le point Q(m) du point Cw . Il y a plus : si les 

produits
( z  —  c ' ) u ,  ( z — c " ) u ,  ( Z —

conservent des valeurs finies, le premier pour z — c', le second pour 

z =  c", . , . ,  le dernier pour z =  c{m\ les valeurs de J u d z  correspon

dantes aux droites
PC', C'C\ C''«)R

seront toutes finies, et par suite on pourra sans inconvénient faire 

atteindre aux points Q', Q", . . . ,  Q(m), devenus mobiles, les posi

tions C', C", . . . ,  C(w) dont ils s’approchent indéfiniment. On peut 

donc énoncer la proposition suivante :

T héorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 

si les produits
( z  —  c')u, ( Z —  c")u, { z  —  cO»))i(

s’évanouissent, le premier pour z — c, le second pour z — c", le der-
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. n ie r  p o u r  z  —  c"l), l ’ in té g r a le  c u rv ilig n e  s sera  la  so m m e d es va leu rs de  

l ’ in té g r a le  J u  d z  co rresp o n d a n tes a u x  d ro ites

PC', C'C", . . . ,  C(m)R.

En vertu de ce théorème, l’intégrale curviligne S relative à une 

courbe continue OPR se décompose en intégrales rectilignes, dont 

une seule dépend de l’origine P de la courbe, une seule de l’extré

mité R de la même courbe, les autres intégrales rectilignes étant 

indépendantes des positions des deux points extrêmes.

Si le point R coïncide avec le point P, la courbe continue PQR sera 

une courbe fermée. Si, de plus, on a

Ujl ~  Ugy

la somme des valeurs de J 'u  d z  correspondantes aux deux droites C!'H)P, 

PG' sera précisément la valeur correspondante à la droite C("¡)C\ et l’on 

obtiendra la proposition suivante :

T h é o r è m e  III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 

si la courbe PQR est fermée, en sorte que ses extrémités P, R coïncident, 

et si de plus la fonction u reprend la même valeur quand le point mobile Z 

reprend sa position initiale P, l ’ intégrale curviligne §, devenue indépen

dante de la position du point P, sera la somme des valeurs de l ’ intégrale 

rectiligne j  u dz correspondantes aux droites

C'C", C"(7 , C(m)C'.

Il est bon d’observer que dans chaque intégrale rectiligne on peut 

introduire à la place de la variable s une variable réelle G dont les 

limites soient zéro et l ’unité. Ainsi, par exemple, l ’intégrale recti

ligne J u d z ,  étendue à tous les points de la droite C'C", ou, en d’autres 

termes, l’intégrale définie

se réduira simplement au produit

CEuvres de C . —  S. I» t .X I . 38
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si l ’on pose
sz=c'+{c" — c,)6.

Par suite, si l’on nomme s 0, z, les valeurs de z correspondantes aux 

extrémités P, R de la courbe PQR, et z', z", . . . ,  z[m) les valeurs de z 

correspondantes aux points intermédiaires Q', Q", · · · » Q(m)> 1 int®_ 

grale curviligne s =  j d s ,  étendue à tous les points de la courbe, 

pourra être, en vertu du théorème I, déterminée, non seulement par 

l’équation

S ”  u g dz -H ̂  W/t dz + . . .  M- ̂  un dz>

mais encore par la formule

la valeur de 0  étant

S — f  Q dô,

0 — ( Z f —  Zq ) U g +  ( z " —  z ’ ) Ufr-h (-Sj — Miiy

et la variable z devant être remplacée, dans le facteur ug par la somme 

z 0 -+- G(V — z 0), dans le facteur uh par la somme 5'-+- 0(s" — -')» · · · > 

dans le facteur un par la somme s(m)-i- 0(5, — s(m)). Si d’ailleurs les 

produits
(3  —  c ' ) u ,  (z  —  c ") u,  . . . ,  ( z  —  C(m))«

s’évanouissent, le premier pour s — c\ le second pour z =  c", . . .  , 1e 

dernier pour 5 =  c{m), ori pourra, dans la valeur de 0 , réduire z' à c', 

z" à c", . . . ,  z[m) à c[m).

Si, les produits (z  — c)u,  {z — c")u, . . .  cessant de satisfaire à la 

condition énoncée, u renfermait les termes de la forme

/ ' /" /(»u

z  —  c ' ’ z  —  c ll> ’  z  —  c('" ‘ ’

alors, en désignant par u la somme de ces termes, et supposant que 

la condition énoncée fût remplie dans le cas où la différence u — u 

serait substituée à la fonction u, on pourrait aisément calculer la 

valeur de S relative à la fonction u, en la déduisant de la valeur rcla-
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tive à la fonction u — u, et, pour déduire la première de la seconde, 

il suffirait, d’après ce que j ’ai dit ailleurs, d’ajouter à celle-ci plu

sieurs termes de la forme

± 2 7 r / 'i ,  ± 2  7T/"i,

chaque double signe se réduisant au signe -+- ou au signe — , suivant 

que le mouvement de rotation du rayon vecteur OZ serait direct ou 

rétrograde, au moment où le point mobile Z passerait par la posi

tion P' ou P " ,__

Enfin, si, pour des valeurs de z voisines de c', la fonction u se 

décompose en trois parties, dont l’une soit de la forme

r

en sorte qu’on ait
/'

“ =  r z + ? +  x»

les fonctions <p, ^ étant telles que les deux produits

( z  —  c')<p, (z  —  c')%

deviennent, le premier nul, le second infini pour s =  c', et le second

nul pour une valeur infinie de z; alors, après avoir débarrassé la
r

fonction u du term e;---- ,> on pourra, dans la détermination de s,

effectuée à l’aide du théorème I, commencer par substituer aux 

droites PQ', Q'Q", les droites Pq', q'Q", q' étant un point situé sur la 

droite Q'C', à une distance infiniment petite du point C '; puis, afin 

de réduire à des quantités finies les valeurs des intégrales correspon

dantes aux droites Pq', q'Q", on ajoutera à la première intégrale, et 

l’on retranchera de la seconde la valeur de f% d z  correspondante à 

q'r', r' étant un nouveau point que l ’on supposera situé sur le prolon

gement de C'q', et qui pourra coïncider avec le centre radical, ou 

s’éloigner à une distance infinie de C'.

En opérant de la même manière dans tous les cas analogues, on 

réduira la détermination de s à l’évaluation d’intégrales rectilignes,
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qui offriront toutes des valeurs finies, et parmi lesquelles deux seule

ment dépeindront des positions des points extrêmes de la courbe 

donnée PQR.

Les théorèmes énoncés dans cet article supposent évidemment que 

le rayon vecteur mobile OZ ne peut jamais décrire un angle supérieur 

à deux droits, tandis que son extrémité Z parcourt, en partie ou en 

totalité, l’un quelconque des arcs PQ', Q'Q", . . . ,  Q('n,R. Il pourrait 

arriver que cette condition cessât d’être remplie pour l’un de ces 

mêmes arcs; mais il serait facile de le partager en deux autres dont 

chacun satisferait à la condition dont il s’agit.

Dans un autre article, j ’appliquerai les théorèmes ci-dessus énoncés 

à des cas spéciaux; je dirai en même temps quels sont les points de 

contact et les différences qui existent entre mes’ recherches, soit an

ciennes, soit nouvelles, et un Mémoire très remarquable dontM. Pui-, 

seux m’a parlé. Ce Mémoire, qu’il se propose'de présenter aujour

d’hui môme à l’Académie, s’appuie, d’une part, sur les propriétés des 

fonctions irrationnelles traitées par lui dans un précédent Mémoire 

déjà publié en partie (voir le Journal de Mathématiques de M. Liou- 

ville, t. XV, p. 365 , année i 85o); d’autre part, sur la notion des inté

grales rectilignes et curvilignes des équations différentielles, pré

sentée pour la première fois aux géomètres, dans mes Mémoires 

de 18/;6.

4 7 9 .

C. R., T. XXXII, p. 126 (3 février i 85i).

M. A ugustin Cauciiy présente à l’Académie la suite de ses recherches 

sur les fonctions rationnelles et sur leurs intégrales définies. Dans ce 

nouveau Mémoire, M. Cauchy applique les principes établis dans la 

séance du 26 octobre 1846, à la détermination des intégrales curvi

lignes dans lesquelles la fonction sous le signe J  est une racine d’une 

équation algébrique quelconque, et détermine dans le cas le plus
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général le nombre des indices de périodicité, ou, en d’autres termes, 

des périodes distinctes qui peuvent être ajoutées à une telle intégrale. 

Il est ainsi conduit à un théorème qu’on peut énoncer comme il suit :

u étant une fonction donnée de z déterminée par une équation algé

brique du degré m, si l ’on désigne par w, l ’une des valeurs de u, par u2, 

u3, . . . ,  Mjj, celles dans lesquelles u{ peut se transformer en variant avec z 

par degrés insensibles, par n le nombre total des points d ’arrêt, enfin 

par v le nombre total des substitutions circulaires correspondantes à ces 

points, et formées avec les termes u{, u.,, . . . ,  (quelques-unes de ces

substitutions pouvant être censées renfermer chacune un seul terme, et se 

réduire, par suite, à l ’unité), le nombre des périodes distinctes qui pour

ront être ajoutées à l ’intégrale J u Kdz prise entre deux limites données 

( abstraction faite des périodes exprimées par des résidus de la fonction u) 

sera généralement (« — — (v — i).

48 0 .

A nalyse algébrique. — Sur les fonctions de variables imaginaires.

C. R., T. XXXII, p. 1 6 0  (io février 1 851 ).

La théorie des fonctions de variables imaginaires présente des ques

tions délicates qu’il importait de résoudre, et qui ont souvent embar

rassé les géomètres. Mais toute difficulté disparaîtra si, en se laissant 

guider par l’analogie, on étend aux fonctions de variables imaginaires 

les définitions généralement adoptées pour les fonctions de variables 

réelles. On arrive ainsi à des conclusions, singulières au premier 

abord, et néanmoins très légitimes, que j ’indiquerai en peu de mots.

Deux variables réelles sont dites fonctions l’une de l’autre, lors

qu’elles varient simultanément de telle sorte que la valeur de l’une 

détermine la valeur de l’autre. Si les deux variables sont censées 

représenter les abscisses de deux points assujettis à se mouvoir sur
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une même droite, la position de l’un des points mobiles déterminera 

la position de l’autre, et réciproquement.

Ajoutons que le rapport différentiel de deux variables réelles est 

une quantité généralement déterminée, et qui néanmoins peut cesser 

de l ’être pour certaines valeurs particulières des variables. Ainsi, par 

exemple, le rapport différentiel de y à x  deviendra indéterminé pour 

x  =  o, si l’on suppose
. I

y x  sin — ·J x

Concevons maintenant que, x , y  étant des variables réelles et indé

pendantes l’une de l’autre, on pose

i étant une racine carrée de — i; z sera ce qu’on nomme une variable 

imaginaire. Soit
u v 4 - w i

une autre variable imaginaire, v et w étant réels. Si, comme l ’on doit 

naturellement le faire, on étend aux variables imaginaires les défini

tions adoptées dans le cas où les variables sont réelles, u devra être 

censé fonction de z, lorsque.la valeur de z déterminera la valeur de u. 

Or il suffît pour cela que e et w soient des fonctions déterminées 

de x , y . Alors aussi, en considérant les variables réelles x  et y  ren

fermées dans z, ou les variables réelles v et w renfermées dans u, ■ 

comme propres à représenter les coordonnées rectilignes et rectan

gulaires d’un point mobile Z ou U, on verra la position du point 

mobile Z déterminer toujours la position du point mobile U.

Si d’ailleurs on nomme r le rayon vecteur mené de l’origine des 

coordonnées au point mobile Z, et p  l’angle polaire formé par ce rayon 

vecteur avec l’axe des x , les coordonnées polaires r et p, liées a x , y 

par les équations
x =  rcosp, y — rsinp,

et à s par la formule
z — reP’x,
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seront ce qu’on nomme le module et Xargument de la variable imagi

naire s.

Ces définitions étant adoptées, et u étant une fonction quelconque 

de la variable imaginaire s, le rapport différentiel de u à s dépendra, 

en général, non seulement des variables réelles x  et y, ou, ce qui 

revient au même, de la position attribuée au point mobile Z, mais 

encore du rapport différentiel de y  à x ,  ou, en d’autres termes, de la 

direction de la tangente à la courbe que décrira le point mobile, lors

qu’on fera varier s. Ainsi, par exemple, comme on aura

dz =r d x ,

si le point mobile se meut parallèlement à l’axe des x , et

dz =  i dy,

si le point mobile se meut parallèlement à l’axe des y, le rapport diffé

rentiel de u à s sera, dans la première hypothèse,

Dxt> +  iDxw,

et, dans la seconde hypothèse,

Dy v ■+■ i Dy w 
i =  D yW — ÏDy .̂

Ajoutons que, si ces deux valeurs particulières du rapport différentiel 

de u à z sont égales entre elles, ce rapport deviendra indépendant de 

la direction suivie par le point mobile et se réduira simplement à une 

fonction des deux variables x , y.

Dans ce cas particulier, on aura

par conséquent

DXÇ — 1) yW, Dy<’ =  — Dxw;

et
D*e-HD*e  =  o, D* w +  DyW =  o 

Dx w H- D* u — o.

Donc, alors la fonction u de z sera en même temps une fonction de x , y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



30 i COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

qui vérifiera une équation aux dérivées partielles du second ordre, et 

représentera une intégrale de cette équation.

C’est ce qui arrivera ordinairement, si les variables imaginaires u 

et  ̂ sont liées entre elles par l’équation qu’on obtient en égalant à 

zéro une fonction toujours continue de ces deux variables.

Les principes que je viens d’exposer confirment ce que j ’ai dit ail

leurs sur la nécessité de mentionner la dérivée d’une fonction de s, 

dans le théorème qui indique les conditions sous lesquelles cette 

fonction peut être développée en une série ordonnée suivant les puis

sances ascendantes de s. C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en 

détail dans un autre article, où je déduirai des principes dont il s’agit 

les propriétés diverses des fonctions d’une variable imaginaire et de 

leurs intégrales définies.

4 8 1 .

Calcul intégral. —  Addition au Mémoire sur les fonctions irrationnelles, 

et sur leurs intégrales définies.

C. R., T. XXXII, p. 162 (10 février iH5 i).

Le théorème énoncé à la page 3oi s’étend au cas même où u est une 

fonction de 5, déterminée, non par une seule équation algébrique, 

mais par un système de N équations simultanées

U =  o, V =  o, W =  0,

dans lesquelles U, V, W, . . .  représentent des fonctions algébriques 

ou transcendantes, mais toujours continues, des iV variables

U, l>, w, . . .

et de la variable indépendante z. On peut d’ailleurs supposer que, 

parmi ces équations, toutes celles qui suivent la première, savoir

V =  o, W — o,

renferment chacune une seule des variables v, w, . . .  avec la variable s,
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et soient en outre semblables entre elles, par conséquent de la forme 

f(e, s) —o, î ( w , s ) - = o ,  ■ --

Alors chacune des variables v ,w , . . .  représentera l’une des racines e,, 

e2, . . .  de la seule équation
f(e, s) =  o,

et la variable u , déterminée en fonction de v, w, . . z  par la formule

U — o,

se réduira simplement à une fonction de z et des racines dont'il s’agit. 

Concevons, pour fixer les idées, que, chacune dos variables e, w, . . .  

se réduisant à l’une des racines de l’équation

f(e, s )  =  o,

la première des équations données se réduise elle-même à la formule

« =  F(z, v, w, . . . ) ,

F(s, v, w, . . .  ) désignant une fonction toujours continue de z, v, w, . . . .  

Alors u sera de la forme

U ~  F ( Z,  Pgr V/n  . . . ),

plusieurs des indices g, h, . . .  pouvant être égaux entre eux; et en 

nommant Z le point mobile dont la variable z désigne la coordonnée 

imaginaire, on obtiendra, pour l’intégrale J u d z  étendue à tout le con

tour d’une courbe fermée et décrite par le point Z, une valeur indé

pendante de la position initiale de ce point, si « reprend sa valeur 

primitive, au moment où le point Z aura parcouru la courbe entière. 

Ajoutons que la même intégrale se réduira simplement à zéro,-si u est 

une fonction symétrique de e,, v2, e3, . . . ,  ou même si la fonction u 

n’est altérée par aucune des substitutions circulaires correspondantes 

aux points d’arrêt que renferme la courbe, et relatives aux diverses 

racines , e2, e3, . . .  de l’équation

f(c, z )  —  o.

Œ u v res  de C . —  S. I, t. XI. 39
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4 8 2 .

A nalyse. — Mémoire sur l ’application du calcul des résidus à plusieurs 

questions importantes d ’Analyse.

C. R., T. XXXII, p. 207 (7 février i 85i).

Les principes du calcul des résidus, et les formules que j ’en ai 

déduitcsvdans divers Mémoires, fournissent immédiatement la solu

tion d’un grand nombre de questions importantes. S’agit-il, par S 

exemple, de développer une fonction en une série d’exponentielles, 

ou plus généralement en une série dont les divers termes dépendent 

des diverses racines d’une équation transcendante; s’agit-il de démon

trer la convergence d’une telle série, ou bien encore de transformer 

les fonctions à simple et à double période, et en particulier les fonc

tions elliptiques, en produits composés d’un nombre infini de fac

teurs, les formules et les théorèmes que j ’ai donnés, dès l’année 1 8 2 7 ,  

'dans le second Volume des Exercices de Mathématiques {'') et dans le 

Mémoire du 2 7  novembre i 8 3 i  ( 2), permettront d’effectuer les dévelop

pements et les transformations demandées et d’établir les conditions 

de convergence des séries obtenues. Entrons à ce sujet dans quelques 

détails.

Soient x,  y  les coordonnées rectangulaires, r, p  les coordonnées 

polaires, et
s =  x  +  yi — reP■

la coordonnée imaginaire d’un point mobile Z. Soit encore f ( z )  une 

fonction de z, dont la valeur soit unique et déterminée, quand elle ne 

devient pas infinie, et dont la différentielle divisée par dz fournisse 

un rapport qui dépende uniquement des variables réelles x,  y.  Soit 

enfin S l’aire d’une portion du plan des x,  y  ; nommons PQR le con

tour qui renferme cette aire, et désignons par (S) l’intégrale j f ( s )  dz

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII. 
( 2) Ibid., S . II, T. XV.
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étendue à tous les points de ce contour que nous supposerons parcouru 

par le point mobile Z avec un mouvement de rotation direct autour de 

l’aire S. En vertu d’une formule que j ’ai donnée dans le Mémoire 

de i 8 3 i  (page 9), on aura

( l )  (S) =  27 ti <f

le signe £  indiquant la somme des résidus de f ( z )  relatifs aux valeurs 

de s qui vérifient l ’équation

et correspondent à des points renfermés dans l’aire S.

I l  est bon d’observer que l’équation (1) peut servir à déduire ou 

l’intégrale curviligne (S) du résidu intégral ¿ (/ (-s )) ,  ou ce résidu 

lui-même de l’intégrale (S). Dans ce dernier cas, l ’équation (1) doit 

être présentée sous la forme

( 3 )  £ ( / W ) = ^ ( S ) .

Si l’on suppose q u e ,/(s)  étant une fonction transcendante, l ’équa

tion (2) offre une infinité de racines z t, z2, z,, . . . dont quelques-unes 

offrent des modules infiniment grands, le premier membre de l’équa

tion ( 3 ) offrira la somme d’un certain nombre de termes d’une série 

simple ou multiple. Si, dans la même hypothèse, on fait croître, dans 

un rapport donné k, le rayon vecteur mené aux divers points du con

tour PQR qui renferme l’aire S, ce contour se dilatera, en demeurant 

semblable à lui-même. Cela posé, soient k·;, k2, . . . ,  kn des valeurs 

croissantes du rapport k\ S,, S2, . . . ,  S„ les valeurs correspondantes 

de S, et
Cüi, CO! +  W2, · * * >  to i H-CO2 H- · · * - h  c«)Æ

les valeurs correspondantes du résidu intégral ¿ ( / ( s ) ) .  On aura

^  ^  ^  _ (S „)(4) COi +  CO2-h . . . H- CO/Z— --- T3
2 7T1

étant la somme des résidus relatifs à des points situés entre les
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contours des aires S„_,, S„; et si, pour des valeurs croissantes de n, 

l ’intégrale curviligne (Sa) converge vers une limite fixe, alors, en 

nommant O le rapport de cette limite au produit 27ti, on verra les 

quantités co,, w2, . . . ,  coa se réduire aux divers termes d’une série 

convergente dont ü  représentera la somme, en sorte qu’on aura

(  5  )  CO I H — CÜ2 +  ■ . .  —

On déduit des équations (x), ( 3 ) et ( 5 ) une multitude de résultats 

importants, en assignant des formes déterminées soit à la fonction 

/ ( s ) ,  soit au contour PQR.

Parmi les formes qu’on peut assigner au contour PQR, on doit 

remarquer celle qu’on obtient quand on réduit ce contour à un poly

gone dont les côtés sont des droites ou des arcs de cercle. Dans plu

sieurs Mémoires, j ’ai spécialement examiné ce qui arrive quand l’aire S 

se réduit soit à un rectangle, soit à un cercle décrit de l ’origine avec 

le rayon P. Dans cette dernière hypothèse, l ’équation ( 3 ) donne

l-R) „(ni
( 6 )  ¿  ( / ( r ) )  =  O T L ( P ) ,

P étant une fonction de l’argument p  déterminée par le système des 

formules

(7) P =  zf{a),

(8) s^zRe»',

et Dïi(P) étant la moyenne isoiropique de P déterminée par la formule

(9) 3tL{P) =  ± f *  Pdp.

Si, pour des valeurs croissantes de 7î, cette moyenne isotropique 

converge vers une limite fixe ù,  l’équation (6) donnera

( io )
(«) „(.m

¿  (/( = )) Q.

Si l’on réduisait la surface S, non plus au cercle décrit de l’origine
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avec le rayon R, mais à l’un des demi-cercles dans lesquels ce cercle 

est divisé par l’axe des x  ou par l’axe des y,  alors, en désignant par

la valeur moyenne de la fonction P de p, entre les limites p =  p', 

d =  p", c’est-à-dire la valeur du rapport

on obtiendrait à la place de l’équation (6) les quatre formules

Si, pour des valeurs croissantes de R, les quatre valeurs moyennes 

de la fonction p  correspondantes aux demi-circonférences qui s’ap

puient sur l’axe des x,  ou sur l’axe des y, convergent vers des limites 

fixes, alors, en désignant par £iy, Î2_y, û æ, ces mêmes limites, on 

tirera des formules (i i)

P= P‘
M (P)

p "

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



310 COM PTES RENDUS DE L’ACADÉM IE.

et des formules (12)

0 4 )

o  Aï)
¿  [A*))··

w B )
M y ) dy>

—po

(») (t )
£  (/(*)) =  1 ¿  T /0/)fl(r·

2 271 *A-«

Au reste, on peut déduire les formules (12) des formules (11), et 

les formules (14) des formules ( i 3 ), en remplaçant f ( z )  par / ( U ) .  
Les formules ( ï 3 ), appliquées à la détermination de l’intégrale

r*00 «
/ f ( x ) d x ,  fournissent les valeurs de plusieurs intégrales données

par Euler, Laplace, etc., et d’une multitude d’autres.

Si l’on supposait la surface S comprise entre deux courbes, et ter

minée : i° par un'contour extérieur PQR; 20 par un contour inté

rieur pqr; alors, en nommant S< la surface enveloppée par le contour 

extérieur PQR, et S0 la surface enveloppée par le contour intérieur pqr, 

on aurait évidemment S =  S1 — S0, et la somme des résidus de f { z ) ,  

relatifs à des valeurs de z qui correspondraient à des points renfermés 

dans l’aire S, serait, eu égard à la formule ( 3 ), la différence entre les 

rapports Donc, en désignant cette somme de .résidus par

£ , i f ( 2))’ on aurait

(i5) £ (/ (* ) l ·
(SO — (So)

2711

Supposons, pour fixer les idées, la surface S comprise entre les cir

conférences décrites de l’origine comme centre avec les rayons R et 

r0 <  R, et posons

(16) u — r ^ ,  v — ReP\ P 0= u / ( u ) ,  P — vf{v).

Alors, à la place de la formule (6), on obtiendra la suivante :

(K) „(TC)
(1 7 ) £  ( /( * ) )  =  3 IL ( /> ) -3 IL ( P ,) .(r.l l̂-TC) '
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Concevons maintenant que l’on attribue à la fonction f ( z )  des 

formes particulières, et supposons d’abord

f { * )  = ?(*) ------î
Z  —  t

t étant la coordonnée réelle ou imaginaire d’un certain point T. On 

aura, si le point T est extérieur à la surface S,

es»

et, si le point T est intérieur à la surface S,

0 9 ) £ ( / ( * ) )  =  ¿ Y i r j  + ? ( 0 ·

Dans cette hypothèse, l’équation (17), jointe aux formules (16), don

nera

(20) ?(0 =
m (it)

< r „ | V ( - i t )

( ? ( * ) )  
t  —  Z

-H JIL
V — t +  31L î i i p ( i i )  

t — U

D’ailleurs, le module de t étant, par hypothèse, supérieur au module 

de u et inférieur au module de v, les deux rapports ^ u seront

développables, le premier suivant les puissances ascendantes nulles et 

positives de la variable t, le second suivant les puissances descen

dantes et négatives de la même variable. Donc, si <p (s)  est une fonction 

dont la valeur, quand elle demeure finie, soit toujours unique et déter

minée, et si le rapport différentiel de <p (s)  à la variable z dépend unique

ment de cette variable, alors pour un module de t compris entre deux 

limites données r0, B, la fonction <p(i) pourra être décomposée en trois 

parties dont la première sera exprimée par le résidu intégral

(21)
(jfi)

(/·»>l .
(1 0

(—ir)
(©(*)]

tandis que les deux dernières auront pour développements deux séries tou

jours convergentes, ordonnées l ’une suivant les puissances ascendantes, 

l ’autre suivant les puissances descendantes de la variable t. D’ailleurs, le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



312 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

résidu (21) sera une somme de fractions simples, qui offriront, avec des 

numérateurs constants, des dénominateurs représentés ou par les diverses 

valeurs du binôme t — z, correspondantes à celles des racines de l ’équa

tion

dont les modules seront compris entre les limites r0, R, ou par des puis

sances de t — z, si quelques-unes des racines dont il s’agit deviennent 

égales entre elles. Cela posé, il est clair que l’équation ( 5) fournit 

simultanément la théorie de la décomposition des fractions ration

nelles, ou même des fonctions transcendantes en fractions simples, 

la série de Taylor avec le théorème sur la convergence de cette série, 

et le théorème de M. Laurent.

Soit maintenant t une valeur particulière de t, et supposons qu’après

avoir remplacé, dans la formule (20), la fonction f ( z )  par > on

intègre les deux membres par rapport à t, à partir de l =  x. Alors, en 

passant des logarithmes aux nombres, on trouvera

<” > IttH ’' " ’ 11-

T, T0 étant les sommes des deux séries convergentes ordonnées, la 

première suivant les puissances ascendantes et positives, la seconde 

suivant les puissances descendantes et négatives de l·, et n étant un 

produit déterminé par la formule

dans laquelle zt, zu, . . .  d’une part, et z', z", . . .  de l’autre, désignent 

les valeurs de 5 qui vérifient comme racines, d’une part la première, 

d’autre part la seconde des équations

(24) ?(-) — O’

et qui, d’ailleurs, offrent des modules compris entre les limites r0, R,
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tandis que mi représente le nombre des racines égales à zt; mu le 

nombre des racines égales à s(/; m' le nombre des racines égales 

à z'i . . .  et m la différence entre les deux nombres qui expriment, 

pour les deux équations dont il s’agit, combien il existe de racines 

égales ou inégales qui offrent des modules inférieurs à r0. Ajoutons 

que les valeurs de T et T0 peuvent être facilement déterminées à 

l’aide des formules

(25) T=Ü\L
c  <p'( v )  

<p(«0
T ,„ =  31L

U
/ / V  T --------

U t y \ U ) ^  t

CD (  U  )  ' I l« v 7 i ----
r

La formule (2 2 ) 'est féconde en résultats qui paraissent dignes d’at

tention, surtout lorsqu’on l’applique aux fonctions à double période 

et, en particulier, aux fonctions elliptiques. On doit remarquer le cas 

où l’on suppose r0 =  o, i? =  00. Alors, en effet, comme je l’expliquerai 

plus en détail dans un prochain article, on déduit immédiatement de 

cette formule, non seulement une décomposition des fonctions ellip

tiques en facteurs simples que l’on peut combiner entre eux par voie 

de multiplication, de manière à reproduire les beaux théorèmes de 

M. Jacobi, mais encore un grand nombre de résultats du même genre 

et qui semblaient plus difficiles à obtenir.

J’examinerai aussi ce qui arrive quand on suppose

( 26)

ou

’ (27)

J Cl

As) =  x(z) I Wdp,
J  t

t étant une variable réelle comprise entre les limites a, b. On verra, 

dans cette hypothèse, les formules ci-dessus établies reproduire et 

même étendre les théorèmes énoncés dans· le second Volume des 

Exercices de Mathématiques (pages 344 et suivantes) ('), relativement

(*) O E u v res  d e  C a u c h y , S. II, T. VII, p. 8 9 7  et suiv. 
GEuvres de C ., S. I, t. X L 4o
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au développement des fonctions en séries dont les divers termes 

dépendent des diverses racines d’une équation transcendante; et 

l’on remarquera que, pour démontrer facilement ces théorèmes, il 

est utile d’appliquer à la détermination du produit 3/ ( s )  une inté

gration par parties, attendu que l'on a, par exemple,

(2 8 ) z Ç  ©(p) dp — e=(< —«) <p( a) — ©(£) +  f  ez , t cp'(p) dp.

Ajoutons que, si l’on pose x ( s )  =  1 dans les formules (26) ét (27), 

si d’ailleurs la fonction ©(u.) reste finie entre les limites p. =  a, p =  b, 

on tirera immédiatement des équations (i/i), jointes à la formule (28), 

les deux équations

(29) <p(0 = — p.)i ç, (p.) dy dp.,

(30) ©(£) — -  f  f  —U·)! o(p) dy dp
^ J — m J  t

et, par suite, la formule

(31) t o ( t ) = - L f  f  -H·)1 <p(p)dydp,

qui peut être utilement substituée à celle de Fourier, eu égard à 

l’avantage qu’elle possède de ne renfermer qu’une seule exponen

tielle trigonométrique.

¿ 8 3 .

Analyse. — Mémoire sur Vapplication du calcul des résidus 

à la décomposition des fonctions transcendantes en facteurs simples.

G. K., T. XXXII, p. 2G7 (2a février ¡851). '

§ I. — Formules générales.

Soient oc, y  les coordonnées rectangulaires; r, p les coordonnées 

polaires, et
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la coordonnée imaginaire d’un point mobile Z. Supposons que ce 

point soit renfermé entre les deux circonférences décrites de l’origine 

comme centre avec les rayons r0, R, ou, en d’autres termes, que le 

module r de s reste compris entre les limites r0', R. Soit <p(s) une 

fonction de s, qui, pour un module de s inférieur à R, soit toujours 

continue quand elle ne devient pas infinie; et admettons encore que 

le rapport différentiel de la fonction o(z)  à la variable imaginaire £ 

dépende uniquement des variables réelles æ, y;  puis, en supposant 

les équations

(0 <p(-) — °>

résolues par rapport à z, nommons s(, zu, zm, . . .  celles des racines de 

l’équation (i), et z', z", z"',\ ., celles des racines de l’équation (2) qui 

offrent des modules compris entre les limites r0, R. Soient d’ailleurs 

mt, mo, mm, . . .  ou n i , m", m"' les nombres entiers qui expriment 

combien l’équation (1) ou (2) offre de racines égales au premier, 

au deuxième, au troisième, . . .  terme de la suite zt, zu, zm, . . .  ou 

de la suite z ' , z", z'", . . . ,  et nommons m la différence entre les deux 

nombres qui indiquent, pour les équations (1) et (2), combien il 

existe de racines égales ou inégales qui offrent des modules infé

rieurs à r0. Enfin, en nommant Ç une valeur particulière de s, posons, 

pour abréger,

( 3 ) u —  r 0 eP '\

( 4 ) v —  R e P ' ,

( 5 ) U  — a n u  cp '( u )  1
U ”

? ( « )  j _ a

- ç  J
' 0

( 6 ) V  — 3 Ï L ^  ? '( « ■ · )  ,  1 _  
? ( < ’ )  j_ _ _

V

T
- —  ■ V
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L’équation (22) de la page 2i3 donnera

Si l’on suppose en particulier r0 =  0, on aura

U=o,

et la forjnule (7)  deviendra

m étant le nombre des racines nulles de l’équation (1); puis, en rédui

sant à zéro, on trouvera ·

(9) <?(") = i . 2 . . .  m

1 —

1

la valeur de V étant

(10)
® ( e )

Dans les formules (8) et (9),

°//>> et

représentent celles des racines des équations (1) et (2) qui offrent des 

modules inférieurs à la quantité R supposée constante, ou, en d’autres 

termes, les racines qui correspondent à des points renfermés dans le 

cercle décrit de l’origine comme centre avec le rayon R. Si à ce cercle 

on substituait le contour d’une certaine aire S, et si, en conséquence, 

on faisait coïncider zt, zm, s', s", . . .  avec les racines de

l’équation (1) ou (2) correspondantes à des points renfermés dans 

l’aire S, alors on devrait supposer, dans la formule ( 4 )> R fonction 

de p, et dans la formule (8), V déterminé en fonction de s, non plus
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par l’équation (6), mais par la suivante

( u ) V — 2 7T 1
<?'(<>) dv,

l ’intégrale étant étendue au contour entier de l’aire S, et lé point 

mobile Z étant supposé parcourir ce contour avec un mouvement de 

rotation direct autour de S. On aurait, sous les mêmes conditions, 

dans la formule (9),

(12) dv.

Il est bon d’observer qu’on tire.de l’équation (10), en développant 

1 [ 1 — -· ) suivant les puissances ascendantes de z,

(i3) V = - Û
<p(C) 2 v 9 ( v ) O p2<p(p)

Si <p'(s) est oü une fonction paire, ou une fonction impaire de z, c’est- 

à-dire si l ’une des fonctions <p(.s), s 9(s) demeure inaltérée, tandis 

que la variable z change de signe, alors sera une fonction impaire

de v, et les coefficients des puissances impaires de z s’évanouiront 

dans la formule ( i 3 ), qui sera réduite à

0 4 ) 31L ? V )
v <p(v)

? V )
v3 <p(e)

Pareillement, si, 0 étant une racine primitive de l’équation binôme

9n— i ,

le rapport se réduit à 0, ou à une autre racine primitive de la 

même équatipn, la fonction ne variera pas quand on rempla

cera z  par Os, et le développement de V renfermera seulement les 

puissances de s dont les exposants sont des multiples de n, en sorte
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qu’on aura
I

( i5)  V
©'( (0 

VH~Ly(v)

-2«
— —  01U

2  I I

<p'(«0
p2« - î  <p (·(;)

Enfin, si le rayon vecteur R, mené à un point quelconque du contour 

de l’aire S, varie dans un certain rapport k, indépendant dep, ce con

tour se dilatera en demeurant sèmblable à lui-même; et si, pour des 

valeurs infiniment grandes de k, V devient infiniment petit,- l’équa

tion ·

«*» / \ -v

transformera la fonction <?(z) en une fraction dont chaque terme 

sera le produit d’un nombre infini de facteurs. Ajoutons que, si 

l’aire S est celle d’un cercle, la fraction dont ¡1 s’agit devra être 

réduite à ce qu’on peut nommer sa valeur principale, c’est-à-dire à 

la limite vers laquelle elle converge, tandis que l’on fait décroître 

indéfiniment le nombre des facteurs simples admis dans les deux 

termes, en faisant croître indéfiniment le rayon R du cercle et, par 

suite, le nombre des racines zt, zu, . . . ,  z', z", . . .  dont les modules 

sont inférieurs à R.

Si celles des racines de l’équation (i)  ou (2) qui diffèrent de zéro 

sont toutes inégales, les formules (9) et (16) donneront simplement

07) ?(=) =
©('«)( O )
1.2. . . m

1-----
e-r

( . 8 ) <p(s)
_  <pW(o) 

1 .2. . .  ni

t —

Si d’ailleurs la fonction ç(s) reste toujours finie pour des valeurs finies 

des, les racines s', z", . . .  disparaîtront, et les équations (17), (18)
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se réduiront aux formules

(>9 )

(20)

<?(-) =
©"»)( 0) 

ï . 2. .. ni

?(-=) = 1.2... m
I —

Les principes que nous venons d’établir s’appliquent immédiate

ment aux fonctions inverses des intégrales qui renferment sous 

le signe J  des fonctions rationnelles d’une variable Pour qu’ils 

puissent être appliqués aux fonctions inverses des intégrales qui ren

ferment sous le signe j 'des fonctions irrationnelles, par exemple des 

radicaux, il faut commencer par substituer à ces radicaux des fonc

tions continues. On y parvient sans peine en opérant comme il suit.

Si, en nommant r et p le module et l’argument de la variable ima

ginaire
s"= x  H- y  ¡ =  reP ',

on désigne par p. un nombre quelconque fractionnaire ou même irra

tionnel, et par n> l’angle qui, étant renfermé entre les limites —

H- -> vérifie la formule
2

tangcr =  lang/>,

l’ une des valeurs de la fonction irrationnelle qu’on obtiendra en éle

vant la variable 5 à la puissance du degré p. sera toujours représentée 

par l’un des trois produits

j.jigimi, c\xk\rv.e\xm\}

savoir, par le premier, si la partie réelle x  de s est positive; par le 

second, si l’on a # < 0 ,  j >  o; par le troisième, si l ’on a æ < o ,  

y ·< o. Cela posé, soit s une fonction assujettie : i° à varier avec 5 par 

degrés insensibles; 20 à représenter toujours une des puissances de s 

du degré pi; et supposons que, pour une certaine valeur de r-, s se 

réduise à celle des puissances de s  du degré p., qui se trouve repré

sentée par le produit

( 2 1 ) QrV-e’̂ ' ,
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ô é t a n t  u n e  v a l e u r  d e  l ’e x p o n e n t i e l l e  ehv-'Ki c o r r e s p o n d a n t e  à u n e  c e r 

t a i n e  v a l e u r  e n t i è r e ,  p o s i t i v e ,  n u l l e  o u  n é g a t i v e ,  d e  h. A l o r s ,  z v e n a n t  

à v a r i e r  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s  a v e c  x e t  y, i l  s u f f i r a  é v i d e m m e n t ,  

p o u r  o b t e n i r  s, d e  m u l t i p l i e r  l e  p r o d u i t  ( 2 1 )  p a r  l e  f a c t e u r  e ^ ,  t o u t e s  

l e s  f o i s  q u e ,  x v e n a n t  à  c h a n g e r  d e  s i g n e ,  l e  r a p p o r t  ^  =  t a n g p  p a s 

s e r a  d e  -1- oo à —  00, e t  p a r  l e  f a c t e u r  e- ^ 1, t o u t e s  l e s  f o i s  q u e ,  x v e 

n a n t  à  c h a n g e r  d e  s i g n e ,  l e  r a p p o r t  ^  p a s s e r a  d e  — 00 à -t- 00.

S i  l ’o n  s u p p o s e ,  p a r  e x e m p l e ,  p. =  s s e r a  u n e  r a c i n e  d e  l ’é q u a t i o n

ss =  ;z;

0 s e r a  l ’u n e  d e s  q u a n t i t é s  1 , — 1 ,  i ,  — i ;  e t  s i ,  p o u r  u n e  c e r t a i n e  

v a l e u r  d e  o n a
i Ei 

s =  0 r 2 e 2 ,

a l o r s ,  z v e n a n t  à v a r i e r  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,  o n  d e v r a ,  p o u r  o b t e n i r  

u n e  v a l e u r  d e  s q u i  v a r i e  e l l e - m ê m e  p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ,  m u l t i p l i e r

* l e  p r o d u i t  Q r V  ’ p a r  i ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  l e  r a p p o r t  ^  p a s s e r a  d e  -1- =0 

à — oo, e t  p a r  —  i ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  c e  r a p p o r t  p a s s e r a  d e  — 00

cl H— CO·
§ II. — Applications.

P o u r  m o n t r e r  u n e  a p p l i c a t i o n  fo r t  s i m p l e  d e s  f o r m u l e s  c i - d e s s u s  

é t a b l i e s ,  s u p p o s o n s  d ’a b o r d

cp(z) =  s i m r  z.

L e s  d i v e r s e s  r a c i n e s  d e  l ’é q u a t i o n  a>(s) = o s e r o n t  t o u t e s  i n é g a l e s  e t  

d e  la  f o r m e  ±  n, n é t a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r  q u e l c o n q u e .  D e  p l u s ,  l e  

n o m b r e  m d e s  r a c i n e s  n u l l e s  é t a n t  r é d u i t  à  l ’u n i t é ,  o n  a u r a

m —  1 , ® ' ( z  ) =  7ICOS71Æ, t j / ( o )

p u i s ,  e n  s u p p o s a n t  l e  m o d u l e  i? d e  la  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  v =  Repi c o m 

p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  n, n ■+■ 1, e t  p r e n a n t

C 0t7T (
: 71 0ÏO  -

O tT tV  _  l  r  C0 t 7T 

V'l~1 2 /  ç !i~l
* *  — 7t

dp,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A IT  N° 1 8 3 . 

o n  t i r e r a  d e  la  f o r m u l e  ( 1 9 )  d u  § I

321

(X a ) 0 aH n - s )  ( n - i ) . . .(1) sinus =  us ( 1 — - ) · · · ( !  2

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e

( 2 )

la  v a l e u r  d e  V é t a n t

sinus =  7rs(· — -"2) ( 1 ^ 1 -------, \e~r

V =  — - a 2ss — 7 «*·*·2 4

S i  n e t  p a r  s u i t e  R d e v i e n n e n t  i n f i n i m e n t  g r a n d s ,  a.2, aA, . . .  d e v i e n 

d r o n t  i n f i n i m e n t  p e t i t s ,  e t ,  e n  p o s a n t  n = co, o n  a u r a  V— o  ; p a r  c o n 

s é q u e n t

(3) s i n i t s  = 7 î s ( i  —  - ! ) ( 1 9

O n  t r o u v e r a i t  d e  la  m ê m e  m a n i è r e

(4) ■
, 4s2\ / 4s2

COS7T S = :( l - 422) ( l  g  jy -  a5

S i ,  d ’a i l l e u r s ,  ri, n" é t a n t  d e u x  n o m b r e s  e n t i e r s ,  o n  d é s i g n e  à l ’a i d e  . 

d e  la  n o t a t i o n

(5)
n  =  n "

n
n —  —  n '

l e  p r o d u i t  d e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e / ( n )  c o r r e s p o n d a n t e s  a u x  v a l e u r s  

e n t i è r e s ,  p o s i t i v e s ,  n u l l e  e t  n é g a t i v e s  d e  n, c o m p r i s e s  e n t r e  l e s  

l i m i t e s  n = -ri, n = n", e t  s i  l ’o n  r é d u i t  l a . f a c t o r i e l l e

( 6 ) 5n f ( n )

à s a  v a le u r  p r in c ip a le , c ’es t- 'a -d ire  à c e l l e  q u ’a c q u i e r t  l ’e x p r e s s i o n  ( 5 )  

q u a n d ,  a p r è s  a v o i r  p o s é  ri=ri, o n  f a i t  c o n v e r g e r  ri v e r s  la  l i m i t e  oc, 

o n  p o u r r a  p r é s e n t e r  l ’é q u a t i o n  ( 4 )  s o u s  la  f o r m e

(7)

n = » /
COS7TS =  n  / J —

CEuvrcs de. C. — S. Ij t. XI. 4*
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A j o u t o n s  q u e  l ’o n  p e u t  d é d u i r e  i m m é d i a t e m e n t  d e  l ’é q u a t i o n  ( i )  

o u  ( 3 ) ,  n o n  s e u l e m e n t  la  f o r m u l e  ( 7 ) ,  m a i s  e n c o r e  la  s u i v a n t e

( 8 )
sin T.(a — z)

sin-7T a
z n

n — — » a -h nb )

la  f a c t o r i e l l e  q u i  r e n f e r m e  l e  s e c o n d  m e m b r e  é t a n t  s u p p o s é e  r é d u i t e  

à s a  v a l e u r  p r i n c i p a l e .  I l  y  a  p l u s  : e n  p a r t a n t  o u  d e  la  f o r m u l e  ( 8 )  o u  

d e s  f o r m u l e s  g é n é r a l e s  é t a b l i e s  d a n s  l e  §  1, o n  p o u r r a  r e p r é s e n t e r  u n e  

f o n c t i o n  e n t i è r e  o u  m ê m e  r a t i o n n e l l e  q u e l c o n q u e  d e  s i n s  e t  d e  c o s  z 
p a r  u n e  f a c t o r i e l l e  q u i  s e r a  l e  p r o d u i t  d ’u n e  i n f i n i t é  d e  f a c t e u r s  

s i m p l e s ,  o u  p a r  l e  r a p p o r t  d e  d e u x  p r o d u i t s  d e  c e t t e  e s p è c e .  

O b s e r v o n s  e n c o r e  q u e ,  s i  l ’o n  p o s e

s — sin z,  i = c o s s ,

s e t  t, c o n s i d é r é s  c o m m e  f o n c t i o n s  d e  z, s e r o n t  s i m p l e m e n t  d e u x  

v a r i a b l e s  a s s u j e t t i e s  : i °  à v a r i e r  a v e c  z p a r  d e g r é s  i n s e n s i b l e s ;  2 0 à 

v é r i f i e r ,  q u e l  q u e  s o i t  z, l e s  d e u x  é q u a t i o n s

(9 ) ' ds — tdz,

(10) vS*-H Í2 =  I ;

3 °  à p r e n d r e ,  p o u r  z — o ,  l e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  

(n) 5 =  0, f = i ;

e t  q u e ,  p q u r  o b t e n i r  la  d é c o m p o s i t i o n  d e s  f o n c t i o n s  s, t e n  f a c t e u r s  

s i m p l e s ,  i l  s u f f i r a  d e  l e u r  a p p l i q u e r  l e s  f o r m u l e s  é t a b l i e s  d a n s  l e  §  I ,  

a p r è s  a v o i r  d é d u i t  l a  p é r i o d i c i t é  d e  c e s  f o n c t i o n s ,  l e s  r a c i n e s  d e s  é q u a 

t i o n s  s i n s  =  0 ,  c o s  z = o ,  e t  l ’i n d i c e  d e  p é r i o d i c i t é  21: d e  la  v a r i a b l e  z, 
d e s  p r i n c i p e s  e x p o s é s  d a n s  l e s  Comptes rendus d e  1 8 4 6 ,  r e l a t i v e m e n t  

à l ’i n t é g r a t i o n  c u r v i l i g n e  d e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s .

A p p l i q u o n s  m a i n t e n a n t  n o s  f o r m u l e s  à q u e l q u e s - u n e s  d e s  t r a n s c e n 

d a n t e s  n o u v e l l e s  q u i  r e p r é s e n t e n t  l e s  f o n c t i o n s  i n v e r s e s  d e s  i n t é g r a l e s
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curvilignes des équations différentielles, par exemple aux fonctions 

elliptiques; et, pour fixer les idées, supposons que cp(s) se réduise à 

ce qu’on nomme le sinus de l ’amplitude de la variable z, en sorte 

qu’on ait
9 ( 5 )  = s i f t a m s ,

Comme je l’ai remarqué dans le Mémoire du 12 octobre 184G, ce sinus 

sera, non pas la valeur de s que détermine la formule

( . 2 ) _  f . _____ ds_ds
j(i -k'-s1)

dans laquelle on suppose k renfermé entre les limites 0, 1, mais la 

valeur de s que fournira l’intégration de l’équation différentielle

( . 3 ) ds— t dz.

si l’on assujettit s et t : i° à varier avec s par degrés insensibles ; 20 à 

vérifier généralement l’équation finie'

0 4 ) £2 =  (1 — s2) (1 — Æ2ss);

3U à prendre, pour 5 =  0, les valeurs particulières

0 5 )

Cela posé, faisons

! =  0, : I.

K: » /
dx

1 1;2<> — — /r2#2) K,= aI*
dx

i  1
(¿c2— 1)2 (1 — /f2ap2)2

Il suffira d’appliquer à la détermination de s les principes établis dans 

les Comptes rendusAle 1846, comme je l’avais fait dans lés Mémoires 

dont ces Comptes rendus offrent des extraits, pour reconnaître : i° que s 

reprend la même valeur quand on remplace s par ±  n K ±  n'IC i +  z, 

n, n' étant deux nombres entiers dont le premier est pair, ou par 

±  n K ±  riK 'i — z, n étant impair; 20 que t se réduit à 4- x dans le
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premier cas, à — i dans le second. 11 en résulte que l’équation

( l 6)  5 =  0

a pour racines les valeurs de s comprises dans la formule

± n K ± n ’K'i,

n, n' étant deux nombres entiers quelconques. On prouvera de même 

que l’équation

(>7)

a pour racines les valeurs de z de la forme

±  n K ±  (« '+  {)/Ci;

et l’on conclura aisément de l’équation ( i 3 ) que chacune des racines 

trouvées est une racine simple de l’équation (i) ou (2). Cela posé, la 

formule (20) du § I donnera

n 1 -
(18) sinams =  z nK +  n'K'i

i ] ’

chacune des factorielles indiquées par la lettre II étant le produit de. 

tous les facteurs finis semblables à celui qui est mis en évidence, et 

qui correspondent à des valeurs entières de n, n', positives, nulle ou 

négatives, et chaque factorielle étant d’ailleurs réduite à sa valeur 

‘ principale. *

On transformerait de la même manière en factorielles ou en rapports 

de factorielles les autres fonctions elliptiques, et même des fonctions 

rationnelles de ces fonctions. C’est, au reste, ce que j ’expliquerai 

dans un nouvel article, où je donnerai d’autres applications des for

mules établies dans le § I.
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4 8 4 .

A nalyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire présenté à l ’Académie 

par M. Puiseux et intitulé: Recherches sur les fonctions algébriques.

C. R., T. XXXII, p. 276 (25 février i 85i).

Parmi les fonctions implicites d’une variable réelle ou imaginaire, 

celles qui représentent les racines réelles d’équations algébriques, et 

que l’on peut désigner, pour ce motif, sous le nom de fonctions algé

briques, méritent d’être particulièrement étudiées. Les propriétés de 

ces fonctions et de leurs intégrales définies sont l’objet spécial des 

recherches de M. Puiseux. D’ailleurs, comme le reconnaît l’auteur 

lui-même, ces recherches se trouvent, sur plusieurs points, intime

ment lié'es à celles que l’un de nous a publiées à diverses époques et 

qui ont été l’objet de divers Mémoires. Nous serons donc obligés de 

rappeler quelques-uns des résultats obtenus dans ces Mémoires. On 

pourra ainsi mieux apprécier le caractère et l ’importance des résul

tats nouveaux auxquels M. Puiseux est parvenu.

Concevons que, la lettre i désignant une racine carrée de — 1, l’on 

fasse correspondre à chaque valeur imaginaire d’une variable

s =  x  - \- iy

un point Z dont x  et y  représentent les coordonnées rectangulaires. 

Si l ’on nomme fonction continue de z celle qui, obtenant, pour chaque 

valeur de z, une valeur, unique et finie, varie par degrés insensibles 

avec la variable z, ou, ce qui revient au même, avec la position du 

point mobile Z, une fonction de z, qui restera continue, tandis que le 

point Z décrira une courbe continue PQR, ne pourra, pendant le mou

vement du point Z, ni devenir infinie, ni changer brusquement de 

valeur; et l’on pourra en dire autant de toute fonction u qui restera 

continue, tandis que le point Z se mouvra d’une manière continue, 

sans sortir d’une aire S comprise dans un contour donné. D’ailleurs,
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en s’appuyant sur les principes exposés par l’un de nous dans divers 

Mémoires ( ') ,  on peut démontrer que, si l ’on résout une équation 

algébrique
f ( u , s ) = o

dont le premier membre soit une fonction entière de u et de s, par 

rapporta u, l ’une quelconque ug des racines obtenues u u 3, . . .  

sera fonction continue de s, dans le voisinage de toute valeur de s 

qui ne rendra pas la racine ug infinie ou équivalente à une autre 

racine û  de l’équation algébrique donnée.

Cela posé, concevons que l’on ait déterminé, dans le plan des xv, 

les diverses positions C, C', C", . . .  du point Z correspondantes aux 

diverses valeurs de z pour lesquelles l’équation algébrique donnée 

acquiert ou des racines infinies ou des racines égales; et traçons dans 

le même plan un contour fermé PQR qui serve de limite à une aire S 

dont les deux dimensions soient infiniment petites. Enfin, admettons 

que le point mobile Z décrive ce contour en partant de la position P, 

et tournant autour de l’aire S avec un mouvement de rotation direct, 

et que, pendant ce mouvement, la fonction u varie d’une manière 

continue, sans cesser de satisfaire à l’équation algébrique

f ( u , s )  =  o.

A l’instant où le point mobile Z, après avoir décrit le contour entier, 

reprendra sa position initiale P, la fonction u reprendra évidemment 

sa valeur primitive, si les points isolés C, C', C",. . .  sont tous extérieurs 

à l’aire S. Si, au contraire, l’un des points isolés C, C', C", . . . ,  le 

point C par exemple, est intérieur au contour qui limite l’aire S, 

alors, au moment où le point mobile Z reprendra sa position initiale P, 

la fonction u acquerra généralement une valeur nouvelle. Donc alors, 

si la valeur initiale de u est une certaine racine ug de l’équation algé

brique, la valeur finale de u sera une autre racine uh de la même 

équation. En d’autres termes, une révolution du point mobile Z autour

C1) Voir les Exercices d ’Analyse et de Physique mathématique, t. II, p.109 et suiv., 
et les Comptes rendus des séances de l ’Académie des Sciences, t. XVIII, p. 121 (Œuvres 
de Cauchy, S. II, T. XII et S. I, T. VIII, p. i 5 i ) .
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du point isolé C sur une aire S, dont les deux dimensions seront infi

niment petites, aura pour effet de substituer à la racine ug une autre 

racine. uh ; et, comme ug peut être une racine quelconque de l’équation 

algébrique, il est clair qu’en vertu de la révolution dont il s’agit les 

diverses racines se trouveront substituées les unes aux autres, et, par 

conséquent, échangées entre elles suivant le mode indiqué par une 

certaine substitution. D’ailleurs une substitution quelconque peut tou

jours être décomposée en facteurs ou substitutions circulaires dont elle 

est le produit [voir les Comptes rendus, année 1845 , t.XXI, p .6 o o ( ') j.  

Donc les racines.«,, «2, «3, . . . .  eu égard aux échanges opérés entre 

elles pendant la révolution du point mobile Z autour du point isolé C, 

peuvent être- distribuées, comme le dit M. Puiseux, en un certain 

nombre de systèmes circulaires.

Au reste, M. Puiseux ne s’est pas borné à déduire des principes 

établis par l’un de nous les diverses conséquences que nous venons 

d’énoncer : il a encore, et c’est là surtout ce qui constitue la nou

veauté et l’importance de son travail,’déterminé les substitutions qui 

expriment les échanges opérés entre les diverses valeurs de u, pen

dant la révolution du point mobile Z autour d’un point isolé C, cor

respondant à des racines égales de l’équation algébrique donnée. Le 

mode de détermination employé par M. Puiseux s’appuie sur une pro

position qui peut être énoncée dans les termes suivants : Les valeurs 

de u qui deviennent égales entre elles quand le point Z coïncide avec lé 

point C, acquièrent généralement, dans le voisinage de ce point, des 

accroissements infiniment petits; et, dans la· recherche de celles qui se 

trouvent échangées entre elles, quand le point Z tourne autour du 

point C, on peut, sans inconvénient, réduire les accroissements dont il 

s’agit à des valeurs approchées, en négligeant les infiniment petits 

d ’ordre supérieur vis-à-vis les infiniment petits d ’ordre moindre. Ajou  ̂

tons que, si plusieurs valeurs de u deviennent infinies quand le point Z 

coïncide avec le point C, on pourra, dans le voisinage du meme point,

( i ) OEuvres de Cauchy, S. I. T. VIII, p. 286.
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déduire la substitution qui indiquera les échanges à opérer, de la considé

ration des valeurs approchées de u, dans lesquelles on négligera les quan

tités infiniment grandes d ’un ordre moindre vis-à-vis des quantités infini

ment grandes d ’ordre supérieur. D’ailleurs, au lieu de recourir à cette 

secónde proposition, on peut, quand plusieurs valeurs de u deviennent 

infinies pour une valeur donnée c de s, décomposer, comme l’a fait 

M. Puiseux, la fonction u en deux, dont l’une soit une fonction en

tière de s, et l ’autre une fonction nouvelle v qui acquière des valeurs 

égales, mais finies, pour s =  c.

M. Puiseux ne s’est pas borné à rechercher les propriétés des fonc

tions algébriques d’une variable imaginaire : il s’est encore proposé 

de déterminer les diverses valeurs de leurs intégrales définies et d’ap

pliquer à cette détermination les principes généraux établis par l’un 

de nous dans les Mémoires déjà cités. Entrons à ce sujet dans 

quelques détails.

Le Mémoire publié en août 1820 ( ') ,  sur les intégrales définies 

prises en des limites Imaginaires, détermine leur nature et met en 

évidence leurs principales propriétés. D’après ce qui est dit dans ce 

Mémoire, si l ’on fait varier, par degrés insensibles, une fonction 

donnée f ( z )  de la variable imaginaire

z — x-y\y,

entre deux valeurs extrêmes s 0, s,, la valeur de l’intégrale définie 

J ' f ( s ) d s ,  prise entre ces limites, pourra dépendre en général, non 

seulement de ces valeurs extrêmes, mais encore'de la série des valeurs 

intermédiaires, successivemeût attribuées à la variable s, par consé

quent de la série des positions successivement occupées par le point 

mobile Z dont les coordonnées sont x  et y,  ou, ce qui revient au 

même, de la ligne droite ou courbe tracée par ce dernier point. 

Chaque forme particulière assignée à cette ligne déterminera une 

valeur correspondante de l’ intégrale définie (page 21). Mais, sous cer

taines conditions, deux valeurs de l’intégrale, correspondantes à deux

(>) (JE¿ivres de Cauchy, S. II, T. XV.
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lignes distinctes, pourront être égales entre elles, et il suffira pour 

cela que la fonction f { x )  reste continue, tandis que la première ligne 

se modifiera par degrés insensibles, de manière à se transformer fina

lement en la seconde (page 5 ). A la vérité, dans le Mémoire de 1825, 

les deux lignes dont il s’agit sont censées renfermées dans l’intérieur 

du rectangle dont une diagonale a pour extrémités les points corres

pondants aux valeurs extrêmes de z. Mais la démonstration du théo

rème énoncé est indépendante de cette circonstance particulière, qui 

n’est plus mentionnée dans les Mémoires publiés en 1846. Ainsi, par 

exemple, dans le Mémoire du 3 août 1846 ( Comptes rendus, t. XXIII, 

p. 253) ( ' ) ,  il est dit expressément que, si une intégrale définie étant 

étendue à tous les points du contour qui enveloppe une certaine aire S, ce 

contour vient à varier, la valeur de l ’intégrale ne sera point altérée, 

quand la fonction sous le signe J  restera finie et continue en chacun des 

points successivement occupés par le contour variable. Comme on est 

libre de faire varier seulement une portion du contour donné, il est 

clair que le théorème ici énoncé subsiste pour un contour quelconque 

fermé ou non fermé. On peut ajouter, avec M. Puiseux, qu’il ne ces

sera pas de subsister, si le contour donné se transforme en une ligne 

courbe du genre de celles qui sont mentionnées dans les Comptes 

rendus de 1846 (séance du 12 octobre, p. 703) ( 2) et qui se coupent 

elles-mêmes en un ou plusieurs points. »

Lorsque la fonction sous le signe J  reste continue dans le voisinage 

d’un point quelconque situé à l’intérieur de l’aire S, on est libre de 

faire varier cette aire de manière à la rendre infiniment petite avec le 

contour qui l ’enveloppe et avec l’intégrale J f ( z ) dz étendue à tous les 

points de ce contour. Donc, alors, cette intégrale, étendue à tous les 

ooints du contour donné, offre une valeur nulle.

Concevons maintenant que, l’aire S étant décomposée en plusieurs 

parties A, B, C, . . . ,  on nomme (S) la valeur qu’acquiert l ’intégrale 

/ f(z) 'd z ,  lorsque le point mobile Z, après avoir parcouru le contour

( 1 ) Œ uvres de Cauchy, S. I, T. X, p. 72. 
( 2) Ibid., S. I, T. X, p. 169.

OEuvrcs de C. —  S. 1, l .  XI.
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de l’aire S avec un mouvement de rotation direct autour de cette aire, 

revient à sa position primitive, et (A), (B), (C), . . .  ce que devient (S) 

quand, au contour de l’aire (S), on substitue le contour de l’aire A, 

ou B, ou C........on aura

(S) =  (A) +  (B) +  ( C ) + . . . ,

pourvu que la fonction f ( z )  reste finie en chaque point de chaque con

tour. [ Voir les Comptes rendus de 1846, séance du 21 septembre,

P· 563 (·).]
D’autre part, comme il est dit dans le Mémoire du 21 septembre 1846, 

la fonction f ( z )  peut devenir discontinue dans le voisinage de certaines 

valeurs de z correspondantes à certains points Q, R, . . .  de l ’aire S, soit 

en devenant infinie, soit en changeant brusquement de valeur. Dans le 

premier cas, les points Q, R, . . .  sont nécessairement des points isolés P', 

■ P", . . . .  Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres et situés 

sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes O'O". . . ,  dont les longueurs 

peuvent être finies. Cela posé, on pourra généralement partager l ’aire S 

en éléments A, B, C, . . .  et a, b, c.........les uns finis, les autres infini

ment petits, les éléments finis A, B, C, . . .  étant choisis de manière que 

la fonction f ( z )  reste finie en chaque point de chacun d ’entre eux, et les 

éléments infiniment petits a, b, c, . . .  étant ou des surfaces qui s’étendront 

infiniment peu dans tous les sens autour des points isolés, ou des surfaces 

infiniment étroites, dont chacune renfermera dans son intérieur une des 

courbes O'O"... ou une portion de l ’une de ces courbes. Ce partage étant 

opéré, la formule ci-dessus rappelée, donnera

(S) =  (a) +  (b) +  (c)+ . . . ,

puisque les intégrales correspondantes à des éléments finis A, B, C, . . . 

de l ’aire S s’évanouiront; et la détermination de Vintégrale (S) se trou

vera réduite à la détermination des intégrales singulières (a), (b), 

(c), . . . ,  dont les valeurs, quand elles seront finies, sans être nuiles, se

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. X, p. 142·
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déduiront du calcul des résidus, s ’il s’agit d ’éléments qui renferment les 

ooints isolés P', P", . . . ,  ou, dans le cas contraire, d ’équations analogues 

aux formules établies ci-dessus (voirie Mémoire du 21 septembre, 

p. 56o, 56 i et 562) ( ') .  Dans le Mémoire dont ce passage est extrait, 

et dont une partie seulement a été insérée dans les Comptes rendus, 

les intégrales singulières étaient dites du premier ou du second ordre, 

suivant que l’aire dont le contour était décrit par le point mobile Z 

offrait une dimension ou deux dimensions infiniment petites. Les 

intégrales que M. Puiseux nomme élémentaires ne sont autre chose que 

des intégrales singulières du premier ordre.

Les principes que nous venons de rappeler permettent de fixer aisé

ment la valeur de l’ intégrale J f ( z )  dz étendue au contour d’une aire 

quelconque S, ou même à une ligne de forme quelconque. Ainsi, en 

particulier, la méthode déduite de ce principe, dans le Mémoire du 

26 octobre 1846, permet de réduire la détermination des intégrales 

curvilignes à la détermination d’intégrales rectilignes, non seulement 

dans le cas où / ( s )  serait une fonction explicite de s, mais encore, 

comme il est aisé de le voir, dans le cas même où / ( s )  deviendrait 

une fonction implicite de s. 11 y a plus : cette méthode permet de 

réduire à Y intégration rectiligne la détermination des intégrales curvi

lignes d ’un système quelconque d’équations différentielles.

Quand on se borne à l’évaluation des intégrales définies de la 

forme J 'udz , étendues aux divers points d’une courbe continue, on 

doit surtout remarquer le cas où u est une fonction algébrique assu

jettie à vérifier une certaine équation

f ( u , z )  =  o

et à varier avec z par degrés insensibles ; alors, comme il est dit dans le 

Mémoire du 12 octobre 1846 ( 2), si le point mobile Z, après avoir effectué 

une, deux, trois révolutions dans une courbe fermée, revient à sa position 

orimitive P, l ’intégrale J u d z  étendue à la courbe entière, et déterminée

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. X, p. i4o, i/(l.
(2) Ibid., S. I, T. X, p. 153.
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ap rès la  p r e m iè r e , a p rès la  d e u x iè m e , après la  tro is ièm e ré v o lu tio n , o ffr ira  

d es va leu rs q u i  n e  sero n t p a s g é n é r a le m e n t é g a le s  en tre  elles. N é a n m o in s, 

si, après u n  c e r ta in  n o m b re  d e  révolu tio n s d u  p o in t  m o b ile , la  f o n c t io n  u 

re p re n d  la  v a le u r  q u e l le  a v a it d ’ a b o rd , à  p a r t ir  d e  cet in s ta n t les va leu rs  

d é jà  o b te n u e s  d e  l ’ in té g r a le  t = J ' u d z  se re p ro d u iro n t d a n s  le  m êm e  

ord re, q u e lle  q u e  so it d ’ a ille u rs  la  p o s it io n  in it ia le  P d u  p o in t  m o b ile Z. 

D o n c a lo rs  s  sera  u n e  f o n c t io n  p é r io d iq u e  de t .  Q u a n t a u x  in d ic e s  d e  

p é r io d ic ité , ils se ro n t g é n é r a le m e n t représentés p a r  des in té g r a le s  d éfin ies  

q u i  p o u r ro n t se d é d u ir e  d ’ u n  th éo rèm e p r é c é d e m m e n t én o n cé , sa voir  qu e, 

s i  la  co u rb e  en velop p e d ’ u n e  cer ta in e  a ire S v ie n t à  v a r ie r  sa n s cesser de  

p a sser  p a r  le p o in t P, l ’ in té g r a le  J ' u d z  é te n d u e  à  to u s les p o in ts  d e  la  

co u rb e  n e  v a r ie ra  p a s , p o u r v u  q u e  la  f o n c t io n  u  reste f i n i e  et c o n tin u e  

en  c h a c u n  des p o in ts  su ccessivem en t occu p és p a r  la  co u rb e  v a ria b le .

Le théorème ici rappelé permet effectivement de réduire la déter

mination des indices de périodicité à l’évaluation de certaines inté

grales singulières du premier ou du second ordre, et cette évaluation 

môme à celle d’intégrales définies rectilignes. Ajoutons que, dans le 

cas où l’intégrale J u d z  acquiert pour certaines positions du point 

mobile Z des valeurs infinies, les intégrales rectilignes introduites 

dans le calcul sont généralement du nombre de celles que l’un de 

nous a nommées in té g r a le s  e x tr a o r d in a ir e s .

Après avoir montré comment on peut décomposer l’intégralc.yu d z  

étendue à une courbe quelconque en intégrales élémentaires ou sin

gulières, M. Puiseux s’est proposé de déterminer, pour diverses formes 

de la fonction u supposée algébrique, les diverses valeurs de l’inté

grale avec les divers indices de périodicité. Le cas où la fonction u  

devient rationnelle avait été déjà complètement traité par l’un de 

nous dans les Mémoires de i 84ô· Se réservant d’ailleurs de revenir 

plus tard sur ces questions ( C om ptes re n d u s de 1846, page 787) (*), il 

s’était borné, dans les autres cas, à indiquer la marche à suivre par

( ' )  OEuvre.i de Cauchy, S. I, T. X , p. 196.
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des applications ( ' )  des théorèmes généraux, dont quelques-unes 

seulement ont été insérées dans les Comptes rendus.

M. Puiseux a repris la question au point où les publications déjà 

faites l’avaient laissée. Après avoir rappelé, en les appliquant aux fonc

tions algébriques, des théorèmes déjà établis dans les Comptes rendus 

de 1846, il y a joint des propositions nouvelles dignes de remarque. 

Ainsi, par exemple, en supposant une fonction u de z réduite, par 

une valeur donnée de z, à une racine déterminée d’une équation algé

brique du.degré m, et cette même fonction assujettie à varier avec 5 

par degrés insensibles, M. Puiseux prouve que les diverses valeurs 

de l’intégrale curviligne et définie J u d z ,  prise à partir de -z =  c, 

peuvent se déduire ou de l’une d’entre elles, ou de celles qu’on en 

tire quand,à la racine donnée on substitue les autres racines, par 

l’addition d’intégrales curvilignes et définies du même genre, mais 

relatives· à des contours fermés. Ainsi, encore, en supposant que la 

fonction u reprenne sa valeur initiale après une révolution du point 

mobile Z sur une courbe fermée qui renferme dans son intérieur tous 

les points isolés, M. Puiseux démontre que l’intégrale j 'u d z  étendue 

à cette courbe entière pourra être exprimée à l’aide du résidu de la 

fonction u relatif à une valeur nulle de z.

Après avoir ainsi développé et perfectionné la théorie générale des 

intégrales curvilignes des fonctions algébriques et de leur décompo

sition en intégrales élémentaires, M. Puiseux a consacré la dernière 

partie de son Mémoire à la détermination du nombre des diverses 

valeurs que peuvent acquérir ces intégrales,-et du nombre des indices 

de périodicité, ou, autrement dit, des périodes distinctes qui peuvent 

s’ajouter à ces valeurs. Il observe avec raison qu’ici se présentent plu

sieurs questions, et en particulier les suivantes :

i° Trouver toutes les périodes distinctes qui appartiennent à une 

valeur de l’intégrale J u d z ;

(*) L’une de ces applications, relative aux fonctions elliptiques, et mentionnée aux 
pages-322, 3?.3, sera reproduite par l’auteur dans un prochain article.
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2° Reconnaître si chaque période appartient à toutes les valeurs de 

l’intégrale, ou seulement à une partie d’entre elles;

3° Déterminer les valeurs de l’intégrale qui restent distinctes lors

qu’on fait abstraction des multiples entiers des périodes.

M. Puiseux est parvenu à résoudre ces questions dans le cas déjà 

très étendu où l’on suppose une fonction entière de u équivalente à 

une fonction rationnelle de z.

Il trouve que, dans ce cas, u, étant une des valeurs de la fonction u 

déterminée par une équation algébrique du degré m, l’intégrale prise 

à partir d’une origine donnée offre m valeurs distinctes auxquelles 

peuvent s’ajouter des multiples entiers quelconques, positifs ou néga

tifs, de périodes dont le nombre est généralement égal au produit de 

m — i par n — i , n  désignant le nombre des points isolés ou princi

paux. Do plus, en s’appuyant sur l’un des deux théorèmes que nous 

avons ci-dessus rappelés, il prouve que le second facteur n — i peut 

être réduit à n — 2, dans le cas où, u étant développable pour de

grands modules de z suivant les puissances ascendantes de le

terme proportionnel à la première de ces puissances s’évanouit.

En appliquant ces propositions, ou plutôt les méthodes desquelles 

on les tire, au cas spécial où l’on a m =  2, M. Puiseux retrouve, non 

seulement les périodes et diverses propriétés connues des fonctions 

elliptiques, ces propriétés étant rendues manifestes par des for

mules analogues à celles que l’un de nous avait établies dans les 

Mémoires de 1846, mais encore les périodes connues des fonctions 

abéliennes.

En résumé, M. Puiseux a non seulement ajouté de nouveaux déve

loppements et des perfectionnements nouveaux à la théorie des inté

grales curvilignes des fonctions algébriques, mais, de, plus, il a mis 

en évidence, avec beaucoup de sagacité, les lois suivant lesquelles 

les diverses valeurs d’une fonction algébrique se trouvent échangées 

entre elles quand la courbe qui dirige l’intégration tourne autour de 

l’un des points qu’il nomme points principaux; enfin, il est parvenu
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à déterminer généralement le nombre des valeurs distinctes et le 

nombre des périodes de certaines intégrales curvilignes, qui sont 

relatives à une classe très étendue de fonctions algébriques, et qui 

comprennent comme cas particulier les intégrales elliptiques et abé- 

liennes.

Pour tous ces motifs, vos Commissaires pensent que le Mémoire de 

M. Puiseux est très digne d’être approuvé par l’Académie et inséré 

dans le Recueil des Savants étrangers.

4 8 5 .

P hysique. — Rapport sur un Mémoire présente par M. B ravais, 

et intitulé : Études sur la Cristallographie.

C. R., T. XXXII, p. 284 ( 25 février i 8 5 t).

Dans un précédent Mémoire que l’Académie, adoptant les conclu

sions du Rapport présenté par six de ses Membres, a jugé très digne 

de son approbation, M. Bravais avait considéré le système des points 

matériels avec lesquels coïncident, dans un cristal quelconque, les 

centres do gravité des diverses molécules. Partant de la remarque faite 

par divers auteurs, spécialement par M. Delafosse, que .ces centres 

forment un système réticulaire, c’est-à-dire qu’ils se réduisent aux 

points suivant lesquels des plans équidistants et parallèles se trouvent 

coupés par deux autres séries de plans équidistants et parallèles, il 

avait compris la nécessité d’étudier avec beaucoup de soin la nature 

et les propriétés d’un système réticulaire quelconque, et des réseaux 

dont chacun a pour nœuds les points du système renfermés dans l’un 

des plans réticulaires. 11 avait facilement reconnu que les trois séries 

de plans réticulaires partagent l’espace en parallélépipèdes élémentaires 

tous égaux entre eux, et que les nœuds d’un réseau donné sont en 

même temps les nœuds d’un nombre infini d’autres réseaux dont les
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fils se coupent suivant des angles divers, mais dont les mailles sont, 

toujours équivalentes en surface aux mailles du premier; puis, en 

nommant axe de symétrie d’un système réticulaire une droite telle

ment choisie, qu’il suffise d’imprimer au système autour de cet axe 

une rotation mesurée par un certain angle pour substituer les divers 

nœuds les uns aux autres, il avait démontré que l’angle qui sert de 

mesure à la rotation doit être nécessairement égal, soit à un ou à deux 

droits, soit au tiers ou aux deux tiers d’un angle droit. Par suite, le 

rapport de la circonférence entière à l’arc qui mesure la rotation ne 

pouvait être que l’un des nombres 2, 3 , 4 . 6; et la symétrie d’un sys

tème réticulaire devait être, suivant le langage adopté par M. Bravais, 

binaire, ou ternaire, ou quaternaire, ou se nuire. Enfin, après avoir 

établi ces principes, l ’auteur avait observé qu’ils pouvaient être uti

lement appliqués à la classification des cristaux; et, en classant les 

divers systèmes réticulaires, ou plutôt les systèmes de nœuds qu’ils 

peuvent offrir, d’après le nombre et la nature de leurs axes de 

symétrie, M. Bravais avait compté sept systèmes distincts, caracté

risés par les axes do symétrie que nous avons mentionnés dans notre 

premier Rapport, savoir les systèmes ter quaternaire, sénaire, quater

naire, ternaire, terbinaire et binaire, et le système asymétrique, c’est- 

à-dire celui qui n’offre aucun axe de symétrie.

Dans le nouveau Mémoire dont nous avons à rendre compte, M. Bra

vais ne se borne plus à la recherche des propriétés du système réticu

laire formé par les centres de gravité des molécules d’un cristal. Péné

trant plus avant dans les profondeurs de la science, il s’occupe aussi 

des diverses formes que peuvent offrir les molécules cristallines, et 

de l’influence que ces formes doivent exercer sur la cristallisation. 

Déjà, dans un Mémoire présenté à l’Académie le 3 i août 1840, 

M. Delafosse avait signalé cette influence, et observé qu’elle suffit 

pour expliquer de prétendues exceptions à la loi de symétrie, regardées 

comme des anomalies constantes dans certaines espèces minérales, telles 

que la pyrite, la boracite, la tourmaline, le quartz, etc. Déjà, il avait 

insisté sur cette considération, que deux varties d ’un cristal géomé-
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, Iriquement semblables peuvent avoir des structures ou constitutions molé

culaires différentes, et que, dans ce cas, on ne peut plus dire qu elles sont 

en tout point identiques. Déjà le savant professeur, attribuant la forma

tion des cristaux dits hémiédriques aux particularités qui caractérisent 

leur constitution moléculaire, avait cherché, par exemple, l’explica

tion de l’hémiédrie de la boracite dans la forme tétraédrique de la 

molécule, et de Fhémiédrie du quartz dans une sorte de distorsion 

d’une molécule rhomboédrique. Mais, en confirmant ce principe, que 

la forme de la molécule exerce une influence notable sur la cristallisation, 

M. Bravais arrive, en outre, à cette conclusion remarquable que, pour 

expliquer tous les phénomènes de l’hémiédrie, il suffît d’avoir égard 

à cette influence et aux effets qu’elle peut produire. Pour établir cette 

proposition, M. Bravais commence par examiner les divers genres de 

symétrie que peut offrir une molécule cristalline, considérée comme 

un systènie d’atomes, et représentée par un polyèdre dont ces atomes 

occupent les sommets; puis il recherche les lois suivant lesquelles la 

symétrie de la molécule se transmet en partie au système réticulaire, 

formé par les centres de gravité des diverses molécules dont un cristal 

se compose. Entrons, sur ces deux points, dans quelques détails.

M. Bravais observe d’abord qu’un polyèdre peut offrir trois élé

ments de symétrie,-savoir : l’élément point' ou centre de symétrie, l’élé

ment ligne ou axe de symétrie, et l’élément plan ou plan de symétrie.

Le centre de symétrie d’un polyèdre est un point autour duquel les 

sommets, pris deux à deux, sont rangés sur des diagonales.dont ce 

point est le milieu.

Une droite est un axe de symétrie d’un polyèdre, lorsqu’il suffît 

d’imprimer à celui-ci, autour de cette droite, une rotation mesurée 

par un certain angle pour substituer les divers sommets les uns aux 

autres. Le rapport de la circonférence au plus petit des arcs propres 

à mesurer la rotation est toujours un nombre entier qui détermine 

Vordre de symétrie de l ’axe. Mais ce rapport peut êt ê l’un quelconque 

des nombres entiers supérieurs à l ’unité; par suite, un polyèdre peut 

admettre, non seulement comme les systèmes réticulaires, des axes

43OEuvres de C . — S. ï, t. XI.
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de symétrie binaire, ternaire, quaternaire et sénaire, mais encore des

axes de symétrie quinaire, septénaire, etc. Un même polyèdre peut

d’ailleurs offrir des axes de symétrie de divers ordres. Deux axes«/

de même ordre sont de même espèce, lorsqu’en les substituant l’un 

à l’autre on ne fait qu’échanger les sommets entre eux; ils sont 

d'espèces différentes dans le cas contraire. Dans un polyèdre donné, 

le nombre des diverses espèces d’axes de symétrie ne peut surpasser 

trois, mais il peut être égal à trois. Ainsi, par exemple, dans le cube, 

un axe de symétrie peut être ou l’axe binaire qui joint les milieux de 

deux arêtes opposées, ou l’axe ternaire qui représente une diagonale 

et joint deux sommets opposés, ou enfin l’axe quaternaire qui joint les 

centres de deux faces opposées et parallèles.

Enfin, un plan de symétrie, dans un polyèdre donné, sera un plan 

qui divisera le polyèdre en deux parties symétriques, les sommets 

étant situés deux à deux à égales distances du plan sur des droites 

qui lui seront perpendiculaires. D’ailleurs les plans de symétrie, 

comme les axes de symétrie, pourront être de même espèce ou à'espèces 

différentes; et, dans un polyèdre donné, le nombre des diverses espèces 

de plans de symétrie no pourra surpasser trois, mais il pourra être 

égal à trois. Ainsi, par exemple, dans le polyèdre qui aurait pour 

sommets les sommets d’un hexagone régulier, et deux points situés à 

égales distances du plan de cet hexagone sur une perpendiculaire 

élevée par le centre, un plan de symétrie pourrait être ou un plan 

passant par cette perpendiculaire et par un sommet ou par le milieu 

d’un des côtés de l’hexagone, ou le plan même de l’hexagone dont il 

s’agit.
Cela posé, M. Bravais démontre les deux propositions suivantes :

S’il existe dans un polyèdre deux plans de symétrie leur intersection 

sera nécessairement un axe de symétrie.

Un centre de symétrie, un plan de symétrie, et un axe de symétrie 

d’ordre pair sont trois éléments tellement liés entre eux, que la présence 

de deux de ces éléments entraîne toujours la présence du troisième.
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D’ailleurs, M. Bravais appelle axe principal celui qui, vlans un 

polyèdre donné, est parallèle ou perpendiculaire à tous les axes ou 

plans de symétrie, et désigne, sous le nom de sphéroèdriques, les 

polyèdres qui offrent plusieurs axes de symétrie, dont aucun n’est un 

axe principal.

Cela posé, M. Bravais fait voir que les polyèdres, considérés au 

point de vue de la symétrie, peuvent être divisés en vingt-trois classes, 

réparties entre six groupes distincts.

Le premier groupe comprend tous les polyèdres asymétriques, c’est- 

à-dire ceux qui ne possèdent ni axes, ni plans, ni centre de symétrie;

Le deuxième groupe comprend tous les polyèdres symétriques, mais 

dépourvus d’axes de symétrie;

Le troisième groupe, les polyèdres symétriques pourvus d’un axe 

principal d’ordre pair;

Le quatrième groupe, les polyèdres symétriques pourvus d’un axe 

principal d’ordre impair;

Le cinquième groupe, des polyèdres sphéroédriques à quatre axes 

ternaires ;

Et le sixième groupe, les polyèdres sphéroédriques à dix axes ter

naires.

Après avoir étudié les divers genres de symétrie que peuvent offrir, 

d’une part, les systèmes réticulaires, d’autre part, les polyèdres qui 

représentent les molécules des corps, et classés les uns et les autres 

d’après le nombre et la nature de leurs éléments de symétrie, il res

tait à examiner comment et jusqu’à quel degré la symétrie d’une mo

lécule peut être transmise par la cristallisation au système réticulaire 

formé par les centres de gravité des diverses molécules dont se com

pose un cristal. En d’autres termes, il s’agissait de résoudre le pro

blème suivant :

Les éléments de symétrie d ’une molécule étant donnés, déterminée le 

système cristallin que la réunion de cette, moléculetà d ’autres de même, 

espèce produira au moment de la cristallisation.
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M. Bravais observe, à ce sujet, que la cristallisation a pour effet 

d’amener les diverses molécules à des positions telles, qu’il y ait 

équilibre, et même un équilibre stable, entre les actions exercées par 

les unes sur les autres. Cela posé, il fait voir que l’équilibre s’établira 

plus facilement dans un cristal en voie de formation, si les centres de 

gravité des molécules se disposent de manière que les axes et plans de 

symétrie de ces molécules, indéfiniment prolongés, deviennent des 

axes et plans de symétrie du système, réticulaire formé par les centres 

de gravité. Il se trouve ainsi autorisé à poser la règle suivante :

Parmi les sept systèmes cristallins, les molécules d’une substance 

donnée adopteront celui dont la symétrie offre le plus grand nombre 

d’éléments communs avec la symétrie propre au polyèdre moléculaire.

Si plusieurs systèmes cristallins peuvent, en vertu de la règle 

énoncée, correspondre à une même molécule, ceux qui offriront un 

plus grand nombre d’éléments de symétrie seront en général compris 

parmi les autres comme cas particuliers; ils seront donc en nombre 

moindre, et indiqués avec une probabilité incomparablement plus 

faible. M. Bravais se trouve ainsi amené à énoncer encore la règle 

suivante :

Dans le cas où plusieurs systèmes cristallins auraient les mêmes élé

ments de symétrie communs avec un même polyèdre moléculaire, la cris

tallisation s’opérera suivant le système de moindre symétrie, c’est-à-dire 

suivant le système qui laissera le plus grand nombre de termes indéter

minés parmi les six éléments constitutifs de son parallélépipède élémen

taire.

L’emploi des deux règles générales que nous venons de rappeler 

permet à M. Bravais, non seulement d’expliquer les divers phéno

mènes d’hémiédrie observés par les cristallographes, mais encore de 

déterminer les lois de ces phénomènes et les circonstances dans les

quelles ils doivent se présenter; et ces lois et ces circonstances sont 

précisément celles que fournit l’observation elle-même. C’est encore
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avec le même bonheur que, après avoir déduit de ses recherches anté

rieures sur les systèmes réticulaires la détermination de ce qu’on 

appelle la forme cristalline ( (), c’est-à-dire du système des faces simi

laires que présente un cristal, M. Bravais applique son analyse à la 

réduction du nombre de ces faces, produite par l’hémiédrie. Il fait 

voir aussi qu’on peut expliquer, par sa théorie, un assez grand 

nombre de cas de dimorphisme, sans être obligé d’altérer la structure 

interne des molécules.

En résumé, les Commissaires sont d’avis que lé travail soumis à 

leur examen offre de nouvelles preuves de la sagacité que M. Bravais 

avait montrée dans ses précédentes recherches, et que ce travail con

tribue notablement aux progrès de la Cristallographie. Ils pensent, en 

conséquence, que le nouveau Mémoire de M. Bravais est très digne 

d’être appi*ouvé par l’Académie, et inséré dans le Recueil des Savants 

étrangers.

4 8 6 .

M é c a n i q u e  m o l é c u l a i r e . — Note sur l ’équilibre et les mouvements 

vibratoires des corps solides.

C. R., T. XXXII, p. 3¿3 (3 mars i85 i).

Si l’on considère un corps homogène comme un système de molé

cules, et chaque molécule comme un système d’atomes, les coeffi

cients renfermés dans les équations des mouvements vibratoires de 

ce corps cesseront.d’être des quantités constantes. Concevons, pour

( 1 ) Parmi les théorèmes établis à ce sujet par M. Bravais, nous nous bornerons à rap
peler le suivant :

« Quand une face de la forme cristalline n’est ni parallèle, ni perpendiculaire à un axe de 
symétrie, le nombre des faces qui composent la forme est double de la somme

 ̂ i ■+■  Ng-H  2N3-H  3N4H - a Nç,

N„ N„ N*, N6 étant les nombres d’axes binaires, ternaires, quaternaires et sénaires que 
possède le système. »
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fixer les idées, que le corps soit un cristal. Les centres de gravité des 

diverses molécules seront les nœuds d’un système réticulaire, c’est- 

à-dire les points d’intersection de trois systèmes de plans parallèles à 

trois plans fixes; et, si l’on nomme a, b, c les longueurs des trois 

arêtes d’un parallélépipède élémentaire, si d’ailleurs on prend les 

intersections communes des plans fixes pour axes coordonnés des x, 

y , z, les coefficients contenus dans les équations d’équilibre ou dans 

les équations des mouvements vibratoires seront des fonctions pério

diques de x ,y ,  z, qui demeureront invariables quand on fera croître 

ou décroître x  d’un multiple de a, y  d’un multiple de b, z d’un mul

tiple de c. Par suite, si l’on pose, pour abréger,

27T 0 271 27T
a — — » p =  — , y — — ,·

on pourra développer chaque coefficient en une série ordonnée sui

vant les puissances ascendantes et descendantes des exponentielles 

trigonométriques
e a x i , e ^ ' ,  e ' tz i ,

i étant une racine carrée-de — x. Enfin, si l’on suppose les déplace

ments atomiques, et par suite les deux membres de chaque équation 

d’équilibre ou de mouvement, développés en séries du même genre, il 

suffira d’égaler entre eux, dans ces deux membres, les coefficients des 

puissances semblables des exponentielles trigonométriques, pour 

obtenir des équations nouvelles qui seront toutes linéaires et à 

coefficients constants. Ajoutons que, de ces équations nouvelles, on 

pourra déduire, par élimination, celles qui détermineront les valeurs 

moyennes des déplacements atomiques.

Il importe d’observer que, les trois paramètres g, b, c étant très 

petits, les trois coefficients a, 6, y offriront des valeurs très considé

rables, et que, par suite, la dérivée relative à x  d’un produit de la 

forme
y e±.mOLX\̂

m étant un nombre entier quelconque, se réduira au produit de a par
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la dérivée relative à x  de l’exponentielle ë*maxi, et par le .facteur

i qui sera, en général, très peu différent de l’unité. En

remplaçant ce dernier facteur par l’unité, on n’aura généralement à 

‘ craindre que des erreurs insensibles, et l ’on simplifiera notablement 

les calculs.

En partant de ces principes, on trouvera, pour exprimer l’équilibre 

et les mouvements vibratoires des corps solides, des équations qui ne 

pourront devenir homogènes et isotropes, sans acquérir précisément 

la forme de celles que j ’ai obtenues dans la théorie de la lumière. Par 

suite, si l’on nomme

les valeurs moyennes des déplacements infiniment petits d’un atome 

mesurés au bout du temps t, parallèlement à trois axes rectangulaires 

des x , y , s, les mouvements vibratoires d’un cristal isotrope seront 

représentés, dans le cas le plus général, par trois équations de la

forme .
/ D,*Ç = E \  H-F Dxu - h G ( D 2n - D r Ç),

(·) D î ï j r r f f ï i  +  F D y U + C f i D y C - D . Ç ) ,

( Dl* Ç = Æ ,Ç + F D s u +  G( Da Ç - D x ïi)>

u étant la dilatation du volume, déterminée par l’équation

(2 ) v — D̂ i; -+- Dyï] -t- D s£,

et E, F, G étant des fonctions entières de la somme

DI +  D’ h-DJ.

Pour que les formules (1) se réduisent à des équations homogènes et 

du second ordre, il est nécessaire que G s’évanouisse, et qu’en outre 

les fonctions E, F  soient de la forme

Æ =  A ( D * + D J  +  D»), F — H,

h, I l  étant des quantités constantes. Alors, à la place des formules (i),
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on obtient les suivantes

| DK = h (DI +  D* +  D*)5 +  //D*«t
(3) D? r, =  h (Di +  D’ h- D* )yi 4- HDy u,

( DI : =  A (DI +  D* +  D j ) Ç +  HD- u,

entièrement semblables à celles auxquelles j ’étais parvenu dans les 

Exercices de Mathématiques,

En terminant cette Note, j ’indiquerai un moyen simple d’obtenir, 

quand elles peuvent être réduites à des fonctions différentielles de ç, 

y), £, les composantes
JC, ci', <3,

§, il!i, ffl,

C, ffi, ©

des pressions supportées, en un point donné P d’un corps isotrope, 

et du côté des coordonnées positives, par trois faces parallèles aux 

plans des yz, des zx  et des xy, supposés perpendiculaires l’un à 

l’autre. En effet, soit p  la pression supportée au point P par un élé

ment s de surface, perpendiculaire à la droite qui forme avec les demi- 

axes des x , y , z positives les angles dont les cosinus sont it, b, c, et 

nommons S l’angle formé par la direction de cette pression avec une 

normale à l’élément de surface s. On aura, d’après ce qui a été dit dans 

le second Volume des Exercices de Mathématiques (t. II, p. 5o) (' ),

(4 ) p  cos à —  X a 2-l- ,iit> b2 h— S t ! +  a© b c +  i  Cca -+- 2 ¿fali.

D’autre part, si l’élément de surface s est supposé offrir des dimen

sions qui soient très considérables quand on les compare aux dis

tances qui séparent deux molécules voisines, et si, dans cette hypo

thèse, la pression p supportée en un point P de l’élément s varie très 

peu quand le point P vient à subir un très petit déplacement, les com

posantes x ,  §, C; ê, ffi; C, ©, e  des pressions supportées au point P 

par trois plans parallèles aux plans coordonnés des yz, des zx  et 

des xy, pourront être généralement considérées comme des fonctions

C) QEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 70.
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linéaires des déplacements £, i\, '( et de leurs dérivées des divers' 

ordres. Cela posé, le second membre de l’équation (4) pourra être 

considéré comme une fonction de

"n, C»  ̂xi et **, b,

qui sera linéaire par rapport à yj, entière par rapport à D*, Dy, Dz ; 

enfin, homogène et du second degré par rapport à a, h, t. Cette fonc

tion, devant d’ailleurs être isotrope, se réduira nécessairement, . 

d’après ce qui a été dit ailleurs, à une fonction entière des sommes

oÇ —t- b-y] -+-1Ç, Dx  ̂ -+- DyY) H- Dû? —  u, l>Rr H-(1)3,

Di +  1)?+Dü,

«( Dzyi -  DyÇ).+ b (DXÇ -  Ds£) +  r(Dy|  -  D*n),

qui sera linéaire par rapport à y¡, ‘Ç, et du second degré par rapport 

à o, t), r. Par suite, il faudra que l’on ait

( p co sâ  ==· bDy -+- rD z) (a£ -+- b yj +  rÇ) -t- (a2+  b'2 H- c2) ( Kv +  J)
i · + 7 ( a D * + b D r + f D , ) [ a ( D , n  - D y O  +  b( D rÊ - » » * ! ) ] ,

I étant une quantité constante, ei/c, K, J étant des fonctions entières

dcD | +  D; +  D;. ' V '

Cela posé, comme les valeurs de jocosâ, fournies par les équa- ■ 

tions ( 4 ) et ( 5), devront être égales entre elles, quelles que soient les 

valeurs des rapports elles devront encore être égales pour des 

valeurs quelconques attribuées à n, b, c. On aura donc, par suite,

(6 )  JU =  *D*|j +  À'u +  / +  /D.r (D i Y] — Dyï b  

et

( 7 ) <D =  * * ( D sv i + D y Ç )  +  - i - '[D r (D y 5 - D x Y])- i-D ,(D *Ç  — D*S)],

Si, dans une première approximation, on néglige les termes qui ren

ferment des dérivées de Ç, y¡, £ d’un ordre supérieur au premier, les 

formules (6) et (7) se réduiront aux suivantes

(8) Jt> =  k\)xX H- Kv -+- /, i)i> =r k\)yf\ Kv -h / , „ G  =  A’DzÇ -H Kv  /,

(9) ffl =  ^ ( D sï i + D y Ç), C = i - * ( D a;- i - D.Ç )> g = H ( D r S + D x n),

OE livre s de C . —  S. I, t .X I .  ^
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k, K, I  étant des coefficients constants, et deviendront ainsi sem

blables à'celles que j ’ai obtenues dans les Exercices de ’Mathématiques

(t. III, p. 3 2 7 ) ( ') .

4 8 7 .

<·
P hysique. —  Rapport sur divers Mémoires de M. W ertiieim. 

C. R., T. XXXII, p. 326 (3 mars 1801).

L’Académie a soumis à notre examen divers Mémoires do M. Wer- 

theim, qui ont pour objet l ’équilibre des corps solides homogènes, la 

propagation du mouvement dans ces corps, la torsion des verges, 

homogènes, les vibrations des plaques circulaires, et la vitesse du son 

dans les liquides. La pensée dominante qui a dirigé l’auteur, dans les 

expériences dont ces Mémoires offrent le tableau et dans les calculs 

qu’il y exécute, a été de déterminer les coefficients que doivent ren

fermer les formules générales de l’équilibre et du mouvement des 

corps solides homogènes et isodropes, ou plutôt le rapport entre les 

deux coefficients contenus dans ces formules. Entrons à ce sujet dans 

quelques détails.

Si l’on considère un corps solide et homogène comme un système 

de points matériels sollicités par des forces d’attraction ou de répul

sion mutuelle, on trouvera, pour représenter l’équilibre ou le mouve

ment de ce corps, {rois équations distinctes. Ces trois équations, que 

Navier et d’autres auteurs avaient obtenues sous des formes restreintes 

par certaines conditions qu’ils s’étaient imposées, ont été plus tard 

données par l’un de nous, dans toute leur généralité. On a pu voir 

alors qu’elles renferment un grand nombre de coefficients, qui se 

trouvent aussi contenus dans les valeurs générales des composantes 

des pressions supportées par trois plans rectangulaires, et relatives

O ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 379.
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soit à l ’état d’équilibre,^soit à l ’état de mouvement. Toutefois ces 

divers coefficients se réduisent à deux, lorsque, en supposant le sys

tème isotrope, on réduit les équations d’équilibre ou de mouvement à 

des équations aux dérivées partielles, homogènes et du second ordre, 

en développant les différences finies des déplacements atomiques en 

séries, et en négligeant, dans, les développements obtenus, les termes 

qui renferment des dérivées d’un ordre supérieur au second.

C’est à déterminer, à l’aide de l’observation, le rapport 0  des deux 

coefficients que contiennent les équations de l’équilibre ou du mou

vement, devenues homogènes et isotropes, que s’est appliqué M. Wer- 

theim dans son Mémoire sur l’équilibre des corps solides homogènes. 

Dans les équations de Navier, le rapport 0  se réduisait au nombre 2. 

D’après les expériences faites par M. Wertheim sur des parallélépi

pèdes de caoutchouc, ce rapport est plus voisin de l’unité que du 

nombre 2, quand la dilatation est faible. On pouvait donc croire que 

le nombre 2 devait être remplacé par le nombre 1. Mais il convenait 

de vérifier cette induction à l’aide .d’expériences plus précises que 

celles auxquelles le caoutchouc peut être soumis. M. Wertheim y est 

parvenu, en suivant une méthode indiquée par M. Régnault, et qui 

consiste dans l’emploi de cylindres creux, dont la cavité intérieure 

communique avec un tube'capillaire de verre. On remplit l’appareil 

d’eau privée d’air, et l’on mesure les allongements que des charges 

successivement croissantes font subir au cylindre, ainsi que l’abaisse

ment de l’eau dans le tube capillaire. On connaît de cette manière le 

.changement de volume de la cavité intérieure du cylindre, et l’on en 

déduit aisément, à l’aide d’une formule donnée dans les Exercices de 

Mathématiques, le rapport cherché.

Le rapport 0  une fois déterminé, on déduit de cette détermination 

diverses conséquences importantes relatives à la propagation du mou

vement dans les corps solides, aux vibrations des plaques circulaires, 

aux vibrations longitudinales et aux vibrations tournantes des verges 

cylindriques, etc. On reconnaît, par exemple, qye le rapport entre le 

nombre n des vibrations longitudinales et le rapport n' des vibrations
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tournantes, dans les verges cylindriques, doit être | =  i , 633 , . . . ,  

tandis qu’il devrait être i , 58 i , . . .  si l’on supposait 0  =  2. Or l’expé

rience a donné à Savart, pour valeur de le nombre 1,666, . . . ,  

qui diffère très pou de i , 633 , .... et confirme ainsi les conclusions 

auxquelles est arrivé M. Wertheim. Ajoutons que M. Wertheim ayant 

lui-même exécuté de nouvelles expériences sur des verges de fer, de 

laiton et d’acier fondu, a obtenu pour valeurs de —, les nombres 1 ,635 , 

1,621, i , 636 , qui tous trois coïncident sensiblement avec le nombre 

\ J \  =  i , 633 , .. ;.

II suit encore de la théorie des corps élastiques qu’une masse illi

mitée peut propager deux espèces de vibrations, les unes longitudi

nales, les autres transversales, auxquelles correspondent deux espèces 

d’ondes dont les vitesses seront entre elles dans le rapport de \J'3 à 

l’unité, si l’on suppose 0 =  2 ,  et dans le rapport de 2 à 1, si l’on sup

pose 0  =  i. Or, en faisant vibrer fortement une verge de verre ou de 

métal de forme quelconque, on obtient, outre le son longitudinal et 

fondamental, un autre son qui est l ’octave grave du premier, et qui 

est produit par des vibrations transversales. Ce phénomène paraît 

encore venir à l’appui des conclusions de M. Wertheim*

La seule objection grave que l’on ait opposée à ces conclusions est 

la suivante.

Si le rapport 0  se réduit effectivement à l’unité, cette réduction 

doit subsister, quand la pression extérieure, dont ce rapport est sup

posé indépendant, s’évanouit. Or les formules générales qui ont été 

données comme propres à représenter les composantes des pressions 

supportées dans l’état d’équilibre par un plan quelconque ne four

nissent des pressions nuiles que dans le cas où l’on suppose 0 =  2 .

La difficulté que cette objection présente semble insoluble au pre

mier abord. Mais il importe d’observer que les formules qui expriment 

les conditions d’équilibre, ou les mouvements vibratoires d’un corps 

solide, et celles qui fournissent les composantes des pressions inté-
I
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rieures, supposent chaque molécule réduite à un seul point. Si l’on 

suppose, au contraire, chaque molécule composée de plusieurs atomes, 

alors, suivant la remarque faite par l’un de nous, dès l’année 1839, 

les coefficients compris dans les équations des mouvements vibra

toires cesseront d’être des quantités constantes, et deviendront, par 

exemple si le corps est un cristal, des fonctions périodiques des 

coordonnées. Or, en développant ces fonctions et les inconnues elles- 

mêmes suivant les puissances ascendantes et descendantes des fonc

tions les plus simples de cette espèce, représentées par des exponen

tielles trigonométriques convenablement choisies, on obtiendra des 

équations nouvelles desquelles on déduira, par élimination, celles 

qui détermineront les valeurs moyennes des inconnues. D’ailleurs les 

équations définitives, trouvées de cette manière, seront encore des 

équations linéaires et à coefficients constants, qui ne pourront devenir 

isotropqs et homogènes, sans reprendre la forme obtenue dans la pre

mière hypothèse. Mais le rapport entre les deux coefficients que ren

fermeront alors les équations dont il s’agit ne deviendra pas nécessai

rement égal à 2, quand les pressions intérieures s’évanouiront, et l’on 

verra, par suite, disparaître l’objection proposée.

Une des conséquences qu’entraîne la réduction du rapport 0  à 

l’unité, c’est que la vitesse du son propagé dans une masse solide illi

mitée et la vitesse du son propagé linéairement dans un filet ou dans

une verge de même matière sont entre elles dans le rapport de à . 

l’unité. M. Werthéim a trouvé que ce rapport subsistait quand on 

remplace les solides par des liquides; et, après avoir déterminé expé

rimentalement la vitesse linéaire du son dans une masse d’eau limitée,

il lui a suffi de multiplier cette vitesse par pour obtenir la vitesse 

du son dans une masse d’eau illimitée, et reproduire à très peu près le 

résultat auquel MM. Colladon et Sturm étaient parvenus par une voie 

toute différente.

En résumé, les Commissaires pensent que, dans les nouveaux 

Mémoires soumis à leur examen, M. Wertheim, après avoir donné une
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solution expérimentale d’une question importante qui intéresse à la 

fois les physiciens et les géomètres, a discuté cette question avec la 

sagacité qu’il avait déjà montrée dansde précédentes recherches. En 

conséquence, la Commission est d’avis que ces Mémoires sont dignes 

d’être approuvés par l’Académie et insérés dans le Recueil des Savants 

étrangers. >

4 8 8 .

A nalyse. — Application du Calcul des résidus à la décomposition des 

fondions transcendantes en facteurs simples (suite).

C. R., T. XXXII. p. 354 ( '7  mars i 8 5 i).

Soient, comme à la page 3 i 4 , oc, y  les coordonnées rectangulaires, 

r, p les coordonnées polaires, et

z —  o c y ï r e P 1

la coordonnée imaginaire d’un point mobile Z. Supposons que ce 

point soit renfermé, avec l’origine O des coordonnées, dans une cer

taine aire S, terminée par un certain contour PQR. Soit, d’ailleurs, 

<p(s) une fonction de s qui demeure toujours continue, quand elle ne 

• devient pas infinie, et admettons encore que le rapport différentiel de 

la fonction <p(s) à la variable -  dépende uniquement des variables 

réelles x , y . Enfin, en supposant les équations

(') <p(s)=o,

résolues par rapport à s, désignons par la lettre m le nombre des 

racines nulles de l’équation ( i) ;  puis nommons's,, s n, sm, . . .  colles 

des autres racines dé l’équation ( i) ,  et 's', s", z ‘", . . .  celles des 

racines de l’équation (2), qui représentent les coordonnées imagi-
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nairos de points d’afrêt situés dans l’intérieur de Faire S. Si chacune 

des racines s ,  z u, z m, . . . ,  z ' ,  z",  . . .  est une racine simple, et si

l’on pose, pour abréger,
//— ?("')(o)

1 ; 2 . . . m

l’équation (9) de la page 268 donnera

(3) <t(z) =  Hz

la valeur de V étant déterminée par la formule

(4V dv,

dans laquelle l’intégrale relative à v s’étend à tous les points du con

tour PQR qu’un point mobile est censé parcourir avec un mouvement 

de rotation direct autour de Faire S. Il y a plus : pour étendre la for

mule (3) au cas où les équations (1) ou (2) offrent des racines mul

tiples, il suffira d’admettre que, dans cette formule, plusieurs des 

racines z t, zu, zm, . . . ,  où 5' ,  s", z”', . . .  peuvent devenir égales entre 

elles.

Si lé module de v, c’est-à-dire le rayon vecteur mené dé l’origine O 

des coordonnées à un point quelconque du contour PQR surpasse 

constamment le module de z, alors ■ .

R ' - ;

sera développable suivant les puissances ascendantes de s, et, en 

posant, pour abréger,

— 1 / V O )  dv ' ■
(5) 1,1 7 ,% n iJ  9(r) v’1’

on trouvera · . .

r=-/ii-=-/i2=2— a3~3- . . . .( 6 )
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Concevons à présent que le contour PQR soit remplacé par un con

tour semblable, mais plus étendu <£s>&, et que, dans le passage du 

premier contour au second, le rayon vecteur correspondant à un angle 

polaire donné varie dans le rapport de i à k. Alors, à la place de la 

formule ( 5 ), on obtiendra la suivante :

(7)
1 1 Ç y'(/cv)d(>

i n n i  k"·-1 J  y{ kv)  vn

Cela posé, si, en attribuant au nombre k des valeurs infiniment 

grandes, on peut toujours les choisir de manière que le rapport

?'(*)
?(=)

reste fini en chaque point du contour ces valeurs de k rendront 

infiniment petites les valeurs qu’on obtiendra pour hn, quand on sup

posera, dans la formule (7), 1; et, en nommant h la valeur de A,

tirée de la même formule, c’est-à-dire, en posant

(8) h =  -L·
, 2 7 1 1  J  V

on trouvera, pour k =  cc,

(9) * V =  - h s ;

par conséquent la formule ( 3) donnera

(10)
I —

ahz

Si la fonction <p(s) est paire ou impaire, c’est-à-dire, en d’autres 

termes, si elle satisfait ou à la condition

ou à la condition
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alors, dans la formule (8), le rapport

cf(kv)

sera une fonction impaire de e, et, en faisant coïncider le contour PQR 

avec une courbe ou avec un polygone qui ait pour centre l’origine O, 

on verra disparaître la constante h , représentée par une intégrale 

dont les éléments pris deux à deux seront égaux, au signe près, mais 

affectés de signes contraires. Cette constante étant réduite à zéro, 

l’équation (io) donnera simplement

(•I) <p(s) =  Hz
I-----I i )

Z

Cette dernière formule comprend, comme cas particulier, l’équa

tion (18) de la page 324 .

Si, en attribuant à la constante k une valeur infiniment grande, on 

peut choisir cette valeur de manière que le rapport

?'(»)
z'‘ y ( z )

conserve en chaque point du contour une valeur finie, alors dans 

la série
h u  . .  . ,  h n, · · · ï

les termes qui suivront hn s’évanouiront pour k~<x>, et comme on 

aura par suite

(1 2 ) V — h — hxz — h^s1— . . . — hnz",

il est clair qu’à la place de la formule (10) on obtiendra la suivante :

(13 ) y { z ) -=Hz>‘
1-----1---------

- 0 ^ 1 « zt+...+-hnzn

Dans d’autres articles je montrerai le parti qu’on peut tirer des for-

45OEuvres de C. —  S. I, t. XI.
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mules (10), ( n ) ,  ( i 3 ) pour établir avec facilité, non seulement des 

théorèmes déjà connus, et en particulier ceux qui sont relatifs aux 

fonctions elliptiques, mais encore une multitude d’autres propositions 

dignes de remarque.

489 .

A nalyse. — Mémoire sur la sommation des termes de rang très élevé 

dans une série simple ou multiple.

C. R.. T. XXXII, p. 38g (a/, mars i85i).

§ I. —  F o rm u les g én érales.

Quelques propositions établies dans le Tome II des Exercices de 

Mathématiques ( 1) permettent de calculer approximativement, dans 

certains cas, une somme de termes consécutifs de rang très élevé 

dans une série simple, et transforment la valeur approchée d’une 

telle somme en une intégrale définie. D’ailleurs, pour opérer de sem

blables transformations, il suffît de décomposer le terme général d’une 

série simple en deux facteurs dont l’un converge vers une limite finie, 

l’autre étant une puissance d’un nombre très considérable. Entrons à 

ce sujet dans quelques détails.

Soit / ( x )  une fonction de la variable réelle x.  Supposons d’ailleurs 

qu’il soit possible d’attribuer au nombre l  une valeur telle, que le 

produit
- x ' f { a ■)

acquière une valeur finie, distincte de zéro, pour des valeurs réelles 

et infiniment grandes de x.  Alors, N étant un nombre très considé

rable, le produit
N' /(Njj)

se réduira sensiblement à une certaine fonction <p(a?) de la variable x.

(*) Œuvres de Cauchy, S. II. T. VII, p. 2G8 et suivantes.
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Cela posé, concevons que, v; ,v(/ étant deux quantités réelles de même 

signe, on nomme n l’un quelconque des nombres entiers compris 

entre les limites

i

ces mêmes nombres. Enfin nommons s la somme des termes corres

pondants à ces nombres dans la série qui a pour terme général/ (« ) ,  

en sorte qu’on ait

(i) 1  '/(«);
n =  n,

et posons encore
»T In =  vN et s; =  a.

On aura sensiblement, pour de très grandes valeurs de N,

N '/(«) =  ?(v)>
par conséquent

(2) S =  N1- / S[a<p(v)],

la fonction qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs de v 

comprises dans la suite

(3) N ■ N +  a ’
n ■
N + 2 “ ’ N

D’ailleurs, dans l’hypothèse admise, N venant à croître indéfiniment, 

le premier et le dernier terme do la suite ( 3 ) s’approcheront indéfi

niment des limites v(, v , et la somme " »

de la limite
S [a <p(v)]

On peut donc énoncer la proposition suivante

Théorème I. — Soient N un nombre infiniment -grand, et v,, deux 

quantités finies, affectées du même signe. Supposons d ’ailleurs qu’ il soit
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possible de choisir le nombre l de manière que, pour des valeurs réelles et 

infiniment grandes de x , le produit

x l f { x)

acquière une valeur finie distincte 'de zéro, et nommons <p (¿r) ce que 

devient le produit lé\l f ( f ix ')  quand N devient infini. Enfin nommons 

nt, nu ceux des entiers compris entre les limites v(N, v(/N qui sont les 

plus rapprochés de ces limites. Le rapport de la somme

n — n„
S f (n)

n = n,

à la quantité N1 se réduira sensiblement, pour de très grandes valeurs 

de N, à l ’intégrale définie

/  <p ( v ) r f v .

On établira de la même manière la proposition suivante :

T héorème II. — Soient x , y  deux variables réelles, f ( x , y ' )  une fonc

tion de ces mêmes variables, et N un nombre infiniment grand. Supposons 

d ’ailleurs qu’il soit possible de choisir l ’exposant l de manière que, pont 

des valeurs réelles et infiniment grandes de x , y , le produit

N'/(N;r,Nj)

conserve une valeur finie, et nommons co(x,y) la limite dont celle valeur 

s’approche indéfiniment pour des valeurs croissantes de N. Soit encore A 

une aire terminée dans le plan des xy  par un certain contour PQR, ou 

comprise entre deux contours pqr, PQR, et admettons que l ’origine des 

coordonnées soit un point extérieur à l ’aire A. Enfin, m, n étant deux 

nombres entiers quelconques, construisons la série double qui a pour 

terme général f ( m , n ) ,  et nommons

S =  S f{m, n)

la somme des termes de celle série correspondants à celles des valeurs de 

m et n qui sont de la forme

m ~  pN, « =  vN,
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[j. et v étant les coordonnées d ’un point situé dans l ’intérieur de l ’aire A. 

Le rapport de la somme § à la quantité N2_/ se réduira sensiblement à 

l ’ intégrale double

étendue à tous les points de■ l ’aire A.

11 es£ boa d’observer que la série qui a pour terme général f ( m ,  n) 

se transformera en une série simple, si l ’on attribue successivement 

au nombre entier n diverses valeurs, en laissant m invariable. Con

cevons, pour fixer les idées, que, m étant de la forme p.N, et N très 

considérable, la somme
S =  S f(m,n)

s’étende à toutes les valeurs entières de n comprises entre les 

limites v,N,'v2N, les quantités v,, v2 pouvant être affectées du même 

signe ou de signes contraires. Alors, en raisonnant comme dans le 

théorème I, on trouvera sensiblement pour de grandes valeurs de N

(4) d'j.

Le théorème II pourrait être évidemment étendu au cas où il 

s’agirait, non plus d’une série double, mais d’une série triple, qua

druple, etc. Seulement alors on devrait remplacer les sommes ou 

intégrales doubles par des sommes ou intégrales triples, qua

druples, etc., la quantité N2_i par la quantité. ou Nw , . . . ,  et 

l’aire A par ce que nous avons nommé dans d’autres Mémoires un 

lieu analytique.

Si l’on suppose dans le théorème I, ou dans la formule (4 ). / =  i, 

on trouvera

(5) S — f  ? ( v) c?v

ou

dv.( 6 )
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Pareillement, si l ’on suppose dans le second théorème, i — 2, on 

trouvera

( 7 )  è = f J  ?  (p·, v ) r f p r f v ,

l’intégrale double étant étendue à tous les points de l’aire A; etc.

Les formules ( 5 ) et (7) comprennent, comme cas particuliers, 

celles que j ’ai données dans le Tome II des Exercices de Mathéma

tiques, et celles qui ont été'obtenues en Angleterre par M. Cayley, 

en Allemagne par M. Eisenstein.

Si, pour fixer les idées, on suppose, dans le théorème 1,

les constantes a, c étant réelles ou imaginaires, on trouvera

<pO) = — >T CUC

et la formule ( 5 ) donnera

(8) · S =  — f  =
• 1 a J v «fv a \ v,.

Pareillement, si l’on suppose 

f { x , y ) ~
a x  -t- b y  -t- c

a, b, c étant, trois constantes et le rapport |  étant imaginaire, on

trouvera

et la formule (6) donnera

(9) , s = i  r  . *  ,
b !  a

(10)
s -  b
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Enfin, si l’on suppose 

on aura

et la formule (7) donnera

( 1 1 ) = / /
dp ch

(a¡j. -+- ¿> v )2 5

l’ intégrale double étant étendue à tous les points de l’aire A. Si l’aire A 

est comprise entre deux contours pqr, PQR, et si l’on transforme les 

coordonnées p, v, supposées rectangulaires, en coordonnées polaires, 

à l’aide d’équations de la forme

p —  rcosp,  v =  rsinjo,

alors, en nommant v,; vu les valeurs de v correspondantes aux deux 

contours pqr, PQR, on obtiendra pour v(, vv deux fonctions déter

minées de l’angle polaire p, et l’on tirera de la formule (r i) ,  avec 

M. Cavley,

( 1 2 ) S d p .
(a cos/? -+- b sin/?)2

On aura donc

('3) . 8 =  0,

si le rapport — est constant, c’est-à-dire si les deux courbes sont sem-
Vl ,

blables l’une à l’autre.

Soient d’ailleurs s,, les valeurs de s que fournirait la for

mule ( n ) ,  si l’on prenait successivement pour A l ’aire renfermée 

dans le contour pqr, puis l’aire renfermée dans le contour PQR. La 

valeur de chacune dès intégrales s], §/f dépendra généralement de 

l’ordre'dans lequel seront effectuées les deux intégrations relatives 

aux variables p, v. Mais, si l’on suppose que cet ordre reste le même 

dans la détermination de S, et de Sf/, alors à la formule (11) ou (12),
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on pourra substituer la suivante :

0 4 ) « =

Cette dernière formule sera d’un usage très commode; elle fournira, 

par exemple, avec une grande facilité, la valeur de S, si, le con

tour pqr étant réduit à une circonférence du cercle, le contour PQR 

est un rectangle dont les côtés soient parallèles aux axes dos'a? et 

des y.

§ II. — Application des form ules obtenues dans le premier paragraphe.

Soit z =  x  -+-yi la coordonnée imaginaire d’un point mobile Z; soit 

encore ? (s )  une fonction de z qui demeure continue tant qu’elle ne 

devient pas infinie, et admettons que le rapport différentiel de <p(s) 

à z dépende uniquement des variables réelles x , y . Enfin, en suppo

sant les équations

( i )  <d ( z ) = o ,

résolues par rapport à z, désignons par l le nombre des racines nulles 

de l’équation ( i) ;  puis nommons zr, z n, zm, . . .  celles des autres 

racines de l’équation (i), et z', z", z"', . . .  celles des racines de l’équa

tion (2) qui représentent les coordonnées imaginaires de points situés 

dans l’intérieur d’une certaine aire S terminée par un certain con

tour PQR. Si ce contour peut être choisi de manière que, tous ses 

points étant situés à de très grandes distances de l’origine des coor

données, le rapport conserve en chacun d’eux une valeur finie, 

on aura (page 352),

(3) <p {z)  =  J J z m

I —
■ ehz,

la valeur de ¿Tétant

(4) I .2 . . . L
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et la valeur de h étant déterminée approximativement par la formule

(5) 4 = j l  m i l *
27n j  cp(s) s

dans laquelle l’intégration s’étend à tous les points du contour PQR 

qu’un rayon vecteur mobile est supposé parcourir avec un mouve

ment de rotation direct autour de l’aire S. D’ailleurs la formule ( 5) 

sera d’autant plus exacte que le contour dont il s’agit sera plus 

étendu, et deviendra rigoureuse si l’on substitue au second membre 

la limite vers laquelle il converge, tandis que la distance de chaque 

point du contour à l’origine des coordonnées devient infiniment 

grande.

Concevons à présent que l’on désigne par a, b deux constantes dont 

le rapport soit imaginaire, et supposons que la fonction ç (s) ,  étant 

doublement périodique, ne varie pas quand la variable z croît de la 

période a ou de la période b. Soient d’ailleurs

¥■ /> > Fv/> v//

quatre quantités finies, les deux premières négatives, les deux der

nières positives, et
m, n .

deux quantités entières positives, nulles ou négatives. Enfin, suppo

sons que, N étant un nombre infiniment grand, on désigne par mi et 

m/r ou par nr et nu celles des valeurs de m ou de n, qui, étant renfer

mées entre les limites p.(N, p.(/N ou entre les limites v,N, v„N se rap

prochent le plus de ces mêmes limites. On pourra, en désignant par 

p et ç deux quantités finies, comprises entre les limites o, i ,  choisir 

ces quantités de manière que, pour une valeur de s de la forme

(6 ) z  —  a ( m  +  p) b ( n  -t- ç),

le rapport conserve une valeur finie, et, en nommant st, zu les 

valeurs de z que fournira l’équation (6) quand on y posera succès-

Œuvres de C* —  S. I, t. X.I. ^
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sivement n — nt, n =  nu, on trouvera

(7 )
j z, ?(«) - j . ? u )

% étant une fonction de z déterminée par la formule

( 8)
n ~ nu — — 1 ,

% -  s ----- T.
n = o z  +  nb

Comme on aura d’ailleurs pour

n n„ — 1 
JO — S

n = n, a ( m  +  p) -t- b ( n  -h ç)

la formule ( i o )  du § I donnera sensiblement, pour de grandes valeurs 

de N, quand on supposera z =  zr, ou même z =  zt -h ùb, 0 étant com

pris entre les limites o, i,

~  b

En conséquence, la formule (18) donnera sensiblement, pour de 

grandes valeurs de N,

' à '( z)  d z _

?(*) s ~

1(v'’ + ^ ) ~ 1(v' + f^ )  r ’ '+ i 9'(s
b J z <?{z

Posons maintenant, pour abréger,

_  j _  n

l _ 27riX P
aa + b .

c i  Z  J *

A sera, au signe près, un nombre entier, et l’on trouvera

(9)
i y'"’" q/( s )  d z __^

4 '

J - i K + Ï P

27U J  9 ( ^ )  z  "  b

Cela posé, concevons que le contour PQN de l’aire S se réduise au
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système de quatre droites correspondantes aux quatre valeurs de s 

qu’on obtient en posant successivement dans la formule (6)

h =  n„ il =  ii„,
m —  m,, m =  mir

La valeur de A déterminée par l’équation ( 5 ) sera la somme de quatre 

intégrales dont les valeurs se déduiront immédiatement de l’équa

tion (9) et de celle qu’on en tire quand on échange entre elles les 

lettres p., v et les périodes a, b.

. Si l’on suppose, en particulier, m — — mu, ni =  — nu et ^  =  o, 

ou on trouvera h — o, et, par suite, l’équation ( 3 ) sera réduite à

q> ( z ) =  H z

Cette conclusion s’accorde avec les résultats obtenus par Abel et par 

MM. Cayley, Eisenstein, etc.

4 9 0 .

A nalyse. — Rapport sur un Mémoire p r é s e n té  à l ’Académie par M. H ermite, 

et relatif aux fonctions à double période.

G. R., T. XXXII, p. 44·/ (3 i mars i 8 5 i).

Le Mémoire dont nous allons rendre compte a pour objet principal 

la détermination générale de celles des fonctions à double période 

qui ne cessent jamais d’être continues tant qu’elles restent finies. 

Pour faire- mieux saisir la pensée de l’Auteur, il convient de jeter 

d’abord un coup d’œil rapide sur la nature et les propriétés caracté

ristiques des fonctions à double période.

Supposons que, x , y  étant les coordonnées rectangulaires ou
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obliques d’un point mobile Z, on trace dans le plan des x , y  un paral

lélogramme ABCD, dont les côtés a, b soient parallèles, le premier à 

l’axe des x , le second à l’axe des y. Divisons d’ailleurs le plan des x, 

y  par deux systèmes de droites équidistantes et parallèles aux axes 

en une infinité d’éléments tous pareils au parallélogramme ABCD. 

Enfin soit v une fonction de x , y , qui offre une valeur déterminée pour 

chacun des systèmes de valeurs de x , y  propres à représenter les coor

données de points situés dans l’intérieur de ce parallélogramme. Une 

autre fonction u, qui, pour chacun des systèmes dont il s’agit, coïnci

derait avec la fonction v, sera ce qu’on doit naturellement appeler 

une fonction à double période, · si elle ne varie pas, quand on fait 

croître ou décroître l’abscisse x  d’un multiple de a, ou l’ordonnée y  

d’un multiple de b; et il est clair que, dans ce cas, u reprendra la 

même valeur quand on substituera aux coordonnées d’un point situé 

dans le parallélogramme ABCD les coordonnées d’un point homo

logue situé de la même manière dans l’un des autres parallélo

grammes élémentaires. Si d’ailleurs on veut que la fonction u satis

fasse à la condition de rester toujours continue, tant qu’elle ne 

deviendra pas infinie, il ne suffira pas que cette condition se trouve 

remplie  ̂ quand le point Z sera intérieur au parallélogramme; il sera 

encore nécessaire que u reprenne la même valeur quand, après avoir 

placé le point Z sur l’un des côtés du parallélogramme, on le trans

portera sur le côté opposé, en lui faisant décrire une droite parallèle 

à l’un des axes coordonnés.

Ajoutons que si la fonction u, supposée doublement périodique, 

est assujettie à la seule condition de rester finie et continue tant que 

le point Z est renfermé dans l’intérieur du parallélogramme ABCD, on 

pourra généralement la développer en une série double ordonnée 

suivant les puissances ascendantes et descendantes des exponen

tielles
eaxi , e êr \

les valeurs de a, 6 étant

27T > , 2 7 1a —
a
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Supposons maintenant que, les coordonnées x , y  étant rectangu

laires, on nomme s une variable imaginaire liée aux variables x , y  

par la formule
z  =  x  -H y  i,

La position du point mobile Z sera complètement déterminée par la 

coordonnée imaginaire z, et, pour que u soit fonction de x , y, il suffira 

que u soit fonction de s. D’ailleurs, pour que la fonction de s, dési

gnée par u, soit doublement périodique, il suffira qu’elle reprenne la 

même valeur quand le point Z, supposé d’abord intérieur au rec

tangle ABCD, ira prendre la place de l’un quelconque des points ho

mologues situés dans les autres rectangles élémentaires; en d’autres 

termes, il suffira que u reprenne la même valeur quand on fera croître 

ou décroître u d’un multiple de a, ou d’un multiple de è i;  et cette 

condition pourra toujours être remplie, quelle que soit la forme de la 

fonction u pour les points intérieurs au rectangle ABCD.

Ce n’est pas tout : on pourra, aux deux périodes a et b[, supposées 

l’une réelle, l’autre imaginaire, substituer deux périodes imaginaires 

assujetties à la seule condition que leur rapport ne soit pas réel. Cela 

posé, concevons que l’on désigne par a, b, non plus deux quantités 

réelles, mais deux expressions imaginaires, dont le rapport ne soit 

pas réel. Pour que u soit une fonction de z doublement périodique, il 

suffira que u ne varie pas, quand on fera croître ou décroître z d’un 

multiple de a ou d’un multiple de b. Alors aussi a, b pourront être 

censés représenter en grandeur et en direction les côtés d’un paral

lélogramme élémentaire ABCD, et la fonction u sera entièrement 

connue, quand on la connaîtra pour chacune des valeurs de s corres

pondantes aux points situés dans l’intérieur de ce parallélogramme.

D’après ce qu’on vient de dire, il est clair que, si a et b repré

sentent les deux périodes de la variable z dans une fonction double

ment périodique u, la valeur de u correspondante au cas où le point 

mobile Z reste compris dans l’intérieur d’un parallélogramme élémen

taire ABCD pourra être choisie arbitrairement. Si d’ailleurs cette 

valeur, arbitrairement attribuée à u, est. toujours finie et continue
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dans l’intérieur du parallélogramme, on pourra, de formules déjà 

connues, déduire l’expression analytique générale, propre à repré

senter la valeur de la fonction u supposée doublement périodique, 

quelle que soit la valeur attribuée à la variable z.

La fonction u, supposée doublement périodique, ne pourra plus 

être choisie arbitrairement pour les valeurs de z correspondantes aux 

divers points d’un parallélogramme élémentaire, si elle est assujettie 

à la condition de rester continue avec sa dérivée, pour des valeurs 

quelconques de z, tant qu’elle ne devient pas infinie (voir la Note sur 

les fonctions de variables imaginaires, p. 3oi). Cette condition sera 

remplie, par exemple si u est l’une des fonctions elliptiques, ou même 

une fonction rationnelle de ces fonctions. Mais il importait de savoir 

quelle est la forme la plus générale que puisse prendre une fonction 

doublement périodique, quand on l’assujettit à la condition énoncée. 

Telle est l’importante question que M. Hermite s’est proposé de 

résoudre. La solution qu’il en a donnée s’appuie sur des propositions 

remarquables, déduites en grande partie des principes établis par l’un 

de nous dans divers Mémoires, et spécialement dans le Tome JI des· 

Exercices de Mathématiques. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

La variable imaginaire z étant censée représenter les coordonnées 

imaginaires d’un point mobile Z, désignons par F (s)  une fonction 

doublement périodique de z, qui reste continue avec sa dérivée, tant 

qu’elle ne devient pas infinie; et soient a, h les deux périodes de s 

assujetties à la seule condition que leur rapport |  ne soit pas réel. 

Les quatre points
A, R, C, D,

dont les coordonnées imaginaires seront

Z) z  —}— cty z  —H by z  et H-  by

coïncideront avec les quatre sommets d’un parallélogramme élémen

taire ABCD, dont les côtés seront représentés, non seulement en gran

deur, mais encore en direction, par les deux constantes 'a, b; et, si 

Ton pose
Ç z  —T- cit -h btf\
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t, t' étant deux variables réelles, les valeurs de Ç, correspondantes à 

des valeurs de t, t' comprises entre les limites o, i , représenteront les 

coordonnées imaginaires de points renfermés dans le parallélogramme 

élémentaire ABCD. Le binôme z +  at, en particulier, représentera 

les coordonnées imaginaires d’un point situé sur la droite AB; et si, 

pour tous les points de cette droite, la fonction de s et de t, repré

sentée par Y(z-\-at),  conserve une valeur finie, cette fonction, qui 

ne varie pas quand on y fait croître ou décroître t d’un nombre entier 

quelconque, pourra être développée suivant les puissances ascen

dantes et descendantes de l’exponentielle

Soit k m le coefficient de la wiéme puissance de cette exponentielle dans 

le développement de F(s  +  at), m étant positif ou négatif, mais en

tier. On aura

A e - 2"i’“ iF (s  -l- at) dt

ou, ce qui revient au même,

A „ ,  —  j  H  ( 3  - h  æ£ ) d t , 
«A

la valeur de II(Ç) étant
2/WTC(S—  Ç) .

et

par conséquent

(2)

n(Ç) =  « a F(î)

m  — <x>

F(s-t-ai)= 2 A'»c2"',“i’
m = — »

F(*) =  2  a

D’ailleurs, la nouvelle fonction, désignée ici par II(‘(), ne variera pas 

quand on y fera croître Ç de a, et vérifiera évidemment la condition

(3) n(C+ Ô) =<7-5mn(t)
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la valeur de q étant
7Zb

q =  e a

Enfin, si l’on suppose que la sommation indiquée par le signe ^  

s’étende seulement aux diverses valeurs positives ou négatives de m, 

la valeur m — o étant exclue, alors, à la place de la formule (2), on 

obtiendra la suivante
m—«0

(4) F(-s) =  A0-f- ^  A,„,
m  =  — »  ·

la valeur de A 0 étant

(5) A 0 = f  F( î 4- a t ) d t .
Jo

D’autre part, si l’on désigne par f ( z )  une fonction de z qui demeure 

continue avec sa dérivée, tant qu’elle reste finie; par (P, Q) la valeur 

de l’intégrale rectiligne

étendue à tous les points de la droite qui a pour origine le point P et 

pour extrémité le point Q; par S l’aire du parallélogramme élémen

taire ABCD; enfin, par (S) l’intégrale J f (Ç ) d Ç ,  étendue à tous les 

points situés sur le contour de ce parallélogramme, on aura, non seu

lement
(Q,P)=-(P,Q)

*

et, par suite,

(6) (S) =  ( A , B )  +  (B,D)  — (C,D)  — (A,C),  

mais encore

(7) (S) =  airi ¿ { / ( Ç ) ) ,

le signe £, étant relatif aux seules valeurs de Ç qui représenteront les 

coordonnées de points renfermés dans le parallélogramme élémen

taire ABCD. Cela posé, comme, en réduisant / ( z )  à la fonction dou

blement périodique F(s), on aura évidemment

(B,D) =  (A,C)
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et, par suite,

la formule (7) donnera

( 8 )

(S) =  o,

¿(F(Ç )) =  o.

Si, au contraire, on remplace f ( z )  par ü (s ) ,  alors, en ayant égard à 

la formule ( 3 ), on trouvera

( B , D )  =  (A,C), (Ç> D ) — (A> B ),

et, comme on aura
s i  S - \ r  f i t  jg

( A, B ) = y  =

on tirera des formules (6) et (7)

(S) = a { i  —  ÿ - Sm) A „ = 37ti ¿ n ( Ç ) ;

par conséquent,

(9) A ...--
. ¿ m )

2711 ^
T  l - q - îm

Il résulte immédiatement de cette formule, jointe à l’équation ( 4 ), 

que, si, en attribuant à s une valeur de la formule at -+- ht', et 

à t, t' des valeurs réelles dont la seconde reste comprise entre les 

limites o, 1, on pose

c a
(1 0) 0(*)= 2  T -

mz=.— <»

on aura

( . 1 ) F ( * )  =  A #+ H * £ 0 ( *  +  é - C ) ( F ( Ç ) ) ,

le signe £  étant relatif aux seules valeurs *(2, . . . ,  de la variable Ç 

qui vérifieront l’équation

(1 2 ) F ( Ç ) = 0 ’

OEuvrcS de C» —  S. I, t, XI. 47
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et représenteront les coordonnées de points renfermés dans l’inté

rieur du parallélogramme élémentaire ABCD. D’ailleurs, on tirera de 

l’équation (io), en y remplaçant m par — m,

( i 3 ) 8(z)  = — 8(b — z).

Supposons maintenant que les valeurs de

Z — z  +  al  +  bt,

' désignées par Ç,, . . i .̂, se trouvent rangées d’après l’ordre de 

grandeur des valeurs correspondantes de t'. Soient, d’ailleurs,1

• ■ Zj, z2, . . . ,

les points dont . . . ,  représentent les coordonnées imagi

naires. Si, dans le second membre de la formule (i i), on attribue à s 

un accroissement À z tellement choisi, que le point A' correspondant 

à la coordonnée imaginaire z -t- As soit renfermé dans l’intérieur de 

la bande comprise entre la droite AB et la parallèle menée à cette 

droite par le point Z,, le terme

A 0=  f  F ( -  +  al) dt  
• •A

ne variera pas; mais, si le point A' vient à franchir cette parallèle, le 

terme A0 prendra un accroissement qui se déduira sans peine des 

formules (6), (7), et dont la valeur sera

2711

a ¿(F(O ),

le signe £  se rapportant à la seule valeur de la variable £· Dans la 

même hypothèse, l ’expression

rôCs + ô-ÇHFOO),

que renferme le second membre de la formule (11), se trouvera évi-
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demment diminuée du terme correspondant à la valeur 'Ç, de '(, et 

augmentée du terme correspondant à la valeur £, -+- b. Cela posé, il 

est clair que, si l’on assujettit 0(s) à vérifier généralement la condi

tion

( 1 4 ) 8(z +  b) =  6 ( z ) - 1 ,

la formule (i i) pourra être étendue au cas où le signe £  serait relatif 

aux valeurs de X, qui représenteraient les coordonnées de points ren

fermés, non plus dans le parallélogramme élémentaire ABCD, mais 

dans le parallélogramme semblable A'B'C'D' avec lequel on peut 

faire coïncider le premier en transportant les côtés parallèlement à 

eux-mêmes, et substituant au sommet A le sommet A'. Par suite 

aussi, on pourra, en supposant le terme A0 réduit à une constante 

dans la formule (i i), admettre que, dans cétte formule, le signe £  se 

rapporte aux seules valeurs de qui vérifient l’équation (12), et sont 

de la forme

(i5) t,— at ,

t, i  étant des variables réelles comprises entre les limites o, 1.

En vertu de la formule (11), considérée sous ce point de vue, toute 

fonction de z  qui, étant doublement périodique, reste continue avec 

sa dérivée, tant qu’elle ne devient pas infinie, se réduit à là somme 

d’un certain nombre de termes, dont chacun est proportionnel à une 

fonction de la forme
0(- — -Si),

z { étant une valeur particulière de z, ou bien encore à l’une des déri

vées de cette même fonction différentiée par rapport à z.  Tel est le 

théorème fondamental obtenu par M. Hermite. Ajoutons que la fonc

tion désignée ici par Q(z) a évidemment pour dérivée une fonction 

doublement périodique de z. Si l’on désigne par <p(z) cette dérivée, 

la fonction cp(.s) restera continue aussi bien que ô(.s), tant qu’elle ne 

deviendra pas infinie, et, par suite, rien n’empêchera de prendre 

pour F(^), dans la formule (11), ou la fonction f ( z ) ,  ou une fonc-
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tion rationnelle de 9(2). En réduisant effectivement F(^) au carré 

de <p(s), M. Hermite obtient une équation qui sert à exprimer ce 

carré en fonction linéaire de <p(s) et de ç"(s); il en conclut aisément 

que le carré de <p'(.s) est proportionnel au produit des trois facteurs

? ( * ) - ? ( £ ) »  TC«) — 9

et la transcendante 9(s) se trouve ainsi ramenée aux fonctions ellip

tiques. Par suite aussi, l’on peut réduire à une fonction rationnelle 

de fonctions elliptiques toute fonction doublement périodique qui 

reste toujours continue avec sa dérivée, tant qu’elle ne devient pas 

infinie ( 1).

En partant des formules que nous avons rappelées, et substituant 

aux périodes a , b les autres périodes qu’on peut introduire dans 

le calcul, en déplaçant les sommets du parallélogramme élémen

taire ABCD, M. Hermite obtient successivement sous diverses formes 

la valeur de la transcendante 0(s). D’ailleurs, la comparaison des 

diverses formes sous lesquelles se présente G (s), -et de ses divers 

développements, permet à l’auteur d’établir un grand nombre de 

propositions nouvelles. L’une de ces propositions, très digne de 

remarque, est relative à l ’intervalle dans lequel reste convergente 

la série qui représente le développement de la fonction 0(s) ( 2).

En résumé, les Commissaires pensent que, dans le travail soumis 

à leur examen, M. Hermite a donné de nouvelles preuves de la saga

cité qu’il avait déjà montrée dans de précédentes recherches. Ils

( ’ ) Déjà en 1844, M. Liouvillo avait obtenu, par une méthode très différente do celle 
qu’a suivie M. Hermite, et avait énoncé, en présence de ce dernier, la réduction ici 
indiquée.

(s) M. Hermite, après avoir fixé l’intervalle dans lequel le développement de la trans
cendante 6 (z) demeure convergent, prouve que, dans le cas où cet intervalle atteint sa 
valeur maximum, le rapport entre cet intervalle et le plus petit côté d’un parallélogramme

élémentaire ne peut s’abaisser au-dessous de M. Jacobi, dans une Lettre adressée

à M. Hermite, avait énoncé une proposition qui coïncide avec ce théorème, et qui s’appli
quait à la transcendante O(z).
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pensent que ce travail est très digne d’être approuvé par l’Académie, 

et inséré dans le recueil des Mémoires des Savants étrangers (' ).

4 9 1 .

Note de M. A ugustin Cauchy relative aux observations présentées 

à l ’Académie par M. Liouville.

’ C. R., T. XXXII, p. 452 (3i mars i85i).

Comme je l ’ai fait voir dans les Comptes rendus de i 843 , les for

mules générales que donne le Calcul des résidus, pour la transforma-

(>) , Remarques d e  M . Liouville.

Sans s’opposer aux conclusions du Rapport, M. Liouville croit devoir rappeler qu’il a, 
lui aussi, trouvé depuis longtemps une théorie générale des fonctions doublement pério
diques, dont il a donné incidemment à l’Académie, dès 1 8 4 4 , à propos d’un Mémoire 'de 
M. Chasles sur la construction géométrique des amplitudes des fonctions elliptiques, une 
vue très nette qu’on rotrouve au Tome XIX dos C o m p tes  ren d u s (page 1261, séance du 
9  décembre 1 844)· « La méthode que j ’ai suivie, dit M. Liouville, est si simple dans ses 
détails, qu’elle pourra, je crois, sans inconvénient, venir après d’autres, môme ana
logues, mais qui n’ont pas, ce me semble, le caractère tout intuitif et élémentaire que 
j ’ai donné à la mienne en m’attachant à aller pas à pas du simple au composé, par la 
considération continuelle et toujours directe d’un seul principe. J’ai toutefois, on le 
comprend, un certain intérêt à établir, non pas que mon travail est ancien, cela résulte 
des C o m p tes r e n d u s , mais que les détails principaux en ont été arrêtés depuis plu
sieurs années, et ont été communiqués très explicitement à divers géomètres français 
ou étrangers. Or j’ai chez moi, et je pourrai déposer sur le bureau avant la fin de la 
séance, uno pièco manuscrite qui paraîtra concluante à cet égard. Deux géomètres 
allemands distingués, MM. Borchardt' et Joachimsthal, pendant leur voyage à Paris 
en 1 8 4 7 , ont bien voulu sacrifier quelques heures pour entendre l’exposition de ma 
doctrine, et M. Borchardt a rédigé les Leçons que j ’étais ainsi conduit à faire. J’avais 
permis à M. Borchardt de montrer cotte rédaction à qui il voudrait, et j’ai su de lui 
qu’elle a été mise sous les yeux do M. Jacobi. Pressé par le temps, je n’avais pu parler 
des intégrales elliptiques de seconde et de troisième espèce. Mais cela importe pou. La 
classification des fonctions bien déterminées doublement périodiques, d’après le nombre 
des valeurs irréductibles par les périodes, mais d’ailleurs égales ou inégales, qui les 
rendent infinies; la démonstration de ce théorème capital, que toute fonction de ce 
genre qui a moins de doux infinis doit se réduire à une simple constante; la proposi
tion importante aussi, que le nombre des racines qui annulent la fonction est toujours 
précisément égal au nombre des infinis de cette fonction, et que, de plus, les sommes
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tion et le développement des fonctions, peuvent être utilement appli

quées à la recherché des propriétés des fonctions elliptiques. Il y a 

plus : comme je l’ai remarqué en 1844 (Tome XIX des Comptes rendus, 

page. 1378) (*), l ’une de ces formules fournit le principe fondamental 

invoqué par M. Liouville pour les fonctions doublement périodiques, 

et le généralise même, en montrant que tou te fonction F (s) de s, 

qui, offrant une dérivée unique pour toute valeur de s, varie avec s 

par degrés insensibles et ne devient jamais infinie, se réduit néces-

des valeurs de la variable, relatives à cos deux circonstances d’une fonction nulle ou 
infinie, sont toujours égales entre elles aux multiples près des périodes; l’expression 
des fonctions à n infinis par des sommes ou par des produits de fonctions à doux 
infinis; la théorie détaillée des fonctions à deux infinis et leur réduction aux fonctions 
elliptiques, qui sont dès lors l’élément unique des fonctions doublement périodiques à 
un nombro d’infinis limité; les théorèmes sur l’addition et sur la transformation directo 
ou inverse, rendus pour ainsi dire aussi simples quo lo problèmo d’Algôbre do former 
une fraction rationnelle dont lo numérateur et lo dénominateur s’évanouissent pour des 
valeurs données : tout cela, c'est-à-dire la partie essentielle de mon travail, est dans le 
manuscrit de M. Borchardt, que je communiquerai dans quelques instants à l’Académio. » 

M. Liouville a, en effet, avant la fin do la séance, déposé sur lo bureau le manuscrit 
de M. Borchardt. Nous transcrivons la Table dos matières que M. Borchardt a placée 
en tête.

P r e m iè r e  P a r t ie . —  T h é o r i e  g é n é r a l e .

1. Une fonction doublement périodique qui ne devient jamais infinie est impossible.
2. Une fonction doublement périodique et à un seul infini est impossiblo.
3. Fonctions doublement périodiques et à deux infinis. Leurs propriétés fondamen

tales.
A. Fonctions doublement périodiques et à plusieurs infinis. Lour développement en 

sommes et en produits do fonctions doublement périodiques et à deux infinis.
3. Leur développement en produits de fonctions périodiques et à trois infinis, lorsque 

le nombro dos infinis est pair.
M +  N <t>'(z)6. Lour développement on fractions do la forme <p(z) représentant uno

fonction doublement périodique et à deux infinis, <p'(z) son coefficient différentiel, et L, 
M, N des fonctions entières de <?(z).

S e c o n d e  P a r t ie .  —  A p p l i c a t i o n s .

7. Détermination du coefficient différentiel des fonctions doublement périodiques et à
deux infinis. Théorème de l’addition pour les mêmes fonctions. Cas particulier du 
sinamz. «

8. Transformation du sinamz. Expressions en forme d’une somme et d’un produit.
9. Transformation inverse du sinamz. Formule d’Abel. Formule de M. Jacobi.
(*) O E u v res  d e  C a u c h y , S. I, T. VIII, p. 3 7 8 .
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sairement à une constante. Enfin, les formules dont il s’agit four

nissent directement les diverses conséquences que notre Confrère 

annonce avoir déduites du principe ici mentionné.

Ainsi, en particulier, des formules que j ’ai établies dans le Mémoire 
• *

lithographié du 27 novembre i 83 i , comme propres à déterminer, non 

seulement la somme des fonctions semblables de celles des racines 

d’une équation transcendante, qui peuvent représenter les coordon

nées imaginaires de points renfermés dans un contour donné, mais 

■ encore le nombre de ces racines, on en conclut immédiatement que, 

si, la fonction F(s) étant doublement périodique, on attribue succes

sivement à z les diverses valeurs qui expriment les coordonnées ima

ginaires de points renfermés dans le parallélogramme élémentaire 

dont les côtés sont représentés en grandeur et en direction par les 

deux périodes, celles de ces valeurs qui rendront la fonction F(s) 

nulle seront en même nombre que celles qui la rendront infinie.

Quant à la méthode d’exhaustion qu’a employée M. Liouville, et 

qui consiste à retrancher succéssivement d’une fonction donnée f ( z )  

d’autres fonctions qui deviennent infinies en même temps qu’elle, 

pour certains systèmes de valeurs attribuées à la variable s,  de ma

nière à obtenir, pour reste définitif, une fonction zs ( z)  qui offre une 

valeur toujours finie ou même constante pour des valeurs finies de z, 

c’est précisément la méthode dont j ’ai fait usage pour établir, dans le 

premier Volume des Exercices de Mathématiques, les principes fonda

mentaux du Calcul des résidus. La méthode d’exhaustion est encore 

celle à laquelle j ’ai eu recours, dans les Annales de M. Gergonne, pour 

la détermination d’un très grand nombre d’intégrales définies, spé

cialement des intégrales dont les limites sont — 00 et +  00.

Je joindrai ici la démonstration très simple du théorème relatif aux 

valeurs d’ une variable qui rendent nulle ou infinie une fonction à 

double période.

Soit F (s)  une fonction, doublement périodique, qui reste continue 

avec sa dérivée, tant qu’elle ne devient pas infinie. Soient encore a, h 

les deux périodes de la variable z; nommons S Faire du parallélo-
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gramme élémentaire ABCD, dont les côtés sont représentés en gran

deur et en direction par les périodes a, b; enfin, soit (S) la valeur de 

l’intégrale

étendue à tous les points du contour ABCD. Il est clair que (S) sera 

la somme de quatre intégrales rectilignes, qui, prises deux à deux, 

seront égales, au signe près, mais affectées de signes contraires. On 

aura donc (S) =  o. Mais, d’autre part, si, parmi les valeurs de s qui 

représentent les coordonnées imaginaires de points situés dans l’in

térieur du parallélogramme élémentaire, celles qui rendent la fonc

tion F (s)  nulle sont en nombre égal à n, et celles qui la rendent 

infinie, en nombre égal a n ';  on aura

( S ) =  2 tcï £  =  2 w i (n — «' ) ·

Donc l’équation (S) donnera

n —  n ' (*).

/
F 'W j .  
F(*) ’

4 9 2 .

A nalyse mathématique. — Sur les fonctions monotypiques et mono gènes. 

C. R., T. XXXII, p. 484 ( 7  avril 1 851 ).

Nommons z une variable imaginaire qui sera censée représenter 

l’ordonnée imaginaire d’un point mobile Z. Une fonction u de cette 

variable pourra offrir, pour chaque valeur de s, une ou plusieurs 

valeurs distinctes. J’appellerai type une expression analytique f ( z )  

propre à représenter, pour chaque position du point mobile Z, une

f1) M. Hermite, auquel je faisais part de cette démonstration, tirée du Calcul des 
résidus, m’a dit l’avoir déjà remarquée, et donnée au Collège de France dans une Leçon.
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seule des valeurs de u, et choisie de manière qu’étant données deux 

valeurs différentes /(z,),  f ( z u) du même type on puisse passer par 

degrés insensibles de l’une à l’autre en faisant varier s par degrés 

insensibles. Une fonction monotypique, ou à un seul type, restera 

évidemment continue, tant qu’elle ne deviendra pas infinie. Si d’ail

leurs une fonction monotype offre, pour chaque position du point Z, 

une dérivée unique (page 3oi), elle sera ce que je nommerai une 

fonction monogène. Ces définitions étant admises, on déduira sans 

peine du calcul des résidus diverses propriétés remarquables des 

fonctions monotypiques et monogènes; je me bornerai ici à en indi

quer quelques-unes.

Soient, comme ci-dessus,

z l ’ordonnée imaginaire d’un point mobile Z, et 

/ ( s )  une fonction monotypique et monogène de z.

Soieijt de plus

S, l’aire comprise dans un contour fermé pqr;

S„ l’aire comprise dans un contour plus étendu PQR qui enveloppe le 

• premier de toutes parts;

S ~  Sff — S, l’aire comprise entre les deux contours ;

Z,, Z;/, . . .  les points situés entre les deux contours, et correspondants 

à des ordonnées imaginaires qui vérifient l’équation

( I )

/(«)
— o;

st, zn, . . .  ces mêmes ordonnées. Enfin, représentons par

(8,), (S,)

les valeurs de l’intégrale
f / ( z ) d s

étendue à tous les points des contours pqr, PQR, et par 

, i·3/]' L3//]'

les valeurs de la même intégrale étendue à des contours infiniment 

petits et fermés, dont chacun enveloppe et renferme dans son inté-

OKuvres de G. — S. I, t.'XI. 8
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rieur un seul des points Z(, Lu, . . . .  En posant, pour abréger,

(S) =  (S„) —  (S,), on aura (t. XXIII, p..253 ) ( ' )

(2) rtS) =  ( S ,) - ( S , ) =  [*,]+  [ * , ] + . . . .

Supposons, pour fixer les idées, que les contours pqr, PQR se 

réduisent à des cercles dont les rayons soient r0, R, et les contours 

qui enveloppent les points Z(, Z(/, . . .  à des cercles décrits du rayon p. 

Alors, en posant, pour abréger,

u =  r QeP'li v —  R eP ', Ç =  pe>’‘, 

on tirera de la formule (2)

(3 ) · ^ [ e / ( e ) ]  =  ^ [ « / ( « ) ] + 2 ^ [ Ç / (* / + 0 ].

le signe ^  indiquant une somme de termes pareils à celui qui est mis 

en évidence et correspondants aux diverses racines z)t s l/t. . .  de l’équa

tion (1).

Si, dans la formule ( 3 ), on remplace f ( u )  par elle donnera

(4) / (a) =  3I L i Æ ) + i nL u f{u)-— U ¿d Z — Zt — ÇV — ;

En vertu de la formule ( 4 ), la fonction / ( - ) ,  supposée monotypique et 

mono gène, pour des modules de z compris entre les limites r0, R, sera la 

somme de plusieurs termes, dont les deux premiers seront développables 

en deux séries convergentes ordonnées, l'une suivant les puissances en

tières et positives, l'autre suivant les puissances entières et négatives de z. 

De plusy si z ne coïncide avec aucune des racines zt, zt/, . . .  de l ’équa

tion (1), il suffira de supposer le module p de s infèridtir aux modules 

des différences z — zt, z — z t/, . . .  pour réduire le troisième, le qua

trième, . . .  des termes qui composent la fonction f ( z )  à des expressions 

immédiatement développables en séries convergentes ordonnées suivant 

les puissances entières, et négatives de ces mêmes différences.

O  OEuvres de Cauchy, S. 1, T. X, p. 72.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 192. 379

Supposons maintenant que les modules r0, p de u et de X, de

viennent infiniment petits, et le module K de v infiniment grand : la 

quantité /(£) deviendra infiniment grande, tandis que chacune des 

quantités f ( u ) ,  / (e )  pourra ou demeurer finie, ou devenir infiniment 

grande ou infiniment petite. D’ailleurs, comme je l ’ai remarqué dans 

mon Calcul différentiel, l’ordre d’une quantité infiniment petite peut, 

être un nombre quelconque rationnel ou irrationnel, et il est clair 

que la même remarque peut être appliquée à l’ordre d’une quantité 

infiniment grande. D’autre part, si, en considérant r0, p et ~ comme 

des quantités infiniment petites du premier ordre, on développe les

rapports '
uf(u)' E/((P

V  —  s  z  —  U  Z  —  S ,  —  Z

en progressions géométriques, chacun d’eux pourra être décomposé 

en deux parties, dont la première sera une fonction entière ou du 

moins rationnelle de z, équivalente à la somme des n o u n - i  pre

miers termes de la progression, tandis que la seconde partie, repré

sentée par l’un des rapports

U n  K n

z ) ’  ( f i - a ,  ) » - · ( * - s , - 0 ’  .

sera une quantité infiniment petite de l’ordre n. Enfin, si l’on 

nomme P l ’un des produits qu’on obtient en multipliant respective

ment ces trois rapports par les facteurs

(6) f{v), ■ /(«), /(?-), 

on aura toujours

(7) ■ 0\l(P) =  o ,

quand la fonction P  restera finie pour des valeurs infiniment petites 

de ou de r0, ou de p. Cela posé, il suit de l’équation (4 ) que la 

fonction f(z'),  supposée monotypique et mono gène, sera certainement 

rationnelle, si, en attribuant à la variable z, ou à un accroissement Az

(5) ‘ (c-
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de cette variable, des valeurs infiniment petites ou infiniment grandes du 

premier ordre, on voit toujours les ordres des valeurs infiniment grandes 

que f ( z )  peut acquérir, se réduire à des nombres finis. Alors en effet on 

pourra, dans chacune des expressions ( 5 ), attribuer au nombre 

entier n une valeur assez considérable, pour que chacun des trois 

.produits, représentés par P dans la formule (7), acquière une valeur 

finie, ou même infiniment petite.

La fonction f ( z )  pourrait cesser d’être rationnelle, sans cesser 

d’être monotypique et monogène. C’est ce qui arriverait, par exemple, 

si l’on supposait

/(-) — e z ou f { z )  —  e=.

Dans des cas semblables, on pourra encore, à l’aide du premier des 

théorèmes ci-dessus énoncés, remplacer f ( z )  par la somme d’une ou 

de plusieurs séries convergentes. Mais les modules des valeurs infini

ment grandes de la fonction seront des quantités infiniment grandes

d’un ordre infini. Ainsi, en particulier, si Ton considère s comme un
1

infiniment petit du premier ordre, le module de ez sera une quantité 

infiniment grande d’un ordre infini.

4 9 3 .

A nalyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire présenté à l'Académie 

par M. P uiseux, et intitulé : Nouvelles recherches sur les fonctions 

algébriques.
C. R., T. XXXII, p. 4 g 3  ( 7  avril i 8 5 i ).

Dans un précédent Mémoire, sur lequel s’est portée à juste titre 

l’attention des géomètres, M. Puiseux avait résolu d’importantes 

questions d’Analyse, relatives à la détermination des fonctions algé

briques et des intégrales définies qui renferment ces fonctions sous 

le signe J . Ainsi par exemple, il était parvenu à reconnaître de
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quelle manière les diverses valeurs d’une fonction algébrique se 

trouvent échangées entre elles dans· le voisinage d’une valeur de la 

variable pour laquelle cette fonction devient discontinue. Ainsi en

core, en supposant que u représente une fonction algébrique de s, 

il avait montré comment les diverses valeurs de l’intégrale curviligne

t —  Ç  u dz

peuvent se déduire de l’une d’entre elles, ou de celles qu’on en tire 

quand, à une valeur donnée de la fonction u, on substitue l’une 

quelconque des autres valeurs que cette fonction peut acquérir. 

Ainsi, enfin, il avait déterminé, pour une classe très étendue de fonc

tions algébriques, le nombre des périodes distinctes qui peuvent être 

ajoutées à l’intégrale curviligne t, sans que la variable s, considérée 

comme fonction de t, change de valeur. *

Dans le nouveau Mémoire dont nous avons à rendre compte, M. Pui- 

seux généralise encore les résultats qu’il avait précédemment obtenus, 

et, en considérant une fonction algébrique u de forme quelconque, il 

parvient à reconnaître si chaque période de l’intégrale curviligne

t —  j 'u d z

appartient à toutes les valeurs de l’ intégrale, ou seulement à une 

partie d’entre elles. L’analyse à l ’aide de laquelle il résout cette ques

tion est fondée sur un théorème très remarquable, dont M. Puiseux 

donne une démonstration rigoureuse et dont voici l’énoncé :

Une fonction algébrique de z, qui reste toujours continue, tant quelle 

ne devient pas infinie, est nécessairement une fonction rationnelle.

Ce théorème, duquel se déduisent des conséquences nombreuses et 

importantes, comme on peut le voir, non seulement dans le Mémoire 

soumis à notre examen, mais encore dans les belles recherches que 

M. Hermite a présentées, à la dernière séance, sur les équations réso

lubles par radicaux, permet à M. Puiseux de prouver que chacune des 

constantes, auxquelles on peut donner le nom de périodes, appartient
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effectivement à toutes les valeurs de l’ intégrale curviligne t =  Jud z-, 

lorsque l’équation qui détermine la fonction algébrique u est irréduc

tible.De plus, en s’appuyant sur le théorème dont il s’agit et sur .les 

principes exposés dans son précédent Mémoire, M. Puiseux établit 

diverses propositions dignes de remarque, à l’aide desquelles on peut 

reconnaître si une équation entre deux variables est irréductible, ou 

déterminer le degré des équations irréductibles dans lesquelles elle 

se partage, et même trouver chacune de ces dernières équations.

En résumé, les Commissaires sont d’avis que les nouvelles recherches 

de M. Puiseux sur les fonctions algébriques constituent, ainsi que les 

précédentes, un véritable progrès dans l’Analyse mathématique. Us 

pensent, en conséquence, que le Mémoire soumis à leur examen est 

très digne d’être approuvé par l’Académie, et inséré dans le Recueil 

des Mémoires des savants étrangers.

4 9 4 .

Mathématiques. — Rapport sur un travail présenté à l ’Académie 

par M. K oralek, et relatif aux logarithmes des nombres.

C. R., T. XXXII, p. Cio ( 2 8  avril 18 5 1 ).

Dans le travail que nous avons été chargés d’examiner, M. Koralek 

s’est proposé d’indiquer des moyens faciles d’obtenir, avec sept 

chiffres, d’une part, le logarithme décimal d’un nombre donné, 

d’autre part, le nombre correspondant à un logarithme donné.

La méthode suivie par l’auteur est fondée sur un ingénieux emploi 

de la formule qui sert à développer la différence entre les logarithmes 

de deux nombres en une série ordonnée suivant les puissances du rap

port qu’on obtient quand on divise la différence des deux nombres par 

leur somme.
«

L’auteur observe que, dans le cas où la différence des deux nombres
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est la quatre-vingt-quinzième partie du plus petit, on peut substituer 

à la différence des logarithmes le produit du module des Tables par le 

rapport dont il s’agit, puisqu’alors Terreur commise est inférieure à 

la moitié d’un dix-millionième, par conséquent à la moitié d’une 

unité décimale du septième ordre. En s’appuyant sur cette observa

tion, M. Koralek prouve aisément qu’on peut réduire la recherche 

du logarithme d’un nombre quelconque à la recherche des loga

rithmes des nombres r
2, 3, 7 , u , i3;

puis il tire de la même observation des valeurs approchées de ces der

niers logarithmes, et les légères corrections que ces valeurs appro

chées doivent subir se déduisent immédiatement de la formule qu’il 

a prise pour point de départ.

Une méthode inverse de celle qu’il a suivie dans la détermination 

des logarithmes ramène M. Koralek de ces logarithmes aux nombres 

eux-mêmes.

Les Tables de logarithmes sont depuis longtemps fort répandues, et 

leur usage habituel ne présente pas de difficultés sérieuses; mais les 

procédés suivis par M. Koralek peuvent être utilement employés par 

ceux qui voudraient s’exercer à trouver les logarithmes de nombres 

donnés, ou les nombres correspondants à des logarithmes donnés, 

sans avoir sous les yeux des Tables de logarithmes. D’ailleurs, le tra

vail soumis à notre examen montre que l’auteur a une grande habi

tude des calculs numériques, et les Commissaires pensent que l’Aca

démie doit l ’encourager à employer son -talent au calcul des Tables 

des diverses transcendantes dont la détermination peut concourir au 

progrès des Sciences mathématiques.
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4 9 5 .

C. R., T. XXXII, p. 704 (12 mai i 85i).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire dans lequel 

il établit les conditions sous lesquelles subsistent les principales for

mules du Calcul des résidus, et démontre en particulier la proposition 

suivante : '

Deux contours fermés, dont le second enveloppe le premier de 

toutes parts, étant tracés dans un plan,, soient

S0 l’aire terminée par le premier contour;

S l’aire terminée par le second ;

x , y  les coordonnées rectilignes de l’un quelconque des points ren

fermés entre les deux contours;

' / ( s )  une fonction de la variable z =  x  - t- j i ,  qui reste monotypique et 

monogène pour tous les points dont il s’agit; 

a,, s v, . . .  celles des valeurs de z, correspondantes à ces points, qui

vérifient l’équation
/(*:

o;

(S0) ou (S) la valeur qu’acquiert l’intégrale J f ( z ) d z  quand on 

l’étend au contour entier de l’aire S0 ou S, en supposant qu’un 

point mobile décrive ce contour avec un mouvement de rotation 

direct.

Si, en considérant l’une quelconque des différences z — zt, z — zu, . . .  

comme infiniment petite du premier ordre, on obtient toujours pour 

f ( z )  une quantité infiniment grande d’un ordre fini, non seulement, 

pour un très petit module de z — zt ou z — zN, . . . ,  la fonction / ( s )  

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puis

sances entières et ascendantes de z — zt ou 3 — sw, . . . ,  les puissances 

négatives étant en nombre fini, mais de plus on aura

(S) —  (S0) =  27TÍ £  ( / ( 3 )),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



383EXTRAIT N» 498. 

le signe £  indiquant le résidu intégral de /(z·), relatif aux valeurs s,, 

z . . . .  de la variable z.tr

496 . '

C. R., T. XXXII, p. 789 (26 mai i 8 5 i).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire sur les valeurs 

principales et générales des intégrales curvilignes, dans lesquelles la 

fonction sous le signe J  devient infinie en un point de la portion de 

courbe donnée. 11 examine ensuite spécialement ce qui arrive quand 

l’équation qu’on obtient en égalant à zéro la fonction sous le signe / 

offre des racines multiples. Il montre, dans cette hypothèse, les com 

ditions sous lesquelles les valeurs'principales des intégrales curvi

lignes demeurent finies, et détermine ces valeurs elles-mêmes, ainsi 

que les valeurs générales, dans le cas où les conditions énoncées se 

vérifient.

4 9 7 .

C. R., T. XXXIII, p. 649 (i5 décembre i 85i )·

M. A ugustin Cauciiy présente à l’Académie une Note sur le module 

principal du rapport
s m t +  s) . .

4 9 8 .

C. R., T. XXXIII, p· 709 (29  décembre i 8 5 i ).

M. A ugustin Cauciiy présente à l ’Académie une méthode nouvelle 

pour la détermination des mouvements des. corps célestes. Cette 

méthode, plus simple encore que celle qu’il avait exposée dans le

ORuvres de C . —  S. ï, t. X.1. ¿49
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Tome XX des Comptes rendus (pages 774 et suivantes) ( 1), sera déve

loppée par l’Auteur dans les prochaines séances. On verra qu’il est 

souvent possible de réduire à quelques heures des calculs qui, 

dans l’état actuel de la science, demeuraient impraticables, ou qui, 

du moins, auraient exigé plusieurs années de travail. Ainsi, par 

exemple, la nouvelle méthode permettra de calculer directement 

chacune des perturbations à longues périodes des mouvements pla

nétaires, avec une exactitude et une facilité d’autant plus grandes 

que ces perturbations seront d’un ordre plus élevé. .

m .

C. R., T. XXXIV, p. 9 ( 5  janvier i8 5 '2 ).

0

M. A ugustin Cauciiy présente à l’Académie un Mémoire sur le déve

loppement des fonctions en séries limitées.

Il arrive souvent qu’ un procédé analytique fournit le développe

ment d’une fonction en une série divergente dont les premiers termes 

forment une suite rapidement décroissante. Souvent aussi, dans cette 

hypothèse, on obtient une valeur très approchée de la fonction en 

limitant la série, et l’arrêtant après un certain terme. D’ailleurs il 

importe de savoir, non seulement si cette limitation est légitime, mais 

encore quel est le terme auquel on doit s’arrêter, et quel est le degré 

d’approximation. M. Cauchy fait voir que, dans un grand nombre de 

cas, il suffit, pour résoudre ces diverses questions, de recourir à la 

considération des valeurs moyennes des fonctions et de leurs modules 

principaux. Il y a plus : cette considération permet de développer » 

les restes qui complètent les séries limitées, en d’autres séries non 

limitées et convergentes, à l ’aide desquelles on peut déterminer les 

valeurs de ces mêmes restes.

( ’ ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 129 et suivantes.
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Ajoutons que les diverses formules, obtenues comme on vient de le 

dire, s’appliquent très utilement à la détermination des mouvements 

des corps célestes.

500.

A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . — Mémoire sur le développement des quantités

en séries limitées.

C. R., T. XXXIV, p. 70 (19 janvier i85a).

Lorsqu’une quantité ne peut être calculée directement, on peut 

recourir, pour la déterminer, à un développement en série. Mais 

les séries que l’on suppose illimitées et prolongées indéfiniment 

ne peuvent être admises dans le calcul qu’autant qu’elles sont con

vergentes. D’ailleurs la détermination d’une quantité à l’aide d’une 

série convergente devient laborieuse et même impraticable, lorsque 

les termes de cette série décroissent très lentement; or c’est là pré

cisément ce qui arrive dans un grand nombre de cas, et surtout quand 

il s’agit de calculs dans lesquels entrent des fonctions périodiques, 

ainsi que nous allons l’expliquer.

Souvent, dans les applications de l’Analyse mathématique, parti

culièrement en Astronomie, on rencontre une ou plusieurs fonctions 

du sinus et du cosinus d’un angle p, et la solution des problèmes 

exige le développement d’une telle fonction en une série ordonnée 

suivant les sinus et les cosinus des multiples de l’anglejo, ou, ce qui 

revient au même, en une série ordonnée 'suivant les puissances ascen

dantes et descendantes de Y exponentielle trigonomélrique dont l’angle p 

, est Y argument. Or le coefficient de la wièine puissance est représenté par 

une intégrale définie, ou mieux encore par une moyenne isotropique 

relative à l ’argument p  ; et, quoique cette moyenne isotropique puisse, 

en général, être développée par des procédés divers en série conver

gente, toutefois, lorsque l’exposant n a une valeur considérable, il 

arrive fréquemment que les séries convergentes obtenues offrent des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



388 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

sommes dont la détermination, même approximative, exigerait le 

calcul de plusieurs milliers de termes. J’ai cherché les moyens de 

parer à un si grave inconvénient, et j ’y suis parvenu en remplaçant 

les séries illimitées par des séries limitées convergentes ou même 

divergentês. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Pour qu’une fonction donnée Z de l’exponentielle trigonométrique s 

soit développable en une série convergente ordonnée suivant les puis

sances ascendantes et descendantes de s, il suffit que cette fonction Z 

reste monodrome, monogène et finie dans le voisinage de la valeur i 

attribuée au module de s. Sous cette condition, le coefficient A„ de zn 

dans le développement sera la moyenne isotropique entre les diverses 

valeurs du produit z~nZ, et cette moyenne isotropique ne variera pas 

si, après avoir remplacé le module x de z par un autre module r, on 

fait varier celui-ci entre deux limites, l ’une inférieure, l’autre supér 

rieure à l’unité, mais tellement choisies que la fonction Z ne cesse 

pas-d’être monodrome et monogène. Ces deux limites du module r 

sont inverses l’une de l’autre, c’est-à-dire de la forme

a ei -> 
a

lorsque Z est une fonction.réelle de l’angle p; et je prouve que leur 

considération fournit précisément le moyen de développer le coeffi

cient A„, quand n est un très grand nombre, en une série convergente 

ou divergente, mais qui décroît très rapidement dans ses premiers 

tenues: Je montre, de plus, comment, après avoir prolongé cette série 

jusqu’à un terme numériquement insensible, ou, si elle est diver

gente, jusqu’à son plus petit terme qu’il est facile de reconnaître, 

on peut la compléter par un reste qui est généralement de l’ordre du 

dernier des termes conservés, et que j ’apprends à développer en une 

série nouvelle, toujours convergente; enfin, je montre comment on 

peut fixer à l’avance le terme auquel on doit s’arrêter ou dans la pre

mière série, ou du moins dans la seconde, pour obtenir, avec une 

approximation donnée, la valeur cherchée du coefficient A„.

Jusqu’à présent, nous avons supposé qu’il s’agissait de développer
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une fonction périodique suivant les puissances ascendantes d’une 

seule exponentielle trigonométrique z. Si, la fonction proposée ren

fermant deux exponentielles de ce genre, par exemple z et z,, on 

était forcé de la développer suivant leurs puissances ascendantes* 

alors, après avoir trouvé le coefficient A* de zn, il resterait encore 

à développer A„ suivant les puissances ascendantes de z t, et à déter

miner, par exemple, dans ce développement le éoefficient An>„t de z“' 

ou le coefficient A„ de z~n\ Or ce dernier problème est lui-même 

du nombre de ceux dont la solution* quand n { est un très grand 

nombre, semble exiger un travail immense. Je fais voir qu’on p«ut 

encore le résoudre, à l’aide de séries limitées, convergentes oü 

même divergentes, mais rapidement décroissantes dans leurs pre

miers termes, et complétées par des restes qui se développent en 

séries convergentes. Je montre aussi qu’on peut fixer à l’avance 

le terme auquel on doit s’arrêter, soit dans la série limitée, soit 

dans le développement du reste, pour obtenir, avec une approxi

mation donnée, la valeur cherchée du coefficient An>ni ou An>̂ ni.

Le principe sur lequel je m’appuie pour développer en séries 

limitées les coefficients An et Art)„4 ou An>̂ „t me paraissant digne 

de quelque attention, je l’indiquerai ici brièvement.

On sait que l’on détermine avec la plus grande facilité le reste qui 

complète une progression géométrique même divergente. D’ailleurs 

une intégration relative à une variable peut transformer une suite 

constamment croissante, et, par conséquent, divergente, en une suite 

qui, avant de croître, commence par décroître, et décroisse même 

très rapidement dans ses premiers termes. Cela posé, pour obtenir le 

reste propre à compléter une série divergente qui décroît très rapide

ment dans ses premiers termes, il suffit évidemment de transformer 

ses divers termes, de manière qu’ils soient produits par une inté

gration définie appliquée aux termes correspondants d’une progres

sion géométrique. Or une semblable transformation est précisément 

celle qu’opèrent les formules auxquelles on est conduit par le calcul 

des résidus et par la considération des moyennes isotropiques. Il
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était donc naturel de s’attendre à ce que l’emploi de ces formules 

permît, dans les applications de l’Analyse mathématique, de tirer 

des séries limitées, même divergentes, des déterminations sûres et 

rapides, que souvent les séries illimitées et convergentes ne pou

vaient donner.

Le principe général que je viens de rappeler est spécialement appli

cable à la solution de divers problèmes d’Astronomie. On sait, en 

effet, que le calcul des perturbations des mouvements planétaires 

suppose le développement de la fonction nommée perturbatrice en 

une série ordonnée suivant les cosinus d’arguments représentés par 

des fonctions linéaires des multiples des anomalies moyennes. On 

sait aussi que la partie constante d’un argument quelconque, et le 

coefficient du cosinus de cet argument, sont très difficiles à déter

miner par les méthodes ordinaires, lorsque les multiples des ano

malies moyennes deviennent très considérables; et cette circonstance 

est précisément celle qui, jusqu’à ces derniers temps, rendait à peu 

près impraticable le calcul des perturbations d’un ordre très élevé. 

Toutefois, depuis quelques années, on est parvenu à déterminer des 

perturbations de ce genre, soit, comme l’a faitM. Le Verrier, dans son 

Mémoire sur la grande inégalité de Pallas, en ayant recours à une 

double interpolation qui concerne le système de deux variables, soit, 

comme je l’ai fait moi-même, dans les Comptes rendus de x845 (t. XX, 

p. 774 etsuiv.) (*), en recourant aux théorèmes généraux que j ’avais 

établis à cette époque et à une interpolation simple. On peut même, 

comme je l’ai montré dans le Mémoire du 2 juin 1845 , déterminer 

directement, par de nouvelles formules, et sans interpolation d’au

cune espèce, les perturbations à longues périodes avec une exacti

tude d’autant plus grande qu’elles sont d’un ordre plus élevé. Màis, 

en soumettant à un nouvel examen mes formules de i 8 45 , j ’ai 

reconnu qu’elles peuvent être avantageusement remplacées par les 

formules plus simples que je donne aujourd’hui.

t 1) OEuvre.t de Cauchy, S. I, T. IX, p. 124.
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Analyse.

Soit ¿R. une fonction donnée du sinus et du cosinus de l’argumentp. 

Soit encore

ce que devient la fonction ¿R. quand on y pose

• z — epi=  i p.

Supposons enfin que Z, considérée comme fonction de z , reste 

monodrome et monogène dans le voisinage du module i attribué à 

la variable s. Alors Z sera développable en une série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes et descendantes de la 

variable z, et, en nommant A„ le coefficient de zn dans cette série, 

on aura

(1 ) . An — 0Vv(z~nZ),

(a) A-b=31M*»Z).

Il y a plus : les formules (i), (2) continueront de subsister si, en rem

plaçant le module 1 de :  par un autre module r, on pose, en consé

quence,

(3). z — rep''=zrp,

et si d’ailleurs on fait varier le module.r entre deux limites

a <  1, a'>t

tellement choisies, que la fonction Z ne, cesse pas d’être, entre ces 

limites, monodrome et monogène.

Soient maintenant

¿r(= a e ai et z'— a'ea';

les valeurs de s correspondantes aux modules a, a', et pour lesquelles 

la fonction Z cesse d’être monodrome et monogène. A ces valeurs 

de z correspondront ordinairement des valeurs nulles ou infinies de 

la fonction Z qui deviendra infiniment petite ou infiniment grande
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pour une valeur infiniment petite de la différence z - 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si ¿a. est de la forme

(4) ¿n.= R
Ps Q‘ . .

P, Q, . . . ,  R désignant des fonctions entières de sin/>, cosp, et s, 

t, . . . ,  des exposants positifs quelconques. Alors, pour obtenir z t 

et z', il suffira de résoudre par rapport à la variable z les équations

(5) P =  o, Q =  o,

et de chercher parmi leurs racines celles qui offriront les modules les 

plus voisins de l’unité ( ') .  Si, pour fixer les idées, on suppose que zt 

soit racine de l’équation
P — o,

la fonction Z de z pourra être présentée sous la forme

(6 ) Z = ( i - s ,5 - ‘ )- 'F (5),

F(s) étant une fonction qui restera monodrome et monogène dans le 

voisinage de la valeur zf attribuée à la variable s, et si, parmi les 

racines des équations ( 5 ),
. * ,=  be«‘

est celle qui offre le module immédiatement inférieur au module a 

de zt, la fonction F(s) restera généralement monodrome et mono- 

arène entre les limites b et a' du module r de la variable z.<D
Considérons maintenant, d’une manière spéciale, le cas où la fonc

tion Z est de' la forme indiquée par l’équation (6), la fonction F (s)  

étant monodrome et monogène entre les limites

r — b <  a, r — a',

,et cherchons dans ce cas la valeur de A_rt.

( ’ ) Lorsque P, Q, R sont des fonctions réelles de cos/? et sin/?, la racine z' est

conjuguée ù i
do sorte qu’on a

*'= ae-ai, a' =
I
a
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Si d’abord on suppose la fonction F(s) réduite à l’unité, on aura 

simplement

(7) A_„= ^ s-1 )-̂ ] =  [s-]„,

la valeur [$]„ étant

.. _ 5 (5  I ) . . . ( S +  Tl —  I )

Si au contraire F(a) diffère de l’unité, on aura

(8 ) A _ .=  3TL[«»(i-s,s- ‘ )-«F(a)].

Or un moyen très simple de calculer, dans cette dernière hypothèse, 

la valeur de A_„ et de la développer en une série dont les termes suc

cessifs décroissent très rapidement pour de grandes valeurs de n, 

sera évidemment de développer, sous le signe aro, la fonction F (s) 

en un'e série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la diffé

rence z — Z'. En supposant que le développement de cette fonction 

soit convergent, on trouvera

(9) F(s) =  F(-,) 4 -
1 . 2

F"(*,)

par conséquent l’équation (8) donnera

(1 0 ) A _ „=  F(æ,)·
H +  I 5,F'(*,)

[ i - s]2
(ft +  i) {n 4- 2)

et il est clair que, ^our de très grandes valeurs de n, les premiers 

termes de la série renfermée entre les parenthèses dans la for

mule (10) décroîtront très rapidement avec ceux de leurs facteurs 

qui dépendent de n, c’est-à-dire avec les termes de la suite

I I
, ’ n 4 - 1 ’ ( n 4- 1 ) ( n ■+■ 2 ) ’

Mais, le plus souvent, les séries que renferment les formules (9), (10) 

seront divergentes, et par suite ces formules devront être rejetées.

5oOEivres de C . —  S. t . X l .
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Toutefois, dans ce cas-là même; pour obtenir encore avec une grande 

facilité la valeur de A_.t, quand n sera un très grand nombre, il suf

fira encore de développer F (s)  en une série ordonnée suivant les puis

sances ascendantes de la différence z — zt, mais en limitant la série et 

en opérant comme il suit.

L’équation ( 8) subsistera pour tout module de s renfermé entre 

les limites a, a.'. Si d’ailleurs F(s) conserve une valeur finie pour 

5=^0, et si l’on nomme u une variable distincte de s,  mais dont 

le module, supérieur à celui de z, soit encore renfermé entre les 

limites a, a', on aura

la lettre 31L indiquant une moyenne isotropique relative à l’argument 

de la variable u. Enfin, en désignant par m un nombre entier quel

conque, on aura

( . 2 )

U —  Z  ( U —  Z,  ) —  ( 3 —  3 , )

m—1 (g — -S,)/;
U - S ,  ( « - S , ) ” { U - S ,  ) " ‘ ( u - z )

Donc, si l’on pose, pour abréger,

( 13 ), v,n =  ( -  I )'“ I ■ 2 · · · mz'!13IU

et

( i 4 )

la formule ( 8) donnera

u  F ( u  )

_  an an s ' i + m  ( 1 — 3/ -s-1 ) ' " ~ s w F ( w ) 
p,„— JK.31L ( „ _  ’

(:5) A_„ =  [s]n3« j i H- +■  · ' +  („ h- ,)!.. ( f e i - r = 7j |  +  P»·

Or, à l’aide des formules ( i 3 ), ( 14 )» ( i 5 ), on déterminera facilement 

d’abord les valeurs de vm et de pm, puis la valeur de A_„. Ainsi la 

détermination du coefficient A„„ résultera du calcul des divers termes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A IT  N° 501. ‘ 395

de la série limitée, comprise entre parenthèses dans la formule ( 5 ), 

et de l’évaluation du reste pm. Ajoutons que, pour obtenir le dévelop

pement de ce reste en une série convergente, il suffira de développer 

le rapport
U

U — Z

en progression géométrique à l’aide de la formule

(1 6 )

et que la méthode ici appliquée à la détermination du coefficient 

s’appliquera encore avec la même facilité à la détermination du coef

ficient A„. Il reste à dire comment les valeurs de vm et de pm se modi

fient, quand F(s) devient infinie pour z — o. C’est ce que nous expli

querons dans un autre article. Nous montrerons aussi comment des 

principes exposés dans ce Mémoire on peut déduire le développe

ment d’une fonction en une série.double ordonnée suivant les puis

sances ascendantes et descendantes de deux exponentielles trigono- 

métriques.

5 0 1 .

A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . —  Mémoire sur le développement des quantités 

en séries limitées (suite).

G. R., T. XXXIV, p. 121 (26 janvier 1852).

Soit toujours Z une fonction de s qui reste monodrome et mono- 

g'ene, tandis que le module r de z varie entre les limites

a < t ,  a ' > i .

Comme on l’a dit; le coefficient A_re de z~n dans le développement 

de Z suivant les puissances ascendantes et descendantes de s sera
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déterminé par la formule 

(O A _„=OTL,(s*Z).

Soient d’ailleurs
s ; = a e ai, z ' =  a ' e“'1

les valeurs de s, correspondantes aux modules a, a', pour lesquelles la 

fonction Z cesse d’être monodrome et monogène; et supposons, pour 

fixer les idées,

$ étant un exposant positif quelconque, et F (s)  une fonction qui 

reste monodrome et monogène pour des valeurs du module r com

prises entre les limites b et a'. On aura

( 2 ) A - „ = 0 1 C [ ^ ( i - s /Æ- ‘) - s F ( S);
*

et, si F (s)  est développable suivant les puissances positives de z, on 

aura

(3) A- n— C4]«3"
n  - h  i

u, -+-. [l — il«,-!
( n  -t- i ) . . . ( « - + -  m  — j ) 1 .+ Pm>

les valeurs de um et pm étant données par les formules ( i 3 ) et ( r4 ) de 

la page 3g4 .

Si, au contraire, en développant F(s) suivant les puissances en

tières de s, on obtient un développement qui renferme les deux 

espèces de puissances positives et négatives, alors, en nommant u, v 

deux variables dont les modules u, v, compris entre les limites b, a', 

soient, le premier inférieur, le second supérieur au module de z, on 

devra remplacer la formule (i i) de la page 3q4 , par la formule plus 

générale

(4) F (s) — DTL· cF(p)
V —  z

— an,· u F (a) 
U — s

\Voir, dans le Tome XXXII des Comptes rendus, la formule (20) de 

la page 212 et la page 3 n  du présent Volume.] Alors aussi la for

mule ( 3 ) continuera de subsister si l’on détermine les valeurs de u,„
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et de pm, non plus à l ’aide des équations ( i 3 ) et ( i 4 ) de la page 3g4 , 

mais à l’aide des formules

(5) (—  i)m i . 2 . 3 . .  . mz f  aiTr’- [a
c F(iî)

(e- 3H-
uF(u)  1

u — s ,)"1-1-1 J ’

( 6) p „ = ^ 1 )a : ‘ .vK 0l  -  M .V {v —z,)m{v — z) (u — z,)m{ u —z)

D’ailleurs, en différentiant m fois par rapport à s l ’équation ( 4 ). et 

posant ensuite z =  zt, on tirera de cette équation, jointe à la for

mule ( 5 ),

(7)

En conséquence, l’équation ( 3 ) donnera

( 8 )

| A_„ —■ 0]„.sf 11 — F'(a,) + · · ■

Ci — «]»
(n i ) .. . (n +  m — 1) FO’-'M*,) \ + p m-

La formule (8) fournit un moyen facile, surtout lorsque n est un très 

grand nombre, d’obtenir la valeur du coefficient A_„. Lorsque la 

série, dont cette formule offre, entre parenthèses, les premiers 

termes, est convergente, il suffit d’attribuer au nombre m une va

leur infinie, pour reproduire l’ équation (10) de la page 3g3 . Mais, 

dans ce cas-là même, il est avantageux de recourir, pour la détermi

nation de A,„, à la formule (8), en déduisant de l ’équation (6) la 

valeur exacte ou approchée du reste p,„. Ajoutons que, à l ’aide des 

formules (6) et ( 8), on peut atteindre, dans la détermination de A_„, 

tel degré d’approximation que l’on voudra. Entrons, à ce sujet, dans 

quelques détails.

On peut, à l’aide de divers procédés, et particulièrement en re

cherchant les modules principaux des fonctions renfermées sous le 

signe 31L, déduire de la formule (6) une quantité S,n, sinon égale, du 

moins supérieure au module pm. Cela posé, pour que l ’erreur com

mise dans la détermination du coefficient A_„ s’abaisse au-dessous
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d’une unité décimale d’un certain ordre, il suffira de négliger, dans 

la formule ( 8 ), le reste p,„, en attribuant au nombre m, s’il est pos

sible, une valeur telle, que la valeur correspondante de soit infé

rieure à cette unité décimale. Lorsqu’il deviendra impossible de 

satisfaire à cette condition, on devra recourir à une évaluation ap

proximative du reste pm. On pourra, par exemple, développer pm en 

série'convergente et limitée à l ’aide de la formule ( 6 ) jointe aux sui

vantes

u  _ U I I ' , u '~ l _____ u l

z ~ z * ~ ' "  z ' - 1 z ' - l {z — uŸ

et l’on trouvera ainsi

(9 )

( m )

( i . )  pm— { —  i ) m <' i  + · · ■ +  <■’/ - ! +  « / - i ]  +  S / ,
L n i J m

les valeurs de ult vt et ç, étant déterminées par les formules

u l F ( u )
( 1 2 ) 

( T 3 )

04)

ll(~ n H- m n +  m — l -t- i
sr'OU-

s +  w — i s -h n — l

v ,= s -f- n S H- /î H- l — i z ‘ OÏL
n 4- m -f- i /i —1— m H- l

(U — Z,)»

ç ,=  01L31L·
( P - 5 , ) “ ( e - S )

( u - z , ) ” ( s - u ) • *

A l’aide de divers procédés, et spécialement en recherchant les mo

dules principaux des fonctions renfermées sous le signe 31L, on pourra 

déduire de la formule (14) une quantité sinon égale, du moins 

supérieure au module de q ; et alors, pour que l’erreur commise dans 

la détermination de pm s’abaisse au-dessous d’une unité décimale d’un 

certain ordre, il suffira d,e négliger ç, dans la formule (u )*  en attri

buant au nombre l  une valeur telle, que e, soit inférieur à cette unité 

décimale.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 302. 399

Il est bon d’observer que la valeur de déterminée par la for

mule (i4), se réduit, pour l — o, à la valeur de p,„ fournie par l’équa

tion (6). Par suite aussi on peut prendre pour o,„ ce que devient ç, 

quand l s’évanouit. Donc, en définitive, la détermination du coeffi

cient A_„, avec un degré d’approximation donné, pourra être ramenée 

à la détermination d’une limite supérieure au module de çit et de la 

valeur que devra prendre le nombre l  pour que cette limite s’abaisse 

au-dessous d’une quantité donnée.

Reste maintenant à indiquer les procédés les plus simples qui 

puissent servir à la solution de ces deux derniers problèmes. C’est ce 

que nous essayerons de faire dans un prochain article.

5 0 2 ,

A nalyse mathématique. — Sur les restes qui complètent les séries limitées.

C. R., T. XXXIV, p. 156 (a février i 85a).

Les formules que j ’ai données dans les précédents articles per

mettent de développer une moyenne isotropique de la forme

3\1(s"Z)

en une série limitée dont les termes décroissent très rapidement 

quand n est un très grand nombre, et d’exprimer les restes qui com

plètent ces mêmes séries à l ’aide de moyennes isotropiques relatives 

aux arguments de deux variables s et u ou z et v. On peut alors déter

miner sans peine, sinon des valeurs exactes de ces restes, du moins 

des limites supérieures à leurs modules, en s’appuyant sur quelques 

propositions générales que je vais énoncer.

Théorème I. — Soit f(r·, u) une fonction des variables z, u qui de

meure monodrome, monogène et finie dans le voisinage d ’un certain 

module r de la variable z, et d ’un certain module u de la variable u.
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Désignons d’ailleurs à iaide de la notation A f(s ,  u) le plus grand des 

modules que puisse acquérir la fonction f  (s, u), lorsqu’on fait varier les 

arguménts de z et u, entre les limites — it, +  tc, sans altérer les mo

dules r et u. Soit enfin K la plus petite valeur que puisse acquérir le mo

dule A î(z,  u) considéré comme fonction des modules r et u, quand on 

fait varier ceux-ci entre des limites telles, que la fonction f  {z, u) ne cesse 

pas d ’être monodrome, monogène et finie. Le module de la moyenne iso

tropique
' 0lA31Uf(5, u)

sera inférieur au module A f(s, u), et, à plus forte raison, au module 

principal K.

T héorème II. —  Soit f ( z ) une fonction de z qui demeure monodrome, 

monogène et finie dans le voisinage d’un certain module r attribué à la 

variable z. Soient encore
&ny &—n '

les coefficients des puissances
Z n  Z ~ n

dans le développement de f(z) suivant les puissances ascendantes et des

cendantes de z. Si an, a..n se réduisent à des quantités positives, le module 

de 3iuf(s) sera inférieur à la quantité positive f (r). Si les coefficients an, 

a_„ ne se réduisent pas à des quantités positives, alors, en désignant par 

a_n leurs modules respectifs, et par ©(z) la somme de la série que l ’on 

forme en remplaçant, dans le développement de f(z),  chaque coefficient 

par son module, on obtiendra, pour module de 31Lf(z), une quantité 

positive inférieure au module de DTLç(s), et, à plus forte raison, à cp (r).

Ajoutons qu’il sera facile de développer f(s )  en série ordonnée 

suivant les puissances ascendantes et descendantes de z, si f(z)  est 

le produit d’une constante par divers facteurs dont les uns soient de 

la forme
(i  —  z , z - i y t · ,

et les autres de la forme
( i - z ' z y ,

zt, z' étant des quantités géométriques dont les modules a, a', multi-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 502. 401

pliés par le module r de z, offrent des produits inférieurs à l’unité. 

Alors, en effet, le développement de f(z)  résultera immédiatement 

de la multiplication des développements des divers facteurs en séries 

ordonnées suivant les puissances descendantes ou ascendantes de z.

Il est aisé de voir comment les propositions que je viens de rap

peler s’appliquent à la détermination approximative des restes qui 

complètent les séries limitées, spécialement des restes désignés par 

pm et par ç, dans les deux précédents articles, et de limites supé

rieures aux modules de ces mêmes restes. Ainsi, par exemple, on 

déduira sans peine de ces propositions, jointes aux formules que 

contient le premier article, les théorèmes suivants :

T h é o r è m e  III. — Soit

s étant une quantité positive, le module a de zr étant inférieur à l ’unité, 

et la fonction F (s) étant développable, pour un module r de z compris 

entre les limites i et a, en une série ordonnée suivant les puissances ascen

dantes de z. Soit encore
A-n— D]V(znZ) ,

le coefficient de z~n dans le développement de Z en série ordonnée suivant 

les puissances ascendantes et descendantes de z. Si le coefficient de zm 

dans le développement de F {z) est le produit de z™ par une quantité posi

tive, on aura

(0 A_ra=  a0 +  «1 H- . . . +  8,«_1 -t- dm ü/n,

la valeur de am étant

( 2 ) u — (___________________ i l · ? ___zn+mF̂ mHz )

et 0,„ désignant un nombre compris entre les limites o, x. En d ’autres 

termes, on aura

(3) A_n— »0 +  81 +  8,,,-t +  pm)

la valeur de pm étant donnée par la formule

(4) p m 6m s,n.
OEuvres d e C , —  S. I, t. XI. 5i
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T héorème IY. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, si le coefficient de zm dans le développement de F (s) est le pro

duit de z™par une quantité géométrique, et si l ’on nomme <£>(:;) ce que 

devient F (z) lorsqu’à cette quantité géométrique on substitue son module,, 

alors Véquation ( 3 ) continuera de subsister, pourvu qu’à la formule ( 4 ) 

on substitue la suivante :

(fl +  i)...(«  +  m)

Parmi les applications que l’on peut faire de la formule (i) , on doit 

remarquer celle qui se rapporte au cas où l’on aurait

F(5) =

z ' étant conjugué à s .  Alors, en posant

s, =  ae® ' — ae~ai

et

on trouverait
i — a2

— M"« E1 ~  5]"» l m  ~n
‘ ' \n +  il,„ (i - a 2)s ~ *[« +  i]m (i — a2)s 

Si, dans cette même hypothèse, on posait

z — eP',

on aurait
Z —  [i — 2 a cos(/> — ex) -+- a2]-*.

Donc, si l’on nomme A_̂  le coefficient de e~npl dans le développement 

de l’expression
[i — 2 a cos(/> — a) +  a*]~s,

on aura

* _  M »  ane reMir  5 i —  s - s ( s + i )  (i —  s) (2  —  s)
n (1 — a2)i 1 n - h i  1.2 (n ■ +■  1) (n  4 -  2)

1 1 m 1 . 2 . . . m  . +  J ’

• · fl2
la lettre \  désignant le rapport et 0m étant un nombre compris

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



J EXTRAIT N° 503. 403

entre les limites o, T. Il importe d’observer que la formule ici obtenue 

ne subsiste pas seulement dans le cas où, le rapport X étant inférieur 

à l ’unité, la série comprise entre parenthèses dans le second membre 

est convergente. Cette formule subsiste aussi dans le cas où, le rap

port G étant supérieur à l’unité, la série devient divergente, et elle 

permet encore, dans ce dernier cas, d’obtenir avec facilité, quand 

n êst un très grand nombre, une valeur très approchée du coeffi

cient A_„.

5 0 3 .

A nalyse mathématique. — Sur le changement de variable indépendante 

dans les moyennes isotropiques.

G. R., T. XXXIV, p. 1 5g ( 2  février 1 85a).

Il est souvent utile de remplacer, dans une moyenne isotropique, 

une variable indépendante par une autre. On y parvient, dans un 

grand nombre de cas, en s’appuyant sur la proposition suivante :

T héorème. — Soient

f(ü) et u  =  9(5)

deux fonctions qui demeurent monodromes, monogènes et finies dans le 

voisinage d’ une certaine valeur k attribuée au module r de la variable

' s =  reP'.

Soient encore p et es le module et iargument de la fonction u, en sorte 

qu’on ait
u  — p eCTi;

puis, ' en attribuant au module p une valeur particulière h, concevons que 

l ’on détermine z à l ’aide de la formule

(0 cp (a ) =  l i e wi,·
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et substituons la valeur de z exprimée en fonction de u, c’est-à-dire l ’une 

des racines de l ’équation ( i) , dans la formule

t ___ D c t 1 { ^ ) _____c ? l ( s )

K 1 i ~  d \ u '

Si la racine substituée est telle, que la partie réelle de 0  soit toujours posi

tive, et que la courbe DEF, dont l ’afjfixe variable est cette racine même, 

enveloppe le pôle, c’est-à-dire le point dont l ’ajfixe est nulle; si, d ’ailleurs, 

l ’arc de la courbe croît par degrés insensibles avec Vargument rz, et si 

cette courbe se ferme au moment où l ’arc a se trouve augmenté d ’une 

circonférence entière; si enfin les fonctions f(s ) , ç(.s) restent mono- 

dromes, monogènes et finies dans le voisinage de toute valeur de z propre 

à représenter Vaffixe d ’ un point situé entre la courbe DEF et le cercle 

décrit de l ’origine comme centre avec le rayon h ; alors, pour transformer 

la moyenne isotropique .
3ÏLf ( z )

relative à Vargument de la variable z et correspondante au module h de z 

en une moyenne isotropique relative à l ’argument de la variable u et cor

respondante au module h de u, il suffira de multiplier, sous le signe 3TL, la 

fonction f(s )  par le facteur 0.

Pour démontrer ce théorème, il suffît de rappeler que, si, une 

courbe fermée étant tracée dans le plan des affixes, on nomme §{z)  

une fonction de la variable s, on pourra, sans altérer la valeur de l’in

tégrale J " § ( z ) d z ,  étendue au périmètre entier de la courbe, faire 

varier la forme de la courbe par degrés insensibles, entre les limites 

indiquées par deux contours extrêmes, pourvu qu’entre ces limites 

la fonction §{z)  ne cesse pas d’être monodrome, monogène et finie. 

Cela posé, concevons que l ’on fasse coïncider successivement la 

courbe variable avec le cercle .qui a le pôle pour centre et k pour 

rayon, puis avec la courbe DEF, en posant d’ailleurs
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les deux valeurs qu’on obtiendra successivement pour l’intégrale

J ' $ ( z )  clz,

étendue au périmètre entier du cercle ou de la courbe DEF, seront 

évidemment les deux moyennes isotropiques indiquées dans le théo

rème I, attendu qu’on aura

■ 5 j i £ =  I  e t  5 ^  =  0 .
i  Z  l  Z

Pour montrer une application très simple du théorème ci-dessus 

énoncé, posons
f ( s )  =

la fonction u étant déterminée par l’équation

(3 )

et concevons que, la fonction F (s) étant m.onodrome, monogène et 

finie, il s’agisse de substituer la variable indépendante « à la variable 

indépendante s dans la moyenne isotropique

(4 ) . s =  o u ^ ^ - - y i F (*)],

relative à l’argumentp  de la variable z. On vérifiera l’équation (3) de 

manière à remplir les conditions énoncées dans le théorème, si l’on 

prend

* = m ( i + \ A “ "5 ) ’

le module h de u étant supérieur à l’unité. Cela posé, on trouvera

Donc, en vertu du théorème, on aura encore
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le signe arc étant relatif à l’argument xs de la variable u. Si, pour fixer 

les idées, on prend F (s) =  i ,  les formules (4 ) et ( 5 ) donneront l’une 

et l ’autre

Le théorème ci-dessus établi peut, être utilement appliqué à la solu

tion d’un grand nombre de questions diverses. Il fournit, par exemple, 

le moyen de développer une fonction implicite d’une variable en une 

série ordonnée suivant les puissances ascendantes et descendantes de 

cette variable. Dans le cas où le développement trouvé renferme seu

lement les puissances ascendantes de la variable, ce développement 

coïncide avec la série de Lagrange.

Le théorème énoncé offre encore, ainsi que nous le montrerons 

dans une autre séance, le moyen de déterminer facilement les coeffi

cients des termes dont les rangs sont indiqués par de très grands 

nombres dans le développement d’une fonction en série ordonnée 

suivant les puissances ascendantes et descendantes de deux expo

nentielles trigonométriques, et, par suite, les perturbations plané

taires d’un ordre très élevé.

A n a l y s e  m a t h é m a t iq u e . — Mémoire sur ïapplication du Calcul infinitésimal

C. R., T. XXXIV, p. a65 (23 février i 852).

Soient s une variable réelle ou imaginaire, et

u, v, w, . . .

n fonctions implicites de cette variable, déterminées par un système 

de n équations distinctes. Supposons, d’ailleurs, que l ’on connaisse 

les valeurs particulières u0, . . .  de u, v, w, . . .  correspondantes

5 0 4 .

à la détermination des fonctions implicites.
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à une certaine valeur z t de la variable z. Un moyen de résoudre les 

équations données sera de développer u, v, w, . . .  suivant les puis

sances ascendantes de la différence s — s 0.. Mais ce développement ne 

pourra s’effectuer que sous certaines conditions qu’il importe de 

mettre en évidence. Ayant recherché ces conditions, j ’ai reconnu que, 

pour les découvrir, il convient de substituer au système des équations 

données le système de celles qu’on en déduit à l ’aide d’une première 

différentiation ; et je suis ainsi parvenu à établir sur les fonctions im

plicites et sur leurs développements en série des théorèmes généraux 

qui paraissent dignes de remarque. Entrons à ce sujet dans quelques 

détails, en commençant par ceyx qui concernent un système d’équa

tions différentielles.

Représentons par
*>,. o, _

n fonctions de z, u, v, w, . . .  qui restent monodromes ( ') ,  monogènes 

et finies, dans le voisinage des valeurs z0, u„, e0, wt, . . .  attribuées 

à z , u, e, w, . . . ;  et concevons d’abord que l ’on assujettisse u, v, 

w, . . .  à la double condition de vérifier, quel que soit z, les équations 

différentielles comprises dans la formule

(0
dz du dv dw _
ÜT ~~ tJ

et de se  r é d u ir e  à 

q u a n d  on p r e n d

«0. 0̂* W0, · . .  p o u r  z = s 0. S i  % 'n e  s ’é v a n o u it  pas

Z  — z 0) U “  Uo, x: II O Ç II s O

alors, à l’aide des théorèmes établis dans mon Mémoire de 1835 ( 2) 

sur l’intégration des équations différentielles, on prouvera qu’il est 

possible de satisfaire, au moins quand le module de la différence 

z — z 0 ne dépasse pas une certaine limite, aux deux conditions, énon-

i.
(*) Une fonction de z est monodrome, dans le voisinage d’une valeur particulière attri

buée à z, quand elle reste continue et offro uno valeur unique pour chaque valeur do z ; 
la même fonction est monogène, quand sa dérivée est monodrome.

(2) Œuvres de Cauchy, S. II, T. XII.
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cées, par des valeurs de u, p, w,'. . .  qui seront développées en séries 

convergentes, et qui représenteront les intégrales générales des équa

tions différentielles données. Il y a plus : on peut affirmer ( ')  que, 

dans l’hypothèse admise, ces intégrales générales seront les seules

(1 ) On peut effectivement démontrer cette assertion comme il suit.
Considérons d’abord le cas particulier où, les variables u, v, w, . . .  étant réduites à la 

seule variablo u, on a î 0 =  o. Supposons encore que, la fonction' monodrome et mono
gène % conservant, pour dos valeurs nuiles do 2 et u, une valeur finie distincte de zéro, 
la fonction monodrome et monogène ü  s’évanouisse, quel que soit 2, pour u =  o. Je dis 
qu’alors

u = o

sera la seulo valeur de u qui, sans cesser d’être continue, remplira la double condition de 
s’évanouir avec z, et de vérifier, au moins pour tout module de 2 inférieur à une certaine 
limite, l’équation différentielle

• O(a) du =  -5 - dz.
» Jo

Pour le prouver, il suffit d’observer que, dans l’hypothèse admise, l’équation différen
tielle donnée pourra être présentée sous la forme

(b) du = Pudz,

P étant une fonction qui, pour un très petit modulo de 2, acquerra une valeur finie, sen-
Üsiblcment égale à celle de la fonction dérivée Du — · En effet, remplaçons l’équation (a) 

par l’équation (b); et soit, s’il est possible,

K = ?(2)

une fonction do z qui, s’évanouissant avec 2 sans être constamment nulle, varie avec z 
par degrés insensibles et vérifio, au moins pour un très polit module do 2, l’équation (b). 
Si l’on nomme r le module 2, et u le module de ç(z), u sera infiniment petit en même 
temps que r\ et l’on pourra par suito attribuer au module r une valeur t assez petite 
pour que la valeur correspondante u du module u surpasse colles qu’on obtiendrait en 
supposant r <  r. Cela posé, si l’on applique uno intégration rectiligne aux deux membres 
de l’équation (b), on en tirera, non seulement

mais encore

u =  mod I Pudz ,
•A

u <  prit,

J) étant la plus grando valeur que puisse acquérir le module de P, tandis que le module r 
de 2 varie entre o, r. Donc, si u diffère de zéro, on aura

(c) K P r .

Mais, dans l’hypothèse admise, P sera, pour de très petites valeurs de r, une petite quan-
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valeurs de u, v, w, . . .  qui, variant avec z par degrés insensibles, 

rempliront, pour un module suiRsamment petit de z — z 0, les deux 

conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des séries ob

tenues seront des fonctions monodromes, monogènes et finies de la 

variable s, on’ pourra-en dire autant des valeurs trouvées des va

riables u, e, w, . . .  ou même d’une fonction monodrome, monogène 

et finie de ces variables.

tilé finie distincte do zéro, sensiblement égale au module qu’acquerra la fonction dérivée

D,t — pour uno valeur nulle de z. Donc, en assignant à r une valeur suffisamment petite,

on reconnaîtra que la formule (c) doit être rcjctco, en sorte qu’il est impossible d’attri
buer à u et à cp(z) des valeurs distinctes de zéro.

Au cas spécial que nous venons d’examiner, substituons maintenant le cas le plus 
général où, le nombre n des variables u, v, w, . . .  étant quelconque, on aurait encore 
z„ =  o, et où, la fonction monodrome et monogène & conservant, pour des valeurs nullcs 
do z, u, v, vp, . . .  , uno valeur finie, distincte de zéro, les fonctions monodromes et mono- 
gènes O, <?, *$>, ..'. s’évanouiraient toutes, quel que soit z, pour des valeurs nullcs
de u, v, 'vp, ---- Alors, par dos raisonnements analogues à ceux qui précèdent, et en
substituant au module de u la somme dos modules do u, de v, de w, . . . ,  on prouverait 
encore qu’il n’est pas possible, dans l’hypotlièse admise, do satisfaire aux équations diffé
rentielles
, , ,  , O , . <? , , «>(d) du =  -j- dz, dv =  s- dz, ■ dtp =  -r- dz, . . . ,Je jo Jo

par des valeurs de u, v, w, . . .  qui s’évanouissent avec z, sans être constamment nulles, 
et varient avec z par degrés insensibles dans le voisinage d’une valeur nulle de z. 

Considérons enfin le cas où, les valeurs particulières z0, u0, v0, ip0, . : . de z, u, v, 
. . .  étant distinctes de zéro, ainsi que la valeur correspondante do %, les fonctions 2>, 

Ü , 't?, *$>, . . .  seraient, au moins dans le voisinage de ces valeurs particulières, des 
fonctions monodromes, monogènes et finies ; et soient alors

« = ?(*), = «’ = '}'(*),

les intégrales générales dos équations (d),  déduites de ces équations à l’aide de la mé
thode que renferme le Mémoire de 1835. On pourra encore affirmer qu’il n’existe point 
d’autre système d’intégrales générales, c’est-à-dire qu’on no saurait trouver d’autres 
valeurs de u, v, <v, . . .  qui, variant avec z par degrés insensibles, remplissent la double 
condition de vérifier les équations (d),  quel que soit z, ot de se réduire à iio, Po> wo, ■ ■ ■ 
pour z =  z0 ; et, pour le démontrer., il suffira de raisonner comme dans le cas précédent, 
en substituant aux variables

, z, u, p, ip, . . .
les différences

- z - z o ,  u —  t p ( z ) ,  v —  x(z), w —  4 > . ( z ) ,

dont chacune pourra être’, pour plus do commodité, représentée par une seule lettre.

Œuvres de C. — S. I, t. XI. 52
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Pour abréger, nous nommerons désormais fonction synectique une 

fonction d’une ou de plusieurs variables qui restera monodrome, mo

nogène et finie, dans le voisinage d’un système quelconque de valeurs 

finies attribuées à ces mêmes variables. Cette définition étant admise, 

on déduira immédiatement des principes que nous venons d’établir la 

proposition suivante :

Théorème I. — Soient z une variable réelle ou imaginaire et

«, wt . ..

n Jonctions de z assujetties : i° à varier avec z par degrés insensibles, en 

vérifiant les n équations différentielles comprises dans la formule

. . d z __d u ___d v ___d w ___
ST ~  — ~  ’

où %, ü , x?, x$, . . .  représentent des fonctions synectiques de z, u, v, 

w, . . .  ; 2° à prendre les valeurs particulières et. finies u0, p0, w0, . . .  

pour une certaine valeur particulière et finie de la variable z. On 

pourra satisfaire à ces deux conditions, au moins pour des modules peu 

considérables de la différence z — z 0, par un système unique de valeurs 

de u, v, w, . . .  ; et ces valeurs, qui représenteront les intégrales générales, 

seront des fonctions monodromes, mono gènes et finies de z , tant que le 

module p de la différence z — z„ n atteindra pas une certaine limite À. 

D’ailleurs, cette limite À, que nous appellerons le module principal de la 

différence z — z t , sera le plus petit de ceux pour lesquels se vérifiera ou 

l ’équation caractéristique

( 2 )  Sé =  o,  _

ou l ’une des équations

ti\ 1 1 1(3) - = o ,  - =  o, -  =  o, ....
a v w

Concevons maintenant que Q désigne une fonction synectique des

variables z, u, v, w ,__ On conclura encore des principes ci-dessus

exposés que, si l’on substitue dans Í2 les valeurs de u, v, w, . . . ,  four-
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nies par les intégrales générales, le résultat de cette substitution 

sera une fonction monodrome, monogène et finie de z, tant que le 

module p de s — z 0 n’atteindra pas la limite X, pour laquelle l ’une des 

équations

% =  0, 1 = 0

pourra être vérifiée. Alors aussi, en vertu du théorème général sur la 

convergence des développements ordonnés suivant les puissances 

ascendantes d’une variable, Í2 sera développable en une série conver

gente, ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la 

différence z — z 0. Mais cette dernière série cessera généralement 

d’être convergente, à partir de l’instant où le module p atteindra la 

limite X.

Pour le prouver, il suffit d’observer que, si la différence z — z 0 
acquiert, avec le module X, un argument tel, que la valeur corres

pondante de z vérifie ou l’équation

ou l’équation

I

& — o,

on obtiendra, en général, une valeur infinie, dans le premier cas, 

pour il, et, dans le second cas, pour la dérivée de il  considérée 

comme fonction de z, c’est-à-dire pour la somme

1)-M I) í; Í2 IL P I)„, Í2 I) ~ 4“ . . . ,

qui, eu égard à l’équation (i) , peut être présentée sous la forme

et devient généralement infinie avec En conséquence, on peut 

énoncer encore la proposition suivante :

T h é o r è m e  II. — Les mêmes choses élantposées que dans le théorème /, 

si l ’on transforme une fonction synectique il des variables z, u, v, w, . . .  

en une fonction de la seule variable z, par la substitution des valeurs
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de u, ç, w, qui représentent les intégrales générales des équations 

différentielles comprises dans la formule (i), O considérée comme fonc

tion de z restera monodrome, monogène et finie jusqu’au moment où le 

module p de la différence z — £0 atteindra le plus petit de ceux pour 

lesquels pourra sc vérifier l ’une des équations

(4) . *> =  o, _ -¿ =  o.

Ajoutons que, jusqu’à ce moment, la fonction 0  sera développable en 

une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 

de z — z 0, et que la série obtenue deviendra généralement divergente 

si le module p devient supérieur à la limite indiquée.

Concevons à présent que u, v, w, . . .  soient assujetties à varier 

avec z par degrés insensibles, de manière à vérifier, non plus le sys

tème de n équations différentielles, mais les n équations finies

(5) U — o, F = o j W — o, . . . ,

U, V, W, . . . ,  étant des fonctions synectiques des variables z, u, v, 

w, __  Supposons d’ailleurs que l’on connaisse les valeurs particu

lières u0, e„, . . .  de u, e, w, . . . ,  correspondantes à une certaine

valeur particulière s 0 de s. La résolution des équations ( 5) pourra 

être réduite à la recherche de valeurs de u, e, w, . . . ,  qui satisfassent 

à la double condition de vérifier les équations différentielles

(6) dU — o, dV— o, dW — o, . . . ,

et de prendre pour z =  z 0 les valeurs particulières u0, e„, w0, —  

D’ailleurs, si l ’on représente par % la résultante

S(±D,t C/D„FDH;tF ...) 

formée avec les divers termes du Tableau

D„ V, D ,U , D», U, • · · 9

DIt V, d , f , Dw F, • * * y

D„ W, D„ IF, Dw IF, • ■ · y
• · · * 9 · · · · Í ....... . · * * 9
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on tirera des équations (6), résolues par rapport à du', dv, dw, . . . ,  

d’autres équations de la forme

/  .  .  ■ © ,  ,  <? ,  ,  «>( 7 ) d u — ^j-dz, d v — -~dz,  d w — ^ - d z ,  . . . ,3b *0

©, . . .  étant ainsi que % des fonctions monodromes, monogènes

et finies de s, u, v, w, et il est clair que le système des équa

tions (7) pourra être remplacé par la formule· (1).

Cela posé, les théorèmes I et II entraîneront évidemment les propo

sitions suivantes :

T héorème III. — Soient z une variable réelle ou imaginaire, et

u, v, w, . . .

n fonctions de z assujetties à varier avec z par degrés insensibles, en véri

fiant les n équations finies

(5) U— o, V =o,  W — o,

dans lesquelles U, V, W, . . .  représentent des fonctions synectiques de z, 

u, v, w, . . . .  Supposons d ’ailleurs que l ’on connaisse des valeurs parti

culières et finies u0, v0, w0, . . .  de u, v, w, . . . ,  correspondantes à une 

certaine valeur particulière et finie z 0 de la variable z, et posons, pour 

abréger,
^ 3 = S ( ± ] ) , t i / D , F D lvIF. ..).

On satisfera aux équations ( 5 ) par un système unique de valeurs u, v,

w........ qui seront des fonctions monodromes, mono gènes et finies de z,

jusqu’au moment où le module p de la différence z — z 0 atteindra le plus 

petit de ceux pour lesquels pourra se vérifier ou l ’équation

ou l ’ une des équations

1
u

=  0 ,
I
v

T
w o,

T héorème IY. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

vrécédent, si l ’on transforme une fonction synectique O des variables z,
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u, v, w, . . .  en une fonction de la seule variable z, par la substitution 

des valeurs trouvées de u, v, w, . . .  ; û , considérée comme fonction de z, 

restera monodrome, monogène et finie jusqu’au moment où le module p 

de la différence z — z a atteindra le plus petit de ceux pour lesquels pourra 

se vérifier l ’une des équations

Ajoutons que, jusqu’à ce moment, la fonction Q sera développable en 

une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 

de z — z 0, et que la série deviendra divergente, si le module p dépasse 

la limite indiquée.

Nous appellerons équations synectiques des équations finies ou des 

équations différentielles dont les premiers membres ne renfermeront 

que des fonctions synectiques des variables et de leurs dérivées. Cela 

posé, le.s théorèmes que nous venons d’énoncer se trouveront tous 

compris dans le suivant : *

T héorème Y. — Si ü  désigne une fonction de z déterminée par un sys

tème d ‘équations synectiques, et acquiert la valeur finie O0 pour une cer

taine valeur particulière et finie z 0 de la variable z, cette fonction restera 

monodrome, monogène et finie jusqu'au moment où le module de la dif

férence z — z 0 atteindra le plus petit de ceux pour lesquels pourra se 

vérifier l ’une des équations de condition

D-& =  -:O O

et, jusqu’à ce moment, Í2 pourra être représentée par la somme d ’une 

série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la diffé

rence z — z 0. La même série deviendra généralement divergente, quand 

le module de cette différence dépassera la limite indiquée.

Lorsque la fonction Q est simplement une fonction synectique de z, 

alors, en vertu du théorème Y, elle est toujours développable suivant 

les puissances ascendantes de z, et, par conséquent, on peut toujours
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considérer une fonction synectique comme une fonction entière de s, 

composée d’un nombre fini ou infini de termes. Telles sont, par 

exemple, les fonctions eaz, cosas, etc.

On peut appliquer les théorèmes que nous venons d’énoncer 

même à la détermination ou au développement d’une inconnue Q, 

déterminée, en fonction de z ,  par un système d’équations simul

tanées qui ne seraient pas synectiques. Pour y parvenir, il suffira de 

transformer les équations données en équations synectiques. Or il 

est ordinairement facile d’atteindre ce but, à l ’aide des procédés que 

fournit l ’Analyse algébrique, et en augmentant, s’il est nécessaire, le 

nombre des inconnues.

Ainsi, par exemple, les équations non synectiques

i
m =  1(s ), U — z1, « =  arcsin^

pourront être remplacées par les équations synectiques 

. eu — z, > ii1 — z, sinw=rs, 

et l’équation non synectique

v — As® +  B s * . . . +  Hzh,

où a, b, . . . ,  h sont des exposants quelconques, pourra être remplacée 

par le système des deux équations synectiques

v — Ae““ +  Bebu +  . .. +  Ke,ia, eu= z .

5 0 5 .

A n a l y s e  m a t h é m a t iq u e . — Rapport sur de nouvelles recherches relatives à 

' la série de Lagrange, et présentées à VAcadémie, par M. F élix Ciiio, 

de Turin.
C. R., T. XXXIV, p. 3o4 (ier mars i852).

M. Félix Chio, de Turin, a présenté successivement à l’Académie 

deux Mémoires sur la série de Lagrange. Le premier a été honoré de
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l’approbation de l’Académie, qui en a voté l’impression dans le Recueil 

des Savants étrangers. Dans ce premier Mémoire, l’autour, après avoir 

rappelé le théorème général, établi par l’un de nous, sur la conver

gence du développement d’ une fonction en série ordonnée suivant les 

puissances ascendantes de la variable, avait appliqué ce théorème ( ' )  

à la série à l ’aide de laquelle Lagrange exprime l’une des racines 

d’une équation algébrique ou transcendante, puis il avait déduit de 

son analyse le caractère propre de cette racine, dans le cas où elle est 

réelle. Il avait ainsi reconnu l’inexactitude d’une proposition énoncée 

dans la Note XI de la Résolution des équations numériques (édition 

de 1802, page 227), savoir que la racine dont il s’agit est la plus 

petite, abstraction faite du signe, et il avait substitué à cette asser

tion de Lagrange une proposition nouvelle qui mérite d’être remar

quée.

Dans le Mémoire dont nous avons aujourd’hui à rendre compte, 

M. Félix Chio considère un cas spécial traité par Lagrange, dans les 

Mémoires de Rerlin de 1768, savoir le cas où, l’équation à résoudre 

étant présentée sous la forme

(l) U —  X -f-f(Æ-) “  O,

et le paramètre u étant réel, la fonction f(ic) est elle-même réelle et

de la forme *
f (¿c) =  A xa -+- B xb -+-... -h IIxh,

Dans ce cas, le terme général de la série, c’est-à-dire l’expression

------------- )1.2. . .n

(') En appliquant co môme théorème, dans mes Exercices d’Analyse, à la série do 
Lagrange, et en supposant cette série ordonnée suivant les puissances ascendantes d’un 
paramètre variable, j’ai dit qu’elle demeure convergente quand lo module du paramètre 
est inférieur au plus potit do ceux qui introduisent des racines égales dans l'équation 
donnée. Cette proposition est oxacto. Mais il convient d’ajouter, avec M. Chio, que la 
série de Lagrange demeure convergente, quand le module du paramètre est inferieur au 
plus petit de ceux qui rendent égales doux racines dont l’uno est précisément la somme 
de la série. Telle est, en effet, la conséquence qui se déduit naturellement du simple 
énoncé du théorème général.
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se transforme en un polynôme dont les divers termes ajoutés les uns 

aux autres reproduisent cette expression même. Or, si l ’on substitue 

à celle-ci ou les divers termes dont elle est la somme, ou seulement 

celui de ces termes qui offre le plus grand, module, on obtiendra, 

dans la première hypothèse, une série multiple, dans la seconde 

hypothèse, une série simple, mais distincte de la série de Lagrange. 

La nouvelle série simple dont nous venons de parler est précisément 

celle que Lagrange a substituée à sa propre série, dans les Mémoires 

de 1768. Lagrange a supposé que ces deux séries simples doivent être 

toutes deux à la fois ou convergentes ou divergentes. Mais, comme 

l ’observe très bien M. Chio, cette supposition ne saurait être géné

ralement admise, et, pour que les résultats qu’on en tire ne soient 

pas erronés, il est nécessaire que le polynôme f(a?) satisfasse à cer

taines conditions. En recherchant ces conditions, M. Chio a été con

duit à de nouveaux théorèmes qui concernent les séries.simples ou 

multiples et qui nous paraissent dignes d’être signalés. Nous allons 

les indiquer en peu de mots.

Concevons que le terme général un d’une série simple

u0, Il\y ¿¿2) · · ·

soit décomposé en plusieurs parties qui offrent toutes le même argu

ment. Soient
7 V = < j p ( f t )

le nombre de ces parties, et Tn celle qui offre le plus grand module. 

Le module de un sera compris entre les modules de Tn et du pro

duit NTn. Or, de cette seule remarque, il résulte immédiatement que, 

si iVest le terme général d’une série dont le module soit l ’unité, les 

séries simples dont les termes généraux sont un et Tn seront toutes 

deux convergentes, ou toutes deux divergentes en même temps que 

la série multiple produite par la décomposition du terme général uH 

en plusieurs parties. A l’aide de ce théorème, M. Chio prouve aisé

ment que la règle de convergence donnée par Lagrange dans les 

Mémoires de 1768 fournit des résultats exacts, lorsque, dans le

OEuvres de C. —  S. I, t .  XI. 53
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polynôme 

les coefficients

f(x)=z A x a +  Bx b .. , +  Hxh, 

A, B, . . . ,  H

sont des quantités de même signe, et que les exposants

a, b, . . . ,  h

sont, ou tous négatifs, ou tous positifs, mais supérieurs à l’unité, 

leurs valeurs numériques étant rationnelles ou irrationnelles; ou 

tous entiers et positifs, l’un d’eux pouvant être nul. Sous ces con

ditions, et en supposant que les deux exposants a, h soient le plus 

petit et le plus grand, abstraction faite des signes, M. Chio démontre 

que la valeur numérique du rapport

î(u-\-x)
X

offre un minimum correspondant à une valeur de x  comprise entre 

les limites
U  U

7---- ) ------)
h —  i a  —  i

dans le cas où a diffère de zéro, ou bien entre les limites

U  U

dans le cas où a s’évanouit; puis, en nommant R le minimum dont il 

s’agit, M. Chio fait voir que la règle donnée par Lagrange peut être 

réduite au théorème dont voici l ’énoncé :

La série de Lagrange sera convergente ou divergente, suivant que l ’on 

aura
R <  i ou R >  i.

Ajoutons que la valeur de x  correspondante au minimum R est fournie 

par l’équation

( 2 ) =  (u ■+■ x),
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qui, comme le remarque M. Chio, et comme on peut aisément le 

démontrer ( 1), offre une seule racine réelle comprise entre les limites 

ci-dessus indiquées.

M. Chio a pensé qu’il ne serait pas sans intérêt de comparer les 

résultats que nous venons de mentionner avec ceux que l’un de nous 

a consignés dans le Mémoire Sur divers points d ’Analyse ( 2), présenté 

à l ’Académie en 1827. Suivant les principes qui s’y,trouvent exposés, 

et que l’Auteur a reproduits ou même développés dans un autre Mé

moire lu à l’Académie de Turin, le n  octobre 1831 ( 3), pour savoir 

si la série de Lagrange est convergente ou divergente, il suffit de cal

culer un certain module R du rapport

f( u -+- x )
■--------- 5

X

savoir, celui qui a reçu le nom de module principal, et qui correspond 

à unè certaine racine de l’équation (2); puis, de voir si ce module 

principal est inférieur ou supérieur à l’unité. D’ailleurs, lorsque, la 

variable x  étant imaginaire et de la forme

x  — Xe?*,

la fonction î ( x )  se réduit au polynôme

A x a +  B xb +  . . . 4 - H x h

et remplit les conditions précédemment indiquées, le module prin

cipal du rapport
f(« +  x)

X

offre les caractères énoncés dans le Mémoire de x83 i (tome II des 

Exercices, page 45), en sorte quV/ est tout à la fois un module maxi

mum relativement à l ’angle p, et un module minimum relativement à X ;

(*) Voir la seconde des Notes jointes à ce Rapport.
(a) Tome VIII des Mémoires de l’Académie des Sciences. ( OEuvres de Cauchy, S. I, 

T. II.)
(3) Tome· II des Exercices d’Analyse et de Physique mathématique (OEuvres de 

Cauchy, S. II, T. XII). ,
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et, de ce double caractère, il résulte nécessairement que la règle gé

nérale donnée dans le Mémoire sur divers points d’Analyse s’accorde 

avec celle à laquelle M. Chio réduit la règle particulière donnée par 

Lagrange, pour le cas spécial traité par le grand géomètre dans les 

Mémoires de 1768.

M. Chio ne s’est point borné à établir les théorèmes que nous avons 

rappelés et les conditions sous lesquelles la règle de Lagrange pou

vait être admise : il a encore mis en évidence leur utilité, en appli

quant sa méthode à divers exemples. Il a considéré en particulier le 

cas où, la fonction f(ic) étant proportionnelle à sinæ, on développe 

le rayon vecteur mené du Soleil à une planète qui se mouvrait seule 

autour de cet astre, en une série ordonnée suivant les puissances 

ascendantes de l’excentricité de l’orbite, et il a fait voir comment, 

dans ce cas, on peut déduire de ses théorèmes une démonstration 

rigoureuse de la règle de convergence que Laplace a obtenue en sup

posant l’anomalie moyenne réduite à un angle droit. Mais, après avoir 

ainsi retrouvé le résultat de Laplace, il a remarqué, avec raison, que 

la règle donnée par Lagrange ne résout pas la question de savoir si la 

série qui représente, pour une valeur quelconque de l’anomalie 

moyenne, le développement du rayon vecteur, est convergente ou 

divergente. Ici, en effet, les conditions sous lesquelles la règle dé 

Lagrange peut être admise ne sont pas remplies, attendu que dans la 

série
Xi ¿C5

X I. 2.3 1.2. 3. 4 - 5 ’ ’ ’ ’

qui représente le développement de sina;, les coefficients des diverses 

puissances de x  sont alternativement positifs et négatifs.
Aux divers résultats que nous venons de signaler, et qui forment 

l’objet principal du Mémoire dont nous avons à rendre compte, 

M. Chio a joint quelques observations nouvelles qui confirment les 

conclusions auxquelles il était parvenu dans son premier Mémoire. 

Il remarque aussi que les raisons qui ne permettent pas d’admettre le 

théorème énoncé par Lagrange dans la Note XI de la Résolution des
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équations numériques suffisent pour établir l ’inexactitude d’un théo

rème analogue (on pourrait même dire équivalent) qu’Euler a donné, 

dès l’année 1770, dans un Mémoire dont le titre est Observationes circa 

radices œquationum, et qui concerne une équation dont les racines 

sont réciproques des racines de l’équation traitée par Lagrange.

En résumé, les Commissaires sont d’avis que le Mémoire soumis à 

leur examen fournit de nouvelles preuves de la sagacité avec laquelle 

M. Félix Chio sait traiter des questions importantes et délicates. Ils 

pensent que ce Mémoire mérite, comme le précédent, d’être approuvé 

par l’Académie, et inséré dans le Recueil des Savants étrangers.

1

506 .

Notes jointes au Rapport et rédigées par le rapporteur.

C. R., T. XXXIV, p. 3og (t*r mars i 85a).

NOTE PREMIÈRE.

Sur la série de Lagrange, et sur la règle de convergence que Lagrange a énoncée 
dans les Mémoires de Berlin do 1768.

La série de Lagrange est celle qu’on obtient quand on développe,

suivant les puissances ascendantes du paramètre t, celle des racines
\

de l’équation

(1) z  —  k —  if(^ )  =  o

qui se réduit à la constante k pour une valeur nulle de 1, ou bien 

encore une fonction F(^) de cette racine. Si l ’on nomme 0 „ le coeffi

cient de t" dans cette série, on aura, pour n )> o, dans la première 

hypothèse,

( 2 )
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et, dans la seconde,

(3) X 0 „= T _ l : _ D r M F '( * ) [ f ( * ) ] ,,j.

D’ailleurs on ne diminue pas la généralité de l’équation ( i)  en rédui

sant le paramètre t à l ’unité, et l’équation elle-même à la forme

(4) z — k — î(z) =  o.

Alors la série de Lagrange est précisément celle qui a pour terme 

général ©„.

En recherchant les conditions de convergence de cette série dans 

les Mémoires de Berlin de 1768, Lagrange a considéré spécialement le 

cas où, la constante k étant réelle, la fonction f(s )  est de la forme

(5) f(s) =  Aza +  Bzb +  ...-+- H zh.

Dans ce cas, en développant la nième puissance de f(Æ) et en effec

tuant les différentiations indiquées dans le second membre de la for

mule (2) ou ( 3 ), on obtient pour 0 n un certain polynôme. Nom

mons Tn celui des termes de ce polynôme qui forme la plus grande 

valeur numérique, ou, mieux encore, le plus grand module; et soit ¿a

la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes du
1

nombre entier n, le module de 7 ". D’après la règle énoncée par La

grange, dans les Mémoires de 1768, la série dont le terme général 

est ©„ sera convergente quand on aura ¿a < A , divergente quand on aura 

àl > 1 .

Cette règle serait exacte si on l’appliquait, non plus à la série de 

Lagrange, mais à celle dont le terme général est Tn.

En conséquence, la règle de Lagrange pourra être admise, quand 

les séries dont les termes généraux sont 0„ et Tn offriront le même 

module ¿a. Alors elles seront, généralement, toutes deux à la fois, ou 

convergentes ou divergentes.

Concevons maintenant que, les modules des coefficients

A, B, . . . ,  H,
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étant représentés par
A, B, H,

on pose, pour abréger,

( 6 )  . 9 ( ^ 0  “  A s a +  R z^ - f - . . .  4-  H .s^.

Le nombre ci-dessus désigné par <a sera précisément le module qu’ac

querra le rapport

“ ' cp ( k - h z )
(7) ------------>

pour une certaine valeur de s déterminée par l’équation

( 8 ) Dsî ü ± i l = o .

D’autre part, en vertu du théorème général sur les développements 

ordonnés suivant les puissances ascendantes d’une variable, celle des 

racines de l’équation (1) qui se réduit à k pour 1 =  0 sera, pour des 

valeurs croissantes du module de t, développable suivant les puis

sances ascendantes de t, jusqu’au moment où la racine dont il s’agit 

pourra devenir égale à une autre racine de la même équation. Il y ai 

plus : si l’on nomme R le module principal qu’acquerra en ce moment 

le rapport
f(*)

z — k ’

la série dont le terme général est 0„ sera non seulement convergente 

quand on aura i? < A , mais encore divergente quand on aura R^> 1. 

Ajoutons que le module principal R sera en même temps un module 

de la fonction
f(*)

z - k

correspondant à une valeur de s déterminée par l’équation
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et un module de la fonction
\

(9)
f(k 4- z)

correspondant à une valeur de s déterminée par l ’équation

(io) Dg_f(/f-+-s)
Z

=  O.

Comparons à présent l’une à l’autre les deux règles de convergence 

ci-dessus énoncées. On conclura immédiatement de leur comparaison 

que la première, c’est-à-dire la règle donnée par Lagrange dans les 

Mémoires de 1768, ne peut être exacte, si le module ¿1 du rap

port ^  ne se réduit au module principal R du rapport  ̂ ’

et la fonction <p(.s) à la fonction f(s ) . Or cette réduction ne peut avoir 

lieu que dans le cas où les coefficients

A, B, //

offrent tous le même argument, et telle est aussi la première des'con- 

ditions auxquelles M. Chio a cru devoir, pour que la règle de Lagrange 

pût être admise, assujettir' la fonction f(s).

Nous ferons ici une observation qui n’est pas sans importance. Si 

l’on nomme r le module, et p  l’argument de la variable z, en sorte 

qu’on ait
z =  rp — reP

le module du rapport
f(A- +  5 )
-------------  y

Z

correspondant à une valeur quelconque de z , dépendra des deux 

variables r, p, et le module principal R du même rapport pourra être 

ou un maximum relatif à p  et un minimum relatif à r, ou un minimum 

relatif à p et un maximum relatif à r. De ces deux caractères, le pre

mier sera celui qui conviendra effectivement au module R dans un cas 

très étendu que nous allons rappeler.
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Concevons que, dans le rapport

f( f  +  î)--------- ,---- ?
Z

on fasse varier l’argument p de z, et désignons à l’aide de la notation

. *  . î ( k  -h z )

le module maximum maximorum du même rapport, considéré comme 

fonction de p. Supposons d’ailleurs que ce module, qui devient infini

pour r =  o, et qui commence par décroître avec j_> acquière une 

valeur minimum pour une certaine valeur de r, et que, jusqu’à ce 

moment, la fonction f(^ 4 -s)  reste, avec sa dérivée, fonction con-
i

tinue de z. Alors, en vertu des principes que j ’ai posés dans le 

Mémoire Sur divers points d ’Analyse ( ' ), et qui se trouvent développés 

dans-un autre Mémoire lu à l’Académie de Turin, le n  octobre 18 3 1 ( 2 ), 

la valeur minimum de l’expression

’ \  ̂  ( k +  z )
Z

sera précisément le module principal R du rapport

f  ( k  -+- z )

C’est ce qui arrivera, par exemple, si, la constante k étant positive, on 

suppose

l’exposant a étant lui-même positif, mais supérieur à l’unité. Alors le 

module maximum du rapport

( k H- z ) a

( 1 ) Tome VIII des Mémoires de l ’Académie des Sciences (Œuvres de Cauchy, S. I, T. II). 
( 2) Voir le Tome II des Exercices d.'Analyse et de Physique mathématique (Œ uvres de 

Cauchy, S. II, T. XII).

ORuvres de C . —  S. I, t. XI. 54
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k\a
H—  ) r

considéré comme fonction dep, savoir

{k -+- z )a  (/c -t- r)a _
^ z r ~

deviendra infini : i° pour r =  o; 20 pour r =  co, et acquerra, pour

» k 'r  :

la valeur minimum

R -  a k«-*
(a - O “- 1 ’

qui sera le module principal du rapport

Mais on ne pourra plus en dire autant, si l’exposant a est compris 

entre les limites o, 1; et alors la quantité

(/ch-/·)“ (  k\a 1
L - r i -  =  l ·+ - 7 )  7^ ;

décroîtra sans cesse avec tandis que r variera entre les limites o, oc.

Dans cette dernière hypothèse, pour obtenir le module principal R, 

on devra commencer par déterminer, non plus le module maximum, 

mais le module minimum du rapport

(k +  s )a
-------------- j

Z

considéré comme fonction de p. Ce module minimum, qui se réduira, 

pour r <  k, à la quantité

{k — r)a _f  k \a 1

r \/- / r 1- “ ’

et pour k, à la quantité

( r — k)a (  k\a 1

r ~~ \ r )  z·1-“ ’
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décroîtra d’abord avec i  entre les limites r =  o, r =  /c; puis il croîtra,

pour des valeurs croissantes de r, jusqu’à ce qu’il acquière la valeur 

maximum

B — ---- —------- —
(i — a,y~a k1-a

correspondante à la racine r de l’équation

et à la racine z de l’équation

•n (.k ■+■ z)a __JD 2 ---------- — o «

( k h- z )a
Donc alors le module principal du rapport -— -  sera un minimum 

relatif kp, et un maximum relatif à /·.

Passons maintenant du cas particulier où l’on a t ( z )  — za au cas 

plus général où la fonction f(z)  est déterminée par l’équation ( 5 ); 

et concevons que les coefficients A, B, . . . ,  H, offrant tous le même 

argument, aient pour modules respectifs les quantités positives

A, B, . .. ,  H.

Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, que la constante k soit 

positive; alors le module maximum maximorum du rapport

f ( k z ) 
z

sera, pour une valeur quelconque de r, si chacun des exposants a, 

b, . . . ,  h est nul ou positif,
<p(* +  r) 

r ?

et, pour une valeur de r inférieure k k, si chacun des exposants a, 

b, . . . ,  h est nul ou négatif,

f { k ~  r)
r
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Si, dans la première hypothèse, l’un au moins des exposants a, 

b, . . . ,  h surpasse l’unité, le rapport

cp (k +  r)
'■  r

deviendra infini : i° pour r — o; 20 pour r =  co, et acquerra entre 

ces limites une valeur minimum R, qui sera précisément le module 

principal du rapport
f(* + s)

Z

Ajoutons que, dans la seconde hypothèse, le rapport

<s>{k —  r)
J r 1

deviendra infini : i° pour r =  o ; 20 pour r — k, et acquerra entre ces 

limites une valeur minimum R, qui sera encore le module principal 

du rapport
f ( *  +  s )

* Z

Ainsi, lorsque, la constante k étant positive en même temps que les 

rapports mutuels des coefficients A, R ........H, les exposants

a, b, . . . ,  h

sont ou tous positifs, l’un d’eux étant supérieur à l’unité, ou tous 

négatifs, le module principal R du rapport est tout à la fois

un maximum maximorum relatif à l’argument p  de z, et un minimum 

relatif au module r de z. Alors, pour savoir si la série de Lagrange est 

convergente ou divergente, on peut se servir de la règle très simple à 

laquelle M. Chio réduit celle que Lagrange a donnée dans les Mémoires 

de 1768. Telle est aussi la conclusion à laquelle M. Chio est parvenu, 

avec cette seule différence que les principes sur lesquels il s’est appuyé 

l’ont obligé de restreindre sa démonstration, dans la première hypo

thèse, au cas où les exposants a, b, . . . ,  h surpassent tous l’unité, ou 

sont tous entiers, l ’un d’eux pouvant se réduire à zéro.
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NOTE DEUXIÈME.

Sur le module principal du rapport
f(/c-t-z)-------- J

Z

k étant une constante positive, et f(z) une somme de termes proportionnels à diverses 
puissances de z.

Soit
z =  rp =  reP'1

une variable dont les lettres p, r représentent l ’argument et le module. 

Supposons d’ailleurs que, la fonction f(.z) étant de la forme

f  ( z ) =  A za +  Bzh + . . .  H- Hz'1,

les coefficients A, B .........H offrent tous le même argument; et, en

nomiuant A, B, . . . ,  H leurs modules, prenons

• (jp(z) =  Az“ 4-Bz* +  . .. +  Hz*.

Enfin, désignons par k une constante positive. Si les exposants a, 

b, . . . ,  h sont tous positifs, ou tous négatifs, l’un d’eux pouvant être 

nul, le module maximum maximorum du rapport

f (* +  z)--------- >
Z

considéré comme fonction de p, correspondra évidemment, dans la 

première hypothèse, à une valeur nulle de p, ou, ce qui revient au 

même, à la valeur r de z ; et, dans la seconde hypothèse, à la valeur u 

de p, ou, ce qui revient au même, à la valeur — r de z. De plus, comme 

on l’a remarqué dans la Note précédente, ce module maximum maxi

morum, qui se réduit à une fonction de r, acquerra une valeur mini

mum jl, dans la première hypothèse, pour une certaine valeur de r 

comprise entre les limites o, oo, si l’un au moins des exposants a, 

b, . . . ,  h surpasse l’unité; et, dans.la seconde hypothèse, pour une 

valeur de r comprise entre les limites o, k . Enfin, il est clair que
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la valeur attribuée à r devra vérifier, dans le premier cas, la formule

DrÜ * ± ^ = 0,

qui pourra être réduite à l’équation

(O Drî i i ^ = 0 ,

et, dans le second cas, la formule

Dr [< *= £ > =  »,

qui pourra être réduite à l’équation

, X n ?(* — r )(2) Dr —----- --  =0.

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, chacun des expo

sants a, b, . . . ,  h est nul ou positif, un ou plusieurs d’entre eux étant 

supérieurs à l’unité. Alors le module du rapport

f (k +  r) 
r

acquerra une valeur minimum qui sera en même temps le module 

principal du rapport

pour une valeur positive de r, représentée par une racine de l’équa

tion (1). D’ailleurs, cette équation pourra être réduite à

(3) S. =  o,

la valeur de s étant déterminée par la formule

(4) S =  A [(a  -  1 )/· — Æ] (Æ H- r )a-t -1- . . .  ■+■  H[(/i — i )r  — k] (k -f-

Or, supposons les exposants

a, b, . . . ,  h
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rangés d’après leur ordre de grandeur. L’exposant A sera, dans l’hypo

thèse admise, supérieur à l’unité. De plus, eu égard à la formule ( 4 ). 

le premier membre § de l’équation (i)  sera négatif, quand on prendra

r <
k

h — i>

mais il deviendra positif quand on prendra

r ; ------ > si l’on a a >  i,a —  i

ou du moins quand on prendra

r — ----- =  oo, si l’on a a <  i .
-I — I

Cela posé, soit s un nombre supérieur à l’unité, mais compris entre 

les limites a, h. L’équation (i) offrira certainement une ou plusieurs 

racines positives de la forme

savoir, plusieurs si, s venant à décroître à partir de la limite supé

rieure h, le polynôme s peut passer, non seulement du négatif au 

positif, mais encore du positif au négatif, et une seule dans le cas 

contraire. Or ce dernier cas est seul admissible. Soit, en effet,

k

une racine positive de l’équation (i), et multiplions le polynôme s par 

le facteur
S —  I

( I + r p '

Si, dans le polynôme S, on considère un terme quelconque, par 

exemple le suivant
C[(c — i)r  — A·] (k-\- r )c- 1,

ce terme, multiplié par le facteur susdit, deviendra, eu égard à la
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formule ( 5),

(6) Ckc-ç+Hc_ s )(^_±_y~\

D’ailleurs le nombre ç, supérieur à l’unité, sera ou ne sera pas infé

rieur à c. Dans la première hypothèse, c — ç sera positif, et l ’expres

sion (6) croîtra en même temps que chacune des quantités

S I
C —  5, ------- =  ------- 95 — 1 1

I----
’ 5

tandis que s, supposé très voisin de ç, décroîtra, en s’éloignant de ç 

et se rapprochant de l’unité. Il en sera encore de même si l’on a ç =  c, 

Enfin, si l’on a ç > c ,  l’expression (6), devenue négative, croîtra pour 

des valeurs décroissantes de sa valeur numérique. Elle croîtra donc 

encore, si s, supposé très voisin de ç, vient à décroître, en s’éloignant 

de ç et se rapprochant de c, puisque alors les quantités

décroîtront l’une et l’autre. Donc, si chacun des exposants a, b, . . . , h  

est nul ou positif, un ou plusieurs d’entre eux étant supérieurs à

l’unité, le rapport croîtra pour des valeurs de s décrois

santes et voisines de ç. Donc alors, s venant à décroître, ce rapport et 

le polynôme 3 lui-même ne pourront passer du positif au négatif; 

d’où il suit que l’équation (6), résolue par rapport à r, offrira une 

seule racine positive comprise entre les limites

k k
h — i ’ a — i ’

si l’on a u > i ,  et entre les limites

k

si l’on a a < i .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



433EXTRAIT N» 307.

En raisonnant comme on vient de le faire, on prouvera encore que, 

si les exposants a, b, . . . ,  h sont tous négatifs, l ’équation (2), résolue 

par rapport à r, offrira une seule racine positive comprise entre les 

limites
·. ■' k k

1 — a i  — h’

et l’on reconnaîtra ainsi, dans tous les cas, l ’exactitude de la proposi

tion énoncée par M. Chio et rappelée dans le Rapport.

507.
A n a l y s e  m a t h é m a t i q u e . — Troisième Note annexée au Rapport sur de 

nouvelles recherches relatives à la série de Lagrange, et présentées 

à l*Académie, par M. F é l i x  Ciiio, de Turin (*).

‘ Sur les équations trinômes.

' C. R., T. XXXIV, p. 345 (8 mars i85a).

Supposons l ’inconnue s assujettie à vérifier une équation trinôme 

de la forme

(O A za-\- Bzb +  Czc — o.

Si, en représentant par g  l’un des six termes de la suite

a — b, b — c, c — a,  ̂b — a, c — b, a — c,

et par G le terme correspondant de la suite

on pose

A B C B C A
B ’ C ’ Â ’ A ’ B ’ C

Z =  - G z e ,

(i) Voir p. 4i5 de ce Volume. 

OEuvres de C. —  S. I, t .  XI,
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on déduira immédiatement de l’équation (1) une autre équation de la 

forme
Z =  i +  HZ*.

Ajoutons que, si dans cette dernière on remplace la lettre Z par s, 

et les lettres H, h par d’autres lettres t, a, on obtiendra l’équation 

trinôme

(2) z  =  i - \ - t z a ,

dans laquelle t, a pourront être des paramètres quelconques. Ainsi, 

l’on peut toujours réduire de six manières différentes la résolution de 

l’équation (1) à la résolution de l’équation (2), comprise elle-même, 

comme cas particulier, dans la formule plus générale

(3) , z  — k ± t z a,

dont nous allons un instant nous occuper.

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, l’exposant a étant réel, 

la constante k est positive, et nommons R le module principal du 

rapport

Si l’on développe, en série ordonnée suivant les puissances ascen

dantes de t, celle des racines de l’équation ( 3) qui se réduit à k, pour 

t =  o, la série obtenue sera convergente quand le module de t sera infé

rieur à J- · La même série deviendra divergente quand le module de t sur

passera jj· Ajoutons que, dans cette série, le coefficient 0 „ de t" sera 

donné par la formule

(4) & n= 7 ^ 7ii1)rikna'

Quant au module principal R, il sera déterminé par la formule

(5) si l’on a a >  1,
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et par la formule

n a (  » _n \ x~ a
(6) R =  K ■ > si Ton a a <  i.

Remarquons, au reste, que la règle de convergence relative au 

développement de la racine s  de l’équation (2) peut se déduire non 

seulement du théorème général sur la convergence des séries, mais 

encore des formules que fournit le Calcul des résidus, et qui servent 

à transformer les fonctions en intégrales définies. En transformant 

ainsi 0„, on trouvera, si l’on suppose a >  1,

(7) e „ = ^ 3IL(/f 4- z)na 
---1m — >

la lettre dïl indiquant une moyenne isotropique relative à l ’argumentp  

de z, et, si l’on suppose a <  r,

( 8 )
sin/irca /"* ( r — k)na ^

nu Jh r* '

Or il suffira d’appliquer à la détermination approximative de ces 

valeurs de 0„, dans le cas où le nombre n sera très grand, les prin

cipes exposés dans le Mémoire Sur divers points d ’Analyse, pour 

retrouver la règle de convergence précédemment énoncée.

Lorsqu’on suppose a =  2, la formule ( 3) se réduit à l’équation du 

second degré

(9) Z — k- r̂tẐ ,

et la formule ( 5) donne
R ~ k k . '

Donc, si l’on développe suivant les puissances ascendantes de 1 celle 

des racines de l’équation (9) qui se réduit à k pour t — o, la série 

obtenue sera convergente jusqu’au moment où le module de 1 

atteindra la limite supérieure^· En d’autres termes, la condition 

nécessaire et suffisante pour la convergence sera

(10) mod4^¿ <  1.
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On arriverait directement à la même conclusion en observant que, si 

l ’on représente par zt la racine dont il s’agit, on aura

00
• v/i — 4 kt 

21

J’indiquerai ici, en terminant, un moyen simple de résoudre une 

question soulevée par M. Ménabréa, dans un Mémoire qui a pour 

titre : Observations sur la série de Lagrange. Si, dans l’équation (9), 

on décompose le paramètre k en deux parties h, l, cette équation 

deviendra

(12) ■ — h +  l "T- t „2

Nommons zif celle de scs racines qui, développée en série par la for

mule de Lagrange, fournit un développement dont h est le premier 

terme. La racine zu se confondra, pour une valeur nulle, ou pour une 

valeur très petite de l, avec la racine zt déterminée par la formule (11), 

et l ’on aura

(i3) z „ =  z ,

jusqu’au moment où l’une des deux séries dont les sommes sont 

représentées par zt, z u cessera d’être convergente. D’ailleurs, comme, 

on l’a vu, la première de ces deux séries sera convergente, tant que 

la condition (10) sera vérifiée. Quant à la seconde série, il suffira 

évidemment, pour l ’obtenir, de développer suivant les puissances 

ascendantes de a celle des racines de l’équation

04) z  —  h et ( /  H- t ) j

qui se réduit à la constante h , pour une valeur nulle de a, puis de 

poser ensuite a =  1. On aura en conséquence

(,5)
__ i  —  \ / i  —  4 hlcx. —  lilta }

' 2 ta. ’

a devant être réduit à l ’unité, quand on aura développé le radical 

suivant les puissances ascendantes de a. Il reste à trouver sous quelle
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condition le développement ainsi obtenu sera convergent. Or, pour y 

parvenir, il suffira de décomposer en facteurs simples la quantité ren

fermée sous le radical, c’est-à-dire le trinôme

i — l\lita — (\ltoP·,

considéré comme fonction de a. En effectuant cette décomposition, 

on trouvera

(1 6 ) i — 4httx — [i — •¿{ht -t- s)a] [i — 2 (ht — s)a] ,

la valeur de s2 étant

(1 7 ) s* =  A * i* + If ;

puis on conclura des formules (15 ), (16) que la condition de conver

gence du développement dont la somme est zt/ se réduit à la formule

(1 8 ) mod2 (/ii -t-s) <  1 ,

la valeur de s étant fournie par l’équation (17) et choisie de manière 

que le module de la somme ht-\- s surpasse, s’il ne l’égale pas, le mo

dule de la différence ht — s. Donc, en définitive, l’équation ( i 3 ) sub

sistera, tant que les valeurs attribuées aux paramètres h et l  seront 

renfermées entre les limites que leur assigne le système des condi

tions (10) et (18). Ainsi se trouve résolue, par un calcul direct, et 

sans qu’il soit nécessaire de recourir aux théorèmes généraux sur la 

convergence des séries, la question posée par M. Ménabréa, dans le 

Mémoire cité (page 24). Ajoutons que cette solution fait disparaître 

les difficultés et les objections auxquelles diverses applications de ces 

théorèmes semblaient donner lieu.

508.
, C. R., T. XXXV, p. 297 (3o août i 852).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie une nouvelle méthode pour 

Vintégration des équations linéaires aux dérivées partielles, sous des
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conditions données relatives aux limites des corps. Cette méthode, spé

cialement applicable aux questions de Physique mathématique, sera 

développée par l’auteur dans les prochaines séances.

509.
C. R., T. XXXV, p. 322 ( 6  septembre i852).

M. A ugustin Cauchy présente la suite de ses Nouvelles recherches rela

tives à Vintégration des équations aux dérivées partielles, sous des condi

tions données.

510.
C. R., T. XXXV, p. 34i (i3 septembre i 852).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie de Nouvelles recherches où 

les principes établis dans les Mémoires précédents sont particulièrement 

appliqués à la théorie des calorifères cylindriques.

511.
C. R., T. XXXV, p. 588 (2 6  octobre i 852).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire sur plusieurs 

nouveaux théorèmes d ’Analyse algébrique. Ces théorèmes seront ex

posés et développés dans les prochaines séances.

512.
C. R., T. XXXV, p. 940 (27 décembre 1852).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie divers Mémoires sur le 

mouvement de rotation d ’un corps solide et en particulier d ’un corps
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pesant autour d ’un point fixe. Les conclusions, auxquellés l ’auteur a 

été conduit par son analyse, seront exposées et développées dans une 

prochaine séance.

513.
C. R., T. XXXVI, p. i3 (3 janvier i853).

M. A ugustin Cauchy présente à l’Académie la suite de ses recherches 

sur la rotation d ’.un corps solide et en particulier d ’un corps pesant 

autour d ’un point fixe.

514.
A nalyse mathématique. — Sur les clefs algébriques.

C. R., T. XXXVI, p. 70  (io janvier i853).

Considérons n polynômes A, B, G, . . .  dont les divers termes soient 

proportionnels à certains facteurs a, é, y, . . . ,  et concevons qu’en 

suivant les règles de la multiplication algébrique on multiplie ces 

divers polynômes l’un par l’autre. Dans le nouveau polynôme résul

tant de cette multiplication, chaque terme sera proportionnel à l ’un 

des produits que l’on peut former avec les facteurs a, ë, y, . . .  pris n 

à n\ et l’on pourra d’ailleurs supposer que, dans chacun de ces pro

duits, on a conservé la trace de l’ordre dans lequel les multiplications 

diverses ont été successivement effectuées. On pourra aussi concevoir 

que, dans le nouveau polynôme, on substitue à chacun de ces pro

duits un nombre déterminé, ou plus généralement une quantité déter

minée, deux quantités distinctes pouvant être substituées à deux pro

duits distincts, dans le cas même où ces deux produits ne diffèrent 

entre eux que par l’ordre dans lequel sont rangés les divers facteurs. 

Ces conventions étant admises, nous désignerons les facteurs a, ë, 

y, . . .  sous le nom de clefs, et les polynômes A, B, C, . . .  qui les renr

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



440 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

ferment, soüs le nom de facteurs symboliques du produit ABC. . . défi

nitivement obtenu. Les substitutions ou transmutations, qui consiste

ront à remplacer les produits des clefs prises n à n par certaines 

quantités, seront indiquées à l’aide du signe ü  que j ’ai déjà employé 

dans un autre Mémoire ; et il est clair que du système de ces transmu

tations dépendront la valeur et les propriétés du produit ABC__

Ajoutons qu’il suffira généralement d’intervertir l’ordre dans lequel 

sont rangés les facteurs A, B, C, . . .  du produit ABC... pour altérer la 

valeur de ce même produit.

Les clefs algébriques, telles que je viens de les définir, permettent 

de résoudre avec une grande facilité des questions d’Analyse ou de 

Mécanique, dans lesquelles l’application des méthodes ordinaires 

entraînerait de longs et pénibles calculs. C’est ce que je me propose 

de montrer, avec quelques détails, dans une suite de Mémoires que 

j ’aurai l ’honneur de présenter successivement à l’Académie. Pour 

donner une idée des résultats auxquels on est ainsi conduit, je me 

bornerai aujourd’hui à deux exemples. Je commencerai par faire voir 

que la théorie des clefs résout généralement le problème de l’élimi

nation des inconnues entre plusieurs équations linéaires ou non 

linéaires; puis je montrerai comment s’introduisent dans le calcul 

trois clefs, correspondantes aux trois dimensions de l’espace, qui 

fournissent le moyen d’obtenir sous une forme très simple la solution 

d’un grand nombre de problèmes de Géométrie et de Mécanique.

A n a l y s e .

Supposons d’abord qu’il s’agisse d’éliminer n inconnues oc, y,  s , ... 

entre n équations dont les premiers membres sont des fonctions 

linéaires et homogènes de ces inconnues, les seconds membres étant 

réduits à zéro. Soient d’ailleurs A, B, C, . . .  ce que deviennent ces 

premiers membres, quand on y remplace les n inconnues æ,y, z, . . .

pàr n clefs correspondantes a, 6, y , __ Enfin, concevons qu’après

avoir multiplié ces clefs n à n, en tenant compte de l’ordre dans
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lequel les multiplications sont effectuées, on convienne, i° de rem

placer par zéro chaque produit dans lequel entre deux ou plusieurs 

fois une même clef; 2° de substituer toujours deux quantités égales 

aux signes près, mais affectées de signes contraires, à deux produits 

qui se déduisent l ’un de l’autre à l’aide d’un échange opéré entre deux 

clefs. En d’autres termes, supposons que les n clefs a, ë, y, . . .  soient 

assujetties aux transformations de la forme

a 2ü o ,  ë ! ^ o ,  . . . ,  ê a ü — a S,

et à celles qui en dérivent. L’équation résultante de l’élimination des 

inconnues x,  y, z, . . .  entre les équations données sera

A B C . . .= o .

On démontre aisément ce théorème, en partant de cette remarque 

très simple, que les facteurs symboliques A, B, C, . . .  jouissent des

mêmes propriétés que possèdent les clefs oc, ë, y , __

Concevons à présent qu’il s’agisse d’éliminer l’ inconnue x  entre 

deux équations dont les degrés m et m! donnent pour somme le 

nombre n. Pour y parvenir, il suffira de recourir encore à l’interven

tion des n clefs oc, é, y, . . .  assujetties aux conditions ci-dessus énon

cées. En effet, en supposant ces clefs écrites à la suite les unes des 

autres dans l’ordre qu’indique l’alphabet, et le premier membre de 

chaque équation ordonné suivant les puissances ascendantes, ou sui

vant les puissances descendantes de x,  cherchez tous les facteurs 

symboliques que l ’on peut former en remplaçant, dans le·premier 

membre de la première équation, les'diverses puissances de x  

par m h- i termes consécutifs de la suite des clefs. Soient A, B, C, . . .  

les facteurs symboliques ainsi obtenus, et A', Z?', C,  . . .  ce que 

deviennent ces facteurs quand on remplace la première équation par 

la seconde. L’équation résultante de l’élimination sera la formule 

symbolique
ABC.. .A’B'C’ ...  =  o.

On pourra d’ailleurs, sans altérer l’équation résultante, intervertir

OEuvres de C. —  S .I ,  t.X [.  56-
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arbitrairement l’ordre des facteurs symboliques

A, B, C, . . . ,  A', B', C', . . . .

Pour montrer une application de ces formules, supposons qu’il 

s’agisse d’éliminer x  entre les deux équations

a +  b x  -+- ç x *  =r o, 

a' +  b 'x-v- c'xî — o.

Alors il suffira d’introduire dans le calcul quatre clefs distinctes

et, en posant

«, 6, y, S,

A aa. +  b S -h cy, B =  a 6 +  b y -+- cô,
A'^a'a-hO'S-hc'y,  B ' =  a ' S  +  b'y +  c'§,

on obtiendra pour équation résultante la formule symbolique

AA'BB'— o.

On aura d’ailleurs, en vertu des propriétés ci-dessus assignées aux 

clefs a, 6, y, S,

AA' — (bc' — ( ca ' — c ' a ) ya. -t- ( ab ' — a ' b ) a S,

BB'  ~  {bc' — b'c)yd 4 - (ca1— c'a) <36 +  (ab1— a' b)6y,

par conséquent, 

la valeur de K  étant

AA' BB' — Ka&yS,

K  — (ab1 — a'b) (bc1 — b'c) — (ca' — c 'a ) 2,

et, puisque la quantité qu’on doit substituer au produit aéyo peut 

être arbitrairement choisie, l ’équation résultante sera simplement

K  — o,

ou, ce qui revient au même,

(ab' — a'b) (bc' — b'c) — (ca'— c 'a ) 2 =  o.

Au reste, comme je l’expliquerai dans une prochaine séance, la
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théorie des clefs peut être appliquée de diverses manières à l’élimina

tion, et rédui t à de simples multiplications un grand nombre d’opéra

tions algébriques, par exemple la division algébrique, la recherche 

du plus grand commun diviseur de deux fonctions entières, etc. Elle 

fournit aussi, comme je le ferai voir, des démonstrations très rapides 

des théorèmes sur les résultantes algébriques, et des méthodes très 

expéditives pour la résolution des équations linéaires ou non linéaires, 

à une ou plusieurs inconnues.

Concevons, maintenant, que l’on trace dans l ’espace trois axes 

coordonnés rectangulaires ou obliques des x,  y,  z, qui partent d’un 

point fixe O; et soient
/·, X, y ,  z

des quantités géométriques qui représentent : i° le rayon vecteur 

mené de l’origine O à un autre point A ; 2 °  les projections de ce rayon 

vecteur sur les axes. La première de ces quatre quantités géomé

triques sera la somme des trois autres, en sorte qu’on aura

v cc — y  — z ,

Soient d’ailleurs h, i, j ce que deviennent les quantités géomé

triques x,  y,  z quand, la longueur de chacune d’elles étant réduite à 

l’unité, elles se mesurent toutes trois dans les directions des coordon

nées positives. En nommant x,  y, s les projections algébriques du 

rayon vecteur r sur les ^xes coordonnés, on aura

et, par suite,

x  =  hx, y =  iy, - — j*

r =  h x  -t- \ y  -+- j-s.

Pareillement, si A! est un second point distinct de A, et si l’on 

nomme r', x',  y', z' ce que deviennent r, x,  y,  z quand on substitue 

le second point au premier, on aura

/■' =  hx'-¥ ïy'-h j s ' .

Si, maintenant, on multiplie l ’une par l’autre les valeurs précédentes
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de r et de P, en suivant les règles de la multiplication algébrique, le 

résultat de l’opération ne pourra évidemment acquérir un sens déter

miné qu’en vertu d’une convention nouvelle servant à définir ce qu’on 

doit entendre par le produit de deux quantités géométriques dirigées 

dans l’espace suivant des droites quelconques. Concevons, pour fixer 

les idées, que l’on traite les trois quantités géométriques h, i, j 

comme des clefs auxquelles on attribuerait les propriétés précédem

ment énoncées. Les carrés et les produits de ces quantités géomé

triques devront satisfaire aux six équations symboliques

h2= o ,  i2 =  o, j 2= o ,  

j i — - i j ,  h j =  — jh, ih =  — hi,

et l ’on aura, par suite,

rr' =  ij (yz'~— f ' z )  H- }\\(zx' ■— z' x)  -+■ hi ( x y 1 — x' y) .

Or les trois différences

yz '—y ’z, zx' — z'x, x y '— x'y

sont les projections algébriques du moment linéaire de la longueur r' 

transportée parallèlement à elle-même, de manière qu’elle parte, non 

plus du point O, mais du point A. Donc le produit rr* représentera 

ce moment linéaire, si l’on assujettit les quantités géométriques h, i, j , 

non seulement aux six équations symboliques ci-dessus écrites, mais 

encore aux trois suivantes :

ij =  h, jh =  i, hi =  j.

Alors on aura simplement

r F — h(yz' — y ’z) +  i {zx ’ — z'x)  +  j { xy '— x'y) .

Le produit rr ' , déterminé par la formule précédente, est ce qu’on 

peut appeler le produit angulaire des longueurs r et r '. Il change de 

signe quand on intervertit l ’ordre des facteurs, et représente alors le 

moment linéaire de la longueur r mesurée à partir du point A'. Si l’on
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considérait ce même produit comme propre à représenter, non plus 

une longueur, mais une surface, il deviendrait ce que M. de Saint- 

Venant a nommé produit géométrique, dans un Mémoire où il a déduit 

de la considération de ce point des conséquences qui méritent d’être 

remarquées.

Dans un autre article, j ’expliquerai les avantages que présente, en 

Mécanique, l ’emploi des trois clefs h, i, j, quand on veut substituer, 

ce qui est souvent utile, des axes mobiles à des axes fixes.

Je remarquerai, en finissant, que la théorie des imaginaires, prise 

au point de vue sous lequel je l’ai envisagée dans mon Analyse algé

brique, et la théorie des quaternia de M. Hamilton, sont des cas spé

ciaux de la théorie des clefs auxquels on arrive, en supposant l’une 

des clefs réduite à l ’unité. Ainsi, en particulier, l’expression imagi

naire
a 4 - bi

pourrait être considérée comme un facteur symbolique, dans lequel 

la première clef se réduirait à l’unité, la seconde clef i étant assujettie 

à la condition
i2 :n — i.

FIN DU TOME XI DE LA PREMIÈRE SÉRIE.
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