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AVANT-PROPOS,

On connait plusieurs développements de I'intégrale elliptique
de premiére espéce. Jacobi (*) a donné le snivant :

y dt/

/ : =y + Ry® + Ryy® + Ry’ + -,

0 Vi —y)( —ky

ou, si I'on fail,

. 1+ A2
2k

)

kmdm (v* — {)m

2 R = —— .
(3m + 1) R,, 2™ 1.2...mdr™

Comme on le voit et comme I'a d’ailleurs fait remarquer
I'illustre géométre, les polyndmes R sont, & un facteur prés, ceux
de Legendre. On arrive trés simplement & cc résultat en obser-
vant que l'on a, identiquement,

i k?
“ —y,)(' _k’yi)—_—' { ——-2( ;;c )Ay* + k’y".

Pour toutes les valeurs de y, dont le module est inférieur a
I'unité, on a done, en série uniformément convergente,

i _"§°°x (I -+ k’) -
Ve A e

X, désignant, suivant l'usage, les fonctions de Legendre.

(") Jacost, Fundamenta nova, p. 127.
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Par suite,

'y dy = 14k g
| = Y xn kr .
) ;/ VI —y¢) (1 — Ky o ( 2%k ) 2n + 1

v

De son cété, M. Catalan (*) a trouvé les développements :

' : a1
P n==00 ts ?
(2). . / dr =2 2 X, (cos a) LI
. Vi —cos* § asin®p =0 2n +1

Y d N,yv* N, y* N o+
(5)/ 2 =y+ —"2-+ -—’y—-+---+ 2 Y “+ ey
. Vi—y) (1—ky) 23  2.45 2.4..2p 9P+1

N, est un polyndme entier en k, de degré 2p, lequel a pour
expression, sous forme d'intégrale définie,

23

c.)'p+l :5
N=—T(p+ 1M (cos* 8 + K*sin® 4)F 4.
[

La comparaison des formules (1) et (3) conduit a I'identité

N _px (4 + k’)’

W g 2p 9%
ou =
X, (L-—;A—A-‘) = c;i/z (k sin? § + :: cos® 6)P ds.
o
Posons
k + = 2,

z étant une quantité supérieure a 'unité.
De cette égalité, on déduit

=z —\VZ—1,

(') CATALAN, Sur les fonctions X de Legendre (deuxiéme mémoire).
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En conséquence, - R R SRV JL I

X, (z)= f(z+ lcosw) de.

Généralement, on écrit la formule de Laplace avec le radical
précédé du signe moins. Le signe est dailleurs indifférent,
puisque les puissances impaires du radical doivent disparaitre,
X, étant un polyndme entier en z. Il résulte de cette analyse que
les polynémes N ne sont pas distinets, au fond, des fonctions X
de Legendre. On peut encore vérifier directement Iidentité (&).

D’aprés une formule de la théorie des fonctions sphériques (7),

l+k’)_1.5.5...2p—l (l 1 )

Fl=y —p: ——1p: L?
kpx'( 2%k 2.4..92 P33 Pk,

2

la caractéristique F (2, 8; y; «) désignant une fonction de Gauss.
La relation (4) devient

) 1 1
N,=1.5...(2p—1) F(E, —p; 3P k’),
c'est-a-dire
o
N’,_—_}‘CP,,-L'.. (20— 1) X 1.5...(2p — 2 — 1) k¥,
=0

Ce résultat est conforme a celui de M. Catalan (**). Sans
parler d’autres développements, en quelque sorte classiques, je
citerai encore celui de Heine (***)

Dans cette note, nous nous proposons de chercher pour
I'intégrale de premiere espéce un développement procédant

(*) HEINE, Handbuch der Kugelfunctionen, p. 18.

(") CATALAN, Sur les jonctions X. de Legendre. (MEMOIRES DE L'ACADEMIE
bE BELGIQUE, in-4°, t. XXXI.)

(") HEINE, Handbuch der Kugelfunctionen, t. 11, p. 100.
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suivant les sinus des multiples d’un are ¢, entre lequel et Fampli- -
tude ¢ existe la relation simple

sin ¢ == ksin ¢,

Nous montrerons en outre que l'intégrale compléte de pre-
miére espéce est égale & la somme d'une série trigonométrique,
analogue 4 celle qui représente la valeur du nombre T i e
les llmues de I'angle arbitraire sont T T et — 3-, au lieu de g et
— Cependant il est possible d’expnmer la valeur de cette
integrale par une série trigonométrique, dans laquelle les limites
de I'angle arbitraire sont moins resserrées. D'impérieux devoirs
administratifs nous obligent & ajourner momentanément I'étude
compléte de cette question.

Avant d'aborder le sujet qui fait I'objet de ce mémoire, il ne
sera pas inutile d'étudier une série bien connue dans les éléments
et dont la considération m’a suggéré I'idée de ce travail.
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SUR

UN DEVELOPPEMENT DE I/INTEGRALE ELLIPTIQUE

DE PREMIERE ESPECE

EN SERIE TRIGONOMETRIQUE

CHAPITRE PREMIER.

* 3y . 7 ~ .
1. Si I'angle 6 est compris entre — ;ﬁ et + 5 exclusivement,
on sait que
T 1 - . 1
—==C08§ — = C08 3% + =03 3§ —=C05 7 + o,
4 3 5 7

Cette série peut étre obtenue par un procédé différent de
celui dont il est fait usage dans les éléments.

Soit un contour simple formé par la partie OA de l'axe des x
positifs, la droite OB faisant avec cet axe un angle aigu, et I'arc
de cercle AB, dont le rayon est quelconque. La fonetion -1—_;4—— est
uniforme dans tout le plan; elle ne devient discontinue qu'aux
points M et M’, dont les affixes sont £ i. _

Ceci posé, en vertu d'un théoréme bien connu dans la théorie
des fonctions d'une variable imaginaire,

(OA) + (AB) = (OB

Si le module de la variable est supérieur a I'unité, le déve-
{ . . o . .
loppement de i suivant les puissances entiéres et décrois-
¥ 1. .
santes de z, commence pour un terme en 3; il en résulie que
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l'intégrale AB tend indéfiniment vers zéro quand le rayon OA
croit au_dela de toute limite.
En conséquenoe,

L] OO
/ {1+ 2z

ou

(3) Z=coso lco 30 1co 56 4co 70
. . — == — = COS -+ = —-— = ese,
4 3 R A

En second lieu, supposons que la droite OB, franchissant I’axe

Y

XI

18
des y, prend la position OC; entourons le point Mjd'un cercle

trés petit et considérons Iaire connexe OABCabcd. On aura
(04) + (AC) = (0C) + (abed).
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Si nous appelons p le rayon du lacet (M) et que nous posions'_ -

z =1+ pe,

LT dy
(abcd)c/ m——-t,
0

quand le rayon p décroit indéfiniment.
Par suite,

x | 1 i
— — =050 — —€0S 39 + —CO0S 50 — =05 70 <+ -
4 3 5 7

Ainsi, lorsque la droite OB franchit I'axe des y, la somme
de la série change de signe.

Si la ligne OB vient coincider avec le rayon OD,

(0A) + (ACD) + (abed) + (efig) = (OD).
Or,
(ubed) + (efig) =0,

puisque le résidu des poles i et — i sont égaux et de signe con-
traire ; done

7 i
- =005 —— —C0S536 + —COS D9 — —C0S 70 4+ «»-.
4 3 5 7

La somme de la série change de nouveau de signe et reprend
sa valeur initiale. Généralement, pour toutes les valeurs de
I'angle 6, comprises dans la formule 2ar + 6, 8 étant inférieur
A g-', la série représente ;—'; et, pour les valeurs de la forme
(kn + 1).5 + 6, 0 variant de 0 & x, la somme de la série est
égale 2 — 7. La fonction définie par cette série trigonomé-
trique admet I'axe des y comme coupure.

Je ne m’arréterai pas plus longuement a la considération de
séries analogues & celle-ci, et j'aborde immédiatement I'étude de
I'intégrale elliptique de premiére espéce.
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. 2. Considérons I'intégrale

/" . dz
VI + 23t + 2*

x élant une quantité positive, inférieure  I'unité.
Le trindme sous le radical est égal au produit

(2 4z V a‘—‘l;\.;/z’ +z—V x'-——l);

les points de ramification de la fonction auront pour aflixes

(), o) ¢ (59 ),

X == C0s 8,

8 étant, d’aprés nos hypothéses, un angle compris entre 0 et 3.

Tragons deux axes rectangulaires et décrivons de l'origine,
comme centre, un cercle dont le rayon OA est égal & 'unité :
les points M, M’, N,N’ seront les points critiques. Dans le contour
simple OAB, la fonction

Vi + 212t + 2

est holomorphe, et I'on a

(0A) + (AB) = (OB,
Si I'on pose

z = e,
? d‘,
(AB) = [/ :
. \/2(x + cos 2y,
D’autre part,
{ "?”
—_— = X, (—x)*.
VIl o+ 2x2® + o ey

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(1)

- En conséquence, par la séparation de la partie réelle de la
partie imaginaire, |

/.n dz =‘§Xa(—-r) co?(ﬂn-;-ﬂ?'

S Vs 22z w20 w2 m+1 b

6 —_— —_—)

(6) <'/‘? dy _"§°°X ( J'_)sin(ﬁn-wl)? ( 2 Z?2 2 )
/' V' 2(x + cos 2y) = 2 + 1

Si la ligne OB, franchissant la coupure MM’, se confond avec
la droite OC, nous éviterons le point critique M, dont l'affixe

Y
C!
(7
g = Cu T
...‘..'-,Q
L A X
M N !

14

Y

est «, par exemple, par la partie abc du cercle décrit du point M
comme centre avec le rayon p.
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(12)
Appélond $'dhgle qie la droite M fait'ave'la' tangente' MT ~

au cercle, dont le rayon est égal & I'unité; il est facile de voir' .

que l'affixe du point m est a + pe” (m")
Donc

Vimem o Vi (o),

et,si w=am,

]
— f
Vz——rx-:-—i\//pe ‘.

Quand on est arrivé au point ¢, le radical est multiplié par
— 1 et son inverse par i.

Si nous posons encore
3 = g7,

Pintégrale aura respectivement, sur l'arc Aa, la forme

/ -~ dy
t ’
V2 (x + cos 2¢)
S =
L9 (— x — cos 2¢)

On sait d'ailleurs que I'intégrale (abc) tend indéfiniment vers
2éro avec le rayon p. En conséquence, & la limite,

et, sur I'arc ¢C,

=0

1 .
Y
. 1+ 22tz o 2(x + cos2¢) 1__9_\/—‘2(3:4- cos 2y)
2

a‘? d,,
‘/V f +2x2* 4+ 2
ou bien,
? d n=co 9
f‘/ __/ v =3 xn(_x)cos( n+1)p
/ Vi +2 /oy V/—2Az+cosdy) = 2n+1
‘ 1
z 0
/‘ : dy ="§°°x"(_x)sin (2n+1)?’
V2(x + cosy) =0 2n + 1
les valeurs de ¢ restant comprises entre "——9 et f_‘_;'.f
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3. On aurait pu trouver ces formules par un procédé plus
élémentaire, mais moins rigoureux. Si, avec Dirichlet, noys -
admettons que la relation

l ‘ n=e0
. 2 X, (—ax) 2™
V142243 =0

subsiste encore pour les valeurs de z dout le module est égal
a I'unité, nous aurons
' =00

= Y X, (—x)cos(2n + 1)+,

V2 (x+cos2y) =0

O_EX x) sin (20 + 1) 4,

les valeursde { étant égales ou inférieures a 3__2-_9
Par intégration,

"ow sin(2n + 1)
/ — z xn (___ x) ___L_——-—ﬁ,
V2 (x + cos 2¢)  w= 2n + 1

"D cos(2n + 1)»
C= . (— —_— T
;go " ) 2n + 1

On trouve facilement que

t dz
C=/ .
< V1 4+ 22 + z*

Nous retombons ainsi sur les formules précédentes.
Pour les valeurs de {, supérieures 2 —’5210 mais inférieures a

Z+% ' Je bindme x + cos 2y est négalif; il devient positif pour

N
les valeurs de ¢ comprises entre —— ’”'e et 37—9 vanamde——a
p

A X2 cette quantité change de nouveau de signe et, de

7—0
ﬁ%";" 7=, elle reprend le signe +, qu'elle conserve pen-

dant cet intervalle; et ainsi de suite. Nous retrouvons les deux
coupures MM’, NN'.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(14)
Pour fixer les idées, supposons § compris entre 232 1 752,
alors o "
N cos (2n + 4) ¢
=3V X (— gy 2R ¥ Y
0 -Zo (= 2) 2 + 1

i "=
== X,(—x)sin(2n + 1) ¢.
V2 (~ x — cos 2¢) 20

Nous choisissons le signe + pour le radical, parce que, pour
$ = 23, on doit avoir

——'——‘——‘{ =l+X|+X3+X3+a--.
V2(1 — x)
L’intégration donne
‘ v sin (2n + 1)y
C=3 K=o —
/~? dy _ "i"’ X, (— 2) cos (2n + 1)y
(@) 2 4 V' —z(x + cos 2¢) na= 2n + 1
= . )
o sin (2n + 1):2-
M ..?;‘o X, (=) 2n + 1

Ici la constante C égale

/“ dz
. Vi —2xz + 2

0

Nous montrerons tantot que les relations (7) et () sont iden-
tiques.
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CHAPITRE 11.

RéprcTioN DES INTEGRALES ELLIPTIQUES A LA FORME CANONIQUE,

l A
4. REpUCTION DE L'INTEGRALE f -——-——-—__d__—-_
. V49434
Soient
gE—Ve ot ) ELVE gt
AR e ————— ] - ;
x z x
d’ott
1 2 1 —2VEr—a® z
Z+r-=—) F——=m—— ol d7z=———"dE.
z x z x Ve _g

Les limites de z éiant 0 et 1, cclles de £ seront respectivement
+ o< et z. D'autre part,

1

z | 1\ 3
4+t == (1 —2x) z—-—) + (4 +x)(z+-—)].
2 z z
2z i —
V1 + 2x2* + 2 ==—\/5’-( 1)1’;
x 9
par suite,

! dz _
/.l/l—f—:z:rz‘-f—z ~-/ \/ —x)( (1—1'

[t et

Semblablement,

" ! dz 1 ! ds
) V7 4-=2xz2+ 2 B / j—r

.. S Ve -(5)9)

et
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5. Repuction pE L NTEGRALE/' —

Va3 cos 2;&
Soit L -
. U = |g ¢
d’ot I'on tire

/ _ /"‘9 du
S V2(x + cos 2) \/§o VIt + uYy(« — puY)
si, pour abréger, nous faisons

a=4{+2 pf=1—z

Posons maintenant
1

Ve 1’
u variant de 0 & tg o, £ variera de eo & ——
Ensuite,

U

sin J

EdE )
@—)VE_D)

duy = —

en conséquence

?
:/1 V)(x+ co:2¢ / \/ (I + ) &).
’ /

llu ?

2
e=\/ -

{+x2

Par la substitution,

on rameéne celte intégrale 3

¢ dy 1 Ve
V2 (x+cos 24) 2 1+ x) )
o ~ ' Z'
2

De méme,

slsing
(1) / VQ(cos?«{»——I —-'/ l— (I_—_-E) z’).
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CHAPITRE 111

6. Si nous remplagons par leur transformée les inlégrales
contenues dans les relations (6), ces formules deviennent

! " dz _ .=¢,X" 3 )w'
20/ \/(1—2’) (1 — (1 —x) z’) '2" e 2 + 1

2
Vl+z'm? d
'/ z 2 X, (- sxn(9n+1) .
\/(x—-') | — (' "'”) ') = e+
Faisons
‘—x-——-sin’€-=k’, l+x=k"=cos’_,
2 2

et désignons avec Legendre par la lettre F lmtegrale de pre-
miére espéce ; il viendra

(12, . . F(hy=2 3 X, (B — k¥

=) . 28 + |

9 =220 M Q
(13). . F( g, S0 ) =23 X (ke — ey 020+ e

2n 4+ |

cos{2n + 1) »

Dans cette derniére formule, remplagons k' par &, & par &' et
posons
sin 3 = k sin ¢}
on aura finalement

w=e  sin[(2n+1)arcsin(k sin ¢)]
v ;:2 2 2 k= .
A4} F(k,¢) ; X, (k2— k) o
b
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Nous allons montrer maintenant que les relations (7) et («)
conduisent & des développements qui ne sont pas distinets, au
fond, des précédents. On a, identiquement,

wix

/ 't dy / Tdy dy
A - 6\/——2(.’54— cos2y) ) V/ 2 + cos2y) 3 V/—9(x + cos2y)
2

x

~Si I'on pose
3
* TR - —

0
/ dy _./'? do
V_2x+cos2¢) ¢ V2(cos 20—

-0
-5

x x :
: /’ dy ‘ /’ do
“ V—2(x +cosy) < V2{cos 2 — 1)

Maintenant, en vertu des formules (10), (11) et (14),

x-8

T 4
‘/ dw — : Fi (kl)’
S V'2(c0s 20 + x) 2

0

¥ d 1
[ ——=zr,
¢ V2 (cos 20 — x)  °

wly

/‘a—? ) _1F(,{cos?)’
S V72 (cos 20— x) 2 k
8
sin(2n+1) =
=23 X, 0 — B ————;
& 2n + 1
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la substitution de ces valeurs dans les relations (7) et («) donne

n=® sin (2n +-1
| re=Tre-wSEEL L
(13) = cos (2n +1)p ( 5 7 3 )
F (" )= 3 K-y R

Si, dans ces formules, on remplace k par k', k' par k et ¢ par
37— 9, on retombe sur les équations (12) et (14). Ainsi les
conditions d’'existence de ces derniéres doivent seules nous
intéresser.

x variant de 0 & 1, k et k' passeront respectivement par toutes
les valeurs comprises entre 0 et -l;-é 'VL§ et 1; et comme l'angle ¢

doit rester dans Tintervalle (’—‘_,-9 ) la formule (12) est

vraie pour toutes les valeursdela varlable, comprises enlre — I
et -+ ; . Si nous donnons & x des valeurs négatives, mais toujours
inférieures & I'unité, en valeur absolue, I'angle 6 sera supérieur
a ;} et la variable @ aura encore pour intervalle (;—', - ;) Mais,
z variant de 0 & — 1, ket K" varieront de ;- 3 1, ct de 2-2 0,
En conséquence, cette formule existe pour toutes les valeurs
de k et de % comprises entre 0 et 1, et pour les valeurs de o,
situées dans l'intervalle (g, - ;) Maintenant, substituer dans
la formule (13) &k & k' et vice versa revient & remplacer 6

par ’%—9; les limites de @ seront donc — % et + % et les valeurs

. 3, T x
de ¢ seront comprises dans l'intervalle (§ y — g).

7. On peut mettre sous d’autres formes les formules précé-
dentes. On sait que

X,,(cose)=(-1)"[“(n+ 1, — a3 1 cos’%e) ™).

Changeons successivement cos 6 en x et x en 2k3— t; on a

X, 2* —1)=(—1)"F(n + 1, —n; 1; k¥,

(** HEINE, Handbuch der Kugelfunctionen, t. 1, p. {8.
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et
(15) F, fl.f)=Q.§°(_|)n F(rn+1, —n; 1; k,)cos(2n+1_)~?.

2n + 1
On pourrait encore remplacer la fonction X, (24% — 1) par

une somme de produits de polyndmes X,, dont la variable
serait k. A cet effet, j'observe que I'on a, identiquement,

1 4 1
= - X ;
VIi—202k — )zt + 2 VI —2%z 420 V4 2%z + ¢
donc
=20 Man y==0
2 X, (2K —1) s = 2 (— 1*X,z* X Y X2
J..O

Identifions les coefficients des mémes puissances de z :
!
@ X, (2 —1)=2 [x,nxn_x,n_,x.+xh_,x,...+ —1)g x:] .
En particulier,

i
V,(“Zk*___ﬂ =9 [X‘XU—XSX, -+ §X§];

ou

35(, 6. 3\ 5[ 3 9( I\
RPN -7 PR PO TR PO TR
M [s Pk glma\F gl gk '

ce qui est exact,

8. On vérifie trés facilement la formule (12), que nous pou-
vons €crire

. P
o Lo - cos (2n + 1)§
F, (sin— =2 — 1)"X_ (cos ) ~—x--—
2/ ,,=,,( 1% ( 20 + |
I'angle @ variant maintenant entre — 3 Tel + 5 3

D'aprés une formule de Dirichlet, modlhec par Mehler (*),

” 9 cos (2n + |) 3 dy
X, (cos 8) = = / ;
”eo Ve (cos ¢—cos 8)

() HEINE, Handbuch der Kugelfunctionen.
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f. @
F, sm-é-
: ¢ 1 3 3 1 b] B¢
cos)cos———cos—zto»-f «—-«.os-—fcoss---]

/ V‘Z(cos,-—cose[ 2 5 2 2 5 2
Mais

donc

2 | 1 |
= (08 @ — = €0S 3w + —C0S Bo — = cos 7w + -+
b 3 J 7

remplagons suecessivement w par fﬂ ot 1= ? et ajoulons, terme

a terme, les deux séries résultames, il Vlendra

il = €0S — €0 b 1 0 3”cosm ! cos 5 cos5‘b
?e § = — = COS — €0S — 4+ — C0S — _——,
h 2 2 5 2 2 3 2 2

¢ et { satisfaisant, en valcur absolue, aux inégalités
SR

@ et ¢ sont des angles compris entre 0 et
donc constamment remplie. Par suite,

(‘ 9) » 8 d#
Fy{sin -~ =/
‘2 ’ \/ !

; 2'c0s L — cos 8)

2; celte condition est

Si l'on remplace, dans la formule (11), x par cos 6 et 2p par 6,
on irouve que

3 ds 8
/ = F, (sm -)-
/' V2 (cos p — cos 6) 2

Nous avons dong ainsi vérifié la formule (12).

9. Cas particuliers. — L’hypothése de k =0, auquel cas
k' =1, nous conduit & des formules connues : F, est égal & z
et les formules (12) et (13) se réduisent 3

T 1 1

—~==C0Sp—=C08S3p + —COS Bo —~CO5 7> + ..o
4 ? 5 ? 5 by 7 ? ,
1 I + sin» ) | N 1. .

log ———-—-—=smg.--—-5-smo?+gsma?——-u.

4 °{—sins
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Par une transformation facile, cette derniére devient
A S ) r . . P S T

y *
!

3

§Ioglg(§+!é)=sinf-—§sin39_+§siu57...,

. . 1 4 -
ou encore, par le changement de ¢ en 5 — ¢,

2-105 colg%:cos P+ gcos 39 + Scos Be + oo,

formules connues.
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