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AVANT-PROPOS. 

On connait plusieurs développements de i’irttégrale elliptique 
de première espèce. Jacobi (‘) a donné le suivant : 

Y 

fy 

4Y = y + R,yS + R,yS + R,y' + a"> 
I 
0 (1 - y') (1 - kPy', 

oh, si 1’011 fait, 

(2m + $)Fi,== 
/Pc+” (P - !y 
9”. I Lmrif” 

Comme on le voit et comme l’a d’ailleurs lait remarquer 
l’illristre géomérre, les polynbmes R sont, à un facleur prés, ceux 
de Legerltlre. On arrive très simplemeni à ce rthltat en obser- 
vant que l’on a, identiquement, 

i’ --.y’,(1 -py*p l-2 ky’ + k’y’ 

Pour taules les valeurs de y, dont le module est inférieur à 
l’unité, on a donc, en série uniformément convergente, 

S, désignant, suivant l’usage, les fonctions de Legendre. 
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(4) 

Par suitt., 
‘P dY 1 -t- k’ 

” V(i -y’) (1 -KY’) - 2k 
km Y’“+! . 

9n -k 4 
<, 

De son c6té, M. Catalan (*) a trouvé les développements : 
;II+1 

(2). . ‘p , 
s, 

dp 
tg 02 

. - cd f a sin4 y 
=2’yx.(eoî.)5-5 

IFA 
0 

Y d!/ Nay3+ N,c+...+ 
=y+ -3 

NP y*+ 
2.4 5 

0 Vi -y') (l--kX/J~) 2.4.n.2~ i&i 4 ***’ 

N, est un polynbme entier en k, de degré 2p, lequel a pour 
expression, sous forme d’intégrale définie, 

z 
-P+ 1 

NV=-. r(p + 1) ‘( COS’ B + k’ sin’ 9)~ (16. 
il s 

0 

La coml!araison des formules (1) et (3) conduit à I’idcntité 

(4). . . . . . 2 4Np 9p = fkpx, (i$), 
. . . . m 

Posons 

2 ktant une quantité supérieure à l’unité. 
De cette égalitC, on déduit 

(‘) ~TAI.A,Y, Sw Ifs fonctions Y,, de Legendre jdeuxiéme mémoire). 
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En condquence, . . . . i; .,.a;, ! /!fbX . 
!.<,f 

x, (2) = -1 
A 

SC 
z +n=Losoj’& 

0 

Généralement, on écrit la formule de Laplace avec le radical 
pr6cédC du signe moins. Le signe est d’ailleurs indiffërent, 
puisque les puissances impaires du radical doivent disparaftre, 
& étant un polynbme entier en z. II résulte de cette analyse que 
les polynbmes N ne sont pas distincts, au fond, des fonctions X 
de Legendre. On peut encore vCrifier directement l’identité (4). 

D’après une formule de la théorie des fonctions sphériques (*), 

1.3.5 . . . 2p-î 1 1 F . 2.4 .,.2p i’-p9 2 --p;k’ > 

la caractéristique F(a, fl; y; z) désignant une fonction de Gauss. 
La relation (4) devient 

4 
N, = 1.5...(2~--1)F f’-~;~-~; ~~ 

c’est- à-dire 

N,=~c~,il<j.,.(2i-1)X 1.3...(2p-G--l)k”‘. 
i=O 

Ce resultat est conforme à celui de M. Catalan (**). Sans 
parler d’autres développements, en quelque sorte classiques, je 
citerai encore celui de Heine (***) 

Dans cette note, nous nous proposons de chercher pour 
l’intégrale de premiiére espèce un développement procédant 

(*, HEIXE, Handbuch der Kugel~un~tionen, p. 18. 
(“) ~TALAS, Sur les (onctions S,, de Legendre. (JIEMOIHES DE L’ACADEMIE 

DE BELGIQUE, in-40, t. YXX1.r 
(*‘*) HEINE, Handbuch der Kugelfimctionen, t. II, p. 100. 
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(6) 
suivant les hinus des multiples d’un arc cp, entre lequel et L’ampli- - ‘.< - 
tude (J existe la relation simple 

Nous montrerons en outre que l’intégrale cpmplète de pre- 
miere esphe est égale h la somme d’une sCrie trigonométrique, 
analogue 4 celle qui représente la valeur du nombre t. Ici 
les limites de l’angle arbitraire sont ; et - b, au lieu de i et 
- f . Cependant il est possible d’exprimer la valeur de cette 
intégrale par une série trigonométrique, dans laquelle les limites 
de l’angle arbitraire sont moins resserrées. D’impérieux devoirs 
administratifs nous obligent h ajourner momentanément l’étude 
complète de cette question. 

Avant d’aborder le sujet qui fait l’objet de ce mémoire, il ne 
sera pas inutile d’étudier une série bien connue dans les éléments 
et dont le considération m’a suggéré l’idée de ce travail. 
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SUR 

UN DfiVELOPPEMENT DE L’INTÉGRALE EL6lPTIQUE 
DE PREMIE;RE ESPÈCE 

EX SÉRIE TRIGONONÉTRIQUE 

CHAPITRE PREMIER. 

1. Si l’angle e est compris entre - % et + z exclusivement, 
on sait qtte 

Fr 1 1 1 
-=COS3--CO~~9+-COj~9--cOs7e + a**. 
4 5 0 7 

Cette série peut ètre obtenue par un procédé différent de 
celui dont il est fait usage dans les élements. 

Soit un contour simple formé par la partie OA de l’axe des 3c 
positifs, la droite OB faisant avec cet axe un angle aigu, et l’arc 
de cercle AB, dont le-rayon est quelconque. La fonction & est 
uniforme dans tout le plan ; elle ne devient discontinue qu‘aux 
points M et hl’, dont les affixes sont f: i. 

Ceci ~OS(, en vertu d’un théoréme bien connu dans la théorie 
des fonctions d’une variable imaginaire, 

(OA) -i- (AB) = (OB;. 

Si le module de la variable est supérieur A l’unité, le déve- 
loppement de A, suivant les puissances entiéres et décrois- 
santes de z, i commence pour un terme en z; il en résulte que L 
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(8) 
I’int&rale @ tend indéfiniment vers zéro quand le rayon OA 
croit au- delh ‘de toute limite. 

En consbquence, 

, f œ+Jf -p-&-f c4 ,&+f?L,, . 
,*‘@ O”.’ 0 0 

En second lieu, supposons que la droite OB, franchissant l’axe _’ 

des y, prend la position OC; entourons le point Mid’un cercle 
très petit et considérons l’aire connexe 0.4BCabcd. On aura 

(OA) + (AC) - (OC) -i- (abcd). 
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Si nous appelons p le rayon du hicet (M) et +k hius P&ions, 

(abcd) - is2q 2i “,, = X, 
0 

quand le rayon p décroit indéfiniment. 
Par suite, 

z 1 1 î 
--=cos.g-- 4 COS 39 -4- COS 53 - + ..‘* 3 g 7Cos7e 

Ainsi, lorsque la droite OR franchit l’axe des y, la somme 
de la série change de signe. 

Si la ligne OB vient coïncider avec le rayon OD, 

Or, 
(OA) -t- (ACD) + (abcd) + (ef’ig) = (OD), 

(ubcd) + ($y) - 0, 

puisque le résidu des pbles i et - i sont égaux et de signe con- 
traire ; donc 

x 1 I 1 
4 

==!mo--cos3e +-cos59--cos7e4’*‘. 
3 3 7 

La somme de la série change de nouveau de signe et reprend 
sa valeur initiale. Généralement, pour [outes les valeurs de 
l’angle 0, comprises dans la formule 2nn i: 8, 0 étant inférieur 
a z, la série représente i; et, pour les valeurs de la forme 
(4n + 1): + 0, 0 variartt de 0 à A, la somme de la série est 
égale A -Z z. La fonction d6finie par cette série trigonomé- 
trique admet l’axe des y comme coupure. 

Je ne m’arréterai pas plus longuement à la considération de 
séries analogues B celle-ci, et j’aborde immédiatement l’étude de 
l’intégrale elliptique de première espèce. 
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2. ConsidfJrona l’intégrale 

dl 
J, 

dz > 
0 

,I 4 2x2 4 zb 

5 étant une quantité positive, inférieure & l’unit& 
Le frinbmc sous le radical est dgel au protluit 

les points de ramification de la fonction auront pour aflixes 

8 étant, d’apres nos IlypothCses, un angle compris entre 0 et i. 
Traçons deux axes rectangulaires et décrivons de l’origine, 

comme centre, nn cercle dont le rayon OA est égal a l’unité : 
les poiRts M,M’, N,N’ seront les points critiques. Dans le contour 
simple OAl3, la fonction 

I 

VI +2Jxi4zZ’ 

est holomorphe, et l’on a 

Si l’on pose 

(Oi\, + (AR) = (OR!. 

z = e?, 

D’au trc part, 
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I  En cqnsbqu~nce, par la séparation de la partie réelle de la 
partie imaginaire, 

. 

,I 
Jv 

dz 

0 
1+222’+z2’ 

s 

‘p & --- 

0 
VZ(z + COS 2+) 

= y Xd- 
n-r0 

1=00 
‘= y X,(- 

sl 

X-4 
>?>---% l 

1 

Si la ligne OB, franchissant la coupure MM’, se confond avec 
la droite OC, nous éviterons le point critique hl, dont l’affixe 

est CZ, par ewmple, par la partie abc du cercle dtkrit du point bl 
comme centre avec le rayon p. 
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( ih.) 

Àp~~~or;ta ~‘r~~~,e cjUe ~a.‘drdiië. Mi-lj: fBitlaVëg,,Q’ islejenté’ijl;l‘ a‘ ’ 

au cercle, dont le rayon est égal à l’uni&; il & facile dè &ih! 
-1 (w+i) que l’affixe du point m est a + pe . 

Donc 
Vi=i=+ qyfCw+:), 

Quand on est arriv6 au point c, le radical est multiplit! par 
-i et son inverse par i. 

Si nous posons encore 
z - ey 

l’intégrale aura respectivement, sur l’arc Aa, la forme 

s, . i & 
2 (x + COS 2#) ’ 

et, sur l’arc CC, s d+ - 
V2(-x l -  COS 2$) 

On sait d’ailleurs que l’intégrale (ch) tend indéfiniment vers 
zéro avec le rayon p. En conséquence, h la limite, 

T-0 
81 

J, 
dz -F d+ 

s, s 

‘p 
+i 4 - 

0 l + 2xz”-+-z‘ o 2(x+ COSQ) a-4 V--3(x+ cosf+) 
t 

,iP 
=Y, 

dz . 
0 

4 +2xz’+z ’ 

ou bien, 
& lI=C@ 

-2(x +cosE+) a=0 
0-e 1 

rciiao 
z X,, i- 4 

sin (%a + 1)~ 

-*=O ’ 2n -c 4 

;es valeurs de q, restant comprises entre v et y. a 1 
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3. On aurait pu trouvwces îormules par un procéde plus 
Clémentairc, mais moins rigoureux. Si, avec Dirichlet, q?#p ,.‘, , 
admettons que la relation 

subsiste encore pour les valeurs de z dout le module est égal 
à l’unité, nous aurons 

4 

va (x 4 COS 2q) 
=~x”(-Z)îOS(2n + l)p, 

110 
1)=CQ 

O- 2 X,(-z)sin(Qn -c 4),#, 
d 

les valeurs de (II étant égales ou infërieures Q y. 
Par intégration, 

,? 

Jv 
& 

0 2 (x 4 COS 2s) 
_ ‘r x, (- x) sin (2n-+l’) Y, 

l5l 
“Z10 

c= 1 X,(-x) 
cos(2n 4 d)? 

II=0 %a-~-1 * 

On trouve facilement que 

t 

fv 

dz 
C== . 

0 
,! 4 2x2= 4 2’ 

Nous retombons ainsi sur les formules précédentes. 
Pour les valeurs de $, supérieures à 9 mais inférieures h 

rq, le binbme x + COS 24~ est négatif; il devient positif pour 
les valeurs de + comprises entre “5” et T; $variantde3T 

cette quantité change de nouveau de signe et, de 
W-il - elle reprend le signe -I-, qu’elle conserve pen- 
t i?Arvalle; et ainsi de suite. Nous retrouvons les deux 

coupures MM’, NB’. 
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( 14 1 

Pour Gxer les idées, supp’osons $ compris entre 9 (bt F; 
alors I.. : 

i 
nrrœ 

G 

Lb(- 2 
X, (- 2).sin (2n -b- 1) *. 

x - Cos 211) IlSO 

Nous choisissons le signe + pour le radical, parce que, pour 
4J -- 9” , on doit avoir 

i 
T) 

= 1 + x, +- x, + x, + a*.. 

L’intégration donne 

Ici la constante C égale 
1 

fv 

dz * 
, 
0 

1 - 2x2’ + 2’ 

Nous montrerons tant& que les relations (7) et (CI) sont iden- 
tiques. 
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CIJAPITRE II. 

ItÉDlCTlOX DES INTfGRALES ELLIPTIQUES A LA FOIUIE CA.uONlQl!E. 

f 

1 

4. RéDUCTION DE L’lSTéCRALE 
dz 

l o VI +“Jr:*+s4’ 

Soient 
+@=2 4 

2= > -3 
X z 

d’ail 
I 2e I -2vF=5 2 c-=-v z--x 
2 x z X 

,t+L@=F 
; 

X 

Les limites de z étant 0 et 1, celles de 5 seront respeclivement 
+ cc et x. D’autre pari, 

et 

vj + 2x59 + :’ cc 5 ;(p - (!$)p; 

par s~ilt’, 

f 

1 (12 x = (6 
1/1 _ + *~xZ 4 2’ =-1 f 

0 W VF-X’) (Y- (7) *y). 

Puis, par rine transformation simple, 

Semblablement, 
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Soit . - 

d’où l’on tire 

0 
2(x + cu!32+) vao V(i + u*j (a - pu',' 

si, pour abréger, IIOUS faisons 
a= I+x, +1-x. 

Posons main tenant 

u variant de 0 A tg T, 6 variera de oo a -&. 
Ensuite, 

du = - 
S(E 

en conséquence, 
(v-i)vc~- 1); 

? d+ 1 -=- 
vqx + COS 2s) VT? 

Par la substitution, 

on raméne celle intégrale à 

De même, 
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.  4 

CHAPITRE 

6. Si nous remplaçons par leur transformée les inl&xles 
contenues dans les relations (6), ces formules deviennent 

III. 

Faisons 
1 -2 - 1 ’ k’ 

1+x ,* 
k 9 -=sin -= , -a = COS’-, 

2 2 2 2 

et désignons avec Legendre par la lettre F l’intégrale de pre- 
miére espèce; il viendra 

(la). . . F, (k) = Y - q cos(2n + I)p > 
ltsd . 2n + I 

Dans cette dernière formule, remplaçons k’ par k, k par k’ et 
posons 

siny=ksin+; 
on aura finalement 

\14) F (ii, +,=2y S, (/P--k”) 
sin [(Sn + 1) arc sin (k sin +)] 

l =o 21, 4 1 

b 
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Nous allons montrer maintenanl que les relations (7) et (pt) 
conduisent h des dheloppements qui ne sont pas distincts, au 
fond, des précCdents. On a, i+ntiquement, 

Si l’on pose 

f s ¶ d+ s i do 

r-e V--4(X + Cos%*)=, v4(cos4w-r,’ 

r r ii- 
s, 4 T 

s, do 
= . 

? 
- 2 (x + COS 2$) o ‘2 (COS 262 - z) 

Maintenant, en vertu des formules (IO), (11) et (1 6), 7-B s -r dw 
= 3 h (k’), 

o vi2 (COS 2w + 5) 

9 
s 

c dw 

o v2(cos%w-q 
= ; F, (k), 

- 

F, (k) = 2 *Ta X,, (k” - k3, 
sin(2n+i); 

5 
Yn + r; 
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(W 

fa substitution de ces valeurs dans les relations (7) et (a) donne 

Si, dans ces formules, on remplace k par k’, k’ par k et p par 
;--‘PS on retombe sur les équations (12) et (14). Ainsi les 
conditions d’existence de ces dernières doivent seules nous 
inthesser. 

3c variant de 0 h 1, k et k’ passeront respectivement par toutes 
les valeurs comprises entre 0 et 2 1 et 1 ; el comme l’angle 9 va’ va 
doit rester dans l’intervalle 1 7, - y), la formule (12) est 
vraie pour toutes les valeurs de fa variable, comprises entre - h 
et+ T. Si nous donnons A 2 des valeurs négatives, mais toujours 
inférieures à l’unité, en valeur absolue, l’angle 0 sera supérieur 
à $ et la variable Q aura encore pour intervalle ($, - f ). Mais, 
x ;Variant de 0 à -1, ketk’varierontde+ià1,etde&àO. 
En conséquence, cette formule existe pour loutes les valeurs 
de k et de k’ comprises entre 0 et 1, et pour les valeurs de 9, 
situées dans l’intervalle (3, -- f). Maintenant, substituer dans 
la formule (13) k à k’ et vice versa revient à remplacer 8 
par w$; les limites de q seront.donc - 9, et + i et les valeurs 
de 4 seront comprises dans l’intervalle (8, - i$ 

7. On peut mettre sous d‘autres formes les formules précé- 
dentes. On sait que 

x, (COS 8) = (-,y++ ‘I, -2,; I; Cos+) (‘). 

Changeons successivement COS 6 en x et x en 2ks - I ; on a 

x, (2k’ c 1) = (- 1)” F (n i- 1, - n; 1; k3), 

(‘1 I~EXHE, Hnndbuch der Kugelfunctionen, t. 1, p. b3. 
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On pourrait encore rcmplaccr la fonction X, (2k3 - i) par 
une somme de produits de polynbmcs X,, dont la variable 
serait k. A cet effet, j’obsrive que l’on a, identiquement, 

i 1 1 _ -.-- . 
VI - 2(%K- ,l)z' + 2' VI -2kz + 23 

> 

donc 

Identifions les coeflcients des m&mes puissances de z : 

Ca’ X,(2ki-1)=2 
1 

x,,x"-Y,,_,s,cl.,_,T,..+~-î)~~ si . 1 
En particulier, 

.u,(!tky--q=~ x,x0-x,!& + ix: 1 ; 

ce qrii est exact. 

8. On vérifie très facilement la formule (12), que nous pou- 
vons Ccrire 

( 
“\ 

1-0 cos(2n i- 1,f 
F, sin i) = ,, 2 g- I)“X, (COS 81 -v 

?n + I 

l’angle cq variant rnainlcnnnt cntrc - $ et + g. 
D’aprtS une fwmulc rtc Dirichict, kotiilidc par Mei~lw !*), 

3 

f 

9cos(In + I)%d+ 
x, (COS e) = - 

Tt 
0 

l-4 (COS e-COS 8); 

(‘) HEINE, Hnndbzrch der Kugelfun~fioncn. 
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donc 

Mais 
x i 1 1 
-=rosw--=coa3w f-cosse --cos70+*~~; 
/I 3 3 7 

tl+r remplaçons successivcmcnt 0 par - et Vs et 
h terme, les deux séries rksultantes 9 il viendra 

ajoutons, terme 

7r # 1 37 3.1 4 57 ti*$ 
- = COS i COS -~cos-cos- i--cos,cos-- - * 4 - 2 22342 > 

Q et + satisfaisant, en valeur absolue, aux inégalith 

T et + sont des angles compris entre 0 et. i; cette condition GSI 
donc constamment remplie. Par suite, 

Si l’on remplace, dans la formule (1 1), x par COS 8 et 2~ par 9, 
on Irnuvc que 

s 

9 di 

0 
v2 (COS y - COS e) 

Nous avons donc ainsi vérifit! la formule (,l2). 

9. Cas pnrhliers. - L’hypothèse de k = 0, auquel cas 
k’ 1 1, nous conduit à des formules counucs : FI est égal (i F 
et les formules (12) et (13) se réduisent 4 

s I 1 1 
-=cos7-=cos3~ + -cos~?--cos7~ -+- . ..> 4 3 5 7 

il0g 1 I -sin -+Sill? = sin 7 - - 3 2 sin 33 + - 1 5 sin $9 - l -a . 
7 
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: ( 93 ) : ( 93 ) 

Par une transformation facile, cette derniibe devient Par une transformation facile, cette derniibe devient .$, k1+’ ,: ;‘ .$, k1+’ ,: ;‘ .‘, .‘, f f t t . . <. ,., * <. ,., * ? ? 
’ 1 ’ 1 

==sin i--sin 3p + ==sin i--sin 3p + 
i i 

3 3 
5 sin Op . . . , 5 sin Op . . . , 

‘ou encore, par le changement de 9 en f - tp, 

formules connues. 
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