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Introduzione al1.a teoria invariantiva 
delle equazioni di tipo ge-nerale ai- 
' differenziali totali di second'ordine. 

G i h  in aloupi iavori pubblicati recentemente (*) io mi sono occupato 
delle equazioni ai  differenziali totali di second'ordine, cercando di estendere 
molte delle importanti ed eleganti proprietà relative ai sistemi di primo or- 
dine, o, altrimenti detti, sistemi pfafiani, teoria che, come è noto, ha  il più 
intimo legame con quella delle equazioni a derivate parziali di primo ordine. 

Le equazioni da  me per6 considerate nei suddetti lavori sono di un tipo 
speciale, considerandovi come zero i differenziali secondi di alcune delle variabili. 

Mi sono allora proposto di prendere la quistione da un punto di vista 
diverso, di considerare cioè delle equazioni contenenti i differenziali secondi 
di  tutte le variabili, e di vedere in qua1 maniera si poteva fondare la teoria 
di espressioni formate in siffatto modo generale. 

' Il primo problema che si presenta è quel10 della complefa integrabilitù, 
ed è .  questo l'oggetto del primo e secondo paragrafo di questa Memoria; 
alcune delle formole che qui ottengo, hanno analogia con quelle altre da 
me ottenute nei precedenti lavori. 

Corne si sa, la teoria delle equazioni pfaffiane ordinarie ha  acquistato 
negli ultimi tempi la più grande eleganza, coll'introduzione dei concetti re- 

(*) Sur une théorie des systèmes d'équations auSc diffé~entielles totales de second ordre; 
Comptes rendus de 1'Acad. de Paris, vol. CXXX, 5 Mars 1900. 

Grundlngen für eine Theorie der Systerne totaler DifferentialgleicJzunyen 2'er Ordnung; 
Math. Am., vol. 54. 

Sopra certi sistemi di equazioni a derivate parziali lineari omogenee di second'ordine. 
Rend. 1st. Lomb. (2),  t. 34, 1901. .. 

Altri miei lsvori connessi intimamente a questi sono anche i seguenti: 
Sulle equazioni ai difer-enziali btali di ordine qualunque. Rend. 1st. Lomb. (2),  

t. 33, 1900; 
L a  teoria delle equazioni ai diferenziali totnli di 3brd ine .  Ibid. 

Aranali di  Malemzticn, Serie I I I ,  toino VII. 1 
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2 Pa sc a 1 :  Introduzione alla teoria itzvarimtiva delle eqztaxioni 

lativi alla teoria delle trasformazioni di LIE, e in tale ordine di studi si sono 
succeduti i lavori di LIE, MAYER, FROBENIUS, ENGEL, EDUARD V. WEBER, ecc. 

Ora è specialmente questo nuovo punto di vista chs ha attirato la  mia 
attenzione, ed è quindi dei concetti nuovi che esso introduce, che io ho cer- 
cato di fare l'estensione al caso delle equazioni di second'ordine, e sono cos1 
riuscito a stabilire una serie di risultati che m i  sembrano notevoli, e fra gli 
altri, quello relativo all'invariante simultaneo di una forma differenziale di 
second'ordine e di una equazione a derivate parziali anche di second'ordine, 
e la conseguente estensione della definizione di sistema aggiutzto, quello relativo 
alla estensioae del concetto di sistema conzpleto per le eqiiazioni a derivate par- 
ziali di second'ordine, e infine quello relativo alla estensione del teorema che 
stabilisce, nella teoria ordinaria, la perfetta corrispondenza che esiste fra la 
coinpleta integrabilità del sisteva dato, e la sua invariantività rispetto alle 
trasformazioni jnfiriitesimali rappresent~te da1 cosiddetto sis te~nn aggiu~zto. 

Questa Memoria sarà eeguita da altre, nelle quali esporrb i risultati, da 
me già ottenuti, relativi alla estensione della teoria invariantiva di unu so2a 
equazione ai differenziall totali di second'ordine, ricerca incominciata nell'in- 
tento Si vedere fino n che purito potea farsi una estensione del conosciuto 
problema cosiddetto di PFAFB. 

L e  ricerche siille equazioni ai differenziali totali di  primo ordine furono 
iniziate da PFAFF fin da1 1815, e 10 scopo principale era allora di ricavarne 
luce per il problema importantissimo delle equazioni a derivate parziali di 
primo ordine. Col proiredire del tempo quelle ricerche acquistarono poi anche 
importanza a sè, indipendentemente dallo scopo per il quale erano state in- 
cominciate. 

L e  ricerche analoghe per le equazioni ai differenziali di second'ordine 
ilon sono state mai intraprese, ed io non son lontano da1 credere che la loro 
teoria possa gettare una nuova luce su quella delle equazioni a derivate par- 
ziali di second'ordine, su cui fin ora non è stato ancora possibile creare qual- 
cosa che possa gareggiare in semplicith ed eleganza colle splendide teorie 
ideate specialniente da1 grande Jacosr per le equazioni a derivate parziali di 
primo ordine (*). 

Milano, Settembre del 1901. 

(*) P e r  u n s  esposizione completa della t eor i s  delle equazioni pfaffiane ordinarie, si 
pub vedere con profitto il recente libro ai EDUARD V. WEBER: Vorks~ingen Über das 
Pfaf'sche ProOlem und die Theorie der Partieilen Dife~eîztz'nlyleiclzu~~gen erster Ordnung. 
Leipzig, 1900. 
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d i  t ipo g e n e ~ a l e  a i  d i f f e renx id i  to tal i  d i  secoid'orcline. 3 

3 1. COMPLETA INTEGRSBILITA DI UNA SOLS EQUAZIONE DI TIPO QENERALE 

AI DIFFERENZIALI TOTAL1 DI 2" ORDINE. 

Sia data una sola equazione del tipo 

dove le X sono funzioni di tutte le x ;  vogliamo in questo primo paragrafo 
ricercare quali sono le condizioni necessarie e sufiicienti percliè la (1) sia 
integrabile con una sola equazicine, perchè cioè esista un3 funzione (p di tuttc 
le x tale che, fatto di essa il differenziale secondo generale considerandovi 
le x corne funzioni di altre variabili indeterminate, si abbia una espressione 
che, a meno di un fattore F, coincida col primo mernbro delle (1). 

Pormando il differenziale secondo di y ,  e paragonandolo, ne1 modo in- 
dicato, col primo membso della (1) si hanno le relazioni: 

dnnde: 

cioè : 

Moltiplicando per d xj e sommando rispetto a j ,  si ha:  

Variando l'indice i ,  si harino tante equnzioni di  questa specie cui deve 
soddisfare sempre ln medesima funzione p ;  quindi, prima di tutto, bisogna che 
tutte queste equazioni sieno identiche, e poi che la espressione: 
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4 Pa scu 1: Introduxiorte ulla teoria invariantiva dclle equaxioni 

sia un differenziale esatto. Cib porta le condizioni: 

le quali sviluppate, e ridotte, danno luogo alle seguenti: 

di cui la seconda pub scriversi anche più brevemente : 

8 Xij a Xik ------ - o. a 21% Xi 8 xj Xi 

Queste condizioni ci si presentano qui conie necessarie; faremo vedere 
di qui a poco che esse sono anche sufficienti, e quando esse sono soddisfatte 
noi diremo che l'equazione data è comnpletanzente integrabile. Sarh utile in- 
tanto, specialmente in vista di una teoria generale delle equazioni della 
forma (l), che abbiaino i n  animo di sviluppare in seguito, e che è analoga 
alla ordinaria teoria delle equazioni pfaffiane, di introdurre alcune opportune 
notazioni, mediante le quali le relazioni (5) e (6) acquistano forma più sem- 
plice, insieme ad altre molteplici che da esse possono ricavarsi. 

Poniamo, corne si usa  ell la ordinaria teoria delle equazioni pfaffiane (di 
primo ordine) : 

û Xj 8 Xi (ji) = - - 
ôxi a x j  

e poiiiartio poi nncora 

8 Xj ( ( j  i ) )  = - - xij ô xi 
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d i  tipo generale ai differenziali totali d i  second'ordine. 5 

F r a  questi simboli sussistono le relazioni identiche 

( j  = ((3.9) - @j)h 
[ i j j ] = O ,  [ i j k ] = - [ i l c j ] ,  

[ i j k j + [ j l c i ]  + [ k i j ]  =O, 

Le relazioni (5) diventano : 

xi ( ( h j ) )  - Xh ( ( i j ) )  = O 

xi [i j  k ]  + X i k  ((i j ) )  - Xij ((i k ) )  = O 

di cui la seconda pub anche scriversi: 

(y-) W B ) + : ,  ûXi 
-a-iii- - ( ( i j ) )  - ((i k ) )  = O 

cioè 

Da  queste relazioni possono ricavarsene delle altre: dalle (11) perinu- 
tando circolarmente gli indici i, h, j ,  sommando, e tenendo conto della prima 
delle (IO), si ha: 

Xi ( h  j)  + Xh ( j  i) + Xj (i h) = O ,  (14) 

che è una nota condizione relativa ad una equazione ai  differenziali totali 
di primo ordine, di cui i coe5cienti sieno rappresentati dalle X2, ... ,YH. 

Dalle medesime ( I l )  si ottengono le altre: 

e combinando poi la (11) colla (13) si ottiene: 

la  quale comprende corne caso particolare la (13) per II = i, e che per k = j  
è una diretta conseguenza della (11). 

Dimostriamo ora quanto abbiamo sopra asserito, che cioè le precedenti 
condizioni, oltrecchè necessarie, sono anche sufficienti perchè l'equazione (1 )  
sia completamente integrabile. 
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6 Pas c a l : Introduxiotze alla teoria invariuntiva delle equaxioni 

Consideriamo la equazione (di primo ordine) : 

sussistendo le relazioni (14), questa è completamente integrabile, e 
varsi uria funzione q, il cui differenziale primo, a meno di un fattore, 
col primo rnembro di (17). 

Intanto le relazioni ( 5 ) ,  per il modo stesso con cui sono state 

(17) 

pub tro- 
coincida 

ricavate, 
sono evidenteinente sufficienti perchè tutte le (4), O, cib che è 10 stesso, tutte 
le (3) sieno soddisfatte da iinn medesima funzione p ,  cioè perchè esse sieno 
f1.a loro compatibili; quando esse sono soddisfatte esisterà percib una fun- 
zione p di c u i  le prime derivate logaritiriiche sono date dalle relazioni (3), 
tale oioè che: 

e quindi anche: 
a (P. xi) e (II. xj) -- --. 

axj . ô xi 

Per  tale p si avrà dunque che il primo membro della (17) moltiplicato 
- 

per p stesso, riuscirà il differenziale esatto di una funzione y ;  con tale p e 
tale 9 resterii. soddisfatta l a  prima delle (2), e quindi poi per effetto della 
(18), anche la seconda delle (2) stesse. Con cib è dimostrata la  sufficienza 
delle condizioni. 

3 2. CONPLETA I N T E C ~ R A B I L I T ~  ni UN SISTEMA DI EQUAZIONI DI TlPO OENERALE 

A I  DIPFERENZIALI TOTAL1 DI 2' ORDINE. 

Consideriamo ora, anzichè una sola, un sistema di m equazioni come 
quelle considerate ne1 paragrafo precedente; iinmaginiamole risolute rispetto 
ai  differenziali secondi di m delle x, e scriviamole quindi come segue: 
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d i  tipo gerzerale ai differenxiali totali d i  second'ordine. 7 

dove sia 
xij,. = Xji,. . 

Diremo che il sistema (1)  è completamente in tegmbi le ,  quando esso si 
pub integrare con m equaziorii finite fra le x, conteneriti rtltrettante costanti, 
e iisolii1)ili rispetto a queste, cioè quando si possono trovare m fiinzioni 
delle z, di cui il sistema dei differenziali totali secondi eguagliati a zero, 
rappresenti un sisterna equivalente al dato (1); in ta1 caso eguagliando a 
costanti le m supposte funzioni si hanno le m relazioni di cui si è parlato 
di sopra. 

Secondo questa definizione, perchè il sistema (1) sia cornpletamente in- 
tegrabile, bisogna e hasta, che si possano trovare m sistemi indipendenti 
di m funzioni p, . . . p, tali che moltiplicarido rispettivamente i prinii membri 
delle (1) per le p di ciascun sistema, e sommando, si abbia un differenziale 
secmido totale esatto; vogliarno trovare le condizioni necessarie e sufi- 
nienti a cib. 

Moltipliehianio queste equazioni rispettivamente per pi..  . p,, sommiamo, 
ed esprimiaino le condizioni peïchè ta1 somma sin il differenziale totale se- 
condo d i  unit funzione <p di tutte le variabili; si hanno allora le relazioni : 

111 

r=l  ôxi d x j  
( i , j = l ,  2 ,..., n) ,  

dalle quali otteniamo : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 P a s  c a 1: Introduzione alla teoria inuarimatiua delle equaxz'oni 

donde : 

m 
a y p r X i r  w, 

1 r I  

= 2 p+ Xjii,r per qualunque j a v=l 

Dalle (2) si ha  inoltre : 

(2) 

e solo yer i= 1, 2 ,  ... n-ni. (3) 

mentre, sviluppando la (3), sostituendo in luogo delle derivate delle p i loro 
valori dati dalle (2), e scambiando oppnrtunainente alcuni indici, si ottiene 
l'altra relazioiie 

la quale vale per qualunque j, e per i = 1 ,  2,.  . . , n - m ,  e che dà luogo 
quindi ad n (.n .- m) equazioni lineari omogenee fra le m quantità p, . . . p,. 

Dalle equazioni (4) e ( 5 )  ricaviamo le condizioni richieste. Ammesso che 
esistano gli m sistemi di funzioni p,  e sieno 

il determinante di queste deve essere diverso da zero, gincchè chiamando ri- 
spettivamente 9,. . . pm quelle rn funzioni corrispondenti a oiascuno degli m 
sistemi di p rappresentati dalle varie linee della tabella (6), e di mi ,  gjusta 
la definizione, il sistema dei differenziali secondi eguagliati a zero: 

coincide col sistema (l), ne risulta che le (7) devono essere, corne le (l), ri- 
solubili rispetto ai 

dC Xn-rn+i . . dg rn 

i oui coefficienti sono le derivate' prime delle cp rispetto alle rH-,+, . . . X n ;  

percib il determinante funzionale delle y rispetto a tali variabili deve essere 
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d i  tipo generate a i  differenziali totali  d i  second'ordine. 9 

diverso da zero. Ma avendosi per le formole di sopra 

il suddetto determinante funzionale non è altro che quel10 delle p, e percib 
questo è diverso da zero. 

Di qui ricaviarno subito una conseguenza importante relativa alla for- 
mola (5), giacchè. fissando una determinata coppia di i j ,  e scrivendo tutte 
le equazioni come le (5), facendo perb solo variare le p da quelle di un 
sistema a quelle di  un'altro, si ha un sistema di m equazioni lineari omo- 
genee, di cui i coefficienti sono tutte le p della tabella ( 6 ) ,  e poichè il de- 
terminante di queste è diverso da zero, si deduce che ciascuna delle quan- 
tità contenute nelle parentesi quadre deve essere zero, cioè si ha, come con- 
dizione necessaria : 

Queste sono alcune delle condizioni richieste e sono di un tipo del quale 
l'analogo non interveniva nell'altra ricerca da  me fatta, e citata in principio, 
relativa all'altro tipo di differenziali totali secondi. L e  altre condiziini che 
adesso troveremo sono invece del medesimo tipo di quelle trovatc nella citata 
ricerca. 

L e  equazioni (4), formano un sistema di m equazioni ai differenziali to- 
tali f i  le variabili p ed x. Perchè esistano m sistemi indipendenti delle p. 

le quali soddisfino alle equazioni (4), è necessario e sufficiente che queste si 
possano integrare con m equazioni con altrettante costanti arbitrarie, cioè 
che esse formino un sistema di primo ordine completamente integrabile. Ese- 
guendo allora il medesimo calcolo già sviluppato ne1 5 3 del mio lavoro nei 
Math. A m .  (Vol. 54, pag. 411), mutando opportunamente alcuni indici, e 
ponendo come ne1 caso ivi trattato (""), 

(+) Indicando con ( ( i j r ) )  il primo membro di (8) si lia l'estensione del siinbolo ana- 
logo introdotto colla formola (8) del 5 1. 

(*%) 1 simboli che qui  s i  introducono sono l a  estensione dei simboli (9) del § 1. 

Annali & Matematz'ca, Serie III, tom0 VII. @ 9 
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10 P a s  c a  l : Introdzczione alla teoria ànva~iantiva delle equuzioai 

si hanno le condizioni: 

per j ,  h = 1, 2 ,.,. n, t = 1 ,  2 .  ,. 112, T = 1, 2 . . .  m. Si ha  dunque che de- 
von0 essere zero tutti i simboli (9), iiei quali il terzo indice è maggiore di 
n - m ;  pub mostrarsi perb, seguendo anche qui una via analoga a quella te- 
nuta a pag. 412 del lavoro ckato, che devono essere zero anche tutti gli 
altri nei quali il terzo indice abbia valore qoalanque. È da notarsi peraltro 
che, mentre nell'altro caso queste nuove condizioni erano iiidi pendenti dalle 
precedenti, e quindi necessarie ad aggiungersi per ottenere il sistema totale 
delle condizioni, in questo caso invece cib non è necessario perché, come fa- 
rerno vedere di qui  a poco, le indicate nuove condizioni sono conseguenze 
delle (8) e (10). 

Mostriamo intanto come possa dedursi direttamente I'annullarsi dei oim- 
boli (9) in cui il terzo indice sia minore o iiguale ,z n - nz. 

Basterà osservare che dalle relazioni indicate al principio di questo pa- 
ragrafo, possono ricavarsi le : 

dalle quali, tenendo conto delle (2), si ricavano delle re1:tzioni lineari orno- 
genee nelle p, i cui coefficienti sono precisamente i simboli (9); facendo al- 
lora un ragionamento analogo a quel10 già fatto di  sopra, e per il quale 
dalla sussistenza delle ( 5 )  si ricavava l'annullarsi di ciascun coefficiente delle 
medesime, si deduce, come abbjamo gjk annunziato, l'annullarsi identico di 
tutti i simboli (9). 

Ma, come abbiamo già detto, fra tutte le condizioni rappresentate dal- 
l'annullarsi delle parentesi (9), basta limitarsi a considerare solo quelle ne1 
cui simbolo il terzo indice è sempre maggiore di n - m. 

E in effetti deriviamo (8) rispetto ad x h ,  indi scambiamo j con h., e poi 
sottragghiamo i due rjsultati. Si ottiene: 
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d i  tipo generale ai differenxiali totali d i  second'ordjne. 11 

I n  queste in luogo delle derivate delle Xi, poniamo i loro valori ric,a- 
vati dalle (8), e raccogliendo allora opportunamente i termini, si ha  la re- 
lazione: 

donde si vede appunto che, se sono soddisfatte le (8), l'annullarsi di quelli 
fra i simboli (9), nei quali il terzo indice è rnaggiore di tz - m, porta con 
se l'annullarsi di tutti i rimanenti. 

A proposito della introduzione dei simboli (9), è utile ricordare che fra 
essi sussiste la relazione identica, facile a verificare: 

h k r ]  f [ h l c j r ]  + [ k j h r ] = O .  

Le condizioni cos1 trovate necessarie per la  completa integrabilità del 
sistenia (l), sono le (8) e le (10). A completare la ricerca, resta naturalmente 
a far vedere che esse sono anche suflcienti. 

Consideriamo per cib il sistema di equazioni lineari ai  dif'ferenziali to- 
tali di primo ordine: 

Colle poste condizioni, questo è un ovdinario sistema d i  1.0 ordzize cotn- 
pletanzente integrfihile. 

Infatti, perchè cib sia, posto: 

dovrà aversi : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



12 P a s c  a 1: I?ztvodzcxione alla teorin invariantiua delle equaxioni 

cioè : 

Ora cib si ha  infatti, giacchè mutarido nella (8) i con j, e sottraendo 
si ha: 

ponendo poi in (8) j = n - m + IL, moltiplicando per .Xj,h, indi scambiando 
j con i, sottraendo i due risultati, e facendo la somma rispetto ad 14 da 1 
ad m, si ha:  

111 >FI 

3' Xjh ((i, n - rn + IL, r)) - L, Xih ( ( j ,  n - m + h, Y)) = J 
I F 1  11=I 

the combinata colla precedente e tenendo conto che le (( )) sono zero, dà 
luogo esattamente alla (12); quindi il sistema (11) è, corne si diceva, com- 
pletamente integrabile. 

Quando sono soddisfatte le condizioni (IO), per il modo stesso col quale 
le abbiamo ricavate, si ha  che il sistenia (4) di equazioni lineari ai differen- 
ziali totali di primo ordine fra le variabili p e x, è completamente integra- 
bile, e quindi esistono m sistemi indipendenti delle p, che Io soddisfano. Per  
le p di ciascuiio di tali sistemi sono soddisfatte tutte le (21, e ammesso poi 
d ie  sieno soddisfatte le (8), e quindi le (51, resteranno identicamente soddi- 
sfatte anche le (3). 

Ora io dico che moltiplicando le (11) rispettivamente per ciascuna delle 
p di uno dei trovati sistemi, e sommando, si h a  il differenziale primo esatto 
di una funzione y ;  in ta1 nianiera da ogni sistema d i  p si ha  una y e quindi 
si hanno in tutto gli m integrali di (11). 

E infatti, essendo verificate le (2) e le (3), ponendo nelle (2) 

indi scambiando i con IL, e sottraendo le due formole, e inoltre scambiando 
iielle (3) i con j e sottraendo anche le due relative formole, si ottengono le 
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d i  tipo generale ai dif ferenzidi  totaii d i  second'ordine. 13 

due altre: 

le quali dimostrano senz'altro quanto. abbiamo as~er i to  in riguardo al si- 
stema (11). 

Con i trovati nz sistenii di p si hanno diinque m funzioni y ,  tali che 

donde, derivando la seconda di queste rispetto a j, 

e quindi per effetto delle (3), si ha  poi infine 

L a  sussistenza delle (14) e (15), dimostra senz'altro che il sistema (1) è, 
giusta la definizione, cornpletamente integralde, O quindi resta dimostrato che 
le condizioni (8) e (IO) sono a cib sufficienti. 

Prima di terminare questo paragrafo, vogliamo ancora notare un risul- 
tato di cui ci serviremo in seguito, avendo esso un'importanza notevole per 
le cose che avremo poi a dire. 

Come dalle eqaazioni stabilite su1 principio di questo paragrafo, elimi- 
nando la funzione y ,  ne abbiamo ricavate le (2) e le (3) ,  e quindi tutte le 
seguenti, cos1 eliminando invece fra le medesime, le pi . . . p,, si ottiene il 
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14 P a s  c a 1 : I n  troduxione alla teoria invariantiva delle equazioni 

seguente sistema di equazioni a derivate parziali, lineari omogenee di primo 
e di secondo ordine cui devono soddisfare le funzioni y :  

* 

Torneremo, come. abbiamo detto, sullo studio di questo sistema, che noi, 
n simiglianza di quanto si usa fare nella ordinaria teoria dei sistemi di equa- 
zioni pfaffiane, chiameremo sistemu aggiunto del sistepna (1). Per  ora ci li- 
mitiamo a osservare che il sistema rappresentato solo dalle (16) é l'ordinario 
e noto sistema aggiunto delle equazioni (di primo ordine) (Il!, e che quindi 
esso é un sistema cotnpleto (O meglio detto, tenuto conto della forma che 
hanno le sue equazioni, un sistema Jacobiarco, secondo la  nota denominazione 
di CLEBSCH), quand0 il sistema (1) è completamente integrabile ; infatti in ta1 
cas0 è, come abbiamo sopra dimostrato, anche il sistema (11) completamente 
integrabile. 

Osserviamo inoltre che il sistema (17) è della medesima forma di quel10 
da  me già introdotto ne1 $ 1, di un lavoro pubblicato recent,emente nei 
Rend. dell'lst. Lomb. (*), e da me denominato completo, quando, appunto 
come si verificw ne1 nostro caso, sono zero tutte le parentesi quadrate 
F, h ,  k ,  YI- 

Dalle cose sviluppate in questo paragrafo risulta che le corcclixioni per 
la com~p2eta in teg~abi l i tà  del sistewtu. (l), cioè le condixioni (S), (IO), bastano 
pemhè tutte le equazioni (17) abbiano m integrali indipendenti comuni ,  e 
questi sieno precisamente yuetli 1-elativi ab sistema completo (16); si ha cosi 
la risoluzione di un sistema completo di second'ordine, mediante uno ordinario 
di primo ordine. 

(") S o p a  certi sistemi di equazioni a derivate parziali lz'îzeari onzogenee di second'or- 
dine. Rend. 1st. Lomb. (2), t. 34, 1901. 
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5 3. TRASFORMAZIONE DI UNA FORMA AI DIFFERENZIALI TOTAL1 DI SECOND'ORDINE. IN- 
VARIANTE SIMUI~TANEO DI UNA SIFFATT-4 FORMA E D I  UN'ALTRA A DERIVATE PAR- 

ZIALI LINEARE OMOQENEQ DI SECOND'ORDINE. 

Sia data una espressione U del tipo 

cioè il primo membro di una equazione come quelle considerate ne1 3 1 ,  e 
che noi, -per brevità, vogliamo chiamare una forma a i  differenxiali totali d i  
second'ordine, e immaginiamo operata una trasformazione delle variabili x in 
altre variabili y : 

Yi = f i  (xi ZS 7 . . - 2,)- 

La forma trasforrriata sia : 

Essendo 

si hanno evidentemente le formole 

Consideriamo ora una espressione del tipo : 

(cioé come il primo membro di una equazione a derivate parziali, lineare orno- 
genea di second'ordine) intendendo colle E delle fiinzioni delle r ,  e con F una 
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16 Pas c a 2 : Introduzione ulla teoria invaritcntiva delle equazioni 

funzione indeterminata; per brevità noi chiameremo una espressione come (3), 
una forma alle deriva,te parziali di second'ordine. 

Operando sulla (3) la medesima traformazione adoperata di sopra, essa 
diventa 

dove i coefficienti hanno evidentemente i scguenti valori 

Con queste formole è facile dimostrare il seguente importante risultato : 
la  esp~essione 

è un invariante simu2taneo delle due forme (l), (3), esso ci08 resta inalte~ato 
per qualunque trasformaxione d i  uariabili. 

Come si vede, si ha cosi la precisa estensione di una proprietà ben nota 
della teoria invariantiva delle ordinarie forme pfaffiane. 

Infatti formiamo mediante le formole (2), (4) la espressione 

e otteniamo : 

Ora si ha identicamente 

a X k  a y h  V- -- - O ,  se k è diverso da  i 
h a y h  axi 

= 1, se k è uguale a i, 
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d i  tipo generale a i  d i ferenz ia l i  totali d i  second'ordine. 17  

donde si ricava l'altra formola identica 

di qui si vede che la somma del secondo e terzo termine nella formola su- 
periore, si annulla identicamente, ed inoltre i termini, compresi ne1 trip10 
sommatorio della prima parte della medesima formola, nei quali è k diverso 
da i sono anch'essi zero, e cosi similmente sono zero quei termini dell'ultima 
parte (il sommatorio sestiiplo), nei quali la coppia di indici h ,  k è diversa 
dalla coppia i, j. L a  formola precedente si riduce cosi esattamente alla 
espressjone di 1\., che è quanto si roleva dimostrare. 

Se  in luogo di  una forma alle derivate parziali del tipo generale (3), 
ne consideriamo in particolare uns  in cui le [ i , j  sieno tutte zero, la forma C. 
diventa semplicemente di primo ordine, e propriamente essa potrebbe inter- 
pretarsi allora come il simbolo di un'ordinaria trasformazione infinitesimale. 
Ponendo nell'invariante A, le E i q j  eguali a zero, ~i ottiene 

come invariante sirnriltaneo della forma differenxiale data, e d i  wzcn trnsfor- 
mazione infinitesimale; questo invariante è il medesinzo che quel10 relativo 
alla stessa trasformazione infinitesimale e alla forma dz.erenzin1e lineare d i  
primo ordine 

la qiiale ha per coefficienti quelli che nella forma di secondo ordine C, sono 
i coefficienti dei differenziali secondi delle variabjli, e che h a  il più intimo 
rapport0 colla forma U. 

A questo proposito notiamo infatti che la  forma differenxiale U,  pzd 
sempre esprimersi come somrna del diferenxiale totale dellu formu T, e d i  
und ordinaria forma dzyerenxiale yuadratica d i  p s h o  ordine; giacchè avendo 
presenti i simboli jntrodotti colla formola (8) del 5 1, pud sempt-e sw ivemi  
iden ticanaen te : 

U =  d V +  P 2 ( ( i i ) )  d xi d r j ,  
i j (7) 

formola della quale avremo occasione di servirci. 
Annali di Matematica, Serie III, tom0 VI[. 
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18 P a s ca l :  J ~ t r o d u x i o ~ e  ulla teoria invariaia,ztiiua delle equaxioni 

8 4. SISTEMA AOQIUNTO DI UN DATO SISTEMA DI EQUAZIONI 

A i  DIFFERENZISLS TOTAL1 il1 SECOND'ORDINE. 

Sia dato un sistema di m ( < n )  equazioni ai differenziali totdi di se- 
cond'ordine : 

Formiamo con coefficienti 5 indeterminati gli invarianti A ,  e eguaglia- 
moli a zero, cioé formiamo le "rn equazioni lineari : 

colle incognite ( in numero di v = * ( ~  '- 3, 3 e imrnaginiarno ricnvati tutti 
2 

i possibili sistemi di valori per le incognite. Pacendo l'ipotesi che iL si- 
stenza (1) sia formato di equaxioni linearfnente i ~ d i p e n d e n t i ,  cioè che Non sia 
zero la matrice 

vi saranno esattamente Y - 9% s i~temi  ind$endenti di soluzioni per le inco- 
gnite t ,  cioè siçtemi dei quali non è zero la matrice. Contras~egniamo con 
un indice s, variabile da 1 a v - m ,  e messo in ultimo posto s ciascuna 
delle 5 ,  i vari sistemi, per modo che la mxtriw delle 5 di tutt i  i sistemi 
cos1 trovati, assume la seguente Forma: 

5 , ,  - [ni t ,  Snni 

- . . . . . . . . . , .  
t f , v - m  . . . L J v - m  t ; i l y  -m . . tn7n,2-rn 

Gli elementi 5 soddisfano alle relazioni: 

e la matrice (4) è diversa da zero. 
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Formiamo ora il siGema di Y - nt equazioni lineari alle derivate par- 
ziali di second'ordine, di  cui il primo membro sia del tipo d i  quelli consi- 
derati ne1 $ precedente, e di cui i coefiicienti sieno precisamente le 5 ora 
trovate : 

Diremo che il sistema (5) è il sistema aggiunto del sistema dato (l), e 
cib, com'è evidente, estendendo untl nota definizione riguardante i sistemi 
ordinari di equazioni pfaffiane. Corne si vede il sistema sggiunto ( 6 )  è unit0 
invariantivanzente al sistema dato, essendo zero gli invarianti simultanei (5). 

Le equazioni del sistema dato e del sistema aggiunto possono porsi sotto 
una forma caratteris'tica. 

Infatti consideriamo la matrice: 

Se moltiplichiarno gli elementi della prima colonna per Xsr, quelli della 
seconda per &,,, ecc., quelli della nn8* per ,Y,,,,, quelli della (n, + l ) l n a  per 
,X,,,, e cosi di seguito, e facciamo la somma dei prodotti cos1 ottenuti, te- 
nendo conto dell'annullarsi dei primi membri delle (l), e delle ( 5 ) ,  si ha su 
ciascuna linea identicamente zero; il che ~nostra che col2'eguayZiare a zero 
tutti i determinanti d i  ordine Y - wz + 1 della matrice (7), si ha upz sistema 
d i  equazioni equivalente al sistema (1). 

In  modo simile si riconosce che il sistema (6) pub essere rappresentato 
eguctgliando a zero tutti i determinanti di ordine m + 1 della matrice: 
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È evidente che se ad una (O più) equazioni del sistema (1) sostituiamo 
uns combinazione lineare di tutte, il sistema delle (2) resta inalterato, e 
quindi il sistema aggiunto non muta; possiamo p e r c 3 .  dire: il sistema ug- 
gizinto .resta inalterato sostituendo al sistema dato un altro eqzlivalente. 

Inoltre è chiaro che la reluzio~te fra i due sistemi ( l ) ,  ( 6 )  è recip~ocu, 
perchè reciproche sono le equazioni (2). 

Supporiiamo che il sistema (1) sia sotto la fornia ad esso data ne1 prin- 
cipio del $ 2, c.ioè risoluto rispetto ai  differenziali secondi di m delle variabili, 
ed esaminiamo quale forma possiamo assegnare al sistema aggiunto. 

Dobbiamo naturalmente qui amrnettere che tale risoluzione sia possibile 
e quindi che la matrice ~appresentata dalle prime 1.1 colonne d i  (3) sia di- 
versa da zero. 

1 coefficienti della r21ia equazione sono allora rispettivamente i seguenti : 

e quindi le equazioni (2) diventano : 
?t-m 12 It 

+ -  X j = 0  ( 1  n ) .  ( 9 )  
k=1 i=l j=l 

Dovendo scegliere v - m sistemi indipendenti di soluzioni per le inco- 
çnite 5,  scegliamo arbitrariamente, in v - rn modi diversi e indipendenti, i 
valori delle v - m incognite : 

5 1  . . . En-91, 5 1 1  * . ti,j. E9,,,z, 
e propriamente possiamo fare tale scelta, ne1 modo più seniplice, facendo che 
la matrice quadrata di essi valori abbia tutti gli elementi zero meno quelli 
della diagonale principale che possiamo porre eguali a 1 ; il sistema di va- 
lori cos1 ottenuto è certamente tale che la matrice (4) è diversacda zero. 

Le equazioni (9) clnnno allora per le rimanenti 5,-,,,+,., valori semplicis- 
simi, e propriamente: 

,Yi, per il primo sistema 

Lx,. per il secondo sistema 
. . . . .  a . . . .  

XH,,,. pei 1' ultirno sistema 
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ossia i n  generale si avrà, adoperando le notazioni come sopra: 

tks = O per k = 1, 2 , .  . . , n - m, e s diversa da k 

. [,,=1 per s=1,  2 ,..., t t - m ,  

L-m+,;s , xj,. per s maggiore di tz, e corrispondente propriamente 
all'indice di quel posto in cui nella matrice (4) è 
stato classificato il doppio indice i, j. 

L e  equazioni (6) diventano semplicemente le seguenti: 

. 
+ 5 xijraz a P  = O  ( i , j = l ,  2 , . , . ,  f i ) )  

aziaxj n-m +r 

le quali, corne si vede, sono yrecisamente quelle trovate ne1 5 2 (formole 
(16), (17)), e che rappresentavano allora quel sistema di equazioni a deri- 
vate yarziali cui soddisfacevano le m soluzioni comuni del sistema dato, ne1 
cas0 della completa integrabilità. 

Abbiamo dunque la precisa estensione di un risultato relativo alle ordi- 
narie equazioni yfaffiane, e cioè quando il sistema dato di m equaxioni ai 
differenxiali totali d i  second'ordine, è completamente integvabile, allora il 
sistemu aggiunto è soddisfatto du m e non p ih  di nl iiztegrali comuni. 

In  generale è facile mostrare che quado la matrice rappresentutu dalle 
prime n colonne d i  (3) è diversa da zet-o, cioè pando le equaxioni 

sono linearmente i~zdipendenti, ovvero anche quando Ze (1) sono risolubili ri- 
spetto ad & dei differenziali secondi delle z, i l  sistema aggiunto di (1) coii- 
tiene semnpre le equaxioni del sistemu aggiunto di 

il quale è un sistema di equazioni pfaffiane, avente, come si è visto ne1 pa- 
ragrafo precedente, il più intimo rapport0 col sisterna dato. 
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Basterà, per riconoscere la verità di quarito si è qui asserito, osservare 
che, essendo rn minore di 12, fra i sistemi di soluzioni indipendenti delle 
equazioni (2), se ne possono scegliere allora sempre n - m, pei quali tutte 
le 5 ,  sieno zero. 

Nella ricordata teoria dei sistemi di primo ordine, si sa che, ne1 caso 
indicato, il sistema aggiunto è un cosiddetto sistema coxnpleto, avendo la 
proprietà che le parentes i  d i  POISSON effettuate coi primi tnembri di due delle 
sue equazioni, si esprimono linearmente mediante i primi membri medesimi. 

Ora  è ri~nat.checole che u n a  proprietà perfettarnente analoga suss is te  
anche per i l  cnso pi& comnplesso che n o i  qui c o n s i d ~ r i a m o ,  e cib dimûstre- 
remo ne1 seguente paragrafo. 

È utile intanto notare che le  sole epuazioni  (10) forlnano i l  s is tema ug-  
giiinto delle equaxioni d i  p r i m o  ordine  ( 1  1) de2 ,$ 2. 

5 5. SISTEMA COMPLET0 DI EQUAZIONI LINEARI OMOGENEE 

ALLE DERIVATE PARZIALI DI SECOND'ORDINE. 

Dimostriamo quanto abbiamo asserito alla fine del paragrafo precedente. 
Indichiamo con Fh l'operazione : 

I o  dico che questo sistema di operazioni soddisfa alla proprietà c h ,  
q u a d o  i l  sistelna dato  dl: eyuaxiorzi a i  clifferenziali to tal i  d i  second'ot.di~le 
((1) del ,$ 2) è completamente integraOile, a l lora  le operazio& cornposte 

s i  e s ~ w i m o n o  i n  gercerale l inearmente mediante  le operazioni pr imi t ive  ?ne- 
desinae. 
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P e r  la  prima delle (3) la cosa è evidente, giacchè, come abbiamo già 
osservato ne1 paragrafo precedente, il sistema delle f i  è precisamente quello 
che corrisponde al sistema aggiunto del sistema (11) del 3 2, il qurtle, come 
abhiamo a suo tempo dimostrato, è appunto un sistenia completamente inte- 
grabile quando 10 è il dato, e quindi, per una proprietà conosciuta dei si- 
stemi di primo ordine, e propriamente per qiiella stessa proprietà che vo- 
gliamo qui estendere al caso del second'ordine, i l  sistema delle f i  è conz- 
pleto, cioè le parentesi 

(FIL Fi) 

si esprimono come combinazioni lineari delle Fh; aimi ne1 nostro caso p w  
la speciale forma che hanno le F, tali parentesi sono zero. 

Calcolando la parentesi (f i  Fi,j) si trova: 

che possiamo scrivere identicamente: 

Calcoliamo il valore della espressione contenuta nell'ultima parentesi qua- 
drata, e facciamo vedere che essa pub espr ime~si  mediutde i due simholi 
fondarnentali itztrodotti ne2 5 2. 

Infatti avendosi 

( (h  i s)) = as - XhI< - 
8 xi 2 X h r  X,n-m+r,$ 

r=l 
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sostituendo questo valore nella sopra indicata espressione, e tenendo conto 
del valore del simbolo [h, j, i, s] dato dalla formola (9) del $ 2, la suddetta 
espressione pirb scriversi : 

che per brevità indicheremo col simbolo 

[[b i, j, sll, 

per modo che otteniamo infine la formola 

la quale formola dimostrrt il nostro assunto, perchè essendo zero, quando il 
sistema dato è completamente integrabile tutti i simboli (( )) e [ 1, (vedi 
$ 2), e quindi anche i simboli (5),  dalla (6) appare subito che la (FI, Fij) si 
esprime in ta1 caso linearmente mediante le operazioni di second'ordine rap- 
presentate dalle P con due indici. 

Calcoliamo ora il valore della terza delle (3). 
Si h a :  
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che indicheremo col simbolo a cinnque indici:  

[ [i, j1 hl 4 tl 1 , 
per modo che si h a :  

Questa formola dimostra appunto quanto abbiamo asserito in principio, 
che cioè, quando il sistema dato è completamente integrabile, allora, essendo 
zero i simboli (€9, perchè formati mediante i simboli [ 1, che in ta1 caso 

Annali di Makrnalica, Serie 111, tom0 VI1 4 
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,sono zero, la operazione (F,, Fhk) si esprime linearmente mediante le ope- 
razioni rappresentate dalle B con doppio indice. 

L'analogia con i sistenli di primo ordine resta cosi completamente sta- 
bilita. 

Quando le operazioni F h ,  Fij soddisfano alla proprietà qui indicata, noi 
diremo che il sistema delle v - m equazioni lineari omogenee alle derivate 
parziali di  primo e di second'ordine 

formano un sistema completo. 
Ne1 caso in cui si abhia. un sistema di forma generale di Y - i n  

( v  = 
equazioni a derivate parziali lineari omogenee di second'or- 

2 

dine (v. formole (6) del $ 4), la definizione d i  sistema cowzpleto si riduce 

alla seguente: si immagini risoluto il  sistema rispetto alle (n + l' derivate 
2 

seconde, e rispetto ad n - m delle derivate prime; esso sarà cos1 ridotto alla 
forma (IO), e il primitivo si dirà completo, quando ridotto a ta1 forma sod- 
disfa alla sopra indicata definizione. Naturalmente bisogna presupporre le 
solite condizioni, perché sia possibile la detta risoluzione, e queste condizioni 
sono : che nella matrice (4) del § 4 (matrice di tutti i coefficienti delle equa- 
zioni date), almeno uno dei determinanti di ordine Y - m  formati con tutte 

le " l) ultime colonne, e con altre n - rn delle rirnanenti, sia diverso da 

zero. Corne si vede dunque, la definizione di sistema completo di second'or- 
dine non si pub applicare direttamente alle equazioni sotto la forma data, ma 
bisogna suppoïre una previa risoluzione di queste, almeno che non si voglja 
mutare in modo opportun0 la definizione stessa. 

Ci6 costituisoe una differenza caratteristica fra questo caso e quel10 dei 
sistemi di primo ordine, e 1s differenza proviene da cib che mentre, sup- 
posto Fh un'operazione d i  primo ordine, e moltiplicandola per unn qualunque 
funzione + (x), le parentesi 

('#.Fh7 x - F i )  

si eeprimono anche linearmente mediante le F, se tale proprietà hanno le 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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parentesi 

(Fh, Fi), 

il medesimo non accade più invece quando le F sono operazioni di secondo 
ordine, come è facile verificare. 

Si  potrebbe, modificando in modo opportuno solo la forma della defini- 
zione di sistema completo data di sopra, (senza perb alterarne la sostanza,) 
fare in modo che essa sia applicabile direttamente ad un sistenia generale 
come il (6) del $ 4, le cui equazioni non sono che conibinazioni lineari 
delle (10) e ( 1  1) del medesimo paragrafo; non crediamo perb necessario per 
ora di far cib. 

Osserviamo infine che la definizione data da me in un altro recente la- 
voro citato al $ 2 ,  è diversa da quella qui data, partendo da un diverso 
punto di vista. 

L a  teoria invariantiva delle espressioni pfaffiane (di primo ordine) è fon- 
data notoriamente sullo studio dell'applicazione di una trasformazione infini- 
tesimale sui primi membri delle equazioni medesime; paimtendo dalla teoria 
dei gruppi ampliati, si trova qual' é il risultato della detta applicazione, 
indi la condizione perchè si possa dire che quelle equazioni amm,ettono una 
trasformazione infinitesimale, e infine si trova un legame assai intimo ed 
elegante fra le condizioni della cornpleta integrabilità del sistema dato di 
equazioni, e la sua invariantività rispetto alle trasformazioni infinitesimali 
rappresentate dai primi membri del sistema aggiunto; si trova cioè che l'una 
cosa equivale precisamente all'altra. 

Ora noi ci proponiamo di estendere al caso nostro appunto tutto questo 
assieme di risultati e teoremi, e troveremo, il che ci sembra notevole, che 
sussistono risultati assai analoghi; in luogo delle operazioni rappresentate 
dalle solite trasformazioni infinitesimali, interverranno ne1 nostro caso altre 
operazioni F, di cui alcune (quelle ad un indice) possono ancora considerarsi 
come trasformazioni infinitesimali, ma altre sono operazioni di second'ordine. 
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Sieno date delle operazioni come le (1) e (2) del $ 5;  per evitare con- 
fusioni, noi scriveremo le medesime con altri coefficienti, e porremo : 

8 In a (D, - 
-k x y+ a xx-m+s (i, j = J . ?  2 ,  ..., n ) ;  a xi a xj ,=, 

le poasono intendersi come ordinarie trasformazioni infinitesimali, e le 
sono dellé operazioni di second'ordine. 

Moltiplichiamo una qualurique delle 4 per una  funzione qualunque $ 
delle x, e formiamo più generalmente le operazioni : 

Vogliamo prima di tutto definire che cosa intendiamo per : operare una 
delle (3) O (4) sztl p r i m  membro d i  una epuazione a i  differenziali  totali d i  
second'ordine : 

Se Ar fosse una funzione $nita delle variabili, nessuna di6coltà v i s a -  
rebbe ad iiitendere il significnto delle operazioni (3j e (4)  applicate sopra 
di essa, ma la, necessità della nuova definizione proviene da cib che A, è una 
espressione differenziale. 

Nella teoria ordinnria delle equazioni pfaffiane per trovare il risidtato 
dell'applicazione di una trasformazione infinitesimale (operazione di primo 
ordine) su1 primo membro di una di esse, si ricorre alla teoïia dei gruppi  
amnplinti, riconducendo cos1 la questione a quella dell'applicazione di una tra- 
sforinazione infinitesiinale ampliata su di una funzione $&a; si ottiene in ta1 
modo una forrnola la quale si potrebbe stabilire fin da1 principio come defini- 
xione (v. p. es. alla pag. 100 dell'opera. di E. v. WEBER, citata nella prefaz.) e 
che mostra che i l  sijnbolo di u n a  trasfowaazione infinitesimale s i  applicn ad 
ztrta espessione differenxiale, perfettamente conte u n  ordinario sinzbolo d i  de- 
7.ivccziorze d i  prinzo ordine, i l  quale sia perwm'abile col sivnbolo d che figzrra 
~zell 'espessione diferelzxiale. 

Yer trovare ora la riclliesta definizione noi cercheremo di conservare 
inalterato questo principio e quindi, se si tratti dell'operazione di primo or- 
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dine Yh, scr iverem sen$altro, per deJinixions : 

Se si tratti invece della operazione di secondo ordine \Y, dobbiamo os- 
servare quanto segue: la 'Yij é composta di due parti di cui la prima è 

a2 
+ a (7) 

e l'altra è una operazione di primo ordine, la quale quindi si applica ne1 
modo anzidetto. 

Operiamo (7) su di una espressione del tipo : 

e gli ultimi due termini li possiamo identicamente scrivere : 

e per 10 scambio delle operazioni 

col simbolo operativo d, noi scriveremo infine per definizione: 
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Se poi A fosse a sua volta una espressione differenziale d C non si pre- 
senterebbe alcuna nuova difficoltà per l'applicazione della operazione (7j, per- 
chb basterebbe nella (8) porre A = d Cl e poi scambjare al solito il s im-  
bolo d con quel10 delle operazioni da  effettuarsi su d C, e cib sempre per. 
dejnizione. 

Qzceste definixioni bastano per potere applicare su di  m a  espressione, 
come A,, una operuzione rappresentata da una qualu~zque co~nbinazione 1ineat.e 
delle ope~axioni (1 )  e (2). 

Colla formola (8) otteniamo: ' 

colla qua1 formula generale potrebbe facilmente calcolarsi il risultato dell'o- 
perazione Yij su A,, e si riconosce subito che ta1 risultato è naturalmente, 
come A,, una espressione lineare ai differenziali totali secondi. 

Vogliamo solo notare in che modo si modifica ta1 risultato, quando in- 
vece di applicare Y, su &, la applichiamo al prodotto di una funzione 
finita A delle variabili x ,  per A, stessa; possiarno servirci della stessa for- 
mola (9) quaudo in luogo di d B vi si iinmagini posto A , .  

Si vede allora agevolmente che il risultato che si ottiene è il seguente: 

cioè, si ottietae il rnedesimo risultato di prima moitiplicato per A ,  pi& un 

(*) È bene notare, ad evitare equivoci in chi non fosse ancora abbastama addentro ne110 
spirit0 di qaesti  calcoli, che essendo A, una espressione differenziale, non si pub dire che 

a (+ & A,. ) è eguale s J( ( - A,. ), e cib p e r  i prinoipi stabiliti di sopra, mentre  ohe, 

essendo A una espressione finita, s i  puo bensi dire che 
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termine Iineare ira A,, e pi& inJine una espressione lineare nelle 

Passiamo ora a definire che cosa vogliamo intendere col dire : che un 
sistema d i  espressimzi differen~iali, come A,, ammette zina operazione corne 
le (3) o le (4) .  Dobbiamo distinguere secondo che si tratti di una operazione 
di primo ordine (3), ovvero di una operazione di second'ordine (4). 

Diremo che il sisterna delle A, amrnette ovvero è invariabile per una ope- 
razione \Yh, quando il risultato dell'applicazione di questa su ciascuna A, è 
una combinazione lineare delle A, medesime; potendosi le Yh considerare corne 
rappresentanti trasformazioni infiriitesimali, si viene cos1 a definire, in un modo 
perfettamente analogo a quel10 noto e relativo agli ordinari sistemi pfaffiani, 
l'invariabilità di un sistema di A, per una trasformazione infinitesimale. 

Diremo poi che il sistema delle A, ammette ovvero è invariabile per una 
operazione Y,, quando il risultato dell'applicazione di questa su ciascuna A,. 
è una combinazione lineare delle A,, a meno de i  termini 

i cui coefficienti non dipendono, come si vede, che da quelli della A, s11 Cui 
si opera, e dalla funzione +. 

Se in luogo di considerare le operazioni (3, (4) separatamente, consi- 
deriamo poi una somma di esse, il che equivale a considerare una combi- 
nazione lineare, a coefficienti zariabili qualunque, delle operazioni (1) e (2), 
diremo naturalrn~nte che il sistema delle A, anametle oviero è invariabile per 
tale operazione generale, quando ammette ciascuno dei' termini di questa. 

E dopo cib passeremo ad operare su di un dato sistema di A,, le ope- 
razioni rappresentate da1 corrispondente sistema nggiunto, per dedurne, come 
abbiamo detto di sopra, una notevole estensione di un importante teorema. 
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$ 7. RELAZIONE FRA LA COMPLETA INTEGRABILITA DI UN SISTEMA, 

E LA SUA INVARIABILITA PER LE OPERAZIONI RAPPRESENTATE DAL SISTEMA AGGIUNTO. 

Assumiarno il sistema dato di m equazioni sotto la solita forma (1) del 
5 2, per modo che le operazioni rappresentate da1 sistema aggiunto sono pre- 
cisamente le (1) e (2) del $ 5. 

Operiamo, colle regole stabilite ne1 paragrafo precedente, la 

e sviluppando, e raccogliendo opportunamente i termini, possiamo scrivere: 
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Ora osserviamo che le quantità contenute nelle parentesi quadrate sono 
espressioni a noi già note, e che possianio facilmente trasformare mediante 
i due soliti simboli introdotti ne1 $ 2. 

E d  infatti la quantità contenuta nella prima parentesi quadrata, è una 
parte di quella contenuta al primo membro della formola (12) del 5 2 ,  e 
quindi, a meno di sirnboli ( (  )), essa sarà uguale al termine clle occupa il 
terzo posto nella suddetta formola, cioè propriamerite a : 

ponendo per brevità : 

Ln quantità contenuta nella seconda parentesi quadra, è a meno di un ter- 
mine, simile ad un'altra già trovata ne1 $ 5, e propriamente essa B uguale a : 

ed infine le quantith contenute nelle altre due parentesi sono rispettivamente 
(O$ j, r ) )  e ( ( h ,  i, 4). 

Il risnltato della indicata operazione pub dunque scriversi : 

9" a xlIr 
($'Fh.Ar)= 2 + a,z > l - l ~ ~ + s  A, + "5 Q (((a, P, Y))) de r i  + 

SA i=l 1 

Da questa formola appare che, quando il sistemit delle equazioni A, = O 
è completamente integrabile, poichè allorn sono zero tutti i simboli (( ) )  
e [ 1, e quindi anche gli altri [[ 11, e ((( )j ') ,  e il secondo inem1)i.o 
della (3) resta percib una combinazione lineare delle A , ,  il sistema di queste 
è invariahile per le operazioni + Fh,  ovvero per le trasformazioni infinitesi- 
mali, + Fh, essendo + una funzione arbitraria. 

Possiamo quindi anche dire che puando i l  sistema delle A, = O è com- 
pletamente htegrabi le ,  esso ammette tutte le trasforrnaxioni infinitesimali oc- 
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vero tutte le operaxioni della schiera 

dove le +, . . . #,-, rappresentano delle arbitrarie funxioni delle x. 
D'altra parte, se poniamo che il sistenia delle A, ammetta, O è invaria- 

bile, per tutte le operazioni rappresentate da  (4), il secondo membro della 
formola (3), deve per un qualunque sistema di +, ridursi ad una combinazione 
lineare delle A,, e quindi tutti i termini, meno il primo, devono ridursi a zero (*); 
tenendo poi conto dell'arbitrarietà della funzione JI, e quindi delle sue derivate, 
dall'ultimo termine di (3) appare che derono essere zero separatamente i sim- 
boli (( )), cioè devono sussistere le condizioni (8) del $ 2 ;  dunque : 

Se il sistema delle A, è invariabile pe r  tutte le trasformcrzioni in$néte- 
szinali dellu schzéra (4), devono essere zero tutte le espressioni rappresentate 
d a i  simholi ( (hl  i, r)). 

Si potrebbe anche aggiungere che devono essere zero anche tutte le 
espressioni [ [ h ,  i, j, r]], risultato che ci servirà di qui a poco; in quanto 
poi alle altre ( ( (h ,  i, r))), il loro annullarsi è conseguenza di quel10 delle 
((h7 i 7  r)). 

Operiamo ora ancora, colle regole stabilite ne1 paragrafo precedente, la 

JI Fij 
sopra A, .  

Si ottiene (scambiando per comodità in A, gli indici i, j in lz, k) 

(") Bas ta  osservare che, posto il secondo membro di (3) e g u d e  identicamente a 
m 
X 7.s AS , Paragonando i termini i n  d2 x, -,+, , si ha  che le  x s  sono eguali rispettiva- 

s=l 

mente alle $ a Xhr , e qiindi tut t i  gli a l t r i  termini della forrnola (3) devono essere a -,+# 

zero. h c e n d o  poi rj, = cost. s i  deduce l'annullarsi dei simboli [[ ]] e ((( )): separatamente; 
a a s  e f m n d o  = 1 e - = O s i  lia l'annullarsi di ciascuno dei siinholi (( )). 8 xi 6' xj 
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Sviluppando, e racaogliendo opportunamente i termini, possiamo scrivere 

L e  quantità contenute nelle varie parentesi quadre, coll'introduzione dei 
soliti simboli e di quelli del $ 5, sono rispett. eguali a :  

112 a x,. - x. a xhks 
-- 2; X h k s  8 , t jn- -m+s)r  - - 

srrl n - m t s  S=I a xj 

1 1 "2 -- 1 1 
2 x ' p - m + s , v  4 . 8  - 7 2 Xj jn -m+s , r  Xis - - ( ( i j  r ) )  - ( ( j  i Y)), 

2 s=l s=l 2 
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quindi si ha: 

Questa formola fa vedere che se il sistenta delle A, è comp?etamettte itt- 

tegrabile, d o r a ,  essendo zero tutti i simboli conteniiti nelle iiltiine due linee, 
esso ammette, giustcr la  definizione data ne1 $ 6 ,  tzitte le operaxioni della 
schiera 

2 +ij Fij 7 
ij 

(6) 

doue le r a p p ~ e s e ~ t t a n o  delle funxioni arbitrarie delle x. 
Riunendo questo risultato con quel10 dianzi ottenuto possiamo dire : 
Se i l  sistema delle eqzcaxiotzi Ar -- O è completanzente integrabile,  esso 

nntazetterà, ovvero sur& imayiabi le ,  per tutte le uperaxioni della schiera 

dove le 4 sono futzxio)ti avbitrarie, e le P sono le operaziotzi indipetzdenti 
rnppresentcrte dal  sistemu aggiunto a l  dato; la operazione generale (7) pub 
intcndersi corne la aperazione generica della schiera di operazioni individuate 
da1 sistema aggiunto. 

Ma l a  indicata coiidizione è anche sufficie?afe per la completa integra- 
bilitB del sistema dato, giacchè se questo ammette le operazioni (y), in forzn 
di quanto si è detto di sopra, saranno intanto zero tutti i simboli ((i, j, Y) ) ,  
e anche gli altri [ [ h ,  i, j, Y ] ] .  Tenendo allora- presente la  formola (5) si vede 
che,  essendo già zero i termini della penultima r iga ,  se il secondo membro 
deve ridursi, per qualunque $, ad  una. conibinazione lineare delle A,,  a meno 
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dei termini 

devon0 annullarsi separatamente i due sommatori dell'ultima riga, e a causa 
poi dell'arbitrarietà della +, e quindi delle sue derivate, devono annullarsi se- 
paratamente i coefficienti, cioè deve aversi : 

[h ,  i, j, v] + [lz, j, i, 1.1 = O (8) 

[[i, j, h, k, r ] ]  = 0. (9) 

Ora l'annullarsi identico delle (8) porta con sè immediatamente quello 
di tutti i simboli [h,  i, j, Y ]  ; giacchè sussistendo fra questi la relazione 
identica 

[ i l ,  i , j ,  t.] t [il j, h, r ]  -t [ j ,  h, i, 1.1 =O1 (10) 

supposto che (8) sia zero, e quindi che la sia anche 

[j i h v] $- [j h i v] = 0, (11) 

sonimando il doppio di (8) con (10) e ( I l )  si ricava 

3 [h, à, j, r ]  = 0. 

Dall'annullarsi di questi ne viene quello dei simboli (9). 
Essendo cosi zero tutti i simboli (( )) e [ 1 ,  per quanto si è detto 

ne1 €j 2, il sistema dato é completamente integrabile. 
Si ha percib il notevole teorema: 
Coradizione necessaria e suflciente perche ufz sisterna di  eqzraxioni a i  dif- 

feretzxiabi totali di second'oî.dine, sia cornpletamente integrabile, è che esso 
sia Mvariabile per tutte le operaxioni della schiera generale individuata da! 
sistema uggiunto a l  dato. 

Abbiamo cos1 l'estensione di uno dei più importanti teoremi della teoïia 
invariantiva delle equazioni pfailiarie. 

ERRATA-CORRIGE : 

pag. 10, riga 6.", invece di: sislema (5), si legga: sistemz (6). 
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Les transformations de contact entre les 

éléments fondamentals de l'espace. 

(Par E.-O. LOVETT, à Prineelon, New Jersey, ~ t u t s - U n i s  d'Atnh.ique.) 

L e  rble capitale des notions de transformation et groupe dans la  gko- 
métrie moderne mi8 en evidence par l'ouvrage de SOPHUS LIE et les Mémoires 
de MM. BIANCHI, KLEIN, POINCAR$, et autres, est l'inspiration de ce travail qui 
s'occupe avec les transformations de contact entre les éléments les plus es- 
sentiels de l'espace, savoir multiplicitt5s singulières, sphères, surfaces dévelop- 
pables ou applicables, lignes asymptotiques et lignes de courbure, et qui, en 
ce qui concerne la géométrie de l'espace à plusieurs dimensions, se base sur 
un Mémoire recent, Journul de M. Jordan, 1901, où on trouve une appli- 
cation de la théorie de groupes finis à la construction des éléments de la 
géométrie euclidienne ordinaire et différentielle de l'espace à n dimensions, 
et une application de la théorie de groupes infinis h la théorie de la défor- 
matiori de varietés euclidiennes et non-euclidiennes. 

D~FINITIONS ET M ~ ~ T H O D E S  DE D~TERMINATION DES TRANSFORMATIONS DE CONTACT 

DE L'ESPACE 1 12 + 1 DIMENSIONS. 

Un élément de surface est l'ensemble d'un point et d'un plan passant 
par ce point; il a pour coordonnées les coordonriées cartésiennes ( z ,  x,,  
r ,,..., x,) du point et les coefficients de direction p , ,  p ,,..., p, du plan 
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Une multiplicit6 d'éléments est définie par un système d'équations, entre 
les coordonnées 2 ,  si, T ,,..., a,,, pl ,  p ,,..,, pn de l'un quelconque de ses 
déments, satisfaisant à l'équation de PFAFF 

Si ce système se compose de n + 1 équations distinctes, il définit une 
multiplicité d'éléments. 

LIE dit encore que l'équation de  PFAFF (2) exprime que l'élément (2 ,  

.x,, xe ,..., rn, pl ,  pz ,..., p n )  et l'élément infiniment voisin (2 + cl 2, 
x, + d xi, ..., T, + d T ~ )  sont unis. Une multiplicité est alors une famille d'é- 
Idments dans Ia~ixelle chaque élément est uni à tout élément infiniment voi- 
sin de la famille. 

On dit que la transformation 

est une transformation de contact de ' l'espace n -+ 1 dimensions ( x ,  xi ,  
r,, . . . , xn) si elle laisse invariante l'équation de PFAFF (2). 

Il résulte immédiatement de là que ces transformationa forment un groupe 
et sont deux à deux inverses l'une de l'autre. 

L a  définition des transformations de contact est susceptible de prendre une 
forme géométrique si l'on employe les notions de multiplicités d'éléments et 
d'éléments unis. On peut définir une transformation de contact comme une 
transformation d'éléments qui change toujours des dléments 'unis en éléments 
unis, c'est-&-dire qui transforme des multiplicit~s M ,  en multiplicités Mn, et  
LIE a montré que les transformations de contact sont les seules transforma- 
tions en 2, x ,  p qui changent tout système de n +- 1 équations, satisfaisant 
à l'équation de PFAFF (2)) en un système jouissant la même propriété. 

On peut faire la détermination des formes explicites des équations défi- 
nissantes d'une transformation de contact des manières suivantes: 

1.' Au moyen de l'opération d'intégration en employant le théorème 
de LIE, DARBOUX et  MAYER. Pour que' les équations (3)  définissent une tran- 
sformation de contact il faut et il suffit que l'on ait une identité de la 
forme 

1 d ~ - ? , ~  d T ,  - * .  . - p n d a f l = -  ( d g - Y ,  d X ,  - .  . . -  Pnd Xn). (4) 
P 
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LIE, DBRBOOX et MAYER en déduisent qu'il faut et il suffit que les fonc- 
tions 2, X ,,..., Xn, P ,,..., P, soient liées par des relations identiques de 
la forme 

( 2 ,  Xi) = ( X i ,  Xk) = (Pi ,  Xk) = O, (i Jc) ) 

( P i , X i ) - p ,  ( P t , Z ) = p P i .  i ( 5 )  

2." Au moyen des opérations de différentiation et élimination en em- 
ployant le théorème de LIE qui dit en effet qu'on obtient toutes les transfor- 
mations de contact en x,  x ,,..., LT-,, p, ,. .., p, en éliminant les indétermi- 
nées 1. entre des équations de la forme 

a ni a % 
xi -  + . m .  +'A,- a xi a xi 

pi=- ô ni 8 %  ' 
' A i - -  + . . . + A q -  

a 2  a z  

Pour les définitions et théorèmes précedents on peut consulter 
GOURSAT, Legons sur les équations aux dérivées partielles dzc premier 

odre. 
LIE-ENBEL, Theoric der Transformationsg~uppen, tome I I .  
LIE-SCHEFFERS, Geowzetrie der Berührungstransfo1.mationen, tome 1. 

Entre les rniiltiplicités des éléments de surface ils existent quelques unes 
qui ont la propriété que tous ses éléments sont deux à deux des Bléments 
unis. Il est peut-être permissible de nommer telles multiplicités des éléments 
multiplicités singulières. On trouve trois types de ces multiplicités singulières: 
la famille de tous les éléments de surface d'un point, l'agrégat de tous 
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les éléments de surface d'une ligne droite, et l'ensemble de tous les éléments 
de surface d'un plan. Le problème de déterminer toutes les transformations 
de contact qui changent les multiplicit6s singulières en multiplicités singu- 
lières demande qu'on détermine les catégories suivantes de tran3forrnations de 
contact: 1." les transformations des points en points; 2.' les transformations 
qui changent les points en points et les plans en plans; 3.' les transforma- 
tions qui changent les points en plans et les plans en points; 4.b les trans- 
formations des droites en droites; 5." les transformations entre les plans. 

On sait bien que la première cat6gorie se compose du groupe infini de 
toutes les transformations ponctuelles prolongées; ils sont définies par n + 1 
équations directrices entre les coordonnées ponctuelles des espaces correspon- 
dants. La deuxième catégorie consiste en le groupe fini des transformations 
projectives; ces transformations sont déterminées au moyen de n + 1 équa- 
tions directrices bilinéaires; on établira ces résultats connus dans ln suite s'en 
servant d'une méthode déj8 employée dans le plan (LIE-SCBEBFERS, Voriesunyen 
über contilzz~ierliche Gwppetz).  La  troisième catégorie se construit de toutes 
les transformations dualistiques; ces transformations-ci connues se déterminent 
d'une équation directrice bilinéaire. La  quatrième catégorie se compose des 
transformations des deuxième et troisième catégories, savoir des transforma- 
tions projectives et dualistiques; ce résultat connue se révèle immédiatement 
de notre définition de multiplicité singulière. On dérive la forme et quelques 
propriétés de la cinquième catégorie dans les pages suivantes. 

LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT 

401 CHANGENT LES POINTS EN POINTS E'P LES PLANS EN PIANS. 

Employons nous, pour la resolution de ce problème la méthode des trans- 
formations infinitésimales. Soit 

la transformation infinit&i~nale, oh les fonctions 5i e t  I: sont des fonctions de 
x,, m,, .. . , a,,, z qui doivent être déterminées de façon telle que la trans- 
formation soit une plan-en-plan transformation ; la condition nécessaire et suf- 
fisante pour cette détermination est que les équations aux dérivées ar- 
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tielles 

ne changent pas sous la transformation. 
Les variations des xj sous la transformation infinithimale ponctuelle U f 

sont 
d ' x j = t j ( z 4 ,  X~ ,..., LE%, z ) G t 7  j = l ,  2 ,..., n (3) 

où 8 t est une infinitésimale arbitraire. 
Pour determiner les variations de pi et pg il est nécessaire à construire 

le second prolongement 

de la transformation Ufi On fait cette construction de la manière suivante: 
- E n  variant l'identité 

IZ 

d z -  X i p i d x i = O  
1 

( 5 )  

en substituant les valeurs (3) des variations d'xi et en observant que l'équa- 
tion (6) doit exister identiquement pour toutes les valeurs des d Xi on trouve 
les a équations suivantes pour la détermination des variations $pi: 

De la même façon on varie les identités 

et trouve les valeurs suivantes pour les variations des pij 

Pour que la famille de tous les mnti plane de l'espace soit invariante 
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sous la transformation U f  il faut que les équations 

aient lieu en conséquence des équations (2); donc on a les équations de cou- 
dition suivantes : 

2 L x i  - Eixizj = O ,  - 2 5iziz = O, i = 1 , 2,. . ., n ; 
- . . ' (13) 

& X , - & , ~ ~ - O ,  Lzz-Ei3M-b,,B=0, 2 r J = 1 7  2,..., f i ,  i$=j. 

Les Bquations (12) demandent que l a  fonction ti soit linéaire dans toutes 
les xj m e c  exception de xi, contenant aucune produit de la forme xja, 
où j=l=i. D'ailleurs les mêmes équations disent que la fonction y, est une 
fonction linéaire des quantités x,, x,, . . . , x, sans termes de l a  forme xi xi. 
Donc on a 

On voit aussi que l'équation 

pj = aj + Fj 
doit avoir lieu en conséquence de l'équation 

rsjzz = O ; 
et encore les équations (13) rnontrent que 

yj (xi) E ai Xi 3- Yi, I# (xi) G A xi + B , 
X ( X ~ ) = ~ ~ X ~ + + ~ C C ~ + B ~ ,  o ( x ) = A z 2 +  C C +  Di 

donc en changeant cornrnodément les constantes et  en écrivant 
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D'après un théorème bien connu de LIE les transformations finies en- 
gendrées par la transformation ponctuelle infinitesimale (1) sont données par 
l'intégration du système 

dx'  - d X ' I  

{ ( x ' i ,  xlq . o . ,  Lr'vI, z') -- Ei ( s r i  ' x'z , . . . , x'a, 2' )  

avec les conditions initiales 

X I ~ = X ~ ,  X ~ ~ = X ~ , . . . ,  xtn=xn, z ' = z ,  t = 0 ;  

ce qui donne 
LI $1 - Ln Ln x i = - ,  , - N > . . . ,  - x = -  , JI 
N N ' N ' 

où les fonctions L,, L ,,..., L,, M, N, sont de la forme 

les $, m ,  n étant des constantes quelconques. 

I l  est clair qu'on obtient la  transformation de contact la plus géiiérale 
entre tous les plans de l'espace à n + 1 dimensions en formant tous les pro- 
duits 

\ 

D P D  ( 1 )  

où D est la transformation dualistique générale et P est une transformation 
ponctuelle tout-à-fait arbitraire. 

Pour écrire la forme analytique des transformatioiis on peut prendre pour 
la transformation dualistique D sans perte de généralité la transformation gé- 
Xlérali~ée de LEGENDRE 

11 

X i = p i ,  Z = = < = Z i p i x i - . 2 ,  Pi=xi ,  i = 1 , 2  ,..., ?Z. 
1 

(2) 
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n n 

d X'i = 2 j ( ( p i ,  ) p i  $ ( f i z j )  d grj , d Zr  = 2 (yo, + (Os;.) d grj ; (4) 
1 1 

donc 

et encore 
n xi P', (yi,, Prj + (fixj)  = yon,p> f ('fozrj , j = 1 2 4 ., fi* 
1 

(6) 

La résolution de ce système des équations linéaires pour les quantités Pti 
donne 

Enfin en appliquant la transformation de LEQENDRE aux variables origi- 
n a l ~  et aux variables transformés, et en écrivant 

pour les mineurs de nt , ,  n i , , .  . ., m , + ,  du déterminant 

nous trouvons pour les équations explicites  de^ plan-en-plan tra~isformations 
de contact 

I l  

Xi Zjxj(yi, y2,-.*7 yn) j+ i=  \ 
O 1 

où les fonctions yo, y l ,  ..., y. sont des fonctions arbitraires. 
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On observe en passant que les fonctions Pi satisfoilt aux équations aux 
d6rivées partielles 

Pizj$-pjPPi ,=P~i j )=O,  à l j = l ,  2 ,  ..., n ;  (11)  

on peut vérifier ce fait soit directement par différentiation ou par la considé- 
ration suivante. 

Les dquations aux dérivées partielles du second ordre 

sont des invariants sous les transformations de contact entre les plans. 
En  posant 

en vertu des identit6s 

la résolution de ce système des équations lineaires pour Pjk donne 

(Xi, Xe ,..., Xi-I, Pj, Xi++., xn)- a (Xi, Xt ,..., Xj-1 Pi, Xj+i,.- XtJ Yij = - a (Xi, X+, Xfi) a (Xi, Xe, ..., Xfi) 9 (16) 

Donc pour l'invariance de la famille de tous les plans de l'espace il 

I 

donc on a 

(19) 
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en observant que les équations (20) sont des n systèmes des équations linéaires 
dont les déterminants sont le déterminant réciproque de A, on a 

D'ailleurs l'application de la méthode de M. MAYER à ces systèmes com- 
plets donne 

pi=p,'(c, pi, p , , a . . ,  p,), i = l ,  L u . ,  B ,  (22) 

où les fonctions sont des fonctions quelconques. 
Enfin on a en même temps la résolution d'uii problème plus générale. 

E n  effet l'équation 
Ipli, ~ P Z , . . . '  pn,I = O  (23) 

doit être invariante sous les transformations entre les surfaces développables 
de l'espace à n + 1 dimensions. Il est facile de ~ér i f i e r  que les conditions 
nécessaires et suffisantes sont esprimées par les équations (21); donc la fa- 
mille de transformations de contact qui transforment une surface développable 
quelconque en une surface développable est identique à la  famille de toutes 
les transformations de contact entre les plans. 

Une des plus belles découvertes de la Géométrie moderne est la trans- 
formation de contact connue sous le nom de transformation de LIE qui &a- 
blit une liaison entre les droites et les sphères. Proposons-nous de trouver 
toutes les transformations de l'espace ordinaire qui changent les lignes droites 
en sphères. Dans le cas de trois variables x, y, x il y aura trois classes de 
transformation de contact suivant qu'on établit un, deux ou trois relations 
entre x, y, x, X,  Y, 2. Nous sommes donc, conduits à déterminer les formes 
d'un, deux oii trois équations directrices qui sont capables de représenter 
droite-en-sphére transformations de conta,ct. 

Supposons qu'on parte d'une seule relation entre x, y, z, X,  Y,  

Q ( x ,  y ,  2, X ,  Y, Z ) = O .  (11 

L n  droite 
x = a x +  O, y = c z + d  (2) 
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sera transformée dans la surface donnée par l'équation 

@ ( X ,  Y, 2, a ,  b ,  c ,  d)=O 

que l'on obtient en éliminant z BU moyen des équations 

@ ( a x + b ,  c x + d ,  z ,  X, Y, Z ) = 0 ,  @ , = O .  (4) 

Pour que la transformation soit unique, il est clair que le degré de la 
fonction Q par rapport au variable x doit être égal deux au plus; c'est-8-dire, 
la fonction Qi doit être de la forme 

@ i ~ " @ z y ~ + @ 3 2 ~ + @ 4 y x + @ 5 ~ x + ( ~ 6 ~ ~ j + @ 7 ~ $ ' @ 8 ~ + ( ~ 9 ~ + @ ~ o = O ,  (5) 

où les ai sont des fonctions des variables X, Y, 2. Ainsi, en posant 

P = a e @ i + c e ( ~ s + @ 3 + c @ , $ - a @ , + ~ c c c b , ,  (6) 

Q = 2 a b @ ,  + Z c d @ , + d @ , - t b ( D , + ( a d + b c ) ( ~ ) , + a @ , + c @ , +  CI>,, (7) 

R = t i2 (D, + d2 -+ b d @6 + 6 CD7 + ci! 0s + @ , O ,  (8) 
la transformée de la droite (2) est la surface 

Pour que cette surface soit une quadrique pour toutes les valeurs de 
a, b, c, cl il faut que les fonctions <Di aient la forme 

ai= l i X + n z i Y + n i Z + p ; ,  i =  1, 2 ,..., 10, ' (11) 

où les E , ,  mi, ni, pi sont des constantes. 
Annali di ~Wntemnticn, Serie III, tomo VI1 
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Si  l'on veut que cette quadrique soit une sphère pour toutes les valeurs, 
de a, b, c, d, il est nécessaire que les fonctions 

se réduisent h des constantes absolues. Donc en introduisai-it les hypothèses 
suivantes qui n'imposent aucune restriction 

Pour que cette surface-ci soit une sphère il faut et il suffit qu'on ait 
les relations suivantes 

Les équations (16) sont équivalentes aux relations 

par conséquent 

q ' , = . X + @ Y + y Z ,  V i = k i Y i 7  i = 2 ,  3 ,..., 10, ) 

'P j=@j-p j ,  j = l ,  2,  ..., 1 0 ,  \ (18) 

et, en vertu des équations (15), on a 

Ainsi, la forme de l'équatiori directrice devient 

Il faudra adjoindre cette Qquation pour determiner X, Y, 2, P, Q les 
équations suivantes 

donc on trouve la forme explicite de la droite-en-sphère transformation de 
contact au moyen de la résolution par rapport aux X, Y, 2, Y, Q du 
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Mais il n'est pas possible de résoudre ce système-ci par rapport aux X, 
Y, Z et ainsi, la fonction @ (21) n'est pas capable de définir une transfor- 
mation de contact. On conclut de là qu'il n'y a point de transformations de 
contact univoques déterminées par une équation directrice, qui changent les 
lignes droites en sphères. 

On remarque, en passant, que toutes les mm transformations de contact 
définies par une équation directrice de la forme 

transforment les lignes droites en des lignes courbes; que toutes les ao" trans- 
formations définies par une équation de la forme 

changent les lignes droites en des surfaces développables; et enfin, que les 
seules transformations de contact définies par une équation qui transforment 
les lignes droites en des lignes droites sont lea ool"ransfornîations détermi- 
nées par 1'0quation bilinéaire 

( l , X + m ,  Y+42,Z+p,)x+... =o. (26) 

Les transformations (25) sont équivalentes aux transformations ponctuelles 
arbitraires 

suivies de la transformation par polaires réciproques par rapport à la sphère 

X Z + Y " Z Z ' - 1 = 0  (28) 

déterminde par l'équation directrice 

Dans le cas des transformatione (26) les transformations (27)  sont des 
transformations homographiques, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



52 Love  t t : Les transformations de  contact 

Supposons maintenant qu'il existe deux relations indépendantes entre 
2, y, x,' X ,  Y, 2 :  

1242, y, Z, X, Y, Z )  - O ,  &(X, Y, Z, X, Y, z)=o. (30) 

L a  transformation la plus générale déterminée par ces deux équations 
directrices changent la ligne droite 

en la surface donnée par l'équation 

n ( X ,  Y, 2, k ,  1, m, n) = 0, (32) 

que l'on obtient en éliminant x, y ,  x au moyen des quatre équations (30) 
et (31). 

Pour que la ligne droite soit transformée dans une surface unique il 
f u t  que l'une des équations (30) soit linéaire par rapport aux variables x, 
y, x ;  pour que la transformée soit une quadrique il est nécessaire que l'autre 
équation soit linéaire dans x, y, x et que les deux équations soient linéaires 
par rapport aux variables X, Y, 2. 

Considérons donc les cdJ transformations qui sont déterminées par deux 
équations bilinéaires 

L a  transformée de la ligne droite (31) sera la surface du second degré 

Cette quadrique peut se réduire à une sphère pour toutes les valeurs 
dc I , ,  1, In, n dans les deux cas suivants : 

1.' Quand tous les six déterminants de la matrice 

se réduisent à la forme 
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2.' Quand un détérminant quelconque de la matrice se réduit à la 
forme (37) et les fonctions (pi correspondant aux  fonctions +i restant dans la 
matrice se réduisent à des constantes: par exemple, soient les fonctions y2,  
y, ,  ye, y, constantes et le déterminant y ,  $, - y, #, de la forme (37). 

Dans le premier cas nous avons deux familles de 3 0 j 5  droite-en-sphère 
transformations de contact. 

En  effei les équations 

qui sont nécessaires et suffisantes pour que le déterminant 

soit changé dans la forme (37) possédant les solutions symétriques 
- -- 

b = a  b = - a -  1 b a -  1 6.=- au\- ,  ) (40) 

c i = f a p 7  c P = 7 a i ,  c j =  * a  5 7  C G =  uj; . ! 
ainsi, on trouve que les deux systémes de fonctions 

sont capables de définir deux familles de non5 transformations qui changent 
les lignes droites en sphères. 

E n  formant les équations 
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et les équations 

nous vérifions facilement que les transformations définies par les équations 
dérivées sont des transformations de contact. Nous voyons ensuite que, en 
particularisant les constantes des équations (43) de la manikre suivante 

ou les constantes des équations (44) de la manière suivante 

nous avons la correspondance célèbre étudiée par LIE 

En  combinant la transformation de LIE (48) avec toutes les droite-en- 
droite transformations ponctuelles du groupe projectif général 

on obtient wi5 droite-en-sphère transformations de contact déterminées par 
deux équations 

( ~ ~ X + i ~ ~ Y + a , Z + a , ) z + . . . = 0 ,  1 
( a i s - i a , Y - u , Z - t u . ) x + - - - = O ,  ) (50) 

qui sont de la forme (43). 
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Donc les transformations ( S )  de la famille (43 )  se déduisent de la trans- 
formation ( A )  de LIE (48)  et des transformations (U) de groupe projectif gé- 
néral au moyen de l'équation symbolique 

Encore on combine la transformation de LIE avec toutes les droite-en- 
droite transformations de contact définies par l'équation 

( . i X + B i  Y + y , Z +  d , ) x + . .  * = O ;  ( 5 2 )  

les ml5 droite-en-sphhre transformations ( 2 )  résultantes sont déterminées par 
les deux équations 

( C C ,  X-iai Y + C C , Z $ U ~ ) ~ - . . - = O ,  , 
(CC, x -+ i CQ Y -- C C ,  Z + u3) + . - . = 0 ,  \ (53 )  

de la  forme ( 4 4 ) ;  ainsi pour les transformations (44)  on a l'équation sym- 
bolique 

Z - D A ,  ( 5 4 )  

où D est la transformation dualistique génerale. 

Revenons maintenant au deuxième cas, savoir quand un déterminant 
quelconque de la  matrice (36 )  se réduit à la forme (37) et les fonctions +i 

correspondant une fonction +i restant dans la matrice se réduisent a des 
constantes. Nous trouvons six familles de 0oi3 transformations définies par 
deux Qquations bilinéaires de la forme 

a, = ( a ,  X $ b, Y + C I  Z f d , )  x + 
+ & y  + d 3 z + . a 4 X + b 4  Y S c 4 Z $ d , = 0 ,  

a ,  = (a5 X $ 65 YS c, Z + 4 x + ( (55) 

t '? ,y  + d , ~ + a , x + b s Y f c , Z + ~ 8 = 0 ,  

où les constantes sont assujetties aux conditions 

a l a s - a 4 a 5 = b l b 8 - b 4 b , = c , c , - c , c 8 = I = 0 ,  

a , b 8 + a 8 b , - n , b , - a , b 4 = 0 ,  

b ,  c8 $ b s c i  - b, c ,  - b5c4 = 0 ,  

C, as $ c s a ,  - c 4 a , - c , a 4 = 0 .  
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Des équations 
rd5 = O )  We = O, 1 

nous voyons que les transformations sont des transformations de contact. 
Les droites se transforment en des points si 

d , : d , : d , : d , = d j : d , : d , : d , ;  
et en des plans, si 

Nous voyons ensuite que, en particularisant les constantes de  la  manière 
suivante 

nous avons la transformation (48) de LIE. 
Enfin les valeurs des constantes 

donnent la transformation de contact définie par les équations 

( X + i Y ) x - Z y + l = O ,  ( X - i Y ) y +  Zz-x=O;  (62) 

cette transformation est équivalente à une transformation par polaires réci- 
proques déterminée par l'équation directrice 

X x , + Y y , + z z I - l = o  (63) 

suivie de la transformation de LIE. 

Pour obtenir les formes explicites des transformations de cette famille (55) 
et (56) on fait un changement des constantes arbitraires et on considérait la 
forme quadratique 
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qui se rhduit à l a  forme 

Const. (X2 + Y e  + Z2) ,  

si les constantes soient assujetties aux conditions: 

A cause de la symétrie et de l'invariance de ces équations-ci SOUS les 
substitutions 

et sous une permutation cyclique des indices, il est nécessaire à considérer 
seulement les quarante cinq cas suivants des sept cent quatre-vingt douze 
manières à choisir sept c.onstantes arbitraires: 

1." cas : Soient les quantités 

des constantes tout-à-fait arbitraires; les équations de condition sont linéaires 
et les cinq constantes restantes sont des fonctions suivantes des constantes 
données 

aient des valeurs arbitraires; on construit immédiatement les formcs des in -  
connues en remarquant que ce cas-ci se déduit du premier cas par 13 siib- 

Annnli di Afatenzatica, Serie III, tomo VII. b 
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stitution 
( 3 i 3 2  3 3  41 4 2  43) : (4, 4 2  43 3,3a 3s)- 

3.' cas: Soient 

I l 1  L, 13,  ' 2 1 ,  22, 23, 4, 

les données; en posant 

on trouve 

où E = 4* est une racine de l'équation du sixième degré 

4." cas : Les données sont 

11, 12, 1 3 ,  21, 29, 31, 32; 
nous avons 

la quantité 4, est une racine de l'équation quadratique 
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n = 1 1 1 3  1 (Il* 211 - 1 3 3  L) ( 3 1 1 1  - 3112 + 312z - 3 4  1 
' -  1 1 2 3  1 ( I f 2  2ii - 1 3 3  2 1 2 )  ( 3 1 1 1  + 3 1 4 2  -k 3 1 3 2  - 3 2 2 2 )  

+ 2 , ~  (3,,, -.- '3 3i12 - 3,,, - 3,d f 
2 2 2  (ILL f 1 3 3 )  3 1 1 2  $ 1 1 1  2 1 1  3 1 2 2  $. 1 2 2  l 3 3  3 9 9 4  1 

- 1 2 2 3  I ( 1 2 2  2 2 2  - 3 1 1 2  2 1 2  $ 1 3 3 2 9 2 )  3 1 1 1  + 2 1 1 1  2 1 1  3 1 1 1  $ 

+ ( 1 1 1  2 1 1  - 1 1 2  2 1 2  + 1 3 3  2 2 2 )  S,?Z 1 
- 1 3 3 3  ((11) 2 1 1 -  1 1 1  ~ I ? ) ( ~ I I I - 3 1 1 2  + 3 1 2 2  - 3 2 2 2 ) +  

+ ( 1 2 2  21.2 - 1 1 2  2 2 2 )  (31 12 3 2 2 2 )  1 3 

ki,, = k m  h ; 
enfin les paramètres 

& = O ,  S 3 = y  

sont données par les Qquations 

5.' cas: On cherche les valeurs des constantes 

comme fonctions des constantes 

en substituant ces valeurs dans les équations 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



O O L O v e t  t : Les transformatiom de contact 

on a 5 = 3,, et + = 43 en des fonctions de = 2,; enfin l'équation 

? O +  1 2 q -  l , c - 3 , 4 , = 0  

devieid une équation quadratique en 

6.' cas : Pour déterminer 

en foiictions des autres coefficients il suffit d'observer que ce cas-ci se déduit 
du cas 4.' par la substitution 

7." cas : Il s'agit de trouver 

en termes des autres constantes; il parait que y est une racine de la cubique 

a ~ 3 - + b y 2 $ ~ y + d = 0 ,  
où 

n = 2,3, (l,, + L3), b = - 3, j 2, 3, il2, + 13J + 21,, Z23, + 21,, 3,1, 
C = 3 ? 0 2  ( I l i  22 f 1 ,  2,) + 3 2 2  ( l i3 21 23 - 1 2 3  2 2  3.1 - 2 2  - 122 2,) + 

$- 3 2  ( I l i  22 3 3 3  -/- 1 1 2  22 333 - 113  2 2  35 - 1 2 3  2, 3 3 ) )  

1 3 ~ 1 3 2 c 2 ( 1 2 3 ~ -  1 3  2 2 )  + l i 3 t z ( 3 z 2 + 3 3 ~ ) ( 1 2 & -  1% 2i)-  

- 3 2 2  3 3  ( 1  2 2  + 1 2  2,) (12 33 ,- 1 3  3 2 )  - 
- 3 2 2  ( 1 2  22 - I l  2J ( 1 2  32 4- 1 3  3 3 )  ; 

et  que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



entre les éléments fondunzentals de l'espace. 6 1  

sont donn6es; la solution de ces cas se coustïuit du cas précédent au moyen 
de la substitution 

(1, 2i 3, 1 3  23 33) : (13 23 33 li 1-2 1 3 ) .  

9.' cas : Pour exprimer les constantes 

5 = 2  i ,  O = 2,, c =  2,, e = 3 3 ,  ~ = 4 ,  

en fonctions des autres coefficients on remarque que les équations 

l i t - l , ? = 3 i y + % 4 2 ,  

l , t + l , ? = % c p + 3 , 4 , ,  

déterminent 5 et ? en fonctions linéaires de y ;  ensuite les équations 

1 , < - 4 , 8 = l i 5 - 3 , r p ,  1 , < - 4 2 8 = 1 3 ~ - 3 2 4 3 ,  

donnent c et 6 en fonctions linéaires de y; enfin l'équation 

s r p - 1 3 ( - 1 , < + 3 , 4 , = 0  

devient une quadratique pour y. 
lO.Q,as : Supposons que 

soient des constantes arbitraires; les valeurs des coefficients 

5 = 2 , ,  ? = 2 ? ,  < = 2 , ,  8 = 3 , ,  y = 4 ,  

se trouvent de la solution du cas 9." par la substitution 

11.' cas : Il faut qu'or] trouve les expressions qui expriment les con- 
stantes 

5 = 3 , ,  q = 3 , ,  c = 3 , ,  o = 4  3 )  y = &  

en fonctions des autres paramètres; les formules cherchées se déduisent de 
la solution du cas 7.' au moyen de la substitution 

(5 9 II  13 Z i  23 Sp 33 4, 4_) : (< 5 (p 6 13 l i  23 2, 42 4, 3 3  3,). 

12." cas: On demande les formes des paramètres 

5=3,, 3 r = 3 3 ,  8 = 4 i ,  $ J * 2 3  
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en fonctions des autres coefficients; la solution se dérive d u  cas 11.' au 
moyen de la substitution 

13.' cas : Des ciiiq inconnues 

les paramètres 5 et t sont dkterminées par les équations 

les constantes p et q sont données en fonctions linéaires de 5 des équations 

enfin l'équation 
Q V - 4 , ~  -I- 1 , t  - 1 3 e = o  

est une quadratique pour 8. 
14." cas: 11 s'agit d'exprimer les coefficients 

en termes des autres coefficients; la solution est simple : les équations 

4 2 ~ - k ~ 1 C - 1 0 2 , - 3 , 4 , = o ,  4 , 5 + 1 , t - t  1 , 2 , - 3 , 4 , = 0 ,  

déterminent E et t ;  les équations 

5 r f f - 4 , q - 1 , û - 1 3 2 , = 0 ,  3,cpf 4 , q - 1 , 8 - 1 3 t = 0 ,  

donnent p et n en fonctions de 0;  et l'équation 

r f q - 4 2 ~ - i 3 e +  1,2.=o 

devient une quadratique pour 6. 

15.' cas: Les paramètres 5 et 8 des cinq parainètres inconnus 

5 = 2 ? ,  q = 2 , ,  c = 3 , ,  3 = 3 , ,  rf=43 

se déterminent en fonctions linéaires de 6 au inoyen des équations 

l 2 ~ - 4 , e = 4 , t -  I J , ,  1 , 5 - 4 , e = 4 , +  1 ,2 , ;  

les constantes v et g, sont des fonctions linéaires fractionelles des équations 

~ , V - % < P = I , ~ , - ~ ~ G ,  1 , v - ~ p = 3 , 4 , -  1 3 2 , ;  
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enfin l'équation 
1 ~ 5 + i ~ ~ - - e ? - - 3 ~ 4 ~ ~ 0  

est une quadratique pour T. 
16." cas : L a  solution de  ce cas, savoir 

t =  :,, ? =  13, = , e = 3 , ,  rp=4,,  

est une conséquence immédiate d u  cas 13.' et  de la substitution 

en fonctions des  autre^ constantes et on trouve 5 et  e des équations linéaires 

deviennent des 6quations linéaires par rapport aux 6, q, rp  et elles détermi- 
nent q et , y  en fonctions linéaires de 6; enfin l'équation 

? ~ $ 4 ~ 5 - 2 , 5 $  1 0 2 , = 0  

est une quadratique pour C. 
18." cas : Les équations 

2 , c - 2 , 8 = 3 1 4 , - 4 , E ,  2, i: + 2, e '= 3,4, + 4,5 , 
expriment 5 et b des cinq quantités 

5=3, ,  . / ,=3 , ,  = 1 ,  e =  I , ,  y = 4 , ,  

en fonctions linéaires de 5; les paramètres q et rp sont déterminées en fonc- 
tions linéaires fractionnelles de 5 par les équations 

et 5 est une racine de lléqua,tion quadratique 

y q + 2 , 8 - 4 , 5 -  1 , 2 3 = 0 .  

19.' cas : Les constantes arbitraires sont 
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c est une fonction linéaire de 4 donnée par l'équation 

( est une solution de l'équation quadratique 

5 r - s , 2 ,  + 3 , 4 , - 3 , 4 , = 0 ;  
les equations 

déterminent et y  en fonctions linéaires de 5 ;  enfin l'équation 

r i e - 3 , ~ - - l 1 2 , + 3 , 4 , = O  

est une quadratique en 8. 
20." cas: Les constantes 

s'expriment en fonction Ses sept autres paramètres en ol~servant que l'é- 
quation 

1,5 - 2, C i -  3, 4, - 32 4, = O 

détermine 5 en fonction linéaire de  <; que l'équation 

est une quadratique en 5; que les paramètres q et 8 sont des fonctians li- 
néaires de y des équations 

5 6 + 1 , 1 = 3 , y +  3342, < r l + 2 , 0 = 3 , y + 3 3 4 , ,  

et enfin que l'équation 

V e - i 2 t - 3 3 ? + 3 q 4 , = o  

devient une quadratique en y. 
2 1 . O  cas: On obtient les formules pour les valeurs de 

de la manière suivante : l'équation 

donne < en foiiction linéaire de 5 6 ;  de l'équation 
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on voit que 8 est une fonction dont le numérateur est une fonction linéaire, 
et  le dénominateur une fonction quadratique, de 5 ;  maintenant on remarque 
que 5 devient une fonction de 5 de la même forme que la fonction 8;  en 
substituant ces valeurs de < et 8 dans les équations 

on trouve pour ri une cubique fonction de 5 sur une fonction quadratique 
de  5 ,  et  pour rp une quintique en 5 sur une fonction quartique de 5 ; enfin E 
est une racine de l'équation du cinquième degré 

22." cas : Des paramètres 

5 = 3 , ,  ? = 3 , ,  c = 4 , ,  e = 4 , ,  Y=T, 

c est une fonction linéaire de 5 donnée par l'équation 

5 est une racine de l'équation quadratique 

5 c + 13 23 - li 2, - 3 ,  4.q = 0 ;  

? et 8 sont des fonctions linéaires de c, données par les équations 

et  y est une racine de la quadratique 

q 8  - 1 , y  1 3  2 3  - 33 43=0 .  

23." cas : Les systèmes des équations pour déterminer les paramètres 

5=3,, q = 3 , ,  < = 2 , ,  8 = 2  2 ,  9 ~ 4 2 ,  

est linéaire; t est égale 

5 est donnée de l'équation 

43 5 = 1, 5 + 1 , %  - 33 4, ; 

enfin ïi, 8,  rp sont des solutions du système linéaire 

1 , 6 - - 3 , ( - 4 , ? +  12C=0, 1 , ~ - 3 , ~ - 1 3 2 3 + 3 3 4 3 - 0 ,  

1 3 6 -  33 4 - 4 3 ~ 4 -  1, 23=0. 
Annali di Matemntica, Serie I I I ,  tom0 VII. 9 
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24.' cas: On. détermine les paramètres 

5 = 4 , ,  ? = 4 , ,  c = 2 , ,  e = 2 , ,  ~ = 3 ,  

de la manière suivante : t; et < sont solutions des équations 

3, 5 -  1,<=3343- 1323, 33E-13c=1423-3i43; 

cp et 4 sont fonctions linéaires de B données par les Qquations 

l , s + l , c - 3 , ~ - p ~ = O ,  1 3 e - 4 3 ~ - 3 3 q + 1 2 2 3 = = O ;  

et 8 est une racine de la quadratique 

rpq - 1 , s  + 132, - 3, 4, =o .  

25." cas: Il s'agit d'exprimer 

5 = 2 , ,  1 1 = & >  c = 3 , ,  8 = 3 , ,  9 -43 ,  

en fonction des autres paramètres; les 6quations 

1 , t ; - 4 , ~ - 1 , v + ~ , e = 0 ,  1 , < + i L r ] - 4 - c - 4 , e = o  

déterminent 5 et en fonctions linéaires de q et 8; on substitue ces valeurs 
de 5 et c dans l'équation 

et on élimine cp e au moyen de l'équation 

Y s -  l 3 ) 1 - l 2 2 3 + 3 3 4 , = 0 ;  

l'équation résultante et l'équation 

donnent rp et  8 en fonction de ?; enfin l'équation 

devient une quadratique en q. 

26." cas : Les formes des parambtres 

en fonction des autres constantes se déduisent du cas 25.' par la substi- 
tution 

(1,l: 1, 23\ : (2 ,2* 23 13). 
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27." cas: Pour obtenir les paramétres 

il est nécessaire de résoudre le système de8 équations 

(i) 5 C - YI 0 - 3,4, + 3,4, -- O, ( i i)  YI 0 + 33 y  -- 1 3  23 - 3? 4* = 0, 

(iii) 5 0  + ~ ] c - 3 ,  4 2 - 3 2 4 1 = 0 ,  (iv) 2 3 4 +  1 3 & - - 3 3 ~ - 3 8 4 4 = 0 )  
(vj 235+ 1 3 ~ -  5 , ~  - 3 3 4 ,  = O ;  

des équations (ii) et (iv) on a 

des équations (i), (ii) et (iv) on trouve 

t c + e t ; + f r - k = O ;  

pour l'équation (iii) on peut écrire 

5s+&--z=o;  

les équations (iv) et (v) donnent 

A 5 + p r l f - v r + p w - o = 0 ;  

de ce système il résulte que rl et < sont déterminées par les équations quar- 
tiques 

( a  ? - C) (f r - h) + (v l  r - 0 ( ~ 1  4- b) (c + e )  = 0, 
h ( f ~ -  k ) ( ?  t b )  + p ( a q -  c ) ( C i -  e ) - i * v + ~ I ; + ~ ) ( o  + b ) ( C + e ) = O .  

28.' cas: Les équations pour déterminer 

demandent que 

donc toutes les sept paramètres 

ne peuverd pas être arbitraires. 
29.' cas : Les formes des paramètres 

5 = 2 , ,  q = 2 2 )  4 = 1 3 )  e = 3 , ,  ~ = 4 ~  
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on trouve de la manière suivante : le système à résoudre est 

!a cinquième équation devient la quadratique 

en substituant les fonctions 5 ,  0 ,  <, et rp de q déduites des autres équations. 
30.' cas: Des cinq paramètres 

5 et 0 se déterminent par les équations 

1 , E - 4 , O - 1 , 2 , + 3 , 4 , = 0 ,  1 , t - 4 , 0 + 1 , 2 , - 3 , 4 , = 0 ;  

donnent une quadratique pour y. 
31." cas: La  solution de ce cas, c'est-à-dire la détermination des 

formes de 
t E 2 , ,  q = 2 , ,  1 ,  y = 4 , ,  

suivit immédiatement du cas prkcédent au moyen de la substitution 

( e ( p 1 , 1 , ( , > , 3 , 3 3 4 , 4 , ) : ( ~ e 1 , 1 , 2 , 4 , 4 , 3 , 3 , ) .  

32." cas: Le système des équations pour trouver 

5 = 2 , ,  ? = 2 , ,  1 ,  8 = 3 , ,  y = 4 ,  

en fonction des autres paramètres est 
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on voit sans difficulté qu'on a 

où L est une abbreviation de fonction linéaire et  & est une abbreviation de 
fonction quadratique; enfin 5 est déterminée par l'équation cubique : 

LI (5) I d 3  (5) - Lz (5) Q L  (5) - c Lc (5) = o. 
33.' cà~i : Supposons que les constantes soient 

donnent deux valeurs 8, chacune des paramètres < et r i ;  les quantités 6 et q3 

s'expriment en fonction de 5 par les équations 

et  l'équation 
r p O - 1 , 5 +  12?-3 ,4 ,  = O  

est une quadratique en 5. 
34.' cas : Quelles fonctions des autres paramètres doivent être les 

constantes 
5=2, ,  q = 2 , ,  1 Q = 3 , ,  ' f = 4 , ?  

Des équations 

on écrit les formes suivantes de 4 et O  : 
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35." cas: Pour trouver les valeurs des constantes 

on remarque que les équations 

4 , ( 3 + 2 , c - 1 , 5 + 3 , 4 , ,  4 3 e - 5 c = 1 , 2 3 - 3 3 4 , ,  
donnent 

e =  QI (5)1L2(5), C = L , ( 5 ) [ L , ( < ) ;  
et les Bquations 

32cp-12q=4,8- l i t 7  6 ~ - 1 , q =  1 , t - 3 , 4 , ,  
donnent 

Quartique ( S )  
P = Q2 (4) I Q3 (8, 

= L2 ( E )  Pi (O 7 
enfin l'équation 

A 

<q---3,y$-1,2,- 3 , 4 ,=0  
devient la quintique 

en 5. 
36." cas: Les constantes à trouver dans ce cas sont 

les paramètres 5 et 6 se déterminent des équations 

l , E - 2 3 r = 3 , 4 , - 3 , 4 , ,  5 ~ = 3 3 4 1 + 3 , 4 , - 1 1 2 , ;  

q et 6 sont des fonctions linéaires de y des équations 

devient une quadratique en y. 
37.' cas: Il s'agit de déterminer les formes des paramètres 

en formant les équations de condition on trouve 5 et q immédiatement; (3 et y 
sont des fonctions linéaires de t qui se détermine par la résolution d'une 
quadratique. 

38.' cas : Les inconnues 
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on construit 6 et y immédiatement; 5 et sont des fonctions linéaires de p 
qui est une racine d'une quadratique. 

39.' cas: Supposons que les constantes à déterminer sont 

5 = 2 , ,  q = 2 , ,  = 1 ,  6=3,, y = 4 ,  

on trouve 5 et 0 sans difficultd; q et < sont linéaire en y ,  et p est donnée 
par une équation quadratique 

40." cas : Des quantités 

5=2,, q = 2 , ,  r = l 3 ,  6=3, ,  4)=4, ,  

on trouve E et y ;  les paramètres 0 et 5 sont des fonctions linéaires de 8, et '/ 
est une solution d'une quadratique. 

41." cas : On détermine les formes des paramètres 

5 - 2, ,  q =. 2,, = l 6 = 3,, p = 4, 

au moyen de la résolution du cas 39.' et la substitution 

42.' cas : La construction des formes des constantes 

5 = 2 2 ,  a = & ,  1 ,  û = 3 , ,  ' f = 4 ,  

n'est pas si simple ; des équations 

nous avons 
E.=L,G)I QI(<), ? -L,('C)I Q,(I) ;  

les équations 

donnent 

8 = c g  (Il ci (U 
(32 43 - 33 42) Q, (C) ' ' = (32 4. - 3.42) Qi ( T )  

enfin l'équation 
e(p $ 1 , 5 - 1 , 2 , - 3 , 4 , = 0  

devient la sextique 

.CI (t)  c2 (t) + (32 4 3  3 3  42) 1 1 2  LI (t) QI (t) - (11 21 +- S2 42) @ (c) 1 = 0. 

43." cas: La solution de ce cas, savoir 
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est une conséquence directe du cas 34." et de la substitution 

( ~ ~ 3 , 3 , 4 , 4 , ) : ( r p s 4 3 4 , 3 , 3 , ) .  

45.O cas: Les formes des constantes 

E=%, ~ 5 = 2 ~ ,  t = 1 3 ,  0=Q2, y = 4 2 ,  

se déterminent de la solution du cas 42.' au moyen de la substitution 

(11 1 2  '4 3 2  42) : ( 1 2  11 2 3  31 4,). 

En tentant de trouver de semblables transformations dans les espaces à 
un plus grand nombre de dimensions, on peut chercher à déterminer les 
formes des fonctions qui définissent la correspondance voulue en exprimant 
les conditions que le déterminant correspondant sera capable de représenter 
le premier membre de l'équation d'une hypersphère. 

Ainsi, si dans l'espace à rz dimensions, la ligne droite 

doit être transformée en sphère par la correspondance établie par les équa- 

doit se réduire à la forme 
n xi Xi ( X i  + pi) + y = O,  P i ,  y constantes ; 
1 

nais  cette reduction est en général impossible, ce qui est clair et de la géo- 
métrie et de la théorie des formes algébriques. 
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Cependant pour l'espace à quatre dimension on trouve que la trans- 
formation curieuse détermide par les dquations directrices 

x + ( Z - i  W ) x - ( X f i  Y )  ( w + 1 ) = 0 ,  

y - ( X - i  Y ) z  - ( Z + i  W ) ( w + l ) = O  

transforme actuellement les droites arbitraires en sphères. 
Les propriétés caractéristiques de cette transformation-ci se révélant sans 

peine en notant que la droite 

est transformée en la sphère 
I 1 1 a - 1  1 

Parmi ces propriétés on peut remarquer : 1.' que la transformation n'est 
pas une trasforinations de contact: comme le criteriiim de LIE le montre; 
2.' qu'elle dégénère en le transformations de LIE quand la quatrième dimen- 
sion s'annule; 3." que la correspondance directe est ( 1 ,  l), mais que l'in- 
verse est (1, ml); 4.' que si une droite réelle doit être trarisform6e en une 
sphère la sphère se réduit à un point, rnais qu'autrement le rayon de la 
sphère est différent de zéro. 

Il n'échappera pas à l'observation du lecteur que la méthode dont on 
s'est servi ci-dessus peut être employée à construire des correspondances entre 
les lignes, les plaiis et les hyperplans des ordres divers d'un espace à n di- 
mensions, e t  les hypersurfaces de cet espace, respectivement, non seulement 
dans le cas de deux équations directrices de la forme ci-dessus, mais aussi 
dans le cas de. Y telles équations de cette forme, où Y peut avoir une valeur 
quelconque entre 1 et n ;  en particulier le cas où Y = n, quand il est pos- 
sible,' donne des transformations ponctuelles. Enfin on voit que ces corre- 
spondances forment des Iéaisons entre les géométries des hyperplans des ordres 
divers et la géométrie des hypersphères tout-à-fait analogues à la liaison 
entre la géométrie de droites et la géométrie des sphères de l'espace or- 
dinaire. 

Annali de Matematica, Serie III, tom0 VIL 
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Si on désigne par E , ,  E ,?  ..., 5 ,  les coordonnées du centre, et par p le 
radius de la sphère, il faut que l'équation 

soit une équation invariante sous toutes les transformations cherchées, car, 
de la définition d'une transformation de contact sphères tangentes doivent 
être changées en sphères tangentes; donc, ce qui on sait bien, le problkme 
se référe à la détermination' des transformations conformes ponctueIIes de 
l'espace ( t , ,  5 ,,.. ., En, ~ ~ 1 - l )  à n + 1. dimensions; la solution de ce pro- 
blème-ci LIE a trouvé (LIE-ENGEL, Theorie der Transformatio:onsy7.zcppen, 
tome III), savoir que toutes ces transformations conformes constituent un 

1 
groupe à. - (n + 1) (n  + 2) paramètres, engendré par les transformations in- 

2 
fini tésimales 

De la même manière on traite le problème de trouver les transforma- 
tions ponctuelles entre les variétés applicables de l'espace à n dimensions; 
M. STAECKEL a donné la solution de ce problème dans l'espace ordinaire 
(Comptes Rendus, 1895); son raisonnement se traduit pour le cas de  l'espace 
à 12 dimensions par un seul changement des indices. 

Soient 

( 1  1 ,  i n  K(x217 ~ 1 2 9 . . . 7  ~ 2 n )  

deux variétés applicables. On se propose de déterminer toutes les transfor- 
mations 
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qui changent la couple précédente en une couple de variétés 

(XII, Xlaj.-., XI,), r2(X21, X22,--.7 X:n) 

encore applicables. 
On fait le changement de variables 

- 
X2j=i~'2jl Xzj=iXrzjl i = J - 1 7  j = I ,  2 , , . . 7  n ;  

donc il faut ed il suffit que l'équation 

soit une équation invariante sous les transformations 

c'est-à-dire que ces équations ci définissent une représentation conforme de 
la variété (x,,, x ,,,..., x,,, x',, , a',,, ..., xr2,) sur la variété (XI,, X ,,,... , 
XI,, X'zll .Yr,,, . . . XrZn); mais d'après le théorème de LIE toutes ces re- 
présentations conformes constituent un groupe de transformations semblable 

1 au groupe b a (2 n + 1 )  (2 n + 2) paramètres de toutes les transformations 

par rayons vectores réciproques de l'espace à 2 n dimensions. 
1 

( z + W n S ~ )  
A une couple réelle de surfaces S,, S, ils correspondent oo 

couples réelles 2,, 2 , ;  si on exclude les couples qui on peut faire coincideï 
par mouvements et par transformations de similitude, on a ~ i o ~ ~ ( n + ~ )  différentes 
couples correspondantes. 

LES TRBNSFORMATIONS DE CONTACT ENTRE LES LIGNES ASYMPTOTIQUES 

ET LES LIGNES DE COURBURE. 

Il y a une autre catégorie intéressante de problèmes dans la géométrie 
des transformatioiis de contact; cette catégorie se compose des questions où 
on cherche à trouver les transformations qui changent une surface en une 
surface de la  manière que, à une famille des lignes remarquables sur l'une 
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surface corresponde une famille remarquable. des lignes sur l'autre surface ; 
par exemple, les transformations de contact entre les lignes asymptotiques, 
les lignes de courbure, les D-lignes, les cercles géodésiques, et cetera. Toutes 
les transformations de contact qui transforment les lignes asymptotiques en 
lignes asymptotiques sont bien connues ; LIE a trouvé par l a  géométrie que 
la famille consiste de transformations projectives et dualistiques. Une con- 
séquence la plus importante de la transformation de LIE entre les lignes 
droites et les sphères est que ses formules font correspondre aux lignes asym- 
totiques lignes de courbure. LIE a remarqué aussi que toutes les transfor- 
mations de contact qui transforment les lignes asymptotiques en lignes de 
courbure font correspondre sphères aux lignes droites. (Voire Mathemati- 
sche Annalen, tome V ; LIE-ENGEL, Thewie der Transforrnationsgrtippe~~, 
tome II.) LIE s'est proposé de déterminer toutes les transformations de con- 
tact qui conservent les lignes de courbure; et M. DAKBOUX donne le résultat 
suivant, qui résume les recherches de LIE:  Les transformations de contact 
les plus générales qui conservent les lignes de courbure sont celles qui sou- 
mettent les six coordonnées homogènes d'une sphère R Ia transformation li- 
néaire la plus générale qui conserve la relation quadratique entre les coor- 
données. (Legons szrr les systèmes orthogotzaus e t  les courclonnées cu~v i l i g~zes ,  
tome 1, p. 63.1 On se propose ici de fairc l a  détermination analytique de 
toutes les transformations des deux classes de transformations de contact : 
1." les transformations qui changent les lignes asymptotiques en lignes de 
courbure ; 2." les transformations qui conservent les lignes asymptotiques. 

LES TRANSFORMATIONS DE CONTACT QUI TRANSFORMENT LES LIGNES ASYMPTOTIQUES 

EN LIGNES DE COURBURE. 

Soit 

la transformation la plus générale cherchée. 
On a les relations établies par les théorèmes de LIE, DARBOUX et 
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MAYER 
[ P Q ]  = [ P Y ]  - [&XI = [XY]  =[XZJ=[YZ]=O,  

1 1 [PX]= [q  [PZ] = - [ Q Z ]  - + O ,  
i 
I ( 3 

Q 1 

où 

Pour  que les lignes asymptotiques se transforment en  lignes de courbure 
il faut que la forme 

soit égale à zGro en conséquence de l'équation 

Pour développer la forme (4) on observe d'abord qu'on a (Voire 1s note 
de M. .VI~AXTI ,  Rendiconti Ozcolo Natematico d i  f'atermo, tome y.) 
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En posant 

Y(P ,  Y ) = A 1  + B 1 r  f C's + D 1 t  + E i ( r t - s 2 )  = y ( X ,  Y ) R ,  

Y (X, P )  = A" + B" r + Cl' s + D" t +- E" (r t - se) = y ( X ,  Y )  S, 
Y (,Y, Q )  = A"'+BU'r + Cu's+ Dr!' t  + E'" (y t - $7 G 

K"' P Q - K" (1 + &') = K, , 
Kru (1 + P" - KK' (1 + p) = K2, i (6) 
Kr' (1 + Pe)  - K' P Q = K a ,  

et remarquant en passant que on peut avoir les équations simultanées 

Ki = Ki, = K, = O, 
le déterminant 

(7) 

étant égal à zero identiquement, on trouve pour la fonction il la forme suivante 

Donc on aura 
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+ 2 (Yx Y, f Y Y  Yq) K,. 1 
En comparant l'équation 

rz =; O 
avec l'équation (5) on trouve 

pour toutes les valeurs des quantités r,  s, t ;  ce qui donne les équations sui- 
vantes pour obtenir les formes des fonctions X, Y, f', &: 
xx' A-O, (21) 5; E= 0, (24) Xx' D -0 , (27) XY' B = 0, (30) 

2 X" Xq A + 2 XTL" X Y  D = 0, (36) 
x",G'-2X"LTiQE=O, ( A l )  

2 ( X z 4 , -  XyXq)B-2  X y X P C = 0 ,  (37j 
2 X p X q D  + 2 X x X q E = 0 ,  (42) 
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Il faut observer que les équations (43) et (44) ne peuvent pas être égales 
à zéro identiquement parce que elles résultent des termes du degré zéro des 
diff6rences 

1 1 y? - 1 3  - 
L a  détermination des fornies des fonctions X, Y,  P, Q au moyen de ces 

équations de condition est assez difficile, cependant on peut résoudre.le pro- 
blème indirectement. Nous wons  déterminé dans une Note précédente les 
transformations de contact entre les lignes droites et les sphères, et  LIE a 
remarqué que toutes les transforn~ations qui changent les lignes asymptotiques 
en lignes de courbure transforment aussi les lignes droites en sphères, donc 
pour trouver les tra&formations entre les lignes asymptotiques et les lignes 
de courbure il faut employer seulement les operations de différentiation et  de 
substitution. Le procédé est simple mais tres-laborieux, et  il faut réserver 
les résultats de cette computation longue pour une autre comrnunicntion. On 
conclut néanmoins facilement au résultat que les fonctions .Y, Y, Y, Q de- 
finies par les équations 
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ou par les équations 
4 

WB = xii (a,j X - i a, Y + a, Z + a,) xj , 
1 

constituent deux familles de 0015 transformations de contact qui changent les 
lignes asymptotiques en lignes de courbure. Chaque famille contient la tran- 
sformation de LIE; la première famille la donne pour 

et toutes les autres constnntcs égales à zéro; on la trouve dans la deuxième 
famille en posant 

~ ~ , , = - a ~ ~ = a , , = - a , , = l ,  

et toutes les autres constantes kgales à zéro. 
Dans certains cas on peut réduire les équations de condition et en nombre 

et en forme. Considérons les déterminants 

, G =  

X "" X" Y" y"' 

~ X X X Y  XXYY+XYYX 2YxYY 
XY' X" YY Y Y" 
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entre les élévaents fonclame?ttals de l'espace. 

Le3 cas suivants s'excluent 

en effet si on J=:= O, il existaient les trois équations 

B , = B , = B , = O ;  

de plus les équations (33), (35j, (37), (38) et (40) donnent 

X ~ " = 2 x ~ x ~ C = x p C = o ;  
donc on a 

cl= c.=c3=o; 
de ces équations-ci et des équations (43), (44), (49), (50), (47) et (48) on 
trouve 

X Y ' D = ~ X Y X ~ D = X ~ D = O ;  
donc 

DI = D2 = D3 = 0. 
Mais les équations 

et les éqiiations 
A i = A 2 = A 3 = E , =  E2=E3=0 

ne peuvent pas exister simultanément; car si toutes les formes A , ,  A:, A ,  
etaient égales à zéro, les équations (43) et (44) donneraient 

D'ailleurs si nous avons 
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8 4  L oz. e t t : Les transforînntions de contact 

les équations (23), (33) et (45) donnent 

X Y ' A = ~ X Y X ~ A = X ~ A = O ;  
donc 

A , = A , = A B = O ;  

ainsi toutes les quantités E,, Es, E3 ne sont égales à zéro et on a 

donc les .cas l.", 2.O, 3.", 4.', 5.", 6.' disparaissent. 
Maintenant supposons que I =:= O ; ainsi 

des équations (34), (36), (39), (41) et (42) on trouve 

encore des équations (43), (44)) (49), (50), (47) et (48) on a 

X x P B = 2 X " X q B = X p B = 0 ,  
qui demandent que 

BI= B, = B, = O .  

Outre cela on observe que, si on a 

I='=O E1=E - E  - 0  
I , 3 -  3 -  1 

on trouvait des équations (21), (34), et (46) 
-4, = A , =  AS = O 

ce qui n'est pas possible; ainsi si on a I =I= O, on a aussi les équations 
G - H = O  

1 

et les cas 7.", B.', 9.' s'excluent. Ils restent les sept cas 
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entre les éldments fondamentals de l'espace. 8 5 

Considérons encore les deux cns particuliers suivants 

B , = B , = B .  J = C  1 = C , = C 3 = D I = D , =  D 3 = 0 ;  (9 
A , = A , = A , =  Cl= C2= C',=El= E , - E  3 = O .  2 (ii) 

pour le premier CRS on a aussi les équations 

pour le deuxième cas on a des équations tout-à-fait semblables. 
L e  premier cas donne une démonstration analytique de la propriété de 

la transformation de LIE. E n  effet, les équations définissantes de la transfor- 
mation de LIE sont 

X + i Y = - z - x  Y++P?/,  X - $ Y = -  P + Y ,  z =  P X + P Y ,  
q - x  q - "  q - x  

En posant 
I I  fA1=a ' ,  f . A " = a  , f A"' = a I I I  , f B' = f i ' ,  f B" = Fu,  f B'" = f i" ' ,  

f C 1  = Y', f CI1 = y> f C'il = 

g DI = 81, g D" = a", Y = a l 1 ' ,  f E 1  = e', f E" = eV',  f E"' = e , 11 , 
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8 6 L o v e  t t : Les tî.a~zsfor~~zntions de c o h c t  

nous avons 

et nous voyons sans difficulté que les autres equations de condition sont sa- 
tisfaites et ensuite que la transformation de LIE changent les lignes asymp- 
totiques en lignes de courbure. 

On remarque en passant qu'on peut attendre la desparition de plusieurs 
déterminants des équations du système particulier (iii); trois de ces détermi- 
nants se réduisent aux formes simples, savoir 

x- XY 1 . 1  x x  xp 1 XY xq 
(il, pi, Y < )  = 4 1 

Y" YY y- i, 1 YY Y, l y  
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entre les éléments fodamenfals de l'espuce. 87 

(kj pil vi) = 

pour la transformation de 

(4, Pl, = (121 PL?? v2) = (h, F 3 ,  '8) = 0, 

parce que on a les équations 

Pour une transformation de contact quelconque on a 

[ X  Y] = O ; 

donc la forme d u  déterminant (IL,, p,, Y,) montre qu'on a 

x y  xp XY Yp + xp YY l'Y Yp 

X " X p - X Y X q  X @  yp+Xp Y s - X Y  Y q - X *  Y?/ YX Yp- YY Yq 

X" 1Y, xx  Y*+Xq Y" YS Y, 

pour une traiisformation de contact quelconque. 
Encore on observe que les quant.it4s A,, A2, A,,  E,, Et, E, dans la 

transformation de LIE satisfaient à la relation 

KP - 4 Ii, K, = O ;  

pourque cette relation soit vraie pour les équations 

2 X Y  x, K3= 2 X s  Xq I I -  O 

il est nécessaire et suffisant que la relation 

ait lieu; en vertu de l'équation [X Y] = O ,  la dernière relation s'ecrit dans 
l'une forme et l'autre 
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8 8 L O v e tt : Les transformations de contact 

TRSNSFORNATIONS DE CONTACT QUI CHANGENT ItES LIGNES ASPNPTOTIQUES 

EN LIGNES ASYNPTOTIQUES. 

La forme 
( I ~ R d X z - f Z S d ' i d Y - l - T d  Y 8 = 0  

devient 

($1 ,r 4- $,) d xg -t (2 $2 + $6)  d x y 4- ($8 t + 4 6 )  Y? = 0 
où 

$1, $ 2 ,  $ 3 ,  $4, $s, $6 

se dérivent immédiatement des fonctions de la note précédmte 

respectivement, en posant 

A', B', C', D', E',  A", B", O", Dr', E" A''', B' ', c ", ', Er" 
7 

rceycctiveinent, et  en écrivant 

1%' ,l -\-x' A' + 2 1" Yx A" 3- ym' A"', 

.Xi A - X i  A' +.2 Ip Y, d" $. Y i  A"', 

X X  A = XX X?/ + ( X X  YY + XY Y s )  A" + y?/ L4"' j 

X, X ,  A - ,Y, xy A- + (x, Y, +- x, p) + yP yq AI'', 

XY" ri  XY' A' + 2 XY YV A," + YY' A'", 

X:  A r X i  A' f 2 X, Yp A'' + Y :  A"', 

Xx ,Y, A = Xs iY, A' + (Xx Y, + X ,  Y-") A" + Y" Y, A"', 

' XV A A XY XI, A' + (XY yi, + ,Y, Y Y )  A" + 19 Yy Afr1 ,  

-Yx X, A r S" &A'  $- (X" Y, + Xq Y*) A" + Y* Y, A"', 

X Y  1% A XY iY, A' $- (XY Yu + 3 YY) A." + I'Y Yp .A' ' ; 

Pour que l'équation <Ii = O soit une cons6queiice de l'équation 

r t l x ' $ 2 s d z d y  + t d y 2 = 0  
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entre les éléments fondamentals de l'espace. 89 

il faut que les relations 

aient lieu pour toutes les valeurs de  r,  s, t ;  donc on trouve les équations 
suivantes pour les fonctions X, Y, P, &:  

x x 2 A = X x X y  A.=Xv'A=O, 

Soient les transformations des transformations ponctuelles; il faut d'abord 
que 

x, = x, z Y ,  -= Y, = Zp = 2, = o. 
Annali di Mabmatica, Serie III, tom0 VI1 12 
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90 Love t t :  LCB transfortnations de contact 

Les équations de condition se réduisent aux équations suivantes 

X ~ ' A = X X X Y A = X Y ' A = O ,  X X X Y B = X Y ~ B = O ,  

X # c = X y 2 C = O ,  X J * D = I X X X Y D = O ,  

X X T = X @ X Y E = X Y T E O ,  XxaB-XXXY C z 0 ,  

X X X Y  C-xy"=O;  
d'ailleurs 

A' = Y Y Y x - Y ~ P Y ,  B' = Y y P P ,  C' =Yz/Pq- I7xPp,  

D r = - y x P q ,  E1=O,  

A" = X ~ P Y - X Y P ~ ,  RI' = - X Y P ~ ,  C" = X x P P -  X Y P ~ ,  

D 1 ' = ~ x P q ,  E1'=O 9 

1#1 _ A1"=XxQr/-XY&", B . " ' = - X Y Q ~ ,  C - X " Q p - X ~ Q y ,  

D 1 " = X x Q q ,  E1"=O. 

II faut distinguer deux cas suivant que le dXterminant 

XxZ 2 Xm yx Y "' 

X"XY X ~ X Y + X Y Y ~  yxyy 

x y "  2XY YY YY' 

soit égal B zéro ou différent de zbro. Ce déterminant est égal B 

Considérons le cas où A -= O ; en observant que pour une transformation 
ponctuelle quelconque 

on voit que les fonctions P et Q deviennent ou infinies ou indéterminées; 

"(5  y)P==r(Z,  Y ) ,  n(X, Y ) Q = n ( X ,  Z )  
où 

n ( M ,  N ) =  

Mz My Mz 

Nx Ny N, 

P 4 - 1  
, 
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donc on peut avoir seulement 
A =I= O ; 

il suit que 

c'est-à-dire 
Xx PX Q," -=-=-=- 
XY y8 P Y  & Y ;  

d'ailleurs des équations 
CP, YI = CQ, X I  = 0 

on trouve, dans le cas de transfoririatioiis ponctuelles 

Xx --=-- Y" f'q Q R ,  y;=--. x QP YP ' 
-mais les relations 

contredisent les relations 

[P, XI = [Q,  YJ  = p =I= O ; 

donc, si A = I =  O, on a ou 

mais l'evanouissement de ,Yx, XY, Yx et Y'J est incompatible avec le non- 
évanouissement du déterminant A ;  donc on conclut au résultat, si 

_Yp = -Yq - 1; = Yq = zp = zq = O ,  
donc 

PX=P~=QG&Y=O. 9 

c'est-à-dire, d'après les résultats d'une note précédente, les transformations 
changent les plaiis en plaiis; donc les seules transformations ponctuelles qui 
changent les lignes asymptotiques en lignes asymptotiques sont les transfor- 
mations du groupe projectif. 
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9 2 Loue t t : Les trunsfo~*mations de c o n k c t  

Réciproquement, d'une étude semblable du déterminant 

on trouve que 
X p =  Y p = X q =  Xg-O 

est une conséquence de 

p x = y y = Q L & Y = o ,  

et des équations de condition. 
Considdrons maintenant les trois déterminants 

on verifie facilement que les cas 

L = O, M =  O, N =  O ;  L=I=O, M=l= O, N = O ;  
L+O,M=l=O,N=l=O; L=O,M=:=O,N=l=O; 

donnent des contredictions avec les équations définissantes d'une transforma- 
tion de contact. 

Les cas 

L=J=O, M=O, N=I=O; L=[=O, M=O, N=O; 
donnent 

X p = X q =  Y p =  y q = p x = p y =  &J- & L O  

et de ces relations on a 
2, - z, = o. 

Des cas 

on trouve ou 
xp=xq= Yp= Y y = O ,  

ou 
Pp= Pq= Qp= Q q = O ;  

le premier cas donne des transformations projectives. Pour le deuxième 
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etztre les élérnetzts fondu~netttals de l'espace. 93 

[Y,  P ]  = Y P P X  + Y, PY =;O, [X, QI = x, Q x  + x, QY = O, 
[ X ,  PI = X, Px  +- Xq PY = p =[= O, [Y, QI = Y, &.C + Y, QY = p =)= O ; 

encore 

et les équations de condition deviennent 

+Xx X Y C - X y 2 D = 0 .  
En écrivant 

on verifie sans difficulté que ces équations se réduisent aux équations sui- 
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94 L o v e  t t : Les tra~csformations de cotztnct 

vantes : 

ce système est équivalent au  système suivant 

ce qui donne les transformations dualistiques. 

En concluant on observe que le problème précédent et sa solution peu- 
vent être generalisés pour un espace à n + l dimensions. 

En effet, soit 

une transformation ponctuelle qui ne change pas l'équation 

en vertu des identités 
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entre les éléments fondarrtentals de l'espace. 95 

est A(') se dérive de A en remplaqant la iiAn"igne par 

Zq Za2 . &* zx ; 
et aussi on trouve 

D'ailleurs 

et en construisant l'équation aux dérivées totales 

on voit qu'elle réduit à l'équation 
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96 L o v e t t :  Les transformatb~zs de contact 

l'évanouissement identique pour toutes les valeurs de p i ,  p,, de l'expansion 
de 12 donne le systkme suivant des équations aux dérivées partielles pour les 
fonctions inconnues: 

z x i  Xjmixi - X j r i  Z a i x i  = O 

z x i  Xjx,.xi, - X j x ,  z3:1Xk + + ((Z3Ylc Xjm.mk - X j q  Z5,mk) - 0, 

ZX; J ( ~ S I . X I  -I- Z r k  xjxwl $ z3îr X j q a  - X j r i  Z.zkrl - XjrI Zri.zt - Xj.+ Z?C,X~ = O 

r n + i = x ,  i 7 j , k , Z = 1 , 2  ,..., n + l .  

Il est commode pour l'intégration de ce système à diminuer le nombre 
des variables par unité et à &rire Ic système: 

on ddduit des équations (a) que 

donc 

En substituant ces valeurs dans les équations (21) on a 

Les Qquations ( d )  donnent 

en vertu d'égalité 
- rfixjxii - Ci'i~b~j 

E n  différentiant les équations ( f )  par rapport A xi et  lr, on a 
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entre tes dléments fonda~izetztals de l'espace. 97 

E n  éliminant les quantit6s y,,, et y,,,, des équations ( I L )  au moyen 
des équations ( f )  et (g) on trouve après une réduction facile 

L'élimination des quantités 

au moyen des équations ( e )  donne 

en intégrant on trouve 

et enfin 
yij Xj 4 aij  

Y i  = 3 i , j = 1 , 2  ,..., n, 
uij x j  + pij 

où les formes 
g e ,  P i j ,  Y i j ,  dij 

sont des fonctions de 

donc 14 fonction rpi est une fraction dont le numérateur et 1c dénominateur 
sont des fonctions liiiéaires des variahles x,, x ,,..., x,. 

Les équations ( e )  demandent que les dénominateurs soient les mêmes fonc- 
tions à une facteur prés; on le voit en supposant que 

où a ,  p,  y ,  8 sont des fonctions linéaires par rapport aux X I ,  x ,,.. . , x , ~ ;  les 
équations (e)  donnent 

= p i j ( x i t  Xz,..., ~k - i ,  ~k+i, ..., xn), k = l ,  2 ,  ..., n ;  
Annali di Mate~atica, Serie III, tom0 VII. 
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98 Love t  t :  Les transfurrnotiks de contact, etc. 

mais 

parce que les fonctions u ,  @, y ,  ô sont linéaires par rapport à chacune va- 
riable; donc le rapport y : $ est une constante. 

Enfin les équations (b) et ( c )  interdisent que les produits x, x, apparais- 
sent dans yj; donc on a 

n 

2 j Eij X& f @.in+i 
1 

Yi = 1' 

z j  pj xj + Fn+i 
1 

Pour que déterminer les autres transformations de contact il ne faut 
considérer que les déterminants 

les deux cas possibles donnent ou 

xip, = XIPZ = . . . = XIP, = Xnp, = . . = Xnp,, = O) 
OU 

Pjrl PlPa = . = Plpn = PPp, = . = Pnp" = O! 

c'est-&-dire les transformations projectives et les transformations dualistiques. 
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Teoria 
del Giroscopio simmetrico pesante. 

Ii DARBOUX in aleuni articoli dei Cornp. Ileta. (T. CI.  1985, p. 11 e IlCi); 
nelle Note alla Mécanique de Drspeyrous (1884-1886) e ne1 Jownul de Liozi- 
ville ( I V  Ser., T .  1, 1 8 8 5 ) ;  ha pel primo ridotta a grandissima semplicità la 
teoria del giroscopio simmetrico pesante, nell'intento di dimostrare alcuni ri- 
sultati   MA  HAL PH EN relativi al celebre teorema di JACOBI. 

, 

1 suoi lavori hanno dato origine ad una serie di altre interessanti ri- 
cerclie dovute ai sigg. W. HESS (Mathem. Ann., B. 29, 12387), ROUTH ( Q u a r t .  
Journ., t. X X I I I ) ,  a1 prof. PADOVA (Atti Is. l'en., Ser. VII, T. III, 1392) 
e al Sig. GREENHILL (YVOC. Lon. Mat. Soc.,  Vol. XXVI-1893). Alcune di 
queste ricerche ai basano sull'uso delle funzioni ellittiche ( * ) a  

Ispirandomi ai concetti sviluppati ne1 bellissimo lihro dei sigg. KLEIN e 
SOMMERFELD (Ueber die Theorie des Kreisels,  1898) espongo in questa Nota 
una teoria elementare e conîpleta al tempo stesso del giroscopio simmetrico 
pesante, la quale permette di dedurre per via semplicissima le proprietà più 
notevoli del movimento. 

(") Io stesso mi sono occupsto dell'argomento ne1 Tomo XXII, Ser .  I I  di questi An- 
nnli, 1504 (questo lavoro sari  ne1 seguito nccennnto con 3lcrn.j: ne1 Jozirnnl rlc Sc. 
Alathenz. e A s t ~ o n ,  Vol. XIII, 1897 e Vol. XIV, 1001. 

Amati di Mntematicn, Serie  III, tom0 VIT. 
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Cominciamo coll'investigare le proprietà di una m r v a  piann, traiettorin 
di un punto mobile, definita dalle due seguenti leggi : 

ln uelocith areale è îcna funxione b i q ~ t a d r n t a  del jsaggio cet tore;  
il yi ladrnfo del la  re loc i tù  totale 8 p w c  zriza fruz>iulze Oir/zrcrd?.ala del  

j.agy'o vettore. 
Posto : 

u = a t (Y. costante) ; 

dette x ,  y le coordinnte ortogonali del punto mobile; p, n le coorclinate po- 
lari, abbiamo : 

c x ,  b , .  .. c ,  essendo costanti. 
D a  queste eqiiazioni, con breve cnlcolo, si deduce : 
il q z d r a t o  d e l l ' n c c e l e ~ ~ a z i o ~ z e  tolirle è mec f m x i o n e  di 3.0 grcido 

i n  p2 (*). 

Inoltre si ha : 

essendo y di terzo grado in p" e t,b2 di sesto grado in  pF:  la  forma poi di 
qiiesti polinomi è assegnabile facilmente. Si pub quindi dire che il punto de- 
scrive liheramente la  traiettoria sotto l'azioiie di due foize : una, q u a l e  a y :  p,  
secondo il raggio vettore; l'altrit, eguale a $:  p, normale al raggio vettore. 

Kel caso speciale di : 
, J - b = O  

si ha:  
y=(2a ,p"+  b , ) p 2 ;  + = O ;  

(*) Questo risultato rettifica iina inesattezza incorsa nclla nota a pag. 14  della. Mein. 
I n  generale & ancor facile provnre che in qiiei moti piani i n  cui la velocità areale e il 
rliiadrato della velocità totale sono funzioni razionali intere di pz, il quadrato dell'accelc- 
rnzione è iinn fiiii~ioiie rnzionale iiitwa di pe. 
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del Giwscopio siul~netrico p e s m l e .  1 O1 

il movimento è prodotto da una forza ce.ritrale di iritensità: 

2 a ,  p3 + bb, p. 
Se invece fosse : 

a = O ;  b = [ = O ;  
posto : 

a=G+bu,  

gine, risulta : 

Rispetto a qucsti assi è quindi valida la s t e m  consegueiizn (GREENIIILL, 
The Applicatioîts of Ell. Eiin., 1892, png. 223). 

È facile assegnare l'equazione della curva. Faociasi : 

1 d o  w " P " x " O + 2 ;  x x 2 ' + y y ' = - - - .  
2 d u  

Quindi : 

di qui, per una nota formula d'inversione, si ha : 

essendo a ,  p ,  7, v Bostanti: e precisamente : 

Inoltre è: da notare clie il numeratore si annulla per zi = o = v, + v 2  , 
essendo - v, t! - v, altre due radici. Ma (vedi Mem. pag. 12)  : 

cssendo : 
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102 l l i a r c o l o n g o :  Teoria 

Coiiviene quindi decomporre in elementi semplici la funzione dvppianiente. 
pcriodica del secondo membro; coi rnetodi ordinari si trova: 

1 
n w = ~  I < ( u f  v, + v i ) - < u I  +cost. 

c 1 Ni: occorrono nuovi calcoli per -,  notando clie c rispetto - sta. 
O O 

nello stesso rapport0 di a rispetto o, cib che si vede subito colla sostituzione 
1 

w, = - integrando : 
0 ' 

e combinando questa espressione col valore già trovato per w, otterremo 
infine : 

5 = m eiku " ('' + > ( ! I I  costante). 
G 26 

Di qui si coilclude che: 
le cooî.dinate della czcrva (nella combinaaione x $ i y) s i  espriulollo me- 

cliante funzioni dop iamen te  periodiche d i  seconda specie e d i  p i w o  yrado. 
L a  discussione dei valori di p dipende dalla considerazione delle ra- 

dici d i :  
a ,  p4 + b,  pz + C, = 0. 

Ne1 caso particolare in cui : 

la considerazione del quadrato della velocità mostra subito che la curva è 
conipresa t ra  due cerchi reali, uno dei quali pub essere nul10 O infinitarnente 
grande, a cui risulta alternativamente tangente. Infatti le radici del trjnomio 
non possono essere nè immaginarie, nè reali e negative; ma una positiva e 
l'altra negativa, O tutte e due positive. Ne1 primo cas0 w  è sempre maggiore 
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del Giroscopio s imntet~*ico pesattte. 103 

di una quantità finita; ne1 secondo è compresa tra due limiti finiti. Si ha poi: 

dove : 
a , = 4 a l ;  g 3 = -  4 ce. 

Quindi porïeino : 

La fuiizione p esseiido costruita cogli in~ar ian t i  : 

è facile ricavare : 

e poichè : 

posto : 

otterremo : 

e queste forinole (HALPHEN, T m i t i  d. F o n .  Ell., T .  I I )  individuano unn er- 
poloide di un moto alla POINSOT. L a  curva definita dalle due leggi poste in 
principio di questo paragrafo, e che coinprende corne caso particolase l'er- 
poloide di un moto alla POINSOT, si chiamerà una erpoloide geneî.alizzata. 

Quelle due leggi costituiscono una estensione delle leggi di DARBOUX. 
Dalla analisi precedente risulta ancora un teorema inverso a quel10 di  L)AR- 
ROUX e cioè : 

la sola curva  deser i t ta  da  un wobile confortnenzente alle l egy i  d i  DAR- 
ROUX è l'eïpoloide di  zlrz moto a l la  POINSOT. 
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Un gi~,oscopio è un corpo rigido sospeso ad un punto fisso O;  se l'ellis- 
soide d'inerzia relativo al punto fisso è di rotazione ed il centro di massa 
trovasi sull'asse di rotaziorie, i l  giroscopio dicesi simmetvico; dicesi sferico 
se l'ellissoide è una sfera. Ci occuperemo esclusivamerite di questi due casi. 

Diremo A = B, C i rnomenti principali d'inerzia relativi ad O (2 A > C). 
Degli assi d'inerzia relativi al centro di massa G, due sono paralleli a quelli 
del punto fisso; il terzo, m e  di  simmetria, è comune; siano A ,  - B I ,  C i 
momenti relativi. Rispetto ad uii altro piinto dell'asse di sirn~rietria, distante 
di 6 da  G, i momenti sono: 

A ,  + M Y ,  C. 

S e  quindi A,  < C, potremo determinare due punti reali dell'asse di sim- 
metria, equidistanti da  G, e rispetto ai  quali l'ellissoide d'inerzia è una  sfera. 

S i  pub diinque dire che, in ta1 caso, l'ipotesi della sfericità del giroscopio 
non specializza il corpo, ma i l  punto di sospensione. 

Diremo: x ,  y ,  x gli assi principali d'inerzia r e l h v i  a d  O ( x  asse di 
simmetria); x i ,  y , ,  x ,  quelli fissi concentrici (a ,  verticale positivo verso l'alto); 
a , ,  a,, a,; b,, . .  . i c.oseni degli angoli che gli arsi mohili fanno coi fissi. Si8 
O G = c (supponiamo, corn' è sempre possibile, < > 0) e siano E l ,  V I ,  C ,  
le coordinate assolute di G ;  diciamo ancora : O Ï  17 asse della coppia d7im- 
pulso e P, Q, R ;  P,, QI ,  R, rispettivamente le sue componenti rispetto alle 
due terne ; fi l'asse istantnneo di rotazione e p ,  q ,  r ;  pi, q i ,  r i ,  le sue 
componenti. P e r  la scelta speciale degli assi'mobili abbinrno : 

cioè: l'asse di s inmrtr ia ,  Vtcsse della coppicr d i  impulso e l'asse istautatieo 
di rotaniotze s o m  itz uno stesso piano. 

Notiamo infine che detta T l'energia ci ne tic^, U l'energia potenziale, 
si ha, supposto il giroscopio soggetto al solo peso : 

2 T = A ( p 2 + q 9 )  C r 2  
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L e  curve descritte da1 punto I nello spazio e ne1 corpo si chianinno rI- 
spcttivarnente prima e seconda curva d'inzpulso; le cu r r e  descritte d d  piinto fi 
iiello spazio e ne1 coi-po si chiamano erpoloide e poloide. P e r  meglio rappre- 
sciitnre il movimeiito dell'asse di simmetria del corpo si consideii su questo 

- 

asse i l  vettore O V =  1 ; V dicesi vertz'ce del yiroscopio e la curvn descrittn 
d a  V nello spnzio dicesi curvu del uertice. Infine si iioti clie : 

-2 
OI=YS+ Qf + h?:= PL+ Q 2 + R 2  

L e  equnzioni del moto del giroscopio simmetrico pesante si possono p w r e  
sotto forme diverse, egunlmente jmportanti e clie, in breve, ricoiderenio. 

Ln seconda legge di NEWTON sullr?, variazione dell'impulso ci (la : 

esserido Ms, ,  JIy,, M.., l e  componenti, secondo gli assi fissi , del monieiito 
della gravit% cioè di : 

,- 

si1 - c i ;  

Riferendoci invece ngli assi mobili, l a  stessn l ~ g g e  d h  luogo alle equn- 
zioni euleriane : 

T r a  le p ,  9. e le derivate dei nove coseni Iianno lungo le  relaaioni di 
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d ai -- d OB - r a 2 - q a 3 ;  -- daa - 
d t  d t  

- p u 3 - r a i  j -- 
d t 4 a , - p  a? (3) 

ecc. 
Possiaino agevolmente trovare un altro sistema di equazioni differenzinli, 

notando che: 
d pi d 7' d q  d r - -aI I t t - / -  a , - + a , ~ .  eïc. d t  - d t 

da cui si ricava : 

Del sistema (1) è facile stabilire un integrale : 

RI = cost. 
clie equivale a :  

Pc,+ Q c z  -/- R c 3 = R ,  

ed h un integrale del sistema (2), che a sua volta ammette quest'altro: 

R = C r  = cost. (7) 

Abhialno poi llintegrde della conseïvazione dell'energia 

Per  cib che riguarda il sistema (4) osserviamo che la ( 6 )  equivale a :  

A(pc i  + q c , ) + R ~ 3 = R i ;  
ma è :  

ri=pci+qco+rc3 
onde : 

A r , = ( A -  C) rc ,+  R, 
od anche : 
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Qiiadrando e sommando le due equazioni : 

otterremo y'+ q? espresso per e, e =, allora, eliminando dalla (8) il bino- 

mio p? + qz ,  risulterh cl '"' eguale ad una funzione razionale intera di (dit 
terzo grado in c, . Da questo risultato è facile dedurre che la risoluzione 
completa del problema si riconduce alle quadrature ellittiche. 

f3 da  notare poi che ii binomio h - C r q i p e n d e  da S, da A e dai va- 
lori iniziali di p,  q ,  r, . Diremo szinili tutti quei giroscopi sirnmetrici pesanti 
(relativi al10 stesso punto di sospensione e al10 stesso Rsse di simmetria) che 
hanno a comune 

A ,  $ 1  R, RI, 

l'impulso iniziale e il valore iniziale di c , .  1 giroscopi simili non differiscono 
quindi che pel valore di C. I l  più semplice di questi è il giroscopio sferico. 
Pe r  tutti i giroscopi simili c3 è sempre la stessa funzione del tempo; onde: 

tutti  i git*oscopi s imil i  hanno lo stesso cono dell'asse d i  sirnmetyin e 
quindi atache la stessa cuwn del uevtz'ce. 

. L a  proiezione Ri di 07 su 2, essendo costnnte, si denuce subito ehe la 
prima curva d'impulso è contenuta in un piano vertic,ale. 

Siano R ed R, rispettivamente le proiezioni di I su z e z,  e sin K 
quella su1 piano x 2, ; le RI  IZ e R K risultano rispettivamente normali a z ,  
e z. Dalle equazioni ( 1 )  si deduce : 

Annali di Matematicn, Seric III, tomo VIL 
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cioè la velocità del punto I (sulla prima curva d'impulso) è normale a z ed 
essendo contenuta ne1 piano I RI K è pure normale a xi e quindi al piano 
z x , :  dunque In I I< è la  direzione della velocità di I. L n  grandezza v, di 
questa velocità è data da : 

v: = S? (1 - c p .  

Cerchiamo ancora la velocith areale di 1; ci&: 

'arnbedue i prodotti esprimendo i l  prodotto scalnre di KI per m; onde : . 

d Qi p,--  -- 
d t  

- S ( R  - R, c,). Q. d; ' 

Detto infine p l  il raggio vettore R,, 1, si ha : 

cioè py B una funzione lineare di c,;' possia'mo quindi dire : 
i l  quadrato  , dslllc . velocità totale del punto I s u l l a  pr ima  CU?-va d'iaz- 

pulso è u n a  fzinzz'o~ze biqtradrata di pi che ha ' ,negat ivo i l  coclflciente -di. , ~ 4 ,  e 
. , . .. l a  velocità areale è t;no f u w i o n e  l ineare d i  p:. . 

Queste leggi, in virtii del teorema di DARBOUX; hastano a caratterizzare 
la curva stessa : cioè: 

l a  p r i w ~ a  c w v a  d ' impulso è zaza erpoloide d i  un moto a l la  POINSOT. 
' 

Risulta pure inimediat amente : 
f z i t t i  i giroscopi simili hanno  l a  stessu pr ima  cirrvu d ' impulso.  
L a  discussione dei flessi di questa curva si fa in modo semplicissimo, 

valendosi del10 stesso metodo adoperato da1 DARBOUX ne1 caso di un moto 
nlln POINSOT. 

Infatti i valori di c, = u cui corrivpondono flessi si ottengono egua- 
gliando a zero il differenziale'di : 

Otterremo, cos1 operanrlo, l'eqiitizione di primo grndo in u :  
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Per  la rcaltà dei flessi occorre qujndi che sia : 

l R l I ~ l R \  

e che inoltre zl cada entro i limiti tra i quali varia c,. 

DELLA SECONDA CURVA D' IMPULSO. 

Con un metodo del tutto analogo si investigano le proprietà di questa 
seconda curva. 

Essendo R = cost., anche questa curva è contenuta in un piano nor- 
male all'ttsse di sirnmetria (parallelo al piano equatoriale). Sia p il raggio 
vettore IB : è : 

-2 

p " I R = P 2 f  Q ' = A ( I ~ - - C Y ~ ) - ~ ~ ~ S C ~  

cioè : p2 è una funxiorze 1ineut.e d i  c, ed è la stessa per tzdti i giroscopi 
simili. 

Quadrando e sonimando le equazioni (2) otteriiamo il quadrato della ve- 
locità totale v del punto I sulla seconda curva d'impulso, cioè : 

oppure : 

A ve = ( A  - C)2  r2 (IL. - C r0 - 2 S c,) + A Sg (1 - c3) + 
+ 2 S ( d - C ) r ( R , - R e , )  

e perb : 
il quudmto  dellu velocitic del putzto I sul ln secoltda czifwn d'i?npulso è 

aina funxione biqztadrata di p chc Iza negativo il coeficcieentte d i  p4. 
Per  la velocità areale abbiamo : 

essa b dunque una funzione lineare di c, e quiridi di p ' ;  quindi 
lu seconda c w v a  d'impulso 2 pure una erpoloide d i  u n  moto ulla POINSOT. 

da Detta a l'anomalia si vede subito che - è eguale ad una funzione 
d t  
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di pz aumentata del termine costante : 

Perb a non è 10 stesso per tutti i giroscopi simili : tuttavia p~escindendo 
da una ~otaxiuwe clniforme intorno all'asse di sivarnefria e cli velocità arago- 
lare 12, si pub dire che tutti i giroscopi simili hanno la stessa seconda c u m a  
d'impulso. 

Considerianio due casi particolari notevolissimi. 
Ne1 caso del giroscopio sferico ( A  = C) le equazioni precedenti ci danno : 

v? = so (1 - CI) 
e .le (2) diventano: 

d P  -- d Q  -SC*, - - d R  
d t cl t -- S C , ,  -=O; d t 

cioè la velocità del punto I è diretta normalmente all'asse ü, e gerb la I K  
è tangente alla seconda curva di inipulso : cioè Io duc curve di irnpulso si 
toccano ne1 punto 4 inoltre la velocità del punto I sulle due curve è la 
stessa, cioè : 

il moto d i  un giroscopio sferico si pu6 riprodurre faceizdo wtolat.e l ' z i u  
sul2'altro due coni aventi per base due erpoloid( clze ne1 moto rotolano pure 
l'zcna sull'altra. 

Questo téorema, corne è chiaro, non è valido ne1 caso generale. 
Ne1 caso in cui sia inizialmente : 

si ha :  

e quindi: 

Dall'iiitegrale (8) poi si deduce : 

2 8 (cJ0 = Il - c Y2 
onde : 

8 S Ri = R ( h -  Cr ' )  ; 
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la quale relazione permette di eliminare dalle esprcssioni precedenti il bino- 
mio k - C P. Cosi si troverà subito : 

d P p d Q A Q - = -  2 , 4 - C  
d t  dt C S (RI - R c,). 

Anche in questo cas0 è facile la discussione dei flessi; infatti : 

dove : 

Differenxiando e ponendo eguale a zero, si trova : 

avendo posto : 

Limitandoci, per brevjtà, a considerare il solo cas0 di R ed R, positivi, 
si ha :  

a1 < a, ; 
Ri inoltïe u dovendo essere, in valore assoluto, minore di -, la fsazione 
R 

" + a deve risultare minore di uno. Di qui si deduce subito elle: 
al + a 

se a 5 O 18 seconda curva d'jmpulso non ha flessi reali; se a B iiegativo 
e (in valore assoluto) minore di 0 ,  non si hanno flessi reali : questi invece 
sono reali se a essendo negativo, è perb maggioïe di  a , .  Per  a negativo e 
in d o r e  assoluto compreso tra a, e a, i flessi sono reali se cade nell'inter- 

a1 + ao val10 - 
2 

e a , ;  nell'altro caso sono immaginari (*). 

(") Questa analisi completa quella della pag. 16 della Mem. clle è relativn alla tscita 
ipotesi di 

1 + 3 e , m z >  O.  
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Mentre ne1 caso generale la 2.a curva d'impulso è, conie l'erpoloide, com- 
presa t ra  due cerchi cui risulta tangente, in  questo cas0 la curva passa p e ï  
l'origine ed è contenuta entro un determinato cerchio. 

Ricorrendo alla nota rappresentazione dell'erpoloide mediante funzioni , . 

ellittiche, possiamo dire : 
le due curoe d'irnpulso si rappresentuno mediante funzioni doppiamente 

periodiche d i  seconda specie e d i  primo grado. 

DELLA POLOIDE E DELLA ERPOLOIDE. 

L e  coordinate del punto fi rispetto agli assi mobili sono p, p, r ; quindi : 
la poloide è utra curva piana ed è una erpoloide szinile alla seconda 

curva d ' iwp l so .  
T u t t i  i punti dell'asse istantaneo d i  votaxione descrivono cuwe simili  

alta poloide. 
Poichè 0 12, 0 1, O z giacciono i n  uno stesso piano,  vi h a  un punto 

di O Q ,  di coordinxte A p ,  A q ,  A r ,  che descriverà una curva eguale alla 
seconda curva d'irnpulso. 

Eliminando c, t ra  le equazioni (10) e .  (11) si ottiene una prima equa- 
zione t r a  p , ,  p l ,  r ,  della forma 

S pi + q: + (ri + zy= cost. = K2 ; 

quindi : 
l 'e~yoloide del giroscopio si~mzetrico pesante è una cziraa situata su  d i  

utta sfera i l  cui centro giace szdl'asse verticale; il moto del gi~.oscopio s i  
pu6 quindi ripradurre col 1-otolamento d i  trna elpoloide d i  un moto alla 
POINSOT S U  d i  2112a sfera ('). L a  oelocità d i  rotola~nelzto è eguale al  raggio. 

(*) Se il giroscopio shrne t r ico  e soggetto a forze clle ammettono un potenziale fun- 
zione del solo angolo che l'asse di simmetria fa con una re t t a  fissa p. e. l 'asse verti- 
cale; il problema é ancora riducibile alle quadrature, corne g i i  fu osservato da1 DARBOUX 
(Corn. Ren. T. CI; Note XX à la Méc. de DESPEYROUS). Infatti hanno ancora luogo gli 
integrali : R = cost. ; RI = cost. e l'integrale della conservazione dell'energia : 
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Consideriamo l a  proiezione orizzontale della erpolüide : si ha: 

h -  Cr2 2s Ri A - C  
 pif^:= A -_*CF(x+-- A 

- Ma si è t rorato che il quadrato del raggio -&tore delle due c u n e  d'im- 
pulsa è unn funzione lineare di  c,, quindi:  

i l  quudra to  del ragg io  vettore del la  proiexione or izzontule  dellu erpoloide 
del giroscopio sinznzett.ico è zma furuione biquudrata  del raggio  vetiore dellu 
p l i m a  e secondu curvcc d i  inzpulso,  col coefjciente del la  puarta potenxlc ne- 
gativo (*). 

Dalle equazioni (4) s i  trae, con calcoli assai semplici : 

, 
la velocità areale della proiexione a n k z o n t a l e  dell 'erpoloide é ztna f iw io t ze  
d i  2.0 grado in c,; e quindi : 

hlcune delle proprieta dimostrate seguitano aiicora, n sussistere; ad esempio: le due 
curve .d'impiilso e l a  polodia sono curve piane. Quanto alla arpoloide notando clie : 

p; + y; + rt  = pz + y2 + y2 = x f (es) f- B ; = ?n r ,  $ 1 2  

risulta : 
pf + q; = x f (rn r1 + n) + p - 1.; = p (Y , )  

cquazione di una superficie di rotazione intorno all'asse fisso; onde: 
l'erpoloidt! yiace su di una superficie di rolmYone ed il moto del giroscopio si pu6 1.i- 

produrre col t-otolamento delln poloide su  di unn superficie cli rotazione intorno all'nsse 
fisso; la velocità di rotolnmento é zcgunle nl raggio. 

Ne1 caso del giroscopio simmetrico pesante questa superficie é una sfcrn: no1 caso 
in cui f = $Tc: considerato da TISSERAND (C. IL, Tom. CI, lS85) ,  e sviluppato da1 PA- 
DOVA (Rend. Acc. Linc., 1886) e ne1 cas0 più generale di f = Il, ci f II2 &, t ra t tnto da1 
sig. PALADINI (Rend. Acc. Lirzc., 1888), l e  quadrature s i  effettuano colle funzioni ellitticlie 
e la, superficie di rotazione è unn quadrica (ellissoide, ipeholoide a d  uns  falda o pnra- 

c; 
holoide). Ne1 cas0 in cui f = -a t ra t ta to da1 sig. Unzi (Giorn. di ~ V n p . ,  2.a serie, 

1 - c i '  

T. V), che pub studiarsi colle funzioni elementari,  la snperficie di rotazionc è ùel 
4.Qrrdine. 

p) Vedi JIem. png. 18. 
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t ra  la velocità area.le e i l  qucrdrato del raggio vettore ha luogo zcna 
relazione algebrica, Oipuadl.ata rispetto al roggio vettore e d i  seco~wlo grado 
vispe tto alla velocitù areale. 

È pure facile dedurre che:  
i l  quadrato della velocità del punto che percorre l'erpoloide è zrna f i i n -  

xio~ze d i  2.0 grado i n  c,; il quadrato della velocità del punto che percowe 
ln proiexione orizeontale dell'erpoloide è d i  terzo gvado i n  c, .  

L e  leggi d i  DARBOUX non essendo soddisfatte, in generale, si pub dire : 
lu proiexione orizzontale d e l l ' e ~ o l o i d e  d i  un giroscopio sinzmetrico ~zon 

è una etyoloide d i  un moto nlla POINSOT (*!. 

Ne1 caso del giroscopio sferico il vettore ha ln stessa direzione 

di 07; e quindi non solo 

la e~poloide del giroscopio sferico è simile al la seconda curva d'imqwlso ed 
è puindi una erpoloide d i  ula moto al la POINSOT. 

Sull'asse verticale considero il punto N d'intersezione colla sfera su cui 
S giace l'erpoloide e distante da1 punto O di K - - . 

An'  
si faccia la proiezione 

stereogrsfica dell'erpoloide da1 polo N su1 piano orizzontale. Del resto le 
stesse considerazioni valgono per l'altro punto d'intersezione. L e  coordinate 
d i  un punto di questa curva sono proporzionali a :  

(*) Questo risultnto non è conforme a quel10 del sig, HESS (Mem. c h \ ,  che nelle sue  
equazioni (Gu), analoghe alle (4) del presente lavoro, ha t rascurato il termine in A -  C; 
non regge quindi l a  s u a  generalizzazione del teorema di DARBOUX (pag. 558). Che la pro- 
iezione orizzontale non sin eEettivamente iina erpoloide di un moto alla POINSOT risultn 
senz'altro dalla formola data  nella mia Mem. (pag. 17) la  quale esprime il binomio pl + i p ,  , 
in modo assai semplice, mediante funzioni di seconda specie e di secondo grado,  mettendo 
in luce l a  dipendenza colle coordinate della poloide ne1 primo moto alla POINSOT; mentre 
il binomio x: + i y  nell'erpoloide di un moto alla POINSOT è esprimibile mediante funzioni 
di 2." specie e di primo grndo. Vedi anche a ta1 proposito l e  osservazioiii del sig. KLEIN 
(lihr. cit., pag. 410) e la  Nota XIX di DARBOUX, pag. 542. 
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Consideria.mo la curva le cui coordinate sono u , ,  v , ;  si trova: 

e tenendo presente la  (10) si deduce che p: è uns funzione fïattn di  
quindi anche di c, . Deduoiarno. iooltre : 

. 

Ancora : 

f a 1  e 

condo d 91 eve calcolo mostra che pi - - è .na funzione di se 
d t  4 ' 2 7  

grado in c, e il coefficiente del termine in e: è - f i ,  e quindi B nul10 solo 
A 

ne1 caso del giroscopio sferico; dunque quel binomio è anche una funzione 
di  secondo grado in r ,  ; onde : 

la velocità areale è una funxione biquadrata di p ,  . 
Si ha infine : 

e quindi, dopo sernplici riduzioni, 

essendo : 

Il yuadrato della velocitù totule è zoza funxione biqztndrata d i  p,. 

Amali di Malemntica, Serie III, tom0 VIL 16 
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Da quevte due proprietà si conclude : 
la  proiexione stereografica dellu erpoloide del giroscopio simmetrico pe- 

san te d u i  due pulati d'ir,tersexione dell'asse verticale colla sfera, su1 piano 
orixxonttrle, è uraa erpoloide generalixzatn e quindi rappresentabile con fun- 
xioni d i  seconda specie e d i  pr imo grado. 

Questa ricerca risponde ad una questione posta da1 sig. KLEIN (lib. cit., 
pag. 440, in nota). 

L'espressione trovata pel quadrato della velocith rnostra che r ,  é sempre 
compreso tra due valori reali (positivi O negativi) che in generale perb non 
raggiunge; 10 stesso avrerrà per p, : quindi la proiezione stereografica della 
erpoloide è sempre compresa entro una certa corona circolare; esisteranno 
quindi due c i w o l i  tangenti  a questa proiexiosze e che l a  comprendono. La 
erpoloide stessa B quindi compresa tra due paralleli della sfera ai quali ri- 
sulta tangente. 

Del resto tutto cib avrebbe potuto anche essere stabilito colla coriside- 
razione dei due valori di c,, reali e minori di 1, (radici di una equazione cu- 

d c3 d ri bica facile a stabilire) che annullano - e quindi --  
d t  d t  

Le stesse proprietà 

si estendono al cono descritto dall'asse di simmetria. 
Se i due paralleli tra i quali B compresa l'erpoloide giacciono da una 

stessa parte del piano converrà proiettare da N O da1 suo diametralrnente 
opposto N'.  

Le  coordinate del vertice sono a,, b, ,  cs ;  consideriamo la proiezione 
stereografica del vertice su1 piano orizzontde da1 polo nord dell'asse xi e di- 
ciamo A , ,  pi ,  le coordinate di questa proiezione, s, il raggio vettore. Ab- 
biamo : 
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Eu proiexione stereograJica della curva del uertice su1 piajzo ot i~sontale  è una 
erpoloide genera lzizutu. 

S e  1i - C r 2  - 2 S> O, dalla seconda formula non risulta alcuna limita- 
zione per p,  . 

Se h - C r Z  - 2 S < O, tale proiezione risulta interna ad  un determinato 
cerchio cui è tangente; se inoltre R, = R lu proiexione stereoyraficu sziddetta 
dizenia una erpoloide d i  zin moto alla POINSOT. 

Notando che 
h - C r P - 2 s c 3 > o  

se c, B sempre diverso da 1, risulterà certamente FL - C r5 - 2 S < O. 
Si h a  pure che À,, p, e qiiindi a,, b, sono gli stessi per tutti i giro- 

scopi simili : onde i l  moto dell'asse d i  sirnmet~ia è Eo stesso per tutti i gi- 
roscopi simili. 

Infine da tutto quanto è stato esposto deduciamo: 
. tutti gl i  elementi geometrici clle deJiniscono i l  nzoto di  UIZ giroscopio 

simmetrt'co pesante s i  possono rappresantare con funzioni doppiumente perio- 
diche di  2.a specie e d i  primo grado (*). 

PARAGONE TRA 1 MOT1 DI  PI^ CtIROSCOPI SIMILI. 

Consideriamo due giroscopi simili corrispondenti a due diversi valori C, 
C' di C.; siano p ,  q ,  r le componenti della velocità istantanea di rotazione 
pel primo giroscopio; p', q', r' quelle del secondo. Abbiamo le seguenti re- 
lazioni integrali : C 

C r = R ;  A ( p c , + q c , ) + C r c , = R , ,  A ( y 2 + q ! ) + 2 S c , = c o s t .  

e tre relazioni analoghe pel secondo giroscopio : quindi : 

C r  = C' r'. 

Intorno all'asse di simmetria si effettui una rotazione istantanea di ve- 
locità angolare costante 11, la quale si componga con p, q,  r :  dico che, sce- 

(") La stessa proprietà non sussiste più per i coseiii direttori della t e r n s  mobile, i 
quali si esprimono (nelle combinazioni al. + i 6,) con funzioni di 2.8 specie s di  3.0 grado ; 
mentre che in  un moto alla POINSOT si esprimono con funzioni di 2.a specie e .di  1.0 yrado, 
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118 M a r c o  l o n g o :  Y'eoria 

glierido convenientemente n ,  avremo la rotazione di componenti p', q', Y' .  

Nella rotazione costante, infatti, gli açsi x y si spostano in x' y' e sarà 

e le cornponenti di p, q, r secondo x', y ' ,  x ,  sono: 

Poniamo quindi : 

v ' = r  3 - 1 1 ;  
dovrà dunque essere : 

R = C r  =; C i  (1. + 12) 

onde : 

Osservando quindi che : 

P Cg + 4. ce = p' (ci COS n t $ c, sen n t )  + 
+ y' (- ci  sen n t + c, cos n t )  = p' c', + q' c', 

p' + q? =p14 + $2 

otteniamo : 
C 1 r ' = R ;  A ( p ' c ' , + q ' c ' , ) + C ' r r c 3 = R , ,  

A (p'" qeP) + 2 8 c3 = cost. 

che sono gl'integrali del moto del secondo giroscopio; dunque: 
i movinzc~ti di  pi& girosco~i ~ i m i l i  Izon differiscono che per m a  ~ o t u -  

xione uniforme itttorno ail'asse d i  simmetria. 
Di qui l'opportunità di considerare il più semplice di questi movimeriti 

corrispondente appunto al giroscopio sferico. Detto O a, l'asse istantaneo di 
rotazione relativo al giroscopio sferico, componendo il vettore n posto su x 

con On,, otterreino il vettore 03 relativo ad uno dei giroscopi siniili; 
qiiindi : 

i poli di rotazione di  tutti i yivoscoyi simili stantlo su di unu paral- 
kela all'asse comune d i  simm.etria e a distanxe invariabili tra loro. 

Si pub anche dire : 
i l  m ~ l o  risultalzte d i  un movimentc, di un giroscopio simmetrico pesante 
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e d i  unu rotaxione uniforme intorno all'usse d i  sinmetria E u n  movimento 
d i  2sn giroscopio simile. 

Questo teorema pub dirsi corrispondente di un famoso teorenia di  SYL- 
VESTER, di cui fra breve dovremo fare applicazione, relativo ai moti alla 
POINSOT : 

i l  moto r i s u h n t e  d i ' u ~ z  nzoto a h  POIYSOT e di  una rotaxione unifo?-me 
idorno alla normale al piano invariabile è paritnetzti un moto alla POINSOT; 
le quadriche basi dei due rnovimenti sono omofocali (*). 

(*) Pldos. Trans., Vol. 156, part.  II, pag. 757-770, anno 1866. 
Il SYLVESTER d j  due dimostrazioni assai  semplici del suo teorema,  partondo dalla 

ipotesi che l a  quadrica base (Kinematical exponent) sia un ellissoide d'inerzin. Colle no- 
tazioni e i metodi qui adoperati, i n  modo più spiccio, si  pub procedere cosi. 

L e  equazioni euleriane pel moto alla POINSOT sono : 

dove A, B, C hanno segni qualsiansi; queste ammettono gl'integrali: 

PZ Q2 RZ 
- + - + - = 2 h ,  
A B C  

L'asse z, sia l'asse della coppia costante d'impulso c siano 5, 31, < gli angoli clie i 
piani x al , y zl , z zl fanno con un piano fisso p. e. ml z, . Si t rova  subito che : 

S e  nelle equazioni differenziali ed  integrali mutiamo rispettivamente : 

c Ili in  2  Ti, = 2 h +i (32, esse non mutano; aumenta di unJi costantc - 4 0; onde dt 
il nuovo moto alla POINSOT, la cui quadrica base è ornofocale alla prima, consta del primo 
e di une rotazione uniforme intorno z, . 

1 1 1 
Mutando invece - in - = A - -, ecc. si ha  quel 2.' movimento clle il SYLYU- 

A AI d 
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Consideriamo un primo ed un secondo moto alla POINSOT, le cui qua- 
driche basi abbiano Io stesso centro, le stesse direzioni, x, y, x degli assi. 1 
due moti abbiano inoltre le loro polodie rispettive simmetriclie rispetto al 
punto fisso ; !i diremo, brevemente, moti coniugati. 

Siano : A, B, C, le grandezze dei quadrati dei semi-assi della quadrica 
del primo moto; A , ,  R , ,  C, quelle della seconda; n ,  X ,  p ,  le componenti 
della velocità istantanea, secondo x,  y,  z ,  del primo; saranno - r ,  - x ,  
- p quelle della velocità del secondo; sussisteranno le equazioni : 

d z  B - C  -=- d r  B1-CI - 
d t P -23 - Ai 

x p  ; ecc. 

Sarà dunque : 

A - + Bi i Ci 
= O ,  

cioè : 
Ag(B-C)+Bi  A - C I A = O  

Queste tre equazioni non sono indipendenti; la loro somma infatti si ri- 
duce alla identità 0 = 0 ; quindi il sistema precedente determina i rapporti 
di A , ,  B,,  Cl. Posto: 

e detto a un coefficiente di proporzionalità, abbiamo: 

A , = o  A a ,  B , = o B P ,  C I = c C 7 .  (21 

Gl'integrali dei due moti alla POIKSOT sono, pel primo movimento : 

i quali rispettivamente esprimono i teoremi della conservazione della energia 
e della costanza della coppia di impulso. Pel secondo movimento avremo Pa- 
rimenti : 

A, n' f- Bi X? j- Ci pg = 2 Ji, , A: n9 + Bi $ Ci pz = Gi , 
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Mostriamo anzitutto che, cognite le costanti del primo movimento, si pos- 
sono determinare quelle del secondo a meno del fattore o. Infatti abbiamo 
g i i  le equazioni (2 ) ;  dai primi due integrali poi deduciamo : 

2 h ( A + B +  C ) - ~ G ' = A ~ I ; ~ + B ~ ~ ~ + C : ~ ~ ,  
cioè 

2 h i = o ~ 2 1 ~ ( . 4 + B + C ) - 2  G21 I - (3) 

H a  luogo la seguente identità: 

e due equazioni analoghe : e perb: 

cioè : 
G:=II"B/L A B C - G 2 ( B ; / + y a + a p ) I .  (4) 

Le equazioni (1) (3) (4) provano quanto si era asserito. 
Osserviamo che qualunque siano i segni di A,  B, C, risulta G: positivo 

e quindi G ,  reale. 
Se la  quadrica base del primo moto è un ellissoide d'inerzia, a, P, i /  ri- 

sultan0 positive; è facile vedere che in tal caso anche la quadrica del se- 
condo moto è un ellissoide d'inerzia; m a  nella ipotesi di 

e quindi anche 2  hi è positivo. 
Notiamo ancora le seguenti identità utili in seguito: 

C B ( y - B )  + A C ( a - 7 )  + B A @  - a )  = 

= 2 ( C - B ) ( A - C ) ( B - A ) ,  

C S B g ( y - p )  f A e C g ( a - y ) +  B e A P ( @ - a ) =  
= 2 ( B C + C A + A B ) ( C - B ) ( A - C ) ( B - A ) ,  

C B ( C 7 - B @ ) + A C ( A a - C y ) f  B A ( B B - A u ) =  

== : A  + B $ C) ( C -  Bj ( A  - C )  ( B - A ) .  
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Xia x,, y,, x, la terna degli assi fissi ne1 primo moto alla POINSOT, es- 
sendo xi normale al piano invariabile che è tangente alla prima quadrica ne1 
punto in cui essa Q incontrata dall'asse istantaneo di rotazione; i coseni di- 
rettori che la terna x, y ,  x forma con x, sono: 

Sia x,, y,, x, la terna degli assi fissi ne1 secondo moto alla POINSOT, 
essendo x, normale al piano invariabile; s, y,  x formano con x ,  angoli i 
cui coseni sono : 

Proponiamoci di studiare il moto relativo di xi rispetto x,. 
Le componenti della velocità istantanea del sistema x i ,  y,, xi, supposto 

mobile, rispetto x ,  y ,  x sono - 7 ,  - X ,  - p ;  quelle della velociti di x,  
y ,  2 ne1 2.' moto sono pure - n, - X, - p ;  onde le componenti della ve- 
locità istantanea del sistema xi ,  y, ,  zi rispetto al sistema fisso x,, y,, 2, va- 
lutate secondo x ,  y ,  z, sono - 2 7 ,  - 2 il, - 2 p. Valutiamole secondo i l  
sistema mobile xi,  y , ,  z , ,  e diciamole p, q ,  r. Se indichiamo rispettivamente 
con 

u 3 ;  P i 1  P z ,  P3;  71, 72) 73 

i coseni degli angoli che z,, y,, x i ,  fanno con x, y ,  x ,  avremo: 

p = -  2(na1  + ~ a z + p a , ) ;  q =  - 2(np i  +xPY+pFs) ;  

= - 2 (n y, + x y,  t- P 73). 

Sostituendo nells terza d i  queste equazioni i valori (6) di y,, y,, y3,  

abbiamo : 

cioè : 
4 h  y - - - =  
G 

cost. 

Diciamo ancora c,, c,, c, i coseni direttori di xi, y,, z,, rispetto z 2 ;  e 
notiamo che: 
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Sarà  
C i  + q c, + 1. c,= - 2 ( z v ,  $ z'iq + p v 3 )  

cioh : 
4 hl pci  $ 4 C r  $ r c3 = -- =  COS^. 
Gi 0) 

Fiiialrnente abbiamo : 

Consideriaino quindi il sistema : 

esso permettedi di esprimere ;.\ f ,  ,G? i n  fuiizione liiieare di 2 1 ;  iiifatti si 
trova : 

due formole analoghe, i n  cui si è posto: 

A = 2 A B C ( C - B ) ( B -  C ) ( B - , 1 ) .  

Sommaildo le cquazioni (IO), tenendo preseiiti le (5) e la eguag1i:~nza : 

L e  equazioni (8), (9), (I l )  convengono al'nîoto di  uii giroscopio sfcrico: 
e poichè il moto dell'asse di simrnetria è 10 stesso peï  tut t i  i giroscopi si- 
iriiii, cosi concludiamo : 

Z'nsse invariubile del sechdo w l n  alla POINSOT s i  r>izroue, rispctlo ol- 
l'altro nsse del primo vzoto comùgato, coixe l'asse d i  s ivmetr ia  d i  .rua yiro- 
scopio sitnnzetrico pesante vispetto al lu ver ticnle. 

Amnl i  di AInteimticn. Scric III, t om0  T'IL 17 
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Volendo considerare il moto del giroscopio simmetrico bisogna comporre 
il moto del gimcopio sferico con una rotazione : e quindi uno dei due moti 
alla POIESOT con una rotazione intorno all'asse invariabile; questo movimento 
risultante, in virtù del teorema del SYLVESTER, è pure un moto alla POINSOT, 
la cui quadrica base è omofocale alla quadrica del primo moto alla POINSUT 
onde : i l  moto 1 G  un giroscoyio siwmetrico pesatzte epui~ale ctl nzoto ~01ntiz;o 
di due w o t i  all~c POINSOT. 

Questi due movimenti non hanno più la stessa polodia e sono quelli clic 
~IALPHEK chiama concordanti, e i geometri inglesi u associated n.  

Se  diciamo R, R,, A', Sr, h' le costanti del giroscopio sferico, le equa- 
zioni (S), (9), (11) ci darino: 

S' G Gl 1 
A' o A B C 7  

le quali deterniinano i rapporti reali delle costanti R ,  R I ,  S', h' alla CO- 

stante A' i n  funzione delle costanti dei due moti di POIKSOT. 
Scrivendo : 

IL' 2 -=-((B+ C ) ( ~ I ~ A - G ~ ~ + A ) ~ ~ L ( B + C ) - G ~ I + ~ I ~ B C ) ,  
A' A B C  

si scorge subito clle se la quadrica base del primo moto alla Y o r ~ s o ~  i: uii 
h' ullissoide di inerzia, la costante è positiva. 
A 

È opportun0 porre le prime due equazioni del sistema (12) sotto altra 
forma. Pongasi : 

e si ha :  
2 X + ' " 0 1  2 2 , - E = 0 .  

A' - C' Auinentando la costante ~t (cioè Y) di 
A' 

1 2 ,  si passa aile relazioni 
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analoghe per un giroscopio simmetrico; sarà quindi : 

Le forrnole trovate permettono di determinare il moto di un qualunque 
giroscopio sferico cogniti i due nioti alla POINSOT coniugati ; infatti dispo- 
nendo opportunamente di A ,  B, C, h ,  G, le costanti del giroscopio possono 
assumere qualunque valore. Pjù importante è il problema inverso: determinare 
i due moti alla POINSOT componenti, cognito il moto del giroscopio sferico. 

Tale decomposizione, come pure la maniera generalissima di enunciare 
il teorenia di Jacosi ne1 caso di un giroscopio simmetrico, è dovuta ad 
HALPHEN clie l'ha ottenuta e studiata diffusamente col sussidio delle funzioiii 
ellittiche. Essa è la maniera più sporitanea e diretta di dimostrare il teo- 
rema stesso ed è quella sostanzialmente seguita da  Jacosr, da LOTTNER e da1 
PADOVA (**). L a  prima dimostrazione elementare dei risukati ~ ~ ~ ~ ' H A L P R E N  e 
la loro interpretazione geometrica è dovuta al DARBOGX, il quale ha  ricercate 
direttamente le condizioni a cui debbono soddisfare due moti alla POINSOT 
perchè il loro moto relativo sia un moto lagrangiano ed in particolare ha  de- 
dotto, che ne1 caso di  un giroscopio sferico i due moti hanno la stessa po- 
lodia. La bella e diretta dimostrazione del DARBOUX è stata semplificata, con 
calcolo assai elegante, da1 sig. HESS (Zeitschrifi, ecc.). Egualmente semplice 
e direttw è la decomposizione ottenutn da1 sig. ROUTR e fondata sull'uso dei 
tre angoli euleriani. 

Oltre il bello studio che il KLEIN fa del teorema in quistione ne1 libro citato, 
sono notevolissimi i larori del sig. GREENHILL, il quale (P~oc., Vol. XXVII) 
partendo da un noto teorema di DARBOOX, che mostra come una geneïatrice 
di un iperboloide articolato deformabile pub riprodurre il moto dell 'ass~ di 
un giroscopio, lia r i ce rc~ to  in qua1 modo questa deformaxione è associata col 
moto di lin giroscopio e con due moti alla POINSOT. Questi lavori del GREEN- 
HILL si collegano poi colla teoria degli integrali pseudo-ellittici ed accennano 
,z casi numerosi in cui la cnrva del vertice c l'erpoloide sono curve a l p  
bïiche. 

L e  formole stabilite perinettono pure di ïisolvere semplicemente il pro- 
blema, valendoci di un artificio giH seguito ME M HAL PH EX, da1 DARROUX e da1 
ROUTH. 

(*) Qiicste equszioni coincidono con le ('22) e (23) dcl çig. IIi.:s.; (Zeitsc711.ifl). 
("') Atti Am. Sc. d. TolY~zo, Vol. XIS, 1SS4. 
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Porremo : 

szrh qixindi k unrz costante ,positiva. 
Osserviamo poi che dalle equazioni : 

d 21 v 2  - 7L 
1 C, - q = z - 12 ? Tj Cl - 11 C2 = - 9 p? $ (1? = I- 

d t I; 

Deve essere intanto nz > zi. Di più l'equazione ciibicn : 

f @) = O 

lia le sue radici reali; una maggiore di uno, le altre due comprese t ra  + 1 
e - 1. Ma poichè u è compreso tra queste due (seconda e terza), ed 
j ' ( n z )  < O, si conclude cl-ie m è compreso tra la prima e seconda radice. Cib 
p r n e s s o  consideriamo i l  valore (10) di  x? e poniamo: 

G Gi 2 12 R C(-/- fi) - GZ(C./ -- BB) = - (C- n ) ~ ~  
G 

cioè : 
G Gl G 2 ( B + C - - 4 ) - - 2 h B  C = -  
G 

21 l 

e rliir: esprcssioni nnaloghe per 1 1 ,  e 21 , .  Risiilta quindi : 

. . . . . . . . . . . 
rierivando l'eqiiaxione : 

a A % n ' + p B 2 ; C ' + ; , C 2 p ~ -  G - (7, U .  
C 

otteniamo : 

Sostituendo i valori (15) per r ,  i l ,  p ,  risulta: 
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ln q u  
della 
di 1 ,  

ale, pnrsgonatn colla (13), ci dice che w , ,  u,, 14, sono le radici reali 
f ( u )  = O ;  quindi potremo rigunrdnre p i , ,  z r , ,  t l n ,  come note in funzione 
m, 7 1 .  Si ha poi : 

I I ,  ) 112 > I l 1  > 21 > f i 3  (1 fi) 

(' Ponendo: Tl valore di k permette di elimjriare dalle (14) i l  fiittore - . 
ii 

le (14) diveritano : 

L a  (3), a sua volta, si trasforma in quest'altra : 

Moltiplicando queste quattïo equazioni rispettivameiite Der 11, - 2 Y, 
- 2 r , - 1 e sommando si ottiene 

onde : 

quindi x, y ,  x risultano reali, positivi O negativi, ed espïessi mediante le 
radici delln f= O. Lo stesso accade per r, x, p ;  infatti un calcolo molto 
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128 Ma vc  O 10 ng a : .,Teorin del Giroscopio simmetrico p e m d e .  
- 

semplice trasforma le (15) in quede altre: 

In virtù della disuguaglianza (16) ng, ;c:, t2 risultano positivi; le equa- 
zioni precedenti forniscono Valori reali per 7 ,  X, p e quindi ancora per le 
7 e le Y. 

Nessintl, ottobre 1901. 
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Sul potenziale elastico. 

(Di CARLO SOMIGLIANA, a Pavin.) 

Iii due Note pubblicate alcuiii auni or soiio noi &:dicorti della 22. dcni- 
t7e1uiu d e i  Limei (*) 110 dimostrato relatiranieiitc al poteiiziale élastico uiii- 
tario alcune proprietà clie yresentano un certo iiiteresse riguardo ai pincipi  
della teoria della elasticità. H o  dimostrato cioi: che se noi noil facciarno al- 
cuna ipotesi circa la striittura del corpo elnstico clie si considera e cercliismo 
quali siano le forme speciali che pub assun1ei.e il potenziale per effetto d i  
proprietà di siminetria, troviamo che esse sono tutte e sole quelle che si tro- 
vano ammetterido n p~io?.i ,  come dato sperimentale, la legge f~ndainentalc 
che regge la sirnuietria dei cristalli. Questa legge, per quanto riguarda le 
proprietà elasticlie, risulta cosi implicita n e h  ipotesi ordinaria (poieliè in  
sostanza altro non è cbe un'ipotesj, quantunque possa con vari argomenti 
giustificarsi) per ciii si assume per il potenziale elastico una f ~ r m a  quadra-. 
tica delle sei coinponenti di deformazione. I l  teorema ricordato viene yer- 
tanto a portare un nuovo argomento in favore di tale ipotesi; poichè si puh 
dimostrare che se prendiamo un'espressione più generale per il potenziale, 
includendovi uria forma di grado superiore al 2.", tale teorema cessa di es- 
sere rero. La cos1 detta legge di razionalità degli indici non sarebbe quindi 
in generale compatibile, da1 nostro punto di vista, con una teoria dell'ela- 
sticità, in ciii si tenesse conto anche delle deformazioni d'ordine superiorc 
al primo, come in qualche caso si è tentato d i  fare. 

Ritornando nelle mie Leziorti sopra queste proprietà, 40 ~ ~ o t u t o  dame 
una dinlostrazione assai più semplice di quelle di cui mi  sono servit0 nellc 
due Note ricordate innanzi, che anzi mi sembra la più semplice ed elemen- 
tare possibile. Mi pare percib opportuno, il fada  conoscere, alrneno per ra-  

(*) Sulla leycle di ~.nwioitnlltri ~ispetlo atle pi~o1wie2r2 elasticlie dei ct.islnlli, 1.' Sem. ld04. - Sopm g2i inuariaizti ortogoizali di  defornzazione, 1 . 3 e m .  1893. 
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130 S o r n i g l i a n a :  

gioni didattiche, aggiungendovi la deduzione completa che ne risulta, di tutte 
le forme speoiali del potenziale, deduzione d i  cui prima non mi era occupato. 

L a  determinazione delle varie forme del potenziale per questa via pre- 
senta anche il santaggio di ecsere sotto certi punti di vista assai più spe- 
dita, rispetto ai  metodi fondati sopra trasformazioni di coordinate, che sono 
ancora generalmente riprodotti nei trattati anche recenti. Tale utilità del 
resto era d a t a  chiaramente indicata da1 BELTRANI nelie sue Note $sico-ma- 
tematiclie nei Rendiconti del Circolo Matenlatico di Palermo, T. III, 1889, 
nella deduzione delle forme isotrope del potenziale. percib doveroso ricor- 
dare che il concetto fondamentale, da cui hanno avuto origine questi studi, 
è del conipianto maestro. 

DETERMIN.~ZIONE DEGIJ IXTARIANTI ORTOGONALI DI DEFORMAZIONE. 

Siano zc, u, w le compoiienti di spostamento di un mezzo elastico riferitc 
ad uns  terna di tissi ortogonali x, y, x ;  u', v' ,  tu' le compoiienti del10 stesso 
spostamento riferite ad un'altra terna di assi x', y', x'.  Porremo secondo le 
notazivni di KIRCHHOFF 

e chiamereino queste sei qunntità x,, yy, x,, ya,  zX, r, le componenti di 
deformazione.. Se  supponiamo che dagli assi x, y, x si passi agli assi x', y', z' 
con una semplice rotazione di un angolo O: attorno a.ll'asse delle 2; le rela- 
zioni che legano le componenti di deformazione riferite ad uns terna di assi 
alle componenti di deformazione riferite all'altra (le quali sono date in  ge- 
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Sul potenziale elastico. 13 1 

rierale da  una sostituzione ortogoriale a sei ~a r iab i l i )  si possono porre sotto 
uiia forma assai semplice, introducendo l'unit8 immaginaria i = 1-1, ronie 
ho già dimostrato nella seconda delle note soprac,itate. Si ha infatti 

e, comliilando opportunamente per moltiplicazione queste relazioiii , si trova 

L a  sostituzione a sei variabili si decompone cos1 in due sostituzioni oi'togo- 
nali a tre variabili, ridotte a forma canonica. L'una rappresenta una rota- 
zione di u n  angolo 2 a ,  l'altra di un angolo a .  

Se l'asse delle x è di simmetria per il mezzo elastico, il potenziale dovrà 
essere format0 con espressioni che siano invarianti quadratici per le rotazioni 
corrispondenti al periodo di tale simmetria. L a  rkerca  delle diverse fornie 
possibili pel potenziale si riduce quindi alla ricerca di tali iilvarianti. Ora 
se f (x,, yY, z,, y,, x x ,  yy) è uno di questi, la relazione clie ne dimostra 
l'invarinntività 

dovrà essere una conseguenza delle (l), e prccisarnente il risultato della eli- 
ininazione del fattore esponenziale fra le relazioni clle si ottengoiio dalle (l), 
O dalle loro coniugate, elevandole al quadrato O nioltiplicandole fra loro a 
due a due. Inoltre siccoine queste relazioiii risulteranrio tutte formate linear- 
mente col fattore esponenziale e, toltone questo fattore, sininletriclie rispetto 
ai due sistemi di  compo;ienti di deformazione, I'eliiniiiaziorie si potrà eseguire 
uguagliando fra loro le espressioni che per tale fattore risiiltano dalle diverse 
relazioni, O, cib che torna lo stesso, moltiplicando fra loro O per se stcsse 
le relazioni (1) O le loro coniugate in modo che dai prodotti scompaiono i 
fattori esponenziali. 

Abbiamo cos; un metodo assai semplice per costruire tutti i possibili in- 
varianti quadratioi. È chiaro p i  che un procediroento analogo portereblie a 

Annnli di il4atsinaticn, Scrie III, tom0 VII. 1s 
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trovare gli invarianti di qiialsiasi grado ?z. Basterebbe corribinare per molti- 
plicazione le ( l ) ,  e le'loro coniugate n ad f i ,  in modo che dai prodotti scoin- 
parissero i fattori esponenziali e si avrebbero cos1 tutte le relazioni di grado n 
della forma (2) e quindi i corrispondenti invarianti. (Circa la legge di forrna- 
zione di questi invarianti, V. la 2." delle due Note citate.) 

Incomincirimo a trowre col procedimento indicato quelle espressioiii, beii 
note del resto, che rimangono invariate qualunque sis l'angolo di rotszione a ,  

e che si possono chiamare, come ho già fatto in una delle Note citate, in-  
varianti di rotazione. 

Le ( I b )  ( I d )  non contenendo 8, ci dhnno i tre invarianti qundratici 

Moltiplicando la (1,) per la sua coniugata troviamo 

e cosi dalla (3,) si ha  
10 x': + y ; = x i  $ y;. 

Non è possibile iil altro modo eliminare a fra le (1) comliiiiandole a due 
a due  senza attribuire ad o: un valore speciale. 

Troviamo cosi, come è notissimo, cinque invarianti di rotazione. Il po- 
tzsziale elastico per i mezzi che ammettono un asse di isotropia è una f i i i i -  

zione lineare di questi e contiene quindi cinque costanti. 
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Su2 potenxiale elastico. 

Per avere gli invarianti corrisporidenti a valoi~i speciali di U ,  coi qiidi 
deve essere forinxto il potenziale, quando il mezzo lia un asse di simiiietria 
elastica di un certo periodo n, comincianio ad osservare che fra questi inva- 
rianti saranno sempre conipresi i cinque di rotazione già consicierati. 

Pertanto delle 2 1  coinbinazioni a due a duc che si possono forniare colle 
(a )  (b) (c) ( d )  e colle coniugate (a') (c') possiamo trascurare (h ,  b )  (d, 12) (b ,  d) 
(a, a'; (cl c') già considerate. Riguardo alle rimanenti si pub osservare che 
è inutile considerare le (a', a ' )  (a', b )  (a', cl) (a', c') (c', c ' ) ,  poichè darino 
luogo a relazioiii che sono le coniugate delle (a, a) (a, b )  (a, ci) (a, c) ( c ,  c )  
e portano percib agli stessi invarianti. Inoltre si possono trascurare le (b, c )  
(c, d), (c', b) (6,  d) (a', C) (a, c') poichè da esse non pub risultare dcun  in- 
variante; difatti ne1 secondo membro di queste relazioni si ha il fattore e+'" 
c h  non pub ridursi all'unità in alcun caso, poichè a lion pub s u p m r e  ?c. 

Tutto quindi si riduce a cercare gli invarianti che possono risultare dalle 
cinque relazioni seguenti : 

2 5; 
quando si faccia u = - e si attribuiscono ad n tutti i valori interi da 2 in poi. 

n 
Ora per n = 2, si ha cc = ?r, quindi risultano uguall all'unità i fattori 

esponenziali delle (a, a), ( c ,  c), (a, b ) ,  (a, cl); ciascuna di  queste 4 relazioni 
cornplesse si scinde quindi in due renli della forma della (2) e d i  quindi luogo 
n due invarianti ciclici di periodo 2. A questi aggiungendo i 5 di rotazionr, 
troviamo che il numero N degli invariariti, con cui dovrà essere formato i l  
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potenziale, e delle costanti clle potrh contenere 

per n = 2  .sarà N=13. 

Supponendo n = 3 abbiarno a = - e quindi dei fatlori esponensiali che 
3 

compaiono nelle relazioni precedenti si ridurrà, all'unità soltanto quel10 
della (a, c). Abbiamo cos) due soli invarianti, e percib 

per 12 = 3 sarà N =  7. 

% 
Supponendo 11 = 4 abbiarno a = - e si riduce alla ~inità i l  fattore espo- 

2 
nenziale della sola (a, a) .  Quindi anche in questo caso si hanno due soli in- 
varianti ciclici, a cui aggiungendo i cinque di rotazione, troviamo che 

È chiaro che per > 4 i numeri 4 i a, sia, 2 i a, i a non potranno mai 
diventare multipli interi di 2 n i e quindi le relazioni precedenti non potranno 
mai portare nd espressioni invariantive quadratiche nuove. Il potenzinle in 
questi casi non potrà contenere che i cinque invarianti di rotazione. 

Dunque possiamo senz'altro concliidere: 
I soli  ass i  d i  simnzetria pei qual i  il putelzziale pub avere f o m e  distinte 

s o ~ ~ o  guelli  a periodo 2,  3, 4. Qzlatzdo esistesse un asse n periodo sziperio~.e 
i l  potemiale  ha la forma cowispondente ad un asse d i  isotropia. 

Questo risultato, corne è noto, equivnle alla cos) detta legge di razionn- 
lità degli indici, per qqiianto concerne i fenomeni elastici. 

Per  vedere poi coine ammettendo che il potenziale possn essere di grado 
superiore al secondo, non si possa più nrrivare alln conclusione orn eniincintg 
bnsta osservare che dnlle (1) si piib ricnvare 

e che qiiiiidi esistono due inrnriniiti di terzo grado di peiiodo 5 ,  il clic 6 in 
disaccordo colln legge di rnzionnlith dcgli indici sopracitnta. 
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Sul potenziale elastico. 

Le considerazioni precedenti ci dànno quattro forme distinte per il po- 
tenziale, quella corrispondente al caso in cui esiste un asse d7isotropia e le 
tre che corrispondono agli assi a periodo 2 ,  3 ,  4 ossia a i  gruppi ciclici di 
rotazioni, che possiamo indicare con C,, C,, C,. Per  trovare le rimanenti 
forme possibili pel potenziale, e corrispondenti ad un gruppo qualsiasi di  ope- 
razioni caratterizzant.i una certa sirnmetria , osserviamo anzitutto clic è su- 
perf lu~ considerare i gruppi di operazioni di 2." specie, cioè quelli che mu- 
tano una figura nella sua simmetrica. 

Difatti indicliiamo con P una forma del potenziale che rimane invariata 
p w  un gruppo qualsiasi di oyerazioni 8, ccontenente operazioni di 2.a specie. 
Essa dovrà essere indentica colla forma Q che corrisponde al gruppo pih ge- 
nerale R di rotazioni conteiiute ne1 gruppo S. Difatti le componenti di de- 
formazione non mutano, quando le variabili x, y, z si mutano in - x, - y, 
- x, cioè per una inversione rispetto all'origine degli assi. Percib l a  forma (S 
rimane invariata non solo pel gruppo R di rotazioni ma anche pel gruppo G 
più generale, che risulta aggiungendo ad R l'operazione d' inrersione rispetto 
nll'origine. 

Per la stessa ragione la forma P non potrà in generille essere speciale 
al gruppo S; ma,  se esso non contiene l'operazione d'inversione, apparterrh 
anche al gruppo più generale G, ,  che si ottiene aggiiingendo ad S tale in- 
versione. 

Ora un gruppo qualunqus di 2." specie pub sempre generarsi nggiungc~ndo 
al griippo più generale di rotaziorii in esso contenute, iinn qiialsinsi delle opc- 
razioni di 2." specie del gruppo stesso. (Cfr. SCHOENFLIES, I~w~sf~171st js teme 1 1 ~ 7  

T(1~ystnllst~~z~rtzw, pag. 83.) Quindi dovrù G ,  coincidere con G, epperb snri, 
anche 

& = P. 

Da ci?, segiie, che per nvere tiitte Ic possibili forme del potenziale, ba- 
sterà cercare quelle che corrispondono ai gruppi di rotazioni, e per ln pro- 
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prietà dimostrata al paragïafo precedeiite, unicameiite per qiiei gruppi clic 
contenpono assi a periodo 2, 3, 4. 

Qiiesti sono i gruppi ciclici C,,  C , ,  C,  già considcrnti, cd i griippi dic- 
drici D,, D,, D4 determinati da un asse a periodo 2, 3, 4 e rispettivamente 
da 2, 3, 4 assi di periodo 2 normali all'asse principale. Poi i due gruppi T 
ed O cos) detti del tetraedro e dell'otaedro, poichè contengono gli nssi di 
simmetria di questi due poliedri regolari. (SCHOENFI~S,  Op. cit., png. 74.) 
Oltre le tre forme cristallografiche già trovate pel potenziale, non potremo 
qiiindi averne più di altre 5 nuove. Vedremo poi che queste forn~e si ridu- 
cono a 4, poichè le due forme coi-rispondenti ai gruppi T ed O coincidono 
frn loro. In tutto duilque 7 forme cristallografiche. 

In  quanto alle fornie che possiamo chianînre d'isotropia, si vede facil- 
mente che, oltre quella già trovata, non ne pub esistere clie uii'altra, quella 
corrispondeilte all'isotropia completa. Difatti se esistessero due assi d'isotropia, 
dovrebbero essere tali anche le geiieratrici dei due coni di rotazione aveiiti 
per asse tali assi d'isotropia e per apertura l'angolo compreso fra essi. Si 
avrebbcro cos1 infiriiti assi d'isotropia, e si vede facilmente che qualunqiie 
retta scelta arbitrariamente dovrebbe pure essere tale. 

Vediamo ora di trovare le espressioni effettive degli inverianti corrispon- 
denti a tutti i gruppi considerati, osservando anche, che con opportune com- 
hinazioni Iineari degli invarianti ottenuti col procedimento jndicato nei pa- 
ragïafi precedenti, si possono formare delle nuove espressioni invariantive più 
senîplici e più simmetriche di quelle direttamente costruite. 

Gli invarianti ciclici corne risultano dalle equazioni del 5 2, sono 

ii = (rm $ yy)' 2 2  = 3: i3 = (2, + yY) Z; 
i4 = (2, - yy)' + r i  i5 = xJI -t y: . 

Gd il possiamo sostituire la combinazione 
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Sul potenxiale elastico. 137 

Si  hanno cod i cinque invariaiiti considerati da1 BEI~TRAIII nelie citate 
.ATote fisico-nza temnliche. 

Invece di i, si siiole anche considerare la  conibinazione 

Gli 8 invarianti che conviene aggiungere a questi per ottcncre gli iiivn- 
rianti del gruppo C, sono, secondo le equazioni del 3 3, (a, a), (c ,  c) ,  (a,  O), 
(a, 4 : 

IF' = (ax - yy)P - a3 1:' = ( r x  - yy) xtJ 

Pel gruppo C, abbiamo invece della (a, c )  

Similinente per il griippo C, dalla relazione (cc, a) ricaviarno i due in- 
variaiiti If) e 1:) gih trovati pel gruppo C,. ' 

P e r  ottenere ora gli jnvariaati dei gruppi D, ,  D , ,  D, basta osservase 
che questi gruppi di operazioiii possono essere generati aggiungendo ai gruppi 
ciclici un.a rotazione di un aiigolo .rr intorno ad un nsse u normale all'asse 
del gruppo ciclico. Osa, se prendiamo per asse (1 l'asse delle x, vediamo su- 
bito che per tale rotazione si  h a  la seguente sostituzione nelle sei compo- 
nenti di deforrnazioiie 

2.2 y?/ 2.2 y2 z x  

5,: yy zz y2 -2, -Y?/, 

percib noi potremo passare dagli invarianti dei gruppi (lo, C,, C, a quclli 
dei corrispondenti gruppi D, scegliendo tra  i pi-imi quelli d ie  restano i n w -  
riati cambi:indo x,, x, in - x,, - x y .  

Godoiio di questa proprietà 

p e r  il gruppo D, : . . " .; If), IC2 pl 1 2 )  
a i ,  22, 2 3 ,  2 4 ,  5 ,  3 1  5 7  7 7  

per il gruppo D,: 
i ,  , i2,  i3, i r4  &, I f ) ,  

peï  il gruppo D,: - .  
e , ,  z 2 ,  i3, i d ,  ij, 1:''. 
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Il potenziale conterdi quindi 9 coefficienti pel gruppo D i ,  6 per i gruppi 
D, e D,. 

Pr ima di passare agli ultimi due gruppi T, O osservianio che gli in- 
varianti del gruppo Dr si possono mettere sotto una forma assai scinplice e 
siinmetrica. Infatti agli iiivariaiiti i;, 13) possiamo sostituire 

z:, y: 
ad  i, e If) possiamo sostituire 

c alla teriia formata da1 primo di questi, da  i, ed 15) possiamo sostituirc 

Fiiialtnente inrcce dei due i n ~ a r i a n t i  i,, I$') possiamo preadere 

1 nove iiivni.iniiti prendoiio quindi la  forma aeguente pcl 

Yossiamo ora subito ottenere gli invariaiiti dcl gruppo T del tetrnedro. 
Difatti questo gruppo di  rotazioni pub ottenersi (SCHOEBFLIES, Op. cit., pag. 208), 
:iggiungeiido al gruppo D2 l e  rotazioni attorno a d  un  asse ternario disposto 
siminetricaniente rispetto ai tre assi ortogonali di D,. Supponendo di prendere 
quest'asse ternario ilel triedro positivo degli assi z, y, x le rotazioni attoriio 
a quest'asse hanno per effetto una permutazioiie nelle x, y, x quindi anche 
iielle u, v, 20. Percib le tre espressioni clle compaiono in  ciascuiia dclle tre 
linee del quadro precedente si scambiaao fra  loro. D a  cib segue clle gli iii- 
varianti del gruppo del tetiaedïo non possono esserc: altro clie le t re  espres- 
sioni 

x; -k y; + 2; 
y!, 22 + 22 r x  +=xs yy 

y; + 2; + 2;. 
Ne1 potenziale avremo quiiidi t r e  costanti. 
Non è difficile verificare clie le t re  espressioni precedenti sono invarianti 

anche per il gruppo O dell'ottaedro Difatti questo gruppo pub otte~iersi (SCHOEK- 
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Sul poterzziule elustico. 139 

FLIES, Op. cit., pag. 209) aggiungendo al  griippo del tetraedro le rotazioni in- 
torrio ad un  asse binario che biseclii l'angolo compreso fra gli assi delle x e 
delle y. Una rotazione attorno a questo asse produce sulle componenti di de- 
forinazione l a  sostituzione 

per l a  quale evidentemente le t re  espressioni precedcnti riinasgono iii- 
variate. 

Pe i  gruppi T ed O il potenziale lia quindi forma identica. 
P e r  ottenere finalmente l'esgressionc del potenziale isotropo os se r~ iamo  

clie questa dovendo essere un caso spcciale di quella corrispondente ai gruppi 
T, O (poichb in questa ultima ad eli. gli assi x, y, z non sono d'isotïopia) 
lion potrà contenere più di 2 costanti e quiiidi non potranno esistere più di 
due invarianti isotropi. 

D'altra parte sommauclo fra loro opportunamente i cinque invarianti di 
rotazione possiamo otteiiere 

(xs 4- yy 4- &Y 

le quali sono simmetriche rispetto ai  t re  assi. 
Esse quindi possono considerarsi come jnv~r i an t i  pel caso, in ciii i t re  

assi delle x, y, x siano d'iêotropia; ma una  tale particolaïità, per un teoremit 
noto sulla composizione delle rotazioiii, (O anche per un'osservazione fatta alla 
filie del 5 4) non pub presentarsi senza che qualsiasi altra retta sia asse d'iso- 
tropia. 1 due invarianti precedenti sono percib isotropi, come è ben noto. 

Riassumendo possiamo quiridi concludere: 
P e r  i l  potetzxiale elastico quadralico possono esistere sette [orne speciali  

ct.istnllogm$che, oltre l a  f o m a  genemle  (cos& 21 costanti) clze n11pavtie1ze ui 
due g ~ u p p i  del sistelna t n k l i n o ,  ed al le  due forme del la  isotropiu cotq,letu 
ed imosrzpleta. Queste sette f o m e  cor~rispos~cloizo n i  y u p p i  d i  o p r u z i o n i  di 
1.. specie (O g i w p p i  d i  ~.otnzioae) 

Annnli di i\lnlemnticn, Seric III, tom0 VII. 
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ossia, secordo la ~tomenclatzrra proposla dullo SCHOENPLIES, ai gruPr) 

Le farine del potenziaIe cosrispoiidenti a qualsiasi altro gruppo cristalIo- 
graûco coincidoiio con una di queste e precisamente con quelle del gruppo 
che contiene le stesse rotazioni , all' infuori di quelle del sisterna esagonale 
ehe coincidono colla forma deli'isotropia assiale, e di quelle del sistema tri- 
clino che, corne si è già detto, contengono tutti i 21 terrnini della forma qua- 
dsatica completa. 

Ottobre 1001. 
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Le deforinazioni tipiche 
d e i  c o r p i  s o l i d i  e l as t i c i .  

(Di MICHELE GEBBIA, dl Pa!er?no,) 

PREFAZIONE. 

hl; propongo col presente Iavoro d7inlrodurre nella statien dei corpi so- 
lidi elastici conservativi i concetti di t re  deformnzioni particolari di un coiyo 
iridefinito in tutti i sensi, che costituiscono gli enti analoglii di quelli, che 
nella teoria delle forze agenti secondo la  legge newtoriiana sono le tre fun- 
zioni potenziali di massa a tre  dimensioni, di  distribuzione siiperficiale sem- 
plice e di  doppio strato. I o  le chiamerb deformaxioui t ipicl le,  e dirb del 
primo, del secondo e del terzo tipo, ordinatamente, le analoghe di queste tre 
funzioni potenziali. Dimostrerb poi che la deforrnazione prodotta in un corpo 
elnstico coiiserrativo (qilalunque ne ~ i a  il potenziale d'elasticità) d a  forze 
ngeriti i n  massa ed in superficie al10 stato d'equilibrio pub esser decomposta 
in t re  dei tipi rispettivi l.", 2." e 3.". Il  teoremn nnalogo nelln teoria delle 
funzioni potenziali è quel10 doruto a GREEN, per cui una  funzione di tre vn- 
riahili reali cornunque determinata dentro un campo a t re  dimensioni, piirchè 
sfornita di singolarit; insieme ~ l l e  sue derivate prime e dotata di derivate 
seconde finite, pub cspriinersi per l a  somma di tre funzioni potenzinli delle 
tre specie su indicnte. Qiiesta teoretxn dclln scindibilità di qiinlunqiie defor- 
mazione avrh diinque nelln stnticn dei corpi clnstici iin'importnnan simile a 
quella, clie il suo annlogo gode nell'elettrostnticn. Col concctto dellc clefor- 
iiiazioni tipiche e con questo teorema intendo apportare un contri1)uto all'ns- 
scstamento delln stntica dei corpi elastioi secondo un ordine d'idee perfetta- 
mente analogo a qiiello, clie regge la  teorja delle forze riewtoniane e l'elet- 
trostatica analitica, assestamento del qiinle il BETTI pose le prime ed indele- 
bili fondamerita, c che dopo lui  sembrn nvcr costituito il deside~~citziin di al- 
ciini studiosi della materia. 
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Perb, a differenza di quanto avviene per le tre funzioni potenziali, di 
cui si stabiliscono fin da principio le espressioni analitiche per iategrali de- 
finiti deducendole da1 concetto dell'attrazione, io non posso definire le defor- 
mazioni tipiche per le loro espressioni analitiche, in generale sconosciute: le 
tlefinirb invece per le loro proprietà caratteristiche, mostrando che dalla con- 
siderazione di fenomeni fisici ideali dedotti per estensione di concetto dai 
fatti fisici osservabili, scaturisce la possibilità di tre deformazioni di un corpo 
elastico indefinito, ciascuna delle quali apparisce come dotata di certe pro- 
prietà, che la  distinguono univocamente. Cosi la teoria delle deformazioni ti- 
piclie, quale qui la espongo, non h a  il complet0 rigore matematico di quella 
delle funzioni potenziali, poichè attinge dalla fisica i criteri di esiste.lzza. Perb 
si rifletta che di questo ripiego è piena la fisica matematica, la quale senza 
d i  esso non potrebbc progredire. Cib è avvenuto pel cos1 detto principio di 
DIRICHLET, la cui dimostrazione matematica rigorosa, tuttora non scevra di 
limitazioni, s'è fatta tanto aspettare, mentre si è lungamente supplita con la 
dimostrazione fisica dedotta dai fenomeni elettrostatici; e nella stessa teoria 
dell'elasticità siamo ben lontani da1 poter dimostrare che le equazioni diffe- 
renziali dell'equilibrio di un corpo elastico ammettono un sistema integrale, 
mentre siamo persuasi di non doverne dubitare di fronte all'esistenzn dei 
fatti fisici. Ma del ïesto questo ripiego è provvisorio, e la nostra teoria se 
rie libera subito per ogni forma particolare del potenziale d'elasticità, per la 
quale sia possibile stabilise le espressioni analitiche delle deformazioni tipiche, 
come in questo lavoro stesso mostrerb potersi fare pei corpi isotropi. Intanto 
è notevole che la deducibilità immediata delle proprietà caratteristiche delle 
deformazioni tipiche dalla loro definizione fisiua non perderebbe mai la sua 
importanza, quand'anche le loro espressioni analitiche fossero generalmente 
note ; ed è questo un fatto, che non trova corrispondenza ~ l l ' a n a l o g a  teoria 
delle funzioni potenziali, le proprietà caratteristiche delle quali non isgorgano 
immediatnmente da1 loro concetto dedotto dai fenomeni dell'at,trazione. Cib, 
secondo il mio modo di vedere, scevera dalle considerazioni con le quali 
presento quefita teoria quel carattere di provvisorietà, che a prima vista po- 
trebbe loro attribuirsi. 

Mi è sembrato necessario cominciare la presente Memoria con una prima 
parte introduttiva. Ivi, dopo esser ritornato brevemente sui fondamenti, sta- 
bilisco anzitutto un'interpretazione, che pub darsi alle equazioni d'equilibrio, 
più generale dell'ordinaria, e che è necessaria per l'interidimento della parte 
essenziale di tutto il lavoro. Essa è una conxeguenza del carattere di ap- 
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prossimnzione clie investe t ~ i t t a  l a  teoria matematica dell'elasticith. P o ~ c i n  
definisco alcune nuove cause, d a  cui pub pensarsi prodotta la deformazione 
di un corpo, oltre alle ordinarie, che sono le azioni d i  forze applicate in 
massa O sulln superficie esternn, perocchè la  considerazione di queste nltrc 
cause é di essenaiale importanzit per lit definizione delle defoi-mnzioni tipiclie. 
Infine stabilisco un'amplificazione necessaria del teorema della sovrr\pposizioiie 
rlegli effetti nella siia espressione staticn. 

Nelln seconda parte della Memoria svolgo la  tesrin genesale delle dc- 
formazioni tipiche, ed enuncio il teorema della scindibilità di qiialunque de- 
formazione di un corpo limitato in t re  tipiche, dandone due dimostrazioni : 
la prima puramente analitica riciiiede soltanto ammessa I'esistenza di queste 
deformazioni ; la  seconda fa scaturire l a  scissione da1 principio della sovrap- 
posizione degli effetti come sopra-amplificato, e mi sembra che questo se- 
condo metodo renda le scindibilità quasi intuitira. 

L a  terza parte della Menioria è dedicata alla costiuzione delle espres- 
sioni analiticlie delle deformazioni tipiche dei corpi isotropi, a l  quale scopo 
mi servo delle proprietà delle funzioni potenziali oïdinarie e di quelle parti- 
colari da  me studiate nei due lavori : 1.' Sec cetSte fuwioni potetaxiali d i  
m s s e  diffuse in tutto 10 spaxio infinito (Reiidic. del Circolo matematico di 
Palermo, t. IV) ;  2.' Appetzdice nlla stessat memoria (Ibid., t. VI). La CO- 

striizioiie di queste espressioni stabilisce mateniaticamente l'esistenza delle de- 
formazioni tipiche dei corpi isotropi, e qiiindi, applicniido il teorenxi di scin- 
rlibilità cos1 reso per questo caso indipendente d a  o p i  fondaincnto d'ordine 
fisico, m i  è possibile espriinere la  deforrnazione di un corpo isotropo limitato 
sotto l'nzioiie di forze equilibrate come risiiltante di tre tipiclie, e percib in 
funzione delle forze agenti in massa ed in superficie e degli spostamenti dei 
punti della snperficie. Questa espressione coincide, salvo differenze di segna- 
tnra, con quella data da1 sig. C. SOMIGLIANA nella memoria Szrlle eqztcrzioni 
dell'eltrsticità ( A m .  di Matematica, t. XVII). 
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PARTE PRIMA. 

N o t e  i n t r o d u t t i v e ;  

$ 1. STJ~J,E EQUAZIONI DIFFERERZIALI PELL'EQUIIJBRIO DEI CORPJ EC.4STICI. 

1. L a  teoria matematica dell'elasticj.tà è approssimativa, poichè riguardn 
la deformazione dei corpi come infinitesima, bencliè di fatto essa non possn 
essere clle estremamente piccola rispetto alle dimensioni del corpo deformnto. 
Gosi vi si trascurano, rispetto alle dimensioni del corpo O alle forze clie s i  
sono applicate, le grandezze piccolissime che dipendono dalla deformazione 
c, rispetto a queste, le grandezze di  un ordine maggiore di piccolezza, come 
si farebbe rigorosamente se si trattasse di veri infinitesimi. 

Riassumiamo brevemente il procedimento col quale si stabiliscono le 
equazioni dell'equilibrio dei coi.pi elastici e le priiicipali consegiienze che se 
ne deducono, proponendoci di  mettere in luce alciine circostanxe djpendenti 
del cennato carattere di  approssimazione della teoria, It? quali spesso non si 
rilevnno, almeno esplicitamente, ma  clie pel retto intendimento della parte 
wsenziale del presente scrjtto hanno un'iinportanza fondamentale. Limiteremo 
quindi le spiegaxioni O le dimostrazioni a quei soli punti che hanno nttinenza 
con le cennate Eircostcinise, sorvolando su1 resto. 

2. Un corpo elastico, quando si deformn, passa d a  una  configurazione 
d i e  diremo ( 0 2  teriore ad  un'altra clie chiami:ren-~o poste~*io~,e.  Denoteremo con 
Y,, y,, x, (coordinate anteriori) le coordinatc di un pnnto materinle del corpo 
nelln prima configurazione e con x ,  y ,  z (coordinate posteriori) quelle del10 
stesso punto nella seconda. L e  grandezae z i ,  v ,  lu determinate clalle egiin- 
glianzc 

sono le cowpo~zem% del10 spos tanze~~to  del punto niateriale, e possono ritmersi 
fiinaioni di r , ,  y, , x,. Esse sono piccolissime rispetto alle dirnensioni del 
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coi8po considerato, come mostra l'esperienza, e debbono ritenersi continue, sc 
si ammette che la deforinazione non produca lacerazioni. Anche le derivate 
prime e seconde di queste funzioni si ritengono piccolissime ed in geiierale 
continue per ragioni che qui non serve richiamare. 

Son, noti il significato e l'importanza di quelle combiiiazioiii delle desi- 
vate prime, che chiarnansi coml~orcerzti della deforrtzaxio~le, cioè : 

e qui abbiuino aggiunto l'indice O alla notazione di I ~ C H H O F F  per sig.nificai.c 
che le derivate son prese riguardando zs, v ,  tu come funzioni delle coordinate 
anteriori e rispetto a queste coordinate, distinzione di cui l'opportunità riu- 
scirà manifesta in seguito. 

3. Diciamo che nello spazio vi è un campo di forza, qnando esistoiio 
tre funzioni delle coordinate di un suo punto 

che esprimano le componeiiti della forza clic sollecita la massa unit& quando 
è concentrata in questo punto. 

Diciamo che nello spazio esiste un c a m p  cli temione quanrlo esistono 
tre funzioni 

2(x,  y ,  X ,  a ,  p ,  Y ) ,  m ( ~ , . ~ ,  a,...), I ~ ( X ,  ... a,...), 

che esprimano le componenti riferite all'unità d i  superficie di una tensione 
che si esercita sopra un elemento superficiale qualunque, il cui centro abbin 
le coordinate z, y ,  x c la cui normale rivolta in deteïminato senso abbia i 
coseni direttori a ,  p ,  y. Se d o r a  si considerano elementi superficiali costi- 
tuenti una determinata superficie, le variabili a ,  P ,  y diventano funzioni d i  
2, y ,  x dipendenti dall'equazione di questa, e con tale intendimento possiamu 
esprimere le componenti della tensione determinata da1 campo per tre fun- 
zioni del tipo 
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4. Rammentiamo clle un c,orpo elastico dicesi ai10 stato natzwale quando. 
si trova in una configurazione tale: che le forze interne doviite all'elasticità 
siano dovunque nulle, mentre non vi agiscono forze esterne. Studiando defor- 
mazioni prodotte dall'applicnzione di forze, ammetteremo che la configurazione 
anteriore sia d'equilibrio naturale. 

5. È nota l a  definizione del po temia le  Po delle forze elastiche, il 
quale esprime il lavoro, riferito all'unità di volume del corpo pensato nella 
configurazione anteriore, che compiono le forze stesse per restituire al10 stato 
naturale il corpo deformato, e che viene espresso da una funzione omogenea 
qundratica essenzialmente negativa delle componenti della deformazione. I n  
tale espressione è implicita l'jpotesi clle la deformazione sia piccolissima, anzi 
essa non snrebbe rigorosa che per defoi.ni~zioiii infinitesime, ed applicandola 
ad una che non è ~ e r a m e n t e  tale, si segiie il metodo di approssimazione. 

6. Cib p rc ines"~ ,  eiiuiicinnio il probleinn della statica dei corpi ela- 
stici cos: : 

Dato  zut C O ~ M  elustieo al10 stclto ?tutzwci7e, e dato u.tz cnmpo per le  forze 
nyenti ne l in  szin w n s s n  ed tif2 n l t ro  pev le t e m i m i  e s t eme  che s i  e semla t zo  
sillla sua sziperficie, t i e t e ~ m i ~ z n r e  l n  defomzaxiotze del  c o f y o  e le f o w e  itzter~ze 
che s i  s l ; i l z~ppn~zo dopo questct. 

I l  coiicetto dei cnmpi di  forza e di t ens i~ne  clie v'introduciamo fornisce 
a questo enuncinto una larghezza, che d'ordinario non gli si dh. Di d i t o  si 
suppone (e qiiesto è il modo più iiîtuitivo di concepire il problema) che siano 
date delle forze da applicarsi rispettivameiite all'interno e sulla superficie del 
corpo p e s o  al10 stato naturale, oppure s'introducono le forze corne applicate 
nella configurazione d'equilibrio. Ma, in quanto al primo modo, si rifletta d i e  
I'equilibrio del corpo avviene dopo l a  deforinazione. e quindi il problerna sa- 
rebbe indeterminato se durante questa non fosse determinata la maniera di 
variazione delle forze esterne, il clie equivale all'assegnazione dei loro campi ; 
ed in quaiito al secondo modo, osta il fiitto che, dovendo esses dato il corpo 
riecesçnriamente nella configurazione anteriore, e la conoscenza della posteriore 
dipendendo dalla risoluzione del problema, la distribuzione delle forze esternc 
non pub senza l'assegnazione del campo intendersi data a p r i o r i ,  corne !O 

deve. Vedreino appresso per quali sispetti l'ordinario enunciato più ristretto 
(e iioi preferirenlo il primo) possa pure riteneisi attendibile. 

7. Peï istabilire le equazioni d'equilibrio applicando il principio delle 
velocità virtuali, bisogna pensare il corpo già deformato ed equilibrato sotto 
I'azioiie delle forze esterne, ci& ridotto alla configurazione posteriore, ed a 
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partire da questa immaginargli impressa una deformazione virtuale determi- 
iiata mediante gl'incrementi 8 z(, d v ,  d tu delle componenti del10 spostamento. 
Nella configurazione anteriore, nella quale il corpo è dato, sia p, (x,, y,, z,) 
l n  densità, e segniamo con d S, il volume di u n  elemento interno. Dopo la 
deformazione queste quantità diveiitario rispettivameiite p e d S, fra le quali, 
per la coilservazione della massa, intercede la relazioiie 

p, cl 8, = :J d S. 

Sull'elernento d S i l  campo determina una forza esterna. di cornpoiieiite, 
secoiido l'fisse delle r ,  E ( r ,  y, z) p d S O, per I'egufiglianza precedente, 

clie brevemente segneremo con 3 p ,  d S, . 
L a  superficie CT, del corpo nella configurazione anteriore diventa, dopo 

la deforniazioile, la superficie Ü che limita la configurazione posteriore, ed 
un elemento d Ü, della. prima si trasforma i i i  un elemeiito d r della seconda. 
Su questo elenlento il campo di tensione determina una forza di componente, 
secondo l ' m e  delle x, 

d G I ,(x,  Z(, x ) ~ Ü = L ( x ,  y, 2 ) - - d 5 , ,  
d 

d ri 
ove - è una determinata funzione di xo, y,, X, dipendente dalle 11, v ,  tc, 

d Go 

ci 6 e iioi segneremo brevemente questa forza con L - d G,, . 
d Go 

L'equazione fornita da1 prin'cipio delle velocità, virtuali sarh dunque 

c da queuta, con noti procedimenti, si deducono le equazioiii differenziali d i  
cquilibrio 

a u ,  a ar, a o p o  - -- + à - + a - + ~ p o = O  aXoaxs,, Yoaxy,u Xo a Xt,o 

Aiznali di Afatematica, Serie 111, tomo VIT. 
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ove O,, Bu, 7, deliotano i coseiii direttori della normale a o, ijvolta verso 
I'interno. L e  tre prime valgono all'interno del corpo e le tre ultime sulla 
sua superficie. 

8. In questa forma, sotto ctui rigorosamente vengon fuori, le equaeioni 
d'equilibrio non sarebliero comode peï la determinazione delle funzioni iiico- 
gnite u ,  v ,  W .  Per  passare da queste alle equa,zioni ordinarie, bisogna ese- 
guirvi le seguenti ~ i d u z i o n i  per npprosszinaxione. 

L e  funzioni E, H ,  z e le L , III, N dipendono da x ,  y ,  x ,  e per ri- 
durle alle variabili indipendenti r,, y,, z,, bisogna intrcdurvi le funzioni iii- 

sognite u ,  v, 211 per mezzo delle (1); la stessa osservazione vale pel fattore 
cl a -. Or supponeildo queste funzioni regolari, abbiamo 
d Go 

ove per brevith si è posto 

quindi, trascurando i termini piccolissimi rispetto a quelli di grandezza or- 
dinaria, possiamo porre s,, ..., No ai posti rispettivi di =,.: ., N. 

Si ha poi 
d G -= 1 + d G - d a o  = l $ G 1  d GO d a, 

ove 6 denota la dilatazioiie superficiale, che si esprime, coiii'è noto, liiiear- 
mente ed omogeneamente per le derivate prime di u, v ,  zu, e corne tale B 
piccolissima; trnscurandola di fronte all'unità, possian~o dunque porre 1 al 

d G posto di - . 
d Go 
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Con queste riduzioni si ottengono dalle (2), (3) le ordinarie equazioni 
d'equilibrio 

che sono lineari, ed all'integrazione delle quali si riduce la risoluzione della. 
prima parte del prohlema. 

I n  seguito noi porrerno 

denotando cosi con 1Y,, Y,, Zo le componenti delle forze applicate all'interno 
del corpo e riferite all'unità di volume nella 'configurazione anteriore. Cosi 
richi'amerenio le equazioni (2)', (3)' con IR notazione abbreviata 

denotando con x,,.. ., 8, le somme dei termini che dipendono da1 potenziale. 
Qui  cade acconcio osservare che X,,. .., No sono le componenti della 

forza O della tensione unitarie che i rispettivi campi determinano sugli ele- 
menti materjali iriterni o. superficiali posti nelh  configurazione anteriore, orid'b 
che, per istabilire le definitive equazioni d'equilibrio, non viene a richiedersi 
effettivamente la coiioscenza dei campi di forzn e di tensione, ma basta co- 
noscere la distribuzione delle forze esterne per la massa e sulla superficie del 
c8ryo nello stato nsturale, e aib giuatifiea l'amn~issibilità ùell'enunciato più 
ristretto del problema, di cui soyra è parola. 

9. Passiamo alla seconda parte del problema, cioè alla determinazione 
delle forze interne. Queste consistono nelle tensioni subite nella configurazione 
d'equilibrio dagli elementi superficiali interni del corpo come risultato delle 
forze elastiche. Or le equazioni (2), (3)  del n.' 7 possono evidentemente ap- 
plicarsi ad una porzione interna qualunque del corpo, a condizione d i  sosti- 
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tuire nelle (3) ai posti d i  L, M, N le coniponenti della tensione, che la 
porzione rimanente deterniina sulla superficie di separazione; e siccome que- 
st'ultima pub esser qualunque, le (3) cos1 applicate possono darci le  espres- 
sioni delle richieste tensioni superficidi interne. Pacendo in esse la riduzione 
d c -- - 1, ma non le altre T l =  L, etc., e adoperando le notazioni del riumero 
rl c, 

precedente, noi scriveremo 

le quali ci manifestano clie ?,, 41, esprimono, con I'approssimazione 
inerente alla teoria, le componenti, riferite all'unità di superficie 'nella con- 
figumzione posteriore, della pressione subita in questa corifigurazione da un 
elemento superficiale interno, la  giacitura e la faccia del quale nella confi- 
gurazione anteriore eiano determinate dai coseni a,, Po,  7,. 

In particolare, se no = 1, Bo = y, = O, le cornponenti della pressione 
sono 

ôP -- 8P - 8 P  - 
a XZ,O ' a YY,O ' a zx,o ' 

quindi le sei derivate del potenziale rispetto alle componenti della deforma- 
zione, distribuite opportunamente in tre terne, esprimono le componenti delle 
pressioni subite dopo la deformazione dagli elementi superciali interni, che 
prima di questa sono paralleli ai  piani coordinat;, sulle loro facce positive. 
Fer  questa ragione le derivate medesime diconsi con2pom-nti della pressione. 

3 II. SI~NIFICATO PIÙ CiENERALE DELLE EQUAZIONI D'EQUILIBRIO. 

10. Fin  qui la  vjgente teoria, salvo qualche piccola variazione 
modo di esporla. Ora con un cambiamento di variabili indipendenti ed 
plicando ulteriormente, corn' è lecito , la riduzione per approssimazione, 
gliamo dare alle equazioni (2)', (3)' un'interpretazione più generale. 

Si assegnino in modo fisso ed arbitrario tre funzioni U, Pl W di 

ne1 

ap- 
VO- 

X,, 
y,, X, sottoposte soltanto alla condizione di essere, insieme alle loro derivate 
dei primi due ordini, continue e piccolissime corne le zc, v ,  tu e le derivate 
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di queste : in altri termini siano U, V, W le componenti del10 spostamento 
per un'assegnata deformazione piccolissima e continua del corpo distintn da 
quella che si vuole studiare, Si  pongano 

e si rigusirdino z c ,  v ,  w corne funzioni delle nuove variabili indipendenti xi, 
Yi, x i .  L e  formole di transformazione son quelle che si ottengono per inver- 
sione dalle (5) date che siano le forme funzionali U, V, W, La configura- 
zione del corpo, per la quale il punto materiale di coordinate anteriori x,, 
y., zo acquista le oohdinate X i ,  Yi, zr, è diversa in generale dall'anteriore e 
dalla posteriore, e noi In chiameremo eonf.pzmzione fondameiitnle, 
fondamentali le coordinate xi, y;, xi. 

Derivando le (5 ) ,  si ottiene 

dicendo 

(6) 

Per  trasfornîaïe le derivate di Z r ,  v ,  t u ,  ci partirerno dalle formole pel 
cambiamento delle variabili indipendenti, facendo uso delle (6) e delle egua- 
glianze che se ne deducono con un'altra derivazione; trasûurando poscia i 
termini di second'ordine, otterremo faciInlente le equazioni approssimate 

Per  trasformare le funzioni a,, B o ,  y, osservinrno che, se 

é l'equazione della superficie esternn del corpo nella configurazione anteriore 
(superficie che supponghiamo mancante di ~ingolarità), quella della superficie 
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trasforrnata, che limita la configurazione fondamentale, B 
y - . .  - 
ai ( x i ,  Yi , zi) = 0 0  (XO t [J, 5 + V3 20 f - W )  = O 

e si ha 

Ponghiamo altresi 

con che a i ,  pi, 7; denotano i coseni direttori della normnle al punto c,orri- 
spondente di c i .  Or, adoperando le (6), troveremo 

ove E ~ )  E y ,  EZ sono piccolissimi del prim'ordine ; quindi 

ove q,: è piccolissima del prim'ordine. Dunque, limitatamente ai termini prin- 
cipal;, possiamo ritenere 

I n  quanto alle forze, per l'analogia fra le fnrmole (1) e ( 5 ) ,  è chiaro 
che le riduzioni analoghe n quelle fatte al n." 8,  per le quali alle funzioni 
delle coordinate posteriori 

Ep=X,  ...) L,. . . 
poterono sostituirsi quelle delle coordinate anteriori 

- 
3" po = X,,) ..., LIO) ... , 

permettono ndesso di sostituire n queste ultime le funzioni delle coordinate 
fonda.mentali 

X(xi,yi)&)=xi ,... L(xi)yi)xi)=Li> ... 
La forma che assumeranno le equazioni (2)') (3)' dopo la trasfor- 

mazione e Ie indicate riduzioni pub enunciarsi brevemente corne segue. Si 
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pongano 

e nella funzione Y,, si pongano setnpliceniente x , ; ,  y , i ,  ..., xy,i ai posti ri- 
spettivi di r,,,, yy,,,.. ., Zy,o, denotando allora con Pi la fuiizione Y,  ccxi 
intesa. L e  equazioni trasformate saixniio 

a aPi  --+...+xi=o - a i + .  a Pi . .  + L i  = O  a xi 8 xd,i a x q i  

8 ôPi -- . + - . . + y i = o  i ( Y , l /  - a i + .  a pi . .  / 
\ 

+ J i  = O , (3)" 
8 yi a Y X , ~  8 y q i  

a aPi  -- -++zi=o - a ri a i + . g -  +A$ = O  8 ~i a X Z , ~  i a X T , ~  i 

e noi le richjaineremo con la notazione abbreviata 

Conle si vede, esse non differiscono dalle equazioni ordinarie clie pcl 
signifioato delle variabili indipendenti. Perb i campi eiitro cui valgono sono 
quelli occupati da1 corpo e, rispettivamente, dalla sua superficie ilella. ronfi- 
gurazione fondamentale, ed inoltre bisogna pensare associate ad esse le (j), 
le quali, per mezzo delle funzioni date U, V, IV, riferiscono la  configura- 
zioïie fondamentale all'ailteriore. 

Quando le equazioni d'equilibrio s'intenderanno poste in questo modo, 
noi diremo per brevità che l n  defol-maxione è mppresetrtrcta tlella confiyzc- 
~ a x i o n e  fondamental6 (xi; Yi,. ai)- - - ' 

' 
Convenghiamo di porre l'indice i = O quando la configurazione fonda- 

mentale i: l'anteriore e di omettere l'indice quando è la posteriore : cib, taiito 
nelle coordinate ohe nelle funzioni di queste. -. 

11. Circa alle forze interne, riattaccando con le considerazioni fatte al 
n.' 9, la trasformazione e le riduzioni del presente paragrafo ci permettono 
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di scrivere le eguaglianze (4) cosi: 

e queste ci dicono che le espressioni QIil !)ii possono assumersi come com- 
ponenti della pressione che si esercita nella configurazione d'equilibrio sopra 
un eleriiento superficiale jnterno, la  posizione e la giacitura del quale nella 
configurazione fondamentale siitno determinate rispettivamente dalle coordi- 
nate xi, Yi, #à e dai  coseni ail  pi, Yi.  

Fissiamo ancora le seguenti proposizioni, che ci servirà di richiamare 
singolarmente : 

a) S e  scegliamo coine configurazioiie fondamentale la posteriore, queste 
ultime eguaglianze prendono l a  forma 

la  quale è la  più naturale, e percib In piu comoda, per l 'imn~açinazione del 
fenomeno, in quant0 che l a  posizione e la giacitura dell'elemento superficiale, 
che compariscono ai  primi memlwi, vi sono determinate nella stessa confi- 
gurazione (quelln d'equilibrio), siella qunle agiscono le pressioni c,oi loro va- 
lori unitarii rigorosi dati dai secondi membri. 

O) Facendo i n  queste equazioni a = 1, p = y = O, risulta clle 

sono le espressioni delle componenti della pressione unitaria che si esercita 
nella configurazione cl'equilibrio sopra un elemento superficiale, che in questa 
configurazione è parallelo al  piano y x, e quindi, rappresentando l a  deforma- 
zione nella configurazione d'equilibrio, le sei derivate del potenziale distri- 
buite opportunamente in t re  terne esprimono le compoiiend delle pressioni 
sublte dagli elementi superficiali interni, che nella configurazione stessa sono 
paralleli agli assi. Quest'ultima definizione delle sei componenti della pres- 
sione è quella che risulta iinmediatamente dalla classica considerazione del- 
I'equilibrio del pnrallelepipedo. 

c) Se  in una stessa ricerca occorra (coine avverrà in  seguito) di far 
iiso di due configuraïioni fondamentali diverse contradistinte dagllindioi i, j, 
possiamo ritener valide le eguaglianze 

ed assumerne indifferentemente i prinii O i secondi membri come espressioni 
delle componenti della pressione. 
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5 111. SULLE DEFORMBZIONI ECCi ïATE DA E'OHZE AGENT1 

I N  SUPERFICIE INTERNE AL CORPO. 

12. Fin oggi nella teoria matematica dell'elasticith S C I ~ O  state coiisi- 
derate forze superficiali esterrie agenti soltanto sulla superficie che limita i l  
corpo, il concetto delle quali è inspirato da1 fenomeiio delle pressioni clle yu6 
esercitare sopra un corpo elastico un fluido che Io circondi. Ne1 presente 
studio dobbiamo iiitrodurre il concetto di forze superficiali esteine ageiiti in 
superficie interne al corpo. Sebbeiie nessuii fenorneno fisico suggeiisca la coii- 
siderazione di forze siffatte, pure il loro concetto matematico è perfettamente 
chiaro, e l'utilità. d'introdurlo diverrà manifesta ne1 prosieguo del presente 
lavoro. 

Considerando un corpo nella configurazione d'equilibrio, diciamo O uiia 
superficie tracciata al suo interno, che supponghiamo connessa e ckioisa, e 
pensiamo che l'equilibrio abbia luogo sotto I'azione di forze agenti su questa 
superficie, delle quali denotiamo con A, hl, 1\( le componenti secoiido gli assi 
ortogonali r i t r i t e  all'unità supei-ficiale nella detta configurazione, e supposte 
finite e continue. 

Adopereremo la notazioiie 9 f (discontinuità di f )  per iildicare la diffe- 
renza dei valori clie prende una funzione f, determinata in un campo a tre 
dimensioni, in due punti infinitamente vicini ad un p n t o  di una superficie 
singolare, i l  primo situato sulla normale positiva e il secondo sulla negativa. 

Assumendo per 0i.a come conôgurazione fondamentale la posteriore e ri- 
tornando alla notazione introdotta al n.' 10, avremo le seguenti condizioiii 
analitiche imposte alla deformazioiie da queste forze: 

Infatti distinguiamo le funzioni 1 ,  32, :il con uno O due npici, sccondo 
che si riferiscano alla faccia di o che sta dalla parte della normale positiva 
O della negatira, sicchè avremo 9 9 = ?' - !?Ir, ecc. Consideriamo un elemento 
d i  u avente due dimensioni lineari infinitesilne, e d a  tutti i suoi punti in- 
nalziaino da  ambo le parti le normali di una lunghezza comune infinitesima 
del 2.' ordine. L o  spazio occupato da queste normali costituirà un elemento 
di volume, che potremo riguardare come cilindrico, e che sfirà iiifinitesinio 
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del quarto ordine, mentre la sua superficie laterale 10 sarà del terzo. Su 
questo elemento si fanno equilibrio le seguenti forze piccolissime del secondo 
ordine : 1.' la forza esterna di componenti A d o, M d 5, N d a ; 2.' l'azione 
che si esercita sulla base del cilindro che sta dalla parte della normale po- 
sitiva, le cui componenti, traçcurando infinitesimi d'ordine supériore al se- 
concio, avranno i valori p' d o, VI' d a ,  in' d a ; 3.' l'azione che si esercita 
sull'altra base del cilindro, di compoiienli - 9" d a, - !Il?'' d o, - ?Y d a. Ri- 
spetto a queste forze sono trascurabili le azioni che si esercitano 
perficie laterale del cilindro , percliè infinitesime del terz'ordine , 
si ha 

( ~ + a ' - ? ~ j d a = O ,  ( h l + n _ i Z 1 - 9 J 1 ' ) d o = 0 ,  

(N + 91' - 92") cl a = 0 ; 

sulla su- 
e quiiidi 

dividendo per d g  e introducendo il simbolo 9, si perviene alle sopra scritte 
equazioni. 

Queste forze possono essere le  sole a produrre la deformazione (ed al- 
lora è necessario che si facciano staticamente equilibrio). Cib ammesso, la 
deformazione sarà determinata dalle equazioni (7) insieme a quelle relative 
all'inteïilo del corpo 

x = o ,  8 = 0 ,  3=0,  

ed alle altre che han luogo per la  superficie esterna 

è poi sottintesa la condizione che le funzioni zc, v, w e le loro derivate priine 
non abloiano altre discontinuità. 

13. È evidente, dopo qunnto fu esposto al $ II che, se invece della 
configurazione posteriore ne assumiamo corne fondamentale un'altra qualunque 
vicinissinîa all'anteriore, cioè dcterminata da tre funzioni U, V, W delle 
coordinate anteriori piccolissime e continue insieme alle derivate dei primi 
due ordini, le superiori condizioni non rnutano la loro forma ne1 grado di 
approssimazione della teoria, ma cambia soltanto il significato delle variabili 
indipendenti, e cib si potrà indicare affiggendo alle lettere l'indice i. 

Concludiamo enunciando le proprietà osservate nella deformazione di 
cui si tratta, supposto che sia rappresentata in una configurazione fondamen- 
tale qualunque : 

1." I n  tutto il campo analitico occupato dalla configurazione fonda- 
mentale del corpo, salvo al più i punti della superficie singolare ci, saranno 
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~oddisfatte le equazioni differenziali . . 

2." Sulla superficie singolare U; sarnnno sodisfatte le condizioni 

3 . O  Sulla superficie esterna saranno 

4.' I n  tutto il campo analitico, eccetto i punti della superficie singo- 
lare, le funzioni u ,  v ,  w saranno continue insieme alle loro derivate prime, 
e saranno dovunque piccolissime. 

A queste condizioni bisogna supporre associate le equazioni che conten- 
gono le funzioni U, T, W. 

14. L e  precedenti condizioni sono caratteristiche ne1 senso, che deter- 
rninano univocamente la deformazione a meno di un moto piccolissimo ed 
arbitrario del corpo irrigidito nella configuraziorie fondamentale. Infatti par- 
tiamvci dalla nota identith 

ove i sommatori compreiidono i termini relativi ai tre assi coordinati, e ln 
normale a a si riguarda come positiva quando è rivolta verso l'interno di S. 
(Fer semplicità abbiamo omesso gl'indici 4 che sottintendiamo.) Qiiesta 13 ap- 
plicabile ad una porzione qualunque S del corpo, entro la quale u, v ,  w e 
le loro derivate prime siano finite e continue. P e r  applicarla al corpo intero 
da noi considerato, chiamiamo a 1% superficie interna, su cui agiscono le 
forze A, M, N ed s la superficie esterna che limita il corpo. Poichè le derivate 
prime sono discontinue attraverso a ,  bisogna riguardare Io spazio S come 
limitato da s e dalle due facce di a, e cos1 l'integrale superficiale si spezza 
nei tre relativi a queste superficie, mit quel10 relativo alla faccia di a che 
sta dalla parte della normale negativa dev'essere cambiato di segno. Cosi 
l'eguaglianza diventa 
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la quale, per le condizioni aminesse al nurnero precedente, si riduce a 

Ora se, per ipotesi, possono esistere due sistcmi di funzioni u , ,  v , ,  v, 
ed u,, v,, tu, soddisfacenti le equazioni del problema, l'equazione precedente 
è verificata per cntrambi ; ma allora il sistema di funzioni u = u, - u , ,  
v = v ,  - v,, w = 2.0, - 1 4 4 ,  che pure la verifica, rende nul10 il secondo mem- 
bro, siccliè resta 1 P d S =  O, 

s 

da cui s'inferisce, corne di solito, che le u ,  v ,  zu rappresentano uno sposta- 
mento del corpo irrigidito. 

5 IV. SULLE DEFORMAZIONI ECCITATE IN UB CORPO 

DA INTERPOSIZIONE O SOPPRESSIONE DI U N 0  STRATO SOTTILISSIMO DI MATERIA. 

15. Per l'oggetto del presente studio è di fondamentale importanza i l  
concetto, che qui vogliamo introdurre, di un modo fin oggi non considerato 
per eccitare una deformazione piccolissima in un corpo elastico, cioi: mediante 
l'interposizione O la soppressione di uno strato sottilis~imo di materia., 

Caso d i  sola inte~posixione. - All'interno di un corpo elastico al10 stato 
naturale si pensi tracciata una superficie 50, che supponghiamo chiusa,  per 
la quale si denotino con x,, y,, x0 le coordinate dei punti e con cc,, f i , ,  7, 
i coseni direttori della normale positiva arbitrariainente fissata. S'immagini 
tagliato il corpo per tutta l'estensione di O,,  dopo d i  che questa superficie 
snrS costituita dalla sovrzlpposizione dei due tmvgini del tnglio, uno dei quali 
resterà dalla parte della normale positivn, e 10 diremo wzarghe positivo, mentre 
cl-iiameremo nzaryifie tzegativo l'altro. In ogni punto di G, restano dunque 
sovrapposti due punti appartenenti rispettivamente ai due mnrgini, e noi li 
diremo cowispondenti. Designeremo con a', il margine positivo e con G", il 
negativo, e distingueremo pure con uno O due apici la lettera designatrice 
d i  uiia qualunque quantità pei due valori di questa relativi a diie puriti cor- 
rispondenti del primo e del secondo margine rispettivamente. 
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Assegniamo tre funzioni u ,  v ,  IV dei punti di a,, O vogliamo meglio 
dire, di of,, il che torna 10 etesso, le quali siano continue, piccolissime come 
gli spostarnenti dovuti all'elasticità, e sodisfino inoltre la condizione 

- 
l l . , + V p o  $zuyo> 0. (8) 

Allora imprimiamo tale deformazione (u, ,  v, ,  IO,) al corpo, per la quale 
i margini si allodtanino, lasciando un interstizio suoto strettissimo, e con- 
seguiaino questo scopo asscgnando gli spostamenti rispettivi ti', , v', , w ' ,  ed 
u",, v",, w",  di due punti corrispondenti, in modo che si abbia 

- - 
'1 

2 1 ' , - ' U " ~ = U ,  V 1 i - v  , = V ,  w ' ,  - 2 0 " ~  = W .  (a) 

La deforniazione è univocamente determinata da questi dati, perocchè 
il corpo pub riguardarsi come limitato dai margini, di cui sono dati gli spo- 
stamenti e dalla superficie esterna, su cui sono date le forze (nulle), mentre 
non vi agiscono forze in massa. 

L'allontanamento dei margini avviene ïealmente in virtù della rela- 
zione (8). Infatti u', a, + v', PD + i d ,  espriine la contrazione del margine posi- 
tivo (espansione quando questo trinomio è negativo), ed u", a, $ v", 6,  + tu", y, 
esprime l'espansione del margine negativo : la relazione (8) dice dunque che 
la prima quantità è maggiore della seconda, come occorre che sia perché 
l'allontanamento si verifichi. Diversamente l'immaginata deformazione impli- 
cherebbe compenetrazione di materia. 

Immaginiamo che, dopo questa deformazione, l'interstizio vuoto venga 
riizxappato con uno strato della stessa materia presa al10 stato naturale, e le 
superficie esterne di questo strato vengano saldate sui margini; poscia si 
pensi il corpo abbandonato a se stesso. Evidentemente dovrà seguire ilna 
seconda deformazione (u, ,  e,, tu?) ,  perocchè le tensioni O pressioni trasmesse 
clai margini al10 strato non sono generalmente nulle, nè si fanno equilibrio. 
Dopo questa deformaxione l'insieme costituito da1 corpo e dallo strato rag- 
giilngerà uno stato di equilibrio, ne1 quale cioè le componenti della pressione 
vnriermno al suo interno continuamente. Vedremo in seguito che questa se- 
(>onda deformitzione è pure univocamente determinata dai dati (n." 30). 

16. Proponghiamoci 10 studio della deformazione complessi~a subitn 
da1 primitico corpo, cli'è quella clle dicinmo prodotin da infevposicio~ze d i  
materia, e a ta1 uopo denotinmo con z { ,  V ,  10 le cornponenti dello $posta- 
mento, sicchè 
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quantjtà che vogliamo riguardare per ora cotne funzioni delle coordin~te  po- 
steriori x, y ,  x ,  rappresentando la deforniazione nelln configura.zione poste- 
riore (n.' 10). Anzitutto abbiamo per definizione 

X I  = Xo + u', y' = y 0  + v', xr = X* + wl, , 
y'' = y,, + VI'; x ' ' = z ~  $20". ; \ (CI 2'' = X" + 21 , 

Denotiamo poi con r ,  9 ,  ; le coordinate posteriori di un punto qualunque 
del10 strato, il campo delle quali viene a riempire il suoto lasciato da quel10 
delle z, y, x ,  ed in particolare siano x', v', j' ed x", q", or '  le coordinate di 
due punti delle facce esterne, i quali aderiscono a due punti corrispondenti, 
sjcchè 

xr = xl, 1)' = y', j r  5 X', 

' = xt l ,  gr1  = y", = z i I ,  ? (4 
Segniarno ciin i i ,  i l ,  iu le componenti del10 spostamento di un punto qua- 

lunque dello strato, e distinguiamo c.on analoghi apici qiielle relative a.gli 
anzidetti punti delle facce esterne. M o r a  abbiamo per effetto delle sal- 
dature 

11 = d e ,  b' = v ' * ,  , IU' = t u , ,  ' 
1 1 r 1 = ~ 1 1 2 ,  u ~ ~ = v ~ ~  2 lu'' = . ) (4 

La deformazione in esame gode le due seguenti proprietà : 
1.' Per tzd te  le coppie d i  pzcnti corrispo~zdetzti si ha, a meno d i  guatz- 

tità piccolissime d i  second'ordine, 

Infatti, poichè Io strato è in equilibrio dopo la sua deformazione unica, 
le funzioni I I , .  u , iu sono picçolissime .e .continue jnsieme alle . loro de r iv~ te  
prime e seconde, e quindi 

ove in generale denotiarno con il  valore di rp (Y,  p ,  ;) per 

x = x" + O (r' - x"), 0 = ' + Q ( - ) ,  ; = j" + 0 (;' - ;"), 
(O < 0 < 1). 

Ma per le (d), (c) abbiamo 
x' - - - 2' - X" = t i  - u", ecc., 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei corpi solidi ekustici. 16 1 

onde i termini del secondo membro sono piccolissimi del secoiid'ordine, al- 
l'infuori del primo : a meno di quantità del second'ordine possiamo dunque 
ritenere 

11' = II", r '  = ut' f l  , wf = lk , ( f )  
ovvero, per le (e), 

t l  

2 1 ' 2  - ZC", = O,  v r ,  - 2, , = 0, tufs - tufro = 0. ( 9 )  
Sommalido niernbro a membro le (cc), (y) ed osservaiido It: (b), si per~iei ic 

alle enunciate eguaglianze (9). 
< 2. O Per tzttte le coppie di puizti corvisponde~zti le co?~lyoswtti o ~ ~ t o l o y h e  

della pressioue sono zrytrali n melzo tli qzcautitir, piccolissime del p~im'orclille. 
Infatti si premetta 'che, alla stessn maniera che le ( f ) ,  possono anche 

dimostrarsi per Io strato le eguaglianze approssimate alle quantità del primo 
ordine 

e le simili per le derivate di r ,  m. 
Cib posto, si denoti con P il potenziale delle forze elasticlie pel priini- 

tivo corpo e con !@ 10 stesso po!enziale per Io strato, entrninbi rappresentati 
nelle configurazioni posteriori rispettive. Le componenti della pressione dentro 
il corpo primitivo possono dunque esprimersi (11." 11, b)  per 

e dentro 10 strato per 

ove xe,  q y  , . . . , xy denotano le componenti della defurmaziorie per Io strato. 
Or poichè, per 10 stato d i  equilibrio, le pressioni variano oontinuarncnte at- 
travers0 j margini, abkamo 

a p  (-)'> a $  etc. ; (g)"= (z 2% J ri eec. a X, 

Ma per le 
prim'ordine, 

egriaglianze approssimate ( h )  abbiamo, a mclio di termini del 
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seguoiio dunque, a meno di termini del priin'ordine, le equazioni dell'enuii- 
ciato 

17. Verificate queste due proprietà, ci propongliiamo di rappresentnre 
la descritta deformazione (zt, v, zu) del primitivo corpo in  un cantpo continua, 
scegliendo opportunanlente la configurazione foiidamentale. Questa non po- 
trebbe essere la I.,osteriore, perché allora il campo sarcbbe interrotto dall'iii- 
terstizio occupato dallo skato, la deformazione del cluale non si vuole rail- 
presentare. Potrebbe iiivece scegliersj la configurazione anteriore, per la qualc, 
essendovi i mnrgini congiunti, il campo sarebbe contiuuo. Ma,  in generale, 
la condizione da  raggiungere peï ottenere la continuità è la congiunzione dei 
margini nella configurazione fondamentale per sovrappoaizione dei punti cor- 
1-ispondenti sopra una superficie c i ;  quindi le condizioni n cui dobbiaiiio sot- 
toporre le funziorii 77, V, IV delle equazioni ( 5 )  sono evidentenîente . 

- - -  
È facile scorgere che, riguardando le grandezze n, v, tu corne funaioni 

dei punti di Gi, invece clie di i i ,  corne furono definite, e rigunrdando conie 
riormale positiva di ci quella rivolta verso il margiiie positivo, si ha 

Cib infatti risulta direttamente dalla possibilità di sostituire ne1 trino- 
mi0 (8) q,, P o ,  7, rispettivamente con a i ,  pi, Y i ,  e si pub anche dimostrare 
indisettamente, ma più intuitivamente, cos]. Il corpo potrà passare dalla con- 
figiirazione fondamentale alla posteriore subendo i suoi punti gli spostamenti 
- U +  el, - V+ v, - TV+ zu, e questa deformazione non implicherh con+ . 

penetrazione di materia, laonde in questo passaggio la contrazione 

del margine positivo sarà maggiore della espansioue 

(- U'' + 2;) a; + (- V" + v") pi + (- TV" -+ IV" )  yi 

del margine negativo per ogni coppia di punti corrispondenti : ossemando 
le (9), ( I l ) ,  si perviene quindi alla superiore diseguaglianza. 

La prima delle due proprietà verificate al numero precedente dimoetra 
che, rappresentando in qiiesto modo la deformazione, le funzioni z ~ ,  v, tu sa- 
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ranno discontinue attraverso ai, e le loro discontinuitA saranno rispettivn- - - -  
mente u ,  v ,  W. La seconda delle indicate proprietà potrà pure esprimersi 
per le eguaglianze 

d ie  possono sostituirsi alle (10) (n." 11, c), e cos1 espressa ci dice che, ne1 
grado di approssimazione della teoria, le componenti della pressione possono 
ritenersi continue attraverso la superficie singolare. 

18. L a  deformazione prodotta da interposizione di materia, rappresen- 
tata in siffatta configurazione fondamentale, possiede dunque i seguenti ca- 
ratteri : 

1.' L e  componenti u ,  u ,  w del10 spostamento sono funzioni di xi, 
y;, zi piccolissime e continue in tutto il campo, t r a m e  che attraverso la 
superficie singolare oi hanno le discontinuità 

- -  - 
ore u ,  v ,  w sono funzioni dei punti di questa superficie piccolissime corne gli 
spostamenti e sottoposte alla condizione 

- 
u a i + Ü p i  +Gri>  O.  

2." L e  componenti della pressione 

sono finite e continue in tutto il campo, ed anche attraverso la superficie 
singolare. 

3." Sulla superficie esterna sono sodisfatte (n.' 11) le condizioni 

4.' Si ha  in tutto il campo, eccettuati al più i punti della superficie 
sin go1 are, 

xi = O, gi = O ,  J i  = o. 
Differiamo d i  dimostsare che queste proprietà sono caratteristiche. 

19. Rifehzento talzgenxiale dei margini. - Nella trattazione prece- 
dente i punti materiali, a cui nella configurazione fondamentale si riferiscono 
le discontiriuitit degli spostamenti, si corrispondono nella coiifigixrazione ante- 
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riore per sovrapposizione. Perb pub immaginarsi una maniera di corrispon- 
denza più generale di questa, ed in seguito c'iinbatteremo in casi nei quali 
diventa necessario farlo. 

Riprendiamo fin da principio la descrizione del fenomeno. Tracciata ne1 
corpo al10 stato natiirale.la superficie gr , ,  che vogliamo adottare come mar- 

- - -  
gjne positivo del taglio, ed assegnate le funzioni u ,  v ,  w dei suoi punti (XI,,  

y',, z',) soggette alla saputa irieguaglianza, ponghiamo 

- - -  
dove U, V, W denotino tre funzioni comunque assegnate, ma piccolissime e 
continue, e sottoposte alla condizione 

Allora, trascurando quantità piccolissime del second'ordine, possiamo ri- 
guardare i punti (x",, y",, z",) come giacenti su G',, poichè il segment0 pic- 

- - -  
colissimo di retta di componenti U, V, W W tarigenziale; ma noi, riguar- 
dando la stessa superficie geometrica come luogo di questi altri punti, la 
chiamiamo ouo e l'adottiamo come margine negativo deterniinantesi dopo il 
taglio. 

Deformiamo poscia il corpo una prima volta, assegnando gli spoçtamenti 
(u t i ,  u ' , ,  w ' , )  ed (u",, v",, wu, )  dei nuovi punti corrispondenti (x',, y', , x',) 
ed (x",, y",, x",) sottoposti alle condizioni (a), in modo da produrre un in- 
terstizio vuoto. Corne condizione perchè cib avvenga, pub ritencrsi la stessa (8): 
infatti, mentre il punto (x',, y',, z',) del margine positivo subisce gli spostn- 
menti zb', (x',, y',, x',) etc., il suo sovrapposto del margine negativo jndesso 
non più corrispondente) riceve gli spostamenti u", (x',, y', ,  z',) ecc.; ma, fra 
questi ultimi e gli spostamenti u", (x",, y",, z",) ecc. del punto corrispon- 
dente, le differenze sono piccolissime del second'ordine, e quindi trascurabili; 
ora con questi trascuramenti la  dimostrazione data a1 n." 15 dell'egueglianza 
resta ancora applicabile. Cib stabilito, procediamo all'interposizione di ma- 
teria ed alle saldature, e lasciamo riequilibrare il corpo con una seconda de- 
formazione (a,, v,, w,). Cos1 avremo prodotto la deformazione totale (u, v, w).  

È facile dimostrare che possono ritenersi sussistenti le due proprietà di- 
mostrate al n.' 16. Se infatti per ogni punto del margine positivo conside- 
riamo su1 negativo di corrispondente ed il sovrapposto nella configurazione 
anteriore, le componenti omologhe del10 spostamento per questi due punti 
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differiscono per quantità del second'ordine, e sono quindi trascurabili, e le 
componenti omologhe della pressione, differenti per quantità del prim'ordine, 
sono trascurabili come talj, sicchè le conclusioni dedotte al ri.' 16 pei punti 
sovrapposti reggono ancora qui pei corrispondenti. 

Corne configurazione fondamentale non dovrà più adottarsi 1' anteriore, 
ma un'altra qualunque vicinissima a questa, .e per la  quale i margini coin- 
cidano per sovrapposizione dei nuovi punti corrispondenti, e cib impone lc 
condizioni relative a questi punti 

Allora sulla superficie singolare oi avrà luogo l'eguaglianza 

esseiido lecito, a meno di termini trascurabili, sostituire nella (13) a,, P o ,  y, 
con a i ,  P i ,  y ; .  Sarh pure soddisfatta la condizione 

e cib pub dimostrarsi nello stesso modo, oppure intuitivamente come al n.' 17. 
La deformazione cosi immaginata e rappresentata gode dunque le stesse pro- 
prietà già formulate al n.' 18. 

Quando una deformazione prodotta da interposizione di materia si de- 
termina e si rappresenta in questo modo, diremo che vi é riferimento tan- 
genxiale de i  margini. 

20. Cnso d i  sola soypressione. - All'interno di un corpo elastico al10 
stato naturale sia tracciata una superficie o', connessa e chiusa, e siano x',, 
y',, x',  le coordinate di un punto qualunque di essa ed a',, B', ,  y', i coseni 
direttori della normale positiva stabilita in modo fisso. Assegniamo tre funzioni 
- - -  
u, v ,  w dei punti di  questa superficie, le quali siano piccolissime e continue, 
ed inoltre sodisfino la condizione 

- 
, a ' , +  o/3'o+wr'o <o. 

Ponendo allora 

il luogo dei punti (x",, y",, x",) sarà una superficie o", vicinissima alla 
prima e giacente tutta dalla parte della normale negativa alla medesima, 
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di guisa che queste due superficie limiteranno sempre completamente uno 
spazio strettissimo. 

Supponghiamo poi soppressa la materia del corpo interposta fra queste 
due superficie, lasciando in esso un vuoto, ed in riguardo a questo denomi- 
niamo g', margine gositivo e D", margzize negativo. L e  relazioni (i) stabili- 
scono una corrispondenza univoca fra i punti di queste due superficie. Im- 
primiamo tale deformazione al corpo, che i margini vengono a congiungersi 
per sovrapposizione dei punti corrispondenti : basta all'uopo assegnare gli 
spostamenti rispettivi (u' , ,  v',, w',) e (u",, v",, w",) di due punti corrispon- 
denti di cr',, G", in modc, che siano 

ovvero, per le (i), 
- 

i f  - - 
u', - Ùri = U ,  v i - v  , = v ,  w,-wrl ,=w.  (4 

L a  deformazione (u, ,  v,, w,) cos) subita da1 corpo, esclusane la materia 
soppressa, è univocamente determinata dai dati, perocché i l  rimanente corpo 
pub riguardarsi come limitato dalla superficie esterna, su cui sono date le 
forze (nulle) e dai margini, su cui sono dati gli spostamenti, mentre non vi 
agiscono forze in massa. 

Dopo cib, si pensino saldati i margini combacianti e poscia abbando- 
nato il corpo a sè stesso. Poichè le tensioni di due elementi superficiali cor- 
rispondenti prodotte dalla già impressa deformazione non sono generalmente 
uguali e contrarie, I'equilibrio non potrà sussistere, ed avverrà una seconda 
deformazione (u?, v,, w,), dopo la quale le componenti della pressione va- 
rieranno continuamente in tutto il corpo. 

L a  deformazione complessiva di c posta menti 

cosi eccitata ne1 primitivo corpo, esclusane la  materia soppressa, è quella 
che diciamo prodotta da soppressione di muteria, e su questa vogliamo con- 
centrare il nostro studio. 

21. Importa rilevarne le due seguenti proprietà: 
1.' P e r  tutte le coppie d i  pzcnti corrispondelzti si ha rigorosamente 
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Cib risulta dalle eguaglianze (k) e dalle altre, che sono conseguenza 
della saldatura, 

2." Per  tudte le coppie d i  ptcnti corrispondenti le covqonent i  omologhe 
della tensione sono ~ i g o r o s a m e n t e  tcguali. 

Cib è senz'altro evidente e, rappresentando la deformazione nella con- 
figurazione d'equilibrio, si esprime per le uguaglianze (n.' 11, b) 

22. Per rappresentare questa deformazione in un crimpo continuo, non 
si pub adottare come configurazione fondamentale l'anteriore, perchè questa 
è discontinua per la mancanza della materia soppressa. Si pub scegliere in- 
vece la posteriore. Ma in generale potrà scegliersi ta1 configurazione, per la 
quale i margini siano congiunti sopra una medesima superficie oi per sovrap- 
posizione dei punti corrispondenti, e ci6 fornisce le condizioni 

- - -  
Riguardando u, v ,  10 corne funzioni dei punti di c i ,  e segnando con 

ai, pi, yi i coseni direttori della normale positiva scelta dalla parte del mar- 
gine positivo, si avrà 

- 
u a i + G P i + Z y i < O .  

lnfatti il corpo potrà passare dalla ,configurazione fondamentale all'ante- 
riore mediante gli spostamenti - U, - V, - W; con cib si riprodurrà l'inter- 
stizio vuoto, e quindi la contrazione - ( U r  ., + 8' pi + W 1  r i )  del rnargine 
positivo sarà maggiore dell'espansione - (Ur' cci + V" Pi + W" y,) del mar- 
gine negativo. Osservando le (la), si perviene alla presunta diseguaglianza. 

L a  prima delle due proprietà stabilite al nuniero precedente ci dice che 
le funzioni u, v, I A ~  COSI rappresentate sono discontinue attraverso oi, e le 

- - -  
10ro discontinuità sono appunto 1 6 ,  v ,  ~ o .  La seconda proprietà, che afferma 
la continuità delle componenti della pressione attraverso o i ,  pub espriinersi 
per le equazioni 

che possono sostituirsi alle (17) (ne0 I I ,  c). 
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23. L a  deformazione cosi definita. e rappresentata ha  dunque i seguenti 
caratteri : 

1.' Le componenti u,  u,  ro dello spostamento sono funzioni di x i ,  yi,  
xi  piccoljssinie e continue in tutto il campo, tranne che attraverso la euper- 
ficie vi hanno le discontinuità 

ove Ü, v,  sono funzioni dei punti della superficie piccolissime come gli 
spostamenti e sottoposte alla condizione 

2." L e  componenti della pressione 

sono finite e continue in tutto il campo, ed anche attraverso la superficie 
singolare. 

3." Sulla superficie esterna sono 

4." In tutto il campo, eccettuati al più i punti della superficie singo- 
lare, sono 

2 4 .  Caso generale. - Le deformazioni prodotte da  intesposizione e 
da soppressione di matoria rappresentate in opportune configurazioni fonda- 
mentali hanno gli stessi caratteri, e differiscono soltanto pel segno del trino- 
mio ù ai 4- i pi +G yi  relativo alla superficie singolare. Ora in generale si 
pub provocare in un corpo elastico una deformazione che, opportunamente 
rappresentata, abbia gli stessi caratteri, senza che i l  trinomio anzidetto sog- 
giacaia ad alcuna restrizione in quanto al segno. 
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Si tracci all'interno del corpo una superficie connessa e chiusa or,,, clle 
chiameremo margine positivo, e si se- 
gnino con x',, y',, x', le coordinate di 
un punto qualunque di essa e con a',, 

B',,, i coseni direttori della normale 
positiva. Indi si assegnino t re  funzioni 
- - -  
u ,  v ,  20 piccolissime e continue dei 
punti di essa. Allora il trinomio 

- 
u a',, + v fi', + ii y', 

sa14 positive in alcune regioni di o', , 
che diremo di pritnu specie e negativo 
nelle rimanenti , che chiameremo d i  
seconda specie, regioni che saranno se- 
parate d a  certe linee s' chiudentiai i i i  1 
sè stesse, sulle quali il trinomio sarh 
nullo (*). Se pei punti di queste linee 
ponghiamo 

i punti di coordinate x",, y",,, z", giacei-anno egualmente su utO7 trascurando 
lunghezze piccolissime del 2." ordine, poichk ivi il segment0 di retta di com- - - -  
ponenti u, v ,  rc B tangenziale. 1 luoghi di questi punti saranno altrettante 
linee s" giacenti su G',,, vicinissime alle linee s' e rientranti, rispetto a queste, 
verso le regioni di prima O verso quelle di seconda specie (**). Qiieste altre 
linee, pure chiuse in sè stesse O insieme al contorno, dividono la superficie 
in altre regioni, le quali, una ad  una, corrispondono alle prime, e ne  diffe- 
riscono per le striscie strettissime limitate dalle linee s' e dalle corispori- 
denti sr'. Noi chiameremo queste striscie scovfitzamenti e diremo sconjnate  
le regioni superficiali limitate dalle linee s". 

(*) La figura intercalata ne1 testo, clie rappresenta  una sezione del corpo, potrà  esser  
utile all'immaginazione del lettore. L a  l ines  continua interna rappresenta l a  traccia della 
superficie ofo, e i numeri 1, 2 designano le due specie di regioni, mentre i punti s' sono 
le  tracce delle linee ornonime. La normale positiva é supposta rivolta verso l'interno di d o .  

(*") Ne1 disegno è s~ipposto.che i punti s" rientrino tut t i  verso le  regioni di seconda 
specie, perche cosi l'immaginazione del fenomeno riesce piu facile. 
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Allora pei punti delle regioni di seconda specie (non sconfinate) si pon- 
gaiio pure, in continuità con le (19), 

I l  luogo dei punti (x",, y",, x",) sarà costituito da tanti pezzi di su- 
perficie vicinissime alle regioni di seconda specie, giacenti dalla parte della 
normale negativa, e limitate dalle linee s", sulle quali intersegheranno la su- 
perficie G', (*). Chiamiamo l'insieme di queste superficie margine negativo di 
seconda specie. Pensiamo allora soppressa la materia interposta fra queste 
porzioni di margine e la superficie do, in modo da costituire altrettanti vuoti 
strettissimi aderenti alle regioni di seconda specie sconfinate. 

Dopo cib immaginiamo tagliato il corpo per le regioni di prima specie 
sconfinate (**), e chiainiamo rnargine negativo di prima specie l'insieme di 
quei margini, che dopo il taglio restano dalla parte della normale negativa. 
1 margini negativi delle due specie vengono cos: a costituire una superficie 
continua 5",, che sarà il margine u?egativo, su1 quale essi restano separati 
dalle linee s" corne i positivi son separati su a', dalle s'. 

25. 11 corpo cosi preparato, e già scemato della materia soppressa, è 
quel10 a cui vogliamo imprimere la deformazione. All'uopo è necessario sta- 
bilire una corrispondenza univoca fra i punti dell'intero margine positivo or, 

e quelli dell'intero negativo o", in modo, che le regioni di ciascuna specie 
ma di segno c.ontrario si corrispondano punto per punto. Per  le regioni di 
seconda specie una tale corrispondenza è già determinata dalle equazioni (20). 
Per  quelle di prima specie perb essa non pub ersere determinata dalla so- 
vrapposizione attuale, perchè il margine d i  prima specie positivo non h a  la 
stessa estensione del negativo, ma ne differisce per gli sconfinamenti. È dunque 
necessario ricorrere al riferimento tangenziale definito al n." 19, e questo 
adotteremo stabilendo la corrispondenza rnediante le formole 

- - - 
ove le funzioni piccolissime e continue U, V, IV siano assegnate pei punti 
del margine positivo di prima specie (non sconfinato) in modo che, oltre alla 

(") Ne1 disegno questi pezzi di superficie son rappresentat i  dalle linee trstteggiatc 
esterne. 

(**) Si é agevolata l'immagiiie del taglio sdoppianùo l a  linea continua. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei corpi solidi elustici. 171 

condizione 
- 
U alo + Ppr0 + W = 0, (13) 

siano sui confini 
- - - - - 
U = u ,  v = v ,  W = w .  (21) 

Queste ultime fanno si, che sui confini sr le (12) s'identifiçano con le (19), 
e la continuità della corrispondenza per g17interi due margini è assicurata. 

26. Cib posto, s'imprima al corpo una deformazione (u,, u , ,  w,), as- 
segnando gli spostamenti u', , v',, w', ed u",, v",, zo", dei punti corrispon- 
denti in modo, da  aversi 

Con queska deformazione (determinata univocamente dai dati anzidetti 
insienie alla condizione che sulla superficie esterna del corpo non agiscono 
forze) avverrh che : 1." i margini di seconda specie e di segno contrario ver- 
ranno a coincidere per sovrapposizione dei punti corrispondenti, scomparendo 
gl'interstizii vuoti, e particolarmente le linee s', s" si sovrapporranno: infatti, 
denotando con ' x , ,  y, ,  z ,  le coordinate posteriori a questa deformazione ed 
applicando le (20), ( l ) ,  si ottiene 

- - 
x ' ~  - xtti = xr,, + d i  - xt',, - ut', = - u + u = 0, etc. ; 

2." i margini di prima specie e di  segno contrario ~i allontaneranno eviden- 
temente, costituendosi fra essi certi nuovi interstizii vuoti ("). 

Dopo cib s'interponga materia fra i margini di prima specie allontanati, 
si operino le saldature e si abbandoni il corpo a sè stesso, onde avverrà una 
seconda deformazione (u,, v,, tu,)  fino al ristabilimento del17equilibrio. L a  ri- 
sultante (u, u, w) di queste due deformazioni è quella che diciamo prodotta 
da interposizione e soppressione di materia. 

Evidentemente restano applicabili i ragionamenti, coi quali pei due casi 
particolari precedenti siam venuti dimostrando: 1.' che le differenze fra gli 
spostamenti ornologhi di due punti corrispondenti di prima specie possono ri- 

(*) Guardando il disegno, s'immagini per  semplicità che il solo margine positivo si 
deformi, restando inalterato e fermo il negativo, il che corrisponde al cas0 particolare 
urr, = v ' '~  = zv", =O. Cosi deve inimaginarai l a  linea intera interna deformarsi sovrappo- 
nendosi alla t ra t teggiats  in modo, che i punti s' vadano a coincidere con gli s". 
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- - 
tenersi uguali rispettivamente ad u ,  v, t u ,  a meno di termini del second'or- 
dine; 2." che le stesse differenze per due punti corrispondenti di seconda 

- - -  
specie sono rigorosamente uguali ad u ,  v, zu; 3.' che le componenti Omo- 
Ioghe della tensione in due punti corrispondenti di prima specie possono ri- 
tenersi uguali a rneno di termini piccolissimi del prirn'ordine; 4.' che le stesse 
coniponenti Fer due punti corrispondenti di  seconda specie sono rigorosamente 
uguali. 

8 

27. Perb, diversamente da quanto avviene pei due casi particolari, la 
configurazione fondamentale conveniente qui non pub essere nè l'anteriore, n& 
1s posteriore, perché ne1 primo caso il campo analitico sarebbe discontinu0 
presso le regioni di seconda specie e ne1 secondo caso presso quelle di 
prima k*). k dunque necessario ~cegliere una configurazione fondamentale 
distinta dall'anteriore e dalla posterjore, ma nella quale i margini di ambo 
le specie siailo congiunti per sovrapposizione dei punti cori%ponderiti sopra 
una medesima superficie a;. A ta1 uopo bisogna, che le funzioni U, 7, W 
soddisfino pei margini di prima specie le condizioni 

e per quelli d i  seconda le altre 

Infatti da  queste condizioni, tenendo presenti le (12), (221, consegue 
saranno pei margini di prima specie 

- 
X ' i - X t f i = ~ l g - ~ ' r O +  U f -  U1'= - U+ U = 0 ,  etc. 

e per quelli di seconda, avendo riguardo alle (20), (23), 

Queste due serie di condizioni non differiscono sulle liiiee di confine a 
crtgione delle (21). 

Cod sulla superficie ai dello spazio restano distinte due specie di regioni 
corrispondenti a quelle che si distinsero sulla u to ,  e noi le chiameremo del 
pari di prima e di seconda specie rispettivnmente. Esse sono separate da  

(*) Questo fatto dà ragione della necessità d'introdurre in qiiestn teoria la nozione 
di configurazione fondamentale generale. 
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linee, che sono quelle su cui vengono a coincidere le linee materiali s', s" 
dei due rnargini nella configurazione fondamentale. Sulle regioni di prima 

- 
specie di oi sarà U ai + + yi = O ,  corne fu dimostrato al n.'. 19. Si  
avrà pure per le ragioni di prima specie di ai 

u a i + ü p i + l u Y i > o  
e per quelle di seconda 

Cib pub dimostrarsi al solito con la  surrogabilità di a,,  P,, y, con a i ,  

pi, y i ,  oppure col seguente ragionamento. Il corpo potrà passare dalla con- 
figurazione fondamentale all'anteriore per la deformazione (- U, - V, - W), 
e siccorne cib riproduce i vuoti lasciati dalla materia soppressa, é sodisfatta 
la seconda ineguaglianza in virtù delle (23); il corpo potrà pure passare 
dalla configurazione fondamentale alla posteriore mediante la deformazione 
(- U + u ,  - V + v ,  - W+ w )  e, cib ripristinando i vuoti occupati dalla 
materia aggiunta, è sodisfatta in virtù delle (22), (13) la prima inegua- 
glianza. 

28. Con una scelta siffatta di configurazione fondamentale, e dopo 
quanto precede, possiamo concludere che la deformazione cod geiierata e rap- 
preseritata gode le seguenti proprietà. 

1." Le componenti u, v ,  w del10 spo~tamento sono funzioni piccolissime 
e continue delle coordinate fondamentali , salvo che attraverso la superficie 
siugolare a i  subiscono le discontinuità 

- - -  
ove u ,  v, t u  sono funzioni continue e piccolissime dei punti di ai. 

2." Le componenti della pressione 

sono continue in tutto il campo, ed anche tali possono ritenersi attraverso la 
superficie singolare. 

3.' Sulla superficie esterna si ha  

4." In tutto il campo, eccettuati al più i punti della superficie singo- 
lare, si ha  

xi  = O, ?Bi = O, = O, 
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29. Teorema. - Le proprietà rilevate a l  numero precedente sono ca- 
~atteristiche, cioè determinano univocarnente i l  sistema delle funxioni u, u, zu 

che le sodisfano, a meno di termini a t t i  a rapresentare un moto piccolissi~no 
arbitrar.io del corpo irrigidito. 

Infatti, se, per ipotesi, potessero esistere due sistemi distinti di funzioni 
u', v', w' ed u", dl, wrl sodisfacent le stesse condizioni, le differenze u - u'-a", 
v = v1 - u", tu = tu'- M I '  poste in loro vece renderebbero in tutto il campo 
Yi  = ai = si = O, e sulla superficie esterna ?i = !Di = 9Ii = 0 ;  sopra ai si 

- - 
avrebbe 40 u = u - u = 0, etc., e le derivate di Pi rispetto ad x,,;, . . . r,,; 
sarebbero pure continue attraverso ai. Ors, per l'identith ( A ) ,  tutte queste 
condizioni ailnullano l'integrale 

onde si conclude, corne di solito, che 24, v, tu rappresentano uno spostamento 
arbitrario del corpo irrigidito. 

30. Al teorema precedente vogliamo associare le seguenti deduzioni a 
cornplemento di quanto fu svolto al n.' 24 e segg. 

1." Abbiamo notato al n." 26 che la prima deformazioiie pnrziale (u,, 
v , ,  t u , )  del corpo, già privato della materia che va soppressa, è univocamente 
determinata dai valori u',, v', , uj', ed u", , v",, zo", relativi ai punti corri- 
spondenti del margine positivo e del ~iegativo rlspettivamentç. Ora il teorema 
stabilisce che la deformazione complessiva è univocamente determinata dalle 

- - - 

funzioni date u ,  v ,  W. Siamo dunque in grado d'inferirne che anche la de- 
formazione parziale (u2, v,, w,) é determinata dagli stessi dati. 

2.' I n  virtù del teorema la deformazione complessiva è dunque uni- 
vocamente determinata dalle differenze u', - zc", = < ecc. fra gli spostamenti 
assegnati per due punti corrispondenti nella prima deforrnazione parziale, onde 
segue che, comunque si assegnino le due terne di funzioni u', , v', , w', ed - 
ufr , ,  v",, tu", , purchè le rispettive differenze abbiano i valori dati Ü, v, go, 

le funzioni u, v ,  w sono sernpre le stesse con l'approssimazione inerente alla 
teoria. l 

3." Riunendo i due risultati precedenti concludiamo che una defol.- 
rnazione prodotta da interposizione e soppressione di  nzateria è univocanzetiie 
determinata, per quanto ~ i g u a r d a  la  sua grandexxa, cioè le funxioni u, v, w 
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delle coordinate fotzdumentali, quaf ido nel  campo fo~zdanzentule è da ta  la  su- 
perficie singolure D i  e la faccia d i  essa cui  cowisponde la n o m a l e  posit ivu,  

- - -  
e son date  le relative discontinuità caratteî.istiche u ,  v ,  W. 

€J V. N u o v ~  CONFIUURAZIONE FONDAMENTALE PER LE DEFORMAZIONI PRODOTTE D A  FORZE. 

TEOREMA DELLA SOVRAPPOSIZIONE DEüLI EFFETTI. 

31. Consideriamo un corpo sollecitato da forze agenti in massa e forze 
applicate alla superficie esterna ed a superficie interne. All'jnterno del corpo, 
ed in una regione di esso ove non cadano forze, pensiamo tracciata una su- 
perficie O' ed assegnate tre funzioni piccolissime e continue ;, t , ,  i dei punti 
di questa. Indi, riguardando questa superficie come margine positive, prepa- 
riamo il corpo come se dovessimo ecoilarvi una deformazione per interposi- 
zione e soppressione di materia, cioè pensiamo eseguite tutte le operazioni 
descritte a1 ne0 24; ma poscia non procediamo ad eccitare effettivamente sif- 
fatta deforrnazione, cioè, non avviciniamo i margini di seconda specie e non 
allontaniamo quelli di prima. In  questa maniera il corpo sarà semplicemente dis- 
in tegruto  per l'avvenuta soppressione di rnateria fra i margini di seconda specie. 

Cib premesso, ne110 studiare la deformazione prodotta dalle forze ne1 
corpo in tegro,  lasciamo da parte la materia pensata come sopra soppressa O, 

in altri termini, escludiamo da1 problema la deformazione di questa materia, 
sebbene essa prenda parte al fenomeno, e, per rappresentare la deformazione 
della rimanente materia, facciamo irso di una delle configurazioni fondamen- 
tali adottabili per rappresentarvi la deforrnazione per interposizione e sop- 
pressione corne sopra definita ma non prodotta. 

Pe r  dare ragione di questo modo di procedere, diciamo ch'esso diventa 
utile, come tosto vedremo, ne1 caso che sopra uno stesso cospo si vogliano 
paragonare gli effetti separati dell'azione d i  forze e di quella di aggiunzione 
e soppressione di materia: allora infatti l'azione separata delle forze si eser- 
cita su1 corpo integro, e percib ben pure sulla materia, che nell'altra azione 
separata va  soppressa ; ma per questa materja il paragone delle due defor- 
mazioni non ha senso. 

Dimostreremo che, adottando una configurazione fondamentale siffatta, 
le condizioni caratteristiche per la deformazione prodotta dalle forze non s i  
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alterano. A ta1 uopo basta evidentemente dimostrare che, attraverso la su- 
perficie oj, a cui si riduce ofo ,  tanto le componenti dello spostamento che 
quelle della tensione possono ritenersi continue ne1 grado di approssirnazione 
della teoria. Ma cib è facile. Infatti consideriamo il corpo integro nella con- 
figurazione anteriore e richiamiamo le formole poste ai n.i 24 e 25 
2", = do +- Zk ecc. relative al margine di seconda specie ed 1:", = zro + Uecc. 
relative a quel10 d i  prima. Intendendo per u ,  a ,  w gli spostamenti dovuti 
all'azione delle forze ne1 corpo integro, si trova per due punti corrispondenti 
di seconda specie, trasc,urando termini del second'ordine, 

e per due punti corrispondenti di prima specie 

Analoghe eguaglianze possono stabilirsi per tutte le componenti dello 
spostamento e della tensione. Quando dunque lasceremo da parte la saputa 
materia e sovrapporemo su ai i punti corrispondenti, queste eguaglianze si 
tradurrarind in altrettante condizioni di continuità valevoli ne1 grado di ap- 
prossimazione della teoria, e l'assunto è dimostrato. 

32. Il teorema della sovrapposizione degli effetti, molto noto e molto 
utile per le applicazioni della statica dei corpi elastici, si pub enunciare cos]: 

Un sistema costituito da più sistemi di forze equilibrate eccita in un 
corpo elastico la deformazione risultante ,di quelle eccitatevi dai singoli si- 
stemi di forze. 

Qui per risultante di più deformazioni t u , ,  v, ,  ul,), (a,, v , ,  w,) ,... s'in- 
tende la deformazione di spostamenti ze .= u ,  $- zd, +. . . , v = v, + v, $- - . - , 
2 U = 1 0 ,  +W+" . 

Quando le forze agiscono solamente in  massa e sulla superficie esterna, 
chlè il caso ordinario, questo teorema è una conseguenza della forma lineare 
delle equazioni differenziali dlequilibrio. L'estensione al cas0 di forze super- 
ficiali interne è ovvia, e ci esimiamo dallo svilupparla. 

Lo stesso non pub dirsi dell'estensione del teorema al caso, che fra le 
cause producenti deformazione siavi aggiunzione e soppressione di materia, 
pel quale una dirnostrazione speciale è necessaria. Intanto il teorema pub 
allora enunciarsi cos1 : 

Teorema. - Per l'lnxioae simultanea di p,i& fwze  equilibrate e di ag- 
giunxione e soppressione d i  materia un corpo elastico subisce la deformaxione 
risultante di p e l l e  prodottevi dalle due cause separatamente, 
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Infatti, supponghiamo di sottoporre il medesimo corpo una prima volta 
alla deformazione prodotta da  forze X, Y, Z agenti in massa, forze L, M, N 
agenti sulla superficie esterna e forze A ,  M ,  N agenti mpra una superficie 
interna 7,; una seconda volta alla deforrnazione da interposizione e soppres- 
sione di materia determinata da un margine positivo o', e dalle rispettive di- 

- - -  
scontiiiuità caratteristiche u ,  v ,  w (n.' 24);  una terza volta alla deforma- 
zione provocata dall'azione di queste due cause concomjtanti. La prima di 
qaeste tre deformazioni è subita da1 corpo integro, e le altre due da1 corpo 
disintegrato per la  soppressione di materia. Perb, ne1 rappresentare la prima 
deformazione, lasciamo da parte la materia che rimane soppressa per le a l t r ~  
due, come fu indicato al numero precedente : cos1 sarà possibile adottare, per 
rappresentarvi le tre deformazioni, una configurazione fondamentale unica 
soddisfacente la condizione di riferimento tangenziale Üa', + P,dfo + W./', = O 

- 
relativa alla regione di 1." specie di of, e le altre .U' - U" = U ecc. ed 

- 
U r  - U" = u etc. relative alle regioni rispettive di l.a e di 2.a specie. 

Cos1 facendo, detti u', v', W' gli spostanienti dovuti all'aziorie separafa 
delle forze, si avrà per queste funzioni : 

1 .O Sulla superficie esterna 

- L i ,  ml. r -  - - M i ,  >3i1j=-Ni. 

2.' Attraverso r; 

p u i = 0 ,  p v l = o ,  D w ' = O ,  
9 V 1 i = - A i ,  9 ' - M i ,  2 , ~ l ' ~ = - N ; .  

3.' Attraverso oj (numero precedente) 

p u 1 = 0 ,  p v i = o ,  9 w 1 = 0 ,  

9 P'i = O , 9 D'i = O , 9i"j = O. 

4.' Ne1 campo occupato dalle forze agenti in massa 

.X'i = - Xi g'i = - Yi, 3 ' i = - Z i .  

5." I n  tutto il rimanente campo 

iEti = O oti=O, 3 I i = O ;  

ed inoltre le solite condizioni di continuith. 
Detti poi u", v", w" gli spostamenti per I'azione separata dell'aggiun- 

zione e soppressione di materia, si avrii: 
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1 .O Sulla superficie esterna 

2.' Attraverso ri 

B u ' I - = O ,  Bv'~=O, w " = O ,  

fj = 0 , 9 %ri = O , B 3Ivi = O. 

3.' Attraverso ai 

4.' In  tutto il campo 

e le sapute condizioni di continuità. 
Infine, detti u ,  v ,  w gli spostamenti dovuti all'azione simultanea delle 

due cause, saranno evidentemente : 
1." Sulla superficie esterna 

2.' Attraverso ti 

Bu=O, Bv=O, B w = O  
Bpi=-&, B m i = - ~  i 7 B9Ii=-lVi. 

3." Attrnverso o; 

4." Ne1 campo occupato dalle forze agenti in massa 

a . = -  X 
i ?  ;?); = - y. .&, 3i=-Z.  1 .  

5." Ne1 rimanente campo 

Tutte e tre queste serie di condizioni sono caratteristiche : noi Io ab- 
biamo dimostrato per le due prime, ed analogamente pub dimostrarsi per la 
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terza. Ma le condizioni della terza serie sono evidentemente sodisfatte pren- 
dendo zc = ur + u", v = v' + vu, zu = w' + w" : il teûrema è cosi dimostrato. 

33. Osservaxione. - L e  due superficie or ,  e 7, si sono supposte di- 
stinte per maggior chiarezza, ma è evidente che nulla si oppone a che si 
suppongano coincidenti, onde tali risulteranno pure ai e -ri. Il lettore imma- 
ginerà facilmente le particolarità che allora intercedono, le quali perb non 
infirmano evidentemente il teorema. Nell'applicazione che ne faremo avverrh 
precisamente questo cas0 particolare. 

Annati di Matematica, Serie ILI, tomo VIT. 
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PARTE SECONDA. 

Teoria generale delle deformazioni tipiche. 

$ 1. SULLE DEFORMAZIONI DI UN CORPO ELASTICO INDEFINITO I N  TUTTl 1 SEMI. 

34. Ic questa seconda parte si considerano deformazioni di un cospo 
elastico omogeneo indefinito in tutti i sensi nell'jpotesi che le cause produ- 
centi la deformazione (forze O interposizione e soppressione di materia) ca- 
dano sempre ne1 finito. Noi pensiamo le funzioni relative a questa deforma- 
zione come dedotte con un passaggio al limite da quelle relative ad un corpo 
di dimensioni finite limitato da una superficie chiusa rigida contenente al 
suo inter110 tutte le cause producenti la deforrnazione, quanclo poscia, accre- 
scendosi le dimensioni del corpo, questa sÙperficie jngrandisca indefinitamente 
secondo una legge determinata qualunque, fino a diventare la sfera all'infi- 
nito. Segue da questo concetto che le componenti u, v, w del20 spostamento 
sono nulle all'infinito, poichè tali sono sulla superficie che contermina il corpo 
limitato, mentre questa ingrandisce sempre più. 

Cib stabilito, si  pub dimostrare che la  deformazione possiede inoltre le 
due seguenti proprieth : 

1.' Le componenti de210 spostamento si annullano all'infinito in  modo, 
cbe i loro prodotti per la distanza del punto considerato dal170rigifie O per 
le coordinafe di  questo punto restano Jiniti ed i n  genemle diversi da zero 

. all'én$nito. 
2.' Le componenti della pressiolee si unnullano nll'in$nito, ed in  modo 

tale, che i loro prodotti pel quadrato della distanxa dall'origine o yei qua- 
dvati O prodotti binurii delle coordinate restano finiti ed .in generale divemi 
da zero all'injnito. 

Dimostriamo dapprima la seconda proposizione. 'Se 1s deformazione è 
prodotta da forze, noi arnmettiamo ch'esse abbiano una risultante di trasla- 
zione finita. Allora, se con centro a1170rigine si descrive una sfera di raggio 10 
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tanto grande da racchiudere al suo interno tutti i punti di applicazione delle 
forze, la porzione del corpo interna a questa sfera dovrà essere in equilibrio; 
quindi l a  risultante di traslazione delle tensionj, che si esercitano sulla su- 
perficie della sfera, dovrà essere uguale e contraria alla risultante delle forze, 
e, per conseguenza, finita per quanto grande sia r. Sicconle d'altra parte le 
tensioni saranno distribuite sempre con continuità sulla superficie sferica, segue 
chc, se r è grandissirno, le componenti della tensione sopra un elemento qua- 
lunque di essn riferite all'unità di  superficie saranno piccolissime corne 1 : 
Y', e che all'infinito diventeranno infinitesime del second'ordine. Questo ra- 
gionamento riguarda le componenti della tensione, che si esercita su elementi 
superficiali di sfere concentriche all'origine; ma facilmente se ne conclude 
che anche le sei componenti della pressione diventano infinitesime del secondo 
ordine all'infinito : infatti le componenti della tensione unitaria di un siffatto 
elemento superficiale sferico sono funzioni lineari delle componenti della pres- 
sione, ed i relativi coefficienti sono i coseni diiettori di Y, i quali non va- 
riano quando il centro dell'elemento tende all'infinito lungo il raggio medesirno. 

Da  quest'ultimo risultato scaturisce subito la conseguenza, che anche le 
derivate prime di u, v, w hanno 10 stesso comportamento all'infinito, poichè 
le componenti della pressione sono funzioni lineari di  queste derivate con 
coefficienti costanti. 

Se la deformazione del corpo è prodotta da interposizione e soppressione 
di materia, le dimostrazioni precedenti restano pure applicabili, perchè allora 
l'anzidetta risultante di tradazione è nulla. 

35. Dopo cib la prima proposizione si pub dimostrare applicando il 
seguente teorerna : 

Se ne110 spazio occupato dai punti (x, y ,  x )  la funzione cr (z, y, x )  è 
finita e continua insieme alle sue derivate prime almerio fuori di nna sfera 
di raggio finito e si  nnnulla sempre all'infinito; se inoltre le derivate prime 
di u si annullano all'infinito in modo, che i loro prodotti per P= xt + y2+zZ 
vi restirio finiti ed in generale diversi da zero, la funzione u stessa si an- 
nulla all'infinito in modo, che il prodotto u r vi resta finito ed in generale 
diverso da zero. . 

Infatti, poichè zc prende all'infinito un0 stesso valore (Io zero) in qua- 
lunque direzione si allontani il punto (2, y, z), se trasforrniamo 10 spazio per 
raggi vettori reciproci mediante le forrnole 
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con che ai punti all'infinito del primitivo spazio corrisponde uno stesso punto 
(l'origine) dello spazio trasformato, la funzione trasformata u ,  (x,, y,,  x,) prende 
in questo punto un unico valore, mentre l'intorno di questo punto corrisponde 
ai punti molto distanti dello spazio primitivo. Siccome u è finita per valori 
grandissimi ed anche infiniti di x, y, z, tc, sarà p r e  finita in quell'intorno; 
e siccome u è allora continua, e tali sono pure le formole di  trasformazione, 
anche u,  sarà continua in quell'intorno. 

D'altra parte si h a  

ove 

CO r2 quindi, sostituendo ed applicando la relazione - = - , viene 
rt cg 

a u  Or i prodotti di  rP per - ecc. sono per ipoteai finiti e continui per va- a x 
lori grandissimi ed anche infiniti di x ,  y ,  x ,  e gli altri fattori al secondo 
membro restano sempre finiti nell'intorno del punto x, = y, = x ,  = O ,  onde 

a U ,  segue che è finita e continua in questo intorno, e tali sono pure 
8 %l 

a u  au 
- 9  - -  a ~ ,  a ~ ,  

Verificati questi caratteri, è lecito applicare alla funzione u, in questo 
intorno il teorema di TAYLOR esteso alle derivate prime, cioè 

' a  ui 
ui = (uJ0 + XI (p) xi, 0 + y (&)O + Zl (&je ' 

ove il segno e ha  un noto significato. Ora (zl,), = O per ipotesi, e quindi 
si ha 

Passando al limite per x, = y, = z ,  = O in qualunque direzione, que- 
st'ultima espressione resta finita ed in generale diversfi dit zero, e ci6 prova 
l'assunto, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei corpi solidi e1astic.i. 133 

5 II. DEFINIZIONE DELLE DEFORMAZIONI TIPICHE 

E LORO PROPRIETA CARATTERISTICHE. 

36. Premessi questi caratteri generali delle deformazioni di un corpo 
elastico indefinito, intraprendiamo a definire tre deformazioiii particolari di 
un corpo siffatto, che vogliamo introdurre nella statica dei corpi elastici col 
nome comune di defo~rnaxioni  tipiche, cioè, rispettivamente, del prinzo, del 
secorzdo e del terzo tipo. 

Deforwaxione del p i m o  t-o. - Chiamiamo deformazione del primo 
tipo quella prodotta in un corpo elastico indefinito da forze agenti in massa 
e distribiiite con continuità in una porzione limitata ed a tre dimensioni del 
corpo. Rappresentata questa deformazione in una configurazione qualunque 
vicinissima all'anteriore, e detto S il campo ivi occupato dai punti d'appli- 
cazione delle forze, sussistono evidentemente le seguenti proprietà. (Omet- 
tiamo qui ed in seguito l'indice i che ci ha  servito a distinguere la rappre- 
sentazione nella configurazione fondamentale.) 

1." L e  componenti u, v, w del10 spostamento di un punto sono fun- 
zioni piccolissime e continue delle sue coordinate, si aniiullano all'iiifiriito, ed 
in modo che i loïo prodotti per la distanza del punto dall'origine, O per le 
sue coordinate; diventano all'infinito infinitesimi del prim'ordine. 

S." L e  componenti della pressione sono dappertutto finite e continue, 
ed all'infinito diventano infinitesime del second'ordine. 

3." L e  derivate seconde di zc, v ,  w sodisfano all'interno d i  S 
zioni 

x = - x  , g=-  Y ,  s=-z, 

le equa- 

ove X, Y, Z denotano le componenti unitarie delle forze esterne; a 
di S sodisfano invece le stesse equazioni coi secondi menibri nulli. 

Queste proprietà manifestano l'analogia della deformazione del primo tipo 
con la funzione potenziale d i  un corpo a tre dimensioni. 

37. Deformaxione del secordo tipo. - Chiamiamo del secondo tipo la 
deformazione eccitata in un solido elastico indefinito dall'azione di forze di- 
stribuite con continuità sopra una sua superficie interna limitata e che sup- 
ponghiaino anche chiusa. Rappresentata questa deformazione in una confi- 
gurazione qualunque vicinissima all'anteriore, e detta o la  superficie quivi 
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costituita dai punti d'applicazione delle forze, sussistono evidentemente le se- 
guenti proprieth : 

1 .O Le componenti u ,  v ,  w dello fipostamento sono funzioni piccolis- 
sime e continue delle coordinate, ed all'infinito diventano infinitesime del 
prim'ordine. 

2." L e  sei componenti della pressione sono dappertutto funzioni finite 
e continue, tranne che attraverso a subiscono discontinuità sottoposte allo 
condizioni 

p P = - L  , S)91?=-Ml p l t = - N ,  

ove LI, 41, N denotano le componenti della forza agente su o riferite a h -  
nita di superficie. Inoltre gli stessi elenienti diventano all'infinito infinitesimi 
del second'ordine. 

3." Le derivate seconde di u, v ,  w sodisfano dappertutto, eccettuati al 
più i punti di o, le equazioni 

x = o ,  3 = 0 ,  s=o.  
Risulta chiaramente da queste proprietà l'analogia della deformazione 

del secondo tipo con la funzione potenziale di una superficie. 
38. Defo?.maxione del terzo tipo. - Diciamo del terzo. tipo l a  defor- 

mazione eccitata in un solido elastico indefinito da interposizione e soypres- 
sione di materia fatta assumendo corne margine positivo una sua superficie 
interna limitatn e connessa, e che supponghiamo anche cliiusa. Rappresen- 
tando questa deformazione in una oonfigurazione fondamentale vicinissima 
all'anteriore e chiamando o la superficie, su cui quivi si congiungono i mar- 
gini, vi si riconoscono le seguenti proprietà: 

1.0 Le componenti zc, v ,  w dello spostamento sono dappertutto pic- 
colissime ,e ,continue, tranne che attraverso o subiscono le discontinuità, 

- - -  
ove a, v, w sono tre funzioni piccolissime e continue dei punti di o. Inoltre 
le stesse componenti diventano infinitesime del prim'ordine all'infinito. 

2.0 Le  componenti della pressione sono dappertiitto finite e continue, 
e all'infinito diventano infinitesime del second'ordine. 

3." L e  derivate seconde di  u, v, w sodisfano dappertutto, eccetto nei 
punti di T, le equazioni 
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Queste proprietà mettono in evidenza corne la deformazione del terzo 
tipo sia I'analoga della funzione potenzinle di un doppio strato. 

39. Osse~vaxione. - Definendo le deformazioni del secondo e del 
terzo tipo, ahbiamo supposto che le relative superficie singolari siano chiuse, 
e la stessa restrizione abbiamo fatto, definendo le analoghe deformazioni di 
un corpo limitato, nella Parte prima. A qiiesta restrizione siamo costretti 
dalle difficoltà che s7incontrerebbero dovendo studiare il comportamento 
della deformazione presso il contorno della superficie quando questa si pen- 
sasse aperta. Tali difficoltà non possono probabilmente superarsi, senza stabi- 
lire le espressioni analitiche delle deformazioni tipiche. E difatti nella Parte 
terza, stabilendo p e s t e  espressioni pei corpi isotropi, potremo dedurne le 
condizioni, sotto le quali la  restrizione pub in ta1 caso particolare rimuoversi. 
Del resto essa qui non nuoce alla dimostrazione del teorema fondamentale, 
che daremo con tutta la possibile generalità al § III di questa Parte seconda. 

40. Teorema. -- Le proprieth s o p m  vaotde d i  ciascuna delle t?.e de- 
formaxioni tipiche sono per essa ca~at ter i s t iche ,  cioè l a  cletemzinano univo- 
camen te.  

Infatti, se fossero possibili due deformazioni tipiche dello stesso corpo 
indefinito e tali che, rappresentandole in una  stessa configurazione fonda- 
mentale, le relative componenti dello spostamento, ut, v', tu '  ed u", v", 70'' 

godessero tutte le proprietà distinte per uno stesso tipo, la deformazione di 
spostamenti 21 = U' - u", v = vr  - vl', t u  = W' - W" rappresentata nella stessa 
configurazione godrebbe le seguenti proprietà : 

1." L e  u ,  v, w sarebbero dappertutto continue e piccolissime, e al- 
l'infinito diverrebbero infinitesime del prim'ordine. 

c 2. O L e  cornponenti della pressione ad essa relative sarebbero dovun- 

que finite e continue, e all'infinito diverrebbero iufinite~ime del secondo 
ordine. 

3." L e  derivate seconde sodisferebbero in tutto Io spazio, eccettuati 
al pih i punti della superficie singolare, le equazioni 

Allora I'eguaglianza gi8 richiamata 

si potrà applicare ad una porzione qiialunque S del corpo. Si noti dapprima 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



186 G e  b b ia, : Le deforrnaxioni tipiche 

che da cssa svanisce sempre il primo integrale a l  secondo membro, poichè 
le regiorii ove X', 3 ,  3 possono non esser nulle, essendo superficiali, non 
danno contributo all'integrale di spazio. Applichiamola ad un cubo di lato 2 h 
c,ol centro all'origine e gli spigoli paralleli agli assi coordinati. Allora, spez- 
zando l'integrale superficiale in tre relativi a i  tre terrnini del sommatorio, il 
primo di essi si decompone in tre altri corrispondenti alle coppie di facce 
opposte del cubo, cioè, (adottando la notazione di KIRCHHOFF per ie compo- 
rienti della pressione) : 

P e r  le proprietà notate esisterà una grandezza finita e positiva Ic, della 
quale il valore assoluto del prodotto X, u h-esterà sempre minore, per quanto 
grande sin la quantith positiva h, e percib tale, che resti sempre in valore 
assoluto 

etc., 

onde sorge che il limite di quest'integrale per h = e~ io Io zero. ,Qnaloghe 
ragioni cond:icono alla stessa conclusione per gl'integrali relativi agli altri 
termini del sommatorio. Cosi, passando al limite per h = 00, 1' integrale su- 
perciale svanisce anch'esso, e resta 

integrale che va esteso a tutto 10 spazio. Si deduce da  cib, corne d'ordinario, 
che la deformazione di cui si tratta è uno spostamento del corpo irrigidito, 
e poichè le u, v, w sono nulle all'infinito, esse 10 saranno pure in tutto Io 
spazio, sicchè saranno dovunque u' = zc", v' = vu, w' =wu, c. d. d. 
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5 III. DECOMPONIBILITA DELLA DEFORMAZIONE ECCITATA IN UN CORPO DA FORZE AOENTI 

41. Teorema. - La deformazione eccitata ifi un corpo limitcdo S du  
forxe ( X ,  Y ,  2) agenti i n  massa e forxe ( L ,  M ,  N )  applicate a l la  super- - - -  
ficie esterna a (ove con u, v, w s i  denotino g l i  spostamenti d i  questn super- 
ficie che ne conseguono) è l a  risulta,nte d i  tre defornzaxioni tipiche del corpo S, , 
che s i  ottietze prolunyando i l  corpo dato indefinitawente in tu t t i  i sensi, cioè: 
ln deformaxione del primo t-O dovuta ulle forze ( X ,  Y ,  2) crgenti nellu 
povzione S ;  la deformaxione del secondo tipo eccitata dalle forae (L, M ,  N )  
applicaée i n  o; e l a  deformaxione del terxo tipo, per cui a sia la  superficie 
sitzgolare, la cu i  normale positiva s'irztenda rivolta verso l'in,terno d i  S, ed 
- - -  
u ,  v ,  îo siano le discontinuità caratteristiche (n.' 30, 3.7. 

Qiiesto teorema è analogo a quel10 dovuto a GREEN, secondo il quale una 
funzione qualunque finita e continua insieme alle sue derivate prime in tutto 
un campo è la somma di trc funzioni potenziali, la prima di massa a tre 
dimensioni, 1;t seconda d i  superficie e la  terza di doppio strato. 

Dimostracione 1." - Rappresentiaino la deformazione del corpo dato 
nella configurazione anteriore, e chiamiamo pure S 10 spazio ivi occupato 
da1 corpo e 5 la  sua superficie; (omettiamo per semplicità l'indice O). Sce- 
gliamo al solito la normale positiva rivolta verso I'interno del corpo. Cod, 
per ipotesi, le funzioni u, v, w sodisfano dentro S le equazioni 

w=-X, g=-  Y, 3=-Z  
e sopra a le altre 

Primieramente intendiamo prolungate indefinitamente queste funzioni 
fuori di S con valori nulli: le fu.nzioni u, v, t u  cos) determinate in tutto 10 
spazio danno luogo alle seguenti proprietb: 

1.' Dentro S sono X = - X, 8 = - Y ,  3 s - 2 '  
e fuori di S 3E = O, 9 = O, 3 = O. 

2. Attraverso rr si ha  

P a = -  L - z e r o = - L ,  p93=- M, p % ! = - N .  
Annaii di Malematica, Serie 111, tom0 VII. 25 
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3.' Pure attraverso o 

4.' Le funzioni u, v ,  tu e le loro-derivate prime sono altronde finite 
e continue e si annullano all'infinito. 

In secondo luogo peiisiamo il corpo dato, preso al10 stato naturale, pro- 
Iungato indefinitamente in tutti i sensi, e consideriamone separatamente le 
tre deformazioni tipiche definite dall'enunciato. Quanto a quelln del 3.' tipo 
la immaginiamo prodotta col procedimento svolto al n.' 21, di guisa che, 
costituendo la superficie del dato corpo il margine positive, tmto la materia 
soppressa che l'aggiunta cadranno ne1 prolungamento. Rappresentiamo queste 
tre deformazioni nella stessa coufigurazione fondamentale, la quale, per quanto 
riguarda il corpo dato, coincida con l'anteriore, occupandovi 10 spszio S. Cib 
è ~~ossibiie ne1 modo indicato al n.' 31, cioè omettendo di rappresentare pei 
primi due tipi la deformazione di quella materia, che va soppressa per ec- 
citare la  deformazione del terzo tipo (*). Con siffatte rappresentazioni u n  
punto qualunque del campo fondamentale è occupato dallo stesso punto ma- 
teriale per le tre doîormazioni. Componeiido queste tre deformazioni tipiclie, 
se ne ottiene una (u', v', zo') dotata delle seguenti proprietà : 

1.' Dent,ro S sono &" = - X, g r = - Y ,  S I = - Z  
e fuori di S x' = 0 7 8' = O, 3' = O, 

poicliè questi valori diversi da zero di x', B', 3' dentro S sono dovuti alla 
sola componente del primo tipo. 

2.' Attraverso G le derivate prime di t h ' ,  v', zo' hanno discontinuith 
soddisfacenti le equazioni 

provenienti dalla sola oomponente del secondo tipo. 
3.' Attraverso o si hanno le discontinuità 

dovute alla sola componente del terzo tipo. 
4." Le fiinzioni u', v', w' e le loro derivate prime, altronde finite e 

continue, si annullano all'infinito nei soliti modi. 

(") Ne segue clle, fuori del corpo dato l a  deformazione fondarientale non pub coin- 
cidcrc con l'nnteriore, cosn senza importnnzn p e r  le nostre deduzioni. 
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In terzo luogo consideriamo nello stesso campo jndefinito le funzioni 

uW = u - u', vw = 2, - v', wW = W - w '1 

delle quali si riconoscono subito le seguenti proprietà: 

1." all'interno di S P" = 3 - X' = - X + X = 0, etc., 
e all'esterno hW = O - O = 0, etc. ; 

2.' attraverso a p $ " = S ) f ? - p i ! ' = - L + L = = O ,  etc.; 
- - 

3.' attraverso ri ~ u W = = ~ u - 9 u 1 = u - u  .=O, etc.; 
4 .Gl  solito comportamento in tutto il resto del campo e all'infinito, 

Se dunque applichiamo alle funzioni zF, vw, 20" 17eguaglianza ( A )  ricliia- 
mata al n.O 14 per una sfera T di superficie r con centro all'origine, il che 
sempre pub farsi per quanto grande ne sia il raggio, 

Aumentando indefinitamente il raggio, il secondo 
zero, e quindi resta, al limite, 

troviamo 

integrale ha  per limite 

da ciii s'inferisce, come di solito, che le funzioni u", va, zv" sono nulle in 
tutto IO spazio, come Io sono all'infinito, laonde si ha dovunque, e partico- 
larmente dentro S, 

cioè la  deformazione (u, v, w) del corpo dato è appunto la risultante delle 
tre tipiche. 

42. Dimostraxione 2.4 - Facendo fondamento su1 teorema della so- 
, 

vrappoizione degli efletti con l'amplificazione datavi al 3 V della Parte prima, 
la decomponibilità in esame diventa quasi intuitiva, come mostreïemo prima 
per due casi particolari e poscia iu generale. 

Chiamiamo a, e a, le due superficie del10 spazio che limitano il corpo 
nelle configurazioni anteriore e posteriore. 

Primieramente supponghiamo che gli spostamenti dei punti della super- 
ficie abbiano l a  componente normale sempre rivolta verso l'interno del corpo, 
cioè questo per effetto delle forze si contïagga in tutti i sensi: d o r a  a, 
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involge completamente c p ,  Immaginiamo per un moment0 soppresse le fosze 
e restituito il corpo al10 stato naturale, onde la sua superficie passa da ~r, 

a o, . Poi si pensi prolungato il corpo indefinitamente in tutti i sensi al di 
fuori di a, con la stessa materia, in modo da costituire un corpo elastico 
indefinito al10 stato naturale; ma si supponga che il pralungamento non adc- 
risca col corpo priniitivo, sicché ne1 corpo indefinito rirnanga un taglio oc- 
cupante nello spazio la  posizione a, . Pensarido allora ripristinata 1' azioiie 
delle forze, il corpo S si ritirerà di nuovo dentro G ~ ,  sicchè fra esso ed il 
prolungamento posto fuori di a, resterà uno spazio vuoto strettissimo inter- 
posto fra queste due superficie. Inimaginando poi che questo spazio venga 
rinzeppato con uno strato della stessa materia al10 stato naturale, e che questti, 
si saldi sui due margi~ii G, e op, tutto Io spazio resta occupato da  niatesin 
elastica equilibrata, la cui deformazione è nulla fuori Ji op ,  e dentro G, è 
quella in esame. Perb, lirnitandoci a considerare la sola materia del primi- 
tivo corpo indefinito, la quale in at ts  trovasi dentro ap e fuori di a,, dedu- 
ciamo da1 teorema della sovrapposizione degli eff'etti che la. sua deforrnaziorie 
è la risultante di quelle dovute alle cause singole che la mantengono, le quali 
sono le forze e l'interposizione di materia. Queste deformazioni sono dunque 
le tre tipiche indicate nell'enunciato : cib è manifesto senz'altro per quelle 
dei due primi tipi ; ma 10 diventa pure per quella del terzo, se si tien pre- 
sente che 10 spostamento relativo di due punti corrisporidenti dei rnargini 
(dovuto al solo spostamento del margine positive, perchè il negativo non si 

- - -  
è mosso) h a  precisamente le componenti u ,  v ,  w (*). 

Si siipponga poi che gli spostamenti dei punti della superficie alobiano 
la componente normale dovunque rivolta verso l'esterno, cioè che la de- 
forinazione del corpo sia espansiva in tutti i sensi: in questo caso G, è 
involta interamente da  ap. Soppressa l'azione delle forze, il corpo ritorna 
alIo stato naturale, e la sua superficie passa da op a Do,. Allora s'immagini 
prolungato il c.orpo indefinitamente in tutti i semi al di fuori di a,, co- 
stituendo un corpo indefinito al10 stato naturale. In questo si pensi poi sop- 
pressa la materia inteïposta fra a, e g p ,  lasciandovi un interstizio moto 
strettissimo. Se dopo cib si ripristina 1' azione delle forze , il corpo S si 
espande invadendo l'interstizio, fino a che la sua superficie si riadatta su ap. 

(*) S i  noti che la  concomitanza dell'azione delle forze superficiali e delln aggiunzione 
di  mater ia  avviene presso la  stessa superficie, cioè nelle condizioni particolari rilevate 
al n." 33. Cib n o t e r i  pure il lettore nei due casi di cui segue l'esame. 
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Pensnndo allora saldate in op le due superficie di S e del pïolungamento, 
abbiamo un corpo elastico indefinito deforrnato ed equilibrato, la cui materia 
è quella del primitivo corpo indefhito, esclusion fatta della materia soppressa. 
L a  sua deformazione, nulla fuori di op,  e dentro op identica a quella che 
si studia, è l a  risultante delle deformazioni dovute alle cause singole che la 
mantengono, e nelle tre componenti si riconoscono le tre tipiche indicate nello 
enuiiciato, se pur si riflette, che gli avvicinamenti di due punti corrispondenti 

- - -  
dei margini sono gli spostamenti u ,  v ,  tu del inargine positivo, poichè l'iiltro 
non si è mosso. 

Finalniente, ne1 caso più generale, per alcuni punti della supeificie del 
corpo la componente normale dello spostamento è rivolta verso l'interna e per 
altri verso l'esterno di esso. 1 punti di queste due classi sono distribuiti su Ta in 
due specie di regioni, e noi diremo di prima 
specie la regione dotata di spostamenti 
iiormali interni e di seconda. specie l'altra. 
Le  due specie di ïegioni sono separate da 
certe linee s' chiudentisi in sè stesse. L a  
superficie up interseca a, secoiido certe altre 
linee s" pure chiudentisi in  sè stesse e ri- 
spettivamente vicinissime alle s' : sono i 
luoghi delle posizioni posteriori dei piinti 
delle sr ,  i quali subiscono spostamenti tan- 
gcnziali solamente. F r a  le linee s' e le cor- .. 
rispondenti s" si racchiudono su O, certe - 
striscie strettissime (sconfinamènti). Tolta l'azione delle forze e ritornato il 
corpo al10 stato naturale, la sua superficie torna da a, a G,, e le h e e  S" 

della prima tornano a costituire le s' della seconda. Pensiamo allora proluil- 
gato il corpo indefinitamente al di fuori di a,, costituendo nell'iiisieme un 
corpo indefinito al10 stato naturale, m a  suppongh~aino che i l  prolungamento 
non aderisca col corpo primitivo, in guisa che resti un taglio in a,. Poi 
pensiamo soppressa la materia che sta fuori di G, e dentïo a*, la quale 
forma tanti strati aderenti alle regioni di seconda specie sconfinati di a,, al 
posto dei quali lasciamo altrettanti vuoti strettissimi. Allora ripristinando l'a- 
zione delle forze, il corpo invaderà questi interstizii, mentre le linee s '  an- 
dranno a coincidere coi1 le s'' ; ma ne1 tempo steqso le contraziorii del corpo 
cagioneranno altri vuoti strettissimi esterni a op ed interni a G,, cioh con- 
tigui alle regioni di prima specie scoiifinate di G,. S i  pensino riempiti questi 
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vuoti con nuova materia al10 stato naturale. I n  ta1 guisa si otterrà un corpo 
continu0 ed equilibrato costituito da1 primitivo indefinito, meno la materia 
soppressa e più quella aggiunta. L a  deformazione di esso é nulla fuori di ap,  

e dentro op è identica a quella in esame. Omettendo di considerare gli strati 
aggiunti, la deformazione della, materia restante é prodotta dall'azione con- 
comitante delle forze e dell'aggiunzione e soppressione di materia', ed appli- 
caiido il teoreina di sovrapposieione, si ottiene la dimostrazione del presente. 

43. Osservazione. - L e  t re  defot -muxioni  tipiche, che pel d d o  colpo 
Zr'mitato hnnlzo per ~ i s u l t a n t e  l a  deformaxione che v i  p~odzccono le  forxe, pel 
s z ~ o  pro lungamenfo  i+zde$nito (esclusion fa t ta  del la  m a t e r i a  che va s o p y e s s a  
generando la  cornponetzte del  3." tipo) hcrnuo u n a  r isul tante  tzulla. 

Cih risulta inimediatamente da entrambe le precedenti dimostrazioni e 
completa l'analogia che l e p  le deformazioni tipiche con le funzioni po- 
tenziali. 

Naturalmente ciascuna delle tre deformazioni tipiche componenti non è 
nulla ne1 prolungamento del corpo : esse si distruggono soltanto mutuamente. 
Ed a questo riguardo si noti che, se, seguendo il ragionamento della 2." di- 
mostrazione, si isola ciascuna delle tre deformazioni componenti, sopprimendo 
le cause produttive delle altre due, il prolungamento del corpo entra in de- 
formazione e le quantità Ü, L, etc. diventano vere discontinuità degli spo- 
stamenti e delle tensioni rispettivamente. 

Non fa meraviglia questo mutuo distruggersi delle tre deforrnazioni ti- 
piche fuori del corpo dato, se si riflette che esse non sono indipendenti, perchè 
la deformazione di quest'ultimo è determinata dalle sei funzioni X,.. . N 

- - -  
e le tre u ,  v ,  w ne sono una conseguenza. 
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PARTE TERZA. 

Espressioni  analitiche 
delle deformazioni tipiche dei corpi isotropi. 

44. Estraggo dalla Nota del BELTRA~II, I~'lztomzo ad alczini te01 euii 11zroz.i 
del  sQ. C. NEUMANN (*) e dai miei lavori, Su certe fi6wzio1zi potemiu l i  di 
masse d i j u s e  in tutto 10 spaxio infinito (**) alcune formole, di cui dovrb fiir 
uso riella seguente trattazione. 

Sopra una data superficie o si stabilisca un sistema di coordinate cur- 
vilinee (u, v ) ;  si dica n la normale alla superficie ne1 punto di coordinate u, v 
e si riguardi come positiva, quando da  essa si rede ruotare la tangente po- 
sitiva alla curva v verso la tangente positiva alla curva u ,  che passano pel 
suo piede, (di un angolo < 18O0), come dall'asse cartesiano positivo delle x si 
vede ruotare il positivo delle y verso quello delle x (di un angolo retto). Si 
adottino col BELTRAMI le notazioni A,  ( y ,  $), A, b), per indicare rispettivarnente 
i l  parametro differenziale misto e quello del aecond'ordine relativi a funzioiii 
y ,  + dei punti della superficie. 

Se cp è una funzione qualunque dei punti dello spazio ov'è tracciata 0 ,  

si ha per punti di questa superficie (***): 

(*) Annali di Mntematica, ser ie  2.", t. X, pp. 46-63. 
(*") Citero la  mia Memoria pubblicata con questo titolo nei Rendiconti del Czrcolo 

matematico di  Pa le~mo ,  t. I V  col segno convenzionxle ( M ) ,  e 1' « Appendice D alla stessa 
piibblicata, ibid., t. VI col segno (M, A). 

V. BELTRAII, op. cit. 
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ove U ,  p ,  y sono i coseni direttori della normale positiva fz rispetto agli asai 
cartesiani. 

45. L e  U ,  P ,  y e le x ,  y ,  x ,  coordinate cartesiane dei punti della su- 
perficie, riguardate corne funzioni delle coordinate curvilinee, sodisfmo l'e- 
quazione identica 

e due altre, che si ricavano da questa con permutazioni cicliche simultanee 
delle due terne di lettere (*). 

46. Se V è la funzione potenziale. di unn massa distribuita sulla su- 
perficie o con densità p ;  (, r i ,  c sono le coordinate cartesiane del punto po- 
tenzirito, ed r è la distanza di questo punto dall'elemento della superficie, le 
derivate prime di V si esprimono per funzioni potenziali di  seinplice strato, 
di  doppio strato e di distribuzione lineare fatta su1 contorno s di O ,  mediante 
tre formule dovute a C. NEUMANN, ma di cui l a  forma più generale dovuta 
al BELTRAMI è la  seguente per la derivata rispetto a 6 (**): 

ove Y è la  normale al  contorno s giacente ne1 piano tangente e rivolta verso 
l'interno della superficie, ed il senso positivo d i  s è scelto in modo, che la v 

sia rivolta rispetto alla tangente positiva corne la tangente positiva di una 
curva v 10 è rispetto a quella di una curva u. 

Se IV è la  funzione potenziale di un doppio strato distribuito su CJ con 
- - 

moment0 p ,  le sue derivate prime si sviluppano similmente con tre formole 
dovotc a NEUMANN e BELTRAMI, di cui la  prima è 

(*) V. (LM), p. 232 e seg. 
("*) V. BELTRAMI, op. cit. 
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47. Nella mia Memoria, Su certe funxioni potenxiuli, ecc., stabilii al- 
cune formole esprimenti per integrali tripli O doppi le funzioni potenziali di 
masse occupmti tutto 10 spazio, con densità espresse da altre funzioni po- 
tenziali di distïibuzione finita a tre dimensioni, O superficiale semplice, O 

doppia, ovvero da  derivate prime O seconde di funzioni potenziali siffatte. In 
m'appendice alla stessa Memoria completai l a  serie di queste formole con 
quelle relative al caso, che la funzione potenziale, esprimente per se stessa o 

per le sue derivate la densità, sia di distribuzione lineare. Lo scopo di tutte 
quelle formole, e percià dei citati lavori, era l'applicazione che qui mi pro- 
poiigo di farne, per la quale perb bastano le sole riguardanti i casi, che la 
densità sia data da derivate seconde delle quattro specie di funzioni poten- 
ziali. Per comodità del lettore credo utile trascrivere qui queste ultime 
formole. 

Sia V la fiinzione potenziale di una distribuzione di massa con den- 
sità ? fatta in un'estensione K, che pub essere un corpo O una superficie O 

uns  linea, 1. la distanza fra il punto yotenziante (xk, y k ,  zk) ed il poten- 
ziato (xh, y h ,  zh), sicchè 

L e  derivate seconde di V costituiscano poi le densita Pei altrettante 
distribuzioni di massa in tutto 10 spazio, e per queste si denoti con IZ la di- 
stanza da1 punto potenziato (a, b,  c) al potenziante (xh, yr,, zh), ch'era po- 
tenziato per la prima distribuzione. L e  funzioni potenziali di queste distribu- 
zioni indefinite sono naturalmente espresse per integrali sestupli O quintupli 
o quadrupli, i quali peso si riducono rispettivamente a tripli O doppi O sein- 
plici con le formole seguenti: 

1.0 Se K è a tre dimensioni, 

2." Se  X é una superficie chiusa, oppure aperta e liinitata da un con- 
Annali di Matematicn, Serie III, tomo VIL 26 
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- - - - --- -- - - - 

torno s, ed a, B, y sono i coseni direttori della sua normale positiva, 

3 . O  Se K è una linea 

Finalmente se W è la funzione potenziale di un 
sulla superficie K, cioè 

4 

1 

doppio strato disteso 

si hanno le formole 

K ~ K  a P U ~ X  
- 4 b, @--- R 4 -- 

K K I n '  

Tutte queste funzioni, che ho chiamato con due indici, godono di tutte 
le proprietà caratteristiche delle funzioni potenziali newtoniane di agenti a 
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tre dimensioni, con la particolarità che sodisfano l'equazione di POISSON in 
tutto Io spazio. I n  grazia di cib le funziorii con due indici potrebbero chia- 
marsi anche funzioni potenxiali uggiunte ("). 

3 II. DEFORNAZIONE DEL PRIMO TIPO. 

48. Propongliiamoci di costruire le funzioni 24, v ,  zu esprimenti la de- 
formazione del l." tipo per un mezzo isotropo adoperando le proprietà carat- 
teristiche distinte al n . O  36, cioè facciamo in modo che: 

1." le funzioni u, v, w siano finite e continue in tutto 10 spazio, e si 
c o ~ p o r t i n o  all'infinito come le funzioni potenziali ; 

2.' le loro derivate prime siano finite e continue in tutto 10 spazio, e 
si comportino all' infinito come le derivate prime delle funzioni potenziali ; 

3." le derivate seconde all'interno della regione S occupata dalle forze 
sodisfino le equazioni 

a CI ? ? = ( A . - B ) - + B A e u = - X ,  etc. a x (1, 

e ne1 rirnanente spazio indefinito le stesse equazioni con secondi membri nulli. 
Qui @ denota la dilatazione cubicn, A2 il pararnetro differenziale del 2.' or- 
dine di LANÈ,  ed A ,  B sono i quadrati delle velocità con cui si propagano 
ne1 corpo le vibrazioni longitudinali e trasversali. 

Scriviamo la (1) cosi: 

Segnando con u,, v , ,  w, i valori di u ,  v ,  ta relativi al punto speciale 
(xi 7 y, ,  xi), e ponendn 

RP = (X - ~ 1 ) '  + (Y - y,)' + (2 - zi)', 

(*) Veramente nei citati opuscoli non ho dimostrato la contiiiuit& di queste fiinzioiii 
e delle loro derivate prime, a t t raverso l a  superficie per  l a  quale pub cadere in dubbio, 
ma  ho ritenuto questa continuità quasi evidente, deducendone qualclie conseguenza ['X), 
p. 2491. Il lettore pub supplirvi da sé applicando i metodi in uso ni varii termini dei loro 
sviluppi. 
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ricaviamo dalla (1)' . . 

ô @  d S  X d S  ~ T K R ~ , = ( A - B ) I -  a x  R - + j T + ~ , ,  
Sm S 

ammettendo con cib come p r i m a  ipotesi ,  salvo a verficarla in  seguito, che 
Z'integvale esteso a tzitto lo spazio sia j n i t o ,  dotato d i  tutte le p?.opriet& della 
fictzzio~ze yotenxiale d i  zrn corpo, e che sodis3 l'eqztazione d i  POISSON in tzitto 
20 spaxio. L a  funzione U, e le sue compagne 'V; e W, dovranno esser finite 
e continue in tutto 10 spazio insierne alle loro derivate prime, annullarsi al- 
l'infinito e sodisfare in tutto 10 spazio le equazioni 

Or tutte queste condizioni dànno, com'è noto, 

u, - O, v, -0, w, =O, 
e aiiindi resta 

P e r  trasformare l'integrale esteso a tutto Io spazio, si spezzi in due re- 
lativi a d  S ed alla regione esterna; si applichi a questi due integrali l'inte- 
grazione per parti e l a  derivazione sotto il segno, indi si sommino i resultati : 
cos1 si avrà 

Con cib intendiamo ammettere come seconda ipotesi, clle O sia finita e 
continua in tzctto lo spaxz'o e s i  annul l i  a l l ' in f ini to;  c h  iltoltre le sue delai- - 

sate prime siano fitzite e continue almeno i n  ciasczrno degl i  s j a x i  S, Sm - S. 
Cod  la (1) si trasforma in 

Ora ,  derivando questa equazione rispetto a d  z,, e le due analoghe ri- 
spetto ad y, ,  z,, e sommando, si ottiene: 
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ove 0, è il valore di O ne1 punto a , ,  y , ,  2,; ammetterido allora come terza 
ipotesi, che a quesfo integrale esteso a tutto 10 spaxio possa a p p l i c a ~ s i  l'eqtin- 
xione di POISSON, cioè 

Per  formare l'espressione di 0 pel punto (x, y, z) baste& naturalnlente 
c,onsiderare un sltro punto (x', I/', x') e porre 

=. (x - x')' + (y - y')' + (z - z')~, d S = d x' d y '  d x', 
onde 

D a  cib si riconosce facilmente ch'è realizzata l'ipotesi seconda, ed è 
anche manifesto che si avverano pure le ipotesi prima e terza, perchè risulta 
che gl' integrali estesi a tutto Io spazio, ch' entrano nelle formole (1) e (3), 
sono somme di funzioni potenziali aggiunte. 

49. L a  formola (1) e le sue analoghe per gli altri due assi e la for- 
mola (II)' individuano completamente una deforrnazione del primo tipo; in- 
fatti l'espressione di ui si compone di due termini, dei, quali il secondo come 
funzione potenziale di corpo, e il primo come somma di funzioni potenzidi 
aggiunte, godono tutte le proprietà presunte per le componenti dello sposta- 
mento. È facile anche rilevare che le derivate di u , ,  v,, u1, godono le pro- 
prietà per esse presunte, e quindi le godono pure le componenti di tensione (*). 
Infine le proprietà relative alle derivate seconde sono una conseguenza del 
processo con cui le formole sono d a t e  dedotte. 

50. Pe r  esprimere le componenti dello spostamento direttamente per le 
sole forze, basterà sostituire nelle (1) l'espressione (II)' della dilatazione CU- 

bica. L e  formole cos1 ottenute sarebbero corriplicate con integrali sestupli, ma 
questi si riducono facilmente a tripli, facendo uso delle formole (e), con l'aiuto 

(*) V. ( M ) ,  n.O 17 ed (M,  A),n.O 6. 
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delle quali si lia: 

e, sostituendo nella (1), si ottiene 

L a  deformazione del primo tipo di un mezzo isotropo è stata già espressa 
sotto una forma riducibile alla precedente l a  prima volta dai sigg. THOMSON 
e TAIT ne1 loro Treatise on N u t u ~ a l  Pldosophy ,  e poi con altro metodo da1 
sig. BOUSSINESQ ("). 

51. Porse pub esser utile notare che, per essere 

agR 1 cos2 (R, X) a 8  R 
9 -=- cos (R,  x) cos (R, y) 

a x 2  - R R a x a y  R 
9 

a 2  R COS (R, X) COS (R, Z )  

m=- R 
9 

la formola (1)' si pub scrivere 

ove E' denota la risultante delle forze X ,  Y, 2. Questa espressione di u, 
e le analoghe di v , ,  w, mostrano, che la deformazione è decomponibile in 
due, nella prima delle quali Io spostarnento dipende dalle forze, e nella se- 
conda dalle loro componenti nella direzione delle congiungenti i loro punti 
d'applicazione col punto spostato. 

§ III. DEFORNAZIONE DEL BECONDO TIPO. 

52. P e r  questa debbono esser sodisfatte le seguenti condizioni (n.' 37): 
1." L e  u, v, w debbono esser finite e continue in tutto Io spazio, ed 

avere il solito 'comportarnento all'infinito. 

(*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1879, 2.e semestre, p. 331, 
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2.' L e  loro derivate prime, pur essendo in generale finite e continue 
e cornportandosi corne sappiamo al17infinito, debbono presentare attraverso 1:i 
superficie o ,  ove agiscono le forze (L, JI, N), discontinuità sodisfacenti tre 
equazioni, di cui la prima relativa all1asse delle x B 

3." Le loro derivate seconde debbono sodisfare in tutto 10 spazio tre 
equazioni, di cui la  prima è 

53. Caso d'urza superjcie chiusa. - Designiamo con S 10 spazio rac- 
chiuso da o e con Sm - S il rirnanente spazio infinito, e riguardiamo la nor- 
male a a come positiva quando è rivolta verso S. Dalla (2) possiamo dedurre 

ammettendo con ci6 corne prima ipotesi che 17integyale esteso a tlrtto 20 
spaxio sia finito e dotato d i  tutte le proprietà della funxione potewiale d i  
un corpo, e in particolare che sodisfi l'equaxione d i  POISSON in  tutto 20 spazio. 
Quanto alla Ul e alle due analoghe V, ,  W , ,  esse sono vincolate fin da orn 
a dover essere finite e continue in tutto 10 spazio, e comportarsi alll infinito 
come le funzioni potenziali, mentre le loro derivate seconde dovranno veri- 
ficare le equazioni 

A2U,=0,  A 2 V 1 = 0 ,  A V l = O .  (3) 

Ammettiamo come seconda ipotesi che O sia jinita e continua ilzsie~ne nlle 
sue derivate prime itz ciasczcno dei due spaxi S, S, - S ,  e che si a)znzrlli 
all'infinito. Se primieramente supponghiamo che il punto (x, ,  y , ,  2,) sia si- 
tuato dentro S, potremo applicare il teorema preliminare di GREEN alle due 

funzioni @ ed nello spazio S', che resta da S sopprimendo una sfera di 
R 

raggio c col centro ne1 punto (x,, y , ,  x, ) ,  ed avremo 
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ove E la superficie della sfera e Oi & il valore di O sulla faccia interna di G. 
Or si h a  

sicchè, passando al  limite per E = 0, con che 10 spazio S' diventa S, otten- 
ghianio 

1 
a iT 

d S = 4 n O I - h i  8 n d o .  
S (i 

Poi, applicando il teorenia preliminare di GREEN alle stesse due funzioni 
ne110 epazio S ,  - S, abbiarno senz' altro 

ove 0, indica il valore di @ sulla faccia esterna di o. Sommando queste due 
eguaglianze e introducendo la  notazione 

B O = O i - O e ,  
ottenghiamo 

Evidentemente si giungerebbe pure a questa formola., quando il puiito 
(x,, y , ,  2,) fosse situato clentro Sm - S, sicchè essa pub ritenersi valevole 
per tutti i punti dello spmio, ad  eccezione dei punti di o. 

Ci6 premesso, differenziamo l'equazione (1) rispetto a d  x, e le due ana- 
loghe rispetto a d  y, e x i ,  e sommiamo, dopo aver tenute presenti le relazioni 
del tipo 

che valgono separatamente nei due spazi S ed S, - S, ed ancora avuto ri- 
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guardo alla relazione (4): avremo 

cioè 

Ora si applichi questa formola per due punti (xi, y , ,  x , )  infinitamente 
vicini ad un punto della superficie, il primo sulla normale positiva e il se- 
condo sulla negativa, e poi si operi per sottrazione: tenendo conto della pro- 
prieth della funzione potenziale di doppio strato, si otterrà 

au, avl 4 n ~ ~ @ , = ~ ( a r ; + - + E ) m  a a Z~ 

Ritorniamo a considerare la (1) ed osserviamo che, tenendo presente 1' ipo- 
tesi prima, se ne pub dedurre 

Sostituendo le espressioni (6), (7) nella (1) riferita al punto (xi, y,, x, ) ,  
si ottiene 

Questa relazione e le analoghe per gli altri assj, aggiunte alle (3)  e alle 
condizioni relative all' infinito, cornpletano la serie delle condizioni, cui deb- 
bono sodisfare le funzioni a, V,, W,. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  tom0 VI1 27 
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Procuriamo di rispondere a queste condizioni mediante funzioiii poten- 
ziali di semplici strati agenti su 5, cioè ponghiamo 

Sostituendo le espressioni (9) nella (8) e nelle due analoghe, per le note pro- 
prietà delle funzioni potenziali si trova 

A - B  
"t 7 ( h ~ + t . ~ P - t - ~ ~ ) ~ = 4  

A - B  
P + ~  ( i . + p B + v ) P = M ,  

A - B  
( A o : i - ~ l P + v ) Y = N 7  

equazioni lineari fra I ,  p7 Y, che dànno 

A - B  A -  B A - B  L = L -  
A 

F n a ,  p=M---- 
A 

F,p, v=N--- FnY7 

ove 
F , E Z L U + M B + N ~  

è la componente della forza normale alla siuperficie. Si deduce da cib 

Conosciute queste funzioni, si pub calcolare con la formola (6) la discon- 
tinuità della dilatazione cubica, e si ottiene 

Questo valore deve sostituirsi nella (5))  onde questa, dopo facili sempli- 
ficazioni, ci dà 

8 L a c  8 M d c  ô ' N d c  4 n A Q , = - -  h/k+G[Rf FGj 7' (IV) 
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Cos) la soluzione del problema è completamente data dalle formole (1), 
(II), (III), (IV). Resta a provare che sono so~iisfatte le due ipotesi già pre- 
sunte. L a  seconda di esse è provata dall'espressione (IV), la qiiale, essendo 
una somma di derivate prime di funzioni potenziali di superficie, mostra su- 
bito che @ è finita e continua in ciascuno degli spazi S, 8,- S; che siano 
pure tali le derivate prime di O si pub dimostrare trasformando i tre termini 
d i  O con la formola (c) del tj 1, poi derivando e tenendo presenti anche le 
proprietà delle derivate prime d i  funzioni potenziali di doppio strato. Anche 
la prima ipotesi è verificata, perchè l'integrale esteso a tutto 10 spazio, cl-i'entra 
nella formola (I), è una somma di funzioni potenziali aggiunte dei tipi rispet- 
t iv i  y,,, qZy,  q,. Finalmente le Ci,  V,, W,, come funzioni potenziali di 
superficie, sodisfano le equazioni (3) e rispondono alle altre condizioni per esse 
presiinte, come risulta da1 processo con cui le abbiamo costruito. 

51. La formola (1) pub subire una trasformazione, che ci sarà utile in 
seguito. L e  (10) per la (11) si possono scrivere : 

facendo le! sostituzioni nelle (9) e poi nella (1), questa diviene 

55. Eliminando fra le egunglinnze (I), (II), (III)  e (IV) la dilatazione 
cubica, si possono esprimere le componenti u ,  v ,  w del10 spostamento come 
funzioni delle sole forze L, M, N; ma le formole risultanti conterrebhero in- 
tegrali doppi e quintupli. Perb le formole ( f )  del $ 1, che dànno gli svi- 
luppi delle funzioni q,,, q,,, q,, , permettono di sostituire altre formole com- 
poste semplicemente d'integrali doppi estesi alla superficie sollecitata. Infatti, 
operando cos1 sull'espressione (IV) di O, si trova 

'e sostituendo nella (11, si ottiene 
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Questa formola e le due analoghe relative agli altri assi esprimono ne1 
modo più semplice la seconda deformazione tipica di un mezzo isotropo ne1 
caso d'una superficie chiusa. Essa mostra un carattere ch'era da aspettarsi, 
cioè ch'è identica alla (1)' del paragrafo precedente, che dà la prima defor- 
mazione tipica, salvo la debita mutazione della qualità delle forze sollecitanti 
e del campo di sollecitazione. 

56. Caso d'una superjcie aperta. - BenchB nella Parte seconda ab- 
biamo definito le deformazioni del 2." e del 3." tipo per superficie chiuse (cfr. 
il n.O 39), vogliamo qui, pei corpi isotropi, estenderne la nozione al caao di 
superficie aperte, costruendo le funzioni definite dalle stesse proprietà carat- 
teristiche. L a  forma di queste funzioni ci fornirà le condizioni sotto le quali 
l'estensione è possibile compatibilniente con la rappreseritabilità fisica delle 
fuilzioni medesime. L'analogia fra qucste deformazioni e le funzioni poten- 
ziali sarà cos1 più complets, benchè resti provvisoriamente !imitata al caso 
dell' isotropia. 

Per  la deformazione del secondo tipo, se la superficie a è aperta, bisogna 
arrecare alcune modificazioni nei ragionamenti svolti nei numeri precedenti. 
Dopo aver poste le (1), (3)) si riguardi la  linea di contorno s di o come asse 
di una superficie tubulare w di raggio piccolissirno t, e si chiami S r . l o  spazio 
che resta da Sm detraendone la parte rncchiusa da1 tubo. Si prendano poi 
come limiti di rS", oltre alla superficie del tub0 ed alla sfera all'infinito, anche 
le due facce di o, o per dir meglio, della parte o' di a che resta esterna al 
tubo. Considerando un punto (z,, y, ,  xi) non racchiuso da1 tubo, Io si cir- 

1 condi con una superficie sferica r di raggio E.  La funzione - è finita e con- 
R 

tinua nello spazio che resta escludendo da S' la sfera r limitata da r; si 
supponga pet- ipotesi che altrettanto avvcnga di O :  allora si ha: 

Ora ammettiamo per ipotesi, salvo a verificarlo nei risultati, che O di- 
venti &$&ta logaritmicame?~te quando il punto (x, y, x )  si avvicini indefini- 
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tamente ad un punto di s ; allora alla funzione 0 ,  ch' entra nell' integrale 
esteso per w ,  possiamo dare l'espressione 

0 = k log t $. 12, (4 
ove k dipende soltanto da1 punto di s, da cui si dirama il raggio t, ed Iz è 
una funzione che si annulla con t. ,4dunque, segnando con 8 l'angolo che 
descrive il raggio t movendosi ne1 piano di sezione retta del tubo, contato 
a partire da  una posizione fissa, si avrà,  a meno di grandezze piacolissime 
rispetto a t ("): 

ove H si annulla con t. Ma I'integrale al secondo meinbro si annulla esso 
pure con t, perché la funzione da esso racchiusa resta finita ne1 campo d'inte- 
grazione, per quanto piccolo sia t, essendo 

lim 2 log t = 0. 
t=O 

Cosl abbiamo 

W 

Ma inoltre 

sicchè in conclusione il.passaggio al limite per t - 0, E = O, dopo il qualc 
10 spazio d'integrazione si estende ad Sm, ci conduce medesimamente all'equa- 
zione (4). 

Adunque le espressioni analitiohe già trovate per una superficie chiusx 
sono anche valevoli per una superficie aperta. 

Ci resta a dover confermare le due ipotesi assunte su1 comportamento 
della funzione O :  1.' in tutto 10 spazio S'; 2.' in prossimità del contorno. 

Or la prima ipotesi è subito confermata dalla espressione (IV) di O , .  

(%) V, (AI, A), n.O 1. 
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I n  quanto alla seconda, si trasformi 17espressione medesima applicando 
la formola (c )  del 5 1 e le due compagne. Cosi 0, verrà a contenwe termini 
espressi per integrali di superficie, che restano finiti al contorno, e termini 
espressi per integrali estesi al contorno, che ivi diventano infiniti appunto 
logaritmicamente. Applicando a questi ultimi un noto teorema sulle funzioni 
potenziali di linee, trovasi difatti la  seguerite espressione della funzione k in- 
trodotta nel17 equazione (a) :  

57. La precedente espressione di Ic apre l'adito a stabilire le condi- 
zioni necessarie e sufficienti perchè le formole ultimameiite trovate siano fisi- 
cameiite atte a rappresentare una deformazione. Dovendo O,  rimanere do- 
vunque finita, è necessario clle sia k = O, e d7altra parte, se 0 ,  è dovunque 
finita, si desume facilmente, come ne1 caso della superficie chiusa, che tali 
sono pure dovunque le componenti del10 spostamento. Cosi, distinguendo le 
ipotesi che annullano k, pervenghiamo alla seguente conclusione: 

Una deformaxione d i  secondo tipo per superficie aperta è possibile in un 
co,po isotropo indejnito: 1.' quando la forzu è sempre nulla al éontorno; 
2.' quando in yualunque punto del contorno la forxa giace ne2 piano normale 
alla superficie e tangente al contorno medesirno. 

5 IV. DEFORMAZIONE DEL TERZO TIPO. 

58. Per  l a  deformazione del terzo tipo debbono sussistere le seguenti 
condizioni (n." 38) : 

1.' Le zc ,  v ,  zu debboiio essere finite e contiriue in tutto Io spazio, 
eccetto clle attraverso la superficie û avranno le discontinuità 

- 0 -  

ove 11, v, zu sono tre funzioni qualunque, purchè continue e piccolissime, dei 
punti della superficie. Inoltre le u, v, tu debborio cornportarsi all'infinito come 
le funzioni potenziali. 

2.' Le loro derivate prime debbono esser finite e continue in tutto 
Io spazio, e se pure attraverso o subiscorio discontinuità, queste debbono so- 
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disfare tre equazioni, di cui la prima relativa all'asse x é 

inoltre debbono comportarsi all'infinito come le derivate prime delle funzioni 
potenziali. 

3." Le loro derivate seconde sodisfaranno in tutto Io spazio tre eqiia- 
zioni, di cui la prima relativa all'asse x è 

59. 1." Caso d i  u n a  super$cie chiusa. - Dalle (3) si pub dedurre 
come precedentemente 

ainmettendo come przina ipotesi the Z'ipzieyrale esteso a tut to  lo spaxio sia 
finito e dotato d i  tu t ta  le proprietà della fimzione potenxiaie d i  un corpo, e 
irz  particolare che sodisfi l'equaxione d i  POISSON in tutlo 10 spaxio. 

L a  funzione U, e le analoghe V, ,  W, relative agli altri assi dovranno 
sodisfare le seguenti condizioni : 

1.' Saranno finite e continue in tutto 10 spazio, salvo che attraverso G 
avranno le discontinuità 

e si comporteranno all'infinito come le funzioni potenziali. 
2.' Avranno derivate prime finite e continue e che, se pure attra- 

verso u subiscono discontinuith, queste rjspondano alle tre condizioni del tipo 

a r: a v, a w, 
B B ~ ; ~ + B ~ ( ~ ~ + ~ P + ~ ~ )  a 

au, av, aw, 
+ ( A - ~ B ) . ~ ( , ~ ~ + ~ + ~ ) = o ;  

che inoltre si comportino all'infinito come derivate prime di funzioni poten- 
ziali. 

3 . q v r a n n o  derivate seconde sodisfacenti le equazioni 

' A8 U, = V, A' ri = V ,  AD W ,  = 0. ( 6 )  
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Procuriamo di sodisfare tutte queste condizioni con funzioni della forma 

Anzitutto per le proprietà delle funzioni potenziali queste espressioni ri- 
spondono alle (4), (6) e alle condizioni che si vogliono all'infinito; resta a far 
si, ch'esse sodisfino le condizioni (5), al che si provvederà con le funzioni 
indeterminate a, b,  c. 

60. Prima di operare la sostituzione, introduciamo per brevità le se- 
guenti notazioni : 

ove il simbolo A, ha il senso indicato al n.0 44. Introduciamo ancora la no- 
tazione 

(x, y7 4 = r' (cf), 

ove cp denota una funzione qualunque. h facile verificare, facendo uso delle 
formole (a) del 5 1, che I" (y) è identicamente nulla, qualunque sia y. Adunque 
si avrà pure identicamente 

perchè il primo membro pub mettersi nella forma 

Cib premesso, per sostituiie le espressioni (II) nelle equazioni (5) ,  bisogna 
calcolare le discontinuità delle derivate prime di funzioni potenziali di sem- 
plice e di doppio strato attraverso la superficie del10 strato, e a cib si per- 
verrà trasformando queste derivate con le formole di NEUMANN e BELTRAMI, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei corpi solidi elastici. 211 

citate al 9 1 con lc lettere ('c) e (d ) ,  e poi ricordando le note proprieth delle 
funzioni potenziali. Cosi si otterrh 

a ui B - - = 4 i : B r 1 ; - 4 n n = - 4 n a ,  
. 8% 

au, av, ~ ( , + ~ + ~ ) = 4 î r ~ K - 4 i r ( a a + b b + c ~ ) .  

Sostituendo questi valori nella (5) e nelle sue analoghe,' avremo 

A - B  ( u a + b / 3 + ~ y ) a = ( A - 2 B ) K a + B r , ,  , 

A - B  
c + B  ( u ~ + ~ ~ + c ~ ) ~ = ( A - ~ B ) K ~ + B ~ , ,  

1 
1 

equxzioni lineari, che determinano a, b, c. Per  risolverle brevernente si som- 
mino dopo averle moltiplicate rispettivamente per a ,  f i ,  y :  tenendo conto del- 
l'identith (B), si ottiene, 

e sostituendo nelle precedenti equazioni, se ne deducono tosto i valori 

B a = i l F s + ( A - 2 B ) i  Ka, 

B b =  B r y $ - ( A - 2  B) Kfi, 
A (III) 
B C = B T , + ( A - ~ B ) ~ K ~  

D ' a h  parte, ammettendo corne seconda ipotesi che O sia finifa e con- 
tinua insieme alle sue dsrivate prime tk ciascuno degli spuzi S, S, - S, e 
che si annulli allJin$nito, si pub stabilire corne al paragrafo precedente l'egua- 
gliaiiza 

1 
a~ aui av, aw, 4 %  A B , = ( A - B ~ ! B ~ ~ ~ D + - + - + - ,  axi a y i  a g i  (10) 

O 

Annali di Matemntica, Serie III, tom0 VI1 28 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



da cui, uguagliandone le discontinuità dei due membri attraverso a, si ottiene 
corne prima 

Intanto, conoscendo giA U, , V,  , W,, s' inferisce, dalle proprieth delle 
funzioni potenziali e dalle formole di NEUMANN e BELTRAMI, il valore del se- 
condo membro di questa egiiaglianza, che è 

Ora nell'espressione (10) di O, possiamo sostituire i valori ottenuti per 
9 a, U,, 8 1 ,  W,; ma ne1 fiir cib sarà opportiino scrivere la prima delle (III) 
altrimenti cos): 

B 
a- B(r,- K.) + 2 ( A -  Zia ( i I r > '  

e analogamente le altre due. Cos) si otterrà per @, 10 sviluppo seguente: 

11 primo e il terzo rigo si elidono a vicenda. Inoltre dimostreremo che, 
ne1 caso della superficie chiusa, il secondo è uguale al quarto, stabilendo al- 
cune formole che ci saranno utili anche in seguito. 
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61, Per  istabilire queste formole con la inaggiore generalità che ci sa r i  
necessaria, supponghiamo per poco la superficie o aperta, e segniamo con s 
il contorno di essa. Indicando con cp una funzione qualuiique, ma sempine 
finita e continua, dei punti della superficie, abbiarno 

ovvero, applicaido al seconclo membro la formola (c) del BELTRAMI, 

S 

Ora si h a  
A & @ ,  a ) = y & ( B ,  2 )  + F  Ai(?, 4, etc., 

onde, tenendo pur conto della formola (b) del 8 1 ed anche dell'eguaglianza (*) 

Questa, e le due che se ne deducono con le permutclzioni cicliche delle 
due terne x ,  y ,  a ;  a, p ,  y ,  sono le formole a cui volevamo pervenire. Da 
esse siamo condotti alle due seguenti: 

(*) V, (M, A),  nS0 3. 
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alle quali associando 1' identità 

e sommando, ottenghiamo 

O anche, scrivendo 

con che sn è la componente normale della discontiiiuità risultante (la spessezza 
del10 strato aggiunto O soppresso), 

Infine, derivando questa rispetto ad xi e le due analoghe rispetto ad 
y, e a,, e sommando, abbiamo: 

62. Cib posto, ne1 caso della superficie chiusa, che stavamo conside- 
rando, questa eguaglianza manca dei termini al contorno, e l'espressione della. 
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dilatazione cubica si semplifica cos1 : 

La deformazione del terzo tipo è completamente espressa dalle formole (1), 
(II), (III) e (IV), ed è notevole che da queste formole le componenti del10 

- - -  
spostamento vengono determinate, non solo per mezzo dei valori zc, v,  w delle 
discontinuità caratteristiche, ma anche di quelli delle loro derivate tangen- 
ziali alla superficie singolare. 

Resta a provare che son verificate le ipotesi presunte. Ora da una part,e @, 

come somma di derivate prime di funzioni potenziali di doppio strato, è finita 
e continua con Ir: 0ue derivate prime in ciascuno degli spazi S, 8,- S, corne 
si deciuce dall'applicazione della formola (d) del $ 1 e dalla considerazione 
delle note proprietà delle funzioni potenziali: cosi è rerificata l'ipotesi seconda. 
D'altra parte l'integrale, che cornparisce al secondo membru della (Il, è una 
somma di funzioni potenziali aggiunte dei tipi x,,, xw,  x,,, e come tale 
rappresenta una funzione dovunque finita e dotata di tutte le proprieth della 
funzione potenziale di un corpo: CO& è verificata la prima ipotesi. 

63. La formola (1) trasforrnata ne1 modo seguente assumerà un carat- 
tere che ci sarà utile in seguito. A cagione della (Il), la (III)' e le compagne 
di questa per gli assi y, z si possono scrivere 

fatte le sostituzioni nelle (II), e di queste nelle (1), e profittarido della for- 
mola (14), si ottiene 

64. Fatte le debite elirninazioni fra le forrnale (1), (II), (III)  e (IV), 
si pub perveriire ad esprimere direttamente le componenti dei10 spostamento 
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nella detorrnazione del terzo tipo per mezzo dei valori delle discontinuità ca- 
ratteristiclie e delle derivate di queste tangenzialmente alla superficie sirigo- 
lare; perb le relative formole sarebbero complicate da integrali quintupli. 
Questi si evitano facerido uso delle formole ( h ) ,  mediaute le quali si trova 

-- 
ove s, = 91 LX + i ,4 + y. S O S ~  ituendo questo sviluppo nella (1) e facendo uso 
dell'eguaglianza (1 4), si ottiene infine 

Queata formula e le due compagne relative a gli due assi esprimono riel 
modo più semyliae la terza deformaxione tipica in funzione delle discontinuità, 
caratteristiche, ed è a iiotare che esse, a differenza delle precedenti, non 
contengono più le derivate tangenziali di queste discontinuiti't. 

65. Caso d'ma superjîcie aperta. Se la superficie 5 è aperta ed s in- 
dica la sua linea di contorno, dopo essere peivenuti corne precedenterneiite 
a l le  formole (III), bisogna arrecnre qualehe mutamento gel modo di prose- 
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guire. Siccome si ha ragione di presumere che o diventi infinila al contorno 
della superficie, cos) nell'applicare il teorema yreliminare di GREEN alle diie 

1 funzioni o ed , bisogna, (come si fece a1 na0 56), prendere come limiti 
R 

del10 spazio, entro cui si considerano, oltre alla sfera all'infinito, a quella di 
raggio E che circonda il punto (x,, y , ,  x , ) ,  e alle due facce della superficie, 
anche una superficie tubulare descritta come precedentemente. Applicando 
a questo spazio connesso il teorema sudetto, e passando a l  limite per t = 0, 

Facendo uso di questn egunglianza, si otterrà nl solito daIlfi (1) e F]R!IR 

due analoghe, per derivazione e somma 

da oui, ugunglianrlo le discontinuità dei due membri, si ricaverh come 
prima 

1 \ 
B B. au, av, aw, 

~ . A B < = ( A - B )  ( ~ @ ~ d ~ - t -  

perché non v'è ragione di presiimere (e si potrh confermare in seguito) che 
jl termine relativo al contorno sia discontinu0 ~t t raverso  5. 

Adunque, poichè l'espressione di 93 @ resta inalterata, e tali sono pure 
quelle di U,, P,, W,, le sostituzioni fatte riella (10) ci daranno per o 10 
stesso sviluppo (12) con la sola. aggiunzione del termine al contorno. Allora, 
fatta in questa la soppressione della prima e terza riga, che ai elidono, e 

o 
1 

(10)' 

a z  + ( d - ~ ) l i m j @  % d o ,  
t=O 
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trasformando la seconda riga con la forrnola (15), si otterrà 

Procuriamo di calcolare il limite per t = O dell'integrale esteso per w, e 
a. ta1 uopo supponghiamo che la funzione @, che vi entra, venga sviluppata 
con la stessa formola precedente. Per ottenere questo ~viluppo basterà sosti- 
tuire in essa ai punti (xi, y, ,  2,) ed (x, y ,  z )  rispettivamente i punti (x, 
y ,  z), (x', y',  5 ' ) ;  invece di R porremo dato dall'eguaglianza 

affiggererno un apice a tutte le funzioni sottoposte al segno integrale, e al 
tub0 w, che per questo sviluppo sarà fisso, sostituiremo un altro tub0 w' di 
raggio variabile t' : cosi avremo : 
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Questo sviluppo si pub limitare ai soli termini che dànno un contrihuto 
non nul10 al limite che si cerca. Or  è facile scorgere che il contributo dei 
termini della prima riga é nullo, perchè, s~iluppando le derivate prime d i  
funzioni potenziali che la costituiscono con 1s formola (c) del $ 1, si otten- 
gono funzioni potenziali di semplice e doppio strato, che restano finite al 
contorno, e funzioni potenziali di distribuzioni lineari giacenti su1 contorno, 
le quali diventano infinite logaritmicamente quando il punto (x, y ,  z) vi si 
avvicina; or le prime dànno evidentemente un contributo che si annulla al 
limite, ed anchc le seconde Io dànno tale, perchè il differenziale dm = t d  6d s 
iiitroduce il fattore t e si ha lim t log t = 0. 

t=O 

1 termini della seconda riga, qumdo il punto si avvicina al contorno, 

diventano infiniti come ', &indi apportano un eontributo, di oui bisogoa 
t 

tener conto. A ta1 uopo si osservi che, siccome i punti (z, y ,  x )  che serve 
considerare giacciono sulla superficie U, cioè vicine quanto si vuole al con- 
torno, si pub ritenere che siano 

e percib le derivilte della seconda riga si possono ridurre a derivate rispetto 
a t ;  ma siccome queste ingenerale  hanno per limite sulla linea il doppio 
della densità mutato di segno e diviso per t ,  cos1 il contributo dei termini 
della seconda riga sarb il seguente: 

- - 
- - 1 (; c, - w c,) COS (t, 2) + (<; Ci - « 4 cos (1 ,  y) 

t 

d + (ü C* - v c,) COS (t, 2) 3 1 
ove per brevità si è posto 

Dipoi si ammetta pet. ipotesi, che il contributo spportato dall'ultimo ter- 
mine della (10)"' sia pure di questa forma, cioè che pei punti (x, y, z} di (J 

Annali di i~fatematica, Serie III, tom0 VIL 29 
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possa scriversi, n meno di termini che si annullano per t = O ,  

ove k , ,  k,, k ,  sono funzioni dei punti di s da determinami. 
Allora, raccoglierido le diverse parti, ai ottiene che il valore di (-) su a, 

a meno di termini che svaniscono al lirnite dell'integrale esteso per o, lia 
l'espressione seguente : 

4 i î A s =  \ 

ove si è posto per brevità 

D'altra parte si ha per punti di o 

11 primo di questi tre integrali si pub sviluppare ne1 modo seguente, so- 
stituendovi per @' l' espressione (17) con la debita aggiunzione d' indici, e 
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1- ; 00s (t', y )  d u' = 

u' 
27c 

I[ (kt, c', - h', cf,) 
4 x A t-0 

8 0 
27. 

d 5' 
+ 1 (Ir ' ,  cl, - h', c'3 1 cos (t' ,  x) cos (t' , y) d 8' 

8 O 

ove r ,  è il valore medio di t. sulla circonferenza geiieratrice del tubo w'. Ora 
i tre integrali relativi a 8' hanno rispettivamente i valori (*). 

sicchè sostituendoli e riducendo, si ottiene 

d s' 1- cos (f, 2) d d = T 1 (hlt cf3 - hl3 dl) - . 
r ro 

W' 8 

Analoghe espressioni si possono dare agli altri due integrali del secondo 
membro della (18); adunque da  questa equazione, col passaggio al limite per 
t' =O, il quale non porta altro che il cangiamento di r ,  in r ,  ottenghiamo: 

1 a a s '  a a 5' - - 1 - [ ( h l ,  c', - h', c'.) - + - (hri cl1 - K i  c'3 - 
4 A  a x  a y  r 

6 

Ora, se il punto (x, y, z )  si avvicina indefinitamente al contorno, il se- 

(*) Quest'integrali sono stati calcolati da me neUa cit. Appendice alla Mernoria, Sv 
certe funaioni, ecc., nPe 1, 
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1 condo menibro tende all'infinito corne -, di modo che, a meno di termini 
t 

che non dànno contrituto all'ultimo termine della (IO)", si pub scrivere 

d - 
r lim o' -, d U' = 

t'=a S a t  
W' 

Da1 paragone di quest7eguaglianza con la (16) si pub deduïre eviden- 
ternente 

1 sistemi di equazioni ( a ) ,  ( f i )  permettono di determinare le h e le k, e 
se ne ottiene 

ove cambiando l'indice 1 in 2 O 3, bisogna sostituire alla Ü la O la E 
Introducendo i valori delle h nella (19) e togliendo gl'indici, si h a  final- 

mente 

espressione che convalida l'ipotesi ammessa stabilendo 17eguaglianza (16). 
Sostituendo que~to valore nella (10)" e trasformando gl'integrali al con- 

torno in integrali alla superficie mediante la formola (15), si perviene alla 
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seguente espressione della dilatazione cubica : 

Se la superficie è chiusa, le due espressioni fra parentesi di questo s v i ~  
luppo sono uguali in virtù della (15) e si ricade nella formola (IV). La (IV)' 
dà Io sviluppo di @, per le discontinuith caratteristiche e per le loro derivate 

- - 
tarigenziali. Se si vuole uno sviluppo per le sole u, v ,  w basta sostituirvi la 
prima riga col valore di questa tratto dalla (15); ma allora il rjsultato viene 
a contenere iategrali al contorno, cioè 

(IV)" 

Per  ottenere le componenti dello spostamento, bisogna ora sostituire nelle 
equazioni (1) il nuovo sviluppo di o. A iioi basta calcolare i soli termini ad- 
dizionali a quelli già contenuti nella formola (I)", e che dipendono dalla se- 
conda riga dello sviluppo (IV)". Essi sono funzioni potenziali aggiunte dei . . 
tipi z,,, Ky* (5 1). Fatto il ~alcolo, si ottengono questi termini addizionali 
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nella forma 

66. Fer giudicare se le formole precederiti &no fisicamente compatibili, 
s'incominci da1 trasformare la prima paste dell'espressione (IV)" di o, me- 
diante la formola (d) del $ 1. Omettendo allora i termini espressi per inte- 
grali di superficie, come quellj che restano finiti al contorno, la rimanente 
parte di 4 x A @, sarà 

I n  vicinanza del contorno questa funzione pub mettersi nella forma 

h Ic log t + - + 1, 
t 

ove t ha il significato più sopra attribuitole, 1 si annulla con t, e k, h sono 
funzioni che restano finite per t = O. Pe r  determinare queste funzioni, ricor- 
riamo alle note proprietà delle funzioni potenziali di linea e delle loro deri- 
vate, e, cib facendo, approfittiamo delle equazioni simboliche (b)  per trasfor- 
mare le derivate rispetto ad x, y, x in derivate rispetto a t. Cosi otterremo 
le espressioni seguenti 

ove le a designano brevemeilte i coseni direttori d i  t e le c, come più sopra, 
quelli della tangente al contorno, 
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Cib premesso, ritorniamo col pensiero alla costruzione di una deforrncl- 
zione prodotta da interposizione e soppressione di materia, quale fu tlescritta 
ne1 (3 I V  della Parte prima. Se la superficie singolare dev'essere aperta, il 
taglio deve estendersi ad una superficie siffatta, e quindi, per la continuità, 

- - -  

è necessario che le differenze u ,  v ,  w fsa gli spostamenti di due corrispon- 
denti siano nulle a1 contorno. 11 riferimento tangenziale, necessario in gene- 
rale, non infirma questa conseguenza, perchè possiamo evidentemente intro- 
dur19 poiiendo le funziorii U, V, W eguali a zero su1 contorno (n.' 19). 

Cna prima conseguenza di questo fatto si è quella, che i termini espressi 
per integrali estesi al contorno, clle l'analisi precedente introduce pel caso 
d'una superficie aperta, sono nulli, siccliè le formole analitiche esprimrnti In 
deformazione restano identiche a quelle relative nd iinn superficie chiusa. 

Ma ritornando all'esame della compatibilità fisica, questn ricliiede evi- 
dentemente che le funzioni k, 12 siano nulle per tutto j l  contorno. In quni~to 

- - -  
ad Il, essn è nulla insieme alle u, v, zu. Perb I'annullarsi di k richii.de, che 
su1 contorno sia pure 

e questa è una nuova condizione, cui debbono sodisfare le discontinuità 
- - -  
u, v ,  zu per IR compatibilità fisica. Per  interpretarh geometricamente, no- - - -  
tiamo che l'annullarsi di  u, v ,  w permette di scriverla 

e cosi essa esprime manifestameiite la condizione di contatto fra i margini, 
e precisaniente fra i margini di prima. specie dopo la deformazione e fra 
quelli di  seconda prima di questa. 

Se le funzioni u, v, b verificano queste condizioni, è dappertutto 
finita, ed allora si deduce dalla (1) e dalle sue compagne, che n ,  v,  w sono 
finite in tutto 10 spazio insieme alle loro derivate prime, sicchè la cornpati- 
bilità fisica delle formole è assicurata. 

In conclusione una deformazione di temo t@o per s q e ~ j i c i e  aperta si 
pud determimwe in zcn cotapo isotropo indefinito a co~zdizione che i mavqini 
d i  pritna specie dopo ln deforwaxioize e quelli di secoda prima d i  qzcesta 
siano tnngenti lungo ib rontorno della srcperficie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



226 G e  b b àa : Le deformazàoni tàpiche 

g V. DEFORMAZIONE DI UN CORPO ISOTROPO LIMITATO SOTTO L'AZIONE 

DI DATE FORZE. 

67. Ora siamo in grado di esprimere analiticamente la deformazione 
di un corpo isotropo limitato sotto I'azione di date forze in funzioiie di queste 
e degli spostamenti dei punti della superficie, e cib potremo fare subito ap- 
plicando il teorema del n." 41. Adottando anche qui le segnature ivi ado- 
perate, non bisogni far altro, che sornrnare le espressioni delle componenti 
dello spostamento ottenute nei paragrafi precedenti per le deformazioni dei 
tipi rispettivi l.', 2.' e 3.O,  interidendo che le forze Il, M, N caratteristiche 
della deformazione del secondo tipo siano uguali a quelle che sollecitano in 

7 - -  

superficie il corpo considernto, che le discontinuità zc, v, w, caratteristiche 
della componente del terzo tipo, siano uguali agli spostamenti dei punti della 
superficie, e che infinc le forze X, Y, 2, caratteristiche della componente del 
primo tipo, siano uguali a quelle agenti nella massa del corpo. 

68. Primieramente sommando le espressioni della dilatazione cubica 
segnate con (II) al n." 48, con (IV) al n . O  53, e con (IV) al n.' 66, e deno- 
tando con @, la dilatazione cubica della deformazione risultante, si ottiene i l  
noto sviluppo 

1 

ove i sommatori si estendono ai termini analoghi relativi ai tre assj. 
69. Delle componenti del10 spostamento possiamo dare primieramente 

sviluppi contenenti la  dilatazione cubica. A ta1 uopo basta prendere le for- 
mole relative al 2.' e 3." tipo corne furono esposte con l'indicazione (1)' al 
n.' 54 e (1)' al n.' 63;  quanto alla deformazione del primo tipo, 17espressione 
indicata con (1) al n." 48 si pub scrivere nella seguente forma analoga alle 
precedenti, aggiungendovi un termine con 9 o ,  il quale in questo caso è 
nullo, perchè la dilatazione cubica vi è continua in tutto Io spazio : 

a@ d s  d u  X ~ S  ~ ~ B ~ , = ( A - B ) [ ~ - + ( A - B ) J ' ~ B B ~ + ( ~ .  x R  
Sm a S 

Sommando queste tre espressioni e riferendo ora u., , o e o, alla defor- 
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mazione risultante, si ha 

0 r a  bisogna osservare che questa formola e le due compagne per gli 
altri assi dànno valori riulli di U I ,  v , ,  zu, per punti esterni alla superficie a, 

(n.0 43), e quindi nulla è pure fuori del corpo l a  funzione m. N e  segiie clle 
il precedente integrale esteso a tutto 10 spazio si pub estendere alla sola por- 
zione S, e per la  stessa ragione B @ si ridiice a a, cioè al valore della di- 
latazione cubica su o. Pa t te  questc modificazioni, ed osservaiido che 

si ottiene definitivamente 

e sotto questa forma furono espresse la prima volta le compoiieiiti del10 spo- 
stamento da1 sig. C. S~MIGLIANA (*). 

70. Il S~;\IIGLIANA giunse a questi sviluppi, facelido uso della formola 
che si deduce da1 teorenia di GREEN, cioè 

(*) V. Numa f'i~iaento, ser. :La, t. XVII, 1885, p. 115. 

Amznli di ~Watematica, Serie III, tom0 VII. 
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Seguendo il suo metodo, ma facendo uso delle formole ausiliarie da me 
invocate, io procedo cosi. L e  condizioni d'equilibrio relative dl ' interno del 
corpo sono 

a @  ( A - B ) a + B A ' t i + X = O  x 

e le due compagne. Delle condizioni relative alla superficie quella riguardante 
l'asse delle x è 

che, facendo uso delle (a) del 3 1, si pub sostituire con 

Ricavando da questa eguaglianza e dalla prima A2 u ,  e ponendoli a ?% 

nelia (ml, si ricade nella formola del SOMI~LIANA dopo avere sostituito l 'hie-  
grale contenente r,- l i a  mediante la formola (14) del n.O 61. 

71. Finalmente possiamo esprimere di re t t~mente  le u, ecc. per mezzo - - -  
delle forze e dei valori superficiali u, v, lu con integrali, tripli e doppi, sorn- 
mando le equazioni (1)' del n.O 50, (1)" del no 55 e (1) ' del n.O 6 4 ,  otte- 
nendo cos\ 

4 z B u , =  

Questo sviluppo e i due analoghi di v , ,  eu, coincidono, salvo carnbiamento 
di notazioni, con quelli dati da1 sig. SOMNLIANA ne1 1888 (*). 

(7 V. op. cit. del 1888, A m d i  di Mateu.zntica, ser. 2."' t. X,  p. 46. 
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Concepii l'esistenza delle deformazioni tipiclie, come individuate dalle proprieta carat- 
teristiche, dn dall'aprile del 1889. Allora, oltre alle Memorie del BETTI e del CERRUTI, 
conosceva pure il lavoro del SOMIGLIANA Sopra l'equilibrio ch' un corpo elnstico isotrope 
(1885)' ne1 quale s i  dànno per  l a  prima volta esplicitamcnte l e  espressioni delle compo- 
nenti dello spostamento in un corpo isotropo, per  mezzo delle forze agenti in massa ed 
in superficie e degli spostamenti dei punti della superficie. In quel lavoro il  sig. Som- 
GLIANA aveva manifestamente di mira  i l  problema dell'integrazione, m a  oggi ho ragione di 
credere ch'egli fin d'allora sospettasse della decornposizione di qualunque deformazione di 
un corpo isotropo in tre, che dipendessero separatamente da quei t r e  ordini di elementi ; 
perb non manifestava tale sospetto, né 10 avrebbe potuto, perché le  ,sue formole per  
le  componenti dello spostamento erano complicate dall'intervento della dilatazione cubica; 
questa poteva soltanto eliminarsi facendo entrare, invece del termine clie l a  contiene, in- 
tegrali  quintupli e sestupli, dai quali l a  scissione sarebbe restata  sempre adombrata. 

Tentando io di costruire l e  deformazioni tipiche di un mezzo isotropo mediante le 
proprietà caratteristiche, m'imbattei pure, naturalmente, nell'intervento della dilataiione 
cubica, e il  bisogno di eliminarla, senza introdurre integrali d'ordine superiore a l  terzo, 
mi suggeri i lavori sulle funzioni potenziali di masse diffuse in tutto Io spazio, qui citati, 
e che iniziai nell' ottobre del 1889. Durante il 1890, usufruendo dei risultati di questi 
lavori, potei districare l e  formole delle deformazioni tipiche del mezzo isotropo dalla 
dilatazione cubica, e mi  accertai a posteriori che l a  scindibilità di qualunque deformazione 
in t r e  dei tipi rispettivi 1.'' 2." e 3.Qveva luogo ne1 caso dell'isotropia. 

Nell'ottobre del 1800 concepii l a  dimostrazione, fondata sulle proprietà caratteristiche, 
del teorema di scindibilita per  l a  forma più generale del potenziale delle forze elasticlic, 
quella che qui presento a l  n."l. Solo ne1 1891 ebbi conoscenza della liernoria del So- 
MIGLIANA SutZe equazioni clell'elasticità, che porta  l a  data di dicembre 1888; e cosi seppi 
con molto ritardo che l'egregio analista e r a  poi giunto, pei corpi isotropi, alla decompo- 
sizione di qualunque deformazione in t r e  dipendenti separatamente dalle dette t r e  specie di 
elementi. Le sue formole p e r  l a  deformazione di un corpo isotropo limitato ed  equilibrato 
coincidevano con quelle da me ottenute p e r  al t ra  via (n.O 71), m a  io glie ne doveva ri- 
conoscere, come faccio, l a  priorità. P e r b  non mi parve che 17Autore avesse avuto con quel 
lavoro i l  concetto di quella che voglio chiamare tipicitci O delle proprietà  caratteristiclie. 
Cosi, trovando la  mia speculazione inoltrata anche rispetto a quest'importantissimo lavoro 
del SOXIGLIANA, si pel concetto completo della tipicita che p e r  a v e r  preso a d  obbietto 
il cas0 più generale del potenziale d'elasticità, credetti  opportune pubblicare sommaria- 
mente questi risultati  e 10 feci con u n s  coinunicazione a l  Circolo matematico di Palermo 
da1 titolo: Proposiziorzi fondamentali della stutica dei c o ~ p i  elastici. (Rendic., t. V ) ,  che 
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.contiene senza dimostrazioni 10 scheina della seconda par te  di questo scritto, dalla coiil- 
pilazione del quale mi  distoglieva allora il  desiderio di qualche completameilto (*). Infatti 
ilel 189.2 potei rendere piu preciso il concetto della deformazione di terzo t ipo,  che 112 

bisogno di considerazioni alquanto delicate, e stabilii l a  seconda diinostrazione del teoreina 
di scindibiliti qui esposta a l  n." 42. Allora mi è parso il inio studio abbastanza completo 
e maturo per  intraprenderne l a  coiqilazione, di cui sin d'allora a più riprese rni occupai, 
e che oggi preeento J pubblico. 

NOTA D. 

UN'OS~ERTAZIONE SUI  LAVORI DEL BETTI. 

Il  B ~ T T I  scisse pel primo il probleiua statico dei corpi isotropi i n  due, col priino dei 
quali si eliminano le  forze agenti in massa. P e r  risolvere questo primo problema basta 
t rovare una soluzione qzialuizqzic delle sole equazioni dette indefinite, senza esser  neces- 
sario che questa sia l a  deformazione del primo tipo. hIa  il  BETTI non ebbe il concetto 
della tipicità, e 10 p r o v s  in modo definitivo il fatto clie l a  deformazione da  lui proposta 
pel caso dell'isotropia, ne1 9 6 della sua  Tcoria clell'Elasticitri p e r  eliminare le  forze 
agenti in massa non B tipica, di che il lettore pub accertars i  verificando clle, se  le for- 
mole esprimenti quella deformazione s i  riferiscono a tut to  il corpo indefinito, le  compo- 
nenti della pressione non sono continue at t raverso ln superficie del coryo dato. 

(Y) La terza di quelle Pi.oposizioiai fonclat~~entali è una proprietà delle d e f ~ ~ u i a z i o n i  di 
1." 22 tipo analoga a l  teorema di reciprocità di Gauss p e r  le funzioni potenziali di corpo 
e di superficie. Corne tale essa meri ta  un'individuazione speciale, benché a prima vibta 
possa apparire come non distinta da1 teorema di BETTI. P e r  dedurnela, bastn, applicare 
il teorema a d  un corpo indefinito, tenendo conto dcl modo di comportarai delle pressioni e 
dcgli spostamenti all'infinito, quale trovasi stabilito ne1 5 1 di questa P a r t e  terza, e cib il 
lettore p o t r i  fare da sè. X i  limito a notar  cib, e non riporto questa proposizione ncl testo 
del presente scritto, g i i  abbastanza lungo, e di cui e s n  non farebbe par te  necessaria. 
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Intégrale, Longueur, Aire. 

INTRODUCTION. 

I l a n s  ce travail j'essaie de donner des définitions aussi générales et pré- 
cis!~ que possible de quelques uns des nombres que l'on considère en Ann- 
lyse: intégrale définie, longueur d'une courbe, aire d'une surface. 

M.' JORDAN, dans la seconde édition de son Coum d'Analyse, a fait une 
étude approfondie de ces nombres. Il m'a semblé utile cependant de reprendre 
cette étude, e t  voici pourquoi. On sait qu'il existe des fonction dérivées non 
intégrables, lorsque l'on adopte, comme le fait M.r JORDAN, l a  d6finition de 
l'intégrale qu'a donnée RIEMANN; de sorte que l'intégration, telle que l'a dé- 
finie RIEMANN, ne permet pas dans tous les cas de résoudre le problème fon- 
damental du calcul intégral : 

Trourer une fonction connaissant sa dérivée. 
II peut donc sembler naturel de chercher une autre définition de  l7in- 

tégrale, telle que, dans des cas plus étendus, l'intégration soit l'opération in- 
verse de la dérivation. 

D'autre part, comme le remarque M.' JORDAN, l'aire d'une surface n'ay- 
ant pas des plans tangents variant d'une façon continue n'est pas dbfinie; 
et les énoncés que l'on serait tenté d'admettre comme aiialogues à la défi- 
nition de la longueur d'une courbe ne peuvent être ridoptés (*). 11 y a donc 
lieu de chercher une définition de l'aire et peut être aussi de modifier celle 

(%) Voir SCHWARZ, lettre à G E X O C ~ H I .  Cette le t t re  e s t  reproduite dans l'édition litlio- 
graphiée du  Cours professd u In Facullé des sciemes par C H .  HERUITE, pendant le  second 
semestre de 1882. (Second tirage, page 25.) - Voir aussi PEAXO, Atti della Accadcmin 
dei Lincei, 1890. 

Annali di Matematien, Serie  III, tomo PI1 31 
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de la  longueur de f q o n  que ces deux définitions soient aussi analogues que 
possible. 

Dans l'étude des questions relatives à la  théorie des fonctions de varia- 
bles réelles on reconnait souvent qu'il serait commode de  pouvoir attacher aux 
ensembles de points des nombres jouissant de certaines des propriétés des 
longueurs des segments ou des aires des polygones. On a proposé diffkrentes 
définitions de ces nombres que l'on appelle les mesures des ensembles (*); 
celle qui a été le plus souvent adoptée se trouve exposée et étudiée dans le 
livre de M.' JORDAN. 

Dans le premier chapitre je définis, avec M.' BOREL, la  niesure d'un en- 
semble par ses propriétés essentielles. Après avoir complété e t  précisé les in- 
dications un peu rapides que donne M.' BOREL (**), j'indique quelles rela- 
tions il y a ,  entre la  mesure ainsi définie et la mesure au sens de M? JORDAN. 
La définition que j'adopte s'applique aux espaces à plusieurs dimensions; de 
la notion de mesure d'un ensemble dont les éléments sont les points d'un 
plan, on déduit celle d'aire d'un domaine plan; si les éléments sont des points 
de l'espace ordinaire on en déduit l a  notion de volume, etc. 

Ces prkliminaires posés, il n'y a plus d'inconvénietits à définir l'intégrale 
d'une fonction continue comme l'aire d'un domaine plan; et  même cette mé- 
thode a l'avantage de conduire à. une définition de l'intégrale d'une fonction 
discontinue bornée comme niesiire d'un certain ensemble de points. C'est cette 
définition géométrique que j'adopte a u  chapitre II; on peut d'ililleurs la rern- 
placer par uiie définition analytique, l'intégrale se présente alors comme étant 
la  limite d'une suite de sommes assez analogues A celles que l'on considère 
d a m  l a  définition de RIEMANN. Les fonctions auxquelles s'applique cette dé- 
finition géométrique sont celles que j'appelle so~nntuhles. 

J e  ne connais aucune fonction qui ne soit sommable, je ne sais s'il en 
existe. Toutes les fonctions qu'on peut définir à l'aide des opérations aritli- 
rnétiques et  d u  passage à l a  limite sont sommables. Soutes les fonctions in- 
tégrables au  sens de RIEMANK sont soir mahles et les deux définitions de I'in- 
tégrale conduisent au  même nombre. Toute fonction tlériv6e bornée est som- 
mable. 

(") Voir au sujet de ces définitions S O H ~ N F L I E S ,  JilhresOerichl dei. dezctscheia Ma- 
thernatiker- Vel-eiiziguizg, 1900. 

("") Leçons sur ln théorie des Fonctions. 
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L' in téynle  d'une dérivée bornée, considhée cowrne fonction de ln limite 
szllpérieu~-e d'intdgration est une fonction primitive de la dérivée donnée, le 
problème fondamental du calcul intégral est donc théoriquement résolu toutes 
les fois que la fonction dérivée donnée est bornée. 

Pour  obtenir des résultats plus généraux il est nécessaire de donner une 
définition de l'intégrale s'appliquant h des fonctions non bornées. Il est facile 
de trouver une telle définition, mais celle qui m'a paru la plus simple et  la 
lilus naturel!e ne s'applique pas à toutes les fonctions dérivées non born4es; 
de sorte que pour les fonctions non bornées, le problème de la recherche des 
fonctions primitives n'est pas résolu dans tous les cas. Avec mes définitions 
je trouve que la condition nécessaire et szc@sante pour qu'une fonction dé- 
rivée ai t  une intégrale est que sa fonction primitive soit à vaviation borde .  
Toutes les fois que Z'intéyu.de existe elle fuit coîincl2tve zlne fonction p~i.mitive. 

Le  calcul effectif d'une intégrale dépend essentiellement de la facon dont 
est donnée la fonction à intégrer. Dans le cas où la fonction est définie à 
l'aide de séries on pourra se servir de cette propriété, dont un cas particu- 
lier a été obtenu par M.' Osa-OOD (*) : Une série dont les termes ont d t s  in- 
tégrales et dont ?es restes sont, en valeu?. ubsoltle, inf4rieurs à u~z no id re  
Jixe est intégrable ferme à terme. 

L a  d4finition de l'intégrale s'btend immédiatement aux  fonctions de plu- 
sieurs variables. 

Dans le premier chapitre j'ai développé une généralisation de la notion 
de l o ~ g u e u r  d'an segment, une généralisation faite dans un sens différent 
donne la notion de longiieur d'une courbe. Dans le troisième chapitre, où je 
m'occiipe de cette notion, j'adopte la définition suivante : la  lotzgzreirr d'ritle 
courbe C est la  plus petite liqnite des lonpezirs des lignes polyyonctles qu i  
tendent anifo~.~nhzent vers C. Cette définition est exactement équivalente à 
la définition classique (**). Une courbe à longueur finie est dite rectifiable. J e  
retroure rapidement les principaux résultats relatifs à ces courbes 01)teiiiis 
par M.' JORDAN. 

La recherche d'une expreseion de la longueur d'une courbe ayant des 
tangentes conduit B une nouvelle application de l'int6grale définie au chapitre 
précédent. Si f ' ,  y', $' existent, ln conclition /zécessaire et suflzsnnte pozw pue 

(*) Amel-ican Journal, 1897. 
!+*) SCHEEFFER,  Acta Mathematica, 5; JORDAN, Cours d'Analyse. 
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soit rectifiable est que l'intégrale de \ f ' t  + + #'2  existe. Toutes les foie 
que cette intégraie existe elle représente la longueur d~ la courbe. L a  défi- 
nition qu'adoptait P. Du BOIS REYMOND t*) est donc un cas particulier de la 
définition classique, même en étendant comme je l'ai fait le sens du mot in- 
tégrale. 

Dans le quatrikme chapitre j'appelle aire d'une surfnce L la plus pe- 
tite limite des ai7.e~ des surfaces polyédrales qui  tendent uniformément 
vers L. On peut déduire' de là une dkfinition de l'aire analogue à celle de 
l a  longueur d'une coui3be définie comme limite des longueurs des poljg ones 
inscrits. 

L'étude de la représentation de  l'aire à l'aide d'une intégrale double 
n'est abordée que dans le cas très pai,ticulier où la surface admet des plans 
tangents variant d'une façon continue; on retrouve l'intégrale classiqiie 

[J\IE ~ - ~ z d u d ~ .  

Les deux derniers chapitres sont consacrés à d ~ s  recherches assez dif- 
férentes. Il s'agit de voir, sur des exemples, si l'extension donnée aux sens 
des mots longueur, aire n'entraine pas des modifications correspondantes dans 
les énoncés ou les raisonnements de la géométrie des surfares. Dam ces rai- 
sonnements on suppose généralement les surfaces et les courbes analytiques, 
ou tout au moins définies à l'aide de fonctions ayant un certain nombre de 
dérivées. 

L e  premier problème que je me propose est celui des suifaces appli- 
cables sur le plan : Chercher les surfaces correspondant point à point à un 
plan, de façon que les longueurs soient conservées. J e  trouve d'une part 
qu'il existe des surfaces applicables s u r  le plan et ne contenant aucun seg- 
ment de droite, d'autre part qu'il existe des courbes gauches ayant en chaque 
point un pian osculateur et dont les tangen.tes forment une surface non ap- 
plicable s u r  le plan. Les procédés élémentaires que j'ai employés ne m'ont 
pas donné toutes les surfaces applicables sur le plan, mais ils m'ont fait con- 
naître les conditions nécessaires et  suffisantes pour qu'une surface cylindrique, 
conique, une surface formée par les tangentes d'une c,ourbe gauche, une sur- 

(*) Mathematische Annalen, Bd. 15, pag. 287 et Acta Mail~ematica, 6. 
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face de révolution soient applicables sur le plan; enfin ils montrent que l'ap- 
plication conserve les aires. 

L e  second problème est celui de LAGRANGE ou de PLATEAU: étant donné 
un contour fermé trouver une surface limitée à ce contour et dont l'aire soit 
minima. J e  montre que ce problème est toujours poscible et admet une infi- 
nité de solutions. 

Il serait très intéressant de snvoir si, parmi toutes ces surfaces solutions, 
ne se trouve pas une surface analytique. L a  néthode qui se présente im- 
médiatement à l'esprit et  qui consiste à démontrer successivement I'exis- 
tence de chacune des dé r i~ées  nécessaires à l'établissement de l'équation aux 
d6rivées partielles des ~;ui>faces minima, paraît fort difficile ii appliquer. Ce- 
pendant des raisonnements très élémentaires m'ont permis dans un cas par- 
ticulier de démontrer l'existence des plans tangents à l'une des surfares so- 
lutions. 

Les méthodes de ce dernier chapitre sont analogues à celles qui ont 
permis à M.P HILBERT (*) de reprendre l'étude du problème de DIRICULET par 
le procédé de RIEMANN. Les résultats obtenus par M.' HILBERT et ceux que 
je viens d'indiquer, si incomplets qu'ils soient, semblent montrer qu'il y a 
avantage B laisser de côté, au moins momentanément, les équations aux dé- 
rivées partielles que donnent les méthodes ordinaires du calcul des variatioiis, 
et à raisonner directement sur l'intégrale qu'il s'agit de rendre minima. 

J 'a i  indiqué les principaux résultats de ce travail dans différentes notes 
des C'onzptes Rendzcs de l',tlcadémie des Sciences. (19 Juin et 27 Novem- 
bre 1899, 26 Novembre et 3 Décembre 1900, 29 Avril 1901.) 

CHAPITRE 1. 

Mesure des  Ensembles. 

1. Un ensemble de points est dit borné si la distance de deux de ses 
points est limitée supérieurement. Deux ensembles sont dits égaux si, en dé- 
plaçant l'un deux, on peut les amener à coincider. Des ensembles E,, E,, ... 

(") Nouvelles Annales de Mathé>natipes. Août 1900. 
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Qtant donnés, l'ensemble somme E est fornié des points appartenant à l'un 
au moins des E i .  Nous n'aurons jamais à considérer qu'un nombre fini ou 
une infinité dénombrable d'ensembles Ei e t  nous poserons 

Si tout point de E, est point de El ,  on dit que El contient E2 et l'on 
appelle diffC.rence de El et .E, (E l  - E,) l'ensemble des points de El qui 
n'appartiennent pas à E,. II faut bien remarquer que E, contenant &, les 
ensembles 

E,+(E,-E,) et (E, + E,)-E, 

diffèrent s'il existe des points communs à la fois à El, E, et E,. 
Ces définitions posées : 
Nous nous ps.oposons d'attacher à chaque ensewlble botené un uornlwe po- 

sitif ou nul p e  nous nppellerons sa mesure et satisfaisant aux conditions 
suivuntes : 

1.0 I l  existe des ensenzbles dottt la nzeswe ?t'est pas nulle. 
2.0 Deux ensembles égaux ont même mesure. 
3.0 L a  nzesure de la somme d'ull nombre fini ou d'une i@nifé détiom- 

hubie  d'eme~lzbles, suris points conzmuns, deux à deux, est la somme des me- 
swes  de ces ensembles. 

Nous ne résoudrons ce problèltie de la mesure que pour les ensem- 
bles que nous appellerons mesurables. Ce problème admet d'ailleurs des so- 
lutions différentes suivant que l'on se borne aux  ensembles dont tous les 
points sont sur une droite, ou à ceux dont tous les points sont dans un 
plan, etc. Pour distinguer nous dirons, quand il sera nécessaire: mesure li-  
ndaire, mesure superficielle, etc. 

Remarquons que si le problème de la mesure admet une solution, en 
multipliant toutes les mesures obtenues par un inême nombre on a un autre 
système de mesures. Nous ne considèrerons pas comme différentes de telles 
solutions, de sorte que, saris nuire à ln généralité, nous pourrons attribuer la 
mesure 1 à un ensemble quelconque de mesure non nulle. 
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2. Supposons possible le problème de l a  mesure. Un ensemble formé 
d'un seul  point a une mesure nulle car  un ensemble borné contenant une 
infinité de  points doit avoir une mesure finie. L'ensemble des points d'un 
segment M N  a donc même mesure que M e t  N fassent ou non partie de 
l'ensemble; d'ailleurs M N  ne peut avoir une mesiire nulle sans qu'il en soit 
de même pour tout ensemble borné. 

Choisissons un  segment MN et  attribuons lui 1 pour mesure. 011 sait qi ic 
si 1'011 prend MN pour unité de  longueur on peut attacher à clinque seg- 
ment P Q un nombre, sa longueur; ce nombre est aussi la mesure de l'en- 
semble des points de P &. Pour  s'en convaincre il suffit de se. rappeler que si 

0: 
la longueur Z de P & est commensurable e t  égale il existe un segment R S  

P 
contenu a fois dans P & et fois dans M N  et que si Z est incornmenaurable, 
B tout nombre h inférieur à 2 correspond un segment contenu dans P Q,  et  dc 
longueur A et à tout riombre h supérieur R 1 un segment contenant P & et 
de longueur 1. 

P o u r  que la 3e condition d u  problème de la mesure soit remplie il faut 
que l a  longueur d'un segment somme d'un nombre fini ou d'une infinité 
d'autres segments, n'empiétant pas leu uns sur les autres, soit la somme des 
longueurs d e  ces segments. 

Des propriétés des longueurs il rhsulte qu'il en  est bien ainsi si les ses -  
ments composants sont en  nombre fini; cela est encore vrai  s'ils sont eii 
nombre infini. (Voir les Legons sur la Théorie des fonctions, de M.' BOREL. 

3. Un ensemble E étant donné, on peut d'une infinité de manikres en- 
fermer ses points dans un nombre fini ou une infinité dhombrab le  d'inter- 
valles. L'ensemble E, des points de ces intervalles contient E donc In nie- 
siires ?tz (E) de E est a u  plus kgale à celle ln (E , )  de E,, c'est à dire a u  plus 
égale à l a  somme des longueurs des intervalles considkrés. La limite inférieure 
de cette somme est une limite supérieure de ~n ( E ) ,  nous l'appellerons la  me- 
sure extérieure de E, me (E). 

Supposons que tous les points de E appartiennent à un segment A B. 
Nous appellerons complémentaire de E par rapport à A B, CAB (E) ,  l'ensem- 
ble .4 B - E. Puisque la mesure de CAB ( E )  est au plus me [CAB (E ] celle 
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de E est au moins ??z ( A  B) - me [CAB (E j ] .  Ce nombre ne depend pas de 
celui des segments A B contenant E choisi; nous l'appellerons la mesure 
intérieure de El In; (E ) .  Deux ensembles égaux ont des mesures intérieures 
égales et des mesures extérieures égales. D'ailleurs puisque l'on a: 

la mesure extérieure n'est jamais inférieure à la. mesure intérieure. Si le pro- 
blème de la mesure est possible, la  mesure d'un ensemble E est comprise 
entre les deux nombres rn, (E), (E) qiie nous venons de définir. 

4. Nous appellerons ensembles mesurables (*) cezm dont les mesures es.- 
tériezwe et  idériezwe sont égales, la  valeur comrnune de ces deux nombres 
sera la mesure de l'ensemble, si le problème de la mesure est possible. Des 
propriétés qui suivent jl r8sultei.a que le nombre m ( E )  ainsi défini satisfait 
bien aux conditions du problème de  l a  mesure si l'on s'ustveint à ne consi- 
(1éve1. que des ensembles ~îzesu~ables. 

Ln définition des ensembles mesurables est éqiiivalente à celle ci : Un 
eiisemble E est dit mesurable s'il est possible d'enserrer ses points dans des 
intervalles a, et ceux de son cornplérnentaire dans des intervalles b de ma- 
nière que la somme des longueurs des parties communes aux a et aux fi soit 
aussi petite que l'on veut. 

Soit un nombre fini ou une infinité dénomhraEile d'ensembles mesurables 
E,,  A', ,... montrons que l'eriserrible somme E est mesurable. 

Nous supposons tous les ensembles Ei formés des points d'un segment A B 
par rapport auquel nous prendrons les complémentaires. Enserrons les points 
de E, dans des intervalles a ,  n'empiétant pas les uns sur les autres et C(E,) 
dans des intervalles f i , ;  les parties communes aux a,  et aux 0 ,  étant de lon- 
gueur totale choisie arbitrairement E , .  Enserrons E, dans des intervalles a ,  

et C(E,) dans P, ayant en commun une longueur totale c,. Soient a', et B', 
les parties des a, et B, communes aux p,. A E, correspondent des intervalles 
cc,, P3 et un nombre E S ,  soient a', et f i ' ,  les parties des a, et 0, communes 
aux B', et ainsi de suite. 

r I Les points de E peuvent être enfermés dans les intervalles a, ,  a ,, a ,,... 
Ceux de C ( E )  peuvent être enserrés dans les intervalles P ' i ,  quel que soit i. 
Or ces deux séries d'intervalles ont des parties communes de longueur totale 

(") En adoptant cette définition nous modifions le langage qu'adopte M.' BOREL. 
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au plus égale à 

L a  série 2 m (ali) est convergente, si donc on a choisi les ~i de façon 
que la série 2 soit convergente et  ait E pour somme, on pourra prendre i 
assez grand pour que Z i  soit inférieur à 2 E .  

Donc K est sommable. - L a  somme d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable d'ensembles sornmables étant un ensemble sommable, cela a 
bien un sens de poser le problème de la mesure seulement pour les ensemlîles 
mesurables. 

Si les E,,  E,,. .. n'ont deux à deux aucun point commun, les points 
de Ei sont intérieurs aux intervalles de sorte que m (ali) - m (Ei) est au 
plus égal à ci. OP m (E) diffère de 

et  In 3.&me condition du problème de la mesure est remplie. 
5. L e  problème de la mesure est donc possible pour les ensembles 

mesurables; et  il n'admet qu'une seule solutiori, car les raisonnements qu i  
nous ont servi à définir les deux nombres I H ,  et  mi, appliqués à un ensemble 
mesurable, ne font intervenir que des ensembles mesurables. 

I l  n'est nullement démontré que le problème de la mesure soit impossi1)le 
pour les ensembles (s'il en existe) dont les mesures intérieure et  extérieure 
sont inégales. Mais dans la suite nous ne rencontrerons que des ensembles 
mesurables. En effet les procédés que nous emploierons pour définir un en- 
semble pourront toujours se ramener aux deux suivants. 

1." Faire la somme d'un nombre fini ou d'une infinit6 dénombrable 
d'ensembles précédemment définis. 

2.' Considérer l'ensemble des points communs à un nombre fini ou une 
infinite dénombrable d'ensembles donnés ; 

e t  ces deux procédés appliqués à des ensembles mesurables donnent des 
ensembles mesurables. Nous l'avons vu pour le premier, démontrons le pour 
le second. 
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Soient El, E,. . . les ensembles donnés; l'ensemble cherché el peu.t être 
défini comme ayant pour complémentaire la somme des complémentaires de 
El, E,. . . , ce qui démontre la proposition. 

Soit ei l'ensemble analogue à el, relatif à la suite Ei, Ei+, . . .; l'en- ' 

semble somme des ei est formé des points communs à tous les Ei, au moins 
à partir d'une certaine valeur de à, variable d'ailleurs d'un point à l'autre; 
comme somme d'ensembles mesurables il est mesurable. 

Voici une autre application du 2""" procédé. Soit E, contenant E,, 
El - E2 est l'ensemble des points communs à El et C (E,), donc si El et 
E, sont mesurables, El - -E2 l'est. D'ailleurs, puisque l'on a: 

JJ'i (El - E2) + 3 2  

m ( E l  - E,) = m ( E l )  - m (E,) 
6. Puisque nous connaissons un ensemble mesurable. celui formé de 

tous les points d'un intervalle, les deux procédés précédents appliqués un 
nombre fini de fois nous permettent d'en définir de nouveaux. Ceux que l'on 
peut obtenir par cette méthode et  leurs complémentaires sont ceux que 
M.' BOREL appelle mesurables (7 et  que nous nomraerons ensembles meswa- 
bles (B). Ils sont définis par une infinité dénombrable de conditions, leur en- 
semble n la puissnnce du continu. Parmi ces ensembles il faut citer ceux qui 
sont des sommes d'intervalles et  les ensembles fermés, c'est-à-dire contenant 
leur derivé ("), dont les complémentaires sont sommes d'intervalles. 

L'ensemble E formé des points d'abcisses : 

oh les ai' sont égaux à O ou 2, étant parfait est mesurable (23). Son com- 
1 plémentaire est formé d'un intervalle de longueur - de deux in- 
3 

1 les de longueur -,  etc, donc a pour mesure 
3 3 

(*) Leçons sur la théoteie des fonctions, pages 46 à 50. 
(**) Oe sont ces ensembles que M.' JORDAN appelle parfaits et  M.' BOREL relativement 

parfaits. Un tel ensemble contient sa frontière (laquelle sera définie plus loin). 
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et par suite E est de mesure nulle. E a la puissance du continu, donc on 
peut former avec les points de E une infinité d'ensembles qui tous, ayant 
une mesure extérieure nulle, sont mesurables. L a  puissance de l'ensemble de 
ces ensembles est c.elle de l'ensemble des ensembles de points; il existe donc 
des ensenlbles mesiirables qui ne sont pas mesurables (B), et  la puissance de 
l'ensemble des ensembles mesurables est celle de l'ensemble des ensembles 
de points. 

7. Soit E un ensemble mesurable. Choisissons des nombres E ,  E ,  . . . dé- 
croissant jusqu'à zéro. On peut enfermer E dans une infinité dhombrable 
d'intervalles ai de mesure m (E) + E ,  . L'ensemble 3, des points qui font 
partie à la fois des ensembles r ,  a , .  . . est n~esurable (B), il a pour mesure 
nz (E ' )  et contient E. L'ensemble E, - E est de mesure nulle. On peut l'en- 
fermer dans des intervalles $i, contenus dans les ai et de mesure ci. L'en- 
semble e des poir~ts communs à tous les Pi est mesurable (B) et  de mesure 
nulle. L'ensemble E, =El  - e est donc mesurable ( B )  et de mesure m ( E ) ;  
de sorte que tout ensemble mesurable est contenu dans un ensemble El et 
contient un ensemble E,, E, et E, étant mesurables ( B )  et  de mème mesure. 
L e s  ensembles que nous appelons mesurables sont donc ceux que les procédés 
de M.' BORET, permettent de mesurer, à condition de tenir compte des re- 
marques énonc6es à la fin de la page 48 (*) (Ioc. cit.). 

D'une manière analogue on démontre que la mesure extérieure d'un en- 
semble E est la  limite inférieure des mesures des ensembles mesurables con- 
tenant E et qu'il existe ~ffectivement un ensemble mesurable (%) conteliant E 
et de mesure me (E).  De même, ?ni ( E )  est la limite supérieure des mesures 
des ensembles mesurables contenus dans E et il existe effectivement un en- 
semble mesurable (B) c.ontenu dans E ayant mi ( E )  pour mesure. 

8. Dans son traité d'Analyse M.' JORDAN donne les définitions sui- 
vantes. Un point dd est point intérieur d'un ensemble E s'il est intérieur à 
un segment dont tous les points sont points de E. La frontière de E est 
l'ensemble des points qui ne sont intérieurs ni à E, ni à C(E). 

Divisons le segment A B qui porte E, en intervalles partiels. Soit 1 la 
somme des longueurs de ceux de ces intervalles dont tous les points sont in- 

(*) « Cependant, si  un ensemble E contient tous les  éléments d'un ensemble mesura- 
ble El, de mesure a, nous pourrons dire que la mesure de E est supérieure a z, sans 
nous inquiéter s i  E est mesurable ou  non. Inversement , .  .. L e s  mots supérieure e t  infé- 
r ieure o'excluent d'ailleurs pas l'égalité », 
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térieurs à E et L la somme des longueurs de ceux qui contiennent des points 
de E ou de sa frontière. On &montre que, lorsque l'on fait varier d'une ma- 
nière quelconque la division de A B, de façon que le inaximum de la lon- 
gueur des intervalles partiels tende vers zéro, les deux nombres 1 et  L ten- 
dent vers des limites déterminées les étendues intérieure et extévieure de E. 
De cette definition il résulte que l'étendue extérieure est au  moins égale à 
la mesure extérieure et que l'étendue intérieure est au  plus égaIe à la me- 
sure intérieure. M."ORDAN appelle mesurables les ensembles dont les deux 
étendues extérieure et intérieure sont égales; ces ensembles que nous nom- 
merons mesurables (J) sont donc meslirables au sens que nous avons adopté 
et les deux définitions de la mesure concordent lorqu'elles sont toutes deux 
applicables. 

On peut encore dire que l'étendue intérieure de E est la mesure de 
l'ensemble de ses points intérieurs, lequel ensemble étant ouvert (*), c'est-à- 
dire ne contenant aucun point de sa frontière, a pour complémentaire un 
ensemble fermé et par suite est mesurable (B). L'étendue extérieure de E est 
la mesure de l'ensemble somme de E et de sa frontière, lequel étant fermé 
est mesurable (B). Donc pour qu'un ensemble soit mesurable ( J )  il faut et 
il suffit que sa  frontière soit de mesure nulle. 
, Un ensemble fermé, ayant pour étendue extérieure sa  mesure, s'il est 

de mesure nulle on peut affirmer qu'il est mesurable (J). E n  particulier l'en- 
semble parfait défini au  $ 6 est mesurable (J); il en est de même de tous 
ceux que l'on peut former avec ses points, donc I'ensemble des ensembles me- 
surables ( J )  a même puissance que l'ensemble des ensembles de points, et il 
existe des ensembles mesilrables (J) qui ne sont pas mesurables (B). 

9. Nous venons d'attacher à certains ensembles une mesure, il nous 
reste à rechercher comment on peut calculer ce nombre. Cela dépend évi- 
demment de la manière dont l'ensemble est donné. 

Supposons qu'un intervalle quelconque ( a ,  b) étant donné, on sache re- 
connaître s'il existe dans (a,  b )  des points de I'ensemble doriné E ou de sa 
frontière, et s'il y existe des points de C (E). Nous pourrons alors, pa.r un nombre 
fini d'op6rations; calculer un nombre quelconque de termes des deux suites 
(que l'on peut supposer l'une décroissante, I1:iutre croissante) dont les limites 
sont les étendues extérieure et intérieure de E. L'habitude que nous avons 
de manier les séries conduit à considérer les étendues comme bien définies. 

(W) Tous les points d'44 tel enserilble sont intérieurs a l'ensemble, 
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On sait donc calculer la mesure d'un ensemble rnesurable (J) et la considé- 
ration simultanée des deux suites permet d'avoir une limite supérieure de 
l'erreur commise en s'arrêtant à un terme quelconque. 

Il cst beaucoup plus difficile de calculer me (E) et ttzi (E) pour un en- 
semble quelconque. Ces nombres sont en effet définis par la considération 
d'une infinité non dénombrable de nombres; pour trouver une suite de nom- 
bres tendant vers m,(E) il faudrait considher des divisions du segment A B 
portant E, en intervalles partiels qui dépendraient de l'ensemble E. 

Si un ensemble est mesurable (B) et est défini à l'aide des deus  opk- 
rations que nous avons indiquées à partir de suites d'intervalles, il est fa- 
cile de calculer sa mesure en s'appuyant sur la 3"e condition du problème 
de la mesure et sur cette propriété : l'ensemble E des points communs à 
tous les ensembles mesurables E, .E, . . . qui sont tels que chaci~n contient 
tous ceux qui le suivent, est la  limite inférieure de la suite ?n (E,), t~z  (E,). . . 

E n  effet C ( E )  est la somnie des ensembles, sans point commun, deux 
à deux, C (E,), [C (Es) - C (E,)], [C (Es) - C (G)] . . . 

Donc 

m [C(E)]  =m[C(E,) ]  f m[C(E, ) -C(E , ) ]  + . m .  

et  
m ( E )  = m ( E ) +  [ m ( E , )  - m(E,)] f-. 

II. LES ELEMENTS DE L'ENSEMBLE SONT LES POINTS D'UN PLAN. 

10. Les considérations précédentes s'étendent sans peine aux ensem- 
bles dont les éléments sont les points d'un espace <r plusieurs dimensions; 
nous nous bornerons au  cas du plan. 

E n  raisonnant comme au 9 2 on voit que tout ensemble borné de points 
sur une droite a une mesure superficielle nulle e t  que l'ensemble des points 
d'un carre ne peut avoir O pour mesure. Attribuons donc arbitrairement 1 
pour mesure à un carré M N  P Q. 

Les raisonnements que l'on emploie en géométrie élémentaire pour trou- 
ver l'aire d'un triangle, prouvent que la mesure de l'erisemlile des points 
d'un triangle ne peut différer de In moitié du produit des nombres qui me- 
surent son côté et sa hauteur, M N  Btant l'unité de longueur. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



La mesure d'un triangle étant ainsi definie, il faut démontrer que la 
mesure d'un triangle, somme de triangles n'empiétant pas les urcs sur les 
a u t ~ e s ,  est la somme des mesures de ces triangles. 

Les-raisonnements exposés par M.' HADAMARD dans la note D de sa 
Géométrie élémentaire prouvent qu'il en est bien ainsi si les triangles com- 
posants sont en nombre fini. Le cas oh ils sont en nombre infini se traite 
par un raisonnement semblable à celui qui nous a été utile dans le cas des 
ensembles de points sur une droite (BOREL, Théorie des fonctions, page 42).  

I l .  Xous pouvons maintenant donner les définitions analogues à celles 
du $ 3. 

La mesure extérieure m,(E) d'un ensemble E est la limite inférieure 
de la somme des mesures des triangles (en nombre fini ou infini) dans les- 
quels on peut enfermer les points de E. 

E Gtant intérieur à un triangle A B C, par définition 

CAB, (E) = ( A  B C )  .- E: 

La mesure intérieure de E sera, par definition 

mi (E) = m ( A  B C) - [CABC 

Un ensemble pour lequel les deux nombres ainsi définis sont égaux sera 
dit  rnesurable, et la valeur commune de ces nombres sera sa mesure. 

On démontre comme au 3 4 que le problème de la mesure est possible 
et n'admet qu'une solution quand on se borne aux ensembles mesurables; et 
que les deux procédés du $ 5 appliqués à des ensembles mesurables donnent 
des ensembles mesurables. Ces deux procédés, appliqués un nombre fini de 
fois à des ensembles dont chacun est formé des points d'un triangle, donnent 
les ensembles plans que nous appellerons, ainsi que leurs complémentaires, 
ensembles mesurables (E). 

Soit un ensemble ouvert E, chacun de ses points M est intérieur à E. 
Nous pouvons donc à M faire correspondre u;i carré ayant M pour centre, 
de côtés parallhles à des directions rectangulaires données, et défini comme 
étant le plus grand dont tous les points intérieurs sont intérieurs à E. E étant 
somme de ceux de ces carrés qui correspondent aux points dont le8 deux 
coordonnées sont rationnelles, est mesurable (B). 

Le complémentaire d'un ensemble fermé est un ensemble ouvert, donc 
tout ensemble fermé est mesurable (B ) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



In tégrale,  longueur,^ Aire. 245 

On définira les étendues extdrieure et intérieure d'un ensemble comme 
dans le cas de la droite, une division de la portion de droite contenant l'en- 
semble en un nombre fini de  segments étant remplacée pa r  uns division en 
un nombre fini de carrés de la portion de plan contenant l'ensemble. De là In 
notion d'ensemble mesurable (J). 

Tous ces ensembles et  tous ces nombres ont entre eux  les mêmes rap- 
ports que les ensembles et  les nombres de mêmes noms rencontrés précédem- 
ment. 

III. LE PROBLEME DES AIRES (*). 

12. On sait que l'on appelle courbe plane l'ensemble des deux équa- 
tions 

x = f (9, Y = Y (t), ( 1 )  

f et cp étant continues dans l'intervalle (a, b)  fini où elles sont définies. A 
chaque valeur de t on peut faire correspondre le point dont les coordonnées 
sont les valeurs correspondantes de x et y. Une courbe définit donc un en- 
semble de points, cet ensemble est parfait (**). Un point est dit multiple s'il 
correspond à plusieurs valeurs de t. Dans le cas d'une courbe sans point 
multiple l a  connaissance de l'ensemble des points de la courbe suffit à l a  
définir, car on ne considère pas comme différentes la courbe (1) et celles qu'on 
en déduit en rempla~ant  t par une fonction 9 (t) toujours croissante ou tou- 
jours décroissante. 

Une courbe est dite fermée sans point multiple si elle n'a d'autre point 
multiple qu'un point double correspondant 9, t = a et  t = b.  On considère 
cette courbe comme définie par l'ensemble de ses points. Une telle courbe 
étant donnée, on sait qu'elle divise le plan en deux régions l'une intérieure, 
l'autre extérieure (***). 

Nous appellerons domaine l'ensemble des points à l'intérieur d'une courbe 
fermée C sans point multiple. C est la frontière du domaine, lequel est un 

(*) JORDAN, Tome 1. - J. HADAMARD, Géométrie E1émentai~-e. 
(**) 11 n'en serait pas ainsi si, comme cela se présente souvent en mécanique, l'in- 

tervalle (a, 6)  était infini. 
(*Y;*) JORDAN, Cours d'Analyse, 2Bme Edition, Tome 1, pages 90 à 100. 
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ensemble ouvert. Nous dirons qu'un domaine D est somme des domaines 
D,, D,, ... en nombre fini ou non, si tout point de D appartient à un et un 
seul des Di,  ou bien à l'une au moins des frontières des Di. 

13. Nozts nous p~oposoîzs d'attnc7ter à clmque domaine un nornb~e po- 
sitif que nous appellerons son aire et satisfaisant aux conditions suivantes : 

1.' Deux donzaitzes égaux ont même aire. 
2 .O L'aire d'un domaine sonime d'un nombre fini ou infini cllaut~.es 

donzaines est la somme des aires de ces domaines. 
C'est le problème des aires. 
Si ce problème est possible, il l'est d'une infinité de manières et l'on peut 

nttrihuer arbitrairement 1 pour aire à un carré M N . P  Q. Les raisonne- 
ments connus de la géométrie élémentaire prouvent que l'aire d'un rectangle 
ne peut différer du produit des longueurs de ses côtés, M N  étant l'unité de 
longueur, c'est-à-dire de la mesure superficielle du rectangle. 

Un domaine étant un ensemble ouvert est, comme nous l'avons vu, somme 
d'une infinité dénombrable de rectangles, dont on peut supposer qu'ils n'em- 
piètent pas les uns sur les autres; donc son aire ne peut différer de la somme 
des aires de ces rectangles, c'est-à-dire de l a  mesure superficielle du domaine 
considéré comme ensemble de points. 

Soient maintenant deux domaines D, et  D, sans point cominun, ayant 
en commun un arc de frontière a 9, et u n  seul. L e  domaine D - somme de 
l'ensemble des points de D i ,  de l'ensemble des points de D,, de l'ensemble 
des points de a p (autres que a et  ',O), - a pour mesure la somme des me- 
sures de ces trois ensembles, qui sont tous trois mesurables puisque les deux 
premiers sont ouverts et que le troisieme est parfait, aux points a et près. 
Pour que la 2ème condition du problème des aires soit remplie il faut donc 
que la mesure superficielle de l'arc a ,4 soit nulle. 

L e  pwblème des aires des t  donc possible que si l'on ne considère que 
les domaines dont la frontidre est de 9nesure superficielle nulle. 

Nous appellerons ces domaines domaines quarrclbkes et les courbes dont 
la mesure superficielle est nulle courbes quawables. 

Soit un domaine q u a r r ~ b l e  D, somme des domaines quarrables D,, D,, ... 
L'ensemble des points de D contient la somme des ensembles sans point corn- 
mun deux à deux D, D,.  . . et  comme aucun des Di n'a une mesure nulle 
ils forment au plus une infinité dénombrable. Les frontières ont une mesure 
superficielle nulle, on peut les négliger dans le calcul de la mesure ou aire 
de D. 
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Le problème des aires est dom possible pour les domaines quawables 
et il  n'admet qu'une seule solution, si l'on fixe l'unité d'aire. 

14. Nous allons supposer maintenant que la 2;me condition du pro- 
blème des aires est ainsi modifiée : 

L'aire d'un doinctijre somrne de deux az4tt.e~ est la sowme des aires de 
ces detm autres (*). 

En reprenant des raisonnement$ déjà employds on verra que l'aire d'un 
domaine D est comprise entre les étendues intkrieure et extérieure de ce do- 
maine. De sorte que l'aire d'un domaine quarrable est encore bien déterminée. 

L'aire d'un domaine D non quarrable, Iimitb par une courbe non quar- 
rable C est comprise entre les nombres m (D) et m (Dj + m (C) (**). 

Montrons que le problème des aires ainsi posé est indéterminé pour les 
domaines non quarrables. Nous nous appuierons sur cette propriété : lorsque 
deux domaines D,, D, ont en commun un arc de frontière a ,!3, on peut trouver 
un domaine D contenant a B (sans peut-être a et B )  et tel que, ou bien tout 
point de D intérieur à D, est interieur à D, et inversement, ou bien tout 
point de D intérieur à D, n'appartient pas à D, et inversement (***). Dans 
le premier cas nous dirons que D, et D, sont du même côté de u 6 et dans 
le second qu'ils sont de côtés différents. 

Soit un arc de courbe a p, sans point multiple et non quarrable, suppo- 
sons qu'il fasse partie de la frontière d'un domaine A. Soit maintenant un 
domaine quelconque D limité par une courbe C. C et a 0 peuvent avoir des 
arcs en commun (nous négligeons les points communs, s'il en existe, ne fai- 
sant pas partie de tels arcs). Soit E l'ensemble de ceux de ces arcs le long 
de~quels D et A sont d'un même côté de a e t  E, l'ensemble des arcs pour 
lesquels cela. n'est pas. Choisissons arbitrairement, une fois pour toutes, un 

(*) C'est ainsi que M.' HADAXARD pose le  problème des aires  pour les polygones. (Géo- 
mStrie Elérnentai~e, Note D.) 

(**) Il existe des courbes non quarrables puisqu'il existe des courbes passant  par  
tous l es  points d'un carré. P o u r  former une courbe non qunrrable, sans point multiple 
il suffit de modifier légérement l a  méthode qu'emploie M.' HILBERT pour définir une courbe 
passant p a r  tous les  points d'un car ré  (Mathematische Annalen, Bd. 38 ou PICARD, Traité 
cl'dnrrlyse, Ze Edition, Tome 1). On remplacera chacun des carrés  qui figure dans l a  dé- 
finition de M.' H I L ~ E R T  p a r  un polygone intérieur à c e  carré ,  d'aire assez grande, clioisi 
de façon que les  frontières de deux de ces polygones n'aient en commun que le sommet, 
s'il existe, p a r  lequel l a  courbe passe de  l'un dans 17?utre. 

("Cs*) L a  démonstration n'offre aucune difficulté. 
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nombre 6 compris entre O et 1. Nous attribuerons it D l'aire : 

On démontrera très facilement que l'aire ainsi définie vérifie la seconde 
condition du problème des aires, telle qu'elle a été posée au début de ce pa- 
ragraphe (*). 

En résumé le problème des aires n'est à la fois possible et bien déter- 
miné que pour les domaines quarrables. Dans la suite nous ne parlerons d'aire 
que dans le cas d'un domaine quarrable. 

Des raisonnements analogues aux pr6cédents pourront être faits au sujet 
des volumes des dolnaines de l'espace ordinaire, et d'une far,on plus génbrale 
de I'dtendue d'un domaine d'un espace it un nombre quelconque de dimen- 
sions. 

C H A P I T R E  II. 

Intégrale. 

1. INTEURALE DEFINIE DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 

15. Au point de vue gbométrique le problème de l'intégration peut se 
poser ainsi : 

$tant dofanée une coude C par sort 4quatiott y = f (x) ( f  est une fonc- 
, 

tion corztintie positive, les axes sont rectangulazi.es) trozcver l'aire du do~naitze 
limité par u~z a m  de C, zcn seytnent de O z et deux parallèles h l'are des y 
d'abcisses données a et b,  ( n  < b ) .  

Cette aire s'appelle l'intégrale définie de f prise entre les limites a et b,  
b 

elle se représente par Sa f (z) d x. 

Archimède en quarrant un segment de parabole a résolu un cas parti- 
culier de ce problème. Ln méthode classique applicable au cas généra1 con- 

(*) Il faudra pour cela s'appuyer s u r  cette propriété: Si un domaine est  somme de 
d e u s  domaines D, e t  D,, D, e t  4, ont en commun un a r c  de frontière et un seul, et 
aucun point commun en dehors de cet  arc. 
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siste essentiellemeut à évaluer les dtendues intérieure et extérieure du do- 
maine à l'aide d'une division du plan en rectangles dont les côtés sont pa- 
rallèles à O z et O y. Pour avoir ces rectangles trarons d'abord des parallèles 
à O y, puis divisons les bandes obtenues par des segments parallèles à O x ,  
d'ordonnées variables d'une bande à l'autre. Si l'un R, des rectangles R ainsi 
formés doit être considér6 pour calculer l'une des étendues, tous les rectan- 
gles R situés dans la même bande et compris entre R,  et O x doivent aussi 
être considérés pour le calcul de la même étendue. Les étendues sont donc 
des limites de sommes d'aires de rectangles ayant leurs bases sur O x. 

Soient J , ,  a,.. . les longueurs de ces bases; m , ,  m,. . . , Mi, M,. .. les 
valeurs inférieures et supérieures de f dans les intervalles correspondants. Si 
l'on suppose les d donnés, c'est-à-dire les paraIlEles à O y tracées, et si l'on 
choisit les segments parallèles à O s  de manière à obtenir les valeurs les plus 
approchées possibles pour les étendues, on obtiendra .pour ces valeurs appro- 
chées : 

s=Zdimi S=ZdiMi .  

Ainsi on sait calculer les deux étendues du domaine; on d8moiltre qu'elles 
sont égales, le problème que nous nous sommes posé a donc un  sens et nous 
savons le résoudre. 

Relativement aux fonctions f bordes quelconques M.' DARBOUX a dé- 
montré (*) que les deux sommes s et S tendent vers des limites parfaitement 
déterminées; on les appelle irztégt.aZes par défaut et par excès. Lorsque ces 
deux intégrales sont égales, et cela se présente pour d'autres fonctions que 
les fonctions continues, la fonction est dite intégrable et la limite commune 
de s et S est appelée depuis RIEMANN (**) 2'intégvale dkfinie de f prise entre 
a et 6 .  

16. Pour interpréter géométriquement ces nombres, attachons à toute 
fonction f positive définie dans (a, b) l'ensemble E des points dont les coor- 
données vérifient à la fois les deux inégalités 

(") DARBOUX, Mémoire sur les fonctions discontitzues. Annales de  l ' E d e  Normale, 
1875. 

('") RIEXANN, SUT la possibilité de représentet. uube fonction par une série trigom- 
&trique, 
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Les deux somm.es s et S sont évidemment des valeurs approchées des 
étendues intérieure et extérieure de E et par suite s et Son t  des limites bien 
déterminées: ces étendues. Ainsi, au point de vue géométrique, l'existence des 
intégrales par défaut et par cxcès est une conséquence de l'existence des 
étendues intérieure et extérieure d'un ensemble borné. - Pour que la fonc- 
tion f soit intégrable il faut et il suffit que E soit mesurable (J); la mesure 
de E est l'intégrale. 

Si la fonctioii f est de signe quelconque, nous lui faisons correspondre 
l'ensemble E des points dont les coordonnées vérifient les trois inégalités 

-2 
a s x 6 b  x f ( x ) k O  O ~ ~ y ~ e f ( x ) .  

L'ensemble E est somme de deux ensembles E, et E, formés des points 
à ordonnées positives pour E, et négatives pour E, \*). L'intégrale par dé- 
faut est l'étendue intérieure de E, moins l'étendue extérieure de E,; l'inté- 
grale par excès est l'étenduk extérieure de E,  moins l'étendue intérieure de 
E,. Si E est mesurable (J) (auquel cas E, et E, le sont) la fonction est 
intégrable, I'intélgrale étant m (E,) - m (E*). 

17. Ces résultats suggèrent immédiatement la généraliscltioii suirante: 
si l'ensemble E est mesurable, (uuquel cas E, et E, le sont) nous appellerons 
intégrale définie de f ,  prise entre a et b, la quantite 

?fi (Et) - m (&). 

Les fonctioîls f correspondantes seront dites sommables. 
Relativement aux fonctions non sommables, s'il en existe, nous dé.finirons 

les intégrales inférieure et supérieure comme égales à 

mi (Ei) - m, (E2) ~6 (El) - mi (Es)- 
Ces deux nombres sont compris entre les intégrales par défaut et par 

excès. 
18. Nous allons définir analytiquement les fonctions sommables. 

Puisque E est mesurable il est contenu dans un ensemble E' et contient 
un ensemble Er' ,  E' et E" étant mesurables (B) et de mesure m (E), 5 7. 
D'ailleurs les raisonnementh gui nous ont donné ce résultat prouvent que l'on 
peut supposer Er et E" formés de segments parallèles à O y et ayant leurs 
pieds sur O 2, c'est-à-dire correspondant à deux fonctions f ,  et f, ( f i  5 f,). 

(*) Il importe peu de considérer les points de l'axe des z comme faisant partie de El 
ou de E,. 
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Soient el er ,  e" les ensenibles formbs de ceux des points de E, E r ,  E" 
dont les ordonnées sont plus grandes qu'un nombre donné m >  0;  e, e', e" 
sont mesurables et  de même mesure. Soient s, sr, s" les sections de ces en- 
sembles par la droite y = In + h ;  sr et sr' sont mesurables (B)  linéairemelit, et  
In ( s ' ) ,  m (sr') rie décroissent pas quand h tend vers zkro; soient S r ,  S" leurs 
limites. Montrons qu'elles sont égales. - E n  effet, s'il en était autrement 
pour h assez petit on aurait toujours 

E t  l'on peut t ror i~~er  h, et h, , h, < h, , assez petits pour que 

Soient e ' ,  , e", les points de e' et e" compris entre y = 1 2 ,  e t  y = hr 
on a :  

m (el,) ( hz - hi) . fn [sr (h,)] 

ce qui eet impossible car er,  et e", doiverit avoir la même mesure. 
Donc s' et  s" ont même mesure linéaire et par suite s est mesurable; 

c'est-à-dire que l'cnsetable des valeurs de x pour lesquelles f (x) est supé- 
rieure à tn > O est mesurable. De même l'ensemble des valeurs de x pour les- 
quelles f ( x )  est inférieu9.e à m < O est mesurable. 

De là résulte que l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f (x) est in- 
férieure ou égale à m > O (supérieure ou égale b m < 0) est mesurable ; donc 
que l'ensemble des points pour lesquels on a soit a 3 f (xj  > b > 0 ,  soit 
O > c > f (x) % dl soit e % f (x) 2 g ( e  g < 0) est mesurable ; et  en faisant 
tendre b vers a, ou d vers cl ou e et  g vers O ou voit que l'ensemble des 
points pour lesquels y a une valeur donnée est mesurahle. En résumé, sans 
qu'il soit cécessaire de s'occuper des signes de a et b, si f est sonwzable, 
l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a :  

> f ( 4 > b  
est mesurable, 
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19. Réciproquement : si quels que soient a et b l'ensemble des ua1eur.s 
de x p02w lesquelles on a a > f (x) > b est meswable, et si lu fom$iotl f (x) 
est bornt'e, elle est soinmuble. 

E n  effet, divisons l'intervalle de variation de f (x); soient a,, a l ,  cc,, .. . a,, 
les points de division. Soit ei (i = 0 ,  1,.  . . n )  l'ensemble des valeurs de x pour 
lesquelles f (x) = cri. 

Soit eti (i = 0, 1, 2 , .  . . n - 1) l'ensemble des valeurs de s: pour lesquel- 
les ai < f (x) < ai+, . 

Les points de l'ensemble E attaché à f (x), correspondant aux valeurs 
de x qui appartiennent à e; fomeiit un ensemble mesurable dans le plan et 
de mesure 1 a; 1 . ml (e,), (ml  (ei) désignant une mesure linéaire). 

Les points de E qui correspondent à ceux de e:; forment uii ensenilde 
contenant un ensemble mesurable de mesure 1 ai l . (ef i) ,  et contenu dans 
un ensemble mesurable de mesure I ai+, 1 m1(e1i). 

E contient donc un ensemble de mesure 

et est contenu dans un ensemble de mesure 

Ces deux mesures ,diffèrent de moins de (a, - a,) en appelaut o: le 
maximum de a i -  ai-,, donc on peut les rendre aussi voisines ,que l'on veut 
et E  est mesurable, donc f sommable. 

De plus on sait calculer la  mesure de E ;  donc, si f est positive I'intk- 
grale est la limite commune des deux sommes 

lorsque ai-, - a i  tend vers zéro. 
Or si f n'est pas toujours positive la limite de la somme de ceux des 

termes de O ou 2 qui sont positifs donne la mesure de l'ensemble que nous 
avons appelé E, § 16, et la  limite de la somme des termes négatifs doniie 
- vfi (E,), donc dans tous les cas o et 2 définissent l'intégrale. 

20. 11 n'est peut-être pas inutile de montrer que des raisonnements 
analytiques auraient pu nous conduire à la  considération des fonctions som- 
mables et de ce que nous venons d'appeler leurs intégrales, 
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Soit une fonction continue toujours croissante f(x) définie entre a et P 
(a  <@) et variant entre  a et b (a < b). Prenons arbitrairement pour x les ' 

valeurs 
T';=a<!CI<X ,...< X n - f i  

auxquelles correspondent pour f (x) les valeurs 

L'integrale définie, au sens ordinaire du mot, est la limite commune des 
deus  sommes 

quand le maximum de xi- xi-, tend vers zéro. 
Mais x;. est donné ~i ai l'est, e t  xi - xi-, tend vers zéro si ai - ai.-, 

tend vers zéro. Donc pour défiltir I'inte'yrale d'une fonction continue crois- 
sante f (x) on peut se donner les ai  , c'est-à-dire la division de l'in te?valle 
de variation de f (x), au lieu de se doraner les x i ,  c'est-&:dire la division de 
l'intervalle de variation de x. 

E n  cherchant à opérer de même, d'abord dans le cas simple des fonc- 
tions continues variables dans tout intervalle, e t  n'ayant qu'un nombre fini 
de maxima et minima, puis dans le cas d'une fonction continue quelconque 
on est facilement conduit à cette propriété. Soit une fonction continue f (2) 
rl8finie dans (a, fi) et variant entre a et b, (a < b). Choisissons arbitraire- 
ment 

a=a,<a,<a ,... <a,=b; 

f ( x )  = a; pour les points d'un ensemble fermé e;, ( i=0,  1 ... n); a;<f(r)<ai+,  
pour les points d'un ensemble, somme d'intervalles, e';, (i = O, 1, 2 . .  . , n- 1); 
les ensembles ei et e'; sont mesurables. 

Les deux quantités 
18 11 n n 

= 2 ai m (ei) f $i ai m (e'i), 2 = 2 ai m (ci) + 2 ai+, m (cr i )  
O O 1 '. 

1 
b 

tendent vers 1 f (z) d z  quand le nombre des ai augmente de f a p n  que le 
. a 

maximum de a;- ai-, tende vers zéro. 
Cette propriété obtenue, on peut ln  prendre pour définition de l'intégrale 

de f (z). Mais les deux quantités o et X ont un sens pour d'autres fonctions 
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que les fonctions continues, ce sont les fonctions sommables. Nous allons dé- 
montrer que pour ces fonctions o et 2 ont une même limite indépendante du 
choix des ai; cette limite sera, par définition, 17intEgrale de f(x) prise entre a et  F. 

Lorsque, entre les ai, on introduit de nouveaux points de division, O ne 
dhcroît pas, 8 ne croît pas, donc G et 2 ont des limiles. Elles sont bgales, 
car Z - a est au plus égal à (P  - a)  multiplié par le maximum de (ai - ai-,).  

Soit maintenant un autre mode de division de la variation de f ( x )  à 
l'aide de pointa bi et soient of et  2' les valeurs correspondantes de o et 2 .  
Soient G" et 8" les valeurs correspondant au mode de division dans lequel 
on emploie & la  fois les a, et bi. Les deux séries d'inégalités 

prouvent que les six sommes U, u', o", 2,  Z', Y ,  ont la même limite. 
L'existence de l'int4grale est donc démontrée. Si l'on adopte cette mé- 

thode d'exposition, d'ailleurs peu différente de la précédente, il n'est pas évi- 
dent que la définiiion de l'intégrale telle que l'a donnée RIEMANN n'est jamais 
en dirsaccord avec la prircédente. Pour le démontrer nous nous appuierons sur 
ce fait: Les points de discontinuité d'une fonction intbgrable forment un en- 
semble de mesure nulle (*). - Soit f (x) une fonction int8grable et soit E 
l'ensemble des points pour lesquels on a 

a et b étant deux nombres quelconqiies. Les points 1imitc.s de E qui ne font 
pas partie de E sont des points de discontinuité; ils forment donc un en- 
semble e de mesure nulle. E f  e étant fermé est mesurable, e est mesurable, 
donc E l'est. Cela suffit pour qu'on en conclut que f est sommable. 

Si dans un intervalle de longueur 1, le maximum de f est M et le mini- 
muni m, l'intégrale (au sens que nous avons donné à ce mot) est comprise entre 
i M et 2 m. D e  plus si a , ,  a,,. . . a, sont des nombres croissants, on a :  

(les integrales ayant le sens que nous avons adopté), 

(") RIE-MANN énonce cette propriété de la facon suivante: Pour qii'une fonction soit 
iiitégrable il faut que « l a  somme totale des intervalles, pour lesquels les oscillations 
sont plus grandes que o, quel que soit  o, puisse être rendue infiniment petite P. 
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De 12t résulte que l'intégrale d'une fonction sommable est comprise entre 
les inthgrales par défaut et par excès, et en particulier que les deux défini- 
tions de l'intégrale concordent lorsqu'elles sont toutes deux applicables. 

21. L'iiitégrale prise entre -les limites n et b n'a 6té définie que si a 
est inférieur à, b, nous complèterons la définition par 'l'identité 

De la résulte que l'on a : 

et cela quels que soient a, b . . . 1. 
Nous aurons aussi besoin de la notion d'intégrale d'une fonction f dé- 

finie seulement pour les points d'un ensemble E (*). Soit un segment A H 
conten~nt E, définissons une fonction (p comme égale à f pour les points de E 
et à O poiir les points de C.JB (E). L'intégrale de f prise dans E est, par 
définition, l'jntégralo de .y prise dans A B. Il est évident que 11int6grale de f 
ainsi définie ne dépend pas du choix du segrrient .4 B contenant E. 

Si li: est somme de E,, E,. . . , tous ces ensembles étant mesurables et 
sans point commun deux à deux, et si la'fonction f est sornmahle dans E, 

Remarquons encore que l'on peut dt:fiiiir l'intégrale inférieure d'une foric- 
tion f comme la limite supérieure des intégrales des fonctions g sommables 
non snpérieures à f ;  il existe une d e  ces fonctions O, dont l'intégrale est égale 
8. l'intégrale inférieure de f. On énoncerait une propriété analogue pour l'in- 
tégrale supérieure. 

22. Nous allons maintenant montrer que les opérations arithmétiques 
élémentaires appliquées à des fonctions sommables donnent des fonctions som- 
mables. 

(*) O n  aura i t  pu d'abord définir les fonctions sonimables dans E, puis l eurs  intégrales 
D l'aide des mêmes définitions que précédemment, à condition de faire abstraction de tous 
les points qui n'appartiennent pas  à E. 

AnnaEi di Malematica, Serie  III, tom0 VII. 31 
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S ~ i e n t  f et rp deux fonctions sommables qui restent comprises entre nî. 
e t  M. Partageons l'intervalle (nz, M ) ;  soient les points de division 

Soit ei (i = 1, 2 .  ;. 1 2 )  l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on 
a :  ??fi-, < f r ~ n p ,  soit eli l'ensemble cori~espondant pour :,. 

Soit eij l'ensemble des points communs à e; et  ej., pour les points de  cet 
ensemble on a :  

Mi- ,  -k nzj-4 < f -t- y 6 mi $ ? j  ; 

e i ,  elj, e ,  sont mesiirables. 
Soient a et  b deux nombres donnks. Soit E l'ensemble somme de ceux 

des eij dont tous les points sont compris entre a e t  6. E est mesurable. 
Augmentons indéfiniment le nombre des rtzi de  faqon que le maximum 

de  mi - mi-, tende vers zéro. Nous aurons une suite infinie d'ensembles E 
dont la somme, qui est mesurable, est l'ensemble de valeurs de x pour 
lesquelles on a :  

a < f + c p < b  
donc f + cp est sommalile. 

L'intégrale de f est la somme des int6grales de f prises dans les en- 
sembles e;j ,  donc on a : 

P - m (e,) mi- 1 <If ( x )  d x < 2 rii (e i j )  mi . 
De même 

2 m (e,) mj-, < y (2) d x < 2 DIZ (e,) mj. S 
Et ,  en raisonnant de même pour ln  fonction f+ y ,  

De 18 rdsulte que : 

1 ((f + Y )  d x -Jf d x  - J i p d r  , < Lm (pif) ( i n i  + r n j -  mi.-, - rnj-,) 

donc 

(*) L'introduction des notions d9inté;grales inférieure e t  extér ieure aoruit permis: de 
se borner à la 2ème partie du raisonnement précedent. 
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Cette propriété se 
d'un thontbt-e quelcorque 

généralise itrimédiaternerit, de sorte que : lu s o v m e  
de forzctioris sowtmables est m e  fonction sommable et 

l'iralégrale est  la  somme des intégrales. 
On démontrera de même que le produit  de deux fonctions sornmablus 

est  urle fortction sonzmnble; que l'itiverse d ' m e  fomtion s o ~ ) z v ~ i ~ b i e  f vérif iunt 
l'izzégalité 

O < r n < I f l < i l f  

est une forictiott soinmuble; que la  vacirle miLftte arithmétiytie d'utze foitc- 
iiotz f somtzttible, pour. laquelle cette racirte existe, est sommable; que s i  f 'e t  y 
s o ~ t  deux forzctions so~timables, telles que f (?) ai t  u n  sens, la fonctio~l f (?) 
est sowmable;  de m%ne f (p est sornmahle s i  f et (p le sont, etc. 

Une proposition plus importante est la suivante : S i  zcne fonction f bornée 
est la l imite d'une suite de forzctivizs f i  sonznzables, f est sonzmable. 

En effet soit ei l'ensemble des valeurs pour lesquelles fi est comp~ise etztm 
a et  b. L'ensemble e des points communs à tous les e j ,  au moins ii partir 
d'une certaine valeur de i, est l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles 
f est comprise erztre a et b. Or les ei étant mesurables e l'est, donc f est 
sominable. 

23. Les propositions que nous venons d'obtenir permettent de définir 
une classe importante de foiictions aommables. 

Nous nous appuierons sur ce fait que y = h et y = x soiit des foiictioiis 
summables; alors E x m  est sommable et tout polynome est sommable. 

Depuis WEIERSTRASS 011 sait que toute fonction continue est la limite 
d'uue suite de polynomes, donc les fonctions continues sont sommables. Mais 
i l  e-xiste des fonctions autres que les fonctions continues qui sont limites de 
yolynoines, ce sont les fonctions qu'a étudiées M.' BAIRE et qu'il a appelées 
fonctions de première classe. ( S u r  les fotzctions de variables w'elles, Arinali 
di Matematica, 1899.) Les fonctions de première classe sont donc sommables. 
Les limites de fonctions de première classe ou fonctions de seconde classe 
sont sommables, etc. Toutes les fonctions de l'ensemble que M.' BAIRE dé- 
signe par E (page 70, loc. cit.) sont soiiiiïiables. 

Ces résultats nous fournissent de nombreux exemples de fonctions soni- 
mables, discontinues et non intégrables (su sens de RIEMANN). On peut d'ail- 
leurs obtenir de tels exemplei de le façon suivante. - Le raisonnement qui 
nous a permis au paragraphe 20 de d h o n t r e r  que toute fonction intégrable 
est sominable prouve que : Si: erl. faigant abstraction d'un ensemble de mesure 
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nulle, il reste un enseinble en chaque point duquel une fonction est continue, 
cette fonction est sommable. Donc si f et rp sont deux fonctions continues, 
la fonction F, défiriie comme égale à f sauf aux points d'un ensemble E de 
mesure nulle, pour lesquels oii a 

F=  P+ y, 

est sommable. Or si y n'est jamais nulle et si E est dense dans tout inter- 
valle, tous les points sont points de discontinuité pour F qui n'est donc pas 
intégrable (au sens de RIEMANN). 

Ce procédé nous permet de c&struire des fonctions sommables formant 
un  ensemble dont la puissance est égale à celle de l'ensemble des fonctions. 

24. La méthode géométrique qui nous a servit: au début de cc cha- 
pitre, étant basée sur la notion de mesure d'un eiisenihle borné, ne s'appli- 
quait qu'aux fonctions bornées (*). Au contraire la méthode analytique inc  
diquée au 3 20 s'applique presque sans modification à des fonctions noii li- 
mitées supérieurement en valeur a\)solue. 
: Une fonctiotz 8et.a dite somrnable si, cjuels pue soient cc et  b, l'ensemble 
des valeurs de x p o w  lesquelles on a 

est wesurabte. Nous distinguerons les fonctions sommables boïndes, celles dont 
nous nous sommes occupés, jusqu'à présent, e t  les fonctions sommables non 
bornées. 

Soit f ( z )  une fonction sommahle. Choisissons des nombres 

variant depuis - cio jusqu'à + ao et tels que 9ni - tuti-, soit limité suph- 
rieurement en valeur absolue. Soit toujours ei l'erisemble des valeurs de a 
pour lesquelles f (x) égale mi et eli l'ensemble des valeurs de s pour les- 
quelles 

mi< f ($1 < rni+i 

Considérons les deux sommes 

dails lesquelles les signes 2 représentent des somiiies de deux séries l'une B 

(") Il n'y aurait d'ailleurs aucune difficulté A poser le problème de la mesure de$ 
eiisembles de points pour tous les ensembles, bornés ou non. 
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termes positifs, l'autre h termes négatifs. Ces séries peuvent litre convergeiitc?~ 
ou divergentes; si celles qui figurent dans o sont coiivergeiites, c'est-à-dire 
si D a lin sens, 1 a un sens et inversement; e t  il en est de même quels que 
fioient les mi choisis. -. 

: En-  raisonnant comme au paragraphe 20 on verra que les deux sommes o 
e t  2 tendent vers la même limite, indépendante des 9 1 2 ~  choisis, quaiid on aug- 
inerite le nonibre des l i t i  de façon que le rnaxi~niim de mi -mi-, tende vers 

- 

zéro..- Cette limite est l'intégrale. 
Avec cette extensiorl du sens des mots fo~zct ion s o r ~ z . m b l e  et  i ~ d e ' y r d e ,  

tous-les énoncés doriiiés précédeniineiit restent exacts ("1. Mais il faut se iap-  
peler qu'une fonction sommable non bornée n'a pas nécessairemerit une iii- 
tégrale (**). 

25. Le calcul de l'iiitégrale d'une fonction donnée présente les mêmes 
difficultés que le calcul de la mesure d'un ensemble donnA. 

. L a  plupart des fonctions discontinues que l'on a considérées jusqu'à pré- 
sent en Analyse étaient définies à l'aidc de séries, il y a donc intérêt à con- 
mi t re  le théorème suivant. 

Si une szcite de fo t tc t iom somnzables,  ayunt d e s  i n t 4 g d e s  f, , f,, f ,  ... 
a urzs h i i t e  f e t  si 1 f -  fn 1 veste, quel que soit 1 1 ,  i t t fér ieure  à 14n ~ t o m b r e  
fixe Ai, f f a  ufze i n i d y u l e  qui tsl lu l im i t e  cles iui6yrales d e s  fonctions f,t(***). 
- En effet on a :  

f = fn + ( f  - fn). 

Les deux fonctions d u  second membre ayant des intégrales il en est 
de même de f et l'intégrale de f est la  somme des intégrales de f ,  et f - f,,'. 
Cherchons une limite supérieure de cette seconde intégrale. 

Choisissons arbitrairement un nombre positif L. Soit e ,  l'ensemble des 
valeurs de x ppur lesquelles on n'a pas, pour toute valeur . . positive ou nulle 

(*) Le premier des énonces du § 22 demande cependant quelques explications. Si f 
et cp sont sommables f -f p l'est et  l'on a bien J (f + y) - J f + J si J f et  ont un sens; 
rnnis (f + y )  peut avoir un sens sans. qu'il en soit de irii?lize dc J f c t  dc  1 y .  

te*) il resterait à examiner le cas oh f devient infinie pour certaines valciirs de.,.,!. 
Si ces valeurs sont en noinbre fini il suffit de définir l'intégrale en faisant alistraütion des 
valeurs qui rendent f infiriie, pour que les énoncés ordinaires ne soient pas cliangCs. 

(***) Le 'cas particulier le plus intéressant de ce tliéoreme, celui où f et  les fi soiit 
des fonctions continues, a déjà été obtenu, U l'aide de considérations toutes différentes par 
JI.' O s ~ o o o ,  dans son Xinoire  sur la, convergence non uniforme (American J o u r i d ,  1891). 
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de P 

! f -  f Q + P  1 cc, 
1 

e,, est meaurable. 
Soit E; l'ensemble niesurable dans lequel on prend les intégrales, on a :  

Or chaque ensemble e, contient tous les ensembles dont les indices sont 
plris grands et il n'existe aucun point commun à la fois à tous les e n .  Donc 

1 
va (en) tend vers z6ro avec - et par suite il en de in6iric de 

12 

Lorsque f est bornée 18 proposition peut s'énoncer ainsi: Lorsqu'une 
suite f, f 2 . .  . de fonctions somiiiablee, limitées supérieurement en valeur ab- 
solue dans leur ensemble, a iine limite f l'intégrale de f est la limite des 
int.égrales des fonctions f,. 

Voici une autre forme de l'énonc6 relatif a u  cas général : 
Lorsque I'etzse~nble des restes d'une sdrk convergente de forrctioîas uyatct 

des intég~uies est limité supérzéu~ewlent en valeur absolzte, la série est intti- 
grable terwte à terme. 

Comme cas très particulier on a le théorème sur l'intégration des séries 
uniforrnBment oonvergentes. 

11. INTEQBALEI INDEFINIES ET FONCTIONS PRIMlTlVES 

DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 

26. On appelle intdgrale inddfinie d'une fonction f (z), ayant une in- 
tégrale définie dans un intervalle ( y . ,  @), une fonctioii F (x) définie dans (3, 6) 
et telle que, quels que soient a et  b compris entre a et P,  on ait:  
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De cette 6galit.é on tire : 
x 

P (2) =If (2) d 1: + P (a). 
(1 

Donc toute fonction ayant uiie intégrale définie admet une infinit6 d'in- 
tdgrales indéfinies qui ne difirent que par une constante F ( n ) .  

-: L'intégrale ind4finie est u n e  f o ~ z c t i o ~ ~  contint(e (*), cela est évident si In 
fonction f (x) est bornée. Pour le démontrer dans le cas g h é r a l  reprenons les 
notations (111 paragraphe 24; a étant arbitrairement choisi il faut démontrer 
que dès que ?b est inférieui. en valeur absolue à une certaine quantité on a : 

Nous allons, pour simplifier, supposer k positif. 
Il  existe au plus une infinité dénombrable de  nombres 111; tels que ltls 

e n s e m b h  e j  correspondants aient une mesure non riulle, on pourra donc sup- 
poser que les mi n'ont pas été pris parmi ces valeurs exceptionnelles, c'est- 
à-dire que nous ferons m (e;) = Ci, ce qui  simplifie les sommes 7 et 2. 

Alors si l'on suppose I I ? ,  = 0 (**), on peut écrire 

en désignant par efi ( h )  la portion de e'; comprise entre a et a + 11. Consi- 
dérons un système fixe de nombres mi. Les deux séries du second membre 
ne varieront que si Ih .varie et  l'on peut supposer 1b assez petit pour que la 
valeur absolue d'un nombre fini quelconque de termes du second membre 
soit aussi petite que l'on veut. Donc on peut prendre 18 assez petit que les 
deux séries du second membre, qui sont l'une à termes positifs, l'aiitre B 
termes négatifs, soiont aussi petites que l'on veut en valeur absolue. 

(*) On peut aussi ajouter qu'elle a une variation bornée; cette variation étant nu plus 
égale à Il f (x) dx. La démonstration est la même que celle qu'emploie 11.' JORDAS, Cozws 
tl'Analyse 5 81. Ceci explique les résultats obtenus plus loin ($9 30, 31, 32). 

("*) Alors e, ne sera peut-être pas de mesure nulie, inais celn n'n pas d'importance 
pour la suite. 
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Mais pour B 1% limite il faut, entre les choisis, introduire de 
nouveaux nombres; cette opération fait diminuer, en valeur absolue, les deux 

séries du second membre; donc il est bien démontré que d x peut être 
a 

rendue aussi petite qiie l'on veut. L'intégrale indéfinie est donc bien une fonc- 
tion continue. 

27. Si  M et m sont les maximum ei, minimum de f (x) dans (a, a + h )  
on a: 

d'où 

donc pour n: = a ,  si f ( z )  cst continue en ce point, F i x )  a une derivre 
6 g d e  h f (a).  

Si f ( x )  est continue pour toute valeur de r ,  F (5, est 17une quelconque 
des fonctions qui adniettent pour dérivée f (Y), c'est-8-dire l'une des f w d i o n s  
pinzitives de f (x). 

Ainsi d ~ n s  le cas des fonctions continues il y a identité entre la recher- 
che des fonctions primitives et l n  recherche des intégrales indéfinies d'une 
fonction donnée. Ce résultat hien connu est encore vrai lorsqu'il s'agit d'une 
fonction dériv6e intégrable au sens de RIEMANN (*). Mais il existe des fonctions 
dérivées qui ne sont pas intégrables au sens de RIEMANN (**); une de ces 
fonctions étant donnée on ne peut pas calculer ses fonctions primitives à ]>aide 
de l'intégration, au sens de RIEMANN. 

Nous allons voir que toute fonction dérivée bornée admet une intégrale 
indéfinie q:ii est u n e  de ses fonctions primit,ives; nous saurons donc calcul~r  
Iri. . fonction . primitive, si elle existe, d'une foiiction bol-née donnée. 

Relativement ailx fonctions dér ides  non bornées, nous dérnontreroiis que 
si elles admettent des intégrales i l  p a identité entre l e m  fonctions primi- 
tives et  leurs intégrales irid6finies. 

(*) Voir DARBOUX, Mémoire sur les fomtions discorltirmes. 
(**) M.' VOLTERRA a le premier donné effectivement un exemple de ces fonctions (Gior. 

nale de Buttagliï~i, t. XIX, 1881). Cet exemple est reproduit plus loin.' 
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28. La dérivée d'une fonction f (x) est la  limite qua id  h tend vers 
zéro de  l'expression : 

laquelle, h étant fixe, représente une fonction continue; donc la dérivée est 
limite de fonctions continues, elle est sommable. 

Supposons que la dérivée f '  soit toujours inférieure en  valeur absolue 
à M. E n  vertu du th6orème des accroissements finis y (x) = f' (x + 6 la), donc 
les fonctions f (x) sont bornées daris leur ensemble et par suite l'on a ($ 25): 

donc 
b 

Toute fonction dérivée bomée admet comme idc/grales indéfinies ses fowc- 
t iow primitives; ce résultat est encore vrai s'il s'agit de dériv6e .h droite, 
ou à gauche bornée; ou d'une limite vers laquelle tend (x) pour certaines 
valeurs de i l  tendant vers zéro. 

29. Pour appliquer ce qui précède, nous allons rechercher s'il existe 
des fonctions primitives pour la fonction définie de la manière suivante : 

Soit un ensemble E fermé non dense dans toute portion de (O, 1) e t  de 
mesure non nulle. Soient (a, 6 )  un intervalle contigu à E (*) et  c le milieu 
de cet intervalle. La fonction 

. l -  1 p (x- a)  = 2 (x- a) sin -- - cos - 
z-- a x-a 

s'annule une infinité de fois entre a et G ;  soit a + d le point le  plus voisin 
de  c, entre a et  G, polir lequel elle est nulle. 

. 

L a  fonction f ( z )  dont nous allons nous occuper est nulle pour tous les 
points de  E; dans chaque intervalle (a,  b )  contigu à E, elle est égale 91 
y (x - a) entre a. et u + d ,  nulle eiitre a + d et b - d,  égale à - < ( b  - x) 
entre b - d et  b. 

(") C'est-à-dire un intervalle ne contenant pas de points de E et dont les extrémités 
sont points de E. - Cette expression est de M.' BAIRE. 

Annnli di ,Matematicn, Serie III, tom0 VIL 35 
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Cette fonction est continue dans chaque intervalle contigu à E, discon- 
tinue pour tous les points de E qui sont des points de discontinuité de se- 
conde espèce. 

De plus f(x) est toujours comprise entre - 3 et + 3. Pour que f ( x )  
admette une fonction primitive, il faut d'abord qu'elle admette une intégrale 
définie dans l'intervalle (0, 1). Cette intégrale, si elle existe, est égale à l'in- 
t6grale prise dans E plus l'intégrale prise dans C(E) ,  à supposer qu'elles 
existent. Or l'intégrale dans E existe et est nulle; l'intégrale dans C ( E )  existe 
aussi, car elle est la somme des intégrales prises dans les intervalles contigus 
A E, lesquelles sont nulles. 

D'après cela la fonction F ( x )  nulle pour les points de E, et définie dans 
tout intervalle (a, b) contigu à E par les égalités 

1 F (x) = (x - a)? sin --- 
x-a  

entre n et a + d 

1 F' (x) = dz sin - 
d 

entre a + d et b - d 

1 F (x) - (b  sin ---- entre 6 - d et b 
6 - x  

est égale à f (x) d x. J 
Donc si f (xj a des fonctions primitives, F (xj  est l'une d'elles. 
Pour tous les points oh f (x) est continue, c'est-à-dire pour tous les points 

de C (E), on a évidemment 
F1(x) = f (x). 

Soit a un point de E ;  si n est extrémité d'un intervalle contigu à E, 
situ6 h droite dé a, 3' (x) a 
qu'à droite de a se trouve 
limite. Soient ai un de ces 

évidemment une dkrivée à droite nulle. Supposons 
une infinité de points de E, ayant a pour point 
points, pour x supérieur à cri le rapport 

r (x) = 
F (x) - 8' (al 

x-a 

est en valeur al isnlu~ inférieur à 

donc tend vers zéro quand x tend vers a. 
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Intégrale, Longueur, Aire. 26 5 

E n  tous les points de E, P ( x )  a donc une dérivée à droite nulle, on 
verrait de même qu'elle a une dérivée à gauche nulle, et par suite pour toute 
valeur de x comprise entre O et 1 on a :  

F' (x) = f (xj. 

La fonction f (x) est donc une fonction dérivke; elle n'est pas intégrable 
(RU sen8 de RIEMANN) puisque l'ensemble de ses points de discontinuité a une 
mesure non nulle. 

Cet exemple de fonction dhivée non iiit6grable au sens de RIEMANN est 
db à M.' VOLTERRA, Gionzale de Bat taghi ,  tome X I X  (*). 

30. Les fonctions primitives que nous venons de trouver sont à va- 
riation bornée (**). Nous allons démontrer que : la c o ~ ~ d i t i o ~ ~  tae'cessai~e et 
sz~fisante pour pue Z'intdyrale de la d é h é e  (boîwée ou non) d'une fonctiott 
clérivable existe est que cette fortction soit à vuriution borde. S'il eti est 
ainsi, la fonction est l'une des intégrales indejinies de su dérivée. 

Puisque f ' (z) est sommable, pour rechercher son intégrale opérons comme 
au paragraphe 24. Nous supposerons tous les ei de mesure nulle et de plus 
m, = O, ce qui est yossihle si, au lieu de raisonner sur la fonction donnée 
f (z), on raisonne sur f (x)  + Kx, K ayant été convenablement choisi. 

A chaque point x, de e t , ,  on peut faire correspondre un intervalle (a, ,û) 
tel que si l'on a : 

a < n & ~ , f b < @  
on ait aussi 

Nous définirons (a, B )  comme étant le plus grand intervalle possible de 
lüngueur au plus égale à un nombre donné o et ayant x, pour milieu. 

Si mi - mi-, est toujours inférieur à r ] ,  ( b  - a)  r (u, b )  est à 7 ( b  - a)  
près égal à f' (x,) (b - a), 

(*) Des séries uniformément convergentes, dont les termes sont des  fonctions analo- 
gues a celle que nous venons de considérer, permettent a lf.' VOLTERRA de donner des '  
exemples de fonctions dérivées qui ne sont intégrables dans aucdn intervalle. 

L'intégration terme à terme de ces séries nous donnera les  fonctions primitives. 
(**) Nous nous servirons ici de quelques unes des propriétés de ces  fonctioris (Voir 

JORDAN, Comptes Rendus de l'Académie des Sciences 1881 e t  Cours d'Ana6yse ohme Edi- 
tion, tome 1). L a  plupart de ces propriétés sont reprises dans le chapitre suivant, de 
sorte  que les  p a r a g r a ~ ~ l i e s  30 à 35 pourraient è t r e  mis dans ce chapitre. L'ordre adopte 
dans le  t ex te  permet  de réunir tout  ce rlui a tr$t a la  recherche des fonctions primitives, 
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Soit E, ( 0 )  l'ensemble somme des intervalles qui correspondent aux points 
de e f P .  Ei (5) peut être considéré comme une somme d'intervalles n'eniyiétaiit 
pas les uns sur les autres; si (a ,  b) est l'un do ces iiitervalles et si l'on a :  

poiirvu que, entre a et f i ,  se trouve au moins un point de  e f i .  
E, (g) contient e ' i .  Faisons tendre o vers zéro et  soit x, uii point aypar- 

tenant à une infinité d'enseHibles E i ( o ) .  f ' ( x , )  est la  limite des valeurs de 
t' (cc, B )  relatives aux intervalles des E' ( O )  qui contiennent x, , donc x, est 
point de ei, de eti ou de ei+, . P a r  suite l'eiisemble Ei, formé des points coin- 
muns à une infinité de Ei ( O )  relatifs à des valeurs de o tendant vers zéro, 
coutient eti et des points de e ,  + ei+, , il a donc. même mesure que e'i .  De 
plus comme chaque EL (0)  contient les ensembles relatifs aux valeurs plus pe- 
tites de u, m (X i )  est la limite de m [Ei (a)]. On peut donc choisir les nombres . 

de manière que la somme D soit aussi pet,ite que l'on veut, 

Ceci posé, remarquons que f '  d x et  1 f '  ) d x existent en même temps 1 I 
de sorte que f '  d x existe si la série J 

8 - -  , - -  2 l mi I . w1 (eli) = 2 1 mi I . m (E,) 
-03 - w  

est convergente, c'est-à-dire s'il en est de même pour 

On peut toujours, parmi les intervalles formant les E, (ci), en choisir un 
nombre fini de manière que la contribution de ces intervalles A dans TT soit 
aussi grande que l'on veut si V est divergente, et aussi près que l'on veut de 
la valeur de V si cette série est convergente. Supprimons assez de ces inter- 
valles A ,  saps changer l'ensemble somme de ces intervalles, pour q u ' a u c q ~  
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des iiitervalles ccmservés ne soit à l'intérieur d'autres intervalles conserv6s. 
L a  contribution dans V des intervalles supprimés est moindre que D. 

Considérons deux intervalles empiétant l'un sur l'autre (a i ,  b,), ( ( ~ j ,  bj) 
relatifs à éi et éj Supposons que l'on ait - 

Entre uj et bi il ne peut y avoir à la fois des points de èi  et de ej. saris 
quoi r (aj + E ,  br - E )  serait à la fois compris entre mi et nt,, ,  et entre nlj 
et mj+,. Ou peut donc trouver entre aj et hi un point c tel qu'entre ai et c 
se trouve uii point de e'i et entre c et hj un point de et j .  Alors on a :  

Donc le premier membre, c'est-à-dire la variation de f (x) entre u i  et hj 
quand on considère la  division 

est égal à la  contribution dans V des deux intervalles ( a ; ,  b,), ( a j ,  bj)  à 
moins de (hi  - aj) ? mj - mi I + rl (bj - ai) près. La quantité (bi -  aj)  nzj - lni 1 
est inférieure à la contribution dans D de l'intervalle ( a j ,  6,). 

E n  continuant ainsi, on est conduit à considcrer une suite de valeurs 
croissantes x, xi x2. . . en nombre fini. L a  somme Z l f (xi) - f (xi+,) i diffère 
de la contribution des intervalles A dans V de moins de D + q 112 (A) .  Or 
cette somme est inférieure à la  variation totale de f (x). Donc la limite de V 

c'est-à-dire I f '  I tF x est inférieure ou au plus égale à la variation totale dt: i 
f (x). C'est-à-dire que si f (x) est à variation bornée I f I d x existe e t  est 

inférieure à la variation de f (XI. 
J 

35. Supposons que l'intégrale ' f '  1 d x existe. J 
Enfermons les points de ei dans une infinité dénombrable d'intervalles Ai, 

on peut choisir m (Ai) aussi petite que l'on veut. A chaque point x, de e, 
faisons correspondre le plus grand intervalle (a, f i )  de longueur inf~kieure 
à o ' ~ ,  ayant x,, pour milieu, tout entier à l'intérieur de Ai et tel que 

entraine 
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Soit ei (cr ' i )  ,la somme de ces int;ervalles. A condition de choisir conve- 
nablement les u'i et e,, la somme D' sera aussi petite qu'on le 'voudra, 

Chaque EL (ai) ou ei (u',) est somme d'une infinité dénomtirable d'inter- 
valles n'empiétant pas les uns sur les autres. Si  f (s)  est définie dans (a, b ) ,  
chaque point intét'iezw à (a, b) est intérieur à l'un au moins de ces inter- 
valles e t  de plus a et b sont des extrémités de tels intervalles, donc, d'après 
un tliéorème sur les ensembles, on peut choisir parmi les intervalles qui for- 
tnent les & (ai) et les ei ( G ' ~ )  un nombre fini d'intervalles B tel que tout point 
intérieur à (a, b )  soit intérieur à l'un des B. 

' . Nous supposerons ce choix fait de fagon qu'aucun intervalle conservé ne 
soit intérieur à d'autres intervalles conserv8s. L a  contribution dans V des 
intervalles des .EL ki) non employés est au plus égale à D + D,, I), étant 
l'intégrale de I f' I dans l'ensemble des ei (z'~). 

E n  raisonnant sur les B comme sur les A, on est conduit à considérer 
des nombree 

x,= a < ~ , < . r : . .  .<.r,,=b. 

. - -  L a  somme Z f (xi) - f ( x i - , )  1 est égale à la contribution dans V des in- 
tervalles conservés provenant des Ei (ui),  à moins de D + Dr + q (i, - a) près. 

01- deux nombres xi consécutifs proviennent d'un même intervalle appar- 
teiiant à l'un des Ei (oi) ou des ei (G'~), lequel peut être décomposé en inter- 
valles de longueurs au plus égales à 2 oi ou 2 cli, la somme des variations 
correspondantes à une telle division diffère toujours de V de moins de 
2 D + D, j- D' + r]  (b - a). Or par l'introduction de ces nouveaux points de 
division, en prenant le maximum O des oi et G ' ~  assez petit, on rend la somme 
2 i f (xi )  - f (xi-,) 1 aussi voisine que l'on veut de  ln variation totale de f (x) 
dans (a, b). 

De là résulte que si f' (x) d x existe, la fonction f (x) est à variation bor- J 
née, cette variation 6tant égale k la valeur de l'intégrale 1 f '  1 d r .  

32. Nous avons ainsi trouvé la condition nécessaire et suffisante poui 
que l'inkégrale de l f' 1 existe, et nous connaissons sa signification. 

Mais le raisonnement précédent fournit d'autres résultats. Reprenons , en  
elkt ce raisonnement et portons notre attention sur les ensembles e i ,  Ei,  
Ei (a), Ei ,  etc, à indices positifs. 
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Nous voyons que la variation positive t,ottale de f (z) entre a et x est 
égale à l'intégrale de f '  (x) étendue à l'ensemble des points pour lesquels f' 
est positive, c'est-à-dire à l'intégrale 

De même pour ia variation negaiive on a:  

(6 

E t  comme l'on a: 

Ainsi une fonction f jz) étant donnée nous savons reconnaître si elle 
est la dérivée d'une fonction à variation bornée et, s'il en est ainsi, nous sa- 
vons trouver ses fonctions primitives. 

Si f (x) est bornée, ses fonctions primitives s'il en existe sont à variation 
bornée, nous pouvons les trouver. 

Mais l'intégration, telle que nous l'avons définie, ne nous permet pas de 
savoir si une fonction donnée a des fonctions primitives & vnriatioii non 
bornée (*). 

1 33. La fonction f (x) donnée par f (x) = x2 sin pour r =+ O et 
2 4  

f (O) = O est continue et à variation non bornée. 

(*) Ce dernier résultat était évident puisque (Note du 5 26) toute int4grale indéfinie 
est à variation bornée. 

Ln démonstration qui précède montre que, pour obtenir une fonction f (x) a> 1 nrintion 
non bornée connaissant sa  dérivée, par une méthode analogue a celle que nous avons 
employée quand f est & variation bornée, il faudrait mettre un certain ordre dans les 
termes des séries telles que 2 mi m [Eg (ai)], t j t i  m (ei ') .  

La généralisation de la notion d'intégrale indéfinie donnée dans le paragraphe suivant, 
permet dans quelques cas d'obtenir ce résultat; aussi elle donnera des fonctions primitives 
à variation non bornée. 
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En effet 

donc la aomme des variations rst 2 l - série dhergente. 
k z $ L  

2 
Cette fonction admet une dériv6e f '  ( x ) ,  

1 2  f 1 ( x ) = 2 x s i n - -  1 
COS -, pour x =:= O 

z2 3 xC 
et 

f ' ( 0 )  = O  

f '  ( x )  nous fournit un exemple de fonction non bornée, sommable, n'ayant 
pas d'intégrale. f'(x) étant donnée, les méthodes précédentes ne permettent 
pas de trouver f (x). 

11 est intéressant de remarquer que la définition classique de l'intégrale 
d'une fonction devenant infinie dans le voisinage d'un point, permet de trouver 
f (x) connaissant f l ( x ) .  C'e8t que, dans le cas où la fonction à intégrer n'est 
pas bornée, la définition que nous avons adoptée ii'est pas une généralisation 
de la défillition classique, elle est autre que cette définition, mais concorde 
avec elle lorsque toutes deux s7a.ppliquent. II serait d'ailleurs très facile de 
généraliser la notion d'intégrale définie de fqon  que 1s définition classique 
et celle que nous avons adoptée deviennent des cm particuliers d'une 'défi- 
nition plus générale. Pour simplifier les énonc6s qui suivront, nous conser- 
verons cependant au mot iîztégvale définie le sens précédemment adopté, mais 
nous étendrons le sens du mot i n t é g ~ d e  ind<filzie. 

Nous avons vu que tolite int,égrale indéfinie était continue. Si mainte- 
nant nous considkrons cette propriété comme l'une des parties de la définition 
des intégrales indéfinies, nous sommes conduits à dire que: 

Utze fonction f (x) dkfitzie d a m  ( a ,  0 )  a d a m  cet intemulle trne inté- 
g w l e  itadéjnie F (x), s'il exisie une fonction cotztinue F(a) ,  et wze s e d e  ic 
tivze ronstcrtzte additive près, telle que l'on ai t  : 

b 

F @ ) - ~ ( n ) = / f ( x ) d %  
a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I n t é g d e ,  Longueur ,  il i re .  27 1 

pour tous les sys tèmes  de nonzbves a e t  b choisis, entre a e t  6 ,  d e  manière 
qtce te  second menzbre a i t  zr tz  sens (*). 

34. L'intBgrale indéfinie d'une fonction ddrivée est toujours une de  ses 
fonction? primitives puisqu'une fonction primitive est continue et, d'aprSs ce 
que nous avons dit, vGrifie bien l'égalité 

toutes les fois que le second membre a un sens. 
Nous saurons ainsi trouver la  fonction primitive de  la  fonction f '  (:c) du 

paragraphe 30. 
Mais il est facile de former des fonctions dériv6es n'ayant pas d'inté- 

grales indéfinies. 
Soit o, (x) une fonction dérivable définie entre O et 1 s'annulant pour O 

et  1 ainsi que sa dérivée, ayant une variation bornée dans tout intervalle 
inté'riezw à (0, l), ayant une variation non bornée dans tout intervalle dont 
une des extrémités est O ou 1. 

On sait trouver q, (z) quand on connaît y.' (x), car rp ( x )  est celle des in- 
tégrales indéfinies de y' (x) qui s'annule pour x = O. 

Considérons un  ensemble E fermé non dense dans toute partie de (O, 1) 
et de  mesure non nulle; par  exemple, celui que l'on obtient en retrancharit 
de (O, 1) une suite indefinie d'intervalles dont les milieux sont les points 
d'abscisses rationnelles e t  dont l a  somme des longueurs est inférieure B 1. 

Définissons une fonction f (x) continue, par l a  condition d'être égale à 
x - n  ( b  -aj2 dans tout intervalle (a, b) contigu à l'ensemble E .  f  (x) est 

alors nulle en tous les poiiits de E. Cette fonction est dérivable, s a  dérivée 

est nulle pour les points de El @ale à ( b  - a)  pf ( )  pour les points d'un 

intervalle (a, b) contigu A E. 
Cette dérisée f '  (x) n'admet pas d'intégrale indéfinie. E n  effet si elle en 

admettait, ses intégrales indéfinies seraient f (z) + c'y Mais soit # (x) la fonc- 
tion qui représente la  mesure ,de l'ensemble de  ,ceux des points de E qui 

(*) Compwer cette définition avec celle que donne M.' J O R D . ~  de l'intbgrale définie 
d'une fonction non bornée. Cours d'Amlyse,  Le Edition, Tome II, p. 46 à 91. 
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sont dans l'intervalle (0, z); 4 (x) est 'une fonction continue, constante dans 
tout intervalle contigu à E, donc f (xj + + ( r )  satisfait à l'égalité 

pour tous les systèmes a ,  pour lesquels le 
Les définitions que nous avons données 

soit possible de parler d'intégrales indéfinies 

(z) d n: 

second membre a un sens. 
ne suffisent donc pas pour qu'il 
de f '  (XI. 

Le problème de ln recherche des fonctions primitives n'est pas complè- 
tement résolu (*). 

35. Soit f ( x )  une fonction continue; on peut donner à h une suite 
de valeurs tendant vers zéro telles que 

f (xo + h) - f ixo) 
IL 

ait une limito. L'ensemble des nombres ainsi définis, correspondant aux va- 
leurs positives de h,  admet nne limite supérieure Ad et une limite infkrieure 
Ad qui  sont les extrhmes oscillatoires à droite de la fonction f (r), pour le 
point x,. De même on définit A g ,  l g .  Ces quatre nombres sont les nombres 
dérivés; dans certains problèmes ils rendent les mêmes services que la dé- 
rivée ("*). 

Le problème suivant: Trouve!. une fonction connaissant l'un de ses fzorn- 
bres dér.iv& (***)), est donc une gériéralisation du problbme que nous venons 
de h i t e r .  

Quelques cas particuliers de ce problème se résolvent à l'aide de l7inté- 
gration au  sens de RIEMANN (DINI, loc. cit.). L'intégration, telle que nous 

(*) On peut dire que nous savons résoudre ce problème lorsque l'intervalle de varia- 
tion de x: peut  è t re  considéré comme somme d'un ensemble non dense E et de l'ensemble 
des intervalles ( x ,  p) contigus à E, l'enseml~le E étant réductible et  l a  fonction proposée 
ayan t  une intograle indéfinie F ( x )  dans chaque intervalle (sc, p). 

Xdme s i  E n'est pas réductible le  prol~lèine peut &the résolu, ii. condition que, la 
fonction sgit intégrable dans E e t  que 1 s  sér ie  des quantités [F(P) - E'(a)] soit absolument 
convergente. Il  en e s t  ainsi dans l'exemple précédent, mais ce n'est pas  l e  cas  général. 

y*) Voir DINI: Fondamenti per la teorica delle fuiwioni di vcirinhili renli. 
Pa*) Ce problème a un sens; c'est-à-dire que toutes les fonctions qui ont un mEme 

nombre dérivé donné ne diffèrent que p a r  une constante (VOLTERRA. Sui pi-incipii de1 Cnlcolo 
Integrale. Giornnle de Battaglini, XIX). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Intégrale, Longueur, Aire. 273 

l'avons définie, permettrait de le résoudre dans des cas plus étendus. Nous 
nous bornerons aux indications qui suivent. 

Tout d'abord, si l'un des quatre nombres d6rivés est toujours f in i ,  Ad 
par exemple, c'est une fonction sommable. E n  effet cherchons l'ensemble E 
des valeurs de x: pour lesquelles Ad est supérieur à un nombre dot1116 M. 
Donnons à h toutes les valeurs positives rationnelles inférieures à E , ;  à cha- 

cune d'elles correspond une fonction i ( x  t h )  - i = g i r ,  h). A y (x, h)  Iz 
correspond un ensemble mesurable E(h)  formé de tous les points pour les- 
quels on a:  

y($, h )  > M. 

Soit X ( E , )  l'ensemble somme de tous les E ( h ) ;  il est mesurahle. 
A E ~ ,  e3 . . . correspondent E (EJ, E ( E ~ ) .  . . 
Si les E tendent vers zéro, l'ensemble commun à tous les E (ci) qui est 

mesurable contient l'ensemble cherché, plus des points pour lesquels on a :  
Ad = M. Cela suffit pour qu'on en conclue que la fonction Ad est sommable. 

Supposons maintenant que l'un des quatre nombres dérivés soit born6, 
auquel cas tous les autres le sont. ('). Ad aura alors une intégrale. 

Considérons une suite de nombres positifs décroissant jusqu'à zéro l t , ,  h,. . . 
et les fonctions 

A chaque valeur de x correspond une valeur n telle que, pour i 2 ~ t ,  on a : 

Soit Er, l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on rt n 5 k. Le 
compl4memtaire C (Ek) pris par rapport à l'intervalle considér6 a une me- 

' 1 sure qui tend vers zéro avec - et pour les points de cet ensemble on a :  
k '  

(*) Car si Ad est toujours compris entre A e t  B, le rapport  - (" est  toujours 
b - a  

compris entre -4 et B. (Voir DINI, Fondamenti, etc.). 
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~i M est la limite supBrieiire de la valeur absolue de A d .  Donc (*) 

Evaluoris le premier membre 

Lorsque lc augmentc indéfiniment cette quantité tend vers f (b) -  f (a), 
on a donc 

b 

a 

De même on trouverait 
1> 

Donc si les deux nombres dérive's à droite (ou à gauche) d'une fonction 
f (x) sont bornés et otzt wême intégrale,  leurs  intégrales indt?finies sont égales 
à f (ni)  & une constante additive près. 

III. INTEGRALES DEFIRIES DES FONCTIOKS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

36. Il n'y a aucune difficulté à étendre les résultats obtenus aux fonc- 
tions de plusieurs variables. 

TJne fonction f sera dite sommable si l'ensemble des point~i pour lesquels 
on a :  

n < f < b  

est meeurable, quels que soient les nornbres n et b.  

(*) POUP que y (x, hk) d m  ai t  un sens il faut  que f (2)  soit dFfinie dans a, b + hk- i 
a 

I l  suffit de définir f ( x )  comme constante et égale a f (b)  pour x plus grand que 8. 
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Les fonctions continues par rapport à l'ensemble des variables sont som- 
mables. La somme, le produit de deux fonctions sommables, la limite d'une 
suite de fonctions sommables sont des fonctions sommables. Donc les fonctions 
discontinues que M.' BAIRE appelle fonctions de pren~ière classe, de seconde 
classe, etc. sont somrnables. 

Les fonctions de n variables continues par rapport à chacune d'elles sont 
de 14 - lème classe au plus ("), doiic elles sont sominables. 

Soit f une fonction sommable. Considérons des nombres 

tels que nti - mi-., ait un maximum Q. 

f = mi pour les points d'un ensemble mesurable ei; mi  < f < mi+ ,  pour 
les points d'un ensemble mesurable eli. Les deux sommes 

ont en même temps un sens ou n'en ont pas. 
Si elles ont un sens, il en est de même quels que soient les mi choisis 

et ces deux sommes tendent vers une même limite quand ri tend zéro. 
Cette limite est l'intégrale de f. a et 2 ont un sens lorsque f est bornée 

de sorte que toute folaction sorn~~zable bor.rz&e a uzclze intégrale. 
Les définitions qui précèdent s'appliquent, que la fonction soit définie 

dans un domaine ou pour les points d'un ensemble, lequel devra nécessairement 
être mesurable pour que la fonction soit somniable. 

Soit une fonction f bornée définie dans un ensemble E mesurable. Si 
f n'est pas sommable il existe une infinité de fonctions sonimablcs bornées (p 

telles que l'on ait toujours 
f (4 > ? (4- 

Soit y ,  (x), y, (x). . . une série de ces fonctions dont les intégrales ten- 
dent vers la limite supérieure des intégrales des fonctions (p. Soit S, ( x )  une 
fonction égale pour chaque valeur de x, B la limite supérieure des iiombres 
y ,  (xo), rpz (x,) . . . On démontrera facilement que J, (x) est soininable. Son in- 
tégrale n'est pas infhieure aux intégrales des fonctions cpi ($) et comme $ (x) 

(") Voir LEBESGUE. Sur Z 'nppox i~~a t ion  des fonctions. (Bulletin des Sciences Mathé- 
matiques, 1898.) 
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est une fonction y (x) l'intégrale de + (x) est exactement égale à la limite 
supérieure des intégrales des fonctions g (x). 

Donc, étant donnée une fonction bornée f, i! existe une fonction soin- 
mable + non supérieure à f et  dont l'intégrale est la limite supérieure des 
intégrales des fonctions sommablea non supPrieures à f. C'est l'intégrnle h l -  

férieure de f. 
On définirait de même l'intégrale supérieure (*). 

37. Nous allons rechercher si l'on peut ramener le calcul d'une in- 
tégrale multiple à des calculs d'intégrales simples. E n  nous bornant au cas 
de deux variables nous allons essayer de généraliser la formule classique 

L e  cas le plus simple que nous ayons à examiner correspond à f = 1. 
Nous avons alors à évaluer la mesure superficielle d'un ensemble en fonction 
des niesures linéaires de ses sections. Les considérations développées aux pa- 
ragraphes 18 et 19 résolvent un cas particulier de ce problème. 

Soit E un ensemble plan mesurable. Nous désignerons par E (xo) l'en- 
semble des points de E dont l'abcisse est zo, c'est-à-dire la section de E par 

== x , . E (x,) n'est pas nécessairement niesurable, s'il existe des ensembles 
de points sur une droite non mesurables linéairement, puisque tout ensemble 
borné de  points sur une droite est mesurable siiperficiellement. Mais E (x,) 
sera mesurable (B) linéairement si E est mesurahle (B) superficiellement. Or 
on sait que E contient un ensemble mesurable (B) E, de mesure m (E) ,  la 
mesure de E, (x,) sera donc au plus égale i1 la mesure intérieure de E(x, ) ;  
c'est-à-dire au plus égale à l'intégrale inférieure, prise sur x = x,, de  1s fonc- 
tion (p égale à 1 pour les points de E, nulle pour les autres points. Donc 

mr [ E ,  (xo)] 6 [ y  ( ~ 0 ,  y) dy. 
i k  

En  se reportant au paragraphe 7 où a été démontrée l'existence de E, ,  
on voit que E, est défini comme formé des points communs à tous les ensembles 
de la suite A , ,  .4,, . ..; l'ensemble .4; Btant somme d'une infinité dénombrable 
de rectangles n'empiétant pas les uns aur les autres et dont les côtés 
parallèles à O x et  O y. Ai contient Ai+., , Ai . t 2  ,... 

(*) Toutes ces définitions s'interprètent géométriquement comme pour le cas 
variable. S'il y a n variables, il faut considérer un espace & n + 1 dimensions. 

sont 

d'une 
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Or ml [A, (x)] est la somme des mesures des sections par la droite d'ab- 
cisse x: des rectangles Cij qui composent A i .  On a donc 

In1 [A; (x)] = '8' [Cij (x)]. 
i 

Dans cette série les restes sont limités supérieurement en  valeur ab- 
solue, car  El étant borné tous les Ai sont situés dans un même domaine 
borné; e t  par  suite l'ensemhle (par rapport à i et à x) des nombres f i lr  [Ai(x)] 
est borné. Cette série est donc iritégra1)le terme à terme, 5 25. 

L'intégrale de rnl [C, (x)] est l'aire de Ci;, donc 

Or les limites pour i infini des nombres ?}il [ A i  (rc)], m, (A,) sont ml [EI(x,]  
e t  m,(E,) et comme I'enseinlile de ces nombres est borné, on a :  

!"ml [E, (x)] d 2: = li rn 111,~ [ A  (x)] d x = li m I ~ S  ( A , )  = (E,) (*). J" i= xi i=m 

On peut donc en conclure q u e :  

e t  aussi que 

?"dE.)5j" (j+, y P y ) d x .  
inf. inF. 

De, la même façon on démontrera que : 

De là on conclut que l'on a :  

(") Ce raisonnement peut è t re  interprété de la fai;on suivante: na, [El (L)] est  une 
fonction de seconde classe au plus. 

(**) Jusqu'ici les intégrales sont étendues i certains segments des a s e s  Oz e t  Oy. 
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Pour la fonction f - 1 définie seulement dans l'ensemble sommable El 
dont les sections ne sont peut-être pas toutes mesurables 

l'intégrale par rapport à z étant étendue à l'ensemble e projection de E 
sur O :cl la seconde A l'ensemble E (x) .  Mais ces deux ensembles ne sont peut 

être pas mesurables linéairement. L e  signe indique la limite siip6rieure des i 
inf.int. 

intégrales inférieures de f étendues aux ensembles mesurables contenus dans A .  
L'égalité précédente peut encore s'écrire 

38. L a  formule trouvée pour exprimer f d x d y est générale, elle 
h' 

s'applique à toutes les fonctions soinrnables bornées. 
Désignons par y (x, y) une fonction égale à f pour les points de E, nulle 

pour les autres points. Si E est tout entier intérieur au rectangle O A C B 
dont les c6tés O A et  O B  sont portés par o z  et o y, la formule B dérnon- 
trer est équivalente à la suivante 

* A B A B 

y ( " ,  y ) d x d y =  
OAGB U.inf. O,inf. O,SUP. 0 , s u p .  

C'est cette forinule que nous allons démontrer. 
Soient B I , ,  In,. . . nl, les divisions de l'intervalle de variation de y (x, y). 

Désignons par ypp (x, y) la fonction 6 g d e  h rp pour les points de ep (notl C I  t' I O ~ S  

du 3 19), nulle pour les autres points, et  par $> (x, y) la fonction égale h y 
pour les points de elp,  nulle pour les autres points. 

On a :  
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, - IIipp (r,  y) d z d y est @le à >np . m (e,) et, d ' a p r l  le paragraphe pr6ei- 

dent, on a:  

I I y>  (2, y) d  x d y est comprise entre nip nz (eb) et <n,+, m (e;); d'ailleurs si 

l'on remplace par mie fonction $J, égale à m, ou mnpt, en tous les points 
où yp  est différente de zdro, nulle quand est nulle, on modifie 17intBgralC! 
de moins de (mp+, -mp) rn (etp) .  De plus les deux expressions 

inf. inf, lof. inf ,  

diffèrent ausside moins de (mp+, - mP)in (e>).Donc, à moins de 2 (nlP + , - s / ~ ~ )  m ( e i )  

près, on a: 

J ' JYxx ,  Y W ~ Y  = J' ( ( ~ ( x ,  y ) d y ) d x .  
inf. inf. 

Soit .q le maximum de r)nP - mp; à moins de 2 r ]  m (O A C B) près on 
aura 

.(JY(X, Y W ~ Y =  Y 3 j ( J e ( x , y ) d y ) d x +  ;J ( I P ' ~ ( ~ ,  y)dy)do:  
iiiî'. ini', iuf. inf. 

.(' (JY(X,  ! d d l l ) d x - ~ [ (  Y (hpk ~ ) d y ) d x +  f (/&(x, y ) d y ) d x j .  
i nL  inf. inf. inP. inf .  iiif. 

On a donc, quel que soit q 

[ ( Y ( X ,  ~ ) d x d y f - J  ( j g ( x ,  y ) d y ) d s + 2 ~ . m ( 0 - 4  B C ) .  
inf, inf, 

Annuli di Malemahka, Serie III, tomo VII. 37 
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De cette inégalité et de l'inégalité analogue relative a u x  intégrales su- 
périeures, résulte la formule annoncée. 

39. Si la fonction donnée est telle que tous les ensembles elp  soient me- 
siirables (E), auquel cas on pourra dire que la fonction est sommable (BI ,  la 
formule se simplifie et devient 

A B 

C'est la forinule classique. On sait que cette formule doit être renlplacée 
pnr une  formule plus compliquée, analogue à celle que nous avons obtenue, 
quand on s'occupe de l'intégration, au sens de RIEMANN, appliquée dans toute 
sa généralité ( *). 

Parmi les fonctions soinmables (B) on peut citer les fonctions continues, 
les limites de fonctions continues ou fonctions de première classe, les limites 
des fonctions de premibre classe ou fonctions de seconde classe, et d'une 
nianière gknérale toutes les fonctions de classe 91, qz étant fini. 

En particulier la'formule classique simple est applicable aux fonctions 
de 12 variables continues par rapport à chacune d'elles. 

Cette fwmule est aussi applicable aux fonctions fyp, f, (**) si elles exis- 
tent et  sont bornées. 

Donc on a : 

Cette formule résout le problème qui, dans le cas de deux variables, est 
l'analogue de celui concernant la recherche des fonctions primitives. 

40. On peut Btendre quelques-uns des résultats précédents aux fonc- 
tions non bornées. 

Une fonction non sommable non bornée peut avoir une intégrale infé- 
rieure et ilne intégrale supérieure. Sans qu'il soit nécessaire de reprendre les 
raisonnements précédents on voit que l'on a : 

inf. inf. sup. sup, 

(") Voir JORDAN (10~ .  cit.) $3 56, 57, 58. 
("*) Car elles sont de seconde classe nu plus. 
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toutes les fois que les intégrales qui interviennent dans cette formule ont un 
sens. I l  en est de même pour la formule classique 

Les raisonnements ernployés dans ce chapitre ont conduit à une généra- 
lisation de la notion d'intégrale ddfinie. 

Pour qu'une telle généralisation puisse servir il faut qu'elle satisfasse à 
certaines conditions que l'on aperçoit facilement et qu'on peut imposer a 

. . 
priori. 

Voici quelques unes de ces conditions. I l  faut que l'on ait :  

Il faut que la  définition adoptée contienne comme cas particulier celle 
de RIEMANN. 

11 faut qu'il n'y ait pas de différences notables entre le cas d'une va- 
riable et le cas de plusieurs variables. 

Enfin, si l'on veut que l'intégration permette de résoudre le problème 
fondamental du calcul intégral : trouver une fonction connaissant sa dérivée, 
il faut que l'intégrale définie d'une fonction dérivée, consid6rée comme fonc- 
tion de sa,limite supérieure, soit une fonction primitive de f. 

L a  définition que j'ai adoptée, au moins pour le. cas où l a  fonction à 
intégrer est bornée, remplit bien toutes ces conditions. Mais ces conditions 
ne suffisent pas pour définir l'intégrale d'une fonction bornée, (sauf dans le 
cas où la fonction est une somme algébrique de fonctions iritégrables au sens 
de RIEMANN et de fonctions dérivées,) de sorte qu2 les méthodes du premier 
chapitre (*) n'ont pu être employées. 

(*) Ces méthodes sont analogues a celles de M.' DRACH. (Essai sur une tliéorie gé- 
nérale de l'Intégration - Introduction à l'Etude de la Tliéorie des nombres et de l'Algèbre 
supérieure.) 

Vair à ce sujet l a  note 1, page 48 de l'ouvrage de M.' BOREL. 
Voir aussi HADAXARD, Géométrie Eléinentaire, lère Partie. Note B. 
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Ne pouvant démontrer que l a  définition proposée était la seule reniplis- 
sant les conditions imposées, j'ai essayé de montrer qu'elle était naturelle et 
qu'au point de vue géométrique elle apparaissait presque comme nécessaire. 

J'ai essayé de plus de montrer qu'elle &ait utile : elle permet en effet 
de résoudre le problème fondamental du calcul différentiel dans tous les cas 
où la fonction dérivée est bornée, et, comme conséquence, elle permet d'in- 
tégrer des équations différentielles qui se ramènent à des quadratures. P a r  
exemple, f (z) étant une fonction bornée quelconque, nous saurons reconnaître 
si l'équation : 

~ ' + a y = f ( x )  

admet de:$ solutions'et, si elle en admet, les trouver (*). 
Dans les chapitres suivants, où il est question des noiions de longueur 

et  d'aire, on trouvera des applications géométriques de l'intégration. 

CHAPITRE III. 

Longueur des courbes. 

4 1 .  Nous nous proposons dans ce chapitre de définir la longueur d'une 
courbe plane ou gauche (**;. 

Ces mots - longueur d'une courbe - sont d'un emploi constant dans 
le langage usuel. On sait par exemple mesurer la longueiir d'une route, d'une 
rampe d'escalier. Supposons que l'on effectue cette mesure à l'aide d'une règle 
rigide; le procédél employé montre que l'on appelle ordinairement lorigueur 
d'une courbe, ou plus exactement valeur approchée de cette longueur, la 

(') Cette remarque conduit à des problèmes intéressants. P a r  exemple, f (x) e t  y (x) 
&tant  bornées, toutes les  solutions de l'équation 

sont-elles comprises dans la formule classique y -= 1 <p (x) eJf(x)dx d 3: . e - J f ( ~ ) d x ?  

(*') Une courbe gauche s e  définit comwe une courbe plane à l'aide de trois équations 
a u  lieu de deux, 
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longueur, c'est-à-dire la soinme des loilgueurs des côtés de lignes polygo- 
nales qui se confondent avec la courbe au degré de précision que l'on peut 
atteindre. 

Lorsque l'on raisoime sur la longueur d'une courbe comme sur un rioni- 
bre déterminé, on fait l'hypothèse que, par des mesures convenables, on ob- 
tient des valeurs approchées ayant une limite que l'on appelle la longueur 
de la courbe considérée. 

L a  longueur d'une courbe C 

est ainsi définie comme liinit,e des longueurs de  lignes polygonales tendant 
uniformément vers la courbe, c'est-à-dire que les coordonnées de la pièl l le  de 
ces lignes Cp s'expriment par 

f p ,  v p ,  J/p tendant uniformément vers f, y ,  +. 
Nous dirons que C est la limite des Cp. 
Si, quelle que soit la suite de lignes polygonales tendant vers une courbe C, 

la suite correspondante des longueurs avait une limite, qui serait par cons& 
quent independante des lignes polygonales choisies, ce qui précède suffirait 
à définir la longueur de l a  courbe C. Mais il n'en est pas ainsi et l'on peut 
choisir les lignes polygonales de façon que leurs longueui~s auginmtent indé- 
finiment. 

Donner une définition de la longueur d'une courbe, c'est donc dire quelle 
suite de lignes polygonales on choisit. 

D'après M.' PEANO (*), les postulats qu'admettait Archimède équivalent 
à la définition suivante : 

La longueur d'un arc de courbe plane convexe est la  valeur commune 
de la limite supérieure des longueurs des lignes polygonales inscrites et de 
la limite inférieure des circonscrites. 

Archimède démontre d'ailleurs l'identité des limites dans les cas qu'il 
étudie. 

La définition ordinairement adoptée est la  suivante: 

(*) Atti della Reale Accadmia dei Lincei. Rendicoiiti 1900, 1." Semestre. 
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L a  longueur d'un arc de courbe est la  limite vers laquelle tend la lon- 
gueur d'une ligne polygonale inscrite dans la courbe quand le nombre des 
côtés de cette ligne augmente indéfiniment de façon que la longueur maxi- 
mum des côtés de cette ligne tende vers zéro ("). 

M.' PEANO adopte la première partie de la définition d'ilrchiméde: la 
longueur d'une courbe est la limite supérieure des lignes polygonales ins- 
crites. 

L'identité de ces définitions se démontre facilement, elle résulte d'ailleurs 
des résultats que nous allons obtenir. 

42. Si l'011 veut qu'il g ait quelque analogie entre le sens vulgaire et le 
sens mathématique du mot longueur, i l  ne faut essayer de définir la  longueur 
d'une courbe C, que s'il existe une suite de lignes polygonales ayant C pour 
limite et  telle que la. suite correspondante de longueurs n'augmente pas indé- 
finiment. Nous appellerons c,es courbes, cotwbes rectijables. 

Pour définir la longueur de ces courbes, rappelons d'abord quelques dé- 
finitions. 

Soit un ens2mble de suites de nombres. Les valeurs qui forment l'une 
de ces suites forment un ensemble E, l'ensemble dérivé de E est l'ensemble 
de toutes les limites de la suite considérée. L'eiisemble des ensemt)les E' 
ainsi définis est l'ensen~ble des limites des suites de l'ensemble considéré; la 
limite supérieure de cet ensemble est ce que l'on a.ppelle depuis CAUCHY la 
plus grande des limites. On definit de même la plus petite des limites. 

Ces deux nombres, que l'on appelle aussi quelquefois limites supérieure 
et inférieure d'indétermination, peuvent être infinis. 

Soit une courbe (7, considérons l'ensemble des suites formees des lon- 
gueurs des lignes polygonales tendant uniformément vers C. 

L a  plus grande des limites de l'ensemble est infinie. Il en est de même 
de la plus petite si C n'est pas rectifiable. Au contraire si C est rectifialde 
la plus petite des limites est finie. 

Nous appellerons longueur d'une courbe C, la plus petite des limites 
vers lesquelles tendent les longuezcrs des lignes polygonales tendant zcnzfw- 
mément vers C. 

Une courbe rectifiable a une longueur finie. 

(*) Les conséquences de cette définition ont été particulièrement étudiées par 
LUDWIG SCHEEFFER (Acta Mathematica, tome V) e t  par M.' JORDAN dans la seconde édition 
de son cours d'Analyse. Voir aussi STUDY. Mathematische Annalen, XLV. 
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Une courbe non rectifiable n'a pas de longueur, ou si l'on veut a une 
longueur infinie. 

43. Soit une courbe C d'extrémités A et  B. Toute ligne polygonale 
dont les extrémités tendent wers A et E a une longueur qui ne peut tendre 
vers un nombre inférieur à la longueur de A B. C'est-à-dire que l a  longueur 
d'un arc de courbe n'est pas inférieure 9 la longueur de la corde. 

Marquons sur l'arc A B  entre A et B un point D. L'arc .-1 B est dit la 
somme des arcs A D et D B et  la longueur de l'arc A B est évidemment la 
somme des longueurs des arcs A D et D B. Donc la longueur de l'arc A B 
n'est pas inférieure à A D + D B. 

En  raisonnant ainsi on voit que la longueur de l'arc est supdrieure ou au 
moins égale à celle d'une ligne polygonale quelconque inscrite (*). 

Considérons une suite de lignes polygonales inscrites, telles que le maxi- 
mum de la longueur des côtés tende vers zéro. Ces lignes tendant uriifor- 
mément vers la courbe, la plus petite limite de la suite correspondante des 
longueurs n'est pas inférieure à la  longueur de la courbe C. Mais d'après ce 
que nous venons de voir tous les nombres de cette suite sont R U  plus bgaux 
à la longueur de C; la plus grande limite est au plus égale à cette longueur. 

Donc la suite des longueurs considérées a pour limite la 1o;gueur de C 
et il -y a identité entre la définition que nous avons adoptée et l a  définition 
classique, celle de SCEEEFFER et de M.' JORDAN. 

Nous avons en même temps démontré l'identité de cette dGfinition et de 
celle de M.' PEANO. 

E n  adoptant la définition qui n été donnée, on obtient une analogie 
comyléte entre les définitions des longueurs et  des aires. L'identité de cette 
définition et de la définition nous permet de trouver la longueur par 
iiiie infinité dénombrable d'opérations. 

44. Nous disons qu'une courbe C 

x = f ( t h  Y = ? (th 2 = + (4 (1; 

est la limite d'une famille de courbes Cp 

si f,, y p ,  #p tendent uniforn16ment vers f ,  p, 4. 

(*) On suppose bien entendu que, dans l'ordre oh ils se présentent sur la l igie  po- 
lygonale, les sommets de cette ligne correspondent a des valeurs croissantes de t. 
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De ce qui prbcède résulte que la longueur de (I est au plus égale à la 
plus petite limite des longueurs des Cp; et qu'il existe des familles de courbes Cp 
telles que la longueur de C soit la. limite des longueurs des Cp. C'est ce que 
nous exprimerons en disant que la longueur d'une courbe C est la plus petite 
limite des longueurs des coui-bes dont C est la limite (*). On peut donc poser 
ainsi le problème de la mesure des longueurs des courbes. 

Attachel. à chaque courbe un n~nzbre positif. fini ou infini que l'on 
appellera sa longzrezrr et satisfaisant aux conditions suivantes : 

1." II existe des courbes ayant une longuezrr jn ie .  
2.' Deux coudes égules (**) ont même longueur. 
3.' Une courbe somme de deux autres (***) a pour longueur la somme 

des longuezws de ces deux a u t ~ e s .  
4." La longzleur d'une courie C est la plus petite limite des longueurs 

des lignes polygo~lales dont C est la linrite. 
43. Soit C une courbe rectifiable, la longueur ( O ,  t )  de l'arc s ( t )  est 

une fonction croissante de t .  Donc les quantités s (8 - O), s (0 + 0)  existent. 
Considérons la courbe C ( E )  formée de l'arc (0, O - e )  de la droite 0- E ,  + E 

et de l'arc (8 + E, 0 + h). Quand E tend vers zéro C ( E )  tend vers C. Or la 
longueur de C ( E )  est 

En faisant tendre E vers zéro, on déduit: 

d'où il résulte 4 (8  + O) = s ( 0  - O )  et s (t) est une fonction continue de t. 
Il existe des courbes dont aucun arc n'est rectifiable. 11 en est ainsi, 

(") Si l'on considére la longurur  comme fonction de l a  courbe, on peut  dire que 
l n  fonction es t  par tout  égale à son minimum ou encore semi-continue inférieurement 
(RAIRE, ]OC. cit.). 

(**) Deux courbes sont égales si' l'on passe des formules qui dbfinissent la première 
i celles qui définissent 13 seconde p a r  les formules du changement de coordonnées. 

(*"*) S i  les d e u s  courbes composantes sont données p a r  x = f ( t ) ,  y = y ( t) ,  z = $ (1)' 

n & t 5 b e t  x = fi ( t ) ,  y = ml ( t ) .  z = '+, (t), al i t 5 b, , avec f (b) = f (a,), y ( C )  = y (a,) ,  
+ ' 6 )  = 4 (a,). Ln courbe somme es t  définie p a r  z = F ( l ) ,  y = @ ( t ) ,  z = W (t) avec P= f, 
@=y,  W=~+,sia~t~OetF(I+b-a,)=f,(t),@(~+b-a,)=y,(t),\Z:(t+b-n~)=+,(t) 
si b ~ t 6 b + b ~  -a, .  
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pour certaines valeurs de a e t  de  b, de la courbe 

Soit une courbe r somme d'une coui*be rectifiable C e t  d'une courbe Cl 
dont aucun a rc  n'est rectifiable. Si CI correspond h l'intervalle (0, 6),  s ( t )  est 
une fonction continue croissante entre O et 8, puis pour t supérieur h B cette 
fonction devient infiiiic. 

46. Nous appelleroris projection de la courbe (1) sur l'axe des x la, 
courbe 

x =  f ( t ) ,  y = 0 ,  z = 0 ;  

et sur le plan des x y la  courbe 

A un polygone inscrit dans la courbe (1) correspond un polygone ins- 
crit dans l a  courbe projection. 

Chaque côté d'un polygone projection est au plus égal au côté projeté, 
donc les pmjections d'une courbe rec i i jab le  sont rectifiables. 

D'ailleurs un côti! projeté a une longueur au plus égale à la somme 
des longueurs des trois côtés projections sur les trois axes de coordonnées, 
donc s i  urze cozcrbe a des pvojections ~ec t i f iab les  sutn les t rois  axes  de  coor- 
données elle es t  rectifiahie. 

47. Cherchons la, forme l a  plus générale de la fonction f ( t )  pour que l a  
courbe z = f (t)  portée par  l 'axe des x soit rectifiable. 

Coiisidéroris un polygone inscrit dans cette courbe, ses sonimets corres- 
pondent aux  valeurs croissantes a = t,, t ,  . . . tn = b de t.  L a  longueur do ce  
polygone est 2 1 f ( t* )  - f (ti-.,) 1 ,  cette quantit6 s'appelle encore In variation 
de f pour le système de  valeurs t,, t , .  . . t,. 

Cette somme se  décompose en  deux autres Z,, 8 , .  La première corres- 
pondant aux  termes f ( t i )  - f ( t i - , )  qui sont positifs, la seconde a u x  termes 
négatifs. On les appelle rariat ion positive e t  variat ion n6gatiz;e de f pour le 
système t,, t ,  . . . f,. 

Supposons que a et b restant fixes, le nombre des t i  augmente indéfini- 
ment de manière que le maximum de f i -  t i - ,  tende vers zéro. Dès que ce 

(") Voir JORDAN, (ioc. cit.), page 318. 
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maximum est inférieur à un certain nombre v ,  2 ;  + 2,  diffère de la longueur 
de l'arc de a à b  de moins de E ,  si cette longueur est finie, et est plus grande 
que M, si la longueur de I'arc de a à b est infinie; Eans quoi il serait pos- 
sible de trouver une suite de polygones inscrits tendant vers la courbe et dont 
les longueurs ne tendraient pas vers celle de la courbe (*). Donc 2 ,  + 2, a 
pour limite la longueur de I'arc (cl ,  b); cette quanti& s = u s'appelle la va- 
riation totale de f entre a et b. Si cette variation est finie, la fonction f est 
dite à variation bornée entre a et b. Si la variatiori est infinie la fonction 
est à variation non bornée. 

1, - 1, est toujours égale à f ( b )  - f (u), donc a pour limite f ( b )  - f (a ) .  
De là il résulte que 2,  et & ont des limites parfaitement déterminées 

p et n que l'on appelle l a  variation positive et la variation négative de f 
entre a et b ;  et l'on a :  

p + n = v  

P - = f ( b )  - f (4- 
Nous avons vu que si a est fixe, v est une fonction continue de b pour 

les fonctions à variation bornée. De ces formules il résulte que p et  n qui 
sont des fonctions croissantes, ou du msins jamais décroissantes, sont des 
fonctions continues. L a  formule 

f ( b )  = IP(4 + p - 12 
montre que toute fonction continue à tariation bornée est la  différence de deux 
fonctions continues non décroissantes. 

Pour une fonc t i~n  continue croissante n est nulle, donc une fonction 
croissante est à variation bornée. D'ailleurs si 

donc la différence de deux fonctions à variation bornée est une fonction à 
variation bornée. 

Il y a donc identité entre les fonctions à variation bornée et les diffé- 
rences de fonctions continues nor, décroissaiîies (*"). 

(*) E n  d'autres termes si des polygones inscrits T tendent vers  C l a  longueur de T 
tend uniformément vers  celle de C. 

(**) O n  peut dans ce t  énoncé supprimer le  mot contitiues, (voir à ce sujet JORDAN, 
loc. cit.'. 
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sont les équations d'une courbe vectifiaOle, f, y, + sont des différences de 
deux fonctioizs continues ?ton décroissantes et itzve~sement. 

48. Voici des exemples de fonctions à variation bornée. 
Soit dans l'intervalle (0, 1) un ensemble dénombrable de couples de  points 

ai ,  b; (ai < hi), tels qu'entre a; et hi ne se troiive aucun point a ou b d'indice 
inférieur h à. 

Désignons par f ,  ( r )  la fonction x,  et par f p  (x) la fonction continue qui 
admet a , ,  a ,,... a p ,  b , ,  h ,,... b, pour maxima ou minima, q i i i  entre deux 
de ces points est de la forme f x $ h et qui est égale à f,, (z) entre O et le 
premier des points d'indice au plus égal à p. 

On voit immédiatement que le maximum de 1 f p  (x) - fp.., (x) 1 s'obtient 
pour x = bp et est égal à 2 1 f p - ,  ( u p )  - f p - ,  (bp) 1 = 2 c p ,  si cP désigne la lon- 
gueur ap bp. 

Donc si la série 2 cP est convergente f p  ( x )  tend uniformément vers une 
limite f (x); et comme fp (x) a. entre O et x une variation totale égale à x,  
celle de f  (x) est au plus x. 

Pour les points d'indice au plus égal à p on a :  

L a  variation de f (x) pour le système a , ,  . . . ap,  b , ,  . . . bp est donc supé- 
rieure à 

x - 4p  2 Ep+h 

1 
donc si 2) 2 sp+h tend vers zéro aveo - , f (x) a x pour variation totale 

P 
entre O et  x. 

Soit un intervalle (a, p), si, les conditions précédentes étant remplies, 
l'ensemble des ap est partout dense on peut trouver dans (a, f i )  un intervalle 
(ap, b,). Supposons qu'entre ap et hp fp ( x )  soit de la forme x + h , ,  oii a: 

donc si, au moins à partir d'une certaine valeur de p, on a :  
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f (z) n'est pas toujours décroissante de a, à hp et a fortiori de n à p. Mais 
de même on prouverait qu'elle n'est pas crojssarite, donc dans tout  ilztervalle 
f (x) admet des mlrsiniu et des rnini~.~za. 

Pour réaliser toutes ces conditions prenons pour l'ensemble des milieux 
des (ai, bi) l'ensemble des nombres rationnels rangés dans un ordre quelconque. 
Prenons pour e l  un nombre irrationnel quelconque, tel que a, et  O, soient 

- 1  EL-i 
compris entre O et 1. Prenons pour le plus petit des nombres --, -- r 

1 2 
Z i - [  

3 
--. . . tels que a i  et bi soient compris enti;e O et 1 et qu'cntre ai et hi n e  

se trouve aucun des points a , ,  a,, . , . al-, , O , ,  b, . . . bi- l  . 
Nous d6finirons ainsi une fonction dont la variation totale entre O et x 

est x et  qui a d:ins tout intervalle des maxima et des minima. 
Traçons par rapport à deux axes rectangulaires la droite x = x, Soient 

A , ,  Bi les points de cette droite dont les abscisses sont ai, bi. 
Plions la feuille de papier sur laquelle nous avons tracé x = x  d'abord 

suivant la parallèle à O x passant par A ,  puis suivant la parallèle à O z pas- 
sant par BI ,  nous réalisons l a  courbe z = f ,  (x). E n  pliant de nouveau le 
papier aiitour des paralll'les à Oz passant par A, et  B, on réalise x = f i (%)  
et  ainsi de suite. 

Donc, avec une précision qui n'est limitée que par la possibilité d'ef- 
fectuer le pliage, on peut. réaliser les courbes x -  f (x) que nous venons de 
définir. On peut même démontier qu'en choisissant convenablement les A i ,  Bi 
on peut réaliser toute courbe x = f (x) de variation totale entre O et x 
6gale à r .  

49. On sait que, dans le cas simple OU les fonctions f ,  r p ,  + ont des 
dérivées continues on peut représenter la longueur par une intdgrale. Voici 
une première généralisation simple. Nous supposons que f', y', +' existent, 
soient bornées et intégrables au sens de RIEMANN. 

Soit A B une corde, dont les extrémités correspondent aux valeurs t j ,  
ti,., du paramètre. On a ;  

Désignons pnr m l ,  Ml;  In,, M , ;  9n,, M, les limites inférieures et sup& 
rieures de 1 f ' ( t )  1, 1 >' ( t )  1, 1 $' ( t )  1 entre t i  et ti+, . 

(7 Nous supposons les axes rectan~ulaires. 
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L e  théorème des accroissements finis montre que 

( t ic l  - t ; )  \'mi $ rn: $ mi 5 Long A B r  \ 'Mi  $- M i  $. M i  ( t i + ,  - t i ) .  

Soit une division t , ,  t , ,  ... t, de l'intervalle de variation de t ;  il lui 
correspond un polygone inscrit P et l'on a :  

1 (ti+ , - t i )  \'m: + mi + rn; r Long P r  2 ( t i+ ,  - ti) , M i  + M i  + M ;  . 
Si  entre les t j  choisis on intercale de nouvelles valeurs de t, la première 

somme augmente la troisihme diminue, donc elles tendent vers des limites 
quand on fait tendre vers zéro t i + ,  - t i ;  d'ailleurs ces deus  limites sont égales 
car la différence entre le premier et le troisiérne membre est au plus 

quantité qui  tend vers zéro car 1 f '  1, 1 y' [, 1 $' 1 sont intégrables 
y', +', le sont. 

L'expression 

, i - i )  \ f f 2  ( t  + ( 1  t l 2  7 i t  = 

puisque f', 

est comprise entre la prernière et  la  troisième somme, sa limite est l'intégrale 

qui représente donc la longueur de la courbe. 
50. Servons nous maintenant des résiiltats obtenus dans le chapitre 

précédent. 
S i  f', y', 4' existent et  si la courbe est rectifiable, ces dérivées admettent 

des intégrales et il en est par suite de même de \ i f '+ cp + + O. Réciproque- 
ment si cette quantité admet une intégrale, il eri est de même de f ' ,  y', +', 
car l'on a: 

\If"+y"++'"Iffll,  
et la courbe est rectifiable. 

Nous n'avons donc A nous occuper de  l'intégrale de \/ f'* + + +'O que 
pour les courbes rectifiables. Pour dhiontrer  que cette intégrale représente In 
longueur. de la courbe nous raisonnerons comme daris le chapitre précédent. 

Divisons les iiitervalles de variation (finis ou non) de f ' ,  y', 9' A l'aide 
de nombres mi. I l  en résulte une division en ensembles de l'intervalle de va- 
riation de  t. , . 
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Pour ceux que nous nommerons eijk on a: 

Pour ceux que nous nommerons eLJ.,, la première de ces indgalités est 
remplacée par: 

mi = f '. 

Nous aurons de même e!#, e;,; dans ces expressions a est un symbole 
indiquant celle des in8grilités qui est remplacée par une égalité et non l'un* 
des nombres entiers. 

Nous aurons encore les ensembles e p ,  Ies deux premières inégaliths sont 
remplacées par 

mi .= f ' ,  1 
1nj = y .  

Enfin nous aurons des ensembles eGk pour lesquels f ' ,  y ' ,  +' rzeront égales 
à m i ,  q, wzk. 

Tous ces ensernhles sont mesurables; en choisissant convenablement les 
nti tous ces ensembles, sauf les e,, ,  seront de mesure nulle. 

A chaque point t, de e,,, nous pouvons faire correspondre le plus grand 
intervalle possible (a, P )  de longueur inférieure à aGk, ayant t, pour milieu 
et tel que 

n < a ~ t , b < B  
entraîne 

Soit Eijk ( G ~ ~ ~ )  la somme de ces intervalles. Faisons tendre a,,, vers zéro, 
l'ensemble Eijk des points communs à tous les E j j k ( o Q k )  a même mesure 
que ei,~, . 

A chaque point t, de e i jk  nous pouvons faire ccmespondre le plus grand 
intervalle possible (a, P )  de longueur infkrieure à a",&, ayant t, pour milieu 
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e t  tel que 
a < a r t , ~ . b < B  

entraîne 

Soit Enjk (O,;IjR) la somme de ces intervalles. 
Faisons tendre simu1t:inément G& e t  ~ h ~ . ~  vers zQro, I 'ensetn~le EEtik formé 

des points communs à tous les E~,j~c(o~j,), a même mesure que e$k. On dé- 
finira de même ET (DY), Eijk (oijk). 

Si mi+, - mi est, quel que soit i, infdrieui à q l'intégrale de \ f"' + + t+ * 
est égale à 

il;: + mj + rn; [m (eijk) f m (e,$ldi. . . + m ( e u k , ]  Y 
Gk 

à moins de 2 V I  pi.ès, l'intégrale étant étendue 3 un intervalle de longueur Z. 
Or on peut choisir les nombres D et t assez petits, pour que cette somme diffilre 
aussi peu qu'on le veut, de  moins de D, de 

v== 5 + mj + nt: [ni [ E  (oJk)] + 111 [E:ik (cLjh)] $ . , . 4- i)t [EGk ( ~ ~ j ~ ) ] ]  
+k 

Parmi les intervalles formant les E on en peut choisir un nombre fini 
de manière que tout point de l'intervalle considéré soit intérieur à l'un des 
intervalles coriservés et  que les extrémités de l'intervalle considéré soient des 
extrémités d'intervrtlles conservés. 

Nous supposerons ces intervalles conservés A choisis de failon qu'aucun 
d'eux ne soit à l'intérieur d'un autre. La contribution dans V des intervalles 
non conservés est inférieure h D. 

Considérons delm intervalles conservés (a, b) ,  (a,, b , )  empiétant l'un sur 
l 'autre et  soit 

, a < a i < b < h ;  

supposons qu'ils c.orrespondent à Eijk ( D ; ~ ~ )  e t  E,p* ( c T ~ ~ ~ ~ ) .  Entre a, e t  b or1 
peut trouver un point c tel que entre a et c se trouve un point au moins 
de e i jk  et entre c et b ,  un point au moins de  el5,k ; en effet s'il en était au- 
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trement c'est que tous les points de e;jk et eiylkf contenus dans a b ,  seraient 
entre a et  b (ou entre a, et b,)  et en prenant dans a, b deux points a et. 
suffisamment voisins de a et b on aurait à la fois 

. ., 
et les inégalités analogues. Or on n'a pas à la fois i = i ', J = j  , k = k'. 

Nous remplacerons les intervalles (u, O ) ,  (u,, b,) par ( C I ,  c ) ,  (c, b,). On 
aurait pu faire de même pour des intervalles correspondant à Eijfi ,  ELY'". . . 

Il n'y a de difficulté que si les trois indices sont identiques, c'est-A-dire 
par exemple si les deux intervalles correspondent à E & ,  h';jk, auquel cas 
on prendra comme point c  un point quelconque de (a,, b). 

E n  continuant ainsi on remplace les intervalles A par des intervalles A' 
n'empiétant plus les uns sur les autres. La  contribution dans V des interval- 
les A - A' est infkrieure à D. 

Considérons maintenant la ligne polygonale inscrite dans la courbe et 
dont les sommets correspondent aux extrémités de A'. 

Le c6té de cette ligne qui correspond à l'intervalle ( a :  B )  a une longueur 
égale à (P - cc) + mj' + mi à moins de 

près, suivant que (a, pj correspond à Eijk, EYik, Ep. . . 
Si donc les E sont choisis assez petits, la longueur de 1,2 ligne polygonale 

diffère de la contribution de A' dans V de moins de 3 12. 

Ainei, en choisissant convenablemtmt les nombres q, a, c, le procédé que 
nous venons d'indiquer conduit à considérer une ligne polygonale inscrite 
dans la courbe, dont les côtrs sont aussi petits que l'on veut, et dont la  
longueur est aussi voisine que l'on veut de l'intégrale 

Cette i d é g w l e  représente donc la  louyzreur de la cozwbe. 
51. Les raisonnements pue nous venons d'indiquer sont analogues à 

ceux des paragraphes 30, 31. D'une fapon plus générale, à tout raisonnement 
de la deuxièrne partie du chapitre II, on peut faire correspondre des raisonne- 
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ments relatifs à la rectification des coiirhes. Nous allons indiquer ce qui est 
l'analogue de la proposition du par3graphe 35. 

Dans ce paragraphe il. a dté démontré que si les nombres dbrirés d'une 
fonction f (t) sont bornés et si les hi sont des nombres positifs tendant vers 
zéro on a : 

Un raisonnement analogue prouve que, si I'on désigne par Dd et dd la 
plus grande et la plus petite der deux quantités 1 Ad 1 et  1 1.d 1, on a :  

et aussi que les limites de 

sont inférieures h J(D,-J - 4) d t .  

Ceci posé soit C(7ri) la courhe 

F ( t ) ,  @ ( t ) ,  \V ( t )  étant les fonctions primitives de f ( t ) ,  rp ( t i ,  # ( t )  dont nous 
supposons les nombres dérivés bornés. C(lli) a pour longueui. 

Quand hi tend vers zéro les limites de li sont comprises entre 

Nous supposerons que ces deux intrZgrales ont la même raleur, alors ?i 

tend vers une limite déterminée que nous allons démontrer être la longucur 
de C. 

Si ces deux intégrales ont la m6me valeur c'est que les couples d'inté- 

grales ( ~ d  cl t et  fid ci t  ont aussi les m h e s  valeurs et ces intégrales re- 

présentent les variations totales de f, y, +. D'ailleurs comme I'on a :  

D d - d d f  A d - À d f  2 D d ,  

AnnaEi di Male~natz'ca, Serie III, toirio VII. 30 
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les couples d9int6grales (Aa d t e t  1 id d t ont aussi les rnênies valeurs e t  

récipoquemen t. 
D e  sorte que l'on a : 

Considérons une ligne polygonale inscrite dans  C i h i )  correspondant B 

e t  la ligne analogue inscrite dans C. Soient Ai Bi d'une part, A B d'autre 
part  deux côtés correspondants ( f a ,  f a + , ) .  Les projections du premier sur les 
trois axes sont 

celles du  second sont 

La différence entre les longueurs de ces deux côtés est donc au plus 
égale à l a  somme des valeurs des trois intégrales analogues h 

Donc la différence des longueurs entre les deux polygones considérés est 
au plus 

Or chacune des trois intégrales de cette somme tend vers zéro avec hi 
donc l a  longueur de Ci a pour limite la  longueur de C. 

Pour  énoncer ce résultat donnons la définition suivante: Soit f (1) une 
fonction continue, nous appellerons d6rivée B droite f ' d  ( t )  une fonction définie 
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pour t = t ,  comme kgale à l'une quelconque des limites vers lesquelles tend 

quand h tend en décroissant vers zéro. 
La dérivée droite est en gbnéral indéterminée. Nous venons de dé- 

montrer que : 
S i  les dérivivées à droite f f d  ( t ) ,  yrd ( t ) ,  + I d  ( t )  sont b o r d e s  et si l'in- 

tégrale 

a une valeur. bien déterminée, indépendunte des dk iv4es  à droite choisies, 
cette intkgrale est la longueur de la courbe 

52. Ln proposition précédente est une généralisation du résultat clas- 
sique concernant la représentation de la longueur d'une courbe ayant des tan- 
gentes variant d'une façon continue. 

Ce résultat classique étant connu, -si l'on s'était proposé de généraliser 
analytiquement l a  notion de lo~igueiir, l a  proposition précédente aurait pu être 
prise pour définition; on voit que la longueur ainsi définie ne dépend par du 
choix des axes de coordonn6es et, en particulier, reste la m&me si l'on rem- 
place les dér ides  à droite par des dérivées à gauche. 

Cette définition ne i'applique qu'à des courbes rectifiables. Il serait in- 
téressant de rechercher à quelles courbes rectifiables elle s'applique ou si elle 
concerne toutes les courbes rectifiables. Si, pour exprimer les points d'une 
courbe rectifiable, on prend comme paramètre t la longueur de l'arc, on a des 
fonctions f, y,  JI dont les nombres dérivis sont bornés; la proposition du para- 
graphe précédent s'applique toutes les fois que l'ensemble des points pour les- 
quels l'une des différences telles que Ad ( f )  - 2d ( f )  est différcrite de zéro 3 
une mesure ~ u l l e ,  
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CHAPITRE IV. 

A i r e  d e s  S u r f a c e s .  

53. Les mots aire d'une surface désignent dans le langage usuel l'aire, 
c'est-à-dire la somme des aires des faces, de surfaces polyédrales confondues 
avec la surface considérée nu degré de pr6cision que l'on peut atteindre. 

Eii géornétrie on considére souvent l'aire d'une surface S comme la li- 
mite des aires de certaines surfaces polyédrales ayant 8 pour limite; défiiiir 
l'aire c'est alors dire quelle suite de polyèdres l'on considère. 

Pa r  analogie avec la d4finition de la longueur d'une courbe, on a tout 
d'abord considéré les polybdres inscrits. C'est ainsi que, d'après M.' PEANO (y), 
les postulats qu'admettait Archimède équivalent à la définition suivante: 

L'aire d'une surface convexe est la valeur commune de l a  limite supé- 
rieure des aires des surfaces polyédrales convexes iiiscrites - et de la limite in- 
férieure des circonscrites; - d'.ailleurs, dans les cas qu'il étudie, Archimède 
démontre la coïncidence des deux limites. 

Pendant longtemps on a. admis que l'aire d'une surface pouvait être dS- 
finie comme la, limite des aires des surfaces polyédrales inscrites (**), le  ma- 
ximuni de l'aire des faces et le maximum de la longueur des arêtes tendant 
vers zéro. Mais SCHWARZ dans une lettre à GEN~CCHI a montré que les aires 
des surfaces polyédrales inscrites dans un morceau fini de cylindre de ré- 
volution n'avaient pas de limite supérieure. La même observation a été 
faite par M.' PEALVO, dans ses lecons de l'Université de Turin en 1881-82, avant 
la publication de la lettre de SCHWARZ dans le cours professé à la Faculté des 
Sciences pendant le second semestre 1882 par CH. HERMITE (second tirage, p. 25). 

Si l'on veut définir l'aire par la considération de polyèdres inscrits il 
faut donc assujettir ces polyèdres à des coiiditions supplémentaires. On s'est 

(*, Alti clella Reale Accndeinia dei Luzcei, Rendiconti 1890. 
(*.+) Aux sommets d'une surface polyédrale inscrite on peut  faire correspondre les 

points du p l in  (u, v) auxquels correspondent les  sommets en tan t  que points de la sur- 
f t c e  ~ roposée .  A clinque face du polyèdre correspond ainsi un polygone du plan (u, v), 
nons supposons ici e t  dans tout ce qui suit que ces  polygones n9empiétent pas  les uns 
sur les  autres. 
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quelquefois astreint à ne considérer que les polyèdres dont les angles des 
faces ne tendent pas vers zéro ou des polyèdres dont les angles des faces 
avec les plans tangents tendent vers zéro (*). La plupart des restrictions que 
l'on a ainsi considérées se sont t roudes  insuffisantes pour qu'il ex' ,ste une 
limite; d'ailleurs elles sont si particulières que, seule, l'existence de la limite 
légitimerait leur considération. 

54. Il nous reste à citer deux définitions ("*) dues à HERMITE et h 
M.' PEANO. Elles présentent ce caractère commun de  ne plus reposer sur la 
considération de polyèdres inscrits et d'admettre, comme gén6ralisation de la 
division d'une courbe en arcs partiels, la division d'une surface en morceaux 
par des contours fermés. 

HERMITE ("*j considére une surface x = f (Y, y) ayant des plans tangents 
variant d'une façon continue. Soient un contour d du plan des x y, In un point 
intérieur à ce contour, M le point de la surface qui lui correspond, I)' le 
contour situé dans le plan tangent en JI B l a  surface qui a pour projection d 
et  D le contour de la surface qui se projette en d. A D on fait correspondre 
l'aire de D' (on suppose d quarrable). Ceci posé on divise la surface en riior- 
ceaux; la somme des nombres attachés aux contours employés est une raleur 
approchée de l'aire. L'aire est la  limite de ces valeurs lorsque le notiibre des 
morceaux augmente indéfiniment de manière que le diamètre maxiinuni de 
ces morceaux tende vers zéro. (L'existence de la limite suppose que le con- 
tour considéré limitant la surface n'est pas quelconque; il en était de même 
pour les définitions précédentes.) 

L a  définition ~ 'HERPITE fait donc intervenir explicitemeiit les nxcls de 
coordonnées, de plus elle n'est pas l a  généralisation de la définitioii de la 
longueur par la considération des polygones inscrits. 

(*) Voir au sujet de ces essais de définition 13 note dbjà citée de 211.' PEANO. 
(**) Dans un article récent (Ueber die Beyrifi LGnge, Oberfliiclie und Jolimen - 

Jnhresbericht der Deutschen Mathcrnntiker- Vereirzipng 1001) 11.' RIINICOWYKI adopte pour 
la longueur et l'aire les définitions suivantes. 

De chaquc? point d'une courbe C comme centre traçons une sphère de rayon t. l'en- 
semble des points intérieurs à l'une au moins de ces spliéres est iiiesurnl~le, soit P ( r )  sa 

mesure; la limite, si elle existe, du rapport - '(') uand r tend vers zero est dite la 
n 1'2 

longueur de C. De même si V(r)  est la mesure de l'ensemble des points dont la distance 

V('-) définit l'aire de S. à l'un des points d'une surface S est inférieure & Y, la limite de -- 2 7. 
p**) Loc. cit. 
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La définition de PEANO ne présente p a ~  ces inconvénients. Soit une 
courbe gauche fermée C, on démontre, au moins dans les cas simples, qu'il 
existe une courbe plane fermée c telle quo sur tout plan les projections or- 
thogonales de C et c limitent des aires égales (*); à chaque courbe C on 
attache le nombre qui représente l'aire du domaine plan limité par c. De 
même dans l a  dkfinition de la longueur, & chaque arc partiel on att:iche la 
Iongueiir du segment qui joint ses extrémités, c'est-à-dire la longueur du 
segment qui sur toute droite a même projection orthogonale (**) que l'arc. 
Ceci posé divisons une surface par des contours fermés ; à chaque division 
nous faisons correspondre l a  somme des nombres attachés aux contours em- 
ployés. M.' PEANO appelle aire la limite supérieure de la somme de ces 
nombres. 

55. Toutes ces définitions, celle due à M.' PEANO exceptée, supposent 
l'existence de la limite d'une suite de nonibres et l'existence de cette limite 
n'est d6montrée que pour les surfaces ayant des plans tangents variant d'une 
faqon continue. Or, dans ce cas, il ne s'agit pas d'attacher à chaque surface 
un nombre, mais bien d'attacher à chaque surface des domaines placs dont la 
somme des aires définisgent comme limite ou limite supérieure ou limite infé- 

rieure un nombre égal à l'intégrale double J'J , E G - F t d t r d v ;  toutedé- 

finition géométrique qui ne conduirait pas à. ce nombre consacré par l'usage 
serait en effet rejetée. Une définition de  l'aire qui ne s'applique qri'aux sur- 
faces ayant des plans tangents variant d'une façon continue, peut faire con- 
naître une propriété géombtrique intéressante, mais n'est pas une véritable 
définition de l'aire, le nombre à définir étant connu avant la définition. 

56. L a  définition due à M.' PEANO s'applique à toutes les surfaces dont 
la frontière est un de ces contours C auxquels on peut faire correspondre 
des contours plans c, comme il a été di t  plus haut. Mais cette définition n'est 
vraiment intéressante que si l'on peut sur la surface tracer assez de ces con- 
tours C pour qu'il soit possible de diviser la surface en morceaux de dia- 
mètres aussi petits que l'on veut et dont les frontières sont des courbes G ;  

(*) Si la projection de C a des points multiples, l'aire limitée par C doit être comptée 
1 

comme si elle était eaprirnCe à l'aide de l'intégrale curviligne - fs dy - y  d r .  
2 - 

(* .) Il ne s'agit pas ici de la courbe projection mais de la distance des deux extrémités 
de l'arc projection. 
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dans ce cas seulement l'aire dépend de la forme de toutes les parties de l a  
.surface. Cette condition est remplie par exemple si la surface a des plaris 
tangents variant d'une façon continue. 

Prenons ce cas, les courbes C forment un ensemble dont la puissmce 
est celle du continu, alors l'aire est définie comme limite siipérieure d'un 
ensemble de nombres dont l a  puissance est celle du continu. 

Pour calculer l'aire il faut, dans cet ensemble, isoler une infinité de- 
nombrable de nombres tendant vers la limite supérieure; on peut dhmontrer 
que si l'on considère une suite de divisions de la surface par des contours C, 
le diamStre maximum de ces contours tendant vers zéro, les nombres corres- 
pondant à ces divisions tendent vers l'aire. Mais il n'est pas évident que 
l'on puisse toujours atteindre par une infinité dénombrable d'opérations le 
nombre que définit M.' PEANO; ajouto~is qu'on ne connaît rien d'autre sur ce 
nombre que son existence. 

57. 'Une surface étant définie par 

x = f (u, v), y = 9, ($4, v', X = tJ, (u) v )  

(u, v) étant un point d'un domaine plan D. 
On ne considère pas comme différentes celles que l'on obtient en expri- 

mant 2 1 ,  v en fonction des coordonnées z i , ,  v, des points d'un domaine D,; 
entre D et  D, existe une correspondance ponctuelle biunivoque et continue. 
On dit que l'on a deux représentations paramétriques de l a  même surface. 

L'ensemble des points qui corresponde~it à la courbe qui limite le do- 
maine D forme la courbe frontière de la surf:ice (#). 

Deux surfaces sont dites égales si l'on passe de l'une à l'autre par les 
formules du charipemerit de coordonnées. 

Une surface S est dite somme de surfaces Si, en nombre fini ou non, 
si le domaine D du plan des (zi, v )  auquel correspond S est somme des do- 
maines Di auxquels correspondent les Si et  si la portion de S qui correspond 
à Di est identique à Si. 

Une surface S est dite la limite de surfilces Sp données par des fonctions 
fp,  'pp, si fp ,  'pp, qp sont définies daris le même domaine que f, y ,  I(/ et  
tendent uniformément vers f, y ,  JI. 

(*) Nous réservons donc le nom de surface à ce que l'on appelle ordinairement une 
calotte à un seul contour, simplement connexe. - Il faudrait réphter pour les  points 
d'une surface c e  qui a été  di t  nu c l i q i t r e  1 pour les  points d'une courbe. 
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Ceci rappelé, par analogie avec le problème de la mesure des courbes, 
nous posons ainsi le problème de la mesure des surfaces. 

Attacher ù chuque surface un nombre positif filai ou infitzi que l'on ap- 
pellera son aire et satisfaisant aux con,ditions selivantes : 

1.' Il existe des s-urfaces plmîes ayant une aire finie. 
2.' Deux surfaces égales ont même aire. 
3." Une szcrface somme de plz~sieurs atrtf.es a pour aire ln sotrtme des 

aives des surfaces composantes. 
4.' L'aire d'une surfixe S est lu plus petife l i~n i fe  des aires des szir- 

faces polyédrales dont S est la limite. 
Les trois premières conditions suffisent, nous l'avons VU, quand on ne 

considbre que des domaines plans. L e  problème n'est possible que pour les 
domaines limités par des courbes qunrrables. 

Remarquons d'ailleurs qu'il 'importe peu de modifier ainsi la troisième 
condition du problème : 

3 bis. Une surface somme de deux autres n pour aire la somlze des 
uires de ces deux autres. 

Les conditions 1, 2, 3 bis suffisent en effet pour les domaines quarrables. 
Soit maintenant un domaine non quarrable, il est limite de domaines qunr- 
rables dont les aires tendent vers la mesure des points du domaine ("); avec 
M.' JORDAN noug appellerons cc nombre l'aire intérieure du domaine non 
quarrable. L a  condition 4 montre que l'on doit appeler aire l'aire intérieure, 
mais alors la condition 3 bis n'est pas remplie (**). 

Le problème des aires ainsi posé n'est donc possible que pour les domaines 
quarrables. Il est bien entendu que cela ne veut pas dire que le problème 
des aires est impossible pour tout autre famille de domaines que celle des 
domaines quarrables. I l  est bien évident par exemple que le problème des 
aires est possible pour toute famille comprenant un nombre fini de  domaines 
déterminés en grandeur et en position, que ces domaines soient quarraliles 
ou non. Nous voulons dire seulement que le problème n'est pas possible pour 
l'ensemble de tous les domaines, mais qu'il est possible pour les domaines 
quarrables. 

(*) Rappelons que nous avons appelé domaine l'ensemble des points i7ttérieuî.s à la 
fi.onli&e. 

(*") Dé même il importait peu dans l a  3 h o n d i t i o n  d u  problème de l a  mesure des 
courbes de parler  d'une courbe sorriilze de deux autres  ou d'une courbe somme de plu- 
s ieurs  autres. 
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On démontrera facilement que, si l'on pose le problème avec les condi- 
tions 1 ,  2, 3, 4, il n'existe aucune famille de domaines formée des domaines 
quarrables et d'autres domaines, pour laquelle le problème des aires soit pos- 
sible; au contraire il existe de telles familles si l'on pose le problème avec 
les conditions 1, 2, 3 bis, 4 et  que l'on ne considère que les domaines plans. 

Retenons seillement que le problème des aires n'est possible dans le 
plan que pour certaines familles de domaines, dans l'espace il ne sera donc 
aussi possible que pour certaines familles de surfaces. 

. 58. Nous dirons qu'une surface 3, correspondant au  domaine D du 
plan ( t r ,  v), est ferm6e si ?t tous les points de la frontière de D correspond 
le m h e  point pour S. 

Nous dirons qu'un arc de courbe o! p est intérieur à une surface fermée ,,' 
s'11 est impossible de ti-acer une courbe rencontrant a p ,  ayant une branche 
infinie et  ne rencontrant par S. 

Nous dirons qu'un arc a p  est quawa.ble s'il est possible de trouver 
une suite de surfaces pol-yédrales fermées S, , S,, . . . contenant u p, dont les 
aires, sommes des aires des faces, tendent vers zéro et qui ont pour surface 
limite une surface dont l'ensemble des points est identique à l'ensemble des 
points de u 6.  

Une courbe fermée sera dite quarrable si chacun de ses arcs est quar- 
rable. Nous ne résoudrons le problème des aires que pour les surfaces limi- 
tées par des courbes quarrables (*). 

Pour donner un exemple étendu dc  courbes quarrables montrons que 
toute courbe rectifiable est quarrablc. Soit C une courbe rectifiable de lon- 
gueur 1, partageons-ln en arcs dc longueur a. 

Soient a p, 0 y,, 7 3' .  . . ces arcs. Considérons les cylindres de révolution 
dont les axes sont les cordes a @, P . / ,  7 8 . .  . et dont les rayons sont Bgaux 
à a. Nous limiterons le cylindre a fi aux deux parallèles dont les plans pas- 
sent par a et @ et de même pour les nutres cylindres. 

Deux cylindres consécutifs, a p et B y par exemple, seront reliés par l'un, 
convenablement choisi, des deux fuseaux que les parallèles limites de ces deus  . 
cylindres détachent sur la sphère de rayon a et de centre P. Nous tecmine- 
rons les cylindres estvêmes par des demi-sphères. 

(*) Dans une nots des Comptes Rendus de Noveinl~rc 1533 je me suis occiipé de ln 
d&flnitioii de l'aire d'une classe pwticiilière de surf ices, les surfaces rectifinl~les. J'ni p u  alors 
adopter une notre  définition dos courbes quarrallcu. 

Annali di i l lntonnticn. Scrie III, toino VII. 40 
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L'ensemble de ces surfaces est une surface fermée contenant C. L n  
somme des aires de ces cylindres et  sphères, le mot aire ayant le  sens qu'on 
lui attribue en géométrie élémentnire, est au plus égale à 

E n  remplaçant les cylindres par des prismes inscrits e t  les sphères par 
des polyèdres convexes iiiscrits on a une surface polyédrale fermée contenant C 
et d'aire au plus égale B 6 x a Z; quand a diminue ces surfaces tendent vers C 
qui' est quarrable. 

Nous verrons plus loin que toute coiirbe quarrable dans le plan est quar- 
rable dans l'espace. 

59. Soit une courbe fermée Cl nous uppellerons aire  min.ima de C lu 
l h i s  petite l imite des aires  des s u r f m e s  polyédrales dont  les fi.ontièt.es ten- 
dent uers C. 

Soient trois courbes fermées formées des arcs (a, fi) pour la première, 
( P ,  y) pour la seconde, ( a ,  y) pour l a  troisième. Supposons 0 quarrable; on peut 
l'enfermer dans des surfaces polyédrales fermées B I ,  B , .  . . dont les aires 
tendent vers zéro et dont les points tendent vers ceux de f i .  Soient ,4,, A , .  . . 
des surfaces polyédrales dont les frontières tendent vers (a, P )  et dont les 
aires tendent vers l'aire minima de (a, p). Soient de mênie les surfaces C,, C,. . . 
relatives à (B ,  y). 

Si i est assez grand et j assez petit, Ai e t  CI. rencontrent Bj suivant 
des courbes. 

Supposons A i  définie à l'aide de fonctions des variables u, v ; le point 
( z r ,  v)  étant dans un c,ertain domaine D indépendant de i; soit b la partie 
de frontière de D qui correspond à 6. Les points de Ai intérieurs à Bi cor- 
respondent à un certain ensemble de points du plan (u, v) lequel contient 
un domaine dont la frontière comprend h. Supposons ce domaine dij pris le 
plus grand possible et soit b ,  la partie de sa frontière qui ne fait pas partie 
de celle de D. 

L a  courbe B i j  de A;  qui correspond à 6 ,  est sur Bj;  si i et j augmen- 
tent simultanément pij tend vers (*). 

Nous définirons de même la courbe Plij relative à Bj ,  Ci. Sur Bj on 

(") Pour ne pas être entrainé j de trop longs développements, nous adrnettoiis ces 
propriétés. 
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peut joindre les extrémités de p j j  et  p l i j  qui tendent vers l'extrémité i n  de B 
par une ligne polygonale m i j  dont tous les points tendent vers nz, de même 
fioit nij une courbe de Bj joignant les extrémités de Bij  et  qui tendent 
vers l'extrémité n de B. 

Soient Alij la portion de A i  correspondant à D - dij et C'ij l a  portion 
analogue de Ci. Ln surface formée de A'ij, C', et de l'une des deux sur- 
faces limitées sur Bj par P i j ,  ,!Yij, mij, ?aij a sa frontière qui tend vers (a, 

et l'une de 'ses courbes qui tend vers 0. Son aire tend vers une quantitb. au  
plus égale à la  somme des aires minima de (a, B )  et ( f i ,  y ) ;  il est d'ailleurs 
évident que la limite ne peut être inférieure h cette somme, donc elle lui est 
égale. 

C'est cette propriété qui nous servira dans la suite. Remarquons qu'elle 
suffit pour prouver que toute courbe plane non quarrable dans le plan n'est 
pas quarrable dans l'espace. 

60. Considérons une courbe rectifiable fermée C de longueur 1 et soit 
une suite de polygones inscrits P,, P, . . . que l'on obtient en divisant C en 
arcs égaux de longueurs a , ,  a,.  . . tendant vers zdro. Soit A l'un des som- 
mets de Pi, la surface que nous avons attachée, au €j 58, à l a  courbe C 
considér6e comme ouverte et d'extrémités A ,  A et  à Pi, moins les deux 
demi-sphères qui la  terminent, constitue ce que nous appellerons une surface 
annulaire. En remplaçant les cylindres et fuseaux qui la composent par des 
polyèdres nous avons une surface annulaire polyédrale S i .  

Considérons sur Si un contour fermé formé, sur les prismes, de parallèles 
aux arêtes des prismes, sur les polyèdres qui remplacent les fuseaux, de lignes 
polygonales inscrites dans des grands cercles de ces fuseaux, soit ri; la  lon- 
gueur de l'i est évidemment inférieure à 

Considérons l'ensemble E des polygones comprenant: 1.' les trapèzes dont 
les bases sont les axes des cylindres et les parallkles aux génératrices faisant 
partie de r i ;  2." les triangles que l'on obtient eii joignant chaque sommet 
wi de Pi aux sommets de ri situés sur la sphère de rayon ai et de centre m. 
La somme des aires de ces polygones est au  plus 
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Ceci posé, nous avons V U  au paragraphe précédent que l'on peut con- 
sidérer l'aire minima de C comme la liniite I R  plus petite des aires de sur- 
faces polyddrales A i  dont les fi-ontiéres Ci, portees par les surfaces Si, ten- 
dent vers C. 

Considérons la surface formée de l'enseni'tile E, de l'un des ensembles 
de  polygones de Si dont les frontières sont les côtés de Cfi et dc ri, et de 
la eurface A i  (*); son aire diffère de celle dc Ai de moins de (n $. 1) ui 1 aug- 
mentée de la somme des aires des polygones qui forment Si. Donc l'aire mi- 
nima de C est la limite des aires minima des contours Pi, et l'aire minima 
de Pi est la limite inférieure des aires des surfaces polyédrales dont Pi est 
IR frontière. On sait donc trouver l'aire minima de I'i par une suite dénoni- 
brable d'opérations, donc l'aire minima de C peut être obtenue à l'aide d'une 
infinité dénombrable d'opérations. Mais il faut bien remarquer que ce n'est pas 
une suite dénombrable d'opérations; en d'autres termes l'aire minima d'une 
courbe rectifiable n'est pas définie à la  facon de la somme d'une série mais à 
la  façon de la somme d'une série dont les termes sont des séries. 

Les polygones Pi sont de3 polygones particuliers inscrits dans C, on 
peut remplacer cette suite de polygones par une suite quelconque de po1-j- 
gones inscrits dans C et tendant vers C. E n  effet, soient deux polygones P 
et  & de longueurs inférieures à 1 qui se correspondent point par point, les 
points homologues étant distants de moins de e; en raisonnant sur P e t  & comme 
sur ri et Pi, on voit que les aires minima de P et & diffkrent de moins 
de 1 c.  

GL. L a  plus petite limite des aires des surfaces polyédrales. qui tendent 
vers une surface donnée d cst ce que nous appellerons l'uire itztériezwe de S. 

1)'aprbs la condition 4 du problème des aires ce nombre doit être l'aire 
de S. Avant de rechercher s'il vérifie la condition 3 de ce problème, nous 
allons 6tudieï les surfaces dont l'aire intérieure, est finie. Ces surfaces sont 
les swfnres quawables, elles correspondent aux coiiibes rectifiables. 

Soit a l'aire intérieure de S. Supposons que l'ensemble des projections des 
points de S sur le plan des x y contienne un domniiie. Soit un rectangle 
A B C D  de côtés parallèles à o x et  O y et  contenu dans ce domaine. 

Soit une série de surfaces polyédrales Si, S?.  . . qui tendent vers 8 et 
dont ies aires a , ,  a , .  . . tendent vers a. L'ensemble des projections des points 
de Si sur le plan des x y contient un rectangle Ai ni Ci Di de côtés paral- 

(*) Nous adtnt?ttons ici que tous ces polygones forment bien une surface, 
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Mes à O x et O y. On peut supposer que A i ,  Bi, Ci, Di tendent vers 8, B, 
C, D, quand i augmente indéfiniment. 

Soit l i  (y) la  somme des longueurs des lignes polygonales sections de Si 
par y =y;, l i ( y )  sera indéterminée si dans le plan ?'ordonnée y se trouve 
une face de Si, nous ne nom occuperons pas des valeurs de y pour lesquelles 
cela a lieu. Soit li la limite inférieure de li (y) quand y varie de y i  ordonnée 
de B i  Bi à yri  ordonnée de Di Ci. On a évidemment 

Or ni tend vers cc, y'j - yi tend vers In longueur du cUté B C, donc l a  
n 

plus grande des limites vers laquellc tend li est au plus long. B C' quantité 
- 

finie. D'ailleurs J i  (y) étant continue la valeur l j  est atteinte pour une valeur 
ai de y. 
. La section de  Si par le plan y = a i  se cdmpose d'un nonihre fini de li- 
gnes polygonales qui décomposent Si en un nombre fini de morceaux. 

Supposons choisis sur 5' deux points JI et N se projetant sur le plan 
des xy de part et d'autre de la bande comprise entre les droites indéfinies 
A B et C D ,  et soient Afi et Ni des points de Si qui tendent respectivement 
vers fil et IV. Les projections de Mi et Ni sont, dks que i est assez grand, 
de part et d'autre de la bande comprise entre les droites indéfinies A i  Bi et  
Ci Di;  Mi et Ni appartiennent alors à deux morceaux différents de &; d6- 
signons par Li l'une des lignes compomnt la section de Si par y = cri et  clioisie 
de façon que Mi et Ni soient sur Si de part et d'autre de Li. Li est de lon- 
gueur au plus égale. à li. 

Nous verrons, $5 95 et 96, que certaines des L, ont une courbe limite L 
n 

dont la longueur au plus égale à 
long. B C 

L est d'ailleurs une courbe plane située dans le plan y  = u,  u étant la 
limite des nombres ai correspondant aux courbes Li considérées. De plus L 
divise S en deux morceaux, l'un contenant Ji, l'autre contenant N. 

Donc t o u t e  swfuce qziarvnble peut ét1.e divisée e n  deux morceaux pcy. 
une courbe recf$trble, on peut de plus supposer que cette courbe est dam 
un plan parallèle à un plan P donné. Mais la démonstration précédente sup- 
pose qu'il existe un plan perpendiculaire à P sur lequel l'ensemble des pro- 
jections des points de S contient un domaine. Les seules surfaces pour les- 
quelles cela n'a pas lieu sont celles qui sont sommes de surfaces portées par 
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des plans paralléles à P et de  surfaces dont l'ensemble des points est aussi 
l'ensemble des points d'une courbe dont l a  projection ne remplit aucun domaine. 
Des raisonnements longs mais simples, analogues à, ceux que nous venons d'em- 
ployer, permettent de montrer que le théorème précbdent s'applique aussi à 
ces surfaces, donc toute surface qua~rable peut être ddcomposée à l'aide de 
couri5es rectifiubles en un novn6î.e $lai de swfaces dont les aires intérieures 
sont aussi petites que 1701a vezlt. 

62. Considérons une surface quarrable S et  soit une suite de  divisions 
de S en un nombre fini de surfaces R l'aide de courbes quarrables. D e  telles 
divisions existent toujours d'après ce qui précède; de plus on peut supposer 
que, dans l a  ibme division Di,  le maxirnum de la  distance de deux points d'un 

1 
même morceau soit E ~ ,  c i  tendant vers zéro avec ,-. Soient A ,  B, C... les f i  

2 

morceaux qui proviennent de l a  division Di; a, b, c . .  . les contours de ces 
morceaux. Soient a, p, y . .  . Mes surfaces polyédrales dont les aires diffèrent 

E 
de moins de -des aires minima de  a, b, c . . . e t  dont les frontières diffèrent 

12 

de moins de E~ de  ces frontières. On peut enfermer A dans un cube de côté 
c i  et nous pouvons supposer que u est tout entière dans ce cube. 

Ceci posé, le raisonnement du  fj 59 nous montre qu'il est possible de 
construire une surface polyédrale Si dont l'aire soit aussi voisine que l'on 
veut de la somme des aires des U, B ,  . . . , c'est-A-dire dont l'aire soit plus 
petite que l a  somme des aires minima des a, b . . . augmentée de a ou du 
moins aussi voisine que l'on veut de cette somme. 

Si 1'011 fait correspondre point à point u et  A les points correspondants 
sont distants au  plus de 3, donc on peut supposer que Si e t  S se corres- 
pondent point à point, le maximum de l a  distance de. deux points homologues 

- 
étant aussi voisin que l'on veut de  E~ 1 3. 

Les surfaces Si ont donc pour limite S e t  par suite la plus petite limite 
de leurs aires est a u  moins égale à l'aire intérieure de S. 

Attachons h chaque division Di le nombre somme des aires minima 
des contours a, b . , . L'aire intérieure de S est au plus égale à l a  plus petite 
limite des nombres 112;. 

Considérons une suite de surfaces polyédrales % tendant vers S et dont 
les aires tendent vers l'aire intérieiire de 8. Traçons sur  clles des courbes 
qui tendent vers a, 6, c . . . On divise ainsi Z p  en n morceaux qui tendent 
respectivement vers A,  B,. . . et dont la somme des aires tend vers une li- 
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mite supérieure à la sommc des aires minima de a, b . . . Donc, quel que 
soit 2, mi est inférieur à l'aire intérieure de S. 

Donc quelle que soit la, suite de divis iom Di,  les tzo~îzbres nzi cowes-  
po~zdants ont zme limite: l'aire i dé r i eure  de S. 

D e  cette définition de l'aire intérieure résulte que si l'on divise une 
surface S en deux surfaces S,, S, par une courbe qiiarrable, l'aire intérieure 
de S est la somme des aires intérieures de S ,  et S,. Donc si l'on pose le 
problème des aires avec l e s  conditions 2, 2, 3 bis, 4 i l  est possible et d'une 
sezile manière pour Zes surfaces limitées par des cowbes quawlzbles, l'aire 
d'une surface étant son. aire intirieiwe. 

63. Nous dirons qu'une courbe C tracée sur une surface S est quar- 
rable sur cette surface s'il est possible de l'enfermer dans des morceaux 
de S dont la somme des aires est aussi petite que l'on veut; le mot aire 
ayant le sens qui vient d'être indiqué. 

Supposons tracée sur S une courbe C fermée qui partage S en deux 
morceaux. L'un d'eux est intérieur à C. Dans ce morceau nous pouvons 
tracer des courbes quarrables Ci divisant S en deux morceaux et tendant 
vers C; Ci limite sur S une surface Si, il est évident que l'aire de Si tend 
vers l'aire intérieure du niorceau 2 limité par C. Au contraire si l'on con- 
sidère des courbes Ci tendant vers C, mais extérieures à 2, il se peut que les 
aires des surfaces Si que limitent les Ci ne tendent pas vers l'aire intérieure 
de celle limitée par C. Un raisonne.ment tout-à-fait identique h celui qu'em- 
ploie M.' JORDAN pour le cas où S est un plan (Cours d'Analyse, 2" édition 
5 36) montre que les aires des Si tendent vers une limite déterminée, l'aire 
extérieure de Z sur S. 

Dans le cas où C est quarrable sur la surface et  dans ce cas seulement 
ces deux aires (intérieure et extérieure) sont égales. - 

On voit qu'une courbe de S quarrable dans l'espace est quarrable 
sur S. Ceci revient à dire que si l'on considère sur S une famille de courbes 
quarrables dans l'espace C(A) variant d'une façon continue avec A, l a  courbe 
C (1.) limitant sur S une surface S o.), l'aire de S (1) est une fonction con- 
tinue de A. 

64. Nous pouvons maintenant démontrer que l'aire d'une surface satisfait 
à la condition 3 du problème des aires. Soit une surface S divisée par des 
courbes en morceaux S,, 8,. . , Nous pouvons remplacer chaque surface Si 
par une surface Sri  qui l a  comprend de faqon que la diffhence des aires 
entre Sfi  et Si soit inférieure A un nombre choisi arbitrairement 
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Pour démontrer que la somme des aires des Si, qui n'est pas supérieure 
à l'aire de S, ne lui est pas iiif&rieure, il sufiit donc de démontrer qu'il en 
est de même de la soinme des aires des SIi. Chaque point de S étant inté- 
rieur à I'iin dcs S i  cela serait évident si les Si étaient en nombre fini, à cause 
de ce qui précède. Or, en reprenant le raisonnement que M.' BOREL emploie 
à la page 42 de ses Leçons sur la théorie des forictions et qui nous a déjh 
étt! utile, on voit qu'il suffit de choisir convenablement un nombre fini de 
s u r f ; ~ c ~ s  Si pour que tout point de S soit intérieur à l'rrnc d'elles. 

L e  p o b l è ~ n e  des aires  posé avec les conditions 1, 2, 3, 4 est dom 
possible et  d'une seule manière pour les surfaces limitées par des cou~.bes 
quawables ,  17ni~.e d7tuie surface é tan t  son aire  i)ztériezwe. 

On verrait aussi que dans In définition de l'aire intérieure à l'aide des 
divisions Di du €j 62, il est inutile que ces divisions ne fassent intervenir 
qu'un nombre fini de morceaux. 

Remarquons que cette définition de l'aire inthieure d'une surface est 
analogue A la définition de la longueur d'une courbe comme limite des pé- 
1-iinètres des polygones inscrits. Un polygone inscrit définit en effet une divisioii 
de ln courbe à laquelle nous faisons correspondre une division de la surface 
h l'aide de courbes quarrables. A la longueur d'un côté a b  d'un polygone, 
c'est-a-dire à la limite inférieure des longueurs des courbes qui joignent les 
deux points de division cons6ciitifs a, b, nous faisons correspondre la limite 
inférieure des aires des surfaces limitées par C l'un des contoiirs quarrables 
qui intervient dans la division de la surface. 

L'analogie se poursuit plus loin encore, car il est possible de démontrer 
qu'étant donnée une courbe fermée C il existe une surface limitée à C et ayant; 
pour aire intérieure l'aire minima de C'(*) .  Ces surfaces correspondent aux 
côtés des polygones inscrits. 

65. En ghmétr ie  élémentaire on définit les nirei des surfaces cylin- 
driques, des surface8 coniques et des surfaces convexes; il nous est facile de 
légitimer ces définitions. _ 

Soient un cylindre limité à deux sections droites e t  A ,  B deux de ses gé- 
nératrices, elles découpent sur la surface un morceau D. La projection sur 
le plan de A et B d'une surface polyédrale qui tend vers D couvre un do- 
maine qui tend au moins vers le rectangle limité par A ,  B ;  donc l'aire de 
cette surface polyédrale tend au moins vers l'aire de ce rectangle. De lh 

(*) Toir cliapitre VI. 
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résulte que l'aire d'un cylindre est au moins celle de tout prisme inscrit. 
Mais si les faces d'un tel prisme tendent vers zéro le prisme tend vers le 
cylindre et par suite son aire tend au moins vers celle du cylindre, donc 
exactement veps cette aire. 

L a  même d6inonstration s'applique nu cône. 011 voit que les cylindres 
de directrices planes rectifiables et que les cônes de directrices sphériques 
rectifiables sont seuls quarrables. 

Soit une surface S fermée convexe, c'est-à-dire ne rencontrant aucune 
droite en plus de deux points; et soient S,, 8,. . . des surfaces polyédrales 
fermées tendant vers S et dont les aires tendent vers l'aire intérieure de S(*). 

Soit O un point intérieur à S. Prenons pqr rapport à O les homothé- 
tiques S',, S', . . . de S,, S, . . . les rapports étant tels que Si n'ait aucun 
point intérieur à S. 11 suffit pour cela que le rapport relatif à Si soit 
R 

si deux points correspondants de S et  S'; sont distants d'au plus c i  
R - ~ i  
et si R est le minimum de la distance de O aux  points de S, et puisque 

1 
tend vers zéro avec l'aire de S est la limite des aires des SIi. 

O 

Ceci posé considérons un polyèdre convexe P inscrit dans S; tous les 
points de P dtant intérieurs à S e t  par  suite à Si l'aire de P est inférieure 
à celle de S r , ,  c'est-A-dire au plus égale à celle de S. Si donc nous consi- 
dkrons une suite de polyèdres convexes inscrits dans S et tendant vers S on 
voit, d'unc part que la plus petite limite des aires de  ces polyèdres n'est 
pas inférieure à l'aire de S, d'autre part que la plus grande limite ne lui 
est pas supérieure, c'est-à-dire que l'aitse de S est la limite des aires des 
polyèdres cbnvexea inscrits t e d a n t  vers S. 

Si l'on ne considère qu'un morceau de S limité par une courbe quar- 
rable le même résultat est vrai, comme il résulte de la démonstration prh- 
&dente. Remarquons d'ailleurs que toute section plane de S 4tant convexe 
est rectifiable et par suite quarrable. 

(*) Puisque nous avons défini une surface fermée comme ayant  tous ses  points 
frontières confondus en un point A, nous pouvons seulement aiIirrner que les frontiéres 
des Si, tendent vers  A, e t  non pas que les Si sont fermées. Mais en coupant Si p a r  une 
sphbre X i  de centre A, ce qui détermine autour  de la frontibre de Si une courbe Ci e t  
en fermant l a  portion de Si extérieure a Xi par  l'une des portions limitées p a r  Ci s u r  
Xi, on remplace Si p a r  une surface fermée, laquelle es t  polyédrale si l'on emploie 
la place de Xi un polyèdre convenalde inscrit dans - p .  

Annnli di Matematica, Serie  III, to ino  VIL 11 
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On voit aussi que si une surface convexe S enveloppe une surface 
convexe S' l'aire de S est supérieure à celle de Sr ;  de là résulte que l'aire 
de S' est finie si celle de S est finie et comme on peut prendre pour S un 
cube, toute surface convexe est quarrable. De plus son aire peiit être définie 
comme la limite supérieure de celles des polyèdres coiivexes inscrits. 

Les exemples de ce paragraphe montrent que l'on pourrait en géométrie 
élémentaire définir d'une manière générale l'aire d'une surface S comme la 
plus petite limite des aires des surfaces qui tendent vers S. 

66. Pour les surfaces simples que nous venons d'examiner l'aire se 
calcule par une suite dénoinbrable d'opérations. Dans le cas génkral, pour 
calculer l'aire de la surface par les prochdés précéderninerit indiqugs, il faut 
d'abord diviser la  surface en morceaux aussi petits que l'on veut par des 
courbes quarrables. Nous savons obtenir une telle division si la surface est 
donnée comme limite de surfaces polyédrales dont les aires n'augmentent pas 
indéfiniment. 

Supposons la surface S donnée par:  

z - f (u, v), y = y ( 2 ,  v X = S, (u,. v) ; . 
u, v décrivant un domaine D. Coupons cette surface par x = A, ce qui donne 
sur S un rionibre fini ou infini de courbes. Soiect sur S deux points LW, N 
que iious supposons de part et d'autre de x =A; nous appellerons CO.) l'une 
des courbes sections de S par x = 1, qui sépare S en deux morceaux, l'un 
contenant M, l'autre N. A C (A) correspond dans le plan (zc, v) y (A). Soit D, 
une partie de D balayée par y(?,). 

Inscrivons dans y (A) un polygone de côtés égaux à 1, et soient P\A, 1,) le 
polygone correspondant inscrit dans C ( A )  et 1 (Z, 1,) sa longueur. 1 (IL, 2,)  est 
ilne fonction continue de ?,, on peut donc la définir par ilne infinité dénom- 
brable de valeurs, celles qui correspondent aux valeurs rationnelles de A; et 
par suite trouver son minimum In (1,)  et  la  valeur ?,, pour laquelle il est at- 
teint. 

Soient I l ,  l , , .  .. tendant vers zéro, les valeurs A , ,  i,, ,.. correspondantes 
ont une valeur limite A,; C(A,) a pour longueur la limite de m (l,), m(1, ) .  . . 
et c'est la courbe de plus petite longueur parmi les C (1). Donc si Tn (ZJ, 
m (1,). . . augmentent indéfiniment S n'est pas quarrable; sinon on sait diviser 
S en deux morceaux par une courbe quarrable. 

On peut donc par une infinité dénombrahle d1cp8rations savoir si une 
surface est quarrable et, si elle l'est, trouver son aire. 
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67. Démontrons que toute courbe quarrable sur une surface z = f (r ,  y) 
est qiiarrable dans l'espace. Soit r une courbe quarrable sur la surface con- 
sidérée S ;  enfermons-la dans un morceau b de S limité par une courbe 

E 
rectifiable C, soit 1 la  longueur de C. Faisons subir à D les tr~nslat ions - 

1 
parallèles d'une part à o z ,  d'autre part à z o. Les nouvelles positions de D 
et l'ensemble des positions occupées par C c.onstitue une surface fermée dont 
l'aire est deux fois c,elle de D augmentée de E .  Cette aire peut donc htre 
rendue aussi petite qu'on le veut; et  puisqu'une surface fermée peut être 
remplacée par une s u r f ~ c e  polyédrale voisine, l'aire étant changée aussi peu 
qu'on je veut, r est quiirrable dans l'espace. 

Cette propriété s'applique en particulier au plan, ainsi que nous l'avions 
annoncé; mais elle n'est pas générale, c'est-à-dire qu'une courbe non quar- 
rable dans l'espace peut être quarrable sur une surface. 

ConsidQrons en effet une courbe plane fermée non quarrable C et une 
circonférence r intérieure à C. C n'est pas quarrable dans l'espace et cepen- 
dant C est quarrable sur la surface quarrable formQe d'une part de la sur- 
face limitée par C sur le plan, d'autre part de la couronne limitée sur le plan 
par C e t  r. 

68. Nous considérons les surfaces: 

ayant en tout point un plan tangent et telles que f, y ,  + aient des dérivées 
partielles du premier ordre continues. 

Isolons sur la surface un morceau qui, par rapport à des axes converia- 
bles, ait pour Qquation x = f (x, y), le plan tangent n'étant jamais paral- 
lèle à O z. 

Soit D le domaine projection sur O x y du morceau considéré 2 ;  soit d i  
le maximum de la valeur absolue des dérivées du premier ordre. Divisons D en 
carrés de côtés parallèles à. O n: et  o y ;  supposons tous ces carrés de côté a e.t 
soit n le nombre de ceux de ces carrés qui sont intérieurs à D (nous nbgli- 
gerons ceux qui ne sont pas intérieurs à D). 

Soient a y 8 l'un de ces carrés, C la courbe qui lui correspond sur 2, 
a' p' 7' 8' le parallélogramme qui se projette sur a P 7 $ et  qui est dans le plan 
tangent en un point :', q, du morceau de 3 limité par C. 

L a  différence entre l'aire de ce parallélogramme et  l'aire minima de C 
est au plus l'aire de  la partie du prisme projetant C limitée par cettt! coiirbe 
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e t  a ' p f 7 '  Gr. Si nous d4signons par E le maximum de l a  variation des déri- 
vées partielles dans l'un quelconque dcs n carrés, cette aire est au  plus 
2 a' E . 4 .  

L'aire de .z' fi' à' est 

L'aire intérieure de 8, ou pliitôt de la partie de 2 qui se projette à 
l'intérieur des carrés considtkés, est égale & 

t?i nioins de 8 uZ 12. E près. Or d tend, quand a tend vers zéro, vers l'intégrale 

Btendue au doma,ine D;  u S n  est inférieur à l'aire de LI, E tend vers zéro 
avec a, donc l'aire est donnée par l'intégrale 

Il suffit d'un changement de variables pour retomber sur la formule 

Nous avons en même temps retrouvé la définition qu'emploie Mnr HERNITE. 
69. 11 serait intéressant de savoir si, dans tous les cas où 17int,égrale 

précédente existe, elle représente l'aire et dans quels cas cette intégrale existe. 
Les méthodes du § 50 avec lesquellas nous avons fait dans le cas des 

courbes l'&de analogue, permettraient peut-être, bien que des difficultés nou- 
velles se présentent, d'examiner le cas où il existe en tout point un plan 
tangent. Mais il faudrait encore étudier le cas où les dérivées partielles de 
x, y, z existont sans que le plan tangent existe. 

J'indiquerai seulement le résultat suivant dont l a  démonstration est fort 
simple. Si les dérivées de x, y, x, considérées comme fonctions de u ou de v ,  
sont toutes inférieures en valeur absolue à un nombre M l'intégrale précé- 
dente donne une limite supérieure de l'aire, 
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70. Dans le chapitre III nous avons appris à former des fonctions qui 
définissent la courbe rectifiable la plus génArale; nous ne résaudrons pas le 
problème analogue relatif aux surfaces quarrables (*), nous allons montrer seu- 
lement que l'on peut définir une famille intéressante et fort étendue de sur- 
faces quarrables qui jouit de propriétés analogues à celles de l a  famille des 
courbes rectifiables: c'est la famille des surfaces rectlfiables. 

Nous dirons qu'une surface S 

définie pour un certain domaine D du plan ( 1 4 ,  v\, est rectifiable si, à toute 
courbe rectifiahle de D correspond une courbe rectifiable de S. 

Signalons d'abord une différence entre les courbes et  les surfaces recti- 
fiables. Dire qu'une courbe est rectifiable c'est donner une propriété de l'en- 
semble de ses points; dire qu'une surface est rectifiable c'est donner une 
propriété de  l'ensemble de ses points et une propriété de l a  représentation 
particulière qui définit la surface. En d'autres termes, une surface rectifiable 
Peut cesser dc l'étre si l'on change de représentation paramétrique. Par exem- 
ple, la demi-sphère 

n'est pas rectifiable, et  la demi-sphère 

x = R sin û cos y ,  y = R sin 8 sin y ,  z = R cos 8 
l'est. 

11 est d'abord évident que pour qu'une surface soit rectifiable il faut et  
il suffit que ses projections le soient; qu'il s'agisse de projections sur des plans 
ou sur des droites. Nous pouvons donc raisonner sur la surface 

x = f (21, v), y = O, 2 = 0. 

Soicnt a, b deux points du plan ( 2 1 ,  v),  A et  B les points de la surface 
qui leur correspondent. Nous allons démontrer que le rapport 

distance A H - 
distance a b - r (a, b )  

(*) Cependant, une surface quarrahle étant  limite de surfaces dont les aires  n'aug- 
mentent pas  indéfiniment, il e s t  facile d'indiquer un procédé régulier permettant d'obtenir 
toute  s i i rbce  quarrable p a r  une suite dénombrable d'opératioiis. Mais un te l  procéilé n'est 
pas comparable pour l a  siinplicité j celui qui fourilit les courbes rectifiables, 
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est limité. E n  effet, s'il ne l'était pas, on pourrait trouver iine suite a , ,  O , ;  
a,, b, ; . . . telle que les rapports correspond~nts augmentent indéfiniment ; oii 
pourrait même supposer que les points ai d'une part, bi  d'autre part .  ont des 
points limites a et b. a et  b sont confondus, sans quoi r ( a ,  b) serait infini, cc: 
qui est impossible. Choisissons une série convergente à termes positifs dé- 
croissants, soit 

& 1 + & 2 +  ... 
Soient a,,, bpi deux points dont les distances à a sont inférieures à ~i et 

1 tels que r (aai ,  bpi) est supérieiir à -. Considérons la courbe obtenue en al- 
ci 

lant de a à a,, en ligne droite, de o,, B bah de bs, à a,, ei ainsi de suite 
assez de fois pour que le chemin parcouru sur a,, bp, soit compris entre E ,  

et  2 E , ,  on arrivera ainsi soit en a l  soit en 3, ; on parcourt l a  droite qui joint 
ce point à n ,  puis on va de a à a,, et l'on parcourt sur aaB bpL une longueur 
comprise entre e, et 2 et l'on va de a,* ou bPL à a et ainsi de suite. La 
courbe du plan (u ,  v) ainsi parcourue est de longueur :lu plus 

4 ( € 1  + E g  + ' ' '). 
La courbe de la surface ainsi parcourue est de longueur au moins 

donc de longueur infinie, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Ainsi r ( a ,  b )  est limité, cette condition est évidemment suffisante; on 

peut l'exprimer ainsi: la coizditiotz nécessaire et sufisante  pou^ qu'une 
surface soit donnée sozls forme ~ e c t i j a b l e  est que f (u, v) ,  y (u, v), + ( u ,  v )  
considé~ées comme fonctims de la sezde variable u ou de la seule variable v 
crient des nombres dt?ric& bornés. 

Occupons-nous de la surface projection sur o x .  Les courbes 

u = f i  ( t )  v = y, ( f ) ,  

f ,  et  y ,  étant croissantes, qui joignent u,, v, à zc, v ont une longueur au 
plus égale à 

U-U, ,+U-v ,  

(nous supposons que u, ,  v, sont les plus petites valeurs de u et u et  que u,, v, 
définit un point de la. surface; il est facile de se débarrasser de cette hy- 
pothèse) ; les courbes correspondantes de la surface ont donc des longueurs 
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au plus dgales à 

M ,/2 (u + v - 21, - v,) 

si les nombres dérivés de f sont inf6rieurs à JI. 
Soit V ( u ,  V )  le maximum de ces longueurs, c'est une fonction croissante 

de u et de v dont les nombres dérivés sont inférieurs à III. 
D'ailleurs si 

21,>u*, v , > v , ,  
on a: 

V ( % ,  VI) - m*, vJ 2 1 f (u, ,  V I )  - f tu,, vt) 1, 
donc 

sont des fonctions croissantes de u  et  v et f (u, v )  est la différence de deux 
forzctiow croissantes dont les ~zombres dérivés sont ilzférieurs à M. 

Si nous avions recherché la condition pour qu'à toute courbe rectifiable 
t = x (5) de l'axe des t corresponde sur la courbe 

X =  f i t ) ,  p = y ( t ) ,  z = + ( t )  

une courbe rectifiable 

= f [ x ( @ l ,  Y = Y . [ X ( Q ) I ,  - + [ x ( 9 ) 1 ,  

nous aurions aussi trouve que f ,  y ,  il, sont des différences de fonctions crois- 
santes à nombres ddrivés bornés. 

71. Montrons que les surfaces rectifiables sont quarrables. Divisons le 
domaine D du plan (24 ,  v) en carrés. Soit a le côté de l'un d'eux, la courbe 
qui correspond à son périmètre a une longueur au  plus égale à 4 Ma. L'aire 
mininia de cette courbe C est au plus l'aire du cône dont le sommet est 
sur C et  dont C est la directrice. Or on obtient cette aire comme limite des 
aires analogues relatives aux polygones inscrits dans C et tendant vers C; 
l'aire minima de C est donc au plus égale à celle que limite dans le plan 

ML cercle une courbe de longueur 4 Ma c'est-A-dire au plus l'aire --- - 

de circonférence 4 Ma.  
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L'aire de la surface est donc au plus celle du domaine D multipliée 

G m  surface rectijable est donc quuwable e t  le ~ a p p o v t  de l'aire d 'un  
nzorceuu de szwfuce ci l'aire de la partie cowespoîzdante d u  plan (u,  v) est 
bonze'. 

72. L'ensemble des surfaces rectifiablcs est fort étendu; il comprend 
par exemple toutes les surfaces analytiques, tous les cylindres et cônes dé- 
vcloppables (*), toutes les surfaces convexes, à condition de choisir convena- 
blement la représentation paramétrique. Mais i l  existe des surfaces quarraldes 
qui ne sont pas rectifiables, quelle que soit la représentation paramétrique 
choisie. 

Considérons en effet dans le plan des x c une courbe z = f (z), passant 
par l'origine, définie pour O < x  < 1 et telle que, s étant l'arc, on ait: 

Cette courbe n'est pas rectifiable, mais tout arc de cette courbe ne com- 
prenant pas l'origine l'est; c'est-A-dire que le cylindre x = f (x) n'est pas 
quarrable mais que tout morceau ne rencontrant pas l'axe des y l'est. 

Considérons la partie de cylindre qui est situde entre les plans x= O, 
x = y ;  elle est quarrable et d'aire: 

L a  surface comprenant ce morceau de cylindre et symétriqiie par rapport 
aux plans x = O, y = O, s = y, :c - - y est donc quarrable; mais il ne 
passe aucune courbe rectifiable de  cette surface par l'origine, donc elle ne 
peut être mise sous forme rectifiable. 

(*) Chapitre V. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Intdgvale, Longueur, Aire. 319 

CHAPITRE V. 

Surfaces applicables s u r  l e  plan. 

73. Nous nous servirons de la propriété suivante: 
Si dans tout intervalle les fonctions (f, f , ) ;  (y, y,); (+, +,) ont les mêmes 

variations totales finies les deux courbes ( f i  y ,  +) et ( f , ,  y , ,  +,) ont la même 
longueur. 

E n  effet, soit une division de l'intervalle de variation de t 

L a  longueur de la première courbe a pour valeur approchée 

Soit u [f ( t ) ]  la  variation totale de f entre t ,  et t .  
L a  somme précédente differe de 

de  moins de 

Donc 1st longueur peut être définie comme la  limite de 

e t  cette somme est la même pour les deux courbes. 
74. Considérons une courbe rectifiable quelconque C, x= f (t), portée 

par l'axe des x, effectuons la transformation ponctuelle X =  y (x), y étant 
continue. A la courbe C correspond la courbe ï, X =  y [ f  ( t ) ] .  Proposons- 
nous de rechercher quelle doit être la fonction y (x) pour que C et I' aient 
toujours l a  même longueur. 

Si la fonction f ( t )  se réduit à t, r a polir équation X = cp (t), ce qui 
montre que 9 (x) doit avoir entre t ,  et t ,  une variation totalc égale 9. t ,  - t,,.  

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIL 4 2 
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Supposons cette condition remplie e t  prenons pour C une courbe rectifiable 
quelconque. Inscrivons dans cette courbe un polygone, soit E la longueur ma- 
ximum des côtés de ce polygone. Si les sommets de ce polygone correspon- 
dent aux nombres ti, sa longueur est: 

et celle du polygone correspondant de r 

Or quand E tend vers zéro la plus petite des limites de cette Romme est 
@ d e  A la  variatjon totale de y entre f (t,) et 7 (t,) c'est-à-dire h 1 f (t,) - f (t,) 1. 
La longueur de r est donc supérieure à la corde qui joint les extrémités de C. 

Divisons C en arcs partiels, le même raisonnement montre que l a  lon- 
gueur de r est supérieure à celle du polygone formé par les cordes des arcs 
partiels considér6s. Donc la longueur de r n'est pas inférieure à celle de C. 

D'ailleurs la longueur de r est la limite de la somme 1 (r) et d'après 
ce que nous avons silpposé on a :  

1'9 [f ( t i +~> ]  - [f (di>] 1 S I  f (ti+l) - f ( t i )  I 
c'est-à-dire que 1 (r) est inférieure à t (C). 

Donc C et r ont la même longueur. 
Pour trouver toutes les transformations ponctuelles de l'axe des x qui 

ne changent pas les longueurs des courbes portées par cet axe, il suffit donc 
de trouver toutes les fonctions y, (x) dont la variation totale dans un interralle 
quelconque est égale à la variation de x dans cet intervalle. Pour cela, 
prenons une fonction continue à variation limitée f ( t ) ,  c7est-à-dire la diffé- 
rence de deux fonctions continues croissantes. Soit u (t) la  fonction qui re- 
présente la variation totale de f entre t, et  t, affectée du signe + ou - suivant 
que t est supérieur ou infkrieur h t , .  L'équation x = u ( t )  peut être résolue 
par rapport à t puisque v ( t )  est une fooction croissante, soit t = + (x). La 
fonction f [# (x)] est la plus générale répondant à la question. 

75. Soient trois fonctions F, @, Y ,  dont les variations totales sont 
dans tout intervalle égales à la longueur de l'intervalle. 

La transformation ponctuelle 

fait correspondre à toute courbe C une courbe I' de même longueur. E n  
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effet, si C est définie par f (t), rp (t), + (t), r est définie par F [f (t!], @ [Y (t)], 
iY [JI (t)] ; et les deux fonctions telles, que f (t), F [f ( t )] ,  ont, dans tout intervalle, 
la même variation totale et  il en est de même pour g> (t), @ [g> (t)] ; + (t), 

y [+ <t)]. 
L a  transformation dont il s'agit fait correspondre à chaque point de 

l'espace (x, y, x )  un seul point de l'espace (X, Y, 2). Mais à un point de cet 
espace peut correspondre un ensemble de points de (r, y, x )  ayant la puis- 
sance du continu. Si la  transformation Qtait biunivoque, ce serait une sy- 
métrie plus un dbplacement ou un déplacenient. 

Remarquons encore qu'k toute courbe de l'espace (x, y, z) correspond 
une courbe de l'espace (X, Y, 2)  mais que la réciproque n'est pas vraie. 

76. Soit une surface S, appliquons lui la transformation ponctuelle du 
paragraphe précédent; on trouve uné surface 2. A toute courbe tracée sur S 
correspond une ligne de même longueur tracée sur 2; à toute courbe de 2 
correspond une courbe de S car, se donner uiie courbe sur S ou sur 2, c'est 
se donner une courbe dans le domaine plan ( u ,  v) qui sert à définir S. 

Entre les points de S et de Z on peut établir une correspondm~ce biu- 
nivoque telle qu'à toute courbe rectifiable tracée sur l'une des surfaces cowes- 
ponde sur E'uutre une courbe de même longueur. 

Deux surfaces qui jouissent de cette propriété sont dites applicables l'une 
sur l'autre. Cette définition n'est intbressante que si par tout point des sur- 
faces considérées passent plusieurs courbes rectifiables. Elle aurait peu d'intérêt 
s'il s'agissait de cylindres à, section droite non rectifiable, car sur de tels 
cylindres les génératrices sont les seules courbes rectifiables. 

La d4finition précédente n'aurait plus aucun sens s'il s'agissait de surfaces 
de la forme 

f et q> étant . à  variation non bornée, de telles surfaces ne &ontenant en gé- 
n6ral aucun arc de courbe rectifiable. 

77. Il est, au  contraire, très intéressant de savoir si deux surfaces ana- 
lytiques sont applicables l'une sur l'autre. On sait que, pour une surface 
analytique 

la longueur d'un arc correspondant St des fonctions u, v ayant des dérivées 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



322 L e b e s g u e :  

continues, a pour différentielle 

Pour que deux surfac,es anal ytiqi~es soient applicables l'une sur l'autre, 
les points ( u ,  v) des deux surfaces se correspondant, il faut que pour les 
deux surfaces les quantités E, F, G soient les mêmes. 

Montrons que ces conditions sont suffisantes; cela est évident pour les 
courbes analytiques et  pour celles qui sont composées d'un nombre fini d'arcs 
analytiques. 

Soit maintenant un arc rectifiable quelconque sur une surface analyti- 
que S. Considérons un ligne polygonale P inscrite dans cette courbe. Aux 
sommets de P correspondent dans le plan (26, v) des points que nous considérons 
comme les sommets d'un polygone x du plan des (zc, v ) ;  soit n la courbe 
de S qui correspond à rr. Nous allons démontrer que, lorsque les côtés de P 
sont assez petits, la  différence des longueurs eiitre P et est aussi petite qu'on 
le veut. 

Soit A B un côté de P, ab le côt6 correspondant de x .  Evaluons le rap- 
' port long . A B: long.  a b. Si les coordonnées de a et b sont (u, v);  (u + t cos 8, 
v + t sin 8) ce rapport est : 

Cette fonction n'est définie que pour t =:= O, nous poserons 

r' (u, v, 8, O) = E cos2 8 + 2 F sin 6 cos 6 + G sin". 

L a  fonction r2 ainsi définie est continue par rapport à l'ensemhlc u, v, 
8, O. Cela est évident si t =I= O ;  montrons qu'il en est encore ainsi pour le 
point u,, v,, O , ,  O. Si cela n'était pas il serait possible de trouver une suite 
de valeurs ai, vi, si, ti tendant vers u,, v,, 8,, O les valeurs correspondantes 
9 ( u i ,  vi, si, t i )  ne tendant pas vers r2 (u,, v,, Q, , O). Dans une telle suite 
aussi loin que l'on aille, on trouvera des valeurs de ti différentes de zéro, 
car r (u, v, O, 0) est continue par rapport l'ensemble u, v, 8. On peut donc 
supprimer tous les groupes ui, v i ,  Q i ,  t, pour lesquels ti est nul, ou, ce qui 
revient au même, supposer tous les ti différents de zéro. Rous avons à cher- 
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cher l a  limite de 

1 
- S [ f  (u i  + ti cos Bi, vi + t i  sin Q i )  - f (ui , vi)Ie. 
t ; 

Ceci s'écrit 

S [ru (ui + t i  COS ei, vi + vri ti sin 8;) cos Bi + 
$- f',, (ui f ti cos B i ,  v i  + ut i  t i  sin Bi) siil 

Les nombres correspondant à f, Y,:' à y, à 4 étant compris entre 
zéro et un. 

Les dérivées premières sont continues par rapport à l'ensemble «, v donc 
la limite est 

La fonction 7-'(u, v, 8 ,  t )  6tant continue, on peut trouver une valeur q 

telle que, pour 

Supposons tous les côtés de x de longueur inférieure à q et soit A o. B 
l'arc de II correspondant au côté (4  b de ;T. Evaluons la longueur de cet arc. 

Pour cela inscrivons un polygone Q dans l'arc, un côté M N  de ce po- 
lygone correspond à un segment m n porté par le côté a b  et l'on a, en con- 
servant les notations prdcédentes 

- 9. (u,  O ,  8 ,  0) / < E. 
long m n I ?.Ong 

Donc 
I l o n g A a B  - l o n g n b . r ( u ,  v, 8 ,  O ) I < l o n g u b . s  

Mais on a aussi 

( I o n g A B - l o n g n b . r ( u ,  v, 8, O ) ( < l o n g a b . ~  

E t  par suite 
long AaB-long.4 B < 2 l o n g a b . ~  

On en déduit: 
long il - long P < 2 long a . e. 
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La  longueur de n tend vei.6 la longueur de la courbe c du plan des ( r r ,  v )  
qui correspond à la courbe considérée C de l'espace. Montrons que c est 
rectiôable si la surface dont il s'agit n'a pas de point singulier. On sait 
qu'on appelle ainsi ceux pour lesquels les trois déterminants fonctionnels tels 

que sont nuls. (11  agit là soit de points singuliers de la surface, 
(u, 4 , . . 

soit de points singuliers de la représentation paramétrique en 24, v). 
Les dérivhes premières de f, y, + ne s'annulent donc pas en même temps 

et par suite Y ~ U ,  v,  8, 0) est toujours supérieur à un nombre fixe positif. 
Si I'on choisit r assez petit il en est de même, pour O < t < t, de rg (u, v ,  8 ,  t )  
que nous supposerons supérieur It Mt> O .  ' 

Donc on a :  
longa b 1 

long A B < ( M > o )  
et par suite 

long c 1 
long u < X 

et puisque C est rectifiable c l'est. 
L a  différence long ïi - long P tend donc vers zéro quand P tend vers C 

et I'on peut dire que: sur une portion de surface analytique ne contenant 
aucun point singulier la longueur d'uiie courbe C est la limite inférieure des 
longueurs des courbes de la surface dont C est la limite. 

Nous avons déjà vu que si deux surfaces analytiques S et 2 ont le 
même d se, à toute courbe analytique, ou composée d'un nombre fini d'arcs 
analytiques de l'une correspond une courbe de même longueur sur l'autre. 
La courbe que nous avons désignée par Ii est composée d'un nombre fini 
d'arcs analytiques, la définition de la longueur que nous venons de trouver 
prouve donc qu'à toute courbe rectifiable de S correspond une courbe de 
même longueur sur 2 et inversemcmt. 

Nous avons retrouvé le rhsultat classique pour que deux surfaces ana- 
lytiques soient applicables l'une sur l'autre, les points de ces deux surfaces 
correspondant aux mêmes valeurs de u, u étant homologues: il est nécessaire 
et suffisant qu'elles aient même d s2 ("). 

p) On pourrait, eteiidre ce résultat 6, des cas plus généraux, en ne supposant pas les 
siiri'aces analytiques. Nais ce qui précède suffit pour légitimer les applications que l'on 
fait de la uètliode classique, 
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78. Demandons-nous maintenant si toutes les surfaces applicables sur 
une surface analytique sont analytiques. 

P a r  exemple toutes les surfaces applicables sur le plan sont-elles analy- 
tiques? - Soit C le cône 

On sait, d'après la théorie classique, qu'il est applicable sur le plan. Ef- 
fectuons la transformation ponctuelle 

X = r ,  Y=y, Z=Y(z), 

ayant entre z, e t  z ,  une variation totale égale A 1 x, - z, !. A C correspond 
une surface r applicable sur C; r est de 1-évolution et n'est ni un cône, ni un 
cylindre, c'est une surface non analytique. Si en particulier nous prenons 
pour la fonction Y l'une de celles qui ont été définies au chapitre III et qui 
ont des maxima et des minima dans tout intervalle (*) la surface r est 
m e  surface de 1-évolution upplicab2e sur le plan et ne contenant aucun sey- 
ment de droite (**). 

79. Des exemples analogues à celui qui précède peuvent être obtenus 
par des procédés différents. Occupons-nous toujours des surfaces applicables 
sur le plan. 

L a  théorie classique montre que les développables analytiques sont appli- 
cables sur le plan. Soit S une telle développable, G l'une de ses gériératrkes, 
G partage S en deus  morceaux S,, S*, 

Fiisons glisser S ,  le long de G, puis faisons tourner S, autour de G. 
AprSscette double opération géométrique on obtient une nouvelle surfiice 1 
qui est applicable sur le plan or1 plus exactement dont un morceau compre- 
nant un segment de  G, plus ou moins grand suivant la grandeur de la trans- 
lation de S,, est applicable sitr le plan. 

L a  même opération rép6tée un nombre infini de fois pour une infinité dé- 
nombrable de génératrices formant un ensemble partout dense sur la surface 
donnera, si les translations et les rotatioi~s sont convenablement choisies, une 
surface réglée applicable sur le  plan et ne contenant aucun morce:m de dé- 
veloppable. 

(*) C'est-à-dire que f (o) étnrit la fonction définie au  3 48  nous posons W ( x )  = f (TI .  

(**) D'une façon plus précise la méridienne de I' ne contient aucun segment de 
droite, mais de plus r ne peut contenir un morceau de surface gauche de révolution 
donc r ne contient pas de droite. 
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Prenons niaintenant une développable analytique S et soit C une courbe 
analytique tracée sur S. Réalisons la correspondance entre S e t  le plan, soit c 
la transformée de C. Soient A un point quelconque de G, P le plan tangent 
en A à S, & le plan osculateur en A à C, et  soit P' le symétrique de P par 
rapport à Q. 

Les plans P' ainsi définis enveloppent une développable S r  dont on peut 
réaliser l'application sur le plan de façon qu'à C corresponde c. Si C n'est 
pas géodésique S et S' sont deux surfaces différentes. 

c partage le plan en deux régions A , ,  A,; C partage s en deux ré- 
gions s,, S,  correspondant respectivement h 4 ,  et A , ;  de même sur s' nous 
avons les deux régions sr, ,  sf2. 

Soit S la surface SI + Sr,; c'est une surface non développable applicable 
sur le plan (*). 

Pour bien définir 2, c'est-&-dire pour distinguer entre SI +sf2 et S2 f S', 
nous prenons arbitrairement un point M sur S, ce point M fixera celle des 
rhgions que nous désignons par 8,. Dans toutes les opérations ultérieures ce 
point X restera fixe. 

2 peut être définie comme la surface applicable sur le plan, formbe de 
deux morceaux de  développables analytiques dont la frontière commune est 
la  ligne correspondante * à  c, et qui autour de M est confondue avec S ;  ce 
que nous rappellerons par In notation Z (8, c, M ) .  

c,, c,, c3,. .. cn étant 1% courbes analytiques planes ne se rencontrant pas, 
nous désignerons par 2 (8, c , ,  c,, . . . c,, M )  la surface applicable .sur le 
plan, formée de morceaux de développables analytiques dont les lignes sin- 
gulières - c'est-à-dire les frontières communes à deux morceaux analytiques - 
sont les courbes qui correspondent à c,, en,. . . c*, e t  qui est confondue avec S 
autour d u  point M. 

Soient maintenant c, ,  c r i ;  c,, c',; . . . des courbes analytiques planes ne 
se rencontrant pas. 

Considérons les surfaces 

S, 2 (S, c,, cll,  M ; ,  Z ( S ,  C I ,  cf1,  c,, c ' ~ ,  I I ! ) .  . . , 
si les courbes ci, c ' ~  sont convenablement choisies, ces surfaces Auront une 
surface limite applicable sur le plan. 

Pour obtenir l'exemple du  p ~ r a g r a p h e  précédent il faut choisir pour 

('k) O u  du moins dont u n  morceau comprenant u n  arc de C cs t  applicable sur  le plan. 
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polir courbes c i ,  cei celles qui correspondent aux parallèles de  ce cône passant 
par les points Ai, Ri (nolations du paragraphe 48) situSs sur la génératrice 

et  pour point M, l'origine 0. 
Designons par 2 (S, cc,, cl,, c , ,  cf,, . . . O) la surface ainsi obtenue. 

20. On peut passer de cette surface à son développement par une 
déformation continue. Pour le voir, considérons le développen~ent du cône S 
supposé fendu le long de la. génératrice y = O, x  = z. Ce développenient est 
un secteur que nous supposons placé dans le plan des x y du côti! des y 
positifs, la génératrice y = O, x  = x ayant pour transformée la. partie positive 
de l'axe des r ,  et la  portion du cône voisine de cette génératrice et située 
du côt6 des y positifs ayant pour transformée la portion du plan des x y 
voisine de l'axe des r. Soit S ( 0 )  cc secteur, c'est sur lui que sont tracées 
les circonf4rences c i ,  cri. Désignons par S ( t )  le cône 

ou plus exactement la portion dc cône applicable sur S ( 0 )  limitfe par la 
génératrice y = 0, z = t z et qu;, dans le voisinage de cette génératrice, est 
du côté des y positifs. 

S(1) est le cône considéré précédemment S. 
Si t représente le temps, par une déformation continue conservant les 

longueurs, on passe de IR surface S (O) (tt l'origine des temps), au cône S (au 
temps 1). On passe de rnêine de la surface 2 [ S  (O), c l ,  c', , c,, clo. .  . c,, ~ l n ,  O] 
à la surface 2 [S, c l ,  c',, c,, cr, . . . c,, c', , O] par l'intermédiaire des surfaces 
2 [S (t), C l ,  c', . . . c,, c', , O]. 

Ces siirfaces ont, t restant fixe, une surface limite B [S( t i ,  c l ,  c', . . . O ] .  
La transforn~ation ponctuelle 

X=x, Y=y, Z = Y t ( z )  

qui permet de passer de cette surface de révolution, supposée entière, au cône 
S(t) ,  supposé entier est définie par une fonction Yt(z) qui admet entre zo et  
2, une variation totale égale à (z ,  - x , )  (&). Donc cette surface est applicable 
sur  S (O). 

(*) O n  le verrait en repreiiant les raisonnements du paragraphe 48. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 VIL 4 3 
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Comme les surfaces S (O), 2 [S (O), c,, c',,... c , ,  c',, O], 2 [S (O), c l ,  c', ,... O] 
sont identiques, on voit que l'on passe par une d6formation continue du sec- 
teur plan à la  surface de rdvolutinn 2 (S, c , ,  c', , . . , O). 

Il est facile de réaliser des modèles des surfaces de révolution applicables 
sur le plan que nous venons d'obtenir. 

On sait, à l'aide d'une feuille de  papier, réaliser le modèle d'un cône de 
révolution par une ciéformation image de la déformation du cône S(t) .  De 
même on peut réaliser une déformation du papier, image de 1s déformation de 
la surface 2 [S ( t ) ,  c , ,  O], ce qui doniie un modèle de la surface B [S, c l ,  O] 
laquelle est formée de deux morceaux de cônes de révolution. 

D'une manière géiiérale on sait former un modèle de X [s, c, c', , . . . cf,, O] 
par la déformation d'une feuille de papier; donc par ce procédé on réalisé, 
avec telle approximation que l'on veut, l'image de ': (8, c,, c', , c , ,  c',, . . . , O). 

Si l'on admet que l'on peut rédises par déformation du papier l'image 
de toute développable analytique, les images de toutes les surfaces définies 
au 3 79 s'obtiendront par le même procédé. 

L a  déformation d'une feuille de papier nous permet donc d'obtenir des 
images des surfaces non analytiques applicables sur le plan aussi parfaites que 
celles que l'on obtient par le même procédé pour représenter les surfaces ana- 
lytiques. E n  ce sens, on peut dire que, pour prévoir l'existence de surfaces 
non analytiques applicables sur le plan, il suffisait de remarquer cornbien la 
forme des surfaces physiquement applicables sur le plan diffère de celle des 
surfaces développables. 

Notons encore que le procédé en apparence le plus simple, celui qui 
s'est le premier présenté A l'esprit, permettant de faire correspondre un pro- 
blème géométrique au problème physique de la déformation des surfaces, con- 
duit à la considération de fonctions continues n'ayant pas de dérivées. 

81. Les résultats précédents sont en contradiction avec les énoncés clas- 
siques relatifs à l'application et à la  déformation des surfaces. Nous avons, 
par exemple, trouvé des surfaces applicables sur le plan et non développables. 

L a  contradiction n'est qu'apparente. Les énoncés classiques sont en effet 
obtenus à l'aide de raisonnements qui supposent implicitement ou explicitement 
l'existence et la continuité de toutes les dérivées que l'on est conduit à con- 
sidérer. L e  nombre de ces dérivées varie d'une question à l'autre, dans quelques 
raisonnements on suppose même que les fonctions dont on s'occupe sont ana- 
lytiques, de sorte que les énoncés classiques ne sont démontrés que pour cer- 
tains ensembles de surfaces qui varient suivant la nature de  la question. D'une 
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manière générale, les démonstrations sont valables pour l'ensemble des surfaces 
analytiques et, le plus souvent, les surfaces analytiques ne forment qu'une 
classe t,rès particulière dans l'ensemble de celles auxquelles s'appliquent les 
raisonnements employés. 

Prenons par exeiriple ce théorème: Toutes les surfaces applicables sur 
le plan sont développables. 

La dénzo~&rutiotz qzc'en a donriée OSSIAN BONNET (') s'appljque à fozites 
les surfaces ayunt  des rayons de courbur-e principaux variant d ' m e  fapon 
contimle. E n  effet OSSIAN BONNET démontre que si x ,  y, ,N sont les coor- 
données d'un point de la surface, cc, ,û celles du point correspondant du 
plan, on doit avoir 

et de là il conclut que les trois fonctions a x a:,  :: sont fonctions de G' a 
l'une d'entre elles, et la théorie ordinaire du déterminant fonctionnel suppose 
l a  continuité des dQrivées qui interviennelit dans le jacobien. 

ôtx a*x Les dérivées secondes - -, . . . doivent donc exister et  être con- 
a x e  a a a p  

tinues pour que le raisonnement d'O. BONNET ait un sens, ce qui revient à 
supposer que la surface jouit de la propriété géométrique indiquée. 

Les surfaces construites au paragraphe 78 nous montrent que non seulement 
l'énoncé du théorème d' OSSIAN BONNET n'est Iégitiinb. que pour certaines 
surfaces mais encore qu'il n'est exact que si l'on fait certaines restrictions 
sur la nature des surfaces considérées. 

82. Comme autre exemple prenons la réciproque di1 théorème d'Os- 
SIAN BONNET: 

Toute surface développable est tipplicable sur le plan. 
On la démontre ordinairement en supposant que l'on appelle surface dé- 

veloppable la surface form6e par les tangcntes à une courbe gauche ayant 
des plans osculateurs variant d'une façon continue. car on met le d s 2  de la 

(") dnnnli  di Matemntica, 2." Série, Tome VIL Cette démonstration e s t  reproduite 
avec  les mêmes notations dans le Tome 1 des Leçons sur la théorie des SiwJnces de 
M;' D~nnous; e t  dnns l e s  Traités c l ' ha l y se  de RIiM,rs JORDAN et PICARD, 
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surface sous la forme 

(notations du traité d'Analyse de M.' PICARD), R désignant le rayon de courbure 
de la courbe gauche. 

On 'donne couramment au mot surface développable deux significations 
distinctes. On appelle ainsi : 

1." Une surface décomposable en cônes, cylindres et  surfaces engendrées 
par les tangentes à une courbe gauche. 

2 La surface enveloppe d'un plan dépendant d'un paramètre. - 
C'est cette définition qui sert dans le théorème  O OS SI AN BONNET. 

Soit 
u x + v y + z u x + p = o  

ce plan. - L'enveloppe est définie par cette 6quatiori e t  

d x  + v l y  + w ' x + p ' = O ,  

les dérivées étant prises par rapport su paramètre t dont dépend le plan. 
C'est-à-dire que l'on obtient 1'8quation de la surface en r6solvant par ra.pport 
à t cette seconde équation et en portant dans la première. D'après la théorie 
des équations implicites cela suppose l'existence et l a  continuité de u", u", 
w", p"; mais il n'en résulte pas que la surface soit développable au  sens 1. 

Supposons en effet que y" soit continue, le plan 

a = t x + t e y + y , t )  (1) 

a une enveloppe. Les génératrices données par (1) et  

o = x + 2 t y + * ' ( t )  

varient d'une façon continue. Si donc la courbe doiiiiée par (l), (2) et 

O = 2 y + *" ( t )  

était tangente aux génératrices elle serait rectifiable. Or on peut prendre (2) 
à variation non bornée, donc la surface (l.), (2) est développable au  sens 2 
sans l'être au  sens 1. Il est dYailleur8 évident que toute surface développable 
au sens 1 ne l'est pas nécessairement au sens 2. 

L'énoncé de la réciproque du théorème  O OS SI AN BONNET suppose donc 
que le mot développable ait le  sens restreipt donne au commençemept de ce 
paragraphe, 
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Pour obtenir un résultat un peu plus g h é r a l  nous allons iechercher dans 
quels cas on peut appliquer sur le plan un cylindre, un cône, une surface 
formée des tangentes à une courbe gauche. 

83. Pour qu'un cylindre soit applicable sur le plan il faut qu'entre 
deux quelconques de ses points on puisse tracer une courbe rectifiable. Si  
les deux points choisis ne sont pas sur une même géiiératrice l a  projection 
de cette courbe, sur le plan de la section droite du cylindre, ne se réduit 
pas à un point et  par suite' est une courbe portée par ln courbe section 
droite ; c'est-à-dire que si 

est la section droite la projection considér6e a des équations qui s'obtiennent 
en remplaçant dans ces formules t par une fonction continue d'un paramètre. 

La projection étant rectifiable, la section droite l'est aussi (*). 
Pour p ' u n  cylindve soit applicable sur le plan il est donc nkessaire 

que sa section droite soit ~ectifiable; cela est aussi sufisant, E n  effet pre- 
nons sur la section droite une origine O, et faisons correspondre & tout point 
a de cette section droite le point A de l'axe des x tel que 0 A soit égal à 
l a  longueur de l'arc O a de sectioii droite. Faisons correspondre de plus à 
toute génératrice une parallèle à l'axe des y (les axes sont rectangulaires) 
les longueurs portées par les gén8ratrices étant conservées. Cette correspondance 
réalise l'application. 

Soient en effet c une courbe du cylindre, C la courbe correspondante du 
plan, a et  b deux points de c, A et B les points correspondants de C, a ,  
et b, les points de la, section droite appartenant aux mêmes génératrices que 
a et  b, A,  et  B, les points correspondants du plan. On a évidemment 

et  par suite AB > a. 
Les d e u i  trapèzes rectangles a a ,  b, O ,  A A, R, B ont mêmes bases, 

donc l a  différence entre les liypoténuses est inférieure à celle des hauleurs, 
- - 

AB - a b >  A ,  B, - a,. 

(") C'est de là que résulte une propri6t6 q u i  nous a déjà servi: sur un cylindre 
dont la section droite n'est pas rectifialle, les seules courbes rectifiables sont portées par 
les génératrices, 
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D'où, si l'on divise c en arcs tels que a b  

Les deux premières sommes tendent vers les longueurs de C et c, les deux 
dernières vers les longueurs des projections de C: et c sur l'axe des z d'uiie 
part, sur la section droite d'autre part. Ces deux dernières sommes sont égales, 
donc C et  c ont la  même longueur. 

84. Résolvnns le même problème pour les cônes. Soit un cône ayant 
pour sommet l'origine, s'il est applicable sur le plan il contient des courbes 
rectifiables non portées par les génératrices. Soit 

une de ce courbes. L a  courbe rectifiable 

est portée par une directrice sphérique du cône. On appelle ainsi pour le 
cône dont le6 génératrices ont les cosinus directeurs 

k étant indépendant de t. 
Dans un cône applicable sur le p2102 la  directrice sphérique est donc 

rectifiable. Et réciproqueme~zt toict cône à directrice sphérique rectifiable est 
upplicable sur. le plan comme on le voit en faisant correspondre à la direc- 
trice sphérique un arc- de cercle de rayon égal B celui de la directrice sph6- 
rique et aux génbratrices des rayons de cet arc. 

Dans cette application si la, directrice sphérique a une longueur supé- 
rieure S la circonférence qui porte sa transformée, à un point du plan cor- 
respondront plusieurs points du cône; mais autour de chaque point du cône, 
le sommet excepté, on peut trouver un fragment du cône pour lequel la 
transformation précédente réalise une correspondance biunivoque avec un cer- 
tain domaine du plan; cette correspondance conserve les longueurs comme 
le montre un raisonnement analogue à celui dG précédent paragraphe. On dit 
d'un tel cône qu'il est applicable sur le plan sans rechercher si après l'appli- 
cation un point du plan correspond ou non à un seul point du cône, 
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On peut encore dire que la coiditiolz' ~ d c e s s a i r e  et  suffisnlite pour  qu'un 
cône o u  u n  cylinc-ire soit applicable s u r  le p lan est qu'il ex is te  s ~ i r  la sur-  
,face tute courbe 1.ectifiable î.enco~ttrattt toutes les gd~ttlratriees, e t  ne  passant  
pas  pur le  sornmet s ' i l  s 'agit  d ' u , ~  cône. 

Remarquons que, puisyu'il cxiste des fonctions dérivables h variation noil 
bornée, il existe des courbes ayant dcs tangentes en tout point et qui ne 
sont pas rectifiables, dotzc des côiles et  des cylir~tlres ayatzt des  p lans  tangents  
sicivaut cliayue génét.utrice et qui ne sont pas applicables sut. le plnrz. 

85. Considérons une surface réglée et supposons qu'on puisse, sur cette 
surface, tracer deux courbes rectifiables ne se rencontrant pas et rencuiitrant 
chacune ;ne fois chacune des génératrices; soient x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) ;  x ( O ) ,  y (6) ,  

z(5) ces deux courbes. A cliaque point t de la premiére courbe faisons cor- 
respondre le point 8 de la seconde situé sur la inêrne génératrice, alors 9 est 
une fonction continue toujours croissante ou décroissante de t. En reniplaçant 
6 par s;t valeur en fonction de t la seconde courbe devient x, ( t ) ,  y ,  (t), x, ( f ) .  

L a  courbe 
x = z (t) - XI (tj, 'y = p ( t )  - y ,  (t), x = z ( t )  - z ,  (2) 

rencontre toutes les gQnératrices du cône directeur de la surface dolit le 
sommet est l'origine, cette courbe étant rectifiable, le cône est ~pplicable sur 
le plan. 

Ceci posé nous allons démontrer que pour que l a  szwfuce forniée par 
les tan,qerztes h une courba yu~cclte soit upplicable szrr le  plart i l  est  izdcessaire 
et  s u f i s a ~ z t  que sott cône directeur soit  applicable s u r  le plaîz. Dans cet énoncé 
nous appelons surface applicable sur le plan une surfiice tout point de la- 
quelle on peut faire correspondre un point du plan, cette correspondance con- 
servant les longueurs; à un point du plnn correspond un nombre fini ou in- 
fini de points de la surface. 

D'aprks ce qui précéde la condition est nécessaire; pour montrer qu'elle 
est suffisante, effectuons d'abord l'application du cône directeur sur le plan. 
Nous allons maintenant faire correspondre A l a  coui-he gauche donnée r une 
courbe plane y, les arcs correspondants ayant la même longueur, la tangente 
en tout point cc de y étant parallèle au développement de celle des géné- 
ratrices du cône directeur qui est parallèle B l a  tangente à au point A 
homologue de a (9. 
- 

(") Cette propriété du développement de l'arête de rebroussement doit Stre coiisi- 
dérée comme la généralisation du tliéoréme classique: la courbure de 1'arGte de rebrous- 
semeiit est conservée. 
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P o u r  construire y, divisons r à l'aide des points -4, correspondant aux  
valeurs ti d u  paramètre, et portons sur les génératrices O correspondantes 
du  développement di1 cône directeur des longueurs O a', = s ( i l )  - s  (ti..,) ; 
s (1) rer~résentarit la longueur de l'arc (O, 1) de r. 

Soit O Mi le vecteur somme de  O a', , O a', , . . O a';. Con~idBrons le po- 
lygone O M ,  M ,  M, . . . , si nous supposons t, = O la longueur O M, M, . . . Mi 
comptée sur ce polygone est égale à s (ti). Faisons correspondre ce polygone 
h r de façon que les longueurs soient conservèes; alors correspond à A i .  

Introduisons entre les t i  de  nouvelles valeurs de t ,  d'où la, suite de points 

et un nouveau polygone de sommets 

Supposons que l'on augmente indéfiniment le nombre des ti de façon 
que le maximum de t i -  t i - ,  tende vers zéro e t  montrons que ces polygones 
ont une limite, il suffira de démontrer que les points correspondant a u x  
valeurs clioisies ti tendent uniformément vers des points limites. 

, Soient Mi et ATai deux sommets correspondants des deux polygones con- 
s idéré~.  On a: 

loiig Mi Nai 5 1 long O M ,  - long O Nui 1 
i 

5 2 1 long Mi Mipi - long Nai N,;-, 1 .  
- 1 

La longueur fiIiMi-, est celle du  segment O a',; celle de Na, hTai_, est celle 
de la résultante des segments 

La somme des longueurs de ces segments est OarL ,  et ils font entre  eux  des 
angles inf6sienrs à E ,  si E est le maximum des angles uti O donc 

O L long Mi Mi-; - long Nai Nail r E [S ( t ; )  - s (ti-J]. 

Ainsi si l'on s'occupe de l'arc (O, t j  de r, quels que soient les nouveaux 
points choisis sur  r entre les Ai,  lit distance entre deux points correspo~idants 
des polygones est inférieure à e s (t). 

Or E tend vers zéro avec le  maximum de t, - ti-,. Les  polygones ont 
donc une courbe limite 7. 
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Prenons pour axe des x dans le plan la gén6ratrice O a', du dévelop- 
pement du cône directeur; si l'intervalle (0, t )  est assez petit (*) l'angle des' 
géinératrices O u', , O arn . . . avec l'axe des x est infhrieur à un droit et par 
suite les polygones dont y est ln limite ont des équations de la forme 

Supposons que ces équations représentent, non les polygones tels que 
O A, A, .  . . mais les courbes que l'on obtient en raccordant les côtés consé- 
cutifs Ai-, A i ,  Ai Ai+, par des arcs de cercles. Nous supposerons ces arcs 
choisis assez petits pour que les longueurs des courbes tendent vers la lon- 
gueur commune des polygones, c'est-&-dire vers celle de r. Les' fonctions 
f i  (x) ont des dérivées continues. De plus, quand i augmente, la dérivée f ' i (2,) 

tend vers le coefficient angulaire de la g6nératrice du développement du cône 
directeur qui correspond au point x = x, de y, soit (p '(x& 

Les fonctions bornées dans leur ensemble f ,. (x) tendent vers (p (T) ,  donc 
on a: 

(1: x 

Donc y (1 pour équation: 
2 

et comme p (x) est une fonction continue 

et les tangentes à y sont bien parallèles aux génératrices correspondantes du 
developpement du cône directeur. 

De plus 
-- 

2 
Lim J \II -+ f l i ( x )  ci x = , 1 +  pz (:cl <i s 

O O J 
donc -y a mêrnc longueur que r. 

(*) Cette restriction e s t  sans importance, il suffit en effet de  démontrer que, autour  
de chaque génératrice, on peut  t rouver  un morceau applicable s u r  le  plan pour qu'il en 
soit de même pour toute la surface. 
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86. Nous allons maintenant définir la correspondance entre le plan et 
In surface. A tout point de r correspond un point de y comme il a été dit. A 
un point A de la surface situé sur lit gén6ratrice passant par le point A ,  
de r correspond un point a situé sur la tangente à y au point a, homologue 
de A, et tel que a, a = A ,  A ,  ces deux segments étant dirigés par rapport R y 
et r, dans des sens correspondants. 

Désignons par A' le point du cône directeur situé sur la génératrice pa- 
rallèle à A,  A et tel que 

et par a' le développement de A' .  Alors on n 
- - 
a, a = O a'. 

Soient C une courbe rectifiable de la surface, c, C", cf  les lieux des points 
a, A', a' correspondant aux points A de C. On a les égalités segmentaires, 
si A et B sont sur C, 

- - -  
A B =  A, B i+  A'B', 
- - a = ai b, + a' b', 

donc 

1 long A B - long a b 1 r 1 long ,4, BI - long a, b, 1 $- 1 long A' B' - long a' O' [. 
Supposons que C ne rencontre qu'une seule fois chaque génératrice. Alors 

C' est rectifiable, $ 85, et l'on a : 

IlongA B - l o n g a b I s ] l o n g a r c r l ,  B, de r-,4, Ri]+ 
+ 1 long arc a, b, de y - a, b, 1 + 1 long arc A' B' de C '  - A' R' 1 + 

+ 1 long arc a' b' de c' - a' b' 1. 
Si donc on considère un polygone P inscrit dans C et les polygones p, P', 

p', P,  , pl correspondants on a : 

1 long P - longp 1 r (long T - long Pl)  f (long y - longp,) -l- 
+ (long Cf - long P') +(long c' - long p'). 

Donc C et c ont même longueur. Ce rhsultat s'étend immédiatement aux 
courbes qui rencontrent un nombre fini de fois les génératrices. Pour les 
autres, qui soiit limites de courbes ne rencontrant les gén8ratrices qu'un 
nombre fini de fois, nous pouvons affirmer que la longueur de la courbe de 
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la surface est au moins égale à la longueur de la courbe* correspondante du 
plan. 

Mais ln portion considérée de 7 est convexe, les tangentes aux deux 
extrèmités font un angle inférieur à. un droit; donc, si l'on ne considire que 
l 'me des nappes de la surface (limitée par F), la correspondance avec le plan 
est univoque. 

Soit, dans la portion du plan correspondante, un segment ab;  considérons- 
le comme la courbe c. On voit immédiatement que c est rectifiable, donc c' 
l'est et par suite aussi C. De là résulte que l'on a :  

Ceci posé, soit une courbe rectifiable quelconque C, inscrivons dans cette 
courbe une ligne polygonale P d'un nombre fini ou infini de côtés, en ayant 
soin que tous les points de rencontre de C et de r soient des sommets (ou 
limites de sommets) de ce polygone, p étant le polygone correspondant on a: 

d'où 

long p 2 long P, 

long c 2 long C. 

En  rapprochant ce résultat du précédent on a: 

long c = long C 

et la surface est applicable sur le plan. 
Nous savons donc construire la courbe gauche la plus générale dont les 

tangentes forment une surface applicable sur le plan; il suffit en effet de se 
donner le cône directeur applicable sur le plan, ce que noua savons faire, et 
la fonction continue positive croissante s ( t )  et d'en déduire l? par une cons- 
truction analogue à celle qui a donné y. 

87. Dans les paragraphes précédents on a appel6 surface applicable 
sur le plan une surface 8 qui correspond à une surface 2 portée par le plan, 
la correspondance ponctuelle entre S et 2 étant biunivoque et conservant les 
longueurs. 

8 étant donnée, I: n'est pas déterminée. En  effet si S est un cône on 
peut prendre pour 2 un secteur. Soit G l'un de ses rayons qui partage 2; 

en 2, et 2, et soit 2, le symétrique de 8, par rapport à G;  on peut prendre 
pour 2, 2, + Il t .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



338 L e b e s y  u e :  

Les surfaces 2 que nous venons de définir relativement aux cônes et aux 
surfaces formées des tangentes à, une courbe sont telles qu'autour de chacun 
de leurs points (ceux qui correspondent au sommet du cône, et aux points 
de l'arête de rebroussement exceptés) on puisse trouver uii morceau de 2 
ne recouvrant qu'une fois le plan. Soit 2, un tel morceau, S, le morceau cor- 
respondant de S ;  entre S, et 2, la correspondance ponctuelle est biunivoque 
et 2, est un domaine plan. 

C'est ln surface 2 ainsi définie, qui est unique puisque deux de ces sur- 
faces seraient composées de morceaux égaux disposés pareillement, que l'on 
appelle le développement de S. . 

88. Nous pouvons maintenant donner des exemples de courbes gazdzes 
dont les tangentes formeizt wze surface no?& applicable sur le p l a ~ ~ .  

x = t ,  y = t2, x = ( ( t )  

y ( t )  etant une fonction dont la dérivée est continue mais à variation non 
bornée, nous donnent un tel exemple. On sait que l'on peut même sup- 
poser que y" ( t )  existe, donc il y a des courbes gauches ayant etz tout p o h t  
tcrz plan oscdateur, et dont les tangentes forment une szwfuce non applicable 
szir le plau. Une telle swface admet des plmzs ta~tgetits; le plan tanier8t 
est le même tout le long d'une génératrice; le plarz tafzgent dépend donc d'rtn 
seul paramètre. 

89. Nous terminerons en cherchant les surfaces de révolution applica- 
bles sur le plan. 

Démontrons d'abord que, si un morceau de surface de révolution est ap- 
plicable sur le plan, les méridiens correspondent à des droites parallèles ou 
coiicourantes. Il est &vident que les méridiens étant des lignes de longueur 
minimum ou géodésiques ont pour transformées des géodésiques du plan, 
c'est-à-dire des droites. I 

Soient A, B deux points d'un méridien, a, b leurs correspondants dans 
le plan; A', Br deux points d'un autre méridien situés respectivemeiit sur les 
parallèles d e  A et R, a', b' leiirs homologues. 

On a a b = a' b' ; d'ailleurs les deux courbes de la surface qui corres- 
pondent aux deux droites a b ,  a'b' sont symétriques l'une de l'autre par 
rapport au plan bissecteur des méridiens de A et de A'; elles sont égales et 

a b' = a' b. 

La figure a'b b'a' est donc un trapbze isocèle. 
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Soient A", Ba les synlétriques de A ,  B p ~ r  rapport au plan méridien de 
A';  a" b" b '  a' est symétrique de a b 1' a' par rapport à b' cl', donc les trois droites 
cc b, a'b', a" b" ou bien concourent en un même point O qui est le centre de 
la circonférence passant respectivement par a, a', a" et par b, b', b"; ou bien 
fiont parallèles et a, a', a" d'une part, b, b', b" d'autre part sont en ligne 
droite, a a' et a b étant perpendiculaires. 

Si l'on fixe la position d'un meridien par son angle e avec le méridien 
d e  A et si ,4' correspond h QO, le raisonnement précédent montre que tous 

112 90 les points du méridien de A correspondant aux valeurs - ln et  n étant en- 
2 n 

tiers, ont leurs homologues sur la circonférence ou ln droite a a' a"; ils for- 
ment un ensemble partout dense sur cette circonférence. II en est de même 
pour les points du méridien de B. Les points des méridiens de d et B corres- 
pondant B la même vdeur de e sont sur le même rayon. Donc les méridiens 
ont pour homologues des droites parallèles ou concourantes e t  les parallèles 
correspondent aux trajectoires ortliogonales de ces droites. 

Supposons d'abord que les droites homologues des méridiens soient paral- 
lèles, alors les parallèles sont égaux, donc ont lc même rayon et puisque les 
méridiens sont rectifiables, les seules surfaces de cette nature sont 

z - R cos 8, y = R sin 8, z = y ( t ) ,  

rp Gtnnt à variation bornée. 
Supposons maintenant les droites concourantes. Soient A, B, C trois points 

du même méridien, en conservant les notations précédentes on a :  

n b arc O b' - arc a a' -- - 
b c arc c c' - arc b 6' 

c'est-à-dire que si l'axe des x est l'axe de révolution, la méridienne est de la  
forme z = f (x ) ,  et s étant son arc, on a :  

8 s - constante 6 2  - 

quel que soit Sx. La distance de deux points d'abscisses x, et  ri étant au 
moins 1 x, --x, 1, la constante est au  moins égale à 1, nous poserons 

B S = ~ I  +- Kg$x. 
Si K est nul, la surface est engendrée par l'axe des x tournant autour 

de l'axe des x, c'est le plan des x y. 
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Supposons maintenant I( positif. Une solution particulière du problème 
s'obtient en effectuant la transformation ponctuelle 

(+ ayant dans tout intervalle de longueur 1. une variation totale égale à 1) 
sur le cône 

z2 = K g  (xe +y";  

nous allons démontrer que c'cst la solution générale. 
Soit en effet z = f (x) une méridienne, si v (a:) est la variation totale 

de f entre x, et x, la surface de révolution dont z = u (x) est la méridienne 
est aussi applicable sur le plan. Nous allons démontrer que v (x) est égale 
à. K (X - x,). 

Soient deux points (x,, xi) de la courbe x = v (x), la longueur de l'arc 
de cette courbe compris entre ces deux points est supérieure à 

cette quantité doit donc être inférieure à K 1 xi - x, 1 c'est-à-dire que l'on a : 

Ceci posé considérons un polygone inscrit dans z = v (x) et le polygone Q 
inscrit dans x =  K(x - xo) dont les sommets ont les mêmes abscisses, il est 
h i d e n t  que 

long PL: long &. 
.Des considérations de géométrie élémentaire montrent que, si R est le 

polygone inscrit dans x = K (x - x,) - v (z) dont les sommets ont mêmes abs- 
cisses que ceux de 1' et Q, on a :  

long Q - long P? long R - (xi - x,) 

si l'on s'occupe de l'intervalle xi - x, . 
Si l'on fait tendre vers zéro le maximum de la longueur des côtés de P, 

le second membre ne tend ver$ z6ro que si v (x) - K (x - x,) = 0, or le 
premier membre tend vers zéro, donc: 

L e s  seules surfuces de révolution applicubles sur  le plarz sont donc celles que 
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l'on obtient par la i~.a~zsforlrmtion du 5 78 appliquée aux surfaces de révo- 
lution analytiques applicables sur l e  plan, l'axe de rdvolution élutri! Oz. 

90. Considérons une surlace applicable sur le plan. Si l'on exprime 
les coordonnées d'un point de cette surface en fonction de celles du point corres- 
pondant du plan, on a la surface sous forme rectifiable, elle est donc quarrable. 

Xous allons démontrer que dans l'application sur le plan les aires sont 
conservées. Le raisonnement s'étendrait d'ailleurs aux surfaces applicables sur 
une surface analytique quelco~ique. 

Soit une surface S applicable sur le plan (a, v).  Divisons le plan (u, v )  
à l'aide de parallèles aux trois directions w = 0, GI = 60°, w = 120" en 
triangles Bquilatéraux. A un réseau de ces triangles correspond un polyèdre 
inscrit dans la surface S; chaque face de ce polyèdrè étant d'aire inférieure 
au triangle correspondtmt du plan ( 2 1 ,  v), l'aire de est au plus celle du 
domaine correspondant dans (u, v).  

Consid6rons maintenant une suite .de surfaces Si tendant vers S. Choi- 
sissons arbitrairement un nombre 2 et soit mi le minimum de la longueur 
des courbes ri de Si qui correspondent à celles J? joignant les couples de 
points du plan (u, v) qui sont distants d'au moins 1, 

1 La plus petite limite des mi quand -;- tend vers zéro est au moins 1. 
2 

En effet si elle était inférieure à 1 on pourrait trouver une suite de courbes 
ri,, r i * . ,  . dont les longueurs auraient une limite inférieure à 1. Or cela est 
impossible car on démontrerait ]'existence d'une courbe de longueur inférieure 
à l limite de certaines des coiirbes I'i,, riz. . . c'est-à-dire d'une courbe cor- 
respondant à une courbe I' du plan (u,  v).  

Dono si i est supérieur à un certain nombre z', les courbes joignant des 
points des côtés opposés d'un carré de côté 1 du plan (u, v) ont pour ho- 
mologues des courbes de la surface Si de longueurs supérieures à 1 - c. 

Soient M et Mi les parties de S et Si correspondant à ce carr6. Nous 
pouvons sans augmenter la plus petite limite des aires des Si, supposer que 
les surfaces Si sont analytiques. 

Divisons Mi par deux séries de courbes orthogonales Cp, Cp homologues 
de courbes du plan (u, v )  joignant des points des côtés opposhs du carré. 
Soient a j ,k  la longueur de l'arc déterminé sur Ck par C; et C>+, et a f k j  la 
longueur de l'arc déterminé par Cj et Cj+, sur Clk .  L'aire de Mi est la limite 
de la somme 
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quand le maximum de nkj  et  alkj tend vers z6ro. Or cette somme est évi- 
demment supérieure à (1 - E ) ~ ,  donc la plus petite des aires des Mi est P. 

Lorsqu'une surface est applicable sur un plan, les parties correspondantes 
dzc plan et  de la szirface ont donc ~ndrne aire si elles sont quarrables et, si 
elles ne le sont pas, mêmes aires intérieure et extérieure. 

Lorsque deux surfaces analytiques sont applicables l'une sur l'autre, les 
longueurs, les aires et les angles sont conservés; on voit que lorsqu'il s'agit 
de surfaces non analytiques les longueurs et les aires sont encore conservées, 
mais les angles ne le sont plus (*). 

CHAPITRE VI. 

Le Problème d e  Plateau. 

91. Nous nous proposons dans ce chapitre de démontrer l'existence 
d'une surface s ayant pour frontière un contour C donné et pour aire inté- 
rieure l'aire minima de C. L'aire de toute autre surface ayant pour fron- 
tière C sera au  moins égale à celle de S; en ce sens l'aire dc S sera. un 
minimum et la surface S pourra être dite ?ninima. Dans le cas où I'on se 
limite la considération des surfaces ayant tous les éléments que I'on consi- 
dère ordinairement (plans tangents, rayons de courbure, etc.) ce problème a 
r e y  le nom de problème de PLATEAU. 

11 n'est pas démontré que le probkme de PLATE-AU ait une solution; nous 
allons voir que si l'on n'astreint la. surface iriiniina à aucune condition sup- 
plémentaire, l'existence de cette surface peut être facilement dhmontrée. Les 
rksultats que nous allons obtenir peuvent ainsi être considérés comme prépa- 
rent l'étude de l'existence de la solution du problème de PLATEAU. 

(*) Supposans réalisée l'image matérielle d'une surface. L'aire, au sens usuel du 
mot, d'une telle surface peut être mesurée par la masse de la matiére qui la constitue. 
Dans une déformation de la surface cette masqe ne change pas, aussi l'aire, au sens usuel 
du  mot, ne ohange pas. L'une des conditions que doit remplir l'aire, au sens mathe. 
matique, pour qu'on puisse l'assimiler à l'aire, au sens usuel du mot, et pour qu'on 
puisse considérer la déformation physique d'une surface comme l'image d'une déformation 
géométrique, est donc d'être inaltérée par les deformations géométriques qu i  conservent 
les longueurs. 
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Les raisonnements qui suivent s'appliquent Ei. d'autres problèmes que celui 
de PLATEAU; pour énoncer ces problèmes nous allons d'abord définir certaines 
intégrales de courbe et de surface. 

92. Considérons une courbe C dont les points dépendent d'une faqon 
continue d'un paramètre t, une fonction de t sera dite attachée aux points 
de C. Supposons C rectifiable et f ( t i  continue. Divisons C en un nombre fini 
d'arcs partiels de longueurs Z,, 1,. .. et soient f , ,  fz ,... des valeurs de f pour 
certains points do ces arcs partiels. L a  somme 2 l i  f i  quand le maximum des li 
tend vers zéro, tend vers une limite déterminée (*) que nous représenterons par 

Si  f ( t )  = 1 l'intégrale représente la longueur. 
Considérons une surface quarrable S dont les points dépendent d'une 

façon continue de (u, v) et une fonction continue f (u, v) attachée aux points 
de cette surface. Divisons S en un nombre fini de morceaux quarrables d'aires 
a , ,  a , , . .  . et soient f,, f, ,... des valeurs de f pour certains points de ces mor- 
ceaux quarrables. Quand le maximum du diamètre de ces morceaux et le 
maximum de ni (**) tendent vers zero la somme 2 f i a i  tend vers une limite 
déterminée que nous représenterons par 

S 

Si f (u, v )  = 1 l'intégrale représente l'aire. 
On aurait pu définir ces intégrales par le procédé suivant. Il est facile 

de faire correspondre à C un segment, les longueurs étant conservées; il est 
possible de démontrer qu'on peut établir entre les points de s et les points 
d'un plan une correspondance conservant les aires (***). Ces correspondances 
établies, elles définissent sur la droite ou dans le plan une fonction F qui cor- 
respond à f ;  l'intégrale de H est égale A l'intégrale de courbe ou de  surface 
que nous avons définie. 

4 

(*) Il suffit de reprendre le raisonnement classique relatif à l'existence de l ' intégrde 
d'une fonction continue pour  obtenir ce résultat. 

("3) Il est  facile de  démontrer que cette seconde condition est  une conséquence de 
la  premiére. 

(***) Il se peut que cet te  correspondance ne soit pas  univoque. 
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L'un et l'autre procédé permettent d'indiquer dans quels cas on dira que 
f est sommable et par suite d'étendre la définition de l'intégrale au cas où f 
n'est pas continue; mais cela ne nous sera d'aucune utilité. 

93. Considérons une famille de courbes rectifiables C et une famille 
de surfaces quarrables S. E t  soit f une fonction définie dans l'ensemble des 
points de tous les C ou S, et jamais négative. Nous supposerons que f est 
continue dans cet ensemble. Les intégrales 

c s 

ont alors un sens. Démontrons que si C(ou 5') est la limite des courbes Ci (ou des 
surfaces Si) prises dans la famille considérée, l'intégrale relative à C(ou  S) est 
au plus égale à la plus petite des limites des intégrales relatives à Ci (ou Si). 

Divisons C (ou S) en un nombre fini de morceaux de longueurs (ou d'aires) 
m,, nz,. . . et  soient y , ,  y , .  . . les valeurs minima de f dans les morceaux 
correspondants. A la division de C (ou 5') correspond sur Ci (ou Si) une di- 
vision en morceaux de longueurs (ou d'aires) mf , mi, .. .; les valeurs minime 
de f dans les morceaux correspondants sont y:, y$, . . 

Quand i augmente indéfiniment y; a pour limite 7j et la plus petite des 
limites de mj est au moins égale à ntj,  donc la plus petite limite de Zj mj7j 
est au moins égale Xj PHj y j  . 

Il suffit d'augmenter indéfiniment le nombre des morceaux de façon que 
le maximum de leurs diamètres tende vers zéro pour avoir la  propriét6 énoncée. 

E n  adoptant des dénominatioiis dues à M.' BAIRE on peut dire que l'in- 
tégrale considérée est partout égale à son minimum ou encore que, en tant 
que fonction de C (ou S), elle est semi-continue inférieurement. 

Si ia famille de courbes (ou surfaces) comprend toutes les surfaces recti- 
fiables (ou toutes les surfaces quarrahles) 1s valeur de l'intégrale pour C (ou S) 
est exactement la plus petite limite des intégrales relatives aux courbes (ou 
surfaces) dont C (ou S) est la limite (*); puisqu'on peut choisir les Ci (ou Si) 
de manière que y:. ait pour limite y j .  

(") Cette  propriété aura i t  pu ê t r e  prise comme définition de l'intégral* considérée. 
Cette méthode a l'avantage de suggérer des définitions des intégrales 
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94. Supposons que les courbes C (ou que les surfaces S) soient toutes 
celles qui satisfassent à certaines conditions aux limites, - extrémités de C 
données, ou sur des courbes ou des surfaces données, - frontière de  S donnée 
ou sur des surfaces données. 

Nous supposerons de plus que C (ou S) est assujettie à rester dans une 
portion limitée ri de l'espace, ou que C se déplace sur une surface z n'ayant 
pas de nappe infinie. f étant une fonction continue dans ïï ou sur 2, nous 
nous proposons de chercher si la fonction 

atteint son miriimum. 
Lorsque l'on cherche à démontrer qu'une fonction f (E) de certains d é -  

ments E atteint son minimum, par la méthode qui sert pour les fonctions con- 
tinues de points, on est conduit aux deux opérations suivantes: 

1. Choisir une suite d'éléments E,, E, .  . . ayant un élément limite e, 
et tels que f (E,), f (E?) . . . tendent vers la limite inférieure rn f ( E )  de f (Ei). 

11. Démontrer que f ( e )  = m f (E). 
D'après ce que nous venons de dire si c (ou s)  est la limite de Ci(ou Si) 

(c) [ou <p (s)] est au  plus égale à la plus petite des limites des y (Ci) [OU (p (Si)] ; 
d'ailleurs (c) [ou p ( s ) ]  est au moins égale à m y (C) [ou m cp (S)] ,  donc nous 
ayons effectué l'opération II. 

95. Pour effectuer l'opération 1, noua emploierons une méthode que 
M.' HILBERT a indiquée dans une note des Nouvelles Annales (Aofit 1900), 
note qu'il avait déjà présentée en septembre 1899 a u  congrès de Munich. 

Ou bien on sait qu'il existe un élément e tel que f (e) -. nz f ( E )  ou 
bien on sait qu'on peut trouver une suite d'éléments E,, E, . . . tels que 
f (E,),  f (E,) . . . aient pour limite m f (E). Tout revient à choisir parmi les Ei 
une suite d'éléments ayant un élément limite. 

Nous supposerons que E est une fonction de n variables, continue par 
rapport à I'enaemble xi ,  x, . . . x, de ces variables, définie dans une portion D 
de l'espace (x, x, . . . x,), et que l'on a toujours 1 E )  <P. Alors E sera dite 

dans le cas  ou les  fonctions f sont continues e t  jamais négatives. L e  cas  où f est  continue 
s e  ramène a celui-là par l'addition d'une constante. Avec ces  définitions on peut  faire 
des applications plus étendues des remarques qui suivent, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la limite (*) de Ei si, quel que soit C, on peut choisir i assez grand pour 
que l'on ait:  

pour tout point de D. 
M? HILBERT remarque que si l'on a certains renseignements sur la va- . 

riation de l a  fonction Ei il suffit de choisir parmi les Ei une suite d'éléments ej 
tels que, à tout point d'un ensemble A partout dense dans D, corresponde 
une valeur de Ej qui a une limite quand j augmente indéfiniment, pour 
que les Ej aient une limite. Pour préciser, nous supposerons que l'ensemble des 
nombres d6rivés des Ei considérées comme fonctions d'une seule, quelconque, 
des variables xi, x,. . . x, soit borné. 

Nous supposons donc que l'on ait, quels que soient i, x,, x, . . . xn, l z ,  p 

M étant fixe. Nous prenons pour A un ensemble dénombrable partout dense 
dans P; soient P,, Y,  ,... les points de A. Soient E , ,  er . . . des nombres dé- 
croissant jusqu'à zéro. 

Les différentes valeurs Ei (P,) étant toutes, en valeur absolue, inférieures 
à P o n t  au moins une valeur limite a. Nous appelons E: celles des Ei telles que: 

l Ei (Pi) - # i  1 < &, 

et nous appelons e ,  l'une d'elles. 
Les valeurs E: (Pz) ont au moins une valeur limite a , .  Nous appelons 

E:  celles des E: telles que 
1 Et (P*) - a2 1 < 62 , 

e,  est l'une des E:. Nous définissons de même e , ,  e4 ,...; CI ,,... 
Nous allons montrer qu'on peut définir une fonction e continue dans D 

par les égalités e (Pi) = ai. 

Des égalités (1) on déduit 

(*) Nous supposons donc que la fonction Ei tend uniformément vers  E. L e  mot limite 
a été employé précédemment dans u n  sens différent, voir p a r  exemple 5 23. 
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L e  maximum du second membre est \In M, c'est donc aussi le maximum 
du premier. L'inégalité précédente s'écrit donc 

le symbole E (P Q) reprQsentant ce que l'on peut appeler la distance de P h Q. 
Ceci posé, considérons tous les points de A distants d'un point JE de D 

de moins de q ,  ils sont distants entre eux de inoins de 2 q ,  donc les a cor- 
respondants diffèrent de moins de 2 q \';M. Donc tous les a correspondant 
aux Pi tendant vers M ont une valeur limite e (M) qui est fonctiou continue 
de M. De plus on a aussi : 

Désignons par li le maxinium, quand ,X parcourt D, de la limite inférieure 
1 

de 1 (M P,), 1 ( M  P,), . . . 2  (M Pi), li tend vers zéro avec :. On a,  j étant 
2 

choisi infikieur à i, de fac,on que 1 ( M  Pi) ne soit pas supérieure à t i ,  

donc e est la limite de la suite e , ,  e, . . . 
Nous avons supposé que E est une fonction; si E est un ensemble d'un 

nombre fini de fonctions dont les nombres dérivés sont bornés, la conclusion 
subsiste. 

I l  reste à voir si I'klément limite e ainsi défini fait bien partie des 
éléments E considérés (*). 

96. Reprenons la fonctioii 

, ( ~ ) = [ f d s .  
C 

L'élément C est l'ensemble des trois fonctions qui représentent les coordonnées 

(*) Dans sa note des Nouvelles Annales, M.' HLLBERT n'a exposé sa méthode pour 
établir l'existence de l'élément limite que sur deux exemples particuliers. Il me semble 
bien que la méthode qui ressort de ces deux exemples est celle du § 93. En tous cas 
les résultats de ce paragraphe suffisent à déinontrer l'existence des éléments limites dans 
les deux exemples de M.' HILBERT. ' 
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des points de C. Supposons que l'on ait f )  k) O, alors si p (Ci)  tend vers 
In (p (C) la longueur de Ci n'augmente pas indéfiniment. Soit L un nombre 
supérieur aux longueurs des Cg. Les coordonnées des points de ces courbes 
peuvent être exprimées par des fonctions d'un paramètre t variant entre O 
et L, dont les nombres dérivés sont inférieurs à 1. D'où l'existence d'un 
élément limite c, puisque nous supposons que C reste dans la portion finie II 
de l'espace ou sur la surface 2.  c fait bien partie de la famille des courbes C'. 

Nous démontrons donc immédiatement l'existence du minimum dans un 
cas assez étendu (*). 

97. Considérons la fonction 

L'élément S est l'ensemble des trois fonctions qui représentent les coordorinées 
des points de S. Supposons que l'on ait trouvé une suite S , ,  50 . .  . telle que 
cf (SI), cp (8,). . . tendent vers m cp (8); supposons toutes les Si exprimées à 
l'aide des coordonnées (u, v) des points d'un domaine D par des fonctions 
dont les nombres dérivés sont bornés, alors ce qui précède démontre l'exis- 
tence d'un Blément limite. 

Nous obtiendrons un exemple où ces conditions sont réalisées en suppofiant 
f = 1, les surfaces S étant toutes celles qui ont une frontière donnée C sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes: 

1.' L a  projection de C sur le plan des (x, y) est convexe. 
2.' Tout plan qui contient trois points au moins de C fait avec le plan 

des :c y un angle inférieur B a. ( y .  < 90"). 
De la première condition résulte que c est rectifiable, donc le cylindre 

projetant C est applicable sur le plan. Dans cette application c devient o 5, 
et l'une des génératrices w q ;  C devient CI d'équation: 

Toute sécante de C fait, d'après la condition 2, un angle moindre que a 

avec le plan des x y, donc a fortiori toute sécante de C, fait avec w E un an- 
gle inférieur à a. $ a donc des nombres dérivés inférieurs, en valeur absolue, 
à tg a ;  Ci et C sont rectifiables. 

(*) Pour f -- 1 on retrouve l'un des ereiiiples que traite M.' HILBERT. 
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Nous avons trouvé précédemment que C étant rectifiable son &ire minima 
est la limite de celles des polygones inscrits dans C et  tendant vers C. Soit 

' 

Pl un polygone inscrit dans C, soit n le nombre de ses sommets. Désignons 
par Sp celui des polyèdres à faces triangulaires qui a P, pour frontière, 
7% + p  sommets (sur P, ou non) et dont l'aire est la plus petite possible. 

8' existe et peut théoriquement être obtenu par des opérations algébri- 
ques car tous les polyèdres à n + p sommets peuvent se rarnener par des 
déplacements continus des p sommets variables à un nombre fini de types, et 
de tels déplacements font Varier l'aire d'une faqon continue. 

A S i ,  ne peut avoir aucun angle polyèdre convexe, ou plus généralement 
aucun angle polyèdre qu'un plan P puisse couper suivant un contour fermé. 
Soient en effet S le sommet d'un tel angle, r le contour formé: par ceux des 
côtés, ne passant pas par S, des faces qui passent en S. r est tout entier d'un 
m$me côté de P, donc l'angle polyèdre obtenu en joignant les sommets de r 
à la  projection s de S sur P a ses faces respectivement plus petites que celles 
de l'angle polyhdre considéré. 

Sp ne peut être coupé par un plan Y suivant une courbe fermée; en 
effet, cette courbe 1imiter.ait sur Sp une surface 2, soit M un point de 5, 
déplaçons le plan P parallèlement à lui-même du c6té de M jusqu'à l a  po- 
sition limite u qu'il ne peut franchir sans cesser de rencontrer 2 .  Tous les 
sommets de 2 qui sont dans II sont des sommets d'angles polyèdres qui peuvent 
être coupés par un plan suivant u n  contour fermé (*), ce qui est impossible. 

Considérons maintenant le plan P d'une face et montrons qu'il rencontre 
le contour Pl, en trois points au  moins. Tout d'abord il est Qvident que 1' 
contient au  moins deux points de Pl, sans quoi on pourrait couper la sur- 
face suivant une courbe fermée par un plan voisin de P. Supposons que P 
ne  contienne que deux points de P,, A et B. Soit y le coiitour d'un groupe 
de faces contenues dans P. La section de la surface par P se compose de groupes 
de faces et d'une ligne brisée joignant 9 et B à tous ces groupes de faces. 
Il existe donc une ligne brisée tracée sur la surface et dans P, joignant A 
au  contour y,  soit A a et une ligne analogue B P. Joignons o: à f i  par  une 
ligne 2 intérieure à y et  soient A Ml B, .4 34, B les deux parties de P,. Les 

- 

(") Cela n'est pas absolument exact. L e s  sommets de X qui sont dans ïï sont  seule- 
ment tels que chacun des angles polyédres correspondants est tout  entier d'un m6me cût6 
d'un plan; mais on remarquant que la frontibre de I n'a pas de point dans Il, on cl& 
montrerait  l'existence d'angles polyèdres ayaiit l e  propriété indiquée. 
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contours -4 Ni f i  2 a A ,  d M, B i3 l a A,  ne traversent pas le plan Y il en est 
donc de même des portions de Sp limitées par ces contours. Or sur l'une des 
deux lignes brisées cc, P, en lesquelles est divisé y, on pourra trouver un 
sommet Q tel que les deus  côtés qui aboutissent en Q forment un angle aigu. 
On voit sans difficulté qu'un plan voisin de P coupe l'angle polyèdre Q suivant 
une courbe fermée; ce qui est impossible. 

Dans ce qui précède nous n'avons rien supposé sur le polygone P i ,  il 
nous faut tenir compte maintenant du fait que, comme C, il vérifie les deux 
conditions énoncées au début de ce paragraphe. 

L a  projection de S,, est alors le domaine du plan des x y limité par la 
projection p, de Pl, chaque point de ce domaine étant projection d'un seul 
point de S, (y). L'équation de Sp sera donc de la  forme 

f ayant des nombres dérivbs au plus kgaux, en valeur absolue, à tg u et 
étant définie dans le domaine limité par p l .  

Considérons l'une des surfaces Sp d'indice assez grand pour que son aire 
diffère de l'aire minima de Pl de moins de E , .  Ajoutons à. Sp les triangles 
qui ont pour bases les côtés de Y, et respectivement pour somniets les mi- 
lieux des arcs que limitent sur C les bases correspondantes. 

La nouvelle surface a un contour P', sur lequel nous op6rons comme 
sur P,, et ainsi de suite. 

Nous sommes conduits à une surface Si 

f, étant définie dans c, et ayant ses nombres dérivés inférieurs à tg u. Si a ,  
est l'aire de la portion du plan comprise entre c et p l ,  l'aire de S i  differe 
de l'aire minima de P, de moins de 

Choisissons une suite de polygones Pi, P, . . . inscrits dans C et tendant 
vers C et  des nombres c i ,  c o . .  . décroissant jusqu'à zéro. A Pi on fait cor- 
respondre une surface Si [z = f i  (x, y)] dont l'aire direre de l'aire minima 

(*) S'il en était autrement on pourrait en effet trouver un plan paralléle à oz qui 
couperait S, suivant une courbe fermée. 
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de Pi de moins de 

L a  méthode de M.' HILBERT appliquée aux fonctions f i ($, y )  nous permet 
de trouver une surface S 

z = f ( x ,  Y) 

limite de certaines des surfaces si. ci et al tendant vers zéro, les aires 
des si tendent vers l'aire minima de C, qui est donc l'aire de S. Nous sa- 
vons de plus que les nombres dérivés de f sont, en valeur absolue, au  plus 
égaux a tg ,. 

Nous avons donc prouvé, dans un cas particulier, l'existence d'une solu- 
tion pour le problème de PLATEAU généralisé que nous nous étions proposé. 

98. L'exemple précédent nous montre que les raisonnements du § 95 
ne suffisent pas pour prouver immédiatement l'existence d'une surface rendant 
minimum la fonction y (S), tandis qu'ils suffisaient dans un cas étendu pour 

la fonction y (C). En traitant le cas particulier relatif à l'intégrale J J  d u  - - 
S 

nous allons voir comment l'on peut dans certains cas démontrer l'existence 
de l'élhment limite. Les raisonnements suivants s'appliqueront toutes les fois 
qu'on voudra démontrer l'existence d'une surface limitée par un contour 
donné C et rendant minimum y (8) si l'on sait: 

1.' qu'il existe iine suite de surfaces S, ,  S, . . . dont les aires sont 
bornées et telles que y (di) tende vers ln y (S), 

2.' que la distance de deux points de Si reste, quel que soit i, infé- 
rieure à un nombre fixe 1, qui tend vers zéro avec le plus grand diamètre 
de C. 

99. Soit C le contour donné. Soient Si,  8,. . . des surfaces polyédralea 
dont les aires tendent vers l'aire minima. de G et dont les contours l', , P, . . . 
tendent vers C; nous supposerons que ces contours n'ont aucun côté parallèle 
à l'un des plans coordonnés, et que les surfaces Si n'ont aucune face parallèle 
aux plans coordonnés, ce qui est toujours légitime. 

Divisons C à l'aide d'un nombre fini de points A ,  B, C . .  . K, en arcs 
tels que la projection sur o x d'un quelconque de ces arcs couvre un segment 
de longueur au plus égale à c; soient Ai, B i . .  .Ki les points de division cor- 
respondants sur Pi. 

Annali di Matematica. Serie III, tom0 VII. 46 
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Coupons par un plan parallèle au plan des y x passant entre A et B, 
la section de Si par ce plan se compose d'un certain nombre de lignes hrisées. 
Le minimum de la somme des longueurs de ces lignes reste, quel que soit 2, 
inférieur à un nombre fixe 2, ce minimum est atteint pour une certaine 
abscisse ri du plan sécant P(x,). Soit Li celle (ou l'une de celles) des lignes 
brisées, qui composent la section (Si, Y(xi)), qui joint un point situ6 entre 
A i  et Bi à un autre point de P(xi). Les abscisses et les longueurs des Li 
forment un ensemble borné, donc il est possible de choisir une suite de sur- 
faces Si pour lesquelles les Li aient une courbe limite L (*). Cette courbe L 
est située dans un plan parallèle à y o z  passant entre A et B et joint deux 
points de C. 

On voit que l'on peut, parmi les S,, choisir une suite Si, Si .. . telle que 
certaines sections de ces surfaces par des plans parallèles à y O z aient des 
courbes limites. Ces courbes limites sont rectifiables, chacune d'elles joint 
deux points de C; il existe au moins une extrémité de ces courbes entre 
A et B, au moins une entre B et C, etc. 

Soient a, b deux extrémités cons6cutives sur C de deux courbes limites 
a, p; les plans de u et P, qu'on peut toujours supposer distincts, sont distants 
d'au plus 2 e. Soient c et d les deux autres extrémités de a et f i ,  et soient 
ai,  bi, ci, di, a i ,  Bi les éléments correspondant à a, b, c, d, a ,  /? sur Si.  
Le contour ai bi, pi, di ci, ai limite sur Si  une surface ; d et c sont donc 
deux points cons6cutifs sur C sans quoi di et ci ne seraient pas Eonsécutifs 
sur S:, non plus que ai et bi ce qui est impossible. II en résulte que la pro- 
jection de l'arc c d  sur O x couvre un segment de longueur au plus égale 
à 2 ~ .  

Le contour ai b i ,  pi, di c i ,  ai est tout entier compris entre deux plans 
parallkles à y oz, Pi, Q,, que nous prendrons aussi rapprochés que possible. 
Remplaçons la portion 2 de Si limitée par le contour considéré par ce que 
l'on obtient en remplaqant les parties de 2 non comprises entre Yi et Qi par 
les parties de ces plans limitées par les courbes (Pi, 21, ( Q i ,  2). 

En faisant de même pour chacun des contours tels que ai b i ,  Pi, do ci, ai 

et chaque surface Si nous obtenons une nouvelle suite de surfaces (**) Si1) Si1). . . 
On peut dire que -le contour C est la somme des contours Ci1), Cf). . , tels 

(*) C'est le  raisonnement qu i  nous a d6jà se rv i  3 61. 
(**) Cette opération introduit des faces paralléles a u x  plans coordonnés, mais cela 

s e r a  sans importance pour  l a  suite. 
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que a b ,  p, d cl a ;  chacun de ces contours est compris entre deux plans pa- 
rallèles à y o z  distants de moins de 2 E.  Au contour Cy) correspond sur Si1) 
un contour qui limite une surface Sj,lj.. 

En raisonnant sur chacune des surfaces S,fj. comme sur Si, et en faisant 
jouer au plan a O x le rôle du plan a O y .  On est conduit à la considération 
de contours rectifiables Cr), Cg), . . . dont C est ln  somme; ces contours sont 
formés d'arcs des Cil) et de courbes situdes dans des plans parallèles à z o x, 
chacun d'eux est compris entre deux plans z = const. distants de moins de 2 E 

et deus plans y = const. distants de moins de 2 E .  On est aussi conduit à 
des surfaces s?', s!,". . . dont certaines courbes tendent vers Ci2), Ci2). . . , 
les morceaux limités par ces courbes étant contenus dans les plus petits prismes 
quadrangulaires, de faces parallèles à z o z et y O î, qui en contiennent les 
frontières. 

Remplaçant enfin le plan z O x par le plan z O y, on est conduit 9. des 
contours 

C1,1, C l , * , . . .  

rectifiables que l'on peut enfermer dans des cubes de côté 2 E ,  dont C est la 
somme et à une suite de surfaces 

dont certaines courbes tendent vers ces contours; les morceaux ainsi limités 
sur ces surfaces étant enfermés dans les plus petits parallél6pipèdes, de faces 
parallèles à x O y, y O z, z o x, qui en contiennent les frontières. 

En raisonnant sur les surfaces comme sur les surfaces Si, et en rem- 
& 

plaçant E par - nous soinmes conduits à la suite S,,,; puis en remplaçant 
2 

c 
E par - à la suite S3,i et ainsi de suite. Nous aurons aussi les contours Cr,i, 

3 
C3,; . . . 

Ceci posé, considérons un contour c fermé sans point multiple du plan 
(u, v ) ;  nous le faisons correspondre au contour C. Divisons le domaine limité 
par c en domaines partiels à l'aide de contours sans point double c,,,, c,,, . . . 
Nous supposons ces contours choisis de manière qu'il soit possible, pour i as- 
sez grand, de faire correspondre au domaine limité par c de façon que 
les contours de qui tendent vers C,,, Cl,, . . . correspondent à c ,,,, ci,, . . . 

Nous avons de la sorte une correspondance entre le r6seau des contours 
Cl,i Ct,2.  . . qui respecte la correspondance d6jà établie entre C! et c. Nous 
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traçons des contours c ,,,, c,,, . . . que l'on peut faire correspondre à C,, , ,  C2,, . . . 
sans détruire les correspondances déjà établies, e t  ainsi de suite. 

Montrons qu'il est possible de definir dans le domaine limité sur c, trois 
fonctions continues par rapport à l'ensemble (u, v )  : 

par la condition qu'à tout point d'une courbe ci,j elles fassent correspondre le 
point homologue de Cij .  f, y ,  9 sont actuellement définies pour l'ensemble E 
des points de ci,j; il suffit donc de démontrer qu'8 tous les points de E, suffisam- 
ment voisins d'un point choisi arbitrairement (?6,, v,) correspondent des points 
distants entre eux de moins de 6. 

Choisissons n assez grand pour que 2 2 soit inférieur 1 ï. L e  point 
n 

(u,, r,) est à l'intérieur d'un contour en,; ou sur plusieurs de ces contour c,,~,, 
. . Cnji,. A tous les points de E intérieurs à ou sur correspondent 

des points, soit intérieurs au plus petit parallélépipède de faces parallèles aux 
plans coordonnés et qui contient Cn,i,, soit situé sur ce parallélépipède; donc des 

E 
points qui diffèrent de moins de - ,3. E t  comme tous les cn7i, ont au moins 

n 
un point commun, à tous les points intérieurs à la  somme des domaines qu'ils 
limitent correspondent des points distants de moins de q. 

Les fonctions f, y ,  4J définissent une surface S limitée par C et sur la- 
quelle sont tracés les contours rectifiables Cij. 

L'aire de cette surface est la limite, pour lz iiifiiii, de la somme des aires 
minima des contours G,,. Cette somme est au plus égale à la plus petite li- 
mite des aires des surfaces Sn,i. Mais l'opération qui permet de passer de 
Si , 5,. . . à Si,,, S,,, , . . . n'augmente pas la plus petite limite des aires; de 
même on n'augmente pas cette limite en passant des aux S,,,, etc., donc 
l'aire de S est au plus égale à, l'aire minima de C. D'ailleurs l'aire de S ne 
peut être inférieure à cette aire minima, noîcs avons donc démontré l'existence 
d'une surface d'aire rninimu limitée pur un contour quelconque donné. 

100. Il nous reste à nous demander si la solution obtenue est l'unique 
solution du problème. 

La surface définie par 

y = 2 ( p  - +) sin w, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Itztégrale, Longueur, Aire. 355 

1 
pour 1 t p? , e t  par 

2 
1 % = O ,  y=o, z = -  - P l  

1 pour - p 2 0, est minima pour son contour qui est la circonférence de 
2 

rayon 1 du plan des x y et cependant cc n'est pas une surface plane. 
Cet exemple montre que, dans le cas des surfaces, si l'un des problèmes 

que nous faisons correspondre aux problèmes ordinaires du calcul des va- 
riations admet une solution, il en admet une infinité. 

101. Nous avons déjà remarqué combien il était plus difficile de dé- 
montrer l'existence de l'élément limite pour (p (5 )  que pour (p (C); nous pouvons 
apercevoir maintenant une différence nouvelle. Tandis que, pour le cas de la 
courbe, la  nature des conditions aux limites importait peu, dans le cas de  la 
surface la difficulté du problème varie avec la nature de ces conditions. 

Supposons en effet qu'il ne s'agisse plus de trouver la surface d'aire mi- 
nima passant par un contour fixe donné, mais supposons qu'une partie de  ce 
contour soit assujettie à rester sur une surface S. En reprenant les raisonnements 
précédents on est conduit aux fonctions 

définies pour tous les points intérietcm à c et  continues en ( 2 1 ,  v) pour ces 
points; mais l'on ne sait rien p m r  les points de r.  L'ensemble des points 
correspondant à ceux d'un domaine limité par c , ,  intérieure à c ,  forme une 
surface; quand c ,  tend vers c l'aire de cette surface tend vers l a  valeur mi- 
nima des aires des surfaces répondant à la  question, mais nous ne savons pas 
si la courbe correspondant à c, a une limite. 

102. Tl serait intéressant de savoir quelles relations il y a entre les 
surfaces d'aire minima que nous avons trouvées et celles qui satisfont à 
l'équation aux dérivées partielles 

Remarquons d'abord que si le problème de PLATEAU, tel qu'on le pose 
dans la théorie des surfaces, admet une solution, cette solution convient aitssi 
au problème généralisé. E n  effet, par hypothèse il n'existe pas de surface, 
telle que p, q, r, s, t, existent et  soient continues, passant par le contour 
donné et ayant une aire plus petite que la surface S solution du problème 
non généralisé; s'il existait uue surface S, d'aire inférieure à celle de S, il 
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existerait une surface 8, d'aire aussi voisine qu'on le veut de celle de Si,  
passant par le contour donné, et telle qu'en tous ces points, sauf peut-être 
sur le contour, p, q, r, s, t existent et soient continues (*). Il y a donc con- 
tradiction. 

Il faudrait rechercher maintenant si, parmi les surfaces solutions du 
problème généralisé, ne se trouve pas une surface satisfaisant à l'équation 
aux d6rivées partielles (1). L a  méthode qui paraît la plus naturelle consiste 
à démuiitrer successivement l'existence et la continuité de chacune des dérivées 
nécessaires h l'établissement de la formule (1). Les raisonnements qui suivent 
montrent que dans certains cas des considérations élémentaires permettent 
d'aborder cette question. 

103. Nous supposons que le coiitour donné C satisfait aux conditions 
du paragraphe 97 et que, de plus, il est tel que S, une des surfaces d'aire 
minima construites comme il a été dit à ce paragraphe, ne soit rencontrée 
par aucune droite en un nombre infini de points. 

Ces conditions sont compatibles, puisqu'elles soiit satisfaites quand S est 
une surface analytique et C un contour assez petit tracé sur cette surface. 

On a vu que S est de la forme z = f (x, y), les nombres dérivés de x 
étant inférieurs à un certain nombre N, quand on se déplace sur une courbe 
rectifiable quelconque du plan des x y, et que l'on considère x comme fonction 
de la longueur s parcourue sur cette courbe. 

Coupons S par un plan quelconque P parallèle à O x ,  il existe une courbe 
section dont l'équation est x = rf (s). Cette courbe admet en uri point quel- 
conque A deux demi-tangentes, c'est-à-dire que rp a des dérivées à droite et 
à gauche; s7il en était autrement, si par exemple il n'existait pas de dérivée 
à droite, la  droite issue du point A, située dans P, et faisant avec le plan 

des x y un angle dont la tangente est P d +  Id  (Ad et Id étant les nom- 
2 

bres dérivés à droite de rf sont inférieurs à M), rencontrerait la courbe sec- 
tion, et par suite S, en ut1 nombre infini de points (**). 

(*) On pourra obtenir cette surface XI en modifiant celle d'un des polybdres qui 
servent  à définir l'aire de  SI. 

(**) C'est uniquoment par cette conséquence qu'intervient dans le  raisonnement l a  
condition: S n'est rencontrée p a r  aucune droite en un nombre infini de  points. L e s  demi- 
tangentes peuvent d'ailleurs exister sans que la condition précédente soit vérifiée. J'ai 
énoncé cet te  condition parce que j'nvais c ru  ddmontrer qu'elle était  remplie, lorsque le 
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104. Soit a la projection de A sur le plan des .z: y. Traçons de a comme 
centre .une circonférence r de rayon Y, soit y  la courbe de S qui se projette 
en r, et soit y l  l'homothétique de y, A étant le centre d'homothdtie et l e  rap- 
port étant tel que la projection de y ,  soit la circonférence r, de rayon 1. 

Soit z = + (s)  l'équation de y , ,  s étant l'arc de rl . Si l'on fait tendre r 
vers zho ,  s restant fixe, + tend vers une valeur limite x (s ) ,  z = x ( s )  définissant 
l'ensemble des points qui se projettent sur r, et sont situés sur les demi-tangentes 
précédemment trouvées. Mais 9 (s )  a ses nombres dérivés inférieurs à M, de 
là se déduit immédiatement que + (8) tend uniformément vers (s )  ; donc x ( s )  
est continue, les demi-tangentes forment un cône A. 

Désignons par e (p) le maximum de ( x (s )  - # ( s )  1 quand r est inférieur 
ou égal à p, E (p )  tend vers zero avec p. 

Remarquons encore que x (s )  ayant ses nombres dérivés inférieurs à M, 
la courbe 7; = x ( s )  est rectifiable; A est applicable sur le plan, donc quarrable. 

Soit A la courbe de A qui se projette sur r. D6signons par s et G les 
aires des domaines S'  et A' IirnitBs sur S et A par les courbes rectifiablw 

1 
7 et  1.. Nous allons chercher une limite supérieure de la quantitd - 1 s - o 1. 

r 
Soit q un nombre positif ahitrairernent choisi; pourvu que l'on trace 

sur A assez de génératrices on partage A' en morceaux tels que la somme 
des aires minima des contours de ces morceaux diffère de l'aire A' de moins 
de r z  r ] .  Alors en conservant les mêmes génératrices il en est de même quel 
que soit r. 

Les cylindres qui projettent sur x y les contours qui divisent A' en mor- 
ceaux, tracent sur S' des contours qui divisent cette surface en morceaux 
correspondants. L'aire de S' est exactement la somme des aires minima des 
contours de ces -morceaux. Or les aires minima de deux contours correspon- 
dants diffèrent de moins de l'aire que limitent ces deux contours sur le 
cylindre parallèle à o z  sur lequel ils sont tracés. Si donc 1 r est la  somme 
des longueurs des bases, dans x o y, de ces cylindres on a:  

Is-o1<r"+Zr.~~(r). 

Dans cette formule 1 est indépendant de r, mais dépend de q,  E (r) tend vers 

contour satisfait à, certaines conditions, & l'aide de  raisonnements élémentaires s u r  les  
polyèdres qui servent à, définir S, 5 97. J e  considère encore comme probable que, au 
moins pour des contours simples, de tels raisonnements conduiraient i 13 démonstration, 
bien que j e  ne sois parvenu dans aucun cas  i cet te  démonstration. 
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zéro avec r ;  donc, à condition de prendre r assez petit, on a 

et cela quel que soit il. 

r Qtant ainsi choisi, remplaçons S' par la surface A' et la  bande que 
limitent 7 et  À sur le cylindre parallèle à O x qui les contient. L'aire de cette 
nouvelle surface S',  est au plus s + 2 ul rP + 2 .rr rt s (r); donc si r est assez 
petit elle est inférieure à s + 3 ul r 2 .  

Ceci pos4 je dis que A est une surface minima. E n  effet, s'il n'en est pas 
airisi, on peut remplacer A' par une surface A', limitée à y et d'aire plus 
petite; soit O - K g  1.2 son aire, K est indépendant de r. Par  ce changement 
on remplace S', par S', dont l'aire est au plus s + ( 3  q - K 2 )  r2. 

Mais puisque q peut être pris aussi petit que l'on veut, si K n'est pas 
nul ù" n'est pas une surface d'aire minima. Donc R est nul, A est une surface 
d'aire minima. 

105. 11 nous reste à rechercher quels sont les cônes A d'aire minima. 
Appliquons A sur le plan e t  traçons sur la, surface ainsi développée une 
circonférence L,, soit L cette courbe avant le développement. Si A n'est pas 
un plan (*) on peut trouver sur L deux points A, B tels que l a  distance A B 
ne soit pas égale k l a  distance des points correspondants A , ,  B, de Li. Con- 
sidérons le cône 5 do sommet A et  de directrice L. Soient a et cc' deux 
points de L voisins de A, de part et d'autre de A ;  développons l a  portion 
de ce cône qui comprend A B et qui est limitée par A cc et Au'. Soit A, B, 
le développement de A B, sans faire varier A, B, faisons tendre a e t  a' vers "4, 
ce que nous obtenons ainsi peut être appelé le développement du cône 2, 
ouvert suivant sa génératrice de longueur nulle (**). 

Soit L, le développement de L, l'aire limitée par L, dans le d6velop- 
pement est l'aire que limite L sur 2, or cette aire est plus petite que celle 
que limite L sur A,  ou Li dans le plan, puisque L, n'est pas une circon- 
férence. 

(*) O n  sait que A est  de la forme z =  f (x, y), on n'a donc pas à examiner le cas 
oii A recouvrirait  plrisieurs fois un plan. 

(**) Ces précautions seraient inutiles si l'on démontrait que L a des tangentes. E n  
s'appuyant s u r  la condition: S n'est rencontrée p a r  aucune droite en un nombre infini 
de points, on ddmontre que le  long de chaque génératrice de A existent deux demi-plans 
t a n ~ e n t s .  O r  l'ensemble de ces deux demi-plans doit former une surface minima, donc A 
a des plans tangents, L a des tangentes. 
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Donc A. est un plan, la surface S admet des plans tangents. 
La  démonstration précédents suppose établi que, de toutes les courbes 

isopérimètres, la circonférence est celle qui enferme la plus grande aire et 
qu'il n'existe aucune courbe de m&me périmètre enfermant la m&me aire que 
la circonférence. Il existe plusieurs démonstrations rigoureuses de cette pro- 
priété; pour l%pplication pr6cédente il est nécessaire, ce qui est facile, d'étendre 
ces démonstrations au cas où les courbes -seraient tracées sur une surface de 
RIEMANX ayant des lignes de croisement issues de A,, car nous n'avons pas 
démontré que C, ne tournait pas autour de A,. 

Annnli di Xatemntica, Serie III, tom0 VIT. 
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