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AYANT-PROPOS. 

D e p u i s q u e l q u e s a n n é e s , o n a f r é q u e m m e n t e m p l o y é , d a n s 

la c o n s t r u c t i o n d e s p o n t s d e s t i n é s aux vo i e s de fer, l es p o u t r e s 

d r o i t e s e n t ô l e , c o n t i n u e s d ' u n e c u l é e à l ' a u t r e , c 'es t -à-di re 

don t l es t r avées n e s o n t pas i n d é p e n d a n t e s , et f o r m e n t au c o n 

t ra i re u n e p i è c e u n i q u e s o u t e n u e par d e s a p p u i s fixes, e n 

ses d e u x p o i n t s ex t r êmes , e t e n u n c e r t a i n n o m b r e de p o i n t s 

i n t e r m é d i a i r e s . C'est le s y s t è m e d e s p o n t s d ' A s n i è r e s s u r la 

S e i n e , d e L a n g o n e t d e B o r d e a u x s u r la G a r o n n e , d e la Q u a 

r an t a ine s u r la Saône à L y o n , de K e h l s u r le R h i n , e t c . , e t c . : 

n o u s p o u r r i o n s m u l t i p l i e r l e s e x e m p l e s . P a r q u e l l e s c o n s i d é 

r a t i o n s p e u t - o n en jus t i f i e r l ' e m p l o i ? C'est ce q u e n o u s n o u s 

d i s p e n s e r o n s d ' e x a m i n e r ic i , ca r t o u t e s l e s r a i s o n s a l l é g u é e s 

p o u r o u c o n t r e s o n t lo in d ' a p p a r t e n i r e x c l u s i v e m e n t à la R é 

s i s t ance d e s M a t é r i a u x ; sans vou lo i r é m e t t r e à ce t éga rd a u 

c u n e o p i n i o n e x t r ê m e , n o u s n o u s b o r n e r o n s à d i r e q u e si l e s 

p o n t s e n m a ç o n n e r i e d o i v e n t ê t r e g é n é r a l e m e n t p r é f é r é s , e n 

ra i son de l e u r d u r é e i ndé f in i e , q u a n d ils n e son t pas b e a u c o u p 

p lu s c o û t e u x e t q u e les c i r c o n s t a n c e s l oca l e s en p e r m e t t e n t 

l ' e m p l o i , il es t des cas p a r t i c u l i e r s o ù les g r a n d e s t r a v é e s m é 

t a l l i ques f o u r n i s s e n t à p e u p r è s la s e u l e s o l u t i o n a d m i s s i b l e : 

pa r e x e m p l e , q u a n d il y a des diff icultés d e fonda t ion e x c e p 

t i o n n e l l e s , qu ' i l faut e s p a c e r b e a u c o u p les po in t s d ' a p p u i , 
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q u ' o n d i s p o s e d ' u n e faible h a u t e u r e n t r e le p lan d e s g r a n d e s 

e a u x d ' u n e r i v i è r e e t le n i v e a u do la v o i e qu i la t r a v e r s e , e t c . 

En pare i l cas , les p o u t r e s d r o i t e s e n tô le s o n t p o u r l ' i n g é n i e u r 

u n e p r é c i e u s e r e s s o u r c e . 

L e s ca lcu l s d e s tab i l i t é d e c e s p o u t r e s , q u a n d e l l e s s o n t à 

p l u s i e u r s t r a v é e s s o l i d a i r e s , se font par u n e m é t h o d e q u ' o n es t , 

au p r e m i e r a b o r d , t e n t é d e c r o i r e e x c e s s i v e m e n t h a r d i e d a n s 

son p o i n t d e d é p a r t , p o u r n e pas d i r e e n t i è r e m e n t i n e x a c t e . 

D ' abord on a d m e t les h y p o t h è s e s f o n d a m e n t a l e s d e la R é s i s 

t a n c e d e s M a t é r i a u x , c 'es t -à-di re l ' e x i s t e n c e d e s e c t i o n s p l a n e s 

et n o r m a l e s , q u i r e s t e n t p l a n e s e t n o r m a l e s ap rè s la dé fo rma

t i o n , c e qu i suffit déjà p o u r éve i l l e r l ' i n c r é d u l i t é d e s p e r s o n n e s 

h a b i t u é e s aux c o n s i d é r a t i o n s p l u s r i g o u r e u s e s s u r l e s q u e l l e s 

se fonde la t h é o r i e m a t h é m a t i q u e d e l ' é l a s t i c i t é ; en o u t r e , o n 

d é t e r m i n e l e s m o m e n t s de f lex ion et efforts t r a n c h a n t s c o m m e 

si la p i è c e avait u n e s e c t i o n c o n s t a n t e , t and i s q u e , e n fait, la 

s e c t i o n var ie e t se t r o u v e r e n f o r c é e d a n s les p a r t i e s où le 

ca lcul a s igna lé d e s m o m e n t s d e f lexion p l u s c o n s i d é r a b l e s . 

C'est e n q u e l q u e s o r t e le p o i n t d e dépa r t d ' u n e r è g l e d e fausse 

p o s i t i o n , p o u r a r r ive r à c o n s t r u i r e un so l ide d ' éga le r é s i s t a n c e . 

Voic i c o m m e n t o n d e v r a i t e n c o n c e v o i r la m a r c h e : c o m m e n 

çan t par s u p p o s e r c o n s t a n t e la s ec t i on i n c o n n u e , on d é t e r m i 

n e r a i t l es fo rces e x e r c é e s s u r c h a q u e s e c t i o n , d 'où l ' on d é d u i 

rai t l e s d i m e n s i o n s d e cel les-c i ; ma i s c e s d i m e n s i o n s n e r e s t a n t 

pas p a r t o u t l es m ê m e s , c o m m e o n l 'avai t p r i m i t i v e m e n t 

a d m i s , il faudrai t r e c o m m e n c e r le ca lcu l des t e n s i o n s avec les 

d i m e n s i o n s va r i ab l e s fou rn ie s pa r le p r e m i e r essa i , et en c o n 

c l u r e d ' a u t r e s d i m e n s i o n s p r o b a b l e m e n t u n p e u d i f fé ren tes 

d e s p r e m i è r e s ; p u i s , avec ces d i m e n s i o n s n o u v e l l e s , o n ferait 

u n t r o i s i è m e e s sa i , et ainsi de s u i t e , e n p r o c é d a n t par a p p r o x i 

m a t i o n s s u c c e s s i v e s , j u s q u ' à ce q u e d e u x essais consécu t i f s 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



À V A N T - T > B O P 0 S . V I I 

( * ) N o u s p a s s o n s i c i s o u s s i l e n c e q u e l q u e s m é t h o d e s s o m m a i r e s q u ' o n a 

p a r f o i s e m p l o y é e s , e t q u i c o n s i s t e n t à c o n s i d é r e r l e s a p p u i s i n t e r m é d i a i r e s 

c o m m e a s s i m i l a b l e s à d e s e n c a s t r e m e n t s c o m p l e t s o u à d e s d e m i - e n c a s t r e m e n t s , 

p u r l ' e f f e t d e l a s o l i d a r i t é d e s t r a v é e s . C e s p r o c é d é s u n p e u t r o p e m p i r i q u e s , 

t o u t a u p l u s a c c e p t a b l e s d a n s u n a v a n t - p r o j e t , s o n t a u j o u r d ' h u i c o n d a m n é s 

p a r l a j u r i s p r u d e n c e d u C o n s e i l g é n é r a l d e s P o n t s e t C h a u s s é e s , à c a u s e d e s 

e r r e u r s c o n s i d é r a b l e s q u ' i l s p e u v e n t e n t r a î n e r d a n s c e r t a i n s c a s . IVous p e n 

s o n s d ' a i l l e u r s q u ' a v e c l e s r é s u l t a t s n u m é r i q u e s d o n n é s à l a f i n d e c e t o u v r a g e , 

i l s n e s o n t p l u s l e s s e u l s q u i p r é s e n t e n t l ' a v a n t a g e d e c o n d u i r e p r o m p t e m e u t 

n u b u t . 

e u s s e n t c o n d u i t à d e s r é s u l t a t s s e n s i b l e m e n t i d e n t i q u e s . T o u 

tefois, o n s 'en es t t e n u j u s q u ' à p r é s e n t au p r e m i e r essa i , e t 

l 'on n e modif ie p l u s l e s d i m e n s i o n s va r i ab le s qu ' i l a f o u r n i e s : 

c 'es t là, n o u s le r é p é t o n s , u n e t r è s - g r a n d e h a r d i e s s e a u p o i n t 

de v u e t h é o r i q u e . À c e s o b j e c t i o n s e t à q u e l q u e s a u t r e s d ' u n 

o rd re s e c o n d a i r e , s u r l e s q u e l l e s il se ra i t i n u t i l e de s ' a p p e s a n 

tir, la p r a t i q u e ( t o u j o u r s d i s p o s é e à se c o n t e n t e r d'à p e u p r è s 

et s ' i n q u i é t a n t p e u des v é r i t é s r i g o u r e u s e s ) n e fait q u ' u n e r é 

p o n s e : l e s p o u t r e s a ins i c a l c u l é e s s e c o m p o r t e n t c o n v e n a b l e 

m e n t e t r é s i s t e n t b i e n a u x é p r e u v e s q u ' o n l e u r i m p o s e , le 

fait es t m a i n t e n a n t c o n s t a t é pa r de n o m b r e u s e s e x p é r i e n c e s ; 

d o n c la m é t h o d e d e ca lcu l n ' e s t pas m a u v a i s e (* ) . 

Malgré c e r a i s o n n e m e n t , il n ' e s t p a s d o u t e u x q u e si l ' on 

pouva i t r é u s s i r à mod i f i e r l e s b a s e s de la m é t h o d e d e m a n i è r e 

à la r e n d r e p l u s r i g o u r e u s e , s a n s q u e s o n usage d e v î n t p o u r 

cela b e a u c o u p p l u s l o n g e t p l u s difficile, l e s c o n s t r u c t e u r s 

a c c e p t e r a i e n t s a n s p e i n e u n t e l c h a n g e m e n t , q u i r éa l i se ra i t u n 

vér i t ab le p r o g r è s s c i e n t i f i q u e . Ce p r o g r è s , n o u s n ' e n s o m m e s 

po in t e n p o s s e s s i o n e t n o u s n e v e n o n s pas l ' a p p o r t e r ici : 

n o t r e b u t e s t m o i n s r e l e v é , e t la t â c h e q u e n o u s avons essayé 

de r e m p l i r , p l u s m o d e s t e . N o u s n o u s p l a ç o n s au p o i n t d e v u e 

d ' u n I n g é n i e u r q u i v e u t , e n s e fondan t s u r les p r i n c i p e s a p -
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( * ) S u i v a n t u n e d é l i h é r a t i o n d u C o n s e i l r f é n ë r a l d e s P o n t s e t C h a u s s é e s , 

u n e C o m m i s s i o n a é t é n o m m é e p o u r r é d i g e r l e s f o r m u l e s a p p l i c a b l e s a u c a l c u l 

d e s p o n t s e n m é t a l . E n q u a l i t é d e r a p p o r t e u r d e l a C o m m i s s i o n , n o u s n o u s 

s o m m e s p e r s o n n e l l e m e n t l i v r é à d e s r e c h e r c h e s d é t a i l l é e s s u r l a q u e s t i o n d e s 

p o u t r e s c o n t i n u e s , à p l u s i e u r s a p p u i s : n o u s a v o n s é t é a i n s i c o n d u i t à a g r a n 

d i r b e a u c o u p e t à c o m p l é t e r , s u r q u e l q u e s p o i n t s i m p o r t a n t s , l a t h é o r i e q u e 

n o u s e n a v i o n s d o n n é e d a n s l a p r e m i è r e P a r t i e d e n o t r e C o u r s ( § II d u C h a 

p i t r e t r o i s i è m e ) , p u b l i é e e n 1809. C e t t e t r o i s i è m e P a r t i e e s t d o n c , à v é r i t a b l e 

m e n t p a r l e r , l e c o m p l é m e n t d e l a p r e m i è r e , d o n t e l l e f o r m e e n q u e l q u e s o r t e 

u n c h a p i t r e ^ l e n u m é r o d ' o r d r e n e t i e n t p a s i c i à u n e c l a s s i f i c a t i o n m é t h o 

d i q u e e t r a t i o n n e l l e , m a i s s i m p l e m e n t à l a d a t e d ' u n e p u b l i c a t i o n l o n g t e m p s 

r e t a r d é e , d ' a i l l e u r s , p a r d e s c i r c o n s t a n c e s i n d é p e n d a n t e s d e n o t r e v o l o n t é . 

p l i q u é s avant l u i , c a l cu l e r l e s d i m e n s i o n s t r a n s v e r s a l e s d ' u n e 

p o u t r e à p l u s i e u r s t r a v é e s , et qu i p o u r cela do i t r e c h e r c h e r 

les m o m e n t s f l éch i s san t s dans les d i v e r s e s s e c t i o n s ; n o u s lui 

offrons p o u r y a r r i ve r u n e r o u t e n o u v e l l e p l u s facile et p l u s 

s û r e , t o u j o u r s b o n n e q u e l s q u e s o i e n t l e n o m b r e des t r a v é e s 

e t l ' e s p a c e m e n t relat i f des a p p u i s ; en o u t r e , p o u r le cas d ' u n e 

p o u t r e s y m é t r i q u e ayant s e s t r avées t o u t e s éga les (à par t l e s 

d e u x e x t r ê m e s ) , ce q u i es t le cas o r d i n a i r e , n o u s é t a b l i s s o n s 

d e s f o r m u l e s s p é c i a l e s , ma i s t o u j o u r s d é m o n t r é e s sans fixer 

le n o m b r e des t r a v é e s , n i l e r a p p o r t e n t r e la l o n g u e u r d ' u n e 

t r a v é e de r ive e t ce l l e d ' u n e t r avée i n t e r m é d i a i r e ; enf in , n o u s 

d o n n o n s u n e g r a n d e q u a n t i t é de ca lcu ls n u m é r i q u e s tou t faits, 

qu i r e n f e r m e n t la s o l u t i o n c o m p l è t e d u p r o b l è m e p o u r l e s 

p o u t r e s d e t ro i s à d o u z e t r a v é e s , a v e c h u i t v a l e u r s d i f fé ren tes 

du r a p p o r t don t on v i e n t d e p a r l e r (* ) . 

N o t r e t ravai l se d iv i se e n d e u x C h a p i t r e s , su iv i s d ' un r e c u e i l 

de t a b l e a u x n u m é r i q u e s , e t d e f o r m u l e s p r o p r e s à u n e a p p l i 

ca t ion p r a t i q u e i m m é d i a t e ; le p r e m i e r Chap i t r e es t c o n s a c r é 

aux p o u t r e s d o n t l e s t r a v é e s o n t d e s l o n g u e u r s q u e l c o n q u e s , 

le s e c o n d a u x p o u t r e s d o n t l e s t r a v é e s o n t des l o n g u e u r s 
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éga les , sauf les t r a v é e s de r ive . N o u s a l lons l e s ana lyse r s u c 

c i n c t e m e n t . 

L o r s q u ' o n d o n n e u n e p o u t r e s o u m i s e à d e s c h a r g e s c o n n u e s 

et q u ' o n d e m a n d e la v a l e u r d u m o m e n t d e f lexion d a n s u n e 

sec t ion q u e l c o n q u e , la p r e m i è r e difficulté q u ' o n r e n c o n t r e 

cons i s t e en ce q u e l e s r éac t i ons d e s a p p u i s n e s o n t p o i n t i m 

m é d i a t e m e n t c o n n u e s , e t q u e la s t a t i q u e des co rps so l ide s n e 

suffit pas p o u r les d é t e r m i n e r . L ' i d é e q u i a dû se p r é s e n t e r 

t o u t n a t u r e l l e m e n t e n c e t t e c i r c o n s t a n c e , ce l le q u ' o n t en effet 

su iv ie Navier e t d ' a u t r e s a u t e u r s , c ' e s t de r e c h e r c h e r par un 

calcul p r é a l a b l e l e s i n t e n s i t é s de c e s r é a c t i o n s , a p r è s q u o i 

t o u t e s l e s forces e x t é r i e u r e s a p p l i q u é e s à la p o u t r e s o n t c o n 

n u e s , et le ca lcu l d e s m o m e n t s de flexion d e v i e n t t o u t à fait 

i m m é d i a t . Mais c e t t e i d é e , la p l u s n a t u r e l l e sans a u c u n d o u t e , 

n ' e s t pas la p l u s s i m p l e dans l ' app l i ca t i on . E n effet, q u a n d on 

a posé l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l le d e la fibre m o y e n n e d é f o r m é e , 

en fonct ion d e s forces t an t c o n n u e s q u ' i n c o n n u e s , e t q u ' a p r è s 

avoir i n t é g r é ce t t e é q u a t i o n l ' on e x p r i m e q u e la l ibre m o y e n n e 

passe par t o u s l e s p o i n t s d ' a p p u i , on t r o u v e ainsi u n e s é r i e 

de c o n d i t i o n s d a n s l e s q u e l l e s e n t r e n t l es r é a c t i o n s i n c o n n u e s , 

et qu i p e u v e n t b i e n les d é t e r m i n e r , c o n j o i n t e m e n t avec les 

é q u a t i o n s g é n é r a l e s d e l ' é q u i l i b r e . S e u l e m e n t , c o m m e t o u t e s 

les i n c o n n u e s e n t r e n t dans c h a q u e é q u a t i o n , l e ca lcul a insi 

c o n d u i t d e v i e n t t r è s - p é n i b l e p o u r p e u qu ' i l y ait c i nq o u six 

a p p u i s , et n o u s n e s a v o n s pas s'il se ra i t p o s s i b l e d e le m e n e r 

à b o n n e fin en l a i s san t à la q u e s t i o n t o u t e sa g é n é r a l i t é , c o m m e 

n o u s l ' avons fait. 

F e u M. C lapey ron , I n g é n i e u r e n chef d e s M i n e s , m e m b r e 

d e l ' A c a d é m i e des S c i e n c e s , a le p r e m i e r i n t r o d u i t l ' i n n o v a 

t ion t r è s - h e u r e u s e d e p r e n d r e p e u r i n c o n n u e s aux i l i a i r e s l es 

m o m e n t s d e f lexion su r l es po in t s d ' a p p u i , e t dans c e t t e i dée 
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( * } V o i r l e s Annales (h s Paul* tn C/uuini'r^ \ Hdo , Me s i^mc- tre , p . ( | o n . 

se t r o u v e la s o u r c e de t o u s les p e r f e c t i o n n e m e n t s o b t e n u s . 

M. C lapeyron avai t d ' abo rd c o n s i d é r é , en m ê m e t e m p s q u e les 

m o m e n t s de f lexion s u r l e s p i l e s , l e s efforts t r a n c h a n t s e t i n 

c l ina i sons de la fibre m o y e n n e a u x m ê m e s p o i n t s : d a n s u n 

M é m o i r e p r é s e n t é , en 1857, à l ' A c a d é m i e des S c i e n c e s , il s 'é ta i t 

d é b a r r a s s é de c e s a u t r e s q u a n t i t é s aux i l i a i r e s , p o u r n e c o n s e r 

ver q u e l e s m o m e n t s , ce qu i para î t p r é f é r a b l e . Mais il e s t j u s t e 

de d i re ici q u e c e t t e i d é e a é t é p u b l i é e la p r e m i è r e fois par 

M. Be r to t , I n g é n i e u r c ivi l , qu i p e u t en c o n s é q u e n c e r e v e n d i 

q u e r la d é c o u v e r t e , t o u t e n r e c o n n a i s s a n t , n o u s n ' e n d o u t o n s 

pas , q u e l e s t r a v a u x a n t é r i e u r s de M . C lapey ron la lu i ava i en t 

s i n g u l i è r e m e n t faci l i tée ( ' ] . 

L e g rand a v a n t a g e qu ' i l y a d ' e m p l o y e r c o m m e i n c o n n u e s 

aux i l i a i r e s les m o m e n t s de f lexion s u r l e s p i l e s au l i eu d e s 

r é a c t i o n s , c ' es t q u ' i l e s t p o s s i b l e d ' é t ab l i r e n t r e c e s i n c o n n u e s 

u n e sé r i e d ' é q u a t i o n s du p r e m i e r d e g r é , fort s i m p l e s , e n n o m 

b r e suffisant p o u r les d é t e r m i n e r , e t dans c h a c u n e d e s q u e l l e s 

n ' e n t r e n t q u e t ro i s des i n c o n n u e s . Ce t te s é r i e d ' é q u a t i o n s r é 

s u l t e d e l ' e m p l o i d ' u n e s e u l e e t m ê m e r e l a t i on p o u r t o u s les 

g r o u p e s d e d e u x t r a v é e s c o n s é c u t i v e s ; la fo rme q u e M M . B e r 

to t e t C lapeyron lu i on t d o n n é e s u p p o s e e s s e n t i e l l e m e n t la 

r é p a r t i t i o n u n i f o r m e d e la c h a r g e s u r c h a c u n e d e s t r a v é e s , e t 

la s i t ua t i on d e t o u s l e s p o i n t s d ' a p p u i s u r u n e l igne c a p a b l e de 

c o ï n c i d e r avec la fibre m o y e n n e d e la p o u t r e , q u a n d c e l l e - c i 

se t r o u v e dans s o n étal primitif et n 'a pas e n c o r e s u b i l es 

effets d e s forces e x t é r i e u r e s . Q u o i q u e ces h y p o t h è s e s p a r t i c u 

l i è r e s c o m p r e n n e n t à p e u p r è s t o u t e s les a p p l i c a t i o n s u s u e l l e s , 

il n o u s a s e m b l é i n t é r e s s a n t , au p o i n t de v u e de la t h é o r i e et 

aus s i p o u r c e r t a i n s dé ta i l s q u i n e s o n t pas à d é d a i g n e r d a n s la 
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pra t ique , de g é n é r a l i s e r la r e l a t i on d o n t il s 'agi i . Tel es t le 

but p r inc ipa l d 'un p a r a g r a p h e p lacé au c o m m e n c e m e n t de 

ce v o l u m e . La r e l a t i on g é n é r a l i s é e c o n t i e n t l es m o m e n t s 

de flexion i n c o n n u s e x a c t e m e n t de la m ê m e m a n i è r e q u e 

celle de MM. B e r t o t e t C l apey ron : ma i s l e s t e r m e s re la t i fs 

aux charges s o n t r e m p l a c é s par d e s i n t ég ra l e s i m m é d i a t e m e n t 

ca lculables q u a n d l e s c h a r g e s s o n t d é f i n i e s ; de p l u s , il s'y i n 

t rodu i t des t e r m e s n o u v e a u x c o n t e n a n t l e s a b a i s s e m e n t s d e 

la p o u t r e au d e s s u s d e t r o i s p o i n t s d ' appu i c o n s é c u t i f s . La 

d é m o n s t r a t i o n , t r è s - r a p i d e , q u o n o u s en a v o n s d o n n é e , r e p o s e 

sur u n e e x p r e s s i o n p a r t i c u l i è r e du m o m e n t d e flexion relatif 

à c h a q u e p o i n t d ' u n e t r a v é e , q u i n ' ava i t pas é t é r e m a r q u é e 

p r é c é d e m m e n t : n o u s é t a b l i s s o n s q u e ce m o m e n t se c o m p o s e 

de deux p a r t i e s , l ' u n e r é p o n d a n t à l ' h y p o t h è s e de sa va r i a t i on 

un i fo rme e n t r e les d e u x a p p u i s q u i t e r m i n e n t la t r a v é e , l ' au t r e 

égale à la v a l e u r qu ' i l p r e n d r a i t si la t r a v é e e n q u e s t i o n é ta i t 

sc iée su r ses d e u x a p p u i s e t i n d é p e n d a n t e d u r e s t e de la 

p ièce , tou t en c o n s e r v a n t ses c h a r g e s p r o p r e s . C h a c u n e d e c e s 

deux pa r t i e s se c a l c u l e sans a u c u n e di f f icul té , q u a n d on c o n 

naît l es d e u x m o m e n t s e x t r ê m e s d e la t r a v é e e t l e s p o i d s 

qu ' e l l e s u p p o r t e , q u e l l e s q u e s o i e n t les cha rges d e s a u t r e s 

t ravées : aus s i l ' e x p r e s s i o n d o n t n o u s p a r l o n s e s t - e l l e u t i l e , 

n o n - s e u l e m e n t p o u r la d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e g é n é r a l i s é , 

mais e n c o r e p o u r d o n n e r d e s u i t e le m o m e n t de flexion d ' u n 

po in t q u e l c o n q u e , l o r s q u ' o n a déjà c e u x des s ec t i ons faites 

a u - d e s s u s d e s a p p u i s . N o u s n e m e n t i o n n e r o n s pas q u e l q u e s 

au t re s p r o p r i é t é s assez c u r i e u s e s , niais m o i n s i m p o r t a n t e s , 

é tab l ies en passan t , d a n s la s u i t e du § I e r , Chap i t r e p r e m i e r -

Les d e u x p a r a g r a p h e s s u i v a n t s s o n t c o n s a c r é s à la r e c h e r c h e 

des m o m e n t s d e flexion p r o d u i t s , soi t par u n e charge c o n c e n 

t rée u n i q u e , soit par la cha rge u n i f o r m e d ' u n e s e u l e t r a v é e . 
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cas é l é m e n t a i r e s q u i c o m p r e n n e n t i m p l i c i t e m e n t t o u s les cas 

p o s s i b l e s , car les effets p r o d u i t s par d e s p o i d s q u e l c o n q u e s 

se s u p e r p o s e n t , e t l 'on c o n n a î t l 'effet to ta l de l ' e n s e m b l e , par 

cela m ê m e q u ' o n a l 'effet d e c h a q u e p o i d s p r i s i s o l é m e n t . Le 

p r o b l è m e se r é s o u t sans difficulté q u a n d on a p r é a l a b l e m e n t 

ca l cu l é d i v e r s e s s é r i e s de n o m b r e s q u i s ' o b t i e n n e n t de s u i t e , 

en fonc t ion des r a p p o r t s e n t r e les o u v e r t u r e s d e s t r a v é e s , et 

qu i n e d é p e n d e n t n u l l e m e n t d e s c h a r g e s . N o u s a v o n s e u so in , 

dans c h a q u e ca s , d e d i s c u t e r les f o r m u l e s e t d e m o n t r e r les 

c h a n g e m e n t s de s i gne o u d e g r a n d e u r q u ' é p r o u v e n t l es m o 

m e n t s l o r s q u e la cha rge va r i e de p o s i t i o n ; enfin n o u s a v o n s 

c o m p a r é les m o m e n t s m á x i m a q u i on t l i eu d a n s l ' h y p o t h è s e 

de la c h a r g e c o n c e n t r é e e t d a n s ce l le de la c h a r g e r é p a r t i e 

u n i f o r m é m e n t , en c o n s e r v a n t son i n t e n s i t é t o t a l e , s u r la m ê m e 

t r a v é e . 

D a n s le § IV d u Chap i t r e p r e m i e r , n o u s a b o r d o n s la r e c h e r 

c h e d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s des m o m e n t s , t e l l e q u ' e l l e s e p ré 

s e n t e e n p r a t i q u e . L e s p o u t r e s d o i v e n t s u p p o r t e r , o u t r e la 

cha rge p e r m a n e n t e u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e s u r l e u r l o n g u e u r 

e n t i è r e , u n e s u r c h a r g e d o n t le p o i d s par m è t r e c o u r a n t es t 

déf in i , ma i s qu i p e u t s ' é t e n d r e s u r u n n o m b r e a rb i t r a i r e de 

t r a v é e s c o n t i g u o s o u n o n . Il en r é s u l t e q u e le m o m e n t f lé 

ch i s san t d ' u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e se c o m p o s e d ' u n e pa r t i e 

c o n s t a n t e r e p r é s e n t a n t l 'effet d e la c h a r g e p e r m a n e n t e , e t 

d ' u n e pa r t i e va r i ab le su ivan t la c o m b i n a i s o n d e s u r c h a r g e q u e 

l 'on i m a g i n e : il faut d o n c n é c e s s a i r e m e n t se d e m a n d e r q u e l l e s 

c o m b i n a i s o n s d o n n e r o n t l i eu a u x v a l e u r s e x t r ê m e s de ce m o 

m e n t , et enfin q u e l l e se ra la l imi t e s u p é r i e u r e d e ses v a l e u r s 

a b s o l u e s . P o u r u n e p o u t r e de n t r a v é e s , le n o m b r e des c o m 

b i n a i s o n s p o s s i b l e s est a", en y c o m p r e n a n t la s u r c h a r g e n u l l e 

et la s u r c h a r g e c o m p l è t e ; c 'est d o n c un n o m b r e qu i n e t a rde 
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(*) VOIT n o t r e Cauis de. Mrt:ctniqtic appliquée, t . I e r , p . 111 e t s n i v . 

p a s à d e v e n i r e x t r ê m e m e n t g r a n d , d e s o r t e q u ' o n t o m b e 
r a i t d a n s d e s c a l c u l s t r è s - l o n g s s ' i l f a l l a i t d i s c u t e r e n p a r t i c u 
l i e r t o u t e s c e s s u r c h a r g e s , p o u r c h o i s i r çn c h a q u e p o i n t c e l l e 
d o n t l ' e f f e t e s t l e p l u s g r a n d . M . L é v y ( M a u r i c e ) , I n g é n i e u r 
d e s P o n t s e t C h a u s s é e s , a i n d i q u é , d a n s u n c o n c o u r s d e M é 
c a n i q u e a p p l i q u é e f a i t p e n d a n t s o n s é j o u r à l ' E c o l e , u n 
m o y e n t r è s - é l é g a n t p o u r é v i t e r u n e t e l l e d i s c u s s i o n : c ' e s t d e 
c o n s t r u i r e l e s l i g n e s r e p r é s e n t a t i v e s d e s m o m e n t s , d a n s l ' h y 
p o t h è s e o ù c h a q u e t r a v é e s e r a i t s u c c e s s i v e m e n t s u r c h a r g é e 
s e u l e , l a c h a r g e p e r m a n e n t e é t a n t d e p l u s s u p p r i m é e ; p u i s 
d ' a j o u t e r , e n c h a q u e p o i n t d e l a l i b r e m o y e n n e , d ' u n e p a r t 
t o u t e s l e s o r d o n n é e s p o s i t i v e s , d ' a u t r e p a r t t o u t e s l e s o r d o n 
n é e s n é g a t i v e s : l e s d e u x s o m m e s n e s o n t a u t r e c h o s e q u e l e s 
d e u x m o m e n t s l i m i t e s p r o d u i t s p a r t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s d e 
s u r c h a r g e . C e t t e i d é e e s t d e s p l u s i n g é n i e u s e s ; e l l e s e p r é 
s e n t e c o m m e u n e c o n s é q u e n c e s i n a t u r e l l e e t s i é v i d e n t e d u 
p r i n c i p e d e l a s u p e r p o s i t i o n d e s e f f e t s d e s f o r c e s ( * ] , q u ' o n e s t 
p r e s q u e é t o n n é d e n e p a s l ' a v o i r r e n c o n t r é e p l u s t ô t ; m a i s 
c ' e s t u n s e n t i m e n t q u ' o n é p r o u v e à p r o p o s d e t o u t e s l e s 
c h o s e s , p a r f o i s d ' u n e v é r i t a b l e i m p o r t a n c e , q u i c o m p t e n t l a 
s i m p l i c i t é a u n o m b r e d e l e u r s m é r i t e s . T o u j o u r s e s t - i l q u e 
M . L é v y n ' a p a s t i r é d e s a m é t h o d e l e s c o n s é q u e n c e s q u ' e l l e 
r e n f e r m a i t e n g e r m e , e t a u x q u e l l e s n o u s s o m m e s a r r i v é e n 
e m p l o y a n t s o n p r o c é d é c o m m e m o y e n d e r e c h e r c h e e t d e 
d é m o n s t r a t i o n . E n v o i c i l a s u b s t a n c e : 

T o u t e t r a v é e ( à p a r t c e l l e s d e r i v e ) p e u t s e d i v i s e r e n c i n q 
i n t e r v a l l e s d o n t l e s l o n g u e u r s n e d é p e n d e n t q u e d e l a d i s t r i 
b u t i o n d e s a p p u i s ; d a n s c h a c u n d e c e s i n t e r v a l l e s , o n p e u t i n 
d i q u e r d ' a v a n c e l e s t r a v é e s q u ' i l f a u t s u r c h a r g e r p o u r o b t e n i r , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Xrv AVANT-PROPOS. 

( * ) M . P i a r r o n d e M o n d é s i r a p u b l i é , s u r l e s p o u t r e s à p l u s i e u r s t r a v é e s , 

u n o u v r a g e o ù i l d o n n e q u e l q u e s p r o p o s i t i o n s t e n d a n t a u m ê m e b u t . M a i s i l 

y a r r i v e m o i n s c o m p l è t e m e n t , e t d ' a i l l e u r s p a r d ' a u l r e s m o y e n s 

s o i t la l i m i t e ; p o s i t i v e , s o i t la l i m i t e n é g a t i v e d e s m o m e n t s 

p r o d u i t s p a r la s u r c h a r g e s e u l e , la c h a r g e p e r m a n e n t e é t a n t 

s u p p o s é e n u l l e ( * ) . C e s s u r c h a r g e s s o n t t o u j o u r s d é f i n i e s d e 

la m ê m e m a n i è r e , q u e l s q u e s o i e n t l e n o m b r e d e s t r a v é e s e t 

l e u r e s p a c e m e n t r e l a t i f . D a n s l e s t r a v é e s d é r i v e , il y a q u e l q u e 

c h o s e d ' a n a l o g u e , s e u l e m e n t l e s i n t e r v a l l e s s e r é d u i s e n t à 

d e u x . 

Q u a n d o n c o n n a î t l e s m o m e n t s l i m i t e s d u s à la s u r c h a r g e 

s e u l e , il e s t a i s é d e l e u r a j o u t e r c e u x q u i s o n t d u s à l ' a c t i o n 

i s o l é e d e la c h a r g e p e r m a n e n t e , e t l ' o n a d e u x l i m i t e s c o r r e s 

p o n d a n t e s , p o u r l e c a s m i x t e . P a r m i c e s d e u x l i m i t e s o n p e u t 

e n f i n c h o i s i r la p l u s g r a n d e d e s d e u x e n v a l e u r a b s o l u e , o r d i 

n a i r e m e n t l a s e u l e u t i l e à c o n n a î t r e . A c e t t e o c c a s i o n n o u s d é 

m o n t r o n s d e u x t h é o r è m e s : i ° la s o m m e a l g é b r i q u e d e s d e u x 

p r e m i è r e s l i m i t e s ( q u a n d la s u r c h a r g e a g i t s e u l e ) e s t é g a l e a u 

m o m e n t p r o d u i t p a r la c h a r g e p e r m a n e n t e , a b s t r a c t i o n f a i t e 

d u f a c t e u r q u i e x p r i m e l e p o i d s p a r m è t r e c o u r a n t ; 2° la p l u s 

g r a n d e l i m i t e e n v a l e u r a b s o l u e , d a n s l e c a s m i x t e , s ' o b t i e n t 

e n a j o u t a n t a r i t h m é t i q u e m e n t l e m o m e n t d û à la c h a r g e p e r 

m a n e n t e , a v e c c e l l e d e s d e u x p r e m i è r e s l i m i t e s a y a n t m ê m e 

s i g n e q u e l u i . 

\ o u s a v o n s d i t t o u t à l ' h e u r e q u e d a n s u n e t r a v é e i n t e r m é 

d i a i r e il y a v a i t c i n q r é g i o n s à d i s t i n g u e r ; p a r c o n s é q u e n t , 

c h a c u n e d e s d e u x p r e m i è r e s l i m i t e s e s t s u c c e s s i v e m e n t r e p r é 

s e n t é e p a r c i n q f o n c t i o n s d i f f é r e n t e s d e l ' a b s c i s s e , c e q u i 

s e m b l e d o n n e r d i x f o n c t i o n s à t r o u v e r , e t m ê m e o n z e e n y 

c o m p r e n a n t c e l l e q u i e x p r i m e l ' e f f e t d e la c h a r g e p e r m a n e n t e . 
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Mais on a s ep t r e l a t ions t r è s - s i m p l e s e n t r e ces fonc t ions , d o n t 

cinq r é s u l t e n t du p r e m i e r t h é o r è m e c i -des sus , et d e u x a u t r e s 

sont des r e l a t i ons d ' i d e n t i t é : il n e r e s t e d o n c , en dé f in i t ive , 

que qua t re f o n c t i o n s i n c o n n u e s . Ce n o m b r e s e r é d u i t a t ro i s 

pour les t r avées d e r i v e . Un e x e m p l e n u m é r i q u e par l e q u e l se 

t e rmine le p r e m i e r C h a p i t r e , e t dans l e q u e l o n a s u p p o s é le 

cas de c inq t r a v é e s i néga l e s , m o n t r e l ' o r d r e à su iv re dans le 

calcul de ces d i v e r s e s f o n c t i o n s . 

Le Chapi t re s u i v a n t a p o u r ob je t les p o u t r e s d o n t l es a p p u i s , 

au l ieu d ' ê t r e d i sposé s d ' a p r è s u n e loi a rb i t r a i r e , s e r a i en t à 

égale d i s t ance les u n s d e s a u t r e s , à pa r t les d e u x e x t r ê m e s : 

la p r e m i è r e et la d e r n i è r e t r avée r e ç o i v e n t d e s l o n g u e u r s b 

égales e n t r e e l l e s , m a i s d i f fé ren tes d e la l o n g u e u r c des t r a 

vées i n t e r m é d i a i r e s . C'est le s e u l cas u s u e l . Il d o n n e l ieu à 

des s impl i f ica t ions p a r t i c u l i è r e s e t à d e s r e c h e r c h e s d e déta i l 

qui ne sont p o i n t s a n s i n t é r ê t , c o m m e on p o u r r a le voi r par 

l 'aperçu c i - a p r è s . 

En p r e m i e r l i e u , l es s é r i e s n u m é r i q u e s é t u d i é e s au Chap i t r e 

p remie r p e u v e n t s e m e t t r e s o u s f o r m e a l g é b r i q u e , c h a q u e 

t e rme é tant e x p r i m e e n fonc t ion de s o n i n d i c e e t d u r a p -

c 

port ^? et cela s a n s spéc i f ie r le n o m b r e des t r a v é e s , q u i r e s t e 

sous forme l i t t é r a l e . L e fait a ins i é n o n c é s e m b l e r a p e u t - ê t r e 

étrange : car l e s s é r i e s en q u e s t i o n se d é t e r m i n e n t par d e s 

équat ions du p r e m i e r d e g r é , en n o m b r e égal à ce lu i des t r a 

v é e s ; on se t r o u v e d o n c e n p r é s e n c e d ' un s y s t è m e d ' é q u a t i o n s 

dont le n o m b r e n ' e s t pas fixé, c 'es t -à-di re q u ' o n a n é q u a t i o n s , 

n é tan t a r b i t r a i r e . E t c e p e n d a n t on en d é d u i t la v a l e u r d e s 

i n c o n n u e s , p a r c e q u e t o u t e s c e s é q u a t i o n s (sauf l e s d e u x 

e x t r ê m e s ) on t u n e m ê m e f o r m e , ce qu i p e r m e t d e r a m e n e r 

leur so lu t ion à l ' i n t ég ra t i on d ' u n e é q u a t i o n l i néa i r e du second 
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« ' = — 2 — s/3, x " = — •! + v / 3 , 

o n t r o u v e q u e t o u s l e s n o m b r e s d o n t o n a b e s o i n s ' e x p r i m e n t 

a u m o y e n d e s p u i s s a n c e s d e a ' e t a " . L ' é t u d e d e c e s p u i s s a n 

c e s n o u s a c o n d u i t à c e l l e d e t r o i s a u t r e s s é r i e s , c a l c u l a b l e s 

u n e f o i s p o u r t o u t e s ( c a r e l l e s n e d é p e n d e n t e n r i e n d e la 

p o u t r e ) , e t d o n t l ' e m p l o i n o u s a é t é d ' u n g r a n d s e c o u r s . 

A r r i v é à c e p o i n t , n o u s a u r i o n s p u p o u r s u i v r e la r e c h e r c h e 

d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s d e s m o m e n t s , q u i e s t t o u j o u r s n o t r e 

b u t final, p a r l ' a p p l i c a t i o n p u r e e t s i m p l e d e la m é t h o d e e x p o 

s é e d a n s l e § I V d u C h a p i t r e p r e m i e r . C h a q u e o r d o n n é e d e 

c e s c o u r b e s e s t , c o m m e n o u s l ' a v o n s m o n t r é , l a s o m m e d ' u n 

c e r t a i n n o m b r e d ' o r d o n n é e s p a r t i e l l e s , d o n t c h a c u n e r é p o n d à 

la s u r c h a r g e d ' u n e s e u l e t r a v é e ; l ' e n s e m b l e d e s t r a v é e s à s u r 

c h a r g e r e s t p a r f a i t e m e n t c o n n u , s u i v a n t la s i t u a t i o n d e l ' o r 

d o n n é e q u e l ' o n c h e r c h e ; e n o u t r e , l e s o r d o n n é e s p a r t i e l l e s 

d o n t il f a u t e f f e c t u e r l a s u p e r p o s i t i o n s ' e x p r i m e n t e n f o n c t i o n 

d e s s é r i e s n u m é r i q u e s c i - d e s s u s r a p p e l é e s . D o n c , p u i s q u e , 

d a n s l e c a s a c t u e l , c e s s é r i e s s o n t e l l e s - m ê m e s e x p r i m é e s 

a l g é b r i q u e m e n t , t o u t e o r d o n n é e d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s a u 

r a i t p u s ' o b t e n i r p a r u n e s o m m a t i o n d e t e r m e s c o n n u s i s o l é 

m e n t . E n s u i v a n t c e t t e m a r c h e , o n n ' a u r a i t m ê m e g é n é r a l e 

m e n t r e n c o n t r é q u e d e s s o m m a t i o n s d e p r o g r e s s i o n s g é o m é 

t r i q u e s a y a n t p o u r r a i s o n a' o u a." : t o u t e f o i s , a p r è s q u e l q u e s 

e s s a i s , n o u s l ' a v o n s j u g é e p e u p r o p r e à n o u s d o n n e r s i m p l e 

m e n t l e s r é s u l t a t s c h e r c h é s , e t n o u s l u i e n a v o n s p r é f é r é u n e 

a u t r e p l u s d i r e c t e . 

A u l i e u d e d é t e r m i n e r l ' e f f e t p a r t i e l d ' u n e s u r c h a r g e p l a c é e 

s u r u n e s e u l e t r a v é e , à l a q u e l l e o n a i l r i b u e s u c c e s s i v e m e n t 

o r d r e a u x d i f f é r e n c e s finies. Si l ' o n p o s e 
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t o u t e s l e s p o s i t i o n s p o s s i b l e s , n o u s a v o n s d é t e r m i n é d e s u i t e 

l e s e f f e t s t o t a u x , e n c o n s i d é r a n t : 

i ° L a c h a r g e p e r m a n e n t e ( o u l a s u r c h a r g e ) s u r t o u t e s l e s 

t r a v é e s ; 

2° L a s u r c h a r g e s u r t o u t e s l e s t r a v é e s p a i r e s , o u s u r t o u t e s 

l e s t r a v é e s i m p a i r e s ; 

3° L a s u r c h a r g e s u r d e u x t r a v é e s c o n t i g u ë s , e t s u r t o u t e s 

l e s a u t r e s , p r i s e s d e d e u x e n d e u x à p a r t i r d e c e l l e s - l à . 

D a n s c e s d i v e r s e s h y p o t h è s e s , n o u s a v o n s t o u j o u r s p u t r o u 

v e r l e s m o m e n t s d e flexion s u r l e s p o i n t s d ' a p p u i ( c e q u i l e s 

fait c o n n a î t r e e n s u i t e d a n s u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e ) , p a r l ' i n 

t é g r a t i o n d ' é q u a t i o n s l i n é a i r e s d u s e c o n d o r d r e a u x d i f f é r e n c e s 

f i n i e s , c o m m e l o r s q u ' i l s ' a g i s s a i t d e s s é r i e s n u m é r i q u e s : l e 

p r o c é d é e m p l o y é d a n s c e t t e p r e m i è r e o c c a s i o n n e d o i t s u b i r 

q u e d e s m o d i f i c a t i o n s f o r t l é g è r e s . L e s f o r m u l e s a u x q u e l l e s 

n o u s a v o n s é t é a i n s i c o n d u i t s o n t g é n é r a l e m e n t s i m p l e s e t 

d ' u n e a p p l i c a t i o n f a c i l e ; e l l e s e x p r i m e n t t o u t e s u n e c e r t a i n e 

q u a n t i t é e n f o n c t i o n d u n o m b r e n d e s t r a v é e s , d u r a n g m d e 

la t r a v é e p a r t i c u l i è r e d o n t o n s ' o c c u p e , e t d u r a p p o r t ^ = 5 

e n t r e l e s l o n g u e u r s d e s t r a v é e s i n t e r m é d i a i r e s e t d e r i v e . L e 

p l u s s o u v e n t c e d e r n i e r e n t r e s o u s f o r m e e x p l i c i t e , p e n d a n t 

q u e m e t n figurent c o m m e i n d i c e s d e n o m b r e s à p r e n d r e 

d a n s c e r t a i n e s s é r i e s c a l c u l é e s u n e f o i s p o u r t o u t e s . L e p r i n 

c i p a l r e p r o c h e q u ' o n p u i s s e f a i r e à n o s f o r m u l e s , c ' e s t d ' ê t r e 

u n p e u n o m b r e u s e s , e t d ' e x i g e r l a c l a s s i f i c a t i o n d e b e a u c o u p 

d e c a s p a r t i c u l i e r s : m a i s o n n o u s p a r d o n n e r a s a n s d o u t e , s i 

l ' o n s o n g e q u e n o u s a v o n s r é s o l u l e p r o b l è m e , t r è s - g é n é r a l , 

d ' é t u d i e r l e s m o m e n t s d e f l e x i o n l i m i t e s , dans la tri""" 

travée d'une poutre à n-+- i appuis, le rapport ù n'ayant, 

ainsi que m et n, aucune valeur numérique particulière. 

I I I . b 
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N o u s a v o n s e n s u i t e m o n t r é c o m m e n t , avec l e s é l é m e n t s c i -

d e s s u s d é t e r m i n é s , on a r r ive à c o n s t r u i r e les c o u r b e s e n v e 

l o p p e s d e s m o m e n t s . 

Enf in n o u s a v o n s fait l ' app l i ca t ion n u m é r i q u e d e n o s for

m u l e s aux p o u t r e s d e t ro i s à d o u z e t r a v é e s , avec h u i t va l eu r s 

d u r a p p o r t S, ce qu i d o n n e u n total de q u a t r e - v i n g t s p o u t r e s et 

de t r o i s c e n t v ing t t r a v é e s , d a n s d e s c o n d i t i o n s d i f f é ren te s . 

P o u r c h a c u n e d 'e l les n o u s f o u r n i s s o n s , soi t par d e s t a b l e a u x 

d e n o m b r e s , , s o i t par u n e s u i t e d e de s s in s r é u n i s en At las (*) , 

t o u t ce q u i est n é c e s s a i r e p o u r o b t e n i r t r è s - f a c i l e m e n t et 

p r o m p t c m e n t l e s c o u r b e s e n v e l o p p e s d e m a n d é e s . 

N o u s a v o n s m ê m e d r e s s é u n F o r m u l a i r e d o n n a n t l es é q u a 

t i o n s d ' u n e p a r t i e d e c e s c o u r b e s ; l es a u t r e s se d é d u i s e n t de 

ce l l e s - l à , p a r de s i m p l e s s o u s t r a c t i o n s . N o t r e F o r m u l a i r e sera , 

n o u s l ' e s p é r o n s , de q u e l q u e u t i l i t é dans la p r a t i q u e , car n o u s 

y a v o n s p o u s s é auss i lo in q u e p o s s i b l e l e s r é d u c t i o n s en n o m 

b r e s , e t n o u s n ' a v o n s c o n s e r v é s o u s f o r m e l i t t é ra le q u e les 

p o i d s par m è t r e c o u r a n t , l ' o u v e r t u r e d ' u n e t ravée de r ive , et 

l ' absc i s se n é c e s s a i r e p o u r déf inir la s ec t i on d o n t on s ' o c c u p e . 

11 n e r e n f e r m e pas m o i n s d e 1 2 0 0 f o r m u l e s : c e t t e m a s s e c o n 

s idé rab l e de r é s u l t a t s , q u e n o u s a v o n s p u ca l cu l e r d a n s un 

assez c o u r t e s p a c e de t e m p s , es t , p e n s o n s - n o u s , la m e i l l e u r e 

p r e u v e q u e n o t r e s o l u t i o n p r é s e n t e , à u n d e g r é suffisant , la 

s imp l i c i t é qu ' i l es t n a t u r e l de d é s i r e r en pa re i l l e m a t i è r e . 

N o u s m e n t i o n n e r o n s e n c o r e ici d ive r se s q u e s t i o n s t r a i t ées 

d a n s le § VI e t d e r n i e r du s e c o n d Chap i t r e . On y t r o u v e r a la 

t h é o r i e de la p o u t r e à d e u x t r a v é e s é g a l e s ; l ' app réc i a t i on , su r 

u n e x e m p l e , d e l ' i n f luence t r o p p e u c o n n u e d e s éca r t s qui 

( * ) L ' A t l a s e s t c o m p o s é d e v i n g t - q u a t r e p l a n c h e s ; o n n ' y a ( a i t f i g u r e r q u e 

l e s p o u t r e ! d e t r o i s à s e p t t r a v é e s i n c l u s i v e m e n t . 
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p e u v e n t ex i s t e r e n t r e la l i gne d e s a p p u i s e t la fibre m o y e n n e 

dans son état naturel ; la r e c h e r c h e de la d i spos i t ion d e s a p 

puis , tant c o m m e é c a r t e m e n t q u e c o m m e n i v e l l e m e n t , d ' où 

résul tera i t le m i n i m u m d u m o m e n t f léch issan t m o y e n , s o u s 

l 'action d ' u n e c h a r g e u n i f o r m e , e t c . 

On r e m a r q u e r a p e u t - ê t r e q u e ce t ouv rage t ra i t e d ' u n e m a 

nière assez s o m m a i r e la q u e s t i o n d e s efforts tranchants. N o u s 

avons eu , p o u r agir a ins i , u n d o u b l e mot i f : d ' abord la c o n 

naissance d e s m o m e n t s d e flexion e n t r a î n e , si l 'on y t i en t , 

celle des efforts t r a n c h a n t s , car il n 'y a q u ' u n e d é r i v é e à p r e n 

dre p o u r pas se r d e s p r e m i e r s aux s e c o n d s ; d ' u n a u t r e cô t é , si 

l'on d é t e r m i n e la s e c t i o n d e l ' â m e d ' u n e p o u t r e en d o u b l e T 

d 'après l'effort t r a n c h a n t , o n la t r o u v e p r e s q u e t o u j o u r s insuf

fisante p o u r r é s i s t e r au flambage, et on l ' a u g m e n t e dans u n e 

m e s u r e a rb i t r a i r e . Ce n ' e s t d o n c pas la p e i n e de s ' o c c u p e r 

l o n g u e m e n t d ' u n e q u a n t i t é don t on fait si p e u d ' u sage en fin 

de c o m p t e . On aura i t d ' a i l l eu r s a p p r o x i m a t i v e m e n t sa va l eu r 

m a x i m u m dans u n e t r a v é e , p o u r les cas o r d i n a i r e s , en a u g m e n 

tant u n p e u le d e m i - p o i d s de la t r a v é e ( en p r e n a n t , par e x e m 

ple , les { du p o i d s t o t a l ) , s u r c h a r g e c o m p r i s e . 

C e p e n d a n t , c o m m e il s e p e u t , m a l g r é ces o b s e r v a t i o n s , 

qu 'on ait q u e l q u e f o i s b e s o i n de d é t e r m i n e r e x a c t e m e n t , p o u r 

une sec t ion q u e l c o n q u e d e la p o u t r e , l es efforts t r a n c h a n t s 

l imites qu i s'y p r o d u i s e n t , s o u s l ' ac t ion c o m b i n é e de la cha rge 

p e r m a n e n t e e t des s u r c h a r g e s , n o u s d o n n o n s le m o y e n g é n é 

ral d 'effectuer c e t t e d é t e r m i n a t i o n , dans u n e n o t e i n s é r é e à la 

fin du Chap i t r e p r e m i e r . 

En r é s u m é , le p r o b l è m e de la d é t e r m i n a t i o n des m o m e n t s 

fléchissants d a n s u n e p o u t r e à p l u s i e u r s t r avées so l ida i r e s 

p ré sen t e , au p o i n t de v u e p u r e m e n t a n a l y t i q u e , u n i n t é r ê t 

t r ès - rée l , pa rce q u e , su ivan t la m a n i è r e don t o n s'y p r e n d , on 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S X A V A J V Ï - P n O P O S . 

p e u t ê t r e c o n d u i t , soi t à d e s ca lcu l s a l g é b r i q u e s i m p r a t i c a b l e s , 

so i t , au c o n t r a i r e , à d e s c a l c u l s r e l a t i v e m e n t s i m p l e s e t é l é 

gan t s . Ce l ivre e s t fort lo in sans d o u t e d ' en r e n f e r m e r la m e i l 

l e u r e s o l u t i o n : n o u s e s p é r o n s tou te fo i s qu ' i l e s t d e n a t u r e à 

m e t t r e s u r la vo ie d e p e r f e c t i o n n e m e n t s u l t é r i e u r s . 
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Pago 7 5 , ligne 1 0 en r e m o n t a n t , 

au lieu de - > Usez - 1 ( ' ~ 7 1 -
4 ( i - f r ) ' 4 ( i - p 7 ) ' 

Page 1 2 З , ligne 3 , au lieu de de la f o n c t i o n / , lisez des f o n c t i o n s / ou -if. 

Page 2 0 g , de rn iè re l igne, au lieu de -r p' b''S7«,„_,, lisez yp'b~3'um_r 

Page 2 5 4 , ligne 2 , ap rès le s igne = , au lieu de -pb3, lisez ~^P^• 

Page Ï 5 4 , ligne 3 , au lieu de ^-pb3

; lisez ^pb3-
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C O U R S 
D E 

MÉCANIQUE A P P L I Q U É E , 
P R O F E S S É 

A L'ÉCOLE IMPÉRIALE DES PONTS ET CHAUSSÉES. 

TROISIÈME PARTIE. 
CALCUL DES MOMENTS DE FLEXION DANS UNE POUTRE 

A PLUSIEURS TRAVÉES SOLIDAIRES. 

CHAPITRE PREMIER. 
D E S P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A L . 

§ 1 « . — T h é o r è m e re la t i f a u r m o m e n t s de f lex ion sur t r o i s p o i n t s 

d'appui c o n s é c u t i f s d'une p o u t r e ; r e m a r q u e s d i v e r s e s . 

1. Expression particulière du moment de flexion en un point 

quelconque d'une travée. — Pa r déf in i t ion m ê m e , o n a p p e l l e 

moment fléchissant o u moment de flexion l a s o m m e a l g é b r i q u e 

des m o m e n t s d e s forces c o m p r i s e s e n t r e u n e s e c t i o n a r b i t r a i r e 

ment cho i s i e et u n e d e s d e u x e x t r é m i t é s d e la p i è c e , l es m o 

ments é tan t p r i s p a r r a p p o r t à u n a x e pas san t au c e n t r e d ' é l a s t i 

cité (ou de gravi té) d e la s e c t i o n et p e r p e n d i c u l a i r e au p lan d a n s 

lequel on s u p p o s e a p p l i q u é e s t o u t e s l e s forces e x t é r i e u r e s (*). 

( * ) O n s u p p o s e i c i q u e l a d é f o r m a t i o n d e ] a fibre m o y e n n e a l i e u d a n s l e 

p l a n v e r t i c a l q u i l a c o n t i e n t : c e l a e x i g e q u e c h a q u e s e c t i o n t r a n s v e r s a l e d e l a 

p o u t r e s o i t c o u p é e p a r c e p l a n s u i v a n t u n d e s e s a x e s p r i n c i p a u x d ' i n e r t i e a u 

c e n t r e d ' é l a s t i c i t é . 

I I I . I 
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2 C H A P 1 T H E P B E M I E t , 

Si l ' o n v e u t e x p r i m e r a n a l y t i q u e m e n t la v a l e u r X d e c e m o 

m e n t p o u r l a s e c t i o n f a i t e e n u n p o i n t q u e l c o n q u e M d ' u n e 

t r a v é e À B [fig. i ) , i l s e m b l e d o n c d ' a b o r d q u ' o n s e r a o b l i g é 

c o n t i e n d r a i t u n n o m b r e i n d é t e r m i n é d ' i n c o n n u e s o u c o n 

s t a n t e s a u x i l i a i r e s q u ' i l f a u d r a i t e n s u i t e é l i m i n e r , p o u r a r r i v e r , 

e n fin d e c o m p t e , à c o n n a î t r e n u m é r i q u e m e n t X . O r u n a r t i 

fice d e c a l c u l t r è s - s i m p l e p e r m e t , c o m m e n o u s a l l o n s l e 

m o n t r e r , d e r é d u i r e à d e u x t o u t e s c e s c o n s t a n t e s , q u e l q u e 

s o i t l e n o m b r e d e s t r a v é e s d e la p o u t r e , t a n t à d r o i t e q u ' à 

g a u c h e d e A B . 

F a i s o n s e n e f f e t u n e s e c t i o n d a n s l a t r a v é e A B , i n f i n i m e n t 

p r è s d e l ' a p p u i B ; c h a c u n e d e s f o r c e s e x t é r i e u r e s s i t u é e s e n t r e 

c e t t e s e c t i o n e t l ' e x t r é m i t é d e d r o i t e p o u r r a s e r e m p l a c e r p a r 

u n e f o r c e é g a l e e t p a r a l l è l e a p p l i q u é e a u c e n t r e d ' é l a s t i c i t é 

d e l a d i t e s e c t i o n , e t p a r u n c o u p l e . S i d e p l u s n o u s s u p p o s o n s , 

c o m m e d ' h a b i t u d e , t o u t e s l e s f o r c e s e x t é r i e u r e s a g i s s a n t d a n s 

l e p l a n d e l a figure e t p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à A B , la r é s u l t a n t e 

d e t r a n s l a t i o n s e r a é g a l e à la s o m m e a l g é b r i q u e d e s f o r c e s 

t r a n s p o r t é e s : c e s e r a c e q u ' o n n o m m e Y effort tranchant, p o u r 

la s e c t i o n d o n t i l s ' a g i t . D e m ê m e , l a s o m m e a l g é b r i q u e d e s 

c o u p l e s f o u r n i r a p o u r c e t t e s e c t i o n l e m o m e n t f l é c h i s s a n t . 

S o i e n t m a i n t e n a n t : 

x la d i s t a n c e A M d u p o i n t M à l ' o r i g i n e A d e la t r a v é e , o u 

l ' a b s c i s s e d o M c o m p t é e à p a r t i r d e A s u r u n a x e Kx c o ï n c i d a n t 

a v e c la fibre m o y e n n e d e l a p i è c e ; 

Q l ' u n e d e s c h a r g e s d e l a t r a v é e ; 

a. l ' a b s c i s s e d e s o n p o i n t d ' a p p l i c a t i o n ; 

a la l o n g u e u r A B d e la t r a v é e ; 

X , l e m o m e n t f l é c h i s s a n t e t P , l ' e f f o r t t r a n c h a n t d a n s la s e c -

D ' Y INTRODUIRE, N O N - S E U L E M E N L l e s FORCES AGISSANT SUR la PARTIE 
FIJ>. i . M B DE LA TRAVÉE, M A I S E N 

c o r e c e l l e s q u i a g i s s e n t 

s u r l e s t r a v é e s s u i v a n t e s , 

y c o m p r i s l e s r é a c t i o n s 

d e s a p p u i s . C e s r é a c t i o n s 

I F - ] — ? s o n t i n c o n n u e s à priori, 

d e s o r t e q u e d a n s l e c a s 

g é n é r a l l ' e x p r e s s i o n d e X 
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tion e x t r ê m e d e la t r avée A B , i n f i n imen t p r è s d e l ' appu i A, l e 

sens positif é t an t a s c e n d a n t p o u r P , , e t c o n f o r m e à la flèche 

pour le m o m e n t d ' u n e force p r i s e à d r o i t e d e A ; 

X 2 et P , l es q u a n t i t é s a n a l o g u e s p o u r la s e c t i o n faite in f in i 

ment près de B , t o u j o u r s d a n s l ' e s p a c e A B . 

Ainsi q u ' o n v i e n t de le faire o b s e r v e r , t o u t e s les fo rces 

ex tér ieures q u i a g i s s e n t d e p u i s la s e c t i o n v o i s i n e d e B j u s q u ' à 

l ' ext rémité d r o i t e de la p o u t r e p e u v e n t s e r e m p l a c e r pa r la 

résul tante d e t r ans l a t i on P 2 e t le c o u p l e X 2 ; o n au ra d o n c p o u r 

le po in t M 

( i ) x = X 2 — V,{a — — *)> 

équation d a n s l a q u e l l e l e s igne ^ i n d i q u e u n e s o m m a t i o n à 

effectuer p o u r t o u t e s les c h a r g e s Q , c o n t i n u e s ou n o n , do la 

portion MB, c ' e s t - à - d i r e e n t r e a. = x e t a = a. E l l e f o u r n i t 

une p r e m i è r e e x p r e s s i o n de X a v e c d e u x i n c o n n u e s a u x i 

liaires s e u l e m e n t , X 2 e t P 2 ; m a i s on p e u t en i n d i q u e r d ' a u t r e s , 

et une p a r m i ce l l e s - l à q u i sera p l u s a p p r o p r i é e aux q u e s t i o n s 

que n o u s d e v o n s t r a i t e r p a r la s u i t e . 

P o u r y a r r ive r , r e m a r q u o n s d ' abo rd q u e la d i f fé rence d e s 

deux r é s u l t a n t e s P , e t P 2 e s t éga le à la s o m m e des cha rges Q 

comprises e n t r e A e t B , c ' e s t - à -d i r e q u e 

s e c o n d e m e n t q u ' o n a, e n faisant x = o d a n s l ' é q u a t i o n ( i ) , 

y.—a 

( 3 ) X , = X 2 — V,a+^Qa. 

Les deux é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s p e r m e t t e n t d ' i n t r o d u i r e d a n s 

la valeur d e X , a u l i e u d e X 2 et P 2 , l es c o m b i n a i s o n s s u i v a n t e s 

de deux i n c o n n u e s aux i l i a i r e s , savoir : 
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4 C H A P I T R E P R E M I E R . 

c ' e s t - à - d i r e t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s d e u x à d e u x d e s q u a t r e 
l e t t r e s X , , X 2 , P , , P 3 , à l ' e x c e p t i o n d e l a c o m b i n a i s o n P , , P 2 . 
L e r é s u l t a t l e p l u s i m p o r t a n t e s t f o u r n i p a r l a c o m b i n a i s o n X , , 
X j , q u e l ' o n o b l i e n t e n é l i m i n a n t P 2 e n t r e l e s r e l a t i o n s ( i ) e t 

( 3 ) . O n t r o u v e a i n s i 

o u b i e n 

x = x , + ( x ] — x , ) ^ — ^ t ~ ^ ( a — x ) - + - ^ t Q { « — x ) ; 

Cf. == O a.— x 

s o i t e n f i n 

U) X = X , - r - ( X , — X , } ^ + < p ( : r ) . 

s i l ' o n p o s e , p o u r a b r é g e r , 

( 5 ) < p M = 2 Q ( « — 2 QZ[a — x). 
v . ~ x K — o 

OC 

C h a c u n e d e s d e u x p a r t i e s X i + ( X , — X , ) - e t o{x), q u i 
c o m p o s e n t l e m o m e n t f l é c h i s s a n t X , p e u t s e d é f i n i r d ' u n e 
m a n i è r e b i e n s i m p l e . L a p r e m i è r e a u n e s i g n i f i c a t i o n g é o m é 
t r i q u e , o u a l g é b r i q u e q u ' o n a p e r ç o i t d e s u i t e . É l e v o n s e n e f f e t 
a u x p o i n t s A e t B d e u x o r d o n n é e s A C , B D , r e p r é s e n t a n t l e s 
v a l e u r s d e X , e t d e X 2 , e n g r a n d e u r e t e n s i g n e ; l ' o r d o n n é e 
M E d u p o i n t d e l a d r o i t e C l ) q u i r é p o n d à l ' a b s c i s s e x r e p r é 
s e n t e r a d e m ê m e l a p r e m i è r e p a r t i e d e X , c e l l e o ù e n t r e n t 
X , e t X 2 ; o u , ' e n d ' a u t r e s t e r m e s , c e t t e p r e m i è r e p a r t i e e x p r i m e 
c e q u e s e r a i t l e m o m e n t X s ' i l v a r i a i t u n i f o r m é m e n t a v e c x , 
e n t r e l e s v a l e u r s e x t r ê m e s X , e t X 2 , r é p o n d a n t r e s p e c t i v e 
m e n t h x — o el x = a. 

Q u a n t à l a s e c o n d e p a r t i e a[x), s o n s e n s , p o u r ê t r e u n p e u 
p l u s c a c h é , n ' e n e s t p a s m o i n s s i m p l e e t r e m a r q u a b l e : elle 

exprime ce que deviendrait le moment de flexion en chaque 

point de A B , si cette travée, conservant les charges Q qui lui 

sont propres, était EFFECTIVEMENT SCIÉE au-dessus des appuis A 
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P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A L . 5 

et B , sur lesquels on la poserait sans encastrement, comme 

une poutre isolée et indépendante de tout le reste. C'est là 

un fait a isé à c o n s t a t e r . Si A et B d e v e n a i e n t d e u x a p p u i s 

simples de la p o u t r e AB p r i v é e de so l ida r i t é avec l e s t r a v é e s 

voisines, l ' appui B e x e r c e r a i t , e n v e r t u d e la cha rge Q , la r éac 

tion a s c e n d a n t e — ; c e t t e c h a r g e , au cas o ù e l l e se t r o u v e -

a 

rait sur la pa r t i e MB, p r o d u i r a i t , dans l e m o m e n t X p o u r le 

point M, les d e u x t e r m e s 

Q i c t - x ) - ^ (a-x), 

et, au cas où e l l e agira i t d a n s l ' i n t e rva l l e M A , e l le p r o d u i r a i t 

seu lement le d e r n i e r . D o n c , e n e f f ec tuan t , p o u r l e s d i v e r s e s 

forces, la s o m m e d e s t e r m e s qu i l e u r c o r r e s p o n d e n t , on r e 

trouve bien 

u — x * a = o 

c'est-à-dire o(x). 

La p r o p r i é t é q u ' o n v i e n t d ' é tab l i r o u , a u b e s o i n , l ' é q u a 

tion (5) m o n t r e n t q u e la fonct ion 9 [x) s ' a n n u l e a u x d e u x e x 

t rémités d e la t r a v é e ; c e t t e fonc t ion d é p e n d s e u l e m e n t d e s 

charges a p p l i q u é e s d a n s la t r avée e l l e - m ê m e , e t n ' e s t inf luen

cée en r ien pa r l e s forces q u i s o l l i c i t e n t l e r e s t a n t d e la p o u t r e , 

forces don t l 'effet s e fait s e n t i r pa r l e s m o m e n t s X , e t X , . 

Voici d e u x e x e m p l e s d e sa d é t e r m i n a t i o n . 

Soit d ' abord l e cas o ù il y aura i t s u r AB u n e s e u l e c h a r g e Q, 

agissant à la d i s l a n c e « d e l ' o r i g ine A ; p o s o n s x — qa. A lo r s 

nous a u r o n s 

en t re x =• o e t x = qa.. q ( x ) 

ent re x — qa e t x = a.. o(x) 

— Q{qa — x) — Qq{a — x) 

=—Qx(i — q), 

=—Qq{a—x). 

La fonction p o u r r a i t s e r e p r é s e n t e r pa r l e s o r d o n n é e s d 'un 

triangle d o n t l es s o m m e t s s e r a i e n t l e s p o i n t s A e l B , e t u n 

t rois ième p o i n t su r la l i gne d e la force Q , ayant p o u r o r d o n 

née — Qaq [i — q)-
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6 C H A P I T R E P R E M I E R . 

C o n s i d é r o n s e n s e c o n d l i e u u n e c h a r g e u n i f o r m é m e n t r e 

p a r t i e , à r a i s o n d e p k i l o g r a m m e s p a r m è t r e c o u r a n t , s u r t o u t e 

l a l o n g u e u r Л В = a. L e s c h a r g e s Q c o n s i s t e n t i c i e n u n e i n f i 

n i t é d e c h a r g e s é l é m e n t a i r e s pda, e t d ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( 5 ) q u i 

d é f i n i t ç [x), o n a 

<p(x) = I p(a—oc)da.— / — ( e t — x)da. 

г) X «y о 

1 1 ч 

= — p[a — xy pa ( a — x), 

s o i t , e n r é d u i s a n t , 

^{x)— — - px [a —• x), 

c e q u ' o n a u r a i t p u v o i r é g a l e m e n t p a r l a d é f i n i t i o n d e <f{x) e n 

l a n g a g e o r d i n a i r e . 

Q u o i q u e n o u s a y o n s s u p p o s é , e n v u e d e s a p p l i c a t i o n s u l t é 

r i e u r e s , q u e A e t В s o n t d e s p o i n t s d ' a p p u i , r e m a r q u o n s e n 

t e r m i n a n t q u e c e t t e h y p o t h è s e n ' e s t p a s n é c e s s a i r e à l a d é 

m o n s t r a t i o n , e t q u e A e t В p o u r r a i e n t ê t r e d e s p o i n t s q u e l 

c o n q u e s d e l a l i b r e m o y e n n e : s e u l e m e n t , s ' i l y a v a i t d e s a p p u i s 

fixes d a n s l e u r i n t e r v a l l e , l e s r é a c t i o n s d e c e s a p p u i s d e v r a i e n t 

e n t r e r p a r m i l e s f o r c e s d o n t l e s m o m e n t s c o m p o s e n t cp (x). 

N o u s s o m m e s m a i n t e n a n t e n m e s u r e d ' a b o r d e r l e t h é o r è m e 

p r i n c i p a l d u § I e r , d o n t t o u t c e q u i p r é c è d e e s t u n e e s p è c e , d e 

l e m m e . 

2 . Théorème sur les moments de flexion en trois points 

d'appui consécutifs. — S o i e n t A B e t A B ' (flg.z) d e u x t r a -

F i g . a . v é e s c o n t i g u ë s d ' u n e 

x. N M K jr m ê m e p o u t r e , s o u 

t e n u e s p a r l e s a p p u i s 

В , A , B ' , q u e n o u s 

! / r e g a r d o n s d ' a b o r d 

c o m m e é q u i v a l e n t s 

s i m p l e m e n t à l a fixité d e s p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s d e l a fibre 

m o y e n n e . N o u s p r e n d r o n s p o u r a x e s c o o r d o n n é s r e c t a n g u 

l a i r e s , d a n s l a t r a v é e Л В , l y s l i g n e s Л я г , Л y ; d a n s l a t r a v é e 
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P O U T R E S A P L U S I E U R S T Î I A V E E S , F. IV G É H E I I A L . 7 

Cela p o s é , o n a u r a l ' é q u a t i o n c o n n u e 

dx* ~~ ' 

d'où, par u n e p r e m i è r e i n t é g r a t i o n , 

( * ) S i t o u s l e s s u p p o r t s a v a i e n t é t é d e r a s é s à u n n i v e a u t e l , q u e l a p o u t r e , 

p r i s e d a n s s o n é t a t p r i m i t i f e t s o u s t r a i t e à t o u t e t e n s i o n m o l é c u l a i r e , p û t l e s 

t o u c h e r t o u s s a n s s e d é f o r m e r a u c u n e m e n t e t s ' i l s j o u ï s s a i e n t d ' u n e f i x i t é a b s o 

l u e , i l f a u d r a i t s u p p o s e r ^ = _?'a ~ y s — o . M a i s c e r t a i n e s i n é g a l i t é s d a n s c e s 

o r d o n n é e s p e u v e n t n a î t r e d e s t a s s e m e n t s d e l a c o n s t r u c t i o n j q u e l q u e f o i s a u s s i l e 

c o n s t r u c t e u r p e u t l e s a v o i r é t a b l i e s d ' a v a n c e » a v e c i n t e n t i o n . I N o u s e s s a y e r o n s p l u s 

l o i n d ' a p p r é c i e r , s u r d e s e x e m p l e s p a r t i c u l i e r s , l e s e f f e t s d e c e l t e d i s p o s i t i o n ; 

Tunis l e p l u s s o u v e n t n o u s a d m e t t r o n s l a n u l l i t é d e s o r d o n n é e s i \ , y\.t >v 

AB', l e s l i g n e s Ax', Ay'., l ' o r i g i n e c o m m u n e é t a n t p l a c é e s u r 

la ver t i ca l e d e l ' a p p u i i n t e r m é d i a i r e , a v e c l a q u e l l e s e c o n f o n 

dent Ay e t Ay. L a l i g n e xOx' s e r a d ' a i l l e u r s s u p p o s é e e n 

c o ï n c i d e n c e a v e c l a fibre m o y e n n e d a n s s o n é t a t p r i m i t i f , 

c ' e s t -à -d i re q u a n d la p i è c e n ' é p r o u v e e n c o r e a u c u n e t e n s i o n 

ou c o m p r e s s i o n . N o u s d é s i g n e r o n s par : 

X le m o m e n t f l é c h i s s a n t , p o u r u n p o i n t M q u e l c o n q u e , 

entre A e t B ; 

x, y l e s c o o r d o n n é e s d e M a p r è s la d é f o r m a t i o n c a u s é e par 

les c h a r g e s , l a q u e l l e e s t s u p p o s é e s e p r o d u i r e d a n s l e p l a n 

vertical d e xOx' ; 

a la l o n g u e u r A B ; 

e l e m o m e n t d e flexibilité d e la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e , s u p 

pos é c o n s t a n t p o u r t o u t e la p i è c e ; 

X i , X , , X 3 l e s m o m e n t s d e f l e x i o n e n B , A , B ' ; 

T¡, y., Y i l e s o r d o n n é e s d e s m ê m e s p o i n t s ( * ) ; 

X/ , x',y', a' l e s q u a n t i t é s a n a l o g u e s , d a n s la t r a v é e A B ' , à 

c e l l e s q u e d é s i g n e n t l e s m ê m e s l e t t r e s n o n a c c e n t u é e s , p o u r 

la travée A B ; 

dty 
0,, 3 i , 0 3 l e s v a l e u r s r e s p e c t i v e s d e - j - e n B e t A , e t d e 
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8 C H A P I T R E P R E M I E R . 

et, par u n e s e c o n d e , 

J rtx f*r 

' dx l Xdx, 
Q « / 0 

ce q u i , e n i n t ég ran t par pa r t i e s d a n s le s e c o n d m e m b r e , peu t 
s ' é c r i r e 

' ~X.dx— / Xxdx. 

Fa i san t x = a d a n s c e t t e é q u a t i o n , n o u s t r o u v o n s r a / i n /y a 

Xdx— I *X.xdx = ! \(a — x)dx. 

f 0 *J o «- o 
N o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t m e t t r e au l ieu de X sa va leu r c o n 
fo rme à l ' e x p r e s s i o n ( 4 ) d u n° 1, savo i r 

X = X , + ( X 1 — X , ) J - ! - ? ( * ) , 
ce qu i d o n n e 

s ( r > - r » — 9 » f l ) = j f [ x , + ( X , — X , ) ^ + ? ( * ) J ( a —a?)rf* 

= i X , a , - r - ( X , — X O ? ( ^ ) ( « — 

o u , en r é d u i s a n t et a p p l i q u a n t au d e r n i e r t e r m e l ' in tégra t ion 
par pa r t i e s , 

i i i fada(x) 
(m) r > — S ! a ) = g X , a 2 - f - - X 1 « 2 + - i - ^ ( a — # ) ' r f a ; . 

i / o 

Une ana lyse s e m b l a b l e n o u s d o n n e r a i t p o u r la t r avée ÀB' 
u n e é q u a t i o n t o u t e p a r e i l l e ; il faudra i t s e u l e m e n t r e m a r q u e r 
q u e les x' ayan t u n s e n s o p p o s é a u x x, 0, d o i t se r e m p l a c e r 

par — O i , car l e s v a l e u r s in i t i a l e s d e ^ e t d e ^ 7 p o u r x — o, 

x' = o, s o n t éga les e t d e s i gne c o n t r a i r e . Si l 'on n o m m e en 
o u t r e xs[x') la fonc t ion a n a l o g u e d e y{x) d a n s la t r avée AB', 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A L . 9 
on aura 

E ' J Î — 7 2 + 9 , a ' ) = 4 x s f l " + | X . a " + -
b 3 2 

É l i m i n a n t a l o r s Q, e n t r e l e s d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s , n o u s 
t r o u v e r o n s 

C e t t e r e l a t i o n e x p r i m e l e t h é o r è m e q u e n o u s a v i o n s e n v u e . 
N o u s n e c h e r c h e r o n s p a s à l e t r a d u i r e e n l a n g a g e o r d i n a i r e , 
c a r à m o i n s d ' é t a b l i r a s s e z l o n g u e m e n t u n c e r t a i n n o m b r e d e 
d é f i n i t i o n s p r é l i m i n a i r e s , n o u s n e s a u r i o n s g u è r e a r r i v e r q u ' à 
u n é n o n c é d i f f u s e t m ê m e d i f f i c i l e . à c o m p r e n d r e s a n s a v o i r 
F é q u a t i o n s o u s " l e s y e u x . 

3 . Remarque au sujet des encastrements. — L ' u s a g e e s t g é 
n é r a l e m e n t c o n s a c r é ( a u m o i n s q u a n d i l s ' a g i t d e s p o u t r e s 
l o n g i t u d i n a l e s d ' u n p o n t à f e r m e s r e c t i l i g n e s ) d ' a s s i m i l e r l e s 
p i l e s e t c u l é e s à d e s i m p l e s p o i n t s d ' a p p u i , e t c ' e s t c e q u e n o u s 
a v o n s f a i t a u n " 2 . C e l a s a n s d o u t e n ' e s t p a s t o u t à f a i t c o n 
f o r m e à l a r é a l i t é , m a i s i l n e s e r a i t p a s n ú n p l u s e x a c t d e 
c o m p t e r s u r u n e n c a s t r e m e n t c o m p l e t , p a r l e s e u l e f f e t d e l a 
l a r g e u r d o n n é e a u x s u p p o r t s d a n s l e s e n s p a r a l l è l e à l ' a x e d e 
l a p o u t r e ; l ' é t u d e r i g o u r e u s e d e l a q u e s t i o n p r é s e n t e r a i t d o n c 
u n e c o m p l i c a t i o n a s s e z g r a n d e . A j o u t o n s e n c o r e q u e s i , p a r 
d e s d i s p o s i t i o n s c o n v e n a b l e s , o n v o u l a i t p r o d u i r e d e s e n c a s -
t r e m c r i L s e f f e c t i f s , l ' o b s t a c l e a i n s i a p p o r t é à l a l i b r e d i l a t a t i o n 
d e s p o u t r e s , s o u s l ' a c t i o n d e l a c h a l e u r , p o u r r a i t e n t r a î n e r d e 
g r a v e s i n c o n v é n i e n t s : a u s s i l e s c o n s t r u c t e u r s p a r a i s s e n t - i l s 
y a v o i r t o u t à f a i t r e n o n c é . M a i s o n p e u t s e d e m a n d e r , à t i t r e 
d ' é t u d e t h é o r i q u e , c o m m e n t i l c o n v i e n d r a i t d e m o d i f i e r l e s 
c a l c u l s d u n D 2 , s i l ' u n q u e l c o n q u e d e s a p p u i s o u p l u s i e u r s 
d ' e n t r e e u x d e v e n a i e n t d e s e n c a s L r e m e n t s . 

P o u r r é p o n d r e à c e t t e q u e s t i o n , n o u s f e r o n s o b s e r v e r q u e , 
d a n s l e c a s o ù l e p o i n t A , p a r e x e m p l e , d e v i e n t u n e n c a s t r e -

a J \a a) a J X , a + a X ^ a - f - a ' J - f - X a a ' 
(6) 
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m e n t , l ' i nc l ina i son 6, p r e n d u n e v a l e u r c o n n u e e t d é t e r m i n é e 

d ' a v a n c e , car l ' appu i do i t ê t r e d i s p o s é d e m a n i è r e à e m p ê c h e r 

t o u t e ro ta t ion q u i modi f i e ra i t la p o s i t i o n a n g u l a i r e de la fibre 

m o y e n n e en À. D è s lo r s sa r é a c t i o n no se r é d u i t pas n é c e s s a i 

r e m e n t à u n e force u n i q u e passan t par ce p o i n t , e t si l 'on y 

t r a n s p o r t e p a r a l l è l e m e n t t o u t e s les forces p a r t i e l l e s qu i c o m 

p o s e n t c e t t e r é a c t i o n , il faut t e n i r c o m p t e en m ê m e t e m p s 

d ' u n c o u p l e p r o d u i t par le t r a n s p o r t . Ce c o u p l e e n t r e o u n ' e n t r e 

pas dans le m o m e n t f léch issan t p o u r la s e c t i o n en À, su ivan t 

q u ' o n se p lace d ' un cô té ou d e l ' au t r e d e c e p o i n t ; pa r c o n s é 

q u e n t le m o m e n t X p r é s e n t e là u n e d i s c o n t i n u i t é et passe 

b r u s q u e m e n t d ' u n e c e r t a i n e v a l e u r X i , a p p l i c a b l e du cô té de 

la t r avée A B , à u n e a u t r e v a l e u r X ' , r e l a t ive à la t ravée A L " . 

D o n c , au l i eu d e l ' é q u a t i o n finale (6 ) du n° 2 , o n devra p r e n d r e 

les d e u x é q u a t i o n s 

qu i n o u s a v a i e n t c o n d u i t à l ' é q u a t i o n (6 ) d a n s l ' h y p o t h è s e 

o ù X a et X' 2 d é s i g n a i e n t u n m ê m e m o m e n t . Ici 9i es t d o n n é 

d e s o r t e q u e la r e c h e r c h e d e s m o m e n t s s u r les p o i n t s d 'appui 

c o m p o r t e u n e i n c o n n u e e t u n e é q u a t i o n d e p l u s q u e t o u t à 

l ' h e u r e . 

Q u a n d le p o i n t A es t u n e e x t r é m i t é e t q u ' o n s u p p r i m e u n e 

d e s d e u x t r a v é e s A B o u A B ' , il e s t clair q u e l 'on s u p p r i m e 

u n e des q u a n t i t é s X 2 ou X ' 2 , q u i d e v i e n t n u l l e , e t l ' équa t ion 

q u i la c o n t i e n t d i spara î t en m ê m e t e m p s . 

Si la t r avée A B é ta i t e n c a s t r é e à s e s d e u x e x t r é m i t é s s o u s 

des i nc l i na i sons c o n n u e s 0 , , 0 ? , e t s i , en m ê m e t e m p s , on 

donna i t l es a b a i s s e m e n t s yit y?, on aura i t a lo r s q u a t r e c o n d i 

t i o n s p o u r d é t e r m i n e r les d e u x c o n s t a n t e s i n t r o d u i t e s pa r l 'in-

d2 y 

t égra t ion de l ' é q u a t i o n d i f férent ie l le e - j ^ = X , a ins i q u e les 

m o m e n t s X , , X 2 . Le m o m e n t de flexion se ra i t d o n c c o n n u 

e ( j 3 — y i + 0 , a ' ) 

i i „ ì C dv te) . . , ' 
6 ä i j 0 dx 
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p o u r u n p o i n t q u e l c o n q u e d e A B , p u i s q u ' i l d é p e n d s e u l e m e n t 

( n ° 1) d e s c h a r g e s q u i p è s e n t s u r c e t t e t r a v é e e t d e s m o m e n t s 

q u i o n t l i e u a u x e x t r é m i t é s ; d o n c , e n f i n , l a t r a v é e d o n t i l 

s ' a g i t p o u r r a i t ê t r e é t u d i é e à p a r t ; s a flexion e t s a r é s i s t a n c e 

d e v i e n d r a i e n t i n d é p e n d a n t e s d u r e s t e d e l a p i è c e . 

D a n s c e q u i p r é c è d e ( n o s 2 e t 3 ) , n o u s a v o n s s u p p o s é l e s 

c h a r g e s Q a b s o l u m e n t q u e l c o n q u e s ; n o u s a l l o n s m a i n t e n a n t 

f a i r e d e s h y p o t h è s e s p a r t i c u l i è r e s q u i n o u s d o n n e r o n t d e s c o 

r o l l a i r e s d u t h é o r è m e p r i n c i p a l , u t i l e s p o u r l a s u i t e d e c e t 

u u v r a g e . 

4 . Application du théorème principal au cas où chaque 

travée supporte une charge concentrée unique. — S u p p o s o n s 

s u r A B [fig. i ) u n e s e u l e c h a r g e Q , d o n t l ' a b s c i s s e a. o u d i s 

t a n c e a u p o i n t A s e r a i t e x p r i m é e p a r qa, q é t a n t l e r a p p o r t d e 

c e t t e d i s t a n c e à l a l o n g u e u r A B = « ; p a r e i l l e m e n t s u r A B ' u n e 

s e u l e c h a r g e Q ' à l a d i s t a n c e q'a' d u m ê m e p o i n t A . E n s e 

s e r v a n t d e s v a l e u r s d e l a f o n c t i o n y[x) i n d i q u é e s p l u s h a u t 

( n ° 1 ) , o n t r o u v e 

da>(x) _ . 
e n t r e x = o e t x = qa — — — - = — Q ( r — q), 

da>(x) -
e n t r e x—qa e t x = a —~—- = Qq, 

e t p a r s u i t e 

Q ( i — 9 ) 1 (a — x)'dx-±-Qq\ [a — xfdx 

= — v Q « 3 < 7 ( « — # [ 3 — 3 0 - 1 - ? > — ( i 

= — 3 Q « 3 < 7 ( i ~ < 7 ) ( ' - — < ! ) • 

Cette in tégrat ion pour ra i t encore se fairo par le procédé suivant , appli

cable à d 'autres cas par t icu l ie rs e t parfois préférable . L'emploi tic Tin té-
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grat ion pa r par t ies donne 

(fl - x f d x = - - -Zj-> [a-X)> + 3 j -
dx 

a ¿7 
dx 

la quan t i t é e n t r e c roche ts dés ignan t la va leur par t icu l iè re de la dérivée 

d tp f x ) 
— , — , pou r .r = o. On est ainsi r a m e n é à la r eche rche de l ' intégrale 

dx ' 

d \ ( x ) , , , rfJt»(.r) 
—^ 2 ( a — x y d x : o r , dans le cas actuel , — ^ — est cons tamment 

nul le puisque —y—- est c o n s t a n t e , saut p o u r x — q a : point ou —— 

• d^rulx) 

changeant b r u s q u e m e n t de va leur , sa dér ivée ^ devient infinie. On 

a pour co point 

donc la de rn i è re in tégra le se r édu i t à un seul é lément et a pour valeur 

donc auss i 

= _ L Q f l » { I _ q ] [ l _ ( l _ q f ] = - L Q a > q ( i - q) ( a - y ) . 

Par u n p r o c é d é tou t s e m b l a b l e on t r o u v e r a i t 

t/O 

l ' éq ua t i on ( 6 ) du n" 2 d e v i e n d r a d o n c , pa r la s u b s t i t u t i o n de 

ces i n t ég ra l e s , 

L « \ « a J a 
-- X, a +• 2 X i {a + a ' ) -+- X, a ' 

( 7 ) 
( - Q a ' j ( . - î ] ( J - î ] - Q ' f l " î ' ( i - î ' ) [ J - ? ' ) . 
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Si l 'on vou la i t q u e la p o s i t i o n d e s d e u x forces Q , Q r , au l i eu 

d'être définie p a r J o u r s d i s t a n c e s à l ' appu i i n t e r m é d i a i r e , fût 

définie par la d i s t a n c e d e c h a c u n e d ' e l l e s à l ' appu i le p l u s 

voisin vers la d r o i t e , e n r e p r é s e n t a n t p a r q' a' la d i s t a n c e e n t r e 

Q' et le p o i n t B ' , il f a u d r a i t , d a n s l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e , 

changer q' e n i — q' e t é c r i r e 

Si, au l i eu d e p r e n d r e les d i s t ances à d r o i t e , on les avai t 

prises à g a u c h e , l e t e r m e c o n t e n a n t Q ' d a n s l ' éq u a t i o n ( 7 ) 

n'aurait pas é t é modi f i é , e t ce lu i q u i c o n t i e n t Q sera i t d e v e n u 

S. Cas de charges quelconques. — Avant d e m o n t r e r c o m 

ment la f o r m u l e ( 7 ) o u s o n é q u i v a l e n t e ( 8 ) c o m p r e n n e n t t o u s 

les cas p o s s i b l e s , r e l a t i v e m e n t à la d i s t r i b u t i o n des c h a r g e s 

dans c h a q u e t r a v é e , n o u s d e v o n s r a p p e l e r u n t h é o r è m e d é 

montré dans la p r e m i è r e p a r t i e d e ce Cours (*), e t d o n t voic i 

l 'énoncé : E t a n t c o n n u s l e s effets p r o d u i t s par u n e sé r i e d e 

forces agissant i s o l é m e n t , o n e n d é d u i t l 'effet total dû à la 

réunion de t o u t e s ces f o r c e s , par u n e c o m p o s i t i o n s e m b l a b l e 

à celles des v i t e s se s d ' u n m ê m e p o i n t ; et si ces effets son t u n 

dép lacement d a n s u n e d i r e c t i o n d o n n é e , o u u n m o m e n t flé

chissant pa ra l l è le à u n p l a n f ixe, la c o m p o s i t i o n se changera 

en une s o m m e a l g é h r i q u e . 

Cela posé , a d m e t t o n s , p a r e x e m p l e , qu ' i l y ait dans la p r e 

mière t ravée AB [fig. 2 ) t ro i s cha rges Q, R , S , e t dans la s e c o n d e 

AB' deux cha rges Q ' , R ' . On imag ine ra i t q u e l ' u n e des d e u x 

formules ( 7 ) ou ( 8 ) fût a p p l i q u é e c inq fois, en n e c o n s e r v a n t à 

chaque fois q u ' u n e des c inq forces Q , R, S, Q ' , 11'. Fa i san t a lo r s 

la s o m m e des c inq é q u a t i o n s a insi o b t e n u e s , e t a p p l i q u a n t le 

théorème c i - d e s s u s , o n t r o u v e r a i t u n e é q u a t i o n finale ayant le 

môme p r e m i e r m e m b r e e t l es m ê m e s t e r m e s en X , , X , , X 3 ; 

s eu lement ces t ro i s n o t a t i o n s y d é s i g n e r a i e n t , a insi q u e j „ y„ 

( B ) 
r, (- 4 - -V) + ^1 = X , a + î X , ( a + a') + X 3 « ' 

{ * ) C h a p i t r e d e u x i è m e , § I I I , p . m e t s u i v a n t e s . 
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j 3 , les v a l e u r s r e l a t ives à l 'ac t ion s i m u l t a n é e d e s c inq forces, 

e t c h a c u n e de c e l l e s - c i f igurera i t d a n s le s e c o n d m e m b r e avec 

u n coeff icient t o u t à fait a n a l o g u e à c e u x de Q et Q' dans les 

fo rmules ( 7 ) e t ( 8 ) . L ' é q u a t i o n f inale sera i t d o n c , dans l e cas 

où l ' on aura i t fait u s a g e de la f o r m u l e ( 7 ) , 

= X , f l - f - 2 X , ( a + a ' ) - i - X 3 r t ' 

— Q a ' < 7 ( 1 — q)[7. — q)— \ \ a ' r ( i — r ) ( 2 — r) 
— S a2 s ( 1 — s ) ( -2 — s) 

— Q > ' Y ( i — g ' ) ( 2 — q') — R V r ' ( i — r'){-j. — r'), 

l e s n o t a t i o n s qa, ra, sa, q'a', r'a' d é s i g n a n t l e s d i s l a n c e s r e s 

pec t ives du p o i n t A a u x c inq forces Q , R, S, Q ' , R' . 

La d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e s u p p o s e q u e les o r d o n n é e s y,, 

y-i, J s o n t d e s v a l e u r s va r i ab le s a v e c les cha rges e t c o m p o s é e s 

de t e r m e s p r o p o r t i o n n e l s à c h a c u n e d ' e l l e s , à m o i n s c e p e n 

d a n t q u ' o n n 'a i t t o u j o u r s yt = j i = y3, ce q u i ferait d isparaî t re 

ces q u a n t i t é s d e l ' é q u a t i o n , e t l es d i s p e n s e r a i t d e r e m p l i r au

c u n e c o n d i t i o n q u a n t à l e u r loi d e c r o i s s a n c e . Or on conçoit 

( e n t r e a u t r e s c i r c o n s t a n c e s p o u v a n t se r éa l i s e r ) q u e les appuis 

a i en t é t é c o n s t r u i t s à d e s n i v e a u x f ixes , ma i s d o n t q u e l q u e s -

u n s s e t r o u v e r a i e n t , d a n s l ' é t a t n a t u r e l d e la p o u t r e , à une 

p e t i t e d i s l ance a u - d e s s u s o u a u - d e s s o u s d e c e l l e - c i : par 

e x e m p l e , on au ra i t j , = j 3 = o, e t j 3 = u n e c e r t a i n e valeur 

q u i se p r o d u i r a i t a v e c u n e pa r t i e d e s c h a r g e s , s a n s p o u 

v o i r ê t r e d é p a s s é e q u a n d o n a j o u t e r a i t u n s u r c r o î t de charges 

n o u v e l l e s . E n pare i l cas , l ' é q u a t i o n finalement t r o u v é e n 'en 

se ra i t p a s m o i n s v r a i e , ca r il s 'agi t s i m p l e m e n t d e savoi r ce 

q u e d e v i e n n e n t l es i n t é g r a l e s 

f d<s(x) , v , r"d-m(x'), , ,, , , 
Y '(a—xVdx, , , '(a1 — x'fdx', 
dx ' L dx 

q u i e n t r e n t d a n s le s e c o n d m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( 6 ) . Or les 

m o m e n t s <p(x) e t xs[x') son t d e s f o n c t i o n s l i néa i r e s d e s forces, 

s a n s t e r m e i n d é p e n d a n t ; d o n c o n au ra c e s i n t é g r a l e s en faisant 

la s o m m e d e l e u r s v a l e u r s p a r t i e l l e s q u a n d c h a q u e force agit 

s e u l e , e t c 'es t b i e n a ins i q u e n o u s a v o n s p r o c é d é . 

Mais ce q u i es t modif ié par l ' h y p o t h è s e q u e n o u s e x a m i n o n s 
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maintenant , ( /es t l e t h é o r è m e s u r la s u p e r p o s i t i o n d e s effets 

des fo rces ; ce t h é o r è m e n ' e s t p l u s exac t p o u r l e s a b a i s s e m e n t s 

de la p o u t r e , n i p o u r les m o m e n t s d e f lexion q u i s e p r o d u i s e n t 

en ses d ivers p o i n t s . Cela c o n s t i t u e , p o u r le p r i n c i p e g é n é r a l , 

une excep t ion a s sez i m p o r t a n t e qu ' i l c o n v e n a i t de m e n t i o n n e r 

en passant . D u r e s t e , o n n ' a u r a , p o u r a ins i d i r e , pas à s ' en 

p réoccuper en l i sant cet o u v r a g e , car n o u s y a d m e t t r o n s à p e u 

près i n v a r i a b l e m e n t l ' éga l i t é d e s o r d o n n é e s y s u r t o u s l e s 

points d ' a p p u i . 

Les m ê m e s f o r m u l e s ( 7 ) e t (8) p e u v e n t e n c o r e s ' e m p l o y e r 

avec des cha rges à r é p a r t i t i o n c o n t i n u e , car u n e cha rge d e 

cette na ture p e u t t o u j o u r s ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e f o r m é e pa r 

la r é u n i o n d ' u n e inf in i té d e c h a r g e s i s o l é e s i n f i n i m e n t p e t i t e s . 

Toutes ces cha rges é l é m e n t a i r e s d o n n e r a i e n t l i e u , dans le s e 

cond m e m b r e d e l ' é q u a t i o n finale o b t e n u e c o m m e on v i e n t 

de le d i re , à u n e inf ini té d e t e r m e s , d o n t la r é u n i o n fo rmera i t 

une in tégra le dé f i n i e ; on les r e m p l a c e r a i t d o n c pa r la v a l e u r 

exacte o u a p p r o x i m a t i v e de c e t t e i n t é g r a l e . E n voic i u n 

exemple pa r t i cu l i e r t r è s - u t i l e à c o n s i d é r e r p û u r les a p p l i c a 

tions u l t é r i e u r e s . 

6. Cas de poids uniformément répartis sur la longueur en

tière des travées.— N o u s p l a ç o n s s u r les t r a v é e s AB et A.B' 

(fig. 2 ) des p o i d s pa e t p'a', u n i f o r m é m e n t r é p a r t i s , à ra i son 

de p k i l o g r a m m e s par m è t r e c o u r a n t s u r la p r e m i è r e , et de 

p' k i l og rammes , auss i par m è t r e c o u r a n t , s u r la s e c o n d e . N o u s 

cons idére rons la c h a r g e pa c o m m e c o m p o s é e d ' u n e inf ini té 

d ' é léments , d o n t l ' u n , pa.dq, agit à la d i s t ance qa du po in t A, 

q étant u n e q u a n t i t é qu i va r i e par d e g r é s i n s e n s i b l e s d e p u i s o 

jusqu'à 1. Dès l o r s , au l i eu d e s t e r m e s en Q, B , S , . . . , de la 

dernière é q u a t i o n , n o u s a u r o n s l ' i n t égra le 

pa?q{i—q){?. — q)dq o u — pa1 I q { i — — ç ) dq; 

de m ê m e , l e s t e r m e s en Q ' , B' s e r o n t r e m p l a c é s par 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l 6 CHAPITRE PREMIER, 

Or, on t r o u v e par u n calcul fort s i m p l e 

Jq[* — qH* — q)<lq= f (^q — 3 q 2 - h q ' ) d q = q'—q' + ~q>, 

f q { i — q ) [i — q)dq=^; 

d o n c la d e r n i è r e é q u a t i o n du n° S d e v i e n d r a 

6 e 

(9 ) 
a J \a al a = X , a -+- a X , (a + a ' ) + X sa' 

1 i 1 / r, 

On sera i t a r r ivé au m ê m e r é s u l t a t par la f o r m u l e (6) du n ° 2 , 

en employant , l e s v a l e u r s 

cp {x) — — -px{a — x), w[x') = — ~p'x' (a' — x'), 

d o n n é e s au n° 1 . On do i t , p o u r a p p l i q u e r c e t t e f o r m u l e , cher 

c h e r les i n t ég ra l e s 

soi t en e f fec tuant la dé r iva t i on d e <p et d e m, 

— — p I {a—2.x) [a—xfdx, 

2 i / o 

— ~ P ' J (a' — 2 x ' ) [ a ' — x ' Y d x ' . 

L ' in t ég ra t i on par pa r t i e s d o n n e i m m é d i a t e m e n t 
—xf—"^J{a—x)Hlx 

-xfdx —— - ( a — i x ) (a 

— — ~ {a—ix){a—xf+-=[a—x)', 

r a
 1 1 1 

/ (a—ai) ( a — x ) ' d x = -~a'—ga'=ga% 
«/o 
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e t a u s s 

{a' — •2.x')[a' — x'y 
?dx' = ~ a"; 

donc on a 

: \ B = -n'a". 
I 2 ' 

La subs t i tu t ion d e ces i n t é g r a l e s d a n s la f o r m u l e ( 6 ) fourn i l 

bien u n e é q u a t i o n i d e n t i q u e avec la f o r m u l e ( 9 ) . 

Si dans c e l t e d e r n i è r e é q u a t i o n n o u s faisons j , — y , — y 3 = o, 

c 'es t -à-di re si , c o n f o r m é m e n t à l ' u sage o r d i n a i r e , n o u s s u p p o 

sons pa r f a i t emen t fixes t o u s les p o i n t s de la fibre m o y e n n e 

primit ive qu i s o n t p l acés a u - d e s s u s d e s a p p u i s , n o u s a u r o n s 

( 1 0 ) X i a - t - 2 X , ( a - I - a') - t - X 3 a ' — ^ pa3— ^p'an = o. 

C'est l ' éq u a t i o n c o n n u e , e n t r e l e s m o m e n t s d e flexion s u r 

trois po in t s d ' a p p u i c o n s é c u t i f s , d o n n é e par M. C lapey ron , e t 

avant lui par M. B e r t o t ; n o u s la r e t r o u v o n s ici c o m m e cas 

part icul ier d 'un t h é o r è m e b e a u c o u p p lu s g é n é r a l , p u i s q u ' i l n e 

repose s u r a u c u n e h y p o t h è s e p a r t i c u l i è r e q u a n t à la d i s t r i b u 

t ion des c h a r g e s , n i q u a n t à l ' i néga l i t é d e n i v e a u d e s a p p u i s . 

7 . Recherche des réactions des appuis. — Dans la t héo r i e 

des p o u t r e s à p l u s i e u r s t r a v é e s so l i da i r e s , t e l l e q u e n o u s la 

p résen tons ici , on a r r ive à d é t e r m i n e r les m o m e n t s f léch issan ts 

sans avoir b e s o i n d e c o n n a î t r e les r é a c t i o n s des a p p u i s , c o m m e 

on le verra d a n s les p a r a g r a p h e s s u i v a n t s . Mais il p e u t ê t r e 

bon n é a n m o i n s d e d é t e r m i n e r ces r é a c t i o n s , n e fût-ce q u e 

pour vérifier la s tab i l i t é d e s a p p u i s e u x - m ê m e s , et l 'on y p a r 

viendra sans p e i n e , p o u r u n a p p u i q u e l c o n q u e tel q u e A 

( f i s - 2 )> q u a n d o n aura les va l eu r s n u m é r i q u e s d e s t ro is m o 

ments d é s i g n é s c i -dessus p a r X , , X 2 , X 3 . 

R e p r e n o n s e n effet la p o u t r e don t AB, AB' son t d e u x t r a v é e s 

consécu t ives de rang q u e l c o n q u e . La po r t i on s i t u é e à g a u c h e 

du po in t M, j u s q u ' à l ' e x t r é m i t é de la p o u t r e , es t s o u m i s e à 

une sé r ie de forces ve r t i ca l e s , p a r m i l e s q u e l l e s n o u s c o m p r e 

nons les r éac t i ons des a p p u i s : si Q dés igne l ' u n e de ces forces , 

I I I . 
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affectée d u s igne -+- ou du s igne — su ivan t q u ' e l l e sera de s 

c e n d a n t e o u a s c e n d a n t e , a. l ' absc i s se d e son p o i n t d 'appl ica

t i on r e l a t i v e m e n t à la ve r t i c a l e A j , x l ' absc i s se d e M, o n aura 

p o u r v a l e u r du m o m e n t d e flexion en ce po in t u n e s o m m e 

te l le q u e 

^Q(a — x) — \ , 

et il en r é s u l t e r a , en faisant va r ie r x, 

D o n c la va l eu r p a r t i c u l i è r e de — p o u r x=o, s o i t — 
'dX 

dx 

es t égale à la s o m m e a l g é b r i q u e d e t o u t e s les fo rces vert icales 

c o m p r i s e s e n t r e l ' appu i A et l ' e x t r é m i t é d e g a u c h e , le sens 

posi t i f é t a n t d e h a u t en b a s . De m ê m e , si X ' d é s i g n e le mo

m e n t d e f lexion e n t o u t p o i n t d e A B ' , la v a l e u r par t i cu l iè re 

- j ^ J r e p r é s e n t e r a la s o m m e a l g é b r i q u e d e s forces ver t i 

ca les e n t r e l ' appu i A et l ' e x t r é m i t é d e d r o i t e . D o n c la réaction 

d e T d e c e t a p p u i , c o m p t é e p o s i t i v e m e n t de bas e n h a u t , sera, 

d ' a p r è s l ' é q u i l i b r e d e t o u t e s les fo rces d u s y s t è m e e n projec

t ion v e r t i c a l e , 

Or on a (n° 1 ) 

^ ( dx ) „ ( dx' ) o 

X = X , 4 - ( X , — X , ) - + y[x), 
a 

X ' = X H - ( X a — X , ) ^ - + 

et par s u i t e 

dX _ X, — X , 

dx a 
cp' (x), 
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donc aussi 

ffl' 

On sait ( n n 1) q u e y{x) e t ra(.r') r e p r é s e n t e n t l es va l eu r s 

que p r e n d r a i e n t l e s m o m e n t s X et X ' si la p o u t r e étai t e f fec

t ivement sc iée a u - d e s s u s d e s a p p u i s B, À, B ' : ap rès ce t t e opé 

ration, les m o m e n t s X, , X ! ( X 3 s ' a n n u l e r a i e n t , et la r éac t ion de 

l 'appui A dev iend ra i t 

t=—<?'(o) — Ts' (o) ; 
la quan t i t é 

a \a a j a 

expr ime c o m m e n t c e t t e r é a c t i o n fictive se modi f ie par s u i t e 

de la sol idar i té q u i ex is te e n t r e les t r a v é e s ; par e x e m p l e , d a n s 

un pon t chargé u n i f o r m é m e n t su r la l o n g u e u r de c h a q u e t r a 

vée, elle fait c o n n a î t r e l ' e x c è s posit if ou négat i f de la r éac t ion 

réelle d 'un a p p u i s u r la d e m i - s o m m e d e s p o i d s des t r a v é e s 

adjacentes . 

8. Relation entre les inclinaisons de la fibre moyenne au-

dessus de trois points d'appui consécutifs, supposés de niveau. 

— Cette r e l a t i o n , q u o i q u e s i m p l e et assez r e m a r q u a b l e , n e 

nous paraî t pas avoi r u n b i e n g rand i n t é r ê t p r a t i q u e ; c 'es t 

pour cela q u e n o u s l a i s sons de cô t é l e cas où les a p p u i s n e 

sont pas t o u s d i s p o s é s d e m a n i è r e à r e n d r e nu l l e s les o r d o n 

nées des p o i n t s q u i l e u r c o r r e s p o n d e n t su r la fibre m o y e n n e . 

R e p r e n o n s l ' é q u a t i o n 

t rouvée au n° 2 , e t m e t t o n s à la p lace d e X sa va l eu r ( n n 1 ) 

T = 
X a — X , 

a 

: — t p ' ( 0 ) 

cp' (o)-

X, 
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il v i e n d r a , e n e f fec tuant l ' i n t ég ra t i on a u t a n t q u e p o s s i b l e , 

- ( ^ - 0 . ) = X , * + ( X 1 - X , ) ^ + j [ % ( a : ) d r , 

et si l 'on fait x = a , 

e ( 5 l _ 5 2 ) = I ( X 1 + X 2 ] « - r - T <?{x)dx. 
2 Jo 

Or on a t r o u v é a u s s i , au n° 2 , la r e l a t i on 

e ( r , — r = — S , « ) = J " | x , + ( X , — X , ) ~ - > r o { x ) (a-x)dx 

= ^X,a1-\-^\,à'-hJ y{x)(a — x)dx, 

q u i , pa r la s u p p o s i t i o n d e y , égal à j 2 , d e v i e n t 

— ED, = ^ ( X i + 2 X , ) f l + - / q ) ( x ) ( a — x)dx; 
o ^ i / o 

on p e u t d o n c é l i m i n e r X ( , et l 'on t r o u v e 

( i l ) £ ( 0 , 4 - 2 0 , ) = — - ^ X , r t + ^ j f o ( . r ) ( 3 . r —2(Z)rf.Z-. 

E n o p é r a n t d e m ê m e s u r l ' au t re t r a v é e q u i a b o u t i t en A 

{fig- 2 ) , on t r o u v e r a i t 

— £ { 0 , - 1 - 2 0 0 = — - X a a ' - f -, f n r ( x ' ) ( 3 ^ ' - 2 « ' ) ^ ' ; 
3 a l /O 

l ' é l i m i n a t i o n d e X 2 e n t r e les d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s donne 

a lors 

I _ J L j f ro(a;')(3a?' — ?.d)dx'. 

T e l l e e s t la r e l a t i on q u e n o u s v o u l i o n s d é m o n t r e r . 
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Quand on y s u p p o s e a = a' e t 9 [x) = vs[x'), ce q u i a r r i v e 

rait si deux t r avées ad jacen tes e t éga les é t a i en t c h a r g é e s symé

t r iquement par r a p p o r t à l e u r p o i n t c o m m u n , e l l e d e v i e n t 

formule t r è s - s i m p l e , déjà d é m o n t r é e par M. C lapey ron , p o u r 

le cas des c h a r g e s u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e s . 

Si m a i n t e n a n t o n r e p r e n d l ' é q u a t i o n ( 1 1 ) a p p l i c a b l e à la s e u l e 

travée AB, q u e l l e q u e so i t sa p o s i t i o n p a r m i l e s a u t r e s , on 

peut c o n s i d é r e r le cas o ù l e p o i n t A se ra i t u n e e x t r é m i t é d e la 

pout re . Alors , p u i s q u ' i l faut, p o u r l ' é q u i l i b r e de c e l l e - c i , é g a 

ler à zéro la s o m m e d e s m o m e n t s d e t o u t e s l e s forces par r ap

port à A, on e n c o n c l u t q u e le m o m e n t d e f lexion es t n u l e n 

ce point , e t par s u i t e , faisant X 2 = o, o n au ra 

De la r é s u l t e u n fait a s sez r e m a r q u a b l e : q u a n d on c o n n a î t les 

charges dans u n e t r a v é e d e r ive , e t pa r c o n s é q u e n t la fonc t ion 

<f{x) dans c e t t e t r a v é e , cela suffit p o u r d é t e r m i n e r la s o m m e 

a lgébr ique G I - t - a 0 a , f o r m é e pa r l e d o u b l e d e l ' i nc l ina i son a u 

point e x t r ê m e et par l ' i nc l ina i son s u r l ' appu i s u i v a n t . 

Les r e l a t i ons ( 1 2 ) et [ 1 4 ) p e r m e t t e n t d 'avoi r t o u t e s l e s i n c l i 

naisons 0 su r l e s a p p u i s d ' u n e p o u t r e , que l q u ' e n s o i t l e n o m b r e , 

quand t o u t e s l e s c h a r g e s s o n t c o n n u e s , et q u e les a p p u i s , t o u s 

s imples p o i n t s fixes s a n s e n c a s t r e m e n t , s o n t s u r la fibre 

m o y e n n e p r i m i t i v e . Soit d o n n é e e n e f f e t u n e p o u t r e à n t r a v é e s , 

ayant par c o n s é q u e n t ( n -+-1 ) a p p u i s ; on a p p l i q u e r a d ' a b o r d la 

relation ( 1 2 ) à t o u s les g r o u p e s d e d e u x t r a v é e s c o n s é c u t i v e s , en 

n o m b r e n — 1 , p u i s la r e l a t i on ( i 4 ) a u x d e u x t r a v é e s e x t r ê m e s , 

et l 'on aura a ins i n - + - 1 é q u a t i o n s e n t r e u n pare i l n o m b r e d ' i n 

c o n n u e s . P r e n o n s c o m m e e x e m p l e n u m é r i q u e u n e p o u t r e à 

trois t r avées é g a l e s , c h a r g é e u n i f o r m é m e n t s u r t o u t e sa l o n 

g u e u r ; n o m m o n s G, et ô 2 les i n c l i n a i s o n s s u r u n appu i de r ive 

et sur l ' appu i s u i v a n t ; les d e u x a u t r e s i n c l i n a i s o n s s e r o n t , e n 

raison de la s y m é t r i e , — 0 , et — 0 , , d e s o r t e q u e la q u e s t i o n 

ne c o m p o r t e r a q u e d e u x i n c o n n u e s . Or l ' équa t i on ( I 3 ) , a p p l i -

0 , - r - 4 f c + 0 3 = O , 
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cab le au cas a c t u e l , d e v i e n t 

G , + 3 0 2 = o ; 

l ' équa t ion ( i 4 ) , en y faisant o(x) =—^px(a— x), donnera 

A 
d 'où r é s u l t e 

4 o £ 1 2 0 £ 

11 n o u s s e m b l e super f lu d e d é v e l o p p e r davan tage c e s cons i 

d é r a t i o n s , d o n t l es a p p l i c a t i o n s s e r a i e n t t r è s - r e s t r e i n t e s dans 

la p r a t i q u e . N o u s a l lons p a s s e r à la r e c h e r c h e , b e a u c o u p plus 

i m p o r t a n t e , des m o m e n t s fléchissants p r o d u i t s , so i t par une 

cha rge c o n c e n t r é e u n i q u e , soit, par u n e c h a r g e u n i f o r m é m e n t 

r é p a r t i e . Cet te r e c h e r c h e es t f o n d é e , c o m m e on va le voir, 

s u r le t h é o r è m e p r inc ipa l d é m o n t r é p l u s h a u t ( n° 2 ) , dont la 

f o r m u l e ( 6 ) es t l ' e x p r e s s i o n a l g é b r i q u e g é n é r a l e . 

§ II. — D é t e r m i n a t i o n des m o m e n t s f l é c h i s s a n t s p r o d u i t s par une 
c h a r g e c o n c e n t r é e u n i q u e , l o r s q u e t o u s l e s po in t s de la fibre 
m o y e n n e p r i m i t i v e s i t u é s a u - d e s s u s des appui s on t u n e fixité 
a b s o l u e . 

9. Formation et étude préliminaire de, quelques séries nu

mériques. — Soit d o n n é e u n e p o u t r e de n t r a v é e s , reposant 

par c o n s é q u e n t s u r n -+-1 a p p u i s q u ' o n s u p p o s e n u m é r o t é s en 

al lant de g a u c h e à d r o i t e , e t q u ' o n dé s igne ra par 

A o , A i , A 2 , A 3 , . . . , A m _ 2 , À m _ i , A , , , , . . . , A n _ ( , A n j 

n o u s a p p e l l e r o n s 

rt,, « 2 , « 3 , a,,. . ., a„,_, , a„„ . . . , a„__,, aH, 

les l o n g u e u r s s u c c e s s i v e s d e s t r a v é e s , la p r e m i è r e é tant la 

d i s t ance A „ A , , la s e c o n d e A , A 2 , la t r o i s i è m e À 2 A 3 , e t géné ra l e 

m e n t la m'"»' é t a n t A œ _ , A m . 

Cela p o s é , n o u s c o n s i d é r e r o n s en p r e m i e r l ieu d e u x sér ies , 
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chacune de n n o m b r e s , 

II,, Uj, uâ,. . • , K „ _ i , « , „ 

v a , f 3 , . . . , C „ _ , , (',„ 

déterminés par les é q u a t i o n s 

f 2 M i ( f l , + fl:) + M , f l 3 = 0 , 

1 « , a ! + 2 u 1 ( r t ! + f l i ] - | - « 3 f l j = : o l 

j « ¡ « 5 - 1 - 2 « 3 ( a 3 - f - a 4 ) 4 - uf at = o , 

\ « , _ , « , _ , + 2 [ i „ _ , ( « „ _ , + a „ ) - 1 - M „ a „ = o , 

| a y, ( n „ - + - a „ _ 0 - H e 2 a „ _ , = o , 

I p , t f „ _ , - f - 2 f 2 H - c 3 a „ _ 2 = o , 

I v 2 a n - , + i v 3 ( a „ _ - - f - a — n ) -+ - f 4 a „ _ 3 = o , 

i ^ ) j 
j c , - « a . + î f , - » + i ( n » + fla-i) + f M + ! f l „ - i — o , 

j < v _ 2 « j - f - 2 o „ _ , (a2-h a,)-h vaa, — a, 

auxquel les o n j o i n t e n c o r e 

u, — c , = i . 

Ces deux g r o u p e s d ' é q u a t i o n s ( i ) e t ( 2 ) o n t u n e forme g é n é 

rale facile à s a i s i r ; d e p l u s , ils n e di f fèrent l ' un de l ' au t r e q u e 

par le c h a n g e m e n t d e l ' o r d r e d e s t r a v é e s , c ' e s t - à - d i r e q u ' o n 

passe du p r e m i e r au s e c o n d en m e t t a n t a„ au l i eu d e a,, a„_, au 

lieu de « , , . . . , « „ _ m + i au l i eu de am. II es t d o n c v is ib le à priori 

que les d e u x s é r i e s u e t v s o n t c o m p o s é e s d e la m ê m e m a 

nière et q u ' e l l e s d o i v e n t p r é s e n t e r les m ê m e s c a r a c t è r e s g é 

néraux. 

Le calcul p r a t i q u e des d e u x s é r i e s a insi déf in ies n e d o n n e 

rait l ieu , dans c h a q u e cas p a r t i c u l i e r , à a u c u n e difficulté d ' e x é 

cut ion . Fa i s an t « , = 1 d a n s la p r e m i è r e é q u a t i o n du g r o u p e ( 1 ) , 

on en t i re ra i t u2; p o r t a n t ces v a l e u r s de m, et uÀ dans l ' é 

quation s u i v a n t e , o n aura i t u3; et ainsi de s u i t e , de p r o c h e en 
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2 Ui 
1 

M 2 - + - 2 a, 

il, -+- -2 IIy, 

•> 

U, -+- 2 llj 

V„-„ - + - 2 F „ _ „ + , ll„, -\- •>. 1 

"3 - h 2 V-, » „ - 3 -T- 1U»--! 

V1 -+- 2 ^ - t - 2 t¿„_2 

V-i + 2 C, W,„_ 2 -+ - 2 « „ _ , 
i 2 V, M„ -+- 2 Í ¿„_ | 

soi t e n t o u t /1 r e l a t i ons par l e s q u e l l e s on p o u r r a i t , assez sim

p l e m e n t , pa s se r d e s u aux v, ou i n v e r s e m e n t . Mais il n e semble 

pas q u e c e t t e d é p e n d a n c e m u t u e l l e p u i s s e c o n d u i r e à des con

s é q u e n c e s b i e n u t i l e s p o u r l e s app l i c a t i ons ; n o u s n ' ins i s t e rons 

d o n c p a s davan tage s u r ce p o i n t . 

V o i c i m a i n t e n a n t la p r o p r i é t é la p l u s i m p o r t a n t e . La pre

m i è r e é q u a t i o n ( 1 ) d o n n e 

_ ! Î . ' = A 

p r o c h e . C h a q u e é q u a t i o n du g r o u p e ( i ) fourn i t g é n é r a l e m e n t 

u n n o m b r e u, au m o y e n d e s d e u x q u i le p r é c è d e n t dans la 

s é r i e . Il en es t t ou t à fait de m ê m e p o u r les n o m b r e s v. Mais 

ce n ' e s t pas assez d 'avoir c o n s t a t é la m a r c h e s i m p l e e t na tu 

re l le d u calcul ; il faut p é n é t r e r p l u s avant d a n s la q u e s t i o n , et 

d é c o u v r i r q u e l q u e s - u n e s d e s p r o p r i é t é s i n t i m e s q u i ca rac té 

r i s en t ces d e u x s é r i e s . 

R e m a r q u o n s d ' abord en passan t q u ' e l l e s o n t u n e liaison 

e n t r e e l l e s . N o u s p o u v o n s , en effet, é l i m i n e r — e n t r e la p r e 

m i è r e é q u a t i o n du g r o u p e ( i ) et la d e r n i è r e du g r o u p e ( 2 ) , 

a3 

— e n t r e l ' é q u a t i o n s u i v a n t e dans le p r e m i e r g r o u p e e t l 'equa-
&i 

t ion p r é c é d e n t e dans l ' a u t r e , e t c . ; on t r o u v e ainsi 

V„ 4 - 2 f „ „ , 
''«-3-T- 2 l ' „ _ , 
e„_, - 1 - 2 vn_, 
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or, d 'après ce q u ' o n v ien t de voir , le n o m b r e négatif — n ' a t t e i n t 

I U\ . , U, . . . 

pas -> de so r t e q u e 2 h es t posit if ; d o n c est posi t i f et 

supérieur à 2 . P a r t a n t d e là, n o u s p o u r r i o n s r é p é t e r le m ê m e 

ra isonnement e t r e c o n n a î t r e q u e la m ê m e p r o p r i é t é ex i s t e 

pour — — ; p o u r p l u s de g é n é r a l i t é , m o n t r o n s d e s u i t e q u e si 

elle appar t i en t à c l l e e s t , par cela m ê m e , e n c o r e vra ie 

um—i 

quand on a u g m e n t e les i n d i c e s d ' u n e u n i t é . D a n s ce b u t , p r e 

nons la {m — é q u a t i o n ( 0 e t m e t t o n s - l a s o u s la f o r m e 

il n'y aura p l u s a lo r s q u ' à r é p é t e r m o t p o u r m o t ce q u ' o n a dit 

au sujet d e —• —• N o u s s o m m e s d o n c e n d r o i t d 'affirmer q u e 

— es t u n n o m b r e posi t i f s u p é r i e u r à 2 , q u e l q u e soi t l ' in-

Um—i 

dice m à par t i r de m = 2 , et q u e l l e s q u e s o i e n t auss i les o u v e r 

tures a,, a,, « 3 , . . . . Il en es t de m ê m e , b i e n e n t e n d u , p o u r 

— . Ains i d o n c : 

Théorème. — Les deux séries 

U\j Uiy W3, U i } • . - , Mn, 

"1, f i , "s, V , , . . . , f„, 

se composent chacune de termes alternativement positifs et 

négatifs, le signe -\- appartenant aux indices impairs; dans 

l'une ou l'autre les valeurs absolues croissent plus rapidement 

d'où il résu l te q u e le r a p p o r t — — est posi t i f et s u p é r i e u r à 2 . 

On a aussi , par l ' é q u a t i o n s u i v a n t e , 
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que lu progression géométrique 

i , 2 , 4 , 8 , . . . , 2"- ' . 

L e s d e u x s é r i e s « e t c suff i ra ient à la r i g u e u r p o u r la solu

t ion de t o u s l es p r o b l è m e s q u e n o u s a v o n s en v u e su r la 

p o u t r e à n t r a v é e s ; tou te fo i s il se ra b o n d 'en e m p l o y e r con 

c u r r e m m e n t d e u x a u t r e s d é d u i t e s d e s p r é c é d e n t e s . N o u s s u p 

p o s e r o n s d o n c q u e l 'on ca l cu l e e n c o r e l es r a p p o r t s 

Ui Ui Us 

9 
« ! «3 « i "•„, 

V, Cj Vu 
1 

" j f 3' VA Vm 

qui s e r o n t d é s i g n é s par 

3o» 3 l , ^ 2 , ^3, • ' • t 3ffl —I, • • • T 3«—I, 

V'" 7" 71' 7 " • • - > y m—M • • • i y«—I' 

Chacun d e c e s n o m b r e s n o u v e a u x sera p lu s p a r t i c u l i è r e m e n t 

affecté, c o m m e la s u i t e le m o n t r e r a , aux ca lcu l s à faire dans 

u n e c e r t a i n e t r a v é e . Voic i u n t a b l e a u i n d i q u a n t les t ravées 

avec l e u r s ¡3 e t y cor ré la t i f s : 

Au A , , A i A , , A 2 A 3 , . • - j Am— l A ^ , . A / i — i A , , , 

3 û î 3lj p 2 » • • ' , 3m—1, • • » 3 H — [ , 

/n—1» y«—2» Yn—i> • • • » yn-fli) • • • , yo> 

Cet te co r r é l a t i on es t d ' a i l l eu r s ici p u r e m e n t c o n v e n t i o n n e l l e , et 

il es t pa r f a i t emen t p e r m i s , s ans jus t i f i ca t ion a u c u n e , d ' appe le r 

3 m _ , (par e x e m p l e ) le [3 de la miimc travée. 

L e t h é o r è m e é tabl i t o u t à l ' h e u r e , c o n c e r n a n t la loi d e crois

s a n c e des s é r i e s u e t v, m o n t r e q u e t o u s les 3 e t y son t des 

n o m b r e s posi t i fs e t n e p o u v a n t v a r i e r q u e d e p u i s o j u s q u ' à - • 

C h a c u n e d e ces d e u x l imi t e s a d ' a i l l eu r s u n e signification 

r e m a r q u a b l e qu ' i l e s t u t i l e de s igna le r . S u p p o s o n s d ' abord que 

le 3 d e la m'""" t r a v é e ( c e l l e qu i a p o u r l o n g u e u r am) dev i enne 

égal à on aura d o n c 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A L . 1<J 

et, d'après l ' équa t ion ( 3 ) , 

flm_, - - • o , 

car a + n e p e u t ê t r e s u p p o s é n u l . Or, = o s ignif ierai t 

que les appu is A m _ 2 e t À „ _ i s o n t c o n f o n d u s en u n s eu l , c ' e s t -

à-dire q u e la d i r e c t i o n d e la t a n g e n t e à la fibre m o y e n n e est 

maintenue invar iab le e n A m _ , , ou e n c o r e q u e ce po in t d ' appu i 

équivaut à u n encastrement. De m ê m e , on ve r r a i t q u e l ' h y p o 

thèse yn-m=- en t r a îne ra i t la n u l l i t é de am+t, c ' e s t - à - d i r e la 

2 

transformation d e l ' appu i A,„ en e n c a s t r e m e n t . Au c o n t r a i r e , 

pour que (3„_, p û t s ' a n n u l e r , il faudrait avoi r , e n v e r t u d e la 

même équa t ion ( 3 ), 
a r a _ , = c o , 

et, pour a n n u l e r y„_ m , il faudrai t r e n d r e infinie la l o n g u e u r am+l. 

La signification p h y s i q u e de ces t r a v é e s inf in ies n ' e s t p e u t - ê t r e 

pas aussi man i fes t e q u e ce l l e d e s t r a v é e s n u l l e s , ma i s el le le 

deviendra q u a n d o n au ra r e c o n n u q u e si le ¡3 d ' u n e t r avée 

A „ _ i A „ s ' annu l e , le m o m e n t de f lexion s u r l ' appu i de g a u c h e 

A„_, sera l u i - m ê m e g é n é r a l e m e n t n u l (*), e n s o r t e q u e , m a l g r é 

la solidarité d e la t r avée A m - i A » , a v e c sa v o i s i n e A m _ 2 A m _ , , la 

p remière devra ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e r e p o s a n t en A m _ i s u r 

un appui d ' e x t r é m i t é , ou e n c o r e , si l 'on v e u t , c o m m e s c i é e en 

ce point . 

Ainsi d o n c , en r é s u m é , lès hypothèses extrêmes |3„_, = - e t 

j3m_! = o répondent aux deux cas limites où l'appui A m _ , 

fonctionnerait, à l'égard de la m'i""! travée, comme encastre

ment complet ou comme simple appui d'extrémité. Les deux 

limites de yn-m ont, pour l'autre appui km de la même travée, 

un sens tout à fait analogue. 

Mais il es t clair q u e q u a n d u n e p o u t r e r e p o s e s u r u n e su i te 

de poin ts fixes, l es r a p p o r t s e n t r e l e s l o n g u e u r s d e d e u x t r a 

vées c o n s é c u t i v e s n e s o n t j ama i s n i n u l s n i in f in i s ; aus s i n e 

( * ) C e f.lit. n ' e s t s o u m i s q u ' à u n c a s d ' e x c e p t i o n : n o u s y r e v i e n d r o n s p l u s 

l o i n . 
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p e u t - o n pas r e n c o n t r e r d e s n o m b r e s (3 e t y d e v e n a n t r i g o u r e u 

s e m e n t égaux à l ' u n e d e l e u r s l i m i t e s . E n d ' a u t r e s t e r m e s , par 

l 'effet de la c o n t i n u i t é de la p o u t r e , l es d e u x a p p u i s q u i te r 

m i n e n t u n e t r a v é e c o n s t i t u e n t t o u j o u r s p o u r e l le q u e l q u e 

c h o s e d ' i n t e r m é d i a i r e e n t r e le s i m p l e p o i n t fixe e t l ' enca s t r e 

m e n t , sans ê t r e a b s o l u m e n t l ' un ou l ' au t r e . 

Au reste, quand on assigne des limites aux rapports entre les longueurs 
de deux travées consécutives, au lieu de les laisser variables de o à «>, 
on peut par cela même trouver d'autres limites des nombres ¡3 et 7 , plus 

étroites que o et - 1 pourvu cependant qu'on laisse de côté les valeurs 

initiales pa et y 0 , nulles dans tous les cas. Nous allons le montrer en 

mettant un rapport tel que ,~m- sous forme de fraction continue, lie-

prenons pour cela les équations du groupe ( 1 ) en les écrivant comme ci-
dessous : 

en posant, pour abréger l'écriture, 

ces équations deviennent 

a, " « 3 

tions deviennent 

a. 

a, 

a, 
= s, 

(4 ) 

2 ( 1 + "YJ + — 1 

u. 

2 ( 1 + J

3 ) - + - ^ , 7 ' 
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U. 
La première donne - ; en po r t an t sa va leur dans la seconde , on t rouve 

expression qui subs t i tuée dans la t ro is ième d o n n e à son tour 

U-*- = * i i + 93)
 S-± 

2 ( 1 + 5 , ) 

Le même procédé d e subs t i tu t ions successives toujours con t inué condui t 

à la formule générale 

m-2! 

2 ( 1 + ^ ] -

la fraction continuo s ' a r rê te quand on a r r i ve au dénomina teu r a ( i - t - J , ) . 

Maintenant, j e dis que si l 'on remplace tous les r appor t s 5 p a r u n 

nombre plus g r a n d , on a u g m e n t e r a — • La propos i t ion es t en effet 
Um-l 

évidente pour — — , d ' après l ' é q u a t i o n ( 4 ) ; d 'un au t r e côté , on p e u t voir 

M, 
d'après l ' équation ( 5 ) que si elle est r econnue vra ie p o u r — lim=l e ] i 0 le 

" m - 2 

u . 

sera aussi pour — .- car ce de rn ie r r a p p o r t ne cont ien t , c o m m e po r -

tion variable, que 3m_t quan t i t é dont les deux facteurs au

ront augmenté . Cela suffit pour justifier no t r e p ropos i t ion ; e t en consé

quence, / étant une l imite supé r i eu re des r a p p o r t s §, on aura 

(7) < a ( i + - / ) -

2 ( 1 + / ) — . 

Il faudrait avoir soin (b ien en t endu ) d ' a r r ê t e r la sui te des fractions in té

grantes dès que leur n o m b r e a t te indra i t celui qui existe dans la fraction 
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cont inue ( 6 ) . De la dern iè re équat ion nous pouvons dédu i re , pour » / > I, 

3 

a f i + f ) - -

2 ( 1 + / ) -
2 ( 1 + / ) 2 ( 1 + / ) - . 

en observan t une règle pareil le pour le n o m b r e des fractions intégrantes 

——-—- • Si l'on avai t mis , au lieu de /, une l imite inférieure / ' des 

2 ( 1 + / ) 
n o m b r e s S, on aura i t t rouvé de m ê m e 

( 8 ) _ J 5 - . > A F I + / ' ) L 
2 ( 1 + / ' ) i , 

2 ( 1 + / ' ) - -
2 ( 1 + / ' ) 

d'où résul te éga lement 

P . , < — ~ T 

2 ( 1 + / ' ) 
2 ( 1 + / ' ) ' T 

La forme des fractions cont inues ( 7 ) e t ( 8 ) suffit p o u r mon t r e r bien 

facilement que leurs rédui tes von t en d i m i n u a n t ; ainsi la p remiè re ré

du i t e de ( 7 ) est 2 ( 1 + /) ; la seconde e s t 2 ( 1 + /) — 1 •; la troi-

2 ( 1 + / ) 
s ième diffère d e la seconde en ce q u e le dénomina teu r du t e rme négatif 
—r-^ —r, doit ê t re d iminué , ce qui a p o u r « S e t d ' augmen te r sa valeur 2 ( 1 + / ) 
abso lue , e t p a r t a n t de r end re p lus faible le résul ta t final. Le môme rai

sonnemen t se répé te ra i t pou r les rédui tes su ivantes . Donc on a, pour tou,te 

va leur de m, 

7 ^ < 2 ( . + / ) , 
u 

> la l imite de la fraction ( 8 ) prolongée à l'infini 
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ou encore, en nommant z' coi te l imite et supposant m > i , 

( C , < 
a ( i + / ) 
i 

La limite z ' et la l imite analogue z de la fraction ( 7 ) se dé t e rminen t 

aisément par un procédé t r è s - c o n n u : on a 

z' = a ( i - M ' ) - ~ ; 

d'où l'on t i re , par la résolut ion d 'une équa t ion du second degré , 

(9) z = 1 + / -+- J l + l \ 

(ml 2 ' = 1 4 - V + \j\ + l' + P . 

Le signe — du radical est re je té , afin de rempl i r la condit ion nécessaire 

z ^> a , z' ^> 1.. 

La discussion qui p r é c è d e n o u s m o n t r e , en r é s u m é , que si tous 1rs 

rapports a " l ~ l sont compris entre deux limites l et V, dont la première 

surpasse la seconde, tous les nombres (3 auront une limite inférieure 

1 . . . . . 1 r „ 
— et une limite supérieure 1 saut l exception 

Quant aux n o m b r e s 7 , les m ê m e s résu l t a t s p e u v e n t leur ê t r e appl iqués : 

seulement, comme l 'ordre des t ravées est r enve r sé et qu 'on doi t cons i 

dérer - ^ 2 . au lieu rie i ^ i , la l imite / devra se remplacer par et / ' 

Exemple particulier.— S u p p o s o n s t o u s les n o m b r e s « , , a2, 

« 3 , • • - égaux e n t r e e u x ; l es é q u a t i o n s du g r o u p e ( 1 ) d e v i e n n e n t 

4 « . - H K 2 = o, 

« , - 1 - 4 « ! + " 3 = o, 
M , 4 - 4 « 3 + H* = O, 

K 3 - r - 4 " < + " s = = "' 
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On en l i r e s u c c e s s i v e m e n t , a p r è s avoi r p r i s « i = r , 

u,~ — / F " I — — 4 > 
u3 = — 4 M 2 — « i = 4 - 4 — i = T 5 , 

u, — — 4 " A — — 4 • 1 5 - I - 4 = — 56, 
M S = — 4 "i — « 3 = 4 • 56 — 1 5 = 2 0 9 * 

e t , en c o n t i n u a n t de m ê m e , o n f o r m e le t ab l eau su ivan t que 

l 'on doi t a r r ê t e r d è s q u ' o n a r r ive à un : 

M , , u„ u-, u(, us, us, u„ 

I , — 4 > ' 5 , — ' 5 6 , 2 0 g , — 7 8 0 , 2 9 1 1 , 

Us, W i c , ^ [ 1 , • • • • 

• — 1 0 8 6 4 , 4 ° 5 4 5 > — I 5 I 3 I 6 , 5 6 4 7 1 9 , — 2 1 0 7 5 6 0 , . . . . 

L e r a p p o r t e n t r e la v a l e u r a b s o l u e d ' u n t e r m e et cel le de 

son p r é c é d e n t d é p a s s e b i e n t o u j o u r s la l imi t e 2 , car le calcul 

d i r ec t d o n n e p o u r v a l e u r s s u c c e s s i v e s de c e r a p p o r t 

4 J 5 56 2 0 C ) 7 8 0 2 T ) r i 
1 ' 4 ' ' 5 ' 56 ' 2 0 g 1 7 8 0 ' 

soi t a p p r o x i m a t i v e m e n t , à o , o o o o o 5 p r è s , 

4 , 3 , 7 5 , 3 , 7 3 3 3 3 , 3 , 7 3 2 1 4 , 3 , 7 3 2 0 6 , 3 , 7 3 2 0 5 , . . . . 

Par l ' emp lo i de la f o r m u l e ( 6 ) , on r e c o n n a î t dans les fractions 

c i - d e s s u s les r é d u i t e s d e la f ract ion c o n t i n u e p é r i o d i q u e 

f — • 

Les n o m b r e s (3,, (3 2, (3 3 > . - . a u r a i e n t en c o n s é q u e n c e l ' expres

s ion i n v e r s e 
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d'où l 'on t i rera i t d e s r é d u i t e s i n v e r s e s de ce l l e s qu i figurent 

ci-dessus ; ces r é d u i t e s s o n t e n f ract ions d é c i m a l e s 

(3„ P „ P „ ( 3 „ (3 S , P . , . . . , 

O , 2 5 , 0 , 2 6 6 6 7 , 0 , 2 6 7 8 6 , 0 , 2 6 7 8 9 , 0 , 2 6 7 9 5 , 0 , 2 6 7 9 5 , . . . . 

Il faut, dans l e cas a c t u e l , faire 1 = V = i; on a d o n c 

Z = Z' = 2 -\- \/3 = 3,73205 . . . , 

limite vers l a q u e l l e t e n d e n t l es r a p p o r t s — p o u r m = CE . 

De leur cô t é , l e s n o m b r e s ¡3 c o n v e r g e n t v e r s la l i m i t e 

— = 2 — V ' 3 = 0 , 2 6 7 9 5 . . . ; 

2 - 4 - v ' 3 

ce dern ier n o m b r e es t l e u r l i m i t e s u p é r i e u r e ^ , 1 e t l e u r l i 

mite infér ieure — - — — r , p r e n d la v a l e u r 7 - On v o i t d o n c q u ' i l s 

2 ( l - t - / ) 4 

varient dans u n in t e rva l l e t r è s - r e s s e r r é . 

La sér ie d e s v n e diffère pas d e ce l le d e s u, p o u r r a i son d e 

symétr ie ; ce l le d e s y c o ï n c i d e p a r e i l l e m e n t avec ce l l e d e s (3. 

Les n o m b r e s ¡3 e t y ayan t t o u s d e s v a l e u r s c o m p r i s e s e n t r e 

y et 0 ,9 .68 (sauf ¡3» et y , ) , o n voi t q u e l e s a p p u i s i n t e r m é d i a i r e s 
4 

d'une p o u t r e à t ravées éga les se t r o u v e n t , s o u s ce p o i n t de 

vue, à p e u p r è s à égale d i s t ance du r ô l e d ' a p p u i s s i m p l e s et 

du rôle d ' e n c a s t r e m e n t s c o m p l e t s , p o u r c h a q u e t r a v é e c o n s i 

dérée s e u l e . Ce son t (s i l 'on p e u t s ' e x p r i m e r a i n s i ) d e s demi-

encastrements. 

10. Recherche des moments fléchissants sur les points 

d'appui, dans le cas oà la poutre supporte une charge con

centrée unique. — N o u s c o m m e n ç o n s par é t u d i e r ce cas d ' u n e 

charge u n i q u e , un peu abst ra i t p e u t - ê t r e , car u n e p o u t r e 

supporte t ou jou r s en réa l i t é d e s p o i d s r épa r t i s d ' u n e m a n i è r e 

cont inue, n e fû t -ce q u e son po ids p r o p r e ; m a i s , su ivan t la 

remarque géné ra l e r a p p e l é e au n° 5, c o n c e r n a n t la s u p e r p o s i 

tion des effets, é t u d i e r l'effet total d 'un e n s e m b l e de charges 

III . ï 
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r ev i en t t o u j o u r s à é t u d i e r l'effet spéc ia l de c h a q u e cha rge par

t i e l l e , p u i s q u e la r é u n i o n de t o u s ces effets s p é c i a u x donne 

l'effet définitif, du m o i n s q u a n d on éca r t e l ' h y p o t h è s e d'abais

s e m e n t s i négaux p o u r les p o i n t s de la p o u t r e s i t u é s au-dessus 

d e s d ive r s a p p u i s . 

Soit d o n c u n e p o u t r e r e p o s a n t s u r u n e s é r i e de [n 4 - 1 ) ap 

pu i s s i m p l e s , sans e n c a s t r e m e n t , A 0 , A,, A 3 , A 3 , . . . , A M _ i , A„, 

A r a + , , . . . , A „ _ i , A„ {fig- 3 ) , q u e n o u s s u p p o s e r o n s , suivant 

"Fin . 3. 

U 

l 'usage o r d i n a i r e , capab les d ' a s su re r la fixité des po in t s cor

r e s p o n d a n t s su r la fibre m o y e n n e p r i m i t i v e ; u n p o i d s u n i q u e Q 

agit en B, d a n s la t r avée A m - i A m . Il faut, p o u r l ' é q u i l i b r e de la 

p o u t r e , q u e la s o m m e d e s m o m e n t s de t o u t e s les forces ex té

r i e u r e s so i t n u l l e r e l a t i v e m e n t a u x p o i n t s A„ et A„, d e sorte 

q u ' e n ces p o i n t s le m o m e n t de f lexion es t égal à z é r o ; mais, 

s u r t o u s l e s a u t r e s a p p u i s , le m o m e n t d e f lexion p r e n d des 

v a l e u r s q u i n e s o n t pas n u l l e s e t qu ' i l s 'agit d e d é t e r m i n e r . A 

cet effet, n o m m o n s : 

X „ X „ X 3 , . . . , X „ _ i l es m o m e n t s d e m a n d é s , c h a c u n se rap

p o r t a n t à l ' appu i q u i a m ê m e i n d i c e ; 

ai7 $ 2 , ot3> • • - , Q-n— 1, &n les o u v e r t u r e s d e s n t r a v é e s A „ A i , 

A i A 2 , A2 A 3 , . . . , A„__2A B _i, A,i_-i A,j ; 

q e t r l e s r a p p o r t s d e s d i s t a n c e s A m _ , B , BA„ à la l ongueu r 

to ta le de la t r avée A „ _ i A m , r a p p o r t s don t la s o m m e égale l 'uni té . 

A p p l i q u o n s l ' é q u a t i o n ( 7 ) o u l ' é q u a t i o n ( 8 ) du n" h succes 

s i v e m e n t à t o u s les g r o u p e s de d e u x t r a v é e s c o n s é c u t i v e s , en 

t e n a n t c o m p t e d e c e q u ' o n a, pa r h y p o t h è s e , 

J , = j 2 = j 3 = o , 

e t , pa r dé f in i t ion , 

q = 1 — r, 1 = 1 —q-

n o u s t r o u v e r o n s a lo r s l e s n — 1 r e l a t i ons c i - a p r è s en t r e les 
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n — i i n c o n n u e s de la q u e s t i o n : 

i X, ( a t -+- a,) -+- X 2«- 2 = o, 

X, a2 -+ - 2 X 2 •+- as) -t- X 3 a 3 = o, 

Xj<Z3 -f- 2 X 3 (« 3 -t- a, J + Xj fl, = O, 

X „ _ 3 a m _ 2 - r - 2 X m - 2 ( « „ , _ 2 -4- a „ _ i ) - ! - X m _ , « m _ i = o , 

j n ) • X „ _ 3 f l M _ , - r -2 'X . B _ , (a«_ , -t- a „ ) + - X „ f l „ , = Q d ^ f C + c), 

X , „ _ , t f m -+ - 3 , X „ ( s „ -+- «„+,) + \m+la„,+, = Qa'nqr(i 4 - </), 

XffiCf r I + [ -t~ î X m + i [fl/n-t-i "H ^m+î ) —i X m _ t _ 2 û F F w . 2 = o, 

X „ _ 3 « „ - 2 - h 2 X„_ 2 (a„_, -f- «„-, ) -+- X„_, a„_, = o, 

X„- 2 a„_ , -+- 2 X „ _ , [«„_, -+- a„) = o. 

En cons idé ran t à p a r t i e s m — 2 p r e m i è r e s d e ces r e l a t i o n s , 

on voit qu ' e l l e s f o r m e n t un g r o u p e t o u t s e m b l a b l e au g r o u p e ( 1 ) 

du n° 9 ; la (m—i'f"" r e n t r e r a i t dans la m ê m e lo i , si l ' on faisait 

abstraction du s e c o n d m e m b r e . Ains i d o n c , u,, u „ u 3 , . . . , « „ _ „ 

u„ r ep résen tan t la s é r i e de n o m b r e s u c a l cu lé s c o m m e o n l'a 

dit plus haut (n° 9 ) , on p o u r r a p o s e r 

X; — £ ¿ 1 x 1 , X 3 ^ = w 2 x i , X 3 = w 3 X i , . . • , Xpi— 1 1 = 3 un—\Xi. 

Pare i l l ement on p o u r r a i t pa r t i r d e la d e r n i è r e é q u a t i o n (11), 

et en r e m o n t a n t j u s q u ' à la [m 4 - 1 } ' ' " " i n c l u s i v e m e n t , o n t r o u 

verait un g r o u p e de m ê m e f o r m e q u e le g r o u p e ( 2 ) du n° 9 , q u i 

permettrai t d ' e x p r i m e r , a v e c a u t a n t d e fac i l i té , l e s m o m e n t s 

X„, X „ + 1 , X m + J X _ s , X»_i pa r l e u r s r a p p o r t s avec ce d e r 

nier, c 'est-à-dire q u ' o n au ra i t , e n e m p l o y a n t la s é r i e déjà c o n 

nue des n o m b r e s v, 

X 0 1 — f,i_mXr t—i. 

Cela posé , dans l e s d e u x é q u a t i o n s c o n t e n a n t Q o n r e m p l a 

cera tous les m o m e n t s par l e u r s v a l e u r s en Xi o u X„_, , e t il 

viendra 

Qalqr{j-h r), 

3 . 

X , [ « m - 2 a m _ , 4 - 2 «,„_, ( « „ _ , + «»]] 4- i '„-»,X„_,«m = 

a » - i X ; ( ! „ + X , _ , [ 2 c ' „ + am+\)-T-c,_m_,am+l] = 
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o u b i e n , eu égard a u x re la t ions qu i d é t e r m i n e n t u„ e t e ,_ m 

dans les g r o u p e s ( i ) e t ( 2 ) d u n° 9 , 

— M m X , + X„_, = Qamqr(i + r), 

um_, X, — tv-™+. X„_, = Q a„ qr ( 1 + q) ; 

on e n t i r e sans p e i n e 

( 1 2 ) X, = Q « r a ( / r - v ' 

( i 3 ) \„-, = Qnmqr" '- — 1 1 

Q u a n d on aura i t a ins i t r o u v é X, et X „ _ i , il suffirait de les 

m u l t i p l i e r r e s p e c t i v e m e n t par l es d e u x s é r i e s 

Vn—my ffi—m — l> r̂c— m—3j • • • , ^2, 

p o u r avoi r l es m o m e n t s s u r t o u s les p o i n t s d ' appu i 

A 3 , A 3 , A 4 , . . . , A f f l _ t , 

a u t r e s q u e A i e t A „ _ , . 

L e s f o r m u l e s ( 1 2 ) et ( i 3 ) s o n t p e u c o m m o d e s à éc r i r e et 

m ê m e à l i r e , à cause d e s n o m b r e u x ind i ce s q u i l es s u r c h a r g e n t . 

Afin d ' en avoir d ' au t r e s q u i p u i s s e n t l es r e m p l a c e r , s ans p r é 

s e n t e r l es m ê m e s i n c o n v é n i e n t s , n o u s l e s m u l t i p l i e r o n s d 'abord 

p a r um_, e t c„_ m , ce q u i d o n n e r a X ,„_i e t X m , savoir : 

X „ , _ , = Qa,„qrum_, 3 '- , 

Y — O f l nrv ( I + r ) K — ' + ( ' + g ) M " . 
A m \l llmy[' "n—m " - - - - - - - - " — 5 

e n s u i t e n o u s fe rons , su ivan t les n o t a t i o n s du n° 9 , 

fô/n—1 «fflî 
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et il v iendra , en s u p p r i m a n t le f ac t eu r c o m m u n umi>n_m+l, 

X m = Qamqry„. 

Maintenant o b s e r v o n s q u e (3„,_, e t y„_ m r e p r é s e n t e n t ce q u e 

nous avons n o m m é p l u s h a u t le p et le y de la t r avée A m _ , À m ; 

sous la cond i t i on d e n o u s r a p p e l e r q u e les g r a n d e u r s a, |3, y 

sont cel les q u i , dans l e u r s s é r i e s r e s p e c t i v e s , a p p a r t i e n n e n t 

spécia lement à la t r a v é e o ù agit la c h a r g e , n o u s p o u r r o n s d o n c 

suppr imer les i n d i c e s d o n t e l l es s o n t affectées e t é c r i r e s i m 

plement 

{ 1 4 1 x „ _ , = Q a ? r j 3 , 

( i 5 ) Xm=Qaqry - 7 ^ 1 = — " 

telles sont l es f o r m u l e s a u x q u e l l e s n o u s n o u s a r r ê t e r o n s , e t 

que n o u s e m p l o i e r o n s p r i n c i p a l e m e n t dans les d i s c u s s i o n s 

ul tér ieures du § I I . E l l e s p e r m e t t e n t , auss i b i e n q u e l e s for 

mules ( 1 2 ) et ( i 3 ) , d e ca l cu l e r les m o m e n t s s u r l es d ive r s 

points d ' appu i , car l es t e r m e s de c h a c u n e d e s d e u x s é r i e s 

X i , X 2 , X 3 , . . . , X m _ t , 

X m , X/714-1, X f l i + ï , . . . X „ _ i , 

ayant en t r e e u x d e s r a p p o r t s c o n n u s , o n les conna î t t o u s d è s 

qu'on connaî t u n t e r m e d e la p r e m i è r e et u n t e r m e de la s e 

conde. On a, par e x e m p l e , 

Y U m ~ ' X P, \ r 

Um—1 

X m _ 3 ^ = X m _ j Qm—3 X m _ 2 3t j_2 Q/n—3 X/ji — i, 
",-/1-2 

et ainsi d e s u i t e ; on t r o u v e r a i t l ' e x p r e s s i o n g é n é r a l e 

(,6) Xm—k — Pm —ï Pm —a ¡3,71-4 • • . f 3 « _ A X f f l _ | , 
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app l i cab le à t o u s les a p p u i s qu i p r é c è d e n t A m _ , ; l e s i gne es t 4 -

q u a n d il y a u n n o m b r e pa i r d e fac teurs ¡3, — d a n s le cas con 

t r a i r e . P o u r l e s a p p u i s au delà de A„ on aura i t p a r e i l l e m e n t la 

f o r m u l e 

( •7) X „ + , t = ± y„—m—, y n - m — 2 ' • . y „ _ m _ A - X m , 

L 'ana lyse c i - d e s s u s do i t se modi f i e r l é g è r e m e n t p o u r le cas 

où la cha rge por te su r l ' u n e d e s t r avées e x t r ê m e s , soit par 

e x e m p l e la p r e m i è r e . Alors Q n e figurera p lu s q u e dans la p r e 

m i è r e é q u a t i o n ( 1 1 ) , et t o u t e s les s u i v a n t e s é t an t p r i v é e s de 

s e c o n d m e m b r e , on p o u r r a faire dans celle-là 

X, = c„_ ,X„_ i , X-j = c„_jX,i_i ; 

en r e p r é s e n t a n t par qa,, ra, l es d i s t ances de la force Q aux 

a p p u i s A„, A,, on t r o u v e r a d e ce l t e m a n i è r e 

X„_, [ 2 f „ _ , («,-+- a,) 4 - c„_j«,] = Qa]qr[i + q), 

o u b i e n , si l 'on a égard à la d e r n i è r e é q u a t i o n ( 2 ) du n° 9, 

X„_, = — - i - Q a , ç r ( i - H < 7 ) -

Ce m o m e n t m u l t i p l i é par 

d o n n e r a i t la va leu r des a u t r e s i n c o n n u e s 

X„_ i , X „ _ 3 , X „ _ ( , . . . , X-j, X, . 

L e m o m e n t X, en pa r t i cu l i e r sera i t 

( 1 8 ) X, = — — Q_a,qr(i-+~ q) = / „_ , O «, qr ( 1 4 - q) ; 

c 'es t ce q u ' o n aura i t o b t e n u de su i t e si l 'on avait fait S = 3o=o, 

d a n s la f o r m u l e ( i 5 ) ; la f o r m u l e ( i 4 ) aurai t d ' a i l l eu r s donné 

X 0 = o, ce q u i a l ieu en effet. Conna i s san t X , , la fo rmule ( 1 7 ) 

d o n n e r a i t X „ X ; „ X<, - . . , en y s u p p o s a n t m = \. 

Nous sommes maintenant en mesure de justifier ce qui a été avancé au 

n° 9, savoir, que si p„,_, est nul, l'appui A„,_, joue, pour la travée A m _, A,„, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , F.N G É N É R A L . 2>Q 

( * ) Af in d e n e p a s e n t r e r d a n s d e s d é t a i l s t r o p m i n u t i e u x s u r d e s h y p o t h è s e s 

n o n r i g o u r e u s e m e n t r é a l i s a b l e s , o n e x e l n t i c i l e c a s d e p l u s i e u r s t r a v é e s i n f i 

n i e s . 

le rôle d'un simple appui d ' ex t rémi té , sauf une except ion relat ive à la 

position de la charge . 11 suffit de m o n t r e r q u e l 'égalité = o en t r a îne 

généralement X m _ , = o , car c'est b ien la p r o p r i é t é carac té r i s t ique d 'un 

appui extrême, de fournir , par l ' ensemble de ses r éac t i ons , un m o m e n t 

fléchissant toujours nul ; il faut en ou t re ind iquer le cas except ionnel où 

P m _ , sera nul, sans que X m _ , le soi t . Or supposons la charge dans la t r a 

vée A m _ , A m , puis à dro i te do l ' appui À m , puis à gauche de A m _ 2 : je dis 

qu'on aura dans ces t rois cas X m _ , = o pour p n _ 1 = o. 

En effet, la formule ( i 4 ) cont ient le facteur 8 (ou p ,„_,), e t par c o n s é 

quent X œ _ , s 'annule avec B m , q u a n d la charge po r t e su r A m _ , A m : c 'est 

l e premier des t rois cas . Si la c h a r g e se t r o u v e à droi te de A,„, la for

mule (16) devient appl icable à A m _ , , e t (5m_, figure alors p a r m i les facteurs 

p du second m e m b r e : donc , dans le second cas, le momen t de flexion est 

nul, non-seulement en A m _ , , mais aussi su r tous les appu i s à gauche de 

ce point. Quant au t ro is ième c a s , il n ' y a pour ainsi d i re pas besoin de 

nouveaux ra isonnements : en effet, la condit ion nécessa i re e t suffisante 

pour annuler [3 m _ , , c 'est que la t r avée Am_t A m _ , soit infinie (n° 9 ) ; alors 

tous les moments fléchissants s ' annulen t en A m _ , e t su r la g a u c h e , 

quand la charge est à dro i te : donc aussi , en p e r m u t a n t la droi te avec la 

gauche (ce qui rev ien t à changer seu lement la posi t ion du spec ta teur 

relativement à la p o u t r e ) , les m o m e n t s de flexion s ' annule ron t en A„,_ 2 

et sur toute la part ie dro i te c o m p r e n a n t A m _ , , quand on m e t t r a la charge 

à gauche do A m _ 2 . 

Le cas d'exception annoncé plus h a u t est celui où la charge est su r la tra

vée A m J , A m _ 2 ; cet te t ravée ayant une longueur infinie re la t ivement à ses 

voisines (*), celles-ci devra ien t ê t r e considérées comme nulles re la t ive

ment à la p r e m i è r e , pour laquelle A,„_, et A m _ , dev iendra ien t alors des 

encastrements. P a r conséquent , on n ' au ra i t pas X m _ , = o. La condit ion 

pm_t = o n 'est donc pas abso lument suffisante pou r r édu i re toujours A m _ , 

au rôle d'appui s imple , à l 'égard de la t ravée A n l_, A m : mais elle le sera i t 

certainement si la charge ne sortai t pas de ce t te t r a v é e , puisqu'i l suffit 

qu'on charge toute au t r e t ravée que A m _ , A m _ 1 . 

Quand on suppose, dans les formules ( 1 4 ) e t ( i 5 ) , S et 7 égaux à l 'une 

de leurs limites o e t - j on r e t rouve toutes les formules applicables au 
a 

cas d'une travée un ique , soit s implement a p p u y é e , soit encas t rée à ses 

deux ext rémités , soit appuyée à l 'une et encas t rée à l ' a u t r e , et chargée 

d'un poids c o n c e n t r é , dans l ' in te rva l le . Si par exemple on supposai t un 
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encastrement aux deux extrémités, on ferait [3 ., on ferait P = 7 1 7 — 7 ' ot il viendrait 

X, 
'm—1 

- Q tujr 7 + 1 ] — 

ou bien, attendu qu'on a </ + /• = j , 

X, ( —I 

Qaq2r. 

Ainsi l'on voit que la théorie des poutres à plusieurs travées comprend 

comme cas particulier celle des poutres à une seule travée. 

J u s q u ' à p r é s e n t n o u s n e n o u s s o m m e s o c c u p é q u e des m o 

m e n t s d e flexion a u - d e s s u s d e s a p p u i s ; avan t de les chercher 

p o u r u n p o i n t q u e l c o n q u e , il faut e n c o r e e n avo i r la va leu r au 

p o i n t B o ù la force Q es t a p p l i q u é e . 

1 1 . Moment fléchissant au point d'application même de 

la charge. — L e m o m e n t f léchissant au p o i n t B (fig. 3) s 'ob

t i en t f ac i l emen t q u a n d on a ca l cu l é X m _ , et X„,; il suffit pour 

cela d ' a p p l i q u e r la f o r m u l e (4 ) du n° 1 . L e s x é t an t c o m p t é s à 

par t i r de A m _ , e t a d é s i g n a n t la l o n g u e u r A m _ , A„, on aura , pour 

le p o i n t B , 

x~qa, <p(x)= — Qaq(i — q)= — Qaqr; 

d o n c le m o m e n t X ' d o n t il s 'agit sera 

( ig) X ' = X m _ i - r - g ( X » — X m _ , ) — Qaqr= r X , _ , + qX,„—Qaqr. 

Si l 'on p o s e 

X m _ , = lQaqr, X m = Ç,Q«r/r , X'^l'Qaqr, 

l es r a p p o r t s ç e t H, a u r o n t p o u r v a l e u r s , d ' ap rè s les fo rmules fj4) 

et ( i 5 ) , 

1 + - / - — (1 -hq)y 

1=7 
+ 9 — ( i - r - r ) p 

7T ' 
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et la formule ( ig ) d o n n e r a 

( 2 0 ) $ ' = r ? + g 5 , — i . 

12. Signes des moments X ^ i , X m , X ' . — L e s n o m b r e s [3 et y 

étant positifs et p lu s pe t i t s q u e - , l es r a p p o r t s c i - d e s s u s d é s i -

2 . 

gnés p a r £ et ç, on t r e s p e c t i v e m e n t le s i gne de i + r — ( i + ? ) y 

et de i + 9 — ( i + r ) ¡3; or g e t r n ' a t t e i g n e n t pas l ' u n i t é , de 

façon que ( i - f - ç ) y et ( i + r ) ¡3 s o n t auss i < 0 , e t à fortiori 

moindres q u e i -f- r e t i -t- g . D o n c H et £, n e p e u v e n t q u ' ê t r e 

positifs; donc auss i : 

t n e charge isolée produit toujours des moments fléchissants 

positifs {* ) sur les appuis extrêmes de la travée qui la supporte. 

Ce t h é o r è m e s ' é t e n d i m m é d i a t e m e n t a u cas d ' u n e cha rge 

composée d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e de c h a r g e s i so l ée s , en 

vertu du p r i n c i p e de la s u p e r p o s i t i o n des effets r a p p e l é au n° 5 . 

Puisque c h a q u e force é l é m e n t a i r e p l a c é e dans l ' in te rva l le 

Am-iÀm d o n n e l i e u à u n m o m e n t positif, soi t e n A m _ , , soi t e n A™, 

l 'ensemble de t o u t e s ces forces p r o d u i r a , e n l ' un o u l ' au t r e d e 

ces points , u n m o m e n t qu i sera la s o m m e de q u a n t i t é s pos i 

tives, et pa r t an t l u i - m ê m e posit if . 

Maintenant j e d is q u e £' et X ' s o n t , au c o n t r a i r e , t o u j o u r s 

négatifs. Ces d e u x q u a n t i t é s on t é v i d e m m e n t m ê m e s igne , e t 

pour établir q u e £' a le s igne —-, il suffit d ' é t ab l i r q u ' o n a 

car alors r \ + q\¡, q u i se t r o u v e n é c e s s a i r e m e n t c o m p r i s e n t r e 

\ et sera l u i - m ê m e < i , e t la f o r m u l e ( 2 0 ) d o n n e r a £' n é 

gatif. Or l ' inégal i té £ < 0 r e v i e n t à 

( 3 ( i + r ) — ( i + ? ) ( 3 y < i — ly, 

ou, en r é d u i s a n t , à 

¡3( i + r ) < i + g í 3 y , 

( * ) L e s e n s c o n s i d é r é c o m m e p o s i t i f e s t i c i ( a u s s i b i e n q u e d a n s l e s a u t r e s 

p a r t i e s d e c e t o u v r a g e ) c e l u i q u ' o n a d é f i n i a n n ° 1 : q u a n d , p o u r avoir l ü m o 

m e n t fléchissant r e l a t i f à u n p o i n t , o n c a l c u l e l a s o m m e d e s m o m e n t s d e s 

f o r c e s c o m p r i s e s e n t r e ce p o i n t e t l ' u n e d e s d e u x e x t r é m i t é s rie l a p i è c e , o n 

p r e n d r a p o s i t i v e m e n t l e moment d e s f o r c e s v e r t i c a l e s d e s c e n d a n t e s . 
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i néga l i t é é v i d e n t e , car o n a déjà r e m a r q u é q u e ( J ( i - f - r ) n 'at

t e i n t pas l ' u n i t é , t and i s q u e le s e c o n d m e m b r e la d é p a s s e . La 

m ê m e d é m o n s t r a t i o n s ' app l i quan t à il en r é s u l t e d o n c que 

£' e t X ' s o n t néga t i f s . D o n c : 

Une charge isolée produit toujours un moment fléchissant 

négatif en son propre point d'application. 

1 3 . Représentation graphique des moments produits par une 

charge isolée. — La fig. 4 {PI- A, à la fin du v o l u m e ) est des 

t i n é e à r e n d r e s e n s i b l e aux y e u x les r é su l t a t s déjà ob t enus 

dans les n u m é r o s p r é c é d e n t s , a ins i q u e la loi des m o m e n t s de 

flexion e n t o u t po in t d ' u n e p o u t r e s o u m i s e à l ' ac t ion d 'une 

cha rge c o n c e n t r é e u n i q u e . Soi t , c o m m e c i - d e s s u s , A ^ _ , A „ la 

t r a v é e c h a r g é e , s u p p o r t a n t la force Q p l acée en B ; s u r l 'hor i 

z o n t a l e A m _ , A„, p r o l o n g é e , m a r q u o n s l e s d ive r s a p p u i s , savoir : 

A „ _ , , A „ _ ï , Am-3> A „ . à g a u c h e d e la t r a v é e en ques t ion , 

A m , A m + i j A m + a , A/ t í - j - s , - . , à d r o i t e . 

E n A „ - , et A „ é l e v o n s d e u x o r d o n n é e s p o s i t i v e s A m _ , E , A „ G , 

. r e p r é s e n t a n t l es g r a n d e u r s de X m _ , e t X m , e t en B u n e o r d o n n é e 

néga t i ve BF r e p r é s e n t a n t X ' (n° 12 ) . Si l 'on i m a g i n e q u e le 

m o m e n t relat if à un po in t q u e l c o n q u e so i t p a r e i l l e m e n t r e p r é 

s e n t é par u n e o r d o n n é e , en d e s s u s o u en d e s s o u s de la libre 

m o y e n n e [ s u i v a n t le s i g n e ) , il y aura su r la p r e m i è r e série 

d ' a p p u i s , à g a u c h e de la t r avée c h a r g é e , des m o m e n t s 

Y v "V v 

r e s p e c t i v e m e n t p r o p o r t i o n n e l s ( n ° 10) à la sé r ie 

um—i, um—a, um_iy tim—4,... ; 

i ls se d é d u i r o n t d o n c t ous du p r e m i e r X „ _ i o u A r a _ , É , qu 'on 

aura ca lcu lé par la f o r m u l e ( i 5 ) ; de p l u s , ils s e r o n t a l te rna t i 

v e m e n t posi t i fs et négat i f s , e t l e u r s va l eu r s a b s o l u e s décro î 

t r o n t p l u s r a p i d e m e n t q u ' u n e p r o g r e s s i o n g é o m é t r i q u e de 

ra i son - • La m ê m e c h o s e ex i s t e ra s u r la p a r t i e d e la pout re 

q u i es t s i t u é e à d ro i t e d e A „ , l e s m o m e n t s 

X/n, X r a + i , Xm-i-2» Xfl ,_i-3, . . . , 
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étant p ropor t ionne l s aux t e r m e s d e la s é r i e 

Vu—n, Vn—m—• Vn—m—3» Vn—m—3 , • • • • 

Maintenant, a p r è s avoir a i n s i d é t e r m i n é t o u t e s l e s o r d o n n é e s 

relatives aux a p p u i s a ins i q u ' a u p o i n t B , e t l es a v o i r r e p o r t é e s 

sur la figure, q u ' o n j o i g n e d e u x à d e u x pa r d e s l i g n e s d r o i t e s 

leurs ext rémités c o n s é c u t i v e s , on c o n s t r u i r a d e c e t t e m a n i è r e 

le polygone . . . U S P E F G I L J V . . , d o n t l es o r d o n n é e s r e p r é s e n t e 

ront le m o m e n t de flexion en c h a q u e p o i n t de la p o u t r e . C'est 

en effet une p r o p r i é t é b i e n c o n n u e q u e , dans u n e p i è c e d r o i t e 

soumise à des forces t r a n s v e r s a l e s d i s c o n t i n u e s , le m o m e n t d e 

flexion est u n e fonc t ion l i n é a i r e de l ' a b s c i s s e , d o n t la f o r m e 

reste constante dans l ' i n t e rva l l e de d e u x forces c o n s é c u t i v e s , 

en comptant, b i e n e n t e n d u , p a r m i ces forces les r é a c t i o n s d e s 

appuis. Cette p r o p r i é t é se r e t r o u v e r a i t , au b e s o i n , par la f o r 

mule (4) du n" 1, car d a n s les t r avées v ide s la fonc t ion 9 (x) 

s'annule, et dans la t r a v é e c h a r g é e <p (x) a d e u x f o r m e s d i f fé

rentes, t ou t e s d e u x l i n é a i r e s , l ' u n e a p p l i c a b l e à l a p o r t i o n 

A m _ , B , l ' au t re à la p o r L i o n A m B . 

La s imple c o n s i d é r a t i o n d e la fig. 4 d o n n e l i eu à q u e l q u e s 

remarques q u i n e son t p o i n t s ans i n t é r ê t . F a i s o n s d ' abo rd 

observer q u e si la c h a r g e Q se d é p l a c e u n i q u e m e n t e n t r e les 

appuis A m _ , , hm, les o r d o n n é e s s u r les a p p u i s s i t u é s , d ' u n e p a r t 

à gauche, d ' au t re par t à d r o i t e , f o r m e n t d e u x s é r i e s dans c h a 

cune desque l l e s la g r a n d e u r a b s o l u e d e s t e r m e s va r ie a v e c la 

position du po in t B , ma is les s ignes a ins i q u e les r a p p o r t s m u 

tuels de ces t e r m e s r e s t e n t c o n s t a n t s . T o u t e s l e s o r d o n n é e s 

de la por t ion E P S U . . . e t c e l l e s de la po r t i on G I L N . . . s o n t 

donc mul t ip l i ée s c h a c u n e par u n r a p p o r t d é t e r m i n é et posi t i f ; 

d'où il r é su l t e i m m é d i a t e m e n t q u e l e s p o i n t s . . . T , I I , 0 , I I , 

K, M , . . . , d e m e u r e n t i m m o b i l e s , et auss i q u e le signe du mo

ment de flexion en un point quelconque reste toujours le 

même pendant que la charge se déplace dans une même tra

vée, hors de celle où ce point se trouve situé. 

Si la charge v i e n t à passe r d e la t r avée A m _,A„, dans la s u i 

vante A m A m + , , l ' o r d o n n é e en A„ r e s t e e n c o r e pos i t i ve , car e l le 

devient l ' ana logue de c e qu ' é t a i t d ' abord A m _ , E ; mais le r a p 

port des o r d o n n é e s aux e x t r é m i t é s de la t r avée A m _ i A , « , m a i n -
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t e n a n t v i d e , é t a n t c 'es t -à-dire négatif , l ' o r d o n n é e en Am_, 
um 

a dû d e v e n i r n é g a t i v e ; d ' a i l l eu r s , l es m ê m e s r a p p o r t s se sont 

c o n s e r v é s e n t r e les o r d o n n é e s s u r l e s a p p u i s à g a u c h e de Am^,, 

et l e s p o i n t s 0 , R, T , . . . n ' o n t pas c h a n g é : d o n c le signe du 

moment de flexion en un point, quelconque change à chaque 

fois que la charge, en se déplaçant toujours du même côté de 

la travée qui contient ce point, vient à franchir un appui; et 

par conséquent il se conserve ou se modifie suivant que le 

nombre des appuis traversés est pair ou impair. 

On v i e n t d e r e c o n n a î t r e q u e les i n t e r s e c t i o n s 0 , R, T , . . . 

du p o l y g o n e r e p r é s e n t a t i f avec l ' axe des absc i s se s restaient 

les m ê m e s q u a n d la c h a r g e p a r c o u r t t o u t e la pa r t i e de poutre 

p r i s e à d r o i t e d e A m _ , . A ins i , dans u n e t r avée d o n n é e , le point 

a n a l o g u e à 0 es t u n i q u e , t an t q u e la cha rge va r i e e n posit ion, 

e n d e h o r s et d ' u n m ê m e c ô t é de c e t t e t r a v é e , d e so r te que 

t o u t e s l e s d r o i t e s r e p r é s e n t a t i v e s , te l les q u e E P , f o rmen t un 

faisceau c o n c o u r a n t d o n t le s o m m e t se t r o u v e s u r la fibre 

m o y e n n e . Mais il es t b o n de r e m a r q u e r q u e ce s o m m e t change 

dans la m ê m e t r a v é e , e t q u ' o n o b t i e n t u n a u t r e faisceau de 

d r o i t e s r e p r é s e n t a t i v e s , q u a n d la cha rge s e d é p l a c e de l'autre 

cô t é d e c e l t e t r a v é e et t o u j o u r s e n d e h o r s . E n effet, B étant 

p r i s à d ro i t e de A r a _, , n o u s a v i o n s 

A m _ i E am—, 

t and i s q u ' e n le p r e n a n t à g a u c h e n o u s a u r o n s 

a ^ T p ~~ v„_m+! ' 

r a p p o r t e n c o r e c o n s t a n t , m a i s d i f férent du p r e m i e r , qu i assi

gnera au p o i n t d e r e n c o n t r e d e P E a v e c l 'axe u n e situation 

d i f férente . 

Si l ' on vou la i t ca lcu le r la d i s t a n c e A m _ 2 0 , il faudra i t pose r la 

p r o p o r t i o n 

A f f l_jO : À r a _,Ô : : A„,_ 2P : À,„_, E : : «,„_, : — 
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d'où, componendo. 

4 5 

A m _ 3 0 : A, A. m—1 U, tj 

et par suite 

a, 
A 0 = A 

u, 

Le rapport n ' e s t a u t r e c h o s e , p o u r la t r a v é e A m _¡ A, 

que celui qu ' on a d é s i g n é en géné ra l pa r (3 (n° 10) ; la f ract ion 

dans le p r e m i e r t i e r s de la t r a v é e , à g a u c h e si la c h a r g e s e 

meut à droi te . Q u a n d o n la fait m o u v o i r à g a u c h e , il es t b i e n 

évident qu' i l faut s u b s t i t u e r y à (3, e t l e s o m m e t d u s e c o n d 

faisceau se t r o u v e a lors dans l e p r e m i e r t i e r s v e r s la d r o i t e . 

On r emarque ra en f in , v u la d é c r o i s s a n c e r a p i d e des o r d o n 

nées, des deux cô t é s de A„_, Am, q u ' u n e cha rge Q p e u t p r o d u i r e 

des moment s de flexion p l u s ou m o i n s s e n s i b l e s d a n s sa t r a 

vée et dans les d e u x t r a v é e s a d j a c e n t e s ; au delà l e s m o m e n t s 

deviennent r e l a t i v e m e n t p e t i t s e t t e n d e n t à s 'effacer de p l u s 

en plus, à m e s u r e q u ' o n s ' é lo igne davantage do la c h a r g e . 

11. Observation sur le signe du moment fléchissant aux 

divers points de la travée qui porte la charge. •—• N o u s a v o n s 

étudié c i -dessus (n° 13) les c h a n g e m e n t s d e s igne q u ' é p r o u v e 

le moment de flexion e n u n p o i n t q u e l c o n q u e , p o u r t o u t e 

position de la c h a r g e Q en d e h o r s d e la t r avée q u i le c o n t i e n t ; 

il s'agit d ' examine r m a i n t e n a n t le cas où la charge e t le p o i n t 

seraient t ous d e u x dans u n e m ê m e t r avée A „ _ i A m {fig. 4 ]• 

On sait déjà (n° 12) q u e les o r d o n n é e s A,„_|E e t A„,G s o n t 

nécessairement pos i t i ve s , t a n d i s q u e B F r e p r é s e n t e un m o 

ment toujours négat i f ; a ins i , la charge é t an t en B, on aura d e s 

moments positifs en d e s po in t s su f f i samment vo i s ins d e s 

appuis, dans les p o r t i o n s A™_,C, A m I ) , e t des m o m e n t s n é g a 

tifs dans le r e s t an t de la t r a v é e , e n t r e C et I ) . Mais ce qu i es t 
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i n t é r e s s a n t à c o n n a î t r e , c ' es t qu ' i l y a p o u r c h a c u n e des lon

g u e u r s A m _ , C e t A m D u n e l i m i t e s u p é r i e u r e ; q u e la somme 

d e s d e u x l i m i t e s n ' a t t e i n t pas la l o n g u e u r to t a l e À m _ , A „ ; que, 

par c o n s é q u e n t , les m o m e n t s de flexion r e s t e r o n t forcément 

négat i fs dans u n e c e r t a i n e r é g i o n c e n t r a l e o ù n e pourront 

e n t r e r l es p o i n t s C e t D , q u e l q u e p o s i t i o n q u ' o n fasse prendre 

à la c h a r g e , dans l ' i n te rva l l e des a p p u i s A m _ i , Am. C ' e s t ce que 

n o u s a l lons é tab l i r . 

P o u r d é t e r m i n e r C , on a la p r o p o r t i o n 

q u e d o n n e la c o n s i d é r a t i o n d e s t r i ang le s s e m b l a b l e s E C A m _ „ 

F C B ; e n p o s a n t A m _ , C = s.Am_iAm e t c o n s e r v a n t l es notations 

d e s n o s 10 et s u i v a n t s , e l le d e v i e n t 

d 'où r é s u l t e 

so i t , d ' a p r è s la va l eu r (?o) d e ( n n 11), 

La d i f fe ren t ia t ion de c e t t e é q u a t i o n r e l a t i v e m e n t à q d o n n e 

A m _ , C : A „ _ , B : : A „ _ , E : A „ _ , E - t - B l -

( M ) 

[ ' + ? ( S - 5 . ) ? ^ = [ « + ç ( S - 5 , ) ] ( 5 + g 

L e s v a l e u r s de \ e t £, s o n t (n° 11) 

[ i + r — y ( , + g)] , 

y [» + ? — P ( i + r ) ] : 
i - ( f y 
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on peut les différent ier par r a p p o r t à q, en o b s e r v a n t q u e (3 

et y ne d é p e n d e n t pas d e c e t t e va r i ab l e , et q u e r l u i es t lié par 

la relation 

q-\-r = t 

qui donne 

dq— ' ; 

d l _ P ( i - r - y ) 

dq ' 

rf£, = r ( i + P) 

Subst i tuant , d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 2 ) , c e s e x p r e s s i o n s de g, 

-r 2 ) - p - j n o u s t r o u v o n s 

dq dq 
[ , + g ( 5 - S , ) j , ^ = 7 T ^ [ i + r - y ( i - f - ? ) - 5 ( i + 7)] 

soit, après r é d u c t i o n e t r e m p l a c e m e n t d e r pa r i — q, 

i - + « < ï - W a r 7 ^ " - » « - 7 - » n > + r » % 

= T - = L [ 2 ( i - ? ) + ? ( 3 , ; ' - , , _ i | ] 

= ^ [ - ^ + 3 . 1 ] . 

Or -j- se t r o u v e affecté, dans l e p r e m i e r m e m b r e , d ' u n fac

teur e s s e n t i e l l e m e n t posi t i f ; [3, 1 — q et 1 — (3y s o n t é g a l e m e n t 

positifs, p u i s q u ' o n a 

q < i , (3 o u y > o , ¡3 ou y < ^ 5 

il en est de m ê m e d e 2 — y ( n - 3 < 7 ) , car y é t an t a u - d e s s o u s 

de - et i + - 3 g a u - d e s s o u s de 4 j y ( 1 —i— 3 g) n e p e u t a t t e i n d r e 2 ; 
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ds 
d o n c -j^ es t t o u j o u r s posi t i f p e n d a n t q u e q va r i e de o à i . Pour 

9 = 0 , l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) m o n t r e q u e s es t n u l ; e n faisant croî t re q, 

s c ro î t ra aus s i , c 'es t-à-dire q u e le p o i n t C s ' é lo ignera de plus en 

p lu s d e l ' appui A m _ ! a v e c l e q u e l il co ïnc ida i t d ' a b o r d ; pour 

s = i, ce p o i n t sera à son m a x i m u m d e d i s t a n c e * i . A m _ , A n 

de A„,_,. 

On ca lcu le ra ce m a x i m u m s, d e s e n faisant d ' abord q — i 

dans £ e t \ \ , qu i p r e n n e n t l es v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s 

P C ' — a y ) y ( 2 — S) 

pu i s on s u b s t i t u e r a ces v a l e u r s , en m ê m e t e m p s q u e q = i, 

dans l ' équ a t i o n ( 2 1 ) , et l 'on au ra 

J>7) ( 3 ( i — a y ) 
' i —(3y + p ( i — 2 y ) — y ( a — ¡ 3 ) i _ 9 . y + ( 3 - 2 ( 3 / 

soit , en s u p p r i m a n t le fac teur c o m m u n 1 — 2 y, 

N o u s r e c o n n a i s s o n s ici u n e e x p r e s s i o n q u e n o u s avons déjà 

r e n c o n t r é e au n° 13 : si le p o i n t B e n se d é p l a ç a n t arrivait à 

f ranchi r l ' appu i A m , les d r o i t e s r e p r é s e n t a t i v e s q u i s e substi

t u e r a i e n t à E F p a s s e r a i e n t t o u t e s pa r u n m ê m e p o i n t , désor

m a i s i n d é p e n d a n t d e la pos i t i on d e B, et la d i s t ance de ce 

p o i n t d e c o n c o u r s à A m _ , aura i t avec la l o n g u e u r A m _ ,A„ un 

r a p p o r t p r é c i s é m e n t égal à s,. Ce p o i n t de c o n c o u r s coïncide 

d o n c a v e c la p o s i t i o n l i m i t e de l ' i n t e r s e c t i o n C. E n d'autres 

t e r m e s , si q va r i e d e o à 1 , l ' i n t e r s e c t i o n C par t de A„,_, et 

s ' é ca r t e de ce t a p p u i j u s q u ' à la d i s t ance m a x i m u m P-A»—'A». 
1 + ? 

pu i s e l le se fixe à ce t t e pos i t ion e x t r ê m e q u a n d la charge par

c o u r t t o u t e l ' é t e n d u e des t r avées au delà d e A m , c e qu i répon

dra i t , si l 'on v e u t , à des v a l e u r s d e q p lus g randes q u e l 'unité. 

On aura i t p u r a i s o n n e r d e m ê m e s u r l ' i n t e r s e c t i o n 1); il au

ra i t suffi de p e r m u t e r , d a n s les ca lcu l s c i - d e s s u s , q avec r, \ 
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avex£,, 3 avec y . On se ra i t a r r ivé à r e c o n n a î t r e q u e la d i s t ance 

de D à l 'appui A m n e p e u t v a r i e r q u e de o à la l imi te s u p é r i e u r e 

y •_ A_m-i A„ 

~ . + y ~ ' 

Les deux fract ions — ^ — ^ 1 •—-— étan t p lus pe t i t e s q u e ^ 1 C 
i - + - ( 3 i + y t' >' 1 3 

et D ne p e u v e n t p é n é t r e r d a n s le t i e r s m o y e n de la t r a v é e ; il 

y a donc là u n e r é g i o n c e n t r a l e ayant au m o i n s p o u r l o n g u e u r 

^A„_iA M , dans l a q u e l l e l e s m o m e n t s d e flexion c o n s e r v e r o n t 

toujours le s igne — , tant q u e la force n e sor t i ra pas d e la t r a 

vée. Il arr ivera m ê m e dans les cas u s u e l s q u e la rég ion c e n 

trale occupera u n e l o n g u e u r p l u s g r a n d e ; a ins i , q u a n d les 

travées, s e ron t é g a l e s , 3 e t y s ' é c a r t e r o n t p e u de 
2 + y/3 

(n° 9 ) ; on aura d o n c a p p r o x i m a t i v e m e n t 

— = ~ — = 0 , 2 I I 3 , 
i + 3 i 4 - y 3 + y / 3 

2 I 
et la région c e n t r a l e o c c u p e r a i t u n e fraction i — _ ,_ 

3 + y/3 y/3 

soit un p e u m o i n s de — \ d e la t r a v é e . 

En A m _, et A m , les m o m e n t s q u e p r o d u i t la cha rge Q p l acée 

dans l ' in terval le s o n t t o u j o u r s pos i t i f s ; mais en t o u t a u t r e 

point de la t r avée , si r a p p r o c h é q u ' o n le s u p p o s e d e l ' un des 

appuis, le m o m e n t p e u t d e v e n i r négatif, e t il le sera i t n o t a m 

ment en y p laçant la c h a r g e . On n ' e s t d o n c ce r ta in à priori d e s 

signes qui affectent les m o m e n t s d e f lexion p r o d u i t s par Q 

aux divers po in t s de sa t r a v é e , q u e p o u r les e x t r é m i t é s et la 

région cen t ra le d o n t on v i e n t d e pa r l e r . 

Étant donné un point que lconque C, dans l ' intervalle A m _,A m , on p e u t 

se demander où il faut placer la charge Q , dans ce même in t e rva l l e , 

pour qu'elle produise en C un moment, fléchissant de signe dé te rminé , pa r 

exemple positif. La réponse à ce t t e quest ion est facile : en dés ignant par s 

le rapport ~ = ~ = - ; qui est connu puisqu 'on donne le point C,, on ré-

K A , 

i l l . 4 
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soudrait l'équation ( 2 1 ) par rapport à q , après y avoir mis au lieu de 

r, Ç, leurs valeurs en fonction de q . On saurait ainsi où l'on doit pla

cer Q pour que l'intersection de la droite E F avec l'axe des abscisses ait 

lieu en un point donné C. Maintenant, puisque ce point d'intersection 

s'éloigne de A m _ , en même temps que Q, il est clair qu'en éloignant Q 

on rendrait positif le moment de flexion au point C et qu'on aurait l'effet 

inverse en mettant Q plus près de A„_,. On constate d'ailleurs aisément 

que l'équation à résoudre est du second degré : sa résolution numérique, 

serait donc toujours fort simple, mais en la traitant algébriquement nous 

n'avons trouvé aucun résultat remarquable. Nous n'entrerons donc pas 

dans plus de détails à ce sujet. 

1 5 . Cas particulier d'une travée extrême. — A par t i r du 

n° 11 i n c l u s i v e m e n t , n o u s a v o n s t o u j o u r s r a i s o n n é dans l'hy

p o t h è s e o ù l ' i nd i ce m s e ra i t q u e l c o n q u e : v o y o n s maintenant 

c o m m e n t l e s r é s u l t a t s s e m o d i f i e r a i e n t p o u r s ' adap te r au cas 

de m = 1 , l ' appu i A m _ , se c o n f o n d a n t avec l ' e x t r é m i t é A„. 

On sai t déjà ( n ° 10) q u e , la c h a r g e é t a n t m i s e s u r la pre

m i è r e t r a v é e , il faut faire ¡3 = 0 , y = — d a n s les formules 

qu i d o n n e n t X m _ , e t \ m , so i t X„ e t X, ; on a a ins i 

X „ = o , X, = yQaqr ( i - f - ç ) , 

e t , e n r é p é t a n t l e s ca lcu l s d u n° 1 1 , il v ien t 

X ' = 3 X , — Qaqr, 

'i = o, t x = y { i + q), 
Z — q ï t — i = yq{i + q) — i . 

Ainsi d o n c X 0 e s t t o u j o u r s n u l ( e t il le sera i t m ê m e en plaçant 

la c h a r g e e n u n p o i n t q u e l c o n q u e h o r s d e la p r e m i è r e t ravée); 

X, est posi t i f ; a u c o n t r a i r e £' e t X ' s o n t néga t i f s , car o n a 

e t par c o n s é q u e n t 

On r e t r o u v e d o n c c e q u i a é t é d é m o n t r é au n° 12, sauf que 

X„_, d e v i e n t t o u j o u r s n u l au l i e u d ' ê t r e positif. 

M a i n t e n a n t , si l 'on c o n s t r u i t la f igure a n a l o g u e à la J i g . 4, il 
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P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A L . 5 l 

faudra s u p p r i m e r t o u t e la p o r t i o n à g a u c h e d e A m _ , , e t faire 

A „ - , E = o ; l es p o i n t s E e t C s e c o n f o n d r o n t a v e c A m _ , , et la 

droite E C F par t i ra de ce d e r n i e r p o i n t : r i e n n e se ra d ' a i l l eu r s 

changé. 

Quand on fera v a r i e r la p o s i t i o n de la c h a r g e h o r s de la t r a 

vée A „ A i , ce qu i a é t é dit (n° 13 ) s u r l es c h a n g e m e n t s de 

signe du m o m e n t en u n p o i n t d é t e r m i n é p r i s dans ce t t e t r a 

vée s 'appl ique t o u j o u r s ; s e u l e m e n t , les d r o i t e s r e p r é s e n t a 

tives, au l ieu d e fo rmer d e u x fa i sceaux c o n c o u r a n t s , n ' e n for 

ment plus q u ' u n s e u l , a t t e n d u q u ' e l l e s d o i v e n t t o u t e s pas se r 

en À,. L ' u n d e s d e u x fa isceaux q u i ex i s t a i en t p r i m i t i v e m e n t a 

ce point p o u r s o m m e t , p u i s q u e ^ ^ s ' a n n u l e avec ¡3; l ' au t re 

n'existe p lu s , p a r c e qu ' i l r é p o n d a i t à u n e cha rge Variable dans 

des travées s u p p r i m é e s , savoi r : ce l l e s don t l ' i nd i ce n ' e s t pas 

supérieur à ni — - 1 . 

Il ne n o u s r e s t e p l u s q u ' à c h e r c h e r l e s l i m i t e s de la r é g i o n 

où les m o m e n t s d e la t r a v é e A 0 A i son t f o r c é m e n t néga t i f s , 

quand la charge va de A 0 à A , . N o u s avons di t t o u t à l ' h e u r e 

que le po in t C {fig. 4) c o ï n c i d e avec A m _ , ou A 0 ; l e s m o m e n t s 

sont donc négat ifs d e p u i s ce p o i n t j u s q u ' à D, et t o u t se r é d u i t 

à chercher le m a x i m u m d e d i s t a n c e e n t r e ce d e r n i e r p o i n t e t 

Àm ou A , . Or, u n ca lcu l de t r i a n g l e s s e m b l a b l e s , t o u t pa re i l à 

celui par l e q u e l n o u s avons d é m o n t r é la f o r m u l e ( 2 1 ) , d o n n e 

rait pour le r appor t t de la d i s t a n c e A m D à la l o n g u e u r to ta le 

de la t ravée 

expression c o m p o s é e avec r, £, e t \ c o m m e le s e c o n d m e m b r e 

de ( 2 1 ) l 'est avec q, \ et I l faut d ' a i l l eurs faire £ = 0 , d 'où 

résulte 

1 1 i 1 

7 = I + r j ^ 1 ^ rJÎJTq) ~ 1 + y [ i — q>j 

Lorsqu 'on fait va r ie r q de o à 1 , y var ie d o n c de 1 + - à co ; le 
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m i n i m u m de - es t d o n c 

t 
= 1 4 - - = = 

y 
e t par c o n s é q u e n t le m a x i m u m /, de t a p o u r v a l e u r 

C'est ce q u ' o n avai t déjà t r o u v é dans l e cas g é n é r a l . L e s deux 

l i m i t e s de la r é g i o n c e n t r a l e d e s m o m e n t s négat i fs d a n s la tra

v é e A „ A , n e s o n t d o n c m o d i f i é e s q u e du cô t é de l ' ex t rémi té 

k a d e la p o u t r e ; d e l ' a u t r e c ô t é , la l i m i t e se ca lcu le c o m m e 

d a n s le cas d ' u n e t r a v é e de rang q u e l c o n q u e , t and i s q u e du 

cô t é de A 0 la r ég ion c e n t r a l e s ' a l longe j u s q u ' à l ' appu i . 

E n r é s u m é , on voit q u ' o n p e u t a p p l i q u e r aux t r avées ex

t r ê m e s t o u t ce qu i a é t é fait e t di t p o u r les a u t r e s ; s e u l e m e n t 

il faut t en i r c o m p t e de ce q u ' o n a 

e t d e c e q u e la c h a r g e n e p e u t v a r i e r e n p o s i t i o n q u e d ' u n s e u l 

c ô t é d e la t r a v é e . 

16. Des plus grands moments de flexion que puisse produire une charge 
concentrée. — Une charge Q é tan t placée dans la t ravée A m _ , A ^ et con

cen t rée au point B ( f i g . 4 ) , p rodu i t aux d ivers po in t s de la pièce des 

m o m e n t s représen tés pa r la l igne polygonale . . . USPEFGILN. . . ; il est 

v i s ib le , pa r la figure m ê m e , que ces momen t s pris en valeur absolue 

passen t par une série de maxima répondan t aux points d 'appui et au 

point B. Ces maxima sont les ordonnées 

et enfin 13F. D'ai l leurs A m _ , E surpasse toutes les ordonnées à gauche de 

A m et A m G celles qui sont à d ro i te de \ m (n° 13) : le max imum absolu 

est donc l 'une dos t ro is l ignes A m _ , E , A,„G, BF. Si l 'on désigne par 

A, B, C leurs r appor t s respectifs au p rodu i t Qn„, ou Q<7, on aura d'abord 

3 = n p o u r A n A , , 

y _ - o p o u r A „ _ , A 

' V _ , K , A, A m „ 2 P , A m _ 3 S , . . . , 

A m + J , A ^ L , . . . . 
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i n 
et ensuite (n" 11) 

I - ;v 7 

1 - h ' ' 

X ' 
C — — ~~ = — a r S ' = o r i I — — ql. ), (ja 

ou bien, en remplaçant Ç et \ p a r leurs va leurs et rédu isan t , eu égard à 

la relation q + r= i , 

Nous nous proposons d ' examiner ici comment va r i en t ces t rois coefficients 

A, B, C, proport ionnels aux plus g rands momen t s p rodui t s p a r la cha rge Q, 

dans une position donnée , et s u r t o u t de s ignaler les maxima qu' i ls peuven t 

atteindre : 

i° Quand une pou t r e est définie complè tement , ce qui e n t r a î n e dos v a 

leurs fixes pour S et 7, mais qu 'on fait var ier la posit ion de la charge dans 

sa travée, c 'est-à-dire les n o m b r e s q et r, en t r e leurs l imites respect ives 

0 et 1, 1 e t 0 ; 

2" Quand la disposit ion dos appu i s à dro i te et à gauche de la t r avée 

chargée est censée i ndé t e rminée , ce qui p e r m e t de f a i re va r ie r aussi [3 

et 7 entre les l imites ex t rêmes o et - dont la signification a été indiquée 

(n M 9 et 1 0 ) . 

Maxima des coefficients A et B . — Quand q e t r var ien t seuls , A varie 

proportionnellement à 

qr{\ 4 - r ) — (1 + y'i'jry 
ou bien à 

q[l — q)(-l — q) — 7 , 7 ( 1 — q2). 

Désignons cet te expression p a r j r e t p renons sa dér ivée re la t ivement à 1/; 

nous aurons 

f g = a _ 6 ? + 3 î r . _ 7 ( l _ 3 f » ) . 

dy 
La dérivée devient , pour q = o, égale à 2 — 7 , va leur positive ; pour 

q = 1, elle p rend la valeur néga t ive 2 7 — 1; la fonction d 'abord c ro is 

sante avec q finit par deveni r décro i ssan te . Dans l ' intervalle elle passe 

In" 10) : 
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par un m a x i m u m répondan t à 

dr 
dq 

équat ion du second degré qui donne 

« - 1 / 3 ( 1 - 7 + 7 ' ) 

? = ^ + 7 ' 

nous n 'écr ivons pas le signe + du radical qui r end ra i t la valeur de q 

supér ieure à 1, comme il es t facile de s 'en assurer . P o u r subs t i tuer cette 

expression dans y, on formera les facteurs 

i - ? - 7 ( ' + y ) - 7 ^ j 2 ( I + 7 ) - ' + y / ^ ( ' - 7 + 7 2 

- 7 J^i+7 + ï - \J\(l— 7+7 2)Jj 

= 7 + y / ^ ( > - 7 + 7 3 ) . 

H ! ' - 1) ÎT+TP [' - \ J ï { t - ? + [v + y/ji' ~ 7 + 7 

=- ( T T T p [ 7 - 3 i ' - 7 + 7 J ) + (• - 7 ) y / ^ ( i - 7 + 7']J-
Multipliant ces deux égalités m e m b r e à m e m b r e , on obt ient pour le maxi

m u m de y , 

e t pa r t an t , pour lo m a x i m u m cor respondan t A, du coefficient A, 

Il est clair que B aura i t un m a x i m u m analogue B, qu 'on obtiendrai t en 

p e r m u t a n t (3 avec 7 , e t dont il est inut i le d 'écr i re la va leur . 

On p e u t ma in t enan t former une table à double e n t r é e faisant connaître 

A, en fonction des a r g u m e n t s ¡3 e t 7 : ce t t e table , la voici , quand on attri 

bue aux deux a r g u m e n t s les va leurs o, o,i, 0 , 2 , o , 3 , 0 , 4 , o , 5 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A L . 5 5 

T a b l e a u d e s v a l e u r s d e A , . 

V
A

L
E

U
R

S
 

de
 

y
. 

V A L E U R S D U M A X I M U M A, P O U R (3 = V A L E U R 

c o r r e s 
p o n d a n t e 

de q. 

V
A

L
E

U
R

S
 

de
 

y
. 

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 

V A L E U R 

c o r r e s 
p o n d a n t e 

de q. 

0,0 o , o o n o o , o 3 8 5 0,0770 0,1155 0, i54o o , ig55 0,4226 

0,1 0,0000 o,o354 0,0715 0,1084 0,1460 0,1845 0,4o84 

0,2 0,0000 0,03^3 o ; oGGo 0,1011 0 , l 3 ; 8 0,1761 0,3924 

0,3 0,0000 o,02g3 O , o 6 o 5 o , o g 3 6 0,I2g2 0,1672 0 , 3 7 4 5 
0,4 0,0000 0,0263 0 ,o54y 0,0861 0,I2o3 o,1378 o,3548 
0,5 0,0000 0,0234 o.o494 0,0784 0,1111 0,1481 0 ,3333 

Le même tableau se r t au calcul de B, : il faut seu lement , comme on 

l'a dit, pe rmuter ¡3 avec 7, et q avec r. Exemple : pou r ¡3 = 0,2 , 7 = 0,4, 

la valeur maximante de r se ra i t 0 ,3924 , et l 'on aura i t B, = 0 ,1378. 

Ce tableau mont re que : i ° pour produire le maximum du moment sur 
un des deux appuis de la travée ijui porte une charge concentrée, il faut 
placer celle-ci, non au milieu de l'intervalle des appuis, mais à une dis
tance moindre à, partir de Vappui dont on s'occupe; cette distance varie 

entre 0 , 4 2 2 ( 1 et ^ de la travée, suivant que l'autre appui se rapproche 

plus ou moins d'un appui simple ou d'un encastrement, par l'influence 
de la solidarité des travées (*); ia le maximum A , croit avec (3 et décroît 
quand ~j augmente, c'est-à-dire que le maximum du moment sur l'un des 
appuis qui terminent la travée chargée croît de plus en plus à mesure 
que cet appui se rapproche de l'encastrement et que l'autre s'en éloigne 
davantage. 

{*) T o u s l e s s u p p o r t s A 0 , A , , A a , . . . , A 7 , I _ 1 , \ m , . . . s o n t t o u j o u r s c e n s é s 

c o n s t i t u e r u n e s é r i e d ' a p p u i s s i m p l e s , c ' e s t - à - d i r e q u e c h a c u n d ' e u x , r e n d f i x e 

u n s e u l p o i n t d e l a f i b r e m o y e n n e . M a i s i l p e u t s e f a i r e q u e l a t r a v é e A w , 2 A m _ 1 , 

p a r e x e m p l e , d i m i n u e i n d é f i n i m e n t d e l o n g u e u r , e t a l o r s l e p o i n t A m _ ( s e 

c h a n g e e n u n v é r i t a b l e e n c a s t r e m e n t , p u i s q u e l ' é l é m e n t A w i _ 3 A m _ , d e l a l i b r e 

m o y e n n e c o n s e r v e u n e p o s i t i o n i n v a r i a b l e ; d a n s c e c a s l e n o m b r e /2 d e l a 

travée s u i v a n t e A w _ t A w , a i n s i q u e l e n o m b r e y d e l a t r a v é e p r é c é d e n t e A ; n _ 3 A w 2 , 

d e v i e n n e n t é g a u x à l a l i m i t e - , c o m m e o n l ' a d é j à v u ( n ° 9 ) . D e m ê m e l e 

n o m b r e y d e l a t r a v é e A / M _ , Xm p r e n d r a i t l a v a l e u r - gi l e s a p p u i s A r n t A „ H , 

se r a p p r o c h a i e n t a u p o i n t d e s e c o n f o n d r e . A u c o n t r a i r e , s i l a p o u t r e f i n i s s a i t 

en A m _ , , o u s i l a t r a v é e A m _ , A m é t a i t p r é c é d é e d ' u n e a u t r e i n f i n i m e n t l o n g u e , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 6 C H A P I T R E P R E M I E R . 

Ces conséquences p o u r r a i e n t se d é m o n t r e r , au moyen de l'expression 

analy t ique de A,, plus r igoureusemen t sans dou te que p a r la calcul numé

r ique , mais aussi beaucoup plus longuement et pén ib lement . 

Maxima du coefficient C. — Le coefficient C var ie avec q proportion

nel lement à la fonction 

qr — fiqr2 ( l + r) — yrq2 (l - t q) + a f t y ^ V ; 

calculons sa dér ivée en cons idé ran t r c o m m e fonction do q , et égalons-la 

à zéro : nous t rouvons ainsi p o u r condi t ion du m a x i m u m 

' 0 = r - q - P r 2 { l + r) + e , q [ 2 r + 3 r 2 ) + y q ' ( l - ^ q ) 

— y r ( l q + 3 r / ) 4 - 4qrfa(r — q), 

soit , après que lques r éduc t ions faciles à vo i r , 

r T - q H- 2 p V ( l — ï . r 2 ) — 'i-j-q ( l — 2 £ a ) -\- $p-/qr(r - - q) = 0 . 

Cette équat ion d é t e r m i n e la va leur m a x i m a n t e de q ; après le remplace

m e n t de r par i — q , elle est du t ro is ième degré en y, de sorte qu'il 

faudrait se j e t e r dans des calculs inext r icab les pour en avoir les racine» 

sous forme, a lgébr ique , et en conclure l 'expression du m a x i m u m cherché. 

Nous nous con ten te rons donc de s ignaler des cas où son degré s'abaisse, 

d ' indiquer dans tous les cas deux l imites qui comprennen t les racines, et 

enfin do donner un tableau des racines co r re spondan tes à diverses valeurs 

numér iques de 8 et 7 . 

i ° Si l 'on suppose P = 7 , l 'équat ion d e v i e n t 

r — q -4- •>. S ( r — i r ' — q -+- •>,qi ) + • 4 " q r ( r — q) — o , 

ou bien 

(r — q)[ \ + 9. 6 ( 1 — i q 2 — i q i i r 2 ) 4 - /j ( 3 2 q r ] = o. 

Attendu qu 'on a 
q + r = i , 

s o n n o m b r e ¡3 s ' a n n u l e r a i t , e t l ' a p p u i A m - 1 j o u e r a i t l e r ô l e d ' u n a p p u i s i m p l e 

d e l a t r a v é e A / / ( _ , A m , r e l a t i v e m e n t a u x c h a r g e s p l a c é e s s u r c e t t e t r a v é e ( n ° 10;. 

U n e r e m a r q u o e n t i è r e m e n t a n a l o g u e p e u t ê t r e f a i t e a u s u j e t d e Am et du 

n o m b r e y d e l a m ê m e t r a v é e . 

E n f i n , l a d i s p o s i t i o n d e s t r a v é e s c o n t i n u e s p e u t f a i r e p a s s e r /3 e t y p a r toutes 

l e s v a l e u r s i n t e r m é d i a i r e s . Q u a n d n o u s d i s o n s q u e A ? J [ _ j , p a r e x e m p l e , se 

r a p p r o c h e d ' u n a p p u i s i m p l e o u d ' u n e n c a s t r e m e n t , i l f a u t e n t e n d r e q u e fi se 

r a p p r o c h e d e o o u d c - j e t a v o i r p r é s e n t e s à l ' e s p r i t l e s o b s e r v a t i o n s ci-dessus. 

C e n ' e s t l à , e n e f f e t , q u ' u n e m a n i è r e d e p a r l e r , q u i n e s u p p o s e p a s q u ' o n ail 

c h a n g é l a n a t u r e d o l a l i a i s o n e n t r e l a p o u t r e e t c h a c u n d e s e s a p p u i s . 
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3 ( i _ + _ 7 ) - y / 3 ( i - 2 7 + 3 / ) 

7 » (1 + 4 7 ) 

Nous excluons le signe 4 - du radical , parce qu'il donnera i t q > 1, comme 

on peut le voir facilement. 

il en résulte 

fj' -+ ï . q r + r ' = l , 

et par conséquent 

2 ( f + 'F + r ' ) = 2 1 1 — î ' ' ) ; 
donc aussi 

l r — 'j) b + — 1 4 - 2 ^ ) 4 - 4 ^ 7 / - ] = o. 

Uï la quantité ent re c roche t s p e u t s ' éc r i re 

( i - a p ] - f - 4 ? ' y ( H - P ) , 

ce qui montre qu'elle no s 'annule par aucune valeur posit ive de <-/ e t r , 

puisque i — a S est toujours positif. Donc l 'équation du m a x i m u m donne 

rj = r = l , 

seule solution admissible dans le cas par t icu l ie r do 8 = y. 

Les valeurs q = r = - j in t rodui tes en même temps que 8 = 7 dans 

l'expression générale de C, donnent pour sa valeur co r re spondan te 

" « ( 7 4 - " 8 l ' 

2° Si l 'une des quan t i t és 8 ou 7 p rend la va leur l imite - , quelle que 

soit l'autre d 'ai l leurs, l 'équat ion s 'abaisse au second d e g r é . En faisant, 

par exemple, 5 = elle p r e n d la forme 

r — q 4 - r — 2 / - 3 — y.-jq[ \ — nq' — r 2 4 - = o , 

ou bien 

ir[i — a 2 ) — q [i 4 - 2 7 (1 — 2<y2 — r 3 4 - r//')] = o . 

On peut alors supp r imer le facteur q ou 1 — r, et Ton a 

2 / - ( i 4 - r ) — 1 — 2 7 (1 — 2<y2 — r2 4 - <//-) = o , 

soit, en met tan t 1 — q au lieu de r e t o rdonnant , 

2 r / ( i 4 - 4 7 ) " 6 ? ( i 4 - 7 ) + 3 = o ; 

d'où l'on tire 
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De m ê m e , si 7 é tai t égal à ^ , on t rouve ra i t par une pe rmuta t ion (il

le t t rés 

= 3 ( i + p) - V ' i ( i ~ a f t - H 3 V ) 

r _ " 2 ( 1 + 4 ? ] "~ ' 

et par sui te 

5 p - ^ i + i / 3 ( i a S + 3 6 ! j 
f I = i - r = a , ~ 4 ? ) 

3° Si p et y sont que l conques , la va leur cherchée de q se trouvera 

toujours compr ise e n t r e les l imites 

i / 3 — 1 3 — \ / 3 
1 et — , 

qui r éponden t respec t ivement à p = o , 7 — - , e t à S = - • 7 = 0 . Substi

tuons en effet ces n o m b r e s dans l 'équat ion, nous ob t iendrons les résultats: 

pour q = • • ( 2 - fî) (1 - 2 7 ) + a S V ' 3 (•;. - v / 3 ) ! ( > + 7 ) , 

p o u r ^ = — ^ — ( a — y / 3 ) (1 - 2 p ) — 2 7 y/S ( 2 — / 3 ) ! ( i + r i ) . 

Comme le p r emie r est toujours positif e t le second toujours négatif, la 

racine de l 'équation est bien e n t r e ces va leurs de q . 

4° Si l 'on p e r m u t e ensemble p e t 7 d ' une pa r t , q et r do l 'autre, l'é

quation ne change pas . Donc, quand on au ra la rac ine q pour un système 

de va leurs 

P = P', 7 = 7' , 

1 — q sera la racine co r r e spondan te à 

p = 7', 7 = p-, 

Ces d iverses r e m a r q u e s nous ont permis de cons t ru i re sans grande 

peine la tab le c i -après où se t r ouven t t rente-s ix solutions particulières de 

not re équat ion, pour au tan t de sys t èmes de va leurs de p e t 7 : sur ces 

trente-six solut ions, il y en a six i m m é d i a t e m e n t c o n n u e s ; su r les trente 

au t res il suffit, on ve r tu de la r e m a r q u e p r é c é d e n t e ( 4 ° ) , d 'en chercher 

qu inze ; enfin, su r ces quinze , on en ob t ien t c inq p a r des équations du 

second degré , de sor te qu ' i l en res te seu lement dix ayan t exigé des ià 

tonnements n u m é r i q u e s . 
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EJN GÉNÉRAL. f>9 

T A B L E A U D E S V A L E U R S D E q 

P O U R L E S Q U E L L E S C D E V I E N T M A X I M U M . 

V A L E U R M A X I M A N T E D E q P O U R [ 3 - = 

V A L E U R S 

D E • / . 

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 

0 , 0 O , 5 O O O 0 , 5 2 5 9 0 , 5 5 3 2 O , 5 8 I 6 0 , 6 0 8 7 O , C 3 4 O 

0 , 1 0 , 4 7 4 I O , 5 O O O 0 , 5 2 8 5 O , 5 5 S O 0 , 5 8 7 2 0 , 6 1 5 O 

0 , 2 O , 4 4 6 8 0 , 4 7 1 5 0 , 5 O O O O , 5 3 O 6 O , 5 6 I G O , 5 G I 8 

0 , 3 0 , 4 1 8 4 O , 4 4 3 0 0 , 4 6 9 4 O , 5 O O O O , 5 3 2 I O , 5 6 4 I 

M 0 , 3 9 1 3 0 , 4 1 2 8 0 , 4 3 8 4 O , 5 O O O O , 5 3 3 O 

0 , 5 O , 3 6 6 O O , 3 8 5 O 0 , 4 0 8 2 0 , 4 3 5 G 0 , 4 6 7 0 O , 5 O O O 

Connaissant q, on a par cela même r en p r e n a n t i — q : on peu t a lors 

substituer ces valeurs dans l 'express ion connue de C, don t on ob t i en t 

ainsi les raaxima C,. Voici les r é su l t a t s do ce calcul . 

T A B L E A U D E S M A X I M A D U C O E F F I C I E N T C . 

VALEURS 

de 7 . 

MAXIMUM C POUR f{i -

0 . 5 

VALEURS 

de 7 . 

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0,3 0 , 4 0 . 5 

U , 0 0 , 2 0 0 0 0 , 2 3 1 9 O , 2 L 5 2 O , 2 0 0 0 0 , 1 8 6 3 0 , 1 7 4 0 

0 , 1 O , 2 3 I G 0 , 3 1 5 ( ) 0,3010 O , I 8 7 3 0 , 1 7 5 0 0 , 1 6 3 g 

0 , 2 O , 2 L 5 2 O , 2 0 I O O , L B ; 5 O , 1 7 . 1 0 0 , 1 6 3 7 0 , I 5 3 7 

0 , 3 0 , 2 0 0 0 0 J 1 8 7 3 0 , J 7 ^ 0 0 , 1 6 3 4 0 , 1 5 3 O O , I 4 3 5 

0 , 4 O , I 8 6 3 0 , 1 7 . ^ 0 0 , 1 t i3y 0 , 1 5 3 O 0 , 1 4 2 G 0 , 1 3 3 g 

0 , 5 0 , 1 7 4 0 O , 1 6 ' 3 9 0 , I 5 3 7 0 , I 4 3 5 0 , 1 3 3 g 0 , 1 2 5 O 

Enfin, la comparaison de ces maxima avec ceux, déjà connus , de A et B 

permet de choisir , pour chaque sys tème do valeurs de ( 3 e t 7 , le plus 

grand des trois, e t d'en faire le tableau su ivan t . 
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( K ) T a b l e a u d o n n a n t l e s m a x i m a m a x i m o r u m d e s t r o i s coe f f i c i en t s 

A, B, C. 

VALEUR DU PLUS GRAND DES TROIS NOMBRES A , , B, , C, 

ALEURS POUR P = 
dû y. dû y. 

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 

0 , 0 O , 9.5oO o , ?.319 0 2152 0 , 2 0 0 0 o , i 8 6 3 

0 , 1 o , 2319 0 , 2 1 5 g 0 20IO 0 , l 8 y 3 0 , 1 7 J 0 

0 , 2 0 ,21 5-2 0 , 2 0 1 0 0 1875 0 , 1 7 0 0 0 , iG3 7 

0 , 3 0 , 2 0 0 0 O, L Sy 3 0 17.S0 0 , IG34 p , 1 j3o 

0 , 4 o , i 8 6 3 o , 1760 0 1637 0 , i 5 3 o 0,1/129 

0 , 5 O,IQ2Ó O,18/1 5 0 | - f i l 0,1G72 0 , 1 5 7 8 

0 5 

o, 192:1 

0 , i8/j5 

0,17 Iii 

o, i6y.> 

0 , i 5 7 8 

0 , i /j S r 

Nous avons eu soin de soul igner , dans ce t a b l e a u , les nombres qui 

e x p r i m e n t des va leurs de A, ou de B, , cas auquel le m a x i m u m do C n'est 

p a s le p lus fort des t rois . On voit que ce cas es t pour ainsi dire excep

t ionnel , car il exige pour se p r o d u i r e q u e le plus g rand des deux nombres 

P e t 7 soit supé r i eu r à une cer ta ine l imite , voisine de la l imite extrême 

de ces n o m b r e s . P o u r la d é t e r m i n e r r i gou reusemen t , il faudrait recon

s t r u i r e un tableau analogue au p r é c é d e n t , mais en p rocédan t par diffé

rences beaucoup moindres quand on ferait va r i e r (3 ou 7 en t r e 0,4 e to ,5 . 

L' in terpola t ion donnera , sans a u t a n t de pe ine , des r é su l t a t s suffisamment 

exac t s , et voici commen t : en faisant , p a r exemple , (3 = o et 7 = 0,4, on 

a C, — 0 , 1 8 6 3 , Jl, = 0 , 1 5 4 0 , A, = o , de sor te que le maximum de C 

su rpasse de o , i 8 6 3 — o , i 5 4 o = o , o 3 2 3 le p lus g rand des deux au t r e s ; au 

con t ra i r e , pour |3 = o et 7 = o , 5 , A, res te nul , mais B, l 'emporte sur C, 

de 0 , 1 9 ^ 5 — 0 , 1 7 4 0 = o , o i 8 5 : l 'égali té se p r o d u i r a donc approximative

m e n t pour 

y = 0 , 4 + (o ,5 - 0 , 4 ) 3 ^ 7 8 5 = ° ' 4 6 4 ' 

Donc, si p es t nu l , il faudra , pou r que le m a x i m u m de C ne soit pas le 

p lus g rand des trois , que 7 dépasse o,464-Un calcul analogue répété avec 

d ' au t r e s va leurs de (3 donne : 

pour [3 = o , i , 0 , 2 , o , 3 , 0 , 4 , o , 5 , 

7 — o,4- r>S, o , 4 5 4 , 0 , 4 5 ° , o,44ï), quelconque. 
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Ces nombres s 'écartent tous bien peu de 0,4:') : ainsi l 'on peu t d i re que la 

condition nécessaire du fait en q u e s t i o n , c 'est que la p lus grande d e s 

quantités pet'/ soit au-dessus de o , 4 5 . 

Les observations su ivan tes r é su l t en t enco re des deux d e r n i e r s tableaux : 

i° C( est une fonction décro issan te de p et de 7 , c 'es t -à-dire que plus 

l'un ou l'autre des deux appuis extrêmes de la travée se rapproche de 

l'encastrement, plus on a un petit maximum du moment de flexion dans 

leur intervalle. 

i° Le plus grand des t ro is m a x i m u m s A,, B, , C, est une fonction d é 

croissante de p et de 7 , à la condit ion toutefois que le p lus g rand de ces 

deux derniers nombres ne dépasse pas la l imi te 0 , 4 5 qui rend C, inférieur 

à A, ou à B r Kn c o n s é q u e n c e , la plus petite valeur du plus grand maxi

mum parmi A,, B l ; C, répond à p — y r = o , 4 5 ; cette plus petite valeur, 

déduite par interpolation du tableau de C, ou de celui qui donne A, et B, , 

sera environ 0 , 1 3 4 0 . 

Au reste, on peut calculer plus exac tement la l imite infér ieure assignée 

à la plus grando des trois quant i tés A,, B u C,, m a i n t e n a n t qu 'on sait qu 'el le 

doit répondre à des va leurs égales de B et de 7 . Sous ce t t e condit ion il a 

été démontré que C, r épond à q — r — - j donc 

1 / 1 3 „ r \ 1 — S 

D'ailleurs, pour p = 7 , on a 

S 
A, ^ B, = 

2 

3 y/3 

On reconnaît par t â t o n n e m e n t q u e ces express ions de A, et, de C, d e 

viennent égales p o u r p = o , 4 4 o 4 e n v i r o n , e t qu 'el les p r e n n e n t a lors la 

valeur 0 , 1 3 3 7 : ce nombre est donc la l imite infér ieure d e m a n d é e . 

Le cas où la charge po r t e su r l 'une des t ravées e x t r ê m e s n ' a , dans la 

question actuelle, r ien de par t icu l ie r que la nécess i té de supposer p = o 

pour la première t r avée , 7 = 0 pou r la de rn iè re . Il se t rouve donc impli 

citement compris dans les tableaux numér iques donnés c i -dessus . Seule

ment il n'est plus possible de faire descendre à 0 , 1 3 3 7 ' c m i n i m u m du 

plus grand des coefficients A,, B,, C,, pu isqu 'on n 'es t pas l ibre de p r e n d r e 

6 et 7 tous deux égaux à o , 4 4 q 4 - Soit pa r exemple p —ja : pour r e n d r e 

C1 égal au plus grand n o m b r e A, ou B t , il faudra qu 'on ait , comme on l'a 

vu tout à l ' heure , 7 = 0 , 4 6 4 , et pa r sui te C, = 0 , 1 7 8 4 ( n o m b r e dédui t 

par interpolation du tableau de C,) . Ce serai t la l imite infér ieure du p lus 

-'rand des trois m a x i m u m s A,, B,. C,. 
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17. Résumé du § I I . — Il ne se ra p e u t - ê t r e pas inut i le de 

j e t e r u n c o u p d 'œil en a r r i è r e et d e r é c a p i t u l e r b r i è v e m e n t les 

p r i n c i p a u x r é s u l t a t s o b t e n u s dans le § I I : d e c e t t e man iè re on 

e n saisira m i e u x l ' e n c h a î n e m e n t e t la p o r t é e . 

É tan t d o n n é e u n e p o u t r e de n t r a v é e s , d o n t la fibre moyenne 

e s t assu je t t ie pa r c o n s é q u e n t à c o n s e r v e r rc-t-i p o i n t s fixes, 

s a n s q u e sa d i r ec t i on y soi t f o r c é m e n t i n v a r i a b l e , n o u s com

m e n ç o n s pa r c a l c u l e r ( n° 9 ) , i n d é p e n d a m m e n t de t o u t e hypo

t h è s e p a r t i c u l i è r e su r la c h a r g e , d e u x s é r i e s d e n o m b r e s 

ux, u2, u3,. . ., u„, 

"i> ^ 2 , V 3 , . . . , f „ _ l , v„, 

e t n o u s e n d é d u i s o n s d e u x a u t r e s s é r i e s 

(3o, (3|, (32, . . . , (3 n_l, 

y», 7n y - i , - • - , A - j , y » - i -

L e s d e u x p r e m i è r e s c o m m e n c e n t pa r u, = f, = i ; e l les se com 

p o s e n t d e t e r m e s a l t e r n a t i v e m e n t posi t i fs et négat i fs respecti

v e m e n t s u p é r i e u r s , ou au m o i n s é g a u x e n v a l e u r absolue à 

I , a, 4 , 8 , . . . , a"" 2 , 2 " - ' ; 

l e s d e u x a u t r e s c o m m e n c e n t par o e t se c o m p o s e n t de termes 

t o u s posi t i fs et n e p o u v a n t d é p a s s e r ~ On a i n d i q u é la signifi

ca t ion d e s l i m i t e s o et - : si dans les s é r i e s des n o m b r e s S et 

2 1 

y o n c o n s i d è r e (5m_i et y„_„ c o m m e a p p a r t e n a n t spécialement 

à la miime t r a v é e , c h a c u n des d e u x a p p u i s q u i la t e r m i n e n t con

s t i t u e r a , p o u r c e t t e t ravée p r i s e i s o l é m e n t , u n appu i simple 

o u u n e n c a s t r e m e n t c o m p l e t , s u i v a n t q u ' u n des nombres 

fin-, o u y„ - r a p r e n d r a la v a l e u r o o u la v a l e u r ^ - L e s séries des 

n, v suff i ra ient à la r i g u e u r p o u r t o u s l e s ca lcu l s concernant 

l es m o m e n t s d e flexion d e la p o u t r e ; m a i s l e s a u t r e s sont plu; 

c o m m o d e s , s u r t o u t p o u r l e s ca lcu l s a l g é b r i q u e s . 

Cela p o s é , fa isons agir u n e c h a r g e d a n s la miime t ravée, en 

u n po in t d é t e r m i n é e t c o n n u . On p o u r r a c u l c u l e r , par des for

m u l e s t r è s - s i m p l e s , les m o m e n t s de flexion : 
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D'abord sur t o u s l e s p o i n t s d ' a p p u i ( n° 10) ; 

Puis au po in t d ' app l ica t ion d e la c h a r g e ( n ° 11 ); 

Et enfin e n t o u t p o i n t d e la p i è c e (n° 13) . 

Nous avons e n s u i t e p r é s e n t é d i v e r s e s r e m a r q u e s et p r o p o 

sitions au sujet d e s s i g n e s q u e p e u t p r e n d r e le m o m e n t f lé 

chissant en u n p o i n t d o n n é , q u a n d la c h a r g e va r ie en pos i t i on 

dans toute l ' é t e n d u e de la p i è c e . INous a v o n s r e c o n n u q u e : 

i° Le po in t é t an t p r i s dans la m ™ t r a v é e , e t la c h a r g e se 

déplaçant dans t o u t e s ce l l e s q u i s o n t à la s u i t e , l e s igne du 

moment, p o u r le p o i n t d o n t il s 'agi t , c h a n g e t o u t e s l e s fois 

que la charge franchit u n a p p u i , e t r e s t e le m ê m e d a n s l e cas 

contraire; la m ê m e c h o s e a r r i v e , b i e n e n t e n d u , q u a n d la 

charge parcour t l e s t r a v é e s de r ang i n f é r i e u r à m. 

2" Quand la cha rge se m e u t d a n s la t r a v é e m ê m e o ù es t le 

point, le m o m e n t d e f lexion es t t o u j o u r s posi t i f a u - d e s s u s d e s 

appuis qui la t e r m i n e n t , t o u j o u r s négat i f au p o i n t d ' app l i ca 

tion de la c h a r g e ; on o b t i e n d r a u n e r é g i o n c e n t r a l e , o ù il 

sera aussi t o u j o u r s affecté du s igne — , e n r e t r a n c h a n t s u r la 

longueur de la t r a v é e , à pa r t i r d e c h a q u e a p p u i , l es f rac t ions 

S y 
—^—st - '— de c e t t e l o n g u e u r ; l es po in t s l i m i t e s de la r ég ion 
1-4-(3 i 4 - y b 1 s 

des m o m e n t s négat ifs s o n t c e u x o ù v i e n n e n t c o n c o u r i r l e s 

droites r e p r é s e n t a t i v e s d e s m o m e n t s de la t r a v é e , q u a n d la 

charge occupe u n e p o s i t i o n q u e l c o n q u e au d e h o r s . 

Après avoir r e m a r q u é q u ' u n e c h a r g e p l a c é e dans u n e c e r 

taine travée p r o d u i t , e n t o u s l e s p o i n t s de la p i è c e , des m o 

ments dont les t ro i s p l u s for ts , e n v a l e u r a b s o l u e , on t l i eu au 

point d 'appl icat ion m ê m e de c e t t e cha rge e t a u x e x t r é m i t é s de 

la travée cha rgée , n o u s avons e n c o r e c h e r c h é la p o s i t i o n d u 

point d 'appl icat ion q u i r e n d m a x i m u m c h a c u n de ces t r o i s 

moments. P o u r u n e s é r i e de v a l e u r s n u m é r i q u e s a t t r i b u é e s à 

¡3 et y , nous avons i n d i q u é ce t t e p o s i t i o n , q u i n e c o ï n c i d e pas 

en général avec le m i l i e u d e la t r a v é e , s ans t ou t e fo i s s ' en 

écarter j amais p lu s q u e de ^ de la l o n g u e u r de ce l l e - c i ; n o u s 

avons en o u t r e ca lcu lé l e s v a l e u r s n u m é r i q u e s d e s m a x i m a . 

Enfin n o u s avons s u p p o s é q u ' o n étai t l i b re d e c h a n g e r a r b i 

trairement la d i spos i t ion de t o u s les a p p u i s de la p o u t r e , sauf 
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ceux de la t r a v é e c h a r g é e , de m a n i è r e à faire va r ie r 3 et y cnlrc 

l e u r s l im i t e s o e t ^> et n o u s n o u s s o m m e s d e m a n d é quelles 

s e r a i e n t les va r i a t ions c o r r e s p o n d a n t e s d e s t ro is maxima. Ou 

voi t a lo r s le m a x i m u m d u m o m e n t s u r u n appu i augmente r à 

m e s u r e q u e c e t a p p u i s e r a p p r o c h e davan tage d e l 'encastre

m e n t ( o u , p o u r pa r l e r u n langage p lu s p r é c i s , à m e s u r e que 

son n o m b r e (3 o u y s ' a p p r o c h e d e —^ > e t à m e s u r e aussi que 

l ' au t re a p p u i s ' é lo igne d e la m ô m e c o n d i t i o n ; le maximum 

relatif au p o i n t d ' app l i ca t ion d i m i n u e de son c ô t é , quand les 

d e u x a p p u i s t e n d e n t ve r s l ' e n c a s t r e m e n t . Ce d e r n i e r maxi

m u m es t g é n é r a l e m e n t le p l u s fort des t r o i s ; t ou te fo i s le con

t ra i re a l i eu q u a n d l e p l u s g rand d e s n o m b r e s ¡3 et y excède, 

u n e l im i t e , à la r i g u e u r va r iab le avec l ' a u t r e , mais toujours 

p e u d i f férente de o , 4 5 . Le p l u s fort d e s t ro i s moments 

m a x i m a d i m i n u e de p l u s en p lus q u a n d l e s d e u x nombres ¡3 

et y t e n d e n t v e r s ce t t e l i m i t e , éga le à o , 4 4 9 4 p o u r p = y; le 

p l u s fort des t ro i s m o m e n t s a t t e in t a lors u n e v a l e u r minimum 

m a x i n i o r u m , a u - d e s s o u s d e l a q u e l l e il se ra a b s o l u m e n t impos

s ib le d e le faire d e s c e n d r e , d e q u e l q u e m a n i è r e q u ' o n dispose 

l e s a p p u i s des d e u x c ô t é s de la t r a v é e c h a r g é e , en conservant 

t o u j o u r s sa l o n g u e u r . Si l 'on r e p r é s e n t e pa r i le p lus grand 

m o m e n t q u a n d les d e u x a p p u i s de la t r a v é e sont, des appuis 

s i m p l e s ((3 et y é t an t n u l s ) , il d e v i e n d r a 

0 , 7 7 0 0 q u a n d on s u b s t i t u e r a un e n c a s t r e m e n t à l'un 

d ' e n t r e e u x ^ ( 3 = o , y = 

0 , 5 9 2 4 q u a n d on l e s r e m p l a c e r a par d e u x encas t r emen t s 

o , 5 3 4 8 q u a n d p o u r avo i r le m i n i m u m m a x i m o r u m on fera 

P = y = o , 4 4 g 4 . 

Il faudrai t d o n c , afin de d i m i n u e r a u t a n t q u e poss ib le le mo

m e n t m a x i m u m p r o d u i t par u n e charge i s o l é e , p lacée où l'on 

v e u t dans u n e t r a v é e , n o n pas e n c a s t r e r c o m p l è t e m e n t celte 
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travée sur ses d e u x a p p u i s , ma i s s ' a r r ange r p o u r avo i r 

3 = y = o , 4 4 g 4 . c ' e s t - à - d i r e p o u r avoir ( s'il es t p e r m i s d e par

ler ainsi ) neuf dixièmes d'encastrement. 

S'il s'agit d ' u n e t r avée e x t r ê m e , o n n ' e s t p l u s l i b re d e faire 

varier les deux n o m b r e s ¡3 e t y, car l 'un d ' e u x a u n e v a l e u r fixe 

égale à zé ro . La va l eu r la p l u s favorable de l ' au t r e es t a lo r s 

0,464 e n v i r o n ; e t si l 'on r e p r é s e n t e e n c o r e par i le m o m e n t 

maximum dans l ' h y p o t h è s e ¡ 3 = 0 , y = o , ce m a x i m u m d e 

viendra 

0 , 7 7 0 0 q u a n d l ' appu i n o n p lacé à u n b o u t de la p o u t r e sera 

u n e n c a s t r e m e n t , 

O , T I 3 6 q u a n d les t r avées à la s u i t e de ce t a p p u i s e r o n t d i s 

p o s é e s d e m a n i è r e à d o n n e r la v a l e u r 0 , 4 6 4 à ce lu i 

des n o m b r e s ¡3, y q u i n ' e s t pas n u l . 

Nous pas sons m a i n t e n a n t à l ' é t u d e des m o m e n t s q u ' e n g e n 

drerait u n e cha rge u n i f o r m e s ' é t e n d a n t s u r la l o n g u e u r c o m 

plète d ' une t r a v é e . 

§ III. — Des moments de flexion produits par la charge uniforme 
d'une seule t ravée . 

18. Moments au-dessus des points d'appui. — Une s e u l e 

travée de la p o u t r e é t u d i é e au § I I s u p p o r t e u n e cha rge u n i 

formément r é p a r t i e su r sa l o n g u e u r e n t i è r e , e t t o u t e s l e s a u t r e s 

sont s u p p o s é e s v i d e s ; il s 'agit d ' a b o r d de d é t e r m i n e r les m o 

ments de flexion qu i on t l i eu dans les s e c t i o n s d e la p o u t r e 

faites au-dessus d e s po in t s d ' a p p u i . On p e u t r é s o u d r e la q u e s t i o n 

en se servant d e s fo rmules du n° 10, c o m b i n é e s avec le t h é o 

rème généra l s u r la s u p e r p o s i t i o n des effets d e s forces . Soit 

km_,\m{fig. 3 , p . 34) la t r a v é e c h a r g é e , pam ou s i m p l e m e n t pa 

la charge to ta le , ca l cu lée à ra i son de p k i l o g r a m m e s par m è t r e 

courant su r t o u t e la l o n g u e u r a , ou a d e ce t t e t r a v é e : o n 

décomposera le po ids pa e n u n e inf ini té de p o i d s é l é m e n 

taires, don t l 'un sera p lacé aux d i s t ances qa, ta d e s p o i n t s A„,_i, 

AM, et aura u n e i n t ens i t é padq; p o u r les avoir t o u s , il suffira 

de faire var ie r le r a p p o r t q d e o à 1 . Au p o i d s é l é m e n t a i r e 

padq r é p o n d e n t , en A m _, e t A„, l es m o m e n t s de flexion i / X m _ , 
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et d \ m , d o n n é s par l es f o r m u l e s ( i 4 ) e t ( i 5 ) , où l 'on rempla

ce ra Q par padq, en c o n s e r v a n t d ' a i l l eu r s l e s e n s des autres 

n o t a t i o n s ; on a d o n c 

5 
rfX„_,= pd1 ^ f_ [ i 4 - r—(i + • q)y]qrdq, 

dX„=pa> — 2 ^ - [. + q - ( . -+- r) ? ] r / r r fg . 

L ' i n t é g r a l e d e c e s é q u a t i o n s , p r i s e e n t r e q~=o et q = i, don

n e r a l e s m o m e n t s X „ _ i e t X m p r o d u i t s par l ' e n s e m b l e des 

p o i d s é l é m e n t a i r e s , c ' e s t - à - d i r e par le p o i d s to ta l pa : donc 

X m _ , = pa2 

•<3y 

X m = n a " — 
r i — P y 

I (j-^r)qrdq—y I {\-¡

rq)qrdq 

I (l + q)qrdq — ?> j [ i + r)qrdq 

la q u e s t i o n es t par c o n s é q u e n t r a m e n é e à la r e c h e r c h e des 

d e u x i n t é g r a l e s déf in ies q u i e n t r e n t d a n s l e s e x p r e s s i o n s ci-

d e s s u s . R e m a r q u o n s en p r e m i e r l i eu q u ' e l l e s s o n t égales , cap 

la r e l a t i o n 

q-h r — i 

e n t r a î n e , c o m m e c o n s é q u e n c e i m m é d i a t e , 

dr — : —. dq, 

et par s u i t e , si l ' on p r e n d r p o u r v a r i a b l e au l ieu de q, 

I { i + r)qrdq = —] ( i + • r)qrdr= I (i-hr)qrdr; 

or , la d e r n i è r e i n t é g r a l e n e diffère d e I (\^-q)qrdq q u e par 

le c h a n g e m e n t d e g en r e t i n v e r s e m e n t , at p a r t a n t e l le lui est 

éga l e , p u i s q u e q e t r son t l i é s par u n e r e l a t i o n s y m é t r i q u e et 

v a r i e n t dans les m ê m e s l i m i t e s . D ' u n a u t r e c ô t é , o n a 

( i - h q ) q r d q = J ( i — g ' ) q d q = ~ — J = ^ 
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P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É N É R A I . 6 j 

donc enfin n o u s p o u v o n s é c r i r e l e s f o r m u l e s 

4 i — &y 

— s y 
A m — pa 

Les m ê m e s f o r m u l e s se d é m o n t r e n t p e u t - ê t r e p l u s s i m p l e 

ment encore en les c h e r c h a n t d i r e c t e m e n t , sans e m p l o y e r le 

principe de la s u p e r p o s i t i o n d e s effets . E n effet, si n o u s con t i 

nuons tou jours à s u p p o s e r p a r f a i t e m e n t fixes l e s p o i n t s de la 

fibre m o y e n n e p r i m i t i v e q u i se t r o u v e n t a u - d e s s u s d e s a p p u i s , 

et que n o u s a p p l i q u i o n s en c o n s é q u e n c e l ' é q u a t i o n (10) du 

n° 6 à tous les g r o u p e s d e d e u x t ravées c o n s é c u t i v e s , n o u s r e 

trouverons i d e n t i q u e m e n t l es é q u a t i o n s (11) du n° 10, à p a r t 

cette différence q u e la [ m — e t la m ' ' 1 " a u r o n t p o u r s e c o n d 

membre ypa?n, au m i l i e u de Qa',qr(i 4 - r) e t Qa^qr ( i -+- q). 

Pour r é s o u d r e un pare i l s y s t è m e d ' é q u a t i o n s , il n 'y au ra i t d o n c 

qu'à effectuer, dans l e s f o r m u l e s du n" 10, le r e m p l a c e m e n t 

de Qanqr(i 4 - r) e t Qamqr[x + q) par ~pa^, ce q u i , e n t r e 
4 

autres r é su l t a t s , r e p r o d u i r a i t l es f o r m u l e s ( i ) et ) c i - d e s s u s , 

où a signifie d ' a i l l eurs la m ê m e c h o s e q u e am. 

Les m — 2 p r e m i è r e s é q u a t i o n s ( n ) d u n° 10 subs i s t an t 

sans modif icat ion dans l e cas a c t u e l , a ins i q u e les n—m.— i 
dernières, il en r é s u l t e q u e l e s m o m e n t s 

X i , X ï ( X 3 , . . • , X n i _ 2 , " \ m _ i , 

X m , X m + 1 , X m + a , - • • , X „ _ 2 , X n — 1 

doivent e n c o r e fo rmer deux s é r i e s , dans c h a c u n e d e s q u e l l e s 

les t e r m e s on t c o n s e r v é les m ê m e s r a p p o r t s d e u x à d e u x , 

exprimés par l es n o m b r e s 

pour la p r e m i è r e , et par 
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6 8 CHAPITRE PREMIER. 

p o u r l ' au t r e . Ainsi d o n c , a p r è s avoir ca lcu lé X™_, et Xm, on 

o b t i e n d r a i t l e s a u t r e s m o m e n t s su r les p o i n t s d ' appui par 

l ' e m p l o i des n o m b r e s u e t v (n° 9 ), ou , ce qu i r e v i e n t au môme, 

en faisant usage d e s f o r m u l e s ( 1 6 ) et ( 1 7 ) d u n° 10. 

Dans le cas pa r t i cu l i e r où la c h a r g e p o r t e s u r l ' u n e des tra

v é e s e x t r ê m e s , l ' un o u l ' au t re des p r o c é d é s de démonstrat ion 

d o n t n o u s v e n o n s d e faire u s a g e c o n d u i t t rès - fac i lement à 

r e c o n n a î t r e q u ' o n do i t faire 3 ou y égal à z é r o . Si par exemple 

la p r e m i è r e t r a v é e es t s e u l e c h a r g é e , il faudra s u p p o s e r 3 = 0 , 

et l 'on au ra , par l es f o r m u l e s ( 1 ) e t ( 2 ) , 

X „ = o , 

(3] ^=jpu\y. 

On o b t i e n d r a i t e n s u i t e les m o m e n t s su r les au t r e s po in t s d'ap

p u i , au m o y e n du m ê m e p r o c é d é q u e d a n s le cas général; 

s e u l e m e n t o n n ' au ra i t p l u s à c o n s i d é r e r q u e ce q u i se passe 

d ' u n seu l cô t é de la t r avée c h a r g é e , l ' au t r e é t an t s u p p r i m é . 

19 . Du moment de flexion en un point quelconque, dans 

une travée non chargée. — S u p p o s o n s q u ' o n veu i l l e construire, 

p o u r les m o m e n t s d e f lexion p r o d u i t s pa r l e p o i d s pam, une 

f igure r e p r é s e n t a t i v e a n a l o g u e à la fig. 4 (n* 13 ) . Après avoir 

m a r q u é s u r u n e h o r i z o n t a l e la p o s i t i o n d e s d ive r s po in t s d'ap

p u i . . . Am—2, A m _ i , A m , À^_|_[,. . . , on é l è v e r a en ces poin ts des 

o r d o n n é e s p r o p o r t i o n n e l l e s a u x m o m e n t s c o r r e s p o n d a n t s . Les 

o r d o n n é e s A „ _ V E , A m G a u r o n t p u c h a n g e r de g randeur , mais 

e l l e s r e s t e r o n t e n c o r e p o s i t i v e s , car l e s f o r m u l e s ( 1 ) et ( 2 ; con

d u i s e n t t o u j o u r s à d e s v a l e u r s p o s i t i v e s d e X m _ , et de \ m , 

p u i s q u e ¡3 et y n e v a r i e n t q u e d e o à D ' u n a u t r e côté, les 

r a p p o r t s e n t r e l e s d i v e r s e s o r d o n n é e s 

Â r a _, E , A r a ._ ,P , A m _ 3 S , . . . 

n ' a u r o n t pas c h a n g é (11° 18) , e t il e n se ra de m ê m e pour les 

o r d o n n é e s 

A/ra(j, A7714-I 1, A /n^aL,. . . . 

Enfin, q u a n d on aura c o n s t r u i t t o u t e s ces o r d o n n é e s , on devra 
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encore j o ind re par d e s l ignes d r o i t e s l e u r s e x t r é m i t é s c o n s é 

cutives, p o u r avo i r la l i gne r e p r é s e n t a t i v e d e s m o m e n t s d e 

flexion dans l e s t r a v é e s n o n c h a r g é e s . E n effet, l ' é q u a t i o n (4) 

du n° 1 le p r o u v e , en y faisant o (x) =o; e t d ' a i l l eu r s le fait 

est bien aisé à c o n s t a t e r d i r e c t e m e n t : il suffit d e r e m a r q u e r 

que s'il n 'y a a u c u n e force a p p l i q u é e dans l ' in te rva l le de d e u x 

sections, le m o m e n t f léchissant dans c h a c u n e d 'e l les s e c o m 

pose d 'une sé r ie de m o m e n t s p a r t i e l s , q u i v a r i e n t t o u s u n i 

formément l o r s q u ' o n passe de l ' u n e à l ' au t r e . 

On voit d o n c qu ' i l n 'y a u r a r i en de c h a n g é dans l e s p o r t i o n s 

E P S U . . . , G-ILN. . . d e la l i g n e p o l y g o n a l e d o n t les o r d o n n é e s 

représenten t les m o m e n t s fléchissants, sauf t ou te fo i s la g r a n 

deur des o r d o n n é e s A r a _ , E e t A„,G; ma i s dans c h a c u n e de c e s 

portions, t o u t e s l e s o r d o n n é e s c o n s e r v e n t l e u r s s i g n e s et l e u r s 

rapports e n t r e e l l e s . N o u s en c o n c l u r o n s , par lu r é p é t i t i o n 

exacte des r a i s o n n e m e n t s faits au n n 1 3 : 

i° Que si la c h a r g e p a r c o u r t s u c c e s s i v e m e n t les d i v e r s e s 

travées, en r e s t an t t o u j o u r s , so i t à d r o i t e , so i t à g a u c h e d ' u n e 

travée fixe, le s igne d u m o m e n t de f lex ion , en un p o i n t d é t e r 

miné de la t r avée fixe, c h a n g e à c h a q u e fois q u e la c h a r g e 

(couvrant t o u j o u r s la l o n g u e u r e n t i è r e d ' u n e t r avée u n i q u e ) 

franchit u n n o u v e a u p o i n t d ' a p p u i ; 

a" Que les d i v e r s e s d r o i t e s r e p r é s e n t a t i v e s d e s m o m e n t s d e 

flexion dans la t r a v é e fixe, d r o i t e s d o n t c h a c u n e se r a p p o r t e 

a u n e pos i t ion d é t e r m i n é e de la c h a r g e , f o r m e n t d e u x faisceaux 

concourants su r la fibre m o y e n n e , don t les s o m m e t s o c c u p e n t 

une s i tuat ion i d e n t i q u e avec ce l l e qu ' i l s ava i en t dans l e cas d e 

la charge c o n c e n t r é e . 

Ainsi, en n o m m a n t a la l o n g u e u r d ' u n e t r a v é e , 3 e t y les 

deux n o m b r e s qu i s 'y r a p p o r t e n t , dans les s é r i e s 3 et y (n° 9) , 

a 3 
il y aura u n s o m m e t à la d i s t a n c e — — d e l ' e x t r é m i t é g a u c h e 

i - t - 3 

de la t r avée , e t u n a u t r e à la d i s t a n c e — - — de l ' e x t r é m i t é 
i - t - y 

droite. 

Pour u n e t r avée e x t r ê m e , les d e u x fa isceaux se r é d u i s e n t 

à un seu l , don t le s o m m e t co ïnc ide avec l ' e x t r é m i t é de la 

poutre (n° 15) . 
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X = X m _ , + (X„ 
X 

a 

Fit;. 5. 

il s 'agit de d i s c u t e r c e t t e e x p r e s s i o n . 

A c e t effet, i m a g i n o n s q u e s u r la l igne A„_ ,A r a , p r i s e pour 

axe d e s x [fig- 5 ) , on p o r t e en c h a q u e p o i n t u n e o r d o n n é e 

égale à X , de m a n i è r e à con

s t r u i r e la c o u r b e r e p r é s e n t a 

t ive E D K F G . Cet te c o u r b e , 

d ' ap rè s la fo rme d e son équa

t ion , sera u n e pa rabo le du 

s e c o n d d e g r é , t o u r n a n t sa 

/ | concav i t é d u cô t é d e s X p o -

_ si t ifs . O n sai t déjà (n° 19 ) que 

s e s o r d o n n é e s e x t r ê m e s A m _, E 

et A m G son t p o s i t i v e s ; mais 
K . . . . . 

u n e p r o p r i é t é t r e s - impor t an t e 

à é tab l i r , c o m m e la s u i t e le m o n t r e r a , c 'es t q u e c e t t e para

bo l e a d e u x i n t e r s e c t i o n s , t o u j o u r s r é e l l e s , avec l ' axe des x, 

e n t r e A m _, e t A m ; c ' e s t , e n s e c o n d l i e u , q u e c e s in te r sec t ions 

D et F c o m p r e n n e n t t o u j o u r s e n t r e e l les les p o i n t s B et C, 

s o m m e t s d e s fa i sceaux c o n c o u r a n t s q u i r e p r é s e n t e n t les mo

m e n t s de flexion p o u r le cas où la c h a r g e n ' e s t pas dans 

A,„_,A,„ (n° 19). E n d ' a u t r e s t e r m e s , l es p o i n t s D et F n e de

v i e n n e n t j a m a i s i m a g i n a i r e s , et de p l u s on a 

A „ _ , D < 
• + - • / 

A m _ , A m . 

P o u r le d é m o n t r e r , r e m p l a ç o n s d a n s X les m o m e n t s X „ , _ i et 

Xm pa r l eu r s v a l e u r s ( i ) e t ( 2 ) ; il v i e n d r a 

20. Du moment de flexion en un point quelconque de la 

travée chargée. — Soit t o u j o u r s A m _ i A m c e t t e t r a v é e : en nom

m a n t x la d i s t ance e n t r e l ' appu i A m _ , et u n e s e c t i o n q u e l 

c o n q u e où le m o m e n t de flexion e s t X , et c o n s e r v a n t les 

a u t r e s n o t a t i o n s d e s n u m é r o s p r é c é d e n t s , on aura (n° 1) 
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ou b ien 

/;a3 a1 [ 2 ( 1 —(3y)J a 2 ( 1 —Py) ' 

Ceci posé, faisons dans l ' équa t i on c i - d e s s u s x égal à l ' absc i s se 

du point B, c 'es t -à-di re 

P 
a: — a —-„ ; 

l + P 
le résultat de la s u b s t i t u t i o n se ra 

( 13 V f. y —p 1 ? + fi('-y) 

ou bien, en r é d u i s a n t , 

Ce résultat es t n é c e s s a i r e m e n t négatif, p u i s q u e ¡3 es t u n n o m 

bre positif compr i s e n t r e o e t ^ ; d o n c le m o m e n t X d e v i e n t 

négatif en B, et c o m m e il étai t posi t i f en A , ^ , , il a dû s ' a n n u l e r 

dans l ' intervalle , en u n p o i n t te l q u e D . La m ê m e d é m o n s t r a 

tion établit, sans y r i en a jou t e r , q u e X s ' a n n u l e auss i p o u r 

un point F c o m p r i s e n t r e C e t A m , car ce q u i es t vrai d ' u n e 

manière géné ra l e p o u r le c ô t é g a u c h e d ' u n e t r a v é e do i t 

l'être aussi p o u r le c ô t é d ro i t , q u e r i e n , au fond, n e d i s t i n g u e 

de l'autre : il au ra i t suffi d e c o m p t e r l e s x à pa r t i r d e A m , e t 

de permuter p avec y p o u r avoi r à refa i re s u r l e p o i n t F e x a c 

tement les m ê m e s ca lcu l s q u e s u r le p o i n t D . Ces p o i n t s 

occupent d o n c b i e n la p o s i t i o n q u e n o u s a v o n s i n d i q u é e . 

Les m ê m e s p r o p r i é t é s se d é d u i s e n t e n c o r e , par d e s r a i s o n 

nements b i en s i m p l e s , d e s r é s u l t a t s g é n é r a u x o b t e n u s au § I L 

On sait, en effet (n° 14), q u e l ' u n q u e l c o n q u e des p o i d s é l é 

mentaires q u i , par l e u r r é u n i o n , f o r m e n t la cha rge t o t a l e pa, 

donne l ieu à des m o m e n t s d e flexion f o r c é m e n t négat i f s 

dans une ce r t a ine p o r t i o n c e n t r a l e d e la t r a v é e , p r é c i s é m e n t 

entre les po in t s B e t C. D o n c , e n s u p e r p o s a n t t ous l e s effets 

partiels (n° a ) , on o b t i e n d r a t o u j o u r s e n B e t C des m o m e n t s 

négatifs, c ' e s t - à -d i r e des o r d o n n é e s néga t i ve s p o u r la c o u r b e 
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E D K F G ; on en c o n c l u r a , c o m m e c i -dessus , q u ' e l l e coupe 

l 'axe d e s x dans l ' i n te rva l l e A m _ , B et dans l ' in terval le A„C; 

el le n e saura i t du r e s t e le c o u p e r a i l l eu r s , p u i s q u e ce t t e courbe 

est u n e p a r a b o l e du s e c o n d d e g r é . 

L e s d i s t a n c e s Am._, 1), \mV ou les absc i s ses des po in t s D et F 

do iven t satisfaire à l ' é q u a t i o n X = o, qu i d o n n e 

(4) ["i - * + _ o -

l 4 ) a* L 2 d - 3 y ) J f l
 +

 2 l , . - e 7 ) - 0 ' 

d e là o n d é d u i t 

I IX 

(5) 

I = i 

L e s igne —• du radical r é p o n d a u p o i n t D , le s igne 4- au 

p o i n t F . 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t les d i s t a n c e s A„,_,D e t A O T F comme 

fonc t ions d e s va r iab les S, y, et d e m a n d o n s - n o u s les états de 

g r a n d e u r par l e s q u e l s e l l e s p e u v e n t p a s s e r . La dis lance A,„_,I) 

satisfait à l ' éq u a t i on (4), e t sa v a l e u r d a n s la formule ( 5 ) ré

p o n d , c o m m e n o u s l ' avons dit , au s igne du rad ica l ; imagi

n o n s c e t t e v a l e u r m i s e à la p lace de x dans l ' équa t ion (4) et 

d i f f é ren t ions ce l l e - c i pa r r a p p o r t à y. N o u s t r o u v o n s ainsi 

•>.x dx T y — 3 ~| dx ' x i — ¡ 3 ' 6 ( i — S) _ 

~aTdï~~~ i ~ 2 (1—p>)Jr r^ ; + ^ ' ( i — ( 5 y 7 — - 2 ( i — ç > f f _ 0 ' 

o u , e n o r d o n n a n t , 

o r , le radica l d e la f o r m u l e (5 ) é t an t d é s i g n é par F., on a ici 

i f = , - _ y - B - K ; 
« 2 ( 1 — {3y ) 

7 - 6 
VL 2 ( . - p y ) J i - S y 

y - P ± . / ( — B ) ( ' -

2 ( 1 — py) V 1 — By 

— y) Y - S 
4 V » - S y 
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donc la de rn i è r e é q u a t i o n d o n n e 

dx i — (3 Y x i n , « 1 

^ - 2 R ( I - p y ) = L â ( l + P , _ ^ J ' 

Il en r é s u l t e q u e A m _ , D es t u n e fonc t ion d é c r o i s s a n t e d e y , 

x ^ 3 , , - . - dx 
car on sait q u e - e s t — d e s o r t e q u e la d é r i v é e —r- est 

^ a ^ 1 -+- ¡3 ^ ¿ 7 

négative. L e s v a l e u r s e x t r ê m e s de A m _ , D r é p o n d e n t d o n c aux 

limites y = o, y = ^ , e t s o n t r e s p e c t i v e m e n t , d ' ap rè s la for

mule (5) : 

pour 7 = 0 , 

CT~![.+ I , - ( , - I | > ) ] = L . , 

I 
pour y = - 5 

1 

2 

I — 2 f 3 

2 ( 2 — ( 3 ) — [ 5 ^ 4 ( = — ] 

3 _ y/q — i 6 3 + 8 | 3 2 

a-
4 - P) 

La p r e m i è r e e x p r e s s i o n , p r o p o r t i o n n e l l e à ¡3, var ie d e o à y , 
4 

lorsque p passe l u i - m ê m e d e o à - ; la s e c o n d e , ayan t sa dé r i 

vée p r o p o r t i o n n e l l e à 

7 — 8 ¡ 3 + 3 v /g— i 6 f 3 + 8 3 ! 

( 2 - p ) ! V 9 — i6{3 + 8p» 

quanti té f o r c é m e n t pos i t i ve p o u r p r e n d ses v a l e u r s 

ex t rêmes q u a n d o n fait [3 = o e t ¡3 = ^ ' ce q u i d o n n e o e t 

y/^- Ains i d o n c la l o n g u e u r A„_,D n e dépasse pas a 
1 

•7 de cel le d e la t r a v é e ; il en e s t de m ê m e , é v i d e m m e n t , p o u r 
'l 
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L e t a b l e a u c i - a p r è s d o n n e u n e i d é e e n c o r e p l u s complète 

de la m a n i è r e d o n t varie A m _ , D ; il fera c o n n a î t r e auss i A m F en 

p e r m u t a n t l es a r g u m e n t s 3 e t y. 

T a b l e a u d e s v a l e u r s d e l a d i s t a n c e A m _ t D (Jrg.S). 

RAPPORT DE A r a _ , D AVEC « , POUR (3 = 
VALEURS 

de y. 
0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 ' 0 , 5 

0 , 0 OjOOOO O,0JGO 0 , 1 0 0 0 0 , 1 5 o o O,200O O,2J0[l 

0 , 1 0 , 0 0 0 0 0 ,0477 0 , 0 9 6 2 o , . / , 5 4 o , i g 5 i 0,2^54 

0 , 2 o , o u o o 0 ,0^52 0 , 0 9 1 8 o , i 3 t j 8 0 ,1891 a , 2 3 9 7 

0 , 3 0 , 0 0 0 0 o ,o; |23 0 , 0 8 6 6 0 , 1 3 3 1 0 , 1 8 1 8 o,23'26 

0 , 4 0 , 0 0 0 0 o , o 3 8 8 0 , 0 8 0 4 0 , 1 a j o 0 , 1 7 2 4 0,2235 

0 , 5 0 , 0 0 0 0 0 , 0 3 / 0 0 , 0 7 3 1 0 , 1 i 5 o 0 ,1C10 0 , 2 I l 3 

Q u a n d on s u p p o s e 3 = / , h y p o t h è s e q u i s e réa l i se néces

s a i r e m e n t p o u r la t r avée c e n t r a l e d ' u n e p o u t r e s y m é t r i q u e , la 

f o r m u l e (5) se s impl i f ie e t d e v i e n t 

( 6 ) 

Dans le cas pa r t i cu l i e r où la p r e m i è r e t r avée p o r t e la charge, 

o n sait q u e les va l eu r s d e X „ _ , e t \ m s ' o b t i e n n e n t en faisant 

¡3 = 0 dans l e u r s e x p r e s s i o n s g é n é r a l e s . 11 faut d o n c aussi in

t r o d u i r e c e t t e v a l e u r p a r t i c u l i è r e d e S dans la fo rmule ( 5 ) qui 

d e v i e n t a lo r s 

2 x 

a 

d ' o ù r é s u l t e n t les r ac ines 

x 

a 

x 

a 
: i y. 

2 ' 

Le p o i n t D se confond avec A m _ , o u A 0 (ce qu i es t facile à 

p r é v o i r p u i s q u ' o n sait q u e A „ _ , E doi t s ' a n n u l e r ) , et la distance 

km V ou A, F d e v i e n t — • P a r e i l l e m e n t , dans le cas de m = «, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P O U T R E S A P L U S I E U R S T R A V É E S , E N G É K É R A L . 7*5 

«¡3 
on aurait t rouvé le p o i n t F c o n f o n d u a v e c Am e t À m _ [ D = —|-

Entre les p o i n t s D et F , à éga le d i s t a n c e d e c h a c u n d ' e u x , 

l ' o rdonnée néga t ive d e la p a r a b o l e passe pa r u n m a x i m u m e n 

grandeur abso lue . N o u s a l l ons l ' é t u d i e r t o u t à l ' h e u r e . 

21. Moments de flexion maxima produits par la charge uniforme 

d'une travée unique. — Il a é té d i t (n° 19) que si une seule t r avée es t 

chargée uniformément, les m o m e n t s de flexion conservent , dans le r e s t e 

de la pièce, des r appor t s iden t iques avec ceux qu ' i ls on t sous l 'action 

d'une charge concentrée sur un poin t de la m ê m e t r avée . Ces m o m e n t s 

décroissent donc en va leur absolue (n° 13) à droi te e t à gauche de la 

travée chargée; donc les t ro is o rdonnées A m _ , E , A m G , ' IK {fîg. 5) r e p r é -

segtent les plus g rands m o m e n t s dus a u poids pa, un i fo rmément r épa r t i 

sur la longueur totale a de la t ravée A ^ ^ A ^ . Désignons-les par 

Mpa\ Wpa\ C'pa\ 

et voyons comment var ient les r appor t s A', B', C avec les quan t i t és p e t y 

qui suffisent pour les définir. 

D'abord on a, suivant les formules ( i ) et ( 2 ) du n° 1 8 , 

4 ( i - f-7) 

On en tire les dér ivées par t ie l les 

ri A' 1 — 7 dA'_ p ; I — p ) 

dj~ 4 U - f r ) 2 ' dy 4 ( i — P v ) 

rlW 7 ( 1 — 7 ) dJi' 1 — 6 

7 7 f - 4 1 1 - Ï 7 ) ' dy i [ i - p y r 
Aucune de ces dérivées ne p e u t changer de s igne, ni s 'annuler pour p e t 7 

compris entre o et ~ , A ' est donc , dans cet in terval le , fonction croissante 

de 3 et fonction décroissante de 7 ; le cont ra i re a lieu pou r B ' . Ainsi , avec la 

charge uniforme comme avec la charge concentrée, le moment de flexion 

sur l'un des deux appuis de la travée chargée est d'autant plus fort que 

cet appui s'approche plus de l'encastrement, et que Vautre s'en écarte 

davantage. Le m a x i m u m de A' répond par conséquent à 7 = o, p — et 

a pour valeur o , i a 5 ; c 'est auss i la valeur m a x i m u m de B', r épondan t à 

6 - o , y — - - Voici au res te un tableau donnant directement A' pour 
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diverses g randeu r s des a r g u m e n t s B et 7 , et donnan t aussi B' par permu

tat ion de B avec 7 . 
T a b l e a u d e s v a l e u r s d e A r . 

V A L E U R S 

d e y . 

R A P P O R T A P O U R S — 

V A L E U R S 

d e y . 

0 , 0 M 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 

0 , 0 0 , 0 0 0 0 O , 0 2 5 0 o , o 5 o o 0 , 0 7 0 0 0 , 1 0 0 0 0 , ] 2 J 0 

0 , t n , o u o o 0 , 0 2 2 7 o , o / | 5 g 0 , of igH o , o o 3 8 o , u 8 ' f 

0 , 2 0 , 0 0 0 0 0 , 0 2 0 4 0 , 0 4 1 7 o , o G 3 8 0 , 0 8 7 0 0 , 11 i I 

0 , 3 0 , 0 0 0 0 0 , 0 1 8 0 0 , 0 3 7 2 0 , O J 7 7 0 , 0 7 9 3 0 jl03[) 

0 , 4 0 , 0 0 0 0 o , o i 5 6 0 . 0 3 2 6 0 , 0 0 1 j 0 , 0 7 1 4 o , o g 3 8 i 

0 , 5 Q , 0 0 0 0 0 , 0 1 3 2 0 , 0 2 7 8 0 , 0 4 4 1 0 , 0 6 2 5 o , o 8 3 3 

Le t rois ième max imum 1K r é p o n d à la moyenne des valeurs de -

nées p a r la formule ( 5 ) du n u m é r o p récéden t , soit à 

subs t i tuan t cet te expression dans celle de — ^ e t changeant le signe du 

résul ta t , on t rouve 

r = ' r , 7 - P T B ( i - 7 ) ( I — p ) ( T — 7 ) , , f y 

8 U a ( i - ? 7 ) J 4 i i - S 7 ) 8 h) 3a \ i 

P a r su i te on a 

8 r / C 

dp - 1 ? ( Y - B ) ( i - 7 ' ) 

[ P (1 + 3 v - 2 7 » ) - (a - 7 + 7L")1 ; 

or, quand 7 var ie de o à - , le t r i n ô m e 2 — 7 + 7 ' ne peu t descendre au-

dessous de I . / 5 , e t le t r i nôme 1 + 3 7 — 2 7 3 ne p e u t devenir supérieur 

à 2 ; comme, d 'un a u t r e côté, (3 n e dépasse pas la quant i té entre cro

che ts res te négat ive, ainsi que , dans les m ê m e s limites de 7 . Donc 

C est une fonction décro i ssan te de S et aussi de 7 , car (3 e t 7 entren: 

symét r iquemen t dans cet te fonc t ion; c ' e s t - à -d i re q u e , pour la charge, uni-
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forme comme pour la charge c o n c e n t r é e , le m a x i m u m du moment fléchis

sant vers le milieu de la travée décroît à mesure que la continuité de la 

poutre perfnet davantage d ' a s s i m i l e r à des encastrements les d e u x appuis 

de cette travée. 

L'hypothèse ( 3 — y — o d o n n e le m a x i m u m de C , égal à o , i 2 5 ; l ' hypo-

theso S _ 7 = - donne le m i n i m u m , égal à 0 , 0 4 1 7 , soit à — - Les diverses 

valeurs intermédiaires se t r o u v e n t d 'ai l leurs dans le tableau c i -dessous . 

T a b l e a u d e s v a l e u r s d e C . 

V A L E U R S D E C P O U R S 

VALEURS 

de y. 

0,0 0,1 0,2 0 ,3 0,4 0 , 5 

0,0 O , 1 2 5 0 0 , r 1 2 8 0 , 1 0 1 3 o , o g o 3 0 , 0 8 0 0 0 , 0 7 0 3 

0,1 0 , 1 1 2 8 O , I 0 2 3 0 , 0 9 2 3 . 0 , 0 8 2 5 o , o 7 3 4 0 ,0 (1 /17 

0,2 0 , ï o i 3 0 , 0 9 , 2 2 o,o833 0 , 0 7 4 8 0 , 0 6 6 7 o , o 5 9 o 

0,3 o , o g o 3 0 , 0 8 2 a 0 , 0 7 4 8 0 , 0 6 7 3 0 , 0 6 0 1 0 , o 5 3 2 

0,4 0 , 0 8 0 0 o , o 7 3 4 0 , 0 6 6 7 0 , 0 6 0 1 o,o536 0 , 0 / 1 7 4 

0 ,5 0 , 0 7 0 3 0,06/17 0 , o 5 y o o , o 5 3 2 0 , 0 4 7 / , 0 , 0 4 1 7 

Nous pouvons main tenan t former sans pe ine le tableau qui indique le 

plus grand des trois coefficients A', B' , C . Nous le donnons c i -après , en 

soulignant les nombres qui p rov iennen t soit de A', soit de B ' . 

(K') T a b l e a u i n d i q u a n t l e p l u » g r a n d d e s t r o i s c o e f f i c i e n t s A ' , P.', C ; . 

VALEURS 

de y. 

VALEUR D U P L U S G R A N D D E S T R O I S C O E F F I C I E N T S A ' , B ' , C , 

. POUR (B = 
VALEURS 

de y. 

0,0 0,1 0 /2 0,3 0,4 0,5 

0,0 O , I 2 5 o O j ï 1 2 8 0 , i o i 3 o :op,o3 0 , 1 0 0 0 O , 1 2 5 0 

0,1 0 , 1 1 2 8 O , 1 0 2 3 0 / 0 8 2 5 o,on38 0 , 1 1 S/) 

0,2 0 , 1 0 1 3 0 , 0 9 2 2 o ,o833 0 . 0 7 4 8 0 , 0 8 7 0 O , I ] r I 

0,3 

0,4 

0 , 0 9 0 3 

O , I O O O 

0 j 0 S 2 5 

0 ,og38 

0 , 0 7 ^ 8 

0 , 0 8 7 0 

0 , 0 6 7 3 0 , o 7 g 5 

0 . 0 7 1 4 

0 , io?9 

0 , 0 9 3 s 

0 ,5 O, I25o 0 , 1 1 8 / , 0 , 1 1 1 1 0 , 1 0 2 9 o,og38 o ,o833 
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On voit que C l ' empor te s u r A' e t s u r B' , tant que le p lus fort des 

n o m b r e s 6 e t 7 no dépasse pag o,3 ; au c o n t r a i r e , A' ou B' l 'emporte sur C, 

q u a n d l 'un des n o m b r e s S ou 7 a t te in t 0 , 4 . P o u r dé t e rmine r le point 

exact où le c h a n g e m e n t s 'opère , supposons S > 7 ; a lors on aura A '>B ' 

e t en égalant A' à C on t rouve ra l ' équat ion 

S ( I - 7 ) = ^ ( i - P ) ( I - 7 ) + 8

i ^ - r 

qui , pou r c h a q u e va leur de 7, f ou rn i r a la valeur de S correspondant au 

changemen t de C en A' dans le tableau c i -dessus . On obtient de cette 

m a n i è r e les r é su l t a t s su ivants : 

7 = 0,0, 0,1, 0,2, o ,3 . o , 3333 . . . , 

6 = o,3432, o ,3388 , o ,3354, o ,3335 , o , 3333 . . . , 

A' = C ' = o ,o858, 0,0789, 0,0719, 0,0649, 0 ,0623. . . . 

Le changement en ques t ion a donc lieu quand lo p lus fort des nombres 5 

ou 7 a t t e in t u n e l imite , var iable à la r i g u e u r avec l ' au t re , mais toujours 

peu éloignée de, ^ ; la l imite est exac tement c o m m e le mont re la der

n iè re équa t ion , en supposan t S = 7. 

Dans le cas par t icu l ie r où l 'on charge une t ravée de r ive, on a déjà vu 

plus ieurs fois qu ' i l faut faire S = o ou 7 = 0; les résu l ta t s relatifs à ce 

cas f igurent donc dans les tab leaux n u m é r i q u e s p récéden t s . 

22 . Comparaison des moments de flexion, maxima, dans les deux cas 

d'ime charge uniformément répartie sur une travée, ou concentrée en an 

seul point de la même travée. — On suppose d 'abord qu 'une charge con

cen t r ée Q agisse en un point a r b i t r a i r e m e n t choisi s u r la pou t re ; puis, 

q u e ce t te cha rge soit t ransformée en une au t r e p a , de même intensité, 

ma i s un i formément répar t i e sur la m ê m e t ravée que la première ; on de

m a n d e do c o m p a r e r en t re eux les p lus g rands m o m e n t s de flexion qui se 

p rodu i sen t dans les deux cas . 

Les maxima dont, il s 'agit on t été é tudiés en détai l aux n r a 16 et 2t.La 

c h a r g e Q é tan t p lacée de la man iè re la p lus défavorable à la résistance, 

s ans sor t i r d ' une m ê m e t r avée , on a r ep résen té les moments maxims 

qu 'e l le p rodu i t p a r 

A , Q a , B ^ a , C , Q a ; 

ceux que produi t la charge uniforme ont é té représentés (n° 21) par 

k ' p a 1 , B'pa11, C p a 2 , 

et comme l 'énoncé de la quest ion suppose Q = p a , il faudra simplement 
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comparer A„ B | ; C, avec A' , B'. C . La compara i son pou r r a i t se faire 

entre moments de flexion homologues , c 'es t -à-dire q u ' o n m e t t r a i t en pa

rallèle A, avec A', B, avec B', C, avec C ; mais pour la conséquence p ra 

tique à tirer de cet te d iscuss ion, il suffira de choisir dans c h a q u e groupe 

le plus fort coefficient, e t de voir quel c h a n g e m e n t il ép rouve en passant 

d'un groupe à l 'autre. Ce p lus fort coefficient dans chaque groupe a é té 

calculé pour une série de va leurs a t t r i b u é e s aux a r g u m e n t s S e t 7 ; on en 

a donné le tableau (K) au n° dO, et le tab leau (K') au n° 2 1 . Il n e res te 

qu'à diviser les nombres du p remie r pa r ceux du second, e t l 'on obt ient 

les résultats dont voici le tableau : 

T a b l e a u i n d i q u a n t l e r é s u l t a t d e l a d i v i s i o n d e s n o m b r e s ( K ) 

p a r l e s n o m b r e s ( K ' ) . 

VALEURS 

(le 

VALEURS nu QUOTIENT POUR (3 — 

VALEURS 

(le 

0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 

0,0 2 ,00 2 , û 6 2 , 1 2 2 , 21 1,86 1 ,54 

0,1 2,C]6 2 , 1 1 2 , 1 8 2 , 2 7 , , 8 , 1 ,56 

0,2 2 , 1 2 2 , l 8 2 , 2 5 2 , 3 4 1 ,88 1,58 

0 ,3 2 ,21 2 , 2 7 2 , 3 4 2 , 4 3 • > 9 a 1,62 

0,4 1,86 . , 8 7 1 ,88 1,92 2 , 0 0 1,68 

0,5 i , 5 / ( 1,56 i , 5 8 1,62 1 ,68 i , , 8 

Il est donc constaté q u e le rappor t ^ u P ^ u s g rand m o m e n t p r o 

duit par une charge concen t rée , à celui qu 'e l le produi ra i t en la répar t i s -

saut uniformément su r la m ê m e t r avée , ne demeure pas cons tan t , mais 

qu'il varie avec les n o m b r e s (3 et 7 de la t r avée . Sa p lus pet i te valeur 1 , 5 4 

répond au cas où l 'un de ces n o m b r e s es t o et l 'autre ^ > ce qui signifie 

que la travée devrait ê t re encas t rée p a r u n bou t et n 'avoir à l 'autre qu 'un 

simple appui d 'ex t rémi té . Quan t à la va l eu r la plus forte, elle n e figure 

pas dans lo tableau, pa r co qu 'on n ' a p a s fait c ro î t re p et 7 pa r différences 

assez faibles. Pour la t rouver , sans aborder une discussion a lgébr ique t r è s -

minutieuse et d'ail leurs peu i n t é r e s san t e , on regardera comme suffisam

ment établi par le calcul n u m é r i q u e du tableau ci-dessus : 

1° Que le rapport v a e n croissant avec [3 et 7 , à pa r t i r de p — o, 

7 = 0 ; 
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2° Qu'il commence à décro î t re à l ' ins tant où C cesse d 'ê t re le plus 

g rand des t ro is coefficients A', B', C . 

On r e p r e n d r a en conséquence les g roupes de va leurs 

7 — o, 0 , 1 , 0 ,2 , o , 3 , o , 3 3 3 3 . . . , 

6 = o ,3432, o ,3388, o ,3354, o ,3335, o , 3 3 3 3 . . . , 

pour lesquelles C cesse de surpasse r A' et B', comme on l'a vu plus haut 

(n° 2 1 ) ; avec ces valeurs , C, l ' empor te su r A, et B, (n° 1 6 ) et devient 

o , i g 4 i , 0 ,1825, 0,1710, o , i 5 g g , o , i5Ga5, 

nombres dont les qua t r e p r e m i e r s ont été dédu i t s du tableau de C1 [nD 16, 

v, - S 

par in terpola t ion , tandis que le de rn i e r résu l te de la formule C, — -77—pr~ 

relat ive au cas de P = 7 ( n ° l G ) . Chercbant enfin lo quot ient de ces va

l eu r s de C, pa r celles de C qui r éponden t aux m ê m e s S ol 7 , savoir (n°16) 

o ,o858 , 0 ,078g, 0 ,071g, o ,o64g, 0 ,0625, 

on t rouve 

2,26 , 2 , 3 l , 2 . 38 , 2 ,46, 2 ,5o . 

La l imite supé r i eu re du rappor t fi3t donc 2 , 5 , ou le rapport de 5 à 2, 

Nous a r r ivons donc à conclure que, dans le cas le p lus défavorable, le 

momen t m a x i m u m produ i t par une cha rge concen t rée , variable de posi

tion en t re deux appuis consécut i f s , peu t a t t e ind re deux fois et demie le 

m a x i m u m produi t par une c h a r g e d é g a l a in tens i té , uniformément réparte 

su r la longueur en t i è re do la m ê m e t ravée . Ord ina i rement les construc

teurs a d m e t t e n t que le p r e m i e r m a x i m u m est double du second, par ana

logie avec ce qui se passe dans une pou t r e s implement appuyée à ses 

deux ex t r émi t é s . Quoiqu 'on fasse ainsi b o n m a r c h é de l'influence que, peu 

avoir la sol idari té mutue l le des t r avées , on voit qu' i l n ' en résul te pas d'er

r e u r bien g r a v e , pu i sque le r a p p o r t évalué un peu arbitrairement à 1 

varie e n t r e les l imites e x t r ê m e s 1 ,54 e t 2 ,5o , su ivant les diverses lon

gueur s que p r é s e n t e n t les t ravées s i tuées à droi te et à gauche de celle ou 

l'on place la cha rge . Toutefois, q u a n d il s 'agit do t ransformer une charge 

concen t r ée en c h a r g e uni forme équiva len te (au poin t de Yue du moment 

de flexion m a x i m u m ) , nous pensons que les ingén ieurs devraient distin

guer les cas d 'une p o u t r e à deux appuis s imples et d ' u n e poutre à plu

sieurs t ravées so l ida i res : dans le p remie r , ils conservera ien t le coefficients: 

mais , dans le second, s'ils ne voula ient pas d é t e r m i n e r exactement celti 

qui convient à chaque t ravée de leur p o u t r e , ils pour ra ien t prendre 2,i 

De ce t t e m a n i è r e ils se ra ien t à l 'abri de toute cr i t ique , du moins erre 

qui concerne le calcul de la l imi te supé r i eu re des m o m e n t s fléchissant 
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Les §§ II et III contiennent, sur les effets propres d'une charge concen
trée ou d'une charge uniformément distribuée le long d'une travée unique, 
une série de propositions qui semblent avoir déjà, par elles-mêmes, un 
certain intérêt; mais notre but principal, en les donnant, était de préparer 
l'exposition du § IV ci-après qui, joint au g I, forme une tljéorie générale 
des moments de flexion dans une poutre à plusieurs appuis disposés d'une 
manière quelconque. 

§ IV. - - Courbes enveloppes des moments. 

23. Définition de la charge permanente et de la surcharge 

d'une poutre. — La p r i n c i p a l e app l i ca t i on q u ' o n ait faite d e s 

poutres à p l u s i e u r s t r avées so l ida i r e s a é t é l e u r e m p l o i d a n s 

les ponts m é t a l l i q u e s d e s t i n é s au pas sage d ' u n e vo i e f e r r é e ; 

ce sont les p o u t r e s do c e t t e e s p è c e q u e n o u s a u r o n s p r i n c i p a 

lement en v u e d a n s la s u i t e d e ce t o u v r a g e , b i e n q u e n o s for

mules et ca lculs p u i s s e n t s ' a p p l i q u e r à d ' au t r e s cas . Or c e s 

poutres do iven t ê t r e s o u m i s e s : 

i° A u n e cha rge p e r m a n e n t e u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e s u r l e u r 

longueur e n t i è r e , c o m p r e n a n t , o u t r e le p o i d s p r o p r e d e la 

pièce, celui du p l a n c h e r et d e la v o i e ; 

2 ° A des s u r c h a r g e s a c c i d e n t e l l e s c o u v r a n t e n t i è r e m e n t u n e 

ou p lus ieurs t r a v é e s cho i s i e s c o m m e on v o u d r a , ces s u r c h a r g e s 

ayant tou jours u n e r é p a r t i t i o n u n i f o r m e s u r l e s t r avées q u ' e l l e s 

embrassent . 

Nous n o m m e r o n s p et p' l e s p o i d s , pa r m è t r e c o u r a n t , de 

la charge p e r m a n e n t e et d e s s u r c h a r g e s . N o u s c o n t i n u e r o n s 

encore à s u p p o s e r q u e les a p p u i s d o n n e n t u n e fixité c o m p l è t e 

aux poin ts c o r r e s p o n d a n t s de la fibre m o y e n n e p r i m i t i v e . 

Que la charge p e r m a n e n t e soi t u n i f o r m é m e n t d i s t r i b u é e , 

c'est un fait q u e n o u s n ' a v o n s pas à d i s c u t e r et qu i r é su l t e d e s 

conditions m ê m e s d e la c o n s t r u c t i o n , n o t a m m e n t de ce q u e le 

poids de la vo ie est u n i f o r m e , a ins i q u e ce lu i du p l a n c h e r , d e s 

ent re to ises , e t c . 

Mais la s u r c h a r g e c o n s t i t u e l ' é p r e u v e ex igée dans l ' i n t é r ê t d e 

la sécur i té p u b l i q u e , et l 'on e s t ma î t r e de la modi f i e r a r b i t r a i 

rement . Par q u e l l e s ra i sons l 'a-t-on d o n c c o m p o s é e c o m m e 

nous v e n o n s de l e d i r e? P o u r q u o i sa r é p a r t i t i o n e s t - e l l e u n i 

forme, et p o u r q u o i e m b r a s s e - t - e l l e t o u j o u r s des t r avées corn-

I I I . 6 
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p l è t e s , fo rman t u n e s u i t e c o n t i n u e , ou s é p a r é e s par des travées 

sans s u r c h a r g e , à la v o l o n t é d e ce lu i q u i fait l ' é p r e u v e ? Ce 

son t là des q u e s t i o n s q u e n o u s a l lons e x a m i n e r br ièvement . 

D ' abord l ' un i fo rmi t é de la r épa r t i t i on se jus t i f ie par la nature 

des charges* pas sagè re s qu i d o i v e n t f ranchir le p o n t et en vue 

d e s q u e l l e s il a é t é c o n s t r u i t . Les convo i s de voyageurs ou de 

m a r c h a n d i s e s n ' o n t pas u n p o i d s r i g o u r e u s e m e n t cons tan t par 

u n i t é de l o n g u e u r ; m a i s cela ex i s t e d ' u n e m a n i è r e suffisam

m e n t a p p r o x i m a t i v e . T o u t au p l u s pou r r a i t - on ob jec t e r le poids 

c o n s i d é r a b l e de c e r t a i n e s l o c o m o t i v e s à m a r c h a n d i s e s , qui, 

par l e u r e x c é d a n t de p o i d s c o m p a r a t i v e m e n t aux w a g o n s , for

m e n t c o m m e u n e c h a r g e c o n c e n t r é e , en t ê t e du c o n v o i . Pour 

en t e n i r c o m p t e d ' u n e m a n i è r e l a rge , o n mul t i p l i e r a cette 

charge c o n c e n t r é e par 2 , 5 (n° 22 ), et a lo r s on la considérera 

c o m m e u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e . 

L e s c o n v o i s , d o n t la l o n g u e u r es t var iable e n t r e dés limites 

assez é c a r t é e s , p e u v e n t s ' é t e n d r e , soi t s u r u n e t r a v é e , soit sur 

d e u x , soi t su r u n p lus g rand n o m b r e . Il est vrai qu ' i l s n'ont 

pas d e d i s c o n t i n u i t é , t and is q u e la s u r c h a r g e définie p lus haut 

p e u t p r é s e n t e r u n e ou p l u s i e u r s fois des g r o u p e s d e travées 

c h a r g é e s , s é p a r é e s les u n e s d e s a u t r e s p a r d e s t r avées vides. 

En i m p o s a n t a insi l ' é p r e u v e de q u e l q u e s c o m b i n a i s o n s de sur

charge q u i n e se r é a l i s e r o n t pas en p r a t i q u e , on oblige les 

c o n s t r u c t e u r s de d o n n e r à l e u r s p o n t s u n cer ta in excès de 

stabi l i té , faible i n c o n v é n i e n t si l ' e x c è s n ' e s t pas l u i -même trop 

g r and ; or c 'es t là u n p o i n t d o n t la d é m o n s t r a t i o n complète 

offrirait q u e l q u e s diff icul tés , m a i s q u ' a d m e t t r o n t sans peine 

les p e r s o n n e s e x e r c é e s au calcul d e s p o u t r e s . 

Enf in , n o u s d e v o n s e n c o r e n o u s d e m a n d e r p o u r q u o i la sur

charge d ' é p r e u v e e m b r a s s e t o u j o u r s d e s t r a v é e s en t iè res et 

n o n des f ract ions d e t r a v é e . 

Q u e l l e q u e so i t la s u r c h a r g e , on p e u t t o u j o u r s la regarder 

c o m m e c o m p o s é e d ' u n e inf in i té d e p o i d s é l é m e n t a i r e s , pro

p o r t i o n n e l s a u x l o n g u e u r s q u ' i l s r e c o u v r e n t , et l ' on doit se 

r é s e r v e r d e cho i s i r l e u r s p o i n t s d ' app l i ca t ion de la manière la 

p lu s défavorable à la s t ab i l i t é , afin q u e l ' é p r e u v e soit aussi 

c o n c l u a n t e q u e p o s s i b l e . P a r m i t o u s les p o i d s élémentaires, 

les u n s p r o d u i r o n t , en u n e s e c t i o n d é t e r m i n é e de la p o u t r e , des 
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moments f léchissants posi t i fs , l es a u t r e s d e s m o m e n t s négat ifs 

(n° 13); de so r t e q u e les m o m e n t s p r o d u i t s d a n s la s ec t i on 

dont il s'agit, pa r t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s p o s s i b l e s d e s u r 

charge, var ie ron t e n t r e d e u x l i m i t e s , l ' u n e pos i t i ve , l ' au t r e 

négative. Ces d e u x l i m i t e s s o n t u t i l e s à c o n n a î t r e p o u r v é r i 

fier la stabil i té du p o n t , et m ê m e , q u a n d la p o u t r e a u n e s e c 

tion symé t r ique r e l a t i v e m e n t à l ' h o r i z o n t a l e de s o n c e n t r e de 

gravité, la p lus g r a n d e d e s d e u x suffit; q u a n t a u x v a l e u r s i n 

termédiaires, e l les n e s e r v e n t a b s o l u m e n t à r i e n . On do i t d o n c 

laisser de cô té , c o m m e s u p e r f l u e s , t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s de 

surcharge qu i n e d o n n e r a i e n t pas l ' u n e d e s l i m i t e s . Or , on a 

vu(n" 13) q u e si l 'on c h o i s i t u n p o i n t M d a n s u n e t r avée ( T ) , 

tous les po ids p lacés d a n s u n e a u t r e t r avée ( T ' ) p r o d u i r o n t en 

M des m o m e n t s f léchissants ayan t t o u s le m ê m e s i g n e ; ces m o 

ments s ' a d d i t i o n n e r o n t d o n c e n t r e eux q u a n d la s u r c h a r g e (1") 

sera c o m p l è t e , et d o n n e r o n t u n total a r i t h m é t i q u e m e n t p l u s 

grand q u e si e l le n e l ' é ta i t p a s . D o n c : 

i" Chacune des deux limites du moment de flexion, en un 

point appartenant à une travée ( T ) , ne peut répondre qu'à 

une combinaison de surcharge dans laquelle toutes les travées 

autres que ( T ) seraient ou complètement surchargées, ou com

plètement privées de surcharge. 

Quand on c o n s i d è r e l ' ac t ion d 'un po ids va r i ab le de pos i t ion 

dans la t ravée ( T ) s e u l e m e n t , o n s a i t ( n ° 14) q u e le m o m e n t 

de flexion a u n s igne d é t e r m i n é aux p o i n t s e x t r ê m e s de c e l t e 

travée et dans u n e c e r t a i n e r ég ion c e n t r a l e q u e n o u s avons 

signalée. D o n c : 

2 ° Si le point M est sur l'un des appuis qui terminent la 

travée {T) ou dans ladite région centrale, chacune des deux 

limites du moment de flexion en M ne pourra répondre qu'à 

une combinaison de surcharge dans laquelle ( T ) serait ou 

complètement ou pas du tout surchargée. 

L'usage a d o p t é de n e s ' o c c u p e r q u e des s u r c h a r g e s s ' é t e n -

dant sur des t r avées e n t i è r e s , e t n o n s u r des f ract ions d e t r a 

vée, est donc en par t ie jus t i f i é . Mais n o u s s o m m e s forcé de 

reconnaî tre qu ' i l n e l'est, pas c o m p l è t e m e n t . Le po in t M p e u t 

être t e l l ement s i t u é dans ( T ) , q u e les d ive r s p o i d s é l é m e n t a i r e s 

de c e t t e t r a v é e p r o d u i r o n t en M, les u n s des m o m e n t s posi t i fs , 

6. 
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l e s a u t r e s des m o m e n t s négat i f s . A l o r s , si l 'on v e u t chercher 

la l i m i t e p o s i t i v e , pa r e x e m p l e , il es t c la ir q u e p a r m i ces poids 

é l é m e n t a i r e s on devra i t c o n s e r v e r s e u l e m e n t les premiers , 

t and i s qu ' i l faudra i t l e s e n l e v e r t o u s p o u r n e ga rde r q u e les 

s e c o n d s , s'il s 'agissai t d 'avoir la l i m i t e n é g a t i v e . Dans les deux 

cas, la travée ( T ) serait incomplètement surchargée. 

Ains i d o n c , afin de p r o c é d e r a v e c r i g u e u r , on se trouverait 

parfois c o n d u i t à r e c h e r c h e r l e s l i m i t e s de pos i t i on en t r e les

q u e l l e s p e u t agi r u n p o i d s , dans u n e t r a v é e , p o u r d o n n e r lieu, 

en ce r t a in s p o i n t s de la m ê m e t r a v é e , à des m o m e n t s de signe 

d é t e r m i n é à l ' a v a n c e . C'est la q u e s t i o n q u e n o u s avons men

t i o n n é e à la fin d u n ° l i ; sa s o l u t i o n n e d é p e n d r a i t toujours 

q u e d ' é q u a t i o n s d u s e c o n d d e g r é à u n e s e u l e inconnue . 

M a l h e u r e u s e m e n t ce se ra i t u n e c o m p l i c a t i o n n o u v e l l e ajoutée 

à d e s ca lcu ls déjà p a s s a b l e m e n t l o n g s , et l es c o n s t r u c t e u r s ne 

l ' a c c e p t e r a i e n t s a n s d o u t e q u ' a v e c r é p u g n a n c e . C o m m e l'hypo

t h è s e de la s u r c h a r g e c o m p l è t e d e s t r a v é e s e s t d ' a i l l eurs con

s a c r é e par de n o m b r e u s e s a p p l i c a t i o n s , sans q u ' o n y ait encore 

r e c o n n u d ' i n c o n v é n i e n t g r ave , e t q u e de p l u s , e n ma t i è re de 

ca lcu l s p r a t i q u e s , il faut savoi r de t e m p s e n t e m p s sacrifier un 

p e u d e r i g u e u r à la s i m p l i c i t é , n o u s n o u s d é c i d o n s à adopter, 

d a n s t o u t ce q u i va s u i v r e , l ' h y p o t h è s e en q u e s t i o n , malgré le 

v ice q u e n o u s v e n o n s de lu i r e c o n n a î t r e . 

24-. Définition des courbes enveloppes ; relation entre les 

deux limites du moment fléchissant produit par la surcharge 

en un point déterminé. — E n éca r t an t , c o n f o r m é m e n t à ce qui 

a é t é dit t o u t à l ' h e u r e (n° 2 3 ) , t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s de sur

c h a r g e s o ù e n t r e r a i e n t des f rac t ions d e t r a v é e s , il r e s t e encore, 

d a n s u n e p o u t r e à n t r a v é e s , à c o n s i d é r e r l es s u r c h a r g e s sur 

les g r o u p e s d e t r avées q u e voici : 
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I n d i c a t i o n d e s g r o u p e s d e t r a v é e s N o m b r e d e s c o m b i n a i s o n s 

q u i p o r t e n t l a s u r c h a r g e . d e c h a q u e g r o u p e . 

La pout re e n t i è r e n o n s u r c h a r g é e i 

La surcharge s u r u n e s e u l e t r a v é e n 

La surcharge s u r d e u x t r a v é e s — 
I . 2 

. , . . n [ n l ) ( n 9.) 
La surcharge s u r t ro i s t r a v é e s 

I . 2 . 3 

La surcharge s u r ( n — i ) t r a v é e s n 

La pout re e n t i è r e s u r c h a r g é e i 

Toutes ces c o m b i n a i s o n s r é u n i e s font u n total 

n ( n — il n ( n - — i ) [ n — 2 ) 
1 + » H - H - ^ '- -+-

n (n — 1 ) • • - (n — m - 4 - 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . m 

soit le d é v e l o p p e m e n t , par la f o r m u l e d u b i n ô m e , d e ( i + i)" . 

Il y aura d o n c 2" s u r c h a r g e s d i f fé ren tes , si l ' on c o m p r e n d p a r m i 

les cas poss ib les c e l u i o ù la s u r c h a r g e n e p o r t e r a i t s u r a u c u n e 

travée, ou 2 " — 1 en n e l e c o m p r e n a n t pas , ce qu i est é v i d e m 

ment indifférent p o u r le r é su l t a t d e s ca lcu l s sur la s tab i l i t é . 

Toutes ces c o m b i n a i s o n s , c o n s i d é r é e s c h a c u n e i s o l é m e n t e t 

abstraction faite d e la cha rge p e r m a n e n t e , d o n n e r o n t l i eu à 

autant de m o m e n t s de f lexion, en u n p o i n t q u e l c o n q u e de la 

fibre m o y e n n e ; e t t o u s ces m o m e n t s , c o m m e on l'a déjà dit , 

varieront e n t r e d e u x l i m i t e s , l ' u n e pos i t ive , l ' au t r e néga t ive . 

Le fait des d e u x l imi t e s de s i gne c o n t r a i r e se p r o d u i r a auss i 

bien quand on su r cha rge ra s e u l e m e n t d e s t r avées e n t i è r e s , q u e 

quand on pouva i t s u r c h a r g e r des fract ions q u e l c o n q u e s ; car 

tous les po ids m i s e n t r e d e u x appu i s consécu t i f s font na î t r e 

des m o m e n t s de s i gne d é t e r m i n é , en t o u t po in t d e la p o u t r e 

extérieur à ces a p p u i s , et ce s igne change quand les p o i d s f ran

chissent u n appu i (n° 1 3 ) ; en s u r c h a r g e a n t s u c c e s s i v e m e n t 

deux t ravées c o n t i g u ë s on est d o n c s û r d e faire c h a n g e r le 
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( * ) C e l l e d é m o n s t r a t i o n e x i g e q u ' i l y a i t a u m o i n s d e u x t r a v é e s , s o i t il droite;, 

s o i t à g a u c h e d e c e l t e o ù l ' o n c h e r c h e l e s l i m i t e s d e s m o m e n t s fléchissants : 

e l l e s e r a i t d o n c e n d é f a u t p o u r l a p o u t r e à d e u x t r a v é e s , e t p o u r l a travée 

c e n t r a l e d o l a p o u t r e à t r o i s t r a v é e s . 11 s e r a i t f a c i l e d e l a c o m p l é t e r dans ce 

d e r n i e r c a s ; d a n s l e p r e m i e r , o n n e p o u r r a i t l e f a i r e q u e p a r t i e l l e m e n t . Nous 

n e c r o y o n s p a s d e v o i r n o u s a r r ê t e r à e e s d é t a i l s , d ' a b o r d p a r c e q u e le f.iit 

é n o n c é i m p o r t e a s s e z p e u , a u f o n d , p o u r l a s u i t e d e n o s r a i s o n n e m e n t s ; ensuite 

p a r c e q u e , à l a r i g u e u r , x o n p e u t l e r e n d r e t o u j o u r s v r a i e n c o n s i d é r a n t une 

s u r c h a r g e n u l l e , p r o d u i s a n t p a r t o u t d e s m o m e n t s n u l s , a u x q u e l s o n p e u t indif

f é r e m m e n t a t t r i b u e r l e s i g n e -f- o u l e s i g n e — , s a n s q u ' i l p u i s s e e n résulter 

i c i a u c u n e e r r e u r . S i d o n c o n a v a i t e n c e r t a i n s p o i n t s d ' u n e p o u t r e à dpw 

t r a v é e s d e s m o m e n t s t o u j o u r s p o s i t i f s ( c e . q u i p e u t a r r i v e r ) , u n m o m e n t mil 

j o u e r a i t l e r ô l e d e l a l i m i t e n é g a t i v e . 

s igne du m o m e n t de flexion en t o u t p o i n t s i t ué au dehors de 

ces t r avées (*). 

I m a g i n o n s m a i n t e n a n t q u ' e n c h a q u e p o i n t de la fibre 

m o y e n n e on é l è v e d e u x o r d o n n é e s , l ' u n e e n d e s s u s , repré

sen t an t la l imi te des m o m e n t s posi t i fs don t o n v i en t de parler; 

l ' au t re en d e s s o u s , r e p r é s e n t a n t la l imi te d e s m o m e n t s néga

t i fs ; p u i s , q u ' o n p r e n n e l e l i eu g é o m é t r i q u e des po in t s ainsi 

o b t e n u s . On aura deux c o u r b e s , o u p l u t ô t , c o m m e on le verra 

u l t é r i e u r e m e n t , des c o n t o u r s m i x t i l i g n e s : c 'es t ce q u e nous 

n o m m e r o n s , su ivan t l ' u s age , les courbes enveloppes des mo

ments produits par la surcharge seule. L e n o m d'enveloppe 

doi t r a p p e l e r q u e t o u t e o r d o n n é e r e p r é s e n t a t i v e d 'un moment 

p r o d u i t pa r u n e s u r c h a r g e q u e l c o n q u e ( p a r m i ce l l e s que l'on 

p e u t avoir à c o n s i d é r e r ) t o m b e r a i t à l ' i n t é r i e u r du contour. 

Ces c o u r b e s e n v e l o p p e s n e son t pas p r é c i s é m e n t cel les dont 

on a b e s o i n d a n s la p r a t i q u e p o u r vérif ier la stabil i té de la 

p o u t r e . La cha rge p e r m a n e n t e , e n effet, agit t o u j o u r s simulta

n é m e n t avec t o u t e c o m b i n a i s o n de s u r c h a r g e , et les deux 

effets pa r t i e l s d o i v e n t se c u m u l e r a l g é b r i q u e m e n t , suivant le 

t h é o r è m e g é n é r a l r appe l é au n° 5 . Si donc, on cons t ru isa i t une 

t r o i s i è m e c o u r b e don t l es o r d o n n é e s r e p r é s e n t e r a i e n t les mo

m e n t s p r o d u i t s par la cha rge p e r m a n e n t e s e u l e , e t qu 'on fît. 

p o u r c h a q u e p o i n t , la s o m m e a l g é b r i q u e d e ses ordonnées et 

d e ce l l e s qu i a p p a r t i e n n e n t à l ' u n e o u l ' au t r e des deux courbes 

déjà c o n s t r u i t e s , on en o b t i e n d r a i t d e u x a u t r e s qu i seraient fa 

courbes enveloppes des moments produits par l'action simul

tanée de la charge permanente et des surcharges. 
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(*) Voir n o t r e Cours de Résistance des Matériaux, c h a p . Ï I I , § 3 , p . i p i e t 

SUIT. 

Les o r d o n n é e s d e s d e u x p r e m i è r e s c o u r b e s é t a i e n t t o u j o u r s 

de signe c o n t r a i r e ; m a i s c o m m e , p o u r en d é d u i r e ce l l e s d e la 

quatrième et d e la c i n q u i è m e , on l e u r a a jou té u n e m ê m e 

quantité, ces d e r n i è r e s p o u r r o n t ê t r e t an tô t de m ê m e s i g n e , 

tantôt de s ignes c o n t r a i r e s . Si l e s e c o n d cas se. p r é s e n t a i t e t s'il 

s'agissait d ' une p o u t r e à s ec t i on n o n s y m é t r i q u e r e l a t i v e m e n t 

à l'axe de flexion, il faudrai t l e s c o n n a î t r e t o u t e s d e u x ; ma i s 

si elles on t un m ê m e s i g n e , ou b i e n si la s y m é t r i e ex i s t e , il 

suffit de conna î t r e la p l u s g r a n d e des d e u x en v a l e u r a b s o l u e (*). 

C'est ce qu i arr ivera le p l u s o r d i n a i r e m e n t . Il faut d o n c c o n 

cevoir u n e s i x i è m e c o u r b e r e p r é s e n t a n t l es m o m e n t s l i m i t e s 

en valeur a b s o l u e . 

Voyons a c t u e l l e m e n t si l e s six c o u r b e s n ' a u r a i e n t pas e n t r e 

elles d 'autres r e l a t i o n s q u e ce l l e s q u i r é s u l t e n t e x p l i c i t e m e n t 

de leur défini t ion m ê m e . N o u s fe rons à cet égard les r e m a r q u e s 

suivantes, t o u t e s fort s i m p l e s , ma i s c e p e n d a n t t r è s - i m p o r 

tantes. 

Quand on v e u t avoi r , p o u r u n p o i n t M, la l i m i t e pos i t ive des 

moments d e flexion d u s à la s u r c h a r g e s e u l e , on do i t s u p p o s e r 

l'action s i m u l t a n é e de t o u t e s l e s s u r c h a r g e s p a r t i e l l e s s u r u n e 

travée u n i q u e , q u i , c o n s i d é r é e s i s o l é m e n t , p r o d u i r a i e n t au 

point M un m o m e n t posit if ; de m ê m e , l ' ac t ion s i m u l t a n é e des 

surcharges qui p r o d u i r a i e n t i s o l é m e n t des m o m e n t s négatifs 

au m ê m e po in t fourn i ra la l i m i t e n é g a t i v e . La r é u n i o n de ces 

deux c o m b i n a i s o n s fo rme é v i d e m m e n t la s u r c h a r g e su r la l o n 

gueur e n t i è r e d e la p o u t r e . 

Nous a p p e l o n s surcharges complémentaires ce l les qu i r é u 

nies o c c u p e n t t o u t e la l o n g u e u r de la p o u t r e , s ans se d o u b l e r 

d'ailleurs sur a u c u n e t r a v é e . Ains i , q u a n d t o u t e la p o u t r e s u p 

porte u n poids u n i f o r m e de p' k i l o g r a m m e s par m è t r e c o u r a n t , 

si l 'on en lève ce p o i d s d ' un ce r ta in n o m b r e d e t r a v é e s , l e p o i d s 

qui res te ( abs t r ac t ion faite d e la cha rge p e r m a n e n t e ) e t ce lu i 

qu'on a ô té son t d e u x s u r c h a r g e s c o m p l é m e n t a i r e s . M o y e n 

nant cet te déf in i t ion , et en n e c o n s i d é r a n t t o u j o u r s q u e les m o 

ments d u s à la s u r c h a r g e s e u l e , on p e u t dire q u e si une certaine 
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surcharge donne, pour un point de la poutre, la limite posi

tive des moments, la surcharge complémentaire donne l'autre 

limite. De là il sui t i m m é d i a t e m e n t , e n v e r t u du t h é o r è m e sur 

la s u p e r p o s i t i o n des effets (n° 5 ) , q u e la somme algébrique 

des deux limites en chaque point est égale au moment fléchis

sant produit par un poids uniformément réparti sur la poutre 

entière, le poids par mètre courant étant celui de la surcharge. 

L o r s q u e le po ids par m è t r e c o u r a n t d ' u n e ce r t a ine charge 

o u s u r c h a r g e var ie s e u l , la d i s t r i b u t i o n r e s t an t d 'a i l leurs la 

m ê m e , le t h é o r è m e s u r la s u p e r p o s i t i o n m o n t r e d e su i te que 

les m o m e n t s d e flexion v a r i e n t p r o p o r t i o n n e l l e m e n t . Donc , en 

multipliant par —t la somme algébrique des deux moments 

fléchissants limites dus à la surcharge seule, on aura le mo

ment dû à la charge permanente. 

P o u r e x p r i m e r a l g é b r i q u e m e n t ce r é s u l t a t , n o m m o n s : 

X l e m o m e n t f léchissant e n u n po in t q u e l c o n q u e , sous la 

s e u l e ac t ion de la c h a r g e p e r m a n e n t e , d o n t le p o i d s par mètre 

c o u r a n t e s t p; 

X ' , X " les l imi te s pos i t ive e t néga t ive d e s m o m e n t s fléchis

san t s , p o u r le m ê m e p o i n t , q u a n d on n e fait agi r q u e la sur

c h a r g e de p' k i l o g r a m m e s pa r m è t r e . 

Alors o n aura 

( i ) X = ( X ' - r - X " ) £ -

La c o n n a i s s a n c e d e s d e u x p r e m i è r e s c o u r b e s enveloppes 

e n t r a î n e d o n c ce l le d e la t r o i s i è m e c o u r b e , et par su i t e celle 

d e s q u a t r i è m e , c i n q u i è m e et s i x i è m e , e n v e r t u d e s définitions 

m ê m e s . Mais il y a p l u s . L ' o r d o n n é e de la s i x i è m e courbe 

s ' ob t i en t e n cho i s i s san t la p l u s forte v a l e u r a b s o l u e e n t r e les 

d e u x s o m m e s a l g é b r i q u e s 

X - f - X ' , X + X " ; 

or j e dis q u ' o n n ' au ra j a m a i s b e s o i n d 'e f fec tuer n u m é r i q u e 

m e n t la c o m p a r a i s o n , e t q u ' o n saura t o u j o u r s d ' avance , sans 

i n c e r t i t u d e , ce l le des d e u x q u e l 'on doi t p r e n d r e . En effet, 
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d'après l 'équat ion ( i ) , on a p o u r les va l eu r s d e s s o m m e s a l g é 

briques dont il s 'agit : 

' X - r - X ' = X ' - r - ( X ' + X " ) = £ , 

P 

X -+- X " = X " + ( X ' + X " ) £ ; 

d'un autre cô té X ' + X " p r e n d le s igne de X ' ou c e l u i d e X " , 

suivant que le p r e m i e r d e c e s m o m e n t s l ' e m p o r t e s u r l ' a u t r e 

en valeur abso lue , o u l u i es t i n f é r i e u r . D o n c , si X ' d é p a s s e X " , 

abstraction faite du s i g n e , X - t - X ' l ' e m p o r t e r a de m ê m e s u r 

X + X"; car, dans la p r e m i è r e s o m m e , l e s d e u x t e r m e s o n t 

même signe et s o n t , l ' un égal , l ' au t re p l u s g r a n d a r i t hmé l i -

quement, devan t l e s t e r m e s h o m o l o g u e s d e la s e c o n d e . L e 

contraire ar r ivera i t si la v a l e u r a b s o l u e de X " l ' e m p o r t a i t s u r 

celle de X ' . Dans t o u s les cas on vo i t q u e : 

La limite en valeur absolue des moments de flexion, pour 

un point quelconque de la poutre, est égale à la somme des 

valeurs absolues que prennent en ce point : i° le moment de 

flexion produit X par la charge permanente; 2 0 celui des deux 

moments limites X ' , X " , dont le signe est le même que celui 

du moment X . 

Tout se r é d u i t d o n c à la r e c h e r c h e d e s l imi t e s X ' , X " , q u e 

nous allons b i e n t ô t e n t r e p r e n d r e . N o u s avons b e s o i n a u p a r a 

vant de r appe le r , avec q u e l q u e s d é v e l o p p e m e n t s u t i l e s p o u r la 

question ac tue l l e , d i v e r s e s p r o p o s i t i o n s d é m o n t r é e s dans les 

II et I I I . 

25. Moments fléchissants produits, dans une travée déter

minée, par la surcharge d'une travée unique, de rang quel

conque. — C o n s i d é r o n s t o u j o u r s u n e p o u t r e à n + i a p p u i s 

désignés par 

A 0 , A i , A 2 , A 3 , . . . , A n _ i , A n ; 

supposons q u ' u n e s u r c h a r g e d e / / k i l o g r a m m e s par m è t r e cou

rant agisse s u c c e s s i v e m e n t su r c h a q u e t r a v é e , e n c o u v r a n t 

toute sa l o n g u e u r ; n o u s a u r o n s ainsi n cas p a r t i c u l i e r s d e s u r 

charge, q u e n o u s d i s t i n g u e r o n s e n t r e e u x par d e s n u m é r o s 
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i d e n t i q u e s à c e u x d e s t r avées s u r c h a r g é e s , c o m m e il suit 

s u r c h a r g e s u r À 0 A, cas n° i , 

» A.Aj cas n° 2 , 

» AjA.,. . . . . cas n° 3 , 

» A„_, A „ . . . . cas n" n. 

P r e n o n s m a i n t e n a n t u n e t r a v é e A m _ , A „ , et voyons ce que 

d o i v e n t y ê t re l e s m o m e n t s d e flexion dans c h a c u n de ces n cas 

p a r t i c u l i e r s , en faisant abs t r ac t i on d e la cha rge permanente . 

I l es t clair q u ' o n a r r ive ra t o u j o u r s à les d é t e r m i n e r par les 

f o r m u l e s et p r o c é d é s du § I I I , p u i s q u ' o n a u n e charge uni

f o r m e s u r u n e s e u l e t r a v é e ; il n 'y aura qu ' à change r p en p'. 

S u p p o s o n s d ' abo rd un cas don t le n u m é r o diffère de m; ce 

sera ce lu i q u ' o n a é t u d i é au n° 19 . On se r a p p e l l e q u e les mo

m e n t s d e flexion dans A M _ , A m s on t , p o u r c h a q u e cas , une fonc

t ion l i n é a i r e d e l ' absc i s se , c ' e s t - à - d i r e q u e l e u r ligne repré

s en t a t i ve es t u n e l igne d r o i t e . Si l 'on n o m m e : 

X m _ , e t X m l es m o m e n t s de f lexion s u r l es a p p u i s A m _, et A„; 

a la l o n g u e u r d e la t r a v é e ; 

x la d i s t ance d 'un p o i n t q u e l c o n q u e de À m _, A m à l'origine 

A 

S et y les d e u x n o m b r e s a insi d é s i g n é s a u n° 9, se rapportant 

s p é c i a l e m e n t à la t r avée A „ _ , A m ; 

La fonc t ion l i néa i r e d o n t il s 'agit sera (n° 1), a t tendu que 
•Jf{x) — 0, 

X;n— I - r f X m X , 7 i _ i 1 ; 

a 

le r a p p o r t de X m _ , à \ m s e ra d ' a i l l eurs — ¡3, ou — s u i v a n t 

q u e le cas par t i cu l ie r d e s u r c h a r g e aura u n n u m é r o k plus grand 

ou p lus pe t i t q u e m. L e s n — i d r o i t e s r e p r é s e n t a t i v e s de l'ex

p r e s s i o n p r é c é d e n t e f o r m e n t d o n c d e u x faisceaux concourants 

en d e u x s o m m e t s B et C [fig. 6, Pl. A, ti la fin du volume), dont 

les d i s tances r e s p e c t i v e s a u x a p p u i s A m _ i , A n on t pour valeur 
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X I 

X „ _ , - f - ( X m — X„_, ) - ~ - - p ' x{a — x ) . 

le sommet B se r a p p o r t e à k~^> m, l e s o m m e t C à h <^m. L e s 

diverses droi tes p o r t e n t d ' a i l l e u r s s u r la f igure d e s i n d i c e s q u i 

nous serviront à l es d é s i g n e r , e t q u i n e s o n t a u t r e s q u e les 

cas de surcharge c o r r e s p o n d a n t s . 

Quand on su r cha rge ra la (m - + - 1 )''"' t r a v é e , il y au ra e n A m 

un moment de f lexion positif , de s o r t e q u e la d r o i t e » 1 + 1 

aura ses o r d o n n é e s p o s i t i v e s d a n s l ' in te rva l le A „ B , n é g a t i v e s 

dans l ' intervalle B À ^ , . P o u r l e s d r o i t e s 

m-\-3, m 5 , m - t - 7 , m - + - g , . . . , 

ce sera la m ô m e c h o s e , car on sa i t q u e si la cha rge va r ie d e 

position hor s d ' u n e t r a v é e , les m o m e n t s de c e t t e t r a v é e chan

gent de signe t o u t e s l e s fois q u ' e l l e f ranchi t u n n o u v e l a p p u i , 

d'où il suit q u e le s i gne r e s t e le m ê m e q u a n d e l le en f ranchi t 

deux. Au con t ra i re , e t par la m ê m e r a i son , l e s d r o i t e s 

m - 1 - 2 , 7 7 1 - 1 - 4 , 7 7 1 - 1 - 6 , /71 - 4 - 8 , . . . 

auront leurs o r d o n n é e s n é g a t i v e s dans l ' in te rva l le A„,B, p o s i 

tives dans BA r a _, . On r e c o n n a î t r a d ' u n e m a n i è r e t o u t e s e m b l a b l e 

que les d ro i tes 

771 I , 771 3 , 771 5 , 771 ' ] , • • • 

ont des o r d o n n é e s p o s i t i v e s dans l ' i n t e rva l l e A r a _, C, néga t i ve s 

dans CA„, e t q u e l ' i n v e r s e a l i eu p o u r les d r o i t e s 

m—2, m — 4> m — 6, 7?i — 8 , . . . . 

Les s i tua t ions q u ' o n v i e n t d ' i n d i q u e r p o u r les d i v e r s e s 

droites sont r e p r é s e n t é e s dans la fig. &. N o u s n e n o u s s o m m e s 

d'ailleurs n u l l e m e n t p r é o c c u p é des r e l a t i ons de g r a n d e u r q u e 

peuvent avoir les o r d o n n é e s r e l a t ives aux différents cas , et il 

serait inut i le d ' en p a r l e r ic i . 

Il ne n o u s r e s t e p lu s à m e n t i o n n e r q u e le miime cas de s u r 

charge, c ' e s t - à -d i r e c e l u i o ù la t r avée A m _ , A m e l l e - m ê m e es t 

surchargée. N o u s a v o n s é t u d i é ce cas en déta i l au n" 2 0 . On a 

vu que l ' express ion l i n é a i r e du m o m e n t d e flexion doi t ê t r e 

remplacée par l ' e x p r e s s i o n e n t i è r e et du s e c o n d d e g r é 
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La l igne r e p r é s e n t a t i v e d e v i e n t a l o r s u n e p a r a b o l e désignée 

p a r la l e t t r e m s u r la Jig. 6 ; ses o r d o n n é e s s o n t positives en 

h.m-i e t A m ; e l l e c o u p e t o u j o u r s l ' axe d e s absc i s se s en deux 

p o i n t s r é e l s D et F , s i t u é s , le p r e m i e r d a n s l ' i n t e rva l l e A ^ - i B , 

le s e c o n d d a n s l ' i n t e rva l l e A„C. 

N o u s s o m m e s m a i n t e n a n t e n m e s u r e d ' a b o r d e r d ' une ma

n i è r e t o u t à fait g é n é r a l e la r e c h e r c h e des m o m e n t s de flexion 

l i m i t e s X ' , X " , qu i p e u v e n t avoi r l ieu d a n s la t r avée Am_,A„, 

l o r s q u ' o n s u p p o s e p o s s i b l e s t o u t e s les c o m b i n a i s o n s , en nom

b r e q u e l c o n q u e , d e s n s u r c h a r g e s é l é m e n t a i r e s q u ' o n vient 

d e c o n s i d é r e r . Dans c e t t e r e c h e r c h e , la d iv i s ion des droites 

r e p r é s e n t a t i v e s en d e u x f a i sceaux , la s i t ua t i on d e la parabole 

e t des d ro i t e s r e l a t i v e m e n t à l ' axe des a b s c i s s e s , l 'ordre dans 

l e q u e l se s u c c è d e n t l es p o i n t s D , B, C, F o n t u n e importance 

cap i t a l e , et c 'es t p o u r cela q u e n o u s a v o n s c ru nécessa i re d'y 

r e v e n i r . 

2 6 . Recherche générale des courbes enveloppes des mo

ments dans une travée déterminée, sous l'action de la sur

charge seule. — Ces c o u r b e s se d é d u i s e n t b i e n simplement 

d e s p r o p o s i t i o n s r a p p e l é e s au n u m é r o p r é c é d e n t , combinées 

avec le t h é o r è m e s u r la s u p e r p o s i t i o n d e s effets des forces 

(n° 5 ) . 

S u p p o s o n s , par e x e m p l e , q u ' a p r è s avo i r chois i arbitraire

m e n t u n e t r avée A m _ , A m , e t c o n s t r u i t les n l i gnes représenta

t ives d e s m o m e n t s d e f lexion d u s aux n s u r c h a r g e s sur une 

s e u l e t r a v é e , on v e u i l l e avo i r la l i m i t e pos i t ive X ' , ou, ce qui 

r e v i e n t au m ê m e , sa c o u r b e e n v e l o p p e , e n t r e A m _ , et A„. On 

par t i ra d e l ' appu i A m _ , ; on p r e n d r a en ce po in t l'ordonnée 

A m _ , E d e la pa rabo l e m {fig- &), e t l ' on y jo ind ra toutes les 

o r d o n n é e s p o s i t i v e s 

Â ^ Ë 7 , A. - .E"" , A„_,E" ' , . . . , 

Affj_i6J, Am—i e , A M _ i e , . . . , 

d e s d ro i tes c o m p o s a n t l e s d e u x fa isceaux. L ' add i t i on de toutes 

c e s o r d o n n é e s fourni t la l i m i t e X ' en A m _ , : le momen t X' 

a insi o b t e n u se p rodu i r a i t , en effet, par la r é u n i o n des sur-
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(*) L ' i d é e , t r è s - h e u r e u s e s u i v a n t n o u s , d e d é t e r m i n e r l e s l i m i t e s X ' e t X . " e n 

c o m m e n ç a n t p a r c h e r c h e r l e s l i g n e s r e p r é s e n t a t i v e s d e s m o m e n t s p r o d u i t s p a r 

la s u r c h a r g e s u c c e s s i v e d e c h a c u n e d e s n t r a v é e s , p u i s c u m u l a n t e n c h a q u e 

p o i n t , s o i t t o u t e s l e s o r d o n n é e s p o s i t i v e s , s o i t t o u t e s l e s o r d o n n é e s n é g a t i v e s , 

a été é m i s e p o u r l a p r e m i è r e f o i s , à n o t r e c o n n a i s s a n c e , d a n s u n c o n c o u r s d e 

M é c a n i q u e a p p l i q u é e , p a r I\l. M a u r i c e L é v y , a l o r s é l è v e i n g é n i e u r d e s P o n t s e t 

C h a u s s é e s . I l s e s t d ' a i l l e u r s h o r n é à l ' e x p o s e r e n t e r n i e s s u c c i n c t s e t à e n f a i r e 

charges isolées qu i on t d o n n é l i eu aux d ive r s t e r m e s d e la 

somme; et t ou t e a u t r e c o m b i n a i s o n r é p o n d r a i t à u n m o m e n t 

positif m o i n d r e , p u i s q u e la modi f ica t ion aura i t p o u r effet n é 

cessaire, soit de s u p p r i m e r dans c e t t e s o m m e c e r t a i n s t e r m e s 

positifs, soit de lu i a d j o i n d r e d e s t e r m e s négat i f s . L o r s q u ' o n 

marchera ensu i t e su ivan t l 'axe A„_,A„,, il est clair q u e l e s 

ordonnées des m ê m e s l i g n e s , c u m u l é e s e n t r e e l l e s , d o n n e r o n t 

encore la l imi te X r , j u s q u ' à c e q u ' o n a r r ive au p r e m i e r p o i n t 

où l'axe A r a _ , A n es t c o u p é pa r l ' u n e q u e l c o n q u e d e s n l i g n e s 

représentatives. 11 y aura là, e n effet, u n passage d u posi t i f au 

négatif, si la l igne s é c a n t e e s t u n e d e c e l l e s déjà e m p l o y é e s , 

ou un passage i n v e r s e si c e t t e l igne é ta i t néga t i ve p r è s d e 

A„_i : dans le p r e m i e r cas , il faudrai t s u p p r i m e r son o r d o n n é e 

à partir de son i n t e r s e c t i o n a v e c A m _ , A r a ; dans l e s e c o n d , il 

faudrait au con t r a i r e l ' a jou te r . P a r t a n t de c e t t e i n t e r s e c t i o n , on 

ira de m ê m e j u s q u ' à la p l u s v o i s i n e , e n su ivan t l ' axe d e s 

abscisses ; là e n c o r e il y aura i n t r o d u c t i o n d ' u n e n o u v e l l e 

ligne ou s u p p r e s s i o n d ' u n e l igne p r é c é d e m m e n t e m p l o y é e . 

Et ainsi de su i t e , de p r o c h e en p r o c h e , on m a r c h e r a i t e n 

cumulant t o u j o u r s t o u t e s l es o r d o n n é e s p o s i t i v e s ; d e p l u s , 

comme on saura i t à q u e l l e s l ignes a p p a r t i e n n e n t c e s o r d o n 

nées, on pour ra i t avo i r , n o n - s e u l e m e n t l e u r s o m m e d é t e r m i 

née g r a p h i q u e m e n t , m a i s e n c o r e s o n e x p r e s s i o n a l g é b r i q u e 

en chaque p o i n t ( c ' e s t - à - d i r e l es é q u a t i o n s s u c c e s s i v e s d e s 

courbes ou d ro i t e s fo rman t le c o n t o u r e n v e l o p p e ) , en m ê m e 

temps que l e s c o m b i n a i s o n s c o r r e s p o n d a n t e s de s u r c h a r g e . 

On procédera i t d e m ê m e à l 'égard de la l i m i t e néga t i ve X " , 

qui répond t o u j o u r s , c o m m e o n sait , à la s u r c h a r g e complé

mentaire (n° 24) de ce l l e q u i e n g e n d r e la l imi t e pos i t ive X ' (*). 

Il est facile m a i n t e n a n t d ' i n d i q u e r d ' a v a n c e , p o u r c h a q u e 

point de la t r a v é e , l es c o m b i n a i s o n s d e s u r c h a r g e a u x q u e l l e s 
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r é p o n d u n e d e s d e u x l im i t e s , X ' par e x e m p l e . Remarquons, 

e n effet, qu ' i l y a s e u l e m e n t q u a t r e p o i n t s d ' in te rsec t ion des 

l ignes d r o i t e s e t pa r abo l e r e p r é s e n t a t i v e s (fig- 6 ) avec Am_,Am, 

savoir : D, B , C, F . N o m m o n s x', x", x'", x'y l e u r s distances 

r e s p e c t i v e s à A m _ , , a ins i r a n g é e s par o r d r e de g r an d eu r : a;'et 

x'" son t d o n n é e s par la fo rmule (5) d u n° 2 0 , et l 'on a 

3 
x — A n ! — i A n , o ' & — -^"i—i 

les n o m b r e s ¡3 et y é t an t c e u x qu i dans l e u r s sé r ies (n 3 9! 

a p p a r t i e n n e n t s p é c i a l e m e n t à la t r avée c o n s i d é r é e . Soit enfin x 

la d i s t a n c e d ' u n po in t q u e l c o n q u e d e A „ _ , A M à la m ê m e ori

g ine A m _ i . Cela p o s é , la s e u l e v u e d e la f i g . 6 suffit pour justi

fier l e s é n o n c é s s u i v a n t s : 

i° De x = o a x = x', la s u r c h a r g e q u i d o n n e la l imite posi

t ive X ' sera c o m p o s é e d e la s u r c h a r g e su r la miimt t r avée Am_,A, 

d o n t on s ' o c c u p e , e t s u r l es t r avées p o r t a n t l es n u m é r o s 

m — i , m— 3 , m — 5 , . . . , j u s q u ' à é p u i s e m e n t de m; 

m - ( - 2 , m + 4 ' m-\-6,..., j u s q u ' à n o u n— i . 

A u t r e m e n t d i t , on doit surcharger les deux travées qui se. 

rejoignent à l'appui d'où l'on part, et toutes les autres de 

deux en deux. 

a" De x = x' à x = x", il faut c o n s e r v e r l es m ê m e s droites, 

m a i s s u p p r i m e r la p a r a b o l e ; d o n c c'est la même combinaison 

de surcharge, sauf qu'on enlève celle de la travée dont on 

s'occupe. 

3° D e x" à x'", t o u t e s l es d r o i t e s , déjà e m p l o y é e s , du pre

m i e r faisceau ayant B p o u r s o m m e t , on t pa s sé au-dessous de 

l 'axe e t d o i v e n t ê t r e r e m p l a c é e s par ce l les d u m ê m e faisceau 

q u ' o n avait d ' a b o r d l a i s sées d e c ô t é . Il faut d o n c modifier la 

c o m b i n a i s o n p r é c é d e n t e ( 2 e ) en ce s e n s q u e la surcharge sera 

l ' a p p l i c a t i o n a u p r o b l è m e n u m é r i q u e d o n t o n l u i d e m a n d a i t l a s o l u t i o n , les 

p o s i t i o n s r e s p e c t i v e s d e l a p a r a b o l e m {fig. 6 ) e t d e s d r o i t e s , l a d i v i s i o n àc. 

c e l l e s - c i e n d o u x f a i s c e a u x c o n c o u r a n t s , e t g é n é r a l e m e n t t o u s l e s f a i t s signales 

a u n ° 2 5 n e p a r a i s s e n t p a s a v o i r a t t i r é s o n a t t e n t i o n , n o n p l u s q u e t e s consé

q u e n c e s d é d u i t e s d a n s l a s u i t e d u n ° 2G. 
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rapprochée d 'une t r avée s u r t o u t e la p o r t i o n à d r o i t e d e A ^ , A B , 

c'est-à-dire qu ' e l l e sera ô t é e des t r a v é e s n u m é r o t é e s . 

m+ 2 , m - t ~ 4 , m - f - G , m H- 8 , . . . , j u s q u ' à n o u n — i , 

pour être mise sur les t r a v é e s 

m - H , m 4 - 3 , m-{-5, № 1 + 7 , . . - , j u s q u ' à re — T ou n. 

La surcharge r e s t an t d ' a i l l eu r s la m ê m e à g a u c h e d e A „ _ , A m , 

on voit, en déf ini t ive , qu'il faut surcharger de deux en deux 

toutes les travées de la poutre, en ayant soin de laisser vide 

celle dont on s'occupe. 

4° De x — x'" à x — xir, t o u t e s l e s d r o i t e s d u s e c o n d fais

ceau (sommet C) déjà e m p l o y é e s d o i v e n t ê t r e r e m p l a c é e s par 

les autres qu i a p p a r t i e n n e n t au m ê m e faisceau et n ' o n t pas 

encore servi. La c o m b i n a i s o n p r é c é d e n t e d e s u r c h a r g e (3°) 

est donc changée e n ce qu ' i l faut d é c h a r g e r l e s t r a v é e s n" 5 

m — i , m—3, m — 5 , m—7,..-, j u s q u ' à o o u 1 , 

pour surcharger les t r avées n o s 

m — 2 , m — 4> m — 6, m — 8 , . . . , j u s q u ' à 1 o u o. 

Cela revient en s o m m e à laisser vides la travée dont on s'oc

cupe et sa voisine à gauche, et à charger les deux travées con-

tigues à ce vide, ainsi que toutes les autres, de deux en deux. 

Plus s imp lemen t , o n p e u t r e m a r q u e r q u e l ' in te rva l le CF es t 

dans une pos i t ion t o u t à fait a n a l o g u e à c e l l e de l ' i n t e rva l l e 

BD, qu 'on a é t u d i é p lu s hau t ( 2 0 ) : par app l i ca t ion d e la r èg l e 

énoncée à cet te o c c a s i o n , n o u s d i r o n s qu'il faut modifier la 

combinaison suivante de surcharge (5°) , en déchargeant la 

travée dont on s'occupe. 

5° De x = x'y à x = a = A m _ ! A m , la pa r abo l e m ayan t c o u p é 

l'axe des absc i sses r e d e v i e n t pos i t ive et doi t ê t r e r é t a b l i e , en 

surplus de la c o m b i n a i s o n p r é c é d e n t e . On a a insi la s u r c h a r g e 

sur la miim' t r avée A m _ i A r a , et s u r ce l les qu i p o r t e n t l e s n o a 

m 4 - 1 , m 4 - 3 , m 4 - 5 , . . . , j u s q u ' à n— 1 ou n, 

m — 2 , m — 4> — 6 , . . . , j u s q u ' à é p u i s e m e n t de m. 
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4 ° 

Fig. 7-

A m 

A m _ , A m 

A w _ i A m 

Am—i Arn 

Am—i Km 

On r e m a r q u e r a q u e les s u r c h a r g e s i ° et 4 ° d ' u n e part , 2° et5' 

d ' au t r e pa r t , f o r m e n t d e s g r o u p e s c o m p l é m e n t a i r e s . Donc, 

l o r squ ' i l s 'agira d e d é t e r m i n e r la l imi t e néga t i ve X" (qui ré

p o n d , c o m m e on l'a déjà d i t , aux c o m b i n a i s o n s complémen

t a i r e s de ce l l e s q u ' o n v i en t d ' é t u d i e r ) , la q u a t r i è m e combinai

s o n c i -dessus r e m p l a c e r a la p r e m i è r e d e p u i s x = o jusqu'à 

x = x', e t le r e m p l a c e m e n t i n v e r s e aura l ieu de x = x"'a 

x = x" ; e n t r e x — x' et x = x", il y au ra de m ê m e substitu

t i on d e la c i n q u i è m e c o m b i n a i s o n à la d e u x i è m e , et substitu

t ion i n v e r s e e n t r e x = xlY o,ix = a. Enfin la t ro i s i ème combi

n a i s o n sera r e m p l a c é e par u n e a u t r e d a n s l aque l l e on aurait 

e n c o r e s u r c h a r g é t o u t e s l e s t r a v é e s d e d e u x en deux , la tra

v é e d o n t on s ' o c c u p e f igurant p a r m i ce l l e s qu i p o r t e n t la sur

c h a r g e . 

D e là r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t le co ro l l a i r e su ivant : 

La courbe représentative de la limite X ' dans le premier 

intervalle ( de x = o à x — x') et celle de la limite X " dans le 

quatrième (de x = x'" à x = xiv) répondent à des surcharges 

identiques ; elles sont donc des arcs d'une seule et même 

courbe, et ont même équation. On peut dans cet énoncé per

muter X ' avec. X " . 

La même relation existe entre la limite X ' du second inter

valle (dex — x' à x — x") et la limite X " du cinquième [if, 

x — x" à x — a). 

C'est-à-dire q u e , c o m m e en A™_,, il faut surcharger les deux 

travées attenantes à l'appui \ m , et les autres de deux en deux. 

La figure s u i v a n t e r e n d ces r é s u l t a t s s e n s i b l e s aux yeux; les 

t r a v é e s s u r c h a r g é e s y s o n t m a r q u é e s par u n t rai t p lus fort. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN OÉNÉRAL. 

Ainsi donc les dix fonc t ions de x pa r l e s q u e l l e s on p o u r r a i t 

exprimer les d e u x l imi t e s X ' et X " d a n s les c inq in t e rva l l e s 

que te rminent les va l eu r s p a r t i c u l i è r e s o, x', x", x'", x", a de 

l'abscisse, son t loin d ' ê t r e i n d é p e n d a n t e s l e s u n e s d e s a u t r e s . 

Le corollaire c i -dessus é tab l i t déjà e n t r e e l les q u a t r e r e l a t i ons 

d'identité; mais ce n ' e s t p a s t o u t . On a vu (n° 2 4 ) q u e la 

sommeX' + X " doi t r e p r o d u i r e , sauf le f a c t e u r - ^ j l e m o m e n t 

P 
X dû à la charge p e r m a n e n t e ; o r , celui -c i es t u n e fonct ion 

continue de x, qu i n e c h a n g e pas de fo rme dans t o u t e l ' é t e n 

due de la t r avée , c o m m e le m o n t r e la f o r m u l e (4) d u n" 1, 

dans laquel le on doi t faire cp [x) — —-px(a — x) : d o n c la 

somme X ' + X " doi t r e s t e r la m ê m e fonc t ion de x dans les 

cinq interval les . Cela s e m b l e faire c inq n o u v e l l e s r e l a t i o n s , 

mais deux sont d e s c o n s é q u e n c e s des q u a t r e p r e m i è r e s , e t dans 

les cinq d e r n i è r e s figure u n e n o u v e l l e i n c o n n u e X , de s o r t e 

qu'il y a finalement s e p t r e l a t i ons d i s t i n c t e s , e t q u a t r e fonc t ions 

à déterminer pa r des r e l a t i o n s d i f fé ren tes . Q u a n d on conna î t r a 

ces quatre fonc t ions , on en d é d u i r a f a c i l e m e n t les a u t r e s . 

Employons, p o u r r e n d r e ce la p l u s c la i r , la c o n c i s i o n du 

langage a l g é b r i q u e . So ien t 

p'№). /»'/>(*), p'M*), p'/<(*). / > № ) . 
p'ùi[x), p'^,[x), p'ty3(x), p'<\i,(x), p'tys(x), 

les dix fonct ions q u i r e p r é s e n t e n t r e s p e c t i v e m e n t X ' et X " 

dans les c inq i n t e rva l l e s , la p r e m i è r e l i g n e é t an t p o u r X ' et 

l'autre p o u r X " ; n o m m o n s e n c o r e /?F [x) la fonct ion u n i q u e 

exprimant le m o m e n t X d a n s la t r avée e n t i è r e . Alors on aura : 

I + = F 

f,{x)-r-ty1[x) = ~F{x), 

'f3(x) -h = F (x), 

ft(x)-h^{x) = F(x), 

ft\x)+ Y (x), 

\\x)-—ft{x), 
f7(x) = ^(x), 

m 7 
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Voic i neu f r e l a t ions : m a i s l ' é l i m i n a t i o n d e V(x) e n t r e la pre

m i è r e e t la q u a t r i è m e , p u i s e n t r e la s e c o n d e e t la cinquième, 

d o n n e 

ce q u e l 'on o b t i e n t auss i pa r l ' add i t ion m e m b r e à m e m b r e de 

la s i x i è m e avec la s e p t i è m e , e t d e la h u i t i è m e avec la neu

v i è m e . 11 n ' y a d o n c b i e n q u e s e p t r e l a t i o n s d i s t i nc t e s qui font 

c o n n a î t r e l es o n z e fonc t ions q u a n d o n en a déjà ca lcu lé quatre. 

I l y a p l u s i e u r s m a n i è r e s , é g a l e m e n t b o n n e s su ivan t nous, de 

cho i s i r c e s q u a t r e fonc t ions i n c o n n u e s : on p o u r r a i t prendre, 

par e x e m p l e , F , / i , / s avec o u ^ ; o u b i e n F , f2, / 3 , /*; ou 

e n c o r e F , fly ty3, f,, etc.-; n o u s a v o n s a d o p t é , dans divers 

e x e m p l e s q u ' o n ve r ra par la s u i t e , la c o m b i n a i s o n F , / i , i^, / s , 

sans avoir p o u r jus t i f ie r ce cho ix a u c u n e ra ison b i e n décisive. 

U n e fois c e s q u a t r e f o n c t i o n s d é t e r m i n é e s , o n posera i t , pour 

c o m p l é t e r la s o l u t i o n , 

ce q u i r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t d e s r e l a t i o n s ( 2 ) : c o m m e on le 

vo i t , la d é t e r m i n a t i o n des s e p t d e r n i è r e s i n c o n n u e s n'exige 

p l u s q u e t r o i s s o u s t r a c t i o n s . 

Si l 'on n o m m e g é n é r a l e m e n t c e t c' l e s q u o t i e n t s q u e don

n e n t l es m o m e n t s e n A m _ , e t A m d iv i sés pa r p', o n voit de suite 

pa r app l i ca t i on d e la f o r m u l e ( 4 ) d u n° 1, c i t ée il y a u n instant, 

q u e l e s f o n c t i o n s / e t d; o n t t o u j o u r s l ' u n e d e s formes 

/, (x) (*) + (x)> 

\ l x \ 

ax-\ x'£, 

la p r e m i è r e s ' a p p l i q u a n t aux c o m b i n a i s o n s de surcharge qui 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. Qy 

comprennen t A m - i A ™ , e t l ' a u t r e à c e l l e s q u i n e la c o m p r e n n e n t 

pa s . En se r e p o r t a n t a u x i n d i c a t i o n s d o n n é e s p l u s h a u t s u r 

les combina i sons à p r e n d r e d a n s c h a c u n d e s c inq i n t e r v a l l e s , 

on constate d o n c s a n s p e i n e : i ° q u e / 2 ( . r ) , f3(x), 

[x), fyi[x) s o n t d e s f o n c t i o n s l i n é a i r e s ; 2 0 q u e fi[x), fs(x), 
<\>,(x), tyt(x), tyi(x) s e c o m p o s e n t d ' u n e p a r t i e l i n é a i r e à 

laquelle on a jou te le t e r m e -+- ^ x 1 . D o n c la c o u r b e e n v e l o p p e 

(ou p lu tô t p o l y g o n e m i x t i l i g n e ) X ' , d a n s la t r a v é e A „ , _ , A m , se 

compose de d e u x a rcs d e p a r a b o l e , c o m m e n ç a n t ou f in issant 

aux appuis A „ _ t e t A r a , et de t ro i s l i gnes d r o i t e s , l e s i n t e r s e c 

tions m u t u e l l e s d e c e s l i gnes ayant l i eu a u x a b s c i s s e s x ' , x " , 

x ' " , x 1 ' . De p l u s , d a n s le p o l y g o n e X " , l es l i g n e s c o m p o s a n t e s 

sont é g a l e m e n t au n o m b r e de c inq et se c o u p e n t s u r les 

mêmes a b s c i s s e s ; l e s p a r a b o l e s du p r e m i e r c o r r e s p o n d e n t à 

des l ignes d r o i t e s d a n s le s e c o n d , et i n v e r s e m e n t . Enfin l es 

cinq arcs de p a r a b o l e a p p a r t e n a n t à l ' u n o u l ' a u t r e d e s d e u x 

polygones, r a p p o r t é s à l e u r s o m m e t e t à l e u r a x e p r i n c i p a l , 

auraient t o u j o u r s la m ê m e é q u a t i o n y = - p 'x 2 , ce q u i m o n t r e 

qu'ils son t t o u s p r i s s u r d e s p a r a b o l e s é g a l e s ; c o m m e ces p a 

raboles on t u n e o r d o n n é e r a t i o n n e l l e et d u s e c o n d d e g r é e n x , 

leurs axes p r i n c i p a u x s o n t pa ra l l è l e s à l ' axe d e s o r d o n n é e s . 

Quant à 'V(x), s o n e x p r e s s i o n c o n t i e n d r a i t t o u j o u r s le t e r m e 

~ x 1 . La c o u r b e r e p r é s e n t a t i v e de X est d o n c u n e p a r a b o l e , n e 

différant de ce l le q u ' o n v i e n t d e t r o u v e r q u e par le c h a n g e m e n t 

de p' en p. 

Après avoir d é t e r m i n é l e s m o m e n t s X , X ' , X " , il se ra i t facile 

d'avoir, soi t X + X ' e t X - t - X " , soi t la p l u s g r a n d e de ces d e u x 

sommes , en v a l e u r a b s o l u e , l a q u e l l e es t o r d i n a i r e m e n t la s e u l e 

utile en p r a t i q u e , c o m m e on l'a dit au n° 2 i . N o u s n ' a v o n s à 

ajouter m a i n t e n a n t a u c u n dé ta i l à ce qu i a é t é e x p o s é a lo r s en 

te rmes g é n é r a u x , e t n o u s n e v o y o n s pas de r o u t e p l u s b r è v e 

pour ar r iver au b u t . L e p r o b l è m e d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s es t 

en effet s u s c e p t i b l e d e se r é d u i r e à des t e r m e s t r è s -p réc i s , t r è s -

catégor iques e t t r è s - s i m p l e s , q u a n d on é t u d i e s é p a r é m e n t , 

d 'une pa r t , l e s m o m e n t s p r o d u i t s pa r la s u r c h a r g e , e t , d ' au t r e 

7-
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par t , c e u x qu i son t dus à la cha rge p e r m a n e n t e , su ivan t la m é 

t h o d e q u e n o u s v e n o n s d e d é v e l o p p e r ; si l ' on v e u t , au con

t r a i r e , a b o r d e r d e front e t sans i n t e r m é d i a i r e la r e c h e r c h e du 

p l u s g rand m o m e n t , en v a l e u r a b s o l u e , p o u r u n e s ec t i on que l 

c o n q u e , t o u t d e v i e n t c o m p l i c a t i o n e t c o n f u s i o n ; les cas parti

c u l i e r s se m u l t i p l i e n t et s ' e n t r e - c r o i s e n t , p o u r a ins i d i re , au 

p o i n t d e f o r m e r u n déda l e où il e s t b i e n difficile de n e pas 

s ' éga re r . 

2 7 . Même problème pour une travée de rive. — Supposons 

q u e la t r a v é e A m ^,À„,, au l ieu d ' ê t r e q u e l c o n q u e , so i t u n e tra

v é e e x t r ê m e de la p o u t r e , ce qu i a r r ive ra si l 'on a m = i ou 

m = n; p r e n o n s , p o u r fixer l es i d é e s , m — i . A lo r s la fig.b 

(Pl. A, à la fin du volume), va é p r o u v e r des simplifications 

n o t a b l e s ; p u i s q u ' i l n 'y a p l u s de t r avée à g a u c h e d e A m _, , les 

d r o i t e s d u s e c o n d faisceau, ayan t C p o u r s o m m e t , s e r o n t suppri

m é e s ; le m o m e n t é tan t t o u j o u r s nu l e n A m _ , ou A„, les autres 

d r o i t e s , a i n s i q u e la p a r a b o l e m, p a s s e r o n t e n ce po in t , où se 

c o n f o n d r o n t par c o n s é q u e n t les i n t e r s e c t i o n s B e t D . Ainsi , la 

figure p r e n d r a l ' a spec t i n d i q u é dans la fig. 8 , Pl. A, e t les cinq 

i n t e r v a l l e s c o n s i d é r é s au n° 26 se r é d u i s e n t à d e u x , A 0 F , A,F. 

N o u s c o n t i n u e r o n s à n o m m e r xiy la d i s t a n c e A „ F ; on sait 

(n° 20) q u ' e l l e es t la fract ion i — — y d e A 0 A, , c 'es t -à-dire 

Cela p o s é , x d é s i g n a n t e n c o r e la d i s t a n c e d ' un po in t quel

c o n q u e d e la t r avée à l ' appu i A 0 , o n vo i t q u e : 

i ° De x=o à x=x'y, il faut, p o u r avoir la l i m i t e posi t ive X', 

a jou te r l e s o r d o n n é e s des d r o i t e s n ° s i\, 6 , 8, i o , . . . , jusqu'à 

n ou n — i , c ' e s t - à - d i r e q u e cette limite répond à la surcharge 

simultanée de toutes les travées de rang pair; 

•2° De x = x I T à x = A 0 A i = a, il faut p r e n d r e les o rdonnées 

des m ê m e s d ro i t e s , p lu s c e l l e s de la p a r a b o l e i , c 'es t -à-dire 

qu'ora doit surcharger les deux travées qui se rejoignent en A , , 

et toutes les autres de deux en deux. 

E n r é s u m é , on c o n s t a t e q u ' o n p e u t s u i v r e p o u r c e s deux 

2 

q u ' o n a 
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2 ° ! [ 

A. A, 

Si l 'on veu t m a i n t e n a n t avoir l ' exp re s s ion a n a l y t i q u e des 

moments X, X ' , X " , et q u ' o n n o m m e (a ins i q u ' a u n° 26) : 

pV{x) le m o m e n t X d a n s t o u t e l ' é t e n d u e de la t r a v é e , 

p'f>[x)' p'f*{x) l a l im i t e pos i t ive X ' p o u r l e s in te rva l l es 

Â7F, FÂT, 

p' ¿3 (x), p' (x) l e s va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s de X " , 

il n'y aura e n t r e ces c inq fonc t ions i n c o n n u e s q u e les r e l a t ions 
f(x)±^(x) = Y(x), 

-h 4<sr>)--=*>>). 
qui p e r m e t t r o n t d ' en ca l cu l e r d e u x q u a n d on conna î t r a les 

trois au t res . C'est u n e fonc t ion de m o i n s à d é t e r m i n e r q u e 

dans Je cas g é n é r a l . 

Par ana logie avec c e q u i a é t é fait p r é c é d e m m e n t ( n ° 2 G ) , 

on peut r e c h e r c h e r d ' abo rd , si l 'on v e u t , l e s t ro i s J o n c t i o n s F , 

tyufiî pu i s ° n en. d é d u i t 

I f W = F W - / « ( i ) . 

Toutes ces f o n c t i o n s s o n t e n c o r e , d ' a i l l eu r s , l i n é a i r e s ou 

paraboliques, c e s d e r n i è r e s ayant ^ x2 p o u r t e r m e du s e c o n d 

degré; mais il y a c e t t e d i f fé rence avec le cas g é n é r a l , q u ' e l l e s 

doivent t o u t e s s ' a n n u l e r p o u r x — o . 

28. Observations au sujet îles théorèmesprécédents.—L'en-

intervalles la m ê m e r èg l e q u e dans u n e t r avée q u e l c o n q u e , en 

traitant le p r e m i e r c o m m e on tra i ta i t p r é c é d e m m e n t le t r o i 

sième ou le q u a t r i è m e (au choix.), e t l e s e c o n d c o m m e on 

traitait le d e r n i e r . 

Voici la r e p r é s e n t a t i o n g r a p h i q u e des s u r c h a r g e s q u i d o n n e n t 

X'dans la p r e m i è r e t r avée : c o m m e dans la fig. 7, les t r avées 

surchargées son t i n d i q u é e s par d e s trai ts p lu s Torts. 

F>g- 9-
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s e m b l e des p r o p r i é t é s é tab l ies d a n s le p r é s e n t pa rag raphe , et 

s u r t o u t aux n°" 26 e t 27, n o u s paraî t v r a i m e n t d igne d 'ê t re re

m a r q u é . C'est u n fait assez é t o n n a n t à priori, q u a n d on n'en 

conna î t pas e n c o r e la d é m o n s t r a t i o n , q u e , q u e l s q u e soient le 

n o m b r e des t r avées d ' u n e p o u t r e e t l ' e s p a c e m e n t relatif de ses 

a p p u i s , l e p o l y g o n e m i x t i l i g n e r e p r é s e n t a t i f des l imi tes X', 

X " soi t t o u j o u r s c o m p o s é d ' u n e m a n i è r e i d e n t i q u e , d ' u n e part 

d a n s l e s t r a v é e s e x t r ê m e s , d ' au t r e par t dans t o u t e s les travées 

i n t e r m é d i a i r e s . Les p a r a b o l e s et l ignes d ro i t e s s'y succèdent 

t o u j o u r s dans u n m ê m e o r d r e , en m ê m e n o m b r e , dans des 

i n t e rva l l e s p a r f a i t e m e n t déf in is , e t s o n t t o u j o u r s p rodu i t e s par 

d e s s u r c h a r g e s e m b r a s s a n t des t r a v é e s q u i p o r t e n t l es mêmes 

n u m é r o s d ' o r d r e . 

N o u s n ' a v o n s pas l ' i n t e n t i o n d e p r é s e n t e r c e s propriétés 

c o m m e u n e d é c o u v e r t e e n t i è r e m e n t n o u v e l l e : q u e l q u e s ingé

n i e u r s , g u i d é s p a r l e s r é s u l t a t s d ' app l i ca t ions n u m é r i q u e s par

t i c u l i è r e s , o n t p u e n s o u p ç o n n e r q u e l q u e s - u n e s ; M. Piarron 

d e M o n d é s i r , i n g é n i e u r d e s P o n t s et C h a u s s é e s , a t taché à la 

C o m p a g n i e des c h e m i n s de fer r u s s e s , en a é n o n c é u n e partie 

e t en a d o n n é u n e d é m o n s t r a t i o n t o u t e d i f férente de la nôtre, 

d a n s son savan t e t u t i l e o u v r a g e s u r le Calcul des ponls métal

liques à poutres droites et continues (*) . Mais M. de Mondésir 

n ' a pas s igna lé le r ô l e i m p o r t a n t d e s q u a t r e p o i n t s D, B, C, F, 

n i i n d i q u é b i e n n e t t e m e n t l e s s u r c h a r g e s qu i fournissent 

l e s m o m e n t s l i m i t e s d a n s d e u x d e s i n t e r v a l l e s t e r m i n é s par 

c e s p o i n t s ; de p l u s , t o u t e n é n o n ç a n t d e s t h é o r è m e s exacts, 

il a e u le t o r t d 'en t i r e r d e s c o n s é q u e n c e s parfois contestables 

a u p o i n t d e v u e d e l ' e n t i è r e g é n é r a l i t é . P a r e x e m p l e il dit, 

page 2 6 , q u e l e m a x i m u m du m o m e n t de f lexion su r un appui 

q u e l c o n q u e r é p o n d à la s u r c h a r g e des d e u x t r a v é e s contiguës 

à ce t a p p u i , e t d e s a u t r e s t r a v é e s de d e u x e n d e u x . Or nous 

a v o n s vu (n° 20) q u e c e t t e h y p o t h è s e d o n n e b i e n le maximum 

positif, l e q u e l , s u i v a n t le l angage d e l ' A l g è b r e , es t toujours 

p l u s g rand q u e le m a x i m u m négatif; ici n o u s s o m m e s donc 

d ' a cco rd a v e c M. d e M o n d é s i r , m o y e n n a n t l ' i n t e rp r é t a t i on con

v e n a b l e des m o t s . Mais n o u s c e s s o n s de l ' ê t r e q u a n d il dit un 
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peu plus loin, page 2 9 , q u e la m ê m e c o m b i n a i s o n d e s u r c h a r g e 

donne, aux e n v i r o n s d e l ' a p p u i d o n t il s 'agi t , l e s m o m e n t s 

auxquels il faut avo i r é g a r d d a n s l e s ca l cu l s d e s t ab i l i t é , c 'es t -

à-dire ceux qu i s o n t l e s p l u s g r a n d s en valeur absolue. Il p e u t 

arriver, en effet, q u e l e m a x i m u m négat i f l ' e m p o r t e , a b s t r a c 

tion faite dut s i g n e , s u r le m a x i m u m posi t i f ; e t si l ' on t i e n t à 

en avoir un e x e m p l e , n o u s c i t e r o n s l ' appu i c e n t r a l d ' u n p o n t 

à quatre t ravées s y m é t r i q u e s , d a n s l e q u e l l e s t r a v é e s d u m i 

lieu auraient u n e l o n g u e u r au p l u s éga le a u x n ,6 d e ce l l e d e s 

travées de r ive . Sans d o u t e c ' e s t là u n e h y p o t h è s e q u i n e s e 

réalisera pas s o u v e n t ; ma i s n o u s s o m m e s en d r o i t d e l ' o p p o s e r 

à un théorème d o n n é sans r e s t r i c t i o n . La m ê m e o b j e c t i o n , à 

peu près, p o u r r a i t ê t r e r é p é t é e p o u r la p r o p o s i t i o n é n o n c é e 

par M. de Mondés i r au su je t d e la s u r c h a r g e qu i p r o d u i t l es 

plus grands m o m e n t s ve r s l e m i l i e u d ' u n e t r avée . 

Nous p e n s o n s d o n c avo i r a p p o r t é à c e t t e t h é o r i e u n p e r f e c 

tionnement n o t a b l e , en la c o m p l é t a n t e t la m e t t a n t s o u s u n e 

forme r igoureuse , d ' u n e g é n é r a l i t é a b s o l u e . Cela n e n o u s e m 

pêche pas de r e c o n n a î t r e le m é r i t e des p r o p o s i t i o n s q u e n o u s 

venons de c r i t i q u e r ; car, si e l l es n e s o n t pas t o u j o u r s v ra i e s , 

du moins el les le s o n t o r d i n a i r e m e n t e t avec les c i r c o n s t a n c e s 

habituelles de la p r a t i q u e , ce q u i est déjà b e a u c o u p . P e u t - ê t r e 

même leur vér i té c o n s t a t é e d a n s u n ce r t a in n o m b r e d ' e x e m p l e s 

a-t-elle été la cause d ' u n e i n d u c t i o n t é m é r a i r e o ù l e u r a u t e u r 

se sera laissé e n t r a î n e r , car on es t n a t u r e l l e m e n t p o r t é à se 

montrer t rop facile s u r la d é m o n s t r a t i o n d 'un r é su l t a t q u ' o n a 

maintes fois r e c o n n u exac t . 

2'J. Exemple numérique de la détermination des courbes 

enveloppes. — La t h é o r i e d é v e l o p p é e dans le p r é s e n t § IV est 

assez délicate et m é r i t e d ' ê t r e éc la i rc ie par u n e x e m p l e ; cela 

aura d 'ail leurs l ' avantage d e m o n t r e r q u e l es t , à n o t r e avis , 

l'ordre le p lus c o n v e n a b l e du c a l c u l . 

Soit donnée u n e p o u t r e à c inq t r a v é e s , don t les o u v e r t u r e s 

sont prises t ou t à fait au hasa rd , savoir : 

Première t r avée À„A,, a l lan t de l ' appu i e x t r ê m e A„ à l ' appui 

A,, d'une l o n g u e u r a, = f\om ; 

Deuxième t ravée A,Ai, d ' u n e l o n g u e u r a, = 5o™; 
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T r o i s i è m e t r avée A 2 A 3 , d ' u n e l o n g u e u r a 3 = 8 o m ; 

Q u a t r i è m e t r avée A 3 A 4 , d ' u n e l o n g u e u r a, = 6 4 ' n ; 

C i n q u i è m e t r a v é e A 4 A5, d ' u n e l o n g u e u r a s = 5 o m . 

L e s p o i d s , pa r m è l r e c o u r a n t , d e c h a r g e p e r m a n e n t e et de 

s u r c h a r g e , d é s i g n é s r e s p e c t i v e m e n t pa r p e t p', r e s te ron t in

d é t e r m i n é s e t s e r o n t c o n s e r v é s c o m m e fac t eu r s l i t té raux dans 

l e s r é s u l t a t s . 

Il faut , avan t d e p r o c é d e r au ca lcu l d e s m o m e n t s fléchissants 

l i m i t e s dans u n e sec t i on q u e l c o n q u e , s ' o c c u p e r d 'abord des 

s é r i e s n u m é r i q u e s é t u d i é e s au n° 9 . On p o s e à cet effet les 

g r o u p e s d ' é q u a t i o n s ( i ) et (a ), e n m e t t a n t p o u r a,, a 2 , a 3 , a„ a, 

l e s v a l e u r s c i - d e s s u s , e t l 'on a 

2 m, ( 4 o - + - 5 o ) - + - u,. 5 o = o , 

M, . 5o -f- 2 u2 (5o -4- 8 o ) -+- u3.80 = 0 , 
(5) / 

1 Ui. 8 0 + 2 « 3 ( 8 0 - ) - 6 4 ) - + - « 4 . 6 4 = 0 , 

\ M3 • 6 4 - + - 2 Ut ( 6 4 -+- 5o) + « 5 • 5o = o; 

2 v, ( 5o -1- 6 4 ) -t- v, • 6 4 = o, 

V: . 6 4 + 2 f j ( 6 4 - + - 8 0 ) -f- < v 8 o = O, 
(o) < 

Vi . 8 0 -4- 2 vs ( 8 0 -+- 5o) -f- vt. 5o = o , 

\ v3.5o -f- 2 c 4 (5o + 4o) + vs . 4 0 = o . 

Q u a n d on fait ¿¿[=1 ui— 1 , on t i r e f ac i l emen t des équat ions (5) : 

w , = i , « 2 = — 3 , 6 , « 3 = 1 1 , 0 7 5 , m4 = — 4 5 j 3 3 7 5 , «¡, = 192,563; 

d e s é q u a t i o n s ( 6 ) : 

v,— i, v,= — 3 , 5 6 2 0 , ^ 3 = 1 2 , 0 2 5 , vt——56,83, c i = 2 4 o , 7 o 3 ^ 5 . 

Par s u i t e , o n p e u t f o r m e r l e s s é r i e s 

( 3 0 = o , 

(3, = - * = 

(3, = - ^ = 

'<2 

P , = — - • 
M, 

en b o r n a n t l ' a p p r o x i m a t i o n à la s i x i è m e d é c i m a l e . 

7° = 0 , 

0 , 2 7 7 7 7 8 , 7 . 
V.2 

= 0 , 2 8 0 7 0 2 , 

o , 3 2 5 o 5 6 , 7> 
_ f3 

= 0 , 2 9 6 2 5 8 , 

0 , 2 4 4 2 7 9 , 7" 
_ "3 

— 0 , 2 1 i 5 g 6 , 

o , 2 3 5 4 4 2 j 7< = 0 , 2 3 6 0 9 9 , 
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Cela fait, n o u s r e c h e r c h e r o n s les m o m e n t s de f lexion q u i s e 

produisent aux q u a t r e p o i n t s d ' a p p u i i n t e r m é d i a i r e s , pa r la 

surcharge success ive d e s c inq t r a v é e s , c h a c u n e d ' e l l e s é tan t su r 

chargée s e u l e ; c e s m o m e n t s u n e fois c o n n u s , n o u s p o u r r i o n s 

en conclure c e u x qu i o n t l i eu e n u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e , 

sous les m ê m e s s u r c h a r g e s , et la q u e s t i o n sera i t a ins i a m e n é e 

au point q u e s u p p o s e l ' exp l i ca t ion g é n é r a l e par l a q u e l l e c o m 

mence le n ° 2 6 . Afin d e d é s i g n e r c o m m o d é m e n t l ' appu i a u q u e l 

se rapporte u n m o m e n t et la s u r c h a r g e c o r r e s p o n d a n t e , n o u s 

emploierons la n o t a t i o n Xf„, c ' e s t - à - d i r e la l e t t r e X avec d e u x 

indices; celui du bas fera c o n n a î t r e le r ang de l ' appu i , e t c e l u i 

du haut (qu 'on s e ga rde ra d e c o n f o n d r e avec .un e x p o s a n t ) 

fera connaî t re Ja t r a v é e s u r c h a r g é e . Ains i d o n c Xf„ v o u d r a d i r e : 

moment sur l'appui Am quand on surcharge la kilm° travée 

A*_,A*. P o u r d é s i g n e r le m o m e n t au m ê m e p o i n t , s o u s l e s 

surcharges r é u n i e s d e s t r a v é e s p o r t a n t l e s n o s h, k', k",..., 

nous écr i rons 

et le t h é o r è m e s u r la s u p e r p o s i t i o n des effets des forces ( i r 5 ) 

nous app rend q u ' o n a l ' éga l i té 

(7) \ f , ; r - = x i - + - x £ - + - x i V . . . . 

Les m o m e n t s X Î s e c a l c u l e r o n t pa r les f o r m u l e s ( i ), (9.) e t (3) 

du ii" 18, c o m b i n é e s a v e c l e s f o r m u l e s ( 1 6 ) et ( 1 7 ) du n° 1 0 ; 

on r e n c o n t r e r a a ins i l es ca lcu l s s u i v a n t s : 

i° La surcharge est sur la première travée À 0 A i . — On fera 

a — /lom, = 7 = y 4 = o , 9 . 3 6 o g g , 

et si l 'on p r e n d 1 0 0 p ' p o u r u n i t é d e s m o m e n t s , on au ra , par 

la formule (3 ) d u n° 18 , 

x ; = 4 y ^ ° , 9 4 4 3 9 6 ; 

puis la fo rmule fa ) du n° 10 d o n n e r a 

X ^ = — y,X\= — o , o 4 9 9 5 8 , 

x ; = y 3 y > x ; = — y J x ; = o , o i 4 S o o , 

x ; = - y 3 y 2 y , x ; = — y , x ; = — o , o o 4 i 5 / f . 
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2 ° La surcharge est sur la seconde travée A, A a . — On doit 

s u p p o s e r d a n s l e s f o r m u l e s ( I ) e t ( 2 ) d u n° 18 

« = 5 o m , ( 3 = p, = O , 2 7 7 7 7 8 , y = y 3 = O , 2 n 5 g 6 ; 

l ' u n i t é p o u r l e s m o m e n t s r e s t a n t t o u j o u r s i o o p ' , on trouve 

a lors 

X F = \ • ,5 ^ m ^ I ^ l ^ f ) = , , 4 5 4 ^ 2 , 
4 1 — 0 , 2 7 7 7 7 0 . 0 , 2 1 1 0 9 0 

4 1 — 0 , 2 7 7 7 7 0 . 0 , 2 1 1 5 9 0 

De c e d e r n i e r m o m e n t o n d é d u i t , pa r la f o r m u l e ( 1 7 ) DU 

N ° 10 , 
X J = — y 2 X 2 ' = — 0 , 2 9 9 3 6 2 , 

X= = y 2 y , X ^ - 7 , X = = o , O 8 4 O 3 F . 

3 ° La surcharge est sur la troisième travée A 2 A 3 . — On em

p lo ie ra l e s m ê m e s f o r m u l e s ( 1 ) e t ( 2 ) , en y faisant 

a = 8 o m , ¡3 — o , 3 2 5 o 5 6 , y — o , 9 9 6 2 5 8 , 

c e qu i d o n n e r a (sauf l e f ac teur 1 0 0 p ' ) 

„ o , 3 2 5 o 5 6 (1 — 0 , 2 0 6 2 5 8 ) , , n -r 
X 1 = 1 6 - V = 4 . 0 4 8 9 5 6 , 

I — O , 3 2 5 0 0 O . 0 , 2 g ( ) 2 Ô 8 

0 , 2 9 6 2 . 5 8 ( 1 — o 3 9 . 5 o 5 6 ) _ 
A a — 1 0 a r ~ r r r ~ r a — 0 , 0 4 . 2 0 1 9 . 

1 — o , 3 2 0 0 0 0 . o , 2 9 0 2 0 0 
Par s u i t e , l e s f o r m u l e s ( 1 6 ) et ( 1 7 ) du n n 10 condu i sen t à 

X J = — ( 3 . X ; — — 1 , 1 2 4 7 1 0 , 
X ? = — y . X J = — 0 , 9 9 4 7 5 7 . 

4 ° La surcharge est sur la quatrième travée A 3 A, . — On a tci 

a = 6 4 M , (3 = / 3 3 = 0 , 2 4 4 2 7 9 , y = y, = 0 , 2 8 0 7 0 2 ; ; 

d o n c , par l e s m ê m e s f o r m u l e s , n o u s t r o u v e r o n s 

„ , , , o , 2 4 4 2 ' 7 Q ( ' — 0 , 2 8 0 7 0 2 ) , 

X = 1 0 , 2 4 -L-TL 'V) '—^ ^ = 1 , 9 3 1 7 2 2 , 
1 — 0 , 2 4 4 2 7 9 - 0 , 2 0 0 7 0 2 

. 0 , 2 8 0 7 0 2 ( 1 — o , 2 . 4 4 2 7 Q ) T J r 

X = 1 0 , 2 4 - —A — û ^ " M = 2 , 3 3 2 l 5 0 , 

I — o , 2 4 4 2 7 9 • 0 ' 2 0 0 7 0 2 

X J = — 3 2 X J = — o , 6 2 7 9 1 8 , 

X ; = (3, ( 3 , X ; - _ 3 , X J = O , 1 7 4 4 A A . 
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. IOJ 

5° La surcharge est sur la cinquième travée. — O n a 

a = 5 o m , ¡3 = p , = o,235442? 7 = yo=°-

Le nombre ¡3, est c e l u i q u i r e m p l a c e y d a n s la f o r m u l e ( 3 ) du 

n° 18, quand on r e g a r d e la d e r n i è r e t r a v é e c o m m e la p r e m i è r e ; 

DONC 

Nous r appe lons e n c o r e u n e fois q u e t o u s l e s m o m e n t s d o n t 

on vient d ' ob ten i r les v a l e u r s n u m é r i q u e s , son t é v a l u é s en p r e 

nant ioop' p o u r u n i t é d e m o m e n t . A i n s i , p a r e x e m p l e , le 

moment sera i t en r é a l i t é n , 6 8 4 5 p ' . 

Pour c o m p l é t e r l e s r e n s e i g n e m e n t s q u ' o n a s u p p o s é s p r é a 

lablement acqu i s en c o m m e n ç a n t le n° 2 6 , o n n ' a p l u s q u ' à 

chercher, dans l e s t ro i s t r a v é e s i n t e r m é d i a i r e s , l es p o i n t s ana

logues à D, B, C, F (fig. 6 , Pl. A, à la fin du volume), et dans 

les deux t ravées e x t r ê m e s les p o i n t s a n a l o g u e s à F (fig. 8 ) . D an s 

chaque t ravée , n o u s c o m p t e r o n s t o u j o u r s les absc i s se s en p a r 

lant de celle des d e u x e x t r é m i t é s de ce t t e t r a v é e o ù e s t l ' appu i 

numéroté par l ' i nd ice l e m o i n s é l e v é . N o u s t r o u v e r o n s a lo r s , 

suivant les f o r m u l e s m e n t i o n n é e s aux n o s 26 e t 2 7 , e t en fai

sant usage des v a l e u r s de a , ¡3, y déjà e m p l o y é e s c i - d e s s u s 

pour le Calcul d e s m o m e n t s X* : 

Première travée. — Absc i s se d u p o i n t F (fig. 8 ) : 

\ = y-15.0,235442 — i,47 Ï5I3 . 
4 

La formule (16) du n° 10 d o n n e e n s u i t e 

X^ = — i3,X; = — o,35946o, 
X ; = ( 3 , ^ X 1 = — № = 0,116845, 
X ; = — p , p a ¡3, X J = — p, X ; = — 0,03245,. 

Deuxième travée. — Absc i s ses des p o i n t s (fig. 6 ) 

D * ' = y (i , O 3 5 M — v W i o / î ^ 3 8 ) = 6'", 4 3 , 
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1 0 8 CHAPITRE PREMIER. 

a y 5 o . o , 2 i 1 5 9 6 

1 -4- y i , 2 i i 5 9 6 
C . . . . . . a : ' " = a -L- = 5o— ' ~ V — 4 ^ 

F a;" = ( i , o 3 5 i 1 -+ - ^ 0 , 6 0 4 8 7 0 8 ) = 4 5 m , 3 a ; 

Troisième travée. — Absc i s se s d e s p o i n t s 

D x ' = ~ ( 1 , o i 5 ( ) 3 — y / o , 5 - 2 6 0 3 4 2 ) = n m , 6 3 , 

„ 8 o . o , 3 2 5 o 5 6 

1,3?.5oof> j > ' 
8 0 . O , 2 n f ) 2 5 8 _ 

G x"'—Qo r r t , - = 6 i m , 7 3 , 
I , 2(j025b ' 

F a ; 1 * ^ — ( 1 , 0 1 5 9 3 + <Jo, 5 2 ( 1 0 3 4 2 ) = 6 9 ' " , 6 5 ; 

Quatrième travée. — A b s c i s s e s d e s p o i n t s 

D ^ ' = ^ ( o , g 8 o 4 5 — v

/ o ~ ^ 8 l ^ 8 8 5 ) = = 6 ' » , 9 ? . , 

B ^ = ^ ^ 4 ^ = 1 ^ , 5 7 , 

1 , 2 4 4 2 7 9 

n m r , 6 4 . 0 , 2 8 0 7 0 2 . 
C x"'=C4 ^ — • = 4 9 m , 9 7 , 

1 , 2 8 0 7 0 2 r " 

F x™= ^ ( 0 , 9 8 0 4 5 - + - ^ , 5 8 3 9 8 8 5 ) = 55 '" ,83 ; 

Cinquième travée. — A b s c i s s e d u p o i n t F (Jig. 8) : 

x ' = ~ a£ = 2 5 . o , 2 3 5 4 4 2 = 5 m , 8 9 . 

M a i n t e n a n t , a u l i eu de c h e r c h e r l es é q u a t i o n s des diverses 

l ignes d ro i t e s e t p a r a b o l e s t r a c é e s dans l e s fig. 6 et 8, équa

t ions q u i s e r v i r a i e n t e n s u i t e à t r o u v e r ce l l e s des contours 

e n v e l o p p e s , n o u s a l l o n s ca l cu l e r d i r e c t e m e n t ce r ta ins nombres 

qu i do iven t e n t r e r d a n s ces d e r n i è r e s é q u a t i o n s , comme on le 

verra t ou t à l ' h e u r e . Ces n o m b r e s son t : 

„ „ « S 5 0 . 0 , 2 7 7 7 7 8 

i - f - ( 3 1 , 2 7 7 7 7 8 
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i° Les m o m e n t s d e f lexion qu i se p r o d u i s e n t s u r t o u s l e s 

appuis, quand o n s u r c h a r g e : 

Les travées d e r ang i m p a i r , 

Les travées de rang p a i r , 

La poutre e n t i è r e ; 

20 Les m o m e n t s d e flexion q u i se p r o d u i s e n t s u r c h a q u e 

appui A„ et ses d e u x v o i s i n s , q u a n d o n s u r c h a r g e l e s d e u x t ra

vées adjacentes à A m , e t l e s a u t r e s t r a v é e s d e d e u x e n d e u x . 

Tous' les m o m e n t s d o n t il s 'agit ici r e n t r e n t é v i d e m m e n t d a n s 

l'expression g é n é r a l e X „ l ' é q u a t i o n ( 7 ) p e r m e t d o n c de 

les calculer par d e s i m p l e s a d d i t i o n s , p u i s q u ' o n a déjà t o u s 

les moments Xf„. Si, par e x e m p l e , o n v e u t X i ' 3 , ! e t X * ' , o n 

écrira 

X ; ! S = XJ + X 3

3 -f- XI; = 0 , 0 1 4 8 0 0 -+- 3 , 5 4 3 8 1 9 — o , 35g46o 

= 3 , 1 9 9 1 5 g , 

X 2- ' = X j - + - X 5 = — o , 2 9 9 2 6 2 - ( - 1 , 9 3 1 7 2 2 = 1 , 6 3 2 3 6 o , 

nombres q u ' o n devra i t t o u j o u r s , b i e n e n t e n d u , m u l t i p l i e r pa r 

100/)'. On en d é d u i r a i t 

X | • ' • 3 -«- s — 3 , 1 9 9 1 5 9 - + - i , 6 3 2 3 e o = 4 , 8 3 i 5 i 9 , 

X ' 1 5 = i , G 3 2 3 6 o — o , 3 5 g 4 6 o = 1 , 2 7 2 9 0 0 . 

Par des moyens t o u t à fait a n a l o g u e s , on f o r m e le t ab leau c i -

dessous, que n o u s t r a n s c r i v o n s s a n s d o n n e r d ' a u t r e s e x e m p l e s ; 

les moments y s o n t e x p r i m é s par l e u r s r a p p o r t s à 1 0 0 p ' . 

X;-J- 5 = 0 , 2 1 2 7 7 1 ( , x ; ' • ^ - - 1 , 6 5 8 6 5 4 , x ; - 2 3 4 i = i , 4 i 5 8 8 3 , 

1 = 2 , 3 7 3 o 5 o , x ; - 3 , 1 = 0 , 2 9 7 0 6 5 , 

Xi'" 
s = 4 , u 5 8 4 3 , x ; - ' = 0 , 3 8 6 8 4 7 , x ; - 2 ' 3 4 s = 4 , 5 0 2 6 9 0 , 

' = 0 , 3 3 6 8 8 9 , x\- 3 ; s ' = 5 , i 8 o 5 6 6 , X ; - 3 - ' = 3 , 3 7 1 0 8 0 , 

X - s = 3 , i 9 9 l 5 9 ' x ; - ' = i , 6 3 2 3 6 o , X ; 2 - 3 ' i = 4 , 8 3 i 5 i g , 

X j - ' = 2 , 8 8 4 9 9 7 , X i ' - ' = 5 , 4 9 0 3 4 1 , x ; - « - * = 1 , 2 7 2 9 0 0 , 

s = 0 , 4 7 2 6 0 2 , ' = 3 , 4 1 6 1 8 1 , x ; - ? - ' = 2 , 8 8 8 7 8 3 , 

< = i , 3 3 3 ? . 3 g , x ; - • s = 3 , 8 8 7 6 9 4 . 
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1 1 0 CHAPITRE PREMIER. 

I l n e r e s t e p o u r a ins i d i r e p l u s q u ' à é c r i r e , sans nouveau 

ca lcu l , les é q u a t i o n s d e s d i v e r s e s l i g n e s c o m p o s a n t les courbes 

e n v e l o p p e s des m o m e n t s , o u , ce q u i r e v i e n t au même, les 

v a l e u r s , dans c h a q u e t r a v é e , des fonc t ions d é s i g n é e s en général 

par les l e t t r e s F , / , dj ( n o a 26 e t 2 7 ) . Il suffira p o u r cela d'ap

p l i q u e r la f o r m u l e déjà b i e n s o u v e n t c i t é e 

x I 

X = X r a _ M - + - ( X r a — X m ^ , ) - — -px(a-x), 

e n m e t t a n t à c h a q u e fois au l i eu d e a la l o n g u e u r de la travée 

d o n t o n s ' o c c u p e ; a u l ieu d e p le p o i d s pa r m è t r e courant 

( q u i se ra , s u i v a n t l e s c i r c o n s t a n c e s , p p o u r la charge perma

n e n t e , p' p o u r la s u r c h a r g e , o p o u r le cas o ù la travée serai 

s u p p o s é e v i d e ) ; au l i e u d e X m _ i et X m les m o m e n t s sur les 

a p p u i s de la t r a v é e , r é p o n d a n t , soi t à la c h a r g e permanente, 

so i t à u n e c e r t a i n e c o m b i n a i s o n b i e n déf in ie d e surcharge, el 

c o n n u s au m o y e n d u t ab l eau p r é c é d e n t . C 'es t ce que nous 

a l l o n s faire. 

La t r o i s i è m e c o l o n n e d u t a b l e a u c o n t i e n t l e s moments sui 

l e s a p p u i s , s o u s l ' a c t ion d ' u n e s u r c h a r g e u n i f o r m e couvrant la 

l o n g u e u r e n t i è r e d e la p o u t r e , o u p l u t ô t l e u r s rappor ts au fac

t e u r i o o p ' . S'il s 'agit d e la c h a r g e p e r m a n e n t e , il faudra évi

d e m m e n t m u l t i p l i e r l es m ê m e s r a p p o r t s pa r îoop, ou simple

m e n t par l e n o m b r e 1 0 0 , q u a n d o n v o u d r a ca lcu ler F (a:) el 

n o n X . Ayan t é g a r d , e n o u t r e , à ce q u e l es m o m e n t s sont tou

j o u r s n u l s a u x e x t r é m i t é s A» e t A s d e la p o u t r e , on trouvera, 

p a r la f o r m u l e q u ' o n v i e n t de r a p p e l e r : 

Première travée, 

x 

0 , 0 1 F (a;) = i , 4 i 5 8 8 3 ^ — o , o o 5 ^ ( 4 o — x) 

= — 0 , 1 6 4 6 0 a ; - 4 - o , o o 5 x 2 . 

Deuxième travée. 

0 , 0 1 F(ar) = i , 4 i 5 8 8 3 + ( 4 ^ 0 2 6 9 0 — i , 4 i 5 8 8 3 ) ~ 

— o , o o 5 « ( 5 o — x) = 1 , 4 : 5 8 8 — 0 , 1 8 8 2 6 a : + o,oo5r 
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVÉES, EN GÉNÉRAL. I I I 

Troisième travée. 

X 

o,oiF(x) = 4 , 5 o 2 6 g o - t - ( 4 , 8 3 i 5 i 9 — 4 ; 5 o 9 . 6 g n ) — 

— o , o o 5 x ( 8 o — x) = 4 , 5 o 2 6 g — o , 3 g 5 8 g : r - t - o , o o 5 : r J . 

Quatrième travée. 

0,01 F(*) = 4 , 8 3 ï 5 i 9 - + - ( 2 , 8 8 8 7 8 3 — 4 , 8 3 i 5 i g ) ^ 

— o,oofï.r (f>4 — x) — 4 , S 3 i 5 2 — o ,35o36 . r - f -o ,oo5a : 2 . 

Cinquième travée. 

0,01 F {x) — 2 , 8 8 8 7 8 3 — 2 , 8 8 8 7 8 3 - ^ — o , o o 5 ^ ( 5 o — x) 

= 2 , 8 8 8 7 8 — 0 , 3 0 7 7 8 a ; - 4 - o , o o 5 j ; 2 . 

Connaissant la fonc t ion F , on n ' a p l u s à d é t e r m i n e r q u e d e u x 

(onc t ions / o u ¿1 d a n s c h a q u e t r a v é e de r ive ( n ° 2 7 ) , et t r o i s 

dans chaque t r avée i n t e r m é d i a i r e (n° '20) ; les a u t r e s s ' en d é 

duisent i m m é d i a t e m e n t . Vo ic i l e ca lcul d e c e s fonc t ions : 

Dans la p r e m i è r e t r a v é e , de x = o à x — x i y = 3 5 m , 2 8 , o n 

sait que la l imi te néga t i ve X " r é p o n d à la s u r c h a r g e d e s t r a v é e s 

nos 1, 3 et 5 ( n o u s d i r o n s s i m p l e m e n t : s u r c h a r g e 1 . 3 . 5 ) ; il 

faut donc a p p l i q u e r la m ê m e f o r m u l e , e n p r e n a n t X 1 ; 3 - ' d a n s 

la première c o l o n n e du t a b l e a u , e t l ' on t r o u v e : 

0 , 2 1 2 7 7 1 — o , o o 5 . r ( 4 0 — x ) 

o , 2 o 5 3 2 . r - f -o , o o 5 . r ! . 

De x = . r , v = 3 5 m , 2 8 à x = a = 4 o m , il faut p r e n d r e la s u r 

charge 1.2.4 ( p r e m i è r e c o l o n n e d u t a b l e a u ) , p o u r avoir la l imi t e 

positive X ' ; d o n c 

X ' x 
= 0 , 0 1 fUx) — 2 , 5 7 3 o 5 o -, o , o o 5 j : ( 4 o — x) 

iQop 4 ° 

= — 0 , 1 3 5 6 7 x +"Q ,oo5 x'. 

X " 
7 = 0 , 0 1 ty3(x) = — 

IOÔ T 
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De là on d é d u i t : 

D e p u i s x = o j u s q u ' à x — x'y = 3 5 m , 2 8 , 

O , O I / 3 ( X ) = O , O I [F{x) — ^i(x)] 

— — o, i646o.r 4 - o , o o 5 x ! 4 - o ,?.o53ix — o ,oo5^' 

— 0 , 0 ^ 0 7 2 ^ ; 

D e p u i s x = x™ = 3 5 m , 2 8 j u s q u ' à x = a = 4°'"> 

0 , 0 1 uV5 (x) — 0 , 0 1 [F(x) —f (x)] 

= — 0 , 1 6 4 6 0 a r + . o , o o 5 x 3 + o , 13 /1G7 x — o,oo5â? ! 

- — O , 0 2 8 g 3 X. 

Dans la s e c o n d e t r a v é e , e n t r e x = o e t x = . r ' = 6 m , 4 3 , c'est 

e n c o r e la s u r c h a r g e 1 . 2 . 4 q u i d o n n e X ' ; o n a d o n c 

X ' 
, = 0 , 0 1 f,(x) 

i o o p ' J 

= 2 , 5 7 3 o 5 o -f- ( 0 , 3 3 6 8 8 9 — 2 , 5 7 3 o 5 o ) ~ — o,oo5a:(5o— 

= 2 , 5 7 3 o 5 — o , 2 9 4 7 2 a: 4 - 0 ; oo5a: : . 

Un p e u p lu s lo in , e n t r e x = x" = iom,8'j px x = x'" = f\im,?.r, 

la l imi t e X " sera p r o d u i t e par la s u r c h a r g e 2 . 4 (deuxième 

c o l o n n e du t a b l e a u ) ; e t par s u i t e , 

X " 
; = 0 , 0 1 <l)3(x) 

= 1 , 6 2 8 6 5 4 4 - ( o , 3 8 6 8 4 7 — 1 , 6 2 8 6 5 4 ) ^ - o , oo5a7(5o - j l 

5o 
= 1 , 6 2 8 6 5 — o , 2 7 4 8 4 a ; 4 - o , o o 5 a r \ 

Dans le vo i s inage de l ' appu i A 2 , ve r s la fin d e la m ê m e travée, 

e n t r e a; = a ; , T = 4 5 m > 3 2 et x = a = 5om, o n ob t i endra X' er 

p r e n a n t la s u r c h a r g e 2 . 3 . 5 ( d e u x i è m e c o l o n n e d u tableau); 

n o u s p o s o n s en c o n s é q u e n c e 

— — — , = 0 , 0 1 fl [x] 
1 0 0 / / ' J ' ' 

= o , 2 g 7 o 6 5 4 - ( 5 , i 8 o 5 6 6 — 0 , 2 9 7 0 6 5 ) ^ - — o , o o 5 a ' ( 5 o — x 

= 0 , 2 9 7 0 6 — o, 1 5 2 3 3 a ; 4 - o , o o 5 . r 2 . 
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•Retranchant ces t r o i s p r e m i e r s r é s u l t a t s de o , o i F ( j r ) , n o u s 

aurons r e s p e c t i v e m e n t d a n s l e s m ê m e s i n t e r v a l l e s : 

Depuis x — o j u s q u ' à x = x ' = 6™,43, 

n . o i ijj, [ x ) = — i , i 5 - / 1 7 - 4 - n, 1 0 6 4 6 ^ : ; 

Depuis x — x " = i o m , 8 7 j u s q u ' à x = x " = 4 1 m , 37 , 

o , 0 1 f , ( x ) = — 0 , 2 1 2 7 7 + 0 , oS658 . r ; 

Depuis t = x ' " = 4 ^ ' n , 3?. j u s q u ' à x = a = 5 o " 1 , 

0 , 0 1 J; Ja : ) 1= 1 , 1 1 8 8 1 — o , o 3 5 r j 3 x . 

Enfin, les fonc t ions / e t i]J p o r t a n t l e s i n d i c e s •>. e t f\ s o n t 

identiques à des f o n c t i o n s déjà c o n n u e s ; on a, en effet (n° 26) : 

Depuis x ̂  x' — G'", 4 3 j u s q u ' à x = x " — i o m , 8 7 , 

0,01 f2(x) = o , 0 1 iii5(aj) = 1 ,11881 — o , c 3 5 g 3 . r , 

o , i ) i i i ( j ) = o , o i / i ( ï ) = 0 , 2 9 7 0 6 — o , 1 5 2 3 3 a; + 0 , o o 5 . r J ; 

Depuis x = x'"=/{i"\27 j u s q u ' à x = xIV = 4 5 ' " , 3 2 , 

o,o iy"i[3; )^_o,o i ^,(x)— — 1, i 5 ; 1 7 - f - o , 1 0 6 4 6 - ^ , 

0 , 0 1 [x) — o , 0 1 f , ( x ) — •}. , 5 7 3 o 5 — o , 2 9 4 7 2 x -f- o , o o 5 a : 3 , 

re qui c o m p l è t e la d é t e r m i n a t i o n de t o u t e s l es fonc t ions F , 

/, <b pour la s e c o n d e t r a v é e . 

Il serait sans d o u t e i n u t i l e de r é p é t e r l es m ê m e s dé ta i l s p o u r 

les travées s u i v a n t e s : n o u s n o u s b o r n e r o n s d o n c à i n d i q u e r 

les résultats . 

Troisième travée. 

Depuis x = 0 j u s q u ' à x = x ' = 1 i m , 6 3 , 

0 , 0 1 f , ( x ) = 5 , 1 8 0 5 7 — 0 > 4 ^ 8 6 9 . r -f- o , o o 5 ; r 2 , 

0 , 0 1 ^l(x) = — o , 6 7 7 8 8 + 0 , 0 3 2 8 0 3 7 ; 

Depuis x — x'—nw,G3 j u s q u ' à x = x"= 1 9 ' " , 6 3 , 

0 , 0 1 fi{x) =• 1 , i 3 i 6 i — o , 022 .38 .r , 

0 , 0 1 ^ , [ x ) = 3 , 3 7 1 0 8 _ o , 3 7 3 5 i x + o , o o 5 . r ' ; 

111. 8 
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D e p u i s « = « " = j g m , 6 3 j u s q u ' à x = x'"— 6 i m , 7 2 , 

o , o t f , («) = o ,38685 -f- o , o i 5 5 7 x , 

0 , 0 1 J^3(a:) = 4,ii584 — °>4> i 4 6 « - + - o , o o 5 . z J ; 

D e p u i s x — « " ' = 6 1 1 1 , 7 2 j u s q u ' à x = x1Y— 6 g m , 6 5 , 

0,01 f,(x) = — 0 , 6 7 7 8 8 + 0 , 0 3 2 8 0 « , 

0 , 0 1 ty,(x) = 5 , i 8 o 5 7 — 0 , 4 2 8 6 9 3 7 -t-o,oo5j:3; 

D e p u i s « = « i r = 6 g m , 65 j u s q u ' à x = a = 8 o m , 

0 , 0 1 / 4 « ) = 3 , 3 7 i o 8 — o , 3 7 3 5 i « + o , o o 5 « 3 , 

O , 0 1 tyï{x) =z I , l 3 l 6 l O, 0 2 2 3 8 « . 

Quatrième travée. 

D e p u i s x = o j u s q u ' à « = ; « ' = 6 m , 9 2 , 

0 , 0 1 / , (x) = 5 , 4 9 0 3 4 — o , 3 8 4 g 5 « -f- o , o o 5 x J , 

0 , 0 1 I } J I ( « ) —— o , 6 5 8 8 2 -f- o , o 3 4 5 g « ; 

D e p u i s « = .z' = 6 m , g 2 j u s q u ' à x — x"— i2m,5-j, 

0 , 0 1 fi(x) = 3 , 5 5 8 6 2 — 0,071223:, 

0 , 0 1 <]),(x) — 1,27?go — 0 , 2 7 g 1 4 « - + - o , o o 5 « 2 ; 

D e p u i s « = j ; " = i 2 m , 5 7 j u s q u ' à « = = 4 g m , 9 7 , 

a,oif3!x) = 3 , 1 9 9 1 6 — 0 , 0 ^ 2 6 1 x, 

0 , 0 1 <li3{x) = i , 6 3 2 3 6 — 0 , 3 0 7 7 5 « -+- o , o o 5 « 2 ; 

D e p u i s x — x"'= ^çf, g 7 j u s q u ' à « = « I T = 5 5 m , 8 3 , 

0 , 0 1 J\(x)=—o,65882 - i - o , o 3 4 5 g « , 

o,oiv); 4 («) = 5 , 4 g o 3 4 — o , 3 8 4 9 5 « -f- o , o o 5 « 2 ; 

D e p u i s « = « ' ' ' = 55™, 83 j u s q u ' à « = a = 6 4 m , 

0 , 0 1 ft{x) = 1 , 2 7 2 9 0 — 0 , 2 7 9 1 4 « -f- o , o o 5 « ' , 

0 , 0 1 ljj5(«) = 3 , 5 5 8 6 2 — 0 , 0 7 1 2 2 « . 
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Cinquième travée. 

Depuis x = o j u s q u ' à x = x' — 5 m , 8 g , 

0 , 0 1 f,(x) = 3 , 8 8 7 6 g — 0 , 3 2 7 7 5 ^ -+- o , o o 5 : r ! ; 

0 , 0 1 dv,(.r) —— 0 , 9 9 8 9 1 + 0 , 0 1 9 9 7 . 5 ; ; 

Depuis x = x'=• 5 ™ , 8 g j u s q u ' à x — a = 5 o ' " , 

0 , 0 1 / 3 (a:) = 2 , 4 1 6 1 8 — o , o 4 8 3 3 a ? , 

0 , 0 1 tys{x) = 0 , 4 7 2 6 0 — o , 2 5 g 4 5 a ? -H o , o o 5 . r 3 . 

On se r a p p e l l e q u e l e s fonc t ions / et d; m u l t i p l i é e s par p' 

donnent X ' e t X " ; d e m ê m e X es t égal à p¥{x) : a ins i , l e s 

moments l i m i t e s X ' , X " son t , ainsi q u e X , m a i n t e n a n t c o n n u s 

dans tou te l ' é t e n d u e d e la p i è c e . 

Mais en p r a t i q u e ce n ' e s t pas p r é c i s é m e n t de c e s q u a n t i t é s 

X, X ' , X " q u ' o n a b e s o i n ; c ' es t d e s s o m m e s X -+- X ' , X - + - X " , 

ou s eu l emen t de Ta p lu s g r a n d e des d e u x , en v a l e u r a b s o l u e , 

dans le cas pa r t i cu l i e r d ' u n e s ec t i on s y m é t r i q u e . S'il fallait 

avoir les d e u x s o m m e s , e l l e s s e r a i e n t m a i n t e n a n t b i e n a i s é e s 

à calculer : n o u s s u p p o s e r o n s clone q u ' o n v e u i l l e i m m é d i a t e 

ment choisir la p l u s g r a n d e , p o u r u n e sec t ion q u e l c o n q u e . 

Àiin d ' a t t e indre c e b u t , on a di t au n° 24 qu ' i l fallait a jou te r 

la valeur ab so lue d e X avec ce l l e d e s d e u x q u a n t i t é s X ' e t X" 

qui a le m ê m e s igne q u e X . L e s igne de X ' es t t o u j o u r s -+-, 

celui de X " t o u j o u r s — , c o m m e il e s t aisé de s 'en a s s u r e r , 

et comme on le sait d ' avance (n c 24) : il faut d o n c c h e r c h e r le 

signe de X o u de ¥(x), ce qu i ex ige q u ' o n d é t e r m i n e l e s 

points où ¥(x) s ' a n n u l e . Cela n e p r é s e n t e pas d e difficulté, 

puisque F ( x ) es t p a r t o u t e x p r i m é e par u n t r i n ô m e a l g é b r i q u e 

et rationnel du s e c o n d d e g r é : on t r o u v e , en p o s a n t , p o u r 

chaque t r avée , l ' équa t i on 

qu'elle est satisfaite par d e u x v a l e u r s x,, x,, d e x, d o n t voici 

le tableau : 

Première t rave e. 

Deuxième travée 
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Troisième travée.. 

Quatrième travée. 

Cinquième travée. 

^ , = i 3 m , 7 7 , ^ = G 5 m , 4 i ; 
27"=: i 8 m , 8 7 , a r 2 = 5 i m , 2 o ; 

i i m , 5 6 , • r 2 = 5 o m . 

E n e x a m i n a n t l e s c inq e x p r e s s i o n s d e F(x), on vo i t qu'elles 

r e p r é s e n t e n t t o u t e s u n e p a r a b o l e d e m ê m e p a r a m è t r e , avant 

sa concav i t é t o u r n é e v e r s l es o r d o n n é e s p o s i t i v e s : donc ¥[x) 

es t néga t i ve d a n s l ' in te rva l le (ou p l u t ô t d a n s l e s c inq inter

va l l e s ) c o m p r i s e n t r e x = Xt e t x = x2; e l le es t pos i t ive par

t o u t a i l l e u r s . Ains i d o n c , dans c h a q u e t r a v é e , il faudra 

p r e n d r e : 

X 4 - X ' d e p u i s x — o j u s q u ' à x — xt, e t d e p u i s x =x2 jus

q u ' à x = a; 

X + X " , o u m i e u x — X — X " ( p o u r é c r i r e la va leu r abso

l u e ) , e n t r e x = xx et x — x2. 

11 e s t b i e n e n t e n d u d ' a i l l e u r s q u e dans l ' u n q u e l c o n q u e de 

c e s i n t e r v a l l e s , o n aura éga rd au c h a n g e m e n t de forme de la 

f o n c t i o n / o u di, q u i , m u l t i p l i é e pa r p', d o n n e X ' ou X " . 

N o m m o n s X'" la p lu s g r a n d e v a l e u r a b s o l u e qu ' i l s'agit de 

d é t e r m i n e r . E n o p é r a n t c o m m e il v i e n t d ' ê t r e d i t , on trou

vera : 

Première travée. 

D e p u i s x — x, = o j u s q u ' à x — x 2 = 3 a n l , g 2 , 

x™ = ( i 6 , 4 G o p 4 - 2 o , 5 3 2 / > ' ) . r ~ - ( p + ;»')*'; 

D e p u i s x is x — x,— 3-Vn, 9 2 j u s q u ' à x = x"— 3 5 m , 2 8 , 

X'" = (— 1 6 , 4 6 0 / 1 4 - 4 , o^]ip')x 4 - \ P X 1 ' - < 

D e p u i s x x"= 3 5 m , 2 8 j u s q u ' à x = a = 4 0 ™ , 

X'" = - ( 1 6 , 4 6 0 / 7 4 - i3,5Ci^p')x-+- -[p 4 - p')x\ 

Deuxième travée. 

D e p u i s x = o j u s q u ' à x = x'= 6 m , 4 3 , 

X ' " = i 4 i , 5 8 8 / 3 4 - 2 5 7 , 3 o 5 / j ' 

- ( 1 8 , 8 2 6 / 7 4 - 2 9 , 4 7 2 / 7 ' ) * - 4 - ^ (p^-p')x*; 
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Depuis x = x' = 6 m , 4 3 j u s q u ' à x =, x, — iom, 3 9 , 

X " ' = i 4 i , 5 8 8 / ) + i i i , 8 8 i / > ' 

— ( i 8 , 8 2 6 / j + 3 , 5 g 3 / / } a ? + ^ p x 1 ; 

Depuis x = x1—iom,3g j u s q u ' à x — x " = i o m , 8 7 , 

X " ' = - ^ 1 , 5 8 8 / ) — 2 9 , 7 0 6 / / 

+ ( 1 8 , 8 2 6 / ) + 1 5 , 2 3 3 / / ) 2 ; — ~ [p s,.p')X: x 

Depuis x = x" — i o 1 " , 8 7 j u s q u ' à x = x, — 2 7 ™ , 2 7 , 

X " = - 1 4 1 , 5 8 8 p — 1 6 2 , 8 6 5 p ' 

+ ( 1 8 , 8 2 6 / ? + 2 7 , 4 8 4 / / ) ^ — ^ ( / ) + / > ' ) . r 3 

Depuis x = a : 2 = 2 7 ™ , 2 7 j u s q u ' à x = x'" = 4 1 ' ° , 2 7 , 

X ' " = : 1 4 1 , 5 8 8 / 9 — 2 1 , 2 7 7 / ? ' 

— ( 1 8 , 8 2 6 / ) — 8 , 6 5 8 / ) ' ) * + ^ / ) ^ ; 

Depuis .z = = 4 i r a > 2 7 j u s q u ' à x = ^ I V = 4 5 ' ° , 3 2 , 

X'" = i 4 i , 5 8 8 / > — 1 1 5 , 7 1 7 / / 

— ( 1 8 , 8 2 6 / ) — 1 o , 6 4 6 p 1 )x —f— — /«.z2 ; 

Depuis j ; = ; a : I V = 4 5 m , 3 2 j u s q u ' à x = a = 5 o m , 

X'" = 1 4 1 , 5 8 8 / ) + 2 9 , 7 0 6 / / 

— ( 1 8 , 8 2 6 / ) + 1 5 , 2 3 3 / ) ' ) x-^~(p-\-p')x\ 

Troisième travée. 

Depuis x = 0 j u s q u ' à x = x ' = 1 i , n , 6 3 , 

X'" = 4 5 o , ^ 6 g / j + - 5 i ^ j o S ^ p ' 

— (3g,58g/) + 4 2 , 8 6 9 / ) ' ) * + ^ (/> + / > ' ) * ' ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I l 8 CHAPITRE PREMIER. 

D e p u i s x = « ' = i i m , 6 3 j u s q u ' à « = « , : — - i 3 m , 7 7 , 

— ( 3 g , 5 8 g / » _4_ 2 , a 3 s p ' ) x 4 - ~px' ; 

D e p u i s a; = . r , = i 3 ' n , ' 7 7 j u s q u ' à « = x" — 1 9 ' " , 6 3 , 

X '" 45o ,9 .6 9 /» — 3 3 7 , 1 0 8 / » ' 

4 - ( 3 9 , 6 8 9 / » -+- 3 7 , 3 5 l p')x — L(p+.p')x*; 

D e p u i s x=^x"= i g m , 6 3 j u s q u ' à « = « ' " = 6 i m , 7 2 , 

X"' = — 4 5 o , 2 6 9 /» — 4 , 1 , 5 8 4 p ' 

4 - ( 3 9 , 58g /» 4 - 4 1 , 1 4 6 / » ') « —
 l- (/3 -+- /> ') x' ; 

D e p u i s « = «"' = 6 i m , 7 2 j u s q u ' à x = « , = 6 5 r a , 4 i , 

X'" = — 4 5 0 , 2 6 9 /» — 5 i 8 , o 5 7 / / 

4 - ( 3 g , 5 8 g / > 4 - 4 2 , 8 6 9 / » ' ) « — ~ {p 4 - / » ' ) « ' ; 

D e p u i s « = « 2 = 6 5 r a , 4 i j u s q u ' à « = x'"= 6g"",65, 

X " ' = 4 5 0 , 2 6 9 / 7 — 6 7 , 7 8 8 / » ' 

— ( 3 9 , 5 8 g / » — 3 , 2 8 0 / » ' ) « 4 - - /»« 2 ; 

D e p u i s « = « I T = 6 9 ™ , 65 j u s q u ' à « = a = 8o™, 

X"' = 4 5 0 , 2 6 9 / » 4 - 3 3 7 , 1 0 8 / ) ' 

— ( 3 9 , 5 8 9 / > + 3 7 , 3 5 i p ' ) x + L { p + . p')x\ 

Quatrième travée. 

D e p u i s « — o j u s q u ' à « = « ' = 6 m , 9 2 , 

X"' = 4 8 3 , i 5 2 / > 4 - 5 4 g , o 3 4 / > ' 

— (35,o36/» + 3 S , 4 9 5 / » ' ) « 4 - ^ ( / ? 4 - / > > ' ; 
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Depuis x — x' — 6 m , 9 2 j u s q u ' à x =. x"=i2.m,5']> 

X'" = 4 8 3 , i 5 ' i p - h 3 5 5 , 8 6 2 / ; ' 

— (35,a36p + n}\-iip')x + ^ px1; 

Depuis x — x"~ i 2 m , 5 7 j u s q u ' à x = x, = 1 S " 1 , 8 7 , 

X " ' = 4 8 3 , i 5 2 / > + 3 1 9 , 9 1 6 / 

— (35,o36/> + 4 ,iGip')x + -px'-, 

Depuis ^ = ^ - 1 = i 8 m , 8 7 j u s q u ' à a; = = 4 9 " ' Î 9 7 , 

X " ' = — 4 8 3 , 1 5 2 , 0 — 1 6 3 , 2 3 6 / ; ' 

+ [35,o36/> + 3o,']']5p')x — ^(p-i-p')x'; 

Depuis ^ = x " ' = 4 9 m > 9 7 j u s q u ' à x — x,= 5 i ' " , 2 0 , 

X ' " = — 4 8 3 , 1 5 - 2 p — 5 4 9 , o 3 4 / / 

+ (35,o36/> + 3 8 , 4 9 0 ^ ' ) ^ — ^(/a + p')x' 

Depuis x = x,= 5im,?.o j u s q u ' à x = x i v = 55m,83, 

X ' " = 4 8 3 , 1 5 2 p — 6 5 , 8 8 2 p ' 

— ( 3 5 , o 3 6 / a — 3,^5gp')x + - px*; 

Depuis x — x ' v = 5 5 m , 8 3 j u s q u ' à x — a = 6 4 ' " , 

X " = 4 ^ 3 , 1 5 2 /J + 1 2 7 , 2 9 0 / 3 ' 

— (35,o36/> + 2 7 , 9 i 4 / > ' ) a ; + ^( /» + p')x 

Cinquième travée. 

Depuis x = o j u s q u ' à x = x' — 5 ' " , 8 9 , 

X " ' = 2 8 8 , 8 7 8 ^ + 3 8 8 , 7 6 9 / 

— ( 3 0 , 7 7 8 / ? + Sitll5p'}x + 1 (/s + / > > 2 
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D e p u i s x = x' — 5m,8c) j u s q u ' à x = xl = nm,56, 

X"' = 2 8 8 , 8 7 8 / ) - + - 2 4 1 , 6 1 8 / 

— f 3 o , 7 7 S p -+- 4 , 833 / ) ' ) * -+- ^ / ) * ' ; 

D e p u i s .r = .r, = 1 i m , 5 6 jusqu ' à .r = : « = 5 o m , 

X " ' = — 2 8 8 , 8 7 8 / ) — 4 7 , 2 6 0 / ) ' 

-+ - ( 3 0 , 7 7 8 / j -+- 2 3 , g 4 5 / ) ' ) x — ^ (/) p'jx*. 

Si t o u s ces ca lcu l s d e v a i e n t r é e l l e m e n t se rv i r à u n e applica

t ion p r a t i q u e , il y aura i t e n c o r e l i eu de r e c h e r c h e r les valeurs 

e x t r ê m e s d e c h a c u n e de ces fonc t ions X'", p o u r l es deux li

m i t e s d e x e n t r e l e s q u e l l e s e l l e r e p r é s e n t e le p l u s grand mo

m e n t ; dans l ' i n te rva l l e de ces l im i t e s , il faudrai t voi r également 

si la fonct ion n e passe pas par u n m a x i m u m . C'est u n e discus

s ion qui n e saura i t offrir la m o i n d r e diff iculté , pu i squ ' i l s'agit 

s e u l e m e n t d e fonc t ions a l g é b r i q u e s r a t i o n n e l l e s e t entières du 

s e c o n d d e g r é . N o u s n o u s b o r n e r o n s à c h e r c h e r les maxima 

par l e s q u e l s pa s se X'" . 

D 'abord , en faisant x = o d a n s la p r e m i è r e e x p r e s s i o n de X', 

p o u r l e s d e u x i è m e , t r o i s i è m e , q u a t r i è m e et c i n q u i è m e tra

v é e s , on a les v a l e u r s d e X'" s u r l es a p p u i s , savoi r : 

En A X ' " = i 4 i , 5 8 8 / ) - + - 2 5 7 , 3 o 5 / , 

E n A , . . . . . . X1"— 4 5 0 , 2 6 9 / ) - + - 5 i 8 , 0 5 7 / ) ' , 

E n A 3 X ' " = 4 8 3 , i 5 2 / ) - f - 5 4 9 , o 3 4 / ) ' , 

E n A, X " ' = 2 8 8 , 8 7 8 / ) 4 - 3 8 8 , 7 6 9 / . 

Ce sont là q u a t r e m a x i m a ; car , si l 'on e x a m i n e les diverses 

e x p r e s s i o n s de X'" app l i cab l e s aux e n v i r o n s d e s qua t re appuis 

i n t e r m é d i a i r e s , on vo i t q u ' e l l e s r e p r é s e n t e n t t o u t e s des para

bo l e s d o n t la c o n c a v i t é es t t o u r n é e ' v e r s le h a u t et d o n t le 

s o m m e t n e s o r t pas d e la t r a v é e c o r r e s p o n d a n t e ; cela prouve 

b i e n q u e la c o u r b e c o m m e n c e par d e s c e n d r e , à par t i r du point 

s i t ué s u r c h a c u n d e ces a p p u i s . Mais ces m a x i m a n e sont pas 

les s e u l s ; il y en a d ' a u t r e s v e r s l e m i l i e u des t r avées , et nous 

a l lons l es i n d i q u e r en a d m e t t a n t q u ' o n ai t success ivement 
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Si / / est n u l , l es m a x i m a r é p o n d e n t , dans l es c inq t r a v é e s , 

à X = - (XT -+- X?), a b s c i s s e d o n t la s u b s t i t u t i o n d o n n e l es r é 

sultats que voici : 

Première travée ; ( * • - 1- X, ) = i 6 m , 4 6 , X " ' = 1 3 5 , 4 6 6 / 9 ; 

Y-x7) = i 8 ' " , 8 3 , X " ; = 3 5 , 6 2 1 p ; 

Troisième travée. . . . - (x,-
2 

hx,) = 3 y - , 5 9 , X ' " -^ 3 3 3 , 3 7 7 / j ; 

Quatrième travée.. . . -• (XT~ 
2 

3 5 " ' , o 4 , \ m — 13o,6og/> ; 

Cinquième travée. . . - ( . r . - r - ^ O = 
2 ' 

3o™, 7 8 , X " ' = i 8 4 , 7 6 5 / ; . 

Dans le s e c o n d cas , o ù p' ex i s t e s e u l , X * es t e x p r i m é , t a n t ô t 

par des fonc t ions l i n é a i r e s , t a n t ô t pa r d e s f o n c t i o n s p a r a b o l i 

ques. Les d e r n i è r e s p e u v e n t s e u l e s avoi r d e s m a x i m a d a n s 

l'intervalle des t r a v é e s ; q u a n t a u x v a l e u r s e x t r ê m e s su r l e s 

appuis, il es t inu t i l e de l e s c o n s i d é r e r , car e l l e s s e r a i e n t n é 

cessairement i n f é r i e u r e s à ce l l e s q u ' o n a déjà c a l c u l é e s . P a r m i 

les maxima r é p o n d a n t à d e s s o m m e t s de p a r a b o l e s , il y e n a 

aussi un cer ta in n o m b r e à r e j e t e r , pa r ce q u e les s o m m e t s t o m 

bent hors des in t e rva l l e s d a n s l e s q u e l s les p a r a b o l e s c o r r e s 

pondantes p e u v e n t e x p r i m e r X"'; e n s o r t e q u e f i n a l e m e n t il n e 

reste que c e u x d o n t vo ic i le t ab l eau : 

a b s c i s s e 2 o m , 5 3 , X"' = 2 1 0 , 7 8 2 p'; 

absc i s se 2 7 ™ , 4 8 , X ' " = 2 1 4 , 7 9 3 / 1 ' ; 

Troisième travée. absc i s se 4 1 " 1 » X " ' = - 4 3 4 , g i 3 / ; 

Quatrième travée. . . absc i s se 3 o m , 7 9 , X"' = 3 1 0 , 8 9 9 / / ; 

Cinquième travée. . . absc i s se 2 5 ' ° , 9 5 , 2 8 9 , 3 3 7 p'. 

Le cas m i x t e , s eu l p o s s i b l e en «réal i té , o ù p e t p' on t t o u s 

deux u n e va l eu r d i f fé ren te de z é r o , d o n n e l ieu à d e s m o m e n t s 

que l'on p e u t o b t e n i r en faisant la s o m m e de c e u x qu i r é p o n 

dent à p'= o e t à p = o. On aura d o n c u n e l i m i t e s u p é r i e u r e 

de chaque m a x i m u m relatif à ce cas , en a d d i t i o n n a n t c e u x 

que nous v e n o n s de t r o u v e r ; ce t t e l imi te différera d ' a i l l eu r s 
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p e u de la va l eu r r é e l l e , s u r t o u t si les a b s c i s s e s auxque l l e s ré

p o n d e n t les m a x i m a h o m o l o g u e s p o u r p'=o et p o u r / » = o ne 

son t pas t r op é l o i g n é e s les u n e s d e s a u t r e s . Voic i donc les 

n o m b r e s q u e n o u s p r e n d r i o n s p o u r m a x i m a v e r s les milieux 

des c inq t r avées : 

Première travée i35,^66p - + - 2 1 0 , 7 8 2 / / ; 

Deuxième travée 3 5 , 6 2 1 ^ 0 - 4 - 2 1 4 , 7 9 , 3 / / ; 

Troisième travée 3 3 3 , 3 7 7 / J - 4 - 4 3 4 , 9 1 3 p ' \ 

Quatrième travée 1 3 o , 6 o g / J - ( - 3 1 0 , 8 9 9 / 1 ' ; 

Cinquième travée 1 8 4 , 7 É > 5 / » - 4 - 2 8 9 , 3 3 7 / » ' . 

Le p l u s fort, d e ces c inq m a x i m a et des q u a t r e ci-dessus 

d o n n é s p o u r les a p p u i s e s t ce lu i qu i a l i eu s u r l ' appui Aj ; c'est 

d o n c le m a x i m u m g é n é r a l , le s e u l a u q u e l il faudrait avoir 

égard si la p o u t r e devai t ê t r e c o n s t r u i t e avec u n e sect ion in

v a r i a b l e d ' u n e e x t r é m i t é à l ' a u t r e . 

E n r é s u m é , o n voit q u e la m a r c h e su iv ie dans ce t exemple 

p o u r a r r ive r à c o n n a î t r e les m o m e n t s d é s i g n é s au n"2 ' t parX, 

X ' , X" , a ins i q u e la l imi t e s u p é r i e u r e X'" en va l eu r absolue, 

c o n s i s t e à effectuer les o p é r a t i o n s s u i v a n t e s : 

{a) Ca lcu ler , c o m m e il e s t di t au n° 9, l es sé r i e s d e nombres 

u, v, (3, y. 

(b) E n d é d u i r e les m o m e n t s s u r t o u s l e s p o i n t s d'appui 

q u a n d c h a q u e t r a v é e s u c c e s s i v e m e n t es t c h a r g é e s eu l e . 

(c) Au m o y e n de ces m o m e n t s , c a l c u l e r , par de simples 

a d d i t i o n s , c e u x q u i se p r o d u i s e n t : i" s u r t ous les appuis, 

quand on s u r c h a r g e les t r a v é e s d e rang i m p a i r , ce l les de rang 

pair , t o u t e s les t r avées ; 2 0 s u r un a p p u i A m et ses d e u x voisins, 

q u a n d on a d m e t la s u r c h a r g e dos d e u x t r a v é e s adjacentes audit 

appui A , „ , et d e s a u t r e s t r a v é e s , de d e u x en d e u x . 

(d) Calculer le m o m e n t d e flexion d û à la charge perma

n e n t e , ou la fonct ion F ( J T ) d s n s t o u t e s les t r a v é e s . 

(e) Dans c h a q u e t r a v é e d e r i v e , c a l c u l e r l ' express ion de la 

l imi te pos i t i ve X ' , ou de la fonc t ion f, aux e n v i r o n s de la pile 

q u i fo rme u n e des e x t r é m i t é s d e ce t t e t r a v é e ; ca lcu le r l 'autre li

m i t e , ou la fonc t ion p o u r l ' i n t e r v a l l e vois in d e la culée: 

E N F I N , p o u r c h a c u n de ces d e u x i n t e r v a l l e s , ca lcu le r la fonction 
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| ou f qui res te à c o n n a î t r e , au m o y e n d e la re la t ion f-\-ty=F. 

[f) Dans chaque t r a v é e i n t e r m é d i a i r e , c a l cu l e r l es t ro i s e x 

pressions / (x), tyilx), fi(x) d e la f o n c t i o n / ; en d é d u i r e , par 

la même relat ion, Ĵ , (x),f,{x), u / s (« ) ; enf in , é c r i r e f2(x)=^!,[x), 

/,(*)=+,[», ty,(x)=f>W, ty,[x)=f,[x). 

(g-) Chercher les v a l e u r s de x qu i a n n u l e n t F (x), p o u r en 

conclure les in t e rva l l e s d a n s l e s q u e l s c e t t e fonct ion es t p o s i 

tive, et ceux dans l e s q u e l s e l le es t n é g a t i v e . 

[h] Dans les p r e m i e r s de ces i n t e r v a l l e s , p r e n d r e p o u r X'" 

la somme X -+- X ' ; d a n s les a u t r e s , la s o m m e — X — X " . 

Tout cela c o n s t i t u e s a n s d o u t e u n e n s e m b l e a s sez é t e n d u 

d'opérations p o u r a r r i ve r au b u t final, q u i e s t o r d i n a i r e m e n t 

la détermination de X'". T o u t e f o i s , si l 'on v e u t faire a t t e n t i o n 

que dans la p o u t r e q u ' o n v i e n t d ' é t u d i e r la fonct ion X'" c h a n g e 

vingt-six fois de f o r m e , on r e c o n n a î t r a , n o u s l ' e s p é r o n s , q u e 

nous avons o b t e n u t o u t e la b r i è v e t é c o m p a t i b l e avec la n a t u r e 

ardue et p a s s a b l e m e n t c o m p l i q u é e d e la q u e s t i o n . 

NOTE SUR LA R E C H E R C H E D E S E F F O R T S TRANCHANTS 

L I M I T E S . 

Avant de passer au c h a p i t r e d e u x i è m e , n o u s a l lons i n d i q u e r 

succinctement u n p r o c é d é q u ' o n p o u r r a i t e m p l o y e r p o u r d é 

terminer, dans u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e : 

i" L'effort t r a n c h a n t P dû à la c h a r g e p e r m a n e n t e s e u l e ; 

2° La l imi te p o s i t i v e P ' d e s efforts t r a n c h a n t s d u s à t o u t e s 

les combinaisons p o s s i b l e s de s u r c h a r g e s ; 

3° La l imi te néga t i ve c o n j u g u é e P " ; 

4° La l imi te P'" d e s efforts t r a n c h a n t s p r o d u i t s par l ' ac t ion 

simultanée de la c h a r g e p e r m a n e n t e et de la s u r c h a r g e , c e s 

efforts étant pr is en v a l e u r a b s o l u e . . 

On pourra i t p r o u v e r d ' abo rd , par la r épé t i t i on d e r a i s o n n e 

ments ca lqués s u r c e u x du n" 24 : 

Que P ' et P " r é p o n d e n t à des s u r c h a r g e s c o m p l é m e n t a i r e s ; 

Qu'on a par c o n s é q u e n t la r e l a t i on 

P = - £ ; ( P ' + P * ) ; 
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Enf in , q u e F'" s ' ob t i en t en a jou tan t à P c e l l e des deux quan

t i t é s P ' et P " q u i a u n s igne i d e n t i q u e à c e l u i d e P , c'est-à-

d i r e q u ' o n • 

P " ' = P 4 - P ' l o r s q u e P es t positif, 

P " ' = — (P 4 - P") l o r s q u e P es t négatif . 

T o u t se r é d u i t d o n c e n c o r e à t r o u v e r P ' e t P " ; voic i comment 

on y p a r v i e n t . 

C o n s i d é r o n s la fig. 6 (Pl. A, à la fin du volume), où sont 

t r acées les l i gnes r e p r é s e n t a t i v e s d e s m o m e n t s de flexion pro

d u i t s par la s u r c h a r g e i so lée d e c h a c u n e des t ravées . Les 

d r o i t e s p o r t a n t l es n u m é r o s 

m—I, m — 3 , m — 5 , . . . , 

ffî+î, m 4 - 4 , m 4 - 6 , . . . , 

o n t des i n c l i n a i s o n s néga t i ve s su r l 'axe des absc i sses Am_, A„, 

d a n s t o u t e l ' é t e n d u e de la t r a v é e , p e n d a n t q u e le contraire a 

l i eu p o u r les d r o i t e s 

m — 2 , rn — 4 1
 m — 6 , . . . , 

m 4 - I , m 4 - 3 , / « 4 - 5 , . . . . 

L ' i n c l i n a i s o n de la pa rabo le m es t néga t i ve e n t r e A r a_, et le 

m i l i e u de D F , c ' e s t - à - d i r e e n t r e x = o e t x = ^ (x'+ x'y); 

dans le s u r p l u s d e la t r a v é e , l ' i nc l ina i son change de signe et 

d e v i e n t pos i t i ve a p r è s avo i r pa s sé p a r z é r o . Si l 'on se rappelle 

c e t t e p r o p r i é t é c o n n u e , savoi r q u e les d ive r ses inclinaisons 

d o n t il s 'agit d o n n e n t , e n v a l e u r a b s o l u e , les efforts tranchants 

p r o d u i t s pa r l es s u r c h a r g e s c o r r e s p o n d a n t e s (*), on en con

clura sans p e i n e q u e : 

( * ) C ' e s t c e q u e d é m o n t r e l a r e l a t i o n 

t r o u v é e a u n n 7 : S Q n ' e s t p a s a u t r e e h o s e o n e f f e t q u e l ' e f f o r t tranchimt 

c o m p t é p o s i t i v e m e n t d e h a u t e n b a s , p e n d a n t q u o l e p r e m i e r m e m b r e est la 

d é r i v é e d u m o m e n t f l é c h i s s a n t p r i s e e n s i g n e c o n t r a i r e , ( ' e t t e n é c e s s i t e DI' 

c h a n g e r l e s i g n e n e s u b s i s t e r a i t p a s s ì F o n c h a n g e a i t l a c o n v e n t i o n d u seas 

p o s i t i f , s o i t p o u r l e s m o m e n t s , s o i t p o u r l e s e f f o r t s t r a n c h a n t s . 
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P ' = 

P " = 

— P 

— P 

dx 

df{x)_ 

dx 1 

= — P 

= — P 

, d^{x)^ 

dx 

, d^[x)_ 

dx 

Nous al lons m a i n t e n a n t c e s s e r d e n o u s o c c u p e r d e s p o u t r e s 

dont les t ravées p r é s e n t e n t d e s o u v e r t u r e s q u e l c o n q u e s , p o u r 

adopter u n e h y p o t h è s e qui r e n f e r m e à p e u p r è s t o u t e s l e s 

poutres c o n s t r u i t e s : n o u s v o u l o n s pa r l e r du cas où t o u t e s les 

travées ont des l o n g u e u r s éga l e s , sauf les d e u x e x t r ê m e s , q u i 

Depuis x = o j u s q u ' à x = i (x' + xiy), la l i m i t e P ' r é p o n d 

à la surcharge d e s t r a v é e s M — I, M — 3 , M — 5 , . . . ; M; m 2 , 

m-r-4> i r e + 6 , . . . ; o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , P 7 es t p r o d u i t par 

la combinaison de s u r c h a r g e q u i d o n n e la l i m i t e X ' d e s m o 

ments fléchissants pos i t i f s a u x e n v i r o n s de l ' appu i A,„_!,-

Depuis x — ^ (x' -h x") j u s q u ' à x = a = \m_tAm, c ' es t la 

limite P" qui est au c o n t r a i r e p r o d u i t e pa r la c o m b i n a i s o n à 

laquelle serait d u e la l i m i t e X ' a u x e n v i r o n s de l ' appu i A™. 

Ainsi donc , la t r a v é e é t a n t d i v i s é e e n d e u x r é g i o n s par le 

point qui a l ' absc isse ^ (x' -+- xly), on aura i t , avec l e s n o t a 

tions du n° 26 : 

Pour ^ [x' +• x" ) 

Pour x > - (x' -f- xl") 

et, attendu q u e P ' et P " r é p o n d e n t , en u n m ê m e p o i n t , à d e s 

surcharges c o m p l é m e n t a i r e s , o n au ra i t auss i 

Pour x<Z - [x'-\- xiy) P ' 

Pour x~>-^ [x' + x") P ' 

Cela fait c o n n a î t r e P ' e t P " dans t o u t e la t r avée , p u i s q u e les 

fonctions ft, f, dv,, il;s o n t é t é p r é c é d e m m e n t d é t e r m i n é e s . 

S'il s'agissait de la t r a v é e d e r ive À 0 A, , f et u>, s e r a i e n t r e m 

placées r e s p e c t i v e m e n t par 4*3 e l j f j . 
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s o n t éga les e n t r e e l l e s , m a i s d i f fé ren tes d e s a u t r e s . Dans ce cas 

pa r t i cu l i e r , la m é t h o d e q u e n o u s v e n o n s d e su iv re est suscep. 

t i b l e d e r e c e v o i r avec avan tage q u e l q u e s modi f ica t ions , princi-

p a l e m e n t p o u r a r r i ve r p lu s v i te a u x m o m e n t s définis à l'ali

néa (c) du r é s u m é p r é c é d e n t ; le p r o b l è m e , avec la restriction 

d o n t il s 'agit , p r é s e n t e d 'a i l l eurs d e s c i r c o n s t a n c e s intéres

s a n t e s e t r e m a r q u a b l e s . Ce se ra l 'objet d u c h a p i t r e suivant. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 
DES POUTRES SYMÉTRIQUES, AYANT LEURS TRAVÉES INTERMÉDIAIRES ÉGALES. 

§ I . — P r é l i m i n a i r e s . 

30. Définition de la poutre. — N o u s a l l ons ana lyser m a i n 

tenant en détail le cas p a r t i c u l i e r d ' u n e p o u t r e ayant p o u r p lan 

de symétrie le p lan ver t ica l m e n é à éga le d i s t ance d e s a p p u i s 

extrêmes; d e p l u s , n o u s s u p p o s e r o n s u n e m ô m e o u v e r t u r e c 

à toutes les t r avées i n t e r m é d i a i r e s , l a q u e l l e d i m e n s i o n p o u r r a 

différer de l ' o u v e r t u r e b des t r a v é e s de r i v e . La l e t t r e S d é s i 

gnera c o n s t a m m e n t le r a p p o r t ^ de c e s d e u x l o n g u e u r s . 

Tous les appu i s s e r o n t , sauf m e n t i o n c o n t r a i r e , c e n s é s 

donner u n e fixité parfai te a u x p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s de la 

fibre m o y e n n e n o n d é f o r m é e , ce qu i p e r m e t t r a d ' a p p l i q u e r 

l'équation ( 1 0 ) du n° G à la r e c h e r c h e d e s m o m e n t s su r c e s 

appuis, et aussi le. t h é o r è m e s u r la c o m p o s i t i o n d e s effets d e s 

forces (n° 5 ) . 

Pour l ' indicat ion du rang d e s t r avées e t des a p p u i s , n o u s 

continuerons à s u i v r e les c o n v e n t i o n s d u n° 9 ; a ins i l es a p p u i s 

seront 

A[), A[, A, , A 3 , . . . , Am—t, A m , . . . , A„, 

en nombre « + i ; il y aura d e c e t t e m a n i è r e n t r avées , e t 

A„_,A,„ sera la m'™». 

Le n o m b r e n se ra , dans les f o r m u l e s g é n é r a l e s , s u p p o s é p l u s 

grand que 2 . On exc lu t a ins i la p o u t r e à d e u x t r avées éga l e s , 

dont la t héo r i e es t facile à faire d i r e c t e m e n t (et n o u s la t r a i t e 

rons du r e s t e dans u n ar t i c le spéc i a l ) , t and i s q u e la p l u p a r t 

des formules de ce chap i t r e n e p o u r r a i e n t lu i ê t re a p p l i q u é e s . 

Ce serait u n e e x c e p t i o n à m e n t i o n n e r à c h a q u e i n s t a n t ; on le 

fait ici u n e fois p o u r t o u t e s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I î 8 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

La m é t h o d e q u e n o u s n o u s p r o p o s o n s d ' app l i que r à la re

c h e r c h e d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s d e s m o m e n t s sera p lu s directe 

et p l u s r ap ide q u e ce l l e d o n t u n e x e m p l e a é t é d o n n é au n° 29 : 

a u l i eu d e s u p e r p o s e r l e s effets pa r t i e l s d e s surcharges sur 

c h a q u e t r avée i s o l é e , su ivan t l es p r i n c i p e s é tabl i s aux n o s 2C 

e t 27 , n o u s r e c h e r c h e r o n s de p r i m e a b o r d les résu l ta t s de cette 

s u p e r p o s i t i o n , c e qu i d i s p e n s e r a d ' u n e s é r i e d e sommations, 

t o u j o u r s pén ib le s , q u a n d il y a u n n o m b r e n o t a b l e de travées; 

n o u s n e c o n s e r v e r o n s donc, g u è r e d u c h a p i t r e p r e m i e r que les 

r é s u l t a t s et t h é o r è m e s g é n é r a u x , d o n t la m é t h o d e de super

pos i t ion n o u s a f o u r n i des d é m o n s t r a t i o n s fort s imples , qu'il 

sera i t p o u r le m o i n s i n u t i l e d e r e c o m m e n c e r . E n conséquence 

les sé r i e s n u m é r i q u e s é t u d i é e s au n" 9 s e r o n t d 'un emploi 

b e a u c o u p m o i n s f r é q u e n t e t m o i n s é t e n d u ; toutefois elles se 

r e p r é s e n t e r o n t e n c o r e e t il es t b o n de vo i r ce qu 'el les de

v i e n n e n t . Cela a u r a e n o u t r e l ' avantage d e n o u s a m e n e r natu

r e l l e m e n t à d ' au t r e s s é r i e s d o n t l ' u sage facili tera beaucoup nos 

r e c h e r c h e s . 

3 1 . Des séries u, v, ¡3, y. — Il e s t v i s i b l e , par raison de sy

m é t r i e , q u e l e s s é r i e s a insi d é s i g n é e s au n° 9 son t deux à deux 

i d e n t i q u e s ; les n o m b r e s v n e se d i s t i n g u e n t pas d e s nombres U, 

et la m ê m e c h o s e a l ieu p o u r les (3 e t y. 

L e s n o m b r e s u son t d é t e r m i n é s pa r u n g r o u p e d'équations 

q u i , e n ayant éga rd a u x s u i v a n t e s : 

al=a„~b, fl3 = « 3 = at = . . .= am = . . .= a„_, -• «„_, = LIO, 

p r e n n e n t la fo rme c i - a p r è s : 

2 u, ( i - F - S) + K J O = o, 

« , + 4 « I - H « 3 = o, 

« , + 4 « 3 - 4 - « 4 = O , 

Um - 4 - 4 Um+\ + 1 ( W ~ ° > 

M „ „ 3 + 4 « » - 2 + «„__! = o, 

M „ _ A ( 5 + 2 « N ^ L ( I + 8 ) + M „ = O . 

Q u a n d on aura i t p r i s M , = I , on en c o n c l u r a i t sans peine le 
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valeurs n u m é r i q u e s s u c c e s s i v e s d e u2, /h, ut,..., q u e l ' on 

pourrait ca lcu ler d e p r o c h e e n p r o c h e ; il n 'y a g u è r e , p o u r 

parvenir à ce b u t , d e p r o c é d é p r a t i q u e p l u s s i m p l e e t p l u s ex-

pétlitif; mais le s u i v a n t a l ' avantage d e d o n n e r u n e e x p r e s s i o n 

algébrique de l ' u n q u e l c o n q u e d e c e s n o m h r e s u en fonct ion 

de son ind ice , j u s q u ' à w„-, i n c l u s i v e m e n t , ce q u i sera u t i l e 

pour cer ta ines t r a n s f o r m a t i o n s q u ' o n r e n c o n t r e r a p lu s lo in . 

D'après la n o t a t i o n o r d i n a i r e u s i t é e d a n s le ca lcul d e s diffé

rences finies, p o s o n s 

um+i — « „ + A « „ , 

l'équation géné ra l e du g r o u p e c i - d e s s u s ( l e s d e u x é q u a t i o n s 

extrêmes é tan t m i s e s à p a r t ) d e v i e n t a lo r s 

K „ , 4 - 4 ( " ™ + A « „ ) 4 - M™ 4 - + A ! M , „ = o, 

soit, en r é d u i s a n t , 

( i ) / 6 "m 4 - 6 À ( ( , „ 4 - &>llm-— O, 

équation l inéa i re du s e c o n d o r d r e , aux d i f fé rences finies, où 

n'entre que l ' i n c o n n u e um. P o u r l ' i n t é g r e r , on c h e r c h e r a d ' abord 

des solut ions p a r t i c u l i è r e s t e l l es q u e 

um = A " , 

a désignant u n e c e r t a i n e b a s e . E n di f férent iant d e u x fois c e t t e 

valeur on a 

A « M = xm+' — A'" —ar(oL — I ) , 

à:'um— &..k.un = a.m(x — 1 ) ' , 

et ces exp re s s ions p o r t é e s , a ins i q u e a"1, dans l ' é q u a t i o n ( 1 ) 

donneront 

a."' [ 6 4 - 6 ( A — 1 ) 4 - [a. — 1 )'.] = O , 

ou bien 
A * 4 - 4 a + 1 — ° -

On tire de là d e u x r a c i n e s d i s t i n c t e s , t o u t e s d e u x néga t ive s , 

savoir : 

a! = — 2 — — — 3 , 7 3 2 0 5 0 8 0 7 5 . . . , 

* " = — 2 + / 3 = - 0 , 2 6 7 9 4 9 1 9 2 1 . . . = A -

111. 9 
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L ' é q u a t i o n ( i ) a d m e t d o n c c o m m e s o l u t i o n s par t icu l iè res a'™ 

et a""'; d ' où il su i t q u e si l ' on n o m m e À et B d e u x constantes 

a r b i t r a i r e s , e l le aura p o u r i n t ég ra l e g é n é r a l e 

(al um = A cc'm - t - B a!'m. 

Par cela seu l q u ' o n a d o p t e r a p o u r les n o m b r e s u des expres

s i o n s de c e t t e f o r m e , on aura satisfait à t o u t e s l es équations 

d u g r o u p e , m o i n s la p r e m i è r e et la d e r n i è r e ; e t m ê m e , comme 

n o u s d i s p o s o n s e n c o r e d e s i n d é t e r m i n é e s A e t B, n o u s pour

r o n s les cho i s i r de m a n i è r e q u ' o n ait 

K , = I , 2 u , {i -+- S) -+- u,o = o ; 

il n 'y a u r a p l u s a lors q u e la d e r n i è r e é q u a t i o n q u i n e sera pas 

vér i f iée , c ' e s t - à - d i r e q u e la f o r m u l e ( 2 ) r e p r é s e n t e r a tous les 

n o m b r e s u, à l ' e x c e p t i o n d e ua. 

L e s d e u x c o n d i t i o n s p r é c é d e n t e s r e v i e n n e n t à 

\ a ' 4 - B a " = i , 

2 ( 1 + ( A A ' + B a " ) + Â ( A A ' 3 + B a " ! ) = o ; 

la s e c o n d e p e u t e n c o r e s ' éc r i re 

A a ' ( 2 + ai? 4- Sx') 4 - B a " ( 2 4 - 2 0 4 - ôV') = o, 

o u , e n r e m p l a ç a n t a' et a" par l e u r s v a l e u r s , 

A - / ' 2 - < y '3J 4 - B / ( 2 4 - 5 V3~) = o. 

On a d o n c d e u x é q u a t i o n s du p r e m i e r d e g r é e n t r e A a ' e t Ba"; 

on en d é d u i t f a c i l e m e n t 

A 2 ' = — = ( 2 4 - ^ / 3 ) , 

2 0 ^ 3 

B « " = ( 2 — O S / 3 ) , 

2 Ô V'3 

e x p r e s s i o n s q u i , p o r t é e s dans l ' é q u a t i o n ( 2 ) , d o n n e n t enfin 

( 3 ) um = — — = [ ( 2 4 - 0 v ' 3 ) « ' » - ' — ( 2 — a v ' 3 ) « " " " ] • 

2 0 Y/3 

D'après l ' ana lyse m ê m e qu i c o n d u i t à ce l t e fo rmule , on ne 
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devra l ' appl iquer q u e j u s q u ' à m = n— I ; p o u r avo i r u„ on 

emploiera la re la t ion 

« „ = — 2 ( I + 3 ) M „ _ , — 3 « „ _ • , , 

d'où résul te 

- 2 3 \fi . un = 2 ( I + • 3 ) [ ( 2 + 3 i / 3 ) a'"'1 — ( 2 — 3 S / 3 ) A " " - 1 ] 

+ 3 [ ( 2 -+ - 3 V/'3) A ' " " 3 — ( 2 — 3 V/3) A " " - 3 ] . 

Comme or.'a" est égal à 1 , n o u s é c r i r o n s a'n~2a" e t A " " ^ 2 A ' au 

lieu de a.'"~3 e t a " » - 3 ; o r d o n n a n t a lo r s le s e c o n d m e m b r e par 

rapport à a '" - » et a""" 2 , n o u s t r o u v e r o n s 

- 2 3 V'3 . M „ = a ' - 2
 ( 2 + 3 V ' 3 ) ( 2 + 2 3 + Sa") 

— a""- 5
 ( 2 — 3 V / 3 ) ( 2 + 2 3 + 3 a ' ) 

^ ( 2 ô V / 3 ) ' a ' — 2 — ( 2 — 3 ) ' « " " - % 

c'est-à-dire 

(4 ) « . = ^ [(a + e V / 3 ) 3 = _ ^ _ 3 V ' 3 ) 3 a " " - 2 J . 

2 3 \ /3 

Les fo rmules ( 3 ) e t (4 ) r e p r é s e n t e n t t o u t e la s é r i e d e s 

nombres u [ e t par c o n s é q u e n t auss i ce l l e des 3 q u i s ' en d é 

duit (n° 9) ] , au m o y e n d e s p u i s s a n c e s s u c c e s s i v e s d e s b i n ô m e s 

a! et a" : il est b o n , p o u r ce t t e r a i son , d ' e n t r e r d a n s q u e l q u e s 

détails sur la fo rma t ion de ces p u i s s a n c e s . 

32. Puissances des nombres oc.', / ; séries M et N . — On a 

par la fo rmule d u b i n ô m e , e n n o m m a n t k un n o m b r e e n t i e r 

positif q u e l c o n q u e , 

a'l= ( — 2 — ( / 3 ) * = (— 1 ? ( 2 + i / 3 ) * 

: = ( — , )* J V + . 2 * - ' ^ 3 + ^ ^ T ^ 2 < _ I • 3 

k(k — i)(k—*) . , ., "1 
H — • ^ 2 » - 3 . 3 V/3 + • • • • 

On sait q u e la s é r i e e n t r e c r o c h e t s se t e r m i n e d ' e l l e - m ê m e 

après + 1 t e r m e s , e t q u e t o u s l es coeff ic ients t e l s q u e 

k{k — I ) ( / f — 2 ) . . . (k — i + i) 
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( 5 ) a ' * = M * + N* y/3. 

La va l eu r d e a"* s ' o b t i e n d r a i t en m e t t a n t — y/3 au lieu de y'î 

d a n s l ' é q u a t i o n f o u r n i e par la f o r m u l e d u b i n ô m e ; donc 

( 6 ) a."h= M t — Nj y/3-

L e s n o m b r e s M* et Ni, d o n t la c o n n a i s s a n c e en t r a îne immé

d i a t e m e n t ce l l e de a'* e t a"*, p o u r r a i e n t s ' e x p r i m e r en identi

fiant M*-H N4 y/3 a v e c le d é v e l o p p e m e n t , c i - d e s s u s indiqué , de 

a!k\ les p a r t i e s r a t i o n n e l l e s e t i r r a t i o n n e l l e s devan t ê t re égales 

s é p a r é m e n t , o n aura i t 

M * = ( — i 

t = ( - i ) * [Va* 

9 f r ( f r - . ) ( / f - 3 ) ( / r - 3 ) _ 

1 . 2 . 3 . 4 _ 

, , 3 f r ( f r - . ) ( f r - a ) 

1 . 2 . 3 

+ 9 / r ( / f — Q ( A — 2 ) ( / r - 3 ) ( / r - 4 ) 

I . 2 . 3 . 4 - 5 

On t i r e d e là, par la s u b s t i t u t i o n de k — o , k = i, le = 7, 

le = 3 , . . . : 

Mo— 1 , N „ — o , 

M, = — 9 , N , = — 1 , 

M, = 7, N , = 4 , 

M 3 = — 2 6 , N 3 = — i 5 , 

Mais ces f o r m u l e s d e v i e n n e n t b i e n t ô t d 'un emplo i pénible 

l o r s q u e le p r e n d u n e v a l e u r n o t a b l e : p o u r p r o l o n g e r ces deux 

s é r i e s , il se ra b e a u c o u p p l u s s i m p l e de r e m a r q u e r que ln 

c o m b i n a i s o n des é q u a t i o n s ( 5 ) et ( 6 ) pa r addi t ion et soustrac-

s o n t dos n o m b r e s e n t i e r s ; si d o n c o n a p p e l l e M* et N* deux 

n o m b r e s e n t i e r s don t l ' i nd ice /r fixe la v a l e u r , on aura 
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lion m e m b r e à m e m b r e d o n n e 

2 1 

2 y i 

donc M* et Ni r e n t r e n t d a n s la f o r m e g é n é r a l e ( 2 ) d e s e x p r e s 

sions qui v é r i l i e n t l ' é q u a t i o n 

6 M A H - 6 A « f r - + - A J W i = o , 

ou, ce qu i r e v i e n t au m ê m e , 

« * - + - 4 « / . - M + Mt+i = o ; 

et par sui te on aura 

M«-r-4Mt+, + M t H . 2 = o , 

N * + 4 N * + 1 + N * + 2 = o. 

Ces deux r e l a t i ons p e r m e t t e n t d ' avo i r t r è s - f a c i l e m e n t > I * + ! au 

moyen de Mj e t Mj+„ e t d 'avoi r auss i N / , + 2 q u a n d on a Nj e t 

par tant d e s v a l e u r s déjà c a l c u l é e s , n o u s e n d é d u i r o n s 

donc les s u i v a n t e s , e t n o u s f o r m e r o n s le t ab l eau c i -de s sous : 

k = o, 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 

M ( = i , — 2 , 7 , — 2 6 , 9 7 , — 3 6 2 , I 3 5 I , — 5 0 4 2 , 1 8 8 1 7 , 

Nf = o, — 1 , 4 . — ' 5 , 5 6 , — 2 0 9 , 7 8 0 , — 2 9 1 1 , 1 0 8 6 4 , 

h = g, 1 0 , I I 7 1 2 , . . . . 

Mj = — 7 0 2 2 6 , 2 6 2 0 8 7 , — 9 7 8 1 2 2 , 3 6 5 o 4 o i , . . . . 

\ * = — 4 ° 5 4 5 , i 5 i 3 i 6 , — 5 6 4 7 1 9 , 2 1 0 7 5 6 0 , . . . . 

La sér ie des N es t i d e n t i q u e , sauf le s i g n e , à ce l l e d e s u p o u r 

l = C'est ce q u ' o n p o u r r a i t d é m o n t r e r à priori : la for

mule ( 3 ) d o n n e en effet, p o u r 5 = i, 

um= -L= [{•?. - 4 - y/3) « " « - ' — ( 2 — v ^ ) * " " -

2 ^ 3 

= ( a'"' — a""1 ) = — N„,. 

2 V3 
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r 34 CHAPITRE DEUXIÈME. 

2 * 

2 ^ 3 

uu b i e n , a t t e n d u q u e a ' = —r.i 

N _ „ , = — = . (*"">- a"") = — N,„ 
2 s/3 

f o r m u l e s qu i p e r m e t t e n t d ' é t e n d r e les s é r i e s M et N aux 

i n d i c e s néga t i f s . 

F a i s o n s e n c o r e k= m 4 - ^1 m é t a n t s u p p o s é en t i e r : nous 

a u r o n s 

M„, + -i = ^ («''»+-i 4 - X'""+T) , 

N „ + ; = - ^ ( « ' » ~ ï — « ' » " 4 ) ; 
2 s/3 

o r on a aus s i , c o m m e on le vér i f ie d e s u i t e , 

« ' = — 2 — v/3 = — ^ (1 + v ' 3 " ) 2 . 

2 4 - V'3 = — £ (1 ~ 

N o u s n ' a v o n s c o n s i d é r é j u s q u ' à p r é s e n t q u e des valeurs 

e n t i è r e s et pos i t ives de l ' ind ice k, ma i s l es s e c o n d s membres 

d e s égal i tés ( 7 ) ayan t u n e signif icat ion p r é c i s e p o u r h négatif 

o u f r ac t ionna i r e , r i e n n ' e m p ê c h e d'y s u b s t i t u e r des valeurs de 

c e t t e e s p è c e , e t q u a n d on aura ca l cu l é l es v a l e u r s correspon

dan t e s d e ces s e c o n d s m e m b r e s , ce t t e o p é r a t i o n aura fourni 

d e u x n o m b r e s M*, sat isfaisant e n c o r e aux éga l i t és (5) et (6). 

F a i s o n s par e x e m p l e k——m; il v i e n t 
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et partant, si l 'on r e p r é s e n t e par i le radical i m a g i n a i r e 

A " = i ( I - F - Y / 3 ) , O T " 2 = : (' ( I — Y/3 ). 

DONC 

M „ 1 + = ^ [ A'-" ( I - + - \fl ) -+- a"'" ( I — Y/3 ) ] , 

J 2 Y/3 

ou bien, en ayant éga rd a u x éga l i tés ( 7 }, 

• ( M M + ' = i ' ( M „ , + 3 N m ) , 

. ( N,„+_t = J ' ( M , „ + > „ , ) . 

Par ces f o r m u l e s , on conna î t r a les v a l e u r s d e M * e t Nj p o u r 

des valeurs de l ' ind ice éga les à la m o i t i é d ' u n n o m b r e e n t i e r 

impair; on aura d o n c auss i ce l l e s de A ' * e t A " * d a n s la m ê m e 

circonstance. 

Les sér ies M e t N j o u i s s e n t d e d i v e r s e s p r o p r i é t é s assez c u 

rieuses, et n o u s a l lons en d é m o n t r e r q u e l q u e s - u n e s d o n t n o u s 

aurons b e s o i n p l u s t a r d . 

On r e m a r q u e r a p r e m i è r e m e n t q u e si k e t l d é s i g n e n t d e u x 

indices posi t i fs t e l s , q u e la d i f fé rence / — k soi t pos i t ive e t 

tende vers l ' inf ini , l es d e u x n o m b r e s M * , N* t e n d e n t à s ' a n n u 

ler en c o m p a r a i s o n d e M ; ou N/. C'est c e q u e les f o r m u l e s ( 7 ) 

mettent su f f i samment e n é v i d e n c e , car le t e r m e a." l ' e m p o r 

tera inf in iment s u r se"1, a!h, a."k. Il c o n v i e n t d ' a jou te r e n c o r e 

que, les va l eu r s a b s o l u e s des n o m b r e s M e t N n e d é p e n d a n t 

que des va l eu r s a b s o l u e s de l ' i nd i ce , on p e u t é ca r t e r la r e s 

triction re la t ive a u x s i gnes d e k e t l : il suffit p o u r la vé r i t é 

du résultat q u e l d é p a s s e k en g r a n d e u r a b s o l u e , et q u e la 

différence a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t . 

Soient m a i n t e n a n t les éga l i tés 

a " = M / - f - N , V ' 3 , 

dans l e sque l l e s h et / r e p r é s e n t e n t deux ind ices en t i e r s ou 
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égaux à la m o i t i é d 'un n o m b r e impa i r , posi t i fs ou négatifs. La 

m u l t i p l i c a t i o n m e m b r e à m e m b r e d o n n e 

= MjMv-f- 3 N * N , + v'3 ( M t N , 4 - M,N*); 

on a auss i 

d o n c il en r é s u l t e 

M ..• !- N; ,,• v 3 = M * M , + 3 \ < \ / - i - v'3 ( M * N / + M A , ; . 

Q u a n d les i n d i c e s /r e t / s o n t e n t i e r s , il en es t d e m ê m e de 

t o u s les n o m b r e s M et N q u i e n t r e n t dans c e t t e é g a l i t é ; si l'un 

des d e u x , h pa r e x e m p l e , égale, u n n o m b r e e n t i e r + - > I a 

m ê m e c i r c o n s t a n c e ex i s t e ra e n c o r e p o u r M*+/> ^t+h M*, NTj, 

en faisant a b s t r a c t i o n du fac teur i q u i e n t r e dans tous les 

t e r m e s d e l ' éga l i té ; enf in , s i fc et / s o n t t o u s d e u x des moitiés 

d e n o m b r e s i m p a i r s , h -+-1 d e v e n a n t e n t i e r , M*+/ et N*+/ le se

ron t au s s i , et les p r o d u i t s d e u x à d e u x d u s e c o n d membre 

s e r o n t c e u x de d e u x fac teurs e n t i e r s m u l t i p l i é s par i1 ou 

Dans t o u s les cas , o n voi t q u e l ' éga l i té p r é c é d e n t e devra né

c e s s a i r e m e n t se d é c o m p o s e r e n d e u x , afin d ' éga le r séparément 

les p a r t i e s r a t i o n n e l l e s e t les i r r a t i o n n e l l e s : d o n c 

( ' 0 ) | N w = N , M , + M f N, . 

On p o u r r a i t r e m p l a c e r / par — l, e t , e u égard a u x formules (8j, 

o n éc r i ra i t 

( M W = M ( M ; - 3! \Yi\ / ; 

I Ni_/ = Ni M; — M* N/. 

L ' h y p o t h è s e p a r t i c u l i è r e h — l c o n d u i t aux r e l a t i ons 
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La combinaison d e la p r e m i è r e et de la t r o i s i è m e d o n n e r a i t 

Enfin, les fo rmules ( ro) e t ( n ) f o u r n i s s e n t e n c o r e les s u i 

vantes par des add i t ions o u s o u s t r a c t i o n s d e u x à d e u x : 

M W - | - M J _ , = 2 M J M / , 

Sans nous a r r ê t e r d a v a n t a g e à c e s t r a n s f o r m a t i o n s , q u ' o n 

pourrait mu l t ip l i e r à l ' inf ini , n o u s t e r m i n e r o n s cet a r t i c le par 

l e tableau de q u e l q u e s v a l e u r s d e M* et de N* p o u r h égal à u n 

i 

e n t i e r H 2 

2 / f = 1 , 3 , J , 7 ' 9 ' " -

, , - 5 , ' 9 > — 7 1 - 2 6 5 , — 9 8 9 , 

1 
1 , — 3 , 1 1 , — 4 1 , i 5 3 , — 5 7 1 , 

2 / . - = . 3 , i 5 , 1 7 , 

3 6 9 1 , — 1 3 7 7 5 , 5 i 4 o g , — 1 9 1 8 6 1 

2 I 3 1 , 7 9 5 3 , 2 9 G 8 1 , — 1 1 0 7 7 1 

%h — 2 1 , 2 . 3 , 2 .5 , 

7 i 6 o 3 5 , 2 6 7 2 2 7 9 , 9 9 7 8 0 8 1 , . . . , 

: 4 i 3 4 o 3 , — l 5 4 2 8 4 l , 5 7 5 7 9 6 1 , 

En comparan t ce t ab l eau avec ce lu i d e s n o m b r e s N relatifs 

i u \ valeurs e n t i è r e s et pos i t ives d e l ' i nd ice , on ape rço i t a i s é -
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m e n t les r e l a t i ons 

on les r e t r o u v e r a i t par les d e u x d e r n i è r e s f o r m u l e s ( i / j ) , e n \ 

faisant k — m + - , 1= ~, M, = N , = i = l / — - -

3 2 \• ~ V 2 

3 3 . autres formes données aux séries u et ¡3; série lu — 

L e s d e u x s é r i e s M e t N é t an t c a l c u l é e s u n e fois p o u r toutes 

( p u i s q u ' e l l e s n e d é p e n d e n t en r i en d e la p o u t r e ) , on peut s'en 

se rv i r a v a n t a g e u s e m e n t , dans ce r t a in s cas , p o u r exprimer les 

n o m b r e s u ou ¡3. P r e n o n s en effet la f o r m u l e ( 3 ) ; nous l'écri

r o n s a ins i : 

[ 2 (a'"'- — «""-')-(- è y/3 (a""-' -+- s"'"- 1)], 
2 ( ^ 3 

ce q u i , d ' ap rè s les f o r m u l e s ( 7 ) , r e v i e n t à 

( 1 5 ) u,„ = ^ ( 2 + M m _ , ô). 

Cet te e x p r e s s i o n es t , c o m m e o n l e voit , e n t i è r e m e n t débar

r a s sée d ' i r r a t i o n n e l l e s . 

P a r e i l l e m e n t , l ' e x p r e s s i o n ( 4 ) du n o m b r e u„ s 'écrira 

« „ = [ ( 4 + 3 ô ' 0 ( a ' " - 2 — a ' ' " - ' ) + 4 ( 3 v / 3 i y » - - J + s : ' ' ' ' - : ; j , 
2 â y 3 

ou b i e n , en v e r t u des f o r m u l e s ( 7 ) , 

( 1 6 ) " „ = — 7} [ ( 4 - + - 3 â = ) N „ _ , - + - 4 s M „ _ 2 ] . 

La quan t i t é e n t r e c roche t s se décompose en deux facteurs rationnels et 

du p r emie r degré r e l a t ivement à 3, car l 'équat ion 

3 N „ _ 2 c P + IM„_J + 4 X M _= o 

admet les rac ines 
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c'est-à-dire, à cause de la t rois ième formule ( 1 2 ) , 

3 N H —3 

par suite on a 

, 4 + 3 N N M + 4 « M = 3 N M [ J +

A J ^ ] [ * + % - : ^ ] . 

Or, si nous posons 

N — 2 = 2 Q, 

nous aurons, par la seconde formule ( 1 2 ) e t les deux formules ( I 3 ) , 

M „ _ 2 + I - 2 M ? , 

donc aussi 

¡4 H- 3 . . . , N „ + 4 » ! „ _ , = « > , N , (* + ) ( » - I J S . 

= 2 ( 3 N , 5 + 2 M , ) ( M / + 2 N 7 ; . 

En substituant ces résu l ta t s dans «„, on t rouve 

3 N „ 

I'7) 

[ « . = - 1 ( 3 V + A M , ) ( M , ° + 2 N , ) • 

On serait parvenu plus s implemen t encore à la d e r n i è r e formule , en 

considérant la quant i té e n t r e c roche t s , dans l 'expression ( 4 ) de «„, comme 

la différence des ca r r é s de ( 2 + 0 Y / 3 ) a."1 et de (2 — S Y / 3 ) a"'1 ; on aura i t 

posé, en conséquence , 

- 9 . O \ / 3 ^ [ ( 2 + ^ / 3 ) A ' M - ( 2 — 5 / 3 ) A""] [ (2+1?Y/3") A ' " — ( 2 — S / 3 ) SE"'J, 

soit, en vertu dos re la t ions ( 5 ) et (fi) , ou, si l 'on veut , des re la t ions ( 7 ) , 

- L - ( 4 M , + 6 N , J ) ( 4 N 5 V / 3 + 2 M / / 3 ) 
2 ^ Y/3 

= - ^ ( 2 M , + 3 N , ^ ) ( 2 N î + M / ) . 

La série ¡3 se d é d u i t i m m é d i a t e m e n t de la sé r ie u; on sait 
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> 9 ) | p * i = 

(3«_. = 

3 Y / ' 3 ) V » J — ( 2 — 3 Y / 3 ) V " 

2 N „ _ 2 4 - M „ _ , 3 

2 ( 3 N , 3 4 - 2 M,J ( M } 3 4 - 2 N , ) 

2 N „ ^ - r - M „ _ I 3 

(4 + 3 3 2 ) N ^ : - r - 4 M „ ^ 3 

N o u s savons déjà d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e (n° 9) que les 

n o m b r e s ¡3», va r i en t e n t r e o e t ^ dans t o u s les cas, et, s'il y a 

d e u x l i m i t e s l, V a s s i g n é e s au r a p p o r t d e s l o n g u e u r s de deux 

t ravées ad j acen te s , l e s n o m b r e s p , „ s o n t a lo r s compris entre 

1 
et ; — - - = • Dans le cas ac tue l , on a: 

2 ( H - / j 1 + / ' + ^ + / ' + / " 

P O U R 3 - < 4 ^ = o ^ ' l ' = °> 

p 0 U r 3 " > i l—ô, l'— ~: 
0 

d o n c , si 3 n ' a t t e i n t pas l ' u n i t é , [3 var iera e n t r e — r ei 

Ci ; 

? et si 3 es t au con t r a i r e s u p é r i e u r à 1 , ces li-
t - 0 4 - y / 1 4 - 3 4 - 3'' 

1 
e t 

4 4 - \f 
a V d o 2 

m i t e s d e v i e n d r o n t -7—^—^ e t — • En sup-
2 ( 1 4 - 0 ) 

1 

( n ° 9 ) qu ' i l faut t o u j o u r s p r e n d r e p „ = o et |3„ ,= —-On 

aura d o n c 

_ fa 4 - 3 y / 3 ) — (a — 3 ,/3j_a_ 

2 N,„ -f- M,„3 

Mais c e s f o r m u l e s n e do iven t s ' a p p l i q u e r n i p o u r m = u, r.i 

p o u r m = n — i ; il faut , a v o n s - n o u s déjà dit , p r e n d r e (5„ = o; 

q u a n t à ,3»-i» il faut avoi r égard à la f o r m e pa r t i cu l i è r e de u , et 

p o s e r l ' u n e des f o r m u l e s c i - d e s s o u s : 
_ ( 3 + 3 ^ 3 ) a'™-2— ( 2 — 3 Y / 3 ) a " " - 3 

pn—i — 7 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. I^I 

posant que S ait p o u r v a l e u r s e x t r ê m e s 0 , 7 e t i , 3 , l e s d e u x 

limites infér ieures d e ¡3 s o n t r e s p e c t i v e m e n t 0 , 2 0 6 9 e t 0 , 2 1 7 4 ; 

quant aux l imites s u p é r i e u r e s , e l les s o n t de m ê m e o , 3 i 4 5 e t 

0,3o25. 

Au reste, on a r r ive p l u s d i r e c t e m e n t p e u t - ê t r e , pa r l ' e m p l o i 

de la première f o r m u l e ( 1 8 ) , à se faire u n e i dée exac t e d e la 

grandeur des r a p p o r t s S. Cet te f o r m u l e p e u t en effet s ' éc r i re 

2 — â \ / 3 „ 

« _ ' * + ô y/3 

PM ; — ) 
« 2 — OS/3 ,., 

2 -+- À y'3 

ou, en se r appe lan t q u e ^ = — a " = 0 , 2 6 7 9 4 9 . . e t p o -

, . 2 — S 1 /3 
sant, pour abréger , 2 = — , 

2 - + - 3 y'3 

S m = 0 , 2 6 7 9 4 9 . . . — 

Les puissances d e a." d é c r o i s s e n t r a p i d e m e n t , car on a, par 

exemple, 

a"2= 7 — 4 ^ = 0 , 0 7 1 8 0 , 

! X " > = 9 ; — 56 \J3 — o , o o 5 i 5 , 

o : " G — 1 3 f 5 i — 7 8 0 \J3 — 0 , 0 0 0 3 7 , 

a!" — 1 8 8 1 7 — 1 0 8 6 4 \FÎ = o , o o o o 3 ; 

comme d 'a i l leurs Z es t n é c e s s a i r e m e n t p lu s pe t i t q u e r, o n 

voit que S m e>oit p e u s ' é ca r t e r d e 0 , 2 6 7 9 . . . , p o u r v u q u e M so i t 

un nombre n o t a b l e ; p o u r M = 2 , la dif férence r e l a t i ve n ' e s t 

que de q u e l q u e s c e n t i è m e s t o u t au p l u s . 

On voit e n c o r e q u e la c o n d i t i o n 

1 — ZX"2'"-2 

revient à 

z « ' ' 1 M > z a " ! " ou 
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i 4 2 C H A P I T R E D E U X I È M E . 
ou b i e n , a t t e n d u q u e a"»*-' e t i — a"7 s o n t posi t i fs , 

z ^> o. 

Ains i d o n c , su ivan t q u e l ' on au ra z posi t i f , nu l ou n é 

gatif, c ' e s t - à - d i r e S i n f é r i eu r , égal ou s u p é r i e u r au nombre 

2 

— = i , 1547 • • - , l es va l eu r s de ¡3 s e r o n t e l l e s - m ê m e s t o u t e s 
v / 3 

i n f é r i e u r e s , éga les ou s u p é r i e u r e s au n o m b r e 0 , 2 6 7 g . . . , leur 

l i m i t e c o m m u n e p o u r M — CA'. 

Ceci , b i e n e n t e n d u , n e s ' a p p l i q u e pas à f 3 0 , n o m b r e t o u j o u r s 

n u l , ni à ( 3 „ - i . P o u r ce d e r n i e r , o n a, par la p remiè re for

m u l e ( 1 9 ) , 

— 5 v/3 ' 

„ _ - , a - + - ô v / 3 

2 + ô v / 3 , f s - a v / a V ^ , 3 + 0 7 3 i - * v » -

si l e n o m b r e d e s t r avées a t t e in t s e u l e m e n t t ro is ou quatre, 

(3^_, différera à p e i n e d e ' —-=> car ce n o m b r e doit se mul-

2 - + - S y /3 

t ip l ie r par le q u o t i e n t de d e u x fac teurs t rès - rapprochés de 

l ' u n i t é . De p l u s , c o m m e z es t < 1 , l e f ac teur 1 — z%x"2""' l'em

por t e r a s u r 1 — si z es t posi t i f ; d o n c p„_, restera, dans 

ce cas , i n f é r i e u r à — I l n e lui d e v i e n d r a rigpureuse-
2 - + - «5 v / 3 

m e n t égal q u e p o u r z = o o u S= et a lors on aura |3„_,=4, 
v/3 4 

p e n d a n t q u e les a u t r e s n o m b r e s ¡3 s e r o n t t o u s égaux a 

0 , 2 6 7 0 . . . . Si ^ é tai t négatif , p„_, s u r p a s s e r a i t u n p e u !—=, 

2 + ^ 3 

Il n o u s r e s t e e n c o r e à i n d i q u e r u n e d e r n i è r e expression assez 

i m p o r t a n t e de la s é r i e u. A p p e l o n s , e n g é n é r a l , hm la quantité 

1 \ 1 n 1 •+- n a'm + 1 

ces n o m b r e s f o r m e r o n t u n e n o u v e l l e sé r ie q u e n o u s allons préa

l a b l e m e n t é t u d i e r , d a n s l a q u e l l e c h a q u e t e r m e est défini seu-
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POUTRES S Y MÉTRIQUES, ETC. l 4 3 

leraenl par son i n d i c e , de s o r t e q u ' e l l e est à c a l c u l e r u n e fois 

pour toutes . El le s e d é d u i t t r è s - s i m p l e m e n t d e s n o m b r e s M 

et N; car on t r o u v e , en m u l t i p l i a n t par a ' i r a l es d e u x t e r m e s d e 

la fraction ' + a „ -, 
i — a"'" 

(21) K=\FÏ 

ou, suivant les f o r m u l e s ( 7 ) , 

( » ) a " = n t ; -

Il n'y a d o n c q u ' à c o n s u l t e r l e s t a b l e a u x déjà d o n n é s d e M et N , 

relatifs aux va leurs e n t i è r e s o u f r ac t ionna i r e s d e l ' i nd i ce , p o u r 

en extraire le su ivan t : 

M = 
I , 2 , 3, 4 , 5 , 6 , 7 . 8, 9 - 1 0 , 

H„ = 
1 1 5 7 ' 9 2 6 7 1 9 7 2 6 5 36?. 

H„ = — •> — •> 
I I 3 ' ,1 — I 

4 1 1 
7 5 ' 4 T ' 5 6 ' T 5 3 ' 2 0 9 ' 

M = I I , 1 2 , i 3 , 1 4 , i 5 , 1 6 , . . 

5 7 1 
I 3 5 I 36gi 5 o 4 2 

2 9 " 

r 3 7 7 ! 1 8 8 1 7 

5 7 1 7 8 0 ' 

5 o 4 2 
2 9 " 7 y 5 3 1 0 8 6 4 ' 

Il est t r è s - r e m a r q u a b l e q u e les f ract ions hm s o i e n t p r é c i s é 

ment les r é d u i t e s de la fraction c o n t i n u e p é r i o d i q u e 

¡23 ) "II = 1 H '-

1 4 - • 

1 + • • 

ee dont on p e u t s ' a s su re r pa r u n e vérif icat ion d i r ec t e , p o u r 

autant de r é d u i t e s q u ' o n l e v o u d r a . 

Afin de démont re r cet te loi, supposons qu 'on ait effectué la vérification 

en bornant la fraction con t inue à l 'une des fractions in tégran tes et que , 
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I 44 CHAPITRE DEUXIÈME. 

/- dés ignant un n o m b r e e n t i e r , on ait t rouvé p o u r les deux dernières ré-

dui tes T - ^ , ——- ; ou, ce qui rev ien t au m ê m e , d après les formules (5:, 

M„ M . + 3 N , 
M, + N t 

Supposons en ou t re qu 'on se soit a r r ê t é à uno va leur paire de /•. AFIN 
que les deux n o m b r e s M, et î \ , , tous deux positifs, soient bien le numé

r a t eu r et le dénomina t eu r de l ' avan t -do rn i è r e rédu i te , sans changement 

do s igne, ce qui es t nécessa i re pou r la format ion des rédui tes suivante-. 

Comme les f ract ions i n t ég ran t e s , a p r è s la d e r n i è r e qu 'on a considérée, 

sont a l t e rna t ivemen t - et - , l 'applicat ion de la règle connue donne NOIR 

les qua t r e p remiè re s do ces rédui tes 

( M s + 3 N , ) . i + M t a M t 4 - 3N„ 

( M » 4 - N t ) . i + N , A l . + a N , 

( a M t + 3 N t ) • a + M t + 3 X t 5 M t + 9 M, 

(Mt + i N , ) - > + M» + N 3 M * + 5 N„ ' 

( 5 M T + 9 M t ) . i + a M t - f - 3 N T 7 M t + i a N , 

( 3 M t + 5 N J . 1 + M f t - 4 a N 4 4 M 4 + 7 N k ' 

( 7 M,. 4 - 1 a N t ) . a 4 - 5 M t -f- 9 N t _ 1 9 M, -f- 3 3 N» 

( 4 M t + 7 > U • 2 4 - 3 M , + 5 N T 1 1 M t + 1 9 N , 

Or on a, pa r les formules ( 1 0 ) appl iquées en faisant successivement l-

l = -1 l—n. 1= -, 
a a 

M* + . = - a M, - 3 N „ N 4 + l = - M, - a N „ 

| = - ^ ( 5 M t + 9 N t ) , N 4 + , = - 1 ( 3 S L + 5 N t ) , 

M s + I = 7 M » + i a N t , N , + 2 = 4 M 1 + 7 N 1 : 

( 1 9 M » + 33 N t ) , N t + . = « [ 1 1 M T 4 - 1 9 N . 

donc les q u a t r e rédu i tes c i -dessus formées ont pou r valeurs respectives 

« t u , i î l î l l , ï î i » , ^ l i l i . 

Cela mon t r e que si l ' identi té des rédu i tes avec la série /( a été reconnu; 

vraie pour les ik p r emiè re s r édu i t e s , elle doit so t rouver également VRAIE 
pour les a ( k - \ - 2 ) p r e m i è r e s ; e t , comme / - - j - a est pair aussi bien QUE/, 

il en résul te qu 'e l le est vraie auss i j u s q u ' à l ' indice 2 (k + 4) , puisjusqu 

l ' indice 2 ( ¿ 4 - 6 ) , e tc . , c ' es t -à -d i re qu 'e l le existe indéfiniment. 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. I 4 5 

II 
1 H 

1 + 
I I + 1 

soit, en r é d u i s a n t , 

H ! = 3 , 11 = y /3 . 

La fraction c o n t i n u e p é r i o d i q u e don t l es r é d u i t e s f o u r n i s s e n t 

les valeurs s u c c e s s i v e s de hm n ' e s t d o n c a u t r e c h o s e q u e le 

développement de v / 3 , radical q u i j o u e u n r ô l e i m p o r t a n t d a n s 

toute cet te t h é o r i e d e s p o u t r e s s y m é t r i q u e s à t r a v é e s i n t e r m é 

diaires égales . 

Cela p o s é , r e v e n o n s aux n o m b r e s u. N o u s t i r o n s d e s é q u a 

tions ( 2 0 ) 
/ ' « + V / 3 

oc •— 5 

JL — v ' 3 

soit, en mul t ip l i an t dans le s e c o n d m e m b r e les d e u x t e r m e s 

de la fraction par / ( , „ + y/3, 

" K — 3 1 

les mêmes é q u a t i o n s ( 2 0 ) n o u s d o n n e r o n t p a r e i l l e m e n t 

_ » — v ' 3 ) 2 

Si dans ces va l eu r s de a!m et a""' n o u s c h a n g e o n s m en m — 1 , 

et que n o u s p o r t i o n s a.'™-' e t « " " - i dans la f o r m u l e ( 3 ) , il 

viendra 

T 

2 Ô y / ' 3 ( A , ^ , - 3 ) 

X [ ( 2 + ò J3) ( A H _ , + v ' 3 ) 2 ^ ( 2 — Ó y/3) ( / , , „ _ , - v ' 3 ) ' ] , 

I I I . 1 0 

La fraction c o n t i n u e II p r o l o n g é e j u s q u ' à l ' i n l in i , et c o n s é -

quemment ses r é d u i t e s hm, t e n d e n t , à m e s u r e q u e m a u g m e n t e , 

vers une l imi t e a i sée à t r o u v e r , so i t pa r l ' é q u a t i o n ( 2 1 ) , so i t 

par l ' équat ion ( 2 3 ) . La p r e m i è r e d o n n e i m m é d i a t e m e n t , a"\m 

étant nul p o u r m = co , 

l i r n . hm — y / 3 ; 

de la seconde o n t i re 

1 H + 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I 46 CHAPITRE DEUXIÈME. 

ou b i e n , t o u t e s impl i f ica t ion faite, 

( 2 4 ) 

Une t r a n s f o r m a t i o n a n a l o g u e o p é r é e su r la f o r m u l e (4) conduit 

au r é s u l t a t 

N o u s p r i o n s le l e c t e u r de n o u s p a r d o n n e r ces longs détails 

d e ca lcu l , a s sez a r i d e s en e u x - m ê m e s , e t d o n t il n 'es t pas en

co re e n m e s u r e de b i e n a p p r é c i e r l ' u t i l i t é . Cette préparation 

étai t c e p e n d a n t i n d i s p e n s a b l e p o u r ar r iver à u n e solut ion suf

fisamment s i m p l e du p r o b l è m e p r inc ipa l q u e n o u s avons en 

v u e ; s ans cela l e c h e m i n q u e n o u s d e v o n s pa rcou r i r aurait été 

e m b a r r a s s é d ' u n e foule d ' o b s t a c l e s , e t il fallait b i en le déblayer 

un p e u avan t de n o u s y e n g a g e r . 

3 i . Tableaux numériques relatifs aux séries u et | 3 . — Nous 

d o n n e r o n s p l u s lo in , à la s u i t e d u c h a p i t r e d e u x i è m e , divers 

t a b l e a u x n u m é r i q u e s , o ù l 'on t r o u v e r a i m m é d i a t e m e n t et sans 

ca lcul les v a l e u r s d e c e r t a i n e s q u a n t i t é s don t n o u s aurons 

par lé dans c e c h a p i t r e . T o u t e s l e s fois q u e le rappor t è devra 

y figurer c o m m e a r g u m e n t , n o u s lu i a t t r i b u e r o n s les huit va

l e u r s : 

0 , 7 , 0 , 8 , 0 , 9 , 1 , 0 , i , i , 1 , 2 , r , 2 5 , i , 3 ( * ) ; 

si l 'on c h e r c h a i t un r é su l t a t re lat i f à u n e v a l e u r intermédiaire, 

on p o u r r a i t l ' o b t e n i r a p p r o x i m a t i v e m e n t pa r u n e interpolation. 

L e s t a b l e a u x I , H , I I I , IV s o n t d e s t i n é s à faire connaître 

r e s p e c t i v e m e n t um, u„, |3 ,„ , ( 3 „ _ , , en fonc t ion de l ' indice et du 

r a p p o r t è. L e p r e m i e r a é t é ca lcu lé par l ' e m p l o i de la for

m u l e ( i 5 ) , en y d o n n a n t à S les h u i t v a l e u r s c i -dessus ; il n'est 

( * ) I l e s t r a r e d a n s l e s a p p l i c a t i o n s q u e l e s t r a v é e s i n t e r m é d i a i r e s a i e n t une 

o u v e r t u r e i n f é r i e u r e à c e l l e d e s t r a v é e s d e r i v e ; l e s t r o i s p r e m i è r e s valeurs 

d e S s e r o n t d o n c p e u u t i l e s a u x c o 7 i s t r u c t e u r s . T o u t e f o i s m o u s n ' a v o n s pas cru 

d e v o i r l e s e x c l u r e , p a r c e q u e l a d i s p o s i t i o n d o n t n o u s p a r l o n s , q u o i q u e excep

t i o n n e l l e , p o u r r a i t s e j u s t i f i e r q u e l q u e f o i s p a r d e s s u j é t i o n s p a r t i c u l i è r e s , et 

a u s s i p a r c e q u ' i l e s t u t i l e d ' a v o i r l e s é l é m e n t s n é c e s s a i r e s p o u r a p p r é c i e r l'in

f l u e n c e d e 3 s u r l a r é s i s t a n c e d e l a p o u t r e . 

( 2 5 ) 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 1 ^ 

applicable, b i en e n t e n d u , q u e p o u r un i nd i ce m in fé r ieur à n, 

puisqu'on sait q u e le d e r n i e r n o m b r e u, d é s i g n é par u„, est 

exprimé par u n e f o r m u l e s p é c i a l e . On p e u t p r e n d r e , par 

exemple, la re la t ion 

M„ — — 2 ( I + (5) m „ _ , — 5«„_ , , 

qui semble la p l u s c o m m o d e p o u r le calcul n u m é r i q u e de u„, 

et à l'aide du t ab l eau I qu i f ou rn i t et m „ - 2 , on en t i rera 

facilement le t ab leau I I d e s v a l e u r s de u„. 

Il y a d e u x r e m a r q u e s à faire au sujet du t ab leau I I . D 'abord , 

si dans u n e c o l o n n e ve r t i ca le on a jou te a l g é b r i q u e m e n t e n 

semble le q u a d r u p l e d ' u n n o m b r e avec le n o m b r e p r é c é d e n t 

et le n o m b r e su ivan t , la s o m m e o b t e n u e sera n u l l e ; en effet, 

quand on d o n n e à n t ro i s v a l e u r s c o n s é c u t i v e s d o n t la diffé

rence est I , les q u a n t i t é s W „ _ 2 e t W „ _ , sa t is font à ce t t e cond i t i on 

(n° 31); il en est d o n c de m ê m e d e «„, qu i se t r o u v e l i ée avec 

elles par la re la t ion l inéa i re c i - d e s s u s r a p p e l é e . S e c o n d e m e n t , 

quand on c o n s i d è r e u n e m ê m e c o l o n n e ho r i zon ta l e du t a b l e a u , 

n restant le m ê m e et ô va r ian t s e u l , u„ p a s se par un m i n i m u m 

de valeur a b s o l u e , p o u r u n e c e r t a i n e v a l e u r de S vo i s ine de I , 2 . 

Pour le m o n t r e r , on p r e n d r a la f o r m u l e ( 1 6 ) qui d o n n e 

4 4 - 3 è 2 . 

— « „ = Â I V = 4 - 4 M» ; 

le min imum de u, en va leu r a b s o l u e r é p o n d donc à 

2 

0 = — = 1 , 1 0 4 7 . . . , 

V'3 

• • , , - • - j 4 + 3 s 1 

comme on le t r o u v e en égalant a zéro la d é r i v é e de - — » -, 

a 

seule quan t i t é var iab le avec 3 dans l ' exp re s s ion p r é c é d e n t e . 

Les n o m b r e s fo rman t la s é r i e (3m son t inscr i t s dans le t a 

bleau I I I , à l ' excep t ion tou te fo is de 3„_,, d o n t la loi de forma

tion n 'es t pas la m ê m e . La va l eu r de ce d e r n i e r n o m b r e est 

fournie par le t ab leau I V . 

En pa rcou ran t ces t ab l eaux , on voit q u e : I " à par t i r de 

m = 7 , et q u e l q u e soi t ô e n t r e 0 , 7 et I , 3 , on p e u t tou jours 

prendre ¡3™ = 0 , 2 6 7 9 4 9 2 , à m o i n s d ' u n e d e m i - u n i t é déc ima le 

du sep t ième o r d r e p r è s , ce qu i p e r m e t d ' é t e n d r e le t ab leau I I I 

1 0 . 
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1 4 8 CHAPITRE DEUXIÈME. 

à t o m e s les va l eu r s de l ' ind ice m a u - d e s s u s de /» = 8 ; 2°à 

pa r t i r de n = 8, e t d a n s les m ê m e s l i m i t e s de S, les nombres 

(3„_, ( b o r n é s a u x sep t p r e m i e r s chiffres d é c i m a u x ) ne varient 

p l u s avec n, ce qu i p e r m e t auss i d e p r o l o n g e r indéfiniment le 

t ab leau IV . On a vu p l u s h a u t (n° 33) q u e (3„, conve rge vers la 

l imi t e — a " ou 0 , 2 6 7 9 4 9 1 9 - . . , et q u e j3„. , t e n d vers 

2 + Ôy'3 

la r ap id i t é de c e l t e c o n v e r g e n c e es t m a i n t e n a n t r e n d u e sen

s ib le . 

L ' u sage d e s t ab l eaux I , I I , I I I e t IV n'offre a u c u n e difficulté. 

La s e u l e p r é c a u t i o n à o b s e r v e r c o n s i s t e en ceci : quand le 

n o m b r e n des t r a v é e s es t fixé n u m é r i q u e m e n t , il ne faut 

p r e n d r e dans le t ab leau I q u e u,, u,, u3,- • -, j u s q u ' à «„_, inclu

s i v e m e n t , e t r e c o u r i r , p o u r «„, au tab leau I I ; de même , on 

n e c h e r c h e r a dans le t ab l eau I I I q u e (3„, (3, , ¡ 3 , , . . . , jusqu'à 

3 „ _ 2 i n c l u s i v e m e n t , le d e r n i e r n o m b r e (3 (c 'est-à-dire (3„_,) de

van t ê t r e e m p r u n t é au t ab l eau IV. L'oubli de cette règle bien 

simple exposerait à de graves erreurs. 

E x e m p l e : n = 5 , 3 = i,i5; on a 

M, = I , « 1 = — 3 , 6 , «., = i 3 , 4 , U) = — 5 o , H s = 2 0 8 , 2 5 ; 

3 u = o , 3 , = 0 , 2 7 7 7 7 7 8 , ¡5, = 0 , 2 6 8 6 5 6 7 , 

¡33 = 0 , 2 6 8 0 0 0 0 , ¡ 3 4 = 0 , 2 4 0 0 9 6 0 . 

L e s d e u x d e r n i e r s n o m b r e s de c h a q u e s é r i e , u, et (3 t , ont été 

p r i s r e s p e c t i v e m e n t dans les t a b l e a u x JI e t IV . Les tableaux I 

e t I I I a u r a i e n t d o n n é ut = 1 8 6 , 6 , 3 , = 0 , 2 6 7 9 5 2 8 ; mais ces 

i nd i ca t i ons n e s e r a i e n t b o n n e s q u e s'il y avait au moins six 

t r avées , et n e c o n v i e n n e n t pas au cas a c t u e l . 

Ces p r é l i m i n a i r e s é t a b l i s , n o u s a l l ons n o u s occuper des 

c o u r b e s e n v e l o p p e s de m o m e n t s , en c o m m e n ç a n t par étu

d ie r l 'effet spéc ia l d e la c h a r g e p e r m a n e n t e . 

§ I I . — Effet spécial de la charge permanente. 

3o. Moments de flexion sur les points d'appui.— Quand la 

p o u t r e s u p p o r t e s e u l e m e n t u n e c h a r g e p e r m a n e n t e , uniformé

m e n t r é p a r t i e s u r sa l o n g u e u r e n t i è r e , à raison de p kilo-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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grammes par m è t r e c o u r a n t , e t q u e de p lu s les a p p u i s s o n t 

disposés de m a n i è r e à é tab l i r la c o m p l è t e fixité d e s po in t s q u i 

leur co r r e sponden t Sur la fibre m o y e n n e p r i m i t i v e , l es m o 

ments de flexion 

X | , X „ X 3 , . . . , X„_j , x „ _ , 

sur les n— i p o i n t s d ' appu i i n t e r m é d i a i r e s d o i v e n t sat isfaire 

au système d ' é q u a t i o n s 

a X . f i - r - â J - r - X ^ . i pb'(i + 3>), 

X , - 4 - 4 X , 4 - X 3 = - pb^\ 
2 ' 

x I + 4 x 3 + . x i = - pb'd', 
2 

X,-hi\,-hXt=-pb'd\ 

x M + 4 X „ _ I + x „ ^ , = - Pb*&, 

^ X„_ 2 ô -f- 2 X M ( i -h S ) — ~ pb>( i + S1), 

qu'on obt ient en a p p l i q u a n t la f o r m u l e ( 1 0 ) d u n° 6 à t o u s les 

groupes de d e u x t r avées c o n s é c u t i v e s , e t t e n a n t c o m p t e d e s 

longueurs de t r avées i n d i q u é e s au n" 30 . On p e u t e m p l o y e r 

pour les r é s o u d r e le m o y e n d o n t n o u s a v o n s déjà fait u sage 

(n°31) à l 'occas ion d e s n o m b r e s u : n o m m o n s en effet m u n 

indice q u e l c o n q u e e n t r e i e t n — i , e t p o s o n s 

X„ — — pb'ô' 4 - Z m ; 
1 2 1 

alors toutes les é q u a t i o n s du g r o u p e ( i ) c i - d e s s u s , sauf la p r e 

mière et la d e r n i è r e , p r e n d r o n t la fo rme 

à laquelle on satisfait par l ' exp re s s ion ( 2 ) du n" 3 1 , 

Z,„ = A a!'" + lî a.' 
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D o n c on aura auss i 

•pb'd'-h Aa""4-Ba" m ; 

et sans a t t r i b u e r à A et B a u c u n e va l eu r p a r t i c u l i è r e , cette va

l e u r d e X m vérif iera les n — 3 é q u a t i o n s in te rmédia i res du 

g r o u p e (i). M a i n t e n a n t n o u s p o u v o n s prof i te r d e l 'indétermi

na t i on de A et B p o u r q u e ce t t e m ê m e f o r m u l e ( 2 ) vérifie les 

d e u x é q u a t i o n s e x t r ê m e s , e t d e c e t t e m a n i è r e on voit que, 

q u e l q u e so i t n, la q u e s t i o n e s t r a m e n é e à n e compor te r que 

d e u x i n c o n n u e s . 

D ' ap rè s ce q u ' o n v i e n t d e d i r e , on doi t t i r e r A et B des 

é q u a t i o n s 

^ pb2 (I-\-S1) = a.(I-t-d) (^-^ pb2 <5! 4- A a' 4- Ba" 

+ 0 (— pb'o1 4- A a'2-t- Ba 

7 pb2 ( 1 4- â 3 ) = 3 ( — pb2 à2 4- A a'"-2 4- B ex"—'1 

4 Via r y 

4-2(14-3) (^pfrfr-hAa.''—' 4-Bc 

D U , en o r d o n n a n t , 

1 1 2 pb2 ( 3 — 2 Ô2 ) = A a' ( 2 4- 2 ô 4- oV ) 4- B a!-' ( 2 4- 2 ô + 3a" ), 

— pb2(r) — 2 à 1 ) = A a ' " - ' 1^24-204-^ ^ B a " " - ' 2̂ + 2 0 4 - 4 

o u e n c o r e , e u égard aux va l eu r s n u m é r i q u e s de a' et a" (n°31j 
e t à la r e l a t ion a'a" — 1, 

(3) J _ pb2(3 — ?.è2)—- A a' ( 2 — ô y/3) + 1 1 / (a + âv'3), 

(4) — ŝ/f2 (3 — ?.ô !) = A a ' " - 1 ( 2 4- 3 s/3 ) 4̂  B a"" - ' ( 2 — 0 

C o m m e l e s é q u a t i o n s (3) e t (4) se r e p r é s e n t e r o n t souvent dans 

la su i t e , ma i s avec d ' a u t r e s q u a n t i t é s dans les p remie r s mem

b r e s , n o u s a l l ons les r é s o u d r e d ' u n e m a n i è r e généra le en re -
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. l 5 l 

présentant par S la s o m m e d e s p r e m i e r s m e m b r e s et par T l e u r 

différence, ca lcu lée e n r e t r a n c h a n t la p r e m i è r e é q u a t i o n d e la 

seconde. On aura d o n c , si l 'on c o m b i n e l e s s e c o n d s m e m b r e s 

successivement pa r add i t ion et s o u s t r a c t i o n , 

S — A a' [ 2 ( i 4 - a'"-') •+- â «/3 (a'""2 — 1 ) ] 

-+- lia" [ 2 ( 1 + OL"*--')-T- 0 1 / 3 ( 1 — a"»- ') ], 

T = À z ' [ 2 (a'"- — 1 ) + ô \/3 ( a ' " " 2 4 - 1 )] 

— B a " [ 2 ( 1 — a " " - ) + ô v / 3 ( 1 + a"—')}. 

Posons, c o m m e a u n° 3 3 , 

n — 2 — 2 q, 

et multiplions les s e c o n d s m e m b r e s des d e u x d e r n i è r e s é q u a 

tions par le facteur a '?a"?, d o n t la va l eu r est l ' u n i t é : i ls p o u r 

ront alors s ' éc r i re 

S = [ 2 (a'» 4 - oc"») + â y/3 [a'? — a " ï ) J ( A a ' ? + 1 -+- B«"?+') , 

T = [ 2 («'f — «"?) 4 - 5 \ / 3 ( a ' 7 - 4 «"»)] (Ao:'»* 1 — B a " 7 + ' ) , 

ou bien, en v e r t u d e s f o r m u l e s ( 7 ) du n° 3 2 , 

A a ' ? + ' 4 - B a " î + ' S 

A — B «"?-*•' = 

2 ; î M , h - 3 r ) N , ) 

T 

2 V / 3 ( 2 N , 4 - o A ] , ) 

ou bien e n c o r e , si l ' on o b s e r v e q u e le r a p p o r t ^ ~ e x p r i m e HN_, 
"1 

[n° 33), et q u e , p o u r a b r é g e r , on écr ive s i m p l e m e n t H au l i eu 

de A„_, (*), 

S A a ' ! + ' + B / f + , = 
2 i \ , (3o + 2 A ) 

T A 2 ' ! + l - B / ' + , = -

2 N , v 3 ( 2 4 - HD) 

{*) D a n s t a p r e s q u e t o t a l i t é d e s f o r m u l e s e t c a l c u l s c o n c e r n a n t u n e p o u t r e 

a N t r a v é e s , n o u s n ' i n t r o d u i r o n s q u e l e t e r m e HN2 d e l a s é r i e d e s n o m b r e s HM , 

aeÇnue a u n ° 33. C e l a j u s t i f i e p l e i n e m e n t l a s u p p r e s s i o n d ' u n i n d i c e q u i s e 

r e p r o d u i r a i t t o u j o u r s l e m ê m e . VI e s t d o n c b i e n e n t e n d u q u e H m i s s a n s i n 

dice d a n s u n e f o r m u l e s i g n i f i e r a l a m ê m e c h o s e q u e HN 
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De là r é s u l t e n t i m m é d i a t e m e n t les f o r m u l e s 

A K ' « + I = 
S 

-.M s-r- J3(?.SQ-+-SM, 

(5). 
4 N , 3 3 4 - 2 A y/3 (2 4 - A 3 ) 

L K " ' + 1 = 
S 

4 

1 

4 N 

2 M , + 3 3 N , 

S 

y/3 ( 2 > ' ? - ( - ôM, 

T 

3 3 4 " 2 A V / 3 ( ' 2 - + - / i ô ) 

q u i suff isent p o u r déf inir les v a l e u r s de A et de H. 

N o u s s u b s t i t u e r o n s e n c o r e les v a l e u r s ( 5 ) dans l'expression 

kx'm + Bsc""1 e t n o u s t r o u v e r o n s 

4 2 * 1 , 4 - 3 5 N , 

T 

(«'"' 4 - z"m-i-< ) 

1 S 

3 Ô LLL 

y/3 ( 2 4 - / 1 0 ) 

Or les f o r m u l e s ( 7 ) et ( 8) du ri" 32 d o n n e n t 

x'm-i-

d o n c enf in 

i = 2 V / 3 N „ _ , _ 1 = - Ï ^ X j + i -

(6) 

T N , 

2 \ 2 M , , 4 - 3Â.\G 2 i N , 4 - â i l , 

1 z' SM, y +,_,„ TN 

2 _ \ „ \ 3 à 4 - 2 A •}. 4 - A3 

é q u a t i o n s d o n t n o u s a u r o n s à faire un u s a g e t rès -é tendu . 

Dans le p r o b l è m e ac tue l il faut s u p p o s e r 

T = o, S = g / ; / > J ( 3 - 2 # ) ; 
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on trouve a lors , par la f o r m u l e ( 6 ) , 

A « ' " + B « " - = — pb1 — ( 3 — 2 r > ' ) 

1 2 r 2 M j - t - 3 Ô l S / ; 

I M,+ ,_ m 3 — 2 Ô 2 

et par suite l ' exp re s s ion ( 2 ) d e v i e n t 

X 
J**m 

I 2 

= — pb7 

1 2 r 

ou bien e n c o r e 

" ( _ 3 _ — 2 ^ | M , + 1 _ „ 

2 M , -t- 3 â N , 

(8) X „ = - / , 6 ' * 4 - - - £ 
1 , . / * „ . M , + ^ 3 — 2 a 2 

3 0 4 - 2 / 4 

L'indice 4 - i — m p o u r r a i t d e v e n i r négatif, si m se r appor t a i t 

à un appui s i t ué dans la s e c o n d e m o i t i é de la p o u t r e ; m a i s on 

sait (n° 32) q u e l e s n o m b r e s M ne c h a n g e n t pas q u a n d l e u r s 

indices changen t de s i g n e . D ' a i l l e u r s on p e u t t o u j o u r s n ' a t t r i 

buer à m que des va l eu r s au p l u s égales à q 4 - 1 o u " • en ra i 

son de la s y m é t r i e , dès q u ' o n c o n n a î t les m o m e n t s X,„ s u r u n e 

moitié de la p o u t r e , on les c o n n a î t aus s i s u r l ' au t r e . On a en 

effet 

Xnj — X„—m, 

et cette p r o p r i é t é , é v i d e n t e à priori, se r e t r o u v e d a n s les fo r 

mules ( 7 ) et (8) c i - d e s s u s . 

On arrive à un r é s u l t a t r e m a r q u a b l e en faisant m = i. D an s 

ce cas dev i en t ~ ou h ; d o n c 

1 , i \ . 3 — 2 â ! 

X , = — pb* r î ' 4 - / i — 
1 2 ' \ 3 â 4 - 2 / i 

ou, en r édu i san t , 

/ \ v 1 , , ô 3
 4 - h 

Cette fo rmule sera i t s u s c e p t i b l e , à c a u s e de sa g rande s i m 

plicité, de se fixer dans la m é m o i r e , c o m m e f o r m u l e u s u e l l e ; 
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si en m ê m e t e m p s on r e t e n a i t l es p r e m i è r e s valeurs de H, 

savoir (n° 33) : 

p o u r / i = 3 , 4s 5 , 6 , . . . , 

5 1 
3 4 

on p o u r r a i t avoi r de su i te X, dans u n g r a n d n o m b r e de cas 

p r a t i q u e s . X, é tan t c o n n u , on ca lcu lera i t l es au t re s moments 

X r a d e p r o c h e en p r o c h e par l e s é q u a t i o n s ( i ) . Mais ce procède 

n e sera i t bon à e m p l o y e r q u e si l 'on n 'ava i t pas sous les yeux 

l e s é l é m e n t s n é c e s s a i r e s p o u r a p p l i q u e r l e s formules ( 7 ) et 

( 8 ) q u i r e n f e r m e n t u n e s o l u t i o n p l u s c o m p l è t e du problème. 

30 . Remarques diverses sur les formules ( 7 ) et ( 8 ) . — Si 

l ' on s u p p o s e n infini e t m fini (*), le r a p p o r t t e n d vers 

u n e l i m i t e a i s é e à t r o u v e r . On a en effet, d 'après les for

m u l e s ( 7 ) du n° 32 , p o u r u n e v a l e u r in f in ie de k, 

2 y/3 

p a r c e q u e *" é t a n t p l u s p e t i t q u e 1 , a"* t e n d vers zéro lorsque 

k g rand i t au de là d e t o u t e l i m i t e . D o n c , l o r s q u e n et q tendent 

ve r s l ' infini , o n a 

l im = ^*':+'-M = J L - ^ v<3; 
N, CC'L a""-' V 

par s u i t e la f o r m u l e ( 8 ) d e v i e n t , p o u r c e t t e l imi t e , 

1 2
 r L 3 è( •+- 2 h 

o u e n c o r e , e n d o n n a n t à h sa v a l e u r l i m i t e h = \fî (n° 33), 

(3 — ND')*'""-

•è y'3 

( * ) A- p r o p o s d e c h a q u e r é s u l t a i q u e n o u s d é m o n t r e r o n s , n o u s c h e r c h e r a s 

t o u j o u r s c e q u ' i l d e v i e n t p o u r n = oc : c e l a i n d i q u e r a l a l i m i t e v e r s laguellp 

i l t e n d ( d ' u n e m a n i è r e , o r d i n a i r e m e n t a s s e z r a p i d e ) , q u a n d l e n o m b r e des tra

v é e s a u g m e n t e . 
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Lorsqu'on a d m e t la va l eu r p a r t i c u l i è r e 

a = y / ^ = i , M / i 7 4 . . . , 

le binôme 3-—2a2 s ' annu le , et les f o r m u l e s ( 7 ) ou ¡ 8 ) m o n 

trent que X m dev ien t c o n s t a n t q u e l q u e soi t m. Le m o m e n t 

de flexion sur u n poin t d ' appu i q u e l c o n q u e p r e n d la v a l e u r 

— pb2S', égale à cel le q u i se p r o d u i r a i t s o u s la m ê m e c h a r g e 

si tous les a p p u i s d e v e n a i e n t des e n c a s t r e m e n t s . Ainsi d o n c , 

dans une poulre où les travées intermédiaires ont une lon-

gueurégale à celle des travées de rive, multipliée par 1 ,•).•?. f^\..., 

tous les appuis intermédiaires se comportent absolument 

comme des encastrements, sous l'action de la charge perma

nente. 

On arrive à u n e c o n s é q u e n c e a n a l o g u e d a n s le cas où q et m 

deviennent t ous deux infinis : en effet, N„ es t a lors infini r e l a 

tivement à M j + i _ m (n° 32 ) , d e so r t e q u e X m se r é d u i t e n c o r e à 

— pb'o'': c 'es t ce q u e m o n t r e auss i la d e r n i è r e fo rmule d o n 

née pour e x p r i m e r X,„ dans l ' h y p o t h è s e de n infini, car en 

faisant grandir m, a"m~l c o n v e r g e ve r s z é r o . D o n c , dans une 

poutre d'un nombre infini de travées, les appuis qui sont infi

niment éloignés d'une extrémité, fonctionnent comme des en

castrements sous l'action de la charge permanente. On p e u t 

même dire q u e dans une poutre ayant un nombre quelconque de 

travées, les appuis se rapprochent de plus en plus de fonction

ner comme des encastrements, sous lu charge permanente, à 

mesure qu'ils sont plus rapprochés du centre, et que le nombre 

des travées est plus grand : car le l 'apport — — - d i m i n u e l o r s -

que q - + - 1 — - m d i m i n u e e t l o r s q u e q a u g m e n t e . 

Chaque fois q u e m var ie d ' u n e u n i t é , Mq+,—m change de 

signe, p u i s q u e les n o m b r e s M s o n t a l t e r n a t i v e m e n t posi t i fs e t 

négatifs (n° 32) : par c o n s é q u e n t , q u a n d on fait t e n d r e m v e r s 

(J + i ou q + — ( c ' e s t - à - d i r e ve r s la va leu r qu i conv i en t à l ' ap 

pui central si n es t pair , ou à l ' appu i p r é c é d a n t la t ravée c e n -
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„ / , . M,,_, 3 - a i ! \ 

Or la p r e m i è r e formule ( 1 1 ) du n° 32 donne 

M,_, = M,M, - 3 N , X , = - 2M,-f- 3 N , ; 

d o n c 

pb' ^ I \ , 3 J 4 - 2 A
 1]ZS+-xh 

Le signe de X 2 se ra donc celui de 

n ' 4 - 3 — %h — - j, 
i a 4 - '•>• /; 

ou bien, a t t e n d u que 3 $ - \ - i h est positif, celui de 

^ ( S r î 4 - a / i ) + ( 3 — 2 / i ) ( 3 - 2 0 > 2 ) . 

Cette de rn i è re express ion, toute réduc t ion faite, dev ien t 

ce qui p e u t encore s 'écr i re 

3 ( r Î 4 - 1 ) [ r î 1 - (3 - 2 / 1 ) S4- 3 - ih] • 

le signe de X 2 est donc enfin celui du t r inôme, du second degré en J, 

S ' - ( 3 — 2 A ) ^ 4 - 3 — 2 A . 

Ce t r inôme, nécessa i rement positif pour S = ± ¡» , ne change de signe 

que dans l ' intervalle ries racines qui le renden t nul, lesquelles racines ont 

t r a i e s! n e s t i m p a i r ) , X m s e r a p p r o c h e d e sa l i m i t e ~ / ) J - "ô ' à 

la m a n i è r e d e s r é d u i t e s s u c c e s s i v e s d ' u n e f r a c t i o n cont inue, 

e n p a s s a n t a l t e r n a t i v e m e n t a u - d e s s u s e t a u - d e s s o u s . 

L e s m o m e n t s X m s o n t g é n é r a l e m e n t p o s i t i f s : t o u t e f o i s cette 

r è g l e c o m p o r t e q u e l q u e s e x c e p t i o n s . 

Pour les découvr i r , faisons d 'abord success ivement m = i ot m = 2. 

Si m es t égal à 1 , la formule ( 9 ) mont re immédia tement q u e X , a tou

jours le signe 4 - , car p , S et, h dés ignent des quant i t és essentiellement 

posit ives. Pour m — •>. on a, par la formule ( 8 ) , 
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pour e x p r e s s i o n 

(10) S= - [ 3 — -IH± SJ(-XH — 3 ) ( 2 ¿ 4 - [ ) ] . 

Pour 7 2 = 3, A est égal à 1 (n°33), et ces rac ines dev iennen t imag ina i r e s ; 

X, est donc toujours positif dans une pou t r e à trois t r avées , ce qui é ta i t 

évident A PRIORI, car , en ve r tu de la s y m é t r i e , X , n e diffère pas do X , , 

et l'on a déjà reconnu que ce dern ie r m o m e n t r e s t e toujours positif. P o u r 

A supérieur à 3 , on t rouve une rac ine réelle et posit ive S', et une a u t r e 

négative; X 2 sera donc négatif pour les va leurs de 0 infér ieures à la p r e 

mière racine. En voici le tableau calculé à l 'aide de la formule ( 1 0 ) où 

l'on a mis pour /1 les n o m b r e s indiqués p lu s h a u t (n" 33) : 

« = 4 , 5, G, 7 , 8 , 9 , 1 0 , 

0 ' = 0 , 6 1 8 0 , o , 4 3 4 3 , o , 5 o o o , 0 , 4 8 2 4 , o , 4 8 8 5 , 0 , 4 8 7 4 , 0 , 4 8 7 7 , 

7Z=II , 1 2 , . . . , « , 

i'= 0 , 4 8 7 6 , 0 , 4 8 7 6 , . . . , 0 , 4 8 7 6 . 

La valeur limite de S' pour N = 00 se t rouve en faisant H= y / 3 . 

Nous allons ma in tenan t a t t r i b u e r à M une valeur que lconque , en la 

choisissant seulement p lus pe t i t e que ^ 1 ou au plus égale à ce t t e l imi te . 

Cette restriction ne nui t év idemment en rien à la général i té des résu l ta t s , 

puisque les deux moi t iés de la pout re se trouvent, dans des condi t ions 

identiques, et qu'il suffit d ' é tud ie r co qui se passe dans l 'une d 'e l les : mais 

en outre elle est ici nécessa i re , pour ne pas tomber dans la confusion, 

parce que nous allons avoir à dis t inguer les cas de M pa i r et de M impair , 

et que, dans les pout res ayan t un n o m b r e impai r de t ravées , on change

rait la parité de M su ivant que l'on comptera i t les rangs à p a r t i r de l 'une 

que l'on compte à pa r t i r do l ' ex t rémité la p lus voisine, co qui suppr ime 

la possibilité de toute équ ivoque . 

Cela posé, la condit ion X m < o équivaut , d 'après la formule ( 8 ) , à 

ou de l 'autre ex t r émi té . Avec la convent ion M< - , il est b ien en tendu 
2 

< ? 2 4 

soit, en multipliant par le facteur positif ^ [33+ 2/1) 

o. 
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L'indice M pouvant var ier de 1 à - ou 7 + 1 , on voit d 'abord que, dans 

la différence M ? — M , + 1 _ r a , le p remie r t e rme a un indice au moins égal À 

celui du second ; donc il ne p e u t pas ê t re inférieur en valeur absolue, et 

donne son signe à la différence. Donc le coefficient de S2 a le signe de ^ , 

c ' es t -à -d i re le signe H - , Ainsi les deux p remie r s t e rmes , en et 5\ ce 

l ' inégalité p récéden te sont toujours posit ifs . Quant au troisième, il lésera 

également pour M impai r , car les n o m b r e s Q e t Q-\-\ — M, tous deux 

positifs, é t an t en ou t r e s imul tanément pai rs ou impa i r s , M + 1 _ m et N au

ront nécessa i rement môme s igne . Donc l ' impar i té de M exclut la possibi

lité de r e n d r e X J 7 ] négatif . 

Si au con t ra i re M es t pa i r , le de rn ie r t e r m e de l 'inégalité du condition 

change de s igne, et dès lors il devient possible d 'y satisfaire en prenait 

S suffisamment pe t i t . C'est ce qu 'on v ient de voir plus haut pour le cas 

de M — 1 . E n faisant dans l ' inégali té success ivement »2 = 4, 6, 8 , . . . , e'. 

a t t r i buan t au n o m b r e N des t r avées une série, de valeurs à partir ce 

N = a m jusqu 'à l'infini, on pou r r a i t de même former le tableau ries li

mi t e s S' dans ces d ivers cas . On aura i t à résoudre , pa r tâtonnement, tr.r 

sui te d 'équat ions du 3 e degré . Mais le calcul suivant , sans donner exac

t emen t ces l imi tes , suffit pour m o n t r e r leur décroissance rapide à mesure 

que M a u g m e n t e . 

Remarquons en effet que 5' sera nécessa i rement au-dessous de la va

leur S" capable d 'annuler l ' ensemble du second et du troisième terme de 

l ' inégalité, laquelle valeur satisfait à la condit ion 

| * r a ( M , - M ^ , _ J + M , + 1 _ = o , 

d'où résul te 

r _ / 3 

2 M 

, 

Par la p r e m i è r e formule ( 1 0 ) du n" 32, on a d'ail leurs 

et pa r suite 

. - M ) + ( » - „ = M , + 1 _ 0 1 M r a _ 1 + 3 N T + 1 _ „ X „ l _ l , 

M M . . : . : ' N.. 

Donc le r appor t w—'— dépasse en valeur absolue M„,_,, c a r N n , a m è n e 

signe que M M _, , et hH_,2 est toujours positif. Comme, en outre. M„,_,fl 
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sont négatifs pour m pair, on en conclut facilement 
-m 

Pour m — 4, 6, 8, i o , . . . , la limite supérieure ainsi trouvée devient res
pectivement 0,2357, o,oG43, 0 ,0172. 0,0046 Cela veut dire que X ( , 
par exemple, ne saurait devenir négatif tant que S ne sera pas inférieur 
à 0,2357, du moins quand il s'agit d'une poutre à huit travées ou plus, 
ce qui est nécessaire pour que \ i ne se confonde pas avec un X r a à indice 
moindre. 

Ajoutons enfin q u e les l i m i t e s ô' a u - d e s s o u s d e s q u e l l e s il 

faut p rendre S, p o u r r éa l i se r le fait d ' u n m o m e n t X m négatif, 

ne se r e n c o n t r e n t g u è r e d a n s la p r a t i q u e . N o u s n e c o n n a i s 

sons aucun p o n t , p a r m i t o u s c e u x q u ' o n a c o n s t r u i t s , dans 

lequel les t ravées de r ive a i e n t u n e o u v e r t u r e s u p é r i e u r e à 

celles des a u t r e s t r a v é e s : on a d o n c p r e s q u e t o u j o u r s t ? > i , et 

par conséquen t le fait en q u e s t i o n sera p r a t i q u e m e n t t r è s -

rare; il n 'a r r ivera j a m a i s , n o t a m m e n t , p o u r les v a l e u r s de ô 

comprises e n t r e 0 , 7 e t i , 3 , l es s e u l e s q u e n o u s ayons c o n s i 

dérées dans nos app l i ca t i ons n u m é r i q u e s . 

3 7 . Moment de flexion produit par la charge permanente, 

en un point quelconque d'une travée. — L o r s q u ' o n aura p r é a 

lablement ca lcu lé l e s m o m e n t s d e flexion su r les p o i n t s d ' a p 

pui, en employan t l es f o r m u l e s du n° 3 5 , il sera facile d 'en 

déduire le m o m e n t d e flexion X en un p o i n t q u e l c o n q u e 

d'une t ravée a r b i t r a i r e m e n t cho i s i e A„,_,A m . 

Si, par e x e m p l e , il s 'agit d ' u n e t r avée i n t e r m é d i a i r e , d o n t la 

longueur est c = bê (n° 30 ) , n o u s a u r o n s à la d i s tance x de 

l'appui A m _ , , su ivan t u n e f o r m u l e du n° 1, déjà f r é q u e m m e n t 

employée dans le c h a p i t r e p r e m i e r , 

;i 1) X = X „ _ , - | - (X„ — X„,_, ) ~ —• X-px ( c — x), 

expression o ù t o u t est c o n n u , et qu i p e r m e t de ca lcu le r n u m é 

riquement le m o m e n t X , a ins i q u e de d i scu te r les é ta t s de 

grandeur par l e s q u e l s il p a s s e . 
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Ces g r a n d e u r s s u c c e s s i v e s é t an t r e p r é s e n t é e s par les ordon

n é e s d ' u n e pa rabo le d u s e c o n d d e g r é , d o n t les abscisses se

r a i e n t l es va l eu r s d e x, il es t u t i l e d e s e d e m a n d e r : i° les 

v a l e u r s p a r t i c u l i è r e s x,, x? de l ' absc i s se qu i annulent X, 

c 'es t -à -d i re la p o s i t i o n q u ' o c c u p e n t l e s in t e r s ec t i ons de la 

p a r a b o l e avec l 'axe d e s x ; 2 ° l ' absc i s se et l ' o r d o n n é e du som

m e t . La p r e m i è r e q u e s t i o n a m ê m e u n e i m p o r t a n c e assez 

g r a n d e q u a n d on v e u t d é t e r m i n e r , p o u r c h a q u e section, le 

p l u s g rand m o m e n t ab so lu s o u s l ' ac t ion s imu l t anée de 1e 

c h a r g e p e r m a n e n t e et d e la s u r c h a r g e , car il faut alors savoir 

que l e s t le s igne de X , c l l e s c h a n g e m e n t s de signe de ce 

m o m e n t r é p o n d e n t p r é c i s é m e n t à x = x„ x = x7. 

P o u r avoi r Xt e t x2, il faut p r e n d r e les r ac ines de l'équation 

X ^ = 0 , savoi r : 

x-
c2 ' 

2 ( X , „ — X m ^ i ) ~ \ x aX,„_, 
1 1 = o, 

X 

c ]JC< J c pc 

d 'où les r a c i n e s 

c 1 

x i X . - X , - , ^ , / 1 X „ - r - X m _ , , /X„—_\„ 

en d é d o u b l a n t le s i g n e d u radica l o n ob t iendra i t et x,. 

N o u s en a u r o n s u n e a u t r e e x p r e s s i o n en remplaçant Xm ei 

X m _.i p a r l e u r s v a l e u r s d é d u i t e s de la f o r m u l e (8) : celle for

m u l e d o n n e , e u éga rd à la re la t ion bô = c, 

X„,— X m . , 3 — 1s2 

pc' I 2 c î = i N , ; ( 3 Ô -f- 2 / i ) ' 

X„, -+- X,„_i I 3 2 0 2 

pc2 b i-2 0 J . N ' 2 ( 3 a -f- 2 f t ) 

or les d e u x p r e m i è r e s r e l a t i ons ( i 4 ) du n° 3 2 , en y li

s a n t l = - , h — q — m-\--, M ^ N ^ l / — -

2 2 -j - y 2 

= 1', don-

n e n t auss i 

2 
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pc2 2 t î 2 N j ( 3 â + 2 A ) 

X . + X . _ L = L ( 3 — A A ' ) I - M ^ + } 
p c 2 6 6 â 2 N , ( 3 3 + 2 / ( ) ' 

Substituant ces v a l e u r s d a n s la f o r m u l e ( 1 2 ) e t p o s a n t , p o u r 

abréger l ' é c r i t u r e , 

N , = N , M,_„1 +-> = M', N ? _™+| = N ' , 

il viendra 

2 ^ - _ ¿ N ' ( 3 — 2 A » ) • 
" c " - I ~ f ~ N Ô 2 ( 3 5 + 2 / j ) 

(•3) i 

v 4 

2 î M ' ( 3 — 2 ( 5 ' ) 

3 N â ' ( 3 d + 2 / < ) 

¿ N ' ( 3 — 2 Ô 2 ) " 

N d J ( 3 ô + T Â ) . 

La p ré sence d u s y m b o l e i m a g i n a i r e ¿ n ' e m p ê c h e pas la for

mule ( i 3 ) d e n e c o n t e n i r , soi t s o u s le r ad i ca l , so i t e n d e h o r s , 

que des q u a n t i t é s r é e l l e s : en effet, s u r l e s d e u x i n d i c e s q e t 

• 3 ., 
q — m - 1 — ? il v e n a n é c e s s a i r e m e n t u n e n t i e r e t 1 a u t r e égal 

2 

à un en t ie r a u g m e n t é d e ^> d ' où il r é s u l t e q u e si N n e c o n 

tient pas le facteur z, ce Facteur e n t r e r a dans M' e t N ' , et inver -

I M ' Î 'N ' 
sèment; donc les r a p p o r t s - ^ - » T ^ - s o n t t o u j o u r s r é e l s , ce 

qui justifie n o t r e a s s e r t i o n . T o u t e f o i s il p e u t a r r i v e r q u e le 

radical r e c o u v r e u n e q u a n t i t é n é g a t i v e , et pa r l an t q u e x, e t x, 

soient i m a g i n a i r e s . 

Cherchons les conditions pour qu'il en soit ainsi. Si nous posons 

_ ; v ( 3 — ia>) 
Z ~ N ¿ ' ( 3 ( 5 + 2/* ) ' J' 

3 
( * ) N o u s e x c l u o n s i c i , p o u r y r e v e n i r p l u s l o i n , l e c a s p a r t i c u l i e r o ù q-\— 

serait é g a l à m, c e q u i r e n d r a i t z n u l a i n s i q u e j \ \ C e l a s e r é a l i s e p o u r l a 

travée c e n t r a l e d ' u n e p o u l r e a y a n t u n n o m b r e i m p a i r d e t r a v é e s . 

D'OÙ RÉSULTE 

X . - X ^ , ( 3 — * 3 » ) « ' R V » + 

I I I . " 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l 6 a CHAPITRE DEUXIÈME. 

l 'expression sous le radical pour ra s 'écr i re 

( . 4 ) a , - w 8 + 3 ' 

on voit qu'elle s 'annule quand on fait 

z = ( M ' ± v ^ l ' 2 - 3 N " ) , 

ou b ien , en mul t ip l iant e t d ivisant ees va leurs pa r M' =f 

N' 

ou encore , en ve r tu de la t rois ième relation fia] du n° 3 2 , 

N' 

donc l 'express ion r e p r é s e n t e l e p rodu i t 

N' \ f N ' 

m' — \) V M' 

et il s 'agit de reconna î t r e si elle p e u t avoi r fe signo — . Comme elle 

est pos i t ive pou r z = r t oo , elle ne changera de s igne , pour devenir 

n é g a t i v e , que si z passe e n t r e les deux va l eu r s ( i .5] ; c o m m e , déplus, 

z désigne une quan t i t é nécessa i rement r ée l l e , la p r e m i è r e condition cher

chée cons is te ra en ce que les va leurs ( i 5 ) soient e l l es -mêmes réelles; ce 

3 

qui exige que M' ot N le soient auss i , c ' e s t - a - d i r e que l ' indice q — m+-

soit un n o m b r e en t ie r . Pour cela il faut q u e le n o m b r e dos travées soit 

impai r , pu i sque m est un n o m b r e ent ier e t que q r ep résen te ^ — i. Ainsi 

dono x i et x 2 n e seront suscept ib les rie devenir imagina i res que dans les 

pou t r e s d 'un n o m b r e impai r de t r avées . 

Si ce t te condit ion est r e m p l i e , los va leurs ( i 5 ) reçoivent encore utilc-
3 

m e n t une nouvel le f o r m e . N o m m a n t h la moi t ié de l ' indice q — m-\--

de M' et N ' , n o u s aurons par la seconde formule ( 1 2 ) e t les formules (i3¡ 

du n" 32 
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tinue, de x à o, il v a u r a deux va leurs de 3 qui le r e n d r o n t égal à TTT-

et dans l ' intervalle desquelles x x et x 2 dev iendron t imag ina i r e s . 

Le cas de m impai r exige un peu plus de déta i l s . Il faut d ' abord se 

rendre compte des g r a n d e u r s successives par lesquelles passe la fonction 

de o 

-iS1— 3 

quand S varie de y/̂  à =o : à cet effet on p rend la dér ivée , qui est 

dy _ 3 ( — a J 3 + gS + 4 / i ) . 
d3 ~ ' 3T(J~3~+Yhy ' 

on voit que cette dér ivée commence pa r ê t re posit ive à par t i r de 

/3 
jusqu 'à la valeur donnée p a r l 'équation 

2 < ) 3 — ÇjS — 4^ = o, 

dont la racine posi t ive un ique var ie à la r igueur un peu avec Quand 

1 1 . 

Al' — i 3 N S " 3 + 

N' _ \ _ i 

M ' + i _ M , ~ A , _ M + ; ' 

Or les nombres h se t rouven t tous compr i s (n° 3'J) en t re i e t -i : on voit 

donc par là que les va leurs ( i5 ) son t toutes deux posi t ives e t comprises 

dans l'intervalle de"^ à i . 

Maintenant esl-il possible, en chois issant convenablement 3, de faire en 

sorte que z tombe entre, ces deux v a l e u r s ? Je dis d 'abord que la réponse 

est affirmative lo rsque le rang m de la t r avée dont nous nous occupons 

est un nombre pa i r . Il ar r ive alors en effet que q — m-\-~ et q — 

ayant pour différence m — a, sont des n o m b r e s en t ie r s de même parité 

(tous deux pairs ou tous deux i m p a i r s ) ; on en conclut sans pe ine que 

N 

- et N' ont s imul tanément le signe -+- ou le signe —, de sor te que le 

rapport est positif. Donc z sera aussi positif pour cf c o m p r i s en t r e o 

N' 
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on fait h égal success ivement à 

5 7 19 9.G 71 g -

' ' 3 4 11 i 5 4 ' 5b 

on t rouve pour ce t t e racine les n o m b r e s 

2 , 3 i 5 9 , 2 , 4 7 3 3 , 2,4»?>fi, 2 , 4365 , 2 , 4 3 3 i , 2,4340, 

'2 ,4337, 2 , 4 3 3 8 , ! . . , 2 , 4338 , 

et pour les v a l e u r s co r re spondan tes de la fonction y 

0,1610, o , i 3 2 2 , o , i 4 o 4 , o , i 3 8 3 , o , i 3 8 8 , . . . , o , i 3 8 8 . 

(ly 
Au delà des va leurs p récéden tes de S la dér ivée -j^ deviendrai t négative 

et y d iminuera i t : c 'est donc le m a x i m u m de ce t te fonction que nous ve

nons de d o n n e r , et on voit q u e dans a u c u n cas il ne dépasse une limite 

égale à 0 , 1 6 1 . 
Secondemen t nous che rche rons une l imite supér i eu re du facteur ~ 

ou — j - , — - • On a pa r la seconde formule (11) du n° 32 

N„ = N M 3 — M N 3 , 

Q - m + - ç m — - t, m — -- i 

d'où il résu l te , dans l 'hypothèse pa r t i cu l i è re m = 2 , 

N — = I ( M L - hN1 "j = i 2 ( i — h) = ~{A - 1 ) ; 

I ' V 

/1 é tan t toujours au-dessous de 2 , — est donc , dans l 'hypothèse en ques

t i o n , tout au plus égal à Or, comme la p remiè re t ravée est exclue DO 

la d iscuss ion actuel le , m ne de scend ra pas au-dessous de 2 , et Q U A N D ON 

lui donnera u n e va leur plus for te , on d iminue ra p a r cela même l ' I N D I C E 

3 

<j — m + - ainsi que la valeur absolue du n o m b r e N ' correspondant: 
i'N" . 1 

donc E N F I N —— ne saurai t dépasser la l imite -•> E N va l eu r absolue. 
Is 1 2 

Ces pré l imina i res posé s , la conclusion dev ien t facile. Rappelons -NOUS 

que pour r e n d r e imagina i res les in te r sec t ions de la parabole représenta

tive avec l 'axe des x , il faut p lacer z e n t r e ^ r - — et —,——; ce Q U I 

' v M — 1 M 1 H 

exige que S soit pr is de m a n i è r e à r e n d r e z positif e t supér ieur à y Or, 
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c'est à quoi l'on ne pourra réuss i r quand m sera impa i r . E n effet, 

(/— «i-t-^ et < ¡ — i é tan t do pa r i t é différente, le r a p p o r t dev ien t 

négatif; pour faire z positif il faut a lors p r e n d r e S > y / ~ i m a ' s a ' o r s z 

se trouve être le produ i t de deux facteurs dont les va leurs absolues on t 

pour limites o, iGi e t ~ , e t par su i t e il n e peu t a t t e indre ^ - La condi t ion 

nécessaire ne saurai t donc ê t r e r e m p l i e . 

En r é s u m e , s a u f l e s c a s p a r t i c u l i e r s p r o v i s o i r e m e n t l a i s s é s 

de c ô t é , n o u s p o u v o n s é n o n c e r c e t t e p r o p o s i t i o n : 

Pour qu'il existe des valeurs de ô susceptibles de rendre 

imaginaires les intersections avec l'axe des x, de la parabole 

représentant, dans une travée quelconque, les moments de 

flexion produits par la churge permanente, il faut et il suffit 

que le rang de la travée soit pair et le nombre total des travées 

impair. 

Mais c e n ' e s t p a s a s s e z d ' a v o i r d é c i d é s i l e s r a c i n e s x¡ e t x7 

sont r é e l l e s o u i m a g i n a i r e s : l a f o n c t i o n X q u e n o u s v e n o n s 

d ' é t ud i e r n ' é t a n t a p p l i c a b l e q u e d a n s l ' é t e n d u e d e la t r a v é e 

A„_,A„, d e p u i s x—o j u s q u ' à x — c , il y a l i e u d e r e c h e r c h e r 

la c o n d i t i o n p o u r q u e l e s v a l e u r s x„ x, s e t r o u v e n t d a n s l e 

m ê m e i n t e r v a l l e . 

Ces valeurs sont données pa r l ' équat ion ( i 3 ) , qu 'on p e u t éc r i r e 

IX I J J L ' I 

7 = I + Ï ± V ' S V ' 4 " ^ 

si elles sont toutes deux compr i ses e n t r e o e t c, il on sera de m ê m e de 

leur demi-somme (i + z ) , et pa r sui te Z devra t o m b e r e n t r e les l imites 

— i et + i . Cet te condit ion é t a n t rempl ie , le sommet de la parabole qui 

représente X sera dans l ' in terval le des appuis A m _ , , AM; et a t t endu que 

cette parabole, d ' après son équa t ion , tourne sa concavi té ve rs les o r d o n 

nées positives, on voit que ses in te r sec t ions , supposées réel les , avec l 'axe 

DES X se feront dans la t ravée m ê m e ou en d e h o r s , s u i v a n t que X ; J 1 _, e t 

X m seront positifs ou négat i fs . 

On a vu plus h a u t (n° 3G) que le p remie r cas es t de beaucoup le pluh 

ordinaire, pour ne pas d i re le seul cas p ra t ique : à cel te occas ion , nous 

a\ons précisé les condi t ions nécessa i res pour lo réaliser effect ivement. Il 
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suffit ici d 'y jo indre les deux inégalités 

z > — i, z < 1, 

pour ê t r e en dro i t d'affirmer que les rac ines x % e t x 2 seront positives et 

plus pet i tes q u e c, toutes les fois qu'elles ne dev iendron t pas imaginaires 

En examinant les choses do plus p r è s , on peut, r econna î t re que sur les 

deux inégal i tés c i -dessus il y en a toujours une satisfaite d'elle-même, en 

raison de ce fait q u e a", par sa na tu re p r o p r e , res te essentiellement posi-

tif. En effet, si n i est pair , — est positif et z ne peu t devenir négatil 

qu 'en p r e n a n t à" >• 1 m a i s alors on sait que la valeur absolue de z a 

pour limite supérieure - • 0 , 161 : donc on est certain d'avance de trouver 

z > — 1 , quel que soit S. Si au contraire m est impair, — change de 

signe, et le même raisonnement prouve qu'on a nécessairement z < i . 

Ainsi d o n c , e n r é s u m é , les m o m e n t s s u r l es po in t s d'appui 

é t an t s u p p o s é s posi t i fs et l es a b s c i s s e s xt, x2 r é e l l e s , les points 

q u e ce l les -c i r e p r é s e n t e n t s e r o n t dans la t r avée ou en dehors, 

su ivan t q u e ô vérif iera ou n e vér i f iera pas les inégal i tés 

z<Ci, si la t ravée est de rang pai r ( e n c o m p t a n t depuis 

l ' e x t r é m i t é la p l u s v o i s i n e ) , 

z — - 1 , d a n s le cas contra i re ; . 

La p a r a b o l e r e p r é s e n t a t i v e d e X a pouf é q u a t i o n l'équa

t ion ( i i ) c i - d e s s u s , qu i p e u t se m e t t r e s o u s la forme 

X = /> ( l ) — W x - h - x A , 

D et D ' d é s i g n a n t d e u x •cons tan tes . Son s o m m e t s'obtiendraii 

en p o s a n t * ^ = o, ce q u i d o n n e x — I ) ' ; l ' o r d o n n é e corres

p o n d a n t e s e r a i t p ^1) — ^ ^ ' 2 ) ' s o ' 1 si l 'on nomme ( 

un coeff ic ient d é t e r m i n é par la r e l a t i on 
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Or x, et x2 é tant l es d e u x r a c i n e s de l ' é q u a t i o n X = o, on a 

xt -\- x2 = 2 D ' , 

XtXj = 2 D ; 

de là il r ésu l te : p r e m i è r e m e n t , q u e le s o m m e t r é p o n d à l ' a b 

scisse - (x,4- x2), ce q u i es t r e n d u é v i d e n t d ' a i l l e u r s par la 

situation de la p a r a b o l e ; s e c o n d e m e n t , q u e le coeff ic ient C 

peut s ' expr imer pa r la f o r m u l e 

L'ordonnée Cpb1 es t d o n c t o u j o u r s n é g a t i v e q u a n d x, et x , 

sont rée l l e s . On r e m a r q u e auss i q u e la d i f fé rence — — 

n'est autre c h o s e q u e le radical d e la f o r m u l e ( 1 2 ) , ou ce lu i 

de la formule ( i 3 ) d iv isé par 2 . 

38. Cas particuliers d'une travée extrême et d'une travée 

centrale. — L e cas p a r t i c u l i e r d ' u n e t r a v é e e x t r ê m e r e n t r e 

dans les fo rmules ( 1 1 ) et ( 1 2 ) en y r e m p l a ç a n t c par b e t S u p 

posant nul un d e s m o m e n t s X m , X„,_„ ce d e r n i e r par e x e m p l e , 

si c'est la p r e m i è r e t r a v é e q u ' o n é t u d i e . Mais on n e doi t pas 

appliquer la f o r m u l e ( i 3 ) e t ses c o n s é q u e n c e s , pa rce q u e la 

formule ( 8 ) e m p l o y é e p o u r e x p r i m e r les m o m e n t s X„, n e 

comporte pas les h y p o t h è s e s m = o, m = n. 

Supposons d o n c , p o u r fixer les i d é e s , q u e n o u s c o n s i d é r i o n s 

la p remiè re t r a v é e , ce qu i suffit, en raison de la s y m é t r i e : 

nous au rons , X 0 é tan t n u l , 

\ = X t j — -px{b — x), 

expression dans l aque l l e x r e p r é s e n t e la d i s tance d ' u n e sec t ion 

quelconque à l 'o r ig ine ou cu lée A„. On voi t q u e X s ' a n n u l e 

pour deux va leu r s de x t ou jou r s r ée l l e s , savoir . r , = o, ce 
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qu i était c o n n u d ' avance , et 

; , 8 ) x t = b y p h l 

Cet te équa t ion p e u t , en v e r t u de la f o r m u l e ( 7 ) , s ' éc r i re ainsi : 

X, h 3 h 4 - 6 3 — ô» 

h 9. ( 3 (5 + 2 A ) 2 ( 3 < 3 - | - 2 A) ' 

on voi t alors q u e x2 d e v i e n t négat i f en p r e n a n t 3 suffisamment 

g r a nd . La l imite i n f é r i eu re d e 3, au delà d e l a q u e l l e il en sera 

a ins i , satisfait à l ' é q u a t i o n 

3 3 — 6 3 — 3 A = o ; 

on en t i re par t â t o n n e m e n t (*) l es v a l e u r s c i - ap rè s : 

n — 3, 4 > 5 . 6 , 7 , 

¿ 1 = 2 , 6 6 9 1 , 2 , 8 4 7 3 , 2 , 7 9 1 3 , a , 8 o 5 G , 2 , 8 0 1 7 , 

n — 8 , 9 , 1 0 , . . . , CC . 

3 = 2 , 8 0 2 7 , 2 , 8 o ? . 5 , 2 , 8 0 2 . 5 , . . . , 2 , 8 o 2 5 . 

L e s va leurs de 3 égales ou s u p é r i e u r e s à ce l les - là étant à peu 

p r è s inus i t ées (** ), on p e u t d i r e q u ' e n géné ra l l 'abscisse x , 

( * ) D a n s l e s c a s p a r t i c u l i e r s d e n = 5 e t n — GO , l ' é q u a t i o n d e v i e n t 

S' - 6 â — 5 — 0, 

— G s? — 3 = o , 

s o i t , c o m m e o n l e r e c o n n a î t a i s é m e n t , 

( I ) ' + I ) ( O " - O — 5 ) = o , 

. ( S -+- [g' — â f i — 3 ) = o . 

O n e n t i r e a l o r s , p a r l a r é s o l u t i o n d ' é q u a t i o n s d u s e c o n d d e g r é , 

S _ - ( i -+- \j-a ) = 2 , 7 g 1 3 , à = - (y':î -1- y'i.5 ) = ; 2,8025. 

/ | 0 M 

( ] A u p o n t d e M o n t l u ç o n , s u r l ' A l l i e r , o n a p r i s J — — ¡ - = 2 , 1 9 . . . ; 

c ' e s t l e m a x i m u m r é a l i s e , à n o t r e c o n n a i s s a n c e , d a n s l e s p o n t s e x i s t a n t s . ALI 

r e s t e , c e n ' e s t p a s u n e x e m p l e à i m i t e r : i l a r r i v e e n e f f e t q u e s o u s certaine: 

s u r c h a r g e s l e s e x t r é m i t é s d e l a p o u t r e t e n d e n t à s e s o u l e v e r e t à q u i t t e r leurs 

a p p u i s , c e q u i c o n s t i t u e u n a s s e z g r a v e i n c o n v é n i e n t . — Voir l ' o u v r a g e de 

Al. P i a r r o n d e V l o n d é s i r {Calcul des Ponts métalliques, etc., p . 3^ e t s u i v A 
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IX , / i F 2 Í (3 2 â 2 ) 
c ~ Y 3 L íN?(3"(3ü" + 2 / ¡ ) J 

Cela posé, si m es t pa i r , il en se ra de m ê m e de q— ^ = m — 2 , 

e t - j s e rapos i t i l ; d u n a u t r e c o t e , J ^ T T ^ ^ T / ^ p o u v a n t p r e n d r e 

une valeur q u e l c o n q u e e n t r e o et -t- * , on voi t qu ' i l e x i s t e 

des valeurs de S s u s c e p t i b l e s de r e n d r e néga t ive la q u a n t i t é 

sous le radical e t c o n s é q u e m m e n t les r a c i n e s x¡, x, i m a g i 

naires. Au con t r a i r e , si m es t impa i r , ^ p r e n d le s igne — , e t 

sera positive et p l u s p e t i t e q u e b, o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , q u e 

la parabole r e p r é s e n t a t i v e du m o m e n t de f lexion p r o d u i t par 

la charge p e r m a n e n t e d a n s u n e t r a v é e e x t r ê m e c o u p e o r d i n a i 

rement l 'axe des absc i s se s d a n s l ' i n t e rva l l e d e la t r a v é e , n o n 

compris, t i e n e n t e n d u , s o n i n t e r s e c t i o n s i t u é e s u r la c u l é e 

même. 

Le sommet de la p a r a b o l e r é p o n d à x = *- x? et s o n o r d o n -

I
 f Xj \ 2 

née a pour va l eu r a b s o l u e - p [ f ~ J i s ' o n l ' e x p r i m e e n c o r e 

yuGpb*, on aura ic i , p o u r l ' e x p r e s s i o n d u coeff ic ient C, 

E S ) c = - g ( — 7 ^ 

S'il s'agit de la t r a v é e c e n t r a l e d ' u n e p o u t r e ayan t un n o m b r e 

impair de t r avées , on a, par ra i son de s y m é t r i e , X m = X,„_,, 

d'où résul te 

(20) X = X , „ _ i — ^ p x ( c - x ) . 

On a d'ail leurs 

1 , , 1 
m — 1 = - ; n — 1 = <7 H — 1 

2
 1

 2 

c'est-à-dire 
3 

a — m - ) — = o ; 
2 

donc M' = 1 , N' = o, e t la f o r m u l e ( i 3 ) d e v i e n t 
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l e radical n e p e u t p lu s s ' a n n u l e r q u ' à la cond i t i on d'avoir 3 — 7 o : 

• . , „ . . . / 3 „ . . , , aâ 1 — 3 
négatif ou o s u p é r i e u r a l / - - Mais on sait q u a lors - , . r 

V 2 ù'[id + ih 
r e s t e en d e s s o u s d ' u n e l imi t e p e u di f férente de o , I 4 , et comme 

2 l 2 

— n e d é p a s s e pas ~ en va l eu r a b s o l u e , on p e u t en conclure 

IL g D 
q u e la q u a n t i t é e n t r e c r o c h e t s , s o u s le radica l de la formule (21 

es t f o r c é m e n t p o s i t i v e . L ' é n o n c é d o n n é p lu s hau t , concernant 

les c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t suff isantes p o u r qu ' i l y ait possi

b i l i té de r e n d r e imag ina i r e s l es i n t e r s e c t i o n s de la parabole 

des m o m e n t s avec l 'axe des x, s ' a p p l i q u e d o n c , sans aucune 

modi f i ca t ion , aux t r a v é e s c e n t r a l e s . 

Le s o m m e t d é la p a r a b o l e q u i r e p r é s e n t e l 'expression ¡20; 
r é p o n d à x = — c; en d é s i g n a n t pa r C, c o m m e ci-dessus, le 
r a p p o r t de son o r d o n n é e à pb\ on a 

(22) C = ^ - £ * ; 

l ' app l ica t ion d e la fo rmule ( 1 6 ) d o n n e r a i t le r ésu l t a t équivalent 

2 1 (3 — 2 Ô J ) 
(9.3) C = ^rS* 1 

2 4 N " , â 3 ( 3 A - H 2 / i ) 

Il es t d ' a i l l eu r s facile d e vo i r q u e si l e s in te r sec t ions de la 

p a r a b o l e d e s m o m e n t s a v e c l ' axe d e s x s o n t r ée l l e s , elles 

n e p o u r r o n t , e n g é n é r a l , sor t i r de la t r a v é e . En effet, poui 

x = - c le m o m e n t X p r e n d la v a l e u r Cp№, fo rcément néga

t ive , c o m m e l e m o n t r e l ' e x p r e s s i o n ( 2 3 ) , p u i s q u e le radical rie 

la f o r m u l e ( 2 1 ) es t r é e l . D o n c s i X m ^ , es t positif, X change de 

s igne dans la p r e m i è r e m o i t i é d e la t r a v é e , et auss i dans la se

c o n d e , à c a u s e d e la s y m é t r i e ; ce la suffit p o u r justifier la pro

pos i t ion é n o n c é e , car le fait d ' avo i r X m _ i < o n 'es t guère réa

l i sable dans la p r a t i q u e (n° 3G). 

39 . Cas particulier d'un nombre infini de travées. — Ce ca* 

l i m i t e p r é s e n t e , r e l a t i v e m e n t aux absc i s se s x,, x-,, quelque^ 

p a r t i c u l a r i t é s i n t é r e s s a n t e s , don t l es cas p r a t i q u e s se rappie 
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chérit plus ou m o i n s , à m e s u r e q u ' o n fait c ro î t r e le n o m b r e 

des travées. 

D'abord, si n o u s c o n s i d é r o n s u n e t r avée i n f i n i m e n t é l o i g n é e 

des extrémités, n o u s s a v o n s fn" 36) q u ' o n a 

X „ _ , = X m = — pb-ô'' —•— n e 2 ; 

1 2 ' 1 2 ' 

par suite on t ire d e la f o r m u l e ( 1 2 ) 

2.x , / 1 

ce qu'on aurait p u d é d u i r e é g a l e m e n t d e la f o r m u l e ( i 3 ) , en 

remarquant que les r a p p o r t s et se r é d u i s e n t a z é r o 

pour q et m infinis (n° 32) . Ces v a l e u r s d e x son t ce l l e s q u i 

conviennent à u n e t r a v é e e n c a s t r é e par l e s d e u x b o u t s . 

Maintenant, si m a u n e v a l e u r finie q u e l c o n q u e , l ' ind ice 

y— m 4 - - é tan t infini , il en r é s u l t e ( n o s 32 et 33) 

M': 

N' X 
par conséquent les fac teurs z— ]yp_|_ ' z — jyp de ' a 1 , ï a n " 

tilé sous le radical , dans la f o r m u l e ( i 3 ) , dev iennen t , égaux à 

- v / ï ^) et les v a l e u r s d e x s o n t a lors 

i x s jN' (3 
— = i + VI)-c N ô 2 ( 3 â - t - 2 / i ) — V V 3 

soit, en d é d o u b l a n t le s igne ± , e t r e m p l a ç a n t z ainsi q u e /1 

par leurs va leu r s , 

X-i 1 

c 2 

¿ N ' ( 3 — 

N â 2 v/3 (2 + 5 ^ 3 ) ' 

0 , 7 8 8 6 7 5 . . . . 

Ainsi nous a r r ivons à ce résul ta t r e m a r q u a b l e q u e l ' abscisse x , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



172 CHAPITRE DEUXIEME. 

est i n d é p e n d a n t e d u rang d e la t r a v é e , e t q u ' e l l e res te toujours 

la m ô m e q u e dans u n e t r a v é e e n c a s t r é e . Q u a n t à l 'abscisse^, 

e l le t e n d p l u s o u m o i n s r a p i d e m e n t , su ivan t la valeur de à, 

ve r s la l i m i t e ~ ^ i — y / = 0 , 2 1 1 3 2 4 . . . , correspondante a 

l ' e n c a s t r e m e n t , à m e s u r e q u e m a u g m e n t e . 

3 
L e s i nd i ce s q et q — m -+- - de N et d e N ' é t an t infinis tous 

d e u x , il c o n v i e n t d e t r a n s f o r m e r le r a p p o r t - ^ — On a parla 

s e c o n d e f o r m u l e (7} du n" 32 , en nég l igean t les puissances de 

a." d o n t l ' e x p o s a n t . e s t l ' infini positif, 
N y _ m + i = - = z N„ = — 1 — ce"', 

' 7 2V'3 ' ' 2^3 
d 'où 

iJS' 

or on a auss i 

d o n c enfin 

1 oc. i = la. " '1 ' 1 ce l'in—2 II - . 

i~S' 

v/3) a " * - ' = - ( k / S — i ) ce"'" 

2 

Les ca lcu l s p r é c é d e n t s n e p e u v e n t s ' a p p l i q u e r à une travée 

e x t r ê m e . Dans la p r e m i è r e , par e x e m p l e , o n a constamment 

xt — o : q u a n t à x2, on a (n° 38 ] 

__(-3h-h63 — ôs _ b 3 y/3 + 63 — 
2 - ~ 2 (3 3+ 2 / / . ) "~ 2 v/'3 2 + 5y/'3 

40. t ' a s particulier S = y / - = 1 , 2 2 4 7 . . . . — Ce cas parti

c u l i e r m é r i t e u n e m e n t i o n , à c a u s e d e la s impl ic i t é des résul

ta ts . On a vu (n° 3G) q u e t o u s les m o m e n t s X„, p rennent alors 

la v a l e u r ~pb2ô2 ou — pc2, c o m m e si t o u s les appuis inter-
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médiaires devena i en t d e s e n c a s t r e m e n t s . Par c o n s é q u e n t , la 

formule ( 1 2 ) d o n n e 

?=;( '*v/ j ) -
et les abscisses xu x2 s o n t p a r t o u t les m ê m e s q u e dans u n e 

travée encast rée ou i n f i n i m e n t é l o i g n é e d e s a p p u i s e x t r ê m e s . 

On a aussi, en c o n s e r v a n t la déf in i t ion p r é c é d e m m e n t a t t r i 

buée au coefficient C ( n o s 37 e t 3 8 ) , 

Dans la t ravée d e r ivé A 0 A , o n a . z , = o, e t , su ivan t la for

mule ( 1 8 ] , 

' • = * ( I - ^ ) = 6 ( I - s â ' ) = ° ' 7 " î 

la formule ( 1 9 ) d e v i e n t d o n c 

C = — ~ ^ 1 — g ^ 2 ^ — — 0 , 0 7 0 3 1 2 5 . 

i{. Applications numériques relatives aux conditions qui rendent les 
abscisses xl et imaginaires, ou qui les font sortir des limites o et c. — 
Cherchons d 'abord les va leurs n u m é r i q u e s de S dans l ' intervalle fles-

qjsllcs .r, et -r2 cessent d 'exis ter rée l lement , en a t t r i buan t à n les va leurs 

impaires 3, 5, 7 , . . . , e t è m les va leurs pa i res 2 , 4 , - - - , conformément 

à ce qui a été dit p lus h a u t ( n " 37 et 3 8 ) . 

i° Travées centrales. — Il faut se serv i r de la formule ( 2 1 ) , en s u p 

posant successivement lo n o m b r e des t ravées égal à 3, 7, 1 r , i 5 , . . . , de 

manière que la t ravée du mil ieu ait u n rang pa i r . Les v a l e u r s corres

pondantes de et h sont (n™ 32 et 33 ) : 

i 

n = 3, 7, 1 1 , i 5 , . . . , 

N 

—i = i, 1 1 , i 5 3 , 2 1 3 i , . . . , 
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Les rac ines x t , x 7 dev iendron t imagina i res quand on aura 

3 — ar î 2 

n — 3 I < 2 • „ , -—• ri (] ou ù < o , 8 3 q , l . 

IT (3<J 4 - 2 ) ' 

" = 7 '<*$^isTW)' * < o , 3 3 6 a , 

W = I ! 1 < 2 ^ ( 4 5 P r 4 ^ 7 ) ' * « V < » 7 , 

3 -

n — \5 i < 2 7 7 7 7 5 - ^ - « - ^ — Ï Ï - s < 0,028a. 
<îJ (63g3tf 4 - 7 3 8 2 | 

20 Secondes (ou avant-dernières) travées. — Nous rentrons dans le 

cas général discuté au n° 37 : afin de r e n d r e x t et .r a imaginaires, il fan! 

donc choisir S de man iè re que ; T »a r \ tombe dans fiiitervalle de 
H ÏS 0 ' ( 3 à 4 - 2 « ) 

N' N ' 3 
=— à Or, les indices g et 17 — m 4 - - de N et de M' ou N' som 
M 4 - 1 M — 1 i - i 2 

ici , en supposan t m = 2 , 

« = 5, 7, 9» i l , - - . , 

3 5 7 q 

' 2 2 2 2 
3 

tj — m + - = 1, 2 , 3, 4, 

On formera donc fac i lement , à l 'aide des tableaux donnés aux n 0 132 el 

33, les inégal i tés de condi t ion , et l'on t rouvera : 

/ 5 N 
Pour cinq t ravées ( ^ = ij> 7 = — 3 ' N ' = — J> M' = — 2 

3 2 t J2 ! 
1 > \-, 1 j 1 ' I > 3 ' d ' o ù ° ,43/i3 < ^ < o ,643o (*); 

0 (go 4 - 10) i 

( * ) L'inégalité 
3 - 1 J 1 

' > S\ç>e + io] 
se résout sans tâtonnement, car elle revient à la suivante : 

( J - t - i ) ( 3 J ' - i - * — i ) > o , 

d'où résulte immédiatement 

s> ¿ ( - - 1 + ^73) 
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Pour sept travées ( h - = — , ? — n , N ' — 4 , M ' - 7 ) ' 

Pour neuf t ravées = Z I , 5 — — 41, X' — — 15, M' = — 2 6 ^ ; 

Ì>xTrk\^lS',\>-> o , 5 3 q 9 < ' i < o , . « 3 8 ; 5 ò (1230 4 - 1 4 2 ) g 3 

/ Ï G 5 N 
Pour onze t ravées h = —^, — — 153, N ' = 56 , M ' = 97 

\ 153 1 
7 5 6 ( 3 — 2 rî 2) 4 

^ - 0,5444 < iî < 0 ,5482. 1 2 ^ ^ ( 4 5 9 ^ 4 - 5 3 0 ) ^ 7 

Comme on le voit, les deux l imites do S se r e s se r r en t do plus en p l u s ; 

mais elles ne dev iendra ien t r i gou reusemen t égales, et le p rob lème ne 

serait impossible, que pou r n = 00 . 

3° Quatrièmes travées (ou travées de rang n — 4 )• — I j a supposi t ion 

3 

m = 4 rend l 'indice q — m 4 - - égal a i o u à 2 , r espec t ivement pour 

n ~ g et n — 11 ; on en conclut comme ci-dessus : 

POUF neuf t ravées (h = ? _ — 4 i , N ' = — i , M' = — 2 ^ ) 
4i 

3 — 2 ^ 

d'où o, i 3 6 5 < S < o, 29.63 ; ^ < r ( i 2 3 c j 4 - i 4 2 ) ' 3 

. I , 2.65. N r „ _T, , . „ \ 
Pour onze travées I h _= -^TJ, -T- = I 5 3 , N 4, M = 7 j ; 

2 ^ 4 ( 3 — 2Г?2) 
^ : 4 5 9 r Î 4 - 5 3 o ) a > j» , r„,^ , e L v > 7 ' 0 ,1704 < r j < o , i 9 4 4 . 

Ces résultats et que lques au t r e s encore sont r é sumés dans le tableau 

ci-après. 
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SOMBRE n POUR RENDRE x. ET .R, IMAGINAIRES, QUAND LE RANG m de. la TRAVÉE 

DES EST ÉGAL À 
TRAVÉES. 

2 4 ' 6 8 

TIE À DE À DE À DE À 

3 O.OOOO O,83g3 f! 11 / / 1! 

,V a 5 O,4343 O,643O n n 1/ Il rt V 

7 O,5I8R 0,5 /36 0 0000 0,3362 l! „ 1/ rl 

9 0,5399 0 ,5538 0 I36'5 0,2263 U n !> Il 

11 0,5444 O,5/,82 0 1704 0 , 1 9 M 0,0000 0 , 1 0 1 7 1! li 

13 O,5458 O,546g 0 1792 0 ,1837 O,O383 O,O655 ft 1; 15 0,5462 0,5465 0 1824 0, I833 O,O/)83 OJO.ïSfi OJOOOO 0,0282 

Tous les exemples qui p r écèden t p e r m e t t e n t de constater ce fait, QJÎ 

si une va leur de S est dans les l imites convenables pou r rendre imagi

nai res les abscisses J F , e t x ^ d ' une ce r ta ine t r a v é e , elle ne jouira plus DE 

la m ê m e p ropr i é t é pou r les au t r e s t r avées de la mémo poutre , sauf, hier, 

en tendu , la t r avée s y m é t r i q u e . Il n 'y a u r a donc , au p lus , que deux tra

vées symé t r i ques où les in te rsec t ions soient imagina i res . 

Passons ma in t enan t au calcul des va leurs de S qui feraient franchir aut 

points d ' in te rsec t ion , supposés rée l s , les l imites de la travée. Si NOU; 

adme t tons q u e 3 a été déjà choisi de man iè re à r e n d r e positifs TOUS LE-
m o m e n t s X r a sur les poin ts d ' appui (n° 3 6 ) . il suffira (n° 37) QU'ON al 
z > 1 dans u n e t ravée de r ang pa i r , ou z < — 1 dans une travée de ran: 

impair (les r a n g s se c o m p t a n t toujours de l ' ex t rémi té la plus VOISINE 
pour re je ter x [ e t x t ho r s de la t r a v é e . Cette condit ion revient à 

' V „ , + | ( 3 - a « 2 ) 

N / 2 (3 3 + -j.k) 

suivant, les c a s ; elle p r e n d success ivement d iverses expressions, en m !• 

tant des n o m b r e s au lieu de // et m : a ins i , par exemple, en faissnl 

n = 6, m = on a 

y— m -f-

• 3 / , N„ = 

= 3, h = 4 
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NOMBRE n I 
d e s 

t r a v é e s . 

4 
5 
6 
7 
8-
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

LIMITES AU-DESSOUS DESQUELLES BOIT ETRE 0 
pour faire sortir les abscisses , ^ a de leur travée propre, 

quand le rang m de celle-ci est 

0,482.4 
o,4j43 

o , 4 W 
0,4447 
0,4457 
0,4454 
0,44^5 
0,4455 
0,4455 
0,4455 
0,4455 
0,4455 

0,3853 
0; 249.4 
0,2598 
0,2T;0 
o, 2 58 i 

0,2576 
0,2576 
0,1.17(5 
0,2576 
0,2176 

0;i58o 
o, i36i 
0,1.427 
o, 1411 
0, i4 iG 

<n 14 ' 4 
O, 1414 
o, i / | i4 

0,0847 
0,0717 
0,0762 
o. 07.53 
0,0756 
o,0755 

6 7 

II II 

II II 

n " 
11 . II 

n II 

H II 

if // 

II n 

0 0.446 1/ 

0 o383 II 

0 0401 o,o533 
0 o3y6 0,0200 

Il serait sans doute superflu de développer davantage ce genre de p ro 

blêmes. Ce qui p récède suffit l a rgement pou r mon t r e r que les l imites 

entre lesquelles peut so mouvoi r S q u a n d il s'agit, soit de rendre l es 

abscisses x l et x 2 imagina i res , soit de les faire sort i r de leur t ravée 

propre, sont en dehors des va leu r s habi tuel les que la p r a t i q u e lui 

assigne. Le fait en ques t ion sera donc t r è s - r a re dans les, applicat ions, b ien 

qu'on ne puisse pas le cons idére r comme ma théma t iquemen t impossible . 

HT. 12 

ce qui donne 

3 ( 3 - 2 S1 ) 

4 3 ' ( 6 * + 7 ) > 

2 4 a 3 + 3 4 » 2 — 9 < o, 

et, en résolvant par t â t o n n e m e n t ce t t e de rn iè re illégalité, 

On procéderait do même avec d ' au t r e s v a l e u r s de n et m , sauf en ce qui 

concerne les t ravées do r ive , p o u r lesquelles la question est déjà réso lue , 

et les travées cent ra les , pou r lesquel les il n ' y a pas à s'en occuper (n° 3 8 ) . 

Sans entrer dans plus de détai ls , voici encore u n tableau des r é su l t a t s 

obtenus par l 'applicat ion de ce t t e mé thode . 
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4 2 . Recherche de la fonction ¥{x).— Si n o u s nommons 

¥ (x), c o m m e aux n ° s 26 e t s u i v a n t s , le q u o t i e n t obtenu eu 

d iv i san t par p le m o m e n t de flexion dû à la c h a r g e permanente 

s e u l e [ l e q u e l m o m e n t s ' e x p r i m e r a i t , e n c o n s é q u e n c e , par 

pV(x)], il n ' y aura p l u s m a i n t e n a n t a u c u n e difficulté à déter

m i n e r c o m p l è t e m e n t ce t t e fonc t ion . D a n s u n e t ravée quel

c o n q u e A r a _ i A m , de rang m, ce sera u n e e x p r e s s i o n parabo

l i q u e de la f o r m e 

D m D,„ x -f- — x21 
2 

l es absc i s se s x é t an t t o u j o u r s c o m p t é e s à pa r t i r de l'appui 

A „ _ i , la c o m p a r a i s o n d e c e t t e e x p r e s s i o n avec l ' équa t ion (u) 

du n n 3 7 d o n n e i m m é d i a t e m e n t l e s v a l e u r s d e s coefficients D„ 

e t D,„, dans u n e t r a v é e d e rang q u e l c o n q u e , sauf dans la pre

m i è r e e t la d e r n i è r e , savo i r • 

- P P h ' 

D l 1 X w X,„„, . / I „ I X„, X,„^ 

2 pC \ 2 0 p b 2 

P o u r la p r e m i è r e t r a v é e , il faut r e c o u r i r à l ' équ a t i o n (17) du 

n° 3 8 , d 'où l ' on t i r e 

• D , = o, T V = & ( I _ ^ 

q u a n t à la d e r n i è r e , l es m o m e n t s y s o n t l es m ô m e s que dans 

la p r e m i è r e , à éga le d i s t a n c e des c u l é e s ; il es t d o n c inutile de 

s ' en o c c u p e r , c o m m e , au r e s t e , d e t o u t ce q u i cuncerne la 

s e c o n d e m o i t i é de la p o u t r e . 

La r e c h e r c h e de t o u s c e s coef f ic ien ts D„„ D,„ sera, comme 

on le vo i t , d ' u n e e x t r ê m e s i m p l i c i t é , q u a n d o n aura effectué 

pa r les f o r m u l e s ( 7 ) , ( 8 ) , ( 9 ) du n" 3 3 l e ca lcu l numérique 

d e s r a p p o r t s On t r o u v e r a ce d e r n i e r ca lcul t o u t fait dans 

l e t ab l eau V , p lacé à la fin du c h a p i t r e d e u x i è m e , qui s'ap

p l i q u e aux p o u t r e s de t r o i s à d o u z e t r a v é e s inclusivement, 
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lorsque S p r e n d l ' u n e des h u i t va l eu r s 

0 , 7 , 0 , 8 , 0 , 9 , 1 , 0 , 1 , 2 , 1 , 2 5 , i , 3 , 

déjà m e n t i o n n é e s a u t r e p a r t . N o u s avons m ê m e fait p l u s : 

afin de d i s p e n s e r , a u t a n t q u e p o s s i b l e , l es p r a t i c i e n s d e t o u t 

usage des f o r m u l e s a l g é b r i q u e s , n o u s a v o n s t e r m i n é ce v o l u m e 

par un formula i re q u i fourn i t , s ans a u c u n ca lcu l , l e s e x p r e s 

sions success ives d e la fonc t ion F [x), p o u r l e sd i t e s v a l e u r s du 

rapport â et du n o m b r e n d e s t r a v é e s . 

F [x] 

La parabole r e p r é s e n t a t i v e d e -^ a u r a i t p o u r o r d o n n é e s 

correspondant a u x p o i n t s d ' a p p u i Am^t e t A m l es r a p p o r t s 

•^TTJ ^r„: ses i n t e r s e c t i o n s avec l 'axe d e s x s e r a i e n t aux d i s -
p i 2 pb1 ' 

tances X i , x, d e À » ^ , ; son s o m m e t r é p o n d r a i t à l ' absc i s se 

-(Xi + x,) et aura i t p o u r o r d o n n é e C (n n s 37 et 3 8 ) . N o u s fai-% 

sons éga lement c o n n a î t r e , par l es t a b l e a u x VI e t V I I , les a b 

scisses x,, x2 e t l e s m a x i m a négat i fs —* C, ce q u i c o m p l è t e 

l 'ensemble des r e n s e i g n e m e n t s q u e l 'on p e u t d é s i r e r avoi r s u r 

la fonction F (•£•), afin de se r e n d r e u n c o m p t e suffisant de ses 

grandeurs s u c c e s s i v e s , et , au b e s o i n , de ca l cu le r sans p e i n e 

celle qui r é p o n d à u n e v a l e u r d o n n é e de la va r i ab l e , dans u n e 

travée d é t e r m i n é e . 

Nous a u r o n s a ins i a chevé ce cfue n o u s av ions à d i r e s u r l es 

moments f léchissants s p é c i a l e m e n t d u s à la c h a r g e p e r m a 

nente, m o m o n t s d o n t la c o n n a i s s a n c e facilite b e a u c o u p , a ins i 

qu'on l'a vu ( n M 2 6 e t su ivan t s ) , la r e c h e r c h e des c o u r b e s e n v e 

loppes. 

i 3 . Remarques sur la disposition, la construction et l'usage 

des tableaux V , V I et V I I . — La d i spos i t ion d e c e s t a b l e a u x 

est assez claire p o u r q u ' o n la c o m p r e n n e à p r e m i è r e v u e : il y a 

donc peu de c h o s e à en d i r e . E n ra ison de la s y m é t r i e , l es m o 

ments X m , X„_„ s o n t égaux : c 'es t p o u r q u o i c h a c u n d e s r a p p o r t s 

- ^ i n s c r i t s dans le t ab l eau V r é p o n d à d e u x v a l e u r s d e l ' i n 

dice m, qu i Figurent à g a u c h e des pages , su r la m ê m e l igne 

horizontale. ( N o u s r a p p e l o n s q u e p d é s igne le p o i d s par m è t r e 
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c o u r a n t , X,„ le m o m e n t s u r l ' appu i Am, c 'est-à-dire sur la m<™ 

pi le à pa r t i r d ' u n e cu l ée À 0 , cel le-ci n ' é t a n t pas c o m p t é e ; S ] e 

r a p p o r t de l ' o u v e r t u r e c d ' u n e t r avée i n t e r m é d i a i r e , à l'ou

v e r t u r e b d ' u n e t r a v é e d e r i v e . ) 

L e s absc i s ses xx, xz des p o i n t s où le m o m e n t dû à la charge 

p e r m a n e n t e d e v i e n t n u l [n° h'i) son t d o n n é e s par le tableau VI, 

e t déf inies par l e u r r a p p o r t à la l o n g u e u r de la t ravée corres

p o n d a n t e . P o u r c h a q u e v a l e u r du n o m b r e n des t ravées, on 

n 'a ca lcu lé q u e les r é s u l t a t s relatifs aux t r avées don t le numéro 

,, ,, n . . n - + - 1 . . . 
d o r d r e n e d é p a s s e pas - si n est pai r , o u —-— si » est impair; 

cela suffit é v i d e m m e n t , p u i s q u e la s e c o n d e m o i t i é de la poutre 

doi t r e p r o d u i r e s y m é t r i q u e m e n t ce q u i ex i s t e dans la pre

m i è r e . Il e s t b i e n e n t e n d u , ici c o m m e p a r t o u t a i l leurs dans cet 

o u v r a g e , q u e le rang d ' u n e t r avée se c o m p t e tou jours (sauf 

i nd i ca t i on c o n t r a i r e ) à par t i r de la r ive la p lu s vois ine . Les 

v a l e u r s de n c o m m e n c e n t à 3 e t von t sans i n t e r r u p t i o n jusqu'à 

1 2 i n c l u s i v e m e n t ; on a c a l cu l é auss i l e s l i m i t e s d e s abscisses 

en q u e s t i o n , d a n s c h a q u e t r a v é e , p o u r le cas de re = co, ce 

qu i a t o u j o u r s c o n d u i t à d e s v a l e u r s t r è s - p e u différentes de 

ce l les q u ' o n avai t o b t e n u e s avec « = 1 2 . L e tableau VI est 

d o n c a p p l i c a b l e q u e l q u e so i t le n o m b r e d e s t r avées . 

L e t a b l e a u V I I d o n n e l i eu à p e u p r è s aux m ê m e s observa

t i o n s . Mais c o m m e on n 'a c o n s e r v é q u e les t ro i s premiers 

chiffres significatifs de c h a q u e n o m b r e , l e s l i m i t e s p o u r n = x 

s o n t p l u s r a p i d e m e n t a t t e i n t e s d a n s c h a q u e t r a v é e ; alors le 

t ab l eau p a r t i e l q u i lui c o r r e s p o n d se t e r m i n e par' u n e ligne de 

p o i n t s q u i e s t c e n s é e r e p r o d u i r e i n d é f i n i m e n t les' résultats de 

la l igne i m m é d i a t e m e n t s u p é r i e u r e . Ces r é su l t a t s sont donc 

vra is p o u r t o u t e va l eu r de « . .dépassant la d e r n i è r e inscr i te dans 

le t ab l eau par t i e l en q u e s t i o n : par e x e m p l e , si l 'on prenait 

5 = i , ra = i 5 , la v a l e u r de — C se ra i t 0 , 0 7 7 8 p o u r la première 

t r a v é e , o , o 3 3 g p o u r la s e c o n d e , e t c . Q u a n t aux l imites vers 

l e s q u e l l e s t e n d — C q u a n d le r a n g de la t r a v é e augmente de 

p l u s en p l u s , on les d é d u i t s a n s p e i n e des va l eu r s de x, e\x, 

t r o u v é e s au n° 3!); on a a ins i 
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ce qui, avec nos hu i t v a l e u r s d e 5, d o n n e s u c c e s s i v e m e n t 

0 , 0 2 0 4 , 0 , 0 2 6 7 , 0 , 0 3 3 7 5 , 0 , 0 4 1 7 , 

o , o 5 o 4 , 0 , 0 6 0 0 , o , o 6 5 i , 0 , 0 7 0 4 . 

Ces limites sont e x a c t e m e n t o u t r è s - a p p r o x i m a t i v e m e n t a t 

teintes dans la s i x i è m e t r a v é e d ' u n e p o u t r e à d o u z e t r a v é e s : 

on peut donc a d m e t t r e q u ' e l l e s le s e r a i e n t t o u j o u r s dans u n e 

travée de rang s u p é r i e u r à 6, « é t a n t au i n o i n s égal à i 3 . P a r 

conséquent le t ab l eau V I I d e v i e n t i l l i m i t é , c o m m e le t a 

bleau VI, en ce q u i c o n c e r n e l e n o m b r e d e s t r a v é e s . 

On r e m a r q u e dans le t a b l e a u V I I d e u x r é s u l t a t s i m p r i m é s 

en chiffres p lus f ins, qu i se r a p p o r t e n t à la t r a v é e c e n t r a l e d ' u n e 

poutre à trois t r a v é e s , p o u r l a q u e l l e S p r e n d r a i t l ' u n e des v a 

leurs 0 , 7 ou 0 , 8 . La ra i son d e c e l t e d i s t i n c t i o n , c 'es t q u e 

les abscisses x , et x, é t a n t i m a g i n a i r e s , l e u r m o y e n n e r é p o n d 

à un m i n i m u m et n o n à u n m a x i m u m d u m o m e n t f léchissant . 

Les tableaux VI et VII se construisent par l'application directe et immé

diate des formules (12) ou f i 3 ) , (16) , (18) , (19), (21), (22) ou ( a 3 ) , 
jointes à celles du n° 39 : il n'y a qu'à rechercher les valeurs des indices 

qui déterminent les valeurs à mettre pour les nombres M, N, //, et l'on 

obtient alors des formules où S est le seul argument (puisque a" est un 

nombre déterminé). Nous no connaissons pas d'artifice particulier propre 

à rendre les opérations plus rapides; on peut seulement profiter, quand 

le cas se présente, de ce que certaines quantités figurent dans plusieurs 

formules, ce qui permet de les calculer une fois pour toutes. Pour ce qui 

concerne le tableau V, obtenu par l'application de la.formule ( 8 ) , il y a 

peut-être un léger avantage à en disposer le calcul comme il suit. 

Si, par exemple, nous voulons avoir les X m dans une poutre à 11 tra

vées, S étant égal à 1 ,2 , nous chercherons d'abord 

3 — 2 S'2 — 0 , 1 2 , 

3 S -(- 2 h = 3 . I ,2 - r - 2 • — -1— • 1 /176 .4 , 
209 2.O9 

puis le quotient 

I 3 — 2rî2 0 , 1 2 

7TH 7 = , ,. •, = 0 ,000081278786. . . , 

209 3 r J - r - 2 / i 1 4 7 6 , 4 ' ' ' ' 

que nous désignerons par t. Ceci posé, comme n — 12, on aura ici 
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et de p lus 

pour le i " appui A, m = i , 7 + i — m = 5, -T r/+l -m — 3G-2 

= 2 , ï + ' — ni = 4 , 

= 3, cj + i — //; - 3 , M , + 1 _ = — 9.15, 

l\ appui A 4 = 4, ry + i — m = 2 , » W , „ = n 
/ 1 

.. m = 5, q + i — m — I , — 2, 

6 e appui A B , . m - 6 , </ + • — m — °: 
1 . 

La formule ( 8 ) d o n n e r a donc 

pb-

/jA-

p / / 7 ' 
l a x , , , 
— ( , - = o + 2 f . 

Or ( e t c 'est en ceci q u e consiste la simplification que nous avions en 

v u e ) , on a r r ive assez vi te à former la sui te 

t1 'il, y t , 2 6 ( J 7 ? , 36a 

en r e m a r q u a n t que chaque n o m b r e es t égal à q u a t r e fois le précédent 

moins Pan tcp récéden t : ainsi 97? = ^ . i d t — y t , ce qui tient à la loi 

m ô m e des sér ies M et N (110 S i ) . Après avoir calculé i t et y t par de 

s imples mul t ip l ica t ions , on en dédu i ra donc 26?, 97?. 362?, savoir}*): 

10*. t, \0\1t, i o ' . y t. 
0,81278786, 1,62557572, 5 ,68g5 i5o2 , 

io*. i<j>t, 10'. 97?, i o ! . 362; , 
21 .13a48436 , 78 ,84042242, 294,22920532. 

De là on conclut p a r des addi t ions ou sous t rac t ions les valeuis de 

( * ) A v e c u n p e u d ' h a b i t u d e o n a r r i v e , s a n s p e i n e à f a i r e s i m u l t a n é m e n t h 

m u l t i p l i c a t i o n p a r !\ e l l a s o u s t r a c t i o n , d e s o r t e q u ' o n é c r i t l e s t e r m e s de la 

s é r i e l e s u n s s o u s l e s a u t r e s , s a n s c a l c u l s a c c e s s o i r e s . 
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i a X , 

i i X , 

tP-t- 36». £ —• i ,46t)4 '-"-9*, 

(T— 97« = î ,4^21 i 5g6 , 

§'•+- 2(5/ = 1 , 4 4 2 1 1325, 

/JET1 

_ - i = , r — 7 * = 1 , 4 3 9 4 3 1 0 5 

I 2 X 

1 2 X 

pli1 

• x t = 1,44oi 6256, 

' = 1 ,43991872; 

et enfin, si l'on divise ces résul ta ts pa r 12, on a 

X X X 
7 ^ = 0 ,12245191 , ^ = 0 .11934300 , - £ = 0 ,12017610 , 

X X X 
^ = 0 , 1 1 9 9 5 2 5 9 , j j p = o , i 2 0 0 i 3 5 5 , - £ = o , i i g g 9 3 2 3 . 

D'ailleurs il est inuti le de s 'occuper des indices supé r i eu r s à G, car la 

symétrie donne imméd ia t emen t 

X „ = X, , X , 0 = X 2 , X S = X 3 , X, = X„ e tc . 

Terminons en donnan t quelques exemples de l'usage des tableaux en 

question. 

Premier exemple. — On donne u n e pou t re de six t r avées ; les t ravées 

extrêmes ont 5o m è t r e s d ' ouve r tu r e , e t les a u t r e s ont 62™, 5 o ; le poids, 

par mètre courant de la charge p e r m a n e n t e est p — 4000 k i logrammes ; 

on demande les m o m e n t s de flexion que ce t t e charge p rodu i t sur les 

points d'appui. Il faut supposer ici 

. c 6 a m . 5 o , 
0 — T = —. ' = 1 , ' ¿5 : b 5o 

le tableau V donnera en conséquence 

X, = X s = 0 ,127694^6' = 1276940, 

X 2 = X f = 0,130927 p b 7 = 1309270, 

X 3 - 0 , 1 2 9 8 4 9 / ^ = 1298490, 

l'unité de moment é tan t le k i logramme agissant avec 1 m è t r e pour bras 

de levier. 

i ^ - " ) savoir en se b o r n a n t a hui t chiffres déc imaux : 

pli' 
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Deuxième exemple. — On d e m a n d e , avec les mômes données, quels 

sont les points de la pou t re où le m o m e n t de flexion s 'annule . Ces points 

se t rouven t définis pa r les abscisses x , , x2; on au ra donc successivement, 

pa r le tableau VI : 

Dans la p r e m i è r e t r avée , ou t r e l 'appui-culée A c , le point situé à la dis

tance 

x.2 = 0,74461 .b = 3 7 m , a 3 i de A 0 ; 

Dans la seconde t ravée , les points s i tués aux dis tances de l'appui A, 

x , = o,207-26.c = i 2 m , g 5 4 , x2= 0 ,78860 . ç = /\(f,-i8y, 

Dans la t ro i s ième t r avée , les points s i tués aux distances de l'appui A, 

X [ = 0,21241 .c = i3'°, 276, x2 = 0 ,78897. c — 4P™, 3i 1 ; 

Dans les t ravées su ivan tes , des po in t s r ep rodu i san t symétriquement 

ceux qu 'on a déjà t rouvés . 

Cette considérat ion de symé t r i e expl ique pourquoi , sous la rubrique 

« qua t r i ème t ravée », par exemple , on no fait figurer, dans la première 

colonne à gaucho du tableau VI, que les pout res de sept travées au 

moins ; c 'est que dans une pou t r e à six t ravées il n ' y a réellement que 

t ro is t r avées à é tudier : u n e p r e m i è r e , c o m m e n ç a n t à l 'une des culées; 

pu i s , en m a r c h a n t ve rs le mi l ieu , u n e seconde , puis une troisième. Il y 

aura i t de mémo trois t ravées dis t inctes p o u r une p o u t r e de cinq travées; 

deux pour une pou t r e de qua t re ou de t ro i s , e tc . 

Troisième exemple. — On demande , toujours p o u r la même poutre, 

l 'o rdonnée du sommet do la pa rabo le r e p r é s e n t a t i v e des moments, dans 

chaque, t r a v é e . Ces ordonnées ont é té dés ignées plus haut par — Zpb1] 

elles se ron t donc , d ' après le tableau VII : 

Première travée. 

o , o6g3 / j6 2 ou 6g3ooo, r é p o n d a n t e l 'abscisse I .r t = 18™, 615 ; 

Deuxième travée. 

0,0660 pb2 ou 660000, r épondan t à l 'abscisse + x i ) = 3i m ,G2i; 

Troisième travée. 

o ,oG49/5Ô 2 ou 649000, Tépondant à l 'abscisse ^ ( . r , 4 - a : , ) = 3i'",?93. 

Résul ta ts symé t r iques dans les t r avées su ivantes . 
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§ 1 1 1 . — Effet spéc ia l de l a s u r c h a r g e . — D i v i s i o n de c h a q u e t r a v é e 

en r é g i o n s , par l e s a b s c i s s e s x \ x " , x ' " , x z y . 

44. Des abscisses x', x", x'", x". — O n s e r a p p e l l e (n° 2 6 ) 

que lorsqu 'on c h e r c h e les c o u r b e s e n v e l o p p e s d e s m o m e n t s , 

sous la s eu l e ac t ion de la s u r c h a r g e , d a n s u n e t r a v é e de r ang 

quelconque A M _ I A K , on t r o u v e c e s c o u r b e s c o m p o s é e s de p l u 

sieurs arcs de pa r abo l e ou f r a g m e n t s de d r o i t e , s e s u c c é d a n t 

les uns aux a u t r e s à pa r t i r de p o i n t s b i e n déf in i s , d o n t l es 

abscisses, c o m p t é e s à pa r t i r d e A m _ , , o n t é t é d é s i g n é e s par x', 

x", x", x™. Il c o n v i e n t d e s ' o c c u p e r , e n p r e m i e r l i e u , d e la 

recherche de ces a b s c i s s e s , d a n s le cas des p o u t r e s d o n t il e s t 

ici quest ion. 

Nous savons q u ' o n a 

c étant, ainsi q u ' a u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , la l o n g u e u r d e la 

travée, et S , y é t an t d e u x n o m b r e s d e s s é r i e s ¡3, y, s p é c i a l e 

ment relatifs à la t r avée d o n t il s 'agi t . P o u r é v i t e r t o u t m a l e n 

tendu à cet égard , n o u s r é t a b l i r o n s les i n d i c e s : c o m m e le 

rang est m d ' un c ô t é , n — m + î d e l ' a u t r e , (3 e t y r e p r é s e n t e n t 

respectivement 8„,_, et y„_ m , so i t e n c o r e Q m _ i e t 6„_ m , p u i s q u e 

les séries 3 et y c o ï n c i d e n t d a n s l e cas a c t u e l (n° -31) . Ains i 

nous écr i rons 

ou bien, a t t e n d u q u e 3 m _ , e x p r i m e g é n é r a l e m e n t le r a p p o r t 

Le calcul d e s n o m b r e s a é t an t fait, on en dédu i r a f ac i l emen t 

r" et x'" ; on p o u r r a e n c o r e , dans les f o r m u l e s ( 2 ) , r e m p l a c e r 

•m 
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l e s u pa r l e u r s v a l e u r s ( t 5 ) du n D 3 3 , et il v i e n d r a 

! „ 3 W ^ , + M „ - , i 

\ * " C "a ( N ™ 1 . — N„,_, ) -f- ( M m _ , — M„,_,) 5 ' 

2 N„_ m _, 4 - M„_„_, à 
r 2 ( N„_ m _ , — N , _ m ) 4 - ( M„_„,_,— M„_„) o 

f o r m u l e s q u i d i s p e n s e r a i e n t de ca l cu l e r p r é a l a b l e m e n t la série 

d e s u. On p o u r r a i t é g a l e m e n t , si l 'on v o u l a i t , expr imer N„_, 

e t M m _ . e n fonc t ion d e M m _ „ N m _ 3 ; pu i s N„_™, M m en fonction 

d e M„_ m _ , , N „ _ m _ i : o n n ' a u r a i t a ins i c o n s e r v é qu 'un seul 

i n d i c e d a n s c h a q u e f o r m u l e . Mais il n o u s a s e m b l é que cette 

t r a n s f o r m a t i o n offrait p e u d ' avan tages . 

D a n s les t r a v é e s e x t r ê m e s , l es po in t s r é p o n d a n t aux abscisses 

x", x'" c o ï n c i d e n t avec les a p p u i s - c u l é e s A 0 o u A„ : on ne doit 

p l u s e m p l o y e r les f o r m u l e s c i -des sus p o u r l e s rechercher . 

L o r s q u e l e s i n d i c e s m ou n — m 4 - i d e v i e n n e n t grands, les 

x" x'" 

r a p p o r t s — j — c o n v e r g e n t a ssez r a p i d e m e n t ve r s des limites 

qu ' i l es t a i sé d ' i n d i q u e r . On a vu e n effet (n° 33) que 

l im 3 = — a"= 2 — \[5 ; 

d o n c les l i m i t e s d e m a n d é e s s e r o n t 

x" _ 2 — v ' 3 _ ( 2 — v / 3 ) ( 3 4 - <Jl>) l im _ 
c 3 —y/3 

^ ( i - y / ! ) = ° . * " 3 a . . . 

l i , n Ç = 1 - l h U Ç ^ l ( . + V / l ) = o > 7 8 8 6 8 . . . 
Or c e s l imi t e s son t ce l l e s q u ' o n a déjà r e c o n n u e s (n° 39) aux 

a b s c i s s e s x t , x3 d e s p o i n t s où la p a r a b o l e représenta t ive des 

m o m e n t s d e la cha rge p e r m a n e n t e c o u p e l 'axe des x: il y aura 

d o n c s o u v e n t confus ion a p p r o x i m a t i v e e n t r e les points des 

d e u x e s p è c e s . 

L e s v a l e u r s des d e u x a u t r e s a b s c i s s e s x', x'T peuven t se cal

c u l e r d a n s t o u t e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e , pa r la formule (5) du 

n ° 2 0 , q u e n o u s t r a n s c r i v o n s ici d e n o u v e a u , en rétablissantes 
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indices de ¡3 et de Y, p o u r p l u s d e c l a r t é , e t en t e n a n t c o m p t e 

de l'identité des s é r i e s ¡3, Y : 

1 f̂ rtl. 1 j3,j_ni 

2 1 f̂ /n— [ [3^—ni 

I(î— 3„,_i) ( i — (3„-„) i_ / (3„ ,_ ,— p„_ m \ 2_ 

V ' — P — ' P « H 4 V i — P — . j ' 

le signe — du radical d o n n e r a i t x', e t le s igne -+- d o n n e r a i t xty. 

La série ¡3 ayant é t é c a l c u l é e p l u s h a u t ( n o s 33 e t 3 4 ) , c e t t e 

formule s ' app l iquera i t s ans diff iculté s é r i e u s e . On p e u t e n c o r e , 

pour con t inuer à faire ce q u e n o u s a v o n s fait déjà d a n s d ' a u t r e s 

circonstances, é v a l u e r x', xzy en fonc t ion de â, m, n : voic i 

comment on p r o c é d e r a i t . -

On a, su ivan t la d e u x i è m e f o r m u l e ( 1 8 ) du n u 3 3 , 

2 N,,,- -, -h- M„, d 

2^N,„_, + "M,„_1C5 ' 

2 N;i—m— i —(— Mfi^n—i Ô* 

2 IV„__„,-+- M „ _ . m s 

et par su i t e , si l 'on n o m m e P le p r o d u i t d e s d e u x d é n o m i n a 

teurs, 

l'( 3/n—i pa-m) 

= 4 (^ ; ™-l^»-m- ' X « - l N , _ » ) -(-(Mm-.IW,,-™-, M m _ 2 M„_,„)â 2 

- + - 1 ê (M,„_, N„_,„_, -+- M„_„_, N„_, — M,„_,N„_,„— M , , - » ^ , ) . 

Or les fo rmules ( i o ) e t ( i 4 ) d u n° 32 p e r m e t t e n t d ' é c r i r e 

' 7.X 

\ C 

—-m 

= p (M„_! — M „ _ M ) , 
b 

b 

— ~ (M„_,„ , + ,— M„_:,„) = N,N„_ 5 ,„ + , b 

N,[—2m-t- I 1 
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i — 3 
2 N „ _ r a + d M „ _ „ 

M;„-2M„-,n= - (M„_ , -r- M „ _ M , + 2 J , 
2 

M„,_,M„_,„_, — M „ _ , M , t „ , = i (M„_. M 1 — . M „ _ J r a ^ 2 ) = 3 N „ _ ! s + | . 

M„,_, N „ _ m _ , M „ _ m _ , N„,_, = N „ _ a , 

M « N M 1 + M „ _ m N m _ , = N „ _ 2 : 

d o n c 

( 5 ) P ( (3„,_, — 3 „ _ m j = — N „ _ J m + 1 ( 4 — 3 3') . 

Un ca lcu l a n a l o g u e n o u s d o n n e r a le b i n ô m e i — (3m_, ¡3,.^ .-

P(i —13,„_, p„-,„) 

= 4 ( X,„_, N„_,„ — ZN m _ 2 N„_,„_, ) + {M,„_, M,, _„, — M,„- 2 M„_U 1_, ] ?/ 

- h 2 3 { M „ _ , N„_,„ + M„_„, N„,_, — M,, ,^ N „ _ r a _ , — M,,-™- ,i\ M ; ; 

.Nm—[ NM—m jN"m_a jNrt—m—i • jrr ( IV'T̂ —[ JYTW. -im.^.x M n _3 —\— M/(__?yi_| 

= ^ ( M „ _ , — M „ _ 3 j = N , > T „ _ 2 = — \ 

M,„_, M„_™ — M „ _ , M „ _ m _ , = ^ ( M„_, -+- M„_3„m_, — M „ - 3 — M„_2„,. ) 

— j —2, 

M/n—1 Nu—m ~\~ Mu—m X/7i—; M / h — — m — I M«—m—I V̂/'j—3 

= N„_ , - N „ _ 3 = 2 N , M „ _ 2 = ^ 2 M „ _ 2 ; 

( 6 ) p ( i — ( 3 M j 3 „ _ „ , ) =—( 4 + 3 3 3 ) N„_=—4 a m„ , 

De m ê m e , n o u s c h e r c h e r o n s i — {3,„_„ i — 3„_„„ et leur pro

dui t : 

_ _ 2 ( N m _ , - r - N m _ J ) - r ^ ( M , „ . - , - r - M „ 2 ) 3 • 

2 N „ , _ ( + M m _ , o 

-+- N m _ j = 2 M i N,„_ ?. - 2 / N , „ _ i , 
2 2 2 

M m _ , - | - M M _ a = 2 M . ' . M m _ 3 — 2 z'M r a _ .•1, 

2 N , „ _ 1 - r - ô M m _ , 

u n c h a n g e m e n t d ' i nd i ce d o n n e de s u i t e 

2 il 2. N „ _ n _ ô M „ _ m _ i ) 
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par suite, en m u l t i p l i a n t m e m b r e à m e m b r e les d e u x d e r n i è r e s 

équations et r e m p l a ç a n t 4 * 3 pa r — 2 , il v i e n t 

P ( i — ^ , ) ( ' — 

= — 2 ( î N . _ » + 3 M — 1 ) ( a N „ _ m _ i • + - 3 M M _ ; ) 

= — 8N,„_ | r W - i - 4 a ( M „ ^ _ ; N „ . _ i + M M _ » T W . i ) 

J I — 2 t î J M „ _ 2 M N _ R A _ J -J 2 2 

! = — | ( M ^ , — M „ _ M 1 + 1 ) — 4 ô N „ _ J — â ! (M„-,- l - M „ _ M + I ) . 

Les expressions f o u r n i e s pa r l e s é q u a t i o n s ( 5 ) , ( 6 ) e t ( 7 ) é t an t 

portées dans la f o r m u l e ( 4 )> ce l le-c i d e v i e n t 

en désignant par R la q u a n t i t é 

1 . (4 + 3 ô ! ) M „ _ , - r - i 2 ô N n _ 3 — ( 4 — 3 â ' ) M „ . , J m + , 

3 . (/i - H 3 3 » ) N M - f - 4 5 M _ _ , 

£ [ (4 - 3 ô ^ N , , ^ , _ - j > 

4 L(4 + • 3 3 ' ) j S v » -+- 4 3 M _ , 

Quelle q u e so i t ce l l e d e s d e u x f o r m u l e s (4) ou (8) q u e l 'on 

préfère, le calcul en sera t o u j o u r s u n p e u p é n i b l e ; m a i s l ' un • 

des tableaux n u m é r i q u e s d o n n é s p l u s l o i n d i s p e n s e r a de l ' a p 

pliquer dans les cas o r d i n a i r e s , car il fourn i ra i m m é d i a t e m e n t 

le résultat p o u r l e s h u i t v a l e u r s de ô déjà c o n s i d é r é e s , m et « 

restant q u e l c o n q u e s ; e t , au m o y e n d ' i n t e r p o l a t i o n s , on aura i t 

x' et x" p o u r t o u t e v a l e u r de 0 c o m p r i s e e n t r e l es l i m i t e s 

0,7 et 1 , 3 . 

On remarque d'ailleurs, quand on s'occupe de la construction d'un tel 

tableau par l'application de la formule ( 4 ) , que et j3 n_m convergent 

Essez rapidement vers leur limite 2 — y/3 = 0 ,2679492 , et que par con

séquent cette formule tend à donner des résultats indépendants du rang m 

de la travée considérée, et du nombre « des travées, pour peu que les 

nombres m et n atteignent, le premier 4 ou 5, le second 9 ou 10. Cela nous 

a suggéré l'idée de développer x ' et x ' v en fonction des différences ( rapi

dement décroissantes avec l'indice) entre SB,_, et S„_,„ d'une part, et leur 
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l imi te c o m m u n e , d ' au t re pa r t . Soient donc 

i — \/3 -= /, 

S , = / - > . , 

: /— u: 
on aura , d ' après ces nota t ions , 

Donc 

i — ft 

I m—1 y n—m 
soit , en déve loppant la quan t i t é en t re crochets^ p a r la formule du binôme 

et négl igeant les t e r m e s d 'o rd re supé r i eu r au second en p , 

i — S 'i 
De mémo on a 

À -f- fi /'J. 

Par s u i t e , on forme l 'expression des quan t i t és qui entrent dans la for 

mu le ( 4 ) , savoir , en négl igeant toujours les t e rmes au-dessus du second 

o r d r e : 

— K,- u—\ l(u?—V) 

S 6 

r/n —i rrc-/?t 

4 -
i — j 

1 - 4 - 1 - / » ( ! _ / ' ) ' 

Si l'on subs t i tue ces va leurs dans celle de — , et qu'on développa le ra li-

cal par la formule du b inôme , b o r n é e aux t e rmes du second ordre, on 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



trouve 

POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 

iVHr/[ , + >|.-/") + j | i - ; ] ( . - / " ] ' 4 (< - / M i - H ' J ' 
La limite / é tant égale à 2 — / 3 , o n P e u t encore vérifier a i sément l e s 

relations 

2 / ^ 3 , 

ce qui permet d 'écr i re p lu s s implemen t 

7.X U. X L L 2 V 

— = l - \ - t Z - _ r 4 / / 3 " 2 4 / 

~ V 3 L 1 ^ 4 ^ / 3 ^ 8 ^ / 3 / ( 1 — 0 1 6 / 3 ( 1 —oJ 

ou bien, en me t t an t 2 — y / 3 a u l ' e u a e A 

î 1 ^ [ J î + i ) ~ i ^ - v ) { a + ^ ) 

16 ) 32 

Enfin, on peut rédui re en n o m b r e s ce t te d e r n i è r e formule , et l 'on ob t i en 

dra, on dédoublant le s igne ± : 

— = 0,12008216 — o,473g8yg). 4 - o,o646853fi 

-f- o ,og64"8/ . ! — c , o 5 g o 2 4 ^ 2 — o, i3g828Ài», 

— = o ,87gg i784 — o,o646853X 4 - o,473g8ggu. 

4 - 0 ,009024 À 2 — o,ogC478 u. 2 4 - 0,139828 ).f*. 

Ces formules sont déjà t r ès -exac tes dans la seconde t ravée , du moins-

quand on p rend S en t r e 0,7 e t i , 3 ; dans la troisième e t les su ivan tes , il 

devient inutile de conse rver les t e rmes d u second o rd r e , et l 'on a des 

expressions l inéaires en X, /*, d ' au t an t p lus commodes que la pe t i t e s se d e 

ces quantités p e r m e t do p r e n d r e l eu r s coefficients avec beaucoup moins 

de décimales que nous n ' en avons mis c i -dessus . 
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T. 7 7 I V 

Exemple. — On demande — et — dans la seconde t ravée d'une poutre 

à qua t r e t ravées , S é tant égal à 0 ,7 . On p r e n d dans le tableau III : 

r V , = P, = 0 ,2058824 , 

d'où résu l ten t 

>, = 2 — y/3 — o,2058824 = 0,0620668, 

u. = 1 — y/3 — o ,2635659 = o,oo43833, 

et en ve r tu des formules (10) , 

x' r 1 T 

— = 0,09127, — = 0 ,87824; 

le calcul fait avec la formule exacte nous a donné 

x ' x1" 
— = 0,09127 , — = 0 ,87823 , 

c 'es t -à-di re t rès -sens ib lement les m ê m e s chiffres. 

4-5. Cas particuliers d'une travée extrême et d'une Iravèt 
centrale. — N o u s avons déjà dit q u e dans la p remiè re travée, 

par e x e m p l e , l es p o i n t s déf in is par x", x1" r é p o n d e n t à la CULÉE 

A„, c 'est-à-dire q u ' o n a 

x"=x"' = o; 

il en es t de m ê m e de^.r ' (n° 2 0 ) , e t xsr e s t d o n n é par l'équa

t ion 

n ~ r = l
 — 7 = ! P»-» 

0 2 2 

f o r m u l e où t o u t es t c o n n u , p u i s q u ' o n a ca lcu lé (3«_. ( r r 33 

et 3 4 ) . 

Dans la d e r n i è r e t r a v é e on t r o u v e r a i t l es m ê m e s résultais, 

en c o m p t a n t les d i s t a n c e s à pa r t i r de la c u l é e A„. 

Dans u n e t r avée c e n t r a l e , il faut, pa r ra i son de symétrie 

faire S m _ , = (3„_m : la f o r m u l e ( 4 ) d e v i e n t a lors 
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Nous avons déjà t r o u v é (n° 4 4 ) 

2 L ' C 2 N M . . ' . - T - Ô M , „ _ ^ 

I S/N— L = 

on aura, par u n p r o c é d é a n a l o g u e , 

i N„,_,-f- ôM„,_i 

= 2 (N„,_, — N „ , _ Q 4 - a (M„,_,— M„,„,) 

" 2 N m _ , - r - ÔM,„_, 

on bien, en r e m p l a ç a n t N „ _ i — N r a _ , e t M,„_,— M„ 2 par l e u r s 

valeurs r e s p e c t i v e s 2ÎMm-
3, 6 / I \ ~ m _ 4 , q U g d o n n e n t les for

mules (i4) du n° 32 (*), 

Î I ( A M „ _ i + 3 J N . _ » ) 

A V , + ( ) M , . , 

Donc 

i 4 - | 3 m _ , " 2 M r a _ | -+- 3 S N „ , _ | 

D'un au t re cô t é , m es t ici égal à ^ ( / i 4 - 1 ) o u à ^ + ~ ' s i n o u s 

désignons, c o m m e d ' h a b i t u d e , par 2 5 la d i f férence n — a ; l ' i n 

dice m — ^ es t d o n c égal à q, e t c o m m e l e q u o t i e n t ^ n ' e s t 

autre c h o s e q u e le n o m b r e A„_2 o u h sans i n d i c e , o n p e u t 

écrire 

i — (3m_i 2 4 - /; 3 

i 4 - ( 3 m - i 3 Â 4 - 2 / i ' 

et enfin 

(i3) 
9. X _ J _ / 2 4 - / 1 0 

V = 1 ~ V 3 a 4 - 2 à 

Le m ê m e r é su l t a t au ra i t p u se d é d u i r e de la f o r m u l e ( 8 ) , ma i s 

par un ca lcul u n p e u p l u s l o n g . 

( * ) Il f a u d r a i t p r e n d r e l a s e c o n d e e t l a q u a t r i è m e d e c e s f o r m u l e s e t y f a i r e 

3 1 

k — m , / — - , NJ_ = M 1 = 1 . 

1 1 1 . i 3 
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1 1 ) 4 CHAPITRE DEUXIÈME. 

Q u a n t à x" et x'", la c i r c o n s t a n c e q u e p\,_, soi t égal à (3„_„ 

n e d o n n e l i eu à a u c u n e r e m a r q u e p a r t i c u l i è r e , sauf que x" 

d e v i e n t égal à c — x", c ' e s t - à - d i r e q u e la s o m m e des deux 

absc i s ses fait la l o n g u e u r d e la t r a v é e . Ce fait résu l te de la 

s y m é t r i e , c o m m e c o n s é q u e n c e i m m é d i a t e . 

4 6 . Cas particulier d'un nombre injini de travées. — Si « 

d e v i e n t in f in i , cela n ' a p p o r t e a u c u n c h a n g e m e n t à la valeur 

de x", q u i d é p e n d s e u l e m e n t du r a n g m de la t ravée dont on 

s ' o c c u p e ; m a i s , n — m é tan t s u p p o s é inf ini , e t m différent 

d e I , x'" p a s se à la l i m i t e ^ {i + sf1î)c o u 0 , 7 8 8 6 8 C , qu'on lui 

a r e c o n n u e p lu s h a u t . P o u r m = 1 , on a e n c o r e , b ien entendu, 

L ' h y p o t h è s e » = 0 0 et m fini, i n t r o d u i t e dans la formule (4) 

qu i d o n n e x' e t x ' T , n 'y p r o d u i t pas d e s impl i f ica t ion bien sen

s ib le : il faut r e m a r q u e r s e u l e m e n t q u e S„_ m doi t se remplacer 

par sa l imi t e 2 — \ [ % ou 0 , 2 6 7 9 4 9 2 . P o u r ce qu i concerne la 

fo rmule ( 8 ) , o n o b s e r v e d ' abo rd q u e les p u i s s a n c e s infinies et 

pos i t ives d e a." é t a n t n é g l i g e a b l e s , o n a, par l es formules (7) 

du n° 32 , 

1 I_ „ " J » L - 3 „ ' N - ! 

rt—2/n-t-l — & Ct Ci , 

2 2 

2 

d 'où r é s u l t e 
— • M „ " 1 1 - > 

11—Ï/N-4-1 — L*'FI—2 ce , 

et, pa r un ca lcu l t o u t s e m b l a b l e , 

V V 3 . 

i^n—2m-h\ 1 - ~ / Î — 3 « , 

s u b s t i t u a n t c e s v a l e u r s d a n s la f o r m u l e ( 8 ) et observant que 

JVL 

on t r o u v e 

p o u r n = O C le r a p p o r t \ " ' p r e n d ( n ° 33 ) sa va leur limite y/3, 

•3.x 1 ( 4 — S&ïa"*"-3 , ,— 
— - = I - L - , _ ± \ / R ' , 

C 2 4 + 3 Ô ! - f - 4 À Y 3 
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POUTRES SYMÉTRIQCES, ETC. 1 0 , T ) 

R' désignant ici la q u a n t i t é 

I ( 4 - r - 3 û J ) V / 3 - i - i a â — ( 4 — 3 A 2 ) y/3 a"""- 3 

3 4 - r - 3 5 3 + 4 Â V / 3 

i F" ( 4 ~ З o ' 2 ) а : " 2 ' " - з • 

4 L 4 - r - 3 â j 4 - 4 Â V / 3 . 

Or, on r econna î t l es i d e n t i t é s 

{ • > . 4 - 3 v ' 3 > = / ¡ 4 - 3 ^ + 4 3 V / J , 

\ / 3 ( 2 — 3 s/3 ) 2 ( 4 4 - 3 S2 ) V' 3 4 - i a â, 

( 2 4 - Ô V / 3 ) ( 2 — S y/3) = 4 — 3 ô ' , 

en vertu d e s q u e l l e s on p e u t é c r i r e la p r é c é d e n t e f o r m u l e d e 

cette autre m a n i è r e : 

I 2 x 1 2 — S I / 3 „ 
— — 1 4 - _ — . Y _ A » ™ - 3 

( • 4 ) 1 

V / 3 \ 2 4 - â V ' 3 / 4 \* + o%J3J 

La quant i té a" 2 ™ - 5 é t a n t r a p i d e m e n t d é c r o i s s a n t e avec m et 

se trouvant affectée d u fac teur t o u j o u r s • < 1 e t m ê m e 
2 - + - < V 3 

assez voisin d e o d a n s les cas o rd ina i r e s , on vo i t q u e - - con

verge, r a p i d e m e n t a u s s i , ve r s les l imi tes 

2 x , 4 / l 

^ V 3 ' 

qui r é p o n d e n t à m = x . T o u t calcul fait, ces l i m i t e s s o n t r e s 

pectivement 

x' x" 
— = = 0 , 1 2 0 0 8 2 1 5 7 . . . , = 0 , 8 7 9 9 1 7 8 4 2 - • . . 

Si l 'on e m p l o i e l e s f o r m u l e s ( 1 0 ) , il faut y s u p p o s e r 
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IO/Ô" CHAPITRE DEUXIEME. 

r e s p e c t i v e m e n t p o u r 

m = co , n — »! = oc . 

2 

4 7 . Cas particulier ô = — = i , i 5 4 7 . . . . — Nous devons 

enfin m e n t i o n n e r le cas ou o au ra i t la v a l e u r —= ou 1 , 1 5 4 7 . . . , 

s/3 
q u i s e m b l e ê t r e , p o u r la s u r c h a r g e , l ' ana logue d e ce que 

'3 
3 1 , 2 2 4 7 . . . 

éta i t p o u r la charge p e r m a n e n t e (n° 4 0 ) . On voi t alors par les 

f o r m u l e s ( 1 8 ) e t ( 1 9 ) d u n° 3 3 q u e t o u s les n o m b r e s ¡3 sont 

c o n s t a n t s e t égaux à l e u r l imi t e 2 — 1/3 = \ = — «", sauf 
a 

les e x c e p t i o n s S„ = o et 3„_, = — - = \- On en dédui 

z-h os/3 4 

sans p e i n e les r é s u l t a t s q u e voici : 

Dans la t r a v é e d e r ive A 0 À, , 

x' = x"= x'" = o, x " = (, — L . - \ b = lb; 

\ 2 4/ » 
Dans u n e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e q u e l c o n q u e , 

- = = $ = : ( — v 4 ) ' -

c 'est-à-dire q u e les v a l e u r s de x', x", x'", x'y sont identiques à 

ce q u ' e l l e s s e r a i e n t d a n s les t r avées cen t r a l e s d 'une poutre 

ayant un n o m b r e infini d e t r a v é e s . 

4 8 . Tableaux numériques pour le calcul des abscisses x', x", 

x", xiY. — Les a b s c i s s e s x", x'" s o n t , c o m m e on l'a déjà dit 

p l u s i e u r s fois, n u l l e s dans la p r e m i è r e t r a v é e ; dans toutes les 

t r avées i n t e r m é d i a i r e s on les ca l cu le ra fac i l ement par les for

m u l e s ( 1 ) , à l 'aide du t ab l eau VI I I p lacé à la fin du chapitre 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. I C J 7 

S, 

0,2173g .G21", 5o = i3'° 

x ' = 0 , 1 2 4 7 5 . 6 V . 5o = 7"',797> 

x ' " = o,88o56.Ga r a,5o = 5 5 m , o 3 5 ; 

Dans la troisième t ravée , 

J : " = - ^ - = 0,21176.Gî m , .5o = i3 ' " , a35 , 

d e u x i è m e , o ù l ' o n t r o u v e r a l e s v a l e u r s d e — — > — - ~ — 

Ce t a b l e a u s ' a r r ê t e q u a n d l ' i n d i c e m — i o u n — m, r e p r é s e n t é 

par la l e t t r e k, a t t e i n t l e n o m b r e 7 ; m a i s p o u r t o u t e s l e s v a 

leurs s u p é r i e u r e s o n n ' a u r a i t q u ' à r é p é t e r d a n s t o u t e s l e s 

co lonnes l e n o m b r e 0 , 2 1 1 3 2 , q u i r e p r é s e n t e à m o i n s d e 

0,000 oo5 p r è s l a l i m i t e d u r a p p o r t ^ ^ p o u r k = co . 

Le t a b l e a u I X (à la s u i t e d e c e l u i q u ' o n v i e n t d e m e n t i o n 

ner) fait c o n n a î t r e i m m é d i a t e m e n t l e s r a p p o r t s e n t r e x1 e t x i v , 

d'une p a r t , e t la l o n g u e u r d e la t r a v é e c o r r e s p o n d a n t e , d ' a u t r e 

part. Sa d i s p o s i t i o n , c o m m e c e l l e d u t a b l e a u VI ( n ° 4 3 ) , s u p 

pose q u ' o n s ' o c c u p e r a s e u l e m e n t d e s t r a v é e s d o n t l e r a n g n e 

dépasse p a s - o u n ~ ^ ~ 1 ; l e s a u t r e s d e v a n t , f o u r n i r d e s r é s u l t a t s 

tout à fait s y m é t r i q u e s . 

Pour mont rer l 'usage des tableaux VIII et IX, nous allons con t inuer 

les exemples du n" 4 3 , relatifs à une pou t r e ayan t six t ravées de 

5o mètres et 62"", 5o ; a insi 

G2 5o 
n = 6, b = 5o m è t r e s , c — 62'", 5o, 0 = —^— = 1 ,¿5. 

On trouve : 

Dans la première t ravée , 

x ' = x " = x ' " = o, x " = 0 , 8 7 9 9 5 . 5 o r a — 43™,998 ; 

Dans la deuxième t r a v é e , 

6,, 
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1 y S CHAPITRE DELXIÊME. 

x' 1 = o, 12041 • 62'", 5o — 7 m . 5a6, 

x ' v = o , 8 7 9 9 8 . 6 2 " , 5o = 54m,;)9(>. 

Ces calculs sont tellement simples, qu'il serait superflu de les expliquer 

avec plus de détails: nous passons donc à un autre sujet. 

§ IV. — Effet spécial de la surcharge (su i te ) . — Moments de 
flexion produits sur les points d'appui par diverses combinai
sons de surcharges . 

49 . Moments de flexion sur les points d'appui quand toutes 

les travées sont surchargées de deux en deux.,— Nous avens 

d é m o n t r é (n°* 26 e t 27) q u e les l im i t e s pos i t ive et négative du 

m o m e n t d e flexion e n c h a q u e p o i n t d ' u n e t r a v é e répondent à 

c e r t a i n e s c o m b i n a i s o n s d e s u r c h a r g e s dans l e sque l l e s toutes 

l e s t ravées s o n t s u r c h a r g é e s de d e u x e n d e u x , soit sans inter

r u p t i o n d ' u n b o u t à l ' au t re de la p o u t r e , soi t en laissant, à un 

e n d r o i t d é t e r m i n é , u n v ide ou u n p le in d e d e u x travées con

s é c u t i v e s , a p r è s q u o i r e c o m m e n c e la s u r c h a r g e de deux en 

d e u x t r a v é e s . P o u r o b t e n i r les m o m e n t s f léchissants dus à ces 

d i v e r s e s c o m b i n a i s o n s , n o u s d e v o n s , c o m m e toujours , com

m e n c e r par la r e c h e r c h e de ceux qu i o n t l i e u d a n s les sections 

p r i s e s a u - d e s s u s d e s p o i n t s d ' a p p u i . C'est ce q u e nous allons 

faire m a i n t e n a n t , en s u i v a n t u n e m é t h o d e pa re i l l e à celle qui 

a déjà é t é e m p l o y é e p l u s hau t (§ I I ) à l 'occas ion de la charge 

p e r m a n e n t e . 11 n e se p r é s e n t e r a pas p l u s d e difficultés : seu

l e m e n t n o u s a u r o n s à d i s t i n g u e r d a n s c h a q u e problème un 

assez g rand n o m b r e de cas p a r t i c u l i e r s , e t à cet égard nous 

s o m m e s ob l igé d e so l l i c i te r d ' avance la p a t i e n c e et l'attention 

du l e c t e u r . 

N o u s c o m m e n c e r o n s par la c o m b i n a i s o n la p lu s simple, celle 

o ù l e s t r a v é e s son t s u r c h a r g é e s d e d e u x en deux sans inter

r u p t i o n . Q u a t r e cas p e u v e n t s e p r é s e n t e r : la pou t r e aura un 

n o m b r e n d e t r a v é e s pair ou i m p a i r , et les t r avées portant la 

s u r c h a r g e s e r o n t d e rang pai r o u d e r ang impa i r . 

Premier cas : n pair; la surcharge porte sur les travées 

paires. — La s u r c h a r g e ayant u n p o i d s p' par m è t r e courant, 

e t l e s l o n g u e u r s d e s t r avées é t a n t d é s i g n é e s c o m m e précé

d e m m e n t , ce l l e s d e r ive par b, l es a u t r e s par c ou bS, si l'on 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 1 0 , 0 , 

entre les m o m e n t s d e m a n d é s X , , X a , X 3 , . . . , X„_ 2 , X „ _ , : 

s X , ( i + i ) 4 - X , a = ^ p'b'fr, 

x , + 4 x , + x , = J / > ' b > $ \ 

X ! + 4 X a + X i = : ^ p ' 6 I ô 2

> 

4 
('5) \ 

X 3 - l - 4 X , - r - X s = J p ' M . 

x„_ 3 -+- 4 X „ _ , + x „ _ , = ^ p ' ¿>*a% 

\ X^Ô + ^X.^ii + âj^lp'b'. 

Les « — 3 é q u a t i o n s i n t e r m é d i a i r e s r e n t r a n t t o u t e s dans la 

forme 

X m - h 4 X m + 1 + X m + I = ^ / ? ' ¿ ' t 5 J , 

il est vis ible, e n r é p é t a n t le ca lcul d u n° 3 5 , q u ' o n p e u t y sa 

tisfaire par l ' exp re s s ion 

(.6) Xm = —r p' ¥ ô' -+- A a"" + Ji ot!'m, 
7 . 4 

dans laquel le oc', m" d é s i g n e n t l es n o m b r e s q u e n o u s c o n n a i s 

sons, et À, B d e u x c o n s t a n t e s a rb i t r a i r e s q u e n o u s a l lons d é 

terminer de m a n i è r e à satisfaire aux d e u x é q u a t i o n s e x t r ê m e s 

du groupe . Mous a u r o n s à r e m p l i r p o u r cela les c o n d i t i o n s 

i p' b>5' = 2 ( 1 -t- à) ^ ^p' b'8'->r A a' + Ba"j 

•çp' b!=S[^p'b1è'+-Ax'n-^Bx"'1 

+ 2 ( 1 + d ) ^ / j ' & ' ô ' H - A a " — 4 - B a " " - ' j , 

applique l ' équa t ion ( 10 ) d u n° 6 à t o u s l e s g r o u p e s de d e u x 

travées adjacentes , on t r o u v e r a l e s y s t è m e d ' é q u a t i o n s c i - ap rè s , 
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2 0 0 CHAPITRE DEUXIÈME. 

q u i , é t a n t o r d o n n é e s , d e v i e n n e n t s u c c e s s i v e m e n t 

~p'b'fr ( 3 â — i) = ko! ( 2 -+• id -+ - «3«') -+- B « " ( 2 + 2 § + D V ) : 

2/J-

J | p ' è 2 ( 6 — 2 Ô 1 — 3 Ô 3 ) = A a ' " - ^ 2 -+- 2 d + - ^ J 

-+-Bsç""-' F ^ A - r - A Ô + I 

p ' 6 ' ô J ( 3 â — 2 ) = A a ' ( 2 — ôv/'3) -+• B a " ( a - + - 3^3) , 

-^7 P ' 6 : ( 6 — 2 S2 — 3 â ! ) = Aa '»" 1 ( 2 + 3 v/3)-+- B a " " - ( 2 — ô f î ) . 

Or, ce son t là (sauf la f o r m e p a r t i c u l i è r e d e s p remie r s mem

b r e s ) d e s é q u a t i o n s q u e n o u s a v o n s déjà r e n c o n t r é e s et réso

l u e s (n° 3 5 ) . Dans la f o r m u l e ( 6 ) d u n° 3 5 , n o u s devrons sub

s t i t ue r 

S = — , P ' 6 s 3 2 ( 3 d — 2 ) 4 - - ^ 7 P ' 6 ' ( 6 — 2 â J — 3 Ô 3 ) 
2 4 2 4 

T = - V P ' £ J ( 6 — 2 Ô J
 — 3 A 3 ) ^ P ' / ; 3 Ô ! ( 3 o — 2 ) 

2 4 ' ' 2 4 

ce qu i d o n n e 

A « ' m - t - B « " ' " = - ^ B ' 6 J ( — £ 
2 4 - \ N 

7+1—m 3 2 0"* | 3 L N Y + I . 

Cette va l eu r é t a n t m i s e dans l ' e x p r e s s i o n ( i 6 ) d e X „ , celle-ci 

p r e n d la f o r m e ( * ) 

' 1 M î + ! _ „ 3 — 2 0 - ' | 3 , y , _ » 

2 4 ^ V ' N ? 3<S-+-?./;, \ 1 + h â j 

( * } N o u s r é t a b l i s s o n s i c i l ' i n d i c e s u p é r i e u r d e \ / n , p o u r r a p p e l e r , C O N L O I -

m é m e n t à l a c o n v e n t i o n f a i t e d a n s l ' e x e m p l e d u n ° 10, l a s u r c h a r g e qui PRN-

d u i t l e s m o m e n t s d o n t o n s ' o c c u p e . 
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On remarquera qu ' i l n ' e s t p l u s p o s s i b l e ic i , c o m m e dans l e 

cas de la charge p e r m a n e n t e , d e r e n d r e é g a u x t o u s les m o 

ments X„ par u n c h o i x c o n v e n a b l e de 3 : il faudra i t , en effet, 

pour p rodui re ce r é s u l t a t , a n n u l e r à la fois l es m u l t i p l i c a t e u r s 

de M J + I - M et de N 7 + , _ M , c ' e s t - à - d i r e satisfaire s i m u l t a n é m e n t 

aux équat ions 

3 — a ô ! = o , r j 3 — i = o, 

ce qui ne p e u t avoir l i e u . 

Si net q — m d e v i e n n e n t in f in i s , il faut faire 

2 V'3 

M i . TV 1 _ ' J + I — m . 

2 2 y/3 

la formule ( 1 7 ) d e v i e n t a l o r s 

=4 L 2 - + - 5 y 3 J 

Dans ce cas pa r t i cu l i e r d ' u n n o m b r e infini d e t r a v é e s , t o u s les 

moments X m s e r a i e n t r e n d u s é g a u x en p r e n a n t 

H -

D E U X I È M E C A S : n pair; la surcharge porte sur les travées 

impaires. — Ce cas es t c o m p l é m e n t a i r e (n° 24 ) d u p r é c é d e n t ; 

la question p e u t donc se r é s o u d r e s a n s n o u v e a u x c a l c u l s . E n 

effet, si la p o u t r e e s t c o m p l è t e m e n t s u r c h a r g é e , la f o r m u l e ( 7 ) 

du n° 35 d o n n e 

X I. 2 . 3 . 4 . . .n I j J . = — p l> M 7 + , _ m 3 — 2 Ô 2 

1 2 ^ " V" ^ N ? " 3 3 - 1 - 2 A 

et d'ailleurs on sai t , pa r l e t h é o r è m e s u r la s u p e r p o s i t i o n d e s 

effets (n° 5 ) , q u e 

X i .4 - G . . . n - Y 1 . 3 . 5 . . . — 1 ) - Y " I . 2 . 3 . 4 - - - N I 

ajoutant ces d e u x é q u a t i o n s avec la fo rmule ( 1 7 ) p r i s e en s i gne 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 0 2 CHAPITRE DEUXIÈME. 

c o n t r a i r e , o n t r o u v e 

„ . . 3 . 5 . . . ( „ - 0 

2 4 ^ \ JN̂  '3â + ih i \ ' 2 + Adj' 

T r a i t é e c o m m e la f o r m u l e ( 1 7 ) , dans l ' h y p o t h è s e de n et 

q + i — m inf inis , la f o r m u l e c i -dessus s e c h a n g e e n la suivante : 

2 4 r L 2 + 0 V 3 -1 

Cet te f o r m u l e e t s o n a n a l o g u e d u p r e m i e r cas donnent pour 

l i m i t e d e s m o m e n t s X , , q u a n d m a u g m e n t e indéfiniment, la 

q u a n t i t é p' b-ô2, so i t la m o i t i é d e ce q u i r é p o n d à la charge 
2 4 

c o m p l è t e . 

P o u r r e n d r e égaux t o u s les m o m e n t s X*„' 3 ' 5 " , n étant infini, 

il faudrai t p o s e r l ' é q u a t i o n 

3 5 3 - r - 2 S ' — 6 = 0 , 

d 'où l 'on d é d u i t pa r t â t o n n e m e n t 

ô = 1 , 0 7 2 4 0 . 

L ' h y p o t h è s e ô — 1 fait c o ï n c i d e r les f o r m u l e s ( 1 7 ) et ( 1 8 ) : 

d o n c , quand une poutre ayant un nombre pair de travées, 

toutes égales entre elles, est surchargée sur les travées de rang 

pair, les moments de flexion aux points d'appui sont les 

mêmes que si la surcharge passait sur les travées impaires, et 

conséquemment moitié de ceux que produirait la surcharge de 

la poutre entière. 

TROISIÈME CAS : n impair; la surcharge porte sur les travées 

paires. — Dans ce cas , il y a u n e s u r c h a r g e s u r la ( n — i) 1 ' 1 " tra

v é e , et il n 'y e n a pas s u r la d e r n i è r e : l e s équa t ions (i5) du 

p r e m i e r cas s o n t d o n c mod i f i ées , en ce q u e la dernière du 

g r o u p e a p o u r s e c o n d m e m b r e -j p'b2iï, c o m m e la première. 

Si d o n c on r e p r é s e n t e e n c o r e X m pa r la f o r m u l e ( i 6 J , leséqua-
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POUTRES SYMÉTTUQUES, ETC. 2 o 3 

lions de cond i t i on p o u r d é t e r m i n e r les c o n s t a n t e s A e t B 

seront 

ko!(2 — 0 v/3) -f- B « " ( 2 + ô v'3) = -V P ' 6 J 3 ' ( 3 3 — a), 
2 4 . 

A a '"- ( 2 -f- 3 y/3 ) -1 - 13 a""- ' ( 2 —• 3 y/3) = / / 6 J 3 J ( 3 3 — 2 ) . 

24 

La somme des d e u x s e c o n d s m e m b r e s d e v i e n d r a 

S— p ' c V 3 2 ( 3 3 — 2 ) 

1 2 ' 

et leur différence T sera n u l l e : d o n c on a u r a , e n a p p l i q u a n t , 

comme dans l e p r e m i e r cas , la f o r m u l e ( 6 ) du n° 3 5 , 

Ici l 'on peu t , q u e l q u e so i t n, r e n d r e t o u s l e s m o m e n t s 

égaux en p r e n a n t 3 = • Si n es t inf ini , s e r e m p l a c e , 

comme on l'a déjà vu , pa r y/'3 a'""-', et h par y/3 : il v i e n t a lo r s 

« ' " " - ' ( 3 3 — 2 ) -
= —/>'6'3' 1 -+-

2 -+ - 3 y/3 J 

formule i d e n t i q u e avec ce l l e t r o u v é e dans le cas d e n p a i r . 

Cela ne doit pas s u r p r e n d r e , car la pa r i t é de n e s t é v i d e m m e n t 

indifférente q u a n d ce n o m b r e est inf ini . 

Q U A T R I È M E C A S : n impair ; la surcharge porte sur les travées 

impaires. — Ce cas é t an t c o m p l é m e n t a i r e du p r é c é d e n t , on 

peut le t ra i te r pa r l e m ê m e m o y e n q u e le s e c o n d , et l 'on 

trouvera 

. 3 . s . . . n _ 1
 „ , J L , / a , , M * - H — 6 — a * — 3 3 ' 

[ > X " ' _

 2 4 p V N , 3 3 + aA 

Dans ce cas , on r e n d r a i t les X m t o u s égaux par la v a l e u r de 3 

3 = I,0 'J24 o- • • » 

qui satisfait à l ' équa t i on 6 — 2 3 2 — 3 o 3 = o, déjà r e n c o n t r é e il 
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2 0 4 CHAPITRE DEUXIÈME. 

50. Moments produits aux points d'appui par une surcharge 

dans laquelle deux travées consécutives sont surchargées, le 

surplus de la poutre l'étant de deux en deux travées. — Les 

s u r c h a r g e s a ins i dé f in ies s o n t ce l l e s q u i d o n n e n t la limite 

pos i t i ve X ' d e s m o m e n t s de f lexion aux e n v i r o n s de chaque 

p o i n t d ' appu i ( n ° 2 6 ) ; car on sai t q u e p o u r avoir cette limite 

il faut s u r c h a r g e r les d e u x t r a v é e s ad j acen te s à l ' appu i , et toutes 

les a u t r e s de d e u x en d e u x . 

La q u e s t i o n q u e n o u s avons m a i n t e n a n t à t ra i te r présente, 

avec ce l l e du n c 4 9 , u n e d i f fé rence assez e s s e n t i e l l e , quant au 

r é s u l t a t qu ' i l s 'agit d ' o b t e n i r . La s u r c h a r g e de d e u x en deux 

t r a v é e s s u r la p o u t r e e n t i è r e es t t o u j o u r s ce l l e qu ' i l faut sup

p o s e r p o u r avoi r les m o m e n t s l i m i t e s X ' ou X " vers le milieu 

d e s t r a v é e s , e t e n c o n s é q u e n c e n o u s d e v i o n s , au n" 4 9 , chercher 

t ous les m o m e n t s X,„, l ' i nd i ce m r e s t a n t q u e l c o n q u e ; au con

t ra i re , la s u r c h a r g e a c t u e l l e m e n t e n q u e s t i o n n e doit être con

s i d é r é e q u ' a u x e n v i r o n s d ' u n a p p u i , c 'es t-à-dire dans les travées 

de r ang m e t m 4 - i , si ce t a p p u i es t A r a . Or, p o u r connaître l e s 

m o m e n t s en u n p o i n t q u e l c o n q u e d e s t r a v é e s A „ _ , A m , A ^ W i , 

n o u s n ' a v o n s pas b e s o i n des m o m e n t s au -des sus de tous les 

a p p u i s i n d i s t i n c t e m e n t : il n o u s suffit, su ivan t la formule fon

d a m e n t a l e d u n° 1, d 'avoi r X „ _ , , X „ , X m + 1 . L e problème s e 

p o s e d o n c a ins i : ayant s u r c h a r g é d e u x t ravées consécutives 

A m _ , km, A „ , A m + , , et t o u t e s les a u t r e s de d e u x en d e u x ( comme 

l ' i n d i q u e la d e r n i è r e l i gne d e la fig. 7 , p . 9 6 ) , on demande 

les m o m e n t s de flexion s u r les t r o i s a p p u i s qu i limitent l e s 

d e u x t ravées p o r t a n t la s u r c h a r g e n o n i n t e r r o m p u e . 

L e s n o m b r e s m e t n p o u v a n t ê t r e c h a c u n pair ou impair, il 

se p r é s e n t e d è s le p r e m i e r a b o r d q u a t r e cas à dist inguer , dont 

c h a c u n ex igera g é n é r a l e m e n t t ro i s f o r m u l e s , e t parfois des for

m u l e s spéc ia l e s q u a n d m sera égal à 1 [ o u à n - 1 ) . 

PREMIER CAS : n et m pairs.— Les t r avées e x t r ê m e s sont toutes 

d e u x v ides , do so r t e q u e les t r a v é e s s u r c h a r g é e s ont les nu

m é r o s su ivan t s : 

2 , 4 , 6 , 8 , . . . , m, m -t- 1, m 4 - 3 , m - | - 5 , . . - , « — 1 • 

y a u n i n s t a n t . P o u r n = co , on r e t r o u v e r a i t ident iquement le 

r é s u l t a t du d e u x i è m e c a s . 
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¡21 

123) 

2 X , ( 1 -4- â ) + X 3 3 = jp' ft'd\ 

x , - r - 4 x 1 + x 1 = ^ D ' 6 ' 3 ' , 
4 

x , - f - 4 x , T - x , = ^p'pfr, 

X m _ 2 -f- ^ X m -- , + X , „ = 
4 

X , „ _ i - H 4^-m -f- X m + i — - ^/> '6 J â ' ; 

x „ , + 4X„,-(-i 
4 

x m + 1 -j— 4 Xm-t_a 
4 

X n _ 3 -4- 4 x „ _ 5 + x „ ^ , = 

X „ _ , Ô + 2 X „ _ + = 
4 

Si nous n o m m o n s le u n i n d i c e va r iab le d e i à m i n c l u s i v e 

ment, les é q u a t i o n s d u g r o u p e ( 2 1 ) , sauf la p r e m i è r e , s e r o n t 

satisfaites en posan t 

A) X * = ~ p'b'S'-hA *"i + B a"*, 

comme dans le p r o b l è m e p r é c é d e n t ; d e m ê m e on satisfait à 

toutes les é q u a t i o n s ( 2 3 ) , à par t la d e r n i è r e , e n p r e n a n t , p o u r 

un indice Je va r i ab le de m à « — 1 , 

23 X ; = ^ - D 'ôM' + A V - f - B V " : 
2 4 

de cette m a n i è r e , t o u t e s l e s i n c o n n u e s X » , en n o m b r e indé -

L'équation ( 1 0 ) du n n 6 a p p l i q u é e à l o u s les g r o u p e s de d e u x 

iravées adjacentes c o n d u i t d o n c au s y s t è m e c i - d e s s o u s , q u e 

nous divisons en t r o i s g r o u p e s : 
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2 Û 6 CHAPITRE DEUXIÈME. 

t e r m i n é , son t r é d u i t e s à q u a t r e , A, B , A ' , B ' , qu ' i l s'agit d'abord 

de t r o u v e r : n o u s a t t r i b u e r o n s e n s u i t e à h les valeurs particu

l i è r e s m — i , m c t f f l + i , p o u r avoir n o s fo rmules définitives, 

Afin d 'é tab l i r l es c o n d i t i o n s qu i do iven t d o n n e r A, B, A', B', 

on écr i ra p r e m i è r e m e n t q u e les e x p r e s s i o n s ( 9 . 4 ) et (?.5) de

v i e n n e n t i d e n t i q u e s p o u r k = m, p u i s q u e m es t compris dans 

les d e u x sé r i e s d ' i n d i c e s : on t r o u v e ainsi 

(A — A ' ) a '" ' - f - (B — W ) x " m — o. 

P u i s o n s u b s t i t u e r a les m ê m e s e x p r e s s i o n s dans l 'équation ( 2 2 ) 

et d a n s l e s d e u x é q u a t i o n s e x t r ê m e s d u s y s t è m e ( 2 1 , 2 2 , 23); 

o n aura de ce t t e m a n i è r e : 

( A — A' ) a ' ™ - - t - ( B — B') a""- ' = -, p'b2o", 
4 

A a ' ( a — ôsJJ) + B a " ( 2 - h d v / 3 ) = ^ p ' & ' â ' ( 3 o , - 2 ) , 

A ' a ' " - ( a + â ^ ) + B ' a " » - ( 2 — àfî) = - ? p '6 'â ' (3<3 — 2), 
2 4 

c e q u i c o m p l è t e l e n o m b r e d e r e l a t i o n s néces sa i r e s . Lesdeut 

p r e m i è r e s d o n n e n t A — À' et B — B' ; pa r u n e élimination bien 

facile on o b t i e n t 

( A - T A ' ) ( « " — 1 ) « ' " • - ' = — ^p'b'à'; 

et a t t e n d u q u e 

1 = ( 2 fi)7—1 = 6 -h 4 V / 3 = 2 V / 3 ( 2 -+- V / 3 ) = — 2 « ' v'3. 

il v i e n t 

A — A'= ~p'b2&et'"»; 
8 y / 3 i 

d e m ê m e on t r o u v e 

B — B ' = —p'b'â'a'"'. 

Él iminan t A' e t B ' , il r e s t e l e s d e u x é q u a t i o n s en A et B : 

A a' ( 2 — â V ' 3 j B a " ( 2 + â y / 3 ) = P ' 6 J ô ! ( 3 â — 2 ) , 
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A ( 2 4 - ô v / 3 ) 4 - B a " " - ( 2 — ây/3) 

= -^rp' 6 s d ' ( 3 Â — 2 ) 

4 - p ' b1 S' [ ( 2 4 - â V 73) a ' " - " - ' — ( 2 — tî v/3 ) a"»--»-' ] 
8 y/3 

= ^ / » ' A ' d ' ( 3 « 3 — 2 ) 4 - ^ ' & 2 ô - « „ _ „ ( * ) . 

Ces équa t ions s o n t e n c o r e d e m ê m e f o r m e q u e ce l l e s q u i 

ont servi à d é t e r m i n e r A e t B d a n s les cas p r é c é d e n t s : il n ' y a 

de changé q u e les s e c o n d s m e m b r e s , d o n t la s o m m e et la 

différence s o n t 

S = — p'b>S'(3S — 2 ) 4 - yp'b'S3 

I 2 r 4 

4 

La formule ( 6 ) d u n° 35 n o u s d o n n e d o n c A a ' * 4 - B a " * , 

savoir : 

i /11 \i ( V T 3 ( Î — 2 4 - 3 èun_m 3R )M„^ m \ 
^ I P ^ 6 3 ( M ^ - 4 — ï ô T T 7 t ^ ^ 2 - 4 T Â Ô J ; 

parla subs t i tu t ion d e c e t t e v a l e u r d a n s l ' é q u a t i o n [ 2 4 ) , il v i e n t 

N» 2 4 - A d 

soit, en r é u n i s s a n t l e s t e r m e s qu i c o n t i e n n e n t le fac teur «„_,„, 

M 
et remettant ~ au l i eu de A, 

v 1 „ , , , / , M ? _ H _ t 3iî 

+ 2 / 1 
1 _, 

8 p ^ 3 N , 3 4 - a M ? 2 X, 4 - Vf, à ) 

') Le nombre u„_m s'introduit ici par l'emploi de la formule (3) du n° 31. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aC)8 C H A P I T R E DEUXIÈME . 

La d e r n i è r e p a r e n t h è s e p e u t r e c e v o i r u n e fo rme plus simple : 

on a e n effet 

M Î + I _ I - N ? + L _ ¿ 

= 2 (NgJVy,-*— M ? N ? + , _ . t ) + à ( M g M ? + [ _ t - 3 _ N , R V , _ , ) 

; 3 N 5 Í — 2 M , ) > . \ - - M J I ; 

o u , su ivan t les fo rmules (i 1) d u n° 32 , ( i 5 ) e t ( 1 7 ) du n° 33, 

M f + i - t N j + i _ i t _ _ a N t - , + ¿ M ^ _ _ _ 

un 0 

S u b s t i t u a n t ce r é su l t a t d a n s X*, on t r o u v e défini t ivement 

X j = - y p 6 M ' H V - J - J — Y — 7 p ' W 

Cet te é q u a t i o n s ' a p p l i q u e à t o u t e s les va l eu r s de h qui ne 

d é p a s s e n t pas m; n o u s p o u v o n s d o n c y faire k — m — i, 

k = m, e t en t i r e r d e u x d e n o s i n c o n n u e s p r inc ipa les , savoir : 

4 «„ 

• J £ Ï . 4 . G . . . R N ( M - | - I ) ( , » - T - 3 ) ( M - t - 5 ) . . . ( N — I ) 

^ 1 H . 3 3 + a / i j 
, A . / 4 . 6 . . . M ( R « - ( - T ) (HI-T-3J ( M - F - 5 ) . . . ( N — 1 ) 

2 4 R \ \ 3 0 - t - 2 « y 4 " » 

Il n ' e s t pas d ' a i l l eu r s n é c e s s a i r e , p o u r avoi r X m + 1 , de pour

s u i v r e l e ca lcu l c o m m e n c é e t d e r e c h e r c h e r les constantes 

A', R' : il suffit d ' a p p l i q u e r la f o r m u l e ( 2 6 ) , en imaginant que 

l e n u m é r o t a g e d e s a p p u i s c o m m e n c e au s e c o n d bout A„de la 

p i è c e , c e qu i r e v i e n t à c h a n g e r , dans le s e c o n d membre , m en 

n — m ou en 2 q •+- 2 — m. R e m a r q u a n t e n o u t r e qu 'on a géné

r a l e m e n t ( n ° 3 2 ) 
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on trouve par ce p r o c é d é la t r o i s i è m e i n c o n n u e p r i n c i p a l e 

X2.4-fi. • .»I ( ' " + 0 ('I-T-S) (/N-T-5). . . (rc—I J 
FFL-F-I 

( j 8)l i , , , , , / , M?_™ 3(3 — a \ i 

Les trois d e r n i è r e s f o r m u l e s p r é s e n t e n t u n i n c o n v é n i e n t 

QUE n'avaient pas l e s p r é c é d e n t e s , d o n n é e s à pa r t i r du § I I : 

c'est qu 'on y fait i n t e r v e n i r la s é r i e d e s n o m b r e s u, qu i d é 

pend de 5, et n e p e u t , c o m m e c e l l e s des n o m b r e s M , N , h, se 

calculer u n e fois p o u r t o u t e s . Cet i n c o n v é n i e n t d i spa ra î t r a i t si 

l'on remplaçait les u par l e u r s v a l e u r s ( I 5 ) e t ( 1 6 ) ou ( 1 7 ) 

DU n ° 3 3 ; mais on t o m b e r a i t a lo r s dans u n e a s sez g r a n d e c o m 

plication d ' é c r i t u r e , e t le b é n é f i c e n e se ra i t p a s b i e n r é e l . 

NOUS n 'avons p u d ' a i l l e u r s , m a l g r é n o s effor ts , t r o u v e r de 

transformation p r o p r e à d o n n e r d e s f o r m u l e s s u f f i s a m m e n t 

concises, t ou t eu c o n s e r v a n t l ' avan tage de n 'y faire e n t r e r o 

QU'explicitement. 

On r e m a r q u e r a q u e la p r e m i è r e pa r t i e de c e s f o r m u l e s e s t 

identique avec la f o r m u l e ( 1 9 ) , r e l a t ive a u n e a u t r e d i s t r i b u -

lion de la s u r c h a r g e . 

Pour savoir ce q u e d e v i e n n e n t l es m o m e n t s X 

QU'on vient d e ca l cu l e r , dans le cas de n — 0 0 , m r e s t an t fini, 

il suffit d 'avoir la l imi te d e s r a p p o r t s U n - m \ i . Q r ] c s f o r „ 

mules (3 ) et (4) du n" 31 d o n n e n t , en n é g l i g e a n t l e s p u i s s a n c e s 

infinies de ce", 

hm = — K — :z"n~', 
Un / 2 - ) - < 5 v ' 3 ; ce'"-'1 

hm -x 
u„ 2 -+- <3 v/3 

combinant ce r é s u l t a t avec c e l u i p r é c é d e m m e n t o b t e n u p o u r 

la formule (19), n o u s t r o u v e r o n s , dans le cas de n = GO , 

^UI.G. ..ra ( < « + ' ) ( '-+'3) (LIM-.Ï). . • 

•.—p'b'o'-
2 ' F 2 - 1 - 0 y 3 

1 < W 
- R 7 / J O-0-M M - - I - T - / - ' 

4 ' 2 - 4 - 3 ^ 3 III. 
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2 1 0 CHAPITRE DEUXIEME 

.4 -<I - • - »1 (/N-T-i) (ui-T-3) ( ( « H - 5 1 . . . 

2.4 R 

Y 2 . 4 . 6 . . .^1 ( " M - I ) ( » ' - F - 3 ; ( W - F - 5 ) 

a 4 - 3 V ' 3 

ex"- ( 3 3 — 2 . ; 

4 - jp'frfru,,,-^— 
4 ' 

2 4 - 3 ^ 3 

= ~p'b2è2 1 4 -
2 4 L 2 4 - 3 Y / 3 

4 - yp'b2è>uM —-
4 

2 + ^ / 3 

L o r s q u e m a u g m e n t e l u i - m ê m e i n d é f i n i m e n t , ces trois résul

ta ts c o n v e r g e n t ve r s des l i m i t e s qu ' i l e s t facile d 'obtenir : on 

r e m a r q u e r a q u e , d ' ap rè s la fo rmule ( 3 ) d u n" 3 1 , l 'on a 

M , » _ , a.""-' = 
2 3 y / 3 

et pa r c o n s é q u e n t , p o u r m = ce , 

lirn «^_, A " ™ - 1 = 

d e m ê m e o n t r o u v e r a i t 

l im M „ , a " 

[ ( 2 4 - * Y / 3 ) A " _ ( A _ 3 ^ 3 ) 

2 4 - 3 v / 3 „ 

a d Y / 3 

2 4 - Â Y ^ „ 

2 Ô V ' 3 

l im M M a" —7. H M M „ , A " = 

2 - f - 3 y ' 3 

a 3 y/3 

- ' 4 ' H N : > 

2 V 

on en c o n c l u t sans p e i n e 

| i m X ^ . . - K ' ) K Ï ] ( - + s ] 

; » ' FR3! ( i + / / 3 ) = J - p ' A » 3 ' ( a — V

; 3 ) , 

L I M X R „ 4 F I - - " L ( " ' + , ) ( " ' + 3 ) < , " + 5 ) - - = ^u'b'è'-^-^p'b'S' 
•>AR 8 y/3 

= ~p'biê2( 1 4 - ^ 3 ) , 

2 4 

• ( " , + , ) ( , , , + S ) ( ™ + 5 ) - = J L „ ' / , . d l ( 2 _ V 3 ) . L I M X 
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3.5... „ I ( „ I + I ) (»!+:•.) f./.-f-S)...» 
_ 1 , „ / . , , <i — a d ' — 3 * 

¡29) ' —
 0 \° +

 N 7 " 3 3 + 2 /1 

I '7 

X1.L5, ..m (f« + i)('«+3) (fii-t-5). 
m 

/ V. 

l>) 24' \ i \ 3 à + 2 /1 
T » ' 0 J

 Ô ' 1 1 

4 M» 
, 1 3.5 . . .m (»I4-Ï) ( ' « - ^ ) - • • " 

I 1 , 1 A m î - ' « fi — 2 6 ' — 3 o ; 

(3ij | = ^ r + _ * 7 ' 3 6- + 2 / * 

Les coefficients — (a — Jï), (i -r-y'3) on t r e s p e c t i v e m e n t 

1 2

 24 
pour valeur, en f rac t ions d é c i m a l e s , 

0 , 0 2 2 3 2 g . . . et o , i i 3 8 3 5 . . . . 

Deuxième cas : n pair, m impair. — Les d e u x travées e x t r ê m e s 

sont alors c h a r g é e s , e t l ' e n s e m b l e des é q u a t i o n s (21), (22) e t 

( 2 3 ) ép rouve u n c h a n g e m e n t qu i c o n s i s t e en ce que le s e c o n d 

membre de la p r e m i è r e e t de la d e r n i è r e d e v i e n t ^p' b' au l i e u 

àe~p'bJS3. L e s v a l e u r s d e A — A' et B — J i ' , d é t e r m i n é e s pa r 

des cond i t ions i d e n t i q u e s , r e s t e n t c e p e n d a n t les m ê m e s q u e 

dans le p r e m i e r ca s ; m a i s , d a n s l e s d e u x é q u a t i o n s q u i , a p r è s 

l 'élimination de A' e t B ' , d o i v e n t d o n n e r A e t B, la q u a n t i t é 

tî !(3ô—2) se t r o u v e r e m p l a c é e par 6—2 S'1—3 c 1 . 11 suffit 

donc de r e m p l a c e r la p r e m i è r e pa r la s e c o n d e dans les f o r m u l e s 

finales du p r e m i e r cas , ce qu i d o n n e : 
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2 1 2 CHAPITRE DEUXIEME. 

et q u a n d u t e n d ve r s l ' infini, m r e s t an t fini, 

3 .5 . . . m (in-hl) (»1-4-3) ( ' " - t - - ^ . 
x ; „ _ ï 

« " - - • ( 6 — 7 , 3 ' — 3 3 3 

2 - h 3 y/3 
' j - T - ^ ' 6 s 3 J « f f l 

x: , 
. 3.5. . . / n ('»-+-1) ("H-3) (wi-f-5). 

= —P'B* 2.4 
a'"" -' ( 6 — 2 û 2 — 3 3-') 

2 4 - 3 y/3 
7p'b>S'um — 

2 + à v'3 

X I .3 .5. . .m ( i / i ï - 1 ) (m+Ti [i7:-t-5j . 

= ~p'b2 U 
2 4 

• ( 6 — 2 3 = - 3 3 3 

2 -f- 3 y/3 â \/3 

ces d e r n i è r e s f o r m u l e s on t l e s m ê m e s l i m i t e s q u e leurs ana

l o g u e s du p r e m i e r cas , l o r s q u e m t e n d l u i - m ê m e vers x . 

On r e m a r q u e , dans les f o r m u l e s ( 2 9 ), ( 3o ), ( 3 r ), q u e la pre

m i è r e pa r t i e r e p r o d u i t i d e n t i q u e m e n t la f o r m u l e ( 2 0 ) . 

Cas particulier : m = 1 . — Il est à r e m a r q u e r q u e la valeur 

m. — \ n e saura i t ê t r e i n t r o d u i t e d a n s les fo rmules ( 2 9 ) , (3o! 

e t ( 3 i ) . E n effet, s i r o a ce l t e v a l e u r , l e s y s t è m e des équations 

( 2 1 ) e t ( 2 2 ) do i t se r e m p l a c e r par l ' é q u a t i o n u n i q u e 

2 X, ( 1 + 3} + X , 3 = - p ' fr- ( 1 -4- 3 J ) , 

4 

q u ' o n n ' o b t i e n d r a i t pas en faisant m = 1 dans les équations qui 

c o n v i e n n e n t au cas g é n é r a l . Il faut a lo r s p o s e r 

X ;. = ~ p' te 3 2 -+- A' «'* + B ' x"1, 
2 4 

e t d é t e r m i n e r A', B ' par la c o n d i t i o n : i ° d e satisfaire à l'équa

t ion p r é c é d e n t e ; 2 0 d e sa t is fa i re à l ' é q u a t i o n 

X„_ 5 3 -+- 2 X ^ 1 (1 + 1 
4 

p'b\ 

la d e r n i è r e de ce l les q u i r e m p l a c e n t ici le g r o u p e ( 2 3 ) . Cela 
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conduit aux r e l a t i o n s 

A ' « ' ( a — ô v / 3 ) - | - B ' « " ( 2 + d v 3 ) 2 â ! + 3 3 - ! ) , 

^ « ' " - ' ( a + âv̂ ) + B ' a " " - ' ( 2 — 3 ^ / 3 ) = - ^ ' ¿ , » ( 6 — 2 a 1 - - 3 3 3 ) , 

toujours de m ê m e fo rme q u e ce l l e s q u ' o n a déjà r e n c o n t r é e s 

plusieurs fois. La s o m m e et la d i f fé rence d e s s e c o n d s m e m b r e s 

étant r e s p e c t i v e m e n t 

S = g j / 6 ' ( 3 — 3 = ) , T = — ^p'b>S\ 

on arrive, par l e s m ê m e s p r o c é d é s d e ca lcu l , à 

X i - 2 4 ^ H + _ N ; 3 â + a A + N , Ï + Ââj 
De là r é su l t en t , e n faisant h = t , k = 2 , l es f o r m u l e s : 

(32) 

' . . . . 4 . 0 . . . . . , 6 , + 

' 1 r „ a A ( 3 - 3 2 ) 3 3 3 1 

= a 4 ^ T ' 3(5 + 2 / ; a - f - A â . 

I '12 ( g 3 \ 

8 ^ U * + a A + A 3 + 2 i' ^ 1 . 3 . 4 . 6 . . . 71 

3) 1 1 a M , _ , 3 - 3 = 3 N , _ , 3 ' 
3 3 - 1 - ? . A N , 2 - 1 - A 3 

Quand g rand i t i n d é f i n i m e n t , on doi t faire 

ces va leurs , m i s e s d a n s les f o r m u l e s ( 3 2 ) e t ( 3 3 ) , d o n n e n t 

pour résul ta t 

•17P'b'\i 
x , , , , 8 . . . = ; _ , r 3 « - ( 6 - 2 * + 3 * 
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Il es t man i f e s t e q u e l ' h y p o t h è s e m — n—i produira i t u n e 

e x c e p t i o n t o u t à fait a n a l o g u e à ce l l e q u ' o n v i e n t d ' é tud ie r , et 

qu i p o u r r a i t s e t r a i t e r de la m ê m e m a n i è r e ; mais il est inutile 

d e s'y a r r ê t e r , car l es d e u x m o i t i é s de la p o u t r e é tant dans d e s 

cond i t i ons i d e n t i q u e s , o n p e u t se d i s p e n s e r d e faire m > > - -

TROISIÈME CAS : n impair, m pair. — La p r e m i è r e t ravée reste 

v i d e , et la d e r n i è r e se t r o u v e s u r c h a r g é e ; par suite, le 

g r o u p e ( a i ) et l ' é q u a t i o n ( 2 2 ) s u b s i s t e n t ; ma i s dans la d e r 
n i è r e des é q u a t i o n s ( a3 ) , ^p'b2è3 doi t se c h a n g e r en — pb\ Les 

v a l e u r s de A — A T , B — B' r e s t e n t ce q u ' e l l e s é ta ien t dans le pre

m i e r cas , et les é q u a t i o n s finales en A et en B dev iennen t 

A « ' ( 2 — S v'3) + B / ( 2 + 5 v'3) — P'b'à2 (30 — 2 ) , 

A a '»- 1 f 2 -f- G v'3 ) +- B a " » - ( 2 — à v'3 ) = i p ' ^ ( 6 - 2 3 - ' - 3 àJ) 
2 4 

-H ^ p ' l>2 ô 3 «„_„,. 

La s o m m e e t la di f férence des s e c o n d s m e m b r e s étant 

S = ^ p ' b2 ( 3 — 2 3 ' ) -+- -p' b' 3» un_m, 

T = j p'b2
 ( 1 — ) - 4 - 1 p' b23' M „ _ m , 

on en c o n c l u t , t o u j o u r s p a r l a m ê m e m é t h o d e , qu 'on a, pour 

un i nd i ce Jr n o n s u p é r i e u r à m, 

X l = ^ P b ' [ ° - + - % s a T ï Â — 

_ 3 N ? + , - t 1 — 3 3 + 3 ] M , , - ' 

o u , en g r o u p a n t l es t e r m e s en u„-„„ 
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Si l'on a t t r ibue à h les va l eu r s m — I e t m, on o b t i e n t d ' abord 

les formules : 

X i. 4. F I . . . M (m I ; (en -1- 3 ) ( / ( I F 5 ) . . . n 
m — I 

3 4 ) < ~ 4 P r N 7 ' 3 3 + a A H r \ 2 + A 3 

4 

^ .fi. .. m (m -T- 0 ( M -F - 3 ) ( M + - 5 ) . . .n 

- à ' * 1 3 ' + " S 

M,+,„„, 3 — G , 3 N , + I _ „ , S 3 — I 

4 ' \ N 7 3 3 + 2 A i \ 2 + A 3 

\ 4 « « 

Quant au m o m e n t X „ + 1 , n o u s en é c r i r o n s p r o v i s o i r e m e n t la 

valeur sans d é m o n s t r a t i o n , sauf à y r e v e n i r b i e n t ô t en t ra i tant 

le quatr ième cas ; c e t t e va leu r est 

X
2..J.FJ. . .m (m -h l) [m +- (» 

( 3 6 ) ! = ^ ' ^ 2 ( ^ % 

M„_m 3 — 2 Ô 2 3N 7_„, — i 

4 " 

2 A l \ , 2 + A 0 

Les l imites re la t ives à « = oo p o u r r a i e n t se t r o u v e r par d e s 

calculs s e m b l a b l e s à c e u x du p r e m i e r c a s ; ma i s il e s t p l u s 

simple de r e m a r q u e r q u e la p a r i t é de n d ev i en t ind i f fé ren te 

lorsque ce n o m b r e est inf ini , de so r te q u e les r é su l t a t s du p r e 

mier cas do iven t se r e p r o d u i r e i d e n t i q u e m e n t , ce qu i se vérifie 

en effet. 

La p r e m i è r e pa r t i e des t ro i s f o r m u l e s ( 3 4 ) , ( 3 5 ) e t ( 3 6 ) s 'es t 

déjà r encon t r ée dans le p r e m i e r cas du n° 49 . 

La suppos i t i on pa r t i cu l i è r e m—ti — i ex igera i t u n e ana

lyse spéciale , c o m m e on en a fait u n e p o u r m = i ou m = n — I 

dans le d e u x i è m e c a s ; m a i s , ainsi q u ' o n l'a déjà dit p l u s i e u r s 

fois, il est inu t i l e d ' a t t r ibuer à m des va l eu r s s u p é r i e u r e s à 
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Q U A T R I È M E C A S : n et m impairs. i - < - La p r e m i è r e travée est 

a lors cha rgée e t la d e r n i è r e v i d e . On doi t e n c o n s é q u e n c e mo

difier le s y s t è m e d ' é q u a t i o n s ( 2 1 ) , ( 2 2 ) e t ( 2 3 ) , en remplaçant 

dans la p r e m i è r e ^ p ' b 2 ^ pa r ^ p ' b2. R ien n ' e s t changé aux dif

f é r e n c e s A — A' , R — R', ma i s les é q u a t i o n s finales en A. et B 

d e v i e n n e n t 

A a' ( 2 — 3 V/3) + 1 1 / ( 2 + 3 V / 3 ) = - 7 p'b'(& - 2 S 2 — 3Ô- 1), 
2 4 

A s ' - ' ( 2 + - 3 v / 3 ) + l î / - ' ( 2 — S v/3) = - ^ p ' A ^ n à — 2 ) 
2 4 

-hjp'b733 «„_„. 
4 

La s o m m e et la d i f fé rence des s e c o n d s m e m b r e s sont 

S = — p' b2 ( 3 — 2 3= 1 + y »' 6 2 3 3 « „ _ „ „ 
1 2 ' 4 

ï = - p ' A' ( 33 — , ) + - 7 /;' é> ô> u„_m, 
4 4 

c ' e s t - à - d i r e l es m ê m e s q u e dans le cas p r é c é d e n t , sauf que 

S3 — i a r e m p l a c é 1 — 3 3 d a n s la d i f fé rence T : il suffit donc de 

faire le m ê m e c h a n g e m e n t dans les f o r m u l e s du t ro is ième cas, 

et l 'on o b t i e n t 

. 3.5.. .m [m -4- 1 J (m -T- 3) (m -F-à). . .(n — 1) 

1 . , _ / „ . M , + i _ „ , 3 — 2 3 ; 3 N ? + Î _ m r — o1 

4 ' \ ^ j \ j 3 3 H - 2 A 1 N ? 2-F-/;C 

— - / / 6 2 3 
4 1 u„ ' 

M _ , _ „ 3 — ? , 3 2 3 N « . , _ . 1 — à' 
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^ 1 . 3 . 5 . . . M ; M + I ) < M + 3 ) (m -+- -,)• • •(" — >) 

4 " I 

On r e m a r q u e e n c o r e ic i , dans la p r e m i è r e p a r t i e d e ces t ro i s 

formules, la r e p r o d u c t i o n d ' u n e f o r m u l e du n° 49 ( d e u x i è m e 

cas). 

La suppos i t ion n — co d o n n e r a i t l i eu aux f o r m u l e s déjà t r o u 

vées dans le d e u x i è m e cas d u p r o b l è m e a c t u e l . 

Nous avons la issé t o u t à l ' h e u r e s a n s d é m o n s t r a t i o n la for 

mule (36), et pa r c o n s é q u e n t la f o r m u l e ( 3 g ) , q u i s 'en d é 

duit, est affectée d u m ê m e dé fau t . 11 es t facile m a i n t e n a n t de 

le faire d i spara î t re . E n effet, q u a n d n o u s s u p p o s o n s ( t r o i s i è m e 

cas) n impair e t m pa i r , l ' appu i A,„ au ra i t un r a n g m' = «— m 

impair, si le n u m é r o t a g e c o m m e n ç a i t à la s e c o n d e e x t r é m i t é 

de la p o u t r e . Or, cela n o u s p lace ra i t dans les c i r c o n s t a n c e s d u 

quatrième cas ; d o n c n o u s p o u r r o n s ca l cu l e r Xm '^_,, o u , c e q u i 

est la m ê m e c h o s e , X r a + , , en m e t t a n t dans le s e c o n d m e m b r e 

de la formule ( 3 ^ ) n — m au l ieu d e m. Si l 'on t i en t c o m p t e 

des égalités (n" 32) 

on arrive b i e n , de ce t t e m a n i è r e , à la f o r m u l e ( 3 6 ) . 

Cas particulier : n i — i. — 11 faut e n c o r e , dans le q u a t r i è m e 

comme dans le d e u x i è m e cas , u n e ana lyse s p é c i a l e l o r s q u ' o n 

A m = I ; on la fera d ' a i l l eu r s par u n e m é t h o d e tou t à fait 

A N A L O G U E . E n posan t t o u j o u r s 

X j = ~p'b-- 32 4 - A' a'* 4 - B'«"*, 

on aura, p o u r d é t e r m i n e r les c o n s t a n t e s A ' , B ' , 

A'a' ( 2 — ô y/3 ) + B' a" ( 2 4- 3 V ' 3 ) = ~ p' b* (S — 2 32 4- 33 3) , 

A V « - ( . , 4 - 0 ^ 3 ) 4 - H' a"— ( 2 — 3 V''3 ) = —, p' ° ' ( 3 3 — 2 ) . 
2 /4 
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2 l 8 CHAPITRE DEUXIÈME. 

S = — p'(>'(3— 2<î ' ! - î -3cî 3 ) , T : 
4 

( 4 ° ) < ~ a 4 ^ ° 2 + 3 d - | - 2 / i 1 2 + /1Ô 

•>.!i 2 + /i Ô 

on t r o u v e d o n c f ac i l emen t , e n p r o c é d a n t c o m m e ci-dessus, 

, x ; . , . 4 . 6 . . . ( „ - 0 

' [s* + 

, : 8 / ' '' I 3 , 

^ ^i .1 . 4 . f i . . . (n — ij 

M O j _ _ L ' / i / ^ - ^ M t i 3 — 9 . 3 ' + 3 3 ' 3 y , i _ \ 
( ~ ^ - 4 / ' \ N, ' 3 3 + 2 / / ^ \ \ + 

L e s l imi t e s de c e s f o r m u l e s p o u r n — co do iven t être les 

m ê m e s q u e ce l les d e s f o r m u l e s ( 3 2 . ) e t ( 3 3 ) ; ce q u e l'on vé

rifie sans p e i n e . 

a i . Résultats numériques fournis par V application îles for

mules précédentes. — N o u s v e n o n s de c o m p l é t e r l'arsenal rie 

f o r m u l e s q u i n o u s é ta i t n é c e s s a i r e p o u r a b o r d e r le problème 

d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s d e s m o m e n t s . Ces formules ne sont 

pas c o m p l i q u é e s , e t l ' i n t r o d u c t i o n d e s d o n n é e s numér iques de 

c h a q u e p r o b l è m e p a r t i c u l i e r y est fac i le ; mais e l les surit nom

b r e u s e s , e t il faut u n e c e r t a i n e a t t e n t i o n p o u r toujours bien 

cho i s i r ce l l e q u ' o n doi t e m p l o y e r . Il faut p o u r cela prendre 

garde à t o u t e s les c o n d i t i o n s c o n c e r n a n t la par i té des nombres 

m et n, a insi q u ' a u x e x c e p t i o n s r e l a t ives à m = i ou m = n— i. 

A.u r e s t e , q u a n d la v a l e u r 3 se ra l ' u n e des hui t pour les

q u e l l e s n o u s a v o n s déjà d r e s s é les t a b l e a u x numéro t é s de I 

à I X , et q u e la p o u t r e au ra de t ro i s à d o u z e t ravées inclusive

m e n t , l ' e m p l o i des t a b l e a u x X et X I d i spense ra de recourir au\ 

f o r m u l e s du § IV q u ' o n v i en t de l i re , e t par tan t de toutes les 

p r é c a u t i o n s q u ' e l l e s e x i g e n t . On t r o u v e e n effet dans 'ces ta

b l e a u x les m o m e n t s d e flexion p r o d u i t s su r les points d'appui 

par t o u t e s les c o m b i n a i s o n s de s u r c h a r g e qu ' i l peut être utile 

Les s e c o n d s m e m b r e s de c e s é q u a t i o n s o n t p o u r somme et 

p o u r d i f férence 
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déconsidérer; c ' es t d o n c la r é d u c t i o n d e s d i t e s f o r m u l e s en 

nombres que n o u s d o n n o n s t o u t e e f fec tuée , en n e c o n s e r v a n t 

[|iiep'o2 c o m m e fac teur a l g é b r i q u e . 

Le tableau X est c o n s a c r é aux s u r c h a r g e s qu i p o r t e n t , soi t 

sur toutes les t r a v é e s d e rang pa i r , soi t s u r ce l l e s de rang i m 

pair. Dans le t a b l e a u X I on a c o n s i d é r é les s u r c h a r g e s c o u 

vrant deux t r avées ad j acen t e s et t o u t e s l e s a u t r e s d e d e u x en 

deux, et on a d o n n é l e s m o m e n t s do flexion c o r r e s p o n d a n t s 

sur les t rois p o i n t s d ' appu i q u i a p p a r t i e n n e n t aux d e u x t r a 

vées portant la s u r c h a r g e n o n i n t e r r o m p u e . Dans l ' un e t l ' au t re 

Je ces tableaux, c o m m e dans les p r é c é d e n t s , on n'a fait f igu

rer que les r é su l t a t s relatifs à la p r e m i è r e m o i t i é de la p o u t r e , 

les autres é tan t i n u t i l e s o u p o u v a n t s ' o b t e n i r , si on le v e u t , 

parla considéra t ion de la s y m é t r i e . 

On remarquera peut-être, dans ces deux tableaux, que certaines quan-

.ilés homologues tendent un peu irrégulièrement vers leur limite, à me

sure que le nombre n des travées va en augmentant. Prenons, par 

psemple, le moment X, sous la surcharge des travées de rang pair; si « 

X 

\arie de 3 a ia , a restant toujours égal à 1,1, le rapport —rp prend suc

cessivement les valeurs ci-après : 

N o m b r e n d e s t r a v é e s . R a p p o r t s X , : p'b*. 

3 o,o(5'2783 

4 0.0G6889 

5 0 ,066884 

(S 0,067177 
7 0,067177 
8 0,067198 

U 0,067198 
10 0,067199 
1 1 n : o G 7 1 9 9 
12 r. . . 0 ,067200 

Les différences de ce rapport sont, comme on le voit, assez irrégulières : 

mais il faut se rappeler qu'il y a, pour le calculer, deux formules, se rap

portant, l'une au cas de n pair, et l'autre au cas de n impair. Les dix 

nombres ci-dessus expriment les valeurs successives de deux fonctions 

de n, et non d'une seule. C'est ce qui explique l'irrégularité; on la ferait 

disparaître en séparant et considérant isolément les valeurs de chacune 

des deux fonctions. 
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L'usage des tableaux X et XI est t rès-s imple ; il se comprend à pre

miè re vuo . En voici un exemple . Supposons , comme aux n™ 43 et 48, 

n = 6, b = 5 o m , c = 6 a m , 5o, CI = ^ = i ,25f 

soit en ou t r e p'— 5ouo k i log rammes . On aura : 

Pour les momen t s fléchissants dus à la su rcha rge des travées paires 

ou des t ravées impai res ( tab leau X ) , 

X 2 • * • s = 0,09229873 'b2 = 1 i 53y25 , 

X 2 - 4 - s = o ,o5835o/> '£ 2 = 729375, 

X 2 - 4 - c = 0 , 0 6 4 9 2 5 / / ' ? = 8 n 5 6 3 , 

X ; - 3 - s = o , o 3 5 3 g 5 / 0 ' i : , = 442438, 

XJ • 3 • 1 = 0 , 072576^ 'b2 = 907200, 

X J - 3 - 5 = o , o G 4 9 2 5 / / è 2 = 8 u 5 6 3 ; 

Pour les momen t s fléchissants dus à la su rcharge de deux travées adja

cen tes , et des au t res pr ises de deux on deux ( tableau XI ) , 

X | • ' • 4 • 8 = o , i 5 a 3 2 9 / / b' = 1904025, 

X ! , - 2 - 4 - 6 - = 0 , 0 4 2 2 6 7 / / 5 2 8 3 3 8 , 

X 2 • 3 • 4 = 0 ,061192 p'b2 = 764900, 

XJ • 3 • 1 = o, 170333 /J 'b'2 — 2129166, 

X ! / 3 - 5 = o , o 3 8 7 2 6 / / & 2 = 484075, 

x ; - 3 - " - 6 = 5 4 2 i 6 3 , 

x ; - 3 - 4 - 6 = 0 , 1 7 3 6 2 6 / / b2= 217062.5. 

L'uni té de momen t s dans ces calculs est le k i logramme agissant sur un 

b r a s de levier d 'un mè t re de longueur . 

§ V. — Courbes e n v e l o p p e s des m o m e n t s de flexion. 

52. Recherche des moments limites X ' , X" , dus à l'action 

isolée de la suivharge. — O n a v u , a u § IV d u c h a p i t r e premier, 

q u e l a s o l u t i o n c o m p l è t e d u p r o b l è m e d e s m o m e n t s d e flexion, 

p o u r u n o p o u t r e a y a n t d e s a p p u i s e n n o m b r e q u e l c o n q u e et 

a r b i t r a i r e m e n t e s p a c é s , r e v i e n t à la d é t e r m i n a t i o n d e t ro i s quan

t i t é s X , X ' , X " , v a r i a b l e s d ' u n e s e c t i o n à l ' a u t r e . Q u a n d il s'a

g i t d e s p o u t r e s s y m é t r i q u e s à t r a v é e s i n t e r m é d i a i r e s égales, 

n o u s s a v o n s d é j à c a l c u l e r X , q u i n ' e s t a u t r e c h o s e q u e le mo

m e n t fléchissant p r o d u i t p a r la s e u l e a c t i o n d e la c h a r g e per-
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manente, ou e n c o r e pF(x): c ' e s t la q u e s t i o n q u e n o u s a v o n s 

traitée au § I I du c h a p i t r e d e u x i è m e , e t s p é c i a l e m e n t aux n n s 42 

et4-3. Il s'agit m a i n t e n a n t de faire la m ô m e c h o s e p o u r X ' et X " . 

On sait ( n n 26 ) q u e l ' un et l ' a u t r e de c e s m o m e n t s l i m i t e s 

est, dans t o u t e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e A m _ , A m , s u c c e s s i v e m e n t 

représenté par c i nq fonc t ions d i f fé ren tes d e l ' ab sc i s s e , q u e 

nous avons n o m m é e s 

p'f,{x), p'ffx), p'J\{x), p'ft(x), p'fb(x), 

p'$i[x), р'^[х), p'^2(x), р'<\>,{х), р'^ь(х), 

le facteur p' r e s t an t a ins i e n é v i d e n c e , et les a b s c i s s e s x é t an t 
comptées à par t i r d e l ' o r i g i n e A r a _i d e la t r a v é e ; c h a c u n e d e 
ces fonctions s ' a p p l i q u e dans l ' u n d e s c inq i n t e r v a l l e s q u e dé
terminent, c o n j o i n t e m e n t avec l e s e x t r é m i t é s A m _ i e t A m , l e s 
abscisses x', OC y OC ^ ^C C' 1 ~~ d e s s u s é t u d i é e s ( n u s 44 à 48 ) . A i n s i / ! 
et s ' app l iquen t e n t r e x = о e t x — x' ; f , et ^ e n t r e x = x' 
et x = xh'; f et ф 3 e n t r e x = x" et x = x'", e t a ins i de s u i t e . 
En y joignant F(x), cela fait e n tou t o n z e fonc t ions de x qu i 
sont nécessa i res p o u r déf inir X , X ' , X " d a n s la t r avée d o n t 

il s'agit; mais n o u s a v o n s vu auss i q u ' a p r è s en avoi r dé t e r 

miné s e u l e m e n t q u a t r e , savoi r F , / ] , ф э , / ! , les s e p t a u t r e s s ' en 
déduisent par t ro i s s o u s t r a c t i o n s s e u l e m e n t . Or , F [x) n o u s 
est connu ; n o u s n ' a v o n s d o n c q u ' à i n d i q u e r le p r o c é d é à su iv re 
pour le calcul d e / , ( x ) , ф 3 ( x ) , fb[x), ca lcu l en v u e d u q u e l 
ont été d é m o n t r é e s les f o r m u l e s des n o s 49 e t 3 0 . 

Entre x = о e t x = x', la l i m i t e p o s i t i v e X ' r é p o n d ( n° 2 6 ) 
à la surcharge d e s t r avées p o r t a n t les n u m é r o s 

m, m — i , m — 3, m — 5, m — "],-•• 

jusqu'à é p u i s e m e n t de m, d ' u n e p a r t ; 

m + 2 , m + 4, ni + 6, m -f- 8, « i - f - i o , . . . 

jusqu'à и ou n — i , d ' au t r e p a r t ; c 'est-à-dire qu ' i l faut su rcha r 
ger les d e u x t r a v é e s ad jacen tes à l ' appui A m _ , e t les a u t r e s de 
deux en d e u x . P o u r u n e te l le c o m b i n a i s o n d e s u r c h a r g e , l e s 
formules du n Q 30 e t le t ab leau XI font c o n n a î t r e X m _ , et X „ 
sous la forme 

u.p'b\ и.'р'Ь\ 
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a. e t d é s i g n a n t d e u x coeff ic ients n u m é r i q u e s ; donc on aura, 

par la fo rmule f o n d a m e n t a l e du n° 1, 

' ' 1 BA 2 r 

et c o n s é q u e m m e n t 

f,( x) = u-b1 — f - 3 — — ^ — ] 6jr - ( — x'1. 
J ' V 3 ^ I 2 

De la m ê m e m a n i è r e on t r o u v e r a X ' , et pa r t an t / b ( x) entre 

x = x1" e t .r = c = 6 ô ; car dans ce t i n t e rva l l e X' répond en

c o r e à u n e c o m b i n a i s o n de s u r c h a r g e d a n s l aque l l e on charge 

d e u x t r avées c o n s é c u t i v e s et les a u t r e s de d e u x en deux, sa

vo i r l e s t r a v é e s p o r t a n t les n u m é r o s 

m , m - + - 1 , ffl + 3, m, -+- 5 , m + 7,. . . 

j u s q u ' à « — 1 ou rc, et 

m — 2 , m — 4> m •—^'i — 8 , «z — 1 0 , . . . 

j u s q u ' à é p u i s e m e n t d e m . P a r les f o r m u l e s du n° 50 et le 

t ab leau X I , on aura d o n c l e s v a l e u r s de X M _ , et X m sous la 

f o r m e 

<jp'b\ v'p'b2, 

et l 'on en c o n c l u r a 

f„{x) — vb- — ( - d — - , - ) bx -+- ~ x'1. 
\ 2 0 / 2 

Enf in , on s u p p o s e r a la s u r c h a r g e p l a c é e su r la travée Am_, A„ 

e t s u r t o u t e s les a u t r e s , p r i s e s de d e u x en deux à partir de 

ce l l e - l à , c o m b i n a i s o n à l a q u e l l e r é p o n d e n t X " dans la troisième 

rég ion ( e n t r e x — X" e t x — X'"), a ins i q u e <]I3(x); les for

m u l e s d u n° 49 et le t a b l e a u X d o n n e r o n t a lors 

Xm-t = pp'b', Xm=p'p't,K 

De là r é s u l t e , par lad i te f o r m u l e du n° 1, 

X« = pp'b' + [p'-p) --p'x(bo-x), 
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et aussi 

d / 3 ( x ) = p 6 2 — (Ld—vt—r 
' \ 2 o 3 / 2 

Connaissant c e s t ro i s fonc t ions / " , ^ 3 , f s , la so lu t i on s ' a chève 

aisément par les r e l a t i ons (3 ) du n° 2 0 , q u i d o n n e n t de s u i t e 

fi et d / j . / j , / , e t d/L, i[/„ cjv 

53. Cas particuliers d'une travée de rive et d'une travée cen

trale. i ° Travée de rive. — Les t r a v é e s d e r ive s e d i v i s e n t 

en deux r ég ions s e u l e m e n t (n° 27) : a in s i , d a n s la t r avée n° 1, 

par exemple , on n e doi t c o n s i d é r e r q u e l e s in t e rva l l e s d e 

x — ü à x = x"', e t d e x — x , v à x — b. Il n 'y a d o n c p l u s 

que cinq fonc t ions à t r o u v e r , savoir : 

et même F(ar) es t déjà c o n n u e ( n° 42 ). On sait d ' a i l l eu r s ( n° 27 ) 

qu'il suffit de c o n n a î t r e en o u t r e ifv3 e t / 5 , p o u r en d é d u i r e , 

par deux s o u s t r a c t i o n s , f 3 e t u)5 : o r , le calcul d e s d e u x f o n c 

tions il/j e t / i s 'e f fectue en su ivan t u n e m a r c h e t o u t à fait ana

logue à ce l le d u n" 52 . 

Dans le p r e m i e r i n t e r v a l l e , d e x = o à x = x i y , la l imi t e X " 

répond à la s u r c h a r g e des t r a v é e s p o r t a n t les n u m é r o s 

pour l aque l le on sait ( n " 4 9 ) ca lcu le r \ , — p,p'b2, a, é t an t un 

coefficient d o n t la v a l e u r n u m é r i q u e sera f o u r n i e par le t a 

bleau X, si n et S son t dans les l i m i t e s c o n v e n a b l e s . D o n c ( n ° 1 ) 

F l » , f3{x), fb[x), <\i3[x).. 

i 3 5 " j u s q u ' à n ou n, 

X " = 
X 

p'x (b — x), b 

et par c o n s é q u e n t 

Dans le s u r p l u s d e la t r a v é e , e n t r e x = xiy e t x—b, il faut, 

pour avoir X ' , s u r c h a r g e r la p r e m i è r e t r a v é e , p lu s t o u t e s 

celles de rang pa i r . Ce son t a lors les fo rmules du n° 50 et le 
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t ab l eau X I qu i d o n n e n t le m o m e n t X, = vtp'b2; il en résulte 

d e m ê m e 

X' =Vlp'b'* — lp'x{b — x), 

J[{x) = — ^ — v^j bx -+- - X2. 

Ayant ^ 3 e t / , il suffit de p r e n d r e les d i f férences 

¥[x) — ^i{x)=fi{x), 

T(x)—fi[x) = <^{x), 

p o u r c o m p l é t e r la s o l u t i o n re la t ive à la p r e m i è r e travée. 

Travée centrale. •— N o u s n o m m o n s ainsi u n e travée dont 

le m i l i e u c o ï n c i d e avec ce lu i d e la p o u t r e , ce q u i n e peut 

a r r ive r q u e p o u r les p o u t r e s ayant u n n o m b r e impair de tra

v é e s . Il est b i e n facile d e r e c o n n a î t r e q u e dans ce ca s / , e t / , 

d o i v e n t ê t r e s y m é t r i q u e s r e l a t i v e m e n t a u m i l i e u d e la travée, 

de s o r t e q u ' a p r è s avoir c a l c u l é f, on p o u r r a i t obtenir /i par 

l ' é q u a t i o n 

fi(x)=fl(b$ — x). 

On p e u t auss i p r o c é d e r c o m m e s'il s 'agissai t d 'une travée 

i n t e r m é d i a i r e d e rang q u e l c o n q u e : s e u l e m e n t le tableau XI 

n e d o n n e p l u s , d ' u n e m a n i è r e i m m é d i a t e , l es rappor ts v et •;' 

(n° 52) q u i dé f in i s sen t l e s m o m e n t s aux ex t r émi t é s Ai(„_,;, 

A i f n + i ) de la t r a v é e . P o u r les avo i r , il faudra supposer une 

s u r c h a r g e s y m é t r i q u e de ce l l e q u i r é p o n d r a i t hfs, e t prendre 

l es m o m e n t s d e flexion a u x p o i n t s s y m é t r i q u e s ; c'est-à-dire 

q u ' o n c h e r c h e r a , pa r le t ab leau X I , le m o m e n t de flexion 

en A j ( „ _ H ) s'il s 'agit de v, et le m o m e n t en Ai(„_,) s'il s'a

git d e v ' . Un e x e m p l e r e n d r a cela p l u s clair . Supposons 

q u ' o n d e m a n d e f i { x ) dans la q u a t r i è m e t r avée d ' u n e poutre 

à sep t t r a v é e s éga le s : il faudra i t avo i r l es m o m e n t s X 3 e tX , 

s o u s la s u r c h a r g e des t r a v é e s n c s 2 , 4 , 5, 7. Or, on a, par 

ra i son d e s y m é t r i e , 
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donc le tableau X I , où son t insc r i t s l e s m o m e n t s X j 

et X ! / : ' , , , ! , d o n n e r a 

Le calcul defs s ' achèvera i t e n s u i t e c o m m e au n° 5 2 . 

54. Formulaire analytique donnant sans calcul les fonctions 

F , / , ^3,f- — E n r é s u m é , on voit q u ' a p r è s avoi r p r é a l a b l e 

ment d é t e r m i n é ( n° 42) le m o m e n t X dû à l'effet spéc ia l de 

la charge p e r m a n e n t e [ou la fonc t ion F (a;)], si l e s v a l e u r s du 

nombre n d e s t r a v é e s et du r a p p o r t 5 p e r m e t t e n t d e r e c o u r i r 

aux tableaux X et XT, la r e c h e r c h e d e s l i m i t e s X ' e t X " n ' e x i 

gera plus q u ' u n pe t i t n o m b r e d ' o p é r a t i o n s t r è s - s i m p l e s et t r è s -

élémentaires. Afin de r e n d r e e n c o r e p l u s i m m é d i a t e la d é t e r 

mination de X , X ' , X " , n o u s a v o n s c o n s t r u i t u n F o r m u l a i r e 

analytique (voir à la fin de ce v o l u m e ) , où l 'on t r o u v e par u n e 

simple l ec tu re les e x p r e s s i o n s de F (x), ft(x), *\>i(x), f(x), dans 

les m ê m e s l i m i t e s de n et de S, c ' e s t - à - d i r e p o u r l e s p o u t r e s 

de trois à d o u z e t r a v é e s i n c l u s i v e m e n t , d a n s l e s q u e l l e s le r a p 

port en t re les o u v e r t u r e s d ' u n e travée, i n t e r m é d i a i r e q u e l 

conque et d ' u n e t r avée e x t r ê m e p r e n d l ' u n e des h u i t v a l e u r s 

0 , 7 , 0 ,8, 0 , 9 , 1 , 0 , 1 , 1 , 1 , 2 , I , 2 5 , I , 3 . 

Nous avons c ru d e v o i r n é a n m o i n s p r é s e n t e r l es e x p l i c a t i o n s 

qui p récèden t (n™ 52 et 53), t an t p o u r faire c o m p r e n d r e la 

construction du F o r m u l a i r e , q u e p o u r m e t t r e le l e c t e u r en 

mesure de t ra i te r les cas où se p r é s e n t e r a i e n t d ' a u t r e s v a l e u r s 

de n ou de S, ce q u i ob l ige ra i t d ' e m p l o y e r les f o r m u l e s des 

§§ I, II , 111 et IV de ce c h a p i t r e . 

ao. Recherche de la limite X'". — N o u s a v o n s a ins i n o m m é , 

dans l ' e x e m p l e d u n" 2 9 , la l imi te s u p é r i e u r e d e s m o m e n t s , 

pris en g r a n d e u r a b s o l u e , q u i se p r o d u i s e n t en t o u t p o i n t de 

la pièce, sous l ' a c t ion c o m b i n é e d e la c h a r g e e t d e la s u r 

charge. Cel te l i m i t e , la s e u l e q u ' o n ait o r d i n a i r e m e n t b e s o i n 

o , o ? 2 g 3 o , 

o,I143Y4• 

M . 
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de c o n n a î t r e , es t (n° 24 ) la p lu s fo r te , en va leu r absolue , des 

d e u x s o m m e s a l g é b r i q u e s X - f - X ' e t X - f - X " : on l 'obtient eu 

a joutant le m o m e n t X dû à la c h a r g e p e r m a n e n t e avec celui 

des d e u x m o m e n t s X ' o u X " q u i a m ê m e s igne q u e X, et 

p r e n a n t , b i en e n t e n d u , la s o m m e e n va l eu r a b s o l u e . 

Or, q u a n d la charge p e r m a n e n t e agit s e u l e , nous savons 

( n D 3G ) q u e les m o m e n t s X„, sur les p o i n t s d ' appu i sont presque 

t o u j o u r s pos i t i f s ; il n 'y a d ' e x c e p t i o n q u e p o u r ceux dont 

l ' i nd ice est pair q u a n d on d o n n e l e rang o à la culée la plus 

vo i s ine , e t e n c o r e faut-il q u e S r e ç o i v e des va leurs inusitées 

en p r a t i q u e : n o u s a d m e t t r o n s d o n c q u e les X m sont positifs 

sans e x c e p t i o n , dans les p o u t r e s q u ' o n p e u t avoir à étudier . De 

m ê m e , en n o u s r e p o r t a n t a u x r é s u l t a t s fourn i s p a r l a discus

s ion des n o s 37 e t 4 1 , n o u s a d m e t t r o n s q u e X s 'annule ordi

n a i r e m e n t p o u r d e u x v a l e u r s r ée l l e s x, e t i , de x, de sorte 

qu ' i l es t négat i f dans l ' i n t e rva l l e . S'il s 'agit de la première 

t r a v é e , on a a?, = o. Cela p o s é , il en r é s u l t e c o m m e consé

q u e n c e i m m é d i a t e q u ' o n a, sauf des e x c e p t i o n s qu' i l serait 

facile, mais p e u u t i l e , d e p r é c i s e r : 

Dans la première travée. 

E n t r e x = a et x — x, X"' = — X — X", 

E n t r e x = x2 et x — b X'" = X -+- X' . 

Dans une travée intermédiaire quelconque. 

E n t r e x — o et x — x^ | 

E n t r e x = x2 e t x — c ) 
. X"' = X - t - X ' , 

E n t r e x = z x t e t x — x2 X " ' = — X — X". 

P u i s q u ' o n conna î t déjà x,, x, a insi q u e X , X ' , X", le pro

b l è m e p e u t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e e n t i è r e m e n t résolu. 

36 . Exemple numérique. — S u p p o s o n s u n e pout re à six 

t r avées , le r a p p o r t 5 é t an t égal à i , 2 5 , c o m m e dans l'exemple 

c o m m e n c é au n° 43 e t d e u x fois r e p r i s aux n o s 48 et 5 1 . Nous ne 

fixerons pas les v a l e u r s n u m é r i q u e s des l o n g u e u r s b, c des 

t r a v é e s , n i d e s i n t e n s i t é s p e t p' de la c h a r g e permanente et 

de la s u r c h a r g e : ces é l é m e n t s du p r o b l è m e figureront algé-
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briquement dans l es r é su l t a t s . On d e m a n d e , p o u r les t ro i s 

premières t r a v é e s , d ' i n d i q u e r l es m o m e n t s X , X ' , X" , X " . 

A cet effet, voic i la m a r c h e qu ' i l faut s u i v r e . 

Le m o m e n t de flexion X p r o d u i t par la cha rge p e r m a n e n t e 

étant exp r imé par p¥[x), on t r o u v e d ' abord dans le F o r m u l a i r e 

analytique d o n n é à la lin de ce v o l u m e : 

Première travée. . . . ¥(x) — — o,3n2?io6b.T H — x 7 , 
2 

Deuxième travée.. . Y (x) = o,i2"f^b2—o,622414bx-h~x2, 

Troisième travée. . . ¥{x) — 0 , 1 3 0 9 2 7 6 ' — n , 6 2 6 8 6 2 bx-h ^x'(*). 

On rappe l le ici les v a l e u r s t r o u v é e s au n" 4.3 ( d e u x i è m e 

exemple), p o u r l es absc i s se s x,, x2 des po in t s o ù X et F(x) 

s 'annulent : 

Première travée x, — o, x2 = o,-jt\%Ç>\b; 
Deuxième travée x, — 0 , 2 0 7 2 6 c , x, = o , 7 8 8 6 0 c ; 

Troisième travée x , = 0 , 2 1 2 4 1 c, x-< = 0 , 7 8 8 9 7 c . 

Ces valeurs on t é t é fourn ies par le t ab l eau VI . 

Les t ab leaux VI I I et I X n o u s f o u r n i s s e n t e n s u i t e l es a b 

scisses x', x", x'", x", déjà d o n n é e s à t i t r e d ' e x e m p l e (n° 18) : 

Première travée, 

x' = x" = x'" — o, x" — 0 , 8 7 9 9 5 b. 

Deuxième travée. 

x' = o, 1 2 4 7 5 c , x" — 0 , 2 1 7 3 g c, 

x"= [1—0,21133)0 = 0 , 7 8 8 6 7 1 - , x1' = o ,88o56 e. 

( * ) Il e s t e s s e n t i e l d e n e p a s o u b l i e r q u e , d a n s c h a q u e t r a y é e , l e s a b s c i s s e s 

sont c o m p t é e s à p a r t i r d u c o m m e n c e m e n t d e l a t r a v é e : l e n u m é r o t a g e d e s 

a p p u i s e t d e s t r a v é e s é t a n t f a i t c o m m e i l e s t d i t d a n s l e s p r é l i m i n a i r e s d u 

c h a p i t r e d e u x i è m e ( n u 3 0 % l ' o r i g i n e d e s r s e r a e n A m _ , p o u r l a t r a v é e A m _ , A . m . 

i 5 . 
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Deuxième travée. ' fj^x) — 

ù3{x) = 

= O, 1 5 2 3 2 2 b* 0 , 7 1 3o/±L\.bx + 1 X1, 

— 0 , 0 6 1 1 9 2 / ) ' — 0 , 5 3 7 6 8 7 bx - j - - X1, 

- 0 , 0 9 2 2 9 8 / ) ' — o , f i 5 2 i 5 8 6 ^ 

Î
ft [x) — ci, i 7 0 . 3 3 3 b2— 0 , 7 3 0 2 8 6 / 1 . 2 7 + - x', 

f.,[x) = 0 , 0 4 3 3 7 , 3 b2— 0 , 5 2 0 7 9 8 / » ^ -h-x'-. 

A., (x) = 0 , 0 7 2 5 7 6 / ) ' — o , 6 3 1 1 2 1 fi.r + 

N o u s e n d é d u i r o n s i m m é d i a t e m e n t , par les relations ( 3 , 

et ( 4 ) d e s n° 5 26 e t 27 : 

Première travée. 

fi(x) = F(x)— ty3{x) — 0 , 0 9 2 2 9 9 / ) ^ ( * ) , 

dii(x) — F(x) —fi[x) — — 0 , 0 2 4 6 2 8 / ) ^ : . 

( * ) L e s f o n c t i o n s fa(z) d a n s l a p r e m i è r e t r a v é e e t tps ( . r ) d a n s l a second? 

r é p o n d e n t à u n e m ê m e s u r c h a r g e , c e l l e d e s t r a v é e s d e r a n g p a i r . La première 

l ' o n c t i o n d e v i e r t L é g a l e à O j O O / i y g g i 1 p o u r JC = e t l a s e c o n d e é g a l e à o ^ g j ' ^ é ' 

p o u r : r = o : c e s d e u x v a l e u r s d e v r a i e n t ê t r e é g a l e s , c a r e l l e s représentent 

t o u t e s d e u x p X J ' 4 " . L a d i f f é r e n c e d e 0,000001 b1
 q u ' o n t r o u v e i c i ( e t quelques 

a u t r e s d u m ê m e o r d r e , q u ' u n p o u r r a r e m a r q u e r ) t i e n t à l ' i n f l u e n c e des déci

m a l e s n é g l i g é e s . 

Troisième travée. 

x'— O, I 2 o 4 l C, x" = O , 2 1 1 7 6 C , 

x"'=[i — 0 , 2 1 i 3 6 ) e = 0 , 7 8 8 6 4 c , x,v
 = 0 , 8 7 9 9 4 c. 

Main tenan t n o u s p r e n d r o n s d a n s le F o r m u l a i r e les résultats 

c i - d e s s o u s : 

( fb(x) = — 0 , 3 4 7 6 7 8 b x -t- ^ x', 

Première travée... < 

j tys(x) = — o,L\6t\.6o5bx H — x-. 
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Deuxième travée. 

j\(x) = tys{x) = V{x) — f t [ x ) — o , o 6 6 5 o 2 Ô 3 — 0 , 0 8 4 7 2 7 6 . 3 7 , 

f,[x) = F{x) — = o , o 3 5 3 g 5 6 2 — 0 , 0 2 9 7 4 4 6 ^ , 

ft(x) = ^ , ( ^ E ) = F{x) —/ (x) — — 0 , 0 2 4 6 2 8 6 ' + o ,ogo63o bx, 

J j 2 ( x ) = f s ( x ) , tyt(x)=f>[x). 

Troisième travée. 

f,{x)= <\)s(x) = ¥{x) —fs(x) = 0 , 0 8 7 5 5 4 e 2 — o , i o 5 o 6 4 bx, 

f3[x) = ¥(x) — $i[x) = o ,o5835i b2 -+- o,oo5i5gbx, 

f,[x) = ty:(x) = 'F(x)—f,(x) — — o , o 3 g 4 o 6 fi3 + o, 1 0 4 4 2 4 6 ^ ' , 

S'il y avait u n p l u s g rand n o m b r e de t r a v é e s , l e s m ê m e s 

calculs se r é p é t e r a i e n t u n p l u s g r a n d n o m b r e de l'ois, m a i s 

sans plus de difficulté n i d e c o m p l i c a t i o n , a u t a n t du m o i n s 

qu'on res te ra i t dans l es l i m i t e s de n o s t a b l e a u x n u m é r i q u e s . 

On possède m a i n t e n a n t t o u s l es é l é m e n t s n é c e s s a i r e s p o u r 

écrire les é q u a t i o n s de la l i m i t e en g r a n d e u r a b s o l u e X'", s u i 

vant ce qu i a é t é di t au n° 5 5 . Voic i l es r é s u l t a t s : 

Première travée. 

Depuis x = o, j u s q u ' à x = x,= 0 , 7 4 4 6 1 b, 

X " ' = ( o , 3 7 2 3 o 6 / 7 + o , 4 6 4 6 o 5 p ' } bx — ~ (p + p') x2; 

Depuis x = 0 , 7 4 4 6 1 b, j u s q u ' à x == x"= o , 8 7 g g 5 b , 

X'"-— ( — 0 , 3 7 2 3 9 6 / } + 0 , 0 9 2 2 9 9 / » ' ) bx + ^Px2'i 

Depuis x = o , 8 7 g g 5 b , j u s q u ' à x = b, 

X " ' = — ( 0 , 3 7 2 3 0 6 / 7 -4 - 0 , 3 4 7 6 7 8 p')bx + -{p+p')x\ 
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Deuxième travée. 

D e p u i s x =. o, j u s q u ' à x = x' = o,ii^n$cf 

X"'' = ( o , I 2 y 6 o , 4 p + O, I 5 2 3 2 2 ^ ' ) 6 2 

— ( 0 , 6 2 2 4 . 1 4 / ' •+- o , 7 i 3 o 4 4 / » ' ] bx - 4 - ~{p + 

D e p u i s .r = 0 , 1 2 4 7 5 c, j u s q u ' à .r = x, — 0 , 2 0 7 2 6 e , 

X"' = ( 0 , 1 2 7 6 9 4 / 3 + o , o 6 6 5 o 2 p ' ] 6 2 

— ( o , 6 2 2 4 i 4 / > -h 0 , 0 8 4 7 2 7 p ' ) bx - 4 - - ^ c r 2 ; 

D e p u i s a; — 0 , 2 0 7 2 6 c , j u s q u ' à x = x" — 0 , 2 1 7 3 9 ? ; , 

X'" = — (o, 1 2 7 6 9 4 p -r- 0 , 0 6 1 1 9 2 / » ' ) <V 

- 4 - ( 0 , 6 2 2 4 1 4 / ' + 0 , 5 3 7 6 8 7 / / ) 6 x — - • ( / > + / ? ' ) 

D e p u i s a; = 0 , 2 1 7 3 9 c - , j u s q u ' à a; = . r 2 - = 0 ,788130c , 

X " ' = — ( 0 , 1 2 7 6 9 4 / > - 4 - 0 , 0 9 2 2 9 8 p ' ) b2 

•+• ( 0 , 6 2 2 4 1 4 / ' -+- o , 6 5 2 i 5 8 p ' ) bx — -(/>-+- p')x'\ 

D e p u i s :r — 0 , 7 8 8 6 0 c , j u s q u ' à x — x" — 0 , 7 8 8 6 7 c, 

X " ' = (o, 1 2 7 6 9 4 / » -4 - o , o 3 5 3 g 5 / > ' ) b-

— ( 0 , 6 2 2 4 \^p — 0 , 0 2 9 7 4 4 p ' )bx - j - - / > # ! ( * ) ; 

D e p u i s x = 0 , 7 8 8 6 7 c, j u s q u ' à x = 2 : " ' = o,88o56 c, 

X " ' = (o, 1 2 7 6 9 4 / 1 — 0 , 0 2 4 6 2 8 p ' ) b-

— [ o , 6 2 2 4 i 4 / 3 — o , o g o 6 3 o p ' ) bx + -px-; 

D e p u i s x — o,88o56 c, j u s q u ' à x — c, 

X " ' = ( 0 , 1 2 7 6 9 4 p -+ - 0 , 0 6 1 1 9 2 . p ' ) b-

— ( o , 6 2 2 4 i 4 p + - o , 5 3 7 6 8 7 />')6 . z - -4 - ^(p^rp')x'-

( « ) C e t t e é q u a t i o n , a p p l i c a b l e à u n e t r a c t i o n p r e s q u e i m p e r c e p t i b l e 1 

t r a v é e ( o ' " , o o 7 s u r u n e l r a \ e e d e i o o m è t r e s ) , n ' e s t d o n n é e i c i «pie p o u ' 

m o i r e . 
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* ) C o t t e é q u a t i o n p o u r r a i t e n c o r e ê t r e n é g l i g é e d a n s la p r a t i q u e , p u i s -

1" e l l e s ' a p p l i q u e à 0 , 0 0 0 6 3 ( e n v i r o n d e l a t r a v é e s e u l e m e n t . 

) O b s e r v a t i o n a n a l o g u e . 

Troisième travée. 

Depuis x = o, j u s q u ' à x = x'— 0 , 1 2 0 4 1 c, 

X'" = (o, 1 3 0 9 2 7 p 4 - o, 1 7 o 3 3 3 / > ' ] 6 2 

— ( 0 , 6 2 5 8 6 2 p 4 - 0 , 7 3 0 2 8 6 / ? ' )bx + - [p + p' ) x2; 

Depuis x — o, 1 2 0 4 1 c, j u s q u ' à x = x"•=• 0 , 2 1 1 7 6 c, 

X " ' = ( 0 , 1 3 0 9 2 7 p 4 - 0 , 0 8 7 5 5 4 / ? ' ) 6* 

• — ( 0 , 6 2 5 8 6 2 p 4 - o, i o 5 o 6 4 p ' ) bx -\- -px2; 

Depuis x = 0 , 2 1 1 7 6 c, j u s q u ' à x = = 0 , 2 1 2 4 1 c, 

X " ' = (o, 1 3 0 9 2 7 p 4 - o , o5835 ip ' ) b' 

— ( 0 , 6 2 5 8 6 2 p — 0 , 0 0 5 2 5 9 / / ) bx H — px'2 ( * ) ; 

Depuis x — 0 , 2 1 2 4 1 c, j u s q u ' à a; = a:'" — 0 , 7 8 8 6 4 c , 

X"' = — ( 0 , 1 3 0 9 2 7 p 4 - 0 , 0 7 2 5 7 6 / / ) b-

4 - ( 0 , 6 2 5 8 6 2 / 7 + o ,63 i 1 2 1 / ) ' ) è x — ^ (p -hp' ) x1 ; 

Depuis x = 0 , 7 8 8 6 4 c, j u s q u ' à x = x,— 0 , 7 8 8 9 7 c, 

X"' = — (o, 1 3 0 9 2 7 p + i), 1 7 o 3 3 3 p' ) 6 1 

4 - ( 0 , 6 2 5 8 6 2 p + 0 , 7 3 o î 8 6 / ) ' ) bx — ^ ( / > 4 - p ' ) x ' ( ** ) ; 

Depuis x — 0 , 7 8 8 9 7 c, j u s q u ' à x — x " = 0 , 8 7 9 9 4 c, 

X " ' = ( 0 , 1 . 3 0 9 2 7 / ) — n , o 3 g 4 o 6 / > ' ) 6 ! 

— ( 0 , 6 2 5 8 6 2 / ; — 0 , 1 0 4 4 2 . 4 p ' ) b x 4 - -px2; 

Depuis x — 0 , 8 7 9 9 4 c , j u s q u ' à x = c, 

X"' = (o, 1 3 0 9 2 7 p 4 - 0 , 0 4 3 3 7 3 p ' ) b " -

— ( 0 , 6 2 5 8 6 2 ^ 9 4 - 0 , 5 2 0 7 9 8 p ' ) bx 4 - - (p 4 - p' ) x-. 
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( * ) O n f e r a b i e n d ' e m p l o y e r p o u r c e t t e é v a l u a t i o n l ' é c h e l l e , r e m p l a ç a n t une 

r è g l e g r a d u é e , q u i s e t r o u v e a u b a s d e c h a q u e p l a n c h e , a f i n d ' é v i t e r o u d'atté

n u e r l ' e v r e u r p r o d u i t e p a r l e r e t r a i t d u p a p i e r ^ p r è . s l ' i m p r e s s i o n . 

5 7 . Représentation graphique de la limite X'" dans l'exemple 

précédent. — Sur u n e d ro i t e ho r i zon ta l e 0123 (Pl. 17 de l'Atlas, 

fig- 4')> ° n a p r i s ' e s i n t e r v a l l e s 0 - 1 , 1-2, 2 - 3 respectivement 

égaux à o m , i o o , o m , i 2 5 , o m , i 2 5 , p o u r r e p r é s e n t e r les trois tra

vées d o n t les l o n g u e u r s s o n t b, c, c; e n d e s s o u s de cette 

l igne , c o n s i d é r é e c o m m e a x e des a b s c i s s e s , on a porté en 

X / / ; 

o r d o n n é e s ce q u e d e v i e n n e n t les r a p p o r t s dans l'hypo

t h è s e p' = o : on a ainsi o b t e n u la c o u r b e , ou p lu tô t polygone 

c u r v i l i g n e , OBCDEFGII IKLM, q u i r e p r é s e n t e p o u r la demi-
F (x) 

p o u t r e la sé r i e d e va l eu r s de ~ ^ ^ > a b s t r a c t i o n faite du signe. 

L e s p o i n t s 0 , C, E , G, I , L n e son t a u t r e s q u e ceux qui se 

r a p p o r t e n t a u x absc i s se s x,, x2 dans c h a q u e t r a v é e . De même, 

on a p o r t é a u - d e s s u s de l 'axe d e s absc i s se s ce q u e devient 

dans l ' h y p o t h è s e ¿1 = 0 , en n e p r e n a n t q u e la portion 

^ X " 
de X'" s p é c i a l e m e n t d u e à p' ; c ' e s t - à -d i r e ^ entre les 

X ' P 

absc i s se s xt et x, de c h a q u e t r a v é e , e t —n- dans le surplus 

p' b2 

(n° 53 ) . On a o b t e n u a ins i u n a u t r e p o l y g o n e c o m p o s é de por

t i o n s d ro i t e s e t d 'a rcs d e p a r a b o l e , c o m m e n ç a n t également 

s u r la c u l é e 0 et f inissant en N , a u - d e s s u s de la t ro is ième pile. 

L ' é c h e l l e d e s o r d o n n é e s es t d e o m , 5 o p o u r le rapport 1 : 

X ' 
a ins i , pa r e x e m p l e , au p o i n t 3 , le r a p p o r t -—^ > q u e l'on doit 

c o m p t e r en o r d o n n é e a u - d e s s u s d e l ' axe , a p o u r grandeur 

r é e l l e 0 , 1 7 3 6 ; s o n o r d o n n é e r e p r é s e n t a t i v e es t o m , o868 . 

D ' a p r è s la m a n i è r e don t la f igure a é t é cons t ru i t e , si l'on 

v e u t d é t e r m i n e r X'" à l 'aide d e c e t t e f igure , en u n point quel

c o n q u e de la p i è c e , cela se ra b i e n facile : o n cherchera d'abord 

ce p o i n t s u r l ' axe des x, d ' a p r è s le r a p p o r t e n t r e la longueur 

effective d e la t r a v é e qu i le c o n t i e n t e t sa d i s tance à l'un des 

a p p u i s ; e n s u i t e , p o u r ce p o i n t d e l ' axe , o n évaluera, en frac

t i ons d u m è t r e , l es g r a n d e u r s r é e l l e s s u r le dess in (*), de l'or-
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donnée / ' en d e s s o u s , e t de l ' o r d o n n é e y" en d e s s u s ; enf in 

l'on posera 

La figure n e s u p p o s e d o n c a u c u n e v a l e u r p a r t i c u l i è r e des 

données b, p, p', et se rv i ra t o u j o u r s , p o u r v u q u e la p o u t r e ai t 

six travées, et q u e le r a p p o r t è d e s t r a v é e s i n t e r m é d i a i r e s e t 

de rive soit égal à i , a 5 . 

La m ê m e figure m e t en é v i d e n c e p l u s i e u r s m á x i m a par l e s 

quels passe la fonc t ion X'" et qu ' i l se ra i t facile de d é t e r m i n e r 

directement d ' après les e x p r e s s i o n s s u c c e s s i v e s p r é c é d e m m e n t 

données (n° fifi) d e c e t t e f o n c t i o n . On r e m a r q u e : 

iD Trois máx ima s u r l e s p o i n t s d ' a p p u i , savoi r : 

(o, 1 2 7 7 p -H o, 1 5 2 3 p ' ) b2, s u r la i r 0 p i l e , 

( o , i 3 o g / ? + o, 1 7 0 3 / 3 ' ) b2, s u r la 2= p i l e , 

( 0 , 1 2 9 8 / ? - 4 - 0 , 1 7 3 6 / / ) h"-, s u r la 3 e p i l e . 

1" Trois m á x i m a dans l ' i n t e rva l l e d e s p o i n t s d ' a p p u i . Ici l es 

máxima d e s c o u r b e s s u p é r i e u r e et i n f é r i e u r e n e c o ï n c i d e n t 

pas r i g o u r e u s e m e n t , e t en c o n s é q u e n c e les m á x i m a d e X'" 

pourraient va r ie r u n p e u en p o s i t i o n e t en g r a n d e u r avec le 

rappor t^ ; mais on a u n e a p p r o x i m a t i o n suff isante ( e t e n t o u t 

cas une l imite s u p é r i e u r e ) e n faisant la s o m m e d e s m á x i m a 

partiels a u - d e s s o u s et a u - d e s s u s de l ' axe des a b s c i s s e s . On 

trouve ainsi : 

( o , o 6 g 3 / ? + o, 1 0 7 g / ? ' ) b2, v e r s le m i l i e u de la i r " t r a v é e , 

( 0 , 0 6 6 0 p •+- o, 1 2 0 4 p ' ) b', » » a e t r a v é e , 

( o , o 6 4 g / J - 4 - o , 1 'J.ijh>p' ) b', » » 3 e t r a v é e . 

Les co tes m i s e s à c ô t é des o r d o n n é e s e x p r i m e n t le d o u b l e 

de leur g r a n d e u r r ée l l e su r le d e s s i n , en fract ion du m è t r e : 

ce sont donc ces c o t e s e l l e s - m ê m e s ( et n o n l e u r d o u b l e ) qu ' i l 

faut mul t ip l ie r par pb2 ou p'b2, p o u r avoir les m o m e n t s c o r 

respondants. L e s d i s t a n c e s h o r i z o n t a l e s son t c o t é e s en m i l l i 

mètres et f rac t ions du m i l l i m è t r e : e n les d iv isan t par 1 0 0 , on 

aurait l eurs r a p p o r t s à la l o n g u e u r d ' u n e t ravée d e r ive . 
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On sait q u e les l im i t e s pos i t ive e t n é g a t i v e X ' e t X " changent 

d e forme q u a t r e fois dans c h a q u e t r a v é e i n t e rméd ia i r e , q u a n d 
l ' absc isse x pas se par les vale u r*s OC y OC j OC y oc 

I V : la limite X 

do i t d o n c c h a n g e r en m ê m e t e m p s . Mais de p lus on sait que 

X ' se r e m p l a c e par — X " dans l ' e x p r e s s i o n de celle-ci, ou 

i n v e r s e m e n t , l o r s q u e x d e v i e n t égal à x t ou à x 2 ; ainsi cela 

fait en t o u t s i x c h a n g e m e n t s de f o r m e p o u r X'", c 'est-à-dire 
s e p t fo rmes d i f fé ren tes d e la fonct ion d e x qu i en donne les 

v a l e u r s . L e p o l y g o n e m i x t i l i g n e r e p r é s e n t a n t la portion de X" 

s p é c i a l e m e n t p r o d u i t e par la s u r c h a r g e doi t donc en général se 

c o m p o s e r de s e p t l ignes d r o i t e s ou arcs de parabole . T o u t e 
fois, c o n f o r m é m e n t à u n e r e m a r q u e déjà faite (n° hk), il arr ive 
s o u v e n t qu ' i l y a égal i té a p p r o x i m a t i v e e n t r e x x et x", d'une 
p a r t , X i e t x ' " , d ' au t r e p a r t ; le fait se p r o d u i t sur tout quand 

â es t vois in de i , t ou de 1 , 2 ; a lors l e s différences x , — x", 

x?— x'" d e v e n a n t t rop faibles p o u r ê t r e r e p r é s e n t é e s à l ' é c h e l l e 
c i -dessus d é l i n i e , l es s e p t l ignes son t r é d u i t e s à six ou m ê m e 
à c i nq . C'est ce qu i es t a r r ivé n o t a m m e n t dans la Jig. /¡1, 

d e u x i è m e et t r o i s i è m e t r a v é e s : p o u r la d e u x i è m e on a 

x ' " — X i = 0 , 0 0 0 0 7 c, 

et p o u r la t r o i s i è m e 

x t — x" = o , o o o ( j 5 c, x , — x'" — 0 , 0 0 0 3 3 c ; 

et a t t e n d u q u e la l o n g u e u r c es t r e p r é s e n t é e par 1 2 3 m i l l i 
m è t r e s , on au ra i t r e s p e c t i v e m e n t p o u r ces t rois différences 

o" 1 , u , oog , o ' " m , o 8 r , o""" ,o4i . 

La p lus g r a n d e n ' a t t e i n d r a i t pas -r1, de m i l l i m è t r e , distance trop 

faible p o u r qu ' i l y e û t pos s ib i l i t é de la dess ine r clairement,' 

N o u s a v o n s d o n c a d o p t é le par t i de s u p p r i m e r une des deux 

o r d o n n é e s qu i r é p o n d e n t à d e s a b s c i s s e s auss i peu éloignées 

l ' u n e de l ' a u t r e , et n o u s a v o n s i n sc r i t d e u x cotes à côté de 

l ' o r d o n n é e u n i q u e q u i l es r e m p l a c e . C o m m e d'ailleurs ces 

d e u x co tes s o n t t o u j o u r s éga les ou p r e s q u e égales, cette sim

plif icat ion n e saura i t e n t r a î n e r d ' e r r e u r appréc iab le en pra

t i q u e . 
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* ) La Jïg. 10 s e t r o u v e d a n s l a Pl. A , à l a l i n d u v o l u m e ; l e s a u t r e s f o r 

ment l e s v i n g t - q u a t r e p l a n c h e s d e l ' A t l a s . 

Le terme du s e c o n d d e g r é dans X'" e s t - y y . r 2 o u -p'x1, s u i 

vant qu 'on a p' — o ou p — o. T o u s les arcs d e p a r a b o l e de la 

fig. !\i auraient d o n c p o u r é q u a t i o n c o m m u n e 

_ - r ' 
1 ~~ Tb~ ' 

si on les rappor ta i t à la t a n g e n t e au s o m m e t et à l 'axe p r i n c i 

pal, pris r e s p e c t i v e m e n t p o u r axes d e s x et des y. O r , u n e 

longueur de o" , i r e p r é s e n t e b s u r l e d e s s i n ; e n o u t r e , l e s 

ordonnées / son t r é d u i t e s à m o i t i é : d o n c , en a p p e l a n t x' e t y' 

les coordonnées m e s u r é e s s u r le d e s s i n , p e n d a n t q u e x et y 

seraient les g r a n d e u r s n a t u r e l l e s c o r r e s p o n d a n t e s , on aura 

x , 1 

éliminante et y, il v i e n t p o u r l ' é q u a t i o n c o m m u n e de t o u t e s 

les paraboles du d e s s i n 

x'' ~ 0 , 0 / | y ' . 

Tous ces arcs d e p a r a b o l e p e u v e n t d o n c ê t r e t r a c é s avec u n 

même pat ron, a p p a r t e n a n t à u n e pa r abo l e de om,o\ de p a r a 

mètre. Cette p a r a b o l e aura i t o , n , o i p o u r d i s tance d u foyer au 

sommet : o u b i e n e n c o r e ce serai t u n e pa rabo le de o m , 1 6 de 

corde s u r o m , i 6 d e f l è c h e . 

58. Formulaire graphique, i" pour la poutre à deux travées 

égales, 2" pour les poutres de trois à sept travées inclusive

ment, le rapport d entre les longueurs des travées intermé

diaires et de rive pouvant prendre les huit valeurs 

0 ,7 , o,8, 0 , 9 , 1 , 0 , 1 , 2 , i , 2 5 , i ,3. 

— Ce F o r m u l a i r e c o n s i s t e u n i q u e m e n t dans la r é u n i o n d ' u n 

certain n o m b r e de figures po r t an t les n o s 1 0 à oo (*), e t c o n 

struites su ivant la m é t h o d e q u ' o n v i e n t d ' e x p l i q u e r (n° 57) à 

l'occasion de la f i g . 4 i •• n o u s avons d o n c dû c o m m e n c e r par 
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r e c h e r c h e r l e s é q u a t i o n s de la l i m i t e X"', c o m m e au n° 56, et 

par la r é p é t i t i o n de ca lcu l s en t o u t po in t s emb lab l e s , que nous 

avons e u soin de faire m a r c h e r p a r a l l è l e m e n t pour les huit 

r appo r t s S, afin d ' é c o n o m i s e r le t e m p s . Q u a n t à la poutre a 

d e u x t r avées éga les , q u i n e p e u t ê t r e t r a i t é e de la même ma

n i è r e , on t r o u v e r a s o n calcul u n p e u p l u s lo in . 

Ces f igures suff isent , c o m m e on l'a m o n t r é (n° 57), poui 

avoir X'" en fonc t ion de b, p, p'. 

El l e s son t t o u t e s c o n s t r u i t e s à la m ê m e échel le de o m , ion 

p o u r r e p r é s e n t e r la l o n g u e u r b des t r a v é e s d e r ive , et de o™,5 

p o u r r e p r é s e n t e r le rapport i e n o r d o n n é e vert icale; elles 

d o n n e n t l ieu (Tail leurs aux m ê m e s o b s e r v a t i o n s q u e \afig. j i . 

N o u s n o u s s o m m e s a r r ê t é au chiffre d e s ep t travées, paire 

q u e les p o u t r e s de h u i t t r a v é e s o u p l u s c o m m e n c e n t à consti

t u e r l ' e x c e p t i o n , et q u e ce l les de t r o i s , q u a t r e ou cinq travées 

s o n t de b e a u c o u p les p l u s o r d i n a i r e s ; m a i s si l 'on voulait pro

l o n g e r ce t t e r e p r é s e n t a t i o n g r a p h i q u e j u s q u ' à douze travées, 

en a d o p t a n t t o u j o u r s les m ê m e s v a l e u r s de S, on y parvien

drai t sans b e a u c o u p d e p e i n e à l 'a ide des tableaux numé

r i q u e s V à X I , a ins i q u e d u F o r m u l a i r e ana ly t ique donné à la 

fin d e cet o u v r a g e , qu i r e n f e r m e n t t o u s les principaux élé

m e n t s à ca lcu le r , e t n e l a i s sen t à faire q u e d e s opérations d'a

r i t h m é t i q u e t r è s - s i m p l e s . On p o u r r a i t auss i recour i r aux ta

b l e a u x X I I et X I I I d o n t n o u s a l lons p a r l e r main tenant . 

C o m m e on l'a c o n s t a t é au n° 57 s u r u n e x e m p l e particulier, 

et c o m m e on le voit d ' a i l l eu r s en p a r c o u r a n t les diverses 

f igures d e l 'At las , il y a ve r s le m i l i e u de c h a q u e travée un 

m a x i m u m des m o m e n t s f l éch issan ts dus à la surcharge. Pour 

c o m p l é t e r les r e n s e i g n e m e n t s déjà d o n n é s , n o u s avons forme 

les t a b l e a u x X I I et X I I I (voira la fin du chap i t re deuxième , 

où l 'on t r o u v e les a b s c i s s e s xv e t les o r d o n n é e s G.p'b'[ev. 

va leu r a b s o l u e ) de ces rnax ima . L e s a b s c i s s e s x7 sont définies 

par l eu r r a p p o r t à la l o n g u e u r d e la t r a v é e correspondante: 

e l l e s se c o m p t e n t à p a r t i r de l ' o r ig ine de chaque travée: 

a ins i , dans la t r avée A m _ , A m , l e u r p o i n t de dépar t est A„-i. 

Enf in , n o u s n o u s s o m m e s c o n t e n t é , c o m m e toujours , de four

nir l es r é s u l t a t s re la t i fs a la p r e m i è r e m o i t i é de la poutre. 

L e s absc i s se s xy p e u v e n t é g a l e m e n t se d é d u i r e de notre 
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Formulaire a n a l y t i q u e . Sauf d e ra res e x c e p t i o n s , les max ima 

dont nous n o u s o c c u p o n s s o n t négat i fs e t a p p a r t i e n n e n t à la 

f o n c t i o n p'àfx), don t o n t r o u v e dans l e F o r m u l a i r e l ' e x p r e s 

sion 

le maximum s ' ob t i en t d o n c en faisant x=Qb = x", et le 

coefficient G a p o u r va l eu r c o r r e s p o n d a n t e 

Il y a e x c e p t i o n , dans la s e c o n d e t r a v é e , p o u r les p o u t r e s à 

cinq t ravées , l o r s q u e à es t égal à 0 , 7 , p a r c e q u e le m a x i m u m 

k']i,[x) t o m b e en d e h o r s des l i m i t e s x", x'", e n t r e l e s q u e l l e s 

s'applique ce t t e f o n c t i o n . D a n s la t r a v é e c e n t r a l e d ' u n e p o u t r e 

a trois t r avées , è é t an t égal à 0 , 7 ou à 0 , 8 , le m a x i m u m en 

question n ' a p p a r t i e n t pas à 4^(2; ) , ma i s b i e n k f,[x); c e p e n 

dant s a pos i t ion r é p o n d à la m ê m e absc i s s e , qu i es t ce l l e d u 

m i l i e u de la t r a v é e . 

L e s t ab leaux X I I et X I I I font, c o n n a î t r e xy et G p o u r t o u t e s 

les poutres de t ro i s à d o u z e t r a v é e s , le r a p p o r t S c o n s e r v a n t 

t o u j o u r s l es h u i t v a l e u r s p r é c é d e m m e n t a d o p t é e s . E t m ô m e , 

en vertu d ' o b s e r v a t i o n s déjà faites à p r o p o s d u tab leau V I I 

n° 4 3 ) , il es t app l icab le au m o i n s a p p r o x i m a t i v e m e n t , q u e l q u e 

soit le n o m b r e d e s t r a v é e s : d a n s c h a q u e t r avée d o n t le r ang 

n'atteint pas 7 , o n p r e n d r a i t l e s r é s u l t a t s fourn i s p a r les d e u x 

t a b l e a u x , en rega rd du n o m b r e n des t r a v é e s , si c e n o m b r e 

s') t rouve insc r i t p o u r la t r a v é e d o n t on s ' o c c u p e ; e t s'il d é 

passe le d e r n i e r n o m b r e in sc r i t , on p r e n d r a les r é s u l t a t s r e l a 

tifs à ce d e r n i e r n o m b r e . Dans t o u t e s les t r avées d o n t le r ang 

m est au m o i n s 7 , le n o m b r e /1 a t t e i gnan t ou d é p a s s a n t i 3 , 

on pourra c o n s i d é r e r l e s r é s u l t a t s c o m m e é ga ux à l e u r s l i m i t e s 

pour m et n inf inis , car la d i f fé rence est déjà faible dans la 

sixième t r avée d ' u n e p o u t r e à d o u z e t r a v é e s . 

Quant à ces l i m i t e s , o n les o b t i e n t en r e m a r q u a n t q u e , d 'a 

p r è s les f o r m u l e s du n D 49 , l es l i m i t e s c o r r e s p o n d a n t e s des 

G — - &— a. 
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59. Remarque sur une ordonnée particulière des courbes représen
tant les limites X ' , X" dans la seconde travée. — Il est assez remar

quable que les va leurs de X ' et X" au point ayan t pour abscisse x", dai-

la seconde t ravée , sont cons tan tes , quel que soit le nombre « des tra\ée> 

rie la p o u t r e . La m ê m e propr ié té s ' é t end , comme conséquence immédiate, 

au m o m e n t X dû à la charge p e r m a n e n t e . 

La l imite X ' répond , p o u r ce point considéré comme appartenant a 1 

région ( x " , x'"), à la su rcha rge do toutes les t ravées impaires (nD 36. 

Or (n° 19) les su r cha rges sur les 3 e, 5 e , 7 " , . . . t ravées donneront un 

m o m e n t nul en ce point : X ' se r édu i t donc à ce que produit la surcharge 

de la p remiè re t r avée . On ve r r a i t de m ê m e que X" se réduit au momen: 

q u e donne la su rcha rge de la seconde t r avée . 

Maintenant , si la p r e m i è r e t r avée est seule su rchargée , on a (n° 18 

et par sui te 

x , = ^ x , 

Le momen t en u n point que lconque de la seconde travée, répondant t 

l 'abscisse x comptée depuis l 'or igine A, de cet te travée, sera donc (r.°1 

m o m e n t s s u r l e s a p p u i s Am_i, A„, s o n t ~ p'frà'1 : il en résulte 

'24-
q u ' o n a 

lim ^ ( x ) = b'ô'— ^ x(bo— x), 

e t p a r s u i t e 

1 xw 

M m xy=-bà o u l i m - = o , 5 , 
2 c 

lim G — [ ~ V I ô 2 = - " - ô 2 . 
\ 8 2 4 / 1 2 

L a d e r n i è r e f o r m u l e c o n d u i t a u x h u i t v a l e u r s c i - d e s s o u s de 

l i m G , q u a n d 3 e s t l ' u n d e s n o m b r e s q u e n o u s a v o n s choisis 

0 , 0 4 0 8 , o , o 5 3 3 , 0 , 0 6 7 5 , o ,o833, 

0 , 1 0 0 8 , 0 , 1 2 0 0 , o , i 3 o 2 , o , i 4 o 8 . 
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f attendu que l 'abscisse x" a pour va leur 

<3 

x" = c —^li

on aura pour la l imite X ' , au point que définit ce t te abscisse, 

X = ' — u ,H — lu , — u ,, ) 
I . , , « , « , , — u, u 

— —, p o" — - -,— 
4 "„ ( «, — », 

Or. les équations qui dé t e rminen t la série des u (n° 31 ) donnent 

a ( i + (5i 
= I , / / A : 

2 ( I 4- à ) Il 

• ; - u.. , — "•„ , — -SR : 

donc la valeur ci-dessus de X ' au poin t (x") dev ien t 

x , _ ^ P ' b 1

 = i>'V 

4 S («, — », ) 4 ( 3 ^ 4 - 2 ) 

formule indépendante do n . 

Pour avoir X" au m ê m e point , nous devons supposer la surcharge s u r 

la seconde t ravée seule : un calcul déjà fait au n° 20 nous donne alors 

a V _ _ B(i — 6) 

p ' c ' " 9(l + pf 

Si l'on substitue dans cet te de rn i è re valeur 

B = - ^ i = - , 
«, 2 ( i 4 - Sj 

il vient finalement. 

i 3 0 • 

formule également i ndépendan te du n o m b r e ti des t ravées . 

60. Résumé succinct des paragraphes précédents ; guide pra* 

tique.— P a s s o n s m a i n t e n a n t b r i è v e m e n t , en r e v u e et p o s o n s 

comme c o n c l u s i o n d e la t h é o r i e e x p o s é e dans les §§ I à V, la 

série d ' o p é r a t i o n s qu ' i l faudra i t e x é c u t e r p o u r r é s o u d r e le p ro 

blème qui fait l 'ob je t de ce c h a p i t r e , savoir : 
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E t a n t d o n n é e u n e p o u t r e s y m é t r i q u e , à t r avées intermé

d ia i res éga les , p o s é e s u r d e s a p p u i s au m ê m e niveau, et de

vant s u p p o r t e r : i° u n e c h a r g e p e r m a n e n t e un i fo rme sur sa lon

g u e u r e n t i è r e ; 2 0 u n e s u r c h a r g e s ' é t e n d a n t su r un nombre 

a rb i t r a i r e de t r a v é e s , m a i s ayan t s u r l e s t r avées qu'elle re

c o u v r e u n e r é p a r t i t i o n é g a l e m e n t u n i f o r m e ; on demande : 

L e m o m e n t f léch issan t X dû à l ' ac t ion i so lée de la charge 

p e r m a n e n t e , en t o u t p o i n t d e la p o u t r e ; 

L e s l i m i t e s , pos i t i ve et n é g a t i v e , X ' e t X " , des moments que 

p e u v e n t p r o d u i r e en ce m ê m e p o i n t l es d ive r ses combinaisons 

de s u r c h a r g e , ag issan t à l ' exc lu s ion de la charge permanente; 

La l imi te X " des va l eu r s a b s o l u e s q u e p e u t prendre le mo

m e n t f l éch issan t , au m ê m e p o i n t , s o u s l ' ac t ion simultanée de 

la cha rge p e r m a n e n t e et de la s u r c h a r g e , celle-ci passant suc

c e s s i v e m e n t par t o u s les é ta t s qu ' i l es t p e r m i s de lui attribuer. 

Dans l ' e x p o s é c i - a p r è s , n o u s r a p p e l o n s t ou t e la solution, 

c o m m e si le r appor t § e n t r e les l o n g u e u r s d ' u n e travée inter

m é d i a i r e e t d ' u n e t r a v é e d e r ive n e figurait pas parmi les huit 

n o m b r e s 

° ,7> °> 8 > °»9» I >>> ' > 2 > ' > 2 5 i T > 3 > 

q u e n o u s avons p l u s s p é c i a l e m e n t é t u d i é s . S'il en était diffé

r e m m e n t , n o s t a b l e a u x n u m é r i q u e s d ' u n e par t , et d'autre pari 

le F o r m u l a i r e a n a l y t i q u e par l e q u e l se t e r m i n e cet ouvrage, 

d o n n e r a i e n t i m m é d i a t e m e n t , la p lu s g r a n d e par t ie des résultais 

c h e r c h é s ; la s o l u t i o n sera i t m ê m e c o m p l è t e pour les poutres 

de s ep t t r a v é e s au p l u s , si l 'on vou la i t se con ten te r de noire 

F o r m u l a i r e g r a p h i q u e (n° 58) , p a r f a i t e m e n t suffisant, à notre 

avis , p o u r les b e s o i n s de la p r a t i q u e ; p o u r l es poutres de huit 

à d o u z e t r a v é e s , il y m a n q u e r a i t fort p e u de chose, comme 

n o u s l ' avons déjà d i t . 

(a). On c o m m e n c e r a par c o p i e r su r u n e feuil le , de manière 

à l es avoir s o u s l e s y e u x , l es s é r i e s 

M , . N 

ca lcu lées u n e fois p o u r t o u t e s aux n o s 32 et 33, l'indice «1 

pouvan t , dans l es d e u x p r e m i è r e s , ê t r e la moi t i é d'un riomir 
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impair. Il sera b o n d'y j o i n d r e les n o m b r e s 

\ / 3 = i , 7 3 ? . o 5 o 8 o 7 5 6 8 8 7 7 2 9 3 4 8 . . . , 

y/̂  = ^ v ' 3 = 0 , 5 7 7 3 5 0 2 6 9 1 8 9 6 2 5 7 6 4 4 9 . • • , 

y/̂  = 0 , 7 5 9 8 3 5685G 5 1 5 9 2 5 4 7 3 1 8 . . . . 

On se r appe l l e r a q u e l ' i nd ice q d é s i g n e dans les f o r m u l e s 

-(ra — 2 ) , n é t a n t le n o m b r e des t r a v é e s , et q u e h sans ind ice 

M 
désigne h„ , ou h,q, égal au q u o t i e n t 

- \ 

[h). On d é d u i r a d e s l o n g u e u r s d o n n é e s des t r avées le r a p 

port 

» l o n g u e u r d ' u n e t ravée i n t e r m é d i a i r e 

0 = — P ; > 
l o n g u e u r d u n e t r avée e x t r ê m e 

qui l u i - m ê m e serv i ra à ca lcu le r les s é r i e s d e s n o m b r e s u,„ 

et p3m, su ivan t les f o r m u l e s d e s n 1 " 3 1 , 32 e t 3 3 . P o u r la s é r i e 

des uy le p r o c é d é le p l u s c o m m o d e s e m b l e ê t r e de ca l cu l e r 

d'abord 
2 ( 1 + 0 ) 

M , = I , U , = > 
0 

puis d'aller d e p r o c h e en p r o c h e au m o y e n de la re la t ion 

M* 4 - 4 " * + i 4 - w* + 3 = o, 

qui d o n n e s u c c e s s i v e m e n t u2, r r 5 , . . . j u s q u ' à M„._,; d 'a i l 

leurs on d é d u i t M„ de l ' é q u a t i o n 

« , = — 2 ( 1 4 - ô) M „ _ , — « „ _ 2 À . 

Quant à la sé r ie des n o m b r e s (3, on a = o, et l 'on t r o u v e par 

divisions succes s ive s 

S __ "m -I 

P M - l 
"m 

(c). On ca lcu le par les f o r m u l e s du n" 35 les m o m e n t s de 

flexion X m su r les po in t s d ' a p p u i , s p é c i a l e m e n t p r o d u i t s par 

la charge p e r m a n e n t e . P r o v i s o i r e m e n t on ne r é d u i t pas en 

I I I . 1 6 
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{ * ) S u i v a n t u n e n o t a t i o n q u e n o u s a v o n s f r é q u e m m e n t e m p l o y é e , l e s indices 

s u p é r i e u r s a c c o l é s à l a l e t t r e X d é s i g n e n t l e s n u m é r o s d ' o r d r e d e s t r a v é e s sur

c h a r g é e s . 

n o m b r e s le facteur pb' qu i e n t r e d a n s ces f o r m u l e s . On cal

cu l e e n s u i t e (n" s 37 à 42) : 

L ' e x p r e s s i o n du r a p p o r t ~ p o u r un p o i n t q u e l c o n q u e , 

L e s m a x i m a d e ce r a p p o r t , 

L e s absc i s se s x 1 ; x. ( p r e s q u e t o u j o u r s r é e l l e s ) des points 

où le m o m e n t X c h a n g e de s i g n e , en pa s san t par zé ro . 

(d). On ca lcu le pa r l es f o r m u l e s d e s n" s 44 à 47, et pour 

c h a q u e t r a v é e , l e s absc i s ses d é s i g n é e s pa r x', x", V" , x" dans 

la t h é o r i e g é n é r a l e d e s n o s 26 e t 2 7 , a b s c i s s e s qu i sont celles 

d e s p o i n t s o ù l ' e x p r e s s i o n a l g é b r i q u e d e s l i m i t e s X ' , X" change 

de f o r m e . 

(<?). S u p p o s a n t u n e s u r c h a r g e s u r la l o n g u e u r en t iè re de la 

p o u t r e , mais d e d e u x en d e u x t r avées s e u l e m e n t , alternative

m e n t s u r ce l les de r ang pai r e t c e l l e s d e r ang impair , on cal

c u l e les m o m e n t s de f lexion aux po in t s d ' a p p u i , par les for

m u l e s du n° 4 9 ; on y la isse e n c o r e figurer a lgébr iquement le 

fac teur p'b1. Il faut avoi r so in d ' a i l l eu r s de b i e n choisir la for

m u l e c o n v e n a n t a u cas q u e l ' on t r a i t e , su ivan t la parité des 

n o m b r e s m et n. 

C o m m e la s u r c h a r g e s u r l es t r a v é e s pa i r e s e t celle sur les 

t r avées i m p a i r e s son t complémentaires (n° 24 ) , les résultats du 

calcul q u ' o n v i e n t d ' e f fec tue r s e r v e n t de c o n t r ô l e à ceux qu'on 

a t r o u v é s p o u r la c h a r g e p e r m a n e n t e : o n a, en effet, 

~ r 2 . * . 6 . 8 . . . . - , - 1 . 3 . 5 7 . . . ^ - 1 . 3 , 3 . 1 . à . . . 

y¥ ~ yiy ( 

R é c i p r o q u e m e n t , é t an t d o n n é s les m o m e n t s X „ dus à la charge 

p e r m a n e n t e (ou p l u t ô t l e u r s r appo r t s à pb'} e t l 'un des rapports 
^ . î . l . f l . S . . . ^ I . B . S . 7 . . 

'" , ; ou , , ••> o n p e u t en c o n c l u r e l ' a u t r e ; mais il est 

p 6 2 p b* 

p e u t - ê t r e p ré fé rab le de prof i te r du m o y e n d e vérification qui 

se p r é s e n t e i c i . 

( / ) . On s u p p o s e r a e n s u i t e u n e s u r c h a r g e couvran t les deux 
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travées c o n t i g u ë s à u n a p p u i A™, et le s u r p l u s de la p o u t r e d e 

deux en deux t r a v é e s ; l e s f o r m u l e s d u n" 50 feront c o n n a î t r e , 

sous ce t te s u r c h a r g e , l e s m o m e n t s d e flexion en 

A B + 1 . On r é p é t e r a le m ê m e calcul en faisant va r i e r m d e p u i s i 

jusqu'à o u ^ ( n — i ) i n c l u s i v e m e n t , de m a n i è r e à p a r c o u r i r 

la d e m i - p o u t r e . On c o n s e r v e r a e n c o r e le facteur a l g é b r i 

que p'b\ 

Le n° 50 r e n f e r m e u n assez g rand n o m b r e d e f o r m u l e s p o u r 

cet objet : on p r e n d r a b i e n garde a u x c o n d i t i o n s de l ' e m p l o i 

de chacune d ' e l l e s . 

[g). Les c h o s e s é t a n t à ce p o i n t , on aura t o u t ce qu ' i l faut 

pour d é t e r m i n e r les l im i t e s X ' e l X" , su ivan t la m a r c h e i n d i 

quée aux n o s 52 et 5 3 ; o n en dédu i r a (n° 55) la l imite X'", q u i 

est o r d i n a i r e m e n t le b u t final du calcul des m o m e n t s . Ayant 

les e x p r e s s i o n s a l g é b r i q u e s d e X"', il sera facile de les r e p r é 

senter par d e s c o u r b e s , d 'avoi r les m á x i m a , m í n i m a , e t c . 

Enfin, p o u r l ' app l i ca t ion u s u e l l e , on effectuera le p r o d u i t 

des divers coeff ic ients p a r l es fac teurs pi)' o u p'b', c o n s e r v é s 

jusqu'à p r é s e n t s o u s f o r m e a l g é b r i q u e . 

§ VI. — Questions diverses concernant les poutres symétriques 
et à travées intermédiaires égales. 

(il. De la poutre à deux travées égales. — Q u a n d la p o u t r e 

est. s o u m i s e à la charge p e r m a n e n t e , à r a i son de p k i l o g r a m m e s 

par m è t r e c o u r a n t , si b d é s i g n e la l o n g u e u r d e l ' une d e s t r a 

vées, on au ra , p o u r d é t e r m i n e r le m o m e n t de flexion X, s u r 

l'appui cen t ra l , l ' é q u a t i o n (io) du n° 6, qu i d e v i e n t ici 

4 X , = - p 6 ' , soi t X , = ¿ p & ' , 
2 O 

attendu q u e les m o m e n t s X 0 , X ¡ su r l es d e u x c u l é e s son t n u l s . 

Par su i t e , le m o m e n t X s p é c i a l e m e n t p r o d u i t par la cha rge 

pe rmanen te es t , à la d i s t a n c e x d ' u n e c u l é e , 
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Cet te e x p r e s s i o n r e p r é s e n t e u n e p a r a b o l e ayan t p o u r coordon

n é e s d u s o m m e t 

x = l b > X = i f 8 ^ - | 4 ^ = - T f 8 ^ = - 0 ' ° ^ ! ' 

3 
X , d ' abo rd négat i f à par t i r d e x — o , s ' a n n u l e p o u r x — yb 

4 

et c ro î t ensuiLe j u s q u ' à o, iiSpb1, m a x i m u m positif qu ' i l atteint 

p o u r x == b, c 'est-à-dire s u r l ' appui d u m i l i e u . 

P o u r avoi r la l imi t e pos i t ive X ' d e s m o m e n t s d u s à la sur

cha rge s e u l e , on sait (n° 27) qu ' i l faut d ' a b o r d s u p p o s e r la sur

c h a r g e d e la t r a v é e n° 2 ( s i c ' es t d e la p r e m i è r e qu ' on s'oc

c u p e ) : o n o b t i e n t a insi X ' e n t r e x — o el x = u n e certaine 

a b s c i s s e xzx. D e p u i s x = x" j u s q u ' à x = b, X ' r é p o n d à la sur

c h a r g e c o m p l è t e d e s d e u x t r a v é e s . Or, si u n e seu le travée 

p o r t e la s u r c h a r g e , l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) d u n° 6 d e v i e n t 

4 X , = - U ' 6 2 , d 'où Xt=^.p'b>; 
4 1 0 

d o n c on au ra : 

De x = o à x = x", 

( 2 ) X' = -^p'bx; 
1 0 ' 

De x = x" à x = b, 

( 3 ) X' = — ^p'bx-i-^p'x>. 

La s o m m e X'-f- X " devan t (n° 24) r e p r o d u i r e 

P ' 3 , . 1 , , 
X — o u — n p ' b x - \ — p x 1 . 

p o 1
 1 ' 

il en r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t : 

De x ^ o à x — x", 

De x = x1' h x = b. . . X" = o. 
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L'abscisse xry, qu i es t ce l le o ù l ' e x p r e s s i o n (3) do i t r e m 

placer ( 2 ) , p o u r r a i t ê t r e d é t e r m i n é e en p o s a n t 

p'bx*" = — -p'bx^-r- ^p'x"'; 

on ob t i en t de ce t t e m a n i è r e x"= 2 b. C'est c e q u ' o n t r o u v é 
es 

rait aussi p a r l a f o r m u l e g é n é r a l e 

car dans u n e p o u t r e à d e u x t r a v é e s éga le s on a 

« , = f , = i , M 2 = ^ = — 4 > 

de sor te q u e le n o m b r e [3, o u y t ( l e s e u l à c o n s i d é r e r i c i ) a 

pour va l eu r 

II n e r e s t e p l u s q u ' à t r o u v e r la l i m i t e X'" d e s m o m e n t s d e 

flexion p r o d u i t s pa r l ' ac t ion s i m u l t a n é e d e la c h a r g e p e r m a 

nente et de la s u r c h a r g e , c e s m o m e n t s é t a n t p r i s en g r a n d e u r 

3 

absolue. Or, X est négat i f d e o à b, e t pos i t i f au delà : d o n c , 

suivant les p r i n c i p e s g é n é r a u x (n° 24) , il faut p r e n d r e : 

3 
De x= o à x = y b, 

4 
x'" = t e 1 6 P + I P') B*~{(P+ P') *' ; 

De x = yb à x = lf>, 
4 8 

X " = ( — 6p -h p')bx -h ^ px2 ; 

T)c x = lb à x — b, 
o 

^"^ — \\{p+p')bx+l-[p + p')x2. 
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( * ) N o u s r a i s o n n o n s t o u j o u r s c o m m e s i l e s s u p p o r t s n ' a v a i e n t a u c u n e épais

s e u r p a r a l l è l e m e n t a l ' a x e l o n g i t u d i n a l d e l a p o u t r e . 

C'est avec c e s t rois e x p r e s s i o n s de la l imi t e X " qu'on a 

c o n s t r u i t la fig. 1 0 [Pl. A, à la fin du volume), faisant partie 

du F o r m u l a i r e g r a p h i q u e ( n u 58 ) . 

62 . Nécessité de tenir compte des écarts qui pourraient 

exister entre le polygone primitif et le polygone définitif des 

appuis. — Afin de b i e n faire c o m p r e n d r e n o t r e p e n s é e et d'é

v i t e r t o u t e a m b i g u ï t é , n o u s d o n n e r o n s d ' abo rd u n e définition 

p r é c i s e d e ce q u e n o u s e n t e n d o n s par polygone des appuis. 

L e s a p p u i s r é e l s o u m a t é r i e l s s o n t l es s o m m e t s des piles ou 

c u l é e s , s u r l e s q u e l s r e p o s e la face i n f é r i e u r e de la poutre : 

m a i s à ceux - l à n o u s e n s u b s t i t u o n s fictivement d 'autres, qui 

s o n t les p o i n t s de la fibre m o y e n n e s i t u é s ver t ica lement au-

d e s s u s des p r e m i e r s (*). E n r é u n i s s a n t c h a c u n de ces points 

d ' appu i fictifs au s u i v a n t e t au p r é c é d e n t , par des lignes 

d r o i t e s , o n fo rme le p o l y g o n e d e s a p p u i s . N o u s rappelons 

d ' a i l l eu r s q u e n o u s e n t e n d o n s pa r fo rme naturelle ou primi

tive d'une p i è c e , la f o r m e q u ' e l l e aura i t si on la construisait en 

j u x t a p o s a n t e t l iant e n t r e e u x ses d ive r s é l é m e n t s , mais sous 

la c o n d i t i o n e x p r e s s e d e n e s o u m e t t r e la m a t i è r e à aucune 

p r e s s i o n n i t e n s i o n i n t é r i e u r e , c o m m e cela aura i t l ieu, par 

e x e m p l e , d a n s u n e p i è c e d ' u n seu l m o r c e a u , p lacée sur un 

c i n t r e ou c h a n t i e r qu i la sous t r a i r a i t , p o u r a insi d i re , à l'ac

t i o n d e la p e s a n t e u r . La fo rme déf in i t ive , a u contraire , est 

u n e a u t r e f o r m e d ' é q u i l i b r e , q u ' e l l e c o n s e r v e quand elle est 

m i s e en p lace e t a b a n d o n n é e à l ' ac t ion d e s cha rges , qui pro

d u i s e n t s i m u l t a n é m e n t de l é g è r e s a l t é r a t i o n s de la figure pri

m i t i v e , e t des t e n s i o n s m o l é c u l a i r e s p l u s o u m o i n s notables. 

L e s po in t s d ' a p p u i fictifs p o u v a n t ê t r e m a r q u é s su r la fibre 

m o y e n n e c o n s t r u i t e a v e c l ' u n e o u l ' a u t r e d e ces formes, il en 

r é s u l t e q u ' o n p e u t auss i c o n s i d é r e r d e u x p o l y g o n e s des appuis, 

s e r a p p o r t a n t , l ' un à l ' é ta l pr imi t i f , l ' a u t r e à l 'état définitif de 

la p o u t r e . 

Cela p o s é , o n a v u q u e d a n s t o u t e la t h é o r i e des poutres à 

p l u s i e u r s t r a v é e s s o l i d a i r e s , d e p u i s l e §11 du chapi t re premier, 
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nous avons c o n s t a m m e n t admis la nu l l i t é des o r d o n n é e s de la 

fibre m o y e n n e déf in i t ive , par r a p p o r t à la fibre m o y e n n e p r i 

mitive, p o u r les po in t s s i t u é s au -des sus d e s a p p u i s . Cet 

énoncé, q u e n o u s avons a d o p t é p r o v i s o i r e m e n t pa r ce qu ' i l 

était le p lu s bref, la isse e n c o r e subs i s t e r u n p e u de v a g u e ; la 

forme seu l e de la fibre m o y e n n e p r imi t i ve es t , en effet, b i e n 

déterminée p a r sa déf in i t ion , m a i s sa s i tua t ion n e l 'est pas 

d'une m a n i è r e a b s o l u e . On aura u n e cond i t i on pa r fa i t emen t 

claire et p r é c i s e , en d isant q u e le polygone primitif et le po

lygone définitif des appuis doivent être superposables ; ou , c e 

qui revient au m ê m e , q u e le polygone primitif des appuis 

doit rester invariable de forme pendant la déformation impri

mée ci la poutre par l'action des charges. I l sera p e r m i s a lors , 

dans la f o r m u l e (6) du n° 2 , d e s u p p r i m e r les t e r m e s en j , , y,, 

Yi, aussi b ien q u e si ces o r d o n n é e s é t a i en t nftlles : car la quan

tité en t re c r o c h e t s dans le p r e m i e r m e m b r e p e u t s ' éc r i re 

on voit donc q u ' e l l e e x p r i m e la s o m m e des ro t a t i o n s p r i s e s 

en dessous de l ' ho r i zon t a l e , et a u t o u r du c e n t r e A [fig- 2 , p . 6 ) , 

par deux cô t é s consécu t i f s AB, AB' du p o l y g o n e pr imi t i f des 

appuis, s o m m e n é c e s s a i r e m e n t n u l l e q u a n d l ' ang le BAB' n e 

varie pas . Par c o n s é q u e n t , on ar r ivera i t de ce t t e m a n i è r e , avec 

l 'hypothèse d e s cha rges u n i f o r m e s , à la fo rmule ( 1 0 ) du n" 6 , 

dont n o u s a v o n s fait u n u s a g e si f r équen t et si é t e n d u . 

Ainsi d o n c , si ap r è s avoir c o n s t r u i t la p o u t r e sur c h a n t i e r , 

avec des t e n s i o n s i n t é r i e u r e s n u l l e s , on pouva i t la m e t t r e e n 

place S A N S L A D É F O R M E R L E H O I R S nu M O S D E , il faudra i t q u ' a l o r s 

elle touchâ t n a t u r e l l e m e n t t o u s s e s a p p u i s , c e u x - c i é t a n t s u p 

posés p o s s é d e r u n e fixité a b s o l u e o u é tan t p r i s dans la s i t u a 

tion finale o ù ils s e t r o u v e r o n t ap rès t o u s l e u r s t a s s e m e n t s . 

Cette h y p o t h è s e r e s t r i c t i ve est e s s e n t i e l l e p o u r la r i g u e u r d e 

nos d é d u c t i o n s . Mais s'il en é ta i t d i f f é r emmen t , s i , pa r e x e m 

ple, u n e p o u t r e pa r f a i t emen t r ec t i l i gne s u r le c h a n t i e r de c o n 

struction, et p o s s é d a n t u n e s e c t i o n d e h a u t e u r c o n s t a n t e , é ta i t 

placée su r d e s s u p p o r t s qu i n e s e r a i en t pas en l igne d ro i t e 

après leurs t a s s e m e n t s , les c o n d i t i o n s du calcul s e ra i en t t o t a -

y, — Xi 

a + y*—r--. 
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l e m e n t c h a n g é e s : dans ce r t a in s cas pa r t i cu l i e r s , il pourrait y 

avo i r béné f i ce p o u r la s t ab i l i t é , e t p e r t e dans d 'aut res . Une 

var ia t ion de n i v e a u , en a p p a r e n c e ins ign i f ian te , qu'éprouvera 

u n a p p u i , p e u t avoir s u r l ' i n t e n s i t é d e s m o m e n t s de flexion 

u n e in f luence c o n s i d é r a b l e : c 'est ce q u e n o u s a l lons montrer 

pa r u n e x e m p l e . 

Soit d o n n é e u n e p o u t r e en t ô l e , à t ro i s t r a v é e s égales , rigou

r e u s e m e n t d ro i t e dans l ' é ta t n a t u r e l , qu i do i t suppor ter la 

c h a r g e u n i f o r m e d e p k i l o g r a m m e s par mètre , couran t ; ses 

q u a t r e a p p u i s é tan t A „ , A , , A » , A 3 , n o u s s u p p o s e r o n s que le 

s e c o n d e t le t r o i s i è m e se t r o u v e n t à d e s d i s t ances / 1 , / , de la 

l igne d r o i t e A „ A 3 qui j o i n t l es d e u x e x t r ê m e s . N o u s nomme

r o n s enfin : 

b l ' o u v e r t u r e c o m m u n e des t r a v é e s ; 

E l = £ le m o m e n t d e flexibilité de la sec t ion transversale, 

s u p p o s é e c o n s t a n t e s u r t o u t e la l o n g u e u r de la p o u t r e ; 

I le m o m e n t d ' i ne r t i e de c e t t e s e c t i o n , /( sa hau t eu r mesu

r é e p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l 'axe d e flexion; 

X , , X 3 les m o m e n t s f léchissants a u x p o i n t s A , , A , . 

L ' é q u a t i o n ( 9 ) d u n° 6 , a p p l i q u é e s u c c e s s i v e m e n t aux deux 

c o u p l e s de t r avées A 0 A , , A , A , d ' u n e p a r t , A i A 2 , A , A S d'autre 

par t , d o n n e 

4 x 1 + x , = ^ 6 ' + ^ ( - 2 / + / , ) > 

X l + 4 X , = ^ o > + ! ^ - 3 / , ) ; 

de là r é s u l t e n t les va l eu r s 

I m a g i n o n s m a i n t e n a n t q u e les a c c i d e n t s de construction ou 

les fautes c o m m i s e s d a n s le n i v e l l e m e n t a ien t eu pour consé

q u e n c e de faire 
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les deux d e r n i è r e s é q u a t i o n s font vo i r a l o r s q u e X , s ' a n n u l e , 

que X 2 p r e n d u n e v a l e u r d o u b l e d e ce l l e qu ' i l au ra i t p o u r 

f,=:f,= o, et q u e par c o n s é q u e n t la lo i d e s m o m e n t s d e 

flexion é p r o u v e u n b o u l e v e r s e m e n t c o m p l e t : n o t a m m e n t , la 

limite s u p é r i e u r e de ces m o m e n t s d e v i e n t j pb2 a u l i e u d e 

Ces g randeu r s q u e n o u s a t t r i b u o n s à f, e t / 2 on t -e l l e s q u e l q u e 

chose d ' inus i té e t p r a t i q u e m e n t p e u r éa l i s ab l e? N o n , en a u c u n e 

façon, car e l les s o n t c o m p a r a b l e s a u x flèches q u e les t r a v é e s 

prennent s o u s la cha rge , e t n e d o i v e n t pas d é p a s s e r q u e l q u e s 

centimètres, m ê m e avec d 'assez g r a n d e s p o r t é e s . Afin d e l e 

montrer e n c o n t i n u a n t n o t r e e x e m p l e , s u p p o s o n s q u e le c o n 

structeur, c o m p t a n t s u r la n u l l i t é de f, et d e a i t pr is — pb7 

pour valeur du m o m e n t f léchissant m a x i m u m ; la s e c t i o n t r a n s 

versale ayant u n e forme q u e l c o n q u e s y m é t r i q u e r e l a t i v e m e n t 

à l'axe de f lexion, aura dû ê t r e d é t e r m i n é e d e m a n i è r e q u ' o n 

ait 
0 , 1 pb'1 h 

a l ' 

relation dans l a q u e l l e R d é s i g n e le p l u s g r a n d effort pa r u n i t é 

de surface a u q u e l on v e u t s o u m e t t r e l es f ib res . L ' u s a g e é t a n t 

de p rendre h e n t r e — et p o u r les p o u t r e s e n tôle d o n t la 

section a la f o r m e d u d o u b l e ï , n o u s f e rons h = 0 , 0 8 6 ; n o u s 

ferons R = 3 0 0 0 0 0 0 , ou s e u l e m e n t 3 k i l o g r a m m e s par m i l l i 

mètre car ré , afin de r é s e r v e r la part d e s c h a r g e s a c c i d e n t e l l e s 

dont on aura i t à t en i r c o m p t e dans u n ca lcu l p lu s c o m p l e t . La 

dernière é q u a t i o n d e v i e n t a lo r s 

pb' 3 

b 

ou, si l 'on m u l t i p l i e les d e u x m e m b r e s pargTJ]? e L q u ' o n s u p 

lióse E ±rz 2 . l O ' * , 
pb' pb* b 

bo E l (JO £ I (~>OQ 
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La v a l e u r c i - d e s s u s a t t r i b u é e à f, et à — f, s e r a i t — — de la 

p o r t é e , c ' e s t - à - d i r e o m , o ' 2 5 a v e c u n e p o r t é e d e 40 mèt res . 

L e s e n s géné ra l du r é s u l t a t a u q u e l n o u s a r r i vons ici est de 

n a t u r e à fixer, s o u s p l u s i e u r s p o i n t s d e v u e , l 'at tention des 

i n g é n i e u r s . D ' a b o r d il i m p o r t e e s s e n t i e l l e m e n t p o u r la vérité 

d e s ca lcu l s d e r é s i s t a n c e , so i t q u ' o n les e x é c u t e par nos mé

t h o d e s , so i t q u ' o n p r é f è r e l e s m é t h o d e s ac tue l lement en 

u s a g e , q u e le p o l y g o n e d e s a p p u i s fictifs so i t inscrit aussi 

e x a c t e m e n t q u e p o s s i b l e dans la fibre m o y e n n e primitive, 

q u a n d on les p lace l ' un e t l ' au t r e de m a n i è r e à faire coïncider 

l e u r s e x t r é m i t é s h o m o l o g u e s . L e c o n s t r u c t e u r n e saurait donc 

p r e n d r e des p r é c a u t i o n s t rop m i n u t i e u s e s p o u r q u e cette con

d i t i on se t r o u v e r e m p l i e , n o n pas p r é c i s é m e n t à l'instant de 

la p o s e , mais a p r è s la p r o d u c t i o n c o m p l è t e de t ous les tasse

m e n t s , q u a n d le s y s t è m e est p a r v e n u à son équ i l i b r e définitif. 

J l a i s ce n ' e s t pas t o u t . P u i s q u ' i l faut t a n t d e précautions 

et d e so ins p o u r r éa l i s e r t o u t ce q u e s u p p o s e le calcul préa

lable des d i m e n s i o n s d e la p o u t r e , o n p e u t s e demander si 

p r a t i q u e m e n t il a r r ive ra q u e c e s p r é c a u t i o n s s e ron t toujours 

b i e n p r i s e s ; si l es t a s s e m e n t s d e s s u p p o r t s , pouvan t se pro

d u i r e à la l o n g u e , e t é c h a p p e r à u n e su rve i l l ance imparfaite, 

n e v i e n d r o n t pas e n d é t r u i r e l 'effet d a n s b e a u c o u p de cas. 

Cet te é v e n t u a l i t é a s e m b l é suff isante à u n ingén ieu r aussi 

d i s t i n g u é c o m m e c o n s t r u c t e u r q u e c o m m e savant , pour lui 

faire é m e t t r e l ' op in ion q u e les p o u t r e s à t r avées solidaires 

d e v r a i e n t ê t r e p r o s c r i t e s , e t qu ' i l c o n v i e n d r a i t de s'en tenir 

a u x p o u t r e s à d e u x a p p u i s s i m p l e s , dans l esque l les aucun 

d o u t e n e p e u t ex i s t e r s u r l ' i n t e n s i t é des m o m e n t s de flexion 

e n c h a q u e p o i n t , m a l g r é les d é r a n g e m e n t s p robab les des ap

p u i s . Tou te fo i s l ' op in ion c o n t r a i r e a j u s q u ' à p r é sen t prévalu : 

e t , e n a t t e n d a n t les l e ç o n s q u e l ' e x p é r i e n c e nous fournira 

sans d o u t e , il n e n o u s a p p a r t i e n t pas d e t r a n c h e r le différend. 

6 3 . Disposition propre à rendre minimum le moment fléchis

sant moyen, sous une charge uniforme. — Une pout re droite 

c h a r g é e u n i f o r m é m e n t à ra i son d e p k i l o g r a m m e s par mètre 

l i néa i r e r e p o s e sur n-\-i p o i n t s d ' a p p u i : on demande de dis-
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Fig. 5 i . 

( 4 ) r • • px (b — x); 

élevons en B u n e o r d o n n é e BC égale au m o m e n t d e flexion 

en ce poin t , e t j o i g n o n s AC. Suivant la f o r m u l e ( 4 ) du n° 1, 

le moment de flexion en un p o i n t q u e l c o n q u e de la t r avée 

sera la p o r t i o n d ' o r d o n n é e c o m p r i s e e n t r e la pa rabo l e e t la 

droite BC, e t le m o m e n t m o y e n , ca lcu lé p o u r ce t t e t r a v é e 

toute s eu le , se ra i t p r o p o r t i o n n e l à la s o m m e d e s a i r e s 

A E D F + DBC. 

Cherchons la c o n d i t i o n q u i r e n d ce t t e s o m m e u n m i n i 

mum, l o r s q u e BC var ie s e u l e t q u e la l o n g u e u r AB r e s t e con 

stante. 

Si n o u s fa isons var ier BC d ' u n e q u a n t i t é in f in iment p e -

poser ces p o i n t s , t an t s o u s le r a p p o r t de l ' é c a r t e m e n t q u e s o u s 

celui du n i v e l l e m e n t , de m a n i è r e q u e le m o m e n t fléchissant 

aoyen s u r l a l o n g u e u r e n t i è r e d e la p o u t r e soi t u n m i n i m u m , 

cette l o n g u e u r e n t i è r e d e v a n t d ' a i l l eu r s r e s t e r i nva r i ab le . 

Pour ca lcu ler le m o m e n t fléchissant m o y e n d o n t il e s t 

question dans l ' é n o n c é , i m a g i n o n s u n e c o u r b e don t l es a b 

scisses se ra ien t c o m p t é e s s u i v a n t la fibre m o y e n n e , e t d o n t les 

ordonnées s e r a i e n t , en c h a q u e p o i n t de ce t t e fibre, le m o m e n t 

fléchissant qu i s'y p r o d u i t ; l ' a i re to ta le c o m p r i s e e n t r e c e t t e 

courbe et l 'axe d e s a b s c i s s e s , t an t a u - d e s s o u s q u ' a u - d e s s u s , 

en la p renan t p a r t o u t p o s i t i v e m e n t , s e ra , en v e r t u de sa d é 

finition m ô m e , le p r o d u i t d û m o m e n t fléchissant m o y e n pa r 

la longueur e n t i è r e e n t r e les a p p u i s e x t r ê m e s . R e n d r e m i n i 

mum le m o m e n t m o y e n , c ' es t d o n c auss i r e n d r e m i n i m a l ' a i re 

dont on v ien t de pa r le r . La s o l u t i o n e x i g e q u e n o u s p a s s i o n s 

par que lques p r o p o s i t i o n s i n t e r m é d i a i r e s . 

I . Soi l A [Jig. 5 i ) u n e e x t r é 

m i t é de la p o u t r e , e t AB u n e 

t r a v é e d e r i v e , de l o n g u e u r b; 

c o n s t r u i s o n s la p a r a b o l e AMB, 

d o n t l ' é q u a t i o n se ra i t , r e l a t i v e 

m e n t aux a x e s Ax, A/y-, 
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l i te C C , la s o m m e des a i res var ie ra de la q u a n t i t é correspon
dante ADD' — DCC'D' : d o n c il faut avo i r p o u r le minimum 

ADD' = DCC'D ' , 

ou b ien 

ADD' = - A C C . 
2 

Or on a, e n n o m m a n t dQ l ' ang le i n f i n imen t pe t i t CAC, 

d o n c 

ADD' = - AD'. d9, A C C ' = - A C \ T / 0 ; 
2 2 

2 T • 2 

AD = - A C , 
2 

et par s u i t e 

AP = - A B = - b \ 
2 2 

AP = 6 V A . 

Cela p e r m e t de ca l cu l e r sans p e i n e la v a l e u r minimanie 

de BC. L ' é q u a t i o n ( \ ) d o n n e en effet, q u a n d on substitue 

d ' un a u t r e c ô t é , la c o n s i d é r a t i o n d e s t r i ang les semblables 
APD, ACB fourn i t la r e l a t i on 

BC AB i 

PD AP 

d o n c 
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II est i n t é r e s s a n t d e c o n n a î t r e la v a l e u r de l 'a ire m i n i m a t o 

tale A E D F - f - D B C . P o u r la ca l cu l e r , m e n o n s la t a n g e n t e GF 

parallèle à AD, e t le d i a m è t r e c o n j u g u é F I I : l ' é q u a t i o n de la 

parabole é tan t J = q u a n d o n p r e n d p o u r axe des x la 

tangente au s o m m e t e t q u e l ' axe d e s y co ïnc ide avec l 'axe de 

la courbe, d e v i e n d r a 

y = ^ / w ^ s i n ' G F E 

pour les axes o b l i q u e s G F , F H ; donc. 

À~G = E F = ~p. Â Ë ! . s i n ' G F E = l- p . Â H \ 

ou, attendu q u e E es t le m i l i e u d e AI) e t par c o n s é q u e n t H 

le milieu d e A P , 

o i o 

2 

De la il r é s u l t e q u e l ' a i re A E D F , éga le aux — du p a r a l l é l o 

gramme AGLD, a p o u r m e s u r e 

Quant à la s e c o n d e par t i e DBG d e l 'a i re c h e r c h é e , o n p o s e r a 

DBC = ACB + A E D F — AQBM 

= - b.CB H ! _ ^ _ | è . M Q ; 
2 2 4 ^ 2 3 

or, CB est c o n n u , e t MQ se ca lcu le par l ' é q u a t i o n ( 4 ) qu i 

donne 
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2 a 4 CHAPITRE DEUXIÈME. 

s u b s t i t u a n t dans l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e , il v ient 

ra№ = > ( 1 _ v / I ) + ; J - ^ _ ï L ^ 

= i p l > L — ± - _ 
2 V M* 

et par s u i t e 

A E D F + DBC 
6 

pb* V/: 
Le r a p p o r t d e c e t t e a i re à ce l l e de la pa rabo l e AMB, q u i re 

p r é s e n t e r a i t l e s m o m e n t s si la t r a v é e AB n 'avai t en B a u c u n e 
l iaison avec le r e s t e de la p o u t r e , e s t 

i pb> 
soi t 2 — v'a — 0 , 5 8 5 7 8 . ..; 

il d o n n e la m e s u r e d e l ' avantage m a x i m u m q u e peu t p r o c u r e r 
la so l ida r i t é , dans u n e t r a v é e e x t r ê m e . 

I L Soit m a i n t e n a n t A ' B ' (Jlg. Si) u n e t r avée q u e l c o n q u e 
(ma i s n o n de r i v e ) , de l o n 
g u e u r c; t r a ç o n s encore la para
bo le A ' M ' B ' ayant p o u r é q u a t i o n 

y=~px{c—x), 

e t p o r t o n s en A ' et B' les o r d o n 
n é e s A ' C , B 'D égales aux m o 

m e n t s d e flexion c o r r e s p o n d a n t s . L e m o m e n t fléchissant m o y e n 
dans la t r a v é e A ' B ' sera p r o p o r t i o n n e l à l 'aire comprise e n t r e 
la pa r abo l e e t la d r o i t e CD, c ' e s t - à - d i r e à 

CFA ' -H F E G M ' - h GDB' , 

et l 'on p e u t a lors se d e m a n d e r q u e l l e s va l eu r s de A'C, B'D 

r e n d r o n t ce l t e a i re u n m i n i m u m . 
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Pour l e s o b t e n i r il suffira d e p r e n d r e 

a55 

4 3 2 

et de m e n e r par le p o i n t E a ins i o b t e n u la para l lè le CED a l 'axe 

des x . En effet, les d i s t ances EG et QB' é t a n t p r o p o r t i o n n e l l e s 

à \jW E et v 'M'Q, on aura 

c'est-à-dire 

EG — GD, e t , pa r s y m é t r i e , E F = F C : 

donc, si l 'on i m p r i m e à la d r o i t e CD un m o u v e m e n t in f in imen t 

petit, soit de t r ans l a t i on , soi t de ro ta t ion a u t o u r du p o i n t E , 

les pet i tes surfaces a j o u t é e s à l 'a ire c i -dessus i n d i q u é e s e r o n t 

égales à ce l l e s q u e l 'on r e t r a n c h e r a ; par s u i t e il en sera de 

même dans un m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e q u e l c o n q u e , n é c e s 

sairement r é d u c t i b l e a u x d e u x p r é c é d e n t s . D o n c la d i f fé ren

tielle de l 'a i re , c o r r e s p o n d a n t au d é p l a c e m e n t en q u e s t i o n , 

sera nu l l e , ce qu i c o n s t i t u e le ca rac t è r e d u m i n i m u m . L e s va

leurs de À'C e t B ' D qu i le p r o d u i s e n t s o n t d o n c 

Ë G = - Q B ' = - E D , 

A 'C = B 'D = ~M'Q = -^-
4 3a 

L'aire A ' Q B ' M ' e s t , c o m m e on sait, ~~Pci> d e s r é su l t a t s 

qu'on v ien t d ' é tab l i r on d é d u i t 

FEGM' 
2 

• F G - E M ' = 3 C - 3 Ï ^ = ç P ^ ' 3 

A'CDB' 
3 

3 2 r P°3 : 

donc 

CFA' -t- FEGM' -+- GDB' = A'CDB' + 2 . F E G M ' — A'QB'M' 

3 i r 1 
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L e r a p p o r t en t r e l 'aire m i n i m a e t cel le de la parabole 

I 2 3 
A ' B ' M ' est — 5 soi t r^; c ' es t le n o m b r e qu i m e s u r e l'avantage 

m a x i m u m d e la so l i da r i t é , dans u n e t r a v é e in termédia i re . 

I I I . Soit m a i n t e n a n t u n e p o u t r e à n-\-i appu i s 

A„, A , , A , , A 3 , . . . , A„_ , , A„; 

n o m m o n s 

a , , « j , « 3 , . . . , a„ 

les l o n g u e u r s d e s n t r a v é e s , et 

X | , X 2 , X 3 , . . . , Xfi__i 

les m o m e n t s fléchissants dans les s e c t i o n s qu i répondent aux 

n—i a p p u i s i n t e r m é d i a i r e s . Ayan t p o r t é ces moments en 

o r d o n n é e s a u - d e s s u s des p o i n t s c o r r e s p o n d a n t s , construisons 

la l igne b r i s é e 

A „ X , X 2 X 3 . . -X„_, A„, 

qu i j o i n t l e u r s e x t r é m i t é s ; c o n s t r u i s o n s aussi , dans chaque 

t r a v é e , la p a r a b o l e a n a l o g u e à AMB ou A ' M ' B ' (fîg. 5i et 5?.). 

N o m m o n s S l 'a i re to t a l e c o m p r i s e e n t r e la l igne brisée et les 

p a r a b o l e s , l a q u e l l e a i re d iv i sée par la l o n g e u r constante de la 

p o u t r e n o u s d o n n e r a i t le m o m e n t fléchissant moyen : il s'agit 

de r e n d r e S m i n i m u m en d i s p o s a n t d e s l o n g u e u r s a,, o 2 , a¡,..., 

sans c h a n g e r l e u r s o m m e , e t d e s m o m e n t s particuliers X,, 

X 3 , X 3 , . . . . 

D ' a p r è s c e q u ' o n v i en t d e vo i r , si d 'abord n o u s laissons les 

o u v e r t u r e s d e s t r a v é e s c o n s t a n t e s , l 'a i re par t ie l le relative à 

c h a c u n e d ' e l l e s n e p o u r r a d e s c e n d r e a u - d e s s o u s d'un certain 

m i n i m u m q n e n o u s c o n n a i s s o n s , e t pa r su i te S ne pourra 

d e s c e n d r e a u - d e s s o u s de la s o m m e d e ces m i n i m a ; donc 

(5) 

+ ¿ pu] + - • • H - ¿ pal , + g pal . - \J\ 
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En g é n é r a l , les o u v e r t u r e s d e s t r a v é e s é t an t q u e l c o n q u e s , 

les min ima par t ie l s d o n t n o u s v e n o n s d ' é c r i r e la s o m m e n e 

seront pas r éa l i s ab l e s : e n effet, p o u r réa l i se r le m i n i m u m 

dans la t r avée AoA,, il faudrai t p r e n d r e 

et, pour réa l i se r le m i n i m u m ^ pa\ d a n s la t ravée A ,A, , on 

devrait avoir 

valeur g é n é r a l e m e n t d i f fé ren te . Il faudrai t d o n c p o u v o i r a t t r i 

buer d e u x va leu r s d i f férentes à la m ô m e q u a n t i t é , ce qu i es t 

imposs ib le . De m ê m e , la c o n d i t i o n p o u r o b t e n i r le m i n i m u m 

partiel ^ - pal es t d e p o s e r 

X , = X 3 = ~ / ; « ; ; 

pour le m i n i m u m ~ p a ] , d e p o s e r 

3 

x 3 = x , = 3 ~ p « î , 

et ainsi de s u i t e . On voit q u e la s u p p o s i t i o n d ' o u v e r t u r e s 

q u e l c o n q u e s r e n d r a i t i m p o s s i b l e la réa l i s a t ion de c h a q u e 

m i n i m u m par t i e l , e n c o n d u i s a n t à d e u x va l eu r s d i f fé ren tes 

pour c h a c u n des m o m e n t s X , , X „ X 3 , . . . , X s _ , . 

Mais n o u s p o u v o n s faire d i spara î t r e c e t t e i m p o s s i b i l i t é en 

choisissant l es o u v e r t u r e s , o u p l u t ô t l e u r s r a p p o r t s m u t u e l s , 

de m a n i è r e q u e c e s d o u b l e s va l eu r s d e v i e n n e n t égales d e u x 
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à d e u x . Il suffit p o u r cela q u ' o n ait 

flî(,-v/î)=^a» 
(6) a\ — a\= « ; = . . . = «,a_,, 

l « k - v 1 K ^ 
o u , ce qu i r e v i e n t au m ê m e , 

(6 bis) a fl, 

D a n s ce cas on aura i t le droi t d ' a d o p t e r l es va leu r s , toutes 

éga l e s , qui v i e n n e n t d ' ê t r e m e n t i o n n é e s , p o u r les moments 

X , , X 5 , X 3 , . . . ; e t , si on les adop ta i t e f fec t ivement , l'inéga

l i té ( 5 ) se change ra i t en éga l i t é . 

Or il a r r ive en o u t r e , ce qu i e s t fort r e m a r q u a b l e , que les 

r a p p o r t s ( 6 ) , é t ab l i s e n t r e l e s d i v e r s e s o u v e r t u r e s , sont préci

s é m e n t c e u x q u i r e n d e n t m i n i m u m le s e c o n d m e m b r e de 

l ' inégal i té ( 5 ) c o n s i d é r é c o m m e fonc t ion de a,, a„ a3,..., 

s o u s la c o n d i t i o n d ' avo i r 

ce q u ' o n p e u t é c r i r e , si les c o n d i t i o n s ( 6 ) son t satisfaites, 

rti-f- T j - f - «,-f- . . . = c o n s t . 

N o m m o n s en effet S' c e l t e f o n c t i o n ; n o u s a u r o n s 

I- ~pa\da-1 + — pal da,+... 

CI?S' — vr-pal ( da{ H - da, -+- da3 - + - . . . -F - dan), 

c ' e s t - à -d i r e Û?S ' = O , p u i s q u e la s o m m e d e s ouve r tu re s ne 

var ie pa s . L e s c o n d i t i o n s ( 6 ) ou (6 bis) e x p r i m e n t donc bien le 
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a fc + 4 ( n — a ) 6 Y / i ^ i - Y / i ) = a L , 
qui d o n n e 

b r = 

I - + - 2 ( H 2 ) 

soit p lu s s i m p l e m e n t , en r e m p l a ç a n t le q u a d r u p l e du radical 
5 

par sa va leu r t r è s - a p p r o c h é e i , 2 5 ou 7 i 
4 

L 8 L 

5 5/i — 2 
1 + y ( n — 2 ) 

prendre l ' o u v e r t u r e c de c h a q u e t r avée i n t e r m é d i a i r e égale 

à 4 ^ \/^ — Y / ~ ^ ' o u a p p r o x i m a t i v e m e n t 

5 ^ i o L 2 L 

4 5 « — 2 « — o , 4 ' 

enfin, s ' a r ranger p o u r q u e le m o m e n t su r u n po in t d ' appui 
3 

q u e l c o n q u e ait p o u r v a l e u r — pcl. Il n o u s r e s t e à d i re c o m 

ment ce t t e d e r n i è r e c o n d i t i o n p o u r r a ê t r e p r a t i q u e m e n t r é a 

l isée. 

IV. N o m m o n s en géné ra l la q u a n t i t é d o n t l ' appu i Ai se 

trouve a u - d e s s o u s d ' u n e l i g n e s u p e r p o s a b l e à la fibre m o y e n n e 

pr imi t ive et j o i g n a n t l e s a p p u i s e x t r ê m e s A 0 , A.„; la l o n g u e u r 

d 'une t r avée d e rive é t an t e n o u t r e dé s ignée par b , et cel le 

min imum do» la fonct ion S' ; par c o n s é q u e n t e l les e x p r i m e n t 

aussi ce lu i de S, t o u j o u r s p l u s g rande q u e S', e t lu i d e v e n a n t 

égale s e u l e m e n t q u a n d ces cond i t i ons son t sat isfai tes. 

En r é s u m é , si 2 L d é s i g n e la l o n g u e u r to ta le de la p o u t r e , 

n le n o m b r e des t r a v é e s , on voi t qu ' i l faut, p o u r r e n d r e m i n i 

mum le m o m e n t f léchissant m o y e n , d é t e r m i n e r l ' o u v e r t u r e b 

des t ravées d e r i v e , p a r l ' équa t ion 
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P 3 t — T• (' + à) + j 2 ] = i X , ( i + à) + X , 3 

4 

*k (r< — ' - r = + - J 3 ) = x , 4 x 3 + x 3 — 
6e 

b'ô1 

6 e 

( J 2 — a j 3 -f- ) \ ) = X, -+- 4 X 3 -f - X, — -pb> 8>, 
6s 

T4- 2 ( r » - > —2 r » - * r » - ' ) = x « - = - + - 4 X " - * - + - x „ _ / > 2 3 

b'3 

— -pb*&, 
2 

[ — r „ _ , ( i + s ) ] = x „ _ 2 3 - + - 2 x . _ , ( n - a ) 
— l ^ » ( , - | - d 3 J ( 

o u , en r e m p l a ç a n t X, , X 3 , X 3 , • . . , X n - , par ^-pb'S1, 

\ | i [ ^ r , ( I + f 3 ) + J , ] = - 3

,

3 - ^ » ( ô » - r - 6 d > - 8 ) , 

6 E 
' 7 6 « ) 6 2 â 

i 
6 s 

( j ^ — a ^ - f - j , ) = -T-pb'fr, 

( J „ - 3 — 2 ^ „ _ , + r „ _ , ) = / ^ : . 3 ! , 

[ j „ _ , - j „ _ , f. + 3)] = ¿ / » 4 ' ( 3' + 6 3 ' - 8) . 

L e s (n— 1) é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s d é t e r m i n e n t les valeurs 

q u ' o n doi t d o n n e r aux o r d o n n é e s / , , j „ j s , • • Pour les 

r é s o u d r e c o m m o d é m e n t , on r e m a r q u e r a q u e t ro i s de ces va-

d ' u n e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e p a r bS, n o u s a p p l i q u s r o n s l 'équa

t i o n ( g ) d u n" 6 à tous l e s g r o u p e s d e d e u x t r a v é e s consécu

t i v e s , c e q u i n o u s d o n n e r a : 
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leurs, ayant p o u r i n d i c e s t ro i s n o m b r e s e n t i e r s c o n s é c u t i f s , 

satisfont à la r e l a t i o n 

y-h — 2 + n + 2 ~ pb< Ô \ 

que l'on p e u t é c r i r e auss i 

De là r é s u l t e , en n o m m a n t À e t B d e u x c o n s t a n t e s , e t / le 

Cette e x p r e s s i o n vér i f ie , q u e l s q u e s o i e n t À e t B, les n — 3 

équat ions i n t e r m é d i a i r e s du g r o u p e ( 7 bis), e t l 'on p e u t e n s u i t e 

disposer des d e u x c o n s t a n t e s d e m a n i è r e à vér i f ier aus s i l e s 

deux e x t r ê m e s . C'est ce q u e n o u s a l l ons faire : m a i s n o u s 

r e m a r q u e r o n s d ' a b o r d q u ' e n v e r t u d e la s y m é t r i e on do i t avo i r 

év idemmen t 

facteur—r- pb'S', 
9 6 e 

J ' k = X n - k , 

ou, d 'après l ' é q u a t i o n ( 8 ) , 

- / r ' - f - A / r = - ( n — / f ) ' - 4 - A ( « — /.') : 

de cet te re la t ion n o u s l i r o n s 

1 [n — ky — k' 
2 2 k — n 

n 

2 
et par su i t e 

7 . = - i / [ * ( n - * ) - 2 B ] . 

Si n o u s a d o p t o n s c e t t e d e r n i è r e e x p r e s s i o n , n o u s n ' a u r o n s 

plus qu ' à cho i s i r B de façon à vér i f ier l ' u n e des é q u a t i o n s 

ext rêmes d u g r o u p e ( 7 bis), la p r e m i è r e par e x e m p l e : ce la 
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n o u s fourni ra la re la t ion 

— [n (i — S) — 3 + S + 2 B 5 ] = â 3 -+- 6 ô J — 8 , 

d 'où l 'on d é d u i t 

2 B = 0 , 0 3 7 7 + °> I 999 R E -

D o n c enfin 

(9) 7* = — ^ / [ ^ " ( « — /0 — 0 , 0 3 7 7 — 0 , 1 9 9 9 « ] . 

La q u a n t i t é c o m p r i s e e n t r e c r o c h e t s , dans le second membre 

d e la f o r m u l e ( 9 ) , var ie a v e c / r ; ma i s sa p l u s pe t i t e valeur (qui 

r é p o n d à l ' u n e des l i m i t e s k = 1 ou k = n— 1) est 

o,8ooin — 1 , 0 3 7 7 . 

D o n c c e t t e q u a n t i t é r e s t e t o u j o u r s p o s i t i v e ; donc , f l'étant 

a u s s i , t o u t e s l e s o r d o n n é e s y\ son t n é g a t i v e s , c'est-à-dire qu'il 

faut l es c o m p t e r a u - d e s s u s de l 'axe d e s a b s c i s s e s . 

L e facteur f = pb'à' n ' e s t a u t r e c h o s e q u e les 0 , 8 de la 

flèche q u i se ra i t p r i s e i s o l é m e n t pa r c h a q u e t ravée intermé

d ia i re , sous la c h a r g e u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e pb§, si l'on dé

t ru isa i t la so l ida r i t é e n t r e l e s t r a v é e s , e t q u e la pou t re fût 

i n t e r r o m p u e s u r c h a q u e p i l e . 

L e m a x i m u m en g r a n d e u r a b s o l u e d e j * , l o r sque k varie, 

r é p o n d r a i t à le = - 5 e t au ra i t p o u r va leu r 

— f(o,iSn2— o, 1 9 9 9 « — 0 , 0 3 7 7 ) : 

il ex is te ra sur l ' appu i c e n t r a l , q u a n d n sera pair , ce qui per-
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meltra de (aire k = ^ . Mais si n es t i m p a i r , o n n e p o u r r a p lu s 

adopter q u e les v a l e u r s k — n 1 , afin d e s ' en r a p p r o c h e r le 

plus pos s ib l e , e t l ' o n o b t i e n d r a p o u r l i m i t e s u p é r i e u r e des y* 

le produi t 

^ / ( o , a 5 « 2 — 0 , 1 9 9 9 « — 0 , 2 8 7 7 ) , 

ce qui diffère r e l a t i v e m e n t p e u d u r é s u l t a t p r é c é d e n t , dès q u e 

n a u n e g r a n d e u r n o t a b l e . 

Il est facile d e t r o u v e r u n e c o u r b e c o n t i n u e pas san t par t o u s 

les points d ' appu i i n t e r m é d i a i r e s . Afin de la déf inir , n o u s 

prendrons p o u r a x e d e s / la ve r t i ca l e d e s c e n d a n t e qu i par t du 

milieu de la p o u t r e , e t p o u r axe d e s x l ' ho r i zon t a l e m e n é e à 

la distance 

- j f ( o , 2 5 r c 5 — 0 , 1 9 9 9 / 1 — 0 , 0 3 7 7 j 

au-dessus d e l ' axe r e l a t i v e m e n t a u q u e l n o u s c o m p t i o n s y,, y„ 

y,...,ya~i- N o u s s u p p o s e r o n s , p o u r év i t e r t o u t e é q u i v o q u e , 

la fibre m o y e n n e r i g o u r e u s e m e n t d r o i t e , d a n s son éta t p r i m i 

tif. L ' o r d o n n é e d e l ' appu i A* es t , a v e c ces n o u v e a u x a x e s , 

r = I / [ o , a 5 B ' _ * ( » - * ) ] = i / ^ - * y ; 

son absc i s se se ra 

comm e on l e vér i f ie a i s é m e n t e n r e t r a n c h a n t la d i s t ance 

A 0Ai de la d e m i - l o n g u e u r d e la p o u t r e . L ' é l im ina t i on de k 

entre ces d e u x é q u a t i o n s d o n n e ce l l e d e la c o u r b e , savoir : 

1 r x1 

ce qu i est l ' éq u a t i on d ' u n e p a r a b o l e à axe ver t i ca l , ayant ib§ 

de c o r d e s u r - / de f l èche , e t t o u r n a n t sa concav i t é ve r s le 
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b a s : on voi t d o n c q u e t o u s les a p p u i s a p p a r t i e n n e n t à une 

m ê m e pa rabo l e q u a n d la fibre m o y e n n e est pr imit ivement 

d r o i t e . I n v e r s e m e n t on p o u r r a i t faire d r o i t e la l igne des appuis, 

en adop t an t u n e fibre m o y e n n e p a r a b o l i q u e ; et généralement 

o n p o u r r a i t a d o p t e r t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s qu i maint ien

d ra i en t le m ê m e écar t re lat i f e n t r e ces d e u x l ignes , pourvu, 

b i e n e n t e n d u , q u e la fibre m o y e n n e r e s t â t t o u j o u r s sensible

m e n t d r o i t e . 

Il e s t à r e m a r q u e r q u e les o r d o n n é e s des appu i s extrêmes 

n e r e n t r e n t pas r i g o u r e u s e m e n t d a n s la fo rmule précédente : 

ce l l e - c i , en faisant 

x—bè ( f — > ) + 6 . 

et t e n a n t c o m p t e de la v a l e u r n u m é r i q u e de S, donnera i t en 

effet 

J = ^f{o,-j.5rû— 0 , 1 9 9 9 « - f - ° . ° 4 ) , 

tandis q u ' o n devra i t p r e n d r e en réa l i t é 

r = ^ / ( ° > 2 5 / l 1 — ° . ' 9 9 9 r e — o , o 3 7 7 J . 

On voi t qu ' i l e x i s t e e n t r e ces o r d o n n é e s u n e différence de 

0 , 0 7 7 7 ' ~f> l a q u e l l e a u n e i m p o r t a n c e re la t ive d 'autant plus 

faible q u e n e s t p lu s g rand . 

V. Q u a n d on d i spose la p o u t r e d e m a n i è r e à r é d u i r e autant 

q u e p o s s i b l e le m o m e n t fléchissant m o y e n , il e s t facile d'a

voir la va l eu r de ce t t e m o y e n n e q u ' o n a r e n d u e min imum. 

L 'a i re to ta le d e la c o u r b e r e p r é s e n t a t i v e d e s m o m e n t s est, en 

effet, 

or on a, su ivan t l 'égal i té q u i défini t le n o m b r e ô, 
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1 1 = 

8 ( 7 1 — 0 , 4 ) 2 

Il y aurait sans d o u t e u n ce r t a in i n t é r ê t à c o m p a r e r M a v e c 

les moyennes a n a l o g u e s M' q u i se p r o d u i s e n t dans d i v e r s e s cir

constances. Si la p o u t r e es t f o r m é e de n t r avées i n d é p e n 

dantes ayant p o u r l o n g u e u r — •> le m o m e n t m o y e n es t 

M 

donc on a 

'—IL i-1 L V — P v 

— 3 " g 7 ' \ n~) ~ 

M' 8 V « ~ o , 4 

formule qui c o n d u i t aux r é s u l t a t s i n d i q u é s c i - d e s s o u s : 

3, 4 , 5, 6, 7, 

M ^ 7 = 0 , 5 8 6 , 0 , 4 9 9 , o , 4 6 3 > ° > 4 4 4 > ° , 4 3 ° . o , 4 2 2 , 

n —S, g, 1 0 , 1 1 , 1 2 , . . . , c o . 
M 

^p = o , 4 i 6 , o , 4 n , 0 , 4 0 7 , o , 4 o 4 , 0 , 4 0 1 , . . . , 0 ,375. 

Si la p o u t r e es t c o m p o s é e d e t ro i s t r a v é e s so l ida i re s , e t q u e 

le polygone des a p p u i s r e s t e invar iab le p e n d a n t la d é f o r m a t i o n 

de la'pièce (n° 6 2 ) , on t r o u v e à la page 1 S 8 d e n o t r e Cours de 

Résistance des Matériaux, u n t a b l e a u d e s v a l e u r s q u e p r e n d 

M', suivant la g r a n d e u r d u r a p p o r t ô e n t r e la l o n g u e u r de la 

Jonc 

S, = -L- J>b> Ò' [ 2 /; - + - ( « — 2 ) 6 3] , 

ce qui donne p o u r la m o y e n n e c h e r c h é e ~pb'S\ car l ' e x p r e s 

sion entre c r o c h e t s n ' e s t a u t r e c h o s e q u e la l o n g u e u r d e la 

poutre. Enfin, si l 'on r e m p l a c e b$ par sa v a l e u r a p p r o x i m a t i v e 

-,i i n d i q u é e p l u s h a u t , il v i e n d r a p o u r e x p r e s s i o n d e 

Il - 0 , / ( 

celte moyenne m i n i m u m , q u e n o u s a p p e l l e r o n s M, 
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t r avée c e n t r a l e et ce l l e d ' u n e t r avée e x t r ê m e : d'ailleurs M de

v i e n t . - 7 - 7 — 7 - j r = P , o i 8 4 q , p o u r n = 3 . On p e u t donc dresser 

le t ab leau s u i v a n t : 

R A P P O R T M' M R A P P O R T M' M 
S. M' S. 

Fv w 

0 , 0 0 0 , 0 4 9 4 8 0 , 3 7 / 1 I , 25 0 , 0 1 8 8 3 0 ,982 
0 , 9 0 0 , 0 9 1 6 2 O ; 8 5 J 1 , 3 o 0 , 0 1 8 8 8 ° ; 9 7 9 

1 , 0 0 0 , 0 2 0 0 c ) 0 , 9 2 0 2 , 0 0 0 , 0 2 6 3 4 0 ,702 
1 , 1 0 o , o i g : ? 3 0 , 9 6 2 CC 0 , 0 ^ 2 0 7 
1 , 2 0 o , o i S 8 6 0 , 9 8 0 

Les m o m e n t s M' e t M s ' a p p r o c h e n t b e a u c o u p de l'égalité, 

l o r s q u e c5 a la m ê m e va l eu r ( i , a 5 ) dans les deux poutres aux

q u e l l e s se r a p p o r t e n t ces m o m e n t s : l e s e c o n d n 'es t alors infé

r i e u r au p r e m i e r q u e d e 1 , 8 p o u r 1 0 0 . Cela m o n t r e que dans 

les p o u t r e s à t r o i s t r avées o ù l ' on a fait ô = 1 , 2 5 , il y a peu de 

bénéf ice p o s s i b l e à n e pas p r e n d r e l e po lygone des appuis 

i n s c r i p t i b l e d a n s la fibre m o y e n n e p r i m i t i v e . 

La l o n g u e u r des ca lculs n o u s a e m p ê c h é de répé te r la même 

c o m p a r a i s o n p o u r les p o u t r e s ayan t p lu s de t ro i s travées. 

64. Des moyens par lesquels on peut rendre égaux les mo

ments de flexion sur tous les points d'appui d'une poutre 

soumise à une charge uniforme. — On a vu (n° 36) que cette 

égal i té s e p r o d u i t t o u t n a t u r e l l e m e n t , avec des appuis situés 

au m ê m e n i v e a u r e l a t i v e m e n t à la fibre m o y e n n e dans l'état 

pr imit i f , q u a n d le r a p p o r t a p r e n d la va leu r particulière 

r] = y / ~ = I , 2 2 4 7 4 

On a vu auss i (n° 63) q u ' o n p o u v a i t r e n d r e tous les moments 

X* égaux à 7j— p t W 1 en d o n n a n t aux po in t s d 'appui des ordon

n é e s c o n v e n a b l e m e n t c h o i s i e s ; il faudrai t r é p é t e r des calculs 

a n a l o g u e s dans le cas où la v a l e u r c o m m u n e des X* serait une 
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3 

quantité X' d i f férente de-^pfrô\ I l n 'y au ra i t qu ' à mod i f i e r 

la c o n s t a n t e / , q u i , au l i e u d e T^P^'S'i d e v i e n d r a i t 

et à d é t e r m i n e r B p a r le p r o c é d é q u e n o u s a v o n s e m p l o y é , 

mais en t e n a n t c o m p t e d u c h a n g e m e n t d e f. 

Parmi t o u t e s l es v a l e u r s d e X ' q u ' o n p e u t cho is i r , n o u s 

distinguerons la v a l e u r — pb'fr, p r e m i è r e m e n t pa rce q u ' e l l e 

est celle qu i r é p o n d à l ' e n c a s t r e m e n t s p o n t a n é d e la p o u t r e 

sur les appu is i n t e r m é d i a i r e s , par le s e u l effet de, la l iaison des 

travées; en s e c o n d l i eu p a r c e q u ' e l l e d o n n e / = o, ce qui 

simplifie b e a u c o u p la r e c h e r c h e des o r d o n n é e s y,, y,, y l y . . . 

des points d ' appu i . E n effet , les n — 3 é q u a t i o n s i n t e r m é 

diaires du g r o u p e (7) a u r o n t p o u r s e c o n d m e m b r e o, et p o u r 

ront se r e m p l a c e r par l ' é q u a t i o n u n i q u e 

A ' j * = o, 

d'où résu l t e 

y a = cons t . , 

car si, p o u r a d o p t e r la f o r m e la p l u s g é n é r a l e satisfaisant à 

° , on jo igna i t à la c o n s t a n t e u n t e r m e du p r e m i e r d e 

gré en k, il d e v i e n d r a i t i m p o s s i b l e d e vérif ier la cond i t i on 

7* = y.-n. 

La valeur c o m m u n e des y/, s e d é d u i r a e n s u i t e de l ' u n e des 

équations e x t r ê m e s du g r o u p e (7), de la p r e m i è r e , par e x e m p l e , 

qui en faisant = y„ X , = X , = — pb*5*, d o n n e 

J L = / ^ ( 3 _ , N 

On p e u t , dans ce t t e é q u a t i o n , a t t r i b u e r u n e va leur q u e l 

conque à S : si l 'on fait 0 = \ / 7 » on a y, — o , ce qu i c o n -
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c o r d e b ien avec le r é su l t a t t r o u v é au n° 36 e t rappelé ci-des

sus ; si l 'on fait 3 = R, on a 

En p laçan t la l igne d e s a p p u i s i n t e r m é d i a i r e s ou piles en des

s o u s d e ce l l e d e s a p p u i s e x t r ê m e s , à la d i s tance QU'INDIQUE 
ce t te d e r n i è r e é q u a t i o n , la p o u t r e à t r avées égales se TROUVE
rai t s p o n t a n é m e n t e n c a s t r é e s u r l e s p i l e s , q u a n d elle n'AURAIT, 

b i en e n t e n d u , q u ' à s u p p o r t e r u n e c h a r g e un i fo rme couvrant SA 

l o n g u e u r e n t i è r e . D ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , o n parviendrait au 

m ê m e ré su l t a t q u a n d 0 différerait de l ' un i t é , en adoptant pour 

fi la va l eu r p r é c é d e n t e m u l t i p l i é e par 3 — lèK 

M. P i a r ron de M o n d é s i r a i n d i q u é u n a u t r e moyen pour 

o b t e n i r un m o m e n t d e f lexion t o u j o u r s égal à — pb\ sur tous 

les p o i n t s d ' appu i d ' u n e p o u t r e à t r avées égales (*) : il consiste 

d 'abord à p r e n d r e le p o l y g o n e des a p p u i s (n° C2) inscriptible 

dans la fibre m o y e n n e p r i m i t i v e , c 'es t -à-dire à rendre NULLES 
t o u t e s les o r d o n n é e s f i , , p u i s à e n c a s t r e r les d e u x bouts DE la 

p o u t r e . Afin d e d é m o n t r e r ce r é su l t a t , p o s o n s les équations 

q u i d é t e r m i n e n t les m o m e n t s de flexion X 0 , X , , X , , X „ _ , , 

X„ s u r l es p o i n t s d ' appu i : n o u s a u r o n s , en appliquant LA for

m u l e ( 1 0 ) du n° G à t o u s les g r o u p e s de d e u x t ravées consécu

t ives , et t enan t c o m p t e d e s d o n n é e s pa r t i cu l i è r e s de la ques

t ion : 

X „ + 4 X 1 - f - X 2 = I / ? ^ , 
2 ' 

X, + 4 X , - + - X 3 = - / > 6 J , 
2 1 

X 2 4 - 4 X 3 -4 - X 4 = - pb:, 

X„_ 2 4 - 4 X*-. 4 - X„ = - pbK 
2 ' 

L ' é q u a t i o n (m) d u n° 2 , a p p l i q u é e a u x deux travées extrêmes, 

{*) Calcul des ponts métalliques à poutres droites et continues, P. 56 ET 5" 
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donne e n c o r e l e s d e u x r e l a t i ons 

ï X j + X , = 7 pb2, 

? - X « + X n = y pb2, 
4 

qu'on aurait p u , au b e s o i n , d é d u i r e auss i de la fo rmule ( i o ] du 

11° 6, en s u p p o s a n t la p o u t r e p r o l o n g é e au delà de ses d e u x 

extrémités par des t r avées de l o n g u e u r n u l l e . (Ce t t e cond i t i on 

équivaut b ien à l ' e n c a s t r e m e n t d e s b o u t s , p u i s q u e c h a c u n 

d'eux r epose s u r d e u x p o i n t s d ' appu i c o n f o n d u s e n un s e u l , 

ce qui assure l ' invar iabi l i té de d i r e c t i o n des é l é m e n t s e x t r ê m e s 

delà fibre m o y e n n e . ) Or, les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s son t en 

nombre suffisant p o u r d é t e r m i n e r t o u s les X * , et l 'on r e c o n 

naît a i sément q u ' e l l e s s o n t vér i f iées en p r e n a n t t o u s ces m o 

ments égaux à pb2. D o n c la d i spos i t i on i n d i q u é e pa r M. Piar-

ron de Mondés i r a e f fec t ivement p o u r c o n s é q u e n c e de p r o 

luire sur les a p p u i s fixes q u i l imi ten t ' c h a q u e t r avée un 

moment de f lexion égal à ~P^> e t P a r c o n s é q u e n t t o u t e s l e s 

travées se c o m p o r t e n t , s o u s la charge p e r m a n e n t e , c o m m e si 

elles étaient e n c a s t r é e s . 

65. Disposition propre, à rendre minimum le plus grand 

moment de flexion produit par une charge uniforme. — 

Quand un po ids u n i f o r m é m e n t répar t i es t p l acé s u r la l o n 

gueur en t i è r e de la p o u t r e , le m o m e n t de f lexion d a n s u n e 

t-avée q u e l c o n q u e s ' e x p r i m e par u n e fonc t ion e n t i è r e e t d u 

second degré de l ' absc i s se , d o n t les v a l e u r s e x t r ê m e s r é p o n 

dent : i a aux d e u x l i m i t e s de la t r a v é e ; 2 0 au s o m m e t d e la 

parabole r e p r é s e n t a t i v e d e la fonc t ion , l e q u e l s o m m e t t o m b e 

ordinairement dans ces l i m i t e s . T o u t e s les v a l e u r s e x t r ê m e s 

dont il s'agit é t a n t p r i s e s en v a l e u r a b s o l u e , on d e m a n d e de 

disposer les p o i n t s d ' a p p u i , t an t s o u s le r a p p o r t d e l ' é c a r t e -

ment que s o u s c e l u i du n i v e l l e m e n t , d e m a n i è r e à r e n d r e m i 

nimum la p lu s g r a n d e d ' e n t r e e l l e s , s o u s la c o n d i t i o n de n ' e m 

ployer q u ' u n n o m b r e d o n n é d ' a p p u i s et de c o n s e r v e r inva r i ab le 

'•'longueur to ta le de la p o u t r e . 
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2 ^ 0 CHAPITRE DEUXIÈME. 

C o n s i d é r o n s d ' abo rd s u c c e s s i v e m e n t ( c o m m e au n D 63) une 

t r a v é e de r ive e t u n e t r avée i n t e r m é d i a i r e q u e l c o n q u e , et résol

v o n s la q u e s t i o n p o u r l ' u n e d ' e l l e s p r i s e à par t . S'il s'agit d'une 

t r avée de r ive AB [Jig. Si, p . 2 5 i ), a p r è s avoir construi t la para

bo l e AMB, l ' o r d o n n é e BC e t la d r o i t e AC, don t les définitions 

s e r a i e n t l es m ê m e s q u ' a u n° 63 , on voi t qu ' i l y a deux maxima 

d e s m o m e n t s f léchissants d e t o u t e la t r a v é e , savoir BC et EF, 

le p o i n t E d e v a n t ê t r e pr is au m i l i e u d e AD. P o u r que le plus 

grand d e s d e u x so i t m i n i m u m , il faut qu ' i l s so ien t égaux, car 

a u t r e m e n t on a u r a i t u n r é s u l t a t p l u s favorable en faisant tour

n e r la l i gne AC a u t o u r de A, d e m a n i è r e à augmente r la plus 

faible des l o n g u e u r s BC, E F , e t à d i m i n u e r la plus forte. Cela 

d é t e r m i n e BC. On a, en effet ( n n 6 3 ) , 

e t , par c o n s é q u e n t , l ' éga l i t é BC = E F d e v i e n t 

( 1 0 ) B C ^ i ^ . A P 1 ; 

d 'un a u t r e cô t é , on a 

BC = P D - = , 
A P • 

et c o m m e , en ve r tu d e l ' é q u a t i o n de la pa rabo le , PD est égal à 

~ p. A P (b — A P ) , il v i e n t 

( M ) BC — ^pb {!> — A Ï 5 ) . 

É l i m i n a n t AP e n t r e l es é q u a t i o n s ( 1 0 ) et ( n ) , et posant 

BC 
z — —r ' n o u s I r o u v o n s 

po' 

z = ~{i — sj'Wz); 

de là r é s u l t e 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 

et enfin 

Z ' 
3 — V'H 

0 , 0 8 5 7 8 6 . . . . 
2 

Ainsi d o n c le m o m e n t d e f lexion s u r le p r e m i e r a p p u i ap rès 

la culée devra i t ê t r e 0 , 0 8 5 7 8 6 . . .pb' p o u r r e m p l i r l es c o n d i 

tions du p r o b l è m e dans u n e t r a v é e d e r ive c o n s i d é r é e i s o l é 

ment. 

Dans u n e t r avée i n t e r m é d i a i r e , la m ê m e q u e s t i o n se t ra i te 

plus s i m p l e m e n t e n c o r e . Soit en effet A' B ' [fig. 5 2 , p . 2 5 4 ) ce t t e 

travée; t r açons la pa r abo l e A ' M ' B ' et la l igne d r o i t e CD su ivan t 

les mêmes dé f in i t ions q u ' a u n° 6 3 . N o u s v e r r o n s appara î t r e 

alors trois m a x i m a d e s m o m e n t s de flexion dans l ' é t e n d u e A ' B ' , 

savoir A 'C, B ' D , e t l ' o r d o n n é e M ' E m e n é e p a r l e m i l i e u d e l à 

corde FG. On les r e n d r a égaux en p r e n a n t 

car alors M ' E c o ï n c i d e avec l 'axe d e la p a r a b o l e , et a p o u r va-

obtenir p o u r le p l u s g rand d e s t ro i s m a x i m u m s ; car l 'un d e s 

trois, au m o i n s , s 'accroî t l o r s q u e l ' on d o n n e à CD, so i t u n e 

translation, so i t u n e ro t a t i on a u t o u r d u p o i n t E . La cond i t i on 

du problème se ra d o n c r e m p l i e dans t o u t e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e 

en s 'arrangeant p o u r avoir , s u r l es p i les q u i la t e r m i n e n t , un 

moment fléchissant égal à pc\ 

Tous ces m i n i m a m a x i m o r u m pa r t i e l s , relat ifs aux d ive r se s 

travées, d e v i e n n e n t égaux e n t r e e u x q u a n d on p r e n d u n e 

même o u v e r t u r e c p o u r t o u t e s les t r avées i n t e r m é d i a i r e s , et 

que l ' ouve r tu re b des t r a v é e s de r ive satisfait à la r e l a t ion 

A 'C = B ' D = 

qui donne 

- ( V 2 — iyb2=\c\ 
7. i f a 
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2 ^ 2 CHAPITRE DEUXIEME. 

2 + ( n 2 ) (3 2 - H ( Il 2 ) 5 

L ' e s p a c e m e n t d e s a p p u i s est d o n c m a i n t e n a n t connu; mais 

il r e s t e à i n d i q u e r l e u r n i v e l l e m e n t , e t c 'es t à quoi l'on arri

vera en e x p r i m a n t q u e les m o m e n t s s u r ces appuis ont tous 

la v a l e u r -,. pc2 ou pb*§2. 
ib1 i fa ' 

À cet effet, il faudra s u i v r e la m a r c h e i nd iquée au n° 6i, et 

d o n t u n e x e m p l e d é v e l o p p é se t r o u v e au n° 63 , art. IV. SANS 

e n t r e r dans a u t a n t d e dé t a i l s , n o u s n o u s b o r n e r o n s à dire que 

les c o n s t a n t e s / ' e t 2 B p r e n n e n t ici les va leurs 

f--Pb% 
4 8 E 

— Ô' 4 - 2 û 3 - | - 3 0 ! - 4 - r- « o J ( t5 — I ) 

2 B - -
à' 

— o , O 4 1 o5 o , 14^447 n i 

Il sera pos s ib l e a lors rie r éa l i se r le m i n i m u m pc1 dans toules 

les t r a v é e s , en a d o p t a n t ce t t e m ê m e v a l e u r —g pc? pour celle 

d e s m o m e n t s su r l es n— i p o i n t s d ' appu i intermédiaires. Or, 

on aura a ins i r é so lu le p r o b l è m e q u ' o n s 'était p o s é ; car, d'a

p r è s ce q u ' o n v i e n t d e voir , on aura i t u n résul ta t moins favo

r ab l e en modi f ian t s e u l e m e n t les m o m e n t s de flexion sur les 

a p p u i s , sans c h a n g e r les o u v e r t u r e s ; d ' au t r e part, si l'on chan

geai t ce l l e s -c i en la issant l e u r s o m m e invar iable , l 'une d'elles 

au m o i n s a u g m e n t e r a i t de l o n g u e u r , et il y aurait aussi aug

m e n t a t i o n d u p l u s pe t i t m a x i m u m réa l i sab le dans son étendue, 

p u i s q u e ce p l u s pe t i t m a x i m u m varie propor t ionnel lement au 

ca r ré de la l o n g u e u r ; la l i m i t e i n f é r i eu re p c 2 , précédem

m e n t o b t e n u e , se ra i t d o n c d é p a s s é e . 

La c o n n a i s s a n c e d u r a p p o r t â d é t e r m i n e immédiatement b 

et c ; o n a en effet, n é t an t le n o m b r e des t r avées , 

2 L = 2 b -+- ( n 2 ) b 3, 

et par s u i t e 

2 L 2 . L 5 
b = . - : « i C : 
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POUTRES SYMÉTRIQUES, E ' J C . 2 ^ 3 

et q u e , par c o n s é q u e n t , l ' o r d o n n é e y \ d ' un appu i i n t e r m é d i a i r e 

q u e l c o n q u e r e l a t i v e m e n t à la fibre m o y e n n e p r i s e d a n s l 'é ta t 

primitif, es t d o n n é e par la f o r m u l e 

j'k — — ^f[hin
 — — 0 , 0 4 1 0 5 — o, 1 4 6 4 4 7 « ] • 

Les o r d o n n é e s e x t r ê m e s J - 0 , J „ , n u l l e s t o u t e s d e u x , n e r e n t r e n t 

pas dans ce t t e f o r m u l e . E n p o u r s u i v a n t la d i s c u s s i o n , il sera i t 

facile de r e c o n n a î t r e q u e t o u t e s l es o r d o n n é e s s o n t p o s i 

tives, et q u e , d a n s le cas d ' u n e f ibre m o y e n n e p r i m i t i v e m e n t 

droi te , l e u r l i eu g é o m é t r i q u e es t u n e p a r a b o l e à axe ve r t i ca l , 

tournant sa c o n c a v i t é v e r s le h a u t . Son s o m m e t se t r o u v e r a i t 

sur la ve r t i ca le du m i l i e u d e la p o u t r e , à la d i s t ance 

-f( o , 2 5 n2 — 0 , 0 4 i o 5 — o, 1 4 6 4 4 7 N ) 

au-dessous de la l igne j o i g n a n t l e s po in t s d ' a p p u i e x t r ê m e s . 

On p e u t , c o m m e au n° 6 3 , c a l cu l e r l 'a i re de la c o u r b e d e s 

m o m e n t s e t en d é d u i r e le m o m e n t f léchissant m o y e n p o u r la 

poutre e n t i è r e . Ce calcul n o u s a d o n n é l es r é su l t a t s s u i v a n t s : 

Moment moyen. 

Dans u n e t r a v é e e x t r ê m e 0 , 0 3 9 5 7 3 pc2, 

Dans u n e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e . o , o 3 8 o g 2 p c ' ; 

les coefficients 0 , 0 3 9 5 7 3 e t o , 0 3 8 0 9 2 r e p r é s e n t e n t r e s p e c -

7 /" 1 

t ivement l e s v a l e u r s a p p r o x i m a t i v e s de ^ g V 2 — ̂  e l d e 

~7 \F*—"TTT • On lire f ac i l ement d e là l ' exp re s s ion de la 

2 4 4 ° 
m o y e n n e g é n é r a l e M' p o u r la p o u t r e e n t i è r e , en m u l t i p l i a n t 

chaque m o y e n n e pa r t i e l l e par la l o n g u e u r de sa t r a v é e , e t 

divisant la s o m m e des p r o d u i t s par la l o n g u e u r t o t a l e ; on 

trouve a ins i 

pl.2 ( 2 \fi — 1) n— ( Y / 2 — 1 ) 

M' 

1 2 

- 1C 12 « — 0 . 2 2 6 5 4 
= O , I 0 2 3 D Q UlJ -. 7 ^ — R R -

' ( n — 0 , 2 9 2 0 9 Y 
1 1 1 . 
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l'Il\ (.nAriTHE DEUXIÈME. POUTRES SYMÉTRIQUES, ETC. 

Cette m o y e n n e es t n o t a b l e m e n t s u p é r i e u r e au minimum M 

o b t e n u p r é c é d e m m e n t (n° 03) avec d ' a u t r e s va leurs de ô et des 

o r d o n n é e s j * ; l ' e x c è s , var iab le et c ro i s san t avec » , est de i 5 à 

•20 p o u r i o o p o u r les p o u t r e s de 3 à i a t r a v é e s . C'est la un 

s é r i e u x i n c o n v é n i e n t de la d i s p o s i t i o n q u e n o u s venons d'étu

d ie r , et u n obs t ac l e à son e m p l o i p r a t i q u e , sauf dans le cas où 

la p o u t r e devra i t r e c e v o i r u n e s e c t i o n c o n s t a n t e ; car alors lo 

m o m e n t m a x i m u m sera i t le s eu l d o n t on aura i t à tenir compte, 

dans le calcul d e c e t t e s ec t ion , e t il y aura i t i n t é rê t à le dimi

n u e r au t an t q u e p o s s i b l e , sans se p r é o c c u p e r de ce que de

v i e n n e n t l es a u t r e s a insi q u e l e u r m o y e n n e géné ra l e . 

Enf in n o u s é n o n c e r o n s la r e m a r q u e s u i v a n t e , qui est un 

coro l l a i re i m m é d i a t d e s r é su l t a t s t r o u v é s a u x n o s 63 et 6a : 

Dans une poutre à section constante, dont la longueur to

tale ?.L est subdivisée en n travées solidaires, si la charge est 

uniformément répartie sur cette longueur 2 L à raison du 

poids p par unité linéaire, il est absolument impossible, quelque 

disposition qu'on imagine pour l'écartement et le nivellement 

des appuis, i ° de faire descendre le moment fléchissant moyen 

p L 2 

au-dessous de la limite ——- ——,— : 2 ° de faire descendre le 
8 ( « — o , 4 ) ' ' •' 

moment fléchissant maximum au-dessous d'une autre limite 

, , p L J 

é siale a „— • 
4 ( n — 0 , 2 9 2 8 9 ] ' 
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T A B L E A U X 

R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S 

PAR DIVERSES FORMULES 1)1' CHAPITRE DEUXIÈME, 

A V E C D E S H Y P O T H E S E S P A R T I C U L I È R E S 

S U R L E R A P P O R T S D ' U N E T R A V É E I N T E R M É D I A I R E A U N E T R A V É E E X T R Ê M E , 

E T S U R L E N O M R R F . T O T A L n D E S T R A V É E S . 

1 8 . 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 

- u - i c i - — CTl O G 
l~^> - o ^ r r - — G O C l c e 

L.T L n ci c e m <- f̂ . . r i O r o 
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T A 1 Ì L K À U X DE RESULTATS I* Il M E RI ( ) L' E S . 
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C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U V . — B T O M E N T S X „ 2 P R O D U I T S S U R LES P O I N T S D ' A P P U I , 

P A R L A C H A R G E P E R M A N E N T E . 

( V O I R LES N ° S 4 2 ET 4 3 . ) 

V A L E U R S 

(LE 

V A L E U R S D U R A P P O R T — r , R E P O N D A N T A à = jlb 

L ' i n d i c e m. 
0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 

Trois lavées. 
1 2 0 0 8 1 S 9 0 ° O 8 5 G O G O , O G I G G S 0 1 0 0 0 0 0 

Quatre travées. 
1 3 0 0 9 6 0 2 5 0 0 9 8 1 2 5 0 , 1 0 1 8 2 8 0 1 0 7 1 4 3 

2 1 0 O I 3 ' I 3 S 0 O 3 O G 3 8 0 , O 5 O 3 3 6 0 0 7 1 4 2 9 

Cinq travées. 
1 4 0 0 9 2 4 6 9 0 O G 5 O O O O , O G G 2 6 S 0 1 0 0 2 6 3 

2 3 0 O 3 O 5 O 6 0 0 4 5 0 0 0 a . o G i 1 4 6 0 ° 7 8 9 ' ( 7 

Six travées. 
I 5 0 0 9 3 4 3 8 0 O G 5 8 1 7 0 , 0 9 9 9 6 0 0 1 0 5 7 6 9 

2 4 0 0 2 5 8 0 4 0 0 - 4 1 1 8 G 0 , 0 5 8 3 2 6 0 0 7 6 5 ) 2 0 

3 3 0 O / , 8 3 , ' , 8 0 0 . 5 9 4 0 7 0 , 0 7 2 1 3 7 0 0 8 6 5 3 8 

Sept travées. 
I 6 0 0 9 3 1 7 9 0 O G 5 6 ' 2 1 0 , 0 9 9 7 7 5 0 1 0 0 6 . 3 4 

2 5 0 0 2 7 0 5 8 ° O / { 2 3 O 5 0 , 0 5 9 0 0 7 0 0 7 7 4 6 5 

3 4 0 O / , 3 5 8 S 0 O 5 5 5 5 G 0 . 0 6 9 1 9 9 0 0 8 4 5 0 7 

Huit travées. 
I 7 0 0 9 3 2 4 9 0 O G . 5 0 S . î 0 , 0 9 9 8 2 / 1 0 1 0 5 6 7 0 

2 6 0 0 2 6 7 2 2 0 0 4 1 G 3 2 O , O 5 S 7 9 7 0 0 7 7 3 2 0 

3 5 0 0 4 4 8 6 3 0 0 0 6 . 5 9 1 0 . 0 6 9 9 8 6 0 O 8 5 O J 2 

4 0 0 3 8 8 1 7 0 0 0 1 7 0 5 0 , 0 6 6 3 5 7 0 OS 2/17/1 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 2 8 I 

T A B L E A U V . ( S u i t e . ) 

V A L E U R S 
de 

l ' i n d i c e m. 

V A L E U R S 
X , „ . 

DU R A P P O R T —r-, R E P O N D A N T A 
l>lr 

3 = 
V A L E U R S 

de 
l ' i n d i c e m. 

1 , 1 1 , 2 1 , 2 5 1,3 

Trois t ravec s. 

1 2 0 ,109953 0 1 a 1786 0 ,128397 0, 135466 

Quatre travées. 

1 3 0 , 1 1 4 ° ; 5 0 1 2!2L)32 0 , 1 2 7 5 2 1 °, i3a8i6 

2 2 o , 0 9 4 2 1 2 0 IISES . i 0 , 1 3 1 5 5 2 0, 144842 

Cinq travées. 

1 • . 1 1 ? 9 7 7 I 2 2 ( | H \ 0 , 1 2 7 7 5 7 °, I 3 3 5 3 7 

2 3 o,OG8.'|05 0 1 1 9 5 1 9 0 ,130699 0, 142293 

Six travées. 

1 5 0J I L3?;2 0 0 ,127694 °, 133345 
1 4 ° ) ° 9 7 2 7 9 0 119296 0 ,130927 °, 142973 
3 3 0 , 1 0 ?.610 0 12O352 0 ,129849 °, 139764 

Sept travées. 

1 E 0 , 1 1 3 1 9 3 0 1234/18 0 , 1 2 7 7 1 1 0, I333G6 
S 0,097581 0 1 ig356 0,I3O8G6 °; 142790 

3 4 0, ioi,'|S.i 0 120129 0,130077 0, 140442 

Huit travées. 

1 7 0,1 t'i-t ] 4 0 1 2 I/J53 0 ,127706 
° 7 

I33:,82 
'i 6 0,097500 119340 o,I3O88A 0, I4283G 
3 5 0 , 1 0 1 7 8 6 0 120189 0, i3ooi6 0, 140260 
4 4 0,100307 0 119906 0,i3o3o5 0, l 4 1 ! 20 
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Sa C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U V . ( S U I T E . ) 

V A L E U R S 
V A L E U R S D U П Л У Р О К Т 

D Û 

L ' I N D I C E m. 

0,7 

Neuf 
• 8 0 ,09 3:2 3ü и,ogôGGG 

1 0 , 0 2 Ö 8 I 2 О , 0 .^2005 

3 6 и ,o/J/}J?-3 о, 0 5 G ¡314 

i :"> 0J o^ongS 0 , 0 5 2 7 3 7 

пи 
1 9 0 , 0 9 З 2 З Э о, 

•1 8 о,о/| 1 9 S 3 

3 7 о. o5G3Sc) 

•í С 0 . 0 З 9 7 5 З 0 , O J ' J ' J G O 

5 5 a.ü^i374 O J 0 5 J 7 7 0 

Onze 
I I Ü 0 . O Ü 3 

2 9 0 ,041991 

3 8 0 , O / ¡ 4 ; K ) O o,oj63Cy 

l\ 7 0 , 0 З 9 8 . 4 5 о , О 5 З 3 3 5 

5 

] 

fi 

1 1 

OJO . ' i ioli I 

• J оуЗаЗj 

o 7 o 5 3 4 ^ 

Douze 
0,otpGGg 

2 1 0 0,0.41989 

3 9 o,o563;4 

8 0 , 0 З 9 8 2 0 0 J 0 5 J 5 1 j 

5 7 о ; о!\ г I эЗ o,o535G7 

6 6 O , O J 3 Z I 6 

0,9 

0 . 0 9 9 S ] I 

O , U 5 8 8 J 3 

O , O G I ) 7 7 5 

0 , 0 6 7 0 4 5 

wees. 
0 , 0 9 9 8 / 5 

0 , 0 5 8 8 3 8 

0 , 0 6 9 8 3 2 

O,O6683/J 

0 , 0 6 7 8 3 3 

IVCL'S. 

0 , 0 9 9 8 1 / } 

о,оэ884'2 

о , 0 6 9 8 1 7 

0 , 0 6 6 8 9 0 

0 , 0 6 7 6 2 2 

uveas. 

0 , 0 9 9 8 1 / , 

O,O.58811 

0 , 0 6 9 8 2 1 

0 , 0 6 6 8 7 0 

0 , 0 6 7 6 7 9 

0 , 0 6 7 / 1 1 1 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S J¡ U M É R 1 Ç J l) E S . 9.83 

T A B L E A U V . ( S u i t e . ) 

V A L E U R S 

DE 

l ' i n d i c e m 

V A L E U R S DU ПЛРРОНТ '—jr, RÉPONDANT A 5 _ • 

pb-
1 , 1 1 , 2 1 , 2 5 1 , 3 

1 

Neuf t ranees. 

GO
 

О I 1З209 0 1 2 2 4 5 2 0,127708 U I I3338S 

7 О 119344 0,IЗ0878 14282G 

e О I O I 7 0 5 0 120173 0,13oo3'2 0, I.4O3OG 

5 О LOOGJG 0 II99C5 
a, I З0244 

0. I4OG38 

Dix travers. 
9 О 110210 0 122452 0,127707 l > , i333S5 

8 О OT) 7 51 IÌ 0 119З4З O,i3n879 0, Ф Э З О 

7 О LOI 727 120177 0,1З0028 0, 1.4029G 

6 О 100378 0 Ч 99-19 O, 1З0360 0 , 140987 

5 ° 100961 0, I 20035 0 , I 3 O I 8 3 0, 140757 

Onze travées. 
IO О, 113 J I О u ; 122402 0,127707 I.333S5 

0 О 0975.7 0, ..9З4З 0,1:10(878 U ; Ф 8 2 9 

8 О 101721 0, 120176 O,i3o02g О, 1.4029c) 

; О. ЮОБОО 1199.54 0,1З02.56 1.40974 

6 0 100SS0 ° ! 120009 0,i3oigg 0 , i4oSo5 

Douze travées. 
1 I 0 11З210 0, 1 224 J'2. 0 ,127707 О, 133,385 

IO О °97 5 f 7 119З4З 0,130О7 S N, 142829 

9 О 101722 0, 120176 0 , i3oo2g °> 140298 

8 О ioo5g4 0, 119953 0,1З02.57 0, ^0977 

7 О 100902 0. 120014 0,130190 О, 140792 

fi п 10079g 0, 11999З 0 , 1 3 0 215 N, 1408.74 
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2 8 4 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U V I . — A b s c i s s e s d e s p o i n t s o ù s ' a n n u l e n t l e s m o m e n t s de 

flexion d u s à l a c h a r g e p e r m a n e n t e . 

( V o i r l e s n o s 4 2 e t 4 3 . ) 

I N D I C A T I O N 

des 

a b s c i s s e s . 

N O M B R E n 

des 

t r a v é e s . 

RAPPORT D E C H A Q U E A B S C I S S E X{ OU X2 

à l u l o n g u e u r J e s a t r a v é e , p o u r a = 

0 . 7 0 , 8 0 , 9 

Premiere travée. 

n quel-? 
(îrjue 0,00000 0,00000 0,00000 0,0000a 

3 0,83022 0,82818 0,81606 0,80000 

4 n : S o 79"' 0,80375 0,796.34 0,78571 

5 o,8i5oG 0,81000 0,80146 0,78947 
G O , 8 I 3 I 3 o,8oS3i 0,80008 0,7884C 

7 o , 8 i 3 ( j / , 0,80876 o,8oo45 0,7887] 

00 o ,8i35o 0,8086.', o,8oo35 0,7886", 
9 o , S I 354 0,80867 o , 8 o o 3 8 0,78868 

1 0 o , H13 53 0,80866 0,80037 0,78867 
11 o,Si353 0,80866 0,80037 0,78868 

12 o , 8 i 3 5 3 0,80866 0,80037 0,78868 

GO O , 8 I 3 5 3 0,80866 0,80037 o , 7 S S 6 3 

Deuxième travée. 

3 I m a g i n a i r e . I m a g i n a i r e . o,34S6i 0,2763g 

4 0,/,332'( 0 , 3 6 i 3 4 o , 3 o 6 3 i 0,26608 

5 o , fjo3go 0,38485 0,314 31 o,2685S 

G ° / l777 I 0,37761 0,3l202 0,26781 

7 0,48457 0,37947 0,31262 0,26799 

8 o , 48316 0,37896 0,3l246 0,26794 

9 0,48261 0,37910 o,3i25o 0,26795 

1 0 o,4S24g 0,37907 0,3i249 0,26795 

11 0,48252 0,3790s 0,31249 0,26795 

12 0,48201 0,37907 0,31249 0,26795 

OC o,48a5i 0,37907 o,3i24g 0,26796 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 2 8 5 

T A B L E A U V I . ( S u i t e . ) 

I N D I C A T I O N 

DES 

A B S C I S S E S . 

N O M B R E n 

DES 

t r a v é e s . 

R A P P O R T D E C H A Q U E A B S C I S S E Xx OU X., 

À L A L O N G U E U R D E su. T R A V É E , P O U R <? = I N D I C A T I O N 

DES 

A B S C I S S E S . 

N O M B R E n 

DES 

t r a v é e s . 

1 , 1 1 , 2 1 , 2 5 1 , 3 

Premier e travée. 
Pour n que]-

0 , 0 0 0 0 0 0 , O 0 C 0 O 0 , 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 

3 0 , 7 8 0 0 9 0 , 7 5 F I / | 3 O , 7 4 3 >i 0 , 7 2 9 0 7 

4 0 , 7 7 1 8 5 0 , 7 0 4 7 4 O , 7 4 4 g f i 0 , 7 3 ^ 7 

5 0 , 7 7 / 1 o 5 0 , 7 5 5 1 9 ° . 7 W 9 0 , 7 3 2 9 3 

6 0, 7 7 3 4 G 0 , 7 . 5 5 0 7 O , 7 4 4 G i 0 , 7 3 3 3 I 

7 0 , 7 7 3 G 1 O , 7 5 5 i o 0 , 7 4 4 5 8 0 J 7 ^ 3 2 I 

x, ! 8 0 , 7 7 3 5 7 0 , ; 5 5 o 9 • , 7 4 4 5 g 0 , 7 3 3 a 4 

1 3 0 , 7 7 3 5 s 0 , 7 - 5 5 1 0 O , 7 4 4 5 8 0 . 7 3 M 

1 10 

N , 7 - 3 5 S O , 7 5 5 I O 0 , 7 4 4 5 9 0 , 7 3 3 ^ 3 

1 11 
0 , 7 7 3 5 s 0 , 7 5 5 1 0 0 , 7 - 3 3 2 3 

1 1 2 
0 , 7 7 3 5 8 O , 7 5 5 1 0 0 . 7 4 4 5 9 0 , 7 3 3 2 3 

0 . 7 7 3 5 8 0 , 7 5 5 1 0 0 , 7 4 4 5 9 0 , 7 3 3 2 3 

Deuxième travée. 
3 • , • 2 3 8 7 3 0 , 2 1 5 G 5 O , 2 0 7 3 4 0 , 2 o o 5 3 

/1 0 , 2 . 3 6 8 9 0 , 2 1 5 0 4 0 , 2 0 7 2 5 0,20004 

5 N . 2 ^ 7 3 7 0 , 2 1 5 5 4 0 , 2 0 7 2 7 0 , 2 0 D 1 8 

1 6 
0 , 2 3 7 2 5 0 , 2 1 5 6 4 0 , 2 0 7 2 6 0,20014 

1 7 

0 , 2 3 7 2 7 0 , 2 1 5 6 4 0 , 2 0 7 2 7 
O , 'J.OQ 15 

J 8 

0 . 2 3 7 2 G 0 , 2 1 5 6 f 0 , 2 0 7 2 7 0 , ' 2 0 0 1 5 

* i ) 9 0 , 2 3 7 2 6 
0 , 1 1 5 6 4 

0 , 2 0 7 2 7 0 , 2 0 0 l 5 

1 1 0 

0 , 2 3 7 2 6 0 , 3 1 5 6 4 0 , 2 0 7 2 7 0,2O0l5 

1 1 1 

0 . 2 3 7 2 6 0 , 2 1 5 6 4 0 , 2 0 7 2 7 0 , 2 0 0 l 5 

1 2 0 , 2 3 7 2 G 0 , 2 1 5 6 4 0 , 2 0 7 2 7 0 , 2 0 0 l 5 

1 
0 , 2 3 7 2 6 0 , 2 1 5 6 4 0 , 2 0 7 2 7 0 , 2 0 0 1 5 
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2 8 6 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U V I . ( S u i t e . ) 

I N D I C A T I O N 

DES 

A B S C I S S E S . 

N O M B R E 71 

DOS 

T R A V É E S . 

R A P P O R T DE C H A Q U E A B S C I S S E X, 'OV X, 

À L A L O N G U E U R D E S A T R A Y E E , P O U R o ~ I N D I C A T I O N 

DES 

A B S C I S S E S . 

N O M B R E 71 

DOS 

T R A V É E S . 

0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 . 0 

L dixième tr ivre. ( S u i t e 

3 I M A G I N A I R E . I M A G I N A I R E . O , 6 5 I 3 G 0 , 7 2 ^ 6 1 

0 , 9 0 4 6 7 O , 8 4 8 G A O , S Q O 8 3 0 , 8OFL3I; 

1 0 , 7 4 9 0 1 0,77140 0 , 7 7 9 8 1 0 , 7 8 3 8 3 

I 0 
O , 7 9 R 3 5 0 , 7 9 3 « ) 0 , 7 9 1 0 3 0 , 7 8 9 8 8 

O , 7 S S : H O , 7 3 7 4 5 0 , 7 8 8 0 4 O J 7 H S 3 5 

1 8 O , 7 8 G 3 8 0 , 7 8 9 0 0 O , 7 8 8 S 4 0 , 7 8 8 7 6 

0 , 7 8 8 ^ 9 0 , 7 8 8 3 9 O , 7 S 8 6 3 0 , 7 8 8 6 5 

1 0 0 , 7 8 8 7 3 0 , 7 8 8 6 9 0 , 7 8 8 6 9 0 , 7 8 8 N S 

] 1 0 , 7 8 8 6 6 0 , 7 8 8 6 7 0 , 7 8 8 6 7 0 , 7 8 8 3 7 

1 N 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 

=C 0 , 7 8 8 6 S 0 . 7 8 S 6 8 0 , 7 S 8 6 8 O . - S S C S 

Troisième travée. 

O , 1 / 1 0 7 6 0 , 1 6 9 2 8 O , I ' S 5 3 2 0 , 1 9 6 " ] 1 

G 0 , i 3 6 5 2 0 , I 6 5 5 3 0 , 1 8 3 9 1 0 , 1 GGOLS 

7 O , ] 3 G ? . ' > N , 1 6 6 6 0 0 , I 8 4 3 O 0 , I G G I R 

S 0 , 1 3 8 : , I 0 , 1 6 6 1 0 0,1 s 419 0 , I G F I I 5 

9 0 , I 3 8 7 0 0 , 1 6 6 3 G 0 , 1 8 4 2 2 0 , 1 9 6 * 3 

• 
1 0 O , I 3 8 6 3 N , 1 6 6 3 7 0 , 1 8 4 2 2 0 , ! G fi 15 

11 O , I 3 S 6 5 0 , I F I C 3 S 0 ,1 8 / ( 2 2 0 , 1 9 6 1 5 

1 2 0 , 1 3 8 6 6 N , I 6 6 3 S N , 1 8 4 2 2 0 , 1 9 6 1 0 

. . . -

1 TO 

I 
0 , I 3 8 6 6 N , I 6 6 3 8 0 , 1 8 4 2 2 O ; 1 9 6 1 J 
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T A B L E A U X D E R E S U L T A T S H U M ÉK I Q U E S . 

T A B L E A U V I . ( S i l i n ; . ; 

I > D [ C A T I O > I 

DES 

a b s c i s s e s . 

K O M I Î R E /; 

DES 

t r . I V G C S . 

R A P P O R T D E CHAQUE A R S C I S S E x\ OU хг 

a l a longueur de s a t r a v é e , pour ii = 

1,1 1 , 2 1,2.') 

Deuxième travée. (Suite.) 

3 0 7G i 27 0,7SÍ33 0 792GG 0,799-17 
k О 70-г'Э" 0,78984 0 7S7U9 0,78073 
fi О 78G72 0,78830 0 78896 0,78946-

С О 7 8 9 , 8 o,788;G 0 7S860 o, 7 S816 

7 О VSSii'i 0,78S63 0 78870 o, 7 S8 73 
H о 7887, o,7S8FIS 0 788G7 0,78866 

9 ° 788ÎÎ7 0,7886-7 0 78868 o, 7 S808 

LU О 788G8 0,78868 0 78867 0,78867 

H 78SG7 0,78867 0 -88C8 0,78868 
12 п 78SG8 0.78S68 0 78S6S 0,78868 

0 78868 0,78868 0 7S868 0,7886S 

Troisième travée. 

Ъ О 0,21017 0 2 12'|1 0,21434 

С О '!0/|3j 0 , 2 ! O I 7 0 21241 o,2I432 

7 О 2о',38 0,21017 0 21 2/5 1 0,2L/|32 

S О 204.З7 0,21017 0 •11 ?41 0,21/(32 

9 'о 2o/,3S 0,21017 ° •J ] 2.41 O , 2l/|32 

10 О 20/, 3 7 0,21017 0 11 24 I 0,2T432 

11 0 зо.'(37 0,21017 0 21 з4 Г 0,214З2 

12 0 20/1З7 0,21017 0 2 1 2 4 I 0,21 /(Зз 

za Û •2 CL /| J 7 0,21017 0 2 12/(1 O , 21 /|3J 
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2 8 8 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U V I . ( S U I T E . ) 

I N D I C A T I O N 

D E S 

A B S C I S S E S . 

N O M B R E n 

D E S 

T R A V É E S . 

R A P P O R T D E C H A Q U E ARSCISSE X{ OU x,t 

À L A L O N G U E U R ( L E S A T R A V É E , P O U R S = I N D I C A T I O N 

D E S 

A B S C I S S E S . 

N O M B R E n 

D E S 

T R A V É E S . 

0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 

'1 'jnisiéme tr acée. ( S U I T E • ) 

5 O , 8 5 . ' | 2 / | 0 , 8 3 O 7 2 0 , 8 . 4 6 8 0 , S O 3 . 1 Ç J 

G 0 , 7 7 1 4 6 0 , 7 7 7 5 3 0 , 7 8 1 7 . 5 O , 7 S ' , 7 2 

7 O , 7 G 3 3 I O , 7 G I 6 7 0 , 7 G O 5 3 0 , 7 S B 7 4 

8 O , 7 8 7 . 3 0 , 7 8 7 6 9 O , 7 S S I 8 0 , 7 8 8 0 9 

xe 
9 O ; 7 8 9 0 I 0 , 7 8 8 8 G 0 , 7 8 8 8 1 0 . 7 S S - 5 

i 1 0 

0 , 7 8 8 0 G 0 , 7 8 8 6 2 0 , 7 8 8 6 ' , 0 , 7 ^ 8 6 . ) 

I 1 1 0 , 7 8 8 7 0 0 , 7 8 8 6 G 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 ^ ( 1 8 

1 1 2 0 , 7 8 8 6 7 0 , 7 8 S G 7 0 , 7 8 8 6 7 0 , 7 8 8 6 7 

O , 7 8 S 6 S 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 O , 7 6 S C S 

Quatrième travée. 

7 O , 2 3 I 5 I 0 , 2 2 3 6 3 0 , 2 1 8 6 8 0 , 2 1 5 Ï 6 

l 8 0 , 2 3 O ( ) I 0 , 2 2 3 3 0 0 , 2 1 8 0 6 0 , 3 1 5 3 8 

\ 9 
0 , 2 3 0 8 . 1 0 , 2 2 3 3 G 0 , 2 I S G O 0 , 2 1 0 3 9 

1 0 0 , 3 . 3 0 7 8 0 , 2 3 3 3 6 ' 0 , 2 1 8 5 9 O , 2 I 5 3 C J 

I 1 1 

0 , 3 3 O S O 0 , 2 2 0 3 7 0 , 2 1 8 5 9 O , 2 I 5 3 9 

i 1 2 0 , 2 3 0 7 G 0 , 3 2 3 3 7 0 , 2 I S 5 G 0 , 2 1 5 3 9 

\ OD 

I 

0 , 2 3 O 8 U 0 , 2 3 3 3 7 0 , 2 1 8 5 G 0 , 2 . 5 3 9 

/ 7 0 , 7 6 8 4 G 0 , 7 7 6 3 7 0 , 7 8 1 3 3 ° , 7 8 W 

O
C

 

° , 7 ! ) ' L ° 7 ° J 7 9 ' 9 7 
0 , 7 9 0 6 5 

1 9 0 , 7 8 7 2 3 
" , 7 8 7 7 9 

O , 7 8 8 I 5 O , 7 8 H 3 8 

1 0 0 , 7 8 9 0 6 C 7 8 8 9 . 0 , 7 8 8 8 2 0 , 7 8 8 ; . ! 

\ 1 1 
0 , 7 8 8 0 7 0 , 7 8 S 6 1 0 , 7 8 8 6 ' , 0 , 7 8 6 « 

0 , 7 8 8 7 0 0 , 7 8 8 6 9 0 , 7 8 8 6 9 0 , 7 8 S O S 

\ 3 0 

l 

0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 S 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 ( 1 8 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 2 8 9 

T A B L E A U V I . ( S u i t e . ) 

RAPPORT D E CHAQUE A B S C I S S E X , OIT x 2 

INDICATION NOMBRE n a ï a l o n g u e u r d e s a t r a v é e , p o u r S = 

des 
a b s c i s s e s . t r a v é e s . ~" • — ^ 

M 1 , 2 1 , 2 5 1 , 3 

7 ̂ roisième tr ivée. (Sui te ) 

5 0 , 7 9 3 5 5 0 7 8 9 8 3 0 , 7 8 7 5 9 0 , 7 8 5 6 6 

6 0 7 8 6 8 / , 0 7 8 8 3 7 0 , 7 8 8 9 7 O , 7 8 9 4 8 

7 0 7 R 9 ' 7 0 7 S 8 7 6 0 , 7 8 8 6 0 0 , 7 8 8 4 6 

8 0 , 7 8 8 5 4 0 7 8 8 6 5 0 , 7 8 8 7 0 0 , 7 8 8 7 3 

*) 0 , 7 8 8 7 1 0 7 8 8 6 8 o , 7 8 S 6 7 0 , 7 8 8 6 6 

J I 

1 1 0 
0 7 8 8 G 7 0 7 8 S 6 7 o , 7 S 8 6 8 0 , 7 S S 6 8 

11 0 7 8 8 0 8 0 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 7 0 , 7 8 8 6 7 

1 1 2 0 7 8 S 6 7 0 7 8 S 6 8 o , 7 S 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 

S O 0 7 8 S 6 8 0 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 

Quatrième travée. 

7 0 2 i : î i g 0 2 1 1 6 4 • , 2 I I 0 3 0 ,2I0Ì2 

0 21 3 1 9 0 2 1 1 6 3 0 , Z I Î O 3 0 , 2 I 0 5 2 

1 9 
0 2 I 3 I G 0 21 1 6 3 0 , 2 1 I o 3 0 ,21032 

1 1 0 0 21 3 1 9 0 21 L 6 3 0 , 3 1 J O 3 0 , 2 I O 5 A 

1 ] 0 0 i \ I 6 3 Ü J 2 I 1 0 3 G , 2 I 0 5 2 

1 2 0 2 1 3 1 9 0 2 I I 6 3 0 , 2 I r 0 3 0 2 I O 5 2 

OC ' 0 2 I 3 I G 0 •j. 1 1 6 3 0 , 2 1 I 0 3 0 2 I O 5 2 

(
 7 0 7 8 6 8 ! 0 7 S 8 3 6 0 ) 7 8 8 G 7 0 7 8 9 4 8 

8 0 . 7 8 9 > 8 0 7 8 8 7 6 0 , 7 8 8 6 0 0 , 7 8 8 ^ 6 

1 9 0 , 7 S 8 5 , i 0 7 8 8 6 5 0 , 7 8 8 7 0 0 7 8 8 7 3 

1 lu 0 , 7 8 8 7 . 0 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 7 0 , 7 8 8 6 6 

1 1 1 

0 , 7 8 8 6 6 0 7 8 8 6 7 0 , 7 8 8 6 8 0 7 8 8 6 8 

1 1 2 0 , 7 8 8 6 8 0 7 8 8 6 8 0 , 7 8 8 6 7 0 7 8 8 6 7 

0 7 8 8 6 S 0 7 S 8 6 8 0 , 7 8 8 6 8 0 7 8 8 6 8 

I I I . ' 9 
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C H A P I T R E D E U X I E M E . 

T A B L E A U V I . ( S i l k « . ; 

I M L I F . A Ï M S 

des 

a b s c i s s e s . 

I S 0 M 1 Ì I I E I I 

des 

t r a v é e s . 

R A P P O R T D E C H A Q U E A B S C I S S E X , O U .T7 

à l a l o n g u e u r d e s a t r a v é e , p o u r ti = 

11 

12 

9 

10 

11 

12 

11 

12 

11 

12 

0 , 2 0 6 i 5 

O , 'ioG i о 

0 ,20Gl i 

О , 2 0 G i 1 

O ; 2 o G i i 

0 , 7 9 3 8 5 

0 , 7 8 7 2 9 

0 , 7 8 9 0 3 

o , 7 S 8 5 8 

o , 7 S S f i S 

o , 9. i 27З 

0 , 2 1 2 7 2 

0 , 7 8 7 2 7 

0 , 7 8 9 0 5 

0 , 7 8 8 6 8 

0 , 8 0 , 9 

(jiHjiiièiiir. travée. 
0 , 2 0 8 1 2 

О , 2 0 8 0 9 

О , 20810 

О , 208l О 

О , 2 0 8 1 0 

О , 79188 

О , 7S782 

О , 78S91 

О, 7 8 8 6 1 

О , 20939 

О , 2 0 9 З 8 

О , 2 0 9 З 8 

0 , 2 0 9 3 8 

О , 2 0 9 3 8 

o , 7 9 o ß i 

0 , 7 SS i fi 

0 , 7 8 8 8 1 

o ,7SS64 

0 , 7 8 8 6 8 I 0 , 7 8 8 6 8 

Sixième: travée. 
0 , 2 1 2 1 9 

0 , 2 1 2 1 8 

0 , 2 1 2 1 9 

0 , 7 8 7 8 1 

о , 7880/2 

0 , 788(18 

n , 2 1 1 8 5 

t) j 21185 

о j a i j 85 

0 , 7 8 8 1 5 

о,7S8SU 

0 ,788118 
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TABLEAUX DE RÉSULTATS NUMÉRIQUES. 2 U L 

T A B L E A U V I . ( S U I T E . ) 

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE Xt OU X.T 

I N D I C A T I O N 

D E S 

N O M B R E H 

D O S 

À L A 1 I N R J I I E U R D E S A T R A V É E , P O U R J = 

A B S C I S S E S . T R A V É E S . 

1 , 2 1 , 2 5 1 , 3 

CilHJltLf'n e travée. 

0 O , 2 I * ) 8 3 0 , 2 1124 0,21 [ / ¡ 0 0 , 2 1 1 5 4 

1 10 O , 2 1 O 8 3 0 , 2 1 I 2 \ 0 , 2 1 1 4 0 0,21134 

) n O,2io83 0 , 2 1 1 2 . ' ( 0, 21 l/jO O , 2 1 1 5 4 

) 

O,2io83 0 , 2 1 1 2 ^ 0 , 2 1 1 ^ CL 0 , 2 I I 5 4 

CE 0 , 2 1 o S 3 0,2112 4 0 , 3 1 i . 'JO 0,31154 

9 0,78917 0,78876 0,788G0 0,78846 

i 1 0 O , 7 8 8 5 / | 0,78865 0,78870 0 , 7 8 8 7 3 

) " 0,78871 O,788GS 0,78867 0,78866 

° , / 8 ^ 6 7 0,78867 0,78868 0,78868 

0 ,78868 0,78868 

Si.rièim 

0,788G8 

travée. 

N , 7 8 8 6 K 

1 1 <i, 2 1 1 4 6 0 , 2 1 1 3 5 0 , 3 1 1 3 O O ; 3 T 1 2 7 

:R, 
1 2 0 , 2 1 1 4 6 0 , 2 1 1 3 5 0 , 2 1 1 3 O 0 , 3 1 1 2 7 

. . . . 
0 , 2 1 1 4 6 0 , 3 1 1 3 5 O , 3 I 1 3 O 0 , 2 U 2 7 

[ " 
0,78834 0,7886.5 0,78870 0,78873 

^ 3 

! 1 2 

I . . . . 

0,78871 O,788GS 0,788G7 0,78866 

O,7SS( !8 0,78868 0,78868 0,78868 

' 9 -
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C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U V I I , — C O E F F I C I E N T S — C D E S M O M E N T S D E F L E X I O N M A X I M A , 

P R O D U I T S P A R L A C H A R G E P E R M A N E N T E , V E R S L E M I L I E U D E C H A Q U E T R A V É E . 

( V O I R l e s n o s 4 2 E T 4 3 . ) 

IT A M ; 

D E LA 

TRACÉE. DES 

TRAVÂRS. 

4 e . t 9 

1 0 

0 e . 

9 

1 0 

1 1 

1 1 

n 

C O E F F I C I E N T — C P O U R t? . 

O 8 7 4 

0 8 1 6 

O 8 3 O 

0 8 2 7 

0 8 2 8 

0 8 2 7 

0 8 2 7 

0 2 0 6 

0 1 3 6 

0 0 3 7 

O O 6 3 

O O 5 G 

0 0 5 8 

0 0 5 7 

0 3 0 7 

0 ^ 1 7 

0 2 6 2 

0 2 0 9 

O I 7 7 

0 1 9 / , 

0 1 9 0 

0 1 9 S 

O :i13 
0 2 0 7 

0 2 0 8 

0 2 0 2 

O 2 0 3 

0 , 8 

0 , 0 8 5 7 

O , 0 8 0 / 1 

0 , 0 8 2 0 

0 , 0 8 1 7 

0 , 0 8 1 8 

• , 0 8 1 7 

O , 0 8 1 7 

0 , 0 0 A 9 

0 , 0 1 9 0 

0 , 0 1 2 0 

0 , 0 1 3 8 

O J O 1 3 3 

0 , 0 >• 3 5 

L) , O I 3 / | 

0 J O 3 5 O 

0 , O 3 O O 

0 , O 3 I 3 

0 J O 3 0 Q 

0 , O 3 I O 

0 , 0 3 . ' ^ 

0 , 0 2 5 9 

O JO? . "JJ 

0 , 0 3 0 6 

0 , 0 2 6 9 

0 , 0 2 6 5 

0 , 0 2 G 6 

0 , 9 

0 J O 8 3 2 

0 , 0 7 9 3 

O , O 8 O 3 

0 , 0 8 0 0 

0 , 0 8 0 1 

O J O S O I 

0 , 0 8 0 1 

0 , 0 0 9 3 

0 , 0 2 FI 8 

0 , 0 2 1 9 

0 , 0 2 3 2 

0 , 0 2 2 9 

O , 0 2 3 O 

O , O Ï L O 

0 , 0 / ¡ 0 1 

O , O 3 G 2 

O , 0 3 7 2 

O , O 3 ( ] J ) 

0 , O S ' T O 

0 , 0 , 3 2 ] 

O , O 3 3 1 

0 , N 3 2 8 

0 , 0 3 2 9 

O , O 3 / | 2 

0 , O 3 3 9 

O , O 3 / , O 

O , O 3 3 6 

O J 0 3 3 7 

1 . 0 

0 . 0 8 0 0 

0 , 0 7 7 3 

0 , 0 7 7 9 

0 . 0 7 7 7 

0 , 0 7 7 8 

0 , 0 7 7 7 

0 , 0 7 7 8 

O , 0 2 J O 

0 . O 3 6 / J 

0 , 0 3 3 A 

O , O 3 / J I 

O , O 3 3 8 

O , O 3 3 9 

O , O 3 3 ( ; 

1 0 , O ^ 6 1 

! O , O / , 3 3 

, 0 , 0 4 4 0 

I . O / , 3 8 

I , O 4 3 G 

0 , O . ' JOJ 

0 , 0 ^ I 2 

O , 0 4 1 0 

0 . O u [ ] 
O , O J 2 0 

0 , O / , 1 8 

0 , 0 / I L 8 

0 , 0/F [ FI 

O . O / | I fi 

0 , 0 7 6 1 

0 , 0 7 4 5 

0 , 0 7 4 9 

0 , 0 7 4 8 

0 , 0 7 4 8 

0 , 0 7 4 8 

0 , 0 7 4 S 

O , 0 4 I 3 

0 , 0 4 7 3 

O , O 4 5 G 

0 , 0 4 C I 

O , O 4 F I O 

0 , 0 4 6 0 

O JO/JFÎO 

p , O J 2 8 

0 , O 5 1 3 

O , O , 3 1 7 

O , O 5 I G 

O , O 5 I 6 

0 , 0 4 9 8 

0 , 0 0 0 2 

O , O J O I 

0 , 0 , 0 0 1 

0 , O 5 O G 

0 , O 5 O 5 

0 , 0 5 O / , 

O J O J O / J 

1 , 2 

0 , 0 7 1 5 

0 , 0 7 1 2 

0 , 0 7 1 3 

0 , 0 7 1 3 

0 , 0 7 1 3 

0 , 0 7 1 3 

0 , 0 7 1 3 

0 , O 5 8 2 

0 , O 5 G 3 

0 , O 5 G O 

0 , 0 0 9 1 

0 , O.R>9 T 

0 , N S G R 

O , 0 J { ) 1 

O , 0 6 0 , " ) 

0 , 0 6 0 2 

0 , O G O 3 

O , N 6 Û 2 

O . 0 6 0 2 

0 , 0 . 1 9 9 

0 , 0 6 0 0 

0 , 0 5 9 9 

0 , 0 0 9 9 

O , N G O O 0 , 0 1 ' I J ] 

O , D 6 O O J O , O 6 5 ] 

O . O F I O O O . O G J ] 

1 , 2 5 1 , 3 

0 , 0 6 9 0 | 0 , 0 6 6 4 

0 , 0 6 9 4 | ° ; 0 ^ ; 4 

O , O 6 G 3 

0 , 0 6 9 3 

0 , 0 6 9 3 

O , 0 6 9 3 

0 , 0 6 9 3 

0 , 0 6 6 9 

O , O 6 5 8 

0 , 0 6 6 1 

O , O 6 G O 

O , N 6 G O 

O , O 6 G O 

0 , 0 6 6 0 

0 , 0 6 7 2 

0 , 0 6 7 2 

0 , 0 6 7 2 

0 , 0 6 7 2 

0 , 0 6 7 2 

0 , 0 6 4 6 

O , O 6 / | Y 

0 , 0 6 4 8 

O , O 6 4 G 

0 , 0 6 4 9 

O , O 6 5 J 

0 , 0 6 5 ' 2 

O , O 6 5 I > 

O , O G 5 2 

0 , 0 6 0 0 O , O 6 5 I 

O , O G O O , O , O 6 5 I 

0 , 0 7 3 0 

0 , 0 7 2 . 5 

0 , 0 7 3 4 

O , 0 " 3 I 

0 , 0 7 3 2 

0 , 0 7 3 ? . 

0 , 0 7 3 Y 

0 , 0 6 9 0 

0 , 0 6 9 9 

0 , 0 6 9 6 

O , 0 6 9 7 

0 , 0 6 9 7 

0 , 0 7 0 0 I 

0 , ( 1 7 0 6 1 

0 , 0 7 0 6 : 

0 , 0 7 0 6 , 

0 , 0 7 0 3 

0 , 0 7 0 4 I 

0 , 0 7 0 / , ! 

0 , 0 7 0 4 

0 , 0 7 0 / , ! 
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C H A l ' I T K K D E l, X I E M K 

T A B L E A U I X . — C A L C U L D E S A B S C I S S E S .«'', . r " . 

( V O I R LES N O S 4 4 ET 4 8 . ) 

RAPPORT D E CHAQUE A B S C I S S E :r O U x'" 

I N D I C A T I O N NOMBRF. 71 IL l n L O N G U E U R «TE S A T R A V É E , P O U R 3 — 

DES DES 

A B S C I S S E S . L r a r é e s . 

0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 . 0 

V rentier " travée. 

Pour n QUEL-

COINIUC. 
0 , 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 

, 3 O F 8 / ( G / | 3 0 , 8 5 3 9 0 0 , 8 6 0 6 0 0 , 8 6 6 6 7 

i O , 8 / | ' | 5 O 0 , 8 5 2 4 3 O , . 8 5 G . 5 8 0 , 8 6 6 0 7 

\ 5 
0 , 8 4 / 1 . 1 , 0 , 8 5 2 3 3 O , 8 5 G 5 I O , S 6 ( I O 3 

O , 8 . ' , 4 3 G 0 , 8 5 2 3 2 O , 8 5 G 5 1 O , 8 G 6 O 5 O , 8 . ' , 4 3 G 0 , 8 5 2 3 2 O , 8 5 G 5 1 O , 8 G 6 O 5 

) < 
O , 8 . ' | 4 3 & 0 , 8 5 2 3 2 0 , 8 . 1 9 5 1 O , 8 ( I 6 O 3 

CE 0 , 8 / | / | 3 3 0 , 8 5 2 3 - 2 O , 8 5 G 5 O O , 8 6 6 O 3 

Deuxième travée. 

3 O,OI )4 ' . ,5 0 , 1 0 1 1 / , 0 , 1 0 7 2 . 5 0 , 1 1 2 7 0 

4 0 , 0 9 1 2 7 0 , 0 9 8 8 0 0 , I O 5 5 6 0 , 1 1 1 6 9 

5 0 , 0 9 1 0 5 0 , 0 9 8 6 2 0 , I O 5 / [ / , O , I I 1H I 

A-'. . . 
G 0 , 0 9 1 0 ' , 0 , 0 9 8 6 1 0 , 1 0 . 5 / ( 3 0 , I J 1 6 1 G 0 , 0 9 1 0 ' , 0 , 0 9 8 6 1 0 , 1 0 . 5 / ( 3 0 , I J 1 6 1 

7 ° , ° 9 , 0 1 U , 0 9 8 6 1 0 , 1 O 5 / , 3 0 , 1 1 1 6 1 

• OC 0 , 0 9 1 0 4 0 , 0 9 8 6 1 0 , I O 5 / , 3 0 , 1 1 1 6 1 

3 0 , 9 0 5 7 . ) 0 , 8 9 8 8 6 0 , 8 9 2 7 S 0 , 8 8 7 3 0 

4 0 , 8 7 8 - 2 . 3 0 , 8 - 8 6 5 0 , 8 7 9 0 2 ° > ^ 7 T P ! ) 

5 0 , 8 7 6 2 7 0 , 8 7 7 1 9 0 , 8 7 8 0 4 0 , 8 7 8 8 2 

z r ' v . . . . . 6 0 , 8 7 ( 1 . 3 0 , 8 7 7 0 G ° ) 8 7 7 9 7 0 , 8 7 8 7 8 

7 0 , 8 7 6 1 2 0 , 8 7 7 0 8 0 , 8 7 7 9 6 0 , 8 7 8 7 s 

CE 0 , 8 7 6 1 2 0 , 8 7 7 0 8 0 , 8 7 7 9 6 0 , 8 7 8 7 8 

'Iroi si ente travée. 

.) N , 1 1 8 2 9 0 , 1 1 8 7 5 0 , 1 1 9 1 7 OJ 1 N P D 

1 6 
0 , 1 1 8 O 3 0 , 1 1 8 5 6 0 , 1 1 9 0 4 0 , 1 ¡ 9 4 8 

3'' . . . . . . 7 0 , 1 1 8 0 1 0 , 1 1 8 5 5 0 , : I G O 3 0 , 1 1 9 1 7 

0 , 1 1 8 0 1 0 , 1 1 8 5 5 U . ] 1 G O 3 0 , 1 1 9 / 1 7 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M E R I Q U E S . ay:: 

T A B L E A U I X . ( S u i t e . ) 

RAPPORT UE C H A Q U E A B S C I S S E X OU 

I N D I C A T I O N N O M B R E n À L A L O N G U E U R D E S A T R A V É E , P O U R à -

DES /LES 

A B S C I S S E S . T R A V E R S . 

1 ) 1 1 , 2 1 , 2 5 
1 , 3 

Premièn • travée. 
Pour n ((iiel- / 

COI IQUB 
0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 0 8 7 2 1 9 0 , 8 7 7 2 3 0 , S 7 9 6 0 0 S S . 8 7 

k 0 8 7 1 9 8 0 , 8 7 7 3 9 0 , 8 7 9 9 3 0 8 8 2 3 C 

* • S 7 1 9 7 0,877.40 0 ) 8 7 9 9 5 0 8 8 2 4 0 

ri
 

6 0 0 , 8 7 7 4 0 0 . 8 7 9 9 5 0 8S2.40 

1 J . 

0 8 7 > 9 7 0,877.40 0 , 8 7 9 9 5 0 8S2.40 

CE O § 7 ' 9 7 
0,877.40 0 , 8 7 9 9 6 O , S 8 2 4 O 

Deuxième travée. 

3 0 1 1 7 C 0 0,12204 0 , I 2 / | 1 0 0 , 1 2 6 0 6 

4 N 1 17 2 5 0 , 1 2 2 3 5 0 , 1 2 4 7 0 0 . 2 6 9 S 

0 1 1 7 2 2 0 , 1 2 2 3 5 0 , 1 2 4 7 5 0 1 2 7 0 . 5 

6 O 1 1 7 2 2 0 , 1 2 2 3 5 0 , 1 2 4 7 5 0 1 2 7 0 5 

1. 
O 1 1 7 2 2 0 , 1 2 2 3 5 0 , 1 2 . 4 7 6 0 1 2 7 0 5 

. . . . 
0 1 1 7 2 2 0 , 1 2 2 3 5 0 , 1 2 / 1 7 6 0 1 2 7 0 5 

3 O 8 8 A / | 0 0 , 8 7 7 9 6 0 , 8 7 5 9 0 0 8 7 ^ 9 1 
1 0 8 7 9 / 3 0 , 8 8 0 0 4 0 , S 8 0 2 2 0 8 S O 3 6 

r> O 8 7 9 5 ' | 0 , 8 8 0 2 2 0 , 8 8 0 5 4 0 8 8 0 8 / , 

( I 0 8 7 9 5 3 0 , 8 8 0 2 3 O , 8 S O 5 6 0 S 8 0 8 8 

1 0 8 7 9 5 3 0 , 8 8 0 2 3 O , 8 8 O 5 6 0 8 8 0 S 8 

CO o 8 7 9 5 3 0 , 8 8 0 2 3 O , 8 8 O 5 6 0 S 8 0 S 8 

Troisième travée. 

5 0 ' 1 9 9 0 0 , 1 2 0 2 2 0 , 1 2 O 3 7 0 1 2 0 5 1 

G 0 1 " 9 9 0 0 ,1202 . 4 0,12041 0 1 2 O 5 8 

o 1 1 9 8 8 0 , 1 2 0 2 4 0 , I 2 0 / | 2 0 1 2 O 5 8 

. . . . 
[> , . G 8 S 0 , 1 2 0 2 4 H , 1 2 0 ' [2 0 1 2 O 5 8 
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2Cj6 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U I X . ( S U I T E . ) 

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE X ou , r I V 

INDICATION NOMBRE n à la L O N G U E U R de sa travée, P O U R CT — 

dos des 
abscisses. travées. 

0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 

: Troisième ir avée (sui te) 

5 O 8 8 1 7 1 0 , 8 8 , 2 5 O , S 8 O 8 . 3 u ,8SO ' ,4 

1 6 0 8 7 9 7 8 0 , 8 7 9 8 2 0 , 8 7 9 8 . 5 0 , 8 7 9 8 8 

X ' V 

0 87U.Gr. o , 8 7 9 7 2 0 , 8 7 9 7 8 0 , 8 7 9 8 4 

0 , 8 7 9 0 3 0 , 8 7 9 7 0 0 , 8 7 9 7 7 0 , 8 7 9 8 3 

0 8 7 9 6 3 0 , 8 7 9 7 0 0 , 8 7 9 7 7 0 , 8 7 9 8 3 

Quatrième travée. 

7 0 ° > " 9 9 9 0 , 1 2 0 0 2 O , I 2 0 0 / | 

8 o " 9 9 : 1 ° ; I I 9 9 7 0 , 1 3 0 0 1 O , I 300/j 

oo 0 " 9 9 3 o , 1 1 9 9 7 0 , I 2 0 0 I 0 , I200^ 

7 0 8 8 O O 5 0 , 8 8 0 0 1 0 . 8 7 9 9 8 0 , 8 7 9 9 6 

1 ' S 0 8 ; 9 9 ' o , S 7 9 9 I o > 8 7 9 9 ' 0 , 8 7 9 9 2 

1 !> 0 8 7 9 9 0 o , 8 7 9 9 N 0 , 8 7 9 9 1 0 , 8 7 0 9 1 

00 0 8 7 9 9 0 0 , 8 7 9 9 0 0 , 8 7 9 9 1 0 , 8 7 9 9 1 

Cinquième travée. 

il O 1 V O U 7 O ; I 2 0 0 8 O ; 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 

1 0 0 1 2 0 0 7 0 , 1 2 0 0 7 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 

QO 0 1 2 0 0 7 0 , 1 2 0 0 7 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 

9 O 8 7 9 9 3 ° , 8 7 9 9 A ° , 8 7 9 9 5 ° , 8 7 9 9 2 

. r I V 1 0 0 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 

3C 0 3 - 9 9 J ° > 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 

Travée de rang supérieur à 5. 

ïî >• I 0 0 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 

H > 1 n 0 , 8 7 9 9 2 o , 8 7 9 9 2 

° , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 1QJ 

T A B L E A U I X . ( S u i t e . ) 

R A P P O R T D E C H A Q U E A B S C I S S E X oc x" 
INDICATION 

NOMBRE II 
à l a l o n g u e u r d e sa t r a v é e , p o u r J ~ 

des des 

a b s c i s s e s . t r a v é e s . — ~ ~ ~ ~ 

1,1 1 ,2 1 ,25 1,3 

Vroisièmc tr avec ( su i te 

5 o , 8 8 0 1 0 0 , 8 7 9 7 8 0 , 8 7 9 6 3 °>879^9 
6 0 , 8 7 9 9 0 0 , 8 7 9 9 3 0 , 8 7 9 9 4 0 , 8 7 g 9 5 

xiv 7 0 , 8 7 9 8 9 0 , 8 7 9 9 4 0 , 8 7 9 9 6 0 , 8 7 9 9 8 

8 0 , 8 7 9 8 9 0 , 8 7 9 9 3 0 , 8 7 9 9 6 ° ; 8 7 9 9 9 

QO 0 , 8 7 9 8 9 0 , 8 7 9 9 3 0 , 8 7 9 9 6 0 , 8 7 9 9 9 

Quatrième travée. 
7 0 , 1 2 0 0 7 0,1300g 0 , 1 2 0 1 0 0 ,12011 

x' 8 0 , 1 2 0 0 7 0 , 1 2 0 0 9 0 , 1 2 0 1 1 
0 , 1 2 0 1 2 

00 0 , 1 2 0 0 7 0 , T200O, 0 , 1 2 0 1 1 0 , 1 2 0 1 2 

7 0 , 8 7 9 9 3 0 ,87991 0 , 8 7 9 9 0 0 , 8 7 9 8 g 

8 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 

9 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 

GO 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 O1S7992 

Cinquième travée. 
9 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 S 0 , 1 2 0 0 8 

x' 10 
. • . 

0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 

QO 0 , 1 2 0 0 8 0 , i 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 o , 1 2 0 0 8 

9 0 , 8 7 9 9 2 0 ,87992 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 

10 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 0 ) 8 7 9 9 2 

0 , 8 7 9 9 2 0 ,87992 0 , 8 7 9 9 2 0 , 8 7 9 9 2 

Travée de rang supérieur à 5. 
ri > I o 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , 1 2 0 0 8 0 , r 2008 

n > 10 
0 , 8 7 9 9 2 0 ,87992 0 , 8 7 9 9 2 0 ,87992 
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3 Ç j 8 C H A P I T R E D E C X I L M E . 

R A S G S 

A-, K',. . . 
I N D I C E M 

(1(5 

l ' a p p u i . 

V / A ' . . . 

¥I I T I N N N M N Î I F M R N H — 

D E S 

T R A V É E S 

I N D I C E M 

(1(5 

l ' a p p u i . 

N A L ' L ' U H 1 S i . . . J 1 U U K U — 

S U R C H A R 

g e s . 

I N D I C E M 

(1(5 

l ' a p p u i . 

0 , 7 0 ,8 0 , 9 1,0 

TROIS TRAVÉES. 

2 i o,020915 0 ,0290g1 o ; o 3 8 7 7 7 0,o5oooo 
i , 3 i 0 ,060976 o , o 5 6 8 i 8 

QUATRE 

0,0.53191 

TRAVÉES. 

O , O 0 0 O 0 D 

, ( 

0,023858 o , o 3 2 1 i S 0,042000 0,053071 
, ( 0,006619 0,015.469 o , 0 2 5 1 6 8 0,035714 

j 0 , 0 7 2 1 G 7 o ; 0GG007 0,0.59829 0,o53571 
., i 0,006619 0,015469 0,025168 0,036714 

Cinq TRAVÉES. 

i 0 , 0 2 K ) / j 3 0 ,029767 0,040276 0,o5363a 
7 ' " 1 0,020291 0,026047 0,032445 o,o3g.J74 

i, 3, 5 j 
i 
2 

o ; 071426 
0,010215 

0 ,065233 
0 , 0 1 8 9 5 3 

0,008992 
0,038702 

0, 0.52632 

o ,o3g^4 

SI.i' TRAVÉES. 

\ J 0,021254 0,029983 0,0 4o 5 0.4 0,032882 

•>,'i,C 1 •2 0 , O K ) 2 6 8 o 7 o2.5o79 o,o3i4R2 o,o38/ |FI2 

{ 
3 0,024174 0,029703 0,036069 O , O 4 3 ' J G j 

( I 0,072]84 o ,o65865 o , o 5 9 4 5 5 0,05^885 

. . 3 , 5 
o ,ooG536 0,016108 0,026744 o,o38.'JIJ2 

( 0,024174 0 ,029703 0$o36o6g 0,04326:3 

SEPT TRAVERS. 
i 
[ 

I 0,0 2 1 0 5 •?. 0 ,029814 o,o/(o38o 0,032817 
2 0,0 2 0 3 00 0 ,02583g 0, O 3 : Î O O 5 0,03873-2 

( 3 0,02u450 0,02G832 0,034099 0 , o4*J2 54 

| 1 0 , 0 7 2 I 2 8 o ,oG58o7 0 ,05939 \ 0,032817 

r, 3, 5, 7 ( 

U 0,006809 o , o i 6 3 6 6 0 , 0 3 7 0 0 1 0,038732 
1 3 o,o>3i3S 0 , 0 2 8 7 3 7 0 , o 3 5 1 0 0 0 , Q!\TlRJ\ 

T A B L E A U X . — M o m e n t s d e flexion s u r l e s a p p u i s , q u a n d les t r a v é e s 

s o n t s u r c h a r g é e s d e d e u x e n d e u x . 
( V o i r les n 0 3 49 et 5 1 . ) 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S K U M É K 1 Q U E S . 

T A B L E A U X . ( S u i t e . ) 

2 9 9 

R A I S C S 

h. A',... 

[LES 

T R A V É E S 

S U R C H A R 

G É E S . 

P, 3 

2 , 4 

i , 3 

i, 3 , 5 

i, 3 , 

I N D I C E m 

D E 

L ' A P P U I . 

• I , 4 ) 

I 1 

I 3 

/ , , ( I 

» . 5 . 7 

R A P P O R T S — T T T T ! P O U R cî : 
/ 5 / / 

0 . 0 6 3 7 8 . 3 

0 , 0 4 7 1 7 0 

0 , 0 6 6 8 8 9 

O , 0 ^ 7 1 0 6 

0 , 0 ^ 7 1 8 6 

0 , O , ' ( 7 1 0 6 

0 , 0 6 6 8 8 / , 

0 , 0 4 7 1 2 3 

0 , O 4 6 O N 3 

0 , 0 . 3 1 3 8 1 

0 , 0 6 7 1 7 7 

O , O / , 6 O O / , 

O , O O i 3 O 5 

O , O / ) 6 O G 5 

O , O 5 i 3 7 3 

0 , O 5 i 3 O 5 

0 ^ 0 6 7 1 7 7 

0 , 0 4 6 0 0 6 

O , O 5 1 2 9 9 

0 , 0 . ( 6 0 1 6 

0 , O.R> I 5 ; . " » 

0 , 0 0 0 1 8 5 

1,2 1 , 2 5 

Trois travées. 

0 , 0 7 7 1 4 3 

0 , 0 J 4 6 . ' | 3 

0 , 0 8 . 4 9 . S 

0 , 0 4 3 4 7 8 

Quatre travées. 

0 , 0 8 1 9 9 8 

0 , O 5 G 3 / | 2 

O , O 4 N G 3 4 

0 , 0 5 9 3 4 2 

O , O G O ' J 3 6 

0 , 0 6 3 7 7 6 

O , 0 3 7 3 8 5 

0 , 0 6 5 7 7 6 

Cinq travées. 

0 , 0 8 3 0 7 7 

O , O 5 5 3 8 5 

0 , 0 9 1 9 1 2 

0 , 0 3 9 7 4 3 

0 , 0 3 9 3 2 7 O , O 3 5 8 4 G 

O , O 6 4 I 3 5 0 , 0 7 0 9 . 5 6 

Six travées. 

0 , 0 8 . 3 4 2 8 

0 , 0 3 / , 0 9 9 

0 , 0 6 0 1 7 6 

O , O 3 G O 3 7 

0 , 0 6 5 1 9 7 

0 , 0 6 0 1 7 6 

0 , 0 9 2 2 9 S 

O , O 5 8 3 5 O 

0 , 0 6 . ( 9 2 5 

O , O 3 5 3 G 5 

0 , 0 7 2 5 7 6 

O , O 6 4 Ç J 2 5 

Sept travée 

O , O 8 3 5 O 5 

O , O 5 3 8 I / , 

0 , 0 6 1 2 3 7 

0 , 0 3 8 9 4 3 

O , O 6 5 5 4 I 

0 , 0 3 8 8 9 2 

0 , 0 9 2 4 1 G 

0 , 0 5 7 9 1 6 

0 , 0 6 6 5 4 2 

O , 0 3 5 2 9 2 

0 , 0 7 2 9 . 5 0 

0 , O 6 3 5 3 5 
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3 o o C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U X . ( S u i t e . ) 

RANGS 
k, k',. . . 

des 

t r a v é e s 

s u r c h a r 

g é e s . 

3, 3, 7 

•2, 4, 6, 8 

•i, \ , 6. 
8, i o 

indice m 
de 

RAPPORTS 
p ù 

T l POUR S = 

l ' a p p u i . l ' a p p u i . 
0 , 7 0 , 8 0 , 9 1,0 

Huit ti ~avées. 

i u 021067 0 ,029829 0, o/|o3g7 o,o52835 
•i 0 02017(1 0,02.5769 0 ,o3 rg36 o,o3866o 

0 02072g 0 ,027095 0 ,034359 0,0425^6 

4 0 o i g / j o g 025852 o , o 3 3 i 2 8 o,o4i2»7 

i 0 072182 0 o65853 0,009428 o,oj2835 
2 0 006545 0 016163 0,026861 o,o3SGûo 
3 0 024i3fi 0 0 2 9 4 g 6 0,o35628 0,042526 

4 0 019409 0 025852 0,0.33128 o,o/[i237 

Neuf travées. 

I 0 0210.52 0 029817 o ,o4o388 0,032800 
'?. 0 020247 0 02582^ o , o 3 i g 7 4 o,o3S679 
3 0 020461 0 026889 0 ,034217 0 ,o/|2/|53 
4 o 020.408 0 026622 0 ,o33657 0,0.415og 

i 0 0 7 2 1 7 8 0 o6584g o ,o5g423 o,o52S3o 
> o oo6565 0 0 1 6 1 8 1 0,026880 o,n38fi7g 
3 0 024062 0 029426 0 ,035558 0,042453 
4 o ,019688 0 0 2 6 1 i 5 0,o33388 o ,o4 1 J°9 

Dix travées. 

I o 02 io53 0 029818 o ,o4o38g 0,0 5 2. S 31 
2 0 0202.41 0 025819 o , o 3 i g 6 g 0,03867} 
3 o 020481 0 026907 o ,o34236 0,042/172 

4 0 020/Î33 0 026552 o ,o335S7 0,04i436 
5 0 020687 0 026885 o , o 3 3 g i 7 0,041782 

î 0 072182 o , o 6 5 8 j 2 0,009426 0,052 831 

2 0 006540 0 , 0 1 6 1 6 7 0,026870 o,o386/4 
3 o 024133 0 ,029481 o ,o355g6 0,d42.',72 
4 o 0 i 9 4 2 0 0 ,02.5908 o,o3324> 0,0414 3 6 
5 0 020687 0 02,6885 o , o 3 3 g i 7 0,04178» 
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T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 3 u l 

| INDICE m 
DE 

I l ' a p p u i . 

p'b1 
POUR S= 

1,1 1 , 2 1,25 1,3 

Huit travées. 
0 067198 0 O8353O 0 1018G9 
o O40926 0 Oj3;22 0,007816 0 062039 
0 O5I5GG 0 0615 8 R 0,066914 0 072475 
o O5OI7 G 0 0,060152 N 070360 

0 o\GoIG 0 N38G-̂3 0 , 0352 0C) 0 O31513 

0 O5I574 0 O65GIS 0,O-3O6G 0 080S01 
O O5O 187 0 008607 0, O63102 0 067785 
0 00017G 0 059953 0,06 515?. 0 070060 

Neuf travées. 
0 067IGH 0 083536 0,092456 0 10188I 

0 04592G 0 003702 0,057785 0 061997 
0 O5109S 0 06 r G5 7 

0,067030 
0 072633 

0 O5OI80 0 OOGGFIY 0,064719 0 069973 

0 04G011 CI O38G.G 0, O3 5 2 J 2 0 O315O5 
0 O5I5GG 0 O656/(2 0 ; 073093 0 OSOS3O 
0 OON 1 06 0 OOSJ15 FL , NG3OO2 0 067676 
0 O.ÔO/|7G 0 0600197 0, OG55A5 0 070960 

0 067199 0 O83538 0,093458 0 101884 

0 0 'J 5G GO 0 O536GO 0,057778 0 061989 
0 O51620 0,OGIGS 3 0,067007 0 072662 
O O5M00 0 009576 0 ,064019 0 O6G865 
0 O5O/|8O 0 OGOOI3 0.060091 0 070378 

0 O/JGÛI R 0 O3S(ji4 0,0 3 5 2 5 0 0 O3I001 
0 001096 0 OG56/, 8 0,07310 R 0 080841 
0 O5OJ 07 0 008490 0,062971 0 067634 
0 O5O478 0 060373 0 JOS56/| 1 0 071122 
0 000480 0 060013 0, OGOOG R 0 070378 

T A B L E A U X . ( S u i t e . ) 
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3 o 2 C H A P I T R K D E U X 1 E M E . 

T A B L E A U X . . S u i t , ! 

H A N G S 

A , A ' , . . . 

DES 

T R A Y C C S 

I N D I C E m 

D E 

L ' A P P U I . 

R A P P O R T S '—^ 
p l> 

POUR S = 

S U R C H A R 

G E S . 

I N D I C E m 

D E 

L ' A P P U I . 

0 , 7 0 , 8 0 , 9 

Onze rrwees. 

i , 0 7 . 1 O J ' I 0 029817 0 O / J O 3 8 8 ' 0,00 2^3 I 

1 0 0 0 2 5 8 2 3 0 , 0 3 1 9 7 1 0,0 3 8 '17 5 
2 , / | , G , 

8, 10 
0 

0 

,02046a 

, 0 2 o / | O 0 

0 

0 

02GSg3 

0 2 6 6 0 7 

0 

0 

,03422(1 

3o33fi25 

O , O . J ' ^ G 7 

O,O. ,JI'|5fi 

5 0 ,0'20/j I T ; 0 0 2 G G 7 9 0 , 0 ^ 3 7 7 5 0,0/(1709 

I 0 , 0 7 2 1 S i 0 o ( I 5 8 5 ' i •O ,o5g425 O , o 5 :»33 I 

i , 3 , 5 , 7 , 

9 . " 
; O 

0 

, O O 6 5 / J 8 

024 J 28 
0 

0 

0 1 G 1 G 8 

02947(1 

0 

0 

,02(1871 

, 0 3 5 5 9 1 

0,038(175 
i , 3 , 5 , 7 , 

9 . " 

! 0 0 1 g44° 0 02J927 0 , . - 3 3 2 6 0 0 ,041^56 

N 0 20612 0 0 ,o33S47 0, OZJ 1709 

.Doiizr trnvrcs. 

1 
i 0 , < I 2 I 0 3 2 0 0 2 9 8 1 7 0 O / J O 3 8 S O , O 5 Z 8 3 I 

U , 0 2 0 2 ^ 0 0 02 5 8 2 * 2 0 , 0 3 1 9 7 1 0 , O 3 S G ; 5 

2 , / J , C I , 8 , ; * 0 , 0 2o/|G/F 0 O A G R Y I 0 L134227 O J O 4 ^ | [ i 9 

1 0 , 12 * 0 , O 2 0 3 C J 9 0 0 2 G G 0 2 0 00 3 6 2 0 O , O ^ J 

1 0 , 0 2 0 4 3 9 0 O2FIG()7 0 0 3 3 7 9 4 O . O . ' I 17AS 

1 ( I 0 , 0 2 0 3 4 4 0 0 2 G G 0 8 0 O337«)5 0j0/|iii3fi 

] 0 , U 7 2 I 82 0 OG.]8.")2 0 ,05y'|2 3 0 ; 0 5 2 S 31 

2 0 O O ( i . R ) ^ G 0 O J G 167 0 , 0 2 0 8 7 0 0,0^8675 

>, 3, 5 , 7 , , 
3 0 J 0 2 4 1 3 3 0 0 2 T J 4 8 O 0 , 0 3 5 5 9 4 o ,U^4:' .9 

9 . i ' 0 J 0 1 C] \ '2 ] 0 0 2 5 9 1 3 0 ti 3 3 -J 5 5 0,0/| 1 / ( J I 

| 0 O20G8/J 0 0 2 G 8 7 0 0 , O ? 3 8 8 F I 0,0/11728 

I c 0 020344 0 02fi(jo8 o,o337o5 O,o4ifi3fi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T A B L E A U X DK R É S U L T A T S A ' U M É B . I Q U K S . 

T A B L E A U X I4 S u i t e . ) 

RAM'. -S 

к, к',. . . 
I M M C Ï : И / 

D E 

l ' a p p u i . 

Y А Л ' . . . 
Л т. А 

j 1 N I I N I L T L ' " П И П Л DEA 

t r a v é e s 

s u r c h a r 

g é e s . 

I M M C Ï : И / 

D E 

l ' a p p u i . -
1,1 

RTL T W « 1 •• , . 
p l> 

1 , 2 1 , 3 

Onze t ravérs. 

i 0 0 6 7 1 9 9 0 0 8 3 5 3 8 О , 0 9 3 4 5 8 0 , 1 0 1 8 8 4 

2 0 0- Ì5GV3 0 0 O 5 3 G Ì ) 4 О , О 5 7 7 7 5 0 , 0 6 1 9 S 6 

2, 4, <Ъ 
S, I O 

3 Ü OF) 1 6 2 0 N О Б I ( 1 S 8 N , o í I 7 O F I J 0 . 0 7 - 2 6 7 3 2, 4, <Ъ 
S, I O 

4 О O J O I 0 0 0 O 5 I J 5 5 G O , O G 4 Ô 8 S 0 , 0 6 9 8 2 3 

5 0 O J 0 4 8 0 0 0 6 0 0 8 9 0 J О Б Э З О - 0 , 0 7 0 5 3 5 

I Ü O / | 6010 0 O 3 8 C J I 4 O J И З З ' ^ У O J O 3 I F J O I 

i, 3 , Г,, • ; , 

9 , 11 

0 O J I D 9 7 0 0 6 5 6 . Т О О J 07 .31 O 3 0 . 0 8 0 8 4 З 

i, 3 , Г,, • ; , 

9 , 11 
3 О O J O I 0 1 0 0 0 8 4 8 8 0 , 0 6 2 9 6 4 0 , 0 6 7 6 - 3 6 

Ü « 5 O 5 O O 0 О Б П З У Й O J O Í Í J G G ; 0 , 0 7 I 151 

О 0 , 0 5 9 9 2 0 О , 0 6 4 9 9 2 0 , 0 7 0 2 7 0 

Douze. travées. 

i О 0 б ; 2 0 0 0 U 8 3 5 3 S N J 0 0 2 4 5 8 0 , I D 8 8 5 

•i Ü И 5 9 2 0 0 O 5 3 ( I T ) 3 0 J 0 5 7 7 7 5 0 , 0 6 1 9 8 5 

2, G , 8 , 
3 О O 5 L G 2 2 0 0 G 1 6 S 9 0 , 0 6 7 0 6 7 0 , 0 7 2 6 7 . 5 

I O , 1-2 4 О O D O U Y ' J 0 О З О Й . ' Ю 0 , 0 6 4 5 8 1 0 , 0 6 9 8 1 5 

5 Ü U 5 O 5 0 3 0 0 6 0 1 1 4 O , O 6 5 ^ . 3 4 0 , 0 7 0 5 6 4 

(i О 0 5 nf\oo 0 0 5 9 9 9 7 0 , 0 6 5 1 0 8 0 , 0 7 0 ^ 7 

i О 0 / ( ( Ì 01 0 0 0 З 8 9 1 4 0 , O 3 5 ^ 4 y ( J . O 3 1 5 O 1 

1 1 О C 5 I 5 9 7 0 O G 5 G Ò O 0 , 0 7 3 1 0 4 0 , 0 8 0 8 4 4 

i, 3 , 5 , 7 , ) 3 О O 5 O I 0 1 0 O 5 8 4 S 7 0 , О Б 2 9 6 1 0 , 0 6 7 6 2 3 

9 . 1 1 

4 С) O 5 O J O 0 0 О Б О ^ О З 0 , 0 6 5 6 7 6 0 , 0 7 1 1 6 I 

5 О , О 5 О 4 ° О 0 O Ò Q Q O O 0 . 0 G 4 9 G 0 0 , 0 7 0 2 : 2 8 

G 0 0 5 O - ^ O O 0 0 5 9 9 9 7 0 , O G J I O S 0 , 0 7 0 7 
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3 o 4 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U X I . — M o m e n t s d e flexion s u r t r o i s a p p u i s consécut i f s , quand 
o n s u r c h a r g e les deux: t r a v é e s l i m i t é e s p a r c e s a p p u i s , e t les autres 
t r a v é e s d e d e u x e n d e u x . ( V o i r les n o s 50 et 5 1 . ) 

RANGS 
k, k',. , . 

des 
travées 

I N D I C E Hi 

l ' a p p u i . 

*rAk'... 

R A P P O R T S - — J - r r ï P O U R Ò — 

p bl 

s u r c h a r 
gées. 

I N D I C E Hi 

l ' a p p u i . 

0 , 7 0,8 0 ,9 1,0 

Trois 

1 

travées. 

1 0 ° 9 7 n 9 9 102143 0 ,108476 0,116667 
•1 0 o o 5 i o 6 0 01 '.2857 0,022269 0,o333 3 3 

Quatre travées. 

0 i o i 6 0 6 0 i o5go3 0 , 1 1 2 2 0 8 0,120536 
1 — 0 o i 3 8 7 3 — o , o o 4 o 6 3 0 , o o 6 5 i 1 0,017807 

>., 3 
0 01/105 7 0 020000 0,037201 0,o35714 

>., 3 2 o 05/|2.2 I 0 070000 0,087649 0 , [ 07 1 ;\i 

Cinq travées. 

2, 4 
I o 0g8860 0 io36o5 0 , 1 I 0 5 2 I 0 . I 1 (J fi 1 7 

2 , 4 —o ooo535 00G279 o , o i 3 6 3 4 G,02 J 53I 

1 0 O I 3 i o 7 0 019079 0,026242 O,034689 

2, 3 . 5 2 0 058095 0 0 7 4 . 4 4 0 ,091699 0, I 113/14 
3 — 0 00 3 5 3 ; 0 « •4344 0 , 0 1 1 9 6 1 o,02o335 

Six travées. 

I , 2, 4 , fi 
1 

3 

0 
- 0 

O99O76 
00i583 

0 
0 

io38:>4 
o o 5 ? 9 Ï 

0 j 1 1 0 7 0 2 
0,012660 

0,119872 
0,o2o513 

I 0 o i 3 g o 3 0 019701 0,026697 o,o34g3G 

2, 3 , 5 9, 0 054972 0 07134« 0 ^ 9 7 7 9 0, 1 10T.ri6 
3 0 0 1 1 211 0 014 91 5 0 , 0 1 9 1 8 9 0,0240 38 

— 0 00372,8 0 Oo3'220 0,010867 0,oi9231 
3 , 4, 6 3 0 ofi3i i/[ 0 O7839O 0,095817 0,115385 

Sept travées. 

2, h, « 
I 

•i 

0 
— 0 ooofio3 

0 
0 

\ o3b'55 
og6o53 

0 ,110628 
0 ,013182 

0,11980.4 
0 ; 02078.1 
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T A R L E A U X D E R É S U L T A T S JX U M É I U Ç I U E S . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e ) 

3o5 

H ASC S 
k, k\ . . . 

dus 

t r a v é e s 

s u r c h a i -

( ; écs . 

i n d i c e m 
de 

l ' a p p u i . 

2 , 3 

.'l, fi 

RAPPORTS ] POUR 

1,1 1 , 3 

Trois travées. 

o , 1 2 G G 9 1 
0 , 0 4 6 0 ifj 

o , i3oKc)7 
o , 0 2 9 9 8 3 
o , 0^558.2 
0 , 1 2 8 4 5 9 

o , 1 3 S 5 ^ 7 
O j 0 6 o 4 û 2 

0 , 1 4 5 1 1 9 
0 , 0 6 8 1 9 6 

Quatre travées. 

0 , I 4 3 3 O I 
0 , 0 4 * 2 8 9 5 
0 , 0 6 6 8 4 2 

0 , 1 3 0 2 7 2 
0 , 0 4 9 6 4 7 
0,063()L>4 

0 , 1 3 1 5 7 9 | o , i 6 3 S i o 
Cinq travées. 

Sept travées. 

0 , i 3 i 1 9 3 
O , 0 2 8 8 5 3 

0,144S03 

o ,0373*90 
o , 1 5 2 4 4 2 

0 , 0 4 , 8 3 3 

0 , i o 2 i 5 8 
0 , 0 7 6 4 0 1 

o , 1 3 7 7 3 3 
0 , 0 0 6 3 9 8 
0 , 0 6 9 5 2 5 
0 , 1 7 6 4 8 7 

1 0 1 3 0 9 0 0 0 . / , 4 3 7 5 0 , 1 5 1 9 3 6 0 , 1 6 0 0 4 6 
I , 2 , 4 2 0 0 2 9 9 7 2 0 o 3 8 g 5 8 0 , o 4 3 6 5 G 0 , o 4 8 4 9 . 

I 0 o 4 4 4 5 4 0 0 5 5 5 6 7 0 , 0 6 1 6 3 7 0 , o 6 8 o 5 3 
2, 3 , 5 < 2 0 1 3 2 7 6 6 0 1 5 6 2 5 3 o , i 6 S 7 3 i 0 , 1 8 . 6 9 7 

3 0 0 2 9 4 8 3 0 0 3 9 4 3 0 0 , 0 4 4 6 8 8 0 , o 5 o i 5 7 

Six travées. 

1 0 i 3 u g i 0 1 4 4 7 3 5 0 , I Ô 2 3 2 2 0 , 1 6 0 4 7 3 
, 1, 4; G 

1 4 4 7 3 5 0 , 1 6 0 4 7 3 
, 1, 4; G 2 0 0 2 8 8 5 1 0 0 3 7 6 7 4 0 , 0 4 2 2 6 7 0 , 0 4 6 9 8 1 

I 0 aW№ 0 o 5 5 2 8 o 0 , 0 6 l 1 9 2 0 , 0 6 7 4 4 1 
•> 3 5 0 1 3 2 7 6 9 0 i 5 7 3 o 7 O , l 7 o 3 3 3 o , i 8 3 S 6 3 

3 0 0 2 9 4 7 2 0 o 3 5 4 g 3 o , o 3 8 7 2 6 0 , 0 4 2 1 0 7 
0 0 2 S 3 2 7 0 0 3 S 1 6 9 0 , 0 4 3 3 7 3 0 , 0 4 8 7 6 7 

, 3 , 4, G 3 0 1 3 7 0 S 6 0 1 6 0 9 1 5 0 , 1 7 3 6 2 G 0 , 1 8 6 S 6 7 

0 , i G o 6 3 g 
0 , 0 / ( 6 3 9 2 

m . 
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C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e . ) 

R A N G S 

des 

t r a v é e s 

s u r c h a r 

g é e s . 

île 

l ' a p p u i . — 

-y^kA'... 

R A P P O R T S - - 7 W 7 

p b 

POUR £ = 

R A N G S 

des 

t r a v é e s 

s u r c h a r 

g é e s . 

île 

l ' a p p u i . — 
0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 

Srpt trave es ( s u i t e ) . 

I 0 0 1 3 8 ^ 6 0 0 1 9 6 4 3 0 , 0 2 6 6 3 6 0 , 0 3 4 8 6 8 

2 , 3 , S , 7 1 0 0 6 0 2 ^ 9 0 0 7 1 6 0 8 0 O G O O 3 G 0 , 1 1 0 . 5 2 9 

3 0 0 1 0 1 6 0 0 0 1 3 9 2 6 0 0 1 8 2 1 0 0 , 0 2 3 O I 6 

2 — 0 0 0 2 7 5 8 0 0 0 3 9 6 9 0 0 1 I 3 8 I 0 , 0 1 9 4 0 . 5 

I , 3 , 4 , 6 
1 3 0 , O 5 9 4 3 5 0 0 7 5 5 6 1 0 O G 3 8 8 2 O , I I 4 3 G 4 

4 0 0 1 0 0 1 6 0 0 1 . 3 7 8 7 0 0 1 8 0 9 0 O , O 2 2 G 3 O 

Huit travées. 

1, 2 , / | , 1 0 ogsssg 0 1 0 3 6 7 0 0 1 1 0 6 4 4 0 , 1 11)825 

6 , 8 3 — 0 0 0 0 6 7 6 0 O O 5 9 B 3 0 , O I 3 I I 3 0 , 0 2 0 7 1 ] 

I 0 O I 3 G O O 0 0 1 9 6 8 8 0 0 2 6 6 6 G 0 , O 3 4 8 S 6 

2 , 3 , 5 , 7 •A 0 0 5 4 9 8 6 0 0 7 1 4 0 . 4 0 0 8 9 8 9 G 0 , 1 1 0 4 5 7 

3 O 0 1 1 1 5 7 0 0 1 4 6 9 , 4 0 0 1 8 7 3 7 0 , 0 2 3 2 8 8 

I ) 3 , 4 , 
?. - O 0 0 2 8 3 3 0 O O 3 S 9 G 0 0 1 1 3 1 1 0 , 0 1 9 4 2 2 

6 , 8 
3 0 O 5 C J 7 17 0 0 7 5 S 2 6 0 0 9 4 1 4 5 O , N 4 6 6 8 

6 , 8 

4 0 0 0 8 9 6 . 3 0 0 1 2 7 9 . 5 0 0 1 7 1 0 G 0 , 0 2 1 9 0 7 

3 O 0 1 1 O O 3 0 0 1 4 ^ 4 5 0 0 1 8 6 0 8 O , 0 2 3 I G G 
2 > -1, •> . 7 

4 
0 0 5 5 7 4 9 0 0 7 2 7 3 7 0 0 9 1 9 4 S O , N 34OA 

Neuf travées. 

2 , 4 , 1 0 0 9 8 8 7 3 0 I O 3 6 5 8 0 1 1 O 6 3 5 0 , 1 1 9 8 1 7 

6 , 8 2 — 0 0 0 0 6 0 6 0 O O O O 3 8 0 O I 3 I 5 I 0 , 0 2 0 7 3 0 

2 , 3 , 5 , 
] 0 0 1 3 8 9 6 0 0 1 9 6 8 4 0 0 2 6 6 6 4 0 , O 3 4 8 8 R 

2 0 O 5 5 O O 5 0 0 7 1 4 2 3 0 , ° 8 G 9 I 7 0 , 1 1 0 ^ 7 6 

h v 
3 O 0 1 1 0 8 2 0 0 1 4 6 2 4 0 , 0 1 8 6 6 7 0 , 0 2 3 2 1 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T A B L E A U X D E 1 1 É S U I . T A T S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e . ) 

RANGS 
*, . . . 

des 
t r a v é e s 

INDICE m 
do 

l ' a p p u i . 

R A P P O R T S —T7 
/ , i 

POUR S -

s u r c h a r 
gées . 

INDICE m 
do 

l ' a p p u i . 

1,1 1,2 1 ,25 1,3 

• 

Sept travt es ( s u i t e ) . 

i 0 , 0 4 4 3 7 5 o , o 5 5 i 8 6 0 ,061089 0 067327 

2, 3 , 5, - 2 0 , i33o6g 0 , 1 5 7 6 0 1 0 , 170705 0 184267 

3 0 , 0 2 8 3 4 9 0 , o 3 / | 2 I I 0 ,0.3,34, 0 , o 4 o 6 o 5 

2 O ,02S32G 0 , 0 3 7 8 8 7 0 .042944 0 , 0 4 8 1 8 7 

i , 3, 4, G 3 o ; 1 3 7 0 9 0 0 , 1 G i 9 G 7 0 , 175223 0 189022 

4 0,028314 0,03/(2^4 0 o 3 7 4 i 5 0 040724 

Huit travées. 

i , 2 , 4, 0 ,L3L2L4 0,144828 0 102470 0 160670 

6, 8 2 0 , 0 2 8 7 7 3 0 , 0 3 7 2 9 7 0 041733 0 046283 

1 0,044375 o , o 5 5 i G 5 0 061057 0 067282 

2, 3 , 5, 7 0,133o69 0,157727 0 170821 0 784425 

3 0 , 0 2 8 3 5 o 0 , 0 3 3 9 2 7 0 036908 0 0 4 0 0 1 9 

i 3 h 
2 0 , 0 2 8 2 4 6 0 , 0 3 7 7 9 5 0 042844 0 048079 

J , >'* -1, 
G, 8 . 

3 0,137.39. 0 , T fi23 ! I 0 175594 0 189425 J , >'* -1, 
G, 8 . 

4 0,02719[ 0 , 0 3 2 9 6 2 0 o36o3 i 0 o 3 g 2 2 3 

a, /,, 5, 7 
3 o , 0 2 8 3 i 3 0 , 0 3 3 9 6 2 0 036988 0 040147 

a, /,, 5, 7 
4 0 , H 37094 0 , 1 G 3 o i q 0 176819 0 191176 

Neuf travées. 

T , 2 , /(> 0,131214 o,144834 0 L53479 0 160682 

G, 8 2 0 ,028773 0 , 0 3 7 2 7 7 0 041702 0 , 0 4 6 2 4 1 

2, 3 , 5, 
1 0 , 0 4 4 3 6 9 o , o 5 5 i 5 t ) 0 061049 0 0G7274 

7» y 
2 0,133090 0,157752 0 17084S 0 .84454 

7» y 
3 0 , 0 2 8 2 7 0 0 , o 3 3 8 3 5 0 o36So8 0 0.39910 

2 0 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 o 8 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e . ) 

k, h',... 
des 

t r a v é e s 

s u r c h a r 

g é e s . 

I N D I C E in\ 

D E 

l ' a p p u i . 

3 . 4. 
6 , 8 

2 , C\, o , 

7> 9 

. , 3 , 4, G , \ 

S , I O 

•'-> 4, -r>, 
7 . 9 

I , 3 , 5 , G , 

I , 2 , 4. G , \ I 

S , I O 

7 . 9 

8 , I O ( 5 

1, 2 , t], G , 

2, 3, 5, 7 , | 

9 . i i ) 

R A P P O R T S — . - p r -, POUR 
p 0 

0,7 

- 0 , 0 0 2 7 6 2 

O , O 5 Y . ' | F I O 

0 , 0 0 9 9 6 1 

O , 01 092S 
O , O 5 G O 3 I 

0 , 0 0 9 9 3 0 

O , 0 9 8 8 7 6 

- 0 , 0 0 0 6 1 I 

0 , 0 1 3 9 0 0 

0 , 0 5 4 9 8 7 

0 , 0 1 I I 5 4 

- 0 , 0 0 2 7 6 7 

0 , 0 0 9 4 7 0 

0 , 0 0 9 8 8 6 

0 , 0 1 0 9 9 G 

O , 0 O . Ï 7 6 3 

0 , 0 1 0 9 / 1 9 

0 , 0 0 1 ) 8 7 0 

0 , 0 . 3 6 3 T 3 

0 , 0 9 8 8 7 5 

- o , O O O 6 O G 

O ; O I 3 G O O 

0 , 0 5 4 9 8 8 

O , O I N 4 G 

0 , 8 0 , 9 

T^cuf travées ( s u i t e ] . 

0 , 0 0 3 9 5 3 

0 , 0 7 0 6 2 0 

0 , O I 3 5 6 5 

0,014474 

0 , 0 7 2 9 9 3 

0 , 0 1 3 4 7 1 

0 , 0 1 1 3 4 G 

0,094004 

0 , 0 1 7 6 3 7 

O , O I 8 5 3 8 

0 , 0 9 2 2 0 8 

0 , 0 1 7 6 3 8 

Dix travées 

O , I O 3 6 5 G 

0 , O O 6 O 3 3 

0 , 0 1 9 6 8 7 

0 , 0 7 1 4 0 8 

0 , 0 1 4 6 7 G 

N , O O 3 G 4 8 

O , 0 7 5 6 3 G 

O , O I 3 4 G I 

O , O I 4 5 3 O 

0 , 0 7 2 7 8 7 

0 , 0 1 4 3 2 4 

0 . 0 1 3 4 8 4 

0 . 0 7 3 2 . 5 8 

O , 1 I O 6 3 6 

O , O I 3 I 4 6 

0 , 0 2 6 6 6 7 

0 , 0 8 9 9 0 7 

0 , 0 1 8 7 0 5 

0 , 0 1 1 3 4 4 

0 , 0 9 4 0 2 2 

0 , 0 1 7 0 6 7 

0 , 0 1 8 5 7 6 

0 , 0 9 2 0 6 7 

O , O I 8 I 5 6 

0 , 0 1 7 5 5 8 

0 , 0 9 2 4 7 1 

Onze travées. 

O , I O 3 6 5 8 

0 . 0 0 G 0 3 7 

0 , 0 1 9 6 1 8 7 

0 , 0 7 1 4 1 0 

0 , 0 1 4 6 7 4 

O , 1 I O 6 3 6 

0,013149 

0 , 0 2 G 6 6 F I 

0,08990s 

0,018700 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e . ) 

3og 

R A W ; s 

A, A ' , . . . 
des 

t r a v é e s 

s u r c h a r 

g é e s . 

i , 3, 4, 
6, 8 

2, 4 , 5, ( 

7> 9 

I N D I C E 7RT 

de 
l ' a p p u i . 

i, 2, /,, G,( i 
8, i o j 2 

2, 3 , 5 , j 
7 , 9 

i , 3, 4, C, 

2, 4, 5, 

7. 9 

i , 3 , 5 , G,j 4 
8, I 0 

i, 3 , 4, 6 , j i 
8, i o ( -i 

2, 3 , 5 , 7, 

9, >> 

RAPPORTS — ^ V T - 1 P O U R J : 
/2 O 

1,1 

0 , 0 2 8 2 4 6 
0 , i 3 7 3 g o 
0 , 0 2 7 1 9 2 

0 , 0 2 8 2 3 2 
0,13739.4 
0 , 0 2 7 1 9 0 

o , i 3 1 2 1 6 
0 , 0 2 8 7 6 7 

0 , 0 4 4 3 6 9 
0,133ogo 
0 , 0 2 8 2 7 0 

0 ,028240 
0 , 1 3 7 4 1 2 
0 , 0 2 7 1 1 ' 2 

0 ,028332 
0 , 1 3 7 3 9 4 
0 , 0 2 7 1 g ! 

0 , 0 2 7 1 0 9 
0 , 1 3 7 6g 5 

0 , l 3 l 2 l 6 
0 , 0 2 8 7 6 7 

0 , 0 4 4 3 6 9 
o , i 3 3 o g 2 
0 , 0 2 8 2 6 4 

1,2 1,25 

Neuf travées (suite). 

0,03777 ,4 
0 , 1 6 2 3 8 7 
0 , 0 0 2 6 7 8 

0 , 0 3 3 8 7 0 
0 , 1 6 3 3 6 2 
0 , 0 3 2 6 8 1 

0,04 2813 
0 , 1 7 5 7 1 0 
0 , 0 3 5 5 9 8 

0 , 0 3 6 8 8 8 
o , 1 7 7 1 9 0 

. o , o 3 5 6 o 4 

Dix travées. 

o , 1 4 4 8 3 5 
0 , 0 3 7 2 7 0 

o , o 5 5 i 5 7 
0 , 1 5 7 7 5 7 
o , o 3 3 8 i 4 

0 , 0 3 7 7 6 8 
o , 162412 
o , o 3 2 5 8 6 

o , o 3 3 8 5 o 
o , 1 6 3 4 3 S 
0 , 0 3 2 3 9 6 

o , o 3 2 5 8 S 
0 , 1 6 3 7 0 6 

0 , i 5 a 4 8 i 
0,041694 

0 , 0 6 1 0 4 7 
0 , 1 7 0 8 5 6 
0 , 0 3 6 7 7 7 

o , 0 4 2 8 0 6 
0 , 1 7 5 7 3 6 
« , 0 3 5 4 9 9 

0 , o 3 6 8 5 7 
0 , 1 7 7 3 0 6 
0 , 0 3 5 1 7 1 

o , o 3 5 5 o 4 
0 , 1 7 7 5 6 0 

Onze travées. 

o , i 4 4 8 3 6 
0 , 0 3 7 2 6 9 

o , o 5 5 i 5 7 
o , i577-5g 
O , o 3 3 8 o 8 

0 , r 5 2^8 r 
0 , o41692 

0 , 0 6 1 0 4 6 
0 , 1 7 0 8 5 8 
0 ,036770 
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C H A P I T R E D E U X I È M E . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e . ) 

R A N G S 

i, h ' , . . . 

D E S 

T R A V É E S 

S U R C H A R 

G É E S . 

3 , 4, 
6 , 8 , I O 

2 , 4 , 5 , 

7 J 9 . ' I 

. , 3 , 5 , 

fi, 8 , I O 

8 , I O , R I | I 
A , 3 , 5 , \ 

7 , 9 . N ) 

I , 3 , 4 , 6 , 

8 , 1 0 , 1 2 

4, 5 , 

7 . 9 . > ' ) 

J 
> , 3 , 5 , e , ( 

8, 1 0 , 1 2 j 
2 : 4, 6 , ! 

I N D I C E m. 

D E 

l ' a p p u i . 

,kk'... 

R A P P O R T S , , 7 ] POUR 0 : 

0,7 0 , 8 0 , 9 

Onze travées ( su i t e ) . 

2 — 0 0 0 2 7 G 2 0 O O 3 G 5 2 0 0 1 L 3 : ' | 6 0 0 1 9 4 3 8 

3 0 O 5 G 4 5 I 0 0 7 5 6 2 5 0 0 9 4 0 1 2 0 1 1 4 6 0 9 

O , O O G G 5 8 0 0 1 3 5 5 O 0 0 I 7 6 0 5 0 0 2 2 1 2 6 

3 0 O I O G Y 4 0 0 1 . 4 5 2 5 0 O L 8 5 7 I 0 0 2 3 I 3 7 

4 0 0 5 0 7 8 3 0 0 7 2 8 0 5 0 O G 2 O 6 G 0 I L 3 6 2 3 

5 0 0 1 0 S 7 4 0 0 1 4 2 5 4 0 0 1 8 0 8 6 0 0 3 2 3 7 2 

4 0 
» U 9 9 4 7 

0 O I 3 5 3 G 0 O I 7 5 G 6 0 0 2 2 1 I G 

5 O , O 5 6 O 4 5 0 0 7 3 O 5 2 0 0 9 2 3 3 0 0 1 1 3 8 7 7 

FI 0 0 1 0 8 7 3 0 0 1 4 2 6 3 0 O I 8 O 8 5 0 0 2 2 3 7 1 

Douze travées. 

I 0 0 9 8 8 7 5 1 0 . 3 6 5 G 0 1 I O 6 3 6 ° 1 1 9 8 1 9 

2 — 0 0 0 0 6 0 6 0 O O 6 O 3 6 0 0 I 3 I 4 8 0 0 2 0 7 2 6 

1 O O I 3 G O O 0 0 1 9 6 8 7 0 0 2 6 6 6 7 0 0 3 4 8 8 2 

2 O 0 5 4 9 8 7 0 0 7 1 4 0 9 0 0 8 9 9 0 8 0 1 1 0 4 7 2 

3 0 0 1 1 I 5 4 0 0 1 4 6 7 8 0 0 1 8 7 0 3 0 0 2 3 2 3 L 

2 — 0 0 0 2 7 G 3 0 O O 3 G 5 2 0 O U 3 4 G 0 0 1 9 4 3 7 

3 O O 5 G 4 5 3 0 0 7 5 6 2 6 0 O G 4 O I 3 0 I 1 4 6 1 1 

4 0 0 0 9 9 5 2 0 0 1 3 5 4 4 0 0 1 7 6 0 0 0 0 2 2 1 2 0 

3 0 M 0 9 9 G 0 0 1 4 5 2 8 0 0 1 8 0 7 3 0 0 2 3 1 3 8 

4 0 0 5 5 7 G 4 0 0 7 2 7 G ! 0 0 9 2 0 7 6 0 U 3 6 I 8 

5 O 0 1 0 9 4 6 0 0 1 . 4 3 0 9 0 0 1 8 1 2 4 0 0 2 2 3 ( ) I 

4 A 0 0 9 9 4 1 0 O I 3 5 3 4 0 0 1 7 5 9 1 0 0 2 2 1 L 4 

0 0 O 5 G O 6 5 0 0 7 3 0 7 1 0 0 9 2 3 4 8 0 " 3 8 G 7 

6 0 0 1 0 7 9 8 0 0 1 4 1 8 2 0 0 1 8 0 1 6 0 0 2 2 2 9 8 

5 0 0 1 0 9 4 5 0 O I 4 3 O 8 0 0 1 8 1 2 3 0 0 2 2 3 9 1 

6 0 0 6 6 7 7 8 0 0 7 2 8 . 4 6 0 0 9 2 1 8 8 0 U 3 8 O 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T A B L E A U X D E R É S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E A U X I . ( S u i t e . ) 
3n 

RA?ÎGS 
h, h',... 

des 
t ravées 

s u r c h a r 
gées . 

I , 3 , 
6, 8, i o 

h 4 , 5, 

7. G. " I 
3, 5, ( 

6, 8 , io I 

8, 10, 12 

2, 3 , 5, 

7. 9 . 1 1 

, , 3, 4, 6,1 

8, I 0, 1 2 j 2, !\, S, ( 

7. 9 . " 1 
i , 3 , 5, 6, 

8, 10, 12 

2, /|, 6, 

7. 9 > i ' 

INDICE m 
de 

l ' a p p u i . 

1,1 

R A P P O R T S 

1,2 

p'b' 
POUR S : 

1 ,25 

Onze travées ( su i t e ) . 

1,3 

2 028240 0 037766 0,0.42804 0 , 0 4 8 0 2 6 
.1 0 137412 0 162417 0 , 1 7 0 7 4 5 0 ,189622 

4 0 O27I I2 0 o32 566 o , o 3 5 4 6 S o , o 3 8 4 8 7 

3 0 028227 0 033843 o , o 3 6 8 5 o O,o3gg8g 

4 0 13 7416 0 163463 0 , 1 7 7 3 3 2 0 , 1 9 1 7 6 5 

5 0 027111 0 o323o4 0 , 0 3 5 0 7 1 o , o 3 7 g 5 i 

4 0 027109 0 o32568 o , o 3 5 4 7 3 o , o 3 8 4 9 6 

5 0 1.37695 0 163782 0 , 1 7 7 6 7 6 0 , i 9 2 i 3 8 
G 027111 0 o323o4 0,0.35071 0 ,03795- ; 

Douze travées. 

i 0 I 3 I 2 I 6 0 144836 0 , 1 5 2 4 8 1 0 , 1 6 0 6 8 5 
2 0 028767 0 037268 0 , 0 4 1 6 9 2 o , o 4 6 2 3 o 

1 0 044369 0 o55157 0 , 0 6 1 0 4 6 0 , 0 6 7 2 7 0 
2 0 133092 0 15775g 0 , 1 7 0 8 5 9 0,184.468 
3 0 028264 0 o338o6 0 , 0 3 6 7 6 8 o , o 3 g 8 5 7 

2 0 028240 0 037766 0,0.42803 o , o i 8 o 2 5 
3 0 13741.3 0 162419 0 , 1 7 5 7 4 7 0 , 1 8 9 6 2 4 

4 0 027106 0 o3255g o , o 3 5 4 6 o 0 , 0 3 8 4 7 9 

3 0 028237 0 0338.43 0 , o 3 6 8 4 8 o,o3ggSG 

4 0 I37416 0 i6346g 0 , 1 7 7 3 4 1 0 , ^ 1 7 7 6 

5 0 027111 0 03228.4 o , o 3 5 o 4 o 0 , 0 3 7 9 0 9 

4 0 027104 0 o32561 o , o 3 5 4 6 6 0 , o 3 8 4 8 8 
0 137716 0 [63807 0 , 1 7 7 7 0 3 0 , 1 9 2 1 6 7 

6 0 027030 0 032212 0,03.4972 0 , 0 3 7 8 4 4 

5 0 027111 0 o32284 o , o 3 5 o 4 o 0,0.37910 
6 0 

137(195 
0 163858 0 , 1 7 7 7 9 2 0 , 1 9 2 2 9 5 
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3ï 2 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

TABLEAU XIX. — Abscisses .ry des moments maxima négatifs, qui sont produits par la surcharge seule, vers le milieu des travées. 
( V o i r l e r i 0 5 8 . ) 

P. A S G 
de la 

travée. 

NOMBRE 
n 

des 

travées. 

RAPPORT D E L ' A H S C I S S E X* 
à l a l o n g u e u r d e s a t r a v é e , p o u r S = P. A S G 

de la 

travée. 

NOMBRE 
n 

des 

travées. 
0 , 8 0,9 1,0 

^ re 
3 4 
5 
6 
7 
8 
9 10 

o,43902 
0,42783 
0,42807 
0,42782 
0,42787 
0,42782 
0,42782 
0,42782 

0,443i8 
0,43399 
0,43477 
0,43414 
o,43'119 
0,43410 
o , 4 3 / , o 
o,434i5 

o,44681 
0,44017 

o,44101 

o, 4/,o54 
0,44061 
0 , l\ 4 0 5 7 o,44o58 
0, /j .4 n 5 7 

Oj.^.Sooo 
o,44G43 
0,44737 
0,44712 
0,447 ] 8 
0,447''' 
0.44717 
0,44717 

] 

i i 
' i » 

10 
[

 n 

0 j5oooo 
0, 5 3 518 
0,;5o3go 
0,5o/fo5 
o,5oiC4 
0,50182 

0,0016'4 
0,5oifi(i 
0,00164 

0, 00000 
0,52601 
0,5o581 
0,50766 
0,50621 o,oo634 
0,006^4 
0,0062.5 

O ,5ofi2/( 

0,50000 
0,5 2078 
0,60967 
0,5111 4 0,5 r 0 3 4 0,5 10 4 5 
0,510 3 9 
0,510 4 0. 
0,51u3g 

o,5oooo 
0,51786 
0 ,51316 
o,5i442 
o,5i4oS 
0,51418 
0,51415 
0,514 ' 6 
0,514 ) 6 

] 

i i 
' i » 

10 
[

 n 

0,5oooo 
o,4g5ig 
0,/l9f;48 
o,4;;6i3 
0,49623 
0,49620 
0,49621 0 ̂ i)̂ 7,1 

3". l 
9 10 11 12 

o,5oooo 
0,46400 
0,46667 0,46410 
0,404-29 
0,46411 
0,.4641'i 

0,46411 

o,5oono 
0,47876 
0,48060 
0,47917 
o , / l 7 g 3 o 
0 ,47920 
0,47921 
0,47920 

0,5oooo 
0,48849 
0,49000 
0,4 8g 18 
0 ,4 Kg 29 
0 ,48g23 
0,48923 
0,48g23 

0,5oooo 
o,4g5ig 
0,/l9f;48 
o,4;;6i3 
0,49623 
0,49620 
0,49621 0 ̂ i)̂ 7,1 

3". 

5 
i? 
12 

0,5oooo; 
0,00269 
O , 000I I 
O , O O o 3 o 
0,000 I 1 
0,00013 

o,5oooo 
0,60194 o, 5on/j7 
0,00000 0,5oo45 
0,00046 

0,5oooo 
0,00l52 
0,5onfig 
0,5oo8o 
0,00074 
0,5007,5 

0,5oooo 
0, S o i 29 
O j 5 o o q / | 
0,5oio4 
0,00101 
0,6010:2 

0,JOOOO 
0,49761 
0)497̂ 2 

0,60000 
0,49847 
0,49861 
0,49860 

o,5oooo 
0. '19917 
0,49928 . 
0,49922 

o,5oooo 
0,49965 
0,499^6 
o , 4 9 9 ; a 

6". i li 
1 

O ,5oOOO 
0,50019 

0,00000 
0,5ooi4 

0, 5oooo 
0,00011 0,OOUfiO 

0,60009 
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T A B L E A U X D E R E S U L T A T S N U M É R I Q U E S . 3 l 3 

T A B L E A U X I I . ( S u i t e . ) 

RANG 
<!e la 

l r ; n è o . 

3 e . 

des 
travées. 

G". 

3 
4 
5 
G 
7 
8 
9 

10 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
0 

10 
11 

6 
7 
8 
9 

10 
I I 
12 

7 
S 
il 

10 
11 
12 

9 
10 
11 
12 

R A P P O R T D E L A B S C I S S E X " 

à l a l o n g u e u r d e s a t r a v é e , p o u r 

o,45?.83 

o , ,/j33t]8 
o , : j53g8 
o, / | r )3r ,9 

O,. '3 0 000 
o , 51 63 5 
o ,5 i6 ,33 
o , 5 i ~ 5 o 
o , 5 ] 7 ^ o 
o , 517.3 S 
0 , 5 1 7 5 s 
0 , 5 1 7 5 9 
0 , 5 1 7 0 9 

o , 5 o o o o 

9 9 9 8 

0 , 5o-i i 5 
o , 5o 115 
o , 5 o r 2 3 
0 , f ) O I 53 
0 ,501^4 
c , 5o 1 

0 , 3 0 0 0 0 
o , 5 o i 17 
o , 5 o i 17 
o , 5o 1 26 
o , JO 126 
o , 5 o i 26 

O,JOOOO 
O , DOOOO 
o , 5 0 0 0 8 
0 , 5 o o o S 

o , 5 0 0 0 0 
0 , 5 o o o 8 

1 ,2 

o ,4553G 
0 , 4 5 9 3 7 
o , 4 6 0 6 7 
0 , 4 6 0 9 6 
0 , 4 6 1 0 6 
0 , 4 6 1 0 8 
0 , 4 6 1 0 8 
o , 4 6 1 0 9 

o , n o 0 0 0 
o , 5 i 5 7 3 
0 ,51 92.3 
0 , 5 2 0 3 7 
o , 5'i 062 
0,5-2070 
O ; 52072 
0 , 5 2 0 7 2 
0 , 52073 

o . 5 0 0 0 0 
o ,5o3/)9 
0 , 5 0 4 6 2 
0 , 5 0 4 8 7 
0 , 0 0 4 9 3 
o , 5 0 4 9 7 
o , 5 n ^ ) 7 
o , 5 0 4 9 7 

0 , 30000 
0 , 5 0113 
o , ;io j 38 
0 , 5 o 1 !\ 6 
0 , 5 o 11\ 8 
0 , 0 0 1 4 9 

o j00000 
0 , 5 0 0 2 5 
0 , 5 o o 3 3 
0 , 5 o o 3 5 

o , 5onoo 
0 , 0 0 0 0 8 

1,25 

0 , 4 5 6 5 a 
0 ,/¡6272 
o , /j 6 4 1 5 
0,/16460 
0 , 4 6 4 7 1 

0 ,1647'* 
0 , 4^175 
0 . 4 6 4 7 J 

O , ,'10000 
o , 5 i 565 
o , 5 2 0 5 9 
0 , 5 2 1 7 3 
o , 5 2 2 0 8 
0 , 5 2 2 1 6 
0 , 5 2 2 1 9 
O , 5 2 220 
O , 5 2 2 2 0 

O , 5oooo 
0 , 5 0 ^ ) 0 
o , 5 o 6 o 3 
o , 5 o G 3 S 
0 ,5o646 
o , 0 0 6 4 8 

G , 5064 e) 
0 , 5 o 6 4 9 

o,;>ouoo 
O , 5 0 I ! 3 
o , 5 o i 4 8 
o , 5 o i 5 6 
O,OOI09 
0 , 5 o i 5 9 

o , 5 o o o o 
0 , 5oo35 
0,5oo/[3 
o , 5 o o 4 S 

O , ,10000 
0 , 5 0 0 0 8 

1,3 

0 , 4 5 7 6 3 
0 , 4 6 6 1 2 

0 , 4 6 7 7 ' 
o ,46K33 
o , / ,6S44 
0 , 4 6 8 4 9 
o , 46S: ) o 
0 , 4 6 8 0 0 

o , 5 0 0 0 0 
o , 5 i 5 6 g 
0 , 52189 
o ,523o ' i 
o , 5 a 3 4 9 
o , 5 2 3 5 7 
o , 5 2 3 6 o 
0 , 5 2.3 61 
o ,5a3Gi 

5 0000 
5 0613 
50726 
50770 
50778 
50781 
50782 
50782 

o , 5 o n o o 
0 . 5o 113 
o , 5 015 7 
0 , 5 o 16 5 
o , 5oi Go, 
o , 5 0 1 6 9 

0 , 5 o o o o 
0 , 5 o o ^ 4 
o , 5 o o 5 2 
o , 5 o o 5 5 

0 , 5 o o o n 
0 , 0 0 0 0 S 
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3 1 4 C H A P I T K E D E U X I È M E . T A B L E A U X D E R É S U L T A T S , E T C . 

T A B L E A U X I I I . — C O E F F I C I E N T S G D E S M O M E N T S M A X I M A N É G A T I F S , Q U I 

S O N T P R O D U I T S P A R L A S U R C H A R G E S E U L E , V E R S L E M I L I E U D E S T R A V É E S . 

( V o i r l e n ° 5 8 . ) 

RANG NOMBRE C O E F F I C I E N T G FOUR S = 

DO LA n 
trayée. des 

TRAVÉES. 0 , 7 0 , 8 0 , 9 1 , 0 1,1 1 , 2 1 , 2 5 1 ,3 

3 0 ! 0 9 6 4 0 , 0 9 8 2 0 , 0 9 9 S 0 1 0 1 3 0 1 0 2 5 0 1 0 3 7 0 , 1 0 ^ 2 0 , 1 0 4 7 

1 4 
0 , 0 9 1 5 0 > ° 9 < ) 2 0 0 9 6 9 0 0 9 9 7 0 1 0 2 5 0 I O 5 5 O , r 0 7 1 0 , 1 O S C 

\". 
5 0 , 0 9 1 8 0 , 0 9 4 5 0 0 9 7 3 0 I 0 0 I 0 I O 3 O 0 1 0 6 1 0 , 1 0 7 7 0 , 1 0 9 4 

\". fi 0 , 0 9 1 5 0 , 0 9 4 2 0 0 9 7 0 0 , 1 0 0 0 0 I O 3 O 0 1 0 6 2 0 . 1 0 7 9 0 , 1 0 0 7 

7 0 , 0 9 1 5 0 , 0 9 4 3 0 ° 9 7 ' 0 1 0 0 0 0 I O 3 I 0 I O 6 3 0 , 1 0 8 0 0 , 1 0 9 7 

« 0 , 0 9 1 5 0 , 0 9 4 2 0 0 9 7 1 0 1 0 0 0 0 I O 3 O 0 1 O G 3 °, 1 0 8 0 0 , 1 0 9 7 

3 0 , 0 6 1 0 0 O 5 6 8 0 , 0 6 2 5 0 0 7 6 0 0 O 8 8 5 0 1 0 2 9 0 , 1 1 0 4 0 , 1 1 8 2 

4 
0 , U / J 6 3 0 O 5 6 4 0 0 6 7 8 0 O 8 O 5 0 ° 9 ' T 4 0 J O G 5 0 , 1 1 7 5 0 , 1 3 . 5 8 

2 ' . 
5 0 ,o/ |OG 0 0.52 1 0 0 6 4 9 0 0 7 9 0 0 0 9 4 4 0 I I I O 0 . , 1 9 8 0 , 1 2 8 9 

2 ' . 6 0 , O / | 10 0 , O 5 2 5 0 , O 6 5 3 0 ° 7 9 ' L 0 0 0 , 4 8 0 1 1 1 5 n, R 2 O / | 0 , I 2 G 5 

1 1 0 , O ^ O G 0 , 0 5 2 2 0 , 0 6 5 2 0 0 7 9 3 0 0 9 4 8 0 1 1 1 7 0 . I 2 0 5 0 , 1 2 9 7 

8 0 , O / | 0 6 0 , O 5 2 2 0 0 6 51 0 0 / 9 4 0 ° 9 ' ( 9 0 1 1 1 7 0 , 1 2 0 6 0 , 1 2 9 8 

5 0 , O 5 I O 0 , 0 6 1 0 0 0 7 2 5 0 O 8 5 5 
°, 

1 0 0 0 0 1 I 5 G 0 . I 2 / | / | 0 , I 3 3 2 

« 0 , 0 / ( 6 2 0 , 0 6 7 2 0 ° G 9 9 0 O 8 / J 1 0 1 0 0 0 0 1 1 7 3 0 I 2 Û G 0 . I 3 B 2 

7 0 , 0 . 1 6 5 0 , 0 5 ; 6 0 0 7 0 2 0 , 0 8 . 4 5 0 1 0 0 4 0 1 1 7 8 0 I 2 7 I O , I 3 6 S 

3 C . ' 8 0 , O / | 6 2 0 , 0 5 7 3 0 0 7 0 1 0 , 0 8 . 4 4 0 , 1 0 0 4 0 " 7 9 °, 
. 3 7 3 0 , 1 3 7 0 

1 9 0 , 0 / ( 6 2 0 , 0 6 7 3 Q 0 7 0 1 0 0 8 / , 4 0 1 0 0 4 0 " 7 9 0 , . 2 7 3 0 , 1 3 7 0 

1 10 0 , 0 4 6 2 0 , O 5 7 3 0 0 7 0 1 0 0 S 4 4 0 1 0 0 4 0 " 7 9 1 2 7 3 0 , 1 3 7 1 

0 , O Z ( O 8 0 , O 5 3 2 0 0 G 7 2 0 0 8 2 7 0 1 0 0 0 0 1 1 8 8 0 _ 1 2 8 8 O , I 3 G 2 

0 , 0.1 I 2 0 , O 5 3 5 0 0 6 7 5 0 O 8 3 I 0 1 0 0 4 0 1 1 9 2 0 , 1 2 9 3 0 , I 3 G 7 

Y 0 , 0 ^ 0 8 0 O 5 3 2 0 0 6 7 3 0 O 8 3 O 0 1 0 0 4 0 I I G 3 °, 
, 3 9 Ì O . I 3 G I J 

•V. 10 0 , 0 4 0 8 0 O 5 3 3 0 0 6 7 3 0 O 8 3 O 0 I 0 0 / | 0 " 9 4 0 1 2 9 5 0 . 1 4 O O 

11 0 , 0 4 0 8 0 , O 5 3 2 0 0 6 7 3 0 O 8 3 O 0 1 0 0 4 0 " 9 4 O , 129.5 0 ; I /jOO 

, 1 2 0 , O 4 O 8 0 O 5 3 3 0 0 6 7 3 0 O 8 3 O 0 1 0 0 4 0 " 9 4 1 2 9 5 0 , I 4 O O 

9 0 , O / , I 6 0 , O 5 3 G 0 0 6 7 9 0 O 8 3 5 0 1 0 0 8 0 " 9 7 ° 1 2 9 8 0 , I 4 O 3 

He 1 U 0 , O 4 I 3 0 , 0 5 3 6 0 0 6 7 7 0 O 8 3 4 0 1 0 0 8 0 1 1 9 8 0 1 = 9 9 0 , 1 / ¡ 05 

J . 
J 1 1 0 , O 4 F 2 0 , 0 5 3 6 0 0 6 7 7 O , O 8 3 4 0 1 0 0 8 0 1 1 9 8 0 I 3 O O 0 , I4O . ' i 

\ 1 2 0 , 0 . ' | I 2 0 , O 5 3 6 0 0 G 7 7 0 0 8 3 4 0 1 0 0 8 0 1 1 9 8 0 1 3 O O 0 , 1 4 0 6 

r e 

._ 

0 , O . 1 O 8 0 , 0 5 3 3 0 0 6 7 0 0 O 8 3 3 0 1 0 0 8 0 " 9 9 0 I 3 O I 0 , 1 4 0 7 

1 2 0 , 0 4 0 9 0 , O 5 3 / ( 0 0 6 7 6 0 O 8 3 3 0 , 1 0 0 8 0 " 9 9 0 I 3 O I O , 1 4 0 8 
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D I S P O S I T I O N E T U S A G E 

D C 

FORMULAIRE ANALYTIQUE. 

Malgré l ' i n c o n v é n i e n t i n é v i t a b l e d e t o m b e r dans q u e l q u e s 

répétitions, n o u s c r o y o n s devo i r r a p p e l e r s u c c i n c t e m e n t l e s 

définitions e t t h é o r è m e s d o n t la c o n n a i s s a n c e es t n é c e s s a i r e 

pour faire u s a g e de n o t r e F o r m u l a i r e a n a l y t i q u e , afin d ' é p a r 

gner au l e c t e u r la n é c e s s i t é de les r e c h e r c h e r d a n s d ive r s p a 

ragraphes de ce l i v r e . 

On s u p p o s e u n e p o u t r e d r o i t e r e p o s a n t su r n - + - 1 a p p u i s 

qu'on n o m m e , en les p r e n a n t dans l ' o r d r e où ils se p r é s e n 

tent à part i r d ' u n e c u l é e , 

A 0 , A , , k i , A 3 , - . ' . , A „ _ , , A „ ; 

A, et kn son t l e s d e u x c u l é e s , l es a u t r e s i n d i c e s se r a p p o r t e n t 

aux p i les . La t r a v é e A» A , es t n o m m é e première travée; A , A , 

est la s e c o n d e , A 2 A 3 la t r o i s i è m e , et a insi de s u i t e . T o u t e s les 

travées i n t e r m é d i a i r e s , d e p u i s A i A a j u s q u ' à A „ _ 2 A „ _ , i n c l u s i 

vement, on t u n e m ê m e l o n g u e u r c, d i s t a n c e des p i l e s d ' axe 

en a x e ; les d e u x e x t r ê m e s o n t c h a c u n e u n e l o n g u e u r b, qu i 

peut différer d e c. La l e t t r e S d é s i g n e le r a p p o r t ~ 

Tous les a p p u i s son t c e n s é s fo rmer u n p o l y g o n e i n s c r i p -

tible dans la fibre m o y e n n e de la p o u t r e , cel le-ci é t an t p r i se 

dans l'état naturel, a lors qu ' i l n ' e x i s t e e n c o r e ni d é f o r m a -

lion ni t e n s i o n m o l é c u l a i r e . C E T T E CONDITION EST DE RIGUEUR. 
[Voir, p o u r d e p l u s a m p l e s e x p l i c a t i o n s , le n° 6 2 . ) 

La charge p e r m a n e n t e cons i s t e en u n p o i d s u n i f o r m é m e n t 

réparti à r a i son d e p k i l o g r a m m e s par m è t r e c o u r a n t ; la s u r 

charge p e u t c o u v r i r u n n o m b r e a rb i t r a i r e de t r a v é e s cho i s i e s 

comme on v o u d r a ; e l le es t u n i f o r m é m e n t r é p a r t i e s u r l es 

travées q u ' e l l e e m b r a s s e , à r a i son de p' k i l o g r a m m e s par m è t r e 

courant. 

En ra i son de la s y m é t r i e , n o u s n o u s b o r n o n s t o u j o u r s à 

chercher l e s m o m e n t s d e flexion dans la p r e m i è r e m o i t i é de 
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la p i èce c o m m e n ç a n t à A „ . Ces m o m e n t s son t définis dans le 

F o r m u l a i r e e n fonct ion d ' u n e absc i s se x, qu i es t la distance 

e n t r e la s e c t i o n d o n t on s ' o c c u p e et le p r e m i e r appu i que l'on 

r e n c o n t r e q u a n d on va de ce t t e s e c t i o n à l ' appu i -cu lée A0. 

A ins i , d a n s la p r e m i è r e t r a v é e x d é s i g n e u n e d i s t ance comptée 

à par t i r d e À 0 ; d a n s la s e c o n d e t r a v é e , u n e d i s tance comptée 

à pa r t i r d e A , ; dans la t r o i s i è m e , u n e d i s t a n c e c o m p t é e à par

t ir de A 2 , e t c . 

C h a q u e t r a v é e se pa r t age en p l u s i e u r s r é g i o n s . Dans toute 

t r a v é e i n t e r m é d i a i r e n o u s d i s t i n g u o n s c inq r ég ions , séparées 

les u n e s d e s a u t r e s par q u a t r e p o i n t s d o n t l es abscisses (ran

g é e s par o r d r e de g r a n d e u r , en c o m m e n ç a n t par la p lus petite) 

s o n t d é s i g n é e s par x', x", x'", xtY. N o u s n e r ep rodu i rons pas 

ici ce q u i c o n c e r n e la d é t e r m i n a t i o n des absc isses dont il 

s 'agit : le l e c t e u r devra p o u r cela r e c o u r i r au § III du cha

p i t r e I I , e t s p é c i a l e m e n t au n° 4 8 . Dans la p r e m i è r e travée 

A j A t , on a 

x' — x" — x'" — o , 

d e s o r t e q u e les c inq r é g i o n s se r é d u i s e n t à d e u x , l 'une com

m e n ç a n t à A„ et s ' é t e n d a u t s u r la l o n g u e u r x'v, l ' au t re formant 

le s u r p l u s d e la t r a v é e . 

I n d é p e n d a m m e n t d e 00 £ 00 ^ 00 y 00 i r , il faut e n c o r e chercher 

dans c h a q u e t r avée les a b s c i s s e s x t , x? des p o i n t s où le mo

m e n t de f lexion p r o d u i t par l ' ac t ion i so l ée la charge perma

n e n t e c h a n g e de s igne e n passan t par z é r o . A ce t égard, nous 

r e n v o y o n s a u x n D S 37 e t 4 3 , a ins i q u ' a u x n o s 3 8 , 39 et 40, où 

s o n t t r a i t é s c e r t a i n s cas p a r t i c u l i e r s . 

Du r e s t e , o n p o u r r a i t à la r i g u e u r se d i s p e n s e r de la déter

m i n a t i o n p r é a l a b l e d e s a b s c i s s e s x', x", x'", x", xt, x-, de 

c h a q u e t r a v é e : c e s q u a n t i t é s s ' o b t i e n d r a i e n t t o u t naturelle

m e n t , c o m m e o n le v e r r a b i e n t ô t , en éga lan t les unes aux 

a u t r e s o u à z é r o c e r t a i n e s f o n c t i o n s d e x à cop ie r dans le For

m u l a i r e . Mais il n ' e s t pas m a u v a i s d e c o n s e r v e r le second 

p r o c é d é c o m m e m o y e n d e vé r i f i ca t ion . 

Cela p o s é , n o u s n o m m o n s e n c o r e : 

X le m o m e n t d e f lexion p r o d u i t , dans c h a q u e sect ion, par 

l ' ac t ion i s o l é e d e la c h a r g e p e r m a n e n t e ; 
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X' la l imi te pos i t i ve , dans la m ê m e s e c t i o n , des m o m e n t s 

p rodui t s par t o u t e s les c o m b i n a i s o n s p o s s i b l e s d e s u r c h a r g e , 

la charge p e r m a n e n t e é tan t d ' a i l l eu r s s u p p r i m é e ; 

X " la l imi t e n é g a t i v e d e s m ê m e s m o m e n t s , qu i par c o n s é 

q u e n t s o n t n é c e s s a i r e m e n t c o m p r i s e n t r e l e s v a l e u r s a l g é 

b r iques X ' e t X " ; 

X'" le p l u s g r a n d m o m e n t d e flexion, en v a l e u r a b s o l u e , 

pouvant se p r o d u i r e d a n s la s e c t i o n d o n t il s 'agit , s o u s l ' ac t ion 

s imu l t anée de la c h a r g e p e r m a n e n t e et d e la s u r c h a r g e . 

N o u s avons d é m o n t r é (n° 24 ) q u e le m o m e n t p r o d u i t d a n s 

une sec t ion c h o i s i e à v o l o n t é , pa r la r é u n i o n d e la c h a r g e 

p e r m a n e n t e e t de la s u r c h a r g e , t o m b e n é c e s s a i r e m e n t e n t r e 

les s o m m e s a l g é b r i q u e s X - 1 - X ' e t X + X " . Ces d e u x s o m m e s 

peuven t ê t r e u t i l e s à c o n n a î t r e si la s e c t i o n n ' e s t pas s y m é 

tr ique r e l a t i v e m e n t à l 'axe d e flexion, o u axe n e u t r e ; dans le 

cas c o n t r a i r e , on n 'a b e s o i n p o u r l e s ca lcu l s d e r é s i s t a n c e q u e 

de la p lus g r a n d e d e s d e u x en va leur a b s o l u e , l a q u e l l e es t 

j u s t e m e n t c e q u e n o u s a v o n s d é s i g n é pa r X'". Sauf d e s cas 

très-rares e t qu i n e p e u v e n t p o i n t s e p r é s e n t e r si â es t c o m 

pris e n t r e 0 , 6 1 8 0 e t 2 , 6 6 9 1 , on a ( n ° 5 5 ) : 

Dans la première travée. 

Entre x — o et x = x2 X"' = — ( X - + - X " ) , 

Entre x = x, et x = b X'" = X - | - X ' . 

Dans une travée intermédiaire quelconque. 

Entre x — o et x — Xi {* ) j 

Entre x — x, et x = c = b 5 \ 

Entre x — Xi et x = x2 

T o u t se r é d u i t d o n c , c o m m e on le voi t , à t r o u v e r X , X ' , X " . 

A cet effet, on r e c h e r c h e r a dans le F o r m u l a i r e : 

i ° P o u r la p r e m i è r e t r a v é e , t ro i s fonc t ions d e x d é s i g n é e s 

X'" = X -+- X ' , 

X'" = — ( X + X " ) . 

( * ) D a n s n o t r e s y s t è m e d e n o t a t i o n s , u.\ désigne t o u j o u r s l a p l u s p e t i t e d e s 

diiiix d i s t a n c e s .r . . t o u t e s d e u x r a c i n p s d ' u n e I I U T I U ' é m i n l i t m d u s e c o n d 
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par F ( . r ) , ty3[x), jl(x), q u ' o n chois i ra su ivan t la valeur du 

r a p p o r t §[*) et le n o m b r e n d e s t r a v é e s ; 

2 ° P o u r c h a c u n e d e s a u t r e s t r a v é e s (en s ' a r rè tan t au milieu 

de la p o u t r e ) , q u a t r e fonc t ions de x, savoi r : Y(x), /,(#), 

f:,{x), tyï{x), q u ' o n cho i s i r a é g a l e m e n t su ivan t les valeurs 

d e n, de o, et auss i du r ang de la t r a v é e en q u e s t i o n . 

Cela fait, il n e r e s t e r a qu ' à é c r i r e la s o l u t i o n , consistant 

dans les r é s u l t a t s c i - d e s s o u s . 

Première travée : 

E n t r e x = o e t x — x' •. • . \ 
( X№ = p'<\>,'x). 
, X ' = p'f^x), 

E n t r e x = x1Y e t i = i I 
I X" - / , ( * ) ] . 

Dans t o u t e la t r avée X = p¥(x). 

Deuxième, troisième, quatrième, . . . travées. 

X'=p'j\(x), 

X" = p'[F{x) 

X ' = p ' [ F ( * ) - / , ( * ) ] , 

X"=p'f(x). 

X'=p'[F(x) — ù,(x)], 

[ X ' = » ' [ F ( a ? ) — fAx)], 
E n t r e r —ar'" et x = x'". . . . r L * ' J 11 

Î X" = P'j\(x). 

I X'=p'fjx), 
E n t r e x = , r , T et x = c 

\ X " = p ' [ F ( a : J - / i ( a : ) ] . 

Dans t o u t e la t r avée X — pF (x). 
On voi t q u e dans t o u t e t r a v é e i n t e r m é d i a i r e il n 'y a que 

( * ) L e F o r m u l a i r e s u p p o s e q u e D p r e n n e l ' u n e d e s h u i t v a l e u r s 

o ,7 i ° > S > 0,9, 'iO, i,A5, i,3. 

P o u r d e s v a l e u r s i n t e r m é d i a i r e s , l ' i n t e r p o l a t i o n f o u r n i r a i t d e s r é s u l t a t s a p p r o x i 

m a t i f s . 

E n t r e x = o et x = x' , 
( \« = p'[E[x)—fl[X)] 

E n t r e x = x' et x = x" ! 
\ X"=p'f:,(x). 

E n t r e x = x" et x — x'". . . . . I 
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sept fonc t ions d i f férentes p o u r r e p r é s e n t e r s u c c e s s i v e m e n t 

X, X ' , X" : q u a t r e d ' e n t r e e l l e s son t f o u r n i e s d i r e c t e m e n t par 

le F o r m u l a i r e , e t l es a u t r e s s ' o b t i e n n e n t par d e s s o u s t r a c t i o n s . 

Quand il s 'agit de la t r a v é e c e n t r a l e d ' u n e p o u t r e ayant u n 

nombre impa i r de t r a v é e s , il d e v i e n t i n u t i l e , e n r a i son de la 

symétr ie , de c h e r c h e r l e s r é s u l t a t s relat ifs à la q u a t r i è m e et à 

la c i n q u i è m e r é g i o n : n ia is en réa l i t é cela n e p r o d u i t a u c u n e 

simplif icat ion, car , sauf la p e r m u t a t i o n r é c i p r o q u e e n t r e X ' e t 

X", la q u a t r i è m e r ég ion n e diffère pas d e la p r e m i è r e , et la 

c inqu ième de la s e c o n d e . 

Ayant X , X ' , X" , on en d é d u i t X'" c o m m e n o u s l ' avons di t 

plus hau t . 

Le m o y e n de vér i f ica t ion q u e n o u s a v o n s a n n o n c é p o u r les 

abscisses x', x", x'", x1", x¡, x-2 d ' u n e t r a v é e q u e l c o n q u e , con

sisterait à p o s e r , p o u r c e t t e t r a v é e , l es é q u a t i o n s : 

F ( . r ) = o, q u i d o n n e r a i t x¡ et x2; 

f,lx) = V(x)—ft,(x), qu i d o n n e r a i t x' e t x"; 

f , (x) — '^3 (x), d o n t l ' u n i q u e r a c i n e se ra i t x"; 

fi(x) • <^3(x), ayan t d e m ê m e x'" p o u r s e u l e r a c i n e . 

Tou te s les fonc t ions q u ' o n a d é t e r m i n é e s é t an t d u p r e m i e r 

ou du s e c o n d d e g r é en x, il es t a isé d e ca l cu l e r l e u r s v a l e u r s 

pour ce r t a ins p o i n t s p a r t i c u l i e r s , l e u r s m á x i m a , e t c . 

P o u r u n e x e m p l e n u m é r i q u e m o n t r a n t l ' app l ica t ion de la 

méthode q u ' o n v ien t d ' i n d i q u e r , voir au n n 5 6 . 

Nous n ' a v o n s pas c ru d e v o i r n o u s o c c u p e r b e a u c o u p d e la 

recherche d e s efforts t r a n c h a n t s : t o u t e f o i s , si l 'on avai t d e s 

motifs p o u r y a t t ache r q u e l q u e i m p o r t a n c e , on p o u r r a i t p r o 

céder c o m m e il es t di t d a n s la n o t e q u i t e r m i n e le c h a p i t r e 

premier ( page i s 3 ). 

Quan t à la d i spos i t i on du F o r m u l a i r e , e l le est t r è s - s i m p l e e t 

se c o m p r e n d d ' e l l e - m ê m e : il suffira d o n c d 'en d i r e q u e l q u e s 

mots. On y t r o u v e , à la s u i t e l ' u n e de l ' a u t r e , q u a t r e s é r i e s 

principales d e f o r m u l e s d e s t i n é e s à faire c o n n a î t r e r e s p e c t i v e 

ment les q u a t r e fonc t ions F [x), [x ), j \ (x), <JJ3 ( x ) , en n e 

conservant s o u s f o r m e a l g é b r i q u e o u l i t té ra le q u e la v a r i a b l e s 

et la l o n g u e u r b d ' u n e t r a v é e e x t r ê m e . P o u r la p r e m i è r e tra-

I I I . 2 1 
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vuefi(x) n ' e x i s t e pas , et en c o n s é q u e n c e n e figure pas dans 

le F o r m u l a i r e ; p o u r l es a u t r e s ( j u s q u ' a u m i l i e u de la pout re ; 

o n t r o u v e les q u a t r e f o n c t i o n s . C h a q u e sé r i e p r inc ipa le de 

f o r m u l e s , r e l a t ive à u n e m ê m e fonc t i on , se s u b d i v i s e elle-

m ê m e en u n ce r t a in n o m b r e de s é r i e s s e c o n d a i r e s , dont cha

c u n e se r a p p o r t e à u n e s e u l e t r a v é e ; d a n s la s é r i e secondaire 

d e c h a q u e t r a v é e il y a s u b d i v i s i o n en u n ce r t a in n o m b r e de 

g r o u p e s , d o n t c h a c u n c o n v i e n t à u n e des v a l e u r s q u e peut 

p r e n d r e le n o m b r e total n des t r a v é e s d e la p o u t r e ; enfin la 

d e r n i è r e s u b d i v i s i o n se fait pa r les h u i t v a l e u r s d is t inc tes du 

n o m b r e S, r a p p o r t e n t r e l es l o n g u e u r s d ' u n e t r avée in te rmé

d ia i re e t d ' u n e t r a v é e e x t r ê m e . Cela d é t e r m i n e complè t emen t 

la fonc t ion d o n t on s ' o c c u p e . E x e m p l e : On d e m a n d e _/! [x] 

dans la q u a t r i è m e t r a v é e d ' u n e p o u t r e à n e u f t r avées , pour 

l a q u e l l e ô s e r a i t égal à Dans la s é r i e spéc ia l e à_/l [x), on 

p r e n d r a la s é r i e s e c o n d a i r e r e la t ive à la q u a t r i è m e travée; 

d a n s c e t t e s é r i e s e c o n d a i r e , o n p r e n d r a l e g r o u p e relatif à 

/¿ = 9 ; en r e g a r d de S — 1 , 2 , su r la m ê m e l i g n e horizontale, 

o n lira 

y , (x) = 0 , 1 6 2 3 8 7 b- — 0 , 7 0 8 0 9 1 bx -f- o,5x". 

On p r o c é d e r a i t t o u j o u r s d ' u n e m a n i è r e a n a l o g u e . 

N o t r e F o r m u l a i r e a n a l y t i q u e n e c o n t i e n t pas m o i n s de 

1 2 0 0 f o r m u l e s a p p l i c a b l e s à 8 0 p o u t r e s d i f fé ren tes , qu i consti

t u e n t u n total de 3 2 0 t r a v é e s ; et cela t o u t en laissant dans 

l ' i n d é t e r m i n a t i o n les v a l e u r s n u m é r i q u e s d e s p o i d s p et p' par 

m è t r e c o u r a n t , ainsi q u e d e la l o n g u e u r b d e s t r avées ext rêmes, 

l e s q u e l l e s v a l e u r s p e u v e n t ê t r e a b s o l u m e n t q u e l c o n q u e s . 

Les n o m b r e s d é c i m a u x a p p r o x i m a t i f s n e son t d o n n é s que 

j u s q u ' à la s i x i è m e d é c i m a l e i n c l u s i v e m e n t ; e t e n c o r e , d'après 

le p r o c é d é d e ca lcul e m p l o y é , ce t t e d e r n i è r e n ' c s t - e l l e souvent 

exac t e q u ' à u n e ou d e u x u n i t é s p r è s . Mais on conv iendra sans 

p e i n e q u e d e s e r r e u r s p o r t a n t s u r les m i l l i o n i è m e s de ph2 ou 

p'b2 son t t o u t à fait ins ign i f ian tes d a n s l es a p p l i c a t i o n s ; car les 

m o m e n t s m a x i m a a t t e i g n e n t , p o u r le m o i n s , aux env i rons du 

d i x i è m e d e s m ê m e s q u a n t i t é s . 
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VALEURS DE F ( x ) = 

p remière travée. 

0 , 7 . . V(x) = — O , 4 I 8 I i o b x -+- о, 5 л;2 

0 , 8 . . — 0 , 4 1 4 ° 9 1 bx + o,5x-
0 , 9 . . — о , 4 о 8 о З г 6 л : о , 5 л ; 2 

т ,о . . — o,4ooooo bx -f- о, 5x7 

1 , 1 . . — o,3f)oo47 bx + o , 5 X 1 

1 , 3 . . — 0 , 3 7 8 2 1 4 ^ ' ^ + о , 5 л ; 2 

I , 2 5 . — 0 , 3 7 1 6 0 З bx + о,5л; 3 

i , 3 . . — o, 36/^534 6 л ; -+- 0 , 5 л ; 1 

0 , 7 . . — — о , 4 о З д 7 5 й ж -+- 0 , 5 л ; 2 

0 , 8 . , — 0 , 4 0 1 8 7 5 6 л : + о , 5 л ; 2 

0 , 9 . . — 0 , 3 9 8 1 7 2 6 ^ 7 + o,5x' 

1 , 0 . — 0 , 3 9 2 8 5 7 bx o , 5 X * 

1 , 1 . . -— 0 , 3 8 5 q 2 5 b x -+- о , 5 л : 2 

1 , 2 . . — o , 3 7 7 3 6 8 6 a : -+- о , 5 л ; 2 

I , 2 5 — 0 , 3 7 2 4 7 9 6 . 3 ; - + - о , 5 л ; 2 

i , 3 . . — o , 3 6 7 i 8 4 ^ + о , 5 л ; ' 

0 , 7 . . V(x) = — 0 , 4 0 7 5 3 1 bx -\- о , 5 л ; 2 

0 , 8 . . — о,4о5ооо6ж + о,5л; 2 

0 , 9 . . — 0 , 4 0 0 7 3 2 bx + о, 5 л : 2 

1 , 0 . . — o , 3 g 4 7 3 7 bx -+- о , 5 л:2 

1 , 1 . . — 0 , 3 8 7 0 2 3 6 л ? + о,5л; 2 

1 , 2 . . — o , 3 7 7 5 g 6 6 . r - f - 0 , 5 л : 1 

1 , 2 5 . — 0 , 3 7 2 2 4 3 bx •+- о,5л: 2 

i , 3 . . — o,366463 bx -\- о,5л: 2 

c , 7 - - F (ж) = ; 0 , 4 0 6 5 6 2 bx -+- о,5л; 2 

0 , 8 . . — o , 4 o 4 i 5 3 bx -+- о, 5л: 2 

0 , 9 . . — о , 4 о о о 4 о 6 л г -+- о , 5 л : ' 

1 , 0 . . — о ,Зд4гЗ i bx -+- 0 , 5 л : 2 

i , i . . — 0 , 3 8 6 7 2 8 6 ^ - 1 - о , 5 л ; 2 

1 , 2 . . — 0 , 3 7 7 5 3 5 bx + о,5л: 2 

1 , 2 5 . — 0 , 3 7 2 3 0 6 6 . 2 ; -+- 0 , 5 л ; 1 

, , 3 . . — о,3666556д; -+- о , 5 л ; 2 

2 1 . 
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3 a 4 FOHMULAL HE A N A L Y T I Q U E . 

Première travée ( s u i t e ) . 

0 , 7 . . . F ( * ) = — 0 , 4 0 6 8 2 1 bx + 0 , 5 X 1 

0 , 8 . . . — 0 , 4 0 4 3 7 9 6 a : + <ò,5 X* 

0 , 9 . . . — 0 , 4 0 0 2 2 5 b x + o , 5 x 5 

1 , 0 . . . — 0 , 3 g 4 36G bx + 0 , 5 x2 

1 , 1 . . . — 0 , 3 8 6 8 0 7 6a: + o,5a: 2 

1 , 2 . . . — 0 , 3 7 7 5 5 2 6 5 : + o , 5 a:' 

I , 9 . 5 . . — 0 , 3 7 2 2 8 9 6 a ' + o , 5 a : 2 

1 , 3 . . . — 0 , 3 6 6 6 o 4 6 x -+- o,5a:'J 

0 , 7 . . . F [ * ) = — 0 , 4 0 6 7 5 1 bx -H o,5a:* 

0 , 8 . . . — o , 4 o 4 3 1 8 bx + o,5x'' 

0 , 9 . . . — o , 4oo i 7 6 6 5 : + o,5x2 

1 , 0 . . . — o , 3 g 4 3 3 o & j r + o , 5 a : 2 

I , I . . . — 0 , 3 8 6 7 8 6 6 . 2 ; + o,5a: 2 

1 , 2 . . . — 0 , 3 7 7 5 4 7 bx + 0 , 5 a : ' 2 

i , 2 . 5 . . — 0 , 3 7 2 2 9 4 6 3 : + o,5 x'2 

i , 3 . . . — 0 , 3 6 6 6 i 8 6 . r + o , 5 a : 2 

0 , 7 . . . F (a:) = — 0 , 4 0 6 7 7 0 bx + o,5 a:2 

0 , 8 . . . — o ,4o4334 6a: + o , 5 a : 2 

o ,g . . — o , 4 o o 1 8 g 6a: + o , 5 a : 2 

1 , 0 . . . — 0 , 3 g \ 3 4 o 6a: + 0 , 5 a ; 2 

I , I .. . — 0 , 3 8 6 7 9 1 6a: + 0 ,5a: 2 

1,•>.... — o,3 7 7 5 4 8 6 5 : + o , 5 a : ' 

1 , 7 . 5 . . — o , 3 7 2 2 9 2 bx + 0 , 5 a:2 

1 , 3 . . . — o , 3666 i4 657 + 0 , 5 a : 2 

0 , 7 . . . F ( x ) = — 0 , 4 0 6 7 6 5 bx + o , 5 a - 2 

0 , 8 . . . — o , 4 o 4 3 3 o 6 a : + o,5a;'2 

0 , 9 . . . — o , 4 o o i 8 5 bx + o,5 a;3 

1 , 0 . . . — o , 3 y 4 3 3 7 6a: + o,5a: 2 

1 , 1 . . . — 0 , 3 8 6 7 9 0 6a: + 0 , 5 a : 2 

1 , 2 . . . — 0 , 3 7 7 5 4 8 6 5 : + 0 ,5a: 2 

1,7.5. . — - 0 , 3 7 2 2 9 3 6 5 : + o , 5 a : 2 

i , 3 . . . — 0 , 3 6 6 6 1 5 6a: + o,5a: 2 
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J/O BIBULA ILI E A N A L Y T F O U E . 3 i 5 

Première travée ( s u i t e ). 

0 , 7 . . F M = — 0 , 4 0 6 7 6 6 bx 4 - o ,5a ; ' 

0 , 8 . . — o , 4 o 4 3 3 i 6a: 4 - o , 5 x -

0 , 9 . . — 0,4001866a: 4 - o,5x* 

1 , 0 . . — o ,3g4338 bx 4 - o , f )x' 

1 , 1 . . — 0 , 3 8 6 7 9 0 6 . 3 ; 4 - o , 5 a : 2 

1 , 2 . . — 0 , 3 7 7 5 4 8 bx 4 - o , 5 a ? 2 

1 , 2 0 . — 0 , 3 7 2 2 9 3 6a; 4 - o , 5 a : 2 

i , 3 . . — o , 3 6 6 6 l 5 6a: -f - 0 , 5 a : 2 

0 , 7 . . Y(x) = — 0 , 4 0 6 7 6 6 bx -f- o , 5 a ; 2 

0 , 8 . . — o , 4 o 4 3 3 i 6a? 4 - 0 , S a : 2 

0 , 9 . . — 0,400186 bx + O , 5 J ' 
1 , 0 . . — o , 3943386a : -f- o , 5 a : 2 

I , I . . — 0 , 3 8 6 7 9 0 bx 4 - o , 5 a : 2 

1 , 2 . . — 0 , 3 7 7 5 4 8 6 a : 4 - o , 5a ' 2 

1 , 2 5 . — 0 , 3 7 2 2 9 3 6 a : 4 - o , 5 a : 2 

i , 3 . . — 0 , 3 6 6 6 i 5 6a: - 4 - o , 5 x 1 

Deuxième, travée. 

0 , 7 . . F (x) — 0 , 0 8 1 8 9 0 6 2-— o , 3 5 o 6 a : 4 - o,5x' 

0 , 8 . . 0 , 0 8 5 9 0 9 6 2 — o , 4 o o 6 a r 4 - o ,5ar 2 

0 , 9 . . 0 , 0 9 1 9 6 8 b' — o,45o bx 4 - 0 , 5 a ; 3 

1 , 0 . . 0 , 1 0 0 0 0 0 6 2 — o , 5 o o 6 a : + 0 , 5 a ; 1 

1 , 1 . . . 0 , 1 0 9 9 3 3 b2 — o , 5 5 o 6 a : 4 - o , 5 a : 2 

1 , 2 . . O , I 2 I 7 8 6 6 ! 0 , 6 0 0 bx 4 - o,5x' 

1 , 2 5 . 0 , 1 2 8 3 9 7 b1— ofiy.Sbx 4 - o , 5 . r 2 

I , 3 . . ' 0 , 1 3 5 4 . 6 6 6 1 — o , 6 5 o b x 4 - o,Sx2 

0 , 7 . . F{x) — 0 , 0 9 6 0 2 5 6 J — 0 , 4 6 8 2 6 7 6a; -+- o , 5 x 2 

0 , 8 . . o , o g 8 i 2 5 6 2 — o , 4 8 3 g 8 4 6 a ? 4 - o ,5a; 2 

0 , 9 . . 0 , 1 0 1 8 2 8 6 2 — 0 , 5 0 7 2 1 3 6a- + o , 5 a:2 

1 , 0 . . 0 , 1 0 7 1 4 3 6 ! — o , 5 3 5 7 i 46 . r -f- o , 5 a r 2 

1 , 1 . . 0 , 1 i 4 o 7 5 6 2 - ^ 0 , 5 6 8 o 5 7 6a: 4 - o , 5 a r ' 

1 , 2 . . 0 , 1 2 2 6 3 2 6 2 — 0 , 6 0 3 2 g o bx 4 - o ,5a: 2 

I ,9.5 . 0 , 1 2 7 5 2 1 6 2 — 0 , 6 2 1 7 7 5 6 a : 4 - o,5a- 2 

. , 3 . . 0 , 1 3 2 8 1 6 6 * — 0 , 6 4 0 7 4 9 ^ ^ 4 - 0 , 5 a : ' 
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F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 

Deuxième travée ( s u i t e ) . 

0 , 7 . . . F i » = 0 , 0 9 2 4 6 9 6 ' — 0 , 4 3 3 5 1 9 6 ^ 7 + 0 , 5 л : 2 

o , 8 . . 0 , o g 5 o o o b'1 

— o , 4 6 ' 2 5 o o 6.57 + о , 5 л ' 2 

0 , 9 . . 0, 0 9 9 2 6 8 e 2 — 0 , 4 9 2 . 3 5 8 6 . 2 ; + о , 5 л'2 

1 , 0 . . 0 i о5г63 b1 — o ,5a63 i66 í7 + 0 , 5 л:2 

1 , 1 . . 0 1 1 2 9 7 7 b1 — 0 , 5 6 3 2 4 7 6 5 ; + о , 5 л 2 

1 , 2 . . 0 1 2 2 4 0 4 b1 — 0 , 6 0 2 . 4 0 4 6 л - + 0 , 5 л 1 

1 ,i5. 0 1 2 7 7 5 7 b2 

— 0 , 6 2 2 6 4 6 6 л - + о, 5 л 2 

i , 3 . . 
• 

0 1 3 3 5 3 7 6 ' 2 — 0 , 6 4 3 2 6 0 6 л - + 0 , 5 л-' 

0 , 7 . . F(x, — 0 og3438 b2 

— 0 , 4 4 6 6 2 0 bx + 0 , 5 л : ' 
0 , 8 . . 0 0 9 , 5 8 4 7 6 ' — o , 4 6 8 3 2 . 6 6 x + о , 5 л 2 

0 , 9 . . 0 , o g 9 9 6 o 6 2 — 0 , 4 9 6 3 7 г bx + о , 5 л 3 

j , o . . 0 1 0 5 7 6 9 6= — о , 5 2 8 8 4 6 6 л - + о , 5 л 2 

r , i . . 11 З 2 7 2 6 2 — о,56453g bx + о , 5 л 2 

1 , 2 . . 0 , I 2 2 4 6 5 6 2 

— 0 , 6 0 2 6 4 1 bx + о, 5 л'2 

1 , 2 5 . 0 , 1 2 7 6 9 4 6 " — 0 , 6 2 2 4 1 4 6 . » + о ,5л* 2 

1 , 3 . . 0 Г333456-- — o , 6 4 2 5 g 4 6л- + о , 5 л " 

0 , 7 . . • F ( * ) — 0 0 9 З 1 7 9 6 2 — о , 4 4 4 4 5 д 6 л : + 0 , 5 л ; 2 

0 , 8 . . 0 Og562I 6 2 

— 0 , 4 6 6 7 7 0 6л- + о , 5л; 3 

o ,g . . 0 0 9 9 7 7 5 6 = — o , 4 g 5 2 g 8 bx + о , 5 л 2 

1 , 0 . , 0 I 0 5 6 3 4 6 2 
— о , 5 г 8 1 6 g 6л- + о , 5л ; 2 

1 , 1 . . 0 i i 3 r g 3 6 2 — о , 5 6 4 - 1 д 3 6 л ; + о , 5 л 2 

1 , 2 . . 0 1 2 2 4 4 8 6 2 — 0 , 6 0 2 5 7 7 6л- + о , 5 л ; 2 

1 , 2 5 . 0 1 2 7 7 r I 6 2 • — 0 , 6 2 2 4 7 6 6л- + о, Sx2 

i , 3 . . » 1 З З З 9 6 6 2 — 0 , 6 4 2 7 7 4 6 х + о,5.ж 2 

0 , 7 . . . T(x — 0 0 9 З 2 4 9 6 2 — о , 4 4 5 о З д 6л; + 0 , 5 л : 3 

u , 8 . . 0 0 9 5 6 8 2 6 3 — 0 , 4 6 7 1 8 8 6 л - + о , 5 л 2 

0 , 9 . . 0 , 0 9 9 8 2 . 4 6 2 — о,4д55866л; + о , 5 л 3 

1 , 0 . . 0 , i o 5 6 7 o 6 2 — о , 0 2 8 3 5 о 6 л - + о , 5 л 3 

1 , 1 . . 0 , i 1 З 2 1 4 6 2 — 0 , 5 6 4 2 8 5 6 л ; + 0 ,5л: 3 

1 , 2 . . 0 , i 2 2 4 5 З 6 2 — о ,6о2 .5д46л- + о , 5 л 2 

1 , 2 . 5 . 0 , 1 2 7 7 0 6 6 2 — 0 , 6 2 2 . 4 5 9 6.Г + о , 5 х 3 

i , 3 . . 0 , i 3 3 3 8 a 6 2 — 0 , 6 4 2 7 2 . 5 6 л ' + 0 , 5 т" 
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F O U M L ' L A I I I E A N A L Y T I Q U E . 

Deuxième travée (suite). 

Il = g , ö = 0 , 7 . . . F{x] = 0 , o q 3 2 3 o 62 —• o ,4448836 . r + о,5х' 
0 , 8 . . 0 , og5666 62 — 0 , 4 6 7 0 7 6 6 5 : + о , 5 л ; 2 

0 , 9 . . . 0 , 0 9 9 8 1 1 b2 — о , 4 9 5 5 о д б 5 : -f - о , 5 х 3 

1 , 0 . . 0 , i o566o b2 — 0 , 5 2 8 3 0 2 6 5 : - Ь «,55:' 

1 , 1 . . . 0 1 1 З 2 0 9 / Я — о , 5 6 4 ^ 6 1 блг + о,5х2 

1 , 2 . . 0 , 1 2 2 Í 5 2 b2 — 0 , 6 0 2 0 9 0 6 5 ; - + - о,5х2 

1 , 2 . 5 . 0 1 2 7 7 0 8 b2 — 0 , 6 2 2 4 6 4 6 5 : Н - о , 5 . г 2 

i , 3 . . 0 ! 3 3 3 8 6 62 — 0 , 6 4 2 7 . 3 8 6 5 ; - t - o , 5л : 2 

Il = I O , G = 0 , 7 . . F ( . r ) = 0 о д З з . 3 5 6 2 — o,444g24 Ьх + о,5х2 

0 , 8 . . 0 0 9 2 6 7 0 b2 — 0 , 4 6 7 1 0 6 6 5 : Ч- о,55:2 

0 , 9 . . 0 0 9 9 8 1 5 b'2 — o , 4 g 5 5 3 o bx + о,5л; 2 

7 , 0 . 0 i o5S!S3 b2 — о , 5 2 8 3 i 5 6 . z ' - f -o ,55 J 

1 , 1 . . 0 1 1 3 2 1 0 b2 — o , 5 6 / ¡ 2 . 6 7 65: + 0 , 5 . 3 ; ' 

1 , 2 . . 0 1 2 2 4 5 2 b2 — o , 6 o 2 5 g i 65; + 0 , 5 л : 2 

1 , 2 5 . 0 1711°1 b2 — 0 , 6 2 2 4 6 2 6 . 2 ; -+- 0 ,55' 2 

. , 3 . . 0 133385 b2- - 0 , 6 4 2 7 3 5 6 . 2 ; + o ,5 . r 2 

il = I T , ô = 0 , 7 . . * ' ( * ) - 0 0 9 З 2 З 4 О 2 — 0 ,4449 '4^ + o , 5 x 2 

0 , 0 . . 0 0 9 5 6 6 9 b2 — 0 , 4 6 7 0 9 8 bx + o,5x2 

0 , 9 . . 0 0 9 9 8 1 4 b2 — 0 ,495524 .657 + o ,55: 2 

1 , 0 . . 0 I o 5 6 Ö 2 b2 — o , 5 2 . 8 3 1 1 65 ;4 -0 , 5л ; 3 

1 , 1 . . 0 1 1 З 2 1 0 6 2 — 0 , 5 6 4 2 6 6 6 5 ; + o , 5 x 2 

1 , 2 . . 0 1 2 2 4 5 2 b2 — o , 6 o 2 5 g i 6Л; + о,5л; 2 

I , 2 5 . 0 1 2 7 7 0 7 b2 — 0 , 6 2 2 4 6 3 6 5 ; + о , 5 л : 2 

i , 3 . . 0 1 3 3 3 8 5 b2 — 0 , 6 4 2 7 3 5 65; -ir 0,5 X ' 

П = I 2 , 0 = : 0 , 7 . . • F ( * ) = 0 0 9 З 2 З 4 b2 — о,444э 1 7бл; + о,55:2 

0 , 8 . . 0 0 ( j566g6 2 — 0 , 4 6 7 1 0 0 65-' + o , 5 л;2 

o , g . - 0 o q g 8 i 4 6 2 — 0 , 4 9 5 5 2 6 6 5 7 + 0 ,557 2 

1 , 0 . . 0 i o 5 6 6 a 6 2 — 0 , 5 2 8 3 l 2 65: + 0,55' 2 

J , I . . 0 , 1 1 З 2 1 0 6 2 — 0 , 5 6 4 ' б б б я : + о,5л; 2 

1 , 2 . . 0 i 2 2 4 5 2 b2 — o , 6 o 2 . 5 g i 65; + 0 , 5л - 2 

1 , 5 . 5 . 0 1 2 7 7 0 7 b' — 0 , 6 2 2 4 6 3 6 5 ; + o , 5 x ! 

1 , 3 . 0 1 3 3 3 8 5 6' — 0 ,642 .73565; + o,5 .2: 2 
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3 a 8 F O r t M L I . A 1 U 1 Ï AiN A L Y T 1 Q C E . 

IL j , u u , t . 

0 , 8 . 

o,y . 

1 , 0 . 

1 , 1 . 

1 , 2 . 

1 , 2 0 

, , 3 . 

n = 6 , 0 ^ = 0 , 7 . 

o , 8 . 

o,Ç). 

1 , o . 

1 , 1 . 

1 , 2 . 

/ ¿ = 7 , 0 = 0 , 7 . 

0 , 8 . 

0 , 9 . 

j , o . 

1 , 1 . 

1 , 2 

i , 3 . 

« = 8 , 0 = o, 7 . 

0 , 8 . 

0 , 9 . 

1 , 0 . 

1 , 1 . 

1 , 2 . 

Troisième travée. 

¥(x) — o , o 3 o 5 o 6 b' — 

o , o 4 5 o o o 6 2 — 

o , o G i 1 4 6 6 3 — 

0 , 0 7 8 9 ^ 7 b' — 

o , o g S 4 o 5 6 3 — 

o, 1 i g 5 r g 6 2 — 

o , 1 3 0 6 9 9 6 2 — 

o, 1 4 2 2 9 3 b2 — 

F(x)z=z 0 , 0 2 5 8 o 4 6 2 — 

0 , 0 4 1 l 8 6 6 2 — 

0 , 0 0 8 2 2 6 b2 — 

0 , 0 7 6 9 2 . 3 b'2 — 

0 , 0 9 7 2 7 9 6 - -

0 , 1 i g 2 y 6 6 3 — 

o, 1 3 0 9 2 7 b' — 

O , l 4 ? 9 ; 3 b1 — 

F(x) — 0 , 0 2 7 0 5 8 b2 — 

o, 0 4 2 2 0 5 b2 — 

o , o 5 g o ( > 7 6 2 — 

o , 0 7 7 4 6 0 6 2 — 

0 , 0 9 7 5 8 1 6 3 — 

o , n g 3 5 6 6 2 — 

o, i 3 o 8 6 6 6 2 — 

o , / 4 2 7 9 0 b-

F ( . r ) = o , 0 2 6 7 2 2 6 3 -

o , o 4 i g 3 2 6 3 — 

0 , 0 0 8 7 9 7 ^" ~~ 

o , 0 7 7 3 2 0 — 

0 , 0 9 7 5 0 0 A2 — 

o, r i g 3 4 o A2 — 

o, 1 3 o 8 8 j h1 — 

o, 1 4 2 8 3 9 6 " — 

- o , 3 5 o 6 a - 4 - o , 5 a - 3 

- 0 , 4 0 0 6 a : 4 - o , 5 x 3 

- o , 4 5 o bx 4 - o , 5 x 2 

- o , 5 o 0 6 a - - r - o , 5 a : 2 

- o , 5 5 o 6 x + o , 5 ^ ' 

- 0 , 6 0 0 bx + o,5x2 

- 0 , 6 2 5 6 a : + 0 , 5 a - 2 

- o , 6 5 o 6 x 4 - o , 5 x ' 2 

- o , 3 1 7 7 g 4 6 a : -f- o,5a- ! 

- 0 , 3 7 7 2 2 4 6 a : -+- o , 5 a 3 

- 0 , 4 3 4 5 4 3 bx 4 - o,5a: ! 

- o ,49o3856a:-f-o,oa• , 

- o , 545 i 54 bx 4 - 0 ,5a- 1 

- 0 , 5 9 9 1 2 0 6 a : + o , 5 x ! 

- 0 , 6 2 . 5 8 6 2 6 a : -t- o , 5 a 3 

- o , 6 5 2 . 4 6 8 6 a : 4 - o,5a;' 

- o , 3 a 6 3 S 6 6 a : + o,5a- ! 

- 0 , 0 8 3 3 0 7 bx 4 - 0,5.x'3 

- 0 , 4 3 8 6 7 6 bx -+- o ,5a 3 

~~ 0 , 4 9 2 g o S 6 a - + o,5a- ! 

- 0 , 5 4 6 4 0 2 6a- + o,5a 3 

- o ,5gg3566.r 4 - 0 , 5 a - 3 

- 0 , 6 ^ 5 6 3 1 6a: 4 - 0 , 5 a - 3 

o , 6 5 1 8 0 6 6a- 4 - o , 5 a 3 

- 0 , 3 2 . 4 0 8 1 6 a : 4 - o , 5 a - 3 

- o ,38i 6 7 6 bx 4 - o,5a-3 

- 0 , 4 3 7 5 6 8 6a; 4 - o ,5a 3 

- 0 , 4 9 2 2 6 8 6 a : 4 - o , 5 a ' 

- o , 5 4 6 1 o 4 bx 4 - o ,5a ' 

- 0 , 5 9 9 7 . 9 2 bx 4 - o , 5 x 3 

- 0 , 6 2 5 6 9 3 bx 4 - o,5xz 

0 , 6 5 1 9 8 4 6 a - 4 - o,5,r" 
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o , 8 . 

o ,g . 

i , o . 

1 , 2 . . 

1,5.5 . 

i , 3 . . 

»•011 V U L A l l l E A N A L Y T I Q U E . 3 »g 

Troisième travée ( s u i t e ) . 

Y( x) = Q , 0 2 6 S l 2 b1— o , 3 ? - 4 6 y g 6 . a : -1- 0,5x2 

o , o 4 ? o o 5 6 2 •— 0,38?.11 4 bx~\- 0,5 X 2 

o ,o58853 b2 — 0 , 4 3 7 8 6 4 frx -t- o , 5 x-

0 , 0 7 7 . 3 5 8 6 * — 0 , 4 9 2 4 5 2 b x - J - o , 5 ^ ' 

0 , 0 9 7 5 2 2 6 2 — o , 5 4 6 i g 7 bx o , 5 . r 2 

0 , 1 1 9 3 4 4 ^ 2 — o , 5 g g 3 o g / ' . r + o,5x2 

o, 1 3 0 8 7 8 A2 — 0 , 6 2 5 6 ^ 7 6 r 4 - o , 5 

0 , 1 4 2 8 2 6 6 2 — 0 , 6 0 lyoQbx-j- o,5 x ! 

11 — 10 , a = 0 , 7 . . 

0 , 8 . . 

0 , 9 . . 

1 , 0 . . 

1 , 0 . 

- 0 , 0 2 6 7 8 8 6 2 -

o , 0 4 1 9 8 5 a 2 -

o , o 5 8 8 3 8 6 2 -

0 , 0 7 7 3 4 8 6 2 -

o, 0 9 7 5 1 6 6 2 -

o, 1 H J 3 4 3 6 2 -

o, 1 3 0 8 7 g A2 " 

o, i / |a83o b2 -

o , 3 2 4 5 3 3 f o . x - 4 - o , 5 a : 2 

o , 3 8 i g g 5 bx + o,Sx2 

- 0 , 4 3 7 7 8 4 bx - + - o , 5 x 2 

- o , 4ga4o3 bx + o,C)X' 

- 0 , 5 4 6 1 7 2 ¿5; + o , 5 x 2 

- o , 5 g g 3 o 5 / w -+- o ,5 .r 2 

- o ,6a568i bx + o,5x2 

- o , 6 5 1 g4 9 bx -+- 0 , 5 X2 

I I , 0 = 0 , 7 . . 

0 , 8 . . 

0 , 9 . . 

1 , 0 . . 

1 , 1 . . 

1 , 2 . . 

1 , 5 . 5 . 

i , 3 . . 

Y[x) — 0 , 0 2 6 7 9 4 6 2 — 0 , 3 2 4 5 7 7 bx~\-o,5xc 

0 , 0 . 4 1 9 9 1 b2 — o, 3 8 2 0 2 7 bx -+ - o,5x2 

o , o 5 8 8 4 a 6' — 0 , 4 3 7 8 0 6 / « + o,5x2 

0 , 0 7 7 3 5 1 b2—0,492417/^ + 0 , 5 . ^ 2 

0 , 0 9 7 5 1 7 6 ' 2 — 0 , 5 4 6 1 7 8 bx + x2 

0 , 1 i g 3 4 3 6 2 — o , 5 q g 3 o S 6 . r -t- o , 5 x 2 

o, 1 3 0 8 7 8 b'2 — 0 , 6 2 , 5 6 7 9 6 ^ + i>,5x2 

o, 1 4 2 8 2 9 6 2 — 0 , 6 5 1 g 4 6 bx + o , 5 x \ 

n ~ l 1 , §: : 0 , 7 

0 , 8 

0 , 9 

1 , 0 

' , 1 

1 , 2 

1 , 2 5 

1 , 3 . 

F ( x } ~ 0 , 0 2 6 7 9 2 6 2 — o , 3 3 4 5 6 4 b x + o,5x2 

o,o.f 1 9 8 9 6 2 — 0 , 3 S 7 0 1 qbx + 0,5x2 

o , o 5 8 8 4 i 6 2 — 0 , 4 3 7 8 0 0 6 ^ + 0 , 5 ^ 2 

0 , 0 7 7 3 5 0 6 2 — o , 4 g a 4 1 3 bx + o , 5 , r 2 

0 , 0 9 7 5 1 7 6 2 — 0 , 5 4 6 1 7 7 bx + o , 5 a r 3 

0 , 1 i g 3 4 3 6 2 — o , 5 g c j 3 o 6 è ^ + o , 5 a ; 2 

o, 1 3 0 8 7 8 6 2 — 0 , 6 5 . 5 6 7 9 6 ^ + 0 , 6 x 2 

0 , 1 4 ? . 8 2 g 6 2 — 0 , 6 5 t g 4 7 bx + o,5 x2 
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Quatrième travée. 

. = 7 , â--

. 8 , < 3 ^ 

. F(x) — o , o / { 3 5 S 8 6 3 — o,35o bx -f- o ,5 .z , ! 

0 , 8 . . o , o 5 5 5 5 g 6 3 — o,4oo bx + o,5X! 

0 , 9 . . o , o 6 g i g g r V 2 — o,45o bx -h o,5X' 

1 , 0 . . 0 , 0 8 4 5 0 7 6'2 — o , 5 o o bx -+- o , 5 X"-

1 , 1 . . o , i o i 4 8 4 6 - — o,5SOBX -+- o,5X' 

1 , 2 . . 0 , 1 2 0 1 2 g b' — 0 , 6 0 0 bx -+- o,5x' 

i , a 5 . 0 , 1 3 0 0 7 7 / ; = — 0 , 6 2 . 5 bx + o , 5 x2 

i , 3 . . o , i 4 o 4 4 2 ^ 2 — o,65o bx -f- o , 5^' 2 

: 0 , 7 . . . F ( ^ ) = o , o 4 4 8 6 5 6 2 — 0 , 3 5 8 6 4 o bx — o , 5 x2 

0 , 8 . . o ,o565gi b2 
— 0 , 4 0 6 1 0 8 b x -+- o , 5 x 3 

0 , 9 . . 0 , 0 6 9 9 8 b b"2 — o,454i 43 bx -+- o , 5 x' 

1 , 0 . . o , o 8 5 o 5 2 ' V — 0 , 5 0 2 5 7 8 6 . 2 " -f- o,5.r 2 

1 , 1 . . o , i o i 7 8 6 6 2 — 0 , 5 5 i 2 q g 6 . r - H o , 5 x 2 

1 , 2 . . 0 , 1 2 0 1 8 9 6 ' — 0 , 6 0 0 2 3 6 6 . 2 " -f- o,Gx'' 

1 , 2 , 5 . o , i 3 o o i 6 6 ' 2 0 , 6 2 4 7 6 9 b x •+- Q,$X2 

1 , 3 . . . 0 , 1 4 0 2 6 0 fi'2 — o , 6 4 g 3 3 8 bx -+• o , 5 x 2 

: 0 , 7 . . , . F ( x ) = o , o 4 4 5 2 . 3 b ' 1 — o , 3 5 6 3 2 . 6 6 j r -f- n,5X2 

0 , 8 . . , o , o 5 6 3 i 4 6 2 

— o , 4 o 4 4 7 1 6 . » + o , 5 ^ 3 

0 , 9 . . . 0 , 0 6 9 7 7 5 6 3 — o,453o336-r 4- o , 5 x * 

1 , 0 . . . 0 , 0 8 4 9 0 6 6 2 — o , 5 o i 8 8 7 bx -+- o,5X'! 

1 , 1 . . . 0 , 1 0 1 'joSb2 
— o , 5 5 o g 5 i bx -+- o,[)x7 

1 , 2 . . . 0 , I 2 0 I 7 3 6 2 — 0 , 6 0 0 1 7 3 b x -+- o,5X2 

1 , 2 . 5 . . o , i 3 o o 3 2 . 6 2 — 0 , 6 2 . 4 8 . 3 0 bx •+ o , 5 , r 3 

1 , 3 . . . o , i 4 o 3 o g è 2 — o , 6 4 g 5 i 6 6 « -+• o,5X2 

0 , 7 . . . F ( . r ) : _ o , o 4 4 6 i 5 6 3 
— o , 3 5 6 g 4 6 bx -t- o , 5 x 2 

0 , 8 . . . o ,o5638g <V • — o,4o./|gi 1 bx -+- o,!>x2 

0 , 9 . . . o , o 6 g 8 3 2 b2 — o , . / | 5 3 3 3 1 bx-h o,5X2 

1 , 0 . . . 
0 , 0 8 4 9 4 5 e 3 • — 0 , 5 0 2 0 7 2 bx -+- o,5X7 

1 ,1 . . . 0 , 1 0 1 7 2 7 b2 — o,55io4-56.r-f- O , 5 J ; ' ; 

1 , 2 . . . 0 , 1 2 0 1 7 7 b2 • — 0 , 6 0 0 1 9 0 bx •+- o,5x' 

1 , 2 5 . . 0 , 1 3 0 0 2 8 b2 — 0 , 6 2 . 4 8 1 4 6 ^ + o,5.r 2 

1 , 3 . . . 0 , 1 4 0 2 9 6 b" — o,6;\t)\GSbx -+- a,5X2 
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Quatrième travée ( s u i t e ). 

0 , 7 . . F (л; ) = 0 , o 4 4 5 g o 6 2 — о,35б77д6л:- | - о ,5л; 2 

0 , 8 . . o ,oo636g6 2 — c , 4 ° 4 7 9 3 6 x •+- o,5x2 

0 , 9 . . 0 , 0 6 9 8 1 7 6 2 — o , 4 5 3 2 5 2 b x •+- o,5.z'-' 

1 , 0 . . 0 , 0 8 4 9 3 4 - b - — o , 5 o 2 0 2 2 bx - 4 - a,Sx1 

1 , 1 . . 0 , 1 0 1 7 2 1 b' — o , 5 5 i o i g 6 a ; -4- o,5x2 

1 , 2 . . O , T 9 0 1 7 6 6 2 — o , 6 o o i 8 5 6 x -4- a,5X-
1 , 2 J . o , i 3 o o 2 . g ô 2 — 0 , 6 2 4 8 1 8 6 л ; -h o,5x2 

i,3.. 0 , 1 4 0 2 9 g b2 — o , 6 4 g 4 8 i bx -h o , 5 r 2 

0 , 7 - . F( x ) = 0 , 0 4 4 5 9 7 b2 — о , 3 5 6 8 2 4 6 л : -f- 0 , 5 a : 2 

0 , 8 . . o,o56374 b'2 — 0 , 4 0 4 8 2 4 6 л ; - 4 - о,5л;' 2 

0 , 9 . . 0 , 0 6 9 8 2 1 6 2 — 0 , 4 5 3 2 7 3 6л; -+- о,5л; 2 

1 , 0 . . 0 , 0 8 4 9 3 7 b2 — о , 5 с 2 о 3 5 6 л : -+- о,5л; 2 

1 , 1 . 0 , 1 0 1 7 2 2 o 2 — o , 5 5 i 0 2 5 b x -4- о ,5д; 2 

I , ? . . 0 , 1 2 0 1 7 6 6 ' — o , 6 o o i 8 6 6 . r - ь o ,5 .r ' 
I , 2 5 . . o , i 3 o o 2 g 6 2 — 0 , 6 2 4 8 1 8 6 л ; -f- о,5л; 2 

i , 3 . . . o, 1 4 0 2 9 8 b2 — 0 , 6 4 9 4 7 8 6 л ; -+- 0 , 5 л : 2 -

Cinquième travée. 

0 , 7 . Y(x) = o ,o4oog5 b2 — о,35о 6л; -+- о,5х2 

0 , 8 . . . 0 , 0 , 5 2 7 3 7 b'! — a/\oabx -+- о,5л; 2 

0 , 9 . . 0 , 0 6 7 0 4 5 b2 — о,45о6л; -+- о ,5л; 2 

1 , 0 . . o , o 8 3 o i g 6 2 — о,5оо 6л; -I- о ,5 л:2 

I , I . . 0 , r oo65g6 2 .— о,55о6.г -+- о , 5 л ; г 

1 , 2 . . 0 , i i g g 6 5 6 2 — 0 , 6 0 0 bx -4- 0 , 5 л:'2 

I , 2 . 5 . 0 , 1 3 o 2 . 4 4 ¿ 2 — 0 , 6 2 . 5 6 л ; - ) - о,5 л;' 

1 , 3 . . o , i 4 o g 3 8 6 2 — о ,65о bx - 4 - 0 , 5 л ; 2 

0 , 7 . . . F ( X ) = o ,o3g753 b2 — о . , 3 4 7 б 8 4 6 л ; ' -+- о,5л; 2 

0 , 8 . . 0 , 0 5 2 . 4 6 0 b1 — о,Зд83б36л; -+- о ,5 л:2 

0 , 9 . . o ,o66834 b2 — 0 , 4 4 8 8 9 0 6 л : ' -+- о,5л; 2 

1 , 0 . . o , o 8 2 8 7 3 6 2 — o ,49g3og6 . r -f- о ,5л; 2 

1 , 1 . . 0 , 1 0 0 5 7 8 b' — о , 5 4 д 6 5 2 б л ; - ь о,5л: 2 

1 , 2 . . ( 1 , 1 1 9 9 4 9 A2 — o,5qgg37 bx - 4 - о,5л; 2 

, , 2 5 . 0 , 1 ЗоябоЛ 2 — 0 , 6 2 . 5 0 6 2 b x -f- 0 , 5 л : 2 

1 , 3 . . 0 , 1 / 1 0 9 8 7 / / — о,65о 17 7 bx - 4 - о,5л" 2 
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Cinquième travée ( s u i t e ) . 

o , 7 . . = 0 , 0 3 9 8 4 5 6 ' — 0 , 3 4 8 3 o 6 6 a ? + o ,5a: ] 

0 , 8 . . o , o 5 2 5 3 5 6 2 — 0 , 3 9 8 8 0 2 6 a : 4 - o , 5 a ; ! 

0 , 9 . . 0 , 0 6 6 8 9 0 6 2 — 0 , 4 4 9 1 8 7 6 ^ 4 - 0 , 5 ^ 

1 , 0 . . 
0 , 0 8 2 9 1 2 6 2 — 

" » 4 9 9 4 9 4 + 0 , 5 s 2 

1 , 1 . . 0 , 1 0 0 6 0 0 b2 — 0 , 5 4 9 7 4 5 6 ^ 4 - 0 , 5 a : 2 

1 , 2 . . 
0 , 1 i g g 5 4 6 2 — ° > 5 9 9 9 5 4 bx 4 - o , 5 x 2 

1 , 2 5 . 
0 , 1 3 o 2 . 5 6 6 2 -— o , 6 2 5 o 4 6 bx -\~ 0 , 5 a : 2 

i , 3 . . 0 , 1 4 ° 9 7 4 b2 — o , 6 5 o i 3 o 6 a ; 4 - o , 5 a : 2 

0 , 7 . . = 0 , 0 3 9 8 2 0 6 ' — o , 3 4 8 i 3 g 6 a 7 4 - o,5a: 2 

0 , 8 . . o , o 5 ' 2 5 i 5 6 2 — o,3g86856a: + o , 5 a : 2 

0 , 9 . . 0 , 0 6 6 8 7 5 b 2 - - o , 4 4 g i 0 7 bx 4 - o , 5 a : 2 

1 , 0 . . . 0 , 0 8 2 9 0 2 b2 — o , 4 g g 4 4 5 ^ + o , 5 a : 2 

1 , 1 . . 0 , i ooSq i b2 — 0 , 5 4 9 7 2 0 6 3 7 4 - o , 5 a ; 2 

1 , 2 . . 0 , 1 i g g 5 3 6 2 — 0 , 5 g g g 4 g 6 a : 4 - o , 5 a ; 2 

1 , 2 5 . 
0 , 1 3 0 2 . 5 7 6 2 — o , 6 2 . 5 o 5 o 6 # 4 - o , 5 a : 2 

i , 3 . . 0 , 1 4 0 9 7 7 6 ' — o , 6 5 o i 4 2 bx 4 - o , 5 a : 2 

Sixième travée. 

0 , 7 . . ¥(x) = o , o 4 i o 3 i 6 2 — o , 3 5 o bx 4 - 0 , 5 a : ' 

0 , 8 . . o , o 5 3 4 9 3 6 2 — o , 4 o o bx 4 - o , 5 a ; 2 

0 , 9 . . 0 , 0 6 7 6 2 2 6 2 — o , 4 5 o 6 . r 4 - o , 5 a r : 

1 , 0 . . o , o 8 3 4 i 8 6 2 — o , 5 o o 6 a ; 4 - o , 5 a : 2 

1 , 1 . . 0 , 1 0 0 8 8 0 b2 — o , 5 5 o bx 4 - ofix2 

1 , 2 . . 0 , 1 2 0 0 0 g b2 — 0 , 6 0 0 bx 4 - o,5x2 

1 , 2 5 . 0 , 1 3 o i g g 6 2 — 0 , 6 2 5 6 a ; 4 - o , 5 a ; ' 
. -t 

0 , i 4 o 8 o 5 6 ! — o,65o6ar -1- 0 , 5 a : 2 

0 , 7 . . = o , o 4 i 1 2 3 b2 — o ,35o6? .o6a; 4 - 0 , 5 a ; 2 

0 , 8 . . o ,o53567 6 2 — 0 , 4 0 0 4 3 9 6 3 : 4 - 0 , 5 ^ ' 

0 , 9 . . o , o 6 7 6 7 g 6 2 — 0 , 4 5 0 2 9 8 6 a ; 4 - o,5z2 

1 , 0 . . 0 , 0 8 3 4 5 7 6 2 — o , 5 o o i 8 5 6 a ; 4 - o , 5 a : 2 

1 , 1 . . 0 , i o o g o 2 6 2 — o , 5 5 o o g 4 6 a : 4 - o,5x2 

1 , 2 0 , 1 2 0 0 1 4 6 2 — 0 , 6 0 0 0 1 7 6 a ; 4 - o,5.z-

1 , 2 5 . 0 , i 3 o i g 5 6 2 — o , 6 2 4 9 8 4 6 . z • 4 - o , 5 a : 2 

i , 3 . . 0 , 1 4 0 7 9 2 b2 — o , 6 4 g g 5 2 6 a ; -+- o,5x-
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0 , 7 . . • / . ( * ) = 0 0 9 7 6 9 9 6 - — 0 , 4 8 2 2 7 6 6 a ; -+- 0 5 a ; 2 

0 , 8 . . 0 1 0 2 . l 4 3 il'2 — o , 5 1 1 6 0 7 bx + 0 557 2 

0 , 9 . . 0 I o 8 4 7 6 6 2 — 0 , 5 4 5 7 8 6 6 5 7 - 1 - 0 5 a ; 2 

1 , 0 . . 0 H 6 6 6 7 6 2 — o ,5833336a; + o 5 a ; 2 

1 , 1 . . 0 1 2 6 6 9 1 6 2 — 0 , 6 2 3 3 i 56a ; -f- 0 5a7 2 

1 , 2 . . 0 1 3 8 6 2 . 7 b- — o , 6 6 5 i o 4 6 a ; + 0 5x2 

1 , 2 5 . 0 , i / [ 5 i 1 9 6 2 — 0 , 6 8 6 5 3 8 6 a ; + 0 5x2 

i , 3 . . 0 , i 5 2 i 5 8 6 2 

- 0 , 7 0 8 2 7 5 6 3 7 + 0 5x2 

0 , 7 . • fA*) - 0 1 0 1 6 0 6 6 2 — 0 , 5 1 4 9 7 0 6 a ; + 0 5x2 

0 , 8 . . 0 , i o 5 g o 3 6 2 — 0 , 5 3 7 4 5 7 6a; -+ - 0 5x2 

0 , 9 . . « 1 1 2 2 0 8 6 2 — 0 , 5 6 7 4 4 " bx-\-o Sx2 

1 , 0 . . 0 , 1 2 .o5366 ' — 0 , 6 0 2 6 7 9 6 a ; - f - 0 5x2 

1 , 1 . . 0 , 1 3 o 8 g 7 !p — o , 6 4 i 7 4 0 6 a ; + 0 5x2 

1 , 2 . . 0 , 1 4 3 3 0 1 6 2 — 0 , 6 8 3 6 7 2 . 6 3 7 + 0 5x' 

I , 2 . 5 . 0 , 1 5 0 2 7 2 b' — o , 7 o 5 5 o o 657 + 0 5x2 

i , 3 . . 0 , I 5 7 7 5 5 6 2 — 0 , 7 2 7 8 1 3 6 5 7 + 0 5x2 

0 , 7 . . 
• 

= 0 o t ) 8 8 6 o 6 2 — 0 , 4 9 1 9 9 3 6a; + 0 Sx2 

n , 8 . . 0 , 1 o36o5 b'1 — 0 , 5 2 1 6 5 7 6 5 7 - 1 - 0 Sx' 

0 , 9 . . 0 I i o 5 2 i b' — 0 , 5 5 7 6 5 2 6 5 7 + 0 5x2 

1 , 0 . . 0 , 119617 6 2 — 0 , 5 9 8 0 8 6 6 5 7 + 0 Sx2 

1 , 1 . . 0 1 3 0 9 0 0 6 2 — 0 , 6 4 1 7 0 3 657 + 0 5x2 

1 , 2 . . 0 , i 4 | 3 7 5 / ; 2 — 0 , 6 8 7 8 4 7 bx + 0 5x2 

1 , 2 5 - 0 , i 5 i g 3 6 6 2 — 0 , 7 1 1 6 2 4 657 + 0 5x2 

, , 3 . . 0 , 1 6 0 0 4 6 b2 — 0 , 7 3 5 8 1 2 6 5 7 + 0 5x2' 

0 , 7 . . = 0 , 0 9 9 0 7 6 e 2 
0 , 4 9 3 7 9 9 6 5 7 + 0 5x2 

0 , 8 . . 0 1 0 3 8 2 4 6 2 — o , 52 . 3162 .657 + 0 Sx2 

0 , 9 . . 0 1 1 0 7 5 2 b1 — 0 , 5 5 8 9 9 1 657 + 0 5x2 

1 , 0 . . 0 1 1 9 8 7 2 b2 — 0 , 5 9 9 3 5 9 6a; + 0 5x2 

1 , 1 . . 0 1 3 1 1 q4 b2 — 0 , 6 4 3 0 3 9 6 5 7 + 0 5x2 

1 , 2 . . 0 i 4 4 7 2 5 6 2 — 0 , 6 8 9 2 0 9 6 5 7 + 0 5x2 

1 , 2 5 . 0 l 5 2 3 2 2 6 2 — 0 ,713o44657 + 0 5x2 

i , 3 . . 0 T 6 O 4 7 3 6 2 — 0 , 7 3 7 3 0 2 657 + 0 5x2 

VALEURS DE f,(x). 

Première travée. — Ce t t e fonc t ion n ' e x i s t e p a s . 

Deuxième travée. 
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Deuxième travée ( s u i t e ) . 

0 , 7 . • /.(*) = 0 , 0 9 8 8 7 4 62 — 0 , 4 9 2 1 lobx + o,5-r2 

0 , 8 . . 0 , io3655ò' 2 — 0 , 5 2 2 0 0 3 6 5 ; + o , 5 ^ ' 

0 , 9 . . <> 1 1 0 6 2 8 6'2 — 0 , 5 5 8 2 . 7 3 6 ^ -+- 0 , 5 - r 

1 , 0 . . 0 , i i g S o 4 6 - — 0 , 5 9 9 0 2 1 bx -+- 0 ,5-r 2 

1 , 1 . . i 3 i ig3 62 — o , 6 4 3 o 3 6 bx -+- o,5 x"-

1 . 0 i 4 4 8 o 3 6 2 — o , 6 8 g 5 i i bx —\- 0,5-r' 2 

I ,9.5 . 0 i 5 2 4 4 2 ^ 3 — 0,7 1 3 4 8 7 bx -+- o,5a:2 

, , 3 . 0 i 6 o 6 3 q 6 2 — 0 , 7 3 7 8 8 2 6 5 - + 0 , 5 X* 

0 , 7 . • . / ' • ' > ) = 0 0 9 8 8 8 9 62 — 0 , 4 9 2 2 3 6 bx -+- o,5 X2 

0 , 8 . . 0 i o 3 6 7 o 6 2 — 0 , 5 2 2 . 1 Og i)X -+- 0,5-T2 

0 , 9 . . 0 1 1 0 6 4 4 b'1 — o,5583686-r + o,5-r ! 

1 , 0 . . 0 1 1 9 8 2 2 62 — o,5ggi 11 bx-^o^x' 

i , i . . 0 i 3 i 2 i 4 b-— 0 , 6 4 3 1 2 8 6 5 ; -1-0,5-r 2 

1 , 2 . . 0 , 1 4 4 8 2 8 62 — 0 , 6 8 9 6 0 9 6 5 ; + o ,5-r 2 

1 , 2 5 . 0 , 1 5 2 4 7 0 62 — 0,7 1 3 5 g o b x - h 0 ,5 - r 2 

, , 3 . . 0 , 1 6 0 6 7 0 62— 0 , 7 3 7 9 9 0 6 . » -+- 0 ,5-r 2 

0 , 7 . . • /•(*) = 0 0 9 8 8 7 . 5 6 2 — 0 , 4 9 2 1 i 6 6 - r 4 - o , 5 T 2 

0 , 8 . . 0 i o 3 6 5 S 6 2 — 0 , 5 2 2 0 2 5 6 5 ; - + - 0 ,5 - r 2 

0 , 9 . . 0 11 o635 62 — 0 , 5 5 8 3 1 6 65; -+- u,5x2 

1 , 0 . . 0 , 1 1 9 8 1 7 b2 — 0 , 5 9 9 0 8 7 65; -+- o,5.r2 

1 , 1 . . 0 1 3 1 2 1 4 b' — o , 6 4 3 1 2 8 6 5 ; -t- o,5x2 

1 , 2 . . 0 144.834 b' — 0 , 6 8 9 6 3 1 bx-\- 0,5-r 2 

1 ,9.5 . 0 , r . 5 2 4 7 9 6 2 — 0 , 7 1 3 6 2 2 6 5 ; -i- o,5:c 2 

i , 3 . . 0 1 6 0 6 8 2 b! — 0 , 7 3 8 o 3 2 65; -+- 0,55;'' 

o , 7 . . • / .(*) = 0 0 9 8 8 7 6 b'1 — 0 , 4 9 2 1 2 . 4 65; -+- 0,5-r2 

0 , 8 . . 0 i o 3 6 5 g 6 - ' — o,529.o33 65; - + - O , 5 J ; 2 

0 , 9 . . 0 11 o 6 3 6 6 2 — 0 , 5 5 8 3 2 2 6 5 - -+- o,55;2 

1 , 0 . . 0 1 1 9 8 1 9 b2 — 0 , 5 9 9 0 9 4 6 5 : -+- o,5.r2 

1 ,1 . . 0 I 3 I 216 b2 - -o , 6 4 3 1 3 5 6a ; + 0 ,5 - r 2 

1 ,2. . 0 i 4 4 8 3 5 6 2 — 0 , 6 8 9 6 3 7 65; -+- o,5:r' J 

1 , 2 . 5 . 1 5 2 4 8 1 62 — 0 , 7 1 3 6 3 b 65; -r-o,5x2 

i , 3 . . 0 , 6 0 6 8 4 / ; ' - o , 7 3 8 o 3 g 6 5 ; -+- o,5x: 
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Deuxième travée (suite ). 

0 7- • = o, o 9 8S-5&' J — 0 , 4 9 2 1 1 6 bx + o , 5 X2 

o 8 . . », io3658 6 2 — 0 , 5 2 2 0 2 6 6 . 2 ; + o ,5 .r 2 

° 9- • o, i i o636 b2 — o , 5 5 8 3 i 9 6 a ; + o , 5 a : 2 

I o . . o 1 1 9 8 1 8 6 = — 0 , 5 9 9 0 9 2 6 3 ; + o,5x2 

I I . . o, 13 J 21G 6= - — o , 6 4 3 i 3 5 è a : + o ,5a;= 

1 2 . . o, 1 4 4 8 3 6 6 5 — 0 , 6 8 9 6 3 9 6 3 ; + o , 5 a ; 2 

I 25 . 0 , l 5 2 / [ 8 l 6 2 — 0 , 7 1 3 6 3 1 637 + 0 , 5 3 ; ' 

I 3 . . O 1 6 0 6 8 5 6 2 — 0 , 7 3 8 0 4 2 6 3 ; + 0 , 5 a : 2 

o ,7- • • = o, 0 9 8 8 7 5 6 ' — o , 4 9 2 i 1 6 6 3 ; + o , 5 a ; 2 

o 8 . . 0 1 0 365g b2 — 0 ,527 .0296 .2 ; + o,5.r= 

o 9- • o, 1 i o 6 3 6 6 2 — O , 5 5 8 3 2 0 637 + O,537= 

1 o . . o, 1 1 9 8 1 9 6 = — u,5ggog3 6 3 7 + o , 5 a : 2 

1 , i . . o 1 3 1 2 1 6 6 ' — o ,643 i 3 5 6 3 ; + o , 5 x 2 

I 2 . . o, I 4 4 8 3 6 6 î — o , 6 8 g 6 4 o 6 a ; + o ,537 2 

1 2 . 5 . o , i 5 2 4 8 i 6 2 — o , 7 i 3 6 3 i 6 3 7 + o ,537 2 

I 3 . . o i6o685 6' — o , 7 3 8 o 4 2 . 6 . r + o , 5 . r 2 

Troisième travée. 

0 , 7 . . = 0 o 5 8 5 g 5 6 2 — o , 4 3 7 3 3 i 6a: + 0 , 5 a : 2 

0 , 8 . . 0 0 7 4 . 1 4 4 6 2 — 0 , 4 8 7 2 5 0 bx + 0 , 5 a : 2 

0 , 9 . . 0 o g i ô g g ô 2 — o,5385g86a; + o , 5 . r 2 

1 , 0 . . 0 1 1 1 2 4 4 6 2 — o , 5 g o g o g 6 a : + o , 5 a : 2 

1 , 1 . . 0 , 1 3 7 . 7 6 6 6 2 — 0 , 6 4 3 8 9 . 4 6 3 ; + o , 5 a ; 2 

1 , 2 . . 0 , i56?.53 6 2 - - 0 , 6 9 7 3 6 1 6a; + o , 5 a ; 2 

. , 2 . 5 . 0 i G 8 7 3 i 6 = — 0 , 7 2 4 2 3 4 6 a : + o , 5 . r 2 

i , 3 . . 0 , 1 8 1 6 9 7 6 2 — 0 , 7 5 1 i856a; + o , 5 x 2 

0 , 7 . . • = 0 0 5 4 9 7 2 6 2 — o , 4 i 2 5 i 6 6 a ; + o , 5 a : 2 

0 , 8 . . 0 , 07131.66= — 0 , 4 7 o 5 3 g 6 a ; + 0 , 5 a : 2 

0 , 9 . . 0 0 8 9 7 7 9 1 ) 2 — 0 , 5 2 8 4 3 3 6 a ; + o,5a7 2 

1 , 0 . . 0 , 1 1 0 2 . 5 6 b2 — 0 , 5 8 6 3 . 1 8 6 . 2 : + o , 5 a : s 

1 , 1 . . 0 1 . 3 7 . 7 6 9 6 ' ' — 0 , 6 4 3 9 0 6 6 a ; + o , 5 a : * 

1 , 2 . . 0 1 5 7 3 0 7 6 2 — 0 , 7 0 1 5 1 2 6 a ; + o , 5 a - 2 

1 , 2 . 5 . 0 1 7 o 3 3 3 6 2 — 0 , 7 3 0 2 8 6 6 a ; + o , 5 a : 2 

i , 3 . . 0 , i83863 6 2 — 0 , 7 5 9 0 4 3 6a: + o , 5 . 2 7 2 
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Troisième travée ( s u i t e ) . 

o 7 • • • fÀ*ì = 0 , o 5 5 2 4 g 6 2 — o , 4 ' 4 4 i 3 ^ + o , 5 a

2 

o 8 . . o o -j 1 6 0 8 6 2 — o , 4 7 2 I 0 3 ò a ; + o,5.r 2 

o 9 - • o o g o o 3 g 6 2 — °,^çf,\ob.x + o , 5 x 2 

I 0 . . o I I o 5 2 ( j 6 2 o,&ï5i3bx + ot5x> 
I I . . <> I 3 3 0 6 g 6 2 — o / > 4 5 2 o o 6 x + o , 5 x 2 

I 2 . . o 15^651 b' — 
° j 7 0 2 8 6 7 / « 4 - o,5 X2 

I 2 5 . 0 1 7 0 7 o 5 6 2 — ° , 7 ? , i 6 g i bx-r-ofix2 

I 3 . . o 1 8 4 2 6 7 6 2 — ° , 7 ^ o 5 o g 6 a ; 4 - o ,5a; 2 

o 7 • • • / . (* ) = 0 o 5 4 g S 6 / > 2 — o , 4 i 2 6 i 3 6 a ; + o , 5 a " 

o 8 . . o 0 7 1 4 0 4 e 2 — ° , 4 7 o 8 S 8 6 a ; 4 - 0 , 5 3 : ' 
0 9 - • o o 8 g 8 g 9 6 2 — o , 5 ? c ) o 6 g 6 x 4 - o , 5 x 2 

I 0 . . o 1 1 0 4 5 7 6 2 — o , 5 8 j t 6 g 6 a ; 4 - o,5x' 
I l . o 1 3 3 o 6 g / > 2 — ofi^igybx 4 - o , 5 a " 
1 ?.. . 0 1 5 7 7 2 7 6 2 — 

0 , 7 0 3 1 6 7 6 a : 4 - 0 , 5 a - 2 

I 2 5 . o 1 7 0 8 2 1 b2 — o , 7 3 2 i 3 o / 3 x + o ,5a; 2 

i , 3 . . 0 1 S 4 4 2 . 5 6 2 — 0 , 7 6 1 0 8 2 6 x 4 - 0 , 5 3 : ' 

0 • / ( * ) - 0 o 5 5 o o 5 6 2 — o , 4 1 2 7 4 7 bx + 0 , 5 a ; ' 

o ( ) 
O . o 0 7 1 4 2 3 6 2 — ° > 4 7 o g g g bx 4 - o,5.r 2 

o 9 - • o 0 8 9 g 17 6 2 — 
0 , 5 2 9 1 6 7 6 a ; 4 - 0 , 5 a ; 2 

I o . . o i 1 0 4 7 6 6 ' — 0 , 5 8 7 2 6 1 bx + o ,5 x' 

1 i . . o i 3 3 o g o 6 2 - 0 , 6 4 5 2 g i bx 4 - o ,5 .r 2 

I 2 . . o 1 5 7 7 5 2 6 2 — 0 , 7 0 3 2 6 4 6 a ; 4 - o,5a;' 
I 2 5 . o i 7 0 8 4 8 b2 — 0 , 7 3 2 2 3 2 bx 4 - o ,5 . r ! 

I 3 . 0 1 8 4 4 5 4 6 2 — 0 , 7 6 1 1 8 8 6 a ; 4 - o , 5 a r ! 

o 7 • • • / . ( * ) = o 0 5 4 9 8 7 b2 — 0 , 4 1 2 6 1 9 6a; 4 - 0 , 5 x2 

o 8 . o 0 7 i 4 o 8 6 2 — 0 , 4 7 0 9 1 1 bx 4 - o ,5a- ' 
o 9 - • 0 o 8 g g o 7 è 2 — 

0 , 5 2 9 1 1 3 6a ; 4 - 0 , 5 a ; 2 

1 o . . o 1 1 0 4 7 1 b2 — 0 , 5 8 7 2 3 7 6 a ; 4 - o ,5a; 2 

I , i . . 0 1 3 3 o g o 6 2 — o , 6 4 5 2 g i 6 a ; 4 - 0 , 5 a ; 2 

I 2 . . 0 1 5 7 7 5 7 6 2 — o , 7 o 3 2 8 6 6 . r 4 - o , 5 a ; 2 

I , 2 5 . o 1 7 0 8 5 6 6 2 — 0 , 7 3 2 2 6 3 6 a ; 4 - " , 5 a ; 2 

1 3 . . o 1 8 4 4 6 5 b2 — 0 , 7 6 1 2 2 8 6.r 4 - 0 , 5 a; 2 
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I I I . 

Troisième travée ( s u i t e ) . 

ft= I I , 0 = 0 , 7 . . . = 0 , 0 5 4 9 8 8 6 ' — 0 , 4 1 ^ 6 2 7 6 ^ + 0 , 5 J T ' 

0 , 8 . . . • o , o 7 i 4 i o 6 ; — 0 , 4 7 0 9 2 0 6 a : + 0 , 5 a ; 2 

0 , 9 . . . o , 0 8 9 9 0 8 6 ' — 0 , 5 2 g , 2 0 6 ^ 4 - 0 , 5 a - 2 

1 , 0 . . . 0 , 1 1 0 4 7 2 6 ' — a,5%']i{St?>bx + o , 5 a - 2 

1,1 . . . O, I 3 3 0 9 2 6 2 — 0 , 6 4 S a 9 8 6 x - r 0 , 5 . r 2 

1 . 2 . . . 0 , 1 5 7 7 5 9 6 ' — 0 , 7 0 ^ 2 9 3 6 . 2 : 4 - o , 5 a - 2 

i , 2 5 . . 0 , 1 7 0 8 5 8 6 ' ' — 0 , 7 3 - ^ 2 7 0 6a; 4 - o , 5 a - 2 

1 . 3 . . . o , i 8 4 4 6 7 6 2 — 0 , 7 6 , 2 3 6 6 a - 4 - 0 , 5 a - 2 

n— 1 2 , 0 = 0 , 7 . . . ft(x) = o, 0 5 4 9 8 7 6 2 — 0 , 4 . 1 3 6 1 9 6 ^ ; 4 - 0 , 5 a - 2 

o , 8 - • • o ^ ^ o g ô 2 — 0 , 4 7 0 9 1 4 6 a ; 4 - o , 5 a - 2 

0 , 9 . . . o , o 8 g g o 8 6 2 — o , 5 2 g T f 7 o x _|_ o , 5 a ; 2 

1 , 0 . • • 0 , 1 1 0 4 7 2 6 " — 0 , 5 8 7 2 4 . 1 6 a ; 4 - 0 , 5 a : 2 

1 , 1 . . . o , i 3 3 0 9 2 6 2 — 0 , 6 4 5 - 2 9 8 6a; 4 - 0 , 5 a 2 

1 . 2 . . . o , i 5 7 7 5 g 6 2 — 0 , 7 0 3 , 9 4 6 , r 4 - o , 5 a - 2 

' , ' • 3 . . 0 , 1 7 0 8 5 9 6 ' — o , 7 3 a 2 n 3 6 a - 4 - o , 5 a ; 2 

1 . 3 . . . o , i 8 4 4 6 8 6 2 — 0 , 7 6 1 2 , 3 9 6 ^ 4 - 0 , 5 a - 2 

Quatrième travée. 

« = 7 , 0 = 0 , 7 , . . f,(x) = o ,o5g4356 2 — o , 4 2 o 5 g g 6 x 4 - o,5a- 2 

0 , 8 . . . 0 , 0 7 5 5 6 1 6 ' — 0 , 4 7 7 2 1 8 6 a ; 4 - 0 , 5 a ; ' 

o ,g . . . o,o9 3 8 8 2 6 2 — 0 , 5 3 4 2 1 3 6 a ; 4 - 0 , 5 a - 2 

1 , 0 . . . o, 1 i43g4 °'! — o , 5 g 1 4 6 4 6 a ; 4 - o ,5a - 2 

1 ,1 . . . o, i 3 7 o g o 6 2 — 0 , 6 4 8 8 8 7 6 a ; 4 - o , 5 . r 2 

1 . 2 . . . 0 , 1 6 1 9 6 7 6 2 — 0 , 7 0 6 4 3 6 6 3 : 4 - o , 5 a - ! 

1 , 2 5 . . 0 , 1 7 5 2 2 3 6 ' ' — 0 , 7 3 5 2 4 6 6 3 : 4 - o , 5 a - ' 

1 . 3 . . . 0 , 1 8 9 0 2 2 6 ' — 0 , 7 6 4 0 7 5 6 a ; 4 - o , 5 a - 2 

re = 8 , 0 = 0 , 7 . . . /',(a:) = o , 0 5 9 7 1 7 6 ' — o , 4 2 2 5 0 6 6 3 ; 4 - o,5a: 2 

0 , 8 . . . 0 , 0 7 5 8 2 6 6 ' — 0 , 4 7 8 7 8 9 6 a ; 4 - o,5a; 2 

o,g . . . o,og4 i 4 5 6 J — o , 5 3 5 5 g 6 6 a : 4 - o , 5 a : 2 

1 , 0 . . . o, 1 1 4 6 6 8 E 2 — 0 , 5 9 2 7 6 1 6a; 4 - o,5a;' 

1 .1 . . . o, 1 3 7 3 g 1 6' — o , 6 5 o i 8 2 6 a ; 4 - o , 5 a : ' 

1 . 2 . . . o , i 6 2 3 i 1 6' — 0 , 7 0 7 7 9 1 6a; -f- o,5a: 2 

i , 2 5 . . 0 , 1 7 5 5 9 4 e 2
 — o ,73665o6a: 4 - o , 5 a - ' 

i , 3 . . . o , i 8 g 4 2 5 6 ' — 0 , 7 6 5 5 4 0 6 . * 4 - o,5a- 2 
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Quatrième travée ( s u i t e ) . 

. f,(x) — o , o 5 g 4 5 o 6 ! — 0 , 4 2 0 6 9 9 6 3 ; -f- o ,5a: ? 

0 , 0 7 5 6 2 0 6 ' — 0 , 4 7 7 5 6 9 bx 4 - o ; 5 x ! 

0 , 0 9 4 0 0 4 b2 — 0 , 5 3 4 8 5 2 6 a : - 4 - 0 , 5 3 : - ' 

0 , 1 1 4 5 9 5 6 ' — 0 , 5 9 2 4 1 6 6 a : - f - 0 , 5 3 : ' 

o, 1 3 7 3 9 0 6 ' — o ,65oi8o6a; - 4 - o ,5a ' J 

o, 1 6 2 . 3 8 7 6 2 — - 0 , 7 0 8 0 9 1 6 a ; - 4 - o,5x'' 

o, 1 7 5 7 1 0 6 3 — 0 , 7 3 7 0 9 0 6 a : - 4 - o , 5 a ' 

o, 1 8 9 5 8 2 6 2 — 0 , 7 6 6 1 1 2 6 a : - 4 - 0 , 5 a : ' 

. f, (x) = 0 , 0 5 9 4 7 0 6 ' 

o , 0 7 5 6 3 g 6 ' 

0 , 0 9 4 0 2 2 6 ' 

o, 1 1 4 6 1 4 6 2 

0 , 1 3 7 4 1 2 6 ' 

0 , 1 6 2 4 1 2 6 ' 

0 , 1 7 5 7 3 6 6 2 

o, 1 8 9 6 1 1 6 2 

— 0 , 4 2 0 8 3 4 6 a ; - 4 - 0 , 5 a : 3 

— 0 , 4 7 7 6 8 . 1 6 3 : + o , 5 a ' 

— - o , 5 3 4 9 5 o 6 a ; -+- o , 5 a 2 

— o , 5 g 2 . 5 o 8 6 a ; 4 - o , 5 a : ' 

— 0 , 6 5 0 2 7 3 6 a ; - 4 - o , 5 a : 3 

— 0 , 7 0 8 1 8 8 bx + o , 5 a : ! 

— 0 , 7 3 7 1 g o 6 a : -f- o , 5 a : ' 

— 0 , 7 6 6 2 1 7 6 3 ; -f- o , 5 a - ! 

ft(x) = o , o 5 g 4 5 i 6 2 — 0 , 4 2 0 7 0 4 6 a ; -4- o , 5 a 3 

0 , 0 7 5 6 2 . 5 6 ' — 0 , 4 . 7 7 ^ g 4 bx 4 - 0 , 5 a ' 

0 , 0 9 4 0 1 2 6 2 — o , 5 3 4 8 g 7 6a: + o ,5a: 2 

o, 1 1 4 6 0 g 6' — 0 , 5 9 2 4 8 3 6a: + 0 , 5 a 2 

o, 1 3 7 4 1 2 6 2 — 0 , 6 5 0 2 7 3 6 a ; + o,5a:' 

o, 1 6 2 4 1 7 6 3 — 0 , 7 0 8 2 0 9 6 a ; 4 - o , 5 a ; ! 

o, 1 7 5 7 4 5 6' — 0 , 7 3 7 2 2 2 6 a ; + o,5a"! 

0 , 1 8 9 6 2 2 6 ' — 0 , 7 6 6 2 5 8 6 3 - -4 - o,5a:2 

f, ( ,r ) = o , o 5 g 4 5 3 6 2 — 0 , 4 2 0 7 1 6 6 a ; - 4 - o ,5a; ' 

0 , 0 7 5 6 2 6 6 ' — 0 , 4 7 7 6 0 2 6 3 : 4 - o , 5 a : 

o , o g 4 o 13 b' — o , 5 3 4 9 o 3 6a: 4 - o , 5 a : 

0 , 1 1 4 6 1 1 6' — o , 5 g 2 4 g r bx-hô,5x' 

o , i 3 7 4 i 3 6 3 — 0 , 6 0 0 2 7 g 6a; 4 - o ,5a; 3 

0 , 1 6 2 4 ( 9 6 ' — 0 , 7 0 8 2 3 3 6 a ; 4 - o ,5a : 3 

o, 1 7 . 5 7 4 7 6 ! — 0 , 7 3 7 2 . 3 0 6 . 2 : 4 - 0 , 5 a - 2 

o, 1 8 9 6 2 4 6' — 0 , 7 6 6 2 6 5 6 a ; 4 - o , 5 a 3 
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Cinquième travée. 

rt = g, 0 = 0 , 7 . . . / ( . * ) : = o , o 5 6 o 3 i & 2 — 0 , 4 i 583o 63:4-0,53:' ' 
0 , 8 • - • 0 , 0 7 2 9 9 3 6 ' — o,4744o26a; 4 - o , 5 a ; ' 

° , 9 • • 0 , 0 9 2 2 0 8 6' — o, 5 3 2 8 6 7 bx 4 - o , 5 a : 2 

1,0. . . 0 , 1 1 3 6 7 6 6 ' — O , 5 g i 5 o 3 6 a : 4 - o , 5 . r ! 

• • o , i 3 7 3 g 4 6 ! — o , 6 5 o i 8 5 6 a ; 4 - o , 5 a : 2 

1 , 2 . . . 0 , 1 6 3 3 6 2 6 ' — o ,7o8goi bx + o , 5 . r 2 

I ' a 5 - • o , 1 7 7 1 9 ° — 0 , 7 3 8 2 6 9 b x 4 - o , 5 x ' 

0 , 1 9 1 5 7 9 6 ' — 0 , 7 6 7 6 4 1 6 a ; + o , 5 a : ! 

» = l ° , s — °>7- • • yi(̂ ) = o , o 5 5 7 6 3 6 ' — o , 4 i 4 o 2 o 6 a ; + o , 5 a . ' 

0 , 8 . . . 0 , 0 7 2 7 8 7 6' — 0 , 4 7 3 0 7 9 6 3 ; 4 - o , 5 a ; ' 

< V J - • • 0 , 0 9 2 0 6 7 6 ' — o , 5 3 2 i 2 3 6 a ; + o,537! 

' , o - • • o , n 3 6 o 3 6 ' — o , 5 g i i 5 S 6 a ; 4 - o , 5 a ; 2 

o , i 3 7 3 g 4 6 2 — o ,65o i856a; + o,5a;2 

1 . 2 . . . o , i 6 3 4 3 8 6 2 — 0 , 7 0 9 2 0 2 6 a ; + o , 5 x ' 
i , 2 5 . . 0 , 1 7 7 3 0 6 6 ' — 0 , 7 3 8 7 0 8 6 a ; 4 - o , 5 a ; 2 

1 . 3 . . . 0 , 1 9 1 7 3 6 6 ' — 0 , 7 6 8 2 1 2 6 3 7 - 1 - 0 , 5 3 ; ' 

n = 1 1 , à = 0 , 7 . . . ft[x) = o , o 5 5 7 8 3 6 ' — 0,41/( 1566a74- o , 5 a ; ' 

0 , 8 . . . 0 , 0 7 2 8 0 0 6 ' — 0 , 4 7 3 1 8 9 6 3 7 4 - 0 , 5 a ; 2 

o ,g . . . 0 , 0 9 2 0 6 9 6 ' — o , 5 3 2 2 û 3 6 a ; 4 - o , 5 a ; ' 

1 , 0 . . . 0,1 1 3 6 2 . 3 6 ' — o , 5 g i ? . 5 i 637 -t- o , 5 a : ' 

1 ,1 . . . 0 , 1 3 7 4 1 6 6 ' — 0 , 6 5 0 2 7 7 6 3 7 4 o , 5 a ; : 

1 , 2 . . . o, i63 4 6 3 6 2 — 0,70929g6a; 4 - o , 5 a 7 ' 

i , 2 5 . . 0 , 1 7 7 3 3 2 6 ' — 0 , 7 3 8 8 0 9 6 3 7 4 - o , 5 a ; 2 

i , 3 . . . o, 1 9 1 7 6 5 62
 —0,768318637 4 - 0 , 5 a : 1 

n= [ 2 , 0 = 0 , 7 . . . J\[x) = 0 , 0 5 5 7 6 4 6 ' — 0 , 4 1 4 0 2 6 6 3 7 4 - o,5a; ! 

0 , 8 . . . 0 , 0 7 2 7 9 1 6 ' 0,473 1 0 3 6a7 4 " 0 , 5 372 

0 , 9 . . . 0 , o g 2 0 7 6 6 2 — o , 5 3 ? . i 6 g 6 3 7 4 - o , 5 a ; 2 

1 , 0 . . . ' o , n 3 6 i 8 6 ! — o,5gi227637 4 - o , 5 a 7 2 

1,1 . . . 0 , i 3 7 4 i 6 6 2 — 0 , 6 5 0 2 7 7 6 3 7 4 - 0 , 5 a ; 2 

1 , 2 . . . o , i 6 3 4 6 9 6 2 — 0 , 7 0 9 3 2 1 6374-0,5r' 
! , 2 5 . . o, 1 7 - 3 4 1 6 2 — 0 , 7 3 8 8 . 4 1 6a; 4 - o , 5 a 7 2 

, , 3 . . . 0 , 1 9 1 7 7 6 6 ' — 0 , 7 6 8 3 5 9 6 3 7 4 - 0 , 5 3 ; ' 
2 2 . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 4 ° F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 

Sixième travée. 

o ^ . f,[x] = o , o 5 6 o 4 5 6 2 — 0 , 4 1 4 5 3 1 6a ; + o ,5 .r 2 

0 , 8 . . 0 , 0 7 3 0 5 2 e 2 
— 0 , 4 7 3 4 9 9 6 X + O , 5 J C ! 

o ,g . . o , o g 2 3 3 o 6 2 

— 0 , 5 3 2 . 4 9 4 6 5 ; + 0 , 5 ^ ' 

1 , 0 . . o , i i 3 8 7 7 & 3 

— 0 , 5 g 1 5 o 6 b x + 0 , 5 x 2 

1 , 1 . . 0 , 1 3 7 6 9 5 6 2 — o,65o531 bx + o ,5 .r ' 

1 , 2 . . 0 , 1 6 3 7 8 2 / i 2 — 0 , 7 o g 5 6 5 6 x + 0 , 5 5 - ' 

I , 2 . 5 . 0,l']-j6']6b7 

— 0 , 7 3 g o 8 4 bx + 0 , 5 ^ : ' 

i , 3 . . o , i g 2 i 3 8 6 5 — 0 , 7 6 8 6 o 5 bx + o ,5 x'1 

0 , 7 . • . f>[x) = o,o56o65b' 1 — 0 , 4 1 4 6 6 7 bx + 0 , 5 - r ' 

0 , 8 . . 0 , 0 7 3 0 7 1 fi2 

— o,4736i 1 bx + o,5-r2 

0 , 9 . . 0 , 0 9 2 3 4 8 b2 — o , 5 3 2 5 g i 6 5 ; + o,5-r 2 

1 , 0 . . 0 , 1 1 38g7 6 ' — o , 5 g i 5 g g 6-r + o,5 x'1 

1 , 1 . . 0 , 1 3 7 7 1 6 6 ' — 0 , 6 5 0 6 2 4 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

1 , 2 . . o , i 6 3 8 o 7 6 2 

— 0 , 7 o g 6 6 2 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

I ,2.5 . o , i 7 7 7 o 3 A 2 — 0 , 7 3 9 1 8 5 6 5 ; + o , 5 5 : 2 

I , J . . 0 , 1 9 2 1 6 7 6 = — 0 , 7 6 8 7 1 0 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 
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VALEURS DE fi{X). 

Première travée. 

o , 7 - • • M * 
—— o , 4 o 2 3 o i B X + o , 5 a ; ' 

0 , 8 . . . — 0 , 3 9 7 8 5 7 B X + o,5 a'' 

0 , 9 . . . — 0 , 3 9 1 5 2 4 B X - + - ti,Sx' 

1 , 0 . . . — 0 , 3 8 3 3 3 3 6 a : - 4 - o , 5 a;-' 

1 , 1 . . . — 0 , 3 7 3 3 0 9 6 3 : -4- 0 , 5 3 ; ' 

1 , 2 . . . — o , 3 6 i 4 7 3 B X -4-o , 5 a ; ' 

1 , 2 5 . . — 0 , 3 5 4 8 8 1 B X + o , 5 a ; ' 

1 , 3 . . . — 0 , 3 4 7 8 4 2 B X + o,5x" 

0 , 7 . . . — — o , 3 g 8 3 g 4 6 a ; - 4 - O,5x2 

0 , 8 . . . — 0 , 3 9 4 0 9 7 B X + o,5x-

0 , 9 . . . — 0 , 3 8 7 7 9 2 6 3 : + 0,5a: ' 

1 , 0 . . . — o , 3 7 g 4 6 4 6 3 : - f - o , 5 a ' 

1 , 1 . . . — 0 , 3 6 9 1 0 3 6 3 : + o , 5 . r ' 

1 , 2 . . . — 0 , 3 5 6 6 g g 6 3 : + o , 5 a ; ' 

1 , 2 5 . . - 0 , 3 4 9 7 2 8 6 3 ' + 0 , 5 X -

, , 3 . . . — 0 , 3 4 2 2 4 5 B X + o , 5 a1' 

0 , 7 . . . 
M * = — 0 , 4 0 1 1 4 0 6 3 : - + - o , 5 a;'' 

0 , 8 . . . - o,3g63g5 B X + o,5 a;' 

0 , 9 . . . — 0 , 3 8 9 4 7 9 6 3 : + o,5a-' 

1 , 0 . . . — o,38o383 6 a : - 4 - o , 5 3 : ' 

1 , 1 . . o , 3 6 g i o o 6 . r + o , 5 a ; ' 

1 , 2 . . . — 0 , 3 5 5 6 2 5 6 3 : + o , 5 . r ' 

I , 2 5 . . — 0 , 3 4 8 0 6 4 6 3 : + o,5a;'! 

1 , 3 . . . — o , 3 3 g q 5 4 6 a ; + 0 , 5 . 2 : ' 

0 , 7 . . . 
M * ) 

o , 4 o o g 2 4 6 3 : - 4 - 0,5.x 1 ' 

0 , 8 . . . — o , 3 g 6 i 7 6 6 3 : 4 -O,5x2 

0 , 9 . . . — 0 , 3 8 9 2 4 8 B X 4 -
O,5x2 

1 , 0 . . . — 0 , 3 8 0 1 2 8 6 3 : + O,5x2 

1 , 1 . . . — 0 , 3 6 8 8 0 6 6 3 : + O,5x2 

1 , 2 . . . — 0 , 3 5 5 2 7 5 6 3 : 4 - O,5x2 

1 , 2 5 . — 0 , 3 4 7 6 7 8 6 a ; + O,5x2 

, , 3 . . o , 3 3 g 5 2 7 6 a ' 4 - o,5x-
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Première travée ( s u i t e ) 

— o,4oi 1 2 6 6 5 ; + o,5x2 

— o , 3 c j 6 3 4 5 6 5 ; + o ,5a; 2 

— 0 , 3 8 9 3 7 2 6 5 ; -+- o,5x7 

— 0 , 3 8 0 1 9 6 6 5 ; + o , 5 5 ; J 

— 0 , 3 6 8 8 0 7 6.r + o , 5 x 2 

— 0 , 3 5 5 1 9 7 6 5 ; + 0 , 5 5 ; ' 

— o , 3 4 7 5 5 8 6 x + o,5x7 

— o,33g36i 6 5 ; + o , 5 5 : 2 

1 — 0 , 4 ° ] 1 1 1 65 ; - f - o , 5 5 ; 2 

— 0 , 3 9 6 3 3 0 6 5 ; + 0 , 5 5 ; ' 

— 0 , 3 8 9 3 5 6 6 5 ; + o,5-r 2 

— o,38o 1 7 8 6 5 ; + o , 5 5 7 2 

— 0 , 3 6 8 7 8 6 6 5 : + 0 , 5 5 ; ' 

-— o , 3 5 5 i 7 2 bx + o,5:r 2 

— 0 , 3 4 7 5 3 0 6 5 ; + o,5x7 

— o , 3 3 9 3 3 o 6 5 ; + 0 , 5 5 ; ' 

Ji{x) = 0 , 4 o I I 2 .5 bx + 0 , 55 ;* -

— o , 3 g 6 3 4 2 . bx + o , 5 5 7 2 

— o,38g365 6 5 ; + o , 5 5 : 2 

— o,38o 183 6 5 ; + 0 , 5 5 ; 

•-- 0 , 3 6 8 7 8 6 6 5 ; + o , 5 5 ; 

— o,355i6665; + 0 , 5 5 ; 

— 0 , 3 4 7 5 2 1 6 5 ; + 0 , 5 5 ; 

— 0 , 3 3 9 3 1 8 6 5 : + 0 , 5 5 ; 

0 , 4 0 1 1 2 4 6 5 ; + 0 , 3 5 : ' 

0 , 3 9 6 3 4 1 bx + 0 , 5 5 ; ' 

0 , 3 8 9 3 6 4 6 5 ; + 0 , 5 5 : ' 

o ,38o i8r 6.r + o , 5 5 : ' 

0 , 0 6 8 7 8 4 bx + o , 5 5 ; 2 

o, 355165 6 5 ; + o,5 x2 

0 , 3 4 7 5 1 9 6 5 ; + 0 , 5 5 : 2 

o,3 . ' ' i t )J i66 .r H 0,5,-r" 
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Première travée ( s u i t e ) . 

0 , 7 . . . = — o , 4 o 1 1 2 5 657 + o,5 x2 

0 , 8 . . . — 0 , 3 9 6 3 4 2 bx + o , 5 x ! 

0 , 9 . . — o , 3 8 9 3 6 4 657 + 0 , 5 5 7 ' 
1 , 0 . . . — 0 , 3 8 0 1 8 2 bx + o , 5 x -

1 , 1 . . . — 0 , 3 6 8 7 8 4 bx + 0 , 5 a ; 2 

1 , 2 . . — o , 3 5 5 1 6 4 bx + 0 , 5 5 7 ' 
I , 2 . 5 . . — o , 3 4 7 5 i q 657 + o , 5 5 7 ' 

1 , 3 . . . 0 , 3 3 9 3 I 5 bx + 0 , 5 5 7 ' 

0 , 7 . . . = - 0 , 4 f l 1 2 5 ¿ » 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 
0 , 8 . . — o ,3g634 i bx + o , 5 5 7 ' 

0 , 9 . . . — o ,38 9 364657 + o , 5 5 7 ' 

1 , 0 . . 0 , 3 8 o i 8 l 6 5 ' + 0 , 5 5 7 ' 
1 , 1 . . — 0 , 3 6 8 7 8 4 6 5 7 + 0 , 5 5 7 2 

1 , 2 . . 0 , 3 5 5 1 6 4 . 6 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 

, , 2 . 5 . 0 , 3 4 7 5 l 9 657 + 0 , 5 5 7 3 

1 , 3 . . -— o , 3 3 g 3 i 5 657 + 0 , 5 5 7 ' 

Deuxième travée. 

0 , 7 . . = o , o o 5 i o 6 6 ' — 0 , 2 1 7 7 2 4 6 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 

0 , 8 . , 0 , 0 1 2 8 5 7 6 ' 0,2.883g3 6 5 7 + 0 , 5 5 7 2 

0 , 9 . . 0 , 0 2 2 2 6 g 6 2 — 0 , 3 5 4 2 1 4 6 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 

1 , 0 . 0 , 0 . 3 3 3 3 3 6 ' — 0 , 4 1 6 6 6 7 657 + 0 , 5 . 5 7 ' 

1 , 1 . . o ,o46o45 6 ' 0 , 4 7 6 6 8 5 6 5 7 + 0 , 5 5 7 2 

1 , 2 . . 0 , 0 6 0 4 0 2 è 2 — 0 , 5 3 4 8 9 6 657 + 0 , 5 5 7 ' 

I , 2 5 . 0 , 0 6 8 1 9 6 6 ' — 0 , 5 6 3 4 6 2 657 + 0 , 5 5 7 ' 

. , 3 . . 0 , 0 7 6 4 0 1 6 ' — 0 , 5 g 1 7 2 5 6 5 ' + o , 5 5 7 2 

0 , 7 . . = 0 , 0 1 4 0 5 7 6 2 — 0 , 2 9 2 6 2 . 3 657 + 0 , 5 5 7 ' 

0 , 8 . . 0 , 0 2 0 0 0 0 6 2 — 0 , 3 3 7 5 0 0 6 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 

0 , 9 . . 0 , 0 2 . 7 2 0 1 6 2 — 0 , 3 8 2 8 3 6 6 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 

1 , 0 . . 0 , 0 3 5 7 1 4 6 ' — 0 , 4 2 8 5 7 1 657 + 0 , 5 5 7 ' 

1 , 1 . . 0 , 0 4 5 5 8 2 6 2 — 0 , 4 7 4 ^ 5 7 657 + 0 , 5 5 7 ' 

1 , 2 . . 0 , 0 5 6 8 4 2 6 2 — o , 5 2 i o 5 3 bx + 0 , 5 5 7 2 

1 , 2 5 . o ,o63oo4 6 2 — 0 , 5 4 4 3 5 5 6 5 7 + 0 , 5 5 7 ' 

1 , 3 . . o , o 6 g 5 2 5 6 2 0 , 5 6 7 7 2 2 657 + 0 , 5 5 7 2 
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Deuxième travée ( s u i t e ) . 

0 , 7 . . / ,(*) = 0 , 0 1 3 r 5 7 6 2 

— o , 2 8 5 o 8 g 6 . r 4- o , 5 x ' 
0 , 8 . . 0 , 0 1 9 0 7 9 6 2 — o , 3 3 i i 6 g 6 x 4- o , 5 x ' 
0 , 9 . . 

0 , 0 2 6 2 4 ? . b2 — 0 , 3 7 7 2 7 0 6 x 4 - 0 , 5 ^ 2 
1 , 0 . . 0 , 0 3 4 6 8 9 6 ' — o , 4 ? . 3 4 4 5 6 x 4 - o , 5 x 2 
1 , 1 . . o ,o44454^ 2 

— 0 , 4 6 9 7 1 6 6 x 4 - o , 5 x ' 
1 , 2 . . 

o , o 5 5 5 6 7 b2 — o , 5 i 6 o g 5 6 x 4 - o , 5 x 2 

1 , 2 5 . 
0 , 0 6 1 6 3 7 b2 — o , 5 3 g 3 2 5 6 x 4 - o,5 x2 

1 , 3 . . o ,o68o536 ' — 0 , 5 6 2 5 8 2 6 x 4 - o , 5 x ' 

0 , 7 . . • / .(*) = 0 , 0 1 3 g o 3 6 2 

— o , ? . g i 3 3 o 6 x 4- o,5 x2 

0 , 8 . . 0 , 0 1 9 7 0 1 6' 
— o , 3 3 5 4 4 4 bx-\r o ,5 X2 

0 , 9 . . 
0 , 0 2 6 6 9 7 b2 — o , 3 7 g g o g 6 x 4- 0 , 5 x2 

1 , 0 . . o ,o34g366 2 

— 0 , 4 2 4 6 8 0 6 x 4 - o ,5 x2 

1 , 1 . . o ,o444536 ' — 0 , 4 6 9 7 1 3 6 x 4- o , 5 x 2 

1 , 2 . . 
o , o 5 5 ? , 8 o b2 — o , 5 1 4 9 7 8 6 x 4- o,5 x2 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 1 ig?,6 2 

— 0 , 5 3 7 6 8 7 6 x 4- o,5x2 

1 , 3 . . 
0 , 0 6 7 4 4 1 b2 — o,56o445 6 x 4 - o , 5 x ' 

o , 7 - - 0 , 0 1 3 8 4 6 6' — 0 , 2 g o 8 5 3 6 x 4- o , 5 x ' 

n , 8 . . o , o i g 6 4 3 6 ' — o , 3 3 5 o 4 4 6 a ; + o , 5 x 2 

0 , 9 . . 0 , 0 2 6 6 3 6 6 2 

— o , 3 7 g 5 5 2 6 x 4 - o , 5 x ' 
1 , 0 . . o , o 3 4 8 6 8 6 ' — o , 4 2 4 3 3 g 6 x 4- o,5,r' 
1 , 1 . . 0 , 0 4 4 3 7 5 6 ' — o, / [6g36g6x 4- o , 5 x ' 

1 , 2 . . o , o 5 5 i S 6 6 2 

— o , 5 i 4 6 i 3 6 x 4- o,5 x2 

I , 9 . 5 . 0 , 0 6 1 0 8 g !f — 0 , 5 3 7 3 0 7 6 x 4 r o,5x2 

1 , 3 . . 0 , 0 6 7 3 2 7 6 ' — o , 5 6 o o 4 6 6 x 4- o,5x' 

n — 8, 0 = 0 , 7 

0 , 8 

0 , 9 

1 , 0 

•V 

1 , 2 

i,?.5 

i , 3 . 

, / I (x ) = 
0 1 3 g o o b2 — 0 , 2 9 1 3 o 6 6 x 4- o , 5 x ! 

0 0 1 9 6 8 8 6 2 — o , 3 3 5 3 5 5 6 x 4- o,5x' 

0 0 2 6 6 6 9 6 ' — o , 3 7 9 7 4 4 6 x 4- o , 5 x ' 

0 , 0 3 4 8 8 6 6 ' — o , 4 2 4 4 2 g 6 x 4- o,5x' 

0 o 4 4 3 7 5 6 ' — o , 4 6 g 3 6 g 6 x 4- o , 5 x ' 

0 o 5 5 i 6 5 6 ' — o , 5 1 4 5 3 2 6 x 4- o ,5x 2 

0 0 6 1 0 5 7 6 ' — 0 , 5 3 7 ' 8 g 6 x 4- o,5x' 

0 0 6 7 2 8 2 6 ' — o , 5 5 g 8 g o 6 x 4- o , 5 x " 
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Deuxième travée ( s u i t e ) . 

n — 9 , 0 = 0 , 7 . . . = 0 , 0 1 3 8 9 6 fi*-— 0 , 2 9 1 2 7 3 6 a : 4- o , 5 * 2 

0 , 8 . . . 0 , 0 1 9 6 8 4 6 ' — 0 , 3 3 5 3 2 6 6 a : 4- 0 , 5 * ' 

0 , 9 . . . 0 , 0 2 6 6 6 4 b7 — 0 , 3 7 9 7 1 9 6 a - -+- o , 5 * ' 

1,0. . . 0 , 0 3 4 8 8 1 6 ' — o,4244°5 bx 4- o ,5 .r 2 

1 , 1 . . 0 , 0 4 4 3 6 9 6 ' — o , 4 6 g 3 4 5 6 a : 4- o , 5 * ' 

1 , 2 . . o , o 5 5 i 5 g 6 2 — o , 5 i 4 5 o 6 6 a ; 4- o , 5 a - ' 

I , 2 0 . 0 , 0 6 1 0 4 9 6 ' — o , 5 3 7 1 6 1 6 a : -t- o,5a: 2 

i , 3 . . 0 , 0 6 7 2 7 4 6 ' — 0 , 5 5 9 8 6 2 6 a : -+- 0 , 5 * ' 

n — 1 0 , â = 0 , 7 . . 
• = o , o i 3 g o o 6 ' — O , 2 g i 3 o 4 6 a : -+- o , 5 * ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 9 6 8 7 6 ' — o , 3 3 5 3 4 g 6 a : -+- o , 5 * 2 

0 , 9 . 0 , 0 2 6 6 6 7 6 ' — o,3797336a:-r- 0 , 5 a - ' 

1 , 0 . . 0 , 0 3 . 4 8 8 2 6 ' — 0,42441 1 bx -f- o , 5 a'2 

I , I . . o,o4436g6' — o,4-6g3456a: + o,5.r' J 

1 , 2 . . o , o 5 5 i 5 7 b1 — o , 5 i 4 5 o o 6 * -+- o , 5 * 2 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 1 0 4 7 b' — o , 5 3 7 i 5 3 6 a : -+ - o , 5 a:2 

i , 3 . . 0 , 0 6 7 2 7 1 6 ' — 0 , 5 5 9 8 5 1 bx -+- o , 5 * 2 

n = 1 i , â = 0 , 7 . . 
• = 0 , 0 1 3 9 0 0 6 - ' — o , 2 g i 3 o 3 6 a : 4 - o , 5 a : ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 9 6 8 7 6 ' — 0 , 3 3 5 3 4 6 6 a - 4 - o , 5 * 2 

0 , 9 . . 0 , 0 2 6 6 6 6 6 ' — o,37g73i 6 a - 4 - 0 , 5 * ' 

1 , 0 . . 0 , 0 3 4 8 8 2 6 ' — o , 4 ? 4 4 i o 6 . r 4- o , 5 * 2 

1 , 1 . . 0 , 0 4 4 3 6 9 6 ' — 0 , 4 6 9 3 4 3 6 * 4 - o,5.z- 2 

1,2 . o , o 5 5 i 5 7 6 ' — 0 , 5 1 4 4 9 8 6 3 - 4 - o,5 X2 

I , 2 5 . 0 , 0 6 1 0 4 6 6 ' — 0 , 5 3 7 1 0 0 6 * 4 - o,5 X2 

1 , 3 . . 0 , 0 6 7 2 7 0 6 ' — 0 , 5 5 9 8 4 8 6 * 4 - a,5x2 

Il = 12, <3 = 0 , 7 . . 
• 

= 0 ,01 3 g o o 6 ' — o , 3 9 ' 3 o 4 6 a - 4 - o,5 X2 

0 , 8 . . 0 , 0 1 9 6 8 7 6 ' — o , 3 3 5 3 4 8 6 a - 4 - o,5 X2 

0 , 9 . . 0 , 0 2 6 6 6 7 6 ' — 0 , 3 7 9 : 3 2 6 * 4- o , 5 x'2 

1 , 0 . . 0 , 0 3 4 8 8 2 6 ' — o , 4 2 4 4 i o 6 a : 4 - o , 5 a : 2 

1,1.. 0 , 0 4 4 3 6 9 b"- — o , 4 6 9 3 4 3 6 a : 4 - o,5 X2 

1 , 2 . . o , o 5 5 i 5 7 6 ' — 0 , 5 i 4 4 g 8 6 a : 4 - o,5x2 

1,2.5 . 0 , 0 6 1 0 4 6 6 ' — o , 5 3 7 i 5 o 6 a : 4 - o,5x2 

1 , 3 . . 0 , 0 6 7 2 7 0 6 ' — 0 , 5 5 9 8 4 8 6 * 4 - o , 5 X2 
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Troisième travée. 

= 5, 5 = = o , 7 • f(x ) = — 0 , 0 0 2 5 3 7 6= 

o , 8 . + o , o o 4 3 4 4 6 2 

0 , 9 . 0 , 0 1 1 9 6 1 b2 

1 , 0 . o , 0 9 . o 3 3 5 b' 

1 , 1 . 0 , 0 2 9 4 8 3 b2 

1 , 3 . 0 , 0 3 9 4 2 0 6= 

1 , 2 5 0 , 0 4 4 . 6 8 8 b2 

i , 3 . o , o 5 o 1 5 7 b2 

= 6 , 0 = 0 , 7 . • / • . ( * . ) = — 0 , 0 0 3 7 2 8 6 = 

0 , 8 . - j - 0 , 0 0 3 2 2 0 l)2 

0 , 9 0 , 0 1 0 8 6 7 b2 

1 , 0 . 0 , 0 1 9 2 . 3 1 b2 

1 , 1 . 0 , 0 2 8 , 3 2 7 b2 

1 , 2 . 0 , 0 3 8 1 6 9 6 = 

1 , 2 . 5 l ) , o 4 3 3 7 3 6= 

. , 3 . 0 , 0 4 8 7 6 7 b2 

-i, s--= 0 , 7 . . = — 0 , 0 0 2 7 5 8 6 = 

0 , 8 . + 0 , 0 0 3 9 6 9 6= 

* 0 , 9 . 0 , 0 1 i 3 8 i 6= 

r , o . . 0 , 0 1 9 4 9 5 6= 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 3 2 6 6 = 

1 , 2 . . 0 , 0 3 7 8 8 7 6= 

I , 2 5 . o,o49.g44 6= 

. , 3 . . 0 , 0 4 8 1 8 7 b2 

8 , d = = 0 , 7 . . fdx) = — 0 , 0 0 2 8 3 3 6 = 

0 , 8 . . — 0 , 0 0 3 8 9 g 

0 , 9 . . 0 , 0 1 1 3 1 1 6= 

1 , 0 . . o , o i g 4 2 2 b2 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 2 . 4 6 b2 

1 , 2 . . 0 , 0 3 7 7 9 5 6 2 

1 , 2 5 . 0 , 0 4 2 8 4 4 b2 

i , 3 . . o , o 4 8 o 7 q 6 = 

• 0 , 2 6 2 6 6 9 6 a : + o,5a-" 

O , 3 i 2 7 5 o 6 a : + o , 5 a : ï 

- o , 3 6 1 4 0 2 6 a : + o,5a:= 

• o , 4 o g o g i bx + a,5x2 

o ,456io66a: + o,5a;' ! 

• o , 5 o 2 6 3 g 6 a ; + o,5a:= 

0 , 5 2 . 5 7 6 6 6 a : 4 - 0 , 5 a : ' 

0 , 5 4 8 8 i 5 6 a : + 0 , 5 a ; ' 

- 0 , 2 5 4 5 i 1 bx -+- o,5a:' 

-O ,3o6o386a? -I- 0,5a: 1 

o,3556i 1 6 a : + o ,5a ; J 

o , 4 o 3 8 4 6 6 . r + 0 , 5 a : 1 

o , 4 5 i 1 2 8 6 a ; -+- 0 , 5 a ; 1 

0 , 4 9 7 7 1 2 . 6 . » + 0 , 5 a:' 

0 , 5 2 0 7 9 8 6 a ; + o , 5 a : ' 

0 , 5 4 3 7 6 g 6 a ; + 0 , 0 a;' 

0 , 2 6 1 i 5 3 6a.- + o,5.r' 

0 , 3 i o 5 i o 6 a ; + o,5a:= 

o , 3 5 8 3 3 2 6a; + o,5a;= 

O , 4 O 5 I O I 6a; + 0 ,5a; 1 

0 , 4 5 1 1 2 . 4 6 a ; + o ,5 x2 

o , 4 g 6 6 o o 6 a ; + o,5a;= 

o , 5 i g i 7 7 6 x + o , 5 a ; ' 

o , 5 4 ' 6 6 5 6 a : + o,5a:'-' 

o , 2 6 0 6 4 3 6a? + o,5a-= 

o , 3 i o o g i 6 a : + o,5a;= 

0 , 3 5 7 9 6 2 bx + o,5a;'' 

0 , 4 0 4 7 5 4 6a? + o,5a;= 

0 , 4 5 0 7 7 7 bx + 0 , 5 . » ' 

0 , 4 9 6 2 3 7 bx-ho,5x2 

o , 5 t 8 8 o o 6 . » + o,5a;= 

o , 5 4 1 2 7 9 , 6 5 ? + °,Sa; 1 
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1 , 0 . 

Troisième travée ( s u i t e ) . 

n = g, a — 0 , 7 . . _/!( x ) = — 0 , 0 0 2 7 6 2 0 ' — 0 , 2 6 1 1 2 6 6 л ; 4 - о , 5 л : 2 

о , 8 . . - 4 - o , o o 3 9 5 3 б ' — о , 3 1 о 4 1 б е л ; Ч- 0 , 5 л ; ' 

0 , 9 . . o ,o i 1 3 4 g 6 ' — о , 3 5 8 1 6 1 bx4- о , 5 л ; ' 

o , o i g 4 4 ! 6 ' — о , 4 о 4 8 4 6 Л л ; 4 - 0 , 5 л : 1 

0 , 0 5 . 8 2 4 6 6 ' - 0 , 4 5 0 7 7 8 6 л : 4 - о,5л-' 

1 . 2 . . 0 , 0 3 7 7 7 4 6 ' — 0 , 4 9 6 1 5 6 6 л : - 4 - 0 , 5 л : ' 

i , ? . 5 . o , o 4 2 8 i 3 6 ' — 0 , 5 1 8 6 8 2 6 л ; + 0 , 5 л : ' 

1 . 3 . . 0 , 0 4 8 0 3 7 6 ' — о , 5 4 и 1 9 6 л : -+- о , 5 л : ' 

и — ю , о — 0 , 7 . . f,^x)——0,002767 b> — 0 , 2 6 1 0 9 0 6 л ; 4 - 0 , 5 л ; ' 

о , 8 . . + о , о о З д 4 8 6 ' — о , З ю 3 8 6 6 л : Ч - 0 , 5 л : ' 

0 , 9 . . о , о ц 3 4 4 6 ' — O , 3 5 8 I 3 6 6 J ; -4 - о , 5 л : ' 

i , o . . o , o i g 4 3 6 6 ' — 0 , 4 0 4 8 2 2 . 6 л ; - 4 - 0 , 5 л ; 2 

0 , 0 2 . 8 2 , 4 0 6 ' — о , 4 5 о 7 5 3 6 л : - 4 - о , 5 л : ' 

i , 2 . . 0 , 0 3 7 7 6 8 6 ' — o , 4 g 6 i 3 o bx - 4 - 0 , 5 л ; 2 

] , г 5 . 0 , 0 4 2 8 0 6 6 ' — о , 5 1 8 6 5 6 6 л ' - 4 - о , 5 л ' 

1 , 3 . . 0 , 0 4 8 0 2 . 9 6 ' — 0 , 5 4 1 0 9 1 Ьх 4 - 0 , 5 л:2 

« = 1 1 , 0 = 0 , 7 . . f\[x)——0,002762 b- — 0 , 2 6 1 I 2 4 6 л : 4 - о, 5 л;2 

о , 8 . . + о , о о 3 9 5 2 б 2 — о , З ю 4 о д 6 л : -4- о , 5 л : 2 

о , g . . 0 , 0 1 1 3 4 6 6 ' — o , 3 5 8 i 4 g 6 л ; 4 - о ,5л;' 

1 . 0 . . o , O i g 4 3 8 6 2 — 0 , 4 0 4 8 2 , 9 6 л : 4 - о , 5 л : ' 

1 . 1 . . 0 , 0 2 8 2 . 4 0 6 ' — о , 4 5 о т 5 3 6 л : 4 - о , 5 л ' 

1 . 2 . . 0 , 0 3 7 7 6 6 6 ' — 0 , 4 9 6 1 2 . 4 6 . 2 : - 4 - о , 5 л ' 

i , 2 5 . о , о 4 г 8 о 4 6 2 — o , 5 i 8 6 4 7 6 л : 4 - о , 5 л ; 2 

1 , 3 . . 0 , 0 4 8 0 2 . 6 6 ' — o , 5 4 i 0 8 0 6 л : 4 - о , 5 л ; 2 

о , 7 - х — — 0 , 0 0 2 7 6 3 I f — 0 , 2 6 1 1 2 0 6 л : 4 - о , 5 л ; 2 

0 , 8 . . - 1 - 0 , 0 0 3 9 5 2 6 ' — о , 3 1 0 4 0 7 6 л : -4- о , 5 л ' 

0 , 9 . . o,o i 1 З 4 6 6 2 — о , 3 5 8 1 4 8 6 л : 4 - о , 5 л 2 

1 , 0 . . 0 , 0 1 9 4 3 7 б 2 — 0 , 4 0 4 8 2 6 6 л ' 4 - о, 5 X2 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 2 . 4 0 Ь2 — 0 , 4 5 0 7 5 2 6 л ; -+- о,5х2 

1 , 2 . . 0 , 0 3 7 7 6 6 6 ' — 0 , 4 9 6 1 2 2 6 л : 4 - о , 5 л ' 

I , 7 . 5 . 0 , о 4 2 8 о 3 6 2 — о , 5 1 8 6 4 5 6 л 4 - о , 5 л ' 

i , 3 . . o , o 4 8 o ' i 5 6 ' — о , 5 4 1 0 7 8 Ьх 4 - о , 5 л ' 
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Quatrième travée. 

fi n 
• = 0 , 0 1 0 0 1 6 6' . 0 , 2 7 9 4 0 1 bx-+- 0 , 5 a ; ' 

0 , 8 . . 

• 

0 , 0 1 3 7 8 7 b2 _ 0 , 3 2 2 7 8 2 bx 4 - o , 5 a - ' 

0 , 9 . . 0 , 0 1 8 0 9 0 b2 — 0 , 3 6 5 7 8 7 bx-\- o , 5 x ' 

1 , 0 . . 0 , 0 2 2 9 3 0 b2 — o , 4 ° 8 5 3 6 bx 4 - o , 5 . r ' 

1 , 1 . . o , o ? 8 3 1 4 b2 

— o , 4 5 1 1 i 3 6 x 4 - o , 5 x L 

1 , 2 . . 0 , 0 3 4 2 4 4 ^ — o , 4 9 3 5 6 4 6 x -+- o , 5 a ' 

I , 2 5 . — o , 5 i 4 7 5 4 bx + 0 , 5 a : 2 

i , 3 . . 0 , 0 4 0 7 2 4 6' — 0 , 5 3 5 g 2 5 bx -+- o , 5 a ; 2 

0 , 7 - — 0 , 0 1 i o o 3 b2 — 0 , 2 8 6 0 7 7 bx 4 - o,5a; ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 4 5 4 5 e 3 — 0 , 3 2 7 2 7 3 6 3 : + o,5a;' 

0 , 9 , . 0 , 0 1 8 6 0 8 b2 — o,3685i36a; + 0 , 5 a : ' 

1 , 0 . . o , 0 2 3 i q 6 6 2 ~ o , 4 o g 7 g 4 63: + 0 , 5 a : 2 

1 , 1 . . o , o ? 8 3 1 3 b'1 — o , 4 5 i 1 0 8 6 x 4 - o , 5 x ' ' 

1 , 2 . . o , o 3 3 g 6 2 6 2 — o , 4 g 2 4 5 3 6 a ; 4 - 0 , 5 a ; 2 

1 , 2 5 . o , o 3 6 g 8 8 6 2 — o , 5 1 3 1 3 5 bx 4 - o , 5 a ; ! 

1 , 3 . 0 , 0 4 0 1 4 7 b2 — o , 5 3 3 8 2 4 6 a ; 4 - 0,5a:' 

0 , 7 - = 0 , 0 1 0 9 2 8 6 - — 0 , 2 8 5 5 6 7 63; 4 - 0 , 5 a : ' 

0 , 8 . . o , o i 4 4 7 4 ^ 2 — 0 , 3 2 6 8 5 i 63; 4 - o,5a; ' 

0 , 9 . . o , o i 8 5 3 8 6 2 

— 0 , 3 6 8 i 4 4 bx 4 - o,5a;;i 

1 , 0 . . 0 , 0 2 3 1 2 2 b2 — o , 4 o g 4 4 6 6 a : 4 - o , 5 a : ! 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 2 3 2 6 ' — 0 , 4 5 0 7 6 2 bx-\- o , 5 a : ' 

1 , 2 . . 0 , 0 3 3 8 7 0 b2 — 0 , 4 9 2 0 9 0 6a: 4 - 0 , 5 a:' 
1 , 2 5 . o ,o368886 ' — 0 , 5 1 2 7 5 8 6 3 : 4 - o , 5 a ; ' 

i , 3 . . o , o 4 o o 3 g è 2 — o , 5 3 3 4 3 1 bx + o , 5 x ' 

0 , 7 . . M*) = 0 , 0 1 oggg b2 

— 0 , 2 8 6 o 5 1 63- + o ,5a: ' 

0 , 8 . . 0 ,014>53o b2 — 0 , 3 2 7 1 7 g 6 a ; + o , 5 a ; ! 

0 , 9 . . 0 , 0 1 8 5 7 6 6 ' — 0,368343 63: + 0 , 5 a ; 2 

1 , 0 . . 0 , 0 2 3 l 4 2 6 2 

— o , 4 o g 5 3 g & a ; 4 - o , 5 3 ' 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 2 3 2 6 ' — 0 , 4 5 0 7 6 2 63; 4 - 0 , 5 a 2 

1 , 2 . . 0 , o 3 3 8 5 o 6 ' — o , 4 g 9 . o i o 6 x 4 - o ,5a ; 2 

I , 2 . 5 . 0 , 0 3 6 8 5 7 b2 

— o , 5 i 2 6 4 i 63; + o , 5 a ; ' 

1 , 3 . . 0 , 0 3 9 9 9 7 6 ' — 0 , 5 3 3 2 7 8 6 a ; 4 - o , 5 a;1 
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Quatrième travée ( su i t e ). 

0 ,7 • • • = 0 , 0 1 0 9 9 / ) 6'-— 0 , 2 8 6 0 1 6 6 * + o , 5 a : ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 4 5 2 5 b- — 0 , 3 2 7 1 5 0 6 * 4 - 0 , 5 * ' 

0 , 9 . . 0 , 0 1 8 5 7 1 b2 — o , 3 6 8 3 3 6 6 * + o , 5 * ' 

1 , 0 . . 0 , 0 2 3 1 3 7 b2 — o , 4 o g 5 i 4 A * - + o , 5 * 5 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 2 2 7 b2 — 0 , 4 5 0 7 3 7 6 * + o , 5 . r s 

1 , 2 . . o , o 3 3 8 4 3 6' — o,4grg83 6 * + o , 5 * ' 

I , 2 5 . o,o3685o6' — o , 5 i 2 6 i 4 ^ + ° > 5 - : c 2 

i , 3 . . o , o 3 9 g 8 9 6 ' — o , 5 3 3 2 4 g 6 * + o , 5 * ' 

= 0 , 7 . . = 0 , 0 1 0 9 9 g b2 — o , 2 8 6 o 5 o 6 * -+- o , 5 * 2 

0 , 8 . . 0 , 0 1 4 5 2 8 b2 — 0 , 3 2 7 1 7 1 6 * 4 - 0 , 5 * ' 

0 , 9 . . 0 , 0 1 8 5 7 3 b2 — o , 3 6 8 3 3 o 6 * 4 - o , 5 * ' 

1 , 0 . . o , o 2 3 i 3 8 6 ' — o , 4 o g 5 2 o 6 * 4- o , 5 * 2 

1 , 1 . . 0 , 0 2 8 2 2 7 b2 — 0 , 4 5 0 7 3 7 bx 4- o ,5 . r ' 

1 , 2 . . 0 , 0 3 3 8 4 2 6 ' — 0 , 4 9 1 9 7 8 6 * 4- o , 5 * ' 

1 , 2 5 . o , o 3 6 8 4 8 6 ' — o , 5 i 9 . 6 o 6 6 * 4- o , 5 * ' 

i , 3 . . o , o 3 g g 8 6 6 ' — o , 5 3 3 2 3 8 6 * 4- o , 5 * ' 

Cin quième travée. 

0 , 7 . . • = 0 , 0 0 9 9 5 0 b2 — 0 , 2 8 4 1 7 0 6 * 4- o , 5 * ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 3 4 . 7 1 6' — 0 , 3 9 . 5 5 9 8 6 * 4- o , 5 * ' 

0 , 9 . . 0 , 0 1 7 6 2 8 6 ' — 0 , 3 6 7 1 3 3 6 * 4- o , 5 * ' 

1 , 0 . . 0 , 0 2 2 1 7 3 6' — 0 , 4 0 8 4 9 7 6 * 4- o , 5 * ' 

1 , 1 . . 0 , 0 2 7 1 go b' — 0 , 4 4 9 8 i 5 6 * 4- o , 5 * ' 

1 , 2 . . 0 , 0 3 2 6 8 1 6' — 0 , 4 9 1 0 9 9 6 * 4- o , 5 * ' 

I , 2 5 . o , o 3 5 6 o 4 6 ' — o , 5 1 1 7 3 r bx 4- o , 5 * ' 
i , 3 . . o , o 3 8 6 4 6 6 2 — o , 5 3 2 3 5 g 6 * 4- o , 5 * ' 

0 , 7 . . M*) = 0 , 0 0 9 8 7 5 6 ' — 0 , 2 8 3 6 6 0 6 * 4- o , 5 * ' 

0 , 8 . . o , o i 3 4 8 4 6 ' — 0 , 3 2 5 2 8 2 6 * 4 - 0 , 5 * ' 
0 , 9 . . 0 , 0 1 7 5 3 8 b2 — 0 , 3 6 6 7 6 3 6 * 4 - o , 5 * ' 

1 , 0 . . 0 , 0 2 2 0 9 9 6' — o , 4 o 8 i 4 g 6 * 4- o , 5 * ' 

1 , 1 . . 0 , 0 2 7 1 0 9 6 ' — o,44946" 6 * 4 - o , 5 * ' 

1 , 2 . . o , o 3 2 5 8 8 6' •— 0 , 4 9 0 7 3 5 6 * 4- o , 5 * 2 

1 , 2 5 . o , o 3 5 5 o 4 6 2 — o , 5 i i 3 5 5 6 * 4- o , 5 * ' 

i , 3 . . . O , o 3 8 5 3 8 6' — 0 , 5 3 1 9 6 7 6 * 4 - o , 5 * ' 
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Cinquième travée ( s u i t e ) . 

il = 1 1 , ¿5 = 0 , 7 . . • / • > ( * ) — 0 , 0 0 9 9 4 7 6 2 — 0 , 2 8 4 , . 1 6 bx + 0,5* 

0 , 8 . . o , o i 3 5 3 g 6 2 — o , 3 2 5 6 o g f i . R - t - o , 5 a r 2 

0 , 9 . . 0 , 0 1 7 5 9 6 b2 — 0 , 3 6 6 9 6 2 bx + 0,!JX2 

1 , 0 . . 0 , 0 2 2 I , g 6 2 — 0 , 4 0 8 9 . 4 2 6 ^ + 0 , 5 ^ 
1 , 1 . . 0 , 0 2 7 1 a()k2 — 0 , 4 4 9 4 6 7 ^ + 0 , 5 ^ 

1 , 2 . . o , o 3 2 5 6 8 b2 — o , 4 9 ° 6 5 5 6 x + o ,5a; 2 

1 , 2 5 . o , o 3 5 4 7 3 b2 — o , 5 1 1 9 . 3 8 6 ^ + 0 , 5 ^ 

I , 3 . . o , o 3 8 4 g 6 b2 — o , 5 3 i 8 i 4 6 a ; + o , 5 5 ; 2 

n — 1 2 , t] = 0 , 7 . . • = o , o o g g 4 i 6 2 — 0 , 2 8 4 1 o g bx + 0,5a; 2 

0 , 8 . . o , o i 3 5 3 4 (V — o , 3 2 5 5 7 g 6 « + o , 5 5 - 3 

0 , 9 . . 0 , 0 1 7 5 9 1 b2 — 0 , 3 6 6 9 3 7 bx + o , 5 X 2 

1 , 0 . . 0 , 0 2 2 1 1 4 b2 — 0 , 4 o 8 2 I 7 bx + Q,Sx7 

1 , 1 . . 0 , 0 2 7 1 0 4 b2 — ° J 4 4 9 4 4 4 k » + o ,55- 2 

1 , 2 . . o , o 3 2 5 6 i 6 2 — 0 , 4 9 0 6 2 8 6 ^ + 0 , 5 ^ 

1 , 2 . 5 . o , o 3 5 4 6 6 6 2 — o , 5 i xiiobx-\rO,5x2 

. , 3 . . o , o 3 8 4 8 8 ò - — 0 , 5 3 , 7 8 5 6 . » + 0 , 5 a : 2 

Sixième travée. 

n.— 1 1 , 0 — 0 , 7 . . 
• U * ) 

= 0 , 0 1 0 8 7 3 b2 — 0 , 2 8 5 4 6 9 6 5 ; + 0 , 5 X ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 4 2 . 5 3 b2 — o , 3 2 6 5 o , bx + O F I X 2 

0 , 9 . . o , o i 8 o 8 5 6 2 — 0 , 3 6 7 5 0 6 6 5 ; + O,5x2 

1 , 0 . . 0 , 0 2 2 3 7 1 b2 — o , 4 o 8 4 g 4 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

1 , 1 . . 0 , 0 2 7 1 1 1 b2 — o , 4 4 g 4 6 g 6 5 ; + o,5x2 

1 , 2 . . o , o 3 2 3 o 4 b2 — 0 , 4 9 0 4 3 5 6 5 ; + O,5x' 

I , 2 . 5 . o , o 3 5 o 7 1 b2 — 0 , 5 , 0 9 1 6 6 5 ; + o , 5 5 ; ! 

I , 3 . . o , o 3 7 g 5 2 Ò 2 — o , 5 3 i 3 g 5 6 5 ; + o,5-r ! 

n — 1 2 , S — 0 , 7 . . 
M * ) 

— 0 , 0 1 o q 4 - 5 b2 — 0 , 2 8 5 9 5 3 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

0 , 8 . . . 0 , 0 i 4 3 o 8 b2 — 0 , 3 2 . 6 8 2 8 6 5 ; + 0 , 5 5 - 2 

0 , 9 . . . o , o i 8 , 2 . 3 6 2 — 0 , 3 6 7 7 0 6 6 5 ; + 0 , 5 5 ; ' 

1 , 0 . . . 0 , 0 2 2 3 9 1 b'2 — 0 , 4 0 8 5 8 6 6 5 ; + 0 , 5 5 ; ' 

1 , 1 . . . 0 , 0 2 7 1 1 1 b2 - - O , 4 4 g 4 6 g 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

1 , 2 . . . 0 , 0 3 2 2 8 4 b2 — o , 4 g o 3 5 5 6 5 ; + o,5x2 

1 , 9 . 5 . o , o 3 5 o 4 o b2 — o , 5 i o 7 g 8 6 5 ; + o ,S ; r Z 

I , 3 . . . o , o 3 7 g i o / J 2 — o , 5 3 1 2 . 4 2 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 
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F O U M U L A I U E A S A I . Y T I O . C E . 

VALEURS DE J ; 3 ( * Ì . 

Première travée. 

0 , 7 . . . *) = — 0 , 4 3 9 0 2 4 6 * 4 - o , 5 * 2 

0 , 8 . . . 
— o , 4 4 3 1 8 2 bx -4- o , 5 * 2 

0 , 9 . . . — 0 , 4 4 6 8 0 9 6 * 4 - o , 5 * 2 

1 , 0 . . . — 0 , 4 5 o o o o 6 * 4- o , 5 * 2 

1 , 1 . . . — o , 4 5 2 8 3 o bx 4 - o , 5 * 2 

1 , 2 . . . — o,455357 bx 4 - o , 5 * 2 

1 , 2 5 . . — 0 , 4 5 6 5 2 2 6 * 4 - o , 5 * 2 

1 , 3 . . . — 0 , 4 5 7 6 2 7 6 * 4- o , 5 * 2 

0 , 7 . . . X = — 0 ^ , 4 2 7 8 3 3 bx 4- o , 5 * 2 

0 , 8 . . . 
— o ,433gg3 bx 4- o , 5 * 2 

0 , 9 . . . — 0 , 4 4 0 1 7 1 6 * - 1 - 0 , 5 * ' 

1 , 0 . . . — 0 , 4 4 6 4 2 9 6 * 4- o , 5 * 2 

1 , 1 . . . 
— 0 , 4 5 2 8 1 4 bx 4- o , 5 * 2 

1 , 2 . : — o , 4 5 g 3 6 6 6 * 4- o , 5 * 2 

I , 2 5 . . 
— 0 , 4 6 2 7 1 5 bx 4- o , 5 * 2 

i , 3 . . . — 0 , 4 6 6 1 1 9 6 * 4- o , 5 * 2 

0 , 7 . . . X) = — 0 , 4 2 8 5 7 4 6 * 4 - o , 5 * 2 

0 , 8 . . . 
— 0 , 4 3 4 7 6 7 bx 4- o , 5 * 2 

0 , 9 . . . — 0 , 4 4 1 0 0 8 6 * 4 - o , 5 * 2 

1 , 0 . . — 0 , 4 4 7 3 6 8 6 * 4 - 0 , 5 * 2 

1 , 1 . . . 
— 0 , 4 5 3 9 0 7 bx 4- o , 5 * 2 

1 , 2 . . . — 0 , 4 6 0 6 7 3 6 * 4- o , 5 * 2 

I , 2 5 . . — 0 , 4 6 4 1 5 4 6 * 4- o , 5 * 2 

1 , 3 . . . 0 , 4 6 7 7 0 7 bx 4 - o , 5 * 2 

0 , 7 . . . X = — 0 , 4 2 7 8 1 6 6 * 4 - o , 5 * 2 

0 , 8 . . . — 0 , 4 3 4 1 3 5 bx 4- o , 5 * ' 
0 , 9 . . — o , 4 4 o 5 4 5 6 * 4- o , 5 * 2 

j , o . . — o , 44 / i i 5 6 * 4 - o , 5 * 2 

1 , 1 . . — o , 4 5 3 g o 5 6 * 4- o , 5 * 2 

1 , 2 . . 
— 0 ,46og63 bx 4- o , 5 * 2 

I , 2 5 - — ° , 4 6 4 6 o 5 6 * 4 - o , 5 * 2 

1 , 3 . . — Q , 4 6 8 3 2 8 6 * 4 - o , 5 * 2 
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F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 

Première travée ( s u i t e ) . 

^,(X) — — 0 , 4 2 7 8 7 2 6 x + 0 , 5 x 2 

Sx2 

5x' 

5x* 

5x2 

5x'' 

Sx2 

5x2 

0 , 7 • • 
0 , 8 . . 

o , Q 
1 , 0 . . 

1 , 1 . . 
1 . 2 . . 
1 , 2 5 . 
1 . 3 . . 

0 , 4 3 4 1 9 3 6 ^ + 0 
• 0 , 4 4 0 6 0 6 6 . « + 0 

— 0 , 4 4 7 1 8 3 * 3 7 + 0 
— o , 4 S 3 g 8 4 6 * + 0 

— 0 , 4 6 1 0 5 7 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 4 7 0 8 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 8 4 4 3 6 3 7 + 0 

tys(x) = — 0 , 4 2 7 8 1 8 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 3 4 1 4 7 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 4 0 5 7 2 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 4 7 1 6 5 6 3 7 + 0 
— 0 , 4 5 3 9 8 4 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 1 0 7 7 bx + o 
— 0 , 4 6 4 7 4 1 6 3 7 + 0 
— 0 , 4 6 8 4 8 7 6 3 7 + 0 

^ , ( 3 7 ) = — 0 , 4 2 7 8 2 2 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 3 4 l 5 l 6.27 + 0 
— 0 , 4 4 o 5 7 7 6 3 7 + 0 
— o , 4 4 7 i 7 o 6 a 7 + o 
— 0 , 4 5 3 9 8 9 6 . 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 1 0 8 4 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 4 7 4 8 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 8 4 9 5 6 3 7 + 0 

W * ) = — 0 , 4 2 7 8 1 8 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 3 4 1 4 8 6 3 7 + 0 

— Q , 4 4 o S 7 4 * * + ° 
— o, 4 4 7 ' 6 9 6 3 7 + 0 
— 0 , 4 5 3 9 8 9 6 3 7 + 0 

— 0 , 4 6 1 0 8 6 6 3 7 + 0 

o , 4 6 4 7 5 o 6 3 7 -+- o 
— 0 , 4 6 8 4 9 3 6 3 7 + 0 

5 a 7 ! 

5 3 7 2 

5 3 7 ' 
5 a 7 2 

5 3 : 2 

5 3 7 2 

5 3 7 2 

5x' 

5x' 

5x2 

5x2 

5x2 

5x2 

5x2 

Sx2 

5x2 

5 a ? 2 

5x2 

5x2 

5 a ? 2 

5x2 

5x2 

5 a?'2 
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F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 353 

Première travée ( s u i t e ) . 

re = I I , <5 = 0 , 7 . , . t|ia(jr ) = — 0 , 4 2 7 8 \C)bx -+- o,5 x' 

0 , 8 . . . — o , 4 3 4 i 4 8 è 5 : + o , 5 / x 2 

o , g . . . — o , 4 4 o 5 7 5 6 a ; + 0 ,5 a:3 

1 , 0 . . . — o , 4 4 ; 1 6 9 6 a ; 4 - o , 5 x ' 

1 , 1 . . . —O,453ggo6 . r + o , 5 a : 3 

1 , 2 . . . — 0 , 4 6 1 0 8 6 6 x 4 - 0 , 5 a ; 2 

i , 2 5 . . — 0 , 4 6 4 7 5 1 bx -+- o , 5 z ! 

1 , 3 . . . — 0 , 4 6 8 4 9 9 6 a : + 0 , 5 a ; 3 

7 1 = 1 2 , 5 = 0 , 7 . . . ^ , ( 3 : ) = — 0 , 4 2 7 8 1 8 6 a ; - l - o , 5 a ; T 

0 , 8 . . . — o , 4 3 4 1 4 8 6 a ; - 4 - o , 5 a:3 

o ,g . , . — o , 4 4 o 5 7 5 6 a : + 0,53;' 

1 , 0 . . . — o , 4 4 7 ' 6 9 6 a ; - f - o , 5 a : 3 

1 , 1 . . . — o , 453ggo 6a; 4 - o,5 x* 

1 , 2 . . . — 0 , 4 6 1 0 8 6 6 a ; 4 - o, 5 a : 2 

' , 2 5 . . — o , 4 6 4 7 5 I 6 a ; 4 - o , 5 a : 2 

1 , 3 . . . — 0 , 4 6 8 4 9 9 6 a ; - ( - o , 5 a : ' 

Deuxième travée. 

n = 3, 5 = 0 , 7 . • • 'h(-v) — O , 0 2 o g i 5 6 3 — o , 3 5 o 6 a ; 4 - o , 5 a ; 2 

0 , 8 . . . o , oagog i 6 3 — 0 , 4 0 0 6 3 7 4 - o , 5 a ; 2 

o ,g . . . o , o 3 8 7 7 7 6 3 — o , 4 5 o 6 a ; - ( - o , 5 a : ' 

1 , 0 . . . o , o 5 o o o o 6 ! — o , 5 o o bx + o , 5 a ; ! 

0 , 0 6 2 7 8 3 6 ' — o , 5 5 o 6a; 4 - o , 5 a ; 2 

1 , 2 . . . 0 , 0 7 7 1 4 3 6 ' — 0 , 6 0 0 6 a : -+- o, 5 a : ' 

i ,2 .5. . 0 , 0 8 4 9 1 8 6 ' — 0 , 6 2 5 6 3 : 4 - o , 5 a ; 2 

i , 3 . . . 0 , o g 3 o g 3 6 ' — o,65o 6a- 4 - o , 5 a ; 2 

n = 4> 5 = 0 , 7 . . . W * ) — o , 0 2 3 8 5 8 6 2 — 0 , 3 7 4 6 2 . 7 6 a : -+- o,5x' 

0 , 8 . . . o , o 3 2 i 1 8 6 ' — 0 , 4 2 0 8 1 1 6a: 4 - 0 , 5 a ; 2 

o , g . . . 0 , 0 4 2 0 0 0 o ^ - 0 , 4 6 8 7 0 2 . 6 a ; 4 - o , 5 a;2 

1 , 0 . . . o , o 5 3 5 7 i 6 2 — o,5I 7 8 5 7 6 a ; 4 - o , 5 a ; 2 

i , i . . . o , 0 6 6 8 8 9 ° 2 — 0 , 5 6 7 9 8 5 6 a - 4 - o , 5 a ; 2 

1 . 2 . . . o , o 8 i g g 8 6 2 — 0 , 6 1 8 8 8 0 6 a : 4 - 0 , 5 a ; ' 

i ,A5. . o , o g o 2 3 6 6 2 — o , 6 4 4 5 6 8 6 a ; 4 - o , 5 a : ' 

1 . 3 . . . o , o g 8 g 3 5 6 2 — o ,67o3g56a: -+- o , 5 a 2 

I I I . 2 3 
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3 5 4 К O R M U L A l i t К A N A L Y T I Q U E . 

Deuxième travée [ s u i t e ). 

D = o , 7 . . . + . ( * ) = 0 , 0 2 I 0 4 З б 2 o , 3 5 1 0 7 4 6a: -+- o,5ar2 

0 , 8 . . . 0 , 0 2 9 7 6 7 б 2 o , 4 O 4 6 5 O 6a: + o , 5 a : 2 

0 , 9 . . . 0 , 0 4 0 2 7 6 b2 0 , 4 5 8 7 0 1 6a: + о,5дг' 

1 , 0 . . . о , о 5 г 6 3 2 Л2 — o , 5 i 3 i 5 8 6 a : + o , 5 a : ' 

1 , 1 . о, 0 6 6 8 8 4 б 2 — 0 , 5 6 7 9 6 5 6 a : - H 0 , 5 a ; ' 

1 ,9 . . . . о,о83о77 Ь2 — 0 , 6 2 3 0 7 7 6 a ; + o,5x2 

. , 2 5 . 0 , 0 9 1 9 1 2 E 2 — 0 , 6 5 0 7 3 5 bx + o,5x2 

i , 3 . . . 0 , 1 0 1 9 . 4 4 b 2 — 0 , 6 7 8 4 5 6 6 3 ; + 0 , 5 A ; ' 

â = o,7 . . ) = 0 , 0 2 1 2 5 4 b2 — 0 , 3 5 2 8 3 7 6 3 ; + о,5л:' 

0 , 8 . . . 0 , 0 2 9 9 8 3 b2 — o , 4 O 6 I 3 o 6a; + o , 5 a ; ' 

0 , 9 . . . 0,o4o5o4ft' J — 0 , 4 6 0 0 2 4 6 3 ; + 0 , 5 a ; ' 

1 , 0 . . . 0, O5 2 885 6 2 — o , 5 I 4 4 2 3 ¿ * + o,5 X2 

1 , 1 . . 0 , 0 6 7 1 lr b2 — 0 , 5 6 9 2 4 8 6a; + o , 5 a ; ' 

1 , 2 . . 0 , 0 8 3 4 2 8 6' — 0 , 6 2 4 4 4 ' bx + o , 5 A ; ' 

i , Я 5 . 0 , o g 2 2 . g 8 6 2 — o , 6 5 2 1 5 8 6з' + 0 , 5 a ; 2 

i , 3 . . . 0 , 1 0 1 6 7 2 b2 0 , 6 7 9 9 5 1 bx + o , 5 A ; ' 

d = o,7 - . • ) = 0 , 0 2 1 о 5 г 6 2 — o ,35 i il\&bx-r-o,5x2 

0 ,8 . . o , 0 2 g 8 i 4 6 2 — 0 , 4 0 4 9 6 9 6 3 : + 0 , 5 a : ' 

0 , 9 . . 0 , 0 . 4 0 . 3 8 0 b2 — o , 4 5 g . 3 o 6 6 . r + 0 , 5 a ; 2 

0 , 0 5 2 8 1 7 6 ' — o , 5 I 4 ° 8 5 6 a : + o,53;' 

1,1 . 0 , 0 6 7 1 7 7 b2 — 0 , 5 6 9 2 4 6 6 3 : + o , 5 a ; ' 

1 , 2 . . o ,o835o56 2 — 0 , 6 2 . 4 7 4 2 6 A ; + o , 5 a ; 2 

I , 2 5 . 0 , 0 9 2 4 1 9 6 ' — 0 , 6 5 2 6 0 2 6a; + о , 5 з - 2 

1,3 . 0 , 1 0 1 8 3 9 6 ' - — о , 6 8 о 5 3 ? . 6 з ; + o,5a;' 

0 = 0 , 7 . • ) = 0 , 0 2 1 0 6 7 6 ' — 0 , 3 5 1 2 7 3 6 a ; + o , 5 A : 2 

0 , 8 . . 0 , 0 2 9 8 2 9 6 ' — o , 4 O 5 O 7 5 6 a ; + o , 5 a ; ' 

0 , 9 . . - o,o4o3g7 6' •— • o , 4 5 G 4 O I 6a; + o , 5 a ; ' 

1 , 0 . . o , o 5 2 8 3 5 6 2 — о , 5 1 4 ' 7 5 6 з ; - + - о , 5 з ; 2 

1 , 1 . . 0 , 0 6 7 1 9 8 6 ' — о,56д3386з; + о,5a;' 

1 , 2 . . o ,o8353o6 2 — 0 , 6 2 4 8 4 0 6 3 ; + о , 5 з ; 2 

I , 9 .5 . o , O G 2 4 4 7 b2 ;— о , 6 5 2 7 о 5 6 з ; + о , 5 а ; 2 

1 , 3 . . 0 , 1 0 1 8 6 9 6 ' — о , 6 8 о 6 3 8 6 . г + о , 5 а : ' 
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F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 3 5 5 

Deuxième travée ( s u i t e ) . 

O . n . . <ty,(x} = O , 0 2 1 o 5 2 6' — o , 3 5 i i5obx-\-o,5x-

0 , 8 . . 0 , 0 2 9 8 1 7 6 ' — 0 , 4 0 4 9 9 1 6 a ; 4- o,5x' 

0 , 9 . . o , o 4 o 3 8 8 6 2 — o , 4 5 g 3 4 g bx -\-o,5x7 

1 , 0 . . o , o 5 2 8 3 o 6 2 — O , 5 I 4 I 5 I bx-+-o,5x2 

1 , 1 . . 0 , 0 6 7 1 9 8 6 ' — 0 , 5 6 9 3 3 8 6 5 ; + 0 , 5 a;2 

1 , 2 . . 0 , o835 366' — 0 , 6 2 4 8 6 2 bx 4- o,5 x2 

1 , 2 5 . 0 , 0 9 2 4 5 6 6 ' — 0 , 6 5 2 7 3 7 bx + 0 , 5 a ; ' 

. , 3 . . 0 , 1 0 1 8 8 1 6' — 0 , 6 8 0 6 8 0 bx 4 - o , 5 a ; 3 

0 , 7 . . . i j ; 3 ( x) = 0 , 0 2 1 o53 6 2 — 0 , 3 5 1 1 6 0 6 a ; 4- 0 , 5 a ; 2 

0 , 8 . . o , o 2 9 8 i 8 6 2 — 0 , 4 0 4 9 9 9 6 a ; 4- 0 , 5 a ; ' 

0 , 9 . . o , o 4 o 3 8 g 6 2 — o ,45g3566a ;4 - o , 5 a ; 2 

1 , 0 . . o , o 5 2 . 8 3 i 6' — o , 5 1 4 1 5 7 6 a ; 4- o , 5 a ; 2 

1 , 1 . . 0 , 0 6 7 1 9 9 6 ' — o,56g345 6 a ; 4- o,5a; ! 

1 , 2 . . o,o83538 6 2 — 0 , 6 2 4 8 6 9 bx + o , 5 a ; ' 

I , 2 5 . 0 , 0 9 2 4 5 8 6 2 — 0 , 6 5 2 7 4 4 6 a ; 4- o,5a;' 

, , 3 . . 0 , 1 0 1 8 8 4 6 ' — 0 , 6 8 0 6 8 8 6 a ; 4- o ,5 x7 

0 , 7 . . . d l 3 ( X ) = 0 , 0 2 I 0 5 2 6 2 — o ,351 I 5 I 6a; -4- o,5a; 2 

0 , 8 . . O , 0 2 . 9 8 1 7 6 2 — 0 , 4 0 4 9 9 3 6 a ; -1- o , 5 a ; ' 

0 , 9 . . o ,o4o3886 ' — 0 , 4 5 9 3 5 2 6 a ; 4- o , 5 a ; ' 

1 , 0 . . o , o 5 2 . 8 3 i 6 2 — o , 5 i 4 i 5 6 6 a ; 4- o,5a:' 

1 , 1 . . 0 , 0 6 7 1 9 9 6 ' — 0 , 5 6 9 3 4 5 6 a ; 4- 0 , 5 a ; 2 

1 , 2 . . o,o8353'8 6 2 — 0 , 6 2 . 4 8 7 0 6 a ; 4- o , 5 a ; 2 

I , Ï 5 1 0 , 0 9 7 . 4 5 8 6 ' — 0 , 6 5 7 . 7 4 6 6 . 2 ; -4- 0 , 5a ; ' 

i , 3 . . 0 , 1 0 1 8 8 4 6 ' — 0 , 6 8 0 6 9 1 6 a ; 4- o , 5 a ; ' 

0 , 7 . . . < j l 3 ( X) = 0 , 0 2 1 o 5 2 6' — o,35i 1 5 i 6 a ; 4- o,5a; 2 

0 , 8 . . 0 , 0 2 9 8 1 7 6 ' — 0 , 4 o 4 9 g 4 6 a ; 4- o , 5 a ; 2 

0 , 9 . . o ,o4o3886 2 — o , 4 5 g 3 5 2 . 6 a - 4- o , 5 a ; 2 

1 , 0 . . o , o 5 2 8 3 i 6' — o , 5 i 4 i 5 6 6 a ; - | - o , 5 a ; 2 

1 , 1 . . 0 , 0 6 7 2 0 0 6 ' — o,56g3456.r 4- o , 5 a ; : 

1 , 2 . . o , o 8 3 5 3 8 6 2 — 0 , 6 2 . 4 8 7 1 bx 4- o , 5 . r : 

1 , 2 5 . 0 , 0 9 2 4 5 8 6 ' — 0 , 6 5 2 7 4 6 6 3 : 4 - o , 5 a ; : 

i , 3 . . 0 , [ o i 8 8 5 6 ! — 0,680693 .63; + o,5 a' 

2 3 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 5 6 
F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 

Troisième travée. 

0 , 7 . . . ^3{x) = 0 , O I 0 2 l 5 6 : — o , 3 5 o 6 * + o , 5 * ' 

0 , 8 . . . o , o i 8 g 5 3 6 ' — 0 , 4 0 0 6 * 4 - o , 5 * ' 

0 , 9 . . . 0 , 0 2 8 7 0 2 b' — o , 4 5 o 6 * + o , 5 * : 

1 , 0 . . . o , o 3 g 4 7 4 A J — o , 5 o o 6 * + o , 5 * ' 

1 , 1 . . . o , o 5 i 2 8 i b7 — o , 5 5 o 6 * - t - o , 5 * ' 

1 , 2 . . . o , o 6 4 i 3 5 6 2 — 0 , 6 0 0 6 * + o , 5 * ' 

1 , 2 5 . . 0 , 0 7 0 9 5 6 6 ' — 0 , 6 2 5 6 * + o , 5 * ' 

1 , 3 . . . 0 , 0 7 8 0 4 1 6 ' — o , 6 5 o 6 * + o , 5 * ' 

0 , 7 . . . [x ) = o ,oo6536 6 ' — o , 3 2 4 8 o 3 6 * + o , 5 * ' 

0 , 8 . . . 0 , 0 1 6 1 0 8 6 ' o,383oo6 6 * + o , 5 * ! 

0 , 9 . . . 0 , 0 2 6 7 4 4 A3 — o , 4 3 g 6 3 g 6 * + o , 5 * ' 

/ , 0 . . . 0 , 0 3 8 4 6 2 6 ' — o , 4 9 5 i g 3 6 * + o , 5 * ' 

I , I . 0 , 0 5 1 2 7 5 6 ' — o , 5 4 g g 7 3 6 * + o , 5 * ' 

1 , 2 . . . o ,o65 ig7 6 ' — 0 , 6 0 4 1 8 4 bx + o , 5 * ' 

1 , 2 . 5 . . 0 , 0 7 2 . 5 7 6 6 ' — o , 6 3 1 1 2 1 6 * + o , 5 * ! 

. , 3 . . . 0 , 0 8 0 2 . 3 6 6 ' — 0 , 6 5 7 9 6 5 6 * + o , 5 * ' 

0 , 7 . . . «4̂3 ( X ) — 0 , 0 0 6 8 0 9 6 ' 0 , 3 2 6 6 7 3 6 * + o , 5 * ' 

0 , 8 . . . o , o i 6 3 6 6 6 2 — o , 3 8 4 5 4 g è * + o , 5 * ' 

0 , 9 . . . 0 , 0 2 . 7 0 0 1 6 ' — 0 , 4 4 1 0 0 1 bx + o , 5 * ' 

1 , 0 . . . 0 , 0 3 8 7 3 2 6 ' — 0 , 4 9 6 4 7 8 6 * + o , 5 * ' 

1 , 1 . . . o , o 5 i 5 7 5 6 2 — o , 5 5 j 2 6 4 ^ + o , 5 * ' 

1 , 2 . o,o6554i 6 ' - — o , 6 o 5 5 4 1 6 * + o , 5 * ' 

I , 2.5 . . 0 , 0 7 2 9 5 0 6 ' — 0 , 6 3 2 . 5 3 2 . 6 * + 0 , 5 * ' 

1 , 3 . . . 0 , 0 8 0 6 4 3 6 ' — 0 , 6 5 9 4 4 ° kz1 + °,5x7 

0 , 7 . . . i\i3(x) — o ,oo6545 6 ' 0 , 3 2 4 8 7 0 6 * + o , 5 * ' 

0 , 8 . . . O , O I 6 I 6 3 6 ' — o , 3 8 3 3 3 4 6 * + o , 5 * ' 

0 , 9 . . . 0 , 0 2 6 8 6 1 6 ' — o , 4 4 o 2 . 5 g 6 * + o , 5 * ' 

1 , 0 . . . o , o 3 8 6 6 o 6 2 — o , 4 g 6 i 3 4 6 * + o , 5 * ' 

1 , 1 . . . o ,o5 i574 6 ' — o , 5 5 1 2 6 1 6 * + o , 5 * ' 

1 , 2 . . . o , o 6 5 6 i 8 6 ' — o , 6 o 5 8 4 2 6 * + o , 5 * ' 

1 , 2 . 5 . . 0 , 0 7 3 0 6 6 6 ' — 0 , 6 3 2 9 7 1 6 * + o , 5 * ' 

i , 3 . . . 0 , 0 8 0 8 0 1 6 ' — 0 , 6 6 0 0 1 2 bx + o , 5 * ' 
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F O R M U L A I R E A N A L Y T I Q U E . 3 5 ^ 

o , 7 . . = o ,oo65656= — o , 3 2 5 o o 4 6 a ; + 0 , 5 5 ? 2 

0 , 8 . . 0 , 0 1 6 1 8 1 6 2 — 0 , 3 8 3 4 4 4 6 5 : + - o , 5 5 ; J 

0 , 9 . . 0 , 0 2 6 8 8 0 A3 — o , 4 4 o 3 5 8 6 x + o , 5 a ; 2 

1 , 0 . . 0 , 0 3 8 6 7 9 6 = — 0 , 4 9 6 2 2 6 6 5 : + o,Bx' 
1 , 1 . . o , o 5 i 5 g 6 6 2 — o , 5 5 i 3 5 5 6 5 : + o , 55 ; 2 

1 , 2 . . 0 , 0 6 5 6 4 2 b- — o , 6 o 5 g 3 g 6 5 ; + 0 , 5 - E = 
1 , 2 5 . o , 0 7 3 o g 3 6 2 — o,633o73 6 5 ; + o ,5a : 2 

i , 3 . . o,o8o83o6= — 0 , 6 6 0 1 1 8 6 5 : + 0 , 5 a ; - 2 

0 , 7 . . • H*) = 0 ,Oo6546l7 2 

0 , 3 2 . 4 8 7 6 6 5 : + o,5 5? 7 

0 , 8 . . 0 , 0 1 6 1 6 7 6= o , 3 8 3 3 5 7 6 5 ; + ofix' 

o , g . . 0 , 0 2 6 8 7 0 b2 — o , 44o3o4 b.r + o , 5 5 ; 2 

1 , 0 . . o , o 3 8 6 7 4 6 2 — 0 , 4 9 6 2 0 2 6 5 ; + o , 5 a ; 2 

1 , 1 . . o , o 5 i 5 g 6 6 2 — 0 , 5 5 1 3 5 4 6 5 ; + o , 5 a ; 2 

1 , 2 . . o , o 6 5 6 4 8 6 2 — o , 6 o 5 g 6 i 6 5 ; + 0 , 5 5 ? = 

I , 2 5 . 0 , 0 7 3 1 0 1 b2 — o , 6 3 3 i o 4 6 a ? + 0 , 5 ^ = 
1 , 3 . . 0 , 0 8 0 8 4 1 b2 — 0 , 6 6 0 1 5 9 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

0 , 7 . . • <Y4* = 0 , 0 0 6 5 4 8 6 = — 0 , 3 2 4 8 8 6 6 5 ; + 0 , 5 5 ? ' 

0 , 8 . . 0 , 0 1 6 1 6 8 b2 — o , 3 8 3 3 6 5 6 5 ; + o , 5 5 ; 3 

o ,g . . 0 , 0 2 6 8 7 1 b2 — o ,44o3 i 1 6 5 ; + o ,55?= 

1 , 0 . . o,o3 8 6 7 5 6 2 — 0 , 4 9 6 2 0 8 bx + O , 5 J ! 

1 , 1 . . o , o 5 i 5 g 7 b2 — o , 5 5 1 3 6 0 6 5 ? + 0 , 5 5 ? = 

1 , 2 . . o ,o6565o b2 — o , 6 o 5 g 6 8 6 5 - + O , 5 J ! 

1 , 2 5 . 
0 , 0 7 3 1 0 3 6= — o , 633 i 11 6 5 ; + o , 5 5 ? 2 

! , 3 . . 0 , 0 8 0 8 4 3 b' — 0 , 6 6 0 1 6 7 6 5 : + o , 5 5 ; 3 

0 , 7 . . - - - o , o o 6 5 4 6 6 2 — 0 , 3 2 4 8 7 6 6 5 ; + o , 5 5 ; 2 

0 , 8 . . 0 , 0 1 6 1 6 7 6= — o , 3 8 3 3 5 g 6 5 ? + o,5x2 

o,g . . • 0 , 0 2 6 8 7 0 6 2 — o , 4 4 ° 3 o 7 bx + o,5x2 

1 , 0 . . 0 , 0 3 8 6 7 5 6 = — 0 , 4 9 6 2 0 6 6 5 ; + 
o,5x2 

1 , 1 . . o , o 5 i 5 g 7 6 2 — o , 5 5 i 3 6 o bx + o,5x2 

1 , 2 . o , o 6 5 6 5 o 6 2 — o , 6 o 5 g 6 g 6 5 ; + o,5x2 

1 , 2 5 . o , o 7 3 i o 4 6 2 — o ,633 i 1 4 6 5 ; + o,5x2 

. , 3 . . 0 , 0 8 0 8 4 4 6 - — 0 , 6 6 0 1 7 0 6 5 ; + o , 5 a ; -

Troisième travée ( s u i t e ) . 
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Quatrième travée. 

0 , 7 . . • M * ) — 0 , 0 2 0 4 5 0 6' o , 3 5 o 6 * + o , 5 * ' 

0 , 8 . . 0 , 0 2 6 8 3 2 6' — 0 , 4 0 0 bx + o , 5 * ' 

0 , 9 . . 0 , 0 3 4 0 9 9 6 2 o , 4 5 o bx + o , 5 * ' 

1 , 0 . . 0 , 0 4 2 2 5 4 A2 — o , 5 o o 6 * + o , 5 * 2 

1 , 1 . . o , o 5 i 2 g g 6 ' — o , 5 5 o bx + o , 5 * ' 

1 , 2 . . 0 , 0 6 1 2 3 7 b2 — 0 , 0 6 0 bx + 0 , 5 * ' 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 6 5 4 2 b2 — 0 , 6 2 5 6 * + o , 5 * 2 

i , 3 . . 0 , 0 7 2 0 7 0 b2 — o,65o bx + o , 5 * ' 

0 , 7 . . • ^ 3 x ) = 0 , 0 2 0 7 2 9 6 ' — o , 3 5 i 8 8 6 6 * 4- o , 5 * ! 

0 , 8 . . 0 , 0 2 7 0 9 5 6 ' — o , 4 o 1 5 5 4 bx + o , 5 * ' 

0 , 9 . . 0 , 0 3 4 3 5 9 e 2 — o , 4 5 1 3 6 8 bx 4- o , 5 * ' 

1 , 0 . . o , o 4 2 5 ? . 6 6 2 o , 5 o i 2 8 9 6 * + o , 5 * 2 

1 , 1 . . o , o 5 i 5 g g 6 ' — o , 5 5 i 2 g i 6 * + o , 5 * ' 

1 , 2 . o , o 6 i 5 8 i 6 2 — 0 , 6 0 1 3 5 7 bx 4- o ,5*' 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 6 9 1 4 b2 — 0 , 6 2 6 4 1 0 6 * + o , 5 * ' 

i , 3 . . 0 , 0 7 2 4 7 5 6 ' — o , 6 5 i 4 7 3 bx 4- o ,5* ' 

0 , 7 . . • x ) — 0 , 0 2 0 4 6 1 6 2 — 0 , 3 5 0 0 7 6 6 * 4 - o , 5 a:' 

0 , 8 . . o , 0 2 6 8 8 9 6 2 — o , 4 o o 3 3 4 6 * - r - o , 5 a ; ' 

0 , 9 . . 0 , 0 3 4 2 1 7 6' — 0 , 4 5 0 6 2 2 6 * 4 - o , 5 * ' 

1 , 0 . . 0 , 0 4 2 . 4 5 3 6 2 — o , 5 o o g 4 4 bx 4- o , 5 * ' 

1 , 1 . . 0 , 0 5 1 . 5 9 8 6 ' — o , 5 5 j 2 8 g 6 * 4 - o , 5 * ' 

1 , 2 . . 0 , 0 6 1 6 5 7 6' — 0 , 6 0 1 6 5 7 bx 4- o , 5 * ' 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 7 0 3 0 6' — 0 , 6 2 6 8 4 9 6 * + o , 5 * ' 

1 , 3 . . 0 , 0 7 2 6 3 3 6 2 — 0 , 6 5 2 0 4 6 6 * + o , 5 * ' 

0 , 7 . . • ^ 3 x) = 0 , 0 2 0 4 8 1 6' 0 , 3 5 0 2 1 I 6 * + 0 , 5 * ' 

0 , 8 . . 0 , 0 2 6 9 0 7 6' — 0 , 4 0 0 4 4 4 ' ' ^ + ° > 5 a r ' 

0 , 9 . . 0 , 0 3 4 2 3 6 6 ' — 0 , 4 5 0 7 2 1 6 * + o , ô * ! 

1 , 0 . . 0 , 0 4 2 4 7 2 6' — o , 5 o i o 3 6 6 * + o , 5 * ' 

1 , 1 . . 0 , o 5 l 6 2 0 6' o , 5 5 i 3 8 a 6 * + o , 5 * ' 

1 , 2 . . 0 , 0 6 1 6 8 2 6' — 0 , 6 0 1 7 5 5 6 * + o , 5 * ' 

I , 2 5 . 0 , 0 6 7 0 5 7 6' — 0 , 6 2 6 9 5 0 6 * + o , 5 * ' 

1 ,3 . . 0 , 0 7 2 6 6 2 6' — o , 6 5 2 i 5 2 6 * + o , 5 * ' 
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Quatrième travée ( s u i t e ) . 

I l , 0 = 0 , 7 . . ^ 3 [x) = 0 , 0 2 0 4 6 2 6 ' — o , 3 5 o o 8 i 6 a ; 4 - o , 5 a ; 2 

0 , 8 . . o , o 2 6 8 g 3 6' — o , 4 o o 3 5 7 6 x + o , 5 a : 2 

0 , 9 . . . 0 , 0 3 4 2 2 6 6 ' — o , 4 5 o 6 6 8 6 x + o , 5 x 2 

1 , 0 . . 0 , 0 4 2 4 6 7 6' — o , 5 o i o n 6a; 4 - 0 , 5 a ' 
1 , 1 . . O , o 5 l 6 2 o 6 2 o , 5 5 i 3 8 2 6 x + o , 5 x 2 

1 , 2 . . 0 , 0 6 1 6 8 8 6 ' — o , 6 o i 7 7 7 6 a ; + o ,5a; ' 2 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 7 0 6 5 6 ' — o , 6 2 6 g 8 2 bx -+-o,5x2 

i , 3 • 0 , 0 7 2 6 7 . 3 6' — 0 , 6 5 2 1 9 2 6 a ; + o , 5 ^ 

1 2 , 0 = 0 , 7 . . ( x ) = 0 , 0 2 0 4 6 4 6' — o , 3 5 o o g 3 6 a ; 4 - o,5x2 

0 , 8 . . 0 , 0 2 6 8 9 4 6 ' — o,4oo3656a; + o , 5 a : 2 

0 , 9 . . 0 , 0 3 4 2 2 7 e 7 — 0 , 4 5 0 6 7 4 6 a ; 4 - o , 5 a - 2 

1 , 0 . . 0 , 0 4 2 4 6 g b- — o , 5 o i o i 8 6 a ; 4 - o , 5 . r 2 

1 , 1 . . 0 , 0 5 1 6 2 2 6 ' — o ,55 i38g6a; + o , 5 a ; 2 

1 , 2 . . 0 , 0 6 1 6 8 9 6 ' — 0 , 6 0 1 7 8 3 bx -t- 0 , 5 a ; 1 

0 , 0 6 7 0 6 7 6' — 0 , 6 2 6 9 8 9 6 a ; 4 - o , 5 a : 2 

i , 3 . . 0 , 0 7 2 6 7 5 6 ' — 0 , 6 5 2 2 0 0 6 a ; -+- o , 5 a ! 

Cinquième travée. 

9 , <5 = o , 7 . . (x) = o , o i g 6 8 8 6 ' — o,35o6a; 4 - o , 5 a ; 2 

0 , 8 . . 0 , 0 2 Ô l l 5 6 ' o,4oo6a; + o , 5 a ; 2 

o ,g . . o , o 3 3 3 8 8 6 2 — o , 4 5 o 6 a ; 4 - o , 5 a ; ' 
1 , 0 . . o , o 4 i 5 o g 6 2 — o , 5 o o 6 a ; + o , 5 a ' ' 

1 , 1 . . o , o 5 o 4 7 9 6 2 — o , 5 5 o 6 a ; + - o , 5 a ; ' ! 

1 , 2 . . 0 , 0 6 0 2 9 7 6' — o , 6 o o 6 a ; 4 - o , 5 a ; ' 
1 , 2 5 . o , o 6 5 5 2 5 6 2 — o , 6 2 5 6 a ; 4 - o , 5 a : ' 

1 , 3 . . 0 , 0 7 0 9 6 5 6 ' — o ,65o6a; -+ -o ,5a ; 2 

1 0 , à = 0 , 7 . . . kjj3(a?) = 0 , 0 1 9 4 2 0 6 ' — - 0 , 3 4 8 1 9 0 6 a ; - l - o , 5 a - 2 

0 , 8 . . o , 0 2 5 g o 8 6 ' — 0 , 3 9 8 7 7 9 6 a ; 4 - o , 5 x 2 

0 , 9 . . 0 , 0 3 3 2 4 7 6' — o,449a566a; + o , 5 a ; 2 

1 , 0 . . o , o 4 i 4 3 6 6' — - 0 , 4 9 9 6 5 4 6 a; 4 - o,5a;' 

1 , 1 . . 0 , 0 5 0 4 7 8 6= — o,54ggg86a; 4 - o , 5 a ; 2 

1 , 2 . . 0 , 0 6 0 3 7 3 6 2 — o , 6 o o 3 o o 6 a ; -+- o , 5 a 2 

1 , 2 5 . o , o 6 5 6 4 i 6' — - 0 , 6 2 . 5 4 4 ° 6 a ; -1- o , 5 a : ' 

, , 3 . . 0 , 0 7 I 1 2 2 6' — - o , 6 5 o 5 7 2 6 a ; 4 - o , 5 a ; ' 
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1 , 2 . . . o , o 6 o 3 g 8 b- — 0 , 6 0 0 3 9 8 6 3 7 + 0 , 5 3 ' 

1 , 2 5 . . 0 , 0 6 5 6 6 7 6 ' — 0 , 6 2 5 5 4 . 0 6 3 7 + 0 , 5 3 ; ' 

i , 3 . . 0 , 0 7 1 1 5 i 6 ' — o , 6 5 o 6 7 8 6 3 7 + o , 5 3 7 ' 

n = 1 2 , â = 0 , 7 . . • « M .3: ) = 0 , 0 1 9 4 2 1 6 ' — 0 , 3 4 8 1 9 6 6 3 7 + 0 , 5 3 - ' 

0 , 8 . . 0 , 0 2 5 9 1 3 6 ' — 0 , 3 9 8 8 0 4 6 3 7 + 0 , 5 3 ' 

0 , 9 . . o , o 3 3 2 5 5 6 ' — o , 4 4 9 3 o o 6 3 7 + o , 5 3 ' 

1 , 0 . . o , o 4 - i 4 5 i 6 ' — 0 , 4 9 9 7 2 3 6 3 7 + 0 , 5 3 ' 

1 , 1 . . o , o 5 o 5 o o 6 ' — o , 5 5 o o g i 6 3 7 + o , 5 3 7 ' 

1 , 2 . . O , o6o4o36 ' — o , 6 o o 4 l q ^ + 0 ) 5 a ; 2 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 5 6 7 6 6 ' — 0 , 6 2 5 5 7 3 6 3 7 + 0 , 5 3 7 ' 

i , 3 . . 0 , 0 7 1 1 6 2 6 ' — o , 6 5 o 7 1 8 6 3 7 + o , 5 a ; ! 

Sixième travée. 

n. = 1 1 , è = 0 , 7 . . • ^ 3 37) = 0 , 0 2 o 4 l 9 6 ' — o , 3 5 o 637 + 0 , 5 3 7 ' 

0 , 8 . . 0 , 0 2 6 6 7 9 6 ' — 0 , 4 0 0 6 3 7 + 0 , 5 3 " 

0 , 9 . . 0 , 0 3 3 7 7 5 6 ' — 0 , 4 5 0 6 3 7 + 0 , 5 3 7 ' 

1 , 0 . . 0 , 0 4 1 7 0 9 6 ' — o , 5 o o 6 3 7 + 0 , 5 a 7 ! 

1 , 1 . . O , o 5 o 4 8 o 6 ' — o , 5 5 o 6 3 7 + o ,537 ' 

1 , 2 . . 0 , 0 6 0 0 8 9 6 ' — 0 , 6 0 0 6 3 7 + 0 , 5 3 7 ' 

1 , 2 5 . 0 , 0 6 5 2 0 7 ^ ' — 0 , 6 2 . 5 6 3 : + o ,537 ' 

i , 3 . . 0 , 0 7 0 5 3 5 6 ' — o,65o 637 + 0 , 5 3 7 ' 

n = I 2 , 5 = 0 , 7 . . • ^ 3 
( 37 ) = 0 , 0 2 0 4 3 g 6 ' — o , 3 5 o t 3 6 6 3 7 + o , 5 3 - ' 

0 , 8 . . 0 , 0 2 6 6 9 7 6 ' — 0 , 4 0 0 1 1 1 6 3 7 + 0 , 5 3 : ' 

0 , 9 . . 0 , 0 3 3 7 9 4 6 ' — O , 4 5 o o g g 6 3 7 + 0 , 5 3 7 ' 

1 , 0 . . o , o 4 i 7 2 8 6 3 — 0 , 5 0 0 0 9 2 6 3 7 + 0 , 5 3 ; ' 

I , I . . o , o 5 o 5 o 3 . 6 ' — o , 5 5 o o g 3 637 + 0 , 5 3 : ' 

1 , 2 . . 0 , 0 6 0 1 1 4 * ' — 0 , 6 0 0 0 9 7 bx + o , 5 a : ' 

1 , 2 5 . o , o 6 5 2 3 4 6 ' — O , 6 2 5 I O I 6 a : + o,5a:'' 

i , 3 . . 0 , 0 7 0 5 6 4 6 ' — o,65o 1 o56a7 + 0 , 5 a : ' 

FIN. 

Cinquième travée ( s u i t e ) . 

« = 1 1 , 5 = 0 , 7 . . . <\l3(x) = o,oi9^ob' — o,U^&bx^-o,5x2 

0 > 8 . . . 0 , 0 2 5 9 2 7 6 ' — 0 , 3 9 8 8 9 0 6 3 7 + 0 , 5 3 ; ' 

0 ' ; 9 , . . o , o 3 3 2 6 6 6 ' — o , 4 4 g 3 5 4 6 3 : + o , 5 3 ; ' 

, ; o . . . o , o 4 i 4 5 6 6 ' — o , 4 9 9 7 4 7 * * + o , 5 . r ' 

, t . . . O , o 5 o 5 o o 6 ' — 0 , 5 5 0 0 9 ! 6 3 7 - ( - 0 , 5 a : ' 
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