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AVANT-PROPOS.

Depuis quelques années, on a fréquemment employé, dans
la construction des ponts destinés aux voies de fer, les poutres
droites en tdle, continues d’une culée a l'autre, c’est-a-dire
dont les travées ne sont pas indépendantes, et forment au con-
traire une piéce unique soutenue par des appuis fixes, en
ses deux points extrémes et en un certain nombre de points
intermédiaires. C’est le systéme des ponts d’Asniéres sur la
Seine, de Langon et de Bordeaux sur la Garonne, de la Qua-
rantaine sur la S8adne & Lyon, de Kehl sur le Rhin, etc., etc.:
nous pourrions multiplier les exemples. Par quelles considé-
rations peut-on cn justifier I'emploi? C’est ce que nous nous
dispenserons d’examiner ici, car toutes les raisons alléguées
pour ou contre sont loin d’appartenir exclusivement a la Ré-
sistance des Matériaux; sans vouloir émeltre 4 cet égard au-
cune opinion extréme, nous nous bornerons & dire que si les
ponts en maconnerie doivent étre généralement préférés, en
raison de leur durée indéfinie, quand ils ne sont pas beaucoup
plus cotliteux et que les circonstances locales en permettent
I'emploi, il est des cas particuliers ou les grandes travées mé-
talliques fournissent a peu prés la seule solution admissible :
par exemple, quand il y a des difficultés de fondation excep-

tionnelles, qu'il faut espacer beaucoup les points d’appui,
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VI AVANT-IROPOS.

qu’'on dispose d’une faible hauteur entre le plan des grandes
eaux d’une rivicére et l¢ niveau de la vole qui la traverse, etc.
in pareil cas, les poutres droites en tole sont pour l'ingénieur
une précieuse ressource.

Les calculs de stabilité de ces poutres, quand elles sont a
plusieurs travées solidaires, se font par une méthode qu'on est,
au premier abord, tenté de croire excessivement hardie dans
son point de départ, pour ne pas dire entiérement inexacte.
D’abord on admet les hypothéses fondamentales de la Résis-
tance des Matériaux, c’est-a-dire 'cxistence de sections plancs
et normales, qui restent planes et normales aprés la déforma-
tion, ce qui suffit déja pour éveiller incrédulité des personnes
habitudes aux considérations plus rigoureuses sur lesquelles
se fonde la théorie mathématique de U¢lasticité; en outre, on
détermine les moments de flexion et efforts tranchants comme
si la piéce avait une scction constante, tandis que, en fait, la
seclion varie et se trouve renforcée dans les parties ou le
caleul a signalé des moments de flexion plus considérables.
C’est en quelque sorte le point de départ d'une régle de fausse
position, pour arriver a construire un solide d’'égale résistance.
VYoici comment on devrait en concevoir la marche : commen-
cant par supposer constante la section inconnue, on détermi-
nerait les forces exercées sur chaque section, d’ou I'on dédui-
rait les dimensions de celles-ci; mais ces dimensions ne restant
pas partout les mémes, comme on lavait primitivement
admis, il faudrait recommencer le calcul des tensions avec les
dimensions variables fournies par le premier essai, et en con-
clure d'autres dimensions probablement un peu différentes
des premiéres; puis, avee ces dimensions nouvelles, on ferait
un troisiéme essai, et ainsi de suite, en procédant par approxi-

mations suceessives, jusqu’d ce que deux essuis consécutifs
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AVANT-PROPOS. Vii

eussent conduit a des résultats sensiblement identiques. Tou-
tefois, on s’en est lenu jusqu’i présent uu premier cssai, et
'on ne modifie plus les dimensions variables qu’il a fournies :
c’est 13, nous le répétons, une trés-grande hardiesse au point
de vue théorique. A ces objections et 4 quelques autres d’un
ordre secondaire, sur lesquelles il serait inutile de s’appesan-
tir, la pratique (toujours disposce a se contenter d’a peu prés
et s’inquiétant peu des vérités rigoureuses) ne fait qu'une ré-
ponse : les poutres ainsi calculées se comportent convenable-
ment et résistent bien aux épreuves quon leur impose, le
fait est maintenant constaté par de nombreuses expériences;
donc la méthode de calcul n’est pas mauvaise (*).

Malgré ce raisonnement, il n’est pas douteux que sil'on
pouvait réussir & modifier les bases de la méihode de maniére
a la rendre plus rigoureuse, sans que son usage devint pour
cela beaucoup plus long et plus difficile, les constructeurs
accepieraient sans peine un tel changement, qui réaliserait un
véritable progrés scientifique. Ce progrés, nous n’en sommes
point en possession et nous ne venons pas l'apporter ici :
notre but est moins relevé, et la taiche que nous avons essayé
de remplir, plus modeste. Nous nous placons au point de vue

d'un Ingénieur qui veut, en se fondant sur les principes ap-

(*) Nous passons ici sous silence quelques méthodes sommaires qu’on a
parfois employédes, et qui consistent & considérer les appuis intermédiaires
comme assimilables & des encastrements complets ou a des demi-encastrements,
par Ueffet de Ia solidarité des travées. Ces procédés un peu trop empiriques,
tout au plus acceptables dans un avant-projet, sont aujourd’hui condamnés
par la jurisprudence du Conseil général des Ponts et Chaussées, a canse des
erreurs considérables qu’ils peuvent entrainer dans certains cas. Nous pen
sons d’ailleurs qu’avec les résultats numériques donnés a la fin de cet ouvrage,
ils ne sont plus les seuls qui présenient Pavantage de conduire promptement

an but,
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VI1II AYANT-PROFOS.

pliqués avant lui, calculer les dimensions transversales d’une
poutre a plusieurs travées, et qui pour cela doit rechercher
les moments fléchissants dans les diverses sections; nous lui
offrons pour y arriver une route nouvelle plus facile et plus
sire, toujours bonne quels que soient le nombre des travées
ct I'espacement relatif des appuis; en outre, pour le cas d'une
poutre symétrique ayant scs lravées toutes égales (a4 part les
deux extrémes}, ce qui est le cas ordinaire, nous établissons
des formules spéciales, mais toujours démontrées sans fixer
le nombre des travées, ni le rapport entre la longueur d’une
travée de rive et celle d’une travée intermdédiaire ; enfin, nous
donnons une grande quantité de calculs numériques tout faits,
qui renferment la solution compléte du probléme pour les
poutres de trois a douze travées, avec huit valeurs différentes
du rapport dont on vient de parler (*).

Notre travail se divise en deux Chapitres, suivis d’un recueil
de tableaux numériques, et de formules propres a une appli-
cation pratique immédiate; le premier Chapitre est consacré
aux poutres dont les travées ont des longueurs quelconques,

le second aux poutres dont les travées ont des longueurs

(*) Suivant une délibération du Conseil général des Ponts et Chaussées,
unc Commission a été nommée pour rédiger les formules applicables au calcul
des ponts en mdétal. En qualité de rapporteur de la Commission, nous nous
sommes personncllement livré a des recherches détaillées sur la question des
poutres continues, 4 plusieurs appuis : nous avons été ainsi conduit & agran-
dir beanecoup et & compléter, sur quelques points importants, la théorie que
nous en avions donnée dans Ja premiére Partie de notre Cours (§ I du Cha-
pitre troisiéme), publiée en 185g. Cette troisiéme Partie est donc, a véritable-
ment parler, le complément de la premiére, dont elle forme cn quelgue sorte
un chapitre; le numéro d’ordre ne tient pas iei 4 une classification méthe-
dique et rationnelle, mais simplement 4 la date d’une publication longtemps

returdeée, d’aillenrs, par des circonstances indépendantes de notre volonté.
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AVANT-PROPOS, IX

égales, sauf les travées de rive. Nous allons les analyser suc-
cinctement,

Lorsqu’on donne une poutre soumise a des charges connues
et qu’on demande la valecur du moment de flexion dans unc
section quelconque, la premiére difficulté qu'on recocontre
consiste en ce que les réactions des appuis ne sont point im-
médiatement connues, et que la statique des corps solides ne
suffit pas pour les déterminer. L’'idée qui a di se présenter
tout naturellement en cetie circonstance, celle qu'ont en effet
suivie Navier et d’autres auteurs, c¢’est de rechercher par un
calcul préalable les intensités de ces réactions, aprés quoi
toutes les forces extéricures appliqucées & la poutre sont con-
nues, et le calcul des moments de flexion devient tout & fait
immédiat. Mais cette idée, la plus naturelle sans aucun doute,
w’est pas la plus simple dans l'application. En effet, quand on
a posé I'équation différentielle de la fibre moyenne déformée,
en fonction des forces tant connues qu’inconnues, et qu’aprés
avoir intégré cette équation 'on exprime que la fibre moyenne
passe par tous les points d’appui, on trouve ainsi une série
de conditions dans lesquelles entrentles réactions inconnues,
et qui peuvent bien les déterminer, conjointement avec les
équations générales de I'équilibre. Seulement, comme toutes
les inconnues entrent dans chaque équation, le calcul ainsi
conduit devient trés-pénible pour peu qu’il y ait cing ou six
appuis, et nous nc savons pas s’il serait possible de le mener
a bonne fin en laissant ala question toute sa généralité, comme
nous l'avons fail.

Feu M. Clapeyron, Ingénieur en chef des Mines, membre
de I'’Académie des Sciences, a le premier introduit innova-
tion trés-heureuse de prendre pour inconnues auxiliaires les

moments de flexion sur les points d’appui, et dans cette idée
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X AVYANT-PROFPOS.

sc¢ trouve la source de tous les perfectionnements obtenus.
M. Clapeyron avait d’abord considéré, en méme temps que les
moments de flexion sur les piles, les efforts tranchants et in-
clinaisons de la fibrc moyenne aux mémes points : dans un
Mémoire présenté, en 1857, al’Académic desSciences, il s'était
débarrassé de ces autres quanlités auxiliaires, pour ne conser-
ver que les moments, ce qui parait préférable. Mais il est juste
de dire ici que cetie idée a été publiée la premicre fois par
M. Bertot, Ingénicur civil, qui peat en conséquence revendi-
quer la déeouverte, toul en reconnaissant, nous n’en doutons
pas, que les travaux antéricurs de M. Clapcyron la lui avaient
singuli¢rement facilitée (7).

Le grand avantage qu’il y a d’employer commme inconnues
auxiliaires les moments de flexion sur les piles au lieu des
réactions, c¢’est qu’il est possible d’établir entre ces inconnues
une série d’équations du premicr degré, fort simples, en nom-
bre suffisant pour les déterminer, et dans chacune desquelles
n’entrent que trois des inconnues. Cette série d’équations ré-
sulte de 'emploi d’une seule ¢t méme relation pour tous les
groupes de deux travées consécutives; la forme que MM. Ber-
tot ct Clapcyron lui ont donnée suppose essenticllement Ia
répartition uniforme de la charge sur chacune des travées, ct
la situation de tous les points d’appui sur une ligne capable de
coincider avec la fibre moyenne de la poutre, quand celle-ci
s¢ trouve dans son élat primitif et n'a pas encore subi les
effets des forees extérieures. Quoique ces hypothéses particu-
licres comprennent & peu prés toutes les applications usuelles,
il nous a semblé intéressant, au point de vue de la théorie et

aussi pour certains délails qui ne sont pas a dédaigner dans Ia

(™Y Yoir les Annales des Ponts et Chanssédes, 1860, 2¢ semestre, p. jon.
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AYANT-PROPOS. XI

pratique, de généraliser la relation dont il s’agit. Tel est e
but principal d’un paragruphe placé au commencement de
ce volume. La relation généralisée conticnt les moments
de flexion inconnus exactement de la méme maniére que
celle de MM. Bertot et Clapeyron : mais les termes relatifs
aux charges sont remplacés par des intégrales immédiatement
calculables quand les charges sont définies; de plus, il s’y in-
troduit des termes nouveaux contenant les abaissements de
la poutre au-dessus de trois points d’appui consécutifs. La
démonstration, treés-rapide, que nous en avons donnée, repose
sur une expression particuliére du moment de flexion relatif
a chaque point d’une travée, qui n’avait pas ¢été remarquée
précédemment : nous ¢tablissons que ce moment se compose
de deux parties, 'une répondant a Uhypothése de sa variation
uniforme cntre les deux appuis qui terminent la travée, l'autre
égale a la valeur qu'il prendrait si la travée en question était
scide sur ses deux appuis et indépendante du reste de la
piéce, tout en conservant ses charges propres. Chacunce de ces
deux parties se calcule sans aucune difficulté, quand on con-
nait les deux moments extrémes de la travée et les poids
qu’elle supporte, quelles que soient les charges des aulres
travées : aussi l'expression dont nous parlouns est-clle utile,
non-seulement pour la démonstration du théorc¢me généralisé,
mais encore pour donner de suite le moment de flexion d’'un
point quelconque, lorsqu’on a déja ceux des sections faites
au-dessus des appuis. Nous ne mentionnerons pas quelques
autres propriétés assez curieuses, mais moins importantes,
¢lablies en passant, dans la suite du § I°r, Chapitre premier.
Les deux paragraphes suivants sont consacrés a la recherche
des monients de flexion produits, soit par une charge concen-

trée unique, soit par la charge uniforme d’une seule travée,
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XII AYANT-PROPOS.

cas €lémentaires qui comprennent implicitement tous les cas
possibles, car les effets produits par des poids quelconques
se superposent, et 'on connait Veffet total de I'ensemble, par
cela méme qu'on a Veffet de chaque poids pris isolément. Le
probléme se résout sans difficulté quand on a préalablement
calculé diverses séries de nombres qui s’obtiennent de suite,
en fonction des rapports cntre les ouvertures des travées, el
qui ne dépendent nullement des charges. Nousavons eu soin,
dans chaque cas, de discuter les formules et de montrer les
changements de signe ou de grandeur qu'éprouvent les mo-
ments lorsque la charge varie de position; enfin nous avons
comparé les moments maxima qui ont licu dans 'hypothése
de la charge concenirée et dans celle de la charge répartie
uniformément, en conservant son intensité totale, sur la méme
travée.

Dans le § IV du Chapitre premier, nous abordons la recher-
che des courbes enveloppes des moments, telle qu’elle se pré-
sente en pratique. Les poutres doivent supporter, outre la
charge permunente uniformément répartie sur leur longueur
entiére, une surcharge dont le poids par métre courant est
défini, mais qui peut s’étendre sur un nombre arbitraire de
travées contigués ou non. 1l en résulte que le moment flé-
chissant d'unc section quelconque se compose d’une partie
constante représentant Peffet de la charge permanente, et
d’une partie variable suivant la combinaison de surcharge que
Pon imagine : il faut donc nécessairement se¢ demander quelles
combinaisons donneront lieu aux valeurs extrémes de ce mo-
ment, et enfin quelle sera la limite supéricure de ses valeurs
absolues. Pour une poutre de n travées, le nombre des com-
binaisens possibles est 27, en y comprenant la surcharge nulle

et la surcharge complete; r’est donc un nombre qui ne tarde
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AVANT-PROPOS. XIII

pas a devenir exirémement grand, de sorte qu'on tombe-
rait dans des calculs trés-longs s’il fallait discuter en particu-
lier toutes ces surcharges, pour choisir ¢n chaque point celle
dont l'effet est le plus grand. M. Lévy ( Maurice), Ingénieur
des Ponts et Chaussées, a indiqué, dans un concours de Mé-
canique appliquée fait pendant son séjour a I'Ecole, un
moyen trés—élégant pour éviter une telle discussion : ¢’est de
construire les lignes représentatives des moments, dans ’hy-
pothése ou chaque travée serait successivement surchargée
seule, la charge permanente étant de plus supprimée; puis
d’ajouter, en chague point de la fibre mnoyenne, d’une part
toutes les ordonnées positives, d’autre part toutes les ordon-
nées négatives 1 les deux sommes ne sont autre chose que les
deux moments limites produits par toutes les combinaisons de
surcharge. Cette idée est des plus ingénieuses; elle se pré-
sente comme une conségquence si naturelle et si évidente du
principe de la superposition des effets des forces (*}, qu’on est
presque étonné de ne pas I'avoir rencontrée plus tot; mais
c’est un sentiment qu'on éprouve a propos de toutes les
choses, parfois d’une véritable importance, qui coinptent la
simplicité au nombre de leurs mérites. Toujours est-il que
M. Lévy n’a pas tiré de sa méthode les conséquences qu'elle
renfermait en germe, et auxquelles nous sommes arrivé en
employant son procédé comme moyen de recherche et de
démonstration. En voici la substance :

Toute travée (a part celles de rive) peut se diviser en cing
intervalles dont les longueurs ne dépendent que de la distri-
bution des appuis; dans chacun de cesintervalles, on peut in-

diquer d’avance les travées qu’il faut surcharger pour obtenir,

(*) Poir notre Conrs de Micanigue a‘u[ﬂiqur'c, t. €%, p. 111 et suiv.
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soit la limite positive, soit la limite négative des moments
produits par la surcharge scule, la charge permanente ¢étant
supposée nulle (*). Ces surcharges sont toujours définies de
la méme maniére, quels que soient le nombre des travées et
leur espacement relatif. Danslestravées derive, il y a quelque
chose ’analogue, seulement les intervalles se réduisent a
deux.

Quand on connait les moments limites dus a la surcharge
seule, il est aisé de leur ajouter ceux qui sont dus a Paction
isolée de la charge permanente, et I'on a deux limites corres-
pondantes, pour le cas mixte. Parmi ces deux limites on peut
enfin choisir la plus grande des deux en valeur absolue, ordi-
nairement la seule ufile & connaitre. A celte oceasion nous dé-
montrons deux théorémes : 1° la somme algébrique des deux
premiéres limites (quand la surcharge agit scule) est égale au
moment produit par la charge permanente, abstraction faite
du facteur qui exprime le poids par métre courant; 2° la plus
grande limite en valeur absolue, dans le cas mixie, s’obtient
cn ajoutant arithmétiquement le moment da a la charge per-
manente, avec celle des deux premiéres limites ayant méme
signe que lui.

Nous avons dit tout & 'heure que dans une travée intermé-
diaire il y avait cinq régions a distinguer; par conséquent,
chacune des deux premiéres limites est successivement repré-
sentée par cing fonctions différentes de Tabscisse, ce qui
semble donner dix fonctions & trouver, ¢t méme onze eny

comprenant celle qui exprime 'effet de la charge permanente.

(*) M. Piarron de Monddsir a publi¢, sur les poutres a plusieurs travées,
un ouvrage ou il donne quclques propositions tendant au méme but, Mais 11

y arrive moins complétement, et d'ailleurs par d’autres movens
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Mais on a scpt relations wés-simples entre ces fonctions, dant
cing résultent du premicr théorcme ci-dessus, et deux autres
sont des relations d’identité : il ne reste done, en définitive,
que quatre fonctions inconnues. Ce nombre se réduit a trois
pour les travées de rive. Un exemple numérique par lequel se
termine le premier Chapitre, ct dans lequel on a supposé le
cas de cing travées inégales, montre I'ordre & suivre dans le
calcul de ces diverses fonctions.

Le Chapitre suivant a pour objet les poutres dont les appuis,
au lieu d’étre disposés d’aprés une loi arbitraire, seraient &
égale distance les uns des autres, a part les deux extrémes :
la premicre et la derniére travée recoivent des longucurs b
égales entre elles, mais différentes de la longueur ¢ des tra-
vées intermédiaires. Cest le seul cas usuel. Il donne lieu a
des simplifications particuliéres et a4 des recherches de détail
qui ne sont point sans intérét, comme on pourra le voir par
I'apercu ci-apres.

En premier lieu, les séries numériques étudiées au Chapitre
premier peuvent se metire sous forme algébrique, chaque
terme ¢lant exprimé en fonction de son indice et du rap-

c - . .
port 2> et cela sans spécifier le nombre des travées, qui reste

sous forme littérale. Le fait ainsi énoncé semblera peut-étre
étrange : car les séries en quesiion se déterminent par des
équations du premier degré, en nombre égal & celui des tra-
vées; on se trouve donc en présence d'un systéme d’équations
dont Ie nombre n’est pas fixé, ¢’est-a-dire qu’on a n équations,
n étant arbitraire. Et cependant on cn déduit la valeur des
inconnues, parce que toutes ces équations (sauf les deux
extrémes) ont une méme forme, ce qui permet de ramener

leur solution al'intégration d’'une équation linéaire du second

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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ordre aux différences finies. Si 'on pose
o == -—2-—\3, 2"=—2 43,

on trouve que tous les nombres dont on a besoin s’expriment
au moyen des puissances de 2’ et «”. L'étude de ces puissan-
ces nous a canduit a celle de trois autres séries, calculables
une fois pour toutes ({car clles ne dépendent en rien de la
poutre), et dont I'emploi nous a été d’un grand secours.

Arrivé a ce point, nous aurions pu poursuivre la recherche
des courbes enveloppes des moments, qui est loujours notre
but final, par I'application pure et simple de la méthode expo-
sée dans le § IV du Chapitre premier. Chaque ordonnée de
ces courbes est, comme nous 'avons montré, la somme d’un
certain nombre d’ordonnécs particlles, dont chacune répond a
la surcharge d’une secule travée; 'ensemble des travées a sur-
charger est parfaitement connu, suivant la situation de I'or-
donnée que l'on cherche; en outre, les ordonnées particlles
dont il faut effectuer la superposition s’expriment en fonction
des séries numériques ci-dessus rappelées. Done, puisque,
dans le cas actuel, ces séries sont clles-mémes exprimées
algébriquement, toute ordonnée des courbes enveloppes au-
rait pu s’obtenir par une sommation de termes connus isolé-
ment. En suivant cette marche, on n’aurait méme générale~
menl rencontré que des sommations de progressions géomé-
triques ayant pour raison o« ou &” : toutefois, aprés quelques
essais, nous l'avons jugée peu propre 2 nous donner simple--
ment les résultats cherchés, et nous lui en avons préféré une
autre plus directe.

Au lieu de déterminer 'effet partiel d'une surcharge placée

sur une scule travée, a laguelle on attribue sueccessivement
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toutes les positions possibles, nous avons déterminé de suite
les effets totaux, en considérant :

1° La charge permanente (ou la surcharge) sur toutes les
travées ;

2° La surcharge sur toutes les travées paires, ou sur toutes
les travées impaires;

3¢ La surcharge sur deux travées contigués, et sur toutes
les autres, prises de deux en deux & partir de celles-li.

Dans ces diverses hypothéses, nous avons toujéurs pu trou-
ver les moments de flexion sur les points dappui (ce qui les
fait connaitre ensuile dans une section quelconque), par l'in-
tégration d’éyuations lincéaires du second ordre aux différences
finies, comme lorsqu’il s’agissait des séries numériques : le
procédé employé dans cette premiére occasion ne doit subir
que des modifications fort légéres. Les formules auxquelles
nous avons €té ainsi conduit sont généralement simples et
d'une application facile; elles cxpriment toutes une certaine

quantité en fonction du nombre n des travées, du rang m de

, . . , c
la travée particuliére dont on s’occupe, et du rapport - —2

b
entre les longueurs des travées intermédiaires et de rive. Le
plus souvent ce dernier entre sous forme explicite, pendant
gque m el n figurent comme indices de nombres & prendre
dans certaines séries calculées une fois pour toutes. Le prin-
cipal reproche qu’on puisse {aire 4 nos formules, c’est d’éire
un peu nombreuses, et d’exiger la classification de beaucoup
de cas particuliers : mais on nous pardonnera sans doute, si
I'on songe que nous avons résolu le probléme, tres-général,
d’étudier les momenis de flexion limites, dans la mime
travée d’'une poutre @ n—1 appuis, le rapport 3 n'ayant,

ainsi que m et n, ancune valewr numérique particuliere.

11, b
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Nous avons ensuite montré comment, avec les éléments ci-
dessus déterminés, on arrive & construire les courbes enve-
loppes des moments.

Enfin nous avons fait Papplication numérique de nos for-
mules aux poutres de trois a douze travées, avec huit valeurs
du rapport ¢, ce qui donne un total de quatre-vingts poutres et
de trois cent vingt travées, dans des conditions différentes.
Pour chacune d’elles nous fournissons, soit par des tablcaux
de nombres, soit par une suite de dessins réunis en Atlas (*),
tout ce qui est nécessaire pour obtenir trés-facilement et
promptement les courbes envéloppcs demandées.

Nous avons méme dressé un Formulaire donnant les équa-
tions d’'une partie de ces courbes; les autres se déduisent de
celles-la, par de simples soustractions. Notre Formulaire sera,
nous I'espérons, de quelque utilité dans la pratique, car nous
y avons poussé aussi loin que possible les réductions en nom-
bres, et nous n’avons conservé sous forme littérale que les
poids par métre courant, I'ouverture d’une travéc de rive, et
I'abscisse nécessaire pour définir la section dont on s’occupe.
1l ne renferme pas moins de 1200 {ormules : cette masse con-~
sidérable de résultats, que nous avons pu calculer dans un
assez court espace de temps, est, pensons-nous, la meilleure
preuve que notre solution présente, a un degré suffisant, la
simplicité qu’il est naturel de désirer en pareille maticre.

Nous mentionnerons encore ici diverses questions traitées
dans le § VI et dernier du second Chapitre. On y trouvera la
théorie de la poutre a4 deux travées égales; 'appréciation, sur

un exemple, de l'influence trop peu connue des ccarts qui

{ *) L’Atlas est composé de vingt-quatre planches; on n’y a fait figurer que

les poutres de trois i sept travées inclusivement.
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peuvent exister entre la ligne des appuis et la fibre moyenne
dans son état naturel; la recherche de la disposition des ap-
puis, tant comme écartement que comme nivellement, d’ou
résulterait le minimum du moment fléchissant moyen, sous
I'action d’'une charge uniforme, etc.

On remarquera peut-éire que cct ouvrage traile d'une ma-
niére assez sommaire la question des efforts tranchants. Nous
avons eu, pour agir ainsi, un double motif : d’abord la con-
naissance des moments de flexion entraine, si 'on y tient,
celle des efforts tranchants, car il n’y a qu’unc dérivée a pren-
dre pour passer des premiers aux seconds; d’un autre c6té, si
I'on détermine la section de I'ame d’une poutre en double T
d’aprés I'effort tranchant, on la trouve presque toujours insuf-
fisante pour résister au flambage, et on I'augmente dans une
mesure arbitraire. Ce n’est donc pas la peine de s’occuper
longuement d'unc quantité dont on fait si peu d’usage en fin
de compte. On aurait dailleurs approximativement sa valeur
maximum dans une travée, pour les cas ordinaires, en augmen-
tant un peu le demi-poids de la travée ( en prenant, par exem-
ple, les £ du poids total), surcharge comprise.

Cependant, comme il se peut, malgré ces observations,
qu'on ait quelquefois besoin de déterminer exactement, pour
une section quelconque de la poutre, les efforts tranchants
limites qui s’y produisent, sous Vaction combinée de la charge
permanente et des surcharges, nous donnons le moyen géné-
ral d’effectucr cette détermination, dans une note insérée a la
fin du Chapitre premier.

En résumé, le probléme de la détermination des moments
fléchissants dans une poutre 4 plusieurs travées solidaires
présente, au point de vue purement analytique, un intérét

irés-réel, parce que, suivant la maniére dont on s’y prend, on
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b9 ¢ AVANT-PROPOS,

peut éire conduit, soit ddes calculs algébriques impraticables,
soil, au contiraire, a des calculs rclativement simples et élé-
gar;ts. Ce livre cst fort loin sans doute d’en renfermer la meil-
leure solution : nous espérons toutefois qu’il est de nature a

mettre sur la voie de perfectionnements ultérieurs.
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ERRATA.

. {
Pago 31, ligne 6, au licu de z = 21+ {) — lisez 3 = 2(14-{) _é.

Page 42, ligne 6 en remontant, au lice de formule (15), lisez formule (14).

Page 67, ligne 13, au lieu de au milieu, Zsez au licu.

Page 75, ligne 10 en remontant,

: = 70— )
u lieww de — 00y fiver — 22— L.
(74 el o 4([_?‘7), INC 4(1—{17)4

Page 123, ligne 3, au lieu de de la fonction f, lisez des fonctions f ou .

1
ez —n' h2a8
s lisez i’ bécu,_,.

C . oo,
Page 209, derniére ligne, aw licu de Zp'b%?’ u
- . . . 1 1
Page 254, ligne 2., aprés le signe =, au lieu de - pb*, liscz Zplf‘.
2

Page 254, ligne 3, au lieu de ipl)“, lisez épbl.
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COURS

DE

MECANIQUE APPLIQUEE,

PROFESSE

A L'ECOLE IMPERIALE DES PONTS ET CHAUSSEES.

TROISIEME PARTIE.

CALCCL DES MOMENTS DE FLEXION DANS UNE POUTRE
A PLUSIEURS TRAVEES SOLIDAIRES.

QRO

CHAPITRE PREMIER.

DES POUTRES A PLUSIEURS TRAVEES, EN GENERAL.

§ Ier. — Théoréme relatif aux moments de flexion sur trois points
d’appui consécutifs d'une poutre; remarques diverses.

1. Ezpression particuliére du moment de flexion en un point
quelconque d’une travée. — Par définition méme, on appelle
moment fléchissant ou momentde flexion la sommealgébrique
desmoments des forces comprises entre une scction arbitraire-
ment choisie et une des deux extrémités de la piéce, les mo-
ments étant pris par rapport & un axe passant au centre d'élasti-
cité (ou de gravité) de la section et perpendiculaire au plan dans
lequel on suppose appliquées toutes les forces extéricures (*).

(*) On suppose ici que la déformation de la fibre moyenne a lieu dans le
plan vertical qui la contient : cela exige que chaque section transversale de la
poutre soit coupée par cc plan suivant un de ses axes principaux d'inertie au
centre d'élasticité.

ik, . 1
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2 CHAPITRE PREMILRE,
8i I'on veul cxprimer analytiquement la valeur X de ce mo-
ment pour la section faite en un point quelconque M d’une
travée AB (fig. 1), 11 semble done d’abord qu’on sera obligé
) d'y introduire, non-seulement les forces agissanl sur la partie
Fig. 1. MB de la travée, mais en-
C{\\ core celles’ qui :.agissem
" B , sur les travées suivantes,
T, vy compris les réactions
F des appuis. Ces réactions
A" ‘}X. [ [ )

;7 sont inconnues & priort,
1

i

de sorte que dans le cas

Yo général 'expression de X
contiendrait un nombre indéterminé d'inconnues ou con-
stantes auxiliaires qu'il faudrait ensuite ¢éliminer, pour arriver,
cn {in de compte, & connaitre numériquement X. Or un arti-
fice de calcul trés-simple permect, comme nous allons le
montrer, de réduire a deux toutes ces constantes, quel que
soit le nombre des travées de la poulre, tant a droite qu’a
gauche de AB. '

Faisons en cifet une section dans la travée AB, infiniment
prés de appui B; chacune des forces extérieurcs situées entre
cette section et extrémité de droite pourra se remplacer par
unc force égale et parallcle appliquée au centre d’élasticité
de ladite scetion, et par un couple. 8i de plus nous supposons,
comme d’habitude, toutes les forces extérieures agissant dans
le plan de la figure et perpendiculairement & AB, la résultante
de translation sera égale a la somme algébrique des forces
transportécs : ce sera ce qu'on nomme effort tranchant, pour
la section dont il s’agit. De méme, la somme algébrique des
couples fournira pour celle section le moment fléchissant.

Soient maintenant :

z la distance AM du point M & Porigine A de la travée, ou
T'abscisse de M comptée a partir de A sur unaxe Ax coincidant
avec la fibre moyenne de la piéce;

Q T'une des charges de la travée;

e I'abscisse de son point d’application;

a la longueur AB de la travée;

X, le moment fléchissant et P, I'effort tranchant dans la sec-
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POUTRES A PLUSIFURS TRAVEES, EN GENERAL. 3

tion extréme de la travée AB, infiniment prés de Pappui A, le
sens positif étant ascendant pour P,, et conforme a la fleche
pour le moment d’'une force prise a droite de A ;

X; et P, les quantités analogues pour la scction faite infini-
ment prés de B, toujours dans 'espace AB.

Ainsi qu'on vient de le fuire obscrver, toutes les forces
extérieures qui agissent depuis la section voisine de B jusqu’a
Iextrémité droite de la poutre peuvent se remplacer par la
résultante de translation P; et le couple X.; on aura donc pour
le point M

(1) X=X,—Pla—2z)+3 Qla—2z)

équation dans laquelle lc signe 2 indique une sommation a

effectucr pour toutes les charges Q, continues ou non, de la
portion MB, c’est-a-dire enire a—2x et a—a. Elle fournit
une premiére expression de X avec deux inconnues auxi-
liaires seulement, X. et P,;; mais on peut en indiquer d’autres,
¢t une parmi celles-1a qui sera plus appropriée aux questions
que nous devons traiter par la suite.

Pour y arriver, remarquons d'abord que la différence des
deux résultantes P, et P, est égale a la somme des charges Q
comprises entre A et B, c’est-a-dire que

(2) 1)2:Pl+2Q;
’ ®K=0

secondement qu’on a, en faisant x = o dans I'équation (1),

(3) x.:x,—P,a-;-EQa.
3= ¢]

Les deux équations précédentes permettent d’'introduire dans
la valeur de X, au lieu de X; et P,, les combinaisons suivantes
de deux inconnues auxiliaires, savoir :

X\,Py; X;,P‘; X:, pl; lexz;
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4 CHAPITRE PREMIER.

c’est-d-dire toutes les combinaisons deux & deux des quatre
lettres X, X, P,, P;, & ’'exception de la combinaison P,, P..
Le résultat Ie plusimportant est fourni par la combinaison X,,
X., que 'on oblient en ¢liminant P, entre les relations (1) et
( 3). On trouve ainsi

ow—=a o—a
z .
X‘~X1_<X1—X1+2Qd> (l_—(_l) —*—ZQ(G{-—'.T),
=0 o=
ou bien
og:.aQ o—=a ° .
. x o Y.
A\~X.+(X7—X,)(—L—E7(a——x)—{—ZQ(a z);
soit enfin w= w=
(4) X =X\+(X: —X) 2 +o(z),
si I'on pose, pour abréger,
x—=a o—a
(5) ?(x)=2Qle—z)— 3 La—az).
o =x ®R=0

Chacune des deux parties X.+(X,—X|)§ et ¢(z), qui

composent le moment fléchissant X, peut se définir d’une
maniére bien simple. La premicre a une signification géomé-
trique ou algébrique qu’on apercoit de suite. Elevons en cffet
aux points A et B deux ordonnées AC, BD, représentant les
valeurs de X, et de X, en grandeur ct en signe; I'ordonnée

ME du point de la droite CD qui répond a I'abscisse x repré-
sentera de méme la premiére partie de X, celle ou entrent
X, et X,; ouyend’autres lermes, celie premiére partie exprime
ce que serait le moment X s’il variait uniformément avec =,
entre les valeurs extrémes X, et X,, répondant respective-
ment 4 x —o el x—a.

Quant & la seconde partie ¢{x), son sens, pour éire un peu
plus caché, n’en est pas moins simple et remarquable : elle
exprime ce que deviendrait le moment de flexion en chaque
point de AB, si cette travée, conservant les charges Q qui lui
sont propres, étail EFYECTIVENENT SCIEE au-dessus des appuis A
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et B, sur lesquels on la poserait sans encasirement, comme
une poutre isolée et indépendante de tout le reste. Cest la
un fait aisé & constater. Si A et B devenaient deux appuis
simples de la poutre AB privée de solidarité avec les travées
voisines, Pappui B exercerait, en vertu de la charge Q, la réac-
tion ascendante %; cetle charge, au cas ou elle se trouve-
rait sur la partie MB, produirait, dans le moment X pour le
point M, les deux termes

Qa—2)— 2 (a— ),

et, au cas ol ¢lle agirait dans Pinmervalle MA, elle produirait
seulement le dernier. Dounc, en effectuant, pour les diverses
forces, la somme des termes qui leur correspondent, on re-
trouve bien

3 Qe—z) =Y L (a—z),

c'est-d-dire g (z).

La propriété qu’on vient d’établir ou, au besoin, I'équa-
tion (5) montrent que la fonction ¢ (x) s’annule aux deux ex-
rémités de la travée; cette fonction dépend seulement des
charges appliquées dans la travée elle-mcéme, et n’est influen-
céeenrien par les forces qui sollicitent le restant de la poutre,
forces dont I'effet se fait sentir par les moments X, et X,
Voici deux exemples de sa détermination.

Soit d’abord le cas ou il y aurait sur AB unc scule charge Q,
agissant 4 la distance « de l'origine A3 posons a=ga. Alors
nous aurons

enlrex=oeltx=gqa.. oz)=Q(ga—2z)—Qq(a—ux)
=—Qzx (1—gq),

enre z=gqa ¢l r=a.. o(x)=—Qq(a—z).

La fonction pourrait se représenter par les ordonnées d’un
triangle dont les sommets seraient les points A el B, et un
froisieme point sur la ligne de la force Q, ayant pour ordon-

née —Qaq (1 —gq).
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6 CHAPITRE PREMIER.

Considérons cu second lieu une charge uniformément re-
partie, a raison de p kilogrammes par métre courant, sur toute

la fongueur AB = a. Les charges Q consistent ici en une infi-
nité de charges élémentaires pda, et d’apres Véquation (5) qui
définit ¢ (x), on a

soit, en réduisant,
1
glz)=— ;px (a—x),

ce qu’on aurait pu voir ¢galement par la définition de ¢ () en
langage ordinaire.

Quoique nous ayons supposé, en vue des applications ulté-
rieures, que A et B sont des points d’appui, remarquons en
terminant que ceile hypothése n’est pas nécessaire & la dé-
monstration, et que A et B pourraient étre des points quel-
conques de la fibre moyenne : seulement, s’il y avait des appuis
fixes dans leur intervalle, les réactions de ces appuis devraicnt
entrer parmni les forces dont les moments composent ¢ ().

Nous sommes maintenant en mesure d’aborder le théoréme
principal du § I*, dont tout cc qui préceéde est une espéce de
lemme.

2. Théorzme sur les moments de flexion en trois poinis
d’appui consécutifs. — Soicnt AB et AB’ (fig.2) deux tra-
Fig. ». vec>contlguesdune

A » méme poutre, sou-

T tenues par les appuis

| B, A, B/, que nous
I

regardons  d’abord
comme équivalents
simplement i la fixité des points correspondants de la fibre
moycnne. Nous prendrons pour axes coordonnés reclangu-
laires, dans Ia travée AB, les lignes Ax, Ay; dans la travée

M=

wy
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVEES, EN GENTHAL. 7

AP/, les lignes A z', Ay/, Vorigine commune étant placée sur
la verticale de Pappui intermédiaire, avee laguelle se confon-
dent Ay et Ay’. La ligne 0z’ sera d’ailleurs supposée e¢n
coincidence avec la fibre moyenne dans son état primitif,
¢'est-a-dire quand la pi¢ce n’éprouve encore aucunc tension
ou compression. Nous désignerons par :

X le moment fléchissant, pour un point M quelconque,
entrc A et B;

x, y les coordonnées de M aprés la déformation causée par
les charges, laquelle est supposée se produire dans le plan
verlical de x0 2’ ;

a la longueur AB;

e le moment de flexibilité de la section transversale, sup-~
posé constant pour toute la piéce;

Xi, X5, X; les moments de flexion en B, A, B';

Yi» ¥, ¥s les ordonnées des mémes points (*);

X, 2, y/, o' les quantités analogucs, dans la travée AB/, a
celles que désignent les mémes lettres non accentuées, pour
la travée AB;

d
05 0:, 0, les valeurs respectives de “ en B et A, et de

dx
dy’
—g7 e B
=
Cela posé, on aura I'équation connue

dry .

e =X

dx? ’

d'ou, par une premiére intégration,
dy T
S 0,) = Xdz,
(=)=

(*) Si tous les snpports avaient été dérasés 4 un niveau tel, que la poutre,
prise dans son ¢tat primitif et soustraite a toute tension moléculnire, pit les
toucher tous sans se déformer aucnnement, et s'ils jouissaient d’une fixité abso-

lue, il faudrait supposer y, =y, ==y, = o. Mais cerlaines inégalités dans ces
ordonnées penvent naitre des tassements de Ja construction ; quelquefois aussi le
constructeur peut les avoir ¢tablies d’avance, avec intention. Nous essaycrons plus
loin d'apprécier, sur des exemples particuliers, les effets de cctte disposition;
mais le plus souvent nous admettrons Ia nullité des ordonnées 3\, »., %,.
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8 CHAPITRE PREMIER.

et, par une seconde,

e(y‘—yz——é,x):f dxf Xdx,
4] o]

ce qui, en intégrant par parties dans le second membre, peut
s'éerire

E(f—]’:——@-.xx):xf X(lx—-f Xzdz.
0 o]

Faisant =« dans cett¢ équation, nous trouvons
a a a
e(yi—y:i—Oa)=a {‘ X(lx—f Xxdx:f X{a—zx)dx.
v O [¢] w0

Nous pouvons maintenant mettre au lieu de X sa valeur con-
forme a Vexpression (4) du n° 1, savoir

X=X7+(X.—X1)§+<p(x),

ce qui donne

z(}‘,—ﬁ——é),a):j; [X-;+(X.~Xz)§+<p(x)](a—-x)dm
—IXe (X —X.) (§_§> a’-i-fﬂ o(z)(a—z)dz,

ou, en réduisant et appliquant au dernier terme I'intégration
par parties,

df{;x)(a——x)’ dz.

I I 1
(m) E(}"l —Y:— 0:“): Exla7+gxqflz +£

Une analyse semblable nous donnerait pour la travée AB’
une équation toute pareilie; il faudrait seulement remarquer
que les x' ayant un sens opposé aux z, 9, doit se remplacer

- d dy’

par — 0., car les valeurs initiales de & o1 de —L, pour & =o,
dx dz

2’ = o0, sont ¢gales et dc signe contraire. Si I'on nomme en

outre w(z") la fonctlion analogue de ¢(x) dans la travée AP,
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on aura

! a' '

1 1 1 dw(x')

[y ry — 15 12 ’ 1\2 I3
el ri—pt+thd)==X,a* +-X,a*+— ——{a—x' ) dx’.
‘73'7.27)65 377 2 ) (lx’( )
Eliminant alors 6, entre les deux derniéres équations, nous
trouverons

se[ﬁ ¥ (24—%) +~Z—i]=x.a+ 2X.(a+a') + X, &'

a a

3 (*dy(x) , 3 (Ydwlz), , .,

Cette relation exprime le théoréme que nousavions en vue.
Nous ne chercherons pas a le traduire en langage ordinaire,
car 3 moins d’établir assez longuement un certain nombre de
définitions préliminaires, nous ne saurions guére arriver qu’a
un énoncé diffus et méme difficile.a comprendre sans avoir
'équation souses yeux.

3. Remarque au sujet des encastrements. — L'usage esl gé-
néralement consacré (au moins quand il s’agit des poutres
longitudinales d’un pont a fermes rectilignes) d’assimiler les
piles et culées & de simples points d’appui, et c’est ce que nous
avons fait au n® 2. Cela sans doute n’est pas tout a fait con-
forme a la réalité, mais il ne serait pas non plus exact de
compter sur un encastrement complet, par le seul effet de la
largeur donnée aux supports dans le sens paralltle & l'axe de
la poutre; ’étude rigourcuse de la question présenterait donc
une complication assez grande. Ajoutons encore que si, par
des dispositions convenables, on voulajt produire des encas-
trements effectifs, 'obstacle ainsi apporté a la libre dilatation
des poutres, sous 'action de la chaleur, pourrait entrainer de
graves inconvénients : aussi les constructeurs paraissent-ils
y avoir tout a fait renoncé. Mais on peut se demander, a titre
d’étude théorique, comment il convicndrait de modifier les
calculs du n° 2, si 'un quelconque des appuis ou plusieurs
d’entre eux devenaient des encastrcments.

Pour répondre a cette question, nous ferons observer que,
dans le cas ou le point A, par exemple, devient un encastre-
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10 CHAPITRE PREMIER.

ment, l'inclinaison §, prend une valeur connue et déierminée
d’avance, car I'appui doit étre disposé de manicre 4 empécher
toute rotation qui modifierait la position angulaire de la fibre
moyenne en A, Dés lors sa réaction ne se réduit pas nécessai-
rement a unc force unique passant par ce point, et si 'on v
transporte parallélement toutes les forces particlles qui com-
posent cette réaction, il faut tenir compte en méme temps
d’un couple produit par le transport. Ce couple entre ou n’entre
pas dans le moment fléchissant pour Ia section en A, suivant
qu'on se place d’un coté ou de Pautre de ce point; par consé-
quent Iec moment X présente la une discontinuité et passe
brusquement d’une certaine valeur X,, applicable du coté de
la travée AB, 4 une autre valeur X/, relative & la travée AB’.
Donc, au lieu de I'équation finale {6)da n° 2, on devra prendre
les deux équations

1

€ (_}"1'__7'2— 6:0):6

ai ..
X@’-{»—%X,a‘—%—%f (—Z;i) (a — z) dx,
:Jo )

z')

Ydwlz),
5(]’3_]”2+91a’):éxza17+%Xlza’2+£f _dx—,—(a—x)(]x ,
o

qui nous avaient conduit a4 I'équation (6} dans I'hypothése
ou X, et X', désignaient un méme moment. lei §, est donné
de sorte que la recherche des moments sur les points d’appul
comporte une inconnue et une équation de plus que tout a
I'beure.

Quand le point A est une extrémité et qu'on supprime une
des deux travées AB ou AB’, il est clair que I'on supprime
une des quantités X, ou X';, qui devient nulle, et I'équation
qui la contient disparait en méme temps.

Si la travée AB ¢tait encastrée & ses deux extrémilés sous
des inclinaisons connues 8, 8;, et si, en méme 1emps, on
donnait les abaissements y., »», on aurait alors quatre condi-
tions pour déterminer les deux constantes jntroduites par Uin-
tégration de I'équation différentielle e % = X, ainsi que les
moments X, X.. Lc moment de flexion serait done connu
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pour un point quelconque de AB, puisqu'il dépend seulement
{n° 1) des charges qui pésent sur cette travée et des momenls
qui ont licu aux extrémités; donc, enfin, la travée dont il
sagit pourrait éire étudide a part; sa flexion et sa résistance
deviendraient indépendantes du reste de la picce.

Dans ce qui précéde (n°* 2 et 3), nous avons supposé les
charges Q absolument quelconques; nous allons maintenant
faire des hypothiéses particuliéres qui nous donneront des co-
rollaires du théoréme principal, utiles pour la suite de cet
ouvrage.

4. Application du théoréme principal aw cas o chaque
travée supporte une charge concentrée unique. — Supposons
sur AB { fig. 2) une seule charge Q, dont I'abscisse « ou dis-
tance au point A serait expriméce par ga, ¢ étant le rapport de
cette distance a la longueur AB = a; parcillement sur AB’ une
seule charge Q' a la distance ¢'«¢’ du méme point A. En se
servant des valeurs de la fonclion ¢ () indiquées plus haut
(n°1), on irouve

do(z
entre r—=o0 ¢l zr=gqa..... dx):—Q(r—q),
entre x=—gqga et x =a...... dolx Qy
dz ~1

¢t par suile

adqa(x) ,
u(: ——F(a-—x) dx

D a

-:—Q(wq)fqu(a—r)%w Qq | (a— 2y de

o qa
==z Q1= q) 1= (1—qP]+ 3 Qwq (1 gV
=—5 Qaq(1-—¢) (3 3¢+ ¢ —(1—gq}]
=—3Qaq(i—g)(>—q).

Celte inlégration pourrait encore sc faire par le proctdé suivant, apph-

rable & dlautres €as particulicrs et parfois préférable. Llemploi de inté-
o ]
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12 CHAPITRE PREMIER.

gration par parties donue

d9(z) 2y — . L[ ;
fT(a—x) dz;—g ll.Z (a — z) —}- d 2 —z)dx,

% dg(z) s,V [ de(x) “d'y(z) 3 Iy
.£ 71.5—({2_“7:) dx_—ga[ dx ]0+3‘£ Tdr? (a—a)dz,

la quantité entre crochets désignant la valcur particuliére de la dérivée

de(x ), pour z = o. On est ainsi ramené 4 la recherche de Vintégrale

Tz
d?p|. do .
il (Zr) (a — xydz : or, dans le cas actuel, ? (7] est constamment
dx .t

do(x) _ e on 420
ulle puisque —F esl constante, sauf pour = = gqa, point ol e

*w{x)

L. g dn . .
changeant brusquement de valeur, sa dérivée P devient infinie. On

a pour ce poini

die(z) ,  dglz) _ — 0.
et dl_de—_Qq_*_Q(l_q)*Q’

done la derniére intégrale se réduil a un seul élément et a pour valeur

—Q(a—fla = —Qﬂ’(l~ )’

donc aussi

I/o‘ad’i{;x)(a — a)dxr = —%Qa3(1—7)+%Qa3(1 —q)

=—5Q@0 =) 1= (1= )] = = 3091~ ¢} (2 — ¢

Par un procédé tout semblable on trouverait

a,d ! ' ' '
‘/0‘ —Z*J(;J(a%—x ydz :—% Qasq(1—¢q')2—7q');

I'équation (6) du n° 2 deviendra donc, par la substitution de
ces intégrales,

m>6{*_”< + )+ & =XaraXara) e X0

—Qa'q(t—q)(>—q)— Q' a"¢ (v—¢q') (2 —¢').
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Si U'on voulait que la position des deux forces Q, Q', au lieu

d’étre définie par Jeurs distences a I'appui intermédiaire, fat

définie par la distance de chacune d’elles 4 Vappui le plus

voisin vers la droite, en représentant par ¢' a' la distance entre

Q' et le point B', il faudrait, dans I'équation précédente,
changer ¢’ en 1—gq' et écrire

I

6z [ﬂ_)»,<l+_,)+1§]:X.a+2xa(a+a’)+Xsa'
(8) a a a a’

—Qaq(i—gq)(2—gq)—Qa"q (1 —q").

Si, au licu de prendre les distances & droite, on les avait
prises & gauche, le terme contenant Q' dans I'équation (7)
n'aurait pas é1¢ modifié, et celui qui contient Q scrait devenu
—Qaq(r—g*).

8. Cas de charges quelconques. — Avant de montrer com-
ment la formule (7) ou son équivalente (8) comprennent tous
les cas possibles, relativement 4 la distribution des charges
dans chaque travée, nous devons rappeler un théoré¢me dé-
montré dans la premiére partie de ce Cours (*), et dont voicl
I'énoncé : Etant connus lcs effets produits par une série de
forces agissant isolément, on en déduit effet total da a Ia
réunion de toules ces forces, par une composition serablable
a celles des vitesses d’'un méme point; et si ces effets sont un
déplacement dans une direction donnée, ou un moment flé-
chissant paralléle & un plan fixe, la composition sc¢ changera
en une somme algébrique.

Cela posé, admettons, par exemple, qu’il y ait dans la pre-
micre travée AB ( fig. 2) trois charges Q, R, S, et dans la seconde
AB’ deux charges ', R'. On imagincrait que I'une des deux
formules (7) ou (8) fat appliquée cing fois, en ne conservant a
chaque fois qu'une des cing forces Q, R, S, Q’, R'. Faisantalors
la somme des cinq équations ainsi obtenues, et appliquant lc
théoréme ci-dessus, on trouverait une équation finale ayant le
méme premier membre et les mémes termes en X, X,, X;;
seulement ces trois notations y désigneraient, ainsi que ¥y, ¥

{*) Chapitre deuxiéme, § II, p. 111 et suivantes.
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14 CHAPITRE PREMIER.
¥ les valcurs relatives 4 l'action simultanée des einq forces,
el chacune de celles-ci figurerait dans le second membre avec
un coefticient tout a fait analogue a ceux de Q et Q' dans les
formules (7) et (8). L’équation finale serait done, dans le cas
ou I'on aurait fait usage de la formule (7),

6:[2—p (3 +2) 8] = Xt o Xolat @)+ X

a
—Qaq(1r—q)(2—q)—Ra*r{t—r)(2—r)
—Sa?s{1—s)(2—s)

—Qa*¢(1—¢)(2—q)—Ra’r(1—r){2—7r'),

les notations ga, ra, sa, ¢'a’, r'a’ désignant les distances res-
pectives du point A aux cing forces Q, R, S, Q/, R".

La démonstration précédente suppose que les ordonnées y:,
¥2, ¥, ont des valeurs variables avec les charges et composées
de termes proportionnels & chacune d’elles, 4 moins cepen-
dant qu’'on n’ait toujours 3, =y = y3, ce qui {erait disparaitre
ces quantités de 1'équation, et les dispenserait de remplir au-
cune condition quant & leur loi de croissance. Or on concoit
(entre aulres circonstances pouvant se réaliser ) que les appuis
aient été construits 4 des niveaux fixes, mais dont quelques-
uns se trouveraient, dans P'état naturel de la poutre, & une
petite distance au-dessus ou au-dessous de celle-ci: par
cxemple, on aurait y, =y3>== 0, €t ;= une certainc valcur
qui se produirail avec une partie des charges, sans pou-
voir étre dépassée quand on ajouterait un surcroit de charges
nouvelles. En pareil cas, 'équation finalement trouvée n’en
serait pas moins vraie, car il s’agit simplement de savoir ce
que deviennent les intégrales '

nd" -
‘fo ——Zifx)(a—x)’dx, { T2 )( —x' ) d2’,

Yo

qui entrent dans le sccond membre de 1'équation (6). Or les
moments ¢ (x) ¢l w(2’) sont des fonclions lindaires des forces,
sans terme indépendant; donc on aura ces intégrales en faisant
la somme de¢ leurs valeurs particlles quand chaque force agit
seule, et c¢’est bicn ainsi que nous avons procédé.

Mais ce qui est modifié par I'hypothése que nous examinons
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maintenant, ¢’est le théoréme sur la superposition des effets
des forces; ce théoréme n’est plus exact pour les abaissements
de la poutre, ni pour les moments de flexion qui se produisent
en ses divers points. Cela constitue, pour le principe général,
une exception assez importante qu’il convenait de menticnner
en passant. Du reste, on n’aura, pour ainsi dire, pas a s’en
préoccuper en lisant cet ouvrage, car nous y admettrons a peu
prés invariablement Pégalité des ordonnées ) sur tous les
points d’appul.

Les mémes formules (7) et (8) peuvent encore s’employer
avec des charges 4 répartition continue, car une charge de
cette nature peut toujours étre considérée comme formcée par
la réunion d’une infinité de charges isolées infiniment petites.
Toutes ces cliarges élémentaires donneraient licu, dans le se-
cond membre de I'équation finale obtenue comme on vient
de le dire, a une infinité de termes, dont la réunion formerait
une intégrale définie; on les remplacerait done par la valeur
exacte ou approximative de cette intégrale. En voici un
exemple particulicr wrés-utile a considérer pour les applica-
lions ultéricures.

6. Cas de poids uniformément répartis sur la longueur en-
tiere des travées. — Nous placons sur les travées AB et ADB
{fig. 2) des poids pea et p'a’, uniformément répartis, a raison
de p kilogrammes par métre courant sur la premiére, ct de
p" kilogrammes, aussi par métre courant, sur la scconde. Nous
considérerons la charge pa comme composée d'unc infinité
d’éléments, dont I'un, pa.dq, agit 2 la distance ga du point A,
g ftaut une quanlité qui varie par degrés insensibles depuis o
jusqu’a 1. Des lors, au licu des termes en 3, R, §,..., de la
derniére équalion, nous aurons l'intégrale

—f paq(1—gq)(z—q)dq ou —Pa“f q(1—q)2—q)dyg;

de méme, les termes en @', R’ seront remplacés par

*p’a’af li—q)(2—q)dy.
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16 CHAPITRE PREMIER,

Or, on trouve par un calcul fort simple

f‘l(““m?—‘ﬂdqZf('zq—3q’+q’)dq=q’——q’+%q',

I

fo q(l—q)(z—q)quZa

donc la derniére équation du n° 5 deviendra

Gs['%—y, <2+L,> —{—Z;] =X,a+2X,{a+a )+ X,d

a a
(9) r o,
—Zpa—zpa.

On serait arrivé au méme résultat par la formule (6) dun° 2,
en employant les valeurs

p(z)=—rprla—z) w(d)=— po(d—7),

données au n° 1. On doit, pour appliquer cette formule, cher-
cher les intégrales

_ [de(=) 2 _ (“dulx) o
A —‘/(; 7(@—-‘1’) dx; B= A -Tl;(— (a——x) dx’

soit en effectuant la dérivation de ¢ et de w,

—a2x')(d'— ') dz’.
L’intégration par partics donne immédiatement
1 ‘2
ﬁa»—zx)(a——x}“dx:—g(a—zx) (a——x)a—gﬁa~x}3dx
— ta— P A (g2
=— 3 la—22)(a—=z)+gla—a),

T 1

I (e—azx)(a—z)dr = % a‘—E a'— g a,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRES A PLUSIFURS TRAVEES, EN GENERAL. 17

et aussi

a’
T
(¢ — 22’ ) (& — 2’ Pdx' = = %
o (9]
donc on a

I I
A= ——pdt, B=—_—p'a"
2 P Y

La substitution de ces intégrales dans la formule (6) fournit
bien une équation identique avec la formule (g).

Si dans ceute derniére équation nous faisons y=j).—=3;=—o,
c’est-a-dire si, conformément a I'usage ordinaire, nous suppo-
sons parfaitement fixes tous les points de la fibre moyenne
primitive qui sont placés au-dessus des appuis, nous aurons

(10) Xia+2X,(a+a')+Xea' — lpaﬁ——— ip’a”:o.

C’est 'équation connue, entre les moments de flexion sur
trois points d’appui consécutifs, donnée par M. Clapeyron, ct
avant lui par M. Bertot; nous la retrouvons ici comme cas
particulier d'up théoréme beaucoup plus général, puisqu'il ne
repose sur aucune hypothese particuliére quant i la distribu-
tion des charges, ni quant a Finégalité de niveau des appuis.

7. Reclerche des réaclions des appuis. — Dans la théorie
des poutres & plusieurs travées solidaires, telle que nous la
présentons ici, on arrive a déterminer les moments fléchissants
sans avoir besoin de connajtre les réactions des appuis, comme
on le verra dans les paragraphes suivants. Mais il peut étre
bon néanmoins de déterminer ces réactions, ne flt-ce que
pour vérifier la stabilité des appuis eux-mémes, et I'on y par-
viendra sans peine, pour un appui quelconque tel que A
(fig. 2), quand on aura les valeurs numériques des trois mo-
ments désignés ci-dessus par X,, X,, X,.

Reprenons en effet la poutre dont AB, AB’ sont deux travées
consécutives de rang quelconque. La portion située a gauche
du point M, jusqu’a 'extrémité de la poutre, est soumise a
une série de forces verticales, parmi lesquelles nous compre-
nons les réactions des appuis : si Q désigne I'une de ces forces,

II. “
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18 CHAPITRE PREMIER,

affeclée du signe -+~ ou du signe — suivant qu'elle sera des-
cendante ou ascendante, « I’abscisse de son point d’applica-
tion relativement a la verticale Ay, x l'abscisse de M, on aura
pour valeur du moment de flexion en ce point une somme
telle que

Yoe—r)=X,

et il en résuliera, en faisant varier x,
=20
dx ’

Donc la vale rticuliére de dX rx=— it— X
vaieur pa e —Ir pour x=—0,50i o ,’

est égale & la somme algébrique de toutes les forces verticales
comprises ¢ntre l'appui A et I'extrémité de gauche, le sens
positif étant de haut en bas. De méme, si X’ désigne le mo-
ment de flexion en tout point de AB/, la valeur particuliére

’
— [ = | représentera la somme algébrique des forces verti-
dxr 0 D

cales entre 'appui A et P'extrémité de droite. Donc la réaction
de T de cet appui, comptée positivement de bas en haut, sera,
d’aprés I'équilibre de toutes les forces du systéme en projec-

tion verticale,
dX aX’
T=-— (7;)* (ﬁ:)

X:Xz"*‘(xt—“X?).‘Z'F(P(x)’

Orona(n°1)

X'= Xz—‘}-(xa_xz)%?‘*' w{z'},

et par suite

dX X —X, ,

= =+ 9 (z),
dx a

dX  X,—X, vy
ﬁ: 7 —+ o (’l‘ );
dx a
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVEES, EN GENERAL. 19

donc aussi
X, —X, X, —X;
—_ T

. -2 (o)

= ¢’{0) —UI(O)—% + X, <é+a—> -—?7,‘

On sait (n" 1) que ¢(x) et © (z') représentent les valeurs

que prendraient les moments X et X' si la poutre était effec-

livement sciée au-dessus des appuis B, A, B’ : aprés cette opé-

ration, les moments X,, X,, X; s’annuleraicnt, ct la réaction de
Fappui A deviendrait

t=-—g¢'(0) —w'(0);
la quantité
X, / X,
— 24X, (i+l,> -2
a a a a

exprime comment cette réaction fictive se modifie par suite
de la solidarité qui existe entre les travées; par exemple, dans
an pont chargé uniformément sur la longucur de chaque tra-
vée, elle fait connaitre I'excés positif ou négaiif de la réaction
réelle d’un appui sur la demi-somme des poids des travées
adjacentes.

8. Relation entre les inclinaisons de la fibre moyenne au-
dessus de trois points d’appui conséculifs, supposés de niveau.
— Cette relation, quoique simple et assez remarquable, ne
nous parait pas avoir un bien grand intérét pratique; c’est
pour cela que nous laissons de coté le cas ou les appuis ne
sout pas tous disposés de maniére a rendre nulles les ordon-
nées des points qui leur correspondent sur la fibre moyenne.

Reprenons 1'équation

E(ﬁ——61> :f Xdzx
dx Jo
irouvée au n° 2, et mettons ala place de X sa valeur (n"1)

X = Xorb (Xi— X} = -0 (@),
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20 CHAPITRE PREMIER.

il viendra, en effectuant 'intégration autant que possible,

dy o x* /‘x
E(EJ_,‘_ 1>4X7.Z‘—+—(X1——X1)2—H+L0 CP(’L‘)Q’I,
et si Von fait x =a,

e(0—0,)= X+ Xz) a-Jt—f

Or on a trouvé aussi, au n° 2, la relation

qui, par la supposition de 3, égal a y,, devient

——592_

(Xi42X,)a+ - f z)(a— x) dx;

Oﬁl

on peut donc éliminer X,, et I’'on trouve

(1) e(6, -*—79):-———‘(;11%— f 1(3x—2a)dz.

En opérant de méme sur l'autre travée qui aboulit en A
{fig. 2), on trouverait

_._5(93—*—292):—%)(2(1’—&— éf o(x') (32 —2d)dz';
’ (¢

I’élimination de X entre les deux derniéres équations donne
alors

g E[&—i—ze, (l+.l_,> +9_’,]:—[5f ¢(%)(3x~—2a)dx
a a a a a,J,

{12} { .
( ——%f w(x') (32 —2d)da’

Telle est 1a relation que nous voulions démontrer.
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Quand on y suppose a =a’ et ¢ (z)=w(x'), ce qui arrive-

rait si deux travées adjacentes et égales étaient chargées symé-
triquement par rapport 4 leur point commun, elle devient

(13) 91+4‘92+03:O,

formule trés-simple, déja démontrée par M. Clapeyron, pour
le cas des charges uniformément réparties.

Si maintenant on reprend I'équation (11) applicable a laseule
travée AB, quelle que soit sa position parmi les autres, on
peut considérer le cas ol le point A serail une extrémiié de la
poutre. Alors, puisqu’il faut, pour I'équilibre de celle-ci, éga-
ler & zéro la somme des moments de toutes les forces par rap-
porta A, on en conclut que le moment de flexion est nul en
¢e point, et par suite, faisant X,=o, on aura

(14) e(&—f—z@,):éj ¢(x){3x—2a)dz.

De la résulte un fait assez remarquable : quand on connait les
charges dans une travée de rive, et par conséquent la fonction
¢(x) dans cette travée, cela suffit pour déterminer la somme
algébrique G, + 20, formée par le double de 'inclinaison au
point extréme et par I'inclinaison sur 'appui suivant.

Les relations (12) et (14) permettent d’avoir toutes les incli-
naisons @ sur les appuis d’'une poutre, quel qu’en soitle nombre,
quand toutes les charges sont connues, et que les appuis, tous
simples points fixes sans encastrement, sont sur la fibre
moyenne primitive. Soit donnée en effetune poutre i  travées,
ayant par conséquent (n +-1) appuis; on appliquera d’abord la
relation (12)a tous les groupes de dcux travées consécutives, en
nombre n— 1, puis la relation (14 ) aux deux travées extrémes,
et 'on aura ainsi n + 1 équations entre un pareil nombre d’in-
connues. Prenons comme exemple numdérique une poutre &
trois travées €gales, chargée uniformément sur toute sa lon-
gueur; nommons &, et §, les inclinaisons sur un appui de rive
et sur 'appui suivant; les deux autres inclinaisons seront, en
raison de la symétrie, — 0. et — 8,, de sorte que la question
ne comportera que deux inconnues. Or I'équation (13 ), appli-
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22 CHAPITRE PREMIER.

cable au cas actuel, devient
61—{“‘ 301:0;
I'équation (14), en y faisant ¢ (x) =— é px{a— x), donnera
J
— (20 +0,)= mpas,
d'ol résulte

5= v pat a_;pa“_

2
40 ¢ 120 £

U nous semble superflu de développer davantage ces consi-
dérations, dont les applications seraient trés-restreintes dans
lu pratique. Nous allons passer a la recherche, beaucoup plus
importante, des moments fléchissants produits, soit par une
charge concentrée unique, soit par une charge uniformément
répartie. Cetle recherche est fondée, comme on va le voir,
sur le théoréme principal démontré plus haut (n° 2), dont la
formule (6) est 'expression algébrique géndérale.

§ II. — Détermination des moments fléchissants produits par une
charge concentrée unique, lorsqie tous les points de la fibre
moyenne primitive situés au-dessus des appuis ont une fixité
ahsolue.

9. Formation et étude préliminaire de quelques séries nu-
mériques. — Soit donnée une poutrc de n travées, reposant
par conscquent sur z -1 appuis qu'on suppose numérolés en
allant de gauche a droite, ct qu’on désignera par

Aoy Ay Aws Auy ooy Amcay Amey Ao oy Ancyy Aus

nous appclicrons
@y, Qay gy gy oo oy gy Ty s ooy poyy Aoy

les longueurs successives des travées, la premicre étant Ja
distance A, A,, 1a seconde A A, la troisiéme A A,, et générale-
ment la mine étant Ap_, An. '

Cela posé, nous considérerons en premier licu deux séries,
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POUTRES A PLUSIEURS TRAVEES, EN GENERAL. 23
chacune de » nombres,
Wy Uy WUgye ooy Unyy Uy,
VU “'1, U&a' L] anl’ ('m
déterminés par les équations
[ 2u (@ + @) + Uads =0,
U+ 21, (4 a;) + Usa;—o,

u2a3—+—2u3(a3—+—a‘ + Us;a,=—=o,

Upea gy 200 (@ @) + w,0,=0,

' 20 (An=4 tpy) + V2lla =0,
Oty i~ 20, (@~ thyz) ~+ V38 =0,

Vil 3+ 205 ( @z Qasy ) —+ viQp_y=0,

{ Vemsla~+ 20, (@ + a, )+ v.a,=—0,
“auxquelles on joint encore
U —v—1I.

Ces deux groupes d’équations (1) et (2) ont une forme géné-
rale facile & saisir; de plus, ils ne différent I'un de lautre que
par le changement de l'ordre des travées, c’est-a-dire qu’on
passe du premier au second en mettant a, au lieu de «a,, a,_, au
lieu de @a, .+ ., @u_mii au licu de an. 11 est donc visible a priori
que les dcux séries u et ¢ sont composées de la méme ma-
nicre et qu'elles doivent présenter les mémes caractéres gé-
néraux.

Le calcul pratique des deux séries ainsi définies ne donne-
rait lieu, dans chaque cas particulier, d aucune difficulté d’exé-
culion. Faisant ;=1 dans la premiére équation du groupe (1),
on en tirerait u,; portant ces valeurs de «, ct u, dans 1'é-
(uation suivante, on aurait «,; el ainsi de suite, de proche en
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24 CHAPITRE PREMIER.
proche. Chague équation du groupe (1) fournit généralement
un nombre #, au moyen des deux qui le préccdent dans la
séric. Il en est tout & fait de méme pour les nombres v¢. Mais
ce n’est pas assez d’avoir constalé la marche simple et natu-
relle du calcul; il faut pénéirer plus avant dans la question, et
découvrir quelques-unes des propriétés intimes qui caracté-
risent ces deux scries.

Remarquons d'abord en passant qu’elles ont une liaison
entre clles. Nous pouvons, en cffet, éliminer Caﬁ entre la pre-

1
miére ¢quation du groupe (1) ¢t la derniére du groupe (2),
«; . . . . .
;3 entre 'équation suivante dans le premier groupe et 'équa-
2

tion précédente dans 'autre, ete.; on trouve ainsi

Vo2V, 2
et 2V, o Ur = 24, ’
Vai =2V, 0 W20,
Vurs - 2Vus Uyt a,
e e e,
(/Vlilﬁfll+1 + 2 V"—l‘]l—f—l . ll”(-—) + 2 ,(lll 1
A I S

V3= 2¢, Uy -2y

== ’
O+ 2, Uy + 2U,2
vy + 20, Upg—+ 2Up_,
— ’
2y U, = 20—,

soit en tout x relations par lesquelles on pourrait, assez sim-
plement, passer des « aux v, ou inversement. Mais il ne semhle
pas que cette dépendance mutuelle puisse conduire 4 des con-
séquences bien utiles pour les applications; nous n’insisterons
done pas davantage sur cc point.

Voici maintenant la propriét¢ la plus importante. La pre-
micre équation (1) donne

u ' a
= I+ — s
18} y
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ERTI 22 eet .. .
d’ou il résulte que le rapport — — est positif et supérieur a 2.

U,

On a aussi, par I'équation suivante,

Uy a, U Gy az Uy
— =2 I+(7 +»—:2—+—; 2+ — 3

Uxay 3
or, d'aprés ce qu'on vient de voir, le nombre negatlf;' n’atteing
2

I u, . Us e
pas - de sorte que 2 + o est positif; done s est positif et
A 2 2

supérieur a 2. Partant de 14, nous pourrions répéter le méme
raisonnement ¢t reconnaitre que la méme propriété existe

U ror oot . .
pour — — 3 pour plus de généralité, montrons de suite que si
Uy

Un

'y elle est, par cela méme, encore vraic

m—2

elle appartient a

quand on augmente les indices d’une unité. Dans ce but, pre-
nons la (m —1)#m équation (1) et mettons-la sous la forme

(3) _ Un :Z_f_umﬁ‘ <Z_+_u,,._z);

Ui n Uy
il 0’y aura plus alors gu’a répéter mot pour mot ce qu’on a dit

au sujet de — —» Nous sommes done en droit d’affirmer que
U,

— —"_ ¢st un nombre positif supérieur & 2, quel que soit Vin-
m—1

dice m a partir de m = 2, et quelles que soient aussi les ouver-

res @, da, &;,---. 1l en est de méme, bien eniendu, pour

Ym

- Ainsi done :

me1
Tutorime. — Les deux séries

Wy Uy, Uy Uy, U,

vy, Ul Vs, Vige s oy L

se composent chacune de termes alternativement positifs et
négatifs, le signe —+ appartenant aux indices impairs; dans
Pune ou Uautre les valeurs absolues croissent plus rapidement
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26 CHAPITRE PREMIER.
que la progression géométrique
1, 2, 4, 8,..., 2.

Les deux séries u et ¢ suffiraient a la rigueur pour la solu-
tion de tous les problémes gque nous avons en vue sur lg
poutre a n travées; toutefois il sera bon d’en employer con-
curremment deux autres déduites des précédentes. Nous sup-
poserons donc que I'on calcule encore les rapports

u, U, u; Um i Upy
0, — — — ——r—arrry 9=y — 1
u, u, i, U i,
Vl V] QYS vm*l Vn7|
0, — —» — — — =y eyt —
Va V3 Vg Vm Vn

qui seront désignés par

Bos B Bo Boovy Pasoos Paey

Yos  Fis Yo Ysaeces Ymoiseees Faeis
Chacun de ces nombres nouveaux sera plus particuliérement
affecté, comme la suite le montrera, aux calculs a faire dans

une certaine travée. Voici un tableau indiquant les travées
avec leurs 3 et y corrélatifs :

AAL AA, AN AasAn o, AL,
Boo By Buees Baen o B

Yamis  Yu—as  Ya—ase -« Ya—ms s Yae
Cette corrélation est d’ailleurs ici purement conventionnelle, et
il est parfaitement permis, sans justification aucune, d’appeler
Bu— (par exemple) le § de la mi e travée.

Le théoréme établi tout & 'heure, concernant la loi de crois-

sance des sérics « ¢t v, montre que tous les 3 et y sont des

. . Lo 1
nombres positifs el ne pouvant varier que depuis o jusqu'a 5

Chacune de ces deux limites a d’ailleurs unc signilication
remarquable qu’il est utile de sigoaler. Supposons d’abord que
le B de la m# travée (celle qui a pour longueur a,) devienne

(gl
égal a =% On aura done

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRES A PLUSIBURS TRAVEES, EN GENERAL. 27
et, d'aprés l'équation (3),
dp.. = 0,

Un—;
car 2 + —

;- Depeut étre supposé nul. Or, 4., = o significrait
R~1

que les appuis An—; et Aa_. sont confondus en un seul, c’esi~
a-dire que la direction de la tangente a la fibre moyenne est
maintenue invariable en An_,, ou encore que ce point d’appui
équivaut 3 un encastrement. De méme, on verrait que I’hypo-

\ 1 . < Y
thése y.—m= — cntrainerait la nullité de @n.., ¢’cst-a-dire la
2

transformation de I'appui A, en encastrement. Au contraire,
pour que (3., pat s’annuler, il faudrait avoir, en vertu de la
méme équation (3),

Ap_  — X,

et, pour annuler Y.—m, il faudrait rendre infinie la longueur @a,...
La signification physique de ces travées infinies n’est peut-&ire
pas aussi manifeste que celle des travées nulles, mais clle le
deviendra quand on aura reconnu que si le 3 d'une travée
A, A; s’annule, le moment de flexion sur Uappui de gauche
An_ sera lui-méme généralement nul (*), en sorte que, malgré
la solidarité de la travée A._ A, avec sa voisine An_.An_, la
premiére devra étre considérée comme reposant en A,_; sur
un appui d’exirémité, ou encore, si 'on veut, comme sciée en
ce point.

. . . - 1
Ainsi done, en résumé, fs hypotheses extrémes B, = - et
2

Bai= o0 répondent aux deux cas limites oa Uappui An_,
Jonctionneraitl, & Uégard de la mime travée, comme encastre~
ment complet ou comme simple appui d’extrémiié, Les deux
limites de y,_n ont, pour Uautre appui An de la méme travée,
un sens toul & fait analogue.

Mais il est clair que quand une poutre repose sur unc suite
de points f{ixes, les rapports entre les longuecurs de deux tra-
vées conscécutives ne sont jamais ni nuls ni infinis; aussi ne

(*) Ce fait n'est soumis qwa un cas d’cxception : nous y reviendrons plus
loin.
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peut-on pas rencontirer des nombres 3 et y devenant rigoureu-
sement égaux a I'une de leurs limites. En d’autres termes, par
I’effet de la continuité de la poutre, les deux appuis qui ter-
minent une travée constitucnt toujours pour elle quelque
chose d’intermédiaire entre le simple point fixe et 'encastre-
ment, sans étre absolument 'un ou 'autre.

Au reste, quand on assigne des limites aux rapports entre les longucurs
de deux travées consécutives, au lieu de les laisser variables de o 4 =,
on peut par c¢ela méme trouver d’autres limites des nombres B et 7, plus

. I . . .y

étroites que o et 5 pourvu cependant qu'on laisse de coté Ics valeurs

iniliales B, et y,; nulles dans fous les cas. Nous allons le montrer en
14 - .

mettant un rapport tel que — —=- sous forme de fraction continue. Re-
U

m—1

prenons pour cela les équations du groupe (1) en les écrivant comme ci-

dessous :
“°, Z
Y (1 -+ _‘>,
172 a,

2

_ =o 14 Ay -+ (o ‘5
' a

a i

mem—l1

14
=3, 2=4d,, =2=4d,.e el =g
ug 1 (lJ 20 [[‘ 32 H . m=)1
ces équations deviennent
25
(4) -_“1:2(1“}—')‘1)!
ul
; a s u,
**:2(]’}_02)—*_87_*’ .
u, u,
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o 122
La premi¢re donne — u—’ en poriant sa valeur dans la seconde, on trouve
' 1

expression qui substituée dans la troisiéme donne & son tour

_54_:2(“%33)_____&_“_,“
i’

)
3 2(14+8,) ——2—-
W) T
Le méme procédé de substitutions successives toujours continué conduit
4 la formule générale

0~ a3, %=
L ’ 6\m—z
2 \I+ am-z] - ) 3
2(l+5m_3) — _2 ( g ,,,,\3_
m—~ii

Ia fraction continue s’arréte quand on arrive au dénominateur 2 (149, ).
Maintenant, je dis que si I'on remplace tous les rapports ¢ par un

124 .-
nombre plus grand, on augmentera — —2-- La proposition est en effet

m—1

_ D - , . .
¢vidente pour — il, d’apres 1'équation (4); d'un autre ¢dté, on peut voir
1

d’apres 'équation {5) que si elle est reconnue vraie pour — Z"’“ elle le
n—2

- u - -
S€ra ussl pour — - - - car ce dernier rapport ne contient, comme por-
/4
m—1

tion variable, que d,_, (z—i— S’"—‘i), quantité dont les deux facteurs au-
m—1

ront augmenté. Cela suffit pour justifier notre proposition; et en consé-
quence, / étant une limite supérieure des rapports &, on aura

l

(7) — 22 <ot 1) =
e 2(14-1) — 7
\—_k’——_

SRR ok el Py ey

/

1l faudrait avoir scin (bien entendu) d’arréter la suite des fractions inté-
grantes dés que leur nombre atteindrait celui qui existe dans la fraclion
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continue (6). De la derni¢re équation nous pouvons déduire, pour n>1,

B > ‘ ;
2(14 1) — 7
. S
2(14-1) ;

z(l+l)—m_.~._

“1

-

en observant une régle pareille pour le nombre des fractions intégrantes

—— Si Ton avait mis, an lieu de /, une limite inférieure /' des

2(14-{)
nombres 4, on aurait trouvé de méme

. / 7'
(8)  —om>alil)— 7
m—1 2(I+1’) . l',
2(r+l’)*——2(1+,,)——__
d’onn résulte également
1
(”I \< ll
21+
) {
2(I+Z)_; - - 7’
PO = ey -

La forme des fractions continues {7) et (8) suffit pour montrer bien

facilement que leurs réduites vont en diminuant; ainsi la premiére ré-

duite de (7) est 2(1 4 7); la seconde est 2(1 4-7) — 'ALI——{}—T); la troi-

siéme differe de la seconde en ce que le dénominateur du terme négatif
l . N . s

SE7) doit étre diminué, ce qui a pour effet d’augmenter sa valeur

absolue, et partant de rendre plus faible le résultat final. Le méme rai-

sonnement se répéterait pour les réduites suivantes. Donc on a, pour touje

valeur de m,

I(m
a4,

m—y

v
- ;I"L > la limite de la fraction (8) prolongée & I'infini, .

oy
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ou encore, en nommant z' cclle limite et supposant m > 1,

1
B> TR

1
c .
pm—-l ~ 2

La limite z' et la limite analogue z de la fraction (7) se déterminent
aisément par un procédé trés-connu : on a
{
2 =192 (I + 1) - ; ?

'

i
’ ! -
z z(l—i—l)——z,,

f

d'ot l'on tire, par la résolution d’une équation du second degré,

g} z=14 1+ i+l +0,

{10] 2=l

Le signe — du radical est rejeté, afin de remplir la condition nécessaire
z2>92, z'>a.

La discussion qui précéde nous montre, en résumé, que si lous {les

llnl‘l

rapports sont compris entre deux limites | et I'y dont la premiére

surpasse la seconde, tous les nombres B auront une limite inféricure
I . s I
———— et une limite supérieure
2(14- )
B, = o.
Quant aux nombres ¥, les mémes résultats peuvent leur étre appliqués :
sculement, comme P'ordre des travécs est renversé et qu’on doit comsi-

————— sauf lexception
N eI 4 r

a . a P 1
dérer —~ au lieu de ~2=', la limite / devra se remplacer par 7 et I

=1 L3

aI'I
par 7

Exemple pariiculier.— Supposouns tous les nombres a., a,,
.. . égaux entre cux; les équations du groupe (1) deviecnnent

fu+-u,—o,
U+ G U+ Uy = 0,
U, + fu;+ s —=o,
-+ 4 wi + 14;=0,
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On en lire successivement, aprés avoir pris w,=r,

Uy=—=— i, == — 4,
wy—=——Afu,—u, = f.f—r1=15,

U= —faty— Uy = — 4 .15 [ = — 50,
Uy = —fu, — u,=— §.56 —15 = 209,

et, en continuant de méme, on forme le tableau suivanlt que

’on doit arréter dés qu’on arrive a u, :

u, uy, U, s, s, Us, 1,
1, —4, 15, —56, 209, -——780, 291r,
Uy, Us, Uioy i, Uisys oo .

— 10864, /40545, —i151316, 564719, —2107560,. ...

Le rapport entre la valeur absolue d’'un lerme et celle de
son précédent dépasse bien toujours la limite 2, car le calcul
direct donne pour valeurs successives de ce rapport

4 15 56 209 780  agri
T 7, 15’ 56 2091 780 e
soit approximativement, a o,000005 prés,
4, 3,75, 3,73333, 3,73214, 3,73206, 3,73205,....

Par I’emploi de la formule (6), on reconnait dans les fractions
ci-dessus les réduites de la fraction continue périodique

Les nombres 3, ,, 3;,. - . auraient en conséquence I'expres-

sion inverse
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d'ou l'on tirerait des réduites inverses de celles qui figurent
ci-dessus; ces réduites sont en fractions décimales

ﬁu ﬁ?’ ﬁa, 64; ﬁa; ﬁﬁ!""
0,25, 0,26667, 0,26786, 0,26789, 0,26795, 0,26795,....

Il faut, dans le cas actuel, faire {—=10'=1; on a donc

z—_—z’:2+\/§:3,73205...,

. ! Un
limite vers laquelle tendent Ies rapports — o pour m=z=x.

m—1

De leur c6té, les nombres 3 convergent vers la limite

T

-  —a2—/3=0,26"05..;
R V 79

. - - 1 .
ce dernier nombre est leur limite supérieure PRy’ leur li-

1

4

' . 7 I
mite inférieure YT
varient dans un intervalle trés-resserré.
La série des ¢ ne différe pas de celle des «, pour raison de
symétrie; celle des y coincide parcillement avec celle des 3.
Les nombres 3 et y ayant tous des valeurs comprises entre

prend la valeur - On voit done qu’ils

1 . - 1
~ el 0,268 (sauf (3, et y,), on voit que les appuis intermédiaires

4

d'une poutre a travées égales se trouvent, sous ce point de
vue, 4 peu prés a égale distance du rdle d’appuis simples et
du role d’encastrements complets, pour chaque travée consi-
dérée seule. Ce sont (si I'on peut s’exprimer ainsi) des demi-
encastrements.

10. Recherche des moments fléchissanis sur les points
dapput, dans le cas ot la poutre supporle une c/targe con~—
centrée unique. — Nous commencons par étudier ce cas d'une
charge unique, un pcu abstrait peut-Gire, car unc poutre
supporte toujours en réalite des poids répartis d’'unc maniére
continue, ne fit-ce que son poids propre; mais, suivant la
remarque générale rappelée au n° 8, concernant la superposi-
tion des effets, étudier 'effet total d’'un ensemble de charges

I, 3
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revient toujours a étudier I'effet spécial de chaque charge par-
tielle, puisque la réunion de tous ces effets spéciaux donne
I'cffet définitif, du moins quand on écarte 'hypothése d’abais-
sements inégaux pour les points de la poutre situés au-dessus
des divers appuls.

Soit donc une poutre reposant sur une série de (7 + 1) ap-
puis simples, sans encastrement, Ao, A, Az, Asy e ooy Anyy Ay

Anvir-- Aumy Au (fig. 3), que mnous supposerons, suivant
’ Fig. 3.
A\) A[ A? AS ....... Am—l B Am AVIH«! ...... An-—l K;
v
"0

I'usage ordinaire, capables d’assurer la fixité des points cor-
respondants sur la fibre moyenne primitive; un poids unique Q
agit en B, dans la travée An— An. 11 faut, pour 'équilibre de la
poutre, que la somme des moments de toutes les forces exté-
rieurcs soit nulle relativement aux points A, ct A,, de sorte
qu’en ces points le moment de flexion est égal & zéro; mais,
sur tous les autres appuis, le moment de flexion prend des
valeurs qui ne sont pas nulles et qu’il s’agit de déterminer. A
cet effet, nommons :

X, X5, X, - .., Xot les moments demandés, chacun se rap-
portant & Pappui qui a méme indice;

Qiy oy Oyy. . -, Ay dn les ouvertures des n travées A A,
AAs, oA, A A A AL

q et r les rapports des distances A._.B, BA, 4 la longueur
totale de la travée An—i Am, rapports dont la somme égale 1’ unité.

Appliquons Péquation {(7) ou I'équation (8) du n° & succes-
sivement a tous les groupes de deux travées consécutives, en
tenant compte de ce qu’on a, par hypothése,

Y1=J2=)a=0,
et, par définition,

g=1—r, r=1—g;

nous trouverons alors les n-—1 relations ci-aprés entre les
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n—1 inconnues de la question :

Qxl(ax+ax)+xlaz:0,
X, a,+ 23X, (a,—i—ad)—%XJas: a,
Xoa; +2X; (as+ a,) + Xia, = o,

Xm-—j am—-] + 2er—?(am—z + am—l ) + Xm-«l am—l — 07
R 2lni 2 Ras|@ns + @) + Xuttn = Qa,, gr(1+r),
Xnitn—+ 2xm(am -+ am—H) —+ Xm+| 22N — Oa,iql“(l —+ (]),

Xmam+l -+ 2Xm+\ ((lm+\ -+ (Lm+1) -+ Xnn+nam+'z =0,

[11)

Xn_.g An—a—+ 2 Xn—z (an—i -+ dy—,y ) —+- Xn.—l a, 1 — 0,
Xo—2@ps 42Xy (@i + ) == 0.

En considérant 4 part les m — 2 premiéres de ces relations,
onvoit qu’elles forment un groupe tout semblable au groupe (1)
dun®9; la (m—r1 ) rentrerait dans la méme loi, si on faisait
abstraction du second membre. Ainsi donc, u,, Uz, Usye o oy Uy
u, représentant la série de nombres # calculés comme on I'a
dit plus haut (n° 9), on pourra poser

Xx:IMXl, Xz:ule, Xi=us Xose -y Xoei = Um—1 Xo

Pareillement on pourrait partir de la derniére équation (11),
et en remontant jusqu’a la (m <+ 1)# inclusivement, on trou-
verait un groupe de méme forme que le groupe (2) du n°9, qui
permeitrait d’exprimer, avec autant de facilité, les moments
Xy Xaasty Xmpass - +» Xu—s, Xay par leurs rapports avee ce der-
nier, ¢’est-d-dire qu’'on aurait, en employant la série déja con~
nue des nombres v,

X = v Xy Xe= v Xoo, Xos = Vi Xnty- v -5
Xm = Vi—m Xn-—l-

Cela posé, dans les deux équations contenant Q on rempla-
cera tous les moments par leurs valeurs en X, ou X,—, et il
viendra
X[t - sllms == 2 U (s == )] + Vum Ra @ = Qa? griv+r),

um—lxl(‘m%‘xur—l [2 ("n—m(((m -+ am+l)"f"’n—m-—\ (],,H_,} — (l (lj‘ (]l( I+ q),
3.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



36 CHAPITRE PREMIER.

ou bien, eu égard aux relations qui déterminent ém €t v,_poy
dans les groupes (1) et (2)dun°9,

- umxx -+ Un—an—-l == Qamqr(l -+ f‘),
U X — Vgt X == Qamqr(I +q);
on en lire sans peine

(14 @) om + (14 1) Vi
- 3

Un—1Yn—m— UmYn--my\

'(12) Xi=Qanqr

(I r) s (1 ) U

Un—yVn—m UnVy—m

(13) Xooi=Qanqr

Quand on aurait ainsi trouvé X, et X,_,, il suffirait de les
multiplier respectivement par les deux séries
Uqy Us, Uiy <oy Up_—1y

Vn—my Un—m—l’ Unamfh Tty VZ)
pour avoir les moments sur tous les points d’appui

Ah AS: Ad;-", Am—ll
Am, Amarl, Am+:‘¢‘ LI An——'n

autres que A, et A,_..

Les formules (12) et (13) sont peu commodes a écrire et
méme alire, a cause des nombreux indices qui les surchargent.
Afin d’en avoir d’autres qui puissent les remplacer, sans pré-
senter les mémes inconvénients, nous lesmultiplicrons d’abord
par tn_, et v,_n, ce qui donnera X, et X, savoir':

(14 q)vumn+ (141) Ynmmr

Xm—— e gV Up—
) Qa Gritm— Un Vo — Um Vi
Xn=0Qanqrvem (1t r) thns 4 (2 9&1;

Un 1 Vn_m— Un Vn—m+1

ensuite nous ferons, suivant les notations du n° 9,

Upyy — — @m——l Up,

Vypen — — }ln—mvn*mﬁ-u
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et il viendra, en supprimant le facteur commun %, Va—pmii,

I+r—(1+q)}/n—m

Xa-i=QanqrBn_

I— ]3m~-1 YIxfm
+ - i m—1
Xo=Qanqrysmn : Iq— ﬁ(:—-—l:nr_).m@ '

Maintenant observons que fn_. et y._. représentent ce que
nous avons nommé plus hautle B et le y de la travée A, An;
sous la condition de nous rappeler que les grandeurs a, 3, y
sont celles qui, dans leurs séries respectives, apparticnnent
spécialement a la travée ou agit la charge, nous pourrons donc
supprimer les indices dont elles sont affectées et écrire sim-
plement
- r—(+g)y,

(14 M= Qagrp N
{15) Xn=Qagqry li—jl_i(:é—;ﬂ:

telles sont les formules auxquelles nous nous arréterons, et
que nous emploierons principalement dans les discussions
ultérieurcs du § I1. Elles permettent, aussi bien que les for-
mules (12) et (13), de calculer les moments sur les divers
points d’appui, car les termes de chacune des deux sérics

Xl) XZ, X3) -3 Xm.—.l’
Xy Xnws Xogsyo oo Xy,

ayant entre eux des rapports connus, on les connait tous dés
quon connait un terme de la premicre et un terme de la se-
conde. On a, par exemple,

Um-—y

Xm._z == Xm—l _ ﬁm—zxm—u

Un—

Xm—: = Y Xm—1 - — ﬁm_a Xm—z = Sm—iﬁm—a X’Ib—-l;

Uz

et ainsi de suite; on trouverait 'expression générale

(16) Xm_kz i pm—-z@m—n Iem—t- . -}Sm—l«xm—u
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applicable a tous les appuis qui précédent A,_,; le signe est +-
quand il y a un nombre pair de facteurs 3, — dans Ie cas con-
traire. Pour les appuis au dela de A, on aurait pareillement la
formule

( I 7 ) Xm+lr — i 7rl—m—l }In—m—i « - Yn-m—lrxmu

L’analyse ci-dessus doit se modifier 1égérement pour le cas
ou la charge porte sur l'une des Llravées extrémes, soit par
exemple la premiére. Alors Q ne figurera plus que dans la pre-
miére équation (11), et toutes les suivantes étant privées de
second membre, on pourra faire dans celle-la

X=Xy Xo== tha X3

en représentant par ga,, ra, les distances de la force Q aux
appuis A, Ay, on trouvera de cette maniére

Xn—-l [2 Vr—t (a| —+ (lz) ~+ Vn—?’lﬁ] —_— Qﬂfql"(l -+ (]);

ou bien, si I'on a égard a la derniére équation (2) du n° 9,

X._1:———-I— Qagrii+q).
Vﬂ
Ce moment multiplié par
Vay Viy Vipevoy Vnay Vpy
donnerait la valeur des autres inconnucs
X, X Xoeo-o, Xy X

L.e moment X, en particulier serait

Vol

(18) X‘:——-v—'-Qa,qr(x—}-g):yu_l()a.qr(r—f—q);
n

c’cst ce qu’on aurait obtenu de suite si l'on avait fait $={,—o,

dans Ia formule (15); la formule (14} aurait d’ailleurs donné

X, = o, ce qui a licu en effet. Connaissant X, la formule (17)

donnerait X,, X,, Xi,-.., eny supposant m=—r1.

Nous sommes maintenant en mesure de justifier ce quia été avancé au
n” 9, savoir, que sif,,_, est nul, appui A,,_, joue, pour la travée A, A,
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le role d'un simple appui d’extrémité, sauf une exception relative & la
position de la charge. Il suffit de montrer que I'égalité 3,,_, — o entraine
généralement X = o, car cest bien la propriété caractéristique d’un
appul extréme, de fournir, par l'ensemble de ses réaclions, un moment
fléchissant toujours nul; il faut cn outre indiguer Ie cas exceptionnel ou
= 16 s0it. Or supposons la chargse dans la tra-
i A, puis & droite de 'appui A, puis & gauche de A, : je dis
qu'on aura dans ces trois cas X, _, = o pour 3, _
En effet, la formule (14) contient le facteur 8 (ou 5, ), et par consé-
quent X s'annule avec 3, | quand la charge porte sur A, A : cCest
le premicr des trois cas. Si la charge se trouve a droite de A, la for-
mule (16) devient applicable a A,_,, et f,._, figure alors parmi les facteurs
B du second membre : donc, dans le second cas, le moment de flexion est
nul, non-sculement en A mais aussi sur tous les appuis a gauche de
ce point. Quant au troisieme cas, il n’y a pour ainsi dire pas besoin de
nouyeaux raisonnements : en ¢ffet, la condition nécessaire et suffisante
pour annuler f,,_,, c’cst que la travée A, _ A, _, soit infinic (n°9); alors
tous les moments fléchissants s'annulent en A, et sur la gauche,
quand la charge est & droite : donc aussi, en permutant la droite avec la
gauche (ce qui revient & changer seulement la position du spectaleur
relativerment & la poutre), les moments de flexion s’annuleront en A, ,
et sur toute la partie droite comprenant A__,, quand on mettra la charge
4 gauche de A, ,. '
Le cas d’exception annoncé plus haut est celui ot la charge est sur la tra-
vée A, A, _,; cette travée ayant une longueur infinie relativement a ses

m=1""m—2)

B, sera nul, sans que X
vée A, A

m~1 | S 0.

m—1?

m—17

voisines (*), celles-ci devraient étre considérées comme nulles relative-
ment 4 la premiére, pour laquelle A et A . deviendraient alors des
encastrements. Par conséquent, on n'aurait pas X, , = o. La condition
.., = o n'est donc pas absolument suffisante pour réduire toujours A, _,
au role d'appui simple, & I'égard de la travée A, _, A, : mais elle lc serait
certainement si la charge ne sortait pas de cette travée, puisqu’il suffit
A

m—7"

n—2

2

qu'on charge toute autre travée que A

m—1*

Quand on suppose, dans les formules (14) et (15), B et y dgaux & l'une
. t .
de leurs limites o et 5 on retrouve toutes les formules applicables au

cas d'une travée unique, soit simplement appuyée, soit encastrée & ses
deux extrémités, soit appuyée & I'une et encastrée & 'autre, et chargée
d'un poids concentré, dans Vintervalle. Si par exemple on supposait un

(*) Afin de ne pas entrer dans des ddtails trop minutieux sur des hypothéses
non rigoureuscment réalisables, on exclut ici le cas de plusieurs travées fi-
nies.
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encastrement aux deux extrémités, on ferait f = %: 7 - 5, et il viendrait

X, :%anr[(-&—r—l(l—F(/)]’—’%Qm{" (1427 —¢q),
; > :
Xm:,—ij/rI:I—F’/—-é('-F?):I :%Q”’]"("’f‘z’]_r)’

ou bien, attendu qu'on a ¢ +r=1,

X, _, = Qagr,
X, ~ Qag'r.

Ainsi 'on voit que la théorie des poutres 4 plusieurs travées comprend
comme cas particulier celle des poutres & une seule travée.

Jusqu'a présent nous ne nous sommes occupé que des mo-
ments de flexion au-dessus des appuis; avant de les chercher
pour un point quelconque, il faut encore en avoir la valeur au
point B ol la force Q est appliquée.

11. Moment fléchissant au point d’application méme de
la charge.— Le moment fléchissant au point B { fig. 3) s’ob-
tient facilement quand on a caleulé X, et X,; il suffit pour
cela d’appliquer la formule (4) du n° 1. Les « étant comptés a

partir de A, et ¢ désignant la longueur A,_A,, on aura, pour
le point B,

z=qa, 9(z)=—0Qaq(1—g)=—Qagqr;
donc le moment X’ dont il s’agit sera
(19) X' =X+ ¢ (Xa—Xoot)—Qagr=rX, .+ ¢X,—Qagr.
Sil'on pose
Xp=EQagr, Xn=£EQaqr, X' =¥EQaqr,

les rapports £ et £, auront pour valeurs, d’apres les formules (14)
et (158),
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et la formule (1g) donnera
(20) §=ri+qb—ur.

12. Signes des moments Xn 1, Xn, X'.— Les nombres 3 et y
étant positifs ¢t plus petits que -;, les rapports'ci—dessus dési-

gnés par-£ ct £ ont respectivement le signe de 1+ r—{(1-4-¢q)y
etde 1+¢ —(1+r)B; or g ct r nattcignent pas l'unité, de
facon que (1+¢)y et {1+ r)3 sont aussi <1, ct & fortiori
moindres que 1—+r et 1+ ¢. Done £ et & ne peuvent qu’éire
positifs; donc aussi :

Une charge isolée produit toujours des moments fléchissants
positifs(*) sur les appuis extrémes de la travée qui la supporte.

Ce théoréme s’étend immeédiatement au cas d'une charge
composée d’'un nombre quelconque de charges isolées, cn
vertu du principe de la superposition des effets rappelé au n° 5.
Puisque chaque forece élémentaire placée dans lintervalle
Asr-Andonne lieu & un moment positif, soit en A, soiten A,
I'ensemble de toutes ces forces produira, en I'un ou Pautre de
ces points, un moment qui sera la somme de quantités posi-
tives, et partant Jui-méme positif.

Maintenant je dis que & et X’ sont, au contraire, toujours
négatifs. Ces deux quantités ont évidemment méme signe, et
pour établir que £ ale signe —, il suffit d’¢tablir qu’on a

E < [7 .E_l < I,
car alors rf + g&,, qui se trouve néressairement compris entre

et £, sera lui-méme <1, ct la formule (20) donnera &' né-
gatif. Or l'inégaliié £ <1 revient a

¥
Blidr)—(1+¢q) By <<1—Py,
ou, en réduisant, a
Bli+r)<a+ g8y,

(*) Le sens considéré comme positif est ici {aussi bien que dans les autres -
parties de cet ouvrage) celui qu’on a défini au n° 1 : quand, pour avoir le mo-
ment fléchissant relatif a un point, on calenle Ja somme des moments des
forces comprises entre ce point et l'une des deux extrémités de la piece, on
prendra positivement le moment des forces verticales descendantes.
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inégalité évidente, car on a déja remarqué que (14 r)n’at-
teint pas l'unité, tandis que le second membre la dépasse. La
méme démonstration s’appliquant & £,, il en résulte donc que
¢’ et X’ sont négatifs. Donc :

Une charge isolée produit toujours un moment fléchissant
négalif en son propre point d’application.

13. Représentation graphique des moments produits par une
charge isolée. — La fig. 4 (Pl. 4, 4 la fin du volume) est des-
tinée a rendre sensible aux yeux les résultats déja obtenus
dans les numéros précédents, ainsi que la loi des moments de
flexion en tout point d’'une poulre soumise a l'action d’une
charge concentrée unique. Soit, comme ci-dessus, A,_ A, la
travée chargée, supportant la force Q placée en B; sur I'hori-
zontale A,_ A, prolongée, marquons les divers appuis, savoir:
An_iy An o, Auyy An ..., agauche delatravée en question,
Any  Avio Auia, Asys,-- , adroite.

En An_ et A, €levons deux ordonnées positives A,_ E, A.G,
représentant les grandeurs de X, et X, et en B une ordonnée
négative BF représentant X’/ (n° 12). Si Pon imagine que e
moment relatif a un point quelconque soit pareillement repré-
senté par une ordonnée, en dessus ou en dessous de la fibre
moycnne (suivant le signe), il y aura sur la premiére série
d’appuis, a gauche de la travée chargée, des moments

Xm—\ y Xm——_’) Xm-—:iy XmAh vy
respectivement proportionnels (n° 10) a la série
Un—iy Un—zy Up_3y Un 45.--3

ils se déduiront donc tous du premier X,_, ou A, E, quon
aura calculé par la formule (15); de plus, ils scront alternati-
vement positifs et négatifs, et leurs valeurs absolues décroi-
tront plus rapidement qu’unc progression géométrique de

. T N - .
raison —. La méme chosc existera sur la partie de la pouire
2
qui est située 2 droite de A, les moments

- - - -
)&m, X,H_l, }Sm+2y Xm+3; ey
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étant proportionnels aux termes de la série

"'n—m’ Un-m—l; un—m—b Vn—m—zy amee

Maintenant, aprés avoir ainsi déterminé toutes les ordonnées
relatives aux appuis ainsi qu’au point B, et les avoir reportées
sur la figure, qu’on joigne deux a deux par des lignes droites
Jeurs exirémités consécutives, on construira de cetie maniére
le polygone ...USPEFGILN..., dont les ordonnées représente-
ront le moment de flexion en chaque point de la poutre. (est
en effet une propriété bien connue que, dans une pi¢ce droite
soumise a des forces transversales discontinues, le moment de
flexion est une fonction linéaire de 'abscisse, dont la forme
reste constante dans l'intervalle de deux forces conséculives,
en comptant, bien entendu, parmi ces forces les réactions des
appuis. €ette propriété se retrouverait, au besoin, par la for-
mule (4) du n° 1, car dans les travées vides la fonction ¢ (2)
sannule, et dans la travée chargée ¢ (z) a deux formes diffé-
rentes, toutes deux linéaires, I'une applicable a la poriion
A._ B, I'autre a la porlion A,B. '

La simple considération de la fig. 4 donne licu & quelques
remarques qui ne sont point sans intérét. Faisons d’abord
observer que si la charge Q se déplace uniquement entre les
appuis An—, Am, lcs ordonnéces sur les appuis situés, d’une part
a gauche, d’autre part a droite, forment deux séries dans cha-
cune desquelles la grandeur absolue des termes varie avee la
position du point B, mais les signes ainsi que les rapports mu-
tuels de ces termes restent constants. Toutes les ordonnées
de Ia portion EPSU... et celles de la portion GILN... sont
donc multipliées chacune puar un rapport déterminé et positif;
d’ou il résulte immédiatement que les points ... T, R, O, 1,
K, M,.. ., demeurent immobiles, et aussi que fle signe du mo-
ment de flexion en un point quelconque reste toyjours le
méme pendant que la charge se déplace dans une méme tra-
vée, hors de celle ou ce point se trouve situé.

Sila charge vient a passer de la travée A, A, dans la sui-
vante AnAny, Vordonnée en A, reste encore positive, car elle
devient I'analogue de ce qu’élait d’abord A,— E; mais le rap-
port des ordonnées aux extrémités de la travée An— Ay, main-
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Up_,

tenant vide, étant » C'est-d-dire négalif, 'ordonnée en A,_,

m

a dd devenir négative; d’ailleurs, les mémes rapports se sont
conservés entre les ordonnées sur les appuis a gauche de A,
et les points O, R, T,... n’ont pas changé : donc le signe dy
moment de flexion en un point quelconque change & chaque
Jois que lu charge, en se déplacant toujours du méme coté de
la travée qui contient ce point, vient & franchir un appui; et
par conséquent il se conserve ou se modifie suivant que le
nombre des appuis iraversés est pair ou impair.

On vient de reconnaitre que les intersections O, R, T,...
du polygone représentatif avec l'axe des abscisses restaient
les mémes quand la charge parcourt toute la partic de poutre
prise a droite de A,_;. Ainsi, dans une travée donnée, le point
analogue a O est unique, tant que la charge varie en position,
en dehors et d’'un méme c6té de cette travée, de soric que
toutes les droiles représentatives, telles que EP, forment un
faisceau concourant dont le sommet se trouve sur la fibre
moyenne. Mais il est bon de remarquer que ce sommet change
dans la méme travée, et qu’on obtient un autre faisceau de
droites représentatives, quand la charge se déplace de l'autre
cOLé de celte travée et toujours en dehors, En effet, B élant
pris a droite de A,_,, nous avions

Am-~| E Up_

Am_, P Up—2

2

tandis qu’en le prenant 4 gauche nous aurons

Am—'z P Vn—m—i—z

\mfi E o -1
e

rapport encore constant, mais différent du premier, qui assi-
gnera au point de rencontre de PE avec V'axe une situation
différente.

Sil'on voulait calculer la distance An—.O, il faudrait poser la
proportion

Am—zo . Am—\é e K:IS . Bm—-l E :: Uipp—z P —_— Up—1y
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d'ou, componendo,

Ar 2O A A 2 U a t Upa— Uy,

et par suite

A0 = Ay oAy, ——mt |

Up—q — Up—,

U
Le rapport — - :

n'est autre chose, pourlatravée Ap_ Ay,

m—i

que celui qu’on a désigné en général par B (n° 10); la fraction

Un—s B
————— est done
Up—g—— U, 1 @

. X
s ¢t comme (3 ne dépasse pas >’

. I . .
elle ne dépasse pas 3" Le point O se trouve, comme on voit,

dans le premicr tiers de la travée, a gauche sila charge se
meut & droite. Quand on la fait mouvoir 4 gauche, il est bien
évident qu’il faut substituer y a 8, et le sommet du sccond
faisceau se trouve alors dans le premier tiers vers la droite.

On remarquera enfin, vu la décroissance rapide des ordon-
nées, des deux cHtés de An— An, qu'une charge Q peut produire
des moments de {lexion plus ou moins sensibles dans sa tra-
vée et dans les deux travées adjacentes; au dela les moments
deviennent relativement petits et tendent a s'effacer de plus
en plus, a mesure qu’on s’éloigne davantage de la charge.

14, Observation sur le signe du moment fléchissant aux
divers points de la travée qui porte la charge. — Nous avans
éwudié ci-dessus (n° 13) les changements de signe qu’éprouve
le moment de flexion en un point quelconque, pour toute
position de la charge Q en dehors de la travée qui le contient;
il g’agit d’examiner maintenant le cas ou la charge et le point
seraient tous deux dans une méme travée An_An (fig. 4).

On sait déja (n® 12) que les ordonnées A, E et A,G sont
néeessairement positives, tandis que BF représente un mo-
ment toujours négatif; ainsi, la charge étanten B, on aura des
moments positifs en des points suffisamment voisins des
appuis, dans les portions A,—,C, AxD, et des moments néga-
tifs dans le restant de la travée, entre C et D. Mais ce qui est
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intéressant & connaitre, c’est qu’il y a pour chacune des lon-
gueurs A, C et A,D une limite supérieure; que la somme
des deux limites n’atteint pas la longueur totale A,_, A.; que,
par conséquent, les moments de flexion resteront forcément
négatifs dans une certaine région centrale ou ne pourront
entrer les points C et D, quelque position qu’on fasse prendre
a la charge, dans l'intervalle des appuis An_i, An. Cest ce que
nous allons établir.

Pour déterminer C, on a la proportion

AmC:An B A E:A._E+BF

que donne la considération des triangles semblables ECA,_,

FCB; en posant A, .C=s.A,_(A, et conservant les notations
des n> 10 et suivants, elle devient

siqiliEiE—¥,
d’ol résulte
§— - (Ic_’

E—¢

soit, d’apres la valeur {20) de £ (n° 11),

' - ¢
e TS

La différentiation de cette équation relativement & ¢ donne

[r+q(z—a>v§§:[x+q<a—zl>1 (z+q§§>

dr d?>
(22) —qg<’—é|+qd—q—q dq

- d¥ ( d%, )
_E+qd—q'*l‘q Eldq
Les valeurs de £ et & sont (n° 11)

f) I r—-+(1
Ty L)

7
1 — [y

oYY

i

t4+qg—Ba+r):
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on peut les différentier par rapport a ¢, en observant que 3
et y ne dépendent pas de cette variable, et que r lui est lié par
la relation

q-t+r=1
qui donne
dr .
E{‘]’ — T 1
il vient alors
e BlO+y)
dq 1— By ’
iy (1 +B).
dg  —3y
Substituant, dans I'équation (22), ces expressions de &, &,
dt df,
%: ’dTIa nous trouvons
. , ds B
[1+g(E—%)) prri— [1+r—y(1+4¢q)—g(1+7)
(2 - 3 .
—k(—l—_'—ﬁ/ﬁ{(l+ﬁ)[l+"f'/(l+q)]+(l+7H1+f1—ﬁ(1+r]l,

soil, aprés réduction et remplacement de r par 1 —gq,

(1+g(E—&)p Z—;: xf@,/ (z—iqhy—2q7)+%%’;~
=~ _S@./ 2{t—q)+7(3¢—2g—1)]
=P v 3g)

Or ;,L; sc trouve affecté, dans le premier membre, d’'un fac-~

teyr essentiellement positif; 3, 1—¢ et 1 — 3y sont également
positifs, puisqu’on a

g<<1, ouy>o0, 3 ou y<%;

il en est de méme de 2—y(1+3¢), car y élant au-dessous

de é et 1+-3q au-dessous de 4, y (13 ¢) ne peut atteindre 2;
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ds

done g est toujours positif pendant que g varie de o 4 1. Pour

g =o0, I'équation (21) montre que s est nul; en faisanl croitre ¢,
s croitra aussi, ¢’cst-a-dire que le point C s'éloignera de plus en
plus de l'appui A,_, avec lequel il coincidait d’abord; pour
s=1, ce point sera & son maximum de distance s,.An_ A,
de Aoyt

On calculera ce maximum s, de s cn faisant d’abord ¢ =1
dans £ et £, qui prennent les valeurs correspondantes

@(1—27_), 7 (2—35)
1—y —py

puis on substituera ces valeurs, en méme temps que ¢ =1,
dans I’équation (21), et Pon aura

— p{r—2y) _ _ Bli—=2p

=Py +Bl—27)—v(2—B) 1—ay+ p—2py

soit, en supprimant le factcur commun 1—2vy,

B_.
1+ 5

§ =

Nous reconnaissons ici une expression que nous avons déji
rencontrée au n° 43 : si le point B en se déplacant arrivait a
franchir l'appui An, les droites représentatives qui se substi-
tueraient a EI passeraient toules par un méme point, désor-
mais indépendant de la position de B, et la distance de ce
point de concours a A,_, aurait avec la longueur An_ A, un
rapport précisément ¢gal a s,. Ce point de concours coincide
donc avec la position limite de 'intersection C. Xn d’autres
termes, si g varie de o a 1, lintersection C part de A, el
B A Ay

1+ ﬁ !
puis elle se fixe a cette position extréme quand la charge par-
court toute I'étendue des travées au dela de A, ce qui répon-
drait, si 'on veut, 4 des valeurs de ¢ plus grandes que 'unité.

On aurait pu raisonner de méme sur l'intersection 1); il au-
rait suffi de permuter, dans les calculs ci-dessus, g avec r, &

s’écarte de cet appul jusqu’a la distance maximum
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avec,, 3 avee y. On serait arrivé 4 reconnaitre que la distance
de D a 'appui A ne peut varier que de o a la limite supérieure’
7. AnAn
-a—_y_.

; f_ ﬁ’ 1—;/— ) étant plus petites que %1 C

et D ne peuvent pénétrer dans le tiers moyen de la travée; il
y a done ld une région centrale ayant au moins pour longueur

Les deux fractions

1 : .
rgA,,.-iA,,., dans laquelle les moments de flexion conserveront

togjours le signe —, tant que la force ne sortira pas de la tra-
vée. 1l arrivera méme dans les cas usuels que la région cen-
trale occupera une longucur plus grande; ainsi, quand les
travéeg seront ¢égales, B et y s'écarieront peu de .

2443
(n° 9); on aura donc approximativement

B v .

R = —. ==0,2113,

.. . . 2 1
et Ja région centrale occuperait une fraction 1 — ———-—-—
343 V3

(soit un peu moins de %) de la travée.
I

En An_i et An, les moments que produit la charge Q placée
dans P'intervalle sont toujours positifs; mais en tout autre
point de la travée, si rapproché qu’on le suppose de 'un des
appuis, le moment peut devenir négatif, et il le serait notam-
ment en y placant la charge. On n’est donc certain & priori des
signes qui affcetent les moments de flexion produits par Q
aux divers points de sa travée, que pour les extrémités et la
région centrale dont on vicnt de parler.

Etant donné un point quelconque C, dans l'intervalle A, ,A,,, on peut
s¢ demander ou il faut placer la charge Q, dans ce méme intervalle,
pour qu'elle produise en C un moment {léchissant de signe dé¢terminé, par
exemple positif. La réponse a cette question est facile: en désignant par s

A, G . L . N
le rapport —2=-—, qui est connu puisqu’on donne le point C, on ré-
AA

mo

I11. 4
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soudrait I'équalion (21) par rapport a ¢, aprés y avoir mis au lieu de
r, &, E, leurs valeurs en fonctien de g. On sawrait ainsi oi 'on doit pla-
cer Q pour que l'intersection de la droite EF avec l'axe des abscisses ait
lieu en un point donné C. Maintenant, puisque ce point d’intersection
s'8lnigne de A,,_, en méme temps que Q, il est clair qu’en éloignant Q
on rendrait positif le moment de flexion au point C et qu’on aurait Ieffet
inverse en mettant Q plus prés de A,,_,. On constate d’ailleurs aisément
que Péquation 3 résoudre est du sccond degré : sa résolution numérique
serait done toujours fort simple, mais en la traitant algébriquement nous
n’avons trouvé aucun résultat remarquable. Nous n’entrerons done pas
daus plus de détails a ce sujet.

15. Cas particulier d’une travée extréme.— A parlir du
n° 11 inclusivement, nous avons toujours raisonné dans 1’hy-
pothése ou U'indice m serait quelconque : voyons maintenant
comment les résultats se modifieraient pour s’adapter au cas
de m =1, 'appui A,_ se confundant avec Vextrémité A,.

On sait déja (n° 10) que, la charge étant mise sur la pre-

miére travée, il faut faire 3 =o, y =— V—u"_—‘, dans les formules
qui donnent Xn; et X,, soit X, ct X3 or: a ainsi
Xo=0, Xi=yQaqr(i+gq),
et, en répétant les calculs du n° 11, il vient
X'=¢X,—Qagr,

E=o, L=vy(1+¢q),
E=gt—1=yq(14+q)—1.

Ainsi done X, est toujours nul (et il le serait méme en placant
la charge en un point quelconque hors de la premiére travée);
X, est positif; au contraire £’ et X’ sont négatifs, car on a

g<1, 14+qg<2, y<;v

et par conséquent
7q(t+g) <t

On retrouve donc ce qui a été démontré au n° 12, sauf que
Xn— devient toujours nul au lieu d’étre positif.
Maintenant, sil'on construit 1a figure analogue a la fig. 4, il
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faudra supprimer toute la portion a gauche de A,_,, et faire

A._.E=o0; les points E et C se confondront avec An_i, et la
droite ECF partira de ce dernier point : rien ne sera d’ailleurs
changé.

Quand on fera varier la position de la charge hors de la tra-
vée A;Aq, ce qui a été dit (n° 13) sur les changements de
signe du moment en un point déterminé pris dans cette tra-
vée s'applique toujours; seulement, les droites représenta-
tives, au lieu de former deux faisceaux concourants, n'en for-
ment plus qu'un seul, attendu qu’elles doivent toutes passer
en A,. L'un des deux faisceaux qui existaient primitivement a

B
-+ B3
n’existe plus, parce qu’il répondait a une charge variable dans
des travées supprimées, savoir : celles dont V'indice n’est pas
supérieur a m —1.

Il ne nous reste plus qu’'a chercher les limites de la région
ol les moments de la travée A, A, sont forcément négatifs,
quand la charge va de A, a A,. Nous avons dit tout & ’heure
que le point G { fig. 4) coincide avec An_ ou A,; les moments
sont donc négatifs depuis ce point jusqu'a D, et tout se réduit
a chercher le maximum de disiance entre ce dernier point et
Anou A,. Or, un calcul de triangles scmblables, tout parcil &
celui par lequel nous avons démontré la formule (21), donne-

ce point pour sommet, puisque s’annule avec (3; Pautre

rajt pour le rapport ¢ de la distance A.D a la longueur totale
de la travée

£

1‘*"(21_&}‘

expression composée avee r, £ et £ comme le second membre
de (21) lestavec ¢, £ et £. 1l faut d’ailleurs faire £ =o, d’ou
résulte

I I I 1
—_—=14 —=14+ ——— =14 —

t rk, ry{t+q) y(1—¢q*)

\ 1 .
Lorsqu’on fait varier ¢ de o a 1, - varie donc de 1+4-
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.. H
minimum de 7 est done

1 1
14— = ]
4L Y 7

et par conséquent le maximum ¢, de £ a pour valeur

‘.
AR

C’est ce qu'on avait déja trouvé dans le cas général. Les deux
limites de la région centrale des moments négatifs dans la tra-
vée A,A, ne sont donc modifiées que du coté de I'extrémité
A. de la poutre; de l'autre ¢Oté, la limite se calcule comme
dans le cas d’'une travée de rang quelconque, tandis que du
cdté de A, la région centrale s’allonge jusqu’a Pappui.

En résumé, on voit qu'on peut appliquer aux travées cx-
trémes tout ce qui a é1¢ fait et dit pour les autres; seulement
il faut tenir compte de ce qu'on a

3=o0 pour A,
y-=o0 pour A, A,

et de ce que la charge ne peut varier en position que d’un seul
cOté de la travée.

16. Des plus grands moments de flexion que puisse produire une charge
concentrée. — Une charge Q étant placée dans la travée A, A, ct con-
centrée au point B (fig. 4), produit aux divers points de la picce des
moments représentés par la ligne polygonale ... USPEFGILN...; il esl
visible, par la fizure méme, que ces moments pris en valeur absolue
passeni par une série de maxima répondant aux points d’appui et au
point B, Ces maxima sont les ordonnées

A_E, A P A
AG, AL AL ...

m+i m+2

et enfin BF. D'ailleurs A, E surpasse toutes les ordonnées & gatiche de
A ., et A G celles qui sont a droite de A, (n°13) : le maximura absolu

est done l'une des trois lignes A, E, A,G, BF. Si I'on désigne par
A, B, C leurs rapports respectifs au prodult Qa, ou Qa, on aura d’ahord

m
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(10} :
.
A:[Il‘pl—}--) \I—FI/)’)’,
1=
49— (14+7)f

B:[I‘ —_——
. [ 7 ] — p,y bl
et ensuite (n° 11) :
C:_&:—grg’:gr{l—rz_—— gE),

ou bien, en remplagant £ et § par leurs valeurs et réduisant, eu égard &
la relation ¢ + 7 =1,

o lr—prii+r) —yg(t+q)+29rfy].

Nous nous proposons d’examiner ici comment varient ces trois coefficients
A, B, C, proportionnels aux plus grands moments produits par la charge Q,
dans une position donnée, et surtout de signaler les maxima qu'ils peuvent
alteindre :

1° Ouand' une poutre est définie complétement, ce qui entraine des va-
leurs fixes pour B et vy, mais qu'on fait varier la position de la charge dans
sa travde, c'est-a-dire les nombres ¢ et 7, entre leurs limites respectives
oet 1, 1¢t o)

2° Quand la disposition des appuis a droite et a gauche de la travée
chargée est censée indéterminée, ce qui permet de faire varier aussi 8

et y entre les limites extrémes o ct 5 dont la signification a ét¢ indiquée
(n*9 et 10).

Mazxima des cocfficients A et B.—Quand ¢ et r varienl seuls, A varie
propurtionnellement a

qrii4=r) — (t4q)qry
ou bien &
glt—ql{2—q)—3q(1—¢*).

Désignons cette expression par y et prenons sa dérivée relativement a ¢ ;
nous aurons

dy
g = 283 = (1= 397,

La dérivée % devient, pour ¢ = o, dgale a 2 — 5, valeur positive ; pour
. .

¢ =1, elle prend la valeur négativo 2y — 1; la fonction d'abord crois-
sante avec g finit par devenir décroissante. Dans Pintervalle elle passe
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par un maximum répondant &

équation du second degré qui donne
(—y\/xlt—9+ )
_ st
7= T4 ;

nous n’écrivons pas le signe 4 du radical gqui rendrait la valeur de g
supérieure a 1, comme il est facile de s’en assurcr. Pour substituer cette
expression dans y, on formera les facteurs

ﬂ—q—v(l+q)~r+'—72 (1+7)~1+\/ (i—7+7)
—7[I+7+I—\/§(1~7+72)]$
:[_-,+\/%(177+7=),

r/(l—-q)éu_*_’[ \/(r v+/)][/+\/ l—'x+7)J

e i eyt e ) g (Lt e
"(n+7)‘[’ glo—v+7)+{i—y] 3(I /+/J
Multipliant ces deux égalités membre a membre, on obtient pour le maxi-

mum de ¥ .
¥ ' 3
(1—_4_—,”3['/( 7)+3—‘/3('*7+7)J

et partant, pour lo maximum correspondant A, du coefficient A,

. ﬁf,, [ — o I — “;; .
A‘\n—([_@7)(l+7)z[7( 7) + ( I'+/)]

2
33

1l est clair que B aurait un maximum analogue B, qu’on obtiendrait en
permutént B avec ¢, et dont il est inutile d’écrire la valeur.

On peut maintenant former une table a double entrée faisant coonaitre
A, on fonction des arguments £ et y : cette table, la voici, quand on attri
hue aux deux arguments les valeurs o, o,1, 0,2, 0,3, 0,4, o,5.
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Tableau des valeurs de A,.

4 VALEURS DU MAXIMUM A, pour 8 = VALEUR
; N _ corres-
2‘ 21 pondante
g 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 | deg.

0,0 ] o,0000 | 0,0385 | 0,0770 | 0,1155 | 0,1540 { 0,1925 | 0,4226
0,1 | o,0000 | 0,0354 | 0,0715 | 0,1084 | 0,1460 | 0,1845 | 0,4084
0,2 ] o,0000 | 0,0323 | 0,060 | o,1011 | 0,13;8 | 0,1761 | 0,3924
0,3 | o,0000 { 0,0293 | 0,0605 | 0,0936 | 0,1292 { 0,1672 | 0,3745
0,4 ] o,0000 | 0,0263 } 0,054y | 0,0861 | 0,1203 | 0,1578 | 0,3548
0,5 ] o,0000 | 0,0234 | 0,0494 | 0,0784 | oy1111 | 0,1481 | 0,3333

Le méme tableau sert au calcul de B, : il faut seulement, comme on
l'a dit, permuter $ avee 7, et g avec 7. Exemple : pour B =0,2, y= 10,4,
la valeur maximante de 7 serait 0,3924, et 'on aurait B, = o0,1378.

Ce tableau montre que : 1° pour produire le maximum dw moment sur
un des dewx appuis de la travée qui porte une charge concentrée, i faut
placer celle-ct, non au miliew de Uintervalle des appuis, mais & une dis-
tance moindre & partir de Uappui dont on s’occupe; cette distance varie
entre 0,4228 6t %.de la travée, suivant que Pautre appui se rapproche
plus ou moins d’un appui simple ou d’un encastrement, par Uinfluence
de la solidarité des travées (*); 2° le maximum A, croit avec B et décroit
quand y augmente, c’est-a-direc que le maximum du moment sur Uun des
appuis qui terminent lu travée chargée croit de plus en plus @ mesure
que cet appul se rapproche de Uencastrement et que Pautre s'en éloigne
davantage,

A
constituer une série d’appuis simples, c¢’est-a-dire que chacun d’eux reod fixe
A

(*) Tous les supports Ay, A, Agy..es A,y A, ... sont toujours censes

un seul point dc la fibre moyenne. Mais il peut se faire quc la travée A,,_,
par exemple, dimlnue indéfiniment de longueur, et alors le point A

m—1?
met S€
change en un véritable encastrement, puisque I'¢lément A, ,A, | de la fibre
moyenne conserve une position invariable; dans ce cas le nombre £ de la

travée suivante A,,_| A, ainsi que le nombre y de latravée précédente A, (A o,

L1 ’ .. .
deviennent ¢gaux a la limite 57 comme on I'a déjii va (n° 3). De méme le

T . -
nombre y de la travée A,,_, A, prendrait la valeur S H les appuis A, A,

se rapprochaient au point de se confondre. Au contraire, si la poutre finissait
en A,_,, ou si la travée A,,_, A, était précédée d'une autre infiniment longue,
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Ces conséquences pourraient se démontrer, au moyen de I’expression
analytique de A,, plus rigoureusement sans doute que par le calcul numé-
rique, mais aussi beaucoup plus longuement et péniblement.

Mazxima du coefficient C. — Le coetlicient C varie avec ¢ proporlion-
nellement a la fonction

qr—Bgrt (1) — yrgt (1 q) +2fygtry

calculons sa dérivée cn considérant » comme fonction do g, et égalons-la
A zéro : nous trouvons ainsi pour c¢oudition du maximum

o=r—qg—pBri4-r)+8q(2r+3r)+ 141 +¢)
—r{2q 4+ 3¢  + 4griy(r—q),

soit, apres quelques réductions faciles a voir,
reg+2fr(i—o2rt —ayg(1—2¢") + 4fygr(r-- ¢) = o.

Cette équation détermine la valour maximante de g5 apres le remplace-
ment de r par 1 — ¢, elle est du troisicme degré en ¢, de sorte quiil
faudrait sc jeter dans des calculs inextricables pour en avoir les racines
sous forme algéhrique, et en conclure Pexpression du maximum cherclié.
Nous nous contenterons donc de signaler des cas ot son degré s’abaisse,
d’indiquer daus tous les cas deux limites qui comprennent les racines, et
enfin de donner un tableau des racines correspondantes & diyerses valeurs
numériques de B ot 7. ’
1° Si I'on suppose 8 = v, I'équation devient

r—gqoi{r—ar’—q-ag )+ 4ptqrir —q)=o,
ou bien -
(r—gi[1+2B(1 — 24" —2gr — 2r*) 4 4Bqr] = o.

Attendu qu'on a
q+r=—i, >

son nombre 3 s’annulerait, et appui A, _, joucrait le réle d’'un appui simple

A,., relativement aux charges placées sur cette travée (n® 10},

de la travée A, /

Une remarque entiérement analogue peut étre faite au sujet de A, ct du
nombre 7 de la méme travée.

Enfin, la disposition des travées contigués peut faire passer 8 et 4 par toutes
les valeurs intermédiaires. Quand nous disons que A, _,, par exemple, s
rapproche d’un appui simple ou d’un encastrement, il faut eniendre que g se

1 . . . . . R
rapproche de o ou de —; et avoir présentes a I'esprit les observations c¢i-dessus.
2

Ce n'est la, en elfet, qu'une maniére de parler, qui ne suppose pas quon ail
changé la pature de la liaison entre la poutre et chacun de ses appuis.
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il en résulte
g4 ogr+rt =,
el par conséquent
2+ qr 7] =2 (1= gr);
done aussi
(r—q) [+ 2B (— 1247+ 46 ¢r] = o.

Ur la quantité entre crochets peut s'éerire
(1= 28] - 42qr (18],
ce qui montre qu’'elle ne s’annule par aucune valeur positive de g et r,

puisque 1— 2 est toujours positif. Donc I'équation du maximum donne

0 —=7r— —)
1 2

seule solution admissible duns le cas particulier de f = ¥.
1 1. . R .
Les valeurs ¢ == introduites en méme temps que f = y duns
l'espression générale de C, donnent pour sa valeur correspondante
_ 2t
T8+
2° Si I'une des quantités f ou y prend la valeur limite é, quelle que
soit Pautre d’ailleurs, 'équation s’abaisse au second degré. En faisant,
par exemple, 3 = i, elle prend la forme

r—g¢4r—or’—oyq(t —a2g —r’ +qry=o,
ou bien

ar(t—r) — glit2y(t — 24" — 7+ )] = 0.
On peut alors supprimer le facteur ¢ ou 1 — r, el 'on a
2r{14r)—1—a2y(t—2¢" —r*4qr)= o,
soit, en mettant 1 — ¢ au lien de r et ordonnant,
2471+ d7) — B¢ (1+7) +3 =0;
d’ot I'on tire

3 4y) = V3 —2y+ 37,
2 (14 47)

q =

Nous excluons le signe -+ du radical, parce qu’il dopnerait ¢ > 1, comme
on peut le voir facilement.
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De méme, si 7 était égal & ;7 on trouverait par une permutation de

lettres
_3(ikf) — V31— 25+ 8%
o 2(1+45) .

7

el par suite
5(2—1—I+y/3(l 2@+3()2)
=1 —r= ————" iy )
2(1+45)

3° 8i § et 7 sont quelconques, la valeur cherchée de g se trouvera
toujours comprise entre les limites

3 — 3
‘/ ! et .3—\_37

P 2

qui répondent respeclivement 48 = o, 7 = Ly eta b= l;ﬁ 7 = o. Substi-
> ;

tuons en effet ces nombres dans I'équation, nous obtiendrons les résultats :
V3—1
2

3—v3

2

pour ¢ = (20 —v3) (1—29)+ 253 (0 —V3) (149,

e (2= VB (0 - af) 29 V3 (2 — VI3,

pour ¢ =

Comme le premier est toujours positif et le second toujours négatif, la
racine de l'équation cst bien entre ces valeurs de q.

4° 8i Pon permute ensemble $ et ¥ d’une part, ¢ et » de Vautre, I'é-
quation ne chahge pas. Donc, quand on aura la racine g pour un systéme
de valcurs

p:')”v '}'Iﬁ”

Ces diverses remarques nous ont permis de construire sans grande
peine la table ci-aprés ou se trouvent trente-six solutions particuliéres de
notre équation, pour autant de systémes de valeurs de 3 et : sur ces
trente-six solutions, il y en a six immédiatement connues; sur les trente
autres il suffit, en vertu de la remarque précédente (4°), d'en chercher
quinze; cnfin, sur ccs quinze, on en obtient cing par des équations du
second degré, de sorte qu’il en reste seulement dix avant exigé des 1
tonnements numériques.
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Tableau des valeurs de g

pour lesquelles C devient maximum.

VALEUR MAXIMANTE DE ¢ POUR @:
VALEURS
de 5.
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,0 0,5000 | 0,5259 | 0,5532 | 0,5816 | 0,6087 | o0,6340
0,1 0,4741 0,5000 0,5285 0,5580 0,5872 0,6150
0,2 0,4468 0,4715 0,5000 0,5306 0,5616 0,5918
0,3 0,4184 0,4420 0,4694 0,5000 0,5321 0,5641
U,4 0,3913 0,428 0,4384 0,4679 0,5000 0,530
0,5 0,3660 0,3850 0,4082 0,4359 | 0,460 0,5000

Connaissant ¢, on a par cela méme r en prenant 1 — ¢ : on peut alors
substituer ces valeurs dans P'expression connue de C, dont on obtient
ainsi les maxima C,. Voici les résultats de ce calcul.

Tableau des maxima du coefficient C.

yvaxinum G POUR o =
VALEURS
de 7. - - [
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 J 0,5
- o
0,0 0,2500 0,2319 0,2152 0,2000 0,1863 } 0,1740
0,1 0,2319 { o,2159 | o0,2010 | 0,1873 o,1750 | 0,1639
0,2 0,2152 0,2010 | 0,187 0,1730 0,1637 J 0,1537
0,3 0,2000 0,1873 0,1750 0,1634 0,1530 | 0,1435
0,4 0,1863 0,1750 0,1637 0,1530 0,1429 0,1339
0,5 0,1740 0,1639 0,1537 0,1435 0,1339 g 0,1250

Enfin, la comparaison de ces maxima avec ceux, déja connus, de A ct B
permet de choisir, pour chaque systéme de valeurs de B ct v, le plus
grand des trois, et d’en faire le tableau suivant.
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(K) Tableau donnant les maxima maximorum des trois coefficients

A, B, C.
i
VALEUR DU PLUS GRAND DES TROIS NOMBRES A , B, C, i
5 — i
VALEURS POUR = !
do 5. S - e
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0.5 ;
0,0 0,2500 0,2319 0,2102 0,2000 0,1863 | o0,1923
0,1 0,2319 { 0,215y | o0,2010 | 0,1873 0,170 | 0,185
0,2 0,215 0,2010 0,1875 0,1730 0,1637 0,1761
0,3 0,2000 0,1873 o,1750 | 0,163 p,1530 | 0,165
0,4 0,1863 } 0,1750 | 0,1637 1 o0,1530 0,1429 | 0,158
0,5 0,102) 0,1843 0.1561 0,162 0,1578 0, 1481

Nous avons eu soin de souligner, dans ce tableau, les nombres qui
expriment des valeurs de A, ou de B,, cas auquel le maximum de C n'est
pas le plus fort des trois. On voit que ce cas est pour ainsi dire exeep-
tionnel, car il exige pour se produire que le plus grand des deux nombres
@ et v soit supérieur & une certaine limite , voisine de la limite extréme
de ces nombres. Pour la déterminer rigoureusement, il faudrait recon-
struire un tableau analogue au précédent, mais en procédant par diffé-
rences beaucoup moindres quand on ferait varier B ou 7y entre 0.4 el o,5.
L’interpolation donnera, sans autant de peine, des résultats suffisamment
exacts, et voici comment : en faisant, par exemple, f = o et y = 0,4, on
a € = 0,1863, B =o0,1540, A, =0, de sorte que le maximum de (
surpasse de 0,1863 — 0,1540 = 0,0323 le plus grand des deux autres; au
contraire, pour = o el y = 0,5, A, reste nul, mais B, 'emporte sur (
de 0,1925 — 0,1740 = 0,0185 : P’égalité so produira donc approximative-
ment pour

"
“l

323

7= 0»4 -+ (015 - 0;4) 3_9?:‘@5 = 0, 46/{

Done, si § est nul, il faudra, pour que le maximum de C ne soit pas le
plus grand des trois, que  dépasse 0,464. Un calcul analogue répété avee
d’aulres valeurs de § donne :

pour p:(),l7 0,2, 0737 0:4; 0757

= 0,458, 0,454, 0,450, 0,449, quelconque.
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Ces nombres s'écartent tous bien peu de 0,45 : ainsi 'on peut dire que la
condition nécessaire du fait en question, c’est que la plus grande des
quantités @ et 7 soit au-dessus de o,45.

Les observations suivantes résultent encore des deux dernicers tableaux :

1° G, est une fonctlion décroissante de B et de y, c’est-a-dire quo plus
l'un ou Pautre des dewx appuis extrémes de la travée se rapproche de
Pencastrement, plus on a un petit maximum du moment de flexion dans
leur intercalle.

2° Le plus grand des trois maximums A, B, C, est une fonction dé-
croissante de P et de v, & la condition toutcfois que Ie plus grand de ces
denx dernicrs nombres ne dépasse pas la limite 0,45 qui rend C, inféricur
a A oua B. En conséquence, la plus petite valeur du plus grand maxi-
mum parmi A B,, C, répond & B=vy=0,45; cette plus petite vuleur,
déduite par interpolation du tableau de C ou de celui qui donne A, et B,
sera environ 0,1340.

Au reste, on peut calculer plus exactement la limite inféricure assignée
alaplus grande des trois quantités A, B, C,, maintenant qu'on sait qu’elle
doit répondre a des valeurs égales de B et de . Sous cette condition il a
ét¢ démontré que C, répond & ¢ =— r — %; donc

1 13 1 2—0
N R —F2) = L.
‘“‘“1—.{72<4 S =
D'ailleurs, pour B =, on a

Ll {

A =B -
3v3

e
‘ ‘ii‘~(ﬂ’)(l+@)7[

On reconnait par titonnement que ces expressions de A, et de C de-
viennent égales pour B = 0,4494 environ, et qu’elles prennent alors la
valeur 0,1337 : ce nombre est donc la limite inférieure demandée.

Le cas ou la charge porle sur 'une des travées extrémes n’a, dans la
question actuelle, rien de particulier que la nécessité de supposer f=o
pour la premiére travée, y = o pour la derniére. Il se trouve donc impli-
citement compris dans les tableaux numériques donnés ci-dessus. Seule-
ment il n’est plus possible de faire descendre & 0,1337 le minimum du
plus grand des coefficients A,, B,, C,, puisqu’on n'est pas libre de prendre
G et 4 tous deux égaux & o,4494. Soit par exemple f = o : pour rendre
C, ézal au plus grand nombre A ou B, il faudra qu’on ait, comme on 1’a
vu tout & Theure, ¥ = 0,464, et par suite C, = 0,1784 (nombre déduit
par interpolation du tableau de C,). Ce serait 1a limite inférieure du plus
rrand des trois maximums A, B,. C.
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17. Résumé du § I1. — 1l ne sera peutl-éire pas inutile de
jeter un coup d’ceil cn arriére et de récapituler briévement les
principaux résultats obtenus dans le § II : de cette maniére on
en saisira mieux V'enchainement et la portée.

Etant donnée une poutre de n travées, dont la fibre moyenne
est assujettie par conséquent a conserver n-+1 points fixes,
sans que sa direction y soit forcément invariable, nous com-
mencons par calculer{ n° 9), indépendamment de toute hypo-
thése particuliére sur la charge, deux séries de nombres

ul’ u2) us! R | Iln*—l) un,
Uiy Vay Vsy e s Yoty Uny
et nous en déduisons deux autres sérics
Bay Bis Baye vy Brozy Brrs
Jor Yu Jase ooy Yn—zy Yn—re

Les deux premiéres commencent par u#, = v, =1; elles se com
posent de termes alicrnativement positifs et négatifs respecti-
vement supérieurs, ou au moins égaux en valeur absolue i

1, 2,4,8,..., 2" an;
les deux autres commencent par o ¢l s¢ composent de termes

tous positifs et ne pouvant dépasser > On a indiqud la signifi

. s L -
cation des limites o et S oSt dans les séries des nombres § et

7 on considére B, ¢l y.—. comme appartenant spécialement
a la mme travée, chacun des deux appuis qui la terminent con-
stituera, pour cetie travée prise isolément, un appui simple
ou un encastrcment complet, suivant quun des nombres

1 .
Ba—i OU Yu—m prendra la valeur o ou la valeur —- Les séries des
2

u, v suffiraient & la rigueur pour tous les calculs concernant
les moments de flexion de la poutre ; mais les autres sont plus
commodes, surtout pour les calculs algébriques.

Cela posé, faisons agir une charge dans la miéme travée, en
un point déterminé et connu. On pourra culculer, par des for-
mules trés-simples, les moments de flexion :
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D'abord sur tous les points d’appui (n° 10);

Puis au point d'application de la charge (n° 11);

Et enfin en tout point de la piéce (n° 13).

Nous avons ensuite présenté diverses remarques et propo-
sitions au sujet des signes que peut prendre le moment flé-
chissant en un point donné, quand la charge varie en position
dans toute I'étendue de la picce. Nous avons reconnu que :

1° Le point étant pris dans la m# travée, c1 la charge se
déplacant duns toutes celles qui sont & la suite, le signe du
moment, pour le point dont il s’agit, change toutes les fois
que la charge franchit un appui, et reste le méme dans le cas
contraire; la méme chose arrive, bien entendu, quand la
charge parcourt les travées de rang inférieur 4 m.

2* Quand la charge se meut dans la travée méme ou est le
poini, le moment de flexion est toujours positif au-dessus des
appuis qui la terminent, toujours négatif au point d’applica-
tion de la charge; on obtiendra une région'cemrale, ou il
sera aussi toujours affecté du signe —, en retranchant sur la
longueur de la travée, a partir de chaque appui, les fractions

H@—ﬁ’ ;_':_—}; de cette longucur; les points limites de larégion
des moments négatifs sont ceux ou viennent concourir les
droites représentatives des moments de la travée, quand la
charge occupe une position quelcongue au dehors.

Aprés avoir remarqué qu’'une charge placée dans une cer-
taine travée produit, en tous les points de la piéce, des mo-
ments dont les trois plus forts, en valeur absolue, ont lieu au
point d’'application méme de cette charge et aux extrémités de
la travée chargée, nous avons cncore cherché la position du
point d’application qui rend maximum chacun de ces trois
moments. Pour une série de valeurs numériques attribuées a
f et y, nous avons indiqué cetie position, qui ne coincide pas
en général avec le milieu de la travée, sans toutefois s’en

. N 1 .
écarter jamais plus que de g de la longueur de celle-cis nous

avons en gutre calculé les valeurs numériques des maxima.
Enfin nous avons supposé qu’on était libre de changer arbi-
trairement la disposition de tous lcs appuis de la poutre, sauf

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



64 CHAPITRE PREMIER.
ceux de latravée chargée, de maniére a faire varier 3 oty enlre

. 1 .
leurs limites o et —» et nous nous sommes demandé quelles

seraient les variations correspondantes des trois maxima. Ou
voit alors le maximum du moment sur un appui augmenter i
mesure que cet appui se rapproche davantage de 'encastre-
ment (ou, pour parler un langage plus précis, a mesure que

, 1 : .
son nombre 3 ou y s’approche de —), el & mesure aussi que
2

Fautre appui s’éloigne de la méme condition; le maximum
. relatif au point d’application diminue de son co6té, quand les
deux appuis tendent vers l'encastrement. Ce dernier maxi-
mum est généralement le plus fort des trois; toutefois le con-
traire a licu quand le plus grand des nombres B ct y excede
une limite, a la rigueur variable avec l'autre, mais toujours
peu différente de o0,45. Le plus fort des trois moments
maxima diminue de plus en plus quand les deux nombres 3
et y tendent vers cette limite, égale a 0,{494 pour B—=y; le
plus fort des trois moments aticint alors une valcur minimum
maximorum, au-dessous de laquelle il sc¢ra absolument impos-
sible de le faire descendre, de quelque maniére qu’on dispose
les appuis des deux cotés de la travée chargée, en conservant
toujours sa longueur. Si P'on représente par 1 le plus grand
moment quand les deux appuis de la travée sont des appuis
simples (3 et y étant nuls ), il deviendra

0,75700 quand on substituera un encastrement & l'un
I
d’entre eux (5:0, Y= —),
2
0,5924 quand on les remplacera par deux encastrements

)

0,5348 quand pour avoir l¢ minimum maximorum on fera
B =1y =0,4494.

Il faudrait donc, alin de diminuer autant que possible le mo-
ment maximum produit par une charge isolée, placée ou l'on
veut dans une travée, non pas cncastrer complétement cette
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travée sur ses deux appuis, mais sarranger pour avoir
3=y =0,4494, c’esl-a-dire pour avoir (s'il est permis de par-
lerainsi) neuf dixziémes d’encastrement.

§il s'agit d’'une travée extréme, on n’est plus libre de faire
varier les deux nombres 3 et 7, car U'un d’cux a une valeur fixe
¢égale & zéro. La valeur la plus favorable de lautre est alors
0,464 environ; et si 'on représente encore par 1 le moment
maximum dans I'hypothése 3 =0, y =0, ce maximum de-
viendra

0,7700 quand I'appuinon placé a un bout de la poutre sera
un cncastrement,

0,7136 quand les travées & la suite de cet appui seront dis-
posées de maniére a donner la valeur 0,464 a celui
des nombres 3, y qui n’est pas nul.

Nous passons maintenant & U'étude des moments qu'engen-
drerait une charge uniforme s’é¢tendant sur la longueur com-
plete d’une travée.

§ III. — Des moments de flexion produits par la charge uniforme
d'une seule travée.

18. Moments au-dessus des poinis d’appui. — Une scule
travée de la poutre étudiée au § 1I supporte une charge uni-
formément répartie sur sa longueur entiére, et toutes les autres
sont supposées vides; il s’agit d’abord de déterminer les mo-
ments de flexion qui ont lieu dans les sections de la poutre
faites au-dessus des points d’appui. On peutrésoudre la question
en se servant des formules du n° 10, combinées avee le théo-
réme général sur la superposition des elfets des forces. Soit
AnAx( fig. 3, p. 34 ) la travée chargée, pa. ou simplement pa
la charge totale, calculée a raison de p kilogrammes par métre
courant sur toule la longueur a, ou e de cette travée : on
décomposera le poids pa en une infinité de poids élémen-
taires, dont I'un sera placé aux distances ga, ra des points A,
An, et aura une intensité padq; pour les avoir tous, il suffira
de faire varier le rapport ¢ de o & 1. Au poids élémentaire
padyg répondent, en An— et An, les moments de flexion Xa

II1. 5
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et dXn, donnés par les formules (14) et (15), ou 'on rempla-

cera Q par padq, en conservant d’ailleurs le sens des autres
notations; on a donce

G
Xn= pa* —F 5, [ r—(q)ylgrdg,

@7['+q — (1+4r)B1qrdg.

dX,—= p& - I

L’intégrale de ces ¢quations, prise entre g —o et ¢ =1, don-
nera lcs moments X, et X, produits par l'ensemble des
poids élémentaires, c’est-a-dire par le polds total pa : donc

Xnoa= pa? 1—5@7[ [ (1+r)qrdq~yf (I+q)qr{qu,

= l Y fl f‘ , ]‘
a 1 rd 3 1-+rigrdg |;
P23 @Y{ A ( q)qrdg A ( Jqrdg

la question est par conséquent ramenée 4 la recherche des
deux intégrales définies qui entrent dans les expressions ci-
dessus. Remarquons en premicr licu qu’elles sont égales, car
la relation

q +r—=1
entraine, comme conséquence immédiate,
dr=-—dqg,

et par suite, si Uon prend r pour variable au lieu de ¢,

-1

J

I
or, la dernicre intégrale ne différe de f (1-+~¢)qrdq que par
o

(1+r)qrdg=— f q/a’r—f 1+ r)qrdr;

le changement de ¢ en r et inversement, et partant elle lui est
égale, puisque g et r sont liés par une relation syméirique et
varient dans les mcémes limites. D'un autre cdté, on a

j (I+q)qrdq:f (l__qz)qdq:%__%:%;
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donc enfin nous pouvons écrire les formules

: 1 .B0i—y)
(1) Xm_l_zpa — By 3
1 et t—=38)

(2] R =Py

Les mémes formules se démontrent peut-étre plus simple-
meni encore en les cherchant directement, sans employer le
principe de la superposition des effets. En effet, si nous conti-
nuons toujours a supposer parfaitement fixes les points de Ia
fibre moyenne primitive qui se trouvent au-dessus dcs appuis,
et que nous appliquions en conséquence I'équation (1o) du
n° 6 4 tous les groupes de deux travées consécutives, nous re-
trouverons identiquement les équations (11) du n° 10, a part
cette différence que la (m —1)#m et Ia m®* auront pour second

membre ;pa,“", au milieu de Qaqr(r+rjet Qalqr(x + q}.
1

Pour résoudre un pareil sysiéme d’équations, il n’y aurait done
qu'a effectuer, dans les formules du nv 10, le remplacement

de Qangr(r+r) et Qa,qrit+q) par ;paf., ce qui, entre
4

autres résultats, reproduirait les formules (1) et (2) ci-dessus,
ol a signifie d’aillecurs la méme chose que an.

"Les m—a premiéres équations (11) du n° 10 subsistant
sans modificalion dans le cas actuel, ainsi que les n—m—1
derniéres, il en résulte que les moments

Xl, X'z; Xg,- L Xm—l, Xm—ly
va Xm+l1 Xm+h R Xu—h Xn—l

doivent encore former deux séries, dans chacune desquelles
les termes ont conservé les mémes rapports deux a deux,
exprimés par les nombres

Uy Usy Uyye o -5 Un—azy Un 1

pour la premiére, et par

) Vay, V1

Ynemy VYn—m—1y Ya—m—z;- - -»
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68 CHAPITRTE. PREMIER,

pour Vautre. Ainsi donc, aprés avoir caleulé X,_, et Xa, on
obtiendrait les autres moments sur les points d’appui par
Pemploi desnombresu et ¢ (n°9), ou, ce qui revient au méme,
en faisant usage des formules (16) ¢t (17) du n° 10.

Dans le cas particulier ou la charge porte sur Pune des tra-
vées cxtrémes, I'un ou I'autre des procédés de démonstration
dont nous venons de faire usage conduit weés-facilement &
reconnaitre qu’on doit faire 3 ou y égala zéro. Si par excmple
la premicre travée cst seule chargée, il faudra supposer 8 =o,
et I'on aura, par les formules (1) et (2),

Xn:())

) 1o,
(3] Xluf/‘pul/.

On obticndrait ensuaite les moments sur les autres points d'ap-
pui, au moyen du méme procédé que dans le eas général;
seulement on n’aurait plus a considérer que ce qui sc passe
d’un seul coté de la travée chargée, I'autre étant supprimé.

19. Du moment de flexion en un point quelconque, dans
une travée non chargée.— Supposons qu’on veuille construire,
pour les moments de flexion produits par le poids pa,, une
figure représentative analogue a la fig. 4 (n® 13 ). Aprés avoir
margué sur une horizontale la position des divers points d'ap-
pui ... Ans, Ay Amy Ay, oo, On élévera en ces points des
ordonnées proportionnelles aux moments correspondants. Les
ordonnées A,_.E, A,G auront pu changer de grandeur, mais
elles resteront encore positives, car les formules {1) et (2] con-
duisent toujours a des valcurs positives de X, et de X,

. . LI , .,
puisque 3 et y ne varient que de o a — IVun autre ¢ité, les
2

rapports entre les diverses ordonnées

A E, APy ALLLS,. ..

n’‘auront pas changé (n° 18), et il en sera de méme pour les
ordonnées

AnG, A, AL, .o

Enfin, quand on aura construit toutes ces ordonnées, on devra
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encore joindre par des lignes droites leurs extrémités conseé-
cutives, pour avoir la ligne représentative des moments de
flexion dans les travées non chargées. En effet, I'équation (4)
du n°1 le prouve, en y faisant o (z) =o; et d’ailleurs le fait
est bien aisé a constater directement : il suffit de remarquer
que s'il n’y a aucune force appliquée dans I'intervalle de deux
sections, le moment fléchissunt dans chacune d’elles se com-
pose d'une série de moments particls, qui varient tous uni-
formément lorsqu’on passe de 'une a l'auire.

On voit donc qu’il v’y aura rien de changé dans les portions
EPSC. .., GILN... de la ligne polygonale dont les ordonnées
représentent les moments {Iéchissants, sauf toutefois la gran-

deur des ordonnées A, E et A—,,G, mais dans chacune de ces
portions, toutes les ordonnées conservent leurs signes et leurs
rapports entre elles. Nous en conclurons, par la répélition
exacte des raisonnements faits au n° 413:

1° Que si la charge parcourt successivement les diverses
travées, en restant toujours, soit a droite, soit a gauche d'une
travée fixe, Ie signe du moment de flexion, ¢n un point déter-
miné de la travée fixe, change 4 chaque fois que la charge
{couvrant toujours la longueur entiére d’une travée unique)
franchit un nouveau point d’appui;

2° Que les diverses droites représcentatives des moments de
flexion dans la travée fixe, droites dont chacune se rapporte
aune position déterminée de la charge, forment deux fiaisceaux
concourants sur la fibre moyenne, dont les sommets occupent
une situation identigque avec celle qu’ils avaient dans le cas de
la charge concentrée.

Ainsi, en nommant a la longueur d'une travée, 5 et y les
deux nombres qui s’y rapportent, dans les séries B et y (n°9),
aj , e

-de Textrémité gauche

1+ 3

de la travée, et un autre i la distance

il y aura un sommet a la distance

Y

i+

5 de lextrémité

droite.

Pour une travée extréme, les deux faisceaux se réduisent
a un scul, dont le sommel coincide avec Iexurémité de la
poutre (n° 13).
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20. Du moment de flexion en un point quelconque de la
travée chargée. — Soit toujours An,_, A, cette travée : en nom-
mant x la distance entre I'appui A,_, et une section quel-
conque ou le moment de flexion est X, et conservant les
autres notations des numéros précédents, on aura (n° 1)

X:X,,._.—+—(X,,,—X,,.41)g——%px(a—.z‘);

il s’agit de discuter cette expression.
A cet effet, imaginons que sur la ligne An_,An, prise pour
axe des z (fig. 5), on porte en chaque point une ordonnée
égale 4 X, de maniére i con-
struire la courbe représenta-
tive EDKFG. Cette courbe,
d’aprés la forme de son équa-
?1 tion, scra une parabole du
\ /‘ " second degré, tournant sa
concavité du coté des X po-
\ . sitifs. On sait déja (n°19) que
Aoy D\\[}

N

.

Fig. 5.

A
T

sesordonnées extrémes A, E

et A.G sont positives; mais
une propriété trés-importante
a établir, comme la suite le montrera, c¢'est que cetle para-
bole a deux intersections, toujours réelles, avee axe des z,
entre An_, et A,; c’est, en second lieu, que ces intersections
D et F comprennent toujours entre elles les points B et C,
sommets des faiseeaux concourants qui représentent les mo-
ments de flexion pour le cas ou la charge n’est pas dans
An A (1° 19). En d’autres termes, les points D et I' ne de-
viennent jamais imaginaires, et de plus on a

-l
K

D F I Ab— -1t i i
Adm— T o ikm— Am f\mf m-——1<xme
A 1D<l—+—§& 1 ’ &I—F}JA |/-\

Pour le démontrer, remplacons dans X les moments X, et
Xn par leurs valeurs (1) et (2); il viendra

¢ I LY (l ) ) l 7 3 I
e T LD pas _— — ),
—— 1)(L ; » 4 ]) X . 07 p.Z((l )
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ou bien '
2X  2? y z 11—
2X_ 2 [ y—p Jz BL—Y)
pa* a 2(1—@By)
Ceci posé, faisons dans I'équation ci-dessus x égal a I'abscisse
du point B, c’est-a-dire

a 2(1— By}

p

xr=a—"—_;
1+

le resultat de la substitution sera

BN vy—B .8 ple—y),
(1+> [‘ 1(1—@7)Jr+@+2(1—©7)

ou bien, en réduisant,

Ce résultat est nécessairement négalif, puisque {3 est un nom-
o . 1 .
bre positif compris entre o et " donc le moment X devient

négatif en B, et comme il était positif en A, il a d& s’annuler
dans l'intervalle, en un point tel que D. La méme démonstra-
tion établit, sans y rien ajouter, que X s’annule aussi pour
un point F compris entre C et A,, car ce qui est vrai d’'une
maniére générale pour le coté gauche d'une travée doit
Pétre aussi pour le ¢6té droit, que rien, au fond, ne distingue
de Vautre : il aurait suffi de compter les x a partir de A,, et
de permuter (3 avec y pour avoir & refaire sur le point F exac-
tement les mémes calculs que sur le point D. Ces points
occupent done bien la position que nous avons indiquée.

Les mémes propriétés se déduisent encore, par des raison-
nements bien simples, des résultats généraux obtenus au § II.
On sait, en effet (n° 14), que Y'un quelconque des poids élé-
mentaires qui, par leur réunion, forment la charge totale pa,
donne lieu 4 des moments de flexion forcément négatifs
dans une certaine portion centrale de la travée, précisément
entre Ies points B et C. Done, en superposant tous les elfets
partiels (n° 3), on obtiendra toujours en B et C des moments
négatifs, c’est-a~dire des ordonnées négatives pour la courbe
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EDKFG; on en conclura, comme ci-dessus, qu'elle coupe
I'axe des x dans l'intervalle A,_ B et dans lintervalle A,(;
elle ne saurait du reste le couper ailleurs, puisque cette courbe
est une parabole du second degré.

Les distances A, D, A, F ou les abscisses des points D et F
doivent satisfaire & I'équation X = o, qui donne

x =B = BO—=y) _ .
(4) ?12—[1 2(1—37)]a+2('—@7)_0’
de Ja on déduit

’

‘\2_95:1_ 16 4 [,_ 78 ]1_250"‘/
5) ¢

« 2(1—37) 2(1—f7) 1—3
f O At - +\/r—p (r—v) 1<'/—@)’
_1— = &+ = =,
R 21— 37} 1—pBy A
Le signec — du radical répond au point D, Je signe -+ au
point I'.

Considérons maintenant les distances A,_,D el A, F comme
fonctions des variables 3, y, et demandons-nous les états de
grandeur par lesquels clles peuvent passer. La distance A, D
satisfait & I'équation (4), et sa valeur dans la formule (5) ré-
pond, comme nous l'avons dit, au signe — du radical; imagi-
nons cette valeur mise & la place de = dans 'équation (4) e
différentions celle-ci par rapport & y. Nous trouvons ainsi

rede [, =B Jdz & 1@ BU—)
[ 2(1_@7)]ad}‘+2(l (Iv@}/)ﬁ 2(1__@},‘)2'4

u, en ordonnant,

22 y—pB | dx 1— 3 x L
[7—I+?(1—ﬁ7)Jad7+2 r—ﬁ/[ o f— @]'0'

- r L) r .t
or, le radical de la formule (5) étant désigné par R, ona ici

2z - 4—f

a 2(1—{5y)

— R
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donc la derniére équation donne
dz 1—B3 14 B)—3]-
ady 2B (1 — By )
Il en résulte que A,_,D est une fonction déecroissante de ¥»
. x .., dx
car on sait que — est <L, de sorte que la dérivée — est
a 1+ f3 d}l
négative. Les valeurs exirémes de An_.D répondent donc aux
- 1 . S
limites y = o, y = et sont respectivement, d’apres la for-

mule (5):

poury:o‘

=t (1))

1
pOUI‘ }' _—= ;9

O =]
L3 V9 —165 185
42— 8)

. . . . . . . a
La premiére expression, proportionnelle a 8, variede o a -
4

lorsque (3 passe lui-méme de o & —; la seconde, ayant sa déri-

V| =

vée proportionnelle a

7—83+43 \/()—165—{—8”"
——_—— = 7
(2—B); Y9 —163+8E*

cx . . 1
quantit¢ forcément positive pour ﬁ<—2—a prend ses valeurs

. . 1 .
extrémes quand on fait B=o0 et @:? ce qui donne o et

g(:- \/%) Ainsi donc la longueur A, D ne dépassc pas

1 . A ‘s
5 de celle de la travée; il cn est de méme, évidemment, pour
q

AnF.
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Le tableau ci-aprés donne une idée encore plus compléte
de la maniére dont varie A,_Dj; il fera connattre aussi A,F en
permutant les arguments 3 et y.

Tableau des valeurs de Ia distance A, _ D (fig.5).

B
RAPPORT DE A, D) AVEC a, pouR B =
YALEURS
dey. |77 7 . o
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 10,5

0,0 0,0000 0,0300 0,1000 0,1500 | 0,2000 0,2500
0,1 0,0000 0,0477 0,0962 0,1454 0,1951 | 0,245}
0,2 0,0000 | 0,0452 | 0,0918 | 0,1398 | 0,18 0,2397
0,3 0,0000 0,0423 o0, 0866 0,1331 0,1818 0,2326
0,4 0,0000 0,0388 0,0804 0,1230 0,1724 0,2235
a,5 0,0000 0,0349 0,0731 0,1Eb0 0,1610 0,2113

Quand on suppose 3 =1y, hypothése qui se réalise néces-
sairement pour la travée centrale d’une poutre symétrique, la
formule (5) se simplific ct devient

(6) E:Ii\/‘—f.

a A G ol )

Dansle cas particulier ou la premiére travée porte la charge,

on sait que les valeurs de X, et X, s’obtiennent en faisant

3 =o dans leurs expressions générales. 11 faut donc aussi in-

troduire cette valeur particuli¢re de 3 dans la formule (5) qui
devient alors

2x T 1
h Ly — 1
{7) . 27—( 2/)’
d’ou résultent les racines
x x 1
—=o0, - =1—=Y
a a 2

Le point D se confond avec An_ ou A, (ce qui est facile &

prévoir puisqu’on sait que A,_,E doits’annuler), et la distance

— — . a .
A.F ou A F devient —21 Pareillement, dans le cas de m —n,
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. . . —
on aurait trouvé le point F confondu avec An et A, D= T{S
Entre les points D et F, a égale distance de chacun d’eux,
lordonnée négative de la parabole passe par un maximum en
grandeur absolue. Nous allons I'étudier tout a 'heure.

N. Momeats de flexion maxima produits par la charge uniforme
dune travée unique. — 11 a 616 dit (n° 19) que si une seule travée est
chargée uniformément, les moments de flexion conservent, dans le reste
de 1a pitce, des rapports identiques avec ceux quiils ont sous l'action
d'une charge concentrée sur un point de la méme travée. Ces moments
décroissent donc en valeur absolue (n” 43) a droite et & gauche de la

travée chargée; donc les trois ordonnées A, T, A G; IK ( fig. 5) repré-
septent les plus grands moments dus au poids pa, uniformément réparti
sur la longueur totale @ de la travée A, A . Désignons-les par

m—1

Apd’, B'pa?, Cpa?,

et voyons comment varient les rapports A', B', C’ avee les quantités 8 et ¢
qui suffisent pour les définir. ]
Daberd on a, suivant les formules (r) et (2) du n° 18,

r;ﬂlkv)
Sk
bt —=F)
T A=)

On en tire les dérivées particlles

AN 1—v A" Elr—0)
A Gu—fy dy T =)
A B P —) o B’ I—0
e T 7

Aucune de ces dérivées ne pout changer de signe, ni s’annuler pour § et v
. I . . .
compris entre o et o A’ est done, dans cet intervalle, fonction croissante

de % et fonction déeroissante de «; le contraire a licu pour B'. Ainsi, avece la
charge uniforine comme avec la churge concentrée, le moment de flexion
sur Pun des dewr appuis de la travée chargée est d’autant plus fort que

cet appui s'approche plus de Pencastrement, et que l'autre s’en écarte
. . . 1

davantage. Le maximum de A’ répond par conséguent & 3 =0, & ==, et
2

4 pour valeur o,125; c¢’est aussi la valeur maximum de B, répondant a

) SR .
f=o0, y— =+ Voici uan reste un fableau donnant direclement A’ pour
2
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diverses grandeurs des arguments (3 et <, et donnant aussi B’ par permu
tation de B avec «.

Tableau des valeurs de A',

RAPPORT A’ POUR § —
VALEURS

de 7 7 -

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0,0 0,0000 0,020 0,0500 0,0730 | 0,1000 | o0,1250
0,1 0,0000 0,0227 0,0f59 0,00igh 0,0038 0,184
0,2 0,0000 | 0,0204 | 0,017 | 0,0638 | 0,0870 | 0,111
0,3 0,0000 0,0180 0,0372 | 0,0d77 0,0795 | 0,103
0,4 0,0000 0,0156 0,0326 0,0311 0,0714 | 0,0938,
0,5 a,0000 0,0132 0,0178 0,0441 0,0625 | 0,0833

Le troisicme maximum 1K répond 4 la moyenne des valeurs de = don-
- o

nées par la formule (5) du numéro précédent, soit &

ooy, _a—8 7
P YT |
. . X .
substituant cctte expression dans celle de el et changeant lc signe de

résultat, on trouve

v I =B P fla—y) (== 1 (7=8Y
L*S[I 2(!—@7& ii—fy) 8Su—f) ' m 1—(:7,)‘

Par suite on a

8AC 1=y (y—Bl(1—7)

a5 T T T ah—

T 7 o
[P 3y—2t = (2 — g+ )]

= — S
2{1— )

. LI ., .
or, quand 7 varie de o a —, le trindme 2 — ¢ -+ 74* ne peut descendre av-
2
dessous de 1,75, et le trindme 1+ 37— 27* ne peut devenir supérieu

s ) A ¥ .
4 2; comme, d'un autre coté, £ ne dépasse pas >’ la quantité entre cro-
'

chets reste négative, ainsi que 75’ dans les mémes limites de . Don
Wf

G’ est unc fonction décroissante de $ ot aussi de v, ear § ct v entren:
symétriquement dans cette fonction; c'est-a-dire que, pour la charge un
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forme comme pour la charge concentrée, le maximum du moment fléchis-
sant vers le milien de la travée décroit a mesure que la continuité de la
poutre pertet davantage d’assimiler @ des encastrements les deux appuis
de cette travée.

L'hypothése B.= y -— o donne le maximum de (', égal & o,125; I'hypo-
) 1 .. . oy q .
thése B — 7 = ~ donne le minimum, égal & 0,0417, soit & 7 Les diverses
2 2
valeurs intermédiaires se trouvent d’ailleurs dans le tableau ci-dessous.

Tahbleau des valeurs de C’.

vALEURS DE C' POUR P =
YALEURS
de 7
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,0 0,1250 0,1128 0,1013 0,0903 0,0800 0,0703
.01 o,1128 | 0,102} 0,0922 0,0825 | 0,0734 | o0,00647
0,2 0,1013 0,0022 0,0833 0,0748 0,0667 0,0590
. 0,3 0,0003 0,0825 0,0748 0,0673 0,0601 0,0332

0,4 0,0800 0,0734 0,0667 0,000t 0,0536 0,0474

0,5 0,0703 0,0647 0,03g0 0,0332 0,0474 0,0417

Nous pouvons maintenant former sans peine le tableau qui indique le
plus grand des trois cocfficients A, B’, C'. Nous le donnons ci-apres, en
soulignant les nombres qui proviennent soit de A’ soit de B'.

(K) Tablean indiquant le plus grand des trois coefficients A’, B’, C’.

VALEUR DU PLUS GRAND DES TROIS COEFFICIENTS A’ B, U/,
VALEURS - POUR =
de 4.
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,0 0,1250 o,r128 0,1013 0,0903 0,1000 0,1250
0,1 0,1128 | o0,1023 | 0,022 | 0,0825 ;TEEEE ;T;TEZ
0,2 0,1013 0,092z | ©0,0833 | 0,0748 | o0,0850 | o,1111
0,3 0,003 0,0825 0,0748 0,0673 0,0795 0,1079
0,4 0,1000 0,0038 | 0,0870 | 0,0795 0,0714 ;t;;gg
0,5 0,1250 0,1184 0,1111 0,1029 0,0938 0,0833
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On voit que C' I'emporte sur A’ et sur B', tant que le plus fort d
nombres 8 ct 7 ne dépasse pas o,3; au contraire, A’ ou B' 'emporte sur €'
quand l'un des nombres 8 ou vy atteint o,4. Pour détermimer le poin!
exact ol le changement s’opére, supposons 8> v; alors on aura A'> B
et en égalant A’ A C’ on trouvera I’équation

P 2
Bl = 20 —p) =)+ H =L,

qui, pour chaque valeur de ¢, fournira la valeur de (8 correspondant au
changement de C’ en A’ dans le tableau ci-dessus. On obtient de cetic
maniére les résultats suivants :

¥ = 0,0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,3333...,
B=0,3432, 0,3388, 0,3354, 0,3335, 0,3333...,
A'=(C"=0,0858, o0,078g, o0,0719, 0,0649, 0,0625....

Le changement en question a donce licu quand lo plus fort des nombres
ou 7y atteint une limite, variable 4 la rigucur avec l’autre, mais toujous

peu éloignée de %; la limite esf exactement %, comme Je montre la der-

niére équation, en supposant = 7.

Dans le cas particulier ou I'on charge une travée de rive, on a déja
plusieurs fois qu'il faut faire p=o0 ou ¢ = o; les résultats relatifs & ce
ca3 figurent donc dans les tableaux numériques précédents.

22. Comparaison des moments de flexion, mazima, dans les deux cs
d’une charge umformémgnt répartie sur une travée, on concentrée en i
seul point de la méme travee. — On suppose d’abord qu’une charge cor-
centrée Q agisse en un point arbitrairement choisi sur la poutre; pui,
que cette charge soit transformée en une autre pa, de méme intensité,
mais uniformément répartie sur la méme travée que la premiere; on de-
mande de comparer entre cux les plus grands moments de flexion qui s
produisent dans les deux cas.

les maxima dontf il ’agit ont été étudiés en détail aux n® 16 et 21. 12
charge  6étant placée de la maniére la plus défavorable a la résistance,
sans sortir d’'une méme travée, on a représenté les moments maxim:
qu’elle produit par

AQa, BQ« CQa;

ceux que produit la charge uniforme ont été représentés (n® 21) par
A pdt, B'pd, CUpd,

et comme I’énoncé de la question suppose Q = pe, il faudra simplement
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comparer A, B, C, avec A', B', C’. La comparaison pourrait se faire
entre moments de flexion homologues, c’est-i-dire qu’on mettrait en pa-
rallele A, avec A’, B, avec B', C, avec C’; mais pour la conséquence pra-
tique a tirer de cette discussion, il suffira de choisir dans chaque groupe
le plus fort coefficlent, et de vuir quel changement il éprouve en passant
d'un groupe & Vautre. Ce plus fort coefficient dans chaque groupe a été
calculé pour une série de valeurs attribudes aux arguments @ ct ; onen
a donng le tableau (K) au n° 16, et le tableau (K') au n° 21. Il ne reste
q'a diviser les nombres du premier par ceux du second, et I'on obtient
les résultats dont voici le tableau :

Tableau indiquant le résultat de la division des nombres (K)

par les nombres (K').

VALEURS DG QUOTIENT POUR p —=
VALEURS

de 7. T

0,0 l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,9
0,0 2,00 ‘ 2,06 2,12 2,21 1,86 1,54
0,1 2,06 2,11 2,18 2,27 1,87 1,56
0,2 Coa,12 ‘ 2,18 2,25 2,34 1,88 1,58
0,3 2,21 | 2,27 2,34 2,43 1,92 1,62
0,4 1,8 1,8y 1,88 1,02 2,00 1,68
0,5 1,54 ‘ 1,56 1,58 1,62 1,68 1,78

K
Il est donc constaté que le rapport <ﬁ> du plus grand moment pro-

duit par une charge concentrée, a celui qw'elle produirait en la répartis-
sant uniformément sur la méme travée, ne demeure pas constant, mais
qu'il varie avec les nombres £ et 7 de la travée. Sa plus petite valeur 1,54

. 3 ] 1 . 0 el
répond au cas ou l'un de ces nombres est o et lautre 57 cequi ‘signifie

que la travée devrail étre encastrée par un bout et n’avoir a I'autre qu’un
simple appui d’extrémité. Quant & la valeur la plus forte, elle ne figure
pas dans le tablcau, parce qu'on n'a pas fait croitre { et v par différences
assez faibles. Pour la trouver, sans aborder une discussion algébrique trés-
minutiense et d’ailleurs peu intéressante, on regardera comme suffisam-
ment établi par le calcul numérique du tableau ci-dessus :

1° Que le rapport (%)lva en croissant avec B et ¢, & partir de f=o,

1=0;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8o CHAPITRE PREMIER.

2° Qu'll commence & décroltre & l'instant ot €’ cesse d’étre le plug
grand des trois coefficients A’, B', C'.

On reprendra en conséquence les groupes de valeurs

7 —0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,3333.. .,
f=0,3432, 0,3388, 0,3354, 0,3335, 0,3333...,

pour lesquelles € cesse de surpasser A’ et B') comme on I'a vu plus havt
(n° 21); avec ces valeurs, C, I'emporte sur 4, et B, (n° 16) et devient

0,1941, 0,1825, o0,1710, 0,1099, 0,15625,

nombres dont les quatre premiers ont été déduits du tableau de C, (n°16,
20

par interpolation, tandis que le dernier résulte de la formule C,— SZIT
v

relative au cas de 8=+ (n°16). Cherchant eufin le quotient de ces va-

leurs de C, par celles de C' qui répondent aux méimes B el v, savoir (n°1€)

0,0858, 0,078g, o0,0719, 0,064g, 0,0625,
on trouve
2,26, 2,31, 2,38, 2,46, 2,50.

La limite supéricure du rapport <%,> est done 2,5, ou le rapport de 54z,

Nous arrivons donc & conclure que, dans le eas le plus défavaorable, le
moment maximum produit par une charge concentrée, variable de posi-
tion entre deux appuis consécutifs, peut atteindre deux fois el demie le
maximum produit par une charge d'égale intensité, uniformément réparte
sur la longueur ontiére de la méme travée. Ordinairement les construc
teurs admettent que le premier maximum est double du second, par an-
logic avee cc qui se passe dans ung poutre simplement appuyée i s
deux extrémités. Quoiqu’on fasse ainsi bon marché de Vinfluence que peu
avoir la solidarité mutuelle des travées, on voit qu'il n’en résulte pas d'sr-
reur bien grave, puisque le rapport évalué un peu arbitraircment &2
varie entre les limites extrémes 1,54 et 2,50, suivant les diverses lor-
oucurs que présentent les travées situées & droite et & gauche de celle o
Pon place la charge. Toutefois, quand il s’agit de transformer une chuge
concentrée en charge uniforme équivalente (au point de vue du momen
de flexion maximum ), nous pensons que les ingénieurs devraient disti-
guer les cas d’une poutre a deux appuis simples et d’'une poutre a plir
sieurs travées solidaires : dans le premier, ils conserveraient le coefficients.
mais, dans le second, s'ils ne voulaient pas déterminer cxaciement celi
qui convient a chaque travée de leur poutre, ils pourraient prendre 2,3
De cette maniére ils scraient & 'abri de loute critique, du moins emc
qui concerne le calcul de la limite supérieure des moments fléchissants

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRES A PLUSIEURS TRAVEES, EN GENERAL. 81
Les §§ 1 et III contiennent, sur les effets propres d’une charge concen-
trée ou d'une charge uniformément distribuée le iong d’une travée unique,
une série de propositions qui semblent avoir déja, par elles-mémes, un
certain intérét; mais notre but principal, en les donnant, était de préparer
I'exposition du § IV ci-aprés qui, joint au § T, forme une théorie générale
des moments de flexion dans une poutre a plusieurs appuis disposés d’une
maniére quelconque.

§ IV. - - Gourbes enveloppes des moments.

23. Définition de la charge permanente et de la surcharge
d’une poutre. — La principale application qu’on ait faite des
poutres a plusieurs travées solidaires a été leur emploi dans
les ponts métalliques destinés au passage d’une voie ferrée;
ce sont les poutres de cette espéce que nous aurons principa-
lement en vue dans la suite de cet ouvrage, bien que nos for-
mules et calculs puissent s’appliquer & d’autres cas. Or ces
poutres doivent étre soumises :

1° A une charge permanente uniformément répartie sur leur
longueur entiére, comprenant, outre le poids propre de la
piece, celui du plancher et de la voie;

2° A des surcharges accidentelles couvrant entiérement une
ou plusieurs travées choisies comme on voudra, ces surcharges
ayant toujours une répartition uniforme surles travées qu’elles
embrassent.

Nous nommerons p et p’ les poids, par métre courant, de
la charge permanente et des surcharges. Nous continuerons
encore a supposer que les appuis donnent une fixité compléte
aux points correspondants de la fibre moyenne primitive.

Que la charge permanente soit uniformément distribuée,
¢’est un fait que nous n’avons pas a discuter et qui résulte des
conditions mémes de la construction, notamment de ce que le
poids de la voie est uniforme, ainsi que celui da plancher, des
entretoises, ete.

Mais la surcharge constitue 'épreuve exigée dans U'intérét de
la sécurité publique, et I'on est maitre de la modifier arbitrai-
rement. Par quelles raisons 'a-t-on donc composée comme
nous venons de le dire? Pourquoi sa répartition est-elle uni-
forme, et pourquoi embrasse-t-elle toujours des travées com-

IIT. 6
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plétes, formant une suite continue, ou séparées par des travées
sans surcharge, a la volonté de celui qui fait Vépreuve? Ce
sont 13 des questions que nous allons examiner briévement.

D’abord I'uniformité de la répartition se justifie par la nature
des charges passagéres qui doivent franchir le pont et en vue
desquelles il a été construit. Les convois de voyageurs ou de
marchandises n’ont pas un poids rigoureusement constant par
unité de longueur; mais cela existe d'une maniére suffisam-
ment approximative. Tout au plus pourrait-on objecter le poids
considérable de certaines locomaotives & marchandises, qui,
par leur excédant de poids comparativement aux wagons, for-
ment comme une charge concentrée, en téte du convoi. Pour
en tenir compte d’'une maniére large, on multipliera cette
charge concentrée par 2,5 (n° 22), et alors on la considérera
comme uniformément répartie.

Les convois, dont la longueur csi variable entre des limites
assez écartées, peuvent s’élendre, soit sur une travée, soit sur
deux, soit sur un plus grand nombre. Il est vrai qu’ils n'ont
pas de discontinuité, tandis que la surcharge définie plus haut
peut préscnter une ou plusicurs fois des groupes de travées
chargées, séparées les unes des autres par des travées vides.
En imposant ainsi I'épreuve de quelques combinaisons de sur-
charge qui ne se réaliseront pas en pratique, on oblige les
constructeurs de donner a leurs ponts un certain cxcés de
stabilité, faible inconvénient si 'excés n’est pas lui-méme trop
grand; or c’est la un point dont la démonstration compléte
offrirait quelques difficultés, mais qu’admettront sans peine
les personnes exercées au calcul des poutres.

Enfin, nous devons encore nous demander pourquoi la sur-
charge d’épreuve embrasse toujours des travées entiéres et
non des fractions de travée.

Quelle que soit la surcharge, on peut toujours la regarder
comme composée d’une infinité de poids élémentaires, pro-
portionnels aux longueurs qu’ils recouvrent, et Von doit se
réserver de choisir leurs points d’application de la maniére la
plus défavorable a la stabilité, afin que Pépreuve soit aussi
concluante que possible. Parmi tous les poids élémentaires,
les uns produironlt, en une section déterminée de la poutre, des
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moments fléchissants positifs, les autres des moments négatifs
{n° 13); de sorte que les moments produits dans la section
dont il s’agit, par toutes les combinaisons possibles de sur-
charge, varieront entre decux limites, 'une positive, T'autre
négative. Ces deux limites sont utiles a connaitre pour véri-
fier la stabilité du pont, et méme, quand la poutre a une sec-
tion symétrique relativement a I'horizontale de son centre de
gravité, la plus grande des deux suffit; quant aux valeurs in-
termédiaires, elles ne servent absolument a rien. On doit donc
laisser de coté, comme superflucs, toutes les combinaisons de
surcharge qui ne donncraieni pas I'une des limites. Or, on a
vu(n" 13) que si 'on choisit un point M dans une travée (1),
tous les poids placés dans une autre travée {T’) produiront en
M des moments fléchissants ayant tous le méme signe; ces mo-
ment$ s’additionneront donc entre eux quand la surcharge (T')
sera compléte, et donneront un total arithmétiquement plus
grand que si elle ne I'était pas. Donc:

1* Chacune des deux limites du moment de flexion, en un
point appartenant & une travée (T), ne peut répondre qu’d
une combinaison de surcharge dans lagquelle toutes les travées
autres que (T) seraient ou complélement surchargées, ou com-
plétement privées de surcharge.

Quand on considére 'action d’un poids variable de position
dans Ia travée (T) seulement, on sait (n° 14) que le moment
de flexion a un signe déterminé aux points extrémes de celte
travée et dans une certaine région centrale que-nous avons
signalée. Donc :

2 8t le point M est sur l'un des appuis gqui terminent la
travée (T) ou dans ladite région centrale, chacune des deux
limites du moment de flexion en M ne pourra répondre qu’d
une combinaison de surcharge dans laquelle (T) serait ou
complétement on pas du tout surc/Largée.

L’usage adopté de ne s’occuper que des surcharges s’éten-
dant sur des travées entieres, et non sur des fractions de tra-
vée, est donc en partie justifié. Mais nous sommes forcé de
reconnditre qu’il ne Pest pas complétement. Le point M peut
étre tellement situé dans (T), que les divers poids élémentaires
de cette travée produiront en M, les uns des moments positifs,

6.
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les autres des moments négatifs. Alors, si 'on veut chercher
la limite positive, par exemple, il est clair que parmi ces poids
élémentaires on devrait conserver seulement les premiers,
tandis qu’il faudrait les enlever tous pour ne garder que les
seconds, s’il s’agissait d’avoir la limite négative, Dans les deux
cas, la travée (T) serait incompléiement surchargée.

Ainsi donc, afin de procéder avec rigueur, on se trouverait
parfois conduit i rechercher Ies limites de position entre les-
quelles peut agir un poids, dans une travée, pour donner lieu,
en certains points de la méme travée, a des moraents de signe
déterminé a I'avance. C'est la question que nous avons men-
tionnée a la fin du n°1%; sa solution ne dépendrait toujours
que d’équations du second degré a une seule inconnue,
Malheureusement ce serait une complication nouvelle ajoutée
a des calculs déja passablement longs, et les constructeurs ne
I’accepteraient sans doute qu’'avec répugnance. Comme 'hypo-
thése de la surcharge compléte des travées est d’ailleurs con-
sacrée par de nombreuses applications, sans qu’on y ait encore
reconnu d'inconvénient grave, et que de plus, en matiére de
calculs pratiques, il faut savoir de temps en temps sacrifier un
peu de rigueur a la simplicité, nous nous décidons a adopter,
dans tout ce qui va suivre, 'hypothese en question, malgré le
vice que nous venons de lui reconnaitre.

24, Définition des courbes enveloppes; relaiion enire les
deux limites du moment fléchissant produit par la surcharge
en un point déterminé. — En écartant, conformément a ce qui
a é1¢ dit tout a I'heure (n°® 23), toutes les combinaisons de sur-
charges ol entreraient des fractions de travées, il reste encore,
dans une poutre a n travées, a considérer les surcharges sur
les groupes de travées que voici:
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Indication des groupes de travées Nombre des combinaisons
qui portent }a surcharge. de chaque groupe.
La poutre entiére non surchargée...... 1
La surcharge sur une seule travée...... n
. nin—i)
La surcharge sur deux travées.........
1.2
. . nin—iy(n—a2)
La surcharge sur trois travées. ........ 3
T.2.
La surcharge sur {rn —1) travées. ...... n
La poutre enti¢re surchargée...... N
Toutes ces combinaisons réunies font un total
nin—1)  n(r—1)(n—2)
1--n-+ -+ -+...

1.2 1.2.3

an—1)...(n—m-+-1)

: 4.4+ n+1,
1.2.3...m

-+

soit le développement, par la formule du binome, de (14 1)~.
I1'y aura donc 2" surcharges différentes, si I’on comprend parmi
les cas possibles celui ou la surcharge ne porterait sur aucune
travée, ou 2" — 1 en ne le comprenant pas, ce qui est évidem-
ment indifférent pour le résultat des caleuls sur la slabilité.
Toutes ces combinaisons, considérées chacune isolément et
abstraction faite de la charge permanente, donneront lieu a
autant de moments de flexion, en un point quelconque de la
fibre moyenne; et tous ces moments, comme on l'a déja dit,
varieront entre deux limites, I'une positive, l'autre négative.
Le fait des deux limites de signe contraire se produira aussi
bien quand on surchargera seulement des travées entiéres, que
quand on pouvait surcharger des fractions quelconques; car
tous les poids mis entre deux appuis consécutifs font naitre
des moments de signe déterminé, en tout point de la poutre
extérieur a ces appuis, et ce signe change quand les poids fran-
chissent un appui (n° 13); en surchargeant successivement
deux travées contigués on est donc sar de faire changer le
,
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signe du moment de flexion en tout point situé au dehors de
ces travées (7).

Imaginons maintenant qu’en chaque point de la fibre
moyennc on éléve deux ordonnées, I'une en dessus, repré-
sentant la limite des moments positifs dont on vient de parler;
l'autre ¢n dessous, représentant la limite des moments néga-
lifs; puis, qu'on prenne le lieu géométrique des points ainsi
obtenus. On aura deux courbes, ou plutdt, comme on le verra
ultérieurement, des contours mixtilignes: ¢’est ce que nous
nommerons, suivant 'usage, les courbes enveloppes des mo-
ments produits par la surcharge seule. Le nom d’enveloppe
doit rappeler que toute ordonnée représentative d’un moment
produit par une surcharge quelconque (parmi celles que 'on
peut avoir a considérer) tomberait a I'intérieur du contour.

Ces courbes enveloppes ne sont pas précisément celles dont
on a besoin dans la pratique pour vérifier la stabilité de ln
poutre. La charge permanente, en effet, agit toujours simulta-
nément avec toute combinaison de surcharge, et les deux
effets partiels doivent se cumuler algébriquement, suivant le
théoréme général rappeld au n°® 5. Si done on construisait une
troisiéme courbe dont les ordonnécs représenteraient les mo-
ments produits par la charge permanente seule, et qu’on f1t,
pour chaque point, la somme algébrique de ses ordonnées el
de celles qui appartiennent i 'une ou Vautre des deux courbes
déja construites, on en obtiendrait deux autres qui seraient Jes
courbes enveloppes des moments produits par Uaction simuk-
tanée de la charge permanente el des surcharges.

(*) Cetle démonstration exige qu'il y ait au moins deux travées, soit i droite,
soit & gauche de celle ou Von cherche les limites des moments fléchissants @
elle serait donc en défant pour la pouatre a deux travées, et pour Ia travee
centrale de la poutre a trois travées. 1l scrait facile dc la compléter dans ce
dernier cas; dans le premier, on ne pourrait le faire que partiellement. Nous
ne croyons pas devoir nons arréter a ces détails, d’abord parce que le fit
énoncé importe assez peu, au fond, pour la suite de nos raisonnements; ensuite
parce que, 2 la rigueur,“on peut le rendre toujours vrai en considérant une
surcharge nulle, produisant partout des moments nuls, auxquels on peut indif-
féremment attribuer le signe —+- ou le signe —, sans qu’il puisse en rdsulter
ici aucune errear. Si donc on avait en certains points d’une poutre a deus
travées des moments toujours positifs (er qui peut arriver), un moment mil
jouerait le role de la limite négative.
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Les ordonnées des deux premiéres courbes étaient toujours
de signe contraire; mais comme, pour en déduire celles de la
quatriéme el de la cinqui¢me, on leur a yjouté une méme
quantité, ces derni¢res pourront éire tantdt de méme signe,
tanl0t de signes contraires. Si le second cas se présentait et s’
s'agissait d’'une poutre & section non symétrique relativement
a l'axe de flexion, il faudrait les connaitre toutes deux; mais
si elles ont un méme signe, ou bien si la symétrie existe, il
suffit de connaitre la plus grande des deux en valeur absolue (*).
Cest ce qui arrivera le plus ordinairement. Il faut donc con-
cevoir une sixiéme courbe représentant les moments limites
en valeur absolue.

Voyons actuellement si les six courbes n’auraient pas entre

“elles d’autres relations que celles qui résultent explicitement
de leur définition méme. Nous ferons a cet égard les remarques
suivantes, toutcs fort simples, mais cependant trés-impor-
tantes.

Quand on veut avoir, pour un point M, la limite positive des
moments de flexion dus & la surcharge seule, on doit supposer
l'action simultanée de toutes les surcharges partielles sur une
travée unique, qui, considérées isolément, produiraient au
point M un moment positif; de méme, l'action simultanée des
surcharges qui produiraient isolément des moments négatifs
au méme point fournira lIa limite negative. La réunion de ces
deux combinaisons forme évidemment lu surcharge sur la lon-
gueur enti¢re de la poutre.

Nous appelons surcharges complémentaires celles qui réu-
nies occupent toute la longueur de la poutre, sans se doubler
d’ailleurs sur aucune travée. Ainsi, quand toute la poutre sup-
porte un poids uniforme de p’ kilogrammes par métre courant,
si 'on enléve ce poids d’un certain nombre de travées, le poids
qui reste (abstraction faite de la charge permancnte) et celui
qu'on a 0té sont deux surcharges complémentaires. Moyen-
nant cette définition, et en ne considérant toujours que les mo-
ments dus & la surcharge seule, on peut dire que si une certaine

(*) Poir notre Cours de Résistance des Matérianx, chap. 111, § 3, p. 191 et

suiv,
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surcharge donne, pour un point de la poutre, la limite posi-
tive des moments, la surcharge complémentaire donne Uautre
limite. De la il suit immédiatement, en vertu du théoréme sur
la superposition des effets (n° B), que la somme algébrique
des deuz limites en chaque point est égale au moment fléchis-
sant produit par un poids uniformément réparti sur la poutre
entiére, le poids par métre courant étant celui de la surcharge.
Lorsque le poids par métre courant d’'une certaine charge
ou surcharge varie seul, la distribution restant d’ailleurs la
méme, le théoréme sur la superposition montre de suite que
les moments de flexion varient proportionnellement. Dong, en

P

multipliant par}—); la somme algébrique des deux moments

Héchissants limites dus & la surcharge seule, on aura le mo-
ment di & la charge permanente.

Pour exprimer algébriquement ce résultat, nommons :

X le moment fléchissant en un point quelconque, sous la
seule action de la charge permanente, dont le poids par métre
courant est p;

X’, X” les limites positive et négative des moments fl¢.chis-
sants, pour le méme point, quand on ne fait agir que la sur-
charge de p’ kilogrammes par métre.

Alors on aura

X=(X+Xx")L£.
(x) (X + )

La connaissance des deux premiéres courbes enveloppes
entraine donc celle de la troisiéme courbe, et par suite celle
des quatriéme, cinqui¢me et sixiéme, en vertu des définitions
mémes. Mais il y a plus. L’ordonnée de la sixiéme courbe
s’obtient en choisissant la plus forte valeur absolue entre les
deux sommes algébriques

X+X, X4+X%
or je dis qu’'on n'aura jamais besoin d’effectuer numérigue-

ment la comparaison, et qu'on saura toujours d’avance, sans
incertitude, celle des deux que l'on doit prendre. En effe,
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daprés 'équation (1), on a pour les valeurs des sommes algé-
briques dont il s’agit :

‘ X_+_XI:XI+(X!+XII)

i

=

]

X+XII:XI/+(X7+'X”) ’.’

~

d'un autre c61é X'+ X” prend le signe de X’ ou celui de X”,
suivant que le premier de ces moments I'emporte sur Pautre
en valeur absolue, ou lui est inférieur. Donc, si X’ dépasse X,
abstraction faitec du signe, X + X’ I'emportera dc méme sur
X +X”; car, dans la premiére somme, les deux termes ont
méme signe et sont, 'un égal, Pautre plus grand arithméti-
quement, devant les termes homologues de la seconde. Le
contraire arriverait si la valeur absolue de X” 'emportait sur
celle de X’. Dans tous les cas on voit que :

Lalimite en valeur absolue des moments de flexion, pour
un point quelconque de la poutre, est égule i la somme des
valeurs absolues que p}‘ennent en ce point :1° le moment de
Slexion produit X parla charge permanente; 2° celui des deux
moments limites X', X", dont le signe est le méme que celui
du moment X.

Tout s¢ réduit donc a la recherche des limites X', X”, que
nous allons bientdt entreprendre. Nous avons besoin aupara-
vant de rappeler, avec quelques développements utiles pour la
question actuelle, diverses propositions démontrées dans les
§§ II et IIL.

25. Moments fléchissants produils, dans une travée déter-
minée, par la surcharge d’une travée unique, de rang quel-
conque. — Considérons toujours une poutlre a n -1 appuis
désignés par

Ay, Ay A A, A, A

supposons qu’une surcharge de p’ kilogrammes par métre cou-
rant agisse successivement sur chaque travée, en couvrant
loute sa longueur; nous aurons ainsi n eas particuliers de sur-
charge, que nous distinguerons entre eux par des numéros

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



90 CHAPITRE PREMIER.

identiques a ceux des travées surchargées, comme il suit:

surcharge sur A,A....... cas n° 1,
» AA,. ..., cas n°® 2,
» ALA;. ... cas n° 3,
D e i e e e ,
» ApaA,.... cas n® n,

Prenons maintenant une travée A, A,, et voyons ce que
doivent y étre Ies moments de flexion dans chacun de ces n cas
particulicrs, en faisant abstraction de la charge permanente.

Il est clair qu’on arrivera toujours a les déterminer par les
formules et procédés du § I, puisqu’on a une charge uni-
forme sur une scule travée; il n’y aura qu;é changer p en p.
Supposons d’abord un cus dont le numéro différe de m; ¢
sera celui qu'on a étudié au n° 19. On se rappelle que les mo-
ments de {lexion dans A, A, sont, pour chaque cas, une fonc-
tion linéaire de l'abscisse, c¢’est~a-dire que leur ligne repré-
sentative est une ligne droite. Si 'on nomme :

Xmo et Xples moments de flexion sur les appuis An et A

a la longueur de la travée;

z la distance d'un point quelconque de An A, & Porigine
An_is

5 et y les deux nombres ainsi désignés au n° 9, se rapportant
spécialement & la travée An_An;

La fonction linéaire dont il s’agit sera (n°® 1), attendu que
9 (x)=o,

Xm__l —: (Xm XM—I J ;

7]

- \ v 1 i
le rapport de X,_, a X, sera d'aillcurs — 8 ou —?’ suivant

que le cas particulier de surcharge aura un numéro £ plus grand
ou plus petit que m. Les n —1 droites représentatives de l'ex-
pression précédente forment done deux faisceaux concourants
en deux sommets B et C{ fig. 6, Pl. 4, ala fin duvolume), dont
les distances respectives aux appuis An—, A, ont pour valeur

po PRI L) A
1+ I+
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le sommet B se rapporte & k> m, le sommet C a & < m. Les
diverses droites portent d’ailleurs sur la figure des indices qui
nous serviront a les désigner, et qui ne sont autres que les
cas de surcharge correspondants.

Quand on surchargera la (m —+1)%7e travée, il y aura en A,
un moment de flexion positif, de sorte que la droite m -1
aura ses ordonnées positives dans l'intervalle A,B, négatives
dans I'intervalle BA,_,. Pour les droites

m—+3, m+5 m4+nq, m-+tg,...,

ce sera la méme chose, car on sait que si la charge varie de
position hors d’une travée, les moments de cetle travée chan-
gent de signe toutes les fois qu’elle franchit un nouvel appui,
d'ou il suit que le signe reste le méme quand elle en franchit
deux. Au contraire, et par la méme raison, les droites

m-—42, m-+4, m-+6, m<+8,...

auront leurs ordonnées négatives dans lintervalle AnB, posi-
tives dans BA,_,. On reconnaitra d’une manicre toute semblable
que les droites

m—iy, m—3, m—5 m—r7,. ..

ont des ordounces positives dans I'intervalle A, C, négatives
dans CAn, et que l'inverse a licu pour les droites

m—z2, m—14§4, m—6, m—8,....

Les situations qu'on vient d’indiquer pour les diverses
droites sont représentées dans la fig. 6. Nous ne nous sommes
dailleurs nullement préoccupé des rclations de grandeur que
peuvent avoir les ordonnées relatives aux différents cas, et il
serait inutile d’en parler ici.

Il ne nous reste plus a4 mentionner que le mé»e cas de sur-
charge, c'cst-a-dire celui ou la travée A, A, elle-méme est
surchargée. Nous avons étudié ce cas en détail au n® 20. On a
vu que Pexpression linéaire du moment de flexion doit étre
remplacée par I'expression entiere et du second degré

Xm_,+(xm-"Xm—I\ -

/

x
Z prla—zx)
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La ligne représentative devient alors une parabole désignée
par la lettre m sur la fig. 6; ses ordonnées sont positives en
A._ et A,; elle coupe toujours I'axe des abscisses en deu
points réels D et I, situés, le premier dans U'intervalle A, B,
le second dans l'intervalle A.C.

Nous sommes maintenant cn mesure d’aborder d’une ma-
niére tout a fait générale la recherche des moments de flexion
limites X', X”, qui peuvent avoir lieu dans la travée A,_ A,
lorsqu’on suppose possibles toutes les combinaisons, en nom-
bre quelconque, des n surcharges élémentaires qu’on vien
de considérer. Dans cette recherche, la division des droites
représentatives en deux faisceaux, la situation de la parabole
et des droites relativement a 1'axe des abscisses, 'ordre dans
lequel se suceédent les points D, B, C, F ont une importance
capitale, et c’est pour cela que nous avons cru nécessaire d’y
revenir.

26. Recherche générale des courbes enveloppes des mo-
ments dans une travée déterminée, sous [’aciion de la sur-
charge seule. — Ces courbes se déduisent bien simplement
des propositions rappelées au numéro précédent, combinées
avec le théoréme sur la superposition des effets des forces
(n°§).

Supposons, par exemple, qu'aprés avoir choisi arbitraire-
ment une travée A,_,An,, et construit les n lignes représenta-
tives des moments de flexion dus aux » surcharges sur une
scule travée, ou veuille avoir Ta limite positive X', ou, ce qui
revient au méme, sa courbe enveloppe, entre A,_, et A,. On
partira de l'appui A,.; on prendra en ce point ordonnée

A, E de la parabole m { fig. 6), et I'on y joindra toutes les
ordonnées positives

AE, AW, 5.,

- ;
Am~le,’ Am—lel > Am——lem) ey

des droites composant les deux faisceaux., L’addition de toutes
ces ordonnées fournit la limite X’ en A, : le moment X'
ainsi obtenu se produirait, en effet, par la réunion des sur-
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charges isolées qul ont donné lieu aux divers termes de Ia
somme; et toute autre combinaison répondrait & un moment
positif moindre, puisque la modification aurait pour cffet né-
cessaire, soit de supprimer dans cette somme certains termes
positifs, soit de lui adjoindre des termes négatifs. Lorsqu’on
marchera ensuite suivant l'axe A, A,, il est clair que les
ordonnées des mémes lignes, cumulées entre elles, donneront
encore la limite X', jusqu’a ce qu’on arrive au premier point
ol l'axe An—iAn est coupé par I'une quelconque des n lignes
représentatives. 11 y aura 1a, en effet, un passage du positifau
négatif, si la ligne séeante est une de celles déja employées,
ou un passage inverse si cette ligne était négative prés de
A, : dans le premier cas, il faudrait supprimer son ordonnée
a partir de son intersection avec A, _A,; dans le second, il
faudrait au contraire 'ajouter. Partant de cette intersection, on
ira de méme jusqua la plus voisine, en suivant l'axe des
abscisses; la encore il y aura introduction d'une nouvelle
ligne ou suppression d’une ligne précédemment employce.
Et ainsi de suite, de proche en proche, on marcherait en
cumulant toujours toutes les ordonnées positives; de plus,
comme on saurait a quelles lignes appartiennent ces ordon-
ndes, on pourrait avoir, non-seulement leur somme détermi-
née graphiquement, mais encore son expression algébrique
en chaque point (c’est-a-dire les équations successives des
courbes ou droites-formant le contour enveloppe), en méme
temps que les combinaisons correspondantes de surcharge.

On procéderait de méme a 1'égard de la limite négative X”,
qui répond toujours, comme on sait, a la surcharge complé-
mentaire (n° 24) de celle qui engendre la limite positive X’ (*).

Il est facile maintenant d’indiquer d’avance, pour chaque
point de la travée, les combinaisons de surcharge auxquelles

(*) L'idée, trés-heureuse suivant nous, de déterminer les limites X' et X" en
commencant par chercher les lignes représentatives des moments produits par
la surcharge successive de chacune des n travées, puis cumulant en chaque
point, soit toutes les ordonnées positives, soit toutes les ordonnées négatives,
4 été ¢mise pour la premiére fois, 4 notre connaissance, dans un concours de
Mécanique appliquée, par M. Maurice Lévy, alors ¢léve ingénicur des Ponts et
Chaussées. 11 s'est d’ailleurs borné i expuser en termes succincts et a en faire
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répond une des deux limites, X' par exemple. Remarquons,
en elfet, qu’il y a seulement quatre points d’intersection des
lignes droites et parabole représentatives ( fig. 6) avec A, A,
savoir : D, B, G, F. Nommons z', z”, 2", 2'¥ leurs distances
respectives & An_,, ainsi rangées par ordre de grandeur : 2’ el
x'¥ sont données par la formule (5) du n° 20, et I'on a

{ —

.Z‘”—Am_u\m%a 2" = Ap_ An <I— I—T“}’>’
les nombres B et y étant ceux qui dans leurs séries (n° 9
appartiennent spécialement a la travée tonsidérée. Soit enfinz
la distance d’'un point quelconque de A._ A, & la méme ori-
gine A,_. Cela posé, la seule vue de la fig. 6 suffit pour just-
fier les énoncés suivants :

1° De £ =0 & x = 2/, la surcharge qui donne la limite posk-

tive X' sera composcée de la surcharge sur la m# e travée A,_ A
dont on s’occupe, ct sur les travées portant les numéros

m-—1, m—3, m—25&,..., jusqu’d épuisement de m;
m-+2, m—+4 m-+6,..., jusquhinoun—i.

Autrement dit, on doit surcharger les deux travées qui s
rejoignent & appui d’ox Uon part, et toutes les autres de
deux en deux.

20 De x =2’ a x = 2", il faut conserver les mémes droites,
mais supprimer la parabole; done c’est la méme combinaison
de surcharge, sauf qu’ori enléve celle de la travée dont on
$’occupe.

3¢ De z” a =", toules les droites, déja employées, du pre-
mier faisccau ayant B pour sommet, ont passé au-dessous de
I'axe et doivent étre remplacées par celles du méme faisceau
qu’on avait d’abord laissées de ¢oté. 11 faut done modifer la
combinaison précédente (2°) en ce sens que la surcharge ser

Vapplication au probléme numeérique dont on lui demandait Ta solutjon. Les
positions respectives de la parabole m (fig. €) et des droites, la division de
celles-ci en denx faisceaux concourants, et généralement tous Jes faits signales
au n® 25 ne paraissent pas avoir attiré son attention, non plus que les conse-
qnences déduites dans la suite du n® 26,
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rapprochée d’une travée sur toute la portion a droite de An_, A,
cest-a-dire qu’elle sera dtée des travées numérotées .

m+a m—+4, m+6, m+8,..., jusqu'an ou n—r,
pour étre mise sur les travées
m41, m-+3, m+5 m+17,..., jusquanrn—r1 ou n.

La surcharge restant d’ailleurs la méme 4 gauche de A, An,
on voit, en définitive, qu’il faut surcharger de deux en deux
toutes les travées de la poutre, en ayant soin de laisser vide
celle dont on s’occupe.

4 De x = 2" a x = 2", toutes les droites du second fais-
ceau (sommet C) déjd employées doivent éire remplacées par
les autres qui appartiennent au méme faisccau ct n’ont pas
encore servi. La combinaison précédente de surcharge (3°)
est done changée en ce qu’il faut décharger les travées n®

m—i1, m—3, m—5, m—q,..., jusquaoour,
pour surcharger les travées no
m—2, m—¢, m—06, m—3_8,..., jusqu’a 1 ouo.

Cela revient en somme & laisser vides la travée dont on s’oc-
cupe et sa voisine & gauche, et & charger les deux travées con-
tigués & ce vide, ainsi que toutes les autres, de deux en deux.
Plus simplement, on peut remuarquer que Pintervalle CF est
dans une position tout a fait analogue a celle de Vintervalle
8D, qu’on a étudié plus haut {2°) : par application de la régle
énoncée 4 cette occasion, nous dirons qu'il faut modifier la
combinaison suivante de swrcharge (5°), en déchargeant la
travée dont on s’occupe.

5De x =2 & ®# = a = An_An, la parabole m ayant coupé
I'axe des abscisses redevient positive et doit étre rétablie, cn
surplus de Ja combinaison précédente. On a ainsi la surcharge
sur la méme travée An_;An, et sur celles qui portent les n

m-41, m-+3, m-45,..., jusquan—ri oun,
m—a m—4, m—6,. .., jusqu'a épuisement de m.
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(C’est-a-dire que, comme en Ay, il faut surcharger les deuy

travées qttenantes & Uappui Ay, et les autres de deux en deus,
La figure suivante rend ces résultats sensibles aux yeux; les

travées surchargées y sont marquées par un trait plus fort.

Fig. 7.
) S g— | I ; -—
Am—l Am
2° | i i -
Am—l Am
30
Am-—l Am
! (vw
Ao
Am——l Am

On remarquera que les surcharges 1° et 4° d’une part, 2° et
d’autre pari, forment des groupes complémentaires. Done,
lorsqu’il s’agira de déterminer la limite négative X” (qui ré-
pond, comme on I'a déja dit, aux combinaisons complémen-
taires de celles qu’on vient d'étudier), la quatriéme combina:-
son ci-dessus remplacera la premiére depuis x—o jusqui
x =2z, et le remplacement inverse aura lieu de x=2"1
x=x"; entre x = z' ¢t x=2x", il y aura de méme substitu-
tion de la cinquiéme combinaison & la deuxiéme; ct substitu-
tion inverse entre x — 2 et x — «a. Enfin la troisiéme comhi-
naison sera remplacée par une autre dans laquelle on aurit
encore surchargé toutes les travées de deux en deux, la tre-
vée dont on s’occupe figurant parmi celles qui portent Ia sur-
charge.

De 14 résulte immédialement le corollaire suivant :

La courbe représentative de la limite X' dans le premier
intervalle (de x — o0 & x — z') et celle de la limite X" dansle
quatrieme (de x = x" & x = x'%) répondent & des surcharge
identiques; elles sont donc des arcs d’une seule et méme
courbe, et ont méme équation. On peut dans cel énoncé per
muter X' avec X”.

La méme relation existe entre la limite X' du second inter-
valle (dex—=2z" & x =2z") et la limite X" du cinquieme (¢

r=zvax=a)
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Ainsi done les dix fonctions de x par lesquelles on pourrait
exprimer les deux limites X’ et X” dans les cing intervalles
que terminent les valeurs particuliéres o, z’, =", ="
l'abscisse, sont loin d’¢étre indépendantes les unes des autres.
Le corollaire ci-dessus établit déja entre elles quatre relations
d'identité; mais ce n’est pas tout. On a vu (n° 2&) que la

somme X/~ X” doit reproduire, sauf le facteur I%, le moment

, 2%, a de

X di a la charge permanente; or, celui-ci est une fonction
continue de z, qui ne change pas de forme dans toute 'éten-
due de la travée, comme le montre la formule (4) du n° 1,

dans laquelle on doit faire ¢ (x):—;px(a—x) : donc la

somme X'+ X” doit rester la méme fonction de x dans les
cing intervalles. Cela semble faire cing nouvelles relations,
mais deux sont des conséquences des quatre premiéres, et dans
les cinq derniéres figure une nouvelle inconnue X, de sorte
quily a finalement sept relations distinctes, et quatre fonctions
a déterminer par des relations différentes. Quand on connaitra
ces quatre fonetions, on en déduira facilement les autres.
Employons, pour rendre cela plus clair, la concision du
langage algébrique. Soient .

Pfiz), p'filz), p'filz), p'filx), p'filz
prudz), p'dalz), p'li(x), p'i(x), p'ds(x),
les dix fonctions qui représentent respectivement X’ et X”
dans les cing intervalles, la premicre ligne étant pour X’ et
l'autre pour X”; nommons encore p¥ (z) la fonction unique
exprimant le moment X daus la travée entiére. Alors on aura :

I filx )+4‘( J=F(z),
folx) 4+ du(z]) =F (z),
f; +¢3\ ]:F(.Z‘),
ﬁ(x)+¢4(x)zl’(f),
() o fil@) + dula) = F ),
/“ (Z‘) - “P*(Z)J
'\Pu(x):ﬁ(x)’
Ala) = i),
Go(x) = fi[Z)

3

1L
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Voici neuf relations : mais 1’élimination de F () entre la pre.
miére ct la quatriéme, puis entre la seconde et la cinquiéme,
donne

Sfilz)+ dulz)=fi(#)+ Yo (2),

fi(#) (@) =fi (@) + s (2),

ce que 'on obtient aussi par I'addition membre & membre de
la sixieme avec la septiéme, et de la huititme avec la neu-
vieme, 1l n’y a donc bien que sept relations distinctes qui font
connaitre les onze fonctions quand on en a déja calculé quatre.

Il y a plusieurs manieres, également bonnes suivant nous, de
choisir ces quatre fonctions inconnues : on pourrait prendre,
par exemple, F, f,, f. avec ¢, ou fi; ou bien F, f3, fi, fi; ou
encore F, fi, $a, fi, etcs; nous avons adopté, dans divers
exemples qu’'on verra par la suite, la combinaison F, fi, 4, f,
sans avoir pour justifier ce choix aucunc raison bien déeisive.
Une fois ces quatre fonctions déterminées, on poserait, pour
compléter la solution,

Jix)=dslx) =T (x) — fi{2),

So(z)=F(z)— s (z),
135 Jitx)y=9.(x) =F (z) —fi(x),

$a(x)== fil=),

Wiz)= /()
ce qui résulte immédiatement des relations (2) : comme onle
voit, la détermination des sept derniéres inconnues n’exige
plus que trois soustractions.

Si 'on nomme généralement ¢ et ¢’ les quotients que don-
nent les moments en A,_, et A, divisés par p’, on voit de suite
par application de la formule (4)dun® 1, citée il y a un instant,
que les fonclions fet ¢ ont toujours I'une des formes

, Z 1 LI
c—+(c'—c) - ar—+ — x?,
a 2 2
x
¢+ (e’ — )=,
a

la premieére s’appliquant aux combinaisons de surcharge qui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRES A PLUSIEURS TRAVEES, EN GENERAL. 9y
comprennent An_iAn, et I'autre a celles qui ne la comprennent
pas. En se reportant aux indications données plus haut sur
les combinaisons a prendre dans chacun des cing intervalles,
on constate donc sans peine : 1° que fr{x), fi(z), fi(x),
U,(z), Ys(z) sont des fonctions linéaires; 2° que fi(x), fi(x),
Pi(z), dsl{2x), di(x) se composent d’'une partie linéaire a

I
laquelle on ajoute le terme —+ 5 «*. Donc la courbe enveloppe

{ou plutdt polygone mixtiligne) X/, dans la travée A,— An, se
compose de deux arcs de parabole, commencant ou finissant
aux appuis Aa_, et An, et de trois lignes droites, les intersee-
tions mutuelles de ces lignes ayant lieu aux abscisses z’, 27,
z”, z'*. De plus, dans le polygone X”, les lignes composantes
sont également au nombre de cing et se coupent sur les
mémes abscisses; les paraboles du premier correspondent a
des lignes droites dans le sccond, et inversement. Enfin les
cing ares de parabole appartenant & 'un ou l'autre des deux
polygones, rapportés a leur sommet et a leur axe principal,

auraient toujours la méme équation y = — p'x?, ce qui montre
2

qu’ils sont tous pris sur des paraboles égales; comme ces pa-

raboles ont une ordounée rationnelle et du second degré en x,

leurs axes principaux sont paralléles a I'axe des ordonnées.
Quant 4 ¥ (x), son expression eontiendrait toujours l¢ terme

1 ’ .
S & La courbe représentative de X est donc une parabole, ne

différant de celle qu’on vient de trouver que par le changement
de p’ en p.

Aprés avoir déterminé les moments X, X', X” ] serait facile
d'avoir, soit X +~X’ et X + X7, soit la plus grande de ces deux
sommes, en valeur absolue, laquelle est ordinairement la seule
utile ¢n pratique, comme on I'a dit au n° 25. Nous n’avons a
ajouter maintenant aucun détail & ce qui a é1é exposé alors en
termes généraux, et nous ne voyons pas de route plus bréve
pour arriver au but. Le probléme des courbes enveloppes est
cn effet susceptible de se réduire a des termes trés-précis, trés-
catégoriques et trés-simples, quand on étudie séparément,
d’une part, les moments produits par la surcharge, et, d'autre

7
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part, ceux qui sont dus a la charge permanente, suivant la mé-
thode que nous venons de développer; si I'on veut, au con-
traire, aborder de front et sans intermédiaire la recherche du
plus grand moment, en valcur absolue, pour une section quel~
conque, tout devient complication et confusion; les cas parti-
culiers s¢ multiplient et s’entre-croisent, pour ainsi dire, au
point de former un dédale ou il est bicn difficilc de ne pas
s’égarer.

27. Méme probléme pour une travée de rive. — Supposons
que la travée An_iAn, au lieu d’étre quelconque, soit une tra-
vée extréme de la poutre, ce qui arrivera si I'on a m=1 ou
m=n; prenons, pour fixer les idées, m=1. Alors la fig. 6
(Pl. 4, a la fin du volume), va éprouver des simplifications
nolables; puisqu’il 0’y a plus de travée a gauche de A,y les
droites du second faisceau, ayant C pour sommet, seront suppri-
mées; le moment étant toujours nul en A, ou A,, les autres
droites, ainsi que la parabole m, passeront en ce point, ou se
confondront par conséquent les intersections B et D. Ainsi, la
figure prendra 'aspect indiqué dans la fig. 8, Pl. 4, ct les cing
intervalles considérés au n° 26 se réduisent a deux, A,F, A/F.

Nous continuerons 4 nommer z'" la distance A,F; on sait

(n® 20) qu’elle est la fraction 1—%}1 de AJA,, c’est-a-dire

. I
r —af1——79]|-

Cela posé, x désignant encore la distance d’un point quel-
conque de la travée 4 I'appui Ay, on voit que:

1° De x=o0a x=uz"", il faut, pour avoir la limite positive X/,
ajouter lcs ordonnées des droites n° 2, §, 6, 8, 1o,. .., jusqu’a
n ou n —1, ¢'est-d-dire que ceite limite répond & la surcharge
simultanée de toutes les travées de rang pair;

qu’on a

2° De # = 2" 4 = A, A, = q, il faut prendre les ordonnées
des mémes droites, plus celles de la parabole 1, c’est-a-dire
qu'on doit surcharger les deux travées qui se rejoignentenA,,
et loules les quires de deuzx en deux.

£n résumé, on constate qu’on peut suivre pour ces deux
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intervalles la méme régle que dans une travée quelconque, en
traitant le premicr comme on traitait précédemment le troi-
sitme ou le quatriéme (au choeix), et le sccond comme on
traitait le dernier.

Yoici la représentation graphique des surcharges qui donnent
X’ dans la premiére travée : comme dans la fig. 7, les travées
surchargées sont indiquées par des trails plus forts.

Fig. g.

Si 'on veut maintenant avoir I'expression analytique des
moments X, X/, X”, et qu’on nomme (ainsi qu'au n° 26):

pF(z)le moment X dans toute I'étendue de la travée,

p filx), p'fi(z) la limite positive X’ pour les intervalles

p'uslz), p'ds(z)les valeurs correspondantes de X7,

il n’y aura entre ces cing fonctions inconnues que les relations

Sil@) 4+ s (7 =¥ (2),
Jolz) g (z) = F(x),
qui permetiront d’en calculer deux quand on connaitra les
trois autres. C’est une fonction de moins 3 déierminer que
dans e cas général. '
Par analogie avec ce qui a été fait précédemment (n° 26),
on peut rechercher d’abord, si 'on veut, les trois fonclions F,
s, f5; puis on en déduit

{ filx)=F(z)—y, (),
¥ (2)=F () — f(z).

Toutes ces fonctions sont encore, d’ailleurs, linéaires ou

(4)

. i I
paraboliques, ces dernicres ayant > 2* pour terme du second

degré; mais il y a cetle différence avec le cas général, qu’elles
doivent toutes s’annuler pour xz = o.

28, Observations aw sujet des théoremes précédents, —L'on-
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semble des propriétés établies dans le présenl paragraphe, et
surtout aux n° 26 et 27, nous paralt vraiment digne d’étre re-
marqué. C'est un fait assez étonnant & priori, quand on n’en
connait pas encore la démonstration, que, quels que soient le
nombre des travées d’'une poutre ct I'espacement relatif de ses
appuis, le polygone mixtiligne représentatif des limites X/,
X" soit toujours composé d'une manicre idenlique, d’une part
dans lcs travées extrémes, d’autre part dans toutes les travées -
intermédiaires. Les paraboles et lignes droites s’y succédent
toujours dans un méme ordre, en méme nombre, dans des
intervalles parfaitement définis, et sont toujours produites par
des surcharges embrassant des travées qui portent les mémes
numéros d’ordre.

Nous n’avons pas lintention de présenter ces propridtés
comme une découverte entiérement nouvelle: quelques ingé-
nieurs, guidés par les résultats d’applications numériques par-
ticuli¢éres, ont pu en soupconner quelques-unes; M. Piarron
de Mondésir, ingénicur des Ponts et Chaussées, attaché a la
Compagnie des chemins de fer russes, en a énoncé une partic
et en a donné une démonstration toute diflérente de la ndtre,
dans son savant et utile ouvrage sur le Calcul des ponis métal-
ligues & poutres droites et continues (*), Mais M. de Mondésir
n’a pas signalé le role important des quatre points D, B, C, F,
ni indiqué bien nettement les surcharges qui fournissent
les moments limites dans decux des intervalles terminés par
ces points; de plus, tout en énoncant des théoremes exacts,
il a eu le tort d’en tirer des conséquences parfois contestables
au point de vue de enti¢re géncéralité. Par exemple il dit,
page 26, que le maximum du moment de flexion sur un appui
quelconque répond a la surcharge des deux travées contiguéds
a cet appui, et des autres travées de deux en dcux. Or nous
avons vu (n°® 26) que cette hypothése donne bien le maximum
positif, lequel, suivant le langage de I'Algébre, est toujours
plus grand que le maximum négaiif; ici nous sommes donc
d'accord avec M. de Mondésir, moyennant U'interprétation cou-
venable des mots. Mais nous cessons de I'étre quand il dit un

N P
(*) Parvis, 1860.
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peu plus loin, page 29, que la méme combinaison de surcharge
donne, aux environs de l'appui dont il s’agit, les moments
auxquels il faut avoir égard dans les calculs de stabilité, ¢’est-
a-dire ceux qui sont les plus grands en valeur absolue. 11 peut
arriver, en cffet, que le maximum négatif 'emporte, abstrac~
tion faite du signe, sur le maximum positif; et si on tient a
en avoir un exemple, nous citerons 'appui central d’'un pont
a quatre travées symétriques, dans lequel les travées du mi-
lieu auraient une longueur au plus égale aux 0,6 de celle des
travées de rive. Sans doute c’est 14 une hypothése qui ne se
réalisera pas souvent; mais nous sommes en droit de I'opposer
aun théoréme donné sans restriction. La méme objection, a
peu prés, pourrait étre répéiée pour la proposition énoncée
par M. de Mondésir au sujet de la surcharge qui produit les
plus grands moments vers le milicu d’une travée.

Nous pensons donc avoir apporté a cette théorie un perfec-
tionnement notable, en la complélant et la mettant sous une
forme rigoureuse, d’'une généralité absolue. Cela ne nous em-
péche pas de reconnaitre le mérite des propositions que nous
venons de critiquer; car, si elles ne sont pas toujours vraics,
‘du moins elles le sont ordinairement et avec les circonstances
habituelles de la pratique, ce qui est déja beaucoup. Peut-étre
méme leur vérité constatée dans un certain nombre d’exemples
a-t-elle €16 la cause d’'une induction téméraire ou leur auteur
se sera laissé entrainer, car on est naturellement porté a se
montrer trop facile sur la démonstration d’un résultat qu’on a
maintes fois reconnu exact.

2. Exemple numérique de la détermination des courbes
enveloppes.— La théorie développée dans le préscnt § 1V est
assez délicate ct mérite d’étre éclaircie par un exemple; cela
aura d’ailleurs l'avantage de montrer quel est, a notre avis,
T'ordre le plus convenable du calcul.

Soit donnée une poutre a cing travées, dont les ouvertures
sont prises tout a fait au hasard, savoir :

Premiére travée A A, allant de Pappui extréme A, & Vappui
A, d'une longueur a, = fo™;

Deuxiéme travée A, A,, d'une longueur a, = 5o™;
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Troisiéme travée A.A,, d’une longueur a, = 8o™;

Quatriéme travée A;A,, d’une longucur a, = 64";

Cinquiéme travée A A,, d'une longueur a,— 50™.

Les poids, par métre courant, de charge permanente et de
surcharge, désignés respectivement par p et p’, resteront in-
délterminés et seront conservés comme facteurs littéraux dans
les résultats.

11 faut, avant de procéder au calcul des moments fléchissants
limites dans une section quelconque, s’occuper d’abord des

1

séries numériques étudiées au n° 9. On pose a cet effet les
groupes d’équations (1) et (2 ), en mectiant pour a., ., s, &, g
les valeurs ci-dessus, et Pon a
/ 2u, (40 -+ 50) + u..50 —=o,

u,.50 4+ 2u,(50 + 80) + ;.80 = o,

#;.80 + 2u; (8o 4+ 64) + u,.64 =o,
\ .64 4+ 2u:(64 + 50) + u:.50 = o3
/ 2 v, (50 + 64) + v;,.64 = o,

v..64 4+ 2 0, (64 + 80) + v;.80 =0,

v..80 + 2 ¢, (80 + 50) + v,.50 — o,
\ va.D0 4+ 20 (50 + 40)+ v..fo = o.
Quand on fait ;= v¢,=1, on tire facilement des équations (5}:
w1, u,;=—=—3,6, u;—11,075, u;=—=—45,3375, u;=192,563;
des équations (6):
v,=1, v;=—3,5625, v;=12,025, v,=——56,83, v,—240,7035.

Par suite, on peut former les séries

ﬁ,,: o, }/0: o,
u v
Bi=-——=0,277778, 7.=-— — =—o0,280702,
U [’
u . v .
Bi—— — = 0,325056, Yi—=— 2= 0,29b6258,
u, Vs
ity Y3
ﬁa,:————:_':(),244279, ‘/3:——- —;0,211596,
Uy Yy
u v ;
fi=— — =0,235442, 7i=-— —=0,2360q9,
u, v,

en hornant 'approximation a la sixi¢me décimale.
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Cela fait, nous rechercherons les moments de flexion qui se
produisent aux quatre points d’appui intermédiaires, par la
surcharge successive des cing travées, chacune d’elles étant sur-
chargée seule; ces moments une fois connus, nous pourrions
en conclure ceux qui ont lieu en une section quelconque,
sous les mémes surcharges, et la question serait ainsi amendée
au point que suppose 'explication générale par laquelle com-
mence le n°26. Afin de désigner commodément Pappui auquel
se rapporte un moment el la surcharge correspondante, nous
emploicrons la notation X}, c’est-a-dire la lettre X avec deux
indices; celui du bas fera connaitre le rang de I'appui, et celui
du haut (qu'on se gardera de confondre avec .un exposant)
fera connaitre Ja travée surchargée. Ainsi donc X}, voudra dire:
moment sur Uappui A, quand on surcharge la ki travée
AiyAr. Pour désigner le moment au méme point, sous-les
surcharges réunies des travées portant les n® k, K, k”,...,
nous écrirons
‘ X

et le théoréme sur la superposition des effeis des forces (n°5)
nous apprend qu’on a l'égalité

(7) XARE - XE X X

Les moments X4, se calculeront par les formules (1), (2) et (3)
du v° 18, combinédes avee les formules (16) et (17) du n° 103
on rencontrera ainsi les calculs suivants :

1° La surcharge est sur la premiére travée A A.. On fera

a=4o", B8=73=0, y=v.=0,236099,

et si 'on prend roop’ pour unité des moments, on aura, pa¥
la formule (3) du n° 18,

Xi=47y=0,944396;
puis la formule (*7) du n° 10 donnera

X! =—7:X!{=—o0,049958,
X‘J:;}IBYQX::—'}’2X12209014800’
X} =— 177 X =—7. X} =—o0,00§154.
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2° La surcharge est sur la seconde travée A A.. — On doj;
supposer dans les formules (1) et (2) du n° 18
a="5o", B=F(=0,277778, y=vy.=o0,211596;

'unité pour les moments restant toujours 1oop’, on trouye

alors
(y —
Xf:% 50 ?‘/777(5 1 g_()—ﬂl‘zg?;)_gl’454232,
I—O0 27’7/7( 0,211 9
6(1—o,2 8)
Xza= L. rﬁi‘i‘? 227777°) ~65.
T o ,277778.0,211596 1,014765
De ce dernier moment on déduit, par la formule (17) du

ne 10,
Xi=—7:X]=—0,299362,

Xi=77.Xi=—vX?1=0,08{03I.

3¢ La surc/zarge est sur la troisieme travée A, A;. — On em-
pluiera les mémes formules (1) et (2), en y faisant

a:80"‘, ﬁ-—, @2’:0,325056, Y '}/2:0,?96’258,

ce qui donnera (sauf le facteur 100 p’)

o 32ooo6(l—0 206258 4,048956
= l,, 3

3 _
Xi=16- 1—0,325056.0,296258
0,266258 (1—0 325056)
Xi—16 — 3,54381q.
Xi= 1 — 0,325056.0 196258 3,943519

Par suite, les formules (16) et (17) du n° 10 conduisent &
Xi=—83Xj=—1,124710,
Xi=—7Xi=—0,994757.

§o La surcharge est sur la quatriéme travée A; A — Onaici

a=064", B=_f,=o0,244279, y=7y,=0,280702;
done, puar les mémes formules, nous trouverons
0,24427 9 (r—o0,280702)
1—0,244279.0,280702
0,280702 (1—0,244279) __, 33,50,
1 —o0,244279.0,280702
X =—3:X{=~0,627918,
X1=B.B X =—3/X{=0,174432

-—=1,931722,

Xi=r10,24

4 —
Xi=10,24
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50 La surcharge est sur la cinquiéme lravée. — On a

»

a=50", (B3=03,—=0,235442, y=ry.=—o.

Le nombre B, est celui qui remplace y dans la formule (3) du
n° 18, quand on regarde la derniére travée comme la premicre;
donc

X:=1.25.0,235442 =1,4715:3.
4,

La formule (16) du n° 10 donne ensuite

Xi=— B3, X{=— 0,359460,
Xg: ﬁsﬁzxi = —ﬁ2X§ —= 0,1 16845,
Xi=—F:B:pXi=— B X] = 0,032457.

Nous rappelons encore une fois que tous les moments dont
onvient d'obtenir les valeurs numériques, sont ¢valués en pre-
nant oo p’ pour unité de moment. Ainsi, par exemple, le
moment X} serait en réalité 11,6845p’.

Pour compléter les reunscignements qu'on a supposés préa-
lablement acquis en commencani le n° 26, on n’a plus qu’a
chercher, dans les trois tmvécs intermédiaires, les points ana-
logues & D, B, C, F{ fig. 6, Pl. 4, & la fin du volume), et dans
lesdeux travées extrémes les points analogues a F ( fig. 8). Dans
chaguc travée, nous compterons toujours les abscisses en par-
tantde celle des deux extrémités de cette travée ou est Vappui
numéroté par 'indice le moins élevé. Nous trouverons alors,
suivant les formules mentionnées aux ne* 26 c1 27, et cn fai-
sant usage des valeurs de a, (3, y déja employées ci-dessus
pour le calcul des moments X :

Premiére travée. — Abscisse du point F ( fig. 8)

M=a (1—%}/) =40.0,88195 = 35=, 28;

Deuzieme travée. — Abscisses des points {fig. 6)
50 ~ g a9\ __ 6m £
D...... z' = ;—r(1,03311—\/0,60/{3758)v~’ 43,
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aB _ 50.0,277778

/gl wl j— m n
B... ... TR ET tan708 =10", 87,
W ay 50.0,211596 l
C...... a"=ua 1+7450 Wﬁ& »2,
F..... . A= ?(1,0351!—{—\/0,6048738) = 46", 3,
Troisieme travée. — Abscisses des points
8o I~ .
D...... .z":?(1,01593—\/0,5260342)::11“’,()3,
80.0,325056 :
[ — m
B = 1,325056 19”63,
. . 80.0,296258 .
Coottl x 8o — Tag6a58 61,72,
F...... x":?(_l,olfig?;—f— V0,5260342) = 6qm,65;
Quatriéme travée. — Abscisses des points
: b4 —Fg3.895) — 6
D...... .x—?(0,98045—\/0,583988J)__6“,92,
7 Ll om
B...... o= 0022y o 5
1,244274
64.0,280702
") ’ P — [ Am -
Co..... z” =64 1280705 49™,97,
F...... = T' (0,98045 + v/0,5834885) = 55, 83;

Cinguiéme travée. — Abscisse du point F ( fig. 8):
= % aB =25.0,235442 = 5™,89.

Maintenant, au lieu de chercher les équations des diverses
lignes droites et paraboles tracées dans les fig. 6 et 8, équa-
tions qui serviraient ensuite a trouver celles des contours
enveloppes, nous allons calculer directement certains nomhres
qui doivent entrer dans ccs derniéres équations, comme on le
verra tout a ’heure, Ccs nombres sont :
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1° Les moments de flexion qui se produisent sur tous les
appuis, quand on surcharge :

Les travées de rang impair,

Les travées de rang pair,

La poutre entiére;

2° Les moments de flexion qui se produisent sur chaque
appui A et ses deux voisins, quand on surcharge les deux tra-
vées adjacentes a A, et les autres travées de deux en deux.

Tous lesmoments dont il s’agit ici rentrent évidemment dans
l'expression générale X I'équation (7) permet donc de
les calcaler par de simples additions, puisqu’on a déja tous
les moments Xk, Si, par excmple, on veut Xi**et X3¢, on
écrira .

X=X, + X+ X} =0,014800 + 3,5{381g—0,359460

=3,19915q,
X=X+ X} = —0,299262 +1,931722 = 1,632360,

nombres qu’on devrait toujours, bien entendu, multiplier par
100p’. On en déduirait

X;.z.a.a.s —3, 199159 ~+1,632360 = 4,831519,
Xi+**=1,632360 — 0,359460 = 1,272q900.

Par des moyens tout a fait analogues, on forme le tableau ci-
dessous, que nous transcrivons sans donner d’autres exemples;
les moments y sont exprimés par leurs rapports 4 100 p’.

X oyarag71, Xiem 169865, X170 = 1, 415883,
X!*4—2,573050, X3t =0,2g7065,
X foriB843,  XIt=o0,386845, XiTtt—{,50a6go,

X

14— 0,33688q, X224=5,180566, X} = 3,371080,

X143 =3,199159, X34 =1,632360, X}***—=/83151q,

3
Xi10—9,884997, X3 '==5,490341, X3

IS

= 1,272Q00,

X! =0,472602, X4 =2,416181, X[ "**=2,888783,

Yl-a-lzl’g?{ﬂg%g, Xf"'s:; 3,887694
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Il ne reste pour ainsi dire plus qu’a écrire, sans nouvea
calcul, les équations des diverses lignes composant les courbes
enveloppes des moments, ou, ce qui revient au méme, les
valeurs, dans chaque travée, des fonctions désignées en génénl
par les lettres I, f, 4 (n° 26 et 27). 1l suffira pour cela d'ap-
pliquer la formule déja bien souvent citée

X = X (X Xt ) g — > prla—a)

en mettant & chaque fois au licu de « la longueur de la travée
dont on s’occupe; au lieu de p le poids par métre couran
(qui sera, suivant les circonstances, p pour la charge perms
nente, p’ pour la surcharge, o pour le cas ou la travée serl
supposte vide); au lieu de X, ct X, les moments sur les
appuis de la travée, répondant, soit & la charge permancute,
soit a une certaine combinaison bien définie de surcharge, ¢
connus au moyen du tableau précédent. Cest ce que nous
allons faire.

La troisiéme colonne du tableau contient les mements su
les appuis, sous l'action d’unc surcharge uniforme couvrantl
longueur enticre de la poutre, ou plutdt leurs rapports au fac-
teur roo p’. §'il s’agit de la charge permanente, il faudra évi-
demment multiplier les mémes rapports par 100 p, ou simple-
mentl par le nombre 100, quand on voudra calculer F(z) e
non X. Ayant égard, en outre, & ce que les moments sont tou:
jours nuls aux cxtrémités A, et A, de la poutre, on trouven,
par la formule gu’'on vient de rappeler :

Premiere travée.

%o

— — 0,16460x 40,0051,

0,01 F(z) = 1,415883

—o0,005x (fo— z)

Deuxieme travée.

0,01 F (&) =1,§15883 +- (§,5026g0 — 1,415883) £

—0,005 2 (50 — &) == 1,41588 — 0,188262 —+ 0,007
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Troisieme travée.

z
8o
—o0,0052 (80— z) = 4,50269 —0,3958gx + 0,005 2.

0,01 F(z) = 4,5026q0 + (4,831519 — 4,5026q0)

Quatrieme travée.
0,01 F () = 4,831519 + (2,888,83 — 4,831519) bﬁf
1
— 0,000 (64 — )= 4,83152 — 0,35036 % + 0,005 27,

Cinquieme travée.

0,01 F (z)=—2,888783 — 2,888783-; — 0,005z (50 — x)
50
—=2,88878 — 0,30778z + 0,005 2"

Connaissant la fonction ¥, on n’a plus a déterminer que deux
fonctions f ou ¢ dans chaque travée de rive (n°27), et trois
dans chaque travée intermédiaire (n° 26); les autres s'en dé-
duisent immédiatement. Voicei le calcul de ces foncetions :

Daus la premiére travée, de z —o0 4 z — x*7==35™,28, on
sit que la limite négative X” répond & la surcharge des travées
1% 1, 3 et 5 (nous dirons simplement : surcharge 1.3.5); il
faut donc appliquer la méme formule, en prenant X!-*-* dans
la premiére colonne du tableau, et Uon trouve :

VI/
roop’

=0,01,{x)=— 0,212771 % — 0,005z (fo — x)
==—0,20532x + 0,005 2%

De x = 2"V =35",28 & x=a=4o™, il faut prendre ]a sur-
charge 1,2.4 (premiére colonne du tableaun), pour avoir la limite
positive X'; donc

X ::0,01_];(.7;'):2,573050% —

—-—0,13567x +0,005x*,

0,005x (40 — x)

1oop’
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De la on déduit :

Depuis # = o jusqud z = z'* = 35™, 28,
0,01 () o001t [F () — 4, (2]

==—0,16460x 40,0052+ 0,205322 — 0,005

—o0,040722;
Depuis x = 2= 35™,28 jusqu'a  —= @ = Jo™,
0,01, (z)=o0,01 [F(x)— f.(z)]

=-—10,16460x + 0,005 2+ 0,13567.6 — 0,005 11
=—0,02893z.
Dans la scconde travée, cnirec z = o ¢l z = x' = 6™, 43, c’est

encore la surcharge 1.2.4 quidonne X'; on a donc

XI

100 p’

—o0,01fi(z)

l

2,573050 +(0,33688g—12,573050) gx(_)_ 0,005z 50—z,

I

2,57305 — v,294722 + 0,005z, -

Un peu plus loin, entre 2 =2"=10",8; et x = =" =/1™,»,
la limite X" sera produite par la surcharge 2.4 (deuxiéme
colonne du tableau); et par suite,
X,’
Toop? 0201 %)
:x,6-;8654+(o,386847_1,628654)5ﬁ_ 0,005 x (50—
o]
—1,62865 —0,27484{ x -+~ 0,005 2.

Dans le voisinage de I'appui A, vers la fin de la méme travée,
entre £=2x""=45",32 et x=a =>50", on obtiecndra X’ en
prenant la surcharge 2.3.5 (deuxiéme colonue du tableaul:
nous pPosons en conséquence

XI
100p’

=o,01f; x)
—0,297065 +(5, 180566-0,297065)%-— 0,005 z(50—7

=0,29706 —o0,15233 2 + 0,005 27,
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Retranchant ces trois premiers résullats de o,01 F(a), nous
aurons respectivement dans les mémes intervalles :
Depuis # =o jusqu'a x = 2'=6",43,
o, 01 (x)=—1,15717 4 0,10646x;
Depuis 2 = 2" = 10™,87 jusqu'a x — x” =41, 27,
0,01 fy(x)=-—0,2127% +0,08658.x;
Depuis z = z'" = 45", 32 jusqu'a z == a = Ho™,
0,01, (x)=1,11881 — 0,03503 2.

Enfin, les fonctions f et § portant les indices 2 et 4 sont
identiques a des fonctions déja connues; on a, en effet (n° 26) :

Depuis x = 2'— 6", 43 jusqu'a & — 2" —10™, 87,

0,01 fi{z) == 0,014, (x) =1,11881 — 0,¢35g3 x,
(),olapz(x):0,01ﬁ(x):0,29706—0,15233x+0,005z’;
Depuis & = 2" =4 1™, 27 jusqu’d z = 2" = 45", 32,

0,01 fi z)=—o0,01(x)==—1,15717 +0,10646 .1,

0,01 Y (x) = 0,01 fi(x) = 2,57305 —0,29[}72'1-—{—0,0051:’,

re qui complcte Ta détermination de toutes les fonctions F,

f, 4 pour la scconde travée.
[l serait sans doute inutile de répéter les mémes détails pour

les travées suivantes : nous nous bornerons done a indiquer

les résultats.
Troisieme travée.

Depuis x =o jusqua x = 2'=11",63,
¢,01 fi(x)=5,18057 — 0,42869% + 0,005,
0,01 ${z)——0,67788 +0,032807x; )
Depuis  —= z'==11",63 jusqu'a = z"=19",63,

v ~ QR
0,01 fi{x) =1,13161—0,02238 x,
0,01, {x)= 3,37108 —0,373% 17 + 0,00027;

111.
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Depuis 2 =2"=19"™,63 jusqu'a x = 2" = 61", 1,

0,01 fi(x) =0,38685 + 0,01557 =,
0,01 (x)=4,11584 —0,41146 2 + 0,005 2*;

Depuis & = 2" = 617, 72 jusqu’d # = &' = 6g™,65,

0,01 f(%)=—0,67788 + 0,03280 2,
0,01¢,(x) = 5,18057 — 0,42869x + 0,00527;

Depuis & = 2= 69=, 65 jusqu’a # — a = 8om,
0,01 fi(#) =3,37108 — 0,373512 +0,00527,

0,01¢;(z)=1,13161 —o0,022382.

Quatrieme travée.
Depuis x =o jusqu'a x = 2'=—= 67,92,

0,01 fi(x) = 5,{9034 — 0,38495 = + 0,005 2%,

0,01 4 (x) =— 0,65882 + 0,03459x;
Depuis # = 2'=6",92 jusqu’a z = 2" =12%,57,
0,01 fi(x) = 3,55862 -—0,071227,

0,01 d:(x) = 1,27290 — 0,27914 X + 0,005 x7;
Dﬁ]’)lliS r—=—x"—= 12'“,57 juSqu’ﬁ .1‘:,1‘”’:49"”97,

0,01 fi({x)=3,19916 — 0,04261 z,

0,01 Uy(x) = 1,63236 — 0,30775 x 4+ 0,005 2%;
Depuis x =2"= 49,97 jusqu’'a z = z**== 557,83,

0,01 f,(x) =— 0,65882 + 0,03459 z,
0,014, (x) = 5,49034 — 0,38495 2 + 0,005 z7;

Depuis x = 2" =155 83 jusqu’a z =a= 64",

0,01 fi(x) =1,27290 — 0,27914 % ~+ 0,005 2%,
0,01y, (x) = 3,55862 —o0,071222.
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Cinquié;ne travée.
Depuis # = o jusqu'a z = 2’ = 5™, 8g,

0,01 fi(x)=— 3,88769 — 0,327752 + 0,005 2%
0,01, (x) =— 0,681+ 0,019097 x;

Depuis x = 2'= 5™,8g jusqu’a x = u = So~,

0,01f3(z)—=2,41618—0,04833 x,
0,01 U3(x) = 0,47260 — 0,259452 + 0,005z,

On se rappelle que les fonctions f et ¢ multipliées par p’
donnent X’ et X”; de méme X est égal 4 pF(x) : ainsi, les
moments limites X', X” sont, ainsi que X, maintenant connus
dans toute I'étenduc de la picee.

Mais en pratique ce n’eslt pas précis¢ment de ces quantités
X, X/, X” qu'on a besoin; ¢’est des sommes X 4 X', X + X7,
ou seulement de Ta plus grande des deux, en valeur absolue,
dans le cas particulier d’'une section symétrique. 5'il fallait
avoir les deux sommes, clles scraient maintenant bien aisées
a caleuler ¢ nous supposcrons done gqu’on veuille immédiate-
ment choisir la plus grande, pour une section quelconque.

Aiin d’atteindre ce but, on a dit au n° 24 qu’il faliait ajouter
la valeur absolue de X avec celle des deux quantités X' et X”
qui a le méme signe que X. Le signe de X’ est toujours +,
celui de X” toujours —, comme il est aisé de s’en assurer,
et comme on le sait d’avance (n° 24) : il faut donc chercher le
signe de X ou de F(z), ce qui exige qu'on détermine les
points ou F(x) s'annule. Cela ne présente pas de difficulté,
puisque F(x) est partout exprimée par un trindme algébrique
et rationnel du second degré : on trouve, en posant, pour
chagque travée, 'équation

F(zx)=o,

qu'elle est satisfaite par deux valeurs x,, z,, de z, dont voici
le tableau :

Premiére travée. .. ... == o0, Z:==32™,Gg2;
Deuzxié¢me iravée. .. .. x=—10".3q, x,=27",27;
8.
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Troisiéme travée...... x,—=13%,77, 2,=05"f1;
. [ ]

Quatriéme travée..... 2,—=18™,87, x,— 51", 20;

Cinguiéme travée..... =z =r11756, 2= 50™.

En examinant les cinq expressions de F(x), on voit qu'elles
représentent toutes une parabole de méme paramétre, ayant
sa concavité tournée vers les ordonnées positives : donc F(x)
est négative dans I'intervalle (ou plutdt dans les cinq inter-
valles) compris entre x =z, el & = x,; elle est positive par-
tout ailleurs. Ainsi done, dans chaque travée, il faudra
prendre

X + X’ depuis x = o jusqu'a x = z,, et depuis x =z, jus-
quaz—a;

X + X”, ou mieux — X — X” (pour écrire la valeur abso-
lue), entre x — 2z, et x — x,.

11 est bien entendu d’ailleurs que dans 'un quelconque de
ces intervalles, on aura égard au changement de forme de la
fonction f ou ¢, qui, multipliée par p’, donne X’ ou X".

Nommons X” la plus grande valeur absoluc qu’il s’agit de
déterminer. En opérant comme il vient d’étre dit, on trou-
vera :

Premiére travée.

Depuis x == z,— o jusqu'd x = x,= 327,92,
X" = (16,460 p + 20,532 p’ )x — % (p+p' )z
Depuis z = z.— 32™, g2 jusqu'a z — x*'— 35™, 28,
X" = (— 16,460;} -+ 4,072p" Jx+ %px’;
Depuis # = z™ = 357, 28 jusqu’'a r—a = fo™,
X" =— (16,60 p -+ 13,567 p’ )z + = (p + p’ ) ="
Deuxiéme travée.
Depuis # = o jusqu’d # = z'=6™,43,

X — 141,588[) -+ 257,3051)'
— (18,826p + 29,472p ) x + é (p+p )t
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Depuis z = z'= 6,43 jusqu’a x = z, = 10", 3y,

X" =141,588p + 111,881 p’
—{(18,826p 43,593 p" o + —;-px’;

Depuis = x,=1r0%, 3g jusqu’a x = z" =10, 87,
X"=—141,588p — 29,706 p’
—+(18,826p +15,233p" ) — ?:. (p+p')a;

Depuis # = x"=10",87 jusqu'h x =x,= 27", 27,
X" = —141,588p — 162,865 p’
+(18,826p -+ 27,484p" ) — L (p + p') a7
Depuis x = z,— 27™, 29 jusqud x = 2" = {1, 27,
X" =141,588p — 21,277 p’

Ep ~Q o .
— (18,826 p —8,658p" )z + S P

Depuis x — 2" = f1™, 27 jusqu'a z = 2" == 45", 32

X" =141,688p — 115,717 p’
—(18,826p— 10,66 ")+ = pa*;
Depuis x — z*"— 457,32 jusqu’a 2 == a =50,
X" =141,588p + 29,706 p’

> ' l AP
~ (18,826 p + 15,233 p )x—{—z(/_)+p JEZR

Troisiéme travée.
Depuis # —o jusqu’a z = 2’ =117,63,

X" = 450,269 p + 518,057 p’
— (39,589 p + 42,86qp" )z -+ % (p+pa;
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Depuis z = 2'=11",63 jusqu’a = z,— 13", 77,
X" =450,26yp 4 113, 161 p!
—(39,589p + 2,238p )z —+—épx“;
Depuis z = z,=13", 77 jusqu’a z = 2" =19",63,
X" —=—480,269p — 337,108p’
+ (39,589p + 37,361 p")w — = (p -+ p’)a%;
Depuis z = 2"=19™,63 jusqu'a z = 2" = 61", 72,
X = — {0,260 p— {11 53 p
+(39.589p + 41,146p") x— ~ (p -+ p')x*;
Depuis x = 2" = 61™, 72 jusqu’h = = x,= 65", 41,
X" =— 450,269 p — 518,057 p’
+(39,589p +42,869p")x — = (p + p) 2*;
Depuis z = x,=65",41 jusqu’d x = "= 69,65,
X" == 450,269p — 67,788 p’
—{39,558gp — 3,280p")x + ;px’;
Depuis & = 2™ =6¢™, 65 jusqu’a x = a@ = 8o™,
X" =450,269 p + 337,108p’
—(39,580p + 37,351 p')w -+ (p + p') =
Quatriéme travée.
Depuis 2= o jusqu’'a x = z'=6", g2,
X" =483,152p -+ 549,034 p’
—(35,036p + 38,495 p")w + = (p +p')a";
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Depuis z = z'== 6,92 jusqu’a z = z" =12",57,
X" =483,152 p + 355,862p’
—(35,036p +-7,122p")z +§Px’;
Depuis z = z"—=12",57 jusqu’a x = z,=18™, 87,
X" =483,152p + 319,916p’
—(35,036p + 4,261 p’)x —|—épx’;
Depuis z = 2,=187,87 jusqu'a z =2"=4g",q7,
X" =—483,152p —163,236 p’
+ (35,036P+30,775p’)x—~§(,0+1)’)x';

Depuis x = 2" ==4{9g™,97 jusqu’a x = z,== 51", 20,
X" =—483,152p — 549,034 p’
~+(35,036p + 38,498 p" )2 — i(p +p'lx?;
Depuis 2 = 2,=151",20 jusqu’a & = z**=55=,83,
X" =483,152p —65,882p’
—(35,036p — 3,459p" )z + gpx’;
Depuis 2 = z*V=55",83 jusqu’a # = a = 64,

X" = 483,152 p +127,2q90p'

—(35,036p -+ 27,914p’)x+£(p -+ p')a

Cinquicme travée.
Depuis 2 =o jusqu'a # = z'=5", 8y,

X" == 288,878p + 388,769 p’
—(30,778p +32,775p") 7 + = (p+ p')a’;
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Depuis # =2'=15",89 jusqu’a x =&, =11",56,
X" =288,8;8p + 241,618p’
~—(30,778p + 4,833 p") x + é pr;

Depuis & = 2, —11™,56 jusqu’a x — a = 5o™,
X" =—288,878p —47,260p’
~+(30,778p +25,045p" )z -—é (p+p')x.

Si tous ces calculs devaient récllement servir a une applice-
tion pratique, il y aurait encore lieu de rechercher les valcurs
exirémes de chacune de ces fonctions X", pour les deux li-
mites de x entre iesquelles elle représente le plus grand mo-
ment; dans Pintervalle de ces limites, il faudrait voir également
si la fonction ne passe pas par un maximum. C'est une discus-
sion qui ne saurait offrir la moindre difficulté, puisqu’il s’agit
seulement de fonctions algébriques rationnelles et enticres du
second degré. Nous nous bornerons a chercher les maxima
par lesquels passe X",

D’abord, en faisant x = o dans la premiére expression de X",
pour les deuxiéme, troisieme, quatriéme et cinquiéme t-
vées, on a les valeurs de X” sur les appuis, savoir:

En A ...... X"=141,588p-+ 257,305,

En Ao ... X"= 450,269 p + 518,057/,
En A, ..., X"=483,152 p + 549,034 p’,
En A,...... X"=288,8;8p-+ 388,;69p'.

Ce sont 13 quatre maxima; car, si 'on examine les diverses
expressions de X applicables aux environs des quatre appuis
iniermédiaires, on voit qu’elles représentent toutes des pare-
boles dont la concavité est tournée’ vers le haut et dont le
sommet ne sort pas de la travée correspondante; cela prouve
bien que la courbe commence par descendre, a partir du poin!
situé sur chacun de ces appuis. Mais ces maxima ne sont pas
les seuls; il y en a d’autres vers le milieu des travées, et nous
allons les indiquer en admettant qu’'on ait sucecessivement

p'=o., p=o.
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Si p' est nul, les maxima répondent, dans les cing travées,

, 1 - o .
a x:;(xﬁ—x,), abscisse dont la substitution donne les ré-

sultats que voiei :

Premicre travée.. . .. l (i 2,)=16",46, X"=135,{66p;
Deuziéme travée. . . . ?I, (x4 2) = 18,83, X"= 35,621p;
Troisiéme travée. . . . é(x.+ x,) = 39‘",59, X"_=333,377p;
Quatrieme travée.. . . ; (4 2,)=35",04, X"=130,609p;
Cinquitme travée. .. é(xﬁt— ;) = 307,78, X"=184,765 p.

Dans le sccond cas, ol p’ existe seul, X” est exprimé, tantit
par des fonctions linéaires, tantdt par des fonctions paraboli-
ques. Les derniéres peuvent scules avoir des maxima dans
Iintervalle des travées; quant aux valeurs exirémes sur les
appuis, il est inutile de les considérer, car elles seraient né-
cessairement inférieures & celles’ qu’on a déja calculées. Parmi
les maxima répondant a des sommets de paraboles, il y en a
aussi un certain nombre a rejeter, parce que les sommets tom-
bent hors des intervalles dans lesquels les paraboles corres-
pondantes peuvent exprimer X”; en sorte que finalement il ne
reste que ceux dont voici le tableau :

Premiére travée. . ... abscisse 207,53, X" =210,782p’;
Deuxiéme travée.. ... abscisse 257,48, X" = 214,793 p';
Troisiéme travée. . . .. abscisse 417,15, X" =434,913p';
Quatrieme travée. ... abscisse 30%,79, X"”=—=3r10,899p’;
Cinquiéme lravée. ... abscisse 25,95, X”—284,337p'.

Le cas mixte, seul possible en eréalité, oli p et p’ ont tous
deux une valeur différente de zéro, donne lieu & des moments
que 'on peut obtenir en faisant Ja somme de ceux qui répon-
denta p’=o0 et & p =o. On aura donc une limite supéricure
de chaque maximum relatif & ce cas, en additionnant ceux
que nous venons de trouver; cette limite différera d’ailleurs
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peu de la valeur réelle, surtout si les abscisses auxquelles ré-
pondent les maxima homologues pour p’=o et pourp=one
sont pas trop éloignées les unes des autres. Yoici donc les
nombres que nous prendrions pour maxima vers les milicux
des cing travées:

Premiére travée. . ..... 135,466p+ 2.10,782[)’;
Deuzieme travée...... 35,621 p—214,793p’;
Troisieme travée. . . ... 333,377 p+ 434,913p';
Quatrieme travée. . . .. 130,609 p 4 310,899p";
Cinquiéme travée. .... 184,765p+289,337p'.

Le plus fort de ces cing maxima et des quatre ci-dessus
donnés pour les appuis est celui qui a lieu sur I'appui A;; cest
donc le maximum général, le scul auquel il faudrait avoir
égard si la poutre devait étre construite avec une section in-
-variable d’'une extrémité a I'autre.

En résumé, on voit que la marche suivie dans cet exemple
pour arriver 4 connaitre les moments désignés au n® 24 par X,
X', X7, ainsi que la limite supérieure X” en valcur absolue,
consiste a effectuer les opérations sujvantes:

(a) Calculer, comme il est dit au n° 9, les séries de nombres
u, v, 3, y.

(b} En déduire les moments sur tous les points d’appui
quand chaque travée successivement est chargée seule.

(c) Au moyen de cecs moments, calculer, par de simples
additions, ccux qui s¢ produisent : 1° sur lous les appuis,
quand on surcharge les travées de rang impair, celles de rung
pair, toutcs les travées; 2° sur un appui A et ses deux voisins,
quand on admet la surcharge des deux travées adjacentes audit
appui A., et des autres travées, de deux en deux.

(d) Caleuler le moment de fiexion dd a la charge perma-
nente, ou la fonction F (x) dans toutes les travées.

{e) Dans chague travée de rive, calculer I'expression de la
limite positive X', ou de Ja fonciion f, aux environs de la pile
quiforme une des exteémités de cette travée; caleuler Pautre bi-
mite, ou la fonction Y5, pour Vintervalle voisin de la culée:
enlin, pour chacun de ces deux intervalles, calculer Ia fonction
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§ ou fquireste a connaftre, au moyen de la relation f+ ¢ =F.

(f) Dans chaque travée intermédiaire, calculer les trois ex-
pressions fi(z), a(x), fi(z) de la fonction f; en déduire, par
la méme relation, 4. (%), fi{x), $i(z}; enfin, écrire filz)=U.z),
filz)= 4u(=), al7) = filz), di(x) =fi(2).

{g) Chercher les valeurs de # qui annulent F (x), pour ¢n
conclure les intervalles dans lesquels cette fonction est posi-
tive, et ceux dans lesquels elle est négative.

(h) Dans les premiers de ces intervalles, prendre pour X”
la somme X + X'; dans les autres, la somme — X — X,

Tout cela constitue sans doute un ensemble assez étendu
d'opérations pour arriver au but final, qui est ordinairement
la détermination de X”. Toutefois, si U'on veul faire attention
que dans la poutre qu’on vient d’étudier la fonction X" change
vingt-six fois de forme, on reconnaitra, nous I'espérons, que
nous avons obtenu toute la briéveté compatible avec la nature
ardue et passablement compliquéc de la question.

NOTE SUR LA RECHERCHE DES EFFORTS TRANCHANTS
LIMITES.

Avant de passer au chapitre deuxiéme, nous allons indiquer
succinctement un procédé qu’on pourrailt employer pour dé-
terminer, dans une section quelconque :

1° Leffort tranchant PP d4 a la charge permanente scule;

2° La limite positive P’ des efforts tranchants dus a toutes
les combinaisons possibles de surcharges;

3 La limite négative conjuguée P”;

4° La limite P” des efforts tranchants produits par laction
simultanée de la charge permanente et de la surcharge, ces
efforts étant pris en valeur absolue. .

On pourrait prouver d’abord, par la répétition de raisonne-
ments calqués sur ceux du n° 24 :

Que P’ et P” répondent a des surcharges complémentaires;

Qu’on a par conséquent la relation

p=L Py
]I
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Enfin, que P s’obtient en ajoutant a P celle des deux quan-
tités P’ et P” qui 2 un sigue identique i celui de P, c’est-i-
dire qu'on a
P"=P-+DP" lorsque P est positif,
P"=—(P+P”) lorsque P est négatif,

Tout se réduit done encore a trouver P/ et P”; voici comment
on y parvient.

Considérons la fig. 6 (Pl. 4, a la fin du volume), ou sont
tracées les lignes représentatives des moments de flexion pro-
duits par la surcharge isolée de chacune des travées. Les
droites portant les numéros

m—1, m—3, m—»>5,...,
m—+42, m-+4, m-+6,...,

ont des in¢linaisons négatives sur I"axe des abscisses A, A,
dans toute 1'étendue de la travée, pendant que le contrairea
lieu pour les droites

m—z, m—4, m—©6,...,

m-+1, m-+3, m4+5,....
L’inclinaison de la parabole m est négative entre A,_, et e

mitieu de DF, c’est-a-dire entre z=o0 et x =~ (2’ +2");

I
2
dans le surplus de la travée, l'inclinaison change de signe o
devient positive aprés avoir passé par zéro. Si I'on se rappelle
cette propriété connue, savoir que les diverses inclinaisons
dont il s’agit donnent, en valeur absolue, les efforts tranchants
produits par les surcharges correspondantes (™), on en con-

clura sans peine que:

(*) Clest ce que démontre la retation

dX
== $Q
trouvée an n® 7 : £ n'est pas autre chose cn effet que leffort tranchat
compté positivement de haut en bas, pendant que le premier membre est Ia
dérivée du moment fléchissant prise en signe contraire. Cette nécessité de
changer le signe ne subsisterait pas si 'on changeait la convention du sens
positif, soit pour les moments, soit pour les effarts tranchants.
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. . . I . .
Depuis x = o jusqu'a x = - (' + 27}, la limite P’ répond

ala surcharge des travées m—i1,m—3, m—>5,...; m; m~+-2,
m+4, m+6,...; ou, en d’autres termes, P est produit par
la combinaison de surcharge qui donnc la limite X’ des mo-
ments fléchissants positifs aux environs de 'appui A,—;
. T . ” —_
Depuis = — 5 (' +27) jusqu'a xr—=a=—A,_A,, cest la
limite P” qui est au contraire produite par la combinaison a
laquelle serait due la limite X’ aux environs de I'appui A..
Ainsi done, la travée étant divisée en deux régions par le

. . coon 1 .
point qui a 'abscisse ;(.r’—i— £'), on aurait, avec les notla-

tions du n® 26 :

' df (x)

I 7 v A ron \
Pour x.<;(x+x ) A P=—p prl

Lz v Y- Ao
Pour x>;(x ) PP it Pt

et, attendu que P’ et P” répondent, en un méme point, a des
surcharges complémentaires, on aurait aussi

Pour = <C é (' + 2 ).on . Pr=—p %ﬁ):

7 dqjﬁ (‘T)

Pour x>§(z’+x”)...... Pr=— I

Cela fait connaltre P" et P” dans toute la travée, puisque les
fonctions fi, fi, di, ¥y ont été précédemment déterminées.

§il s'agissait de la travée de rive AjA,, £ et J. $craient rem-
placées respectivement par ¢, el f;.

Nous allons maintenant cesser de nous occuper des poutres
dont les travées présentent des ouvertures queleonques, pour
adopter une hypothése qui renferme & peu prés toutes les
poutres construites : nous voulons parler du cas ou toutes les
travées ont des longueurs égales, sauf les deux extrémes, qui
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sont égales entre elles, mais différentes des autres. Dans ce ¢y
particulier, la méthode que nous venons de suivre est suscep.
tible de recevoir avec avantage quelques modifications, pringj.
palement pour arriver plus vite aux moments définis & I'a)j.
néa (¢) du résumé précédent; le probléme, avec la restriciipy
dont il s'agit, présente d’ailleurs des circonstances intéres-
santes et remarquables. Ce sera U'objet du chapitre suivant,
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CIIAPITRE DEUXIEME.

DES POUTRES SYMETRIQUES, AYANT LEURS TRAVEES INTERMEDIAIRES EGALES.

§ 1. — Préliminaires.

30. Définition de la poutre. — Nous allons analyser main-
tenant en détail le cas particulier d’une poutre ayant pour plan
de syméirie le plan vertical mené a égale distance des appuis
extrémes; de plus, nous supposerons unc méme ouverture ¢
atoutes les travées intermédiaires, laquelle dimension pourra
différer de ouverture b des travées de rive. La leure ¢ dési-
gnera constamment le rapport (5 de ces deux longucurs.

Tous les appuis seront, saul mention contraire, censeés
donner une fixité parfaite aux points correspondants de la
fibre moyeune non déformée, ce qui permettra d'appliquer
Péquation (1o) du n® 6 a la recherche des moments sur ces
appuis, et aussi le théoréme sur la compasition des effets des
forces (no § ).

Pour I'indication du rang des travées et des appuis, nous
eontinuerons a suivre les conventions du n° 9; ainsi les appuis
seront

A AL AL A Al Anee A

en nombre n-1; il y aura de celte maniére n travées, et
AnoiAn Sera la mime,

Lenombre n sera, dans les formules générales, supposé plus
grand que 2. On exclut ainsi la poutre & deux travées égales,
dont la théoric est facile a faire directement (et nous la traite-
rons du reste dans un article spécial), tandis que la plupart
des formules de ce chapitre ne pourraient lui étre appliquées.
(e serait une exception 4 mentionner 4 chaquc instant; on le
fait ici une fois pour toutes.
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La méthode que nous nous proposons d’appliquer & la re.
cherche des courbes enveloppes des moments sera plus direct
et plus rapide que celle dont un exemple a été donné au n°29;
au licu de superposer les effets particls des surcharges sur
chaque travée isolée, suivant les principes établis aux n* 2§
et 27, nous rechercherons de prime ahord les résultats de cette
superposition, ce qui dispensera d’une série de sommations,
toujours pénibles quand il y a un nombre notable de travées;
nous ne conserverons done guére du chapitre premier que les
résultats et théorémes généraux, dont la méthode de super-
position nous a fourni des démonstrations fort simples, qu'l
scrait pour le moins inutile de recommencer. En conséquence
les sérics numériques étudiées au n® 9 seront d’'un emplol
beaucoup moins fréquent et moins étendu; toutefois elles se
représenteront encore et il est bon de voir ce qu'clles de-
viennent. Cela aura en outre 'avantage de nous amener natu-
rellement & d’autres séries dont I'usage facilitera heaucoup nos
recherches.

31. Des séries u, v, 8, y. — 11 est visible, par raison de sy-
métrie, que les séries ainsi désignées au n° 9 sont deux a deux
identiques; les nombres v ne se distinguent pas des nombresu,
ct la méme chose a lieu pour les B et y.

Les nombres « sont déterminés par un groupe d’équations
qui, en ayant égard aux suivantes :

a‘_—:a":b, Q=== .= Ay —. . .:a,,_q’_:(z,_,:/)r},

.
prennent la forme ci-apreés :
2t (1+3)+ 0 =—o,
1+ s+ t;=o,
U+ Qs+ uy—=o,

Un— Gy~ Uy O,
et ,

tns+ GUsr+ U =0,

Uy 38+ 2 {14+ 3)+ u,— o,

Quand on aurait pris w,=1, on en conclurait sans peine l
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valeurs numériques successives de w,, 4, u,,..., que l'on
pourrait calculer de proche en proche; il 0’y a guére, pour
parvenir 4 ce but, de procédé pratique plus simple et plus ex-
péditif; mais le suivant a Pavantage de donner une expression
algébrique de 'un quelconque de ces nombres « en fonction
de son indice, jusqu'a u,_, inclusivement, ce qui sera utile
pour certaines transformations qu’on rencontrera plus loin.

D’aprés la notation ordinaire usitée dans le calcul des diffé-
rences finies, posons
U, = U+ A,
Upgr == Uy + At == U+ 2800, A2t

I'équation générale du groupe ci-dessus (les deux équations
exirémes ¢élant mises a part) devient alors

U= 4 (= Dity) 4 tta4 281+ Ay, — o,
soit, en réduisant,

(1) y Oty OA -+ A, = o,

i

équation linéaire du second ordre, aux différences [inies, ou
n'entre que I'inconnue u,,. Pour 'intégrer, on cherchera d’abord
des solutions particuliéres telles que

Uy— a’,

« désignant une certaine base. En dilférentiant deux fois cette
valeur on a
Au, =™ —a"—a™ (ax—1),

Aup— AN Au,—am™(x—1)f,

el ces expressions poriées, ainsi que «m, dans I’'équation (1)
donneront
a6 4+ 6(ct—1)4(z—1)*] =0,
ou bien
&+ fa-t1=o.

On tire de 1A deux racines distinctes, toutes deux négatives,
Savoir:

-

o =2 \/—?;:— 3,7320508075. ..
f' = — 2+ V3 =—0,267949192] . . .= —~
1il. )
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130 CHAPITRE DEUXIEME.

1.’ équation (1) admet done comme solutions particuliéres o~
et &"; d’ol il suit que si I'on nomme A et B deux constantes
arbitraires, elle aura pour intégrale générale

(2) Upy— A"+ Boa"m.

Par cela seul qu’on adoptera pour les nombres z des expres-
sions de cette forme, on aura satisfait 4 toutes les équations
du groupe, moins la premicre et la derniére; et méme, comme
nous disposons encore des indéterminées A et B, nous pour-
rons les choisir de maniére qu’on ait

w—=1, 2u,(14+38)+ 1,0 —=o;

il n’y aura plus alors que la derniére équation qui ne sera pus
vérifiée, ¢’est-a~dire que la formule (2) représentera tous les

nombres u, a "exception de u,.
Les deux conditions précédentes reviennent a

Ao’ +Ba' =1,
201 +4)(Ae'+Ba") +Jd(Ad?+ Ba") = o;

la seconde peut encore s’écrire
Ad' (2420 4-0d' )+ Ba” (2 4+ 28 +da") =0,
ou, en remplacant &’ et o” par leurs valeurs,
Ad' (2—8y3) +Ba"(2+8y3)=o0.

On a donc deux équations du premier degré entre Ao’ et Be';
on en déduit facilement

Ad =

(3} un= L {2+8y3) a1 —(2—8V3) a"].

20 -

D’aprés Panalyse méme qui conduit a cette formule, on ne
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devra I'appliquer que jusqu'a m =—n-—1; pour avoir u, on
emploiera la relation

Up=—=—2(1+0) Up ,— Oty
d'ol résulte

—28V3 =2 (14 8) [(2 4+ 8 V3) o — (2 — 3 V3) 2]
43 L(Z -+ d \/’§> o' — ('L — 0 v@) a”nﬁs}_

p—2

Comme o’'a” est égal & 1, nous écrirons a'™?a” et «”™ g’ au

liew de o'™ et o”7—3; ordonnant alors le second membre par
rapport a &'* 2 el &”72, nous trouverons

— 283 m=a (2 +3y3)(2 + 20+ da")
a,,,._u(z'__a,ﬁ) 2‘+—23—+—6a’)
_‘(2+6\/§)’a'"—2 (2'—0V3>: //n—2

c'est-a-dire

[(2 +9 \/§>7a"‘ T (2 —3 \/E)zoc”"_zj.

7 . 1
(4) = N

Les formules (3) et (4) représentent toute la série des
nombres u [et par conséquent aussi celle des 3 qui s’en dé-
duit(n® 9)], au moyen des puissances successives des bindmes
a' et «” ¢ il est bon, pour celte raison, d’entrer dans quelques
détails sur la formation de ces puissances.

32. Puissances des nombres «', 2”; séries M et N. — On a
par la formule du bindme, en nommant ¥ un nombre entier
positif quelconque,

= (2 B = (1) (2 4 V3!
k(K
=(—1} [2"—&—7{ 2F=1\/3 + (1{ > ) 2.3
kik—1)lk—»

\ ) k—3 2 /9 )
T’z.3—? .J\/5+...J

On sait que la série entre crochets se termine d’elle-méme
apres k + 1 termes, et que tous les coefficients tels que

kilk—x)(bh—2)...(h—i+1)

1.2.3...1
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sont des nombres entiers; si done on appelle My et Ni deux
nombres entiers dont 'indice k fixe la valeur, on aura

(5) a'% = Mi+ Ny V3.

La valeur de ot s’obtiendrait en mettant — y3 au licu de 3
dans I’équation fournie par la formule du bindme; done

(6) a’F= My— Ni /3.

Les nombres M, et Nj, dont la connaissance entraine immé-
diatement celle de a'* et «”, pourraient s’exprimer en identi-
fiant My~ N¢ V3 avee le développement, ci-dessus indiqué, de
«’%; les parties rationnelles et irrationnelles devant éire égales

séparément, on aurait

M= (— 1} l72k_+_ﬂili;l)2k*z

B 1.2
+91f(1f—-1)(1f—2)(/r'—3)2,r7u_“_"
1.2.3.4 '
Nk:(_l)k[’rzk_l+31f(/f—1)(k_2)2H
1.2.3
gl (e —1)(h—2)(k=3)k—4) , .
+ 12.3.4.5 ? *}

On tirc de la, par la substitution de h==o, =1, k=1,
k= 3, P

M=, Ny—o,
M,—=—02, N—=—1,
M,=71, N,— ¢,

My==—26,  N,——15,

Mais ces formules deviennent bientdt dun emploi pénible
lorsque /r prend une valeur notable : pour prolonger ces deux
séries, il sera beaucoup plus simple de remarquer que hn
combinaison des équations (5) et (6) par addition et soustrac
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tion membre 2 membre donne

I\IA:é {\o."'—{— x”"),
. 1
I\],: _ (a"‘— a//[;);

2/3

donc M, et N rentrent dans la forme générale (2) des expres-
sions qui vérilient ’équation

6 ur+ 6 A i+ A*up—o,
ou, ce qui revient au méme,

U+ § U=+ Uy == 03
ct par suiie on aura

M+ 41\I/r+l -+ l\llu-‘z:- 0,
le+ 4 N/r+l -+ N/{—}—Z == 0.

Ces deux relations permetient d’avoir trés-facilement My, au
moyen de M; et My, et d’avoir aussi Nii, quand on a N et
Niwi; partant des valeurs déja calculées, nous en déduirons
donc les suivantes, et nous formerons le tableau ci-dessous :

k=o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, R 8,
Mi=1, —2, 7, —26, g7, —362, 1351, —50f2, 18817,
M=o, —1, 4, —15, 56, —=209, 780, —2911, 10864,

= o, 10, 11, 12,....
My=—70226, 262087, — g78122, 36504o1,....
Ne=-—40545, 151316, — 564719, 2107560,....

La série des N est identique, sauf le signe, a celle des u pour
d=1. Cest ce qu’on pourrait démontrer & priori : la for-
mule (3) donne en effet, pour d =1,

Un= V3 [(2+V3) & —(2—y3)a"]

I -
— — (a'"’— _rz”"'):—]\,,,.

2v3
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Nous n’avons considéré jusqu’a présent que des valeurs
eniicres ct positives de l'indice &, mais les seconds membres
des égulités (7) ayant une signification précise pour & négatif
ou fractionnaire, rien n’empéche d’y substituer des valeurs de
cette espéce, et quand on aura calculé les valeurs correspon-
daates de ces seconds membres, cetie opération aura fourni
deux nombres My, N; satisfaisant encore aux égalités (5) et (6},

Faisons par exemple ¥ ——m; il vient
I
)I-—m: ; (DCL__’"‘f_ @”_m),
! ’ e
N —— (&' —a" ")
2¢3

}I—m: é ( g-”m+ alm ) — 1\Im!

o
N

a'm (1'"‘) — Nm,

s

formules qui permettent d’étendre les séries M et N aux
indices négatifs.

. 1 . . .
Faisons encore k= m + -7 ! €lant supposé entier : nous

aurons
T It "t
1\1”14.—%:_(““ 2+ & Z)!
P
T I ’ 1§ oy L
Noy! = (a/mry— a"m+3);

23
or on a aussi, counne on le vérifie de suite,

# =2 — s/5:~$ (14 v3)%,

=2 -+ \/g :;———-i— (I-—— \/§>2,
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et partant, si I'on représente par i le radical imaginaire \/— =

1 '

=it y3), @?=il1— 3.

Donc
I\I,”_*_;",:l;[z’m(I+V’§)+allm(l_vr§>l, N
Ny = ﬁ [ (e V3 ) —a(x —y3]],

ou bien, en ayant ¢gard aux égalités (7},

L\I,,H_ ; =1 ( }I,,,+ 3Nm ) ’

(9] Nyt = i (M, +N,.).
Par ces formules, on connaitra les valeurs de M; et N; pour
des valeurs de l'indice égales a la moiti¢ d’'un nombre entier
impair; on aura donc aussi celles de a'* et «”* dans la méme
circonstance.

Les séries M et N jouissent de diverses propri¢iés assez cu-
rieuses, et nous allons en démontrer quelques-unes dont nous
aurons besoin plus tard.

On remarquera premiérement que si b et { désignent deux
indices positifs tels, que la différence I— k soit positive ct
tende vers I'infini, les deux nombres M;, N; tendent a s’annu-
ler en comparaison de M; ou N, C’est ce que les formules (7)
mettent suffisamment en évidence, car le terme «’‘ Vempor-
tera infiniment sur 2”4, &%, «”*. Il convient d’ajouter encore
que, les valeurs absolues des nombres M el N ne dépendant
que des valeurs absolues de I'indice, on peut écarter la res-
triction relative aux signes de / et/ : il suffit pour la vérité
du résultat gque I dépasse /& cn grandeur absolue, et que Ia
différence augmente indéfiniment.

Soient maintenant les égalités

olf== M+ Niy/3,
2= M;-+ N3,

dans lesquelles £ et ! représentent deux indices entiers o
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¢gaux a la moitié d’'un nombre impair, positifs ou négatifs. La
multiplication membre & membre donne

a' F+ = MM, -+ 3 N;N,+ \/g (MyN,+ I\LN”;

on a aussi
o = M+ Napr V3

donc il en résulte

My~ Nigs vV3 = MM+ 3NN, 4 V3 (MiN+ M N,

Quand les indices & el [ sont entiers, il en est de méme de
tous les nombres M et N qui entrent dans cette égalité; sil'un

. . 1
des deux, I par exemple, égale un nombre entier + -, la
2

méme circonstance existera encore pour Miys, Niyr My, N
en faisant abstraction du facteur ¢ qui entre dans lous les
termes de I'égaliié; enfin, si & et I sont tous deux des moitiés
de nombres impairs, k + / devenant entier, Mz et Ny, le se-
vont aussi, et les produits deux a deux du second membre

g - . e - !
seront ceux de deux facteurs entiers multipli¢s par 7! ou — >

Dans tous les cas, on voit que I'égalité précédente devra né-
cessairement se décomposer en deux, afin d’égaler séparément
les parties rationnelles et les irrationnelles : donc

le_,_z: Iﬂﬂ\l{—i— 3 N/er,

(ro) } Niws == Na M, + MyN,.

On pourrait remplacer { par — I, et, eu égard aux formules (§),
on écrirait

Mi— MiM;— 3NNy,
(rr)

L’hypothése particuliére  — ¢ conduit aux relations

( My=— M7+ 3N,
(12) } N-z,g‘: ?.l\ll,NA,
Mo=M;—3N/=1.
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La combinaison de la premicre et de la troisiéme donnerait

]\1;\_—_ (I\Tzk—f— I),

!
2
(13)
. 1
31\;:;(1“,1,—1).

Enfin, les formules (ro) et (11) fournissent encore les sui-
vantes par des additions ou soustractions deux i deux :

Mi s+ My = 2M M,
M — M, =6N:N,,

Nipi+ N =2NM,
Nips— Ne s=2MN,.

(14)

Sans nous arréter davantage a ces transformations, qu’on
pourrait multiplier a I'infini, nous terminerons cet article par
le tableau de quelques valeurs de M ct de N; pour % égal a un

. 1
entler -+ —-
2

ok=1, 3, 5, 7 95 11,
1 .
=My=1, —5, 19, —7q1, 265 —qg8y,
; ¢ ¢
i z

qv, 183, —57q1,

> 17, ]9;

! M;=369:, —13775, 51409, — 191861,

+ Np=2131, —7953, 290681, — 110771,
2l =21, 23, 25,. ..,

ILM;(: 716035, — 2672279, ¢973081,...,

Ll. Ni=413403, — 1542841, 57574961, ...

En comparant ce tableau avec celui des nombres N relatifs
wx valeurs enliéres et positives de l'indice, on apercoil aisé-
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ment les relations
I -
7 DI”H— ;: hm__' Nm+ls

I

lT Nm-{—,‘) = —N,— Nm+l H

on les retrouverait par les deux derniéres formules (14}, en

. 1 I . 1
faisant ¥ =m -+ -, = -, M, =N, :1:\/——-
2 2 . * 2

33. Autres formes données aux séries w et 3; série h. —
Les deux séries M et N étant calculées une fois pour toutes
(puisqu’elles ne dépendent en ricn de la poutre), on peut s'er
servir avantageuscment, dans certains cas, pour exprimer les
nombres z ou 3. Prenons en effet la formule (3); nous I'éeri-
rous ainsi :

I

203

Un

[2 (a'm — “’/m—l) 49 \/3 (™1 - x”m—l'):',

ce qui, d’aprés les formules (7), revient a

1

(15) Uy —= ’g (2 Nm-—1+ N[m——x 6).

Cette expression est, comme on le voil, enticrement débar-
rassé¢e d’irrationnclles.
Pareillement, I'expression (4) du nombre «, s’écrira

1

28y3

[(4 + 33" (22— =) - 433 (a2 o2

Up——
ou bien, en vertu des formules (7),
(16) U= — 5 [(4+38) Ny + 43).).

La quantité entre crochets se décompose en deux facteurs rationnels ct
du premier degré relativement a 4, car I'équation

3N, ,0244M,_,0+4N,_, =0

=2
admet les racines
— oM, V(M= 3NE)
a I n—-2 L Y L 5
3N,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRES SYMETRIQUES, ETC. 139
c'est-d-dire, a cause de la troisiéme formule (12),

=M =)
So N,

n—32

par suite on a

2 (M +4-1) 2(M _,—1)]
g2 __L AT |,
{(44-30")N,_,+48M, ,—3N,_ [ —+ N ][5+ SN

QOr, si nous posons
n—2=2¢,

nous aurons, par la seconde formule (r2) et les deux formules (13),

N :?AMql\

n—2
M, ,+1—92M,
M, ,—1=6N7;

_6 4N 12Ny
w = OMK, (‘ML(M ><8 6NN,

2 M, aX,
—=6M,N, (o—{— N > (a+ = )

= 2(3N03+2M,,) (M S+ A\TW

donc aussi

(44-36")N,_,+ 43 M

En substituant ces résultats dans =

n

—_ 3Nn—'.z 2 (l\[n—z+l) N 2 (N{n~2_— I)
ol ol K il | En ol

n—2

on trouve

17)
u,=—3(3N,84-2M,) (M,3+2X,).

v

On serait parvenu plus simplement encore a la derniére formule, en
considérant la quantité entre crochets, dans expression (4) de «,, comme

Lot o /7 7 y -
la ditférence des carrés de (24 \/3) a'l et de (2 — 6‘/3) &"; on aurait
posé, en conséquence,

/i~ (ot 8/8) w4 (= 8) ] [ (o0 3) w1 (a5 /5)
sit, en vertu des relations (5) et (6), ou, si 'on veut, des relations (7),
1 . . ;
v = WgMMq—}_ 6N,d) (4N,y3 +2M,3/3)

2 an D T
= —5(2M,+3N,8) (2N, -+ M ).

La série 3 se déduit immédiatement de la série u«; on sait
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(n° 9) qu’il faut toujours prendre B,=o ¢t 3,=— u’i On
m-4-1
aura done
g (o 0yE) e (a— 3yE) g
(18) (24 3y3)am—(2—3y3)am

B o 2N, +M,_. 0
@m- 2Nlﬂ+ Bl”la

Mais ces formules ne doivent s’appliquer ni pour m—u,1
pour m = » —1; il faut, avons-nous déja dit, prendre f,=o,
quant & 3,_,, il faut avoir égard 4 la forme particuliere de u, ol
poser I'une des formules ci-dessous :

]

8, = (240 \/73—) a1— (2 — 8/3) o :
! lo4-3y3)' e *— (2 — 8 3) g™ 2
2N, 2+ M. .0
Po 1= 2 (3N,8 + 2M,) (M,8 +2N,)’
- aN, 4+ M,_,d
P 8Ny - M

(r9)

Nous savons déja d’'une maniére générale (n° 9) que los
. 1 .
nombres 3, varient entre o et — dans tous les cas, et, s'il ya
> )

deux limites /, I’ assignées au rapport des longuecurs de deus
travées adjacentes, les nombres 3, sont alors compris entre
1 T

et —_—
2 (1+4-{) | A A b i A AL

- Dans le cas actuel, on a:

pour d<Zr1...... 1:5, l'=3,

pour d >>1...... l_-3, 1’—75-_

done, si ¢ n'atteint pas Vunité, @8 varicra entr¢ ————— ¢l

1
2 (I+’§>

1 - . T . .
-5 ¢t i d estau contraire supéricurar, ces li-

T+ 61+ 0+ o

mites deviendront

+ En sup-

1

! — Ct
2(1+9) 1 1
I+ <+ I+ 5+ 5
4 0 [¢}
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posant que ¢ ail pour valeurs extrémes o,7 et 1,3, les deux
limites inférieures de 3 sont respectivement 0,2059 ¢t 0,2174;
quant aux limites supérieures, elles sont de méme o0,3145 ct
v,3025. .

Au reste, on arrive plus dircctement peut-&tre, par 'emploi
de la premiére formule (18), a se fairec une idée exacie de la
grandeur des rapports 8. Cette formule peut en effet s’écrire

. 2——6\/§ o
—_—
By = I 2+ 3y3
m—— Gt =
o« 2’_6\/3 sy
—
24+ 0y3
ou, en se rappelant que — L, = — & =0,267949..., ¢l po-
o
sant, pour abréger, z:i\g,
2443

1— zo7m?
ﬁ”’— 0’267949‘ T g *
Les puissances de «” décroissent rapidement, car on a, par
exemple,

@" =17 —4 /3 = 0,07180,
a"* =97 — 56 /3 = 0,00515,
a"=—=1351— 80 V3= 0,00037,

2" = 18817 — 10864 \/3 = 0,00003;

comme d'ailleurs z est nécessaircment plus petit que 1, on
voit que B doit peu s’écarter de 0,2679. .., pourvu que m soit
un nombre notable; pour m =2, la différence relative n’est
que de quelques centiémes tout au plus.

On voit encore que la condition

1— 2 a"zm*z
1 — zd”lm 1
revient 4 .

Z o am—2 >z 2”’m ou 3z o3 ( { — a/'l) > n,
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ou bien, attendu que a”=— ¢ 1 — »”2 sont positifs,

z >o0.

Ainsi donc, suivant que l'on aura z positif, nul ou né-
galif, ¢’est-a-dire ¢ inféricur, égal ou supérieur au nombre
2
V3
inféricurcs, égales ou supérieures au nombre 0,2679. .., leur
limite commune pour m —= .

=1,1547..., les valeurs de 3 scront elles-mémes loutes

Ceci, bien entendu, ne s’applique pas a 8., nombre toujouws
nul, ni a 3,... Pour ce dernier, on a, par la premiere for-
mule (19),

NN
1—(—2_0\@) ot
8, = I 24343 . I—z o
o 2+6~/§ 1 (2_8\/‘3)2“”2"*1 2+6\/3 1_1321”‘“4
24+ 0y3

si le nombre des travées atteint seulement trois ou quatre,

Bu_ différera & peine de ';“‘_, car ce nombre doit se mul-
2 ~-d

tiplier par le quotient de deux facteurs trés-rapprochés d

I'unité. De plus, comme z est <1, le facteur 1 — z22"* e

portera sur 1— z "% ~* si 3 est positif; done 3, , restera, dans

ce cas, inférieur & ———=- Il ne lui deviendra rigpurcuse-
2+3y3

. 2 1
ment égal que pour z==0 0U 0= WY et alors on aura ‘3n~[:£,
pendant que les autres nombres 3 seront tous égaux a

0,2679.... Si z était négatif, 3.— surpasserait un peu -

2+0 \3
Ilnous reste encore a indiquer une derniére expression assez
importante de la série u. Appelons, en général, 2, la quantitt

(20) le_\/51+a"‘ V3i L

e PO bl

cesnombres formeront une nouvelle série que nous allons préa-
lablement étudier, dans laquelle chaque terme est défini seu-
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lement par son indice, de sorte qu’elle est a calculer une fois
pour toutes. Elle se déduit trés—simplement des nombrecs M

et N; car on trouve, en multipliant par &’z les deux termes de

m

. I oL
la fraction : +

?
7,
—a™

U’m-—+—d”m

’
I/ .
oc — oo z"™

(21) m___\/%

ou, suivant les formules (7),

l\hm
(22) fom = W'_m .
Il v’y a donc qua consulier les tableaux déja donnés de M et N,
relatifs aux valeurs entiéres ou fractionnaires de I'indice, pour
en extraire le suivant :

m=1, 2, 3
i 1 2 5
=—3 - 3
" 1 3

s, 4, 5, 6, 7 8 9, 1o,
7 19 26 71 g7 265 362
? '4:’ ‘1_1_7 —1_5"7 Z‘;’ E’ m’ ;9,
m=11, 12, 13, 14, 15, 16,.. .,
hm:@, ﬁE_I_’ 36()1 5042’ 13—‘7‘3 188{7’
571 780 2130 2911 /9J3 10864

1l est trés-remarquable que les fractions &, soient précisé-
ment les réduites de la fraction continue périodique
(23) H=1+ :
1+
2 -

ce dont on peut s’assurcr par unec véritication directe, pour
autant de réduites qu’on le voudra.

Afin de démontrer cette loi, supposons qu'on ait effectué Ia vérification

. . . . . 1
en bornant la fraction continue & 'une des fractions intégrantes S et que,
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144 CHAPITRE DEUXIEME,
4 désignant un nombre entier, on ait trouvé pour les deux derniéres ré.

M, M.
duites h_'. S

i}
<> ou, ce qui revient au méme, d'aprés les formules (g,
hl

M, M+3N

N,” 4N,

Supposons cn outre qu'on se soit arrété a uno valcur paire de 4. s
que les deux nombres M, et N, tous deux positifs, soient bien le numé-
rateur et le dénominateur de laV"mt derniére réduite, sans changement
de signe, ce qui est nécessaire pour la formation des réduites suivante,
Comme les fructions intégrantes, aprés la derniére qu'on a considéré,

. I X o, .
sont alternativement N et > U'application de la régle connue donne pour

les quatre premitres de ces réduites

(M4 3N+ M, aM, 4+ 3N,

(M, N,).1+N, ~ M,4aN,’

(2M,+38,).2 +- M, + 3N, 5M, 49,

(M, +2N,J.2+ M,+ N, _ 3M,+ 5N,

(5M,4+9oM,).14+2M 43N,  7M, +12N,
(3M, +5N,).1+ M, 2N,  4M,+ 7N,’
(7M,+12N;).2 - 5M, + 9N, 19M, 433N,
(4M,~+7N) .24 3M, +- 8N, 11M,+ 19N,

Or on a, par les formules (10) appliquées en faisant successivement /=1,

3 5
l:—, l:Q’ l:-—,
2 P

M, = —aM,—3N, N, =—M—oN,
MH%:—i(ﬁMk_—i—gNk), Nk 3=—i(3M+5N,),
M, .= 7M+12N, Newo=4M, 4+ 7N,
\Ik,s_z(lg‘\I—;—SSN’) I\k+::z(111\1,__+19Nk);

k41

donc les quatre réduites ci-dessus formées ont pour valeurs respeggives

M,

|
Ak, I
hY l\k+—3— N

kiz2

M, 3 Mi,, M.,
N

o

wler

k+

Cela montre que si l'identité des réduites avec la série £ a ¢té reconnu
vraie pour Jes 24 premiéres réduites, elle doit se trouver également vrai
pour les 2 (A-+2) premiéres; et, comme 4 -+ o est pair aussi bien que /.
il en résalte qu'elle est vraic aussi jusqu'a l'indice 2 (A--4), puis jusqu
l'indice 2 [k 6), cte., ¢’est-a-dire qu'elle existe indéfiniment.
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La fraction continue I prolongée jusqu’a 'infini, et consé-
quemment ses réduites ha, tendent, & mesure que m augmente,
vers une limile ajsée a trouver, soit par V'équation (21), soit
par I'équation (23). La premicre donne immédiatement, «":"
élant nul pour m =,

lim. b, — y/g;
de la seconde on tire
1 H-+
T H+s

SR

]I—I:

s0it, en réduisant,
H:=3, U —y3.

La fraction continue périodique dont les réduites fournissent
les valeurs successives de /i, n'est donc autre chose que le
développement de /3, radical qui joue un role important dans
toute ceite théorie des poutres symétriques a travées intermé-
diaires égales.

Cela posé, revenons aux nombres #. Nous Lirons des équa-
tions (20)
i+ V3
T V3

'm

soit, en multipliant dans le second membre les deux termes

de la fraction par .+ V3,

o Jn V)
- hr—3

m

les mémes équations (20) nous donneront pareillement

(/1,,, — ,/Ef
i3

P —

Si dans ces valeurs de '™ ¢t «”™ nous changeons m en m —1,
el que nous portions o™ ' et o’ dans la formule (3), i
viendra

1

t,,,:—‘__————
20y3 (h: _,—3)

< [(2 483} (hn + 3/ — (2—3¥3) (s —¥3)'],
. 1o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



146 CHAPITRE DEUXIEME.

ou bien, toute simplification faite,

(24) Up == (’3’(’/,’2*' . [O(h} .+ 3)+4hn]

m—t

Une transformation analogue opérée sur la formule (4) conduit
au reésultat

o

(25) Up =—= — W'—:S)

n—3

(2hua+33)(2 4 Shus)e

Nous prions le lecteur de nous pardonner ces longs détails
de calcul, assez arides en eux-mémes, et dont il n’est pas en-
core en mesure de bien apprécicr I'utilité. Celte préparation
était cependant indispensable pour arriver 4 une solution suf-
fisasamment simple du probléme principal que nous avons en
vue; sans cela le chemin que nous devons parcourir aurait été
embarrassé d’une foule d’obstacles, et il fallait bien le déblayer
un peu avant de nous y engager.

34. Tableaur numériques relatifs auz séries u et 3.—Nous
donnerons plus loin, a la suite du chapitre deuxiéme, divers
tableaux numériques, ou 'on trouvera immédiatement et sans
calcul les valeurs de certaines quantités dont nous aurons
parlé dans ce chapitre. Toutes les fois que le rapport ¢ devra
y figurer comme argument, nous lui attribuerons les huit va-
leurs =

o) o osxy,
0,7, 0,8, 0,0, 71,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3(");

si Pon cherchait un résultat relatif & une valeur intermédiaire,
on pourrait 'obtenir approximativement par une interpolation,

Les tableaux I, 1I, I, IV sont destinés a faire connaitre
respectivement &y, U, Bam, Bu—i, €n fonction de I'indice ct du

rapport 6. Le premier a été calculé par I’emploi de la for-
mule (15), en y donnant a ¢ les huit valeurs ci-dessus; il n'est

(*) 11 est rare dans les applications que les travées intermédiaires aient une
ouverture inféricure a celle des travées de rive; les trois premicres valeurs
de & seront douc peu utiles aux constructeurs. Toutefols nous n'avens pas cru
devoir les exclure, parce que la disposition dont nous parlons, quoique exccp-
tionnelle, pourrait se justifier quelquefois par des sujétions particuliéres, et
aussi parce gu'il est utile d’avoir les ¢léments nécessaires pour apprécier 'in-

fluence de 3 sur la résistance de la poutre.
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applicable, bien entendu, que pour un indice m inférieur 4 x,
puisqu’on sait que le dernier nombre u, désigné par u,, est
exprimé par unc formule spéciale. On peut prendre, par
exemple, la relation

Up=—=—2 (140 ) u,  — iy,

qui semble la plus commode pour le caleul numérique de u,,
et a I'aide du tableau I qui fournit u«,—. et u,. ., on en tirera
facilement le tableau II des valeurs de u,.

Ily a deux remarques a faire au sujet du tableau II. D’abord,
si dans une colonne verticale on ajoute algébriquement en-
semble le quadruple d’un nombre avee le nombre précédent
et le nombre suivant, la somme obtenue sera nulle; en effet,
quand on donne a n trois valeurs conséculives dont la diffé-
rence est 1, Jes quantités ., ¢t u,_, satisfont a ceite condition
(n°31); il en est donc de méme de u., qui se trouve liée avec
elles par la relation linéaire ci~dessus rappelée. Secondement,
quand on considére une méme colonne horizontale du tableau,
nrestant le méme et ¢ variant seul, «, passe par un minimum
de valeur absoelue, pour une certaine valeur de d voisine de 1,2.
Pour le montrer, on prendra la formule (16) qui donne

4 2
— = Ny 4 M

le minimum de w«, en valeur absolue répond donc a

R 2
o:—_—:],Tr)‘!H'...,
V3 .
. oo . 4430
comme on le trouve en égalant a zéro la dérivée de La—s

seule quantité variable avec @ dans Uexpression précédente.

Les nombres formant la série 3. sont inscrits dans le ta-
bleau I11, 4 'exception toutefois de 3,_,, dont la loi de forma-
tion n'est pas la méme. La valeur de ce dernier nombre est
fournie par le tableau 1V.

En parcourant ces tableaux, on voit que : 1® & partir de
m=17, el quel quec soit & entre o,7 et 1,3, on peut toujours
prendre 3, = 0,2679492, & moins d’une demi-unité décimale
du septiéme ordre prés, ce qui permet d'étendre le tableau 11

10.
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a toutes les valeurs de l'indice m au-dessus de m=—28; 2°4
partir de # = 8, et dans les mémes limites de &, les nombres
B.— (bornés aux sept premiers chiffres décimaux) ne varient
plus avec n, ce qui permet aussi de prolonger indéfiniment le
tableau 1V. On a vu plus haut (n° 33) que B, converge vers h

limite — «” ou 0,26794G19.. ., et que B, , tend vers —
: 24-0¢3

la rapidité de cette convergence est maintenant rendue sen-
sible.

1’usage des tableaux I, 11, 111 et 1V n’offre aucune difficulté.
La seule précaution & observer consiste en ceci : quand le
nombre n des travées est fixé numériquement, il ne faut
prendre dans le tableau I que w,, s, us,. . ., jusqu'a u,, inclu-
sivement, et recourir, pour u,, au tableau II; de méme, on
ne cherchera dans le tablecau 10 que {3, B, Bi,..., jusqus
8. inclusivement, le dernicr nombre 5 (¢’est-a-dire $,..,) de-
vant éire emprunté au tableau IV, L'oubli de celte régle bien
stmple exposerait & de graves erreurs.

Exemple: n=25,d=—1,25; on a

w=r1, w,=—36, wu,=13,4, wu,=—>5o, uy=2082;

Bi=o0, 3=0,2777778, P.= 0,2686567,

B,=0,2680000 = 0,2400960.
» 3 {

Les deux derniers nombres de chaque série, u, et i, ont éi
pris respectivement dans les tableaux 1 et IV. Les tableaux |
et IIT auraient donné u,—186,6, B, = 0,2679528; mais ccs
indications ne seraient bonnes que s'il y avait au moins six
travées, el ne conviennent pas au cas actuel.

Ces préliminaires établis, nous allons nous occuper des
courbes enveloppes de moments, en commencant par éiu-
dier I'effet spécial de la charge permanente.

§ II. — Effet spécial de la charge permanente.
38. Moments de flexion sur les points d’appui.— Quand ha

poutre supporte seulement une charge permanente, uniformé
ment répartie sur sa longueur entiére, a raison de p kilo-
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grammes par métre courant, et que de plus les appuis sont
disposés de manicre & établir la compleéte fixité des points qui
leur correspondent sur la fibre moyenne primitive, les mo-
ments de flexion

X xly Xa) A ] Xn——?, Xn—-l

Iy

sur les n—1 points d’appui intermédiaires doivent satisfaire
au systeme d’équations
[ X (14 8)+ Xud = pbi (1),

X,—}‘4X2+ Xs:

N~ BN -

pbra,

Xot 4 X+ X, = é pb s,

" \ Xa—F4X‘+Xs:—;-pb’8“,
Xn——.\ -+ 4X1172+ Xn——-\ — r—;— [)[)2 02
| Xoad -2 X (14 8) = ; phr 1+ &),
_}

qu'on ohtient en appliquant la formule {10)du n° 6 & tous les
groupes de deux travées consécutives, et tenant compte des
longueurs de travées indiquées au n® 30. On peut employer
pour les résoudre le moyen dont nous avons déja fait usage
{n°31) a l'occasion des nombres u: nommons en effet m un
indice quelconque entre 1 et » —1, et posons

Xn= L phidt + 7,5

12

alors toutes les équations du groupe (1) ci-dessus, sauf la pre-
miére et la derniére, prendront la forme

2ot+4Zny L= o0,
a laquelle on salisfait par 'expression (2) du n° 31,

Zo=Ad"™ + Ba",
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Done on aura aussi

(2> X/u: “I;szaz+ Aa""—i— Ba”’";

et sans attribuer & A et B aucune valeur particuliére, cette va-
leur de X, vérifiera les r —3 équations intermédiaires du
groupe (r). Maintenant nous pouvons profiter de I'indétermi-
nation de A et B pour que cette méme formule (2) vérifie les
deux équations extrémes, et de cette maniére on voit que,
quel que soit r, la question est ramenée & ne comporter que
deux inconnues.

D’aprés ce qu’on vient de dire, on doit tirer A et B des
équations ‘ A

I ) /l ? s
Zpb’(1+53):2(1+6) KE pbidt+Ad + Ba >

—+—6 <é plﬂé" 4= A a't 4 BtZ’”),

bt (i3 == (L pb?d 4 At 4 Do
4 12

+2(1+ d) <Tl; phat4-Aa " Ba”"*‘)

ou, en ordonnant,

é])b?(?)—za“)—Aa’(2—}—28+6a’)—{—Baf’(2+23+§a”),

Lpb’(%——nﬁ’) = Az (2%—25—%—-0—,) —+-Ba" (2+23+%\1
12 x a’)

ou encore, eu égard aux valeurs numériques de &' et «? (n° 31}
et a la relation o'’ =1,

(3) <= pb(3— 28 )= Aa’ (2—3y3) + Ba’ (2+03),
o )
(4) %2 pli(3 — 20’ )=Aa""" (2 +-6V3) - Bac"“*‘(z—c“\/g .
Comme les équations (3) et (4) se représcnteront souvent dans

la suite, mais avec d’autres quantités dans les premiers mem-
bres, nous allons les résoudre d’une maniére générale en re-
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présentant par S la somme des premicrs membres et par T leur
différence, calculée en retranchant la premiére équation de la
seconde. On aura done, si I’on combine les seconds membres
successivement par addition et soustraction,

S——Aa [2( 1+z'"~1)+6¢'§(a'n—2 0]
= Ba’ [2 (142" )4 8 Y3 (1 — &),
T=Az'[2 (" *—1)+ 3 V3 ( ’H+x)]
—Ba” [2(1 @) +6\/3 1+cx”"“’)
Posons, comme au n° 33,

n—2==2¢q,

et multiplions les seconds membres des deux derniéres équa-
tions par le facteur o’72”7, dont la valeur est I'unité : ils pour-
ront alors s’écrire
§S=[2 (214 a"1) 40 V3 (21— a"¥)] (A &'t + Ba"1+),
T=[2(a7— ")) +- 3 V3 (o7 + a"7)] (Aa's*— Ba"r+1),

ou bien, en vertu des formules (7) du n° 32,

S
A el 7l —
a1+ Ba 22 M, 4 30N,)
At — Ba"t+ = S )

2 \/3 (2N, +aM,)
. - M, .
ou bien encore, si 'on observe que le rapport N, exprime fs
i\
7
(n° 33}, et que, pour abréger, on écrive simplement A au lieu

de hus (),

Aa’q+1 -+ Bo/1+ —

Agit — B9ttt — - - -

2\4\/ (9+/lé)'

(*) Dans la presque votalité des formules et calculs concernant une poutre
a n travées, nous n'introduirons que le terme h,_, de la série des nombres £, ,
definte au n® 33. Cela justifie pleinement la suppression d'un indice qui se
reproduirait toujours le meme. U est donc bien entendu que A mis sans in-

dice dans une formule signifiera la méme chose que £,
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De Ia résultent immdédiatement les formules

Aa/q+|:l N S —t T *_/
A1 2Mg+30N; 32N, 4+ 0M,)

UL 1
74N, 352k V3 (2 -p-/m]

Bauﬁl:i[ S B T
4] 2M;+ 38N, V3 (2N, 4+ 0M,)

1 S T
| — 7 | 23 = -’
\ 4Ng| 30+2h  y3(a+hd)
qui suffisent pour définir les valeurs de A ct de B.
Nous subslituerons encore les valeurs (5) dans Iexpression
Ax'm+ Bx"" et nous trouverons
Ax’m+]=a/’u‘:l qu\'cz'“ -q— \+7”mq w)
4] 2M; 430N,
T

-+ = ( o/t — ar/m,,lﬁlj]
V3 (2N, 3M,)

—_ ! S ( ’qufl_*__ ”m~qﬁ|>
AN |Bo e *
T

_-+———— aim = a”quAl)_ .
V3(2+ hid)

Or les formules (7) et (8) du n° 32 donnent

ol i 2)1”._(171 2 N[q+l—m
M gt — o \/3— thqux -2 \/§ Nq+|__m;
donc enfin
1/ SM ot TNy m
- S Ao+ Be"™ = 5 (2;:{?'3&% T N7—7:6314>
| RN S e
2N, \30+ 20 2+ ho )’

équations dont nous aurons a faire un usage trés-étendu.
Dans le probléme aciuel il faut supposer

T=o, S:épb-’(fi —20°);
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on trouve alors, par la formule (6),

1 M
E 'm //m:_ b2 q+| m__ ' N
Aa'"+ Ba - P 2Mq+3<>]\ (3—24%)
. 1 ,N[q%—lfm 3 — 0292
=Y N 3
et par suite 'expression (2) devient
I 1 2 —2 (3—,—20 )M‘H"_'"
o) Xu= 5 pb [a 2M, + 38N, |

ou bien encore

S M 3—23
) Xn= - pb (a 4+ >

Nq 30424

L'indice ¢ + 1— m pourrait devenir négatif, si m se rapportait
dun appui situé dans la seconde moitié de la poutre; mais on
sait (n° 32) que les nombres M ne changent pas quand leurs
indices changent de signe. I)’ailleurs on peut toujours n’attri-

, . 5 n .
buer @ m que des valeurs au plus égales a ¢ +1 ou S enrai-

son de la symétrie, dés qu’on connait les moments X, sur une
moitié de la poutre, on les connait aussi sur 'autre. On a en
effet

Xo=—= X,

et cette propriéié, évidente & priori, se retrouve dans les for-
mules {7 ) et (8) ci-dessus.
On arrive & un résuliat remarquable en faisant m = 1. Dans

—l—rm . *T‘
ce cas Myoim devient My ou A; donc

N, N,

¢ 2 2 % - 262
X, ._~pb (6 —{—/Lm>

ou, en réduisant,
‘ Oa —+ Il
) Xﬂl”’ 3652k

Cette formule scrait susceptible, a cause de sa grande sim-
plicité, de se fixer dans la mémoire, comme formule usuelle;
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si en méme lemps on retenait les premieres valeurs de &,
savoir (n° 33) :

pourn=3, 4, 5, 6,...,
5
h=1, o, 3’ -[7;9"'5

on pourrait avoir de¢ suite X, dans un grand nombre de cus
pratiques. X, étant connu, on calculerait les autres moment
X, de proche en proche par les équations (1). Mais ce procéde
ne serait hon & employer que si 'on n’avait pas sous les yeux
les éléments nécessaires pour appliquer les formules (;) el
(8) qui renferment une solutian plus compléte du probléme.

36. Remarques diverses sur les formules (7) et (8). — §
£q+l-—~m
N,
une limite aisée a trouver. On a en ecffet, d'aprés les for-

mules (7) du n° 32, pour une valeur infinie de #,

tend vers

I'on suppose » infini et m fini (*), le rapport

rk
’

1
Mi— o, Ny=-_
@ ay3
parce que z” étant plus petit que 1, «”# tend vers zéro lorsque
fr grandit au dela de toute limite. Donc, lorsque » et g tendent
vers 'infini, on a
1\‘[7+1—m _ \/g_a/q+x—m . \/g

lim —, =
Ny a'l a'm!

par suite la formule (8) devient, pour cette limite,

(3 — 232) /™ fs],

X,,,:——]— b 2
0 F [8—{— 30 +2h

ou encore, en donnant A /2 sa valeur limite = V3 (n° 33),

Xz = pbr [ g2 B 2002
12 2+ 0y3

(*) A propos de chaque résultat que nous démontrerons, nous cherchercrs
toujours ce qu’il devient pour n=oo : cela indiquera la limite vers laguelle
il tend (d’une maniére ordinairement assez rapide), quand Je nombre des tre-
vées augmente.
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Lorsqu’on admet la valeur particuliére

N 3
d = \/521,22474. .

le bindme 3 — 297 s'annule, et les formules (7) ou {8) mon-
trent que X, devient constant quel que soit m. Le moment
de flexion sur un point d’appui quelconque prend la valeur

I s o \ . - 5
— pb*d%, égale a celle qui se produirait sous la méme charge
12

si tous les appuis devenaient des encastrements. Ainsi done,
dans une poulre oi les travées intermédiaires ont une lon~
gueur égale & celle des travées de rive, multipli¢e par,22474...,
tous les appuis intermédiaires se comportent absolument
comme des encastremenls, sous Uaction de la charge perma-
nente.

On arrive a une conséquence analogue dans le cas ol g et m
deviennent tous deux infinis : en effet, N, est alors infini rela-
tivement & My, (n° 32), de sorte que X, se réduit encore a

L N\ y . -y
I—;pb’o’: c’est ce que montre aussi la derniére formule don-

née pour exprimer X, dans Ubypotliése de n infini, car en
faisant grandir m, «"™' converge vers zcéro. Done, dans une
poutre d’un nombre infini de travées, les appuis qui sont infi-
niment éloignés d’une extrémité fonctionnent comme des en-
castrements sous 'action de la clharge permanente. On peut
méme dire que dans une poutre ayant un nombre quelconque de
travées, les appuis se rapprochent de plus en plus de fonction-
ner comme des encastrements, sous la charge permanente, i

mesure qu'ils sont plus rapprochés du centre, et que le nombre

My m

des iravées est plus grand : car le rapport N diminue lors-
g

que ¢ +1— m diminue et lorsque ¢ augmente.

Chaque fois que m varie d’une unité, M., , change de
signe, puisque les nombres M sont alternativement positifs et
négatifs (n° 32) : par conséquent, quand on fait tendre m vers

i < . L
g1 ou ¢ + — (c’est-a~dire vers la valeur qui convient a 'ap-
2

pui central si n est pair, ou a Pappui précédant la travée cen-
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. . . . . L Y
trale si » est impair), X, se rapproche de sa limite I—;pb‘a*a

l2a manicre des réduites successives d'une fraction continue,
en passant alternativement au-dessus et au-dessous.

Les moments X, sont généralement positifs ¢ toutefols cette
régle comporte quelques exceptions.

Pour les découvrir, faisons d’abord successivement m =1 et m=2,

8i m est égal 4 x, la formule (9) montro immédiatement que X, a tos-
jours le signe -+, car p, d et 4 désignent des quantités essentiellement
positives. Pour /m =2 on a, par la formule (8),

_ ol M,_, 3 —-2d
X, 7[21)1) (o + N, 38402k}

q

Or la premiére formule (11) du n® 32 donne

M, =M,M,—3N,N,== —aM 43N ;

dong
X, . 3N —2M_ 3 a4 | —a
l"_z_z:(z _"*)'7.}4_2_1814_(3_2/,)3“\“,.
pb Nv 3d-+2h 3d4-ah

Le signe de X, sera donc celui de
3— 247
30+ YA

T4 (3—a2k)
ou bien, attendu que 38 + 2/ est positif, celui de
(30 +2h)+ (3 —2h) (3 —2d?).
Cette derniére expression, toute réduction faite, devient
M+ 2 (h—1)d* -3 —24],
ce qui peut encore s’écrire

3(041)[0"— (3 —2h)d 43— 2/4];
le signe de X, est donc enfin celui du trindme, du second degré en 4,
8 — (3—2A)d +3—24h,

Ce trindme, nécessairement positif pour d = == e, ne change de signe
que dans I'intervalle des racines qui le rendent nul, lesquelles racines ont
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pour expression

(0] 6:5[3_211:\/(7/1_3)(2/L+[)].

Pour n=3, A est égal a1 (n°33), et ces racines deviennent imaginaires;
X, est donc toujours positif dans une poutre & trois travées, ce qui était
évident @ priori, car, en vertu de la symétrie, X, ne différe pas de X,,
¢t 'on a déja reconnu que ce dernier moment reste toujours positif. Pour
a supérieur & 3, on trouve une racine réelle ct positive d’, et une autre
négative; X, sera donc négatif pour les valears de ¢ inféricures a la pre-
miére racine. En voici le tableau calculé a J'aide de la formule (10) ou
Ton a mis pour % les nombres indiqués plus haut (n" 33):

n= 4§, 53 G; 75 8, 9, 10,
i'=0,6180, 0,4343, o0,5000, 0,4824, 0,4885, 0,4874, 0,4877,

n=11, 12,004, ©

'=0,4876, 0,4876,..., 0,4876.

La valeur limite de 3" pour » = oo se trouve en faisant & — /3.
Nous allons maintenant attribuer a = une valcur quelconque, en la

s - 7 . . .
choisissant seulement plus petite que 5 ouau plus égale a cette limite.

Cette restriction ne nuit évidemment en rien 4 la généralité des résultats,
uisque les deux moitiés de la poutre se trouvent dans des conditions
identiques, et qu’il suflit d’étudier ce qui se passe dans 'une d’elles: mais
en cutre elle est ici nécessaire, pour ne pas tomber dans la confusion,
parce que nous allons avoir & distinguer les cas de /z pair et de » impair,
el que, dans les poutres avant un nombre impair de travées, on change-
rait la parité de m suivant que on compterait les rangs a partir de 'une

, . . . .
o de lautre extrémité. Avec la convention mé;, il est bien entendu

que l'on compte & partir de 'extrémité la plus voisine, cc qui supprime
la possibilité de toute ¢quivoque.
Cela posé, la condition X, <C o équivaut, d’apreés la formule (8), a

M 3—a6*
2 g1 m D 2

-+ N, 36+2h -9
. . N 2M,
soit, en multipliant par le facteur positif 3 3d+24)=d+ T

4
q
202 M., .
Pt g (M= M)+ i“;—‘— <o.
q q
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v as . n .
L’indice m pouvant varier de 1 @ — ou g+ 1, on voit d’abord que, dan
2

la différence M, —~M_, __, le premier terme a un indice au moins éz. 4

celul du second; donc il ne peut pas étre inférieur en valeur absolue, el

. . . . . b
donne son signe & la différence. Donc le coefficient de 67 a le signe de \4,

c’est-d-dire le signe 4-. Ainsi les deux premiers termes, en ¢° et 3*, ée
I'inégalité précédente sont toujours positifs. Quant au troisi¢me, il le ser
également pour m impair, car les nombres ¢ et ¢-+1—m, lous dew
positifs, étant en outre simultanément pairs ou impairs, M_,,_, el N a-
ront nécessairement méme signe. Donc imparilé de m exclut la possibi-
lité de rendre X, négatif.

Si au contraire m est pair, lc dernier terme de 'inégalité de conditicn
change de signe, et dos lors il devient possible d’y satisfaire en prenant
¢ suffisamment petit. C'est ce qu’on vient de voir plus haut pour le c&
de m — 2. En faisant dans I'inégalité successivement m = 4, 6, 8,..., ¢
attribuant au nombre ~ des travées une série de valeurs & partir ce
n = 2.m jusqu’a l'infini, on pourrait de méme former le tablean des I-
mites ¢’ dans ces divers cas. On aurait a résoudre, par titonnement, ure
suite d’équations du 3° degré. Mais le calcul suivant, sans donner exac-
tement ces limites, suffit pour montrer leur décroissance rapide a mesure
que 2 augmente.

Remarquons en effet que d' sera nécessairement au-dessous de la v&-

o

leur ¢" capable d’annuler I'ensemble du second et du troisiéme terme de
I'mégalité, laquelle valeur satisfait a la condition

2 [
3 9 (Mrl - Mq+| —m) -+ Mv+l—m =0,
d’on résulte
TE‘” 3 !
V= M,
— —— 7
)Iqé-l—m

Par la premicre formule (10) du n” 32, on a d'ailleurs
Mfz = M[q+l—nx)+(m-l) = 1“{]+|—m Mm-—l + SN/; 1= Nm—u
et par suile

= I\Im~-1 + /TL Nm—l -

n—um

M
Dore le rapport “——"a dépasse en valeur absolue M
A

g+1—in
et A est toujours positif. Comme, en oufre, M, #

m-=11 R_2m

car N améme

m—1

signe que M
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M . . .
_—%_ sont négatifs pour m pair, on en conclut facilement

]

' i 3
*<°“<\/rl_“mm'

Pour m= 4§, 6, 8, 10,..., la limite supérieure ainsi trouvée devient res-
pectivement 0,2357, 0,0643, 0,0172, 0,0046,.... Cela veut dire que X,,
par exemple, ne saurait devenir négatif tant que 8 ne sera pas inférieur
40,2357, du moins quand il s’agit d'une poutre & huit travées ou plus,
ce qui est nécessaire pour que X, ne se confonde pas avec un X, & indice

moindre.

Ajoutons enfin que les limites ¢’ au-dessous desquelles il
faut prendre 8, pour réaliser le fait d’'un moment X, négatif,
ne se rencontrent guére dans la pratique. Nous ne connais-
sons aucun pont, parmi tous ceux qu’on a ronstruits, dans
lequel les travées de rive aient une ouverture supérieure a
celles des autres travées : on a donc presque toujours 631, et
par conséquent le fait en question sera pratiquement trés-
rare; il n’arrivera jamais, notamment, pour les valeurs de ¢
comprises entre 0,7 et 1,3, les seules que nous ayons consi-
dérées dans nos applications numériques.

31, Moment de flexion produit par la charge permanenie,
en un point quelconque d’une travée. — Lorsqu’on aura préa-
lablement calculé les moments de flexion sur les points d’ap-
pui, en employant les formules du n° 35, il sera facile d’en
déduire le moment de flexion X en un point quelconque
d'une travée arbitrairement choisie An_ An.

8i, par exemple, il s’agit d’une travée intermédiaire, dont la
longueur est ¢ = b4 (n° 30), nous aurons a la distance = de
lappui An_,, suivant une formule du n° 1, déja fréquemment
employée dans le chapitre premier,

‘\’”J X:Xm-l"{’—(Xm_—Xm»l);—";'px(c——x)9

expression ou tout est connu, et qui permet de calculer numé-
riquement le moment X, ainsi que de discuter les états de
grandeur par lesquels il passe.
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Ces grandeurs successives étant représentées par les ordon-
nées d’une parabole du second degré, dont les abscisses se-
raient les valeurs de =z, il est utile de se demander: 1° leg
valeurs particulieres x,, =z, de I’abscisse qui annulent X,
c’est-a-dire la position qu’'occupent les intersections de k
parabole avee I'axe des x ; 2° I'abscisse et I'ordonnée du son-
met. La premiere question a méme une jmportance asse
grande quand on veut déterminer, pour chaque section, le
plus grand moment absolu sous l'action simulianée de I
charge permanente ct de la surcharge, car il faut alors savoir
quel est le signe de X, ¢l les changements de signe de e
moment répondent précisément 4 x =z, * = x..

Pour avoir x, €l a3, il faut prendre les racines de I'équation
X ==o, savoir :

c ped

o2

x2 [; 2 (‘m I Xkmﬁl ):l x 2 mei
1— - + =
pe

d’ol1 les racines

(IZ)E‘:i k )Xm~l+\/
C 2

en dédoublant le signe du radical on obtiendrait #, et =,
Nous en aurons une aulre expression en remplacant X, el
X« par leurs valeurs déduites de la formule (8) : cette fo-
mule donne, eu égard & la relation b6 = ¢,

X, — X, ., 3 — 242 )
—_ - — My n y
pc 120*N, (30 + 2h) (Myeim — Myron]
Xm+ Xm7| . I 3 — 2 62 - ',
N pet b =+ 120° Ny (30 +2/) (Miom = Mgs

or les deux premiéres relations (14) du n° 32, en y fi

sant l:—l—, k=q—m+ = 1\1 1—\/-——:1, don-
2 2 7

nent aussi
hly—m+l - )lq—nz+2 _ 6 l.Ng— m+ ;,
hIq-—m-H -+ qu—1n+2 =2 il\]q—m—f- )
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d’ou résulte

Xn— Xos (3 — 7‘62) ll\q—uu—;
pc YL Nq(.ﬂo+2/1j
Xo+Xoo 1 N (3— 262)1'Mq*m+%

pe? T 6 BN (30+2h)

Substituant ces valeurs dans la formule (12) et posant, pour
abréger P'écriture,

Ny=N, My 3=M, N .:=N,

il viendra
22 IN'(3—20%)
) ‘_ No&* (33 +2h)
(')e \/ 2iM/(3 —28%) ’{N"(z,;zazi)T
- 3No(3024) T | NS (33T 2h)

La présence du symbole imaginaire ¢ n'empéche pas la for-
mule (13) de ne contenir, soit sous le radical, soit en dehors,
que des quantités réelles : en effet, sur les deux indices q et

q—m+ —»> il y en a nécessairement un entier et Pautre égal
2.

: . % | S g
aun entier augmenté de P d’ou il résulte que si N ne con-

tient pas le facteur I, ce facteur entrera dans M’ et N/, et inver-
] 1 N/

NN
qui justifie notre assertion. Toulefois il peut arriver que le
radical recouvre une quantité négative, et partant que z, et x,

soient imaginaires.

sement; done les rapports sont toujours réels, ce

Cherchons les comditions pour qu'il en soit ainsi. Si nous posons

N'(3 — 24?%) ()
NJ(3d +24) * 7

(*) Nous excluons ici, pour y revenir plus loin, le cas particulier ou g+

serait égal a m, ce qui rendrait z nul ainsi que N’. Cela se réalise pour la
travée centrale d’une poutre ayant un nombre impair de travées.

111. T
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Pexpression sous le radical pourra s'éerire

‘ oM
(14) z 3N'Z+3’

on voit quelle s’annule quand on fait

2= 5\ (W /A 3R),

ou hien, en multipliant et divisant ces valeurs par M’ 5 v/ M* — 3N,

NV
= —
M o M — 3N

ou encore, en vertu de la troisicme relation (12) du n® 32,

N’

(15) z:m:

donc Uexpression (14) représente le produit

N N
2T ) P T )

et il s'agit de reconnaitre si eclle peut avoir Je signo —. Comme elle
est positive pour z =+ «, elle ne changera de signe, pour devenir
négative. que si z passc entre les deux valeurs (15); comme, de plus,
z désigne une quantité nécessairement réelle, la premiére condition cher-
chée consistera en ce que les valeurs [15) soient elles-mémes réelles; ce

qui exige que M’ et N'le soient aussi, ¢’est-d-dire que Uindice q—m+:
s0it un nombre entier. Pour cela il {aut que le nombre dos travées soit
impair, puisque m est un nombre entier et que ¢ représente 37 1. Ainsl

- - - ..
donc =, et z, ne seront susceptibles de devenir imaginaires que dans les
poutres d’un nombre impair de travées.
8i cette condition est remplie, les valeurs (15) regoivent encore utiie-

3
ment une nouvelle forme. Nommant 4 la moitié de l'indice 7 — m +5

de M el N, nous aurons par la seconde formule (12) et les formules (13]
du n” 32

N'=aMN,, W—1=6N, Md-1=2M,
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et par suite
N M Ly .
M—1 3N, 3Tl
N’ N, 1

M -1 :IVT,‘:/L

3
g—m+ )

Or les nombres 4 se trouvent tous compris (n° 33) entre 1 et 2 : on voit
donc par la que les valeurs (15} sont toutes deux positives et comprises

dans U'intervalle de"% A

Maintenant est-il possible, en choisissant convenablement d, de faire en
sorte que z tombe entre ces deux valeurs? Je dis d’abord que la réponse
est affirmative lorsque le rang m de la travée dont nous nous oceupons

- . 3
est un nombre pair. 11 arrive alors en effet que ¢ — m—~+~ el ¢ —é,

avant pour différence m — 2, sont des nombres entiers de méme parité
(tous deux pairs ou tous deux impairs); on en conclut sans peine que

N o . . .
l—.etN’ ont simultanément le signe 4 ou le signe —, de sorte que lo

PN

iN - . . .
rapport N est positif. Donc z sera aussi positif pour ¢ compris entre o

3 L . s

et /—; et attendu qwentre ces deux limites z varie d’une maniére con-

Ve

U/

tinue, de % & o, il y aura deux valeurs de ¢ qui le rendront égal 4 Tt
et dans Uintervalle desquelles z, et z, deviendront imaginaires.

Le cas de m impair exige un peu plus de détails. 1l faul d’abord se
rendre compte des grandeurs successives par lesquelles passe la fonction
de ¢

quand d varie de \/

283
T 830 2k’

a « 1 a cet cffet on prend la dérivée, qui est

AR

27 3(— 20° 4+ gd + 44),
odd 9%(3d + 24)° ’

on voit que cetle dérivée commence par 6tre positive & partir de
o= \/; jusqu’a la valeur donnée par 'équation
2% —gd —~ 42 = o,

dont la racine positive unique varie & la rigueur un peu avec 4. Quand
11,
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on fait 4 ¢gal successivement &

5
3

1 26 I Vi =
) %7 TSI)’ ]—ga 7—-: g—/.a"w\/:},

on trouve pour cetle racine les nombres

2,3159, 2,4733, 2,42506, 2,4365, 2,4331, 2,4340,
"9,4337, 2,4338,..., 2,4338,

et pour les valeurs correspondantes de la fonction »
o,1610, o0,1329, o0,1404, 0,1383, 0,1388,..., o0,1388.

. o NP . S
Au dela des valeurs précédentes de d la dérivée %X deviendrait nézative
(4

9
et y diminuerait : ¢’est donc le maximum de cette fonction que nous ve-
nons de donner, et on voit que dans aucun cas il ne dépasse une limile
égale & 0,161.

L . iN
Secondement nous chercherons une limite supérieure du facteur N

IN, .2
ou —N_2 On a par la seconde forntule (11) du n° 32

7

m—37

Noomes =N,M, 3 —M,N

?

s

d'ott il résulte, dans Uhypothese parliculiére m = 2,

iN'
N

=My — ANy = it —h) = (B —1);

N

A ¢étant toujours au-dessous de 2, est done, dans ['hypothése en ques-

. N -

tion, tout au plus égal a 3 Or, comme la premiére travée est exclue do
la discussion actuelle, i ne descendra pas au-dessous de 2, et quand on
lui donnera une valeur plus forte, on diminuera par cela méme l'indice

3 .. .
q— m+; ainsi que la valeur absolue du nombre N' correspondant :
(N’ s N ¢
donc enfin ~ ne saurail dépasser la limite Soen valeur absolue.
Py
Ces préliminaires posés, la conclusion devient facile. Rappelons-nous
que pour rendre imaginaires les intersections de la parabole représents-

4 4

tive avec l'axe des x, il faut placer z entre N et ce qui
iv ec l'axe des x, il faut plac J - W q

exige que ¢ s0it pris de maniére 4 rendre z positif et supérieur & 3 Or,
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cest & quoi L'on ne pourra réussic quand m sera impair. En elfet,
'

‘N .
q—m 4—2 et ¢ ——% étant de parité différente, le rapport l—l\— devient

. s 3.
négatif; pour faire z positif il faut alors prendre & > \/E; mais alors z
se trouve &tre le produit de deux facteurs dont les valeurs absolues ont
- I s . 1 -
pour limites 0,161 et 5 et par suite il ne peut atteindre 3" La condition

nécessaire ne saurait donc étre remplie.

En résumé, sauf les cas particuliers provisoirement laissés
de ¢dté, nous pouvons énoncer cetle proposition :

Pour qu'il existe des valeurs de O susceptibles de rendre
imaginaires les intersections avec 'axe des z, de la parabole
représentant, dans une travée quelconque, les moments de
flexion produits par la charge permanenie, il faul et il suffit
que le rang de la travée soit pair et le nombre total des travées
impair.

Mais ce n’est pas assez d’avoir décidé si les racines x, et x;
sont réelles ou imaginaires : la fonction X que nous venons
d'étudier n'élant applicable que dans I'étendue de la travée
AnAn, depuis z —o jusqu’a x == ¢, il y a lieu de rechercher
la condition pour que les valeurs z, x, se trouvent dans le
méme inlervalle.

Ces valeurs sont données par l'équation (13), qu'on peut écrire

2. / 2 M '
—_— ——f— + l_ _*_»'
¢ te \/Z 3N ©

37
si elles sont toutes deux comprises entre o e} ¢, il en sera de méme de
. 1 . o
leur demi-somme 3¢ (14 z), et par suite z devra tomber entre les limites

—1 et -+ 1. Cetle condition étant remplie, le sommet de la parabole qui
représente X sera dans l'intervalle des appuis 8,,_,, A,.; et attendu que
cette parabole, d'aprés son équation, tourne sa concavilé vers les ordon-
udes positives, on voit que ses intersections, supposées réelles, avee l'axe
des z se feront dans la travée méme ou en dehors, suivant que X et
X, seront positifs ou négatifs.

On a vu plus haut (n° 36) que le premier cas est de beaucoup le plus
ardinaire, pour ne pas dire le seul cas pratique : & celte occasion, nous
avons précisé les condilions néeessaires pour le réaliser effectivement. Tl

m-1
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suffit ict d'y joindre les deux inégalités
z2>—1, z<1,

pour étre en droit d’affirmer quo les racines x, et ., seront positives el
plus petites que ¢, toutes les fois qu’elles ne deviendront pas imaginaires
En examinant les choses de plus prés, on peut reconnaitre que sur les
deux indgalites ci-dessus il y en a toujours une satisfaite d’elle-méme, en
raison de ce fait que ¢, par sa nature propre, reste essentiellement posi-

PN

tif. En effet, si n2 est pair, lf\— est positif et z ne peut devenir négatif

3 : .
gu’en prenant ¢ >> \/;; mais alors on sait que la valeur absolue de z 2
. - I .
pour limite supérieure —- 0,161 : donc on est certain d’avance de trouver
2

- . .. . R
z 2> —1, quel que soit d. Si au contraire m est impair, ~ change de

signe, et le m@me raisonnement prouve qu’on a nécessairement z <{1.

Aipsi done, en résumé, les moments sur les points d’appui
étant supposés positifs et les abscisses #., x, réelles, les points
que cellés-ci représcntent seront dans la travée ou en dehors,
suivant que o vErifiera ou ne vérifiera pas les inégalités

z<Cr1, si la travée est de rang pair {en comptant depuis
I'extrémité la plus voisine),
z >—1, dans le cas contraire.

La parabole représentative de X a poul équation I'équa-
tion (tr1) ci-dessus, qui peut se mettre sous la forme

X=p (D—D’x—kéxﬂ),

D et D’ désignant deux constantes. Son sommet s’obliendrail

dX . .
en posant dz = 0, ce-qui donne = D’; l'ordonnée corres-

’

. 1 ’ . P . )
pondante serait p (D — ;D 2>7 soit Cpb?, si Von nomme (

un rocfficient détermingé par la relation

1/ o
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Or z, el x; étant les deux racines de Véquation X =o, on a

x, +x, = 2D’
X x,—=2D;

de 12 il résulte : premiérement, que le sommet répond a l'ab-
Lo , . . .
scisse — (&, + x.), ce qui est rendu évident d’ailteurs par la
2

siluation de la parabole; secondement, que le coelficient C
peut s'exprimer par la formule

c— L[ I ) 1 (x—ax,\?

=g smm— gl | == g5 (P50
_62 ZT— X, 2

— T2\ )7

L'ordonnée Cpb® est donc toujours négative quand x; et x,

sont réelles. On remarque aussi que la différence = :
2C

n'est autre chosc que le radical de la formule (12), ou celui

de Ja formule (13) divisé par 2.

38. Cas particuliers d’une travée exiréme et d’une travée
centrale. — Le cas particuller d'une travée extréme rentre
dans les formules (11) et (12) en y remplacant ¢ par b et Sup-
posant nul un des moments X,, X,._i, ce dernier par exemple,
si c’est la premiére travee qu’on éludie. Mais on ne doit pas
appliquer la formule (13) et ses conséquences, parce que la
formule (8) employée pour exprimer les moments X, ne
comporte pas les hypothéses m =0, m = n.

Supposons donc, pour fixer les idées, que nous considérions
la premicre travée, ce qui suffit, en raison de la symétrie :
nous aurons, X, ¢tant nul,

x

b

17) X=X, %])x'(b—x),

expression dans laquelle z représente la distance d'une section

quelconque a Vorigine ou culée A, On voit que X sannule
pour deux valeurs de x toujours réelles, savoir x = o, ce
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qui était connu d’avance, ct

' 2X,
(18) .z‘,:b(l— pb’)l

Cette équation peut, en vertu de la formule (7), s’écrire ainsi:

Z, Ly} 3h+66—0o°

—[7__1";‘(36+2/L):T(3(§—+—2/L) ’

on voit alors que 2, devient négatif en prenant & suffisamment
grand. La limite inférieure de 9, au dela de laquelle il en sen
ainsi, satisfait & I'équation

0?—68—3Lh=—o0;

on en tire par titonnement (*) les valeurs ci-apreés :

n;3, 4, 5, 6, 7,
0 —2,6bgr, 2,8473, 2,713, 2,8056, 2,8017,
n=—_5, 9, 10,..., % .

d —2,8027, 12,8025, 2,8025,..., 2,8025.

Les valeurs de ¢ égales ou supéricures a celles-1a étant 4 peu
pres inusitées (**), on peut direc qu’en général 'abscisse z,

(™) Dans les cas particuliers de » =5 et » = oo, I'équation devient

3 —68—5=o,
3 — 68 —3y3=o,

s0it, comme on le reconnait aisément,

On en tire alors, par la résolution d’équations du second degré,

1 — 1, — -
a‘*;(x—r\/u)::,'/gﬁ, z}:;(y/li+yl5):2,802;,y.

fo™
18M 95
. TN : .
c’est le maximum réalisé, a notre connaissance, dans les ponts existants. Au

{**} Au pont de Montlucon, sur I’Allier, on a pris ¢ =

=2,10...;

reste, ce n'est pas un exemple & imiter : il arrive en effet que sous certaines
surcharges les extrémités de la poutre tendent a se soulever et & quitter leurs
appuis, ce qui constitue un assez grave inconvénient. — Foir Iouvrage de
V. Piarron de Vlondésir (Calcul des Ponts inétalligues, etc., p. 3z ct suiv.).
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sera positive et plus petite que b, ou, en d’aulres termes, que
la parabole représentative du moment de flexion produit par
la charge permanente dans une travée extréme coupe ordinai-
rement l'axe des abscisses dans I'intervalle de la travée, non
compris, bien entendu, son intersection située sur la culée
méme.

, - 1
Le sommet de la parabole répond a x = 5 % clson ordon-

, 1 (o . .
née a pour valeur absolue — p K—— ; si on l'exprime ecncore
2 2

par C pb?, on aura ici, pour expression du coefficient G,

o ey

Sil s’agit de la travée centrale d’une poutre ayant un nombre
impair de travées, on a, par raison de symétrie, X, = Xu_i,
d'oli résulte

.
. 1
{20} X=X i——-px(c— =z
2
On a d’ailleurs
, T
(n—r1)=q—+ 37

c'esi-a-dire

done M'=1, N'=o0, et la formule (13) devient

2((3—2d?)
) —‘+\/ TN a’(su+m)]'

- S A 1
Cela pasé, si m est pair, il en scra de méme de q—,=m—2,

N, e e, 3—n0og?
el - sera positit; d’un autre c6té

? 338 +2h)
une valeur quelconque entre o et -+, on voit qu’il existe
des valeurs de § susceptibles de rendre négative la quantité
sous Je radical et conséquemment les racines x, z, imagi-

pouvant prendre

.

. N .
naires. Au contraire, si m est impair, T7 prend le signe —, et
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le radical ne peut plus s’annuler qu’a la condition d'avoir 3— ¢
2¢'—3

reste en dessous d'une limite peu différente de o, 14, et comme

o N - ., /3 . . ,
négatif ou d supérieur ay / —- Mais on sait qu’'alors
2

2 . 2
N, ne dépasse pas 3
que la quantité cntre crochets, sous le radical de la formule (21,
est forcément positive. L’énoncé donné plus haut, concernan
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il y ait possi-
bilit¢ de rendre imaginaires les intersections de la parabole
des moments avec I'axe des x, s’applique done, sans aucung
modification, aux travées centrales.

Le sommet dé la parabole qui représente 'expression {20}

en valeur absolue, on peut en conclure

. . 1 L .
répond 4 x = S ¢ioen désignant par C, comme ci~dessus, Iz
rapport de son ordonnée a pb*, on a

Xm——-\ I N L]

2

(22) CZ?}F*};&’

Papplication de la formule (16) donnerait le résuliat équivalent

o T 24 (3 — 20%)
= c=—s? | —xemran |

Il est d’ailleurs facile de voir que si les intersections de h
parabole des moments avec l'axe des & sont réelles, elles
ne pourront, en géncral, sortir de la travée. En effet, pou

T S . .
z — — ¢ le moment X prend la valeur Cpb?, forcément nég-
2

tive, comme le montre P'expression (23), puisque le radical de
la formule (21) est récl. Done si X, est positif, X change de
signe dans la premiére moiti¢ de la travée, ct aussi dans la se-
conde, a cause de la symétric; cela suffit pour justificr la pro-
position énoncée, car le fuit d’avoir X, < o n'est guére rée
lisable dans la pratique (n° 36).

39. Cas particulier d’un nombre infini de (ravées. — Ce o
limite présente, relativement aux ahseisses x,, i, quelques
particularités intéressantes, dont les eas pratiques se rappo
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chent plus ou moins, & mesure qu'on fait croitre le nombre
des travées. :

D'abord, si nous considérons une travée infiniment éloignée
des extrémités, nous savons (n° 36) qu'on a

! 3 :W,L 2.
Xm_,:Xm:;pb g == — P’

par suite on tire de la formule (12)

22X I
—_—._[Tt by
¢ \/5’

ce qu'on aurait pu déduire également de la formule (13), en

1N i L. .
remarquant que les rapports ~ et < ¢ réduisent a zéro

pour ¢ et m infinis (n° 32). Ces valeurs de x sont celles qui
conviennent 4 une travée encastrée par les deux bouts.
Maintenant, si m a uue valcur finie quelconque, l'indice

3, . . .
§—m+ élant infini, il en resulte (n° 32 et 33)

. TN N 1
M=wx, N==, —)_1—':\/3“

7 <
M1, M —
tté sous le radical, dans la formule (13), deviennent égaux a

par conséquent les facteurs z — de la quan-
I

I
53— \/gs et les valeurs de x sont alors

2 iN' (3 28" Y
T o rNTss e\ G Vs )

soit, en dédoublant le signe ==, et remplacant z ainsi que /£
par leurs valeurs,

2l /1 IN(@B—20Y)
C*A‘ \/3>+N62\/§(2—+—8\/§)’

ﬂ:l(l—’,—\/l) =0,788675. ...
c 2 3

Amsi nous arrivons & ce résultat remarruable gque Pabscisse a;
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est indépendante du rang de la travée, et qu’elle reste toujour
la méme que dans une travée encastrée. Quant a abscisse z,,
clle tend‘plus ou moins rapidement, suivant la valeur des,

Lo T 1 '
vers la limite > (1— \/;) =o0,211324. .., correspondante ;

I'encastrement, a mesure que m, augmente.
Les indices g et g—m + 5 de N et de N étant infinis tous
. . ' iN’
deux, il convient de transformer le rapport N On a parl

scconde formule (7) du n® 32, en négligeant les puissances de
«” dont 'exposant.est I'infini positif,

T

N,__m 3 == — /9_m+j' V ey - "1,
gt 2v/3a 2: Ng 2“36(
d’ou
N/ . : . ; .
lV — ld’—nH—;—: loﬁ’l"‘”z — la”’"*’ ) :zr/—;
or on a aussi
ne 7 2y .
2"t =i (1— \/3) :
donc enfin
N = BN
U :L‘(l-—\/\%)oc””‘—’_—.l<\/§—-l)a”’“ 2
N 2
1 -
= (T 1) (Mar Nea)

Les calculs précédents ne peuvent s’appliquer 4 une travée
extréme. Dans la premicre, par exemple, on a constamment
Z,=—0 : quant a x,, on a (n° 38)

Bh+65—0 b 3Y3+65—7
2(30+42h) © 53 2+ 33

x=Dh

h0. Cas particulier = \/g =1,2247.... — Ce cas parti-

culier mérite une mention, a cause de la simplicité des résul-
tais. On a vu (n° 36) que tous les moments X, prennent alors

1 N 1 . .
la valcur —Qpbzo2 ou — pc?, comme si tous les appuis inter-
12 12 -
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médiaires devenaient des encastrements. Par conséquent, la

formule (12) donne
=i0=vi)
¢ 2 3

¢l les abscisses zy, 2, sont partout les mémes que dans une
rravée encastrée ou infiniment éloignée des appuis extrémes.
On a aussi, en conservant la définition précédemment attri-
buée au coefficient C (n°s 37 et 38),

o 2
= la(Z2=mYV . _ e 1.
2 2¢ 24 10

Dans la travée de rive A,A, on a x,= o, et, suivant la for-
mule (18),

2. X, 1
.Z‘z:b (I—W‘> =b (I-—'gaz> :0,75b;

\

la formule (19) devient done

C=—_ 1 (1— é 52> =—0,0703125.

. Applications numériques relatives aux conditions qui rendent les
ahscisses x, et x, imaginaires, ow gui les font sortir des limites o et ¢, —
Cherchons d’abord les valeurs numériques de § dans l'intervalle des-
qaclles =, et a, cessent d'exister réellement, en atiribuant a » les valeurs
inpaires 3, 5, 7,..., et & m les valeurs paires 2, §,..., conformément
ace qui a été dit plus haut (n™ 37 et 38).

1° Travées centrales, — 11 faut se servir de la {ormule (21), en sup-
Josant successivement le nombre des travées ézal & 3, 7, 11, 15,..., de
maniére que la travée du milieu ait un rang pair. Les valeurs corres-

N, et & sont {n> 32 et 33) :

pondantes de =
4

n=13, 7, 11, 15,...,

l_V__":l.‘ 11, 153, 2131,...,
i
19 265  36q1

=1 ] Rl "
' 153 2131

o
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Les racines z,, x, deviendront imaginaires quand on aura

3 — 29?2

n-=3...... [ <Zma d'ou 9 < 0,8393,
3 — 2d?

S B S TETS BT d 3302,
n=7 I<26‘1(33J+38)7 < 0,3302,

. } 3 — 2467 5 o
Nn=11..... I{?,m) < 0,1017,

=15 e LI d < 0,028
n=1d..... I<287(63936‘—+—7382)’ \0282.

2° Secondes (ou auant—derrziér(f.c) travées. — Nous rentrons dans le

cas général discuté au n° 37 : afin de rendre x, et 2, imaginaires, il fa
iN'(3 — 29?)

m) tombe dans Pintervalle dv

donc choisir ¢ de maniére que

N' N’ . . 3 X! N
M1 a = Or, lesindices ¢ et g — m +; de N etde M .OUN sl

ici, en supposant m = 2,

3
q—n1+;:17 2, 3, 47....

On formera donc facilement, 4 I'aide des tableaux donnds aux n® 32¢
33, les inégalités de condition, et V'on trouvera :

Pour cing travées (h:g, %:——3, N=—1, M’:—z),

3 —ad? I .
_— S o1 A s 7 *1.
I>t)"(gé‘ 10))3’ d’oll  0,4343 <3 < 0,6430 (*);

(*) L'inégalité
J— gt
"> 9o +10)

se résoul sans titonnement, car elle revient a la suivante :

(6 +1)(3+F—1)Do,

d’ot résulte immeédiatement

§ > (-'3('—1+\/1—3)
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Pour sept trasées (/z -,—,:_?7 1;7”‘ N4, M’r7>,
E At = "ot d < 0,5736;
37 §7(330 4 38) d'on  0,5181 < d < 0,5736;
. 71 N i ,
Pour neuf travées | A =3 7 g1, N —15, M= —26 ),
3
3 13(3—289) 5
57 5 1230 +142) " 9 0,5538;
5>§ (IZ3(5‘+[42)>97 053Q9< <
Pour onze travées (b e i{,; §:1537 N’ — 56, M':97>,

7 56(3 —282] 4
137 54593 - 530 3 82.
;4693 1 530] ~ 5 O <P < 0,5482

Comme on le voit, les deux limites de J se resserrent de plus en plus;
miis elles ne deviendraient rigoureusement égales, ct le probléme ne
serail impossible, que pour 7 = oo .

¥ Quatriémes travées (ou travées de rang n — § ). — La supposition
T 3 . .
=4 rend l'indice ¢ — m < = égal 4 1 ou & 2, respectivement pour
2

n=get n—11; on en conclut comme ci-dessus:

Pour neuf travées (h:i—i, %:—41, N = =1, M‘:—z),

S bk P O 365 < 3 63;
T (1238 140 7 37 R < 0;2263;
Pour onze travées (/L = ?—‘:—i; 1;.: 153, N' =4, M= 7) 3

2 4(3 — 29%) 1 RPN
§>Wm>;, 0,1704 << 9 < 0,1944.

Ces résultats et quelques aatres encore sont résumés dans le tableau
ci-aprés,
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LIMITES ENTRE LESQUELLES DOIT ETRE COMPRIS
LE RAPPORT O,
NOMDRE 7 fnour rendre z, ct x, imaginaires, quand le rang m de la travée
des est égal a
travees. o
2 * 8
de i de a de a de a
3 0,0000 0,8393 " 7" " i % "o
5 ()74343 0,6430 ” ” " ” n oo
1 0,5181 0,573G|o,0000 0,3362 I3 " ” 3
9 0,5399 0,55380,1365 0,2263 v ” ” ’
11 0,5444  0,548200,1704 0,1944|0,0000 0,1017 " i
13 0,5458 0,5469(0,1992 0,1857(0,0383 o0,0655 " 0o
15 0,5462 0,5465(0,182] 0,183310,0483 0,0356|0,0000 0,082
|

Tous les exemples qui précédent permetient de constater ce fait, g
si une valeur de ¢ est dans les limites eonvenables pour rondre imagi
naires les abscisses x, et =, d'une certaine travée, elle ne jouira plusi:
la méme propriété pour les antres travées de la méme poutre, sauf, bier
entendu, la travée symétrique. Il n’y aura donc, au plus, que deux tr
vées symétriques ou les intersections soient imaginaires.

Passons maintenant au calcul des valeurs de & qui feraient franchir au
poiats d'interscction, supposés réels, les limites de la travée. $i now
admettons que ¢ a été déja choisi de maniére a rendre positifs tous
moments X, sur les points d’appui (n® 36), il suffira (n° 37 quon &
z >> 1 dans une travée de rang pair, ou z < — 1 dans une travée de ran:
impair (les rangs se comptanl toujours de l'extrémité la plus voisice
pour rejeter &, et x, hors de la travée. Cette condition revient &

iN, 3 —ad?)

N,]d‘2 (339 4 24)

a2
-

suivant les cas; elle prend successivement diverses expressions, en m -
tanl des nombres au licu de ~ et m : ainsi, par exemple, en faisanl
n==06,m==2,0na

(/:%(n—a):z1 2(q——m+§):3

N:!h

N a = — 31, .

q—m + 7
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ce qui donne

3(3 — 297%)
60+ 7]
24d°+ 3462— o < o,

> 1,

el, en résolvarit par ttonnement cette derniére indgalité,

3 < 0,4484.

On procéderait de méme avec d’autres valeurs de » et m, sauf en ce qui
concerne les travées de rive, pour lesquelles la question est déja résolue,
et les travées centrales, pour lesquelles il n'y a pas & s'en occuper (n° 38).
Sans entrer dans plus de détails, voici encore un tablcau des résultats
obtenus par I’application de cette méthode.

|
|

LIMITES AU-DESSOUS DESQUELLES DOIT ETRE d
xomme | Pour fuire sortir les abscisses x,, x, de lenr travée })!:Upl‘(!,
des quand le rang m de celle-ci est
travées. | - —— . e
2 3 4 B] ’ 6 7
4 0, 482.’} " ” " ‘ ” 14
5 0,4343 I ” " l " 1"
6 0,%484 0,2853 7 v ” P
7 0,4447 | oy2404 ” PR ” ”
8. 0,4457 0,250% 0;1580 v ” "
9 0,4/;5'1 0,’2570 0,1361 " [ L4 "
10 0,4455 0,2581 0,1/,27 0,08@7 ” 14
11 0,4435 0,2576 0,1411 a,0717 ’ ” A
12 09,4455 0,2576 0,1416 0,0762 ‘ 0,0446 ”
13 0,445 0,2576 | omtii) 0,0753 | 0,0383 ”
14 0,4455 |- 0,256 0,114 0,0756 0,0401 0,0233
15 0,4455 0,2576 | 0,1414 0,0753 | 0,03y6 0,0200

Il serait sans doute superflu de développer davantage ce genre de pro-

blemes. Ce qui précede suffit largement pour montrer que les limites
entre lesquelles peut se mouvoir ¢ quand il ’agit, soit de rendre les
abscisses z, et », imaginaires, soit de les faire sortir de leur travée
propre, sont en dehors des valeurs habituelles que la pratique lul
assigne. Le fait en question sera donc trés-rare dans les, applications, bien
quon ne puisse pas le considérer comme mathématiquement, impossible.

I, 19
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42. Recherche de la fonction ¥ (x). — Si nous nommons
F{x), comme aux n° 26 et suivants, le quotient obtenu eu
divisant par p e moment de flexion di & la charge permanente
seule [lequel moment s’exprimerait, en conséquence, par
pF¥(z)], il 'y aura plus maintenant aucune difficulté a déter-
miner complétement cette fonetion. Dans une travée quel-
conque A, An, de rang m, ce sera une expression parabo-
lique de la forme

’ T
Dp—Dx + ;x”;

les abscisses o étant toujours comptées a partir de Pappui
An_i, la comparaison de cette expression avec 'équation (11]
du n® 37 donne immédiatement les valeurs des coefficients D,
et D,,, dans une travée de rang quelconque, sauf dans la pre-
micre et la derniére, savoir :

D= . K= }M;IW
4 pb’

D, — .. Xn— X — b (l 3 _é&:fiﬂ)
2 pc 2 ) pb?

Pour la premiére travée, il faut recourir a I'équation (1) du
n° 38, d'ou 'on tire

quant a la derniére, les moments y sont les mémes que dans
la premiére, a égale distance des culées; il est done inutile de
s’en occuper, comme, au reste, de tout ce qui cancerne la
seconde moitié de la poutre.

La recherche de tous ces coefficients D, D, sera, comme
on le voit, d'une extréme simplicité, quand on aura cffectué
par les formules (7), (8), (g) du n° 33 le calcul numérique

X . .
des rapports p_bﬂ; On trouvera ce dernier calcul tout fait dans

le tableau V, placé a la fin du chapitre deuxiéme, qui sap-
plique aux poutres de trois a douze travées inclusivement,
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lorsque o prend I'une des huit valeurs
0)7’ 0}87 059’ 1307 ,117 ],27 15257 I,S)

déja mentionnées autre part. Nous avons méme fait plus:
afin de dispenser, autant que possible, les praticiens de tout
usage des formulesalgébriques, nous avons terminé ce volume
par un formulaire qui fournit, sans aucun calcul, les expres-
sions successives de la fonction F (x), pour lesdites valeurs du
rapport ¢ et du nombre n des travées.
¥{z)
b'z
correspondant aux points d’appui An,_, et A, les rapports
Xos Xn . . , ' . .
?b—z—, W ses intersections avec I'axe des x seraient aux dis-
tances x{, x, de A,_; son sommet répondrait a I'abscisse

La parabole représentative de aurait ‘pour ordonnées

i(xl—i—x,) et aurait pour ordonnée C (n® 37 ct 38). Nous fai-

sons ¢galement connaitre, par les tableaux VI et VII, les ab-
scisses x,, x, et les maxima négaiifs — C, ce qui compleéte
lensemble des renseignements que 'on peut désirer avoir sur
la fonciion F(2), afin de se rendre un compte suffisant de ses
grandeurs successives, et, au besoin, de calculer sans peine
celle qui répond & une valeur donnée de la variable, dans une
travée déterminge.

Nous aurons ainsi achevé ce que nous avions a dire sur les
moments {léchissants spécialement dus a la charge perma-
nente, mornenis dont la connaissance facilite beaucoup, ainsi
qu'on 'a vu {n® 26 et suivants), larecherche des courbes enve-
loppes.

43. Remarques sur la disposition, la construction et I'usage
des tableaux V, VI et VII. — La disposition de ces tableaux
est assez claire pour qu’on la comprenne a premiére vue:ilya
donc peu de chose 4 en dire. En raison de la symétrie, les mo-
ments X, X,_n, sont égaux : ¢’est pourquoi chacun des rapports
Xn
mE
dice m, qui figurent a gauche des pages, sur la méme ligne
horizontale. (Nous rappclons que p désigne le poids par métre

inscrits dans le tableau V répond & deux valeurs de I'in-

2,
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courant, X,, le moment sur Pappui A,, c’est-a-dire sur la mine
pile & partir d’'une culée A,, celle-ci n’étant pas comptée; 5 Jo
rapport de Vouverture ¢ d’une travée intermédiaire, a I'ou-
verture b d’une travée de rive.)

Les abscisses z,, z, des points ou le moment dG a la charge
permanente devient nul {n° 42 ) sont données par le tableau VI,
et définics par leur rapport a la longucur de la travée corres-
pondante. Pour chaque valeur du nombre n des travées, on
n'a calculé que les résultats relatifs aux travées dont Ie numéro
n-+1

d’ordre ne dépassc pas 5 8i n est pair, ou si r est impair;

cela suffit évidemment, puisque la seconde moitié de la poutre
doil reproduire symétriquement ce qui existe dans la pre-
miere. 11 est bien entendu, ici comme partout ailleurs dans cet
ouvrage, que le rang d'une travée se compte toujours (sauf
indication contraire) a partir de la rive la plus voisine. Les
valeurs de » commencent & 3 et vont sans interruption jusqu’s
12 inclusivement ; on a calculé aussi les limites des abscisses
en question, dans chaque travée, pour le cas de n =, ce
qui a toujours conduit & des valcurs trés-peu différentes de
celles qu’on avait obtenues avec n—12. Le tableau VI est
donc applicable quel que soit le nombre des travées.

Le tableau VII donne lieu & peu prés aux mémes observa-
tions. Mais comme on n'a conservé que les trois premiers
chiffres significatifs de chaque nombre, les limites pour n =
sont plus rapidement aileintes duns chaque travée; alors le
tableau partiel qui lui correspond se termine par une ligne de
points qui est censée reproduire indéfiniment les résuliats de
la ligne immédiatement supérieure. Ces résultats sont donc
vrais pour toute valeur de n.dépassant la derniére inscrite dans
le 1ableau partiel en question : par exemple, si I'on prenait
8 =1, n =15, la valeur de — C serait 0,0778 pour la premiére
travée, 0,0339 pour la seconde, etc. Quant aux limites vers
lesquelles tend — C quand le rang de la travée augmente de
plus en plus, on les déduit sans peine des valeurs de x, etz
trouvées au n° 39; on a ainsi

| ~

Qs

2.

-~
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ce qui, avec nos huit valeurs de ¢, donne successivement

0,020f, 0,0267, 0,03375, o0,0417,

0,0504, 0,0600, 0,0651, o0,0704.

Ces limites sont exactement ou trés-approximativemem at-
teintes dans la sixiéme travée d’une poutre a douze travées :
on peut done admettre qu'elles le seraient toujours dans une
uavée de rang supérieur a 6, » étant au moins égal & 13. Par
conséquent le tableau VII devient illimité, comme le ta-
bleau VI, en ce qui concerne le nombre des travées.

On remarque dans le tableau VII deux résultats imprimés
en chiffres plus fins, qui se rapportenta la travée centrale d’une
poutre a trois travées, pour laquelle ¢ prendrait 'une des va-
leurs 0,7 ou 0,8, La raison de ceue distinction, ¢'est que
les abscisses x, el x, étant imaginaires, leur moyenne répond
aunminimum et non a un maximum du moment fléchissant.

Les tableaux VI et VII se construisent par I'application directe et immé-
date des formules (12) ou (13), (16), (18), (19), (21), (22) ou (23),
jointes & celles du n° 39 : il n'y a qu'a rechercher les valeurs des indices
qui déterminent les valeurs & metire pour les nombres M, N, 4, et 'on
obtient alors des formules ol & est le seul argument (puisque &” est un
nombre déterminé}. Nous ne connaissons pas d’artifice particulier propre
a rendre les opérations plus rapides; on peut sculement profiter, quand
le cas se présente, de ce que certaines quanltités figurent dans pRusieurs
formules, ce qui permet de les caleuler upe fois pour toutes. Pour ce qui
concerne le tableau V, obtenu par I'application de la formule {8), il y a
peat-8tre un léger avantage a en disposer le calcul comme il suit.

Si, par exemple, nous voulons avoir les X | dans une poutre & 1o tra-
vées, ¢ étant égal & 1,2, nous chercherons d’abord ’

3 —20?= 0,12, )

302 1 ’
b) b= 3.1, Qe —— = —— 70, 4
J04+22=3.1,24+2 209 709 1476.4,

puis le quotient

3 —20d? 0,12

Tog' Ty = m = 0,000081278786. ..,

que nous désignerons par ¢. Ceci posé, comme »2 = 12, 01l aura ici

r/::l—(n—').) =15, N, = — 209,
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et de plus

pour le 1% appui A,...... m=1, g-41—m=5 M _ =—30,
2®appui A,...... m=2, ¢gH+I1—m=4, M _.=97
3appui A,...... m=3, g4+1—m—3, M __=—ab
gfappuiA,...... m=4, gH+1—m=2, N _, . =7
5° appui A,...... m=5 g+1—m=1, M_,_,=—2
6 appui A ...... m==06, y+1—m=o, Mw_m: 1.

La formule (8) donnera done

’:;f = 824 3621,
12X,

e 37— 93¢,
% = 6%+ 2062,
1;{})2(‘; 52— 7L,
12X, a2

7’2}2" =o'+ 2L,
Lff@ — &t

24

Or (el c’est en ceci que consiste la simplification que nous avions ¢
vue), on arrive asscz vite & former la suite
¢, at, 7t, 26, g7t 362¢,
en remarquant que chaque nombre cst égal 4 quatre fois le préeédent
moins Pantéprécédent @ ainsi g7¢-= 4.26¢2— 7¢, ce qui tient a Ja loi
méme des séries N et N (n® 32). Aprés avoir calculé 27 et 7t par de
simples multiplications, on en dédaira donc 26¢, g7¢, 3627, savoir {*):
10t.¢, 10, 22, 10, 7¢,
0,81278786, 1,62557579, 5,68951502,
10, 26¢, 1ot g7¢, 104, 362¢,
21. 13248436, 78,84042242, 294,22920532.

De la on conclut par des additions ou soustractions les valeurs de

(*) Avec un peu d’habitnde on arrive sans peine & faire simultanément Ja
multiplication par 4 et la soustraction, de sorte qu’on écrit les termes de la
serie les uns sous les autres, sans calculs aceessoires.
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‘zxm, savoir, en se bornant 3 huit chiffres décimaux :

s
]ZXI = 07+ 3G'It.»—' l7469429‘92’
pb?
E& _ §*— g7t =1,4321 1596,
pb?
i)_(i: 87+ 262 =1,4421 1325,
po
—1—2—2(,,’5 =Jt— 7t = 1’43943105’/
])b'
_I‘Z_X“i, — 61+ Y ],440! 625(‘)‘
»o’
DXy gt 43091872
po?

et enfin, si on divise ces résultats par 12, on a

X
%}‘7:0,122451917 [%7—,:0,11934300, ,Tb’i:o,mm 7610,
X X,

X
}j‘z:07“9952597 i = 0,12001355, }7“9:0,11999323.

~

D'ailleurs il est inutile de s’occuper des indices supérieurs a 6, car la
symétrie donne immédiatement

X, =X, X,=X,, X=X, X,=X, elc.

2

Terminons en donnant quelques exemples de P'usage des tableaux en
question,

Preniier exemple. On donne une poutre de six travées; les travédes
extrémes ont 50 metres d'ouverture, et les autres ont 62™,50; le poids,
par métre courant de la charge permanente est p = 4ooo kilogrammes ;
on demande les moments de flexion que cette charge produit sur les
points d’appui. 11 faut supposer ici

s_¢_ 62, 50

b o™ 125

le tableau V donnera en conséquence
X, = X, = o0,12706g4 pb* = 1276940,
X,= X, = 0,130927 p0* = 1309270,
X, = 0,129849 pb* = 1298490,

3

I'unité de moment étant le kilogramme agissant avec 1 métre pour bras
de levier.
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Deuzieme exemple. — On demande, avec les mémes donndes, quely
sont lgs points de 1a poutre ou le moment de flexion s’annule. Ces points
se trouvent définis par les abscisses z,, «,; on aura donc successivement,
par le tableau VI :

Dans la premiére travée, outre I'appui-culée A, le point situé a la dis
tance

x,= 0,74461.6 = 37™, 231 de A ;

Dans la seconde travée, les points situés aux distances de I'appui A,
z,= 0,20720.c =12™,954, x,= 0,78860.c = 4g™,287;
Dans la troisiéme travée, les points situés aux distances de Uappui A,

xl-:' 0,21241.¢ =13",276, z,= 0,78897.c = 49" 317,

Dans les travées suivantes, des points reproduisant syméfriquement
ceux qu'on a déja trouveés.

Celte considération de symétrie explique pourquoi, sous la rubrigue
« quatriéme travée », par exemple, on ne fait figurer, dans Ja premiére
colonne a gauche du tableau VI, que les poutres de sept travées au
moins; ¢’est que dans une poulre & six travées il n’y a récllement que
trois travées a étudier : une premiére, commencant 3 L'une des culécs;
puis, en marchant vers le milicu, une seconde, puis une troisiéme. Il
aurait de méme trois travées distinctes pour une poutre de cing ravées;
deux pour une poutre de quatre ou de trois, ete.

Troisicme exemple. — On demande, toujours pour la méme poutre,
l'ordonnée du sommet de la parabolé représentalive des moments, dans
chaque travée. Ces ordonnées ont été désignées plus haut par — Cpb?,
elles seront done, d’apreés le tableau VII:

Premicere travée.

0,0693 26 ou Gg3ooo0, répondant 3 l’abscisseé.r‘: 18,615,

Deuxicme travee.

0,0660 pb® ou 660000, répondant él’abscisse—;(x,} z,) = 31", 621,

Troisiéme truvée.

0,0649pb% ou 649000, répondant & I'abscisse i(xl—f— z,) = 31,293,

Résultats symétriques dans les travées suivantes.
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§III. — Effet spécial de la surcharge. — Division de chaque travée
en régions, par les abscisses ', 2", =", ™.

bh. Des abscisses &', ', ", ™. — On se rappelle (n° 26)
que lorsqu’on cherche les courbes enveloppes des moments,
sous la seule action de la surcharge, dans une travée de rang
quelconque A, Ay, on trouve ces courbes composées de plu-
sieurs arcs de parabole ou fragments de droite, se succédant
les uns aux autres & partir de points bien définis, dont les
abscisses, comptées a partir de A,_,, ont été désignées par z/,
, z'". Il convient de s’occuper, en premier lieu, de Ia
recherche de ces abscisses, dans le cas des poutres dont il est
ici question. :

Nous savons qu’on a

" 3 " ( ¥ )
x'=c y a"=c¢|1— )
1+ 83 1+ y

it s
', x

¢ élant, ainsi qu'au paragraphe précédent, la longucur de la
travée, et 3, y étant deux nombres des séries (3, y, spéciale~
ment relatifs a la travée dont il s’agit. Pour éviter tout malen-
tendu a4 cet égard, nous rétablirons les indices : comme le
rang est m d’un ¢Oté, n—m -+ de l'autre, 3 et y représentent
respectivement . €t Yu—n, S0it encore Bu_; el B.m, puisque
les séries 3 et y coincident dans le cas actuel (n°-31). Ainsi
nous écrirons

(l) = ¢ @"‘—“ , x'—c¢ (1 _ ;6’**’" >
i+ pm——l 1+ ﬁn-—m

ou bien, attendu que Bn_, exprime généralement le rapport
Un_

>
Un

, Ui . Un_
{2) x”:c_—m_’ x‘”:c x_—L .
Up 11— Un Up jm— Un_py1

Le calcul des nombres « étant fait, on en déduira facilement
r" et z"; on pourra encore, dans les formules (2), remplacer
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les u par leurs valeurs (15) du n° 33, ct il viendra

N/ 2 Nm-—ﬂ+ hng') 0
( 3) ‘ wee 2 (Nm—l_ Nm—l ) '+_‘ (}Iryl—z— Nlm—l) 8,
<

e | e 2N +Mmd
( o 2(No—mi— Non) + (M — M) |

formules qui dispenseraient de calculer préalablement la série
des u. On pourrait également, si 'on voulait, exprimer N,_,
et M,._ en fonction de M,,_., Nn_; puis Np—», M. en fonction
de M, ., N.—n. : on n'aurait ainsi conservé qu’un scul
indice dans chaque formule. Mais il nous a scmblé que ceute
transformation offrait peu d’avantages.

Dans les travées extrémes, les points répondant aux abscisses
z”, 2" coincident avec les appuis-culées A, ou A, : on ne doit
plus ecmployer les formules ci-dessus pour les rechercher.

Lorsque les indices m ou n — m -+ 1 deviennent grands, les

” "
X

rapports —» — convergent assez rapidement vers des limites
c c

qu’il est aisé d’indiquer. On a vu en effet {(n° 33) que
limB=—a"=2—3;
donc les limites demandées seront

lim z" z—v@ . (2 — \/3) (3"*“ \/§>

¢ 3__\/5* 6

___é(I__\/%) —o0,21132...,

lim =1 —limEZ =L <1 -+ \/—I-) =0,78808....
c c 2 3

Or ces limites sont celles qu'on a déja reconnues (n° 39) aus
abscisses z,, x: des points ou la parabole représentative des
moments de la charge permanente coupe l'axe des @ : il y aur
donc souvent confusion approximative entre les points des
deux espéces.

Les valeurs des deux autres abscisses #/, '™ peuvent 5e cal-
culer daus toute travée intermédiaire, par la formule (5) du
n° 20, que nous transcrivons ici de nouveau, en rétablissantles
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indices de 3 et de y, pour plus de clarté, ct en tenant compte
delidentité des séries 3, y :

7-Z'_X_+__ @m%| r)u m

B t— B o “
= e ()

le signe — du radical donnerait 2’, et le signe + donnerait z'v.
La série B ayant ¢été calculée plus haut (n* 33 et 34), cette
formule s’appliquerait sans difficulté sérieuse. On peut encore,
pour continuer & faire ce que nous avons fait déja dans d’autres
circonstances, évaluer z', ' en fonction de 4, m, n : voici
comment on procéderait.-

On a, suivant la deuxi¢me formule (18) du n° 33,

2 Ny 1 Ma 20

2 Ny Mp0'
2N+ M 0
S 2N, M, W0

Bum——

ksnﬁm _

¢t par suite, si 'on nomme P le produit des deux dénomina-
teurs,

p ‘/ l»a)m—l - Fju—m)

—_ 4 (Nm—l anmfl - Nm-‘2 Nu—m) + ()Im—.) \ln—m—l - \Im Z‘In m) '\2
+ 2 6 (Blm—| Nn—mﬂl + l\In—m—‘l Nm—l I )Im—u Nn—-—m n—m \m—- )

Or les formules (10) et {14) du n® 32 permettent d’écrirc
N N == 22 (s — M),
' (3} (M, ’

1
Nm-g? Nn——m —=

g Mo — M—amsa)s

. _ I
Nm~l I\"—’“‘“ - N'”IfiNn-m = G (l\lnl7m+7”-‘ l\‘[u——'xm)‘ — NINufimﬂ-l

—_ er—2n1+l 5

Mo M, = ; (Mo_s 4= Ma_sn),
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1“711—21‘“:1-—1": ; (NIn—‘x i NIm—zm-;-z);

Mo M — Moca M == = (Mo s —Man) = 3N,

T~Im—l Nngmgl + I\Ingm_, N,,,_‘l [— N,—,_g,
ij~‘2 Nn—-m —+ hjyl—m Nm—: — N,‘_z -

donc .

( 5) I)(@m—l—snfm) :——‘Nn—zm-H (4—‘ 367).

Un calcul analogue nous donnera le bindome 1 — 3.3, ,:

P (I — j3m~1 @n—m)
— 4 ( Nm-—x Nn——m - Nm‘z Nu—m—-l ) -+ ( B[ngl 1\Iu— -mT I\Inz—d hqumﬂ-l ) 5"
—+ 2 6 ( 11\1,,,k| N,lwm -+ D],lfm Nm_| - l\ImT-Z Nu—m;l hln-m-vl\'m_:; )

I

Nm—\ Nu—m— Nm—') Nuv—mﬁx - (B[n—l - hIn» —2m-pl T )1,[73 -+ 1\],,,_7,‘__‘

Y

| =

R (I\Infxél\ln—s) :NINYI_7:~\,‘ o

<

Moo Mo — MM, = é (Mot Maams — My — M, )
—=—3 Nn—-!)

NIm—l Nu——m + 1\111——"1 Nm—l — I\Imgi Nn-—m»—l - 1\Inrm——l NI‘1~2
=Na—New=2NM, . =—=2M,_,;

(6] P{1—Bu 1Bun)=—(f 4+ 35 )N,a— 4§ 3M,_..

De méme, nous chercherons 1 — 3,.., 1 — 5,_,., ct leur pro-

duit :
2( Nyt Noa) = (Moo= Moy )6 -
2 Nm—r -+ N[mll a ’

Noet+Naca =2 M';N,,,_L;‘_ =2 [N,,,_;,,

I— Sm—l —

Moport-Mps = 2 M My 3== 20 M7,

2

2L (2N 23 M3}

?

—_8 =
P e 2N, + M,

un changement d’indice donne de suite

21 (2 Nomt4+0M,_,_1 )
1— 3n—m - Lo A
: 2N, »n+ M.
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par suite, en multipliant membre a4 membre les deux derniéres
¢quations ct remplacant 4i? par — 2, il vient

P (1 — B ) (1— Ban) .
—_—2 (ZNM~%—+— al\lm—— 2) (r)‘anm—»;—”_ al\—Trx~r117; )
=—8No N 0 =40 (M N2+ Mo 2 Nop 1)

7 i
— 20 M3 M1

_ g (Maa— Moan)— 4N a— 8 (Mo st My ).

Les expressions fournies par les équations (5), (6) et {7) étant
portées dans la formule (4), celle-ci devient

l 2z 1 (4 —3)N, s ;7_*_ -
(8) T—’+;'m+3avan,_;+4’aMH_‘/“’

en désignant par R la quantité

1 (443 M 4-128 N,y — (4 —30) Mo
37 (44-38") Nt 40M, s
(4 — 30N, 2

I 2
A [(4 30Nt 461\1:] )

Quelle que soit celle des deux formules (4) ou (8) que I'on
préfére, le calcul en scra toujours un peu pénible; mais 'un .
des tableaux numériques donnés plus loin dispensera de 'ap-
pliquer dans les cas ordinaires, car il fournira immédiatement
le résultat pour les huit valeurs de ¢ déja considérées, m et n
restant quelconques; et, au moyen d’interpolations, en aurait
7' ¢t ' pour toute valeur de ¢ comprise entre les limites
6,7et1,3. .

On remarque d'ailleurs, quand on s’occupe de la construction d’un tel
tableau par Vapplication de la formule (4), que §,,_, et £, convergent
&ssez rapidement vers leur limite 2 — /3 = 0,2679492, et que par con-
séquent cette formule tend & donner des résultats indépendants du rang m
de la travée considérée, el du nombre # des travées, pour peu que les
nombres i et z atteignent, le premier 4 ou 5, le second g cu xo. Cela nous
3 sugeéré l'idée de développer =’ et 2* en fonction des différences ( rapi-
lement décroissantes avee Vindice) entre 8, et &,_,, d'une part, et leur

Pu—m
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limite commune, d’autre part. Soient donc

2 —y3=1

(jm‘\ =1— )

] =1— u;

I'n—m ™

ou aura, d'aprés ces notations,

[em—l_ ﬁu—m — )‘7
§ B Byt o L0 ) — D

\ ! A
=(1— %) [1+}—_—72()+H)171_11].

1 R [
I fa - 2
I— Pmt [jnAm 11—

soit, cn développant la quantité entre crochets‘ par la formule du bindme
el négligeant les termes d’ordre supérieur au second en 3, p,

Donc

o
12(}_*—}‘)_1_[;J )

1 . ! . e 2 Dyt
= 1_1—1’(A+F)+T—~P+m\‘+f" ‘

) 2
L= P A(jn——m 1— !
De méme on a

(1—B ) (1— B ) =1 — 14N — 14 p)
:<I—1)2[r+ﬁlj+ri%}.

Par suite, on forme l'expression des quantités qui entrent dans la for
mulc (4), savoir, en négligeant toujours les Lermes au-dessus du second
ordre :

[ I~ 2 b4
Pt Pnom ,_xu'il l(lu‘_'/‘)

7z ?

= B 1 L]

(1—=Pf, )1 =8_,)_ (=17 1-+—;1 ez
N [ e AT
py /2

= [I—I**. [:(X+H)+Tj+m\}+.“}

a1 A4 p D (P4
“1+1{‘+ Py Ll v L E PR (1

( By Bum )’ (p—2)"
l—[)mAlpn m (I—‘p)

Si l'on substitue ces valeurs dans celle de sz, et qu'on développole ralk

cal par la formule du bindme, bornée aux termes du second ordre, of
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trouve

— (' — N3}
‘F‘____L‘—_
2(1»—[“) Z(I—[‘)u

T—1 A4 (1 —al) ()\7—+—‘u.)(1——21)lj|_
f\/m[‘+zu_mh(l_z)(lgr,z 40 4 (1 —=P)

La limite £ étant égale a 2 — /3, on peut encore vérifier aisément les
relations

I_l:\/,l) 1—a2l =03, 1— 1= 213,

1+/ 3
ce qui permet d’écrire plus simplement

2L }1.—7\ =
© - l\/3 24l
4 4

3 513 8»/“1(1_n 16 /31—

o bien, en mettant 2 — /3 au lieu de /,

‘T LN 2
i\/@[‘ﬁ("*” ()
I, 5 1., N

Enfin, on peut réduire en nombres cette derniére formule, et 'on obtien-
lra, en dédoublant le signe =+ :

(9) !

'% = 0,12008216 — 0,4739849% + 0,0646833

+ 0,09647877F— ¢,059024 +* — 0,139828%y,

TZT = 0,87991784 — 0,0646853% 4- 0,473989q .

-+ 0,059024 3 — 0,090478 u.* + 0,139828 1p.

les formules sont déja tres-exacles dans la seconde travée, du moins -
quand on prend ¢ entre 0,7 et ,3; dans la troisiéme et les suivantes, il
levient inutile de conserver les termes du second ordre, et 1’on a des
expressions lindaires en 1, g, d’autant plus commodes que la petitesse de
tes quantités permet do prendre leurs coefficients avec beaucoup moins
de décimales que nous n’en avons mis ci-dessus.
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’ ¥
x T ,
Exemple. — On demande ~—— et — dans la seconde travée d’une poutre
(4 c

3 quatre travées, ¢ étant égal a o,7. On prend dans le tableau I

B...= B, = 0,2058824,
B, m= P, = 0,2635639,
d'olt résultent

=2 — /3 — 0,2058824 = 0,0620668,

w=12 —/3 — 0,263565q9 — 0,0043833,

et en vertu des formules (10},

' 1y

z
— = 0,09127,

= 0,87824;

le calcul fait avec la formule exacte nous a donné

! v

x x
— = 0,09127, - = 0,87823,

c’est-a-dire trés-sensiblement les mémes chiffres.

3. Cas particuliers d’une travée extréme el d’une lrav
cenirale. — Nous avons déja dit que dans la premiére travée,
par exemple, les points définis par z”, " répondent i la culés
A, c’est-d-dire qu’on a

X' =x"=0;

il en est de méme de.x’ (n° 20), et ' est donné par I'équs-
tion

z' 1 1

(1) =i ly=i—8.,

formule ou tout est connu, puisqu’on a calculé B._. (no 3
el 34).

Dans la derniére travée on trouverait les mémes résultals,
en comptant les distances a partir de la culée A,

Dans une travée centrale, il faut, par raison de symétrt
faire Bn = PBn_n : la formule (4) devient alors

15 + m—1
(r2) ! \/1+§m ;
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Nous avons déja trouvé (n° &%)

20 (2Nn. 2+ SM,,,,,g)
2Ny + oM,

1I— \3"1—\ — .

on aura, par un procédé analogue,

2 Nm_z -+ d 1“,,,_2
2 N+ oM,
2 (Nm—l —_— Nmﬁﬁ) -+ 0 (lﬂm-r— ]\I,,,__g)
: TN oML

14 Ba i =1—

ou bien, en remplacant Np—— Nn_, et M,_,— M, ., par leurs
valeurs respectives 2tM,_3, 6:N,_2, que donnent les for-
mules (14) du n® 32 (*),

27 (2 M3+ 33Na_2)
e T a0

Donc
(—Bpy  2Na—34-0M,_3
T B 2Ma_z + 30N,s

' Nz s g T . 3 .
D'un autre cOt€, m est ici égal a ;(n +1)ou agq +» si nous
désignons, comme d’habitude, par 24 la différence n — 2; in-
. 3 C 1y .M,
dice m— — est donc égal 4 ¢, et comme le quotient N, Mest
7
autre chose que le nombre 4,_, ou £ sans indice, on peut
écrire

1— B 772—}—/16‘
I+ Bao 30+ Y/
et enfin
2 2—+—/17
2T ey 2R
(13) ¢ I——\/36—}—2/1

Le méme résultat aurait pu sc¢ déduire de la formule (8), mais
par un calcul un peu plus long.

(*) Il faudrait prendre la seconde et la quatriéme de ees formules et y faire

3
k=m——, l—.l, Ni—Mi—1,
2 2 T )

1. 1

o
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Quant a z” et ”, la circonstance que P soit égal 4 §,_,
ne donne lieu a aucune remarque particuliére, sauf que 2"
devient égal & ¢c— 2", c’est-a-dire que la somme des deux
abscisses fait la longueur de la travée. Ce fait résulte de la
symétric, comme conséquence immédiate.

h6. Cas particulier d’'un nombre infini de travées. — Sin
devient infini, cela n’apporte aucun changement a la valeur
de z”, qui dépend seulecment du rang m de la travée dont on
s'occupe; mais, n—m élant supposé infini, et m différen

de 1, 2" passe 4 la limitei— (1+V3)c ou 0,78868¢, qu'on lui

a reconnue plus haut. Pour m =1, on a encore, bien entendy,

‘ZJI/: xl’: o
L’hypothése » = w et m fini, introduite dans la formule (§)
qui donne z’ et x'7, n’y produit pas de simplification bien sen-
sible : il faut remarquer seulement que P, doit se remplacer

par sa limite 2—/3 ou 0,2679492. Pour ce qui concerne
formule (8), on observe d’abord que les puissances infinies et
positives de «” étant négligeables, on a, par les formules (3)
du n° 32,

Ip—1m41 i

2

yn—3 ., 'n--2
’

) 4
J\I,‘__:m—H: - & x o
2

I
M,.,, = — Oc’""z,
2

d'ou résulte
N[n—an_l - N[u—z OC”MF s,

et, par un calcul tout semblable,
Nn—:m.;,: =N, a”m'-";

substituany ces valeurs dans la formule (8) et observant que

M. . -
pour » —«<c le rapport 1\ prend (n° 33) sa valeur limite 53,
on trouve
‘ f__ 2 I 2= .
L R AL
¢ 2 f+30"+40V3
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R’ désignant ici la quantité
1 (§+38)YI 4128 —(4—38)y3
3 4+ 38+ 43V3

I [(4**362 ’/Zm——ﬂ}l
Gl4+38+44y3
Or, on reconnait les identités
(2 4+30V3) =4+ 3844 3V3,

s/i(zfaﬁ)ff(w36=)v3+ma,

(7.—{—6\/5) (2—5\/5):4—36';

en vertu desquelles on peut écrire la précédente formule de
cetie autre maniére :

J’ -2—-1‘ —1 ¥ 2— O \/% ”77’4—3
¢ 2 2—+—5\/3

(4] I
a+ ) ( 2—\3 ., ) I(,Aa\/; -
— et [ — — e —+- 4m— -G,
\ V3 2+5V5 4\2+dy3

La quantité a3 étant rapidement décroissante avec m et
3

, 2—0y3
se¢ trouvant affectée du facteur H_—V-

o\/g

« . . . . 22
assez voisin de o dans les cas ordinaires, on voit que =~ con-
C

toujours <Zr et méme

verge, rapidement aussi, vers les limites

qui répondent & m = % . Tout calcul fait, ces limites sont res-
peclivement

7 - s

% —o,120082157. .., xp =0,879917842. ...

8i 'on emploie les formules (10), il faut y supposer

)\:0, H:O,
13.
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respectivement pour

m—=xL, n—m=—=0C.

k7. Cas particulier 6 = —=1,1547.... — Nous devons

2
V3
i
V3

qui semble ¢étre, pour la surcharge, I'analogue de ce que

3
S r
0 — — == 1,2247,..
\/., 2241

¢était pour la charge permanente (n° 40). On voit alors par les
formules (18) et (19) du n°® 33 que tous les nombres {3 sont

enfin mentionner le cas ou ¢ aurait la valeur ou 1,1547...,

. , . = 1 PR
constants et égaux a leur limite 2 — 3 = — —, = — o, sau
o

1

1 f1
—— =~ On c¢n dédui
2-4+0y3 4
sans peine les résultals que voici :

les exceptions fy=o0 ¢t B.i=

Dans la travée de rive A A,

11
=2 =2"—=0¢, x¥= I—-—-—> b— Zb;
2 4, 8

Dans une travée intermédiaire quelconque,

c¢'est-a-dire que les valeurs de z', 27, 2, x*¥ sont identiques
ce qu'clles seraicnt dans les travées centrales d’une poutre
ayant un nombre infini de travées.

48. Tableanx numériques pour le calcul des abscisses ', 2,
z¥, z1*. — Les abscisses 2”7, £” sont, comme on Ia déja dit
plusicurs fois, nulles dans la premiére travée; dans toutes les
travées intermédiaires on les calculera facilement par les for-
mules (1}, a I'aide du tableau VIII placé a la fin du chapitre
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s . _ B
deuxicme, oli I’on trouvera les valeurs de —5mrl e
I "+_‘ ;)m—l I + ﬁn—ﬁm
(e tableau s’arréte quand 'indice m—1 ou n— m, représenté
q

par la lettre &, atteint le nombre 7; mais pour toutes les va-
leurs supérieures on n'aurait qu’a répéter dans toutes les .

colonnes le nombre o,21132, qui représente a moins de

y —_—

Bi
1+ Bk

Le tableau IX (2 la suite de celui qu’on vicnt de mention-
ner) fait connaitre immédiatement les rapports entre z' et 277,
d'une part, et la longueur de la travée correspandante, d’autre
part. Sa disposition, comme celle du tableau VI (n° 43), sup-
pose qu'on s’occupera seulement des travées donl le rang ne

0,000 005 prés la limite du rapport pourk=—=wm. .

n—+1

dépasse pas S ou s> les autres devant fournir des résultats

tout & fait symdétriques.

Pour montrer I'usage des tableaux VIII et IX, nous allons continuer
les exemples du n” 43, relatifs & une poutre ayant six travées de
5o metres et 62™) 50; ainsi
62,50

50

n="06, b= 50méires, c¢=62"50, ¢= =1,25.

On trouve :
Dans la premiére travée,
z'=z"=a"=0, x=0,87995.50" — 43",998;
Dans la deuxiéme travée,

— o - Hpmo A p— m A
' =0 m1739.62, 50 = 137,587,
T+ P

x = (1 — %) c=(1—0,21133].62™, 50 = 49", 297,
4

2’ = 0,12475.62™ 50 =

7
£ = 0,88056.62™, 50 = 55™,035;

Dans la troisieme travée,

&= i“— = 0,21176.62™, 50 = 137,235,
+5,
2 . ~
. (1 . z‘a(j > c == (1— 0,21136).62", 50 = 497, 290,
l+l;\
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,

z' = 0,12041.62™, 50 == 7™ 526,

£ = 0,87098.0627, 50 = 54™, gg6.

Ces calculs sont tellement simples, qu'il serait superflu de les expliquer
avec plus de détails: nous passons donc a un autre sujet.

§ IV. — Effet spécial de la surcharge (suite). — Moments de
flexion produits sur les points d'appui par diverses combinai-
sons de surcharges.

49. Moments de flexion sur les points d’appui quand toutes
les travées sont surchargées de deux en deux. — Nous avons
démontré (n° 26 et 27) que les limites positive et négative du
moment de flexion en chaque point d'une travée répondent a
certaines combinaisons de surcharges dans lesquelles toutes
les travées sont surchargées de deux en deux, soit sans inter-
ruption d’'un bout a l'autre de la poutre, soit en laissant, & un
endroit déterminé, un vide ou un plein de deux travées con-
sécutives, aprés quoi recommence la surcharge de deux en
deux travées. Pour obtenir les moments {1échissants dus 4 ces
diverses combinaisons, nous devons, comme toujours, com-
mencer par la recherche de ceux qui ont lieu dans les sections
prises au-dessus des points d’appui. C’est ce que nous allons
faire maintcnant, en suivant unc méthode pareille a celle qui
a déja été employée plus haut (§ 11) & Poccasion de la charge
pérmancntc. Il ne se présentera pas plus de difficultés : seu-
lement nous aurons a distinguer dans chaque probléme un
assez grand nombre de cas particuliers, et a cet égard nous
sommes obligé de solliciter d’avance la patience et I'atiention
du lecteur.

Nous commencerons par la combinaison la plus simple, celle
ol Jes travées sont surchargées de deux en deux sans inter-
ruption. Quatre cas peuvent se présenter : la poutire aura un
nombre n de travées pair ou impair, et les travées portant fa
surcharge scront de rang pair ou de rang immpair. ‘

Premizr cas : n pair; la surc/mrge porte sur les iravées
paires. — La surcharge ayant un poids p’ par métre courant,
et les longueurs des travées étant désignées comme préce-
demment, celles de rive par b, les autres par ¢ ou b, sil'on
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applique 'équation (1o0) du n° 6 atous les groupes de deux
mavées adjacenies, on irouvera le systéme d'équations ci-apres,
entre les moments demandés X, Xa, Xy o0y Xoss, Xaoit

!

2X.(1+5)+X16:%p’b’53,
X, +4X2+X”:%P'l”5’»
X, + 4 X, + Xo= %p'b’az,

Xo+ 4X+ X, = Z p b,

Xoos + 4 X0+ Xooi = % p b,
Xn—z6 -+ 2Xu—l ( [ 6) —_ i p’b’.

Les n— 3 équations intermédiaires réntrant toutes dans la
forme

X+ 4 X+ xm“:%p’ bé,

il est visible, en répétant le calcul du n° 35, qu’on peut y sa-
lisfaire par I'expression

I
(16) X, = —4[)' big* 4+ A"+ Ba'm,

2.
dans laquelle o', 2” désignent les nombres que nous connais-
sons, et A, B deux constantes arbitraires que nous allons dé-
terminer de maniére A satisfaire aux deux équations extrémes
du groupe. Nous aurons a remplir pour cela les conditions

%p’b’é“:2 (l+5}<;%p’b*6’+Aoc'+Ba”)

—+d (;}p’ b’a’—i—Aa"—i—Ba”“),

! ! th2 X 'n—1 I n—2
Zp’b’:5(2—4pb6+Aa B )

+2(x +8) (54 P b3 A +Ba”~—|>,
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qui, étant ordonnées, deviennent successivement
1
ﬂp'b’sﬂ(:ié\— 2)=Ad (2 +20+3dc’)+Ba" (2 + 20 +da”),
54— pb(6—24"—38°) == Aa'" (2 —+ 20+ f;)
Mnm ~, 0
+ B 24204 )
;—4P’b’52 (38— 2)=Ad' (2 — 3y3) + Ba" (2 + 3y3),
;—, p b (6—20—38)=Ad" (24 8y3)+ Ba (2—4y3).
4

Or, ce sont la (sauf la forme particuliére des premicrs mem-

bres) des équations que nous avons déja rencontrées et réso-

lues (n° 33). Dans la formule (6) du n° 35, nous devrons sub-
stituer

AL VI P, ) LIy S 2 35

5—2—41) b20(30—2)+241)b (b 25—303)
1, N

:;Pb’w——'lf)?),

N 1 7 ™ Y L Y : .

'l:z—[;p 112(6—202—303)—2—4[)'1)0 (30— 2)
1

= p 01— ),
7P o )

ce qui donne

Adm4- Ba"m b (MF*‘*”’ 3—20" 3Ny 63*1)

N, 33-r2h N, 2+hs)

Cette valeur étant mise dans I'expression (16) de X, celle-d
prend la forme (*)

My w 3—20* 3N, iim 00—1)
—_ 2 2 THi—m g1 .
1’ b <" N, 3aah N, gk,

I/S
.

(*) Nous rétablissons ici I'tndice supéricur de X,,, pour rappeler, confur-
mément 4 1a convention faite dans I'exemple du n® 29, la surcharge qui pro-
duit Ies moments dont on s’occupe.
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On remarquera qu’il n’est plus possible ici, comme dans le

s de la charge permanente, de rendre égaux lous les mo-

ments X, par un choix convenable de d: il faudrait, en effet,

pour produire ce résultat, annuler a la fois les multiplicateurs

de Mysi—n et de Ny, €'est-i-dire satisfaire simultanément
aux équations

ce qui ne peut avoir lieu.
Sinetq-+1—m deviennent infinis, il faut faire

— 1
Lhi=y3, N,=—=——=a1,
\/ ! 23

1 I
_ - ! — N 4 1—na
}Iq—fl——m — :_z' o m, Ngpt—pn — — =& 7+ m,

2vy3

la formule (17) devient alors

- Hm—1 _
X,z,;4'b'8"':—'—/p’l)151,:1—{—a———‘sa 2):|
24

240 \/3.

Dans ce cas particulier d’un nombre infini de travées, tous les
moments X, seraient rendus ¢gaux en prenant

DrvxikME cAs : n pair; la surcharge porte sur les travées
impaires. — Ce cas est complémentaire (n° 24 ) du précédent;
la question peut donc se résoudre sans nouveaux calculs. En
effet, si la poutre est complétement surchargée, la formule (7)
dun° 35 donne

3234 1 (8 Moticn 3 —n2g?
m —_— O ———.;M—
> 2P + N, 3d-+24 ’

et d'ailleurs on sait, par le théoréme sur la superposition des
effets (n° 3), que

2.5.6...n 3.5 (n—t 234,
Xm -+ Xm ): Xm s

ajoutant ces deux équations avec la formule (17) prise en signe
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contraire, on trouve

X|.3.5. .. (n—1)

m

(18) :_n_p,b,<a,+mq+.ﬂ 3—28"  3N,im O —1)
. 24

N, 3342k~ TN, axhd)

Traitée comme la formule (17), dans I'hypothése de n et
¢ +1 —m infinis, 1a formule ci-dessus se change en la suivante:

X’x"3.5... - ;l?ip, b [37—}— (6—267—353)05 m-;:l '

2-*—6\/3

Cette formule et son analogue du premier cas donnent pour
.
limite des moments X,, quand m augmente indéfiniment, la

quantité ;zp’ b*9?, soit la moitié de ce qui répond & la charge

compldle.
Pour rendre égaux tous les moments X222 n dlant infini,
il faudrait poser I'équation

38°+29"—06=o,
d’ou I'on déduit par tatonnement
d = 1, 0724o0.

L’'hypothé¢ése ¢ = 1 fait coincider les formules (17) et {(18):
donc, quand unre pouire ayant un nombre pair de travécs,
toules égales entre elles, est surchargée surles travées de rang
pair, les moments de flexion aux points d’appui sont le
mémes que si la surcharge passait sur les travées impaires, et
conséquemment moitié de ceux que produirait la surcharge de
la poutre entiére.

Troisikne cas : n impair; la surcharge porle sur les travées
paires.— Dans ce cas, il y a une surcharge sur la(n — 1) n-
vée, et il n’y en a pas sur la derniére : les équations (15) du
premier cas sont donc modifiées, en ce que la derniére du

1 .
groupe a pour second membrczp’b’a“, comme Ja premiére.

Si donc on représente encore Xn par la formule (16}, les équa-
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tions de condition pour déterminer les constantes A et B
seront

Aa'(z_a\/i)+Ba"(_2+w§):2L4p'bzav(3a—z),
Ad+ (2 4 0y3) +Ba’» (z——a\/_>_—4p’b’5’(35—2).
La somme des deux seconds membres deviendra
I a2 -
S— =P 137 (38—2)

et leur différence T sera nulle : done on aura, en appliquant,
comme dans le premier cas, la formule (6) du n° 35,

3 I{ 1—m 3 — L
(19) ‘<’“4G (n—1) -;—,-p'b"a’ (I—L M, d—=2 >
4

N, 3d+2h
Ici 'on peut, quel que soit n, rendre tous les moments
2 M,
dgaux en prenant ¢ =—= N 8i n est infini, —/——= l\ “ se remplace,
7
comme on I'a déja vu, par y3a”™, et /i par y3 : il vient alors

X:L/l(’ p bi 2 i ”m——l( 6 .2) .
74 ?-{—5\/3

formule identique avec celle trouvée dans le cas de n pair.
Cela ne doit pas surprendre, car la parité de n est évidemment
indifférente quand ce nombre est infini.

Quatrikng cas : n impair; la surcharge porte sur les travées
impaires. — Ce cas étant complémentaire du précédent, on
peut le traiter par le méme moyen que le second, et l'on
trouvera

" 1.3.5. . n_ _I_ 1 M Myri—m 6—o0d'—30a° .
(o] Xt W (6 TN, T30k

Dans ce cas, on rendrait les X, tous égaux par la valeur de d
0 =1,07240

qui satisfait a I'équation 6 — 282— 36 = o, déja rencontrée il
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y a un instant, Pour n =, on retrouverait identiquement le
résultat du deuxiéme cas.

50. Moments produits aux points d’appui par une surcharge
dans laguelle deux iravées consécutives sont surchargées, le
surplus de la poutre U'étant de deux en deux travées. — Les
surcharges ainsi définies sont celles qui donnent la limite
positive X’ des moments de flexion aux environs de chaque
point d’appui (n°26); car on sait que pour avoir cette limite
il faut surcharger les deux travées adjacentes a I'appui, et toutes
les autres de deux en deux.

La question que nous avons maintenant a traiter présente,
avec celle du n° 49, une différence assez essentielle, quant au
résultat qu’il s’agit d’obtenir. La surcharge de deux en deux
travées sur la poutre entiére est toujours celle qu’il faut sup-
poser pour avoir les moments limites X’ ou X” vers le milieu
des travées, et en conséquence nous devions, au n® 49, chercher
tous les moments X, I'indice m restant quelconque; au coo-
traire, la surcharge actuellement en question ne doit étre con-
sidérée qu’aux environs d'un appui, ¢’est-d-dire dans les travées
de rang m et m -1, si cetappui est A,. Or, pour connaitre les
moments en un point quelconquc des travées Ap Amy AnAnsy
nous navons pas besoin des moments au-dessus de tous les
appuis indistinctement : il nous suffit, suivant la formule fon-
damentale du ne 1, d'avoir Xa—i, Xn X Le probléme se
pose donc ainsi : ayant surchargé deux travées consécutives
An—t Amy AnAnyy, el toutes les autres de deux en deux (comme
l'indique la derniére ligne de la fig. 7, p. 96), on demande
les moments de flexion sur les trois appuis qui limitent les
deux travées portant la surcharge non interrompue.

Les nombres m et n pouvant étre chacun pair ou impair, il
se présente dés le premier abord quatre cas a distinguer, dont
chacun cxigera généralement trois formules, et parfois des for-
mules spéciales quand m sera égal 4 1 (ou a n — 1).

PrEMIER cAS : 7 ef m pairs.— Les travées extrémes sonttoutcs
deux vides, de sorte que les travées surchargées ont les nu-
méros suivants :

2,4,6,8, ...,mm—+1,m+3,m+5, ..., n—1
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L'équation (10) du n® 6 appliquée a tous les groupes de deux

mavées adjacentes conduit done au systéme ci-dessous, que
20us divisons en trois groupes :

[ I

2X(1+3d)+ X,5:7|p’b’o-",

1

X4+ 4 X4+ X, = s

(91
) X2+4XJ‘%—Xa——-”p’b26=
Xt § Xy o+ X =  pb70%;
4
i22) Kos - 4 X+ X = — plb20%;

- I o
an+ 4Xm+l+1\m+2: Z])' bqﬁi,

123} o e e e ,

Xn-—s -+ 4xn—7 —+ Xn-l — % P, bzaz’

N N I Y
| Xama8 + 2K, (14 ) = - p'b2d.
' 4
§i nous nommons /4 un indice variable de 1 a m inclusive-
ment, les équations du groupe (21), sauf la premiére, seront

atisfaites en posant

I
2f) Xi= ﬁp’bzﬁ’—{—f\a”‘—&—}ia"",
comme dans le probléme précédent; de méme on satisfait &
toutes les équations (23 ), a part la derniére, en prenant, pour
m indice K variable de m a n—1,

o
=43

Xk: 2_’4_1)1b262+A1au__+_B/1”,( .

de cetle maniére, toutes les inconnues X;, en nombre indé-
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terminé, sont réduites & quatre, A, B, A, B, qu’il s’agit d'abord
de trouver : nous attribuerons ensuite a & les valeurs particu-
licres m —1, m et m 1, pour avoir nos formules définitives,
Afin d’établir les conditions qui doivent donner A, B, A’, B,
on écrira premiérement que les expressions (24) et (25) de-
viennent identiques pour k¥ —m, puisque m est compris dans
les deux séries d’'indices : on trouve ainsi

(A—A’)a/" (B — B )a"=a.

Puis on substituera les mémes expressions dans I’équation (22)
et dans les deux équations extrémes du systéme (21, 22, 23};
omn aura de cette maniére :

(A—MMWMHB—EMWﬂZ%pN&
Ao’ (2—3Y3) + Ba” (2—4—6\/5) = ﬁp'b’é"(&?—z),
A= (24 8y3) + B a1 (2—y3) :;IZ pbrat(30—aj,

ce qui compléete le nombre de relations nécessaires. Les deuy
premiéres donnent A — A’ et B—B’; par une élimination bien
facile on obtient

(A= A') (1)@= — g p 05
et attendu que

@l —1=(2+V3)—1=6 +43=2{3(2+/3)=—2d\}

il vient
I

A—A'=—_ p'br&a";
e
de méme on trouve
4
B—B=—_—_p'bdra.
N

Eliminant A’ et B/, il reste les deux équations en A et B:

Ad (2 »—6\/75) 4 Ba” (2—{—6\@) — 2-1—4[)’[)’6’(36——9.),
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A2 (4 3Y3) + Bar= (2— 3y3)
1 ' 2
= 7P b287(30 —2)
bzgz[ 2+ ) /g\ glrm—1__(o__§ g qfn—m—1
+ B (4 0B o — (305 anene]
1
=—=p b (38—2) 4+ p b F U n(*).
24[’ ( ) 4.” (*)
(es équations sont encore de méme forme que celles qui
ont servi a déterminer A et B dans les cas précédents: il n’y a

de changé que les scconds membres, dont la somme et la

difiérence sont
V4

S:I%plb:(y(:ga—z]—{— ip’b’é“u,._m,
T — ip'bzaa Uy~

La formule {6) du n° 35 nous donne donc Az'* 4 Ba#,

savoir ¢

Agt 4 Ba"*

g0 30 —2+30u,n . 30Unm\
My 30+2h ARy ¥

o I
T 24N,
rar1a substitution de cette valeur dans 'équation {24}, il vient
1 Mot 36— 2+ 30tnn
Xo=—=p' b4 e 7
=550 (‘* N, 30424
Vr[+|—lr 3du, m>

N, 2+ /o

s0it, en réunissant les termes qui contiennent le facteur #, .,

ol remettant & au lieu de A,
Ny
1\1’7+|—k 56— 2 j
N, 30 +24h.
LR PR 71114-;*‘ Mg .
P bt <3V 34 aM, 2N+ V0

Xi= ;%p’b%ﬁ’ <I+

*) Le nombre w,_,, s'introduit ici par Ucmploi de la formule (3) da no 31.
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La derniére parenthése peut recevoir une forme plus simple:
on a en effet

qu+|7l- . Nr]-{—l—k
3N, 6+2M, 2N, +Mj$

(,EJ\IV"H [ 1\17‘ g+1- 1;)—*—6 M \IY—H k'—3\ Nyt A
(3N,0 + 2 M,) (2Ng -+ M,3)

ou, suivant les formules (11) du n® 32, (15) et (17) du n° 33,

hIg.H;k . 7]111_;17‘ 9Nlr—x+ awk n o ﬂ-
3N —+2M;, 2N, +Md 1 - u,

Substituant ce résultat dans Xy, on trouve définitivement

\]ﬁl P 36—=2 Ut U

Xi= 24‘Db 62( N,, 30+2/¢> 4’ bror— = U,

Cette équation s’applique a toutes les valeurs de k quine
dépassent pas m; nous pouvons donc y faire k—=m—i,
f = m, et en tirer deux de nos inconnues principales, savoir:

¢ b6l (i m4-3) (mt5). . (n—
X246 () (n3) (5. ()

(26)

R Mq+,_,,. 30-—2 1 s Unila
( 21|pb6( N, .38—+—2/L>—Zpbo u,

2.4.6...m (1) (m+-3) (m-+5)... (n—x)
XI!I

(27) Myym 33—2

__I__lzn e
_24pb5<1+

UnUpr

o,
N, 30+2/z>_zpba u,

Il n’est pas d’ailleurs nécessaire, pour avoir Xn,,, de pour
suivre le calcul commencé et de rechercher les constantes
A’, B’ : il suffit d’appliquer la formule (26 ), en imaginant que
le numérotage des appuis commence au second bout A, de lh
pitce, ce qui revient a changer, dans le second membre, m en
n—mouen 2 ¢ -+ 2 — m. Remarquant en outre qu’on a géné-
ralement (n° 32)
M, =M_,,
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on trouve par ce procédé la troisiéme inconnue principale

‘1.4.6. o (m1) (in=3) (m5). L (n—1)
2

m=4-x
£ DN S My 30—2 U, ay Ut
= e (1 gy ) v

Les trois derniéres formules présenient un inconvénient
que n'avaient pas les précédentes, donndes & partir du § II :
cest quon y fait intervenir la série des nombres u, qui dé-
pend de 3, et ne peut, comme celles des nombres M, N, /, se
ralculer une fois pour toutes. Cet inconvénient disparaitrait si
l'on remplacait les u par leurs valeurs (15) et (16) ou (17)
du n° 333 mais on tomberait alors dans unc assez grande com-
plication d’écriture, et le bénéfice ne serait pus bien réel.
Nous n’avons pu d’ailleurs, malgré nos efforts, trouver de
transformation propre a donner des formules suffisamment
concises, tout en conservant 'avantage de n’y faire entrer o
qu'explicitement.

On rcmarquera que la premiére partie de ces formules est
identique avec la formule (19), relative a une autre distribu-
tion de la surcharge.

Pour savoir ce que deviennent les moments Xui, Xm Xo,
quon vient de calculer, dans le cas de n — o, m restant fini,

: _— - Unm U
il suffit d’avoir la limite des rapports —=, —=="%.. Qr Ics for-
Uy u,

mules (3) et (4) du n° 31 donnent, en négligeant les puissances
infinies de o,

lim 2 (2 8y3)z/nm> 1 P
i —_— = = — . m—-
Ua ('zﬁ—a\r?);‘uz"""’ 2+ dy3
. [ {2
lim =t — o
U, 2 + a \/5

combinant ce résultat avec celui précédemment obtenu pour
la formule (79), nous trouverons, dans le cas de n =,

‘1.4.6. o (1) (3) (e 5).
AApm—1

a3 — 2)

1 I 2
——p bt | = p' b Uy — e
241) l: 2 4+ 4¢3 ] 4 ! o+ 0V3
IMl. 4
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X'A.4.G. com () (m-3) (k5]

Co T e (30— a) 2 -
:zl’ba [I‘*‘ —»*‘]—F[}/)b&?u,,,“\

2+ 9y3 24-3y3
X,H_l com (m—-1) (43 (in4-5). ..
' (36 "
:¥1)'b2(‘32 [1 ( ———):I /p b’“’u,,,L
24 243y3 2+ 3y3

Lorsque m augmente lui-méme indéfiniment, ces trois résyl.
ats convergent vers des limites qu’il est facile d’obtenir
remarquera que, d’aprés la formule (3) du n” 31, 'on a

© ORn

Up '™ = [(2—+ oV3) 2" »~(276\/%) s ],

2¢

et par conséquent, pour in = o,

. 2+ 3y3
limup_, o™= Ll/—o:";
2dy3
de méme on trouverait
. . 24043
llm uma’m _u% //’
20y 3
o __2+0y3

. | S
lim tp =5 Vim 2, 0"'™

28y3
on en conclut sans peine

Fim X5 ED bt ) —r—l)'b’52-+——~r phed
24 8y3

.__L ' b1z ” __l_ 7 ha e _J3

_24pb6(1+a ﬁ)_lzpl)é(:z V3),

lim X,zu.d.ﬁ.. o (mx) (rm+-3) (m+-5). . — L})I b2 g &+ I _1)‘ Bio?
2/ 83

= ;Z:p’[)'laz(r—k\/g],

. 2.4.6. . om (i m == I ER
lim Xy ) e L p b (o —y3)
12 '
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. 1 ia L IER .
Les coefficients — (2 —/3), Y4 (1 +/3) ont respectivement
12 2

pour valeur, en fractions décimales,

0,022329... et o0,113835.. .

v

Les deux travées extrémes

DeuxikoE €AS © . pair, m impair.
sout alors chargées, et 'ensemble des équations (21), (22) et
(23) épronve un changement qui consiste en ce que le second

membre de la premiére et de ladernicre devient Zp’ b* au lieu

de ip’b’éa. Les valeurs de A — A’ ¢t B— W', déterminées par

des conditions identiques, restent cependant les mémes que
dans le premier cas; mais, dans les deux équations qui, aprés
Iélimination de A’ et B’, doivent donner A et B, la quantité
§(36— 2) se trouve remplacée par 6—28'— 3¢ 1l suffit
done de remplacer la premiére par la seconde dans les formules
finales du premier cas, c¢ qui donne :

X0 3B ) (k) (i 8)

Myie s 6283 aJ>

I 5] N2
:72—4-131) <o+

(29) N, 30+2h
T, U - U
’ — o p e T
‘\ 4]) h "
g X).H.S...m (m+1)(m+3) (m+5). . .1t
T MH.,,,..G—'za’——IiAS‘
{30) i ‘Ep b <J+ N, 3d+2hk
r., b Uy Up—py
— )-6:‘ —_—
(, 5P
Xl 15 com(m-1) (m-3) (m+4-5)...n
o (o M, . 6—2¢—3¢
(31) Y L A B ST WPy
m u’lf"l ]
’ — Lp’b“ g Ym G 1 ;
\ 4 ta
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et quand z tend vers I'infini, m restant fini,

X' 3.5 om () (e 3) (5L
N

Ym—t

o’ — 90— 38? t 3
_x(—* )]_FZP’[J’O“U,,,A“%J

HL / 2
_24,71)2[34—

2+ 9y3 2-4-0y3
X,x".3.5...m (mt1) (n4-3) (m+5). . .
Mmoo Y N2 3y M =1
:—I/—p’bz [3##“ (() 20/7 36 J +Lplbzaaum“—’
24 2+0y3 4 244y3
x:ﬂi]’) com (1) (m3) (in4-5) L
"mi —902— 3 o3 m
= ph [31 o+ 5‘-7(";] o Ot —
24 2 4-0V3 4 2+ 8y3

ces derniéres formules ont les mémes limites que leurs ana-
logues du premier cas, lorsque m tend lui-méme vers o .

On remarque, dans les formules (2q), (30), (31), que la pre-
micre partie reproduit identiquement la formule (20).

Cus particulier : m —1. — 1l est a remarquer que la valeur
m =1 ne saurait étre introduite dans les formules (29}, (3o]
et (31). En effet, si m a ceute valeur, le systéme des équations
(21) et (22) doit se remplacer par I’équation unique

qu’on n’obticndrait pas en faisant m —1 dans les équations qui
conviennent au cas général. 1l faut alors poser

Xy L PR A B o
24 ’

et déterminer A’, B’ par la condition : 1° de satisfaire & I'équa-
tion précédente; 20 de satisfaire a 'équation

X, .8+ 2Xo (14-8)= %p’b‘,

la dernicre de celles qui remplacent ici le groupe (23). Cela
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conduit aux relations

V(3 3Y8) - W (24 0V3) = Lpf b(6— 2+ 33,
Vo {24 0y3) + Ba"—t (2 —3y3) :;—/p' b (6 —20"— 3,
4
toujours de méme forme que celles qu'on a déja rencontrées
plusicurs fois. La somme et la différence des seconds membres
étant respectivement

8= p'b"(3—8&), T:—%p’b”é“,

on arrive, par les mémes procédés de calcul, a

- oMpp 3—3*  3Ngsx &
Xi= /pb(é N, 36—5—2/L+ Ny '9_+/la)'

De la résultent, en faisant k¥ =1, & = 2, les formules :

t.2.4.6...n . 2y QM 33— 35
\X‘ 4Pb (6 ’*\q “—+—2/L+z+ha>
30) _ 20 (3 —2) 34
o _241)1)[)%_ 3o+ 24 +2-+—/16
' __L '[)2 _ﬂ o3
—g” 33+2/I+/LS+2 ?
X;.n.q.ﬁ...rl
\33) § z\[q,_ 3 —g 3N7—| & )
= (6+ N, 352k N, ax i)

Quand n grandit indéfiniment, on doit faire

= M, = N,
_ < e / L Y
h=y3, NT —=a"V3, N—q =«

ces valeurs, mises dans les formules (32) et (33), donnent
pour résultat

xPoAes. L POt pb [ < +\/ )4-2]
8 5+8y3

o (6—20’+303):|
24 0y3

1.2.4.6.8

2 :ﬂl)’bz[az—k
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Il est manifestec que U'hypothése m = n— 1 produirait une
exception tout a fait analogue a celle qu'on vient d’étudier, et
qui pourrait se traiter de la méme maniére; mais il est inutile

-de s’y arréter, car les deux moitiés de la poutre étant dans des

conditions identiques, on peut se dispenser de faire m > —-
2

TRoISTEME €AS @ 1 impair, m pair. — La premiére travée reste
vide, et la derniére se trouve surchargée; par suite, le
groupe (21) ct I'équation (22) subsistent; mais dans la der-

niérc des équations (23], }Hn’b’a3 doit se changer en % p'b. Les

valeurs de A— A", B—B' restent ce qu’elles étaient dans le pre-
mier cas, et les équations finales en A ct en B deviennent

Aa'(z—av”é)+Ba”(z+a(§):%p'bzaﬂ(sa—z),
Ao (24 8y3) -+ Ba» <2f~av"§)z~?L P b (6—28—33)
1
4 - p b ou, .
41’
La somme et la différence des seconds membres étant
L
S:Iélib(S 20 )+4pb 3 Uy
= b (1 — &)L p b
—i”f gp e e

on cn conclut, toujours par la méme méthode, qu’on a, pour
un indice f non supérieur a m,

‘(k:LpTﬂ(a‘—’—{—“H'_k 3——90 + 30 Ui

24 N, BEPE=Y A
3Nppik 1 — 0+ & ”1,'">
TN, ) 2+ N3 !

ou, en groupant les termes en 4 —m,

1 ' L ]\Iq+l—k 33— ?5 SV,H_, k g -——I)
Xk_ﬂp b ( N, ao—+—?h+ Nq a1 hd
»_-J, I" b as i’;ﬁ'”u—m’

4 i,
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Sil'on autribue a J les valeurs m —1 ¢t m, on obtient d’abord
les formules :

‘: b om{m S {m-3)(m oy §). o
m—1

M. 3—og _ 0 — 1
‘ = pb (T T e
X g e Y
4Pb6 u,

v (n—+= 1) (m=+=3) (m+5)..

1)2 82 l\Iq-H_m 3 — 202 3Nr]+|_m.raa—l
N, %o+9/L N, 2+ hd

/X
A
E

Quant au moment Xa4.., NOUS en écrirons provisoirement la
valeur sans démonstration, sauf a y revenir bientdt en traitant
le quatriéme cas; cette valeur est

i ‘(2.,’,.6...171(:::4':)(m +3 (ot 8)evan

“Apr 41

& . (g Momn 3—28 | 3N, &
36y T g N, 3d-+2h N, 2-+/d

Les limites relatives 4 # — 2 pourraient se trouver par des
calculs semblables & ceux du premier cas; mais il est plus
simple de remarquer que la parité de » devient indifférente
lorsque ce nombre est infini, de sorte que les résultats du pre-
mier cas doivent se reproduire identiquemeat, ce qui se vérifie
en effet.

La premiere partie des trois formules {34 ), (35) et (36) s’est
déja rencontrée dans le premicr cas du n° 49,

La supposition particuliére m —n— 1 exigerait une ana-
lyse spéciale, comme on en a fait une pourm=roum=n-—1
dans le deuxiéme cas; mais, ainsi qu’on U'a déja dit plusieurs

fois, il est inutile d’attribuer & m des valeurs supérieures a 5"
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Quatrikng cas : n et m impairs, — La premicre travée est
alors chargée ct la derniére vide. On doit en conséquence mo-
difler le systeme d’équations (21), (22) et (23 ), en remplacan

dans la premicre Zp’b%%’ par Zp’ b2. Rien n’est changé aux dif-
férences A—A', B— B’, mais les équations finales en A etB

deviennent

Ad (>—3V3) B2 (2 +48V3)= »—[)b(G—?o\ 36,

Ao (2 + 33 )—}—Ba”"—’<2—Sﬁ:)zz—l/p'b?é'l(?aé—z)
+

I N
-+ 7])’ 033wy e
.+
La somme ct la différence des seconds membres sont

' 3 o I g, 3
S:E]) b“(3—20‘)+zp b2 6%ty

I
proe—i)+ = &, _,,

4
c’est-a~dire les mémes que dans le cas précédent, sauf que
d*— 1 a remplacé 1—¢&° dans la différence T @ il suffit done de

faire le méme changement dans les formules du troisieme cas,
¢t 'on obtient

R CE I R RC R RN TR
143 X

o N Myrm 3 — 202 INjprem 1 — 8
(37){ =P? ( N, 3342k TN, IF)
. i p e 1____lm4;:,hm7
) (43 )= )
(38)s j/’ (o g N )
| — p e ii:ﬁm,
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14

X|.3.5. com{m~4 1) {m+3) (m+ ). . (a—1)
(L

Vol My, 328 3N, . 1—3
Ba)¢ T gt b (8 - Ky

N, 30+2h + N, 24 hd
. ;P' prgo Ymttamms
4 Uy

On remarque encore ici, dans la premiére partie de ces trois
formules, la reproduction d’une formule du n° 49 (deuxiéme
(s ).

La supposition n = o donnerait licu aux formules déja trou-
vées dans le deuxieme cas du probléme actuel.

Nous avons laissé tout & I’heure sans démonstration la for-
mule (36], et par conséquent la formule (3g), qui s'en dé-
duit, est alfectée du méme défaut. 1l est facile maintenant de
le faire disparaitre. En effet, quand nous supposons(troisiéme
cas) = impair et m pair, 'appul A, surait un rang m' =n—m
impair, si le numérotage commencait a la scconde extrémité
dcla poutre. Or, ccla nous placerait dans les circonstances du
quatrieme cas; donc nous pourrons calculer X, ou, ce qui
est la méme chose, Xai, en mettant dans le second membre
de la formule (37) n—m au lieu de m. Si I'on tient compte
des égalités (n° 32)

Moy =Mymy Np_y=— Ny m,

on arrive bien, de cette maniére, a la formule (36).

Cas particulier : m — 1. — 1l faut encore, dans le quatricme
comme dans le deuxiéme cas, unc analyse spéeiale lorsqu’on
am=r1; on la fera d’ailleurs par une méihode tout a fuit
analogue. En posant toujours

- 1 N ’
Xi=—p' 020" + Ao + B,
24
on aura, pour déterminer les constanies A', B,

Ao (2 —38y3) +Ba’ (2 +3y3) :;141)’1)2(6—257—%36“),

Aot (’z +0 \/i) 4 B (9. — 6»@) = ;IZ pber (33— 2).
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Les seconds membres de ces équations ont pour somme e
pour différence

o

S= ILP'()‘(S—za"—%—?)a}), ]‘:—%/}'1)"’;

on trouve donc facilement, en procédant comme ci-dessus,

‘,X:.v...’,.ﬁ...(n—rx)
\ e 62_1_11(3—25'“’%—35“) 3
(40) | “ﬂ}) ' 30 - 24 BEENT
L Tee A ) V-
( _El’[’[ 56 +ah  Taihd)’
(X;.i.j.(}...(n—\)
(4r) 3 Ve M 3—28 438 3N,
f =570 <°+ N, 3aah TN, )

Les limites de ces formules pour n—=0o doivent étre les
mémes que celles des formules (32) et (33); ce que I'on vé-
rifie sans peine.

51. Résultats numériques fournis par Uapplication des for-
mules précédentes. — Nous venons de cormpléter arsenal de
formules qui nous était nécessaire pour aborder le probléme
des courbes enveloppes des moments. Ces formules ne sont
pas compliquées, ct I'introduction des données numériques de
chaque probléme particulier y est facile; mais elles sont nom-
breuses, et il faut unc certaine attention pour toujours bien
cheisir celle qu'on doit employer. Il faut pour cela prendre
garde a toutes les conditions concernant la parité des nombres
m et n, ainsi qu’aux exceptionsrelativesam=—1t ou m=n—1.

Au reste, quand la valeur ¢ sera I'une des huit pour les-
quelles nous avons déja dressé les tableaux numéroiés de [
a 1X, et que la poutre aura de trois a douze travées inclusive-
ment, 'emploi des tablcaux X ct XI dispensera de recourir aux
formules du § 1V qu’on vient de lire, et partant de toutes les
précautions qu’elles exigent. On trouve en cffet dans’ ces ta-
bleaux les moments de flexion produits sur les points d'appui
par toutes les combinaisons de surcharge qu’il peut étre utile
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¢¢ considérer; c’est done la réduction desdites formules en
wmbres que nous donnons toute effectuée, en ne conservant
que p'b* comme facteur algébrique.

Le tableau X est consacré aux surcharges qui portent, soit
sur toutes les travées de rang pair, soit sur celles de rang im-
pir, Dans le tableau X1 on a considéré les surcharges cou-
wnant deux travées adjacentes et toutes les autres de deux en
deux, ¢t on a donné les moments de {lexion correspondants
sur les trois points d’appui qui appartiennent aux deux tra-
vées portant la surcharge non interrompue. Dans 'un et autre
le ces tableaux, comme dans les précédents, on n’a fait figu-
wer que les résultats relatifs a Ja premiére moitié de la poutre,
‘esautres étant inutiles ou pouvant s’obtenir, si on le veut,
par la considération de la symétrie.

On remarquera peut-étre, dans ces deux tableaux, que certaines quan-
‘ités homologues tendent un peu irrégulierement vers leur limite, & me-
we que le nombre z des travées va en augmentant. Prenons, par
rsemple, le moment X, sous la surcharge des travées de rang pair; si #

[

. \ . L X
wrie de 3 a 12, d restant toujours égal & 1,1, le rapport — prend suc-

po’
cessivement les valeurs ci-aprés :
Nombre n des travées. Rapports X, : p’é%.
S T Lo.. 0,002783
Boveee e 0.06688¢
5o.... e 0,006884
[ ... 0,007177
. e 0,067177
8 0,067168
19 S 0,067198
L 0,067 199
I 0,067199
120 ceninnns e s... 0,067200

Les différences de ce rapport sont, comme on le voit, assez irréguliéres :
mais il faut se rappeler quiil y a, pour le calculer, deux formules, se rap=
portant, I'une au cas de » pair, et l'autre au cas de » impair. Les dix
nombres ci-dessus expriment les valeurs successives de deux fonctions
de 2, ¢t non d’une scule. Cest ce qui explique lirrégularité; on la ferait
disparaitre en séparant et considérant isolément les valeurs de chacune
dex deux fonctions.
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L'usage des tableaux X et XI est trés-simple; il se comprend & pre-
miére vue. En voici un exemple. Supposons, comme aux n* 43 ct 48,

. - ¢
n==6, b= 50", c¢==62"J50, 9o =5 1,255

soit en outre p' = 5000 kilogrammes. On aura :

Pour les moments fléchissants dus & la surcharge des travées paires
ou des travées impaires (tableau X},

X346 =0,002298p'b* = 1153725,
X2-%-5= 0,058350p'0* = 729375,
X248 = 0,004925p 0" = 811563,
X!-32 = 0,035395p 67 = 442438,
X1t = 0,072576p'H* = goy200,
X35 =0,004925p"'b" = 811563 ;

Pour les moments fléchissants dus & la surcharge de deux travées adja-
centes, et des autres prises de deux cn deux (tableau XI),

X246 — 0,153329p" b = 1904025,
X;.z.é.s: 070422(371)'&2_’ 528338,
X2-%-%2 = 0,061102 p'b* = 764900,
X290 = 0,170333p'H* = 2129166,
X235 = 0,038726p'b* = 484075,
X348 — 0043373 p' b — 542163,

X}y #4-5 = 0,173626p'&° = 2170625,

L’unit¢ de moments dans ces calculs est le kilogramme agissant sur un
bras de levier d'un métre de longueur.

§ V. — Courhes enveloppes des moments de flexion,

52. Recherche des moments limites X', X7, dus a laction
wsolée de la surcharge. — On a vu, au § 1V du chapitre prewmier,
que la solution compléte du probléme des moments de {lexion,
pour une poutre ayant des appuis en nombre quelconque et
arbitrairement espacés, revienta ladétermination de trois quan-
tités X, X/, X7, variables d’'une section a autre. Quand il s’
git des poutres symdétriques a travées intermcédiaires égales,
pous savons déja calculer X, qui n’est autre chose que le mo-
ment fléchissant produit par la scule action de la charge per-
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manente, ou encore pF {x): c’esl lu question que nous avons
mitée au § 1I du chapitre deuxiéme, et spécialement aux n® 42
el4d. IIs’agit maintenant de faire la méme chose pour X' ¢t X”.

On sait (n° 26) que 'un et 'autre de ces moments limites
est, dans toute travée intermédiaire A,_,An, successivement
représenté par cing fonctions différentes de 1'abscisse, que
nous avons nommeées

Az, pfilz), pfilx),  pd
Poidz), pis(x), pdalz), pdil

z), pfilz),
z), pos(x)

le facteur p' restant ainsi en évidence, et les abscisses z étant
comptées & partir de l'origine An_, de la travée; chacune de
ces fonctions s’applique dans I'un des cinq intervalles que dé-
terminent, conjointement avec les extrémités A, et A, les
abscisses z', =", ", 2'¥ ci-dessus étudicées (n= 4% a 48). Ainsif,
ety s'appliquent entre x —o et x —= z'; f: et 4, entre x —= '
etx=2z"; fi et Y, entre x — z” ¢t z = x”, et ainsi de suitc.
Eny joignant F(x), cela fait en tout onze fonctions de =z qui
sont nécessaires pour définir X, X', X” dans la travée dont
il s'agit; mals nous avons vu aussi qu'aprés en avoir déter-
miné seulement quatre, savoir F, fi, ¢, fi, les sept autres s’en
déduisent par trois soustractions sculement. Or, F (x) nous
gesteonnu nous n'avons done qu'a indiquer le procédé a suivre
pour le caleul de fi(z), ds(=), fil=), calcul en vue duquel
ont €té démontrées les formules des n* 49 et 50.

Entre x == o0 et ' = ', la limite positive X' répond (n° 26)
& la surcharge des travées portant les numéros

m, m—1, m—3, m—5 m—7,...
jusqu’a épuiscment de m, d’'une part;
m-+2, m-+4, m+6, m+8 m—+ 10
, ] 4, , , ye s

jusqu’a » ou n—1, d’autre part; c’est-a-dire qu’il faut surchar-
ger les deux travées adjacentes a 'appui A,—, et les autres de
deux en deux. Pour une telle combinaison de surcharge, les
formules du n° 50 et le tableau XI font connaitre X, et X,

sous la forme
pp b plply
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« et p' désignant deux coefficients numériques; donc on aurg,
par la formule fondamentale du n° 1,
.y
' brx 1 N
X’:y.p'b3+ () — ) L—N— ——p’x(bo—x),
¢ { ba 2
et conséquemment
!
R 1 ) — 1 | S
filx)= y.[f—(—o ——[———\%‘> bx + — z.
2 0 2
De la méme maniére on trouvera X', et partant f,(z) entre
x =z et x = ¢ = bd; car dans cet intervalle X' répond en-
core 4 une combinaison de surcharge dans laquelle on charge
deux travées conséeutives et les autres de deux en deuy, si-
voir les travées portant les nuniéros

m, m-t+1, m43, m-45, m-q,...

jusqu'a n—1 ou n, et
m-—2, m—4, m—>o6, m—8, m-—1o,...
jusqu’a épuisement de m. Par les formules du n® 50 et le
tableau XI, on aura donc les valeurs de Xn._, et X, sous la
forme
vp' b2, v p' b,
et I'on en conclura

it (135 v L

Enfin, on supposera la surcharge placée sur la travée A, A,
et sur toutes les autres, prises de deux en deux & parlir de
celle-la, combinaison a laquelle répondent X” dans la troisiéme
région (entre x — " et x=2x"), ainsi que $;(z); les for-
mules du n° 49 et le tableau X donneront alors

X =pp'tr, Xo=p'p'h.
De l1a résulte, par ladite formule du n° 1,

"hrx 1 .
Pba —;p’x(bo——x),

X" =pp'b'+(p' —p)
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et aussi

1, o —p) r
bs(x) =pb*— (—0—" - p) bx 4+ - z*.
2 6 2
Connaissant ccs trois fonctions f, ¢, f;, la solution s’achéve
aisément par les relations (3) du n® 26, qui donnent de suite

frevds, fo fo et by, gy e

33. Cas particuliers d’une travée de rive et d’une travée cen-
trale. 1° Travée de rive. — Les travées de rive se divisent
en deux régions seulement (n® 27) : ainsi, dans la travée n° 1,
par exemple, on ne doit considérer que les intervalles de
r=uva x=2x"% et de x =z a x=>0b. 1l n’y a donc plus
que cinq fonctions & trouver, savoir :

Fiz), filz), flz) dlz), (=)

et méme F(x) est déja connue (n° 42). On sait d’ailleurs(n°27)
quil suffit de connaitre en outre ¢, et f;, pour en déduire,
par deux soustractions, f; et Y. : or, le calcul des deux fonc-
tions Y, et f; s’effectue en suivant une marche tout a fait ana-
logue a celle du n° 52.

Dans le premier intervalle, de =0 4 x = 2", la limite X"
répond a la surcharge des travées portant les numéros

1, 3, 5, 7,..., jusqua n—1 ou n,

pour laguelle on sait (n” 49) calculer X,=p,p'd% a2, étanl un
coefficient dont Ja valeur numérique sera fournie par le ta-
bleau X, si z ¢t § som dans les limites convenables. Donc (n°1)

x I
X = 'prL — — pla(b—x)
ppbry — Pl s
el par conséquent
dy(z) = — r_ o) bz + L
v 2 2
Dans le surplus de la travée, enire # = 2*¥ et =9, il faut,

pour avoir X’, surcharger la premiére travée, plus toutes
celles de rang pair. Ce sont alors les formules du n° 50 et le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



224 CHAPITRE DEUXIEME.

tableau XI qui donnent le moment X, = v, p'b*; il en résulle
de méme

C=y b ¥ L b —
X =y p'b p P x(b—=x),
(x) = ! bx + L 2t
Silxl=—{ ;= 52
Ayant ¢, el f;, il suffit de prendre les différences

Flz)— §,(2) = fi(x),
F(z) — [1(2) = (),

pour compléter la solution relative a la premiére travée.

20 Travée centrale. — Nous nommons ainsi une travée dont
le milicu coincide avee celui de la poutre, ce qui ne peut
arriver que pour les poutres ayant un nombre impair de tra-
vées. 1l est bien facile de rcconnalire que dans ce cas f et f,
doivent étre symétriques relativement au milicu de la travée,
de sortc qu’aprés avoir calculé fi on pourrait obtenir f; par
I’équation

filx) = filbd — ).

On peut aussi procéder comme s’il s’agissait d’une travée
intermédiaire de rang quelconque : seulement le tableau Xl
ne donne plus, d'une mani¢re immédiate, les rapports v et v/
(n° 52) qui définissent les moments aux extrémités ALty
Aty de la travée. Pour les avoir, il faudra supposer une
surcharge symétrique de celle qui répondrait a f;, et prendre
les moments de flexion aux points symétriques; c’est-a-dire
gqu'on cherehera, par le tableau XI, le moment de flexion
en A"z("’“') s'il s’agit de y, et le moment en A;,(,,-.) s'il 8-
git de v'. Un exemple rendra cela plus clair. Supposons
quon demande f;(x) dans la quatricme travée d’une poutre
a sept travées égales : il faudrait avoir les moments X; et X,
sous la surcharge des travées n° 2, 4, 5, 7. Or, on a, par
raison de symétrie,

X=X,
X:.l.s.’l :X:l,'i 6.6;
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donc le tableau XI, ol sont inscrits les moments X!
et Xi7*¢, donnera
. ! b, GELEL R I X! 6 — g 522030
V—prbz 3 _1)/[)2 ‘e - 9 ki
1 L

v:p,—wx‘--»-':P,—be;- = 0,114394.

Le caleul de f; s'achéverait ensuite comme au n° 82,

54, Formulaire analytique donnan! sans calcul les fonctions
F, fis ¥s fio — En résumé, on voit quaprés avoir préalable-
ment déterminé (n° 42)le moment X di a P'effet spéeial de
Ja charge permancnte [ou la fonction F(x)), si les valeurs du
nombre n des travées et du rapport ¢ permettent de recourir
aux tableaux X et XTI, la recherche des limites X' et X” n’exi-
gera plus qu’un petit nombre d’opérations trés-simples et trés-
élémentaires. Afin de rendre encore plus immédiate la déter-
mination de X, X’, X”, nous avons construit un Formulaire
analytique (voir a la fin de ce volume), ou l'on trouve par une
simple lecture les expressions de F (), fi(x), Yi{x), fi(z), dans
les mémes limites de r et de 8, c’esi-a-dire pour les poutres
de trois a2 douze travées inclusivement, dans lesquelles le rap-
port entre les ouvertures d’une travée intermédiaire quel-
conque el d’'unc travée extréme prend Pune des huit valeurs

0,7, 0,8, 0,9, 10, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3,

Nous avons cru devoir néanmoins préscnter les explications
qui précedent (n® 52 et 53), tant pour faire comprendre la
construction du Formulaire, que pour mettre le lecteur en
mesure de traiter les cas ou se présenteraient d’autres valeurs
de n ou de ¢, ce qui obligerait d’employer les formules des
§§ L, II, 111 et 1V de ce chapitre.

35. Recherche de la limite X”. — Nous avons ainsi nomme,
dans 'exemple du n° 29, la limite supéricure des moments,
pris en grandeur absolue, qui se produisent en tout point de
la piece, sous l'action combinée de la charge et de la sur-
charge. Cette limite, la seule qu'on ait ordinairement besoin

HI. 15
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de connattre, est (n° 24) la plus forte, en valeur absolue, des
deux sommes algébriques X +X' et X -+ X”: on I'obticnt en
ajoutant le moment X di a la charge permanente avec celui
des deux moments X’ ou X” qui a méme signe que X, et
prenant, bien entendu, la somme en valeur absolue.

Or, quand la charge permanente agit seule, nous savons
(n° 36) que lesmoments X, sur les points d’appui sont presque
toujours positifs; il n’y a d’exception que pour ceux dont
I'indice est pair quand on donne Ic rang o a la culde la plus
voisine, et encore faut-il que ¢ reg¢oive des valeurs inusitées
en pratique : nous admettrons donc que les X, sont positifs
sans exception, dans les poutres qu’on peut avoir a étudier. Do
méme, en nous reportant aux résultats fournis par la discus-
sion des n°s 37 et 41, nous admettrons que X s’annule ordi-
nairement pour deux valeurs réelles x, et x; de x, de sorte
qu'il est négatif dans Uintervalle. §'il s’agit de la premiére
travée, on a x,—o. Cela posé, il en résulte comme consé-
quence immédiate qu'on a, sauf des exceptions qu’il serait
facile, mais peu utile, de préciser :

Dans la premieére travée.

Entre z—=0 et z=23....... X'=——-X—-X",
Entre xr=x,et x=0........ X7 =X + X',

Dans une travée intermédiaire quelcongue.

Entre x=—=0 et x:.r‘l o ,
e X=X+ X,

Entre x ==z, et x=c |
Entre x=x, et z=x,...... X=X —X".

Puisqu'on connalt déja x,, z. ainsi que X, X', X%, le pro-
bléme peut ¢ire considéré comme entiérement résolu.

56. Exemple numérique. — Supposons une poutre a six
travées, le rapport 3 étant égal & 1,25, comme dans P'exemple
commencé au n° 43 et deux fois repris aux n° 48 et 51. Nous ne
fixerons pas les valeurs numériques des longueurs b, ¢ des
travées, ni des intensités p et p’ de la charge permanente el
de la surcharge : ces éléments du probléme figureront algé-
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briguement dans les résultats. On demande, pour les trois
premicres travées, d'indiquer les moments X, X'/, X7, X”,
A cet effet, voiei la marche qu’il faut suivre.

Le moment de flexion X produit par la charge permanente
étant exprimé par pF(z}, on trouve d’abord dans le Formulaire
analytique donné a la {in de ce volume:

Premiére travée. ... ¥{xr)——o0,372306bx —+—%x’,

Deuxieme travée. .. F(x)=—o0,127694 b“—0,6224x4bx+;x*,

Trotsieme travée. . . F(x):o,r?)ogz';b’-—o,sz)’Sszx—{—éx"(').
On rappelle ici les valeurs trouvées an n® 43 (deuxieme

exemple), pour les abscisses #,, x, des points ou X ei F(x)
sannulent :

- 14
Premiére travée. .. ... x,=— o0, Z,=—0,54461b;
Deuzxiéme travée. . . .. z,—0,20726¢, x,=—0,78860¢;
Trotsieme travée. . ... x =o,21241¢, x,=—0,788y7c.

Ces valeurs ont été fournies par le tableau VI.
Les tableaux VIII et IX nous fournissent ensuite les ab-
scisses z', 7, ", 2", déja données a titre d’exemple (ne 48) :

Premiére travée.
=x"=x"=o0, x'=0,859g5b.
Deuzxiéeme Lravée.

z'=w0,12475¢, a"=o0,21739¢,

2" =(1—0,21133) ¢ —=0,78867¢, x'"=0,88056¢.

(*) 11 est essentiel de ne pas oublier que, dans chaque travée, les abscisses
sont comptées a4 partir du commencement de la travée : le numerotage des
appuis et des travées étant fait comme il est dit dans les preliminaires du
chapitre deuxiéme [no 30), Porigine des x sera en A, pour latravéee A _ A .

5.
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Trotsieme travée.
x'=o,12041¢, x"—o0,21176¢,
2"=(1—0,21136)¢ = 0,78864¢, #'*—0,87994c.
Maintenant nous prendrons dans le Formulaire les résultats

ci-dessous :

. 1
Jilx)=—0,3476-8bx + 5%
Premiére travée...

-

J(z) = — 0,464605bx + é .

\ filz)=o0,1523220"— 0,713044bx—i——;x7,

Deuzxiéme travée. ! fi(x)= 0,061192b*—0,537687 bx + : z?,

2

? bs(z) = 0,092208 b*— 0,652158 b +£x7.

fix)=0,170333b*— 0,730286 bx +$ z,

Troisiéme travée.. ( f.(x)==0,043373b*—0,520798bx +§x2,

. I
Yy{x) = 0,0725760*—0,631121bx +;x7.

Nous en déduirons immédiatcment, par les relations (3,
et (4) des n°® 26 et 27 :
Premiere travée.

()— ds(2) = 0,092299bx (*),
() — filx) == — 0,024628bx.

=

&
I
HA

LE-

0
I
]

(*) Les fonctions f, () dans la premiére travée et ¢, (=) dans la seconde
répondent & une méme surcharge, celle des travées de rang pair. La premiere
fonction devient égale i 0,0922g94* pour x = b, et la sceonde égale & 0,092003 4
pour x=0 : ces deux valeurs devraient étre égales, car elles représentent

1 g epr ..
toutes deux ]—,‘/ X3i#%, Ladifférence de 0,000001 5" qu’on trouve ici (et quelgues

antres du méme ordre, qu’'vn pourea remarquer) tient a Uinfluence des déci-
males negligées.
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Deuxiéme travée.

filz)=dsi(x) = F(x) — fi(#) == 0,066502 6> — 0,084 727 bz,
filz)=F{z)—di(x) =0 035395[) —0,029744 bx,
ﬂ(x):¢x(x )=F(z)—fi(x :—‘0:0246286 ~+ 0,090630 b,

1(-7/) .f; k})a(x):/l(x)

Troisieme travée.

filz)=ds(x) =F () —fi(x) = 0,087554 b*— 0, 105064 bz,
filz)=F(z)— L{»a z)=o, o5835x b + 0,005259bx,
filz) = (x)=F(x)—f(x) =—0,039406 b+ 0,1044 24 bx,

Ya(z)=filx),  dulz)= [ (2).

§il y avait un plus grand nombre de travées, les mémes
calculs se répéteraient un plus grand nombre de fois, mais
sans plus de difficulié ni de complication, autant du moins
quon resterait dans les limites de nos tableaux numériques.

On posséde maintenant tous les éléments nécessaires pour

écrire les équations de la limite en grandeur absolue X", sui-
vant ce qui a ¢té dit au n°® 55. Voici les résultats :

Premiére travée.
Depuis z = o, jusqua 2 = z.= 0,744615,
X"={0,372306p -+ 0,464605 p') b — _(p +p') x
Depuis z = 0,74461 b, jusqu’a x = 2" =10,87995 b,
X".= (—0,37236 p -+ 0,007200p ) bz + = pa*;
Depuis = — 0,87995 b, jusqu’a = = b,

X"= —(0,372306p +0,347678p') b -+~ (p +p') =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2Jo CHAPITHE DEUXIEME.

Deuxieme travée.
Depuis z = o, jusqu'a x =z’ = o,12435¢,
X" = (0,127694 p + 0,152322p") b?
— (0,622414p +40,713044 p") bx —*—i(p + p' )z

Depuis z — o,12475¢, jusqu’d x = x,—0,20726 ¢,
Xu!: (07127694P +05066502 p,l bz
—(0,622414p +0,084727 p') bx + épxz;

Depuis z == v,20726 ¢, jusqu’a x = 2" = 0,21739¢,
X"=-—{(0,129694 p +— 0,061192p’ ) b?

~+{0,622414 p + 0,537687 p' Ybxr — é(p—&—p’)x’;

Depuis x == o0,2173g¢, jusqu’a x = x,—= 0,78860¢,
XY= —{0,127604 p + 0,092298 p’ ) b*

~+ (0,622414p +-0,652158 p" ) b — ;(p + p'ixt;

Depuis x —0,78860¢, jusqu'a x — 2" — 0,78867 ¢,
X"=(0,127694 p + 0,035395 p’ ) b*

*

— (0,622414 p — 0,020744 p' Y bx + ipx’( B

Depuis x = 0,78867 ¢, jusqu'a x — x*¥=0,8808b6 ¢,
X”=(0,127694 p — 0,024628 p" ) b*

— (0,622414 p — 0,090630 p’) br + %px'—’;

Depuis z = 0,88056 ¢, jusqu'a z = ¢,
X”=(0,125694 p 40,061 192 p' ) b*
— (0,622414 p +0,537687 p' )bz + é(p +p')z

I ——
la

(%} Cette équation, applicable 4 une fraction presque imperceptible do
B - . e - mf
travée (0™,007 sur une traveée de 100 métres), n'est donnée icl que pout

moire.
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Troisiéme travée.
Depuis £ = 0, jusqu'a x = z'=o,12041¢,
X" =(0,130927 p + 0,170333 p'} b*
— (0,625862.p +0,730286 p )bz -+ = (p + p') 27}

Depuis £ = o,12041 ¢, jusqu'd z = z"=o0,21176 ¢,
X" =(o0,130927 p + 0,08755{p’ ) b
—(0,625862 p + o, 105064 p' ) bx + épx’;

Depuis z = 0,21176 ¢, jusqu'a & = x, == o,21241¢,
X" = (0,130927 p + 0,058351 p" ) I
— (0,625862 p — 0,00525qp" ) b +- épx" ("3

Depuis £ — o,21241¢, jusqu’a x = =" = 0,78864 ,
X”=—/{0,130927 p + 0,072576 p' ) b*
—+(0,625862 p + 0,631121}7") bx — E(p +pat;

Depuis x = 0,78864 ¢, jusqu’'a z = x,== 10,7885 ¢,
X"== —{(0,1304327 p + 0,170333 p’) b*
-+ (0,625862 p 4 0,730286 p') l)x—-;—(l)+p’)z’ ()

Depuis x =0,78897 ¢, jusqu'a z = 2= 0,87994 ¢,
X"={0,130927 p — 0,03940b6 p" ) b*

—(0,625862 p — o,104424 p’ ) bx +- ;pxl;

Depuis x = 0,87994 ¢, jusqu'd x =¢,
N"={0,130927 p + 0,043373 p") b*
— (0,625862 p + 0,520798p’ ) bx 4~ E (p+p')x.

-_—

) Cette équation pourrait encore étre negligée dans la pratique, puis-
qWelle s’applique a 0,00065 (environ
{**) Observation analogue.

57 ) de la travée sculement.
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57. Représentation graphique de la limite X" dans Uexemple
précédent. — Sur une droite horizontale 0123 (PL. 17 de I'Atlas,
Sig. 41), on a pris les intervalles 0-1, 1-2, 2-3 respectivement
égaux a o™, 100, 07,125, 0™, 125, pour représenter les trois tra-
vées dont les longueurs sont b, ¢, ¢; en dessous de celie
ligne, considérée comme axe des abscisses, on a porté cn

'

ordonnées ce que deviennent les rapports -— dans 'hypo-

bz
thése p'—o : on a ainsi obtenu la courbe, oupplutf)t polygone
curviligne, 0 BCDEFGHIKLM, qui représente pour la demi-
F(z)
b2
Les points 0, G, E, G, I, L ne sont autres que ceux qui se
rapportent aux abscisses x,, z. dans chaque travée. De méme,
on a porté au-dessus de Paxe des abscisses ce que devient

s

poutre la série de valeurs de » abstraction faite du signe.

ﬁdans I’hypothése p=o, cn ne prenant que la portion
I

X
Pz

. . X
abscisses z, et x, de chaque travée, ct P dans le surplus

de X” spécialement due a p'; c’est-a-dire — entre les

{n° 53). On a obtenu ainsi un autre polygone composé de por-
tions droites et d’arcs de parabole, commencant également
sur la culée O et finissant en N, au-dessus de la troisiéme pile.
L’échelle des ordonnées est de o™,5e¢ pour le rapport1:
‘a4
pr b
compter en ordonnée au-dessus de l'axe, a pour grandeur
réelle 0,1736; son ordonnée représentative est o™,0868.
D’apres la maniére dont la figure a été construite, si l'on
veut déterminer X” a 'aide de cette figure, en un point quel-
conque de la piéce, ccla sera bien facile : on cherehera d'abord
ce point sur I'axe des z, d’aprés le rapport entre la longueur
effective de la travée qui le contient et sa distance a 1'un des
appuis; ensuite, pour ce point de I'axe, on ¢valuera, en frac-
tions du metre, les grandeurs réelles sur le dessin (7), de l'or-

ainsi, par exemple, au point 3, le rapport > que T'on doit

{*)On fera bien d’employer pour cette évaluation I’échelle, remplacant une

régle gradnée, qui se trouve au bas de chaque planche, afin d’éviter on d’atte-
nuer evreur produite par le retrait du papicr aprés Uimpression.
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tonnée ¥’ en dessous, et de I'ordonnée y” cn dessus; enfin
I'on posera

Xr=2b{y'p-+y"p)

la figure ne suppose donc aucune valeur particuliére des
lonnées b, p, p’, et servira toujours, pourvu que la poutre ait
siv travées, et que le rapport ¢ des travées intermédiaires ct
de rive soit égal & 1,25,

La méme figure met en évidence plusicurs maxima par les-
quels passe la fonction X” et qu'il serait facile de déterminer
lirectement d’aprées les expressions successives précédemment
données (n° b6) de cette fonction. On remarque :

1° Trois maxima sur les points d’appui, savoir :

{0,1277 p 4+ 0,1523p' ) 6%, sur la 17 pile,
(0,1309p -+ 0,1703 p') b*, sur la 2° pile,
(0,1298 p + 0,1736 p’ ) b*,  sur la 3¢ pile.

2* Trois maxima dans P'intervalle des points d’appui. Ici les
maxima des courbes supérieure et inféricure ne coincident
Jas rigoureusement, ¢t en conséquence les maxima de X”
pourraient varier un peu en position et en grandeur avec le

rapport £,; mais on a une approximation suffisante (et en tout
P

cas une limite supérieure) en faisant la somme des maxima
partiels au-dessous et au-dessus de l'axe des abscisses. On
trouve ainsi :

(0,0693 p + 0,1079 p'} b, vers le milicu de la 1™ travée,
{0,0660 p + 0,1204 p’) b7, » » 2¢ travéce,

{0,069 p + 0,1298 p" ) b?, » » 3¢ travee.

Les cotes mises & cOté des ordonnées expriment le double
de leur grandeur réelle sur le dessin, en fraction du metre :
ce sont done ces cotes ellessmémes (et non leur double) qu’il
faut multiplier par pb* ou p'b*, pour avoir les moments cor-
respondants. Les distances horizontales sont cotées en milli-
métres et fractions du millimetre : en les divisant par 100, on
aurait leurs rapports 4 la longueur d'une travée derive.
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On sait que les limites positive et négative X’ et X” changent
de forme quatre fois dans chaque travée intermdédiaire, quand
I'abscisse = passe par les valeurs 2/, 27, 2", 2% ; la limite X
doit done changer en méme temps. Mais de plus on sait que
X’ se remplace par — X” dans lexpression de celle-ci, ou
inversement, lorsque x devient égal a x, ou a x,: ainsi cela
fait en tout six changements de forme pour X", ¢’est-a-dire
sept formes différentes de la fonction de x qui en donue les
valeurs. Le polygone mixtiligne représentant la portion de X"
spécialement produite par la surcharge doit donc en général se
composer de sept lignes droites ou arcs de parabole. Toute-
fois, conformément a une remarque déja faite (n° &%), il arrive
souvent qu’il y a ¢galité approximative entre «, et x”, d'une
part, z, et 2”, d'autre part; le fait se produit surtout quand
d est voisin de 1,1 ou de 1,23 alors les différences z,—a’,
x,— z” devenant trop faibles pour étre représentées a I'échelle
ci-dessus définie, les sept lignes sont réduites a six ou méme
4 cing. C'est ce qui est arrivé notamment dans la fig. 4,
deuxiéme et troisieme travées : pour la deuxiéme on a

" — x,— 0,00007 C,

et pour la troisieme
&, —x’ =o,00005¢, x;,— "= 0,00033¢;

et attendu que la longueur ¢ est représentée par 125 mill-
meétres, on aurait respectivement pour ces trois différences

Omm,009, 0"”“,08[, 0"““,04[ .

La plus grande n’atteindrait pas ¢'; de millimétre, distance trop
faible pour qu’il y et possibilité de la dessiner clairement!
Nous avons donc adopté le parti de supprimer une des deuy
ordonnécs qui répondent 2 des abscisses aussi peu éloignées
Punc de l'autre, el nous avons inscrit deux cotes a cdié de
Pordonnée unique qui les remplace. Comme d’ailleurs ces
deux cotes sont toujours ¢gales ou presque égales, cetle sin-
plification ne saurait entrainer d’erreur appréciable en pra-
tique.
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, . 1 { .
Le terme du second degré dans X" est;pz’ ou ;p’x’, sui-
yitqu’on a p’=o ou p =o. Tous les arcs de parabole de la
fg. 4 auraient donc pour équation commune

?

r=

si on les rapportait a la tangente au sommet et a 'axe prinei-
28l, pris respectivement pour axes des « et des y. Or, une
longueur de o™,r représentc b sur le dessin; en outre, les
ordonnées y sont réduites a moitié : donc, en appelant 27 et y”
les coordonnées mesurées sur le dessin, pendant que x et y
seraient les grandeurs naturelles correspondantes, on aura

, x 1

z'=0,1 2’ y’:;y:

climinant = et y, il vient pour I’équation commune de toutes
les paraboles du dessin
x'" = 0,04y".

Tous ces arcs de parabole peuvent donc étre iracés avec un
méme patron, appartenant a une parabole de o™, o4 de para-
métre. Cette parabole aurait 0,01 pour distance du foyer au
sommet : ou bien encore ce serait une parabole de o™, (6 de
corde sur o™,16 de fleche.

38. Formulaire graphique, 1° pour la poutre & deux travées
égales, 2° pour les poutres de trois & sepl travées inclusive-
ment, le rapport 0 entre les longueurs des lravées intermé-
diaires et de rive pouvant prendre les huit valeurs

0,7, 0,8, 0,9, 1,0, 1,1, 1,2, 1,25, 1,3,

—Ce Formulaire consiste uniquement dans la réunion d'un
certain nombre de figures portant les n* 10 4 50 (*), et con-
struites suivant la méthode qu'on vient d'expliquer (n® 57) a
Poccasion de la fig. 41 : nous avons done dd commencer par

*) La fig. 10 se trouve dans la Pl 4, a la fin du volume; les autres for-
ment les vingt-quatre planches de I'Atlas.
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rechercher les équations de la limite X”, comme au n° 6, et
par la répétition de calculs en tout point semblables, que nous
avons eu soin de faire marcher parallélement pour les huit
rapports 6, afin d’économiser le temps. Quant & la poutre &
deux travées égales, qui ne peut étre traitée de la méme ma-
niére, on trouvera son calcul un peu plus loin.

Ces figures suffisent, comme on l'a montré (n° 57), pow
avoir X” en fonction de b, p, p'.

Elles sont toutes construites a la méme échelle de o®, 100
pour représenter la longueur b des travées de rive, et de o5
pour représenter le rapport 1 en ordonnée verticale; elles
donnent licu d’ailleurs aux mémes observations quela fig. /1.

Nous nous sommes arrété au chiffre de sept travées, pacee
que les poutres de huit travées ou plus commencent a consti-
tuer 'exception, et que celles de trois, quatre ou cing travées
sont de beaucoup les plus ordinaires; mais si I’on voulait pro-
longer cette représentation graphique jusqu’a douze travées,
en adoptant toujours fes mémes valcurs de d, on y parvien-
drait sans beaucoup de peine a I'aide des tableaux numé-
riques V a XI, ainsi que du Formulaire analytique donné i la
fin de cet ouvrage, qui renferment tous les principaux €élé-
ments & calculer, et ne luissent 4 fuire que des opérations d-
rithmétique tres-simples. On pourrait aussi recourir aux -
bleaux XII et XIII dont nous allons parler maintenant.

Comme on I'a constaté au n° 87 sur un exemple particulier,
et comme on le voit d’ailleurs en parcourant les diverses
figures de I’Atlas, il y a vers le milieu de chaque travée m
maximum des moments fléchissants dus & la surcharge. Pour
compléter les renseignements déja donnés, nous avons forme
les tableaux XII et XTI (voira la fin du chapitre deuxitue
ou l'on trouve les abscisses z¥ et les ordonnées G.p'b ler
valeur absolue) de ces maxima. Les abscisses x¥ sont définies
par leur rapport & la longucur de la travée correspondante:
elles se comptent 4 partir de Yorigine de chaque travée:
ainsi, dans la travée A,_ A, leur point de départ est A
Enfin, nous nous sommes contenté, comme toujours, de four-
nir les résultats relatifs 4 la premiére moiti¢ de la poutre,

Les abscisses 27 peuvent ¢également se déduire de notre
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Formulaire analytique. Sauf de rares exceptions, les maxima
dont nous nous occupons sont négatifs et appartiennent a la
lonetion p’ds(x), dont on trouve dans le Formulaire expres-
sion

p' (abﬂ—— 8bxr +— L x") :
2

le maximum s’obtient donc en faisant z =86 =2z", et le
coefficient G a pour valeur correspondante

- ) 4
‘} :"-62——‘&.

'y a exeeption, dans la secconde travée, pour les poutres a
ring travées, lorsque o est égal & o,7, parce que le maximum
de J; () tombe en dehors des limites 27, z”, entre lesquelles
sapplique cette fonction. Dans la travée centrale d’'une poutre
1 lrois travées, ¢ étant égal a 0,7 ou 4 0,8, le maximum en
uestion n'appartient pas & J,(x), mais bien a filz); cepen-
dant sa position répond a la méme abscisse, qui est celle du
milieu de la travée.

Les tableaux XII ¢t XITI font connaitre z¥ et ¢ pour toutes
les poutres de trois a douze travées, le rapport ¢ conservant
:oujours les huit valeurs précédemment adoptées. Et méme,
en vertu d’observations déja faites 4 propos du tableau VII
n°43), il est applicable au moins approximativement, quel que
soit le nombre des travées : dans chaque travée dont le rang
natteint pas 7, on prendrait les résultats fournis par les deux
tableaux, en regard du nombre n des travées, si ce nombre
¢y trouve inscrit pour la travée dont on s’occupe; et s'il dé-
passe le dernier nombre inscrit, on prendra les résultats rela-
tifs 4 ce dernier nombre. Dans toutes les travées dont le rang
m est au moins 7, le nomhre n atteignant ou dépassant 13,
on pourra considérer les résultats comme égaux a leurs limites
pour m et n infinis, car la différence est déja faible dans la
sivieme travée d'une poutre a douze travées.

Quant a ces limites, on les obtient en remarquant que, d’a-
pis les formules du ne 49, les limites correspondantes des
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. ! Ny . .
moments sur les appuis A,, A, sont zp'bw vil en résulte
2

qu'on a
1 1
H ! ——_ h2p A
11n]qs(x)__24bo gx(bo ESR
et par suite
. L . v
limz'=—-bd ou lim>- =o0,5,
o .
. 1 Y\ . 1
= (5= )5 Lo
S o4, 19

La derniére formule conduit aux huit valeurs ci-dessous de
lim G, quand ¢ est P'un des nombres que nous avons choisis:

0,0408, 0,0533, o0,0675, 0,0833,

0,1008, 0,1200, 0,1302, 0,1408.

59. Remarque sur une ordonnde particuliere des courbes représen
tant les limites X', X" dans la seconde travée. — 11 est assez remar
quable que les valeurs de X' et X" au point ayant pour abscisse ', dax
la seconde travée, sont constantes, quel que soit Je nombre 2 des travée
de la poutre. La méme propriété s'étend, comme conséquence immédiate,
au moment X di 4 la charge permanente. '

La timite X' répond, pour ce point considéré comme appartenant al
région (", 2"}, a la surcharge de toutes les travées impaires (n’ 2.
Or (n° 19} les surcharges sur les 3°, 5° 7% ... travées donneroni w
moment nul en ce point : X' se réduit donc a ce que produit la surcharze
de la premidre travée. On verrait de méme que X" se réduit au momen:
que donne la surcharge de la seconde travée.

Maintenant, si la premiére travée est seule surchargée, on a (n° 18

[/

';1 1. ___i [ R
)\I* 4P b Vo1 — 4p b Hn )

et par suite
124

1
n-2 W e n-2
X =—-p'br—2
o ! 4, u

n

Le moment en un point quelconque de la seconde travée, répondant 2
I'abscisse x comptée depuis D'origine A de cette travée, sera done (r°)

IFE]

X|+ (XJ— Xl\; Z :p il [_ -+ (ILN—I— "‘n~2>‘£‘l;

c 4u, [4
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¢ attendu que l'abscisse 2" a pour valeur

onaura pour la limite X', au point que définit cette abscisse,

.
Lo pl u . 1 LU U — U U,
Y= P [_q u, 4+ [ (un—l —u,, )J = —/IPV[)~ Z2net T et

fu, u, — u, u, (u,— u,)

Or. les équations qui déterminent la séric des # (n° 31) donnent

2 (14 3}
=1, U= -5 s
2(1+4d) «,
Uyl (= UMy g = = e, — =

donc la valeur ci-dessus de X' au point (z") devient

., p'e . plb?
Tk, —u) 430+ 2)

formule indépendante de 7.
Pour avoir X" au méme point, nous devons supposer la surcharge sur
la seconde travée senle : un calcul déja fait au n® 20 nous donne alors
2X' Bi—6)

¢ ali4p)

Si'on substitue dans cette derniére valeur

o
o o

w, a(1+9d)

(]

il vient finalement
CL a3

formule également indépendante du nombre » des travées.

60. Résumé succinci des paragraphes précédents; guide pra-
tigue. — Passons maintenant briévement en revue et posons
comme conclusion de la théorie eiposée dansles §§ 14V, la
série d'opérations qu’il faudrait exécuter pour résoudre le pro-
bléme qui fait I'objet de ce chapitre, savoir :
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Etant donnée une poutre symétrique, a travées intermé-
diaires égales, posée sur des appuis au méme niveau, et de-
vant supporter : 1° une charge permanente uniforme sur sa lon-
gueur entiére; 2° une surcharge s’étendant sur un nombre
arbitraire de travées, mais ayant sur les travées qu’elle re-
couvre une répartition également uniforme; on demande :

Le moment fléchissant X dd a 'action isolée de la charge
permanente, en tout point de la poutre;

Les limites, positive et négative, X’ et X”, des moments que
peuvent produire en ce méme point les diverses combinaisons
dec surcharge, agissant a I'exclusion de la charge permancnte;

La limite X” des valeurs ahsolues que peut prendre le me-
ment fléchissant, au méme poini, sous 'action simultanée de
la charge permanente ¢l de la surcharge, celle-ci passant suc-
cessivement par tous les états qu’il est permis de fuiattribuer.

Dans Pexposé ci-aprés, nous rappelons toute la solution,
comme si le rapport ¢ entre les longueurs d’'une travée inter-
médiaire et d’'une travée de rive ne figurait pas parmi les huit
nombres

] ~ B
0)7’ O,b, 0)9’ 1,0, I, 1, 1,2, 1,20, T7jv

que nous avons plus spécialement étudiés. 8'il en était diflé-
remment, 10s tableaux numériques d'une part, et d’autre pan
le Formulaire analytique par lequel se termine cet ouvrage,
donneraient immédialement la plus grande partie des résullals
cherchés; la solution serait méme compléte pour les poutres
de sept travées au plus, si 'on voulait se contenter de notre
Formulaire graphique (n° 58), parfaitement suffisant,  notre
avis, pour les besoins de la pratique ; pour les poutres de huit
a douze travées, il ¥y manquerait fort peu de chose, comme
nous 'avons déja dit.

(a). On commencera par copier sur une feuille, de maniére
a les avoir sous les yeux, les séries

Ma, Ny

calculées une fois pour toules aux n® 32 ct 33, Vindice n
pouvant, dans les deux premiéres, ¢tee la moiti¢ d'un nombr
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impair. 11 sera bon d’y joindre les nombres

V3 =1,73205 0807568877 29348... .,

v
v

I

V3 = 0,57735 02691 89625 76449. . .,

Wl ~ 1] Wl =
[S%)]

= 0,756083 568506 51592 54731 8....

On se rappellera que lindice ¢ désigne dans les formules

1 \ I . -
~(n—2), n étant le nombre des travées, et que A sans indice
2

o . . M
désigne A, , ou A, égal au quotient =I-

N,
(b). On déduira des longueurs données des travées le rap-
port
. longueur d'une travée intermédiaire
- longucur d’une travée exirémne

qui lui-méme servira a calculer les séries des nombres wuy
et Pa, suivant les formules des n® 31, 32 et 33. Pour la série
des u, le procédé le plus commode semble étre de calculer
d’abord

2 (1 +4-d)

[Z75==0 Uy——— ———

d
puis d’aller de proche en proche au moyen de la relation
Ur+ 4— Ujg —+ Ujgp2— O,

qui donne successivement wuy, w,, s, ... jusqu'a u, ,; dail-
leurs on déduit u, de I'équation
q

Up=—— 21+ O)Up_s— Ua_,0.

Quant a la série des nombres B, on a 3,== o, et I'on trouve par
divisions sueccessives
Illll -1

B == —

Uy

(¢). On calcule par les formules du n°® 33 les moments de
flexion X, sur les points d’appui, spécialement produits par
la charge permancnte. Provisoiremcnt on ne réduit pas en

Ir. 16
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nombres le facteur pb* qui entre dans ces formules. On cal-
cule ensuite (n™ 37 a 42):

L’expression du rapport pb pour un point quelconque,

Les maxima de ce rapport,

Les abscisses xy, z, (presque toujours réelles) des points
ou le moment X change de signe, en passant par zéro.

(d). On calcule par les formules des nv® 4% & 47, et pour
chaqug travée, les abscisses désignées par z’, 27, 2”, x™ dans
la théorie générale des n° 26 et 27, abscisses qui sont celles
des points ou Vexpression algébrique des limites X', X” change
de forme.

{e). Supposant une surcharge sur la fongueur entiére dc ha
poulre, mais de deux en deux travées seulement, alternative-
ment sur celles de rang pair et celles de rang impair, on cal-
cule les moments de flexion aux points d’appui, par les for-
mules du n° 49; on y laisse encore figurer algébriquement le
facteur p’ b 1l faut avoir soin d’ailleurs de bien choisir la for-
mule convenant au cas que 'on traite, suivant la parité des
nombres m et n.

Comme la surcharge sur les travées paires et celle sur les
travées impaires sont complémentaires (n° 24), les résultats du
calcul qu’on vient d’effectuer servent de conirdle a ceux qu'on
a trouvés pour la charge permanente : on a, en effet,

Xlﬂn.!.e‘ﬂ.‘.—_{—X’ix..?.S 7. . X':l.ivﬂ.ﬂ.&... (*‘

PI be _ pr bfgiﬁ "

Réciproguement, étant donnés les moments X, dus a la charge
permanente {ou plutdt leurs rapports & pbd?) et I'un des rapports

- 2.4.68.8... 1.8.5.7...
X X
ou

p b p'obe
peut-étre préférable de profiter du moyen de vérification qui

s on peut en conclure Pautre; mais il est

se présente ici.
(f). On supposera ensuite une surcharge couvrant les deux

{*} Suivant une notation que nous avons fréquemment employée, les indices
supérieurs accolés a la lettre X désignent les nnméros d’ordre des travées sur-
chargées.
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travées contigués & un appui A., et le surplus de la poutre de
deux en dcux travées; les formules du n* 50 feront connatire,
sous cette surcharge, les moments de flexion en A, i, An,
Anie On répétera le méme calcul en faisant varier m depuis 1

. 1 1 . . i .
jusqu’a S nou ;(n—— 1) inclusivement, de maniéere a parcourir

la demi-poutre. On conservera encore le facteur algébri-
que p' b2

Le n° 50 renferme un asscz grand nombre de formules pour
cet objet : on prendra hien garde aux conditions de I'emploi
de chacune d’elles.

(g). Les choses étant & ce point, on aura tout ce qu’il faut
pour déterminer les limites X’ et X”, suivant la marche indi-
quée aux n™ 52 et 53; on en déduira (n° 53) la limile X", qui
est ordinairement le but final du calcul des moments. Ayant
les expressions algébriques de X”, il sera facile de les repré-
senter par des courbes, d’avoir les maxima, minima, cte.

Enfin, pour lapplication usuelle, on effectuera le produit
des divers coefficients par les factcurs pb? ou p’b?, conservés
jusgu’a présent sous forme algéhrique.

§ VI. — Questions diverses cornicernant les poutres symétrigques
et a travées intermédiaires €gales.

61. De la poutre & deux travées égales. — Quand la pouire
est soumise a la charge permanente, 4 raison de p kilogrammes
par métre courant, si b désigne la longueur de 'une des tra-
vées, on aura, pour déterminer le moment de flexion X, sur
lappui central, I'équation (1o} du n° 6, qui devient ici

4X|:épb’, soit X,:épb’,

attendu que les moments X, X, sur les deux culées sontnuls,
Par suite, le moment X spécialement produit par la crharge
permanente est, a la distance z d’'une culée,

(1) X:épb’-?—:—épx(b—x):f%pbx+é‘n.x1.

V6.
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Cette expression représente une parabole ayant pour coordon-
nées du sommet

3 9 2 9 2 Py
ngb’ X:B_Spb—gzpb :_;()81)[)2:—0’0703])})2;
X, d’abord négatif a partic de x = o, s’annule pour x:%b,

et croit ensuile jusqu’a o,125 pb?, maximum positif qu’il atteint
pour z = b, c’est-3-dire sur 'appui du milieu.

Pour avoir la limite positive X’ des moments dus a la sur-
charge seule, on sait (n° 27) qu'il faut d’abord supposer Ia sur-
charge de la travée n°® =2 (si c’est de la premiére qu'on soc-
cupe )+ on obtient ainsi X’ entre  — o et = une certaine
abscisse z*. Depuis # = z*" jusqu'a z = b, X’ répond a la sur-
charge compléte des deux travées. Or, si une seule travée
porte la surcharge, ’équation (10) du n°® 6 devient

1

4)&:%])’1)’, Qo Xi=— p'b;
donc on aura :
Dex—=o0dx=2zx"v,
(2) X' =—p'ba;
Dexr—==x" a x=0>,
(3) X’:-—gp'bx—i—ép'x‘.

La somme X'+ X” devant (n° 2%) reproduire

3 T,
X ou ——gp’bx+;px,

==

il en résulte immédiatement :
Dexr—o0 4 x=2xv,
X' =— lp’bx —+ ! "x?;
16 2[’ ’

Dex=axv"aax=b...X"=o.
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L’abscisse x'¥, qui est celle ou I'expression (3) doit rem-
placer (2), pourrait étre déterminée en posant

S S
I—G_P bt :———gp bx”—*—;p ZIE

on obtient de cette maniére 2" — % b. Cest ce qu'on trouve-

rait aussi par la formule générale

'V — b <l—‘;}’n_|),

car dans une poutre a deux travées égales on a

de sorte que le nombre 3, ou y, (le seul & considérer ici) a
I
4

I ne reste plus qu'a trouver la limite X” des moments de
flexion produits par I'action simultanée de la charge perma-
nente ¢t de la surcharge, ces moments étant pris en grandeur

absolue. Or, X est négatif de 0 & 3 b, et positif au dela : dong,

4

Suivant les principes généraux (n° 24), il faut prendre :

pour valeur

Dex—o0 a x:§b,
w I ! ! ’ 7.
X'= £bp+7p)bz — —(p+p)z’;

Dex:%b he=1

b,
w I [4 ! 2
X :1—6(—6p+p)bx+;p$ H

Dex:%b ax=b,

‘&L 3 7 1 r 2
N'=—g(p+p)bz+ ;(p+p)z"
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Cest avee ces trois expressions de la limite X” quon a
construit la fig. 1o (Pl A, @ la fin du volume), faisant partie
du Formulaire graphique (n® 58).

62. Nécessité de tenir compte des écarts qui pourraient
exister entre le polygone primitif et le polygone définitif des
appuis. — Afin de bien faire comprendre notre pensce et d'é-
viter toute ambiguité, nous donnerons d’abord une définition
précise de ce que nous entendons par polygone des appuis.
Les appuis réels ou matériels sont les sommets des piles ou
culées, sur lesquels repose la face inféricure de la poutre:
mais a ceux-la nous en substituons fictivement d’autres, qui
sont les poinis de la fibre moyenne situés verticalement au-
dessus des premiers (*). En réunissant chacun de ces points
d’appui fictifs au suivant et au précédent, par des lignes

“droites, on forme le polygone des appuis. Nous rappelons
d'ailleurs que nous entendons par forme naturelle ou primi-
tive d’une piéce, la forme qu’elle aurait si on la construisait en
juxtaposant et liant entre eux ses divers ¢éléments, mais sous
la condition expresse de ne soumettre la matiére & aucune
pression ni tension intérieure, comme cela aurait lieu, par
exemple, dans une piéce d’'un seul morceau, placée sur un
cintre ou chantier qui la soustrairait, pour ainsi dire, & l'ac-
tion de la pesanteur. La forme définitive, au contraire, est
une autre forme d’équilibre, qu’elle conserve quand elle est
mise en place et abandonnée a l'action des charges, qui pro-
duisent simultanément de 1égéres altérations de la figure pri-
mitive, et des tensions moléculaires plus ou moins notables.
Les points d'appui fictifs pouvant étre marques sur la fibre
moyenne construite avec 'une ou I'autre de ces formes, il en
résulte qu’on peut aussi considérer deux polygones des appuis,
se rapportant, I'un a étal primitif, autre & 1'état définitif de
la poulre.

Cela posé, on 2 vu que dans toute Ja théorie des poutresa
plusieurs travées solidaires, depuis le §11 du chapitre premier,

(*) Nous raisonnons toujours comme si les supports n’avaicnt aucune épais-

seur parallélement a Uaxe longitudinal de la poutre.
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nous avons constamment admis la nullité des ordonnéces de Ia
fibre moyenne définitive, par rapport a la fibre moyenne pri-
mitive, pour les points situés au-dessus des appuis. Cet
énoncé, que nous avons adopté provisoircment parce qu’il
¢tait le plus bref, laisse encore subsister un peu de vague; la
forme seule de la fibre moyenne primitive est, en effet, bien
déterminée par sa définition, mails sa situation ne l'est pas
d’une maniére absolue. On aura une condition parfaitement
claire et précise, en disant que le polygone primitif et le po-
lrgone définitif des appuis doivent éire superposables; ou, ce
qui revient au méme, que le polygone primitif des appuis
doit rester invariable de forme pendant la déformation impri-
mée & la poutre par U'action des charges. 1l sera permis alors,
dans la formule (6) du n° 2, de supprimer les termes en yi, ¥,
15, aussi bien que si ces ordonnées étaient n®lles : car la quan-
iité entre crochets dans le premier membre peut s’écrire
Je ),

7 7

Yi— Y +
a a

on voit done qu’elle exprime la somme des rotations prises
en dessous de 'horizontale, et autour du centre A  fig. 2, p.6),
par deux cotés consécutifs AB, AB’ du polygone primitif des
appuis, somme nécessairement nulle quand 'angle BAB' ne
varie pas. Par conséquent, on arriverait de cette maniére, avec
I'hypothése des charges uniformes, a la formule (10) du n° 6,
dont nous avons fait un usage si fréquent ct si étendu.

Ainsi done, si aprés avoir construit la poutre sur chantier,
avec des tensions intérieures nulles, on pouvait la mettre en
place sANs LA DEFORMER LE MOINS pU moxDE, il faudrait qu’alors
elle touchat naturellement tous ses appuis, ceux-ci étant sup-
posés posséder une fixité absolue ou étant pris dans la situa-
lion finale ou ils se trouveront aprés tous leurs tassements.
Cette hypothese restrictive est essentielle pour la rigueur de
nos déductions. Mais s'il en était différemment, si, par exem-
ple, une poutre parfaitement rectiligne sur le chantier de con-
struction, el possédant une section de hauteur constante, était
placée sur des supports qui ne seraient pas en ligne droite
apres leurs tassements, les conditions du calcul seraient tota-
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lement changées : dans certains cas particuliers, il pourrait y
avoir bénéfice pour la stabilité, et perte dans d’autres. Une
variation de niveau, en apparence insignifiante, qu’éprouvera
un appui, peut avoir sur 'intensité des moments de flexion
une influence considérable : c’est ce que nous allons montrer
par un exemple.

Soit donnée une poutre en tdle, a rois travées égales, rigou-
reusement droite dans I'état naturel, qui doit supporter Ia
charge uniforme de p kilogrammes par métre courant; ses
quatre appuis étant A, A, A,, A;, nous supposerons que l¢
second et le troisiéme se trouvent a des distances f, fi de la
ligne droite A.A; qui joint les deux extrémes. Nous nomme-
rons enfin :

b ouverture commune des travées;

EI = ¢ le moment de flexibilité de la section transversale,
supposéc constante sur toute la longueur de la poutre;

1 le moment d'inertie de ceite scetion, 2 sa hauteur mesu-
rée perpendiculairement a 'axe de flexion;

Xy, X les moments {léchissants aux points A,, A,.

L’équation (9) du n° 6, appliquée successivement aux deux
couples de travées AqA,, A/A; d’une part, A A,, A A, d'autre
part, donne

. 6
4X.+X1:épb’+75<—~zfl+ﬁ),

6
Xi §Xo== > b2 ( fi—afs

de 1a résultent les valeurs

1 . Ge
X, = Tgpb +5F (2fi—3 1),

T 6¢

- — ])2 2 —3 S

= F +5b’( i J

Imaginons maintenant que les accidents de construction ou
les faules coinmises dans le nivellement aient eu pour conse-
quence de laire

b b
f=E f=

—_— 0
" boe boe’
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les deux derni¢res équations font voir alors que X, s’annule,
que X; prend une valeur double de celle qu’il aurait pour
fi=fr==0, et que par conséquent la loi des momenis de
flexion €prouve un bouleversement complet : notamment, la

. o . T "
limite supéricure de ces moments devicnt gpb2 au lieu de

1
Tapb’.

Ces grandeurs que nous attribuons a f et f; ont-elles quelque
chose d'inusité et pratiquement peu réalisable? Non, en aucune
fagon, car elles sont comparables aux fléches que les travées
prennent sous la charge, et ne doivent pas dépasser quelques
centimétres, méme avec d'assez grandes portées. Afin de le
montrer en continuant notre exemple, supposons que le con-

structeur, comptant sur la nullité de f et de f,, ait pris - pb?
10

pour valeur du moment fléchissant maximum ; la section trans-
versale ayant une forme quelconque symétrique relativement
alaxe de flexion, aura dii étre déterminée de maniére qu'on
ait

oaphh

21 R,

relation dans laquelle R désigne le plus grand effort par unité
de surface auquel on veut soumettre les fibres, L’usage étant

b \
de prendre /& entre 5 Gt ;5 pour les poutres en (Ole dont la

15
section a la forme du double T, nous ferons & = 0,084 ; nous
ferons R = 3 ooo ooo, ou sculement 3 kilogrammes par milli-
metre carré, afin de réserver la part des charges accidentelles
dont on aurait a tenir compte dans un calcul plus complet. La
derniére équation devient alors

phe
1

—_— L)
— - .10

b

ou, si 'on multiplie les deux membres par o E €L qu'on sup-

pose E == 2. 10",
pb pb b

Golll 7 Go: T 1boo
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1
16oo
portée, ¢’est-a-dire o, 025 avee une portée de 4o métres,

Le sens général du résultat auquel nous arrivons ici est de
naturc & fixer, sous plusicurs points dc vue, P'attention des
ingénieurs. D’abord il importe essenticllement pour la veérite
des calculs de résistance, soit qu’on les exécute par nos mé-
thodes, soit qu'on préfére les mdéthodes actuellement en
usage, que le polygone des appuis fictifs soit inscrit aussi
exactement que possible dans la fibre moyenne primitive,
guand on les place 'un et I'autre de maniére i faire coincider
leurs extrémités homologues. Le constructeur ne saurait donc
prendre des précautions trop minuticuses pour que cette con-
dition se¢ trouve remplie, non pas précisément & I'instant de

La valeur ci-dessus attribuée a fi et & — fi serait de la

la pose, mais aprés la production compléte de tous les tasse-
ments, quand le systéme est parvenu a son équilibre définitif,

Mais ce n’est pas tout. Puisqu’il faut tant de précautions
et de soins pour réaliser tout ce que suppose le calcul préa-
lable des dimensions de la poutre, on peut se demander si
pratliquement il arrivera que ces précautions seront toujours
bien prises; si les tassements des supports, pouvant se pro-
duire 4 la longue, et échapper a une surveillunce imparfaite,
ne viendront pas en détruire Peffet dans beaucoup de cas.
Cette éventualité a semblé suffisante a un ingénicur aussi
distingué comme constructeur que comune savant, pour lui
faire émelttre opinion que les poutres & travées solidaires
devraient étre proscrites, et qu’il conviendrait de s’en tenir
aux poutres & deux appuis simples, dans lesquelles aucun
doute ne peut exister sur I'intensité des moments de flexion
en chaque point, malgré les dérangements probables des ap-
puis. Toutefois opinion contraire a jusqu’a présent prévalu :
et, en attendant Ics lecons que l'expérience nous fournira
sans doute, il ne nous appartient pas de trancher le différend.

63. Disposition propre & rendre minimum le moment fléchis-
sant moyen, sous une charge uniforme. — Une poutre droite
chargée uniformément & raison de p kilogrammes par metre
linéaire repose sur 2 -+1 points d’appui : en demaunde de dis-
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poser ces points, tant sous le rapport de I'écartement que sous
celui du nivellement, de maniére que le moment fléchissant
noyen sur la longueur entiére de la poutre soit un minimum,
:ottie longueur enticére devant d’ailleurs rester invariable.
Pour .calculer le moment fléchissant moyen dont il est
question dans P'énoneé, imaginons une courbe dont les ah-
stisses seraient comptées suivant la fibre moyenne, et dont les
ordonnées seraient, en chagque point de cetle fibre, le moment
fléchissant qui s’y produit; 'aire totale comprise entre cette
courhe et I'axe des abscisses, tant au-dessous qu’au-dessus,
en la prenant partout positivement, sera, en veriu de sa dé-
finition méme, le produit du moment fléchissant moyen par
la longueur entiére entre les appuis extrémes. Rendre mini-
mum le moment moyen, ¢’est donc aussi rendre minima Paire
dent on vient de parler. La solution exige que nous passions
par quelques propositions intermédiaires.
' I. Soit A (fig. 51) une extré-
mité de la poutre, et AB une
travée de rive, de longucur &;
construisons la parabole AMB,
dont I'équation serait, relative-
ment aux axes Az, Ay,

I

(4)  y==px(b—2a);

2

élevons en B une ordonnée BC égale au moment de flexion
en ce point, et joignons AC. Suivant la formule (4) du n° 1,
le moment de flexion en un point quelconque de la travée
sera la portion d’ordonnée comprise cnire la parabole et la
droite BC, et le moment moyen, calculé pour cclie travée
toule seule, scrait proportionnel & la somme des aires

AEDF + DBC.

Cherchons la condition qui rend cettc somme un mini-

mum, lorsque BC varie scul et que la longueur AB reste con-
stante.

S8i nous faisons varier BC d’une quantilé infiniment pe-
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tite CC', la somme des aires varicra de la quantité correspon-
dante ADD'— DCC'D’ : donc il faut avoir pour e minimun

N ADD'=DCC'D’,
ou bien

ADD’:é ACC.

Or on a, en nommant d§ 'angle infiniment petit CAC’,

ADD =2 AD . d5, ACC'=L1AC . ds;

N

donc

et par suite

;\—P:b\//g-

Cela permet de calculer sans peine la valeur minimante

de BC. L’équation (4) donne cn effet, quand on substitue

.’L‘:AP:{)\/E:
2

d'un autre coté, Ia considération des triapngles semblables
APD, ACB fournit la relation

donc
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Il est intéressant de connaitre la valeur de l'aire minima to-
ule AEDF + DBC. Pour la calculer, menons la tangente GF
pralléle & AD, et le diamétre conjugué FH : I'équation de la

. 1 y
prabole étant y = S b, quand on prend pour axe des x la

ungente au sommet et que I'axe des y coincide avec 'axe de
ls courbe, deviendra

= pa*sin'GFE
pour les axes obliques GF, FH; done
AG—EF — - p.Ez.sin’GFE = lp.mz,
2 2

o, attendu que E est le milieu de AD et par conséquent H
le milieu de AP,

—loap L
EF = - p. Al _16111).

De la il résulte que l'aire AEDF, égale aux % du parallélo-

gnmme AGLD, a pour mesure

—_— 1 T I
F.AP=— [)7.6\/—: — bt
2ip 2 24\/2Pb'

Quant & la seconde partie DBC de I'aire cherchée, on posera

U«I'\J

DBC = ACB -+ AEDF — AQBM

L CR 3____.
=2 b.CB + pb— 2 b.MQ;

24\/

u, CB est connu, et MQ se calcule par I'éguation {4) qui
donne

MQ — —;— pbi:

bJI'-
W~
ol =
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substituant dans Iexpression précédente, il vient

T ] 1 N
DBC;;[)h (x—\/;) + 0 v/;pb _ 12pb

et par suite

DF '——1 3 I _;_ .
AEDF 4 DBC = pr (1 \/2>

Le rapport de cette aire a celle de la parabole AMB, qui re-
présenterait les moments si la travée AB n’avait en B aucune
liaison avec le reste de la poutre, est

s —v3)

I ~
P

> S0it 22— 2 =0,58578. . ;

il donne la mesure de 'avantage maximum que peut procurer
la solidarité, dans une travée extréme.

IL. Soit maintenant A’B’ ( fig. 52) une travée quelconque
{mais non de rive), de lon-
gueur c¢; tracons encore la par-
bole A’ M’B’ ayant pour éguation

et portons en A” et B les ordon-
nées A’C, B'D édgales aux mo-
racnis de flexion correspondants. Le moment fléchissant moyen
dans la travée A' 1Y sera proportionnel a I'aire comprise entre
la parahole et la droite CD, ¢’est-a-dire a

CFA'+ FEGM'+ GDB’,

et T'on peut alors se demander quelies valeurs de A'C, B'D
rendront celte aire un minimunt.
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Pour les obtenir il suffira de prendre

ME = W0 = pe,

.L\]

el de mener parle point E ainsi obtenu la paralléle CED & I’axe

des z. En effet, les distances EG et QB étant proportionnelles
A VM E et yM'Q, on aura

¢'est-a-dire
EG—=GD, et, par symétrie, EF —=FC:

donc, sil'on imprime a la droite CD un mouvement infiniment
petit, soit de translation, soit de rotation autour du point E,
les petites surfaces ajoutées a laire ci-dessus indiquée seront
écales & celles que P'on retranchera; par suite il en sera de
méme dans un mouvement élémentaire quelconque, néces-
sairernent réductible aux deux précédents. Donce la différen-
ticlle de l'aire, correspondant au déplacement en question,
sera nulle, ce qui constitue le caractére du minimum. Les va-

leurs de A’C et B'D qui le produisent sont donc
—— e 3 — 3
AC=BD= Z 1Q = 35 PC-
L'aire A’QB'M' est, comme on sait, %p&; des résultats
qu'on vient d’établir on déduit

r=2 L s
FEGM =3 G.EM =z ¢.o-pci= qbpc

r | — 3 % Y
A'CDB = oS pe:
done
(FA’ 4+ FEGM -+ GDB' = A’CDB’ + 2. FEGM'— A’QB'M’

3 et pe - Lpe =L po
=3P 48])‘ 2 Pe 3247
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Le rapport entre laire minima et celle de la parahole
. 12 .3, . ,
A'B'M’ est -5 soit g+ cest le nombre qui mesure l'avantage
a2 ]
maximum de la solidarité, dans une travée intermédiaire.
I11. Soit maintenant une poutre a r~+1 appuis

Ao, A, AL Asy oo A Ay
nommons

Ay Oyy Uz,. .., «,
les longueurs des »n travées, et
X|y XZ’ XS!"'! Xn——l

les moments fléchissants dans les sections qui répondent aux
rn—1 appuis intermédiaires. Ayant porté ces moments en
ordonnées au-dessus des points correspondants, construisons
la ligne brisée

AXXe X XA,

qui joint leurs extrémitds; construisons aussi, dans chaque
travée, la parabole analogue a AMB ou A'M'B’ { fig. 51 et 52,
Nommons 8 Paire totale comprise enire la ligne brisée et les
paraboles, laquelle aire divisée par la longeur constante de la
poutre nous donnerait le moment (1échissant moyen : il s'agit
de rendre S minimum en disposant des longueurs a,, a;, a,...,
sans changer leur somme, et des moments particuliers X,,
X:, Xapeon

D’apres ce quon vient de voir, si d’abord nous laissons les
ouvertures des travées constantes, l'aire partielle relative a
chacune d’elles ne pourra descendre au-dessous d’un certain
minimum (ne nous connaissons, et par suite 8 ne pourn
descendre au-dessous de la somme de ces minima; done

s> e (1 /2 e pat
b>6pa] (x \/2>—+A32paz + 5 pa)

(5)
1 3 | I 2 1 a i .
+Epa‘+...f—39‘-pa“ ,+B—pa,. (1——\/2>
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En général, les ouvertures des travées étant quelconques,
les minima partiels dont nous venons d’écrire la somme ne
seront pas réalisables : en effet, pour réaliser le minimum

i (V)

dans la travée A A, il faudrait prendre

r 7
Xo=gpa (‘“\/;)

r . H - 1 I3
et, pour réaliser le minimum 3 pa; dans la travée A, A,, on

(SR

devrait avoir

. , 3
X=X,= 35 pas,

valeur généralement différente. 1l faudrait donc pouvoir attri-
buer deux valeurs différentes 4 la méme quantité, ce qui cst
impossible. De méme, la condition pour obtenir le minimum

. I
partiel Epag est de poser

. 3
K= X;= 3, P

i
.. 1
pour le minimum Epai, de poser
‘( :X j— i o’
<%g3 i 3lp i

et ainsi de suite. On voit que la supposition d’ouvertures
guelconques rendrait impossible la réalisation de Chaqué
minimum partiel, en conduisant a deux valeurs différentes
pour chacun des moments X,, X;, X;,. ..y Xeut

Mais nous pouvons faire disparaitre cette impossibilité en
choisissant les ouvertures, ou plutdt leurs rapports mutuels,
de maniére que ces doubles valeurs deviennent égales deux

TIT. 7
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a deux. Il suffit pour cela qu’on ait

ou, ce qui revient au méme,

22} [
(6 bis) %;‘ﬁ 7—4\/ (1——\/~>_~1,2498388564....

== Q;— y— . .. — -

Dans ce cas on aurait le droit d’adopter les valeurs, toules
égales, qui viennent d’étre mentionnées, pour les moments
X, X5, Xs,. .5 et, si on les adoptait effectivement, I'inéga-
lité (5) se changerait en ¢égalité.

Or il arrive en outre, ce qui est fort remarquable, que les
rapports (6), établis entre les diverses ouvertures, sont préci-
sément ceux qui rendent minimum le second membre de
I'inégalité (5) considéré comme fonction de e, a., a,...,
sous la condition d’avoir

oy ct,—+ .-+ . .. = const.

Nommons en effet 8’ celte fonction; nous aurons

I 1 3 3
a8 — S palda, (\1—— \/;) -+ BZPai da,+ 3 pa; day +-
o f
-+ ;p(ln 442 I — ;‘- bl
ce qu'on peut écrire, si les conditions (6) sont satisfaites,
o3
d8 — —3;])51; (da + da, + day, + . . . -+ day),
c'est-a-dire d¥ —=o, puisque la somme des ouvertures ne

varic pas. Les conditions (6) ou (6 bis) expriment donc bien le
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minimum dey la fonction §'; par conséquent elles expriment
aussi celui de 8, toujours plus grande que ¥, et lui devenant
égale seulement quand ces conditions sont satisfaites.

En résumé, si 2 L désigne la longueur totale de la poutre,
nlc nombre des travées, on voit qu’il faut, pour rendre mini-
mum te moment fléchissant moyen, déterminer 'ouverture b
des travées de rive, par I'équation

21)—4—4(n~—2)b\/% (1——\/-;->::3L,

qui donne
' L

SRRy Py

soit plus simplement, en remplacant le gquadruple du radical

h—

\ . 5
par sa valeur tres-approchée 1,25 ou
p

T’
b— L 8L
- 5 T An—2’
I-’;—g(n—z)

prendre 'ouverture ¢ de chaque travée intermédiaire égale

‘ : v N
a4b \/§ (I— \/;>, ou approximativement

1oL 2L

= 3
S5n—a2  n—o,4

b=

¢ ==

£l

enfin, s’arranger pour que le moment sur un point d’appui
. 3 -

quelconque ait pour valeur Epc". Il nous reste a dire com-
ment cette derniere condition pourra étre pratiqgucment réa-
lisée.

1V. Nommons en général y; la quantité dont I'appui A; se
trouve au-dessous d'une ligne superposable a la fibre moyenne
primitive et joignant les appuis extrémes Aq, A.;la longueur
d'une travée de rive étant en oulre désignée par b, et celle

LI
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d’'une travée intermédiaire par b3, nous appliquerons I'équa-

tion (g) du n® 6 4 tous les groupes de deux travées consécu-
tives, ce qui nous donnera :

6
s L1+ 0) ] =2 X, (14-0) 4+ X8
_}}pbz(l_{_aa),

o (ri—2ya+ys) = X.+4X,+X3——51pb75=,

I
o
—_ ;pb’u‘,

55 [Ynmz = Vnet (14 8)] = Xpa 8+ 2 X, (14 )

‘ P ),

3
ou, en remplacant X, X,, X, . .., Xaey par przaz’

i 6¢

| . R "1‘:'17 2¢ Dy N2 @y
| prs L (1--8) ] 32])1;(0 468 —8),
6e 3 ! b1g2
g T2l ) = e pteT
(7 blS) [)z“ (]‘;—2]‘;«—%—‘74)——-—[10 a,

6¢ ! 2( 33 2
m[]’n_z—~}”n_x(l+5)]:$pb (a —1—66 8).

Les (n—1) équations précédentes détermigent les valeurs
qu'on doit donner aux ordonnées yi, 3, ¥s,- - -5 ¥am- POUr les
résoudre commodément, on remarqucra gue trois de ces va-
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leurs, ayant pour indices trois nombres entiers consécutifs,
satisfont a la relation

I D
].I' -— 2]‘k+1 +]'k+2 — %plﬁ 04,
que l'on peut écrire aussi
(Fraz— Fher) — (Yo — ¥1) = Ay = ﬁpb‘ of.

De la résulte, en nommant A et B dcux constantes, et f le

facteur 9—23;[)1)‘6',
(8) n=rf (élf’+Ak+B>-

Cette expression vérifie, quels que soient A et B, les n—3
équations intermédiaires du groupe (7 bis), et 'on peut ensuite
disposer des deux constantes de maniérc a vérifier aussi les
deux extrémes. Cest ce que nous allons faire : mais nous
remarquerons d’abord qu’en vertu de la symétrie on doit avoir
¢videmment

YE=Yn—ks
ou, d’apres I'équation (8),
ék*—i—A/r: é(n-— kr+A(n—rh):
de cette relation nous tirons

Azl'(n——lf)’—/r’: n

2 2k —n

-

el par suite
1
yi=— ;] [hi{n—Fk)—2B].
§i nous adoptons cctte derniére expression, nous n’aurons
plus qu’a choisir B de facon & vérifier 'une des équations
extrémes du groupe (7 bis), la premiére par exemple : cela
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nous fournira la relation
—&r(r—d)—3+d+2B3]=+65—38,
d’ou I'on déduit

868 28— 3 4 nd(3—1)

7
3
04

ou hien, eu égard a la valeur 4 \/% <1-— \/é) de 9,

2B =0,0377 +0,1999 1.

2B

Donc enfin
(9) y,,:—éf[/{(n——lr)v—o,0377—o,1999n].

La quantité comprise entre crochets, dans le second membre
de la formule (g), varic avec &; mais sa plus petite valeur (qui
répond a 'une des limites k=1 ou k=n—1)est

0,801 —1,0377.

Donc cette quantité reste toujours positive; done, f I'étant
aussi, toutes les ordonnées % sont négatives, ¢’est-a-dire qu'il
faut les compter au-dessus de l'axe des abscisses.

I ’

Le facteur f= 96¢ pbié n’est autre chose que les 0,8 dela
fléche qui serait prise isolément par chaque travée intermé-
diaire, sous la charge uniformément répartie pbd, si I'on dé-
truisait la solidarité entre les travées, et que la poutre {it
interrompue sur chaque pile.

Le maximum en grandeur absolue de yu, lorsque k varic,

répondrait a4 k= -, el aurait pour valeur

éf(o,zSn’—— 0,1999 2 — 0,0377):

il existera sur 'appui central, quand r sera pair, ce qui per-
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: n A . .
mettra de faire k= 3 Mais si n est impair, on ne pourra plus

ndz1
adopter que les valeurs & —

» afin de s’en rapprocher le

plus possible, et I'on obtiendra pour limite supérieure des ¥+
le produit

if(o,25n’——o,1999n——0,2877 )

ce qui différe relativement peu du résultat précédent, dés que
n a une grandeur notable.

1l est facile de trouver une courbe continue passant par tous
les points d’appui intermédiaires. Afin de la définir, nous
prendrons pour axe des y la verticale descendante qui part du
milieu de la poutre, el pour axe des x 'horizontale menée a
la distance

L 2

;f(o,zSn —0,19997 — 0,037
au-dessus de I'axe relativement auquel nous comptions s, 1,
Y3+ -« Yu—- NOUS SUppOSerons, pour éviler toute équivoque,

la fibre moyenne rigoureusement droite, dans son état primi-
tif. L'ordonnée de l'appui A4 est, avec ces nouveaux axes,

_y-:éf[o,zSn’——k(n—-k)]:éf (g —-]r>1;

z=103 (E_k),
2

comme on le vérifie aisément en retranchant la distance
A.A; de la demi-longuecur de la poutre. L’élimination de 4
entre ces deux équations donne celle de la courbe, savoir :

son abscisse sera

1, z?
Y= ;fl;g;’
ce qui est I'équation d’une parabole & axe vertical, ayant 243

X . aa
de corde sur ;_f de fleche, et tournant sa concavité vers le
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bas : on voit donc que tous les appuis appartiennent a ung
méme parabole quand la fibre moyenne est primitivement
droite. Inversement on pourrait faire droite la ligne des appuis,
en adoptant une fibre moyenne parabolique; et généralement
on pourrait adopter toutes les combinaisons qui maintien-
draient le méme écart relatif entre ces deux lignes, pourvy,
bien entendu, que la fibre moyenne restit toujours sensihle-
ment droite.

11 est a remarquer que les ordonnées des appuis extrémes
ne rentrent pas rigoureusement dans la formule précédente :

celle-ci, en faisant
n

x=>5bd <——1>—+—b,

2

et tenant comptle de la valeur numérique de d, donnerait en
cffet

1
§ = Ef(o,:».i}n2 — 0,19997 + 0,04 ),
tandis qu’on devrait prendre en réalité
1
y= ;f(0,25n'— 0,1999% — 0,0377 ).

On voit qu'il existe eutre ces ardonnées une différence de
1 . . ;
0,0777 - ;f, laquelle a une importance relative d’autant plus

faible que n est plus grand.

V. Quand on dispose la poutre de maniére a réduire autant
que possible le moment fléchissant moyen, il est facile d’a-
voir la valeur de cette moyenne qu’on a rendue minimum,.
L’aire totale de la courbe représentative des moments est, en

effet,
1 1 n—a2 .
S.:gpb (l—-\/;)—f— % pba;

or on a, suivant I'égalit¢ qui définit le nombre g,

1 T gt
R ~ )} =3
3 2) 10
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jone

S, = ipb“é’[zb +(n—2)bs],

. z 1 )
e qui donne pour lamoyenne cherchée pr’é", car I'expres—

son entre crochets n’est autre chose que la longuecur de la
routre. Enfin, si 'on remplace &6 par sa valeur approximative

2L - -
-» indiquée plus haut, il viendra pour expression de
I— 0,4

eette moyenne minimum, que nous appellerons M,

Il'y aurait sans doute un certain intérét & comparer M avec
lesmoyenunes analogues M’ qui se produisent dans diverses cir-
constances. Si la poutre est formée de n travées indépen-

2L,
dantes ayant pour longueur =7 le moment moyen est
()

M= 2. <2L\)2:PL’.

' n 3nt’

387

M3y
M T 8\n—o0,4/)°

formule qui conduit aux résuliats indiqués ci-dessous :

donc on a

n=s, 3, 4 5 6 g

M .

W - 0;5867 0>/|99) 014()3’ 0’4447 0:430’ 01422 s
n=§, 9, 10, 1, 12,..., @ .
M

W:0’4l6’ 0,411, 0,407, 0,404, o0,401,..., ©0,375.

Sila poutre est composée de trois travées solidaires, et que
le polygone des appuis reste invariable pendant la déformation
de lo picce (n° 62), on trouve a la page 188 de notre Cours de
Résistance des Matériauz, un tableau des valeurs que prend
¥, suivant la grandeur du rapport & entre la longueur de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



266 CHAPITHE DEUX1EME.

travée centrale et celle d’une travée extréme : d’ailleurs M de-

1

vient ———— =0,0184g, pour n = 3. On peut donc dresser
8. ( 2,()/\‘
le tableau suivant :
RAPPORT M M RAPPURT M’ M

d. pL* M J. pL: M
0,00 0,04948 0,374 1,25 0,01883 0,g82
0,50 0,09162 0,835 1,30 0,01888 0,979
1,00 0,02009 0,920 2,00 0,02634 0,702
1,10 0,01923 0,962 @ 0,03207 0,77
1,20 0,01886 0,980

Les moments M’ et M s’approchent beaucoup de I'égalité,
lorsque 0 a la méme valeur (1,25) dans les deux poutres aux-
quelles se rapportent ces moments : le second n’est alors infé-
rieur au premier que de 1,8 pour roo. Cela montre que dans
les poutres & trois travées ou 'on a fait 6 = 1,25, il y a peu de
bénéfice possible 4 ne pas prendre le polygone des appuis
inscriptible dans la fibre moyenne primitive.

Lalongueur des calculs nous a empéché de répéter la méme
comparaison pour les poutres ayant plus de irois travées.

6%. Des moyens par lesquels on peut rendre éguuzx les mo-
menis de flexion sur tous les points d’appui d’une poutre
soumise & une charge uniforme. -—— On a vu (n° 36 ) que cetic
¢égalité se produit tout naturellement, avec des appuis silués
au méme niveau relativement a la fibre moyenne dans I'état
primitif, quand le rapport ¢ prend la valeur particuliére

S
5_\/;_1,22474....

On a vu aussi (n° 63) qu’on pouvait rendre tous les moments
Xi égaux a 35 pb23* en donnant aux points d’appui des ordon-

nées convenablement choisies; il faudrait répéler des caleuls
analogues dans le cas o la valeur commune des X, serait ung
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quantité X' différente de %pbﬂa’. 1t n’y aurait qu'a modifier
la constante f, qui, au licu de —‘— b*g*, deviendrait
q N P

b2 ¢°

4 I 2 A2
: <x—3pba>,

et & déterminer B par le procédé que nous avons employé,
mais en tenant compte du changement de f.
Parmi toutes les valeurs de X’ qu’on peut choisir, nous

I .y
distinguerons la valeur —zpb’aﬂ, premierement parce qu’elle
I

est celle qui répond & l'encastrement spontané de Ia poutre
sur les appuis intermédiaires, par le seul effet de la liaison des
mvées; en second lieu parce qu’elle donne f=o, ce qui
simplifie beaucoup la recherche des ordonnées yi, ¥i, 73%,. .-
des points d'appui. En effct, les n — 3 équations intermé-
diaires du groupe (7) auront pour second membre o, et pour-
ront se remplacer par 1'égquation unique

A’y‘k: o,
d'ou résulte
y&= const.,

car si, pour adopter la forme la plus générale satisfaisant a
A'yr=o0, on joignait & la constante un terme du premier de-
gé en k, il deviendrait impossible de vérifier la condition

Ye=Yu i

La valeur commune des y; se déduira ensuite de 'une des
éguations extrémes du groupe (7), de la premiére, par exemple,

qui en faisant y, =y, X, =X, = l—: pb*d*, donne

1:_&(3

— 2.47%).
725 )

¥
On peut, dans cette équation, attribuer une valeur quel-

congue a 9 : si 'on fait § = \/;, on a y ==o, ce qui con-
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corde bien avec le résultat trouvé au n° 36 et rappelé ci-des-
sus; si I'on fait 6 =1, on a

_ph
Y

W

En placant la ligne des appuis intermédiaires ou piles en des-
sous de celle des appuis extrémes, a la distance quindique
cette derniére équation, la poulre a travées égales se trouve-
rait spontanément encastrée sur les piles, quand elle n’aurai,
bien entendu, qu’a supporter unc charge uniforme couvrant sa
longueur entiére. ID’une maniére générale, on parviendrait au
méme résultat quand & différerait de Yunité, en adoptant pour
7 la valeur précédente multipliée par 3 — 24~

M. Piarron de Mondésir a indiqué un autre moyen pour

. . . NS
obtenir un moment de flexion toujours égal & — pb?, sur tous
! 12

les points d’appui d’une poutre a travées égales (*) : il consiste
d’abord & prendre le polygone des appuis (n° 62) inscriptible
dans la fibre moyenne primitive, c’est-a-dire a rendre nulles
toutes les ordonnées y, puis a encastrer les deux bouts de la
poutre. Afin de démontrer ce résultat, posons les équations
qui déterminent les moments de flexion X,, X,, X,,..., X,
X. sur les points d’appui : nous aurons, cn appliquant la for-
mule (10} du n° 6 a tous les groupes de deux travécs consécu-
tives, et tenant compte des données particuliéres de Ia ques-
tion : :

- _l R
Xu+4X.+Xz—2pb,
X, + 4X, 4+ Xazépb’,

X2+4X3+thépbzs

. R .
Xo+4X =X = 2pb .

L’équation (m) du n° 2, appliquée aux deux travées extrénes,

{*) Calcul des ponts métalligues & poutres droites et continues, p. 56 et 57,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POUTRES SYMﬁTRIQUlZS, ETC. 269

donne encore les deux relations

2X, 4 X, = l,p/)’,
4
2 X, + X, = i})lﬁ’

qu'on aurait pu, au besoin, déduire aussi de la formule (10} du
1 6, en supposant la poutre prolongée au dela de ses deux
extrémités par des travées de longueur nulle. (Cette condition
fquivaut bien a Fencastrement des bouts, puisque chacun
{eux repose sur deux points d’appui confondus en un seul,
e qui assure l'invariabilité de direction des éléments extrémes
lela fibre moyenne.) Or, les équations précédentes sont en
nombre suffisant pour déterminer tous les Xy, et 'on recon-
nlt aisément qu’elles sont vérifices ecn prenant tous ces mo-

mnents égaux & — pb*. Done la disposition indiquée par M. Piar-
12

wn de Mondésir a effectivement pour conséquence de pro-
fuire sur les appuis fixes qui limitent chaque travéc un

R .
noment de flexion égal a 1—?[11)’, et par conséquent toutes les

nvées se compaortent, sous la charge permancnte, comme si
dles étaient encastrées.

85. Disposition propre & rendre minimum le plus grand
mment de flexion produit par une charge uniforme.
Quand un poids uniformément réparti est placé sur la lon-
geur entiere de la poutre, Ie moment de flexion dans une
ravée quelconque s’exprime par une fonction entiére et du
weond degré de l'abscisse, dont les valeurs extrémes répon-
dent : 19 aux deux limites de la travée; 2° au sommet de la
jarabole représentative de la fonction, lequel sommet tombe
wdinairement dans ces limites. Toutes les valeurs extrémes
font il s’agit étant prises en valeur absolue, on demande de
lsposer les points d’appui, tant sous le rapport de I'écarte-
ment que sous celui du nivellement, de maniére a rendre mi-
nmum la plus grande d’entre elles, sous la condition de n’em-
iloyer qu’un nombre donné d’appuis et de conserver invariable
tlongueur totale dec la poutre.
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Considérons d’abord successivement { comme au n° 63) une
travée derive et une travée intermédiaire quelconque, et résol-
vons la question pour I'une d’elles prise & part. §'il s'agit d’'une
travée derive AB { fig. 51, p. 251), aprés avoir construit la pare
bole AMB, ordonnée BC et la droite AC, dont les définitions
seraient les mémes qu’au n° 63, on voit qu’il y a deux maxima
des moments fléchissants de toute la travée, savoir BC et EF,

le point E devant éire pris au milieu de AD. Pour que le plus
grand des deux soit minimum, il faut qu’ils soient égaux, car
autrement on aurait un résultat plus favorable en faisant tour-
ner la ligne AC autour de A, de maniére & augmenter la plus

faible des longueurs BC, EF, et & diminuer la plus forte, Cel
détermine BC. On a, en effet (n° 63),

TF ' p
hl<_.8p.AP,

et, par conséquent, I'égalité BC = EF devient

(10) Bczép.Ap’;
d’un autre €0té, on a
= b
BC =PD- -
AP

et comme, en vertu de 'équation de la parabole, PD est égali

ép_fﬁ (b — AP), il vient
(11) B_C:épbﬂ)—ﬁ).

Eliminant AP entre les équations (10) et (r1), et posant

4

-3 NONUS irouvons
pb

z =

1 rm—1
z2=-\1— /8z};

2( VSZ)y
de la résulte

I
27—3% 4+ =o,

4
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et enfin

—_—

zzéﬁ—_\/s— (\/9,——1\)2:0,085786‘...

1
2 2

Ainsi donc Ie moment de flexion sur le premier appui apreés
la culée devrait étre 0,085786...pb* pour remplir les condi-
tions du probléme dans une travée de rive considérée isolé-
ment.

Dans une travée intermédiaire, la méme question se traite
plus simplement encore. Soit en effet A' B’ ( fig. 52, p. 254) cette
travée; tracons la parabole A’M' B’ et la ligne droite CD suivant
les mémes définitions qu’au n° 63. Nous verrons apparaitre
alors trois maxima des moments de flexion dans I'élenduc A'B,

avoir A'C, B'D, et 'ordonnée M'E menée par le milieu de la
corde FG. On les rendra égaux en prenant

O R/ ,__I_ 2
AC_BD_IG])C,

caralors M’ E coincide avec I'axe de la parabole, et a pour va-
1

leur WG—GE ou M—’T)——A_—(,, ou encore % pet— I—Gpc’,

. 1 . .
Cesta-dire enfin Tg PO (C’est la moindre valeur qu’on puisse

chienir pour le plus grand des trois maximums; car I'un des
rols, an moins, s’accroit lorsque 'on donne a CD, soit une
translation, soit une rotation autour du point E. La condition
duprobléme sera donc remplie dans toute travée intermédiaire
en s'arrangeant pour avoir, sur les piles qui la terminent, un

- (11
mement fléchissant égal a —xgpc’.

Tous ces minima maximorum partiels, relatifs aux diverses
nvées, deviennent égaux entre eux quand on prend une
méme ouverture ¢ pour toutes les travées intermédiaires, et
que U'nuverture & des travées de rive satisfait a Ia relation

S(a—)= e,
qui donne

%:6::2\/;(\/;—1):4—\/8:1,17157....

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



272 CHAPITRE DEUXIEME.

&

. ol . 1
Il sera possible alors de réaliser Ie minimum -é—pc2 dans toutes
I

’ N I
les travées, en adoptant cette méme valeur G pct pour celle
. 1

des moments sur les # — 1 poinjs d’appui intcrmédiaires. Or,
on aura ainsi résolu le probléme qu’on s’était posé; car, d's-
prés ce qu’on vient de voir, on aurait un résultat moins favo-
rable en modifiant seulement les moments de flexion sur les
appuis, sans changer les ouvertures; d’autre part, silon chan-
geait celles-ci en laissant leur somme invariable, I'une d'elles
au moins augmenterait de longueur, et il y aurait aussi avg-
mentation du plus petit maximum réalisable dans son étendue,
puisque ce plus petit maximum varie proportionnellement au

carré de la longueur; la limite inféricure ~g P précédem-

ment obtenue, serait done dépassée.
La connajssance du rapport ¢ détermine immédiatement b
el ¢; on a en effet, n étant le nombre des travées,

2L =12b4(n—2)bd,
¢t par suite
a L. 2Ld

h— . ¢ =

2+ (n—=2)3 24 (n—2)3

L’espacement des appuis est donc maintenant connu; mais
il reste a indiquer leur nivellement, et c’est a quoi 'on arri-
vera en exprimant que les moments sur ces appuis ont tous

la valeur }16 petou %6 pbié.

A cet effet, il faudra suivre la marche indiquée au n° 64, el
dont un exemple développé se trouve au n° 63, art, IV, Sans
enirer dans autant de détails, nous nous bornerons a dire que
les constantes fet 2B prennent ici les valeurs

_ pba
J=— ’48?’
— 0'+20°1-2d" -4-+nd(d—1)
d‘a

2B =

— 0,04105 4 0,140447 n,
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et que, par cons¢quent, 'ordonnée y; d'un appui intermeédiaire
quelconque relativement a la fibre moyenne prise dans I'état
primitif, est donnée par la formule

Yr—— %f[/f[ n—Fk)—o,04105 — 0,146447 n].

Les ordonnées extrémes vy, ¥, nulles toutes deux, ne rentrent
pas dans cette formule. En poursuivant la discussion, il serait
facile de reconnaitre que toutes les ordonnées yx sont posi-
tives, et que, dans le cas d’'une fibre moyenne primitivement
droite, leur lieu géomélrique est une parabole & axe vertical,
tournant sa concavité vers le haut. Son sominet se trouverait
sur la verticale du milieu de la poutre, a la distance

— 2]'(0,251# — 0,04105 — 0,146447 n)

au-dessous de la ligne joignant les points d’appui extrémes.
On peut, comme au n° 63, calculer Vaire de la courbe des

moments et en déduire le moment {léchissant moyen pour la

poutre entiere. Ce calcul nous a donné les résultats suivants :

Moment moyen.
Dans une travée extréme...... 0,039573 pc?,
Dans une travée intermédiaire. 0,0380g2 pc?;
les cocfficients 0,03g573 et 0,038092 représentent respec-
'

. N - 1
livement les valeurs approximatives de 4%\/2—6 et de

ﬁ\/g—é%s On tire facllement de 13 l'expression de la

moyenne générale M’ pour la poutre entiere, en multipliant
chaque moyenne particlle par la longueur de sa travée, et
divisant la somme des produits par la longueur totale; on
trouve ainsi

M = RARENE SRS .
12 L
<n — 1+ _>
~ g n — 0,22654
==0,15236q pL? (7—!0,292897.
111, 18
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274 CHAPITRE DEUXIEME. — POUTKRES SYMETRIQUES, ETc.

Cette moyenne est notablement supéricure au minimom M
obtenu précédemment (n° 63) avec d’autres valeurs de ¢ et des
ordonnées y;; I'exces, variable et croissant avec n, est de 154
20 pour 100 pour les poutres de 3 & 12 travées. C'est Ja un
sérigux inconvénient de la disposition que nous venons d’étu-
dier, et un obstacle & son emploi pratique, sauf dans le cas oi
la poutre devrait recevoir une section constante; car alors le
moment maximum serait Ie seul dont on aurait a tenir compte
dans lc calcul de cette section, et il y aurait intérét a le dimi-
nuer autant que possible, sans se préoccuper de ce que de-
viennent les autres ainsi que leur moyenne générale.

Enfin nous énoncerons la remarque suivante, qui est un
corollaire immédiat des résultats trouvés aux n° 63 et 63 :

Dans une poutre & section constante, dont la longueur to-
tale 2 1. est subdivisée en n travées solidaires, si la charge est
uniformément répartie sur cetle longueur 21 & raison du
poids p par unité lincaire, il est absolument impossible, quelque
disposition qu'on imagine pour I’écartement el le nivellement
des appuis, 1° de faire descendre le moment fléchissant moyen

.. plL? .
au-dessous de la limite ~—*- —3 2% de faire descendre le
8(n—o,4)

moment fléchissant mazximum au-dessous d’une autre limite

doale ¢ - - ,],), Lz,,i .
f 4(n— 0,2028¢9 )

o e
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TABLEAUX

RESULTATS NUMERIQUES

PAR DIVERSES FORMULES DU CHAPITRE DEUXIEME,

AVEC DES HYPOTHESES PARTICULIERES
SUR LE RAPPORT d D'UNE TRAVEE INTERMEDIAIRE A UNE TRAVEE EXTREME,

ET SUR LE NOMBRE TOTAL 72 DES TRAVEES.
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CHAPITRE DEUXIEME.

TABLEAU I.— Série des nombres u, jusqu’a u, ; inclusivement.

(Voir 1e n© 34.)

§MMEG VALEURS DE I, CORRESPONDANT A & =

Vindice
m. 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,25 1,3
1 I 1 1 1 1 1 I 1
2 — 4t — 4,5 — 45 —4 -3+ - 33 —~ 3,6 — 3%
3 182 17 152 15 133 13,4 132
4 — 688 — 63,5 — 5% — 56 — 533 — 51 — 50 — oty
5 257 237 221 w 209 198 17 Aocw 186,6 183 H!Nu.
6 — 9lg — 884,5 — 8264 — 980 — 5f — giog — 696, 4 — 6835
T 3579 + 3301 3084 & 2g11 26y 75 2651 2599 2551
8 —1335g 3 —12319,5 —11510 ¢ —10864 —10334 2% — 9893 & — 9609,6 — 952075
9 19857 45977 o959 5 o345 38560 77 3693 36199, 35530 1
10 —171588,5 —1603265 —15316 | —143044 15 —137801 — 135098 — 132602 +
11 6ho377 mcmwrﬁm 364719 537207 514980 & 504192,0 J
. P e e - - - e . [P [ ' ..... e
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TABLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES.
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MNE.,

CHATPITRE DEUNIE

TABLEAW IIX. - Séric des mombres 3z jusqu’d 3, 4 inclusivement.

(Voir le ne 34.)

VALEURS VALEURS DE 5, POUR ¢ =
de -
Tindicem. - ﬁ . -
0,7 i 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,25 t£,3
|
1] 0,000 0000 ﬁ 0,000 Q000 0,000 0000 0,000 0000 0,000 0000 0,000 000Q 0,000 0000 D~COD [sle]e]e)
1 0,205 8824 ﬂ 0,222 2222 0,236 8far 0,250 0000 0,261 go48 0,272 7273 0,277 7778 0,282 Go87
2 0,203 5659 m 0,264 700y 0,265 7343 6,266 6667 0,207 5139 0,268 2927 0,208 G567 0,460 0058
3 0,267 6349 | 0,2677165 0,267 7903 0,267 8571 0,265 9181 ¢,267 9730 o, 268 0000 0,268 0231
4 0,207 9266 *, 0,267 325 0,267 0378 o,..mau 9420 0,267 9470 0,267 95ta 0,207 9528 0,267 9316
3 0,267 9476 , 0,267 9186 0,267 4484 0,267 9487 0,267 9490 0,267 9193 0,267 9495 0,267 9196
b 0,267 gigr , ®,767 g9t 0,267 gf91 0,267 9192 0,267 9492 0,207 949z 0,267 9492 0,267 9492
I 0,267 gig2 0,267 9f92 0,267 9492 0,267 gfg2 0,207 9/92 0,267 9492 0,267 9492 0,367 9492
8 0,207 gig2 0,267 gh9v 0,267 9492 0,267 9492 0,267 9/92 0,267 992 0,267 9492 0,267 992
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TABLEAU V. — Moments X

CHAPITRE DEUXIEME.

e

par la charge permanente,

(Voir les n0S 42 et 43.)

produits sur les points d'appui,

\ VALEURS DU RAPPORT Xim REPONDANT A § =
VALEURS oo
de
T'indice m. - -
0,7 0,8 0,9 1,0

Trois travées.

1 2 0,0818g0 | o0,085g09 | 0,091968 | o0,100000

Quatre travees.

1 3 0,096025 0,098135 0,101828 0,107143

2 2 0,013238 0,030938 0,050336 0,07142%
Cing travces.

1 4 0,0092469 0,005000 0,009268 0,105203

2 3 0,030500 0,0/ 5000 o,0611/6 0,078¢947
Siz travées.

1 5 0,093438 0,009817 0,009960 0,105709

2 4 0,025804 0,041180 0,058226 0,070923

3 3 0,048348 0,059407 0,0752137 0,086538
Sept travées.

1 6 a,093179 0,00D621 4,009775 0,105634

2 5 0,027058 0,042205 0,059007 0,0774065

3 4 0,043588 0,053359 0,009199 0,08/507
Huit travées.

T 7 0,093249 0,095082 0,009824 0,105670

2 6 0,0256722 0,041932 0,098797 0,077320

3 5 0,044865 0,056591 0,069986 0,085032

4 4 0,038817 0,051700 0,0li6257 0,082474}
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TABLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES.

TABLEAU Y. (Suite.)

281

R Xm .
VALEURS DU RAPPORT —-, REPONDANT A 0 ==

VALEURS po*
de
Vindice m.
1,1 1,2 1,25 1,3

Trois travces.

1 2 0,109953 0,121786 | 0,128397 0,125466
Quatre travées.

1 3 0,114075 0,1220632 0,127521 0,132816

2 2 0,094212 0,118684 0,131552 0,144842
Cing travées.

1 4 0, 112977 0,122404 0,127757 0,133537

2 3 0,098/05 0,119519 0,1306g99 0,142293
Siz travées.

1 5 0,113%;2 0, 122463 0,127694 0,133345

2 4 0,007279 0, 119296 0,130927 0,142973

3 3 0,102610 0,120352 0,129849 0,139764
Sept travees.

1 6 0,113193 0,122448 0,127711 0,133396

2 3 0,097581 0,119356 0, 130866 0, 142790

3 4 0,10148%4 ©,120129 0,130077 0, 140442
Huit travées.

1 7 o,113214 0, 122453 0,1277006 0,133382

2 6 0,097500 0,119340 0,130882 0,14283g

3 5 0,101786 0,120189 0,130016 0, 140260

4 4 0,100357 0,119906 0,130305 0,141120
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CHAPITRE DEUXIEWE.

TABLEAU V. (Suite.)

-,

) Xow o \
YALEURS DU RAPPORT —5 REPONDANT A d =

VALEURS o’
de
Tindice . |
0,7 0,8 0,9 } 10
[
Neuf travées.
¥ 8 0,093230 0, 095666 0,009311 0, 103660
2 7 0,0206812 0,042003 0,058833 0,077358
3 [ 0,044523 n,056314 0,0aly775 ‘ 0,08/906
1 5 0,040095 0,052717 0,067045 | o,083019
Dix travées.
1 9 0,093235 0,095G70 0,00u815 0, 1050063
2 8 0, 0206788 0,041G83 0,058838 0,077348
3 7 0,044615 0,056389 0,0060832 0,0849%3
4 4 0.039753 0,032400 0,066834 0,082873
5 5 0,041354 0,003770 0,067833 0,083564
Onze travees.
1 10 0,093234 0,09365g 0,c99814 0, 103662
2 9 0,02679] 0,0419g1 0,038842 0,077338
3 0,044590 0,00630y 0,069817 0,08493]
4 7 0,039845 0,052533 0,06(890 0,082912
5 G 0,0 1031 0,053493 0,067622 0,08341%
R Douze travées,
1 1B o,04323 0,0y3060Gg 0,0099814 0,103662
2 10 0,026592 041939 0,0388/1 0,07,7350
3 9 0,044597 0,036374 0,0069821 0,084937
I 8 0,039820 0,002313 0,066875 0,083902
5 7 0,0f1123 0,0035G7 0,067679 0,083457
6 G 0,0/4668q 0,033216 0,007411 0,083272
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TABLEAU V. (Suite.)

VALEURS VALEURS DU RAPPORT ;—b’" REPONDANT A 0§ -
de
V'indice m.
1,1 1,2 1,25 1,3
1
‘ Neuf travées.
1 8 0, 113209 0,122402 0,177,708 v,133386
3 7 0,0y7522 0,119344 0,130878 0,142820
3 6 0,101705 0,12017%3 0,130032 0, 140309
4 5 0,100039 0,1190965 o, 13024 0,140938
‘ Diz travées.
1 g 0,113210 0,122432 0,127707 0,133385
2 8 0,007516 a,119343 0, 130879 0,142830
3 7 0,101727 0,120177 0,130028 0, 1402906
i 6 0,100578 0,119949 0, 130260 0,140987
5 5 0,100001 0,120025 0,130183 0,140757
g Onze travées.
1 10 0,113210 0, 122452 0,127707 0,133385
| P) ) 0,097517 0,119343 0,1308;8 v, 12829
3 8 0,1071721 0,120176 0,130029 0, 140299
4 7 0, 100600 0,119954 05130256 0,140974
5 6 0, 100880 0,120009 0,130199 0,140805
Douze travees.
i 11 0,113210 0,122452 0,125707 0,133385
2 10 0,097517 0,119343 0,130878 a, 142879
3 9 0,101722 0,120176 0,130029 0, 140298
4 8 0,100594 0,119953 0,130257 0,140977
5 7 0,100002 0,12001/ 0,130195 0,140792
G G 0,100799 0,119903 0,130215 0150834
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TABLEAU VI. - Abscisses des points ol s’annulent les moments de

CHAPITRE DEUXIEME,

flexion dus & la charge permanente.

(Voir les no% 42 et 43.)

INDICATION
des
abscisses.

NOMBRE 71
des
travées.

§l’our n quel-{

{
|

conque....

RAPPORT DE CHAQUE ARSCISSE X OU x,
4 la longueur de sa travée, pour ¢ —

0,7 0,8 0,9 1,0
Premiére travée.
0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,83622 0,82818 0,81606 0,80000
a,80795 0,80375 0,79634 0,78571
0,81500 0,81000 0,801/46 0,%8947
0,81313 0,80831 0,80008 0,78846
0,81304 0,80876 0,80045 0,7887}
0,81350 0,8086] 0,80035 0,78865
0,81354 0,30867 0,80038 0,78868
0,81353 0, 80866 0,80037 0,38807
0,81353 0,808G6 0,80037 0,78863
0,81353 0,808G6 0,80037 0,78808
0,51353 0,8086G6 0,80037 0,78808
Deuxieme travée,

Imaginaire. | Imaginaire.| 0,34861 0,2763y
0,43324 0,3613} 0,300631 0,20608
0,503h0 0,38485 0,31431 0,20858
0,47771 0,37701 0,31202 0,26781
0,48457 0,37947 0,31262 0,26799
0,48216 0,37896 0,31246 0, 26794
0,48201 0,37910 0,31250 0,26795
0,48249 0,37907 0,31249 0,26795
0,418252 0,37908 0,31249 0,26795
0,482351 0,37907 0,31249 0,20705
0,48a51 0,37907 0,31249 0,26793
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TABLFAUX DE RESULTATS NUMERIQUES,

TABLEAU VI. (Suile.)

28

RAPPORT DE CHAQUYE ABSCISSE X, OU X

2

IXDICATION | NOMBRE n a la longueur de sa travée, pour ¢
des des .
abscisses. travees. -
1,1 1,2 1,25 1,3
Premiere travee.
.. Pour n quel-
' conque..... 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
3 0,78009 | ©0,75643 | 0,743 0,72907
4 0,77185 | 0,75474 | 0,74496 | 0,73437
5 077405 | ©,75519 | 0.74449 | 0,73203
6 0,773/6 0,75507 0,744G1 0,73331
7 0,77361 0,75310 0,74958 0,73321
Ty, 8 0,77357 0,75509 0,74459 0,73324
9 0,77358 0,73010 0,74458 0,73323
10 0,77358 0,75010 0,74459 0,73323
11 0,77358 0,73510 0,74459 0,73323
12 0,77358 0,75510 0,74459 0,73323
i 0 0,57358 0,75310 0,74459 0,73323
’ Deuzieme travée.
{ 3 u,’z3§7‘3 0,215(%5 0,20734 0,20053
4 0,23G89 0,21564 0,20725 0,20004
5 n,23737 0,21564 0,20777 0,20018
6 0,23725 0,21564 0,20720 0,20014
i 0,23727 0,2156% 0,20727 0,20013
8 0,23720 0,21564% 0,20727 0,20013
Tye weees | o] 0,23726 0,21564 0,20727 0,20015
10 0,23726 0,21564 0,20727 0,20015
11 0,23726 0,21564 0,20727 0,20015
12 0,23726 0,21564 0,20727 0,20015
\ oo 0,23720 0,21504 0,20727 0,20015
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286 CHAPITRE DEUXIEME.

TABLEAU VI. (Suite

3

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE X, 'OU «,
INDICATION | WOMBRE 72 a la longueur dc sa travée, pour § =
des des
ahsecisses. travées.
0,1 0,8 0,9 ' L0
1 al —
Deazicdme travee. (Suite.)
‘ 3 Imaginaire. | Tmaginaire.] 0,65139 0,72361
| 4 0,90467 0,84862 0,82083 | 0,853
5 0,74901 | o,771h0 | 0,77981 | 0,78385
6 0,7,9835 0,79320 0,79103 0,78088
T 0,78531 0,78745 0,78804 0,78333
8 0,78g38 0,78900 0,78884 0,78856
T, .......
9 0,78849 0,7885g 0,798863 0,78865
10 0,78873 0,7886g 0,78869 0,78848
1 0,7886G6 0,7886G; 0,78867 0,7885;
12 0,75568 0,78868 0,78868 0,38868
£ 0,78868 0,788G8 0,78868 0,78868
Trotsieme travéc.
i 5 0,14576 0,16g28 0,18532 0,19651
0 0,13652 0,16553 0,18391 0,19603
7 0,13g2 0, 16660 0,18430 0,19613
8 0,13851 0,16610 0,18419 0,19615
- 9 0,13870 0,1663q 0,18422 0,19645
.
10 0,13865 0,16637; 0,18422 0,19615
11 0,13866 0, 16638 0,18412 o,.ng[S
12 o, 13860 n, 16638 0,18/22 0,19615 |
b 013866 | 016638 | 0,8f22 | o,1g615 |
!
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TABLEAU VI. (Suite}

INDICATION | NOMBRE »
des deys
absrisses. travées.

o w1 T

10
11
12

o

~1

]
10
i1

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE £, 0U T,
a la longueur de sa travée, pour ¢ =

1,1 ‘ 1,2 ‘ 1,2 1,3
i
Devxiome travée. (Suite.)
0,76127 0,78435 0,79266 0,79947
0,70593 0,;8084 0,7%759 0,78573

0,78672 0,,8836 0,78896 0,78946
0,78g18 0,788;6 0,78860 0,75846

0,588h) 0,78865 0,78870 0,78873
0,78871 0,7%868 0,78867 0,78866
0,788G7 0,788067 0,78868 0,78868

0, 788068 0,7886G8 0,886 0,78867;
0,78867 0,78867 0,78868 0, 78868
n, 73868 0,78868 0,788G8 0,78808

0, 78868 0,78868 078868 0,78808

Troisicme tracée.,

0,204453 0,21017 o,20241 0,21434
0,20435 0,21015 0,21241 0,21432
1,20438 0,210175 0,21241 0,21/32
0,20437 0,21017 oy 1241 0,21432
'0,20438 0,21017 0,21251 0,21432
0,2043; 0,21017 0,212/1 0,21432
0,20437 0,71017] 0,21241 0,21432
0,20435 0,21017] 0,212t 0,2143a
............. Do R
0,20437 o,21017  , 0,21241 0,21432
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CHAPITRE DEUXIEME.

TABLEAU VI. (Suitc.)
RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE X QU z,
INDICATION | NOMBRE n i la longueur de sa travée, pour § =
des des
abscisses., travées.
0,7 0,8 0,9 1,0
Troisieme travée. (Suite.)
5 0,85%24 0,83072 0,81468 0,80349
6 0,77146 0,77793 0,78175 0,784;2
7 0,79331 0,79167 0,79053 | 0,7807
8 0,78723 0,78769 0,78818 0,833y
x,. 9 0,78g01 0,7888q 0,78881 0,73573
10 0,7885g 0,788062 0,78864% 0,786863
1 0,78870 a, 78809 a,78868 0,788
12 0,78807 0,7850G7 0,78867 0,787
0 0,78868 0,758C8 0,78868 0,78668
Quatricme travée.

7 0,23151 0,22363 0,21868 0,21520
8 0,23001 0,22330 0,21856 0,21538
9 0,23084 0,22339 0,218G0 0,21519
To iy 10 0,23078 0,22336 0,21839 0,21339
1 0,23080 0,22337 0,21859 0,21519
12 0,23079 0,22337 0,2183g 0,21539
\ w0 0,23080 0,22337 0,21839 06,2153y
/ 7 0,7684g 0,77637 0,78132 | 0,784
8 0,79907 | 0,79197 | ©0;79065 | 0,787
9 0,78723 0,78779 0,78815 0, 78838
- ’ 10 0,78g06 c,788g1 0,78882 0,78573
B 11 0,78857 0,78861 0,7886% | o886
12 0,78870 0,788C9 0,7886Gg 0,788G8
{ ® 0,78868 0,78868 0,78868 0,78848
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TABLEAU VI. (Suite.)

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE x, OU X,
INDICATION | NOMBRE nt a la longueur de sa travée, pour § =
des des N
ubscisses. | travées. [ -
11 1,2 1,25 1,3
| S
Troisicme travée. (Suite.)
{ 5 0,79955 0,78483 0,78759 0,78566
6 0,78684 0,73837 0,78897 0,78y48
7 0,,8917 0,75876 0, 78860 0,78846
8 0,78854 a,78865 0,78870 0,78873
9 0,78871 0,78868 0,78867 0,78866
Fac v 10 0,788067 0,78867 0,788G8 0,785868
11 0,78868 0,78868 0,78867 0,78867
12 0,78867 0,78368 0,78868 0,78868
o 0,78868 0,75868 0, 78868 0,78868
Quatriéme travée.
! T 0,21519 0,21164 0,21103 0,21002
8 0,21310 0,21163 0,21103 0,210b2
9 0,21319 0,21163 0,21103 0,21052
- ) 10 0,21319 0,20103 0,ar103 0,21052
o 11 0,21319 0,21163 0,21103 0,21052
12 0,21319 0,21163 0,21103 0,21052
o) '0,21319 0,21163 Gy21103 0,21052
l
7 0,7868: 0,78836 0,788g7 a,78948
8 0,78018 0,78876 0, 74860 0,78346
9 0,78834 0,78565 0,788%70 0,78873
» 10 0,78871 0,78868 0,788067 0,78866
11 0,78866 0,78867 0,78868 0,78868
12 0,58868 0,78868 0,7886G7 0,78867
= 0,78868 0,78868 0,78863 0,78368
111. 19
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TABLEAU VI. (Suite.}
RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE T, OU 7,
INDICATION NOMBRE 1 a la longneur de sa travée, pour ¢ =
des des
abscisses. travées, |--
0,7 0,8 0,9 1,0
Cingquicme travée.
) 0 0,20615 0,20812 0,20493g 0,2102}
\ 10 0,20610 0,20809 0,20038 0,21023
N ] 1 0,20011 0,20810 0,20938 02101
x, .
17 0,20611 0,20810 0,20938 0, 2101/
. { « 0,2001 1 0,20810 0,10038 0, 21024
Y 0,79385 0,70188 0,79061 0,78976
10 0,78729 0,78782 0,788:6 0,73838
R 1l 0,78g05 0,788g1 0,78851 0,78875
? 12 0,78858 0,78861 0,78864 0,78865
b 0,78868 | 0.78868 | o,78868 | o,78%8
f Sixieme travée.
11 0,21273 0,21219 0,21185 0,211062
9 - 91918 5 ;-
. 5 12 0,21272 0,2(218 0,21183 0,21162
{ 0 0,21272 0,21210Q 0,21183 0,21162
! 11 0,78727 0,78781 0,78815 0,78838
s 12 0,784y05 0,78892 0,78880 0,78875
.T’_ q
( «© 0,78868 0,78868 0,7880G8 0,73868
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TABLEAU VI. : Suite.)

RAPPORT DE CUHAQUE ABSCISSE £, 0U 2,
INDIGATION NOMRRE 2 a la longueur de sa travée, pour § =
des des ’
abscisses. travées. T - ’
1,1 1,2 1,25 1,3 f
- 7777[*77 D R ) - .
i
Cinguicie travée. :
¢ 9 0,21083 0,25124 0,21140 0,21154 :
10 0,21083 0,21124 0,21140 0,21154 !
11 0,21083 0,21124 0,21140 o,20154 |
B |
1 12 0,21083 0,21124 0,2114a 0,21154 ;
..... e
) 0,21083 0,20124 021140 0,21154% ‘}
9 0,75917 0,78856 0,78860 0,78846
10 0,78834 0,78865 0,78870 0,7887%
o 11 0,78871 0,788GS 0,78867 0,78866
( 12 0,78%67 0,78867 0,7881i8 0,78868
' 0 a 78868 0,8868 0, 78808 o,7886R
I |
’ Sixicie travée. :
; 11 0,21146 0,21135 0,21130 0,20127
\ 12 0,21146 0,21135 0,21130 0,21127
R /
'\ s 0,21146 0,213133 0,21130 0,20127
|
| ;
! I 0,78844 0,78865 0,78850 0,78873
S 12 0,78871 0,78868 0, 78867 0,78866
Tguoniaunm
( £ 0,788G8 0,78868 0,78868 0,78868
l()
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CHAPITRE DEUXIEME.

TABLEAU VII. — Coefficients —C des moments de flexion maxima,
produits par la charge permanente, vers le milieu de chaque travée.

(Voir les no 42 et 43.)

haxg | NOMBRE COEFFICIENT — C POUR 0 —
de 1 n _ e o
Iravée. iles ‘
tavées- 1 07 | 0,8 | 0,9 | 1,0 | 1,0 | 1,2 | 1,25 1,3
/3 {0,0854|0,0857|0,0832(0,0800|0,0761 |0,0715 0,0690,0,0664
4 Jo,0816/0,0804,0,0793|0,0772|0,07450,0712|0,0694 0,0674
3 |o,0830]0,0820]0,0803(0,0779]0,074910,0713|0,0693|0 0672
pre 6 Jo,0827|0,0817]0,0800|0,077710,0748|0,0713]0,0693|0,0672
T Jo,0828/0,0818/0,0801{0,0778(0,0748 0,0713|0,0643 |0,0672
8 Jo,0827|0,0817|0,0801|0,0777|0,0748]0,0713|0,0fig3 |0, 0672
| 9 |o,0827|0,0817]0,0801|0,07780,0748|0,0713 0,063 |0,0672
3 1o,0206] 0,0059 0,0093|0,0250|0,0413|0,0582|0,066g
4 ]o,0136|0,0190|0,0208|0,0364|0,0475{0,0593|0,0658
5 Jo,0037]0,0190{0,0219|0,0332(0,0456|0,0590|0,066:
oc 6 10,0063|0,01380,0232(0,0341|0,0461|0,0591 |0,0660
“ T |o,0056|0,0133)0,0229|0,03380,0/60]0,0591 [0,0660
8 o,0058/0,0135|0,0230|0,033gl0,0/460!0,0591)0,0660
9 Jo,0057]0,0134|0,0230|0,033g|0,0460 0,039t {0,0060
{5 [o,0307|0,0350|0,0401]0,0461|p,0528 0,060 |0,0646|0,0690
6 Jo,0247(0,0300 0,0362{0,0433]0,0513|0,0602 0,064y 0,0699‘
3¢ 7 o,0262[0,0313]0,0372]{0,0440|0,0517(0,0603 |0,06/8|0,0606 ;
v 8 0,0258|0,0301|0,0309|0,0438|0,0516|0,0602 |0,064g|0,0697
9 ]o,0259|0,0310]0,0370|0,043g|0,0516 0,0602|0,069|0,0607
T Jo,0177!0,0244]0,0321]0,0003|0,0098 0,095 | 0,065, 0,0708;
8 lo,o194|0,0259l0,0331]0,0412|0,0502|0,0600|0,0652|0,0706 .
4. ¢ 9 Jo,o01g0(0,0253]0,0328|0,0410|0,0501 0,059y |0,0652|0,0706 |
’ 10 Jo,o0rgi{o0,0956(0,0329|0,0411]0,05301|0,059g|0,0652]0,0706
A I R e Pl IR [ 3 R R R EE P ECIE BRI EURCRC O }
' — i
9 {o,0212]0,0273|0,0342(0,0%20|0,0506 |0,0600|0,00631|0,0703
e S 10 fo,0207|0,0269|0,0339({0,0418|0,0505|0,0600'0,0631|0,0704 !
- t {1 ]o,0208|0,0270|0,0340|0,0418|0,0505|0,0600 0,065 0,050} '
6 ( 11 Jo,0202/0,0265|0,0336|0,0416|0,0504|0,0600 0,065 0,0704
* 1 12 Jo,0203|0,0266]0,0337n,0416|0,0504 0,0600‘0,0651 0,0704 i
,‘ |
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CHAPITRE DELXIEME,

TABLEAU IX.  — Calcul des abscisses x/, x'v,

{Voir les no 44 et 48.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE z' ou x'’
INDICATION | NOMBRE 7 i la longueur de sa travée, pour § =
des des
abscisses. travées.
0,7 0,8 0,8 1.0
Premicre travée.
P -
al. . { Pour 7 quel-) 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
}  courque.
3 0,84G43 0,85390 0,86000 0, 86667
4 0,87150 0,83243 0,85958 0,86607
5 0,844%7 0,85233 | 0,85951 | a,86603
T, 6 0,84436 0.85232 0,83g51 0,86603
) T 0,81435 0,85232 0,85951 0,86605
Vo 0,81435 | 0,85232 | o0,85950 | o0,86603
' Devxicine travée.
3 0,09425 0,1011/ 0,10725 0,110
4 0,09127 0,09880 0,10556 0,11169
5 0,09103 0,00802 0,104 o,11101
2’ Lo G 0,0910% 0,00801 0,10543 o, 15101
( 7 0,00104% v,00801 0,10543 0,111
Voo 0,69104 0,00801 0,105043 0,11101
3 0,90375 0,8u886 0,89275 0,88730
A 0,8;823 0,878063 0,87g02 0,8793¢
5 0,850627 0,87719 0,8780] 0,87882
xv 6 0,87613 0,87709 0,87797 0,87878
’ T 0,87G12 0,87508 0,877296 0,87878
. © 0,%7708 0,877,496 0,87878
l T roixieme travie.
( B 0, 11829 0,11875 0,11917 0,11936
\ 6 0,11803 0,11856 0,1190] 0,11948
x! " 7 0,11801 0,11855 a,11903 0,119%;
. x o, 11801 0,11855 0,11903 0, 11007
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TABLEAU IX. [Suite.)

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE &' ou 2’
INDICATION | NOMBRE n a la longueur de sa travée, pour § =
des Ades o o
abseisses. traveées.
1,1 1,2 1,25 1,3
|
Premicre travée.
4 ( Pour n quel-\' 000
P | conqua.....n ©;00000 0,00 0,00000 0,00000
; 3 0,87219 0,87723 v, 87960 0,88187
4 0,871g8 0,87739 0,87993 0,58236
3 0,87197 0,87740 0,87995 0,88240
x o 6 0,87197 0,87740 0,87995 0,88240
’ 1 0,87197 0,87740 0,87995 0,88240
: \ w© 0,87197 0,87740 0,87995 0,88240
[ Deuvicicue travée.
3 a,t1700 0,12204% 0,12410 0,12000
4 0,15725 0,12235 0,12470 0,12048
5 a,11722 0,12235 0,12475 0,12703
< "¢ 6 0, 11722 0,12235 0,12475 0,12705
' 7 0,11722 0,12235 0,12475 0,12703
! » 0, 11722 0,12235 0,12475 0,1270)
j |
: ) 3 0,88240 0,87796 0,875g90 0,87399
; 4 0,87973 0,88004 0,88021 0,83036
! B a,87954 0,88022 0,88054 0,88084
| ao ) § 0,87953 | 0,88023 | 0,88036 | o,8%088
i ‘ 7 0,85953 0,88023 0,88056G 0,88088
| 2
| o0 0,87933 0,88023 0,88056 0,88088
!
| Troisieme travee .
! Bl 0, 11900 0, 120072 0,12037 0,12051
I \ 6 0, 11930 0,1202] 0, 132011 0,12058
2! ¢ 7 0, 11983 0,12024 0, 12042 0,12008
' x v, t1983 0,12024 0,120 0,12038
| !
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GCHAPITRE DEUXIEME,

TABLEAU IX. (Suite.)

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE &' oU &'
INDICATION | NOMDRE nt a la longueur de sa travée, pour &=
des des
abscisses. travées. § 7 o T
0,7 0,8 0,9 1,0
Troisiéme travée (suite).
! 5 0,88171 0,88125 0,88083 u,88044
6 0,87978 0,87982 0,87985 0,87968
v 7 0,87465 0,87472 0,87978 | 0,87684
? 8 0,85963 0,87970 0,87977 0,87¢83
! ) 0,87963 0,87570 0,87977 0,87983
‘ Quatricine travée.
7 0,11495 0,11099 0,12002 v, 12004
. ’ 8 0,11943 0,11997 0,12001 0, 12004
{ ® 0,11993 0,11997 0,712001 0,12004
T 0,88005 0,88001 0,87998 0,87906
e 8 0,B7991 0,87991 0,87991 0,37992
T g 0,87990 087990 | 0,87991 0,879
» 0,879g0 | 0,87990 0,87991 0,879g1
J Cinquiéme travée.

9 0,12007 [ 0,12008 0,12008 0,12008
P 10 0,12007 0,12007 0,12008 0,12008
£ 0,12007 l 0, 12007 0,12008 0, 12008
9 0,87093 | 0,87992 0,87992 | o,87902
v 10 0,87992 I 0,87992 0,8;992 | o,85992
% 0,87992 1 0,87992 0,87992 0,87992

Lravée de rang supcricur é 5.
Zo. n>10 0,%2008 0,12008 0,12008 0,12008
L n> 10 0,87992 0,87992 0,87992 o,87992
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TABLEAU IX. {Suilc.)

RAPPORT DE CHAQUE ABSCISSE &’ ovu z'Y
INDICATION | NOMBRE 72 a la longueur de sa travée, pour § =
des des
abscisses. travées. |
1,1 1,2 1,25 1,3
Troisi¢me travée (suite).
5 0,88010 0,87978 0,87963 0,87949
6 0,87990 | 0,87993 | 0,87004 | 0,87995
v, 1 0,87989 0,87904 0,87996 0,87998
8 0,87989 0,87993 0,87996 0,87999
o0 0,8743g 0,87993 0,87996 0,87999
Quatriéme travee.
7 0,12007 0,1200g 0,12010 0,12011
PO 8 0,12007 0, 12009 0,12011 0,12012
o 0,12007 0,12009 0,12011 0,12012
1 0,87993 0,87991 0,879g0 0,87989
w 8 0,87992 0,87992 0,87992 0,87992
e 9 0,87992 0,87992 0,87992 0,87992
oo 0,87992 0,87992 0,87992 0,87992
I Cinquiéme travée.
9 0,12008 0,12008 0, 12008 0,12008
P S 10 0,12008 0,12008 0,12008 0,12008
k o0 0,12008 0,12008 0,12008 0,12008
J 0,87g92 | ©0,87992 | 0,87992 | 0,87992
P 10 0,87992 0,87992 0,87992 0,87992
% 0,87992 0,87992 0,87992 0,87992
Travée de rang supérieur a 5.

A n>>ro 0,12008 0,12008 0, 12008 0,12008
T n>130 0,87992 0,87992 a,87092 0,87992
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TABLEAU X. — Moments de flexion sur les appuis, quand les travees
sont surchargées de deux en deux.

(Voir les nvs 49 et 51.)

BANGS o
kK, Xom ™ N
des INDICE m RAPPORTS 771> POUR 0 =
o de P b
travées
I'appui. - —
surchar~ P — T
goes. 0,7 0,8 0,9 1,0
Trois travees.
i
2 1 0,020915 0,0290g1 0,038777 0,050000 }
B 3 o - - |
1,3 1 0,0f0976 0,056818 0,033101 ©,050000
Quatre travées.
, \ 1 0,023858 0,032118 0,042000 0,053571
1, ! o . - c
L 0,006619 0,015469 0,023188 | 0,039714
|
v 0,072107 0,0066007 0,059829 ©,053571
1, 3 . . -
! T 2 0,0006619 0,015409 0,025108 0,033714
| Cing travées.
. i 0,021043 0,029767 0,040276 0,052632
2, 4
’ } 2 0,020291 0,01260/7 0,032445 0,039474
|
'35 \ 1 0,071426 0,063233 0,058092 0,052632
T 1 2 0,01021) 0,018953 0,028702 0,039474 i
‘ Six travées. ‘
S 1 0,02125/ 0,029983 0,040504 0,052883
2, 4, 6 2 0,019268 0,025079 0,031482 0,038462 ‘
( 3 o,02}174 0,024703 0,036G06y 0,04320y |
\ \
‘ 1 0,072184 0,006586) 04000455 0,05288) ;
3,5 o 0,006536 0,016108 0,026744 0,038462 |
|
? 3 0,024174 0,029703 0;03606q 0,04326y i
: Sept troavces. |
s 1 0,021002 0,020814 0,0403% 0,052817
2, 4, 6 2 0,020150 0,025839 0,032000 0,038731
? 3 0,020450 0,0206832 0,03409y 0,04225}
|
S 1 0,072198 0,063807 10,0393} 0,cH2817
1, 3, 5, 7' 2 0, 006809 0,016366  +  0,027001 0,035732
]\ 3 0,023128 0,028727 . 0,035100 0,07225]
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TABLEAU X. (Suite.)
RANCS i
AR, o
INDICE /2 RAPPORTS —,-— 1 POUR ¢ ==
des o' b*
. de [ 4
travees I .
surchar— | 2PPULL oo = T -
gées. 11 1,2 1,25 1,3
Trots travées.
2 1 0,0627%3 ‘ 0,077143 0,084918 0,093093
1,3 1 0,047170 0,034643 0,043478 0,042373
Quatre travées.
/ \ 1 0,060889 0,081998 0,000236 0,008G35
2, 4 -
’ b 0,047100 0,059342 0,0065776 0,072421
3 ’ 1 0,047186 0,040634 0,037285 0,033881
I
’ 2 0,047100 0,0549342 0,065776 0,072421
Cing travées.
P 1 0,066884 0,083077 0,091912 0,101244
2,1 o -
1‘ | 2 0,0{7123 0,055385 0,059743 0,064251
| Cas V1 0,04Gog} 0,03g327 0,035846 0,032293
3 H
I a 0,051281 0,064135 0,070950 0,078041
I
l Six travées.
‘ 1 0,067177 ‘ 0,083428 0,002298 0,101072
46 ¢ e 05046004 ! '0,054099 0,038350 0,062336
‘ 3 0,051305 i 0,060176 0,0064925 0, 009882
|
|
s 1 0,0460g5 0,039037; 0,035395 +| 0,03:1672
1, 3,4 2 0,051975 | 0,065197 0,072576 0,080236
‘ 3 0,051305 ‘ 0,060176 0,064925 0,009882
) Sept tracees.
‘ 1 0,067157 0,083505 0,09241g 0,101839
2, 4, 60 ¢ 2 0,04G006 0,03381/ 0,0567910 0,062148
f 3 11,05120y 0,0061237; 0,066542 a,072070
‘ 1 0,046010 0,038043 0,035292 0,031507
1,3, 5, e 2 0,001575 0,0065541 0,072950 o,080643
( 3 0,000180 0,0588g2 0,003535 0,0068371
l
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CHAPITRE DEUXIEME.

TABLEAU X. (Suite.)

RANGS
’ kA,
k, k I "
des INDICE RAPPORTS — 7707 POUR § =
- 17 b
travées | | de
surchar— | Vappui] —— ——- - —
frées. 0,7 0,8 0,9 1,0
Huit travées.
1 0,021067 0,029829 0,040397 0,052833
] 5 2 0,0201750 0,025769 0,031936 0,038060
% 4,6, 8 3 0,020729 0,027095 0,034359 0,042526
( 4 0,019409 0,025852 0,033128 0,04123;
l 1 0,072182 0,065853 0,050428 0,052835
3 s 2 0,000545 0,016163 0,020861 0,038G60
1 : . -
R 3 0,024136 0,029496 0,035628 0,042526
4 0,019409 0,025852 0,033128 0,041237
‘ Neuf travées.
[ 1 0,021052 0,029817 0,040388 0,052830
5, 4.6, 8 2 0,020247 0,02382% 0,03197%4 0,0380679
T 3 0,020461 0,02688g 0,034217 0,042953
1 0,020408 0,026622 0,033657 0,041509
|
1 0,072178 0,065849 0,059423 0,052830
13,5 2 0,0006365 0,016181 0,026880 0,03867g
7T g 0,024062 0,029426 0,035558 0,0{2453
( i 0,015688 0,026115 0,033388 a,041509
‘ Dix travées.
. 1 0,021053 0,020818 0,04038g ' 0,055
\ 2 0,020241 0,02581g 0,03196g ' 0,038674
% 4 6, 3 0,020481 0,020907 0,034236 0,0)2{72
8 10 4 0,020333 | 0,026551 | 0,033587 - 0,041436
5 0,020687 0,02088) 0,033g17 0,041782
l 1 0,072182 0,0065852 0,050426 0,052831
\ 2 0,006340 0,010167 0,026870 0,038674
1,3,5,7, 94 3 0,024133 0,012?481 0,0?‘5596 0,04947%
4 0,015420 0,025g08 0,033247 0,041436
5 0,020687 0,02(885 0,033g17 0,041782

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1




TABLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES.

TABLEAU X. (Svite.)

3o1

—
RANGS Kk
[ AP . XIIL v
B INDIGE 772 RAPPORTS —— 7 POUR 0 =
es p'o
. de
travees Pa .
1. —~ -
surchar- pp! - T -
gées. 1,1 1,2 1,25 1,3
j
Huit travees.
1 0,067198 0,083530 0,092447 0,1018Gq
5 4, 6, 8 2 0,043920 0,053722 0,057810 0,062039
) :
3 0,051599 0,061381 0,066g14 0,072475
4 0,05017g 0,050033 0,065152 0,070560
[
1 0,04601G 0,038923 0,035259 0,031513
1,5, 5, 7 2 0,051574 0,065618 0,07306G 0,080801
3 0,050187 a,0568607 0,063102 0,067785
4 0,050179 0,059953 0,065152 0,070560

Newf travées.

! 0,067198 0,083336 0,092456

w4, G, 8 2 0,0@592(5 0,05371_32 0,0577?5
3 0,051598 0,061657 0,065030

4 0,050180 0,03966y 0,06471y

0,038010 0,0352)2

2 0,065642 0,073093

3 0,030100 0,058515 a,003002

4 0,050479 0,060197 0,003525

Dix travées,

1 0,067199 0,083538 0,002438
2 4,6 2 0,0{5g920 0,053695 0,057778
‘8, ,10 ’ 3 0,051620 0,0610682 0,067057
4 0,050100 0,0505%6 0,004619
5 0,050480 0,060013 0,065091
i 0,048011 0,038g14 0,035250
2 0,051596 0,065648 0,073101
1,3,5,7,9 3 0,050107 0,058493 0,062971
4 0,050478 0,0fi0373 0,065641
5 0,050480 0,060013 o,0050q1
) 1 ) 9

|
5
(
‘ 3' e
|
’
|
|
|

0,101881
0,081997
0,072633
0,009973

0,031500
0,080830
0,0675676
0,070065

0,10188%4
0,061989
0,072662
0,069865
0,070378

0,031501
0,08084%1
0,067634
0,071122
0,070378
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CHAPITRE DEUXIEME.

TABLEAU X. (Suitc.)

RANGS
U a AR
Ay KTy S N o
des INDICE m RAPPORTS oz 3 POUR 0 =
travées v de
appui.] ——
surchar- PP
geées. 0,7 0,8 0,9 1,0
Onze travées.,
( 1 ©,021052 0,0209817 0,040388 0,032331
2 0,020246 0,023823 0,031971
%466 0 3 0,020462 0,020893 0,034226 0,0]2467
8, 10
’ ' 4 0,020405 0,026607 0,033625 0,041456
5 0,02041y 0,0200679 0,033775 0,041709
/ . rar o
1 0,072181 0,065852 0,039425 0,052331
. 2 0,008548 0,016168 0,020871 0,038675
1, 3,5 7 . . o5 Lol
9, 11 { 0,024128 0,029470 0,033591 0,027
’ 4 0,01g440 0,023927 0,033260 0,04146
5 0,020612 0,026815 0,033847 0,04170q
' Douze trovees.
1 0,0210952 0,0209817 ’ 0,040388 0,052831
\ 2 0,020240 0,025822 J 0,031971 0,038675
2, 4. G, 8, 3 0,0204064 0,020(8)4 0,03f227 06,0424y
10, 12 4 0,020349 0,020602 0,033620 0,04t)n
5 0,020439 0,026647 0,033704 0,041728
S 0,020344 0,02(G08 0,033705 (1630
1 0,072182 0,06.3852 0,0594125 0,052831
2 0,006346 0,04(G167 0,0208;70 0,038075
1,3, 5,1, 3 0,024133 0,020480 0,033504 0,042409
{ ) P .
9, It 4 0,010121 0,025913 0,033153 0,041431
5 0,020068] 0,020870 0,033885 0,04178
6 0,020344 0,026608 0,033505 0,041036

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1




TABLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES,

TABLEAU X  Suilte.)

303

RANGS
, kA
1\‘, [ . m
a INDICE 122 RAPPORTS ——— 5 DOUR O =
s po?
. de
travees . )
appul. ——— — !
surchar- PP - i
gées. 1,1 1,2 1,25 1,3
Onze travées.
i 0,006719g 0,083538 0,092458 0,10188/
2 0,0/5g920 0,053694 0,057775 0,061986
% A 6, 3 0,051620 a,061688 a,007065 0,072673
N, 10 '
’ - er s o <
4 0,050100 0,039556 0,064588 0,069823
5 0,050/80 0, 06008y 0,065207 0,070535
{ 1 0,0406010 0,038y14 0,035249 0,031501
2 0,051597 0,065650 0,073103 0,080843
1,3, 0 7
’q: ”’ ’Q 3 0,030101 0,058488 0,062964 0,067626
4 0, a>0d00 0,0060398 0,005667 0,071151
‘ 5 0,050%00 0,039920 0,004992 0,050270
l Douze travées.
1 0,067200 0,083038 o,002458 0,10188)
9 0,045920 0,053093 0,0b7775 0,061983
2, 4,6, 8 3 0,051022 0,061639 0,067067 0,072075
2, ,
10,12 4 0,050091 0,039509 0,064581 0,009315
5 0,030502 0,060114 0,065234 0,070564
| ] «,050/00 0,039097 0,065108 0,050%27
i I ;046010 0,038g14 0,035249 0,031501
a2 0,051097 0,063G50 0,073104 0,080844
L35 7 3 0,050101 0,058487 0,0062G61 0,067623
g ¢ - o
S 11 4 0,030300 0,aflin}03 0,065676 0,051161
3 0,050/00 0,059900 0,005g60 0,050228
6 0,050%00 0,050007 0,063108 0,070427
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304 CHAPITRE DEUXTEME.

TABLEAU XI.—- Moments de flexion sur trois appuis consécutifsy quand
on surcharge les deux travées limitées par ces appuis, et les autres
travées de deux en deux. ( Voir les n°% 50 ct 51.)

RANGS ik
kA, ... N X ™ S
des INDICE. 11 RAPPORTS ——55-3 POUR d =
p'b
. da
travees r .
appul. T R T ——— -
surchar- PP
gées. 0,7 0,8 0,9 1,0
| {
Trois travées.
\ 1 0,09750609 0,102143 0,108456 0, 116667
T 2 <
! [ 0,005106 0,012857 0,022209 0,033333
Quatre travées.
p 1 0,101600 0, 105903 0, 112208 0,120536
1, 2, . . .
p 2 2 |—o0,013873 |-—0,004063 0,006511 0,017857
i 0,01/037 0,020000 0,027201 0,035714
2 3 2 0,054221 0,070000 0,087649 a, 107143
Cing travées.
1 0,098860 0,103605 0,110521 o,11g617
1, 2, 4 . an :
v 2 2 |—0,000333 0,006279 0,013634 0,021331
1 0,013157 0,014079 0,026242 0,03468g
2,3, 5 2 0,058595 0,074144 0,0916g9 0,111244
3 —0,002337 0,004344 0,011901 0,020333

1 0,0090736 0,103824 0,110752 0,119872
2 — 0,001583 0,005291% 0,012660 0,020513
1 0,013g03 0,019701 0,026697 0,03/936
2 0,004972 0,071346 0,08g779 0,110256
3 0,011211 0,014015 0,019189 ©,02/4038
9 —0,003728 0,003220 0,010867 ©,019231

3 0,06311} 0,0783q0 0,093817 0,11538

Sept travées.

e h G 1 0,00%874 0,103035 0,110028 0,1198¢/
PECSRL PR - .
2 --0,000003 0,006033 0,013182 0,020783

?
|
{
?
|
{
|
|
5
{
J Six travées.
|
E
[
|
|
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TABLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES.

TABLEAU XI. (Suite.)

544

‘7 RANGS e
: INDICE m RAPPORTS —75— 3 POUR O =
dos e Iz b
travées R .
surchai— | °PPUML—= o o
gécs. 1,1 1,2 1,25 l 1,3
o J
Trois travées.
¢ 0,1266g91 0,138527 0,145119 ’ 0,152158
1, 2 L
| 2 0,046045 0,060f02 0,068196 | 0,036401
Quatre travées.
s /‘ 1 0,130897 0,143301 0,150272 | 0,157755
R 0,029483 0,042395 0,049647 0,05G398
|
{1 0,045582 0,0568]2 0,063004 0,069525
2, 3 ? 2 0,128459 0,151579 0,163810 0,1706487
l Cing travées.
1 0,130000 0, 144375 ‘! 0,151936 0,160046
L2 z 0,020972 0,038958 } 0,043656 0,048491
| i
1 0,044454% 0,055567 0,061637 0,068053
2, 3, 5 2 0,132,566 0,156253 | 0,168731 0,1816y7
( 3 0,020483 0,039420 | 0,04{688 0,050157
| Six travées.
Voo o,131194% 0,144725 0,152322 0,160473
4,
B2 ()' 2 0,028851 0,037674 0,042265 0,0/fig81
\‘ 1 0,044453 0,055280 0,061192 0,0067441
2,3, 5 o 0, 132569 a,157307 0,170333 0, 183863
?| 3 0,02G472 0,033093 0,038726 0,042107
. (_} 2 0,028327 0,03816y 0,043373 0,048767
AR )¢ 3 0,137086 0,160915 0,173620 0,186867
Sept travées.
, (\ 1 0,131193 0, 144803 0,152442 0,160639
1,2, 4, 64 . .
v )f 2 0,028853 0,0373y0 0,041833 0,046392
L |
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TABLEAU XI. (Suite.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

RANGS "
kR, L . N
" e INDICE m RAPPORTS —>— POUR & =
des p )2 &
travées v e
appul.y — -
surchar-
gées. 0,7 ‘ 0,8 0,9 1,0
Sept traccées (suite).
‘ 1 0,0138/6 0,019643 0,026636 0,034868
2, 3, 5, 7} 2 0,035249 0,071608 0,090039 0,110529
3 0,010160 0,013926 0,018210 0,023016
2 —0,002758 0,003g969 0,011381 0,0104g3
1, 3, 4, 6 3 0,059435 0,075561 Q,093882 0,1143g4
4 0,010016 0,013787 0,018090 0,022930
' Huit travées.
1,25 4 1 0,098889 0,103G50 0,11064} 0,119821
6, 8 }oa —0,000676 0,005983 0,013113 0,020711
1 0,013900 0,019688 0,02666g 0,034886
2, 3, 5, 7 2 0,054986 0,071404 0,08y89g 0,110437
3 0,011157 0,014694% 0,018737 0,023288
3, 4 -0,002833 0,002899 0,011311 0,019422
1
,6 ,8 ’ 3 0,059717 0,075820 0,004145 0,114668
’ 4 0,008963 0,012795 0,017109 0,021907
P ) 3 0,011003 0,014345 0,018608 0,023196
2, i, 9, 7 ~
R 4 0,053749 0,072727 0,001946 0,113402
\ Neuf travées.
1, 2, 4, b 0,008855 0,103658 0,110635 0,11981)
6,8 } —0,000606 0,000038 0,013151 0,020730
|
2 3.5 (1 0,0138¢6 0,019684 0,02666% 0,034881
’7 ,() ’ 2 0,055005 0,071423 0,089917 0,110476
T 3 n,011082 0,014634 0,018667 0,023213




TABLEAUX DE HESULTATS NUMERIQUES. 3o7

TABLEAU XI. (Suite.)

RANGS .
KK, . m
d (NDICE 1t RAPPORTS —, 57 POUR 0 .=
es p'o
. de
iravees Panpui
surchar- | "PPU .
gées. 1,1 l 1,2 ' 1,25 1,3
|-
Sept travées (suite ).
1 0,0443755 0,055186 0,06108g 0,067327
2,3, 5 7 2 0,13306g 0,157651 0,170705 0,184267
3 0,0283/9 0,034211 0,037341 0,040605
2 0,028326 0,037887 0,042944 0,048187
1,3, 4,0 3 0,137090 0,1G1967 0,175223 0,18g023
4 0,028314 0,034244 0,037415 0,040724
, Huit travées.
1, 2, 4, | 1 0,t31214 0,144828 0,152470 0,160670
6,8 | o 0,028773 0,037297 0,041733 0,046283
‘ 1 0,044375 0,055165 0,061057 0,067282
2, 3, 5, 7¢ Py ‘0,133069 0,137727 0,170821 0,184425
’ 3 0,028350 0,033927 0,036908 0,040019
3 2 0,0282/6 0,037795 0,042844 0,048079
RERE Pl
’(' ,8 3 0,1373g1 0,162311 0,1755g4 0,18g425
)
’ 4 0,0271g1 0,032¢46a 0,036031 0,039223
05 S 3 0,028313 0,033962 0,036988 0,040147
2 y 7
R 0,43709§ | 0,103019 | 0,176819 | o,1911%6
Neuf travées.
1, 2% 4, f u,131214 0, 144834 0,153479 0, 160682
6, 8 2 0,028773 0,037277 0,041702 0,046241
l
. 75 1 0,044369 0,055159 0,061049 0,067274
Y'_ ’9 ’ 2 0,133090 0,157752 0,170848 0,184454
7
{3 0,028270 0,033835 0,036808 0,03g9910
l
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TABLEAU XI. (Suite.)

RANCS "
I AN -
T e INDICE 7] RAPPORTS — 7o) POUR 0 =
ea' de P b
travées Vappui B
surchar— ’ ;
goes. 0,7 0,8 0,9 1,0
7 30> N 3
Neuf travées (suite’.
L3 2 -—0,002762 0,003953 o,011349 0,0109441
,G ’84' % 3 0,059450 0,075620 0,09406/ 0, 114595
’ 4 0,009961 0,013563 0,017637 0,022179
) 4 5 3 0,010g28 0,014474 0,018538 0,023 122
P 4 0,056031 0,072993 0,092208 0,113676
5 0,009550 0,013471 “ 0,017628 0,022173
' Dix travées.
L2 4, 6,3 1 0,098876 0,10363q 0,110636 0,119819
§, 10 l 2 —0,000011 0,006033 0,013146 0,02072)
‘ 1 0,013q00 0,019G87 0,020667 0,034882
- 9 2 0,054957 0,071408 0,08¢907 0,110471
” ( 3 0,011154 0,014679 0,018705 0,023234
L3d G,‘ 2 ;0,0?2767 0,0039/8 0,0113%4 0,010436
S’ P 3 0,059470 0,075G3g 0,004022 0,1140614
1 ' ' -~
’ ' 4 0,00G880 0,013/9 0,017567 0,022100
\ 3 0,010099 0,014530 0,018576 0,q23142
? 4 0,0357063 0,072787 0,002067 0,113603
5 0,010049 0,014324 0,018156 0,022445
1,3, 5, 6,4 I 0,009875 0,013484 0,017558 0,022009
8 10 (| O 0,056313 0,073258 0,0092471 0,113930
I Onze travées.
5,2, 4,0 g 1 0,098875 0,103638 0,110636 0, 119818
8, 10 2 —0,000000 0,0006037 0,01314y 0,020720
3,5 1 0,013900 0,015687 0,0266066 0,034882
2, ,
11 “§ 2 0,054988 0,071410 o,ongJog 0,110472
1
O 3 0,01114y u,014074 0,018700 0,023229
l
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TABLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES.

TABLEAU XI. (Suite.)

Jog

RANGS
ky Ky ..
des
travees
surchar-
geécs.

- KR ..
INDICE 7 BAPPORTS ) POUR § —
de P b
Pappiif o —————— o —————— —
1,1 1,2 1,25 1,3
Neuf travées (suite).
2 0,028246 0,037774 0,042813 0,048037;
3 0,1373g90 0,162387 0,175710 0,18g582
4 0,027192 0,032678 0,035598 0,038637
3 0,028232 0,033870 0,036888 0,040039
4 0,13;394 0,163362 0,1;71g90 0,191579
5 0,027190 0,032681 .0,035604 0,038646
Dix tracées.
1 0,131216 0,144835 0,152481 0,160684
2 0,028767 0,037270 0,041694 0,04G233
I 0,044369 0,053157 0,061047 0,067271
2 0,1330g0 0,157757 0, 170856 0, 184465
3 0,028270 0,033814 0,036777 0,039868
2 0,028240 0,037768 0,042806 0,048029
3 0,137412 0,162412 0,175736 0,189611
4 0,027112 0,032586 0,035499 0,038529
3 0,028232 0,033850 0,036857 0,039997
4 0,137394 0,163438 0,177306 0,191736
5 0,0271g1 0,032396 0,035171 0,038060
4 0,027109 0,032588 0,035504 0,038538
5 0,137695 0,163706 0,177560 0,191981
Onze travécs.

1 0,131216 0,144836 0,152481 0.100685
2 0,028767 0,037269 0,041692 a,046230
1 0,04436g 0,055157 0,061046 0,0672750
2 0,1330g2 0,157759 a,170838 0,184467
3 0,028264 0,033808 0,036770 0,039860
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TABLEAU XI. (Suite.)

RANGS .
b KL
e INDICE /1. RAPPORTS 7}'%77 POLR & =
travées v de i
i appoi.] e ——— e ——— -
surchar—
gees. 0,7 0,8 0,9 1,0
Onze travées (suite).
. 2 —0,002762 0,003952 0,011346 0,010438
6, S, 4’ 3 0,009451 0,075625 0,094012 0, 114609
P B 1o 4 0,009358 0,013550 0,015605 0,022126
o 05 l 3 0,0109y4 0,014525 0,018571 0,023137
I i 4 0,055783 0,072805 0,09206g 0,113623
A 5 0,010874 0,014254 0,018086 0,022372
. ‘ 4 0,009947 0,01353g 0,017596 U,022119
G' 'S’ 1, 5 0,056045 0,073052 ’ 0,092330 0,113877
5 10 ' 6 0,010873 0,014253 | 0,018085 0,022371
l Douze travces.
1,2, 4, G,; 1 0,048875 ! Ta, 103659 0,110636 0,119819
8, 10,12 | 2 —0,0000606 0,00G036 0,013148 0,020726
2 3 5 \ 1 0,013900 0,019687 0,026667 0,03/882
T 1,1 2 0,054987 0,071409 0,089g08 0, 110472
7o ’ 3 0,011154 0,014678 0,018703 0,023231
. L6 2 —0,002763 0,003952 0,011346 0,0194%7
J "
8’ > )’g 3 0,0959453 0,075626 0,094013 0,114611
2 10, 12 4 0,009952 0,013544 0,017600 0,023120
o h5 | 3 0,010999 0,014528 0,018573 0,023138
2 b g 4 0,055764 0,072791 0,092076 0,113618
b9 5 0,010946 0,014309 0,018124 0,022391
135 6‘ 4 0,000G41 0,013534 0,017591 0,022114
é I’O" ’ 5 0,056065 0,073071 0,092348 0,113847
» 1012 ? 6 0,010798 0,014182 0,018016 0,0221%
2, 4§, 6, 5 0,0100945 0,014308 0,018123 0,022301
§ y 94 ;
7 0y 1 ; 6 0,055778 0,072846 0,002188 0,113805
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TADLEAUX DE RESULTATS NUMERIQUES. 31t

TABLEAU XI. (Suite.)

RAXNCS Iy
AE, . -
i INDICE m2 RAPPORTS —r—; POUR 6 =
es a P b
travees v ° o
curchare |VAPPULL - — e
gées. 1,1 1,2 1,25 1,3
!
Onze travées (suite).
L3 2 0,028240 0,037766 0,042804 0,048026
6, 8’ ;‘; g 3 0,137412 0,162417 0,175745 0,1589622
4 0,027112 0,032566 0,035468 0,038487
% 4, 5, 3 0,028227 0,033843 0,036850 0,03g9989
o 4 0,137416 0,163463 0,177332 0,191765
Boo it l 5 0,027111 0,032304 0,035071 0,037951
L3 ‘ 4 0,027109 0,032568 0,035473 0,038496
G, 8' R 0,1376g5 0,163782 0,177676 0,192138
» 8 10 | 6 0,027111 0,032304 0,035071 0,037952
’ Douze travées.
1, 6,{ 1 0,131216 0,144836 | o0,152481 0,160685
E 2 0,028767 0,037268 ‘ 0,0416y2 0,046230
l i
3,5 1 0,044369 0,035157 0,061046 0,067270
> 1,1 2 0,133092 0,137759 0,170839 0,184468
79 3 0,028264 0,033806 0,036768 0,039857
, l 2 0,028240 0,037766 | 0,042803 0,048025
; ;0" 3 0,137413 0,162419 0,135747 0,189624
2
8, 10,12 4 0,027106 0,032559 0,035460 0,038479
) ( 3 0,0282127 0,03384a 0,036848 0,039986
 fs 5 4 0,137416 0,163469 0,177341 0,191776
79 1 2 5 0,027111 0,032254 0,035040 0,037909
1,3, 5,6, 4 0,027104 0,032561 0,053466 0,038488
10, 52 5 5 0,1377516 0,163807 0,177703 0,192167
8 6 0,027030 0,032212 0,03/972 0,037844
2, 4, 6 5 0,027111 0,032284 0,0350%0 0,037910
7, Gy 11 6 0,137695 0,163858 0,177792 0,192295
l
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TABLEAU XII.— Abscisses 27 des moments rmaxima négatifs, qui sont
produits par la surcharge seule, vers le milieu des travées.

{ Voir Ie n° 58.)

RAPPORT DE L’ABSCISSE z¥
NOMBRE! N .
RANG i la longueur de sa travée, pour ¢ =
de la d’l
travéa. e's -
travées.
0,7 0,8 0,9 1,0
-;3 0,43g02 0,44%18 0,44681 0,45000
4 0,42783 0,43399 o,44017% 0,440643
D] 0,42857 0,43477 0,44101 0,447%7
v 6 0,427%2 0,134 0,/4054 0,44712
gre. 7 0,42787 0,43%19 0,44061 0,44718
8 0,42782 0,435 0,44057 0,44716
9 0,42782 0,43415 0,44058 0.44717
10 0,427,832 0,43415 0,44057 0,44717
.3 0,50000 0,50000
4 : 0,52078 0,51786
b 0, 50581 0,50467 0,51316
6 0,50766 0,511/ 0,51442
T A 0,50104 0,50021 0,51034 0,51408
“- 8 0,50182 0,50634 0,91045 0,514i8
9 0,50106% 0,500z} 0,51039 0,51415
10 0,50166 0,500625 0,d1040. 0,51416
| 11 0,50164 0,50624 0,51039 0,51416
5 0,50000 0,50000 0,50000 0,50000
G 0,46400 0,/.7,87‘,6 0,/4884g 0,49319
7 0,46667 0,4800g 0,49000 0,/6548
3 8 0,46410 0,/47917 0,48918 0,/nid
A 0,46429 0,47930 0,/8g29 0,49033
1U 0,461 0,/74520 0,48g023 0,496m0
11 0,46412 0,47921 0,484y23 0,49021
12 0,46411 0,47920 0,48g23 0,49621
i 7 0,50000; 0,50000 0,50000 0, 50000
s 3 0,50209 0,50194 0,50152 0,50129
e . 9 0,30011 0,500/ 0,5000g 0,50004
A 10 0,h003%0 0,50055 0,50080 a,h0104
’ 0,d0012 0,50005 0,50074 o,50101
LoI2 0,50013 0, 50040 0,50070 0,50102
9 o,50000 0,50000 0, 50000 0,50000
3 10 0,49741 0,49847 0,49017 0,490
11 0,49701 0,49861 0,49928 . 0,40975
12 0,49742 0, 49850 0549922 0,49972
6e % 11 0,ho000 0, 50000 0,50000 0,30060
) | 12 0,50019 0,50014 0,50011 0,50009
— 1
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TABLEAU XII. (Suite.)

RAPPORT DE L’ABSCISSE z°

NOMBRE . A
RANG 4 la Jongucur de sa travée, pour ¢ —
de la "t
travée. des
travées.
1,1 1,2 1,25 1,3
3 0,45283 0,45536 0,45652 0,47763
4 0,45281 0,45937 0,46a72 0,46012
o ool | vl | ol | ook
) a, 45391 0,40090 0,46/60 0,468
1. 7 0,45 ‘:b 0,46106 0,46471 oj[:(jsf;!,
? 0, 15308 0,46108 0,16474 0,468/9
9 0,45349 0,46108 046475 0,46850
10 0,45369 0,46109 0.46475 0,4G850
| —_—
:li 0,50000 (),50900 u,:'moeg 0,50000
4 0,51635 0,51573 0,51565 0,5156g
2 0,h16G33 0,519;)3 0,32059 0,5
0,51550 0,52037 0,5217 0,5
9 7 0,51450 0,52062 i 0,52349
' 8 0,51538 0,52070 0,
9 0,51758 ;02072 0,5
10 0,5175y 0,520712 0,52290 0,52361
11 0,51739 0,52073 5 0,52361
k{ . _ —
5 0, 50000 0,50000 0,50000 0,50000
6 0,49998 0,50349 0,50490 0,50613
7 0,00113 o,504%52 0,50003 0,50726
3e B 0,50115 0,50487 0,50638 0,507;0
) 9 0,50123 0,5049) 0,500616 0,50778
10 0,50123 0,50197 0,3060648 0,50581
11 0,50134 0,50197 G,50049 0,3078%
V12 ©,501%4 0,90497 0,50049 0,50782
177¥,,\
roT 0,50000 0,50000 0,50000 0,50000
s 5 0,50117 0,50113 0,50113 0,50113
4 9 0,50117 0,70138 0,50148 0,90137
B | 0,50120 0,50148 0,501506 0,50165
11 0,50126 0,00148 0,50159 v,50106g
12 o,50126 0,50149 0,50159 0,5016y
9 0, 50000 0,50000 0,50000 0,50000
e 10 0,50000 0,30025 0,00035 0,50044
) 1 0,50008 0,50033 0,50043 0,50052
12 0,50008 0,50035 0,500406 0,50035
G g 11 0, 70000 0, 0000 0,50000 0, 50000
. {2 0,50008 0,50008 0,50008 0,50008
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314 CHAPITRE DEUXIEME. — TABLEAUX DE RESULTATS, ETC.

TABLEAU XIXII. — Coeflicients G des moments maxima négatifs, qui
sont produits par la surcharge seule, vers le milieu des travées.

(Voir Te n° 38.)

x| ¥OMDRE COEFFICIENT G, POUR & =
de la n I
travée. des
travées.] (0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 | 1,261 1,3
3 Jo,0964|0,0982{0,0998|0,1013|0,1035|0,1037|0,10{2]0,10/7
4 {o,o0915|0,0942|0,096g|0,0997(0,1025|0,1055(0,1071|0,1086
N 5 |o,o918{0,0945(0,0972|0,1001|0,1030|0,1001|0,1077|0,1004
1" ¢ 4 0,0915|0,0942|0,0970|0,1000[0,1030|0, 10620, 1079|0, 10g;
7 |o,0915{0,0943|0,0971|0,1000}0,1031|0,1063|0,1080|0,10g7
8 |o,0915(0,09/2|0,0971|0,1000|0,1030/0,1063|0,1080(0, 1047
3 lo,o0610{0,0568|0,0625|0,0750(0,0885]0,1029|0,r104|0,1182
4 Jo,v463[0,0564|0,0678|0,0805|0,094/ |0,1005[0, 117 |0, 1258
. 5 Jo,0406]0,0521[0,06{g]0,0790]0,0944|0,1110|0,1198}0,128g
2, 6 1o,0410l0,0525(0,0653]0,0794(0,0048|0, 11150, 12040, 1295
7 o,0406|0,0522[0,0652|0,0793|0,0948|0,1117(0,1205]0, 1297
8 |o,0406{0,0522]0,0651|0,0794|0,094g|0,1117|0, 12060, 1298
‘ 5 Jo,0510]0,0510]0,0725{0,08550,1000|0,11590, 1244 |0,1332
6 Jo,0462(0,0552{0,069g{0,08{1|0,1000(0,1173|0,12660,1362
T |o,0465{0,0576]0,0702[0,0845|0,1004|0,1158|0, 1271 {0, 1368
3. {8 |o,0462|0,0573]0,0701{0,08(4{0, 1004 |0,1179|0,12730,1370
Y Jo,0462[0,0573|a,0701|0,0844)0,1004 |0,1179]0,1273 |0, 1370
10 fo,0462{0,0573]0,0701|0,084410, 1004 0,1159|0, 5273 |0,1371
I 7 |o,0408|0,0532|0,0672|0,0827|0,1000(0,1188(0, 12880, 13y2
8 [o,041210,053510,0675|0,0831]0,1004|0,1192]0,1293 0,13¢7
9 Jo,0408/0,0532|0,0673|0,0830|0, 10040, 11930, 129%10, 1309
e d - . p
* 10 Jo,0408]0,053310,0673 0,0530 0,1004(0,1194[{0,129510, 1400
11 Jo.0408]0,0532|0,0f73|0,0830]0, 1004 0,1194]0,1293 |0, tfoo
. 12 lo,0408|0,0533|0,0673|0,0830/0,1004]0,1194|0, 1293 )0, 1400
9 Jo,0416]0,053g9|0,0679|0,0835|0, 1008 0,1197|0,1298|0, 1403
5e 10 lo,0412]0,0536{0,0677|0,0834|0,1008]0,1198]0,1299|0, 1405
9 11 |o,0412]{0,0536]|0,0677|0,0834|0, 1008 0, 1198|0,1300 0,1403
12 |o,0412|0,0536(0,0677(0,0834|0,1008|0,1198|0,1300|0,1406
‘ifA
o { 11 Jo,0408]0,0533}0,0675|0,0833|0, 1008 |0,1199]0,1301|0,1407
‘| 12 {o,0404|0,0534]0,0675|0,0833|0,10080, 11990, 1301 0’1408‘1
| |
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DISPOSITION ET USAGE

Bl

FORMULAIRE ANALYTIQUE.

Malgré Vinconvénient inévitable de tomber dans quelques
répétitions, nous croyons devoir rappeler succinctement les
définitions et théorémes dont la connaissance est nécessaire
pour faire usage de notre Formulaire analytique, afin d'épar-
gner au leeteur la néeessité de les rechercher dans divers pa-
ragraphes de ce livre.

On suppose une poutre droite reposant sur n -+ 1 appuis
quon nomme, en les prenant dans ordre o ils se présen-
tent a partir d'une culée,

AD, Al, “Xx2y AS!"“! Au—ly An:

A, et A, sont les deux culées, les autres indices se rapportent
aux piles. La travée A, A, cst nommée premiére travée; A A,
est la seconde, A,A; la troisiéme, et ainsi de suite. Toutes les
travées intermédiaires, depuis A A, jusqu’a A, A, inclusi-
vement, ont une méme longueur ¢, distance des piles d’axe
en axe; les deux extrémes ont chacune une longueur &, qui
¢!
2
Tous les appuis sont censés former un polygone imscrip-
tible dans la fibre moyenne de la poutre, ccelle-ci étant prise
dans l’état naturel, alors qu’il n’existe encore ni déforma-
ion ni tension moléculaire. CETTE CONDITION EST DE RIGUEUR.
(Voir, pour de plus amples explications, le n° 62.)

peut différer de ¢. La lewtre ¢ désigne le rapport

La charge permanente consiste en un poids uniformément
réparti a raison de p kilogrammes par metre courant; la sur-
charge peut couvrir un nombre arbitraire de travées choisies
comme on voudra; elle est uniformément répartic sur les
travées qu’elle embrasse, a raison de p’ kilogrammes par metre
courant.

En raison de la symétric, nous nous bornons toujours &
chercher les moments de flexion dans la premiere moitié de
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318 FORMULAIRE ANALYTIQUE.

la piéce commencant & A,. Ces moments sont définis dans le
Formulaire en fonction d'une abscisse x, qui est la distance
entre Ia section dont on s’occupe et le premier appui que 'on
rencontre gquand on va de celte section a lappui-culée A..
Ainsi, dans la premiére travée x désigne une distance comptée
a partir de A,; dans la seconde travée, une distance comptée
a partir de A,; dans la troisiéme, une distance comptée a par-
tir de A, cte.

Chaque travée se partage en plusieurs régions. Dans toute
travée intermédiaire nous distinguons cing régions, séparées
les unes des autres par quatre points dont les abscisses (ran-
gées par ordre de grandeur, en commencant par la plus petite}
sont désignées par x/, ", ", x*. Nous ne reproduirons pas
ici ce qui concerne la détermination des abscisses dont il
s’agit : le lecteur devra pour cela recourir au § III du cha-
pitre I, et spécialement au n° 48. Dans la premiére travée
AA,ona

Fa— ,z‘” e A o,

de sorte que les cing régions se réduisent a deux, 'une com-
mencant a A, et s"étendant sur la longueur 27, l'autre formant
le surplus de la travée.

Indépendamment de z’, ", 2", 27, il faut encore chercher
dans chaque travée les abscisses z,, z, des points ou le mo-
ment de flexion produit par I'action isolée la charge perma-
nente change de signe en passant par zéro. A cet égard, nous
renvoyons aux n™ 37 et 43, ainsi qu'aux n® 38, 39 et 40, ol
sont traités certains cas particuliers.

Du reste, on pourrait a la rigueur se dispenser de fa déter-
mination préalable des abscisses z', z”, 2", 27, x,, x, de
chaque travée : ces quantités s’obtiendraient tout naturclle-
ment, comme on le verra bientdt, en égalant les unes aux
autres ou a zéro certaines fonctions de x a copier dans le For-
mulaire. Mais il n’est pas mauvais de conserver le second
procédé comme moyen de vérification.

Cela posé, nous nommons encore :

X le moment de flexion produit, dans chaque scetion, par
I'action isolée de la charge permanente;
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FORMULAIRE ANALYTIQUE. 319

X’ la limite positive, dans la méme section, des moments
produits par toutes les combinaisons possibles de surcharge,
la charge permanente étant d’ailleurs supprimée;

X” la limite négative des mémes moments, qui par consé-
quent sont nécessairement compris entre les valeurs algé-
briques X’ et X”;

X” le plus grand moment de flexion, en valeur absolue,
pouvant se produire dans la section dont il s'agit, sous I'action
simultanée de la charge permanente et de la surcharge.

Nous avons démontré (n° 24) que le moment produit dans
une section choisie & volonté, par la réunion de la charge
permanente et de la surcharge, tombe nécessairement cnire
les sommes algébriques X + X’ et X+-X". Ces deux sommes
peuvent éire utiles &4 connaitre si la section n’esi pas symé-
trique relativement a P'axe de flexion, ou axe neutre; dans le
cas contraire, on n’a besoin pour les calculs de résistance que
de la plus grande des deux en valeur absolue, Jaquelle est
justement ce que nous avons désigné par X”. Sauf des cas
irés-rares et qui ne peuvent point se présenter si ¢ est com-
pris entre 0,6180 et 2,66g1, on a (n° 55) :

Dans la premiére travée.

Entre z=—=0 et x—2;.....c....... X"=—(X+X"),
Entre x =2, et 2=b............. XN"=X+X"

Dans une iravée inlermédiaire quelconque.

Entre x—o0 et x=—ax ('),

. S X=X+ X’
Entre x—=uax, et x—=c—=>b0d ’
Entre x =2, ¢t x=z,............. X =—(X+X").

Tout se réduit done, comme on le voit, a trouver X, X/, X”.
A cet effet, on recherchera dans le Formulaire :
° Pour la premiére travée, trois fonctions de z désignées

(*) Dans notre sysitme de notations, ., désigne toujours la plus petite des
deux distances x,, x,, toutes deox racines d’une méme équation du second

degic.,
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320 ¥OLMULAIRE ANALYTIQUE,
par ¥(x), du(x), fi(z), quon choisira suivant la valeur du
rapport ¢{*) et le nombre n des travées;

2° Pour chacune des autres travées {en s’arrétant au milica
de la poutre), gquatre fonctions de z, savoir : Flx), fi(z),
Jilzx), di{x), quon choisira également suivant les valeurs
de n, de 9, ct aussi du rang de la travée en question.

Cela fait, il ne restera qu'a écrire la solution, consistant
dans les résultats ci-dessous.

Premiére travée :

| X' = p [Fiz) — L ()],
Entre x —o et zm=av.... § o
{ X7 = p' Ys(z).

X' =p filz),
| X' =p'[¥(z)—fi(z))].
Dans toute la travée......... . X =pF(x).

Entre x—=a2'¥ et x=05>.....

Deuzxieme, troisieme, quatrieme, . .. travées.

X'=p'filz),

X7 =p'[F(z)—fi!
X'=p'[F(z)—fi(
X'=p'fi(x).
X=p' [F(x)—d(z)],
X'=p ().

Entrcx =0 c¢t =2

z)],

|
Entrex =2" et x=2"..... g
Fntrex—=2x" et z—=2x".. .. :

X — p' T —f ,
Entre x =z" et x=a"". ... % " P,L.F(x) fita)]
X'=p' fi(z).
‘ X’:p’ v‘:x%
Entrex=ux"et x=c......
| X/=p' [F(z)—f ()]

Dans toute la travée. ........ X =pF(x).

On voit que dans toute travée intermédiaire il n’y a que

(*) Le Formulaire suppose que ¢ prenne l'une des huit valeurs
0,7, 0,8, 0,9, 1,0, 1,I, 1,2, 1,23, 1,3.

Pour des valenrs intermédiaires, Vinterpolation fouwrnirait des résultats approxi-
matifs.
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sept fonctlions différentes pour représenter successivement
X, X', X”: quatre d'entre elles sont fournies directement par
le Formulaire, et les autres s’obtiennent par des soustractions.

Quand il s’agit de la travée centrale d’une poutre ayant un
nombre impair de travées, il devient inutile, en raison de la
symétrie, de chercher les résultats relatifs a la quatricme et a
la cinquiéme région : rais en réalité cela ne produit aucune
simplification, car, sauf la permutation réciproque entre X’ et
X7, Ia quatrieme région ne différe pas de la premicre, et la
cinquiéme de la seconde,

Ayant X, X', X”, on en déduit X" comme nous I'avons dit
plus haut.

Le moyen de vérification que nous avous annonce pour les
abscisses x/, 2", 2", ', x,, . d’une travée quelconque, con-
sisterait & poser, pour cetie travée, les équations :

| |

I(x)
Jilz)

Jilz)
Jilz)

Toutes les fonclions qu'on a déterminées étant du premier
ou du second degré en z, il est ais¢ de calculer leurs valeurs
pour certains points particuliers, leurs maxima, etc.

o, qui donnerait z, et x;;

H

F(xz)— fi(z), quidonnerait 2’ et x';

H

(x ), dont l'unique racine serait a”;

II

\T)
s (x), ayant de méme =" pour seule racine.

Pour un exemple numérique montrant 'application de la
méthode qu'on vient d'indiquer, veir au n® 56.

Nous n’avons pas cru devoir nous occuper beaucoup de la
recherche des efforts tranchants : toutefois, si I'on avait des
motifs pour y attacher quelque importance, on pourrait pro-
céder comme il est dit duns la note qui termine le chapitre
premier (page 123).

Quant a la disposition du Formulaire, elle est trés-simple et
s¢ comprend d’elle-méme : il suffira donc d’en dire quelques
mots. On y trouve, a la suite I'une de I'autre, quatre séries
principales de formules destinées a faire connaitre respective-
ment les quatre fonctions ¥{zx), fi(z), fi(x), ¢s(x), en ne
conservant sous forme algébrique ou littérale que la variable =
et la longueur b d’une travée extréme. Pour la premiére tra-

ML 21

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



22 FTORMULAIRE ANALYTIQLUE.

vée fi(z) n'existe pas, et en conséquence nc figurc pas dans
le Formulaire; pour les autres (jusqu’au milieu de la poutre!
on trouve les quatre fonctions. Chaque séric principale de
formules, relative 3 une méme fonction, se subdivise elle-
méme en un certain nombre de séries secondaires, dont cha-
cune se rapporte 4 une seule travée; dans la séric secondaire
de chaque travée il y a subdivision en un certain nombre de
groupes, dont chacun convicnt 2 une des valeurs que peut
prendre le nombre total n des travées de la poutre; enfin Ia
derniére subdivision sc fait par les huit valeurs distinctes du
nombre 4, rapport entre les longueurs d'une travée intermé-
diaire et d’'une travée exiréme. Cela détermine complétement
la fonction dont on s’occupe. Exemple : On demande fi(z]
dans la quatrieme travée d’une poutre & neuf travées, pour
laquelle ¢ serait égal & 1,2. Dans la série spéciale & fi (#), on
prendra la série secondaire rclative a la quatriéme travée;
dans cette scérie sccondaire, on prendra le groupe relatif a
n=—g; en regard de ¢ = 1,2, sur la méme ligne horizontale,
on lira

fi(x)=0,162387 b* — 0,708091 bx + 0,5 2%

On procéderait toujours d’une maniére analogue.

Notre Formulaire analytique ne contient pas moins de
1200 formules applicables a 8o poutres différentes, qui consti-
tuent un total de 320 travées; et cela tout en laissant dans
I'indétermination les valeurs numériques des poids p et p' par
métre courant, ainsi que de [a longueur b des travées extrémes,
lesquelles valeurs peuvent étre absolument quelconques.

Les nombres décimaux approximaltifs ne sont donnés que
jusqu’a la sixiéme décimale inclusivement; et encore, d’aprés
le procédé de calcul employé, cette dernicre n’est-clle souvent
exacte qu'a unc oua deux unités pres. Mais on conviendra sans
peine que des erreurs portant sur les mijlioniémes de pl* ou
p’ b sont tout & fait insignifiantes dans les applications; car les
moments maxima atteignent, pour le moins, aux cnvirons du
dixiéme des mémes quantités.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FORMULAIRE ANALYTIQUE. 323

VALEURS DE F(x):%.

Premiére travée.

n=3, d=o0,7... F(x)=—0,418t10bx+ 0,52*
0,8... — o,4t4og1 bz + 0,52°
0,9... — 0,408032bx -+ 0,527
1,0... — 0400000 bx -+ 0,52°
... — 0,3g00/7 bx + 0,52"
1,2... —0,378214 bx + 0,5.2?
1,25.. —0,371603bx + 0,52
13... —0,364534bx + 0,527
n-=4, d=o0,7... F(x)=—0,403975bx + 0,527
0,5... —0,401875bx + 0,52°
0,9. .. —0,398172bx 4+ 0,527
1,0, . —0,392857 bx 4 0,52
LI... — 0,385925bx + 0,5%*
1,2. .. — 0,377368bx -+ 0,527
1,25 . —0,372479bx + 0,52}
,3... —0,367184bx + 0,52
n—17a5, d=—=o,5. .. F(x)=—0,407531bz + 0,52°
0,8... — 0,405000bx + 0,5x?
0,9. .. — 0,400732bx + 0,52*
1,0... — 0,3g4{7371 bz + 0,5x*
1,1... — 0,387023bx + 0,5%?
1,2... —0,377596bx + 0,52°
1,25, . — 0,372243 bx + 0,527
1, — 0,366463 bx -+ 0,52°
n=>0, 6=0,7... F(x)=—0,406562bz+ 0,52
0,8... —0,404153bx + 0,52°
0,0 .. — 0,4000fobx + 0,52*
1,0. .. —0,394231 bx + 0,52*
1. .. — 0,386728bx 4 0,5x*
1,2... —0,377535bx + 0,52
1,25. . —0,372306 bz + 0,52"
1,3, .. — 0,366655bx + 0,5x?
Car.
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Premiére travée [suite).

n=r7, 0—o0,7... F(x)=—0,406821bzx + 0,52
0,8... — 0,404370bx 4-0,5 22
0,9. .. — 0,400225bx + 0,522
1,0... — 0,394 366 bx + 0,5 z*
;1. .. —0,386807 b 40,522
L2, ., —0,377682bx 40,527
1,25.. —0,372289bx 40,522
L300, — 0,366604 bx 40,5 2>
n=38, d=—0,7... F(xr)——0,406751bx 40,52
0,8... —0,404318bx + 0,52
0,9... —0,400176bx +0,52*
1,0... —0,394330bx +0,52*
I,1... —0,386786 bx + 0,522
1,2. . —0,377547bx + 0,52
1,25, . —0,372294 bx + 0,527
1,3.. —0,366618bhx + 0,522
n=g9, d=0,7... F(z)=—o0,406770bx + 0,5z
0,8... — 0,404334bx 4+ 0,52*
0,9. .. —0,40018g9bx + 0,52*
1,0... —0,39%340bx 40,52
1,1 70,386791 bx + 0,5z
1,7, .. ~—0,377548bx 40,527
1,25.. —0,372292bx + 0,52
,3.. — 0,366614 bx + 0,527
n=10, 0=0,7... F(x)=-—0,406965bx + 0,52
0,8.. — 0,404330bx 40,5 x*
0,9. —0,400185 bz + 0,52
I1,0. —0,3443375 bz -+ 0,52°
1,1 —0,386790 bx -+ 0,527
1,2, .. —0,377548bx -+ 0,527
1,25.. —o0,372293 bz + 0,5 2*
L,3.. — 0,366615bx + 0,527
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Premiére travée (suite).

n=11,8=0,7... F(x)=—0,406766bx + 0,5z
0,8... —0,404331bx 40,5 x*
0,9... —0,400186bx + 0,5 2
1,0... —0,394338bx + 0,5x*
Li... —0,386790 bx + 0,522
I,2... —0,377548 bx + 0,522
1,25.. —0,372293bx + 0,527
1,3... —0,366615 bx 4~ 0,5 x*

n=12,0=0,7... F(x}=-—0,406766bx + 0,52?

0,8... —0,404331 bz 40,5 x*
0,9... — 0,400186 bx 40,52
1,0... —0,394338bx + 0,52
1,I... —0,386790bx + 0,5 2*
1,2... —0,377548bx + 0,527
1,25.. —0,372293 bz + o,5 27
,3... — 0,366615 bx + 0,527

Deuxieme iravée.

n=3, d6=o0,7... F(x)==0,081890b*— 0,350bx + 0,5 x*

0,8... 0,085g0g b*— 0,400 bz + 0,522
0,9... 0,091968 b* — 0,450 bx + 0,5 2?
1,0... 0,100000 b*— 0,500 bx + 0,527
1,I... 0,109933 b*— 0,550bx + 0,522
1,2 .. 0,121786 b?— 0,600bx + 0,5 2!
1,25.. 0,128397 b*— 0,625bx + 0,527
,3... 0,135466 b*— 0,650 bx + 0,52
n=4, d—o,7... ‘F(x):0,09602517’——0,468267 bx 40,527
0,8... 0,098125b*—0,483984 bx + 0,527
0,9. .. 0,1018280*— 0,507213 bx + 0,5 2*
1,0... 0,1071436—0,535714bx + 0,52
L., 0,114075b*— 0,568057bx + 0,5 2"
1,2... 0,122632 8% — 0,603290 b + 0,5 2
1,25, . 0,127521 b —0,621775bx + 0,52
,3... 0,1328160* — 0,640749bx + 0,527
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Deuxiéme travée (suite).

n=>5, d=o0,7... F(x):0,0924696“—0,4385191790—%—0,511

0,8... 0,005000b* — 0,462500 bz + 0,5 22
0,9. .. 0,099268b*— 0,{92358bx + 0,522
1,0... 0,105263 b* — 0,526316bx -- 0,5 &
1,0, .. 0,112977 b>—0,563247 bx +- 0,5 2
1,2, .. 0,122404 b* — 0,602404 bx + 0,52
1,25, 0,1277570°—0,622646bx - 0,5 2
3.0 0,133537 b* — 0,643265bx + 0,5 2

=06, d=o,;... F(x)=0,0934380*— 0,446620bx +0,5 2"

0,8... 0,005547 b* — 0,468326 bx 4 0,5 2
0,g9... 0,099960 b* — 0,49637 1 b -+ 0,52
1,0. .. 0,1057696* — 0,528846 b -+ 0,52
,I... 0,1132721)3—0,564539])x+0,5z-
L2, .. 0,122465b* — 0,602641 bx 4- 0,52
1,25. . 0,127694 b* — 0,6024 14 bx - 0,5z
1,3, .. 0,133345b* — 0,642504 b -+ 0,52°
n=jy;, i=o0,7... Flz)=— 0,093179b* —0,444459bhx + 0,52
0,8... 0,005621 b* — 0,466770 bz + 0,52
0,9. .. 0,009775b* — 0,{g5298bx + 0,5 %
1,0... 0,105634 6 — 0,52816g bz -+ 0,527
I,0... 0,1131931)“——0,564_193[1.27—}—0,5Z”
1,2. .. 0,122448 b* — 0,602577 b + 0,52
1,25. 0,127711 0% —0,622476 bz +- 0,52*
1,3, .. 0,133396b”— 0,642774 bx + 0,52
n=_8, d=o,1.., F(x):0,093249b2—0,4/{5039bx—+—0,575’
0,8... 0,095682 4 — 0,467188bx + 0,52
0,9. .. 0,099824 b*— 0,495586 bz + 0,52
1,0, .. . 0,1056700?— 0,528350bx + 0,52
1., 0,113214b*— 0,564285bx + 0,52
1,2... 0,122453 b — 0,602594 bz + 0,52*
1,25, . . 0,1277060* — 0,622450bx -~ 0,50
1,3, 0,133382 5 — 0,642725bx + 0,57
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Deuzxitme travée (suile).

n=9g, 0==0,7... F(x)=0,093230b"—0,444883 bz + 0,52"
0,8... 0,005666 5 — 0,467076 b + 0,527
0,9. .. 0,0008171 & — 0,4953509bax -+ 0,52
1,0... 0,105660 b — 0,528302 b2 + 0,527
II... 0,1132000% — 0,564261 bx +o0,52°
1,2... 0,1224525* — 0,6025gobx +0,52*
1,25, . 0,127708 0 — 0,622464 bx 40,527
1,3. .. 0,1333860* — 0,642538hx -1-0,52°

n=10,0=0,7... F(x)= 0,0932350*— 0,444924 bx + 0,52

0,8... 0,00565706* — 0,[67106ba +4-0,527
0,9. .. 0,099815b* —0,495530 b + 0,5.x7
1,0. .. 0,105663 0 — 0,528315bx 40,52
.., 0,1132100* — 0,56/267 bx + 0,52
1,2... 0,122452 6 — 0,602591 bz + 0,5 2*
1,25.. 0,127707 0 — 0,622462bx + 0,52*
,3... 0,133385b* - — 0,642735bx + 0,5 2

R==I1, 6==0,7... l"(_x):0,093234[)’—0,/‘44914[)35—+—0,5362

0,8. .. 0,095660b* — 0,467008 bar + 0,527
0,0. .. 0,099814[)’~0,49552/| bx+-0,52°
1,0... 0,1056620” — 0,583 11 bx + 0,5 2°
T S 0,1132100*— 0,564266 bx -+ 0,527
1,2%... 0,122452 1)2—0,602591 bx + O,sz
1,25.. 0,1277070* — 0,622463 bz + 0,52
L,3. .. 0,133385[)2—(),(5427355x—'¢—0,5x"

=12, §=0,7... F{x)=0,093234 /)"’—~0,444917[,x+0,5x2

0,8... (),o95669b2~‘0,4(57100bx+0,5x“
0,9.-. 0,0998141)?——0,4955261)1 ~+-0,52?
1,0... 0,1056626* — 0,5283 19 hx + 0,527
1,1... 0,113210b2—0,5647,66bg:+0,5x2
1,%.. . 0,1224521)’—0,602591bx~ko,5x’
1,25.. 0,127707 b —0,622{63 bz -+ 0,5 2*
0,3 .. 0,133385 b*— 0,642735bx -+ 0,5 27
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n=23.,

[

~1

FORMULAIRE AN ALYTIQUE.

Troisieme travée.

. . ) o Ko
6==0,7... F(z)=0,0305050* — 0,350 hax + 0,927

0,8. .. 0,045000 b*— 0, foo bz -+ 0,527
0,9 - - 0,061146b* — 0,450 bz + 0,52
1,0... 0,078947 b* — 0,500 bz + 0,5 2
T,1... 0,098405b*— 0,550 b2 + 0,527
1,2... 0,119519b*— 0,600 bz + 0,5 2*
1,25. . 0,130609 6> — 0,625 bx + 0,52
1,3... 0,1422930* — 0,650 bz + 0,5 2*

0,7... Flz)= 0,025804 b — 0,317794 bz + 0,57

0,8... 0,0411866% —0,377224 bz + 0,52
0,9. .. 0,038226 b’—0,434:’343!)3&*i—(),5»?7Z
1,0... 0,076923 b* — 0,490385 bx + 0,527
1. .. 0,007279h*— 0,545154 bx -+ 0,52
L2 .. 0,1192960* — 0,599120 bx + 0,527
1,25.. 0,130927 b* — 6,625862 b2 + 0,5 x*
5L,3... 0,142973b* — 0,652468bx + 0,52

0,7.-. F{2})=0,0270585—0,326386 bz + 0,5 z*

0,8... (),()422051)2—(),3833o7bx-+o,5x’
0,9... 0,059007 b* — 0,438676 bx -+ 0,522
1,0... (),07;4(S5b3——0,49295be-{—0,5$:
I,I... 0,007581 b —0,546452 bx 40,52
1,2 . 0,119356 b — 0,509356 bz + 0,52
1,25. 0,130866 5 — 0,625631 bz -+ 0,62
1,3,

0,1427900* - 0,651806bx -+ 0,52

0,7-.. F(x)=0,0067226"—0,324081 bx -+ 0,52

0,8 0,041032 b — 0,381676 b 40,52
0,0. .. 0,058797 6% — 0,437,568 b + 0,5 2*
1,0... 0,0773200* —0,402968 bz - 0,52
1 0,007500 6% — 0,546 104 ba 40,52
1,2... 0,119340 b’—o,599792 bx 40,5z
1,25.. 0,130882])"'-0,625693bx—+—o,5x’
1,3... 0,1428394" ~ 0,651084 bx 40,527
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Troisiéme travée (suite ).

n=9, §==0,7... }(r‘_o 0268120 — o 3?469961 -+o0,5%!
) . 0/2005b* — 0,382y, / 1bx 40,521

0,9. .. 0,053853 ()’—0,4378641);0—*- 0,5 x?
1,0, 0,0773586%—0,492452 bz 1~ 0,5 2
LI .. 0,0975220*— o, 546\9—()%—*—0 5z°
1,2. .. 0,119344b*— o ;599309 b -+ 0,5 2?

0,130878br — 0,6256-~bx 40,5 2
o, [42826 b — 0,651936 bz -+ 0,5 2

n=10, 6==0,7... F(x)—_0,0267881)2—0,324533b.r+0,5x’

0,8.. 0,0419851)’——0,3819951)274—o,5xz
0,9... 0,058838 % —0,437-84 bx + 0,52
1,0.. 0,0773486%——0,{92403 bx + 0,5 x*
T,1... 0,0075160*— o, 5/61"2[)2:—}—0 S5x*
1,2.. 0,1193436*— 0,599305 b + 0,522
1,25. 0,130879b° — 0,625681 bx + 0,527
L3... 0,142830b* —0,651949 bz + 0,527
=1, 0=0,7... Fla)=0,0267940— 0,324577 b + 0,5
0,8. .. 0,041991 bﬁ——o,abgom bx+o0,5x?
0,9. .. 0,0588426? —0,43-806 bxr + 0,522
1,0. .. 0,077351b7—0,4021 17 bx + 0,527
1,1... 0,007517 0" — 0,546178 bz + 0,52
1,2... 0,119343b*-—0,59q306 hr + 0,52
1,25.. . 0,1308780*— 0,625679 br -+ 0,522
1,3... 0,142820b? — 0,6519{6 bxr -+ 0,522

n=12,d=06,7... F(x)=0,0267926*— 0,324564 bz -+ 0,52*

0,8... 0,041080b* — 0,382019bz -+ 0,52
0,9... 0,058841 b*—0,437800 bz + 0,5 x*
1,0... 0,07735ub2——o,4924131)417’{—0,5-73’
% P 0,097517 b*—0,5406177 bx +- 0,52
1,2. .. 0,119343b*— 0,5gg306 bz +0,52*
1,25.. 0,1308786° —0,625659bx - 0,52
1,3... 0,142829b—0,651947 bz -0, 5x*
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Quatrieme travée.

d—o0,7... F{x)=-0,0{3588b>-—0,350bx -+ 0,52

n—r,
0,3... 0,05556q0* — o0,4oobx + 0,52
0,9. .. 0,069199b*— 0,450 bx + 0,52
I,0... 0,084807 b* — 0,500bx + 0,5
I,1... 0,101484b*— 0,550bz + 0,52
1,2 .. 0,1201296°— 0,600 bz + 0,52*
1,25.. 0,130077 0> — 0,625 bx + 0,52
L3... 0,1404420* — 0,650 bx + 0,52*

F{x)=0,044865b>—0,358640bx — 0,52

n=—8, d=-o0,7.
0,8... 0,056591 b* —0,406108b2x -+ 0,52
0,9. .. 0,069g586 b* — 0,454143 bx + 0,5z
1,0... 0,085052.bh*— 0,502578bx + 0,52
1,1. .. 0,1015860* —0,551209bx + 0,52
1,%. .. 0,120180b* — 0,600236bx + 0,51}
1,25, . 0,130016h* — 0,624769bx + 0,52
1,3, .. 0,140260b° — 0,649538 b + 0,52

n=9, 9=0,7.., F(x)=0,0445230"— 0,356326bx + 0,52
0,8 0,056314 0> — 0,404f71 bz + 0,52
0,9. .. 3,0097750* — 0,453033bx + 0,527
1,0 0,0849065”> — 0,501887 bx + 0,52
LI... 0,101705b°* — 0,550951 b + 0,527
L2, .. 0,120173 b*— 0,600173bx + 0,52*
1,25.. 0,130032 0 — 0,624830bx + 0,527
1,3... 0,140309b* —0,649516 bx + 0,52°

R=10, 0==0,7... F(x)=—0,04{615b"—0,356946bx -+ 0,52

0,8. .. 0,056389H*— 0,{0fg11 bx + 0,52
0,9. .. 0,069832 b* — 0,4/53331 bz + 0,527
1,0... 0,084945b* — 0,502002 bx + 0,52°
1,0. .. 0,101727 b?— 0,551045 bx + 0,517
1,2 .. 0,1201757 b*—o0,6001g0 bz + 0,527
1,25., 0,130028 0> — 0,624814 bx + 0,517
1,3. 0,140200b° — 0,649468 b + 0,527
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Quatriéme travée (suite ).

n=11, d=0,7... F{z)=0,0445908*—0,356779bx -1- 0,52

0,5...

0,9. ..

0,0563646* -— ¢,404793 bx +4- 0,5 x*
0,060817 6 — 0,453255bx + 0,5 2"
0,084934.6*— 0,502022bx + 0,5 2>
0,101721 b*—0,651019bx 4+~ 0,5 2*
0,120176b*— 0,600185bx + 0,5 2"
0,1300295* —0,624818bx + 0,522
0,1402995*— 0,649481 bx + 0,52*

0,044597 b*— 0,356824 bx + 0,5 x*
0,056374 b* — 0,404824 bx + 0,5 2*
0,060821 6*— 0,/53273 bx -+ 0,5 2*
0,084937 8 — 0,5¢2035bx + 0,5 2*
0,1017220* —0,551025 b +- 0,527
0,1201760*— 0,600186bx + 0,527
0,1300290* — 0,624818bx + 0,522
0,1402g86% — 0,649478bxr + 0,5 x>

Cinquieme travée.

ﬁ)

= Oy

F(x):

n—=10,d=a0,;... Fla)=

0,040095b* — 0,350 bx + 0,5 2*
0,052737b* — 0,foobx + 0,5x*
0,067045b*— 0,450bx + 0,5 x°
0,083019b*— 0,500 bx + 0,5 2*
0,10065Gb2— 0,550 bx + 0,52
0,119¢065b* — 0,600 bz + 0,527
0,1302446>—0,625bx 4 0,52
0,14093867 — 0,650 b -+- 0,5 2*

0,039753b* —q,347084bx + 0,52
0,0524600° —0,398303 b + 0,5 27
0,060834 0* — 0,448890 bx ~+ 0,5x*
0,082873b* —0,/99309bx + 0,52*
0,1005780* —0,54965202 -+ 0,52+
0,1199496* — 0,599937 bx 40,5 2*

0,130060b?— 0,625062.bx + 0,527

0,140087 6" — 0,650157bx + 0,57
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Cinquitme travée (suite),

n=11,8=0,7... F(x)=10,0398{5b*—0,348306 bz + 0,5 1=

0,8... 0,052535b*—0,398802bx + 0,52:
0,9. .. 0,0668g0b* —0,449187 bz -+ 0,5 2
1,0... 0,082912 b —0,499494 bx + 0,5 2
II... 0,1006000* —0,549745 bz +- 0,5 2
2., 0, 119954 b* — 0,5990954 bx - 0,523
1,25. 0,130256b" —0,625046 bx + 0,52
1,3... 0,140974 b*—0,650130bx + 0,52
n=12,0=0,7... F(x)=0,0398200*—0,34813gbx + 0,52
0,8... 0,052515 b — 0,398685 bx + 0,527
0,9... 0,066875b* — -0,449107 bz + 0,52
1,0. .. 0,082902 b* —0,499445 bx -+ 0,5z
1,1... 0,100594 b*— 0,54g720 b +- 0,527
1,2... 0,119953b*—0,699949bx + 0,5z
1,25. 0,130257 0> —0,625050bx + 0,522
L3... 0,140977b*—0,650142 bz + 0,52

Sixzieme travée.

n=—=11,0=o0,7... F(x)=o0,0410310*—0,350 bz + 0,52*

0,5... 0,053493b*— 0,400 bx + 0,52°
0,9... . 0,067,622 — 0,450 bz + 0,527
1,0... 0,0834180*— 0,500 bx + 0,02*
0LI... 0,1008808?— 0,550 bx + 0,5 2*
1,2... ’ 0,120009b*— 0,600 bz +- 0,527
1,25.. 0,1301990?—0,625bx 4 0,52°
1,3. 0,140805b* — 0,650bx + 0,527

n==12,0=0,7... F(xr)=o0,0411230*—0,350620bz + 0,52

0,8... 0,053567 b — 0,400439bx + 0,52’
0,g. .. 0,067679b*— 0,450298 bx + 0,52
1,0. .. 0,083457 b*— 0,500185 bz + 0,52°
L1... 0,100902 b? — 0,550094 bz + 0,52°
1,2, . 0,120014 b — 0,600017 bz +- 0,5%°
1,25. 0,130195 6" — 0,624984 bz + 0,57’
1,3... o,1407g2 1)2——0,649952[”!‘—{"0;5“71
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n—=3,
n=—4,
n=>,,
n:6

FORMULAIRE ANALYTIQUE. 333

VALEURS DE fi(z).

Premiére travée. — Cette fonctlion n’existe pas.

o=

N
o =

Deuxiéme travée.

0,7... filx)=0,097609b" — 0,{82276 bx + 0,52*

0,8... 0,1021430* — 0,511607 bx 4 0,5 2*
0,9. .. 0,108476b? — 0,545786 bx + 0,5 2*
1,0. - 0,116667b* —0,583333 bz + 0,5 2*
,1... 0,126691 6> — 0,623315bx + 0,52?
1,2... 0,138527 b2 — 0,665104 b2 + 0,527
1,25.. 0,1451190* — 0,686538bx -+ 0,52*
1,3... 0,152158b? — 0,708275bx + 0,527

0,7 .. filx)=o0,101606H*—0,51{g70bz -+ 0,52*

0,8... 0,105903b* —0,537457 bx + 0,527
0,9. .. 0,1122080? —0,567441 b + 0,52
1,0... 0,120536? — 0,602679bx + 0,5 2"
'1,1. .. 0,1308g7 b*—0,641740bx + 0,52*
1,2... 0,143301b* — 0,683672bx +- 0,5 x*
1,25 . 0,1502752 b* — 0,705500 bz +0,5x°
,3... 0,18775502 — 0,727813bx 4-0,52?
0,7... fi{z)=—=0,098860b* —0,4g1993 bz + 0,527
0,8. .. 0,103605b* — 0,521657 bx +-0,52*
0,9. .. 0,110521 62— 0,5576520x +-0,52*
1,0... 0,1196170* —0,5g8086 bx + 0,527
i,1. .. 0,1309004? — 0,641753bx + 0,52*
1,2... 0,144375b? — 0,687847 bx + 0,5x*
1,25.. 0,151936 0 —0,711624 bz + 0,527
1,3... 0,160046 b2 — 0,735812bx + 0,527
0,7... filz)=0,0990760*— 0,493799 bx + 0,527
0,8... 0,103824b* —0,523162 bz + 0,52
0,9... 0,1107526*— 0,558991 bz 40,5 2*
1,0.. . 0,119872b*— 0,54yg359 bx + 0,5 2*
T,1... 0,131194b?— 0,643039bx + 0,5 2?
1,2... 0,144725b*— 0,689209bx +- 0,527
1,25.. 0,152322b0*—o0,713044 bx + 0,5 x*
1,3... -0,160473b7——n,737302bz‘+0,5x7
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Denxjéme travée {suite).

n=17y, 8==0,7... filz)=0,008874b"— 0,492110bx + 0,527

0,8... 0,103655b* — 0,522003 bx -+ 0,52
0,9. .. 0,1106280” — 0,558273bx + 0,52
1,0. .. o0,119804 b*— 0,599021 bx + 0,52
I,0... 0,1311930' — 0,643036bx -+ 0,52*
1,2 .. 0,144803 b*— 0,689511 bz + 0,52
1,25.. 0,1524420*—0,713487bx + 0,52

0,16063gb* —0,737882bx + 0,52

n=238, d=u,7... filx)=0,048889b' —0,492236bx + 0,52*

0,3... 0,1036706*—o0,522109hx 40,52
0,9... 0,110644 6> — 0,558368bx + 0,52
1,0. .. 0,1198225*—0,59g111bx =+ 0,57
I,1... 0,131214 0*— 0,643128bx 0,522
1,2, . 0,144828b* — 0,68960gbx + 0,52
1,25.. 0,152470b*—0,713590 bx + 0,522
1,3... 0,160670b* — 0,7379q0bx + 0,52

n=g, 0=0,7... [i{x)=0,0088750*—0,4g2116bzx +-0,52

0,8... 0,103658 b*—0,522025bx + 0,5 2
0,9. .. 0,110635 0% — 0,558316 bz +0,52°
1,0... 0,119817b°— 0,59q087 bx + 0,52
T,0... 0,131214 0*—0,643128bx 4- 0,527
1,2. .. 0,144834 b* —0,68¢631 bx + 0,52°
1,25. 0,152479b? — 0,713622bx -+ 0,52
1,3... 0,160682 b* — 0,738032 bz -+ 0,52

n—10, 0 =0,7... fi{x)==0,008876b*—o0,4g2124 bx 40,52

0,8... 0,10365gd* — 0,522033 bz + 0,51
0,9. .. 0,1106360?-—0,558322bx + 0,527
1,0. .. 0,119819b0* — 0,594094 bx + 0,52
1,1... 0,131216b*—-0,643135bx + 0,52
1,2. .. 0,144835b* — 0,68963~ bz + 0,52
1,25, 0,152481 b*— 0,713630 bx + 0,52
1,3... 0,160684 b —0,738039bx +-0,52°
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n=—1I1, 8:0,7...

FORMULAIGE ANALYTIQUE, 335

Deuxieme {ravée (suite).

0,5...

N
=12, 0=0,7...

0,8...
0,9. ..

cr o

fi{x)=0,008855b* — 0,42116bx 40,5 "

0,1036580* — 0,522006 bz -+ 0,52
0,1106366*—0,5538319bx + 0,52
0,1198186*— 0,699092 bz + 0,5 2*
0,1312160*—0,643135bx + 0,5%*
0,144836b— 0,689639 b 4 0,52
0,152481 b*— 0,713631 bz + 0,5 2
0,100685 b — 0,738042bx + 0,5 2"

0,098875 8 —0,4qu116bx + 0,527
0,1036596-—0,522020 bz + 0,52
0,110636 0> — 0,558320 bx + 0,5 22
0,1168196*— 0,599093 bx + 0,52*
0,1312160* —0,643135bx - 0,5 x*
0,144836b* — 0,68¢9640bx + 0,5 2*
0,152481 6*— 0,713631 bx 4 0,5 2?
0,160685 b* — 0,7380f2bx + 0,5 2*

Troisieme travée.

. filx)=0,05859506*—0,437331bx + 0,52

0,0741440* — 0,487250bx + 0,52*
0,0016995>— 0,5385g8 bxr + 0,52
0,111244b*— 0,590q0q bx +-0,52?
0,132766 6> — 0,6438¢g/ bx + 0,527
0,156263 b7~ —0,697361 bx + 0,527
0,168731 0> — 0,724234[);5 —+0,5x?
0,181695b*—0,751185bx 40,527

. filx) = 0,054972b* — 0,412516 bz + 0,5 x*

,0713460”—0,470539bz 0,527
0,0897796" —0,528433 bx + o,5x?
0,110256 b* — 0,586218bx + 0,52*
0,132769b* —0,643qobbx + 0,5%*
0,157305b*—o0,701512bx + 0,527
0,170333b*— 0,730286bz + 0,52
0,183863 b* -—v,759043 bx + 0,5 2
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O
Il:’;, 0 —=
)l:::S, a:

[N
n=0q, 0=

~
n—10, d—

Q

0,3 ..
0,q. ..

1,0...

¥

1,2...

1,25, .
5,3 ..

2

0

0,58.

0,9...

...

-
37 -

FORMULAIRE ANALYTIQUE,

Troisiéme lravée (suite),

- filz])=0,055249b" — 0,414 113bz 40,5,

0,071608b*— 0,472 103 b +— 0,5 !
0,0g0039b* — 0,520810bx 40,5z
0,1105296*— 0,58~513b2 0,5z
0,133069 6% — 0,64 5200 bx —+ 0,52
0,157,651 0> — 0,792867 bx +o0,5 22
0,1707056*—0,7316g1 bz +- 0,5 2
0,184267 0> — 0,780509 bz + 0,5 22

0,054986 6 — 0,412613 bx ~+0,52°
0,0714046* —0,470888 bz + 0,52
0,0898996> — 0,52q06g bz + 0,5 22
0,110457 62— 0,587 169bx + 0,52
0,1330606* —0,645199bx + 0,52
0,1577270* —0,703167 bz 40,5 2
0,170821 b*—0,732130 bz + 0,5z
0,184425b*— 0,761082bx + 0,5 27

0,055005 6" —0,413547 bx + 0,52
0,07142367 — 0,4’;0999bx —+o0,52?
0,0809917 b*— 0,52q9167 bz -+ 0,5
0,1104765*—0,58-561 bz + 0,52
0,1330g0 6> - 0,645291 bxr 40,51
0,157752b6*— 0,703264 bx -+ 0,52
0,1708485* — 0,732232bx + 0,52
0,184454b* — 0,761188 bz + 0,527

0,054987b* —0,412619bx + 0,527
0,071408b?—0,470911 bx + 0,527
0,08990% b* — 0,529113 bz + 0,57
0,110471 b — 0,587237 b + 0,527
0,1330g908H° ——0,645291 bx 40,5 x°
0,155757 82— 0,703286 bz + 0,57
0, 170856 b* — 0,732263 bz -+ 0,52’
0,184465b0*— 0,761228b.x +-0,52°
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Troisieme travée (suite).

o
n—= 11,0:0,7...
0,8...

o

I11.

0,7. ..

1L,2. ..
1,25..
1,3, ..

Sfi(x) = 0,054g885 —‘0;[”2627 bxr + 0,522

0,07141062— 0,470920 bx + 0,5
0,089908b* — 0,52Q120 b2 - 0,5 2*
0,1104726*— 0,587243 bx + 0,5 x?
0,133092b* — 0,645298 bx 4+ 0,52
0,1577596* —0,703293 bz + 0,5 2
o, 1708581)'1—— 0,73227ol)x —+o0,52*
0,184467 b*—0,761236 bx 4- 0,5 2

- filz)=0,004987b*— 0,412619bx + 0,52

0,07 I/|09b7—0,470914[)x ~+o0,5x?
0,0899081)2—0,5291 17bx 4+ 0,5z
0,1104725*— 0,585/ 1 bz +- 0,5 2
0,1330924* —0,64524g8 bz -+ 0,5 2
0,15775gb* — 0,703294 bz + 0,5 2"
0,1708500* —0,732273bx + 0,5 2
0,184468b* — 0,';617,39/).27 ~+ 0,527

Quatrieme travée.

. Ji{x)=0,059435 [)“——0,420599 br + 0,527

0,075561 0" — 0,47%218bx + 0,52
0,093882 5> — 0,534213bz 4 0,527
0,114394 b* —0,591464 bxr + 0,5 2*
0,137090 b* — 0,648887 b + 0,5 2
0,161667 b*— 0,706436 bx +- 0,5 2?
0,175223b?—0,735246 bx + 0,5 2?
0,189022b6* — 0,754075bx + 0,5 2*

0,050717 b7 — 0,422506 bx -+ 0,527
0,075826 b* — 0,478789 bz + 0,5 27
0,094 145 b* —0,535596bx + 0,527
0,1146688> — 0,5g2761 bz 40,52
0,1373g1 b* —0,650182bx + 0,5 2*
0,162311 b*—0,707791 bx + 0,52
0,175594 6* — 0,736650 bz 4+ 0,5 2*
0,189425 b' — 0,765340bz + 0,527
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Quatrieme travée (suite).

n==9, 0==0,7... fi(x)=0,059450b*—0,420609bx + 0,5z

0,8... 0,0756206? —0,477569bx + 0,5 5
0,9. .. 0,004004 b*—0,534852b2 4 ¢ 5 5
1,0... O,II4595b7—0,592416b$—+—0,5x?
1,1... 0,1373908*— 0,650180bx -+ 0,5 2
1,2... 0,162387 b*—0,708091 bz + 0,55
1,25.. 0,1757100*—0,737090bx + 0,52
nL3... 0,189582 6 —0,766112bx + 0,527
n=—10, d=—=o0,7... fi(x)=0,0504708* —0,420834 bz <~ 0,52
0,8... 0,0756396° — 0,477,681 bx + 0,52
0,0. .. 0,094022 b*—0,534950 bz + 0,522
1,0. .. 0,114614b*— 0,592508bx + 0,527
I .. 0,137412b° — 0,650273 bx 0,5 22
1,2, .. 0,1624126*— 0,708188bx + 0,52
1,25, . 0,1757366*— 0,737190bx + 0,52
1,3... 0,18g611b*— 0,766217 bx 40,52

n=11, d=0,7... fi(z)=0,059451b*—o0,420704 bz -+ 0,52

0,8... 0,075625b?—0,47759/ bxr 40,527
0,9. .. 0,094012b* — 0,534897 bxr + 0,5
1,0. .. 0,1146096* — 0,592483 bx + 0,52
0. .. 0,1374126*—0,650273bx 4 0,52
1,2... 0,1624176*— 0,708209bz + 0,52
1,25, . 0,175745b0* — 0,737222bx 4 0,527
1,3... 0,189622 b2 — 0,566258 bz +- 0,52

n=12,=0,7... fi{x)=0,059453b*— 0,420716bx + 0,52

0,8... 0,0756266*— 0,477602bx + 0,57
0,9. .. 0,094013 b — 0,534g03 bz +- 0,52
1,0... e, 114611 b —0,5924qr bx + 0,52
L. .. 0,137413b*— 0,650279bx —+ 0,52
L,2... 0,162419b? — 0,708233 bx + 0,52
1,25.. 0,175747 b*— 0,737230bx + 0,52
,3... 0,189624 b*—- 0,766265 bz + 0,52
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Cingquiéme travée.

n=g9, 0=0,7... fil2)=0,0560310'—0,415830bx + 0,52

0,8. .. 0,072993b* — 0,4{74402bx + 0,52*
0,9. .. 0,0922085* —0,53286- b + o,52*
1,0. .. 0,1136760* — 0,501503 b + 0,527
I,I... 0,137394 0* — 0,650185 bx -+ 0,5 2*
1,2... 0,1633625"—0,708q01 bz + 0,52°
1,25.. 0,1771900* — 0,738260bx + 0,5 2*
3. .. 0,191570b*— 0,767641 bz + 0,5 x*

n=r1o, 0=0,7... fi(z)=0,0557;63b*—0,414020bx + 0,527

0,3... 0,07278; b* —0,473079bx -+ 0,5%”
0,9. .. 0,00206% 0 — 0,532123 bz + 0,5x?
1,0... 0,1:3603 b* — 0,5q1158bx +- 0,5 2*
L., 0,1373940*— 0,650185bx + 0,52
2. .. 0,163438b* — 0,709202bx 40,52
1,25. 0,1773066*— 0,738n08bx + 0,527
,3... 0,1917360? — 0,768212bx 4 0,52*

n=11,8=0,7... fi{z)=0,0585783b"— 0,414156bx + 0,5 %"

0,9... 0,072805 b:—o0,47318gbx 40,52
0,Q. .. 0,09206962—0,532203bx+0,5x’
1,0. .. 0,113623b*— 0,5g1251 bz + 0,5 x°
I,1... 0,137416b* — 0,650277 bxr + 0,5z¢
L2... 0,163463 b* — 0,700299 bx + 0,527
1,25.. 0,177332[)240,738809&2‘+0,5.1,"
1,3... 0,1917651)2-—0,768318bx+0,5z’

n=12, 0==0,7. .. f,(x):0,055764b2~——0,414026bx + 0,522

0,8... 0,07279152—0,47310352?—%—0,52:’
0,9. .. 0,092076b?——0,532169bx+0,5z’
1,0... 0,113618b3——o,591m7bx—+—o,5x2
S 0,137416b’——0,650277bx—+—0,5x2
L,2... 0,163469b* — 0,709321 bz + 0,52
1,25.. 0,177341b1—40,738841bx-+—o,5x2
1,3, .. 0,19177661——0,;(383595r+0,5x‘1
22.
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Siziéme travée.

n=11,d=0,7... fi(x)=0,056045b—0,414531bx + 0,52

0,8... 0,073052H*—0,473499bx + 0,51
0,9. .. 0,0923306*—0,532494 bx —+ 0,5 2
1,0. .. 0,113877b*—0,591506bx 4+ 0,52
1,1... 0,137695 b* — 0,650531 bx + 0,5 2
1,2... 0,163782b* — 0,709565bx 4+ 0,5 2
1,25.. 0,177656b*—0,739084 bz + 0,52
L3... 0,192138b* — 0,768605 bx -+ 0,52

n—=12, 0=0,7... fi(x)=0,056065b*—0,f14667bx + 0,52*

0,8... 0,0730716— 0,473611 b2 + 0,52
0,9... 0,092343b* — 0,5325¢g1 bz -+ 0,5 2
1,0. .. 0,113897 b’ — 0,591599bx + 0,52
I,1... 0,137716b*— 0,650624 bz + 0,52
1,2. .. 0,163807 b* — 0,709662bx + 0,52
1,25 . a,177703h —0,739185bx 4+ 0,52*
L,3... 0,192167 b* — 0,768710 b2z + 0,52
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FORMULAIRE ANALYTIQUE.

VALEURS DE fi(z).

Premiere travée.

n=3, d=0,7... filx)=—o0,402301bzx + 0,52
0,8... —0,397857bx + 0,52
0,9. .. —0,391524 bx +0,52*
I,0... —0,383333bx 40,527
1,1... —0,373309bx 4 0,52*
1,2... —0,361473 bx + 0,52
1,25. . — 0,354881 bz + 0,52
,3... —0,347842 bxr + 0,52
n=4, ©¢=o0,7... filxz)=—0,398394bx + 0,52
0,8... —0,3940y7 bx 4+ 0,52*
0,9... —0,387792bx +0,5x*
1,0... — 0,379464 bx - 0,52
1,1... —0,36g103 bz + 0,52*
1,2. .., —0,356699bzx + 0,52
1,25.. — 0,349728b0x +0,52°
1,3... —0,342245bx + 0,52
n=35, d=o0,7... filx)=—o0,401140bx +0,52"
0,8... — 0,3963g5 bx +0,6.x?
0,9... —0,389479bx 40,522
1,0. .. —0,380383bx + 0,5 x*
I,1... —0,36g100 bx +0,52°
1,2... —0,355625bx + 0,52
1,25.. — 0,348064 bx + 0,52
,3... —0,3390954 bx +0,52°
n=6, 8=o0,7... filx)=—0,4o0924bx+ 0,52
0,8... —0,396176bw + 0,527
0,9. .. —0,389248 bx + 0,527
[,0... —0,380128bx + 0,52
T,1... — 0,368806 bx -+ 0,5x*
1,2. .. —0,355275 bx + 0,5
1,25.. —0,347678 bx 0,52
5L,3... —0,33g527 ba -+ 0,527
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FORMULAIRE ANALYTIQUE

Premiére travée (suite).

n=17, d=0,7... filz)=-—o0,401126bz + 0,52’
0,8 —0,306345bx + 0,52

0,g. .. — 0,389372bx 4- 0,52

1,0... —0,380196bx + 0,5 2*

1. — 0,368807 bx 4- 0,527

1,2. - ---0,355197bx + 0,52

1,25, — 0,347558bx + 0,5

1,3.. —0,339361 bxr + 0,52

n—=8, J==0,7. filz)=—0,401111bx + 0,52
0,3. — 0,396330bx + 0,5 2*

0,9. . — 0,389356 bx + 0,52

1,0, —0,380178bx + 0,52*

1,1 ---0,368-86bx + 0,52

1,2, . —0,3501520x -+ 0,527

1,25. —0,347530bx 40,527

1,3.. —0,339330bx + 0,52

n=yg9, d=0,7... fi(x)=-—o0,401125bx + 0,5z*
0,8.. —0,396342.bx + 0,52°

0,9. —0,380365 bz +-0,52*

) 1,0. — 0,380183 bx — 0,527
1,1 - 0,368786bx + 0,52

1,2, . —-0,355166bx + 0,52°

1,25, — 0,347521bx + 0,5 2"

1,3.. — 0,339318bx - 0,52

n—i1o, d=0,7... fi(x)=-—o0,4o1124{bzx+ 0,52
0,8.. —0,3g6341bx +0,5x"

0,9. —0,389364 bx + 0,52’

1,0. —0,38018t bxr + 0,527

1,1 — 0,368784 bx + 0,577

1,2, .. - 0,355165bx + 0,52°

1,25, 0,347519bx + 0,52°

1,3, - 0,359 60y 0,52
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n-=—11, 6:0,7...
0,8. ..
0,9. ..

FTORMULAIRE ANALYTIQUE. 3. <

FEN
(]

Premiére travée (suite).

filz)=—o0,401125bx 40,52

1,0. ..

0 QU

T,2. ..

1,25..

1,3. ..

n=12,06=0,7...

ﬁ;

1124,

0,7. ..

—0,396342bx + 0,5 2°
—0,389364 bx + 0,52*
—0,380182bx +0,52*
—0,368784 bz + 0,52*
—0,355164 bx + 0,027
—0,347519bx 40,527
—0,339315bx +0,52°

filx)=-—o0,401125bx + 0,52*

—0,396341bx +-0,52*
—0,389364 bx +0,5x*
—0,380181 bxr 40,527
—0,368-84bx +-0,5 27
—0,355164 bx + 0,527
— 0,347519bx 40,527
-—0,33g315bx +0,52°

Deuxieme travée.

. filr)=0,005106b"—0,217724 bx +- 0,5 2*

0,012857 0" —0,288393bx + 0,5 x?
u,02226096* — 0,354214{bx 4 0,52
0,0333335* — 0,416667 bx + 0,5 x?
0,046045 b* — 0,476685 bx + 0,5 2*
0,060402b6?—0,5348q6 bxr + 0,5 x?
0,068196 b*— 0,563462 bx + 0,5 2*
0,076401 6*—0,591725bx + 0,522

—=o0,614057b*—0,292623bx + 0,5 x?

0,020000b? — 0,337500bx + 0,5 z*
0,027201 b* —0,382836bx + 0,527
0,035714 b —0,428571 bx + 0,5 2
0,045582 b* —0,474657 bx 4+ 0,5 x?
0,056842b? —o0,521053 bx + 0,5 x*
0,063004 0* — 0,544355bx -+ 0,5 2
0,0695250? — 0,567722bx 40,5 2°
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n:5,
n—=0,
’L:77
n—=_,

FORMULAIRE ANALYTIQUE,

Deuzieme lravée (suile).

. filz)=o0,013157 1)2—0,285089b.x+ 0,5 2?

0,0190790* — 0,331 169bx + 0,5 x>
0,020242. 6 — 0,377270 bx 4 0,5 22
0,034689b? — 0,423445 ba -+ 0,527
0,044454 b* — 0,469716 bz 4 0,5
0,0555676* — 0,516005 b 4- 0,0z
0,061637 b> — 0,539325bx - 0,512
0,068053 0% — 0,562582 br + 0,522

0,013go3 b* — 0,291330 bz + 0,51
0,019701 b*—0,335444{ bx + 0,52
0,0266q97 b* — 0,370909bx + 0,5 1
0,034936b* — 0,424680 bz +- 0,5 22
0,044453b* — 0,469713bx + 0,5 2
0,055280b*— 0,514978bx 0,52
0,061192.b*— 0,537687 bz + 0,5
0,0674410* — 0,560445bx + 0,52

0,013846 b* — 0,2q0853 bx +- 0,52
0,0190435* — 0,335044 bz -+ 0,5
0,020636 b — 0,379552bx + 0,52
0,034868b* — 0,424339bx -+ 0,52
0,044375b> — 0,469369bx + 0,52
0,055186 07 —— 0,514613bx +0,02*
0,06108¢h7 — 0,537307bx + 0,52
0,067327h* — 0,560046bx -+ 0,52

0,013g00 6" — 0,291306 bz + 0,52°
0,019688 b* -—0,335355bx + 0,57
0,026669H* — 0,379744 bx 4- 0,52
0,034886 b* — 0,424429bx + 0,52
0,044375b* — 0,169369bx + 0,0z
0,0551650* —0,514532bx + 0,07
0,061057b% —0,533718qbx + 0,52
0,067282 0" — 0,55q8g0 bx + 0,52
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n=g9,

FORMULAIRE ANALYTIQUE, 345

Deuxiéme travée [suite).

d=0,7... Ji(x)=0,0138g6b*—0,2g1273bx + 0,52*

0,87.. 0,019684 b* —0,335326 bx -+ 0,52?
0,9. .. 0,026664 b — 0,379719bx + 0,522
1,0... 0,034881 0" —a,424405bx + 0,5 2*
L,I... 0,044369b* —0,469345bx + 0,5 2*
1,2. .. 0,055159 b — 0,514506 b2 + 0,5 2°
1,25, 0,0010496*—0,537161 b + 0,52*
,3... 0,067274 b* — 0,550862 bx + 0,527

n—10, d==0,7... fi(x)=0,0139000* — 0,291304 bx + 0,52"

0,8... 0,019687 b* —0,335349bx + 0,527
0,9. . 0,026667 0 — 0,379733 b2 +- 0,5 22
1,0, .. 0,034882b* — 0,4244 11 bz + 0,5 2"
I,I... 0,04436gb* —0,469345bx + 0,52
1,2... 0,055157 ' —o0,514500bx + 0,52
1,25.. 0,061047b*—0,537183bx + 0,522
1,3... 0,067271 b*—0,569851 b -+ 0,5 2

n=r11,d=0,7... fi{x)=0,013g008 —0,291303 bxr + 0,52

0,8... 0,019687 b* —0,335346 bx + 0,527
0,9... 0,026666 6* — 0,379731 ba + 0,5 2?
1,0, .. 0,0348820*—o0,424410bx + 0,5 2
I,I... 0,0443691)"—0,469343 bx +o,527
1,2 .. 6,055157 b — 0,514498bx +- 0,5 x*
1,25, . 0,0610460*—0,537130 bx + 0,527
1,3, .. 0,067270b* — 0,559848bx + 0,5z

n=12,0=0,7... fi{x)=0,013900 b — 0,291 304 bx + 0,5 x*

0,8... 0,01687 b* — 0,335348 bz + 0,52
0,9. .. 0,026667 b* — 0,379732bx + 0,5 x*
1,0... 0,034882b*— 0,444 10 bz + 0,52
LI .. 0,044369 5> — 0,469343 bz + 0,5z
,2... 0,0551571)“——0,5144981);6—{—0,5»@2
1,25.. 0,0610461}2——0,537‘501)Z+0:5$’
1,30, 0,0672701)‘1_0,559848[7(75 + 0,5%2
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Troisieme travée.

n=>5, 6=0,7 . fi(x)=-—0,002537b*—0,262669bx + 0,55

0,8.. -+0,004344 b*— 0,312750 bx + 0,5 2*
0,9.. 0,011961 57— 0,361402bx + 0,52
1,0.. 0,020335 b* —o,40q091 bx + 0,5
1L,i.. 0,0204830* — 0,456106 bx + 0,52
1,2.. 0,039420 b* — 0,502639bx + 0,527
1,25. 0,044688 b* — 0,525-66 bx + 0,52
,3.. 0,050157 b* — 0,548815 bxr +- 0,52
n—=06, ¢d=o0,7..fi(x)=—0,0037286"—0,204511bx + 0,52?
0,8.. —+0,0032200*—0,306038bx + 0,52?
0,9 . 0,010867 6*— 0,355611 bz -+ 0,5 2
1,0. . 0,019231 0*—0,403846bx + 0,527
1,1.. 0,028327 b — 0,451128bx + 0,52
1,2.. 0,038169 b*~—0,497712bx + 0,52
1,25, 0,043373b* — 0,520798 bx +0,52°
1,3.. 0,048767b* —0,543769 bx + 0,52
n—7, d=o0,7.. fi{x)—=—0,002758b*—0,261153 bz +0,52°
0,8.. —+0,003969 b*—0,310510 b -+ 0,527
0,9. . 0,011381 b* — 0,3583342 px + 0,5 2°
1,0.. 0,019495 0? —0,405101 har -+ 0,5 2°
1,I.. 0,0283260?— 0,451 124 bx + 0,52
1,2, 0,0378875 b*— 0,496600 b - 0,52
1,25. 0,042941b*—0,519197 bz + 0,52
1,3.. 0,048187 5 — 0,541665bx + 0,52°
n—8, d=0,7..fi(x)=—0,0028330*— 0,260643 hx + 0,52
0,8.. f—0,003899b3—0,310091bx+o,5x7
0,g. - o,mxSIlb2—0,35796abx+0,5v_2”
1,0.. 0,019422 0* — 0,404754 bx -+ 0,5x°
L,1.. 0,028246 6 — 0,4507 77 bx 40,57
1,2, . 0,037795 b* —0,{g6237 bx + 0,52
1,25, 0,042844 b* — 0,518800 by + 0,52
1,3.. 0,048079b* — 0,54 1252 bz + 0,577
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Troisiéme travée (suite).

n=—gq, 6 =0,7.. fi{x)=—0,0027628"— 0,261120 bx + 0,5z?
0,8.. -+ 0,003953 51— 0,310416 bz -+ 0,522
0,9. . 0,011349bH* —0,358161 bx + 0,5 2*
1,0. . 0,019441 b* — 0,404846 bx + 0,5x*
1,0, 0,028246 b — -0,450778bz + 0,527
1,2.. 0,037774b* — 0,496156 bx + 0,527
1,25, 0,042813b*—0,518682 bz 4 0,527
,3.. 0,0480376*— 0,54 1119bx + 0,5 2
R=10,0==0,7.. fi{ #)=-—0,002767 & —0,261090 hx + 0,5 2"
0,8.. +0,003048%" — 0,310386bx + 0,57
0,9. . 0,011344 62— 0,355136 bx + 0,522
1,0.. 0,019436 b* — 0,404822bx + 0,522
1,1.. 0,028240b* —-0,450753 bx + 0,522
1,2.. 0,0377685* — 0,4g6130 b + 0,5 2?
1,25, 0,042806 6*— 0,518656 b -+ 0,527
1,3.. 0,0480296* — 0,541091 bx + 0,527
n=11,0 == (.),7 - filx)—=—0,0027628° — 0,261124 bx + 0,527
0,5.. + 0,0039520°— 0,3 10409 bx + 0,527
0,9.. 0,0113460* —0,35814g9bxr +0,52"
1,0. . 0,019438 0% — 0,40482q9bx + 0,52
I 0,028240b* — 0,450953 bx +0,6.x*
1,2 0,035766h* — 0,496124 bx + 0,527
1,25. 0,042804 b2 — 0,518647 bx + 0,5x*
1,3 0,048026b? — 0,541080bx + 0,5x*
n=12,0=0,5..fi(x)=—0,002763b* —0,261120bx + 0,527
0,8.. -+ 0,0030520" —0,310407bx +0,5x*
0,9. . 001134602 — 0,358148bx + 0,52
1,0.. 0,019437 0" — 0,404826 bx 4 0,5 2*
Ty L.. 0,028240b — 0,450752bx + 0,5 x*
1,2.. 0,037566 b — 6,49b122 bx 4+ 0,527
1,25, 0,042803b* — 0,518045bx = 0,5x*
1,3.. 004807507 — 0,54 107802 + 0,52
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n—=n, ¢
=7,
n=3_§8, 0=
N
n—gqg, 0
n:lo,a

FORMULAIRE ANALYTIQUE-

Quatriéme travée.

0,7+, ﬁ(x):o,010016b7~0;279401 bz + 0,5z

0,8... 0,013787b”——0;322']82b1'+0,5x"
0,9... 0,018090 b? — 0,365787 bz 4- 0,52
1,0... 0,022¢930 b? — 0,408536 bz +- 0,52
1,0... 0,09.831/|b7~0,451113bx+0,5x—
1,2 .. 0,034 244 b> —0,493564 bz + 0,52
1,25.. 0,03';415b’—~0,514754546—+—0,5zg
1,3. .. 0,040724 b* — 0,535925 b - 0,5 2

=0,7... fi{x)=0,011003b* —0,286077 bz + 0,52’

0,8... 0,014545b* — 0,327273 bx + 0,5 2
0,9... 0,018608b* — 0,368513bx + 0,52
1,0... 0,023196 b2 — 0,{09794 bx + 0,5 2*
T,T... 0,0283i3b“——0,451108[).27—}—0,51"
1,2... 0,033962 b — 0,492453bx + 0,52
1,25. . 0,03608802 —0,513135bx + 0,52°
,3. .. 0,040147b*—0,533824bx +- 0,52

0,7... fi(x) =0,010928b' — 0,285567bx 4 0,52

0,8. .. 6,014474b* — 0,326851 bx + 0,5 2
0,9... 0,018538 b — 0,368144 bx 40,52’
1,0, .. 0,0231220*— 0,409446 bx + 0,52
LT .. 0,028232.b' — 0,450762 bx -~ 0,5 2
1,2... 0,0338700* — 0,4920q0bx + 0,5
1,25.. 0,036888 b — 0,512958 bx + 0,5
1,3... 0,040039b — 0,533431 bx + 0,52°

0,7-.. filx)=o0,0109990* — 0,286051 bz + 0,52’

0,3... 0,0145300* —0,327179bx + 0,52
0,9 .+ 0,0185760* — 0,368343 bx + 0,52
1,0... 0,0231426’—0,409539[)x-+—0,5x’
1,1... 0,0282320* — 0,450762 bz + 0,52
1,7, .. 0,033850 6> —0,4g2010bx +- 0,527
1,25.. 0,036857b* —0,512641 bz + 0,52°
,3... 0,0399976* — 0,533278 bz + 0,52
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Qu.atriéme travée (suile ).

n=r11,8=0,7... fi(x)==o0,a10994 b*— 0,286016 bx -+ 0,52

0,3... 0,0x4525b240,327|50bx+0,5$”
0,9. .. 0,018571 b*— 0,368336 bz + 0,52
1,0, .. 0,023137b?—0,f0g514 bx + 0,52
ILi... 0,0282270* — 0,450737 bz + 0,5 7"
1,2... 0,033843b*—0,491983 bz + 0,52
1,25. . 0,036850b* — 0,512614 bz + 0,52*
1,3... 0,039989 0 — 0,533249bx + 0,52
n=r12, §=0,5... fi(x)=o0,010999b*— 0,286050bx + 0,52*
0,3.., 0,0145280* — 0,327 (71 bx +- 0,52
0,9. . - 0,018573b* — 0,368330bx + 0,5 27
1,0. .. 0,0231385% — 0,409520bx + 0,527
LI... 0,028227 b*—0,450737 bx + 0,52*
1,2... 0,0338420* — 0,491978bx + 0,527
1,25.. 0,036848 0 — 0,512606bx + 0,5x*
1,3... 0,039986 5 —0,533238bx + 0,5 2*

Cinquiéme travée.

n=g9g, 0=0,7... fi{x)=o0,009950b*— 0,284150bx 4+ 0,52*
0,8... 0,013471 6" — 0,325508bx 40,5 2*
0,9... 0,017628b* —0,367133 bz + 0,52*
1,0... 0,022173b* — 0,4084g7 bx +0,52*
I,1... 0,027190b? — 0,449815bx + 0,52
1,2... 0,032681 b* — 0,4g1099bx + 0,5 x*
1,25.. 0,035604 b —0,511731bx + 0,5 2*
1,3... 0,038646 b2 — 0,532359bx + 0,5 2*
n=r10, d==0,7... fi(x)=0,009875b:— 0,283660bhzx + 0,52
0,8... 0,013484b* — 0,325282bx + 0,52
0,g. .. 0,017558b? — 0,366763 bz + 0,527
1,0. .. 0,022009b* — 0,408149bx + 0,527
1,1... 0,02710g62 — 0,449467 bx -+ 0,5 2
1,2... 0,032588b* — 0,490735 bz + 0,5x”
1,25.. 0,035504 b — 0,511355bx + 0,52
1,3... 0,038538 01— 0,531967 bx + 0,522

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



350 FORMULAIGF ANALYTIQUE,
Cinquiéme iravée (suite).

n=11, d=0,7... ﬁ(x):0,0099471)?—0,2841/|61,x_+_0,5x-,

0,8. .. 0,013539b> — 0,32560qba + 0,52
0,9. . . 0,017596112*0,366962[)x+0,5f
1,0. .. 0!022'19[)2—05408247[)x+0,5x7
T,0... 0;‘)27109b2—0;449467bx+0,5352
1,2... 0,032568[)9——0,1190655[).1'—{—0,5;52
1,25.. 0,0354736* — 0,511238 bz 40,542
1,3... 0,038496#—0,531814[“_*_0,5962
n=12, ¢=0,7... fil ®)= 0,009941 b2—0,284109bx—‘7—0,5x2
0,8... ":‘”3534[’7‘0,3255792)23—+—0,5x?
0,9... 10,a175910*—0,366q37 bz + 0,5 22
1,0... 0,022114[)2—0,408217[)1‘—%—0,5357
1,1... 0,027104 b — 0449444 bx + 0,52
1,2... 0,0325614*—0,490628bx -+ 0,52
1,25.. 0,0354668* —0,011210bx 13- 0,52
1,3... 0,038488b* —0,531-85bx + 0,52

Sixieme travée.

n=1r1,0=0,7... fi(x)==0,010873b"—0,285/69bx + 0,5 z*

0,8... 0,0142535*—0,326501 b 4 0,527
0,9... 0,0180850* —0,367506 bz + 0,52
1,0... 0,0223710* — 0,408494 bz -+ 0,52
1,1... 0,027111b’—0,449469bx+0,5x1
1,2, .. 0,032304 b —0,4q0435hx + 0,52
1,25. . 0,0350716’ —0,510916 b + 0,52
1,3, .. 0,0379520?—0,531395 b + 0,527
n=12, d=o0,7... filz)= 0,0109’[5[)’—0,285953bx—+—0,5:€2
0,8... 0,014308 0 — 0,326828bx + 0,527
0,9. .. 0,0181230*— 0,36~~06bx + 0,57
1,0... 0,022391b* — 0,408586 bz -+ 0,52
Lil... 0,0271 110" —-0,44946q bz -+ 0,52
1,2... 0,032284b° — 0,490355 b + 0,57
1,25.. 0,0350/]0b1—0,510798bx+0,5$2

3., 0,037910b* — 0,53 1242 bz -+ 0,52
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FORMULAIRE ANALYTIQCUE.
VALEURS DE . («).
Premiére travée.

n=3, 0=0,7... d(x)=—0,43g024bx + 0,522

0,8... —0,443182bx + 0,527
0,9. - . — 0,446809bx + 0,522
1,0... — 0,4500000x + 0,52
,1... — 0,452830bx +— 0,527
1,2... — 0,455357 bx 40,527
1,25.. — 0,456522bx —+ 0,5 x?
1,3... — 0,45-607bx + 0,52*
n=4, ¢==0,7... d(xr)=—0g,427833bxr+0,52"
0,8... —0,433993 bz +0,5x"
0,9. .. —0,440171bx -1-0,52*
1,0... —0,4406429bx + 0,527
LI, —0,452814bx + 0,5x*
1,2..° —0,459366 bz + 0,52
1,25.. —0,462715bx + 0,52*
1,3... —0,466119bx + 0,527
n=>5, d=0,7... Y(x)=—0,428574bx+ 0,52"
0,8... — 0,434767bx + 0,52
0,9. .. —0,441008bx + 0,527
1,0.. -—0,447368bx 40,5 x*
T, .. —9,4563907 bx + 0,52
1,2, .. — 0,460673bx + 0,527
1,25.. — 0,464154bx + 0,5 2"
1,3. .. —0,467707 bx +0,5x?
n=6, d=0,7... Ui(x)=—0,427816bx -+ 0,52?
0,8... —0,434135bx + 0,527
0,9. .- — 0,440545bx -+ 0,527
1,0... — 0,441 15bx + 0,527
U — 0,453g05 bx + 0,52*
1,20 .. —0,460g63 bx + 0,52*
1,25 . — 0,464605 bx + 0,52
1,3 .. — 0,468328bx -+ 0,5 2?
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Premiére travée (suite).

n=7y, 0=0,7 ¢3(x):—0,427872bx+0,5a57.
0,8... —o,/34193bx+0,51?
0,9... — 0,440606 bz -+ 0,5 2
1,0... —0,447183bx + 0,52
LI... — 0,453g84bx + 0,52
1,2... —0,461057bx+0,5x"
1,95. . — 0,464708bx + 0,527
1,3... —0,468443bx 40,527
n=38, d=o,7... d(x)=—0,{278/8bz+ 0,52
0,8... — 0434147 bx + 0,52
0,9..% —0,440570.bx 4+ 0,52
1,0 .. — 0,447165bx 40,52
,I... —0,453984 bz + 0,52
I,2... ‘0,4610771737_*_0’5,952
1,25, . — 94647410z + 0,52
1,3.. —0,46848717;5_*-0,51“
n—=go, 620’7;' \b‘(x):_0,4'27822[)1‘—{—0,517
0,8. — 9434151 b + 0,52
0,9. .. _0,440577[)x—{—0,5a¢2
LO. .. = %447170bx 40,52
I,I —0_,453989[;.734-0,5:6"
1,2, _0,461084bx—+—0,5x’
1,25 ——05464748[)%._*_0’512
1,3.. —0:4684951)1‘—}—0,52?2
n—10, d=o0,7... ¢J(x):-o,427818bx+0’5x7
8. T 9434148bx + 0,522
0,9 9440594 b 40,527
i";' :0,4/}7169bx+~0,5$"
112 G,4§35)89bx+9,5x’
525- . _0’4910861755—{’—0,517
:’3 e 0;464750111:—}—0,51’

T 9468499bg 4 0,52
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Premiere travée (suite).

n=11,0=0,7..,. Ys(x)=—0,4278190x + 0,5 2*

0,8... —0,434148bx + 0,5 x*
0,9... -— 0,440575bx + 0,5 %7
1,0... —0,447169bx + 0,5 x*
,I.,. — 0,453g990bx + 0,52?
I,2... — 0,461086bx + 0,522
,25.. — 0,464751bx 4+ 0,52*
L3... — 0,468499bx +- 0,5 z?
n=12,d=0,7... §y{x)=—0,427818bx 40,5
0,8... —0,434148bx 40,5 2*
0,G. .. — 0,440575bx + 0,52
1,0, .. — 0,447169bx + 0,5z
ILI... —0,4539g0 bz + 0,5 2*
2. .. — 0,461086 bz 40,5 2>
1,25.. — 0,464751 bx +0,52*
1,3... — 0,468499bx + 0,52

Deuxiéeme travée.

n=3, 0=0,7... %;(x)=0,0200915b"—0,350bx + 0,5z

0,8... 0,029091 b* — 0,400 bz + 0,5 2
0,9. .. 0,0387776°—0,450bx 4 0,5x*
1,0. .. 0,0500006*— 0,500 bz 4 0,52
,1... 0,062783b* — 0,550 bx +- 0,5 x*
1,2. .. 0,077143b*— 0,600 bx + 0,52*
1,25.. 0,0849184* — 0,625 bx + 0,5 2
,3... 0,093093 b* —o0,650bx + 0,5 2?

n=4, d=o0,7... §;{x)=0,023858b'—0,374627 bz 40,5z
0,8... 0,0321180*—0,420811 bx + 0,522
0,9.. . 0,0420006 —0,/68702bx 40,5 2>
1,0... 0,0535710*— 0,517857 bx 40,52
I,I... 0,066889b* — 0,567985 bxr + 0,5 22
I,2... 0,0819986* — 0,618880 bx + 0,5 2
1,25.. 0,090236 b* — 0,644568 bx + 0,5 2
1,3, 0,008935b* — 0,6703g5 bx 4+ 0,52

I11. 23
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n—=23,

n=—0,
n==r,
n:S,

FORMULAIRLE ANALYTIQUE.

Deuxiéeme travée (suite).

d=o0,7... {,(x)=0,021043b0* — 0,351074 bx + 0,52"

5:0,7...
0,8...
0,9...
1,0. ..
1,1, ..
1,2..

1,25,

IL,1.,.
L,2...
1,25..
1,3..

bl )

0,029767 b — 0,404650 bx + 0,52
0,040276b? — 0,458701 bx + 0,52
0,052632 b2 — 0,513158bx + 0,5x*
0,066884 b — 0,567065 bx -+ 0,52
0,083077 b*— 0,623077 bx + 0,52
0,0g1912b* — 0,650,350z 40,5 2*
0,101244 b* — 0,678456 bz + 0,52

0,021254 b* — 0,352837 bz + 0,52
0,029983 b? — 0,406130 bz + 0,52
0,040504 b — 0,460024 bx + 0,52
0,052885b*— 0,514423 bz + 0,52¢
0,067177 b — 0,569248 bx -+ 0,5.2*
0,083428b* — 0,624441 bx + 0,52
0,092298b* — 0,652158 bxr + 0,52
0,101672b* —0,679951 bx + 0,52

0,021052b* —0,351146 bx + 0,52*
0,024814 b* — 0,404969bx + 0,5 2*
0,040380 b — 0,{59306 bz + 0,527
0,052817b0*— 0,514085 bz + 0,52*
0,067 177b*— 0,569246 bx + 0,52
0,083505b* — 0,624742 bz + 0,52
0,002419b? — 0,652602 bz +- 0,52
0,1018395% — 0,680532bx +0,52?

0,021067b? —0,351293 bz + 0,52
0,026829b* — 0,408075 bz + 0,52
0,0403g7 b2 —0,459401 bz + 0,527
0,052835b* —0,514175bx + 0,527
0,067198b? — 0,569338bz + 0,52
0,083530b — 0,62484f0bx + 0,52*
0,092447b* —0,652705bx + 0,52
o, 101869b"——0,680638bx—+— 0,5z
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Deuxieme travée (suite).

n=—10, d=o0,7.

. Yy{ 2 ) =o0,0210520*— 0,351 150 bx + 0,5 x*

0,029817 b*—o0,404qqr bz + 0,53 %
0,040388b* — 0,45934gbx + 0,52
0,052830b? —0,514151 b + 0,6 2*
0,0671985* — 0,569338bx + 0,5 2*
0,083536 6" — 0,624862 bx + 0,5 27
0,092456 b* — 0,652737 bz -+ 0,5 2
0,101881 b*— 0,680680 bx + 0,5 22

. \{Ja(x):0,021053b2—o,3511601)35‘4—0,5332

0,8. .. 0,029818b* — 0,40fgyg bx +- 0,5 2"
0,9... 0,040389b*— 0,459356 b + 0,5 2
1,0, .. 0,0528310*—0,514157bx 4 0,52*
T,T... 0,0671990°—0,569345 bz +- 0,52
L. .. 0,083538 b2 — 0,624869 bx + 0,5x*
1,25.. 0,092458b* — 0,652744 bx 40,527
1,3. .. 0,10188/ b?* — 0,680688 bx + 0,5 2*
=11, §=0,7... §;(x)=o0,0210520*—0,351151 bz + 0,5 2"
0,8. .. 0,009817 b6 — 0,{04993 bz + 0,52
0,9. . 0,040388b* — 0,459352.bx 4+ 0,52*
1,0. 0,0528316*—0,514156bx + 0,5 x*
I,I.. 0,067199b*— 0,569345 bx + 0,52
I,2. 0,0835386* — 0,624870 bx +0,5x*
1,25 0,0024680"— 0,652746bx +0,5x?
1,3.. 0,101884 0* — 0,680691 bx + 0,5 2°

n=12, § =o0,7... §{x)=o0,021052*-—0,351151bx + 0,52’

0,8...
0,9...
1,0...
1,1...
1,2. ..
1,25, .
1,3...

0,0209817 b*— 0,404994 bx + 0,52*
0,0403880* — 0,459352bx + 0,52?
0,052831 b2 —0,514156bx + 0,5 x*
0,067200 b — 0,569345bx 4 0,5 2*
0,0835380 — 0,624871bx + 0,52
0,092458 b*— 0,652746 bz + 0,5 2+
0,101885 0! — 0,680692 bx 4+ 0,5 %
23.
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n=—>5,
n==a,
n=rs,
n=_,,

0,8...

d=0,7...

FORMULATRE ANALYTIQUE.

Troisieme travée.

. i) ==0,0102150* —0,350bz + 0,52

0,018953 b? — 0,400 bz + 0,52
0,028702 b* — 0,450 bx + 0,5 2*
0,039474 b* — 0,500 bz + 0,52"
0,051281 b" — 0,550 bz + 0,52*
0,064135b?— 0,600 bz + 0,527
0,070956 b* — 0,625 bx + 0,52
0,078041 6 — 0,650 bz + 0,52

0,006536 b* — 0,324803bx +0,5x*
0,01610852— 0,383006 bz + 0,52
0,026744 b — 0,43963gbx + 0,52
0,038462.6* — 0,495193 bz + 0,527
0,051275 0 — 0,549973bx + 0,522
0,065197 b* — 0,604184 bz + 0,52
0,072576b0* — 0,63 1121 b2 + 0,527
0,080236 b — 0,657,965 bz + 0,52

0,00680qb” — 0,326673bx + 0,52
0,016366 b* — 0,38454gbx + 0,52°
0,027001 0* — 0,441001 bx + 0,52
0,0387326*— 0,496478bx + 0,527
0,051575b* — 0,551264 bx + 0,52*
0,065541 b* — 0,605541 bx +0,52°
0,052950 b* — 0,632532bx +- 0,52*
0,080643 b?— 0,659440bx + 0,52

0,006545 b* — 0,324870 bz -+ 0,52°
0,016163b* — 0,38333f bx +0,5%"
0,026861 6* — 0,44020gbx + 0,52
0,038660 b — 0,496134 bz + 0,52
0,051574 b* — 0,551261 bx + 0,52
0,0656180* — 0,605842bx + 0,527
0,073066b* — 0,632971 bx + 0,52
0,080801 b2 — 0,660012 bx -+ 0,527
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Troisiéme travée (suite).

n=g, d=0,7...¢,(x)=0,006565b* — 0,325004 bx + 0,52

0,8... 0,016181H*—0,383444 bz +-0,52*
0,9. .. 0,0268806”—0,440358bx + 0,522
1,0. .. 0,0386798 — 0,496226 bx + 0,5 x*
I,1... 0,051596b* — 0,551355 bz + 0,522
1,2... . 0,0666428* — 0,605939bx + 0,5 2*
1,25.. 0,073093b*—0,633073 bz + 0,5 27
1,3... 0,0808306? —o0,660118bx -+ 0,522

n=1o, d=0,7... Jy(x)= 0,0065466* — 0,324876 bz + 0,52”

0,8... 0,016167 62— 0,383357 bz +- 0,5 2%
0,9. .. 0,026870b* — 0,440304 bx -+ 0,5 2
1,0... 0,038674b* —0,496202bx + 0,5 2*
LY., 0,0515g6 6*— 0,551354 b +- 0,5 x?
L2, .. 0,065648b* — 0,605961 bx + 0,52*
1,25.. 0,073101b*— 0,633104 br + 0,527
L3, .. 0,080841 b* — 0,660159bx + 0,5 2?

n=11, d=0,7... y(z) = 0,0065480* — 0,324886 bx + 0,5 2"

0,3... 0,016168 0 — 0,383365bx ~+ 0,5 x*
0,9. .. 0,0268710* —0,440311 b + 0,527
1,0... 0,038675b* — 0,496208 bx + 0,5 2
i... 0,051597 b* — 0,551360 bz +- 0,5 2
L2, o 0,065650 6 — 0,605968 bx + 0,5 2?
1,25, . 0,0731036* — 0,633 111 b + 0,527
1,3, .. 0,080843 b* — 0,660167 bx + 0,5 2

N

=12, 0 ==0,7... $,{x)=0,006546b*—0,32487,6 bz + 0,5 x*

0,8... 0,016167 b* — 0,38335gbx + 0,527
0,9. .. 0,026870 b* — 0,440307 bz + 0,5 2*
1,0. .. 0,038675 b* — 0,496206 bz + 0,5 27
LI... 0,0515q97b?— 0,551360 bz + 0,527
1,2. .. 0,065650 b*— 0,605969bx + 0,5 2"
1,25.. 0,0731040* — 0,633114 bx + 0,527
1,3... 0,0808{4 6" —o0,660170bx -+ 0,5
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Quatriéme (ravée,

n=17, 0=0,7...4;(x)=0,0204500*—0,350bx + 0,52’

0,8... 0,0268326* — 0,400 bx + 0,52
0,9. .. 0,034099b* — 0,450 bx + 0,5 2
1,0... 0,042254b* — 0,500 bz -+ 0,52}
L., . 0,0512990* — 0,550 bx + 0,52
1,2. .. 0,0612375 0* — 0,060 bx + 0,5 x*
1,25. . 0,066542 b2 — 0,625 bx + 0,5 2*
,3... 0,072070b* — 0,650 bz + 0,5 2*

n=_8, d=o0,7...ys(2)=o0,020729b*— 0,351886 bx + 0,5 z*

0,8... 0,0270950*— 0,401554bx + 0,52
0,9... 0,034359b* — 0,451368 bx + 0,5 2°
1,0. .. 0,042526b* — 0,501289hx + 0,527
I,L... 0,0515990* —0,551291 bz + 0,52
1,2, .. 0,061581 6 — 0,601357 bx + 0,527
1,25. . 0,066914 6> — 0,626410bx + 0,527
nL3... 0,072475b0* —0,651473 bx + 0,5°

n=g, d=0,7...4;(z)=0,020461 b*— 0,350076 bz + 0,52

0,8... 0,0268895? — 0,4{00334 bxr + 0,5 x*
0,9... 0,034217 b — 0,450622bx + 0,52*
1,0, .. 0,042453 b* — 0,500944 bx 40,5z
1,1... 0,051598H — 0,55128gbx +—0,52°
1,2, .. 0,061657 b? —0,601657 bz + 0,52*
1,25.. 0,067030 b — 0,626844 bz + 0,52
L3... 0,072633 b? — 0,652046bx + 0,52

n=-r10, d=0,7... $;(x)=0,0204{81 b* — 0,35001 1 bx + 0,52*

0,8... 0,026g07 b — 0,400444 bx + 0,52’
0,9... 0,0342366 — 0,450721 bx + 0,52’
1,0. .. 0,042472 b*— 0,501036 bx + 0,52’
1,1... 0,051620b? — 0,551382bx -+ 0,57"
1,2... 0,061682 b* — 0,601755 bx + 0,52
1,25, . 0,067057 b* — 0,626q950 bz +0,52"
1,3. .. (),072662b°——0,652152bz'+0,537"
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Quatrieme travée (suite).

n=11, 0=0,7... 4;(x)==0,020462b* — 0,350081 bz + 0,52’

0,8... 0,026893 b* — 0,400357; bx +- 0,5 2?
0,9+ 0,034226b* — 0,450668bx -+ 0,52
1,0. .. 0,042467b* — 0,501011 bx 0,527
1,0... 0,051620b?— 0,551382 bx + 0,52
1,2... 0,061688b” —0,601777 bz -+ 0,527
1,25. . 0,067065b? — 0,626082 bz -+ 0,5 2*
1,3 .. 0,072673 b2 — 0,652192bx + 0,52*

n=12, 6==0,7... Uy(x) =0,020464 b>— 0,350093 bx + 0,5 2"

0,8, .. '0,026894 b — 0,400365bx + 0,5%*
0,9... 0,034227 b*— 0,4{50674 bz + 0,527
1,0. .. l),042469b'3—0,5010186x+O,5x’
LI... 0,051622b* — 0,551389 bz + 0,52
1,2. .. 0,061689b* — 0,601783 bz +- 0,52
1,25, . 0,067067 b? — 0,626989bx + 0,527
L3... 0,072675 b*— 0,652200 bz -+ 0,527

Cinquiéme iravée.

n=g, d=0,7... Y;(x)=0,019688h*— 0,350 bz + 0,5 2"

0,8... 0,026115b* — 0,400 bz 4+ 0,527
0,9. .. 0,033388b2 — 0,450bx + 0,527
1,0... 0,041509b* — 0,500 bz + 0,52
I,I... " 0,050479b*— 0,550 bx +- 0,5 2"
1,2... 0,060297 b* — 0,600 bz + 0,5 2
1,25, 0,065525b> — 0,625bx + 0,5 2*
1,3... 0,070065 b* — 0,650 bx 4 0,527
n=10, d=0,7... by(x)=0,019420b> — 0,381g0 bz +-0,52*
0,8... 0,025g08 b — 0,3¢877gbx + 0,527
0,9... 0,033247b*— 0,449256 bxr + 0,5 2*
1,0... 0,04 1436 b* — 0,499654 bx +-0,5z*
1,1... 0,050478b* — 0,549998 bx +- 0,5 27
1,2... 0,060373 b* — 0,600300 bx + 0,5 2*
1,25.. 0,065641 b* — 0,625440bx +0,5x?
1,3, .. 0,071122b? — 0,650572bx + 0,52
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Cinquidme travée (suite).

=11, 8=0,7. .. §a(7) = 0,010440b"— 0,348326 b | o 5 52

0,8... 0,025927 b’—0,398890bx+0,5,—52
0,9. .. 0,033266 0" — 0,44935/ b 40,5 42
1,0... 0’0414561’240,499747 bz + 0,5z
1,1... 0,050500 b’——o,550091 bx 40,52
L. .. 0,060398 62—0,600398[,.,”_*_0,51.7
1,25, . 0,065667 b*-—0,625540 bz 1 0,527
1,3... 0,071151b’—0,650678b1-+0,5x2
n=—12, 0 =0,7...{y(x)=0,019421 b"——o,3/|8196bx+0,5x,
0,8... 0,0259136*—0,398804 bz +4- 0,5 22
0,9. .. 0,033255b” —0,449300 bz +- 0,5 2?
1,0... 0,0414510*—0,499723 bz +- 0,527
1,1... 0,0505001)’-—0,550091 bx -+ 0,52
1,2... 0,0604036*—0,600419bz + 0,5 2
1,25.. 0,065676b*—0,625503 bz - 0,5 2
1,3... 0,0711625*—0,650718 b 40,5 2

Sixiéme travée.

n—=r11,d=o0,7... Ys(x) =0,020419b6' — 0,350 bz + 0,52

0,8... 0,0266795* — 0,400bx + 0,51
0,9. .. 0,0337750* — 0,450 bz 40,527
1,0... 0,0{1709b*— 0,500 bz -+ 0,52°
1,1... 0,0504800* — 0,550 b 40,527
1,2. .. 0,060089b* — 0,600bx 0,527
1,25.. 0,0652075*— 0,625bx 40,527
1,3... 0,070535b*— 0,650 bz 4 0,52

n=12, 0=0,7... §;(x)=0,020439b*— 0,350136 bz + 0,52
0,8... 0,026697 b* —o,400111bx + 0,57
9,9. .. 0,033794b*— 0,450099 bz +- 0,52
1,0... 0,041728b* —0,500092 bz + 0,52
1,1... 0,050509.b’—-0,550093 bz 40,527
1,2... 0,060114b*— 0,6000q7 bz + 0,57
1,25.. 0,065234b* — 0,605101 bx + 0,52
1,3... 0,070564 b* — 0,650105 bx -+ 0,52

FIN.
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