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Tribune publique. 21.

479, [Tribune publique 19 page 71 lignes 20 et 21] lire: Edinb. Dublin philos.
mag. (3) 87 (1850), p. 863; Papers 1, Cambridge 1904, p. 160, 209, 385.

G. A. Miller.
480. [I, p. 79 ligne 25] (I 2, 13) apres: ,substitution* ajouter en note: Une
application an calcnl des variations pour la détermination des constantes
a été faite par M. A. Stern, Abh. Ges. Gott. math. 13 (1866/7), éd. 1868, p.53 63
[1867]. M. Leecat.
[I, p. 98 fin du texte] I 2, 21). Lorsqu’une suite de matrices carrées forme
un groupe fini G, les matrices formées par les rapports des €éléments des
matrices envisagées forment un groupe qui est ou bien identique & G on
bien un groupe-quotient de G par rapport & nn sous-groupe cyclique com-
posé d'éléments invariants. Lorsque le déterminant de chacune des matrices
envisagées est égal a 1, 1'ordre du sous-groupe cyclique en question est un
-diviseur de 'ordre des matrices [ef. G. A. Miller, Quart. J. pure appl. math.
43 (1912), p. 217].

Comme conséquence immédiate de ce théoréme, on peut observer que
si une série de matrices constitue un groupe ne contenant aucun élément
invariant (sauf 1'élément identique), les matrices formées par les rapports
des éléments des matrices envisagées doivent toujours constituer un seul
et méme groupe, quelle que soit la fagon dont on forme ces rapports.
482, [I, p. 551 ligne 21] (I 8, 8) ajouter: Ce théoreme de W. won Dyck rentre

comme cas particulier dans la proposition générale que voici: La condition
nécessaire et suffisante pour que les conjugués d'un sous-groupe Gy non in-
variant d'un groupe G soient transformés par G suivant un groupe de subs-
titutions primitif est que le plus grand sous-groupe de G qui contient G,
soit un sous-groupe maximé de . Dans un groupe primitif de degré = et
d’ordre composé, le sous-groupe formé par toutes les substitutions du groupe
qui laissant une méme lettre immobile est exactement de degré n—1. La
condition nécessaire et suffisante pour que le sous-groupe du groupe tran-
gitif de degré n, formé par toutes les substitutions du groupe donné qui
laissent une méme lettre immobile soit précisément de degré n —1, est
que ce gous-groupe ne soit pas invariant dans un plus grand sous-groupe
du groupe transitif donné. Si le sous-groupe formé par toutes les subs-
titutions d'un groupe ftransitif de degré » qui laissent une méme lettre im-
mobile, est précisément de degré n — o, ce sous-groupe est un sous-groupe
invariant d'indice « relativement 3 un sous-groupe du groupe transitif
donné, mais il n'est pas invariant relativement & un sous-groupe plus grand.
Si a==1, les conjugués de ce sous-groupe de degré n — « sont tranformés
exactement comme les lettres du groupe; mais si & >>1 il n'en est pas ainsi.

481
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[I, p. 578 ligne 13] (I 8, 13) ajouter: M. Cipolla appelle sous-groupe fon—
damental [Rendic. Accad. Napoli (3) 15 (1909), p. 44] tout sous-groupe formé
par tous les éléments d’'un groupe donné G qui sont commutatifs avec un
méme élément de &, Il dit de cet élément qu’il est un invariant propre-
ment dit du sous-groupe fondamental. Et il appelle sous-groupe fondamental’
abélien de G chaque central des sous-groupes fondamentaux de G5 en d’autres
termes, le sous-groupe formé par tous les éléments invariants du sous-groupe
fondamental est un sous groupe fondamental abélien de G'. L’ensemble des
éléments invariants proprement dits d'un méme sous-groupe fondamental
constitue un systéme fondamental du groupe G.

[I, p. 608 ligne 9] (I 8, 21) ajouter: Le théoreme d’aprés lequel tout sous--
groupe d’ordre p™—1 contenu dans un groupe d’ordre p™ est invariant peut-
étre envieagé comme un cas particulier du théoréme que voici: Si G, et G,
gont deux sous-groupes conjugués d’un groupe G, les éléments que G, et
G, ont en commun forment un sous-groupe dont l'indice relativement & G,
est toujours moindre que l'indice de (&, relativement & G. Ce théortme
général comprend évidemment aussi comme cas particulier le théoréme bien
connu d’aprés lequel tout sous-groupe d’indice 2 est invariant relativement
a n'importe quel groupe.

[I, p. 276 ligne 2] (I 10, 23). Au lieu de ,invariant* lire ,invariante‘.
[I; . 10 ligne 5 en remontant] (I 15, 6 note 46) ajouter: Chr. Goldbach
[Criteria quaedam aequationum, quarum nulla radix rationalis est, Commen-
tarii Acad. Petrop. 6 (1732/3), p. 98] emploie le mot congruence dans le sens
quwon lui donne aujourd’hui dans la théorie des nmombres [cf. M. Cantor,.
Vorles. Gesch. Math. 3, Leipzig 1901, p. 611]. G. A, Miller.
[T, p. 199 lignes 5 ot 8] (I 16, 49) lire: quelconque >> %, est fini. Ce nombre
croit d’ailleurs indéfiniment quand on fait tendre I vers % par valeurs dé-
croissantes. P. Bachmann.
[1, p. 501 ligne 10] (I 25, 6). Aux théorémes «) et f) mentionnés Tribune
publique 20, 463 la théorie des risques moyens permet d’adjoindre la pro-
position suivante:

y) Supposons que pour chacun des individus d’un groupe fictif d’assurés,.
on évalue la différence du capital de garantie (Deckungskapital) nécessaire
pour constituer son assurance & l'instant actuel et de la réserve mathé-
matique actuelle le concernant. La somme des carrés de ces différences
est égale au produit du nombre d'individus du groupe fictif par le carré
du risque moyen actuel de l'assurance envisagée. Le carré du risque moyen
d’un groupe est d'ailleurs égal & la somme des carrés des risques moyens.
de chacune des assurances individuelles du groupe.

[I, p. 560 ligne 16] (I 25, 69). Dans la formule

Pz+l _Qz+1

et id. ligne 17 dans la locution ,sur la prime naturelle ¢, ,;* remplacer
9z 41 PAT g, @. Behlmann,
[I, p. 121 ligne 20] (Il 2, 8). Le théoreme que L. Zoretti désigne sous le
nom de ,,théoréme de Cantor-Bendixson* appartient & G. Cantor et & G- Cantor-
seulement [cf. G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 575; Acta math, 2 (1883),
p- 409; Math. Ann. 23 (1884), p. 467/8]; dans ce dernier mémoire le théoréme-
est non seulement énoncé mais encore explicitement démontré.
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1. Bendizson n’a démontré qu'un corollaire de ce théoréme, savoir la
proposition: Il existe un y appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II),
tel que l'on ait

D(E, E,)=0%

Ce corollaire n'étant pas mentionné par L. Zorettt il n'y a absolument
aucune raison de désigner ici le théoréme cité sous le nom de Cantor-
Bendixson.

[1I, p. 124 lignes 40/2] (I1 2, 7 note 36). Le théoréme atiribué ici & H. Lebesgue
est di & @, Cantor. C'est en effet une conséquence immédiate, obtenue par
simple juxtaposition, de deux des premiéres propositions de G. Cantor, savoir
que le continuum n'est pas dénombrable et que la puissance de l'ensemble
des nombres de seconde classe est la premiére qui apparaisse aprés la
puissance des nombres dénombrables. H. Burkhardt et A. Rosenthal.
[IL, p. 88 ligne 20] (Il 7, 10 note 105) au lieu de Comm, Acad. Petrop. lire
Novi Comm. Acad. Petrop.

[, p. 71 derniére ligne] (II 7, 19) au lieu de

. 1 . ..
coséchz = , =t coséc 12
. séch 2
lire:
. 1 . L.
coséch z = ——— = i coséc ¢z,
shz

J. Molk.
[1; p. 31 lignes 25 31] (Il 26, 19) ajouter: Une fonctionnelle U, est continue
dans l'ensemble E [n° 17] si la différence

Uy— Uy,

tend vers zéro qﬁa.nd f, tend uniformémcnt vers / dans l'intervalle (a, &)
La fonctionnelle continue U, est d’ordre # quand l'expression

Upit ottty ™ EUsapin sy ¥ EUS wppbetsy,  —o
+ (=P Uy + (— 01T,

est identiquement nulle. La fonctionnelle continue U, d'ordre = est homo-
géne quand

Uy
est égale identiquement &

C" er
quelle que soit la constante réelle e.

Une fonctionnelle homogéne d'ordre 1 est ce que J. Hadamard appelle
une opération linéaire.

Toute fonctionnelle d’ordre  est la somme de fonctionnelles homogénes
d'ordre 0, 1,2, ..., .

Une fonctionnelle d’ordre » peut s'écrire, en généralisant le théoréme
de Riesz, sous forme d'intégrale multiple. Par exemple une fonectionnelle-
homogéne d'ordre 2 pourra s'écrire [ M. Fréchet, Ann. Ec. Norm. (3) 27 (1910),
p. 198 216; C. R. Acad. sc. Paris 148 (1909), p. 155 6, 279 80]

b [
U= [1@dffw)d,ute, ),
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en. indiquant par d,, d, que I'on prend l'intégrale au sens de T.J. Stielijes,
la variable étant x puis y; u(x, y) désigne une fonction indépendante de f(x).

Généralisation du théoréme de Weserstrass aux fonctionnelles continues.

De méme qu'une fonction continue de x peut &tre développde en série
de polynomes, de méme M. Fréchet montre qu'une fonctionnelle continue
peut &tre développée en série de fonctionnelles dordres entiers.

L’analogie se poursuit plus loin: la série est uniformément et absolument
convergente dans tout ensemble compact de fonctions continues (de méme
que le développement de K. Weiersirass n'est en général uniformément con-
vergent que dans tout intervalle limité ou encore dans tout ensemble com-
pact de points).

Ici encore se retrouve ce fait que la propriété des intervalles qu'il y a
lieu de généraliser dans le Calcul fonctionnel n’est pas de constituer un
ensemble borné mais un ensemble compact, c'est-d-dire tel que de toute
infinité d’éléments de I'ensemble, on puisse extraire une suite convergente.

Différentielle. On peut aussi [M. Fréchet, C. R Acad. sc. Paris 152
(1911), p. 845, 1050] généraliser la notion de différentielle. Une telle notion
doit précéder logiquement celle de la dérivée (on si 'on veut de la variation)
d'une fonctionnelle introduite auparavant par V. Volterra et modifiée par
J. Hadamard. M. Fréchet.

P~ Toute rectification oa addition, se rapportant a 1'édition francaise,
adressée a J. Molk, 8 rne d’Alliance, Nancy, sera insérée, §'il y a lien, avee
mention du nom de son anteur, dans la Tribune publique.

Nancy, le 26 juillet 1912, J. Molk.
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IV 16. NOTIONS GEOMETRIQUES
FONDAMENTALES.

ExposE, D’APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE M, ABRAHAM (MILAN),
PAR P. LANGEVIN (paris).

Introduction.

1. Apergu préliminaire sur les grandeurs géométriques de la
physique et de la mécanigue. Chacune des grandeurs qu'introduisent
la mécanique et la physique est déterminde, quand on a choisi 'unité
correspondante, par un certain nombre de parameétres: un geul para-
meétre quand il g’agit de mesurer la masse, l'énergie, ...; trois para-
metres pour déterminer les composantes d'une force, d'une vitesse,
d’'une accélération, .. .; six parameétres pour les dilatations et les
glissements qui déterminent une déformation élastique,.... La nature
géométrique d’'une grandeur dépend d’ailleurs, non seulement du nombre
de ses paramétres, mais encore de la manitre dont ceux-ci se modi-
fient quand on change le systéme d’axes coordonnés auxquels on la
rapporte.

Pour les grandeurs étudiées ici, une simple translation du systeme
d’axes ne produit aucun changement dans les parameétres qui les
déterminent; par suite toute classification actuelle des grandeurs utilise
seulement les transformations de coordonnées rectangulaires qui laissent
Yorigine immobile.

L’ensemble de ces transformations constitue un groupe qui com-
prend non seulement les rofations autour de l'origine, mais encore les
renversements ou changements du sens positif des trois axes coor-
donnés. Un tel renversement correspond au passage d'un systéme
d'axes usité en géométrie analytique dans l'espace & un systéme
d’'axes usité en astronomie et inversement; il correspond & un change-
ment du sens de rotation considéré comme positif [cf IV 4, 9].
Le groupe de transformations ainsi défini comprend évidemment aussi
les mirages du systéme d’axes dans un plan quelcongue passant par

Yorigine puisqu'un tel mirage peut s’obtenir par un renversement
Encyclop. des scienc, mathémat. IV 6. 1
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2 M. Abraham. IV 16. Introduction. P. Langevin.

suivi d’'une rotation d'un demi-tour antour d'un axe normal au plan
du mirage.

Le choix du sens positif de rotation intervient dans la mesure de
certaines grandeurs, comme la rotation d’un certain angle autour d'un
axe, la vitesse angulaire, le moment dun couple, etc. Pour d’autres
grandeurs au contraire, comme la masse, V'énergie, la vitesse, la force,
etc., la mesure est obtenue indépendamment de toute convention sur le
sens positif de rotation. Cette distinction interviendra pour déter-
miner la manitre dont se comportent les paramétres d'une grandeur
dans un renversement des axes coordonnés, qui change le sens positif
des rotations. Par exemple les composantes d'une force ou d'une
vitesse changent de signe dans un renversement d’axes, puisque le
sens de la grandeur projetée ne change pas; au contraire les com-
posantes d'un couple ou d'une vitesse angulaire ne sont pas modifiées
par un renversement qui change & la fois le sens de la droite qui
représente la grandeur et le sens positif sur chacun des trois axes.

La maniére dont se comportent, par rapport au groupe des
transformations de coordonnées, les paramefres d'une grandeur déter-
mine la classe & laquelle cette grandeur appartient!). La répartition
des grandeurs de la mécanique et de la physique entre les diverses
clagses est d’importance fondamentale, car 1'égalité ne peut exister
quentre des grandeurs appartenant & une méme classe; on ne peub
combiner par addition ou soustraction que des grandeurs d’'une méme
classe. Il y a 1& une homogénéité particuliere qui se superpose &
celle qui est envisagée d’habitude; cette derniére fait intervenir seule-
ment la maniére dont se comportent les parametres quand on modifie le
systéme des unités fondamentales, sans changement des axes coordonnés.

La nature physique des grandeurs intervient aussi en physique
cristalline, dans ses relations avec la symétrie des milieux cristallisés
[n° 22]. On peut, en effet, remarquer qu’a chaque classe de grandeurs
correspond un groupe de symétrie particulier®): c’est le groupe des
opérations de symétrie autour d’'un point (répétitions autour d'un axe,
mirage, etc.) qui superposent & lui-méme un champ uniforme de la
grandeur considérée. La connaissance de ce groupe suffit & déterminer
la classe d’une grandeur; cette définition de la classe présente sur la

1) La classification & ce point de vue des grandeurs de la physique et de
la mécanique ne semble pas avoir été généralement introduite, mais F. Klein et
P. Curie, par exemple, y ont insisté dans leurs legons. Dans un travail de
W.Voigt [Nachr. Ges. Gott. 1900, math. p.355/79] ce principe est également appliqué.

2) P. Curie, J. phys. théor. appl. (3) 3 (1894), p. 393 et suiv.; (Euvres, Paris
1908, p. 118 et suiv.
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1. Apergu préliminaire sur les grandeurs géométriques etec. 3

précédente I'avantage de me pas faire intervenir les axes de référence.
Pour une grandeur comme la température dun milien, la densité,
Uénergie, ce groupe est celui des milieux completement isotropes et
comprend l'ensemble de toutes les rotations autour d’axes quelconques
et de tous les mirages; pour la force, la vitesse, le champ électrique, ete.,
le groupe contient toutes les rotations autour d'une direction parti-
culiere, celle de la grandeur dirigée, et tous les mirages dans des
plans passant par cette direction: c’est le groupe de symétrie du
tronc de cOne; pour d’autres quantités dirigées, comme Ia vitesse
angulaire, le champ magnétique, ete., le groupe comprend toutes les
rotations autour de la direction particuliere a la grandeur, le mirage
dans un plan perpendiculaire & cette direction et par suite la symétrie
par rapport & un cenfre: c’est le groupe du cylindre tournant; une
déformation élastique pure, sans rofation, ne posséde en général que
la symétrie binaire par rapport a trois axes rectangulaires dirigés
suivant les dilatations principales, la symétrie par mirage dans les
trois plans passant par ces axes, et par suite la symétrie par rapport
4 un centre: c’est le groupe orthorhombique. L’importance de cette
notion résulte du fait que la propriété mesurée par une grandeur ne
peut se présenter comme effet que dans un milieu dont la symétrie
est au plus égale & celle de cette grandeur, c'est-d-dire que si le
groupe de symétrie de ce milieu, sous-groupe commun aux groupes
de toutes les causes quon y fait agir, appartient en méme temps
comme sous-groupe au groupe de symétrie de la grandeur cherchée
[ne 22].

Nous aurons, & propos de chaque classe de grandeurs, & déter-
miner le groupe de symétrie qui Jui correspond.

Il est important de traduire les différences que nous allons
examiner entre les classes de grandeurs au moyen d'un systéme con-
venable de notations assujetti aux conditions suivantes:

1°) I est nécessaire d’employer pour les diverses classes de
grandeurs des signes différents faciles a distinguer au premier coup
d’ceil et rappelant autant que possible les propriétés de la grandeur
représentée.

2°) 1l faut faire en sorte que ces signes soient d’éxécution facile
en typographie comme dans l'écriture sur le papier ou au tableau,
et qu'ils n'immobilisent pas les caractéres ordinaires.

3°) Les symboles d'opérations doivent respecter autant que possible
les analogies entre les divers algorithmes et me doivent pas immo-
biliser des signes d’emploi constant comme les parenthéses ou les

crochets.
1 *
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4 M. Abraham. IV 18, Introduction. P. Langevin.

4°) Enfin il est nécessaire d’employer une terminologie simple et
ne prétant 4 aucune confusion.

Les propositions faites & ce sujet sont nombrenses et varient
beaucoup d'un auteur & l'autre; nous rappellerons les principales.
Nous emploierons en principe ici celle que P. Curie avait établie
pour son enseignement et qu'ont acceptée un certain nombre de
mathématiciens et de physiciens, en particulier P. Appell, J. Hadamard,
P. Painlevé et P. Langevin.

I1 y a enfin une différence essentielle entre les grandeurs qui
interviennent dans la mécanique des solides et celles qu'on utilise
dans la mécanique des corps déformables ou dans la physique mathé-
matique. Alors que le mouvement de fous les points d'un corps
solide est entierement déterminé par six parametres, les composantes
d'un visseur [IV 4, 26], dans les milieux continus, les grandeurs qui
déterminent 'état mécanique et physique du milieu peuvent dans une
certaine mesure étre choisies d'une manidre indépendante pour les
différents points. Ce sont par conséquent ici les champs des grandeurs
dont la théorie devient importante.

Un domaine est appelé ,champ® d’une grandeur?®) lorsqu’a chaque
point du domaine considéré correspond une valeur déterminée de la
grandeur (un systéme déterminé de valeurs des parameétres qui la
définissent) en général variable d’'une maniére continue avee la position
du point. Les valeurs de la grandeur en différents points du champ
ne satisfont en général & aucune relation exprimée par des équations
entre ses parametres ou composantes.

3. Scalaires purs et pseudo-sealaires. Quand une grandeur
est telle (masse, énergie, volume, etc.) qu'un seul paramdtre, connu
par sa mesure et ses dimensions*), suffit & la représenter, on l'appelle
généralement aujourd’hui une grandeur scalaire®) ou un scalaire; la
mesure d'un scalaire indique combien de fois il contient un scalaire
de méme espéce choisi pour unité et ses dimensions montrent comment
varie cette unité quand on modifie les unités fondamentales, masse,
longueur et temps, par exemple [Sur les dimensions et les systémes
absolus d’unités voir article V 1]

8) W. Thomson, London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 1 (1851), p. 179;
Reprint of papers on electrostatics and magnetism, Londres 1872, p. 467.

4) J. B. J. Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Paris 1822, p. 154/8;
Euvres 1, Paris 1888, p. 137/40.

5) W. R. Hamilton, Lectures on quaternions, Dublin. 1853, p. 58. Voir
aussi Elements of quaternions, Londres 1866, p.10 (ceuvre posth.); (2° éd.), publ. par
Ch.J.Joly 1, Londres 1899, p.11; trad. allemande par P. Glan 1, Leipzig 1882, p.14.
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2. Scalaires purs et pseudo-scalaires. b

Certains scalaires n’exigent pas dans la définition de leur mesure
le choix d'un sens positif de rotation (température, masse, énergie, etc.);
cette mesure reste donc invariable dans toutes les transformations de
coordonnées, rotations et renversements. Nous appellerons ces gran-
deurs des scalaires purs et nous les représenterons par une lettre
quelconque, sans signe particulier.

Le champ uniforme et indéfini d’'un secalaire pur, c'est-d-dire en
tous les points duquel ce scalaire prend la méme valeur, posséde le
groupe de symétrie le plus étendu, celul des milieux isotropes, le
groupe de la sphére. La production d'un effet représenté par ume
grandeur de ce genre (changement de température, variation d’énergie
interne ou potentielle, etc.) est done possible dans un milieu quelcongue,
quelque élevée que soit sa symétrie.

La mesure d’autres grandeurs scalaires fait intervenir au contraire
le choix d'une rotation positive, comme, par exemple, le pouvoir
rotatoire d'un liquide actif, I'angle solide sous lequel on voit d'un
point une surface limitée & un contour dont le sens de parcours est
donné, puisque cet angle solide est positif du coté ou l'on voit le
parcours s'effectuer dans le sens positif, le volume d'un parallélépipede
dont les arétes ont pour projections sur les axes

(azf ay’ a:) (bz’ by, bz) (C:n cy’ cs)
lorsque ce volume est représenté par le déterminant

a, a, a

z v s
b, b, b,
cz cz 65

positif ou négatif suivant que le triedre des arétes a, b, ¢ est de sens
identique ou opposé & celui des axes de référence.

La mesure changeant de signe pour toutes ces grandeurs quand
on change le sens positif de rotation, elle change son signe dans un
renversement des axes, mais le conserve dans une rotation. Nous
appellerons pseudo-scalaires les grandeurs de cette classe et nous
représenterons leur mesure par une lettre pointée en-dessous, comme
un pouvoir rotatoire

o.

Le groupe de symétrie du champ uniforme d'un pseudo-scalaire,
ou, par abréviation, le groupe de symétrie d'un pseudo-sealaire, com-
prend done toutes les rotations, mais aucun mirage. C’est le sous-
groupe holoaxe du groupe sphérique, celui par exemple d’une sphére
remplie d'un liguide doué du pouvoir rotatoire®). La production d’'un
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6 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

effet représenté par une grandeur de ce genre (le pouvoir rotatoire,
"par exemple) n'est donc possible que dans un milieu dépourvu de
symétrie par mirage.

Les mesures de scalaires purs et de pseudo-scalaires se prétent
a lapplication de toutes les régles de l'algebre, a condition de n’ajouter
ou retrancher que des scalaires de méme classe, et de remarquer que
le produit ou le quotient de deux scalaires de méme classe est un
scalaire pur, tandis que le produit ow le quotient de deux scalaires de
classes différentes est un pseudo-scalaire.

A c0té de ces grandeurs scalaires ou algébriques, interviennent
aussi des granmdeurs géométriques, c'est-d-dire telles qu'elles possédent
une orientation déterminée dans l'espace. Dans la mécanique des
corps solides on gest déja servi de wecteurs; dautres grandeurs
dirigées, les fenseurs, sont particulitrement utiles dans la mécanique
des milieux continus et en physique mathématique [n° 18].

Analyse vectorielle.

3. Vecteurs polaires. Une grandeur de cette classe®) [IV 4, 13]
est déterminée en valeur absolue, direction et sens par une droite
qui va d'un point P & un autre point @, sans que le choix du sens
positif de rotation influe sur le sens de cette droite; tel est le cas
en mécanique pour la vitesse ou la force.

Il ne saurait é&tre question pour représenter un tel vecteur des
notations

PQou §—P
employées en géométrie”). Il est nécessaire pour la simplicité des
équations, d’employer une seule lettre pour chaque vecteur; beaucoup
d’auteurs réservent & cet usage les caractéres germaniques ou gothi-
ques®) ou des caractéres gras®). Ce procédé, en dehors de l'incon-

6) W. B. Hamilton, Lectures on quaternions®), p. 16; Elements of quater-
nions 1, p. 1.

7) H. Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 139;
(2® éd.) Leipzig 1878, p. 189, 284; Werke 1% publ. par F. Engel, Leipzig 1894,
p. 165/303; W. R. Hamilion, Lectures on quaternions?®), p.16; Elements of quater-
nions 1, p. 1.

8) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity and magnetism, (17 éd.) Londres
1873, p. 10; trad. par G. Seligmann-Lui, Traité d’électricité et de magnétisme 1,
Paris 1885, p.11; H. A. Lorentz, Encyclopédie [V 13 et 14]; M. Abraham et A. Fippl,
Theorie der Elektrizitit 1, Leipzig 1904, p. 6; A. H. Biicherer, Elemente der
Vektor-Analysis, Leipzig 1905, p. 1; R. Gans, Einfithrung in die Vekforanalysis,
Leipzig 1905, p. 3.

9) 0. Heaviside, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 22 (1886), b. 123;
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8. Vecteurs polaires. 7

vénient qu'il a d'introduire des types difficiles & reproduire dans I'écriture
courante, ne traduit pas la différence entre les deux classes de grandeurs
vectorielles, polaires et axiales, que nous allons avoir & distinguer.

Nous adopterons, pour la classe dont il s'agit ici, une lettre quel-
conque surmontée dune fléche
Z’
la méme lettre @ servant & représenter la longueur du vecteur, dont
les projections sur les axes coordonnés seront a,, a,, a,.

La projection du vecteur envisagé sur une direction quelconque
I sera, plus généralement, désignée par

a;.

En particulier si sur le support d’'un vecteur @ on fixe un axe

S, le nombre qui sur cet axe mesure le vecteur a sera désigné par

a,.

s

1 est souvent utile de faire intervenir le vecteur unité correspon-
dant & un vecteur donné, c’est-d-dire un vecteur de longueur unité
parallele au vecteur donné; comme a’ est en algébre toujours égal
& l'unité, nous proposons la notation @ pour le vecteur unité corres-
pondant a a.

Les composantes a,, a,, @, correspondent aux projections de la
droite P@Q sur les axes; elles se transforment done, quand on modifie
les axes coordonnés, par la substitution orthogonale suivante:

@y = 00, + fia, + p0,
(1) ay’ = 4, + ﬁza'y + 72 Q,,
a, = @, + Bya, + ysa,,
dont les 9 coefficients sont les cosinus des angles que les nouveaux
axes (', o, #) forment avec les anciens (7, y, #).
Iexpression
(1’) azg + ays + agg
est égale au carré o de la longueur du vecteur —;; c’est un scalaire,

c'est-a-dire qu'elle est un invariant de la transformation de coordon-
nées®). De la méme maniere, la combinaison suivante des compo-

Electromagnetic theory 1, Londres 1894, p. 189; J. W. Gibbs, Vector-analysis
(publ. par E. B. Willson), New York et Londres 1902, p. 4.

>
10) La longueur a de la droite qui représente le vecteur a se nomme dans

>
la théorie des quaternions le ,,tenseur* de a. Nous emploierons ici le mot tenseur
dans un sens différent [n° 18].
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8 M. Abraham. 1V 16, Analyse vectorielle. P. Langevin.

>

santes des vecteurs & et b est une grandeur scalaire:

)] ab, + ab, + ab,.

Géométriquement, Y'expression (2) représente le produit des longueurs
des deux vecteurs et du cosinus de 'angle de leurs directions

ab cos (a, b).

H. Grassmann'') nomme la grandeur (2) le produit intérieur des
deux ,droites” et l'écrit symboliquement [a|b]; W. R. Hamilton'?) la
considére comme la partie scalaire changée de signe du produit qua-
ternion des deux vecteurs et la représente par

— Sab;

11) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844; Die Ausdehnungslehre,
Berlin 1862, p. 107; Werke?), 1!, Leipzig 1894; 12, Leipzig 1896, p. 112. Cf.
IV 4, 8.

12) London Edinb. Dublin philos. mag. 25 (1844), p. 490. Les ouvrages
plus étendus sont: Lectures on quaternions®); Elements of quaternions?®); P. G.
Tast, An elementary treatise on quaternions, (1™ éd.) Oxford 1867; (2° éd.) Cam-
bridge 1873; (3¢ éd.) Cambridge 1890; trad. par G. Pla_r;r 1, Paris 1882.

La théorie des quaternions représente le vecteur a par
oyt ayj + a,k;
%, 7, k sont des imaginaires correspondant aux trois axes de coordonnées et
soumises aux régles de calcul suivantes:
fi=mjej=kk=—1;
1 j=—J-t=k, jhk=—kj=14, ki=—ik=}j.

Il résulte de 14 que le produit de deux vecteurs est un quaternion, c’est-a-
dire la réunion d’un scalaire et d’on vecteur. La partie scalaire est notre produit
scalaire changé de signe, et la partie vectorielle est notre produit vectoriel ou le
complément (Ergdnzung) dans la théorie de H. Gr ann [H. Gr ann Juntor,
Math. Ann. 12 (1877), p. 378]. Dans la théorie des vecteurs [J. W. Gibbs Vector-

>
analysis ?), p. 217 on représente également @ par la méme expression (en employant

toutefois pour a et pour les coefficients de 14, j, & des caracteres gras)
azt+ ayj 4 a,k,
ou ¢, 7, k sont des vecteurs unités paralléles aux axes et dont les produits sca-
latres sonb
i b=f-j=k-k=1,
$-je—j k=k-i=0,
tandis que les produits vectoriels sont

i<t=g><j=Ik><k=0;

Ixxj=—j>i=Fk,
J<b=—Fk><j=1,
k><t=—i><k=j.
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8. Vecteurs polaires. 9

J. W. Gibbs'S) emploie la notation a - b; 0. Heaviside'*) écrit ab. Nous
utiliserons cette dernitre notation qui est la plus simple et ne préte &

aucune confusion sous la forme

>> > >
ab ou a-b,

et nous lui donnerons le nom fréquemment employé de produit scalaire
des vecteurs @ et b.

M. Abraham et A. F'Gppl'®) emploient également la notation ab;
C. Burali-Forti et R. Marcolongo'®) proposent a >< b.

Les propriétés du produit scalaire se déduisent immédiatement
de sa définition; il est, comme le produit algébrique, commutatif et
distributif. La notation employée rappe}le (Egmplétement ces analogies.

> > >
L’opération n’est pas associative puisque at b ¢ sous la forme (a b)c est
>
| vecteur paralléle & ¢ tandis que a(b c) est un vecteur parallele
>

a a, étant le produit de a par le scalaire (b c)

Si a,, a,, a, sont les composantes d'un vecteur, et si Vezpression (2)
est un scalaire, b,, b,, b, sont aussi des composantes de vecteur'T).

De Yinvariance de (2) il résulte d’abord que les grandeurs
b,, b,, b, subissent la transformation

b, = e by, + e5b, + ab,,
by = ﬁlba:’ + ﬂ%by' + ﬁ3bs'7
bz = ylbz’ + 7}2by’ + 7sbz

Les coefficients de cette substitution qui relie les anciennes valeurs
(b, b,, b,) aux nouvelles (b, b,, b,) s'obtiennent & partir des coef-
ficients de la substitution (1) par permutation des lignes verticales
et horizontales; dans le langage de la théorie des invariants, on ex-
prime cette relation en disant que les variables (b,, b,, b,) sont contra-
grédientes aux variables (e, a,, a,).

Deux systdmes de variables qui sont contragrédientes & un méme
troisieme sont évidemment cogrédientes entre elles, c’est-a-dire se trans-
forment de la méme maniére par un changement des coordonnées.

Par suite de l'invariance des expressions (1) et (2), les variables

13) Vector-analysis?®), p. 55 et suiv.

14) Electrom.®) 1, p. 149,

15) Elektrizitit®) 1, p. 13.

16) Rend. Cire. mat. Palermo 23 (1907), p. 324; Elementi di calcolo vetto-
riale, Bologne 1909, p. 31; trad. par S. Lattés, Eléments de calcul vectoriel, Paris
1910, p. 31.

17) H. Bwrkhordt, Math. Ann. 43 (1893), p. 197.
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10 M. Abraham. IV 16. Analyse veciorielle. P. Langevin.

(a,, @, @) et (b, b, b,) sont contragrédientes & (a,, a,, @,) et sont
done cogrédientes; les variables (b,,b,, b,) sont donc aussi des compo-
santes de vecteur.

L’existence dans un milien de la propriété représentée par le
vecteur a (champ électrique, vitesse, ete.) implique en général la pré-
sence dans ce milieu d’une quantité d'énergie E (énergie électrique,
énergie cinétique, etc.) dont l'accroissement d E est égal au travail a
fournir pour produire un aceroissement da,, da,, da, des composantes
du vecteur. Comme le travail est toujours un scalaire, il en résulte

0E E o0E

dE = a—%da, + %{yd% + ﬁdaz,

°E 0E OE

da,” day’ da,’
posantes d’'un vecteur.

Pour un renversement des axes coordonnés, les composantes d’'un

vecteur de la classe considérée jusqu'ici se modifient, d’aprés (1), en

changeant toutes les trois de signe. i nous voulons mettre en évi-

olt d’aprés ce qui vient d’étre démontré, sont les com-

dence cette propriété, nous désignerons dorénavant @ comme un vecteur
polaire, ¢’est-a-dire de méme nature que le rayon vecteur issu d'un péle.

Nous avons déja rappelé que le groupe de symétrie d'un semblable
vecteur est celui d'un tronc de céne circulaire d’axe paralléle au vec-
tear [n° 1]. Il en résulte que les trois composantes du vecteur con-
servent les mémes waleurs pour une rotation quelconque du systéme
d’axes autour de la direction du vecteur et pour un mirage dans
un plan passant par cette direction. Le changement de signe par
renversement des axes correspond & l'absence de centre dans le groupe
de symétrie du vecteur polaire. Le groupe des transformations de
coordonnées que nous venons d’indiquer est, dans le groupe général
des transformations d’axes, le sous-groupe qui laisse invariantes les
coordonnées d'un vecteur polaire.

4. Vecteurs axianx'®), Les vecteurs axiaux sont déja inter-
venus [ef. IV 4, 22] comme représentant les couples appliqués aux corps
solides. Leur représentation par une droite dirigée suppose qu'on a
fait choix d’un sens positif de rotation, et le sens de cette droite dirigée
change avec le choix de ce sens positif de rotation, de sorte que les
composantes d'un couple se conservent dans un renversement d’axes.
Nous avons indiqué que le groupe de symétrie d'un tel vecteur est

18) W. Voigt, Compendium der theoretischen Physik 2, Leipzig 1896,
p. 418/801; Die fundamentalen physikalischen Eigenschaften der Krystalle,
Leipzig 1898, p. 18,
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4, Vecteurs axiaux. 11

celui d'un cylindre & base circulaire tournant autour de son axe sup-
posé parallele an vecteur [n® 1]. Les fransformations de coordonnées
qui laissent invariables les composantes d’'un vecteur de ce genre
sont les rotations d'un angle quelconque autour de la direction
du vecteur, les mirages dans un plan perpendiculaire & cette direction
et les renversements; & ce dernier fait correspond l'existence dun
centre dans la symétrie du vecteur. Le groupe de ces transformations
est, dans le groupe général des transformations d’axes, le sous-groupe
qui laisse invariantes les composantes d'un tel vecteur auquel nous
donnerons le nom de wvecteur axial pour rappeler son analogie avec
une rotation autour d’un axe.

Les vecteurs axiaux se comportent comme les vecleurs polaires pour
une rotation des axes de coordonnées, et en différent par ceci que leurs
composantes conservent leur signe dans un renversement du sens des
axes, tandis que les composantes d'un vecteur polaire changent de signe.

La représentation d'un vecteur axial par une droite dirigée n’est
pas entierement adéquate; il vaudrait mieux le représenter par une
fleche circulaire tournant dans un sens convenable et située dans un
plan perpendiculaire & la direction du vecteur. Nous appellerons
souvent ce plan le plan du vecteur axial, et nous proposons pour

représenter un tel vecteur le symbole

(=
a.

On obtient les composantes d'un vecteur axial par les combi-
> >
naisons suivantes des composantes de deux vecteurs polaires a et b:

(3) D= ayb: - azbgp _py = asz - azbz} p, = aa:by — 4, b.r‘
Ces composantes représentent les projections sur les plans coordonnés
du parallélogramme construit sur les droites a et b; elles déterminent

ce parallélogramme en surface, direction de plan et sens de parcours
> >
qui est celui des c6tés o et b dans l'ordre a, b.

H. Grassmann '®) nomme ce vecteur\; le produit extérieur des deux
droites a et b et I'dcrit symboliquement [ab]; H. 4. Lorents et la
plupart des auteurs allemands®) se conforment & cette notation qui
a l'inconvément d'immobiliser les erochets ou de préter a confusion;
W. R. Hamilton'?) le considére comme la partie vectorielle Vab du

19) H. Grassmann [Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 163;
Werke”) 1!, p. 189] nomme un parallélogramme lié & son plan une ,,grandeur
planaire® (,,Plangrosse’*). Pour celui qui peut se déplacer librement dans 'espace

par translation ou rotation autour d'une perpendiculaire & son plan, il n'emploie
pas de terme particulier.
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12 M. Abrakam. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

produit quaternion des deux vecteurs; B. de Saint-Venant®) le nomme
produit géométrigue; J. W. Giibbs®3) I'éerit a >< b, O. Heaviside®) V ab;
ce dernier auteur I'appelle produit vectoriel. Nous adopterons ici cette
terminologie ainsi que le symbole de J. W. Gibbs a><b qui utilise
le signe >< généralement négligé en algebre. C. Burali-Forti et
R. Marcolongo®®) proposent a A b.

Tant qu'on ne fait pas intervenir de renversement d’'axes, on peut
représenter un parallélogramme par une droite perpendiculaire & son
plan et dont la longueur est proportionnelle & la surface du parallélo-
gramme; cest le complément (Erginsung) du parallélogramme de
H. Grassmann'®). Mais tandis que le parallélogramme, comme sur-
face, direction et sens de parcours, reste identique & lui-mé&me par
mirage dans son propre plan, la droite représentative change de sens
et n'en fournit pas un symbole exact.

Dans la théorie des quaternions et dans le développement ultérieur
de l'analyse vectorielle, on ne tient auncun compte de cette différence.
Le premier, A. N. Whitehead?®) distingue systématiquement, dans son
exposition du calcul des vecteurs, les droites dirigées et les parallélo-
grammes pourvus d'un sens de parcours. En méme temps, 'importance
de cette distinction fut reconnue par les physiciens. oJ. C. Mazwell®)
désigna ces deux catégories de grandeurs dirigées par les noms de
vecteurs tramslatoires et rotatoires en remarquant que les rotations
infiniment petites appartiennent & cette dernidre catégorie [n° 16].

P. Curie?) et E. Wiechert®) ont récemment insisté sur la nécessité

20) B. de Saint-Venant [C. R. Acad. sc. Paris 21 (1845), p. 620] semble étre
arrivé a cette conception indépendamment de H. Grassmann et W. R. Hamilton.

21) Electrical papers 2, Londres 1892, p. 5; Electrom.?) 1, p. 157 et suiv.
(chap. 3); 4. Foppl [Vorlesungen iiber technische Mechanik 1, Leipzig 1898,
p. 82; Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie der Elektricitit, Leipzig 1894,
p- 15] suit 0. Heaviside. Les systémes de J. W. Gibbs et O. Heaviside qui évitent
la complication du produit quaternion ont été défendus par leurs auteurs dans les
colonnes du journal ,Nature* contre les quaternionnistes orthodoxes [tels que P.G.
Tast et A. Mc Aulay]; voir & ce sujet: Nature 43 (1890/1), p. 511, 608; 44 (1891),
D. 79; 47 (1892/3), p. 151, 225, 463, 533; 48 (1898), p. 364,

22) Rend. Circ. mat. Palermo. 24 (1907), p. 78; Calcolo vettoriale %), p. 28;
Calcul vectoriel ), p. 28; en ce qui concerne les notations usitées dans la théorie
des vecteurs, voir les notes II et III de cet ouvrage, p. 216/22.

23) A treatise on universal algebra, Cambridge 1898, p. 548 (livre 7, cbap. 4).

24) Treatise on electricity®) 1, p. 18; Traité d’électricité 1, p. 18; Proc.
London math. Soc. 3 (1869/71), p. 224/32; Papers 2, Cambridge 1890, p. 257.

25) Schriften phys.-6kon. Ges. Konigsberg 87 (1896) Abh., p. 6; Ann. Phys.
und Chemie, Dritte Folge 59 (1896), p. 287.
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de séparer ces deux classes de grandeurs. Ce dernier savant les nomme
»Vektoren® et ,Rotoren“ tandis que W. Voigtl®) les appelle vecteurs
wpolaires” et ,axiaux“. Nous utilisons ici ce dernier mode de dé-
nomination. On a reconnu que le champ électrique appartient & la
classe des vecteurs polaires et le champ magnétique & celle des vec-
teurs axiaux [n° 23].

De la définition du produit vectoriel il résulte immédiatement
que cette opération est distributive mais n'est ni commutative ni
associative. En effet les deux produits a><b et b>< (_;, ol les sens
de succession des deux vecteurs sont différents, correspondent & des
sens de parcours opposés du parallélogramme construit sur ces vec-
teurs et ont par conséquent des signes opposés

> > > >
a>x<b=—b>a.

Le produit de trois vecteurs (;XZ)_; ou simplement

-> > > > > > > > > > > > > > >
axb.c=bx<Xc-a=cxXa-b=—a>Xc-b=—c><b-a
> > > > > >
=—bx<a-c=a(b><c), et

est un pseudoscalaire qui représente le volume du parallélépipede
ayant pour arétes les trois droites a, b, ¢.

La multiplication vectorielle n’est pas associative. On démontre
en effet facilement la formule importante

> > > > > > > >
(a>xb)y><c=((bc)a—(ac)b,
c’est-a-dire que le premier membre représente un vecteur situé dans le
> >
plan de a et de b, tandis que

> > > > > > > >
a>X(b>x<c)=(ab)c—(ac)d
est un vecteur situé dans le plan de b eb de e
Une autre formule importante est

@x<Biexd=@- 9@ -d—@-HE -9
Si \[; et ? sont deux vecteurs axiaux, les expressions
4 22 +p +pk (4) %!+ 495+ ¢},
®) 0.9, + 2,9, + .9,

gont des scalaires purs, c'est-d-dire sont des invariants du groupe des
rotations et renversements des axes coordonnés.

L'expression (D) peut &tre considérée comme le produit scalaire
des deux wectewrs axiaux; cest un scalaire pur. Réciproquement, si
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14 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

D, D, p, Sont les composantes d'un veclewr axial et si Uexpression ()
est invariante, 4,5 q,, 4, sont aussi les composantes d'um vectewr axial.

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théo-
réme correspondant pour les vecteurs polaires [n°2]. Il en résulte

aussi que d'un scalaire pur E fonction de p (énergie magnétique, par

exemple, si Z)A est un champ magnétique), un nouveau vecteur axial
peut &tre dérivé (induction magnétique) avec les composantes

¢E oE O0FE

or. v/ Ops
On verrait facilement la démonstration de la proposition suivante et
de sa réciproque: le produit scalaire dun vecteur polaire et dun vecteur
azial est un pseudoscalaire.

De méme, le produit vectoriel de deux vecteurs de méme classe est
un vecteur awxial, tandis que le produit vectoriel de deux vecteurs de
classes différentes est un vecteur polaire.

Pour démontrer ces théordmes, comme les résultats analogues
dans le cas des produits scalaires ou vectoriels d'un nombre quelcon-
que de vecteurs polaires ou axiaux, il suffit de voir comment se
comporte le signe du produit ou de ses composantes dans un ren-
versement des axes.

11 est peut-étre utile de faire remarquer quun élément de sur-
face dont le contour est pourvu d'un sens de parcours est bien re-

présenté par un vecteur axial c?; Un contour fermé pourvu dun
gens de parcours correspond également & un vecteur axial, somme
géométrique des vecteurs axiaux correspondant aux éléments d’une
surface quelconque s'appuyant sur le contour. La projection du con-
tour sur un plan quelconque renferme une surface mesurée simple-
ment par la projection, sur la normale au plan, du vecteur axial qui
représente le contour. Pour une surface fermée, l'intégrale des vec-
teurs axiaux élémentaires est toujours nulle. 8i au contraire on a
choisi sur la surface une face positive et une face négative sans
subordonner ce choix au sens de parcours du contour, chaque élément
et, par suite, la surface entiere est bien représentée par un vecteur
polaire ds. Le vecteur total correspondant & une surface fermée est
encore nul ici.

5. Champ dun scalaire. Si un scalaire @ est donné comme
fonetion continue des coordonnées d'un point (fonction de point)Z2),

26) G. Lamé, J. Ec. polyt. (1) cah. 28 (1834), p. 215; Legons sur les coor-
données curvilignes, Paris 1859, p. 1 et suiv. (chap. 1).
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5. Champ d’un scalaire, 15
sa diminution le long de I’élément de droite di est:
o og oo

ou dz, dy, dz représentent les projections de di sur les axes coor-
donnés. Comme dA est un vecteur polaire de composantes (dz, dy, ds),
il résulte [cf. n° 3] que

L L , Jo

sont les composantes d'un vecteur, polaire si ¢ est un scalaire pur
et axial si ¢ est un pseudo-scalaire. La direction de ce vecteur est
celle de la diminution la plus rapide de ¢ et sa longueur

0p\? 0 p\2 0p\2
VG + G+ E)
donne la grandeur de cette diminution la plus rapide par unité de
déplacement. Cette derniére expression est appelée par G. Lamé
paramélre différentiel du premier ordre. @G. Lamé ne considérait pas
le vecteur en tant que grandeur dirigée.

Pour avoir la diminution de ¢ par unité de déplacement dans
une direction quelconque, il suffit de projeter sur cette direction le
vecteur ainsi introduit. Celui-ci détermine donc entiérement la maniére
dont varie, aw premier ordre, le champ du scalaire autour du point z, y, 2.

Son introduction est due & W. R. Hamilton®) qui le représente
au moyen de l'opérateur symboligue

V=it kg
On appelle le vecteur — o la chule [slope, Gefille®)] ou le gra-
dient®) du scalaire . Nous le représenterons par la notation fré-
quemment employée
grad g.

Par Tintroduction du gradient, un champ de vecteur est associé & tout
champ de scalaire, dont il représente la variation, la dérivée.

Un champ de vecteur gui peut &tre considéré comme le gradient
d'un scalaire s’appelle ,champ de vecteur lamellaire® oum ,irrotationnel®
ou ,champ newtonien“.

27) Proc. Irish Acad. (1) 3 (1845/7), p. 291; Lectures on quaternions ), p. 609;
Elements of quaternions?), (2° éd.) 1, Londres 1899, p. 548 (note); 2, Londres 1901,
v. 432 (appendice). On appelle quelquefois nabla l'opérateur ¢, du nom d'un
ingtrument de musique hébreu ou assyrien de forme analogue.

28) O. Heaviside, Electrom.f) 1, p. 186,

29) B. Riemann, Partielle Differentialgleichungen, (4¢ éd.) publ. par H. Weber
2, Brunswick 1901, p. 213.
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16 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

D’auntres indications sur les champs de scalaires seront données &
propos des champs de vecteurs lamellaires [n°® 7].

6. Champ d'un vecteur. Si un vecteur varie de maniére continue
d'un point & l'autre d’un certain domaine, exception faite de certaines
surfaces, lignes ou points, ce domaine est appelé le ,champ du vec-
teur“%). Dans ce qui suit nous désignerons par champ de vecteur
tout d’abord le champ d’un vecteur polaire et nous indiquerons ensuite
les particularités relatives aux champs de vecteurs axiaux.

J. Clerk Maxwell™) distingue les vecteurs forces et les vecteurs cou-
rants; cette distinction n’a rien d’essentiel, et l'on peut considérer
un méme vecteur @ tantot comme vecteur force et tantét comme
vecteur courant.

Si on le considére comme représentant en chaque point la vitesse
d'un fluide remplissant espace, on obtient une grandeur scalaire en
calculant le volume de ce fluide qui traverse une surface fixe s dans
le sens indiqué par la direction de la normale n. Ce flux est donné
par lintégrale

® S =‘/:[‘(a: cos nz + a, cos ny + a, cos nz)ds =ffa,, ds.
Si I'élément de surface ds est représenté [n° 4] par un vecteur polaire

—
ds dirigé suivant la normale, c'est-d-dire si le sens posifif choisi sur
cette normale ne dépend pas du sens positif choisi pour les rotations,

on peut éerire ce flux
> —>
S= f ads

et S est un scalaire pur. C'est par exemple le cas lorsqu'il sagit du
flux sortant d’une surface fermée, le sens positif choisi sur la normale
étant dirigé de l'intérieur vers l'extérieur.

‘ Si 1'élément de surface ds est représenté par un vecteur axial
E;, lorsque, par exemple, on s'est donné un sens de parcours pour
e contour sur lequel s’appuie la surface et que le sens positif de la
normale est dirigé du cdté on doit se placer un observateur pour
voir le contour parcouru dans le sens positif de rotation, le flux

s'écrit aussi
> \A
§=fads
et a les propriétés d’un pseudoscalaire.

Si a est un vecteur axial, son flux sortant d’une surface fermée
est un pseudoscalaire, et son flux & travers une surface qui s’appuie

80) Treatise on electricity®) 1, p. 10; Traité d'électricité 1, p. 11; Proc.
London math, Soc. 3 (1869/71), p. 224/32; Papers 2, Cambridge 1890, p. 257/66.
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6. Champ d'un vecteur. 17

sur un contour dont le sens de parcours est donné est au contraire
un scalaire pur.

Si T'on considére au contraire le vecteur comme un vecteur force,
on obtient une grandeur scalaire en calculant le travail que produit
la force quand son point d'application se déplace le long d'une ligne
fixe 1. Ce travail est donné par l'intégrale

) L=vf'(a,c cos Az + a, cos Ay + a, cos 2z)dA =ﬁ1dl.

-
Pour un vecteur polaire @, le travail L est un scalaire pur, qu'on
peut encore représenter par
> —>
L=fadx.

Pour un vecteur axial, L est un pseudo-scalaire.

On peut d’ailleurs aussi bien calculer un scalaire fluz S & partir d'un
vecteur foree qu'un scalaire L & partir d'un vecteur courant. Le premier
gappelle ,flur du vectewr & travers la surface s* et le second ,travadl
ou circulation du vecteur le long de la ligne 4%

Si la surface s est fermée, soit # sa normale extérieure; une trans-
formation de caleul intégral®) connue sous le nom de ,théoréme de

Gauss® donne

8) —fffa“’ Z/”‘aa‘:')d

L’intégrale du second membre doit &tre étendue a tout le volume
intérieur & la surface fermée. L’expression

(9) diva — a“” + 5 a“” 4.2

az
est un scalaire qui représente dans l’analogle hydrodynamique le
débit des sources, puisqu'il est égal au quotient _— du flux de liquide

qui sort de la surface limitant un élément de volume par le volume
de cet élément.

J. Clerk Mazxwell®®) appelle l'expression (9) changée de signe la
convergence du champ, tandis que le nom de divergence usuellement
employé pour (9) est di & W. K. Clifford®s). Dans la notation des

31) Voir & ce sujet D'article II 4.

Ce théoréme fut démontré par C. F. Gauss pour les champs newtoniens [All-
gemeine Lehrsiitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhiltnisse des Quadrats
der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskrifte, Leipzig 1840; Werke
5, Gottingue 1877, p. 224].

32) J. Clerk Mazxwell, Treatise on electricity ®) 1, p. 28; Traité d’électricité 1,
P. 30; Classification of physical quantities [Proc. London math. Soc. 3 (1869;71),
P. 224; Papers 2, Cambridge 1890, p. 257].

33) W. K. Clifford, Elements of dynamics 1, Londres 1878, p. 209.

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5, 2
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18 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

quaternions ), on léerit — Swya. J. W. Gibbs et O. Heaviside®")
emploient 7-a¢ et ya Nous emploierons la notation déja fré-

quente
>

div. a.

Si le champ contient une surface de discontinuité ¢, dont les
normales opposées seront désignées par v, et v,, le debit des sources
par unilé de surface est donné par la discontinuité de la composante
normale du vecteur
(9’) avl + avz'

Cette discontinuité s’appellera par suite la divergence de surface®)
du vecteur a.

Si 'on forme l'intégrale de ligne (7) pour une courbe fermée 1,

on obtient, par applica.tion du théoréme de Stokes™),

@10) aa” cos nx + (a—a — %a—) cos ny
+ (%y —_ %‘y) cos nz] ds.

L'intégrale du second membre est étendue & une surface s limitée
par la courbe fermée A; on a représenté par
BT, NY, NI
les angles que forme la normale n & 1'élément de surface ds avec les
axes coordonnés.
Les expressions

da, Jda oa a 0 da,
(11) 5y 01 b5 gx” T T
qui s'introduisent dans la transformation de lintégrale de ligne
en intégrale de surface, sont les composantes dun vecteur azial3®).

>
0. Heaviside®™) nomme ce vecteur ,curl“ du vecteur a et le représente

34) V. Bjerknes, Vorlesungen iiber hydrodynamische Fernkriifte 1, Leipzig
1900, p. 9/18.

35) G. G. Stokes, A Smith’s prize paper, Cambridge 1854; Papers 5, Cam-
bridge 1905, p. 320; H. Hankel, Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Fliissig-
keiten, Preisachrift, Gottingue 1861. Voir aussi dans 'Encyclopédie I'article II 4.

36) E. Wiechert, Schriften phys.-ckon. Ges. Konigsberg 87 (1896) Abh., p. 8;
Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 59 (1896), p. 288; Grundlagen der Elektro-
dynamik, Festschrift zur Feier der Enthiillung des Gauss-Weber Denkmals in
Gottingen, Leipzig 1899.

37) J. W. Gibbs'®) et O. Heaviside??), forment les produits scalaire et vec-
toriel au moyen de l'opératenr 7 et du vecteur considéré @ ot obtiennent ainsi
la divergence et le rotationnel. Le signe opposé du symbole pour la divergence
dans la théorie des quaternions tient aux signes opposés du produit scalaire et de
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6. Champ d'un vecteur. 19

par le symbole de la théorie des quaternions?®):
Vva;

J. W. Gibbs®") Yécrit v ><a, E. Wiechert®®) Quirl a, H. A. Lorentz®)
Rot a, W. Voigtt®) Vort a. Nous emploierons la notation

-5
Rot a,

> >
ainsi que le terme vecteur rotationmel de a ou rotationnel de a.
On verra en effet, dans la cinématique des milieux continus, que la

moitié de ce vecteur, dans le cas ol @ est la vitesse d'un courant de fluide,
représente la vitesse angulaire de rotation de I'élément de volume
entourant le point (z, y, £), ou le fourbillon du fluide en ce point.
Dans un milien élastique, appliqué au déplacement des points du
milieu, il représente le double de la rotation de Yélément de volume.

On peut dire encore que le rotationnel d’un champ de vecteur
représente entitrement la maniere dont varie, avec lorientation dun
élément de surface ds autour d’un point, la circulation d.L du vecteur
le long du contour de I'élément. Il est en effet facile de démontrer

que le quotient % pour un tel élément est la projection sur la nor-

male & 1'élément du vecteur rotationnel.

Nous verrons au n° 20 comment ce rotationnel, joint & un friple
tenseur, représente complétement la maniére dont varie le champ de
vecteur autour d'un point (z, y, #), cet ensemble jouant ainsi pour
un champ de vecteur le rdle de dérivée que joue le gradient pour
un champ de scalaire. ,

Si une surface de discontinuité ¢ se trouve dans le champ d'un
courant de fluide, deux couches de fluide glissant I'une sur lautre le
long de 6, cette surface est le siege d'un ,bourbillon superficiel“ dont
I'intensité par urnité de surface est mesurée par la moitié du ,rota-
tionnel de surface®*).

Ce rotationnel de surface est un vecteur axial dont le plan est
normal i la surface de discontinuité, la direction du veeteur se trou-

la partie scalaire du produit quaternion dont l'origine se trouve dans la différence
des significations données aux 7, j, k, vecteurs unités dans le calcul vectoriel
et imaginaires dans la théorie des quaternions (voir note 12).

38) P. G. Tait, [Proc. R. Soc. Edinb. 4 (1857/62), p. 617; Papers 1, Cambridge
1898, p. 37] appliqua le premier 'opérateur v & des vecteurs. La partie scalaire
du guaternion ainsi obtenue donne la divergence et la partie vectorielle donne
le rotationnel du vecteur considéré.

39) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen
Erscheinungen in bewegten Korpern, Leyde 1895, p. 10; réimp. Leipzig 1906, p. 10.

40) W. Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1900, math. p. 14.

. 2'
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20 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

vant donc dans le plan tangent & ¢. La projection de ce vecteur sur
la perpendiculaire & un plan quelconque normal a ¢ est égal a la
discontinuité dans ce plan des composantes tangentielles & ¢ du
champ de vecteur, c'est-d-dire de la vitesse du fluide.

Si
—_
(CT)
est un vecteur unité dirigé du coté 1 vers le co6té 2 de la surface de
discontinuité @, le rotationnel de surface du vecteur a est identique
au produit vectoriel
, — > ->
Qr) Mgy X< (“ﬂ - “1);
> > . . ., >
ay — a, étant la discontinuité du vecteur a de part et d’autre de ¢ au

point considéré.
L’'introduction de la divergence permet de mettre I'équation (8)

sous la forme
S= ﬁ~£=fffdiv2dr,

et l'introduction du rotationnel permet de mettre I’équation (10) sous

la forme
L— [T = [[rota < &b,

Les opérations représentées par les symboles grad, div et rot sont
évidemment distributives. D’auntre part leur application & des pro-
duits donne lieu aux régles de calcul suivantes, faciles & justifier, ou

®, P représentent des scalaires, @ et b des vecteurs:
grad (p9) = ¢ grad ¥ + ¢ grad ¢,
div pa — o div @ + a - grad
ivpa=¢diva 4 a-grad g
(12) > > > ’
rot pa =g@ rot o +a><gradg, .
> ) > > > >
div(a><b) =b-rota—a - rotb.
Les expressions
> > > >
grad (a . b) et rot (a > b)
font inbervenir d’autres combinaisons des composantes des vecteurs

a et Z et de leurs dérivées que nous examinerons au n° 12.

En appliquant successivement deux de ces opérations, on forme
ce qu'on appelle le produit de ces deux opérations. On est ainsi
conduit & plusieurs théorémes parmi lesquels nous citerons les suivants:

rot grad ¢ = 0,

>
div rot a = 0.
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7. Champ newtonien. 21

Celles des autres combinaisons auxquelles on parvient et qui ne sont
pas dépourvues de sens seront examinées plus loin [n° 12].

L’application de Yopérateur grad & des pseudoscalaires et 'appli-
cation des opérateurs div et rot & des vecteurs axiaux domme lien &
des régles faciles & prévoir:

1°) le gradient d'un pseudo-scalaire est unm vecteur axial;

29) la divergence d'un vecteur axial est um pseudo-scalaire;

3°) le rotationnel d'un vecteur axial est un vecteur polaire.

On verra facilement aussi comment se modifient, par Vintroduction
de ces nouvelles grandeurs, les regles de calcul précédemment indiguées.

7. Champ newtonien. Si l'intégrale de ligne (7), étendue & une
courbe joignant les points o et B8, est indépendante du chemin par-
couru, et cela quel que soit le point 8, le champ de vecteur a peut
se dériver d'un champ de scalaire ¢ dont il est le gradient.

La valeur du scalaire ¢ au point « étant arbitrairement choisie
égale & @,, sa valeur @; au pomnt B est donnée par l'expression

4 —
(13) @,= qaa—f(ax cos Az 4 a, cos 1y + a, cosdz)di = @, —ﬁ da.

On a par conséquent
P grad ¢.

W. Thomson*') a introduit pour désigner un semblable champ
Pexpression de champ lamellaire, pour rappeler qu'on peut décom-
poser ce champ en lamelles minces au moyen d’une famille de sur-
faces @ = const. ou surfaces de niveau, de maniére que d’une face &
Yautre de chaque lamelle le scalaire ¢ diminue dune quantité fixe.
Ces lamelles sont partout dirigées mormalement au vecteur du champ,
et si I'on déplace dans le champ un élément de ligne de longueur
déterminée, le nombre des lamelles qu'’il traverse dans chaque position
mesure la composante du champ dans la direction de 1'élément a
Tendroit ou il est placé.

La divergence du vecteur lamellaire est

> : 9, o
(14) d1va=d1vgradq;=—(%§+%£+7;)-

, , s . a! a’lp a: ,
G. Lamé*®®) désigne par A, le scalaire a_xg; + Era _ag; et |

le paramétre différentiel du second ordre de ¢. Nous écrirons plus

appelle

41) On solenoidal and lamellar distributions of magnetism, Proe, R. Soc.
London 5 (1843/50), p. 977 (abstract of papers printed in the Philos. Trans. of
the R. Soe. of London); Reprint of papers, Londres 1872, p. 878.
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22 M. Abrakam. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

simplement

A‘P 3.1:’ + dy’ + 32’ 4
en gorte que
5>
dive=—Agp.

J. Clerk Maxwell®) nomme Ag la concentration du scalaire ¢, pour
rappeler ce fait important que Ag est proportionnel & la différence
entre la valeur moyenne de ¢ sur une sphdre de rayon infiniment
petit et la valeur de ¢ au centre de la sphere.

En quaternions?®) %), le scalaire Ag s'éerit —V2q; W. Thomson
et J. Tait, J. W. Gibbs'®) et O. Heaviside') le désignent par Vie.
D’autres signes ont encore été employés pour le représenter [IIA
Tb n° 2].

La relation (14) montre que ¢ est le potentiel da & une distri-

bution de masses électriques avec la densité en volume

1 >
o=, diva,

le vecteur @ étant lo champ correspondant. S'il existe des surfaces de

discontinuité, il faut y joindre sur celles-ci une densité superficielle

égale au quotient par 4= de la divergence de surface du vecteur a.
En I'absence de semblables discontinuités, on a

- o= ff e,
i [ffeba,

->
@y, a, étant les valeurs du scalaire @ et du vecteur 2 au point
(@1, 41, 2,); dans ces formules g, désigne la valeur de ¢ au point

(23, Y5, 2;) o0 se trouve I'élément de volume dz,, et ;1: représente
la distance des deux points (z,, ¥,, 2,) et (25, ¥, 25)-
J. W. Gibbs '3) propose pour exprimer les relations mutuelles des
>

grandeurs ¢, @ et ¢ les notations
¢ =Pot g,
>
(16) a = New ¢ = grad ¢,
4mp = div @ = div grad @
qui s’énoncent en disant que ¢ est le pofenticl de ¢ dont @ est lo

newtonien ou champ newlonien.
Pour compléter ces relations nous proposerons

(17) ¢ = Lam ,
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7. Champ newtonien. 23

@ étant le lamellaire de ;, Topérateur lam étant l'inverse de grad.
Nous examinerons plus loin quelques propriétés des opérateurs po-
tentiel, newtonien et lamellaire introduits ici.

Le rotationnel du champ de vectewr sannule dans les champs
newtoniens, car dans ce cas, en vertu de I'équation (13), P'intégrale
de ligne L s'annule pour toute courbe fermée 4 et, par suite, le
second membre de Véquation (10) s'annule pour toute surface s. On
peut également remarquer que la relation

>
a=grad @
implique que Von a en tout point
rot @ — 0,

puisque rot grad g est identiquement nul.

Inversement, on voit, d’aprés (10), que si le rotationnel est par-
tout nul, U'intégrale L est indépendante du chemin parcouru, en sorte
qu'un lamellaire existe pour le champ de a. De 1 résulte qu'un
champ newtonien g'appelle encore ,irrotationnel” ou ,sans tourbillon®.

Si le champ renferme des surfaces de discontinuité, il n'est new-
tonien que si, non seulement le rotationnel (11) #’annule dans tout
Pespace, mais encore si le rotationnel de surface (117) est nul égale-
ment dans toute 'étendue des surfaces de discontinuité, c’est-a-dire
si la composante du vecteur tangentielle & la surface ne subit pas de
discontinuité quand on traverse celle-ci.

Sl existe des lignes de discontinuité, le lamellaire ¢ n'est, en
général, pas uniforme et sa valeur au point §, pour une valeur donnée
au point «, dépend du nombre de fois que le chemin d'intégration («g)
de I'équation (13) entoure la ligne de discontinuité.

Le méme fait se retrouve dans les champs & connexions mul-
tiples (champs définis dans des domaines multiplement connexes).

Le lamellaire d'un champ de vecteur axial est évidemment un
pseudoscalaire.

Les champs de vecteurs qui correspondent & des trains d'ondes
planes, paralleles et homogenes, jouent un réle particulidrement im-
portant en optique, en électrodynamique, en acoustique et en élasti-
cité. Ils possédent la propriété qu'on y peut trouver une série de
plans paralleles fels que le vecteur de champ ait la méme direction
et la méme grandeur en tous les points de chacun de ces plans.

Si, comme en acoustique, les ondes planes homogenes sont longi-
tudinales, c’est-a-dire si le vecteur de champ est dirigé partout per-
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24 M., Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

pendiculairement aux plans d'ondes, le rotationnel du champ de vecteur
g'annule. Si, en effet, on applique le théoréme de Stokes & un rect-
angle de plan paralltle ou perpendiculaire aux plans d’ondes, l'inté-
grale de ligne L s'annule foujours sur son contour, e} il en résulte
que les trois composantes du rotationnel s’annulent en tous les points
du champ, c'est-a-dire que*®) le champ d’ondes planes homogénes lon-
gitudinales est newtonien.

8. Champ solénoidal et champ laplacien. Si l'intégrale de sur-
face S qui mesure le flux du champ de vecteur & travers une sur-
face s s’annule pour toute surface fermée tracée dans le champ,
d’apres (8) la divergence du champ est wnulle en tout point. On peut
appeler un semblable champ ,sans sources® ou ,sans divergence®
Nous justifierons plus loin le nom de champ laplacien.

Il arrive le plus souvent que les champs de ce genre, considérés
en physique, sont décomposables en tubes ou solénoides fermés sur eux-
mémes de telle maniére que le flux ait une valeur constante a travers
une section quelconque d’un quelconque de ces tubes. La paroi d’'un
tel tube est formée par des lignes de force ou lignes de courant tan-
gentes en chaque point & la direction du champ. Un tel champ est
dit solénoidal. Si l'on déplace dans le champ un élément de surface,
pour chaque position de celui-ci le nombre des tubes qui le traversent
détermine le flux & travers 1’élément ou la composante du champ dans
la direction de sa normale.

Le flux & travers une surface fermée est done nul dans un
champ solénoidal. Il en résulte quun champ solénoidal est sams
divergence; mais la réciproque n’est pas démontrée, car dans un champ
sans divergence la ligne de force la plus générale n’est pas d'ordinaire
fermée sur elle-méme et peut se replier indéfiniment sans se refermer
jamais,

Quand il existe dans le champ des surfaces de discontinuité o,
celui-ci ne peut &tre solénoidal que si, non seulement la divergence (9)
s’annule dans tout le volume, mais encore si la divergence de sur-
face (9") est nulle en tout point des surfaces de discontinuité, cest-
a-dire quand la composante normale & la surface du vecteur de champ
reste continue quand on traverse 6.

On peut mettre sous la forme suivante les composantes dun

42) Ce théoréme est di & M. O’ Brien, Trans, Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9),
éd. 1849, p. 508 [1847], qui emploie un systéme particulier de notations;
M. Abraham, Math. Ann. 52 (1899), p. 83; P. Duhem, J. math. pures appl. (6) 6
(1900), p. 249.
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8. Champ solénoidal et champ laplacien. 25

-5
vecteur sans divergence a:

o0, 29,
%=y o’

20, 29,

(18) ay=87—‘—877
0o od

a0 = v _ 7=

* ox oy
ot @, @, P, sont \lfs composantes d'un vecteur ;Dt axial §i @ est
polaire et polaire si @ est axial.

Si Yon ajoute la condition
a®, o®, 8%,
" dx oy + Y
@ g’appelle un potentiel vecteur*®).
Pour justifier cette dénomination, formons, en remarquant que
lIa relation (14) peut se mettre sous la forme

A
0, ou divd=0,

> A
a = rot @,
Pexpression

-> A
rot @ = rot rot @.
A
Cette expression est un vecteur axial 4mxu dont il est facile de
former les composantes 4mu,, 4wu,, 4w%,. On a, par exemple,

da da, o /00, oo
dau, = - Y

. y 8¢> Ad
oy ~ @ o=\vs T oy T ) T A%
en sorte que
o .. ¥
dnu, = div @ — AD,;
et de méme

0 5.
dmwu, = 9y divd —-AQ,,
9 1. %
dau, = s div d — AD,.
z
Si donc on étend le symbole A & un vecteur, en représentant par
AD
un vecteur de composantes
AD,, AD, AOD,
on a démontré la régle de calcul
A R B
19) rotrot @ =graddivd — A @
qui est applicable & un vecteur polaire ou axial

43) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity and magnetism (1™ éd.) 2,
Londres 1873, p. 27 (art. 404, 405 et 617); Traité d’électricité®) 2, Paris 1889,
p- 31, 32, 99.
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26 M. Abraham. IV 16, Analyse vectorielle. P. Langevin.

L’hypothese -
div @ =0
donne
A A
AP =—4mu,
u s u . .
en sorte que @ est relié au vecteur # comme le potentiel scalaire ¢

A
est 1ié a la densité en volume @; les composantes de @ sont donc les

@
potentiels des composantes correspondantes de u et on a I'égalité
vectorielle, intégrale de I'équation précédente,

oo

ou Qi est la valeur do @ au point (z,, ¥,, #,); dans cette expression
A

4y représente la valeur de # au point (z, ¥,, 2;) o0 se trouve 1'élé-
ment de volume dz, et r,, désigne la distance des points (z,, y,, #,)

et (23, Y3, %)
Cette relation peut s'écrire, en étendant & un vecteur l'opérateur
Pot défini plus haut,

A A > >
(21) @—Potu ou @ =Potu.
En électromagnétisme, si % est une densité de courant, @ en est le
potentiel vecteur selon J. Olerk Mazwell et
% = rot @
est le champ magnétique correspondant.

A
La relation directe entre w et & s'obtient en appliquant au courant
>
% la formule de Laplace,

(22) al—fff“sxmd

J. W. Gbbs *%) propose d’appeler @ le champ laplacien oun le laplacien
>
de % avec la notation
4 > > “
a=Lapu ou a==Lapu.
Si @ est un potentiel vecteur (de divergence nulle) on a les relations
-»> 1 A ) >
@ = .~ Pot rot ¢ = Pot u,
ki

(23) :z,= rot & — Lap Z,
> (W >
dxu =r10t 0 = — A D,

> >
L’expression de @ en fonction de # montre qu'un champ sans diver-
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8. Champ solénoidal et champ laplacien. 27

gence @ dérive toujours d'un potentiel vecteur, lorsque rot @ s'annule
4 l'infini #), plus vite que I'inverse du carré de la distance & l'origine.
Si le champ est plan, c’est-d-dire #'il correspond & un courant
plan de fluide circulant par exemple dans le plan des 2y, la condition
du champ sans divergence devient
da, JOda
YT a—y" =0.
Si cette condition est remplie, le courant total & travers une
courbe reliant les deux points ¢ et B est indépendant du chemin suivi

et égal & l'accroissement ¢, — ¢, d'une fonction de point*’)

CY)
appelée fonction de courant. Elle est reliée aux composantes du

vecteur par
(24) oy oy

0, = 5? ’ a’y = ﬁ °
La fonction de courant peuft &fre considérée comme la composante
suivant V'axe des z du potentiel vecteur dont les deux aufres compo-
santes s’annulent dans le cas du champ plan. La théorie du courant
d’un fluide incompressible sur une surface courbe est également sim-
plifiée par lintroduction d’une fonction de courant.

Les champs symétriques par rapport & un axe pour les vecteurs
sans divergence peuvent &tre étudiés de la méme manieére??). Si l'on
méne un plan méridien par l'axe de symétrie du champ et si Pon
réunit deux points o, § de ce plan par une courbe 1, le flux total
du courant & travers la surface qu'engendre la courbe i en tournant
autour de l'axe est indépendant du chemin 1 et peut &tre égalé a
laceroissement

2 “(’pﬁ_wa)
d’'une fonction 2xy qui varie d'un point & l'autre du plan méridien
et dépend uniquement en chaque point, par exemple de la distance ¢
du point & Yaxe et de la distance z du pied de la perpendiculaire g &
Porigine. Les composantes du vecteur de champ parallelement et per-
pendiculairement & l'axe dans le plan méridien sont respectivement

—_ 10w _ 199y,
(24" @ ~— = G’ a, =

44) P. Duhem, J. math. pures appl. (5) 6 (1900), p. 215.

45) J. L. Lagrange, Nouv. Mém. Acad. Berlin 12 (1781), éd. 1783, p. 173;
(Euvres 4, Paris 1869, p. 720; W. J. M. Rankine, Philos. Trans. London 161 (1871),
p. 275.

46) G.G.Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), éd. 1842, p.451; Papers
1, Cambridge 1880, p.14, W.J. M. Rankine, Philos. Trans. London 161 (1871), p. 278.
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28 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

La divergence s’annule dans le champ d’ondes planes homogeénes
transversales. On s'en assure en appliquant le théoréme (8) de C. F.
Glauss & un parallélépipeéde rectangle dont un couple de faces opposées
est parallele aux plans d’ondes. Le champ d’ondes planes homogénes
transversales, électromagnétiques par exemple, est laplacien.

9. Champ harmonique. Un champ de vecteur & la fois new-
tonien et sans divergence en volume dérive d’'un potentiel scalaire ¢
qui satisfait & U'dquation de Laplace ou équation harmonique

Ap=20;
nous le nommerons pour cette raison champ harmonique. La théorie
en a été faite dans larticle sur la théorie du potentiel [II 24].

Un champ harmonique plan posséde une fonetion de courant @

qui, d’apres (24), est lie au potentiel scalaire ¢ par les relations
6y 0 0 oy

(25) —Wzﬁ’- a§'=%'

Ces relations expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour

que — @ + 49 soit une fonction de 'argument complexe z + ¢y [1I 8].

La théorie des champs harmoniques plans est grandement simplifiée

par Vintroduction de cette fonction et par l'application des méthodes

de la théorie des fonctions d'une variable complexe.

10. Champ orthogonal. Dans un champ orthogonal, le vectenr

o est en tout point orthogonal & une famille de surfaces

f = const.;
il coincide en direction avec le vecteur

grad f

et sa grandeur s’obtient en multipliant ce gradient par un facteur g
variable d’'un point & lautre. Un vecteur orthogonal s'exprime done
au moyen de deux scalaires sous la forme

7= g grad f.
Quand un vecteur @ est de cette forme, la différentielle

a,dr + a,dy +a,dz

posséde ainsi un diviseur intégrant g. La condition pour qu’il en
soit ainsi,

da dea oa da da da,

— Yy _ 'z = REIL I 4

(26) “z(az 8y)+a'!1(8a: az)+“z by " o
. >
=arota=20,

>
exprime géométriquement que le vecteur a est en chague point du
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11. Décomposition d'un champ de vecteur en un champ newtonien ete. 29

champ paralléle au plan de sonm rotationnel, ow perpendiculaire a ce
rotationnel 7). Ce dernier vecteur est ainsi en chaque point situé
dans le plan fangent i la surface f = const. qui passe par ce point.
W. Thomson a donné & un tel champ le nom de champ lamel-
laire complezxe.
A. Clebsch*8) a démontré qu'un champ de vecteur quelconque peut
se mettre sous la forme

;=grad¢+g grad f
et peut donc étre considéré comme résultant de la superposition d'un
champ lamellaire simple et dun champ lamellaire complexe.

11. Décomposition d’un champ de vecteur em un champ
newtonien et un champ laplacien. Un champ de vecteur indéfini
dont les composantes 4 distance infinie sont infiniment petites du
gecond ordre au moins peut toujours &tre considéré comme résultant
de la superposition d’un champ newtonien et d’un champ laplacien.

>
Si a est le vecteur du champ, on pose
>y, e >,
a=a+a, divea=0, rota'=0
et Yon détermine par les équations
- A .5 >, r
a=rot®, divd'=0, a"=gradeg
un potentiel vecteur pour la partie sans divergence et un potentiel
scalaire pour la partie sans rotation. Ces potentiels doivent satisfaire
aux équations

r” . > \}I >
Ap'=—diva, AP =-—rota

4 laide desquelles les valeurs de ¢” ef & en wn point queleonque
(%1, %1, #) du champ se calculent par les équations de la théorie du
potentiel. 8i 7, est la distance de U'élément de volume dv, au point
(@1 %1, 2,), on a

” 1 . > d 1 e
@, = —4njff(dlv a)2 ?f: -~ i Pot div a,
s 1 >\ dr. 1 >
@—-——-;—;Jff(rot a)ng=z;]?0t rot a.

La seconde formule est une relation vectorielle qui remplace les trois

(27)

équations relatives aux trois composantes de @’ reliées respectivement

>
aux trois composantes de rot a. La ddecomposition du champ en une
partie newtonienne et une portie laplacienne est ainsi effectuce d'une maniére
47) A. Sommerfeld, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 6! (1897), éd. 1899, p. 124.
P. Appell, Traité de mécanique rationnelle (1™ éd.) 3, Paris 1308, p. 15; (2° éd.)
3, Paris 1909, p. 15,
48) A. Clebsch, J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



30 M. Abraham. IV 16. Analyse vectorielle. P. Langevin.

compléte, et le champ de vecteur est déterminé d'une maniére univogue par
sa. divergence et son rotationnel *7).

Pour un champ de vecteur se comportant & Pinfini comme on

I'a indiqué on a done lidentité
> > > > >
(28) 4ma = grad Pot div a + rot Pot rot 2 = New div @ + Lap rot a.

Ce résultat est facile & étendre an cas ou le champ renferme des
surfaces de discontinuité; il suffit pour cela d’introduire, dans les ex-
pressions des potentiels, des intégrales étendues & ces surfaces et ol
figurent la divergence et le rotationnel de surface %)

Les champs lLimités peuvent se décomposer d'une infinité de ma-
niéres en un champ newtonien et un champ laplacien5!). On peut,
dans ce cag, déterminer le potentiel scalaire de maniére que la portion
newtonienne du champ qu’on en dérive, non seulement ait & l'intérieur
du domaine la divergence du champ total, mais encore ait sur la sur-
face qui limite le domaine la méme composante normale que ce
champ total; le potentiel scalaire se trouve par li-méme déterminé.

On peut encore compléter le champ de maniére continue en intro-
duisant & lextérieur du domaine des sources et des tourbillons (diver-
gences et rotationnels) tels qu'ils ne modifient pag le champ intérieur,
et calculer par les équations (27) les valeurs cerrespondantes des po-
tentiels scalaire et vecteur.

O. Blumenthal®?) a montré que la décomposition d’un champ de
vecteur, s'étendant & linfini, en une partie sans divergence et une
partie irrotationnelle, est encore possible dans des conditions ou les
composantes du vecteur de champ s’annulent & l'infini moins rapide-
ment que l'inverse du carré de la distance.

12. Déduction de nouvesux vecteurs et scalsires & partir de
vecteurs donnés. On peut de diverses manitres obfenir, & partir de

vecteurs donnés Z, i)), Z'), ..., de nouvelles grandeurs scalaires ou vec-
torielles dont les composantes soient des fonctions rationnelles entitres
des composantes des vecteurs donnés et des dérivées de ces compo-
santes par rapport aux coordonnées.

H. Burkhardt'y a cherché la forme la plus générale de telles
fonetions en utilisant les méthodes établies par les algébristes pour

49) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 part I (1849/50), éd. 1851, p. 1;
Papers 2, Cambridge 1883, p. 255 et suiv.

50) L. Donati, Memorie Ist. Bologna (5) 7 (1898), p. 1/26.

51) A. Clebsch, J. reine angew. Math. 61 (1863), p. 195; E. Betti, Il nuovo
cimento [Pise] (2) 7 (1872), p. 75; H. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 55
(1858), p. 25 et suiv.

52) O. Blumenthal, Math. Ann. 61 (1905), p. 285/50.
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12, Déduction de nouveaux vecteurs et scalaires & partir de vecteurs donnés. 31

la formation des invariants. Tous les vecteurs ainsi obtenus sont
rangés par lui en cing catégories obtenues par les opérations suivantes:

8) Addition géométrique des vecteurs.

b) Formation du produit vectoriel & partir des vecteurs donnés
et de leurs produits vectoriels, efc.

¢) Application des opérations rot, grad, div, A aux vecteurs
donnés.

d) Combinaison de deux vecteurs donnés en un nouveau vecteur
dont les composantes sont

ab 2b ab,

%gm Ty g
ab 0b, ob
v vy,
(29) % 3z ay oy ;+ %5z 2z’
ob 0b, 2b,

azﬁi + a’ya_y' + a‘lW'
O. Heaviside représente ce vecteur par
>\ >
(av)s.
> > \> >
Si @ est un vecteur unité, (a V)b donne Yaccroissement du vecteur &
par unité de longueur d'un déplacement dans la direction de a
e) Multiplication des vecteurs donnés et des vecteurs obtenus
par trois catégories de scalaires: produit scalaire de deux vecteurs,
carré de la longueur ou divergence d'un vecteur.
Pour la réduction & l'une de ces formes, les régles de calcul

suivantes, dont certaines ont déja été indiquées, sont particulierement
utiles %) 14):

. og of , dg of | 99 Of
(80)  div(ggradf) =5z 55 + az 7y T 72 25 TIAS
(31) diva><b=brota-—arobb,
(32) rot rot @ — grad diva — A;,

> > > > > > >\ > > >
(33) grad(a-b) =a>rotb+ b><vota+ (aV)b+ (bV)a,

> > > > > > >\ > >\ >
B4 rot(a<?) =adivb—bdiva+ (3v)a— (av)7.
Si Pon intégre les équations (30) et (31) dans un volume 7 et si
Yon transforme le premier membre en une intégrale de surface au
moyen du théoréme de Gauss, la premiére conduit au théoréme de

Green ) et la deuxidme & une transformation analogue d’intégrale
de volume en intégrale de surface.

53) G. Green, Essay on the application of mathematical apalysis to the
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32 M. Abraham. IV 16, Analyse vectorielle. P. Langevin.

H. Burkhardt ne fait intervenir que les rotations d’axes coor-
donnés et par suite ne distingue pas entre vecteurs polaires et axiaux.
On peut cependant compléter ses résultats par la régle suivante: si
les expressions qui se comportent comme des composantes de vecteurs
pour une rotation des axes de coordonnées sont des produits conte-
nant n facteurs composantes de vecteurs polaires ou pseudo-scalaires,
elles sont les composantes d'un vecteur polaire si n est tmpair et dun
vecteur axial si n est pair. Une différentiation par rapport aux coor-
données est équivalente & la multiplication par une composante de
vecteur polaire ou par un pseudoscalaire. Par exemple, il résulte de
cette régle

1°) que le rotationnel d'un vecteur axial est un vecteur polaire
et inversement;

2°) que la divergence d'un vecteur polaire est un scalaire pur, et
celle d'un vecteur axial un pseudoscalaire;

3°) que le gradient d'un scalaire pur est un vecteur polaire et
que le gradient d’'un pseudoscalaire est un vecteur axial, ete.

Dans le domaine du calcul intégral, nous avons déja introduit
les opérateurs Pot, New et Lap qui permettent d’obtenir de nouveaux
vecteurs et scalaires & partir de champs de vecteurs et de scalaires.
L'opérateur Pot s’applique & un scalaire ou & un vecteur; l'opérateur
New s'applique & un scalaire et représente le champ mewtonien pro-
duit par des masses attirantes de densité égale au scalaire et agissant
suivant la loi de Newton; I'opérateur Lap #’applique & un vecteur et
représente le champ laplacien produit par des courants de densité
égale au vecteur et agissant suivant la loi de Laplace en électro-
magnétisme. A ces opérateurs nous joindrons avec J. W. Gibbs %)
Topérateur qu'il nomme mazwellien, et qui, appliqué & un vecteur,
représente le potentiel produit par une intensité d’aimantation égale
au vecteur, cest-i-dire

> >
s

(35) (Max ), = f “Th g,
12

Les propriétés essentielles des opérateurs ainsi définis sont les sui-
vantes: tout d’'abord si ¢ est une fonction scalaire continue et telle
que, a distance r infinie, le produit g+® reste fini, on démontre facile-
ment la relation

OPote de |
oz, Pot o0z,

~

theories of electricity and magnetism, Nottingham 1828; Papers, publ. par N. M.
Ferrers, Londres 1871, p. 23; fac simile réimp. Paris 1903, p. 23.
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13. Déplacement homogéne. 33

d'od encore

(36) grad Pot ¢ = Pot grad ¢ — New o,
37) rot Pot % — Pot rot w — Lap ;,
(38) div Pot % — Pot div % — Max .

La relation (87) est importante en ce qu'elle démontre que le champ
-5
laplacien produit par une distribution de courant u est nul quand

rot u est partout nul, c'est-d-dire quand le courant est sans tourbillon
ou que le champ du vecteur courant est newtonien; comme un
gradient est toujours un champ newtonien, de méme gu'un rotationnel
est toujours un champ laplacien, on a donc identiquement

Lap grad ¢ = 0.
De méme il résulte de la relation (38) que le maxwelien d'un
vecteur sans divergence ou le maxwelien dun champ laplacien
est nul, et comme un rotationnel a une divergence nulle, on a iden-
tiquement

>

Max rot @ = 0.
En appliquant & cette méme relation I'opérateur grad et en tenant
compte de ce que grad Pot = New, on obtient

> >
grad Max ¢ = New div a.

Cette derniere relation eorrespond 3 'expression du champ d'un aimant,

gradient du maxwelien de son aimantation, en fonction des masses

magnétiques, comme newtonien de la divergence de l'aimantation.
La décomposition d'un champ de vecteur en un champ laplacien

et un champ newtonien se traduit par lidentité déja indiquée en

partie [n° 11 formule (28)]

> > > > >
(40) 4xa = New diva + Lap rot @ = grad Max a + Lap rot a.
De cette formule (40) il résulte qu'a l'extérieur d'un aimant, o

Paimantation o est nulle, le champ magnétique

grad Max s

peut &tre considéré comme le champ laplacien da & une distribution
de courants dans l'aimant avec la densité

>
—rot a.

Cinématique et statique de milieux continus.

13. Déplacement homogéne. Dans la théorie de V'élasticité, on

considere le déplacement d'un milien matériel continu remplissant
Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 3
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34 M. Abraham. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

Pespace comme déterminé lorsqu'on connait la position de chaque
point du milien avant et aprés le déplacement; il est défini analyti-
quement par les équations qui expriment univoquement les coor-
données (£, %, &) d'un point aprés le déplacement en fonction de ses
coordonnées initiales (z,y,2). Le cas le plus simple est celui ou ces
équations sont linéaires %):

E=a, +(Q+ay)z+ apy + agz
(41) =03+ ayxr F+Q+au)y+ ayz ,
E=a;+ ayx + any 4 (14ay)s.

Une transformation spatiale de ce genre est appelée affine par les
géometres d'apres A. F. Mobius®®); W. Thomson et P. G. Tait®®) ap-
pellent déplacement homogéne le déplacement correspondant.

Des droites qui primitivement étaient paralléles et égales le restent
aprés le déplacement. Des plans donnent des plans, et d’'une maniére
générale le degré d’une surface reste invariable. Des points situés
primitivement sur une sphere viennent sur un ellipsoide, l'ellipsoide de
déformation®”). Chaque systéme de trois diameétres rectangulaires de la
gphere devient un systéme de diametres conjugués dans Vellipsoide. Ii
n'y a en génédral qu'un seul systéme de diamétres rectangulaires qui reste
rectangulaire apres la déformation: celui des axes de Uellipsoide de défor-
mation,

14. Fonction vectorielle linéaire. On peut décomposer la trans-
formation affine (41) en une translation de composantes a,, a,, as,
qui ameéne le point x =y = 2 =0 dans sa nouvelle position, et une
transformation linéaire homogene qui laisse ce point immobile. Nous
nous occuperons uniquement de cette dernidre, représentée par

E=04a)z+ apy +  age
(42) = auz +(Qtap)y+  ayuzr
E=  agx + a5y + (1 +ag)s.

>
Si Pon fait correspondre & chaque point du milieu un vecteur r qui
représente sa distance a l'origine avant la déformation, les équations (42)

84) A. L. Cauchy, Exercices math. 2, Paris 1827, p. 60/9; Buvres (2) 7, Paris
1889, p. 82/93.

55) Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, p. 141; Werke 1, Leipzig 1885,
p. 180.

56) Treatise on natural philosophy, (1™ éd.) 1, Oxford 1867; (2° éd.) 1, Cam-
bridge 1879, p. 116.

57) A. L. Cauchy, Exercices math, 3, Paris 1828, p. 237/44; (Euvres (2) 8,
Paris 1890, p. 278/87.
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14, Fonction vectorielle linéaire. 35

>
déterminent les relations entre les composantes de r et les compo-
-> >
santes (£, 1, §) du vecteur ¢ dans lequel 7 se transforme.
>

On appelle ¢ simplement ,fonction linéaire® de 7 La théorie
des fonctions vectorielles lincaires a été développée par P. G. Tait®®)
ot J. W. Gibbs®®) au moyen de procédés symboliques. On représente
la fonction vectorielle linéaire par

> >

0= 97,
ou ¢ est un opérateur lindaire dépendant de neuf coefficients. On
peuf représenter ¢ par:

9 = ia +if + k7,
o= (A+ay)i+  ayj +  ask
1-3)= At + (Ltay)i+  awk
;= aut  +  ani  +(14ay)k.

Une combinaison de produits symboliques, comme ¢, est appelée par
J. W. Gibbs®) une dyadic; si on utilise ¢, dans la relation

> >

o=9r

par exemple, comme premier facteur, on doit combiner les vecteurs
> > >

a, B, ¥ avec r d’apres la régle du produit scalaire pour obtenir les
équations (42). Si on I'utilise au contraire comme second facteur, dans
la relation

> >
@ =7y
par exemple, on doit faire les produits scalaires de 7 avec les facteurs
1, j, k& dans ¢.
>
On obtient ainsi en effet, en formant s par la régle indiguée,
> >
w%—ﬂar)+a( 7)+ulr-7) =g
={A+ta)z+ apy + aye =E§,
= a3 +(A+an)yt ayz =1,
= ay2 + a5y +A+tay)z=¢.

>
Si on forme au contraire »
@,

=G 9T+ GNF GRF= et asBrsid)

NV RY
Sy Sy

58) Quaternions%); cf. W. K. Clifford, Dynamics?®) 1, p. 162,
59) Vector Analysis®), p. 260.
3‘
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36 M. Abraham. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

le vecteur ¢" ainsi obtenu a pour composantes (£, 7, £):
EF=1+a)z+ ayy + ayz,
7 =au® + (14 ay)y + aye2,
§= a2 + agsy + (1 + ag) 2.
On peut donc poser
G >
o=097,
, >, > >
¢ =ait+fj+ vk
est appelé par J. W. Gibbs Yopérateur conjugué de ¢.

Une fonection vectorielle lindaire s’introduit lorsqu’on étudie la
manijére dont varie un champ de vecteur autour d’'un point: c'est la
dérivée du champ de vecteur par rapport a des déplacements a partir
de ce point dans toutes les directions.

ol

o5
La dérivée d’'un champ de vecteur b dans une direction donnée,
définie par les cosinus directeurs e, «,, &, est un vecteur de com-

posantes
a0, ab, ab,
%%z T %oy T % o
ob ob, ob
(42) “fa;y + ay-gyl +e,5)
: ab, a0, ab,
. %oz T %y T %
C’est donc une fonction vectorielle linéaire du vecteur unité de com-
posantes (e, «,, «,) et dont les coefficients sont les neuf dérivées des
>
composantes de b par rapport aux coordonnées.
Nous n'irons pas plus loin dans I'étude des méthodes symboli-
ques parce que les relations cinématiques étudiées ici vont &tre déve-
loppées par la méthode des coordonnées.

15. Décomposition en déformation pure et rotation. On peut
demander quelles sont les directions non modifiées par le déplace-
ment (42).

Ces directions sont déterminées par une équation du troisiéme
degré ayant unme ou trois racines réelles. Le premier cas se produit
par exemple quand le déplacement se réduit & une rotation; dans le
second cas il y a trois directions, généralement obliques les unes aux
autres, que le déplacement laisse invariables.

St ces trois directions, que le déplacement ne change pas, sont per-
pendiculaires entre elles, on appelle celui-ci une déformation pure ).

60) W. Thomson et P. G. Tatt, Natural philos.®®), (2¢ éd.) 1, p. 127 (n°* 181,
182, 185).
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16. Antres décompositions. 37

Dans un tel déplacement, les axes de Yellipsoide de déformation restent
immobiles.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le déplace-
ment (42) soit une déformation pure sont??)

gy = Gy Qg = Ogg, Oyy == qgy.

Les fonctions vectorielles linéaires qui satisfont & ces conditions sont
appelées®) autoconjuguées ou syméiriques.

Un déplacement homogéne quelconque peut fowjours étre comsidérée
comme résultant, dabord d'une rotation du corps autour dun point fixe
(a la maniere d'un solide invariable), qui améne les axes de Uellipsoide
de déformation dans leur position finale, puis d'une déformation pure
(par extension des droites paralleles aux axes de Vellipsoide) gui produit
le changement de forme nécessaire. Sila déformation pure est produite
la premitre et la rotation ensuite, la position de I'axe de rotation est
modifiée dans Vespace®®). Les deux opérations dont le produit donne
le déplacement homogene le plus général, se distinguent I'une de 'autre
en ceci que les rotations forment un groupe tandis que les défor-
mations pures n'en constituent pas un; deux déformations pures suc-
cessives et d'axes différents ne dobnent pas en général une défor-
mation pure®).

16, Autres décompositions. En dehors du mode préeédent, qui
considére la déformation homogene générale comme le produit de
deux transformations plus simples, il en existe une série d'autres.
Parmi les déformations particulidres qui interviennent ainsi, se trouve
le glissement (Shear, Scherung, Schiebung). Dans le glissement, les
points d'un certain plan conservent leurs positions initiales, et tous
les autres points se déplacent parallelement & une certaine droite de
ce plan, d'une quantité proportionnelle & leur distance an plan ).

Une représentation due & P. . Tait%) du déplacement homogene
en général comme résultant de deux déformations simples (une dé-
formation pure suivie d'une rotation d’'un angle droit accompagnée
d'une extension uniforme de toutes les droites perpendiculaires & l'axe
de rotation) correspond & la décomposition de la fonction vectorielle
linéaire générale en une partie symétrique [n° 17] et une autre partie
antisymétrique. La résultante des deux déformations successives s'ob-

61) Voir les notes 46 et 47.

62) P. G. Tait [Proc. R. Soc. Edinb. 7 (1869/72), p. 667/8; Papers 1, Cam-
bridge 1898, p. 194/8) représente la décomposition an moyen des quaternions.

63) W. 1homson et P. G. Tast, Natural philos.®), (2¢ éd.) 1, p. 123 (n° 170
et suiv.).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



38 M. Abraham. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

tient en additionnant géométriquement les déplacements consécutifs
d’un méme point pour obtenir son déplacement total.

17. Déplacements infiniment petits, en général hétérogénes.
La composition de plusieurs déplacements se présente sous une forme
particuliérement simple lorsque les changements de position

E—m, n—y, §—=
des points du milienu sont assez petits pour gue les carrés et les
produits des coefficients

Apyy Gy - -y Og
des équations (42) puissent étre négligés par rapport a ces coefficients
eux-mémes.

Si l'on effectue successivement plusieurs déplacements de ce genre,
les coefficients correspondants s’additionnent et les changements de
position successifs s’ajoutent géométriquement. De plus, deux dé-
formations pures conséeutives infiniment petites donnent une défor-
mation pure infiniment petite.

La décomposition d'un déplacement homogéne infiniment pefit en
déformation pure et rotation [n° 18] correspond d lo décomposition de
la fonction vectorielle linéaire en une partie symétrique et une partie
antisymétrique; la déformation pure est déterminée par les coefficients

a a a Qs T Qg3 1 G5 o5 + ay
11) 22 9 383 2 ’ 9 ? 2

de la partie symétrique, et la rotation par les coefficients

3 (ags — ag5), F(15 — Ay), +(@ay— a13)

de la partie antisyméirique; ces derniers donnent les composantes de
la rotation, c’est-a-dire les rotations infiniment petites autour des
axes coordonnés qui se composent dans Ia rotation résultante par la
régle du parallélépipede.

La théorie des déplacements hétérogénes se rameéne & celle des
déplacements homogénes. La fonction continue de point qui représente
le changement de position (u, v, w) au voisinage du point P, (z,, ¥y, 2,)
peut se développer en série de Taylor%). Si le domaine autour du
point est pris assez petit pour que les termes du premier ordre
puissent étre conservés seuls, on obtient les équations:

w=t—s =+ (39 @—a) + (55) —9) + (57), e —=0)
43) o =n—y= v+ (§2), @—20) + (2), 0—w0) + (55, ==
w0=t—z—wy+ (32) @—ap) + (5), 0 =0 + (53), ¢~
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18. Déformation (strain) dans un déplacement homogene. 39

de sorte que le déplacement peut étre considéré comme homogéne
4 lintérieur de ce domaine®).

Le déplacement de tous les points du domaine se présente ainsi
comme le produit d’'une franslation, qui améne le point P, dans sa
position finale, d'une rotation et d'une déformation pure. Le déplace-
ment d'un domaine qui entoure un point guelconque P dépend ainsi
des neuf dérivées des composantes du changement de position par
rapport aux coordonnées. Si, en particulier, ces dérivées sont infini-
ment petites, la rotation du domaine est donnée par

’ 1 /ow v 1 f0u w 1 (0v oOw
@ rn=3G-5) v -5 maGE-5)
La signification cinématique de ces quantités sera indiquée au n° 19.

11 résnlte des considérations précédentes qu’'on peut considérer
tout déplacement infiniment petit d’un milieu continu, par exemple
celui qui correspond au mouvement d'un fluide pendant un temps
infiniment petit, comme la superposition d’une translation, d'une
rotation et d'une dilatation dans trois directions rectangulaires®).
oJ. Bertrand®) a proposé d’autres modes de décomposition; les objections

qu'avait soulevées cet auteur contre la validité du mode précédent
ont ét€ levées & la suite d'une discussion approfondie.

18. Déformation (strain) dans un déplacement homogéne, Ten-
seurs. Pour la théorie de 1'dlasticité, la déformation est d'importance
beaucoup plus grande que la translation et la rotation puisque la
premiére seule donne naissance & des réactions élastiques qui n'existent
pas dans le déplacement & la manitre d’un solide invariable. Il est
done nécessaire de chercher quelles grandeurs caractérisent la défor-
mation: nous allons les obtenir d’abord pour le déplacement homogene
(42) auquel se ramene le déplacement hétérogene par les équations (43).

La déformation d'un corps est évidemment déterminée quand on
connait les distances mutuelles de tous les points avant eb apres le
déplacement. On a déja remarqué [n° 13] que les longueurs de deux
droites sont égales apres le déplacement homogene si elles I'étaient

64) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), p. 287 [1845]; Papers
1, Cambridge 1880, p. 75.

65) A. L. Cauchy, Exercices d'analyse et de phys. math. 2, Paris 1841,
p- 302/30; G. G. Stokes®t); H. von Helmholiz, J. reine angew. Math, 55 (1858),
p. 25 eb suiv,

66) C. R. Acad. sc. Paris 66 (1868), p. 12275 67 (1868), p. 267, 469, T73;
cf. H. von Helmholiz, C. R. Acad. sc. Paris 67 (1868), p. 221, 754, 1034;
E. Beltram:, Memorie Ist. Bologna (3) 1 (1870/1), p. 432; Opere 2, Milan 1904,
p. 202.
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40 M. Abraham. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

avant. Il en résulte que la déformation dans un déplacement homogéne
est univoquement determinée par les changements de longuewr de tous
les rayons vecteurs issus de Uorigine®).

Si r est la longueur du vecteur joignant I'origine au point (z, y, #)
avant le déplacement et g la longueur du vecteur correspondant apres
celle-ci, on a, d’apres les équations (42),

) *=r'+2[q -2 te v+ 8+, 92+, 22+, 2y],
ol 'on a posé
e, = ay + ¥ (a} +af +a),
(45) 6, = Gy + 3(@l+ak+tal),
e, = a3 + 3 (a}+ aj + agy);
Gys = Oas + sy + (@ys* Qs + Ogp - Ggg + Ags - Gys),
(45) 9oz = Oy + Qyg + (G1g* Oyy + Gy~ O3y + Ugs - ayy),
Guy = Oys + Aoy + (Byy - Oyg + gy gy + @3y - Og5).
La déformation est déterminée par ces siz grandeurs®®). L'angle que

forment aprées le déplacement deux droites primitivement dirigées
suivant les vecteurs r,, 7y, est donné par I’équation

(46) @0, c08 (0,0;) = 1,7, COs (ry7y)

+ [2e, 2,2, + 2¢, 9.y, + 2¢,2,23 + ys (4125 +9s20)

+ 9..(% %5 + 2,2,) + Gy (@19 + 25 ¥}
La signification cinématique des six grandeurs
€ €y, €, Gyis 9ex> Gzy

résulte des équations (44) et (46). Soient x, y, #z trois droites
primitivement dirigées suivant les axes de coordonnées, a, b, ¢ les
droites dans lesquelles le déplacement les transforme. On a%)

a— x? b*—y? et — 22
(47) 62=W} ey= 2yt 7 €, = 272 7

be ca ab
47 9,,= 77 °°° (©¢);  gia=,c0s(ca), ., = 2y O (ab).

Les trois premiéres grandeurs donnent done les demi-changements
relatifs des carrés des droites primitivement dirigées suivant les axes
et les trois dernieres déterminent les angles que ces droites font entre
elles aprés le déplacement.

Si l'on introduit un nouveau systéme de coordonunées, («', ¥/, 2°),

67) A. E. H. Love, Treatise on the mathematical theory of elasticity 1,
Cambridge 1892 (chap. 1); (2¢ éd.) 1, Cambridge 1906, p. 65.

68) G.Green, Trans, Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), p.121/40 [1839]; Papers 53),
p. 293/311.
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18, Déformation (strain) dans un déplacement homogéne. 41

il résulte de '’équation (44), puisque les longueurs r et ¢ des rayops
vecteurs sont invariables dans le changement des coordonnées, que
Texpression

(48) e,-m’-{—ey-y”+e,-z*+gyz~yz+gw-zx+g”-xy
est un Invariant de la transformation.

De méme, I'expression formée au moyen des composantes 4, 4,, 4,
d'un vecteur quelconque

(48) (A @+ A, gt 4,2 =

AP+ AR P+ AR P24 A ys+ 24,4, 20+ 24,4,y

est indépendante du choix des coordonnées. Donc les six coefficients de
2%yt 2 ye, 22, xy

dans les expressions (48) et (48) sont cogrédieuts [n° 3].
Les formules de transformation d’aprés lesquelles les six grandeurs

e.t’ ey’ e:l %‘yyzl %gzm %gzy
se modifient par un changement d’axes de coordonnées sont inden-
tiques & celles qui correspondent aux carrés et produits

Azz’ Ang 'Azz} AyAv ‘A'z'A:c7 Asz

des composantes d'un vecteur.

Un tel complexe de six grandeurs est appelé par J. W. Gibbs®)
right tensor; W. Voigt™) Yappelle triple tensewr (fensortripel); les
siz grandeurs elles-mémes sont les composantes de tenseur et ce nom
Sapplique a tous les systémes de sixz grandeurs qui se transforment de la
méme maniére dans un changement daxes de coordonnées. Ce terme
se justifie par le fait [n° 15] que la déformation peut 8&tre con-
sidérée comme résultant de t{rois dilatations suivant les axes de lellip-
soide de déformation.

Ces axes [n°® 13] ne modifient pas leurs angles pendant la défor-
mation. On peut done chercher leur position initiale en cherchant
le systéme d’axes coordonnés rectangulaires pour lequel

gy’z' =Gy = gz’y’ = O‘
Ces directions coincident avec celles des axes de la surface du se-

69) Vector analysis®), p. 55, 351. Le nom ,tenseur* est employé quelquefois
dans un autre sens (cf. note 10).

70) Physik, Eigensch. Kryst.1¢), p. 20 et suiv.; Rapport présenté au congrds
international de physique sur I'état actuel de nos connaissances sur l'élasticité
des cristaux 1, Paris 1900, p. 277 et suiv.; Nachr. Ges. Gott. 1900, math. p. 4
et suiv.
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42 M. Abraham. 1V 16. Milieux continus. P. Langevin.

cond degré
(49) ae, 4 y'e, + 2%¢, + y2g,, + 229,, + 2y g,, =L 1

dont les rayons vecteurs d’aprés 1'équation (44) subissent tous l'ac-
croissement ou la diminution 1 du carré de leur longueur.
Si le signe 4 dans I'équation (49) correspond & un ellipsoide
réel, tous les rayons vecteurs subissent une extension; si le signe —
donne un ellipsoide réel, tous sont contractés, et si I'équation (49)
représente deux hyperboloides conjugués, les rayons vecteurs de l'un
sont allongés et ceux de l'autre contractés par la déformation. La
détermination des axes de cette surface est résolue par ’équation du
troisitme degré
e, — @ '&'gzy %‘gzz
39,y ¢—0 19, =0
19.. 19, e—¢

dont les coefficients™)

(50) € + ey + € eyes + .6, + ea:ey - i(g;’ +gzz:c +gxzv)7
ezeyez + '} (gyu . gz.t ’ g::y - ea: . gyzz - ey : gzg;c - ez : g-”-?!/)
sont les tnvariants primitifs du triple tenseur.

19. Déformation hétérogdne infiniment petite. Champs de
tenseurs. Dans la mécanique des milieux continus on se limite en
général & la considération de déformations infiniment petites, c'est-
a-dire telles que les changements relatifs de longueur et les change-
ments d’angles soient assez petits pour qu'on puisse négliger leurs
carrés et leurs produits,

Dans ce cas, les six composantes (47), (47) du triple tenseur
prennent une signification plus simple. Les trois premiéres donnent
les variations relatives de trois longueurs primitivement dirigées suivant
les axes coordonnés, et les trois autres donnent les diminutions des
angles primitivement droits que ces directions forment entre elles.
Ces dilatations et glissements (en allemand ,,Debnungen” et ,,Gleitungen,
en anglais ,extensions“ et ,shears“ ou ,slides“, en italien ,dilatazioni®
et ,scorrimenti®), sont déterminés pour une déformation infiniment petite
par les équations (4D) et (45").

Ainsi qu'on I'a vu au n° 17, le déplacement hétérogéne peut se
ramener au cas du déplacement homogeéne au moyen des équations (43).

Les dilatations et glissements dans un déplacements hétérogéne in-

71) W.J. M. Rankine, Philos. Trans. London 148 (1856), P. 261 et suiv.
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19. Déformation hétérogene infiniment petite. 43

Fintment petit sont donc exprimés par™)

(e get a6 + G2+ G2
2
o=+ 3G + &)+ G
2 2
=g+ 3G+ @)+ G

ouw v Qv ow Bu;)
’

(51) :
ov ow ou
9e=75 Yoy~ oy 55t 5y 05 T oy oz

ow , du ou odw , dv Ov ow dw
9= 7at s+ Gk 55+ 55 57 T 55 55)

ou , ov du 9u , dv Ov , ow Ow
95— 5y * 95T 3y 50+ 55 55 T oy 05)

Ces dilatations et glissements se transforment comme des com-
posantes de tenseur dans un changement d'axes coordonnés,

Dans une déformation infiniment petite, la surface (49) possede
cette propriété que l'inverse du carré de son rayon vecteur représente
la dilatation ou la contraction relative du rayon vecteur correspon-
dant®3).

L’hypothese de la déformation infiniment petite n'exclut pas la
possibilité que les changements de position et quelques-unes de leurs
dérivées solent finis puisque la rotation peut &tre finie.

Si la rotation est elle-méme infiniment petite, les équations (51)
se simplifient puisqu'on y peut négliger les carrés et les produits des
dérivées; les dilatations et glissements prennent ainsi la forme?)

ou ov ow
(52) ez=a_$7 ey=@7 ez=§z—7

ov , Jw ou , ov
gy:_5;+3'_y‘7 gzz—a—z_i-a_z) gzy—%_l'_—a_m'
La dilatation relative de Vélément de volume devient dans ce cas
2w , dv |, ow
7z T 29 + 7527
c'est-a-dire est égale & la divergence du vecteur déplacement.

72) Cf. G. Green®®); B. de Saint-Venant, C. R. Acad. se. Paris 24 (1847),
p-260/3; C. L. M. H. Navier, Legons sur la résistance des corps solides, (3° éd.)
Paris 1864, p. 589; (appendice III).

73) G. Kirchhoff, J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 286; Ges. Abh., Leipzig
1882, p. 287; Mechanik 1, Leipzig 1877, p. 123. Il emploie pour les grandeurs
(52) les mnotations

Tz Yyy 221 Y5 = 8y 82 = L5y Ty = Yy
Une table des notations employées pour les déformations par les divers auteurs

se trouve dans I. Todhunter et K. Pearsom, A history of the theory of elasticity
1, Cambridge 1886, p. 322.
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Dans une déformation hétérogene, les six composantes du triple
tenseur caractérisant le ,,champ de tenseur ne peuvent pas étre choisies
indépendamment les unes des autres. Elles doivent satisfaire six
équations différentielles si les divers éléments du milien doivent encore
aprés la déformation étre juxtaposés de manidre continue. On obtient
ces conditions en éliminant u, v, w des équations (51) ou (52); elles
ont été données dans ce dernier cas par G. Kirchhoff ™) et dans le
cas général des équations (51) par B. de Saint-Venant™). Ce sont:

o%g,, O%¢, 0O, d%e, 0 ( 29,, 09, 89”)
syos—ar T oy 25g0: s\ 0w Ty T
azgza: az z az 2 azey 0 agys agzz 39::!/)
(58) Y7250 52 T 77 azax‘=ﬂ( Gz oy T
A LA TP SN (LT V. P
dmoy byt ' ox'! “dxoy oz oy~ 0z

Dans le cas od l'on envisage des déplacements finis les équations
(563) n'ont plus lien™).

E. Beltrami™) a montré que les conditions (53) sont non seule-
ment nécessaires mais encore suffisantes pour que six fonctions de
point,

€rr €y €5 Gyus Jozs Gzys

soient des valeurs possibles des dilatations et des glissements dans la
déformation hétérogéne d'un milien continu. Le champ de tenseur
ayant pour composantes les dilatations

ez) ey) ez

et les demi-glissements
gyz’ gzz) gzy

n'est par conséquent pas le champ de tenseur continu le plus général.

20. Tensions & lintérieur dun corps (stress™), Spannungen).
Si Ton communigue aux points d’un corps remplissant l'espace de
maniere continue un déplacement infiniment petit de composantes

u, v, w,

74) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 292; Ges. Abh., Leipzig 1882, p. 301;
Mechanik 1, Leipzig 1877, p. 398.

75) B. de Saint-Venant, dans C. L. M. H. Navier, Résistance des solides 7%,
(3® éd.) p. 598 (appendice III).

76) O. Manville [Mém. Soc. sc. phys.-nat. Bordeaux (6) 2 (1902), p. 83/162]
a étudié les équations par lesquelles, dans le cas de déplacements finis, il faut
remplacer les équations (53).

77) Memorie Ist. Bologna (4) 7 (1885/6), p. 3; Rend. Circ. mat. Palermo 3
(1889), p. 76; C. R. Acad. sc. Paris 108 (1889), p. 502.
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les composantes de la rotation infiniment petite dun élément de
volume sont, d’apres les équations (43"),

1 0w v 1 /0w ow 1 (ov ow
e )
d’aprés le n° 6, ce sont 14 les composantes d'un vecteur axial; elles

possedent l'invariant

(54) v+l 4+t

D’un autre c¢oté, les composantes de la déformation sont données par
(43") et (42). Elles possedent d’aprés (50) l'invariant quadratigue
(54) e +e¢f+ el + 40+ 9% +90)

La rotation et la déformation sont accompagnées de pressions ou
tensions dans Yintérieur du corps. Découpons-y un parallélépipede
infiniment petit™) dont les faces soient paralléles aux plans coor-
donnés et représentons, d'aprés G. Kirchhoff ®), les pressions sur les
faces par

Xz) Y:'w Zz’ Xy7 Y_(/) Zy’ X:? Yz? Zz)
ol lindice représente toujours la normale extérieure & la face sur
laguelle s'exerce la pression considérée.

X,, Y, Z, sont les pressions normales, X, Y,, Y,, 2, Z , X,
les pressions tangentielles.

Pour déterminer la nature géométrique de ces grandeurs, nous
devons chercher comment elles se transforment dans un changement de
coordonnées qui change l'orientation du parallélépipede élémentaire.
On y arrive de la maniére la plus simple en formant 'expression du
travail que fournissent les pressions pour des rofations et des défor-
mations virtuelles et en utilisant l'invariance de cette expression dans
une transformation d’axes coordonnés.

Le travail fourni, par unité de volume, pour des dilatations
virtuelles

de,, de,, de,
et pour des glissements viriunels

L) 0 )
est79) gy:) gsxl gzy

(85) 04’ =X, de,+ Y, de,+ Z,de,
+ %‘( :Y;+Zy) 6gyz + %(ZZ+XS) 6gtx+ %(Xy+ Yz) agxy
78) A. L. Cauchy [Exercices math. 2, Paris 1827, p. 42/66; (Buvres (2) 7, Paris
1889, p. 60/78] emploie un tétraddre infiniment petit au lieu d'un parallélépipede
élémentaire,

79) W.J. M. Rankine’); W. Thomson, Philos. Trans. London 146 IT (1856),
p- 481; Papers 3, Cambridge 1890, p. 84.
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46 M. Abraham. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

et lo travail fourni dans la rotation virtuelle dr,, dr, d7, est
(65) 04" =(Z,—Y)or, + (X, + Z)dr,+ (Y, + X))0r,.

Comme les changements virtuels des composantes de tenseur

ez’ ey} ez} %gyu %‘gzz’ %gzy
sont eux-mémes des composantes de tenseur, il résulte de I'invariance
des expressions (54') et (55) que
) ey) ez’ ‘%'gy,, ifgaz’ %gzl
‘Xz} Irg! Zz’ %(Y;+Zy)) %(Zz_i- Xz)’ %—(Xy—l- Yx)

sont des variables contragrédientes [n°® 3] &

e:t) ey’ ez? gyzl gzz’ gxy?

et par suite ces deux séries de variables sont entre elles cogrédientes™).
Les combinaisons des composantes de pression

’ Yy’ Z,, %(K_*-Zy)’ %(Zx+ 'Xz)’ %—(‘Xy+ Yz)

sont elles-mémes les composantes d'un triple tenseur™), c’est-d-dire se
transforment comme des carrés et des produits de composantes de
vecteur °).

11 résulte des expressions (54) et (55"), d’'une manitre analogue, que

Zy——:Yn X _Zzi Yz—Xy

2

et

sont les composantes d'un vecteur axial®), le moment total des
pressions. On le suppose généralement nul dans la théorie de I'élasti-
cité. Si cependant la somme des moments des forces extérieures
exercées sur le parallélépipede n’'est pas un infiniment petit d’ordre
supérieur au volume de cet élément, le couple des pressions doit inter-
venir également, par exemple & lintérieur d'un aimant permanent®?).

Si le couple des pressions s’annule, on peut représenter I'ensemble
des pressions en un point au moyen de la surface du second degré

(568) X a2*+ Y+ 2> +2Y,ys+2Z20+2X ay~=%1

qui permet de déterminer la grandeur et la direction de la pression
exercée sur un élément de surface quelconque passant par le point®®).

80) A. L. Cauchy, Exercices math. 4, Paris 1829, p. 83; (Euvres (2) 9, Paris
1891, p. 44,

81) W. Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1900, math. p. 14; Rapport présenté au
congrés international de physique?) 1, p. 292.

82) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity ®) 2, Londres 1873, p. 258.

83) A. L. Cauchy*®); W. Thomson, Philos. Trans. London 146 II (1856), p. 4853
Papers 3, Cambridge 1890, p. 88. W. Thomson et P. G. Tait, Natural philes.?%) 2,
Cambridge 1883, p. 207.
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20. Tensions 3 l'intérieur ‘dun corps. 417

On a utilisé pour cette représentation d’autres surfaces du second
degré®).

Les tenseurs interviennent nmon seulement dans la cinématique et
la statique des milieux continus, mais encore dans d’autres chapitres
de la physique mathématique, en particulier dans ceux o intervien-
nent des relations lindaires enfre les vecteurs [n° 23]. Les moments
d’'inertie [IV 5} dun corps solide par rapport aux axes qui passent
par un point sont représentés par un triple tenseur.

Le fonction vectorielle (42") qui donne la dérivée d'un champ de
vecteur dans une direction quelconque coincide avec celle qui donne
Vétat autour d’'un point d’'un milieu continu qui a subi un déplace-
ment infiniment petit proportionnel en chaque point ou vecteur de
champ b. L’élément géométrique qui représente la variation autour
d’'un point du champ de vecteur 7 se compose donc d'un vecteur, le
rotationnel de b de composantes

obz oby 0obxz obz oby . dbzx
, D%

Py 95’ 05 @5’ dx T oy’

et dun triple tenseur de composantes

dbx oJby 0Obz 1(8175 6by)’ I(BH Bbz)

2\ay T 22 ) 2 or T 5z)

T Gy’ 927 2 l(aby Bbx)

oz Tt oyl

Nous nous sommes occupé jusqu'ici de la cinématique et de la
statique d’'un milieu continu dont I'état est déterminé par le déplace-
ment de chacun de ses points. Si Yon se place au point de vue de
Thypotheése moléculaire, cette conception est trop restreinte puisqu’elle
tient compte uniquement du déplacement des molécules et non de
leur rotation.

On a généralisé la théorie de D'dlasticité en y introduisant ces
rotations possibles®) et en admettant que les éléments de volume
puissent exercer & travers leurs surfaces de séparation, non seulement
des forces, mais encore des couples®®). On a développé sur des bases
analogues des théories du champ électromagnétique ot les déplace-

84) A. L. Cauchy "®); G. Lamé, Legons sur la théorie mathématique de 1'élasti-
cité, (1* éd.) Paris 1852; (2° éd.) Paris 1866, p. 53; F. E. Newmann, Vorlesungen
iiber die Theorie der Elastizitit, publ. par O. E. Meyer, Leipzig 1885, p. 32
et suiv.

85) Voir par ex. W. Voigt, Abh. Ges. Gott. 34 (1887), p. 1/9; Compendium
der theoretischen Physik 1, Leipzig 1895, p. 119/28.

86) Cf. E. Cosserat et F. Cosserat, Théorie des corps déformables, Paris
1909, p. 122 et suiv.
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48 M. Abrakam. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

ments et les rotations des particules du milieu se commandaient mutuelle-
ment et oll intervenaient les relations mutuelles des deux champs
d'un vecteur polaire et d’'un vecteur axial. Des indications plus com-
pletes sur ce point trouveront leur place dans le Tome V de I'Ency-
clopédie.

21, Introduction des coordonnées curvilignes dans les champs
de vecteur et de tenseur. Les coordonnées curvilignes sont inter-
venues d’abord dans la mécanique des systdmes & un nombre fini de
degrés de liberté®”) et dans la théorie des surfaces®®). Leur intro-
duction dans la mécanique des milieux continus et en physique mathé-
matique est principalement due & G. Lamé®).

Considérons dans un champ trois familles de surfaces

f1(x: Y, z)=‘x7 fz(x; Y, 2’)=[3, fs(‘v, Y z)=7’

telles que par chague point du champ passe une surface de chaque
famille, les paramétres «, 8, y constituent un systéme de coordonnées
curvilignes. L’introduction de ces paramétres e, f§, ¥ est particulidre-
ment utile lorsque le vecteur ou tenseur considéré doit remplir des
conditions aux limites données sur certaines surfaces f;, = const,
fa = const, f; = const. Les parameétres «, 8, ¥ doivent &tre choisis
de telle maniére qu'ils déterminent un point du champ de maniére
univoque; on peut alors exprimer les composanies de vecteur ou de
tenseur en fonections uniformes des coordonmnées curvilignes. Nous
examinerons seulement le cas des coordonnées orthogonales, puisque
les problémes de la physique n’ont fait intervenir presque exclusive-
ment que de tels systémes.

On appelle coordonnées orthogonales les paramétres e, B, y de
trois familles de surfaces qui se coupent orthogonalement et par suite,
d’aprés un théoréme de Ch. Dupin, suivant leurs lignes de courbure.
Le carré de la longueur de l'élément dr qui joint le point (e, 8, »)
au point (¢ + de, 8+ dB, v + dy) est, dans I'hypothése des coor-
données orthogonales,

g do® | dpr

d!
(67) e

Les composantes dun vecteur A dans les directions des (e, 8, 7)

~

croissants sont lides & ses composantes suivant les axes (z, y, #) par

87) Cette étude est due & J. L. Lagrange [voir 4 ce sujet I'article IV 13
de I’Encyclopédie].

88) Cette théorie est due & C. F. Gauss, [cf. tome III de 'Encyclopédie].

89) J. Ec. polyt. (1) cah. 23 (1834), p. 215, 247; Coord. curvi- lignes *®), p. 7.
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21. Introduction des coordonnées curvilignes dauns les champs de vecteur. 49

les équations

ox ox

A=A, hGo+ Ay h ap+A My

. d 0
(58) A,— 4, -hFL+ 4, hW+A hS%,

A=A, 124 4, hw ,,-hsg—;,

dont les coefficients représentent les cosinus des angles que forment
entre eux les deux systémes d’axes. La transformation de la diver-
gence dans le nouveau systéme de coordonnées s'obtient en cherchant
les expressions des neuf dérivées de 4,, 4,, 4, par rapport a z, y, z
en fonction des paramdtres «, B, y, des composantes A4,, 4,, 4
de leurs dérivées par rapport & «, 8, . Le caleul par rapport aux
nouveaux axes des composantes du rotationnel [n°® 6] et du friple
tenseur (52) présente encore une application de ces mémes expressions.
Les calculs ont été effectués par G. Lamé et C. Newmann®);
E. Beltrami®) les a étendus au cas de coordonnées curvilignes quel-
conques. Les méthodes suivantes conduisent plus rapidement au but.
a) La méthode des axes mobiles®®) lie au systéme de coordonnées
orthogonales un systéme d’axes cartésiens rectangulaires (2, ¥, ;)
dirigés suivant les normales aux surfaces

a« = const.,, B = const, y = const.

Si T'on passe au point infiniment voisin (& + d«, f, ¢), on doit faire
subir an systéme de coordonnées (z,, y,, #,) des rotations déterminées
do,, db,, d0, auntour des trois axes pour qu'il coincide avec les nou-
velles normales. D’aprés cela, Paceroissement
04, 94, de
Pa, YN T Ga, wy
que subit la composante 4, se compose d'une partie déterminée par
la variation de A, en fonction de &, et d’une autre partie ou figurent
deux termes proportionnels aux composantes 4,, 4, et aux rotations
(d@,) et (— db,). On peut ainsi exprimer la dérivée
24,
A

90) C. Neumann, J. reine angew. Math. 57 (1860), p. 310 et suiv.

91) Memorie Ist. Bologna (3) 1 (1870/1), p. 461 et suiv.; Opere 2, Milan 1904,
p. 231 et suiv.

92) O. Bonnet, J. Ee. polyt. (1) cah. 30 (1845), p.171; R. R. Webb, Messenger
math. 11 (1882), p. 146; 4. E. H. Love, Elasticity ®?) (1™ éd.) 1, p. 282; (2° éd.)
1, p. 536 (note C).

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 4
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50 M. Abraham. IV 16. Milieux continus. P. Langevin.

et, de maniére analogue, les neuf dérivées des composantes 4,, 4,, 4,
par rapport a zj, ¥, #, en fonction des parametres «, 3, ». La dlver—
gence, les composantes du rotationnel et du tenseur dérivé (52) suivant
les axes ¢, 8, y dépendent immédiatement des dérivées ainsi calculées.

b) On peut éviter toute intervention des coordonnées cartésiennes
en partant des définitions géométriques et cinématiques données
au n° 6 pour la divergence et le rotationnel et aux n° 18 et 19
pour le triple tenseur.

Le théoreme de Gauss (8) donne pour I'édlément de volume
dec-dp - dy

hl hS hS

dt =

2

dont les faces sont
dpdy dyde dedf
hoh, ° hehy ° B hy )

59)  div A — kkhs[a“<hh) +5 Aﬂ)+%(;;ﬂ)]'

W. Thomson®) semble avoir indiqué le premier ce moyen pour la
transformation de la divergence; G. Lamé®), G. Lejeune Dirichlet et
B. Riemann®) l'ont introduit dans leurs Legons. Si le champ du
vecteur A est lamellaire, on a

A=—vyp
et il résulte de l'expression (H9)

h 39\ L 2 (M 0w L 2 (s 09)].
(60) Vo =hlehs 57 (15 52) + 57 (o o) * 3 (ks 395
cest Vexpression de lopérateur laplacien en coordonnées curvilignes.
De manidre analogue, on appliquera le théoréme de Stokes (10)
pour obtenir les composantes du rotationnel en prenant un élément de
la surface

apdy

B by Y et de cotes

(ot 4), = Iy} [%(h) 2 (),
(61) (ot ), = 1h [ £ (52) — 2 (7))

(ot ), — i3 [ 2 (57) = 2 (52)]

93) Cambr. math. J. 4 (1843/5), p. 83; Papers 1, Cambridge 1882, p. 25.

94) Coord. curvilignes %), p. 22.

95) Voir 4 ce sujet H. E. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, (2° éd.)
1, Berlin 1878, p. 307.

d’étendue On obtient ainsi®)
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21. Introduction des coordonnées curvilignes dans les champs de vecteur. H1

La signification cinématique des composantes de temseur (52)
consiste en ceci qu'elles représentent les dilatations et les glissements
dans une déformation hétérogene infiniment petite. Si

s eﬁr eyl g{j’y} gya} ga{i‘
sont les dilatations et les glissements relatifs & des éléments des
droites normaux aux surfaces
o = const, B = const.,, y = const,
les propriétés des tenseurs donnent pour la dilatation e, que subit
une droite quelconque #
(62) 6 = eacra + e{} r{} + eycry + gp’y rf} TY + gya Ty ra + gar? re rﬂ)

ol €, 4y G35, C,, SODE les cosinus des angles que forme la droite » avec
les normales aux surfaces

o = const,, f = const.,, 9 = const.

Si A représente un déplacement, les changements que subissent les
parametres ¢, 3, ¥ pendant le déplacement sont, d’aprés 'expression (57),

da=A, b, 0 =A;-hy, o0y =4, hs.
Le changement de longueur d'un élément dr est déterminé par

20dr-dr =8 (35 + 55 + 5 2)

Si Yon déduit de 1a la dilatation e, de cet élément et si I'on remar-
que quelle doit &tre égale & lexpression (62) pour une direction
quelconque de dr, on obtient )

(

e—-h1 a“ A/S‘@.B h,Aray
v g~ 75 v%’?“%Aaa’f’
©3) e=h3:aj " A e — g A
Gpy =yt + Iy aﬁw— h"’ Aﬁ%’;:-’_F 5 4,k 6{3
g’“=}“%+ 39; +h1Aras+ sAaay

96) E. Cesaro, Introduzione alla teoria matematica della elasticitd, Turin 1894,
p. 197; M. Abraham, Math. Ann. 52 (1899), p. 86.
97) C. W. Borchardt, J. reine angew. Math. 76 (1873), p. 45; Werke, Berlin
1888, p. 289; E. Beltrami, Ann. mat. pura appl. (2) 10 (1880/2), p. 188.
4%
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B2 M. Abreham. IV 16, Champs de scalaires, vecteurs, tenseurs., P. Langevin.

On peut ainsi effectuer la transformation des équations relatives aux
champs de vecteurs et de tenseurs et les rapporter & des systémes
de coordonnées orthogonales guelconques en se reportant a des pro-
priétés ou & des définitions indépendantes des axes de coordonnées
telles que celles qui viennent d'étre utilisées pour la divergence, le
rotationnel d'un chamyp de vecteurs oules composantes d’un triple tenseur.

On écrit dans le nouveau systéme de coordonnées les expressions
divergence ou rotationnel par exemple, qui sont des invariants des
champs de vecteurs et de tenseurs.

On peut aussi formuler la méthode de la manidre suivante: on
doit chercher directement les invariants qui g’expriment au moyen des
coefficients de ’équation (37) pour le carré de I'élément linéaire et de
composantes par rapport aux coordonnées curvilignes du champ de
vecteur ou de tenseur; c’est ainsi qu'opére le calcul différentiel absolu
développé par G. Ricci®).

¢) C. G. J. Jacobi®®) a simplifié la transformation de 1'équation
de Laplace en coordonnées curvilignes en ramenant cette transfor-
mation & un probléme de calcul des variations. La légitimité de cette
méthode tient a ce fait qu’il figure un scalaire dans lintégrale sou-
mise & variation; on peut la généraliser beaucoup.

Les équations de la physique mathématique pewvent étre rattachées
en gendral 4 un probléme de minimé, et sous cette forme, ne font inter-
venir que des fonctions scalaires des composantes de vecteur ou de ten~
seur, liées en général a l'énergie du champ. 8¢ Von a caleuld les
composantes de vecteur ow de tenseur dans le systéme de coordonnées
curvilignes, par Uune des méthodes indiguées, on peut obtenir les équations
différentielles en coordonnées curvilignes en résolvant directement le probleme
de variation ou de minime),

Relations mutuelles des champs de scalaires, vecteurs et
tenseurs.

22. Symétrie des phénoménes physiques et symétrie cristalline.
Pour classer les grandeurs caractéristiques des champs étudiés dans
la mécanique des milieux continus et en physique, nous avons utilisé
la maniére dont se comportent ces grandeurs lorsqu’on fait tourner
les axes coordonnés.

98) Lezioni sulla teoria delle superficie, Padoue 1898, p. 45; G. Ricct et
T. Levi-Civita, Math. Ann. 54 (1901), p. 125.

99) C. G. J. Jacobi, J. reine angew. Math. 36 (1848), p. 117; Werke 2, Berlin
1882, p. 198

100) Pour plus de détails voir les articles IV 18 et IV 23,
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22, Symétrie des phénomeénes physiques et symétrie cristalline. h3

Les scalaires restent invariables; les composantes de vecteur [n° 3]
se transforment d’aprés les équations (1) tandis que les composantes
de tenseur se comportent comme les carrés et les produits de com-
posantes de vecteur [n® 18]. Bi l'on fait en outre intervenir les in-
versions d’axes, on doit distinguer les vecteurs polaires et axiaux
[n° 4] ainsi que deux espéces de scalaires, les scalaires purs et les
pseudo-scalaires [n° 12].

De la méme maniere, aux tenseurs étudiés jusqu’ici (ftenseurs
axiaux) on peut ajouter des tenseurs dont les composantes changent
de signe quand on change le sens des axes (fenseurs polaires)

De telles grandeurs s'introduisent [n° 23] dans 'étude des relations
mutuelles entre les champs, ainsi que d’autres grandeurs géométriques
qui se comportent comme des combinaisons du troisitme ef du qua-
trisme degré de composantes de vecteurs [n° 24].

Un champ uniforme d’une grandeur dirigée possede toujours
une certaine symétrie; le groupe de symétrie du systéme est celui des
transformations de coordonnées qui laissent invariables les composantes
du vecteur en chaque point du champ, de maniére que les composantes
du vecteur, rapportées aux nouveaux axes, alent les mémes valeurs
que les anciennes. Le groupe de symétrie d'un champ de vecteur
uniforme contient celui des rotations autour de la direction du vec-
teur; pour les vecteurs polaires, on doit adjoindre & ce groupe celui
des mirages dans les plans passant par la direction du vecteur, et
pour les vecteurs axiaux, celui des mirages dans les plans perpendi-
culaires & cette direction. Un champ de tenseur uniforme posséde
en général la symétrie d'un ellipsoide, c'est-d-dire trois plans de mi-
rage perpendiculaires entre eux.

Un phénomene physique peut étre considéré comme impliquant
des relations mutuelles entre les grandeurs de plusieurs champs distinets.
Le groupe de syméirie dun phénomene est le sous-groupe commun aux
groupes de symetrie de tous les champs qui y interviennent. En effet
ce sous-groupe contient l'ensemble de toutes les transformations de
coordonnées qui laissent invariables les composantes de toutes les
grandeurs en relation mutuelle, et par suite laissent invariable l'ex-
pression mathématique de cette relation. Le phénomene de pyro-
électricité manifeste, par exemple, une relation entre les champs uni-
formes d'un scalaire (la température) et d'un vecteur polaire (la
polarisation électrique). La symétrie de ce phénomeéne est celle du
vecteur, puisque le groupe du vecteur polaire est un sous-groupe de
la symétrie d’'un scalaire.
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D4 M. Abraham. IV 16. Champs de scalaires, vecteurs, tenseurs. P. Langevin.

Si Yon considéere Pensemble des phénomenes possibles dans une
substance, et si l'on compare l'ensemble des groupes de symétrie
correspondants, il peut se faire que leur sous-groupe commun ne
contienne pas toutes les transformations de coordonnées; on doit alors
considérer cette substance comme anisotrope ou dissymétrique. D'un
autre coté toutes les symétries d'une substance doivent se retrouver
dans les phénomeénes qui 8’y produisent. Le groupe de syméirie de la
structure d’une substance est le sous-groupe commun d tous les phéno-
ménes dont celte substance est le siége'®).

Pour les cristaux solides homogénes, une loi expérimentale dit que
le groupe de symétrie de structure coincide avec le groupe de symétrie
cristalline qui correspond & la forme extérieure [ef. V 10]. On peut
encore exprimer ceci sous la forme suivante: des directions cristallo-
graphiguement équivalentes sont aussi physiquement équivalentes®?), ou:
le groupe de symétrie cristallographique est le sous-groupe commun de
tous les pheénomenes possibles dans un cristall®®).

Cette loi permet de prévoir, quand on connait la nature géo-
métrique de certaines grandeurs, dans quels cristaux leurs champs
peuvent s’engendrer mutuellement; elle permet d’autre part de trouver
dans de semblables faits une base pour déterminer la symétrie d'une
grandeur donnée, qui permet de classer celle-ci dans une catégorie
déterminée de grandeurs géométriques. Ainsi la polarisation électrique
par suite d'une élévation de température ne peut étre prévue que
dans les cristaux sans centre de symétrie, si Yon considére la polari-
sation électrique comme un vecteur polaire; et du fait expérimental
que la pyroélectricité ne se manifeste que dans des cristaux dépourvus
de centre on peut conclure que cette hypothése est justifiée, que la
polarisation électrique est un vecteur polaire [n° 23].

23. Relations mutuelles des champs de vecteurs.

a. Champs uniformes. Considérons d’abord une relation entre
deux champs de vecteurs uniformes dont la loi s’exprime par des
relations lindaires entre les composantes de deux vecteurs 70) et _z)

by=kyi,+ k12/l:y + k52,
(64) ky = lyy iy + Fyy iy + ks,
k, =Kyt + kg iy + kg,

101) P. Curie, J. phys. théor. appl. (8) 3 (1894), p. 393 et suiv.; (Euvres,
Paris 1908, p. 118.

102) Loi énoncée d'abord par F. E. Neumann, Elastizitit ), p.166; W.Voigt,

Compendium der theoretischen Physik 1, Leipzig 1895, p. 128 et suiv.
108) B. Minnigerode, Nachr. Ges, Gott. 1884, p. 195.
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Une telle relation existe par exemple entre une chute de température
et un flux de chaleur [ef. V 5], comme entre un champ électrique et
un courant [ef. V 22].

Soit —7; la force et ¢ le courant. IL’ellipsoide
(65) Ry @ -+ kagty® + kigg® + (hyg + Fisg) y2 + (kyy + by) 2
+ (g +Fy) 2y = 1
est Uellipsoide de conductibilité®®). Le carré du rayon vecteur de ceb
ellipsoide, parallele an courant, est égal au quotient du courant par
la composante du champ dans la direction du courant.

On décompose%%) la fonction ,vectorielle linéaire“ [n° 14] en une
partie symétrique et une antisymétrique en posant

(66) =K+ K,
kz, =ky ix + %(km + 7"21) iy + ‘l“(ksl + le)ial
(66,) ky’ = ‘%(km T+ kz1) i:c + km iy +3 (kzs + kas) iz’

k) = §(hsy + Foyg) iy + F(Kog + Fig) 3, + Fog,,
kx” = ‘%(7"12 - k21) ":y - ‘%(km - kxs)@ ’
(66"> ky” = %(kza - 32) 2, — ‘%(7‘712 - k21)'5m
k" = 3(ksy — Fig) %, — $(hoy — Sﬂ)iy‘

>
Si les vecteurs % et 4 sont tous deus polaires, ou tous deux axioux, les
coefficients de la fonction vectorielle lindoire I

Fisy Ky Fogy 3(Ras+Fs)y $(Ray+ %), 4+ kay)

sont les composantes d'un tenseur polaire®'). Si I'on construit le rayon
vecteur parallele au courant ¢ dans Dellipsoide de conductibilité (65),
k' est parallele a la normale & l'extrémité de ce rayon vecteur Les
coefficients de la fonction vectorielle lindaire antisymétrique &’

‘%(kzs“kw); %(ksl*k:ﬂ), %(km—kn)
sont les composantes d'un vectewr azial P%%). Le vecteur k" est per-
pendiculaire an courant ¢ et est parallele au plan du vecteur axial P.
Un tel vecteur axial P obtenu & partir des coefficients d'une fonetion
vectorielle linéaire s'introduit aussi dans la théorie du courant élec-
trique en présence d'un champ magnétique comme l'indique le phéno-

104) J. Boussinesq, C. R. Acad. sc. Paris 65 (1867), p. 104; J. math. pures
appl. (2) 14 (1869), p. 265.

105) @. G. Stokes, Cambr. Dublin math, J. 6 (1851), p.215; Papers 3, Cam-
bridge 1901, p. 203.

106) W. Thomson, Trans. R. Soc. Edinb. 21 (1857), p. 165 [1854]; Papers 1,
Cambridge 1882, p. 282,
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56 M. Abraham. IV 16. Champs de scalaires, vecteurs, tenseurs. P. Langevin.

mene de Hall®"). On en conclut®) que le champ magnétique est
un vecteur axial.

Si I'un des deux vecteurs %, ;,) est polaire et l'autre axial, les
coefficients de (66") sont les composantes d’'un tenseur axiall%?), ceux
de (66”) sont les composantes dun vecteur polaire.

L’étude spéciale des équations (64) entre vecteurs de méme
espece, dans les différents cas de symétrie cristalline, a été faite par
B. Minnigerode?).

b. Champs non wuniformes. L’électrodynamique moderne étudie
les relations mutuelles des champs de quatre grandeurs,

la force électrigue (E), Vinduction électrique (ﬁ),
la force magnétique (ﬁ), Yinduction magnétique (TS’),

ces relations, dans les isolants en repos, prennent la forme

>

©7) 22 —rotH, 67)  divD = 4dme,
1 98 > , IR

68) —+ S =710t E, (68" div B = 4xm.

Les inductions sont lides aux forces correspondantes par des relations
de la forme des fonctions vectorielles linéaires symétrigues (66");
V est une constante égale a la vitesse de la lumiére dans I'éther.
Les densités de ,l'électricité vraie® (¢) et du magnétisme vrai (m)
multiplies par 4z donnent les divergences des inductions.

Des équations fondamentales (67) et (68) il résulte par application
du théoréme de Gauss (8) que les quantités d'électricité et de ma-
gnétisme qui se trouvent & I'intérieur d’une surface fermée décrite dans
des milieux isolants ne peuvent pas se modifier dans le temps.

Tandis qu’il existe de I'électricité vraie et que sa conservation
est une loi générale, il n'existe pas de magnétisme vrai.

Comme une force électrique produit une induction électrique et
une force magnétique une induction magnétique dans les milieux iso-
tropes, il en résulte qu’ume force et Uinduction correspondanie appartien-

107) W. Thomson, Trans. R. Soc. Edinb. 21 (1857), p. 164 [1854]; Papers
1, Cambridge 1882, p. 281.

108) F. Koldéek, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 55 (1895), p. 503.

109) W. Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1900, math. p. 355/79. Le nom de ,tenseur
axial* qui est équivalent & celui de ,torseur" proposé par P.Curic est employé
par W. Voigt.

110) Neues Jahrbuch fiir Mineralogie 18861, p. 1.
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nent @ une méme dasse de vectewrs. 1l résulte de 1a, d’aprés les n° 6
et 12 et les équations (67) et (68), les deux propositions suivantes3!):

Ou bien la force magnélique est un vecteur polaire et la force
dlectrique un vecteur axial, ou bien la force électrique est polaire et la
force magnétique axiale. La décision en favewr de la derniere propo-
sition est basée sur les phénoménes de pyroélectricité [n° 22] et sur le
phénoméne de Hall [n° 23, a). La densité électrique est done la diver-
gence dun vecteur polaire ou un scalaire pur, et la densité magné-
tique la divergence d'un vecteur axial ou un pseudoscalaire.

Si des équations enfre les quatre vecteurs du champ électro-
magnétique, on élimine trois de ceux-ci, on obtient I'équation diffé-
rentielle gui régit les changements dans le temps de la quatrieme
grandeur. Celle-ci contient, & c6té de dérivées par rapport au temps,
uniquement des dérivées du second ordre des composantes par rapport
aux coordonnées. Ainsi l'inversion des axes de coordonnées ne change
rien aux équations, de sorte que deux phénomenes qui sont I'image
Pun de l'autre sont également possibles.

8i T'on veut formuler mathématiquement des phénomeénes dissymé-
triques ne supportant pas le mirage, comme le pouvoir rotatoire naturel,
il est nécessaire d'introduire des dérivées d’ordre impair par rapport
aux coordonnées soit du premier ordre suivant A. L. Cauchy''t), soit du
troisieme suivant J. Mc¢ Cullagh'?), Il s'introduit ainsi des relations
linéaires d’'un vecteur polaire et d’un vecteur axial, cest-d-dire un
tenseur polaire®?),

Cette dissymétrie, conformément & la loi fondamentale de la physi-
que cristalline [n° 22], se manifeste également dans la forme cristalline
des cristaux actifs, Il existe des fluides isotropes, c’est-a-dire de mémes
propriétés dans toutes les directioms, et qui font tourner le plan de
polarisation; le groupe de symétrie de ces substances [n° 22] contient
le groupe des rotation d’axes, mais pas celui des inversions; . Boussi-
nesq ™) appelle ces corps isotropes-dissymétrigues. Leur dissymétrie se
manifeste aussi dans leurs propriétés chimiques.

24. Relations mutuelles oll interviennent des champs de tenseurs.
a. Relations de deux champs de tenseurs. Nous avons vu qu'une dé-
formation [n° 177}, aussi bien que la fension qui la détermine [n° 20],

111) C. R. Acad. sc. Paris 15 (1842), p. 916; (Euvres (1) 7, Paris 1892,
p. 200.

112) Trans. Irish Acad. (Dublin) 17 (1837), p. 46170; Works, Londres
1881, p. 63,

113) J. Boussinesq, J. math. pures appl. (2) 13 (1868), p. 319,
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est caractérisée par un systeme de six composantes. Ces deux tenseurs
sont reliés dans les corps déformables par des relations linéaires dans
le cas le plus simple 1*):

X,= ey, + ¢, + Cse, + €148y T+ €159.0 T+ €692y

Y, =y, + Cp,+ Cos€,+ a9, F Cos 9zt €269y

Z, =ty 6, + cpe,+ Cne,+ €49, F C559,5F €690y
(Y + Zy) =€t Ciyt Cislt €yt Ci59:0t Ci6Yays
3(Z, 4+ X,) = cu6,+ ¢ €yt Cos8 Tt CouTyet Cs59iat CosFuys
3 (Xy +Y,) = g6, + G €, F €56t Cosly, t Co59.2 1 Ce69y-
La ,fonction tensorielle linéaire“ (69) est symétrique, c'est-d-dire qu'il
existe quinze équations ¢;,=¢,;, ce qui rameéne a 21 le nombre des
coefficients, si le travail 4" (55) est indépendant du chemin parcouru
et ne dépend que des conformations initiale et finale *5). Cette hypo-
these que la thermodynamique justifie donne

(69)

_ o4 _aa s
x”ﬁ? y_W7 z—?Z7
(70) 1 oA 1 04’ 1 od
g(Y,-f'Zy):a—g;, —2‘(Z1+Xz)=ﬁ;, - (X, + Yz)=agw

et le travail de déformation (ou potentiel élastique) est donné par

(1) A'=tene’+ e+ dope’+ 0449,,2, +dopgl+ % Cssgfy
+ 19,8, + €13€,6,+ €46,9,, F 156,95t €16€:94y
+ gy 6, + Gyl 8, + €25€,9. 0+ Co6€, 9y
+ €346,9y,+ * * -
L’hypothese d’apres laquelle les forces exercées entre molécules dé-
pendent uniquement de la distance conduit de plus aux relations

r
(1) = cCo5y C55==Ca15 Coe=Cizs Csg= Crar Coa= Ca5s C15= Cs5>

qui réduisent & 15 le nombre des coefficients des équations (69).
Les 21 coefficients dans (71) peuvent étre représentés géométri-
guement au moyen dune surface du quatritme degré''®) et d'une
" quadrique dont les 15 et les 6 paramétres se transforment respec-
tivement dans un changement de coordonnées comme des combinaisons

114) A. L. Cauchy, Exercices math. 4, Paris 1829, p. 296; Euvres (2) 9,
Paris 1891, p. 845; S. D. Poisson, J. Ec. polyt. (1) cab. 20 (1831), p. 1/174.

115) G.Green, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), éd. 1842, p.7; Papers %),
p. 249.

116) W. J. M. Rankine, Philos, Trans. London 146 (1856), p. 261 et suiv.;
B. de Saint-Venant, J. math. pures appl. (2) 8 (1863), p. 257.
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du quatritme degré de composantes de vecteur et comme les com-
posantes d’'un tenseur axial. Les six composantes du tenseur s’annulent
gquand les relations (71") existent, c’est-d-dire en I'absence de forces
entre les molécules dépendant de l'orientation de celles-ei??).

On tient compte dans les équations (70) et (71) des éléments de
symétrie d'un systeme cristallin déterminé en exprimant les conditions
pour que le scalaire A’ conserve les mémes coefficients ¢;, quand
on le rapporte 4 des systemes d'axes cristallographiquement équiva-
lents 118),

On peut aussi traiter directement la question de savoir quels
groupes discontinus de symétrie sont compatibles avec des équations
de la forme (70) et (T1) entre deux triples tenseurs et l'on obtient
ce résultat!’®), que dans les groupes ainsi possibles les groupes de
symétrie cristallographique entrent comme sous-groupes, conformément
a la loi fondamentale de la physique cristalline [n° 22].

Dans les corps isotropes, le potentiel élastique ne peut dépendre
que des deux invariants primitifs du premier et du second degré (50)
du systtme de tenseurs, de sorte que les coefficients se réduisent ici &
deux. Si lon tient compte de termes du troisidme degré!®) dans
Pexpression du potentiel, linvariant du troisitme degré (50) doit
intervenir.

b. Les relations mutuelles d'un champ de scalaire et d'un champ
de tenseur s'introduisent lorsque de temsions intérieures sont produites
par une élévation de température. La syméirie de ce phénomene est
celle du tenseur; on obtient ainsi immédiatement la forme possible
dans chaque cristal pour Vellipsoide caractéristique du triple tenseur.
Pour les corps isotropes, cet ellipsoide devient une spheére.

¢. Les relations mutuelles entre un champ de vectewr e un champ
de tenseur s'expriment dans le cas le plus simple par des équations
linéaires dont les 18 coefficients peuvent se représenter par une combi-
naison de trois grandewrs géometriques:

117) B. Minnigerode 1°%); J. Boussinesq %),

118) W. J. M. Rankine''®); F. K. Neumann, Elastizitat®?), p. 164; G. Kirch-
hoff, Mechanik, Leipzig 1877, p. 889; W. Voigt, Aun. Phys. und Chemie, Dritte
Folge 16 (1882), p. 275; B. Minnigerode, Nachr. Ges. Gott. 1884, p. 195, 374, 488.

119) H. Aron, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 20 (1883), p. 272; C. Somi—
gliana, Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 31 (1894), p. 238/46; (5) 41 (1895),
p. 25/33.

120) W. Voigt, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge (2) 52 (1894), p. 536 =
Sitzgsb. Akad. Wien 103 II* (1894), p. 1069; J. Finger, Sitzgsb. Akad. Wien 103 II==
(1894), p. 163, 231, 1073.
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1°) une grandeuwr dirigée du troisiéme ordre dont les dix com-
posantes se transforment dans un changement d’axes coordonnés comme
des combinaisons du troisieme degré de composantes de vecteur;

2°) un tenseur dont les six composantes sont soumises & une con-
dition: on peut, par exemple, annuler la somme des trois premieres
composantes;

3°) un wecteur.

La nature polaire ou axiale de ces trois grandeurs dirigées est
déterminée par celle du vecteur et du tenseur qui entrent en relations.

Quand un champ électrique est produit par pression ou des défor-
mations produites par un champ électrique, on est en présence des
relations d'un tenseur axial et d'un vecteur polaire, et ceci importe
pour la discussion de chaque cas particulier de symétrie cristalline!?t),

Au lieu du vecteur polaire, figure un vecteur axial, s'il s'agit des
déformations produites par un champ magnétique. Le phénomene
inverse, la production d’un champ magnétique par des compressions,
n’a pas encore 6été ohservé, bien qu’il soit possible dans certains
cristaux d’aprés la loi de symétrie??).

Des indications plus complétes sur les relations indiquées ici entre
les différentes grandeurs de la mécanique et de la physique trou-
veront Jeur place dans les articles correspondants des tomes IV et V.
Il ne ¢’agissait ici que d’un aper¢u général sur les notions géométriques
fondamentales.

121) W. Voigi, Abh. Ges. Gott. 36 (1890), math. mém. n° 1, p. 1,47.
122) W. Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1901, math. p. 1/19.
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IV 1. HYDRODYNAMIQUE
(PARTIE ELEMENTAIRE).

ExposB, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE A. E. H. LOVE (0xFORD)
rAR P. APPELL (paris) BT H. BEGHIN (BREST)-

1. Premiéres recherches sur la mécanique des fluides. Notion
de pression. Clest & Archiméde') quon doit les premiers éléments
de la mécanique des fluides: il se basa, pour les établir, sur des
principes d’expérience vulgaire, remarquant entre autres choses que
chaque partie dun liquide est pressée par toutf le poids de la colonne
verticale qui la surmonte?); il montra gu’un corps plongé dans un
liquide perd une partie de son poids égale au poids du liquide dé-
placé (principe d’Archimede) et en déduisit une théorie des corps
flottants, étudiant méme la stabilité de l'équilibre?).

A la fin du 16ime gidcle, S. Stevin®) retrouva les principaux
résultats d'Archiméde _en utilisant en particulier l'idée qu'on peut

1) Voir J. L. Lagrange, Méchanique analitique (17 éd.) 1, Paris 1788;
(2° éd.) Mécanique analytique 1, Paris 1811; (3°éd.) publ. par J. Bertrand 1, Paris
1853, p. 167; (Euvres 11, Paris 1888, p. 189; ,FE. Mach, Die Mechanik in ibrer
Entwickelung historisch-kritisch dargestellt, (17 éd.) Leipzig 1883; (4° éd.) Leipzig
1901; trad. anglaise par T. J. Mac Cormack, The science of mechanics, Chicago
1893; trad. frangaise par E. Bertrand, La mécanique, exposé historique et critique
de son développement, Paris 1904, p. 83; trad. italienne de D). Gambioli, I prineipii
della meccanica, Rome et Milan 1909.*

2) (Archiméde a écrit un ouvrage weol dyovuévaw, dont V'original gree n’a été
retrouvé qu'en 1906 [cf. J. L. Heiberg, Bibl. math. (8) 7 (1906/7), p. 821]; une
traduction latine par Guillaume de Moerbeke, intitulée ,de iis quae vehuntur in
aqua‘, publiée & Bologne en 1565, par F. Commandin [trad. frangaise par A. Legrond,
Traité des corps flottants, J. phys. théor. appl. (2) 10 (1891), p. 437/571 a été
conpue deés le moyen dge.*

Cf. Archimedis opera omnia, éd. J. L. Heiberg, 2, Leipzig 1881, p. 859/426;
T. L. Heath, The works of Archimedes, Cambridge 1897, p. 253/300.

3) Signalé par J. L. Lagrange [Mécanique analytique?), (8° éd.) 1, p. 1685
(Euvres 11, p. 191] comme ,une théorie de la stabilité des corps flottants & la—
quelle les modernes ont peu ajoutés.

4) Stmon Stevin, De Beghinselen des Waterwichts, Leyde 1586; (Euvrese
math., éd. A. Girard 2, Leyde 1634, p. 484/98.
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solidifier une portion d'un liquide sans détruire I'équilibre.* Il appliqua
ses idées & la détermination des pressions d'un liquide sur le fond et
sur les parois du vase qui le contient.

Mais jusque-13 on ne rencontre aucun lien entre I'hydrostatique et
la statique générale. G. Galilée®) essaya d’établir ce lien au moyen du
principe des déplacements virtuels, mais ses raisonnements manquent
de rigueur. B. Pascal®) ,déduisit de ce méme principe que tout accrois-
sement de pression se transmet intégralement dans toute 1'étendue
d'un liquide (principe de Pascal).*

I. Newton™) relia également 'hydrostatique & la statique générale
en se basant principalement sur cette remarque que, si une portion
quelconque d'un fluide est remplacée par un corps de méme forme et
de méme densité, I'équilibre subsiste.

A. C. Clairaut®) trouva le premier les équations aux dérivées
partielles donnant l'équilibre d’'une masse fluide soumise & des forces
quelconques.*

«J. L. Lagrange®) montra le premier que le principe des déplace-
ments virtuels donne toute I'’hydrostatique.*

L. Euler'®) précisa la notion de pression de la maniére suivante:
soient F} la portion de fluide située d'un cété d'une surface S, F, le
fluide ou tout autre corps situé de l'autre c¢oté de la surface, F; et F,
étant en contact le long de S. Les particules de F; qui sont dans le
voisinage immédiat d’un petit élément dS de cetbe surface exercent sur
les particules voisines de F, une force infiniment petite p dS.

L. Euler admit que cette force est normale & I'élément dS et
indépendante de son orientation; il obtint ainsi les équations géné-
rales de l'équilibre d'un fluide sous l'action de forces quelconques, en
appliquant le principe dont I. Newton s'était servi. Cette grandeur p est
la pression en un point.

5) Galileo Galiles, Discorso intorno alle cose che stanno in su l'acqua, o
che in quella si muovono, Florence 1612; Opere 12, Florence 1854, p. 9/116; ,(ed.
nazionale) Opere 4, Florence 1894, p. 63/140.*

6) Blaise Pascal, Traité de l'équilibre des liqueurs, Paris 1663; ,(Euvres,
éd. L. Brunschvicg et P. Boutroux 3, Paris 1908, p. 156/92.*

7) Philos. naturalis principia math. (1° éd.) Londres 1687; (2°éd.) Cambridge
1713, p. 268; (8° éd.) Londres 1726; ,Opera, éd. S. Horsley 2, Londres1779, p. 337;
trad. par G. E. de Breteuil, marquise dw Chdtelet, 1, Paris 1759, p, 805;* c'est le
principe d' Archiméde.

8) 4. C. Clairaut, La théorie de la figure de la terre tirée des principes
de I'hydrostatique, Paris 1743; (2° éd.) Paris 1808; (3° éd.) Paris 1909.*

9) Mécanigue analyt.?), (3° éd.) 1, p. 173/206; (Euvres 11, p. 197/236.

10) Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, p. 217 [1753].
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Pour J. L. Lagrange la pression en un point d'un fluide incom-
pressible est un coéfficient qui s'introduit dans 'égquation des déplace-
ments virtuels; la pression d'un fluide compressible se définit, de
manidre plus nette, comme résistance élastique due & la compression.

Dans tous ces travaux, 1’égalité de la pression dans toutes les
directions était admise plus ou moins directement. 4. L. Cauchy'!)
reconnut dans la pression un cas particulier de U'effort’#) intérieur
dans une masse continue, et montra qu'une pression normale est
nécessairement indépendante de Vorientation.

Il semble que E.Torricelli’®) et 0. de Guericke'*) aient remarqué les
premiers que l'air agit par pression sur les autres corps®s). B. Pascal'®)
L6tablit la compléte analogie entre les phénoménes dus & la presgsion
de lair et ceux dus & la pression de l'eau’; il eut l'idde d'utiliser la
hauteur barométrique pour la détermination de l'altitude d’une mon-
tagne.

La relation entre la pression p d’une certaine masse de gaz et le
volume v qui la contient fut étudiée par R. Boyle'") et plus tard par
E. Mariotte™®) qui retrouva la loi de Boyle. Cette loi est la suivante:
& température constante, le produit pv ou, ce qui revient au méme,

le quotient % est constant, ¢ désignant la densité du gaz.

Si la température est variable, mais si les changements d'état

sont adiabatiques, le quotient
b

9)’
est constant, p étant le rapport de la chaleur spécifique & pression

constante & la chaleur spécifique & volume coustant (on sait que pour
Yair p = 1,408).

11) Exercices math. 2, Paris 1827, p. 23, 54; (Buvres (2) 7, Paris 1889, p. 87/9.

12) Voir IV 16, 20.

18) E. Torricelli, De motu gravium npaturaliter descendentium et de pro-
iectorum libri duo [Opera geometrica, Florence 1644, premiére pagiunation p. 95].*

14) ,O. de Guericke, Experimenta nova, ut vocantur, Magdebourg et Amster-
dam 1672.*

15) ,Voir E. Mach, Die Mechanik ?), (3° éd.) Leipzig 1897, p. 103, 108; La
mécaunique Y), p. 106, 111.*

16) Traité de la pesanteur de la masse de l'air, Paris 1663; ,(Euvres, éd.
L. Brunschvicg et P. Bowtrouz 3, Paris 1908, p. 193/253.*

17) R. Boyle, Nova ezperimenta physicomechanica de vi adris elastica,
Oxford 1661 trad. anglaise, (2° éd.) Londres 1662; Works 1, Londres 1772, p. 1'117;
3, Londres 1772, p. 1756/289, 495/510.

18) E. Mariotte, Discours de la nature de l'air, Paris 1679; (Euvres 1, La
Haye 1740, p. 149/82. .
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,Ce résultat parait da & S. D. Poisson?), il était implicitement
contenu dans les recherches de P. S. Laplace®).*

Les premiers essais sur 'hydrodynamique sont dus a F. Torricelli®),
qui observa qu'un jet de liquide sortant d’un vase peut remonter tout
au plus jusqu'au niveau du liquide dans le vase; il admit quil re-
monterait exactement jusqu'a ce niveau sans la résistance de lair et
les frottements (loi de Torricelli).

L. de Varignon®®) essaya de déduire cette loi de la relation entre
la force et la quantité de mouvement qu’elle engendre.*

I Newton®®) mesura la quantité de liquide écoulée pendant un
certain temps & travers une ouverture percée dans le fond d'un vase
et en déduisit la vitesse dans la section la plus étroite de la veine,

: N .1 .
section dont la surface est & peu pres v de celle de I'ouverture; il con-

stata que cette vitesse est égale & celle que le liquide aurait acquise
en tombant librement de la hauteur du vase. Il essaya de démontrer
cette proposition, en admettant que les particules qui se trouvent & un
ingtant dans une section horizontale restent constamment au méme niveau
(hypothese du parallélisme des tranches). Il introduisit aussi Péquation
de continuité sous la forme que la vitesse dans une section est inverse-
ment proportionnelle & son aire, mais ses raisonnements manquent de
rigueur.

I Newton®) étudia aussi la résistance éprouvée par un corps en
mouvement dans un lignide?®).

19) ,Ann. chimie et physique (2) 23 (1823), p.5/16, 337/42;* Traité de mé-~
canique, (2°éd.) 2, Paris 1833, p. 637/48; cf. P. Dukem, Cours de phys. math. Fac.
sc. Lille: hydrodynamique, élasticité, acoustique 1, Paris 1891, p. 103/7.

20) ,Mécanique céleste 5, Paris 1823, livre 12; (Euvres b, Paris 1882, p. 97.*

21) De motu gravium '%); cf. J. L. Lagrange, Mécanique analyt.?), (3° éd.)
2, Paris 1855, p. 244; (Buvres 12, Paris 1889, p. 266. Cf. M. Rihlmann, Hydro-
mechanik oder die technische Mechanik fllissiger Kérper, (2° éd.) Hanovre 1880,
p. 187.

22) ,Voir E. Mach, Die Mechanik?), (2¢éd.), p. 878; (3° éd.), p. 397; La
mécanique, p. 381.*

28) Principia math.?), (17 éd.) p. 330/2; (2° éd.) p.803/9; ,Opera, éd.S. Horsley
2, p. 894/402; trad. marquise du Chdtelet 1, p. 357/67.*

24) Principia math.?), (2°éd.) p. 294/308; ,Opera, 6d. S. Horsley 2, p. 381/94;
trad. marquise du Chdtelet 1, p. 845/57.*

25) Le probleme de Y'écoulement des fluides (aveec I'hypothése du paral-
l¢lisme des tranches) et le probleme de la résistance éprouvée par un corps mobile
dans un fluide sont les problémes fondamentaux de I'’hydrodynamique supérieure.
J. L. Lagrange, Mécanique analyt.®), (3° éd.) 2, p. 243; (Euvres 12, Paris 1889,
p. 265; cf. M. Riklmanrnn, Hydromechanik 1), (2° éd.) p. 187.
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2, Equations générales d’équilibre et de mouvement des fuides parfaits. 65

Daniel Bernoulli®®) appliqua & 'hydrodynamique le principe de la
conservation des forces vives, sous la forme indirecte qui avait servi
3 Chr. Huygens dans sa théorie du pendule®).

JLorsque A. C. Clairaut®®) eut donné les équations générales de
I'hydrostatique, que, en méme temps, le principe de d’Alembert eut
ramené la dynamique des systémes & la statique, il devint possible
d'obtenir les équations de I'hydrodynamique*: c'est ce que fit
J. &’ Alembert®). L. Euler®®) simplifia ces équations et leur donna les
deux formes sous lesquelles on les utilise aujourd’hui.

2. Equations générales d’équilibre et de mouvement des fluides
parfaits®?). En mécanique rationnelle un fluide est considéré comme
un systéme matériel continu pour lequel, & I'état de repos, les efforts®®)
intérieurs sont partout des pressions normales. S'il en est de méme a
Vétat de mouvement, le fluide est dit parfaét, si non le fluide est dit
visqueuz.

Al n'y a donc pas lieu de séparer la statique des fluides parfaits
de celle des fluides visqueux; la dynamique des fluides visqueux sera
traitée & part [n° 11].*

JLes équations générales de I'hydrostatique et de la dynamique
des fluides parfaits, de méme que celles relatives & un systéme continu
quelconque peuvent s’obtenir par l'application du théoréme suivant
relatif & un systéme matériel: dans un systéme quelconque, les forces
extérieures et les forces d’inertie vérifient & chaque instant les six
conditions d’équivalence a zéro dun systéme de vecteurs®®). Or les

26) ,Dantel Bernoulli [Hydrodynamica, Strasbourg 1738, p. 80, 256] établit
nettement la distinction enfre la pression hydrostatique et la pression hydro-
dynamique.*

27) Daniel Bernoulli, Hydrodynamica %¢), p.124;* ef. E. Mach, Die Mecha~
nik ?), (2° éd.), p. 878, 383; (3° éd.) p. 398, 402; La mécanique, p. 386, 390.

28) Figure de la terre®), Paris 1743,

29) Essai d’une nouvelle théorie sur la résistance des fluides, Paris 1752,

30) Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, p. 274/816 [17565]; Novi Comm.
Acad. Petrop. 14 I (1769), éd. 1770, p. 270/386 [1766)].

81) L. Euler, Hist. Acad. Berlin 11 (1756), éd. 1767, p. 315/61 [1755]; S. D.
Poisson, Traité de mécanique, (2° éd.) 2, Paris 1833, p. 517; G. Kirchhoff, Mechanik,
(1= éd.) Leipzig 1876; (2° éd.) Leipzig 1877; (3° éd.) Leipzig 1883, p. 126; (4° é4.)
publ. par W. Wien, Leipzig 1897; ,P. Appell, Traité de mécanique rationnelle,
(17 éd.) 8, Paris 1903, p. 116/226; (2° éd.) 3, Paris 1909, p. 117/222.*

32) ,Le mot ,effort* a ét¢ adopté par E. Cosserat et F. Cosserat dans leurs
mémoires sur 1'élasticité [Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 10 (1896), mém. n° 9, p. 38].
En anglais, W. J. M. Rankine [Manual of applied mechanics, Londres 1858; (6° éd.)
Londres 1876] a fait usage du mot , stress*; dans sa trad. francaise 4. Vialay [ Manuel
de mécanique appliquée, Paris 1876] dit simplement , actions moléculairest *

33) ,Cette méthode a été indiquée par A. L. Cauchy dans un mémoire in-
Encyclop. des scienc. mathémat. 1V 3. b
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forces extérieures relatives & la portion A d'un fluide intérieure &
une surface S sont de deux sortes:

1°) Les forces extérieures agissant sur les éléments de volume;
soient

eXdz, oYdr, oZdr

leurs projections sur trois axes rectangulaires fixes, X, ¥, Z étant les
projections de la force rapportée & l'unité de masse, dz le volume
considéré.

2°) Les forces extérieures agissant sur les éléments superficiels
de A: sur chaque élément do agit une force normale®)

pde

il g'agit d’'un fluide au repos ou d'un fluide parfait en mouvement*

Kerivant les six équations d’équivalence & zéro pour toute portion
A du fluide donné et transformant les intégrales de surface en inté-
grales triples, on obtient finalement trois équations seulement:

, ?
Q(X_J:c) = aTP;’
o 0

. 0
o(Z —j) =55

Ja>» Jy» J, 6tant les projections sur les axes de l'accélération de la
particule fluide se trouvant & linstant considéré au point (x, y, 2).

titulé: de la pression ou tension dans un corps solide, Exercices math. 2, Paris 1827,
p. 42/59; (Euvres (2) 7, Paris 1889, p. 60/81.* A. G. Greenhill [Encyclopaedia Bri-
tannica, (11° éd.) 14, Cambridge 1910, p. 115/356 (article hydromechanics)] tire les
équations de I'hydrostatique de ce principe & 'aide du théoréme de Green [cf. II 4].

«J- L. Lagrange [Mécanique analyt.?), (3° éd.) 1, p. 178/206; (Buvres 11, p.
197/236] déduit les équations de I’hydrostatique du principe des travaux virtuels;
voir aussi J. Moutier, Cours de physique 1, Paris 1883, p. 30/6, 62; P. Duhem,
Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 3, p. 1/35*; A. G. Greenhill [Ency-
clopaedia Britannica, (11°éd.) 14, Cambridge 1910, p. 115/35 (art. hydromechanics)]
obtient les équations du mouvement en évaluant I'accroissement de quantité de
mouvement éprouvé par le fluide enfermé dans une surface fixe; cette méthode
équivaut a celle employée par L. Euler, Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757,
p. 274/315 [1765]]; J. L. Lagrange [Mécanique analyt.), (3¢ éd.) 2, p. 250; (Euvres
12, Paris 1889, p. 273] les déduit du principe de d’Alembert. Voir aussi 4. B.
Basset [A treatise on hydrodynamics 1, Cambridge 1888, p. 82] qui oublie un
facteur ¢, dans les deux derniéres équations de la p. 32 et W. Wien, Hydro-
dynamik, Leipzig 1900, p. 47.

84) ,J. Moutier*?) [Cours de physique 1, Paris 1883, p. 30/3] établit comme
conséquence du principe des travaux virtuels que la pression est nécessairement
normale. Voir aussi A. L. Cauchy, Exercices math. 2, Paris 1827, p. 23 4; (Euvres
(2) 7, Paris 1889, p. 37/9.*
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Les équations de Vhydrostatique s'en déduisent:

op

@X= %7

@) ¥ =75,
_op

QZ—%'

Elles peuvent se résumer en une seule®):

o(Xdx + Ydy + Zdz) =dp.
Si les forces (X, Y, Z) admettent une fonction de forces U, I'équation
d'équilibre devient 0dU = dp.

Pour un fluide déterminé, la pression, la densité et la température
sont liées par une relation caractéristique 3%)

F (p’ 0, 17) = 0.
Si une méme relation F(p, ¢, ) =0 est valable dans toute I'étendue
du fluide, on dit que le fluide est homogéne. La relation

e(l 4+ ar)=rkp
est caractéristique des gaz parfaifs; la relation
e(l +ear)=k

est caractéristique des liquides incompressibles.
Les surfaces

b=g,

ol ¢ est une counstante, sont appelées surfaces de nivequ; Jes surfaces
0=c

sont appelées surfaces d’egale densité; les surfaces
T=¢

sont appelées surfaces isothermes™.

Les équations (2) mettent en évidence que dans un fluide en
équilibre la force en chaque point est normale 4 la surface de niveau
passant par ce point et dirigée du c6té ol p augmente®); il ne peut

35) Le fait que dans le cas de deux variables ¢(Xdx 4 Y dv) est une diffé-
rentielle exacte était connu de J. d’Alembert, Essai?®®), Paris 1752, p. 17/8. Voir
(id. p. 197/9) un essai de généralisation pour le cas de trois variables.

36) ,L’étude de la relation caractéristique dépend de la Thermodynamique;
pour l'emploi de cette relation dans la mécanique des fluides, voir C. 4. Bjerknes,
Acta math. 4 (1884), p. 121/70; cf. note 65.*

87) On trouve dans Chr. Huygens [Discours sur la cause de la pesanteur (&
la fin du Traité de la lumidre) Leyde 1690; trad. en latin: De gravitatis causa
dissertatio, Opera reliqua 1, Amsterdam 1728, p. 97/136] les premiéres traces de
ce résultat que les lignes de force sont orthogonales & une famille de surfaces.
Voir IV 16, 10.

5*
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y avoir équilibre que pour des lois de forces telles que l'expression
Xdx + Ydy + Zdz
admette un facteur intégrant- cette condition est

0Z 0X 0Y 0X

X(Ty )+ Y((’)z 8.76) + Z(aw 9?/) 0
en sorte que le vecteur-tourbillon du vecteur (X, ¥, Z) est ou nul
ou perpendiculaire d ce vecteur.

Si, outre la relation caractéristique
F (p » Qs t) =0
on donne une autre relation entre p, g, r, la densité ¢ devient fonc-
tion de la seule variable p et 'équilibre n’est possible que si le champ
de forces est conservatif. C’est le cas dun fluide & température
constante. Inversement, si le champ admet une fonction de forces U,
T'équilibre n’est possible que si p est fonction de g; les surfaces

U=c¢c

sont dans ce cas identiques aux surfaces de niveau, aux surfaces iso-
thermes et aux surfaces d’égale densité. Dans le cas ol p est fonetion
de ¢, J’équation
oalU=dp

montre facilement que toute augmentation infiniment petite de pression
se transmet en chaque point du fluide proportionneliement & la densité
en ce point, toute augmentation finie se transmet intégralement dans
un liquide incompressible en équilibre isotherme (principe de Pascal).
L’équation d’équilibre peut étre intégrée sous la forme

fgf= UB'— UA;
©

Vintégrale étant étendue & un chemin arbitraire (C) reliant le point B
au point 4, ¢ étant la fonction donnée de p. Dans le cas de lequxhbre
isotherme d'un liquide incompressible, 'équation devient

PP _ g U,

elle donne immédiatement la différence de pression aux deux points
A et B

W31 deux fluides soumis & des forces dépendant d'une méme fonc-
tion de forces sont en contact, la surface de séparation est une surface
de niveau®). [Il en est ainsi de la surface libre d’un liquide pesant].*

38) A. C. Clairaut [Figure de la terre®), (2¢ éd.) p. 96/101] a démontré que
la surface libre est une surface de niveau.
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3. Equilibre des fluides pesants. 69

3. Bquilibre des fluides pesants®). Si l'axe des ¢ est vertical
et dirigé vers le haut, la fonction de forces est

— 9%,
g 6tant 'accélération de la pesanteur. Les surfaces de niveau, isothermes

ou d'égale densité, sont des plans horizontaux. La différence de pression
entre deux points de cotes z et 2, est

f@gdz.

S’il s’agit d’un liquide incompressible en équilibre isotherme, sar
une haunteur assez petite pour que g puisse étre regardé comme cons-
tant, cette différence de pression est

0g(¢ — 4);
Jla pression en un point est

09%,

Z étant la distance du point & un certain plan horizontal appelé plan
de charge®.

Les pressions s’exergant sur une portion de surface S n'ont pas
en général de résultante unique. La somme de leurs projections sur la
verticale est égale au poids d’une colonne remplie de liquide qui irait
verticalement de la surface S au plan de charge®) (a condition que
la normale dirigée vers la partie agissante soit, le long de S, partout
ascendante ou partout descendante). La somme des projections de ces
pressions sur une horizontale D est égale & la pression résultante
relative & la projection de S sur un plan perpendiculaire & D.

La pression résultante sur une surface plane est égale au produit
de Yaire de cette surface par la valeur de la pression au centre de
gravité. Les coordonnées Z et i de son point d’application sont données

par les formules®')
Effydxdy= fxydxdy,

yffydxdy =.ffy2dxdy,

39) S.D. Poisson, Mécanique *Y), (2°64.) 2, p. 554/78; G. Kirchhoff, Mechanik %),
(8° éd.) p. 183/4. On trouve dans A. G. Greenhill [A treatise on hydrostatics,
Londres 1894, p. 27/92] des détails concernant des cas particuliers.

40) 8. Stevin, De Beghinselen?); (Buvres math., éd. 4. Girard 2, p. 487/96
(prop. 10/5); 8. D. Poisson, Mécanique®?), (2¢éd.) 2, p. 555; H. Poincaré, Ciné-
matique et mécanismes, Paris 1899, p. 272.*

41) Les seconds membres de ces formules sont des intégrales d'inertie
étendues a l'aire considérée.
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si lon prend pour axe des x lintersection du plan donné avec le
plan de charge, pour axe des y une perpendiculaire dans le plan
donné. Ce point s’appelle le centre de pression.

Pour appliquer les équations de l'hydrostatique & I'équilibre de
Patmosphere®?), il faudrait se donner une loi de variation de la
température 7. En supposant v constant et tenant compte des variations
de g, on obtient

90020

p = poe_}'o(z'i‘a) ,

a étant le rayon de la terre, p, et g, la pression et la densité & la
surface de la terre, p la pression & l'altitude 2*%).
Si lon suppose que p et ¢ sont liés adiabatiquement, en sorte que

»
raaid

la pression a laltitude z est donnée par la formule
r=1
1__(1”) Y _y—1lg, gaz

2] T v pati

Cet état de l'atmosphére s'appelle equilibre de convection*®).

4, Bquilibre relatif isotherme dun fluide incompressible. Si
un fluide en équilibre relatif tourne autour de l'axe des z avec une
vitesse constante @ sous l'action de forces conservatives, la force cen-
trifuge, rapportée & l'unité de masse, est donnée par les formules

S g . 2
Je= — 0%, J,=— @Y,

et les équations du mouvement admettent l'intégrale
d 1
- (14 Loty -,

ol ¢ est une constante.
81 l'axe de rotation est vertical et si le fluide est incompressible,
soumis uniquement a la pesanteur, les surfaces de niveau sont des

42) S. D. Poisson, Mécanique 3), (2°éd.) 2, p. 609 et suiv.; G. Kirchhoff, Me-
chanik 3%), (3¢ éd.) p. 127.

+P.8. Laplace [Mécanigue céleste 4, Paris 1805, seconde partie livre 10, chap. 4;
Euvres 4, Paris 1880, p. 290/4] donne une formule plus compléte pour la déter-
mination de ’altitude & ’aide du baromeétre; voir dans ’annuaire du bureau des
longitudes, Paris 1852 et années suivantes jusqu'a 1907 (en 1907, p. 258/81) les
tables de Ol L. Mathiew pour lapplication de cette formule.*

43) W. Thomson, Proc. liter. philos. Soc. Manchester 2 (1862), p. 125; Papers
3, Cambridge (Londres) 1890, p. 255; A. G. Greenhill, Hydrostatics3%), p. 314, 491.
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paraboloides égaux de révolution autour de Vaxe*t). Leur parambtre est
g

w?
et la pression en un point est le produit de go par la distance
comptée verticalement du point & la surface libre.
Si une masse fluide incompressible homogéne, dont tous les

éléments g'attirent suivant la loi de Newton, est limitée & un ellipsoide

w? y2 22

= + B + P 1 3
le long duquel la pression est égale & une constante p,, il est possible
que cette masse soit en équilibre relatif dans une rotation uniforme
de vitesse @ autour d'un axe de symétrie Oz. Le potentiel des forces

d’attraction et centrifuges est donné par la formule?®)
V =12+ y*) — :(42?+ By* + C&Y,
A, B, C représentant les intégrales

4+

ai
A=2mabe
Ta g@af(a"Fl)V(a"f'l)(bz"“1)(0’—{-7.)’
+o d
B—=2mabego A ,
J BV AT IO
+ o0
ax

C=2mabe )
v if @DV H T T D

ol g désigne la constante de la gravitation; o et a, b, ¢ sont liés
par les relations*®)

(1) @*(4— %) = B (B— @) = Oc,

44) D. Bernoulli, Hydrodynamica %%), p. 216. La concavité de la surface libre
a ét6 mentionnée par I. Newton, Principia math?), comme conséquence de sa
huitiéme définition du livre 1; (2° éd.) p. 4/5; Opera, éd. 8. Horsley 2, p. 5/12; trad.
marquise du Chdtelet 1, p. 6, 7, 13.

,Un appareil fondé sur cette théorie permet de mesurer les vitesses angu-
laires, cf. 4. G. Greenhill, Hydrostatics %), p. 448.*

45) Voir D'article II 24.

46) On doit ce résultat & C. G.J. Jacobi, Ann. Phys. und Chemie, Zweite
Folge (2) 3 (1834), p. 229; Werke 2, Berlin 1882, p. 19; voir aussi J. Liouville,
J. Be. polyt. (1) cah. 23 (1834), p. 289/96; W. Thomson et P. G. Tait, Treatise
on natural philosophy, (i éd.) Oxford 1867; (2° éd.) 1%, Cambridge 1883, p. 330.
Le mouvement a ét€ discuté en détail par C. O. Meyer [J. reine angew. Math.
24 (1842), p. 44}, J. Liouville {J. math. pures appl. (1) 16 (1851), p. 241] et G.
H. Darwin [Proc. R. Soc. London 41 (1886), p. 319/36].
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Il en résulte que les ellipsoides vérifiant la relation
(2) (4 — B)a®*+ Cc*(a*— ) =0
sont des figures d'équilibre possibles: on les appelle ellipsoides de
Jacobi. La discussion de ces équations montre que l'axe de rotation
doit &tre le plus petit axe.

Les ellipsoides pour lesquels @ = b sont des sphéroides aplatis, la
vitesse de rotation est lide & la forme de l'ellipsoide par I'équation?”)

®) wf* = 2xgo[(3 + ) are tang f — 3f],

dans laguelle

2

et
Ces sphéroides portent le nom de sphéroides de Maclaurin.
81 VYun de ces sphéroides est & peu prés sphérique, on a
15aw® = 16zgo(a—rc).
Les figures ellipsoidales d’équilibre correspondant & une valeur donnée
de @ sont les suivantes:
si

032
2mwge

0224 ... <

il 'y a aucun ellipsoide d’équilibre;
si

0,187 < 2:;9 < 0,224

il y a deux ellipsoides de révolution qui sont figur