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Dans l'édition française, on a cherché à reproduire dans leurs traits essentiels les 

articles de l'édition allemande; dans le mode d'exposition adopté, on a cependant largement 
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n'échappera à personne. 

Fascicules sous presse: 

Tome I, vol. 1 : Groupes finis discontinus, fin H. Burkhardt — H.Vogt). — Addi­
tions et modifications. — Renseignements bibliographiques. — Index. 

Tome I, vol. 2 : Invariants, fin (F. Meyer — J. Drach). 
Tome 1, vol. 3 : Applications de l'Analyse à la Théorie des nombres, fin (P. Bach mann — 

J. Hadamard — E. Maillet). — Corps algébriques (D. Hilbert — H. Vogt). 
Tome I, vol. 4 : Économie politique mathématique, fin (V. Pareto). 
Tomell, vol. 2 : Fonctions analytiques (W. F. Osgoqd — P. Boutroux J. Chazy). 
Tome II, vol, 3 : Fonctions sphériqnes, fin (A. Wangerin — A.Lambert — P. Appell). 
Tomell, vol. 5 : Équations aux dérivées partielles (E. von Weber — G. Floquet — 

E. Goursat). — Groupes continus de transformations (H. Burkhardt — L. 
Maurer — E. Vessiot). 

Tomell, vol. 6 : Calcul des variations (A. Kneser— E. Zermelo — H. Hahn — M. Lecat 
Tome LTI, vol. 1 : Notions de courbe et surface fin (H. von Mangoldt — L. Zoretti) 

— Méthodes analytiques et synthétiques G. Fano — S. Carrus). 
Tome III, vol. 2 : Géométrie projective (A. Schoenflies — A. Tresse). — Configura­

tions (E. Steinitz — E. Merlin). 
Tome III, vol. 3 : Coniques (fin). Fa'sceaux de coniques P. Dingeldey — E. Fabry) 
Tome III, vol. i: Quadriqnes ( 0 . Staude — A. Grévy . 
Tome IV, vol. 1 : Principes de la mécanique rationnelle (A. Voss — E. Cosserat — 

F. Cosserat . 
Tome IV, vol. 2 : Cinématique, ßn A. Schoenflies — G. Koenigs). — Statique gra­

phique L. Henneberg — H. Vergne). 
Tome IV, vol. 3 : Appareils physiques les plus simples (Pli. Furtwängler — A. Guillet). 
Tome IV, vol. 6 : Balistique extérieure (C. Cranz — E. Vallier). 
Tome IV, vol. 7: Équations fondamentales de l'élasticité (C.H.Müller — A. Timpe — 

L. Le cornu). 
Tome V, vol. 1: Mesure C. Runge — Ch. Ed. Guillaume . 
Tome V, vol. 2 : Atomistique (F. W. Hinrichsen — M. Joly — J. Roux). 
Tome V, vol. 3 : Principes physiques de l'électricité; action à distance (R. Reiff — 

A. Sommerfeld — E. Rothé). 
Tome V, vol. 4 : Principes physiques de l'optique; anciennes théories (A. Wangerin 

— C. Raveau.) 
Tome VI, vol. 1 : Triangulation gécdésique. — Mesure des bases et nivellement. 

(P. Pizzetti — L. Noirel). 
Tome VII, vol. 1 : Coordonnées absolues et relatives (E. Anding — H. Bourget). — 

Réfraction (A. Bemporad — P. Puiseux). 

C O P Y R I G H T 1912 B Y B. G. TJ5DBNBB I N L E I P Z I G . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Tribune publique. 21. 

479. [Tribune publique 19 page 71 lignes 20 et 21] lire: Edinb. Dublin philos, 
mag. (3) 37 (1850), p. 363; Papers 1, Cambridge 1904, p. 150, 209, 385. 

G. A. Miller. 
-480. [I, p. 79 ligne 25] (T. 2, 13) après: ..substitution" ajouter en note: Une 

application au calcul des variations pour la détermination des constantes 
a été faite par M. A. Stem, Abh. Ges. G8tt. math. 13 (1866/7), éd. 1868, p. 53 68 
[1867]. M. Lecat. 

-481. [Ij p. 98 fin du texte] (I 2, 21). Lorsqu'une suite de matrices carrées forme 
un groupe fini G, les matrices formées par les rapports des éléments des 
matrices envisagées forment un groupe qui est ou bien identique à G ou 
bien un groupe-quotient de G par rapport à nn sous-groupe cyclique com­
posé d'éléments invariants. Lorsque le déterminant de chacune des matrices 
envisagées est égal à 1, l'ordre du sous-groupe cyclique en question est un 
•diviseur de l'ordre des matrices [cf. G. A. Miller, Quart. J. pure appi. math. 
43 (1912), p. 217]. 

Comme conséquence immédiate de ce théorème, on peut observer que 
si une série de matrices constitue un groupe ne contenant aucun élément 
invariant (sauf l'élément identique), les matrices formées par les rapports 
des éléments des matrices envisagées doivent toujours constituer un seul 
et même groupe, quelle que soit la façon dont on forme ces rapports. 

482. [Ij p. 551 ligne 21] (18, 8) ajouter: Ce théorème de W. von Dyck rentre 
comme cas particulier dans la proposition générale que voici: La condition 
nécessaire et suffisante pour que les conjugués d'un sous-groupe non in­
variant d'un groupe G soient transformés par G suivant un groupe de subs­
titutions primitif est que le plus grand sous-groupe de G qui contient Gt 

«oit un sous-groupe maxime de G. Dans un groupe primitif de degré n et 
d'ordre composé, le sous-groupe formé par toutes les substitutions du groupe 
qui laissant une même lettre immobile est exactement de degré n—1. La 
condition nécessaire et suffisante pour que le sous-groupe du groupe tran­
sitif de degré n, formé par toutes les substitutions du groupe donné qui 
laissent une même lettre immobile soit précisément de degré n — 1, est 
que ce sous-groupe ne soit pas invariant dans un plus grand sous-groupe 
•du groupe transitif donné. Si le sous-groupe formé par toutes les subs­
titutions d'un groupe transitif de degré n qui laissent une même lettre im­
mobile, est précisément de degré n — a, ce sous-groupe est un sous-groupe 
invariant d'indice a relativement à un sous-groupe du groupe transitif 
donné, mais il n'est pas invariant relativement à un sous-groupe plus grand. 
Si ce = 1, les conjugués de ce sous-groupe de degré « — o; sont tranformes 
exactement comme les lettres du groupe; mais si a > 1 il n'en est pas ainsi-
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483. [Ij p. 578 ligne 13] (I 8, 13) ajouter: M. Cipolla appelle sous-groupe fon­
damental [Rendic. Accad. Kapoli (3) 15 (1909), p. 44] tout sous-groupe formé 
par tous les éléments d'un groupe donné G qui sont commutatifs avec un 
même élément de 67. Il dit de cet élément qu'il est un invariant propre­
ment dit du sous-groupe fondamental. Et il appelle sous-groupe fondamental' 
aOélien de G chaque central des sous-groupes fondamentaux de G ; en d'autres 
termes, le sous-groupe formé par tous les éléments invariants du sous-groupe 
fondamental est un sous groupe fondamental abélien de G. L'ensemble des 
éléments invariants proprement dits d'un même sous-groupe fondamental 
constitue un système fondamental du groupe G. 

484. [I, p. 608 ligne 9] (I 8, 21) ajouter: Le théorème d'après lequel tout soug-
groupe d'ordre p m _ 1 contenu dans un groupe d'ordre # m est invariant peut-
être envisagé comme un cas particulier du théorème que voici: Si Gx et Gt 

sont deux sous-groupes conjugués d'un groupe G, les éléments que 6?, et 
Gs ont en commun forment un sous-groupe dont l'indice relativement à (?, 
est toujours moindre que l'indice de Gt relativement à G. Ce théorème 
général comprend évidemment aussi comme cas particulier le théorème bien 
connu d'après lequel tout sous-groupe d'indice 2 est invariant relativement 
à n'importe quel groupe. 

485. [Ij p. 276 ligne 2] (I 10, 23). Au lieu de „invariant" lire „invariante". 
486. [I, p. 10 ligne 5 en remontant] (I 15, 6 note 46) ajouter: Chr. Goldback 

[Criteria quaedam aequationum, quarum nulla radix rationalis est, Commen-
tarii Acad. Petrop. 6 (1732/3), p. 98] emploie le mot congruenee dans le sens 
qu'on lui donne aujourd'hui dans la théorie des nombres [cf. M. Cantor,, 
Vorles. Gesch. Math. 3, Leipzig 1901, p. 611]. G. A. Miller. 

487. [L, p. 199 lignes 5 et 6] (I 16, 49) lire: quelconque >-£, est fini. Ce nombre 
croît d'ailleurs indéfiniment quand on fait tendre l vers f par valeurs dé­
croissantes. P. Bachmann. 

488. [I4 p. 501 ligne 10] (I 25, 6). Aux théorèmes a) et |3) mentionnés Tribune 
publique 20, 463 la théorie des risques moyens permet d'adjoindre la pro­
position suivante: 

y) Supposons que pour chacun des individus d'un groupe fictif d'assurés,, 
on évalue la différence du capital de garantie (Deckungskapital) nécessaire 
pour constituer son assurance à l'instant actuel et de la réserve mathé­
matique actuelle le concernant. La somme des carrés de ces différences 
est égale au produit du nombre d'individus du groupe fictif par le carré 
du risque moyen actuel de l'assurance envisagée. Le carré du risque moyen 
d'un groupe est d'ailleurs égal à la somme des carrés des risques moyens-
de chacune des assurances individuelles du groupe. 

489 . [I4 p. 560 ligne 16] (I 25, 59). Dans la formule 

et id. ligne 17 dans la locution „sur la prime naturelle ĝ  + i" remplacer 

4 9 0 . [IIj p. 121 ligne 20] (II 2, 5). Le théorème que L. Zoretti désigne sous le 
nom de „théorème de Cantor-Bendixson" appartient à G. Cantor et à G. Cantor 
seulement [cf. G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883), p. 575 ; Acta math. 2 (1883),. 
p. 409; Math. Ann. 23 (1884), p. 467/8]; dans ce dernier mémoire le théorème-
est non seulement énoncé mais encore explicitement démontré. 

P. 

x + 1 — Qx + i 
Qx + i par qx. 

G. Boblmann. 
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I. JBendixson n'a démontré qu'un corollaire de ce théorème, savoir la 
proposition: Il existe un y appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II), 
tel que l'on ait 

D{E, EY) = 0." 

Ce corollaire n'étant pas mentionné par L. Zoretti il n'y a absolument 
aucune raison de désigner ici le théorème cité sous le nom de Cantor-
Bendixson. 

4 9 1 . [TIj p. 124 lignes 40/2] (II 2, 1 note 36). Le théorème attribué ici à H. Lébesgue 
est dû à G. Cantor. C'est en effet une conséquence immédiate, obtenue par 
simple juxtaposition, de deux des premières propositions de G. Cantor, savoir 
que le continuum n'est pas dénombrable et que la puissance de l'ensemble 
des nombres de seconde classe est la première qui apparaisse après la. 
puissance des nombres dénombrables. H. Burkhai'dt et A. Rosenthal. 

492 . [IX, p. 38 ligne 20] (II 7, 10 note 105) au lieu de Comm. Acad. Petrop. lire 
Novi Comm. Acad. Petrop. 

4 9 8 . [1IS p. 71 dernière ligne] (II 7, 19) au lieu de 

coséch z — , \ =i coséc ie 
sech s 

lire : 

coséch z = = t coséc iz. 
eh z 

J . Molk. 
4 9 4 . [LT6 p. 31 lignes 25 31] (II 26, 19) ajonter: Une fonctionnelle Vf est continue 

dans l'ensemble E [n° 17] si la différence 

Uf~Ufn 

tend vers zéro quand fn tend uniformément vers f dans l'intervalle (a, 6) 
La fonctionnelle continue Vf est d'ordre n quand l'expression 

+ ( - l ) « 2 C 7 / . + (-l)« + IRJ-(> 

est identiquement nulle. La fonctionnelle continue Vf d'ordre n est homo­
gène quand 

est égale identiquement à 

c 
quelle que soit la constante réelle e. 

Une fonctionnelle homogène d'ordre 1 est ce que J. Hadamard appelle1 

une opération linéaire. 
Toute fonctionnelle d'ordre n est la somme de fonctionnelles homogènes-

d'ordre 0, 1, 2, . . . , n. 
Une fonctionnelle d'ordre n peut s'écrire, en généralisant le théorème 

de Riesz, sous forme d'intégrale multiple. Par exemple une fonctionnelle-
homogène d'ordre 2 pourra s'écrire [M. Fréchet, Ann. Éc. Norm. (3) 27. (1910)r 

p. 193 216; C. R. Acad. se. Paris 148 (1909), p. 155 6, 279 80] 

b b 
u/=f?&)d*f'<*)*»«*(*. V). 
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en. indiquant par dx, df que l'on prend l'intégrale au sens de T. J. Stieltjea, 
la variable étant x puis y; u(x, y) désigne une fonction indépendante de f(x). 

Généralisation du théorème de Weierstrass aux fonctionnelles continues. 
De même qu'une fonction continue de x peut être développée en série 

de polynômes, de même M. Fréchet montre qu'une fonctionnelle continue 
peut être développée en série de fonctionnelles d'ordres entiers. 

L'analogie se poursuit plus loin: la série est uniformément et absolument 
convergente dans tout ensemble compact de fonctions continues (de même 
que le développement de K. Weierstrass n'est en général uniformément con­
vergent que dans tout intervalle limité ou encore dans tout ensemble com­
pact de points). 

Ici encore se retrouve ce fait que la propriété des intervalles qu'il y a 
lien de généraliser dans le Calcul fonctionnel n'est pas de constituer nn 
ensemble borné mais un ensemble compact, c'est-à-dire tel que de toute 
infinité d'éléments de l'ensemble, on puisse extraire une suite convergente. 

Différentielle. On peut aussi [M. Fréchet, C. R Acad. se. Paria 152 
(1911), p. 845, 1050] généraliser la notion de différentielle. Une telle notion 
doit précéder logiquement celle de la dérivée (on si l'on veut de la variation) 
d'une fonctionnelle introduite auparavant par T'. Volterra et modifiée par 
J. Hadamarcl. M. Fréchet. 

Toute rectification ou addition, se rapportant à l'édition française, 
adressée à J . Molk, S rne d'Alliance, Nancy, sera insérée, s'il y a lien, avec 
mention dn nom de son auteur, dans la Tribnne publique. 

Nancy, le 26 juillet 1912. J . Molk. 
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I V 16. N O T I O N S G É O M É T R I Q U E S 

FOOT) A M E N T A L E S . 

EXPOSE, D'APRÈS L'ARTICLE ALLEMAND DE M . A B R A H A M (MILAN), 

PAR P . L A N G E V I N (PARTS). 

Introduction. 

1. Aperçu préliminaire sur les grandeurs géométriques de la 

physique et de la méoanique. Chacune des grandeurs qu'introduisent 
la mécanique et la physique est déterminée, quand on a choisi l'unité 
correspondante, par un certain nomhre de paramètres: un seul para­
mètre quand il s'agit de mesurer la masse, l'énergie, . . . ; trois para­
mètres pour déterminer les composantes d'une force, d'une vitesse, 
d'une accélération, . . .; six paramètres pour les dilatations et les 
glissements qui déterminent une déformation élastique,.... La nature 
géométrique d'une grandeur dépend d'ailleurs, non seulement du nombre 
de ses paramètres, mais encore de la manière dont ceux-ci se modi­
fient quand on change le système d'axes coordonnés auxquels on la 
rapporte. 

Pour les grandeurs étudiées ici, une simple translation du système 
d'axes ne produit aucun changement dans les paramètres qui les 
déterminent; par suite toute classification actuelle des grandeurs utilise 
seulement les transformations de coordonnées rectangulaires qui laissent 
l'origine immobile. 

L'ensemble de ces transformations constitue un groupe qui com­
prend non seulement les rotations autour de l'origine, mais encore les 
renversements ou changements du sens positif des trois axes coor­
donnés. Un tel renversement correspond au passage d'un système 
d'axes usité en géométrie analytique dans l'espace à un système 
d'axes usité en astronomie et inversement; il correspond à un change­
ment du sens de rotation considéré comme positif [cf. IV 4, 9]. 
Le groupe de transformations ainsi défini comprend évidemment aussi 
les mirages du système d'axes dans un plan quelconque passant par 
l'origine puisqu'un tel mirage peut s'obtenir par un renversement 

Encyclop. des acieno. m&thêmat. I V 5. 1 
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suivi d'une rotation d'un demi-tour autour d'un axe normal au plan 
du mirage. 

Le choix du sens positif de rotation intervient dans la mesure de 
certaines grandeurs, comme la rotation d'un certain angle autour d'un 
axe, la vitesse angulaire, le moment d'un couple, etc. Pour d'autres 
grandeurs au contraire, comme la masse, l'énergie, la vitesse, la force, 
etc., la mesure est obtenue indépendamment de toute convention sur le 
sens positif de rotation. Cette distinction interviendra pour déter­
miner la manière dont se comportent les paramètres d'une grandeur 
dans un renversement des axes coordonnés, qui change le sens positif 
des rotations. Par exemple les composantes d'une force ou d'une 
vitesse changent de signe dans un renversement d'axes, puisque le 
sens de la grandeur projetée ne change pas; au contraire les com­
posantes d'un couple ou d'une vitesse angulaire ne sont pas modifiées 
par un renversement qui change à la fois le sens de la droite qui 
représente la grandeur et le sens positif sur chacun des trois axes. 

La manière dont se comportent, par rapport au groupe des 
transformations de coordonnées, les paramètres d'une grandeur déter­
mine la classe à laquelle cette grandeur appartient1). La répartition 
des grandeurs de la mécanique et de la physique entre les diverses 
classes est d'importance fondamentale, car l'égalité ne peut exister 
qu'entre des grandeurs appartenant à une même classe; on ne peut 
combiner par addition ou soustraction que des grandeurs d'une même 
classe. Il y a là une homogénéité particulière qui se superpose à 
celle qui est envisagée d'habitude; cette dernière fait intervenir seule­
ment la manière dont se comportent les paramètres quand on modifie le 
système des unités fondamentales, sans changement des axes coordonnés. 

La nature physique des grandeurs intervient aussi en physique 
cristalline, dans ses relations avec la symétrie des milieux cristallisés 
[n° 22]. On peut, en effet, remarquer qu'à chaque classe de grandeurs 
correspond un groupe de symétrie particulier2): c'est le groupe des 
opérations de symétrie autour d'un point (répétitions autour d'un axe, 
mirage, etc.) qui superposent à lui-même un champ uniforme de la 
grandeur considérée. La connaissance de ce groupe suffit à déterminer 
la classe d'une grandeur; cette définition de la classe présente sur la 

1) La classification à ce point de vue des grandeurs de la physique et de 
la mécanique ne semble pas avoir été généralement introduite, mais F. Klein et 
P. Curie, par exemple, y ont insisté dans leurs leçons. Dans un travail de 
W. Voigt [Nachr. Ges. Gôtt. 1900, matb. p. 356/79] ce principe est également appliqué. 

2) P. Curie, J. phys. théor. appl. (3) 3 (1894), p. 393 et suiv.; Œuvres, Paris 
1908, p. 118 et suiv. 
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1. Aperçu préliminaire sur les grandeurs géométriques etc. 3 

précédente l'avantage de ne pas faire intervenir les axes de référence. 
Pour une grandeur comme la température d'un milieu, la densité, 
l'énergie, ce groupe est celui des milieux complètement isotropes et 
comprend l'ensemble de toutes les rotations autour d'axes quelconques 
et de tous les mirages; pour la force, la vitesse, le champ électrique, etc., 
le groupe contient toutes les rotations autour d'une direction parti­
culière, celle de la grandeur dirigée, et tous les mirages dans des 
plans passant par cette direction: c'est le groupe de symétrie du 
tronc de cône; pour d'autres quantités dirigées, comme la vitesse 
angulaire, le champ magnétique, etc., le groupe comprend toutes les 
rotations autour de la direction particulière à la grandeur, le mirage 
dans un plan perpendiculaire à cette direction et par suite la symétrie 
par rapport à un centre: c'est le groupe du cylindre tournant; une 
déformation élastique pure, sans rotation, ne possède en général que 
la symétrie binaire par rapport à trois axes rectangulaires dirigés 
suivant les dilatations principales, la symétrie par mirage dans les 
trois plans passant par ces axes, et par suite la symétrie par rapport 
à un centre: c'est le groupe orthorhombique. L'importance de cette 
notion résulte du fait que la propriété mesurée par une grandeur ne 
peut se présenter comme effet que dans un milieu dont la symétrie 
est au plus égale à celle de cette grandeur, c'est-à-dire que si le 
groupe de symétrie de ce milieu, sous-groupe commun aux groupes 
de toutes les causes qu'on y fait agir, appartient en même temps 
comme sous-groupe au groupe de symétrie de la grandeur cherchée 
[n° 22]. 

Nous aurons, à propos de chaque classe de grandeurs, à déter­
miner le groupe de symétrie qui lui correspond. 

Il est important de traduire les différences que nous allons 
examiner entre les classes de grandeurs au moyen d'un système con­
venable de notations assujetti aux conditions suivantes: 

I o ) Il est nécessaire d'employer pour les diverses classes de 
grandeurs des signes différents faciles à distinguer au premier coup 
d'œil et rappelant autant que possible les propriétés de la grandeur 
représentée. 

2°) Il faut faire en sorte que ces signes soient d'éxecution facile 
en typographie comme dans l'écriture sur le papier ou au tableau, 
et qu'ils n'immobilisent pas les caractères ordinaires. 

3°) Les symboles d'opérations doivent respecter autant que possible 
les analogies entre les divers algorithmes et ne doivent pas immo­
biliser des signes d'emploi constant comme les parenthèses ou les 
crochets. 
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4°) Enfin il est nécessaire d'employer une terminologie simple et 
ne prêtant à aucune confusion. 

Les propositions faites à ce sujet sont nombreuses et varient 
beaucoup d'un auteur à l'autre; nous rappellerons les principales. 
Nous emploierons en principe ici celle que P. Curie avait établie 
pour son enseignement et qu'ont acceptée un certain nombre de 
mathématiciens et de physiciens, en particulier P. AppeU, J. Hadamard, 
P. Painlevé et P. Langevin. 

Il y a enfin une différence essentielle entre les grandeurs qui 
interviennent dans la mécanique des solides et celles qu'on utilise 
dans la mécanique des corps déformables ou dans la physique mathé­
matique. Alors que le mouvement de tous les points d'un corps 
solide est entièrement déterminé par six paramètres, les composantes 
d'un visseur [IV 4, 2 6 ] , dans les milieux continus, les grandeurs qui 
déterminent l'état mécanique et physique du milieu peuvent dans une 
certaine mesure être choisies d'une manière indépendante pour les 
différents points. Ce sont par conséquent ici les champs des grandeurs 
dont la théorie devient importante. 

Un domaine est appelé „champ" d'une grandeur8) lorsqu'à chaque 
point du domaine considéré correspond une valeur déterminée de la 
grandeur (un système déterminé de valeurs des paramètres qui la 
définissent) en général variable d'une manière continue avec la position 
du point. Les valeurs de la grandeur en différents points du champ 
ne satisfont en général à aucune relation exprimée par des équations 
entre ses paramètres ou composantes. 

2. Scalaires purs et pseudo-scalaires. Quand une grandeur 
est telle (masse, énergie, volume, etc.) qu'un seul paramètre, connu 
par sa mesure et ses dimensions*), suffit à la représenter, on l'appelle 
généralement aujourd'hui une grandeur scalaire6) ou un scalaire; la 
mesure d'un scalaire indique combien de fois il contient un scalaire 
de même espèce choisi pour unité et ses dimensions montrent comment 
varie cette unité quand on modifie les unités fondamentales, masse, 
longueur et temps, par exemple [Sur les dimensions et les systèmes 
absolus d'unités voir l'article V 1]. 

3) W. Thomson, London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 1 (1851), p. 179; 
Reprint of papers on e l e c t r o s t a t i c s and m a g n e t i s m , Londres 1872, p. 467. 

4) J. B. J. Fourier, Théorie analytique de la c h a l e u r , Paris 1822, p. 154/8; 
Œuvres 1, Paris 1888, p. 137/40. 

5) W. B. Hamilton, Lectures on q u a t e r n i o n B , Dublin. 1853, p. 58. Voir 
aussi Eléments of q u a t e r n i o n s , Londres 1866, p. 10 (œuvre posth.); (2e éd.), publ. par 
Ch.J.Joly 1, Londres 1899, p. 11; trad. allemande par P. Glan 1, Leipzig 1882, p. 14. 
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2. Scalaires purs et pseudo-scalaires. 5 

Certains scalaires n'exigent paa dans la définition de leur mesure 
le choix d'un sens positif de rotation (température, masse, énergie, etc.); 
cette mesure reste donc invariable dans toutes les transformations de 
coordonnées, rotations et renversements. Nous appellerons ceB gran­
deurs des scalaires purs et nous les représenterons par une lettre 
quelconque, sans signe particulier. 

Le champ uniforme et indéfini d'un scalaire pur, c'est-à-dire en 
tous les points duquel ce scalaire prend la même valeur, possède le 
groupe de symétrie le plus étendu, celui des milieux isotropes, le 
groupe de la sphère. La production d'un effet représenté par une 
grandeur de ce genre (changement de température, variation d'énergie 
interne ou potentielle, etc.) est donc possible dans un milieu quelconque, 
quelque élevée que soit sa symétrie. 

La mesure d'autres grandeurs scalaires fait intervenir au contraire 
le choix d'une rotation positive, comme, par exemple, le pouvoir 
rotatoire d'un liquide actif, l'angle solide sous lequel on voit d'un 
point une surface limitée à un contour dont le sens de parcours est 
donné, puisque cet angle solide est positif du côté où l'on voit le 
parcours s'effectuer dans le sens positif, le volume d'un parallélépipède 
dont les arêtes ont pour projections sur les axes 

(«.» ay> «0 Q>x> hy> *0 (cx> Cy, O 

lorsque ce volume est représenté par le déterminant 

A

X % A* 
K \ \ 

Cx °z 

positif ou négatif suivant que le trièdre des arêtes a, t, c est de sens 
identique ou opposé à celui des axes de référence. 

La mesure changeant de signe pour toutes ces grandeurs quand 
on change le sens positif de rotation, elle change son signe dans un 
renversement des axes, mais le conserve dans une rotation. Nous 
appellerons pseudo-scalaires les grandeurs de cette classe et nous 
représenterons leur mesure par une lettre pointée en-dessous, comme 
un pouvoir rotatoire 

a. 

Le groupe de symétrie du champ uniforme d'un pseudo-scalaire, 
ou, par abréviation, le groupe de symétrie d'un pseudo-scalaire, com­
prend donc toutes les rotations, mais aucun mirage. C'est le sous-
groupe holoaxe du groupe sphérique, celui par exemple d'une sphère 
remplie d'un liquide doué du pouvoir rotatoire8). La production d'un 
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effet représenté par une grandeur de ce genre (le pouvoir rotatoire, 
par exemple) n'est donc possible que dans un milieu dépourvu de 
symétrie par mirage. 

Les mesures de scalaires purs et de pseudo-scalaires se prêtent 
à l'application de toutes les règles de l'algèbre, à condition de n'ajouter 
ou retrancher que des scalaires de même classe, et de remarquer que 
le produit ou le quotient de deux scalaires de même classe est un 
scalaire pur, tandis que le produit ou le quotient de deux scalaires de 
classes différentes est un pseudo-scalaire. 

A côté de ces grandeurs scalaires ou algébriques, interviennent 
aussi des grandeurs géométriques, c'est-à-dire telles qu'elles possèdent 
une orientation déterminée dans l'espace. Dans la mécanique des 
corps solides on s'est déjà servi de vecteurs; d'autres grandeurs 
dirigées, les tenseurs, sont particulièrement utiles dans la mécanique 
des milieux continus et en physique mathématique [n° 18] . 

Analyse vectorielle. 

3. Vecteurs polaires. Une grandeur de cette classe6) [IV 4, 13] 
est déterminée en valeur absolue, direction et sens par une droite 
qui va d'un point P à un autre point Q, sans que le choix du sens 
positif de rotation influe sur le sens de cette droite; tel est le cas 
en mécanique pour la vitesse ou la force. 

Il ne saurait être question pour représenter un tel vecteur des 
notations 

P C ou Q-P 

employées en géométrie7). Il est nécessaire pour la simplicité des 
équations, d'employer une seule lettre pour chaque vecteur; beaucoup 
d'auteurs réservent à cet usage les caractères germaniques ou gothi­
ques8) ou des caractères gras 9). Ce procédé, en dehors de l'incon-

6) W. B. Hamilton, Lectures on quaternions6), p. 16; Elements of quater­
nions 1, p. 1. 

7) H. Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 139; 
(2" éd.) Leipzig 1878, p. 139, 284; Werke l1, publ. par .F. Engel, Leipzig 1894, 
p. 165/303; W.M.Hamilton, Lectures on quaternions5), p. 16; Elements of quater­
nions 1, p. 1. 

8) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity and magnetism, (1™ éd.) Londres 
1873, p. 10; trad, par G. Seligmann-Lui, Traité d'électricité et de magnétisme 1, 
Paris 1885, p.11; H.A.Lorentz, Encyclopédie [V 13 et 14]; M. Abraham et A.Föppl, 
Theorie der Elektrizität 1, Leipzig 1904, p. 6; A. H. Bücherer, Elemente der 
Vektor-Analysis, Leipzig 1905, p. 1; B. Gans, Einfuhrung in die Vektoranalysis, 
Leipzig 1906, p. 3. 

9) O. HeavisioZe, London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 22 (1886), p. 123; 
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vénient qu'il a d'introduire des types difficiles à reproduire dans l'écriture 
courante, ne traduit pas la différence entre les deux classes de grandeurs 
vectorielles, polaires et axiales, que nous allons avoir à distinguer. 

Nous adopterons, pour la classe dont il s'agit ici, une lettre quel­
conque surmontée d'une flèche 

a, 

la même lettre a servant à représenter la longueur du vecteur, dont 

les projections sur les axes coordonnés seront ax, ay, at. 

La projection du vecteur envisagé sur une direction quelconque 

l sera, plus généralement, désignée par 

ar 

-*• 
En particulier si sur le support d'un vecteur a on fixe un axe 

-> 

8, le nombre qui sur cet axe mesure le vecteur a sera désigné par 
a,. 

Il est souvent utile de faire intervenir le vecteur unité correspon­

dant à un vecteur donné, c'est-à-dire un vecteur de longueur unité 

parallèle au vecteur donné; comme a" est en algèbre toujours égal 
-> 

à l'unité, nous proposons la notation a0 pour le vecteur unité corres-
-> 

pondant à a. 
Les composantes ax, ap, at correspondent aux projections de la 

droite PQ sur les axes; elles se transforment donc, quand on modifie 

les axes coordonnés, par la substitution orthogonale suivante: 

(1) «V = tt2a* + A», + V t a . t 

« . · = « 3 œ * + Paa

9 + Ysa*> 

dont les 9 coefficients sont les cosinus des angles que les nouveaux 

axes {x, y', s') forment avec les anciens (x, y, s). 

L'expression 

(1') «* 2 + a* + «/ 
-> 

est égale au carré a2 de la longueur du vecteur os; c'est un scalaire, 

c'est-à-dire qu'elle est un invariant de la transformation de coordon­

nées 1 0). De la même manière, la combinaison suivante des compo-

Electromagnetic theory 1, Londres 1894, p. 139; J. W. Gibbs, Vector-analysis 
(publ. par E. B. Wïllson), New York et Londres 1902, p. 4. 

10) La longueur a de la droite qui représente le vecteur a se nomme dans 
la théorie des quaternions le „tenseur" de a. Nous emploierons ici le mot tenseur 
dans un Bens différent [n° 18]. 
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santés des vecteurs a et b est une grandeur scalaire: 

(2) « A + «A + « A -

Géométriquement, l'expression (2) représente le produit des longueurs 

des deux vecteurs et du cosinus de l'angle de leurs directions 

ab cos (a, b). 

H. Grrassmanntv) nomme la grandeur (2) le produit intérieur des 

deux „droites" et l'écrit symboliquement [a |6]; W. M. Uamilton13) la 

considère comme la partie scalaire changée de signe du produit qua-

ternion des deux vecteurs et la représente par 

-Sab; 

11) Die Lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844; Die Ausdehnungslehre, 
Berlin 1862, p. 107; Werke7), 1 \ Leipzig 1894; I s , Leipzig 1896, p. 112. Cf. 
IV 4, 8. 

12) London Edinb. Dublin philos, mag. 25 (1844), p. 490. Les ouvrages 
plus étendus sont: Lectures on quaternions'); Elements of quaternions8); P. G. 
Tait, An elementary treatise on quaternions, (1™ éd.) Oxford 1867; (2° éd.) Cam­
bridge 1873; (3· éd.) Cambridge 1890; trad, par G. Plarr 1, Paris 1882. 

La théorie des quaternions représente le vecteur a par 

i, j, k sont des imaginaires correspondant aux trois axes de coordonnées et 
soumises aux règles de calcul suivantes: 

i-i=j-j = k-k = — 1 ; 

i-j = —j-i = k, jk = — kj — i, ki =— ik=j. 

H résulte de là que le produit de deux vecteurs est un quaternion, c'est-à-
dire la réunion d'un scalaire et d'nn vecteur. La partie scalaire est notre produit 
scalaire changé de signe, et la partie vectorielle est notre produit vectoriel ou le 
complément (Ergänzung) dans la théorie de S. Grassmann [IT. Grassmann junior, 
Math. Ann. 12 (1877), p. 378]. Dans la théorie des vecteurs [J. W. Gibbs Vector­

s-
analysis 9), p. 21] on représente également a par la même expression (en employant 

-> 
toutefois pour a et pour les coefficients de i, j, k des caractères gras) 

où s, j, k sont des vecteurs unités parallèles aux axes et dont les produits sca­
laires sont 

» ' i = i - i = i ' i = l , 

i-j=j-k = k-i=0, 

tandis que les produits vectoriels sont 

ixi =j xj = t x t = 0; 

i x i = - j x i = k, 
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J. W. Gibbs13) emploie la notation a · b] 0. LTeaviside1*) écrit ab. Nous 
utiliserons cette dernière notation qui est la plus simple et ne prête à 
aucune confusion sous la forme 

- y - y - y - y 

ab ou a · b, 

et nous lui donnerons le nom fréquemment employé de produit scalaire 
- y - y 

des vecteurs a et b. 
M. Abraham et A. Fôppl15) emploient également la notation ab; 

G. Burali-Forti et B. Marcolongo16) proposent axb. 
Les propriétés du produit scalaire se déduisent immédiatement 

de sa définition; il est, comme le produit algébrique, commutatif et 
distributif. La notation employée rappelle complètement ces analogies. 

- y - y - y - y - y - y 

L'opération n'est pas associative puisque abc sous la forme (a b) c est 
- > - y - y - y 

un vecteur parallèle à c tandis que a (b c) est un vecteur parallèle 
- y - y _ - y - y 

à a, étant le produit de a par le scalaire (b c). 
Si ax, ay, az sont les composantes d'un vecteur, et si l'expression (2) 

est un scalaire, bx, by, bz sont aussi des composantes de vecteur17). 
De l'invariance de (2) il résulte d'abord que les grandeurs 

bx, by, hz subissent la transformation 

h = ri1* + n\ + YA~ 

Les coefficients de cette substitution qui relie les anciennes valeurs 
(Px> by> ï>z) a u x nouvelles (bx., byl, bj) s'obtiennent à partir des coef­
ficients de la substitution (1) par permutation des lignes verticales 
et horizontales; dans le langage de la théorie des invariants, on ex­
prime cette relation en disant que les variables (bx, by, bz) sont contra-
grédientes aux variables (ax, ay, az). 

Deux systèmes de variables qui sont contragrédientes à un même 
troisième sont évidemment cogrédientes entre elles, c'est-à-dire se trans­
forment de la même manière par un changement des coordonnées. 

Par suite de l'invariance des expressions (! ' ) et (2), les variables 

13) Vector-analysis9), p. 55 et suiv. 
14) Electrom.9) 1, p. 149. 
15) Elektrizität8) 1, p. 13. 
16) Rend. Cire. mat. Palermo 23 (1907), p. 324; Elementi di calcolo vetto­

riale, Bologne 1909, p. 31 ; trad, par S. Lattès, Eléments de calcul vectoriel, Paris 
1910, p. 31. 

17) H. Bwkhardt, Math. Ann. 43 (1893), p. 197. 
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(ax, ay, az) et (bx, hy, iz) sont contragrédientes à (ax, ay, et sont 
donc cogrédientes; les variables (bx, oy, &,) sont donc aussi des compo­
santes de vecteur. 

L'existence dans un milieu de la propriété représentée par le 
vecteur a (champ électrique, vitesse, etc.) implique en général la pré­
sence dans ce milieu d'une quantité d'énergie E (énergie électrique, 
énergie cinétique, etc.) dont l'accroissement dE est égal au travail à 
fournir pour produire un accroissement dax, day, dat des composantes 
du vecteur. Comme le travail est toujours un scalaire, il en résulte 

<>E J , SE, . dE, dE = -R— dax + 5— dav + 5— da , dax

 x 1 êay v caz " 
3 E d E ë E 

où r,—, „ , ~—, d'après ce qui vient d'être démontré, sont les com-
V 0/x C O/y V Cl g 

posantes d'un vecteur. 
Pour un renversement des axes coordonnés, les composantes d'un 

vecteur de la classe considérée jusqu'ici se modifient, d'après (1), en 
changeant toutes les trois de signe. Si nous voulons mettre en évi-
dence cette propriété, nous désignerons dorénavant a comme un vecteur 
polaire, c'est-à-dire de même nature que le rayon vecteur issu d'un pôle. 

Nous avons déjà rappelé que le groupe de symétrie d'un semblable 
vecteur est celui d'un tronc de cône circulaire d'axe parallèle au vec­
teur [n° 1]. Il en résulte que les trois composantes du vecteur con­
servent les mêmes valeurs pour une rotation quelconque du système 
d'axes autour de la direction du vecteur et pour un mirage dans 
un plan passant par cette direction. Le changement de signe par 
renversement des axes correspond à l'absence de centre dans le groupe 
de symétrie du vecteur polaire. Le groupe des transformations de 
coordonnées que nous venons d'indiquer est, dans le groupe général 
des transformations d'axes, le sous-groupe qui laisse invariantes les 
coordonnées d'un vecteur polaire. 

4 . "Vecteurs axiaux 1 8 ). Les vecteurs axiaux sont déjà inter­
venus [cf. IV 4, 22] comme représentant les couples appliqués aux corps 
solides. Leur représentation par une droite dirigée suppose qu'on a 
fait choix d'un sens positif de rotation, et le sens de cette droite dirigée 
change avec le choix de ce sens positif de rotation, de sorte que les 
composantes d'un couple se conservent dans un renversement d'axes. 
Nous avons indiqué que le groupe de symétrie d'un tel vecteur est 

18) W. Voigt, Compendium der theoretischen Physik 2, Leipzig 1896, 
p. 418/801; Die fundamentalen physikalischen Eigenschaften der rlrystalle, 
Leipzig 1898, p. 18. 
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celui d'un cylindre à base circulaire tournant autour de son axe sup­
posé parallèle au vecteur [n° 1]. Les transformations de coordonnées 
qui laissent invariables les composantes d'un vecteur de ce genre 
sont les rotations d'un angle quelconque autour de la direction 
du vecteur, les mirages dans un plan perpendiculaire à cette direction 
et les renversements; à ce dernier fait correspond l'existence d'un 
centre dans la symétrie du vecteur. Le groupe de ces transformations 
est, dans le groupe général des transformations d'axes, le sous-groupe 
qui laisse invariantes les composantes d'un tel vecteur auquel noua 
donnerons le nom de vecteur axial pour rappeler son analogie avec 
une rotation autour d'un axe. 

Les vecteurs axiaux se comportent comme les vecteurs polaires pour 
une rotation des axes de coordonnées, et en diffèrent par ceci que leurs 
composantes conservent leur signe dans un renversement du sens des 
axes, tandis que les composantes d'un vecteur polaire changent de signe. 

La représentation d'un vecteur axial par une droite dirigée n'est 
pas entièrement adéquate; il vaudrait mieux le représenter par une 
flèche circulaire tournant dans un sens convenable et située dans un 
plan perpendiculaire à la direction du vecteur. Nous appellerons 
souvent ce plan le plan du vecteur axial, et nous proposons pour 
représenter un tel vecteur le symbole 

a. 

On obtient les composantes d'un vecteur axial par les combi-

naisons suivantes des composantes de deux vecteurs polaires a et b: 

(3) px = ayb, — afiy, py = azlx - axbz, pz = axhy — ayhx. 

Ces composantes représentent les projections sur les plans coordonnés 
du parallélogramme construit sur les droites a et b; elles déterminent 
ce parallélogramme en surface, direction de plan et sens de parcours 

-> -> 
qui est celui des côtés a et 6 dans l'ordre a, b. 

^> 
H. Grassmann19) nomme ce vecteur p le produit extérieur des deux 

droites a et 6 et l'écrit symboliquement [ab]; H. A. Lorents et la 
plupart des auteurs allemands8) se conforment à cette notation qui 
a l'inconvément d'immobiliser les crochets ou de prêter à confusion; 
W. R. Hamilton12) le considère comme la partie vectorielle Va6 du 

19) H. Grassmann [Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 163; 
"Werke') l 1 , p. 189] nomme un parallélogramme lié à son plan une „grandeur 
planaire" („Plangrôsse"). Pour celui qui peut se déplacer librement dans l'espace 
par translation ou rotation autour d'une perpendiculaire à son plan, il n'emploie 
pas de terme particulier. 
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produit quaternion des deux vecteurs; B. de Saint-Venant30) le nomme 
produit géométrique; J. W. Gibbs13) l'écrit a X b, 0. Heaviside21) V ab; 

ce dernier auteur l'appelle produit vectoriel. Nous adopterons ici cette 
terminologie ainsi que le symbole de J. W. Gibbs axb qui utilise 
le signe X généralement négligé en algèbre. G Burali-Forti et 
B. Marcolongo22) proposent a /\ b. 

Tant qu'on ne fait pas intervenir de renversement d'axes, on peut 
représenter un parallélogramme par une droite perpendiculaire à son 
plan et dont la longueur est proportionnelle à la surface du parallélo­
gramme; c'est le complément (Ergänzung) du parallélogramme de 
H. Grassmann13). Mais tandis que le parallélogramme, comme sur­
face, direction et sens de parcours, reste identique à lui-même par 
mirage dans son propre plan, la droite représentative change de sens 
et n'en fournit pas un symbole exact. 

Dans la théorie des quaternions et dans le développement ultérieur 
de l'analyse vectorielle, on ne tient aucun compte de cette différence. 
Le premier, A. JSf. Whitehead23) distingue systématiquement, dans son 
exposition du calcul des vecteurs, les droites dirigées et les parallélo­
grammes pourvus d'un sens de parcours. En même temps, l'importance 
de cette distinction fut reconnue par les physiciens. J. G. Maxwell2*) 
désigna ces deux catégories de grandeurs dirigées par les noms de 
vecteurs translatoires et rotatoires en remarquant que les rotations 
infiniment petites appartiennent à cette dernière catégorie [n° 16]. 

P. Curie2) et E. Wiechert26) ont récemment insisté sur la nécessité 

2 0 ) JB. de Saint-Venant [C. R. Aead. se. Paris 2 1 ( 1 8 4 5 ) , p. 6 2 0 ] semble être 
arrivé à cette conception indépendamment de H. Grassmann et W. R. Hamilton. 

2 1 ) Electrical papers 2 , Londres 1 8 9 2 , p. 5 ; Electrom.9) 1 , p. 1 5 7 et suiv. 
(chap. 3 ) ; A. Föppl [Vorlesungen über technische Mechanik 1 , Leipzig 1 8 9 8 , 
p. 8 2 ; Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektricität, Leipzig 1 8 9 4 , 
p. 1 6 ] suit 0. Heaviside. Les systèmes de J. W. Gibbs et 0. Heaviside qui évitent 
la complication du produit quaternion ont été défendus par leurs auteurs dans les 
colonnes du journal „Nature" contre les quatemionnistes orthodoxes [tels que P. G. 
Tait et A. McAulay]; voir à ce sujet: Nature 4 3 (1890 /1 ) , p. 5 1 1 , 6 0 8 ; 4 4 ( 1 8 9 1 ) , 

p. 7 9 ; 4 7 ( 1 8 9 2 / 3 ) , p. 1 5 1 , 2 2 5 , 4 6 3 , 5 3 3 ; 4 8 ( 1 8 9 3 ) , p. 3 6 4 . 

2 2 ) Rend. Cire. mat. Palermo. 2 4 (1907) , p. 7 8 ; Calcolo vettoriale16), p. 2 8 ; 

Calcul vectoriel46), p. 2 8 ; en ce qui concerne les notations usitées dans la théorie 
des vecteurs, voir les notes I I et I I I de cet ouvrage, p. 2 1 6 / 2 2 . 

2 3 ) A treatise on universal algebra, Cambridge 1 8 9 8 , p. 5 4 8 (livre 7, ebap. 4) . 
2 4 ) Treatise on electricity8) 1 , p. 1 3 ; Traité d'électricité 1 , p. 1 3 ; Proc. 

London math. Soc. 3 ( 1 8 6 9 / 7 1 ) , p. 2 2 4 / 3 2 ; Papers 2 , Cambridge 1 8 9 0 , p. 2 5 7 . 

2 5 ) Schriften phys.-ökon. Ges. Königsberg 3 7 ( 1 8 9 6 ) Abh., p. 6 ; Ann. Phys. 
und Chemie, Dritte Folge 5 9 ( 1 8 9 6 ) , p. 2 8 7 . 
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de séparer ces deux classes de grandeurs. Ce dernier savant les nomme 
„Vektoren" et „Rotoren" tandis que W. Voigt16) les appelle vecteurs 
„polaires" et „axiaux". Nous utilisons ici ce dernier mode de dé­
nomination. On a reconnu que le champ électrique appartient à la 
classe des vecteurs polaires et le champ magnétique à celle des vec­
teurs axiaux [n° 23]. 

De la définition du produit vectoriel il résulte immédiatement 
que cette opération est distributive mais n'est ni commutative ni 

- y - y - y - > 

associative. En effet les deux produits axb et b X a, où les sens 
de succession des deux vecteurs sont différents, correspondent à des 
sens de parcours opposés du parallélogramme construit sur ces vec­
teurs et ont par conséquent des signes opposés 

• > - y - y - y 

a x b = — bxa. 
-> -+•->• 

Le produit de trois vecteurs (axb)c ou simplement 
- y - y - > - y - y - y - y - y - y - y - y - y - y - y - y 

a x b · c = bxc • a = e x a -b = — a X c · b = — cxb • a 
- y - y - y - > - y - y 

= — b X a · c — a (b X c), etc. 

est un pseudoscalaire qui représente le volume du parallélépipède 
ayant pour arêtes les trois droites a, b, C. 

La multiplication vectorielle n'est pas associative. On démontre 
en effet facilement la formule importante 

- y - y - y - y - y - y - > - y - y 

( a xb) X c = (b c) a — ( a c) b, 

c'est-à-dire que le premier membre représente un vecteur situé dans le 
- y - y 

plan de a et de b, tandis que 
- y - y - y - y - y - y - y - y - y 

a X (b x c) = (a b) c — (a c)b 

est un vecteur situé dans le plan de b et de c. 
Une autre formule importante est 

- y - y - y - > - y - y - y - y - y - > - y - > 

(a X b) (c X d) = (a • c) (b • d) — ( a · d) (b • c). 

Si p et q sont deux vecteurs axiaux, les expressions 

(4) PS+PS+P', (4') g,'+ a,'+ q.\ 

( 5) 
sont des scalaires purs, c'est-à-dire sont des invariants du groupe des 
rotations et renversements des axes coordonnés. 

L'expression (5) peut être considérée comme le produit scalaire 
des deux vecteurs axiaux; c'est un scalaire pur. Réciproquement, si 
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26) G. Lamé, J. Ec. polyt. (1) cah. 23 (1834), p. 215; Leçons sur les coor­
données curvilignes, Paris 1859, p. 1 et suiv. (chap. 1). 

Px> Py> Pz

 son^ ^ composantes d'un vecteur axial et si l'expression (5) 
est invariante, qx, qy, qz sont aussi les composantes d'un vecteur axial. 

La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théo­

rème correspondant pour les vecteurs polaires [n° 2]. Il en résulte 

aussi que d'un scalaire pur E fonction de p (énergie magnétique, par 

exemple, si p est un champ magnétique), un nouveau vecteur axial 

peut être dérivé (induction magnétique) avec les composantes 

dE dE dEi 

8px' 8py' dp/ 

On verrait facilement la démonstration de la proposition suivante et 
de sa réciproque: le produit scalaire d'un vecteur polaire et d'un vecteur 
axial est un pseudoscalaire. 

De même, le produit vectoriel de deux vecteurs de même classe est 
un vecteur axial, tandis que le produit vectoriel de deux vecteurs de 
classes différentes est un vecteur polaire. 

Pour démontrer ces théorèmes, comme les résultats analogues 
dans le cas des produits scalaires ou vectoriels d'un nombre quelcon­
que de vecteurs polaires ou axiaux, il suffit de voir comment se 
comporte le signe du produit ou de ses composantes dans un ren­
versement des axes. 

Il est peut-être utile de faire remarquer qu'un élément de sur­
face dont le contour est pourvu d'un sens de parcours est bien re-
présenté par un vecteur axial ds. Un contour fermé pourvu d'un 
sens de parcours correspond également à un vecteur axial, somme 
géométrique des vecteurs axiaux correspondant aux éléments d'une 
surface quelconque s'appuyant sur le contour. La projection du con­
tour sur un plan quelconque renferme une surface mesurée simple­
ment par la projection, sur la normale au plan, du vecteur axial qui 
représente le contour. Pour une surface fermée, l'intégrale des vec­
teurs axiaux élémentaires est toujours nulle. Si au contraire on a 
choisi sur la surface une face positive et une face négative sans 
subordonner ce choix au sens de parcours du contour, chaque élément 
et, par suite, la surface entière est bien représentée par un vecteur 
polaire ds. Le vecteur total correspondant à une surface fermée est 
encore nul ici. 

5. Champ d'un scalaire. Si un scalaire tp est donné comme 
fonction continue des coordonnées d'un point (fonction de point) 2 6), 
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sa diminution le long de l'élément de droite dX est: 

— dm = — ~ dx — |^ dy — ^? d2 

T dx dy " dz 7 

où da;, dy, de représentent les projections de dX sur les axes coor­
donnés. Comme dX est un vecteur polaire de composantes (dx, dy, dz), 
il résulte [cf. n° 3] que 

d<f dy dcp 

dx' dy' dz 

sont les composantes d'un vecteur, polaire si w est un scalaire pur 
et axial si <p est un pseudo-scalaire. La direction de ce vecteur est 
celle de la diminution la plus rapide de m et sa longueur 

donne la grandeur de cette diminution la plus rapide par unité de 
déplacement. Cette dernière expression est appelée par G. Lamé 
paramètre différentiel du premier ordre. G. Lamé ne considérait pas 
le vecteur en tant que grandeur dirigée. 

Pour avoir la diminution de w par unité de déplacement dans 
une direction quelconque, il suffit de projeter sur cette direction le 
vecteur ainsi introduit. Celui-ci détermine donc entièrement la manière 
dont varie, au premier ordre, le champ du scalaire autour du point x, y, z. 

Son introduction est due à W. H. Hamilton27) qui le représente 
au moyen de l'opérateur symbolique 

. a , · d , 7 d 
v ox J

 dy 8z 

On appelle le vecteur — v<P l a chute [slope, Gefàlle26)] ou le gra­

dient29) du scalaire w. Nous le représenterons par la notation fré­
quemment employée 

grad q>. 

Par l'introduction du gradient, un champ de vecteur est associé à tout 
champ de scalaire, dont il représente la variation, la dérivée. 

Un champ de vecteur qui peut être considéré comme le gradient 
d'un scalaire s'appelle „champ de vecteur lamellaire" ou „irrotationnel" 
ou „champ newtonien". 

2 7 ) Proc. Irish Acad. (1 ) 3 ( 1 8 4 5 / 7 ) , p. 2 9 1 ; Lectures on quaternions8), p. 6 0 9 ; 

Elements of quaternions5), ( 2 ° éd.) 1, Londres 1 8 9 9 , p. 5 4 8 (note); 2 , Londres 1 9 0 1 , 
p. 4 3 2 (appendice). On appelle quelquefois nabla l'opérateur r/, du nom d'un 
instrument de musique hébreu ou assyrien de forme analogue. 

2 8 ) 0. Heaviside, Electrom.9) 1, p. 1 8 6 . 
2 9 ) B. Biemann, Partielle Differentialgleichungen, ( 4 E éd.) publ. par H. Weber 

2, Brunswick 1 9 0 1 , p. 2 1 3 . 
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D'autres indications sur les champs de scalaires seront données à 
propos des champs de vecteurs lamellaires [n° 7]. 

6. Champ d'un vecteur. Si un vecteur varie de manière continue 
d'un point à l'autre d'un certain domaine, exception faite de certaines 
surfaces, lignes ou points, ce domaine est appelé le „champ du vec­
teur"8). Dans ce qui suit nous désignerons par champ de vecteur 
tout d'abord le champ d'un vecteur polaire et nous indiquerons ensuite 
les particularités relatives aux champs de vecteurs axiaux. 

J. Clerk Maxwell30) distingue les vecteurs forces et les vecteurs cou. 
rants; cette distinction n'a rien d'essentiel, et l'on peut considérer 

un même vecteur a tantôt comme vecteur force et tantôt comme 
vecteur courant. 

Si on le considère comme représentant en chaque point la vitesse 
d'un fluide remplissant l'espace, on obtient une grandeur scalaire en 
calculant le volume de ce fluide qui traverse une surface fixe s dans 
le sens indiqué par la direction de la normale n. Ce flux est donné 
par l'intégrale 

(6) S =

t / ^ ( a i 0 0 8 n x + a

y

 c o s nV + a% c o s ns) ds = d s . 

Si l'élément de surface ds est représenté [n° 4] par un vecteur polaire 

ds dirigé suivant la normale, c'est-à-dire si le sens positif choisi sur 

cette normale ne dépend pas du sens positif choisi pour les rotations, 

on peut écrire ce flux 

S =J*a ds 
et S est un scalaire pur. C'est par exemple le cas lorsqu'il s'agit du 
flux sortant d'une surface fermée, le sens positif choisi sur la normale 
étant dirigé de l'intérieur vers l'extérieur. 

Si l'élément de surface ds est représenté par un vecteur axial 
ds, lorsque, par exemple, on s'est donné un sens de parcours pour 
e contour sur lequel s'appuie la surface et que le sens positif de la 

normale est dirigé du côté où doit se placer un observateur pour 
voir le contour parcouru dans le sens positif de rotation, le flux 
s'écrit aussi 

ads 

et a les propriétés d'un pseudoscalaire. 

Si a est un vecteur axial, son flux sortant d'une surface fermée 
est un pseudoscalaire, et son flux à travers une surface qui s'appuie 

30) Treatise on electricity8) 1, p. 10; Traité d'électricité 1, p. 11; Proc. 
London math. Soc. 3 (1869/71), p. 224/32; Papers 2, Cambridge 1890, p. 257/66. 
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6. Champ d'un vecteur. 17 

sur un contour dont le sens de parcours est donné est au contraire 
un scalaire pur. 

Si l'on considère au contraire le recteur comme un vecteur force, 
on obtient une grandeur scalaire en calculant le travail que produit 
la force quand son point d'application se déplace le long d'une ligne 
fixe X. Ce travail est donné par l'intégrale 

(7) L =J\ax cos Xx + ay cos Xy + az cos Xz)dX = JaxdX. 

Pour un vecteur polaire a, le travail L est un scalaire pur, qu'on 
peut encore représenter par 

L = J*adX. 
Pour un vecteur axial, L est un pseudo-scalaire. 

On peut d'ailleurs aussi bien calculer un scalaire flux S à partir d'un 
vecteur force qu'un scalaire L à partir d'un vecteur courant. Le premier 
s'appelle „flux du vecteur à travers la surface s" et le second „travail 
ou circulation du vecteur le long de la ligne X". 

Si la surface s est fermée, soit n sa normale extérieure; une trans­
formation de calcul intégral3 1) connue sous le nom de „théorème de 
Gauss" donne 

L'intégrale du second membre doit être étendue à tout le volume 
intérieur à la surface fermée. L'expression 

(S)
 d i- = fe + Sf + S 

est un scalaire qui représente dans l'analogie hydrodynamique le 
dS 

débit des sources, puisqu'il est égal au quotient du flux de liquide 

qui sort de la surface limitant un élément de volume par le volume 

de cet élément. 
J. Clerk Maxwell32) appelle l'expression (9) changée de signe la 

convergence du champ, tandis que le nom de divergence usuellement 
employé pour (9) est dû à W- K. Clifford3*). Dans la notation des 

31) Voir à ce sujet l'article II 4. 
Ce théorème fut démontré par G F. Gauss pour les champs newtoniens [All­

gemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des Quadrats 
der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskräfte, Leipzig 1840 ; Werke 
5, Göttingue 1877, p. 224]. 

32) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity8) 1, p. 28; Traité d'électricité 1, 
p. 30; Classification of physical quantities [Proc. London math. Soc. 3 (1869/71), 
p. 224; Papers 2, Cambridge 1890, p. 257]. 

33) W. K. Clifford, Elements of dynamics 1, Londres 1878, p. 209. 
Encyclop. des acienc. mathémat. IV 5. 2 
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quaternionsM), on l'écrit —Sya. J. W. Gibbs et 0. Heaviside*"1) 
emploient y · a et y a . Nous emploierons la notation déjà fré­
quente 

div. a. 

Si le champ contient une surface de discontinuité 6, dont les 
normales opposées seront désignées par v x et v2, le débit des sources 
par unité de surface est donné par la discontinuité de la composante 
normale du vecteur 

(9') + <V 

Cette discontinuité s'appellera par suite la divergence de surface3*) 

du vecteur a. 

Si l'on forme l'intégrale de ligne (7) pour une courbe fermée X, 
on obtient, par application du théorème de StoJces35), 

L'intégrale du second membre est étendue à une surface s limitée 
par la courbe fermée A; on a représenté par 

nx, ny, m 

les angles que forme la normale n à l'élément de surface ds avec les 
axes coordonnés. 

Les expressions 

(II) £^Ï _ ?f!v _ day _ dOx 
^ ' cy dz dz dx dx dy 

qui s'introduisent dans la transformation de l'intégrale de ligne 
en intégrale de surface, sont les composantes d'un vecteur axial*6). 

0. Heaviside^) nomme ce vecteur „curl" du vecteur a et le représente 

34) V. Bjerknes, Vorlesungen über hydrodynamische Fernkräfte 1, Leipzig 
1900, p. 9/18. 

35) G. G. StoJces, A Smith's prize paper, Cambridge 1854; Papers 5, Cam­
bridge 1905, p. 320; S. Sankel, Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Flüssig­
keiten, Preisschrift, Göttingue 1861. Voir aussi dans l'Encyclopédie l'article n 4. 

36) E.Wiechert, Schriften pbys.-ökon. Ges. Königsberg 37 (1896) Abh., p. 8; 
Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 59 (1896), p. 288; Grundlagen der Elektro­
dynamik, Festschrift zur Feier der Enthüllung des Gauss -Weber Denkmals in 
Göttingen, Leipzig 1899. 

37) J. W. Gibbs1*) et 0. Heaviside*1), forment les produits scalaire et vec­
toriel au moyen de l'opérateur y et du vecteur considéré a et obtiennent ainsi 
la divergence et le rotationnel. Le signe opposé du symbole pour la divergence 
dans la théorie des quaternions tient aux signes opposés du produit scalaire et de 
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6. Champ d'un vecteur. 19 

par le symbole de la théorie des quaternions88): 

J. W. Gibbs37) l'écrit y x a , K Wiechert36) Quirl a, H. A. Lorentz3*) 
Rot a, W. Voigt*0) Vort a. Nous emploierons la notation 

- y 

Rot a, 

ainsi que le terme vecteur rotationnel de a ou rotationnel de a. 

On verra en effet, dans la cinématique des milieux continus, que la 
moitié de ce vecteur, dans le cas où a est la vitesse d'un courant de fluide, 
représente la vitesse angulaire de rotation de l'élément de volume 
entourant le point (x, y, z), ou le tourbillon du fluide en ce point. 
Dans un milieu élastique, appliqué au déplacement des points du 
milieu, il représente le double de la rotation de l'élément de volume. 

On peut dire encore que le rotationnel d'un champ de vecteur 
représente entièrement la manière dont varie, avec l'orientation d'un 
élément de surface ds autour d'un point, la circulation dL du vecteur 
le long du contour de l'élément. D est en effet facile de démontrer 
que le quotient pour un tel élément est la projection BUT la nor­
male à l'élément du vecteur rotationnel. 

Nous verrons au n° 20 comment ce rotationnel, joint à un triple 
tenseur, représente complètement la manière dont varie le champ de 
vecteur autour d'un point (x, y, z), cet ensemble jouant ainsi pour 
un champ de vecteur le rôle de dérivée que joue le gradient pour 
un champ de scalaire. 

Si une surface de discontinuité 6 se trouve dans le champ d'un 
courant de fluide, deux couches de fluide glissant l'une sur l'autre le 
long de <?, cette surface est le siège d'un „tourbillon superficiel" dont 
l'intensité par unité de surface est mesurée par la moitié du „rota-
tionnel de surface"84). 

Ce rotationnel de surface est un vecteur axial dont le plan est 
normal à la surface de discontinuité, la direction du vecteur se trou-
la partie scalaire du produit quaternion dont l'origine se trouve dans la différence 

des significations données aux I, J, JE, vecteurs unités dans le calcul vectoriel 

et imaginaires dans la théorie des quaternions (voir note 1 2 ) . 
3 8 ) P. G. Tait, [Proc. R. Soc. Edinb. 4 ( 1 8 5 7 / 6 2 ) , p. 6 1 7 ; Papers 1 , Cambridge 

1 8 9 8 , p. 3 7 ] appliqua le premier l'opérateur y à des vecteurs. La partie scalaire 
du quaternion ainsi obtenue donne la divergence et la partie vectorielle donne 
le rotationnel du vecteur considéré. 

3 9 ) .H". A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen 
Erscheinungen in bewegten Körpern, Leyde 1 8 9 5 , p. 1 0 ; réimp. Leipzig 1 9 0 6 , p. 1 0 . 

4 0 ) W. VOIGT, Nachr. Ges. Gött. 1 9 0 0 , math. p. 1 4 . 
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(12) 

Les expressions 

div <pa = op div a + a • grad <p, 
- y • > - y 

rot epa = <p rot œ + a X grad op, 
/ - y - y \ - y - y - y - y 

div \axb) = b · rot a — a · rot b. 

grad (a · &) et rot (a x &) 

font intervenir d'autres combinaisons des composantes des vecteurs 
- y - y 

a et b et de leurs dérivées que nous examinerons au n° 12. 
En appliquant successivement deux de ces opérations, on forme 

ce qu'on appelle le produit de ces deux opérations. On est ainsi 
conduit à plusieurs théorèmes- parmi lesquels nous citerons les suivants : 

rot grad <p = 0, 
- y 

div rot a = 0. 

vant donc dans le plan tangent à et. La projection de ce vecteur sur 
la perpendiculaire à un plan quelconque normal à 6 est égal à la 
discontinuité dans ce plan des composantes tangentielles à a du 
champ de vecteur, c'est-à-dire de la vitesse du fluide. 

Si 

est un vecteur unité dirigé du côté 1 vers le côté 2 de la surface de 
discontinuité tf, le rotationnel de surface du vecteur a est identique 
au produit vectoriel 

(11') X (a 2 — a j , 
- y - y - y 

a3 — al étant la discontinuité du vecteur a de part et d'autre de a au 
point considéré. 

L'introduction de la divergence permet de mettre l'équation (8) 
sous la forme 

et l'introduction du rotationnel permet de mettre l'équation (10) sous 
la forme 

/
- y — y / » / » - y 

adl=JJ rot ax ds. 
Les opérations représentées par les symboles grad, div et rot sont 
évidemment distributives. D'autre part leur application à des pro­
duits donne lieu aux règles de calcul suivantes, faciles à justifier, où 

- y - y 

(p, représentent des scalaires, a et & des vecteurs: 

grad (cpip) = q> grad ^ - f - ijj grad <p, 
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Celles des autres combinaisons auxquelles on parvient et qui ne sont 
pas dépourvues de sens seront examinées plus loin [n° 12]. 

L'application de l'opérateur grad à des pseudoscalaires et l'appli­
cation des opérateurs div et rot à des vecteurs axiaux donne lieu à 
des règles faciles à prévoir: 

1°) le gradient d'un pseudo-scalaire est un vecteur axial; 
2°) la divergence d'un vecteur axial est un pseudo-scalaire; 
3°) h rotationnel d'un vecteur axial est un vecteur polaire. 
On verra facilement aussi comment se modifient, par l'introduction 

de ces nouvelles grandeurs, les règles de calcul précédemment indiquées. 

7. Champ newtonien. Si l'intégrale de ligne (7), étendue à une 
courbe joignant les points a et /?, est indépendante du chemin par-

-> 

couru, et cela quel que soit le point /î, le champ de vecteur a peut 
se dériver d'un champ de scalaire ce dont il est le gradient. 

La valeur du scalaire op au point CE étant arbitrairement choisie 
égale à opa, sa valeur <PP au point /8 est donnée par l'expression 

(13) <JPIS= <pa— J*(ax cos Xx + ay cos Xy -f as cos Xz) dX = tpa —Ĵa dX. 
a a 

On a par conséquent 

a = grad <p. 

W. Thomson*1) a introduit pour désigner un semblable champ 
l'expression de champ lamellaire, pour rappeler qu'on peut décom­
poser ce champ en lamelles minces au moyen d'une famille de sur­
faces q> = const. ou surfaces de niveau, de manière que d'une face à 
l'autre de chaque lamelle le scalaire tp diminue d'une quantité fixe. 
Ces lamelles sont partout dirigées normalement au vecteur du champ, 
et si l'on déplace dans le champ un élément de ligne de longueur 
déterminée, le nombre des lamelles qu'il traverse dans chaque position 
mesure la composante du champ dans la direction de l'élément à 
l'endroit où il est placé. 

La divergence du vecteur lamellaire est 

(14) div a = div grad qp = -( |J + 0 + |^). 

G. Lame'26) désigne par A 2 (p le scalaire + + ^ ~ et l'appelle 

le paramètre différentiel du second ordre de çp. Nous écrirons plus 

41) On solenoïdal and lamellar distributions of magnetism, Proc. R. Soc. 
London 5 (1843/50), p. 977 (abstract of papers printed in the Philos. Trans, of 
the R. Soc. of London); Reprint of papers, Londres 1872, p. 378. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



simplement 
d*9 8 V S'a, 

en sorte que 
-> 

div a = — Am. 
Jl CZerife Maxwell90) nomme A g? la concentration du scalaire m, pour 
rappeler ce fait important que Acp est proportionnel à la différence 
entre la valeur moyenne de <p sur une sphère de rayon infiniment 
petit et la valeur de <p au centre de la sphère. 

En quaternions 1 9) 8 6), le scalaire A<p s'écrit —V2(jp; W. Thomson 
et J. Tait, J. W. Gibbs13) et 0. Heavisideu) le désignent par V8op. 
D'autres signes ont encore été employés pour le représenter [IIA 
7 b n° 2] . 

La relation (14) montre que cp est le potentiel dû à une distri­
bution de masses électriques avec la densité en volume 

9 = ~ a — div a, 
-> 

le vecteur a étant le champ correspondant. S'il existe des surfaces de 

discontinuité, il faut y joindre sur celles-ci une densité superficielle 

égale au quotient par 4JT de la divergence de surface du vecteur a. 

En l'absence de semblables discontinuités, on a 

(15) 

2 > 

fpl} ax étant les valeurs du scalaire cp et du vecteur a au point 

(x1} y1} zt); dans ces formules p 2 désigne la valeur de p au point 

(x2> y2, z2) où se trouve l'élément de volume dr2) et r^ représente 

la distance des deux points (xlt ylf zx) et (x2, y2, z2). 

J. W. Gibbs13) propose pour exprimer les relations mutuelles des 

grandeurs cp, a et p les notations 

cp = Pot p, 

(16) a = New p = grad cp, 
-> 

4srp = div a — div grad <p 
qui s'énoncent en disant que cp est le potentiel de p dont a est le 
newtonien ou champ newtonien. 

Pour compléter ces relations nous proposerons 

(17) cp = Lam a, 
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7. Champ newtonien. 23 

<p étant le lamellaire de a, l'opérateur lam étant l'inverse de grad. 
Nous examinerons plus loin quelques propriétés des opérateurs po­
tentiel, newtonien et lamellaire introduits ici. 

Le rotationnel du champ de vecteur s'annule dans les champs 
newtoniens, car dans ce cas, en vertu de l'équation (13), l'intégrale 
de ligne L s'annule pour toute courbe fermée X et, par suite, le 
second membre de l'équation (10) s'annule pour toute surface S. On 
peut également remarquer que la relation 

-> 

a = grad ç> 

implique que l'on a en tout point 

rot a = 0, 

puisque rot grad ip est identiquement nul. 

Inversement, on voit, d'après (10), que si le rotationnel est par­

tout nul, l'intégrale L est indépendante du chemin parcouru, en sorte 

qu'un lamellaire existe pour le champ de a. De là résulte qu'un 

champ newtonien s'appelle encore „irrotationnel" ou „sans tourbillon". 

Si le champ renferme des surfaces de discontinuité, il n'est new­

tonien que si, non seulement le rotationnel (11) s'annule dans tout 

l'espace, mais encore si le rotationnel de surface (11') est nul égale­

ment dans toute l'étendue des surfaces de discontinuité, c'est-à-dire 

si la composante du vecteur tangentielle à la surface ne subit pas de 

discontinuité quand on traverse celle-ci. 

S'il existe des lignes de discontinuité, le lamellaire tp n'est, en 

général, pas uniforme et sa valeur au point j3, pour une valeur donnée 

au point a, dépend du nombre de fois que le chemin d'intégration (a/3) 

de l'équation (13) entoure la ligne de discontinuité. 

Le même fait se retrouve dans les champs à connexions mul­

tiples (champs définis dans des domaines multiplement connexes). 

Le lamellaire d'un champ de vecteur axial est évidemment un 
pseudoscalaire. 

Les champs de vecteurs qui correspondent à des trains d'ondes 
planes, parallèles et homogènes, jouent un rôle particulièrement im­
portant en optique, en électrodynamique, en acoustique et en élasti­
cité. Ils possèdent la propriété qu'on y peut trouver une série de 
plans parallèles tels que le vecteur de champ ait la même direction 
et la même grandeur en tous les points de chacun de ces plans. 

Si, comme en acoustique, les ondes planes homogènes sont longi­
tudinales, c'est-à-dire si le vecteur de champ est dirigé partout per-
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4 2 ) Ce théorème est dû à M. O'Brien, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , 

éd. 1 8 4 9 , p. 6 0 8 [ 1 8 4 7 ] , qui emploie un système particulier de notations; 
M. Abraham, Math. Ann. 5 2 ( 1 8 9 9 ) , p. 8 3 ; P. Duhem, J. math, pures appi. (5) 6 

( 1 9 0 0 ) , p. 2 4 9 . 

pendiculairement aux plans d'ondes, le rotationnel du champ de vecteur 
s'annule. Si, en effet, on applique le théorème de Stokes à un rect­
angle de plan parallèle ou perpendiculaire aux plans d'ondes, l'inté­
grale de ligne L s'annule toujours sur son contour, et il en résulte 
que les trois composantes du rotationnel s'annulent en tous les points 
du champ, c'est-à-dire que 4 2) le champ d'ondes planes homogènes lon­
gitudinales est newtonien. 

8. Champ solénoïdal et champ laplacien. Si l'intégrale de sur­
face S qui mesure le flux du champ de vecteur à travers une sur­
face s s'annule pour toute surface fermée tracée dans le champ, 
d'après (8) la divergence du champ est nulle en tout point. On peut 
appeler un semblable champ „sans sources" ou „sans divergence". 
Nous justifierons plus loin le nom de champ laplacien. 

Il arrive le plus souvent que les champs de ce genre, considérés 
en physique, sont décomposables en tubes ou solénoïdes fermés sur eux-
mêmes de telle manière que le flux ait une valeur constante à travers 
une section quelconque d'un quelconque de ces tubes. La paroi d'un 
tel tube est formée par des lignes de force ou lignes de courant tan­
gentes en chaque point à la direction du champ. Un tel champ est 
dit solénoïdal. Si l'on déplace dans le champ un élément de surface, 
pour chaque position de celui-ci le nombre des tubes qui le traversent 
détermine le flux à travers l'élément ou la composante du champ dans 
la direction de sa normale. 

Le flux à travers une surface fermée est donc nul dans un 
champ solénoïdal. Il en résulte qu'un champ soléno'idal est sans 
divergence; mais la réciproque n'est pas démontrée, car dans un champ 
sans divergence la ligne de force la plus générale n'est pas d'ordinaire 
fermée sur elle-même et peut se replier indéfiniment sans se refermer 
jamais. 

Quand il existe dans le champ des surfaces de discontinuité 6, 
celui-ci ne peut être solénoïdal que si, non seulement la divergence (9) 
s'annule dans tout le volume, mais encore si la divergence de sur­
face (9 r) est nulle en tout point des surfaces de discontinuité, c'est-
à-dire quand la composante normale à la surface du vecteur de champ 
reste continue quand on traverse es. 

On peut mettre sous la forme suivante les composantes d'un 
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vecteur sans divergence a: 

a* ~~dy W 

(18) a, = 5 - 1 j 
v ' v dz dx 

d*y 30x 

a, = - 5 - ^ 5 — > 

où (Pj sont les composantes d'un vecteur 0, axial si a est 

polaire et polaire si a est axial. 

Si l'on ajoute la condition 

d$„ d$r „ ^> 
V + -a-* + - s - 1 = 0, ou div 3> = 0, 3a; 8w 3« ' ' 

0 s'appelle un potentiel vecteur*3). 
Pour justifier cette dénomination, formons, en remarquant que 

la relation (14) peut se mettre sous la forme 

a = rot 0 , 

l'expression 

rot a — rot rot 0 . 

Cette expression est un vecteur axial £xu dont il est facile de 
former les composantes 4«ux, A.%uy, 4^iiut. On a, par exemple, 

daz ëa A /d*x A* A#,\ 
x dy dz dx\dx ' dy dz / x' 

en sorte que 

A N U * = ÎX D I V * ~ A **> 
et de même 

A ^ 4jrw„ = div 0 — A0„, y dy y' 
d Axu, = - 5 - div 0 — A3> . z dz z 

Si donc on étend le symbole A à un vecteur, en représentant par 
^> 

A«P 

un vecteur de composantes 

A<P*, &0Y, A«P„ 

on a démontré la règle de calcul 

(19) rot rot 0 = grad div 0 — A 0 

qui est applicable à un vecteur polaire ou axial. 

43) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity and magnetism éd.) 2, 
Londres 1873, p. 27 (art. 404, 405 et 617); Traité d'électricité8) 2, Paris 1889, 
p. 31, 32, 99. 
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div 0 = 0 

Ad> = — 4 jrw, 

en sorte que <& est relie au vecteur u comme le potentiel scalaire cp 

est lié à la densité en volume ç; les composantes de # sont donc les 

potentiels des composantes correspondantes de u et on a l'égalité 
vectorielle, intégrale de l'équation précédente, 

où <t\ est la valeur de 0 au point (x^, y^, m^); danB cette expression 

w2 représente la valeur de u au point (xiy yif zs) où se trouve l'élé­

ment de volume dr3 et ri3 désigne la distance des points (xlf ylf s/) 

et (x2, yif st} 

Cette relation peut s'écrire, en étendant à un vecteur l'opérateur 
Pot défini plus haut, 

(21) <& = Potw" ou S = Pot u. 
-> -> 

En électromagnétisme, si u est une densité de courant, 0 en est le 
potentiel vecteur selon J. Clerk Maxwell et 

v> -> 
a = rot 0 

est le champ magnétique correspondant. 

La relation directe entre M et a s'obtient en appliquant au courant 
->• 

w la formule de Laplace, 

™ l-fff-
M. X r\. dr9. 

J. W. Grïbbs1S) propose d'appeler a le champ laplacien ou le laplacien 

de u avec la notation 

o = Lap w ou a — Lap M . 

Si O est un potentiel vecteur (de divergence nulle) on a les relations 
1 . 

4* ' 
-> 1 v> -> 
© = -j— Pot rot a = Pot w, 

a = rot <P = Lap u, 

4JTM = rot a = — A d>. 

(23) 

L'expression de O en fonction de u montre qu'un champ sans diver-

L'hypothèse 

donne 
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gence a dérive toujours d'un potentiel vecteur, lorsque rot a s'annule 

à l'infini*4), plus vite que l'inverse du carré de la distance à l'origine. 

Si le champ est plan, c'est-à-dire s'il correspond à un courant 

plan de fluide circulant par exemple dans le plan des xy, la condition 

du champ sans divergence devient 

ëax da 
— - -1 - - 0 

dx dy 

Si cette condition est remplie, le courant total à travers une 

courbe reliant les deux points A et /3 est indépendant du chemin suivi 

et égal à l'accroissement —IJ>A d'une fonction de point 4 5) 
V) 

appelée fonction de courant. Elle est reliée aux composantes du 

vecteur par 

La fonction de courant peut être considérée comme la composante 
suivant l'axe des z du potentiel vecteur dont les deux autres compo­
santes s'annulent dans le cas du champ plan. La théorie du courant 
d'un fluide incompressible sur une surface courbe est également sim­
plifiée par l'introduction d'une fonction de courant. 

Les champs symétriques par rapport à un axe pour les vecteurs 
sans divergence peuvent être étudiés de la même manière4 6). Si l'on 
mène un plan méridien par l'axe de symétrie du champ et si l'on 
réunit deux points CE, FI de ce plan par une courbe X, le flux total 
du courant à travers la surface qu'engendre la courbe X en tournant 
autour de l'axe est indépendant du chemin X et peut être égalé à 
l'accroissement 

2 * 0 / , - * « ) 
d'une fonction 2XIL> qui varie d'un point à l'autre du plan méridien 
et dépend uniquement en chaque point, par exemple de la distance Q 

du point à l'axe et de la distance z du pied de la perpendiculaire Q à 
l'origine. Les composantes du vecteur de champ parallèlement et per­
pendiculairement à l'axe dans le plan méridien sont respectivement 

(24 ) «L = a. = — ç ~ - * 

44) P. Uuhem, J. math, pures appl. (5) 6 (1900), p. 215. 
45) J. L. Lagrange, Nouv. Mém. Acad. Berlin 12 (1781), éd. 1783, p. 173; 

Œuvres 4, Paris 1869, p. 720; W. J. M. Bankine, Philos. Trans. London 161 (1871), 
p. 275. 

46) G.G.Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), éd. 1842, p.451; Papers 
1, Cambridge 1880, p. 14. W. J. M. Bankine, Philos. Trans. London 161 (1871), p. 278. 
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La divergence s'annule dans le champ d'ondes planes homogènes 
transversales. On s'en assure en appliquant le théorème (8) de G. F. 
Gauss à un parallélépipède rectangle dont un couple de faces opposées 
est parallèle aux plans d'ondes. Le champ d'ondes planes homogènes 
transversales, électromagnétiques par exemple, est laplacien. 

9. Champ harmonique. Un champ de veeteur à la fois new-
tonien et sans divergence en volume dérive d'un potentiel scalaire <p 
qui satisfait à Véquation de Laplace ou équation harmonique 

Aro = 0; 

nous le nommerons pour cette raison champ harmonique. La théorie 
en a été faite dans l'article sur la théorie du potentiel [II 24]. 

Un champ harmonique plan possède une fonction de courant # 
qui, d'après (24), est liée au potentiel scalaire <p par les relations 

(25) -Ç- = 8J-, = 
v ' ox cy Oy ex 
Ces relations expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que — (p -j-iip soit une fonction de l'argument complexe X-\-iy [II 8]. 
La théorie des champs harmoniques plans est grandement simplifiée 
par l'introduction de cette fonction et par l'application des méthodes 
de la théorie des fonctions d'une variable complexe. 

10. Champ orthogonal. Dans un champ orthogonal, le vecteur 
-> 

a est en tout point orthogonal à une famille de surfaces 

f= const.-, 

il coïncide en direction avec le veeteur 

grad/" 
et sa grandeur s'obtient en multipliant ce gradient par un facteur g 
variable d'un point à l'autre. Un vecteur orthogonal s'exprime donc 
au moyen de deux scalaires sous la forme 

- y 

a = g grad f. 
- y 

Quand un vecteur a est de cette forme, la différentielle 
axdx + aydy + azdz 

possède ainsi un diviseur intégrant g. La condition pour qu'il en 
soit ainsi, 

(26) « . - w ) + ay (~ - ^ ) + a. - - g f ) 

- y - y 

= a rot a = 0, 
-> 

exprime géométriquement que le vecteur a est en chaque point du 
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champ parallèle au plan de son rotationnel, ou perpendiculaire à ce 
rotationnel"). Ce dernier recteur est ainsi en chaque point situé 
dans le plan tangent à la surface f= const. qui passe par ce point. 

W. Thomson a donné à un tel champ le nom de champ lamel­
laire complexe. 

A. Clébsch4*) a démontré qu'un champ de vecteur quelconque peut 
se mettre sous la forme 

-> 

a — grad ç> + g grad f 
et peut donc être considéré comme résultant de la superposition d'un 
champ lamellaire simple et d'un champ lamellaire complexe. 

11. Décomposition d'un champ de vecteur en un champ 

newtonien et un champ laplacien. Un champ de vecteur indéfini 
dont les composantes à distance infinie sont infiniment petites du 
second ordre au moins peut toujours être considéré comme résultant 
de la superposition d'un champ newtonien et d'un champ laplacien. 

->• 
Si a est le vecteur du champ, on pose 

a = a' + « ' , div a' = 0 , rot a" = 0 

et l'on détermine par les équations 

a' = rot <p', div = 0 , a" = grad rp" 

un potentiel vecteur pour la partie sans divergence et un potentiel 

scalaire pour la partie sans rotation. Ces potentiels doivent satisfaire 

aux équations 

A çp" = — div a, A 0 ' = — rot a 
\_> 

à l'aide desquelles les valeurs de rp" et <P' en un point quelconque 
(x1} y1, £j) du champ se calculent par les équations de la théorie du 
potentiel. Si rls est la distance de l'élément de volume dv2 au point 
(xi> Vi> on a 

La seconde formule est une relation vectorielle qui remplace les trois 

équations relatives aux trois composantes de 0 reliées respectivement 
-> 

aux trois composantes de rot a. La décomposition du champ en une 
partie newtonienne et une partie laplacienne est ainsi effectuée d'une manière 

4 7 ) A. Sommerfeld, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 6 1 ( 1 8 9 7 ) , éd. 1 8 9 9 , p. 1 2 4 . 

P . Appell, Traité de mécanique rationnelle (lre éd.) 3 , Paris 1 9 0 3 , p. 1 5 ; (2* éd.) 
3 , Paris 1 9 0 9 , p. 1 5 . 

4 8 ) A. Cîebsch, J. reine angew. Math. 5 6 ( 1 8 5 9 ) , p. 1 . 

(27) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



complète, et le champ de vecteur est détermine' d'une manière univoquepar 
sou divergence et son rotationnel*9). 

Pour un. champ de vecteur se comportant à l'infini comme on 
l'a indiqué on a donc l'identité 

- y - y - y - y - y 

(28) Axa = grad Pot div a + rot Pot rot a = New div a -f- Lap rot a. 

Ce résultat est facile à étendre au cas où le champ renferme des 
surfaces de discontinuité; il suffit pour cela d'introduire, dans les ex­
pressions des potentiels, des intégrales étendues à ces surfaces et où 
figurent la divergence et le rotationnel de surface5 0). 

Les champs limités peuvent se décomposer d'une infinité de ma­
nières en un champ newtonien et un champ laplacien5 1). On peut, 
dans ce cas, déterminer le potentiel scalaire de manière que la portion 
newtonienne du champ qu'on en dérive, non seulement ait à l'intérieur 
du domaine la divergence du champ total, mais encore ait sur la sur­
face qui limite le domaine la même composante normale que ce 
champ total; le potentiel scalaire se trouve par là-même déterminé. 

On peut encore compléter le champ de manière continue en intro­
duisant à l'extérieur du domaine des sources et des tourbillons (diver­
gences et rotationnels) tels qu'ils ne modifient pas le champ intérieur, 
et calculer par les équations (27) les valeurs correspondantes des po­
tentiels scalaire et vecteur. 

0. BlumenthalM) a montré que la décomposition d'un champ de 
vecteur, s'étendant à l'infini, en une partie sans divergence et une 
partie irrotationnelle, est encore possible dans des conditions où les 
composantes du vecteur de champ s'annulent à l'infini moins rapide­
ment que l'inverse du carré de la distance. 

12. Déduction de nouveaux vecteurs et scalaires à partir de 
vecteurs donnés. On peut de diverses manières obtenir, à partir de 

- y - y - y 

vecteurs donnés a, b, c, . .., de nouvelles grandeurs scalaires ou vec­
torielles dont les composantes soient des fonctions rationnelles entières 
des composantes des vecteurs donnés et des dérivées de ces compo­
santes par rapport aux coordonnées. 

H. Burkhardtir) a cherché la forme la plus générale de telles 
fonctions en utilisant les méthodes établies par les algébristes pour 

49) G. G. Stolces, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 part I (1849/50), éd. 1851, p. 1 ; 
Papers 2, Cambridge 1883, p. 255 et suiv. 

50) L. Donati, Memorie Ist. Bologna (5) 7 (1898), p. 1/26. 
51) A. Clebsch, 3. reine angew. Math. 61 (1863), p. 195; E. Betti, Il nuovo 

cimento [Pise] (2) 7 (1872), p. 75; H. von BTelmholtz, J. reine angew. Math. 55 
(1858), p. 25 et suiv. 

52) O. Blumenthal, Math. Ann. 61 (1905), p. 235/50. 
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la formation des invariants. Tous les vecteurs ainsi obtenus sont 
rangés par lui en cinq catégories obtenues par les opérations suivantes: 

a) Addition géométrique des vecteurs. 
b) Formation du produit vectoriel à partir des vecteurs donnés 

et de leurs produits vectoriels, etc. 
c) Application des opérations rot, grad, div, A aux vecteurs 

donnés. 
d) Combinaison de deux vecteurs donnés en un nouveau vecteur 

dont les composantes sont 

(29) 

8h* .
 dh* .

 dh* a*Jx~ + avjy~ + a'-cT' 
8 b y , 8 b y , d b y 

, 9Z>, 86, êbr 

( a

r -s h a„ - 5 h o>. -
K x ri nr. ' V 3« ' * 

dx ^ "» dy ^ de 

0. Heaviside représente ce vecteur par 

( a V ) î . 

Si a est un vecteur unité, \aV)b donne l'accroissement du vecteur b 

par unité de longueur d'un déplacement dans la direction de a. 

e) Multiplication des vecteurs donnés et des vecteurs obtenus 
par trois catégories de scalaires: produit scalaire de deux vecteurs, 
carré de la longueur ou divergence d'un vecteur. 

Pour la réduction à l'une de ces formes, les règles de calcul 
suivantes, dont certaines ont déjà été indiquées, sont particulièrement 
ut i les 1 8 ) 1 4 ) : 

(30) d iv ( ,g rad r ) = M + f f + £ J f + * ^ , 
- » • - * · - > -> ->• -> 

(31) div a X 6 = b rot a — a rot &, 
-*• . - * · - > · 

(32) rot rot a = grad div a — A a, 
/-> -v\ -> -*· -> - * · / - » · \ \ -> 

(33) grad [a · b) = a X rot b + b x rot a + [a Vj b + [b Vj a, 

(34) rot (a X b) = a div b — b div a + [bV)a— ( aVj b. 

Si l'on intègre les équations (30) et (31) dans un volume x et si 
l'on transforme le premier membre en une intégrale de surface au 
moyen du théorème de Gauss, la première conduit au théorème de 
Green 6 3), et la deuxième à une transformation analogue d'intégrale 
de volume en intégrale de surface. 

53) G. Green, Essay on the application of mathematical analysis to the 
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H. BurJchardt ne fait intervenir que les rotations d'axes coor­
donnés et par suite ne distingue pas entre vecteurs polaires et axiaux. 
On peut cependant compléter ses résultats par la règle suivante: si 
les expressions qui se comportent comme des composantes de vecteurs 
pour une rotation des axes de coordonnées sont des produits conte­
nant n facteurs composantes de vecteurs polaires ou pseudo-scalaires, 
elles sont les composantes d'un vecteur polaire si n est impair et d'un 
vecteur axial si n est pair. Une différentiation par rapport aux coor­
données est équivalente à la multiplication par une composante de 
vecteur polaire ou par un pseudoscalaire. Par exemple, il résulte de 
cette règle 

I e ) que le rotationnel d'un vecteur axial est un vecteur polaire 
et inversement; 

2°) que la divergence d'un vecteur polaire est un scalaire pur, et 
celle d'un vecteur axial un pseudoscalaire; 

3°) que le gradient d'un scalaire pur est un vecteur polaire et 
que le gradient d'un pseudoscalaire est un vecteur axial, etc. 

Dans le domaine du calcul intégral, nous avons déjà introduit 
les opérateurs Pot, New et Lap qui permettent d'obtenir de nouveaux 
vecteurs et scalaires à partir de champs de vecteurs et de scalaires. 
L'opérateur Pot s'applique à un scalaire ou à un vecteur; l'opérateur 
New s'applique à un scalaire et représente le champ newtonien pro­
duit par des masses attirantes de densité égale au scalaire et agissant 
suivant la loi de Newton; l'opérateur Lap s'applique à un vecteur et 
représente le champ laplacien produit par des courants de densité 
égale au vecteur et agissant suivant la loi de Laplace en électro­
magnétisme. A ces opérateurs nous joindrons avec J. W. Gïbbs13) 
l'opérateur qu'il nomme maxwcllien, et qui, appliqué à un vecteur, 
représente le potentiel produit par une intensité d'aimantation égale 
au vecteur, c'est-à-dire 

(35) (mat^-f^-dr,. 
Les propriétés essentielles des opérateurs ainsi définis sont les sui­
vantes: tout d'abord si Q est une fonction scalaire continue et telle 
que, à distance r infinie, le produit çr3 reste fini, on démontre facile­
ment la relation 

g Pote g g t 

dxt ~ dx^ 

theories of electricity and magnetism, Nottingham 1828; Papers, publ. par N. M. 
Ferrers, Londres 1871, p. 23; fac simile reimp. Paris 1903, p. 23. 
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d'où encore 
(36) grad Pot Q = Pot grad ç — New Q , 

- y - y - y 

(37) rot Pot u = Pot rot u = Lap u, 
-> -> -> 

(38) div Pot u = Pot div u = Max u. 
La relation (37) est importante en ce qu'elle démontre que le champ 
laplacien produit par une distribution de courant u est nul quand 

-> 
rot u est partout nul, c'est-à-dire quand le courant est sans tourbillon 
ou que le champ du vecteur courant est newtonien; comme un 
gradient est toujours un champ newtonien, de même qu'un rotationnel 
est toujours un champ laplacien, on a donc identiquement 

Lap grad q> = 0. 

De même il résulte de la relation (38) que le maxwelien d'un 
vecteur sans divergence ou le maxwelien d'un champ laplacien 
est nul, et comme un rotationnel a une divergence nulle, on a iden­
tiquement 

- y 

Max rot a = 0. 
En appliquant à cette même relation l'opérateur grad et en tenant 

compte de ce que grad Pot = New, on obtient 
- y - y 

grad Max a = New div a. 
Cette dernière relation correspond à l'expression du champ d'un aimant, 
gradient du maxwelien de son aimantation, en fonction des masses 
magnétiques, comme newtonien de la divergence de l'aimantation. 

La décomposition d'un champ de vecteur en un champ laplacien 
et un champ newtonien se traduit par l'identité déjà indiquée en 
partie [n° 11 formule (28)] 

- y - y - y - y - y 

(40) 4Tea = New div a -f Lap rot a = grad Max a -f- Lap rot a. 

De cette formule (40) il résulte qu'à l'extérieur d'un aimant, où 

l'aimantation a est nulle, le champ magnétique 

grad Max a 

peut être considéré comme le champ laplacien dû à une distribution 
de courants dans l'aimant avec la densité 

- y 

— rot a. 
Cinématique et statique de milieux continus. 

13. Déplacement homogène. Dans la théorie de l'élasticité, on 
considère le déplacement d'un milieu matériel continu remplissant 

Encyolop. des sciene. mathémat. XV 5. 3 
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l'espace comme déterminé lorsqu'on connaît la position de chaque 
point du milieu avant et après le déplacement; il est défini analyti-
quement par les équations qui expriment univoquement les coor­
données (§,·»?, £) d'un point après le déplacement en fonction de ses 
coordonnées initiales (x, y, z). Le cas le plus simple est celui où ces 
équations sont linéaires B 4 ) : 

U = «i + ( l + O n ) ^ + any + al3z , 
(41) Irj = as + anx + (1 + a22) y + ai3z , 

U = a3 + a3i
x + aziV + (1 + «s») 

Une transformation spatiale de ce genre est appelée affine par les 
géomètres d'après A. F. Mobius65); W. Thomson et P. G. Tait™) ap­
pellent déplacement homogène le déplacement correspondant. 

Des droites qui primitivement étaient parallèles et égales le restent 
après le déplacement. Des plans donnent des plans, et d'une manière 
générale le degré d'une surface reste invariable. Des points situés 
primitivement sur une sphère viennent sur un ellipsoïde, l'ellipsoïde de 
déformation67). Chaque système de trois diamètres rectangulaires de la 
sphère devient un système de diamètres conjugués dans l'ellipsoïde. Il 
n'y a en général qu'un seul système de diamètres rectangulaires qui reste 
rectangulaire après la déformation: celui des axes de l'ellipsoïde de défor­
mation. 

14. Fonction vectorielle linéaire. On peut décomposer la trans­
formation affine (41) en une translation de composantes alt a^, a3) 

qui amène le point x = y = z = 0 dans sa nouvelle position, et une 
transformation linéaire homogène qui laisse ce point immobile. Nous 
nous occuperons uniquement de cette dernière, représentée par 

< l = (1 + an) x + a12y + a13z , 

(42) I V = « 2 1 ^ + ( l + « 2 2 ) « / + « 2 8 * > 

U= aSi
x + assy + ( 1 + « » ) * · 

-> 

Si l'on fait correspondre à chaque point du milieu un vecteur r qui 
représente sa distance à l'origine avant la déformation, les équations (42) 

64) A. L. Cauchy, Exercices math. 2, Paris 1827, p. 60/9; Œuvres (2) 7, Paris 
1889, p. 82/93. 

65) Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, p. 141; Werke 1, Leipzig 1885, 
p. 180. 

56) Treatise on natural philosophy, (1™ éd.) 1, Oxford 1867; (2° éd.) 1, Cam­
bridge 1879, p. 116. 

67) A. L. Cauchy, Exercices math. 3, Paris 1828, p. 237/44; Œuvres (2) 8, 
Paris 1890, p. 278/87. 
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14. Ponction vectorielle linéaire. 35 

déterminent les relations entre les composantes de r et les compo-
-> -»• 

santés ( | , y, ç) du vecteur p dans lequel r se transforme. 
On appelle p simplement „fonction linéaire" de r. La théorie 

des fonctions vectorielles linéaires a été développée par P. G. Taitss) 
et J. W. Gibbs6*) au moyen de procédés symboliques. On représente 
la fonction vectorielle linéaire par 

-> •> 
p = tpr, 

où op est un opérateur linéaire dépendant de neuf coefficients. On 
peut représenter m par: 

- > - > - > 
tp = ia + jfi + hy, 

a ·= (1 + a u ) i + alsj + olsifc , 
-*· 
0 = a 2 1t + ( l + « 2 , ) j + aÏSfc > 
-> 

y = a 8 1t + ai2j +(l + aiS)k. 

Une combinaison de produits symboliques, comme tp, est appelée par 
J. W. Gibbs69) une dyadic; si on utilise q>, dans la relation 

-> -> 
p = opr 

par exemple, comme premier facteur, on doit combiner les vecteurs 

ce, fi, y avec r d'après la règle du produit scalaire pour obtenir les 

équations (42). Si on l'utilise au contraire comme second facteur, dans 

la relation 

p =r<p 
-> 

par exemple, on doit faire les produits scalaires de r avec les facteurs 
i, j , le dans (p. 

On obtient ainsi en effet, en formant tpr par la règle indiquée, 

<pr = i(a-r) + j(fi-r) +Jc(yr) = p, 
-> -> 
« • f = (l + a n ) a ; + a12y + « i ^ = £, 
·> -> 
fi-r=* a21x + ( l + a 2 2 ) 2 / + «ss^ =V, 
-> -> 

y - r = o 3 1a; + a32y + (1 + a M ) s = £ . 
-> 

Si l'on forme au contraire r<p, 

rgj = \r · i) a + · j) fi + [r · le) y = xa + y fi + zy = p', 

58) Quaternions1*); cf. W. K. Clifford, Dynamics*3) 1, p. 162. 
59) Vector Analysis9), p. 260. 
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le vecteur p' ainsi obtenu a pour composantes (£', rj', £) : 

ï = (1 + Ou) ̂  + «2i2/ + «si*; 

V = + (1 + aM) y + aS3z, 

Ç =» a13x + di^y + (l + a33)z. 

On peut donc poser 

g = os r, 
où , -> ^. 

ç> =ui + pj + yk 

est appelé par J. W. Gïbbs l'opérateur conjugué de <p. 
Une fonction vectorielle linéaire s'introduit lorsqu'on étudie la 

manière dont varie un champ de vecteur autour d'un point: c'est la 
dérivée du champ de vecteur par rapport à des déplacements à partir 
de ce point dans toutes les directions. 

La dérivée d'un champ de vecteur b dans une direction donnée, 
définie par les cosinus directeurs ccx, cty, ctt, est un vecteur de com­
posantes 

(420 

ax dx + «, w. 
dy 

+ «. dz 

«x dx + « y 

î \ 

dy + «. 
d \ 
dz 

«. d \ 

dx + « y dy + «. 
ï \ 
dz 

C'est donc une fonction vectorielle linéaire du vecteur unité de com­

posantes (ax, ay, az) et dont les coefficients sont les neuf dérivées des 

composantes de 6 par rapport aux coordonnées. 
Nous n'irons pas plus loin dans l'étude des méthodes symboli­

ques parce que les relations cinématiques étudiées ici vont être déve­
loppées par la méthode des coordonnées. 

15. Décomposition en déformation pure et rotation. On peut 

demander quelles sont les directions non modifiées par le déplace­
ment (42). 

Ces directions sont déterminées par une équation du troisième 
degré ayant une ou trois racines réelles. Le premier cas se produit 
par exemple quand le déplacement se réduit à une rotation; dans le 
second cas il y a trois directions, généralement obliques les unes aux 
autres, que le déplacement laisse invariables. 

Si ces trois directions, que le déplacement ne change pas, sont per­
pendiculaires entre elles, on appelle celui-ci une déformation pure60). 

60) W. Thomson et P. G. Tait, Natural philos.66), ( 2 e éd.) 1, p . 127 (n°8 181 , 
182, 185) . 
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Dans un tel déplacement, les axes de l'ellipsoïde de déformation restent 
immobiles. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le déplace­
ment (42) soit une déformation pure sont*9) 

Les fonctions vectorielles linéaires qui satisfont à ces conditions sont 
appelées61) autoconjugue'es ou symétriques. 

Un déplacement homogène quelconque peut toujours être considéré 
comme résultant, d'abord d'une rotation du corps autour d'un point fixe 
(à la manière d'un solide invariable), qui amène les axes de l'ellipsoïde 
de déformation dans leur position finale, puis d'une déformation pure 
(par extension des droites parallèles aux axes de l'ellipsoïde) qui produit 
le changement de forme nécessaire. Si la déformation pure est produite 
la première et la rotation ensuite, la position de l'axe de rotation est 
modifiée dans l'espace6 2). Les deux opérations dont le produit donne 
le déplacement homogène le plus général, se distinguent l'une de l'autre 
en ceci que les rotations forment un groupe tandis que les défor­
mations pures n'en constituent pas un; deux déformations pures suc­
cessives et d'axes différents ne donnent pas en général une défor­
mation pure 6 0). 

16. Autres décompositions. En dehors du mode précédent, qui 
considère la déformation homogène générale comme le produit de 
deux transformations plus simples, il en existe une série d'autres. 
Parmi les déformations particulières qui interviennent ainsi, se trouve 
le glissement (Shear, Scherung, Schiebung). Dans le glissement, les 
points d'un certain plan conservent leurs positions initiales, et tous 
les autres points se déplacent parallèlement à une certaine droite de 
ce plan, d'une quantité proportionnelle à leur distance au plan 6 8). 

Une représentation due à P. G. Tait62) du déplacement homogène 
en général comme résultant de deux déformations simples (une dé­
formation pure suivie d'une rotation d'un angle droit accompagnée 
d'une extension uniforme de toutes les droites perpendiculaires à l'axe 
de rotation) correspond à la décomposition de la fonction vectorielle 
linéaire générale en une partie symétrique [n° 17] et une autre partie 
antisymétrique. La résultante des deux déformations successives s'ob-

61) Voir les notes 46 et 47. 
62) P. G. Tait [Proc. R. Soc. Edinb. 7 (1869/72), p. 667/8; Papers 1, Cam­

bridge 1898, p. 194/8] représente la décomposition au moyen des quaternions. 
63) W. Ihomson et P. G. Tait, Natural philos.66), (2e éd.) 1, p. 123 (n°" 170 

et suiv.). 
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tient en additionnant géométriquement les déplacements consécutifs 
d'un même point pour obtenir son déplacement total. 

17. Déplacements infiniment petits, en général hétérogènes. 
La composition de plusieurs déplacements se présente sous une forme 
particulièrement simple lorsque les changements de position 

\ — x, n - y , è-<* 

des points du milieu sont assez petits pour que les carrés et les 
produits des coefficients 

aii7 au> · • - t a 3 S 
des équations (42) puissent être négligés par rapport à ces coefficients 
eux-mêmes. 

Si l'on effectue successivement plusieurs déplacements de ce genre, 
les coefficients correspondants s'additionnent et les changements de 
position successifs s'ajoutent géométriquement. De plus, deux dé­
formations pures consécutives infiniment petites donnent une défor­
mation pure infiniment petite. 

La décomposition d'un déplacement homogène infiniment petit en 
déformation pure et rotation [n° 15] correspond à la décomposition de 
la fonction vectorielle linéaire en une partie symétrique et une partie 
antisymétrique; la déformation pure est déterminée par les coefficients 

„ „ «21 + «1» "»8 + «88 aiS + «81 
a l l J W 2 2 > "'SS> ' ^ ' 2 

de la partie symétrique, et la rotation par les coefficients 

i ( « 3 2 —
 a2i) > i («13 — « 3 l ) > ^ ( » 2 1 —

 aii) 

de la partie antisymétrique; ces derniers donnent les composantes de 
la rotation, c'est-à-dire les rotations infiniment petites autour des 
axes coordonnés qui se composent dans la rotation résultante par la 
règle du parallélépipède. 

La théorie des déplacements hétérogènes se ramène à celle des 
déplacements homogènes. La fonction continue de point qui représente 
le changement de position (u, V, W~) au voisinage du point P 0 (x0, y0, z0~) 
peut se développer en série de Taylor 5 3). Si le domaine autour du 
point est pris assez petit pour que les termes du premier ordre 
puissent être conservés seuls, on obtient les équations: 

= %-x = u0 + (§3o(*-afc) + ( f $ 0 ( y - y o ) + (fî),, 

„ - c - , + (g)o(* -*0) + + (!Ï).('-O. 
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de sorte que le déplacement peut être considéré comme homogène 
à l'intérieur de ce domaine6 4). 

Le déplacement de tous les points du domaine se présente ainsi 
comme le produit d'une translation, qui amène le point P 0 dans sa 
position finale, d'une rotation et d'une déformation pure. Le déplace­
ment d'un domaine qui entoure un point quelconque P dépend ainsi 
des neuf dérivées des composantes du changement de position par 
rapport aux coordonnées. Si, en particulier, ces dérivées sont infini­
ment petites, la rotation du domaine est donnée par 

f43'i r =l-(d—-d—\ r - ~ ( d - ^ - d — \ r ^ - ^ - ^ i -V*°J rx 2 \ d y gg)> ry~2\8e dx)> » 2 \dx dy) 

La signification cinématique de ces quantités sera indiquée au n° 19. 
Il résulte des considérations précédentes qu'on peut considérer 

tout déplacement infiniment petit d'un milieu continu, par exemple 
celui qui correspond au mouvement d'un fluide pendant un temps 
infiniment petit, comme la superposition d'une translation, d'une 
rotation et d'une dilatation dans trois directions rectangulaires65). 
J. Bertrand66) a proposé d'autres modes de décomposition; les objections 
qu'avait soulevées cet auteur contre la validité du mode précédent 
ont été levées à la suite d'une discussion approfondie. 

18. Déformation (strain) dans un déplacement homogène. Ten­
seurs. Pour la théorie de l'élasticité, la déformation est d'importance 
beaucoup plus grande que la translation et la rotation puisque la 
première seule donne naissance à des réactions élastiques qui n'existent 
pas dans le déplacement à la manière d'un solide invariable. Il est 
donc nécessaire de chercher quelles grandeurs caractérisent la défor­
mation: nous allons les obtenir d'abord pour le déplacement homogène 
(42) auquel se ramène le déplacement hétérogène par les équations (43). 

La déformation d'un corps est évidemment déterminée quand on 
connaît les distances mutuelles de tous les points avant et après le 
déplacement. On a déjà remarqué [n° 13] que les longueurs de deux 
droites sont égales après le déplacement homogène si elles l'étaient 

64) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), p. 287 [1845]; Papers 
1, Cambridge 1880, p. 75. 

65) A. L. Cauehy, Exercices d'analyse et de phys. math. 2, Paris 1841, 
p. 302/30; G. G. Stokes**); H. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 55 (1858), 
p. 25 et suiv. 

66) C. R. Acad. se. Paris 66 (1868), p. 1227; 67 (1868), p. 267, 469, 773; 
cf. S. von Melmholte, C. R. Acad. se. Paris 67 (1868), p. 221, 754, 1034; 
E. Beltrami, Memorie Ist. Bologna (3) 1 (1870/1), p. 432; Opere 2, Milan 1904, 
p. 202. 
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avant. U en résulte que la déformation dans un déplacement homogène 
est univoquement déterminée par les changements de longueur de tous 
les rayons vecteurs issus de l'origine*"1). 

Si r est la longueur du vecteur joignant l'origine au point (x, y, z) 
avant le déplacement et Q la longueur du vecteur correspondant après 
celle-ci, on a, d'après les équations (42), 

(44) ç* = r

s + 2[ex-x* + ey-y* + ef-z*+gyz-yz + glx-isx + gX!,-xy]> 

où l'on a posé 

«- = «n + \ « + «A + O, 
(45) « , - « n + K«i + «£ + «â), 

% = « 8 8 + \ («û + «â + O ; 
9y, = « 8 3 + « 3 2 + ( « 1 2 ' « 1 S + « 2 2 * « 2 3 + « 8 2 ' «3s), 

(450 9,x = « 3 1 + « 1 8 + ( « 1 8 · « 1 1 + « 2 3 ' « 2 1 + « 3 3 * « S i ) , 

9xy = « 1 2 + « 2 1 + ( « 1 1 ' « 1 2 + « 2 1 * « 2 2 + « 3 1 ' « S î ) -

La déformation est déterminée par ces six grandeurs4,3). L'angle que 
forment après le déplacement deux droites primitivement dirigées 
suivant les vecteurs rlf ra, est donné par l'équation 
(46) p t p 2 cos (çt ç2) = rtrs cos (rtr2) 

+ [2exxixa + 2evy1yi + 2e,e10a + g^faei + y^) 

+ + + 9X9(*iy, + ^yJ}-
La signification cinématique des six grandeurs 

ex7 ey> ezl 9yz> 9zx> 9xy 

résulte des équations (44) et (46). Soient x, y, z trois droites 
primitivement dirigées suivant les axes de coordonnées, a, b, c les 
droites dans lesquelles le déplacement les transforme. On a 6 8 ) 

(470 ffr."^ooi(J>è), ft,-^eos(eo), gxy = ^coa(ab). 

Les trois premières grandeurs donnent donc les demi-changements 
relatifs des carrés des droites primitivement dirigées suivant les axes 
et les trois dernières déterminent les angles que ces droites font entre 
elles après le déplacement. 

Si l'on introduit un nouveau système de coordonnées, {x, y', z'), 

67) A. E. S. Love, Treatise on the mathematical theory of elasticity 1, 
Cambridge 1892 (chap. 1); (2° éd.) 1, Cambridge 1906, p. 65. 

68) G. Green, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), p. 121/40 [1839] ; Papers 5»), 
p. 293/311. 
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il résulte de l'équation (44), puisque les longueurs r et ç des rayons 
vecteurs sont invariables dans le changement des coordonnées, que 
l'expression 

(48) ex • x* + ey · y2 + ez · z
% + gyi. yz + gzx • zx + gxy • xy 

est un invariant de la transformation. 
De même, l'expression formée au moyen des composantes Ax, Ay, A, 

d'un vecteur quelconque 

(480 (Ax-x + Ay-y + Az-z)2 = 

A* · x* + A* • y2 + A* • z* + 2AyAz • yz + 2AtAx • zx + 2AxAy • xy 

est indépendante du choix des coordonnées. Donc les six coefficients de 

A y2, yz, sx, xy 

dans les expressions (48) et (48') sont cogrédients [n° 3]. 
Les formules de transformation d'après lesquelles les six grandeurs 

ex! ey> Ét! \9yz> \9ix> \§xy 

se modifient par un changement d'axes de coordonnées sont inden-
tiques à celles qui correspondent aux carrés et produits 

Ax

2, A2, A2, AyAz, AZAX, AxAy 

des composantes d'un vecteur. 
Un tel complexe de six grandeurs est appelé par J. W. Gïbbs63) 

rigJvt tensor; W. Voigtn) l'appelle triple tenseur (tensortripél); les 
six grandeurs elles-mêmes sont les composantes de tenseur et ce nom 
s'applique à tous les systèmes de six grandeurs qui se transforment de la 
même manière dans un changement d'axes de coordonnées. Ce terme 
se justifie par le fait [n° 15] que la déformation peut être con­
sidérée comme résultant de trois dilatations suivant les axes de l'ellip­
soïde de déformation. 

Ces axes [n° 13] ne modifient pas leurs angles pendant la défor­
mation. On peut donc chercher leur position initiale en cherchant 
le système d'axes coordonnés rectangulaires pour lequel 

9yz'=-9,<x-= 3 W = °-

Ces directions coïncident avec celles des axes de la surface du se-

6 9 ) Vector analysis9), p. 5 5 , 3 5 1 . Le nom „tenseur" est employé quelquefois 
dans un autre sens (cf. note 10) . 

7 0 ) Physik. Eigenseh. Kryst.16), p. 2 0 et suiv.; Rapport présenté au congrès 
international de physique sur l'état actuel de nos connaissances sur l'élasticité 
des cristaux 1 , Paris 1 9 0 0 , p. 2 7 7 et suiv.; Nachr. Ges. Gott. 1 9 0 0 , math. p. 4 
et suiv. 
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cond degré 

(49) xiex + fey + z*e, + yzgyt + zxg,x + xygxy = ± 1 

dont les rayons vecteurs d'après l'équation (44) subissent tous l'ac­
croissement ou la diminution 1 du carré de leur longueur. 

Si le signe + dans l'équation (49) correspond à un ellipsoïde 
réel, tous les rayons vecteurs subissent une extension; si le signe — 
donne un ellipsoïde réel, tous sont contractés, et si l'équation (49) 
représente deux hyperboloïdes conjugués, les rayons vecteurs de l'un 
sont allongés et ceux de l'autre contractés par la déformation. La 
détermination des axes de cette surface est résolue par l'équation du 
troisième degré 

ex — G \ 9 x y \ 9 * x 

\9xy « , ~ <* %9yz = 0 

\9.x \ 9 y , e, — tt 

dont les coefficients71) 

(50) ex + ey + et, eye, + e,ex + exey - i{g*. + g], + g'x\), 

e x e

v

e z + i (Py, · 9zx • 9xy - e x • gh — ey • gz\ — e, · gx%) 

sont les invariants primitifs du triple tenseur. 

19. Déformation hétérogène infiniment petite. Champs de 

tenseurs. Dans la mécanique des milieux continus on se limite en 
général à la considération de déformations infiniment petites, c'est-
à-dire telles que les changements relatifs de longueur et les change­
ments d'angles soient assez petits pour qu'on puisse négliger leurs 
carrés et leurs produits. 

Dans ce cas, les six composantes (47), (47') du triple tenseur 
prennent une signification plus simple. Les trois premières donnent 
les variations relatives de trois longueurs primitivement dirigées suivant 
les axes coordonnés, et les trois autres donnent les diminutions des 
angles primitivement droits que ces directions forment entre elles. 
Ces dilatations et glissements (en allemand „Dehnungen" et „Gleitungen", 
en anglais „extensions" et „shears" ou „slides", en italien „dilatazioni" 
et „scorrimenti"), sont déterminés pour une déformation infiniment petite 
par les équations (45) et (45'). 

Ainsi qu'on l'a vu au n° 17, le déplacement hétérogène peut se 
ramener au cas du déplacement homogène au moyen des équations (43). 

Les dilatations et glissements dans un déplacements hétérogène in-

71) W. J. M. Bankine, Philos. Trans. London 146 (1856), p. 261 et suiv. 
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19 . Déformation hétérogène infiniment petite. 43 

finiment petit sont donc exprimés par"12) 

(51) 
c. = 

9yz = 

9z* = 

9*1 = 

ay +
 2 LW W + W J' 

dw , 1 RYDW\* , /ëv\2 . /dwx*} 

a» . a«; . rö« 
dz dy \dy 
dw du /du 
dx dz \dx 
du dv /du 
dy ~*~Jx + [dy ' 

du dv 
dz ' dy 
du dv 
dz+dx" 
du dv 
dx + dy' 

dv 
dJ + 

dw 
dy'd 

dw\ 
dz)' 

dv dw dw\ 
+ dx"dz)' dz 

dv_ 
dx dy 

dw dw' ow\ 
dx)' 

Ces dilatations et glissements se transforment comme des com­

posantes de tenseur dans un changement d'axes coordonnés. 

Dans une déformation infiniment petite, la surface (49) possède 

cette propriété que l'inverse du carré de son rayon vecteur représente 

la dilatation ou la contraction relative du rayon vecteur correspon­

dant 5 3). 

L'hypothèse de la déformation infiniment petite n'exclut pas la 

possibilité que les changements de position et quelques-unes de leurs 

dérivées soient finis puisque la rotation peut être finie. 

Si la rotation est elle-même infiniment petite, les équations (51) 

se simplifient puisqu'on y peut négliger les carrés et les produits des 

dérivées; les dilatations et glissements prennent ainsi la forme 7 8) 

(52) 
8 u dv 

dy' 
dw 
Tz> 

dv_ . 
9yt ~ P 7 ' 

dw . du 
g*x~dx^~dz' 9X 

du dv_ 
dy dx 

dx' 
dw 

„„ d~ï> 

La dilatation relative de l'élément de volume devient dans ce cas 

du dv dw 
dx + dy + Jz ' 

c'est-à-dire est égale à la divergence du vecteur déplacement. 

72) Cf. G. Green69); S. de Saint-Venant, C. E. Aead. se. Paris 24 (1847), 
p. 260/3; C. L. M. H. Navier, Leçons sur la résistance des corps solides, (3" éd.) 
Paris 1864, p. 589; (appendice III). 

73) G. Kirchhoff, J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 286 ; Ges. Abh., Leipzig 
1882, p. 287; Mechanik 1, Leipzig 1877, p. 123. Il emploie pour les grandeurs 
(52) les notations 

xxi Vyy ezi yz = Sy, zx = xt, xv = yx. 
Une table des notations employées pour les déformations par les divers auteurs 
se trouve dans I. Todhunter et K. Pearson, A history of the theory of elasticity 
1, Cambridge 1886, p. 322. 
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Dans une déformation hétérogène, les six composantes du triple 

tenseur caractérisant le „champ de tenseur" ne peuvent pas être choisies 

indépendamment les unes des autres. Elles doivent satisfaire six 

équations différentielles si les divers éléments du milieu doivent encore 

après la déformation être juxtaposés de manière continue. On obtient 

ces conditions en éliminant u, V, W des équations (51) ou (52); elles 

ont été données dans ce dernier cas par G. Kirchhoffu) et dans le 

cas général des équations (51) par B. de Saint-Venant76). Ce sont: 

(53) 

^ V = ^ , ^ 3 '« , 8 / dgyi dgzx dgxy\ 
dydz dz* dy1' dgdz dx\ dx dy dz )> 

dzdx dx^^dz*' dzdx dy\ dx dy + dz)' 

~dyi'têxi' dxdy dz\ dx dy dz ) ' dxdy 

Dans le cas où l'on envisage des déplacements finis les équations 

(53) n'ont plus lieu 7 6). 

E. Beltrami11) a montré que les conditions (53) sont non seule­

ment nécessaires mais encore suffisantes pour que six fonctions de 

point, 
ex! ey> ez> 9ytJ 9zx> 9xy) 

soient des valeurs possibles des dilatations et des glissements dans la 

déformation hétérogène d'un milieu continu. Le champ de tenseur 

ayant pour composantes les dilatations 

ex) ey> ez 

et les demi-glissements 
9yz> 9zx> 9xy 

n'est par conséquent pas le champ de tenseur continu le plus général. 

20. Tensions à l'intérieur d'un corps (stress 7 1), Spannungen). 
Si l'on communique aux points d'un corps remplissant l'espace de 
manière continue un déplacement infiniment petit de composantes 

u, v, w. 

74) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 292; Ges. Abh., Leipzig 1882, p. 301; 
Mechanik 1, Leipzig 1877, p. 398. 

75) B. de Saint-Venant, dans G. L. M. H. Navier, Résistance des solides7*), 
(3e éd.) p. 598 (appendice III). 

76) O. Manville [Mém. Soc. se. phys.-nat. Bordeaux (6) 2 (1902), p. 83/162] 
a étudié les équations par lesquelles, dans le cas de déplacements finis, il faut 
remplacer les équations (53). 

77) Memorie Ist. Bologna (4) 7 (1885/6), p. 3; Rend. Cire. mat. Palermo 3 
(1889), p. 76; C. R. Acad. se. Paris 108 (1889), p. 502. 
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les composantes de la rotation infiniment petite d'un élément de 
volume sont, d'après les équations (43'), 

1 /dw dv\ 1 /du dw\ 1 idv cu\ 
r* ~~ Y \dy dl)' rv ~~ Y \dl ~~ dx) ' r* = Y \dx ~~ dy) ' 

d'après le n° 6, ce sont là les composantes d'un vecteur axial; elles 
possèdent l'invariant 
(54) rj + r / + r,8. 

D'un autre côté, les composantes de la déformation sont données par 
(43") et (42). Elles possèdent d'après (50) l'invariant quadratique 

(54') ej + ey* + e.» + + g,', + g$. 

La rotation et la déformation sont accompagnées de pressions ou 
tensions dans l'intérieur du corps. Découpons-y un parallélépipède 
infiniment petit 7 8) dont les faces soient parallèles aux plans coor­
donnés et représentons, d'après G. Kirckhoff™), les pressions sur les 
faces par 

où l'indice représente toujours la normale extérieure à la face sur 
laquelle s'exerce la pression considérée. 

Xx, Yy, Zz sont les pressions normales, Xy, Tx, Tt, Zy, Zx, Xt 

les pressions tangentielles. 

Pour déterminer la nature géométrique de ces grandeurs, nous 
devons chercher comment elles se transforment dans un changement de 
coordonnées qui change l'orientation du parallélépipède élémentaire. 
On y arrive de la manière la plus simple en formant l'expression du 
travail que fournissent les pressions pour des rotations et des défor­
mations virtuelles et en utilisant l'invariance de cette expression dans 
une transformation d'axes coordonnés. 

Le travail fourni, par unité de volume, pour des dilatations 
virtuelles 

ôex, 8ey, 8e, 

et pour des glissements virtuels 
ô9y„ 89,x, dgxy 

est 7 9) 

(55) 8 A' = Xx 8ex + Ty 8ey + Z.de, 

+ \(J,+Z9) *ff„ + \{ZX+X,) ôg,x+UXy+ Yx) 8gxy 

7 8 ) A.L.Cauehy [Exercices math. 2 , Paris 1 8 2 7 , p. 4 2 / 5 6 ; Œuvres (2) 7 , Paris 
1 8 8 9 , p. 6 0 / 7 8 ] emploie un tétraèdre infiniment petit au lieu d'un parallélépipède 
élémentaire. 

7 9 ) W.J. M. Bankine'11); W. Thomson, Philos. Trans. London 1 4 6 I I (1856) , 

p. 4 8 1 ; Papers 3 , Cambridge 1 8 9 0 , p. 8 4 . 
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et le travail fourni dans la rotation virtuelle ârx, Sry, êrz est 

(55-) SA" = (Zy- Y,)ôrx + (X, + Zx)ôry + (Yx + Xy)ôr,. 

Comme les changements virtuels des composantes de tenseur 

ex7 ey> ez> \9yz) \9zx> Ì9xy 

sont eux-mêmes des composantes de tenseur, il résulte de l'invariance 

des expressions (54') et (55) que 

«x, ey> ez> %9yz, Ì9zx> ^9x. 

et 

Xx, Yy, Zt, \(Y,^Zy), \(Zm + X), i(X,+ Yj 

sont des variables contragrédientes [n° 3] à 
exi ey> ez> 9yzl 9,xJ 9xy! 

et par suite ces deux séries de variables sont entre elles cogrédientes70). 
Les combinaisons des composantes de pression 

X., Yy, Z„ + Zy), + X,), ï(Xy + Yx) 

sont elles-mêmes les composantes d'un triple tenseur79), c'est-à-dire se 

transforment comme des carrés et des produits de composantes de 

vecteur 8 0). 

Il résulte des expressions (54) et (55'), d'une manière analogue, que 

~~ Y*> %z — Zx, Yx — Xy 

sont les composantes d'un vecteur axial 8 1), le moment total des 

pressions. On le suppose généralement nul dans la théorie de l'élasti­

cité. Si cependant la somme des moments des forces extérieures 

exercées sur le parallélépipède n'est pas un infiniment petit d'ordre 

supérieur au volume de cet élément, le couple des pressions doit inter­

venir également, par exemple à l'intérieur d'un aimant permanent88). 

Si le couple des pressions s'annule, on peut représenter l'ensemble 

des pressions en un point au moyen de la surface du second degré 

(56) Xxx* + Yyy
3 + Zy + 2Y,yz + 2Zxzx + 2Xyxy = ± l 

qui permet de déterminer la grandeur et la direction de la pression 

exercée sur un élément de surface quelconque passant par le point 8 3). 

80) A.L.Cauchy, Exercices math. 4, Paris 1829, p. 33; Œuvres (2) 9, Paris 
1891, p. 44. 

81) W. Voigt, Nachr. Ges. Gôtt. 1900, math. p. 14; Rapport présenté au 
congrès international de physique'0) 1, p. 292. 

82) J. Clerk Maxwell, Treatise on electricity8) 2, Londres 1873, p. 253. 
83) A.L.Cauchy,<s); W. Thomson, Philos. Trans. London 146 TI (1856), p. 485; 

Papers 3, Cambridge 1890, p. 88. W. Thomson et P. G. Tait, Naturai philos/8) 2, 
Cambridge 1883, p. 207. 
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On a utilisé pour cette représentation d'autres surfaces du second 
degré 8 4). 

Les tenseurs interviennent non seulement dans la cinématique et 
la statique des milieux continus, mais encore dans d'autres chapitres 
de la physique mathématique, en particulier dans ceux où intervien­
nent des relations linéaires entre les vecteurs [n° 23]. Les moments 
d'inertie [IV 5] d'un corps solide par rapport aux axes qui passent 
par un point sont représentés par un triple tenseur. 

Le fonction vectorielle (42') qui donne la dérivée d'un champ de 
vecteur dans une direction quelconque coïncide avec celle qui donne 
l'état autour d'un point d'un milieu continu qui a subi un déplace­
ment infiniment petit proportionnel en chaque point ou vecteur de 

-> 
champ 6. L'élément géométrique qui représente la variation autour 

-> 

d'un point du champ de vecteur b se compose donc d'un vecteur, le 

rotationnel de b de composantes 
dbz dby dbx dbz dby dbx 
dy dz ' dz dx ' dx dy ' 

et d'un triple tenseur de composantes 
dbx dby dbz 1 (dbz dby\ 1 /dbx dbz\ 1^/dby dbx\ 
Ifx'Ty' ~Jz' 2 [dy + d~z~)> Y\W + 'dx)> T\dx+~dy~)' 

Nous nous sommes occupé jusqu'ici de la cinématique et de la 
statique d'un milieu continu dont l'état est déterminé par le déplace­
ment de chacun de ses points. Si l'on se place au point de vue de 
l'hypothèse moléculaire, cette conception est trop restreinte puisqu'elle 
tient compte uniquement du déplacement des molécules et non de 
leur rotation. 

On a généralisé la théorie de l'élasticité en y introduisant ces 
rotations possibles8 5) et en admettant que les éléments de volume 
puissent exercer à travers leurs surfaces de séparation, non seulement 
des forces, mais encore des couples 8 6). On a développé sur des bases 
analogues des théories du champ électromagnétique où les déplace-

8 4 ) A. L. Cauchy,8) ; G. Lamé, Leçons sur la théorie mathématique de l'élasti­
cité, (1™ éd.) Paris 1 8 5 2 ; ( 2 E éd.) Paris 1 8 6 6 , p. 5 3 ; F.E.Neumann, Vorlesungen 
über die Theorie der Elastizität, pubi, par 0. E. Meyer, Leipzig 1 8 8 5 , p. 3 2 
et suiv. 

8 5 ) Voir par ex. W. Voigt, Abh. Ges. Gött. 3 4 ( 1 8 8 7 ) , p. 1 /9 ; Compendium 
der theoretischen Physik 1, Leipzig 1 8 9 5 , p. 1 1 9 / 2 8 . 

8 6 ) Cf. E. Cosserat et F. Cosserat, Théorie des corps déformables, Paris 
1 9 0 9 , p. 1 2 2 et suiv. 
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87) Cette étude est due à J. L. Lagrange [voir à ce sujet l'article IV 13 
de l'Encyclopédie]. 

88) Cette théorie est due à, CL F. Gauss, [cf. tome HI de l'Encyclopédie]. 
89) J. Ec. polyt. (1) cah. 23 (1834), p. 215, 247; Coord, curvi- lignes*6), p, 7. 

ments et les rotations des particules du milieu se commandaient mutuelle­
ment et où intervenaient les relations mutuelles des deux champs 
d'un vecteur polaire et d'un vecteur axial. Des indications plus com­
plètes sur ce point trouveront leur place dans le Tome V de l'Ency­
clopédie. 

21. Introduction des coordonnées curvilignes dans les champs 

de vecteur et de tenseur. Les coordonnées curvilignes sont inter­
venues d'abord dans la mécanique des systèmes à un nombre fini de 
degrés de liberté8 7) et dans la théorie des surfaces88). Leur intro­
duction dans la mécanique des milieux continus et en physique mathé­
matique est principalement due à G. Lamé89). 

Considérons dans un champ trois familles de surfaces 

telles que par chaque point du champ passe une surface de chaque 
famille, les paramètres a, fi, y constituent un système de coordonnées 
curvilignes. L'introduction de ces paramètres ce, fi, y est particulière­
ment utile lorsque le vecteur ou tenseur considéré doit remplir des 
conditions aux limites données sur certaines surfaces ft = const, 
f2 — const, /j = const. Les paramètres ce, fi, y doivent être choisis 
de telle manière qu'ils déterminent un point du champ de manière 
univoque; on peut alors exprimer les composantes de vecteur ou de 
tenseur en fonctions uniformes des coordonnées curvilignes. Nous 
examinerons seulement le cas des coordonnées orthogonales, puisque 
les problèmes de la physique n'ont fait intervenir presque exclusive­
ment que de tels systèmes. 

On appelle coordonnées orthogonales les paramètres a, fi, y de 
trois familles de surfaces qui se coupent orthogonalement et par suite, 
d'après un théorème de Ch. Dupin, suivant leurs lignes de courbure. 
Le carré de la longueur de l'élément dr qui joint le point ( « , fi, y) 
au point (a -\- da, fi 4- dfi, y + dy) est, dans l'hypothèse des coor­
données orthogonales, 

( 6 7 ) + 

Les composantes d'un vecteur A dans les directions des (ce, fi, y) 
croissants sont liées à ses composantes suivant les axes (x, y, z) par 
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21. Introduction des coordonnées curvilignes, dans les champs de vecteur. 49 

les équations 

A = A- 7 dx 
1 àa + A' "SGP -R ^ y 

7, dx 

A = A- • h ^ + A' 
. 7,

 dJL 4 . A • • h ^ 

A- A- 7 dz 
1 Ccc + A- j, ?A + A • 

dont les coefficients représentent les cosinus des angles que forment 
entre eux les deux systèmes d'axes. La transformation de la diver­
gence dans le nouveau système de coordonnées s'obtient en cherchant 
les expressions des neuf dérivées de Ax, Ay, Az par rapport à x, y, z 
en fonction des paramètres a, /3, y, des composantes Aa, Ap, Ay et 
de leurs dérivées par rapport à a, fi, y. Le calcul par rapport aux 
nouveaux axes des composantes du rotationnel [n° 6] et du triple 
tenseur (52) présente encore une application de ces mêmes expressions. 

Les calculs ont été effectués par G. Lamé et G. Neumann90); 
E. Beltrami91) les a étendus au cas de coordonnées curvilignes quel­
conques. Les méthodes suivantes conduisent plus rapidement au but. 

a) La méthode des axes mobiles92) lie au système de coordonnées 
orthogonales un système d'axes cartésiens rectangulaires (x1} yx, zx) 
dirigés suivant les normales aux surfaces 

a = const., /3 = const., y = const. 

Si l'on passe au point infiniment voisin (a -f- dot., §, y), on doit faire 
subir au système de coordonnées (x1} ylf zx) des rotations déterminées 
d01} d62, dOs autour des trois axes pour qu'il coïncide avec les nou­
velles normales. D'après cela, l'accroissement 

dAXida 

dxx

 1 dxt kt 

que subit la composante A se compose d'une partie déterminée par 
la variation de Aa en fonction de ce, et d'une autre partie où figurent 
deux termes proportionnels aux composantes Ap, Ay et aux rotations 
(d6s) et (— dOt). On peut ainsi exprimer la dérivée 

d_A^ 
dxt 

90) C. Neumann, J. reine angew. Math. 57 (1860), p. 310 et suiv. 
91) Memorie 1st. Bologna (3) 1 (1870/1), p. 461 et suiv.; Opere 2, Milan 1904, 

p. 231 et suiv. 
92) O. Bonnet, J. Éc. polyt. (1) cah. 30 (1845), p. 171; B. B. Webb, Messenger 

math. 11 (1882), p. 146; A. E. H. Love, Elasticity67) (lre éd.) 1, p. 232; (2* éd.) 
1, p. 536 (note C). 

Encyclop. des scienc. mathémat. I V 5. 4 
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et, de manière analogue, les neuf dérivées des composantes AXi, Ayi, AH 

par rapport à ici,yltei_ en fonction des paramètres a, fi, y. La diver­
gence, les composantes du rotationnel et du tenseur dérivé (52) suivant 
les axes a, fi, y dépendent immédiatement des dérivées ainsi calculées. 

b) On peut éviter toute intervention des coordonnées cartésiennes 
en partant des définitions géométriques et cinématiques données 
au n° 6 pour la divergence et le rotationnel et aux n 0 8 18 et 19 
pour le triple tenseur. 

Le théorème de Gauss (8) donne pour l'élément de volume 

, du • djl • dy 
o i t = — , , , ) 

hx h% hs 

dont les faces sont 
dp dy dydcc dad(i 

(59) div A = , „ M , [l ( £ ) + + £ fê)] • 

W. Thomson93) semble avoir indiqué le premier ce moyen pour la 
transformation de la divergence; G. Lamé94), G. Lejeune Birichlet et 
B. Biemann95) l'ont introduit dans leurs Leçons. Si le champ du 
vecteur A est lamellaire, on a 

A = -vcp 

et il résulte de l'expression (59) 

(60) w = w , [è (à 19+£ (& 1;)+£ (è-, 19] > 
c'est l'expression de Voperateur laplacien en coordonnées curvilignes. 

De manière analogue, on appliquera le théorème de Stokes (10) 
pour obtenir les composantes du rotationnel en prenant un élément de 
la surface 

o; = const. 
d'étendue /̂fy et de côtés — · O n obtient ainsi9 6) h^h, h3 ' 

(61) 

(Rot = M . ( £ ) - £ ( £ ) ] , 

c ^ V - M , [ £ ( £ ) -

93) Cambr. math. J. 4 (1843/5), p. 33; Papers 1, Cambridge 1882, p. 25. 
94) Coord. curvilignes!6), p. 22. 
95) Voir à ce sujet H. E. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, (2° éd.) 

1, Berlin 1878, p. 307. 
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21. Introduction des coordonnées curvilignes dans les champs de vecteur. 51 

La signification cinématique des composantes de tenseur (52) 
consiste en ceci qu'elles représentent les dilatations et les glissements 
dans une déformation hétérogène infiniment petite. Si 

ea> efi> ey! 9firt 9yat 9ajj 

sont les dilatations et les glissements relatifs à des éléments des 
droites normaux aux surfaces 

a — const., fi = const., y - const., 

les propriétés des tenseurs donnent pour la dilatation er que subit 
une droite quelconque r 

(62) eT = eacrl + e?cr) + eycr\ + g?ycr?cry + gyacrycra + ga?cracr?, 

où Cra, crp, cry sont les cosinus des angles que forme la droite r avec 
les normales aux surfaces 

a = const., fi = const., y = const. 

Si A représente un déplacement, les changements que subissent les 
paramètres ce, fi, y pendant le déplacement sont, d'après l'expression (57), 

6a = Aa-h1, dfi=A^-h2, ôy = Ay-h3. 

Le changement de longueur d'un élément dr est déterminé par 

Si l'on déduit de là la dilatation er de cet élément et si l'on remar­
que qu'elle doit être égale à l'expression (62) pour une direction 
quelconque de dr, on obtient 9 7) 

(63) 

\ d« 
K 
\ 

A d h l 

•^P dp — h A d\ . 

dA? h A dhi — \ A dh» 
hs^o-d*'' 

er = h 
d A r 
dy 

\ 
h 

À ^ 3 

— h, . dhz 

dAp 
dy dp + h2 

A d\ 1 h A dhf>, 
r gô ' 

9Ya = h 
8A, 
da + \ dy ^ h3 

ArJ^ + \ a dy 

9aft — 
9Aa 

+ h 
du "1~ 

\ 
dj + \ da 

96) E. Cesàro, Introduzione alla teoria matematica della elasticità, Turin 1894, 
p. 197; M. Abraham, Math. Ann. 52 (1899), p. 86. 

97) C. W. Borchardt, 3. reine angew. Math. 76 (1873), p. 45; Werke, Berlin 
1888, p. 289; E. Beltrami, Ann. mat. pura appi. (2) 10 (1880/2), p. 188. 

4* 
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On peut ainsi effectuer la transformation des équations relatives aux 
champs de vecteurs et de tenseurs et les rapporter à des systèmes 
de coordonnées orthogonales quelconques en se reportant à des pro­
priétés ou à des définitions indépendantes des axes de coordonnées 
telles que celles qui viennent d'être utilisées pour la divergence, le 
rotationnel d'un champ de vecteurs ou les composantes d'un triple tenseur. 

On écrit dans le nouveau système de coordonnées les expressions 
divergence ou rotationnel par exemple, qui sont des invariants des 
champs de vecteurs et de tenseurs. 

On peut aussi formuler la méthode de la manière suivante: on 
doit chercher directement les invariants qui s'expriment au moyen des 
coefficients de l'équation (37) pour le carré de l'élément linéaire et de 
composantes par rapport aux coordonnées curvilignes du champ de 
vecteur ou de tenseur; c'est ainsi qu'opère le calcul différentiel absolu 
développé par 67. Bicciss). 

c) G 67. J. Jacobi") a simplifié la transformation de l'équation 
de Laplace en coordonnées curvilignes en ramenant cette transfor­
mation à un problème de calcul des variations. La légitimité de cette 
méthode tient à ce fait qu'il figure un scalaire dans l'intégrale sou­
mise à variation; on peut la généraliser beaucoup. 

Les équations de la physique matliématique peuvent être rattachées 
en général à un problème de minime, et sous cette forme, ne font inter­
venir que des fonctions scalaires des composantes de vecteur ou de ten­
seur, liées en général à l'énergie du champ. Si l'on a calculé les 
composantes de vecteur ou de tenseur dans le système de coordonnées 
curvilignes, par l'une des méthodes indiquées, on peut obtenir les équations 
différentielles en coordonnées curvilignes en résolvant directement le problème 
de variation ou de minime100). 

Relations mutuelles des champs de scalaires, vecteurs et 
tenseurs. 

22. Symétrie des phénomènes physiques et symétrie cristalline. 

Pour classer les grandeurs caractéristiques des champs étudiés dans 
la mécanique des milieux continus et en physique, nous avons utilisé 
la manière dont se comportent ces grandeurs lorsqu'on fait tourner 
les axes coordonnés. 

98) Lezioni sulla teoria délie superficie, Padoue 1898, p. 45; G. Ricci et 
T. Levi-Civita, Math. Ann. 54 (1901), p. 125. 

99) C. G. J.Jacobi, 3. reine angew. Math. 36 (1848), p. 117; Werke 2, Berlin 
1882, p. 198. 

100) Pour plus de détails voir les articles IV 18 et IV 25. 
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22. Symétrie des phénomènes physiques et symétrie cristalline. 53 

Les scalaires restent invariables; les composantes de vecteur [n° 3] 
se transforment d'après les équations (1) tandis que les composantes 
de tenseur se comportent comme les carrés et les produits de com­
posantes de vecteur [n° 18]. Si l'on fait en outre intervenir les in­
versions d'axes, on doit distinguer les vecteurs polaires et axiaux 
[n° 4] ainsi que deux espèces de scalaires, les scalaires purs et les 
pseudo-scalaires [n° 12]. 

De la même manière, aux tenseurs étudiés jusqu'ici (tenseurs 
axiaux) on peut ajouter des tenseurs dont les composantes changent 
de signe quand on change le sens des axes (tenseurs polaires) 

De telles grandeurs s'introduisent [n° 23] dans l'étude des relations 
mutuelles entre les champs, ainsi que d'autres grandeurs géométriques 
qui se comportent comme des combinaisons du troisième et du qua­
trième degré de composantes de vecteurs [n° 24]. 

Un champ uniforme d'une grandeur dirigée possède toujours 
une certaine symétrie; le groupe de symétrie du système est celui des 
transformations de coordonnées qui laissent invariables les composantes 
du vecteur en chaque point du champ, de manière que les composantes 
du vecteur, rapportées aux nouveaux axes, aient les mêmes valeurs 
que les anciennes. Le groupe de symétrie d'un champ de vecteur 
uniforme contient celui des rotations autour de la direction du vec­
teur; pour les vecteurs polaires, on doit adjoindre à ce groupe celui 
des mirages dans les plans passant par la direction du vecteur, et 
pour les vecteurs axiaux, celui des mirages dans les plans perpendi­
culaires à cette direction. Un champ de tenseur uniforme possède 
en général la symétrie d'un ellipsoïde, c'est-à-dire trois plans de mi­
rage perpendiculaires entre eux. 

Un phénomène physique peut être considéré comme impliquant 
des relations mutuelles entre les grandeurs de plusieurs champs distincts. 
Le groupe de symétrie d'un phénomène est le sous-groupe commun aux 
groupes de symétrie de tous les champs qui y interviennent. En effet 
ce sous-groupe contient l'ensemble de toutes les transformations de 
coordonnées qui laissent invariables les composantes de toutes les 
grandeurs en relation mutuelle, et par suite laissent invariable l'ex­
pression mathématique de cette relation. Le phénomène de pyro­
électricité manifeste, par exemple, une relation entre les champs uni­
formes d'un scalaire (la température) et d'un vecteur polaire (la 
polarisation électrique). La symétrie de ce phénomène est celle du 
vecteur, puisque le groupe du vecteur polaire est un sous-groupe de 
la symétrie d'un scalaire. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Si l'on considère l'ensemble des phénomènes possibles dans une 
substance, et si l'on compare l'ensemble des groupes de symétrie 
correspondants, il peut se faire que leur sous-groupe commun ne 
contienne pas toutes les transformations de coordonnées; on doit alors 
considérer cette substance comme anisotrope ou dissymétrique. D'un 
autre côté toutes les symétries d'une substance doivent se retrouver 
dans les phénomènes qui s'y produisent. Le groupe de symétrie de la 
structure d'une substance est le sous-groupe commun à tous les phéno­
mènes dont cette substance est le siège101). 

Pour les cristaux solides homogènes, une loi expérimentale dit que 
le groupe de symétrie de structure coïncide avec le groupe de symétrie 
cristalline qui correspond à la forme extérieure [cf. V 10]. On peut 
encore exprimer ceci sous la forme suivante: des directions cristallo-
graphiquement équivalentes sont aussi physiquement équivalentes102), ou: 
le groupe de symétrie cristaUographique est le sous-groupe commun de 
tous les phénomènes possibles dans un cristal103). 

Cette loi permet de prévoir, quand on connaît la nature géo­
métrique de certaines grandeurs, dans quels cristaux leurs champs 
peuvent s'engendrer mutuellement; elle permet d'autre part de trouver 
dans de semblables faits une base pour déterminer la symétrie d'une 
grandeur donnée, qui permet de classer celle-ci dans une catégorie 
déterminée de grandeurs géométriques. Ainsi la polarisation électrique 
par suite d'une élévation de température ne peut être prévue que 
dans les cristaux sans centre de symétrie, si l'on considère la polari­
sation électrique comme un vecteur polaire; et du fait expérimental 
que la pyroélectricité ne se manifeste que dans des cristaux dépourvus 
de centre on peut conclure que cette hypothèse est justifiée, que la 
polarisation électrique est un vecteur polaire [n° 23]. 

23. Relations mutuelles des champs de vecteurs. 
a. Champs uniformes. Considérons d'abord une relation entre 

deux champs de vecteurs uniformes dont la loi s'exprime par des 
-> -> 

relations linéaires entre les composantes de deux vecteurs h et i: 

I kx = & l i ix + ¿ 1 2 ^ + & 1 3 ^ , 

¿2 = ¿ 3 1 ϊχ + ¿32 *y + ¿ 3 3 ** · 

101) P. Curie, J. phys. théor. appl. (3) 3 (1894), p. 393 et suiv.; Œuvres, 
Paris 1908, p. 118. 

102) Loi énoncée d'abord par F.E.Neumann, Elastizität84), p. 166; W.Voigt, 
Compendium der theoretischen Physik 1, Leipzig 1895, p. 128 et suiv. 

103) Έ. Minnigerode, Nachr. Ges. Gött. 1884, p. 195. 
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Une telle relation existe par exemple entre une chute de température 
et un flux de chaleur [cf. V 5 ] , comme entre un champ électrique et 
un courant [cf. V 22]. 

- > - y 

Soit Je la force et i le courant. L'ellipsoïde 

(65) knx* + lny* + JcSS0* + (fej3 + h2) Vz + ( ¿ 3 1 + ¿ 1 3 ) z x 

+ (k12 + k21) xy = 1 

est l'ellipsoïde de conductibilité10*). Le carré du rayon vecteur de cet 
ellipsoïde, parallèle au courant, est égal au quotient du courant par 
la composante du champ dans la direction du courant. 

On décompose 1 0 5) la fonction „vectorielle linéaire" [n° l é ] en une 
partie symétrique et nne antisymétrique en posant 

(66) le = k' + le", 

( kj = ¿11K + 4 ( ¿ 1 2 + * » ) » , + i(*w + Ks)i, 
(660 V = + hiK + ¿ 2 2 ^ + Hha + hs)i, 

\ ke' = yQc^ + k13)ix + | ( 7 ^ s + Jc3i)iy + kSiit, 

I V =
 £ ( ¿ 1 2 ~ ~ ^2l)*y ~ £ ( ¿ 3 1 ~ ¿ 1 3 ) * * > 

V ' ~ "H^a ~ *»)*· - — *»)*«» 

¿ » " = £ ( ¿ 3 1 ~ ~ ¿ 1 3 ) ^ ~ - £ ( ¿ 2 8 — " ¿ 3 2 ) ^ / · 

- y - y 

Si les vecteurs k et i sont tous deux polaires, ou tous deux axiaux, les 
coefficients de la fonction vectorielle linéaire k' 

¿ 1 1 ? ¿ 2 2 , ¿ 2 3 , £ ( ¿ 2 3 + ¿ 3 2 ) , " £ ( ¿ 3 1 ~f" ¿ 1 3 ) , ' £ ( ¿ 1 2 " ( " ¿ 2 1 ) 

sont les composantes d'un tenseur polaire81). Si l'on construit le rayon 
vecteur parallèle au courant * dans l'ellipsoïde de conductibilité (65), 
k' est parallèle à la normale à l'extrémité de ce rayon vecteur Les 

coefficients de la fonction vectorielle linéaire antisymétrique k" 

i ( ¿ 2 3 ¿ 3 2 ) , £ ( ¿ 8 1 ¿ 3 1 ) > £ ( ¿ 1 2 — ¿ 2 1 ) 

sont les composantes d'un vecteur axial P 1 0 6 ) . Le vecteur k" est per­
pendiculaire au courant i et est parallèle au plan du vecteur axial P. 
Un tel vecteur axial P obtenu à partir des coefficients d'une fonction 
vectorielle linéaire s'introduit aussi dans la théorie du courant élec­
trique en présence d'un champ magnétique comme l'indique le phéno-

104) J. Boussinesq, C. R. Acad. se. Paris 65 (1867), p. 104; J. math, pures 
appl. (2) 14 (1869), p. 265. 

105) G. G.Stohes, Cambr. Dublin math. J. 6 (1851), p. 215; Papers 3, Cam­
bridge 1901, p. 203. 

106) W. Thomson, Trans. R. Soc. Edinb. 21 (1857), p. 165 [1854]; Papers 1, 
Cambridge 1882, p. 282. 
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107) W. Thomson, Trans. R. Soc. Edinb. 21 (1857), p. 164 [1854]; Papers 
1, Cambridge 1882, p. 281. 

108) F. KoUcek, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 55 (1895), p. 503. 
109) W. Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1900, math. p. 355/79. Le nom de „tenseur 

axial" qui est équivalent à celui de „torseur" proposé par P. Curie est employé 
par W. Voigt. 

110) Neues Jahrbuch für Mineralogie 18861, p. 1. 

mène de Hall107). On en conclut 1 0 8) que le champ magnétique est 
un vecteur axial. 

Si l'un des deux vecteurs Je, i est polaire et l'autre axial, les 
coefficients de (66') sont les composantes d'un tenseur axial 1 0 9), ceux 
de (66") sont les composantes d'un vecteur polaire. 

L'étude spéciale des équations (64) entre vecteurs de même 
espèce, dans les différents cas de symétrie cristalline, a été faite par 
B. Minnigerode110). 

h. Champs non uniformes. L'électrodynamique moderne étudie 
les relations mutuelles des champs de quatre grandeurs, 

->• - > 

la force électrique (E), l'induction électrique CD), 

la force magnétique (H), Yinduction magnétique (B); 

ces relations, dans les isolants en repos, prennent la forme 

(67) y ~ = rotff, (67') div D = 4sre, 

(68) - y ~ = mtÊ, (68') div.B = 4jrw. 

Les inductions sont liées aux forces correspondantes par des relations 
de la forme des fonctions vectorielles linéaires symétriques (66'); 
V est une constante égale à la vitesse de la lumière dans l'éther. 
Les densités de ,d'électricité vraie" (e) et du magnétisme vrai (ni) 
multipliées par 4JT donnent les divergences des inductions. 

Des équations fondamentales (67) et (68) il résulte par application 
du théorème de Gauss (8) que les quantités d'électricité et de ma­
gnétisme qui se trouvent à l'intérieur d'une surface fermée décrite dans 
des milieux isolants ne peuvent pas se modifier dans le temps. 

Tandis qu'il existe de l'électricité vraie et que sa conservation 
est une loi générale, il n'existe pas de magnétisme vrai. 

Comme une force électrique produit une induction électrique et 
une force magnétique une induction magnétique dans les milieux iso­
tropes, il en résulte qu'wwe force et l'induction correspondante appartien-
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vient à une même classe de vecteurs. Il résulte de là, d'après les n° 6 
et 12 et les équations (67) et (68), les deux propositions suivantes31): 

Ou bien la force magnétique est un vecteur polaire et la force 
électrique un vecteur axial, ou bien la force électrique est polaire et la 
force magnétique axiale. La décision en faveur de la dernière propo­
sition est basée sur les phénomènes de pyroélectricité [n° 22] et sur le 
phénomène de Hall [n° 23, a]. La densité électrique est donc la diver­
gence d'un vecteur polaire ou un scalaire pur, et la densité magné­
tique la divergence d'un vecteur axial ou un pseudoscalaire. 

Si des équations entre les quatre vecteurs du champ électro­
magnétique, on élimine trois de ceux-ci, on obtient l'équation diffé­
rentielle qui régit les changements dans le temps de la quatrième 
grandeur. Celle-ci contient, à côté de dérivées par rapport au temps, 
uniquement des dérivées du second ordre des composantes par rapport 
aux coordonnées. Ainsi l'inversion des axes de coordonnées ne change 
rien aux équations, de sorte que deux phénomènes qui sont l'image 
l'un de l'autre sont également possibles. 

Si l'on veut formuler mathématiquement des phénomènes dissymé­
triques ne supportant pas le mirage, comme le pouvoir rotatoire naturel, 
il est nécessaire d'introduire des dérivées d'ordre impair par rapport 
aux coordonnées soit du premier ordre suivant A. L. Cauchy111), soit du 
troisième suivant J. Me Cullagh112). Il s'introduit ainsi des relations 
linéaires d'un vecteur polaire et d'un vecteur axial, c'est-à-dire un 
tenseur polaire109). 

Cette dissymétrie, conformément à la loi fondamentale de la physi­
que cristalline [n° 22], se manifeste également dans la forme cristalline 
des cristaux actifs. Il existe des fluides isotropes, c'est-à-dire de mêmes 
propriétés dans toutes les directions, et qui font tourner le plan de 
polarisation; le groupe de symétrie de ces substances [n° 22] contient 
le groupe des rotation d'axes, mais pas celui des inversions; J". Soussi-
nesq113) appelle ces corps isotropes-dissymétriques. Leur dissymétrie se 
manifeste aussi dans leurs propriétés chimiques. 

24. Relations mutuelles où interviennent des champs de tenseurs. 

a. Relations de deux champs de tenseurs. Nous avons vu qu'une dé­
formation [n° 17], aussi bien que la tension qui la détermine [n° 20], 

1 1 1 ) C. R. Acad. se. Paris 1 5 ( 1 8 4 2 ) , p. 9 1 6 ; Œuvres (1 ) 7 , Paris 1 8 9 2 , 

p. 2 0 0 . 

1 1 2 ) Trans. Irish Acad. (Dublin) 1 7 ( 1 8 3 7 ) , p. 4 6 1 7 0 ; Works, Londres 
1 8 8 1 , p. 6 3 . 

1 1 3 ) J. Boussinesq, J. math, pures appi. (2 ) 1 3 ( 1 8 6 8 ) , p. 3 1 9 . 
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est caractérisée par un système de six composantes. Ces deux tenseurs 
sont reliés dans les corps déformables par des relations linéaires dans 
le cas le plus simple 1 1 4): 

Cltey + C 1 3 e s + Cli9yz "+• C\î9zx + Cl(,9xy> 

Yy =
 C2iex ~f~ C 2 2 e y + C 2 8 e * + C2i9yz + C2i9zx +

 ClÇ,9xyi 
z z = csA + c 8 2 « y + c 3 3 ^ + cugyz + ci&gzx + cmgxy, 

^(Yz + Zy) = cnex + cmty-f- c^ez + Ciigy, + cagzx + e„gX9, 

i (Zx + X. ) = cuex + c 6 2 e y + c 5 Se, + cugyz+ ci6gzx + C j , ^ f , 

+ C 6 3 e 2 - f «¡64^,+ C 6 5 ^ * + C 6 6 ^ , , -

La ^fonction tensorielle linéaire" (69) est symétrique, c'est-à-dire qu'il 
existe quinze équations cik = cH, ce qui ramène à 21 le nombre des 
coefficients, si le travail A' (55) est indépendant du chemin parcouru 
et ne dépend que des conformations initiale et finale115). Cette hypo­
thèse que la thermodynamique justifie donne 

•Y SA' -y BA' „ _ BAJ_ 
x ~ ~ i K > * ~ c e > ^ ~ T 7 7 > 

(70) i ëA' i dA' 1 BA' 
-ï(Tz + Zy) = JgJz, y ( ^ + X J = ^ , Y(Xy+Yx)=jg^ 

et le travail de déformation (ou potentiel élastique) est donné par 

(71) A'- icnej+^c22e/+ic33ez

3+cugy\ + ^c6Sg
3

x+ ic66g*y 

+ c12exey + c13exez + cxiexgyz + c15exgzx + c16exgxy 

H~ C 23 e v e * C2iÉyeyz "H C2be

y9zx + C2ëey9xy 

+ c3iezgyi+- • ·. 

L'hypothèse d'après laquelle les forces exercées entre molécules dé­
pendent uniquement de la distance conduit de plus aux relations 

(71 ) C4A= c 2 3 > C 5 5 = < ; 3 1 > C 6 6 = C 1 2 J C 5 6 = Cl&7 C 6 i ~ C 2 5 > C 4 5 = C36 > 

qui réduisent à 15 le nombre des coefficients des équations (69). 
Les 21 coefficients dans (71) peuvent être représentés géométri­

quement au moyen d'une surface du quatrième degré 1 1 6) et d'une 
quadrique dont les 15 et les 6 paramètres se transforment respec­
tivement dans un changement de coordonnées comme des combinaisons 

1 1 4 ) A. L. Cauchy, Exercices math. 4 , Paris 1 8 2 9 , p. 2 9 6 ; Œuvres (2) 9, 
Paris 1 8 9 1 , p. 3 4 5 ; S. D. Poisson, J. Ec. polyt. (1) cab. 2 0 ( 1 8 3 1 ) , p. 1 /174 . 

1 1 5 ) G.Green, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 ( 1 8 3 8 / 4 2 ) , éd. 1 8 4 2 , p.7; Papers55), 
p. 2 4 9 . 

1 1 6 ) W. J. M. Bankine, Philos. Trans. London 1 4 6 ( 1 8 5 6 ) , p. 2 6 1 et suiv.; 
B. de Saint-Venant, 3. math, pures appi. (2) 8 ( 1 8 6 3 ) , p. 2 5 7 . 
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du quatrième degré de composantes de vecteur et comme les com­
posantes d'un tenseur axial. Les six composantes du tenseur s'annulent 
quand les relations (71') existent, c'est-à-dire en l'absence de forces 
entre les molécules dépendant de l'orientation de celles-ci 1 1 7). 

On tient compte dans les équations (70) et (71) des éléments de 
symétrie d'un système cristallin déterminé en exprimant les conditions 
pour que le scalaire A' conserve les mêmes coefficients cih quand 
on le rapporte à des systèmes d'axes cristailographiquement équiva­
lents 1 1 8). 

On peut aussi traiter directement la question de savoir quels 
groupes discontinus de symétrie sont compatibles avec des équations 
de la forme (70) et (71) entre deux triples tenseurs et l'on obtient 
ce résultat1 1 9), que dans les groupes ainsi possibles les groupes de 
symétrie cristallographique entrent comme sons-groupes, conformément 
à la loi fondamentale de la physique cristalline [n° 22]. 

Dans les corps isotropes, le potentiel élastique ne peut dépendre 
que des deux invariants primitifs du premier et du second degré (50) 
du système de tenseurs, de sorte que les coefficients se réduisent ici à 
deux. Si l'on tient compte de termes du troisième degré 1 2 0) dans 
l'expression du potentiel, l'invariant du troisième degré (50) doit 
intervenir. 

t>. Les relations mutuelles d'un champ de scalaire et d'un champ 
de tenseur s'introduisent lorsque de tensions intérieures sont produites 
par une élévation de température. La symétrie de ce phénomène est 
celle du tenseur ·, on obtient ainsi immédiatement la forme possible 
dans chaque cristal pour l'ellipsoïde caractéristique du triple tenseur. 
Pour les corps isotropes, cet ellipsoïde devient une sphère. 

c. Les relations mutuelles entre un champ de vecteur et un champ 
de tenseur s'expriment dans le cas le plus simple par des équations 
linéaires dont les 18 coefficients peuvent se représenter par une combi­
naison de trois grandeurs géométriques: 

117) B. Minnigerode10s); J. Boussinesq10*). 
118) W. J. M. Rankine116); F.F.Neumann, Elastizität"), p. 164; G. Kirch­

hoff, Mechanik, Leipzig 1877, p. 389; W. Voigt, Ann. Phys. und Chemie, Dritte 
Folge 16 (1882), p. 275; B. Minnigerode, Nachr. Ges. Gött. 1884, p. 195, 374, 488-

119) H. Aron, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 20 (1883), p. 272; C. Somi— 
gitana, Atti R. Accad. Lincei Bendic. (5) 31 (1894), p. 238/46; (5) 41 (1895), 
p. 25/33. 

120) W. Voigt, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge (2) 52 (1894), p. 5365. 
Sitzgsb. Akad. Wien 103 II* (1894), p. 1069; J. Finger, Sitzgsb. Akad. Wien 103II"-
(1894), p. 163, 231, 1073. 
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1°) une grandeur dirigée du troisième ordre dont les dix com­
posantes se transforment dans un changement d'axes coordonnés comme 
des combinaisons du troisième degré de composantes de vecteur; 

2°) un tenseur dont les six composantes sont soumises à une con­
dition: on peut, par exemple, annuler la somme des trois premières 
composantes; 

3°) un vecteur. 
La nature polaire ou axiale de ces trois grandeurs dirigées est 

déterminée par celle du vecteur et du tenseur qui entrent en relations. 
Quand un champ électrique est produit par pression ou des défor­

mations produites par un champ électrique, on est en présence des 
relations d'un tenseur axial et d'un vecteur polaire, et ceci importe 
pour la discussion de chaque cas particulier de symétrie cristalline121). 

Au lieu du vecteur polaire, figure un vecteur axial, s'il s'agit des 
déformations produites par un champ magnétique. Le phénomène 
inverse, la production d'un champ magnétique par des compressions, 
n'a pas encore été observé, bien qu'il soit possible dans certains 
cristaux d'après la loi de symétrie 1 2 2). 

Des indications plus complètes sur les relations indiquées ici entre 
les différentes grandeurs de la mécanique et de la physique trou­
veront leur place dans les articles correspondants des tomes IV et V. 
Il ne s'agissait ici que d'un aperçu général sur les notions géométriques 
fondamentales. 

121) W. Voigt, Abh. Ges. Gott. 36 (1890), math. mém. n° 1, p. 1/47. 
122) W. Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1901, math. p. 1/19. 
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IV17 . H Y D R O D Y N A M I Q U E 
(PARTIE ÉLÉMENTAIRE). 

EXPOSÉ, D'APRÈS L'AKTICLB ALLEMAND DE A. E . H. L O V E (OXFORD) 

PAR P. A P P E L L (PARIS) ET H. B E G U I N (BREST). 

1. Premières recherches sur l a mécanique des fluides. Notion 

de pression. C'est à Archimede1') qu'on doit les premiers éléments 

de la mécanique des fluides: il se basa, pour les établir, sur des 

principes d'expérience vulgaire, remarquant entre autres choses que 

chaque partie d'un liquide est pressée par tout le poids de la colonne 

verticale qui la surmonte2); il montra qu'un corps plongé dans un 

liquide perd une partie de son poids égale au poids du liquide dé­

placé (principe d'Archimede) et en déduisit une théorie des corps 

flottants, étudiant même la stabilité de l'équilibre8). 

A la fin du 1 6 i è m e siècle, 8. Stevin*) retrouva les principaux 

résultats dArchimède +en utilisant en particulier l'idée qu'on peut 

1) Voir J. L. Lagrange, Méchanique analitique ( l r e éd.) 1, Paris 1788; 
(2e éd.) Mécanique analytique 1, Paris 1811; (3e éd.) pubi, par J. Bertrand 1, Paris 
1853, p. 167; Œuvres 11, Paris 1888, p. 189; +E. Mach, Die Mechanik in ibrer 
Entwickelung historisch-kritiscb dargestellt, ( l r e éd.) Leipzig 1883 ; (4e éd.) Leipzig 
1901 ; trad. anglaise par T. J. Mac Cormack, The science of mechanics, Chicago 
1893; trad. française par E. Bertrand, La mécanique, exposé historique et critique 
de son développement, Paris 1904, p. 83; trad. italienne de D. Gambioli, Iprincipii 
della meccanica, Rome et Milan 1909.* 

2) ^Archimede a écrit un ouvrage TCSQÎ à%av[ièvaiv, dont l'original grec n'a été 
retrouvé qu'en 1906 [cf. J. L. Heiberg, Bibl. math. (3) 7 (1906/7), p. 321]; une 
traduction latine par Guillaume de Moerbeke, intitulée „de iis quae vehuntnr in 
aqua", publiée à Bologne en 1565, par F. Commandin [trad. française par A.Legrand, 
Traité des corps flottants, J. phys. théor. appi. (2) 10 (1891), p. 437/57^ a été 
connue dès le moyen âge.* 

Cf. Archimedis opera omnia, éd. J. L. Heiberg, 2, Leipzig 1881, p. 359/426 j 
T. L. Heath, Tbe works of Archimedes, Cambridge 1897, p. 253/300. 

3) Signalé par J. L. Lagrange [Mécanique analytique1), (3e éd.) 1, p. 168r 
Œuvres 11, p. 191] comme „une théorie de la stabilité des corps flottants à la­
quelle les modernes ont peu ajouté". 

4) Simon Stevin, De Beghinselen des Waterwichts, Leyde 1586; Œuvress-
math., éd. A. Girard 2, Leyde 1634, p. 484/98. 
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5) Galileo Galilei, Discorso intorno alle cose che stanno in su l'acqua, o 
che in quella si muovono, Florence 1612; Opere 12, Florence 1854, p. 9/116; +(ed. 
nazionale) Opere 4, Florence 1894, p. 63/140.* 

6) Blaise Pascal, Traité de l'équilibre des liqueurs, Paris 1 6 6 3 ; t Œuvres, 
éd. L. Brunsckvicg et P. Boutroux 3, Paris 1908, p. 156/92.* 

7) Philos, naturalis principia math. (1° éd.) Londres 1687 ; (2° éd.) Cambridge 
1713 , p. 263; ( 3 e éd.) Londres 1726; „Opera, éd. S. Horsley 2, Londresl779, p. 337; 
trad, par G. E. de Breteuil, marquise du Chdtelet, 1, Paris 1759, p. 305;* c'est le 
principe d'Archimede. 

8) tA. G Clairaut, La théorie de la figure de la terre tirée des principes 
de l'hydrostatique, Paris 1743; (2e éd.) Paris 1808; (3e éd.) Paris 1909.* 

9) Mécanique analyt.1), ( 3 e éd.) 1, p. 173/206; Œuvres 11, p. 197/236. 
10) Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, p. 217 [1753]. 

solidifier une portion d'un liquide sans détruire l'équilibre.* Il appliqua 

ses idées à la détermination des pressions d'un liquide sur le fond et 

sur les parois du vase qui le contient. 

Mais jusque-là on ne rencontre aucun lien entre l'hydrostatique et 

la statique générale. G. Galilée*1) essaya d'établir ce lien au moyen du 

principe des déplacements virtuels, mais ses raisonnements manquent 

de rigueur. B. Pascal6) ^déduisit de ce même principe que tout accrois­

sement de pression se transmet intégralement dans toute l'étendue 

d'un liquide (principe de Pascal).* 

I. Newton'1) relia également l'hydrostatique à la statique générale 

en se basant principalement sur cette remarque que, si une portion 

quelconque d'un fluide est remplacée par un corps de même forme et 

de même densité, l'équilibre subsiste. 

+A. G Clavraut8) trouva le premier les équations aux dérivées 

partielles donnant l'équilibre d'une masse fluide soumise à des forces 

quelconques.* 

¿7. L. Lagrange9) montra le premier que le principe des déplace­

ments virtuels donne toute l'hydrostatique.* 

L.Fuler10) précisa la notion de pression de la manière suivante: 

soient F1 la portion de fluide située d'un côté d'une surface S, I2 le 

fluide ou tout autre corps situé de l'autre côté de la surface, F1 et F2 

étant en contact le long de S. Les particules de F1 qui sont dans le 

voisinage immédiat d'un petit élément dS de cette surface exercent sur 

les particules voisines de F3 une force infiniment petite p dS. 

L. Euler admit que cette force est normale à l'élément dS et 

indépendante de son orientation; il obtint ainsi les équations géné­

rales de l'équilibre d'un fluide sous l'action de forces quelconques, en 

appliquant le principe dont 1. Newton s'était servi. Cette grandeur p est 

la pression en un point. 
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1. Premières recherches sur la Mécanique des fluides. 63 

Pour J. L. Lagrange la pression en un point d'un fluide incom­
pressible est un coefficient qui s'introduit dans l'équation des déplace­
ments virtuels; la pression d'un fluide compressible se définit, de 
manière plus nette, comme résistance élastique due à la compression. 

Dans tous ces travaux, l'égalité de la pression dans toutes les 
directions était admise plus ou moins directement. A. L. Cauchy11) 
reconnut dans la pression un cas particulier de Yeffortls) intérieur 
dans une masse continue, et montra qu'une pression normale est 
nécessairement indépendante de l'orientation. 

Il semble que E. Torricelli13) et 0. de Guericke1*) aient remarqué les 
premiers que l'air agit par pression sur les autres corps 1 5). B. Pascal1*) 
^établit la complète analogie entre les phénomènes dus à la pression 
de l'air et ceux dus à la pression de l'eau*; il eut l'idée d'utiliser la 
hauteur barométrique pour la détermination de l'altitude d'une mon­
tagne. 

La relation entre la pression p d'une certaine masse de gaz et le 
volume v qui la contient fut étudiée par B. Boyle11) et plus tard par 
E. Mariotte18) qui retrouva la loi de Boyle. Cette loi est la suivante: 
à température constante, le produit pv ou, ce qui revient au même, 

le quotient ~ est constant, ç désignant la densité du gaz. 

Si la température est variable, mais si les changements d'état 
sont adiabatiques, le quotient 

est constant, y étant le rapport de la chaleur spécifique à pression 
constante à la chaleur spécifique à volume constant (on sait que pour 
l'air y = 1,408). 

11) Exercices math. 2, Paris 1827, p. 23, 54; Œuvres (2) 7, Paris 1889, p. 37/9. 
12) Voir IV 16, 20. 
13) tE. Torricelli, De motu gravium naturaliter descendentium et de pro-

iectorum libri duo [Opera geometrica, Florence 1644, première pagination p. 95].* 
14) t O. de Guericke, Expérimenta nova, ut vocantur, Magdebourg et Amster­

dam 1672 * 
15) *Voir E. Mach, Die Mechanik1), (3e éd.) Leipzig 1897, p. 103, 108; La 

mécanique1), p. 106, 111.* 
16) Traité de la pesanteur de la masse de l'air, Paris 1663; ^Œuvres, éd. 

L. Brunschvicg et P. Boutroux 3, Paris 1908, p. 193/253.* 
17) B. Boyle, Nova expérimenta physicomechanica de vi aëris elastica, 

Oxford 1661; trad. anglaise, (28 éd.) Londres 1662; Works 1, Londres 1772, p. 1117; 
3, Londres 1772, p. 175/289, 495/510. 

18) E. Mariotte, Discours de la nature de l'air, Paris 1679; Œuvres 1, La 
Haye 1740, p. 149/82. 
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1 9 ) »Ann. chimie et physique (2) 2 3 ( 1 8 2 3 ) , p. 5 / 16 , 3 3 7 / 4 2 ; * Traité de mé­
canique, ( 2 E éd.) 2 , Paris 1 8 3 3 , p. 6 3 7 / 4 8 ; cf. P. Duhem, Cours de phys. math. Pac. 
sc. Lille: hydrodynamique, élasticité, acoustique 1, Paris 1 8 9 1 , p. 1 0 3 / 7 . 

2 0 ) ^Mécanique céleste 5 , Paris 1 8 2 3 , livre 1 2 ; Œuvres 5 , Paris 1 8 8 2 , p. 97 .* 
2 1 ) De motu gravium18); cf. J. L. Lagrange, Mécanique analyt.J), ( 3 E éd.) 

2 , Paris 1 8 5 5 , p. 2 4 4 ; Œuvres 1 2 , Paris 1 8 8 9 , p. 2 6 6 . Cf. M. Bühlmann, Hydro­
mechanik oder die technische Mechanik flüssiger Körper, ( 2 E éd.) Hanovre 1 8 8 0 , 
p. 1 8 7 . 

2 2 ) „Voir JE. Mach, Die Mechanik '), ( 2 E éd.), p. 3 7 8 ; ( 3 E éd.), p. 3 9 7 ; La 
mécanique, p. 3 8 1 . * 

2 3 ) Principia math.7), (l"éd.) p. 3 3 0 / 2 ; ( 2 E éd.) p. 3 0 3 / 9 ; .Opera, éà..S.Horsley 
2 , p. 3 9 4 / 4 0 2 ; txad. marquise du Châtélet 1, p. 3 5 7 / 6 7 . * 

2 4 ) Principia math. 7), ( 2 E éd.) p. 2 9 4 / 3 0 3 ; »Opera, éd. S- Horsley 2 , p. 3 8 1 / 9 4 ; 

trad. marquise du Châtélet 1, p. 3 4 5 / 5 7 . * 

2 5 ) Le problème de l'écoulement des fluides (avec l'hypothèse du paral­
lélisme des tranches) et le problème de la résistance éprouvée par un corps mobile 
dans un fluide sont les problèmes fondamentaux de l'hydrodynamique supérieure. 
J. L. Lagrange, Mécanique analyt. *), (3* éd.) 2 , p. 2 4 3 ; Œuvres 1 2 , Paris 1 8 8 9 , 
p. 2 6 5 ; cf. M. Bühlmann, Hydromechanik81), ( 2 E éd.) p. 1 8 7 . 

+Ce résultat paraît dû à S. D. Poisson19), il était implicitement 

contenu dans les recherches de P. S. Laplace20).* 

Les premiers essais sur l'hydrodynamique sont dus à E. Torricelli21), 

qui observa qu'un jet de liquide sortant d'un vase peut remonter tout 

au plus jusqu'au niveau du liquide dans le vase; il admit qu'il re­

monterait exactement jusqu'à ce niveau sans la résistance de l'air et 

les frottements (loi de Torricelli). 

„P. de Varignon22) essaya de déduire cette loi de la relation entre 

la force et la quantité de mouvement qu'elle engendre.* 

i . Newton2S) mesura la quantité de liquide écoulée pendant un 

certain temps à travers une ouverture percée dans le fond d'un vase 

et en déduisit la vitesse dans la section la plus étroite de la veine, 

section dont la surface est à peu près de celle de l'ouverture; il con­

stata que cette vitesse est égale à celle que le liquide aurait acquise 

en tombant librement de la hauteur du vase. Il essaya de démontrer 

cette proposition, en admettant que les particules qui se trouvent à un 

instant dans une section horizontale restent constamment au même niveau 

(hypothèse du parallélisme des tranches). Il introduisit aussi l'équation 

de continuité sous la forme que la vitesse dans une section est inverse­

ment proportionnelle à son aire, mais ses raisonnements manquent de 

rigueur. 

I. Netcton24') étudia aussi la résistance éprouvée par un corps en 

mouvement dans un liquide 2 6). 
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2. Équations générales d'équilibre et de mouvement des fluideB parfaits. 65 

Daniel Bernoulli26) appliqua à l'hydrodynamique le principe de la 

conservation des forces vives, sous la forme indirecte qui avait servi 

à Chr. Huygens dans sa théorie du pendule2 7). 

.Lorsque A. G Clair aut28) eut donné les équations générales de 

l'hydrostatique, que, en même temps, le principe de d'Alembert eut 

ramené la dynamique des systèmes à la statique, il devint possible 

d'obtenir les équations de l'hydrodynamique*: c'est ce que fit 

J. d'Alembert29). L. Euler36) simplifia ces équations et leur donna les 

deux formes sous lesquelles on les utilise aujourd'hui. 

2. Équations générales d'équilibre et de mouvement des fluides 

parfaits3 1). En mécanique rationnelle un fluide est considéré comme 

un système matériel continu pour lequel, à l'état de repos, les efforts32) 

intérieurs sont partout des pressions normales. S'il en est de même à 

l'état de mouvement, le fluide est dit parfait, si non le fluide est dit 

visqueux. 

,11 n'y a donc pas lieu de séparer la statique des fluides parfaits 

de celle des fluides visqueux; la dynamique des fluides visqueux sera 

traitée à part [n° 11].* 
.Les équations générales de l'hydrostatique et de la dynamique 

des fluides parfaits, de même que celles relatives à un système continu 

quelconque peuvent s'obtenir par l'application du théorème suivant 

relatif à un système matériel: dans un système quelconque, les forces 

extérieures et les forces d'inertie vérifient à chaque instant les six 

conditions d'équivalence à zéro d'un système de vecteurs8 3). Or les 

26) ^Daniel Bernoulli [Hydiodynamica, Strasbourg 1738, p. 30, 256] établit 
nettement la distinction entre la pression hydrostatique et la pression hydro­
dynamique.* 

27) ^Daniel Bernoulli, Hydrodynamicase), p. 124;* cf. E. Mach, Die Mecha-
nik1), (2e éd.), p. 378, 383; (3e éd.) p. 398, 402; La mécanique, p. 386, 390. 

28) Figure de la terre8), Paris 1743. 
29) Essai d'une nouvelle théorie sur la résistance des fluides, Paris 1752. 
30) Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, p. 274/315 [1765]; Novi Comm. 

Acad. Petrop. 14 I (1769), éd. 1770, p. 270/386 [1766]. 
31) L. Euler, Hist. Acad. Berlin 11 (1756), éd. 1767, p. 315/61 [1755]; S. D. 

Poisson, Traité de mécanique, (2e éd.) 2, Paris 1833, p. 617 ; 67. Kirchhoff, Mechanik, 
(l r e éd.) Leipzig 1876; (2« éd.) Leipzig 1877; (3" éd.) Leipzig 1883, p. 126; (4° éd.) 
publ. par W.Wien, Leipzig 1897; tP. Appell, Traité de mécanique rationnelle, 
(1" éd.) 3, Paris 1903, p. 116/226; (2e éd.) 3, Paris 1909, p. 117/222.* 

32) „Le mot „effort" a été adopté par E. Cosserat et F. Cosserat dans leurs 
mémoires sur l'élasticité [Ann. Fac. se. Toulouse (1) 10 (1896), mém. n° 9, p. 38]. 
En anglais, W. J. M. Bankine [Manual of applied mechanics, Londres 1858; (6° éd.) 
Londres 1876] a fait nsage du mot „stress" ; dans sa trad. française A. Vialay [Manuel 
de mécanique appliquée, Paris 1876] dit simplement „actaons moléculaires".* 

33) .Cette méthode a été indiquée par A. L. Cauchy dans un mémoire in-
Encyclop. des BCienc. m&thêmat. IV 5. 5 
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forces extérieures relatives à la portion A d'un fluide intérieure à 

une surface S sont de deux sortes: 

1°) Les forces extérieures agissant sur les éléments de volume; 

soient 

çXdt, gYdx, gZdx 
leurs projections sur trois axes rectangulaires fixes, X , Y, Z étant les 

projections de la force rapportée à l'unité de masse, dx le volume 

considéré. 

2°) Les forces extérieures agissant sur les éléments superficiels 

de A: sur chaque élément des agit une force normale3 1) 
pdQ 

s'il s'agit d'un fluide au repos ou d'un fluide parfait en mouvement.* 

Ecrivant les six équations d'équivalence à zéro pour toute portion 

A du fluide donné et transformant les intégrales de surface en inté­

grales triples, on obtient finalement trois équations seulement: 

dp 

(1) 

Q(X-

-iy) 
dp 
dy' 

dp 
~ 7 

oz 

j x , j y , j , étant les projections sur les axes de l'accélération de la 

particule fluide se trouvant à l'instant considéré au point (x, y, z). 

titulé: de la pression ou tension dans un corps solide, Exercices math. 2, Paris 1827, 
p. 42/59; Œuvres (2) 7, Paris 1889, p. 60/81.* A. G. Greenhill [Encyclopaedia Bri­
tannica, (118 éd.) 14, Cambridge 1910, p. 115/36 (article hydromechanics)] tire les 
équations de l'hydrostatique de ce principe à l'aide du théorème de Green [cf. H 4]. 

tJ. L. Lagrange [Mécanique analyt.'), (3" éd.) 1, p. 173/206; Œuvres 11, p. 
197/236] déduit les équations de l'hydrostatique du principe des travaux virtuels; 
voir aussi J. Montier, Cours de physique 1, Paris 1883, p. 30/6, 62; P. Duhem, 
Ann. Fac. se. Toulouse (1) 4 (1890), mém. n° 3, p. 1/35*; A. G. Greenhill [Ency­
clopaedia Britannica, (11e éd.) 14, Cambridge 1910, p. 115/35 (art. hydromechanics)] 
obtient les équations du mouvement en évaluant l'accroissement de quantité de 
mouvement éprouvé par le fluide enfermé dans une surface fixe; cette méthode 
équivaut à celle employée par L. Euler, Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, 
p. 274/315 [1765]]; J. L. Lagrange [Mécanique analyt.1), (3e éd.) 2, p. 250; Œuvres 
12, Paris 1889, p. 273] les déduit du principe de d'Alembert. Voir aussi A. B. 
Basset [A treatise on hydrodynamics 1, Cambridge 1888, p. 32] qui oublie un 
facteur ç0 dans les deux dernières équations de la p. 32 et W. Wien, Hydro­
dynamik, Leipzig 1900, p. 47. 

34) tJ. Montier*3) [Cours de physique 1, Paris 1883, p. 30/3] établit comme 
conséquence du principe des travaux virtuels que la pression est nécessairement 
normale. Voir aussi A. L. Cauchy, Exercices math. 2, Paris 1827, p. 23 4; Œuvres 
(2) 7, Paris 1889, p. 37/9.* 
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Les équations de l'hydrostatique s'en déduisent: 

(2) 
-v dp 

Elles peuvent se résumer en une seule 3 5): 

ç(Xdx + Ydy + Zdz) = dp. 

Si les forces (X, Y, Z) admettent une fonction de forces U, l'équation 
d'équilibre devient 7 _ , 

Qa U = dp. 
Pour un fluide déterminé, la pression, la densité et la température 

sont liées par une relation caractéristique36) 

F(p, Q, r) = 0. 

Si une même relation F(p, Q, r) = 0 est valable dans toute l'étendue 
du fluide, on dit que le fluide est homogène. La relation 

Q(1 + ccr) = Jcp 

est caractéristique des gaz parfaits; la relation 

Q(1 + at) = Je 

est caractéristique des liquides incompressibles. 

Les surfaces 

p = c, 

où c est une constante, sont appelées surfaces de niveau; Jes surfaces 

p = c 

sont appelées surfaces d'égale densité'; les surfaces 
r = c 

sont appelées surfaces isothermes*. 
Les équations (2) mettent en évidence que dans un fluide en 

équilibre la force en chaque point est normale à la surface de niveau 
passant par ce point et dirigée du côté où p augmente37); il ne peut 

35) Le fait que dans le cas de deux variables Q (Xdx-\- Ydy) est une diffé­
rentielle exacte était connu de J. d'Alembert, Essai29), Paris 1752, p. 17/8. Voir 
(id. p. 197/9) un essai de généralisation pour le cas de trois variables. 

36) tL'étude de la relation caractéristique dépend de la Thermodynamique; 
pour l'emploi de cette relation dans la mécanique des fluides, voir C. A. Bjerknes, 
Acta math. 4 (1884), p. 121/70; cf. note 65.* 

37) On trouve dans Chr. Huygens [Discours sur la cause de la pesanteur (à 
la fin du Traité de la lumière) Leyde 1690; trad. en latin: De gravitatis causa 
dissertatio, Opera reliqua 1, Amsterdam 1728, p. 97/136J les premières traces de 
ce résultat que les lignes de force sont orthogonales à une famille de surfaces. 
Voir IV 16, 10. 
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38) A. C. Clairaut [Figure de la terre *), (2e éd.) p. 96/101] a démontré que 
la surface libre est une surface de niveau. 

y avoir équilibre que pour des lois de forces telles que l'expression 

Xdx + Ydy + Zdz 

admette un facteur intégrant; cette condition est 

* ( ! f - a + r ( i ? - g ) + < j - f ) = o 
en sorte que le vecteur-tourbillon du vecteur (X, Y, Z) est ou nul 

ou perpendiculaire à ce vecteur. 
Si, outre la relation caractéristique 

F ( i > , 9 , r ) = 0 , 

on donne une autre relation entre p, p, r, la densité p devient fonc­
tion de la seule variable p et l'équilibre n'est possible que si le champ 
de forces est conservatif. C'est le cas d'un fluide à température 
constante. Inversement, si le champ admet une fonction de forces U, 
l'équilibre n'est possible que si p est fonction de p; les surfaces 

U=c 

sont dans ce cas identiques aux surfaces de niveau, aux surfaces iso­
thermes et aux surfaces d'égale densité. Dans le cas où p est fonction 
de p, J'équation 

p d U = dp 

montre facilement que toute augmentation infiniment petite de pression 

se transmet en chaque point du fluide proportionnellement à la densité 

en ce point, toute augmentation finie se transmet intégralement dans 

un liquide incompressible en équilibre isotherme (principe de Pascal)*. 

L'équation d'équilibre peut être intégrée sous la forme 

l'intégrale étant étendue à un chemin arbitraire (C) reliant le point B 
au point A, p étant la fonction donnée de p. Dans le cas de l'équilibre 
isotherme d'un liquide incompressible, l'équation devient 

elle donne immédiatement la différence de pression aux deux points 
A et B. 

»Si deux fluides soumis à des forces dépendant d'une même fonc­
tion de forces sont en contact, la surface de séparation est une surface 
de niveau3 8). [Il en est ainsi de la surface libre d'un liquide pesant].* 
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3. Équilibre des fluides pesants 3 9). Si l'axe des s est vertical 
et dirigé vers le haut, la fonction de forces est 

g étant l'accélération de la pesanteur. Les surfaces de niveau, isothermes 
ou d'égale densité, sont des plans horizontaux. La différence de pression 
entre deux points de cotes s et z0 est 

S'il s'agit d'un liquide incompressible en équilibre isotherme, sur 

une hauteur assez petite pour que g puisse être regardé comme cons­

tant, cette différence de pression est 

Z étant la distance du point à un certain plan horizontal appelé plan 

de charge*. 

Les pressions s'exerçant sur une portion de surface S n'ont pas 
en général de résultante unique. La somme de leurs projections sur la 
verticale est égale au poids d'une colonne remplie de liquide qui irait 
verticalement de la surface 8 au plan de charge 4 0) (à condition que 
la normale dirigée vers la partie agissante soit, le long de S, partout 
ascendante ou partout descendante). La somme des projections de ces 
pressions sur une horizontale D est égale à la pression résultante 
relative à la projection de S sur un plan perpendiculaire à D. 

La pression résultante sur une surface plane est égale au produit 
de l'aire de cette surface par la valeur de la pression au centre de 
gravité. Les coordonnées x et y de son point d'application sont données 
par les formules4 1) 

3 9 ) S.D.Poisson, Mécanique8'), (2Eéd.) 2 , p . 5 5 4 / 7 8 ; G.Kirchhoff, Mechanik81), 
( 3 E éd.) p. 1 3 3 / 4 . On trouve dans A. G. Greerihill [A treatise on hydrostatics, 
Londres 1 8 9 4 , p. 2 7 / 9 2 ] des détails concernant des cas particuliers. 

4 0 ) S.Stevin, De Beghinselen4); Œuvres math., éd. A. Girard 2 , p. 4 8 7 / 9 6 

(prop. 1 0 / 5 ) ; S. D. Poisson, Mécanique81), ( 2 E éd.) 2 , p. 5 5 5 ; .ff. Poincaré, Ciné­
matique et mécanismes, Paris 1 8 9 9 , p. 2 7 2 . * 

41) Les seconds membres de ces formules sont des intégrales d'inertie 
étendues à l'aire considérée. 

— g*, 

z 

.la pression en un point est 

99z> 
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si l'on prend ponr axe des x l'intersection du plan donné avec le 

plan de charge, pour axe des y une perpendiculaire dans le plan 

donné. Ce point s'appelle le centre de pression. 

Pour appliquer les équations de l'hydrostatique à l'équilibre de 

l'atmosphère42), il faudrait se donner une loi de variation de la 

température t. En supposant r constant et tenant compte des variations 

de on obtient 

p = j>0e 

a étant le rayon de la terre, p„ et p 0 la pression et la densité à la 

surface de la terre, p la pression à l'altitude ziS). 

Si l'on suppose que p et ç sont liés adiabatiquement, en sorte que 

la pression à l'altitude z est donnée par la formule 

Y-l 

W V Po a + z ' 

Cet état de l'atmosphère s'appelle équilibre de connection^). 

4. Équilibre relatif isotherme d'un fluide incompressible. Si 

un fluide en équilibre relatif tourne autour de l'axe des z avec une 

vitesse constante ra sous l'action de forces conservatives, la force cen­

trifuge, rapportée à l'unité de masse, est donnée par les formules 

j x — — «>*x, j y = - ™2y, 

et les équations du mouvement admettent l'intégrale 

où c est une constante. 
Si l'axe de rotation est vertical et si le fluide est incompressible, 

soumis uniquement à la pesanteur, les surfaces de niveau sont des 

4 2 ) S . D. Poisson, Mécanique31), ( 2 E éd.) 2 , p. 6 0 9 et suiv. ; G. Kirchhoff, Me­
chanik "), ( 3 E éd.) p. 1 2 7 . 

»P. S. Laplace [Mécanique céleste 4, Paris 1 8 0 5 , seconde partie livre 1 0 , chap. 4 ; 
Œuvres 4 , Paris 1 8 8 0 , p. 2 9 0 / 4 ] donne une formule plus complète pour la déter­
mination de l'altitude à l'aide du baromètre; voir dans l'annuaire du bureau des 
longitudes, Paris 1 8 5 2 et années suivantes jusqu'à 1 9 0 7 (en 1 9 0 7 , p. 2 5 8 / 8 1 ) les 
tables de Cl. L. Mathieu pour l'application de cette formule.* 

4 3 ) W. Thomson, Proc. liter, philos. Soc. Manchester 2 ( 1 8 6 2 ) , p. 1 2 5 ; Papers 
3 , Cambridge (Londres) 1 8 9 0 , p. 2 5 5 ; A. G. Greenhill, Hydrostatics89), p. 3 1 4 , 4 9 1 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4. Équilibre relatif isotherme d'un fluide incompressible. 71 

paraboloïdes égaux de révolution autour de l'axe**). Leur paramètre est 

et la pression en un point est le produit de g g par la distance 

comptée verticalement du point à la surface libre. 

Si une masse fluide incompressible homogène, dont tous les 

éléments s'attirent suivant la loi de Newton, est limitée à un ellipsoïde 

î l j _ yL j _ f! _ i 
a* -1" o* c8 » 

le long duquel la pression est égale à une constante p0, il est possible 

que cette masse soit en équilibre relatif dans une rotation uniforme 

de vitesse m autour d'un axe de symétrie Os. Le potentiel des forces 

d'attraction et centrifuges est donné par la formule4 5) 

v = W{** + y') - *(^*' + Btf + tV), 
A, B, C représentant les intégrales 

ìnabcgo /— 
J (as 

dl 

• 00 
B = 2%abcqo I 

o 
+ 00 

dX 
_ {b*+X)y(a*+Xj{b*+l.)(c*+X) o 

G = 2jtabcgçJ'­
ai 

(c* + l)y(a*+X)(b'+X)(e*+X) 
o 

où g désigne la constante de la gravitation; e> et a, b, c sont li«s 

par les relations4 6) 

(1) a* (A - w 2) = b\B~ cos) = Ce2. 

4 4 ) D. Bernoulli, HydrodynamicaS6), p. 2 4 6 . La concavité de la Burface libre 
a été mentionnée pai 1. Newton, Principia math *), comme conséquence de sa 
huitième définition du livre 1 ; ( 2 E éd.) p. 4 / 5 ; Opera, éd. S. Horsley 2 , p. 5 / 1 2 ; trad, 
marquise du Ckâtelet 1, p. 6, 7, 1 3 . 

„Un appareil fondé sur cette théorie permet de mesurer les vitesses angu­
laires, cf. A. G. Greenhill, Hydrostatics39), p. 448 .* 

4 5 ) Voir l'article II24. 
4 6 ) On doit ce résultat à G.G.J.Jaeobi, Ann. Phys. und Chemie, Zweite 

Folge (2 ) 3 ( 1 8 3 4 ) , p. 2 2 9 ; Werke 2 , Berlin 1 8 8 2 , p. 1 9 ; voir aussi J. Liouville, 
J. Éc. polyt. (1) cah. 2 3 ( 1 8 3 4 ) , p. 2 8 9 / 9 6 ; W. Thomson et P. G. Tait, Treatise 
on natural philosophy, (lre éd.) Oxford 1 8 6 7 ; ( 2 E éd.) I S , Cambridge 1 8 8 3 , p. 3 3 0 . 
Le mouvement a été disenté en détail par C. O. Meyer [J. reine angew. Math. 
2 4 ( 1 8 4 2 ) , p. 4 4 ] , J. Liouville [J. math, pures appl. (1) 1 6 ( 1 8 5 1 ) , p. 2 4 1 ] et G. 
H. Darwin [Proc. R. Soc. London 4 1 ( 1 8 8 6 ) , p. 3 1 9 / 3 6 ] . 
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Il en résulte que les ellipsoïdes vérifiant la relation 

(2) (A - B)a2is + G V ( a 3 - 63) = 0 

sont des figures d'équilibre possibles: on les appelle ellipsoïdes de 

Jacdbi. La discussion de ces équations montre que l'axe de rotation 

doit être le plus petit axe. 

Les ellipsoïdes pour lesquels a — h sont des sphéroïdes aplatis, la 

vitesse de rotation est liée à la forme de l'ellipsoïde par l'équation47) 

(3) « Y 3 = 2%gQ [(3 + f) arc tang f - Sf], 

dans laquelle 

' c s 

Ces sphéroïdes portent le nom de sphéroïdes de Maclaurin. 

Si l'un de ces sphéroïdes est à peu près sphérique, on a 

15aœs = 16agç(a — c). 

Les figures ellipsoïdales d'équilibre correspondant à une valeur donnée 
de CJ sont les suivantes: 

si s 

0,224 • • • < 

il n'y a aucun ellipsoïde d'équilibre; 
si , 

0,187 < < 0,224 

il y a deux ellipsoïdes de révolution qui sont figures d'équilibre; 
si , 

^ — < 0,187 Zugo ' 

il y a deux ellipsoïdes de révolution et un ellipsoïde à axes inégaux 

qui sont figures d'équilibre. 

.E existe aussi des figures d'équilibre présentant la forme de 

cylindres circulaires ou elliptiques illimités.* 

4 7 ) On doit un résultat équivalent à C. Maclaurin, De causa physica fluxus 
et refluxus maris [Pièces qui ont remporté le prix à l'Académie des sciences de 
Paris en 1 7 4 0 , éd. Paris 1 7 4 1 , p. 2 0 2 / 1 8 ] ; A treatise of fluxions 2 , Edimbourg 1 7 4 2 , 

p. 5 3 1 / 2 , 5 3 4 / 5 , 5 3 6 / 7 ; trad. E. Pezenas, Traité des fluxions 2 , Paris 1 7 4 9 , p. 1 1 3 , 

1 1 6 , 1 1 8 ; cf. W. Thomson et P. G. Tait, Naturai philos.46), ( 2 B éd.) I 2 , p. 3 2 6 ] . 
Le mouvement a été discuté en détail par P. S. Laplace, Mécanique céleste 2 , 
Paris an VH, p. 5 0 ; Œuvres 2 , Paris 1 8 7 8 , p. 5 3 . Sur l'application de la théorie 
à la forme de la terre, consulter le tome VI de l'Encyclopédie; en particulier 
voir P. S. Laplace, Exposition du système du monde, (2 vol.), Paris an IV; ( 6 E éd.) 
Paris 1 8 3 5 ; Œuvres 6 , Paris 1 8 8 4 , p. 2 6 7 . .Voir aussi F. Tisserand, Traité de 
mécanique céleste 2 , Paris 1 8 9 1 , p. 89 .* 

Pour plus de détails concernant les ellipsoïdes fluides, voir IV 18 , 4 .où seront 
exposés les importants travaux de H. Poincaré sur les figures d'équilibre relatif.* 
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5. Équilibre des corps flottants dans un liquide incompressible. 
Dans ce numéro les expressions centre d'un volume, centre d'une 
surface seront employées pour désigner les centres de gravité de ce 
volume ou de cette surface supposés homogènes. 

Si un solide est maintenu immobile dans un fluide A en équilibre 
sous l'action de certaines forces, et s'il est possible, sans modifier 
l'état de ce fluide A, de remplacer le solide par un fluide S de même 
nature que le fluide donné, de façon que le fluide total AS soit en 
équilibre, les actions du fluide A sur le solide sont les mêmes que 
celles qu'il exercerait sur le fluide B et par suite forment un système 
équivalent à zéro avec les forces extérieures agissant sur les éléments 
de volume du fluide auxiliaire S. C'est à ce théorème que l'on a 
donné le nom de principe dArchimède8). 

Dans le cas d'un flotteur, c'est-à-dire d'un solide partiellement 
immergé dans un liquide incompressible en équilibre sous l'action de 
la pesanteur, les actions du liquide sur le solide ont une résultante 
unique égale et opposée au poids du liquide déplacé. Cette poussée 
du liquide est appliquée au centre du volume V découpé dans le corps 
par la surface libre. Si le corps flotte librement, cette poussée est 
égale au poids W du solide et l'on a 

W=Y'ga. 

Tout plan découpant dans le flotteur un volume 

9Q 

s'appelle plan de flottaison. »La section du flotteur par un plan de 
flottaison est une surface plane appelée flottaison.* Le volume V dé­
taché par un plan de flottaison dans le flotteur s'appelle carène. Son 
centre C s'appelle centre de carène. 

La surface (F) enveloppe des flottaisons découpant un même 
volume V s'appelle surface des flottaisons isocarènes. Le point de con­
tact F de chaque plan de flottaison avec cette enveloppe est le centre 
de la flottaison correspondante. La surface (0 ) lieu des centres de 
carène correspondants C s'appelle surface des centres de carène; elle 
est convexe en chacun de ses points. Les plans tangents aux sur­
faces (F) et (C) en deux points F et C correspondants sont parallèles. 
Les directions principales de la surface (C) en un point C sont paral­
lèles aux axes principaux d'inertie de la flottaison correspondante en F. 

+La droite T> d'intersection de deux flottaisons infiniment voisines 
est un axe d'inclinaison; le cylindre circonscrit à la surface (C) paral­
lèlement à D s'appelle cylindre (C); parmi ses points de contact avec 
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la surface (C) figure le point G relatif à la flottaison considérée; le 
centre de courbure M en G de la section droite du cylindre s'appelle 
me'tacentre relatif à l'axe d'inclinaison D 4 8 ) ; le rayon de courbure CM 

s'appelle rayon métacentrique; il a pour valeur 

J 
y 

J étant le moment d'inertie de la flottaison par rapport à l'axe D* 
La distance d'un métacentre M au centre de gravité du flotteur 

s'appelle quelquefois hauteur métacentrique. Le petit et le grand méta-
centres en un point G ont pour rayons 

J l et , y, ei y,> 

Jj et t72 étant les moments principaux d'inertie de la flottaison au point F. 
Les positions d'équilibre du flotteur s'obtiennent en menant de 

son centre de gravité G des normales à la surface ((7); le problème 
de l'équilibre et de la stabilité se ramène à celui de l'équilibre et de 
la stabilité d'un corps auxiliaire dont la surface serait (C), le centre 
de gravité G, et qui reposerait sur un plan horizontal. 

Au point de vue de la stabilité, on peut remarquer que si l'on 
fait tourner le flotteur d'un petit angle 6 autour d'un axe d'inclinaison 
D, son énergie potentielle augmente ou diminue de 

\ W • GM • 8S, 

M étant le métacentre correspondant, suivant que G est au-dessous 
ou au-dessus de M, c'est-à-dire suivant que l'on a 

-~>GC ou ~<GC. 

Le poids et la poussée forment un couple dont le moment par rapport 

4 8 ) „Après Archimède"), P. Bouguer [Traité du navire, Paris 1 7 4 6 , p. 1 9 9 
et suiv.] et L. Euler [Soientia navalis, S* Pétersbourg 1 7 4 9 ; adaptation élémentaire 
française destinée aux marins réd. par L.Euler: Théorie complette (complète) de la 
construction et de la manœuvre des vaisseaux, S* Pétersbourg 1 7 7 3 ; (2" éd.) Paris 
1 7 7 6 ] s'occupèrent simultanément de la théorie des corps flottants; Ch. Dupin 
[Application de géométrie et de mécanique à la marine, Paris 1 8 2 2 ] introduisit 
les surfaces (C) et (F) et donna leB principes des méthodes employées aujourd'hui. 

L'expression ^y,, pour le rayon de courbure du lieu de F, a été donnée par 

E. Leclert, Messenger math. (2 ) 1 (1872) , p. 1 6 7 / 7 5 ; Mémorial du génie maritime 2 , 

Paris 1 8 7 3 , p. 4 2 . Elle a été généralisée par E. Guyou, Revue maritime et 
coloniale 6 0 ( 1 8 7 9 ) , p. 6 8 2 ; Théorie du navire, (1™ éd.) Paris 1 8 8 7 , p. 3 2 ; ( 2 E éd.) 
Paris 1 8 9 4 , p. 3 5 . Les formes des surfaces (C) et (F) ont été discutées, dans un 
grand nombre de cas particuliers, par A. G. Greenhill, Hydrostatics39), p. 1 3 7 / 2 3 2 . * 
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5. Équilibre des corpB flottants dans un liquide incompressible. 75 

à D est 4 9) 
W-GM-0; 

il tend à redresser le flotteur dans le premier cas, à le faire chavirer dans 

le second. La stabilité exige que G soit en dessous du petit métacentre. 

Si D coïncide avec un axe principal d'inertie de la flottaison en même 

temps qu'avec un axe principal du flotteur en F, les périodes de 

l'oscillation en négligeant l'inertie du liquide sont celles d'un pendule 

simple dont la longueur serait , Je étant le rayon de gyration du corps 

autour de l'axe D, h la distance de G au métacentre correspondant50). 

6. Cinématique des fluides51). En chaque point d'une masse 

fluide continue en mouvement par rapport à des axes rectangulaires 

49) „Dans un mémoire écrit en 1650 [De iis quae liquido supernatant, libri III; 
Œuvres 11, La Haye 1908, p. 93/210], Chr. Huygens a traité le problème de l'équi­
libre des corps flottants en ee basant sur ce principe que, dans l'équilibre, le 
centre de gravité de l'ensemble du liquide et du flotteur est le plus bas possible. 

La stabilité fut étudiée par P. Bouguer [Traité du navire48), p. 254 et 
suiv.], par J. M. C. Duhamel [Mémoire sur la stabilité des corps flottants, Paris 
1832; J. Éc. polyt. (1) cah. 24 (1835), p. 12/6; Cours de mécanique, (l r o éd.) 2, 
Paris 1846; (2e éd.) 2, Paris 1853; (3e éd.) 2, Paris 1863, p. 252/70]; les hypothèses 
de J. M. C. Duhamel furent critiquées par A. Clébsch [J. reine angew. Math. 57 
(1860), p. 149/69.* 

La stabilité fut ensuite étudiée par Ch. Dupin [Applic. de géom.48), p. 1/74; 
Mémoire sur la stabilité des corps flottants, signalé dans les Mém. de la classe 
des sciences mathématiques et physiques de l'Institut de France 14 (1813/5), p. 
LIV; Correspondance sur l'Éc. polyt. 3 (1814/6), p. 212/24] au moyen du couple 
mentionné dans le texte. 

W. Thomson et P. G. Tait [Naturai philos.46); (2e éd.) I 8 , p. 320/4] appli­
quèrent au problème la théorie de l'énergie; E. Guyou [Théorie du navire48), 
(l r e éd.) p. 12 et suiv.] développa systématiquement et rigoureusement la théorie 
de la stabilité ŝuivant une idée émise par A. Bravais [Thèse, Lyon 1837; Sur 
l'équilibre des corps flottants, Paris 1840], en l'appuyant sur le théorème de 
G. Lejeune Dirichlet relatif à la stabilité*. 

Une bibliographie très détaillée se trouve dans J. Pollard et A. Dudébout, 
Architecture navale 1, Paris 1890, p. XX à XXVH. 

Les conditions de stabilité de corps flottants et de fluides en contact entre 
eux ont été traitées au point de vue thermodynamique par P. Duhem, J. math, 
pures appi. (5) 1 (1895), p. 91; (5) 2 (1896), p. 23/40; (5) 3 (1897), p. 151/93. 

^L'équilibre d'un navire avec un chargement liquide a été étudié par E. Guyou 
[Théorie du navire48), (2° éd.) p. 115/9], par P. Duhem [dans plusieurs mémoires 
énumérés C. R. Acad. se. Paris 129 (1899), p. 879]; pai A. G. Greenhûl [Hydro-
statics39), p. 174], par P. Appell [C. R. Acad. se. Paris 129 (1899), p. 567/9, 636/7; 
J. Éc. polyt. (2) cah. 5 (1900), p. 101/17].* 

50) A. L. Cauchy [Mém. présentés Acad. se. Paris (2) 1 (1827), p. 60; Œuvres 
(1) 1, Paris 1882, p. 33; Exercices math. 2, Paris 1827, p. 60/9; Œuvres (2) 7, 
Paris 1889, p. 82/93] est le fondateur de la cinématique des milieux continus.* 

51) La cinématique des fluides a été traitée par E. Beltrami dans une suite 
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Ox, Oy, Oz, passe à un instant donné une particule fluide dont la 
vitesse est un vecteur (u, v, w). Les intégrales 

jyj'çudxdydz, j*J*j*Qvdxdydz, Jj'Ççwdxdydz 

étendues à la région intérieure à une surface fermée arbitraire 
représentent les composantes suivant les axes de la quantité de 
mouvement du fluide remplissant cette région 5 2). 

Les deux systèmes principaux de variables employés dans la ciné­
matique des milieux continus sont les variables de Lagrange et les 
variables d'Euler53). 

Une particule, qui à l'instant initial t = 0 se trouvait au point (xo,yo,0o), se trouve à l'instant arbitraire t au point (x, y, s); x,y,z 
sont alors des fonctions de x0; y0, z0) t 

(1) x = f(x0,y0,z0,t), y = tp{xn,y0,B0,t), a = ib(x0,y0, z0,t). 

Ces quatre variables x0, y0, z0, t sont les variables de Lagrange. 
La vitesse (w, v, w) de la particule qui, à un instant donné t, passe en 

un point de l'espace dépend des coordonnées x, y, z de ce point et de l'ins­
tant t considéré. Ces quatre variables x, y, z, t sont les variables d'Euler. 

Si u, v, w sont indépendants de t, le mouvement est dit per­
manent. La distribution des vitesses dans l'espace est alors invariable. 

Etant donné une fonction arbitraire F(x, y, z, t) des variables 

d'Euler, on peut en prendre la dérivée par rapport à t en laissant 

x, y, z fixes; nous désignerons cette dérivée par ^ ^ ; on peut aussi en 

prendre la dérivée en y regardant x, y, z comme les coordonnées d'un 
de monographies, Mem. 1st. Bologna (3) 1 (1870/1), p. 431 ; (3) 2 (1871/2), p. 381/437 ; 
(3) 3 (1872/3), p. 349/407; (3) 5 (1874), p. 443/84; Opere 2, Milan 1904, p. 202/377. 
Voir aussi N. Zukovskij (Joukovsky), Mat. Sbornik (recueil Soc. math. Moscou) 
8 (1876), p. 1/79, 163/238; trad. Bull. sc. math. (2) 1 (1877), p. 98/106. 

52) J. Clerk Maxwell [Treatise on electricity and magnetism, (l r e éd.) Londres 
1873; (2e éd.) 1, Londres 1881, p. 11; trad, française par G. Séligmann-Lui, Traité 
d'électricité et de magnétisme 1, Paris 1885, p. 11/2] définit la vitesse en un 
point d'un fluide à l'aide du flux à travers un plan, c'est-à-dire de la masse qui, 
pendant l'unité de temps, traverse l'unité d'aire située dans un plan passant par 
le point considéré. H définit aussi [Philos. Trans. London 157 (1867), p. 49/88] la 
vitesse au moyen de la quantité de mouvement relative à la portion de fluide 
intérieure à une surface quelconque; voir aussi O. Beynolds, Philos. Trans. London 
186 A (1895), part I, p. 126/33. 

53) Ces deux systèmes de variables ont été employés par L. Euler [Hist. 
Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, p. 274/315 [1755]]; ils ont été donnés égale­
ment par J.L.Lagrange, Méchanique analitique 2, Paris 1788, p. 442/9, 450/3; 
(3· éd.) Mécanique analytique 2, Paris 1855, p. 253'62, 262/6; Œuvres 12, Paris 
1889, p. 276/85, 285/9. 
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même élément fluide suivi dans son mouvement; nous désignerons cette 

autre dérivée par rapport à t par la notation ^ j " 5 4 ) ; on a évidemment 

,0s 3F dF. dF . dF . dF 

Avec les variables de Lagrange, les projections u, v, w de la vitesse et 
celles j x > j y , j t de l'accélération sont données par les dérivées partielles 
du premier et du second ordre par rapport à t des fonctions (1): 

= Sx _Sj_ . _ ô^x · _f^y_ . _ â*z u st > v ~ st > w ~ et ' 3x ~ ôt* ' 3* — st* ' 3* ~ et*' 
Ces fonctions (1) doivent vérifier l'équation de continuité qui exprime 
que chaque élément matériel conserve sa masse6 5), 

3tl 
~D(x V s) 

Ttr \ étant le déterminant fonctionnel (le jacobien) des fonctions 
(1) dans lesquelles t a une valeur fixe. 

Une généralisation des variables de Lagrange peut s'obtenir de 
la manière suivante: la condition pour qu'une quantité F liée au 
fluide conserve la même valeur à tout instant pour une même parti­
cule est avec les variables d'Euler 

S F A dF , dF , dF . dF n (3) - f r = 0 ou T J — u + — v + -5— W + = 0; 

v ' êt ex ' cy dz et ' 
de sorte que, si F(x, y, z, t) vérifie cette équation, toute surface 

F = const. 
se déforme tout en restant constamment formée des mêmes éléments 
matériels. Si 

Ft = 0, F, = 0, F, = 0 
représentent trois solutions indépendantes de l'équation (3), nous 
aurons trois familles de surfaces de ce genre en posant 5 6) 

(4) F1(x,y,z,t) = P, F2(x,y,z,t)=Q, FA{x,y, z,t) = R. 

Puisque les valeurs de P,Q,R restent constantes pour une même parti-
54) A. B. Basset [Hydrodynamicsss) 1, Cambridge 1888; 2, Cambridge 1888] 

d 8 
emploie la notation ^ - au lien de la notation — employée ici; H. Latnb [Hydro-

(j t o t 
dynamics, Cambridge 1895] emploie la notation -=— ; dans ses Traités de mécanique, 

JJ t 

P. AyypélX fait usage de la notation -, · C'est cette dernière notation qu'on em-

QJ t 
ploie presque toujours dans les travaux allemands. 

55) Cette équation a été donnée pour la première fois par L. Euler, Novi 
Comm. Petrop. 14 I (1769), éd. 1770, p. 289 [1766]. 

56) M. J. M. Bill, Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 1/20. IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cule, on peut les utiliser comme coordonnées de cette particule; 
P, Q, R, t forment un système de variables, généralisation de celui de 
Lagrange. L'équation de continuité serait 

ôtl* D(P,Q,B)1 

Avec les variables d'Euler, l'accélération a pour projection sur Ox: 

Su du , du .du . du 
3* = 7û = dlc-u + dï-V + dz--W + -dli 

les projections j et j z sont analogues. Pour obtenir avec ces variables 
l'équation de continuité, il suffit de remarquer que le volume de 
fluide, qui dans le petit intervalle de temps dt traverse un petit élé­
ment de surface dS, est 

(lu -f- mv + nw)dS • dt, 

où l, m, n sont les cosinus directeurs de la normale à l'élément dS; 

on obtient l'équation de continuité en exprimant que l'augmentation de 
la masse à l'intérieur d'une surface fermée5 7) est égale à la masse qui 
traverse la surface de l'extérieur vers l'intérieur. On obtient ainsi58) 

do_ , dÇgu) , diov) , d(.gw) _ n 

dt dx dy ^ dz ~ > 

et, si le fluide est incompressible 

du dv dw „ 
dx + dy + Hz " 

Les vitesses (u, v, w) à l'instant t forment un champ de vecteurs; 
les lignes tangentes en chacun de leurs points à la vitesse en ce 
point sont les lignes de courant ou lignes de flux à l'instant t. Elles 
ont pour équations 

dx dy dz 
u v w ' 

t étant traité comme une constante. Les trajectoires sont définies 
par les équations 

dx dy dz ^ 
u v w ' 

dans lesquelles au contraire t est variable en même temps que x, y 
et z. Dans le cas d'un mouvement permanent, les lignes de courant 
sont identiques aux trajectoires. 

Le mouvement relatif59) aux environs d'un point P(x, y, z) est 

67) A. G. Greenhill, Enoyclopaedia Britannica (11e éd.) 14, Cambridge 1910, 
p. 115/35 (article hydromechanica). 

58) L. Euler, Nori Comm. Peterabourg 14 I (1769), éd. 1770, p. 290 [1766]. 
69) A. L. Cauchy50) ; B.de Saint-Venant, C. R. Acad. se. Paris 17 (1843), 
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déterminé par les composantes de la vitesse d'un point voisin 

(x + x, y + y', z + z) 

par rapport à des axes issus de P parallèles aux axes donnés. Ces 
composantes sont, en se bornant aux termes du premier ordre, 

lax + hy + gz — %y + 

(5) hx' + by' + / y - | / + %x', 

\g%' + fy + ce' — t]x' + ly, 

les coefficients a, o, c, f, g, h, rj, % étant donnés par 

a = du h dv 
/> — dw a = 

dx' 
h 

= dy ' v — w 
2f-

dw 
dy + 

dv 
dz" 

du 
~ dz + 

dw 
Jx' 2A = 

dv du 
Wx + dy' 

2% = 
dw 
Jy ~ 

dv 
~dz' 2V 

du 
= dl~ 

dw 
dx ' 2? = 

dv du 
dx dy 

Il résulte des formules (5) que, dans un petit intervalle de temps t, 
la déformation par rapport aux axes issus de P d'un petit élément 
entourant ce point provient d'une déformation pure caractérisée par les 
coefficients a, b, c, f, g, h et d'une rotation de vitesse angulaire £, w, £60)-

Les dilatations ex,ey, EZ et les glissements ffys,glx,gxv relatifs à cette 
déformation pure sont liés à a, b, c, f, g, h par les relations 

F fi £ 

a = lim — > b = lim — > c ~ lim — > 

2 f = l i m ^ , 2<7 = l i m ^ , 2fe = l i m ^ -

Le tenseur qui a pour composantes a, b, c, f, g, h peut être appelé vitesse 
de déformation (rate of strain). La quantité 

a + b -F C, 

invariante dans toute transformation de coordonnées orthogonales, est 
la vitesse de dilatation; nous la désignerons par ©; elle est nulle dans 
le cas d'un liquide incompressible. 

La vitesse angulaire 

S, n, l 
p. 1240; G. G. Sto&es, On the theory of the internai friction of fluids in motion, 
Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 287/319; Papers 1, Cambridge 
1880, p. 75/129. Voir IV 16, n°» 13 à 19. 

60) L.Euler [Hist. Acad. Berlin 11 (1755), éd. 1757, p. 292 [1755]] a signalé 
que dans un mouvement de rotation autour d'un axe 

udx -\-vdy-\- wdz 

n'est pas une différentielle exacte. 
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s'appelle rotation moyenne*1) ou vecteur-tourbillon (spin) au point P à 
l'instant t. Si un petit élément sphérique de centre P pouvait être 
brusquement isolé du reste de la masse fluide et solidifié, il tournerait 
avec la vitesse £ 6 2 ). La quantité 

I 2 + n' + S2 

carré de l'intensité de cette vitesse de rotation est un invariant dans 
toute transformation de coordonnées orthogonales à un instant donné t) 
les lignes tangentes en chacun de leurs points au vecteur-tourbillon cor­
respondant sont les lignes de tourbillon [n° 9] relatives à cet instant. 

TJn mouvement de fluide dans lequel le vecteur-tourbillon n'est 
pas nul est dit tourbillonnaire, un mouvement dans lequel le vecteur-
tourbillon est nul à chaque instant dans l'étendue du fluide considéré 
est dit irrotationnel ou non tourbillonnaire. Dans ce cas l'expression 

udx + vdy + wdz 

est, à chaque instant t, la différentielle d'une fonction tp[x, y, s, t): 

dtp df dg> 
dx dy dz ' 

<p s'appelle63) le potentiel des vitesses64). 

7. Équations du mouvement d'un fluide parfait. Transformations. 

.Les équations générales du mouvement d'un fluide parfait ont été 
données ci-dessus [équations (1) n° 2 ] ; à ces trois équations on doit 
joindre l'équation caractéristique 

F(j>, 9, *) = °> 

6 1 ) .Cette notion a été introduite par A. L. Cauchyso); l'expression bour­
billon" (Wirbel) a été employée par H. von Helmholtz.* La locution „rotation 
moléculaire" souvent employée est très mal choisie: la théorie n'a aucun rapport 
avec les molécules. L'expression „spin" a été introduite par W. K. Clifford, 
Eléments of dynamic 1, Londres 1 8 7 8 , p. 2 0 0 . Eu égard à la différence entre les 
vecteurs polaires et les vecteurs axiaux [voir IV, 1 6 ] , le „spin" doit être regardé 
comme axial. C'est le demi „curl" du vecteur vitesse. 

6 2 ) G. G. Stofces59), Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , éd. 1 8 4 9 , p. 3 1 0 

[1845] · , Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 1 2 . 

6 3 ) H. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 5 5 ( 1 8 5 8 ) , p. 2 5 / 5 5 ; Wiss. Abh. 1, 

Leipzig 1 8 8 2 , p. 1 0 1 / 3 4 . Dans H. Lamb [Hydrodynamics54)] on désigne par 
— dqp la différentielle exacte 

— drp = udx + vdy -f- wdz; 
cette définition de qp est choisie à cause de la signification physique de cp. 

6 4 ) .Dans ce qui précède, on a supposé que les coordonnées x, y, z d'un 
élément fluide à l'instant t sont, ainsi que leurs dérivées premières et secondes, 
des fonctions continues de t et des coordonnées initiales x0, y0, z0. Pour ce qui 
est relatif au cas où certaines de ces dérivées seraient discontinues, voir IV, 2 3 . * 
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l'équation, de continuité, et une autre relation entre r et les autres 

fonctions inconnues, relation provenant d'une hypothèse nouvelle65).* 

Outre ces six équations, il faut aussi tenir compte des conditions 

initiales et des conditions aux limites: à l'instant t = 0, 

ua] V 0 , W 0 , p0, ç0 

sont supposés donnés en chaque point de la région occupée par le fluide. 

D'autre part, pendant le mouvement, le fluide est assujetti à rester 

dans un espace limité par une surface donnée fixe ou non. Si 

f(x, y, z,t) = 0 

est l'équation de cette surface, la condition (3) [n° 6] doit être vérifiée 

à chaque instant par tous les éléments fluides pour lesquels f(x,y,z,t)=0, 

car ces éléments doivent glisser le long de cette surface66). 

Si le fluide est en contact avec un autre corps le long d'une sur­

face, il faut de plus, le long de cette surfaee, que la composante nor­

male de l'effort relatif à un petit élément plan, parallèle au plan 

tangent et infiniment voisin, à l'intérieur du second corps, soit égale 

à la pression p du fluide dans le voisinage6 7). Si ce deuxième corps 

est un fluide, la pression lorsqu'on traverse la surface varie de 

T(B-i + R'-1), 

T étant la tension superficielle, M et B' les rayons de courbure prin­

cipaux de la surface68). S'il s'agit d'un liquide, il peut exister une 

„surface libre", c'est-à-dire que le liquide peut être en contact avec un 

gaz (l'air, par exemple), dans lequel la pression peut être considérée 

comme une constante pa\ si l'on néglige la tension superficielle, le 

liquide est ainsi limité à une surface 

qui vérifie également la condition (3) [n° 6]. 
Si l'on emploie les variables de Lagrange, les inconnues sont les 

six fonctions x, y, s, p, Q, T des variables P, Q, B, t [cf. formules (4) 

n° 6]. Les équations (1) du n° 2 peuvent s'écrire 

65) „Cf. P. Duhem, Hydrodynamique19), p. 99; C. R. Acad. se. Paris 132 
(1901), p. 117/20.* 

66) Voir une discussion de ce théorème, surtout en ce qui concerne la 
surface libre, dans W. Thomson, Cambr. Dubl. math. J. 3 (1848), p. 89; Papers 1, 
Cambridge 1882, p. 83. S. B. Poisson [Mécanique81), (2e éd.) 2, p. 681] avait déjà 
remarqué la difficulté du théorème. 

67) C'est la condition de continuité de l'effort. 
68) Voir l'article V i l sur la capillarité. 

Encyclop. des Bcienc. mathéioat I V 5. 6 
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S*x Sx^ S*y I Y * | « Sz _ y Sx y 8y y Sz 1 Sp 
St* ' ÔP + St* ' SP + St* ' SP ~~ SP SP SP g SP' 

S*x S_x_ , S*J Sy^,à*z Sz_ _ Y Sx_ y Sy „ Sz_ 1 Sp 
~8t* ' SQ + Si* ' SQ + St* '&Q ~ ^SQ + SQ + ASQ g SQ' 
S^x_ Sx^,S*y ^y_,^± Sz _ jfSx ySy „Sz 1 Sp 
St* ' SB + F Î T 2 ' SB + St* ' SB ~ ^SB + SB + ASB Q S B' 

le sympole â représentant la différentiation par rapport aux variables 

P, Q, B, t. L'équation de continuité est: 

S R D(x,y,z) -Î » 
Stl* D{P,Q,R)\ U-

Dans les cas où p est fonction de p, en même temps qu'il existe 

une fonction de forces V. les équations se simplifient et deviennent 

S*x ôx^,d*y JSiy^ S*_z jSz_ s_(y_ /VP\ 
St* ' Sx0

 + St* ' Sx0

 + St* ' Sx0 ~ Sx0 { J e / ' 

\ ' St* 'Sy^ + WJy^ + St* ' Sy0~ Sy0V J Q)' 

S*x Sx^ S*y Sy_ S*z jiz_ _ J Î _ ly_ 
St* ' Sz0

 + St* ' Sz0

 + St* ' Sz0 ~ Sz0\ J E / ' 

dans le cas particulier où l'on a pris pour P, Q, B, les coordonnées 

x0, y0) z0 de l'élément considéré. 

Si en outre les vitesses d'une portion du fluide dérivent d'un 

potentiel à un instant déterminé, il en est de même à tout autre 

instant pour cette même portion. +Pour établir cette importante pro­

position due à J. L. Lagrange, A. L. Cauchy a déduit des équations 

précédentes, les suivantes appelées équations de Cauchy69)*: 

A = A 1?L | ^ ° d x
 I &> D X 

Q 9o Sx0 ~*~ Q0 dyQ Q0 dz„ > 

^ J 9 eo 8x0 ~ R e0 dya E „ dza > 

J L = A AL ! n» dz
 I So 8s 

Q =
 2*0 ~ T ~ E E D Y 0 Q0 dz„ ' 

6 9 ) La démonstration de J. L. Lagrange [Nouv. Mém. Acad. Berlin 1 2 ( 1 7 8 1 ) , 

éd. 1 7 8 3 , p. 1 7 0 / 1 ; Œuvres 4 , Paris 1 8 6 9 , p. 7 1 5 / 7 ; Méchanique analitique*), 
( 3 8 éd.) 2 , Paris 1 8 5 3 , p. 2 6 9 / 7 1 ; Œuvres 1 2 , Paris 1 8 8 9 , p. 2 9 4 / 6 ] était in­
complète. La première démonstration rigoureuse a été donnée par A. L. Cauchy, 
Mém. présentés Acad. se. Paris (2 ) 1 ( 1 8 2 7 ) , p. 4 0 / 3 ; Œuvres (1 ) 1 , Paris 
1 8 8 2 , p. 3 7 / 4 0 ; G. G. Stokes [Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , éd. 1 8 4 9 , 

p. 3 0 7 [ 1 8 4 5 ] ; Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 0 8 ; Cambr. Dublin math. J. 3 ( 1 8 4 8 ) , 

p. 2 0 9 ; Papers 2 , Cambridge 1 8 8 3 , p. 3 6 ] en a donné une autre démonstration 
accompagnée de remarques critiques et historiques; W. Thomson a donné une 
démonstration utilisant la notion de circulation [n° 9 ] , voir à ce sujet H. Lamb, 
Hydrodynamics54), p. 3 8 , 3 9 . 
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Elles contiennent évidemment le théorème de Lagrange. Le calcul 

de A. L. Cauchy conduit aussi à des équations de la forme 7 0): 

(3) 

ou 

Sx 
It 

Sx 
âx0 

+ Sy 
St 

Sy 
Sx, + Se 

St 
Sz 
Sx, 

Sx 
Sx,' 

Sx 
It 

Sx 

«yo" 
+ Sy 

St 
Sy 
ày0 

+ Se 
St 

Sz 

sy* 
9% 

sy,' 
Sx 
It 

Sx 
Sz, + Sy 

St 
Sy 
Sz, + Sz 

St 
Sz 
Sz0 

H 
Sz, > 

•s *P + !_ . 

q désignant la vitesse de l'élément fluide. 
»Ces équations expriment que l'expression 

udx + vdy -\- wdz — (u0dx0 + vadyQ + w0dz0) 

est une différentielle exacte dy* 

Si l'on emploie les variables d'Euler, les inconnues sont les six 

fonctions u, v, w, p, ç, x de x, y, z, t; les équations peuvent s'écrire 

du 
u-~ — 

dx 
• du 

dy 
du 

+ ww 
+ du 

dt 
= X - t_dp 

Q dx' 

(4) 
dv 

M — 
ox 

. ëv 
dy 

dv 
' dz + dv 

Tt - r -
l^dp 
«? dy' 

dw 
U-K— 

dx 
, dw 

+ t̂  "Q 
dy 

dw 
1 dz + dw 

W - z- 1 dp. 
<? dz ' 

l'équation de continuité est 

dç d(9u) , d(fiv)_ d{Qw) 
g t -r "T «„. -r- 0. dx ' dy ^ dz 

En faisant apparaître les composantes | , 17, £ du vecteur tourbillon, les 
équations peuvent s'écrire 

« Ö = X- 1 3g8 

2 d* 
l_dp 
t? dx' 

= r -
1 dq* 1 dp 

Q dy' 

= z - e dz Q dz ' 

Dans le cas particulier où ç est fonction de p, et où les forces sont 

»Les équations de A. L. Cauchy ont une importance capitale en ce sens 
qu'elles montrent que le tourbillon est indestructible par des forces conservatives. 
Il ne peut naître ou disparaître que sous l'action du frottement ou de forces non 
conservatives. Cf. Maurice Lévy, Revue gén. sc. 1 (1890), p. 724.* 

70) H. Weber, 3. reine angew. Math. 68 (1868), p. 286/92. 
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conservatives, elles deviennent71): 

(5) | î + 2 ( « Ç - w S ) -

| j + 2 («I - « , ) = 

g TT' 

BW 

By 

BW 

dz 

en posant 

W'=V— f * * -
J 9 

L'élimination de W entre ces équations donne les équations7 2): 

.employées par M- von Helmholtz à la démonstration d'importantes pro­

priétés des tourbillons.* 

On peut, sous les mêmes hypothèses, trouver trois fonctions çp, A, Q 

de X, y, z, t telles que à chaque instant 

soient constamment formées des mêmes éléments fluides73); les inter­

sections de ces surfaces deux à deux sont les lignes de tourbillon7 4). 

7 1 ) J.L. Lagrange, Nouv. Mém. Acad. Berlin 1 2 ( 1 7 8 1 ) , éd. 1 7 8 3 , p. 1 6 4 / 6 ; 

Œuvres 4 , Paris 1 8 6 9 , p. 7 0 9 / 1 2 . 

7 2 ) E. J. Nanson, Messenger math. ( 2 ) 3 ( 1 8 7 4 ) , p. 1 2 0 . J. L. Lagrange ") 
a obtenu les équations correspondantes pour un fluide incompressible; indépen­
damment de lui G. G. Stokes, Cambr. Dublin math. J. 3 ( 1 8 4 8 ) , p. 2 0 9 / 1 9 ; Papers 
2, Cambridge 1 8 8 3 , p. 4 1 / 4 . De même S. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 
5 5 ( 1 8 5 8 ) , p. 3 3 ; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1 8 8 2 , p. 1 1 0 . 

7 3 ) A. Clebsch, 3. reine angew. Math. 5 4 ( 1 8 5 7 ) , p. 2 9 3 / 3 1 2 ; 5 6 ( 1 8 5 9 ) , p. 1/10. 

Voir aussi M. J. M. Hill, Quart. J. pure appl. math. 1 7 ( 1 8 8 1 ) , p. 1 / 2 0 ; Trans. 
Cambr. philos. Soc. 1 4 ( 1 8 8 3 / 9 ) , éd. 1 8 8 9 , p. 1/29. Ces équations ont été appliquées 
par A. Clebsch et aussi par M. J. M. Hill au mouvement d'un fluide dans un espace 
à n dimensions. Relativement à des équations vérifiées par X dans des cas parti­
culiers, voir M. J. M. Hill, Philos. Trans. London 1 7 5 ( 1 8 8 4 ) , p. 3 6 3 / 4 0 9 ; Proc. 
London math. Soc. (1) 1 6 (1884 /5 ) , p. 1 7 1 / 8 3 . Pour la transformation (7) , voir aussi 
IV 1 6 , 10. 

7 4 ) .Voir plus loin n° 9.* 

Bu , n_ Su _s_ Bu 

Bx q By 9 Bz 

B_v_ , rj_ dv . J dv 

8 x 9 By 9 Bz 

8w , n_ 8w i £_ Sw 

Bx 9 By q Bz 

(7) udx + 

et telles que les surfaces 

udx + vdy + wàz = dtp + XdSl, 

l = const., SI = const. 
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75) A. Clebsch'") et M. J. M. Hill73) ont donné l'équation (8). Voir aussi 
J. Brill, Quart. J. pure appl. math. 28 (1896), p. 185/90. 

76) »Voir P.Appell, Mécanique rationnelle, (lre éd.) 3, Paris 1903, p. 340, 357.* 
Les équations (5) permettent une transformation en coordonnées curvilignes ortho­
gonales quelconques, voir IV 16, 211). 

Les équations du mouvement admettent l'intégrale suivante, qu'on 
appelle souvent équation de pression™): 

<8> T-FI?-T<R-TIÏ-I%-'W-
F(t) désignant une fonction arbitraire de t. 

Dans le cas d'un mouvement irrotationnel cette équation se 
réduit à 

(9) F _ / ^ _ | ^ _ g = Jp (Q. 
^Les équations de l'hydrodynamique peuvent s'exprimer au moyen de 
coordonnées curvilignes quelconques par l'artifice qui permet d'établir 
les équations de Lagrange relatives au mouvement d'un point matériel. 
Si x, y, s sont des fonctions données de q\, q2, q$ et t, le carré de la 
vitesse 

2T = u* + v* + w3 

est une forme quadratique en 

n'—dq2 

2 l ~ dl> & ~~ dt > 2 3 — dt 
dont les coefficients dépendent de qt, q2) qs, t. 

On obtient les équations76) 

Qiàqi est l'expression du travail de la force X , Y, Z lorsque la coor­

donnée q( de son point d'application varie de dq(. L'équation de 

continuité s'écrit 

r D(x,y,s) B(a.i,it,qs) i _ 0 

avec les variables de Lagrange q^, q2°, q3°, t, elle s'écrit 

çSt+Ml dqt dqs ^ dq, dt j U> 
en posant 

M * - « > m D ( 2 l , 3 s , 2 3 ) ' 

Si par exemple le mouvement est rapporté à des axes Ox, Oy, Oz 

tournant autour de l'origine avec la vitesse angulaire (CJ1 ; <O2, to3), la 

vitesse (M, V, W) d'un élément fluide par rapport aux axes mobiles est 
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liée à sa vitesse (w', V', W') par rapport aux axes fixes par les relations 

w ' = M + ya3— za2, 

w'= w + xm2 — ya1; 

si l'on emploie la notation symbolique 

â 8 , r d . , 8 , ,8 
dt gt ' dx ëy 8s 

les équations d'Euler prennent la forme 7 7): 

Su . 8 / T 7 - Cdp\ 

8. Mouvement permanent. Écoulement des fluides78). .Par 

chaque point d'une aire plane infiniment petite passe une trajectoire 
invariable. L'ensemble de ces trajectoires forme un filet fluide.* Si les 
forces sont conservatives et si la densité est fonction de la pression, 
le premier membre de l'équation de pression 

y - J ' - f - U 

conserve la même valeur tout le long d'un même filet, cette constante 
variant d'ailleurs d'un filet à un autre. .C'est le théorème de Bernouïïi2*).* 
Si de plus le mouvement est irrotationnel, la constante est la même 
dans toute l'étendue du fluide. 

Dans le mouvement permanent d'un liquide incompressible sou­
mis à la pesanteur, le théorème de Bernoulli devient (Os étant vertical 
vers le bas) 

P — Q9Z + YQ22 = C, 

où c est une constante le long d'un même filet. Cette proposition 
contient le théorème de Torricelli sur l'écoulement des liquides. Ce 
théorème donne, pour la vitesse d'écoulement d'un liquide par une 
petite ouverture percée dans la paroi, la formule 

q = Y2gh, 

h étant la distance de l'ouverture à la surface libre. 
Dans les expériences sur l'écoulement des liquides, la vitesse 

moyenne est mesurée dans une section traversant la veine sortante. 
Le théorème de Torricelli est alors à peu près vérifié si la section 
est celle d'aire minimée ou section contractée (vena contracta). J. Ch. 

7 7 ) A. G. Greenhill, Encyclopaedia Britannica ( 1 1 E éd.) 1 4 , Cambridge 1 9 1 0 , 
p. 1 1 5 / 3 5 . 

78) H. Lamb, Hydrodynamics "), p. 2 1 / 9 . Pour l'écoulement par des orifices, 
voir aussi les articles IV 1 8 et IV 2 3 . 
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Borda19) a montré que, si la pression est supposée en tout point de 
l'ouverture égale à la pression d'équilibre, l'aire de la section con­
tractée doit être la moitié de celle de l'ouverture. Mais comme la 
pression à l'ouverture est, dans tous les cas, un peu inférieure à la 
pression d'équilibre, le rapport est un peu supérieur à \ . Ce rapport 
Je s'appelle coefficient de contraction. L'expérience montre que h dépend 
de la forme de l'ajutage. Pour une distance h du centre de gravité 
de l'ouverture à la surface libre la vitesse d'écoulement est 

*V2gh> 
le coefficient a s'appelle coefficient d'écouleinent. S'il s'agit d'une ouver­
ture en mince paroi plane, Je et a sont voisins respectivement de 0,64 
et de 0,62 8 0 ); si un petit ajutage fait saillie dans le liquide (ajutage 
rentrant), Je est presque exactement ^ . 

Le théorème de Bernoulli s'applique à l'écoulement permanent 
d'un gaz sortant d'un réservoir8 1) dans lequel la pression est une 
constante p0 et la densité une constante ç0; si p± est la pression dans 
l'espace vers lequel s'écoule le gaz, on a alors, en appelant q1 la 
vitesse d'écoulement, q0 la vitesse en un point du gaz éloigné de 
l'orifice d'écoulement, V1 et V0 les valeurs de V en ces deux points, 

Po 

Si le réservoir est grand, la vitesse en un point éloigné de l'orifice 
est faible: prenons 2 = 0; les valeurs de V1 et V0 sont négligeables 
dans le cas de la pesanteur, et on a la formule approchée 

Po 

Pi 

^Hypothèse de Navier. G. L. M. H. Navier62) admet que la tempéra-

79) Hist. Acad. se. Paris 1766, éd. 1769, H. p. 143; M. p. 579. Le résultat 
a été découvert de nouveau par G. 0. Harilon et examiné de p l u B près par 
J. Clerk Maxwell, Proc. Lond. math. Soc. (1) 3 (1869/71), p. 6/8. Sur la déter­
mination théorique du coefficient de contraction, voir IV 18, n° 1 e. 

80) Cf. par. ex. J. H. Cotterill, Applied mechanics, (4e éd.) Londres 1895, et 
M. Bùhlmann, HydromechanikSI). 

81) Cf. H. Lamb [Hydrodynamics64), p. 28] où les résultats obtenus par B. de 
Saint-Venant, et par P.L.Wantzel, B.Hugoniot et O.Beynolds sont brièvement 
passés en revue. 

82) „C. L. M. H. Navier, Mém. Acad. se. Institut France (2) 9 (1830), p. 311/78; 
Résumé des leçons données à l'École des Ponts et Chaussées sur l'application 
de la mécanique à l'établissement des constructions et des machines 2, Paris 1838, 
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ture est constante dans le filet: alors le gaz suivrait la loi de Mariotte 

P 

et on aurait 
Q = Qo 

Po 

q 2 = 2*2- log. 

Mais cette hypothèse simple est trop loin de la réalité, celle de G. Zeuner 
s'en rapproche davantage. 

Hypothèse de Zeuner. G. Zeuner83) admet que le gaz ne gagne 
ni ne perd de chaleur, c'est-à-dire que la transformation est adiahatique. 

Dans ce cas on a les relations 

et, en désignant par C0 la vitesse du. son dans le gaz considéré à la 

pression j / 0 et à la densité p 0 , C 0

2 = y — , on trouve 

r-i-] 
Y 

a l 7 — I L \PJ 

La masse qui dans l'unité de temps traverse l'unité d'aire de la 
section contractée est alors 

1 

ou, en remplaçant gt par sa valeur ç0(~) , 
\Po ' 

Qo 

Ce résultat n'est valable que si 

y + i 
y 

Po ^ Ly 4- lJ 

,y-i 

S'il n'en est pas ainsi, il existe un point voisin de l'orifice où la vitesse 
est la vitesse du son correspondant à la pression et à la densité en 
ce point, la section du jet à cette place est minimée et le débit est 8 4) 

p. 121 [leçons sur le mouvement et la résistance des fluides]; Résumé des leçons 
de mécanique données à l'École polytechnique, Paris 1841, P. 471.* 

83) Zeuner, Grundzûge der mechanischen Wârmetheorie, (l r e éd.) Frei­
berg 1860, p. 50; (2° éd.) Leipzig 1866, p. 130.* 

84) +Voir E. Sarrau, Cours de l'École polytechnique (lithographie), Paris 
1900, p. 1 5 1 / 3 * 
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„2?. R. Neumann**) a donné une méthode permettant d'étudier 

tout mouvement permanent à deux dimensions d'un fluide (sans forces 

s'il s'agit d'un gaz) au moyen d'une seule fonction 0 qu'il appelle 

fonction de courant (Strômungsfunktion). Si ce mouvement s'effectue 

sans forces parallèlement au plan des xy et si u, v, 0 désignent les 

composantes de la vitesse d'un point, E. R. Neumann pose 

P « 2 = ü " 2 , p » 2 = F 2 , 

(1) D T - 2 C , , P+U*--2fy, p + F S = - 2 C 
Ces équations jointes à la relation de continuité 

9-m 
déterminent Q, p, u, v en fonction des dérivées de 0. L'équation diffé­
rentielle déterminant O est 

(2) + r f f - * ^ [ ï 7 » ® s + 3 ^ r < p s , + 3 i 7 r ^ 
A étant mis pour A(&. y ' 

0 doit de plus vérifier le long de la surface limite la condition 

— - = 0 dv dr ' 

si cette limite est fixe, dv étant l'élément de normale, 8r l'élément 
de tangente à la section droite. 

Dans le cas d'un fluide incompressible l'équation (2) se réduit à 

T R | ¿ + F ? ¿ O. 
ex dy 

CP n'est déterminé qu'à c(x2+y*) + ax + by + d près, o, 6, c, d étant 
des constantes arbitraires. 

La valeur du tourbillon est 
T L_ M_ = l 8A | 

fe =
 2QU dy 2P« 3a; 

Si le mouvement est tourbillonnaire, les trajectoires sont 

A <P = const., 

s'il est irrotationnel, l'équation (2) se réduit à A 0 = 0. 
La comparaison de cette méthode8 6) à celle du potentiel des vitesses 

<p donne un procédé très général pour ramener la solution de l'équation 

A3» = 0, avec les conditions aux limites S-$- = 0, à la solution de ' dvdz ' 

l'équation A3> = 0 avec la condition aux limites = 0. 

85) .J. reine angew. Math. 132 (1907), p. 189/215.* 
86) .La méthode de résolution des problèmes d'hydrodynamique au moyen 

du potentiel des vitesses sera exposée dans l'article IV 18. Pour la comparaison 
de cette méthode et de celle de E. B. Neumann voir, dans cet article IV 18, ce 
qui se rapporte aux mouvements à deux dimensions.* 
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E. B. Neumann applique cette méthode au domaine compris entre 

deux cylindres elliptiques homofocaux. S'il s'agit d'un liquide en 

mouvement sous l'action de forces dépendant d'un potentiel W, il 

suffît de remplacer dans ce qui précède p par 

p + QW. 

La méthode précédente est susceptible d'être étendue: p peut 

dépendre de la température, d'où un moyen de traiter les problèmes 

relatifs aux gaz en tenant compte de la conductibilité de la chaleur, etc. 

On peut aussi facilement tenir compte de la viscosité. Enfin on peut 

appliquer la méthode aux mouvements non permanents à une dimension.* 

9. Circulation. Propriétés é lémentaires des tourbi l lons 8 ' ) . „Ce 

qui suit [n° 9] s'applique à un fluide parfait dans lequel la densité est 

fonction de la pression, et qui est soumis à des forces dérivant d'une 

fonction de forces univoque V.* 

L'intégrale curviligne 

j*udx + vdy + wdz, 

étendue à une ligne tracée dans le fluide à un instant donné t, 

s'appelle circulation le long de cette ligne à l'instant £ 8 8). W. Thomson 

a démontré que la circulation le long d'une courbe fermée qui est 

constamment formée des mêmes éléments fluides est indépendante du 

87) Ĵusqu'à LT. von Hélmholte, aucune recherche sérieuse n'avait été faite 
sur les mouvements tourhillonnaires. Son mémoire : Ueber Integrale der hydrodyna-
mischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen [J. reine angew. 
Math. 55 (1858), p. 25/55-, Wiss. Abh.l, Leipzig 1882, p. 101/34] peut être considéré 
comme le pas le plus important fait en hydrodynamique au cours du 19 l è m e siècle. 
W. Thomson [On vortex-motion, Trans. R. Soc. Edinb. 26 (1869), p. 217/60 [1867]; 
Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 13/66] reprit le même sujet et établit 
la théorie des mouvements cycliques. 

A signaler les importantes recherches de G. Kirchhoff, J. W. Strutt (lord 
Bayleigh), W. M. Hicks, J. J. Thomson, W. Thomson; voir à ce sujet TV 18, 3. 

Maurice Lévy [Revue gén. se. 1 (1890), p. 721] a remarqué que les équations 
données par A. L. Cauchy [Mém. présentés Acad. se. Paris (2) 1 (1827), p. 42 (prix 
d'Analyse math, de 1815); Œuvres (1) 1, Paris 1882, p. 40] renferment tous les 
éléments de la théorie des tourbillons et sont analogues à celles que G. Kirchhoff 
a employées plus tard sans connaître ce mémoire. 

Pour l'exposé de la théorie des tourbillons, consulter G. Kirchhoff, Mechaniksl), 
(3e éd.) p. 164/72, 251/72; A. B. Basset, Hydrodynamics 3 S) 1, p. 62/88; M. Brillouin, 
Recherches récentes sur diverses questions d'hydrodynamique 1, Tourbillons, 
Paris 1891; Ann. Fac. se. Toulouse (1) 1 (1887) revue de physique, p. 1/80; 
S. Poincaré, Théorie des tourbillons, réd. par M. Lamotte, Paris 1893; P. Appell, 
Traité de mécanique rationnelle, (2e éd.) 3, Paris 1909, p. 389/457 * 

88) W. Thomson, On vortex-motion87); H. Lamb, Hydrodynamics"), p. 35. 
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temps. Cette proposition contient le théorème de Lagrange d'après 
lequel un mouvement irrotationnel à un instant donné reste irrota­
tionnel indéfiniment89). 

Un fluide parfait en mouvement se compose donc de deux parties, 
dont l'une est animée d'un mouvement constamment irrotationnel, 
l'autre d'un mouvement constamment tourbillonnaire. 

Dans la portion de fluide en mouvement irrotationnel, la différence 
entre les valeurs du potentiel des vitesses en deux points est égale 
à la circulation le long d'une courbe arbitraire joignant les deux 
points dans le fluide. Si cette portion de fluide occupe une région Β 
simplement connexe, la circulation le long d'une ligne fermée reste 
invariable quand on déforme cette ligne de manière continue sans la 
faire sortir de cette région i2; elle est donc nulle, et le potentiel des 
vitesses est uniforme. Si l'ordre de connexion 9 0) de cette région i? est 
plus élevé (n -f 1), on peut y tracer η courbes fermées ne se recoupant 
pas, telles que toute courbe fermée ne se recoupant pas tracée dans 
le fluide puisse se ramener par déformation continue à une ou plusieurs 
de ces η courbes, chacune d'elles étant décrite un certain nombre de 
fois dans un sens ou dans l'autre. Les circulations le long de ces η 
courbes sont des constantes x1} χ2>-··> κ« appelées constantes cycliques91). 
Le long d'une courbe fermée arbitraire, la circulation est 

+ «ϋ* 2 H h « A , 
a1,a2,. .., a„ étant des entiers positifs ou négatifs. Le potentiel des 
vitesses est une fonction multiforme82) dont les différentes valeurs en un 
même point diffèrent de 7 9 ) 

axxt + α 2

κ 2 H h «„*„· 
De tels mouvements sont dits cycliques, les autres relatifs à un 
potentiel de vitesses uniforme sont dits acycliques. 

Dans la partie du fluide qui est contaminent animée d'un mouve­
ment tourbillonnaire, les lignes de tourbillon à l'instant t sont les lignes 
tangentes en chacun de leurs points au vecteur-tourbillon correspondant 
à ce point et à l'instant t [n° 6]; elles ont pour équations 

dx dy ds 
T ~ ~ n ~ T ' 

89) ,Voir note 69.* Sur la production de tourbillons, si les conditions 
précédentes ne sont pas remplies, voir J. JS. Sehtitz, Ann. Phys. und Cbemie, 
Dritte Folge 66 (1895), p. 144/5; L. Siïberstein, Bull, intern. Acad. ec. Cracovie 
1896, éd. 1897, p. 280/90; V. Bjerknes, Physikalische Zeitschrift 1 (1899/1900), 
p. 595/7. 

90) Voir à sujet le premier volume du tome ΠΙ de l'Encyclopédie. 
91) S. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 26; Wiss. Abh. 1, 

Leipzig 1882, p. 103. 
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92 A. E. R. Love. IV 17 . Hydrodynamique. P. AppéU et R. Beghin. 

où t est traité comme une constante; on appelle surfaces de tourbillon 
les surfaces lieux de lignes de tourbillon. La surface formée par les 
lignes de tourbillon s'appuyant sur un contour fermé est un tube 
de tourbillon. 

D'après le théorème de Stokes 9 2), la circulation le long d'un 
contour fermé est égale à l'intégrale de surface des composantes 
normales des vecteurs-tourbillons étendue à une surface arbitraire 
simplement connexe limitée à ce contour. 

Les règles suivantes du mouvement tourbillonnaire ont été données 
par H. von Helmholts9S): 

1°) Les éléments fluides qui à un instant constituent une ligne de 
tourbillon constituent à tout autre instant une ligne de tourbillon. 

2°) La circulation le long d'un contour fermé tracé sur un tube 
de tourbillon et entourant une fois le tube est indépendante du con­
tour, elle est aussi constante dans le temps; on l'appelle moment ou 
intensité du tube. 

3°) Un tube de tourbillon se ferme sur lui-même ou s'étend jusqu'à 
la paroi, ou jusqu'aux surfaces de discontinuité. 

Ces règles sont les théorèmes fondamentaux de l'hydrodynamique, 
elles contiennent le théorème de Lagrange. 

La portion de fluide intérieure à un tube de tourbillon de petite 
section est un filet de tourbillon (Wirbelfaden); son moment est 
le produit de sa section par la valeur correspondante du vecteur-
tourbillon. 

Ce vecteur-tourbillon en un point est généralement fini; cependant 
il est intéressant de considérer aussi des cas limites présentant des filets 
de tourbillon isolés, de section infiniment petite et de moment fini. 

On peut aussi considérer le cas de deux surfaces de tourbillon 
infiniment voisines et telles qu'en chaque point le produit du vecteur-
tourbillon par la distance des deux surfaces soit fini. Des surfaces le 
long desquelles la vitesse est discontinue9 3), servent de supports à 
des couches de tourbillon de ce genre9*). 

10. Conservation de l'énergie. Soit S une surface fermée fixe 
dans le fluide. La variation d'énergie de la masse fluide'intérieure à S 
dans un petit intervalle de temps dt est déterminée par l'équation95) 

9 2 ) Cf. H 4 et IV 16 , 5. 
9 3 ) Voir IV 18 , le. 
9 4 ) M. von LTeîmholtz, Monatsb. Akad. Berlin 1 8 6 8 , p. 2 1 5 ; Wiss. Abh. 1, 

Leipzig 1 8 8 2 , p. 1 4 6 ; cf. IV 1 6 . 
9 5 ) H. Lamb, Hydrodynamica54), p. 1 1 . 
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YtJJj~Qq*dxdydz =JJ\çq2{lu + mv + nw)dS 

vQw + M + nw)dS 

+SSf Q(Xu
 + Y v + Zw)dxdyda 

- f - p & d x d y d e ; 

l, m, 11 désignent les cosinus directeurs de la normale intérieure à S. 

La dernière intégrale multipliée par dt représente le travail, pendant 
l'intervalle dt, des pressions intérieures par suite de la dilatation; si 
p est une fonction uniforme de Q, cette intégrale donne la quantité 
dont diminue l'énergie potentielle de compression pendant cet intervalle. 

Si les forces extérieures sont conservatives, il n'y a pas eu de 
perte d'énergie. 

Le fait qu'un mouvement irrotationnel reste irrotationnel, le fait 
qu'une ligne de tourbillon reste constamment ligne de tourbillon, le 
fait que des ondes de forme invariable peuvent se propager sans 
diminution de hauteur, le fait que la résistance exercée par un fluide 
parfait sur un corps mobile dans son sein équivaut à une simple 
modification de l'inertie du corps, tous ces faits fondamentaux sont 
étroitement liés à la conservation de l'énergie dans le mouvement 
d'un fluide parfait96). 

11. Notion de viscosité 9 7). L'idée que les mouvements des 
fluides, dans le voisinage des corps avec lesquels ils sont en contact, 
sont ralentis par des actions analogues au frottement résulte des 
observations suivantes: 

1°) La vitesse d'une veine liquide s'écoulant par un orifice est 
un peu inférieure à celle que donne le théorème de Torricelli; 

2°) La vitesse de l'eau qui coule dans un tuyau incliné ou dans 
un canal est à peu près la même dans les différentes sections. 

Dans le premier cas ce ralentissement fut attribué à la rési­
stance de l'air 9 8); dans le second on admit que le frottement du 

96) V o i r p o u r p l u s d e p r é c i s i o n l ' a r t i c l e I V , 18. 

97) . V o i r J. Boussinesq, M é m o i r e s u r l ' i n f l u e n c e d e s f r o t t e m e n t s d a n s l e s 

m o u v e m e n t s r é g u l i e r s d e s fluides [J. m a t h , p u r e s a p p l . (2) 13 (1868), p . 377/424]; 
A. B. Basset, H y d r o d y n a m i c s S 8 ) 2, C a m b r i d g e 1888, p . 232; M.Brillouin, L e ç o n s 

s u r l a v i s c o s i t é d e s l i q u i d e s e t d e s g a z , P a r i s 1907; A. Boulanger, H y d r a u l i q u e 

g é n é r a l e 1, P a r i s 1909.* 
98) E.Mach, D i e M e c h a n i k 1 ' ) , (4e

 é d . ) p . 378; L a m é c a n i q u e 1 ) , p . 381/96. 
L a p e r t e d e v i t e s s e s i g n a l é e d a n s l e t e x t e p o r t e e n e l l e l a d i f f é r e n c e q u i e x i s t e 

e n t r e l e s c o e f f i c i e n t s d ' é c o u l e m e n t e t d e c o n t r a c t i o n [ n ° 8]. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



liquide sur les parois compense l'action accélératrice de la pesan­

teur"). 

»Diverses théories furent imaginées pour essayer de rendre compte 

de la nature et des effets du frottement des fluides1 0 0), les unes basées 

sur des considérations relatives à la constitution moléculaire de la 

matière, les autres sur la distribution des efforts dans un milieu 

continu* 

I. Newton101), dans sa théorie de la circulation des liquides incom­

pressibles, introduisit la notion d'une résistance intérieure, proportion­

nelle à la vitesse relative, entre les éléments liquides glissant les uns sur 

les autres. C. L. M. H. Navier102) donna le premier les équations différen-

99) Ch. Bossut [Traité théorique et expérimental d'hydrodynamique 1, Paria 
1786, p. 414/22; 2, Paris 1787, p. 270] a exprimé clairement cette idée. Mais 
elle avait déjà été indiquée par J. d'Alembert [Traité de l'équilibre et du mouve­
ment des fluides, Paris 1744; (2e éd.) Paris 1770, p. 113/7] et, d'une manière 
moins précise, dans son Essai d'une nouvelle théorie de la résistance des fluides, 
Paris 1752, p. 185/9. On trouvera un historique détaillé dans M. Buhlmann, 
Hydromechanik81), (2· éd.) Hanovre 1880. 

G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/49), éd. 1849, p. 288 [1845]; 
Papers 1, Cambridge 1880, p. 76] fait remarquer les difficultés qui se présentent 
lorsqu'on cherche une théorie rationnelle du mouvement de l'eau dans un canal 
incliné. 

100) C. L. M. H. Navier, Mém. Acad. se. Institut France (2) 6 (1823), éd. 1827, 
p. 389; S. D. Poisson, J. Éc. polyt. (1) cah. 20 (1831), p. 139; Barré de Saint 
Venant, C. R. Acad. se. Paris 17 (1843), p. 1240; »0. E. Meyer, Über die Reibung 
der Flüssigkeiten [J. reine angew. Math. 59 (1861), p. 229; 78 (1874), p. 130; 
80 (1875), p. 315/6]; J. Stefan, Über die Bewegung flüssiger Körper [Sitzgsb. 
Akad. Wien 46 Π (1862), p. 8/31 ; J. Clerk Maxwell, „On the dynamical theory of 
gases", Philos. Trans. London 157 (1867), p. 81 ; London Edinb. Dublin philos, mag. 
(4) 19 (1860), p. 19/32; (4) 20 (1860), p. 21/37; Papers 2, Cambridge 1890, p. 26/78; 
Maurice Levy, C. R. Acad. sc. Paris 68 (1869), p. 582; Ch. Kleitz, C. R. Acad. sc. 
Paris 74 (1872), p. 426; J. G. Butcher, „On viscous fluids in motion", Proc. London 
math. Soc. (1) 8 (1876/7), p. 103/35. Les trois premiers mémoires sont analysés 
dans G. G. Stokes, Report Brit. Assoc. 16, Southampton 1846, éd. Londres 1847, 
p. 1/20; Papers 1, Cambridge 1880, p. 157/87; les autres dans W. M. Hicks, On 
récents progress in hydrodynamics, Report Brit. Assoc. 51, York 1881, éd. Londres 
1882, p. 57/88; 52, Southampton 1882, éd. Londres 1883, p. 39/70. Voir une 
autre théorie de la viscosité de P. JJuhem, C. R. Acad. se. Paris 135 (1902), p. 1088. 
Dans ce même tome 135 des Comptes-rendus, voir plusieurs articles généraux 
du même auteur sur les fluides visqueux.* 

101) Principia math.'), livre 2, section9; (2e éd.), p. 345; Opera, éi.S.Sorsley 
2, p. 447; trad, marquise du Châtelet 1, p. 413. 

„Hypothesis: Resistentiam, quae oritur ex defectu lubricitatis partium fluidi, 
caeteris paribus, proportionalem esse velocitati, qua partes fluidi separantur ab 
invicem." 

102) Mém. Acad. sc. Institut France (2) 6 (1823), éd. 1827, p. 389 440. 
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tielles du mouvement dans le cas d'un fluide incompressible homogène. 

+I1 supposa des actions intermoléculaires fonctions de la distance et 
de la vitesse avec laquelle les molécules agissantes s'éloignent ou se 
rapprochent les unes des autres. Les équations auxquelles il parvint 
s'obtiennent en remplaçant dans les équations ordinaires de l'hydro­
dynamique 

dp dp dp 
dx' dy' dz 

par 
?r- — AAu, — AAv, t^ — AAw, dx ' dy ' dz 

A dépendant de la nature du fluide.* 
S. D. Poisson100) partit d'hypothèses tout à fait différentes, intro­

duisant des actions intermoléculaires du même genre que celles qui 
fixent les pressions dans les solides élastiques103). ^Les équations qu'il 
obtint pour le cas d'un liquide incompressible et d'un fluide élastique 
dont la densité varie peu, s'obtiennent en remplaçant dans les équations 
ordinaires de l'hydrodynamique 

dp dp dp 
dx' dy' dz 

par 
t 
dx dx dy dy dz dz 

dP A A x»d® dp A A -r>d& dp , . -r,d® — AAu — B^—> ~- — AAv — B K - , ~ — AAw — B, 

A et P> étant des constantes dépendant de la nature du fluide. Dans 
le cas d'un fluide incompressible, ces équations sont d'accord avec 
celles de G. L. M. H. Navier.* 

P. de Saint Venant100) reprit le problème à un point de vue différent 
en précisant l'hypothèse introduite par I. Newton, et montra que les 
équations de G. L. M. H. Navier pour les fluides incompressibles peuvent 
s'obtenir sans considérer les actions intermoléculaires. D'après cette 
hypothèse il fut amené à considérer l'effort le long d'un petit élément 
plan contenant un point donné comme résultant 

I o ) d'une pression normale p indépendante de l'orientation de 
l'élément, 

2°) d'un effort oblique remplissant les conditions suivantes10*): la 

103) Voir à ce sujet l'article IV, 24. 
104) La démonstration repose sur les deux points suivants: 
1°) D'après l'hypothèse de I. Newton, le fait que la composante v de la vitesse 

dépend de z provoque sur le plan z=const. un effort tangentiel parallèle à oy 

et de valeur u ^ , c'est-à-dire que p., contient un terme u : 
rdz y" ^dz 

2°) d'après un théorème général sur les efforts, un effort égal s'exerce sur 
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somme des composantes normales sur trois plans rectangulaires est 
nulle; si l'élément plan est parallèle au plan des xy, la composante 
suivant ox de cet effort supplémentaire est égale au produit de la 
vitesse de glissement correspondante, soit 2g, par un coefficient (i. 

G. G. Stokes105) parvint aux mêmes résultats en supposant que les six 
composantes du système additionnel d'efforts sont des fonctions linéaires 
des quantités a, h, c, f, g, h. Il remarqua d'abord, pour appuyer cette 
hypothèse, que dans le mouvement relatif d'un fluide au voisinage d'un 
point, la rotation composante ne peut provoquer de frottements internes, 
de sorte que ces efforts additionnels ne dépendent que des autres com­
posantes du mouvement relatif. Il expliqua par des considérations 
moléculaires la forme linéaire de ces relations entre les composantes 
additionnelles de l'effort et les composantes de la vitesse de déformation. 
^Cette forme linéaire peut aussi se justifier en développant les six 
composantes des efforts additionnels par la formule de Maclaurin et 
supposant le cas où les vitesses u, v, w et leurs dérivées par rapport 
h x, y, 0 sont assez petites pour qu'on puisse négliger les carrés et les 
produits de ces dérivées. Le fluide étant de plus supposé isotrope, 
on obtient ainsi pour les composantes de l'effort total les expressions:* 

[Pxx = — P + X & + 2Pa> Pyz=Pz,j=2uf, 
(!) \p„ — —p + ».9 + 2tih, Pzx=Pxz=2M, 

l Pzz = — P + + 2uc, Pxy=Pyx=2ah. 

+Si enfin on introduit l'hypothèse que, lorsqu'un élément fluide 

se dilate également dans toutes les directions, les composantes nor­

males de l'effort total deviennent égales à la pression p, on obtient 

entre les deux coefficients X et [i la relation 

3X+2fi = 0* 

Les formules précédentes ne dépendent plus que du seul coefficient y, 

appelé coefficient de viscosité106). 

le plan y = const. parallèlement à oz. Par symétrie la composante pyz doit 

contenir le terme 
dy 

1 0 5 ) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , éd. 1 8 4 9 , p. 2 8 7 / 3 1 9 

[ 1 8 4 5 ] ; Papers 1 , Cambridge 1 8 8 0 , p. 7 5 / 1 2 9 . Voir aussi G. G. Stokes, Report Brit. 
Assoc. 1 6 , Southampton 1 8 4 6 , éd. Londres 1 8 4 7 , p. 1 / 2 0 ; Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , 
p. 1 5 7 / 8 7 . Les choses sont présentées autrement dans W. Voigt [Compendium 
der theoretischen Physik 1 , Leipzig 1 8 9 5 ] en ce sens qu'il utilise deux coeffi­
cients de viscosité, provenant d'une autre définition de la pression p. Au sujet 
des discussions, auxquelles les équations de B. de Saint Venant et de G. G. Stokes 
ont donné lieu, voir W. M. Hicks, Report Brit. Assoc. 5 1 , York 1 8 8 1 , éd. Londres 
1 8 8 2 , p. 5 7 / 8 8 . 

1 0 6 ) „En France ce coefficient de viscosité est généralement désigné par i, 
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Extrait de la Préface. 

Ce Volume de six cents pages représente l'ensemble de l'œuvre accomplie 
pendant une vie de travail de plus de vingt-cinq ans. J'cspore que ceux 
qui le liront reconnaîtront dans les mémoires qui le composent les traits 
caractéristiques de la mentalité de leur auteur, et qu'ils n'auront pas de 
peine à comprendre, comment une œuvre aussi considérable peut se trouver 
renfermée dans cet unique volume. Le lecteur n'y trouvera en effet rien 
de superflu ; on y rencontre bien rarement des superpositions ou des répé­
titions; on n'y trouve ni discussions confuses ou peu utiles, ni descriptions 
détaillées de toutes les expériences exécutées. Seules sont décrites et 
exposées dans chaque mémoire les expériences qui conduisent à des résul­
tats clairs et bien établis, et l'auteur évite avec soin tout abus dans les 
conclusions. Je n'en puis citer de meilleur exemple que le mémoire sur le 
magnétisme, si riche en résultats expérimentaux, et dont les conclusions 
théoriques très limpides, en vue desquelles d'ailleurs le travail a été entre­
pris, sont énoncées d'une manière aussi sobre que possible dans la seconde 
moitié de la page 233 du présent volume. De même uans les mémoires 
théoriques, seuls ont été présentés les raisonnements qui, à force d'être 
mûris, ont pris une forme pour ainsi dire irréprochable. Dans les deux 
cas, la forme d'exposition, qu'il voulait claire et simple, est extrêmement 
soignée, surtout quand il s'agit d'une définition ou d'une notation. 

Le triage scrupuleux du texte, la perfection do la forme, la précision et 
la clarté des énoncés fondamentaux donnent à l'œuvre publiée de Pierre 
Curie un caractère pour ainsi dire classique, et permettent dans bien des 
cas de faire rentrer certains de ses mémoires dans une rédaction plus vaste 
sans aucune modification. 

La concision du texte est surtout remarquable dans les mémoires théo­
riques sur les questions d'ordre et la symétrie. Bien que ces mémoires 
soient courts et presque uniquement composés d'énoncés de théorèmes 
dont la démonstration est seulement indiquée, la rédaction est néanmoins 
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extrêmement claire, et cela grâce au soin constant de mettre en évidence 
le contenu physique de chaque proposition. Le travail sur la symétrie dans 
les phénomènes physiques est particulièrement caractéristique à ce point 
de vue. 

Les Mémoires d'ensemble publiés par Pierre Curie sont très peu nom­
breux, je dirai même trop peu nombreux ; c'est là encore un résultat de 
sa méthode de travail. Il tenait à présenter un sujet d'une manière tout 
à fait satisfaisante et ne se pressait pas d'en faire l'exposé. 

Les dernières années de la vie de Pierre Curie, consacrées aux recher­
ches sur la radioactivité et à des travaux théoriques du plus haut intérêt 
au point de vue de la Physique générale, ont été très fécondes. Ses facultés 
intellectuelles étaient en plein développement ainsi que son habileté expé­
rimentale. Il croyait pouvoir espérer que dans peu d'années il aurait enfin 
le laboratoire qu'il avait toujours désiré, afin d'y créer autour de lui un 
cercle de collaborateurs capables de partager son ardeur au travail. Certes, 
il avait le pouvoir d'exercer une influence profonde, non seulement par la 
puissance de son esprit, mais aussi par sa hauteur morale et par lecharme 
infini qui émanait de lui et auquel il était difficile de rester insensible. 

Table des Matières. 

I. Recherches sur la détermination des longueurs d'onde des rayons calori­
fiques à basse température. — II. Cristallographie. Pyroélectricité. Piézo-
électricite. Symétrie. Développement par pression de l'électx'ciilé polaire 
dans les cristaux hémièdres à faces inclinées. Sur l'électricité polaire dans les 
cristaux hémièdres à faces inclinées. Lois du dégagement de l'électricité par 
pression dans la tourmaline. Sur les phénomènes électriques delà tourmaline 
et des cristaux hémièdres à faces inclinées. Les cristaux hémièdres à faces 
inclinées comme sources constantes d'électricité. Contractions et dilatations 
produites par des tensions électriques dans les cristaux hémièdres à faces 
inclinées. Déformations électriques du quartz. Sur les phénomènes piézo­
électriques. Dilatation électrique du quartz. Sur les questions d'ordre : Répé-
tilions. Sur la symétrie. Sur les répétitions et la symétrie. Sur la symétrie 
dans les phénomènes physiques. Symétrie d'un champ électrique et d'un 
champ magnétique. Sur la possibilité d'existence de la conductibilité ma­
gnétique et du magnétisme libre. Remarques sur la Cristallographie à propos 
des éléments de Cristallographie physique. Sur la formation des cristaux et 
sur les constantes capillaires de leurs différentes faces. — III. Équations 
réduites. Mouvements amortis. Equations réduites pour le calcul des mou­
vements amortis. Quelques remarques relatives à l'équation réduite de Van 
der Waals. — IV. Sur la conductibilité des diélectriques solides. Sur l'emploi 
des condensateurs à anneau de garde et des électromètres absolus. — V. Pro­
priétés magnétiques des corps à diverses températures. — VI. Radioactivité. 
Sur une substance nouvelle radioactive contenue dans la pechblende (po -
loniuin). Sur une nouvelle substance fortement radioactive contenue dans la 
pechblende (radium). Sur la radioactivité provoquée par les rayons de 
Becquerel. Effets chimiques produits par les rayons de Becquerel. Action 
du champ magnétique sur les rayons de Becquerel. Rayons déviés et non 
déviés. Sur la charge électrique des rayons déviables du radium. Elcctrisation 
négative des rayons secondaires issus de la transformation des rayons X. 
Remarques à propos d'une Note récente de M. G. Le Bon. Les nouvelles sub­
stances radioactives et les rayons qu'elles émettent. Sur la radioactivité induite 
provoquée par les sels de radium. Sur la radioactivité induite et le- gaz 
activés par le radium. Action physiologique des rayons du radium Sur la 
radioactivité des sels de radium. Sur la radioactivité induite provoq c n 
les sels de radium. Sur les corps radioactifs. Conductibilité des dieieii ¡ ¡ .e¡> 
liquides sous l'influence des rayons du radium et des rayons de Rôntgen. Sur 
la constante de temps caractéristique de la disparition de la radioactivité 
induite par le radium dans une enceinte fermée. Sur la mesure absolue du 
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temps. Sur la radioactivité induilc et sur l'émanation du radium. Sur la 
disparition de la radioactivité induite par le radium sur les corps solides. Sur 
la clialeur dégagée spontanément par les sels de radium. Recherches récentes 
sur la radioactivité. Examen des gaz occlus ou dégagés par le brom ire de 
radium. Sur la disparition de la radioactivité induite par le radium sur les 
corps solides. Loi de disparition de l'activité induite par le radium après 
chauffage des corps activés. Sur la radioactivité des gaz qui se dégagent de 
l'eau des sources thermales. Action physiologique de l'émanation du radium. 
Sur la radioactivité des gaz qui proviennent de l'eau des sources thermales. 
— VII. Expériences diverses à faire avec une balance. — VIII. Appareils. 
Balance de précision apériodique et à lecture directe des derniers poids. 
Balance apériodique et à lecture précise au yfj de milligramme. Réglage des 
couteaux. Dynamomètre de transmission avec système de mesure optique. 
Quartz piézo-électrique. Nouveaux électromètres à quadrans apériodiques. 
Sur un électromètre asiatique pouvant servir comme waltmèlre. Electroscope 
pour l'étude rapide des corps radioactifs. Sur un appareil pour la détermi­
nation des constantes magnétiques. 

Extraits de la Presse scientifique. 

Aussi la publication de ce Livre rend-elle un très grand service à tous 
les physiciens, et la lecture attentive doit en être vivement conseillée aux 
jeunes chercheurs : Curie se montre toujours singulièrement suggestif, 
m ê m e dans les parties de son œuvre qui n'ont pas encore suffisamment 
attiré l'attention, où il s'agit de questions qui ne sont pas actuellement 
à la mode. Il y a certainement plusieurs de ses Mémoires qui, en étant 
ainsi, dans ce Volume, mis en lumière, pourront produire tout leur effet 
utile. (Revue générale des Sciences.) 

Les questions y sont présentées avec cette concision et cette netteté» 
ce scrupule attentif, ce besoin d'approfondir et d'éliminer les superîluitési 
qui caractérisaient Pierre Curie. Ce sont d'abord ses Mémoires de cris­
tallographie, ses travaux sur la pyroélcctricité et la piézoélectricité ; 
puis ses recherches sur les propriétés magnétiques des corps à diverses 
températures, enfin la succession des Mémoires, auxquels le lecteur courra 
d'abord, sur la radioactivité. Il est sans doute inutile d'en signaler l'intérêt 
à tous ceux qui s'occupent de physique; mais nous sommes heureux de 
leur apprendre l'apparition d'un Ouvrage, où ils trouveront rassemblés 
tant de Mémoires capitaux, jusque là épars dans diverses publications 
savantes, ou dans la série des Comptes rendus de l 'Académie des Sciences. 

[La Nature.) 

The papers and memoirs of the late Pierre Curie have been collected 
into a single volume at the instance of the Société française de Physique, 
and will shortly be obtainable by the general public from the house of 
Messrs. Gauthier-Villars. The preface consists of a short biography, and 
t is has been entrusted to the lady who, until fell Fate issued his stern 
( ecree, had hoped for many years to come to continue that collaboration 
Jif heart andmind which had been productive of such astonishing results. 

( Westminster Gazette. ) 

Viel zu früh hat das noch zu den schönsten Hoffnungen berechtigende 
Li ben P. Curies durch eine Kombinat ion unglücklicher U m s t i n d e sein 
Ende gefunden. Der stattliche Band, der das vorzeitig beschlossene 
Lebenswerk des Entdeckers des Radiums enthält, legt beredtes Zeugi 
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TRAITÉ 

D ' É L E C T R I C I T É 
E T D E 

MAGNÉTISME, 
PAR 

J. CLERK MAXWELL, M. A. 
P R O F E S S E U R DR P H Y S I Q U E E X P B R I M B N T A L K A L'UNIVBRSLTB P I C A M B R I D G E . 

Traduit de l'anglais sur la deuxième édition, 

P A R G. SÉLIGMANN-LUI, 
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A V E C 

NOTES ET ÉCLAIRCISSEMENTS, 

PAR 

A. C O N I D , de l'Instant, et A. Potier, Professeurs a. l'École Polytechnique, 

ET U N APPENDICE 

SUR L A THÉORIE DES QUATERNIOKS, par E. Sarrau, d« l'initliot, 

Professeur à l'École Potyteohntqoe. 
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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 

Dans cette édition française, le texte de l'illustre Maxwell a été scrupu­
leusement respecté; mais, en raison même de la fidélité avec laquelle le 
traducteur a suivi l'original, on a jugé utile d'ajouter quelques éclaircis­
sements destinés à faciliter l'étude de cet Ouvrage aux lecteurs peu fami-
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liarisés avec les formes de renseignement anglais. Dans le même but, on a 
complété l'Ouvrage par des Notes sur certaines questions qui ne sont pas 
encore entrées dans notre enseignement ( Théorie des Quaternions, Théorie 
des Sphériques harmoniques, etc.), et par des renseignements bibliogra­
phiques. 

Sous cette forme, l'édition française peut être lue avec fruit par nos pro­
fesseurs et même par les élèves des Facultés et des Écoles spéciales. 

Avec les progrès qui s'accomplissent tous les jours dans l'utilisation prati­
que de l'Électricité, les ingénieurs-électriciens sont amenés inévitablement 
à perfectionner leurs connaissances théoriques, spécialement en ce qui con­
cerne les mesures électriques. L'Ouvrage de Maxwell contient précisément 
un bon nombre de Chapitres, d'une lecture aisée, où se trouvent exposées, 
avec une clarté parfaite, les théories de ces méthodes rigoureuses dont l'u­
sage est devenu si général. Les Notes relatives aux questions soulevées par 
le dernier congrès des électriciens ajouteront encore a l'intérêt qui s'attache 
actuellement à ces études. L'ingénieur-électricien trouvera donc également 
grand profit à consulter et & méditer le livre de Maxwell 

TABLE DES MATIÈRES DD TOME I. 

PRÉLIMINAIRES. — De la mesure des quantités. Les trois unités fonda­
mentales. Unités dérivées. De la continuité et de la discontinuité en Physique. 
Discontinuité d'une fonction de plusieurs variables. Discontinuité des dérivées 
d'une fonction continue. Fonctions périodiques et fonctions multiformes. Rela­
tion entre les quantités physiques" et les directions dans l'espace. Des inté­
grales suivant une ligne. Des potentiels. Cyclose des surfaces et des régions. 
Des intégrales sur une surface. Des tubes et des lignes de flux. Des régions 
périphractiques. Des relations dextrogyres et lévogyres dans l'espace. Effet de 
l'opérateur A sur une fonction vectorielle. 

Première Partie. — Electrostatique. 
CHAPITRE I". — Description des phénomènes. Electrisation par frotte­

ment. Electrisation par induction. Electrisation par conduction. Conducteurs 
et isolants. Théorie "de deux fluides. Théorie d'un seul fluide. Mesure de la 
force qui s'exerce entre les corps électrisés. Variation de la force avec la dis­
tance. Définition de l'unité électrostatique d'électricité. Dimensions de l'unité 
électrostatique de quantité. Démonstration de la loi de la force électrique. Le 
champ électrique. Force électromotrice et potentiel. Surfaces équipoten-
tielles. Lignes de force. Tension électrique. Force électromotrice. Capacité 
d'un conducteur. Accumulateurs électriques. — Propriétés des corps relati­
vement i l'électricité statique. Résistance an passage de l'électricité à tra­
vers un corps. — Diélectriques. Pouvoir inducteur spécifique. Absorption de 
l'électricité. Décharge disruptive. L'effluve électrique. L'aigrette électrique. 
L'étincelle électrique. Phénomènes électriques de la tourmaline. — Plan de 
cet Ouvrage. 
CHAPITRE II. — Théorie mathématique élémentaire de l'électricité sta­

tique. Définition de l'électricité considérée comme quantité mathématique. — 
Densité électrique. Distribution dans l'espace. Distribution sur une surface. 
Distribution sur une ligne. Définition de I unité d'électricité. Loi de la force 
agissant entre les corps électrisés. Force résultante entre deux corps. Intensité 
résultante en un point. Intégrale de l'intensité électrique, ou force électro­
motrice suivant un arc de courbe. Des fonctions de la position d'un point. Des 
fonctions potentielles. Expression de l'intensité résultante et de ses compo­
santes, en fonction du potentiel. Le potentiel est le même en tous les points 
situés a l'intérieur d'un conducteur. Potentiel dû i un système électrique 
quelconque. Sur la démonstration de la loi de l'inverse du carré des dis­
tances. Théorie de cette expérience. Intégrale de l'induction électrique, et dé­
placement électrique à travers une surface. Induction a travers une surface 
fermée due a un seul centre de force. Des équations de Lapiace et de Poisson. 
Variation du potentiel sur une surface chargée. Force agissant sur unesurfaee 
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ÉLECTRISÉE. SURFACE ÉLECTRISÉE d'UN CONDUCTEUR. DES LIGNES DE FORCE. DU POUVOIR 
INDUCTEUR SPÉCIFIQUE. DISTRIBUTION APPARENTE DE L'ÉLECTRICITÉ. 

CHAPITRE III. — DU TRAVAIL ÉLECTRIQUE et de l'ÉNERGIE D'un SYSTÈME de 
CONDUCTEURS. — DU TRAVAIL QUE DOIT EXÉCUTER UN AGENT EXTÉRIEUR POUR CHAR­
GER D'UNE MANIÈRE DONNÉE UN SYSTÈME ÉLECTRISÉ. THÉORIE D'UN SYSTÈME DE CON­
DUCTEURS. DIMENSIONS DES COEFFICIENTS. DE CERTAINES CONDITIONS AUXQUELLES 
DOIVENT SATISFAIRE LES COEFFICIENTS. TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES PENDANT LE DÉPLA­
CEMENT D'UN SYSTÈME DE CONDUCTEURS ISOLÉS ET ÉLECTRISÉS. TRAVAIL DES FORCES 
ÉLECTRIQUES PENDANT le DÉPLACEMENT D'UN SYSTÈME DONT LES POTENTIELS SONT 
MAINTENUS CONSTANTS. De la COMPARAISON DES SYSTÈMES ÉLECTRISÉS SEMBLABLES. 

CHAPITRE IV. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX. THÉORÈME DE GREEN. ÉNONCÉ DU THÉO­
RÈME DE GREEN. FONCTION DE GREEN. THÉORÈME DE THOMSON. LIMITES ENTRE LES­
QUELLES DOIT ÊTRE COMPRISE LA CAPACITÉ ÉLECTRIQUE D'UN CONDUCTEUR. 

CHAPITRE V. — ACTION MÉCANIQUE ENTRE DEUX SYSTÈMES ÉLECTRISÉS. 
CHAPITRE VI. — DES POINTS ET DES LIGNES D'ÉQUILIBRE. THÉORÈME D'EARN-

SHAW. 
CHAPITRE VII. — FORME DES SURFACES ÉQUIPOTENTIELLES et DES LIGNES d'IN­

DUCTION DANS DES CAS SIMPLES. NOTE I, RELATIVE Â LA CONSTRUCTION DE LA PLANCHE 
III ; PAR M. A. Cornu. NOTE II, RELATIVE AU TRACÉ DES LIGNES DE FORCE DANS le CAS 
OÙ LE CHAMP ÉLECTRIQUE EST SYMÉTRIQUE AUTOUR D'UN AXE de RÉVOLUTION ; PAR 
MM. A. Cornu et A. Potier. 

CHAPITRE VIII. — CAS SIMULES de DISTRIBUTION. DEUX PLANS PARALLÈLES. 
DEUX SURFACES SPHÉRIQUES CONCENTRIQUES. DEUX SURFACES CYLINDRIQUES INFINIES AYANT 
MÊME AXE. 

CHAPITRE IX. — SPHÉRIQUES HARMONIQUES. DES POINTS SINGULIERS OÙ LE PO­
TENTIEL DEVIENT INFINI. HARMONIQUES CONJUGUÉS. DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ SUR 
UN CONDUCTEUR A PEU PRÈS SPHÉRIQUE. NOTE SUR LES SPHÉRIQUES HARMONIQUES ; PAR 
M. Potier. 

CHAPITRE X . — SURFACES du DEUXIÈME DEGRÉ HOMOFOCALES. SOLUTIONS PAR­
TICULIÈRES. HYPERBOLOLDES À DEUX NAPPES. HYPERBOLOÏDE À UNE NAPPE. ELLIPSOÏDES, 
CAS PARTICULIERS. 

CHAPITRE XI.—THÉORIE DES IMAGES ÉLECTRIQUES et de l'INVERSION ÉLECTRIQUE. 
THÉORIE DES IMAGES ÉLECTRIQUES. IMAGES DANS UNE SURFACE PLANE CONDUCTRICE 
INDÉFINIE. Dj L'INVERSION ÉLECTRIQUE. SUR LES SYSTÈMES FINIS D'IMAGES SUCCESSIVES. 
CAS DE DEUX SPHÈRES ORTHOGONALES. DISTRIBUTION DE L'ÉLECTRICITÉ SUR TROIS SUR­
FACES SPHÉRIQUES ORTHOGONALES. SYSTÈME DE QUATRE SPHÈRES ORTHOGONALES SOUMIS 
A L'INFLUENCE D'UN POINT ÉLECTRISÉ. DEUX SPHÈRES QUI NE SE COUPENT PAS. DISTRI­
BUTION ÉLECTRIQUE SUR DEUX SPHÈRES EN CONTACT. APPLICATION DE L'INVERSION 
ÉLECTRIQUE AU CAS D'UNE CALOTTE SPHÉRIQUE. DISTRIBUTION SUR UN ELLIPSOÏDE. DIS­
TRIBUTION SUR UN DISQUE. APPLICATION DU PRINCIPE DE L'INVERSION ÉLECTRIQUE. 
INFLUENCE D'UN POINT ÉLECTRISÉ SITUÉ SUR LA PARTIE NON EMPLOYÉE DE LA SURFACE 
SPHÉRIQUE. INFLUENCE D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE POINTS ÉLECTRISÉS. 

CHAPITRE XII. THÉORIE DES FONCTIONS CONJUGUÉES 4 DEUX DIMENSIONS. 
DÉFINITIONS DES FONCTIONS CONJUGUÉES. REPRÉSENTATION GRAPHIQUE D'UNE FONCTION 
QUI EST LA SOMME DE DEUX FONCTIONS DONNÉES. THÉORÈMES ADDITIONNELS RELATIFS 
AUX FONCTIONS CONJUGUÉES. EXEMPLE I : INVERSION. INVERSION DES FIGURES A DEUX 
DIMENSIONS. EXEMPLE II : IMAGES ÉLECTRIQUES DANS LES FIGURES a DEUX DIMEN­
SIONS. EXEMPLE III : TRANSFORMATION DU CAS PRÉCÉDENT PAR NEUMANN. EXEMPLE IV: 
DISTRIBUTION PRÉS DE L'ARÉTE D'UN CONDUCTEUR FORMÉ DE DEUX FACES PLANES. 
EXEMPLE V : ELLIPSES et HYPERBOLES. EXEMPLE VI : Pl. XI. CORRECTION POUR L'ÉPAIS 
LEUR DU PLATEAU. DENSITÉ PRÈS DES BORDS. THÉORIE DE L'ANNEAU DE GARDE DE 
F HOMSON. EXEMPLE VII : Pl. XII. EXEMPLE VIII : THÉORIE D'UN GRILLAGE DE FILS 
PARALLÈLES ( Pl. XIII). MÉTHODE D'APPROXIMATION, 

CHAPITRE XIII. — INSTRUMENTS ÉLECTROSTATIQUES. INSTRUMENTS ÉLECTROSTA­
TIQUES. MACHINES ÉLECTRIQUES. L'ÉLECTROPHORE DE VOLTA. DES MACHINES QUI PRO­
DUISENT de L'ÉLECTRICITÉ AU MOYEN DE TRAVAIL MÉCANIQUE. DES ÉLECTROMÈTRES et 
DES ÉLECTROSCOPES. BALANCE de TORSION DE COULOMB. ÉLECTROMÈTRES POUR LA ME­
SURE DES POTENTIELS. DE LA MESURE DU POTENTIEL ÉLECTRIQUE. MESURER LE POTENTIEL 
en on POINT DE l'AIR. MESURE de la DENSITÉ SUPERFICIELLE OU de LA DISTRIBUTION. 
THÉORIE DU PLAN d'ÉPREUVE. DES ACCUMULATEURS ÉLECTRIQUES et DE LA MESURE DES 
CAPACITÉS. Le CONDENSATEUR 4 ANNEAU DE GARDE. COMPARAISON de LA CAPACITÉ DES 
condensateurs. 
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Deuxième Partie. — Êlectrocinétique. 

CHAPITRE I". — Le courant électrique. Des courants permanents, ta pile 
voltaïque. Propriétés du courant. Action électrolytique du courant. Action magné­
tique du courant. 

CHAPITRE II. — Conduction et résistance. Loi de Ohm. Production de la 
;haleur par le courant. 

CHAPITRE III.— Force électromotrice produite entre les corps en contact. 
Potentiels de substances différentes mises en contact. 

CHAPITRE IV. — Électrolyse. Conduction électrolytique. De la conservation 
de l'énergie dans l'électrolyse. 

CHAPITRE V. — Polarisation électrolytique. DeB éléments voltaïques con­
stants. 

CHAPITRE VI. — Courants électriques linéaires. Des systèmes de conduc­
teurs linéaires. Loi de Ohm. Conducteurs linéaires disposés en série. Potentiel 
en un point de la série. Résistance d'un conducteur multiple. Intensité dans 
une branche d'un conducteur multiple. Résistance longitudinale des conduc­
teurs à section uniforme. Dimensions des quantités qui figurent dans ces équa­
tions. Des systèmes de conducteurs linéaires, en général. Chaleur développée 
dans le système. 

CHAPITRE VII. — Conduction dans l'espace à trois dimensions. Notation 
des courants électriques. Des lignes de flux. Des nappes de courants et des 
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Préface. 

La Science de l'Électricité est cultivée depuis longtemps, avec beaucoup 
d'ardeur et de succès, dans la patrie de Faraday. Les compagnies privées 
qui ont posé au fond de toutes les mers leurs cables électriques ont dû la 
réussite de leurs entreprises au concours actif d'un grand nombre d'ingé­
nieurs électriciens qui étaient en même temps des savants distingués, dont 
les travaux et les recherches ont jeté sur la science anglaise un vif éclat. 

Le professeur Maxwell occupe une place éminente parmi les savants qui 
honorent son pays; mais la lecture de ses Mémoires, pleins d'aperçus origi­
naux, offre quelques difficultés aux personnes qui ne sont pas initiées à sa 
manière d'exposer les questions. Nous avons donc jugé utile d'offrir au 
public français la traduction d'un ouvrage élémentaire qui peut servir 
d'introduction à la lecture de ses Mémoires ou de son grand Traité d'Élec­
tricité et de Magnétisme, et qui est comme un spécimen concis de l'état 
de la science électrique de l'autre côté du détroit. 

Extrait de la Table des Matières. 
Notice sur les Travaux du professeur Maxwell. — CRAP. I . Préliminaires. 

— CHAP. II. Charges des corps électrisés. — CHAP. III. Energie et travail 
électrique. — CHAP. IV. Le champ électrique. — CHAP. V. Loi des lignes 
d'induction de Faraday. — CHAP. VI . Cas particuliers d'électrisation. — 
CHAP. VII. Les nuages électriques. — CHAP. VIII. Capacité électrostatique. — 
CHAP. IX. Le courant électrique. — CHAP. X . Passage d'un courant à travers 
un milieu hétérogène. — CHAP. X I . Méthodes pour maintenir un courant 
électrique. — CHAP. X I I . Mesure des résistances électriques. — CHAP. X I I I . 
Résistance électrique des corps. 
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RECHERCHES 
SDK 

LE NICKEL ET SES ALLIAGES, 
Par Ch.-Ed. GUILLAUME, 

DOCTEUR ES SCIENCE», 

ADJOINT AU BUREAU INTERNATIONAL DES POIDS ET MESURES. 

LN-8 DE 60 PAGES; 1898 1 fr. ji e. Les études entreprises par l'auteur, sons l'es auspices du Comité inter­
national des Poids et Mesures, avaient originairement pour but d'intro­
duire quelques perfectionnements dans la construction des étalons do 
second ordre et des instruments de précision en général, et c'est dans 
cette idée qu'ont été faites les premières recherches sur le nickel et les 
bronzes au nickel. Puis, le hasard l'ayant conduit à découvrir un acier au 
nickel moins dilatable que le platine, il s'engagea dans la voie très fruc­
tueuse de L'étude de ces curieux aciers, auxquels est consacrée la plus 
grande partie de la brochure. Cette étude A d'ailleurs valu à L'auteur un 
prix de la Société d'Encouragement pour l'Industrie nationale. 

Secondé par la Société de Commentry-Fourchambault, M. Guillaume A 
pu suivre très en détail un certain nombre de propriétés des aciers au 
nickel, montrer comment elles dépendent les unes des autres, et établir 
finalement une théorie générale de ces singuliers alliages. 

Au point de vue pratique, les dilatations presque nulles que présentent 
eenains de ces aciers, leurs curieuses propriétés élastiques et magné­
tiques, leur faible oxydabilité font prévoir une foule d'applications aux 
arts et en particulier a l'horlogerie, qui leur assureront de nouveaux et 
importants débouchés. Mais des propriétés aussi bizarres ne vont pas sans 
quelques caprices qu'il faut bien connaître si l'on veut tirer un bon parti 
de ces aciers. En suivant les indications minutieuses données par l'auteui 
sur L'emploi pratique de ces alliages, on sera assuré de ne pas faire fauss* 
route. 

Table des Matières 

INTRODUCTION. I " PARTIE. Nickel et bronze blanc. — 11· PARTIE. Aciers au 
nickel. PROPRIÉTÉS MAGNÉTIQUES. Changements DE VOLUME. ÉTUDE DES ALLIAGES 
IRRÉVERSIBLES. ÉTUDE des alliages RÉVERSIBLES. DENSITÉ et élasticité. DÉFORMATION 
PERMANENTES. RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE. ESSAI DE THÉORIE. APPLICATIONS. 
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INTRODUCTION 
A L A 

SUIVANT LA MÉTHODE DE H. GRASSMANN. 

PAR 

C. BURALI-FORTI, 
Professeur à l'Académie militaire de TuriD. 

ON VOLUME IN-8, AVEC FIGURES; 1897 4 fr. 5 o D. 

Extrait de la Préface. 

Le livre que nous publions aujourd'hui contient une brève exposition du 
Calcul géométrique et plusieurs de ses applications à la Géométrie diffé­
rentielle élémentaire. 

Nous y donnons, sous une forme concrète et très simple, les éléments 
du calcul géométrique suivant la méthode de Grassmann. Le but que nous 
nous sommes proposé est de donner aux jeunes étudiants le moyen d'ap­
prendre aisément ce puissant instrument de calcul, et de leur donner, en 
même temps, le moyen de l'appliquer aux questions de la Géométrie diffé­
rentielle supérieure. 

Nous croyons ce dernier but de notre Ouvrage fort important. En effet, 
on obtient, dans la Géométrie différentielle ordinaire, des propriétés bien 
simples avec des développements très compliqués. Cette complication est 
due, en général, à l'emploi des coordonnées, car avec les coordonnées 
nous faisons des transformations algébriques sur des nombres pour obtenir, 
d'après des calculs bien souvent fort compliqués, une petite formule, une 
invariante, qui est susceptible d'une interprétation géométrique. Le calcul 
géométrique ne fait point usage des coordonnées; il opère directement sur 
les éléments géométriques, et chaque formule, qui est par elle-même une 
invariante, a une signification géoméíriquo bien simple qui conduit très 
aisément a la rcprésenlalion graphique de l'élément considéré. On peut 
donc prévoir une simplification vis-à-vis des méthodes ordinaires. Notre 
Ouvrage prouve que la simplification est possible à l'égard de la Géométrie 
différentielle élémentaire, et laisse aux jeunes étudiants un vaste champ 
de transformations et de recherches pour la Géométrie supérieure. 

L'importance du rôle que XAusdehnungslehre a en Géométrie, en Méca­
nique et en Physique, est bien expliquée par M. V. Schlegel dans son im­
portant Ouvrage historique Die Grassmann'sche Ausdehnungslehre... 
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auquel nous renvoyons le lecteur. Aujourd'hui la méthode de Grassmann 
n'a pas besoin d'être recommandée; elle n'a besoin que d'être connue et 
appliquée par tout le monde : c'est par l'application constante à toutes les 
parties de la Mathématique qu'on peut comprendre la puissance et la sim­
plicité de la méthode de Grassmann. 

Table des Matières. 

Préface. — CHAP. I. Les formes géométriques. Définitions et règles de 
calcul. Tétraèdre. Formes géométriques. Egalité des formes. Points. Segments. 
Triangles. Somme et produit par un nombre. Produit progressif. Vecteurs et 
leurs produits. Vecteurs. Bivecteurs. Tri vecteurs. Rotation. Opération index. 
Réduction des formes. Formes du premier ordre. Formes du deuxième ordre. 
Formes du troisième ordre. Eléments projectifs. Identité entre formes du 
premier ordre. Produits régressifs. Formes du deuxième et du troisième 
ordre. Formes du troisième ordre. Propriétés générales des produits. Dualité-
Produits régressifs dans un plan projectif. Coordonnées. — CHAP. II. Formes 
variables. Dérivées. Définitions. Limite d'une forme. Limite d'un élément pro­
gressif. Dérivées. Formes moyennes. Formules de Taylor. Formes continues. 
Lignes et enveloppes. Lignes et enveloppes de droites sur un plan projectif. 
Courbes gauches et enveloppes de plans. Surfaces réglées. Surfaces réglées 
en général. Surfaces réglées gauches. Surfaces développables. Formules de 
Frenet. Arcs. Courbure et rayon de courbure. Torsion et rayon de torsion. 
Formules de Frenet. Indicatrice sphérique et angle de contingence. — CHAP. I I I . 
Applications. Hélice. Surfaces réglées relatives à une courbe. Surface polaire. 
Surface rectifiante. Surface des normales principales. Surface des binormales. 
Surfaces réglées gauches dont la ligne de striction est donnée. Surface réglée 
développable décrite par une droite dont la position est fixe par rapport au 
tétraèdre PTNB. Trajectoires orthogonales. Trajectoires orthogonales des géné­
ratrices d'une surface réglée. Développantes. Développées. Trajectoires ortho­
gonales des plans d'une enveloppe. Courbes de M. Bertrand. — Notes. Formes 
fonctions de deux ou plusieurs variables. — Plan tangent. — Paramétre diffé­
rentiel du premier ordre. Coordonnées curvilignes. 

A LA MÊME LIBRAIRIE. 

MANNHEIM (le Colonel A . ) , Professeur à l'École Polytechnique.— Prin­
cipes et développements de la Géométrie cinématique. Ouvrage con­
tenant de nombreuses applications à la Théorie des surjaces. In-4 
avec 186 figures; 1894 a5 fr. 

MEYER (W.-Fr . ) Professeur à l'École royale des Mines de Clausthal 
(Hanovre). — Sur les progrès de la théorie des invariants pro­
jectifs. Traduction par M. H. FEHH, Privat-Docent à l'Université de 
Genève; avec une Préface de M. MAURICE D'OCAGNE, Professeur à l'-Eco!e 
des Ponts et Chaussées, Répétiteur à l'Ecole Polytechnique. Grand in-8 ; 
1897 4 û -
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T H É O R I E D U N A V I R E 
PAR 

J. POLLARD ET A. DUDEBOUT, 
1 N O B N I B U R 8 D E L A M A R I N E , 

P R O F E S S E U R S A L ' É C O L B D U D E N I E MAItlTtlIt. 

QUATRE BEAUX VOLUMES GRAND IN-8, AVEC VKGURE3 ET PLANCHES, 

SE VENDANT SÉPARÉMENT. 

TOME Ï : Calcul des éléments géométriques des carènes droites et inclinées. 
— Géométrie du navire; avec 191 figures et a planches; 1890. i3 fr. 

TOME II : Statique du navire. — Dynamique du navire ; roulis en milieu 
calme, résistant ou non résistant; avec 229 figures; 1891 i3 fr. 

TOME III : Dynamique du navire : mouvement de roulis sur houle; mou­
vement rectiligne horizontal direct (Résistance des carènes), avec l63 fig. ; 
1892 i5 fr . 

TOME IV : Dynamique du navire : mouvement rectiligne horizontal oblique : 
mouvement curviligne horizontal. — Propulsion. — Vibration des coques 
des navires à hélice, avec 182 figures; 1894 i3 fr. 

La Théorie du navire formera 4 volumes in-8°. Le sommaire que nous 
reproduisons plus loin énumère en détail les matières contenues dans le 
Tome I; les autres volumes traitent les questions suivantes : Stabilité sta­
tique et dynamique; théorie des ondes, de la houle, des vagues; mouve­
ment du navire en toutes circonstances ; résistance des carènes ; propulsion 
et propulseurs. 

L'examen de la Table du premier Volume suffit pour apprécier avec quel 
soin minutieux chaque matière a été traitée dans ses moindres détails. Ce 
Volume expose tout d'abord les méthodes de calcul ayant- pour but la dé­
termination du déplacement et la recherche de la position du centre de 
carène pour un navire droit, puis incliné. Il se termine par l'exposé de la 
Géométrie du navire, ou mieux de ses isocarènes. 

Après avoir indiqué les formules de quadrature exactes qu'il faudrait 
employer pour calculer le déplacement et les coordonnées du centre de 
carène, si la surface mouillée du navire était analytiquement définie, les 
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auteurs passent en revue les formules de quadrature approchées, appli­
cables aux surfaces définies seulement par la connaissance d'un certain 
nombre de points (méthodes des trapèzes, de Poisson, de Poncelet, des 
paraboles d'un degré quelconque, de Simpson, de Woolley, des différences). 
À cette étude se rattachent ensuite tout naturellement celle des courbes 
différentielles et intégrales, puis celle des planimètres, intégromètres et 
intégraphes. 

Ces préliminaires établis, les auteurs appliquent au navire, d'abord Sup­
posé droit, les formules d'intégration et indiquent la disposition à adopter 
pour les Tableaux de calcul. Passant ensuite au navire incliné, ils font les 
mêmes applications pour chacune des nombreuses méthodes qui ont été 
imaginées jusqu'ici pour atteindre le but, et dont la description est donnée 
minutieusement (méthodes de MM. Benjamin, Spence, Bonjean, Rossin, 
Clauzel, Reech, Risbec, Barnes, Dargnies, Guyou et Simart, etc.). Ces 
diverses méthodes sont accompagnées des Tableaux qui leur sont propres, 
et comparées entre elles au point de vue de la mise en pratique et de la 
rapidité d'exécution. Les procédés de calcul approximatifs et rapides, appli­
cables à certains cas spéciaux, et les méthodes expérimentales mettant à 
contribution les modèles de navires terminent cette première Partie. 

Dans la seconde Partie du Tome I, la Géométrie du navire est présentée, 
pour la première fois, croyons-nous, sous la forme didactique de la Géo­
métrie de Legendre. L'assimilation des théories géométriques est grande­
ment facilitée par l'enchaînement logique et rigoureux des théorèmes et de 
leurs corollaires. Le Volume se termine par un certain nombre d'exercices 
de Géométrie du navire, pour lesquels on a fait choix de carènes à formes 
géométriques simples, se rapprochant plus on moins des carènes que l'on 
peut avoir à rencontrer dans la pratique. 

Une Notice historique et bibliographique très étendue, placée en tête de 
l'Ouvrage, est appelée certainement a rendre de grands services pour les 
recherches ultérieures. 

L'apparition du premier Volume de l'important Traité de MM. Pollard et 
Dudebout sera, nous n'en doutons pas, très favorablement accueillie aussi 
bien par les marins que par les ingénieurs et constructeurs maritimes. Un 
tel Ouvrage peut être regardé comme une véritable encyclopédie exposant, 
avec tous les développements possibles, les questions théoriques et pra­
tiques qui lient la Géométrie et la Mécanique a l'Art naval. 

A maintes reprises, l'application des Mathématiques pures à l'Architec­
ture navale a été l'objet des préoccupations des plus grands savants (Huy-
gens, Borda, Bouguer, Euler, Bernoulli, d'Alembert, Dupin, etc., pour ne 
citer que les plus anciens); aussi les hommes de science, même étrangers 
à la Marine, liront avec intérêt les chapitres où sont développées plus spé­
cialement les questions de théorie pure. 

Par leurs fonctions spéciales de professeurs à l'École d'application du 
Génie maritime, les auteurs étaient tout particulièrement préparés pour 
mener à bonne fin un travail aussi étendu : la Théorie du navire de MM. Pol­
lard et Dudebout est certainement appelée à rendre les plus grands ser­
vices aux constructions navales. 

SOMMAIRES. 

Tome I. 

Notice historique et bibliographique. — I** PARTIE. Calcul des éléments 
géométriques des carènes droites et inclinées. — Formules de quadrature 
en usage dans la théorie du navire. — Formules approchées applicables aux 
surfaces topographiques ou tabulaires. Méthode des trapèzes. Méthode des 
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trapèzes corrigée. Méthode de Poisson. Méthode de Poncelet. Méthode géné­
rale des paraboles. Méthode du D'Woolley. Méthode des différences. — Courbes 
différentielles et intégrales. — Planimètres, intégromètres, intégraphes. — 
Application au navire des méthodes de calcul pour les carènes droites. — Appli­
cation au navire des méthodes de calcul pour les carènes inclinées. (Interpo­
lation graphique des fonctions tabulaires a deux variables.) — Application au 
navire des méthodes de calcul pour les carènes inclinées. (Méthodes em­
ployant des réseaux de sections spéciaux.) — Application au navire des mé­
thodes de calcul pour les carènes inclinées. (Méthodes employant le réseau des 
sections droites du plan des formes.) — Application au navire des méthodes de 
calcul pour les carènes inclinées. (Méthodes employant les onglets immergés 
ou émergés, c'est-à-dire les ordonnées des flottaisons inclinées. ) Application au 
navire des méthodes de calcul pour les carènes inclinées. ( Méthodes employant 
seulement les ordonnées d'un nombre limité de flottaisons droites.) — Mé­
thodes expérimentales propres à déterminer exactement les éléments géomé­
triques des carènes inclinées. Comparaison des méthodes ci-dessus et con­
clusion. — Application au navire des méthodes de calcul pour les carènes 
inclinées. ( Méthodes approximatives rapides.) — II* PARTIE. Géométrie du 
navire. — Préliminaires de Mécanique. Décomposition du déplacement le plus 
général d'un flotteur.—Géométrie de la surface (C) des isocarènes de volume V.. 
— Géométrie de la surface ( F ) des isocarènes de volume V,. — Géométrie de 
la surface (T) des tranches isocarènes de volume AV, additives au volume V,. 
— Géométrie des carènes symétriques, complémentaires et supplémentaires. — 
Exercices de Géométrie du navire. — Surfaces ( C ) , ( F ) et (T) de flotteurs à 
formes géométriques. — PLANCHES I et II. 

Tome II. 

III* Partie. Statique du navire. Positions d'équilibre d'un flotteur. Des 
forces extérieures à appliquer à un flotteur pour le maintenir dans une posi­
tion différente de ses positions naturelles d'équilibre. Formes des diagrammes 
de stabilité statique. Questions diverses se rattachant a l'étude statique de la 
stabilité. Problème I. Déplacement d'un poids à bord. Applications usuelles du 
problème I (expérience de stabilité, etc.). ProblèmeII. Addition ou soustrac­
tion d'un poids à bord. Applications usuelles du problème II (ponton-mâture, etc.). 
Problème III. Modifications à la forme de la carène. Applications usuelles 
du problème III (docks flottants, etc.). Problème IV. Du flotteur soumis à des 
forces extérieures autres que le poids et la poussée. Applications usuelles du 
problème IV (échouage, lancement, abatage en carène, etc.). Problème V et 
applications. Effets de la poussée complexe d'un liquide et d'un fluide compres­
sible. — IV* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en 
milieu calme et non résistant. Conditions de stabilité de l'équilibre en ce 
milieu. Stabilité dynamique. Etude du mouvement infiniment petit d'un flot­
teur en milieu non résistant. Etude du mouvement fini de roulis (ou de tan­
gage) en milieu non résistant, du navire doublement symétrique. Influence 
de la forme de la développée métacentrique transversale sur la période T, du 
roulis (ou de la développée longitudinale sur la période IV du tangage) en 
milieu non résistant. Détermination expérimentale du moment d'inertie Icy du 
navire. Pesanteur apparente dans le roulis et le tangage en milieu non résistant. 
— V* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu 
calme et non résistant. Stabilité de l'équilibre en ce milieu. Du roulis en 
milieu calme et résistant. Procédés de mesure des roulis et des tangages en 
eau calme. 

Tome III. 

VI* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu 
houleux et non résistant. Introduction à l'étude analytique de la houle. 
Théorie des ondes d'oscillation ordinaires. Houle et ondulations dérivées de la 
houle. Etude sommaire des lames. Des ondes-marées ou ondes d'oscillation 
périodiques. Du roulis en milieu houleux et non résistant. — VII* Partie. 
Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu houleux et 
résistant. Du roulis en milieu houleux et résistant. Observations et résultats 
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expérimentaux. Applications aux qualités nautiques. Do tangage sur houle. 
Calcul du déplacement et de la stabilité transversale d'un navire debout à 
une houle donnée. — VIII' Partie. Dynamique du navire dans le mouvement 
rectiligne horizontal direct en eau calme. Résistance des carènes en marche 
directe. Introduction à la résistance des carénés en général et à la résistance 
en marche directe en particulier. Théorie des ondes de translation et application 
aux ondes soulevées par les navires en marche. Résistance du plan mince. 
Résistance des carènes anguleuses. Résistance des carènes à formes bien con­
tinues. Méthodes expérimentales diverses propres a la détermination de la résis­
tance. Résultats d'expériences. Formules diverses en usage. 

Tome IV. 
IX* Partie- Dynamique dn navire dans le mouvement rectiligne hori­

zontal oblique, en eau calme. Résistance en marche oblique. Résistance des 
carènes à formes bien continues, mais dissymétriques par rapport à la direc­
tion de la vitesse. — X* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement 
curviligne horizontal. Gouvernail Girattons. Résistance du navire an mouve­
ment de rotation uniforme autour d'un axe vertical. Du gouvernail. Girations 
des navires à vapeur. Relevé complet du mouvement curviligne horizontal. — 
XI" Partie. Propulsion par le vent. De la voilure. Action du vent sur les voiles. 
— XII* Partie. Propulsion mécanique du navire par un organe intérieur 
agissant snr l'eau. Théorie générale des propulseurs intérieurs agissant sur 
l'eau. Des rames ou avirons. Des roues 1 aubes. Des propulseurs hydrauliques. 
De l'hélice. Mesure de la résistance des carènes au moyen des" coefficients 
d'utilisation. — XIII* Partie. Vibrations des coques des navires à hélice. 
Causes et périodes des vibrations. — NOTES I. Méthode générale d'intégration 
numérique par additions successives. II. Calculs de stabilité et d'assiette. III. 
Considérations générales sur l'expérience de stabilité. IV. Changements d'im­
mersion, de stabilité et d'assiette éprouvés par un navire qui flotte sur des 
liquides de différentes densités. V. Remarques sur la construction des graphiques 
et des courbes de stabilité. VI. Censidérations générales sur la détermina­
tion des éléments géométriques das carènes inclinées. VII. Méthodes nouvelles 
pour le calcul des éléments géométriques des carènes inclinées, par M. Doyère, 
Ingénieur de la marine. VIII . Méthode de calcul de M. Kriloff. IX. Méthode 
de M. Risbec pour l'établissement d'un avant-projet sans aucun tracé préalable 
relatif aux formes de la.carène. 

ALHEILIG, Ingénieur de la Marine, Professeur à l'École d'application du 
Génie maritime. — Recette, conservation et travail des bois. Outils 
et machines-outils employés dans ce travail 

Broché / a fr. 5o | Cartonné 3 fr. 

SERTIN, Directeur des Constructions navales, Directeur de l'École d'ap­
plication du Génie maritime. — État actuel de la marine de guerre. 

Broché a fr. 5o | Cartonné 3 fr. 

CRONEAU (A ), Ingénieur des Constructions navales, Professeur à l'École 
d'application du Génie maritime. — Canon, torpilles et cuirasse, leur 
installation à bord des bâtiments. 

Broché a fr. 5o | Cartonné 3 fr. 

DVJDEBOTJT, Ingénieur de la Marine, Sous-Directeur et Professeur é l'École 
d'Application du Génie maritime. — Appareils d'essai des moteurs a 
vapeur. Appareils d'asservissement. 

Broché afr. 5o | Cartonné 3 fr. 
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LEÇONS SUR LA VISCOSITÉ 

DES LIQUIDES ET DES GAZ, 

P A B 

M a r c e l B R I L L O D I N , 
Professeur au Collège de France. 

D E U X VOLUMES GRAND I N - 8 (a5 X l 6 ) SE VENDANT SÉPARÉMENT. 

I" P A R T I E : Généralités. Viscosité des liquides. Volume de vn-228 pages, 
avec 65 figures; 1907 9 fr. 

IIe
 P A R T I E : Viscosité des gaz. Caractères généraux des théories molé­

culaires. Volume de iv-142 pages avec a5 figures; 1907 5 fr. 

Préface. 

La viscosité des fluides est le plus simple de tous les phénomènes 
irréversibles; elle se manifeste au sein d'un milieu physiquement homo­
gène et dont la température peut être uniforme, ce qui la distingue de la 
conductibilité thermique; elle ne met en jeu que des actions mécaniques, 
ce qui la distingue du dégagement de chaleur par le courant électrique. 
On peut donc l'étudier à titre d'exemple de phénomène irréversible, à un 
point de vue plus spécialement thermodynamique. On peut aussi, parti­
culièrement quand il s'agit des gaz, prendre pour guide la théorie molé­
culaire. 

En fait, les phénomènes de frottement ont joué un rôle fondamental 
dans le développement de la Thermodynamique; mais la réciproque n'est 
pas aussi juste. Dans les mouvements lents, les seuls qu'on sache analyser, 
ce sont les forces, petites du premier ordre comme les vitesses relatives, 
qui sont directement mesurables et importantes, tandis que le travail 
converti en chaleur, petit du second ordre, n'empêche pas les transfor­
mations d'être pratiquement isothermes; tant dans la théorie que dans la 
pratique, ce sont les données purement dynamiques, vitesses et forces, 
que fournit la première approximation, et à partir desquelles on estime le 
travail, et, s'il y a lieu, les variations de température. 

De toute façon, il faut commencer par l'étude de la viscosité telle 
qu'elle est, envisagée comme phénomène naturel; c'est ce que j'avais fait 
dans mes Leçons de 1898-1899 et 1899-1900, comme suppléant de 
M. Mascart au Collège de France, qui, remaniées et mises au courant, 
forment la matière de ce Livre. 

Dans le premier Volume, il n'est question que des liquides. 
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Gomme toujours, c'est l'expérience qui fournit les notions fondamen­
tales. Après les analyses un peu confuses de la Renaissance, Newton 
soupçonne, dans la résislance des fluides au mouvement, des influences 
diverses, qui ne sont clairement discernées que par Coulomb. 

Après les Mémoires de Coulomb, l'application des principes de la Dyna­
mique est possible; les grandeurs qui caractérisent cette propriété comme 
distincte de l'inertie du fluide sont bien définies. A température cons­
tante, les fondements de l'étude physique de la viscosité sont établis; on 
peut écrire les équations du mouvement d'un fluide visqueux. 

Il importe d'en effectuer l'intégration exacte ou approchée dans le plus 
grand nombre de cas possible, soit pour les applications, soit pour la 
construction d'appareils qui procèdent de diverses influences : tempé­
rature, concentration des dissolutions, composition chimique des liquides 
purs, pression. 

Telle est la matière des différents Chapitres du Livre I. 
Le Livre II débute par la description détaillée des mémorables expé­

riences de Poisenille, à la suite desquelles il est devenu certain que la 
proportionnalité de la résistance visqueuse à la vitesse de déformation est 
conforme à l'expérience dans un domaine très étendu. Viennent ensuit» les 
expériences sur le mercure qui montrent que l'adhérence à la paroi est 
aussi complète pour les liquides qui ne mouillent pas que pour ceux qui 
mouillent. Après quoi un Chapitre est consacré aux expériences sur les 
liquides organiques purs et aux essais de relation entre la viscosité molé­
culaire et la constitution chimique; il se termine par les belles expériences 
de Warburg sur le gaz carbonique au point critique et par quelques autres. 

Enfin,dansun dernier Chapitre, on trouvera une description des expérien­
ces de Hagen, Reynolds et Couette sur lo passage du régime lent ou de 
Poiseuille, au régime rapide ou hydraulique, et des circonstances qui in­
fluent sur la limite des deux régimes d'après 0. Reynolds. 

Le second Volume contient l'étude des gaz et des caractères généraux 
des théories moléculaires. 

Table des Matières de la première Partie. 

LIVRE I. GÉNÉRALITÉS. CriAP. I. Premières recherches expérimentales. 
Newton-Coulomb. Fondements expérimentaux de la théorie. Travai.x 
antérieurs à ceux de Coulomb. La résistance de l'eau et de l'air avant 
Newton. Newton. S 1 Gravesande. Expériences de Coulomb. Adhérence d'un 
liquide à un solide. Cohérence des fluides. Cas où la résistance est proportion­
nelle à la vitesse seule. Influence du diamètre du disque. Expériences avec 
deux tiges croisées. Expériences avec l'huile. Influence de l'état de surface. 
Influence de la pression. — CHAP. II. Équations du mouvement lent d'un 
fluide visqueux. A. Equations intérieures. Équations du mouvement d'un 
fluide. Relations entre les pressions sur différentes faces. Quadrique deréférence. 
Plans principaux. Directions principale*. Influence de la compressibilité. Tra­
vail de la viscosité; fonction de dissipation, équations générales du mouvement 
interne. Subilité du mouvement permanent lent. Propagation du son par 
ondes sphériqucs. B. Conditions à la paroi. Conditions exprimant que la 
paroi est étanche. Conditions relatives au frotLement à la paroi. Limites 
d'adhésion. Surface libre. Viscosité superficielle. Rigidité du liquide — CHAP. III. 
Problèmes théoriques. Mouvement rectiligne à une dimension. Entraine­
ment du liquide par le glissement d'un plan. Mouvement rectiligne, per­
manent, varié, exponentiel, périodique simple. Mise en train. Ecoulement 
entre parois immobiles. Mouvement permanent sans glissement, ctats lente­
ment variables. Variation périodique. — CHAP. IV. Mouvement rectiligne à 
deux dimensions. Plans et cylindres mobiles. Cylindre circulaire se mouvant 
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suivant sa longueur. Cylindre dans le voisinage d'un plan fixe indéfini. Cylindre 
mobile et plan diamétral extérieur fixe. Plan mobile infini normal à plan fixe 
limité. Cylindre de rayon R entre demi-plans diamétraux, avec un très petit 
jeu f. Deux plaques, l'une fixe, l'autre mobile, dans le prolongement l'une de 
l'autre avec un jeu a / . Lame mobile prolongée par deux lames fixes. Deux 
plans parallèles limités au même niveau l'un fixe, l'autre mobile. Plan mobile 
avec un bord entre deux plans indéfinis. Plateau de garde. L'écoulement dans 
les tubes immobiles. Tube rectiligne de section uniforme. Distribution des pres­
sions. Tube circulaire. Cas où il y a glissement à la paroi. Tube annulaire centré 
sans glissement. Section elliptique. Rapidité d'emploi du niveau d'arpenteur. 
Translation de la sphère. Translation rectiligne de la sphère. Mouvement 
uniforme. —CHAP. V. Mouvement de rotation. Équations du problème. Couple, 
équation de la vitesse angulaire. Rotation uniforme. Mouvement permanent. 
Cylindre circulaire Sphère. Ellipsoïdes de révolution. Disques. Disque compris 
entre deux plans parallèles. Rotation variable. Mouvement varié. Cylindre 
infini. Sphères. Rotation périodique. Résistance et inertie. Liquide indéfini ex­
térieur à la sphère. Liquide intérieur à la sphère. Cylindre indéfini. Dis­
tribution arbitraire le long d'une génératrice. Disques, mouvement varié. 
Intérieurdu cylindre. Rôle du liquide extérieur. Calcul de Meyer. Amortisse­
ment du corps oseillant. Périodicité de l'amortissement. 

LIVRE II. LES LIQUIDES. .CHAP. I. Eau. Expériences de Poiseuille. Section 
du tube. Mesure du débit. Évaluation de la pression à l'orifice d'entrée. Correc­
tion capillaire. Mesure de la pression extérieure. Résultats de Poiseuille. Loi 
des pressions. Loi des longueurs. Loi des diamètres. Calcul des coefficients de 
viscosité. Variation avec la température. Perturbations aux extrémités du 
tube capillaire. Correction de force vive. Exception apparente à la loi de 
Poiseuille. Nature du mouvement aux extrémités du tube capillaire. Correction 
de force vive. Travaux des forces motrices. Travail du frottement. Équation 
de l'écoulement. Calcul de la force vive. Comparaison avec les expériences de 
Poiseuille. Expériences de M. Couette. Dissolutions salines. — CHAP. II. 
Expériences sur le frottement intérieur du mercure. Intérêt de l'étude du 
mercure. Expériences de Poiseuille. Expériences de Warburg. Loi des diamètres. 
Absence de glissement à la paroi. Expériences de Stefan. Variation du coeffi-
cientde frottement avec la température. Expériencede S. Koch, de Schweilder. 
de Renard. Résultats numériques. Viscosité du mercure CHAP. III. Viscosité 
des liquides purs. Influence de la température et de la pression. Premières 
recherches: Graham, Rellstab, Guérout, Pribram et Handl. Importance de la 
variation en fonction de la température. Slotte, Graetz, De Heen, Sloël, 
Heydweiler. Mémoire de Thorpe et Rodger. Influence de la constitution chimi­
que. Influence de la pression sur la viscosité. Warburg et Sachs, Cohen, 
Hauser. Anhydride carbonique près du point critique. Densité du ÎÎMZ. Tube 
a écoulement. Théorie de l'expérience. Intégration. — CHAP. IV. Le régime de 
Poiseuille et le régime hydraulique. Passage d'un régime à l'autre. Les 
deux régimes. Travaux de Hagen. Expériences de Hagen. Cau^e du maximun 
et du minimum. Théorie de Hagen sur le changement de régime. Expériences 
de cours destinées à montrer les deux régimes et le passade de l'un à 
l'autre. Travaux d'Osborne Reynolds. Calcul approché du débit limite qui 
marque l'apparition des mouvements ondulatoires. Expériences de Darcy. 
Expériences de M. Couette. Conclusion. 

Table des matières de la deuxième Partie. 

LIVRE III. GAZ. CHAP. I. Premières recherches sur la viscosité des gaz. 
au moyen du pendule et des disques oscillants. La résistance de l'air et le 
pendule. Débuts de la théorie cinétique des gaz. Chemin moyen et dimensions 
moléculaires. Relations entre les diverses diffusions. Influence de la densité et de 
la température. Premières expériences de O. -E . Meyer. Expériences de Hes'-el. 
Expériences de Girault. Kxpériences de Meyer au moyen du pendule. Kxpé-
riences de Meyer avec les disques. Discussion. Résultats. Dernière série d'expé-
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riences de Meyer. — C H A P . II. Maxwel l . Kundt et Warburg . Appareil de 
Maxwell. Théorie. Résultats Expériences de kundt et de Warbtig. Appareil. 
Corrections. Contrôle des basses pressions. Résultats. Glissement. Basses 
pressions. Valeurs absolues de p. d'après Kundt et Warburg. Vapeurs orga­
niques. Schumann. — C H A P . III. Ecoulement par un tube étroit. Formule de 
déliit. Expériences de Graham. Résultats. Comparaison avec la formule théo­
rique. Viscosités des principaux gaz. Expériences de Meyer à la température 
ambiante. Deuxième appareil de Meyer; variarion de p. avec la température. 
Troisième appareil. Résultats des expériences de Meyer. Warburg. Le glisse­
ment dans les tubes. Expériences de cours. Appareil. Vérification de la loi de 
Poiseuille, pour les gaz s'écoulant dans un tube capillaire sous une différence 
de pression très faible. — C H A P . IV. Tubes. Hautes températures. Mesures 
absolues. Expériences de von Obermayer. Air. Gaz autres que l'air. Wiedemann. 
Breitenbach. Schultze. Argan. Viscosité des gaz à haute température. 
S. Hoimann. Formule. Expériences sur le gaz carbonique. Expériences sur l'air. 
Comparaison des résultats obtenus par les divers expérimentateurs, sur l'air 
et C O 2 . Viscosité de l'azote chimique. Bestelmeyer. Vapeurs. Vapeurs de 
mercure. S. Koch. Vapeurs organiques. L. Meyer. Résultats. Barus. Hautes 
températures. Cari Barus. — C H A P . V. Expériences diverses. Gyôzô Zemplèn. 
Tomlinson. Expériences de Fabry et Perot. Mélanges gazeux. 

LIVRE IV. T H É O R I E S M O L É C U L A I R E S . C O N C L U S I O N . C H A P . I . Premiers essais 

de théories. Navier. Principes. Poisson. Relâchement de l'élasticité. Maxwell. 
Gaz. Schewedoff. Sur la rigidité des liquides. Mesures. — C H A P . II. Gaz. 
Théories dynamiques. Gaz cinétique. Parcours libre. Variabilité apparente 
du diamètre moléculaire. Viscosité. Loi de la température. Dimensions des 
molécules. Remarques sur les domaines inpénélrables. Recherche d'une loi 
d'attraction moléculaire. Recherche des coefficients atomiques. Conclusions pro­
visoires. — C H A P . III. Liquides. Essai de théorie cinétique. Liquides. Vis­
cosité. Importance relathe des termes. Formule générale; changement de va­
riables. Viscosité à zéro. Comparaison avec l'expérience. — C H A P . IV. Con­
clusion. Aperçu sur la viscosité des fluides en général. Viscosité des 
fluides. — Les faits. Gaz ordinaires. Fluides quelconques. Gaz denses. Chemin 
moyen sous diverses densités. Gaz carbonique. Détermination de la viscosité 
du liquide d'après celle du gaz carbonique. Autre détermination de la viscosité 
du liquide. Conclusion. 

A LA MÊME LIBRAIRIE. 

BOLTZMANN (L.), Professeur à l'Université de Leipzig. — Leçons sur la 
Théorie des gaz; avec une introduction et des Notes de M. BBILI.OUIN, 
Professeur au Collège de France. 2 volumes grand in-8 (25 x 16) se 
vendant séparément : 

l" PABTIE : Traduction par A. GALLOTTI, ancien Élève de l'École Normale. 
Volume de xix-2o4 pages avec figures; 1902 8 fr. 

IIe PARTIE : Traduction par A. GALLOTTI et H. BÉNARD, anciens Élèves de 
l'École Normale, avec une Introduction et des Notes de M. BRILLOUIN, 
Professeur au Collège de France. Volume de xn-a8o pages avec figures; 
1904. 10 fr. 

CAUB.0 (J.), ancien Élève de l'École Polytechnique. Agrégé des Sciences 
physiques, Docteur ès Sciences. — La liquéfaction des gaz. Méthodes 
nouvelles. Applications. Grand in-8, avec4o figures; 189g. 2 fr. 75 c. 
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Envoi franco dans toute l'Union postale contre mandat-poste ou valeur sur Paris. 

RECHERCHES SUR L'HYDRODYNAMIQUE 
P A R PIERRE D T J H E M , 

Correspondant de l'Institut de France, 
Professeur de Physique théorique à la Faculté des Sciences de Bordeaux. 

l r 0 SÉRIE : Principes fondamentaux de l'Hydrodynamique. Propagation 
des discontinuités des ondes et des quasi-ondes. In-4 ; 1 9 0 3 . . . . 10 fr. 

IIe SÉRIE : Des conditions aux limites. Le théorème de Lagrange et la 
-viscosité. Les coefficients de viscosité au voisinage de l'état critique. 
In-4 avec figures; 190! 7 fr. 50 

INTRODUCTION. 

En donnant à la mécanique rationnelle une forme nouvelle et beaucoup 
plus générale que celle qu'elle avait reçue jusqu'ici, la thermodynamique 
nous oblige à une revision de toutes les sciences que l'on regardait 
autrefois comme des branches de la Mécanique. En diverses publications, 
nous avons déjà entrepris une telle revision pour les principes de l'hy­
drostatique. Nous nous proposons aujourd'hui de soumettre à une analyse 
semblable les fondements de la dynamique des fluides. 

Table des Matières de la I" Série. 
I" PARTIE. Sur les principes fondamentaux de l'hydrodynamique. — 

C H A P . I. Les équations du mouvement des fluides. Gomment on passe des 
équations de l'équilibre d'un système aux équations, du mouvement du 
système. De la viscosité en général. De la viscosité en un corps qui subit une 
déformation homogène. De la viscosité au sein d'une masse fluide. Nature des 
actions auxquelles sont soumis les fluides étudiés. Equations du mouvemem 
de ces fluides. Les équations du mouvement mises sous la forme d'Euler et 
de Navier. Nécessité d'une relation supplémentaire. Quantité de chaleur dé­
gagée par chacun des éléments du fluide. Etablissement de la relation supplé 
mentaire. Des fluides incompressibles. — C U A P . II. L'équation des forces vives. Divers cas où il existe une intégrale des forces vives. Forme de cette 
intégrale. Du rôle de la fonction <t> en Hydrostatique. De la stabilité de 
l'équilibre. Stabilité isothermique et stabilité isentropique. Réciproque du 
critérium de stabilité. Conséquences de ce critérium. — C H A P . III. Forme habituelle des équations de VHydrodynamique. Nature des actions exté­
rieures qui seront considérées en ce Chapitre. Transformation des équations 
de l'Hydrodynamique. 

II» PARTIE. Sur la propagation des ondes. — C H A P . I. Des ondes <i„ choc. Considérations cinéma tiques. Extension des principes de l'Hydrody-
namique au cas où les vitesses offrent des discontinuités. Application de 
l'égalité précédente à une onde de choc. De la viscosité en une onde de choc. 
Cas où un fluide visqueux ne peut propager une onde de choc. Cas où une 
onde de choc peut se propager dans un Iluide. La relation supplémentaire. 
Cas des fluides bons conducteurs. La relation supplémentaire. Cas des fluides 
mauvais conducteurs. Des surfaces le long desquelles deux, masses fluides 
glissent l'une sur l'autre. Les surfaces de discontinuité dans les fluides in­
compressibles. Des surfaces de discontinuité le long desquelles deux masses 
fluides adhèrent l'une à l'autre. — C H A P . II. La méthode d*Hugoniot. Défi­
nitions diverses. Les deux lemmes d'Hugoniot. Expression de la vitesse de 
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ri placen ent 3ij pour les c n 1rs de di> i> < r 1res. \ppli ations diverses de la 
m thode d II i . i i t. Les p n jiik ti s de M. II. lamai I. Un k s que pro| içe un 
m leur. \ i li ir de M. Il i limai I C iai\ III. Dis on Us dans les fluides 
visqueux. Iles m i e s du | i mier oïdie par ia |poi t à cet tains cléments du 
moiiveiiKnt. Des on les du second orl ie par rapport a ceitains elem-nts du 
mouvement. Des on les du troisième ordre par rapport à certains éléments 
du mouvement. R M i m e des propriétés des ou les au Mîin des fluides visqueux. 
— Chap. IV. Des on les dans les fluides parfaits. Quelques propriétés ther­
modynamiques des Huiles sans viscosité. Propagation des ondes au sein des 
fluides parlaits. Emploi des équations d l'uler. La méthode de l.açrange. Con­
sidérations cinematiques. Piopigition des ondes au sein des fluides parfaits. 
Emploi de la mctlio le de Lagrange. Conclusion de la deuxième Partie. 

III" PYK'IIL. Sur les quasi ondes. — D finition des quasi-ondes. Formules 
analogues aux formules dHugoniot. Desquasi on les dans les fluides parfaits 
Des quasi-ondes au sein des fluides visqueux. Conclusion de la troisième 
Partie. 

Table des Matières de la I I ' Série. 

I V PARTIE. Des conditions aux limites. — Chap. I. Sur le frottement. 
Du frottement en général, Frottement au contact de deux corps solides. — 
Chap. II. Établissement des conditions aux limites. Viscosité et frottement 
à la surface de deux corps, dont l'un au moins est fluide. Conditions vérifiées 
à la surface de contact de deux fluides. Conditions vérifiées à la surface de 
contact d'un solide et d'un fluide. — Chap. III. Du régime permanent au 
sein d'un fluide visqueux. La condition d'adhérence doit être assimilée à 
l'introduction de nouvelles liaisons. Énoncé et démonstration d'un lemme. 
Écoulement permanent d'un liquide, de profondeur et de hauteur infinies, 
coulant entre des parois verticales. Un cylindre indéfini, au sein d'un fluide 
indéfini, éprouve un mouvement uniforme dans une direction perpendiculaire 
aux génératrices. De l'écoulement permanent par filets parallèles. Fluide 
visqueux entre deux plans parallèles. Fluide compris entre deux cylindres de 
révolution de même axe et animé d'un mouvement de rotation uniforme 
autour de cet axe. — Chap. IV. La condition aux limites supplémentaire 
Des dégagements de chaleur au sein d'un système dont diverses parties 
frottent les unes sur les autres. La condition supplémentaire en une surface 
le long de laquelle deux corps glissent l'un sur l'autre. — Chap. V. Étude 
historique sur les conditions vérifiées aux limites d'un fluide. Conclusion 
de la quatrième Partie. 

V e PARTIE. Le théorème de Lagrange et les conditions aux limites. — 
Chap. I. Le théorème de Lagrange et les liquides visqueux. Extension du théo­
rème de Lagrange aux fluides incompressibles visqueux. Forme des actions de 
viscosité lorsque les rotations sont nulles. — Chap. II. Le théorème de Lagrange 
et les conditions aux limites. Un fluide animé d'un mouvement sans rotation 
peut-il adhérer à la surface d'un liquide qu'il baigne? Conséquences relatives 
aux fluides parfaits. Les liquides visqueux et l'existence du frottement aux 
surfaces liquides. Les liquides visqueux et la viscosité le long des surfaces de 
contact avec les solides immergés. Examen des résultats obtenus aux deux 
paragraphes précédents. 

VI- PARTIE. Sur les deux coefficients de viscosité et la viscosité au voi­
sinage de l'état critique. — Chap. I. Des deux coefficients de viscosité 
X(p, T ) , u.(p, T ) . Examen des diverses hypothèses qui ont été faites touchant 
les coefficients de viscosité X(p, T ) , p-(p, T ) . Forme nécessaire des actions 
de viscosité au sein d'un fluide proprement dit. Impossibilité des liquides vis­
queux. Propriétés des fluides compressibles visqueux. Retour aux formules 
générales de la viscosité. Combinaison des considérations précédentes et de 
l'hypothèse de Stokes. —Chap . II. Les phénomènes de viscosité au voisinage 
de l'état critique. Les effets de la viscosité, au voisinage du point critique, en 
un corps rigoureusement fluide. Extension des résultats précédents aux corps 
habituellement nommés fluides visqueux. Comparaison avec les faits d'expé­
rience. — Note. Sur la viscosité et le frottement au contact de deux liquides 
parfaits. 

35462 Paris. — Imprimerie GAUTUIER-VILLARS, quai des Grands-Augustins, 55. 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 
QUAI DES GRAND9-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6e). 

fc-ntoi franco dans toute l'Union poBtafe contre mandat-poste ou râleur sur Paris. 

ŒUVRES COMPLÈTES 

D ' A U G U S T I N C A U C H Y , 
Publiées sous la direction scientifique de l'Académie des Sciences 

et sous les auspices de M. le Ministre de l'Instruction publique. 

Liste des Volumes. 

I" Série. — MÉMOIRES, NOTES ET ARTICLES EXTRAITS DES RECHEILS DE L'ACA­
DÉMIE DES SCIENCES. J2 volumes in-4-

•TOME I, 1882 : Théorie de la propagation des ondes à la surface d'un 
fluide pesant, d'une profondeur indéfinie. — Mémoire sur les inté­
grales définies. 

TOME *II et III : Mémoires extraits des Mémoires de l'Académie des 
Sciences. 

*TOME IV à XII (1884 à 1900) : Extraits des Comptes rendus de l'Aca­
démie des Sciences. 

*La Table générale de la 1" Série se vend séparément. a fr. 5o c. 

II* Série. — MÉMOIRES EXTRAITS DE DIVERS REOOEILS, OUVRAGES CLASSIQUES, 
MÉMOIRES PUBLIÉS EN CORPS D'OUVRAOK, MÉMOIRES PUBLIÉS SÉPARÉMENT. 
I5 volumes in-4. 

*TOME I : Mémoires extraits du Journal de l'Ecole Polytechnique. 
TOME II : Mémoires extraits de divers recueils : Journal de Liouville, 

Bulletin de Férussac, Bulletin de la Société philomathique, Annales 
de Gergonne, Correspondance de l'Ecole Polytechnique, 

*TOME III, 1897 : Cours d'Analyse de l'Ecole royale Polyteclmique. 
*TOME IV, 1898 : Résumé des Leçons données à l'Ecole Polytechnique 

sur le Calcul infinitésimal. Leçons sur le Calcul différentiel. 
*TOMF. V : Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la Géo­

métrie. 
*TOMES VI à X I (1897 * '8g1) : -Anciens Exercices de Mathématiques. 
•TOME X , i8g5 : Résumés analytiques de Turin. Nouveaux Exercices de 

Prague. 
TOMES X I a XIV : Nouveaux exercices d'Analyse et de Physique. 
TOME X V : Mémoires séparés. 

Les volumes parus sont indiqués par un astérisque. 

PRIX DE CHAQUE VOLUME : 25 fr. 

Souscription. 

1" Série. — Tome I I : Mémoires extraits des « Mémoires de l'Académie 
des Sciences » 20 fr, 

Ce Volume, qui paraîtra dans le cours de 1906, est mis en souscription. 
Le prix en est réduit, pour les souscripteurs qui feront leur versement à 
l'avance, à ao fr. 
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Les anciens souscripteurs qui désirent continuer leur souscription sans 
avoir à se préoccuper des dates d'appari ion des divers Tomes de la Collection 
n'auront qu'à envoyer, lorsqu'ils recevront un Volume, la somme de 20 fr. 
pour leur souscription au Volume suivant, et celui-ci leur sera expédié 
franco dès son apparition. 

Table des Matières du Tome I (1'· Série) . 

Théorie de la propagation des ondes à la surface d'un fluide pesant d'une 
profondeur-indéfinie. Avertissement. — De l'état initial: Des équations qui 
déterminent l'état initial de la masse fluide. Des équations qui déterminent 
l'étal initial de la surface. Intégration des équations obtenues dans les sections 
précédentes. — Sur l'état du fluide à une époque quelconque du mouvement. 
Des équations qui subsistent, à chaque instant du mouvement, pour tous les 
points de la masse fluide. Des équations qui déterminent, a chaque instant du. 
mouvement, l'état de la surface. Intégration des équations obtenues dans les 
sections précédentes. — Lois générales du mouvement des ondes. Du cas ou 
l'on ne considère que deux dimensions dans un fluide. Du cas où. I on considère 
à la fois les trois dimensions du fluide. Notes I à X X . 

Mémoire sur les intégrales définies. Avertissement. Extrait du procès-
verbal de la séance de la classe des Sciences physiques et mathématiques du 
lundi 7 novembre 1814. Introduction. — Des équations qui autorisent le pas­
sage du re'el à l'imaginaire. Exposition générale de la méthode. Première 
application. Deuxième application. Troisième application. Quatrième appli­
cation. De la séparation des exponentielles. — Sur tes difficultés que peut 
offrir l'intégration des équations di'fférentielles. Des intégrales doubles qui 
se présentent sous une forme indéterminée. Sur la différence des valeurs que 
reçoit une intégrale double indéterminée, relatives aux deux variables x et z, 
suivant qu'on y subtitue, dans tous les éléments à la fois, les valeurs de x 
avant celles de z ou les valeurs de z avant celles de x. Sur la conversion de» 
intégrales indéfinies en intégrales définies. Sur la valeur, en termes finis, de 
la quantité représentée par A. Première application, pour faire suite au § II 
de la première Partie de ce Mémoire. Deuxième application pour faire suite 
au § III de la première Partie. Troisième application, pour faire suite au § VI 
de la première Partie. — Développements relatifs à la seconde-Partie du Mé­
moire sur les inlégrales définies. Examen des difficultés que presen e la vérifi­
cation, par les méthodes connues, des formules désignées par (g) dans le Mé­
moire sur les intégrales définies. 

Table des Matières du Tome II (I r a
 Série). 

Mémoires extraits des « Mémoires de l'Académie des Sciences ». 

Mémoire sur l'intégration d'une base particulière d'équations différentielles et 
Mémoire sur l'intégration des équations aux différences partielles, de premier 
ordre, à.un nombre quelconque de variables. •— Sur la résolution analytique 
des équations de tous les degrés par le moyen des intégrales définies. — Mémoire 
sur les développements des fonctions en séries périodiques. — Second Mémoire 
sur l'application du calcul des résidus aux questions de physique mathéma­
tique. — Mémoire sur divers points d'analyse. — Mémoire sur le dévelop-

Îiement de f (Ç) suivant les puissances ascendantes de h, Ç étant une racine de-
'équation z—x—to(j) = 0 . — Extrait du Mémoire sur l'intégration des 

équations aux différences partielles. — Extrait du Mémoire sur quelques séries 
analogues à la série de Lagrange, sur les fonctions symétriques, et sur la for­
mation directe des équations que produit l'élimination des inconnues entre 
des équations algébriques données. — Mémoire sur l'équation qui a pourracines 
les moments d'inertie principaux d'un corps solide, et sur diverses équation» 
du même genre. — Mémoire sur le mouvement d'un système de molécules qui 
s'attirent ou se repoussent à de très petites distances et sur la théorie de la 
lumière. — Démonstration analytique d'une loi découverte par M. Sa^art et 
relative aux relations des corps solides ou1 fluides. — Mémoire sur la torsion 
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et les vibrations tournantes d'une verge rectangulaire. — Mémoire sur la théorie 
de la lumière, première et deuxième partie. — Mémoire sur la polarisation 
rectiligne et la double réfraction. — Mémoire sur la rectification des courbes 
et la quadrature des surfaces courbes. — Mémoire sur les conditions relatives 
aux limites des corps, et en particnlier sur celles qui conduisent aux lois de 
la réflexion et de la réfraction de la lumière. — Mémoire sur les rayons lumi­
neux simples, et sur les rayons évanescenls. — Mémoire sur le calcul intégral. 
— Mémoire sur les systèmes d'équations linéaires différentielles ou aux dérivées 
partielles à coefficients périodiques, et sur les intégrales élémentaires de ces 
mêmes équations. — Mémoire sur les vibrations d'un double système de molé­
cules, et de l'éther contenu dans un corps cristallisé. — Mémoire sur les sys­
tèmes isotropes de points matériels. 

Table des Matières du Tome III ( I " Série ) . 

Mémoire extrait des a Mémoires de l'Académie des Sciences ». 

Mémoire sur la théorie des nombres (14 Notes). 

Table des Matières du Tome IV ( I - Série ) . 

S u r l'intégration des équations différentielles. Lettre à M. le Président de 
l'Académie des Sciences. Lettre à M. Ampère sur la théorie de la lumière. 
Notes sur l'Optique adressées à M. Libri. Lettre à M. Ampère sur l'explication 
de divers phénomènes de la lumière dan« le système des ondes. Deuxième, 
troisième, quatrième et cinquième Lettre à M. Libri sur la théorie de la lu­
mière. Extrait d'une Lettre à M. Conolis. S u r la résolution des équations 
Extrait d'une Lettre sur u n Mémoire publié à Turin, le 16 juin i 8 3 3 , et relatif 
a u x racines des équations simultanées. Première Lettre sur la détermination 
complète de toutes les racines des équations de degré quelconque. Deuxième 
Lettre s u r la résolution des équations de degré quelconque. Note sur un 
théorème relatif aux équations simultanées. Note sur la résolution des équa­
tions de degré quelconque. Méthode générale pour la détermination des 
racines réelles des équations algébriques ou même transcendantes. Détermi­
nation des racines réelles des équations : méthode linéaire. Détermination des 
racines réelles des équations. Mémoire s u r les vibrations de l'éther dans un 
milieu ou dans le système de deux milieux, lorsque la propagation de la lu­
mière s'effectue de la même manière en tous sens autour de tout axe paral­
lèle à une droite donnée. Mémoire sur la propagation du mouvement par 
ondes planes dans un système de molécules qui s'attirent o n se repoussent a 
de très petites distances, Analogie de ces ondes avec celles dont la propaga­
tion donne naissance a u x phénomènes de la polarisation de la lumière et de 
la double réfraction. Formules extraites des deux Mémoires présentés dans la 
séance du 19 novembre. Mémoires sur ra réflexion et la réfraction de la lu­
mière produites par la surface de séparation de deux milieux doués de la re­
fraction simple. Mémoire s u r la réflexion et la réfraction de la lumière. Note 
sur les propositions établies dans le Compte rendu de la séance du n fé­
vrier i83o. Note sur l'égalité des réfractions de deux rayons lumineux qui 
émanent de deux étoiles situées dans deux portions opposées de l'écliptique. 
Méthode générale propre à fournir les équations de condition relatives aux 
limites des corps dans les problèmes de Physique mathématique. Note sur un 
théorème d'ADalyse et sur son application a u x questions de Physique ma­
thématique. Mémoire sur les mouvements infiniment petits des systèmes de 
molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. 
Note s u r la quantité de lumière réfléchie sous les diverses incidences par lef 
surfaces des corps opaques et spécialement des métaux. Note sur la nature des 
ondes lumineuses et généralement de celles qui se propagent dans les système») 
de molécule. Sur l'intensité de la lumière polarisée et réfléchie par des sur­
faces métalliques. Observations de M. G. Cauchy, sur la Lettre de Mac-
Cullagh. Sur les mouvements de deux systèmes de molécules qui se pénètrent 
mutuellement. Mémoire sur les mouvements infiniment petits de deux s v i -
tèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement. Mémoire sur l'intégration 
des équations linéaires. Mémoire sur les mouvements infiniment petits dont 
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les équations présentent une forme indépendante de la direction des trois 
*xes coordonnés, supposés rectangulaires, ou seulement de deux de ces axes. 
Mémoire sur la réflexion et la réfraction d'un mouvement simple transmis 
d'un système de molécule à un autre, chacun de ces deux systèmes étant sup­
posé homogène et tellement constitué que la propagation des mouvements 
infiniment petits s'y effectue en tous sens suivant les mêmes lois. Mémoire 
!"ur l'intégration des équations différentielles des mouvements planétaires. 
Mémoire où l'on montre comment une seule et même théorie peut fournir les 
lois de propagation de la lumière et de la chaleur. Mémoire sur la réduction 
des intégrales générales d'un système d'équations linéaires aux dillérences 
partielles. Présentation à l'Académie des quatre premières livraisons des 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. Rapport sur un Mé­
moire de M . Lamé, relatif au dernier théorème de Fermât. Sur la théorie des 
nombres, et, en particulier, sur les formes quadratiques des nombres pre­
miers. Sur la théorie des nombres, et, en particulier, sur les formes quadra­
tiques des puissances d'un nombre premier ou du quadruple de ces puis­
sances. Présentation à l'Académie de divers Mémoires et Notes manuscrites. 
Mémoire sur la constitution des molécules intégrantes et sur les mouvements 
atomiques des corps cristallisés. Mémoire sur la convergence des séries. A p ­
plication du théorème fondamental aux développements des fonctions impli­
cites. Mémoire sur les pressions et tensions dans un double système de molé­
cules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelles. 

Table des Matières du Tome V ( I " Série). 
Analyse mathématique. Mémoire sur l'évaluation et la réduction de la fonc­

tion principale dans les intégrales d'un système d'équations linéaires. — Phy­
sique mathématique. Mémoire sur la polarisation des rayons réfléchis ou ré­
fractés par la surface de séparation de deux corps isophanes et transparents. 
— Physique mathématique. Notes sur les milieux dans lesquels un rayon 
simple peut être complètement polarisé par réflexion. — Physique mathéma­
tique. Mémoire sur la polarisation incomplète produite, à la surface de sépa­
ration de certains milieux, par la réflexion d'un rayon simple. — Physique 
mathématique. Sur la réflexion des rayons lumineux produite par la seconde 
surface d'un corps isophane et transparent. — Théorie des nombres. Théorèmes 
relatifs aux formes quadratiques des nombres premiers et de leurs puissances. 
— Théorie des nombres. Observations nouvelles sur les formes quadratiques 
des nombres premiers et de leurs puissances. — Analyse mathématique. Sur 
les fonctions alternées et sur diverses formules d'Analyse. — Théorie des nom­
bres. Suite des observations sur les formes quadratiques de certaines puissances 
des nombres premiers. Théorèmes relatifs aux exposants de ces puissances. — 
Théorie des nombres. Discussion des formes quadratiques sous lesquelles se 
présentent certaines puissances des nombres premiers. Réductions des expo­
sants de ces puissances. — Physique mathématique. Considérations nouvelles 
sur les conditions relatives aux limites des corps. Méthode élémentaire propre 
à conduire aux lois générales de la réflexion et de la réfraction des mouve­
ments simples qui rencontrent la surface de séparation de deux systèmes de 
molécules. — Physique mathématique. Considérations nouvelles relatives à la 
réflexion et à la réfraction des mouvements simples. — Théorie des nombres. 
Théorèmes divers sur les résidus et les non-résidus quadratiques. — Théorie 
des nombres. Méthode simple et nouvelle pour la détermination complète des 
jommes alternées, formées avec les racines primitives des équations binômes. 
— Théorie des nombres. Sur la sommation de certaines puissances d'une ra-
eme primitive d'une équation binôme, et, en particulier, des puissances qui 
offrent pour exposants les résidus cubiques inférieurs au module donné. — 
Analyse mathématique. Considérations nouvelles sur la théorie des suites et 
sur les lois de leur convergence. — Théorie des nombres. Sur quelques séries 
dignes de remarque,qui se présentent dans la théorie des nombres.— Physique 
mathématique. Rapport sur un Mémoire présenté à l'Académie par M . Duha­
mel, et relatif a l'action de l'archet sur les cordes. — Physique mathématique 
Mémoire sur les deux espèces d'ondes planes qui peuvent se propager dans un 
système isotrope de points matériels. — Analyse mathématique. Règles sur la 
esRvergence des séries qui représentent les intégrales d'un système d'équations 
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différentielles. Application à la Mécanique céleste. — Analyse mathématique. 
Sur l'intégration des systèmes d'équations différentielles. — Analyse mathé­
matique. Sur l'intégration des équations différentielles ou aux dillérences par­
tielles. — Mécanique céleste. Méthodes générales pour la détermination de§ 
mouvements des planètes et de leurs satellites. — Mécanique céleste. Sur l«t 
fonctions alternées qui se présentent dans la théorie des mouvements plané­
taires. — Mécanique céleste. Méthode simple et générale pour la détermina­
tion numérique des coefficients que renferme le développement de la fonctioc 
perturbatrice. — Mécanique celeste. Note sur le développement de la fonctiop 
perturbatrice. — Mécanique céleste. Sur le mouvement de notre système pla­
nétaire. — Mécanique céleste. Mémoire sur la variation des éléments ellip­
tiques dans le mouvement des planètes. — Analyse mathématique. Mémoire 
sur la convergence et la transformation des série9>—Analyse mathématique. 
Applications diverses des théorèmes relatifs à la convergence et à la trans­
formation des séries. — Analyse mathématique. Sur la convergence des série» 
qui représentent les intégrales générales d un système d'équations différen­
tielles. — Analyse mathématique. Sur les fonctions interpolaires. — Méca­
nique appliquée. Rapport sur le nouveau système de navigation à vapeur d* 
M. le marquis Achille de Jouffroy. — Calcul numérique. Sur les moyens d'éviter 
les erreurs dans les calculs numériques. — Calcul numérique. Sur les moyeit 
de vérifier ou de simplifier diverses opérations de l'Arithmétique décimale. — 
Analyse mathématique. Sur la résolution numérique des équations algébriquct 
et transcendantes.—Analyse mathématique. Mémoires sur divers points d'Ana­
lyse. — Mathématiques. Rapport sur les procédés de calcul imaginés et m u 
en pratique par un jeune pâtre de la Touraine. — Physique mathématique. 
Rapports sur deux Mémoires présentés à l'Académie des Sciences par M. JOu-
hamel, et relatifs aux vibrations des cordes que l'on a chargées de curseurs. — 
Mécanique appliquée. Rapport sur une machine destinée à la résolution nu­
mérique des équations, et présentée à l'Académie par M. Léon Lalanne, ingénieur 
des Ponts et Chaussées. —Table des matières du Tome cinquième de la première 
Série. 

Table dei Matières du Tome VI ( I " Série) . 

Calcul intégral. Sur les intégrales multiples. — Mécanique céleste. Mé­
thodes propres à simplifier le calcul d e 3 inégalités périodiques et séculaire* 
des mouvements des planètes. — Mécanique céleste. Sur les variations sécu­
laires des éléments elliptiques, dans le mouvement des planètes. Rapport sur 
une Note de M. Paulet (de Genève), relative à un théorème dont le théorème de 
Fermât ne serait qu'un cas particulier. — Arithmétique. Rapport sur une mé­
thode abrégée de multiplication, présentée à l'Académie par M. Thoyer. — 
Arithmétique. Addition au Rapport sur une méthode de calcul, présentée à l'Aca­
démie par M. Thoyer, employé i la Banque de France. — Analyse mathé­
matique. Mémoire sur diverses formules d'Analyse. — Analyse algébrique. 
Sur le développement d'une fonction entière du sinus et du cosinus d'un arc 
en série ordonnée suivant les sinus et les cosinus des multiples de cet are. 
Sur l'élimination d'une variable entre deux équations algébriques. — Analyst 
mathématique. Note sur la formation des fonctions alternées qui servent I 
résoudre le problème de l'élimination. — Analyse mathématique. Mémoire 
sur diverses formules relatives à l'Algèbre et à la théorie des nombres. — 
Analyse mathématique. Mémoire sur diverses formules relatives à l'Algèbre 
et à la théorie des nombres. — Analyse mathématique. Rapport sur un Mé­
moire de M. Broch, relatif à une certaine classe d'intégrales. — Analyse ma­
thématique. Mémoire sur des formules générales qui se déduisent du calcul 
des résidus et qui paraissent devoir concourir notablement «ux progrès de 
l'Analyse infinitésimale. — Analyse mathématique. Sur la détermination e 
la réduction des intégrales dont les dérivées renferment une ou plusieurs fonc­
tions implicites d'une même variable. — Analyse mathématique. Mémoir 
sur la nature et les propriétés des racines d'une équation qui renferme un pa­
ramètre variable. — Analyse mathématique. Sur la détermination et la 
transformation d'un grand nombre d'intégrales définies nouvelles. — Analyse 
mathématique. Mémoire sur l'intégration des systèmes d'équations aux diffé­
rentielles partielles, et sur les phénomènes dont cette intégration fait coa-
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naître les lois dans les questions de Physique mathématique. — Calcul inté­
gral. — Mémoire sur l'emploi de la transformation des coordonnée- p r la 
détermination et la réduction des intégrales définies multiples.— Calcul inté­
gral. Mémoire sur diverses transformations remarquables de ld n ion 
principale qui vérifie une équation caractéristique homogène aux d fie ences 
partielles. — Calcul intégral. Mémoire sur l'intégration des systèmes d e ua-
lion» linéaires aux différences partielles. — Calcul intégral. Mémoire sur la 
réduction de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique ho­
mogène. — Calcul intégral. Méthode abrégée pour l'intégration des systèmes 
d'équations linéaires i coefficients constants. — Calcul intégral Note sur la 
transformation des sommes d'intégrales. — Physique mathématique Mémoire 
sur la surface caractéristique correspondante à un système d'équations linéaires 
aux dérivées partielles, et sur la surface des ondes.— Physique mathématique. 
Mémoire sur l'emploi des fonctions principales, représentées par des inté­
grales définies doubles, dans la recherche de la forme des ondes sonores, lu­
mineuses, etc. — Calcul des résidus. Rapport sur un Mémoire de M. Oltra 
mare, relatif au calcul des résidus. — Mécanique céleste. Méthode nouvelle 
pour le calcul des inégalités des mouvements planétaires, et en particulier des 
inégalités à longues périodes. — Physique mathématique. Note sur la 
surface des ondes lumineuses dans les cristaux à deux axes optiques. — 
Calcul intégral. Note sur l'intégrale définie double qui sert i l'intégration 
d'une équation caractéristique homogène. — Calcul intégral. Sur la réduc­
tion nouvelle de la fonction principale qui vérifie une équation caracté­
ristique homogène, et sur les conséquences qu'entraîne cette réduction. — Cal­
cul intégral. Sur la réduction nouvelle de la fonction principale qui vérifie 
une fonction caractéristique homogène, et sur les conséquencesqu'entralne cette 
réduction. — Calcul intégral. Sur la réduction nouvelle de la fonction prin­
cipale qui vérifie une équation caractéristique homogène. — Calcul intégral. 
Mémoire sur l'intégration des équations homogènes en termes finis. — Méca­
nique céleste. Note sur une transcendante que renferme le développement de 
la fonction perturbatrice relative au système planétaire. — Analyse mathé­
matique. Sur le développement du reste qui complète la série de Taylor, en 
une série nouvelle. — Mécanique céleste. Note sur la substitution des ano­
malies excentriques aux anomalies moyennes, dans le développement de la fonc­
tion perturbatrice. — Analyse mathématique. Note sur le développement des 
fonctions en séries. — Calcul intégral. Note sur les fonctions alternées et 
sur les sommes alternées. Observations relatives a une Note présentée par 
M. Blanchet. — Analyse mathématique. Note sur divers théorèmes relatifs 
a la rectification des courbes et a la quadrature des surfaces. — Calcul inté­
gral. Note sur quelques théorèmes de Calcul intégral. — Calcul intégral. 
Note sur la réduction de la fonction principale qui vérifie une équation carac­
téristique homogène. — Calcul intégral. Addition à la Note insérée dans le 
compte rendu de la précédente séance. — Calcul intégral. Note sur diverses 
transformations de la fonction principalequi vérifie une équation caractéristique 
homogène. — Calcul intégral. Addition aux Notes insérées dans les Comptes 
rendus des séances précédentes. — Physique mathématique. Rapport sur 
deux Mémoires de M. Blanchet, relatifs à la propagation du mouvement dans 
les milieux élastiques cristallisés et en particulier de la délimitation de« ondes. 
Notes ajoutées au Rapport qui précède. — Analyse mathématique. Rapport 
nu* une Note de M. Passot relative à la détermination de la variable indépen­
dante dans l'analyse des courbes. — Calcul intégral. Note sur l'intégration 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre. — Calcul intégral. 
Sur une intégrale remarquable d'une équation aux dérivées partielles du pre­
mier ordre. — Calcul intégral. Addition aux deux Notes sur l'intégration 
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Calcul intégral. 
Mémoire sur l'intégration des équations simultanées aux dérivées partielles. 
— Calcul intégral. Remarques diverses sur l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. — Calcul intégral. Mémoire sur les 
équations linéaires simultanées aux dérivées partielles du premier ordre. — 
Calcul intégral. Mémoire sur un théorème fondamental, dans le Calcul in­
tégral. —· Analyse mathématique. Note sur certaines solutions complètes 
d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 
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Table des Matières du Tome VII (I" Série). 

Calcul intégral. Mémoire sur l'emploi du nouveau calcul, appelé calcul des 
limites, dans l'intégration d'un système d'équations différentielles. — Calcul 
intégral. Mémoire sur l'emploi du calcul des limites dans l'intégration des 
équations aux dérivées partielles. — Calcul intégral. Mémoire sur l'applica­
tion du calcul des limites à l'intégration d'un système d'équations aux dérivées 
partielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales des systèmes d'équa­
tions différentielles ou aux dérivées partielles, et sur les développements do 
ces intégrales en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un 
paramètre que renferment les équations proposées. — Calcul integral. M é ­
moire sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles d'ordre quelconque, 
et sur leur réduction à des systèmes d'équations linéaires du premier ordre. 

— Calcul des limites. Note sur divers théorèmes relatifs au calcul des limites. 
— Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales des systèmes d'équations diffe 
rentielles et aux dérivées partielles, et sur le développement de ces integrales 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un paramètre que 
renferment les équations proposées. — Astronomie. Mémoire sur les variations 
des éléments du mouvement elliptique des planètes. — Calcul des limites. 
Mémoire sur le calcul des limites appliqué de diverses manières à l'intégration 
des systèmes d'équations différentielles. — Calcul intégral. Note sur une loi 
de réciprocité qui existe entre deux systèmes de valeurs de variables assujetties 
à vérifier des équations différentielles du premier ordre, et sur un théorème 
relatif à ces mêmes équations. — Mécanique céleste. Théorie nouvelle des 
mouvements planétaires, ou application du calcul des résidus à l'Astronomie. 

— Astronomie. Sur le nouveau développement de la fonction perturbatrice et 
sur diverses formules qui rendent plus facile l'application du calcul d s résidus 
à l'Astronomie. — Astronomie. Détermination rigoureuse des termes séculaires 
dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice. — Analyse. Note 
sur une formule qui sert à développer, suivant les puissances entières d'un 
accroissement attribué au cosinus d'un arc, les accroissements correspondants 
que prennent les cosinus des multiples de cet arc. — Astronomie. Décompo­
sition de la fonction perturbatrice en produits de facteurs dont chacun se 
rapporte à une seule planète. — Théorie de la lumière. Note sur le calcul des 
phénomènes que présente la lumière réfléchie ou réfractée par la surface d'un 
corps transparent ou opaque. — Physique mathématique. Méthode abrégée 
pour la recherche des lois suivant lesquelles la lumière se trouve réfléchie ou 
réfractée par la surface d'un corps transparent ou opaque. — Physique ma­
thématique. Note sur la diffraction de la lumière. — Physique mathématique. 
Addition à la Note sur la diffraction de la lumière. — Théorie de la lumière. 
Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction. — Théorie delà 
lumière. Second Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction. 

— Théorie de la lumière. Mémoires sur les rayons diffractés qui peuvent être 
transmis ou réfléchis par la surface de séparation de deux milieux isophanes. 
— Physique mathématique. Mémoire sur de nonveaux phénomènes, indiqués 
par le calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et, en particulier, 
sur la diffraction du son. — Physique mathématique. Note sur les principales 
différences qui existent entre les ondes lumineuses et les ondes sonores. — 
Physique mathématique. Mémoires sur l'application de l'Analyse mathéma­
tique a la recherche des lois générales des phénomènes observés par les phy­
siciens, et, en particulier, sur les lois de la polarisation circulaire. — Analyse 
mathématique. Rapport sur une Note de M. Passât relative aux forces cen­
trales. — Physique mathématique. Théorie de la lumière. Note relative à un 
article extrait du Journal des Savants (novembre I84»), et présenté par 
M. Biot à l'Académie dans la dernière séance. — Théorie de la lumière. Mé­
moire sur les lois de la dispersion plane et de la dispersion circulaire dans les 
milieux isophanes. — Géométrie analytique. Mémoire sur les dilatations, les 
condensations et les rotations produites par un changement de forme dans on 
système de points matériels. Physique mathématique. Note sur les pressions 
supportées, dans un corps solide ou fluide, par deux portions de surface tres 
voisines, l'une extérieure, l'autre intérieure à ce même corps. — Physique 
mathématique. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures, mesurée» 
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dans un ou plusieurs systèmes de points matériels que sollicitent des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelle. — Analyse mathématique. Sur l'emploi 
des coordonnées curvilignes dans l'évaluation des surfaces, des volumes, des 
masses, etc.— Calcul intégral. Mémoire sur la théorie des intégrales définies 
singulières appliquée généralement à la détermination des intégrales définies, 
et, en particulier, à l'évaluation des intégrales eulériennes. — Calcul intégral. 
Recherches sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles. 
— Physique mathématique. Note relative à l'équilibre des températures dans 
un cylindre de forme quelconque. — Calcul intégral. Remarques sur les 
intégrales des équations aux dérivées partielles, et sur l'emploi de ces inté­
grales dans les questions de Physique mathématique. — Géométrie analytique. 
Rapport sur un Mémoire de M. Amyot relatif aux surfaces du second ordre. 
— Géométrie analytique. Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de 
M. Amyot. — Géométrie analytique. Suite des Notes annexées au Rapport 
sur le Mémoire de M. Amyot. — Analyse mathématique. Mémoire sur la 
synthèse algébrique. — Analyse mathématique. Mémoire sur la synthèse 
algébrique {suite). — Analyse mathématique. Mémoire sur la synthèse algé­
brique {suite). — Physique mathématique. Mémoire sur les pressions ou 
tensions intérieures mesurées dans un double système de points matériels que 
sollicitent des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. — Physique ma­
thématique. Addition au Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures, 
mesurées dans un double système de points matériels. — Analyse mathéma­
tique. Remarques à l'occasion d'un Mémoire de M. Binet. 

Tabla des Matières du Tome VIII (I" Série) . 

Analyse mathématique. Note sur le développement des fonctions en séries 
ordonnées suivant les puissances entières positives et négatives des variables. 
Rapport sur le concours de i8/¡a, relatif au grand prix de Mathématiques. — 
Calcul différentiel. Mémoire sur l'Analyse infinitésimale. —Analyse mathé­
matique. Note. — Analyse mathématique. Sur un emploi légitime des séries 
divergentes. — Calcul intégral. Recherches sur les intégrales eulériennes. — 
Analyse transcendante. Note sur des théorèmes nouveaux et de nouvelles 
formules qui se déduisent de quelques équations symboliques. — Calcul inté­
gral. Mémoire sur l'emploi des équations symboliques dans le Calcul infini­
tésimal et dans le calcul aux différences finies. — Géométrie. Rapport sur un 
Mémoire de M. Léon Lalanne, qui a pour objet la substitution de plans topo­
graphiques & des Tables numériques à double entrée. — Analyse mathéma­
tique. Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées entre elles 
par une équation linéaire, et sur diverses transformations de produits com­
posés d'un nombre indéfini de facteurs. — Analyse mathématique. Second 
Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées entre elles par une 
équation linéaire. — Calcul des résidus. Mémoire sur l'application du calcul 
des résidus au développement des produits composés d'un nombre infini de 
facteurs. — Analyse mathématique. Mémoire sur une certaine classe de 
fonctions transcendantes liées entre elles par un système de formules qui 
fournissent, comme cas particuliers, les développements des fonctions ellip­
tiques en séries. — Analyse mathématique. Mémoire sur les factorielle» 
géométriques. — Analyse mathématique. Mémoire sur les rapports entre les 
factorielles réciproques dont les bases varient proportionnellement, et sur la 
•ransformation des logarithmes de ces rapports en intégrales définies. — Calcul 
intégral. Sur la réduction des rapports de factorielles réciproques aux fonctions 
elliptiques. — Analyse mathématique. Mémoire sur les fractions rationnelles 
que l'on peut extraire d'une fonction transcendante, et spécialement du rapport 
entre deux produits de factorielles réciproques. — Analyse mathématique. 
Rapport sur un Mémoire de M. Laurent, qui a pour titre : « Extension du 
théorème de M. Cauchy relatif à la convergence du développement d'une fonc­
tion suivant les puissances ascendantes de la variable a: ». — Analyse mathé­
matique. Note sur le développement des fonctions en séries convergentes 
ordonnées suivant les puissances entières des variables. — Astronomie. Mé­
moire sur l'application du calcul des limites à l'Astronomie. — Analyse ma­
thématique. Mémoire sur les formules qui servent a décomposer en fractions 
rationnelles le rapport entre deux produits de factorielles réciproques. — Calcul 
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intégral. Mémoire sur la théorie analytique des maxima maximorum et de» 
minima minimorum. Application de cette théorie au calcul des limites et a 
l'Astronomie. — Analyse mathématique. Mémoire sur les modules des séries. 
— Mécanique. Rapport sur divers Mémoires de M. de Saint-Venant relatifs 
à la Mécanique rationnel/ ; et à la Mécanique appliquée. — Sciences physiques 
et mathématiques. Rappjrt sur les méthodes qui ont servi au développement 
des facultés intellectuelles d'un jeune sourd-muet, et sur les moyens par les­
quels il est parvenu, non seulement à un degré d'instruction élevé, mais encore 
à une connaissance très étendue des Sciences physiques et mathématiques. — 
Analyse mathématique. Sur la convergence d'une série. — Théorie des 
nombres. Rapport sur divers Mémoires de M. Houry, géomètre en chef du 
cadastre, etc. — Analyse mathématique. Mémoire sur les fonctions continues. 

— Analyse mathématique. Rapport sur une Note de M. Cellérier, relative * 
la théorie des imaginaires. — Calcul intégral. Mémoire sur les valeurs 
moyennes des fonctions. — Astronomie. Nouveau Mémoire sur le calcul des 
inégalités des mouvements planétaires. — Analyse mat/iématique. Mémoire 
sur l'équilibre et le mouvement d'un système de molécules dont les dimension} 
ne sont pas supposées nulles. — Analyse mathématique. Addition au Mémoire 
sur la synthèse algébrique. — Statistique. — Physique mathématique. Rap­
port sur un Mémoire de M. Laurent, relatif au calcul des variations. — 
Physique mathématique. Observations à l'occasion d'une Note de M. Laurent. 
— Physique mathématique. Mémoire sur la théorie de la polarisation chro­
matique. — Calcul intégral. Mémoire sur la substitution des fonctions non 
périodiques aux fonctions périodiques dans les intégrales définies. — Analyse 
mathématique. Sur la méthode logarithmique appliquée au développement 
des fonctions en séries. — Calcul intégral. Note sur les intégrales eulériennes. 
— Analyse mathématique. Mémoire sur divers théorèmes relatifs à la con­
vergence des séries. — Analyse mathématique. Note sur l'application de la 
méthode logarithmique à la détermination des inégalités périodiques des 
mouvements planétaires. — Analyse mathématique. Note sur diverses pro­
priétés remarquables du développement d'une fonction en série ordonnée sui­
vant les puissances entières d'une même variable. — Astronomie. Mémoire 
sur l'application de la méthode logarithmique à la détermination des inégalité! 
périodiques que présentent les mouvements des corps célestes. — Analyse 
mathématique. Note sur l'application de la méthode logarithmique au déve­
loppement des fonctions en séries, et sur les avantages que présente, dans cette 
application, la détermination numérique des coefficients effectuée à l'aide d'ap­
proximations successives. — Analyse mathématique. Note sur les propriétés 
de certaines factorielles e'« sur la décomposition des fonctions en facteurs. — 
Analyse mathématique. Sur un nouveau genre de développement des fonc­
tions, qui permettra d'abréger notablement les calculs astronomiques.—Ana­
lyse mathématique. Mémoire sur quelques formules relatives aux différences 
finies. — Analyse mathématique. Mémoire sur plusieurs nouvelles formules 
qui sont relatives au développement des fonctions eu séries. — Analyse ma­
thématique. Note sur l'application des nouvelles formules à l'Astronomie. — 
Analyse mathématique. Mémoire sur une extension remarquable que l'on 
peut donner aux nouvelles formules établies dans les séances précédentes. — 
Analyse mathématique. Mémoire sur quelques propositions fondamentales 
du calcul des résidus et sur la théorie des intégrales singulières. -— Analyse 
mathématique. Sur les séries multiples et sur les séries modulaires. — Analysa 
mathématique. Mémoire sur les fonctions complémentaires. — Analyse ma-
tliématique. Sur la convergence des séries multiples. — Analyse mathéma­
tique. Mémoire sur les fonctions qui se reproduisent par substitution. — 
Analyse mathématique. Mémoire sur les progressions des divers ordres. — 
Arithmétique. Rapport sur un Mémoire de M. Guy, capitaine d'artillerie et 
ancien élève de l'Ecole Polytechnique. — Analyse mathématique. Note sut 
diverses conséquences du théorème relatif aux valeurs moyennes des fonctions. 

— Analyse mathématique. Mémoire sur la convergence de la série partielle 
qui a pour termes les divers coefficients d'une même puissance d'une seule 
variable dans une série multiple. — Analyse mathématique. Mémoire sur 
diverses conséquences remarquables des principes établis dans les séances pré­
cédentes. 
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Table des Matières du Tome IX (I" Série). 
Analyse mathématique. Mémoire sur l'emploi des variables complémen­

taires dans le développement des fonctions en séries. — Analyse mathéma­
tique. Mémoire sur des formules rigoureuses et dignes de remarque, auxquelles 
en se trouve conduit par la considération de séries multiples et divergentes.— 
Analyse mathématique. Mémoire sur diverses propriétés remarquables et très 
générales des fonctions continues.— Analyse mathématique. Mémoire sur les 
séries syntagmatiques et sur celles qu'on obtient quand on développe des fonc­
tions d'une seule variable suivant les puissances entières de son argument. — 
Analyse mathématique. Mémoire sur les approximations des fonctions de très 
grands nombres. Analyse mathématique. Note sur les modules principaux 
des fonctions. — Analyse mathématique. Mémoire sur les approximations des 
fonctions de très grands nombres. — Analyse mathématique. Mémoire sur 
les approximations des fonctions de très grands nombres. — Astronomie. Rap­
port sur un Mémoire de M. Le Verrier, qui a pour objet la détermination d'une 
grande inégalité du moyen mouvement de la planète Pallas. — Astronomie. 
Notes jointes au Rapport qui précède, et rédigées par le Rapporteur.— Astro­
nomie. Suite des Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de M. Le Verrier, 
et relatives à la détermination des inégalités périodiques des mouvements plané­
taires. — Calcul intégral. Mémoire sur la détermination approximative des 
fonctions représentées par des intégrales. — Astronomie. Note sur l'applica­
tion des nouvelles formules à l'Astronomie. — Astronomie. Mémoire sur les 
séries nouvelles que l'on obtient, quand on applique les méthodes exposées dans 
les précédentes séances au développement de la fonction perturbatrice et à la 
détermination des inégalités périodiques des mouvements planétaires. — Astro­
nomie. Mémoire sur des formules et des théorèmes remarquables, qui per­
mettent de calculer très facilement les perturbations planétaires dont l'ordre 
est très élevé. — Rapport sur la singulière aptitude d'un enfant de six ans et 
demi pour le calcul. — Mécanique. Notes relatives à la mécanique rationnelle. 
— Mécanique. Observations sur la pression que supporte un élément de sur­
face plane dans un corps solide ou fluide. — Mémoire sur les secours que les 
sciences de calcul peuvent fournir aux sciences physiques ou même aux sciences 
morales, et sur l'accord des théories mathématiques et physiques avec la véri­
table philosophie.— Géométrie. Mémoire sur de nouveaux théorèmes de Géo­
métrie et, en particulier, sur le module de rotation d'un système de lignes 
droites menées par les divers points d'une directrice donnée. — Géométrie 
analytique. Sur divers théorèmes de Géométrie analytique. — Analyse mathé­
matique. Mémoire sur divers théorèmes d'Analyse et de Calcul intégral. — 
Géométrie. Rapport sur un Mémoire de M. Ossian Bonnet, concernant quelques 
propriétés générales des surfaces et des lignes tracées sur les surfaces. — Ana­
lyse mathématique. Sur le nombre des valeurs égales ou inégales que peut 
acquérir une fonction de n variables indépendantes, quand on permute ces 
variables entre elles d'une manière quelconque. — Analyse mathématique. 
Sur le nombre des valeurs égales ou distinctes que peut acquérir une fonction 
de n variables, quand on permute ces variables entre elles d'une manière quel­
conque (suite). — Analyse mathématique. Sur le nombre des valeurs égales 
ou distinctes que peut acquérir une fonction de n variables, quand on permute 
ces variables entre elles d'une manière quelconque. — Analyse mathématique. 
Sur le nombre des valeurs égales ou inégales que peut acquérir une fonction 
de n variables indépendantes, quand on permute ces variables entre elles d'une 
manière quelconque. — Analyse mathématique. Mémoire sur diverses pro­
priétés remarquables des substitutions régulières ou irrégulières, et des sys­
tèmes de substitutions conjuguées. — Analyse mathématique. Rapport sur 
un Mémoire présenté à l'Académie par M. Bertrand, et relatif au nombre des 
valeurs que peut prendre une fonction, quand on y permute les lettres qu'elle 
renferme. — Analyse mathématique. Mémoire sur les premiers termes de la 
série des quantités qui sont propres à représenter le nombre des valeurs dis­
tinctes d'une fonction de n variables indépendantes. — Analyse mathéma­
tique. Mémoire sur la résolution des équations linéaires symboliques, et sur 
les conséquences remarquables que cette résolution entraîne après elle dans 
la théorie des permutations. — Analyse mathématique. Mémoire sur les 
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substitutions permutables entre elles. — Analyse mathématique. Note sur la 
réduction des fonctions transitives aux fonctions intransitives, et sur quelque! 
propriétés remarquables des substitutions qui n'altèrent pas la valeur d'une 
fonction transitive. — Analyse mathématique. Note sur les substitutions qui 
n'altèrent pas la valeur d'une fonction, et sur la forme régulière que prennent 
toujours celles d'entre elles qui renferment un moindre nombre de variables. 
— Analyse mathématique. Mémoire sur diverses propriétés des systèmes de 
substitutions, et particulièrement de ceux qui sont permutables entre eux. — 
Analyse mathématique. Note sur les fonctions caractéristiques des substitu 
tions. — Analyse mathématique. Mémoire sur le nombre et la forme des 
substitutions qui n'altèrent pas la valeur d'une fonction de plusieurs variable» 
indépendantes. Analyse mathématique. —Applications diverses des propriété» 
établies dans les précédents Mémoires. — Analyse mathématique. Mémoire 
sur les fonctions de cinq ou six variables, et spécialement sur celles qui sont 
doublement transitives. 

Table des Matières du Tome X ( 1· Série). 

Analyse mathématique. Mémoire sur les fonctions de cinq ou six variables 
et spécialement sur celles qui sont doublement transitives. — Analyse mathé­
matique. Mémoire sur un nouveau calcul qui permet de simplifier et d'étendre 
la théorie des permutations. — Analyse mathématique. Applications diverses 
du nouveau calcul dont les principes ont été établis dans la séance précédente. 
— Analyse mathématique. Recherches sur un système d'équations simulta­
nées, dont les unes se déduisent des autres à l'aide d'une ou de plusieurs sub­
stitutions. — Analyse mathématique. Note sur diverses propriétés de certaines 
fonctions algébriques. — Analyse mathématique. Sur la resolution directe 
d'un système d'équations simultanées, dont les unes se déduisent des autres à 
l'aide d'une ou de plusieurs substitutions. — Analyse mathématique. Sur la 
résolution des équations symboliques non linéaires. — Analyse mathéma­
tique. Note sur un théorème fondamental relatif à deux systèmes de substi­
tutions conjuguées. — Notes. — Géométrie analytique. Mémoire sur les 
avantages que présente, dans la Géométrie analytique, l'emploi de facteurs 
propres à indiquer le sens dans lequel s'effectuent certains mouvements de 
rotation, et sur les résultantes construites avec les cosinus des angles que 
deux systèmes d'axes forment entre eux. — Calcul intégral. Sur les intégrales 
qui s'étendent à tous les points d'une courbe fermée. — Analyse mathéma­
tique. Mémoire sur les fonctions de variables imaginaires.— Calcul intégrai. 
Mémoire sur l'application du calcul des résidus à la recherche des propriétés 
générales des intégrales dont les dérivées renferment des racines d'équations 
algébriques. — Calcul intégral. Mémoire sur le changement de variables dan* 
les transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur l'intégration 
de certains systèmes d'équations différentielles. — Calcul intégral. Mémoire 
Sur la détermination complète des variables propres à vérifier un système 
d'équations différentielles. — Analyse mathématique. Rapport sur un Mé­
moire qui a été présenté à l'Académie par M FÉLIX CHIO, et qui a pour titre : 
Recherches sur la série de Lagrange. — Note de M. CAUCHY, Rapporteur : 
Sur les caractères à l'aide desquels on peut distinguer, entre les diverses 
racines d'une équation algébrique ou transcendante, celle qui se développe 
en série convergente par le théorème de Lagrange. — Théorie des nombres. 
Rapport sur une Note de M. d'Adhémar. — Calcul intégral. Mémoire sur 
la détermination complète des variables propres à vérifier un système d'équa­
tions différentielles. —» Calcul integral. Mémoire sur les integrales dans 

lesquelles la fonction sous le signe j" change brusquement de valeur. — Note. 

— Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction 

sous le signe / change brusquement de valeur. — Calcul intégral. Mémoire 

sur les intégrales imaginaires des équations différentielles, et sur les gr<inds 
avantages que l'on peut retirer de la considération de ces integrales, soit y >ur 
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établir ries formules nouvelles, soit pour éclaircir des difficultés qui n'avaient 
pas été jusqu'ici complètement résolues. — Calcul intégral. Note sur l'inté­
gration d'un système d'équations différentielles et sur l'inversion de leurs 
intégrales. — Calcul intégral. Considérations nouvelles sur les intégrales 
définies qui s'étendent à tous les points d'une courbe fermée, et sur celles qui 
sont prises entre des limites imaginaires. — Calcul intégral. Mémoire sur la 
continuité des fonctions qui représentent les intégrales réelles ou imaginaires 
d'un système d'équations différentielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les 
diverses espèces d'intégrales d'un système d'équations différentielles. — Ana­
lyse mathématique. — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions. — 
Calcul intégral. Sur les rapports et les différences qui existent entre les 
intégrales rectilignes d'un système d'équations différentielles et les intégrales 
complètes de ces mêmes équations. — Astronomie. Méthodes nouvelles pour 
. a détermination des orbites des corps célestes, et, en particulier, des comètes. 
— Mécanique appliquée. Rapport sur le système proposé par M. de Jouffroy, 
jour les chemins de fer. — Astronomie. Mémoire sur l'application de la nou­
velle formule d'interpolation à la détermination des orbites que décrivent les 
torps célestes, et sur l'introduction directe des longitudes et des latitudes 
©bservées dans les formules astronomiques. — Astronomie. Note sur les f o r ­
mules relatives à la détermination des orbites que décrivent les corps célestes. 
— Analyse mathématique. Note sur quelques propriétés des facteurs com­
plexes. — Physique mathématique. Mémoire sur les mouvements des sys­
tèmes de molécules. — Théorie des nombres. Mémoire sur les racines des 
équations algébriques à coefficients entiers, et sur les polynômes radicaux. — 
Physique mathématique. Mémoire sur le mouvement d'un système de 
molécules dont chacune est considérée comme formée par la réunion de plu­
sieurs atomes ou points matériels. — Théorie des nombres. Mémoire sur de 
nouvelles formules relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le 
dernier théorème de Fermât. — Analyse mathématique. Mémoire sur les 
máxima et mínima conditionnels. — Analyse mathématique. Mémoire sur 
les lieux analytiques. — Théorie des nombres. Sur la décomposition d'un 
polynôme radical à coefficients réels en deux parties, dont la première est un 
polynôme radical & coefficients entiers, et dont la seconde offre un module 
plus petit que l'unité. — Théorie des nombres. Mémoire sur diverses propo­
sitions relatives à la théorie des nombres. — Théorie des nombres. Sur la 
décomposition d'un nombre entier en facteurs radicaux. — Théorie des nom­
bres. Mémoire sur les facteurs modulaires des fonctions entières d'une ou de 
plusieurs variables. — Analyse algébrique. Mémoire sur une nouvelle théorie 
des imaginaires, et sur les racines symboliques des équations et des équiva­
lences. — Théorie des nombres. Mémoire sur les racines primitives des équi­
valences binômes correspondantes à des modules quelconques, premiers ou 
Bon premiers, et sur les grands avantages que présente la considération de 
ees racines, dans les questions de nombres, surtout en fournissant le moyen 
d'établir la théorie nouvelle des indices modulaires des polynômes radicaux. 
— Théories des nombres. Mémoire sur les racines des équivalences corres­
pondantes à des modules quelconques premiers ou non premiers, et sur les 
avantages que présente l'emploi de ces racines dans la théorie des nombres. 
— Théorie des nombres. Mémoire sur la décomposition des nombres entiers 
«n facteurs radicaux. — Théorie des nombres. Mémoire sur les indices modu­
laires des polynômes radicaux que fournissent les puissances et produits des 
racines de la résolvante d'une équation binôme. — Analyse mathématique. 
Mémoire sur l'application de la nouvelle théorie des imaginaires aux diverses 
branches des Sciences mathématiques. — Théorie des nombres. Mémoire sur 
diverses propositions relatives à la théorie des nombres. — Théorie des nom-
ires. Mémoire sur l'emploi des racines de l'unité pour la résolution des divers 
svstèmes d'équations linéaires. — Physique mathématique. Note sur la pola­
risation chromatique. — Astronomie. Mémoire sur la détermination des orbites 
des planètes et des comètes. — Astronomie. Second Mémoire sur la détermi­
nation des orbites des planètes et des comètes. — Astronomie. Note sur 
l'application des formules établies dans les précédentes séances, à la détermi­
nation des orbites des petites planètes. — Analyse mathématique. Méthode 
générale pour la résolution des systèmes d'équations simultanées. — Astro-
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nomie. Mémoire sur le degré d'exactitude avec lequel on peut déterminer les 
orbites des planètes et des comètes. — Analyse mathématique. Application 
des formules que fournit la nouvelle méthode d'interpolation à la résolution 
d'un système d'équations linéaires approximatives, et, en particulier, à la 
correction des éléments de l'orbite d'un astre. — Astronomie. Mémoire sur 
la détermination et la correction des éléments de l'orbite d'un astre. — Astro­
nomie. Mémoire sur la détermination de l'orbite d'une planète, à l'aide de 
formules qui ne renferment que les dérivées du premier ordre des longitude 
et latitude géocentriques. — Astronomie. Addition au Mémoire sur la déter­
mination de l'orbite d'une planète, à l'aide de formules qui ne renferment que 
les dérivées du premier ordre des longitude et latitude géocentriques. — 
Astronomie. Mémoire sur deux formules générales, dont chacune permet de 
calculer rapidement des valeurs très approchées des éléments de l'orbite d'une 
planète ou d'une comète. — Astronomie. Rapport sur un Mémoire de M. de 
Gasparis, relatif à deux équations qui donnent la longitude du nœud de 
l'inclinaison de l'orbite d'un astre, à l'aide d'observations géocentriques con­
venablement combinées. — astronomie. Note sur l'abaissement que l'on peut 
faire subir au degré de l'équation donnée par Lagrange dans la Connaissance 
des Temps pour l'année 1 8 2 1 . — Astronomie. Mémoire sur quelques propriétés 
remarquables des fonctions interpolaires, et sur le parti qu'on peut en tirer 
pour une détermination sûre et facile des éléments de l'orbite d'une planète 
ou d'une comète. — Astronomie. Formules pour la détermination des orbites 
des planètes et des comètes. — Optique. Note sur la lumière réfléchie par la 
surface d'un corps opaque, et spécialement d'un métal. — Astronomie. Rap­
port sur divers Mémoires de M. Michal, relatifs à la détermination des orbites 
des planètes et des comètes. 

Table des Matières du Tome X I ( I " Série). 
Sur quelques théorèmes de Géométrie analytique relatifs aux polygones et 

aux polyèdres réguliers. — Rapport sur une Note de M. Breton de Champ, 
relatif à quelques propriétés des rayons de courbure des surfaces. — Note sur 
quelques propriétés remarquables des polyèdres réguliers. — Mémoire sur les 
valeurs moyennes des fonctions d'une ou de plusieurs variables, et sur les 
fonctions isotropes. — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions et sur 
les fonctions isotropes. — Mémoire sur les douze équations qui déterminent 
les mouvements de translation, de rotation et de dilatation d'un système de 
molécules. — Rapport sur les moyens proposés par les auteurs de divers 
Mémoires pour la solution des difficultés que présentent le dépouillement et 
le recensement des voles dans les élections nouvelles. — Note sur un moyen 
de rendre plus rapide le dépouillement du scrutin dans les élections ^nouvelles. 
— Rapport sur les moyens que divers auteurs proposent pour faciliter les 
opérations relatives aux élections nouvelles. — Rapport sur un Mémoire de 
M. Gorini, relatif aux résidus des puissances d'un même nombre. — Note 
sur le recensement des votes dans les élections générales. — Mémoire sur les 
valeurs moyennes des fonctions et sur les fonctions isotropes (suite). — 
Nouveau Mémoire sur les douze équations qui déterminent les mouvements 
de translation, de rotation et de dilatation de molécules sollicitées par des 
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. — Théorèmes divers sur les 
fonctions différentielles et sur les valeurs moyennes des fonctions. — Mémoire 
sur le mouvement d'-un système de molécules. — Mémoire sur les conditions 
relatives aux limites des corps, et, en particulier, sur celles qui conduisent 
*ux lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière. — Mémoire sur de 
nouveaux théorèmes relatifs aux valeurs moyennes des fonctions, et sur 
l'application de ces théorèmes à l'intégration des équations aux dérivées par­
tielles que présente la Mécanique moléculaire. — Rapport sur un Mémoire de 
M. Laurent, relatif aux équations d'équilibre et de mouvement d'un système 
de sphéroïdes sollicités par des forces d'attraction et de répulsion mutuelles. 
— Démonstration et application d'une formule qui permet de résoudre d'im­
portantes questions d'Analyse et de Physique mathématique. — Sur la surface 
caractéristique et la surface des ondes — Sur la surface mobile dont l'équa-
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tion est de la forme h -f- x (x — a) H- y (y — b) -+• z (z — c) = J P. — Intégration 
générale des équations homogènes, linéaires et à coefficients constants, d'un 
ordre quelconque, et intégration spéciale de l'équation F ( D „ Dx, Df, D.)ra = o . 
— Démonstration d'un théorème fondamental relatif à la s u i f a c e des 
ondes. — Intégration générale de l'équation homogène du second ordre 
DJra = F( D , , D y , D , , — Sur la fonction appelée principale dans les 
recherches présentées à la dernière séance. — Détermination d'une intégrale 
singulière. — Intégration générale de l'équation F ( D „ Dx, Dy, D t , . . . )ra = o. 
— Explication des contradictions qui se manifestent entre les intégrales par 
séries des équations différentielles, ou aux dérivées partielles, et leurs inté­
grales en termes finis. — Sur la fonction principale assujettie à vérifier 
l'équation F ( D „ D , , D ,̂, D , , . . .)ia = o. — Sur une intégrale particulière. — 
Sur la transformation d'une fonction m(x,y, s,...) en une intégrale. — 
Démonstration d'un théorème de Calcul intégral. — Application du théorème 
établi dans la Note précédente. — Sur une fonction U(r) de la variable r liée 
aux m variables x, y , z, . . . par l'équation r*= x* + y*+ z2 + — Sur 
l'équation linéaire et de l'ordre n : F ( D t , D^, D y , D t , . . . ) o = o. — Sur une 
transformation de l'intégrale obtenue dans le Mémoire précédent. — Applica-
cation de cette intégrale au cas où l'équation donnée devient isotrope. — 
Application de la formule donnée dans la séance du 3o octobre à un cas par­
ticulier. — Démonstration d'une formule relative & la Note précédente. — 
Sur une intégrale particulière. — Application des formules données dans la 
Note précédente à la délimitation des intégrales des équations homogènes. 
— Mémoire sur les fonctions discontinues. — Application des principes 
établis dans le Mémoire précédent à l'intégration de l'équation homogène 
F( D „ D^, D y , DT, . . . ) o = o. — Détermination générale de la fonction princi­
pale qui vérifie l'équation homogène. — La dérivée de l'ordre n — 2 de la 
fonction principale sera généralement nulle, en dedans de la plus petite 
nappe. — Démonstration de plusieurs théorèmes généraux d'Analyse et de 
Calcul intégral. — Sur les coefficients limitateurs considérés comme valeurs 

Îiarticulières de fonctions continues d'une o u de plusieurs variables. — Sur 
es équations auxquelles on est conduit en cherchant à résoudre les problèmes 

les plus généraux d'Analyse ou de Calcul intégral. — Sur les phénomènes re-

Íirésentés par les intégrales des équations discontinues, et en particulier sur 
es ondes planes que représentent les intégrales en termes finis des équations 

discontinues aux dérivées partielles. — Sur le développement en série des 
intégrales des équations discontinues. — Sur les diverses formes qu'on peut 
assigner au limilateur l t . — Sur l'intégration de l'équation aux dérivées 
partielles D | s = (a 2 l_»- t - 621 ) D^s. — Sur les mouvements infiniment petits 
de deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, et en parti­
culier sur les vibrations de l'éther dans un corps solide o u fluide dont chaque 
molécule est considérée comme un système d'atomes. — Sur les fonctions 
isotropes de plusieurs systèmes coordonnées rectangulaires, et spécialement 
sur celles de c e s fonctions qui sont en même temps hémitropes, et qui 
changent de signe avec les coordonnées parallèles à un seul axe. — Sur les 
actions ternaires, ou, en d'autres termes, s u r les modifications que l'action 
mutuelle de deux atomes peut subir en présence d'un troisième atome. — Sur 
les lois de la polarisation des rayons lumineux dans les cristaux à u n o u à 
deux axes optiques. — Sur les trois espèces de rayons lumineux qui corres­
pondent aux mouvements simples du fluide éthéré. — Mécanique moléculaire. 
— Note sur les rayons lumineux simples et sur les rayons évanescents. — 
Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumière, et sur de nouveaux 
rayons réfléchis et réfractés. — Rapport concernant un Mémoire de M. Jamin 
sur la réflexion de la lumière à la surface des corps transparents. — Détermi­
nation simultanée de l'indice de réfrartion d'une lame ou plaque transparente, 
et de l'angle compris entre deux surfaces planes qui terminent cette plaque. 
— Mémoire sur les fonctions discontinues. — Mémoire sur les rayons réfléchis 
et réfractés par des lames minces et sur les anneaux colorés. — Recherches 
nouvelles sur les séries et sur les approximations des fonctions de très grands 
nombres. — Mémoire sur l'intégration d'un système quelconque d'équations 
différentielles, et, en particulier, de celles qui représentent les mouvements 
planétaires. — Suite des recherches sur l'intégration d'un système d'équations 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



différentielles, et transformation remarquable de l'intégrale générale de 
l'équation caractéristique. — Rapport sur un Mémoire de M. Bravais relatif 
à certains systèmes ou assemblages de points matériels. — Sur les quantités 
géométriques, et sur une méthode nouvelle pour la résolution des équations 
algébriques de degré quelconque. — Mémoire sur quelques théorèmes dignes 
de remarque, concernant les valeurs moyennes des fonctions de trois variables 
indépendantes. — Rapport sur un Mémoire de M. Boche, relatif aux figures 
ellipsoïdales qui conviennent à l'équilibre d'une masse fluide soumise a 
l'attraction d'un point éloigné. — Mémoire sur les intégrales continues et les 
intégrales discontinues des équations différentielles ou aux dérivées partielles. 
— Application des principes établis dans la séance précédente à la recherche 
des intégrales qui représentent les mouvements infiniment petits des corps 
homogènes, et spécialement les mouvements par ondes planes. — Mémoire 
sur les systèmes d'équations linéaires différentielles ou aux dérivées partielles, 
4 coefficients périodiques, et sur les intégrales élémentaires de ces mêmes 
équations. — Mémoire sur les vibrations infiniment petites des systèmes de 
points matériels. — Démonstration simple de cette proposition que, dans un 
rayon de lumière polarisé rectilignement, les vibrations des molécules sont 
perpendiculaires au plan de polarisation. — Suite des recherches sur l'inté­
gration des équations linéaires à coefficients périodiques. — Mémoire sur les 
vibrations d'un double système de molécules et de l'éther contenu dans un 
corps cristallisé. — Mémoire sur les systèmes isotropes de points matériels. 
— Recherches sur les mouvements vibratoires des systèmes de molécules, et 
sur la théorie de la lumière. — Mémoire sur les perturbations produites dans 
les mouvements vibratoires d'un système de molécules par 1 influence d'un 
système. — Mémoire sur la propagation de la lumière dans les milieux 
isophanes. — M. Augustin Cauchy dépose sur le Bureau un exemplaire du 
Mémoire sur les systèmes isotropes de points matériels, qui doit paraître pro­
chainement dans le Recueil des Mémoires de l'Académie. — Mémoire sur 
les vibrations de l'éther dans les milieux qui sont isophanes par rapport à 
une direction donnée. — Note sur la différence de marche entre les deux 
rayons lumineux qui émergent d'une plaque doublement réfringente à faces 
parallèles. — Sur les fonctions dont les développements en séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes et entières d'une variable satisfont à cer­
taines conditions dignes de remarque. — Rapport sur un Mémoire relatif au 
développement de l'exponentielle e" en produit continu; par M. Fedor 
Thoman. — Mémoire sur la décomposition des fonctions en facteurs. — 
Rapport sur un Mémoire intitulé ; Méthode pour calculer les éléments des 
planètes, ou, plus généralement, des astres dont les orbites sont peu inclinées 
a l'écliptique, fondée sur l'emploi des dérivées, relatives au temps, des trois 
premiers ordres de la longitude géocentrique et du premier ordre de la lati­
tude; par M. Yvon Villarceau. — Note sur l'intensité de la lumière dans les 
rayons réfléchis par la surface d'un corps transparent ou opaque. — Rapport 
sur une Note relative aux anneaux colorés de Newton; par MM. F. de la 
Provostaye et Paul Desains. — Mémoire sur un système d'atomes isotrope 
autour d'un axe, et sur les deux rayons lumineux que propagent les cristaux 
à un axe optique. — Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumière a 
la surface extérieure d'un corps transparent qui décompose un rayon simple 
doué de la polarisation rectiligne, en deux rayons polarisés circulairement en 
sens contraires. — Rapport sur un Mémoire de M. Jamin, relatif à la 
double réfraction elliptique du quartz. — Sur les rayons de lumière refléchis 
« t réfractés par la surface d'un corps transparent. — Sur les rayons de lu­
mière réfléchis et réfractés par la surface d'un corps transparent et isophane. 
— Mémoire sur la réflexion et la rétraction des rayons lumineux à la surface 

¡ extérieure ou intérieure d'un cristal. — Détermination des trois coefficients 
qui, dans la réflexion et la réfraction opérées par la surface extérieure d'un 
cristal, dépendent des rayons évanescents. — Mémoire sur les équations diffé­
rentielles du mouvement de l'éther dans les cristaux à un et à deux axes 
optiques. — Mémoire sur la réflexion et la réfraction opérées par la surface 
extérieure d'un cristal à un ou deux axes optiques. — M. Augustin Cauchy 
dépose sur le Bureau un exemplaire de son Mémoire sur les lois de la ré­
flexion et de la réfraction opérées par la surface extérieure d'un cristal à un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ou à deux axes optiques. — Mémoire sur un nouveau phénomène de réflexion. 
— Note relative aux rajons réfléchis sous l'incidence principale, par la surface 
extérieure d'un cristal à un axe optique (communication verbale). — Note 
sur la réflexion d'un rayon de lumière polarisée à la surface extérieure d'un 
eorps transparent. — Note sur les vibrations transversales de l'ether et sur 
la dispersion des couleurs. — Mémoire sur les fonctions irrationnelles. — 
Suite des recherches sur les fonctions rationnelles et sur leurs intégrales dé­
finies. — Sur les fonctions de variables imaginaires. — Addition au Mémoire 
sur les fonctions irrationnelles, et sur leurs intégrales définies. — Mémoire 
sur l'application du Calcul des résidus à plusieurs questions importantes 
d'Analyse. — Mémoire sur l'application du Calcul des résidus è la décompo­
sition des fonctions transcendantes en facteurs simples. — Rapport sur un 
Mémoire présenté à l'Académie par M. Puiseux et intitulé : Recherches sur 
les fonctions algébriques. — Rapport sur un Mémoire présenté par M. Bra­
vais, et intitulé : Études sur la Cristallographie. — Note sur l'équilibre 
et les mouvements vibratoires des corps solides. — Rapport sur divers Mé­
moires de M. Wertheim. — Application du Calcul des résidus à la décompo­
sition des fonctions transcendantes en facteurs simples {suite). — Mémoire 
sur la sommation des termes de rang très élevé dans une série simple ou mul­
tiple. — Rapport sur un Mémoire présenté à l'Académie par M. Hermite, et 
relatif aux fonctions à double période. — Note relative aux observations pré­
sentées à l'Académie par M. Liouville. — Sur les fonctions monotypiques et 
monogènes. — Rapport sur un Mémoire présenté à l'Académie par M. Pui­
seux, et intitulé : Nouvelles recherches sur les fonctions algébriques. — 
Rapport sur un travail présenté à l'Académie par M. Koralek, et relatif aux 
logarithmes des nombres. — Conditions sous lesquelles subsistent les prin­
cipales formules du Calcul des résidus. — Sur les valeurs principales et géné­
rales des intégrales curvilignes, dans lesquelles la fonction sous le signe y de­
vient infinie en un point de la portion de courbe donnée. — Sur le module 
principal du rapport Hl£i_i2. — Méthode nouvelle pour la détermination 

des mouvements des corps célestes. — Développement des fonctions en séries 
limitées. — Mémoire sur le développement des quantités en séries limitées. 
— Mémoire sur le développement des quantités en série limitées {suite). — 
Sur les restes qui complètent les séries limitées. — Sur le changement de va­
riable indépendante dans les moyennes isolropiques. — Mémoire sur l'applica­
tion du Calcul infinitésimal à la détermination des fonctions implicites. — 
Rapport sur de nouvelles recherches relatives à la série de Lagrange, et pré­
sentées à l'Académie par M. Félix Chio, de Turin. — Sur la série de Lagrange, 
et sur la règle de convergence que Lagrange a énoneé dans les Mémoires de 

Berlin de 1768. — Sur le module principal du rapport k étant une 

constante positive, etf(s) une somme de termes proportionnels à diverses 
puissances de z. — Sur les équations trinômes. — Nouvelle méthode pour 
l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles, sous des condi­
tions données relatives aux limites des corps. — Nouvelles recherches re­
latives à l'intégration des équations aux dérivées partielles, sous des con­
ditions données. — Nouvelles recherches où les principes établis dans Jes 
Mémoires précédents sont particulièrement appliqués à la théorie des calo­
rifères cylindriques. — Sur plusieurs nouveaux théorèmes d'Analyse algé­
brique. — Sur le mouvement de rotation d'un corps solide et, en parti­
culier, d'un corps pesant autour d'un point fixe. — Suite des recherches 
sur la rotation d un corps solide et en particulier d'un corps pesant autour 
d'un point fixe. — Sur les clefs algébriques. 

Table des matières du Tome XII (I" Série). 
Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments linéaires des divers 

ordres. — Sur les clefs algébriques {suite). — Sur les avantages que présente, 
dans un grand nombre de questions, l'emploi des clefs algébriques. — Note 
sur les séries convergentes dont les divers termes sont des fonctions continues 
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d'une variable réelle ou imaginaire, entre des limites données. — Mémoire 
sur l'évaluation d'inconnues déterminées par un grand nombre d'équations 
approximatives du premier degré. — Mémoire sur les différentielles et les 
variations employées comme clefs algébriques. — Suite du Mémoire sur les diffé­
rentielles et les variations employées comme clefs algébriques. — Mémoire sur 
l'interpolation, ou remarques sur les remarques de M. JulesBienaymé. — Sur la 
nouvelle méthode d'interpolation comparée à la méthode des moindres carrés.— 
M. Augustin Cauchy présente encore à l'Académie : i ° Un Mémoire sur les 
variations constantes arbitraires que comprennent les intégrales des équations 
diiférentielles considérées dans un article précédent, et sur les avantages 
qu'offre l'emploi des clefs algébriques pour déterminer complètement ces 
variations, lorsque la fonction dont les équations différentielles renferment 
les dérivées se rédui te une fonction des deux sommes as' -)-y' •+• zx , 
W -+- V -+- W + . . . . ; a* Un Mémoire sur le Calcul des probabilités. — Mémoire 
sur les coefficients limitateurs ou restricteurs. — Sur les résultats moyens 
d'observations de même nature, et sur les résultats les plus probables. — Sur 
la probabilité des erreurs qui affectent des résultats moyens d'observations de 
même nature. — M. Augustin Cauchy lit un Mémoire ayant pour titre ! Sur 
la plus grande erreur & craindre dans un résultat moyen, et sur le système de 
facteurs qui rend cette grande erreur un minimum. — Sur la plus grande 
erreur à craindre dans un résultat moyen, et sur le système de facteurs qui 
rend cette plus grande erreur un minimum (Mémoire présenté dans la précé­
dente séance). — Mémoire sur les résultats moyens d'un très grand nombre 
d'observations. — M. Augustin Cauchy présente à l'Académie des considéra­
tions nouvelles sur les mouvements infiniment petits des corps considérés 
comme des systèmes d'atomes, et sur la réflexion et la réfraction des mouve­
ments simples. — Sur les rayons vecteurs associés et sur les avantages que 
présente l'emploi de ces rayons vecteurs dans la Physique mathématique. — 
M. Augustin Cauchy présente à l'Académie des recherches nouvelles sur la 
torsion des prismes. — Sur la torsion des prismes. — Rapport sur un Mémoire 
de M. Marie, relatif aux périodes des intégrales. — Sur la transformation des 
fonctions implicites en moyennes isotropiques, et sur leurs développements en 
séries trigonométriques. — Formules générales pour la transformation des 
fonctions implicites en fonctions explicites. — Application des formules établies 
dans le précédent Mémoire à la solution des problèmes astronomiques. — Sur 
la transformation des variables qui déterminent les mouvements d une planète 
ou même d'une comète en fonction explicite du temps, et sur le développe­
ment de ces fonctions en séries convergentes. — Sur les services que la spirale 
logarithmique peut rendre à l'Astronomie. — Sur la résolution des équations 
et sur le développement de leurs racines en séries convergentes. — Sur une 
formule de M. Anger et sur d'autres formules analogues. — Sur l'induction 
en Analyse et sur l'emploi des formules symboliques. — Sur les intégrales 
aux différences finies. — Sur un théorème général qui fournit immédiatement, 
dans un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une série simple ou 
multiple demeure convergente. — M . Augustin Cauchy présente à l'Académie 
une Note sur l'application du Calcul des variations à l'intégration d'un sys­
tème d'équations différentielles. — Sur les avantages que présente l'introduc­
tion d'un paramètre variable et des notations propres au Calcul des variations 
dans quelques-unes des principales formules de l'Analyse infinitésimale. — 
Note sur les conditions de convergence des séries qui représentent les inté­
grales générales d'un système d'équations différentielles. — Addition â la 
Note insérée dans le dernier Compte rendu. — S u r la nature des intégrales 
d'un système d'équations différentielles de premier ordre. — Sur la distinction 
et sur la représentation des fonctions continues et discontinues. — Sur les rapports 
différentiels des quantités géométriques, et sur les intégrales synectiques des 
équationsdifférentielles.— Sur la recherche des intégrales monodromes et mono­
gènes d'un système d'équations différentielles.— Rapport sur un Mémoire présente 
à l'Académie par MM. Briot et Bouquet, et intitulé : Recherches sur les fonc­
tions définies par les équations différentielles. — Rapport sur deux Mémoires 
de M. Pierre-Alphonse Laurent, chef de bataillon du Génie. — Mémoire sm 
les variations intégrales des fonctions. — Sur les variations intégrales des 
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fonctions (suite). — Sur îes variations intégrales des fonctions (suite). — Sur 
te transformation des fonctions implicites en fonctions monodromes et mono­
gènes, et snr les développements de ces fonctions en séries convergentes. — 
S»r les compteurs logarithmiques. — Sur le dénombrement des racines qui, 
èans une équation algébrique ou transcendante, satisfont à des conditions 
«tonnées. — Considérations nouvelles sur les résidus. — Sur une formule'très 
simple et très générale qui résout immédiatement un grand nombre de pro­
blèmes d Analyse déterminée et d'Analyse indéterminée. — Note sur un théo­
rème de M. Puiseux. — Sur les fonctions monodromes et monogenes. — 
Rapport sur un Mémoire de MM. Briot et Bouquet. — Sur la théorie des 
fonctions. — Méthode nouvelle pour l'intégration d'un système d équations 
différentielles. — Sur les produits symboliques et les fonctions symboliques. 

— Sur la transformation des fonctions symboliques en moyennes isotropiques. 
— Sur l'intégration définie d'un système d'équations différentielles.— Observa­
tions de M. Augustin Cauchy sur une Note publiée dansle Compte rendu de la 
dernière séance de M. Catalan. — Remarques faites à propos des observa­
tions présentées par M. Joseph Bertrand sur un Mémoire de M. Ostrogradski. 
— Note sur les variations brusques de vitesses dans un système de points 
matériels. — Observations sur la Note insérée par M. Cauchy dans le Compte 
rendu de la dernière séance, par M . Duhamel. — Recherches nouvelles sur 
I» théorie des nombres. — Mémoire sur le choc des corps élastiques, présenté 
i l'Académie le 1 9 février 1 8 2 7 . — Sur les compteurs logarithmiques appliqués 
a » dénombrement et à la séparation des racines des équations transcendantes. 
— Sur la résolution des équations algébriques. — Sur les fonctions quadra­
tiques et homogènes de plusieurs variables. — Note sur les résultantes ana-
strophiques. — Théorie nouvelle des résidus. —- Addition au Mémoire sur les 
fonctions quadratiques et homogènes. — Mémoire sur l'intégration d'un sys­
tème d'équations différentielles. — M. Augustin Cauchy présente à l'Académie 
la suite de ses recherches sur l'intégration d'un système d'équations différen­
tielles. — Sur l'intégration des systèmes d'équations différentielles, et spéciale­
ment de ceux qui expriment les mouvements des astres. — Sur les avantages 
que présente l'emploi des régulateurs dans l'Analyse mathématique.— Méthode 
•ouvelle pour la détermination des mouvements des astres. — Sur l'emploi 
des régulateurs en Astronomie. 

11· SÉRIE. 

Table des Matières du Tome I (11· Série). 

Mémoires extraits du « Journal de l'École Polytechnique ». 
Recherches sur les polyèdres (Premier Mémoire). — S u r les polygones et 

îes polyèdres (Second Mémoire). — Recherches sur les nombres. — Mémoire 
sur le nombre des valeurs qu'une fonction peut acquérir lorsqu'on y permute 
de toutes les manières possibles les quantités qu'elle renferme. — Mémoire sur 
les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales et de signes 
contraires par suite des transpositions opérées entre les variables qu'elles ren­
ferment. — Mémoire sur la détermination du nombre des racines réelles dans 
les équations algébriques. — Sur les racines imaginaires des équations. — 
Mémoire sur une espèce particulière du mouvement des fluides. — Mémoire 
sur l'intégration des équations linéaires aux différentielles partielles et à coef­
ficients constants. — Mémoire sur le système de valeurs qu'il faut attribuera 
divers éléments déterminés par un grand nombre d'observations, pour que la 
plus grande de toutes les erreurs, abstraction faite du signe, devienne un 
maximum. — Mémoire sur l'intégration d'une certaine classe d'équations aux 
différences partielles et sur les phénomènes dont cette intégration fait con­
naître les lois dans les questions de Physique mathématique. — Calcul des 
indices des fonctions. — Mémoire sur diverses formules relatives à la théorie 
des intégrales définies et sur la conversion des différences finies des puissances 
en intégrales de cette espèce. 
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Table des Matières da Tome III (II* Série). 
Analyse algébrique. 

Des fonctions réelles. — Des quantités infiniment petites ou infiniment 
fraudes, et de la continuité des fonctions. Valeurs singulières des fonctions 
dans quelques c a s particuliers. — Des fonctions symétriques et des fonctions 
a ternées. Usage de ces fonctions pour la résolution des équations du premier 
degré à u n nombre quelconque d'inconnues. Des fonctions homogènes. — Dé­
termination des fonctions entières, d'après un certain nombre de valeurs par­
ticulières supposées connues. Applications.— Détermination des fonctions con­
tinues d'une seule variable propres à vérifier certaines conditions. — Des séries 
(réelles) convergentes et divergentes. Règles sur la convergence des séries. 
Sommation de quelques séries convergentes. — Des expressions imaginaires 
et de leurs modules. — Des variables et des fonctions imaginaires. — Des séries 
imaginaires convergentes et divergentes. Sommation de quelques séries imasti-
n a i r e s convergentes. Notations employées pour représenter quelques fonctions 
imaginaires auxquelles on se trouve conduit par la sommation de ces mêmes 
series. — Sur les racines réelles ou imaginaires des équations algél riques dont 
le premier membre est u n e fonction rationnelle et entière d'une seule variable. 
Résolution de quelques équations de cette espèce,' par l'Algèbre ou la Trigono­
métrie.' — Décomposition de fractions rationnelles. — Des séries récurrentes. 

N O T E S S U R L ' A N A L Y S E A L G É B R I Q U E . 

I. Sur la théorie des quantités positives et négatives. — II. Sur les formules 
qui résultent de l'emploi du signe > o u < , et sur les moyennes entre plu­
sieurs quantités. — III. Sur la résolution numérique des équations. — IV. Sur 
le développement de la fonction alternée 

(y — œ)x.(z — x){z — y )x- . .x (w — x)(v — y){v — z)...(v— u). 

V. Sur la formule de Lagrange relative & l'interpolation. — VI. Des nombres 
ligures. — VII. Des séries doubles. --- VIII. Sur les formules qui servent à con­
vertir les sinus ou cosinus des multiples d'un arc en polynômes dont les dille 
rents termes ont pour facteurs les puissances ascendantes du sinus ou cosinus 
de ce même arc. — IX. Sur les.produits composés d'un nombre infini de 
facteurs. 

Table des matières du Tome IV (II* Série). 
R É S U M É CES L E Ç O N S D O N N E E S A L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E S U R L E C A L C U L I N F I ­

N I T E S I M A L . — Avertissement. — Calcul différentiel. — Des variables, de 
leurs limites, et des quantités infiniment petites. — Des fonctions continues et 
discontinues. Représentation géométrique des fonctions continues. — Dérivées 
des fonctions d ' u n e seule variable. — Différentielles des fonctions d ' u n e seule 
variable. — La différentielle de la somme de plusieurs fonctions est la somme 
de leurs différentielles. Conséquences de ce principe. Différentielles des 
fonctions imaginaires. — usage des différentielles et des fonctions dérivées 
dans la solution de plusieurs problêmes. Máxima et mínima des fonctions d u n e 

seule variable. Valeurs des fractions qui se présentent s o u s la f o r m e - . — 

Valeurs de quelques expressions qui se présentent s o u s les formes indé­

terminées — » 0 0 · , . . . . Relation qui existe entre le rapport a u x différences 

00 

finies et la fonction dérivée. — Différentielles des fonctions de plusieurs 
variables. Dérivées partielles et différentielles partielles. — Usage des dérivées 
partielles dans la différentiation des fonctions composées. Oiflerenlielles des 
fonctions implicites. — Théorème des fonctions homogènes. Máxima et minima 
des fonctions de plusieurs variables. — Usage des facteurs indétermines dans 
la recherche des máxima et minima. — Différentielles et dérivées des divers 
ordres pour les fonctions d'une seule variable. Changement de la variable 
indépendante. — Différentielles des divers ordres pour les fonctions de 
plusieurs variables. — Méthodes propres à simplifier la recherche des difieren-
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tielles totales pour les fonctions de plusieurs variables indépendantes. Valeurs 
symboliques de ces différentielles. — Relations qui exisient entre les fonction» 
d'une seule variable et leurs dérivées ou dillérenliclles des divers ordres. 
Usage de ces différentielles dans la recherche des máxima et mínima. — 
Usage des différentielles des divers ordres dans la recherche ries máxima et 
mínima des fonctions de plusieurs variables. — Des conditions qui doivent ctrc 
remplies pour qu'une différentielle totale ne change pas de signe, tandis que 
l'on change les valeurs attribuées aux différentielles des variables indé­
pendantes. — Différentielles d'une fonction quelconque de plusieurs variables 
dont chacune est à son tour une fonction linéaire d'autres variables supposées 
indépendantes. Décomposition des fonctions entières en facteurs réels du 
premier ou du second degré. — Usage des dérivées et des différentielles des 
divers ordres dans le développement des fonctions entières. — Décomposition 
des fractions rationnelles. — Calcul intégral. — Intégrales définies. — 
Formules pour la détermination des valeurs exactes ou approchées des inté­
grales définies. Décomposition d'une intégrale définie en plusieurs autres. 
Intégrales définies imaginaires. Représentation géométrique des intégrales 
définies réelles, de la fonction sous le signe / en deux facteurs, dont l'un 
conserve toujours le même signe. — Des intégrales définies dont les 
valeurs sont infinies ou indéterminées. Valeurs principales des intégrales 
indéterminées. — Intégrales définies singulières. — Intégrales indéfinies. — 
Propriétés diverses des intégrales indéfinies. Méthodes pour déterminer 
les valeurs de ces mêmes intégrales. — Sur les intégrales indéfinies qui 
renferment des fonctions algébriques. — Sur l'intégration et la réduction des 
différentielles binômes, et de quelques autres formules différentielles du même 
genre. — Sur les intégrales indéfinies qui renferment des fonctions exponen­
tielles, logarithmiques ou circulaires. — Sur la détermination et la réduction 
des intégrales indéfinies, dans lesquelles la fonction sous le signe ) est le 
produit de deux facteurs égaux à certaines puissances du sinus et du cosinus 
de la variable. — Sur le passage des intégrales indéfinies aux intégrales 
définies. — Différentation et intégration sous le signe / . Intégration de» 
formules différentielles qui renferment plusieurs variables indépendantes. — 
Comparaison des deux espèces d'intégrales simples qui résultent dans certains 
cas d'une intégration double. — Différentielle d'une intégrale définie par 
rapport à une variable comprise dans la fonction sous le signe / , et dans les 
limites de l'intégration. Intégrales des divers ordres pour les fonctions d'une 
seule variable. — Transformation de fonctions quelconques de x ou de x+h 
en fonctions entières de a; ou de A auxquelles s'ajoutent des intégrales définies. 
Expressions équivalentes à ces mêmes intégrales. —Théorèmes de Taylor et de 
Maclaurin. Extension de ces théorèmes aux fonctions de plusieurs variables. — 
Règles sur la convergence des séries. Application de ces règles à la ..érie de 
Maclaurin. — Des exponentielles et des logarithmes imaginaires. Usage de ces 
exponentielles et de ces logarithmes dans la détermination des intégrales, 
soit définies, soit indéfinies. — Intégration par séries. — Sur les formules de 
Taylor et de Maclaurin. 

LEÇONS SOR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. — Avertissement. — Des variables, de 
leurs limites et des quantités infiniment petites. Des fonctions continues et 
discontinues, explicites ou implicites, simples ou composées, etc. Des séries 
convergentes ou divergentes. — Objet du Calcul différentiel. Dérivées et diffé­
rentielles des fonctions d'une seule variable. — La différentielle de la somme 
de plusieurs fonctions est la somme de leurs différentielles. Conséquences de 
ce principe. Différentielles des fonctions imaginaires. — Différentielles et 
dérivées des divers ordres pour les fonctions d'une seule variable. Changement 
de la variable indépendante. — Relations qui existent entre les fonctions 
réelles d'une seule variable et leurs dérivées ou différentielles des 
divers ordres. — Détermination des valeurs que prennent les fonctions réelles 
d'une seule variable quand elles se présentent sous les formes indétermi­
nées - > : =-^> O X + T O , o°, i*", etc. — Sur les dérivées des fonctions qui re-

présentent des quantités infiniment petites. — Sur les máxima et mínima des 
fonctions réelles d'une seule variable. — Développement d'une fonction réelle 
de x suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x, ou de la 
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diflérence x—a, dans laquelle a désigne une valeur particulière de cette 
variable. — Théorèmes de Maclaurin et de Taylor. — Règles sur la conver­
gence des séries. Application de ces règles aux séries de Maclaurin et de 
Taylor. — Des valeurs que prennent les fonctions d'une seule variable x, 
quand telle variable devient imaginaire. — Différentielles et dérivées des divers 
ordres pour les fonctions d'une variable imaginaire. — Relations qui existent 
entre les fonctions d'une variable imaginaire x et leurs dérivées ou différen­
tielles des divers ordres. Développements de ces fonctions suivant les puis­
sances ascendantes de x, ou de la différence x—a, dans laquelle a désigne une 
valeur particulière de x. — Sur la résolution des équations algébriques et 
transcendantes. Décomposition des fonctions entières en facteurs réels du 
premier ou du second degré. — Développement d'une fonction de x, qui devient 
infinie pour x—a, suivant les puissances ascendantes de x—a. Décomposition 
des fractions rationnelles. — Différentielles des fonctions de plusieurs variables 
Dérivées partielles et différentielles partielles. — Usage des dérivées partielles 
dans la différentiation des fonctions composées. Différentielles des fonctions 
implicites. Théorème des fonctions homogènes. — Différentielles des divers 
ordres pour les fonctions de plusieurs variables. — Méthodes propres à simplifier 
la recherche des différentielles totales pour les fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. Valeurs symboliques de ces différentielles. — Maxima et 
minima des fonctions de plusieurs variables. — Des conditions qui doivent 
être remplies pour qu'une différentielle totale ne change pas de signe tandis que 
l'on change les valeurs attribuées aux différentielles des variables indépen­
dantes. — Usage des facteurs indéterminés dans la recherche des maxima e* 
minima. — Développements des fonctions de plusieurs variables. Extension du 
théorème de Taylor à ces mêmes fonctions. — Note sur la détermination 
approximative des racines d'une équation algébrique ou transcendante. 

LKÇONS SUR LES APPLICATIONS nu CALCUL INFINITÉSIMAL A LA GÉOMÉTRIE. — 
Avertissement. — Préliminaires. Revue de quelques formules de Géométrie 
analytique. —, Calcul différentiel. — Inclinaison d'une courbe plane en un 
point donné. Equations de la tangente et de la normale à cette courbe. — Des 
longueurs appelées sous-tangentes, sous normales, tangentes et normales des 
courbes planes. — Centres, diamètres, axes et asymptotes des courbes planes. — 
Propriétés diverses des courbes planes déduites des équations de ces mêmes 
courbes. Points singuliers. — Différentielle de l'arc d'une courbe plane. Angles 
formés par la tangente à cette courbe avec les demi-axes des coordonnées posi­
tives. Sur les courbes planes qui se coupent ou se touchent en un point donné. 
— De la courbure d'une courbe plane en un point donné. Rayon de courbure, 
centre de courbure et cercle osculateur. — Détermination analytique du centre 
de courbure d'une courbe plane. Théorie des développées et des développantes. 
— Sur les courbes planes qui sont osculatrices l'une de l'autre en un point 
donné. — Sur les divers ordres de contact des courbes planes. — Sur les 
diverses espèces de contact que peuvent offrir deux courbes planes représentées 
par deux équations dont l'une renferme des constantes arbitraiies. Point de 
contact dans lesquels deux courbes se traversent en se touchant. — Sur l'usage 
que l'on peut faire des coordonnées polaires pour exprimer ou pour découvrir 
diverses propriétés des courbes planes. — Usage des coordonnées polaires pour 
la détermination de l'inclinaison, de l'arc, du rayon de courbure, etc. d'une 
courbe plane. — De la tangente et des plans tangents, des normales et du plan 
normal à une courbe quelconque en un point donné. Asymptotes et points sin­
guliers des courbes tracées dans l'espace. — Des plans tangents et des normales 
aux surfaces courbes.— Centres et diamètres des surfaces courbes et des cour­
bes tracées dans l'espace. Axes des surfaces courbes. — Différentielle de l'arc 
d'une courbe quelconque. Sur les courbes et les surfaces courbes qui se coupent 
ou se louchent en un point donné. — Du plan osculateur d'une courbe quel­
conque et de ses deux courbures. Rayon de courbure, centre de courbure et cercle 
osculateur. — Détermination analytique du centre de courbure d'une courbe 

qui est le lieu géométrique de ces développées. Sur les courbes qui sont oscula­
trices l'une de l'autre en un point donné. — Rayons de courbure des sections 
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f itesdans une surface par des plans normaux. Rayons de courbure principaux. 
Des sections dont les courb s sont nulles, dans le cas ou les rayons de cour­
bure principaux sont diriges en sens contraires. — Rayons de courbure de» 
différentes courbes que l'on peut tracer sur une surface donnée. Des surfa s 
qui sont osculatrices l'une de l'autre en un point qui leur est commun. — Sur 
les divers ordres de contact des courbes tracées dans l'espace. — Sur lesdiveis 
ordres de contact des surfaces courbes. — Calcul intégral. — Rectification de» 
courbes planes ou à double courbure. — Quadrature des surfaces planes. — 
Quadrature des surfaces courbes. — Cubature des solides. 

Avertissement. Sur l'analyse des sections angulaires. Sur un nouveau genre 
de Calcul analogue au Calcul infinitésimal. Sur les formules de Taylor et de 
Maclaurin. Sur la résultante et les projections de plusieurs torces appliquées 
à un seul point. Application du calcul des résidus à la sommation de plusieurs 
suites. Sur une formule relative à la détermination des integrales simples prises 
entre les Imites o et oo de la variable. Sur un nouveau genre d'intégrales. Sur 
les moments linéaires. De l'influence que peut avoir, sur la valeur d'une inté­
grale double, l'ordre dans lequel on ellectue les intégrations. Sur diverses rela­
tions qui existent entre les résidas des fonctions et les intégrales définies. 
Démonstration, d'un théorème curieux sur les nombres. Sur les moments l i­
néaires de plusieurs forces appliquées à différents points. Usage des moments li­
néaires dans la recherche des équations d'équilibre d'un système invariable 
entièrement libre dans l'espace. Sur quelques formule» relatives à la détermi­
nation du résidu intégral d'une fonction donnée. Sur un théorème relatif au 
contact des courbes. Sur les divers ordres de quantités infiniment petite». Sur 
les conditions d'équivalence de deux systèmes de forces appliquées à des point» 
liés invariablement les uns anx autres. Usage des moments linéaires dans la 
recherche des équations d'équilibre d'un système invariable assujetti à cer­
taines conditions. Sur un théorème d'Analyse. Sar quelques transformation» 
applicables aux résidus des fonctions, et sur le changement de variable indépen­
dante dans le calcul des résidus. Sur les divers ordres de contact des lignes et 
des surfaces. Application du calcul des résidus à l'intégration des équations 
différentielles linéaires et à coefficients constants. Sur les limites placées a 
droite et à gauche du signe C dans le calcul des résidus. Snr la résolution de 
quelques équations indéterminées en nombres entiers. Application du calcul 
des résidus à l'intégration de quelques équations différentielles linéaires et à 
coefficients variables. Démonstration du^ théorème général de Fermât sur le» 
nombres polygones. Sur la nature des racines de quelques équations transcen­
dantes. Usage du calcul des résidus pour déterminer la somme des fonctions 
semblables des racines d'une équation algébrique on «••aascendante 

Recherche des équations générales d'équilibre pour nn système de point» 
matériels assujettis à des liaisons quelconques. De la pression dans les fliiidei. 
Sur la détermination des constantes arbitraires renfermées dans les intégrales 
des équations différentielles linéaires. Sur quelques propriétés des polyèdres. 
De la pression ou tension dans un corps solide. Addition à l'article précédent. 
Snr la condensation et la dilatation des corps solides. Sur les moovement» 
que peut prendre un système invariable, libre oo assujetti à certaines condi­
tions. Sur les diverses propriétés de la fonction r (x) = f zx-ltr' dz. Sur les 

moments d'inertie. Sur la force vive d'un corps solide ou d'un système inva­
riable en mouvement. Sur les relations qui existent, dans l'état d'équilibre d'un, 
corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces accéléra­
trices. Sur la transformation des fonctions d'une seule variable en intégrales 

doubles. De la differentiation sous le signe / . Sur les fonctions réciproque» 

Sur la transformation des fonctions de plusieurs variables en intégrales mul-
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tiples. Sur l'analogie des puissances et des différences. Addition à l'article pré­
cèdent. Sur la transformation des fonctions qui représentent les intégrales gé­
nérales des équations différentielles linéaires. Sur la convergence des sérias. 

Sur la valeur de l'intégrale définie / e-(***+fc*+*> dx, a, b, c désignant <Sts 

constantes réelles ou imaginaires. Sur quelques propositions fondamentales &% 
calcul des résidu t. Sur le développement des fonctions d'une seule variable e« 
fractions rationnelles. Usage du calcul des résidus pour la sommation ou it 
transformation des séries dont le terme général est une fonction paire d* 
nombre qui représente le rang de ce terme. Sur un Mémoire d'Euler, qui t 
pour titre Nova methodus fractiones quascumque rationales in fractionet 
simphces resolvendi. Méthode pour développer des fonctions d'une ou de 
plusieurs variables en séries composées de fonctions de même espèce. Sur te* 
résidus des fonctions exprimées par des intégrales définies. 

Sur les centres, les plans principaux et les axes principaux des surfaces <i» 
second degré. Des surfaces que peuvent engendrer, en se mouvant dans l'es­
pace, des lignes droites on combes de forme constante ou variable. Discussion 
des lignes et des surfaces du second degré. Sur la division d'une masse solide 
ou fluide en couches homogènes. Sur les équations qui expriment les condi­
tions d'équilibre ou les lois du mouvement des fluides. Sur les différence» 
finies des puissances entières d'une seule variable. Sur les intégrales aux dif­
férences finies des puissances entières d'une seule variable. Sur les différence» 
finies et les intégrales aux différences des fonctions entières d'une ou de pis-
sieurs variables. Sur les équations qui expriment les conditions d'équilibre, 
ou les lois du mouvement intérieur d'un corps solide, élastique, ou non élas­
tique. Sur l'équilibre et le mouvement d'un système de points matériels sol­
licités par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. De la pression s i 
tension dans un système de points matériels. Sur quelques théorèmes relatif* 
a la condensation ou à la dilatation des corps. Sur l'équilibre et le mouvement 
d'une lame solide. Addition à l'article précédent. Sur l'équilibre et le mouve­
ment d'une plaque solide. Sur l'équilibre et le mouvement d'une verge rectan­
gulaire. 

Sur l'équilibre et le mouvement d'une plaque élastique dont l'élasticité n'c<» 
pas la même dans tous les sens. Sur l'équilibre et le mouvement d'une verse 
rectangulaire extraite d'un corps solide dont l'élasticité n'est pas la même e» 
tous sens. Sur les pressions ou tensions supportées en un point donné d'us 
corps solide par trois plans perpendiculaires entre eux. Sur la relation qut 
existe entre les pressions ou tensions supportées par deux plans quelconque! 
en un point donné d'un corps solide.^Sur les vibrations longitudinales d une 
verge cylindrique ou prismatique à base quelconque. Sur la torsion et les vi­
brations tournantes d'une verge rectangulaire. Sur la résolution des équati «> 
numériques et sur la théorie de l'élimination. Sur les équations difTerentie le* 
d'équilibre ou de mouvement pour un svstème de points matériels solIici « 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Sur l'équation à l'aide 
de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements des pla­
nètes. Sur la détermination du résidu intégral de quelques fonctions. Usages 
du calcul des résidus pour l'évaluation ou la transformation des produi 1 
composés d'un nombre fini ou infini de facteurs. Sur leí corps solides . » 
fluides dans lesquels la condensation ou dilatation linéaire est la même en tout 
sens autour de chaque point. Sur diverses propositions relatives à l'Algèbre 
et à la théorie des nombres. Sur la résolution des équivalences dont le» mo­
dules se réduisent à des nombres premiers. Sur l'équilibre et le mouvement 
intérieur des corps considérés comme des masses continues. Sur la trans 
mation et la réduction d'une certaine classe d'intégrales. Applications des for 
mules qui représentent le mouvement d'un système de molécules s 1 ici c t 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle à la théorie de la lumière. 
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Table des Matières du Tome X (II* Série). 

Résumés analytiques de Turin. 

Avertissement. Sur LES nombres figurés. Développement du produit de plu­
sieurs binômes, ou d'une puissance entière et positive de l'un d'entre EUXS 
tl.corème de Fermât sur les nombres premiers. DES variables et DES fonctions 
eu général, et, en particulier, DES fonctions entières d'une seule variable. Re­
lations qui existent entre les coefficients des puissances entières et positives 
d'un binôme. Résolutions de plusieurs équations simultanées du premier degré. 
Formules d'interpolation. Des séries convergentes et divergentes, et, en par­
ticulier, de celles qui représentent les développements des puissances entières 
et négatives d'un binôme. Développements des exponentielles E*. A x . Des sé­
ries doubles ou multiples. Nombres de Rernoulli. Sommation des puissances 
entières des nombres naturels. Volume d'une pyramide à base quelconque. 
Formules pour l'évaluation des logarithmes. Développement du logarithme 
d'un binôme. Développement d'une puissance quelconque d'un binôme. Tri­
gonométrie. Des expressions imaginaires et de leurs modules. Des séries ima­
ginaires. Des exponentielles imaginaires. Développements des fonctions c o s x , 
sin x. Relations qui existent entre les sinus ou cosinus des multiples d'un arc 
et les puissances entières des sinus et cosinus du même arc. Sommation des 
sinus ou cosinus d'une suite d'arcs représentée par les différents termes d'une 
progression arithmétique. Relations qui existent entre LE périmètre d'un 
polygone plan et les sommes des projections des éléments DE ce périmètre sur 
diverses droites. Rectifications des courbes planes. Sur les puissances frac­
tionnaires, ou irrationnelles, ou négatives d'une expression imaginaire. Réso­
lution des équations binômes et de quelques équations trinômes. Logarithmes 
des expressions imaginaires, et logarithmes imaginaires des quantités réelles. 
Des séries imaginaires doubles ou multiples. Développements des fonctions 
l (i -hx), L ( i - l - a : ) , ( i + a : ) ! * dans le cas où la variable x devient imagi­
naire. 

Nouveaux Exercices de Mathématiques {Exercices de Prague). 

Préface et avis au lecteur. Considérations générales. Équations différen­
tielles du mouvement d'un svstr'me de mnlérmles sollicitées par des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelle. Intégration des équations établies dans 
le paragraphe précédent. Application des formules précédentes à la théorie de 
la lumière. Propagation des ondes lumineuses dans un milieu où l'élasticité 
reste la même en tous sens. Sur la réfraction de la lumière. Applications 
numériques. Suite des applications numériques. Remarques sur les résultats 
obtenus dans les paragraphes précédents. Sur la propagation de la lumière 
dans les milieux où sa vitesse reste la même pour toutes les couleurs. Consi­
dérations nouvelles sur la réfraction de la lumière. Sur la relation qui existe 
entre la vitesse de propagation de la lumière et l'épaisseur des ondes lumi­
neuses. Sur les résultats que fournit l'approximation du premier ordre» 
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Abréviations. 

Dans les publications de l'académie des sciences de Paris, H. signifie Histoire; 
signifie mémoires. 

I, = renvoi au tome premier; troisième volume. 

(12, 1 9 ) = renvoi au tome premier, article 2, numéro 1 9 . 

Dans les Notes, un nombre o! en exposant indique un renvoi à la note a du 
ême article. 

(2) 8 ( 1 8 1 2 ) , éd. 1 8 1 6 , p. 57 [ 1 8 1 0 ] = deuxième série, tome ou volume 8, année 1 8 1 2 , 

ité en 1 8 1 6 , page 57, lu ou signé en 1 8 1 0 . 

La transcription des lettres russes a lieu conformément à l'orthographe tchèque. 

En particulier c se prononce teh, c se prononce tz, 5 se prononce comme ch dans 
'il, z se prononce comme notre j dans je, j se prononce comme notre y dans essayer. 

)h. = Abhandlungen. 
iad. = Académie. 
icad. = Accademia. 
tad. = Akademie. 
g. = Algèbre, Algebra. 
Ig. = Allgemeine. 
aer. = American. 
n. = Annalen, Annales, 
Annali. 
w. = Anwendung, 
pl. = appliqué. 
i . = aritmetica. 
ĥ. = Arithmetik, arith­

métique. 
loc. = association. 
îa. = Aufsätze. 
âne. = Avancement. 
p. = Berichte. 
1. Congrès = bibliothèque 
u Congrès. 
1. math. = Bibliotheca 
aathematica. 
t. = British. 
il. = Bulletin. 
Il.bibl. = Bulletino biblio-
jrafico. 
i. = cahier. 
nbr. = Cambridge. 

= carton. 
= comparez, 

ip. = chapitre, 
m. = chimie, chimique, 
c. = circolo. 
cul. = circular. 
. — colonne, 
mm. = Commentarii. 
tnmentat. = Commenta-
iones. 
rresp. = Correspondance. 
R. = Comptes rendus. 
:'. = définition, 
nkschr. = Denkschriften. 
¡8. = Dissertation. 

= Ecole. 
= édité à, édité par, 

idition. 
inb. = Edinburgh, 
uc. = Educational. 
m. = elementare. 

élém. = élémentaire, 
ex. = exemple, 
extr. = extrait, 
fasc. = fascicule, 
fig. = figure, 
fis. = fisica, 
fol. = folio. 
Géom. = Géométrie. 
Ges. = Gesellschaft. 
Gesch. = Geschichte. 
Giorn. = Giornale. 
Gött. = Göttingen, Göttingue. 
Gymn. = Gymnasium. 
Hist. = Histoire, 
id. = idem, ibidem, 
imp. = imprimé, 
inscr. = inscription, 
inst. = institution, 
interméd. = intermédiaire, 
intern. = international, 
introd. = introduction. 
1st. = Istituto. 
J. = Journal. 
Jahresb. = Jahresbericht. 
Lehrb. = Lehrbuch. 
Leop. = Leopoldina. 
Lpz., Lps. = Leipzig. 
Mag. = Magazine. 
Méc. = Mécanique, 
med. = medicinisch. 
Mém. = Mémoire, 
métaph. = métaphysique. 
Mitt. = Mitteilung. 
Monatsh. = Monatshefte. 
Monatsb. = Monatsberichte, 
ms., mss. = manuscrit, ma­

nuscrits. 
Nachr. = Nachrichten, 
nat. = naturelle, 
naturf. = naturforschende, 
naturw. = naturwissenschaft­
norm. = normale. [lich. 
nouv. = nouveau, nouvelle, 
num. = numérique, 
numism. = numismatique. 
Op. = Opera. 
Opusc, = Opuscule. 
Overs. = Oversight, 
p. = page. 

p. ex., par ex. = par exemple, 
partie. = particulier. 
Petrop., Pétersb. = Saint 

Pétersbourg. 
philol. = philologie 
philom. = philomatique. 
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IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



B . G . T E U B N E R I N L E I P Z I G 
P O S T S T R A ß E 3 

A B R A H A M , M . , THEORIE DER ELEKTRIZITÄT. 2 BÄNDE. MIT 1 7 FIGUREN, GR. 8. GEH 
I. Band. E i n f ü h r u n g i n d i e M a x w e l l s c h e T h e o r i e d e r E l e k t r i z i t ä t . Mit einem einleitendei 

Abschnitte über das Rechnen mit Vektorgrößen in der Physik. Von A . F ö p p 1. 4. Auflage 
Herausgegeben von M . A b r a h a m . Mit 11 Figuren. 1912. JC 11.·— 

II . — E l e k t r o m a g n e t i s c h e T h e o r i e d e r S t r a h l u n g . V o n Dr. M . A b r a h a m . 2. Auflage 
Mit 6 Figuren. 1908. M. 1 0 . -

F O P P L , A . , DIE GEOMETRIE DER WIRBELFELDER. IN ANLEHNUNG a D DAS BUCH DES 

VERFASSERS ÜBER DIE MAXWELLSCHE THEORIE DER ELEKTRIZITÄT UND ZU DESSEN ERGÄNZUNG 

GR. 8. 1 8 9 7 . GEH. Ji 3 . 6 0 , IN LEINWAND GEB. Ji 4 . 4 0 . 

L A M B , H . , LEHRBUCH DER HYDRODYNAMIK. DEUTSCHE AUTORISIERTE AUSGABT 

NACH DER 3 . ENGLISCHEN AUFLAGE UNTER MITWIRKUNG DES VERFASSERS BESORGT VOR 

WEIL. JOH. PRIEDEL. MIT 7 9 FIGUREN, GR. 8 . 1 9 0 7 . IN LEINWAND GEB. JI 2 0 . — 

L O R E N T Z , H . A . , ABHANDLUNGEN ÜBER THEORETISCHE PHYSIK. IN 2 BÄNDEI 

BAND I. MIT 4 0 FIGUREN, GR. 8. 1 9 0 7 . GEH. Ji 1 6 . — , IN LEINWAND GEB. JC 1 7 . — 
Auch in 2 Lieferungen: 

Lieferung I. Mit 8 Figuren, gr. 8. 1906. Geh. JC 10.— 
— I I . Mit 32 Figuren, gr. 8. 1907. Geh. Jt. 6.— 

[Band I I in Vorbereitung.] 

M I N K O W S K I , H . , GESAMMELTE ABHANDLUNGEN. UNTER MITWIRKUNG VON ANDREAS 

SPEISER U. HERMANN W E Y L HERAUSGEG. VON D A V I D HILBERT. 2 BDE. GR. 8 . GEH. 
I . B a n d : Mit 1 Bildnis H e r m a n n M i n k o w s k i s und 6 Figuren. 1911. Jt 14.— 

I I . — Mit 1 Bildnis H e r m a n n M i n k o w s k i s und 34 Figuren und 1 Doppeltafel. 1911- M. \§.— 

V O I G T , W . , MAGNETO- UND ELEKTROOPTIK. MIT 7 5 FIGUREN, GR. 8 . 1 9 0 8 . IN 

LEINWAND GEB. Ji 1 4 . — 

— LEHRBUCH DER KRISTALL-PHYSIK (MIT AUSSCHLUß DER KRISTALL-OPTIK). MIT 2 1 3 FIG. 

UND 1 TAFEL, GR. 8. 1 9 1 0 . GEH. Ji 3 0 . — , IN LEINWAND GEB. Ji 3 2 . — 

L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S 
Q U A I D E S G R A N D S - A U G U S T I N S , 5 5 , P A R I S ( 6 « ) 

A P P E L L ( P A U L ) , TRAITÉ DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 3 VOLUMES IN-8 ( 2 5 — 1 6 ) 

SE VENDANT SÉPARÉMENT. 

TOME I ; 1 9 0 9 , 2 0 FR., — TOME I I ; 1 9 1 1 , 2 0 FR., — TOME I I I ; 1 9 0 8 , 2 0 FR. 

L A P L A C E ( P . - S . ) , ŒUVRES COMPLÈTES DE LAPLACE, PUBLIÉES SOUS LES AUSPICES 

DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES PAR LES SECRÉTAIRES PERPÉTUELS. NOUVELLE ÉDITION 

AVEC UN PORTRAIT DE LAPLACE. IN-4 ( 2 8 — 2 3 ) ; 1 8 7 8 — 1 9 1 2 . 

TRAITÉ DE MÉCANIQUE CÉLESTE. TOMES I À V 

EXPOSITION DU SYSTÈME DU MONDE. TOME V I 

THÉORIE DES PROBABILITÉS. TOME V I I 

MÉMOIRES DIVERS. TOMES V I I I À X I V 

(DEMANDER LE PROSPECTUS SPÉCIAL.) 

T I S S E R A N D ( F . ) , TRAITÉ DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 4 VOLUMES IN-4 ( 2 8 — 2 3 ) ; 

AVEC FIGURES. 

TOME I ; 1 8 8 9 , 2 5 FR. — TOME I I ; 1 8 9 1 , 2 8 FR. — TOME H I ; 1 8 9 4 , 2 2 FR. — 

TOME I V ; 1 8 9 6 2 8 FR. 

T A I T ( P . - G \ ) , TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES QUATERNIONS, TRADUIT DE LA 2 E ÉDITION 

ANGLAISE PAR G. PLARR. 

I R E PARTIE; 1 8 8 2 , 7 , 5 0 FR. — I I E PARTIE; 1 8 8 4 7 , 5 0 FR. 
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