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NOTES ET A R T I C L E S
EXTRAITS DES

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES

DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES,

3 2 0 .

A nalyse mathématique. — Mémoire sur les fonctions de cinq ou six variables 

, et spécialement sur celles qui sont doublement transitives.

C. R., T. XXH, p. 2 (5 janvier 1846).

§ I I I . — Sur la fonction de six variables, qui est tout à la fois transitive 
par rapport à trois et à cinq variables, et intransitive par rapport à 
quatre.

Soient

Q une fonction de six variables x, y , z ,u , v, w,

M le nombre de ses valeurs égales ; 

rn le nombre de ses valeurs distinctes.

On aura
m M =  i .2 .3.4.5.6 

ou, ce qui revient au même,

(i) mM— qio.

Soit d’ailleurs H, le nombre des substitutions qui renferment l va

riables et n’altèrent pas la valeur de la fonction Q. Si cette fonction,
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6 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

étant transitive par rapport à six et à çinq variables, offre plus de deux 

valeurs distinctes, alors, d’après ce qu’on a vu dans les paragraphes 

précédents, elle aura 6 , 12 ou 24 valeurs distinctes et sera toujours 

altérée par toute substitution qui déplacera deux ou trois variables; 

on aura donc, non seulement

mais encore

£ 11 1! O

fl 2 — 0, OII03”

Cela posé, les formules établies dans la séance du 10 novembre don

neront
+  H ,+  1,

M — ( 7/ÿ -h 2 7/t -4- 6,

M -  2 //4-f-3o, . *

et l’on en conclura

(2) — .7/3— 24, — 15.

Soit maintenant
P

une substitution relative aux six variables

æ, y, z, u, c, w,

et composée de facteurs circulaires dont le premier soit de l’ordre a, 

le second de l’ordre b, le troisième de l’ordre c, etc. Soient encore

“ a.i.c,... le nombre des formes que peut revêtir la substitution

exprimée à l’aide de ses facteurs circulaires, lorsqu’on met toutes 

les variables en évidence, et que l’on s’astreint à faire toujours oĉ  

cuper les mêmes places, dans cette substitution, par des facteurs 

circulaires de même ordre;

le nombre total des substitutions semblables à Pfl>a,C)..., qui 

peuvent être formées avec les six variables x , y , u, c, w, . . . ;

le nombre de celles de ces substitutions qui n’altèrent pas la 

valeur de Q;
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EXTRAIT N° 320. 7

le nombre des valeurs distinctes de Q qui ne sont pas altérées 

par la substitution

Puis'que, dans l’hypothèse admise, les substitutions qui n’altéreront 

pas O déplaceront quatre variables au moins, celles de ces substitu

tions qui déplaceront quatre ou cinq variables devront être régulières 

(séance du 8 décembre), et par conséquent circulaires, si elles dépla

cent cinq variables. On aura donc, non seulement

/¡2= o ,  ha— o,

mais encore 

On aura, au contraire,
7/4— /¿4-b /¿2,2>

«

Ilg rzi h6 H- 3 +  2̂,2,2 “H 7̂4,2*

Donc les formules (2) donneront

(3) //* +  ¿2,2= i5, /¿3=r atf,

(4) 7îg -+- /¿3 3 2̂,2,2 "+~ 4̂,2 —- J

D’autre part, on aura généralement (séance du j5 décembre) 

et les deux nombres
haJ>tC,...y kaibiC,...)

# *

dont le premier sera égal ou inférieur à la limite wai4i6V.., le second 

égal ou inférieur à la limite m, ne pourront atteindre simultanément 

ces deux limites que dans le cas où Q ne sera jamais altéré par aucune 

substitution de la forme P „ , E n f i n  les nombres

1&a,b>e,,>. tàa,b,ct...

seront liés entre eux par la formule

&a,b,c,...~ m M  —  720;( 6 )
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8 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

et, comme on trouvera successivement

=  ( ï .2 )4  =  8, (1)2,2 = ( l - 2 ) S22 — 16, (Og =  6,

W6— 6, (1)3,3 =  ( l . 2 ) 32 =  l8, («>2,2,2 —  C1 · 2 · 3 ) 2s —  48, 6)4,2 — 4 · 2 —’ 8

on en conclura
TOi=9o, otSi2= 45, ot6= i44,

CJg— 120, Tü3>3̂ 4 o,' Œ>2,2,2—- 1̂ , **Ù,2 —· 9̂ ·

Donc la formule ( 5) donnera

(7) mhk— 90 £4, — mh3 =  i444s,

(8) mh6 — i i o k e, mh3i3 — k o k %̂ , mhÎ M =  A2>2,2, /w/i4,2 =  90^4,2,“

ct les équations (3), ( 4), jointes à .la formule (1), entraîneront les 

suivantes : ■

(9)  2 44-|- /c2,2— ^ ---- J ’ '(S— "g"’

(10) 24ka-+- 8#3,3-+- 3 2̂,2,2“I- 4̂,2 — 72 im ·

Il suit des formules (g) que, dans l’hvpothèse admise, c’est-à-dii’e 

dans le cas où la fonction Q, étant transitive par rapport à cinq et à 

six variables, offre plus de deux valeurs égales, m doit être divisible 

par 6. Effectivement, d’après ce qu’on a vu dans les paragraphes pré

cédents, Tn ne peut être alors que l’un des nombres

6, 12, 24,

auxquels correspondent les valeurs

•120, 60, 3o

du nombre M.

D’autre part, puisque chacun des nombres

6, 12, 24

est divisible par le facteur 3 , il résulte d’un théorème précédemment 

établi (séance du i 3 octobre, page 851 ( ') ,  que, dans l’hypothèse

(1 ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 35g.
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EXTRAIT N? 320. 9

admise, quelques-unes des substitutions

(u) i, P, Q, R, ...

qui n’altéreront pas la valeur de Q seront régulières et du troisième 

ordre. Donc, puisque h3 est-nul, A,,, et par suite k33 ne pourront s’éva

nouir. Donc l’une au moins des substitutions r, P, Q, R, . . .  sera de 

la forme P8i3 ; et, comme la substitution inverse P"  ̂ sera encore de la 

même forme, nous devons conclure que h3>3 sera, dans l’hypothèse 

admise, un nombre pair différent de zéro. Ce n’est pas tout : comme 

la seconde des formules (8) donne

/ \ , ' m ,
(12) 3̂,3—

le nombre Æ3)S devra être, ainsi que m, divisible par 3 ; et même, si 

l’on supposait m =  24, la formule (12), réduite à ,

k»,'3=

donnerait pour k3t3 un nombre divisible par 6. Mais alors, évidem

ment, la formule (10) ne pourrait plus être vérifiée, puisque le pre

mier membre, égal ou supérieur au nombre

8 3̂,3— 48,
surpasserait la différence

' 72 — 2/71 =  72 — 48 =  24.

Donc il n’est pas possible de supposer m =  24.

Concevons maintenant que la fonction Î2 doive être tout à la fois 

transitive par rapport à six et à cinq variables, et intransitive par rap

port à quatre. Alors, d’après ce qui a été dit dans le § I, le nombre m 

des valeurs distinctes de ß  ne pourra être que l’un des nombres

12, 24.

Donc, puisqu’on devra exclure la supposition m =  24, on aiira néces

sairement
m — 12;

OKuvres de C. — S. I, t. "X. 2
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10 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

et par suite {voir la séance du 29 décembre, p. i 4o5 ( ') ,  A,, A, devront 

s’évanouir. Alors aussi les formules (7), (8), (9), (10) donneront

(i3)

0 4 ) h s— i o k 6,

(*5)
(16)

4/i2,a= i5 Aa>2, =112*5,

3*3,3 “ lO*3,3, 4*2,2,2“  *̂2,2,2» 2 *4,2 —: ^  *4,2,

*2,2— 4, *5 — 2,

24*6 ·+* 8 ̂ 8,3 H— 3 A2,2,2 ·+· l8*4j2:= 4®·

Des formules ( i3 ) et ( i 5) on déduira les suivantes

07) *2,2 — 15, *3= 24,

que l’on pourrait tirer encore des équations obtenues dans le § I. 

Ajoutons que des formules ( i4 ) et (16) on pourra aisément déduire 

les valeurs des quantités

*3, *3,3, *2,2,2, *4,2,

et d’abord, puisque A3i3 devra être un nombre entier distinct de zéro 

et divisible par 3, le terme 8Aâ 3 de la formule ( i 4 ) sera égal ou supé

rieur à 24. Donc le terme i 8A.4i2 devra être inférieur à la différence 

48 — 24 =  24. Donc le nombre entier A.t>2 devra être inférieur à et, 

comme d’ailleurs il doit être divisible par 2, en vertu de la dernière 

des formules (i4)* on aura nécessairement

* 4 , t = 0 ,  * 4 , 2 — ° >

en sorte que l’équation (i4 ) se trouvera réduite à

(18) 2 4 kg -f- 8 * 3t3-H 3 *2,2,2■— 4 3 .

D’autre part, si ke différait de zéro, on pourrait en dire autant de A„,3 

et de A2i2, attendu qu’une substitution de la forme

P6

a pour carré une substitution de la forme P3>3, et pour cube une sub

stitution de la forme P2>2>2. Cela posé, comme, en vertu des for

mules (14), A3j3 devra être divisible par le facteur 3 , et A2 2 2, par le

( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 5oo.
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' EXTRAIT N» 320. . 11

facteur 4* il est clair que, en supposant k e différent de zéro, on obtien

drait pour premier membre de la formule (18) une somme égale ou 

supérieure à
• 24 +  8.3 +  3.4 — 60.

Donc alors cette formule ne pourrait être vérifiée. On aura donc 

encore nécessairement
kt — o, hn— o,

et par suite l’équation (18) sera réduite à

(19) 8^3,3+ 3 A-2,2,2 =  48.

Enfin, il est facile de voir que Æ2)2)2 et A222 devront être divisibles 

par 3. En effet, concevons que l’on désigne simplement par la lettre P 

l’une des substitutions qui, étant de la forme P3>3, n’alt'erent pas la 

valeur de Í2, et supposons un instant que Í2 ne soit pas non plus 

altéré par une certaine substitution ® de la forme P2>2>2. Les deux sub

stitutions P, <2 ne pourront être permutables entre elles. Car si l’on 

avait .

alors, d’après ce qui a été dit dans la séance du i*r décembre, 

p. 1197 (*), £ e tP  seraient de la forme

<$ =  B\ P =  S2,

B étant une substitution circulaire du sixième ordre; et comme, en 

vertu de la formule
S =  S33-Î= $ P - 1,

B serait une dérivée des deux substitutions $ , P, la substitution B 

devrait être elle-même du nombre de celles qui n’altéreraient pas la 

valeur de Í2. Cette conclusion étant incompatible avec l’équation

ht— o,

précédemment établie, on peut affirmer que la substitution Æ ne sera

( 1 ) OEwres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 439-440.
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12 , COMPTE-S RENDUS DE L’ACADÉMIE.

pas permutable avec P. Par la même raison, <8 ne saurait être permu

table avec la substitution P2, qui est régulière· et du troisième ordre, 

comme la substitution P. Donc, si l’on pose

(20) £ '= P ® P - ‘, 9*= P*9 p-*,

on obtiendra pour <8', <8" deux substitutions distinctes de <8. D’ailleurs 

chacune d’elles, étant semblable à <8, et par conséquent de la forme 

P2,2,2* ne pourra être permutable avec la substitution <8. Donc la sub

stitution évidemment liée à <8' par la formule

(ai) · Î '^ P ^ P - 1,

sera encore distincte de la substitution <$. Ce n’est pas tout î comme 

on tire des formules (20)

(22) P ® = $ 'P ,  9 'P =  9"P, P 9* = 9 P,

nous devons conclure que, si parmi les substitutions

i, P, Q, R,

qui n’altèrent pas la valeur de Í), quelques-unes,

(23) 9 , V , 9", . . . .

sont de la forme P2,2,2> celles-ci, prises trois à trois, vérifieront des 

équations semblables aux équations (22); et comme évidemment deux 

systèmes de cette forme ne peuvent renfermer la même substitution 9 , 

sans se confondre l’un avec l’autre, il en résulte que le nombre h2t2<2 
des termes compris dans la série ( 23) devra être divisible par 3 . Donc 

le nombre k2t2>2, lié au nombre 42i2)2 par la formule

5^Î,2,s— 4^2,2,2>

devra être divisible, non seulement par 4* mais aussi par 3 , et, en 

conséquence, par 12. Donc, puisque le produit 8Æ3i3 doit être égal ou 

supérieur à 24, l’équation (19), de laquelle on tirera

-- 8 3̂, 24j

• 2̂,2,2< 8,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A IT  N° 320. 13

ne pourra être vérifiée sans que le nombre ¿2,2,2 s’évanouisse. On aura 

donc
¿2,2,2 — O, ¿3,3 —- i r =: 6

et, par suite, en vertu des formules (i4)>
‘ *

(24) 2̂,2,2“  ¿3,3 — 20.

Ainsi, en définitive, si la fonction (2 est transitive par rapport k six 

et k cinq variables, et intransitive par rapport k quatre, les substitu

tions 1, P, Q, R, . . . ,  qui n’altéreront pas la valeur de £2, seront toutes, 

hormis celle qui se réduit k l’unité, de l’une des trois formes

P 3,3, Ps> P2,2 ;
èt, comme ori aura

(a5) ¿3,3— 20, ¿5~  24, ¿2,2 — «

les divers termes qui, avec l’unité, composeront la suite

P> Q* R) ·''·
seront

20 substitutions de la forme PM>

24 substitutions de la forme P8, 

i 5 substitutions de la forme P!)2.

D’ailleurs, en vertu des principes établis dans le § 1, celles de ces sub

stitutions qui, étant circulaires et du cinquième ordre, c’est-à-dire de 

la forme P5, renfermeront seulement les cinq variables

y, u, v, w, .

se féduiront aux puissances

Q, Q*, Q*, Q*

d’une même substitution circulaire Q; et, comme on pourra fixer arbi

trairement la forme des lettres propres k représenter les variables qui 

devront succéder l’une à l’autre, en vertu de la substitution Q, rien 

n’empêchera d’admettre que ces variables sont précisément

w.y ,  2» u, v,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉM IE.

On pourra donc supposer

ta6) Q =  {y ,z ,u ,9,w).

Soit maintenant R l’une des cinq substitutions qui, étant régulières 

et du second ordre, c’est-'a-dire de la forme P2j2, n’altéreront pas la 

valeur de £2, et renfermeront quatre des cinq variables y, z, u, v, w. 

D’après ce qui a été dit dans le § I, on pourra déterminer R à l’aide de 

l’équation symbolique

(27) R = Q-1
Q y

et si, pour fixer les idées, on veut déduire de la formule (27) celle 

des substitutions R qui ne déplacera, ni la variable x , ni la variable u,. 

on aura

R =
wvuzy
yzuvw

ou, ce qui revient au même,

(28) R =  (/, «’)(-, p).

Ce n’est pas tout : les quinze substitutions régulières du second ordre 

qui, étant formées avec quatre des six variables

y, s, H, e, w,

n’altéreront pas la valeur de £2, renfermeront trente facteurs circu

laires du second ordre. Mais les facteurs distincts de cet ordre, qui 

peuvent être formés avec six variables, sorî au nombre de quinze seu

lement. Donc, puisque la fonction £2 est supposée doublement transi

tive, c’est-à-dire transitive par rapport à six et à cinq variables, et 

qu’en conséquence les divers facteurs du second ordre devront tous 

reparaître le même nombre de fois dans les quinze substitutions régu

lières ci-dessus mentionnées, chacun d’eux devra toujours appartenir 

à deux substitutions distinctes. Cela posé, nommons

S et T

celles des substitutions

1, P, Q, R, · . .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 320. 1!>

qui, étant distinctes de R, mais de la forme P2>2, renfermeront, la 

première,.le facteur (y,w ), et la seconde, le facteur (z,v). Le der

nier facteur circulaire de S ne pourra être que (x, u); car* s’ il diffé

rait de (x , u), il renfermerait, avec l’une des variables x> u, l’une des 

variables z, e. Or, dans ce cas, le produit RS, qui serait encore l’une 

des substitutions propres à ne point altérer la valeur de fl, renferme-1 

rait seulement trois des six variables

x, y, «»

et nous avons vu que, dans l’hypothèse admise, chacune des substitu- 

tions i , P, Q,.R, . . .  doit déplacer quatre variables au moins. On aura 

donc nécessairement

( 29) S — {x , u ) {y , w) .

On trouvera de même

(30) · ♦ T =  (x,  u) (z, ç).

D’après ce qui a été dit dans le § I, pour caractériser une fonction 

des cinq variables y, z, u, v, w qui soit intransitive par rapport à 

quatre d’entre elles, il suffit de dire-que cette fonction n’est altérée 

par aucune des deux substitutions

Q =  (J .  *, u, v, *>), R =  ( / ,  vt>) (s, p).

Si l’on veut, de plus, que û  soit une fonction transitive des six va

riables
x, y, -s, u, v, w,

alors, comme on vient de le voir, £2 devra satisfaire encore à la condi

tion de n’être point altéré par la substitution

S =  ( x , u ) ( y , w ) .

Réciproquement, si cette dernière condition est remplie, la fonc

tion fl, supposée déjà transitive par rapport aux cinq variables y, z, 

u, v, w, sera encore transitive par rapport à x , y , z, u, v, w, puis-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



16 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

qu’on pourra évidemment faire passer dans cette fonction une variable 

quelconque à une place quelconque, en vertu de la substitution S, 

jointe à l ’une des puissances de la substitution Q. Il est donc naturel 

de penser que, si l’on peut former une fonction transitive de cinq 

ou six variables, qui soit en même temps intransitive par rapport à 

quatre, on caractérisera cette fonction en disant qu'elle n’est altérée 

par aucune des trois substitutions

Q, R, S.

Toutefois, pour que l’existence d’une telle fonction, qui devra offrir 

seulement douze valeurs distinctes, et par suite soixante valeurs 

égales, se trouve rigoureusement établie, il est nécessaire de prouver 

que les dérivées des trois substitutions Q, R, S fournissent un sys

tème de soixante substitutions conjuguées les unes aux autres. On y 

parvient en suivant-la marôWijue nous allons indiquer..

D’abord, l’équation^aÿ) pouyant s’écrire comme il suit,

(31) x - ,  X KQ =  Q -‘R,

on en conclura, en désignant par h et k deux entiers quelconques,

(3a) R*Q*X

Donc les dérivées des substitutions Q, R pourront toutes être présen

tées sous chacune des formes

R*QA, QAR*.

En d’autres termes, le système des puissances de Q sera permutable 

avec le système des puissances de R. Donc, par suite, les dérivées des 

deux substitutions Q, R, dont l’une est du cinquième ordre, l ’autre 

du second, seront toutes réductibles à la forme

R* QA,

et formeront un système de solutions conjuguées dont l’ordre sera

• 2 .5 = 1 0 .
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EXTRAIT N° 320. 17

D’autre part; les trois substitutions

D =  (?> «’) (-» <0 > S =  {x, u ) { y , w) ,  T =i ( x , u ) { z , v )

forment, avec l’unité, un système de substitutions régulières conju

guées; et, comme deux de ces substitutions donnent toujours pour 

produit la troisième, en sorte qu’on a, par exemple,

(33) RS =  T et SR =  T,

il en résulte que les substitutions R, S sont permutables entre elles et 

vérifient la formule

(34) RS =  SR.

Concevons maintenant que, / étant un entier quelconque, l’on pose

( 35) S ,=  Q 'SQ - 

Alors on trouvera, non seulement

(36) =  u

mais encore

(3?) '

Si =  (^,e)(s ,y) ,  
Ss=(a?, w)(u, z), 

Ss= (x ,y ) (v, u), 

S*= (# ,*)(« ’, p);

et comme, en faisant croître ou décroître / d’un multiple de 5, on 

tirera toujours de la formule ( 35) la même valeur de S,, il est clair 

que S/ admettra seulement cinq valeurs distinctes, savoir :

(38) s„—S, Si, S„ S„ S4.

De plus, comme, en vertu des formules (36) et (37), deux substitu

tions de la forme Ŝ , S;-, quand elles seront distinctes l’une de l’autre, 

feront passer à la place de a; deux variables diverses, il en résulte 

qu’une substitution de la forme

s/s7‘
Œ uvres de C. —  S. I, t. X. 3
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18 . COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

déplacera toujours la variable x ,  et ne pourra se confondre avec 

une dérivée des seules substitutions Q et R. Donc, par suite, aux 

dix valeurs du produit
R*QA

renfermées dans le Tableau

, (O  Q, Q2. Q3.’ QS
(3g )

I R, RQ, RQJ, RQS, RQ*,

correspondront cinquante valeurs du produit

R*Q "S„

qui seront, non seulement distinctes des substitutions (39), mais 

encore distinctes les unes des autres; car, si l’on supposait

on en conclurait

. R*QAS /=  R*'Q*'S/',

Q -*'R-*,R * Q * = S /.S7‘ ,

et cette dernière équation, ne pouvant être vérifiée dans le cas où S/, 

Ŝ ' seraient deux substitutions distinctes, entraînerait la formule

S/-— S/.

Donc à deux valeurs distinctes de S; correspondront toujours deux 

valeurs distinctes du produit

R*QAS,;

et, si l’on multiplie successivement chacune des six substitutions

(4o) 1, So> Si, S2, S„ S t

par les dix termes du Tableau ( 3g), on obtiendra soixante substitu

tions distinctes les unes des autres, dont chacune se présentera sous 

l’une des deux formes i

(40 R*QA, R*Q*S,.

II reste à faire voir que ces soixante substitutions composent le sys

tème entier des substitutions dérivées de Q, R et S ou, ce qui revient
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au même, qu’une dérivée quelconque des substitutions Q, R, S est 

toujours réductible à l’une des formes (41).

Or, en premier lieu, on tirera de la formule ( 35), jointe aux équa

tions ( 32) et ( 34), non seulement

(42) -Si^ Q A S/Q -A  

et, par suite,

(43) , QAS/rrSi+AQA, 

mais encore

(44) R S ,=  S_,R, RQa’s^ S - ^ ajRQ*,

et généralement ■ '

(45) R* Q* S /=  (/+*, R* Q*.

D’ailleurs, de la formule ( 45) il résulte immédiatement que, si l ’on 

nomme ^  l’une quelconque des substitutions (39), et s l’une quel

conque des substitutions (40), tout produit de la forme ®>S sera en 

même temps de la forme s^, les valeurs de ^ et de s pouvant varier 

dans le passage d’une forme à l’autre.

En second lieu, une dérivée quelconque T des substitutions Q, R, S 

pourra toujours être considérée comme le produit de plusieurs fac

teurs, dont les uns seraient de la forme les autres de la forme s; 

et, dans un semblable produit, deux facteurs consécutifs de la 

première forme pourront toujours être réduits à un seul facteur ^  

de cette forme, puisque la substitution s>|/ représentera encore une 

dérivée des substitutions Q et R. Donc, puisqu’on pourra aussi 

échanger entre eux deux facteurs consécutifs, dont l’un serait de 

la forme l’autre de la forme s, en modifiant convenablement leurs 

valeurs, on pourra toujours, à l’aide de réductions et d’échanges suc

cessivement effectués, ramener la substitution T à la forme ®)S, c’est- 

à-dire à l ’une des formes (40» SD en désignant par s, §' deux des sub

stitutions (4o), on peut toujours réduire le produit ss' à -la forme s>s ,̂
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et, par suite, à la forme ®>s. Il y a plus : comme ou tire généralement 

de l’équation ( 35)

(46) S ,S ,=  Q 'Sr-iSQ-',

il est clair que la substitution T sera effectivement réductible à l’une 

des formes (4 1)» s' l’on Peu* réduire tout produit de la forme

S,S

à la forme ®>s ou, ce qui revient au même, à la forme s®). D’ailleurs, si 

l’on supposait / =  o, on aurait

S,S =  S*= i,

et par suite serait effectivement de la forme s®̂, s et ^  étant 

réduits alors à l’unité. Donc, pour constater l’existence de la fonc

tion de six variables qui, étant doublement transitive, offre trois 

valeurs distinctes, il suffit de prouver que, l  étant l’un quelconque 

des nombres entiers i ,  2, 3, 4> on peut toujours vérifier la formule

(47) . 8,8 =  «^,

en prenant pour â une des substitutions (38), et pour ^ l ’une des sub

stitutions (39).

La question, ramenée à ce point, peut être facilement résolue. Pour 

en obtenir la solution, je commencerai par observer que, s étant une 

substitution régulière du second ordre, on aura

N S*= 1, «~* =  S.

Donc l’équation (47) pourra être présentée sous la forme

(48) ê S ; S —

Or, la substitution ^ étant une dérivée des substitutions Q et R, par 

conséquent l’une des substitutions qui laissent x  immobile, il est clair 

que, si l’on peut satisfaire à l’équation (48), ce sera uniquement en 

prenant pour & celle des substitutions (4o) qui échangera x  contre la
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variable transportée à la place de x  par la substitution S/S. Cela posé, 

comme aux valeurs
i, 2, 3, 4

du nombre l  répondront des valeurs de Si S représentées par les sub

stitutions

{ x , u , v ) ( y , w , z ) ,  (x , z , u , w , y ), (x, v, u, y ,  w), (x,  u , z ) ( y , y , w) ,

qui font respectivement succéder à x  les variables

u, z , _ V, u,

il est clair qu’à ces mêmes valeurs de l  devront correspondre des 

valeurs de s représentées par les substitutions

S, S*, Si, S,

qui ramènent a? à la place des variables

, U, Z ,  V, u.

Donc la seule question à résoudre sera de savoir si chacun des quatre

produits
SSiS, S4SsS, s ^ s ,  SS4S

se réduit à une dérivée des substitutions Q et R. Or, une telle réduc

tion a effectivement lieu pour chacun des deux produits S4 S2 S, S, S3 S. 

Car on trouve immédiatement

(49) S4SsS =  (y,  z, u, v, w) =  Q, SjSaS =  (y, w, v, u, z) =  Q~l.

Quant aux deux produits
S Si S, SS4S,

qui peuvent encore être présentés sous les formes

S S, S-1, SS4S-‘,

et qui sont, en conséquence, équivalents aux deux substitutions 

(u , v) {z ,w) ,  (u , z ) { y , v ),

ils ne sont certainement pas de la forme QA; mais ils seront de la
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forme RQA, si le produit de chacun d’eux par R se réduit à une puis

sance de Q. Or, comme on trouve effectivement

RSS,S=r(y , w, f>, u, z)  =  Q -t, RSS4S =  (y, z, u, ç, w) =  Q,

on en conclura

(5o) SSjS =  R Q -1— QR, SS*S =  RQ =  Q -‘R.

Donc, en définitive, chacun des produits

SSjS, S4SsS, Sj S3S, SS4S

se réduit à une dérivée des substitutions Q, R; et par suite on peut, 

avec six variables indépendantes,

x , y , s, u, i>, w,

composer des fonctions qui, étant doublement transitives, offrent 

douze valeurs distinctes. Ajoutoné que, pour caractériser une telle 

fonction, il suffit de dire qu’elle n’est altérée par aucune des trois 

substitutions

Q — e,w), R =  (J ,  «0 (s,v) ,  S =  ( x , u ) ( y , w ) .

Il y a plus : comme on tire des formules ( 5o)

R =  SS1SQ =  Q -‘SS1S =  QSS4S =  SS4SQ -1

et de cette dernière, jointe à l ’équation ( 35),

j R =  SQ SQ -‘SQ =  Q -‘S Q S Q -‘S 
| = Q S Q - 1SQS =  S Q - 'S Q S Q -‘,

le système des dérivées des trois substitutions

Q, R, S

se confondra évidemment avec le système des dérivées des deux sub

stitutions
Q et S.

En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :
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Théorème. — Avec six variables indépendantes

y, u, v, w

on peut toujours composer des fonctions, doublement transitives,. qui 

offrent douze valeurs distinctes; et, pour caractériser une telle fonction, 

il suffit de dire que sa valeur ri est pas altérée par les dérivées des deux 

substitutions
Q =  { y , z , u , v , w ) ,  S =  ( x , u ) ( y , w ) .

En terminant ce paragraphe, nous observerons que la formule ( 5 i), 

combinée avec les équations ( 33), donne simplement

(52) ' ‘ T =  Q SQ -‘SQ =  Q -‘SQ SQ -1,

et que des deux formules

T =  Q SQ -’SQ, T =  SQ -‘QSQ-‘,

fournies par l’équation ( 52), la première entraîne la seconde, attendu 

que, T étant une substitution du second ordre, on a

T2= i ,  T =  T -‘.

Observons aussi que des deux formules ( 49)» la première, jointe à la 

formule ( 35), entraîne l’équation

SSI S1= S i 8I 8 , =  QS4S ,8Q - , =  Q

et, par suite, l’équation
8,838 =  0-*,

qui coïncide précisément avec la seconde des formules (49)·

§ IV. — Sur les fonctions qui sont à la fois transitives par rapport à 
six variables indépendantes, et par rapport à cinq ou à quatre de ces 
variables.

Conservons les mêmes notations que dans le § III; mais concevons 

que la fonction û , déjà supposée transitive par rapport à six et à cinq 

variables, soit encore transitive par rapport à quatre. Alors, d’après
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ce qui a été dit dans le § II, le nombre m des valeurs distinctes de Î2 
devra se réduire à l’un des entiers

I, 2, 6.

D’ailleurs, on pourra effectivement supposer

m =  i ou m — 2,

puisque, avec un nombre quelconque de variables, on peut toujours 

former des fonctions symétriques et des fonctions dont chacune offre 

seulement deux valeurs distinctes. Il reste à voir si l’on pourra aussi 

supposer
m =  6

et, par suite,
Af =  l i i  =  iao.o

Observons d’abord que, en vertu des principes établis dans le § II, 

lâ fonction Î2 sera toujours altérée par toute substitution qui dépla

cera seulement deux ou trois variables, si l ’on a m =  6, et que, dans 

cette même hypothèse, certaines substitutions circulaires du qua

trième ordre déplaceront quatre variables sans altérer 12. Il en résulte 

qu’on aura
/is= o ,  h%= o> A4> o ,

et même
A2,2 ̂  O,

puisqu’une substitution de la forme P4 aura toujours pour carré une 

autre substitution de la forme P2;2. Par suite aussi les formules (7),

(8), (9), (10) du § III continueront de subsister, quand on y posera

m — 6,

en sorte qu’on aura

(1) h^̂ ziSk,,, 2 A2,2 =  i 5 ât2,2> Ab= 2 4*5>

(2) h6— 20 £6, 3A3i8=  20 A3.3, 2A2)Sij=  5 A2,2)!, AtiS=ri5

(3) 2*4-h *2>2 =  6, * b —

(4) 2 4 * ,+  8*3,3+ 3 * î ,2,2+  18*4,2—  60.
1
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En vertu de la seconde des formules ( i) , Æ2)8 devra être un nombre 

pair. De plus ht, et par suite kh, devront encore être des nombres 

pairs, puisque toute substitution de la forme P, a pour inverse une 

autre substitution de la même forme. Enfin, les conditions

K > o ,  A2)2>  o

entraîneront les suivantes :

ki, o, Ar2f2 >̂»o.

Cela posé, il est clair qu’on ne pourra satisfaire à la première des for

mules (3) qu’en supposant '

(5 ) k,, — a, ^2i2=^a,

et que, de ces dernières formules, jointes aux équations ( i) , (2), (3), 

on tirera

(6) A4= 3 o, A2)2= : i 5, /ï6 =  a4·

Comme d’ailleurs toute substitution de la forme P4 a, non seulement 

pour cube une autre substitution de même forme, mais aussi pour 

carré une substitution de la forme P2>2, les formules (6) prouvent 

évidemment que les substitutions qui, sans altérer Î2, déplaceront 

quatre ou cinq variables, se réduiront aux puissances de quinze sub

stitutions circulaires du quatrième ordre et de six substitutions cir

culaires du cinquième’ ordre. Du reste, cette conclusion et les for

mules. (6) elles-mêmes pourraient encore se déduire des principes 

que nous avons établis dans le § II.

Passons maintenant aux formules (2) et ( 4 ). Après avoir démontré, 

comme dans le § III, que l’on a nécessairement

¿3,s>o, et, par suite, ¿3>3>  o,

on conclura de la seconde des formules (2) que Æ3)3 est divisible par 3 . 

D’ailleurs, m étant égal à 6, le nombre /c3)3 ne pourrait atteindre la 

limite 6 que dans le cas où Q ne serait jamais altéré par aucune sub-

GEuvrcs de C, — S. I, t. X. 4
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stitution de la forme P3j3, ou, ce qui revient au même, par aucune 

substitution de la forme
p. p;.

P3, P'3 étant deux substitutions circulaires du, troisième ordre, for

mées avec des variables distinctes; et cette dernière hypothèse est 

évidemment inadmissible; car, si elle pouvait se réaliser, alors Î2, 

n’étant altéré par.aucune des deux substitutions de même forme

' P P' P„ p'-t

ne serait pas non plus altéré par leur produit

P 2r  3>

c’est-à-dire par une substitution circulaire du troisième ordre, ce qui 

serait.contraire à l’équation
/î3— O

précédemment obtenue. Donc k3t3 devra être un multiple de 3 , supé

rieur à zéro, mais inférieur à 6, et l’on aura* nécessairement
*

( 7 ) kl,3=  3 , hi,3— 20 . ·

Cela posé, la formule (4 ) donnera

24 A’g 3 ̂ 2,2,2“̂ - I 8 — 36

ou, ce qui revient au même,

(8) 8k3-t- A*2,2,2-f~ 8 12.

D’autre part, le nombre k,h3 devra nécessairement s’évanouir. Car, s’il 

ne se réduisait pas à zéro, alors, parmi les substitutions qui n’altére

raient pas Q, on trouverait une substitution de la forme P4>2 ou,, ce 

qui revient au même, de la forme

p4ps,
«. I V

P4, P2 étant deux substitutions circulaires et permutables entre elles, 

l’une du quatrième ordre, l’autre du second. Alors aussi Î2 ne serait 

pas altéré par le carré
P*
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de la substitution P4 P2. Donc, en vertu de ce qui'a été dit plus haut,

il ne serait pas non plus altéré par les substitutions circulaires du* . ’
quatrième ordre -

P* et Pt‘ , ·' -

dont les carrés se réduisent à. P*, ni même.par la substitution P2, équi; 

valente au produit de P4P2 par P*\ ce qui serait contraire à la for

mule précédemment établie
Iu =  o. .

On aura donc encore
H ,2- O,

en sorte que la formule (8) pourra être réduite à

(9) · ; ' 8^6+ 2̂,2,2— 12>

Ce n’est pas tout : comme le nombre Æ2,2>2 ne peut surpasser le 

nombre m =  6 , on ne pourra, dans la formule (9), réduire à 

zéro. Donc, pour vérifier cette formule, il faudra nécessairement 

supposer
6̂= :I> ‘ 2̂,2,a= 4

et, par suite, eu égard aux formules (2),

(10) A6=Î2o,' 7)2i2i2 =  10.

Ainsi,.en définitive, si la fonction Q, étant transitive par rapport à 

six, à cinq et même à quatre variables, offre six valeurs distinctes, le's 

substitutions

(11) · . 1, P, Q, R, =·· · ,

qui n’altéreront pas la valeur de Q, seront toutes, hormis celle qui se 

réduit à l’unité, de l’une des formes

,  P«, Ps,3> P 2,2,2, Psi P4,' P 2,2>

et, comme on aura
, ’ ( j

20, hit3 = 2 0 ,  A2i2)2 — io,

/l6= :24, ’ ' ~ - ’

hk=  3o, A2(2=  i5, 1

(12)
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les divers termes qui, avec l’unité, composeront la suite

i, P, Q, R, . . .
seront

20 substitutions de la forme P 6,

20 substitutions de la forme P3>3, 

io substitutions de la forme P 2>!,

24 substitutions de la forme P 8,

3o «substitutions de la forme P 8, 

i 5 substitutions de la forme P2,s. t

D’ailleurs, toute substitution de la forme P„ a, non seulement pour 

cinquième puissance une autre substitution de même forme, mais 

aussi pour carré et pour quatrième puissance, deux substitutions de 

la forme P3P3, et, pour cube, une seule substitution de la forme P2)2>2. 

Or, de cette remarque, jointe à celles que nous avons déjà faites, il 

résulte évidemment que, dans l’hypothèse admise, les termes de la 

série (ix) se réduiront aux diverses puissances de dix substitutions 

circulaires du sixième ordre, de six substitutions circulaires du cin

quième ordre, et de quinze substitutions circulaires du quatrième 

ordre.

Concevons à présent que, pour abréger, l’on nomme

P, Q, R

trois substitutions circulaires prises parmi celles qui n’altèrent pas la 

valeur de Q, la substitution P étant du sixième ordre, Q du cinquième 

ordre, et R du quatrième seulement. Comme on pourra disposer arbi

trairement de la forme des lettres propres à représenter les variables 

qui devront succéder l’une à l’autre, en vertu de la substitution P, 

rien n’empêchera d’admettre que ces variables soient respectivement

x, y, 3, u, v, w.
%

On pourra donc supposer

(i3) P =  (x , y , z ,u ,v ,w ) .

D’ailleurs, m étant égal à 6, si l’on nomme
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les substitutions conjuguées qui n’altéreront pas Q considéré comme 

fonction des seules variables

y, *, u, c, w,

le nombre des substitutions i,  $, ^, A, . . . ,  représenté par le rapport

1 .2.3.i .5 120
----------- =  =  20,m 6

%
sera précisément égal au nombre he des substitutions 

('S) / P, P', P", •
qui, étant de la forme P0, c’est-à-dire circulaires et du sixième ordre, 

n’altéreront pas la valeur de Q considéré comme fonction de æ, y, 

z , u, v, w. Donc, en vertu d’un théorème établi dans la séance du 

15 -décembre, page i2g3 ( ·) , les substitutions

I, % t ,  A, ...

seront celles que l’on déduit des expressions symboliques

(sms> (r> -
lorsque, après avoir exprimé chacune des substitutions

p, F , P", ...

à Plaide des diverses variables placées à la suite les unes des autres, 

en assignant toujours la première place à la variable x , on réduit

P, P', P", . . .

à de simples arrangements. Donc, puisque la série ( i 5 ) renfermera 

nécessairement le terme P-1, un des termes de la série ( i4 )> repré

senté par l’expression symbolique

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p· 47 ·̂
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se réduira simplement à

/  xwvuzy 
\xyzuvw =  {y>w)(s> v)V

et par conséquent (2, considéré comme fonction des quatre variables

y, -, w,

ne sera point altéré par la substitution régulière du second ordre

(j, «’)(-,'0·

Mais, comme on l’a vu, toute substitution régulière du second ordre 

qui n’altérera pas il, devra être le carré d’une substitution R circu

laire et du quatrième ordre, comprise elle-même dans la série (ri) . 

On pourra donc supposer

(16) R2 =  (y, W) (z, ç).
t #

D'ailleurs, des deux substitutions

(y, z, w, v), (y ,v ,w ,z ),

qui représentent les deux valeurs de R fournies par l’équation (16), 

l’une étant le cube de l’autre, l ’une et l’autre devront faire partie de 

la suite (i i). On pourra donc prendre pour R l’une quelconque d’entre 

elles, et supposer, par exemple,

(17) R =  (y, -, «0·

Il sera maintenant facile, non seulement do trouver une substitu

tion Q du cinquième ordre qui soit une dérivée des substitutions Q 

et R, mais encore de constater l ’existence de la fonction transitive 

de six variables qui offre six valeurs distinctes. On y parviendra en 

effet, très simplement, à l’aide des principes établis dans la séance 

du 8 décembre, ainsi que nous allons le faire voir.

Les cinq puissances de P distinctes de l’unité, savoir

P =  (œ ,y>s,u ,v,w ), P», P 3, PS PS

font succéder respectivement à la variable x  les cinq variables
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auxquelles succéderaient, en vertu de la substitution R =  (y,  z, w, v),

les variables , '
*>, «, "y, v;

et, comme ces dernières succéderaient elles-mêmes à x ,  en vertu des 
substitutions

P2, P8, P3, P, P4, 

il en résulte que, si l’on pose

(18) RP =  P2S, RP2=:P8T, RP3 =  P8U, RP4=P V , RP*=P4W,
.  '■

chacune des substitutions

09) s, t , u, v, w

laissera la variable x  immobile. Effectivement, les valeurs de ces der-
*

nières substitutions, déterminées par les équations ( 18), ou, ce qui 
revient au même, par les suivantes

*

(20) S =  P4 RP, T =  PRP2, U =  P3RPS, V =  P8RP4, W =  P2RP8,

. seront respectivement

(21) .(y, u,w,v,z), (/, v)(u,w), (y,v,w,s), (y, u) (*, w), (y,z,v,w ,u).

D’ailleurs, chacune des substitutions S, T, U, V, W, étant une dérivée 
de R et de P, n’altérera pas O. On pourra prendre pour Q l’une des 
substitutions du cinquième ordre

s ={y,u,w , v„z), * w  =  (y,z, v,w) u)

* qui s.ont inverses l’une de l’autre. Si, pour fixer les idées, on pose

Q =  (y,u, w, e, s)

ou, ce qui revient au même,

( 22) Q =  % e) =  P4RP,

on aura . . ,

S =  Q, . W ^Q -i.·(23) 7
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Ajoutons que la substitution

U =  {y,v,w,z)  ̂

sera évidemment l’inverse de la substitution

de sorte qu’on aura encore

(24) U =  R - ' .

Ainsi, les trois substitutions 1

S, U, w

seront trois dérivées des substitutions Q et R.

D’autre part, s’il existe réellement une fonction Î2 de æ, y , z, u, v, w, 

qui soit doublement transitive et offre six valeurs distinctes, alors, en 

vertu des principes établis dans le § III, les vingt substitutions qui 

n’altéreront pas Î2 considéré comme fonction des cinq variables

y, z, u, v, w

devront se réduire aux dérivées des deux substitutions

Q =  (~> y,  «» w> »)> R  =  v),
«

dont l’une est du cinquième ordre, et dont l’autre, étant du quatrième 

ordre, vérifie les équations symboliques

Donc alorsdes substitutions T et Y devront être, aussi bien que S, V, 

W, des dérivées de Q et de R.

Réciproquement, si T et Y se réduisent à des dérivées de Q et de R, 

alors le système des substitutions

S, T, U, V, R
l

et de leurs dérivées, étant réduit au système des dérivées de Q et R, 

sera du vingtième ordre; et par suite, en vertu des principes·établis
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dans la séance du 8 décembre (voir le théorème II de la page i 25 i ('), 

les dérivées diverses des deux substitutions P et R formeront un sys

tème dont l’ordre sera représenté par le produit

6.20 =  120.

Donc alors la fonction û  de x, y, s, u, e, w, qui ne sera point altérée 

par les substitutions P, R, offrira cent vingt valeurs égales et six va

leurs distinctes.

Donc, en définitive, la seule question à résoudre est de savoir si les 

deux substitutions

T =  (y, v) (w, w), V =  (y, u) {s, w)

se réduisent à des dérivées des substitutions Q et R.

Or, comme des cinq variables

y, u, v, w,

w et y  sont celles qui prennent la place de u, en vertu des substitu

tions T et Y, il est clair que, pour obtenir à la place de T et Y deux 

substitutions qui laissent immobile la variable uf il suffira de multi

plier T et V par les deux puissances de Q qui font succéder u à w et 

à y , c’est-à-dire par Q_l et Q. Donc les substitutions

Q-1 T, QV

renfermeront seulement les quatre variables

y, -s, C, w,

et chacune d’elles ne pourra être dérivée de Q et R, que dans ffi cas où 

elle deviendra une puissance de R. Donc la question est de savoir si

Q-’ T, QV .

se réduisent à des puissances de R. Or cette réduction a effectivement 

lieu; car on trouve’ . ·»

Q-‘ T =  (y, w) {z, v) =  R2, QV =  (y, w) (z, v) =  R2

et, par suite,

(25) T =  QR2, V = Q - 'R 2.

(*) Œ uvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 462.

OEuvres de C . — S. I, t. X. 0
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Donc T, V seront, aussi bien que

S, U, w ,

des dérivées de Q, R, ou même, eu égard à la formule (22), des déri

vées de P, R; et l ’on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème. — Avec six variables indépendantes '

x, y, js, u, v, w,

on peut toujours composer desfonctions, triplement transitives, qui offrent 

seulement six valeurs distinctes. ·D’ailleurs, pour caractériser une telle 

fonction j il suffit de dire que sa valeur n’est pas altérée par les dérivées des 

trois substitutions circulaires

P =  (x> y,z,u,v,w), q — {z,y,u,v,w), R =  (y, S, (V , v),

ou, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions P et Q 

ou P et R; attendu que les deux substitutions Q, R sont liées l ’une à 

l ’autre et à la substitution P par la formule

Q -P *R P ,
de laquelle on tire

RP =  P2Q et R — P2QPS.

M. Hermitc, dans les recherches que nous avons mentionnées, avait 

déjà rencontré des fonctions transitives de six variables, qui offraient 

six valeurs distinctes. Désirant comparer le résultat qu’il avait obtenu 

avec celui que je trouvais moi-même, je lui ai demandé comment il s’y 

prenait pour construire de telles fonctions; sa réponse a été la règle 

que je vais transcrire.

Pour obtenir une fonction de six variables indépendantes 
»

<x> S, y, à, e, Ç >

qui, sans être symétrique par rapport à cinq d’entre elles, offre six 

valeurs distinctes, prenez une fonction symétrique s des trois quan

tités
f(«,6).
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la fonction f(a?, y )  étant elle-même symétrique par rapport à x  et y; 

puis appliquez à la fonction s la substitution circulaire

(«. 6, y, à,

et ses puissances. Vous obtiendrez cinq valeurs distinctes

S9 Si f  S gj S$f S

de s; et, si vous nommez

une fonction symétrique des cinq valeurs distinctes de s, ü  sera effec

tivement une fonction qui, sans être symétrique par rapport à cinq 

des variables indépendantes a, ë, y, 8, e, aura seulement six valeurs 

distinctes.

3 2 1 .

, A nalyse mathématique. — Mémoire sur un nouveau calcul qui permet 

dè simplifier et d ’étendre la théorie des permutations.

C. R.,. T. XXII, p. 53 (la janvier 1846).

L’adoption des lettres caractéristiques d et 8, employées par Leib

nitz et par Lagrange pour représenter les différentielles et les varia

tions des fonctions, a, comme on le sait, ouvert aux géomètres des 

voies nouvelles, et donné naissance à de nouveaux calculs. Effective

ment, le Calcul infinitésimal a permis de résoudre des problèmes qui 

dépassaient autrefois les forces de l’Analyse, et l’intégration des équa

tions différentielles a fourni des résultats qu’on ne pouvait atteindre 

en s’appuyant sur la seule résolution des équations algébriques.

L’adoption d’une seule lettre caractéristique employée pour indi

quer une substitution, c’est-à-dire un échange opéré entre les diverses 

variables que renferme une fonction donnée, me parait offrir, dans la 

théorie des permutations, des avantages analogues à ceux que pré-
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sentp l’emploi de la caractéristique d ou B dans les calculs que je viens 

de rappeler. Déjà, dans mes précédents Mémoires, on a vu comment, 

à l’aide d’équations symboliques qui renferment seulement les lettres 

caractéristiques de diverses substitutions, on peut arriver à découvrir 

les propriétés mystérieuses et cachées de certaines fonctions, et à éta

blir, pour la recherche de ces propriétés, des méthodes générales qui 

semblent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse ma

thématique. Mais, pour tirer de la nouvelle notation tout le parti pos

sible, il convenait de faire encore un pas de plus, ef il fallait intro

duire les lettres caractéristiques des substitutions, non seulement 

dans les équations symboliques dont j ’ai parlé, mais encore dans les 

équations mêmes par lesquelles des fonctions diverses se trouvent 

liées entre elles. On verra, dans le présent Mémoire, comment cette 

introduction s’effectue, et combien elle peut être utile, soit pour dé

couvrir les propriétés des fonctions de plusieurs variables indépen

dantes, soit pour construire des fonctions qui jouissent de propriétés 

données, et offrent un nombre donné de valeurs distinctes.

§ I. — Considérations générales.

Soient s une fonction de n variables indépendantes oc, y , s, . . .  et S 

l’une quelconque des substitutions qui peuvent être formées avec ces 

variables. Je désignerai par la notation

' Si
*

la valeur nouvelle que recevra la fonction s quand on lui appliquera la 

substitution S. Si, pour fixer les idées, on prend

et

on aura

S =  y, S, U, V) 

s =  (x,y,z)(u, v),

Si =  f(/, s, x, v, u).

Si l’on prenait, en particulier,

s =  x y % zs -t- m* cs,
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on trouverait

Soient maintenant 

diverses fonctions de

S s =  yz'ix i +  ()* u5.

x, y, z, . . .

/»

»

liées entre elles et à une autre fonction Î2 par une équation de la 

forme

(0 Q =  F(x,y,z,  . . . ).  '

En désignant toujours par S une des substitutions que l’on peut 

former avec les variables x,  y, z, . . on aura

(2 ) SQ =  F(Sx, Sy, Sz, . . .).

Soit enfin

(3) i, P, Q, R, . . .

un système de substitutions conjuguées, de l’ordre M; et supposons 

que

(4 ) ' x, y, z, . . .

représentent précisément les valeurs distinctes acquises par la fonc

tion x quand on lui applique les substitutions i, P, Q, R, . . . ;  de sorte 

que x, y, z, .. se confondent avec les termes distincts de la série

(5) x, Px, Qx, Rx, —

Si l’on prend pour S l’une quelconque des substitutions

i, P, Q, R, · · · ,
la série '

(6 ) . S, SP, SQ, SR, . . .

aura pour termes les termes de la série (3 ), rangés dans un nouvel 

ordre; et, par suite, il suffira aussi de ranger dans un nouvel ordre les 

termes de la série ( 5) pour obtenir la suivante

(7) Sx, SPx, SQx, SRx, __
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D’ailleurs, P, Q, S étant des termes quelconques de la série ( 3 ), de 

deux équations de la forme

Px =  Qx, SPx =  SQx,

la première entraînera toujours la seconde et réciproquement; et il en 

sera encore de même si dans ces deux équations on substitue à x une 

fonction quelconque, par exemple un quelconque des termes de la 

série (4 )· On doit en conclure qu’aux termes égaux ou inégaux de la 

série (5) correspondront des termes égaux ou inégaux de la série (7). 

Donc, si l’on nomme v le nombre des termes égaux à x dans la 

série (5 ), v sera encore le nombre des termes égaux à Sx dans la 

série ( 7 ) ,.ou, ce qui revient au même, dans la série ( 5), puisque ces 

deux séries offrent les mêmes termes, diversement rangés; donc le- 

nombre des termes égaux à x, dans la série ( 5 ), sera encore le nombre 

des termes égaux à Px =  y, le nombre des termes égaux à Qx =  z, etc.; 

et le nombre total M des termes divers de la série ( 5 ) sera le produit 

du facteur v par le nombre des termes distincts. Donc, si l’on désigne 

par ¡x ce dernier nombre, on aura ·

(8) Af=fJLV.

Il y a plus : aux p*. termes distincts

x, y, z, . . .

de la série ( 5) correspondront p. termes distincts

(9) Sx, Sy, Sz, . . .

de la série (7); et, par conséquent, les termes de la série (9) se con

fondront avec les termes de la série (4), rangés dans un nouvel ordre. 

Donc le second membre de la formule (2) sera la valeur qu’acquiert la 

fonction
£2 =  F(x, y, z, . :.)

quand on échange entre elles, d’une certaine manière, non plus les 

variables x,  y, z , . . . ,  mais les variables x, y, z, . . . .  c’est-à-dire quand
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on applique à la fonction Î2 une certaine substitution S formée avec 

les variables x, y, z, . . . .  Cela posé, l’équation (2) donnera

(10) S i l
\

La formule (10), qui subsistera quelle que soit la fonction ü,  est 

évidemment analogue aux équations qui, dans le Calcul différentiel, 

résultent des changements de variables indépendantes. Si, dans cette 

même formule, on fait coïncider successivement S avec les divers 

termes de la série (3 ), les valeurs correspondantes de §, représentées 

par les termes d’une autre suite

(n) 1, <i, ¿R, . . . ,

seront ce que deviennent les substitutions

P, Q, R, ..·

quand on les exprime, non plus à l’aide des variables x, y , z, . . . .

mais à l’aide des variables x, y, z, . . .;  et, puisque la série
«

1, P» Q, R, ···

renferme toutes les dérivées d’une ou de plusieurs des substitutions P, 

Q, R, . . . ,  il est clair que la suite

renfermera toutes les dérivées d’une ou de plusieurs des substitu

tions &, . , . .  Donc la série (11) offrira, comme la série (3 ), un 

système de substitutions conjuguées. Seulement, plusieurs termes de 

la série (11) pourront être égaux entre eux. Soit A le nombre de ceux 

qui se réduiront à l’unité, et nommons toujours

S, S

deux termes correspondants, pris au hasard dans les séries (3) et (n ) . 

Puisqu’il suffira d’exprimer les substitutions P, Q, R, . . .  à l’aide des 

variables x, y, z, . . . ,  pour transformer les termes des séries (3 ) et (6)
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en ceux que renferment la série (i i) et la suivante

(12) 8, 89, S®>'

il est clair que la série (12) aura pour termes les termes de la série (x 1), 

rangés dans un nouvel ordre. Donc le nombre X des termes égaux à 

l’unité sera encore le nombre des termes égaux à s', c’est-à-dire le 

nombre des termes égaux à l’une quelconque des substitutions <£,

. . . ,  non seulement dans la série (12), mais aussi dans la série (11). 

Donc le nombre total M des termes de la série (11) sera le produit du 

facteur À par le nombre des termes distincts. Donc, si l ’on désigne 

par Oïl ce dernier nombre, c’est-à-dire l’ordre du système des substi

tutions conjuguées
9 , V ' * ,

on aura

(13) M = 1 0 IL.

Le nombre A des valeurs de 8 qui se réduisent à l’unité est aussi le 

nombre des valeurs de 8 qui vérifient les équations simultanées

(i4 > s x ~  x, Sy =  y, 8z — z,

ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs de S qui vérifient 

les équations simultanées

(i5) Sx =  x, Sy =  y, Sz =  z, -----

D’ailleurs, comme deux équations de la forme

S x = x ,  S'x =  x

entraînent une troisième équation de la forme

SS'x =  x,

quelle que soit la fonction x, il est clair que les valeurs de S propres à 

vérifier simultanément les équations ( i 5) composei’ont un système de 

substitutions conjuguées. Si l’unité était la seule valeur de S qui pût
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vérifier ces mêmes équations, on aurait simplement

• ' . 1 =  I

et, par suite,

(16) M = 3tL.

Donc alors l’ordre du système des substitutions conjuguées

», P, Q, R, ··.

se réduirait à l’ordre du système des substitutions conjuguées

Si Î2, considéré comme fonction de x, y t s, . . . ,  n’est point altéré 

par la substitution S, alors évidemment la substitution § n’altérera 

pas non plus ü  considéré comme fonction de x, y, z, . . . .  Récipro

quement, si 0, considéré comme fonction de x, y, z, n’est pas 

altéré par la substitution §, en sorte qu’on ait

(17) $Qz=Q,

l’équation (17), jointe à la formule (10), entraînera la suivante :

(18.) S G =

Donc alors Î2, considéré comme fonction de x, y , z, . . . ,  ne sera point 

altéré par la substitution S. Donc, par suite, si Î2 n’est altéré par 

aucune des substitutions

I, 9 , 2 , A, ... ,

il ne sera pas non plus altéré par aucune des substitutions

», P, Q, R, . . . .

C’est ce qui arrivera, en particulier, si £1 est une fonction symétrique 

des variables x, y, z, . . . ,  puisqu’alors il ne pourra être altéré par 

aucune substitution § relative à ces mêmes variables.

Observons encore que, si, S étant toujours un des termes de la

Œuvres de C. — S. I, t. X. 6
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série (3 ), on nomme i l’ordre de la substitution S, et i l’ordre de 

la substitution §, l’équation·
S1'=  i

entraînera la suivante

et que, en vertu de cette dernière, l’ordre i de la substitution 8 devra 

être un diviseur de i.

Soient maintenant

(1 9 ) i, ü, V, W, . . .

des substitutions qui n’altèrent pas la valeur de x considéré comme 

fonction de x , y, z, . . . .  et supposons le système des substitu

tions (19) permutable avec le système des substitutions conjuguées

(3) . 1 , P, Q, R...........

Si l’on nomme T l’une quelconque des substitutions (19), et S l’une 

quelconque des substitutions ( 3 ), tout produit de la forme

TS

sera en même temps de la forme

ST,

les valeurs de T et de S pouvant varier dans le passage d’une forme à 

l’autre; et', sous la même réserve, toute expression de la forme

TSx

sera en même temps de la forme

STx.

Donc les divers termes de la série

(2 0 ) Tx, Ty, Tz, . . . ,

qui se confondront avec ceux de la série

(a i) Tx, TPx, TQx, . . . ,
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seront tous de la forme
STx

ou, ce qui revient au même, de la forme

Sx,

puisque T représente, par hypothèse, une substitution qui n’altère 

pas la valeur de ii. Donc chaque terme de la série (20) sera en même 

temps un terme de la série (4). et l’on peut énoncer la proposition' 

suivante :

Théorème. —  Soient
x, y, z, . . .

les valeurs distincj.es qu’acquiert une fonction x des n variables x , y , 

z, . . .  lorsqu’on lui applique successivement les substitutions conjuguées

1 , P, Q, R, . . . .

et supposons le système de ces substitutions permutable avec un autre sys

tème de substitutions conjuguées ou non conjuguées

Alors
1 , U, V, W,

x, y, z,

seront encore les valeurs distinctes qu acquerra la fonction x, en vertu 

des substitutions U, V, W ,__

§ II. — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donné 
de valeurs égales ou un nombre donné de valeurs distinctes.

Soit O une fonction donnée de n variables indépendantes

x, y, z, . . . .

Comme nous l’avons déjà remarqué dans la séance du 6 octobre der

nier, si certaines substitutions n’altèrent pas la valeur de Î2, toutes 

les dérivées de ces substitutions jouiront de la même propriété, et par 

suite si l’on nomme

1 , P, Q, R, . . .
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les substitutions diverses qui n’altéreront pas la valeur de la fonc- · 

tion Q, celles-ci formeront toujours un système de substitutions con

juguées, dont l’ordre M sera précisément le nombre des valeurs égales 

de Î2. Quant au nombre m des valeurs distinctes de Q, il sera déter

miné par la formule
m M — N,

la valeur de N étant
JV =  i .2.3. . .  n. *

Concevons maintenant que, M désignant l’ordre d’un certain sys

tème de substitutions conjuguées

(1) i, P, Q, R,

on demande une fonction qui possède la double propriété de n’être 

altérée par aucune de ces substitutions et d’offrir M valeurs égales. 

On résoudra facilement ce problème en suivant la marche que nous 

allons indiquer.

Soient

( 2 ) . x, y, z, . . .

les valeurs distinctes qu’on obtient pour une certaine fonction x de 

n variables x , y , z, . . . ,  en lui appliquant les substitutions (i) , et 

supposons cette fonction x tellement choisie que la série *

(3) Tx, Ty, Tz, . . .

renferme au moins un terme non compris dans la série (2), quand on 

prend pour T une substitution non comprise dans la série (1)· Enfin, 

soient

(4) . 1, ®, A, . . .

cè que deviennent les substitutions

1 , P, Q, R, . . .

quand on les exprime, non plus à l’aide des variables x , y* z > · · . ,  

mais à l’aide des variables x, y, z........Si l’on prend

& =  F(x,y ,z,(5)
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F ( x ,y ,z , ....) étant une fonction de x, y, z, . . .  qui ne soit jamais 

altérée par aucune des substitutions (4), alors £2, considéré comme 

fonction de x, y, . . .  > ne sera pas non plus altéré par aucune des 

substitutions (i). Donc le nombre des valeurs égales de Î2 sera M ou 

un multiple de M. Mais, d’autre part, en désignant par T l’une quel

conque des substitutions non comprises dans la suite (i), on tirera de 

la formule ( 5 )

(6 ) T£2 =  F(Tx, Ty, Tz, . . . ).

Cela posé, comme des produits

Tx, Ty, Tz, ...»

l’un au moins sera, dans l’hypothèse admise, distinct de tous les 

termes que renferme la suite (2), le second membre cte l’équa-, 

tion (6) sera généralement distinct de O, et ne pourra se réduire 

à O que dans certains cas spéciaux, c’est-à-dire pour certaines formes 

particulières de la fonction F(x, y, z , . ..)  [voir la séance du 6 octobre, 

page 793 (')]. Donc la fonction O, déterminée par l’équation ( 5), offrira 

généralement M valeurs égales, et par conséquent le nombre m de ses 

valeurs distinctes sera déterminé par la formule

„  -, - NniM — N ou m — — ·

Les conditions auxquelles nous avons supposé que les deux fonc

tions x et F(x, y, z , . ..)  demeuraient assujetties peuvent être évidem

ment remplies de diverses manières, dont quelques-unes méritent 

d’être remarquées; et d’abord, il est clair que la fonction F (x,y , z , . ..)  

ne sera jamais altérée par aucune des substitutions (4), si elle est 

symétrique par rapport aux variables x, y, z, . . . .  On peut donc 

prendre, pour second membre de l’équation ( 5), une fonction symé

trique de ces variables, quoique en général on n’y soit pas obligé.

En second lieu, tous les termes de la série ( 3) seront étrangers 

à la série (2), et, par suite, x remplira la condition précédemment,

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 337-338.
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énoncée, si l ’on prend pour x une fonction de x,  y,  z, . . .  choisie 

arbitrairement parmi celles dont toutes les valeurs sont inégales. 

Alors la règle que nous venons de tracer pour la détermination d’une 

fonction Q qui offre M valeurs égales se réduira simplement à la règle 

que nous avons indiquée dans la séance du 6 octobre dernier.

Au reste, il n’est pas absolument nécessaire de choisir x de telle 

sorte qu’un ou plusieurs termes de la série ( 3 ) deviennent étrangers 

à la série (a) quand on prend pour T une substitution non comprise 

dans la série (i). En effet, supposons que cette condition cesse d’être 

remplie, et qu’en conséquence les termes de la série ( 3 ) se confondent 

avec les termes de la série (2) rangés dans un nouvel ordre quand on 

prend pour T certaines substitutions
9

(7) U, V, W, . . .

non comprises dans la série (1). Soient d’ailleurs

(8) . XD, <?, Tg), ...

ce que deviennent les substitutions (7) quand on les exprime, non 

1 plus à l’aide des variables x,  y,  z, . . . ,  mais à l’aide des variables x,

y, z , ----Si la fonction x est telle que tous les termes de la série (8)

soient étrangers à la série (4). alors, pour obtenir une valeur de £2 

qui offre généralement M valeurs égales, il suffira de recourir à l ’équa

tion ( 5) et de réduire F(x, y, z , . . . )  à une fonction de x, y, z, . . . ,  qui, 

n’étant jamais altérée par aucune des substitutions (4). soit, au con

traire, toujours altérée par chacune des substitutions (8).

Il importe d’observer que les formules et les calculs auxquels on est 

conduit par la marche ci-dessus tracée se simplifient quand on prend 

pour x  une fonction de x,  y,  z, . . .  qui jouit de la propriété de n’être

pas altérée par une ou plusieurs des substitutions P, Q, R , ----

Diverses applications des principes exposés dans ce Mémoire forme

ront le sujet d’un nouvel article.
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3 2 2 .

A nalyse mathématique. — Applications diverses du nouveau calcul dont 

les principes ont été établis dans la séance précédente.

G. R., T. XXII, p. 99 (19 janvier 1846).

Considérons n variables diverses oé, y, s, u, v, . . . .  Le nombre total N 

des arrangements que l’on pourra former avec ces variables sera déter

miné par la formule
TV — 1 . 2 . 3 . . ,  «,

Soit d’ailleurs s une fonction linéaire de x, y , z, . . .  déterminée par 

une équation de la forme

( 1 ) s — a x  -(- by  -t- cz  4 - . . . .

Les diverses valeurs de cette fonction seront toutes égales entre elles, 

et par suite la fonction sera symétrique, si les coefficients a, b, c, . . .  

sont tous égaux entre eux. Si, au contraire, plusieurs coefficients 

sont inégaux, la fonction s offrira plusieurs valeurs distinctes dont le 

nombre sera facile à calculer. Enfin, si tous les coefficients sont iné

gaux, les N valeurs de la fonction s seront toutes distinctes les unes 

des autres.

Concevons maintenant que a étant une racine de l’équation

( 2) « » = 1, 

on réduise les coefficients
a, b , c, . . .

aux divers termes de la suite

( 3 ) . 1 ,  a, as, . . . ,  et»-*.

La formule (2) donnera

(4) S — x  -t- « y  +  oAz -¡r___
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Soit d’ailleurs

(5) P =  (^>7 » U, v, . . . ) ,

On aura

( 6) P« — y  +  « î +  «, u + , .

et, par conséquent,

(7)

puis on en conclura

ou, ce qui revient au même,

( 8 )

Lorsque a représente une racine primitive de l’équation (2), alors les 

n termes de la série ( 3 ) étant tous inégaux entre eux, la fonction s 

déterminée par la formule (4 ) offre TV valeurs distinctes. Mais comme, 

en vertu de la formule (8), s11 représente une fonction qui n’est plus 

altérée par la substitution P, cette dernière fonction offre évidemment 

autant de valeurs distinctes qu’il y a d’unités dans le rapport

Concevons à présent que, a étant une racine primitive de l’équa

tion (2), on élève la fonction s à une puissance quelconque dont le 

degré l  soit un nombre premier à n, et désignons par

les diverses fonctions de x , y , s, u,v,  . . .  qui, dans le développement 

de s‘ , se trouvent multipliées par les divers termes de la suite

— = 1. 2 . 3 . .  . ( n  — 1). 
n

x, y, z, u, v, .

s' =  x -4- a 'y  4- aï'z

en sorte qu’on ait 

(9 )
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On tirera de la formule (7)

v*i= ( P s y = Î ,• a1

et par conséquent, eu égard à l’équation (9),

(1 0 ) , P i ,=  y +  «,z +  «! ,u + __

Or, de la formule (10) comparée à l’équation (9), il résulte évidem

ment que la substitution P a pour effet de transformer x en y, y en z, 

z en u, . . . .  Donc, si l’on représente par

(11) S2 =  F(x,y,z,  . . . )

une fonction quelconque de x, y, z, . . . ,  la substitution P appliquée 

à la fonction Q produira le même effet que la substitution (x, y, z , ...). 

En d’autres termes, si l’on pose

(12) ■ ®=(x,y,z ,

$ ne sera autre chose que la substitution P exprimée, non plus à l’aide 

des variables données x, y , z ........ mais à l’aide des nouvelles va

riables x, y, z , ...; de sorte que, en désignant par ü  une fonction quel

conque de ces nouvelles variables, on aura

( 13 ) · PÎ2 =  Æi2.

Ce n’est pas tout : si, en nommant r l ’un quelconque des nombres 

premiers an, et p un entier choisi de manière à vérifier la formule

(i4) /•psu (mod./i),

on remplace a par «p dans le second membre de l’équation (4), on 

obtiendra une nouvelle valeur de s, qui sera précisément celle à laquelle 

on parvient quand on substitue aux variables dont les rangs, dans la 

série .
J'9 ·«> * · · y

sont représentés par les nombres

I, 2 , 3, . . .,

Œuvres de C . —  S. I, t. X. n

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



50 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE,

celles dont les rangs sont représentés par les nombres *

r, 21·, S r, . . . .

Donc la nouvelle valeur de s sera précisément celle qu’on obtientquand, 

on applique à s la substitution Q relative aux seules variables

y , *,
/

et déterminée par l’équation symbolique

(15) Q =  ( p ) ·

D’autre part, comme la substitution Q relative aux seules variables 

y, z , .... et déterminée par la formule ( i 5), produira sur s, et par suite 

sur s1, un effet identique avec celui qui résulterait du changement de 

a en a P, on aura, non seulement

(16) Qs =  x  +  a?y-\-oC?z-\-,. . ,  

mais encore

(1 7 ) Q i , =  x +  al>/y +  «!p,z + . . . .

Or, de la formule (17), comparée à l ’équation (9), on conclura que la 

substitution Q fait passer à la place des fonctions dont les rangs, dans 

la série
y, z, u, . . . .

sont représentés par les nombres

1 , 2, 3, · · ·,

celles dont les rangs sont représentés par les nombres 1

r, 2 r, 3 r, . . . .

Donc la substitution Q échangera entre «eux de la même manière les 

termes correspondants des deux séries

y , s, u, . . .  
y, z, u,
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et, si l’on nomme ^ce que devient la substitution Q exprimée à l’aide 

de y, z, u, . . . ,  ^se déduira de 9 à l’aide d’une équation symbolique 

semblable à la formule (r5) ; de sorte qu’on aura

(.8) , * = ( ? >

x devant conserver la même place dans 9  et dans 9 r. Si maintenant on 

applique la substitution ^ ainsi déterminée à une fonction quel

conque Î2 de x, y, z, . . . ,  on aura identiquement

(ip) =

Comme, en désignant par / un nombre entier quelconque, on tire 

de la formule ( i 5)

l ’ordre i de la substitution Q, ou la plus petite valeur de l  propre à vé

rifier la formule ' ' ■
Q'=>,

devra évidemment se confondre avec la plus petite valeur de l  propre 

à vérifier l’équation
P ’J= P ,

que l’on peut réduire à
r 'm  i (mod.«).

Donc, par suite, si r est une racine primitive relative au module n, le 

nombre i devra se confondre avec l’indicateur maximum / correspon

dant à ce module. Dans le cas contraire, i sera un diviseur de /.

D’autre part, comme, en vertu de l’équation ( i 5), le système des 

puissances de P sera permutable avec le système des puissances de Q, 

on peut affirmer que les deux substitutions

P, Q,

jointes à leurs dérivées, composeront un système dont l’ordre sera 

représenté par le produit
ni.
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Par suite aussi, a étant un diviseur quelconque de n, les deux substi

tutions
Pa, . Q,

jointes à leurs dérivées, composeront un système dont l’ordre sera

ni
a

Ajoutons que de la formule ( i 3 ) on tirera immédiatement

(20) P a £2 =  Æ“ £2.

Les formules que nous venons d’établir offrent des expressions très 

simples des théorèmes fondamentaux sur lesquels s’appuie la résolu

tion des équations binômes. Les équations ( i 3 ), (19) et (20), en par

ticulier, permettent de construire facilement avec n variables données 

x ,  y ,  z,  . . .  des fonctions pour lesquelles le nombre m des valeurs 

distinctes soit déterminé par la formule

i étant, ou l’indicateur maximum / relatif au module n, ou un diviseur 

de /, et a étant, ou l’unité ou un diviseur de n . D’ailleurs, le mode de 

formation que fournissent les équations ( i3 ), (19) et (20), pour les 

fonctions dont il s’agit', est différent de celui que nous avons indiqué 

dans la séance du 6 octobre, et se réduit à la règle que nous allons 

énoncer.

Pour former avec n variables x , y ,  s, . . .  une fonction i l  qui offre

I .2...(/» — 1)
----------i-------- - a

1

valeurs distinctes, a étant un diviseur quelconque de n, et i un divi

seur quelconque de l’indicateur maximum relatif au module n , posez

s —  x  4- ay  H- ct*z - + - ...,  

a étant une racine primitive de l’équation

«,l— I.
/
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Soit d’ailleurs l un quelconque des entiers premiers à n, et représen

tez par
x, y, z, . . .

les coefficients de

dans le développement de s1. Soit encore r une racine primitive de 

l’équivalence
H = i  (mod. n),

en sorte que r ' représente la plus petite puissance de r, qui, divisée 

par n, donne l’unité pour reste. Pour obtenir une fonction ü  de æ, y ,  
z, . . .  qui remplisse la condition énoncée, il suffira de prendre géné

ralement
Q =  F(x,y,z,  . . .),

F(x, y, z , . . . )  désignant une fonction de x, y, z, . . .  qui ne soit jamais 

altérée, ni par la puissance de la substitution

ni par la substitution

®'=(x,y,z, ·.·)>

A la vérité, il semblerait au premier abord que cette règle ramène 

la question proposée à une question entièrement semblable. Car, pour 

caractériser une fonction il  de x,  y, z, . . . ’ qui offre

1 . 2 . 3 .. .{n — i)

valeurs distinctes, il suffit de dire que les substitutions qui n’altèrent 

pas sa valeur se réduisent aux dérivées de deux substitutions de la 

forme
V — {x, y , z,

Q =

et ces deux dernières équations sont semblables à celles qui fournis-
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sent les valeurs de <£, «^exprimées à l ’aide des variables x, y, z........

Mais il importe d’observer que le nombre des valeurs distinctes de il, 

considéré comme fonction de x , y , z, . . . .  restera généralement le 

même si l’on diminue le nombre des valeurs distinctes de Î2 consi

déré comme fonction de x, y, z, . . et même si l’on réduit ce dernier 

nombre à l’unité. Donc, en suivant la règle indiquée, on pourra géné

ralement prendre pour F(x, y, z, . . . )  une fonction symétrique des 

nouvelles variables x, y, z , __

Au reste, il suit, des principes établis dans la séance précédente, 

que la règle ci-dessus tracée est comprise comme cas particulier dans 

une autre règle qui conduit au même but, et que nous allons indi

quer.
Pour former avec les n variables x , y, z, . . .  une fonction Î2 qui 

offre m valeurs distinctes, la valeur de m étant déterminée par la for

mule (21), posez

P =  {x> y * Z) · · ·) ■ et Q —  ̂p  ̂* 

r étant une racine primitive de l’équivalence

rl =  i (mod. n);

puis construisez une fonction x qui vérifie la condition

(2 2 ) Pax =  x, 

et prenez ensuite
fl =  F(x,y ,  z, . . . ) ,

F(x, y, z, . . .)  désignant une fonction symétrique des variables x, y, 

z, . . . ,  et y, z, . . .  étant liées à x par les formules

y — Q x> z =  Q2x...............

La valeur de ü  ainsi-obtenue, savoir

(23) =  F(x, Qx, Qsx, . . . ,  Qi- 1 x),

satisfera généralement à la question. D’ailleurs, comme, en posant,
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pour abréger,

(24),

on tirera de la formule (7)

il est clair qu’on vérifiera généralement la formule (22) en posant

Donc l’équation ( 23) pourra être réduite à celle-ci

(25) £2 =  F(sc, Qsc, Q2 s*........Q£-V ) ,

la valeur de s étant déterminée par la formule (4). et a étant une ra

cine primitive de l’équation (2).

Si, dans la formule (4). on prenait pour a, non plus une racine pri

mitive de l’équation (2), mais une puissance d’une telle racine, le 

degré v de cette puissance étant un diviseur de n, alors il suffirait 

d’assujettir les nombres a et c à vérifier, non plus la formule (24), 

mais la suivante

, », n .(26) ac— ->' v

pour que la fonction O, déterminée par l’équation ( 25), offrît encore, 

généralement, m valeurs distinctes, la valeur de m étant toujours 

donnée par la formule (21).

Dans un autre article, je montrerai comment le nouveau calcul peut 

être appliqué à la formation de fonctions transitives qui offrent moins 

de valeurs encore que celles que nous venons de construire, par 

exemple à la formation de fonctions transitives de six variables qui 

offrent six valeurs distinctes.
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3 2 3 .

A nalyse mathématique. — Recherches sur un système d ’équations simul

tanées,· dont les unes se déduisent des autres à l ’aide d ’une ou de 

plusieurs substitutions.

C. R., T. XXII, p. i5g (26 janvier 1846).

Quelques mots suffiront pour donner une idée de ces recherches, 

qui seront développées dans les Exercices d ’Analyse et de Physique 

mathématique.

Supposons que, m étant un nombre entier quelconque et n =  mi un 

multiple de m, les lettres x, y, z , . . .  représentent m fonctions diverses 

de n variables x , y , z, u, v, . . . .  Soit, de plus, 1, P, Q, R, . . .  un sys

tème de substitutions conjuguées dont l’ordre soit précisément 

Les n variables x , y ,  z, u,v, . . .  seront, en général, complètement dé

terminées, si on les assujettit à vérifier les n équations simultanées 

 ̂ x =  o, P x —  0, Q x  o, · . . . ,

(Q . \ y ^ o ,  P y  =  0, Q y  =  o,

Or les valeurs de x,  y,  z, u, v, . . . .  qui vérifient des équations de 

cette forme, jouissent de diverses propriétés remarquables, et, en 

particulier, de celles que nous allons indiquer.

Supposons que, la variable x  étant comprise dans un facteur circu

laire de P, on nomme h l ’ordre de ce facteur circulaire, et x , , x 2, , . . ,  

x h les variables comprises avec x  dans ce même facteur. Chacune 

des valeurs de x  fournies par la résolution des équations (1) sera en 

même temps une valeur de x n une valeur de x 2, . . . .  une valeur de 

x h- K. Cela posé, soit 

(2 ) · F(a?) =  o

l’équation qui résultera de l’élimination des variables x , y , z,u,v ,*>.  

entre les formules (1). Cette équation admettra deux espèces de ra

cines. Les unes vérifieront des conditions de la forme

(3) X  —
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/étant un diviseur de A; les autres ne satisferont à aucune semblable 

condition. Si d’ailleurs on suppose x, y, z, . . .  réduites à des fonctions 

entières des variables x, y, z, u,v, . . . ,  on pourra facilement décom

poser l’équation (2) en deux-autres

(4)
(5) ’ —

qui correspondront respectivement à ces deux espèces de racines, et 

même l’équation (4) en plusieurs autres, qui correspondront aux 

diverses valeurs de /. Ajoutons que ces diverses équations, et parti

culièrement l’équation ( 5), dont chaque racine ne vérifiera aucune 

condition de la forme ( 3 ), pourront être généralement résolues à 

l’aide d'un certain nombre d’équations moins élevées, que l’on obtien

dra, par exemple, en suivant la méthode donnée par Abel dans son 

beau Mémoire Sur une classe particulière d’équations résolues algébri

quement. ,

3 2 4 .

A nalyse mathématique. — Note sur diverses propriétés de certaines 

fondions algébriques.

C. R., T. XXII, p. 160 (26 janvier 1846).

Simple énoncé.

3 2 5 .

A nalyse mathématique. — Sur la résolution directe d ’un système d ’équa

tions simultanées, dont les unes se déduisent des autres à l ’aide d ’une 

ou de plusieurs substitut ions.

, C. R., T. XXII, p. 193 (2 février 1846).

Soient données entre « variables

;r> y> zj · · ·
OF.livres d e  C . — S. I, t. X. 8
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n équations dont les unes se déduisent des autres à l’aide d’une ou 

de plusieurs substitutions. Si les premiers membres de ces équations 

sont des fonctions entières de x,  y, z, . . . ,  on pourra, comme nous 

l’avons dit dans la séance précédente, éliminer les variables y,  s, 

puis décomposer l’équation

(i) F(æ) =  o,

résultante de cette élimination, en d’autres équations plus simples et 

d’un degré moins élevé. Au reste, pour obtenir les valeurs de x,  y,  

.z, . . .  propres à vérifier les équations données, il n’est pas absolument 

nécessaire de former l’équation résultante. On peut chercher directe

ment les équations plus simples qui doivent la remplacer, et faire 

servir au calcul des coefficients que celles-ci renfermeront le système 

des équations données.

Pour faire mieux comprendre comment un semblable calcul peut 

s’effectuer, considérons, en particulier, le cas où les équations don

nées se déduisent toutes de l’une d’entre elles à l’aide des diverses 

puissances*d’une substitution circulaire

-S, · · · )

qui renferme toutes les variables, et sont, en conséquence, de la 

forme

(2 ) x — o, Px =  0 , P 2x =  o, P " - ‘ x =  o,

x désignant une fonction entière de ces variables. Si, en nommant co 

une autre fonction entière de x,  y, z, . . . ,  on combine, par voie d’ad

dition, les formules (2) respectivement multipliées par les facteurs

<0, Pw, P2 co, . . . ,  P"-1 co, 

on obtiendra la formule ·

(3) (1 -t-P-t-P2-)-.. .-h P'l - , )cox =  0 . *

Si d’ailleurs on attribue successivement à to n valeurs diverses, pour 

chacune desquelles le premier membre de la formule ( 3 ) se réduise ù
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une fonction symétrique de x ,  y,  z, le système des n équations 
ainsi trouyées déterminera les valeurs des fonctions

p  =  x + y
q =  x y -+- xz +... +  y  s ■+-.. 
r =  xyz -h .. ;,

et lorsqu’on aura calculé ces valeurs, il suffira de résoudre par rap

port à l’inconnue s l’équation du nmue degré

(4) sn— ps"—‘ -h qsn~2— . . =  o,

pour obtenir les valeurs des variables x, y, z ........

Pour éclaircir ce qui vient d’être dit par un exemple, supposons 

ij =  3 et x =  x  — (y 2 +  c2)z, c désignant une quantité constante. Les 

équations (2), jointes à la formule P =  (x ,y , s), donneront

(5) x  — ( y 2-h c2)z =  o, y  — (z2-h c2) x  =  0, z —  (x* H- c2)/ —  o.

Alors l’équation (1) sera du quinzième degré, et ses quinze racines 

seront de deux espèces. Trois d’entre elles, savoir, o, -f-y/i — c’\  

— \J 1 — c2, vérifieront la formule '

(6) X(X- +  C2~  i) =: O,
\

à laquelle on parvient, en posant, dans l’une quelconque des équa

tions ( 5), x  — y  =  s. Les douze autres racines de l’équation (1) véri

fieront la formule

X l2 +  ( i -}- 4 c 2+  c6) x n - l·- (r 4 - 2C2-H 6 c 4 4- C6 4 - 4 c 8 )x*

-h (1  -1— c2+  3 cs-4— 3c8 H— 6c]0) x i 
-4- ( 1  +  3c3— c4— 3c6— c8+ 3 c I° + 4 c ,2)tf4 

-I- (1 -I- 2 c5 4 - 2 c4— c6 — 2c’ - c " + c l , +  cu )æ! + i  +  cî + c i = o .

Mais, en vertu des principes exposés dans la séance précédente, la 

formule (7) pourra être réduite à un système d’équations du troi

sième degré, et par suite les équations ( 5) pourront être résolues
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algébriquement. Toutefois, la décomposition de l’équation (7) en 

plusieurs autres exigerait un calcul assez long, et, sans recourir h 

ce calcul, ou même sans prendre la peine d’établir l’équation (7), 

on peut construire directement les équations plus simples, dont la 

résolution fournira les valeurs algébriques de x , y , z. En effet, nom

mons s l’inconnue d’une équation du troisième degré qui ait pour 

racines x, y* z. Cette équation sera de la forme

(8) s3—p s--b q s  — r =  o,

les valeurs de p, q, r étant - ·

( 9 ) / i = x + /  +  «, q — xv  +  xz  -+- yz , r  =  xyz.

Si d’ailleurs, dans l’équation ( 3 ), réduite à la forme

(10)  ( i + P  +  I ) ! ) w x = o ,

on pose successivement tü — x , w =  z, w =  n - x y ,  on obtiendra, 

entre p, q et r, les trois équations

j pr —  p - —  (2 -+- cï )q, i p r  =  q--y c'-p"- — (i-f-  2 C-)q,

 ̂  ̂ i (p 3— 2 ? + 3 c ! ) r  =  ( i  — c*)P·

En éliminant successivement, de ces dernières, r et p-, on obtiendra 

une équation du quatrième degré à laquelle devront satisfaire les 

valeurs.

(t2 ) q — o, q ~  3(i — c2)

de la variable q, tirées de la formule (6) et de l’équation q =  3a:3, 

que fournit la supposition x = y  =  z. Les deux autres valeurs de q 

seront données par la formule très simple

( i3) q%+  (1 — c24- c’*)q  -+- ( 2  4- c3-!- C*— c6) “  O.

Ajoutons que, la valeur de q étant calculée, on déterminera p, r à 

l’aidé des formules

puis x , y  et z,  en résolvant par les méthodes connues l’équation (8 ) .
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Si l’on supposait c =  o, on tirerait des formules ( 5 )

¿K1S— æ — o;

et des quinze valeurs de x, fournies par cette dernière équation, trois, 

savoir, o, -t- i, — i, vérifieraient la formule (6), tandis que les douze 

autres seraient les douze valeurs dp s, déterminées par l’équation (8) 

jointe au système des formules

î 2-t- q +  2 =  o, p’-^ K q '+ B g ), r = p — 3̂-·

De ces douze valeurs de s, ainsi qu’on devait s’y attendre, six se con

fondent avec les racines primitives de l’équation binôme

X1— 1 =  0.

Si l ’on supposait c =  t, 'la formule (7) deviendrait

' x la-h 6 x l0-h i4o.'8-t- i4æ 8 +  6æ 4H- 3.rs-l- 3 =  o, 

et les formules ( 13), (i4) donneraient

. q^ +q - h B  — o, p i =  qi -^-Bq, r = p  — ^ <

■ 326 .

A nalyse mathématique. —  Sur la résolution des équations symboliques

non linéaires.

C. R., T. XXII, p. 235 (9 février 1846).

Dans un précédent Mémoire, j ’ai montré comment on pouvait 

résoudre les équations symboliques linéaires auxquelles on se trouve 

conduit dans la théorie des permutations. Les recherches que j ’ai 

aujourd’hui l’honneur de présenter à l’Académie se rapportent à la 

résolution des équations symboliques non linéaires. Je vais donner 

en peu de mots une idée de ces recherches. Les résultats qu’elles
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m’ont fournis seront exposés plus en détail dans les Exercices d ‘ Ana

lyse et de Physique mathématique.

Considérons n variables

0̂» · · · f if

chaque indice pouvant être augmenté ou diminué d’un multiple quel-= 

conque de ra; et nommons P une substitution circulaire qui renferme 

toutes ces variables, de sorte qu’on ait

P — ( Æ-2, · · ■ , 'X'n—2> n̂~\ )

ou, en exprimant la substitution P à l’aide des indices qui affectent 

les diverses variables,

(1) P =  (o, i, 2, . . . ,  n — 3, n — 2, n — 1).

On pourra satisfaire à l’équation symbolique linéaire

(2) SP =  P->S,

en prenant pour S une substitution qui laisse immobile la variable x 0, 

et même, si n est pair ou de la forme

( 3 ) r t = 2 t ,

' la variable X;. D’ailleurs, cette substitution S, déterminée par la for

mule symbolique

«> > = ( n ·  .

sera une substitution du second ordre.

Ce n’est pas tout : le nombre n étant supposé pair et de la forme 2 i, 

on pourra résoudre de diverses manières l’équation symbolique

(5) ' R‘-* =  S,

dans laquelle la substitution S renferme 2(1 — x) indices, et même la 

résoudre en prenant pour R une substitution de l’ordre 2(1 — 1), qui
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vérifie l’équation

(6) P‘R =  R-ip* 

ou

(7) . P - ( r

En effet, partageons les indices

i> a, 3, i — i, î +  i, n —  3, n —  2 , n —  1

en groupes, dont chacun soit composé de quatre indices de la forme

ly î -- ly -- ly 1 -f- ly .

qui se réduiront à deux, si, i étant pair, on prend / =  il suffira, 

pour résoudre simultanément les équations ( 5) et (6), de poser

(8) Rr= (a, ë,y,. .., i — y, i — g, i — a, — a, — ê, — y, . ■ ., i+  y, i+  6, î-t- a),

a, ë, y, . . .  étant des indices pris dans les divers groupes. La valeur 

de R étant ainsi déterminée, nommons k l ’indice qui succède à l’in

dice h en vertu de la substitution R, et posons généralement

(9 ) . R * = P - * R P *

On tirera des formules (6), (9)

(10) R/,Rî+ *= i , 

et, par suite,

(11) R,2+ « = I ,  R / _ « = I .

Donc R,·*» et R,_a seront des substitutions du second ordre. Ajoutons 

que, si l’on pose pour abréger

(12)

on aura

0 3 )

¿3. =  RP' =  P' R—1,

Ri+a=  P-“<ftP«, R,_a-  P«âP -“,
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et, par suite,

(14) Ri—a —  (a, +  a) (a Tt- ê, t H- 2a) (a -H y, t a 6 ) . .

(15) * R,-4-a— (— a, i — a) (— a -+- 6, 0  (— a 4- y, i — a 4- 6 )------

Donc, si l’on nomme toujours h, k deux indices dont le second suc

cède au premier en vertu de la substitution R, les divers facteurs cir

culaires de R,-_a seront de la forme ( a + i , i  +  a +  h). Il est aisé d’en 

conclure qu’aucun facteur de Rf_B ne sera en même temps facteur de 

la substitution R'- ', c’est-à-dire de la forme

{1, - 1),

à moins que les indices h, k et a ne vérifient la condition

(16) /¡ +  t  +  2 « + i  =  o (m od. n ) .

D’autre part, le produit VU de deux substitutions U, V ne peut cesser 

de renfermer l’une des variables h, k, dont la seconde succède à la 

première en vertu de la substitution U, que dans le cas où V fait 

succéder réciproquement h à k. Donc, si a, S, y, . . .  sont choisis de 

manière que la condition (16) ne soit jamais vérifiée, il suffira de 

poser ,

( 1 7 ) Q =  R /+« R i - ·  · 

ou, ce qui revient au même,

(18) Q =  Ri_* R/-«,

pour que la substitution Q déplace les n — i indices 

i ,  2,  3,  . . . ,  /i — 2, n — i .

Si l’on applique, en particulier, ces principes aux fonctions dont 

M. Hermite s’est occupé, c’est-à-dire à celles qui renferment six, 

huit ou douze variables, ou plutôt aux substitutions qui peuvent 

déplacer les variables

Xq) Xit *··, &n — 2» 3'n — \ »

dans ces mêmes fonctions, on obtiendra les résultats suivants.
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Si à la substitution P de l’ordre n =  n ,  déterminée par la for

mule (i), on joint une substitution Q de l ’ordre n — i et une sub

stitution R de l’ordre n — 2, les dérivées de

P, Q, R

constitueront un système de substitutions conjuguées dont chacune 

déplacera n, n — 1 ou n — 2 variables, et ce système sera d’un ordre 

représenté par le produit
n { n  —  1 ) (n — 2),

pourvu que, les valeurs de Q, R étant déterminées à l’aide des for

mules (8), (9), (17), on pose : 

i° Pour n — 6,
R = ( i,2, 5, 4);

2° Pour n — 8,

ou

3° Pour n — 12,

ou

R =  (i,2 , 3 ,7 ,6 , 5·)

R — (1, 6, 3,7, 2, 5);

R =  (1, 4, 9» 2. 5> 11» 8» 3, 10,7) 

R — (1, 10,9,8,5, i i , 2 , 3 , 4,7).

3 2 7 .

A nalyse mathématique.' — Note sur un théorème fondamental relatif 

à deux systèmes de substitutions conjuguées.

C. R., T. XXII, p. 63o (11 avril 1846).

Une proposition digne de remarque, dans la théorie des permuta

tions, est celle que j ’ai donnée dans la séance du 10 novembre dernier 

(page 1039) ( <), savoir, que le produit des ordres de deux systèmes 

de substitutions conjuguées divise exactement la différence entre le

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 4o3.

O E u w es  d e  C . — S. I, t. X. 9
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nombre des arrangements que l’on peut former avec les diverses 

variables et le nombre des solutions de l’équation linéaire symbo

lique dont les deux membres sont les produits d’une même substi

tution par les termes généraux des deux systèmes., l’un de ces termes 

étant pris pour multiplicande, et l’autre pour multiplicateur. Comme 

de cette proposition l’on peut immédiatement déduire un grand 

nombre d’autres théorèmes, il m’a semblé qu’il serait utile de l’éta

blir, s’il était possible, à l’aide d’une démonstration simple et directe. 

Tel me paraît être le double caractère de celle que je vais exposer en 

peu de mots. . *

Théorème. — Formons avec n variables

x, y, z, . . .

deux systèmes de substitutions conjuguées; et soient

(1) i. P.f P*, . . . .  P

(2) c Qi, Q2, · ·· ,  Qô—1

ces deux systèmes, le premier de l ’ordre a, le second de l ’ordre b. Soient 

d ’ailleurs h, k deux nombres entiers quelconques; nommons I le nombre 

des substitutions R pour lesquelles se vérifient des équations symboliques 

de la forme

(3) RPa= Q 4R, 

et posons, pour abréger,
N  — 1 . a . 3 . . .n.

Les nombres N et I fourniront le même reste lorsqu’on les divisera par le 

produit ab.

Démonstration. — Si l’on pose

(4) J =  /V -I ,

alors, parmi les substitutions que l’on pourra former avec les variables, 

celles pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations semblables 

à la formule ( 3 ) seront en nombre égal à J. Nommons U 1 une de ces
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dernières substitutions. Les divers termes du Tableau

[.u, UP,, UP2, .... UPa_„
' QiU, Q.u p„ QiUP2, ■ ■ ·. Q.upa_I,

(5) Q2u, Q*u p „ Q2u p2, '· · .  QsUPa-l,

( Qi-iü, Qa-1 P1, Q/,-.,u p 2, ···, QA-,ÜP«_

seront tous inégaux entre eux. Car, si l’on supposait

Q*u p a= q*-u p a·,

on en conclurai!*

(6) , UP*P*.‘ =  Q*'Q*-U
*

ou, ce qui revient au même,

( 7 ) ' u $ - t u ,

les valeurs do $,  ̂étant

et, comme alors les deux lettres 9 , ^représenteraient, la première, un 

terme de la série (1), la seconde, un terme de la série (2), il est clair 

que la formule (7) serait semblable à l ’équation (3), en sorte que la 

substitution U se réduirait, contre l’hypothèse admise, à l ’une des 

valeurs de R.

Soit maintenant V une nouvelle substitution, qui ne se réduise ni à 

l’une des valeurs de R, ni à aucune des substitutions comprises dans 

le Tableau ( 5). Les divers termes du Tableau

V, VP„ VP2, VPa-i,

Q.v, Q.v p 1( Q.v p 2, · . . ,  QiVPa—

Q2v, Q2VP1; Q2v p 2, ■ >·, Q2v p a_.

Q*_iV, Qi-iVP„ Qi-iVPs, ... .  Q*-iVP<

seront encore tous inégaux entre eux; il y a plus : ils seront distincts
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de tous ceux que renferme le Tableau ( 5). Car, si l’on avait

on en conclurait
Q*UPa=Q,VP*.,

V = 0 ï ‘ Q*UPaP*\

et, comme les deux produits

QP‘ Q*, P*PP‘

représenteraient, le premier, un terme de la série ( i) , le second, un 

terme de la série (2), il est clair que, en vertu de la dernière formule, 

Y sera déjà, contre l’hypothèse admise, l’ un des termeg renfermés dans 

le Tableau ( 5). En continuant ainsi, on finira par répartir les J substi

tutions, pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations sem

blables à la formule (3), entre plusieurs Tableaux dont chacun renfer

mera autant de termes, inégaux entre eux, qu’il y a d’unités dans le 

produit ab, et offrira, pour premier terme, une substitution non com

prise dans les Tableaux déjà formés. Donc le nombre J ou N — I sera 

un multiple du produit ab·, donc les nombres N et I, divisés par le pro

duit ab, fourniront le même reste.

3 2 8 .

C. R., T. XXIII, p. i5 (6 juillet i846).

M. C a u c h y  lit une Note ayant pour titre : Sur l ’heureuse solution d ’une 

question importante soulevée à l ’occasion du concours de Statistique.

Dans cette Note, M. Cauchy rappelle un vœu d’abord émis, dans le 

sein de l’Académie des Sciences, à l’occasion du concours de Statis

tique, et auquel se sont associés la plupart des membres de l’Institut. 

Une mesure législative vient de réaliser ce vœu en exemptant des 

droits de timbre et d’enregistrement les actes nécessaires pour le 

mariage des pauvres et pour la légitimation de leurs enfants.
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J

3 2 9 .

Note.
«

C. R., T. XXIIt, p. 8o (i3 juillet 1846).

M. C a u c h y  croit devoir signaler une conséquence importante des 

principes énoncés dans le Rapport de la Section de Mécanique et rap

pelés par M. Seguier. Comme il a été dit dans le Rapport, les condi

tions que l’on doit remplir, pour diminuer les chances d’accident, sont 

relatives, les unes à la vitesse, les autres à la masse. Le danger et les 

chances de déraillement croissent, non seulement avec la vitesse, mais 

encore avec la masse, par conséquent avec le nombre des wagons; et il 

en résulte qu’un convoi de vingt wagons remorqués par le système de 

deux locomotives sera toujours avantageusement remplacé par deux 

convois, convenablement espacés, dont chacun renfermerait dix wa

gons remorqués par une seule locomotive. Les faits viennent à l’appui 

de cette proposition malheureusement vérifiée par les catastrophes du 

8 mai et du 8 juillet, qui, l’une et l’autre, ont coïncidé avec l’em

ploi de deux machines. M. Cauchy espère que, convaincus par une si 

triste expérience, les administrateurs des chemins de fer donneront 

des ordres pour que, à l’avenir, un convoi soit toujours restreint au 

nombre de wagons qu’une seule locomotive pourra remorquer,

330 .

G é o m é t r ie  a n a l y t iq u e . — Mémoire sur les avantages que présente, dans la 

Géométrie analytique, l'emploi de facteurs propres à indiquer le sens 

dans lequel s'effectuent certains mouvements de rotation, et sur les résul

tantes construites avec les cosinus des angles que deux systèmes d’axes 

forment entre eux.

C. R., T. XXlII, p, 25ï (3 août 184G).

Simple énoncé.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 C O M P T E S  R E N D U S  D E  L ’A C A D É M I E ,

3 3 1 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Sur les intégrales qui s’étendent à tous les points 

d’une courbe fermée.

C. R., T. XXIII, p. a5i (3 août 1846).

Les deux Mémoires que j ’ai l’honneur de présenter à l’Académie se 

rapportent, l’un à la Géométrie analytique, l’autre au Calcul intégral. 

Comme je me propose de faire paraître successivement ces deux Mé

moires dans les Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, je 

me bornerai à énoncer ici, en peu de mots, quelques-uns des résultats 

auxquels je suis parvenu.

J’ai montré, dans mon Analyse algébrique, combien il importe de 

fixer avec précision le sens des expressions employées dans les for

mules d’Algèbre : pour mieux atteindre ce but, j ’ai proposé de res

treindre les notations à l’aide desquelles on désignait encore trop 

souvent des fonctions dont les valeurs étaient multiples, et d’appli

quer uniquement ces mêmes notations à des fonctions dont les valeurs 

fussent toujours complètement déterminées. Cet expédient, aujour

d’hui généralement adopté par les géomètres, a fait disparaître les 

incertitudes que présentait l’ interprétation de certaines formules et 

les contradictions auxquelles on semblait être conduit par le calcul. 

Toutefois, quelques formules dp Géométrie analytique, et particu

lièrement celles qui se rapportent à la détermination des résultantes 

formées avec les coordonnées de divers points, n’oifraient pas encore 

toute la précision désirable et renfermaient des doubles signes dont 

la détermination dépendait de conditions qu’on était obligé d’énoncer 

à part dans le discours. Je fais disparaître cet inconvénient, en intro

duisant dans le calcul des facteurs dont chacun dépend du sens attri

bué à un certain mouvement de rotation, et se réduit à -+-1 ou à — i , 

suivant que ce mouvement est direct ou rétrograde. Ce procédé permet 

d’établir, avec une grande facilité, non seulement diverses proposi-
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tions déjà connues, mais encore plusieurs autres parmi lesquelles je 

citerai les suivantes :

T h é o r è m e  I .  — Etant donnés, dans l’espace, deux angles plans

(r , s ), (u,v),
dont les côtés

r, s, u, v
$

se mesurent dans des directions déterminées; si, avec tes quatre cosinus des 

autres angles que ces côtés forméront entre eux, on construit une résul

tante, cette résultante sera positive ou négative, suivant que les mouve

ments de rotation de r en s et de u en v, autour d ’une droite perpendicu

laire au plan de l’un des deux angles (r, s), (u, v), s’effectueront dans le 

même sens ou en sens contraires ; et aura pour valeur numérique le pro

duit des sinus des deux angles (r, s), (u, v) par le cosinus de l ’ inclinaison 

mutuelle des plans de ces deux angles.

T h é o r è m e  II. — Étant donnés, dans l ’espace, deuoc angles solides qui 

ont pour arêtes, le premier les longueurs r, s, t, le second les longueurs 

u, v, w, si l ’on détermine les cosinus des neuf angles que formeront les 

arêtes r, s, t avec les arêtes u, v, w, la résultante construite avec ces neuf 

cosinus sera positive ou négative, suivant que les mouvements de rotation 

de r en s autour de t, et de u en v autour de vv, s effectueront dans le 

même sens ou en des sens contraires; et cette résultante aura pour valeur 

numérique le produit des volumes des parallélépipèdes que l ’on peut 

former, d'une part,, sur les arêtes r, s, t, d’autre part, sur les arêtes 

u, v, w, en supposant chacune de ces six arêtes réduite à l ’unité.

Parlons maintenant des intégrales qui s.e rapportent à des courbes 

fermées. Elles jouissent d’un grand nombre de propriétés remar

quables, entre lesquelles on doit signaler celles qui se trouvent énon

cées dans les théorèmes suivants :

T h é o r è m e  I. — La position d'un point mobile P étant déterminée dans 

l ’espace à l’aide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre 

nature, nommons
x, y, z, ...
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des quantités qui varient d’une manière continue avec la position de ce 

point. Soit d’ailleurs S( une aire qui se mesure dans un plan donné, ou sur 

une surface donnée, et qui ait pour limite une seule courbe fermée de 

toutes parts. Concevons ensuite que le point mobile P soit assujetti à par

courir celte courbe en tournant autour de l ’aire S dans un sens déterminé. 

Nommons s l ’arc de la même courbe, mesuré positivement dans le sens 

dont il s’agit, à partir d’une origine fixe, ou du moins une variable qui 

croisse constamment avec cet arc. Enfin, soit k une fonction des variables 

x, y , z, . . .  et de leurs dérivées relatives à s; et désignons par (S ) la va

leur qu’acquiert l ’intégrale
f kds

lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier de l ’aire S, 

revient à sa position primitive. Si, à l ’aide de plusieurs lignes droites ou 

courbes, tracées sur le vlan ou sur la surface donnée, on partage l ’aire S 

en plusieurs autres
A, B, C,

alors, en nommant
(A), (B), (C), . . .

ce que devient (S) quand au contour de l ’aire S on substitue Je contour 

de l ’aire A, ou B, ou C, . . on aura, non seulement

mais encore
S — A +  B +  C + . . . ,

(S) =  (A) +  (B) +  (C) +  . . . ,

pourvu que la fonction k reste finie et continue en chaque point de chaque 

contour.

T h é o r è m e  I I .  — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 

prenons d ’ailleurs
k  —  X  D$3? D gy  +  5b D j^  + . . .  *

X, £f, 5b, . . .  désignant des fonctions de x , y , z , . . .  tellement choisies que 

la somme
. X  d x  £7 d y  ■ +■  5b d z  . . .

soit une différentielle exacte, et concevons que l ’on fasse varier la sur-
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face S, en faisant varier par degrés insensibles la forme de la courbe qui 

lui sert de contour. Ces variations n’altéreront pas la valeur de l’ inté

grale (S), si la fonction k reste finie et continue en chacun des points suc

cessivement occupés par la courbe variable.

T h é o r è m e  III. —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème-II, 

supposons que la fonction k cesse d’être finie et continue pour les seuls 

points
P', P", Pw, . . . .

situés dans V intérieur de l ’aire S. Si l ’on nomme a, b, c, ... de très petits 

éléments de l ’aire S dont chacun renferme un de ces points, on aura

(9) =  (a) +  (6) +  ( c ) + . . . .

Cette dernière équation fournit l ’intégrale S exprimée par une somme 

d ’intégrales singulières. Dans le cas particulier où la fonction k reste 

finie pour tous les points situés dans Vintérieur de l ’aire S, ces intégrales 

singulières s’évanouissent, et l ’on a simplement

(S) =  o.

Les démonstrations les plus simples que l’on puisse offrk de ces 

divers théorèmes me paraissent être celles qui s’appuient sur la for

mule que j ’ai donnée, dans mes Leçons à l’Ecole Polytechnique, pour 

l’intégration des différentielles totales à plusieurs variables, et sur la 

considération des forùies diverses que prend le résultat de l’intégra

tion quand on échange l’une contre l’autre ces mêmes variables.

Remarquons d’ailleurs que les théorèmes énoncés subsistent, quelle 

que soit la forme de la ligne qui renferme l’aire S, et dans le cas même 

où cette ligne devient le périmètre d’un polygone rectiligne ou curvi

ligne, par exemple dans le cas où l’aire S est celle d’un secteur circu

laire.

Les corollaires qui se déduisent des théorèmes énoncés compren

nent, comme cas particuliers, un grand nombre de propositions déjà 

connues, par exemple les théorèmes relatifs à la détermination du

ORuvre* de C. —  S. 1, t. X. 10
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nombre des racines réelles et du nombre des racines imaginaires qui 

vérifient certaines conditions, dans les équations algébriques, les 

théorèmes relatifs à la convergence des séries, etc.

Lorsque, la surface S étant plane, x,  y  se réduisent à deux coor

données rectilignes, ou polaires, ou de toute autre nature, propres h 

déterminer la position d’un point dans le plan de la surface S, alors, 

en désignant par x ,  & deux fonctions continues des variables x, y,  et

k — X  Di x  +  J  Df /,

(S) =  ±  f f ( D y . x - D x 2 r)d x d y ,

l ’intégrale double s’étendant à tous les points de la surface S. Ajou

tons que, si l’on nomme x, y deux longueurs mesurées, à partir d’un 

point quelconque P correspondant aux coordonnées ;», y,  sur les direc

tions dans lesquelles il faudrait déplacer ce point pour faire croître 

positivement la seule coordonnée x  ou y,  on devra, dans la formule 

précédente, réduire le double signe au signe -l·- ou au signe — , sui

vant que le mouvement de rotation de x en y sera ou ne sera pas de 

l’espèce du mouvement de rotation qu’offrirait un point mobile assu

jetti à tourner autour de l’aire S de manière à faire croître la va

riable s.

Dans le cas particulier où la somme

X dx dy

est une différentielle exacte, on a

Dy æ -D *g-,

et la formule qui détermine la valeur de (S) se réduit à l'équation 

déjà trouvée

supposant 

on a

( S ) = o .
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3 3 2 .

A n a l y s e  m a t h é m a t iq u e . — Mémoires sur les fonctions de variables

imaginaires.

C. R., T. XXIII, p. 271 (10 août 1846).

Ce Mémoire devant être inséré prochainement dans les Exercices 

d’Analyse et de Physique mathématique ( ' ), je me bornerai, pour l’in

stant, à indiquer en peu do mots les principes qui s’y trouvent déve

loppés, et quelques-unes des conséquences importantes qui découlent 

de ces mômes principes.

Ainsi que je l ’ai remarqué dans mon Analyse algébrique, lorsque les 

constantes ou variables comprises dans· une fonction donnée, après 

avoir été considérées comme réelles, sont supposées imaginaires, la 

notation à l’aide de laquelle'on exprimait la fonction dont il s’agit ne 

peut être conservée dans le calcul qu’en ve¡rtu de conventions nou

velles propres à fixer le sens de cette notation dans la dernière hypo

thèse.

Une des conventions qu’il semble naturel d’adopter consiste à sup

poser'que les formules établies pour des valeurs réelles des variables 

sont étendues au'cas où les variables deviennent imaginaires.

* -Cette seule convention suffit, non seulement pour fixer le sens qu’on 

doit attacher aux notations qui représentent des sommes, des diffé

rences, des produits, des quotients, et généralement des fonctions 

entières ou même rationnelles de variables imaginaires, mais encore 

pour déterminer les valeurs des fonctions qui sont toujours dévelop-, 

pables en séries convergentes, par exemple des exponentielles, des 

sinus et des cosinus, ou bien encore les valeurs des fonctions compo

sées avec celles que nous venons de signaler. La même convention 

deviendra insuffisante si l ’on veut s’en servir, par exemple pour dé-

(*) Œ uvres de Cauchy, S. II, T. XIII.
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terminer le sens que l’on doit attacher, dans tous les cas, à la nota

tion
Ix,

·· à l'aide de laquelle on représente, quand la variable x  est réelle, le 

logarithme réel et népérien de x.  En effet, une variable réelle ou 

imaginaire a une infinité de logarithmes, et l ’on ne pourrait repré

senter par une même notation tous ces logarithmes sans introduire 

une étrange confusion dans le calcul. Des raisons, qui seront exposées 

dans le Mémoire, nous déterminent à désigner généralement par \x 

celui des logarithmes de x  dans lequel le coefficient de \¡— i est ren

fermé entre les deux limites — ic, H- te, la limite inférieure étant exclue, 

en sorte que ce coefficient puisse varier depuis la limite —  it exclusive

ment jusqu’à la limite n inclusivement. Cette convention étant admise, 

on pourra fixer très aisément, dans tous les cas, le sens des notations 

employées pour représenter les fonctions qui peuvent se définir à 

l’aide des logarithmes, par exemple les puissances à exposants quel

conques réels ou imaginaires. On pourra aussi faire des applications 

nouvelles et plus étendues, non seulement des théorèmes sur la con

vergence des séries, mais encore des théorèmes que fournit le Calcul 

des résidus, et des formules générales que j ’ai données pour la trans

formation et la détermination des intégrales définies* comme je le 

montrerai ici par quelques exemples.

A nalyse.

Soit

(i) , _ x — rep'f~'

une variable imaginaire, r, p étant réels et r positif. Pour une valeur 

donnée de x,  le module r offrira une valeur unique, et l ’argument p 

une infinité de valeurs, représentées par les termes d’une progression 

arithmétique dont la raison sera la circonférence 21t. D’ailleurs, les 

logarithmes népériens de x  seront les diverses valeurs de y  propres à 

vérifier l’équation
e? =  x,
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de laquelle on tirera
y  =  l r  h-

p  étant l’un quelconque des arguments de la variable x,  et Ir le loga

rithme réel du module r. Si, parmi les valeurs de y,  on en choisit une 

pour la représenter par lx,  elle devra nécessairement se réduire à l/% 

quand on aura x  =  r, p =  o. Or on peut remplir cette condition de 

plusieurs manières. L’une des plus simples consiste à supposer

(a) \ x = \ r - ¡ r  p\J— i ,

en admettant que l’argument p soit toujours compris entre les limites 

— it, -+-ir, et ne puisse jamais atteindre la limite inférieure — u. C’est 

ce que je ferai désormais, en donnant par ce moyen une extension 

nouvelle à la notation employée jusqu’ici dans mes Ouvrages.

Après avoir ainsi fixé le sens qui devra être attaché dans tous les 

cas à la notation lx,  ou, ce qui revient au même, la valeur de la fonc- ■ 

tion simple lx,  on en déduira sans peine les valeurs des fonctions que 

l’on peut faire dépendre de lx,  par exemple les valeurs de

L x ,  x à, x y,

la lettre L indiquant un logarithme pris dans un système quelconque. 

Pour y parvenir, il suffira d’étendre les formules

L x  =  L e l x ,  x a — ealx,

qu’ il est facile d’établir dans le cas où a, x, y  sont réels! au cas même 

où a, x , y  deviennent imaginaires.

En vertu des conventions et des définitions précédentes, les fonc

tions
l x ,  L x ,  x a

seront généralement, pour des valeurs finies de r et de p, des fonctions 

continues de la variable x,  si, comme nous l’avons fait, on applique ce 

nom à toute fonction qui, pour chaque valeur donnée de la variable x,  

acquiert une valeur unique et finie, et qui varie avec x  par degrés 

insensibles de telle sorte qu’un accroissement infiniment petit, attri-
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bué à cette variable, produise toujours un accroissement infiniment 

petit de la fonction elle-même. Seulement, les fonctions

Ix,  L x , x a s

deviendront discontinues dans le voisinage de valeurs réelles et néga

tives de x , en sorte qu’il y aura, pour de telles valeurs, solution de 

continuité.

Ces principes étant admis, on pourra faire des applications nou

velles et plus étendues des théorèmes qui reposent sur la considération 

des variables imaginaires et des fonctions continues, par exemple 

des théorèmes généraux sur la convergence des séries, des formules 

relatives à la transformation et à la détermination des intégrales défi

nies, et des propositions générales fournies par le calcul des résidus.

. Considérons, pour fixer les idées, la formule générale

(3) f  f { x )  dx — a r c / ( / ( * ) ) . . . .
«/_«, -  “ 0

D’après ce qui a été dit dans les Exercices de Mathématiques, cette for

mule suppose, d’une part, que l’intégrale j  f ( x ) d x  est réduite à sa

valeur principale, d’autre part, que le produit z f ( z ) ,  dans lequel 

z =  x  -t-y i s’évanouit pour x  =  ±cp, quel que soit y , et pour 

y =  oo, quel que soit x . Ajoutons que, si la fonction / ( x )  devient dis

continue, sans devenir infinie, pour des valeurs réelles de x,  on devra, 

dans le premier membre de la formule ( 3 ), remplacer f ( x )  par 

f(x  -+- e \J— i), s étant une quantité positive infiniment petite. 

Concevons maintenant que l’on pose dans la formule (3 )

(4) * ' /(^)=[f(^)]'*F(^)>

f(a:), F(æ) étant deux fonctions dont chacune reste réelle pour toute 

valeur réelle de x,  et jouisse, comme les fractions rationnelles, de 

la propriété de rester continue, tant qu’elle reste finie. Supposons, 

d’ailleurs, la constante pi choisie de manière que le produit z / ( z )  

s’évanouisse toujours quand la fonction f(s )  devient infinie pour une 

valeur de z dans laquelle le coefficient de x/— i est positif. Enfin, dési-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A I T  N° 332. 73

gnons par \ un facteur qui se réduise à l’unité quand f(o?) est positif, 

et à ±  u quand f ( x )  est négatif, le double signe ±  devant être réduit 

au signe -+- ou au signe — , suivant que la fonction dérivée f ' ( x )  est 

positive ou négative. La formule (3 ) donnera

S \ 00 ___  JJ. _____  0» 00

(5) , / e^\TTj[f(a;-)]ï l«F(ir)rfa? =  2 irvA^i /  [f(«)]î* (F(s)).

Si, F(a?) étant une fonction paire de x ,  la fonction f ( x ) est du 

nombre de celles dont les dérivées sont toujours positives, l’équa

tion ( 5) donnera

(6 ) f “ {[f(æ)]a F ( ;g )  dx =
Jo ' ’ 1 +  e ^ V '1 -» '- 'o

La formule (6) comprend un grand nombre de résultats dignes de 

remarque. On en tire, par exemple pour des valeurs positives quel

conques des constantes a, c, et pour toute valeur réelle de p., comprise 

entre les limites — f , -+· \,

( 7 ) / 'i/Q
( tan g * c j;)1

a d x  
a2 -+- x %

7t
¡J-Tt 

2  COS -—  
2

j g — CCS
l·1

Observons encore que, à l’aide des principes ci-dessus exposés, on 

pourra tirer des résultats nouveaux des théorèmes relatifs au résidu 

intégral d’une fonction, énoncés dans un précédent Mémoire. [Voir la 

séance du 16 décembre 1844» page i 337 (').]

On pourrait considérer, dans la formule (2), l’argument p comme 

représentant un angle polaire, et le faire varier en conséquence entre 

les limites communément assignées aux angles polaires, c’est-à-dire 

entre les limites o, 21t. C’est ce qu’a fait M. Ernest Lamarle dans un 

Mémoire sur la convergence des séries. Mais on obtiendrait alors pour 

Ix  et pour af  des fonctions qui deviendraient discontinues dans le 

voisinage de valeurs réelles et positives de x , ce qui pourrait avoir 

quelques inconvénients. Il en résulterait, par exemple, que la fonc-

(1 ) Œuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 366.
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tiori (i +  #)'* deviendrait discontinue pour des valeurs du module r 

de x  inférieures à l’unité.

3 3 3 .

C a l c u l  in t é g r a l . — Mémoire sur l ’application du Calcul des résidus à la 

recherche des propriétés générales des intégrales dont les dérivées ren

ferment des racines d ‘équations algébriques.

C. R., T. XXIII, p. 321 (17 août 1846).

Ainsi que je l’ai montré dans plusieurs Mémoires présentés à l’Aca

démie en 1841, le Calcul des résidus fournit un grand nombre de for

mules générales qui comprennent, comme cas particuliers, les beaux 

théorèmes d’Euler et d’Abel sur les transcendantes elliptiques et sur 

des transcendantes d’un ordre encore plus élevé. Parmi ces formules 

générales, on doit particulièrement distinguer celles auxquelles satis

font les intégrales qui, comme les transcendantes elliptiques, ren

ferment, sous le signe J ,  des radicaux du second degré ou des 

racines d’équations algébriques. Mais comme, après avoir déterminé 

les diverses racines d’une telle équation, l’on peut être quelquefois 

embarrassé de savoir quelle est, parmi ces racines, celle qui doit 

entrer dans chaque intégrale, j ’ai cru qu’il serait utile d’indiquer 

une méthode à l’aide de laquelle on pût résoudre aisément et géné

ralement cette question. Je vais, en peu de mots, faire connaître 

cette méthode, qui sera exposée avec plus de développement dans 

les Exercices d ’Analyse; et, afin qu’elle puisse être plus facilement 

saisie, je la montrerai ici appliquée à quelques exemples.
s

A nalyse.

§ I. — Considérations générales.

Supposons la variable x  liée à d’autres variables

y  > z t · · · « t
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par des équations

(O · y = o, z = o ,  r = o ,

dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Suppo

sons encore que, en vertu dé ces mêmes équations, les variables

y, *> - · ·

puissent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple 

en fonctions rationnelles des deux variables

X ,  t \

et soit

' (2) F(# ,0  =  °

, l’équation produite par l’élimination des variables y, z, . . .  entre les 

formules (1). L’équation (2 ), résolue par rapport à la variable x,  four

nira, pour cette variable, considérée comme fonction de t ,  diverses 

valeurs
co$9 #3, · · *

auxquelles correspondront respectivement certaines valeurs

yi> y*> y*> · · ·

de la variable y,  puis certaines valeurs

.  « 1 ,  Z î f  Z 3 >  · · *

de la variable z, etc.

Soit maintenant

(3) k =  î{x,y,z,

une fonction continue des variables

y,

Comme, par hypothèse, en vertu des formules (1), y, z, . . .  peuvent 

être exprimées »en fonctions toujours continues de x  et t, k pourra 

être considéré comme une fonction continue des seules variables x,  t.

Œ uvres de C . — S. 1« t. X.. I I
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Cela posé, aux diverses valeurs de x , tirées de l’équation (i), corres

pondront diverses valeurs de k, que nous nommerons

k u k îf k 3> . . . ,

et, par suite, diverses valeurs de l’intégrale

(4) i =  J  ·kDtx d t ,

t étant une valeur particulière de la variable t. Si l’on nomme s la 

somme de ces diverses valeurs de l’intégrale s, on aura

(5) >= f  k tD t x l d t  H- j f * D d t  ■

Ajoutons que, si l’on pose, pour abréger, ·'

* ( * ,  O =  D* F(®, t ) ,  V { x ,  i) =  D, F ( x ,  t ) ,

l’équation (2) donnera

T),x =  — V (*,Q
®(®, O ’

et que, par suite, on tirera de la formule ( 5)

( 6)
r l ..

JT (F(*. O)
d t .

Si d’ailleurs le rapport
î )

" F M

ne devient jamais infini que pour des valeurs nulles de son dénomi

nateur, et si le produit de ce rapport par x  s’évanouit généralement 

pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de x,  on aura

(7)
P t )

¿ T m T ü = ° ·

et l’équation (6) donnera simplement '

(8) s — o.
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Si l’équation
F(®, i) =  o»

résolue par rapport à x,  fournissait quelques valeurs indépendantes 

de t, on aurait, pour chacune de ces valeurs,

Dtx  =  o, S — o,

et, par suite, les intégrales correspondantes à ces mêmes valeurs de x  

disparaîtraient toujours dans la somme représentée par s.

Supposons à présent t assez rapproché de %, pour que les variables x, 

t restent fonctions continues l’une de l’autre entre les limites de l’in

tégration, et désignons, à l’aide de la lettre la valeur de x  corres

pondante à la valeur t de t, en sorte que

£l> £2» 8̂» · · > *

représentent les valeurs particulières de

. . .

correspondantes à t  =  t . La formule (4) donnera

k étant regardé, non plus comme fonction de t, mais comme fonction 

de.®, et la valeur de s, déterminée par l’équation ( 5), deviendra

kt dxy -t- / A1, dx a +  / kt dx s -h .. . .
S· •'S, •'S.

Il importe‘d’examiner spécialement le cas où l’équation (3 ), étant 

indépendante de t, se réduit à la forme

(il) k =  t(x ,y ,s ,  ...),

et où la dernière des équations (1) renferme seule la variable t. Il 

semble qu’alors les divers termes de la suite

3> * · ·>k» k» k<
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qui représentent diverses valeurs de k considéré comme fonction de x,  

pourraient se déduire des seules équations

(12) Y =  o, Z — o, . . . ,

jointes à la formule (r i) . Néanmoins les formules (11) et (12), sépa

rées de l’équation

(13) T — q

ou, ce qui revient au même, de la formule (2), ne suffiraient pas tou

jours à la détermination des fonctions

ki, k2) k%, >·.,

que renferment, sous le signe J", les intégrales comprises dans le 

second membre de la formule (10). En effet, les fonctions de x  et 

de t qui représentent les valeurs de y, z, . . .  tirées des formules (12) 

et ( i3), étant, par hypothèse, toujours continues, ces valeurs seront 

complètement déterminées. Mais il pourra en être autrement des fonc

tions de x  qui représenteront les valeurs de y, z, . . .  tirées des seules 

équations (12), attendu que ces dernières équations, résolues par rap

port aux variables y, z, . . . ,  peuvent fournir, pour ces variables, plu

sieurs systèmes de valeurs. Alors oïl pourra être embarrassé de savoir 

quelles sont celles des valeurs dey, z, . . .  qu’il faut substituer dans la 

fonction
k =  f(x,y,z , ...)

avant d’y remplacer la lettre arpar x , ,  ou par ............afin de réduire

cette fonction à k, ou à k2, . . . .  Or cette difficulté pourra être géné

ralement résolue à l’aide de la règle que nous allons indiquer. 

Lorsqu’on posera
t  — t  et x  =  ¡¡,

l , ,

Ç étant l’un quelconque des termes de la suite

£1* £s» £«»■ '··'» ^
les variables

y, », - ··,
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exprimées en fonctions continues de x  ët de t, acquerront des valeurs 

déterminées: Nommons
v ‘fl? Ky · ·.

ces mêmes valeurs, qui deviendront

fll. ïsl) · · '(

quand on remplacera \ par îj,,

flî» i>2> · · · >

quand on remplacera \ par £2, etc. Parmi les valeurs de y, z , · . ., en x,  

tirées des formules (12), celles qu’on devra substituer dans k, avant 

d’y remplacer x  par x, ,  pour obtenir k,, seront celles qui vérifieront, 

pour x  =  les conditions '

(14) f  =  f) „  S =  Çi,
J

»

Pareillement celles qu’on devra substituer dans k, avant d’y remplacer 

x  par x 2, seront celles qui vérifieront, pour x  =  <j2, les conditions

(15) y  =  -nlf a =  Ç2, . . · ,

et ainsi de suite.

Si, parmi les valeurs dey, z, . . .  que fournissent les équations (12), 

celles qui vérifient les conditions (14) sont aussi celles qui vérifient 

les conditions (x.5) et autres semblables, alors, en supposant ces 

mêmes valeurs substituées à la place de y, z, . . .  dans la fonction k, 

on verra l’équation (10) se réduire à la forme

X
x± pXt pX%

k d x  ■+■ ! k d x  +  / k d x  +  . . . .

§ II. *— Applications.

Considérons maintenant le cas où les variables x,  y, t, réduites à 

trois, sont liées entre elles par deux équations, dont la première ren

ferme seulement x  et yt la seconde équation étant linéaire par rap-
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port &y et à t. Les deux équations dont il s’agit seront de la forme

(O * f{æ,y) =  o,

(2) y = U t + V ,

U, V étant fonctions de la seule variable x,  et l’élimination de y  pro

duira la formule

(3) * f ( x , U t + V ) = o .

Donc la fonction représentée par F( x , t )  dans l’équation (2) du § I 

sera déterminée par la formule

(4) F(aj, 0 =  f (* ,y) ,

la valeur d e /  étant fournie par l’équation (2). Cela posé, si l’on fait, 

pour abréger,

?(*>/) =  D*/ ( * ,/ ) ,  %(*,/) =  D r f ( x , y ) ,

on tirera des équations ( 2) et (4 )

D/F(a?, t) — U%(x,y),

et la formule (6) du § I donnera

(5) Ukx(x>y) * 
(/(a'> Ut- 1- V))

Enfin, si l’on fait, pour abréger,

(6 ) kx { x , y )=zm{x , y )

ou, ce qui revient au même, si l’on pose

t-s "  1. ^  ro( »̂7 )
K1) X(®,/ ) “ «,,/(*,/)’

la formule ( 5) deviendra

S T 1 r  U m (x, Ut +  V) ^  
I ¿ { f ( x , U t  +  V)) L( 8 )
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Si U, V se réduisent à des fonctions entières de x,  et gj(x,y)> 

f ( x , y )  à des fonctions entières de x,  y,  alors on aura

P Uxs(x, Ut -+- F) 
<-"(/(*, U t + V ) )

Uxs{x, Ut -t- V) 
f ( x ,  Ut +  V) }

et, pour que l’équation (8) se réduise à

(9) s — °>·

il suffira que, la fonction Q étant déterminée par la formule

(io) Q=z Uxz(x, Ut +  V)
/{x, u t + v y

le produit ü x  s’évanouisse pour des valeurs infinies, réelles ou imagi

naires de la variable x.

Considérons à présent le cas particulier1 où l’équation (i) se réduit 

à la forme

(II) y n — x — o,

n étant un nombre entier et X  une fonction entière de x.  On aura, 

dans ce cas,
A * > y ) = y n— X, x(x>y) — nyn~l ;

par conséquent,

( 1 2 ) /c_ _ TB(x,y)_
nyn,~i

Alors aussi l’équation ( 3), réduite à

(i3) · (t/i h- V)n —  X — o,

sera, par rapport à la variable x,  d’un degré indiqué par le plus grand 

des nombres qui représenteront les degrés des trois fonctions

¿7", F", X

L’équation ( i 3) sera donc du degré mn, si, les fonctions U et V étant 

du degré m, le degré de X  ne surpasse pas celui de Un et de Vn.
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D’autre part, on tirera de la formule ( n ) ,  résolue par rapport à y,

(i4) y =  9X n,

0 étant une racine /iième de l’unité; en sorte que l’équation (12) don

nera

1. _ 9X^)
* — · n—1

nÔ"-‘jr  "

ou, ce qui revient au même, 

(r5)' k
ars{x,9 X n)
*  n — 1

nJT »

Mais, quand on voudra déduire de cette dernière formule les valeurs 

des fonctions représentées par kt, kit kz, . . .  dans l’équation (10) du 

§ I, en substituant à la variable x  les valeurs

^3? * * * ^

de cette même variable, tirées de l’équation ( i 3 ) , on pourra être 

obligé de prendre successivement pour 0 plusieurs des racines nièmes 

de l’unité. Soient
0j, 9%, 9s, ...

les vale.urs successives de 6, correspondantes aux diverses valeurs 

de x.  Soient encore
il, · · ·

ce que deviennent ces mêmes valeurs de x  quand on pose t =  t , et 

nommons alors \ l’une quelconque d’entre elles. Enfin, soient

O,  <?, SC

ce que deviennent
V, V, X

quand on y pose x  — Ç, En vertu de la règle énoncée dans le § I, la 

valeur de 0 correspondante à une racine déterminée de l’équation (i3 ),
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par conséquent à une valeur déterminée de sera donnée par la forj 

mule
J

( 16) - . ÜT +  t ? := 0 3 & B, ' ·

Par conséquent, dans la détermination des valeurs deÆ(, k.,, que 

renfermera la somme-î , en vertu de l’équation (io) du § I, on devra 

joindre la formule (16) à la formule ( l5).

Les valeurs de
■ 6X, 02, ...

étant déterminées à l’aide de la formule (16), l’équation (io) du § I, 

jointe à la formule ( i 5), donnera

0 7 )
$t Ç 'J\x, Qtx * )

*-* - dx+  7 n — 1
X  n

dx + . . . .

' 5. X *  •'t,

Ajoutons que la somme s s’évanouira, et qu’on aura, par suite,

(i8 ) f  JT" sj(a·, 9XJT”) dx h- B% f  X~n ns(x, 9%X^) dx

si, la fonction Î2 étant déterminée par la formule

0 9 )
0 _ vs(x, U t + V )

le produit ù x  devient nul pour des valeurs infinies, réelles où imagi

naires, de la variable x.

Si la fonction r {̂x, y )  est de la forme

®(aJ>y) =  y B -w nj(a?),

I désignant un nombre .entier inférieur à n, et u (x)  une fonction 

entière de x,  la formule (19) donnera

Q _ U { üt ~h V y - i-i
w  T vt+  v y — x  M ^Æ’)·

Si d ailleurs, U, V étant du degré m, le degré de X n’est pas supérieur
OEuvres de C . —  S. ï ,  t. X. 12
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à mn, il suffira que le degré de zs(x) soit inférieur au nombre

ml — i,

pour que, à la valeur de Q tirée de l’équation ( 20), corresponde une 

valeur du produit ü x  qui s’évanouisse avec - ·  Donc alors la for- 

mule ( 18), réduite à

X  nrn(x) dx -4- Q̂1 I X  " &(x) dx 0 ,

se vérifiera toujours quand on prendra pour u ( x )  une fonction en
tière de x  d’un degré inférieur à ml — 1 , par exemple quand on 
prendra pour n ( x )  un quelconque des termes de la suite

(2 2 ) I, X, X\ x mt~
, * V

Lorsque U et V sont du degré m, le degré de l’équation ( i 3 ), par 
rapport a x,  ne peut être inférieur à mn.  Néanmoins, comme dans la 
somme s on doit comprendre seulement les intégrales relatives à des 
valeurs

&D * * *

de x  qui dépendent de la variable t, il est clair que le nombre de ces 
valeurs et de ces intégrales s’abaissera au-dessous du produit mn,  si 
le premier membre de l’équation ( 10) se décompose en deux facteurs, 
dont l’un soit indépendant dé t. C’est ce qui arrivera généralement si 
l’on attribue à X  une valeur de la forme

(23) X = V n— UW,

W  étant une fonction entière de x  d’un degré inférieur, ou tout au 

■ plus égal au produit m(n — 1). Alors l’équation ( i 3 ) se décomposera 

en deux autres, savoir

( 2 4 ) U— O,
(25) U'l- i t n +  n  U'1—* Fi'1-1-)- .. . +  n V n~ l t - 1- JF =  o,

dont la première sera indépendante de t, et dont la seconde sera seu-
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lemcnt du degré m(n — i) par rapport à la variable x.  Donc alors le 

nombre des intégrales comprises dans la somme s sera seulement 
m(n — i).

Il est bon d’observer quô si, en représentant par

···> I)

les m(n — i) valeurs de x  tirées de l’équation ( 25), on nomme

-Ti, JTt, . - ·, ^ 1

les valeurs correspondantes de X, on tirera de l’équation (21), diffé- 

rentiée par rapport à l,

( 2 6 ) 6 I 2Ct n xs{xi ) dxi -+- . . . +  ® (x m(,n-\)) dxm(n-1) — °·

Si, dans cette dernière formule, où ts(x)  représente une fonction 

entière de x  d’un degré inférieur à m l— i, on remplace successive

ment cette fonction par les divers termes de la suite

I 'Y' <1*5 nn Ht l 2l f U/ f ·*'> · · · J W J

on obtiendra ml — i équations différentielles de la forme

Q\l X j nd x t -+- 2 °  d x 2 +  · ■ · +  @i/un-1)^· m ( a - t >dX/n(n-U —  °>

_ i  - L
(27)] J 07^1 "«1«?®, +  . . . . ...............+  l)d&m{n-l) ~~ ° ’

.............................................9

_ l __ i
" x f ~ *  d x l + ..................... -t- dx,nU~y) - ° '

Si d’ailleurs on nomme

U u Vu Wi; U%, y,, Wu

ce que deviennent les fonctions

U ,  V , W

quand on y remplace successivement x  par x , , puis par x 2, · · · * la ô1'
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mule ( 25) donnera

Ul-n* -h » Ü»-* F, î»-‘ + . . .  +  « F ? - 1 i-t-IF, =  0 ,

U“~l tn +  n C/ " - 2 Fs Î» -1 H-. . .  +  n F " ' 11 +  Wt =  o,
.................. *........ ....................... *..........» · * » *............... .

U'm(n-l>t'‘ -+- n ) F*-1 +  . . . H- lVm(n- i) — 0.

Si l’on élimine t entre les formules (28), on obtiendra entre les seules 

variables
&U 2̂» ···*

m(n — 1) — 1 équations algébriques, qui seront autant d’intégrales 

du système des équations (27). Ajoutons que le nombre de ces inté·* 

grales sera évidemment égal ou supérieur à celui des équations diffé

rentielles elles-mêmes, suivant que l’on aura 1 =  n — 1 ou n — 1.

Les résultats que nous venons d’établir comprennent, comme cas 

particuliers, les beaux théorèmes d’Euler et d’Abel sur les transcen

dantes elliptiques et sur d’autres transcendantes d’un ordre plus 

élevé, et s’accordent avec les formules obtenues par M. Richelot et par 

M. Broch, auxquelles nous pourrons les comparer dans.un autre Mé

moire.

Il importe de rechercher les cas où les équations algébriques pro

duites par l’élimination de t entre les formules (28) représentent pré

cisément les intégrales générales des équations (27). Comme nous le 

’ montrerons dans un autre article, ces cas ne peuvent être que ceux où 

l’on a en même temps

(29) m(n —  i ) > j , m(n  — 2)^2.

D’ailleurs, pour que les conditions (29) se vérifient, il faut que l’on 

ait, ou

ou

ou enfin

n =  2 , m >2 , 

n =  3, m'— 1 ou 2 ,

•m =  4? m — i.

Lorsque n — 2, l’équation ( 25) se réduit à 

(3o) - ■ C/i2-t-a Vt +  W=<3,

&
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et l’on retrouve les théorèmes d’Euler et d’Abel, Si l’on suppose, au 

contraire,

ti — Z, m =  i ou 2 , ou bien n — 4 , m^= r,

on obtiendra des formules dignes'd’être remarquées, et sur lesquelles 

je me propose de revenir.

J’ai supposé ici que l’on attribuait aux notations

1 1 
j r Tt

le sens indiqué dans le Mémoire que j ’ai présenté lundi dernier à 

l’Académie. En parcourant, depuis la lecture de ce Mémoire, celui 

que M. Björling a publié sur le développement d’une puissance quel

conque réelle ou imaginaire d’un binôme, j’ai trouvé au bas d’une 

page une note où il est dit que le même auteur a présenté à l’Acadé

mie d’Upsal une Dissertation sur l ’utilité qu’ il peut y avoir à con

server dans le calcul les deux notations x a, Ix  dans le cas même où la 

partie réelle de x  est négative. M. Björling verra que, sur ce point, je 

suis d’accord avec lui; il reste à savoir si les conventions auxquelles il 

•aura eu recours pour fixer complètement, dans tous les cas, le sens 

des notations af, Ix  sont exactement celles que j ’ai adoptées moi- 

même; et, pour le savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit pos

sible de connaître la Dissertation dont il s’agit.

334 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur le changement de variables dans les 

transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur l ’ inté

gration de certains systèmes d ’équations différentielles.

C. R., T. XXIII, p. 38a (a.i août 1 846).
A“

Ainsi qu’on l’a vu dans mes précédents Mémoires, le calcul des 

résidus peut être utilement appliqué à la détermination d’une somme
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d’intégrales qui renferment, avec une certaine variable x ,  les diverses 

valeurs de plusieurs autres variables

y, ··-
% *

considérées comme fonctions de x , et liées à x  par un système d’équa

tions algébriques ou même transcendantes. On doit surtout distinguer 

le cas oùy, z, . . .  peuvent être exprimées en fonctions toujours con

tinues, par exemple en fonctions rationnelles de la variable x ,  et 

d’une nouvelle variable t, et où l’on prend pour origines des diverses 

intégrales relatives à x  les diverses valeurs de x  correspondantes à 

une valeur donnée t de la variable t. Dans ce cas, les diverses inté

grales relatives à a; correspondront elles-mêmes aux diverses racines 

d’une certaine équation algébrique ou transcendante, que nous 

appellerons l 'équation caractéristique, et qui renfermera les seules 

variables æ, t. Alors aussi, sous certaines conditions qu’il importe 

de connaître, chaque intégrale définie relative à a: se transformera 

en une intégrale relative à £,-et prise à partir de l’origine t =  %. Sup

posons, pour fixer les idées, que la variable t soit réelle. Si les fonc

tions de t, qui représentent les racines de l’équation caractéristique 

résolue par rapport à x , restent réelles entre les deux limites de l’in

tégration relative à t, la condition à remplir sera que, dans cet inter

valle, chaque racine, variant avec t d’une manière continue et par 

degrés insensibles, soit toujours croissante ou toujours décroissante 

pour des valeurs croissantes de t. Ajoutons que, si une ou plusieurs 

racines de l’équation caractéristique deviennent imaginaires, entre 

les limites de l’intégration relative à t, la condition énoncée devra 

être séparément vérifiée pour les deux quantités variables qui, dans 

chaque racine imaginaire, représenteront la partie réelle et le coeffi

cient de \] — i.

Lorsque les deux limites de l’intégration relative à t sont assez rap

prochées l’une de l’autre pour que les racines réelles ou imaginaires 

de l’équation caractéristique satisfassent toutes aux conditions que 

nous venons d’indiquer, alors la somme des intégrales relatives à x
•f

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 33l·. 93

peut être transformée en une seule intégrale relative à l. Le cas où 

cette intégrale s’évanouit, et où l’équation caractéristique a pour pre

mier membre une fonction entière des variables x, t, mérite une atten

tion spéciale. Dans ce cas, auquel se rapportent divers Mémoires, non 

seulement d’Euler, de Lagrange et d’Abel, mais aussi de MM. Jacobi, 

Richelot, Broch, etc., les diverses racines de l’équation caractéristique 

fournissent des intégrales algébriques de certains systèmes d’équa

tions différentielles. D’ailleurs, comme je l’ai dit dans la dernière 

séance, ces intégrales peuvent être ou particulières, ou même géné

rales. Ainsi, par exemple, comme Euler l’a fait voir, on peut obtenir 

l ’intégrale générale et algébrique d’une équation différentielle entre 

deux variables, dans laquelle ces variables sont séparées, leurs diffé

rentielles y étant divisées par les racines carrées de deux polynômes 

semblables du quatrième degré. On verra, dans ce Mémoire, que l’on 

peut aussi construire l’intégrale générale et algébrique de l’équation 

du même genre qu’on obtient en remplaçant dans l’équation différen

tielle d’Euler les racines carrées de deux polynômes semblables du 

quatrième degré par les racines cubiques des carrés de deux poly

nômes semblables du troisième degré.

Analyse.

Supposons, comme dans le précédent Mémoire, la variable x  liée à 

d’autres variables
y, z, t

par des équations '

(I) F  =  0, Z = o ,  . . . ,  T =  o,

dont le nombre soit égal au nombre de ces autres variables. Suppo

sons encore que, en vertu de ces mêmes équations, les variables

y > s>

puissent être exprimées en fonctions toujours continues, par exemple 

en fonctions rationnelles des deux variables x , l\ et soit

(2) ,F(x, t) =  o
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l’équation produite par l’élimination des variables y , s, . . .  entre les 

formules (i). Cette équation, que j ’appellerai caractéristique, étant 

résolue par rapport à x , fournira, pour x  considérée comme fonction 

de 't, diverses valeurs
X\9 'Z'ZJ . . . .

Soit d’ailleurs k une fonction des variables x , t, qui demeure continue 

par rapport à ces variables, du moins pour une valeur de t suffisam

ment rapprochée d’une certaine origine t ; et, en nommant .

A/, A2, A3,
4

les valeurs de k correspondantes aux valeurs

XU ' *̂ 3* · * ·

de la variable x , posons

(3)
' = /

Aj Dta?j dt -
- x

A2 D^j dt ·

On tirera de la formule (3 ), jointe à l ’équation (2),

(4)
r l p AD/F(#, t)

dt,

le signe £  étant relatif à la variable x . Si d’ailleurs le rapport

£2 =
A D/ F(;r, t) 

F (a, O ’

étant une fonction de x  et de t, qui reste toujours continue, quand 

elle est finie, ne devient jamais infini que pour des valeurs nulles du 

dénominateur F(;r, t), et si le produit de ce rapport par x  s’évanouit 

généralement pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de x , 

on aura

(5) p AD/ F ( ; r ,  t ) __
L  (F(x, ¿)] - ° ’

et l’équation (4) donnera simplement

( 6 ) ■s ~  0 .
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Supposons maintenant que la valeur de k, considérée comme fonc

tion de x  et t, se déduise des équations (i) jointes à une équation de 

la forme

(7 )  k = î { x , y ,  z, . . . ) ,

f ( x ry , z , é t a n t  une fonction de x, y, z, . . .  qui, réduite à une 

fonction des seules variables x, t, par la substitution des valeurs dey, 

z, . . . ,  reste continue, du moins pour les valeurs de t comprises entre 

les limites des intégrations. Nommons

' b  fi, K, ■■■

les valeurs particulières qu’acquièrent, pour t =  v, la variable x  con

sidérée comme racine de l’équation (2), et les variables y, z, . . . ,  

exprimées en fonctions toujours continues de x  et do t. Enfin soient

£ l >  U l »  Ç i J  £ 2 » "flî,  i>2> ? 3 i  ^ 3 >  i>3» · · ·

les diverses valeurs de
S, v, K, ....

correspondantes aux diverses racines de l’équation (2); et supposons 

que, parmi les équations (r), la dernière, savoir

(8) T = o,

renferme seule la variable t. On pourra déterminer k{, en substituant 

dans le second membre de la formule (7) les valeurs de y, z, . . . .  

tiréeskdes équations

( 9 ) Y =  0, Z  — o,  . . . ,  

et assujetties à vérifier, pour t =  t , les formules

( 1 0 ) . y  =  * i ,  * =  Çi,

On obtiendra ainsi une valeur de k, exprimée en fonction de la seule 

variable.#,. On pourra, de la même manière, exprimer k2 en fonction 

de la seule variable x 2, kt en fonction de la seule variable x 3, et, par

OEuvres de G. — S. 1, t, X. l3
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suite, substituer à l’équation (3 ) une autre équation de la forme

J
/*xl s*xi /»*J .

ki doci +  /  k % doc2 +  f  k3 d x %

les fonctions Æ(, k2, k3, . . .  étant toutes devenues indépendantes de la 

variable t. Toutefois cette substitution de la formule ( i i ) h la for

mule (3 ) ne peut ordinairement s’effectuer que sous certaines con

ditions, et pour des valeurs de t suffisamment rapprochées de t , o u , 

ce qui revient au même, pour des valeurs numériques suffisamment 

petites de la différence t — t, par conséquent pour des valeurs des 

différences .
£i> x3 £3, · · · ,

suffisamment rapprochées de zéro. Admettons, pour fixer les idées, 

que la variable t soit réelle. Alors, si les diverses fonctions de t, repré

sentées par les diverses racines

#1, Xfy CC$y . . ,

de l’équation (2), restent réelles elles-mêmes, du moins pour les 

valeurs de la variable t comprises entre les limites des intégrations 

relatives à cette variable, la condition à remplir sera que, dans cet 

intervalle, chacune des racines œ2, x 3, . . .  variant avec t d’une 

manière continue et par degrés insensibles, soit toujours croissante 

ou toujours décroissante pour des valeurs croissantes de t. Ajoutons 

que, si une ou plusieurs racines de l’équation (2) deviennent ima

ginaires entre les limites de l’intégration relative à 1, la condition 

énoncée devra être séparément vérifiée pour les deux quantités 

variables qui, dans chaque racine imaginaire, représenteront la 

partie réelle et le coefficient de \]— 1.

Lorsque les deux limites de l’intégration relative à t sont assez rap

prochées l’une de l’autre pour que les racines réelles ou imaginaires 

de l’équation (2) satisfassent toutes aux conditions que nous venons 

d’indiquer, on peut substituer la formule (11) à la formule (3 ). Si 

d’ailleurs la condition (5) se vérifie à son tour, l’équation (6), jointe
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à la formule (i j), donnera

J /» *̂i r*
' k 1d æ l +  I k i d x i + . . o,

y  „
, w—̂

et, en différentiant l’équation (12), on obtiendra l’équation différen-' 

tielle

(i3) ki  dx¡  +  k 2 d x ¡ 4- . . .  =  o.

Si l’équation (2), résolue par rapport à x , offrait quelques racines 

qui fussent indépendantes de la variable t, alors, comme je l’ai 

remarqué dans la précédente séance, les intégrales correspondantes 

à ces racines disparaîtraient d’elles-mêmes dans la somme repré

sentée par s, par conséquent dans les formules (3 ), (11), (12) 

et ( i 3). On pourra donc toujours se borner à prendre pour

Xt> 2̂* · · ·>

dans les formules (12) et ( i 3), celles des racines de l’équation carac

téristique qui dépendront de la variable t.

Lorsque Y, Z, . . . ,  T sont des fonctions entières des variables x, 

y, . . . ,  t, le premier membre F(a?, t) de l’équation caractéristique est 

lui-même une fonction entière des variables x, t, et cette équation, 

résolue par rapport à x , offre un nombres fini de racines. Si l’on 

nomme N  ce nombre, ou plutôt le nombre de celles qui dépendent 

de la variable t, l’équation ( i3 ), dont le premier membre renfermera 

seulement N termes, sera de la forme

(i4) k i d x i - \ -  Â'2 H-.. .4- kN d x N — o.

Considérons en particulier le cas où les variables x , y, . . . ,  t se 

réduisent à trois, et les formules (1) aux deux équations

(i5). y " ~ J  =  0, y ^ U t + V ,

U, V, X  étant trois fonctions entières de x , les deux premières du 

degré m, la troisième du degré rrln. Alors l ’équation caractéristique,
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réduite à la forme

(l6 ) { U t +  V)n- X = o ,

sera elle-même du degré mn par rapport à a?; en sorte qu’on aura 

généralement

A17) N — nm.

Toutefois, si l’on suppose

(18) JT= vn— uw,

W étant une fonction entière de x  du degré ( n — i)m, l’équation (16) 

se décomposera en deux autres

(19) ‘ U =  o,
(20) Un- i t’l -JrnUn- ï Vl'l- ,i +  . . .  +  nVn-H +  W = o ,

dont une seule, savoir la seconde, renfermera t; et comme l’équa

tion (20) sera du degré (n — i)m par rapport à x , il est clair que, 

dans la supposition dont il s’agit, on aura seulement

(21) JV=(n — i)m.

Soit d’ailleurs 0 une racine /iième de l’unité choisie de manière que, 

x  étant une racine de l’équation (20), on ait pour t =  t ,

,(2 2 ) U t+V =B JT \
I

et nommons
■X» X» ,. . . ,  x N,
0., et, ■, . . , 6jy

les diverses valeurs de X  et de G correspondantes aux diverses racines

Xu Xi> · · ·> œN

de l’équation (20). Enfin désignons par l un nombre entier inférieur 

à n, et par xz(x) une fonction entière de x , d’un degré inférieur à 

m l— 1. On tirera .de la formule ( i 4 )> ains‘ <ïue nous l’avons déjà
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remarqué.dans la précédente séance,

- -  - -  _ i
(23) nns(xl)dxi+ 9 - lÆ'î nrn(x2) dx2 +  . . . +  nw{xN)dxN-=io.

Si dans cette dernière équation l’on remplace successivement zs(x) 

par les divers termes de la suite

T O" /y·,  i y  \A/ f  %As f  · » · f  bv  ^

on obtiendra ml — i équations différentielles entre les invariables

· * · * a?jv;

et par conséquent le nombre de ces équations différentielles sera égal 

au nombre des variables, diminué de l’unité, quand on aura

ml — i =  JV~ i, m l = N = ( n  — i)m,

ou, ce qui revient au même,

(2 4 ) l = n  — 1 .

Alors, en effet, la formule ( 23) fournira entre les A  variables x 1t 

x 2, . . . ,  x N les A  — 1 équations différentielles

(25)

1

l - i
e.Z'i

0,^«_1

_ _ 1 ai — I
dxy -4- 0a d x 2 - i- . . .  0jyAj) dXff — o,

i_i i - i
Xi dxy H— 02 ̂ 2 x 2 d x 2 -1- *. . “f" 0jy ^ n

........................... ......................................................

1-1 í_i
x f - 2 dxt -h 02 . < " 2 dx2 +  . . . +  9NX nN x nn-'î dxN— o,

la valeur de A  étant toujours A  — (n —  1 )m.

D’autre part, si, dans l’équation (20), on substitue successivement 

à x  les diverses variables

1̂» · · · y &N

qui représentent les diverses racines de cette même équation, on ob

tiendra inéquations algébriques, qui pourront être réduites, par l’éli

mination de t, à A — 1 autres équations, pareillement algébriques, et 

propres à représenter A  — x intégrales des A  — 1 équations difieren-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



102 C O M P T E S  R E N D U S  D E  L ’A C A D É M I E .

tielles comprises dans le Tableau ( 25). Il y a plus : les intégrales dont 

il s’agit pourront être aisément déduites de la formule (22) qui sub

siste, aussi bien que l’équation (20), non seulement pour t =  x, mais 

encore pour toute valeur de Ja différence t — t qui ne dépasse pas les 

limites entre lesquelles subsistent les intégrales elles-mêmes. En effet, 

l ’équation (22), linéaire par rapport à t, peut être présentée sous la 

forme

(2 6 ) Q X *  —  V  

U  >

et si l’on nomme

üu U2, . . . ,  UN, Vu Vt, . . . ,  Vjt
t

les valeurs de U et de V correspondantes aux valeurs x , , x 2, . . . ,  x N de 

la variable x,  on tirera de la formule (26)

1 i  -
, e , x ? - v l _ e tx » - v i _  _ e Nx % - v N

(27) — m ^ — --------  jtn

Or, les équations (20) étant données avec la fonction X , les N — x équa

tions algébriques que comprend la formule (27) représenteront en 

réalité N — 1 intégrales des équations (25), si les fonctions du degré m, 

désignées par deux lettres U, V, sont choisies de manière à vérifier la 

formule (18), ou, ce qui revient au même, de manière que le poly

nôme U divise algébriquement la différence X — Vn, et que le quo

tient W  soit du degré m(n — 1). D’ailleurs ces dernières conditions 

seront évidemment remplies si, après avoir choisi V arbitrairement, 

on prend pour U un des diviseurs algébriques, et du degré m, de la 

différence X — V". D’autre part, ces diviseurs algébriques devant être 

censés connus dès que V lui-même est connu, nous devons conclure 

que, dans les iV — 1 intégrales représentées par la formule (27), le 

nombre des constantes arbitraires ne pourra surpasser le nombre des 

constantes renfermées dafis la fonction V. A la vérité, les diviseurs 

algébriques, et du degré m, d e I " - > F  ne sont complètement déter

minés que dans le cas où l’on donne une relation à laquelle doivent
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satisfaire un ou plusieurs de leurs coefficients, dans le cas, par 

exemple, où l’on réduit le coefficient de x m à l’unité. Mais, pour 

passer de ce cas particulier au cas général où le coefficient de x m est 

une constante arbitraire e , il suffit de multiplier par cette constante 

le diviseur algébrique que l’on considère, et il est clair que la for

mule (27) ne sera point altérée si l’on substitue à la fonction U le pro

duit G U, par conséquent, aux termes de la suite ,

Ü» U,„ . • · > Uif,

les termes de la suite >

e u , ,  e u „ . . . ,  e u N.

On pourrait, sans altérer les équations (25), remplacer la fonction X " 
1 1

par la fonction ~knX n, ou, ce qui revient au même, la fonction X  par 

XX,  A étant un facteur constant. Mais il est clair qu’en opérant ainsi 

on n’augmenterait pas la généralité des formules (27), ni le nombre

des constantes arbitraires qu’elles renferment. Car, en substituant,
1 1  1

dans les formules (27), XnX n à X a, on produit le même effet que si
__1

l ’on y substituait à V l ’expression 1  T ,  propre à représenter, ainsi 

que V, une fonction entière de x,  du degré m.

En résumé, si, après avoir choisi V arbitrairement, on prend pour U 

un diviseur algébrique de Z " — V, les N— 1 intégrales comprises dans 

la formule (27) représenteront un système d’intégrales des équa

tions ( 25); mais le nombre des constantes arbitraires comprises dans 

ces intégrales ne pourra surpasser le nombre m-\-i des constantes 

comprises dans la fonction V. Donc, par suite, les intégrales trouvées 

ne pourront être générales que dans le cas où, le nombre m +  1 étant 

égal ou supérieur au nombre N — i des équations différentielles, on 

aura
m^IV— 2 ,

par conséquent, eu égard à la formule (21),

( 2 8 ) · m(n — 2 )^ 2 .
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Ajoutons que les équations ( 25) supposent N — i > o ,  ou, ce qui 

revient au même,

(2 9 ) '· m ( n  —  i ) > i .

Les conditions (28), (29) sont précisément celles que nous avons 

indiquées dans le précédent Mémoire, page 92.

Ce n’est, pas tout : si, en nommant X un facteur constant, on pose

' t =  t '+ l ,  V ' = I U + V ,

la formule (22) deviendra ,
1

(30) ut'-h V'—ejr~\ .

et U ne pourra être un diviseur algébrique de X  — V" sans être en 

même temps un diviseur algébrique de X — V,n. Cela posé, au lieu 

d’éliminer t entre les N — 1 équations déduites do la formule (22), on 

pourra évidemment éliminer l' entre les N — ï équations déduites de 

la formule ( 3o); et, après avoir ainsi obtenu sous une forme nouvelle 

les X  — 1 intégrales des équations ( 25), on prouvera encore que le 

nombre des constantes arbitraires comprises dans ces intégrales 11e 

peut surpasser généralement le nombre des constantes comprises dans 

la fonction V . Mais, d’autre part, on pourra disposer du facteur X de 

manière à faire disparaître dans V  le coefficient de af% et alors le 

nombre des constantes que renfermera V  sera réduit à m. Donc les 

N — 1 équations algébriques comprises dans la formule (27) renfer

meront au plus m constantes arbitraires, et ne pourront être les inté

grales générales des équations (25) que dans le cas où l’on aura

m~Af — 1;

par conséquent, eu égard à la formule (21),

(31) m ( n  — a) = i.

On peut donc à la condition (28) substituer la condition ( 3 i), qui 

restreint encore plus le nombre des cas où les N — 1 intégrales trou

vées peuvent représenter le système des intégrales générales des
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équations ( 25). En effet, pour que les conditions (29) et (3 i) se véri

fient, il faut nécessairement que l’on ait, ou

(32) n — 2 , m ;  2 

OU

(33) ' w =  3, m — t,
»

Dans le premier cas, on tire de la formule (27) l’intégrale générale de 

l’équation d’Euler, cette intégrale étant réduite à la forme que La

grange lui a donnée, et les intégrales du même genre quo M. Richelot 

a obtenues pour les équations différentielles qui, àuivant la remarque 

de M. Jacobi, se trouvent intégrées en vertu des théorèmes d’Abel. 

Dans le second cas, les formules ( 25) se réduisent à la seule équa- 

tipn

(34) SiA'l *dæt 9¡Xi Jdxi — 0,

6,, ô2 étant des racines cubiques de l’unité, etX  un polynôme en x  du 

troisième degré ou de la forme

(35) X  =  A x s -+-Bæ* +  Cx +  D.

Alors aussi la formule (27) donnera

/ 2a \  9, x f -  vx_ etx f -  vt
(36) ......UT ~  ü3 ’

U, F étant deux polynômes du degré m =  i, c’est-à-dire deux fonc

tions linéaires de x , dont la première devra diviser la différence
1

X -  VK ■

D’ailleurs, d’après ce qui a été dit ci-dessus, on pourra, sans dimi

nuer la généralité de la formule ( 36), réduire le coefficient de x , dans 

la fonction V, à l’unité, et, dans la fonction F, à zéro, par conséquent, 

réduire F à une simple constante c, et U à un binôme de la forme

OEtivref de  C . — S. T, t. X. fl 4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

x  — a. Donc la formule ( 36) pourra être réduite à

(37)
M 7 -  c _  9tAr\ — c

¿ct — a Xt — a

et la formule (37) sera une intégrale de l’équation ( 34) si, en attri

buant à la constante c une valeur arbitraire, on représente par x  — a 

un diviseur algébrique de la différence

X - c \

en sorte que a désigne une racine de l’équation

X  — c3,

et soit lié à c par la formule

(38) ' Aa3+  Bas+  Ca +  D =  c3.

Or il est clair que, sous ces conditions, la formule (37), dans la

quelle la constante c restera entièrement arbitraire, représentera, non 

pas une intégrale particulière, mais l’intégrale générale de· l ’équa

tion ( 34).

Si la fonction X devenait constante, en se réduisant par exemple à 

l’unité, alors la différence X — c3,. réduite à x — c3, ne pourrait plus 

acquérir un diviseur algébrique de la forme æ— a sans s’évanouir; et, 

en effet, l’équation ( 38 ), réduite à

Cs — I ,

fournirait, pour la constante c, une valeur déterminée qui pourrait 

être l’unité. Mais, en vertu de la supposition c =  1, la différence 

X — c3, réduite à zéro, acquerrait, pour diviseur algébrique, l’un 

quelconque des binômes de la forme x  — a, la constante a restant 

arbitraire; et la formule (37) donnerait

(3g)
9, — i _  9¡— r·

x't — a x 2— a

Enfin, comme, dans le cas dont il s’agit, x , , x 2 représenteraient celles
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des racines de l’équation

[(•® a)i  +  i]3 — I — o

qui seraient distinctes de la racine a , il est clair que 0,, 0, seraient les 

deux racines cubiques et imaginaires de l’unité. En conséquence, 

l’équation ( 3g), dans laquelle a resterait arbitraire, donnerait
»

dix, -+- const.

Or cette dernière formule est effectivement l’intégrale générale de 

l’équation ( 34), dans le cas où, la fonction X  se réduisant à l’unité, 

l’équation ( 34) elle-même se réduit à

0! dx i -+- 02 dxt =  o.

L’équation (27) est irrationnelle, puisqu’elle renferme des puis-,
i

sanees fractionnaires de la forme X n. Dans un autre article, je parlerai 

des formes rationnelles sous lesquelles se présentent les intégrales des 

équations ( 25), quand on les déduit, non plus de l’équation (22), 

mais de l’équation (20), et j ’examinerai les relations que la for

mule (22) établit entre la valeur particulière Tde t, les constantes 0,, 

ôa, · · · ,  et les valeurs initiales 1·,, Ça, \N des variables ,r(,

3 3 5 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur la détermination complète des variables 

propres à vérifier un système d ’équations différentielles.

C. R., T. XXIII, p. 485 (7 septembre 1846).

Ce Mémoire est surtout relatif à l’usage remarquable que l’on peut 

faire de la formule d’interpolation de Lagrange pour intégrer certains 

systèmes d’équations différentielles, et à ce qu’on pourrait appeler les 

sinus et cosinus des divers ordres, c’est-à-dire aux fonctions inverses
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des intégrales binômes. L’auteur établit, entre autres choses, la pro

position suivante :

Soit

■ <0 f ( x , y )  =  °

une équation entre deux variables x , y . Soient, de plus,

di(x), ·.··,

des valeurs de y  en x,  distinctes ou non distinctes, tirées de cette 

équation, et
*îl> *Ï2» , · · * i ‘Qm

ce qu’elles deviennent quand on attribue à la variable x  les valeurs 

particulières
£i> £2» ···> *

*
Soit encore eune fonction entière de x  du degré 1, et déterminée 

à l’aide de la formule d’interpolation de Lagrange, de telle sorte 

qu’elle acquière les valeurs particulières

Hi, W2> · · · > *lm>

pour les valeurs particulières

Si» ?2, ■ · · »

de la variable x.  Enfin, posons

(2) /(x,  v) =: u(x — Si)

(3) F(a?> t)=±f(x,.ut+v),

l étant une nouvelle variable; et nommons

« 1 1  « 2 1  · · · >  « / / t  ï  ^11 ^21 * * · >  t'/M

ce que deviennent u et e quand on y remplace successivement x  par 

m variables distinctes
x¡,  Xi, · >., a?,„.
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Si l’on ne diminue pas le nombre des racines de l’équation

(4) ‘ F(æ, t) =  o,

résolue par rapport 'a x,  en y posant t =  o, et si d’ailleurs, en nom

mant f(a?, y )  une nouvelle fonction de x,  y , on a

r  f ( *> u t - h o ) D i F ( x ,  t ) __ ·
(5) . £ -------( J w S — ■ - 0’ '

il suffira de déterminer les variables x it x.2, . . . ,  x m à l’aide de la for

mule

/g\ 9i(3m) — Vj _ &*(&*) 2̂ _ _ vm
«1 , U ni

pour qu’elles aient la double propriété de vérifier l’équation différen

tielle ·

(7) +

et d’acquérir simultanément les valeurs particulières correspondantes
/

£l> £2» · · · » \m >

et par suite, si l’on peut satisfaire à la condition ( 5 ) par m — 1 va

leurs essentiellement distinctes de la fonction f ( x , y ) ,  les m — 1 équa

tions différentielles correspondantes, comprises dans la formule (7), 

auront pour intégrales générales le système des m — 1 équations finies 

comprises dans la formule (6). Ce théor'ème subsiste dans le cas 

même où les fonctions de x  désignées par

Qi(x), dz(x), ·>·, 0m(æ)

ne seraient pas distinctes les unes des autres, et représenteraient une 

seule des racines de l’équation (1).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



110 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

3 3 6 .
S

A nalyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire qui a été présenté à 

l ’Académie par M. F élix Ciiio, et qui a pour titre : Recherches sur la 

série de Lagrange.

C. R., T. XXIÎI, p. 490 (7 septembre 1846).

L’Académie nous a chargés, M. Binet et moi, de lui rendre compte 

d’un Mémoire de M. Félix Chio, professeur de Mathématiques à l’Aca

démie militaire à Turin. Ce Mémoire, qui a pour titre : Recherches sur 

la série de Lagrange, est divisé en quatre paragraphes.

Dans le premier paragraphe, l’auteur, après avoir rappelé le théo

rème général donné par l’un de nous sur la convergence du dévelop

pement d’une fpnetion en série ordonnée suivant les puissances ascen

dantes de'la variable, applique ce théorème à la série de Lagrange, et 

parvient ainsi, pour cette série, à une règle de convergence qui coïn

cide avec la règle énoncée dans le Tome I des Exercices d ’Analyse et de 

Physique mathématique [pages 279 et 280 (*)]. En effet, l ’équation

U--l  +  i/(ü!) =  0,
t

dont une racine x  se développe par la série de Lagrange suivant les 

puissances ascendantes de t, se réduit à la forine

y =  tm(y)

lorsqu’on pose x  — u = y , et, par conséquent, la règle donnée dans 

les Exercices pour la convergence de la série qu’on obtient en dévelop

pant, suivant les puissances ascendantes de t, la valeur de y  tirée de 

la seconde équation, s’applique aussi au développement de x , qui ne 

diffère du développement de y  que par l’addition de la constante u.

La règle de convergence de la série de Lagrange étant établie, l’au- > 

teur du Mémoire a discuté les divers résultats que cette règle peut

(> ) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. XI.
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fournir, eu égard aux diverses valeurs qu’on peut attribuer au para

mètre u. Cette discussion est lumineuse. Pour une valeur donnée de t, 

par exemple pour t =  i ,  les diverses valeurs de x  développables en 

séries convergentes par la formule de Lagrange correspondent, comme 

M. Chio le fait voir, à divers systèmes de valeurs de u comprises 

entre certaines limites, et chacun de ces systèmes renferme une ou 

plusieurs racines de l’équation

/(«)== o.

Nommons u l’une de ces racines, prise parmi celles que renferme le 

système auquel appartient la valeur donnée de u, et supposons cette 

valeur très rapprochée de u, en sorte que la différence

U  —  V  =  O)

soit très petite. Si le paramètre u se réduit précisément h la racine u, 

la condition de convergence de la série de Lagrange sera que le mo

dule de la fonction dérivée / '(u ) devienne inférieur à l’unité. Si, au 

contraire, u diffère de o, et co de zéro, la condition de convergence 

sera que le module de/'(v) soit inférieur à l’unité, v étant une racine 

de l’équation auxiliaire

(»’ — «)/'(<’) —/(e)  =  o·

Or M. Chio observe que, dans le cas où l’on a u =  u, l ’équation auxi

liaire, réduite à
{v — - o) f ' { v) —f { v )  =  o

et résolue par rapport à v, offre une racine double ou multiple, savoir : 

une racine double, si /"(u) diffère de zéro; une racine triple, si,/"(u) 

étant nul, /'"(u) diffère de zéro; une racine quadruple, s i,/"(u ) et 

/'"(u) étant nuis, / IV(u) diffère de zéro, et ainsi de suite; puis il 

montre que, pour de très petites valeurs de co, v sera développable,
1

dans le premier cas, suivant les puissances ascendantes de co2; dans
i

le second cas, suivant les puissances ascendantes de co3; dans le troi-
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sième cas, suivant les puissances ascendantes de a/; etc. II montre, 

de plus, que si l’on a .
A u) =  o,

la valeur de e, correspondante à de très petites valeurs de w, sera déve

loppable par la formule de Lagrange suivant les puissances ascen

dantes et entières de co. ^

Le second et le troisième paragraphe du Mémoire de M. Chio se 

rapportent spécialement au cas où, les paramètres u, t étant réels, la 

fonction /(a?) est réelle elle-même, et l ’auteur s’est appliqué à décou

vrir quel est alors le caractère spécial de la racine fournie par la série 

de Lagrange. Dans la Note XI de la Résolution des équations numériques, 

Lagrange avait affirmé que la valeur de x ,  dont sa série offre le déve

loppement, est numériquement la plus petite des racines de l’équa

tion
,  U —  X  + / ( # )  =  O .

M. Chio fait voir que cette proposition est souvent eh défaut, et la 

remplace par une proposition nouvelle et digne de remarque. Il par

tage les racines réelles de l’équation donnée en deux classes, formées, 

l’une avec les racines supérieures, l'autre avec les racines inférieures 

au paramètre «, et prouve que la racine représentée par la série de 

Lagrange est toujours, parmi celles qui font partie de la même classe, 

la plus voisine de ce paramètre. Il vérifie ensuite cette proposition 

nouvelle sur des exemples dans lesquels on serait conduit, par 

l’énoncé de Lagrange, à des résultats inexacts.

L’autorité de Lagrange est d’un tel poids en Analyse, qu’on ne sau

rait prendre trop de précautions pour se garantir de toute erreur,’ 

avant d’adopter une opinion contraire à celle de l’illustre géomètre. 

On doit donc louer M. Félix Chio du soin avec lequel il a* dans son 

Mémoire, approfondi le sujet que nous venons de mentionner. Pour 

Je même motif, il nous a semblé qu’il ne serait pas sans intérêt de 

rendre manifeste l’erreur que M. Chio a signalée, dans un cas telle

ment simple, que, pour la reconnaître, il ne fût point nécessaire de
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calculer numériquement les divers termes de la série obtenue, ni 

même d’effectuer le développement en sérié. Or on peut aisément y 

parvenir, comme on le verra dans une Note jointe à ce Rapport, en 

réduisant la fonction f ( x )  à un trinôme du second degré.

M. Félix Chio ne s’est pas borné à démontrer l’inexactitude de la 

proposition énoncée par Lagrange, et à indiquer le théorème qui doit 

lui être substitué. Il a encore, dans le troisième paragraphe de son 

Mémoire, recherché et expliqué les circonstances particulières qui 

rendent insuffisante la démonstration que Lagrange a donnée à l’appui 

de cette proposition.

M. Chio a de plus, dans les deux derniers paragraphes de son 

Mémoire, établi divers théorèmes qui peuvent être utiles quand on 

se propose d’appliquer la série de Lagrange à la résolution numé

rique des équations. On sait, au reste, que ce dernier sujet a déjà 

été traité par l’un de nous sous un point de vue général, dans les 

Comptes rendus de l’année 1837, et que, sans connaître, a priori, la 

valeur approchée d’aucune racine,* on peut, à l’aide de développe

ments en séries, débarrasser une équation de degré quelconque des 

racines imaginaires qu’elle peut avoir, puis ensuite développer immé

diatement en séries convergentes chacune des racines réelles.

Ce que nous avons dit suffit pour montrer tout l’intérêt qui s’attache 

aux recherches de M. Félix Chio sur la série de Lagrange. La sagacité 

dont l’auteur a fait preuve en traitant avec succès des questions impor

tantes et délicates mérite d’être remarquée. Nous pensçns que son 

Mémoire est très digne d’être approuvé par l’Académie et inséré dans 

le Recueil des Savants étrangers.

1 DOEuvres de C . —  S. I, t. X·
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3 3 7 .

N ote de M. C auchy, rapporteur.

Sur les caractères à l ’aide desquels on peut distinguer, entre les diverses 

racines d ’une équation algébrique ou transcendante, celle qui se déve

loppe en série convergente par le théorème de Lagrange.

C. R., T. XXIII, p. 4g3 (7 septembre 1846).

D’après la proposition énoncée dans la Note XI de la Résolution des. 

équations numériques, la série qu’on obtient en développant, suivant 

les puissances ascendantes de 2,.la valeur de x  fournie par l’équation

(1) u —x  +  t f { x ) = i  O,

serait toujours, pour des valeurs réelles des paramètres u et 1, celle 

des racines qui est numériquement la plus petite. Pour constater 

l’inexactitude de cette proposition, il suffit de poser, dans l’équa

tion (1),

( 2 ) ' f { x )  x--\- ax  +  b, 

a et b étant réels. Alors on trouvera

(3)
i — a t d z ^ i  —  4&)i2

2 t

Si, pour plus de commodité, on fait disparaître, sous le radical, le 

carré de t, en prenant ·

la formule trouvée deviendra

(4) ■ a t  ±  \J 1 — 2 ( a  -H 2 u  ) t

21

Or, si u est assez rapproché de — r,a, ou t de zéro, pour que la valeur 

numérique du produit
( a  +  2 u )  t
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reste inférieure à le radical compris dans la formule (4) sera déve

loppable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 

entières et ascendantes de t, le premier terme de la série étant l’unité. 

Donc alors la valeur de x ,  fournie par la série de Lagrange, qui ne 

contient que des puissances entières et positives de t, coïncidera 

nécessairement avec la valeur de x  que l’on tire de l’équation (4), 

en réduisant le double signe au signe — . Mais cette dernière valeur 

de x , comparée à celle qu’on obtiendrait en réduisant le double signe 

au signe -t-', sera évidemment, ou la plus rapprochée, ou la plus éloi

gnée de zéro, suivant que la différence i — at sera positive ou néga

tive,. Donc la racine fournie par la série de Lagrange ne sera pas tou

jours la plus petite numériquement, c’est-à-dire la plus voisine de 

zéro, et la proposition énoncée dans la Résolution des équations numé

riques est inexacte.

On arrive encore à la même conclusion, en observant que les deux 

équations
x - t v s ( x ) ,  y  — u —■ tm{y — u)

offrent des racines correspondantes liées entre elles par la formule

■ OO -+- K — y,\

et que, si une racine a de l’équation

(°) x  — t ts{x )

est développable en série convergente ordonnée suivant les puissances 

ascendantes de i, on pourra en dire autant de la racine correspon

dante a +  « de l’équation

(5) y  — u — tTü(y — w).

Or, soient
a, 6, y, . . .

les diverses racines réelles de l’équation ( 5). Si l ’énoncé de Lagrange 

était exact, non seulement a serait le plus petit-terme de la suite
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c’est-à-dire le plus rapproché de zéro, mais en même temps a -+- u 

serait le plus petit terme de la suite

a +  u, 6 H- u, y u, . . . ,

c’est-à-dire le plus rapproché de zéro, quelle que fût d’ailleurs la 

valeur attribuée à u. Mais évidemment cette conséquence nécessaire 

de la proposition énoncée ne saurait être admise, puisqu’on peut dis

poser de u de manière à rapprocher indéfiniment de zéro ou même à 

faire évanouir l’un, quelconque des termes de la seconde suite, choisi 

arbitrairement.

Disons maintenant quelques mots du véritable caractère qui dis

tingue, entre les racines de l’équation (i), celle qui se développe en 

série convergente par le théorème de Lagrange, et montrons comment 

ce caractère pourrait se déduire des principes énoncés dans les divers 

Mémoires où je me suis occupé de la résolution des équations algé

briques ou transcendantes ( ') .

Soient
' y

deux variables réelles, considérées comme propres à représenter dans 

un plan deux coordonnées rectangulaires, et z une variable imaginaire 

liée à a?, j  par la formule
■ s  =  X  - H  y  \J— · I .

A chaque valeur de s  correspondra un système déterminé de valeurs 

de x,  y,  par conséquent un point déterminé du plan des x,  y.  Soient 

d’ailleurs üt( s ), 11(5) deux fonctions continues de z, et supposons la 

valeur de z déterminée par l’équation

(7) * H ( s ) +  í cJ( - ) — o,

( ' )  Voir en particulier le Mémoire de novembre 18 3 1 ( a),  sur les rapports qui 
existent entre le calcul dos résidus et le calcul des limites, lithographié à Turin, et 
réimprimé par la Société ilalionne, ot les Comptes rendus des séances de l’Académie 
de l’année 1837. ^

(« )  Ü E i t v r e s  d e  C a u c h y ,  S. I I ,  T .  XV
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dans laquelle entre un paramètre variable t. Enfin supposons que, 

T étant le module du paramètre t, on construise le système de courbes 

représentées par la formule

(8) T =  m o d .ï^ .w(s)

Conformément aux observations,faites dans les Comptes rendus de 1837, 

ces courbes seront fermées et de deux espèces, les unes s’étendant de 

plus en plus, et les autres se rétrécissant de plus en plus, pour des 

valeurs croissantes du module T. Quand T sera nul, l ’équation (7), 

réduite à

(9) . n(s) =  o,

offrira un certain nombre m de racines

. «, fl', a", . . . ,

auxquelles correspondront divers points

A, A', A", . . . ,

situés dans le plan des x , y; et alors chacune des courbes de première 

espèce sera réduite à l ’un de ces points. Quand T sera très petit, les 

courbes de première espèce, dont le nombre sera encore égal à m, . ,·., 

et dont chacune renfermera dans son intérieur un seul des points

A, 'A', A", . . . ,

auront des dimensions très petites. Concevons, pour fixer les idées, 

que a, a', a", . . .  soient des racines simples de l’équation (9); alors 

m racines
a, a', a", . . .

de l’équation (7) seront développables en séries convergentes ordon

nées suivant les puissances ascendantes de t, et correspondront à 

m points divers
P, P', P", . . . ,

respectivement situés sur ces diverses courbes. Ajoutons que T, venant
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à croître, l ’une quelconque de ces racines, la racine a par exemple, 

l’estera développable en série convergente, ordonnée suivant les puis

sances entières et ascendantes de t, tant que la courbe de première 

espèce, qui correspond à cette racine, n’aura pas de points communs 

avec une ou plusieurs autres courbes dp première ou de seconde 

espèce, ou, ce qui revient au môme, tant que le module T n’atteindra 

pas une valeur pour laquelle l’équation (7) puisse acquérir des racines 

égales, par conséquent une valeur qui permette de satisfaire simulta

nément à l ’équation (7) et à la suivante :

(1 0 ) II'(s) -l- tTn'(z) =  o.

Ainsi le développement do la racine a suivant lés puissances ascen

dantes de t restera convergent pour des valeurs croissantes du mo

dule T de t, jusqu’au moment où cette racine, qui vérifie la formule

(n) ’ n(a) +  <in(a)=o,

et se réduit à a pour t — o, vérifiera, en outre, du moins pour une 

valeur convenablement choisie de l’argument de t, la condition

(1 2 ) IT(a) t vs'(tx) — o.

D’autre part, comme on tirera de la formule (r 1)

0 3 )
n  ________ ct(<x )

t<X II'(a) -t- isj'(a)’

il est clair que, au moment dont il s’agit, on aura, pour une valeur 

convenable de l’argument de t,

11
Bta =  -  

0

On doit seulement exclure le cas où l’on aurait

©(«) =  0,

c’est-à-dire le cas où a, étant une racine connue des deux équations

0 4 ) n(s) =  o, EJ (3) =  0,
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deviendrait indépendant de t. Donc, si l’on excepte ce cas, dont nous 

pouvons faire abstraction, la dérivée de la série qui représentera le 

développement de la racine a suivant les puissances ascendantes de t 

acquerra une somme infinie, du moins pour une valeur convenable

ment choisie de l’argument de t , à l’ instant où la valeur croissante du 

module T atteindra la limite pour laquelle se vérifient les formules (i i) 

et (12). Nommons G cette limite. Non seulement la série qui repré

sente le développement de a sera convergente, avec sa dérivée, tant 

que l’on aura
T <  5,

mais, comme la série dérivée deviendra certainement divergente, au 

moins pour une valeur convenable de l’argument t, quand on suppo

sera
T =  s,

on peut affirmer que, dans cette supposition, le module commun des 

deux séries sera l’unité. Donc les deux séries auront pour module le

rapport -  et deviendront divergentes quand ce rapport surpassera 

l’unité, c’est-à-dire quand on aura

T >  G.

Jusqu’ici nous avons supposé que les constantes

a, a', a", . . . .

étaient toutes des racines simples de l’équation (9). Mais, pour que 

les conclusions auxquelles nous sommes parvenus subsistent, il suffit 

évidemment que a soit une racine simple de l’équation (9). Cela posé, 

on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes :

Théorème I. — x , y  étant deux variables réelles, nommons

I I(s ) , ® (s) . .

deux fonctions continues de la variable imaginaire..
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Supposons d ’ailleurs que a soit une racine simple de Véquation

n(s)  — o,

sans être en même temps racine de l ’équation

rs(z)— o.

Enfin soit t un paramètre variable. Pour de très petites valeurs de ce para

mètre, l ’équation '
II(s) +  tm(z) =  o

offrira une racine simple a développable suivant les puissances entières et 

ascendantes de t en une série convergente dont a sera le premier terme, et
t

le module de cette série sera le plus petit des modules de t, pour lesquels on 

aura simultanément

ïï(a) -+■  tns(tx) = o ,  Il'(a) +  iro'(a) — o.

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 

considérons les variables x , y  comme propres à représenter les coordon

nées rectangulaires d ’un point mobile. A chaque valeur de z correspondra 

une position déterminée de ce point, et, par suite, aux diverses racines a, 

a!, a", . . .  de l ’équation
n (s)  =  o

correspondront divers points

A, A', A",

situés dans le plan des x , y . Si, d ’ailleurs, en nommant T le module du 

paramètre t, on construit le système des courbes représentées par l ’équa

tion

T =

ces courbes seront de deux espèces, les unes s’étendant de plus en plus, et 

les autres se rétrécissant de plus en plus pour des valeurs croissantes du 

module de T. Alors aussi ces diverses courbes renfermeront les divers 

points correspondants aux diverses racines de l ’équation

mod. n(¿c +  y\/— i)

II(s) -t- tTs(z) — o,
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les courbes étant de première espèce, pour de très petites valeurs de t, 

quand elles correspondront à des racines développables en séries ordon

nées suivant les puissances entières et ascendantes de l. Enfin, tant que 

l'équation
Il (s) -f- tm(z) — Q

offrira une racine a ainsi développable en une série convergente dont a 

sera le premier terme, le point P correspondant à la racine a restera situé 

sur une courbe de première espèce qui, dans son intérieur, renfermera un 

seul des points A, A', A", . . . ,  savoir le point A correspondant à la racine a 

de l ’équation II (s) =  o ; et le caractère particulier, le caractère dis

tinctif de la racine a , sera précisément de correspondre à l ’un des 

points situés sur cette courbe, tandis que les autres racines a', a", . . .  

correspondront toutes à des points P', P", . . . extérieurs à la courbe 

dont il s'agit.

Supposons maintenant que la racine a soit réelle, et que les fonc

tions II(z), ct(-s) soient réelles elles-mêmes. Alors la racine a restera 

réelle, tant qu’elle restera développable en une série ordonnée suivant 

les puissances entières et ascendantes de t. Supposons encore que, 

cette condition étant remplie, ori nomme

«> 6. y, ■ ■ ■

les racines réelles de l’équation

et
U(æ) H- tT3 (z) — O,

P, Q, R, ...

les points correspondants à ces mêmes racines. Les points P, Q, R, . . .  

et le point A, correspondants à la racine a, seront tous situés sur l’axe 

des x;  et les points Q, R, . . .  seront tous extérieurs à la courbe de pre

mière espèce qui passera par le point P, en renfermant le point A dans 

son intérieur. Donc ceux des points Q, R, . . .  qui seront situés, par
* v , .

rapport au point A, du même côté que le point P, seront plus éloignés 

de A; et par suite, si l ’on partage les racines

«, 6, y, .. :
OEuvres de C . —  S. I, t. X. 16
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en deux classes, formées, l ’une avec les racines supérieures, l ’autre avec 

les racines inférieures à la constante a, la racine a sera toujours, entre 

celles qui appartiendront à la même classe quelle, la plus voisine de a.

Observons encore que les propositions ici énoncées s’étendent au 

cas même où les fonctions ü(.s), vs(z), et, par suite, la fonction 

II(s) +  Lnr(s), seraient continues, non pour des valeurs quelconques 

de z, mais seulement entre certaines limites marquées par un certain 

contour tracé dans le plan des x , y,  pourvu que ce contour fût con

stamment extérieur à la courbe de première espèce qui renfermerait 

le point correspondant à la racine a.

Si maintenant on suppose la fonction n(.s) réduite à un binôme de 

la forme a — z,  le développement de la racine oc sera précisément 

celui que donne la formule de Lagrange, et la dernière des proposi

tions que nous venons d’énoncer coïncidera évidemment avec le théo

rème de M. Chio.

Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus établis, celle des 

racines de l’équation
a — z -t- txn(z) =  o

qui s’évanouira, pour une valeur nulle de t, restera développable en 

série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de t, 

pour tout module de t inférieur au plus petit de ceux qui permettront 

de vérifier simultanément cette équation et la suivante :

I — t td’(s') — O.

On se trouvera ainsi ramené à la condition de convergence qui se 

trouve énoncée dans le Mémoire de M. Chio, et qui, comme nous 

l’avons dit dans le Rapport, coïncide avec la condition exprimée à 

la page 279 ( ')  du Tome I des Exercices d ’Analyse. Il est vrai que, 

dans les Exercices, j ’ai donné cette condition comme suffisante, sans 

ajouter qu’elle était nécessaire. Mais, de L’observation faite au bas de 

la page citée, savoir que devient infinie quand 1 — trz'(z) s’éva-

( 1 ) OEuvre.f de Cauchy, S. II, T. XI.
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nouit, il résulte, suivant le principe établi dans d’autres Mémoires 

(voir les Comptes rendus de x844)» que la série de Lagrange devient 

effectivement divergente dès que la condition énoncée cesse d’être 

remplie.

Je remarquerai en finissant que, si le module de T vient à croître, 

les courbes de première espèce se réuniront successivement les unes 

aux autres, et que leur nombre diminuera sans cesse jusqu’à ce 

qu’elles se réduisent à une seule. Alors aussi, après chaque réunion 

de deux ou de plusieurs courbes de même espèce en une seule, on 

pourra toujours développer en série convergente la somme des 

diverses racines qui correspondaient à divers points situés sur les 

courbes réunies,, ou même la somme de fonctions semblables et con

tinues de ces racines. Ajoutons que chacune des séries ainsi formées 

aura toujours pour module, comme il serait facile de le prouver, le 

rapport
T
G’

g étant un module de t pour lequel l’équation (7) puisse acquérir des 

racines égales, par conséquent un module qui permette de satisfaire 

simultanément à l’équation (7) et à l’équation (10).

Théorie des nombres. — Rapport sur une Note de M. d’A dhémar.

C. R. T., XXIII, p. 5en (7 septembre 1846).

Parmi les propriétés des nombres qui se dédurisent des formules 

relatives à la sommation des puissances, quelques-unes fournissent 

des théorèmes qui ont mérité d’être remarqués en raison de leur élé

gance et de leur simplicité. Ainsi, par exemple, on a reconnu que, en 

sommant la suite des nombres impairs, on obtient pour somme le 

carré du nombre des termes. On a reconnu, de plus, que, en som-
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niant la suite des cubes des'nombres naturels, on obtient pour somme 

le carré du nombre triangulaire correspondant au nombre des termes 

de cette dernière suite. Or, de ces propositions réunies, il résulte évi

demment qu’un cube quelconque est non seulement la différence entre 

les carrés de deux nombres triangulaires consécutifs, mais .encore la 

somme de plusieurs nombres impairs consécutifs, dont le premier 

surpasse de l’unité le double d’un nombre triangulaire. Cette dernière 

proposition coïncide au fond avec celle qu’énonce l’auteur de la Note 

soumise à notre examen, et quoiqu’elle puisse, comme on le voit, se 

déduire de principes déjà connus, toutefois, comme elle est assez 

curieuse et très simple, nous proposerons à l’Académie de remercier 

M. le comte d’Adhémar de l’envoi de la Note dont il s’agit.

3 3 9 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur la détermination complète des variables 

propres à vérifier un système d ‘équations différentielles.

C. R., T. XXIII, p. 529 0 4  septembre 1846).

Pour que l’on puisse déterminer complètement les variables propres 

à vérifier un système d’équations différentielles, il ne suffit pas de con

naître les intégrales générales de ce système : il est encore nécessaire 

que les constantes arbitraires comprises dans ces intégrales répondent 

aux données du problème que l’on veut résoudre. Le plus ordinaire

ment, l’on connaît a priori les valeurs initiales des variables, c’est- 

à-dire un système, de valeurs qu’elles peuvent acquérir simultané

ment, et il s’agit alors de passer de ce système de valeurs à un autre. 

Il importe donc de faire en sorte que les constantes arbitraires intro

duites dans les intégrales d’un système d’équations différentielles 

soient précisément les valeurs initiales des diverses variables. On 

peut aisément y parvenir quand, les variables étant séparées dans 

les équations différentielles, on intègre isolément chaque terme, ou
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bien encore quand on considère des équations différentielles qui se 

ramènent, par un moyen quelconque, à d’autres équations dans les

quelles les variables sont séparées. J’ai cherché une méthode à l’aide 

de laquelle on pût résoudre généralement la même question pour les ' 

intégrales algébriques des équations différentielles du genre de celles 

dont je me suis occupé dans les séances précédentes, et j ’ai reconnu 

qu’un emploi convenable, de la formule d’interpolation de Lagrange 

permettait d’atteindre ce but. J’ai obtenu, de cette manière, divers 

résultats qui me paraissent mériter l’attention des géomètres, et qui 

seront développés dans mes Exercices d ’Analyse. Je me bornerai, pour 

l’instant, à en donner une idée en peu de mots.

Considérons, en particulier, les équations différentielles qui, ren

fermant des radicaux, peuvent s’intégrer algébriquement. Si l’on se 

sert de la méthode que j ’indique pour introduire dans les intégrales 

les valeurs initiales des inconnues, on reconnaîtra que l’on peut 

choisir arbitrairement les racines de l’unité, employées comme fac

teurs dans les divers termes de chaque équation différentielle. Donc, 

s’il s’agit de radicaux carrés, on pourra intégrer les équations diffé

rentielles, non seulement quand tous les termes seront précédés du 

signe H-, mais encore quel que soit le signe de chaque terme. De 

plus, si au système des variables données on joint un second système 

de valeurs propres à représenter les valeurs des divers radicaux, la 

méthode proposée fournira, pour la détermination de toutes ces 

variables, un système d’équations non seulement algébriques,' mais 

rationnelles.

Les principes que je viens d’énoncer s’appliquent avec succès à 

la recherche des propriétés des fonctions inverses de celles qu’ex-· 

priment les intégrales binômes. On sait que, à cers intégrales, quand 

elles renferment sous le s ig n e ^ e t en dénominateur les racines car

rées de binômes du second degré, répondent des fonctions inverses 

qui sont précisément les fonctions trigonométriques appelées sinus et 

cosinus. On sait aussi que ces fonctions trigonométriques jouissent 

de plusieurs propriétés remarquables, et que, par exemple, les sinus
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et cosinus de la somme de deux arcs s’expriment rationnellement en 

fonction des sinus et cosinus de ces ates. Or des propriétés analogues 

à celles de ces deux lignes trigonométriques appartiennent aussi à ce 

qu’on pourrait appeler les sinus et cosinus des divers ordres, c’est- 

à-dire aux fonctions inverses de celles qu’expriment des intégrales 

binômes, dans lesquelles entrent, sous le signe J* et en dénomina

teur, la racine cubique d’un binôme du second degré, où la racine 

quatrième d’un binôme du troisième degré, etc. Ainsi, en particulier, 

si l’on considère le troisième ordre, le sinus et le cosinus de la somme 

de deux variables pourront être exprimés en fonctions rationnelles 

des sinus et cosinus de ces mêmes variables, à l’aide d’une formule 

très simple que l’on trouvera dans mon Mémoire.

Analyse.

Soit donnée entre les variables x , y  une équation de la forme

(1) ' /(^ ,7 ) =  o.

Cette équation, résolue par rapport à 7 ,  fournira diverses valeurs de y  

exprimé en fonction de x . Soient

(2) 7 = 0 !^ ) ,  y — e%{æ), . . . ,  y =  9n(x)

ces diverses valeurs, le nombre n pouvant devenir infini quand l’équa

tion ( i)  sera transcendante, et nommons 0( x)  l’une d’entre elles. On 

aura identiquement

(3) / O ,  0 ( * ) ] =  o.

» Soit d’ailleurs une fonction entière de x  du degré m — i , m  étant un 

nombre entier quelconque. Cette fonction sera complètement déter

minée si on l’assujettit à prendre les mêmes valeurs que la fonc

tion 0(x),  pour m valeurs particulières données de la variable x.  

En effet, soient
lu  liJ ·  * · ,  lm

ces m valeurs particulières successivement attribuées à la variable x.
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Si l’on doit avoir, pour chacune d’elles,

(4) v =  &(x),

la formule d’interpolation de Lagrange donnera

12?

/ k\ ___ (·* £*)···( ̂  £»i ) a n- \
(a) v =  ----H ----7ë----r -( ç i — Çs) * · »(si U )

(¿g —  ^l). ■ ,(J! — g„,l|)

£l ) · · · \m— 1 ) flU»)·

Il y a plus : la fonction v sera encore complètement déterminée si on 

l’assujettit à prendre, pour chacune des valeurs particulières .

£l> · · · >

attribuées à x ,  la même valeur que l’une des fonctions d(x),  par 

exemple à vérifier

S
 pour x  — 

pour x  =  &

i ^ u

la condition 

la condition

la condition .

v — di{x), 
v — 9t(x),

deux ou plusieurs des fonctions

9i(x) ,  fl* (a;), . . . ,  8m(x)

pouvant devenir égales entre elles. En effet, les conditions (6) seront 

généralement vérifiées si l’on pose

(7) ?
(x — £«).·.(# — lm) 
t f l-&)..■ (?! ~lm) A l(Ç l)+ ...+

(x — Si)
( U - 5.)

•(A’
• (£/» Ln-1 ) fl» (U).

La valeur générale de v étant ainsi déterminée, l’équation

(8) f ( x , v ) = o ,

résolue par rapport à la variable x  dont v est fonction,, aura évidem

ment pour racines tous les termes de la suite

£i> ?2> , \mj

et par conséquent elle aura pour racines toutes celles de l’équation

(9 ) (# — Ç,)(æ — £ ,)... ( a ; - £ m) = o .  .
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Soit maintenant u le rapport des fonctions qui constituent les pre

miers membres des équations (8) et (9), en sorte qu’on ait identi

quement

(10) f ( x , v ) = z u ( x  — %l ) ( x  — £,). . . ( x  — £„,)·

Si l ’on nomme t une variable nouvelle liée à x  par une équation de la 

forme ·

(n )  ut +  v =  9(x),

on aura, en vertu des formules ( 3 ) et (xx),

(12) f ( x , u t - \ - v )  =  O. \

Donc alors la formule (12), résolue par rapport à x,  aura pour racines 

toutes celles qui vérifieront les n équations

(13)  ut -t- v =  (ce), ut -f- v — dî (x)> . . . ,  ut-hv =  8n(x).

Il y a plus : la formule (12), résolue par rapport à x,  aura encore 

pour racines toutes celles qui vérifieront la formule

(14) u — o·,

car chacune de ces dernières racines réduira la formule (12) à l’équa

tion (8), dont le premier membre s’évanouira en vertu de la for

mule (10).

Concevons à présent que l’on désigne, pour abréger, par F(a?, t) le 

premier membre de la formule (12), et posons en conséquence

• · F  (a ;,  t) = f ( x ,  ut +  v),
puis

$ ( x ,  t) =Da. F ( îc, t), xF‘( x , t )  =  'Dl F( x , t ) .

Soit d’ailleurs f(x,y~) une fonction donnée des variables x,  y ,  . . . ,  et 

nommons
&19 · · · 9 &N

celles des racines de l’équation (12) qui ne vérifient pas l’équa

tion (x4). Enfin admettons que, en prenant pour x  une de ces

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 339. 129

racines, on pose

(15)

et

(16)

k,— î ( x ,  ut +  v)

k ü t x  dt.

Si l ’on représente par s la somme des valeurs de l’intégrale B corres

pondantes aux valeurs . . .
* · · * j X#

de x,  on aura 

(17)
.kW (x, t)
F m )

dt,

et la valeur de s pourra être aisément déterminée dans un grand 

nombre d’hypothèses, par exemple lorsque f ( x , y )  sera une fonc

tion entière des variables x,  y,  et k W( x ,  t) une fonction entière des 

variables x,  t. ,

Cela posé, considérons spécialement le cas où l’on ne diminue pas 

le nombre des racines de l’équation (12) en y supposant t =  o. Dans 

ce cas, si l ’on attribue à t une valeur peu différente de zéro, chaque 

racine de l’équation (12) aura pour valeur exacte ou approchée une 

racine correspondante de l’équation (8). Donc, si on laisse de côté 

celles des racines de l’équation (12).qui vérifient l’équation (14), et 

qui sont indépendantes de t, les autres racines auront pour valeurs 

approchées les m racines de l’équation (9), de manière à se confondre 

avec ces dernières quand on posera t =  o. Donc le nombre N  de ces 

autres racines, qui seules pourront dépendre de t, sera précisément 

égal à m, et, dans l’hypothèse admise, la suite de ces racines ren

fermera seulement m termes

#1, · · · > x m.'

Nommons, en particulier, a?, celle qui acquerra la valeur \\ pour une 

valeur nulle.de t', nommons x 3 celle qui acquerra, pour t =  o, la 

valeur £2, . . .  ; enfin, x m celle qui acquerra, pour t =  o, la valeur £m.

Œuvre» de C· — S. I, t. X. I 7
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Il sera généralement facile de savoir quelle est l’équation de la forme

-  (18) ut  -+- v =  S(x) ,

à laquelle satisfera la racine x t. Car, en posant dans cette équation 

t — o et, par suite,
x  =  x t= £ u

on en tirera
v = 6 ( x ) ,

puis, eu égard à la première des formules (6),

( 1 9 ) $ ( x )  — $1(x) .

Donc celle des équations ( i 3 ) que l’on vérifiera, en prenant x  =  x t, 

sera celle dont le second membre se réduira, pour x  =  à 0, ( æ?). 

Or, parmi les équations ( i 3 ), une seule, savoir celle dont le second' 

membre est 0((a?), remplira ordinairement cette dernière condition,' 

attendu que les valeurs de £2, . . . ,  \m peuvent être choisies arbi

trairement, et sont généralement inégales entre elles. Cela posé, si 

l’on nomme
Wj ,  - · ·> & m \  V i t  * * * 5  V f  f i

ce que deviennent u et v quand on y écrit successivement à lai place 

de x  les divers termes de la suite

x \i x s> · · · 1 x m>

la racine x K vérifiera l’équation

Ui t -h

et l ’on obtiendra de la même manière le système entier des formules

Uit 4-

. Mji 4- e2 —
(20)

............... .............. t

que l’on réduit à

(21) - « j i - h  V i — y u  M  ·+- U m t +
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en posant, pour abréger, \ ,

(2 2 ) i ï = 9 t ( x » ) ,  . · · ,  y m= 9 m(x m).

D’autre part, dans l’hypothèse admise, s ne sera autre chose que la 

somme des valeurs de l’intégrale § correspondantes aux valeurs

&Ï9 · * * » ^m.

de la variable x\ et comme, en supposant t suffisamment rapproché 

de zéro, on aura

j f  kJ) tx  d t = J "  k dx,

\ étant la valeur de x  correspondante k t — o, il suffira de prendre 

(23) kx= î { x u J j), A-2= f  ( x 2,yi),  km =  î ( x m>y m),

pour réduire la valeur de s à la forme

J s i  OC \ ¿ % X  | /% X m

k\ docj H— / k% doc2 ~f" · · · “t“ / , f̂ rti m·
e,

Ainsi, dans l’hypothèse admise, c’est-à-dire lorsqu’on ne diminue pas 

le nombre'des racines de l’équation (12), en réduisant t à zéro, la 

valeur de s peut être fournie, non seulement par l’équation (17), 

mais aussi par l’équation (24), les valeurs de x t, x 2, . . . ,  x m étant 

liées entre elles et à la variable t par les formules (21). On a donc 

alors

kx dx j -
• r

k, dx. r km doc !» — t)
(F(a;, t))

dt

puis on en conclut, eivdifférentiant les deux membres,

(2 6 ) kx dxx+  kz dxz-+·.. . km dxm =  ·— f  ¿t.
^  (x ,1)J

Donc alors on satisfait, quelle que soit la fonction

• ■ ■ k =  î (x,  y ) f
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aux équations différentielles de la forme (26), par les valeurs de

' 2̂9 · · ·  'Z'mt '

tirées des équations (21), ou, ce qui revient au même, de la formule

(27) y — yt — vt =  y*— v* — _ · — y»>— .

et. ces valeurs sont précisément celles qui se réduisent simultané

ment à
°» ?1> ?2> · · · > Çm· ’ ‘

Il y a plus : ces conclusions subsistent, quelle que soit celle des 

racines de l’équation (1) qui se trouve représentée par ôt(oj), ou 

par ô2(;r), . . . .  ou par Qm(x),  dans le second membre de chacune 

des formules (20). . . ' : .

Lorsque la condition
k (x,  O _
(F(¿J7, £)J ~ °

se vérifie pour m valeurs essentiellement distinctes de la fonction k, 

la formule (26), réduite à

( 2 8 ) kx dxx k2 4 - . . .  4 - km dxm — 0,

fournit un système de m équations différentielles, dont les intégrales 

générales sont données par la formule

(29) =
 ̂ U1 ut um

dans laquelle les constantes arbitraires se trouvent précisément repré

sentées par les valeurs initiales '

des m variables
2̂) · · > > £'» 

x¡ ,  x ¡ f . . . ,  Œ ni'

Lorsque la fonction f{ x ,y ')  est entière et du second degré en y , 

les résultats donnés par les formules précédentes s’accordent néces

sairement avec ceux qu’ont obtenus MM. Jacobi et Richelof. à l’égard

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



-EXTRAIT N» 340. 133

des intégrales abéliennes. Je citerai particulièrement à ce sujet un 

Mémoire que, depuis l ’achèvement de mon travail, je viens de lire, 

dans une des dernières livraisons du Journal de M. Crelle, et dans 

lequel la formule d’interpolation est appliquée par M. Jacobi à l ’inté

gration des équations d’Abel.

Dans un prochain article, j ’appliquerai les formules que je viens 

d’établir à divers exemples, et, en particulier, aux fonctions inverses 

de celles que représentent les intégrales binômes, ou à ce qu’on peut 

appeler les sinus et cosinus des divers ordres.

340.
C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction 

sous le signe J" change brusquement de valeur.

C. R., T. XXIII, p. 537  (14  septembre 1846).

Les théorèmes que j ’ai donnés, dans la séance du 3 août, pour les 

intégrales qui s’étendent à tous les points de la courbe enveloppe 

d’une aire tracée sur un plan ou sur une surface quelconque, offrent 

un des moyens les plus simples d’établir les formules générales qui 

servent h la détermination ou à la transformation des intégrales défi

nies. On doit surtout remarquer le cas où la fonction différentielle 

placée sous le signe J '  peut être considérée comme la différentielle 

exacte d’une autre fonction qui dépend uniquement de la position 

d’un point P mobile sur la surface donnée, et où cette fonction diffé

rentielle ne cesse d’être finie et continue que pour certains points 

isolés de l’aire terminée par la courbe dont il s’agit. Alors, comme 

nous l’avons vu, l’intégrale proposée peut être remplacée par une 

somme d’intégrales singulières doflt chacune se rapporte à la courbe 

enveloppe d’un élément de surface, dont les deux dimensions .sont 

infiniment petites, . .
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Lorsque la fonction sous le signe J ',  étant la différentielle exacte 

d’une autre fonction variable avec le point mobile P, Change brusque

ment de valeur, dans l’étendue de la surface que termine la courbe 

donnée, ce changement brusque a généralement lieu pour une série 

de points contigus les uns aux autres, et situés sur une ou plusieurs 

lignes, dont les longueurs peuvent être finies. Alors on peut supposer 

chacune de ces lignes renfermée avec un élément de surface, dont une 

seule dimension soit infiniment petite, dans une courbe qui enveloppe 

cet élément, et l ’intégrale proposée est la somme de plusieurs autres 

que l’on pourrait encore nommer singulières, chacune d’elles étant 

relative à un élément de surface infiniment petit. On verra, dans le 

présent Mémoire, le parti que l’on peut tirer de la considération de 

cette nouvelle espèce d’intégrales singulières, surtout dans le cas où la 

fonction sous le signe J 'se décompose en deux facteurs, dont l’un se 

réduit à un logarithme ou à une puissance fractionnaire. En effet, on 

parvient, de cette manière, non seulement à obtenir des démonstra

tions très'simples des belles propriétés des intégrales eulériennes, 

mais encore à établir un grand nombre de formules nouvelles, et rela

tives soit aux fonctions elliptiques, soit à d’autres transcendantes d’un 

ordre encore plus élevé’.

341.

A l’occasion du Rapport de M. Cauchy sur le Mémoire de M. d’Adhé- 

mar, M. B r e t o n  (de Champ) communique le théorème suivant :

La puissance mtème d ’un entier est non seulement la différence entre 

les carrés de deux entiers, mais encore la somme de plusieurs nombres 

impairs Consécutifs.

C. R., T. XXIII, p. 55t  (14 septembre 1846).

M. C a u c h y  fait observer que le théorème énoncé par M. Breton (de 

Champ) est renfermé lui-même dans un autre théorème encore plus
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général. En effet, tout nombre impair, ou pairement pair, est, comme 

l’on sait, la différence de deux carrés. Par une conséquence néces

saire, on peut réduire un tel nombre à la somme de plusieurs impairs 

consécutifs, souvent même de plusieurs manières. Ce que le mode de 

réduction signalé par M. d’Adhémar offre de remarquable, c’est qu’il 

permet de décomposer la somme des nombres impairs inférieurs au 

double d’un nombre triangulaire, par exemple

1 +  3 +  5  +  7-1-9 +  11,

en plusieurs parties

I, 3 +  5 =  8, 7 +  9 +  11 =  27,

dont la première renferme un seul terme, la seconde deux, la troi

sième trois, . . . ,  ces divers termes étant pris dans l’ordre où ils se pré

sentent, et qu’alors les sommes partielles obtenues sont précisément 

les cubes respectifs des nombres entiers . .

1, 2, 3, . . . .

3 4 2 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction 

sous le signe J'change brusquement de valeur ( 1 ).

C. R., T. XXIII, p. 557 (21 septembre 1846).

A nalyse.

La position d’un point mobile P étant déterminée dans un plan à 

l’aide de coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre na

ture, concevons que l’on trace dans ce plan une courbe fermée, et 

nommons s l ’arc de cette courbe, mesuré positivement à partir d’une

(!) Voir la séance du t4 septembre 1846.
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certaine origine et dans un sens déterminé. Soient, d’ailleurs, u, 'v, 

w, . . .  des variables qui changent de valeurs d’une manière continue 

avec la position du point mobile P, et, en faisant coïncider ce point 

avec l’extrémité de l’arc s, prenons

(1) k-Vdu-^r Vdv +  Wdw+  ...·,

U, V, W , . . .  désignent des fonctions de u, v, w , . ;. tellement choisies, 

·' que la somme Udu-h Vdv Wdw -+-... soit une différentielle exacte. 

Enfin, désignons par S l’aire qu’enveloppe la courbe fermée, et par

(S) la valeur qu’acquiert l’intégrale J k d s  lorsque le point mobile P, 

ayant parcouru le contour entier de l’aire S, revient à sa position pri

mitive. Si l ’on fait varier la surface S, en modifiant par degrés insen

sibles la forme de la courbe qui l’enveloppe, alors, d’après ce qui a été 

dit dans la séance du 3 août, cette variation n’altérera pas la valeur de

(S), tant que la fonction k restera finie et continue en chacun des 

points successivement occupés par la courbe variable. De plus, si, à 

l’aide de diverses lignes droites ou courbes tracées sur le plan donné, 

on partage l ’aire S en plusieurs autres A, B, C, . . . .  en nommant 

(A), (B), (C), . . .  ce que devient (S) quand au contour de l’aire S on 

substitue le contour de l’aire A, ou B, ou C, . . . ,  on aura

(2) (S) =  (A)-t-(B) +  (C)+ . . . ,  ,

pourvu que la fonction k reste finie et continue en chaque point de 

chaque contour.

Observons encore que, si deux fonctions distinctes k, kt offrent 

pour différence une troisième fonction qui demeure finie et continue 

pour chaque point de l’aire S, la valeur de (S) relative à cette troi

sième fonction s’évanouira; et qu’en conséquence les valeurs de (S) 

correspondantes aux deux fonctions k, kt seront égales entre elles.

Les variables désignées pur u, v, w, . . .  dans la formule (x) peuvent 

être ou réelles ou imaginaires. Dans ce qui suit, nous considérerons 

spécialement le cas où, x , y  étant deux variables réelles propres à 

représenter les coordonnées rectangulaires du point mobile P, on
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suppose la variable imaginaire s.liée & x , y  par la formule

(3) ' Z =  x + y \ j — i ,

et la fonction h liée à la variable z par la formule

(4 ) ' k= / (z )J ) , z .

Nous supposerons d’ailleurs que l’arc s se mesure positivement dans 

le sens suivant lequel il faut que le point P se meuve pour qu’il ait 

autour de la surface S, dans le plan des x,  y,  un mouvement de rota

tion direct.

Cela posé, si la fonction primitive de f ( z )  est connue, en sorte 

qu’on ait, par exemple,
\ *

(3) f  f ( z )  dz — .Î(z) +  c'onst.,

et si l’on nomme A la somme des accroissements instantanés qu’ac

querra la fonction $(z),  tandis que le point mobile P décrira le con

tour entier de l’aire S, alors, en vertu d’une formule établie dans la 

séance du io juin 1844 [page 1070* formule (7)] ( ') ,  on aura

(6) . (S) =  — A.

Pour montrer une application très simple de la formule (6), suppo

sons que, îj, Y] étant deux valeurs particulières de x,  et Ç =  \ +  ■ /]̂  — 1 

la valeur correspondante de s,  on pose

Alors la fonction / ( s )  ne deviendra infinie que pour un seul point dn 

plan des x , y ,  savoir, pour le point Q dont les coordonnées seront £, y]. 

Alors aussi on pourra prendre

^(S) =  l(« — Z) =  \\a> — £ + (/  — 1]. ~

D’ailleurs le logarithme d’une expression imaginaire ne change brus

quement de valeur que dans le cas où, la partie réelle de cette expres-

(1 ) Œuvres de Cauchy„S. I, T. VIII, p. 228.
Œ uvres  de  C . —  S. I, t. X. ¡g
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sion étant négative, le coefficient de \f— i chattge de signe, et, dans 

ce cas, l’accroissement instantané du logarithme est ±  2wy/ — i ,  le 

double signe devant être réduit au signe -+- ou au signe — suivant 

que le coefficient \j— i passe du négatif au positif, ou réciproque

ment. Cela posé, on tirera évidemment de la formule (6), dans le cas. 

où (S) ne s’évanouira pas, c’est-à-dire dans le cas où l’aire S renfer

mera le point Q,

(7) < S ) =  2 7T v/=^T.

Si la fonction f ( z )  ne devient discontinue qu’en devenant infinie, 

et pour certains points isolés P', P", P'", . . .  situés dans l’intérieur de 

l’aire S, si d’ailleurs à chacune des valeurs de z qui rendent / ( - )  

infinie correspond un résidu déterminé, alors, la différence entre les 

deux fonctions

/(*), p trtO)
i - '  t —  Z

demeurant finie et continue pour chaque point de l’aire S, les valeurs 

de (S) correspondantes à ces deux fonctions seront égales, et, en sup

posant l’aire S décomposée en parties A, B, C, . . .  dont chacune ren

ferme un seul des points P', P", P'", . . . ,  on tirera des formules (2)

e t (7) ·

(8) jfSJ.— airs/17' £ .( / (* ) ) ,

la somme qu’indique le signe £  s’étendant aux seules racines de 

l’équation — o, qui correspondront à des points situés dans l’in

térieur de l’aire S. La formule (6) comprend, comme cas particuliers, 

celles' que j ’ai données dans le Tome I des Exercices de Mathéma

tiques C )  (pages xoi et 211), et que l’on en déduit : i° en prenant 

pour S l’aire d’un rectangle compris entre quatre droites parallèles 

aux axes des x  et y;  20 en remplaçant les coordonnées rectangulaires

( 1 ) Œ uvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 133 et 264.
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x , y  par des coordonnées polaires r, p, et en prenant pour S la diffé

rence entre deux secteurs circulaires, c’est-à-dire l’aire comprise 

entre deux arcs de cercle qui ont pour centre commun l’origine, et 

deux rayons menés aux extrémités du plus grand arc.

Concevons maintenant que la fonction / ( s )  soit de la forme

(9) / ( Æ) =  F (« ) l f ( - ) ,

la lettre 1 indiquant un logarithme népérien. Alors, si l’on pose

î ( z ) — a +  ci/—  I,

\

u et v étant réels, on pourra généralement, dans l’intérieur de l’aire S, 

tracer une ou plusieurs lignes droites ou courbes, dont l’une quel

conque 00' sera de telle nature qu’en chacun de ses points la fonc

tion v sera nulle et la fonction u négative. Alors aussi on verra géné

ralement la fonction e passer du négatif au positif, quand on passera 

d’un point R situé d’un côté de la courbe OP à un point R' situé de 

l’autre côté. Supposons d’ailleurs les points R, R' infiniment rappro

chés de la ligne 00', et nommons a une surface infiniment étroite qui 

renferme cette courbe dans son intérieur, le contour de l’aire a étant 

décrit par un point mobile qui passe avec un mouvement de rotation 

direct de la position R à la position R'. Enfin soit 0  celui des deux 

points 0 , 0 ' que le point mobile P rencontre avant d’arriver en R. 

Alors, en supposant l’arc s mesuré, non plus sur le contour de l’aire S, 

mais sur la ligne 00' et à partir du point 0, on trouvera

( 1 0 ) (a) =  271 D* z ds,

ç désignant la longueur entière de l ’arc 00'.

Cela posé, si la fonction / ( z )  ne devient infinie ou-discontinue, 

entre les limites indiquées par le contour de l’aire S, que dans le voi

sinage de la ligne 00' et des autres courbes de même nature, ou bien 

encore dans le voisinage de certains points isolés P', P", . . . ,  à chacun 

desquels corresponde un résidu déterminé de / (z ) , on tirera de la
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formule (2), jointe aux équations (7) et (10),

(il) (S) =  27T \J—  I

la somme indiquée par le signe 2  étant relative aux diverses lignes de 

la nature de 00'.

Si l’un des points isolés P', P", . . .  se trouvait situé sur la ligne ÔO' 

ou sur l’une des autres lignes de même nature, on obtiendrait encore 

la formule (11), en supposant le résidu correspondant à ce point réduit 

à sa valeur moyenne, et l ’intégrale correspondante au même point 

réduite à sa valeur principale.

■ Si le produit z / ( z )  s’évanouit généralement quand z acquiert des 

valeurs infinies réelles ou imaginaires, et ne cesse alors de s’évanouir 

en restant fini que dans le voisinage de certaines valeurs particulières 

de l’argument de z, alors, en supposant que l’aire S s’étendê indéfini

ment dans tous les sens autour de l’origine, on trouvera (S) =  o, et 

la formule (11.) donnera simplement ■ ■

(>>) . ¿  (/(*)) + 2 j f F^ Ds sds =  °-

Si, au lieu de fixer la valeur de f ( z ) à l ’aide de l’équation (9), on 

supposait

(>3) /(* )  =  F(*)[r(*)]iS

la constante p étant un exposant rationnel ou irrationnel, réel ou ima

ginaire, alors, à la place des formules (10), (11) et (12), on obtien

drait les suivantes :

(14) - (a) =  2 smpu^— 1 f  F(a) [— f(.z)]l*D,.srf,î,
Jq , '

(15) ( S )  =  2 n s / ^ i ^ l { f ( z ) ) + S" ^ ' 2 i j ' y ( z ) [ - î ( z ) ] * B s z d . ^ ,

' ' ' c ' >

([6)· ¿(/(-s)i+ ^ 2 / * F ) c— f = °-

¿ (/(*))+2 f F(*)Dszds J0 y
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On doit remarquer, d’une manière spéciale, le cas où la fonction 

F (s) est du nombre de celles que l’on peut intégrer en termes finis. 

Alors les seconds membres dès formules (ro), ( n )  et le premier 

membre de la formule (12) ne renferment'plus d’intégrales. Si, d’ail

leurs, la fonction F(s) est du nombre de celles qui s’intégrent par 

logarithmes, alors, en passant des logarithmes aux nombres, on verra 

souvënt paraître, dans la formule (12), des produits composés d’un 

nombre infini de facteurs.

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les diverses formules 

générales auxquelles nous venons de parvenir, et dont les applications 

peuvent être multipliées à l ’infini. Nous examinerons en particulier 

les résultats qu’elles donnent quand on les applique à la recherche 

des propriétés des fonctions elliptiques. Pour l’instant, nous nous 

bornerons à citer deux ou trois exemples très simples, qui feront 

mieux comprendre l’usage de ces formules.

Si dans l’équation (16) on pose successivement

' /(*) =
si*-1 
I +  i

et ■/y x/(*) =  :— ;>

elle fournira les valeurs de deux intégrales eulériennes, et l’on trou

vera

f .

" ¿cl·1-1 dx
1 +  X sinjjiTC

et
r ” xV-' dx _

tangpr

l’intégrale définie devant être, dans le second cas, réduite à sa valeur 

principale. '

Si dans la formule (11) on prend

0, a étant des quantités positives, alors, en nommant a la racine réelle 

et positive de l’équation
eaz— e~a i ~ 1 8,
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et désignant par h  une constante positive inférieure à on trouvera

r V ( g  — h \ J - i ) — f ( x  +  h\¡— i) 
*/-» 2^— 1

dx

=  l( — ) - l t a n g —  + Y  (— ïj» l(  l ----
\ 2 a J  °  2 -imd \  ea"  — e ~ a

la. somme qu’indique le signe ^  s’étendant à toutes les valeurs

entières, positives et négatives de n.

Au reste, les principes exposés dans ce Mémoire fournissent évi

demment le moyen d’établir une multitude de formules générales, 

analogues à celles que nous avons obtenues, et de réduire la déter

mination de l’intégrale (S) à l ’évaluation d’intégrales singulières, 

quelle que soit la surface S, et quelle que soit la forme de la fonc

tion /(^ ). En effet, la fonction / ( s )  peut devenir discontinue dans 

le voisinage de certaines valeurs de z =  x  -+-y  \j— i correspondantes 

à certains points Q, R, . . .  de l’aire S, soit en devenant infinie, soit 

en changeant brusquement de valeur. Dans le premier cas, les

points Q, R, . . .  sont nécessairement des points isolés P', P", __

Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres, et situés 

sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 00', dont les lon

gueurs peuvent être finies. D’autre part, il est aisé de voir que la 

formule (2) peut être étendue au cas où quelques-unes de ces lignes 

rencontreraient les contours des surfaces A, B, C, . . . ;  et, pour que 

cette formule subsiste quand on a k  =  / (s )D i ,̂ il suffit que la fonc

tion f ( z )  reste finie en chaque point de chaque contour. Cela posé, 

on pourra généralement partager faire S en éléments A, B, C, . . .  et 

a, b, c, . . . ,  les uns finis, les autres infiniment petits, les éléments 

finis A, B, C, . . .  étant choisis de telle manière que la fonction/ ( - )  

reste finie et continue en chaque point do chacun d’entre eux, et 

les éléments infiniment petits a, b, c, . . .  étant ou des surfaces qui 

s’étendent infiniment peu dans tous les sens autour des points isolés 

P', P", .·.., ou des surfaces infiniment étroites dont chacune renferme 

dans son intérieur une des courbes 00' ou une portion de l’une de
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ces courbes. Ce partage étant opéré, la formule (2) donnera

S =  (a) +  (b) +  (c) 4 - . . . ,

puisque les intégrales correspondantes à des éléments finis A, B, 

C, . . .  de l’aire S s’évanouiront; et la détermination de l’intégrale (S) 

se trouvera réduite à la détermination des intégrales singulières (a), 

(b), (c), . . .  dont les valeurs, quand elles seront finies sans être 

nulles, se déduiront de la formule (2) s’il s’agit d’éléments qui ren

ferment les points isolés P', P", . . . ,  ou, dans le cas contraire, d’équa

tions analogues aux formules ( 1 0 ) ,  (14), · · · ·

3 4 3 .

C a l c u l  i n t é g r a l . — Mémoire sur les intégrales imaginaires des équations 

différentielles, et sur les grands avantages que l ’on peut retirer de la 

considération de ces intégrales, soit pour établir des formules nouvelles, 

soit pour éclaircir des difficultés qui ri avaient pas été jusqu’ici com

plètement résolues.

C. R., T. XXIII, p. 563 (21 septembre 1846).

On connaît le rôle important que joiient les expressions imaginaires, 

non seulement dans la résolution des équations algébriques ou trans

cendantes·, mais encore dans un grand nombre d’autres problèmes. 

Ainsi, par exemple, c’est en considérant les valeurs imaginaires d’une 

variable que l’on parvient à la condition de convergence de la série 

qui représente le développement d’une fonction suivant les puis

sances ascendantes de cette variable; et c’est aussi sur le passage du 

réel à l’imaginaire que repose, dans le calcul des résidus, l ’établisse

ment de formules générales propres à la transformation ou même à la 

détermination d’un grand nombre d’ intégrales définies. Il était donc 

naturel de penser que, dans la théorie de l’intégration des équations 

différentielles, des résultats nouveaux et inattendus devraient sortir
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de la considération directe des intégrales imaginaires, non pas res

treinte à quelques cas particuliers déjà traités par les géomètres, 

mais étendue à tous les cas possibles. C’est, en effet, ce qui arrive. 

Ayant dirigé mes recherches de ce côté, je suis parvenu, non seule

ment à porter la lumière dans des questions délicates qui n’avaient 

pas été suffisamment éclaircies, mais encore à établir des théorèmes 

nouveaux qui, en raison de leur généralité, me paraissent dignes 

d’attention. Avant de les indiquer, il me semble utile, afin d’être 

parfaitement compris, de bien fixer le sens des expressions dont je 

me servirai dans la suite, et de dire avec précision ce que j ’entends 

lorsque je parle des intégrales particulières ou générales, réelles ou 

même imaginaires, d’un système donné d’équations différentielles.

Ainsi que je l ’ai remarqué dans les Leçons données à l’École Poly

technique, un système quelconque d’équations différentielles peut 

toujours être réduit à un système d’équations différentielles du pre

mier ordre. D’ailleurs, étant données n équations différentielles du 

premier ordre entre n 4 - 1 variables

x,  y,  z , ·.  ·, £,

on pourra toujours considérer une des variables t comme indépen

dante, et les dérivées des autres variables comme déterminées par le 

système de ces équations différentielles, en fonctions explicites ou du 

moins implicites de x , y , z, . . . ,  t. D’ailleurs la connaissance de ces 

dernières fonctions ne fournira pas le moyen de fixer complètement 

les valeurs générales des variables dépendantes x , y , z, . . .  ; et, pour 

que l’intégration des équations différentielles données se réduise à 

un problème déterminé, il sera nécessaire d’assujettir encore les 

variables dépendantes x , y ,· z, . . .  à prendre certaines valeurs ini

tiales
Í, n, ç, . ..

réelles ou imaginaires, pour une certaine valeur initiale t de la variable 

indépendante t. Lorsque ces valeurs initiales seront connues avec les 

fonctions de x , y, z, . . .  ci-dessus mentionnées, les valeurs générales
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de x , y , z, . . .  seront pour l’ordinaire complètement déterminées, 

c’est-à-dire qu’à une valeur réelle ou imaginaire de la variable indé

pendante t correspondront généralement des valeurs déterminées, 

réelles ou imaginaires, de toutes les autres variables. Ces valeurs 

seront fournies, ou par des. équations algébriques ou transcendantes, 

si les équations différentielles sont intégrables en termes finis, ou par 

des développements en séries, ou bien encore elles seront les limites 

vers lesquelles convergeront les résultats approximatifs, déduits de la 

méthode que j ’ai donnée dans mes Leçons à l’École Polytechnique, et 

qui offre cet avantage, qu’elle est toujours applicable, quelle que soit 

la forme des équations différentielles. Dans tous les cas, les formules 

qui fourniront les valeurs des x, y, z, . . .  représenteront un système 

d’intégrales particulières des équations différentielles proposées, si 

l’on attribue aux valeurs initiales i;, Y], Ç, . . .  des variables x , y , z, . . .  

des valeurs déterminées, et le système des intégrales générales, si l’on 

considère les valeurs initiales de x , y , z, . . .  comme des constantes 

arbitraires. Ainsi, le problème de l’intégration d’un système d’équa

tions différentielles se réduit, en réalité, à la recherche d’un système 

quelconque d’intégfales particulières de ces mêmes équations, Les 

intégrales générales ne so'nt autre chose que des formules générales 

qui comprennent et embrassent toutes les intégrales particulières; et, 

si celles-ci ne peuvent être toutes renfermées dans un seul système 

de formules générales, il faudra, pour que les intégrales générales 

puissent être censées complètement connues, que l’on connaisse les 

divers systèmes de formules générales qui renfermeront les divers 

systèmes d’intégrales particulières. Si une intégrale particulière était 

isolée de manière à ne pouvoir être comprise avec d’autres dans une 

même formule générale, elle serait du genre des intégrales qu’on a 

nommées solutions particulières ou intégrales singulières des équations 

différentielles.

D’après ce qu’on vient de dire, intégrer n équations différentielles 

entre n -+-1 variables, c’est tout simplement passer d’un système donné 

de valeurs de ces variables à un autre système, en prenant l’une des

, OEuvres de C . —  S . t. X. *9
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variables pour indépendante. Si, comme ci-dessus, on nomme

y, ·"> · · · > ^

les diverses variables, et

ïi, Ç, · · · ,  v

leurs valeurs initiales, t étant la variable indépendante, les différences 

ço —  y  — y], z — Ç, . . .  seront de véritables intégrales définies, prises 

par rapport à t, à partir de l’origine t , les fonctions sous le signe J"  

étant des fonctions des diverses variables considérées elles-mêmes 

comme fonctions implicites de t. Ces différences seront généralement 

de la nature des transcendantes que j ’ai considérées dans mon Mémoire 

sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires, puis

qu’on peut supposer imaginaires, non seulement les fonctions sous le 

signe y ',  mais encore la valeur initiale et la valeur finale de la variable 

indépendante t. D’ailleurs ces intégrales pourront, dans tous les cas, 

être déterminées, et même de plusieurs manières, avec une exacti

tude aussi grande qu’on le voudra, soit à l’aide de développements en 

séries, soit à l’aide de la méthode d’intégration précédemment rap

pelée. Pour faire mieux saisir ce que j ’ai à dire à cet égard, et peindre 

en quelque sorte aux yeux la marche du calcul, je vais en donner ici 

une interprétation géométrique.

Considérons, dans la variable indépendante t, la partie réelle et le 

coefficient de \f— i comme propres à représenter les coordonnées 

rectangulaires d’un point P mobile dans un plan horizontal. A chaque 

valeur déterminée de t correspondra une position déterminée du 

point P, et réciproquement. Nommons d’ailleurs origine le point O 

du plan qui correspond à la valeur initiale t  de t, et joignons cette 

origine au point P par une ligne droite ou courbe. Si l ’on nomme s 

la longueur mesurée sur cette ligne depuis l’origine O jusqu’à un 

point quelconque intermédiaire entre O et P, l’intégrale imaginaire 

qui représente la valeur de la différence x  — \ pourra être transformée 

en une intégrale relative à la variable réelle s. Or, quand on arrivera 

au point P, la valeur de cette dernière intégrale restera généralement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N» 343. 147

indépendante de la ligne droite ou courbe que l’on aura suivie. Cepen

dant le contraire peut arriver, et, afin de ne laisser rien d’arbitraire 

dans la détermination des intégrales d’un système d’équations diffé

rentielles, il convient de fixer 1̂  nature de la ligne sur laquelle se 

mesure la longueur s. J’appelle intégration rectiligne celle qui 'fournit 

les valeurs des intégrales dans le cas où la ligne est droite, ce qu’on 

suppose ordinairement quand il s’agit de calculer des intégrales 

réelles. L’intégration deviendra curviligne dans le cas contraire.

Il arrive quelquefois que, dans l’intégration rectiligne ou curvir 

ligne, la fonction sous le signe J  devient infinie en un point de la 

ligne OP, sur laquelle on marche, et alors la valeur de l’intégrale 

définie qui représente la différence x  — \ peut devenir indéterminée. 

Dans ce cas aussi, en remplaçant la ligne OP par une ligne infiniment 

voisine, on verra souvent l’intégrale définie changer brusquement de 

valeur. Cette circonstance très remarquable offre quelque analogie 

avec celle que j ’ai autrefois signalée, en observant que les valeurs des 

intégrales définies doubles peuvent varier avec l’ordre dans lequel 

s'effectuent les intégrations. Elle permet d’éclaircir et d’expliquer cer

taines formules, que*l’on pourrait appeler paradoxales, données par 

quelques géomètres, et entre autres par Poisson, dans le XVIIIe Cahier 

An Journal de l ’École Polytechnique. On reconnaît ainsi, par exemple, 

que la valeur imaginaire attribuée par Poisson à l’intégrale

prise entre les limites réelles o et oo de la variable x  supposée réelle, 

est précisément la valeur d’une intégrale imaginaire produite par une 

intégration rectiligne relative à une droite qui s’écarte très peu de 

l’axe des#; mais, en même temps, on reconnaît que, de l’autre côté 

de l’intégrale réelle, se trouve une seconde intégrale imaginaire, et 

que la demi-somme des deux intégrales imaginaires est la valeur prin

cipale de l’intégrale réelle.

A l’observation que je viens de faire, j ’en joindrai une autre qui
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est encore plus importante : c’est que les résultats d’une intégration 

effectuée suivant un mode déterminé, par exemple les résultats de 

l’intégration rectiligne, dépendent, non seulement des valeurs ini

tiales des variables, mais encore généralement du choix de la variable 

que l’on considère comme indépendante. Les valeurs initiales des 

variables restant les mêmes, si l ’on prend pour variable indépen

dante, d’abord la variable t, puis la variable x , les intégrales obte

nues dans les deux cas ne s’accorderont généralement qu’entre cer

taines limites. La raison en est facile à saisir. Lorsque l’on considère 

l comme variable indépendante, alors, pour trouver la formule ou le 

système de formules qui représente les intégrales complètes, on doit 

successivement attribuer à t toutes les valeurs possibles réelles ou 

imaginaires. Mais, à ces diverses valeurs de t pourront répondre, en 

vertu des formules trouvées, des valeurs de x  qui demeurent toutes 

comprises entre certaines limites. Donc, en renversant les formules 

trouvées, on ne pourra en déduire que les valeurs de t correspon

dantes à des valeurs de x  comprises entre ces limites. Il y a plus : je 

prouve que, pour l’ordinaire, on devra restreindre encore ces limites 

quand on voudra obtenir des valeurs de t en x  qui coïncident avec 

celles que fournirait l’intégration directement effectuée%dans le cas 

où l’on prendrait x  pour variable indépendante.

J’appelle intégrales relames à t celles qui se rapportent au cas où 

l’on prend t pour variable indépendante. D’après ce qu’on vient de 

dire, les valeurs initiales des variables étant données, les intégrales 

relatives à t ne fourniront qu’entre certaines limites les intégrales rela

tives à x .  Pour compléter ces dernières intégrales, on sera donc obligé 

de recourir à d’autres intégrales relatives à t, savoir à celles qu'on 

obtient quand on modifie les valeurs initiales des variables. Mais 

quelles modifications successives doit-on apporter à ces valeurs pour 

obtenir une suite d’intégrales relatives à t, desquelles on puisse 

déduire les intégrales relatives à a? et comment doit-on s’y prendre 

pour passer des unes aux autres sans calculs inutiles? C’est ce qu’il 

importe d’examiner. L’opération qui sert à effectuer ce passage, et
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que je nomme Yinversion, doit être évidemment soumise à des règles 

fixes. On trouvera dans mon Mémoire ces règles, qui paraissent 

mériter d’être remarquées, et qui s’appuient sur un théorème très 

général, dont voici l ’énoncé :

T h é o r è m e . —  L’ intégration étant supposée rectiligne, les integrales 

relatives à la variable x  pourront se déduire des intégrales relatives à la 

variable t, et réciproquement, jusqu’au moment'où le module de l ’une 

des différences x  — £, t — t , considéré comme fonction du module pri

mitivement nul et croissant de l ’autre, deviendra, pour la première fois, 

un maximum. Il ne faut pas oublier d ’ailleurs que, dans le cas où il 

s’agira de calculer le module maximum de la différence x  l ’argu

ment de cette dernière différence devra être considéré comme constant.

■ Le passage des intégrales relatives à t aux intégrales relatives à x  · 

introduit souvent dans le calcul des fonctions périodiques. C’est ce 

qui arrive, en particulier, pour un grand nombre d’équations diffé

rentielles entre x  et t, quand le rapport des différentielles des deux 

variables est exprimé par une fonction de la seule variable l. Alors 

l’intégrale relative à x  n’est autre chose que la fonction inverse d’une 

intégrale définie relative à t, et souvent cette fonction inverse est 

périodique, à simple ou à double période. J’examinerai en particu

lier, dans un autre article, les fonctions périodiques ainsi obtenues, 

et je montrerai comment les règles de Y inversion conduisent à la déter

mination de la période, et comment cette détermination se lie à la 

théorie des résidus. Je me bornerai, pour l’instant, à observer que les 

fonctions inverses des intégrales définies n’offrent pas toujours, et 

pour des valeurs quelconques des variables, les valeurs qui leur ont 

été assignées dans les Ouvrages même les plus accrédités. Ainsi, par 

exemple, la fonction inverse de l’intégrale

n’est point, comme on l’a dit,

t — sina?,
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¡nais
v/cos2#

coso;
sina\

Ainsi encore, dans la théorie des fonctions elliptiques, les deux 

intégrales qui représentent ce qu’on appelle l'argument, et qui ren

ferment sous le signe y*, la première, une fonction algébrique, la 

seconde, une fonction trigonométrique, ne sont équivalentes qu’entre 

certaines limites, entre lesquelles les fonctions inverses de ces inté

grales se réduisent à deux variables dont la première est le sinus de 

la seconde ou de ce qu’on nomme Xamplitude. Hors de ces limites, la 

fonction inverse de la première intégrale est, ou le sinus de l ’ampli

tude, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant que le cosinus de 

l’amplitude est positif ou négatif.

Ce que je viens de dire suffit pour donner une idée sommaire des 

résultats principaux auxquels je suis parvenu. Il me restera, pour 

les faire mieux connaître, à transcrire quelques-unes des formules 

générales, et la démonstration du théorème fondamental sur lequel 

s’appuie l’inversion des intégrales d’un système d’équations différen

tielles.

ML
Calcul intégral. — Note sur Vintégration d ’un système d’équations 

différentielles et sur l ’inversion de leurs intégrales.

C, R., T. XXIII, p. 617 (28 septembre 1846).

Soient
y, *, ··■ > 1

« 4 -1  variables assujetties : x° à vérifier ¡3. équations différentielles du 

premier ordre; 20 à prendre simultanément certaines valeurs initiales, 

réelles ou imaginaires,
l, ri, K, . . . ,  r.
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Si, dans les équations différentielles données, on pose

(1) dx — X d t , d y — Ydt, d z = Z d t ,  ...»

on obtiendra n équations finies qui détermineront les valeurs de X, 

Z, Y, . en fonction de x,  y> z, ...» t\ et, si des valeurs de X, Y, 

Z,  . . . ,  propres à vérifier ces.équations finies, sont substituées dans 

les formules (i), il suffira d’appliquer à ces formules l’intégration rec

tiligne, en considérant t comme variable indépendante, et regardant 

$, Y), X,........t comme les valeurs initiales de x,  y,  z, . . . ,  t, pour ob

tenir un système déterminé d’intégrales.

Soient maintenant

(2) U =  0, ' V— o, W =  o,

les n intégrales déduites des équations (1) à l’aide d’une intégration 

rectiligne ou même curviligne relative à une variable quelconque. 

Supposons d’ailleurs que, les valeurs initiales £, r¡, Ç, . . . ,  z des va

riables x,  y,  z,  ...» t demeurant les mêmes, on veuille obtenir les 

intégrales que fournirait une intégration rectiligne relative à la va

riable x.  Si l’on pose, dans les formules (2),

r désignant le module et p  l’argument de la différence x  — Ç, ces for

mules détermineront, pour une valeur donnée de l’argument p et 

pour de très petites valeurs du module r, les valeurs correspondantes 

des variables réelles ou imaginaires

y> s> * · · >

considérées comme fonctions de/·. Concevons maintenant que, l ’argu

ment p  demeurant invariable, on fasse croître le module~r par degrés 

insensibles. Les valeurs trouvées de y,  z, . . t représenteront néces

sairement les intégrales cherchées relatives à x> tant que les for

mules (2) permettront au module r de croître encore, et tant que ces 

formules fourniront une valeur unique et finie de chacune des va-
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riables t, y , z, —  En conséquence, on peut énoncer la proposition 

suivante :

T héorème. — Supposons les n +  x variables

· ··, t

assujetties : i 0 à vérifier les n équations différentielles 

(i) . d x = . X d t , dy— Ydt, dz =  Zdt,

2° à prendre simultanément les valeurs initiales, réelles ou imaginaires

?, *), K..........  t;

U=o,  F = o , W=o,

et soient

( 2 )

des intégrales qui satisfassent à cette double condition. On pourra, des 

intégrales (2), déduire celles que fournirait une intégration rectiligne 

relative à x , jusqu’au moment où le module primitivement nul et croissant 

de la différence x  — \ deviendra, pour la première fois, un maximum, si 

dans l ’intervalle les intégrales (2) fournissent pour chacune des variables 

t, y , z, ... une valeur unique et finie qui varie avec r par degrés insen

sibles, ou bien encore jusqu’au moment où cette dernière condition cessera 
*

d ’être remplie. Observons d’ailleurs que, dans la recherche du module 

maximum de la différence x  — Vargument de cette différence devra

être considéré comme constant.

En s’appuyant sur le théorème que nous venons d’énoncer, on 

pourra, des intégrales relatives h une variable quelconque, par exemple 

des intégrales relatives à t, déduire les intégrales relatives à x ,  pour 

une valeur donnée de l’argument p, au moins tant que le module r 

ne dépassera pas une certaine limite supérieure. Si l ’on veut ensuite 

reculer cette limite, il suffira de recommencer l’opération en prenant 

pour valeurs initiales de x , y , z, . . . ,  t, non plus celles qui corres

pondent à une valeur nulle de r, mais celles qui correspondent à la 

limite trouvée, ou du moins à une valeur de r infiniment rapprochée 

de cette limite. Ajoutons que, en répétant indéfiniment, s’il est néces-
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saire, de semblables opérations, on finira par obtenir, dans tous les 

cas, pour une valeur quelconque de r, les intégrales relatives à x.  

C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en détail dans un autre 

article.

345.
C a l c u l  i n t é g r a l . — Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui 

s’étendent à tous les points d ’une courbe fermée, et sur celles qui sont 

prises entre des limites imaginaires.

C. R., T. XXIII, p. 68g (12 octobre 1846).

Les théorèmes généraux que j ’ai donnés dans la séance du 3 août 

dernier, en considérant les intégrales définies qui s’étendent à tous 

les points d’une courbe fermée, fournissent, comme j ’en ai fait la 

remarque, la solution d’un grand nombre de questions importantes 

de Calcul infinitésimal, et inême d’Analyse algébrique. Mais, en expo

sant ces théorèmes, dont les applications sont déjà si étendues, je ne 

m’attendais pas à ce qu’ils fussent eux-mêmes compris comme cas 

particuliers dans d’autres théorèmes plus généraux dont les applica

tions s’étendaient encore beaucoup plus loin. C’est pourtant ce qui 

arrive, et ceux dont je vais entretenir un instant l ’Académie me parais

sent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse infinité

simale, puisqu’ils permettent d’établir avec la plus grande facilité une 

foule de propriétés remarquables des transcendantes représentées par 

les intégrales définies, et, par conséquent, d’une multitude de fonc

tions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques 

et les transcendantes abéliennes. La bienveillance avec'laquelle les 

géomètres ont accueilli les résultats de mes précédents travaux sur 

cette matière me fait espérer que l’Académie me permettra d’entrer, 

à ce sujet, dans quelques détails.

Jusqu’ici, en considérant les intégrales définies qui se rapportent

OEuvres de C . —  S, I, t, X. 2 0
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aux divers points d’une courbe fermée décrite par un point mobile 

dont les coordonnées rectangulaires représentent la partie réelle d’une 

variable imaginaire x  et le coefficient de dans cette variable, 

j ’avais supposé que, dans chaque intégrale, la fonction sous le signe J  

reprenait précisément la même valeur lorsque, après avoir parcouru 

la courbe entière, on revenait au point de départ. Mais rien n’empêche 

d’admettre que, dans une telle intégrale, la fonction sous le signe J ,  

assujettie, si l’on veut, à varier avec x  par degrés insensibles, acquiert 

néanmoins des valeurs diverses à diverses époques où la valeur de x  

redevient la même. C’est ce qui arrivera, en particulier, si la fonction 

sous le signe J ', assujettie à varier par degrés insensibles avec la posi

tion du point mobile que l ’on considère, renferme des racines d’équa

tions algébriques ou transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt 

plusieurs fois de suite une même courbe, les racines comprises dans 

la fonction dont il s’agit pourront varier avec le nombre des révolu

tions. qui ramèneront le point mobile à sa position primitive O, de 

telle sorte qu’une racine d’une équation donnée pourra se trouver 

remplacée, après une révolution accomplie, par une autre racine de la 

même équation. Par suite, la fonction sous le signe J ", que l’on doit 

supposer complètement déterminée au moment du départ, pourra être 

remplacée, après une ou plusieurs révolutions, par des fonctions nou

velles. Alors aussi le nombre des révolutions pourra exercer une in

fluence marquée sur la valeur de l’intégrale définie obtenue, et cette 

intégrale sera généralement elle-même une fonction de la variable x  

qui, variant avec x  par degrés insensibles, pourra néanmoins, à di

verses époques, acquérir diverses valeurs correspondantes à une seule 

et même valeur de x. Il y a plus : si la courbe que l’on considère est 

formée d’une infinité de branches qui viennent toutes se couper au 

même point O, et si, dans ces diverses révolutions, le point mobile 

parcourt successivement ces diverses branches, les diverses valeurs 

de l’intégrale, correspondantes à une même valeur de x , pourront 

être en nombre infini; et, par suite, si le nombre des révolutions reste 

illimité, la valeur de l’intégrale sera, dans certains cas, complètement
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indéterminée. Mais cela n’empêchera pas l’intégrale d’acquérir, après 

une seule révolution du point mobile, une valeur déterminée; et ce 

qui mérite d’être remarqué, c’est que cette valeur sera, pour l’ordi

naire, dépendante de la position du point mobile et indépendante, 

sous certaines conditions, de la forme de la courbe. En effet, si cette 

forme vient à varier par degrés insensibles, la valeur de l’intégrale ne 

sera point altérée, pourvu que la fonction soüs le signe J reste finie 

et continue en chacun des points successivement occupés par la 

courbe variable. Cette proposition, qui subsiste dans le cas même où 

l’on remplace la courbe donnée par un polygone, permet de transfor

mer les intégrales qui correspondent à des courbes quelconques, fer- ' 

mées ou non fermées, en d’autres intégrales correspondantes à des 

lignes droites. Elle permet aussi de reconnaître dans quels cas les 

théorèmes relatifs à la décomposition des intégrales prises entre des 

limites réelles peuvent être étendues aux intégrales prises entre des 

limites imaginaires. Enfin, elle permet de reconnaître sans peine la 

nature des fonctions inverses de celles qui représentent des intégrales 

définies donnéés, ou plutôt des fondions que les géomètres ont dési

gnées sous ce nom, et qui ne sont, en réalité, que des intégrales 

d’équations différentielles. Dans le cas où ces fonctions sont pério

diques, on peut, à l’aide de la proposition énoncée, calculer facilement 

ce que l’on nomme leurs indices de périodicité, ainsi que les diverses 

valeurs de la variable qui rendent ces fonctions nuiles ou infinies. Ces 

valeurs étant une fois connues, si les fonctions dont il s’agit ne de

viennent discontinues qu’en devenant infinies, alors, pour les décom

poser en fractions rationnelles, ou pour les transformer en produits 

composés d’un nombre infini de facteurs, il suffira ordinairement de 

recourir aux règles que fournit le calcul des résidus, telles que je les 

ai données dans le second et le quatrième Volume des Exercices de Ma

thématiques (*).

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII et IX. t
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A nalyse.

La position d’un point mobile P étant déterminée dans un plan, à 

l’aide de coordonnées rectilignes ou polaires, ou de toute autre na

ture, concevons que l’on trace, dans ce plan, une courbe fermée, et 

nommons s l’arc de cette courbe mesuré positivement dans un sens 

déterminé à partir d’une certaine position initiale O du point mo

bile P. Soient d’ailleurs u, v, w, . . .  des variables qui changent de 

valeurs d’une manière continue avec la position du point mobile, et, 

en faisant coïncider ce point avec l’extrémité de l’arc s, prenons

( i)  k =  U d u +  Vdv ■+■ Wdw-l · . . . ,

U, Y, W, ... étant des fonctions de u, v, w, ... tellement choisies, que 

la somme \}du -+- V di> -+- dw -H. . .  soit une différentielle exacte. 

Enfin, nommons ç le contour ou périmètre de la courbe fermée, et 

S l’aire qu’enveloppe cette courbe; désignons par (S) la valeur qu’ac

quiert l’intégrale J k d s  lorsque le point mobile P, ayant parcouru le 

contour entier ç de l’aire S, revient à sa position primitive; et conce

vons que l’on fasse varier la surface S, en modifiant par degrés insen

sibles la forme de la courbe qui l ’enveloppe sans que cette courbe 

cesse de passer par le point O. D’après ce qui a été dit dans les séances 

du 3 août et du 21 septembre, les variations de la surface S et de son 

enveloppe n’altéreront pas la valeur de l’intégrale (S), si la fonction 

de u, v, w, . . . ,  représentée par la lettre k, reste finie et continue en 

chacun des points successivement occupés par la courbe variable. 

D’ailleurs, cette condition étant supposée remplie, la fonction k peut, 

au moment où le point mobile P revient à sa position primitive, ou 

reprendre sa valeur initiale, ou acquérir une valeur nouvelle. Nous 

allons examiner successivement ces deux cas, très distincts l’un de 

l’autre, et indiquer en peu de mots les résultats dignes de remarque 

auxquels on se trouve conduit par cet examen.

Soit OO'O"... la courbe décrite par le point mobile P. Si la fonc

tion k reprend la même valeur au moment où le point P revient à sa

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 345. 157

position primitive 0, alors la valeur K  de l’intégrale (S) sera indépen

dante de cette position primitivement assignée au point mobile sur la 

courbe qu’il décrit; et si, en partant de la position 0, le point mobile 

• parcourt une, deux, trois fois, etc. de suite le contour entier de 

l’aire (S)i l’intégrale Jkds acquerra successivement les valeurs

K, 2 K, 3 K, . . . .

Si, d’ailleurs, on pose

(2) t =  I kds,

k et t seront des fonctions de la variable s, liées à cette variable de 

telle manière que, aux accroissements

2 ç, 3 ç, . . .

de la variable s, correspondront les accroissements

•K,  2 K, 3 K, . . .

de la variable t, la fonction k restant invariable.

Prenons maintenant, pour fixer les idées,

(3) k =  /(æ) Dsœ,

x  étant une variable imaginaire, liée par l’équation

(4) ■ æ =  oc +  S y/— 1

à deux variables réelles a, 6, considérées comme propres à représenter 

les coordonnées rectangulaires du point mobile P. La formule (2) sera 

réduite à

(5) f  f{x)J)eæds.
Jo

Si, d’ailleurs, la fonction / ( x )  ne devient discontinue qu’en devenant 

infinie pour certains points isolés G, G', G", . . .  situés dans l’intérieur 

de l’aire ç, et si à chacune dés valeurs de x  qui rendent / ( x ) infinie 

correspond un résidu déterminé, si enfin l’arc s se mesure positive-
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ment dans un sens tel que le point P ait autour de la surface S un 

mouvement de rotation direct, alors, d’après ce qui a été dit dans la 

séance du ai septembre, on aura

(6) K = ît: \ / ~ i ¿^{/{x)),

la somme qu’indique le signe £  s’étendant aux seules racines de

l’équation jç g j  =  °  qni correspondront à des points situés dans l’in

térieur de l’aire S. Donc, si l’on nomme

1 /' 1"

les valeurs diverses du produit au \J—  i £  (/(#)), correspondantes 

aux divers points isolés G, G', C", . . . ,  la valeur de K  sera de la forme

(7) K  =  I +  / ' + / " + . . . ,

le nombre des termes compris dans le second membre étant précisé

ment égal au nombre des points isolés qui seront renfermés dans l’in

térieur de l’aire S. Si ce dernier nombre se réduit à l’unité, on aura 

simplement K  =  7.

Ainsi que nous l’avons remarqué dans la séance du 3 août, la 

courbe OO'O"... pourrait être remplacée par un polygone curviligne 

ou même rectiligne. Considérons, en particulier, la dernière hypo

thèse, et nommons O, O', O", . . .  les sommets du polygone supposé 

rectiligne. Soient d’ailleurs a, b, c, ..·., g, h les valeurs réelles ou ima

ginaires de x  qui correspondent à ces sommets; et, afin de ne laisser 

subsister aucune incertitude sur le sens attaché à la notation

f f(x) dx
J  a

dans le cas où les limites a , b deviennent imaginaires, concevons que 

l’on se serve toujours de cette notation pour désigner le résultat de 

l’intégration rectiligne appliquée à la différentielle f ( x ) d x .  Alors, 

comme on le reconnaîtra sans peine, si l’on fait coïncider successive-
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ment le point mobile P avec les points O', O", . . la valeur de l’inté

grale t, déterminée par la formule ( 5 ), sera représentée, dans le pre

mier cas, par le premier terme de la suite

dans le second cas, par la somme des deux premiers termes; dans le 

troisième cas, par la somme des trois premiers termes, etc.; et, lorsque 

le point mobile P sera revenu à sa position primitive O, la somme 

totale des termes de cette suite représentera la valeur de l’intégrale

( 8 )  · f  f ( x ) D sx d s  =  K ,
J $

en sorte qu’on aura ,
ft

(9) f  f ( x ) d x + f  f ( x ) d x  +  ...-h f  f ( x ) d x  +  f  f {x )d x  — K.
J a  J  b J g  *^h

Si, pour fixer les idées, on réduit le polygone à un triangle, on trou

vera

(10) Ç / ( x ) d x - h i  f{x)  dx +  f  f (x )d x  =  K ;
J  a J  b J e

et, comme on aura généralement

(u) Ç f ( x ) d x = — C f ( x )  dx,
J e  J  a

l’équation (xo) donnera encore

Jr c r\h

f f ( x ) d x = l  f(x)dx-\-i  f (x)d x  — K.
a J a  J b

Pour que l’équation (12) se réduise à la formule

(i3) Ç  f { x ) d x — Ç f (x )d x  -t- f  f (x)dx,
J  a  '  J  a J  b

il sera nécessaire que K  s’évanouisse, c’est-à-dire que l’aire S ne ren-
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ferme aucun point isolé correspondant à un résidu qui diffère de zéro. 

Par conséquent, l ’équation ( i 3 ) et autres semblables, qui subsistent 

généralement quand il s’agit d’intégrales prises entre des limites 

réelles, ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas 

où les limites des intégrales deviennent imaginaires.

Pour montrer une application très simple des formules qui pré

cèdent, posons / ( x )  =  Alors on trouvera £  (/(#)) =  i. Donc, en

vertu des formules (12), ( i 3 ), on aura

ou

r ‘ d x _ Ç b d x  Çc d x  2 n J — ]
J a _1

Ç c d x _ r b dx Çc dx
J & J X Jl X '*/a t/a %/ ¿

suivant que l’origine des coordonnées sera située en dedans ou en 

dehors du triangle dont les sommets correspondront aux trois points 

a, b, c ; ce qu’on peut aisément vérifier en ayant égard à la formule

qui subsiste,, quels que soient a et b, lorsque  ̂ n’est pas réel et né

gatif.

Concevons à présent que l’on différentie l’équation ( 5 ) : on obtien

dra l’équation différentielle

(i4) dt =  f { x )d x

entre les deux variables x,  t. Soient z deux valeurs particulières et 

correspondantes attribuées à ces deux variables. Si ces valeurs, étant 

finies, produisent une valeur finie de la fonction / ( x ), alors, en pre

nant z pour valeurs initiales de x,  t, et faisant varier x  dans le voi

sinage de la valeur initiale £, on verra, en vertu de l’équation (14), 

t varier avec x  et f ( x ) par degrés insensibles. Alors aussi, tant que le
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module de la différence x  —- ne dépassera pas une certaine limite 

supérieure, la valeur de t qui, se réduisant à t pour x  =  l, aura la 

double propriété de varier avec x  par degrés insensibles et de vérifier 

l’équation ( i4 ), sera une valeur unique qui pourra être également 

fournie'par l’intégration rectiligne ou curviligne. Si, pour fixer les 

idées, on pose t =  o et \ =  a, en sorte que la valeur initiale de x  soit 

précisément celle qui correspond au point 0; si, d’ailleurs, on nomme 

x la valeur de x  correspondante à celui des points isolés C, Cf, C", . . .  

qui est le plus voisin du point 0; alors, en supposant x  choisi de ma

nière que le module de x  — a reste inférieur à celui de x — a, on 

pourra déterminer la valeur de t qui doit se réduire à zéro pour x  =  a, 

non seulement à l’aide de la formule ( 5 ), que fournira une intégration' 

curviligne, mais encore à l ’aide de la formule

(i5) t — f f ( x ) d x ,

à laquelle on arrive quand l’ intégration devient rectiligne. Supposons 

maintenant que, en opérant comme on vient de le dire, on passe non 

seulement des valeurs initiales ij, 1 à des valeurs très voisines, mais 

encore de celles-ci à d’autres qui en diffèrent très peu, etc. En con

tinuant de la sorte, et en donnant la plus grande extension possible 

aux résultats àinsi produits’par la variation de x , on obtiendra une 

infinité de systèmes de valeurs des variables x,  t , et la valeur de t en 

x  sera déterminée par une formule ou. par un système de formules 

dont chacune fournira pour valeur de t une fonction continue de la 

variable x.  Le système de ces formules est ce que nous appellerons 

l'intégrale complète de l’équation (14); une seule d’entre elles repré

sente ce que nous avons appelé Xintégrale relative à x r puisque, en 

vertu de cette dernière intégrale, t doit, non seulement varier avec x  

par degrés insensibles, mais encore acquérir une valeur unique pour 

chaque valeur donnée de x .  Au contraire, en vertu de l’intégrale com

plète, t sera généralement une fonction multiple de la variable x . 

Ajoutons que l’intégrale complète, correspondante à des valeurs ini-

Œ uvres de C * — S. 1, t. X. 2 J
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fiâtes données de x,  t, ne sera point modifiée si l’on prend pour va

riable indépendante x , au lieu de t, en considérant l’équation (i4 ) 

comme propre à déterminer, non plus l en fonction de x,  mais x  en 

fonction de t.

La fonction f ( x )  étant donnée, il sera facile de trouver les diverses 

valeurs de t qui, en vertu de l’ intégrale complète, correspondront à 

une même valeur de a?. Concevons, pour fixer les idées, que, en pre

nant o et a pour valeurs initiales de t et de x,  on veuille calculer les 

diverses valeurs de t correspondantes à la valeur a de x,  c’est-à-dire 

au point 0 . Il suffira, pour y parvenir, de ramener une ou plusieurs 

fois le point mobile P à sa position priiftitive 0 , après lui avoir fait 

décrire chaque fois une courbe fermée qui enveloppe un ou plusieurs 

des points isolés C, C', C", et, comme, à chacune des révolutions 

du point P, la valeur de t se trouvera augmentée de la somme de plu

sieurs des termes

I, /', /", . . .

ou d’une telle somme prise en signe contraire, suivant que le point P 

aura tourné dans un sens ou dans un autre autour de la courbe qu’il 

aura décrite, les diverses valeurs de t, correspondantes à la valeur a 

de x,  seront évidemment comprises dans la formule

( 1 6 ) ' t  =  ± m I ± m ' r ± m " T ± . , . ,

m, m!, m\  . . .  étant des nombres entiers quelconques. Par suite aussi, 

à une valeur quelconque de x  correspondront diverses valeurs de t 

que l’on obtiendra en ajoutant à l’une quelconque d’entre elles toutes 

celles que fournit l’équation (16).

Les constantes réelles ou imaginaires, désignées dans la formule (r6) 

par les lettres /, /', / " , . . . ,  représentent ce qu’on appelle les indices de 

périodicité de x  considéré comme fonction de t. Si, dans ces indices de 

périodicité, les parties réelles et les coefficients de \f—  i n’offrent pas 

des valeurs numériques dont les rapports soient entiers ou rationnels, 

alors, dans t considéré comme fonction de x ,  en vertu de l’intégrale
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complète de l’équation (t4), la partie réelle ou le coefficient de \j— x 

sera une quantité absolument indéterminée. Mais on ne pourra plus 

en dire autant de l’intégrale relative à x  qui offrira, pour chaque 

valeur donnée de x , une valeur unique et déterminée de t, ni de 

l’intégrale relative à t, qui offrira, pour chaque valeur donnée de t, 

une yaleur unique et déterminée de x.

II importe de voir dans quels cas l’intégrale complète de l’équa

tion (i4 ) se réduit, soit à l’intégrale relative à t, soit à l’intégrale 

relative à x.  Ce problème est facile à résoudre, d’après les principes 

que nous venons d’établir. Ainsi, en premier lieu, pour que l’inté

grale complète ne diffère pas de l’intégrale relative à x,  il sera néces

saire et il suffira qu’à chaque valeur finie de x  corresponde généra

lement, en vertu de l’intégrale complète, une seule valeur de t; par 

conséquent, il sera nécessaire et il suffira que la valeur de t fournie 

par l’équation (16) s’évanouisse, quelles que soient les valeurs attri

buées aux nombres entiers m, m', m", . . . .  C’est ce qui arrivera si 

chacune des constantes /, /', . . .  s’évanouit, ou, en d’autres

termes, si chacun des résidus partiels de la fonction f ( x )  se réduit 

à zéro.

En second lieu, pour que l’ intégrale complète de l’équation ( i 4 ) 

ne diffère pas de son intégrale relative à t, il sera nécessaire et il suf

fira qu’à chaque valeur finie de / corresponde, en vertu de l’inté

grale complète, une seule valeur de x.  Or c’est ce qui arrivera géné

ralement quand on se placera dans le voisinage d’une valour de t qui

produira une valeur finie de x  et de y^rÿ  SC comme nous l’avons

supposé, la fonction f ( x ) est du nombre de celles qui ne deviennent 

discontinues qu’en devenant infinies. D’ailleurs, comme on peut le 

démontrer, la valeur de x  fournie par l’intégrale complète sera dis

continue dans le voisinage de toute valeur de t qui rendra x  infinie,

si le rapport —y jr  n’est pas une fonction continue de la variable x  

dans le voisinage de la valeur zéro de cette même variable. Donc l’in-
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tégrale complète ne différera pas de l’intégrale relative à t, si des deux 

rapports
r  X '

A * ) ’

le premier est une fonction toujours continue de x , et le second une 

fonction de x  qui reste continue dans le voisinage de la valeur o attri

buée à la variable x.  Ces conditions seront remplies, par exemple si 

l’on pose f ( x )  =  - ou,  plus généralement, si l’on prend pour 

une fonction de x,  linéaire ou du second degré.
/(«)

Observons encore que, dans le cas où l’intégrale complète ne diffère 

pas de l’intégrale relative à t, la valeur de x  fournie par cette intégrale 

est nécessairement une fonction de t qui ne devient discontinue qu’en 

devenant infinie. Cette circonstance permet ordinairement de trans

former la fonction dont il s’agit, à l’aide des formules que donne le 

Calcul des résidus, et de la décomposer en fractions rationnelles, ou 

bien encore de la représenter par une fraction dont chaque terme est 

le produit d’un nombre infini de facteurs. ' .

Retournons maintenant à la formule (2); mais supposons que, au 

moment où le point mobile P revient à sa position primitive, la fonc

tion k, placée sous le signe J ,  acquière une valeur nouvelle. Suppo

sons d’ailleurs cette fonction k toujours assujettie à varier avec x  par 

degrés insensibles. La valeur K  de l’intégrale (S ) ne sera plus indé

pendante de la position O primitivement assignée au point mobile sur 

la courbe qu’il décrit. Il y a plus : comme, d’après une révolution du 

point mobile, la fonction K  aura changé de valeur, si l’on nomme

K , K  +  K„ K  +  K ,+  K „  . . .

les valeurs successives qu’acquerra l’intégrale

t —. f kds

quand le point mobile P, après avoir effectué une, deux, trois',.... révo-
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lutions dans la courbe qu’il décrit, reprendra sa position primitive, les 

valeurs de K, Kt, Ktl, évidemment déterminées par les formules

kds,  K  ! — / kds, K„=  f kds,

ne seront pas généralement égales entre elles. Néanmoins, si, après 

un certain nombre de révolutions du point mobile, la fonction k 

reprend la valeur qu’elle avait d’abord, à partir de cet instant les 

termes de la série
K, K„ K„, . . .

se reproduiront périodiquement dans le même ordre, quelle que soit 

d’ailleurs la position initiale O du point mobile P. Donc alors, en vertu 

de l’intégrale complète de l’équation (i4)> x  sera une fonction pério

dique de t. Quant aux indices de périodicité, ils ne seront plus géné

ralement représentés par des résidus, mais par des intégrales définies
»

qui pourront se déduire du théorème énoncé au commencement de 

cet article; savoir, que, si la courbe enveloppe de la surface S vient à 

varier sans cesser de passer par le point O, l’intégrale (S ) ne variera 

pas, pourvu que la fonction k reste finie et continue en chacun des 

points successivement occupés par la courbe variable.

Les principes que nous venons d’établir sont particulièrement 

applicables au cas où, dans l’intégrale (2), la fonction sous le 

signe J  renferme des racines d’équations algébriques ou transcen

dantes. Supposons, pour fixer les idées, k déterminé en fonction 

de x  par l ’équation ( 3 ) jointe aux deux suivantes :

(18) A æ) =  i ( w ) >

(19) F ( « ,y )  =  o,

dans lesquelles î ( x , y ) ,  F ( x , y )  désignent des fonctions toujours con

tinues de x,  y.  Si l’on nomme

yu yi> y3, · · ·

les diverses valeurs de y  tirées de l’équation (19), les valeurs corres-
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pondantes de f ( x ) ,  savoir

(20) f(W l) , ···>

seront ordinairement des fonctions qui éprouveront des changements 

brusques, pour des valeurs de x  correspondantes, non plus à des 

points isolés, mais à tous les points situés sur certaines portions de 

lignes droites ou courbes. Or cet inconvénient sera évité si, au lieu 

de prendre pour f ( x )  un terme de la série (20), on considère, dans 

l’équation (18), y  comme une fonction de x  assujettie : i° à vérifier 

l ’équation (19); 20 à varier avec x  par degrés insensibles, et si d’ail

leurs on suppose connues les valeurs initiales Ij, y¡ de x  et de y  cor

respondantes à la valeur initiale t de la variable t. Alors les seules 

valeurs de x  qui rendront la fonction k discontinue seront celles qui 

la rendront infinie. Alors aussi.la considération de ces valeurs de x  

et des points isolés qui leur correspondent fera connaître la nature 

de la fonction de t qui devra représenter x,  en vertu do l’intégrale 

complete de l’équation (i4)» et permettra de transformer en inté

grales définies rectilignes, par conséquent en intégrales définies 

relatives à x,  les valeurs de K, Ku, , . .  fournies par les équa

tions (17).

Ce que je viens de dire fournit, si je ne me trompe, la solution com

plète des graves difficultés que présente la théorie des fonctions ellip

tiques, considérée comme une branche du Calcul infinitésimal, ou 

bien encore la théorie des intégrales abéliennes; et, en faisant dis

paraître ces difficultés que M. Eisenstein a très bien signalées dans 

le tome XXVII du Journal de M. Crelle ( voir aussi le tome X du 

Journal de Mathématiques, publié par M. Liouville), les principes 

ci-dessus exposés rectifient des notions erronées jusqu’ ici trop faci

lement admises par les géomètres. On voit que la fonction de t , 

improprement appelée la fonction inverse de l’ intégrale ( i 5), est en 

réalité la valeur de x  fournie par l ’intégrale complète de l’équa

tion (14), et que l’on peut déduire de la formule ( 5) la nature et 

les propriétés de cette même fonction, ses divers indices de périodi-
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cité si elle est périodique, etc. On voit encore que, si la fonction/(# ) 

renferme des racines d’équations algébriques ou transcendantes, si 

l’on a, par exemple, f ( x )  =  f ( x ,y ) ,  y  étant l’une des racines y , , 

y 2, . . .  de l’équation (19), on devra soigneusement distinguer l’inté

grale obtenue dans le cas où la racine y  serait toujours la même de 

l’intégrale obtenue dans le cas où l’on assujettirait f(x,  y )  à varier 

avec x  par degrés insensibles. On peut aisément vérifier la justesse 

de ces conclusions en particularisant la forme des fonctions repré

sentées par f i x ) ,  f (x*y)  et F(a?,_y) dans les formules générales 

ci-dessus établies, ainsi que je le ferai dans un autre article. Je me 

bornerai, pour l’instant, à indiquer les applications très simples que 

l’on peut faire do ces formules aux deux exemples suivants.

Ce qu’on a nommé l’inverse de l’intégrale définie

n’est même pas la valeur de x  tirée de l’intégrale complète do l’équa

tion différentielle
dx  =  y/i — x 2 dt ,

mais la valeur de x  que fournira l’intégrale complète de l’équation 

différentielle
dx  — y  dt,

si l’on assujettit la nouvelle variable y  : i° à vérifier l’équation finie

2° à varier avec x  par degrés insensibles, et si l ’on assujettit, de plus, 

x,  y,  t à prendre simultanément les valeurs initiales

* - o ,  y =  i , t — o.

Ce qu’on a nommé la fonction inverse de l’intégrale

f * _____ dx_

Jo vA< — -»*)(«■ • k^x1)
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k étant réel et <  i, n’est même pas la valeur de x  tirée de l’intégrale 

complète de l’équation différentielle ·

dx — y/(i — x i) (i — ^x*) dt,

mais la valeur de x  que fournira l’intégrale complète de l’équation 

différentielle
dx — ydt,

si l’on assujettit la variabley : i° à vérifier l’équation finie

y!= ( i  — a;2)(i — /fsajs); , .

20 à varier avec x  par degrés insensibles', et si l’on assujettit, de plus, 

x,  y,  t à prendre simultanément les valeurs initiales

x — o, y — i, t — o.

Dans ces deux exemples, il résulte de la forme des équations diffé

rentielles que l ’intégrale complète ne diffère pas.de l’intégrale rela

tive à t.

Il est bon d’observer qu’à la formule (19) on pourrait substituer 

une équation différentielle entre x  et y.  Ainsi, en particulier, on 

pourrait, dans le premier exemple, substituer à l’équation finie

x % h- / !— i
l ’équation différentielle

x  dx -t- y dy =  o,

ou, ce qui revient au même, assujettir x , y ,  t à vérifier, les deux équa

tions différentielles
d x — ydt, dy — — xdt.

‘ \
Observons enfin que, en suivant les règles ci-dessus tracées, on a

généralement l’avantage d’opérer sur des équations différentielles qui 

ne renferment plus de fonctions irratiônnelles, ni de radicaux.
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346.
Calcul intégral. — Mémoire sur la continuité des fonctions qui repré

sentent les intégrales réelles ou imaginaires d ’un système d ’équations 

différentielles.
C. R., T. XXIII, p. 702 (12 octobre 1846).

Un grand nombre de formules relatives à la transformation des 

fonctions, .par exemple celles qui servent à les développer en séries 

ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables, subsistent 

sous la condition que les fonctions restent continues. Il importait donc 

d’examiner sous le rapport de la continuité les fonctions qui repré

sentent les intégrales d’un système d’équations diiférentielles. Tel est 

l ’objet du présent Mémoire.

Pour qu’une fonction donnée de la variable x  reste continue dans le 

voisinage d’une valeur réelle ou imaginaire attribuée à cette variable, 

il est nécessaire et il suffit : i° que, dans ce voisinage, la fonction 

obtienne, pour chaque valeur de oc, une valeur unique et finie; 20 que 

la fonction varie avec x  par degrés insensibles. La seconde, condition 

peut d’ailleurs être remplie sans que la première le soit, et alors la 

fonction que l’on considère est une fonction multiple dont les diverses 

valeurs peuvent être considérées comme représentant diverses fonc

tions continues de la variable x. C’est en particulier ce qui arrive, 

conformément à ce qui a été dit dans le précédent Mémoire, si la 

dérivée de la fonction donnée devient infinie pour certaines valeurs 

de x , ou si cette dérivée renferme des racines d’équations algébriques 

ou transcendantes qui soient assujetties à varier par degrés insen- 

sibles'avec la valeur de x.

Considérons maintenant un système de n équations différentielles 

du premier ordre qui renferment, avec une variable indépendante t, 

n variables indépendantes x, y , s, . . .  assujetties à prendre certaines 

valeurs initiales yj, Ç, . . .  pour une certaine valeur t de la variable 1, 

Supposons d’ailleurs que, dans la variable t, la partie réelle et le coef-
OEuvres de C . —  S. I, t. X . · ^2
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ficient de \¡— i soient regardés comme propres à représenter les 

coordonnées rectangulaires d’un point P, mobile dans un plan hori

zontal. Enfin soit O la position du point P correspondante à la valeur 

initiale t de la variable indépendante. Si les fonctions X, Y, Z, . . .  

d ex , y ,  z, . . . ,  t, auxquelles se réduisent, en vertu des équations dif

férentielles données, les dérivées des variables x , y , z ,  . . . ,  prises par 

rapport à t, restent finies et continues dans le voisinage de la valeur t  

de t, alors, en s’appuyant sur les principes exposés dans mon Mémoire 

de ï 835 ( ') ,  on reconnaîtra, non seulement que, en vertu des équa

tions différentielles données, on peut passer du système des valeurs 

initiales des variables à un nouveau système qui corresponde à un 

nouveau point O' très voisin du point O, mais encore que les inté

grales ainsi obtenues seront indépendantes, du moins entre certaines 

limites, du mode d’intégration employé et même du choix de la 

variable indépendante. Concevons, d’ailleurs, que, en opérant de la 

même manière, on passe du système des valeurs de x ,  y,  z, . . . .  t 

correspondantes au point O', à un nouveau système de valeurs qui 

correspondent à un nouveau point O" très voisin de O', et continuons 

de la sorte. Les points O, O', O", . . .  auxquels on parviendra succes

sivement se trouveront sur une certaine ligne droite ou courbe, et, si 

l’on nomme P un point mobile qui prenne successivement les diverses 

positions O, O', O", . . . .  les valeurs de x,  y·, z varieront avec t par 

degrés insensibles, tandis que le point mobile P se mouvra sur la 

oourbe O O 'O "..., pourvu que, en chaque point de cette courbe, les 

variables x,  y ,  z, . . .  acquièrent des valeurs finies, dans le voisinage 

desquelles les fonctions X, Y, Z, . . .  restent elles-mêmes finies et con

tinues. On pourra d’ailleurs supposer que la courbe OO'O"... se pro

longe indéfiniment dans le plan horizontal qui la renferme, et rien 

n’empêchera d ’admettre qu’elle est du nombre des courbes qui se 

coupent elles-mêmes en un ou plusieurs points. Les formules qui 

fourniront tous les systèmes de valeurs des variables auxquelles on

C1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI.
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pourra ainsi parvenir en partant de valeurs initiales données, quelles 

que soient d’ailleurs la nature et la forme de la courbe O O'O"... indé

finiment prolongée, représenteront ce que nous nommerons les inté

grales complètes des équations différentielles proposées. Ces intégrales 

seront généralement indépendantes du mode d’intégration adopté, et 

même du choix de la variable par rapport à laquelle on intégrera. De 

plus, comme, dans le cas où la courbe OO'O"... se coupe elle-même, 

le point P, en reprenant deux ou plusieurs fois la même position, 

peut correspondre chaque fois à un nouveau système de valeurs des 

variables dépendantes x ,  y , z ,  . . . ,  il est clair que, en vertu des 

intégrales complètes d’un système d’équations différentielles, les 

valeurs des variables dépendantes seront des fonctions multiples 

de t, du genre de celles qui se trouvent représentées par des inté

grales dont les dérivées renferment des racines d’équations algé

briques ou transcendantes. Effectivement ces valeurs de x , y , z, . . .  

pourront être regardées comme des intégrales définies, relatives à deâ 

arcs de courbes tracées dans le plan qui renferme le point mobile, 

et, à ce titre, ainsi que nous l’expliquerons dans un prochain article,’ 

elles jouiront des propriétés des fonctions que nous avons considérées 

dans le précédent Mémoire.

347.

Calcul intégral. — Mémoire sur les diverses espèces d ’intégrales 

d ’un système d ’équations différentielles.

C. R., T. XXIII, p. 729 (19 octobre 1846).

Considérons n -+- 1 variables x, y , z, . . . , / ,  et supposons que ces 

variables doivent, non seulement vérifier n équations différentielles 

du premier ordre, mais encore prendre simultanément certaines 

valeurs initiales. En appliquant aux équations différentielles données
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l’intégration rectiligne ou curviligne, on pourra passer du système

de valeurs initiales de x, y , z ........ i à un second système de valeurs

nouvelles, très voisines des premières, puis de ce second système à

un troisième........ Si, en continuant de la sorte, on donne aux inté-

grales-obtenues la plus grande extension possible, elles deviendront 

ce que nous avons appelé les intégrales complètes des équations diffé-* 

rcntielles données. Ces intégrales complètes varient et se modifient, 

quand on vient à changer le système des valeurs initiales attribuées 

aux diverses variables; mais elles restent les mêmes, quel que soit le 

mode-d’intégration adopté, et quelle que ^oit la*variable que l’on con

sidère comme indépendante. En général, elles ne coïncident qu’entre 

certaines limites avec ce que nous avons appelé les intégrales relatives 

à l'une des variables considérée comme indépendante; et, tandis que 

les intégrales relatives à l, par exemple quand elles sont le produit 

d’une intégration rectiligne, fournissent, pour une valeur donnée 

de t, une valeur unique de chacune des variables x , y , s, . . . ,  les 

intégrales complètes, au contraire, résolues par rapport à ces der

nières variables, en fournissent communément des valeurs multiples. 

Sous peine d’introduire une étrange confusion dans l’Analyse infini

tésimale, il importe de bien distinguer ces deux espèces d’intégrales, 

ainsi que les intégrales relatives à diverses variables indépendantes; 

et c’est pour n’avoir pas fait cette distinction que, dans l’Analyse 

transcendante, les géomètres sont parvenus très souvent à des for

mules qui ne s’accordent point avec celles qu’ils avaient prises pour 

point de départ. Les difficultés qui en résultent deviennent surtout 

sensibles quand on considère des équations différentielles dans les

quelles les variables sont séparées, ce qui permet d’effectuer l’inté

gration à l’aide d’intégrales définies. C’est particulièrement ce qui 

arrive dans la théorie des fonctions elliptiques et des intégrales 

abéliennes, quand on envisage cette théorie comme une branche du 

Calcul intégral; et, comme l’a très judicieusement observé M. Eisen

stein dans un Mémoire que renferme le Journal de M. Liouville, on 

est alors conduit à des conclusions qui sont en contradiction mani-
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feste avec les définitions que l’on a posées. Ainsi, par exemple, dans 

la théorie des fonctions elliptiques, on commence par définir le sinus 

de l’amplitude d’une variable t comme la fonction inverse d’une cer

taine intégrale définie relative à x·, puis on prouve ensuite que cette 

fonction inverse x  est périodique, et même doublement périodique ; et 

cette proposition contredit la définition adoptée» puisqu’il est imposa 

sible d’admettre qu’une intégrale définie, dont la valeur est unique» 

offre néanmoins une infinité de valeurs distinctes. Pour éviter de se 

trouver en présence de semblables difficultés, M. Eisenstein a pro

posé de fonder, comme je l’ai fait moi-même en 1843 , la théorie des 

fonctions elliptiques sur la considération des produits composés d’un 

nombre infini de facteurs. La principale différence qui existe entre la 

marche suivie par M. Eisenstein et celle que j'avais tracée consiste 

en ce qu’il prend pour point de départ, non pas les produits infinis 

simples, auxquels j ’avais donné le nom de factorielles géométriques, 

mais les produits infinis doubles, dans lesquels on peut décomposer 

ces produits infinis simples à l’aide des formules relatives aux fonc

tions circulaires.

Au reste, au lieu d’éluder les difficultés de la question, je les aborde

de front dans ce nouveau Mémoire; et je prouve-que l’on peut, sans

contradiction, établir la théorie des fonctions elliptiques ou même

des transéendantes d’un ordre plus élevé sur la considération des
*

intégrales définies, ou plus généralement des intégrales d’un sys

tème d’équations différentielles. Seulement il faut alors abandonner 

les définitions précédemment admises, et leur substituer des défini

tions nouvelles. Ainsi, par exemple, le sinus de l’amplitude d’une 

variable t ne sera plus la fonction inverse de l’intégrale définie 

ci-dessus mentionnée, et relative à x , mais la fonction inverse d’une 

autre intégrale définie produite par une intégration curviligne; ou, 

ce qui revient au même, ce sinus sera la valeur de x  que fournit l ’in

tégrale complète d’une équation différentielle de laquelle on tire la 

première intégrale définie, quand on cherche, non l’intégrale com

plète, mais l ’intégrale relative à t, en la déduisant de l’intégration
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rectiligne. On voit, par cet exemple, combien il importe de comparer 

entre elles les diverses espèces  ̂d’intégrales qu’admet une équation 

« différentielle, ou un système de semblables équations, et surtout d’in

diquer une méthode à l’aide de laquelle on puisse déduire les inté

grales complètes des intégrales produites par une intégration recti

ligne, relative à l ’une des variables considérée comme indépendante. 

On trouvera, dans mon Mémoire, des théorèmes généraux qui, en 

permettant de résoudre ce problème dans un grand nombre de cas, 

me paraissent devoir contribuer notablement aux progrès de l’Analyse 

infinitésimale.

A nalyse.

§ I. — Sur les intégrales limitées d ’un système d’équations différentielles. 

Soient
x, y , z, . . . ,  t

n -+-1 variables assujetties : i° à vérifier n équations différentielles 

du premier ordre; 20 à varier ensemble par degrés insensibles et à 

prendre simultanément certaines valeurs initiales

n, Ç, . * ·, t.

En considérant t comme variable indépendante, on pourra présenter 

les équations différentielles données sous la forme

(1) J)( x  =  D ¡ y = Y ,  - Dtz =  Z, . . . ,

X, Y, Z, . . .  étant ou des fonctions explicites des variables x , y, 

z, . t, ou, du moins, des fonctions implicites dont les valeurs 

seront celles que fourniront les équations différentielles données 

quand on y remplacera T>tx  par la lettre X, Dty  par la lettre F,

Si ces mêmes équations fournissaient pour X, Y, Z, . . .  plusieurs 

systèmes de valeurs distinctes, alors à chacun de ces systèmes cor

respondrait un système particulier d’équations différentielles repré

sentées par les formules (1).
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Concevons maintenant que, u désignant une fonction des seules 

■ variables x , y, z, . . . .  on pose

( 2 ) v« = — nx u +  y j )y  u z  Xi z u + . . .  ) dt.

Si les fonctions X, Y, Z, . . . ,  u restent finies et continues par rapport 

aux variables x , y , z, . t dans le voisinage des valeurs initiales 

Y), t , alors, comme je l’ai prouvé dans divers Mémoires, la

série

(3) u, Vu, Vt u, . . .  .

sera convergente, du moins pour un très petit module de la diffé

rence t — t ; et, si l’on représente par

0 «
/

la somme de cette série, on aura identiquement

(4) Dj ^  ̂  "t“ 0  U  -j~ X J ) y n  G U  +  . · . — O.

Si, d’ailleurs, x , y , z, . . . ,  l varient simultanément de manière à véri

fier les formules (i) , l’équation (4) donnera

( 5 ) d& u — o ;

et, en remplaçant successivement u par x , par y , par z, . . . .  on tirera 

de la formule ( 5 )

(6) d&œ — o, d&y — o, d&z—o, . . . .

En vertu des équations ( 5), les fonctions de x , y , z, . . . ,  i et -r repré

sentées par 0 îc, ©j, 0s, . . .  devront se réduire à des quantités con

stantes; et, comme les valeurs initiales de &x, &y, &z coïncideront 

avec les valeurs initiales de x , y , z, . . . ,  puisque 0« se réduit géné

ralement au premier terme u de la série ( 3 ) pour une valeur nulle de 

la différence t — t , les formules ( 5 ) donneront

(7 ) — 0 j  =  n, 0 s =  Ç, ' . . .

Telles sont les équations finies auxquelles devront satisfaire, du moins
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• entre certaines limites, les variables x, y,  z, t assujetties : t° à 

vérifier les formules ( i) ;  i°  à prendre simultanément les valeurs ini

tiales 1·, y), Ç, . . . ,  t . Dans quelques cas spéciaux, par exemple lorsque 

les équations différentielles proposées seront linéaires et à coefficients 

constants, la série ( 3) sera toujours convergente,, et par suite les for

mules (7) s’étendront à des valeurs quelconques de t. Mais, en général, 

ces formules subsisteront seulement pour un module de la différence 

t — v inférieur à une certaine limite que nous avons appris à calculer, 

et, pour cette, raison, nous donnerons aux formules (7) le nom d’m- 

tésrales limitées.
■ 0 \

Observons, au reste, que, en faisant usage de développements en

séries et démontrant la convergence de ces séries à l’aide du calcul 

que j ’ai nommé Calcul des limites, on peut obtenir, sous diverses 

formes, des intégrales limitées des équations (1). D’après ce qui a 

été dit, il est clair que, pour de très petites valeurs du module de 

la différence t — x, les valeurs de x , y , z, . . . ,  tirées de ces diverses 

intégrales, vérifieront les équations (6) et, par conséquent, les for

m u les^ ).

Observons encore que, en vertu des principes établis dans le 

Mémoire Sur la nature et les propriétés des racines d ’une équation 

qui renferme un paramètre variable, les formules (7), résolues par 

rapport aux variables x , y¡ z, . . . ,  fourniront, pour chacune de ces 

variables, une valeur unique, du moins quand le module de la dif

férence t — t ne dépassera pas une certaine limite supérieure. En 

conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

T héorème. — Considérons n ·+· x variables x , y, z, . . . ,  t assujetties : 

i° à vérifier n équations différentielles du premier ordre; 20 à varier 

ensemble par degrés insensibles et à prendre simultanément certaines

valeurs initiales Y), £......... t . Si les fondions déterminées X, Y, Z, . . . ,

qui, en vertu de ces équations différentielles, représentent les dérivées Df x, 

P ty , Df £, . . .  des variables x , y , z, . . . ,  restent finies et continues par 

rapport aux variables x , y, z, . . . ,  t dans le voisinage des valeurs ini~
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tiales r¡, , t ; alors, pour un module de la différence t — 1 infé

rieur à une certaine limite, on pourra satisfaire aux conditions énoncées 

en attribuant à x , y , z, . . .  un certain système de valeurs très voisines 

de £, y], £, . . .  ; et ce système de valeurs, qui sera unique, pourra se déduire 

des formules (7).

Ajoutons que l’on arriverait à des conclusions toutes semblables si 

l’on cherchait à exprimer, non plus x , y, z, . . .  en fonction de t, mais 

t, y , z, . . .  en fonction de x ,  et qu’alors, pour un module de la diffé

rence x  — \ inférieur à une certaine limite, les valeurs de t ,y ,  z, . . .  

en x  pourraient encore se déduire des formules (7).

Remarquons, enfin, que les valeurs des diverses variables, expri

mées en fonctions de l’une d’entre elles, par exemple les valeurs de x,  

y, z, . . .  exprimées en fonction de t, seront généralement, en vertu 

des formules (7) ,  des fonctions continues, non seulement de la 

variable t, mais encore des valeurs initiales y),X, . . . ,  t attribuées

aux diverses variables.

§ II. — Sur les intégrales rectilignes et curvilignes d’un système 
d ’équations différentielles.

Étant données les équations (1) du § 1 avec les valeurs initiales

y), Ç, . . . ,  t des diverses variables x,  y,  z .........t, prenons t pour

variable indépendante. Considérons d’ailleurs dans cette variable, 

qui peut acquérir des valeurs quelconques, réelles ou imaginaires, 

la partie réelle et le coefficient de \J— 1 comme propres à représenter 

les coordonnées rectangulaires d’un point mobile dans un plan hori

zontal, et nommons O la position de ce point correspondante à la 

valeur t de t. Si les fonctions X, Y, Z, . . .  restent finies et continues 

par rapport aux diverses variables quand on attribue à celles-ci des 

valeurs très approchées de leurs valeurs initiales, on pourra, en vertu 

des équations différentielles proposées, ou plutôt en vertu de leurs 

intégrales fournies par l’une des méthodes que nous avons rappelées

23OEuvres de C . —  S. ï, t. X.
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dans le § I, passer des valeurs initiales £, y¡, . des variables dépen

dantes x,  y,  z, . . .  à des valeurs très voisines qui correspondront à 

une nouvelle valeur de t très voisine de t , et, par conséquent, à un 

nouveau point O' très rapproché du point 0 . On pourra de la même 

manière, si les fonctions X, Y, Z, . . .  restent finies dans le voisinage 

du système des nouvelles valeurs àe x,  ÿ,  z, t correspondantes 

au point 0', passer de ce nouveau système à un troisième auquel 

répondra un nouveau point 0 " très voisin de 0 ', etc. En continuant 

ainsi, on obtiendra une série de points 0, 0', 0", . . .  que l’on pourra 

supposer situés sur une certaine ligne drQite ou courbe OO'O"... ; et 

si chacun de ces points correspond toujours à des valeurs de x,  y,  

z, . . . ,  t dans le voisinage desquelles les fonctions X, Y, Z, . . .  restent 

finies et continues, cette série pourra se prolonger indéfiniment. 

Comme d’ailleurs les intégrales trouvées feront connaître les valeurs 

de x,  y,  z, . . .  correspondantes, non seulement aux points 0 , 0', 

0", . . . ,  mais encore aux points situés sur la ligne que l’on considère, 

entre 0 et 0', entre 0' et 0", . . . ,  il est clair que les valeurs de x,  y,  

z , . . . ,  envisagées comme fonctions de t, seront connues pour un point 

quelconque de cette ligne. Les intégrales ainsi produites par une inté

gration en ligne droite ou en ligne courbe devront être naturellement 

désignées sous le nom d’ intégrales rectilignes ou curvilignes du système 

des équations différentielles proposées. Du mode de formation de ces 

intégrales il résulte évidemment que les valeurs qu’elles fourniront 

pourx , y ,  z, . . .  varieront, en général, par degrés insensibles avec la 

variable indépendante t, et, par conséquent, avec la position du point 

mobile P sur la ligne 0  O'O".

Les intégrales obtenues seront rectilignes si les valeurs successive

ment attribuées à la variable t sont telles que l’argument de la diffé

rence t — t reste invariable; elles seront curvilignes dans le cas con

traire.

Lorsque X, Y, Z, . . .  se réduisent à des fonctions de la seule 

variable t, alors, t étant pris pour variable indépendante, les inté

grales rectilignes des équations ( i)  du § I peuvent être représentées
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par les formules

(1) x  — y — n — J  Ydt,

11 y a plus : les valeurs de x,  y, z, . . .  en t, fournies par les intégrales 

rectilignes, devront satisfaire, dans tous les cas, à ces dernières for

mules, qui peuvent être considérées comme suffisant h déterminer 

complètement ces valeurs.

Si l’intégration devient curviligne ou, en d’autres termes, si t varie 

de manière que la ligne OO'O".. . ,  tracée par le point mobile P, soit 

courbe, alors, en nommant s l’arc de cette courbe mesuré h partir de 

la position initiale O du point P, on devra, aux formules (i), substi

tuer les suivantes

(2) x  — l = (  J ’DStds, y  — y) — f  YDgtds,

qui peuvent êtfe considérées comme suffisant à déterminer complète

ment les valeurs de x,  y, z ........

Si des formules (2) ou, ce qui revient au même, des intégrales cur

vilignes, on veut revenir aux intégrales rectilignes représentées par 

les formules (1), il suffira de remplacer l’arc s par le module de la 

différence t — t , et par l’exponentielle trigonométrique qui offre 

pour argument l’argument de cette même différence.

Jusqu’ici nous avons admis que les fonctions X, Y, Z, . . .  restaient 

finies et continues par rapport aux variables x,  y,  z, . . . , / ,  dans le 

voisinage des valeurs correspondantes à chacun des points O, O', 

O", . . . ,  ce qui suppose que ces mêmes valeurs restent finies. Admet

tons maintenant la supposition contraire, et concevons qu’à un point C 

de la ligne O O'O"... corresponde une valeur infinie de quelqu’une des 

variables x,  y,  z, . . . ,  ou bien encore qu’en ce point l ’une des fonc

tions X, Y, Z, . . .  devienne discontinue. Pour savoir ce qu’alors on 

devra nommer les intégrales rectilignes ou curvilignes des équations
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différentielles proposées, il suffira d’étendre à ce cas-là même les for

mules ( i)  ou (2), et de considérer encore ces formules comme les 

équations auxquelles devront satisfaire les valeurs de x ,  y , z, . . .  

fournies par ces intégrales. En vertu de l’extension dont il s’agit, 

les i ntgrales rectilignes ou curvilignes prendront une nature sem

blable à celle des intégrales définies dans lesquelles la fonction sous 

le signe J  devient discontinue. Si la discontinuité consiste en un 

changement brusque de valeur dans une fonction qui reste finie, les 

intégrales rectilignes ou curvilignes conserveront des valeurs finies 

et déterminées. Mais, si l’une des fonctions X, Y, Z,  . . .  devient 

infinie, ces intégrales pourront, ou devenir infinies, ou offrir des 

valeurs indéterminées, c’est-à-dire un nombre infini de valeurs parmi 

lesquelles on devra distinguer des valeurs principales. Observons d’ail

leurs que les intégrales rectilignes ou curvilignes, quand elles devien

dront indéterminées, représenteront une sorte d’intégrales singu

lières des équations différentielles données, et correspondront, si la 

ligne O O'O"... est droite, à certaines directions particulières de cette 

ligne, savoir aux directions qu’elle prendra quand on la fera passer 

par un point G auquel répondra une valeur infinie de quelqu’une des 

fonctions X, Y, Z, . . . .  Ajoutons que, si à cette direction singulière 

on substitue deux autres directions qui en soient très voisines, les 

valeurs de x , y , z, . . . ,  tirées des intégrales rectilignes, pourront 

varier brusquement, leurs variations pouvant être représentées dans 

beaucoup de cas à l’aide des résidüs de certaines fonctions. Pareille

ment, si la ligne O O'O".. . ,  étant courbe, renferme un point C auquel 

réponde une valeur infinie de quelqu’une des fonctions X, Y, Z, . . . ,  

alors il suffira souvent de faire subir à cette ligne de très légers chan

gements de forme, ou même de position, en la faisant tourner d’une 

quantité très petite autour du point O, pour que les valeurs de æ, 

y, z, . . . ,  tirées des intégrales curvilignes, éprouvent des variations 

brusques et instantanées.

Pour appliquer ces principes généraux à un exemple très simple, 

supposons que les formules (1) du § I soient réduites à la seule équa-
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tion différentielle

(3) °  ‘ * = r

et prenons o, i pour valeurs initiales des variables x, t. L’intégrale 

rectiligne de cette équation différentielle sera

r l dt

* = J ,  t  =
li.

Dans ce même cas, la fonction X, réduite à deviendra infinie pour 

/ =  o. Cela posé, soient O, C les points correspondants aux valeurs i 

et o de t. Si la droite 0 0 ' ne passe pas par le point C, et si l’on fait 

varier t à partir de sa valeur initiale i ,  la valeur correspondante de x  

fournie par l’intégrale rectiligne

( 4 ) x ~ \ t

variera, par degrés insensibles, avec t. Il y a plus : cette valeur de x  

variera encore par degrés insensibles quand la droite 00' tournera 

autour du point 0, dans un sens ou dans un autre, en décrivant un 

très petit angle. Mais il n’en sera plus de même si l’on fait prendre 

à la droite 0 0 ' la position singulière OC, et si, .en même temps, on 

attribue à t une valeur négative — a, a étant un nombre quelconque. 

Alors, en effet, l’intégrale définie

X
adt

t

deviendra indéterminée, sa valeur principale étant la ; et si, en fai

sant varier infiniment peu la direction de 00', on pose successive

ment
t = — a —  £ y/—  i , t = — a - f- £ i ,

£ étant un nombre infiniment petit, on obtiendra deux nouvelles va

leurs de x  très distinctes de la, savoir

] ( —  a - s \ J —  i )  e t  l ( —  a +  Ey/HT)
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ou, à tres peu près,

• l a —  7T \/ —  i e t  l a  +  7t\/— i .

Observons d’ailleurs que ces deux valeurs offriront pour demi-somme 

la valeur la  correspondante à la direction OC, la différence entre cha

cune d’elles et la  étant égale, au signe près, au produit

En terminant ce paragraphe, il est bon de rappeler que les inté

grales rectilignes d’un système d’équations différentielles sont géné

ralement modifiées quand on change do variable indépendante. Il y a 

plus : elles se trouvent souvent modifiées quand, aux valeurs initiales 

des variables, on substitue d’autres valeurs qui vérifient ces mômes 

intégrales. Ainsi, par exemple, quoiqu’on satisfasse à la formule ( 4 ) 

en posant

néanmoins l’intégrale rectiligne qu’on déduit de l’équation ( 3 ), en 

prenant ces valeurs de / et de x  pour valeurs initiales, savoir

- ï ^ = ' ( ÿ = >

est distincte de la formule (4), et ne s’accorde avec elle que pour des 

valeurs de l’argument de t , renfermées entre les limites — -+- iï.

§ III. — Sur les intégrales complètes d’un système d’équations
différentielles.

Supposons que, en prenant t pour variable indépendante, on ap

plique l’intégration curviligne aux équations (1) du § I. Si l’on 

nomme toujours P le point mobile qui correspond aux diverses va

leurs réelles ou imaginaires de t, O la position initiale de ce point, 

OO'O"... la courbe qu’il décrit, et s l’arc de cette courbe mesuré à 

partir du point O, les intégrales curvilignes des équations données
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pourront être représentées, comme on l’a dit, par les formules (2) du 

§ II. Observons maintenant que, dans ces intégrales, l’arc s pourra 

croître indéfiniment, la courbe OO'O"... pouvant être indéfiniment 

prolongée, et la forme do cette courbe étant d’ailleurs entièrement 

arbitraire. Quelle que soit cette forme, et quel que soit le nombre des 

circonvolutions à la suite desquelles le point mobile P atteindra une 

position donnée, les valeurs de x , y , z , f o u r n i e s  par les intégrales 

curvilignes et correspondantes, à des positions très voisines de celles 

dont il s’agit, varieront généralement avec s et t par degrés insen

sibles lorsqu’on fera mouvoir le point P sur la courbe qu’il décrivait, 

ou même lorsqu’on fera varier infiniment peu la forme de cette courbe. 

Il n’y aura d’exception à cet égard que dans le cas particulier où le 

pointP, en se mouvant sur la courbe OO'O"..., finirait par atteindre 

une position à laquelle correspondraient des valeurs infinies de l’une 

des variables x , y ,  z, . . .  ou de l’une des fonctions X, Y, Z, . . . ,  par 

conséquent l’une des positions occupées par les points C, C', C", . . .  

pour lesquels x,  y, z, . . .  ou X, Y,Z,  . . .  deviennent infinies. Or ces 

derniers points sontnécessairement des points isolés. Si l’on faisait 

passer la courbe OO'O"... par l’un d’entre eux, les valeurs de x,  y ,  

z, . ..,  fournies par les intégrales rectilignes, pourraient devenir indé

terminées et offrir des valeurs principales qui différeraient notable

ment des valeurs correspondantes à d’autres courbes très voisines. 

Cela posé, concevons que l’on veuille donner aux intégrales curvili

gnes la plus grande extension possible, mais cependant avec la condi

tion que les valeurs de x , y , z ,  . . .  varient par degrés insensibles avec 

la position du point P. Il suffira évidemment d’admettre que l’on fait 

prendre successivement à la courbe OO'O"... toutes les formes imagi

nables, mais en évitant de la faire jamais passer par l’un des points 

isolés C, C', C", . . . ,  dont elle pourra néanmoins s’approcher indéfini

ment. C’est alors que l’on obtiendra ce que nous appelons les intégrales 

complètes des équations différentielles proposées. Ainsi définies, les 

intégrales complètes ne seront point modifiées quand on prendra pour 

variable indépendante, au lieu de t, une quelconque des autres va-
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riables x , y , z , __ Ajoutons que les valeurs de x , y , z, . . .  en t ,

fournies par ces intégrales, seront, en général, des fonctions multi

ples de t, souvent même, des fonctions qui, pour chaque valeur de t, 

offriront une infinité de valeurs distinctes, ou bien encore une infinité 

de valeurs très voisines les unes des autres. Mais il peut aussi arriver 

que les intégrales complètes offrent, pour chaque valeur donnée de /, 

une valeur unique, et alors elles coïncident nécessairement avec les 

intégrales rectilignes relatives à t. C’est ce qui aura lieu, en particu

lier, pour une certaine classe d’équations différentielles que nous 

allons indiquer.

Supposons que, dans les équations ( i)  du § I, X, Y, Z, . . .  repré

sentent des fonctions toujours continues des variables x , y , z ........t,

c’est-à-dire des fonctions qui restent continues dans le voisinage de 

valeurs finies quelconques attribuées à ces mêmes variables. Alors, en 

vertu des principes que nous avons établis, les valeurs de x , y , z, . . . ,  

fournies par une intégration rectiligne relative à t, varieront avec t 

par degrés ihsensibles et seront fonctions continues de t, à moins que 

t ne s’approche indéfiniment d’une valeur à laquelle correspondent

des Valeurs infinies de quelques-unes des variables x , y , z ........ Cela

posé, pour savoir si les intégrales complètes diffèrent ou ne diffèrent 

pas des intégrales rectilignes relatives à t, il suffira évidemment d’exa

miner si, quand une ou plusieurs des variables x, y , z, . . .  deviennent 

infinies, les inverses de ces variables, représentées par les rapports

— > - j  - ,  ■ ··, restent fonctions continues de t. Or c’est ce qui arriverax  y  z T

certainement si la propriété qu’avaient les équations différentielles 

proposées de fournir, pour les dérivées Dtx ,  Dty , Dtz, . . .  des va

riables dépendantes x , y ,  z , . . . ,  des valeurs représentées par des fonc: 

tions toujours continues, subsiste encore dans le cas où l’on remplace 

celles des variables x,  y, z, . . .  qui deviennent infinies par de nou

velles variables x ' , y ,  ¿ , . . .  liées aux premières par des équations de 
la forme
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Pour éclaircir ce qui vient d’être dit à l ’aide d’un exemple très 

simple, supposons que les équations différentielles données se rédui

sent à une seule équation de la forme

( l )  . T i t X — f i X y l ) .

Si, dans cette équation, on substitue à la variable x  la variable 

x ' — - ,  on trouvera
X

Cela posé, pour que l’intégrale complète de l’équation (i) ne diffère 

pas de l’intégrale rectiligne relative à t, il suffira que, des deux expres

sions

* '*/(¿»  *)*

la première soit une fonction toujours continue des variables x,  t, et 

la seconde une fonction toujours continue des variables x ' , t. C’est 

précisément ce qui aura lieu si f ( x ,  t) est une fonction toujours con

tinue de t, et, en même temps, une fonction entière de x,  du premier 

ou du second degré. Ainsi, en particulier, si l’on désigne par f(¿). 

F (i)  deux fonctions toujours continues de t, l’intégrale complète de 

l ’équation linéaire.

(3) Dtx — xî{t)  -t-F(f)

ne différera pas de son intégrale relative à t, et par suite la valeur de 

x  que fournira l’intégrale relative à t, savoir

sera une fonction toujours continue de t. Ajoutons que l’on pourra 

encore en dire autant si, à l ’équation ( 3), on substitue la suivante

(5) .. I)tx  =z x--\- p

24 'OKuvres de C . —  Si I, t. X.
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ou, plus généralement, la suivante

(6) Díje =  a;2f(í) +  a;f1(¿) +  f2(i),

f(¿), f,(¿), f2(¿) désignant trois fonctions toujours continues de t.

Lorsque les intégrales complètes d’un système d’équations diffé

rentielles ne se confondent pas avec les intégrales rectilignes relatives 

à t, il importe de comparer entre elles ces deux espèces d’intégrales, 

et surtout de voir comment on peut passer des unes aux autres. Telle 

est la question qui est traitée dans la dernière Partie de mon Mémoire, 

et sur laquelle je reviendrai prochainement.

3 4 8 .

A nalyse mathématique. — Mémoire sur les valeurs moyennes

des fonctions.

C. R., T. XXIII, p. 7-io (19 octobre 1846).

Simple énoncé.

3 4 9 .

Calcul wtégral. — Sur les rapports et les différences qui existent entre 

les intégrales rectilignes d ’un système d ’équations différentielles et les ’ 

intégrales complètes de ces mêmes équations.

C. R., T. XXIII, p. 779 (26 octobro i8 jfi).

Dans la dernière séance,.j’ai fait voir combien il importe de distin

guer les unes des autres et de comparer entre elles les diverses espèces 

d’intégrales qu’admet un système d’équations différentielles. J’ai 

ajouté que j ’étais parvenu a établir des théorèmes généraux, à l’aide 

desquels on peut effectuer cette comparaison et déduire les intégrales
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complètes des intégrales produites par une intégration rectiligne, 

relative à l ’une des variables considérée comme indépendante. Je vais 

aujourd’hui réaliser la promesse que j ’avais faite de revenir sur cette 

question, et montrer comment on peut la résoudre, en s’appuyant sur 

la théorie desintégrales définies singulières et sur la considération 

des fonctions continues.

Soient toujours

A nalyse.

x , y, z, t

71 -H 1 variables assujetties : i° à vérifier n équations différentielles du 

premier ordre; 20 à varier ensemble par degrés insensibles et à 

prendre simultanément certaines valeurs initiales

'i, y), £, · · · ,  r-

En considérant t comme variable indépendante, on pourra présenter 

les équations différentielles données sous la forme

(1) \ i,x ~ A ,  D ty - Y ,  1 \s - Z ,

X, Y, Z, . . .  étant, ou des fonctions explicites des variables x, y , 

- , . . . ,  t , ou du moins des fonctions implicites dont les valeurs seront 

celles que fourniront les équations différentielles quand on y rempla

cera T)tx  par la lettre X, Dfy  par la lettre F, —  Si ces mêmes équa

tions fournissaient, pour X, Y, Z, . . . ,  plusieurs systèmes de valeurs 

distinctes, alors, à chacun de ces systèmes correspondrait, comme 

nous l’avons dit, un système particulier d’équations différentielles 

représentées par les formules (1).

Concevons maintenant que, dans la variable indépendante t, on 

considère là partie réelle et le coefficient de y/ — 1 comme propres à 

représenter les coordonnées rectangulaires d’un point P qui se ineut 

dans un plan horizontal; et nommons O la position initiale de ce point 

correspondante à la valeur t de t. Supposons encore que l’on joigne 

le point O au point P : i° par une droite OP;.2° par une courbe
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O O'O".. .P, dont la longueur, mesurée à partir du point O, soit repré

sentée par la lettre s. Supposons enfin que, dans les équations (i),  

X, Y, Z, ... représentent des fonctions complètement déterminées des 

variables x , y , z, . . . ,  t. Tandis que l’on prolongera indéfiniment la 

droite OP, ou la courbe 0 0 '.. .P, les variables x , y , z, . . .  assujetties : 

i° à.prendre, pour la valeur initiale t de t, les valeurs initiales cor

respondantes Ij, v), ·(, 2° à varier avec t ou s par degrés insensibles,

et à vérifier les équations (i), seront ce que nous ayons appelé les 

intégrales rectilignes ou curvilignes de ces mêmes équations, et satisfe

ront, dans le premier cas, aux formules

y  —

dans le second cas, aux formules

CS , ·
(3) x  — Í  A'Dstds, y — t l = f  Y D stds, s — Ç = (

Jn Je, '■ '«
Z D stds, ....

Ajoutons que, si la droite OP ou la courbe 0 0 '. .  .P vient à se déplacer 

en tournant d’une quantité très petite autour du point 0, les valeurs 

de x , y ,  z, . . . ,  fournies par les intégrales rectilignes ou curvilignes, 

varieront très peu elles-mêmes, à moins que la droite OP, ou la courbe 

0 0 ' . . .  P, ne passe par un ou plusieurs des points isolés C, G', C", . . .  

auxquels correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des va

riables x,  y , z, . . . ,  ou de quelques-unes des fonctions X, Y, Z , ----

Quant aux intégrales complètes, elles ne seront autre chose que le sys

tème de toutes les intégrales curvilignes correspondantes à toutes les 

formes imaginables de la courbe 0 0 ' . ..P, ou plutôt à toutes les formes 

que cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par l’un des 

points C, C', C", . . .  dont il lui sera néanmoins permis de s’approcher 

indéfiniment. Cette restriction est nécessaire lorsqu’on veut con

server aux intégrales complètes la propriété remarquable de fournir, 

pour les variables indépendantes x , y , z, . . . ,  des valeurs qui varient 

toujours par degrés insensibles avec la variable indépendante t, quelle
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que soit d’ailleurs la variation réelle ou imaginaire de t, ou, ce qui 

revient au même, quélle que soit la direction suivant laquelle se dé

place le point mobile P.

Ces définitions étant admises, et t étant toujours considéré comme 

variable indépendante, supposons que, à l’aide d’un procédé quel

conque, on ait obtenu les intégrales rectilignes des équations (i}, et 

soient
t

(4) x =  y(t)', y =  l ( t)> Æ =  !KO>

ces mêmes intégrales. Soient encore 
*

X; Si, ¡b, ···

les fonctions de t auxquelles se réduisent

JT, Y, z,  ..

quand on y substitue les valeurs de x ,  y , z , . . .  tirées des formules (4). 

On aura identiquement

(5) x(0 440

Soient, d’autre part, r la longueur du rayon vecteur OP, et p l’angle 

polaire qu’il décrit, cet angle étant mesuré à partir de la direction pri

mitive du rayon, c’est-à-dire à partir de la direction de la tangente 

menée par le point 0  à la courbe OO'P. On aura

(6) t — t=

et, dans cette dernière formule, l’angle p, d’abord positif, pourra, ou 

croître indéfiniment, si le rayon vecteur r tourne toujours dans, le 

même sens autour du point 0, ou bien, après avoir crû pendant un 

certain temps, décroître ensuite. Il y a plus : l ’angle p pourra subir 

des accroissements et décroissements alternatifs, en vertu desquels il 

acquerra une infinité de valeurs positives ou même négatives. Ajou

tons qu’à ces accroissements ou décroissements correspondront, pour
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le rayon vecteur r, des mouvements de rotation qui s’effectueront en 

sens contraires, et en vertu desquels il pourra reprendre plusieurs fois 

une direction donnée.

Cela posé, considérons le rayon vecteur OP ou r parvenu dans une 

position telle que, avant de l’atteindre, il ait toujours tourné dans le 

meme sens, en décrivant un angle inférieur à quatre droits. Nom

mons S l’aire comprise entre la courbe 0 0 '.., P et la droite OP. Le 

contour en partie curviligne, en partie rectiligne, qui terminera cette 

aire, sera un contour fermé; et, si l ’on nomme (S) ce que devient 

l’intégrale
f  X- D Stds,

quand on la suppose étendue à tous les points de ce contour, c’est- 

à-dire quand on considère la droite PO comme propre à représenter le 

prolongement de l’arc s, on aura évidemment

( 7 ) ( S ) = f  X l ) st d s — f X d t .
Jq J-z

Supposons d’ailleurs que les fonctions X, Y, Z, . . .  restent finies et 

continues par rapport aux variables æ ,y , z, ..., t dans le voisinage de 

valeurs liées entre elles par les équations (4) et correspondantes à un 

point quelconque de la surface S. Alors les fonctions de t, désignées 

par 3G, ÿ , %, . . . .  resteront elles-mêmes finies et continues dans le voi

sinage d’une valeur de t correspondante à un point quelconque de 

cette surface; et, en vertu de ce qui a été dit dans la séance du 3 août 

dernier, on aura

(8) (S) =  o;

par suite, la formule (7) donnera 

( 9 )  f  « D ,tds =
*A>

et, comme on obtiendra des résultats semblables en remplaçant
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par g", par on trouvera définitivement

( 1 0 )  f  XJ)stds= f Xdt,  Ç $ l ) st ds — f  g - dt,
Jq Jt Jq JT

ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations ( 5 ),

(11) <p ( 0  — Z— f  X V stds, x(t) — n = f  SWftds,
·'U "0

Or ¡1 suit des formules (i i) que les valeurs de x , y , z ........ fournies

par les équations ( 4 ), satisfont aux formules ( 3 ). Ces valeurs repré- 

' senteront donc, non seulement les intégrales rectilignes, mais encore 

les intégrales curvilignes des équations (i), et même elles seront les 

seules que pourra fournir l ’intégration curviligne, lorsque, en par

tant du point O pour arriver au point P, on suivra la courbe O O '... P, 

puisque, dans tous les points do cette courbe, elles produiront des va

leurs finies X, g", &, . . .  des fonctions X, Y, Z, . . . ,  qui, par hypo

thèse, resteront continues dans le voisinage de ces mêmes points (voir 

le théorème des pages 176-177). En conséquence, on pourra énoncer 

la proposition suivante :

T héorème I . — Supposons les n 4 - 1 variables x,y-, z, . . . ,  t assujetties : 

i° à vérifier les équations (1), dans lesquelles X, Y, Z, . . .  désignent des 

fonctions déterminées de x , y , z, 20 à varier ensemble par degrés

insensibles et à prendre simultanément les valeurs initiales Ç, y¡, Ç, . . . ,  t. 

Considérons d ’ailleurs, dans la variable t, la partie réelle et le coefficient 

de sj— 1 comme propres à représenter les coordonnées rectangulaires d ’un 

point P qui se meut dans un plan horizontal, et nommons O la position 

initiale de ce point correspondante à la valeur x de t. Enfin représentons 

les intégrales rectilignes des équations (1) par les formules -(4) ; joignons 

le point O au point P: i° par la droite OP ; 20 par une courbe O O'... P; sup

posons le rayon mobile OP parvenu dans une position telle que, avant de 

l'atteindre, il ait toujours tourné dans le même sens en décrivant un angle 

inférieur à quatre droits ; et nommons S la surface que terminent, d ’une 

part, ce rayon vecteur, d ’autre part, la courbe 0 0 '. .  .P. Si les fonctions
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X, Y, Z, . . .  restent finies et continues.par rapport aux variables x , y , 

z, ..., t, dans le voisinage de valeurs liées entre elles parles formules (4) 

et correspondantes à un point quelconque de la surface S, les valeurs de

x , y , z ..... données par ces formules, coïncideront, pour chaque point

de la courbe 0 0 '.. .P, avec les valeurs de x , y , z, . . .  que Von déduirait · 

de Vintégration curviligne, en faisant décrire celte courbe au point mo

bile.

Corollaire. —  Soit R un point situé sur la courbe 0 0 ' . .  .P, entre les 

deux points extrêmes 0 , P, et nommons s, t les valeurs de s, t corres

pondantes au point R. La formule (9) donnera

Xdt.( 1 2 ) f̂0
D v t dt

De plus, si l’on nomme S l’aire que terminent, d’une part, les rayons 

vecteurs OR, OP, d’autre part, la portion de courbe RP, et si l’on 

nomme (¿>) ce que devient l ’intégrale

f  X  D41 ds

quand on la suppose étendue à tous les points du contour de la sur
face S, on aura évidemment

03) X Df t ds

et à la formule (8) on pourra joindre la suivante :

04) (*) =  o;

or, de cette dernière, jointe à la formule ( i 3 ), on tirera

( 15 ) f X B tt d s =  f X d t — f X d t ; 
»/. J -  J r

et il suffira, évidemment, de combiner entre elles, par voie d’addi

tion, les formules (12) et ( i 5 ), pour retrouver l’équation (9).

Ce n’est pas tout. La démonstration que nous venons de donner de
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la formule ( i 5 ) continuera évidemment de subsister, si le rayon vec

teur r, après avoir tourné dans un sens pour atteindre la direction OR, 

tourne en sens contraire pour atteindre la direction OP; et, comme 

les formules (12) et ( i 5), combinées entre elles par voie d’addition, 

reproduisent toujours l’équation (9), il est clair que cette dernière 

équation doit être étendue, avec le théorème I, au cas où le rayon vec

teur r, avant d’atteindre sa position finale, tourne d’abord dans un 

sens, puis en sens contraire. II y a plus : si, avant d’atteindre sa posi

tion finale, le rayon vecteur OP tourne alternativement dans un sens 

et dans un autre plusieurs fois de suite, on pourra diviser l’arc s en 

plusieurs parties, dont chacune soit comprise entre deux points telle

ment choisis, que le rayon vecteur tourne toujours dans le même sens 

quand son extrémité passe d’un de ces points à l’autre; et, pour 

retrouver alors le théorème I, il suffira de combiner entre elles, par 

voie d’addition, les diverses formules correspondantes aux diverses 

parties de l’arc s. En conséquence, on peut énoncer la proposition 

suivante :

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1, 

avec cette seule différence que, avant d ’atteindre sa position finale,le rayon 

vecteur OP tourne tantôt dans un sens, tantôt dans un autre, en décrivant 

des angles quelconques, nommons S la portion de surface plane dont les 

divers points sont précisément ceux que rencontre dans son mouvement le 

rayon vecteur OP. Si les fonctions X, Y, Z, . . .  restent finies et continues 

par rapport aux variables x , y , z, . . . ,  t, dans le voisinage de valeurs 

liées entre elles par les formules (4) <2/ correspondantes à un point quel

conque de la surface §, les valeurs de x , y, z, . . . ,  données par ces for

mules, coïncideront, pour chaque point de la courbe O O '... P, avec les 

valeurs de x , y , z, . . . ,  que l ’on déduirait de Vintégration curviligne, 

en faisant décrire cette courbe au point mobile.

Corollaire. — Il est important d’observer que le théorème précédent 

subsisterait dans le cas même ou le contour 00 '. ..P  serait en partie 

rectiligne et en partie curviligne, par exemple dans le cas où ce con-

OEuvres de C . —  g . L, t. X. 25 -
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tour se composerait d’un rayon vecteur 00' mené du point 0 au 

point 0 ', et d’une portion de courbe O'P tracée entre les points 0 ' 

et P.

En s’appuyant sur les théorèmes que nous venons d’établir, on 

résout facilement la question suivante :

P roblème. — Les lettres X, Y, Z, . . .  étant des fonctions déterminées 

des variables x , y , z, . . . ,  t, supposons que les intégrales rectilignes des 

équations ( i)  soient connues et représentées par les formules ( 4 ). Suppo

sons encore que, les variables x , y , z, , . . ,  t étant liées entre elles par les 

formules (4 ), les fondions X, Y, Z, . . .  ne deviennent discontinues qu’en 

devenant infinies, pour certaines valeurs particulières de t correspondantes 

à certains points isolés C, C', C", . . . .  On demande les intégrales curvi

lignes, correspondantes à une courbe OO'O", . . .  tracée arbitrairement 

dans le plan qui renferme le point mobile P, et prolongée indéfiniment, à 

partir du point 0.

. Solution. — Les valeurs initiales des variables étant supposées les 

mêmes dans l’intégration rectiligne et dans l’intégration curviligne,J1 

résulte du théorème II que les intégrales curvilignes se confondront 

avec les intégrales rectilignes jusqu’au moment où le rayon vecteur r, 

mené du point 0 à la courbe, rencontrera un ou plusieurs des points 

isolés C, C', C", . . . ,  par exemple le point C. Nommons R la position 

que prendra en ce moment l’extrémité P du rayon vecteur, et R', R" 

deux positions infiniment voisines situées, l ’une en deçà, l’autre au 

delà de la position R. Soient enfin x, y, z, . . .  les valeurs de x , y , z, . . .  

fournies par les équations ( 4 ) au moment où le point mobile P atteint 

la position R ou plutôt la position R'. Le rayon vecteur r continuant à 

se mouvoir, le point mobile P passera de la position R' à la position 

infiniment voisine R", à laquelle correspondront, en vertu de l’intégra

tion curviligne, des valeurs de x , y , z, . . .  qui différeront infiniment 

peu de x, y, z , . . . .  Mais il n’en sera plus de même des valeurs de x , y , 

z, fournies par l’intégration rectiligne; et pour que, dans le pas

sage du point 0  au point R", l’intégration rectiligne reproduise des
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valeurs de x, y, z, . . .  sensiblement égales à x ,y , z, . . . ,  il sera néces

saire que, en partant du point O, l ’on attribue aux variables dépen

dantes x , y , z, . . . ,  non plus les valeurs initiales rj, £, . . . ,  mais

d’autres valeurs initiales !*,, Y ] , , ........Ajoutons que, pour obtenir

ces dernières, il suffira évidemment d’appliquer l’intégration recti

ligne auîp équations (i), en faisant mouvoir le point P sur la ligne 

droite R"0 , et le ramenant ainsi de la position R" à la position O.

Les valeurs y¡(, . . .  étant déterminées, si on les prend pour

valeurs initiales, les valeurs générales de x , y, z, . . . ,  que produira 

l’intégration rectiligne, seront données, non plus par les équations (4), 

mais par des équations du même genre,

( 16) ■ * =  ?! (O. y ~ x  i(0» * =  +t(0»

en vertu desquelles x , y , z, . . .  se réduiront à , q ,, Ç,, . . .  pour t =  t ; 

et, si l’on replace le point mobile P dans la position R, ou plutôt dans 

la position infiniment voisine R", ces équations reproduiront précisé

ment les valeurs x, y, z, . . .  des variables x , y , z ........ Si l’on suppose

ensuite que le point P, poursuivant sa route primitive, se meuve sur 

le prolongement de la courbe 0 0 '.. .R, les intégrales curvilignes cor

respondantes à cette courbe se confondront, en vertu du théorème II, 

avec les intégrales rectilignes représentées par les formules (16), jus

qu’au moment où le rayon vecteur OP rencontrera de nouveau un 

point isolé. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on se trouvera 

conduit à substituer aux formules (16) d’autres formules du même 

|enre,
(17) x =  <ft(t), y — s =  '\
t  w

en vertu desquellesx , y ,  z , . . .  acquerront, pour t =  f ,  certaines va

leurs £2, Y]2, Ç2, . · . généralement distinctes de £, q, Ç, . . .  et de Ij,, y¡, , 

Ç,, . . . ;  et il est clair que, en Continuant de la sorte, on finira par 

obtenir, pour un point quelconque de la courbe OO'O".. . ,  les valeurs 

cherchées de x,  y,  z , — .

Les intégrales curvilignes des équations (1) étant ainsi connues,
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quelle que soit d’ailleurs la courbe suivie par le point mobile P, on 

connaîtra, par suite, les intégrales complètes, c’est-à-dire le système 

des intégrales curvilignes relatives à toutes les formes que cette courbe 

pourra prendre, sans jamais passer par l’un des points isolés C, G', 

* G", . . .  dont il lui sera néanmoins permis de s’approcher indéfini

ment.

Dans d’autres articles, j ’examinerai, en particulier, ce qui arrive 

quand X, Y, Z, . . .  sont des fonctions non plus explicites, mais impli

cites de x,  y,  z, . . . ,  par exemple des fonctions dont les valeurs, 

assujetties à varier par degrés insensibles avec x,  y,  s, . . . ,  doivent 

vérifier certaines équations algébriques ou transcendantes; et je mon

trerai, par des applications diverses, l’utilité des formules générales 

que je viens d’établir.

3 5 0 .

A stronomie. —  Méthodes nouvelles pour la détermination des orbites 

des corps célestes, et, en particulier, des comètes.,

C. R., T. XXIII, p. 887 (16 novembre 1846).

Dans les calculs relatifs à la détermination de l’orbite que décrit un 

corps céleste, par exemple une comète, on doit distinguer deux espèces 

de quantités. Les unes, savoir la longitude et la latitude géocentriques 

de la comète, et leurs dérivées prises par rapport au temps, sont immé

diatement fournies par les observations, ou, du moins, s’en déduisent, 

pour une époque, donnée, avec une exactitude d’autant plus grande, 

que le nombre des observations faites à des époques voisines est plus 

considérable. La comète étant censée décrire une section conique, et 

les quantités dont je viens de parlei, ou plusieurs d’entre elles, étant 

supposées connues, les autres quantités, par exemple la distance de la 

comète à la Terre, ou plutôt la projection de cette distance sur le plan 

de l’écliptique, l’ inclinaison de l’orbite, la direction de la ligne des
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nœuds, etc., se déduisent des équations du mouvement, à l’aide de 

formules approximatives ou exactes. Parmi les formules approxima

tives, on doit remarquer celles qu’ont données Lambert, Olbers, Le

gendre, et, en dernier lieu, MM. de Gasparis et Michal. Parmi les for

mules exactes, on doit distinguer celles auxquelles sont parvenus 

Lagrange, Laplace et M. Gauss. Lagrange et Laplace ont ramené le 

problème à la résolution d’une équation du septième degré. Celle que 

M. Gauss a trouvée est du huitième degré, mais, peut être réduite, 

comme l’a remarqué M. Binet, dans un Mémoire que renferme le 

Journal de l ’École Polytechnique, à l’équation déjà mentionnée du sep

tième degré. D’ailleurs cette équation, comme l’a reconnu M. Gauss, 

offre quatre ou six racines imaginaires. Ajoutons que les coefficients 

qu’elle renferme peuvent être déterminés, au moins approximative

ment, à l’aide de trois observations de la comète. Mais comme, dans 

le cas où trois racines sont réelles, deux orbites différentes peuvent 

satisfaire à la question, il en résulte que, pour obtenir, dans tous les 

cas, une orbite complètement déterminée, on doit supposer connues 

au moins quatre observations faites à des époques voisines, ou plutôt 

les quantités dont les valeurs approchées peuvent être calculées à 

l’aide de ces quatre observations. J’ai cherché', en admettant cette 

supposition, un moyen simple de résoudre le problème. Les astro

nomes apprendront, je l’espère, avec plaisir, qu’on peut, dans tous 

les cas, le réduire à la résolution d’une seule équation1 du premier 

degré.

J’ajouterai que, en supposant connues les seules quantités dont la 

détermination approximative peut s’effectuer à l’aide de trois obser

vations, je ramène le problème à la résolution d’une seule équation 

du troisième degré. "

A nalyse.

Prenons pour plan des x , y  le plan de l’écliptique, pour demi-axes 

des x  e t/  positives, les droites menées du centre du Soleil aux pre

miers- points du Bélier et du Cancer, et supposons les z positives
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mesurées sur une perpendiculaire au plan de l’écliptique du côté du 

pôle boréal. Soient d’ailleurs

x , 7 , s  les coordonnées de la planète ou de la comète que l’on consi

dère;

r la distance de cette comète au Soleil; 

x, y les coordonnées de la Terre;

Ji la distance de la Terre au Soleil ;

vs la longitude héliocentrique de la Terre;

a, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la comète;

x, la distance de la Terre à la comète ;

p la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique.

On aura

(1) ¿c == x +  p cos a, y =  y-f-psina, £ =  ptang0 

et

( 2 ) \  =  1} COS CT, _ y = :.fts in 5 T.

De plus, en prenant pour unité de masse la masse du Soleil, et pour 

unité de distance la distance moyenne de la Terre au Soleil, on aura 

encore

(3) Dt* * + 5 = o ,  D?s +  £ = o

et

(4) U i2x +  ^ = o ,  D 2y +  - J  =  0.

Or, des formules ( 3 ), jointes aux équations (1) et (4 ), on tire

(5) D,p =  yip, D ?p-+-^~5 p, ^ - ¿  =  £p,

les valeurs des coefficients A, B, C étant déterminées par le système 

des formules

i Cx -+- [Z? — (D,a)2] cos a — (D2 a -+- zA D,a) .si lia =  o,
( 6 )

( Cy +  [B — (D< a)2] sina H- (D|a +  2^4 D,a) cos a =  o,

B &  +  2/4 Di© +  D 20 =  o,( 7 )
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et la valeur de 0 étant

(8 ) 0  =  tang0.

D’ailleurs on tirera des formules ( i)  et (2)

(9 ) r2=:/?s+  2 /?p cos(a —  m )  +  ( m -  0 2)p2.

Connaissant le mouvement de la Terre, on connaît par suite, à une 

époque quelconque, les valeurs des quantités x, y, R, ra. D’autre part, 

les valeurs des quantités a, 0 et les dérivées de ces quantités, diffé- 

rcntiées par rapport au temps, peuvent se déduire, pour une époque 

donnée, d’observations faites à des époques voisines, avec une exacti

tude d’autant plus grande, que le nombre des observations est plus 

considérable. On peut y parvenir à l’aide de la formule d’interpolation 

due à Newton et employée par Laplace, ou mieux encore, à l’aide de 

celles que j ’ai données dans un Mémoire lithographié à Prague, en 

1837, et réimprimé dans le Journal de M. Liouville ( ') .

Les valeurs de
a, D ¡a, D2 a, 0, D ¡9, D*0

étant connues, les équations (6) et (7) détermineront les coefficients 

A, B, C, et l’on pourra dès lors tirer des formules ( 5) et (9) les va

leurs de
p, r, D*p, Df p.

Si l’on considère en particulier la dernière des équations ( 5 ), il suffira 

d’en éliminer p ou r à l’aide de la formule (9) pour obtenir l’équation 

en r ou p que donnent Lagrange et Laplace, et qui est du septième 

degré.

. Concevons maintenant qu’à la première des équations ( 5) on joigne 

sa dérivée
P ~  -A D«p -t- p D/ A ;

on en conclura

(1 0 ) D?p =  04*H-D,4)p.

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. II.
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D’ailleurs, les deux dernières équations ( 5 ) donnent

d o  D‘* p = ( 5 - i - cre)p·

En égalant l’une à l’autre les deux valeurs précédentes de D(2p, on 

trouvera

(12) C p  =  B - A * - V tA - ± -

Telle est l’équation du premier degré qui fournira immédiatement la 

Valeur de l’inconnue p.

Pour tirer pratiquement de l’équation (12) la valeur de p, c’est- 

à-dire la distance d’une comète ou d’une planète à la Terre, ou plutôt 

la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique, il est néces

saire de connaître au moins quatre observations complètes, afin que 

l’on puisse calculer au moins approximativement les dérivées du troi

sième ordre de a et de 0, contenues dans la valeur de DfA.

Au reste, lorsqu’il s’agit d’une comète, et que l’orbite est supposée 

parabolique, on peut, des formules ( 5) et (9) jointes à l’équation des 

forces vives, déduire facilement une équation nouvelle qui, étant seu

lement du troisième degré par rapport à l ’inconnue p, ne renferme 

plus les dérivées du troisième ordre Dfa, Dt30. On y parviendra, en 

effet, en opérant comme il suit.

Soit a le demi grand axe de l’orbite décrite. On aura généralement

0 3 )  ¿  =  £ - ( » < * ) * - ( J W - ( D , * ) * .

D’ailleurs, de l’équation ( 13 )," jointe aux formules (1) et à la première 

des formules ( 5), on tirera

0 4 ) — "  — -i- JC - t - p  -H ©ps,

les valeurs de x ,  ojî>, © étant 

/ 4» — (D*x)s-l- (D<y)! ,

(i5) l (A cosa — sinaD/a) D,x +  (A sina 4- cosa D<a) D,y,

( e  =  A 2+ ( D <a) ! + ( A 0  +  Di 0 ) s.
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Si l’orbite décrite se réduit à une parabole, en sorte qu’on ait ~ 

l’équation (i4 ) donnera simplement

( 16 ) 1 — — X  +  lit» p 4 ~ 0  p2,

D’autre part, la dernière des équations ( 5), présentée sous la forme

0 7 ) —} = j p  +  Cp,

et combinée, par voie de multiplication, avec l’équation (9), donnera 

-  =  4- Cp) [i?24- 2 Up cos (a — ru) 4- (1 +  0 2 )p2].

Donc, eu égard à l’équation (16), on aura

(1 8 ) 2 4- Cpj [R2 +  2 Bp cos (a — cî) +  (1 +  0ï )p2] — X  H- Dbp 4- Gp2.

Telle est l ’équation du troisième degré, à l’aide de laquelle on déduira 

facilement la valeur de la distance p des valeurs de a, 0 et de leurs 

dérivées du premier et du second ordre, quand l’astre donné sera une 

comète dont l’orbite sera sensiblement parabolique.

Il est bon d’observer que, si, en nommant w la vitesse de la comète, 

on pose

(19) r2=^R., <u2 —12,

on aura, eu égard aux formules (9) et ( i 5),

(20)
¿R. =  /?2 +  2  B p  cos (a — gt) -b (i -b ©2)p2,
£2 JId —b iÜe>p ~b © p2 J

et, en vertu de la formule ( i 3 ),

(21) -  =  -  4 - il.r a

Or, en differential la première des équations (19) et la formule (21), 

on trouvera
2 rDtr =  Di®., 2 r~* Btr — — D,£,

Œuvres de C. — S. I, t. X. ' 2 6
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et, par suite,

( 2 2 ) i __D(Q ,
7 3 ~~ D,<a'

De cette dernière formule, combinée avec l’équation (17), on tire

(23)  - t - D * < A - t - D <  £2— o.

D’ailleurs, A  et iî  seront déterminées en fonctions de p par les for

mules (20), et, en vertu de ces formules^ jointes à la première des 

équations ( 5 ), DcJi, D,Q seront, ainsi que ¿A et Q, des fonctions en

tières dep, du second degré. Donc l’équation ( 23) sera du troisième 

degré en p; et cette équation, qui subsistera, dans le cas même où 

l’astre donné cessera d’être une comète, et où l’orbite cessera d’être 

parabolique, pourra être substituée avec avantage à l’équation (18). 

Ajoutons que l’équation ( 23), comme l’équation (18), renferme seu

lement, avec les angles a, 6, leurs dérivées du premier et du second 

ordre, c’est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent 

être déterminées à l’aide dé trois observations.

3 5 1 .

M é c a n iq u e  a p p l i q u é e . — Rapport sur le système proposé par M. d e  J o u f f r o y ,

pour les chemins de fer.

C. R., T. XXIII, p. 911 (16 novembre 1846).

Prévenir et diminuer le plus possible les graves accidents qui, trop 

souvent, compromettent la vie des voyageurs sur les chemins de fer, 

tel est surtout le but que M. de Jouffroy s’est proposé d’atteindre, à 

l’aide du nouveau système qu’il a présenté à l’Académie, et que nous 

avons été chargés d’examiner. Les principales différences qui existent
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entre ce système et ceux qu’on emploie le plus généralement sont les 

suivantes.

Dans les systèmes communément adoptés, chaque locomotive com

prenant la chaudière qui renferme la vapeur est portée par quatre ou 

six roues, deux d’entre elles étant les roues motrices qui, à chaque 

coup de piston, exécutent une révolution complète. Chaque wagon est 

porté par quatre roues. Ces diverses roues, munies de rebords de oin, o3 
de hauteur, courent sur deux rails saillants, à surface bombée, en 

tournant avec les essieux. La distance entre les deux rails est d’en

viron i ra, 5o. Mais les wagons et leurs marchepieds débordent de 

chaque côté, de telle sorte que la largeur totale de la voie est d’en

viron 3,n. Le centre de gravité des wagons chargés est situé au-dessus 

des essieux, et à plus de i m, 5o au-dessus du sol. Enfin la hauteur 

totale de ceux-ci est de 3m environ.

Dans le système de M. de Jouffroy, trois rails sont établis sur chaque 

voie. Les deux rails latéraux, qui supportent les roues des wagons et 

les quatre petites roues de la locomotive, sont écartés à 2m,6o l’un de 

l’autre, et offrent des rebords intérieurs dont la saillie est de om,i2 . 

Les deux roues motrices de la locomotive sont remplacées par une 

seule roue d’un grand diamètre et à large jantei qui roule sur le troi

sième rail établi au milieu de la voie, à om,25 au-dessus des rails laté

raux. Les wagons, portés chacun sur deux roues qui tournent autour 

de leurs fusées, sont réunis deux à deux par une articulation verti

cale. En vertu de ces dispositions, les essieux ne tournent pas et res

tent indépendants l’un de l’autre. La locomotive se compose do deux 

trains, dont le premier, armé de la roue motrice, porte les cylindres, 

tandis que le second porte la chaudière. Ces deux trains sont unis par 

une articulation de om, 80 à 1“' de hauteur. L’articulation qui unit deux 

wagons est plus longue encore, et sa hauteur est de i m,7o. Les couples 

de wagons se rattachent les uns aux autres, et la locomotive se rat

tache elle-même au tender par l’intermédiaire de doubles ressorts 

articulés. Le diamètre des roues des wagons qui, dans les systèmes 

adoptés en France, ne dépasse pas i m, est augmenté et porté à i.m, 5o
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environ. Le centre de gravité des wagons chargés est abaissé presque 

au niveau des essieux, et leur hauteur est réduite à 2ra, à partir de la 

voie. En vertu d’un mécanisme particulier, qui ne gêne en rien les 

mouvements des wagons dans l’état normal, des freins se trouvent, 

lorsqu’un choc survient, appliqués et pressés fortement entre les 

jantes des roues des wagons, afin que le convoi s’enraye de lui-même 

si une circonstance imprévue fait naître quelque danger. Enfin, un 

autre mécanisme et d’autres freins que dirige le conducteur permet

tent à celui-ci, non seulement d’enrayer à volonté la roue motrice et 

le dernier des wagons, mais encore d’isoler immédiatement les wagons 

et de les rendre indépendants les uns des autres. ·

Après avoir mis sous les yeux des Commissaires un petit modèle 

propre à donner déjà quelque idée du système que nous venons de 

décrire, M. de Jouffroy s’est déterminé à le réaliser en grand; et, pour 

en faire mieux ressortir les propriétés, il a, dans cette réalisation, 

cherché à réunir les principales difficultés que l’on peut avoir à sur

monter dans la pratique. Dans un espace fort resserré, il a fait con

struire une voie circulaire de i2m,5o de rayon, sur laquelle sont éta

blis les trois rails dont nous avons parlé. Le rail central, de forme 

parallélépipédique, a pour section transversale un carré dont le côté 

est de om, i 3 et porte des stries d’environ om,oo5 de profondeur. 

D’ailleurs la voie circulaire offre une rampe dont l’inclinaison est 

de om,o 3o par mètre. Enfin,-pour combattre l’effet de la force cen

trifuge, on a élevé le rail extérieur à om,o6 au-dessus du niveau du 

rail intérieur. *

Quant à la grande roue motrice, elle offre un diamètre de 2,u,2o. Sa 

jante en bois se compose de trente-six pièces, placées dans le sens du 

bois debout, et serrées entre deux joues de métal qui, débordant de 

om, io, embrassent le rail du milieu. Les deux trains dans lesquels 

se divise la locomotive pèsent chacun 6oookg. Ajoutons que des bielles, 

mues par le piston, transmettent leur mouvement de rotation à la roue 

motrice, non pas directement, comme dans les locomotives dont on 

fait généralement usage, mais indirectement par l’intermédiaire d’un
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arbre horizontal et de deux engrenages qui ne fonctionnent jamais 

simultanément. Il en résulte que, la vitesse du piston restant la même, 

la roue motrice peut acquérir deux vitesses très distinctes l’une de 

l’autre. Pour la locomotive que nous avons eue sous les yeux, des deux 

vitesses qui correspondent à un coup de piston par seconde, la plus 

petite serait de 2okm par heure, et la plus grande de 4okm.

Les Commissaires ont vu fonctionner à plusieurs reprises et soumis 

à différentes épreuves le système de M. de Jouffroy. Nous allons main

tenant faire connaître le résultat de leur examen.

Les Commissaires pensent que le nouveau système, comparé à ceux 

qui sont généralement employés, offre une sécurité beaucoup plus 

grande. Les rebords des rails latéraux s’opposent d’une manière effi

cace au déraillement. La sécurité est augmentée par la stabilité du 

système à laquelle concourt l ’abaissement du centre de gravité des 

wagons. Enfin la sécurité est encore accrue par l’emploi des divers 

trains et des deux mécanismes, dont l’un produit, quand un choc sur

vient, l’enrayement spontané, tandis que l ’autre permet au conduc

teur d’isoler les wagons, en les rendant indépendants les uns des 

autres.

L’expérience réalisée sous nos yeux prouve qu’ à l’aide du nouveau 

système on pourra gravir des pentes de om,o3o par mètre, et de plus 

fortes encore ; elle prouve aussi que, en modérant la vitesse, on pourra 

parcourir, avec moins d’inconvénients, des courbes de petit rayon. Les 

facilités que présente à cet égard le nouveau système tiennent surtout 

à la liberté que conservent dans leurs mouvements les roues devenues 

plus indépendantes les unes des autres’. Les dangers que fait naître la 

force centrifuge se trouvent d’ailleurs diminués par l’abaissement, 

déjà mentionné, du centre de gravité des wagons.

On peut espérer que la faculté de gravir des pentes plus considé

rables, et de tourner dans des courbes de petit rayon, permettra d’éta

blir des chemins de fer dans des pays montagneux, sans recourir si 

fréquemment à la construction de tunnels et de viaducs qui occasion

nent d’énormes dépenses.
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L’installation de la locomotive est simple et ingénieuse. Il semble, 

au premier abord, que l’adhérence de la grande roue motrice au rail 

central devrait diminuer la vitesse en augmentant le tirage. Toute

fois, il importe d’observer que cette adhérence est précisément ce qui 

fournit au système le point d’appui dont il a besoin. C’est pour obtenir 

cette adhérence qu’on donne ordinairement aux locomotives un poids 

exorbitant qui devient un inconvénient grave, et qui se trouve nota

blement diminué dans le nouveau système. Quand cette adhérence 

n’est pas suffisante, les locomotives glissent sur les rails, les convois 

s’arrêtent, et une notable quantité de valeur se trouve dépensée en 

pure perte. D’ailleurs l ’augmentation du diamètre des roues rendra la 

locomotion plus facile. 1

Conclusions.

Le système de M. de Jouffroy nous paraît offrir des avantages réels 

sous le rapport de la sécurité des voyageurs. En conséquence, il nous 

paraît désirable que l’inventeur soit mis à même d’appliquer ce sys

tème à une ligne assez étendue pour que l’expérience prononce d’une 

manière définitive, et montre si, à côté des moyens de sécurité, que 

nous avons signalés, ne se trouveraient pas quelques inconvénients 

que l’on n’aurait pas prévus.

3 5 2 .

A stronomie. — Mémoire sur l ’application de la nouvelle formule d ’inter

polation à la détermination des orbites que décrivent les corps célestes, 

et sur l ’introduction directe des longitudes et des latitudes observées 

dans les formules astronomiques.

C. R., T. XXIII, p. g56 ( 23  novembre) 1846).

Dans la dernière séance, je suis arrivé à ce résultat remarquable, 

que le rayon x mené d’une comète ou d’une planète à la Terre, à une
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époque donnée, peut être fourni par une équation très simple du pre

mier degré, dont les coefficients, pour l’ordinaire, peuvent être déter

minés, au moins approximativement, à l ’aide de quatre observations 

faites à des instants voisins de l’époque dont il s’agit. Si l ’on nomme p 

la projection du rayon t sur le plan de l’écliptique, et r la distance du 

Soleil à la comète, les trois équations du mouvement fourniront, outre 

l ’équation connue du septième degré, les valeurs de Dtp et de D,p 

exprimées en fonction de p. En différentiant Dfp, on obtiendra une 

seconde valeur de D“p, et, en égalant cette seconde valeur à la pre

mière, puis éliminant Dtp, on formera l’équation ci-dessus men

tionnée. Si, comme l’indique M. Binet, on complétait les équations 

du mouvement en y introduisant les termes qui dépendent de l’action 

exercée par les autres planètes sur la comète, l’équation trouvée en p 

ne serait plus du premier degré; mais on pourrait, de cette équation 

jointe à celle qu’a donnée M. Binet, déduire une équation du premier 

degré, en faisant disparaître les radicaux, et recourant ensuite à la 

méthode du plus grand commun diviseur. Le rayon p étant connu, 

ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre, les coordonnées 

de la comète avec leurs dérivées relatives au temps, et par suite tous 

les éléments de l’orbite, sont aussi connus. D’ailleurs, on peut arriver 

de diverses manières “à l’équation du premier degré, même lorsque 

l’on considère trois corps seulement. On a regardé comme difficile la 

détermination des longitudes et latitudes géocentriques et de leurs 

dérivées correspondantes à une époque donnée. Mais cette difficulté 

disparaît lorsqu’on applique à cette recherche la formule d’interpo

lation que j ’ai trouvée en iS 3y. Comme je le montrerai dans un pro

chain Mémoire, l’opération se partage alors en deux autres, dont l’une 

détermine des nombres qui dépendent uniquement des* époques des 

observations, tandis que l’autre emploie seulement les longitudes et 

les latitudes déduites de ces observations mêmes.

Il me reste à faire encore une remarque essentielle. La formule que 

j ’ai donnée dans la dernière séance suppose les longitudes et les lati

tudes géocentriques corrigées chacune de la quantité qui représente
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l’aberration. Il semble, au premier abord, que ces corrections exigent 

un calcul approximatif préliminaire. Mais on peut rendre mon équa

tion du premier degré, ou même toutes les formules astronomiques, 

indépendantes de la correction dont il s’agit, et introduire dans ces 

formules, au lieu des longitudes et latitudes géocentriques corri

gées, les longitudes et latitudes géocentriques apparentes, ‘directe

ment tirées des observations. Ce qui ne pourra manquer d’intéresser 

les astronomes, c’est la conclusion à laquelle je parviens; savoir que, 

dans ce cas encore, l ’équation obtenue est, par rapport à p, du pre

mier degré.
A nalyse.

Admettons les mêmes notations que dans le précédent Mémoire.
i

Après avoir déterminé p et Dfp à l’aide des équations

(1) Cp =  B — A 1 — D< A —

(2) D,p =  Ap,

on déterminera æ,y,  z a  l’aide des suivantes :

(3) =  pcosot, y  =  y-t-psina, s =  0p.

En différentiant ces dernières,/on obtiendra les valeurs de D(;r,

Dts. Si d’ailleurs on nomme 2S l ’aire décrite, pendant l’unité de 

temps, par le rayon vecteur mené du Soleil à l’astre que l’on con

sidère, et 2 17, 2 F, 2 W  les projections algébriques de cette aire sur 

les plans coordonnés, on aura

(4 ) U —yTitz — z Dty,  V — z D, x  — x  Btz, W =  xBi  y  — / D ,  x,

(5) 5 =  1̂/*-+- W*;

et, comme les quantités
U, V, W

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés 

par la perpendiculaire au plan de l’orbite avec les axes, il est clair que 

la seule connaissance de ces quantités, ou plutôt de leurs rapports, don-
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nera immédiatement la position du plan de l’orbite. Ajoutons que la 

distance r de l’astre au Soleil et sa dérivée Df r seront déterminées 

par l’équation

(6) · 73 =  ^  +  CP

et par sa différentielle. Enfin, si l’on nomme co la vitesse de l’astre, 

a le demi grand axe de l’orbite, et s l’excentricité, on aura

(7) w2= ( D ^ ) ! + (D î7 )2h-(D îS)S

(8 )  . -  =  co2,' a r

(9) a(i  — £!) =  2r -  7— — r s(D|/-)s.

Disons maintenant quelques mots de la correction que l’aberration 

exige dans la détermination du rayon p.

On démontre aisément les deux propositions suivantes :

T héorème I. — Le rayon vecteur mené au bout du temps l de la Terre 

au lieu apparent de l ’astre que Ton considère est sensiblement parallèle 

au rayon vecteur qui joignait la Terre au lieu vrai de l ’astre, au bout du 

temps t — At, Àt étant le temps qu’emploie la lumière pour venir de l ’astre 

à la Terre.

T héorème II. — Le rayon vecteur mené de la Terre au lieu vrai de 

l ’astre, au bout du temps t, est sensiblement parallèle au rayon vecteur 

qui joindra la Terre au lieu apparent de l ’astre, au bout du temps t A t.

Cela posé, soit

(10) p =  K

la valeur de p fournie par l’équation (i). Soit d’ailleurs H la partie de 

D{-fiTque l’on obtient en considérant, dans K, a et 6 seuls comme fonc

tions de t, c’est-à-dire en rejetant seulement les termes que produit la 

différentiation de R, vs et D,gt. Lorsqu’on assignera aux quantités a, 0 
et à leurs dérivées les valeurs que l’on déduit des observations, on

OEuvres de C . —  S. I, t. X . 27
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aura sensiblement, en vertu du théorème II,

(11) ' p =  K-\- H  Ai.

Si d’ailleurs on nomme a la vitesse de la lumière, et x, la distance de 

la Terre à l’astre que l’on considère, on trouvera

(12) «Ai =  r, p =  tcos0; ,

par conséquent, 

( [3 )
P .

8 COS 0

Donc la formule (11) donnera

et l’on en conclura

(14)

ou, à très peu près,

(15)

p =  K  + P
8COS0

H,

P =
K
— J T ’
8 COSÔ

p =  K ( 8 COS 0 J

3 5 3 .

A stronomie. — Note sur les formules relatives à la détermination 

des orbites que décrivent les corps célestes.

• C. R., T. XXIII, p. 1002 (3o novembre 1846).

Je me propose, dans un prochain Mémoire, de montrer, par des 

applications numériques, les grands avantages que présente ma nou

velle méthode pour la détermination des orbites des corps célestes.
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Je me bornerai, pour l’instant, à faire, au sujet des formules que 

j ’ai données ou indiquées dans les précédentes séances, quelques 

remarques qui ne seront pas sans utilité.

Projetons, sur le plan de l’écliptique, le rayon vecteur mené de la 

Terre à l’astre observé, et nommons p la projection ainsi obtenue. 

Soit d’ailleurs 2S l’aire que décrit, dans l’unité de temps, le rayon 

mené du Soleil â l’astre. Soient encore 2 U, 2 V, 2 W  les projections 

algébriques de l’aire 2S sur les plans coordonnés, et ce que devient 

W, quand on substitue la Terre à l’astre dont il s’agit. Eu égard à

l’équation qui fait connaître la valeur de c’est-à-dire, en d’autres

termes, la valeur de la dérivée logarithmique de p, les rapports des 

constantes
U, V, W -  HP

à la distance p pourront être immédiatement exprimés en fonctions 

linéaires de p. Donc la valeur de p étant une fois déterminée par la 

résolution de l’équation du premier degré à laquelle elle doit satis

faire, on connaîtra Les constantes

U, V, W

et, par suite, les rapports de ces constantes, ainsi que la valeur de S. 

D’ailleurs U, V, W, S étant connus, on connaîtra la position du plan 

de l’orbite, le pôle boréal de cette orbite étant, sur la sphère céleste,

le point dont la longitude aura pour tangente le rapport et dont la

latitude aura pour sinus le rapport Ajoutons que, le demi grand

axe a de l’orbite étant déterminé à l’aide de l’équation des forces 

vives, c’est-à-dire à l ’aide de la formule (8) de la page 26g, on pourra, 

si l’on veut, déduire de la troisième loi de Képler, le temps T de la 

révolution, et que le demi petit axe aura pour valeur le rapport du 

produit ST à la demi-circonférence décrite avec le rayon a. Au reste, 

p étant connu, on peut, ainsi qu’on l’a dit, obtenir immédiatement la 

valeur de l’excentricité s à l’aide de la formule (9) de la page 209̂  et
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alors le demi petit axe se trouvera exprimé par le produit a <— e2.

Parlons maintenant de la formule que nous avons donnée, pour dis

penser les astronomes de calculer séparément les corrections qu’en

traîne l’aberration de la lumière. Cette formule, substituée à une 

équation linéaire, dont les coefficients pouvaient se déduire de quatre 

observations voisines de l’astre proposé, semble, au premier abord, 

exiger l’emploi d’une cinquième observation, attendu qu’elle ren

ferme la dérivée de la valeur de p fournie par l’équation du premier 

degré, ou plutôt la partie de cette dérivée qui contient les dérivées 

du quatrième ordre de la longitude et de la latitude du nouvel astre. 

Mais on peut éliminer ces dérivées du quatrième ordre, au moyen de 

l’équation qui détermine la dérivée logarithmique de p. Donc quatre 

observations voisines suffiront pour déterminer les valeurs, au moins 

approximatives, des coefficients que renfermera l’équation linéaire en 

p, dans le cas même où l’on aura égard à l’aberration de la lumière.

Je remarquerai enfin que l’on peut, avec avantage, prendre pour 

équations différentielles du second ordre les équations complètes du 

mouvement relatif de l’astre que l’on considère autour du Soleil, et 

décomposer chacune des coordonnées de cet astre en deux parties, 

dont la première soit la coordonnée du lieu où se trouve placé l’ob

servateur. La distance .qui sépare l’astre de l’observateur étant pro

jetée sur le plan de l’écliptique, la projection p ainsi obtenue et ses 

deux dérivées Dt p> D2p seront les seules inconnues que renfermeront 

les trois équations du mouvement. Si d’ailleurs, après avoir tiré de 

ces équations les valeurs de Df p et de D2p, on égale D£2p à la dérivée 

de Dt p, on parviendra, en éliminant Df p, à une équation nouvelle 

en p; et celle-ci pourra être présentée sous une forme telle, qu’elle se 

réduise, dans le cas où l’on néglige les perturbations et la parallaxe, 

à l ’équation trouvée du premier degré. Or il est clair que cette équa

tion nouvelle en p pourra être, dans tous les cas, utilement employée 

et facilement résolue, attendu que celle de ses racines qui résoudra 

le problème se confondra sensiblement avec la racine unique de 

l’équation du premier degré.
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A nalyse.

§ I. — Sur la détermination du plan de l ’orbite.

En conservant les notations adoptées dans les précédents Mémoires, 

prenons toujours pour plan des x , y  le plan de l’écliptique, pour demi- 

axes des x  et y  positives, les droites menées du centre du Soleil aux 

premiers points du Bélier et du Cancer, et supposons encore les z posi

tives mesurées sur une perpendiculaire au plan de l’écliptique du côté 

du pôle boréal. Soient, d’ailleurs,

x , y ,  z les coordonnées de l’astre que l’on considère;

r la distance de cet astre au Soleil;.

oc, 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre;

t la distance de cet astre à la Terre ;

p la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique;

x, y les coordonnées de la Terre;

R la distance de la Terre au Soleil;

ct la longitude héliocentrique de la Terre.

En posant, pour abréger, 0  =  tangO, on trouvera '

(1) a?t=X4-pcosa, j  — y +  psin«, z=z ê p .  

et

(2 ) \ =  R cosct, y — R sinCT.

De plus, les équations du mouvement de l’astre que l’on considère 

donneront

■ (3) BtP =  A P, Dîp +  £ = * p ,  =

A, B, C étant trois fonctions de x, y» a, Df a, D2 a, ©, Df0 , D2 0 , déter

minées par les formules (6) et (7) de la page 198. Enfin, la première 

des formules (3 ) entraînera la suivante

D f p =  { A *  -t- D ( À  ) p ,(4)
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et de cette dernière, jointe aux formules ( 3), on tirera

(5) Cp =  B - A - J > tA - ± ·

Soient maintenant i S  l ’aire que décrit, dans l’unité de temps, le 

rayon vecteur r, et 2 U, 2 V, 2 W  les projections algébriques de cette 

aire 2S sur les plans coordonnés. Soit encore tS> ce que devient W  

quand on substitue la Terre à l’astre dont il s’agit. On aura

(6) U =  y B (z — î D ty, V = z B tx  — xB ,z ,  lV— x B ty — y B tx;

(7) qp =  xD,y — y D tx;

et, comme les quantités
' U, V, W

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formés 

par une perpendiculaire au plan de l’orbite cherchée avec les demi- 

axes des coordonnées positives, il est clair que la connaissance de ces 

quantités, ou plutôt de leurs rapports, donnera la position de ce même 

plan. D’ailleurs, en vertu des formules (1), jointes à l’équation

(8) Btp =  Ap,

les coordonnées x,  y , s,  et même leurs dérivées Btx,  Dty,  Dt .s, se 

trouveront immédiatement exprimées en fonctions linéaires de p. 

Donc, en vertu des formules (6), jointes aux équations (1) et (8), 

les quantités U, V, W  seront exprimées par des fonctions de p, 

entières et du second degré. Mais', dans ces fonctions, les parties 

indépendantes de p se réduiront évidemment aux valeurs qu’ac

quièrent les seconds membres des formules (6 ), quand on y pose 

x  =  x, y  =  y, z =  0, c’est-à-dire à

o, o, TP.

Donc, en vertu des formules (6), jointes aux équations (1) et (8), 

les quantités
U, V, W — 1ÎP
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seront des fonctions de p, entières et du second degré, qui s’éva

nouiront avec p ; en sorte que les rapports

■ U V W— tg>
— J — , -------------------

. P P  P

se réduiront à des fonctions linéaires de p. On trouvera effectivement

~ =  y D , 0  —  0 ( D iy  —  A y )  +  p(sin a D * © — 0 cosotD, a), 

y
(9) — = — xD, 0 H- 0(l)*x — Ax)  — p(cosaD* 0 -+- 0 sin aT)i a),

W—
=  (xDîîî +  D,y — Ay) cosa +  (yD,a — D,x-l· Ai)  sin a +  pD,a.

De ces dernières formules, jointes à l ’équation ( 5 ), on déduira immé

diatement les valeurs de U, V, W,  et l ’on pourra ensuite1 obtenir la 

valeur de S à l ’aide de la formule

(10) S — y/£/2H- F2+  WK
I

D’autre part, si l’on nomme
1  et t

la longitude et la latitude héliocentriques du pâle boréal de l’orbite 

décrite par l’astre que l’on considère, on aura

(-0 U V wcos^cos £, g — sin^cos:, -g — sin t,

par conséquent 

(12) V
tang%= jj-,

et il est clair que, les valeurs U, V, W, S étant connues, on tirera 

immédiatement la valeur de % de la formule (12), puis la valeur de t 

de l ’une quelconque des formules (ix). Ajoutons que les formules (9) 

et (12) donneront ·

. . ____x D t 0  — 0(D(X — i x )  +  pfcosocDj© +  0  s i n « ] ) ; « )
anS% y D ( 0 —  0 ( D , y — Ay) +■ p (sin «Di© — 0 cos «D i a)
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On pourrait, au reste, arriver encore à la valeur de tang^, que four

nira l’équation ( i3}, à l ’aide d’une autre méthode que nous allons 

indiquer.

Il suffit d’ajouter entre elles les formules (9), respectivement mul

tipliées par les facteurs
cosa, sina, ®,

pour éliminer à la fois de ces formules les quantités Dtx, D,y et A. On 

trouve ainsi

(i4) Ucosa -h Fsina +  (IF— 'S>)& =  Ap,

la valeur de A étant

(i5) A =  (xcosa -4-y  sina)0D, a — (x sina — y cosa)Di 0

ou, ce qui revient au même,

(16) A =  R[0 cos (a — ct)D* a — sin(a — nr)Di0].

D’ailleurs, en différentiant deux fois de suite l ’équation ( i 4 )> et ayant 

égard aux formules (4), (B), on trouvera

/ UHt cos« +  FDt sina -h (IF— yp)Di 0 =  (A A -+- D* A)p,

(17) | t/D?cosa+FD? sina H-(IF—i??>)D?0
( =  (A2A -t- ADi A -+- 2ADt A+D?A)p .

Or il est clair que les formules ( 1 4 ), {17) suffiront pour déterminer 

les rapports mutuels des quatre quantités

U, V, W - W ,  p;

il y a plus 

(18)

en posant, pour abréger, 

A
0

. cosa 
=  *» =

sina v.

on tire de la formule ( 1 4 )

(19) Fv +  IF— «) =  lp.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



21E X T R A I T  N° 353.

D’autre part, en différentiant l ’équation (19), on trouvera 

(2 0 ) UDt fx -t- VDi v — (AX Di X)p

ou, ce qui revient au même,

(21)

•Cela posé, l’équation 

donnera évidemment

UDiix+V D<v 
AX +  I^X ■ '

(2 2 )
t/J)?p+ FI)?v
ÜDt pi 4 - V Dt v 

ou, ce qui revient au même,

( 2 3 )

puis on en conclura

(2 4 ) tangx =

D</2-
tangxDfv _  A 
tangxD,v

T)t(A X H- D( X) 
— IX +  RTX-

Bt(Al - h  D,X) 
A l  +  D. l  ’

(A\-
(Al -

D,X)D?f* -  [ ( J 2 +  D, A )X 4 - 2A D,X -t- D*XlD,p. 
Dtl)ÜJv — [(A't-t-DiA)! -i- iA Dt\ 4· DfXjDT’T '

Or les formules ( i 3 ) et (24) se confondent l’une avec l’autre, lors

qu’on substitue, dans la première, la valeur de p tirée de la for

mule ( 5 ), et dans la seconde, les valeurs de X, p., v, tirées des for

mules ( i 5 ) et (18), en ayant d’ailleurs égard aux deux équations

( 2 5 ) D?x
x

Ï Ï >  ~  ° ’
D? y +  — °·

11 est bon d’observer que, si l’on élimine p entre la formule (14) et 

la première des équations (17), on trouvera

/ t7[D¿ cosa — (A 4 - Di IA) cosa]

(2 6 ) ) 4- V[Dt sina — (A -t-D<lA) sina] -

( +  [D¿& — (A -4  D< 1A)0] ( JF— xg>) =  0.

Cette équation linéaire, entre les constantes U, V, W — ig>, est l ’une

Œuvres de C. — S. I, t. X. . 2 8
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de celles qu’a obtenues M. Michal (voir  la page 973) ( ') .  D’ailleurs,
r

dans cette même équation, les coefficients de U, V, W  renferment les 

quantités
a, D /«, Df a; 0, D*0, D?0,

dont les valeurs peuvent être déterminées, au moins approximative

ment, à l ’aide de trois observations voisines. Enfin, il est clair que 

deux équations de la forme (26), construites à l’aide de deux séries 

d’observations, suffiront pour déterminer les rapports mutuels des 

trois constantes
U, v, w — w. '

Une troisième équation de la même forme, construite à l ’aide d’une 

troisième série d’observations, et jointe aux deux premières équa

tions, ne pourrait servir qu’à contrôler celles-ci, et non à déterminer 

les valeurs des trois constantes, comme a paru le croire M. Michal 

(page 973) ( 2). Ajoutons que, si la seconde série d’observations se 

rapproche indéfiniment de la première, les rapports des trois con

stantes
ü, V, W -  W

se trouveront déterminés par l’équation (26) jointe à sa dérivée ou, 

ce qui revient au même, par les deux formules que l’on tire des équa

tions (17), en y substituant la valeur de p fournie par l’équation (14). 

Donc alors on obtiendra, pour valeur du rapport

V
jj =  tangx,

celle que donnent simultanément les formules (i3 ) et (24).

§ II. — Sur la correction qu’exige l'aberration de la lumière.

Soient toujours r la distance de la Terre à l’astre observé, et p la 

projection de cette distance sur le plan de l’écliptique. Soit, de plus,

(0 - p =  K

( ‘ M 2) Comptes rendus, T. XXIII; 1846.
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la valeur de p fournie par l’équation (5) du § I; K  pourra être consi

déré comme une fonction des. seules quantités variables

R, ts, D î Cj ;

«, Dt a, B] a, D ¡a;  6, Bt 9, B] 9, D?0,

dont les trois premières se rapportent au mouvement de la Terre, 

et les autres au mouvement de l’astre observé. De plus, comme la 

valeur K  de p devra vérifier l ’équation

D,p =: Ap,
on aura identiquement

(a) B( K — AK.

Enfin, il est clair que, dans la dérivée DtK, on pourra distinguer deux 

parties, dont l’une G, relative au mouvement de la Terre et produite 

par la variation des quantités

R, D tT3,

renfermera deux dérivées nouvelles

BtR, D?ïït,

tandis que l’autre partie H, relative au mouvement de l’astre observé, 

sera produite par la variation des quantités

a, Bt a, Dfa, Dj?a; 9, Bt 9, D ¡ 6, D ¡9,

et renfermera deux dérivées nouvelles, savoir

I)<«, D¡ 9.

Ajoutons que, de la formule (2), combinée avec l’équation identique

(3) Bt K ^ G  +  H, 

on tirera immédiatement
*

(4) G +  H = A K ,

Ces principes étant admis, examinons attentivement la nature de la 

correction qu’exige l’aberration de la lumière. D’après ce qui a été dit
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dans la séance précédente, on pourra introduire immédiatement dans

le calcul les valeurs de a, Dt a, 0, Df G, tirées des observa-
»

tions, si à l’équation ( i)  on substitue la suivante

K .

3 f = ~  " «  ’
H C O S  8

a étant la vitesse de la lumière. Or,- au premier abord, la détermina

tion approximative de la quantité ÆT qui renferme D’ a et D*0, sem

blerait exiger cinq observations de l’astre, faites à des époques voi

sines l’une de l’autre, c’est-à-dire une observation de plus que la 

détermination approximative de IC Mais, il importe de le remarquer, 

on peut substituer dans la formule ( 5) la valeur de H tirée de l’équa

tion (4), et l’on trouve alors

( 6 )

ou à très peu près

(7)

_  K
P ~  _  A K ~  G  

8  COS 8

p = K A K — G\
8  C O S  8 /

Or, dans le second membre de la formule (6) ou (7), les seules quan

tités variables qui se rapportent au mouvement de l’astre observé sont 

celles qui étaient déjà renfermées dans la valeur de K, savoir

«, D D  *«, D?«; 9, D ,6, D *0, D ¡8,

c’est-à-dire des quantités dont les valeurs approchées peuvent se 

déduire de quatre observations faites à des instants voisins l’un de 

l’autre.

§ III. — Sur la détermination de l ’orbite que décrit un astre autour du 
Soleil, dans le cas où l ’on lient compte des actions perturbatrices, et de 
la position que l’observateur occupe sur la surface de la Terre.

Le centre du Soleil étant pris pour origine des coordonnées, et le 

plan de l’écliptique pour plan des x , y , nommons toujours x , y , z les
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coordonnées de l’astre observé. Soient, de plus, X, Y, Z les projec

tions algébriques de la force accélératrice qui sollicite cet astre dans 

son mouvement relatif autour du Soleil. Les équations de ce mouve

ment seront

(1) D* x  -h X  =  o, T ) } y Y  =  o, D f z - h Z  =  o.

Soient d’ailleurs, au bout du temps t,

i  la distance de l’observateur à l ’astre que l’on considère; 

p la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique; 

a, G la longitude et la latitude de l’astre, mesurées par rapport au lieu 

qu’occupe l’observateur; enfin 

x , v, z les coordonnées de ce même lieu.

On aura

(2 ) x  — x H- x- cos a cos 9, y  — y -+ -1 sina cos0? « =  z-t-tsinS,

(.3) ' p m  cos8

et, par suite,

(4 ) ¿1? — x +  p cosst, y  — y + p s in a ,  s =  z-t-@p, 

la valeur de 0 étant

(5) 0  =  tang0.

D’autre part, si l’on prend pour unité la masse du Soleil, et si l’on 

nomme r la distance du Soleil à l’astre observé, on aura, non seule

ment

(6) r2 =  x* +  y 2-+- z2,

mais encore

( 7 )
x  
r3 », Y r

r3 Z
A» H - 2b,

X, % étant des fonctions de t et de p, qui seront de l’ordre des 

forces perturbatrices. Cela posé, en nommant R la distance de la
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Terre au Soleil, on tirera des équations (i) , jointes aux formules (4 ) 

e t ( 7 ) ’ .

(8 )  B , p = A p ,  B i p  +  ^ = B p ,  L  —  j L  —  C p ,

les valeurs des coefficients A, B, C étant déterminées par le système 

des formules

(9)

( 1 0 )

Cx  4- [i? — (Dî a)2] cos a — (D ?a  +  2 A D (a) sin a -4- £  =  o, 
C'y -i- [Z? — (Dî a)2] sin a 4- (D? a -+- 2 A B  ¡<x) cos « 4 - 311 =  o, 

B  % 2 / l  D* 0 4- Df 0 -P 3b =  o,

et les valeurs de ç, 3ïU étant

00

3C« 4“ I); X 4~
X
W

< 311 —
? 4- B î y + j t

S > 4 -D ?z -
SX, =  ■

IP

, Ajoutons que l’on tirera des formules (8)

( 1 2 ) Cp =  B — A 2— D,A — A -.

Si, en réduisant à zéro les forcés perturbatrices, on faisait coïn

cider le point dont les coordonnées sont désignées par' x, y, z avec 

le centre de la Terre, on aurait

/ =  o, ç) ^  0, % ri: o;

(13) jl )2X 4 - - ^  =  0, D ? y + | i = 0 ,  D î2Z4--^ j =-0

et, par suite,

(14) -t =  o, 311=0, 31 =  o.

Donc alors les valeurs des coefficients A, B, C, fournies par les équa-
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tions (9), deviendraient indépendantes de p, et la valeur de p se trou

verait immédiatement donnée par l’équation (12), c’est-à-dire par une 

équation du premier degré.

Dans le cas général où les conditions (r,3) cessent d’être vérifiées, 

les trois sommes 1

+  + J î ’ +

sont des fonctions connues de t\ mais

x ,  U, &, -C, 3^, a~b ■ ■

se réduisent à des fonctions connues de l et de p. Donc, en passant du 

cas particulier, où oro, s’évanouissent, au cas général, on verra 

les coefficients
A, D, C,

qui étaient d’abord indépendants de p, acquérir de très petits accrois

sements qui seront représentés par des fonctions déterminées de t et 

de p. Ajoutons que, eu égard à la première des formules (8), l’ac

croissement très petit de D, A pourra lui-même être exprimé en fonc

tion de t et de l’ inconnue p. Cela posé, il est clair que, dans le cas 

général, on pourra déterminer encore l’ inconnue p à l’aide de la for

mule (12), qui, sans être alors du premier degré par rapport à p, 

offrira, du moins, une racine très peu différente d’une valeur de p 

fournie par une équation linéaire. D’ailleurs, cette racine étant com

mune à la formule (12) et à la dernière des formules (8), on pour

rait la déduire de ces formules en faisant disparaître les radicaux, et 

recourant ensuite à la méthode du plus grand commun diviseur.

Il est bon de remarquer que, dans le cas où l’astre observé est une 

comète, et où l’on tient compte d’une seule force perturbatrice, savoir 

de l’action exercée sur cette comète par la Terre, les valeurs de x ,  

?T, % sont sensiblement proportionnelles à Donc alors les trois rap

ports y ,  ^ seront sensiblement proportionnels à et, en négli

geant les quantités comparables au carré de la force perturbatrice, on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



22i COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

verra la formule (12) se réduire à une équation en p du quatrième 

degré.

Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction des corrections 

qu’exige l’aberration de la lumière, et la formule (12) suppose que 

les valeurs de a et de 0 ont subi chacune la correction due à cette 

cause. Mais il suffira d’appliquer à l ’équation (12) les principes éta

blis dans le précédent Mémoire, pour la transformer en une équa

tion nouvelle dans laquelle on pourra substituer immédiatement les 

valeurs de a, 0, Df a, D( 0, . . .  tirées des observations.

Nous ferons ici une dernière remarque, relative aux formules (18) 

et ( 23) des pages 201 et 202. La première de ces deux formules ren

ferme seulement, avec les angles a et 0, leurs dérivées du premier et 

du second ordre, c’est-à-dire des quantités dont les valeurs appro

chées peuvent être déterminées à l’aide de trois observations. Si l’on 

veut que la formule ( 23) de la page 202 jouisse de la même propriété, 

il faudra éliminer de cette formule, à l’aide de l’équation (12), la 

dérivée Dt A renfermée dans la valeur Df O..Mais alors on obtiendra 

une équation p qui sera identique. Donc la formule ( 23) de la 

page 202 n’est autre chose qu’une équation du troisième degré, 

dont le premier membre est exactement divisible par

p - K ,

K  étant la valeur de p que fournit l ’équation (12) de la page 200.

3 5 4 .

A n a l y s e  m a t h é m a t iq u e . — Note sur quelques propriétés des facteurs

complexes.

C. R., T. XXIV, p. 347 ( 8  mars 1847).

Dans le Mémoire que renferme le dernier numéro des Comptes rendus, 

M. Lamé a établi diverses propriétés de certains facteurs complexes.
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Ces facteurs, dont je me suis occupé moi-même à diverses époques, 

ne sont, comme l'on sait, autre chose que des fonctions entières de 

l’une quelconque r des racines imaginaires de l’équation binôme

l’exposant n et les coefficients des diverses puissances de r dans chaque 

fonction étant des nombres entiers. Un facteur complexe u, qui, mul

tiplié par un autre v, donne pour produit un nombre entier Ñ, ou 

même un nouveau facteur complexe w, est appelé diviseur de N ou 

de w. Il résulte, en particulier, des principes exposés par M. Lamé, 

que si, n étant un nombre premier et A, B deux quantités entières, 

on nomme
Mq, M„ Ma, *, *, M„

les n facteurs connus de An+ B ,!, représentés par des fonctions 

linéaires de A et de B, savoir

A +  B, Ar-t-B , A/-2 -t- B, A r" - 1 -t- B,

ces facteurs seront tous divisibles par tout diviseur complexe qui 

diviserait deux d’entre eux.

Si l’on se propose, avec M. Lamé, d’appliquer ce principe à la 

démonstration du dernier théorème de Fermât, on pourra se borner 

à considérer le cas où, A et B étant premiers entre eux, le rap-

port A B ■ est premier à A 4 -B; et, dans ce cas, pour démontrer

la proposition établie par M. Lamé, il suffira de faire voir que h, k 

étant deux quelconques des nombres entiers 1 ,2 , 3 , . . . ,  n — 1, tout 

facteur commun de M¿, MA divisera nécessairement M0. Or cette der

nière proposition peut être démontrée très aisément de la manière 

suivante.

Pour vérifier l ’équation

(1) +  =

il suffit de poser
urï-v- vrk= i ,  u -\- v —  i ‘,

OEuvres de C. — S. I> t. X. . 29
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p a r  c o n s é q u e n t

u =. r-h i — rk 
! — rk—h ’ V =  r— k

i -  /■ *
1 — rh-k

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

( 2 ) ».—A i — rk+nx

r __ r k -ft
i — rh-hnx

I -  ’

x  étant un nombre entier quelconque. Or, en choisissant ce nombre 

entier de manière à rendre h 4- n x  divisible par la valeur numérique 

de k — h, on obtiendra évidemment pWr u et v des facteurs com

plexes. Cela posé, il résultera immédiatement de la /ormule (1) que 

tout diviseur complexe de MA et de M* divisera M0. Il y a plus : le 

produit
Are_i_Bre

4f
étant, par hypothèse, premier à A -t-B , les facteurs MA, MA seront 

nécessairement premiers entre eux, c’est-à-dire qu’ils ne pourront 

avoir d’autres diviseurs communs que les diviseurs complexes de 

l’unité.

3 5 5 .

P h y s iq u e  m a t h é m a t iq u e . — Mémoire sur les mouvements des systèmes

de molécules.

Ç. R., T. XXIV, p. 348 (8 mars 1847),

D a n s  m e s  a n c i e n s  e t  n o u v e a u x  Exercices, j ’a i  d o n n é  l e s  é q u a t i o n s  

d ’é q u i l i b r e  e t  d e  m o u v e m e n t  d ’u n  s y s t è m e  d e  p o i n t s  m a t é r i e l s  s o l l i 

c i t é s  p a r  d e s  f o r c e s  d ’a t t r a c t i o n  e t  d e  r é p u l s i o n  m u t u e l l e ,  o u  " m êm e  

d e  d e u x  s e m b l a b l e s  s y s t è m e s  q u i  s e  p é n è t r e n t  m u t u e l l e m e n t ;  e t ,  

a p r è s  a v o ir  s p é c i a l e m e n t  c o n s i d é r é  l e  c a s  o ù  l e s  m o u v e m e n t s  s o n t  

i n f i n i m e n t  p e t i t s ,  j ’a i  m o n t r é  c e  q u e  d e v e n a i e n t  a l o r s  l e s  é q u a t i o n s  

d i f f é r e n t i e l l e s  q u a n d  e l l e s  a c q u é r a i e n t  u n e  f o r m e  i n d é p e n d a n t e  d e  la
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direction des axes coordonnés. J’ai ainsi obtenu des équations géné

rales et très remarquables, qui représentent les mouvements isotropes 

d’un ou de deux systèmes d’atomes ou points matériels. J’ai, de plus, 

dansnn Mémoire présenté à l’Académie le 4 novembre 1839, étendu 

à un nombre quelconque de systèmes d’atomes les formules générales 

que j ’avais précédemment établies, et j ’ai obtenu, de cette manière, 

les équations propres à représenter les mouvements vibratoires ainsi 

que les mouvements atomiques des corps cristallisés, dans lesquels je 

considérais chaque molécule comme composée d’atomes de diverses 

espèces, qui, soumis eux-mêmes à diverses forces d’attraction ou de 

répulsion mutuelle, pouvaient s’approcher ou s’éloigner les uns des, 

autres en faisant varier la forme de la molécule. Toutefois, quand on 

se propose d’étudier, d’une part, les mouvements généraux de trans

lation et de rotation des molécules, d’autre part, leurs changements 

de forme ou, en d’autres termes, les mouvements atomiques, il peut 

être'utile de transformer les équations que je viens de rappeler, en 

prenant pour inconnues trois espèces de variables qui sont propres à 

exprimer ces trois espèces de mouvement. Tel est l ’objet que je me 

suis spécialement proposé dans mes nouvelles recherches. Des neuf 

inconnues que mes équations renferment, trois représentent les dépla

cements du centre de gravité d’une molécule, mesurés parallèlement 

aux axes coordonnés ; trois autres déterminent les directions des plans 

mobiles et rectangulaires auxquels il faudrait rapporter le mouvement 

pour que la vitesse de rotation moyenne et apparente de la molécule 

se réduisît constamment à zéro; enfin les trois dernières déterminent 

les déplacements de chaque atome mesurés parallèlement aux direc

tions des axes suivant lesquelles se coupent ces plans mobiles. D’ail

leurs, de ces neuf inconnues, les six premières peuvent être regardées 

comme fonctions de quatre variables indépendantes qui représentent 

le temps et les coordonnées du centre de gravité d’une molécule. Les 

trois dernières inconnues dépendent en outre des trois coordonnées 

qui déterminent la position qu’occupe, dans cette molécule, l’atome 

que l’on considère.
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Les heuf équations du mouvement, propres à déterminer les neuf 

inconnues que nous venons de mentionner, sont aux différences 

mêlées. Ces équations renferment, avec les dérivées des inconnues 

prises par rapport au temps, les accroissements qu’acquièrent les 

inconnues, lorsqu’on passe d’un atome à un autre, ou d’une molé

cule à une autre, et se partagent en trois groupes correspondants 

aux trois espèces d’inconnues, de telle sorte que les trois équations 

appartenant à un même groupe renferment les dérivées d’une seule 

espèce d’inconnues, prises par rapport au temps.

Les six premières équations qui renferment les dérivées des six 

premières inconnues à l ’aide desquelles s’expriment les mouvements 

généraux de translation et de rotation des molécules sont? celles que 

nous appellerons les équations du mouvement moléculaire. Les trois 

autres, qui renferment les dérivées des inconnues propres à repré

senter les déplacements des atomes dans les diverses molécules, 

seront nommées les équations du mouvement atomique.

Au reste, il est juste de le reconnaître, on peut déduire directe

ment les six équations du mouvement moléculaire de celles à l’aide 

desquelles M. Coriolis a représenté, dans le XVe Cahier du Journal 

de l ’ École Polytechnique, le mouvement d’un corps considéré comme 

un système de points matériels. Il sufiira, pour opérer cette déduc

tion, de substituer à un corps envisagé comme un système de points 

matériels une molécule considérée comme un système d’atomes, et 

de substituer pareillement aux forces qui représenteraient les actions 

exercées par d’autres corps les forces qui expriment les actions exer

cées par d’autres molécules.

Le cas où les divers atomes sont uniquement sollicités par des forces 

d’attraction ou de répulsion mutuelle mérite une attention spéciale. 

Déjà Lagrange avait observé que, dans un système de points matériels 

qui s’attirent ou se repoussent, les composantes de la force totale appli

quée à chaque point peuvent être représentées par les trois dérivées 

partielles d’ une seule fonction, relatives aux trois coordonnées de ce 

point ; et M, Ostrogradsky a montré le parti que l’on peut tirer de cette
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observation, lorsque l’on considère* non plus un nombre fini, mais uil 

nombre indéfini de points matériels. Or je trouve que, dans le même 

cas, les équations du mouvement moléculaire peuvent être réduites à 

une forme très digne de remarque, et que les seconds membres de ces 

équations peuvent être exprimés symboliquement à l’aide d’une seule 

fonction qui renferme, avec la distance des centres de gravité de deux 

molécules, des lettres symboliques à l’aide desquelles s’ indiquent des 

différentiations effectuées par rapport aüx trois variables qui repré

sentent les projections de cette distance sur les axes coordonnés.

Si les distances qui séparent les molécules les unes des autres sont 

supposées très grandes par rapport aux dimensions de chacune d’elles ; 

si d’ailleurs les actions mutuelles des atomes décroissent très rapide

ment quand la distance augmente; si enfin chaque atome est en équi

libre à l’instant où le mouvement commence, ce mouvement pourra 

être tel, que chaque molécule conserve une forme sensiblement inva

riable. Alors, les mouvements atomiques venant à disparaître, on aura 

seulement à s’occuper des six équations qui exprimeront les mouve

ments de translation et de rotation de chaque molécule, et qui, comme 

l’a observé M. Savary, dans la séance du 4 novembre 1839, pourront 

être facilement déduites des principes de la Mécanique rationnelle. 

On se trouvera ainsi ramené, par exemple, aux formules que j ’ai pré

sentées à l’Académie le 5 décembre 1842, ou bien encore à celles qu’a 

données M. Laurent dans son beau Mémoire sur les mouvements infi

niment petits d’un système de sphéroïdes.

II importe d’observer que la fonction symbolique renfermée dans 

les six équations du mouvement d’une molécule est le produit de trois 

facteurs. De ces trois facteurs, le dernier dépend uniquement de la 

distance comprise entre le centre de gravité de cette "molécule et le 

centre de gravité d’une autre, molécule; il est donc fonction des ac

croissements que prennent les coordonnées du premier centre de gra

vité quand on passe de ce premier centre au second. Quant à chacun 

des deux autres facteurs, il renferme trois lettres caractéristiques qui 

indiquent la formation de dérivées prises par rapport à ces accroisse-
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ments, avec les quantités variables qui expriment les différences entre 

les coordonnées des atomes dont se compose une molécule et les coor

données de son cen tre de gravité.
Il peut arriver que l’un de ces deux facteurs, par exemple celui qui 

correspond à la molécule dont on détermine le mouvement, soit, au 

premier instant, une fonction isotrope des variables qu’il renferme, 

c’est-à-dire une fonction dont la valeur soit indépendante des direc

tions assignées aux trois axes coordonnés, supposés rectangulaires. 

A lors, si toutes les m o lécu les sont de m êm e form e, le second facteur, 
c’est-à-dire le facteur correspondant à une autre molécule, sera lui- 

même, au premier instant, une fonction isotrope des variables qu’il 

renferme, et les mouvements moléculaires pourront se réduire à des 

mouvements de translation des centres de gravité des molécules, les 

rotations étant réduites à zéro. Par suite aussi, les équations du mou

vement seront de la forme de celles qu’on aurait obtenues en rédui

sant les molécules à des points matériels. Ainsi se trouve généralisé 

un théorème que j ’avais établi dans le Mémoire du 5 décembre 1842, 

et que j ’ai rappelé dans la séance du 27 mai 1844 (voir le Compte rendu 

de cette dernière séance, page 970) ( ') .

Dans mes nouvelles recherches, j ’ai spécialement considéré le cas 

où les mouvements de rotation deviennent infiniment petits. Dans ce 

cas, les trois inconnues correspondantes au mouvement rotatoire 

d’une molécule peuvent être réduites aux angles infiniment petits qui 

représentent les rotations moyennes de la molécule autour des axes 

coordonnés.

Dans un autre article, je développerai, à l’aide du calcul, les consé

quences des principes que je viens d’exposer et des formules qui s’en 

déduisent.

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 220.
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3 5 6 .

Théorie des nombres. — Mémoire sur les racines des équations algébriques 

à coefficients entiers, et sur les polynômes radicaux.

G. R., T. XXIV, p. 407 ( i 5 mars 1847).

En recherchant les propriétés que possèdent les racines d’équations 

algébriques à coefficients entiers, je me suis trouvé conduit à divers 

résultats qui m’ont paru dignes de remarque, et que je vais indiquer 

en peu de mots.

§ I. — Sur les équations algébriques à coefficients entiers.

Soit <p(¿cr) une fonction entière de x  du degré m, en sorte qu’on ait 

cp(x) =  a0-f- axx  4- . . .+  anlx m.

Si les valeurs numériques des coefficients

&0? aU · · · 9

se réduisent à des nombres entiers, l’équation "

(1) y(æ) — °

sera ce que j ’appellerai une équation algébrique à coefficients entiers.

Si

( 2 )  i ( x ) = o

représente une seconde équation de même espèce, qui ait des racines 

communes avec la première, il suffira de chercher le plus grand com

mun diviseur algébrique entre les deux polynômes <p(a?), X(£C)» puis 

d’égaler ce plus grand commun diviseur à zéro, pour obtenir une troi

sième équation

(3) 7n(x)— o,

qui offrira toutes,les racines communes aux deux premières. Cette
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troisième équation sera elle-même à coefficients entiers, si, avant 

d’effectuer chacune des divisions partielles que réclame la recherche 

du plus grand commun diviseur, on a eu soin de multiplier chaque 

•dividende par un facteur entier, convenablement choisi. En consé

quence, on peut énoncer la proposition suivante :

T héorème I. — Si deux équations algébriques et à coefficients entiers 

offrent des racines communes, celles-ci sont, en même temps, les racines 

d'une troisième équation algébrique et à coefficients entiers.

Corollaire I. — En vertu des relations qui existeront entre les divi

dendes et diviseurs partiels et les restes correspondants, le premier 

membre de la formule ( 3 ) sera évidemment lié aux premiers membres 

d.es formules (i)  et (2), par une équation de la forme

(4) rn(x) =  uy(x) — vx{x),

u, v étant deux fonctions entières de a? à coefficients entiers. Si l’on 

nomme m le degré de y(x) ,  n le degré de %(x)> et v le degré de nr(it;), 

les degrés de u et de e seront respectivement n — v — 1 e t m - v - i .  

D’ailleurs, lorsque vs(x) sera connu, les valeurs de u et dé v pourront 

se déterminer directement à l’aide d’une méthode Semblable à celle 

que j ’ai donnée dans les Exercices de Mathématiques, t. I, p. 160 ( ') .

Corollaire IL — Si, des deux équations données, celle qui est de 

degr.é moindre offre des racines étrangères à l’autre, la troisième équa

tion sera nécessairement d’un degré inférieur aux degrés des deux 

premières.

Corollaire III. — Si, des deux équations données, la seconde n’offre 

pas de racines étrangères à la première, cp(a?) sera divisible algébri

quement par x(a?), et. l’on aura ·

< 5 ) k y (x ) =  v x {x ),

v désignant une nouvelle fonction entière et à coefficients entiers, et k

(') OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 202.
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une quantité constante. Si, dans le diviseur %(x), la puissance la plus 

élevée de a? a pour coefficient l’unité, alors le coefficient k pourra être 

réduit à l’unité, puisque la division algébrique fournira immédiate

ment pour le quotient une fonction entière de x  à coefficients 

entiers. Donc alors la formule ( 5 ) pourra être réduite à

(6) q ( x )  =  v f f x ) .

Une équation algébrique et à coefficients entiers sera irréductible, 

s’il n’est pas possible de former une autre équation algébrique, de 

degré moindre et à coefficients entiers, qui ait avec elles des racines 

communes. Nous supposerons d’ailleurs généralement que, dans notre 

équation irréductible, les divers coefficients, réduits à leurs moindres 

valeurs numériques, n’oifrent pas de diviseur qui leur soit commun à 

tous. Cela posé, le théorème I entraînera évidemment les propositions 

suivantes :

Théorème II. — Une équation algébrique et à coefficients entiers n’est 

point irréductible, lorsque, parmi ses racines, quelques-unes seulement 

vérifient une autre équation algébrique et à coefficients entiers.

Théorème III. — Supposons que, X étant une Jonction entière de x , à t 

coefficients entiers, l ’équation
X =  o

soit irréductible. Si une seule racine x  de cette équation vérifie une autre 

équation algébrique et à coefficients entiers

. <p(#) =  o,

alors la fonction <p(;r) sera divisible algébriquement par la fonction X.

Donc, si dans cette dernière le coefficient de la plus haute puis

sance de x  se réduit à l ’unité, on aura

?0 )  — X^(aO,

désignant encore une fonction entière de a; à coefficients en

tiers.

OEuvres de C . —  S. 1, t. X. 3o
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L es théorèm es II et III fournissent le m oyen de décom poser en
équations algébriques irréductibles une équation binôme de la forme

(7) x n — 1 =  0,

n étant un nombre entier quelconque. On peut ainsi, par exemple, 

établir les propositions suivantes.

Théorème IY. — n étant un nombre entier quelconque, supérieur à 2, 

nommons m le nombre des termes de la suite

1 , 2 , 3, . . . ,  n 1 ,

qui sont premiers à n. Soit, de plus,

(8) X =  o

l ’équation algébrique et à coefficients entiers qui a pour premier terme x m, 

pour dernier terme l ’ unité, et pour racines les diverses racines primitives 

de Véquation binôme

(9 ) , x n — 1 — o.

L’équation ( 8) sera toujours irréductible.

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, nommons ® (x) une fonction entière de x  à coefficients entiers. 

Si une seule racine de l'équation ( 8) vérifie la condition

q ( x )  =  o,·
on aura, quel que soit x ,

y ( x )  =  \ t y ( x ) ,

 ̂(x ) désignant encore une fonction entière de x  à coefficients entiers.

§ II. — S u r  les po lynôm es com plexes  ou rad icau x .

Soit p une racine primitive de l’équation binôme

(1)  X n — 1 =  0,

n étant un nombre entier quelconque. Une fonction entière <p(p) de 

cette racine pourra toujours être réduite à la forme

(2 ) ?(p) — ao+ aiP +  «ip2-K  . . +  «a—ipB-h
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et représentera ce qu’on nomme quelquefois un nombre complexe. 

Mais ici lé mot nombre paraît détourné de sa signification naturelle. 

Afin d’éviter cet inconvénient, nous donnerons simplement à la fonc

tion ¡p(.p) déterminée par la formule (2) le nom dq polynôme complexe, 

ou, mieux encore, de polynôme radical, pour rappeler l’origine d’un 

tel polynôme dont les divers termes sont proportionnels aux diverses 

puissances d’une même expression radicale, savoir d’une racine /iièrae 

de l’unité.

Soit maintenant m le nombre des termes qui, dans la suite 

1, 2, 3,· .* ., n 1,

sont premiers à m. Soit encore

(3) X =  o ·

l’équation réciproque et irréductible qui a pour premier terme x m, et 

pour racines les diverses racines primitives de l ’équation (1 ) .'Toute 

fonction entipre 9(0?) de la variable x  se réduira, pour x  =  p, au reste 

qu’on obtient en divisant cette fonction par X; et, comme ce reste sera 

seulement de degré m — 1, il est clair que tout polynôme radical <p(p) 

sera réductible à une fonction entière du degré m — 1, c’est-à-dire a la 

forme

(4) ffl(p) =  «0+  «Ip H- «2p2-!-.. . +  ip“ -1.

Lorsqu’un polynôme radical aura été ramené à cette forme, nous le 

dirons réduit à sa plus simple expression. Si les coefficients des diverses 

puissances de x  sont entiers avant la réduction, ils le seront encore 

après. Dans ce qui suit, nous considérerons seulement des polynômes 

radicaux, à coefficients entiers, et nous les supposerons réduits à 

leurs plus simples expressions. Lorsqu’un polynôme*~radical <p(p), 

multiplié par un autre x (p ), en produira un troisième f(p), nous 

dirons que celui-ci a pour facteur le polynôme <p(p), par lequel il peut 

être divisé. Cela posé, un polynôme radical <p(p) ou f(p) aura évi

demment pour facteur entier tout nombre entier qui divisera tous les 

coefficients à la fois. De plus, un facteur sera linéaire, s’il est de la
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forme a0 +  at p; du second degré, s’il est de la forme a 0 - h a 1 p - h a 2 p2; 

et ainsi de suite.

Ces définitions étant admises, on déduit immédiatement des prin

cipes établis.dans le § I les propositions suivantes.

Théorème I. — p étant une des racines primitives de l ’équation ( i ) ,  et 

f(p ) un polynôme radical à coefficients entiers, si ce polynôme est dé- 

composable en deux facteurs de même forme <p(p), X.(p), en sorte qu’on 

ait

(5) , f  (p) =  ?(p)x(p)>

on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la 

variable x ,

(6 ) î (x)  =  c? ( x ) x { x )  + X ( | ) ( 4

désignant une nouvelle fonction entière de x  à coefficients entiers.

Théorème II. — p étant une racine primitive de l ’équation (i), et un 

nombre entier quelconque, si X  se décompose en deux facteurs radicaux 

Ç)(p), yfp) à coefficients entiers, en sorte qu’on ait

(7) ^  =  ?(p)x(p),

on aura encore, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la 

variable x,

(8) 3̂  =  <p(ir)x(a7) +  X^(;r),

désignant une nouvelle fonction entière de x  à coefficients entiers.

Théorème III. — p étant une racine primitive de l ’équation ( i ) ,  si le 

nombre entier X  admet un facteur radical linéaire, c ’est-à-dire de la 

forme
<Zq cij p,

on aura, pour une valeur quelconque réelle ou imaginaire de la va

riable x ,

(9) ¿K» =  («o+ alx )  %{x)  4- kX,
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y f x )  désignant une fonction entière de x , du degré m — i , à coeffi

cients entiers, et k un coefficient constant dont la valeur numérique soit 

entière.

Dans la recherche des.diviseurs radicaux d’un nombre entier donné 

X , on peut toujours supposer que le diviseur radical cherché, et même 

le quotient du nombre SL par ce diviseur, n’offrent pas de facteurs 

entiers. En effet, si, dans l’équation (7), on supposait

ou
?(p) =  c'<Pi(p) 

x(p) =  c Xi(p)>

çp,(p) ou. x ((p) étant un polynôme radical à coefficients entiers, 

c devrait diviser x ,  et l’équation (7) pourrait être remplacée parla 

suivante
(yr <\T
— = ? i ( p ) x ( p ) >  ou = < p ( p ) x i ( p ) >

en vertu de laquelle ç, (p) ou <p(p) serait diviseur de — ·

On pourra donc toujours supposer, dans le théorème III, que cha

cun des facteurs radicaux a0-ha,p, yfp)  n’offre pas de diviseurs 

entiers. Alors les coefficients a0, aK seront premiers entre eux, et par 

suite, comme il est aisé de le voir, chacun d’eux sera premier à n. 

Alors aussi, en nommant p  un diviseur premier de x ,  on tirera de la 

formule (9)

(10) (a0 +  alx)y>'{x) +  k\ s o  (mod.jo),

quelle que soit la valeur attribuée à X. La formule (10) se réduirait à

(1 1 ) (a0+  ai x ) x ( x )  =  o (mod.7?),

si p divisait k. Mais, comme dans cette hypothèse l’équation (11), 

dont le degré est m, devrait offrir p racines distinctes, il est clair que 

^devrait être inférieur ou tout au plus égal à m.

Lorsque, a0 et a, étant premiers entre eux, le binôme radical 

a0-halp sera diviseur de X ; si d’ailleurs X  n’a pour facteurs premiers
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que des nombres supérieurs à m, il suffira de choisir x  de manière à 

vérifier la condition

(12) a0+ =  0 (mod. X ),  

pour que la formule (10) entraîne la suivante

(13) X==o (mod.X)

et, à plus forte raison, la suivante :

(14 ) œn =  i (mod. X ) .

Mais, d’autre part, si l ’on nomme N l’indicateur maximum correspon

dant au nombre entier x ,  tout nombre x  premier à x  vérifiera la con

dition

(15 ) =  i (mod. X ) .

Enfin, si co désigne le plus grand commun diviseur de N et de n, les 

formules ( i 4 ). ( i 5 ) entraîneront la suivante .

( 1 6 ) x ^mi  (mod. X ) ,

et, dans cette dernière, co ne pourra se réduire à l’unité. Car, si à 

l ’équation ( i 3 ) on joignait la condition

(17) . a?sa 1 (mod. X ) ,

X  devrait se réduire à l ’unité, ou bien encore au nombre n, si n était 

un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre. En consé

quence, on pourra énoncer généralement la proposition suivante :

T héorème IV. — n, X  étant deux entiers quelconques, nommons m le 

nombre des entiers premiers à n, et N l ’indicateur maximum correspon

dant au nombre X .  Supposons d ’ailleurs que le nombre X  ait pourfacteurs 

des nombres supérieurs à n , ou même à n( t̂ — si n est une puissance 

d ’un nombre premier c. Pour que le nombre X  admette un diviseur 

radical linéaire et de la forme
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a0, a{ èlant premiers entre eux, il sera nécessaire que n et N offrent un 

commun diviseur supérieur à l ’unité.

Corollaire I. — Si n est un nombre premier, alors, en vertu du théo

rème précédent, N devra être divisible par n.

Corollaire IL — Si uî et n sont deux nombres premiers, on aura

N =  —

et par suite, pour que 3Z, admette un diviseur radical linéaire de la 

forme a0 -+- at p, il sera nécessaire que x  soit de la forme h x  +  x.

Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où n est un 

nombre premier. Alors on aura

m —  n — i et X  =  x n—1 -+- œ"·-2 -|-. . .  h- x  -+- i .

Alors aussi la formule ( i 3) offrira m racines distinctes; et, si x  est 

décomposable en deux facteurs radicaux

«o+OiP, X(p),

dont l’un soit linéaire, et dont aucun n’admette de diviseur entier, 

les m racines de l’équation ( i 3 ) devront satisfaire à la formule (i i), 

dont le degré est m, et l’une d’elles à la formule (12). Dans un pro

chain article, nous appliquerons ce principe, et les principes analo

gues auxquels conduiraient les formules (6) et (8), à la décomposi

tion des nombres entiers en facteurs radicaux, ou même des polynômes 

radicaux en polynômes de même espèce.

357.
P hysique mathématique. — Mémoire sur lè mouvement d ’un système de 

molécules dont chacune est considérée comme formée par la réunion de 

plusieurs atomes ou points matériels.

C. R., T. XXIV, p. 4i4 (i5 mars 1847).

Simple énoncé.
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3 5 8 .  · ■

Théorie des nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à 

la théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de' 

Fermât.
C. R., T. XXIV, p- 469 (22 mars 1847).

Préliminaire.

Le mode de démonstration, proposé par l’un de nos confrères pour 

le dernier théorème de Fermât, dans un Mémoire présenté à la séance 

du ier mars, exigerait, comme l’a remarqué M. Liouville, que l’on 

établît d’abord, pour les polynômes appelés complexes, des proposi

tions analogues à celles sur lesquelles repose, en Arithmétique, la 

décomposition d’un nombre en facteurs premiers. Une seconde diffi

culté se tire de la considération des expressions imaginaires désignées 

par Si dans le Mémoire dont il s’agit : car ces expressions étant, comme 

l’a remarqué encore M. Liouville, des diviseurs de l’unité, on ne sau

rait dire que leurs puissances ne peuvent diviser certains polynômes 

complexes, ni que, pour ce motif, la formule (11) de la page 3 15 ( ')  

soit irréductible. D’un autre côté, l’auteur d’une Note insérée dans le 

Compte rendu de la dernière séance s’esjt proposé de faire voir que le 

principe fondamental sur la décomposition d’un nombre en facteurs 

premiers, ainsi que la méthode d’Euclide pour la recherche du plus 

grand commun diviseur, sont entièrement applicables aux polynômes 

complexes; et, pour le prouver, il a commencé par reproduire, à peu 

de chose près, l’analyse dont M. Dirichlet a fait usage dans un beau 

Mémoire sur les formes quadratiques. A la vérité, l’auteur de la Note 

a reconnu que les mêmes principes s’appliquent aux polynômes com

plexes qui renferment les racines cubiques de l’unité ; mais une objec

tion s’élève contre le passage où il assure qu’on peut aisément étendre 

le même mode de démonstration aux nombres complexes de forme

(*) Comptes rendus, T. XXIV; 1847.
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plus compliquée qui dépendent des racines de l’équation binôme

‘ x n =  i,

n étant un nombre entier quelconque. En effet, suivant la Note citée, 

pour opérer cette extension, il suffirait de prouver que le produit d’un 

polynôme donné par les polynômes semblables qu’on obtient en sub

stituant successivement l’une à l’autre les diverses racines imagi

naires de l’équation binôme est un nombre toujours inférieur à 

l’unité, lorsque, dans le polynôme donné, chaque coefficient est com

pris entre zéro et l ’unité. Or il est aisé de voir que cette dernière pro

position ne saurait être admise, même dans le cas très simple où l’on 

prend n =  7. En effet, si l’on nomme p une racine primitive de l’équa

tion binôme

on aura, comme l’on sait,

P -t- P2 H- P3 H- P5+  P° =  —  I,

P —  p3-t- P2 —  p6+  p4 —  ps =  ± 7 2 y/— 1 »

et, par suite, le module de chacune des sommes

, p - t - p 2+ p 4, p3 -4- P5 -+- P6 .

sera réduit au module commun des deux expressions imaginaires ‘
*

i  -------  JL ----
— H ~ 72 v — 1 — 1 — 72 v — 1--------------- » --------------- 5

2 2

c’est-à-dire à y/2. Donc le produit des deux sommes sera égal au 

nombrd 2, ce dont il est d’ailleui’S facile de s’assurer directement; et 

si l’on désigne par f(p) l’une des deux sommes, par exemple le tri

nôme complexe
p +  p2+ p 4, .

le produit de ce trinôme par les trinômes semblables qu’on obtiendra 

en substituant successivement à la racine p les autres termes de la 

suite - ,
p, p2, p3, p4, p5, p6

sera égal au nombre 8, notablement supérieur à l’unité. Ajoutons que

. 3iOEuvres de C. — S. 1, t. X.
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ce produit sera encore très peu différent du nombre 8, et par suite 

supérieur à l’unité, si, dans le trinôme

ap +  êp2+ y p 4,

on attribue aux coefficients a, 6, y des valeurs positives inférieures à 

1 unite, mais qui en diffèrent très peu. Généralement, si, n étant un 

nombre premier de la forme l\m -+-1, on nomme r une racine primi

tive de l’équivalence
æ»-‘ =  i (mod.«),

les deux polynômes
P p'·* H- Pr< -t- - - - p'·“-8,

P '1 —t- p —1— p ’,s - I - . . .  -I-

auront pour module commun l’expression

n +  i
“ T ” ’

et le produit de tous les polynômes semblables qu’on obtiendra en 

substituant successivement à la racine p ses diverses puissances d’un 

degré inférieur à n sera
« n — 1

Le même produit serait réduit à

si, dans les polynômes donnés, chaque coefficient était réduit à i , et 

alors ce produit surpasserait l ’unité pour toute valeur du nombre pre

mier n, égale ou supérieure à 17.

On voit, par ce qui précède, que la théorie générale des nombres 

complexes est encore à établir. Je vais essayer de poser ici les prin

cipes fondamentaux de cette théorie; je chercherai ensuite en dé

duire le dernier théorème de Fermat.
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§ I. — Considérations générales sur les polynômes radicaux. 
Propriétés diverses de ces polynômes.

Soit p une racine primitive de l’équation binôme

(l) ' *"=«>

n étant un entier quelconque; nommons m le nombre des termes qui 

sont premiers à n, dans la suite

1, 3, · · ·,  ̂ I)

et désignons par
i, a, b, c, . . . ,  h

\

ces mêmes termes. Les diverses racines primitives de l’équation (i)  

seront
p, pa> pb* ■··> p/l;

et si l’on pose

(2 ) X = ( x - p ) ( x - p a) . . . ( x - p h),

alors

(3) X — o

sera une équation à coefficients entiers, irréductible et du degré m. Si 

d’ailleurs on pose

(4) . f(p) =  a H-êp-+-yp! -t-.. Kip'1-1,

les coefficients a, 6, y, . . . ,  y] étant réels, f(p) sera un polynôme com

plexe ou radical qui, étant réduit à sa plus simple expression, prendra la 

forme

(5) f(p) =  a. -l- 6p -H yp2 +  . · . +  spm_1;

et le produit de ce polynôme par les polynômes semblables qu’on 

obtient en substituant successivement à la racine p lés autres termes 

de la suite
p. pa, p'', . . . ,  p*
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sera une fonction entière des seuls coefficients a, S, y.......Ce produit,

composé de facteurs qui se déduisent les uns des autres suivant une 

loi déterminée, peut être appelé factoriel tout aussi bien que les facto

rielles arithmétiques et géométriques dont j ’ai parlé dans d’autres 

Mémoires (Tome XVII des Comptes rendus, page Ç>\i) ( ') .  Nous lui 

donnerons effectivement le nom de factorielle complexe ou radicale. Si 

on le représente par 0, on aurai

(6 ) 0  =  f(p)f(p«)f(p*)...f(pA).
\

D’ailleurs la factorielle 0  devra être soigneusement distinguée des 

modules de ses divers facteurs considérés comme expressions imagi

naires. Si l’on représente ces modules par

» l'y T'a* Fb> * * * y ^ hy

et les arguments correspondants par les angles

on aura
Py Pat Pby * · · y phy

(7) f(p) =  r eW -‘ , f(pa) =  raePa\/-i,

et

(8 ) 0 == rra rb . . .  rh,

les anglesp ,p a, . . . ,ph  disparaissant dans la valeur de 0, attendu que 

les racines
p ,  p a, p b, . . . ,  p *

de l’équation ( 3 ) seront imaginaires et conjuguées deux à deuxi Pour 

ce même motif, les modules

1*9 l'by ■ * · y 1 h

seront eux-mêmes égaux deux à deux; et l’on aura, en tenant compte 

seulement des modules correspondants à la moitié des racines, savoir,

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 65 .
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aux racines non conjuguées,

(9 ) 0  =  r 2 r 2 r 2 . . . ,

chaque module étant déterminé par une équation de la forme

0 °) ' r =  f(p )f(p- ‘ ).

Si l ’on suppose la valeur du polynôme f(p) donnée par la for

mule (4), et si l’on attribue aux coefficients des valeurs a, 6, y, ..., y) 

finies, la factorielle 0 sera une fonction de ces coefficients qui ne va

riera pas quand on les fera tous croître ou décroître simultanément 

d’un nombre quelconque /, puisqu’on aura toujours, en prenant pour p 

une racine primitive de l’équation (1),

(” ) I 4- p +  p4 4 - . . .  -+- p" - 1 == 0 .

Donc alors la factorielle 0  conservera une valeur finie pour des valeurs 

infiniment grandes de l, c’est-à-dire pour un accroissement infiniment 

grand attribué aux divers coefficients. Mais il n’en sera plus générale

ment de même, si l’on attribue des accroissements infiniment grands 

à quelques coefficients seulement. .11 y a plus : si l’on suppose le poly

nôme f(p) réduit à sa plus simple expression et ramené à la forme (5 ), 

il arrivera souvent que la factorielle 0 deviendra infinie pour des va

leurs infinies quelconques des divers coefficients. Ainsi, en particu

lier, si l’on prend n — 3 , eh sorte que p désigne une racine primitive 

de l’équation binôme
. x 3=  1,

alors, en posant 

on trouvera

f(p) =  a +  ëp +  Sy +  yo2,

0  =  a 2-t- 82H- y2— aê — ay —■ êy =
( o t - ë ) 2+ ( a  — y )2+ ( 6  — y ) 2

et par suite la factorielle 0 conservera une valeur finie quand on 

attribuera simultanément aux trois coefficients a, 6, y un même ac

croissement fini ou infini. Mais elle deviendra toujours infinie, si l’on 

fait croître indéfiniment deux coefficients a, 6, ou l’un des deux seu-
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lcment. 11 y a plus : si le polynôme f(p) est supposé réduit à sa plus 

simple expression, on aura y =  o, et la Valeur de 0, réduite à

0 at2 +  d2 — <x& —
(« — ê)2 -t- a2-f- ë2
------------------- >

2

deviendra toujours infinie pour des valeurs infinies des deux coeffi

cients ou de l’un des deux seulement.

11 importe d’observer que, en vertu de la formule (6), la facto

rielle 0 est une fonction symétrique des racines primitives de l’équa

tion (i). Donc, si l ’on nomme ç; la somma des /ièmes puissances de ces 

racines, c’est-à-dire si l ’on pose

/ étant un nombre entier quelconque, 0 sera une fonction entière, non 

seulement des coefficients a, 6, y, . . . ,  mais encore des sommes

Si» Çîy · · · f £wi—1·

Donc, si les coefficients a, ê, y, ... offrent des valeurs entières, la fa c-. 

torielle 0 se réduira simplement à un nombre entier.

Parmi les valeurs nouvelles que peut prendre 0 , lorsqu’on y fait 

varier les coefficients a, 6, y, . . . ,  on doit remarquer celles qu’on 

obtient quand on fait croître ou décroître un ou plusieurs coefficients 

de quantités entières, et spécialement celles qu’on obtient quand on 

fait croître ou décroître un seul coefficient de l’unité. Concevons, 

pour plus de commodité, que l’on désigne par 0a, ou 0g, ou 0r  

ce que devient 0  quand on fait croître a, ou 6, ou y, ... de l’unité. On 

aura évidemment

(i3) ®a —[i +  f(p)][i +  f(pa)] +

et comme, en vertu de la formule ( i 3 ), les facteurs de 0 a seront deux 

à deux conjugués, et de la forme

i-4-reW -1, i-t

la formule ( i 3 ) donne

0 4 ) ®a — 0  2  ̂COS/) H- /’2) (l — 2 ra cospa -4- *«) · · ·>
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le nombre des facteurs du second membre étant égal à ~m. On trou

vera pareillement

( 1 5 )  ■ © 6 = [ p  +  f ( p ) ] [ p a + f ( p a ) ] . . . [ p A - t - f ( p A ) ]

ou, ce qui revient au même,

( 1 6 )  0 g =  [ i  +  p~l f ( p ) ]  [ i  +  p~a f ( p A ) ]  . . . [ n -  p -/l f t p * ) ] ·

D’ailleurs, une racine primitive p de l’équation ( i)  sera de la forme

( 1 7 )  . p —  es W - 1 ,

ct étant un arc réel que l’on pourra, si l’on veut, supposer déterminé 

par la simple formule

( 1 8 )  c t  —  ——  ·' ' n

Gela posé, l’équation (16) donnera

(19) 0 g =  [1 h- 27· cos (p — ct) 4- 7·2] [1 +  2 ra cos (pa— a-m) 4- 7·2] ----

On trouve, de la même manière,

(20) ©Y=:[1+  2/·cos(/> — 2CT)4- r2] [ i+  2 cos (pa — 2«ct) +  r2] . .

et ainsi de suite. Par conséquent, si l’on attribue à f(p) la forme géné

rale que présente la formule ( 5 ), les divers termes de la suite

( a i )  © a ,  ©g, 0 Y ,  ©Tl

ne seront autre chose que les diverses valeurs que prendra l’expres

sion

( 22) £2 =  [1 4- 2 7-cos(/7 — u) 4- t·2] [1 4- 2/·«cos(/> — aco) -4-T·2] . .

lorsqu’on y substituera successivement, à la place de co, les divers 

termes de la progression arithmétique

(23) O, CT, 2 CT, 3 CT, (n — i)ct.

Observons d’ailleurs que, en vertu de la formule (18), si l’on porte, à
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partir d’une même origine, sur la circonférence du cercle dont le 

rayon est l’unité, les arcs représentés par les divers termes de la pro

gression ( 23), les extrémités de ces arcs seront les sommets d’un po

lygone régulier inscrit au cercle, et qui offrira n côtés.

Soient maintenant

(2/t) 0-a, ®-6» 0- y» · · · ,  0-  ̂ '

les valeurs que prend la factorielle 0, quand ùn y fait croître de l’unité, 

non plus les quantités a, ou ê, ou y, . . . ,  mais les quantités — a, ou 

— 6, ou — y, . . . .  Les termes de la suite (24) représenteront encore 

les valeurs que prendra successivement 0, si l’on y fait décroître a, 

ou S, ou y, . . .  de la quantité — 1; et, en raisonnant comme ci-dessus, 

on prouvera que, pour obtenir ces divers termes, il suffit d’attribuer 

successivement à w les valeurs

O , TUj 2 TU, 3 TU, · t * ÿ ( / î  ■*“  I ) TU,

non plus dans le produit û  déterminé par l’équation (22), mais dans 

le produit ü ,, déterminé par la formule

( 2 5 ) Î2 , =  [1 ·— 2 r  cos(/? —  w) 4- r 5] [ i - 2 r „ c o s (p — a « )  4 - r £ ] . . . .

Il existe un moyen facile d’obtenir dans tous les cas une limite égale 

ou supérieure à la factorielle 0 . En effet, posons, pour abréger,

(26) · R =

ou, ce qui revient au même,

(27) , «
f ( P) f ( P 1 ) 4- f ( p g ) f(-P~ffi) 4 - . .  .4 -  fÇp^) f ( p ~ /;) 

m

R sera la moyenne arithmétique entre les nombres représentés par les 

produits

(28) f(p)f(p-*), f(pa)f(p-a), . . .» f(pA)f(p-*).

D’autre part, on tirera de la formule (6), en y remplaçant p par p“ 1,

(29) · © =  f(p-1)f(p-“)f(p-6) . , . f ( p - A),
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et par suite on aura

(3o) ®2 — f(p) f(p-') f(pa) f(p-a). · · f(pA) f(p-A).

Donc la moyenne géométrique entre les produits (28) sera la racine rriime

de 0 2 ou 0 “ . Mais la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est 

toujours ou égale, ou inférieure à la moyenne arithmétique entre les 

mêmes nombres. On aura donc

et

(30

0"1!  R,

0 I R 2.

Si, pour fixer les idées, on suppose que n soit un nombre premier 

impair, on aura
m — n — ï ,

et la formule (27) donnera

( 3 2 ) R — a2+ 6 2+ y 2 +  . ,.- «6 -t- txy -t-. . .  -+- 6y + . . .
n — 1

vDonc alors, en posant, pour abréger,

(33)

on aura simplement

(34)

S — ce H~ê - 4 -  y

62+  y2-t-..

R = 2 ( n  —  0 Ss —  58

2 ( n — 1) ’

par conséquent la formule ( 3 i) donnera

<35, K ’ V - v T
et, à plus forte raison,

<36, « : ( ^ 7

Si chacun des coefficients a, 6, y, . . .  offre une valeur n
OF.mres de C . —  S. I, t. X .

umerique
• 32
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inférieure à l ’unité, si d’ailleurs y], comme on peut toujours le sup-. 

poser, se réduit à zéro, on aura

s2Sn — i,

et la formule ( 36) donnera
n — i

(37 ) 0 < 7 l 2 .

La même formule donnerait

(38) B < ( j )  * , \

si, y] étant nul, on attribuait aux divers coefficients u, Ç, y, . . .  des 

valeurs numériques comprises entre les limites o et £.

Le cas où, dans le polynôme f(p), les coefficients a, 6, y, . . . ,  r\ se 

réduisent, aux signes près, à des nombres entiers, mérite une attention 

spéciale. Lorsqu’un polynôme f(p) à coefficients entiers est le produit 

de deux autres polynômes de même espèce ç(p), x(p), chacun de ces 

derniers est appelé diviseur du polynôme f(p); et, comme l’équation

f (p) =  ?(p)x(p)

entraîne la suivante
f(p/) =  ?(p')x(p'),

quelle que soit la valeur du nombre entier l, il est clair que, si <p(p) 

est diviseur do f(p), ?(p ') sera diviseur de f(p'). Si f(p) se réduit à 

un nombre entier k, on aura encore

f(p') =  *;

et, par suite, on peut affirmer que, si un polynôme radical cp(p) à coef

ficients entiers est diviseur de k , le polynôme <p(p') sera pareillement 

diviseur de k, quel que soit l.

Observons encore que, en vertu de l’équation identique

a'* H- g»— (« 4- 6) (a h- 6p).. .(a +  §pn~l),

qui subsiste pour une valeur quelconque du nombre entier et impair n,
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le rapport

« +  ê~'

représentera la factorielle correspondante à chacun des binômes radi

caux
, a H-o p, a H- êp2, . . . ,  « 4 -6pn~1.

Donc tout binôme radical de la forme

a 4- 6p/

sera un diviseur de ce rapport, quelle que soit la valeur entière de l. 

Or, comme on réduit le rapport dont il s’agit à l’unité, quand on pose

. a. z= 6 =  f ,

et au nombre n, quand on pose

a. =  — 6 —■ i ,

nous pouvons affirmer que tout binôme radical .de la forme
*·

i 4-

est un diviseur de l’unité, et tout binôme radical de la forme

1 -  ?'>

un diviseur du nombre entier n.

Remarquons encore, avant de terminer ce paragraphe, que, dans 

le cas où les coefficients a, 6, y, . . .  sont entiers, on peut de la for

mule (6) déduire le quadruple de la factorielle 0, sous une forme 

semblable à celles sous lesquelles nous avons présenté, dans un pré

cédent Mémoire', des entiers dont chacun est le quadruple d’une puis

sance d’un nombre premier. Ainsi, par exemple, n étant un nombre 

premier, si l’on nomme r une racine primitive de l’équivalence

(3 9 ) æn~ ' = i  (mod.n), 

l’équation (6) donnera

(40) ' ' ® =  F ( p ) F ( P'·),'
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la valeur de F(p) étant de la forme

F (p) =  a 4- b(p -+- p'-,H-. · · +  p’’" ”) H- f (p1 +  p,8 +  · · · +  p'"’ ’)>

et it, b, c étant des coefficients qui seront entiers en même temps que 

a, ê, y, —  Par suite, si l ’on pose

(40 A =  p — p’’+  p'” — p’" +  · ·'·— pr"~'

et

(42) A = 2 U  — b — r, B=rb — r, 

on aura

(43) ' 40 =  AÎ - B ÎA=.

Comme on aura d’ailleurs
n— 1

(44) A * = ( - i )  s n, 

l ’équation ( 43 ) donnera *
n  — 1

(45) ' 40 =  A»— (— if^ n B » .

On aura donc

(46) 40 =  A5-rtB=, 

si n est de la forme i\l -+-1, et

(4 7 ) 4® =  A2-+- nB !, 

si n est de la forme l\l +  3 .

A l’aide des formules précédentes, il est facile de prouver que, si 

n est de la forme 4 ^-t-3 , l étant positif, 0  ne pourra se réduire à 

l’unité sans que cette réduction entraîne la condition B =  o. En effet, 

lorsque 0  se réduit à l’unité, la formule (47) donne

(48) «B! =  4 — A2.

Or, n étant, par hypothèse, un nombre premier de la forme 4 ^H-3 ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



253EX TRA IT  N° 358.

on ne pourra vérifier l’équation (48) qu’en supposant, ou

(49) A =  i, n =  3

OU

(50) A ”  2, B =  o.

On pourrait demander encore sous quelles conditions la factorielle ® 

peut se réduire au nombre premier n supposé de la forme l\l -+- 3 . Or, 

si cette réduction a lieu, la formule (47) donnera

n(4 — B2) =  A2.

Donc alors A sera de la forme «G, G étant choisi de manière à vérifier 

l’équation
4 — B2= « C 2; .

et par conséquent, si A ne s’évanouit pas avec G, il faudra que l’on ait

«*=3, B =  i, C =  i, A =  3.

Donc 0  ne pourra se réduire à n, à moins que l’on n’ait A =  o 

ou n =  3 .

Le polynôme f(p), déterminé par l’équation (4 ), renferme géné

ralement n termes. Considérons maintenant le cas où, plusieurs des 

coefficients venant à s’évanouir, le nombre des termes est réduit à l. 

Si chacun des coefficients restants offre une valeur numérique infé

rieure à i  on aura
< 1 

**=7>

et la formule ( 36) donnera

<5i)
/ n l 
\  n — 1 4

n— 1 
2

En vertu de cette dernière formule, 0  sera inférieur à l’unité, si l’on 

suppose l = i ,  n étant supérieur à l ’unité, ou 1=  3, n étant supé

rieur à 3 .
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On verra, dans un autre article, les avantages que présente, pour 

la solution des deux problèmes précédemment indiqués, l’emploi de 

quelques-unes des formules que nous venons d’établir.

3 5 9 .

Théorie des nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la 

théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermât 

(suite).
C. R., T. XXIV, p. 5 i6 (29 mars 1847). '

Lorsqu’on veut faire servir à la démonstration du dernier théorème 

de Fermât la considération des polynômes complexes, on a deux pro

blèmes distincts à résoudre. D’abord, comme l’a fort bien remarqué 

M. Liouville, on doit faire voir qu’un produit de polynômes complexes 

ne peut être décomposé en facteurs premiers que d’une seule manière; 

puis, en supposant ce principe établi, on doit en déduire le théorème 

de Fermât. Les observations de M. Liouville et celles que j ’ai insérées 

moi-même dans le Compte rendu de la dernière séance prouvent la 

nécessité d’attaquer ces deux problèmes. Je commencerai par m’oc

cuper du premier. Après quelques recherches, je suis parvenu à le 

ramener à pne question de maximum, ainsi qu’on le verra dans le 

paragraphe suivant.

§ II. Sur la décomposition d ’un polynôme radical en deux parties, 
dont l ’une corresponde à une factorielle plus petite que l’unité.

Supposons que, p étant une racine primitive de l’équation binôme

(O X n ~  I,

on pose

( 2 ) f ( p )  =  a  6p 4 -  y p 2H - . . . +  v p n~ ’ ,

a> y, . . . .  y] étant des coefficients réels. Si ces coefficients s’éva-
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nouissent tous, à l’exception du premier, le polynôme radical f(p) 

sera réduit à une quantité réelle a, et la factorielle correspondante 

au même polynôme sera représentée par a.m, m étant le nombre des 

entiers inférieurs à n, et premiers à n. Alors aussi le polynôme f(p), 

réduit à la quantité réelle a, pourra être décomposé en deux parties, 

dont la première soit entière, et dont la seconde corresponde à un 

module compris entre les limites o, i ,  par conséquent à une facto

rielle inférieure à l’unité. Il y a plus : en augmentant ou diminuant 

de l’unité, s’il est nécessaire, la première partie, on pourra toujours 

faire en sorte que le module de la seconde partie devienne inférieur

à | , et la factorielle correspondante à ¿ -  Voyons maintenant s’il·sera

possible d’arriver à des résultats du même genre, dans le cas où les 

coefficients S, y, . . .  cessent de s’évanouir tous à la fois, et si, dans ce 

cas encore, le polynôme f(p) pourra être décomposé en deux parties, 

dont la première soit un autre polynôme à coefficients entiers, mais 

tellement choisis que la factorielle correspondante à la seconde partie 

devienne inférieure à l’unité.

Soient
i, a, b y . . . ,  h

les entiers inférieurs et premiers à n. Posons, comme dans le § I, 

f(p)=  reP'f-î, ï{pa)=zraePa^1,

r, ra, . . .  étant les modules des polynômes f(p), f(pa) .......

Enfin, soit

(3) & — Y{a,^,y,...,-n) =  rra. . . r h— r'trla...

la factorielle relative au polynôme radical f(p), et concevons que, 

dans la formule ( 3 ), on attribue aux coefficients

a, 6 , y, . . . ,  y)

des accroissements entiers, positifs ou négatifs, représentés par

(4) ’ Aa, AS, A y, . . . , An.
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La factorielle 0  prendra un accroissement correspondant A0 , et, parmi 

les diverses valeurs de 0 -4- À0, il y en aura généralement une qui sera 

inférieure à toutes les autres. Nommons T cette plus petite valeur. La 

question qu’il s’agit de résoudre consiste évidemment à savoir si l’on 

aura toujours

( 5 )  T  <  i .

Nous observerons d’abord que, en choisissant d’une manière con

venable les accroissements attribués aux coefficients a, 6, y, . . . ,  y), 

on peut abaisser la valeur numérique de chacun de ces coefficients 

au-dessous de et par conséquent la somme s2 de leurs carrés au-des

sous du nombre \l, l  étant le nombre de ceux des coefficients qui ne 

sont pas alors réduits à zéro. D’ailleurs, en vertu de la formule ( 36) 

du paragraphe précédent, la valeur de 0 est toujours inférieure à
n — 1 ^

. Donc, en opérant comme on vient de le dire, on obtiendra 

une valeur de 0  -t- A0 , qui vérifiera la condition

et l’on aura encore, à plus forte raison,’

n — 1

D’ailleurs, le second membre de la formule (6) est égal ou inférieur 

à l’unité, quand on suppose 1 = 2 ,  n étant supérieur à l’unité, ou 

/ =  3 , n étant supérieur à 3 . Donc la,condition ( 5 ) se vérifiera tou

jours, quand le polynôme f(p), réduit si l ’on veut à sa plus simple 

expression, renfermera deux termes seulement, n étant supérieur à 

l’unité, ou trois termes, n étant supérieur à 3 . Il y a plus : en s’ap

puyant sur la formule ( 3 i) du § I, on prouvera assez facilement qu’on 

peut, à la condition (6), substituer la suivante

n — 1 l 
a 4( 7 ) T < >
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et que, en conséquence, la condition ( 5 ) se vérifie encore quand le 

polynôme f(p) renferme quatre termes au plus, quelle que soit d’ail

leurs la valeur de n.

Supposons maintenant que, dans l’équation ( 3 ), les coefficients

tx, e, y, V

reçoivent précisément les valeurs pour lesquelles la factorielle 0 -+-A0 

atteint sa plus petite valeur T, en sorte que cette plus petite valeur 

corresponde à des valeurs nulles des accroissements

Aoc, AS, A y, . . . ,  Art,

et, par conséquent, à une valeur nulle de A0 . L’équation 

(8) , A0 =  o,

qui sera vérifiée quand on aura 0  =  T, se trouvera généralement rem

placée, lorsque les accroissements Aa, Aê, . . . ,  Ayj, o u  du moins quel

ques-uns d’entre eux, cesseront de s’évanouir, par la formule

(9) *" A0 >  o.

D’ailleurs, si, comme dans le § I, on nomme 0 a, ou 0 g, ou 0 r  la 

nouvelle valeur que prend 0 , quand on y fait croître a, ou S, ou y , . . .  

de l’unité, la valeur de A0 , correspondante à cette hypothèse, sera 

représentée par la différence 0a — 0 , ou 0 g — 0 , . . . ,  ou 0 ,, — 0 , Donc 

la formule (g) comprendra les suivantes :

( îo)  ©a — © > o ,  ©g— 0 > o ,  . . . ,  ©yj— 0  >  O.

Pareillement, si l’on nomme 0 _a, ou 0 _g, ou 0 _T, . . .  la nouvelle 

valeur que prend 0 quand on y fait décroître a , ou 6, ou y de 

l’unité, la formule (9) donnera encore

( 1 1 ) . ©_«— © > o, 0-6 — 0 > o, . . . ,  © _ , , - © > 0 .

Mais, en vertu de ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, les 

divers termes de la suite

0a> * ®ë, 0n ■
Œ uvres de C, —- S, 1, t. X.

♦ ·
33
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seront les diverses valeurs que reçoit le produit Î2 déterminé par la 

formule

(12) £2 =  [1 +  2/’C0S(/7 — u) +  /·*] [1 +  2ra cos(/>a— au) +  r*] . ..,

quand on prend successivement pour valeurs de <0 les divers termes 

de la progression arithmétique

(13) o, ct, 2 ct, 3cr, (« —i)ct,

la valeur de tr étant

04) c r = — ·

Pareillement les divers termes de la suite .

0 - a >  0 - 6 ,  ·  ·  ·  > ® - ti

seront les diverses valeurs que reçoit le produit Î2f, déterminé par la 

formule

(15) £2,= [1 — 2rcos(/> — w) -+- r*] [1 — 2ra cos(pa— a£°) +  '«]·· ·,

lorsqu’on attribue successivement à w les n valeurs dont il s’agit. Donc 

les formules (10) et (11) seront vérifiées si l’on a

( 16) £2 — 0 > o ,  £2, — 0 > o

pour l’une quelconque des valeurs de o> comprises dans la progres

sion ( i 3 ).

En résumé, la valeur T de 0 , pour laquelle la condition (9) sera 

remplie, quelles que soient les valeurs entières attribuées aux accrois

sements
Aot, AS, . . . ,  Ayi,

vérifiera constamment les formules (16). Cela posé, concevons que, 

pour un système donné de valeurs des coefficients a, S, y, . . . ,  vj, on 

nomme II le plus petit des termes compris dans les deux suites
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Il sera en même temps le plus petit des nombres qui représenteront 

les diverses valeurs de O, il, correspondantes aux divers termes de la 

progression ( 13 ); et la condition ( 5 ) sera toujours remplie, si, pour 

des valeurs quelconques attribuées aux coefficients a, 6, y, . . . ,  r\, par 

conséquent aux modules r, ra, rb, . . .  et aux angles p, pa, p b, . . . ,  la 

factorielle

(17) 0  =  7'V*7’2, . . .
\

est constamment inférieure à l ’unité, lorsqu’elle vérifie la formule

(18) ©in,

ou, ce qui revient au même, la formule ;

( 19) 0 =  011,

0 désignant un nombre compris entre les limites o, 1. 

Observons, à présent, que si l’on pose

oc =  o,, ê  =  0,  7 =  0, . . . ,  fi ~  o,

les polynômes
f(p),  f(p«), . . . ,  f(p*) -

s’évanouiront tous avec leurs modules. On aura donc alors

et

r =  o, ra— o, ·■ ·> rh— o

© =  o < i ;

par conséquent, la condition ( 5 ) sera vérifiée. Alors aussi les for

mules (12) et ( i 5 ) donneront

Î2 =  £2, =  1,

et par suite on aura
I I  =  1 .

%
Supposons maintenant que les coefficients

a, 6, y, ...., y),

cessant d’être nuis; acquièrent de très petites valeurs numériques qui
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I

soient entre elles dans les rapports donnés, et posons

(20) a2= r 2+ ;·£ +  . . .+  /·*; ·

on aura sensiblement, pour de très petites valeurs de »,

Î2 = 1 +  2[/-cos(p — w) 4- ra ç,o$(pa — aco) + . . . ] ,

£2;=  1 — 2[/-cos(/? — w) H- ra cos{pa— aco) -H..

lorsque l’angle to sera choisi de manière que la somme 

rcos(p — w) +  ra cos(/?a — au) + . . .

ne s’évanouisse pas. Donc alors, des deux quantités Î2, £2(, la plus 

petite sera inférieure à l’unité, et Ton aura

Il <  1.

Alors aussi la valeur de 0, tirée de la formule (17), sera très petite, 

par conséquent inférieure à l ’unité; et, comme H différera peu de 

l’unité, cette valeur de 0 vérifiera certainement la condition (18), 

ou, ce qui revient au même, la condition (19).

Supposons enfin que les coefficients

«> 6, Yr . ■ ., -n

continuent à varier, par degrés insensibles, ayec les arguments

et les modules

ï*9 lay 7*by * · · y

py Par Pby · · · >

et que, en conséquence de cette variation, la valeur de » croisse indé

finiment. Quand la valeur de 0 , donnée par la formule (17), vérifiera 

la condition (18), on aura, d’une part,

(20 1 SR =  r2/'2r|, . . . ,

0 étant un nombre inférieur à l’unité; et, d’autre part,
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tant que l’unité surpassera la valeur commune des deux membres de 

la formule (21), et, par suite, la valeur du produit

rr a

Donc, en vertu de ce qui a été dit plus haut, la condition ( 5 ) sera 

toujours remplie, si l’unité surpasse la plus grande valeur de G II 

que l’on puisse déduire de la formule (21), en y faisant croître les 

modules
'  -  l'y  ^ay K by ·  *■  *

par degrés insensibles à partir de zéro, et en supposant

®<1·

Il y a plus : il est facile de s’assurer que cette plus grande valeur de 

GII correspond précisément à
0 =  1 .. .

Donc le premier des problèmes qu’il s’agissait de résoudre se trouve 

ramené, comme nous l’avons dit, à une question dé maximum, savoif 

à celle dont voici l’énoncé :

P roblème. — Soit II la plus petite des valeurs que fournissent pour Î2 et 

pour les formules (12) et ( i 5 ), quand on y  substitue successivement à

la place de w les divers termes de la progression ( i 3). Concevons d ’ail

leurs que les modules
T  y T'ay ï*by ·  ·  ·  y

d’abord réduits à zéro, varient, par degrés insensibles, avec les argu

ments
P t  P a t  P b t  ·  ·  ·  t

de manière à vérifier l ’équation

(22) Il =  r* r\ r\----

On propose de rechercher la plus grande des valeurs que pourra prendre, 

dans cette hypothèse, la fonction II, et d ’examiner si cette plus grande 

valeur est inférieure à l ’unité.
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On peut remarquer d’ailleurs que la plus grande des valeurs de II 

sera précisément la limite supérieure à laquelle pourra s’élever, sans 

la dépasser jamais, la quantité représentée par la lettre T dans la for

mule ( 5 ).

Le problème étant réduit à ces termes, donnons maintenant, en 

quelques mots, une idée succincte des procédés qui peuvent en 

fournir la solution.

Comme nous l’avons déjà remarqué, les diverses valeurs de w, com

prises dans la progression ( i 3 ), représentent des arcs dont les extré

mités sont les sommets d’un polygone régulier de n côtés inscrit au 

cercle. Par une conséquence nécessaire, les arcs, que représenteront, 

les diverses valeurs de p — co et même de 7t -+-/> — co correspondantes 

aux diverses valeurs de w, auront encore pour extrémités, lorsque le 

nombre n sera pair, les sommets d’un polygone régulier de a côtés. 

Mais, si n est impair, les extrémités des arcs correspondants aux 

diverses valeurs de p —  to seront distinctes des extrémités des arcs 

correspondants aux diverses valeurs de tc h-/> — co; et les extrémités 

de ces deux espèces d’arcs marqueront les sommets d’un polygone 

régulier de 2n côtés. Il est aisé d’en conclure que, pour, un système 

donné'dc valeurs des modules

?ay Oj» * * * î

Il sera inférieur au produit

— 2rcos^ +  (1 +  ray (1 rA)2. ..,

si n est un nombre pair, et au produit

 ̂1 2 /* co s -+- r^j (1 -H /·„)* (1 -+- rby . ..,

si n est un nombre impair. Par suite aussi, lorsqu’on fera croître les 

modules
r> ?'af bb> · · · >

•supposés d’abord réduits à zéro, par degrés insensibles, la valeur de II,
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fournie par l’équation (22), ne pourra devenir supérieure à celle que 

détermineront les formules

(a3) ' — ir  cos  ̂-l- (1 +  r)m—2=  rm, H = r m,

si n est un nombre pair, ou les formules

( 24) ( I _ ar c o s ^  +  r*)(i+ .r)»-*=> ·'» , 11 =  /·'",

si n est un nombre impair.

Si, pour fixer les idées, on suppose n =  4 » on aura

m =  2 ;

et, comme p sera une racine primitive de l’équation

on aura encore
a?4 =  i,

pS-t-I =  0, p = ± ^ T ,

0  =  (a +  6p )(«-+- êp3 ) =  a? +  ë2.

Alors aussi les formules ( 23) donneront

1 — rd i — o. /· =  ==>
\l 2

et la quantité T elle-même ne pourra surpasser la limite supérieure- ,  

que cette quantité atteindra effectivement, si dans la factorielle

© =  a* +  62

on pose

et 6 =  ±  i .
2

Supposons maintenant n =  3 , on aura

m =  2,
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et les formules (24) donneront

(26)

1 —  2/· COS TT - ■ O, 6 ’ r
f i

Par conséquent, la quantité II et la quantité T elle-même auront pour 

limite supérieure la fraction y  qu’elles ne dépasseront jamais.

Tl importe d’observer que la première des équations ( 23) peut être 

présentée sous la forme

(27) ^ (i_ ,.)2+ ^2SinJL^ ( n - , · ) m —2  j*m=  Q '

Or, dans cette dernière équation, le premier membre sera réduit à 

l ’unité, si l’on pose r =  0; et, si l ’on fait passer r, par degrés insen

sibles, de la valeur r =  0 à la valeur r =  1, le premier membre passera 

de la valeur 1 à la valeur

qui sera négative, si l ’on a

( ■ * Vsin —  ) — ] 
\ 2«/

et, à plus forte raison, si l’on a
m

Cela posé, il est clair que, si'la  condition (28) ou (29) est remplie, 

l’équation (27) offrira une racine positive comprise entre les limites o 

et 1. Il est vrai qu’une autre racine positive sera comprise entre les 

limites 1 et 00. Mais de ces deux racines ce sera la plus petite, com

prise entre les limites o et 1, qui, substituée dans l’équation

n =  r"%

fournira une limite supérieure ,à la valeur maximum de II. On doit
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en  c o n c l u r e  q u e ,  s i  la  c o n d i t i o n  ( 2 8 )  o u  ( 2 9 )  s e  v é r i f i e ,  n é t a n t  u n  

n o m b r e  p a ir ,  la  v a l e u r  m a x i m u m  d e  II s e r a  i n f é r i e u r e  à l ’u n i t é ,  e t  

q u ’a lo r s  la  c o n d i t i o n  ( 5 )  s e r a  t o u j o u r s  r e m p l i e .

P a r e i l l e m e n t  o n  c o n c l u r a  d e s  f o r m u l e s  ( 2 4 )  q u e ,  n é t a n t  u n  n o m b r e  

i m p a i r ,  la  c o n d i t i o n  ( 5 )  s e  v é r i f i e r a  t o u j o u r s ,  s i  l ’o n  a

(3o) 7T
SUI7—  <  l\n

m

e t ,  à  p l u s  f o r t e  r a i s o n ,  s i  l ’o n  a  

( 3 0 —  <  ( -  
4 n ^  \2

S i  l ’o n  p r e n d  s u c c e s s i v e m e n t  p o u r  n l e s  n o m b r e s  p a ir s  

4, 6 , 8 , 10, 12, 14,

o n  t r o u v e r a ,  p o u r  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d e  m, l e s  n o m b r e s

2, 2, 4, 4 , 4 , 6 ,

e t  l e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d u  p r o d u i t

s e r o n t  l e s  n o m b r e s

K C

4, 6, 4, 5, 6, - ,

q u i  s o n t  t o u s  s u p é r i e u r s  à u  =  3 , i 4 i 5 . . . .  D o n c  a lo r s  la  f o r m u l e  ( 2 9 )  

s e r a  v é r i f i é e ,  e t  l ’o n  p o u r r a  e n  d i r e  a u t a n t  d e  la  c o n d i t i o n  ( 5 ) .

S i  l ’o n  p r e n d  s u c c e s s i v e m e n t  p o u r  n l e s  n o m b r e s  i m p a i r s

3, 5, 7» 9,

o n  t r o u v e r a ,  p o u r  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d e  m, l e s  n o m b r e s

2, 4 , 6, · 6, 8,

e t  l e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d u  p r o d u i t

m

9 OF.uvi'es de C . —  S. I» t .  X.. 34
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seront les nombres

qui tous surpassent le fiombre ir. Donc alors la condition ( 3 i)  sera 

vérifiée, et l ’on pourra en dire autant de la formule ( 5).

Il est donc déjà démontré que la condition ( 5 ) se vérifie pour tout 

nombre entier n qui ne surpasse pas le nombre io, et même pour 

n — 12, ainsi que pour n =  i 4 et pour n — i 5 .

Lorsque le nombre n est égal à 11 ou à i 3 , et lorsqu’il surpasse i 5 , 

les formules ( 23) et (24) ne fournissent plus le moyen de prouver 

que T reste toujours inférieur à l’unité. Mais on ne doit pas en con

clure que la condition ( 5) cesse d’être remplie. Il y a plus : on est 

conduit à penser qu’elle doit l’être encore, par les raisons que je vais 

indiquer.

Lorsque le nombre n est très grand, un point quelconque de la cir

conférence décrite avec le rayon 1 est toujours très voisin de l’un des 

sommets d’un polygone régulier de n côtés, ou de 2n côtés, inscrit à 

cette circonférence, et par conséquent très voisin de l’extrémité de 

l’un des arcs représentés par les divers termes de la progression ( i 3). 

Alors, assujettir l’angle w à demeurer compris parmi les termes de 

cette progression, c’est, à peu de chose près, le laisser entièrement 

arbitraire. D’ailleurs si, dans la fonction Î2 ou O,, on laisse l’angle tu 

entièrement arbitraire, la plus petite valeur II de 0  ou de ù ' sera une 

fonction entière des modules r, ra, rb, . . . ,  ainsi que des arguments p, 

pa, pb, . . .  ; et alors la valeur maximum de II, déterminée à l ’aide du 

Calcul différentiel, sera, comme je le prouverai dans un autre article, 

représentée par la fraction
m

Or cette dernière fraction, qui peut être considérée comme la valeur 

approchée du maximum de II correspondant au cas où l’on prend 

pour eu un terme de la progression ( 13 ), sera très petite, par consé-
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quent très inférieure à l ’unité, quand le nombre n sera supérieur 

à io ; d’où il est naturel de conclure que la quantité dont elle repré

sente une valeur approchée sera encore inférieure à l’unité. Toutefois, 

comme les raisons que je viens d’énoncer ne suffisent pas pour con

stater en toute rigueur l’existence de la condition ( 5 ) dans tous les 

cas possibles, je me propose de revenir encore sur cet objet dans un 

autre Mémoire, et de compléter ainsi la solution du problème dont je 

viens de m’occuper.

La formule ( 5 ), une fois établie pour un nombre donné n, devient 

la base fondamentale de la théorie des polynômes complexes ou radi

caux, qui renferment les racines de l’équation x n — i, et permet de 

résoudre avec une grande facilité des problèmes relatifs aux résidus 

quadratiques, cubiques, etc., ainsi qu’une multitude de questions de 

nombres. En partant de cette formule et en faisant usage de la mé

thode suivie par M. Dirichlet, dans le Mémoire que j ’ai déjà cité, on 

obtient facilement la décomposition des polynômes radicaux ou com

plexes en facteurs premiers, c’est-à-dire en facteurs radicaux, dont cha

cun n’ait pour diviseurs que lui-même et les diviseurs de l’unité ; puis 

l’on étend à ces polynômes et à ces facteurs les théorèmes que l’on 

démontre en Arithmétique pour les nombres entiers. On reconnaît, 

par exemple, que tout diviseur premier du produit de deux polynômes 

radicaux doit nécessairement diviser l ’un des facteurs, et que, si un 

polynôme radical étant élevé à une puissance du degré n, on décompose 

cette puissance d ’une manière quelconque en facteurs premiers entre eux, 

chaque facteur sera nécessairement une autre puissance du degré n, ou 

du moins le produit d'une telle puissance par un diviseur de l ’unité. On 

reconnaît enfin que, si, n étant un nombre premier, çp(p) est un facteur 

premier d ’un nombre premier p, les seuls facteurs premiers de p seront 

les termes de la suite

?(p), ? (p2)» ···> ?(pn~,)>
m

et les produits de ces termes par les diviseurs de l ’unité. Ces mêmes 

termes seront, comme il est aisé de le voir, premiers entre eux,
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lorsque le nombre p  sera de la forme ni-4-1, et alors leur produit sera 

précisément égal à p. Mais si le nombre premier p se réduit au nombre 

premier n, supposé impair, ses facteurs premiers, représentés par les 

termes de la sui te
I — p, I — p2, I —  p"— 1,

cesseront d’être premiers entre eux, puisque l’un quelconque de ces 

termes est le produit d’un autre arbitrairement choisi par un diviseur 

de l’unité.

3 6 0 .

Théorie des nombres. — Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la 

théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermât 

(suite).
C. R., T. XXIV, p. 578 ( 5  avril 1847).

Lorsqu’une fois on a établi, pour un nombre donné n, la théorie de 

la décomposition des polynômes radicaux, formés avec les puissances 

d’une racine «icme de l’unité, en facteurs premiers, on peut déduire 

immédiatement de cette théorie une multitude de conséquences 

dignes de remarque. Je vais en indiquer quelques-unes dans le para

graphe suivant.

§ III. — Conséquences diverses de la décomposition des polynômes radicaux
en facteurs premiers.

Soit /i un nombre premier impair; soit encore p une racine imagi

naire, par conséquent primitive, de l’équation

(O X n — l n o ,

et supposons établie la théorie de la décomposition des polynômes 

radicaux formés, avec cette racine, en facteurs premiers. Le nombre
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premier n pourra être décomposé en facteurs radicaux à l’aide de 

l’équation identique

(2 ) . ' n == (1 — p) (1 — p2) . . .  (1 — p'1-1)·

Mais ces facteurs ne seront pas premiers entibe eux. Au contraire, tous 

seront divisibles par l’un quelconque d’entre eux, les quotients étant 

des diviseurs de l’unité; car, si l’on nomme <p(p) le quotient qu’on 

obtient en divisant 1 — pA par 1 — pA, h et k étant deux termes quel

conques de la suite
I,  2, 3 , . · . ,  m  ï ,

on aura évidemment

cp(p)?(p2) - - - <p( pn—1 ) —
(l — p/l) (l — p2/t) . . . (1 — p(»-l)A) 
(1 — p*) (1 — p2A) . . .  U — p1“-1 '*) ’

par conséquent

?(p)?(p2)---?(pre" 1) =  ^ =  1·

On peut observer encore que, en vertu de la formule (2), on aura

(3) « =  (1 — p)™—1 41 (p),

^(p) étant un polynôme radical à coefficients entiers, équivalent au 

produit des rapports

1 — Ps
i —

I — 
I —

P

si
P

P>

P +  P2,

---- P— = 1  + p +  p2-(-. . . + p" 3.

I_P ' '
Il est d’ailleurs évident que, dans la formule (2), chaque facteur, sera 

premier, c’est-à-dire non décomposable en deux facteurs qui ne divi

seraient pas l’unité; car une telle décomposition entraînerait la dé

composition du nombre n lui-même en deux facteurs distincts de 

l’unité, ce qui est impossible. Donc 1 — p est un facteur premier de n, 

et la formule ( 3 ) fournit la proposition suivante :
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Théorème I. — n étant un nombre premier impair, et p une racine pri

mitive de l'équation
x n — ] =  o,

le nombre n sera le produit de la (/?. — r yeme puissance du facteur radical 

et premier i — p, par un diviseur de l ’unité.

Soit maintenant r une racine primitive.de l’équivalence

(4) =  i (mod. n).
\

Nommons w(p) un diviseur radical de l’unité, et prenons 

n(p) =  nT(p)ro(p2) . ..ny(pn- 1) ;

on aura

( 5 )  - 1 — n(p) II(p'').

Si d’ailleurs on pose, pour abréger,

(6) . A =  p — p'"-i- p',s —. . .  —

on trouvera

(7) H(p) = A -H B A---------j
2

n(p-) A - B A  ------- — )
2 ,

A, B désignant deux quantités entières, et la valeur de A2 étant

n — 1
(8) A2=  (— i) 2 n.

Par conséquent la formule (5 ) donnera

(9 ) · 4 =  A2— (-— i)~2~/ iB2.

Si n est de la forme l\l 3 , l  étant supérieur à zéro, on aura nécessai

rement (voir la page 253)

A ==± 2, B =  o,

II(p)=II (p'- )=±i ·

et, par suite,

(io)
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Si n était égal à 3 , on pourrait avoir encore

A =  ± B  =  ± i ,  ; ·

et, par suite,

(11) n ( p ) = ± p ±1, H(p ' ' )  =  ±  p1*".

Soit maintenant p  un nombre premier de la forme ni -+- r. L’équiva

lence

(12) xp- 1 — i =  o (mod./?)

aura, comme l’on sait, pour racines les divers termes de la progres

sion arithmétique
I ,  2, 3 , . . . ,  p  —  i ;

et l’on en conclut aisément que l’équivalence

(13) ¿c" —i =  o (mod./?)

offrira toujours n racines, représentées par les divers termes d’une cer

taine progression géométrique

I ,  t ,  f i ,  . . . ,  f i - 1.

Toutes ces racines, à l ’exception du premier terme i de la progres

sion, pourront être considérées comme primitives, et la racine t en 

particulier rendra, non seulement la différence i, mais aussi le 

rapport

—  =  f i ~ l  -t- f i - ' i  +  . . · -H t  -4- i ,

divisible par p. Posons, en conséquence,

(i4 )

P sera un nombre entier, et l ’on aura identiquement

(i5) U - p ) ( < - p , ) - - - ( * - p " - , ) =  />P.

Le premier membre de la formule ( i 5 ) étant le produit de facteurs 

binômes dont aucun n’est divisible par p, il suit immédiatement de
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cette formule que p sera décomposable en facteurs radicaux. Cela 

posé, nommons <p(p) un facteur radical et premier de p. Il divisera 

l’un des facteurs
t —  p, t —  p\ t —  pn— i .

Admettons, pour fixer les idées, qu’il divise t — p, et nommons ^(p) 

le quotient correspondant. On aura

( t — P =<p(p)x(p).

(,6) > ‘ ~ f'

puis on en conclura, en désignant par h, k deux termes distincts de la 

suite i , 2 , 3 , . . . , / i — i,

* ( 17) p"— p*=<p(p*)x(p/‘) — ?(p*)x(p*)·

Or il résulte de la formule (17) que les deux facteurs

' <p(p'*)» <p(p*)

seront premiers entre eux; car, s’ils ne l’étaient pas, ils offriraient un 

commun diviseur qui diviserait tout à la fois le nombre p et la diffé

rence ph—  p*, sans être diviseur de l’unité. Mais la différence

p/i -- pi — p/i -- p/C-/i)

correspond, ainsi que le binôme 1 — pk~A, à la factorielle n; donc le 

diviseur commun devrait diviser les deux nombres premiers n et p, 

sans être diviseur de l’unité, ce qui est impossible. Donc, si <p(p) est 

un facteur premier de p, deux termes quelconques de la suite

9 (P)» ?(P!)> 9 ( P"—1 )

seront premiers entre eux; et, puisque chacun d’eux divisera le 

nombre premier p ,  leur produit ou la factorielle correspondante à 

9 (p) divisera encore ce nombre dont elle ne pourra différer, en sorte 

qu’on aura

( 18)
^  " ^ 7  ? ( p )  9 ( p 2 ) ·  ■ • < p ( p n “ 1 ) ·
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Ajoutons que les seuls facteurs premiers dejo seront évidemment les’ 

termes dont il s’agit et les produits de ces termes par les diviseurs de 

l’unité. On peut donc énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  II. —  Soient n un nombre premier impair, p une racine pri

mitive de l ’équation
X ' 1 —  1 Z =  O ,

et p un nombre premier impair de la forme ni +  i . Le nombre p sera 

décbmposable en n facteurs radicaux et premiers entre eux, dont on ne 

pourra faire varier· les formes qu’en les multipliant respectivement par 

des diviseurs de l ’unité tellement choisis, que le produit de tous ces divi

seurs se réduise à l ’unité.

Concevons à présent que l’on désigne par A, B deux nombres entiers 

quelconques, ou même deux polynômes radicaux formés avec les ra

cines de l’équation ( i) . On aura

( 19) Ara 4- B " =  (A 4- B) (A 4- B p ) . :. (A 4- Bp"- '), 

par conséquent

(20) ^ ± ^  =  (A +  Bp)(A +  Bp*)...(A +  Bp»-‘).

Cela posé, considérons en particulier deux des facteurs binômes com

pris dans le second.membre de la formule (19), par exemple les fac

teurs
A 4 - Bp*, A 4 -Bp*,

h, le étant deux termes distincts de la suite 1, 2, . . . ,  n — 1. Tout divi

seur commun de ces deux facteurs devra diviser leur différence

B(pA— p*);

donc il devra diviser ou B et par suite A, ou le binôme radical ph — p* 

et par suite le nombre n. On peut donc énoncer la proposition sui

vante :

T h é o r è m e  III.1 — A et B étant deux nombres entiers ou même deux

OEuvres de C . —  S. I, t. X. 35

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274. COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

polynômes radicaux arbitrairement choisis, tout polynôme qui divisera 

deux des facteurs binômes du rapport

A'1 h- R«
A h- B ’

c’est-à-dire deux termes de la suite

( 2 1 ) A +  Bp. A +  Bp2, AHpBp"-1,

sera nécessairement ou un diviseur de n, ou un diviseur commun de A et 

de B.

Soient maintenant, s’il est possible, A, B, C trois quantités entières 

qui vérifient la formule

•(2 2 ) A '* + B B +  CB =  o.

Si A -H B est premier à n, on pourra en dire autant de 

A +  Bp*=:A +  B - B ( i - p A),

A étant un nombre entier quelconque, et. alors chacun'des termes de 

la suite (20) sera le produit de la /ïieme puissance d’un certain poly

nôme radical <p(p) par un diviseur de l’unité. Donc, en nommant n(p) 

ce diviseur, on aura

( 2 3 ) A +  Bp =  ©(p) [<p(p)]'S

et l’on doit ajouter que la formule ( 23) continuera de subsister quand 

on y remplacera p par l’un quelconque des termes de la progression 

géométrique
P> PS · · n«-l

Si A -4- B cessait d’être premier à n, alors, dans la formule ( 23), ra(p) 

serait, non plus un diviseur de l’unité, mais un diviseur de n.

Si maintenant on pose

( 2 4 )  < I ' ( p ) = : t p ( p ) 9 ( p ' ' 2 ) . . . 9 ( p ' · ’· “ ' ) ,

r étànt une racine primitive de l’équivalence (4); si d’ailleurs on
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nomme II(p), F(p) ce que devient $(p) quand on remplace la fonc

tion f(p )  par cj(p) ou par A +  Bp, on tirera de la formule (23)

(25) '  ■ F(p) =  n(p)-[®(p)]», F(p'-) =  n(p>-)[®(p'·)]»;

et chacune des fonctions F(p), F'(pr) sera la moitié d’une expression 

de la forme
a ± l ) A ,

a, b étant deux quantités entières, et la valeur de A étant donnée par 

l’équation ( 6 ). Ces mêmes fonctions sont précisément celles dont la 

considération a fourni les démonstrations connues du dernier théo

rème de Fermât pour certaines valeurs spéciales de n, et, en particu

lier, pour n =  3 ou 5 . Effectivement, lorsqu’on pose n =  3 , par 

exemple, on peut déduire immédiatement des formules ( 25) une 

démonstration qui coïncide, au fond, avec celle qu’Euler a donnée. 

Mais il reste à voir quelles sont les conséquences auxquelles peut con

duire la considération des fonctions F(p), F(p'), lorsqu’on attribue à 

n des valeurs différentes de celles pour lesquelles on était déjà par

venu à démontrer le dernier théorème de Fermât. C’est ce que j ’exa

minerai dans un autre article.

Comme je l’ai déjà remarqué, la théorie précédente s’appuie sur la 

formule ( 5) du § II. J’examinerai, dans les paragraphes suivants, les 

objections qui peuvent s’élever contre la démonstration donnée de 

cette formule quand le nombre n est considérable. On verra que, pour 

rendre rigoureuses cette démonstration et les conséquences déduites 

de la formule, il suffit, dans certains cas, de prendre pour 0  le module 

même du polynôme radical f(p), et de substituer partout ce module à 

la factorielle que 0  représentait auparavant.
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B 61.

T h éo r ie  d e s  n o m b r e s . ' —  Mémoire sur de nouvelles formules relatives à la 

théorie des polynômes radicaux, et.sur le dernier théorème de Fermai 

(suite).
C. R., T. XXIV, p. 633 (12 avril 1847).

Comme je l ’ai remarqué dans l’avant-dernière séance, lorsqu’on 

veut faire servir à la démonstration du dernier théorème de Fermât 

la considération des polynômes complexes ou radicaux, formés avec 

les diverses puissances d’une racine riéme de l’unité, on a deux pro

blèmes à résoudre. Le premier, et le plus important, puisqu’il suffit 

de le résoudre pour établir sur des bases solides la théorie générale 

des polynômes dont il s’agit, consiste à faire voir qu’un produit de ces 

polynômes ne peut être décomposé en facteurs premiers que d’une 

seule manière, ou bien encore, que tout polynôme radical peut être 

décomposé en deux parties, dont l’une offre seulement des coefficients 

entiers, tandis que l’autre correspond à une factorielle plus petite que 

l’unité. J’ai attaqué ce dernier problème dans le § II de ce Mémoire, 

et j’en ai ramené la solution, dans le cas le plus général, à une ques

tion de maximum. J’ai depuis obtenu, pour résoudre le même pro

blème, une nouvelle méthode, qui me paraît offrir de grands avan

tages sur celle que j ’ai développée dans l’avant-dernière séance. Cette 

nouvelle méthode ramène la solution, non plus à la recherche de la 

valeur maximum de la plus petite entre diverses fonctions données, 

mais, ap contraire, à la recherche de la plus petite des valeurs maxima 

de ces fonctions considérées isolément, ou égalées entre elles deux à 

deux. L’analyse dont je me sers, et qui semble digne de l’attention 

des géomètres, offre cela de remarquable, que le module du polynôme 

radical donné se trouve éliminé du calcul, aussi bien que les modules 

des polynômes associés, que l’on déduit du premier en remplaçant une 

racine de l’unité par une autre. Les conditions auxquelles il s’agit de 

satisfaire ne renferment plus que les arguments de ces divers poly-
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nomes. D’ailleurs, ces conditions sont très simples et se réduisent à 

celles que je vais énoncer,

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine primitive de 

l’équation binôme

(l) Æ "-l

et

(2) f((5) == (X  +  êp -+* yps - h . . .+·

un polynôme radical à coefficients entiers, formé avec les râcines(de 

cette équation. Soient encore

(3 ) I, a, b, . . . ,  n — b, n — a, n — i

les entiers inférieurs à «  et premiers à n , et m  le nombre de ces 

entiers. Nommons
Pi Pai Pbi · * ·

les arguments des polynômes

f(p), f(p‘ ), f(p6)> ···■

Enfin, prenons

(4)
27T

® =  — ;

et, en désignant par 0 l ’un quelconque des termes de la progression 

arithmétique

(5) o, vs, its, ·■·, ( »  — i)ra,

posons

( 6 )

m- · .  p  — m . p a — a<ù — 2 2 sm ---------- sin --- ------------------->

-y p —  U Pa— a û>
P ' =  2 2 cos—---------c o s - ---------------

les facteurs trigonométriques que renferme le second membre de cha

cune des formules (6) étant en nombre égal à — > c’est-à-dire en nombre

égal à celui dés termes qui, dans la suite ( 3 ), sont inférieurs à - n.
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Ma nouvelle méthode réduit le problème qu’il s’agissait de résoudre à 

la recherche de la plus petite entre les valeurs numériques des pro

duits P, P' et à cette proposition, que, pour des valeurs données quel

conques des arguments p, pa, . . . ,  la plus petite entre les valeurs 

numériques de P ou de P' qui correspondent aux divers termes de la 

progression ( 5 ) ne surpasse pas l’unité.

Outre la méthode que je viens d’indiquer, j ’ai encore obtenu divers 

théorèmes assez curieux, dont quelques-uns se trouvent déjà énoncés 

dans les Mémoires que j ’ai présentés dernièrement à l’Académie. L’un 

de ces théorèmes, que M. Lamé paraît avoir rencontré de son côté, 

détermine, pour le cas particulier où le nombre n est 3 ou 5 , la forme 

générale des diviseurs de l’unité. Je prouve aussi très facilement que 

la différence entre la nièœe puissance d’un polynôme radical à coeffi

cients entiers et la somme des coefficients de ce polynôme est toujours 

divisible par n, lorsque n est un nombre premier impair. Il en résulte 

immédiatement que la différence entre les puissances wiemes de deux 

polynômes associés est divisible par n; et cette dernière proposition 

comprend elle-même, comme cas particulier, un théorème énoncé par 

M. Lamé, relativement aux polynômes qu’il appelle conjugués directs.

Voici la démonstration très simple du théorème qui se rapporte à 

la «ierae puissance d’un polynôme radical à coefficients entiers. Suppo

sons toujours ce polynôme déterminé par la formule (2). Si on l’élève 

à la niime puissance, et si l’on admet que n soit un nombre premier 

impair, on aura évidemment

( 7 ) [f(p)]'l =  a’1-(- 6 " -f- y" +  ·  ̂ .-H n" -t- n vp(p),

<Kp) étant un nouveau polynôme radical à coefficients entiers. D’ail

leurs, en vertu d’un théorème connu, si l ’on pose

et

la différence

ç  -,— ce —f~ 6 -f- y  -f-, » . Y]

Qn 6* H- yn +  . . . H- r,",
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sera divisible par n. En d’autres termes, on aura

(8 ) ç „ = ç  +  n l,

l étant une quantité entière. Donc, en posant, pour abréger,

273

on aura

(9) [ f ( p ) ] « = ç 4 - / m ( p ) ,

w(p) étant un polynôme radical à coefficients entiers. L’équation (9) 

devant subsister quand on y remplace p par l’un quelconque des 

termes de la suite

• J, P, p*, P3> · · · ’ P"-1 ’

on en conclut que, si h et k représentent deux quelconques des 

nombres
o, · 1, 2, 3, . . . ,  n — 1,

la différence
[ f ( p A) ] " - [ f (p*)]"

sera divisible par n. Ainsi la différence entre la «ième puissance de 

deux polynômes radicaux associés est toujours divisible·par n, et,' 

par conséquent, elle est divisible par (1 — p)"-1 ·

' 3 6 2 .

T héorie des nombres. —  Mémoire- sur de nouvelles formules relatives à la 

théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermat 

(suite).
C. R., T. XXIV, p. 661 (19 avril 1847).

. § TV. —  S u r  la. p lu s  p etite  des fa c to r ie lle s  q u i correspondent à un p oly n ô m e  

rad ical, dans leq u el chaque coefficien t p eu t être  a u g m en té ou d im in u é  

a rb itra irem en t d ’ une ou de p lu sieu rs  unités.

La lettre n représentant un nombre entier quelconque, soit

1, a, b, n —  b, n —  a, n —  i
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la suite des entiers inférieurs et premiers à n. Nommons m le nombre 

de ces entiers,
i, a, b, ...

étant ceux d’entre eux qui ne surpassent pas - ·  Soient d’ailleurs p une 

racine positive de l’équation

(i) X n —  I,

et F(p) un polynôme radical à coefficients réels, généralement repré

senté par une fonction entière de p, du degré n — i. Enfin, nom

mons f(p) le reste qu’on obtient, quand du polynôme radical F(p) on 

retranche un autre polynôme de même espèce,, mais à coefficients 

entiers; et supposons ce dernier polynôme tellement choisi que la 

factorielle © correspondante au reste f(p) soit la plus petite possible. 

© sera égal ou inférieur aux diverses factorielles qui pourront corres

pondre aü polynôme F(p), quand on y fera croître ou décroître arbi

trairement chaque coefficient d’une ou de plusieurs unités. Donc, si, 

en désignant par k l ’un quelconque des nombres entiers.

on nomme
O, I, 2, . . ., ft —

0 * ou 0 *

ce que devient la factorielle ©, lorsque, dans le polynôme f(p), on fait 

croître ou décroître de l’unité le coefficient de pA, on aura, non seule

ment

(2) <=»<0*,

mais encore

(3) ,

et, pour établir sur des bases solides la théorie des polynômes radi

caux, il suffira, d’après ce qui a été dit dans les précédents para

graphes, de prouver que les conditions (2) et ( 3 ), quand elles se 

vérifient quel que soit k, entraînent la suivante :
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Soient maintenant r, ra, rb, .'.. les modules, et p, pa, pb, . . .  les argu

ments des polynômes radicaux

f(p), î(pa), ■ f(p*), . . . . .

Les polynômes
ftp » -1), f(p— “ ), f(p»~6), . . . ,

dont les modules seront encore r, ra, rb, . . . ,  auront pour arguments 

les angles ~ p , — pa, — pb, . . . ;  et par suite on aura, non seulement

(5) 9 =  f*r*rl, . . . .

mais aussi

( 6 )
( 0 * =  [i H- a/·cos(p  —  knr) H- r 2] [r +  i r a COs(/?a —  akrss) -+- r 2] . .

I %'k— [ i  — 2/-COs(/> —  kTS5) +  /’2] [ i  —  2 r a cos( p a —  akrs) +  / ·* ] . . . ,

la valeur de n étant

(7)
271

ns = ---n

Cela posé, concevons que les coefficients des diverses puissances, 

de p, étant d’abord nuis dans le polynôme f(p), viennent avarier, et 

que, par suite, les valeurs des modules

' r,< ra, rb, . . .

varient elles-mêmes, par degrés insensibles, à partir de zéro. La valeur 

de 0 variera en même temps que les modules r, ra, rb, . . . ,  et ne pourra, 

tant que la condition (2) ou ( 3 ) sera remplie, dépasser une certaine 

limité supérieure. Nommons À* ou À* cette limite, qui, pour certaines 

valeurs de k, pourra devenir infinie. Il est clair que les formules (2) 

et ( 3 ), quand elles se vérifieront pour toutes les valeurs entières de k, 

entraîneront la formule (4), si pour une ou plusieurs des valeurs de k

on a, ou

(8) A*< 1

ou

(9) '
OEuvres de C· — S. I, t. X. 36
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Il en résulte que, dans la théorie des polynômes radicaux, la question 

fondamentale sera résolue, si l’on parvient à établir, au moins pour 

certaines valeurs de k, ou la formule (8), ou la formule (9). Occu

pons-nous maintenant de ce dernier problème.

D’abord on reconnaîtra aisément que, si A* n’est pas infini, il sera 

un maximum commun de 0  et de 0A. Alors les valeurs de r, ra, rb, . . . ,  

correspondantes à la valeur A* de 0 , satisferont à l ’équation

(1 0 ) * 0  =  9 »

et, de plus, vérifieront les formules

(11) ' ¿ 0  =  0 , cP0 < o

pour toutes les valeurs de dr, dra, drb, . . .  qui rempliront la condi

tion * '

(1 2 ) d®k =  d&.

Par suite, lorsque 0  atteindra la valeur maximum A*, on aura

, , 2  ̂ D,.®* D,.a®i. _ D 0* _

V /  Dr® —  Dr.® —  D,.,©

Soit maintenant ^0 la valeur commune des rapports que renferme 

l’équation ( i 3).· On aura, eu égard à la formule (10),

1 û — D|·®* _ _  Dr 10*
2 D r © —  D,.10 *

par conséquent

(i/l) r ' + r c o s j p - k v )  _
' ' 2 1 -H 2 cos (p — Æro)-4-r2

puis, en posant, pour abréger, h =  

|   /*2
(i5) 8 = ------------ ;----- r - 7----- - =

1 -1- 2/-cos(/> — Ara) -+- r2

_ r* +  ra cos (pa— akTB) __
~ 1 4- 2 ra cos(Pa~ akxs) +  r* ’

1 — 0, on tirera de l’équation (i4 )

1 — r*_________ 1 ' a.____ ____  _
1 -1- 2ra cos(pa— akus) H- /·* .

En vertu de la formule ( i4) ou (15), les modules r, ra, rb, . . .  et, par 

suite, la différence 0A— 0 deviendront fonctions de la seule inconnue a
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dont la valeur sera déterminée par l’équation (io ). D’ailleurs cette 

équation, résolue par rapport à a, fournira, non seulement les valeurs 

de cette inconnue qui correspondront à un maximum commun de 0 et 

de 0A, mais encore celles qui correspondront à un minimum commun 

des fonctions 0 , 0A supposées égales entre elles. Seulement, dans le 

cas du minimum, la seconde des formules ( u )  devra être remplacée 

par la suivante :

(16) <22©>o.

Enfin, si les deux fonctions 0 , ©A, dont le rapport est l’unité pour des 

valeurs infinies de r, ra, rb, ne peuvent, quand on les égale l’une 

à l’autre, s’abaisser simultanément au-dessous d’un certain minimum, 

cette circonstance indiquera que A* n’est pas infini.

Observons à présent que, pour une valeur positive de a, la for

mule ( i 5) fournira toujours des valeurs positives des binômes i — r, 

i — ra, i — rb, . . . ,  par conséquent des valeurs de r, ra, rb, . . .  et de 0 

inférieures à l ’unité. Au contraire, pour une valeur négative de a, 

la formule ( i 5)'fournira toujours des valeurs négatives de i — r, 

x — ra, i — rb, . . . ,  par conséquent des valeurs de r, ra, rb, . . .  et de 0 

supérieures à l ’unité. Enfin, comme il est aisé de le faire voir, une 

racine réelle a de l’équation (xo) ne pourra vérifier la seconde des 

formules ( i i ), que si elle est positive et supérieure à l’unité. Donc 

la condition (8) sera certainement remplie pour toute valeur finie 

de A*. On prouvera de même que la condition (9) sera remplie 

pour toute valeur finie de A'k, Il reste donc seulement à prouver 

que, parmi les valeurs de A*, Aa, quelques-unes demeurent finies. 

La question, réduite à ces termes, peut être facilement résolue de 

plusieurs manières. Je me bornerai à indiquer les"suivantes.

Premièrement, de ce qui a été dit plus haut, il résulte que A* sera 

fini, si l ’équation (10), résolue par rapport à a, offre une ou plusieurs 

•racines réelles inférieures à l’unité. Or c’est précisément ce qui aura 

lieu, si la fonction 0A— 0, étant positive pour a =  1, devient négative 

pour a =  o. Mais, en posant
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on tirera de la formule ( i 5)

r =  ra=zrb= :.. .=  i,

puis des formules ( 5), (6),

et

( 1 7 )

la valeur de PA étant

(18)

Donc, alors, on trouvera

0 =  1

0/c =  P ?k>

_ Ç p — km ' pa— aknT
P/f =  22 cos --------cos ----------- -2 2

0/c— 0 =  P* — I.

Cela posé, la différence 0A — 0  sera négative pour « =  o, et ordinaire 

ment positive pour a =  1, si l’on a ■

(19) P£<i.

Donc la valeur de A* sera ordinairement finie, si la quantité PA, déter- 

minée par l’équation (18), offre une valeur numérique inférieure à 

l’unité,

En raisonnant do la même manière, on prouve encore que la valeur 

de A* sera ordinairement finie, si l’unité surpasse la valeur de 0* déter

minée par les deux équations

(20)

(21)

a ' _p'Ju*— “ k )

y  . p — kva.  p a — akrss
P'A=  22 sin - -------sm ^ --------

ou, ce qui revient au même, si la quantité P'A, déterminée par la for

mule (a i) , offre une valeur numérique inférieure à l ’unité.

En définitive, on prouve que la question fondamentale, relative à la. 

théorie des polynômes radicaux, sera résolue si, pour une ou plusieurs 

valeurs entières du nombre k, l ’un des produits PA, P̂  offre une valeur 

numérique inférieure à l’unité, quels que soient d’ailleurs les argu-
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ments p ,  p a, p b........dont le nombre est égal à La démonstration

de ce dernier théorème peut d’ailleurs se déduire de la considération 

des rapports p-> prj comme nous le prouverons dans un autre article.
* k  * k

Mais, pour résoudre complètement la question principale, il n’est 

même pas nécessaire de recourir à la considération des produits PÆ 

et P*; on pourrait à cette considération substituer, par exemple, celle 

des produits
« =  0 ,0 ,... « '= 0 ;0 ;...0 ^

Si, pour fixer les idées, on suppose que n soit premier et impair, on 

aura
«  =  (i +  2 7·* co snp  h— /'2ra) ( i -+- 2 / ‘2 co snpa-\- r\n) . . . ,

« ' =  (i — cos np  4 - r in ) (1 —  2 r£ cosnptt+  rl n)· · ·»

et il suffira d’observer que les rapports

0 '1’ 0«

ne peuvent, pour des valeurs infiniment grandes des modules r, 

· · · » rb, rester l’un et l’autre supérieurs à l’unité.

3 6 3 .

A nalyse mathématique. — Mémoire sur les maxima et minima

conditionnels.

■ G. R., T. XXIV, p. 757 (5  mai 1847).

Pour résoudre certains problèmes, il est quelquefois nécessaire de 

déterminer, non pas le maximum ou le minimum absolu d’une fonc

tion de plusieurs variables indépendantes, mais lai plus grande ou la 

plus petite valeur que cette fonction peut acquérir sous des conditions 

données. On doit spécialement remarquer le cas où ces conditions 

‘ s’expriment par des inégalités, en sorte que d’autres fonctions des
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mêmes variables soient assujetties à ne pas dépasser certaines limites. 

Comme je l’ai observé dans mes précédents Mémoires, c’est précisé

ment à une question de ce genre qu’on se trouve conduit dans la 

théorie des polynômes radicaux. J’ai cherché s’il ne serait pas possible 

d’obtenir une méthode générale qui pût être facilement appliquée à 

tous les problèmes de cette nature. Celle que je vais exposer dans ce 

Mémoire me paraît digne de fixer un moment l’attention des géo

mètres.

Je me bornerai, aujourd’hui, à établir; les principes généraux sur 

lesquels je m’appuie et les formules qui s’en déduisent; dans un 

autre article; je donnerai l’application de ces formules à la théorie des 

polynômes radicaux.

Soient
s, «, v, w, . . .

des fonctions données de n variables x , y , z, . . . ,  et proposons-nous 

de trouver la plus grande valeur ç que puisse acquérir la fonction s 

quand les variables x , y , z , ... sont assujetties à vérifier les conditions

(O M = o, e io ,  w S o ,  . . . ,

dont le nombre est inférieur ou égal à n. Les valeurs de x , y , z, . . . ,  

qui correspondront à la valeur ç de s, pourront, ou ne vérifier aucune 

des équations

( 2  ) U — O, V —  O, W —  O, , . .,

ou vérifierunc ou plusieurs de ces mêmes équations. Dans le premier 

cas, ç sera un maximum absolu de s, que l’on pourra déterminer, 

abstraction faite des conditions (x), sauf à s’assurer plus tard que ces 

conditions sont remplies. Dans le second cas, ç sera un maximum con

ditionnel de s. Voyons maintenant comment on pourra déterminer ces 

divers maxima, soit absolus, soit conditionnels.

Désignons, à l ’aide de la caractéristique A, des accroissements infi

niment petits, simultanément attribués aux variables et aux fonctions 

données. Lorsque x , y , z, . . .  auront acquis des valeurs correspon-
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dantes à un maximum absolu de s, on aura

(3) à s < o ,

quels que soient les accroissements infiniment petits Ax, Ay, As........

La formule (3 ) suffira, comme on le sait, pour déterminer complète

ment les valeurs de x, y , s , ----On devra ensuite examiner si ces va

leurs satisfont aux conditions

( 4 ) - U < 0 ,  V < 0 ,  W < 0 ,  --------

Cherchons maintenant les maxima conditionnels de s correspon

dants à des valeurs de x , y , z, . . .  qui vérifient une seule des équa

tions ( 2 ) ,par exemple l’équation

(5) u — o.

Alors on aura

As <  o

>ur toutes les valeurs de Ax, Ay, As, . . .  
qui vérifieront les conditions

Au%o.

D’ailleurs, ces dernières formules, jointes à l’équation ( 5 ), suffiront, 

comme nous l’expliquerons tout à l’heure, pour déterminer complète

ment les valeurs de x , y , z , __ On devra ensuite examiner si ces va

leurs satisfont aux conditions

(7) c< 0 , w <  o, ----

Cherchons encore les maxima conditionnels de s correspondants à 

des valeurs de x , y , z, . . .  qui vérifient deux des formulés (2), par 

exemple les équations

(8 ) u =  o, cr=o.

Alors on aura

As <  o

pour toutes les valeurs de Ax, Ay, As, . . 
qui vérifieront les conditions
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D’ailleurs, ces dernières formules, jointes aux équations (8), suffi

ront, comme on le verra, pour déterminer complètement les valeurs

de x ,y ,  z , ----On devra ensuite examiner si ces valeurs de x , y , z , . . .

satisfont aux conditions J

(io) w < 0, ----

On obtiendra, de la même manière, les formules qui devront être 

vérifiées, lorsque s acquerra un maximum conditionnel correspondant 

à des valeurs de x , y , z , . . . ,  liées entre elles par trois, quatre, cinq,. . .  

des équations (2). Il ne reste plus qu’à développer les formules ( 3), 

ou (6), ou (9), . . . ,  en considérant d’une manière spéciale le cas que 

l’on rencontre le plus fréquemment, savoir, le cas où s, u, v, w, . . .  

sont des fonctions continues de x , y , z, —

Supposons d’abord que les valeurs des variables x , y , z, . . .  corres

pondent à un maximum absolu de s. Alors ces variables étant indépen

dantes entre elles, si l ’on nomme 1 une quantité infiniment petite, on 

pourra supposer

Ax =  1 dx, Ay  =  1 dy, A z — t dz, . . . ,

et l’on aura

As =  1 ds — d2s -t-.. . .

Cela posé, la formule (x) donnera

1 ds — d* s -f-. . .  O·2 9

quel que soit le signe de 1, et, par conséquent,

(1 1 ) dsz= o, d2s <  o,

quels que soient dx, dy, dz, —  Comme on aura d’ailleurs 

ds - Da:sdx  +  Dr s d y -+- Das dz - y . . 

la première des formules (11) donnera 

(ï2) Dxî  =  0, Dr s =  o, ' Dzs =  0,
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Si les valeurs de x, y, s, * · ·, tirées de ces dernières équations, fai* 

saientévanouirai, il faudrait, comme l’on sait, recourir à la considé

ration des différentielles de s, d’un ordre supérieur au second.

Supposons, en second lieu, que les valeurs de x , y , z, . . .  corres

pondent à un maximum conditionnel de s, pour lequel se vérifie la 

formule ( 5). Alors x  pourra être, considéré comme fonction de y, 

z, . . . ;  et si, en désignant par t une quantité infiniment petite, on

P0Se . A .. —— >

on aura
A# — tdx A—  4- . . . ,

2

t2
As =  i ds -+- — d*s -I- · · · > 

Au t du -4- —dl u -+-....

Alors aussi les formules (6) donneront, d une part,

( 13 ) . ds =  O, d>s< 0

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, . . .  propres à vérifier la condi

tion

(14) du — o,

et, d’autre part,

(15) . id s < o

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, . . .  propres à vérifier la condi

tion

(j6 )· t d u < o .

Si l’on combine par voie d’addition la première des formules ( i 3 ) 

avec la formule (i4 ) multipliée par un facteur indéterminé A, on 

trouvera

f ■' ds \ du — o

O E n vrcs d e  C . — S* I, t. X. ' 7̂
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ou, ce qui revient au même,

(D*s 4- 1 Dx u) dx 4 - (Dr s 4- 1 Dr u) dy 4 - . . .  =  o.

Or, en choisissant le facteur X de manière à faire disparaître, dans la 

dernière formule, le coefficient de dx, on obtiendra une équation qui 

devra subsister, quels que soient dy, dz, —  On aura donc alors

( 18 ) D^s H- X D^ u — o, s h- X Dy u ^  o, . . . .

Ces dernières formules, jointes à l’équation ( 5 ), détermineront com

plètement x ,y ,  z, . . .  et X. D’ailleurs, x, y, z, . . . ,  X étant ainsi déter

minés, l ’équation (17) subsistera, non plus seulement pour les valeurs 

particulières de dx, dy, d z ,. . . ,  qui vérifieront la condition (i4)> mais 

pour toutes les valeurs possibles de dx, dy, dz, . . . .  Donc alors la for

mule (r 5 ) sera réduite à
— h du<i 0 ;

cl cette dernière condition, devant être vérifiée pour toutes les valeurs 

de dx, dy, dz, . . .  qui satisferont h l’équation (i/|), donnera

(19) K o .

Il est bon d’observer que, dans là seconde des formules ( i 3 ), on peut, 

eu égard aux formules (14) et (19), supposer la valeur de d'2s déter

minée par l’équation

( d%s — (Djj.4’ 4 - 1 1)% u) dx?-+- (I)*s 4- X D£ u) dy* + . . .
(20) j

( 4- 2(Dx Dys 4-  ̂D* Dr «<) dx dy 4 - . . . .

Donc, non seulement on peut remplacer la seconde des formules ( i 3 ) 

par la suivante

( 2 1 ) d i s 4- \ d2u <  o,

que l’on en déduit immédiatement, eu égard à l’équation ( 14) î mais, 

de plus, le premier membre de l’équation (21) se réduit à une fonc

tion homogène de dx, dy, dz, . . . ,  savoir, à celle avec laquelle il coïn

cide dans le cas où les variables x , y , z, . . .  deviennent indépendantes 

les unes des autres.
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Supposons, en troisième lieu, que les valeurs de x ,y ,  z, . . .  corres

pondent à un minimum conditionnel de s pour lequel se vérifient les 

formules (8). Alors x, y  pourront être considérés comme fonctions 

de z, —  Alors aussi les formules (9) donneront, d’une part,

( 22 ) ds — o, d2s <  o

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, . . .  propres à vérifier les condi

tions

(23) du — o, dv — o,

et, d’autre part,

('24) i d s < o

pour toutes les valeurs de dx, dy, dz, . . .  propres à vérifier les condi

tions

(25) id { i< o ,  \d v < o ,

l’un des signes <  pouvant être ici remplacé par le signe = .  Gela 

posé, en raisonnant comme ci-dessus, on déduira aisément des for

mules précédentes, non seulement l’équation.

(26) ds 4- X du -4- p.dv — 0,

à laquelle on pourra satisfaire, quels que soient dx, dy, dz, . . . ,  si 

l’on choisit convenablement les facteurs indéterminés \, p., mais 

encore, en supposant les facteurs k, p. choisis comme on vient de le 

dire,

(2 7 ) J)x s -t- \ Dx u -t- ¡x D* v — o, Dr .î -t- 1 Dr u -I- p Dy v =r o,

(28) K  0, p < o .  . _

Ajoutons qu’à la seconde des formules (22) on pourra substituer la 

suivante

(29) d*-s + 1  d*u 4- ¡xd-v <  o,

dont le premier membre se réduira, en vertu des formules (27), à une 

fonction homogène de dx, dy, dz.............
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On obtiendra, de la même manière, les formules correspondantes à 

un maximum conditionnel de s pour lequel se vérifieront trois, quatre, 

cinq, . . .  des équations (2).

. Le cas où s doit être un minimum peut être ramené à celui que nous 

venons de traiter, par la simple substitution de — s à s. Il est clair, 

en effet, que, si s devient un minimum, — s deviendra un maximum, 

et réciproquement.

Lorsqu’on applique les principes ici établis au problème traité dans 

la séance du 19 avril, on arrive aux conclusions déjà énoncées, que la 

condition (8) ou (9) de la page 281 est remplie pour toute valeur 

finie de A* ou de Aa. Riais on reconnaît en même temps que, pour 

obtenir la solution complète du problème, il est nécessaire de joindre 

à la considération des deux maxima Aa, A'k celle du maximum com

mun des trois factorielles 0 , 0 A, 0 A. C’est là, au reste, un point sur 

lequel je me propose de revenir prochainement.

364 .

A n a l y s e  m a t h é m a t iq u e . — Mémoire sur les lieux analytiques.

C. 11., T. XXIV, p. 885 (24 mai 1847).

Considérons plusieurs variables x , y , z, . . .  et diverses fonctions 

explicites u, v, w, . . .  de ces mêmes variables. A chaque système de 

valeurs des variables x ,  y , z , . . .  correspondra généralement une 

• valeur déterminée de chacune des fonctions u, v, w, . . . .  Si d’ailleurs 

les variables x , y , z, . . .  sont au nombre de deux ou trois seulement, 

elles pourront être censées représenter les coordonnées rectangulaires 

d’un point situé dans un plan ou dans l’espace, et par suite chaque 

système de valeurs des variables .pourra être censé correspondre à un 

point déterminé. Enfin, si les variables x t y , ou x , y , z, sont assu

jetties à certaines conditions représentées par certaines inégalités, les 

divers systèmes de valeurs de x, y , z, pour lesquels ces conditions
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seront remplies, correspondront à divers points d’un certain lieu; et 

les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il 

s’agit, ou dans l’espace, seront représentées par les équations dans 

lesquelles se transforment les inégalités données quand on y remplace 

le signe <  ou >  par le signe = .

' Concevons maintenant que le nombre des variables x, y , z, . . .  

devienne supérieur à trois. Alors chaque système des valeurs de cc, y, 

-, . . .  déterminera ce que nous appellerons un point analytique, dont 

ces variables seront les coordonnées, et, à ce point, répondra une cer

taine valeur de chaque fonction de ce, y , z, . . . .  De plus, si les diverses 

variables sont assujetties à diverses conditions représentées par des 

inégalités, les systèmes des valeurs de x , y , z, . . . ,  pour lesquels ces 

conditions seront remplies, correspondront à divers points analytiques 

dont l’ensemble formera ce que. nous appellerons un lieu analytique. 

Ce lieu sera d’ailleurs limité par des enveloppes analytiques dont les 

équations seront celles auxquelles se réduisent les inégalités données 

quand on y remplace le signe <  ou >  par le signe = .

Nous appellerons encore droite analytique un système de points ana

lytiques dont les diverses coordonnées s’exprimeront à l’aide de fonc

tions linéaires données de l’une d’entre elles. Enfin, la distance de 

deux points analytiques sera la racine carrée de la somme des carrés 

des différences entre les coordonnées correspondantes de ces deux 

points.

La considération des points et des lieux analytiques fournit le 

moyen d’éclaircir un grand nombre de questions délicates, et spé

cialement celles qui se rapportent à la théorie des polynômes radi

caux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les formules 

et propositions établies dans les Mémoires que j ’ai présentés en i 83o, 

et qui ont été publiés, soit dans le Bulletin de M. de Férussac, soit 

dans le Recueil des Mémoires de VAcadémie, mais encore les formules 

et propositions que renferme mon Mémoire du i 5 mars de cette année, 

sur les racines des équations algébriques à coefficients entiers, et 

même celles que contient le Mémoire présenté dans la séance du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



294 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

22 mars et dans les suivantes, et relatif à la théorie des polynômes 

radicaux, sauf toutefois quelques modifications que je vais indiquer.

Soit p une racine primitive de l’équation

œ" — I ;

soit, de plus, f(p) un polynôme radical et à coefficients réels, repré

senté par une fonction linéaire des diverses puissances de p. La mé

thode du plus grand commun diviseur de deux polynômes radicaux 

à coefficients entiers et, par suite, la théorie des polynômes radicaux, 

pourront être complètement établies pour une valeur donnée du 

nombre n, s’ il est prouvé que le polynôme f(p) peut toujours être 

décomposé en deux parties, dont l’une soit un polynôme radical à 

coefficients entiers, et dont l’autre corresponde à une factorielle © 

plus petite que l’unité, les coefficients demeurant finis. Il y a plus : 

quand il s’agira de fonder la méthode et la théorie en question, on 

pourra, conformément à l ’observation que j ’ai faite dans la séance 

du 5 avril, prendre pour 0, non plus la factorielle, mais le module 

même du polynôme f(p), et substituer partout ce module à la facto

rielle que 0 représentait auparavant; en conséquence, il suffira de 

prouver que le polynôme f(p) peut toujours être décomposé en deux 

parties, dont l’une soit un polynôme radical à coefficients entiers, 

et dont l’autre offre un module inférieur à l ’unité, les coefficients 

demeurant finis.

Or, en premier lieu, il résulte des principes exposés dans les divers 

paragraphes de mon dernier Mémoire, et spécialement dans le § II, 

page 256 , que la décomposition dont il s’agit pourra être effectuée 

pour un polynôme radical composé de trois ou quatre termes au plus. 

Pour des polynômes radicaux composés d’un nombre quelconque de 

termes, la môme décomposition a été réduite à la solution d’un pro

blème de maximum ou de minimum. Mais cette réduction suppose 

(page 256) que, parmi les diverses valeurs que peut acquérir 0  quand 

on fait croître ou décroître d’une ou de plusieurs unités les coeffi

cients renfermés dans le polynôme f(p), il y en a une inférieure à
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toutes les autres, et produite par des valeurs finies de ces coeffi

cients. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si, n étant égal à 3 , le 

polynôme f(p) se réduit, comme on peut alors le supposer, à un 

binôme de la forme a ■ -+- ëp. C’est ce qui aura encore lieu toutes les 

fois que 0 deviendra infiniment grand pour des valeurs infinies des 

coefficients renfermés dans le polynôme f(p).' Mais on conçoit que 

cette dernière condition .pourrait n’ètre pas remplie, et alors la solu

tion du second problème n’entraînerait pas nécessairement la solution 

du premier.

Comme je le montrerai dans un prochain article, la considération 

des lieux analytiques est éminemment propre à guider le calculateur 

au milieu des difficultés que je viens de signaler.

Dans la dernière séance, M. Liouville a parlé de travaux de 

M. Kummer, relatifs aux polynômes complexes. Le peu qu’il en a 

dit me persuade que les conclusions auxquelles M. Kummer est 

arrivé sont, au moins en partie, celles auxquelles je me trouve con- 

■ duit moi-même par les considérations précédentes. Si M. Kummer a 

fait faire à la question quelques pas de plus, si même il était parvenu 

à lever tous les obstacles, j ’applaudirais le premier au succès de ses 

efforts; car ce que nous devons surtout désirer, c’est que les travaux 

de tous les amis de la Science concourent à faire connaître et à pro

pager la vérité.

3fi5.

T h é o r ie  d e s  n o m b r e s . — Sur la décomposition d ’un polynôme radical à 

coefficients réels en deux parties, dont la première^est un polynôme 

radical à coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus 

petit que l ’ unité.
C. R-, T. XXIV, p. g43 (3i mai 1847).

Simple énoncé.
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366.
T h é o r ie  d e s  n o m b r e s . — Mémoire sur diverses propositions relatives 

à la théorie des nombres.

C. R ., T . X X IV , p. 996 (7  ju in  1847).

Des propositions diverses, relatives à la théorie des nombres, 

peuvent se déduire du théorème fondamental que renferme mon 

Mémoire du i 5 .mars dernier, et qui s’y trouve énoncé dans les 

termes suivants : • *

T h é o r è m e . — Supposons que, X  étant une fonction entière de x  à coef

ficients entiers, l ’équation
X  — 0

soit irréductible ; si une seule racine x  de cette équation vérifie une autre 

équation algébrique, et à coefficients entiers,

a>(x) =  o,

alors la fonction ©(#) sera divisible algébriquement par la fonction X. 

Donc, si, dans cette dernière, le coefficient de la plus haute puissance 

de x  se réduit à l ’unité, on aura

9 (x)=zÀf(x) ,

désignant encore une fonction entière de x , à coefficients entiers.

Ce théorème conduit surtout à des résultats dignes de remarque, 

clans le cas où les racines de l’équation

X  — o

peuvent être exprimées par des fonctions entières

a?,, x,, . . .

d’une première racine x .  Alors, en effet, si l’on prend pour y f x )  le
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produit de fonctions entières et semblables des diverses racines, et 

si les diverses fonctions sont à coefficients entiers, le produit %(x),  

quand on prendra pour a? la racine en question, se- trouvera réduit à 

un nombre entier /, et par suite la différence

sera divisible algébriquement par X. Donc, par suite, si l’on attribue 

à x  une valeur entière qui rende X divisible par /, le produit %(x)  

sera lui-même divisible par I.

Supposons maintenant que l’on désigne par y  une fonction entière 

des diverses racines x,  x „  x 2, . . . .  et soient

y, yu y%, ···

les valeurs distinctes que peut prendre y  en vertu d’échanges opérés 

entre les racines dont il s’agit. Alors les termes de la suite

y, yu yi, ···

seront les diverses racines d’une équation nouvelle, et rien n’empê

chera de prendre pour yjyx) le produit de fonctions semblables des 

divers termes de cette nouvelle suite. Xlors aussi on obtiendra encore

des propositions analogues à celles que je viens d’énoncer.
»

Ces diverses propositions, et les conséquences qui s’en déduisent, 

comprennent, comme cas particuliers, ainsi qu’on le verra dans mon 

Mémoire, celles qui se rapportent à là théorie des polynômes radi

caux, et spécialement celles que renferme un beau. Mémoire de 

M. Kummer, présenté à l’Académie par notre confrère M. Liouville, 

dans une des précédentes séances.

Parmi les théorèmes auxquels je suis parvenu, et qui sont relatifs à 

la théorie des équations binômes, je citerai les suivants :

Soient n un nombre premier impair, I  un nombre entier quel

conque, et g , h deux facteurs entiers dont le produit soit égal à 

n — i, en sorte qu’on ait
n — \ — gh.

» OEuvres de C. —  S. I, t. X. 38
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Soient, de plus, p une racine primitive de l’équation

(1) X n = I ,

r une racine primitive de l’équivalence

(2) x n= i  (mod./), 

et s une racine primitive de l’équivalence

(3) ^«-’ =  1 (mod. n).

Enfin, supposons qu’après avoir partagé les racines imaginaires de 

l’équation (1) en h périodes, dont chacune comprenne g  racines

diverses, on nomme j
Po> Pu ■ ··> ?h-i

les h sommes dont chacune est formée avec les racines comprises 

dans une même période, en sorte qu’on ait

(4 ) p s  +· p s  -h P s -h . . .  H- p ■ ,

et posons

(5 ) X k —  ( x -  p*‘ ) { x  -  / * ' ) . .  . ( x -  p*to—>*+*).

Si l’on représente par f(p) le polynôme radical et du degré n — 1, 

auquel on peut réduire une fonction entière des sommes

la différence

pu» p i >  ···» p/t—1 »

sera divisible algébriquement par la fonction X0, et la différence

f ( * ) - f ( P s‘ )
par la fonction Xk.

De plus, si l ’on représente par rk ce que devient pA quand on rem

place p par r dans le second membre de la formule (2), les divers

termes de la suite
’ r0, ru . . . ,  /·*_,

représenteront h racinés distinctes de l’équivalence

(6) T i S i  (mod./),
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et le produit

(7) [f(/ ) — f(p)] [f(/ ) — f(p')]· ·

sera divisible par /.

Il est bon d’observer que, dans le cas où / est un nombre composé, 

en sorte qu’on ait
■ ··>

p,q,  . . .  étant des nombres premiers, et X, [A, . . .  des nombres entiers, 

les racines de l’équivalence (2) sont en nombre égal à

nm,

m étant le nombre des facteurs premiers p, q , __ Mais, parmi ces

racines se trouvent'des racines primitives, dont chacune doit être 

élevée au moins à la «ième puissance, quand on veut la transformer en 

une puissance équivalente à l’unité suivant le module n. Ajoutons 

que, si l’on nomme rune de ces racines primitives, les..divers termes 

de la suite
i, r, r2..........  7·»-1

représenteront n racines distinctes de l’équivalence (2).

Dans un autre article, je reviendrai sur ce sujet, et je comparerai 

les résultats auxquels je suis conduit, dans la théorie des polynômes 

radicaux, avec ceux qu’a obtenus M. Kummer.

3 6 7 .

T h é o r ie  d e s  n o m b r e s . — Sur la décomposition d ’un nombre entier

en facteurs. radicaux.

C. R., T. XXIV, p. 1022 (14 juin 1847). *

Soient«, Sfc deux nombres entiers quelconques; soient encore 

1, a, b, . . . ,  n — b, n — a, n — r
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les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, et m le nombre de ces 

entiers. Enfin, soit p une racine primitive de l’équation

(0 " x n =  i,

et supposons le nombre entier x  décomposé d’une manière quel

conque en facteurs radicaux, en sorte qu’on ait

(2) X  =  9 (p)x(p)t|/(p).. .îjj(p),

f(p),  x(p),  ^(p)> ···> CT(p) étant des polynômes radicaux à coeffi

cients entiers. Si parmi ces polynômes plusieurs se réduisaient à des 

diviseurs de l’unité, c’est-à-dire à des polynômes auxquels correspon

drait la factorielle 1, leur produit serait encore un diviseur de l’unité; 

et, par conséquent, on pourra toujours admettre que, parmi les divers 

facteurs compris dans le second membre de la formule, un seul, c(p), 

est diviseur de l’unité. On pourrait môme, si l’on voulait, se débar

rasser entièrement de ce facteur, en le réunissant à l’un des autres 

par voie de multiplication.

Soient maintenant
a, b, c, . . .

les nombres entiers qui représentent les facteurs premiers et distincts 

de n, en sorte qu’on ait

' (3) « =  aabêcY,

les exposants a, ë, y, . . .  étant eux-mêmes entiers ; et posons

(4) JT =
(x n— 1) (¿cab— 1) (¿Cac—

Les racines primitives de l’équation (1) pourront être représentées 

par les divers termes de la suite

(5) P, Pa, ph, p-a, p~h, p~\

et seront précisément les m racines de l’équation irréductible

(6) AT=o.
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Cela posé, concevons que la lettre caractéristique N, placée devant un 

polynôme radical à coefficients entiers, indique le nombre entier qui 

représente la factorielle correspondante à ce même polynôme, en sorte 

qu’on ait généralement

(7) N cp(p) =  <p(p) <p(p“ ) 9 (p6).-. - 9 (p-*) <p(p—«) <p(p-1).

Comme l’équation (2) continuera de subsister, quand on y remplacera 

la ràcine primitive p par l’un quelconque des m termes de la série (p), 

on tirera de cette équation

( 8 )  X ' »  =  N < p ( p ) N x ( p ) N < K p ) . . . N r o ( p ) .

De plus, tj(p) étant le seul diviseur de l’unité compris dans le second 

membre de la formule (2), on aura

( 9 )  ' , N c t ( p ) =  i ,

tandis que les factorielles

N<p(p), N x(p), N<Kp), . . .

représenteront des nombres entiers distincts de l’unité, dont le pro

duit, en vertu de la formule (8), devra être égal à X m. Si d’ailleurs on 

nomme
p, q, . . .

les entiers qui représentent des facteurs premiers et distincts de x ,  

en sorte qu’on ait

( 1 0 ) X . =  p ^ q V · . . .  

la formule (8) donnera définitivement

(1 1 ) p^mqV-m. . N 9 (p) N^(p) N ij'(p) · - ·;

et comme chacune des factorielles comprises dans le second membre 

de cette dernière équation sera un nombre entier distinct de l’unité, 

il est clair que le nombre de ces factorielles, Ou, ce qui revient au 

même, le nombre des facteurs de x  qui ne divisent pas l’unité ne
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pourra surpasser le nombre total des facteurs du produit pXmq̂ m... ,  

c’est-à-dire le nombre
( X -I- fi -t

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  I .  — Supposons un nombre entier quelconque SL· décomposé 

d’une manière quelconque en facteurs radicaux. Ceux de ces facteurs qui 

ne seront pas diviseurs de l ’unité seront en nombre inférieur ou tout au 

plus égal au nombre total des fadeurs entiers et premiers de SL·"1, ou, ce 

qui revient au même, au produit du nombre total des facteurs premiers 

de SL· par le nombre m des entiers inférieurs et premiers à n.

Corollaire. — Il suit évidemment du théorème I que, si l’on par

vient à décomposer un nombre premier en facteurs radicaux, puis ces 

facteurs en d’autres de même forme, et ainsi de suite, on arrivera 

bientôt à des facteurs radicaux premiers, un facteur premier étant 

celui qui ne peut se décomposer en deux autres dont aucun ne soit 

diviseur de l’unité.

Revenons maintenant à l’équation (2). En vertu d’un théorème fon

damental énoncé dans la séance du i 5 mars (voir le théorème III de la 

page 233), cette équation entraînera la suivante

(1 2 ) X  =  <p(a;) x(a?) ip(a?) . .  . ro(.r) + ^ r f ( 3 ï ) ,

f(x )  étant une fonction entière de a: à coefficients entiers. D’autre 

part, si les nombres n et SL· sont tels qu’on puisse satisfaire à l’équiva

lence

(13) x tl — 1 =  0 (mod. X ) ,

toute racine primitive r de cette équivalence vérifiera certainement la 

formule

D4) X  =  o (mod. X)',

ainsi qu’on peut le conclure de l’équation ( 4 )· Donc alors la for

mule (12) donnera

(i5) (mod. X ) .
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Mais, d’autre part, l’équation (7), que l’on peut écrire comme il suit

N<p(p) =  <p(p) <p(o°). . .  <p(p’*-a) 9 (p'l_1),

entraînera la formule

(1 6 ) N 9 (p) =  <f(x) ca(xa) . . .  <p(a"-“ )

f ( x )  étant encore une fonction entière de x  à coefficients entiers. 

Donc, en remplaçant x  par r, et ayant égard à l’équivalence ( 14 )» 0» 

trouvera

(1 7 ) N<p(p) =  f ( r) cp(ra)... <p (/-«-«) «ptr»-1);

puis, en substituant u(p) à ç(p), et ayant égard à l’équation (9), on 

obtiendra la formule f

(18) i =  ns(r) 5i(;·®). . .  js{ra~a) •G(rn~i) (mod.X),

en vertu de laquelle les nombres x  et u(r) seront nécessairement 

premiers entre eux. Donc la formule ( i 5 ) donnera simplement

(19) <p(r) x(r) | ( r ) .. .== o (mod.X),  

et l’on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Supposons le nombre X  décomposé en facteurs radi

caux formés avec la racine primitive p de l ’équation

X n — l ,

et la décomposition effectuée, comme on peut toujours l ’admettre, de ma

nière que parmi ces facteurs radicaux, l ’un, au plus, divise l ’unité. Si 

l ’on nomme
?(p)> x(p)> +(p)> · · ·

les facteurs de X  qui ne divisent pas l ’unité; si d ’ailleurs les nombres n, 

X  sont tels, que l  on puisse satisfaire par des valeurs entières de x  à 

V équivalence
X , l ~  I (mod. X ) ,
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toute racine primitive r de celte équivalence rendra le produit

? ( r ï  %('·) + (>■ )···
divisible par x .

Corollaire. — Si x  se réduit à un nombre premier p, la formule (19) 

entraînera l’une des suivantes :
0

(2 0 ) cf(r) =  o, x(r )  =  0, 4;(r) =  o, . . .  (mod./?).

Les propositions et formules précédentes fournissent immédiate

ment, quand n’est réduit à un nombre ptemier impair, plusieurs des 

résultats auxquels est parvenu M. Kummer.

Lorsqu’en supposant n premier et impâir, on pose, dans la for-

mule (16),
*  =  1 ,

la fonction N

X  —  I

se réduit précisément au nombre n, et, par suite, la formule (16) 

donne

(2 1 ) ' N<p(p) s  [cp(i)] '1- 1 (mod. n).

Cette dernière équivalence, étant combinée avec un théorème connu 

de Fermât, entraîne, ainsi que M. Kummer l’a remarqué, la proposi

tion suivante :
1

Théorème III. — Lorsque n est un nombre premier impair, la facto

rielle correspondante au polynôme radical ®(p) est équivalente à l ’unité, 

suivant le module n, excepté dans le cas où <p(i) est divisible par n, et, 

dans ce dernier cas, elle devient divisible elle-même par n.

Observons encore que, si n  est un nombre premier et impair, 

l’équation (7) pourra être présentée, non seulement sous la forme

(2 2 ) N <p(p) =  ? ( p )  <p(p2) · ■ · <p(p'î~ 1),  

mais encore sous la forme

(23) N  <p(p) =  <p(p) cp(ps ) «pCp"*) · · · ? ( P * ~ ) .
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s étant une racine primitive de l’équivalence

(24) x n~l =  i (mod.«).

Soient, dans cette même hypothèse, g, h deux entiers liés entre eux 

par l’équation
n — i — gh,

et posons

(2 5 )  $ ( p )  =  <p(p) y ips*)  çp(ps' h) . . .  <p(ps<i ,>h).

L’équation ( 23) donnera - -

(26) N 9 (p) =  $(p)$(f>s) . . . $ ( p s'‘- ‘ ).

Ajoutons que, si les deux premiers des facteurs renfermés dans le 

second membre de la formule ( 25) deviennent égaux, tous ces fac

teurs seront égaux les uns aux autres, et que, par suite, ç(p) sera une 

fonction symétrique de

. P» Ps\ Ps”‘> ■■■’ p^ '·

Alors aussi les formules ( 25), (26) donneront

(27) ^(p) =  [?(p)F.

(28) N <p(p) =  [<p(p) (ps) . ·* ?(ps,‘_‘ )F, ,

et le produit
<?(P)?(PS)---?(PSJ‘~‘)

sera réduit à un nombre entier. Il y a plus : on reconnaîtra facilement 

que si, dans la suite

? (p),  <p(p2)> ···>  <p(p't _ I )-

plusieurs termes deviennent égaux, ces termes sont de la forme de 

ceux que comprend le second membre de la formule ( 25), et l ’on en 

conclura immédiatement, avec M. Kummer, que la factorielle N <p(p) 

prendra la forme indiquée par l’équation (28)..

Supposons maintenant que p  soit un nombre premier de la forme

OEuvres de C . —  S. I , t. X. ” 39
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71# + 1. Soit encore 0 une racine primitive de l’équation '

(29) x P =  i,

t une racine primitive de l’équivalence

(30) #?-* =  1 (mod.js);

et, en désignant par k, l, . . .  des nombres entiers quelconques, pre

nons

(31) , ' &i  =  e +  p*et+ p * /‘et'+ . . .+ p < p -v > ‘ e‘r~\

On aura (voir les Mémoires insérés dans le Bulletin de M. de Férus- 

sac, de 1829, et dans le Tome XVII des Mémoires de l ’Académie des 

Sciences),.

( 32 ) 0/c 0/ --- R*,/ 0*+7>

Rw étant un polynôme radical à coefficients entiers; et, si l’on pose

R*./=f(p)>
on aura encore

(33) p — f(p) f(p 1 ),

pourvu que les entiers k, le t  k-h l  soient premiers à n. Or, en vertu 

de la formule ( 33), tout nombre premier de la forme n x  +  1 sera dé- 

composable en facteurs radicaux. Mais on doit observer que, dans la 

formule ( 33), f(p), f(p_l) ne seront pas généralement des facteurs 

premiers de p . Dans tous les cas, si l’on décompose chaque facteur 

non premier de p  en facteurs nouveaux, et si l’on pousse la décompo

sition aussi loin que possible, on finira par obtenir des facteurs pre

miers de p. Soit <p(p) un de ces facteurs premiers, en sorte que l’on 

ait

(34) p =  ?(p)x(p)>

^(p) étant un nouveau polynôme à coefficients entiers. L’équation ( 34) 

continuera de subsister, quand on y remplacera p par l’un quelconque 

des termes de la suite
p, ps, p3, . . . ,  P"-1.
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Donc p  aura pour facteur ‘premier l’un quelconque des termes de la 

suite
<p(p)> 9(p’ )» · · · ,  9 (pra_1); 

et, comme on tirera de la formule ( 34),

(35) =  N <p(p) N x(p),

N ç(p) ne pourra être qu’un diviseur de pn~', c’est-à-dire p ou une 

puissance de p. En désignant par cette puissance, on aura

(36) ' N <p(p) <p(p2) . . .  <p(pa“ 1).

Au reste, si* le nombre n est tel, que les théorèmes relatifs à la dé

composition des nombres entiers en facteurs premiers subsistent, 

quand on substitue des facteurs entiers aux facteurs radicaux, alors, 

en raisonnant comme dans un précédent Mémoire (voir la séance du 

•5 avril, page 272), on prouvera : i° que les facteurs

?(p). 9 (p2)» ···» 9 ( Pre—1 )

seront premiers entre eux ; 20 que leur produit ou la factorielle N 9 (p) 

divisera le nombre p dont elle ne pourra différer. Donc alors le 

nombre X devra se réduire à l ’unité dans la formule ( 36) qui coïnci

dera elle-même avec la formule (18) de la page 272, en sorte qu’on 

trouvera

(3 7 ) p =  N <p(p) =  9 (p) 9(p2) · · · 9(pre_1)·

Alors aussi (voir la séance du 22 mars dernier, page 252), on aura 

nécessairement ^

(38) llp =  A * - ( - i r ï i ir-)

A, B étant deux nombres entiers. Mais il n’est pas toujours possible 

de choisir A, B de manière à vérifier cette dernière équation. Si, pour 

fixer les idées, on prenait n =  23, p  =  47, l’équation ( 38) donnerait

188 =  4 2+ 2 3 £ 2,
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et ne pourrait se vérifier que pour des valeurs de B2 positives et infé

rieures à

23 ~ 2 3 ’

par conséquent pour des valeurs de B positives et inférieures à 3 . Or, 

comme en attribuant successivement à B les valeurs i et 2, on obtient 

pour valeurs correspondantes de la différence

188 — 235*, ·

les deux nombres 165 , 96, dont aucun n’est un carré .parfait, nous 

devons conclure, avec M. Kummer, que les théorèmes relatifs a la dé

composition des nombres entiers en facteurs premiers ne s’appliquent 

pas aux polynômes radicaux, pour des valeurs quelconques de n , et 

cessènt, par exemple, d’être applicables,‘ quand on suppose « =  23.

Il reste à examiner ce que devient la formule (36) quand elle ne se 

réduit pas à la formule ( 3y), et à montrer le parti qu’on peut tirer 

alors des principes établis dans la précédente séance. C’est ce que 

nous verrons dans un autre article.

3 6 8 .

T h é o r ie  d e s  n o m b r e s . — Mémoire sur les facteurs modulaires 

des fonctions entières d’une ou de plusieurs variables.

C. R., T. XXIV, p. 1117 (28 juin 1847)-

Les formules que l’on désigne en Algèbre sous le nom d'équations 

se trouvent remplacées, dans la théorie des nombres, par ce qu’on 

a nommé des équivalences ou des congruences relatives à un module 

donné. On sait que le nombre des racines réelles d’une équation ne 

peut surpasser son degré, et l ’on peut en dire autant du nombre des 

racines réelles d’une équivalence, lorsque le module est un nombre 

premier. On sait encore que le premier membre d’une équation algé-
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brique à coefficients réels est toujours décomposable en facteurs réels 

du premier ou du second degré, dans le cas même où cette équation 

n’offre, pas de racines réelles, et que cette décomposition, quand le 

nombre des facteurs est le plus grand possible , ne peut s’effectuer 

que d’une seule manière. Il importait de voir s’il existait des propo

sitions analogues pour les premiers membres des équivalences algé

briques, dont, jusqu’à ce jour, on a cessé généralement de s’occuper, 

quand leurs racines réelles venaient à disparaître. Telle est la ques

tion que j ’ai voulu approfondir, et que je suis effectivement parvenu 

à résoudre, comme on le verra dans le présent Mémoire. Je me bor

nerai, dans cet article, à indiquer sommairement les principaux résul

tats de mes recherches, le Mémoire devant être prochainement publié 

dans mes Exercices d ’Analyse et de Physique mathématique.

Soient x , y , z, . . .  diverses variables et n un module entier quel

conque. Deux fonctions entières de x , y , z, . . . ,  à coefficients entiers, 

seront dites équivalentes entre elles, suivant le module n, lorsque, pour 

des valeurs entières quelconques de x , y , z, . . . ,  la différence de ces 

deux fonctions sera divisible par n. Lorsqu’une fonction sera équiva

lente au produit de plusieurs autres, chacune de ces dernières sera ce 

que j ’appellerai un diviseur ou facteur modulaire de la première. Un 

facteur modulaire sera irréductible lorsqu’il ne pourra être décomposé 

en facteurs du même genre. Considérons en particulier une fonc

tion f(i») de la seule variable x , cette fonction étant toujours entière 

et à coefficients entiers. Si le module n est un nombre premier, alors, 

d’après un théorème connu de Fermat, on aura pour une valeur entière 

quelconque de x,

(1) x n= x  (mod.«); 

et, par suite, dans une équivalence de la forme

(2) î{x) =  o,

le degré du premier membre pourra toujours être abaissé au-dessous 

de n. Cet abaissement étant effectué, le nombre des racines réelles de 

l’équivalence (2) lie pourra surpasser le degré de cette équivalence.
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Donc l’équivalence ne pourra subsister pour une valeur entière quel

conque de x ,  et une fonction f(# ), d’un degré inférieur à n, ne pourra 

être équivalente à zéro, qu’autant que chacun des coefficients compris 

dans f(æ) sera équivalent à zéro, c’est-à-dire divisible par n.

Si le module n cesse d’être un nombre premier, en sorte qu’on ait

(3) ' n =  p^qV·...,

p, g, . . .  désignant les facteurs premiers de /z; si d’ailleurs on nomme 

A  l'indicateur maximum correspondant au module n, tout nombre 

entier x  premier à n vérifiera la formule

(4 ) . x N=  i (mod. n).

Par suite, si l’on nomme co le plus grand des exposants A, p., . . . ,  un 

nombre entier quelconque x  vérifiera la formule

(5 ) x N+ts> =  x  (mod. n).

Donc alors, dans l’équivalence (2), le degré de î ( x )  pourra toujours 

être abaissé au-dessous de la limite A  H- co, qui, elle-même, est infé

rieure au module n.

Revenons maintenant au cas où le module n est un nombre pre

mier, le degré de f(a?) étant, comme on peut le supposer, inférieur 

à n. Alors, en s’aidant de quelques formules établies dans le premier 

Volume des Exercices de Mathématiques, page 160 ( 1), on arrive aux 

propositions suivantes : ·

T h é o r è m e  I. — Le module n étant un nombre premier, une fonction de 

f(x )  à coefficients entiers ne peut être décomposée que d ’une seule manière 

en fadeurs modulaires irréductibles, dans chacun desquels le coefficient 

de la plus haute puissance.de x  peut être supposé réduit à l ’unité.

T h é o r è m e  II. — Les-mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, concevons que la fonction f(a?) soit, équivalente au produit de 

plusieurs fadeurs modulaires <p (a?), y f x ) ,  . . . ,  en sorte qu’on ait

(6 ) f(#) =  (f(x) %{x)  ip(ic).. · (mod.n).

( ’) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 202.
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Si l ’on désigne par rzÇx) un facteur modulaire irréductible, ce dernier 

ne pourra diviser f(aj) sans diviser l ’un des facteurs <p(a?), y (¿c)>

’K®)» · · · ·

T h é o r è m e  III. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 

précédents, nommons
«, 6, y, ...

les racines réelles ou imaginaires de l ’équation algébrique

(7) ®(*) =  o,

qu’on obtient en égalant à zéro le facteur modulaire et irréductible, repré

senté par le facteur'vs(x). La fonction f  (oc) sera ou ne sera pas divisible 

par &(x),  suivant que la condition

(8) f(a) f(6) f (y ) . . .== o (mod.n) 

sera ou ne sera pas satisfaite.

T h é o r è m e  IY. — Tout commun diviseur modulaire de deux fondions 

entières f(x) ,  F(îc) divise nécessairement leur plus grand commun divi

seur.

Pour montrer une application de ces principes, supposons n =  19, et

f (# )  z= X s —  I.

Puisque, en prenant pour a? un nombre entier quelconque, on aura

x 1*— x  =  o (mod.p),

et que le plus grand commun diviseur modulaire des deux binômes

¿C19— X ,  ¿C5— I _

sera le plus grand commun diviseur algébrique x  — \, l ’équivalence

X* — 1 =  0

n’aura qu’une seule racine réelle, savoir, l’unité; et la fonction
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n'aura qu’un seul diviseur linéaire du premier degré, savoir a? — i .  

Donc, en vertu du théorème I, le facteur modulaire

x K +  x % +  x 1 +  x  h- i

sera ou un facteur irréductible, ou le produit de deux facteurs irré

ductibles du second degré. Cette dernière hypothèse est la véritable i 

on a, en effet,

¿C4 +  x 3-t- X2 +  X +  I =  (x *— 4 #  +  i) (x 2 +  5 x  +  l) +  IQX

. et, par conséquent,

¿e4 + a:3 +  a;2 + ¿r +1 = (;rs — 4^ + i)(«2+ 5a; + i) (mod. 19).

3 6 9 .

A n a l y s e  a l g é b r i q u e . — Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginaires, 

et sur les racines symboliques des équations et des équivalences.

C. R., T. XXIV, p. 1120 (28 Juin 1847).

Préliminaires.

Les géomètres, surtout ceux qui s’efforcent de contribuer aux pro

grès des Sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de 

parler une langue qui n’a pas toujours l’avantage de pouvoir être 

facilement comprise, et de fonder des théories sur des principes qui 

manquent de clarté. Si une théorie pouvait encourir ce reproche, 

c’était assurément la théorie des imaginaires, telle qu’elle était géné

ralement enseignée dans les Traités d’Algèbre. C’est pour ce motif 

qu’elle avait spécialement fixé mon attention dans l’Ouvrage que j ’ai 

publié, en 1821, sous le titre^d'Analyse algébrique, et qui avait pré

cisément pour but de donner aux méthodes toute la rigueur que l’on 

exige en Géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées 

de la généralité de l’Algèbre. Pour remédier à l’inconvénient signalé, 

j ’avais considéré les équations imaginaires comme des formules sym-
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boliques, c’est-à-dire comme des formules qui, prises à la lettre et 

interprétées d’après les conventions généralement établies, sont 

inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire 

des résultats exacts en modifiant et altérant, selon des.règles fixes, 

ou ces formules, ou les symboles qu’elles renferment. Cela posé, il. 

n’y avait plus nulle nécessité de se mettre l’esprit à la torture pour 

chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe symbo

lique \/— i, auquel les géomètres allemands substituent la lettre i. 

Ce signe ou cette lettre'était, si je puis ainsi m’exprimer, un outil, 

un instrument de calcul dont l’introduction dans les formules per

mettait d’arriver plus rapidement à la solution très réelle de ques

tions que l’on avait poséep. Mais il est évident que 1» théorie des 

imaginaires deviendrait beaucoup plus claire encore et beaucoup plus 

facile à saisir, qu’elle pourrait être mise à la portée de toutes les intel

ligences, si l’on parvenait à réduire les expressions imaginaires, et la 

lettre i elle-même, à n’être plus que des quantités réelles. Quoiqu’une 

telle réduction parût invraisemblable et même impossible au premier 

abord, j ’ai néanmoins essayé de résoudre ce singulier problème, et, 

après quelques tentatives, j ’ai été assez heureux pour réussir. Le 

principe sur lequel je m’appuie semble d’autant plus digne d’atten

tion qu’il peut être appliqué même à la théorie des nombres, dans 

laquelle il conduit à des résultats qui méritent d’être remarqués. 

Entrons maintenant dans quelques détails.

§ I. — Sur les équations symboliques et sur leurs racines.
Application à la théorie des imaginaires.

Les deux lettres /, m désignant deux nombres entiers, les notations 

admises par les géomètres offrent plusieurs moyens d’exprimer que 

ces deux nombres, divisés par,un troisième n, fournissent le même 

reste, ou, en d’autres termes, que l  est équivalent à m suivant le 

module n. Ainsi, en particulier, on peut écrire, avec M. Gauss,

(i) ’ l ~ m  (mod./i).

Œuvres de C. — S. I, t. X. 4o
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Pareillement, étant donnés deux polynômes f ( x ) ,  dont chacun 

soit une fonction entière de la variable x,  si l’on veut exprimer que 

ces deux polynômes fournissent le même reste, quand on les divise 

algébriquement par un troisième cj(a?), ou, en d’autres termes, que 

9 (x)  est équivalent à %(oc) suivant le module rz(x), on pourra écrire, 

comme on l’a déjà fait (voir le Mémoire de M. Kummer inséré dans le 

Journal de M. Crelle, XXXe Volume, 2e Cahier),

(2) y(æ)=Bx(x) [mod.ro(.r)].

Mais il est clair que, à l’équivalence ( 2), on pourrait substituer l’équa

tion

(3) * K ? (« )  =  R x(*)t

si î’on désignait à l’aide de la lettre caractéristique R, placée devant une 

fonction entière de x ,  le reste qu’on obtient quand on divise cette fonc

tion par u(a?). Alors aussi, en nommant f (x)  une fonction entière divi

sible exactement par v ( x ) ,  on aurait

(4) H f(*)= o .

Ce n’est pas tout. Au lieu de placer une lettre caractéristique R 

devant une fonction entière 9 (a?), pour indiquer le reste qu’on obtient 

quand on divise cette fonction par zs(x),  on pourrait convenir que l’on 

se servira, pour cette indication, d’une lettre symbolique substituée à 

la variable x ,  dans la fonction elle-même. Soit i cette lettre symbo

lique. La seule présence de la lettre i, substituée à x  dans une fonc

tion entière 9(2;), indiquera que, avant de poser dans cette fonc

tion x  — i, on doit la réduire au reste de sa division par u (x ), et alors 

la formule ( 3) pourra s’écrire comme il suit :

(5) ®(*') =  x(*'b

tandis que la formule (4), qui suppose la fonction f(# ) divisible par 

w(îc), donnera .

( 6 ) f (0  =  °-
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Comme la plus simple des fonctions divisibles par le diviseur u>(x)

est ce diviseur lui-même, la plus simple des équations symboliques

de la forme (6)‘ sera 
%

(7) ®(0 =  o·

Si la fonction f (x)  n’a pas a ( x )  pour diviseur, alors, en nommant 

II(a;) le quotient, et ^(a;) le reste qu’on obtient en divisant f(a?) par 

tz( x ) ,  on aura

(8) f(a?) =  II(jj)OT(a!)+iKaí);

par conséquent

(9) f(i) =  n ( t > ( i )  +  t ( i) .  

et, eu égard à la formule (7),

(10) f(i) =  4l(t).

Mais il importe d’observer que, si l’équation (9) se réduit à la for

mule symbolique (10), cela tient uniquement à la convention adoptée, 

suivant laquelle on doit, dans le second membre de l’équation (9), 

effacer le terme qui renferme vs(x), dès que l’on substitue i à a?. Si, 

après cette substitution, a(i)  se réduit à zéro, c’est en vertu de la 

convention dont il s’agit, i pouvant d’ailleurs être numériquement 

égal à une quantité réelle quelconque, qui, prise pour valeur de x,  

pourra fournir pour m(x) une valeur très différente de zéro.

Pour nous rapprocher, autant que possible, du langage algébrique 

généralement admis dans la théorie des imaginaires, nous dirons que 

i est une racine symbolique de l’équation caractéristique

(11) &(x)=o,  

et même de l’équation

(12) · f(#) =  o

quand f ( x )  sera divisible par &(x)  : mais au mot racine symbolique 

nous n’attacherons pas l’idée d’une valeur de x  pour laquelle vs(x) ou
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f(a;) devienne numériquement égal à zéro; et, tandis que les racines 

réelles d’une équation algébrique en œ, par exemple de l’équation (12), 

devront annuler le premier membre f(¿c), une racine symbolique i de 

la même équation devra faire évanouir, non pas f(a?), mais le reste de 

la division de f(a;)'par un certain diviseur gj(îc), et même faire éva

nouir ce reste, quel que soit x .

Lorsque, zs(x) étant du degré n par rapport à la variable x,  f(a?) 

représente une fonction entière quelconque de x,  le reste ^(æ), qu’on 

obtient en divisant f(æ) par &(x),  est généralement de la forme

(i3) ^(¿e) =  atx  +  ai x i +  . . . +  all̂ lx n~i,

a0, a,, . . . ,  désignant des quantités constantes; et pour que ce 

reste s’évanouisse, quel que soit x,  il faut que l’on ait

0 4 ) «0=0, «1 =  0,. a2=  0,

Donc alors la formule (6), ou

que l’on peut réduire à

f({) =0,

(i5) <K0 =  ®

ou, ce qui revient au même, à

(16) a, +  a, ¡' +  a, (■* +  . . .  +  a„_, ¡'"-1 =  o,

entraîne les· conditions ( i 4 )· Donc l’équation symbolique (6) ou (16) 

équivaut, en réalité, à ces conditions, exprimées par n équations dis

tinctes. On arriverait à la même conclusion, en observant que, dans 

l’équation (16), la lettre symbolique i représente une quantité réelle 

indéterminée, à laquelle on peut attribuer telle valeur que l’on voudra. 

Or, en posant i =  o, on tire de la formule (16)

«0 =  o ;

et comme, en vertu de cette dernière condition, l’équation (16) peut 

être réduite à
a, 1 H- aj P· + . . .  H- a„_i i =  o,
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on aura encore, i restant arbitraire,

a1+ a j ! + . , . +  a„_1(',- ! =:o, ,

Si maintenant on pose de nouveau i =  o, on obtiendra la condition

— o;

et, en continuant de même, on finira par déduire de l’équation (16) 

chacune des conditions ( i 4 )·

Une théorie nouvelle et rigoureuse des formules et des équations 

imaginaires se déduit immédiatement des principes généraux que 

nous venons d’exposer. Pour obtenir cette nouvelle théorie, il suffit 

de réduire le diviseur cj(x ) au facteur binôme æ2 +  i, et, par con

séquent, de prendre pour point de départ cette convention fonda

mentale, que là lettre symbolique i, substituée à la lettre x  dans une 

fonction entière f(a?), indiquera la valeur que reçoit, non pas cette 

fonction f(i»), mais le reste de la division algébrique de t'(x) par 

x- +  i , quand on attribue à x  la valeur particulière i. Cette conven

tion étant adoptée, on aura, en supposant f (x)  divisible par x 2 4 - 1,

(17) î { i ) = o .

Alors aussi la quantité indéterminée i sera une racine symbolique de 

l’équation

(18) , .  f ( . z ) = o ,

qui sera réduite à

(19) - æ2-+-i =  0,

si l ’on suppose f(a;) =  x 2 -+-1. Il est vrai que la formule (18) pourrait 

ne pas avoir de racines réelles, et que, effectivement, elle n’en a 

point quand elle se réduit à l’équation (19), attendu que, pour toute 

valeur réelle de x ,  le premier membre de cette équation acquiert une 

valeur très différente de zéro, et supérieure à l’unité. Mais, suivant la 

remarque déjà faite, dire que * est racine symbolique d’une équation 

caractéristique en a? du degré n, ce n’est pas dire que cette équation est 

satisfaite quand on prend i pour valeur de x , c’est-à-dire seulement
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que la substitution de i à x  dans une fonction entière f(a?) de la 

variable x  indique le reste qu’on obtient quand, après avoir décom

posé cette fonction en deux parties, dont l’une soit du degré n — i, 

et dont l’autre ait pour facteur le premier membre de l’équation carac

téristique, on a soin, avant de poser x  =  i, d’effacer la seconde partie, 

comme si le premier membre de l’équation caractéristique devenait 

nul pour une valeur de x  égale à i. Dans le cas particulier qui nous 

occupe maintenant, l’équation caractéristique se réduit à la for

mule (19), et la formule symbolique

( 2 0 )  {2 +  I =  0

exprime simplement que zéro est le reste de la division de x- -+-1 par 

le premier membre x 2-t-\ de l’équation caractéristique ou, ce qui 

revient au même, le reste de la division de i 2-i-i par i a-t-i. Alors 

aussi, pour exprimer que deux fonctions entières ®(x), %{oc), étant 

divisées par x 2 4- 1, fournissent le même reste, on écrira

(20  ■ <p(0=x(0·

Supposons, pour fixer les idées, que <p(;z), divisé par x 2-\-1, donne 

pour reste a 4- bx, et que %{x),  divisé par x 2-\-i, donne pour reste 

c 4- dx, les quatre lettres a, b, c, d désignant des quantités constantes. 

La formule (21) pourra être réduite à

( 2 2 )  a 4 -  bi =  c H-  di;

et, comme elle devra se vérifier, quel que soit i, elle entraînera les 

deux équations.

(23) a — c, b =  d,

dont on obtiendra la première en posant i =  o.

La formule (21) est ce qu’on a nommé une équation imaginaire. La 

lettre symbolique i, renfermée, dans cette équation, doit être consi

dérée, d’après la théorie nouvelle, comme une quantité réelle, mais 

indéterminée, à laquelle on pourra donner telle valeur que l’on 

voudra, et même une valeur nulle, quand on posera x  =  i dans les
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(onctions y (x)  et /_(«:),' après avoir réduit chacune de ces fonctions 

au reste de sa division par x-  4- i . Ajoutons que toute équation ima

ginaire pouvant être ramenée à la forme (22) sera toujours décom- 

posable, comme l’équation (22), en deux équations réelles, dont 

aucune ne renfermera plus la lettre i.

Comme, en vertu de la formule (20), on aura

P =r — I, P — P =  1,

et, par suite, en nommant m un nombre entier quelconque,

P m — 1 , * ï » n + l  —  J,

— p — — i t pm <-3 “  P — — i,

il en résulte que, si la fonction f(æ) est déterminée par une équation 

de la forme
f(æ ) r= a 04 - a s x  -I- a 2 x -  +  a 3.z,3 4 - ai x ', + . .  .,

on aura
f (i ) =  flj — ÎÏ2 H— ÎÏ4 — t.

Cela posé, il est facile de· voir ce que deviendront les équations algé

briques dans lesquelles entre une variable x ,  quand on les transfor

mera en équations symboliques, en substituant à la variable x  la 

racine symbolique i de l’équation imaginaire

i2 -I- I =  O.

Ainsi, en particulier, les équations algébriques

(a H- bx) (c 4-  dx) — ac 4- bdx’î -Jr {ad 4-  bc)x,

{a — bx) {c — d x ) =  ac-h bdx'1 — {ad 4- bc)x,
*

desquelles on tire

(a2— Wx*) {c1— d1x2) ■ = {ac -+- bdx-y— {ad·-(- bc)ix i, 

fourniront, quand on y remplacera x  par i, les équations imaginaires

( {a 4- bi) {c -f- di) — ac — bd -k- {ad -1- bc)i,

| ( a — bi){c — di) =  ac — bd— {ad+ bc)i

(a2+ ¿>2) (c2+ d 2) =  {ac — bdy- +  {ad 4- bc)K

(24)

et

(35)
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Si, dans la dernière, on réduit a,.b, c, d à des nombres entiers, on 

obtiendra immédiatement le théorème connu, suivant lequel deux 

nombres entiers, dont chacun est la somme de deux carrés, donnent 

encore pour,produit une somme de deux carrés. De plus, si dans la 

première des équations (24) on pose

a  =  cos a, 6 =  sina, c =  cos6, ci =  sin6,

on obtiendra la formule connue

(26) (cos a 4 - i  sina) (cosS 4- ¿sinê) =  cos (a 4 - 6 ) 4- i  sin(a 4- ê),

de laquelle on passera immédiatement au théorème de Moivre, com

pris dans l’équ'ation

(27) (cosa 4- i sin a)ra=  cosna 4- i sin/îa.

D’ailleurs, quand on voudra décomposer une équation imaginaire, par 

exemple l’une quelconque des formules (24), (26), (27), en deux 

équations réelles, on ne devra pas oublier de réduire d’abord chaque 

membre à la forme linéaire a-\-bi. Sous cette condition, la for

mule (27) fournit immédiatement les valeurs connues de cos/aa et 

de sinwa exprimées'en fonctions entières de cosa et de sina.

§ II. —  A p p lica tio n  des p r in c ip es  ci-dessus exposés à la  th éorie  des n om b res.

Les principes exposés dans le § I, après avoir fourni le moyen d’éta

blir une théorie claire et précise des équations imaginaires, peuvent 

encore être appliqués avec avantage à la théorie des équivalences. 

Seulement, dans cette théorie, ce que nous avons nommé l 'équation 

caractéristique en x  devient une équation ou une équivalence algé

brique à coefficients entiers; et une racine symbolique i de cette for- 

naule caractéristique est une indéterminée à laquelle on peut attri

buer définitivement, non plus une valeur réelle quelconque, mais 

une valeur entière arbitrairement choisie. Ajoutons que, s’il s’agit 

d’équivalences relatives à un module premier p , le coefficient de la
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plus haute puissance de x  dans la formule caractéristique poufra tou-' 

jours être supposé réduit à l’unité.

Je développerai, dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathé

matiques, la théorie des racines symboliques des équivalences. Je me 

bornerai, pour l’instant, à énoncer quelques-unes des propositions 

remarquables auxquelles mes recherches m’ont conduit.

T h é o r è m e  I .  — Le module p étant un nombre premier, nommons c r ( x ')  

un facteur modulaire irréductible, et i une racine symbolique de l ’équi- 

valence
«

(1) vj(x ) =  o (mod .p).

Soient d ’ailleurs
?(«)» x(^)* 'K·*)* ···.

des fonctions entières de x  à coefficients entiers. Si la formule

(2) 9 (î ) x(Q<K1,)--- =  0 (mod.p)

se vérifie, elle entraînera l ’une des suivantes :

(3) 9 (î ) es o, x (i)==o, 'JdO =  °> · · ·  (mod./?).

T h é o r è m e  I I .  —  Le module p étant toujours un nombre premier, zs(x) 

étant un facteur modulaire irréductible, et i une racine symbolique de 

Véquivalence ( i) , nommons î(x,  i) une fonction entière de x  et de i, qui 

n offre que des coefficients entiers, et qui soit du degré npar rapport à x , 

n pouvant être un nombre entier quelconque inférieur à p. Soient d ’ail

leurs

(4 ) ht ht l2t · · · ,  I«,-1

n fonctions entières de i, dont chacune, prise pour valeur de x , vérifie la 

formule

( 5 )  . î (x , i )  =  o (mod./>),

aucune fonction entière de i ne pourra remplir cette même condition sans 

devenir équivalente à l ’un des termes de la suite (4).

OEuvres de C. — S. I, 1. X . 41
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T héorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, si l ’on peut décomposer la fonction f(x,  i') en fadeurs modu

laires symboliques de même forme quelle, en sorte qu’on ait

(6 ) l ( x ,  0  =  ? O , 0  (mod./j),

chacun de ces facteurs sera équivalent au produit de plusieurs des facteurs 

linéaires

(7) ^  ô), 'T ¿1, > . ., SC in—1>

multipliés par un nombre entier.

Ce qui semble mériter une attention particulière, ce sont les appli

cations que l ’on peut faire des théorèmes ici énoncés aux équivalences 

binômes, c’est-à-dire'aux équivalences de la forme

(8 ) x n— i =  o (mod./>),

lorsque p — 1 n’est pas divisible par n. Considérons spécialement le 

cas où le facteur irréductible cs(x), étant un diviseur modulaire de 

x u — i,  ne divise jamais x m— 1, quand on prend pour m un entier 

inférieur à n. Alors i sera ce que j ’appelle une racine symbolique 

primitive de l’équivalence (8), et l’on déduira des théorèmes déjà 

énoncés la proposition suivante :

Théorème IV. — Le module p  étant un nombre premier, et n un nombre 

entier qui ne divise pas p  — 1, nommons i une racine symbolique primi

tive de l ’équivalence (8). Celle équivalence aura pour racines les divers 

termes de la suite
T 1 7"̂  »*71—-I i1 j ly y i y 1 ÿ

en sorte qu’on aura

■ Xn— I =  (x  — j) ( x  — i ) . , . ( x  — i“- 1).

On peut aussi établir la proposition suivante :

T héorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 

nommons s une racine primitive de l ’équivalence

(9 ) X > l — i  =  I (mod. n),
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et g, h deux nombres entiers qui vérifient la condition

' n — i =  gh.
Si Von pose

(10) X k —  ( x  — isi) ( x  — isM) . . . ( x  —

Xk sera un facteur modulaire, non symbolique, c est-à-dire indépendant 

de i, quand la condition

(11) · pe==i (mod. n)

sera vérifiée; et alors tout diviseur modulaire, non symbolique, de x n — i 

sera de la forme Xk.

Exemple. — Si, pour fixer les idées, on suppose x ~  5, p — ig, 

i sera une racine primitive symbolique de la formule

et le binôme

.z5—i s o  (mod. 19),

Xs— I

aura pour facteurs modulaires du second degré les deux trinômes

x 1— kx H- 1, a?2-+- 5x  + 1, 

qui seront équivalents aux deux produits

( x — i ) { 00— l4), ( x  —  i 2) ( x  —  i3).

Dans un autre article, je montrerai comment le théorème Y se 

lie à quelques propositions démontrées par M. Kummer, dans le 

Volume XXX du Journal de M. Crelle.
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3 7 0 . ·

T héorie des nombres. — Mémoire sur les racines primitives des équiva

lences binômes correspondantes à des modules quelconques, premiers 

ou non premiers, et sur les grands avantages que présente la considé

ration de ces racines, dans les questions de nombres, surtout en four

nissant le moyen d ’établir la théorie nouvelle des indices modulaires des 

polynômes radicaux.
I

C. R., T. XXV, p. 6  (5 juillet 1 8 4 7 ).

Simple énoncé.

3 7 1 .

T héorie des nombres. —  Mémoire sur les racines des équivalences corres

pondantes à des modules quelconques premiers ou non premiers, et sur 

les avantages que présente l ’emploi de ces racines dans la théorie des 

nombres.
C. R., T. XXV, p. 37 (12 juillet 1847)·

Les équivalences relatives à des modules premiers ne sont pas les 

seules qui puissent être employées avec avantage dans la théorie des 

nombres, et l ’on peut établir, pour les équivalences relatives à des 

modules quelconques, des propositions générales, entre lesquelles 

on doit surtout distinguer celles qui se rapportent aux équivalences 

binômes. En effet, comme on le verra dans ce Mémoire, la considé- 

' ration des racines des équivalences binômes à modules quelconques 

est éminemment utile dans la recherche des propriétés les plus impor

tantes des polynômes radicaux. Pour abréger, je me bornerai à indi

quer succinctement les résultats les plus remarquables auxquels je 

suis parvenu, me réservant de publier bientôt les développements de 

ce travail dans les Exercices d ’Analyse et de Physique mathématiques.
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§ I, — Sur les équivalences relatives à des modules quelconques 
premiers o u  non premiers.

Parmi les théorèmes qui se rapportent à des équivalences de forme 

quelconque, on doit distinguer le suivant, qu’il est facile de démon

trer, et qui subsiste, quel que soit le module.

Théorème I. — Les lettres m, n, I désignant trois nombres entiers quel

conques, nommons f (a ? )  une fonction entière de x , du degré net à coef

ficients entiers. Soient d ’ailleurs

n , ru - - · 9 ï*m—1

m racines distinctes de l ’équivalence

(1) î (x) =  o (mod.I),

c’est-à-dire m racines qui, divisées par le module I, fournissent des restes 

distincts. Si les différences entre les racines r0, r,, . . . ,  rm_{ ont toutes 

pour valeurs numériques des nombres premiers à l, la formule ( i)  entraî

nera la suivante

(2) î ( x)==(x  — r„)(x — r , ) . ..( ,*  — F(a:) (mod.I),

F (x  ) étant une nouvelle fonction entière et à coefficients entiers, dont le 

degré sera égal ou inférieur à n  — m.

En supposant successivement m — n et m >  n, on déduit immédia

tement du théorème I les deux propositions suivantes :

Théorème II. — Soient f (x)  Une fonclion entière de x , du degré n , et

1 0> ? If » * · > J n — 1

n racines distinctes de Véquivalence

f(a?) =  o (m od.I);

si les différences entre ces racines sont des nombres premiers à I ,  on 

aura

f(tf) s  k{x  — /*o ) (x — 7'j) . . . (X — TV-,) (mod. I),(3)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



326 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE.

k désignant une constante dont la valeur sera

(4) * = (  —0 " _. —  (mod.I).

Théorème III. — Soient i (x )  une fonction entière de x , du degré n, et

r t>> r u ..., r m~i 

m racines distinctes de l ’équivalence 

(0 ' f(;r)==o (mod.I);

si, les différences entre ces racines étant des nombres premiers à I, on a

m >  n,

Véquivalence ( i ) subsistera, quel que soit n.

Il est bon d’observer que si, r étant une racine quelconque de 

l’équivalence ( i) , on attribue à 0 une valeur entière quelconque, les 

deux quantités
r ,  r - \~Q\

ne seront pas deux racines distinctes, puisque ces deux quantités, 

divisées par I, fourniront le même reste. Néanmoins, si l’on substitue 

successivement ces deux quantités à la place de x , dans le rapport

f(«)
H T ’

les deux valeurs entières que recevra ce rapport, savoir

f(r) f ( r + e i)
I ’

pourront n’êtrc pas équivalentes suivant le module 1. En effet, la 

seconde do ces deux valeurs, divisée par I, fournira le même reste 

que l’expression

^ p  +  0f'(r),

et cette expression pourra devenir équivalente, suivant le module I, à
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Un nombre entier quelconque, si f '(r)  est premier à I. Il y a plus : 

pour que l’expression dont il s’agit devienne équivalente, suivant le 

module I, à un entier donné l, il suffira que la fonction

, Hr)~T~ 
i »  ’

étant réduite à sa plus simple expression, acquière un dénominateur 

premier à I. En conséquence, on peut énoncer la proposition sui

vante :

. Théorème IV. — Soient r une racine quelconque de l ’équivalence

î(æ) =  o (mod.I),

et l un nombre entier donné. Si le rapport

, f(r)
1 I

étant réduit à Sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui 

soit premier au module 1, alors il suffira de. poser

i _ U r l
(5) 0 = _ _ _ L  (mod.I),

puis de faire croître r de 01 dans le rapport

f (r)

pour que ce rapport devienne équivalent à l, suivant le module 1.

En réduisant / à zéro, on déduira du théorème'IV la proposition 

suivante :

Théorème V. — Soit r une racine quelconque de l ’équivalence

î{ x )~ o  (mod.I).

f(/')
Si le rapport
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étant réduit à sa plus simple expression, acquiert un dénominateur qui 

soit premier à I, alors il suffira de prendre

(6) ' (mod-I)’

puis de faire croître r de 0 1 , pour que

x  —  r - \ - %  I

devienne une racine de l'équivalence

f(a:) =  o (mod.I2).

Ajoutons que la condition énoncée sera toujours satisfaite, si f'(r) est 

premier à I.

On établira de la même manière le théorème plus général dont voici 

l’énoncé :
i

Théorème VI. — Soit r une racine de l ’équivalence

f(ap) =  o (mod. I);

les valeurs de r ', r", r'", ., qui seront déterminées à l ’aide des formules

(7) 0 -  i i l L 'VJ) u— i r ( ,.} (mod. I), r '=  r -+- 61,

6'~ f ' (r,) (8 ) p f'(r') (mod. 1 ), r"= r'+  B'l\

» ................. >

s’il est possible d ’y  satisfaire, seront respectivement racines des équiva 

lences

(9 ) f(j?) =  o · (mod.I2),

(10) f(#) =  o (mod.I3),

et seront même, pour ces équivalences, les seules racines correspondantes 

à la racine r de l équivalence (i).  Ajoutons que l ’on pourra toujours satis

faire aux formules (7) et (8), si f '(r )  est premier à I.
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On peut encore déduire du théorème Y la proposition suivante :

T héorèm e  VII. — Soient î(x) ,  F ( a ? )  deux fonctions entières de x , à 

coefficients entiers, et r une racine quelconque de l ’équivalence

f(#) =  o (mod. I).

Supposons d ’ailleurs que l ’on ait, pour une valeur entière quelconque 

de x ,

(11) F (x)= o . ;

Si f  (r) est premier à I, alors, en supposant la valeur de 9 déterminée par 

l ’équation (6), on aura.

(12) î - ^ - t - 0F'(/-)s=o (mod. I).

Dans le cas où le module I se réduit à un nombre premier p, et où 

l’on connaît n racines
J ’o»  ̂ I l  · · · 9 J  11—  l

de l’équivalence (i), alors, en supposant que cette équivalence n’est 

pas une de celles qui subsistent pour toute valeur entière de x , et que 

les différentes racines
>'o, l'\> ■ ·■ > f*»—1

sont distinctes les unes des autres, on tire de la formule (3 ), jointe à 

la formule (i),

(13) (a?-/■ „)(# — /·,)... ( a ; = s  o (mod.p); 

et, comme p  ne peut diviser le produit ·

sans diviser l’un de ses facteurs, la formule ( i3 ) entraîne évidemment 

la proposition suivante :

T h éor èm e  VIII. — Si le module I se réduit à un nombre premier p, et si 

Véquivalence

(14) î(x)=so . (mod./;),

GFMvres de C. — S . I, t. X. 42
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étant de degré n, n’est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur 

de x , cette équivalence ne pourra pas offrir plus de n racines distinctes.

Du théorème VIII, joint au VI, on déduit encore le suivant :

T héorème IX. — Si le module I se réduit à une puissance entière p*~ 

d’un nombre premier p, et si l ’équivalence

(15) f(.r)==o (rnod.jcA), '

étant du degré n, n’est pas une de celles qui subsistent pour toute valeur 

entière de æ, cette équivalence n’offrira pas plus de n racines distinctes.

Enfin, on établira sans peine la proposition suivante :

T héorème X. — Concevons que, le module I étant décomposé en fa c

teurs premiers, on nomme p ,q , ... ceux de ces facteurs qui sont inégaux, 

et posons, en conséquence,

(16) ] = plqV ·,..,

X, p, . . .  étant des nombres entiers. Si l ’on désigne par r' une racine de 

l ’équivalence
î{æ) ==o (mod./P'),

par r" une racine de l ’équivalence

f('jj) =2 o (mod.pi*),

alors, au système des racines

r' r"*9 *9 · · ·

correspondra une seule racine r de l ’équivalence
/

f(ic) =  o (mod.I);

et, pour obtenir cette dernière racine, il suffira de chercher le nombre qui,

divisé par p1, ou par qv'........ donnera pour reste, dans le premier cas, r' ,

dans le second cas, r"; etc. Par suite, si l ’on nomme n le degré de ï(x) ,  

et t le nombre des facteurs premiers inégaux, p, q, . . .  du module I, le 

nombre des racines distinctes de la formule ( i)  sera égal ou inférieur
n  n ’
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§ II. — Applications diverses des principes exposés 
dans le premier paragraphe.

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai à indiquer ici 

quelques-uns des résultats auxquels on arrive quand on applique les 

principes ci-dessus exposés aux équivalences binômes et à la théorie 

des polynômes radicaux.

Considérons d’abord une équivalence binôme relative à un module 

quelconque et de la forme

(1) x n — 1 =  0 (mod. I).
\

On satisfera toujours à cette équivalence en posant x  =  i. Si on la vé

rifie encore en posant x  — r, elle aura pour racine chacun des termes 

de la suite
* »» *»2 —1
M · y · y · · · > '  y

et tous ces termes seront autant de racines distinctes, si rl — i est 

premier à I, pour toute valeur de l  inférieure k n. Alors r sera ce que 

j ’appellerai une racine primitive de l’équivalence donnée.

Concevons maintenant que, le module I étant décomposé en fac

teurs premiersp, q, . . . .  on ait

(2) i

Si les facteurs p, q, . . .  sont tous de la forme tixa- i, on pourra 

trouver des nombres
Y-1•y ' 9  * · ·

propres à représenter des racines primitives des équivalences

( îc” - i s o  (mod./)5-)»

(3) < # « — 1 =  0 (mod.^),

et alors, pour chaque système de valeurs de r', r", on obtiendra une 

racine primitive r de la formule (r), en cherchant un nombre qui, 

divisé par p\  par q*, . . . .  donne pour reste, dans le premier cas, r1,
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dans le second cas, r", —  Si, au contraire, les facteurs/?, q ne sont 

pas tous de la forme n x - 1- i , quelques-unes des équivalences ( 3 ) ces

seront d’offrir des racines primitives réelles, et il en sera de même de 

la fonuule (1).

Soit maintenant p une racine primitive de l’équation 

(4) X n— \ —  0.

On pourra former avec les puissances de cette racine des polynômes 

radicaux à coefficients entiers et construire les factorielles correspon

dantes. Cela posé, en supposant d’abord ces factorielles décompo- 

sables en facteurs premiers de la forme nx  -+- i, et, en prenant pour n 

un nombre premier et impair, on déduira des principes exposés dans 

le § I les propositions suivantes :

‘ Théorème I. — Soient n un nombre entier quelconque, r une racine pri

mitive de la formule ( i) , et I un module decomposable en facteurs pre

miers qui soient tous de la forme n x  +  i . Soit encore p une racine primi

tive de l ’équation

( 4 ) X n— l r = 0 ,

et supposons
1  =  <p ( p ) x ( p ) >

<p(p), x(p) étant deux polynômes radicaux à coefficients entiers. Enfin, 

l étant l ’un quelconque des nombres

I j 2, · · · ) W '— I >

désignons par le plus grand commun diviseur des deux quantités 

et par f  le plus grand commun diviseur des deux quantités

h

On aura, pour chacune des valeurs de l,
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T héorème II. — n étant un nombre entier quelconque, soient p une ra

cine primitive de l ’équation (4 ) ,e if(p ) ,F (p )  deux fonctions entières de 

p à coefficients entiers. Soient encore A, B les factorielles correspondantes 

aux deux polynômes radicaux f{ p ), F (p), en sorte que l ’on ait

(5) A =  Nf(p), ' B =  NF(P),

et nommons I l ’un quelconque, par exemple le plus petit des nombres qui 

sont divisibles à la fois par A et B ; puis, en supposant le nombre 1 décom- 

posable en facteurs premiers qui soient tous de la forme n x  -+-1, nom

mons r une racine primitive de l ’équivalence (i). Concevons enfin que, 

l étant l ’un quelconque des nombres

i, 2, 3, . . . ,  ■ n —■ r,

l ’on nomme cL le plus grand commun diviseur des entiers

h f ( / · ' ) .

et C/ le plus grand commun diviseur des entiers

1, F(r').

Si F(p) est divisible par f(p), alors aussi Ct sera toujours divisible par cp, 

et réciproquement, si C ¡est toujours divisible par cl, F (p) sera divisible 

par f(p).

T héorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, si l ’on a constamment C; =  ch le rapport de F(p) à f(p) sera 

un diviseur radical de l ’unité.

Dans un autre article, nous montrerons comment ces derniers théo

rèmes peuvent être généralisés à l’aide de la considération des racines 

symboliques des équivalences binômes.

\
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3 7 2 .

Théorie des nombres. —  Mémoire sur la décomposition des nombres 

entiers en facteurs radicaux.

C. R., T. XXY, p. 46 (ia juillet 1847).

J’ai remarqué, dans le précédent Mémoire, que la considération des 

racines primitives des équivalences binômes à modules quelconques, 

premiers ou non premiers, est éminemment utile, quand on se pro

pose de découvrir les propriétés générales des polynômes radicaux. 

Mais, en cherchant à tirer parti de cette remarque, je ne m’attendais 

pas que mes recherches me conduiraient à des méthodes de solution 

directes pour l ’une des questions les plus épineuses de la théorie des 

nombres, je veux dire pour la décomposition des nombres entiers en 

facteurs radicaux. C’est pourtant ce qui est arrivé. L’importance de ce 

résultat me donne lieu d’espérer que les géomètres voudront bien 

encore accueillir, avec leur bienveillance accoutumée, le nouveau tra

vail que j ’ai l ’honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie.

Les méthodes de solution que j ’ai obtenues se fondent sur la consi

dération des indices modulaires des polynômes radicaux. Pour les bien 

comprendre, il est donc nécessaire d’expliquer en premier lieu en quoi 

consistent ces indices. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails.

§ I. — Sur les indices modulaires des polynômes radicaux.

Soient

n un nombre entier quelconque;

1 un module entier quelconque;

/•une racine primitive de l’équivalence

(1) x n — 1 =  0 (mod. I), . .

en sorte que rl — 1 soit premier à I, tant que l’on a l< f 1· Alors on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 372. 335

aura, quel que soit n,

(2) x»— i =  (x — i ) ( x ~  r ) . . . ( x  — r»-') (mod.I).

Soient maintenant

I , dy by · · · , ^  b y Tl ---- d y d  --  T

les entiers inférieurs à n, mais premiers à n; et nommons m le nombre 

de ces entiers. Enfin, posons

(3)  I —p^qV-...y

p, q étant les facteurs premiers et inégaux de q, et soit i le nombre de 

ces facteurs. Le nombre total des racines de l’équivalence ( i)  sera n'·, 

et le nombre de ses racines primitives sera m\ D’ailleurs, r étant l ’une

de/Ces racines primitives, les termes de la suite
*

(4 ) i, r, r2, . . . ,  r« - 1

représenteront n racines distinctes, et les termes de la suite

(5 ) ra,. rh, rn~b, r"—a, r"—',

m racines primitives de l’équivalence (i). Ajoutons que ces dernières 

représenteront encore les m racines primitives de chacune des équi

valences

(6) x n— i =  o (mod. p*) t x n — i =  o (mod.g!'·), 

ou même de chacune des équivalences

(7 ) x n— 1 = 0  (mod./?), oc11— 1 =  0 (mod.ÿ), . . . .

Il en résulte que, pour obtenir une racine primitive r de l’équiva

lence (1), il suffit de chercher un nombre qui, divisé par pl , par 

qv-, . . . ,  donne successivement pour restes

r' r"'  9 * 9  * » * 9

r', r", . . .  étant des racines primitives des formules (6) dont la solu

tion se déduit immédiatement de celles des formules (7).
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Ainsi chaque racine primitive r de la formule ( i)  correspond à un 

système déterminé de racines primitives des formules (7), et'chacune 

de ces dernières racines pourrait même être représentée par r.

Par conséquent, le nombre n étant donné, si l’on forme une Table 

qui offre des valeurs de r, relatives à des valeurs du module I repré

sentées par des nombres premiers pour lesquels on puisse satisfaire 

à l’équivalence (1), les valeurs de r, relatives à des modules com

posés pour lesquels se vérifiera la même équivalence, seront com

plètement déterminées par la seule condition de correspondre aux 

valeurs inscrites dans la Table, et pourront être censées former avec 

celles-ci un système unique de valeurs de r relatives aux divers 

modules premiers ou non premiers. Dans ce qui suit, nous suppo

serons que les diverses racines primitives relatives à divers modules 

font toujours partie d’un semblable système; en sorte qu’on pourrait 

les réduire toutes à un seul et même nombre, si l ’on prenait pour 

module le plus petit nombre qui se laisse diviser en même temps par 

tous les modules que l’on considère.

Soient maintenant p une racine primitive de l’équation

(8) x n — 1 =  0,

et f(p) un polynôme radical formé avec les puissances de cette racine. 

Alors, r étant une racine primitive de l’équivalence (1) relative au 

module I, le plus grand commun diviseur des deux nombres

I et f(r)

sera ce que nous appellerons Vindicé modulaire correspondant à l ’in

dice I. Si l’on introduit dans ce module de nouveaux facteurs, l ’indice 

dont il s’agit pourra seulement croître, mais sans jamais dépasser une 

certaine limite, qui dépendra de la forme du polynôme f(p), et que 

nous nommerons Yindice maximum. Si A représente un nombre entier 

dont f(p) soit diviseur, l’indice maximum ne différera pas de l’indice 

modulaire qu’on obtiendra en posant I =  A. Enfin, si l’on nomme 0  
la factorielle correspondante au polynôme f(p), en sorte qu’on ait

(9 ) · .e  =  Nr(p) =  f(P)f (p«). . . f (p— « ) f(p"-1),
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on pourra évidemment réduire A à ©; par conséquent, l’indice 

maximum ne différera pas de l’ indice modulaire qu’on obtiendra 

en prenant pour module le nombre 0.

On peut établir, pour les indices modulaires, un grand nombre 

de propositions remarquables, entre lesquelles je citerai les sui

vantes :
i

■ T héorème 1 . — Soient m et I deux entiers quelconques dont le second 

ait pour facteurs les nombres premiers et inégaux p, q........ élevés à cer

taines puissances, en sorte qu’on ait

I =  p q̂V·.. ..

Soit, d ’ailleurs, p une racine primitive de Véquation

x n— l.

Enfin, soit f(p) un polynôme radical, à coefficients entiers, formé avec 

les puissances de p. L’ indice modulaire du polynôme f(p), pour le mo

dule I, sera le produit des indices modulaires du même polynôme corres

pondants aux modules p\  q ........

T héorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, si un nombre entier A est le produit de plusieurs polynômes 

radicaux
?(p), x(p)> <Kp)> ···>

en sorte qu’on ait

(10) A =  cp(p)x(p)+(p),

et si l ’on suppose le module I égal à A, ou à un multiple de A, alors, en

nommant -
c, c', c", . . .

les 'indices modulaires des polynômes

?(p)> x ( p ) >  ‘ + ( p ) ,  . . . ,

on aura encore \

(11) A — cc'c"__
OEuvres de C . — S. I» t. X.. 43
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Théorème III. —  Supposons que le polynôme radical f(p ) , à coefficients 

> entiers, ait été décomposé en plusieurs facteurs radicaux cp( p), x (p ) , 

'j/(p), . . . ,  en sorte qu’on ait

( I 3) f(p)  =  T ( p ) z ( p ) ' K p ) · · · »

et nommons
C, c, c’, c \  . . .

les indices modulaires maxima des polynômes

f ( p ) ,  <p ( p ). x ( p ) ,  <I>(p ),  ■■■;·
on aura

(i3) C — cc'c"----

Théorème IY. — Soit l un quelconque des entiers inférieurs à n et pre

miers à n. Si, pour chacune des m valeurs de l, l ’indice maximum du 

. polynôme f(p^) est divisible par un certain nombre entier k, le poly

nôme f(p )  sera divisible par k.

Théorème Y. — Soit l un quelconque des entiers inférieurs à n et pre

miers à n. Soient, de plus, f(p ), cp ( p ) .deux polynômes radicaux, à coef

ficients entiers, et nommons
C,, ci

les indices modulaires maxima des polynômes

f (pO*  . ? ( p ' ) ·

Si, pour chacune des m valeurs de l, l ’ indice Ct est divisible par l ’indice ct, 

le polynôme f(p ) sera divisible par cp (p) ; et réciproquement, si f(p )  est 

divisiblepar,(û(p), l ’indice Ci sera divisible par ct.

T héorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, si l ’on a, pour chacune des m valeurs de l,

1 C/ =  c,,

le rapport des deux polynômes f(p ). <p(p) sera un diviseur de l ’unité. 

Réciproquement, si ce rapport est un diviseur de l ’unité, on aura

C i — c,.
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II. — Sur la décomposition des nombres entiers en facteurs 'radicaux.

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine imaginaire de 

l’équalion

( 1 )  X n — 1 =  0 ,.

et f(p) un polynôme radical, à coefficients entiers, formé avec les 

puissances de p. Soient encore

i, a, b, n — b, n — a, n — i

les entiers inférieurs à n, mais premiers à n, et m le nombre de ces 

entiers. Enfin, désignons par 0  la factorielle

N f(p ) =  f(p ) f(p«) f(p»). . .  f(p»-*) f (p'1- ’ ),

correspondante au polynôme f(p). L’équation ·

(2 ) 0 =  N f(p)

fournira immédiatement la valeur du nombre entier 0, quand on con

naîtra la valeur de f(p). Mais le problème inverse, qui consiste à 

trouver la valeur de f(p), en supposant connue la valeur de 0, est 

tout à la fois une des questions les plus difficiles et les plus impor

tantes de la théorie des nombres. Après quelques recherches, je suis 

parvenu à obtenir, pour la solution de ce problème, de nouvelles 

méthodes que je vais indiquer en peu de mots.

Observons d’abord que, en vertu de l’équation-du degré m, à 

laquelle satisfait toute racine primitive p de la formule (i), un poly

nôme radical f(p), à coefficients entiers, pourra toujours être réduit 

à un polynôme du degré m — i, ou, ce qui vaudra mieux encore, à un 

polynôme du degré m, qui n’offrira pas de terme indépendant de p, et 

qui sera en conséquence de la forme

(3) f(p) =  a,p + a , p ! +  . . . +  a,np'».
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Dans ce qui va suivre, nous supposerons cette réduction toujours 

effectuée.

Observons encore que, si l’on nomme <p(p) un polynôme radical 

quelconque réduit à la forme (3 ), en sortè qu’on ait

9 (P) =  c iP +  c* £  +  · · ■ -+-

c,, ca, . . . ,  cm étant des constantes déterminées, l’équation

(4) ?(p) =  o 

entraînera toujours les m équations

(d)· Cj “  O, Cj— O, · · · ,  O. ·

Ce dernier principe est précisément celui qui fournit la solution de 

la question proposée. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

D’abord la question qui nous occupe pourra être aisément résolue, 

pour une valeur quelconque de 0, si elle peut être résolue dans le cas 

où l’on remplace 0  pár l ’un quelconque de ses facteurs premiers. En 

conséquence, il suffira d’examiner le cas où 0 se réduit à un nombre 

premier/?. Alors la formule (2) deviendra

(6) ■ P =  Nf(p),

f(p) étant toujours de la forme qu’indique l’équation ( 3 ); et si, en 

nommant l un quelconque des entiers inférieurs à n, mais premiers 

à n, on pose généralement

la formule ( 6 ) donnera ■

(7) P =PiPaP/>- ■ · Pn-bPn-aPn-i>

Cela posé, le problème à résoudre se réduira évidemment à trouver 

les valeurs des m coefficients

( 5 )  CEi, ÉZg, Æ3, * * . ,  & m — 2>

compris dans la fonction f(p); et l’on peut, ajouter qu’il sera facile 

d’obtenir ces valeurs, si l’on parvient à déterminer celles des m fac-
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teurs radicaux

(9 ) Pl> pa> Pl» ···» Pn—t» Pn-ai Pu-1·

Ce que nous avons à faire, c’est donc de chercher à établir des équa

tions desquelles on puisse déduire les valeurs des coefficients a0,

a{........ am, ou des facteurs radicaux p {, pa, pb..........pn- b, pn- a,

Or évidemment la formule (6) ou (7) ne fournit qu’une seule des 

équations demandées. Mais la question pourra être résolue à l’aide 

des considérations suivantes.

La suite des nombres

1 , a, b, n — b, n — a, 11 — 1

étant décomposée en deux autres suites, dont la première soit de la 

forme
], a, b, . . . ,

et la seconde de la forme

n — I, n — a, n — b, . . . ,
prenons

0 °) F(p ) = p lpapb..· ,

on aura

0 0  F (P_1) =Pn-lPn-aPn-b· · ·>

et la formule (7) donnera

(12) przF ip lF tp -1).

Or supposons que, par une méthode quelconque, l ’on soit parvenu à 

déterminer la valeur de F(p). L’équation (10) ou ( n ) ,  étant de la 

forme (4), entraînera, en vertu du principe énoncé plus haut, des 

équations analogues aux formules ( 5); et de ces équations se dédui

ront les valeurs des coefficients a,, a2, . . . ,  am, qui, eu égard à la 

nature du problème, seront généralement en nombre infini. On devra 

seulement choisir a, b, . . . ,  de manière que le nombre des valeurs 

de a ,, a2, . . . ,  am, renfermées entre des limites quelconques, soit le 

plus petit possible. La question se trouve donc réduite à la détermi

nation de l’une des valeurs de F(p) ou de F(p_l ), qui vérifient l’équa-
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tion (io) ou (11), quand les nombres a, b, . . .  remplissent la con

dition que nous venons d’énoncer. D’ailleurs cette détermination 

peut s’effectuer à l’aide de méthodes déjà connues, lorsqu’on peut 

effectivement satisfaire au problème par des valeurs entières de a )( 

a2, . . . ,  am, ce qui suppose que le nombre premier p  est de la 

forme n x  -i- t. Dans le cas spécial où p se réduit précisément à 

l’unité, on a, comme l’a prouvé M. Kummer,

(i3) F ( p ) r r ± p ' M ‘ (

l pouvant être un nombre entier quelconque. Ajoutons que, si p  est 

un nombre premier de la forme n x  -+-1, mais différant de l’unité, on 

pourra trouver des valeurs convenables de la fonction F(p) ou F(p~' ), 

à l’aide des théorèmes établis dans mes précédents Mémoires (voirie 

Bulletin de M. de Féi’ussac de 1829, et le Tome XVII des Mémoires de 

VAcadémie) (*). On pourra d’ailleurs, à l’aide de la théorie des indices 

modulaires établis dans le précédent paragraphe, déterminer facile

ment les valeurs des nombres 1, a,b,  . . .  ou n — 1, n — a, n — b, . . . ,  

qui correspondront à une valeur donnée de F(p) ou de F(p-1).

Au reste, à la recherche des valeurs des coefficients a{, a2, . . . ,  am, 

on peut, avec avantage, comme on l’a déjà dit, substituer la recherche 

des facteurs radicauxp , , p a, . . . , pn- a,p n- ,, en se servant des diverses 

formes que prend l’équation (10) quand on y remplace p par l’un 

quelconque des termes de la suite

P > P > * · ‘ > P > r > P

Pour donner un exemple de ce genre de calcul, supposons, en par

ticulier, n — 5 . Alors on aura

0 4 ) P=PiPiPiPi>l

et, à l’aide des méthodes exposées dans mes précédents Mémoires, on 

pourra déterminer la valeur de chacun des quatre produits

PiPi, PiPk, P»Pi> PkPî- 

( ’ ) OEuvre.·: de Cauchy, S. II, T. II, et S. I, T. III.
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Supposons que l’on ait effectivement calculé la vaieur F(p) du pro

duit Alors on aura

(l5) />,/>s= F ( p ) ,  Pîp , =  F(p^), /».p.srFip»), PiPt=  F(p*);

puis on en conclura

(ï6) {pi +  P i ) P i = ï ( p )  4-F(p2), (/>, +  />*)/>,=  F(p*) +  F(p*); '

et comme, en supposant les fonctions f(p), F (p) réduites à la forme 

qu’indique l’équation (3 ), on aura

f (0 +  f(p) + f ( p 2) +  f(p3) +  f(p4) =  o,

F(0 +  F(p) +  F(p2) +  F(p3) +  F(p )̂ — o, 

il est clair que, si l ’on pose, pour abréger,

M = - f ( l ) ,  C = - F ( l ) ,

on aura, non seulement

P i+ P î +  Pî +  A — u’

mais encore, en vertu des formules (16), ,
f

(P i+ Pi)  (Pï +  Pi) — c-

Cela posé, les sommes p t -\-p,,, p 2-\-p3 seront les-deux racines a?,, x .2 
de l’équation

(1 7 ) æ*— ucp +  c =  o.

Ces deux sommes devant d’ailleurs être des fonctions entières de

p-F p*, p2+  p3>

le carré de leur différence devra être de la forme 5 c2, ç étant un 

nombre entier; et, comme la formule (17) donnera

(#1 — Xi )2 =  4 «2 — c,

il est clair que les nombres entiers u, v devront satisfaire à l’équation 

indéterminée

(18) 4«2— 5c2 =  c.
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Cette dernière équation étant résolue, on connaîtra les valeurs de 

Pi —Hp 4* p 2 rH/?3; puis, à l’aide des formules (i6 ), les valeurs dep 2, p %, 

desquelles on déduira immédiatement les valeurs dep ifp 2.

. Dans un autre article, je développerai les principes que je viens 

d’établir, et je montrerai, d’une part, comment on peut les généra

liser et les étendre par la considération des racines symboliques, 

au cas même où les équivalences binômes n’offrent pas de racines 

réelles, d’autre part, comment on peut éviter la résolution d’équi

valences analogues à la formule (17). Enfin, je comparerai les résul

tats de mon analyse avec ceux qu’a obtenus M. Kummer.

3 7 3 .

Théorie des nombres. — Mémoire sur les indices modulaires des poly

nômes radicaux que fournissent les puissances et produits des racines 

de la résolvante d ’une équation binôme.

C. H., T. XXV, p. g3 ([9 juillet 1847).

On sait.que la résolution d’une équation algébrique peut toujours 

être réduite à la résolution d’une autre équation que Lagrange appelle 

la résolvante. On sait encore que,· si l’équation algébrique donnée est 

une équation binôme, il suffira de multiplier entre elles les racines 

de la résolvante, pour voir apparaître certains polynômes radicaux. 

Plusieurs géomètres, entre autres MM. Gauss et Jacobi, ont déjà 

signalé des propriétés remarquables de ces polynômes dont je me 

suis occupé moi-même dans divers Mémoires (voir en particulier le 

Bulletin des Sciences de M. de Férussac, année 1829) ( ') .

Mais d’autres résultats, dignes de remarque, se présentent immé

diatement, quand on applique la théorie des indicés modulaires aux 

polynômes dont il s’agit. C’est ce que l’on verra dans le nouveau

(*) OEuvres de Cauchy·, S. II, T. II.
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Mémoire dont je me bornerai à donner ici une idée en quelques 
mots.

‘ Soient p un nombre premier irtipair, et n un diviseur entier de 

p — 1, en sorte qu’on ait
p — I — .

Soient encore 9 une racine primitive de l’équation binôme

(1) ' xP=zl,

t une racine primitive de l’équivalence

(2 ) · ■ xp~xï= 1 (mod./o),

p une racine primitive de l’équation

(3) x ’l= i ,

et .
r — t™

une racine primitive de l’équivalence

(4) x n= \  ,(mod./>j".

Enfin, soient h, k, l  des nombres entiers quelconques, et posons

(5) +  . . .-h p<P-v'>8"-\

Les diverses valeurs de 0 A correspondantes aux diverses valeurs de h 

et de n seront autant de racines de la résolvante de l’équation (1). 

On aura, d’ailleurs : i° si h est divisible par n,

( 6 )  —  —  1 

20 si k — h est divisible par n,

(7) ©*=©/,;

3° si k h est divisible par n,

(8) 0/i0/.~0/,0_/t= ( - i ) CTV .
OEuvres de C . —■ S. 1, t. X. /¡/
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De plus, si l’on pose 

(9) Rfi, h
_Q/i

on aura : i° en supposant ou h, ou k, ou h et k divisibles par n,

(10) B  h , k  —  B  h , 0=  ^0, * =  ^0,0=

2° en supposant h, k non divisibles par n, et h +  k divisible par n,

( 1 1 )  . R h , k  =  R h , - k  =  —  { ^ - ' Y shP \

3° en supposant h, k et h -+- k non divisibles par n,

( 1 2 ) R / i , k R -  kt _* =  />.

Ajoutons que l’on aura; en supposant les nombres h, k, l  non divi

sibles par n, et la somme h +  k +  l  divisible par n,

(>3) ( -  1T 1 B  ,hk=  ( -  1 r kB,hl=  ( - 1  )«*/?*,,;

puis, en supposant la somme k -f- 2h divisible par n,

(14) . B /l>k= ( -  I )» * * * , A.

En vertu de la formule (10) ou (11), Rh¡k offrira une valeur entière 

toutes les fois que h -+- k sera divisible par n. Mais, si cette condition 

n’est pas remplie, alors BA>k sera un polynôme radical, et l’on aura

(15) Bktk=  a0-t- ajp a2p2h—. . . +  aB_1pBj|,

a0, a(, a2, a„_, étant des nombres entiers qui vérifieront la for

mule

( 16 )  8o - t -  3 |  - t -  a2 . . .  -4- aB_i =  p  — 2 .

D’ailleurs ces nombres entiers pourront être facilement déterminés 

pour une valeur donnée de t, ou, ce qui revient au même, pour une 

valeur donnée de
r =

à l'aide d’équivalences relatives au module r (voir l’article inséré 

en 1829 dans le Bulletin déjà cité).
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Concevons maintenant que l’on pose

(I?) s,t==^

on aura : i° en supposant h =  o et A =  i , 

( 1 8 ) ' 5« =  - i ,  5 1 =  i ;

2° en supposant A divisible par n,

(19) S/i — - 0 h 
1 >

et, en particulier,

(20) Sn — —

On aura encore

( 21) BA, h :
B/i+k
s hs /c

ou, ce qui revient au même,

(22) , $ 1=1 R/i, /cS/tS/£î

puis on en conclura, en remplaçant k par n — A, ou par nk — A,

(a3) s n= — {— iyshp S hs n- h,

et, plus généralement,

( 2 4 ) Snt =  -  ( - 1 )CTV  5 a 5»*_a.

Enfin, on tirera des formules (18) et (22)

(25) 5/,= Æi, 1 -Ri,* · ■ >-Ri,/1- 1 ·

A l’aide de cette dernière formule, jointe à l ’équation (21), on déter

minera aisément, pour des valeurs quelconques de A et de k, les 

valeurs de Sh et de quand on connaîtra celles des polynômes 

radicaux

( 26 )  Bu u But> · · · >

et même, eu égard à l’équation (24), quand on connaîtra les valeurs
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(le l îUk correspondantes à des valeurs de h positives et inférieures 

. n
a - ·

2

Il est bon d’observer que, si dans la formule (22), on remplace k 

par nk, on en tirera

(27) S nic+h —  — Sn/cSu — © f S A.

Dans le cas où n est un nombre impair, vs =   ̂ -■ est un nombre
\

pair; et par suite les formules ( 8 ) et ( 2 4 )  donnent

(28) ® A ® - A  =  P>

(29) S n/C= — p S hS ,lk-n·

Alors aussi on tire des formules ( i 3 ) et ( i 4 ) : l0 cn supposant h, k, l 

non divisibles par n, et la somme h 4- k-\- l divisible par n,

(30) lï/t' k =  RAt! =  fí/cj;

2° en supposant la somme k 4- 2h divisible par n,

(31) Rh,k— Rh,h·

Alors, enfin, on pourra déterminer, pour des valeurs quelconques de 

h et k, les valeurs de Sh et i?AjA, quand on connaîtra les termes de la 

suite

(32) kt 2(2, ··'* — 1,

ou même, eu égard à la formule

(33) fíh,hRn-h,n-h — P, 

les termes de la suite

(34) . Rn̂ \ h — 1 ·
~ï~’ 2

En effet, pour réaliser cette détermination, il suffira de recourir aux 

formules que nous allons indiquer.
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Concevons que, pour abréger, on écrive Rh au lieu de Rh,h. On tirera 

de la formule (22), en y posant k =  h,

(35) S%h— R/iSft,

puis on en conclura, en désignant par 1 un nombre entier quel

conque,

(36) S M = R ^ ,lRy>h...R jr s î; .

Or, de cette dernière équation, jointe aux formules (27), (29), on 

tirera : i° on supposant 2l — 1 divisible par n,

(37) R ^ n R l",,. ■ · R r S Ï -K

20 en supposant 2l-i- 1 divisible par n,

(38) S^ +i)/l =  ~ p R ^ hn i ^ . . . R r 'S } ; ^ .

Les formules ( 36), (37), ( 38) suffisent à la détermination de Sh, 

quand on a calculé Rh pour toute valeur entière et positive de h

inférieure à -n .
2

Si, pour fixer les idées, on suppose que i soit racine de l’équiva

lence
, a;B- 1==i ,(mod. n ) ,

alors, en posant

h — i, i — '----- > -{- 1 ~  n "h,’ 2

on tirera de la formule ( 38)

(3g) ®ï1 =  pR.2̂ jRl‘- ’ . . . n r ' ;

puis, en laissant à 1 une valeur quelconque, et posant h =  1, on tirera 

de la formule ( 36)

Enfin, de cette dernière, jointe à l ’équation (27) et à la formule ( 3g), 

on déduira la valeur de Sh correspondante à une valeur quelconque 

do h. '
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En s’appuyant sur les diverses formules que nous venons d’établir, 

on peut aisément calculer les indices modulaires des polynômes radi

caux représentés par
Rhtk et par 0?.

Ainsi, par exemple, on établira les propositions suivantes :

T héorème I. — Pour obtenir l ’ indice m o d u la ire  m a x im u m  du poly

nôme RhIt correspondant à la racine primitive rl de l ’équivalence (4 ), U 

suffit de chercher les plus petits nombres positifs qui soient équivalents, 

suivant le module n , aux produits hk, hl. Si la somme de ces deux 

nombres est inférieure à n, l ’indice cherché sera le nombre p. Il se 

réduira simplement à l ’unité dans le cas contraire.

Exemple. — L’indice modulaire de R1t1 correspondant à la racine 

primitive rl est p, ou l ’unité, suivant que l  est inférieur ou non à  ̂·

T héorème II. — L’indice modulaire maximum de 0  ̂ correspondant à 

la racine primitive rl de la formule (4 ) est le plus petit des nombres équi

valents, suivant le module n, au produit

— hl.

Exemple. — L’indice modulaire maximum de 0 " correspondant à la 

racine primitive rl de la formule (4) est n —  l.

Ainsi que nous l’expliquerons dans un autre article, le théorème II 

s’accorde avec l’un de ceux qu’a obtenus M. Kummer.

En vertu des formules ( i 3 ) et ( i4 ), ou ( 3o) et ( 3 i), le nombre 

total des valeurs de Rh,a, qui sont distinctes (abstraction faite des 

signes), et représentées par des polynômes radicaux, se réduit,
, . . , n? -+- 3

quand n est impair, a — ?— ou bien à
«*— I 

6~  ’
et, q u a n d  n  est p a ir ,

a -jr, ou  b ie n  a — ~— ?t 6 o suivant que n est divisible ou non divisible

par 3 .

Ainsi, par exemple, pour n =  5 , les valeurs distinctes de Rhth, 

représentées par des polynômes radicaux, seront au nombre de
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quatre, savoir :

* 1 , 3 ,  * 2 , 2 — L * 2 , 1 ,  * 3 , 2 ^ — * 3 , 4 ,  * 4 , 4 —— * 4 , 1 ,

ou, plus simplement,
* 1 ,  * 2 ,  * 3 ,  * 4 ·

Pour « =  7, les valeurs distinctes de * A>A, représentées par des 

polynômes radicaux, seront au nombre de huit, savoir :

*  1 ,  * 2 ,  * 3 ,  * 4 ,  * 5 ,  * 6

et
* 1 , 2 =  * 1 , 1 =  * 3 , 4 ,  * 6 , S =  * 6 , 3 —  * 8 , 3 ·

Dans un prochain article, je montrerai le parti qu’on peut tirer de 

cette remarque pour décomposer i?A)A, et, par suite, le nombre p  en 

facteurs radicaux.

3 7 4 .

A nalyse mathématique. — Mémoire sur l ’application de la nouvelle théorie 

des imaginaires aux diverses branches des Sciences mathématiques.

C. R., T. XXV, p. iag (-¿6 juillet 1847)·

La nouvelle théorie des imaginaires que j ’ai présentée à l’Aca

démie dans l’une des précédentes séances offre le double avantage 

de faire complètement disparaître l’une des plus grandes difficultés 

qu’offrait l’étude de l’Algèbre, et de s’appliquer avec un égal succès 

aux diverses branches des Sciences mathématiques. Pour mettre cette 

vérité dans tout son jour, je me bornerai ici à quelques exemples.

On dit, en Algèbre, qu’une équation du degré n a toujours n racines 

réelles ou imaginaires. Cette proposition acquiert un sens facile'à saisir 

dans la nouvelle théorie, et s’énonce alors dans les termes suivants : 

i ( x )  étant une fonction entière de x , si l ’on pose x  =  a +  bi, a, b, i 

étant des quantités réelles, on pourra toujours choisir a et b de manière 

que le reste de la division de f (a  -+- bi) par i2 -+-1 s’évanouisse, quelle que
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soit la valeur réelle de i. Si d ’ailleurs la fonction f (x)esl  du degré n, le 

nombre des systèmes de valeurs de a et b qui rempliront la condition 

indiquée sera précisément égal à n.

Ajoutons que les racines réelles de l’équation

f(;r)r=0

seront évidemment les valeurs de a qui correspondront à des valeurs 

nulles de b.

En Trigonométrie, le théorème de Moivre peut s’énoncer dans les 

termes suivants :

Si l ’on divise la nlime puissance de cos a î sina par r  -j- i , le reste

de la division sera cos/za i sin«a.

Appliquée à des questions des nombres, la nouvelle théorie trans

forme une racine p de l’unité qui entre dans un polynôme radical f ( p )  

à coefficients entiers en une quantité indéterminée; et, si cette racine 

est du degré n, la lettre n désignant un nombre premier, on n’a même 

plus besoin de prouver que l’équation

f ( p ) = o

entraîne la suivante

F(a?) désignant encore une fonction entière à coefficients entiers. Car 

la première équation n’a plus d’autre sens que celui qu’elle acquiert 

quand on la transforme en la seconde. Alors aussi tous les théorèmes 

établis dans mes précédents Mémoires deviennent faciles à saisir; et 

toutes les formules auxquelles je suis parvenu subsistent pour des 

valeurs réelles quelconques des quantités que désignent dans ces for

mules les lettres p et ô, pourvu que l’on réduise les deux membres de 

chaque formule aux restes que l’on obtient quand on divise ces deux 

membres par les facteurs binômes

pK — i et B p —  i .

Enfin, la nouvelle théorie des imaginaires fait encore disparaître
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les difficultés que l’on rencontrait, en Géométrie, quand on voulait 

étendre la démonstration de certaines propriétés des figures au cas où 

certaines lignes, certains points, cessent d’être réels. La loi de con

tinuité, dont un de nos honorables confrères, M. Poncelet, a fait dans 

ses Ouvrages des applications si élégantes et si dignes de remarque, 

prend alors une signification précise. Seulement chacune des lignes 

droites ou courbes, que l’on appelait imaginaires, se trouve rem

placée par un système de lignes de même nature, qui changent de 

forme avec la valeur variable d’un paramètre indéterminé. Il en 

résulte que, en Géométrie, les solutions imaginaires résolvent tou

jours des questions plus générales que celles que l’on avait posées. 

Rendons cette méthode plus sensible par un exemple.

Soient

(1) î { x , y )  =  o, f ( x , y )  =  o

les équations de deux courbes réelles dont on cherche les points com

muns. Si elles ne se coupent pas, on pourra du moins satisfaire aux 

équations données pai des valeurs imaginaires de la forme

\ ^  =  C J y  =  y + § i f

ou, pour parler plus exactement, on pourra choisir les quantités 

réelles a , ¡3, y,  S de manière que l’on ait, quelle que soit la valeur 

réelle de i,
f(a +  (3i,7 +  ii') =  (i +  i1)I,
F(a -I- (3i, y -i- ài )  =  ( i +  ¿*) J,

I, J étant des fonctions entières et déterminées de i. Cela posé, les 

solutions imaginaires des équations proposées feront connaître les 

points d’intersection de deux courbes quelconques, représentées par 

deux équations de la forme

(2) ' i ( x , y )  =  (i +  P ) l ,  F(;r, j ) =  (i -h ¿2)J ;

et si urte combinaison linéaire des équations (i) produit une troisième 

équation

(3) , a/{x-,y)  =  o,

45 ·CEuures de C· — S. I, t. X.
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qui représente une courbe réelle, cette troisième courbe renfermera 

toujours les points 'd’intersection des courbes représentées par les 

équations (2)* quelle que soit d’ailleurs la valeur réelle attribuée au 

paramètre i.

Supposons, pour nous borner à Un cas très simple, que les équa

tions (1) représentent deux cercles, et soient de la forme

(4) ( x  —  a ) i +  y* =  r s, ( x  -i- a)* +  y s —  r 5.

En les combinant entre elles par voie de soustraction, on obtiendra 

une troisième équation

( 5 ) x ï z ï o ,

qui représentera la droite d’intersection des deux cercles, dans le cas 

où ils se couperont, c’est-à-dire lorsqu’on aura a < / \  Si a devient 

supérieur à r, les valeurs imaginaires

(6) x =  o, y ~ ± ( a i — rî jï i,

qui sont cepsées vérifier les équations (4), satisferont en réalité aux 

suivantes
(x — <2)s-h y* =  r5-)- (a2 — rî) (1.-+- ¿2),

(x +  a)> +  / = f !+  (a

et ces dernières représenteront,, quel que soit 1, deux cercles qui sc 

couperont suivant la droite représentée par l’équation ( 5 ).

3 75 .

T héorie des nombres. — Mémoire sur diverses propositions
\

relatives à let théorie des. nombres.

C. R., T. XXV, p. i 3a (26 juillet 1847).

La théorie des indices modulaires ne fournit pas seulement divers 

moyens de décomposer les nombres entiers en facteurs radicaux, elle
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permet encore d’établir avec facilité un grand nombre de propositions 

qui paraissent propres à intéresser les géomètres, et qui, jointes à 

plusieurs autres, peuvent être utilement employées pour la démon

stration du dernier théorème de Fermât. Afin de ne point dépasser 

les bornes prescrites aux articles qui doivent être insérés dans les 

Complet rendus, je me bornerai aujourd’hui à donner une idée de ces 

diverses propositions, en annonçant celles qui semblent mériter d’être 

particulièrement remarquées.

T héorème I. — Soit, comme nous l’admettrons généralement ici, n un 

nombre premier impair. Soit encore p une racine primitive de l ’équation

(1) Xn— \,

et nommons f(p) un polynôme radical à coefficients entiers, formé avec 

les puissances de p. Si f(p) est divisible par i — p, on aura

(2 ) f(i) =  o (niod. n),

et réciproquement, si cette dernière condition est satisfaite, f(p) sera divi

sible p a r i — p. -

T héorème II. — Supposons le polynôme radical f(p) décomposable en 

deux facteurs de même espèce çp(p), yfp),  en sorte qu’on ait

(3) f(p) =  ?(p) x(p)·

Si f(p) est divisible par (1 — p)¿, l étant un nombre entier quelconque, 

alors
?(p)> x(p)

seront respectivement divisibles par deux expressions-de la forme

(1 — p)h, (1 — p)*>

h, k étant deux nombres entiers, dont l ’un pourra être nul, et dont la 

somme sera l.

T héorème III. — Soit toujours

f(p) — ?(p)x(p).
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(4) f ( P ) — 0 (mod. n),

sans avoir en même temps

(5) X (0 ^ o (mod. n),

on aura nécessairement

(8 ) ?(p) =  o (mod. n).

T héorème IY. — Si, en posant

on désigne par X{1) la dérivée de X de l ’ordre l, on aura, pour x  — i ,

(8) X =  o, X '  =  o, . . . ,  / l ' - ' l s o  (mod. n).

Nota. — Pour établir ce dernier théorème, il suffît do différentier 

n — 2 fois, par rapport à x , l’équation (7), réduite à la forme

x n — i = X ( x — 1 ),

et de poser ensuite
X — il.

Théorème V. — Supposons que, f(æ) étant une fonction entière de x, 

on pose successivement

(9 ) ï l ( x )  =  x f ,{x ) ,  f i ( x )  =  x i ’i ( x ) >

Alors, en prenant
î { x )  =  y { x h),

on aura, pour toute valeur entière de m,

et en prenant 

on aura

f/»(aO =  A«» 

f (x) =  <?{x)x{x),

îm( x )  =  <a{x)xm( x ) +  — <?l( x ) x , n_ l (x)-+.  
 ̂ 1 ?«(·*) X(œ)·
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Théorème VI. — Si le polynôme radical f(p ) , à coefficients entiers, est 

tel que l ’on ait

(10) f(p)==o (mod. n),

on aura encore

(ix) f ( 0  — °> f i(O s o > fj ( 0  — 0, “ ·> f„_2(i) =  o (mod. n).

T héorème VU. — Si le polynôme radical f(p), à coefficients entiers, est 

tel que ion  ait

(12) ©(p) —  cp (p—1 ) =  o (mod. n),

on aura encore

( i 3 ) ïï, ( i ) s o , o3( i ) s o ,  

et si, dans le même cas, on pose

cp„_2(i) =  o (mod. n);

alors, en supposant ©(1) non divisible par n, on aura

(r5 ) 0 ,(i) =  o, $ 3( 0  =  0, . . · ,  $„-2(0 =  0 (mod.«).

Considérons maintenant en particulier un binôme radical uf qui 

soit une fonction linéaire de p, sans être divisible par un nombre 

entier, en sorte qu’on ait
U — a 4- bp,

a, b étant des entiers premiers entre eux; et posons généralement, 

pour une valeur entière quelconque de l,

(16) ui— a + b p l.

Enfin, soit

(17) I =  N (a +  bp)

le nombre entier qui représente la factorielle correspondante au bi-
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nôme a bp. Ce nombre ne pourra, comme l’on sait, avoir pour fac

teurs premiers d’autres entiers que le nombre n et des nombres pre

miers de la forme n x -\ -1. A cette proposition déjà connue, j ’ajoute 

les-théorèmes suivants :

T héorème VIII. —  Supposons que, le nombre l étant l ’un quelconque 

des termes de la suite
, I , 2 , 3 , . . . , / l ,  — I,

on nomme at un autre de ces termes, choisi de manière à vérifier la con

dition

(18) lat =  i (mod.n),  

et posons

(19) ?( P ) — P1* «a, U«,· · ·««„-·’s

l ’exposant p étant un nombre entier. Soit, d ’ailleurs, F(p) un poly

nôme radical à coefficients entiers. Si, le nombre a +  b étant premier à n, 

le nombre I, déterminé par l ’équation (17), est une puissance entière du 

degré n, on pourra choisir l ’exposant p. et le polynôme F(p) de manière 

à vérifier la formule

et, par conséquent, la suivante :

( 2 1 ) 9  (p—1 ) — <p(p) =  o (mod.«)·

T héorème IX. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, nommons s une racine primitive de l ’équation

(22) •rn- 1 =  i (mod. n).

Soient d ’ailleurs l ’un quelconque des nombres

#1, (Z%y ···> (Xi\ — 1 y 
2

\
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et ak celui d ’entre ces mêmes nombres qui vérifie la condition 

(53) ak~ ± s mah.

Enfin posons

, , smat, .
( 4̂) a/i,m=± I =  — --)

a k

et soit ta la valeur numérique de la résultante formée avec les divers 

termes du tableau

<*1,11 « 1 , 2 . * · · » n —1 9

u ~ r

« 2 , 1 . . . · ,  «  n — 1 > ·
2 5 2~

‘ ‘ > • · · 9 • · » ) .....................

« n — 1
■ - T - ' 1

« r ç - l  
— ’ 2

• · · » a n — 1  ̂n — 1 y

termes dont chacun se réduit, au signe prés, à l ’unité. On pourra choisir 

l ’exposant v de manière que, pour une valeur quelconque du nombre en- 

f II \w
tier l, l ’expression ( p~2V se réduise à la nlè,ne puissance d ’ un rapport 

de la forme ~7fiyi et *7ue ï ° n a >̂ Par suite,

(pv «/)“ — (p-v «_,)“ =  o (mod.«).
*

Si l ’on attribue successivement à n les valeurs

3, 5, 7. i i ,  i 3, · . · ,

on pourra réduire les valeurs correspondantes de co aux nombres

l, 2, 2, 6, 10, . . . .

Dans un prochain article, j ’expliquerai comment ces diverses pro

positions peuvent être appliquées à la démonstration du dernier théo

rème de Fermât.
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3 7 6 ,

T h é o r ie  d e s  n o m b r e s . — Mémoire sur diverses propositions relatives 

à la théorie des nombres (suite).

C· R., T. XXV, p. 177 (2 août 1847).

Aux propositions énoncées dans le Compte rendu de la précédente 

séance, il est utile d’en joindre plusieurs autres que je suis parvenu à 

démontrer, et que je vais indiquer en peu de mots.

T h é o r è m e  I .  —  Soient n, p  deux nombres premiers impairs, dont le 

second soit de la forme n x  -f-1. Soient, de plus, p une racine primitive de 

l ’équation

( 1 ) x "  7=1 1 ;

l une racine primitive de Véquivalence

(2) . œP-1— 1 (mod.77);

puis, en admettant que les entiers h, k, h -+- k soient premiers à n, posons

(3) R * .* = S p “A+**,

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières de 

a comprises dans la suite

l > 2 , 3 , . . . ,  p  —  2 ,

et 6 désignant, dans la même suite, le terme qui vérifie Véquivalence

On aura
¿“-Hi6— ! (mod./?).

( 4 ) p ' — R h, k R-/, ,-* ·  ;

puis, en posant k =  h, et écrivant, pour abréger, RA au lieu de on 

trouvera

1(5) p  —  R/, R_/t.
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D’ailleurs, et RA A. seront des polynômes radicaux, dans chacun des-

r sera une racine primitive de l ’équivalence

x ll= i  (mod./>),

et l ’indice modulaire maximum de R,, correspondant à la racine primi

tive rl, sera, ou le nombre p, ou l ’unité, suivant que le nombre l sera infé- 
, n

rieur ou non a -  ■
2

De ce premier théorème, on peut déduire la proposition suivante : 

T héor èm e  II. — Faisons

(7) ii =  a +  bp,

a, b étant deux nombres entiers premiers entre eux, dont la soitime ne 

soit pas divisible par n ; et supposgns que la factorielle

correspondante au binôme radical a +  bp, ait pour facteurs premiers les 

entiers p, q, . . . ,  en sorte qu’on ait

quels les coefficients des diverses puissances dé p fourniront une somme 

égale à p  — 1. Enfin, si l ’on pose

( 6 )

( 8 ) 1 =  N(a +  bp),

(9) I — p̂ qV-. . ..

Concevons d'ailleurs que, l étant l ’un quelconque des entiers

1 , 2 , 3, . . . ,  71 ——  I

on nomme aL un autre de ces entiers choisi de manière à vérifier la condi

tion

(10) fa / s i (mod. n).

Enfin, soit r celle des racines de l ’équivalence 

(If) (mod. I),
Cfiûvres de C. — S. I, t. X. 46 ·
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qui vérifie la condition

( i a )  a +  b / ' s o  ( m o d . I ) ,

et nommons R ,, R ', . . .  les diverses valeurs de R, qui correspondent {voir

le théorème I) à la racine r et aux divers modules p, q, . . .; on aura
\

O3) ' Ua, uat...  Ua ■ = R} Rf·...  ro(p),. S

vr(p) étant un diviseur de l ’unité, qui se réduira, au signe près, à une 

puissance entière de p.

Corollaire. — Si le nombre I est une puissance entière du degré n, 

le produit
R'î R f . , .  ’

sera de la forme [F(p)]", F(p) étant une fonction entière de p, à coef

ficients entiers, et l’on obtiendra la proposition suivante :

T héqrème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 

si le nombre l 'se réduit à une puissance du ntème degré, on aura

0 4 ) ««,««,·· · ««„_,= [F(p)]“ ro(p)>
a

F(p) étant une fonction entière à. coefficients entiers, et a(p) un diviseur 

de l ’unité, qui se réduira, au signe près, à une puissance entière de p. Si 

d ’ailleurs on pose, pour abréger,

0 5 ) V F (p-’ F 
F(p)

et si l ’on observe que le rapport

r o ( p )

sera une puissance entière de p, on trouvera

0 6 ) Va i Va t . . . Van_ , —  Vnp\

i désignant un nombre entier.
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Corollaire I. — Comme, en supposant toujours a +  b et, par suite, I 

non divisibles par«, on aura

(17) ' V" =  1 (mod. n),
\

la formule (16) entraînera la suivante

(18) va,ea, . . . v a =  1 (mod. «),
a

qui coïncide avec la formule (21) de la pag*e 358 . De plus, si ah étant 

l’un quelconque des termes de la suite

alt Cl%y · · » f — 1)
i

et ak celui d’entre ces mêmes termes qui satisfait à l’équivalence

(19) . a,c~ ± s n a/l (mod.«),

on désigne pár a.h¡m celle des deux quantités 4-1, — 1 qui vérifie la 

condition

&h,m— „ )a/c *

alors, en nommant w la valeur numérique de la résultante

s^± «1,1 «2,2 · · · n- ty

on déduira de l’équation (16) une autre équation de la forme

( 2 0 ) - vf =  «?np*, _ . '

x étant un nombre entier, et étant de la forme

( „ i  o = Î< e L). ■
Ht)

Enfin, comme on aura

(23) (mod.«),
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on trouvera encore
vf — p* (mod. n),

et l’on sera ainsi ramené au théorème IX de la page 358 . Ajoutons que 

la valeur de co, déterminée par la formule '

( 2 3 ) W =  — S (&1,\ «2,2 . . . 0C/7 —1 n —1\>
\ 2 ’ 2 /

n’est pas toujours la plus petite de celles que l’on peut adopter dafis 

la formule (20), et que, en attribuant successivement à n les valeurs

3, 5, 7 , ci, · · ·,

on peut réduirè les valeurs correspondantes de co aux nombres 

. · 1, 2, 2, 6, 10...........

Corollaire II. — Des seules propositions énoncées dans cet article 

et dans le précédent, on peut déjà déduire diverses conséquences rela

tives au dernier théorème de Fermât. 11 en résulte, par exemple, que, 

pour démontrer l ’impossibilité de résoudre l’équation

a" -+- b" 4- cœ =  o%

. par des entiers premiers entre eux et premiers à n, il suffit de s’as

surer que la somme

I-t- 3"—4 H- .. .4- 1

n’est pas*divisible par n, ou bien encore que co est un nombre pre

mier à n. On voit donc combien il importe de déterminer la valeur du 

nombre co, ou du moins le reste qu’on obtient en divisant co par n. On 

y parvient à l’aide d’une méthode qui permet de résoudre facilement 

une classe très étendue d’équations linéaires, et que je vais indiquer 

en peu de mots.

Soient données, entre n inconnues

■*·» ·· ■>y> U, V,
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n équations linéaires de la forme

j aQx H- a i y  4 - « 2« 4 - . . . · (Zn—2 II "+~ — 1 V —  ko,

\ axx 4 - a%y  4 -  a3z 4-  . . • 4 -  £35/2 — t U 4 - a^v — kl,

(24) ■+■ Cl^Z +  . ,, . 4 - a »  u 4 -« iC  —  kif

x  4 - « o / +  « i*  ■+·· ■ . 4 - dn—i U 4 - &n—2 c — kn—i ,

et posons, pour abréger,

( 2 5 ) x  —l— y  —h  z  -H—. > « -4- ti —t- ç s.

On observera d’abord que, des formules (24) combinées entre elles 

par voie d’addition, on tire

( 26) S r= A'o 4- ki 4-. · · +  k ti—j
(2 |) -4-  « 1  -T -  . .  .  +  £35,1— 1

Pour trouver ensuite les valeurs des diverses inconnues

y, z > U,, V,

on multipliera les formules (24), avant de les ajouter entre elles, par 

les divers termes de la progression géométrique

I, P, P1, · · · ’ Pn7’>

p étant une racine primitive de l’équation

x n —  1;

et l’on trouvera ainsi

(27) x  4-  p~xy  4- p~2z  4-  . .  .4 -  p~n+l u

Donc, si l’on pose, pour abréger,

0̂ 4 - ^ iP  4 - kt pi 4 - ■ .. +  1 p” 1
a 04 - « ip  4 - a£p‘24 - . . .4 -  an_,  pn~ l

kn~t- /c, p 4- k%p2 4 - .  · .4 -  kn—1 p-* 1
«0 -t- ai p 4·  « 2p2 · · « 4 - an—1 ?'1 1

A0 +  A,p ‘ -t- A2p-2 +  . . . +  A„_ip-,!+1,

on aura

( 28) . x  —  A04- C, J  — Aj +  C, 3 =  À24-C, ■· · ,  .  m =  Àn_i 4- C,
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C étant une quantité dont la valeur se déduira aisément de l’équa

tion (26), puisque, en vertu des formules (28), on aura

(2 9 ) «C =  s —  A0 — A,  — A 2 — . . .  — A„_i.

%

3 7 7 .

Théorie des nombres. — Mémoire sur diverses propositions relatives 

à la théorie des nombres (suite).

C. R-, T. XXV, p. 242 (9 août 1847).

Les propositions énoncées dans le précédent article, et les formules 

qu’il contient, sont relatives au cas où le nombre désigné par la 

lettre n est un nombre premier impair. Mais on peut généraliser 

encore ces formules, et en particulier celles qui se rapportent à la ' 

résolution d’une classe très étendue d’équations linéaires.

Effectivement, supposons que, n étant un nombre entier quel

conque, on se propose de résoudre les formules (24) de la page 365 . 

Pour obtenir la valeur de l’une quelconque des inconnues, de x  par 

exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’ad

dition, ces mêmes formules, respectivement multipliées par certains 

facteurs
£o> £1? · · ·, \n—I,

ces facteurs étant assujettis à vérifier les conditions

aoZo -+■  . . -i- co,

«i£o +  ®»£i+ 7 · · -t-«0 ?n—1 —  °,

.....................* ....................... .... * * ......................... * >

an- 1H0 +  · ·■ +■  a«-*£»-l =  0,

dans lesquelles co peut être un nombre quelconque arbitrairement 

choisi. Or soit p une racine primitive de l’équation

(2) x "  —  1 .
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Les conditions (i)  entraîneront avec elles la formule

(3) · w =  («0+  «îP -H· · ·-+- «rt-iP”-1) (£o~l- îP- 1 H-· · · +  £«-ip- "+I)>

e.t même cette dernière formule continuera de subsister, quand on y 

remplacera p par l’une quelconque des puissances de p, c’est-à-dire, 

en d’autres termes, par l’une quelconque des racines de l’équation (2). 

Réciproquement, si la formule ( 3 ) subsiste quand on y remplace p par 

une quelconque des racines de l’équation (2), alors les facteurs

£0» £1» · · · > £/i—1

satisferont certainement aux conditions (1). D’ailleurs, si l’on pose, 

pour abréger,

(4) f (p) =  a0+ a , a,¡-mP“-1,

la formule ( 3) donnera

(5) £0+£ip_i+  ··.-!-£«-ip_'î+1= j ^ ; ·

et, si la formule ( 3 ) subsiste quand on y remplace p par p'", m étant un 

nombre entier quelconque, on aura encore

(6) -?o +  ?.p-"‘ +  ··. +  ?«-. P"’(-',+,)= f ^ ·

Or, si dans la formule (6) on remplace successivement le nombre m 

par les divers termes de la suite

(7) 0, .1, 2,

les équations ainsi trouvées donneront

( 8 ) h — ~ M p'«/
. n O  f(pm) P ’

l étant l’un quelconque des entiers inférieurs à n, et le signe ^  indi-
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quant la somme des valeurs du produit

w pml

correspondantes aux diverses valeurs de m.

Les valeurs de
S0> lu · · · , I n —U

\
fournies par l’équation (8), satisfont, quel que soit co, aux condi

tions ( i) ;  et par suite, s’il s’agit seulement de résoudre les équa- 

' dons (24) de la page 365, on pourra prendre 00 — 1. Mais, dans cer

tains problèmes, les valeurs des inconnues doivent être entières, et 

l’on peut demander, par exemple* de vérifier les formules (1) par des 

valeurs entières de
l o f  l u  · · · * I n —u  W,

dans le cas où les coefficients a0, a {, . . . ,  an_, ont eux-mêmes des va

leurs entières. Or je suis parvenu à démontrer que, pour satisfaire à 

cette dernière condition, il suffit de prendre

(9) w — f(.) f(p) f(p!) · · · f(p”-1)'

378 .

T h é o r ie  d es  n o m r r e s . —  Mémoire sur l ’emploi des racines de l ’unité , 

. pour la résolution des divers systèmes d ’équations linéaires.

J
C.-R., T. XXV, p. 285 (a3 août 1847).

J’ai montré, dans les précédentes séances, comment on peut faire 

servir les racines de l’unité à la résolution de certains systèmes 

d’équations linéaires; mais les équations que j ’ai indiquées ne sont 

pas les seules qui puissent être ainsi résolues. D’autres, qui ne sont 

pas moins dignes d’attention, jouissent encore de la même propriété.
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Ajoutons que les unes et les autres se résolvent en nombres entiers, 

sous des conditions qui méritent d’être remarquées. C’est .ce que l’on 

verra dans le Mémoire que j ’ai l’honneur de présenter à l’Académie. 

Je me bornerai ici à en extraire quelques propositions fondamentales, 

le Mémoire lui-même devant être prochainement publié dans les Exer

cices d ’Analyse et de Physique mathématique.

Je commence par établir la proposition suivante :
A

■ Théorème. — Soit
*

f ( x )  =  x m +  Cl x "1- 1 - h  Ca X m~ s +  . . . +  CmL-i X  +  c m

une fonction entière du degré.m, dans laquelle le coefficient de la plus 

haute puissance de x  se trouve réduit à l ’unité. Supposons d’ailleurs les 

m racines de l ’équation

(i) ■ ' /(·*)=  °

partagées en:deux groupes et, ë, y, . . .  ; X, p., v........ Soit enfin

U =: F(À, p, V, . .-.)

une fonction des racines X, p., v, ...» symétrique, entière, et à coefficients 

entiers. On pourra transformer U en une fonction entière des racines et, 

6, y, . . . ,  et des coefficients ct, c2, . . . ,  cm, qui, étant elle-même à coeffi

cients entiers, sera symétrique par rapport aux racines et, ë, y , ----
f

Nota. — Pour démontrer ce théorème, il suffit d’observer : i° que,. 

et, ë, y, . . .  étant racines de l’équation (i), on pourra diviser algébri

quement f i x ')  par le produit (x  — et) (x ■— ë) (j? —. y) . . 2 °  que, si 

l’on nomme f x )  le quotient ainsi obtenu, f(x)  sera une fonction en

tière de x,  dans laquelle la plus haute puissance de x  se trouvera mul

tipliée par l’unité, les autres puissances de x  étant respectivement 

multipliées par des fonctions entières de c,, c2, . . . ,  cm_,; et, ë, y,  . . . .  

qui seront à coefficients entiers, et symétriques par rapport aux ra

cines a, ë, y, . . . ;  3° que X, p., v, . . .  seront précisément les diverses 

racines de l’équation {’(x)  =  o.

' ORuvres de C. — S. I, t. X. 47
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Soit maintenant n un nombre entier quelconque, et considérons le 
t * 

système des équations

Z a 0x  +  ciiy ■+■ ,4-. . . 4- a n_t u H- =  /fo,
L

, , ) -l· a 2y  *+· a zz -h . . .  H- a n̂ x u — a 0 v = k l9
(<i\ · <

.......................................... .* * * *.......................····>

& n ~ \  ^  « 0  y  « 1  · · · & n —3 W Æ,*—2 C k n —  1 ,

que l’on déduit des formules (24) de la page 365 , en changeant, dans 

la deuxième, la troisième, la quatrième, . . .  formule, les signes du 

dernier, puis des deux derniers, puis des trois derniers, . . .  termes. 

Pour obtenir la valeur de l’une quelconque des inconnues, de x  par 

exemple, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie d’ad

dition les formules (2) respectivement multipliées par certains fac

teurs Ç0, £)> · · ·> £«-t> ces facteurs étant assujettis à vérifier les condi

tions
Æoijo +  Oi^i +  tijÇ* H-. .  . ·+■ <z«-i£n-i — u,

« 1 S 0  +  +  a 3 ^ 2 -1“  ·  · · +  ® » - l ^ n - 2 ----- a O £ « - 1 =  0 ,

....... '.................................................................... .

a n — 1 « o £ i  —  a x \ i  —  ■ · ·  —  s Ç r a — !  —  & n — * £ » — 1 ·— ■ ° >

dans lesquelles co peut être un nombre entier quelconque arbitraire

ment choisi. Or, soit p une racine primitive de l’équation

( 4 ) x tn= t ,

•les conditions ( 3 ) entraîneront avec elles la formule

(5) w =  (a0-H «1p-Ha2p2-H...H-a,l_ 1p»-‘ ) ( ^ + .^ p - i  +  ̂ p -2 -+- . . .- (- ^ _ 1p-»4-i),

et même cette dernière formule continuera de subsister quand on y 

remplacera p par l’une quelconque des puissances impaires de p, c’est- 

à-dire, en d’autres termes, par l’une quelconque des racines de l’équa

tion

(6) *" =  — i.

Réciproquement, si la formule ( 5 ) subsiste quand on y remplace p par
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l’une quelconque des racines de l’équation (6), alors les facteurs ?0,

.......satisferont certainement aux conditions ( 3 ). D’ailleurs,

si Fon pose, pour abréger, f(p) =  a0 a, p +  a2p2- K . . +  a„_( p"“ \ 

la formule ( 5 ) donnera

(7 ) Éo +  P“ 1 +  U P" 2 '+ · ■ · ■ + i«-rp“ '!+t =

et si, dans cette dernière, on remplace p par pm, m étant un nombre 

impair quelconque, on aura

(8) Ç„ +  Ç1p-" +  Ç,p-s“  +  ...  +  $n-ip-‘- 1,' » = ^ .  

puis on en conclura

ti =  -  S f ( p ' “ ) pm/’

1 étant l’un quelconque des entiers inférieurs à n, et le signe indi

quant la somme des valeurs du produit pm/> correspondantes aux 

diverses valeurs impaires de m comprises dans la suite r, 3 , 5 , . . . ,

2 n — i . ,

Les valeurs de E0, £2........ fournies par l’équation (9) satis

font, quel que soit to, aux conditions ( 3 ); et par suite, s,’il s’agit seu

lement de résoudre les équations (2), on pourra prendre to =  1. Mais, 

dans certains problèmes, les valeurs des inconnues doivent être en

tières, et l’on peut demander, par exemple, de vérifier les formules ( 3) 

par des valeurs entières de £0, ?2. ···» <*>· Or il résulte du théo

rème énoncé au commencement de cet article, que, pour satisfaire à 

cette dernière condition, il suffira de prendre -

(I0) « =  f(p)f(p*)...f(p*»-'). · .

Les formules précédentes fournissent le moyen de calculer aisément 

le nombre entier désigné par to dans la séance du 2 août dernier.
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379 .

P hysique mathématique. —  Note sur la polarisation chromatique.

C. R., T. XXV, p. 3 3x (3o aoûl 1847).

Un des savants les plus distingués'de l’Allemagne, M. d’Ettings- 

hausen, étant venu ces jours derniers à Paris, et m’ayant dit quelques 

mots au sujet de ses recherches sur la théorie de la lumière, je lui 

parlai aussi des miennes, et j ’ajoutai que les Comptes rendus renfer

maient seulement une faible partie des résultats contenus dans les 

Mémoires que j ’avais présentés à l’Académie sur l’Analyse ou sur les 

applications de l’Analyse à la Physique. Je citai, à cette occasion, le 

Mémoire du 8 mars dernier, sur les corps considérés comme des sys

tèmes de molécules dont chacune est elle-même un système d’atomes, 

et mes Mémoires plus anciens, relatifs à la polarisation chromatique. 

Alors, M. d’Ettingshausen me témoigna le désir de me voir publier 

immédiatement au moins les parties les plus importantes de ces Mé

moires, surtout les deux dernières pages d’un manuscrit, que j ’ai mis 

sous ses yeux, et qui avait été paraphé par l’un de MM. les Secrétaires 

perpétuels, avec l’ indication d’une seule date, deux fois reproduite, 

celle du 22 avril 1844- Comme ces deux pages, dont chacune porte 

le paraphe de M. Arago, sont relatives à un objet dont M. d’Ettings

hausen s’est aussi occupé de son côté, et dont il s’occupe encore, je 

me bornerai à les transcrire, sans y changer un seul mot.

Equations différentielles de la polarisation chromatique.

Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d’un 

système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de ré

pulsion mutuelle sont de la forme

(O D?£=S[m(x +  Af)/(r4-p)],
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[voir Tes Exercices d ’Analyse, tome I, page 3 ( ')], la valeur de p étant

sensiblement '
* * ' ___X Ag +  y An +  z A;p -p .

/
• 1

Si l’on veut obtenir la polarisation chromatique, il suffira d’ajouter 

aux seconds membres des équations ( i)  des termes de la forme

. ( 2 ) S j/ra[z(y Aï]) — y ( i  h- AÇ)] |’(7’ ) j =  S[«î (z Ay] — y AÇ) f(/·)], ----

En effet, si l’on pose

(3)
P Y) t

-Z  ----  _ !    .1  ----  a U X A - V Y + W Z —  si

A B C 6

de semblables termes deviendront

(4) (BD,V — CD„)K,

K désignant une fonction de u, v, w, . . et il suffira de supposer K 

fonction de k \=  u2 -+- e2 -f- w2, pour réduire les expressions (4) à la 

forme

(5) ( w B -  oC)2±5 =  (<vB-<’C)G,

G étant fonction de k.

Il est important d’observer que le produit

( 6 )  w [ z ( y - t -  Ayi) — y (z  -h A£) f ( r )

représente la projection sur l’axe des x  d’une force perpendiculaire au 

plan qui passe par les droites OA, 0 'A', dont la première est menée, 

dans l’état d’équilibre, de la molécule ut qui coïncide avec le point 

(x , y , z ) ,  à une molécule voisine rh qui coïncide avec le point 

( x  -i- x, y  -+- y,  ̂-+- z), et dont la seconde est ce que devient la pre

mière, quand on passe de l’état d’équilibre à l’état varié. De plus, la 

force, dont l’expression (6) est la projection, est proportionnelle, 

d’une part, au produit des droites OA, O'A' par le sinus de l’angle 

compris entre elles; d’autre part, h une fonction f(r) de la distance r.

0 ) ‘OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI.
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Il reste à savoir si, en attribuant aux molécules des corps des 

formes déterminées et des mouvements de rotation, très petits, on ob

tiendra, pour les mouvements infiniment petits, des équations* de 

même forme que celles auxquelles conduit la supposition que nous 

venons d’énoncer.

Le produit des droites OA, O'A' est sensiblement proportionnel 

à r2. Donc la force dont nous avons parlé scj réduit au produit d’une 

fonction de r par le sinus de l’angle compris entre les deux droites.

3 8 0 .

A stronomie. — Mémoire sur la déterminalion des orbites des -planètes 

„ et des comètes.

C. R., T. XXV, p. 401 (20 septembre 1847).

Les nouvelles méthodes que j ’ai données pour la détermination des 

orbites et des mouvements des corps célestes ne sont pas, il importe 

de le remarquer, des théories purement spéculatives; et si, d’une 

part, elles peuvent contribuer au progrès de l’Analyse mathématique, 

d’autre part, elles offrent des moyens de calcul qui s’appliquent utile-* 

mont à la solution des grands problèmes de l’Astronomie. Déjà, dans 

de précédents Mémoires, j ’ai déduit des résultats numériques de la 

méthode par laquelle j ’étais parvenu à déterminer, dans la théorie 

des mouvements planétaires, les perturbations d’un ordre élevé, et 

j ’ai fait voir que l ’on pouvait retrouver ainsi la grande inégalité dé

couverte par M. Le Verrier dans le mouvement de Pallas. J’avais pro

mis de montrer aussi, sur un exemple, les avantages que présentent 

mes formules pour la détermination dés orbites des planètes et des 

comètes. En cédant aujourd’hüi au vœu de plusieurs savants qui récla

ment l’accomplissement de cette promesse, je suis heureux de pefiser 

que je fournirai ainsi aux astronomes, et, en particulier, à mes bono-
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râbles" confrères du Bureau des Longitudes, un moyen facile de fixer 

avec une grande précision les éléments des orbites des petites planètes 

récemment découvertes par divers observateurs. Entrons maintenant 

dans quelques détails.

Pour déterminer aussi exactement qu’on le peut les éléments de 

l’orbite d’une planète à une époque donnée, en les déduisant d’obser

vations astronomiques, il convient de résoudre successivement deux 

problèmes bien distincts l’un de l’autre. Le premier consiste à déve

lopper les quantités variables, spécialement la longitude et la latitude 

de la planète, suivant les puissances du temps mesuré à partir de 

l ’époque donnée. Le second problème consiste à substituer les coeffi

cients des premiers termes des développements dont il s’agit, dans 

des formules simples desquelles on puisse aisément déduire des dis

tances de la planète au Soleil et à la Terre, et, par suite, les divers 

éléments de l’orbite cherchée. Le premier problème peut être aisé

ment résolu à 'l’aide de la méthode d’interpolation que. j ’ai proposée 

dans un Mémoire publié en 1833 , et réimprimé dans le Journal .de 

M. Liouville ( 1 ). Comme je l’ai remarqué, cette méthode offre de nom

breux avantages qui permettent d’arriver promptement et.sûrement 

aux développements cherchés. En effet, elle substitue à la recherche 

des divers termes du développement de l’une quelconque des quan

tités variables la recherche d’une certaine espèce de différences finies 

de divers ordres, représentées par des fonctions linéaires des valeurs 

observées de la variable, ou. des différences déjà calculées. Or ces 

fonctions linéaires sont faciles à former, attendu que dans chacune 

d’elles chaque coefficient se réduit, au signe près,* à l’unité; et d’ail

leurs elles sont précisément celles qui offrent les moindres chances 

d’erreurs possibles. Ce n’est pas tout : la méthode dont il s’agit peut 

faire concourir à la solution du problème un nombre quelconque d’ob

servations dont les résultats sont combinés entre eux par voie d’addi

tion et de soustraction seulement; et le calcul, loin de se compliquer,

( l ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. II.
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tandis que l’on avance, devient d’autant plus simple, qu’il est appli

qué à la recherche de différences finies d’un ordre plus élevé. Ajou

tons que la méthode, fournissant elle-même la preuve de la justesse 

des opérations effectuées, ne permet pas au calculateur de commettre 

la faute la plus légère, sans qu’il s’en aperçoive presque immédiate

ment, et que le calcul s’arrête de lui-même à l’instant où l’on atteint le 

degré d’exactitude auquel on pouvait espérer de parvenir. Remar

quons enfin que les divers termes des développements cherchés peu

vent être aisément déduits des différences finies dont nous venons de 

parler, et de la détermination de certains nombres dont les valeurs 

dépendent uniquement des époques auxquelles les observations ont 

été faites. Si le calculateur connaît ces époques sans connaître les 

observations elles-mêmes, il peut immédiatement calculer les nombres 

dont il s’agit, et achever ainsi, chose singulière, la partie la plus labo

rieuse de tout son calcul. '

Les premiers termes des développements des variables étant calcu

lés, comme on vient de le dire, et déduits d’observations dont je sup

poserai le nombre égal ou supérieur à quatre, on connaîtra les dérivées 

des trois premiers ordres de chaque quantité variable, différentiée par 

rapport au temps, ou plutôt leurs valeurs correspondantes à l’époque 

donnée; et il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans des for

mules simples desquelles on puisse aisément tirer les éléments de 

l’orbite avec les distances qui séparent le Soleil et la Terre de l’astre 

observé. Remarquons d’ailleurs que ce dernier problème ne serait pas 

complètement déterminé, si le nombre des observations n’était pas au 

moins égal à quatre, deux orbites distinctes l’une de l’autre pouvant 

satisfaire à trois observations données. L’hypothèse admise est donc 

celle qu’il convenait d’adopter. Or, dans cotte hypothèse, si l ’on prend 

pour inconnues les distances de l’astre observé à la Terre et au Soleil, 

on déterminera facilement les valeurs de ces deux inconnues à l ’aide 

des opérations très simples que je vais indiquer.

i° Une équation linéaire déterminera immédiatement le cube de la 

distance r de l’astre au Soleil, et, par suite, cette distance elle-même.
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Mais, comme cette première équation renferme des dérivées du troi

sième ordre, dont les valeurs se déterminent avec moins de précision 

que celles des dérivées du premier et du second ordre, la distance 

calculée pourra n’être pas rigoureusement exacte, et il conviendra de 

lui faire subir une correction dont nous parlerons tout à l’heure.

2° Lorsqu’on aura déterminé approximativement, comme on vient 

de le dire, la distance r de l’astre au Soleil, une seconde équation 

linéaire, qui renferme des dérivées du premier et du second ordre, 

fournira une valeur approchée de la distance r' de l’astre à la Terre. 

Ajoutons que cette dernière distance sera déterminée avec une plus 

grande précision, si on la déduit de la résolution du triangle recti

ligne qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de l’astre 

observé, c’est-à-dire, en d’autres termes, si on la déduit de la résolu

tion d’une équation du second degré qui renferme seulement, avec les 

distances cherchées, deux constantes relatives à la position de la Terre 

et deux angles fournis par l’observation.

3° Lorsqu’on aura déterminé approximativement, ainsi qu’on vient 

de l’expliquer, les valeurs des deux inconnues r, r', alors, pour ob

tenir des valeurs plus exactes, il suffira d’appliquer la méthode d’ap

proximation linéaire ou newtonienne à la résolution simultanée des 

deux équations desquelles se déduit la distance r ' de la Terre à l ’astre 

observé. En effet, il importe de le remarquer, la méthode d’approxi

mation newtonienne s’applique, avec la plus grande facilité, à l’éva

luation rigoureuse, non seulement d’une seule inconnue déterminée 

par une seule équation, mais encore de deux, trois, . . .  inconnues, 

déterminées par deux, trois, . . .  équations, lorsque déjà l’on possède 

des valeurs approchées de ces inconnues. D’ailleurs, les deux équa

tions auxquelles on appliquera la méthode dont il s’agit ne renfer- ' 

ment aucune dérivée du troisième ordre, mais seulement des dérivées 

du premier et du second ordre, qui, par aucun moyen, ne sauraient 

être bannies entièrement du calcul. Donc, en définitive, si l’on applique 

la méthode newtonienne à ces mêmes équations, après avoir déter- 

jminé les valeurs approchées de·/· et r' à l’aide de l’équation du second

OEuvresdeC . —  S . l , t . X .  4 ^
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degré, jointe à l’équation linéaire qui renferme des dérivées du troi

sième ordre, on obtiendra, sans aucun tâtonnement et par un calcul 

très rapide, les distances de l’astre observé au Soleil et à la Terre, avec 

une exactitude égale ou même supérieure à celle que produisent les 

laborieux calculs dans lesquels on fait usage de trois observations 

seulement.

Pour vérifier ces conclusions sur un exemple qui pût les rendre 

évidentes à tous les yeux, j ’ai appliqué \a méthode que je viens d’ex

poser au calcul des distances qui séparaient Mercure du Soleil et de la 

Terre, le 16 août 184.2, à l’instant de son passage au méridien, en dé

duisant les distances des seules observations faites les i4> i 5 , 16, 

17 et 18 août, à l’Observatoire de Paris. Les valeurs que j ’ai obte

nues, en prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil, sont, à 

très peu près, comme on le verra dans ce Mémoire* o ,32 et i , 3o. Ces 

valeurs, qui sè trouveront très légèrement modifiées si* comme il est 

aisé de le faire, on a égard à l’aberration et à la parallaxe, coïncident 

effectivement, lorsqu’on néglige le chiffre des millièmes, avec celles 

que fournissent les Tables astronomiques,

Je ferai, en terminant, une dernière remarque.

Lorsqu’on appliquera la nouvelle méthode à des astres pour les

quels les perturbations du mouvement elliptique ou parabolique ne 

deviendront sensibles qu’au bout d’un temps considérable, il sera très 

avantageux de faire concourir à la détermination des éléments de l’or

bite un grand nombre d’observations, quand même les époques de 

ces observations seraient assez éloignées les unes des autres. On ob

tiendra ainsi des valeurs beaucoup plus exactes des éléments des or

bites, sans augmenter beaucoup le travail du calculateur; car il n’y 

aura de changés que les nombres fournis par les formules d’interpola

tion; et comme on l’a vu, les fonctions linéaires dont ces formules 

supposent la formation se composent simplement des diverses valeurs 

des quantités variables, ou de leurs différences des divers ordres, 

combinées entre elles par voie d’addition ou de soustraction,
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§ I. — Méthode d’interpolation.

Soit t le temps compté à partir d’une époque fixe. Une fonction u 

de l, supposée continue dans'le voisinage de cette époque, sera déve

loppable, du moins entre certaines limites, suivant les puissances 

ascendantes de t; et, si l’on pose

t2 t%
( i) u — a. +  ht c --- -f- d ------  ̂ -f-. . . ,w  . 1.2 i . 2.3

les coefficients a, b, c, d, . . .  représenteront les diverses valeurs de la 

fonction et de ses dérivées des divers ordres, à l’époque dont il s’agit. 

Si, d’ailleurs, des observations faites avec soin fournissent diverses 

valeurs particulières de u correspondantes à des valeurs positives, 

nulle, ou négatives de t, on pourra aisément déduire de la méthode 

d’interpolation, que j ’ai donnée en 1833 (*), les valeurs des coeffi

cients a, b, c , __ Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Supposons, pour plus de commodité, que l’époque à partir de la

quelle se mesure le temps soit celle de l’une des observations. La va

leur a de « sera fournie par cette observation môme; et, si l’on pose 

v — u —  a, on aura *

(2)
¿2

v =  ht -h e--- h
2

Supposons d’ailleurs que, f(e) étant une fonction de t qui s’évanouisse 

avec t, on désigne par Si la somme des valeurs numériques de t rela

tives aux observations diverses; puis par S f( i)  la somme des valeurs 

correspondantes de f(i), chacune de ces dernières valeurs étant prise 

avec le signe + ,  ou avec le signe -r , suivant qu’elle correspond aune 

valeur positive ou négative de t ; et représentons par A f (t) une espèce 

de différence finie de f(i), déterminée par le système des deux for

mules

(3)

(4)

t

a ~  S i ’

Af (0  =  f(0 - « S f ( 0 ·

( 1 ) QEuvres de Cauchy, S. II, T. II,
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Si, dans la seconde de ces formules, on remplace successivement'f(i) 

par — et par e, on en tirera

(5)

( 6 )

A — — — 
2 2

fi
■ a S - ,  

2

Ai> =  v — a S v.

Supposons encore que l’on désigne par S 'A -  la somme des valeurs 

numériques de A-> relatives aux diverses observations; puis par

S 'A f(i) la somme des valeurs correspondantes de Af(/), chacune de 

ces dernières valeurs étant prise avec le signe -t-, ou avec le signe — ,

suivant qu’elle correspond à une valeur positive ou négative de A - ;  

et représentons par A2f(i)  une espèce de différence finie du second 

ordre, déterminée par le système des deux formules

(7)

( 8 )

ê =
2

A*f(i) =  Af(i) —8S'Af(0·

Enfin, concevons que, en continuant de la sorte, on détermine suc

cessivement les valeurs des variables a, ë, y, . . . ,  à l’aide des for

mules

(9) 6 = 2
fi’

S ' A i

A2
y -

JL
2 .3

. fi
S"A2—-

2 . 3

9

chacun des signes S, S', S", . . .  indiquant la somme.des valeurs nu

mériques de la quantité variable qu’il précède, et les différences 

finies

étant déterminées elles-mêmeg par les équations

( i o ) 6 S'A2 —„· j 
2 . 3

1 . 4.
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II est facile de voir que les quantités Ae, AV, A V ,..., déterminées par 

lé système des formules

(i i ) Ap =  p — aSp,* A2p =  Ap — 6S'A p, A3p =  A2p — yS"A2p,

représenteront des espèces de différences finies de divers ordres de la 

fonction p, qui s’évanouiront toutes, si u — v-\-a se réduit à une 

fonction linéaire de t\ toutes, à l’exception de la première, si u se 

réduit à une fonction de t entière et du second degré; toutes, à l’ex

ception des deux premières, si u se réduit à une fonction de t entière 

et du troisième degré, etc.

Ce principe étant admis, supposons les diverses observations faites 

à des époques assez voisines les unes des autres pour que, le temps 

étant compté à partir de l’une d’entre elles, quelques termes du déve

loppement de ii, par exemple les quatre ou cinq premiers termes, res

tent seuls sensibles. Alors le calcul numérique des valeurs de Ap, AV, 

AV, . . . ,  correspondantes aux diverses observations, ne tardera pas à 

fournir des quantités qui seront sensiblement nuiles, et qui pourront 

être négligées, eu égard au degré d’approximation que l’on peut 

espérer d’atteindre, par exemple des quantités qui seront comparables 

aux erreurs d’observation. Or il est clair qu’on devra dès lors s’arrêter, 

sans chercher à pousser plus loin le calcul des différences finies

A p, A2 e, A3 p, . . . .

11 est clair aussi qu’en réduisant à zéro la première de ces différences, 

qui sera de l’ordre des quantités que l’on néglige, on réduira le sys

tème des formules (i i)  à un petit nombre d’équations qui, jointes aux 

formules (g) et à l ’équation

(ia) u — a +  v,

fourniront immédiatement la valeur de u développée en une série or

donnée suivant les puissances ascendantes de t.

11 importe d’observer que, si le calculateur connaît les époques des 

observations sans connaître les observations elles-mêmes, il pourra
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immédiatement déduii’e des formules (9) et.(10) les valeurs des va

riables a, 6, y, . . correspondantes aux observations diverses, et, par 

suite, les valeurs générales de ces variables exprimées en fonctions 

entières de t. Observons encore que l’exactitude de ces premières ob

servations pourra être aisément constatée, attendu que, en vertu des 

formules (4 ) et (8), les valeurs de A t, A 2l2, A 3i3, . . . .  correspondantes 

à chaque observation, devront être rigoureusement nulles. Observons 

enfin que, dans les formules (9), (10), on peut, sans inconvénient, 

supprimer les diviseurs numériques, et remplacer en conséquence cos 

formules par les équations

(i3) t Ai2 A5 *3

a — S t ’ S~ S  7Â ^ ’ y _ S"A2i3’

(i4) Ai2= < 2 — « S i 2, A!i3= A i 3— 6 SA l\

On pourra même, sans altérer les valeurs de a, 6, y, . . . ,  remplacer 

les diverses valeurs de t par des quantités qui leur soient sensiblement 

proportionnelles. Cette remarque permet de calculer très facilement 

les valeurs de a, 6, y, . . . ,  qui répondraient à des observations équi

distantes.

Si, pour fixer les idées, on veut déduire le développement de u de 

cinq observations équidistantes, le temps étant compté à partir de 

l’époque de l’observation moyenne, on pourra remplacer les cinq va

leurs de t par les cinq termes de la progression arithmétique — 2, 

— 1,0 , 1 ,2 . Alors les valeurs des quantités variables t, t2, t3, i4 et de 

leurs différences finies s’évanouiront pour l’observation moyenne, 

tandis que ces mêmes valeurs, et celles de a, S, y, S, seront fournies, 

pour les quatre autres observations, par le Tableau suivant :
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Valeurs de.. .

Valeurs de a. 

Valeurs de.. .

Valeurs de.. . 

Valeurs de 6.

t  ■

— 2; — i; i; 2
i2

4 ; 1; 1; 4
t*

—  8; -  t; i; 8 16; 1; 1; iü

Si =  6 Sz2 =  0 S i3 =  18 Si4=  o

1 . 1 . 1 . X
3 1  c ) 6 5 3

aSi
25 1 , 1 ; 2

aS *2
•0; 0; 0; 0

aSi3
—  6 ;  —  3 ; 3 ; 6

aSi4
0 ; 0 ; 0 ; o

Ai
0; 0; 0; 0

’ Ai2 

4; 1; 1; 4
A*3

— 2; 2; — 2; 2

Ai4
16; 1; 1; 16

t

S'A Z2 =  10 S'Ai3 =  0 S'A/4 =  34

0)4* 0j i j o,t; 0,4

Valeurs d o . . .

*

6 S'Ai2

4 ; 1; 1; 4
6 S'A*3 

0; 0; 0;0
6 S'Ai4

i3,6; 3,4 ; 3,4 ; 13,6

Valeurs d e . . . A 2Î2
o; o; o; o

A2;3
—  2 ; 2 ; —  2 ; 2

A2 i4
2)4 ) 2,4 ) ■ 2,4) 2,4

S"A2i3=  8 S"A2z4 =  0

1 . 1 .  1. 1
> 4 »  *> 4 5 4

TSffA2*a _ 

—  2;2; — 2)2
Y S" A2/* 

0; 0 ; 0; 0

A2i3
0; 0; 0; 0

A2 Z4

2)4) 2.4, 2,4) 2,4

S' "  A 3 / 4 = 9 , 6

1 . _1 : __1 . i
4o 4 5 4 5 4
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Après avoir ainsi déterminé les valeurs particulières de a, S, y, o, 

relatives à chaque observation, il suffira, pour obtenir les valeurs 

générales des mêmes variables exprimées en fonction de t , de recourir 

aux formules ( i 3 ) e t ( i4 ), desquelles on tirera

2 — 6a; t*= 106, £3 =  18« -t- 8y, £v=  34ë 4 -  9 ,6 0

e t ,  p a r  s u i t e ,

t
a =  fi 0

¿2
6 =  — , 

10
t * - 3 t  

1 =  8 ’
s 5 P — 17 i2 . 

48

Ces dernières équations, jointes aux formules ( n )  et (12), seront 

celles qui serviront à déduire, de cinq observations équidistantes, les 

valeurs de
D tu, D (! u, D?««, D\u,

correspondantes à l ’époque de l’observation moyenne, lorsque les dif

férences finies de u, du cinquième ordre, seront de l’ordre des quan

tités que l’on néglige, et comparables, par exemple, aux erreurs d’ob

servation.

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que, si les époques des 

observations ne sont pas rigoureusement, mais sensiblement équidis

tantes, les valeurs dé a, S, y, 5, . . . ,  calculées comme on vient de le 

dire, devront seulement subir de très légères corrections, qu’il sera 

facile de déterminer.

§ II. — Formules pour la détermination des orbites des planètes
et des comètes.

Prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, pour 

plan des x , y  le plan de l’écliptique, pour demi-axes des x  et y  posi

tifs les droites menées de l’origine aux premiers points du Bélier et 

du Cancer, et pour demi-axe des z positifs la perpendiculaire élevée 

sur le plan de l’écliptique, du côté du pôle boréal. Soient d’ailleurs

x , y , z les coordonnées de l ’astre observé ; 

p la distance de cet astre au Soleil ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N» 380. 385

i  la distance du même astre à la Terre; 

p la projection de cette distance sur le plan de l’écliptique;

©, G la longitude et la latitude géocentriques de l’astre; 

x, y les coordonnées de la Terre;

R la distance de la Terre au Soleil; 

ct la longitude de la T erre..

Enfin, prenons pour unité de distance le demi grand axe de l’orbite 

terrestre, et nommons K la force attractive du Soleil à l’unité de dis

tance. On aura, en supposant les observations renfermées dans un 

intervalle de temps assez petit pour que les perturbations restent in

sensibles,

(0 *  =  X +  t C0S<p COS0, y =  y h- t sin9 cos0, 5 = :t s in 0 ,  p =  tCOSÔ,

(2) x =  R cosct, y =  R sinct, Z —  0

et

(3) ™ K
D , x  +  -» x ™ R K

R? z +' -p,z =  °>

(4) D?x + ^ 3x =  o, kD ?y+  j^ y  =  o,

et, en posant
© =  /tang0,

on tirera des formules précédentes

(5) D<p =  Ap, D|p H- p =  Bp, K K _ Pn
r» R3 — Lp’

les valeurs de A, B, C étant déterminées par les équations

( Cx -4-  [B  — (D«<p)2] cos9  — (D?cp +  2 AD/<p) sincp =  o,
(6) J

( C y  H- [B  — (D«9 )2] sinq> +  (D 2 9 +  2 AD/<p) cos9 =  o,

(7) B +  a A D i e  +  D f e  +  l D ^ l ^ o .

D’ailleurs, la première des formules ( 5 ) donnera

( 8 ) D?P —  (As+  D*A)p;

et de celle-ci, jointe aux deux dernières des formules (5) et à l’équa
OEuvres de C* —  S, I, t. X.
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tion p =  tcosO, on tirera

(9) ^  =  B - A * - D ,A ,rt

( 1 0 ) K ( 1  -  
* C cos 9 v '3 RV

Ajoutons que, si, pour abréger, l’on pose  ̂ =  cp — cr, u =  cotty, on 

aura, en vertu des formules (6) et (7),

OQ

A =  - 9
2  V

Dî A A D,v 4- ¿D,fji

B — (D,ç)2— jD|<p — 2 A’j Dî © 
=  —D20 — (D*0)2 — 2A D(0,

C R  =
(D^œ)2— B _  DJ9 4- 2 A Df cp 

cosij' smif

les valeurs de p., v, Df p., Dfv étant

( f.= D 20 4-(Dz0)2+ ( D <?)!,-v D 29,
(12)

( v — Dî© — j  Dgo,

| D( p  =  D J 0  4 -  2 Ü *0  DJ 0  4 -  2 D * 9  D J 9  — 'J Df 9  — D*u DJ 9 , 

I D/V=DJ0 —uD29 — DîuD/9·

Quant à la valeur de Df u, elle sera évidemment

04) D,u =  — J h ±
sin2̂

' D(c7 — D< 9
sin2̂

Observons enfin que, en vertu des formules (1) et (2), on aura

(15) r2 =  R24- 2Ri.cos0cosij* 4-t2 

ou, ce qui revient au même,

(16 )  7,2 =  R s 4- 2 kt 4 -, t 2,

la valeur de k étant

(17) Jc =  R cosÔcos^·

On pourrait d’ailleurs déduire directement la formule (16) de cette 

seule considération, que les trois longueurs r, t, R sont les trois côtés
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du triangle dont les sommets coïncident avec les centres de l’astre ob

servé de la Terre et du Soleil, et que, dans ce même triangle, le côté R 

projeté sur la base t  donne pour projection la longueur représentée 

par k.

On peut aisément, des formules qui précèdent, déduire sans aucun 

tâtonnement, et avec une très grande exactitude, les distances d’un 

astre observé à la Terre et au Soleil, et, par suite, les éléments de son 

orbite. Pour y parvenir, on tirera d’abord de l’équation (9) la dis

tance r de l’astre au Soleil. On calculera ensuite la distance t de l’astre 

à la Terre, en déterminant une première valeur approchée de t, à 

l’aide de l’équation (10), puis une seconde qui sera généralement plus 

exacte, à l’aide de l’équation (16), dans laquelle les constantes R et k 

sont immédiatement fournies par le mouvement de la Terre, et par les 

données de l’observation.

Après avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valeurs appro

chées des distances t et r, on corrigera ces valeurs en ayant de nouveau 

recours : i° à l ’équation (10), que l’on présentera sous la forme

( . 8 )
I _ I Ccos0 

r* ~  R* H K~

et de laquelle on tirera une nouvelle valeur de r; 20 à l’équation (16), 

de laquelle on tirera une nouvelle valeur de On pourra d’ailleuFs 

obtenir immédiatement, et pour l’ordinaire, à l ’aide d’une seule opé

ration, des valeurs très approchées de r et de t, en partant des pre

mières valeurs calculées, et en appliquant la méthode de correction 

linéaire ou newtonienne au système des deux équations (16) et (18). 

Si l ’on nomme Sr, St. les corrections que devront subir les valeurs 

d’abord trouvées de r et de t, on aura, en vertu des formules (16) 

et (18),

(19) r S r  —  (k +  t ) S i ~ a ,  ~  or + —Ĉ S- &, — b,

les valeurs de a, b étant données par les formules

2 0 =  Rs-+- 2 k l  +  t2— r 2, C cos0b=  1  _  JL
,•3 R 3 K
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et par conséquent les valeurs de St et Sr seront

3b/·
( 2 0 ) St ■

C r  cosi  
K-

Sr —
a — (/{■ +■  t) St

§ I I I .  — A p p l ic a t io n · d e s  f o r m u l e s  p ré c é d e n te s  à  la  d é t e r m in a t io n  

d e s  d is ta n c e s  d e  M e r c u r e  à  l a  T e r r e  e t a u  S o le i l .

Cinq observations, faites à l ’Observatoire de Paris, les i4> i 5 , 16, 

17 et 18 août 1842, ont fourni diverses valeurs de la longitude et de 

la latitude géocentriques de Mercure. Les heures de ces observations, 

comptées à partir de minuit, étaient

Jih2 7 œi 7 s, n h3 i n’ 32s, n h35m46s, 1 1 113 9 “  58*, i i h44m8s.

Les longitudes géocentriques, ou les valeurs de 9 fournies par les 

cinq observations, étaient

i 3 i °25'43",2, i 33°25'42",i , i 35°26'22",9, i 39°29'8".

Les latitudes géocentriques, ou les valeurs de 0 fournies par les cinq 

observations, étaient

1 0 2 x ’ 2 4 ,̂ i ° 2 7 ' 2 7 ", i °32'33",5, i °36'49",9, i °4o' i 3",8.

Les longitudes, héliocentriques de la Terre, ou les valeurs de n corres

pondantes aux heures des cinq observations, étaient

—  38°47'53",i , —  37 °5o' 1 " ,8 , -■ 3 6 ° 5 2 ' 9 " , 8 , -  35°54' 1 6 ",6 , -  34°56'2 2 ", 2 .

Enfin, les logarithmes de la distance de la Terre au Soleil, ou les va

leurs de IR correspondantes aux mêmes époques, étaient

o,oo54i 3 i , 0 ,oo53283, 0 ,0 0 5 2 4 2 4 , o,oo5i553, o,oo5o668.

Or, en partant de ces données, en prenant d’ailleurs pour origine du 

temps l’époque de l’observation moyenne, et en posant, .comme dans 

le § II, 0  =  ltangô, on tire de la méthode exposée dans le § I, les va

leurs suivantes de <p, 0, développées en séries ordonnées selon les
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puissances ascendantes de t,

î2ns — — 36°52,9",8-|*57,42",7< +  i")i--- ho",2—,
2 6

cp =  i35°26'22",9 h-  20o'3g" t -+- 35", 3 ----- i3",4 Î ! __Q
2 ’ 6 ,y 24’

0  =  — 3,6 i 4492 H- o,o5o475 i — 0,01 i 377 -  -+- 0,002117^ — 0,002273

¿î
Les coefficients de i, - ,  g, dans ces trois formules, sont précisé

ment les dérivées des divers ordres des variables w, <p, ®. Ainsi, par 

exemple, la première formule donne Dftj =  5 ']'^ ",'], D*t Tz — i" ,i ,  

D >  =  0",2. Cela posé, il résulte de la formule (9) du § II que, le 

16 août 1842, la distance de Mercure au Soleil était approximative

ment o,3o. A la même époque, la distance % de Mercure à la Terre était 

approximativement, en vertu de la formule (10) du § II, 1,67, et, plus 

exactement, en vertu de la formule (16) du même paragraphe, 1,27. 

Or, en corrigeant les valeurs approchées r =  o,3o, t  =  1,27, à l’aide 

des formules (18) et (16) du § II, et en appliquant à ces formules la 

méthode de correction linéaire ou newtonienne, on trouve, dans une 

première approximation, r =  0,3196, x, — 1,2911. Ces valeurs de r, x, 

qui se trouvent légèrement modifiées lorsqu’on tient compte de 

l’aberration et de la parallaxe, sont, en effet, très peu différentes des 

véritables valeurs de r et de t, à l ’époque dont il s’agit.

I

3 8 1 .

A stronomie. —  Second Mémoire sur la détermination des orbites 

• des planètes et des comètes. % '

, C. R., T. XXV, p. 475 (4  octobre 1847).

La nouvelle méthode que j ’ai présentée pour la détermination des 

orbites des planètes et des comètes offre deux parties bien distinctes.
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Je commence par développer, à l’aide de mes nouvelles formules d’in

terpolation, les quantités variables, spécialement la longitude et la 

latitude géocentriques de l’astre observé, suivant les puissances ascen

dantes du temps ; puis je substitue les coefficients des premiers termes 

des développements obtenus dans des équations qui déterminent les 

distances de l’astre au Soleil et à la Terre, la distance au-Soleil étant 

d’abord fournie par la résolution d’une équation du premier degré. Le 

second de ces deux problèmes se résout promptement sans aucune 

difficulté, et fournirait les valeurs rigoureuses des distances cher

chées, si les valeurs des coefficients trouvés étaient exactes elles- 

mêmes. C’est donc à rendre la détermination de ces coefficients aussi 

facile et aussi exacte qu’il est possible, que l’on doit surtout s’atta

cher. ·

D’un autre côté, les facilités que les nouvelles formules d’interpola

tion présentent pour la détermination dont il s’agit se trouvent consi

dérablement augmentées quand on emploie cinq observations équi

distantes, ou même plus généralement cinq observations, dont quatre, 

prises deux à deux, sont symétriquement placées de part et d’autre de 

l’observation moyenne. Alors, en effet, la partie la plus considérable 

du travail, savoir la formation de certains nombres qui dépendent 

uniquement des époques auxquelles les observations ont été faites, 

est complètement supprimée, ces nombres pouvant être immédiate

ment fournis par un Tableau semblable à celui de la page 383 , comme 

on le verra ci-après.

On simplifierait donc notablement la solution du problème, si l’on 

pouvait ramener le cas général au cas particulier dont nous venons de 

parler. Or un moyen très simple d’y parvenir, et d’augmenter en même 

temps la précision du calcul, consiste à déduire d’abord des observa

tions données lés valeurs particulières des variables correspondantes 

à des époques équidistantes, ou, du moins, à des époques symétrique

ment placées de part et d’autre d’une époque moyenne. La formule 

d’interpolation de Lagrange, dont on ne tirerait qu’avec beaucoup de 

peine les valeurs générales des variables, développées en séries ordon-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 381. 391

nées suivant les puissances ascendantes du temps, est, au contraire, 

éminemment propre à fournir par logarithmes les valeurs particulières 

dont il est question. D’ailleurs, une valeur particulière correspon

dante à une époque donnée pourra se déduire, de diverses manières, . 

d’observations faites à des époques voisines et combinées entre elles 

i deux à deux, ou trois à trois, —  Si les diverses combinaisons ne 

fournissent pas exactement la même valeur, on pourra prendre une 

moyenne entre les divers résultats trouvés, et l’on obtiendra ainsi une 

valeur particulière qui sera généralement beaucoup plus exacte que 

les valeurs immédiatement données par les observations elles-mêmes.

Formules relatives au système de cinq observations, dont quatre, prises deux 
à deux, sont symétriquement placées de part et d’autre d’une observation 
moyenne.

Prenons pour unité l’ intervalle de temps qui séparera l’observation 

moyenne des deux observations les plus voisines. Soit d’ailleurs n l’ in

tervalle de temps qui séparera l’observation moyenne des observations 

extrêmes. En construisant un Tableau semblable à celui de la page 383 ,

on obtiendra, 

suivantes :

pour les nombres désignés par a, S, y,. S, les valeurs

Valeurs de
n I I n

m  4- 2 2 n -H 2 / 2 n +  2 " 2 « +  2 ̂

)) 6 . . . .
«s t I n~

in %-\- 2 2 rts 4“ 2 ' 2 n2 4 - 2 ’ 2 rt2 4 - 2 ’

)) y. . . .
I

• ~ v
I
V

I
-■ V

I
V

)> I
V

I
~ V

I *

~ v
[
4*

Ajoutons que les valeurs générales de a, 6, y, §, exprimées en fonction 

de t, seront

_ 1 t g __ _<3— («! — n -t- i)t
a 2 ( -t- I ) ’ y 4/i(n — <) ’

» (ra*+ i)l*— (ra*+
4 «* ( «* — i )
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Si l ’on pose en particulier n — 2, on retrouvera le Tableau et les for

mules dont j ’ai fait usage dans la détermination des distances de Mer

cure au Soleil et à la Terre,' savoir, le Tableau et les formules des 

pages 383 et 384 .

Si Ton posait, au contraire, n — 3 , les valeurs particulières de α, β,

γ, δ seraient les suivantes : •

Valeurs de a .......
' 3 I I 3

8 8 8 8

» β ....... <___ 9_ I» --5 I 9
20 20 20 20

I I I Z
y .........

' . v V ~ v V

» d.........
T

• V
I

~ v
I

— 4 *
I
V

tandis que les valeurs générales de a, S, y, δ seraient

t - i* t*— lt  * IOÎ4— 8 l i 2
α =  8’ y =  - 54“ ’ -----

Enfin, si l ’on avait n — 4 , les valeurs particulières de a, 6, y, δ 

seraient les suivantes :

Valeurs de « . . . . — 0,4, — 0,1, 0 , 1 , 0 ,4,

ï) β . . . .
8 I 1 8. --i
l7 3 4 ’ 3 4 ’ >7*
I I I I» y . , . .

• V V ~ v V

v. ^ I I I 1)) 0....
%

• V ~ v V

tandis que les valeurs générales de a:, 6, y, δ seront

t „ t*
. <X — --> 0 =  yy,

10 34
i».

Ί —
—131
48 ’ i = ' i

i* -a 5  7 Î2

960

Les valeurs- particulières et générales de a, S, y, £ étant ainsi con

nues, on obtiendra sans peine les développements cherchés des va

riables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes du

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 38t. 393

temps. Ainsi, en particulier, pour obtenir la longitude géoCentrique 9 

de l ’astre observé, développée en une semblable série, il suffira de 

joindre à la valeur de 9, donnée par l’observation moyenne, la valeur 

de A9 déterminée par la formule

A9 =  a S A9 +  6 S'A2 9 +  y S" A 3 9 4 - <5 S®' A* 9,

dans laquelle on substituera les valeurs générales de oc, 6, y, S. D’ail

leurs les valeurs numériques des sommes

S A 9 ,  S 'A 2 9, S" A 3 9, S* A* 9 

seront fournies avec celles des différences

A9, A 2 9, A 3 9, A 4 9

par un nouveau Tableau analogue à celui de la page 383 ; et pour con

stater l’exactitude des nombres renfermés dans ce nouveau Tableau, 

il suffira de s’assurer qu’ils satisfont, comme ils doivent le faire, aux 

conditions
S A ’ 9 = o, S 'A 3 9 =  0, S" A4 9 — o.

. En opérant comme on vient de le dire, on pourra, dans les dévelop

pements dés variables, conserveries termes proportionnels aux quatre 

premières puissances du temps. Les calculs deviendraient plus sim

ples, si l’pn négligeait les termes proportionnels à la troisième et à la 

quatrième puissance, ce qui permettrait de se bornep à faire usage de 

trois observations seulement. Alors, en effet, y et S disparaîtraient. 

Mais alors aussi on obtiendrait, pour l’ordinaire, une précision beau? 

coup moins grande dans les résultats du calcul.

Observons encore que les termes fournis par la formule d’interpo

lation de Lagrange, appliqués à la détermination de valeurs particu

lières des variables, seront tous très petits, et, par conséquent, très 

faciles à calculer, si l ’on s’arrange de manière que ces valeurs parti

culières correspondent à des époques peu éloignées de quelques-unes 

des observations données^

OEuvre.1 de C. — S. I, t. X. 0 0
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382 .

Astronomie. —  Note sur l ’application des formules établies dans les 
précédentes séances, à la détermination des orbites des petites 

planètes.
C. R., T. XXV, p. 53i (18 octobre 1847).

Les formules que j ’ai données dans le Mémoire du 20 septembre, 

pour la détermination des orbites des corps célestes, ont été appli

quées, dans ce Mémoire, au calcul des distances de Mercure à la Terre 

et au Soleil. Il importait de montrer, par un nouvel exemple, les avan

tages que présentent les mêmes formules, surtout la nouvelle méthode 

d’interpolation, quand on les applique à des astres plus éloignés du 

Soleil, et spécialement aux petites planètes. Dans ce dessein, j ’ai 

cherché les distances qui séparaient, à l’époque du 12 juillet, le 

Soleil et la Terre de la nouvelle planète de M. Hencke, en partant 

de sept positions de cette planète, transmises par M. Yvon Villar- 

ceau à M. Faye, qui a eu l’obligeance de me les communiquer. En 

appliquant la méthode d’interpolation aux sept observations à la fois, 

j ’ai obtenu des différences quatrièmes qui, se Succédant sans aucune 

loi, devaient probablement dépendre des erreurs d’observation, et 

que l’on faisait effectivement disparaître en supposant chacune de 

ces erreurs égale ou inférieure à 3 secondes sexagésimales. Il en 

résultait que, dans les développements de la longitude et de la lati

tude de l’astre observé en séries ordonnées suivant les puissances 

ascendantes du temps, on pouvait négliger les termes proportionnels 

à la quatrième puissance du temps. Cette circonstance, très favorable 

à la précision des calculs, n’aurait pas été aussi bien établie, si je 

m’étais borné à faire usage de cinq observations seulement; quoique 

alors, comme je m’en suis assuré, on pût obtenir, en limitant chaque 

développement à trois termes, des valeurs suffisamment exactes pour 

les deux premiers coefficients. J’ai voulu savoir aussi ce qui arrive

rait si, en laissant de côté les deux observations extrêmes, on se bor-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



395EXTRAIT N° 382,

naît à déduire de trois des cinq autres les coefficients du temps et 

de son carré, et il s’est trouvé que, dans ce cas, le coefficient du carré 

du temps pouvait varier du simple au double, dans le passage d’une

époque à une époque voisine. Ces considérations peuvent faire mieux 

apprécier encore les avantages d’une méthode qui, non seulement 

permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez 

considérable d’observations à la détermination des coefficients cher

chés, mais qui, de plus, sert à reconnaître dans les nombres fournis 

par les observations les erreurs probables de ces observations mêmes.

En opérant comme je viens de le dire, j ’ai reconnu que, à l ’époque 

du 12 juillet, la nouvelle planète de M. Hencke était séparée du Soleil 

et de la Terre par des distances que représentaient sensiblement les 

nombres 2,46 et i , 58. Cette conclusion s’accorde d’ailleurs avec ce 

qu’a trouvé M. Yvon Villarceau (voir la séance du i 3 septembre). Je 

joins ici le résultat de mes calculs.

Les sept observations que j ’ai prises pour point de départ ont été 

faites à Berlin les 5, 9, 1 x, 12, i 3, i 5 et 21 juillet. Les époques de ces 

observations, comptées à partir du commencement de juillet; les lon

gitudes et latitudes correspondantes de la planète observée, ou les 

valeurs de <p et de 6; enfin les longitudes héliocentriques correspon

dantes de la Terre, ou les valeurs de ct, étaient celles qu’indique le

Tableau suivant :

Époques
des observations. ?■ 0. m.

Juillet 5,3g5i5. ... 256. 8.52,0 18I411 8,7 283. 9. 6,1
9,4oo45--- 255.23.43, t 18.11.34,0 286.58.15,9

11,44948.·. · 255. 2.56,0 17.55.36,2 288.55.32,3
12,47867.... 254.53.17,9 17.47.26,6 289.54.27,1
13,45512__ 254.44'24, 1 17.39.25,2 290.50.21,3
15,44091--- 254.27.44,1 17.23.12,1 292.44. 3,o
21,54714.... 253.47. ï ,6 16.3i. 8,4 298.33.46,4

De plus, le logarithme de la distance de la Terre au Soleil, à l’époque 

de l’observation moyenne indiquée par le nombre 1 2 , 4 7 8 6 7 , était 

0 , 0 0 7 1 1 8 6 . En partant de ces données, et en conservant,les notations
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adoptées dans le Mémoire du 20 septembre, en prenant d’ailleurs pour 

origine du temps t l’époque de l’observation moyenne, et en désignant 

par © le logarithme népérien de tangO, j ’ai déduit de ma nouvelle mé

thode d’interpolation les développements de <p, u, 0, ou plutôt de À©, 

Act, À0 , et j ’ai trouvé :

( i  Î3
Ao =  — 554", 77t -h 24", 764 -+- o", 290 g·,

f i  l'k
Agt =  3434", 751 -f- o", 32392 — — o", 0161 g·»

A@ = — o,0080374 — o,oooi6o52 — +  o,ooooo56o g<

Les valeurs de A4©, A40 , fournies par le calcul, pouvaient être attri

buées aux erreurs d’observation. Ainsi, en particulier, les valeurs de 

A'çp étaient

o",3, i",7, - 5 ' ,  9 , o", - 3 " , 9 , — o*,4, o», 3,

et se réduisaient aux quantités

2",4, 3",8, - 3",8, 2",i, -U ',8 , i",7, 2",4,

si l’on admettait une erreur de 2",i dans la valeur de <p fournie par 

l’observation moyenne. Pareillement, les valeurs de A4Ô, fournies par 

le calcul, étaient

— o",4, — 4",0, — 3", 3, o", - 7 " ,  5, o,/,4, — o", 4,

et se réduisaient aux quantités

3",i, — o", 5, o",2, 3", 5, - 4L 3", 9, 3", 1,

si l’on admettait une erreur de 3", 5 sur la valeur de 0 fournie par l’ob

servation moyenne. Cela posé, les formules (9), (10) de la page 38G, 

c’est-à-dire les équations

(0 ^  =  B - A 3- D , A ,

_  K i i  1 \
1 — C cosô R*/’

( 2)
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.étant appliquées à la détermination des distances r et t, qui, à l’époque 

du 12 juillet» séparaient le Soleil et la Terre de l’astre observé, m’ont 

donné sensiblement, la première

K
p  = o , o o o o ,

et la seconde
t =  1,70.

Ën substituant.cette valeur approchée de t dans la formule (16) de la 

■ page 386, c’est-à-dire dans l’éqüation

(3) /■2= R 2-I- 2 ki  +  t2, " -

j*ert ai tiré approximativement

; · =  2,576,
i

et alors la formule (2) m’a donné

t =  i ,5g8.

Cette dernière valeur de x, est déjà très approchée de la véritable. Son 

logarithme
o , 2 o 3 6

est, h près, le nombre obtenu par M. Yvon Villarceau (voir la 

séance du i 3 septembre).

Je ferai ici une remarque importante. Lorsqu’on trouve à très peu 

près, comme dans l’exemple précédent,

cela indique seulement que est très petit,' ou de l’ordre des quan

tités comparables aux erreurs d’observation. Dans le même cas, ce 

n’est plus la valeur de mais la valeur de 1 qui se trouve déter

minée approximativement par une équation du premier degré, savoir, 

par l’équation (2), réduite à la forme
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Remarquons encore que si l’on pose, pour abréger,

(5) s =

les équations (3) et (2) deviendront

(6) 'r* =  a*+/*, s =  h — £ ,

les constantes g, h, l1 étant déterminées par les formules .

Z*=R*— g
K

Ccosô’ h =  k jr
Rr

D’ailleurs, si l’on élimine s entre les formules (6), on en tirera l’équa

tion

Or, si l’on différentie le premier membre de cette dernière équation 

par rapport à r, on obtiendra, pour équation dérivée, la formule

que l’on peut réduire à l ’équation trinôme .

(8 ) · r8 — 3ghr3-h 3g*=  o.

Cette dernière admettant seulement deux racines positives, il est aisé 

d’en conclure que l’équation (7) offre seulement trois racines posi

tives. L’une de ces trois racines est r — R. Les deux autres ont pour 

limites les racines de l’équation trinôme, qui peuvent être aisément 

calculées à l’aide de méthodes connues. Par suite aussi, dans l’équa

tion (7), les deux racines positives et distinctes de R seront toujours 

faciles à déterminer.

Au reste, si l’on se bornait à déterminer, comme on vient de le dire, 

les deux racines positives de l’équation (7), distinctes de R, on ne 

pourrait dire a priori laquelle de ces racines répond à l’astre observé. 

On n’aura point cet inconvénient à craindre, en suivant la méthode
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-ci-dessus exposée, puisque, après avoir obtenu, à l’aide d’une équa

tion du premier degré, une première valeur approchée de r ou de t, 

on pourra en déduire immédiatement, à l’aide de la méthode linéaire 

appliquée à la résolution des deux équations (6), de nouvelles valeurs 

généralement très exactes des deux distances r et s =  x, -+- k, et, par 

conséquent, de nouvelles valeurs de r et de t. En opérant ainsi pour 

la planète de M. Hencke, j ’ai trouvé

r =  2, 471, 2, 376, t =  i,583.

Je terminerai par une dernière remarque. En parcourant tout récem

ment, d’après l’indication de M. Walz, un ancien Volume des Annales 

de Mathématiques (années 181 r et 1812), j ’y ai rencontré un Mémoire 

de M. Gergonne, dans lequel il ramenait déjà la détermination de 

l’orbite d’un astre à une équation du premier degré. Seulement l ’in

connue, dans cette équation, était, non plus la distance r ou t, mais 

l’une des coordonnées rectangulaires de l’astre observé.

3 8 3 .

A nalyse mathématique. — Méthode générale pour la résolution 

des systèmes d ’équations simultanées.

C. R., T.' XXV, p. 536 (18 octobre 1847).

Etant donné un système d’équations simultanées qu’il s’agit de 

résoudre, on commence ordinairement par les réduire à une seule, 

à l’aide d’éliminations successives, sauf à résoudre définitivement, 

s’il se peut, l ’équation résultante. Mais il importe d’observer : i° que,, 

dans un grand nombre de cas, l’élimination ne peut s’effectuer en 

aucune manière; 20 que l’équation résultante est généralement très 

compliquée, lors même que les équations données sont assez simples. 

Pour ces deux motifs, on conçoit qu’il serait très utile de connaître 

une méthode générale qui pût servir à résoudre directement un sys-
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terne d’équations simultanées. Telle est celle que j ’ai' obtenue, et dont 

je vais dire ici quelques mots. Je me bornerai pour l’instant à indiquer 

les principes sur lesquels elle se fonde, me proposant de revenir avec 

plus de détails sur le même sujet, dans un prochain Mémoire.

Soit d’abord
' U  =  ( ( x , y , z )

une fonction de plusieurs variables x , y , s, . . . ,  qui ne devienne 

jamais négative et qui rèste continue, du moins entre certaines 

limites. Pour trouver les valeurs de x ,  y , s , . . .  qui vérifieront 

l’équation

(1) . U =  O,

il suffira de faire décroître indéfiniment la fonction u, jusqu’à ce 

qu’elle s’évanouisse. Or soient

x, y, z, . . .

des valeurs particulières attribuées aux variables x , y , z, . . .  ; u la 

valeur correspondante de m; X, Y , Z, . . .  les valeurs correspondantes 

de Dxu, Dyu, Dzu, . . . ,  et a, 6, y, . . .  des accroissements très petits 

attribués aux valeurs particulières x, y, z , ----Quand on posera

x  =  x-hcx, /  — y +  ê, · 5 2= z -V y, . . . ,  

on aura sensiblement

(2) u =  f(x «, y -+- ê, . . . )  — u -+■  «N -h 6 Y +  y Z 4- ___

Concevons maintenant que, 0 étant une quantité positive, on prenne

< x = — ÔX,  6 =  — 6Y,  y ^ — BZ,

La formule (2) donnera sensiblement

(3) f(x — 9X, y — 0Y, z — flZ, . . . )  =  u — 0(X*+ ¥ 2+  ZJ +  . .. ).
1 %

11 est aisé d’en conclure que la valeur 0 de u, déterminée par la for

mulé ·
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deviendra inférieure à u, si 0 est suffisamment petit. Si', mainte

nant, 0 vient à croître, et si, comme nous l’avons supposé, la fonc

tion f (oc, y , s , est continue, la valeur 0 de « décroîtra jusqu’à 

ce qu’elle s’évanouisse, ou du moins jusqu’à ce qu’elle coïncide 

avec une valeur minimum, déterminée par l’équation à une seule 

inconnue

(5) Do 0 =  o.

Il suffira donc, ou de résoudre cotte-dernière équation, ou du moins 

d’attribuer à 0 une valeur suffisamment petite, pour obtenir une nou

velle valeur de u inférieure à u. Si la nouvelle valeur de u n’est pas 

un minimum, on pourra en déduire, en opérant toujours de la même 

manière, une troisième valeur plus petite encore; et, en continuant 

ainsi, on trouvera successivement des valeurs de u de plus en plus 

petites, qui-convergeront vers une valeur minimum de u. Si la fonc

tion u, qui est supposée ne point admettre de valeurs négatives, offre 

des valeurs nulles, elles pourront toujours être déterminées par la 

méthode précédente, pourvu que l’on choisisse convenablement les 

valeurs de x, y, z, . . . .

Il est bon d’observer que, si la valeur particulière de u représentée 

par u est déjà très petite, on pourra ordinairement en déduire une 

autre valeur 0 beaucoup plus petite, en égalant à zéro le second 

membre de la formule,(3) et en substituant la valeur qu’on obtiendra 

ainsi pour 0, savoir

( 6 )
u

~  X! -t- Y2 +  Z2 + . . .  ’

dans le second membre de la formule (4).

Supposons maintenant que les inconnues x , y , z-, . . .  doivent satis

faire, non plus à une seule équation, mais à un système d’équations 

simultanées

(7 ) . ' u =  o, v =  o, w — o, . . . ,

dont le nombre pourra même surpasser celui des inconnues. Pour

Q E uores d e  C , — S. I, t, X. - 5l
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ramener ce dernier cas au précédent, il suffira de substituer au sys

tème (7) l’équation unique

(8) îî2-+-1)2-+- -+- ...  — 0.

Quand, à l ’aide de la méthode que nous venons d’indiquer, on aura 

déterminé des valeurs déjà très approchées des inconnues x , y, z, . . . ,  

on pourra, si l ’on veut, obtenir de nouvelles approximations très 

rapides à l’aide de la méthode linéaire ou newtonienne, dont j ’ai fait 

mention dans le Mémoire du 20 septembre.

On peut tirer des principes ici exposés un parti très avantageux 

pour la détermination de l’orbite d’un astre, en les appliquant, non 

plus aux équations différentielles, mais aux équations finies qui 

représentent le mouvement de cet astre, et en prenant pour incon

nues les éléments mêmes de l’orbite. Alors les inconnues sont au 

nombre de six. Mais le nombre des équations à résoudre est plus 

considérable, quelques-unes d’entre elles servant à définir des fonc

tions implicites des inconnues; et d’ailleurs le nombre des équations 

croît avec le nombre des Observations que l’on veut faire concourir à 

la solution du problème. Ajoutons que les seuls nombres qui entrent 

dans les équations à résoudre sont les longitudes, latitudes, etc., 

fournies par les observations elles-mêmes. Or ces longitudes, lati

tudes, etc. sont toujours plus exactes que leurs dérivées relatives 

au temps, qui entrent dans les équations différentielles. Donc, après 

avoir obtenu à l’aide des équations différentielles, ainsi que nous 

l’avons expliqué dans les précédents Mémoires, des valeurs appro

chées des inconnues, on pourra, en partant de ces valeurs approchées 

et en résolvant, comme nous venons de le dire, les équations finies 

du mouvement de l’astre, obtenir une précision très grande dans les 

résultats du calcul.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 384. 4 0 3

3 8 4 .

A s t r o n o m i e . — Mémoire sur le degré d ’exactitude avec lequel on peut 

déterminer les orbites des planètes et des comètes.

C. R., T. XXV, p. 57a (25  octobre 1847).

§ I. — Considérations générales.

En partant des formules dont je me suis servi dans mes précédents 

Mémoires, pour calculer les distances de Mercure et d’Iiébé au Soleil 

et à la Terre, et en se servant d’observations faites dans un intervalle 

de temps pendant fequel les perturbations du mouvement d’un astre 

resteraientdnsensibles, on pourrait déterminer exactement l’orbite de 

cet astre, si l’on parvenait à obtenir les développements de la longi

tude et de la latitude géocentrique du même astre suivant les puis

sances ascendantes du temps t, ou du moins les coefficients des termes 

qui, dans ces développements, renferment des puissances du temps 

inférieures à la quatrième. C’est à former ces coefficients que servent 

les méthodes d’interpolation. D’ailleurs,.les résultats fournis par ces 

méthodes sembleraient devoir être’ d’autant plus exacts, que le nombre 

des observations employées est plus considérable. C’est pourtant ce 

qui n’arrive pas toujours, et l’on doit faire a ce sujet une remarque 

importante. Les anciennes méthodes d’interpolation, par exemple les 

méthodes de Lagrange et de Laplace, ne peuvent faire concourir à la 

détermination des coefficients des quatre premiers termes de chaque 

développement un nombre n d’observations supérieur à quatre, que 

sous la condition d’introduire dans le développement cherché toutes 

les puissances du temps d’un degré inférieur à n. Or cette condition 

est très peu favorable à la précision des calculs, attendu que les erreurs 

d’observation peuvent occasionner,' dans la détermination du coeffi

cient d’une puissance de t, des erreurs d’autant plus grandes que cette
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puissance est d’un degré plus élevé. Il en résulte que, dans le cas 

assez ordinaire où le développement d’une variable pourrait, dans l’in

tervalle de temps qui sépare les observations extrêmes, être sensible

ment réduit à ses quatre premiers termes, les termes suivants, sensi

blement nuis, paraîtraient souvent acquérir des valeurs considérables, 

si, en faisant usage de la méthode d’interpolation de Lagrange ou de 

Laplace, on voulait faire servir à la détermination des coefficients des 

quatre premiers termes plus de quatre observations. Il y a plus : la 

détermination du coefficient de *2, et surtout du coefficient de t3, effec

tuée à l’aide de ces méthodes, sera souvent très peu exacte, non seule

ment lorsqu’on fera usage de quatre observations seulement, mais 

aussi quand ce nombre des observations deviendra supérieur à quatre. 

Au contraire, dans le cas dont il s’agit, une nouvelle méthode d’inter

polation pourra faire concourir avec avantage à la détermination des 

quatre premiers termes du développement d’une variable plus de 

quatre observations distinctes, pourvu que l’on ait soin de s’arrêter à 

l’ instant où le calcul fournira des différences comparables aux erreurs 

d’observation.

Nous avons ici supposé que, dans le développement d’une variable, 

les termes proportionnels à la. quatrième puissance du temps et à des 

puissances supérieures étaient sensiblement nuis, au moins dans l’in

tervalle de temps qui sépare l’une'de l’autre les deux observations 

extrêmes. Cette circonstance, qui assure l’exactitude des résultats ob

tenus, se trouvera indiquée, a posteriori, avec un grand degré do pro

babilité, lorsqu’en suivant une méthode quelconque d’interpolation, 

par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, on aura déterminé 

à l’aide de quatre observations les quatre premiers coefficients, si le 

développement trouvé représente ces quatre observations et toutes les 

observations intermédiaires, avec assez d’exactitude pour que les dif

férences entre les valeurs observées et les valeurs calculées de Inva

riable soient comparables aux erreurs d’observation. La même circon

stance se trouvera encore indiquée, a posteriori, avec beaucoup de 

probabilité, si, en faisant concourir par la nouvelle méthode toutes les
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observations données à la détermination des quatre premiers coeffi

cients, on trouve, pour les différences quatrièmes, ou pour les diffé

rences d’un ordre moindre, des valeurs numériques comparables aux 

erreurs que les observations comportent. Enfin, la circonstance dont 

il s’agit peut être indiquée, a priori, dans beaucoup de cas, par un 

calcul dont je vais donner une idée en peu de mots.

L’expérience prouve que, pour des astres dont la lumière est très 

faible, des erreurs d’observation de quatre ou cinq secondes sexagési

males ne dépassent point les limites du possible, ni même du pro

bable. Donc, si l’on cherche les développements des variables, spécia

lement de la longitude et de la latitude géocentriques d’un astre en 

séries ordonnées suivant les puissances ascendantes du temps, il sera 

parfaitement inutile de conserver, dans ces développements, les termes 

dont l’omission entraînerait au plus une erreur de quatre ou cinq se

condes. D'ailleurs, les termes d’un rang élevé, dans les développe

ments de la longitude et de la latitude d’un astre, seront ordinaire

ment des quantités du même ordre que les termes de même rang dans 

le développement de l’anomalie vraie; et, dans ce dernier développe

ment, une limite supérieure au coefficient de la quatrième puissance, 

ou d’une puissance plus élevée du temps, peut être déterminée approxi

mativement par diverses méthodes, pour des astres plus éloignés de 

nous que lê Soleil, surtout si l’excentricité n’est pas très voisine de 

l’unité. Donc, pour de tels astres, on pourra calculer approximative

ment une limite supérieure à l ’intervalle de temps qui séparera l’ob

servation moyenne de chacune des observation-s extrêmes, quand ces 

trois observations seront assez voisines l’une de l’autre pour que 

l’omission des termes proportionnels à la quatrième puissance, ou h 

des puissances plus élevées, produise seulement une erreur de quatre 

ou cinq secondes. Après avoir calculé cette limite, et choisi arbitraire

ment l’observation moyenne à partir de laquelle se comptera le temps, 

on devra choisir encore les autres observations en nombre égal ou su

périeur à trois, de manière que chacune d’elles soit séparée de l’ob

servation moyenne par un-intervalle inférieur, ou tout au plus égal h
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la limite dont il s’agit. Si cette condition ne peut être remplie, alors, 

pour obtenir une valeur suffisamment exacte du coefficient du cube du 

temps, on serait obligé d’admettre dans le développement cherché des 

termes proportionnels à la quatrième puissance du temps. On pour

rait d’ailleurs calculer, toujours à l’aide du même procédé, une limite 

supérieure à l’intervalle de temps qui devrait séparer les observations 

extrêmes de l’observation moyenne, afin que l’erreur occasionnée 

dans le développement de la variable par l’omission des termes pro

portionnels à la cinquième puissance du temps, et à des puissances 

plus élevées, ne dépassât point quatre ou cinq secondes sexagési

males.

Remarquons enfin que, après avoir fixé, d’une part,' le nombre de 

celles des observations données qui devront concourir à la détermina

tion du développement cherché; d’autre part, le nombre des termes 

de ce mêrne développement, on pourra, si ce dernier nombre ne sur

passe pas quatre ou cinq, se borner à pousser l’évaluation du coeffi

cient de chacun des termes conservés jusqu’à un chiffre décimal tel, 

que l’omission du chiffre suivant, à l’époque de chacune des observa

tions extrêmes, occasionne tout au plus, dans la valeur du terme dont 

il s’agit, une erreur d’urîe seconde.

En opérant comme on vient de le dire, on rendra beaucoup plus 

facile l ’application des méthodes d’interpolation, même des plus 

exactes, et, en particulier, de celle que j ’ai proposée à la détermina

tion des orbites des astres. Car ce qui allongeait surtout les calculs, 

c’était la détermination d’une multitude de chiffres inutiles qu’on y 

introduisait, parce qu’on ne savait pas bien se rendre compte à l’avance 

de l’influeîice que les erreurs d’observation pouvaient exercer sur les 

résultats fournis par-une méthode d’interpolation donnée. Les prin

cipes que je viens d’indiquer, et que je vais développer dans le para

graphe suivant, permettront aux astronomes de se former une idée 

juste de cette influence, et de choisir, en connaissance de cause, la 

méthode qui conduira plus promptement ou plus sûrement aux solu

tions demandées.
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§ II. — Des erreurs occasionnées dans les développements de la longitude 
et de la latitude géocentriques d’un astre par les erreurs d'observation,

Supposons que, l’époque d’une certaine observation astronomique 

étant prise pour origine du temps t, on veuille développer, suivant les 

puissances ascendantes de t, la longitude et la latitude géocentriques 

de l’astre observé, en ne conservant dans chaque développement que 

les termes sensibles, et négligeant ceux dont l’omission ne produirait 

qu’une erreur de quatre ou cinq secondes sexagésimales, c’est-à-dire 

une erreur comparable aux erreurs que comportent les observations. 

Supposons encore que, par un moyen quelconque, on soit parvenu à 

connaître d’avance le nombre n des termes qui doivent être conservés, 

outre le premier, et qui dans chaque développement doivent suivre ce 

premier terme indépendant de t. Il est clair que si, d’une part, les 

termes négligés, et, d’autre part, les erreurs d’observation se rédui

saient rigoureusement à zéro, on pourrait obtenir les valeurs exactes 

des termes conservés, en faisant concourir à la détermination de leurs 

coefficients, à l ’aide d’une méthode d’interpolation quelconque, les 

observations données, pourvu que le nombre de ces observations fût 

au moins égal à n -+- i .

Supposons maintenant que, les termes négligés étant toujours nuis, 

les erreurs d’observation ne soient pas nulles. Alors le polynôme que 

l’on obtiendra, en faisant servir à la détermination du coefficient 

cherché une méthode quelconque d’interpolation, se composera de 

deux parties, dont la première sera le développement cherché, la se

conde partie étant ce que devient ce même développement quand on 

remplace les valeurs particulières données de la variable par les er

reurs dont ces valeurs particulières se trouvent affectées en vertu des 

observations mêmes. Cela posé, concevons que l’observation dont 

l’époque sert d’origine au temps étant placée vers le milieu de l’inter

valle qui sépare les observations extrêmes, on la désigne sous le nom 

d’observation moyenne. Nommons m le nombre des observations dis-
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tinctes de l’observation moyenne, et

¿ 1 9  ¿2» » · · ,  ¿ m

les valeurs positives' ou négatives de t qui correspondent à ces der

nières observations. Soit d’ailleurs <p la variable dont le développe

ment est censé pouvoir être exactement représenté par les n -t- x pre

miers termes d’un polynôme du degré n; soient <p0 la valeur de <p 

correspondante à l’observation moyenne, et À© =  ç — ç 0 la différence 

de <p à ©0. Soient encore
· · · y

les erreurs dont se trouvent affectées, en vertu des observations don

nées, les diverses valeurs de A©, et dont chacune pourra être double 

■ de l’erreur que comporte une seule observation, l’erreur de l’observa

tion moyenne et celle de l’une quelconque des autres pouvant avoir 

été commises en sens contraires. Enfin, nommons e l’excès du poly

nôme que représente le développement de la variable <p, déduit d’une 

certaine méthode d’interpolation sur la véritable valeur de ç. Alors £ 

sera précisément le polynôme que l’on déduira de la même méthode 

d’interpolation, en prenant

Ê j ,  &29 · · · 9 £/n

pour les valeurs de e correspondantes aux époques

¿19 ¿¡9 · · · 9 Un-

Or il est clair que la méthode d’interpolation employée fournira lin 

développement de <p plus ou moins exact, suivant que les limites ex

trêmes, positive et négative, entre lesquelles restera comprise la va

leur du polynôme £, seront plus ou moins resserrées. D’ailleurs, le 

degré du polynôme e sera le nombre m des observations distinctes de 

l’observation moyenne, si la méthode employée ést celle de Lagrange 

ou de Laplace; et, dans l’un et l’autre cas, les divers termes dont se 

composera le développement de e offriront précisément les mêmes va

leurs. Donc, pour juger du degré d’exactitude que fourniront ces deux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 384. 409

méthodes, il suffira d’examiner ce que donnera la formule d’interpo

lation de Lagrange. Entrons, à ce sujet, dans quelque's détails.

La valeur de e, déterminée par la formule d’interpolation de La

grange, se composera de m termes respectivement proportionnels aux 

valeurs particulières de z. On aura effectivement

(O e =  EiT, +  SjTs +  . .. ·+■  E„,T„,,

T,, T,, . . . ,  T,„ étant des fonctions de t, dont chacune sera déterminée 

par une équation de la forme

t  ( t  ¿2 ) . . . ( t  t m )
Í2) T ,=

Cela posé, les valeurs numériques des coefficients

T,, T2, T„

et, par suite, la valeur numérique de z, pourraient devenir très consi

dérables, si l’on faisait correspondre la valeur de t à une époque située 

en dehors de l’intervalle compris entre les observations extrêmes. 

Admettons maintenant la supposition contraire, et nommons 8 la 

limite des erreurs d’observation.que l’on peut évaluer à quatre ou 

cinq secondes sexagésimales.

Si les observations données et distinctes de l’observation moyenne 

sont au nombre de deux, alors t,, t2 seront affectées de signes con

traires, et l’on aura
£ == fîiTi.—h- S2 I 2»

_  __T,

T1 +  T* =  -

¿2 — h )

¿2

Donc, si, les quantités t,, /, étant affectées du même signe, les valeurs 

numériques des quantités e,, z2 atteignaient la limite 28, on aura

s =  ±  2Ô.
¿2

Cette dernière valeur de z pourra devenir considérable pour une va-
O Euvres d e  C . — S. I, t. X. 52
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leur de t comprise entre t„, t2, par exemple pour t =  si la va

leur numérique de l’un des rapports y, y  est supérieure à 3 +  2^2.

Si, pour fixer les idées, on suppose l, =  — xot2, la valeur trouvée de a 

deviendra

-j- 12 1  ^£ = ±  -7— 20;4o

et par suite, si l’on pose B =  5", on aura sensiblement £ =  ± 3o". 

Donc, lorsque les observations données ne sont pas équidistantes, la 

valeur de a, déterminée par la formule d’interpolation de Lagrange ou 

de Laplace, peut, même dans le cas où l’on fait usage de trois observa,- 

tions seulement, et pour une époque intermédiaire entre celles des 

observations données, dépasser notablement les limites des erreurs 

d’observation.

L’inconvénient que nous venons de signaler devient plus grave 

encore, dans le cas précisément où l’on cherche à obtenir des résultats 

plus exacts en faisant concourir à la solution du problème un plus 

grand nombre d’observations. Pour le démontrer, considérons un cas 

qui se présentera souvent dans la pratique. Supposons qu’un ciel cou

vert de nuages ait interrompu, pendant un certain laps de temps, une 

série d’observations astronomiques, séparées l’une de l’autre par un 

intervalle d’un jour environ, et reprises dès que-le ciel est redevenu 

serein. Alors il est facile de voir que la valeur numérique de"e pouri’a 

devenir très notablement supérieure aux erreurs d’observation. C’est 

ce qui arrivera, par exemple, si l’on emploie, outre l’observation 

moyenne, six observations dont les époques soient représentées par 

les nombres
t- 8, 7» 6, x» 2, 3.

Alors, en attribuant à t la valeur — 3 comprise entre les valeurs don

nées, on trouvera, en suivant une méthode quelconque d’interpolation, 

par exemple la méthode de Lagrange ou de Laplace, et en faisant con

courir toutes les observations à la détermination de a,

£ 3 i 5 23  75 „
£1---- 7 £3 -f- — £3 - - —r £4 -t- 3 £5 -

I l  14 21 l 4 *

20

33 £°·
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• Donc si, l’observation moyenne étant exacte, les erreurs des autres 

observations sont chacune de 5 secondes, mais alternativement posi

tives et négatives, on aura sensiblement

£ =  ±  57", 5.

Mais si l’on a des raisons de croire que, dans le développement de la 

variable cherchée, on peut négliger sans erreur sensible les termes 

proportionnels à la quatrième puissance du temps ou à des puissances 

plus élevées, et si alors on/ait concourir toutes les observations, par 

ma nouvelle méthode, à la détermination de e, alors on obtiendra une 

valeur de 1 comparable aux erreurs d’observation, et l’on trouvera, en 

particulier, pour t =  —  3, non plus £ — ±  07",5 , mais seulement 

£  =  ±  2".

Dans ce qui précède, nous avons spécialement considéré les valeurs 

de e correspondantes à des époques intermédiaires entre celles des 

observations extrêmes. Si l’on employait des valeurs de t correspon

dantes à des époques qui fussent situées en dehors des observations 

extrêmes, sans en être même très éloignées, les valeurs numériques 

de e et, par suite, les erreurs commises dans la valeur d’une variable ®, 

pourraient devenir très considérable. Ainsi, par exemple, si la va

riable <p représente la longitude géocentrique de la nouvelle planète 

Hébé, à l’époque du 12 juillet, et si l ’on fait servir à la détermination 

de 9 quatre des sept observations rappelées dans la séance précédente, 

en suivant une méthode quelconque d’interpolation, alors on trou

vera : i° en joignant à l’observation du 12 août les quatre suivantes :

Atp r= — 561 ", 44  ̂ 3o",62 ~ —

20 en joignant à l ’observation du 12 août les trois précédentes :

A<p =  -  544", 49I +  35", 22 * +  3", 451 .
, . 2 v

Ici la différence entre les valeurs de o est énorme; et cette différence,
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«

représentée, au signe près, par le polynôme

i6",95z -t- 4'%6o^ -+-

s’élève déjà jusqu’à 9 1 7 " , 4  pour ¿ =  9 ,0 6 8 4 7 , c’est-à-dire à l’époque 

de la dernière observation.

3 8 5 .

A nalyse mathématique. — Application des formules que fournit la nou

velle méthode d ’interpolation à la résolution d ’un système d ’equations 

linéaires approximatives, et, en particulier, à la correction des éléments 

de l ’orbite d ’un astre.

C. R., T. XXV, p. 65o (8  novembre 1847).

Etant donné un système d’équations approximatives et linéaires 

dont le nombre est égal ou supérieur à celui des inconnues, sup

posons que l’on veuille déterminer par un calcul facile, et avec une 

grande exactitude, s’il est possible, les valeurs de ces inconnues. 

Pour remplir ces deux conditions à la fois, il suffira de recourir aux 

formules que fournit ma nouvelle méthode d’interpolation. A l’aide 

de ces formules, on pourra éliminer successivement, do chacune des 

équations données, la première, la seconde, la troisième,. . .  inconnue ; 

et lorsque toutes les inconnues auront été éliminées, à l’exception 

d’une seule, une valeur approchée de cette dernière sera fournie par 

chacune des. équations restantes. Ajoutons que les diverses valeurs 

approchées de la dernière inconnue seront égales entre elles, si le 

nombre des équations données est précisément le nombre des incon

nues, mais différeront généralement les unes des autres dans le cas 

contraire. Observons, enfin, que la méthode en question fournira, 

entre, les diverses valeurs approchées de chaque inconnue, une 

moyenne qui pourra être adoptée avec une grande confiance.
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; Les considérations précédentes pourront être utilement appliquées 

à la correction des éléments de l’orbite d’un astre. Entrons à ce sujet 

dans quelques détails.

Lorsque, en suivant la marche indiquée dans le Mémoire du 20 sep

tembre, on a déterminé approximativement les distances d’un astre 

au Soleil et à la Terre, on peut en déduire immédiatement, à l’aide de 

formules très simples, les six éléments de l’orbite de cet astre. Toute

fois, il importe de le remarquer, en vertu des calculs effectués et des 

formules dont il s’agit, les éléments de l’orbite dépendent, non seule

ment des longitudes et latitudes géocentriques de l’astre observé, 

mais encore de leurs dérivées du premier et du second ordre. Si, 

pour augmenter l’exactitude des résultats, on veut que les éléments 

de l’orbite soient finalément déterminés à l’aide des formules qui ne 

renferment aucune dérivée, il suffira de recourir aux équations finies 

du mouvement de l’astre observé. Ces dernières, transformées en 

équations approximatives, deviendront linéaires par rapport aux cor

rections des six éléments, et pourront alors se résoudre comme il a 

été dit ci-dessus. D’ailleurs, le nombre des équations à résoudre 

dépendra du nombre des observations données. Chaque observation 

fournissant deux équations linéaires entre les corrections des six élé

ments, trois observations pourront, à la rigueur, suffire au calcul dés 

corrections cherchées; mais celles-ci seront mieux déterminées si l’on 

fait concourir à leur détermination un nombre d’observations plus 

considérable.

§ I. — Formules générales pour la résolution d’un système d’équations 
approximatives et linéaires.

Soient données, entre n inconnues oc, y, s ,  . . . ,  des équations 

linéaires et approximatives

a x  +  by  -t-cs + . . .  =  k, 
a,x +  bty  +  c,s +  . . .  — k„

I a„x  -+- K y -+- c„z .+ . . .  =  k„,
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en nombre égal ou supérieur à celui des inconnues. Pour déduire de , 

ces équations, par une méthode facile à suivre, et avec une grande 

exactitude, s’il est possible, les valeurs de x , y , z, . . . ,  il suffira de 

recourir à la méthode que nous allons indiquer.

Désignons par Sa la somme des valeurs numériques des termes de 

la suite a, at, a//f . . . ,  et par S b la soi îme dos termes de la suite b, bt, 

bo, . . . ,  pris chacun avec le signe ou avec le signe — , selon que le 

terme correspondant de la suite a, a(, an, . . .  est positif ou négatif. 

Soient encore Sc, . . .  ou S^ ce que devient S b, quand à la suite b, bt,

bit, . . .  on substitue la suite c, c(, c(/, . . . ,  ou la suite k, kt, ku.........On

tirera des formules ( t)

(2 ) « S a  -f- j S b -t- .sSc + . . . — SX:.

Soient maintenant a =  » a =  · · · > et posons

à b  — b — a- S&, A c = c  — a Sc, . . . ,  A/c =  k  — a S k,

A b : = b t— a, S b, A c,— c,— a,Sc, . . . ,  A k , — a, S/c,

........................................... 9 .............................................  · * * 9 ..............................................

Si, de la première, ou de la seconde, ou de la troisième, . . .  des for

mules (1), on retranche la formule (2), après avoir multiplié les deux 

membres de cette dernière par a, ou par a , ou par av, . . . ,  on obtiendra, 

à la place des équations (1), les suivantes

/ y  Ab +  z Ac =  A k,

(3  ̂ . | J  A 6, +  î Ac( + . . . =  A/c,,

y Ab, -+ -sAc ,  +  . . .  =  Ak„

qui ne renferment plus la variable x.

Concevons, à présent, que l’on désigne par S'Aè la somme des 

valeurs numériques des termes de la suite A b, A 6 , A ¿,/( et soit 

S'Ac, . . .  ou S ' l a  somme des termes correspondants de la suite Ac, 

Ac,, A cn, . . .  ou Ak, A k,, A ktt, . . . ,  pris chacun avec le signe -+- ou avec 

le signe — , suivant que le terme correspondant de la suite Ab, Abt,
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Abu, . . ·  est positif ou négatif. On tirera des équations ( 3 )

(4 )  j S ' A ô  +  s S 'A c  . . =  S 'AA;

puis, en posant
S _  A& .  _  Aô,
° S'Aô’ ^ “ S'Aô’

et
A2c =  Ac — o S 'A c , 

A2c, — Ac,— S ' S ' Ac,

A2*  = A *  — 6 S 'A * ,

• A2 A-, =  A/r, — ê, S '  AÆ„

on tirera des formules ( 3), jointes à la formule ( 4 ).

( 5 )

sA2c

î A! c,

.sA2c„

, . =  A2A-,

. . =  A2Æ„

— A2/t. .  —  a  a ;/,

En continuant ainsi, on substituera successivement aux équations (i) 

les équations (3), (5),. etc. ; et lorsqu’on aura successivement éliminé, 

toutes les inconnues, à l’exception d’une seule, les équations restantes 

fourniront, pour la dernière inconnue, des valeurs approchées qui 

seront toutes égales entre elles, si le nombre des équations (i)  est 

égal à celui des inconnues, mais pourront différer les unes des autres 

dans le cas contraire. Ajoutons que, pour déterminer avec une plus 

grande exactitude les valeurs des diverses inconnues, on devra géné

ralement recourir aux formules (2), (4). et autres semblables, des

quelles on tirera

( 6 )

S k Sô Sc
oc — ô -  Sa ~~̂ Sa Z  5 — ' · · >Sa

S'A/c _ S'Ac ■
/ S'Aô

S" A2 k
S" A 2c

S 'A  b

Ces dernières formules, rangées, non dans l’ordre suivant lequel
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elles sont écrites, mais dans un ordre inverse, fourniront ordinaire

ment pour la dernière inconnue, puis pour l’avant-dernière, etc., des 

valeurs d’autant plus exactes, que la différence entre le nombre des 

équations approximatives données et le nombre des inconnues sera 

plus considérable.

L’ordre suivant lequel les diverses inconnues sont éliminées l’une 

après l’autre semble, au premier abord, demeurer entièrement arbi

traire. Mais, pour tirer du calcul des résultats plus exacts, ou du 

moins des résultats qui méritent une plus grande confiance, il con

vient de choisira;, c’est-à-dire la première des inconnues à éliminer, 

de manière que la somme Sa soit la plus grande possible; puis ensuite 

de choisir j ,  c’est-à-dire la seconde des inconnues à éliminer, de ma

nière que la somme S'Aè soit la plus grande possible; etc.

On abrégerait le calcul, mais en diminuant le degré de confiance ‘ 

que ces résultats doivent inspirer, si, pour éliminer une inconnue, 

on se bornait à,co.mbiner entre elles, par voie de soustraction, les 

diverses équations, prises deux à deux, en retranchant la seconde de 

la première, la troisième de la seconde, et ainsi de suite, après avoir 

préalablement réduit à l’unité, dans chaque équation, le coefficient 

de l’inconnue qu’il s’agit d’éliminer.

§ II. — Sur la ■détermination des éléments de l ’orbite d ’un astre.

Conservons les notations des pages 384 , 385 , en substituant seule

ment la lettre à la lettre en sorte qu’on ait ^ =  ç — cr. Les for

mules ( i)  et ( 4 ) de la page 385 donneront

(i) x  — R  cosro -h p cos<p, y  — R  sïrnn'4- p sincp, Æ =  ptang5.

Soient d’ailleurs, au bout du temps t, l’anomalie excentrique, et p 

la longitude héliocentrique de l’astre observé, mesurées dans le plan 

de l’orbite. Soient encore

P la valeur de p  correspondante au périhélie; 

a, z le demi grand axe et l’excentricité de l’orbite;
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• i l’inclinaison do.l’orbite, représentée par un angle aigu ou obtus, 

selon que le mouvement de l’astre est direct ou rétrograde; 

a la longitude héliocentrique du nœud ascendant;

T la durée de la révolution de l’astre dans son orbite;
i

A =  ~  le rapport de la circonférence 2it à T;

—  ̂ l’époque du passage de l’astre au périhélie.

Le*rayon vecteur r et la longitude p seront déterminés, en fonction 

de t, par les formules connues

I i

(2) r= :a(i-scosij;), tang-^-^ =  lanS

( ^ —  s sim]/ =  I t -h c.

De plus, $i l ’on projette successivement le rayon vecteur r sur trois 

axes rectangulaires, dont le premier coïncide avec la ligne des nœuds, 

et le troisième avec l’axe des z, les trois projections pourront être 

exprimées, soit en fonction de oc, y , z, «, soit en fonction de r, p, i; 

et en égalant l ’une à l’autre les deux valeurs trouvées pour chaque 

projection, l’on aura

! x  cos» +  j  sina =  r  cos/?, 
y  cosa — x  sins =  r  sinp cost, 

z  r  sin^ sin i.
*

Soient maintenant '

co la vitesse de l’astre observé ;

u, v, w les projections algébriques de cette vitesse sur les axes des x,  

y ·  a;
H le double de l’aire décrite par le rayon vecteur r pendant l’unité de 

temps;

U, V, IT,les projections algébriques de cette aire sur les plans coor

donnés;

I  sa projection absolue sur le plan mené par la ligne des nœuds per

pendiculairement au plan de l’écliptique.

OEuvres de C. —  S. 1, t. X. 53
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(4)

u =  Dtx,

U — wy — vz,

v =  O«/,

V =  «3 — waJ,

w* =  R*«, 

IT=Va; — uy,

.&>2= m24 - v* + w’2, //2 =  C/2-)- F 24- Wî, P=zU*-+- V2,

et les deux dernières des formules (3 ) donneront

(5) x  sin8 — ycosy +  Æ coti ~  o, u sina — v cosu +  z coti =  o; 

par conséquent,

. . .  . U V(6) sin8 =  y ( c o s « = — j» W . I
COSl =  -jyy Sint — -77 

a  H

De plus, les équations des forces vives et des aires donneront

(7)
£  _  2 w* _  2 _  E .
a ~  r K *  1 S K a

Les formules qui précèdent peuvent être appliquées de diverses 

manières au calcul des éléments de l’orbite. Ainsi, par exemple, 

après avoir déduit r, p, Dfp des formules établies dans le Mémoire 

du 20 septembre, et x , y , z, u, v, w, U, V, W, w, H, I  des formules (i)  

et (4), on pourra tirer immédiatement les valeurs des éléments a, i, 

a, e des formules (6), (7), puis la valeur de p de l’une quelconque 

des formules (3 ), et les valeurs de (J/, p ,  c des équations (2). Ajoutons 

que, en vertu des formules (x) et ( 3 ), on aura

( 8 )

et, par suite,

Z?C0S(5T — 8) H- p cos(<p — 8) =  rcosp,

B sin (üj — 8) -1- p sin (© — 8) =  r sin p cost, 

p tang0 =  r sin/? sim

(9) Mp =  ' • ■ ( P . l P  +  I W - ' - P . ' · , sint =
p tang0 
r sin p

Or ces dernières formules offrent un nouveau moyen de calculer p  et 1.

Les calculs que nous venons d’indiquer peuvent être simplifiés de 

la manière suivante :
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Faisons tourner ceux des axes coordonnés que renferme le plan de 

l’écliptique, de manière à faire coïncider l’axe des abscisses avec le 

rayon vecteur p, et nommons r, i), u, », U , U ce que deviennent alors 

x ,y ,  u, v, U, V. Les six dernières des équations (4 ) et les formules (6) 

continueront à subsister quand on y remplacera x , y, u, v, U, V par t, 

l), n, a, Ht, U, et a par a — ç. On aura donc

Î Ï = « > | ) - I I 2 ) . U  = U 2 —  W ’t ,  W =  O t — Ut),

Î0) I U! =  «>+ t?2 + iv \  W =  W +  U2 -t- W\ 7 2 = : l 2+ r ,

U D w I
(u) sin(a — =  cos(a — cp) =  — j> cost =  -̂ -> sint =  · ·̂

D’ailleurs, dans les équations (io), les valeurs de r, 1), z, u, a, w seront 

déterminées très simplement à l’aide des formules

(12) * =  p-+-i?<eosx, 9 = — Ttsin ,̂  ̂=  ptang0,

! u — D*p -l- s i n H-  ïï),

» =pD i9H -^cos(5(;-4-n), 
w =  (D/p +pDt0 ) tang0,

a  et II étant déterminés eux-mêmes par les équations 

D/7? =  l8lsinII, Tî DîSj =  a  cosll.

§ II. — C orrection  des élém ents de l ’o rbite d 'u n  astre.

Supposons que, après avoir calculé approximativement, à l’aide des 

formules ci-dessus rappelées, les six éléments-de l’orbite d’un astre, 

c’est-à-dire les six quantités a, e , c, p, a ,  i ,  on veuille déterminer avec 

une grande exactitude les corrections très petites S a ,  8e, 8c, 8p, S a ,  S i ,  

que ces éléments doivent subir. Il suffira de recourir aux équations 

finies du mouvement de l’astre, et de comparer entre elles les valeurs 

de r et de/) tirées des formules (2) et (8) du § II. Cette comparaison 

fournira, entre les corrections S a ,  8e, 8c, 'Sp, S a ,  S i ,  supposées très 

petites, deux équations linéaires, dont l’une ne renfermera pas Sp.  

Donc chaque observation fournira, entre les corrections des six élé-
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ments, deux équations distinctes. En résolvant. les équations ainsi 

obtenues par la méthode exposée dans le § I, on obtiendra aisément 

les six corrections cherchées, comme je l’expliquerai plus en détail 

dans un nouvel article. Si l’astre a été observé plus de quatre fois, les 

corrections des seuls éléments a, e, c, «, i pourront être déterminées 

séparément à l ’aide des équations qui ne renfermeront pas Sp.

3 8 6 .

A stronomie. — Mémoire sur la détermination et la correction 

des éléments de l ’orbite d ’un astre.

C. R., T. XXV, p. 7 0 0  (i5 novembre 1 8 4 7 ).
* ^

On s’est occupé depuis longtemps de la détermination des éléments 

de l’orbite d’un astre; et ce problème, auquel se rapportaient déjà des 

travaux remarquables de Newton et d’Euler, a été de nos jours encore 

un sujet de recherches approfondies. A ma connaissance, l’un des tra

vaux les plus récents sur la correction des éléments d’une orbite est 

le Mémoire présenté à l’Institut par M. Yvon Villarceau, vers la fin de 

l’année 1845, et approuvé par l’Académie. Le Rapport fait, au nom 

d’une Commission, par M. Binet, oifre un résumé clair et précis de la 

question et des solutions que divers auteurs en ont données. Dans le 

Mémoire de M. Yvon Villarceau, les équations linéaires approxima

tives d’où se tirent les corrections des éléments sont, suivant la cou

tume, déduites, à l’aide du Calcul différentiel, des équations finies du 

mouvement, dans lesquelles on fait vârier les six éléments de quan

tités très petites. Des équations ainsi formées sont effectivement celles 

qu’il convient d’employer, lorsqu’on veut obtenir les valeurs des élé

ments avec une grande exactitude. D’ailleurs, pour tirer le meilleur 

parti possible de ces mêmes équations, dont le nombre croît avec 

celui des observations données, il convient de recourir, pour leur 

résolution, à une méthode qui ait le double avantage de pouvoir être
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facilement pratiquée, et d’offrir une grande sûreté dans les résultats 

du calcul. Comme je l’ai déjà remarqué dans la dernière séance, ces 

deux conditions seront remplies, si l’on résout les équations approxi

matives dont il s’agit par un procédé analogue à celui sur lequel s’ap

puie ma nouvelle méthode d’interpolation. J’ajouterai que le même 

procédé fournit encore le moyen de calculer aisément les erreurs pro

bables introduites par les observations dans les valeurs de la longi

tude et de la latitude géocentriques d’un astre. Enfin, à l’aide de 

quelques artifices, qui seront indiqués ci-après, on peut, non seu

lement simplifier les formules relatives à la détermination ou à la 

correction des éléments d’une orbite, mais aussi faire en sorte qu’il 

devienne à peu près impossible de commettre la moindre erreur de 

calcul sans en être immédiatement averti par les formules elles- 

mêmes.

Remarquons encore que la méthode ci-dessus rappelée pourrait être 

appliquée, si l’on veut, non plus aux équations linéaires fournies par 

les diverses observations, mais à celles qu’on en déduit par la méthode 

des moindres carrés, quelles que soient d’ailleurs les inconnues, repré

sentées, ou par les six éléments de l’orbite de l’astre observé, ou par 

trois longitudes et trois latitudes géocentriques, comme l’a proposé 

notre jeune et illustre confrère, M. Le Verrier, dans un Mémoire jus

tement recherché des vrais amis de la Science. ,

§ I. — Sur la détermination des éléments de l’orbite d’un astre.

Des avantages inhérents à la méthode d’interpolation que j ’ai appli

quée au développement de la longitude et de la latitude géocentriques 

d’un astre, l’un consiste en ce qu’on ne peut commettre la moindre 

erreur sans en être averti presque immédiatement par le calcul. Il 

importe d’employer pour la détermination des éléments d’une orbite 

des formules qui présentent le même avantage, et qui, étant d’ailleurs 

très simples, se prêtent facilement à l’emploi des logarithmes. On satis

fait à ces diverses conditions en opérant comme il suit.
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Conservons les notations adoptées dans le précédent Mémoire. Après 

avoir calculé r, p et D,p =  Ap, on tirera des équations

(i) t — p + R  cosx, 9 = — Rsinx, z — p tangfl

les valeurs des coordonnées r, i), z, et l’on vérifiera l’exactitude de ces 

valeurs à l ’aide de la formule

(a) t- ■+■ p*-+· s2 =  /·*;

puis on tirera des équations

In =  D i p + D (i îcosx  +  /?D<5Tsin^,
» rrpDiœ — D/Asinx +  itD/üjcos^, 

w =  (J) ,p +  pD/®)tang0 =  (A-t-Di0 ).s

les valeurs des vitesses u, a, w, et l’on vérifiera l’exactitude de ces 

valeurs à l’aide de la formule

(4)  G =  8 D f / ï  +  sD<p +  p p D , x - i - * t D«0,

les valeurs de G, s, ç étant

(5) G =  r D ( r =  iK + 0 9  -1- wz,

ê — R +  p cosx =  * cosx — 9 sin^, 

ç =  R cosx +  p séc*0 =  * -+- z tangô;

puis enfin l’on tirera des équations

(7) « =  v'u5 -H D2 +  (Vs ,

(8 ) ïl =  w>9— vz, îfl=u.s— wt, W = o t  — itp,

(9) +  m , i  = ^ « r p s · ·

les valeurs de la vitesse « et des aires 11, D, W, H, I, et l’on vérifiera

l’exactitude de ces valeurs à l’aide des formules 
1

(10) ' «Vs= G J-t-//2, H* — P + W K

Cela posé, on pourra déterminer l’ inclinaison 1 et la longitude h du
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nœud ascendant à l’aide des équations

W D W I
(i i) sin(a — cp) =  j ,  cos(8 — <p) = — - ,  cost= ^ -j sint =  —,

qui se Vérifient mutuellement, puisqu’elles fournissent à la fois le

sinus et le cosinus de chacun des angles t, a — ©; puis, après avoir
G

tiré la valeur de Dfr de l’équation —, on déterminera l’angle p 

à l ’aide des formules

(12) sin/> = s
r sint’ cos/> = wr —

//sim  ’

qui se vérifieront encore l’une l’autre. Ajoutons que, si l’on pose 

r = r c o s $ ,  ij =  rsin$ et, par conséquent,

tang<& =  * =  ^  =

on pourra, aux deux premières des formules ( n ) ,  substituer avec 

avantage les suivantes :

( i3 ) cos(y +  $  — a ) =  ~cos/>, sin(<p-H $  —■ 8) =   ̂ sin/> cosi.

Enfin, après avoir déterminé a, s par les équations 

I 2 co* H%
04)

I
a K I— e — rr—,K a

on déterminera <p et p — p à l’aide des formules 

05)
. a — r . . G

C0S+ =  - s r ’ sin  ̂=  x ^ i ’

(16) cos P - P
( î ) W

^  . p  — p / « \ 2 / . 1  . acos —, sin------ - =  ( — ) (n - s )* s in - ·
2 2 \rJ  v ' 2

Alors il ne restera plus qu’à déterminer l ’élément c à l’aide de la for

mule
c =   ̂— s simp — Xi,

qui se réduit simplement.à

e =   ̂—ssin^,
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quand on suppose le temps t compté à partir de l ’époque de l’observa

tion moyenne.

Je ferai, en terminant, une dernière remarque. Si l’on nomme ü, 

les projections algébriques de l’aire H sur les plans perpendiculaires 

aux rayons vecteurs r, R menés de la Terre à l’astre observé, et du So

leil à la Terre, on aura \

(1 7 ) Ü =  ïlcos0+ W$m6, '<? =  1  cosx — fl sin ;̂
«

et, en posant, pour abréger,

A =  D<œ cos^— DiGsin^, Dirosinô, Ç =  |A/?S sin20,

on tirera des formules (x), (3 ), (8)

(18) pXD = — R'Ç cos0, Ü - P  =  A/tpsin0, 

par conséquent

(19) O (O -P )H -Ç t?  =  0.

Soient maintenant p(, <?, et p(;, V)lf, ce que deviennent p, o , -<?

quand on attribue au temps t deux nouvelles valeurs t,, tu. Si l ’on 

prend pour inconnues p, p,, p„ ou ü , ©,, les trois quantités ■ <?, t?,, 

-<? pourront être considérées comme fonctions de ces inconnues; et 

l ’équation (19), jointe à celles qu’on en déduit, quand au temps t on 

substitue tf ou tu, fournira un moyen de déterminer avec p, p,, p„ les 

éléments de l’orbite de l’astre observé.

Au reste, je reviendrai, dans un autre article, sur ce sujet, auquel 

se rapportent plus ou moins directement les travaux de quelques géo

mètres, et particulièrement un Mémoire de Lagrange, inséré dans la 

Connaissance des Temps pour 1821.

§ II. — Sur la correction des éléments de l ’orbite d’un astre.

Supposons les six éléments a, e, c, p, a, 1 déterminés approximati

vement à l’aide des formules indiquées dans le § I. Pour obtenir les 

conditions auxquelles devront satisfaire les corrections Za, Zz, Zc, Sp,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N° 386. 42S

Sa, Si de ces mêmes éléments, supposées très petites, il suffira de 

transformer en équations linéaires approximatives les équations finies 

du mouvement de l’astre observé. Entrons à ce sujet dans quelques 

détails.

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 9, G la longitude et la 

latitude géocentriques de l’astre observé, r la  distance de cet astre au 

Soleil, et p  sa longitude héliocentrique mesurée dans le plan de l’or

bite, à partir du nœud ascendant. Les valeurs de r  et de p  seront dé

terminées, au bout du temps t, par les formules (2) de la page 417. en 

fonction de t ,  a ,  t ,  c , p, et par les formules (8) de la page 4*8, en fonc

tion de 9, 0, a, 1. Nommons dr, dp les accroissements que prennent les 

valeurs de r  et de p  calculées comme on vient de le dire, quand on 

passe des formules (2) aux formules (8). Soient, d’ailleurs, Sr, Sp les 

variations de r  et de p  qui correspondent, en vertu des formules (2), 

à de très j^etites variations Sa, S t ,  Sc, SP des quatre éléments a , t ,  c , p, 

Soient, au contraire, J l r ,  J [ p  les variations de r et de p  qui correspon

dent, en vertu des formules (8), à de très petites variations Su, Si des 

éléments a et 1. Si les valeurs de 9, 0 correspondantes à une observa

tion, par conséquent à une valeur donnée de t , ne sont affectées d’au

cune erreur, on aura, pour cette valeur de t ,

)
dr -+- j\r =  dr, dp -h 4P =  dp 

ou, ce qui revient au même,

(1)  ̂ dr —  J[r —  'iir, dp —  J ip = 7ip.
• ^

Telle est la forme générale des deux équations linéaires que fournira 

chaque observation entre les six corrections Sa, S t ,  Sc, Sp, §«, Si. En 

appliquant aux équations ainsi formée^ la méthode de résolution in

diquée dans le précédent Mémoire, non seulement on obtiendra, pour 

les six éléments, des corrections qui devront inspirer une grande con

fiance, mais, de plus, les termes connus dr, dp donneront naissance à 

des différences finies de divers ordres, dont les dernières représente

ront les erreurs probables introduites dans r  et p  par les erreurs dont

OEtivt'es de C .·— S . I, t. X. 54
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<p, 0 so trouvent affectés en vertu des observations données. Dès lors, 

il deviendra faciledo former deux nouvelles équations linéaires pro

pres à fournir les erreurs probables de ç et de 0 correspondantes à 

chaque observation.

11 est bon d’observer que, en vertu des formules (2) de la page 417» 

r est seulement fonction de a, t, c, 1. Donc la première des for

mules (1) ne renfermera pas la correction Sp, et pourra servir à déter

miner séparément les corrections des cinq éléments a, z, c, a, 1, s’ il 

s’agit de fixer l’orbite d’un astre qui ait été observé plus de quatre 

fois. Pour être en état d’appliquer à la détermination de cette orbite la 

première des formules (1), il suffit de connaître les valeurs de Sr et de 

J[r exprimées en fonctions linéaires des corrections Sa, Sz, Sc, Sa, St. 

Or, si l’on pose, pour abréger,

(2) 3/· =  <3a 4- C ôe -t- S  Sc, J[r =  — Q — 5 ài,

afin de réduire la première des équations (1) à la forme

(3 ) X Sa -1- C Sz +  S  8c -t- Q du -+- ü> Si =  dr,

et, si, d’ailleurs, on conserve les notations adoptées dans le précédent 

paragraphe, on tirera des formules (2) de la page 417

et des formules ( 8) de la page 418

Oc sinn n e

(5) cos p.
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3 8 7 .

A stronomie. — Mémoire sur la détermination de l ’orbite d ’une planète, 

à l ’aide de formules qui ne renferment que les dérivées du premier 

ordre des longitude et latitude géocentriques.

G. R., T. XXV, p. 775 (29 novombro 1847).

Le Mémoire que Lagrange a donné dans la Connaissance des Temps 

pour l’année 1821 réduit la détermination de l’orbite d’un astre à la 

résolution d’une équation du septième degré, qui renferme les valeurs 

de la longitude et de la latitude géocentriques correspondantes à six 

observations faites dans le voisinage de trois époques diverses, la 

première observation étant supposée très voisine de la seconde, la 

troisième de la quatrième, et la cinquième de la sixième. Si l ’on 

admet que l’intervalle compris entre deux observations voisines de

vienne infiniment petit, l ’équation de Lagrange renfermera simple

ment, avec les longitude et latitude géocentriques relatives aux trois 

époques, les valeurs correspondantes des dérivées de ces deux varia

bles, différentiées une seule fois chacune par rapport au temps. Or les 

dérivées du premier ordre des longitude et latitude géocentriques 

pouvant être déterminées avec beaucoup plus de précision que leurs 

dérivées d’ordres supérieurs, il est clair que la méthode citée de La

grange offre un avantage qui serait très précieux dans la pratique, si 

l ’on pouvait former et résoudre facilement l’équation du septième 

degré ci-dessus mentionnée. Pour y parvenir, il suffirait de trouver 

un moyen facile d’obtenir une valeur, approchée de l’inconnue; et je 

m’étais d’abord proposé de résoudre ce dernier problème, surtout 

pour le cas où il s’agit d’une planète, c’est-à-dire d’une orbite très 

différente de la parabole, et à laquelle, en conséquence, la méthode 

d’Olbers ne saurait s’appliquer. Mais, après avoir obtenu la solution 

désirée, j ’ai été agréablement surpris de voir que les principes dont je 

faisais usage, étant directement appliqués à là recherche des éléments 

de l’orbite, fournissaient, pour la détermination approximative de ces
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éléments, une méthode nouvelle très simple et très facile à suivre. 

Cette méthode est fondée sur l’emploi de formules qui ne renferment 

que des dérivées du premier ordre, et que je vais établir en peu de 

mots.

Soient, au bout du temps t,

r la distance d’une planèfe au Soleil;

t sa distance à la Terre ;

p la projection de t sur le plan de l’écliptique ;

<p, 0 la longitude et la latitude géocentriques de la planète; 

p la longitude de la planète, mesurée dans le plan de l’orbite à partir 

du nœud ascendant; 

l ’anomalie moyenne de la planète;

R la distance de la Terre au Soleil; 

ro la longitude héliocentrique de la Terre;

% =  cp — a  l’élongation ; . .

a  =  Æsiny  ̂ la projection de R sur une droite perpendiculaire à p.

Soient encore

i l’ inclinaison de l’orbite de la planète; 

a la longitude du nœud ascendant; 

a le demi grand axe de l’orbite; 

e l’excentricité;

K — l sa3 la force attractive du Soleil ;

H =  \jKa{i — £') le double de l’aire décrite par le rayon vecteur r 

dans l’unité de temps;

—  ̂ l ’époque du passage au périhélie;

P la valeur de p  à cette époque;

U, V, W  les projections algébriques de l’aire H sur les plans coordon

nés et rectangulaires des x , y , des s, x  et des x , y , le plan des x , y  

étant celui de l’écliptique.

Enfin, soient

t) =  (t/cosç -h Fsinç -+- ITrtangô)cos0, t? =  î3coscT-t-Fsinw les pro-
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jections de l’aire H sur les plans perpendiculaires aux rayons vec

teurs p et J{; et posons

a — sinasint, g =  cos8 sint, y =  c +  p, 0  =  ltang9 .

On aura

(O

( 2 )

(3 )

R cos(œ — «) -H p cos(<p — «) =  r cos p,

R sin(sj — s) H- p sin(9 — 8) r= r sinp cost,

p tang9 — r sin/> sint,

r =  a(î — s cosd>),

tang° 2 \ 1 

tp — £ s in ^  =  +  c.

Les orbites des planètes sont généralement comprises dans des 

plans assez rapprochés de celui de l’écliptique pour que cost diffère 

très peu de l’unité. Par suite, on pourra, aux formules (i), substituer 

sans erreur notable les suivantes :

( R c o s ( gj — 8) -h p cos(9 — 8) =  r cosp,
(4) j

( i? sin(sr — 8) -+- p sin( 9  — 8) =  r sin/?,

qui deviendront exactes, si l’inclinaison i se réduit à zéro, l’angle a 

étant alors arbitraire. Donc, pour obtenir des valeurs très approchées 

des quatre éléments a, e, c, p ,  quand il s’agit d’une planète, il suffit 

de considérer le cas où, t étant nul, les variables t, r, p, <|>, p et cp 

seraient liées entre elles par les équations (3 ) et ( 4)· Voyons donc 

comment on peut, dans ce dernier cas, déterminer les éléments de 

l’orbite.

On tire des formules (4)

(5) ~ rsin(<p — 8 — />) =  &.
i

Si l’on différentie cette dernière équation, alors, en ayant égard aux 
deux formules

r%D i p ~ H ,  r D, ç =  Xa2e sin vp,
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et en posant d’ailleurs, pour abréger,

D, 9  =  $, D(^/l=;ti, r cos(<p — a — p)  =

on trouvera

( 6 ) <I) — çtî = H — Xas£ l̂ç si n ̂

Or les excentricités des planètes étant de beaucoup inférieures à 

l’unité, on pourra, dans une première approximation, réduire la for

mule (6) à la suivante :

(?) <I»_çtî=^.

On aura d’ailleurs

( 8 )

Cela posé, soit tt une seconde valeur de t qui ne soit pas très différente 

de la première, et nommons ç,, B, ce que deviendront ç, $, ¿a,

B  au bout du temps tr Comme le rayon r = a (i — ecos^) variera 

généralement très peu dans l’ intervalle de temps représenté par t — t,

les valeurs de r a et de correspondantes aux deux époques indi

quées par t et tt seront peu différentes l’une de l’autre. On aura donc 

sensiblement

(9)

Ces deux dernières formules suffisent,à la détermination des valeurs 

approchées de ç, ç,. Si, pour plus de commodité, l’on pose

f* =
Ç +  Ç,—---- >

2
)

alors, en négligeant le carré de v, on aura simplement

(.O) /j. — JU -j-- lit ¡j.3, ■

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A I T  N° 387. 431

les valeurs de x ,  iu> étant

eAô :
ü ,— u ’ lit) :

r lit, +  lit
4 u ,- u

(¿R.,2 — ,R2).

Les valeurs de ç, ç, étant connues, on tirera des formules (8) et (7) 

les valeurs approchées de r et de II, puis la valeur approchée de a, de 

la formule

Ajoutons que, r étant peu différent de a, on aurait pu, quoique moins 

aisément, déduire une première valeur approchée de a de la for

mule (7).

Il est bon d’observer que, si l’on pose At — tf — t, et si d’ailleurs on 

nomme A$, AU les accroissements de $ et de 11 correspondants à 

l’accroissement A t de t, la formule (10) donnera encore, à très peu 

près,

(12) f* =
A $ 1 „ A<SH2
AU

-U
AU

Pour tirer parti des formules précédentes, il suffît de connaître 

quatre observations, faites dans le voisinage de deux époques di

verses, la première observation étant supposée très v.oisine de la se

conde, et la troisième de la quatrième. Alors les valeurs de $ =  D,© 

et de U =  &, correspondantes à chaque époque, peuvent être ré

duites, sans erreur sensible, aux valeurs qu’acquièrent les rapports

quand on prend pour A t l’intervalle de temps compris entre

les deux observations voisines de l’époque dont il s’agit.

Remarquons encore que si, l’inclinaison 1 étant nulle, on suppose, 

comme on est alors libre de le faire, 8 =  0, on pourra, de la for

mule ( 5), réduite à

( i3 )  sin (<p — p )  ~
/ «-· ✓

déduire la valeur de l’angle p, auquel l’angle -̂+-p devient égal quand
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£ s’évanouit. Alors aussi, de la même formule jointe à la seconde des 

équations (3), on tirera

i
(14) (cos4* — e ) sin(<p — p) — (i — es) 2 sin  ̂cos(œ — p) =  — ; 

puis, en négligeant e,

( 1 5 )  sin(œ — — p) =  —·

Si, dans cette dernière formule, on remplace t par =  on

aura

'
(1 6 ) s in(9 , — | i — p i ) =

la valeur de =  <{/, — i|> étant donnée par l’équation

, X
(17) · ■ A4; =  X A f : = ^ )  M.

Les formules (i5), ( 1 6 ) sont celles dont M. Binet a fait usage pour 

déterminer, à l’aide des deux observations, la distance du Soleil à une 

planète dont l’orbite est supposée circulaire. Après avoir déduit, ou 

de ces formules, ou de celles que nous avons données ci-dessus, les 

valeurs approchées des distances a ,  r , avec celle de l’angle  ̂ +  p ou 

y 4 - Ai, et par suite la valeur approchée de y, on pourra, en négligeant 

les termes proportionnels au carré ou aux puissances supérieures de 

l’excentricité, tirer de la formule ( 6 ), jointe aux formules (3) et ( 8 ), 

une équation linéaire entre la correction Sa de la constante a  et les 

constantes £sinc, ecosc, dont les premières valeurs approchées sont 

nulles; et, pour déterminer approximativement Sa , esinc, ecosc, il 

suffira de recourir à trois équations linéaires ainsi formées.

Ajoutons que, si à la formule (6 ) on substitue la formule (14), 

chaque équation linéaire renfermera les quatre inconnues Sa, Sy,  

£sinc, £ cosc. Donc alors quatre équations seront nécessaires pour 

déterminer ces inconnues. Mais, d’autre part, pour obtenir ces quatre 

équations linéaires, il suffira de faire usage de quatre observations 

seulement. D’ailleurs, les valeurs approchées de a, e, c, y, et, par
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suite, la valeur de p =  y — c étant connues, on pourra corriger de 

nouveau ces valeurs approchées à l’aide de la formule (14) et des 

quatre observations données.

Les valeurs des constantes a, c, e, p, déterminées comme on vient 

de le dire, et celles qu’on en déduira pour r, p, à l ’aide des for

mules ( 3 ), seraient exactes, abstraction faite des perturbations, si le 

plan de l’orbite coïncidait rigoureusement avec le plan de l’éclip

tique, et si d’ailleurs les observations données n’étaient affectées d’au

cune erreur. Ces valeurs ne Seront pas exactes, mais très peu diffé

rentes des véritables, si l’astre observé est une planète pour laquelle 

l’inclinaison de l’orbite ne se réduise pas à zéro. Alors aussi, « n’étant 

plus arbitraire, la valeur qu’on aura trouvée pour p ,  en opérant comme 

on vient de le dire, sera effectivement celle de p +  a.

La valeur de r étant connue pour une époque donnée, on obtiendra 

les valeurs correspondantes de A. et p à l’aide des formules

( 18 ) 1 s2= r 2— l2, t- =  s — p =  tcos0,

dans lesquelles on a Æ =  Æ cosô cos^, l 2 =  R2 — k'2; puis les valeurs 

de xd, <?, à l ’aide des formules

(19) Ü = i ) +  ARp sin0, * ? = —* r RcosB

les valeurs de P, À étant

P =  R2 sin0, A =  Dj9 cos% — D*0 sin '̂;

puis, enfin, les valeurs de oc, S, à l ’aide des formules

i _  cos0 sinœ — ( ü  — Zfsinô) sinsr
| a /TcosÔsinv ’

(20) |
I ,, _  c o s p c o s o  —  ( O  —  //sin ô) cosot 

( ( —  ./ / c o s ô s in x  ’

dans lesquelles on a
H — \JK a(i— e2).

Les équations (20), en donnant les valeurs de a, ê, fournissent, par
Œ u v res  de  C . —  S. I, t. X. 55
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suite, celles de t et a, que l’on pourrait, au reste, déduire encore des 

formules (i), ( 3 ), ( 5), (9) et (11) des pages 422 et 423.

Ajoutons que les divers éléments obtenus comme on vient de le dire 

pourront être définitivement corrigés à l ’aide des formules établies 

dans mon Mémoire du i 5 novembre.

Je ne me suis pas contenté d’établir les formules générales qui pré

cèdent; j ’ai voulu m’assurer par l’expérience qu’elles donnent avec 

une grande facilité les éléments d’une orbite, et je les ai appliquées à 

la planète Hébé. Les différences entre les valeurs ainsi obtenue’s dès 

les premières approximations, et celles auxquelles j ’avais été conduit 

par la méthode exposée dans le Mémoire du 20 septembre, sont ex

trêmement faibles, ainsi que je le montrerai plus en détail dans un 

autre article.

388 .
«

A stronomie. —  Addition au Mémoire sur la détermination de l ’orbite 

d’une planète, à l ’aide de formules qui ne renferment que les dérivées 

du premier ordre des longitude et latitude géocentriques.

C. H., T. XXV, p. 879 ( i3 décembre 1847).

Conservons les notations adoptées dans le Mémoire dont il s’agit 

{voir la séance du 29 novembre). On aura d’abord à résoudre, par rap

port aux inconnues ç, ç,, les deux équations simultanées

(I) * - « * ,  ■ if i

Si, pour plus de commodité, l’on pose

on aura
«/=ft +  v» S =  p — v, SÎ,= f**— V’>
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- et les formules (i) donneront *

Si dans la dernière des formules (2) on substitue la valeur de v tirée 

de la première, l’équation finale que l’on obtiendra sera du quatrième 

degré en p*.. 11 y a plus : si l’on néglige v2 vis-à-vis de p.2, l’équation 

finale sera du troisième degré seulement et de la forme

( 3 )  p .  = ■  0A0 - ( - i l b p . 3 .

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’il n’y aurait, sous le rapport de 

l’exactitude, aucun avantage à substituer l’équation du quatrième 

degré à celle du troisième, la différence entre les deux valeurs que 

fournissent ces deux équations étant généralement insensible.

Les valeurs approchées de ç, ç, étant connues, on connaîtra, par
* 1

suite, la valeur approchée de r, et celles des constantes a, X =

et H, dont la dernière.sera peu différente de sjKa. Ajoutons que la 

formule

<31
(4) sin(q> — 8— />)=-- ·

fournira, au bout du temps t, la valeur de la variable p  +  a, qui sera 

peu différente de c 4- p H- a -+- \t, et, par suite, une valeur approchée 

de la constante c -+- P -+- a. Donc, si l’on pose, pour abréger,

(5 ) y ^ C  +  p-f-ü,

on connaîtra déjà les valeurs approchées des constantes a et y. Pour 

obtenir des valeurs plus exactes des mêmes constantes, et en même 

temps des valeurs approchées des constantes esinc, ecosc, il suffira 

d’appliquer la méthode linéaire à l ’équation ( 4). Alors, en effet, en 

négligeant les termes proportionnels au carré de 1 et à ses puissances 

supérieures, on trouvera, dans une première approximation*

(6) A §a -I- T ôy +  {E sine +  Fcosc)e =  sin(<p — y — lt)  — —·>
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les valeurs de A, T, E, F  étant

(7).
T =  cos(9 — y — Xi),

E — TcosXi-t- cos(9 — y), F =  T sinXi -+- sin(9 — y).

A l’aide de la formule (6) et de quatre observations, on déterminera 

les valeurs approchées des inconnues Sa, §y, esinc, £C0sc, par consé

quent les valeurs approchées de e, c. On pourra ensuite corriger de 

nouveau les valeurs trouvées de a, c, y, e, ou, ce qui revient au même, 

les valeurs de a, c, p 4- «, z, par la méthode linéaire appliquée à l’équa

tion (4).

Il est bon d’observer que la valeur de p correspondante à t — o se 

trouve représentée par la somme c +  p-t-«, quand on néglige les 

termes proportionnels à e, et par la somme c-t-p -i-8 4 -2 E sin c, 

quand on néglige seulement les Termes proportionnels' au carré ou 

aux puissances supérieures de z. Il est aisé d’en conclure que, si l’on 

représentait par y la valeur de p correspondante à t =  o, la formule (6) 

continuerait de subsister, avec cette seule modification, que la valeur 

du coefficient E  y serait déterminée, non plus par la troisième des for

mules (9), mais par la suivante :

(8 ) E —  T cos X t -y- cos ( 9  — y) — 2 T.

Si à l ’équation (4 ) on substituait sa dérivée

(9) 4> — çtt = H — X«!ê.Rs sin^

dans laquelle on a

ou, ce qui revient au même, la formule

(10) ( î >/·2 — / / ) 2 (r a — ¿R.5) — (ttr2 — Xa!£<9l  sin^)2=  0,

l ’équation linéaire qu’on obtiendrait à la place de la formule (6) ren-
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fermerait seulement les trois inconnues

Sa, es in c, £ cosc.

Les calculs précédents ne déterminent ni la longitude a du nœud 

ascendant, ni l’inclinaison i, dont le cosinus est supposé peu différent 

de l’unité. Si, après avoir trouvé les valeurs approchées de r et de 

p +  a, on .voulait en déduire celles des constantes a, i, il suffirait 

d’opérer de la manière suivante :

D’abord on pourra tirer la valeur approchée de p de la formule

(io) p Ht R  c o s ^ =  r cos(9 —  p —  a),

ou mieux encore des formules (i.8) de la page 433, puis celles des 

coordonnées cc, y, z de l’astre observé, des trois formules

( u )  x  —  R  cosst +  p sin <p, y  =  R  -+- p sin?, 5 ^=ptang0 .

‘ * %
Posant alors *

( 1 2 )  a = s i n a t a n g i ,  6 c o s a t a n g t ,  

o n  a u r a ,  e n t r e  a ,  S  e t  æ, y, z, l ’ é q u a t i o n  l i n é a i r e

(13 ) ■ a x  — §y -H z =  o,

qui représente précisément le plan de l’orbite. On pourra donc, à 

l ’aide de cette équation, et de deux observations distinctes, déter

miner approximativement a, 6, ou, ce qui revient au même, 1 et a.

Comme nous l ’avons déjà remarqué, l’emploi de la formule (6) 

suppose cosi peu différent de l’unité, ce qui à généralement lieu pour 

les planètes. Mais, après avoir tiré des formules (1), ( 3 ), (11) et ( i 3 ) 

des valeurs approchées de a, a  et 6, on pourrait, sans recourir ni à 

l ’équation (6), ni à la supposition sur laquelle elle s’appuie, déduire 

directement les corrections S a ,  S a ,  S ë  avec les valeurs approchées des 

produits esinc, çcosc, de cinq observations et de l’équation linéaire

g
(14 ) Sa +  q— ( x  Sac — j ô ê )  s é c 0 —  a i  cos (c +  \ t)  —  r —  a,r
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les valeurs de x, y, r, s, S étant déterminées à l’aide des formules

X — coser tang0 — 6 sin/,

Y =  siner tangô — « sin/,

Z =(6siner— « coser) tangô, 

S =  ot cosç — 6 sin© -+- langS,

,_R
C O  --- S*- y

_ R V
y ~  s  Y’ ~ - R z* - s z ’

r — y2-l· s1,
Z

s =  H -  R cos B cos/.

L’équation (14) est précisément celle à laquelle se réduit la for

mule (3) de la page 426, lorsqu’on y égale à zéro la première valeur 

approchée de r, et que l’on pose, en conséquence,

. © — o, C=p — acos(c-t-Xí), às =  e.

• Ajoutons que, après avoir déterminé approximativement a^y, a, 6, 

par conséquent a , p, 1, a, on peut faire servirles équations (1) de la 

page 425, combinées avec la formule Se =  e, à déduire de quatre, ou 

même de trois observations, les quatre corrections Sa, Sp, Si, Sa avec 

les valeurs approchées de £ sine, t cose.

' 3 8 9 .
✓

A stronomie. — Mémoire sur deux formules générales, dont chacune 

permet de calculer rapidement des valeurs très approchées des éléments 

de l ’orbite d'une planète ou d ’une comète.

C. R., T. XXV, p. 953 (27 décembre 1847).

Après avoir montré, dans une précédente séance, comment on peut, 

dans certains cas, ramener la détermination de l’orbite d’un astre à 

l’emploi des formules qui ne renferment que des dérivées du premier
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^ordre, j ’ai cherché s’il ne serait pas possible de faire dépendre une 

détermination prompte et facile de ces éléments de la résolution 

d’équations qui ne renferment plus aucune dérivée, et j ’ai obtenu, 

en effet, deux équations très simples et très générales, dont chacune 

remplit la condition que je viens d’indiquer.

Les deux équations dont il s’agit peuvent être aisément formées. Si, 

en plaçant l’origine des coordonnées au centre du Soleil, on nomme 

x , y , z les coordonnées de l’astre observé, le plan de l’orbite de cet 

astre sera représenté par une équation linéaire .en x , y , z sans terme 

constant. Donc, si l ’on considère l’astre dans trois positions succes

sives, la résultante formée avec les valeurs correspondantes d‘e x , y , z 

sera nulle. En égalant cette résultante à zéro, on obtiendra la pre

mière des équations dont j'ai parlé. D’ailleurs, les coordonnées x ,y , z 

peuvent être exprimées en fonction des données de l’observation et 

du rayon Vecteur r, mené du Soleil à l’astre. D’autre part, ce rayon 

vecteur dépend seulement du temps et de trois éléments de l’orbite, 

savoir, de l’excentricité, du grand axe et de l’ instant du passage au 

périhélie. Donc l’équation trouvée, jointe à cinq observations de 

l’astre, suffira pour déterminer ces trois éléments.

Ce n’est pas tout : si l’on nomme b le demi-paramètre de la courbe 

décrite, la différence r — b sera encore liée à deux quelconques des 

coordonnées x , y , z par urie équation linéaire qui ne renfermera pas 

de terme constant. Il en résulte que, dans l’équation trouvée, on 

pourra remplacer les trois valeurs de l’une quelconque des coor

données x , y , z par les trois valeurs correspondantes de la diffé

rence r — b. On obtiendra ainsi la seconde des équations que j ’ai 

annoncées. D’ailleurs, le rayon r et les coordonnées x,  y ,  z peuvent 

être considérés comme fonctions des données de l’observation et des 

deux éléments qui déterminent la position du plan de l’orbite, c’est- 

à-dire co,mme fonctions de l’inclinaison et de la longitude du nœud 

ascendant. Donc l’équation nouvelle, jointe à cinq observations, suf

fira pour déterminer ces deux éléments et le paramètre de la courbe 

décrite.
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Voyons maintenant quel parti l ’on peut tirer des deux équations 

générales dont je viens d’indiquer la formation, et comment on peut 

se servir de chacune d’elles pour déterminer avec une grande approxi

mation les trois éléments entre lesquels elle établit une liaison.

J’ai fait voir, dans les précédentes séances, qu’on peut, en général, 

obtenir avec une grande facilité une première valeur approchée du 

grand axe, et, par suite, des autres éléments de l’orbite, quand l’astre 

observé est une planète; et j ’ajouterai que des formules connues on 

peut, dans tous les cas, déduire des équations très simples qui four

nissent par un calcul rapide des valeurs approchées des éléments. 

Cela posé, il est clair que, pour déterminer avec une grande approxi

mation les trois éléments de l’orbite, il suffira d’appliquer à l’une des 

équations ci-dessus mentionnées la méthode linéaire, en corrigeant, 

à l ’aide de cinq observations notablement distantes l’une de l’autre, 

les premières valeurs obtenues pour les trois éléments dont il s’agit.

A nalyse.

§ I. — Sur les moyens d’obtenir une première approximation dans le calcul 
des éléments de l’orbite d’un astre.

Nous avons précédemment indiqué un moyen d’obtenir aisément 

une valeur approchée de la distance d’un astre au Soleil, lorsque cet 

astre est une planète. Dans tous les cas, on peut déterminer approxi

mativement, avec une assez grande facilité, la distance d’une planète 

ou d’une comète au Soleil, ou à la Terre, ou bien encore un ou plu

sieurs éléments de l’orbite de l’astre observé, en partant des formules 

connues qui servent à déterminer ces distances ou ces éléments en 

fonction des longitude et latitude géocentriques, et de leurs dérivées 

du premier ou du second ordre. Pour y parvenir, il suffira de substi

tuer à chaque dérivée un rapport aux différences, en ayant égard aux 

prescriptions que nous allons établir.

Soient t,, tu les époques de deux observations très voisines, et
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Soit, d’ailleurs, f( i)  l’une quelconque des variables dont les valeurs 

sont fournies par les observations. On tirera des formules (i)

tf= t ~  Ai, t „= t  +  At;

et il suffira de développer f(i,), f(£„) suivant les puissances ascen 

dantes de Ai, pour s’assurer que l’on a

( 2 )  

et

(3) D,f(i) 

ou, ce qui revient au même,

(4)

f ( t) =  ^*'1+  u o

f ( Q - f  (O

~ K T ’

I

en négligeant seulement, dans les seconds membres des équations (2),

( 3 ) et (4) des quantités proportionnelles au carré et aux puissances 

supérieures de A t . Il est bon de remarquer : i° que, dans la for

mule ( 4 ), Ai et A f(i)  peuvent être censés représenter, non seule

ment les moitiés des deux différences t u — iy, f( i;/) — f ( i ) ,  mais 

encore ces différences elles-mêmes; 20 que, dans chacune des for

mules (2), (4), la variable f(i)  peut être remplacée par son loga

rithme.

Supposons maintenant que F (i) représente, non plus une des 

variables dont les valeurs sont fournies par les observations, mais 

une de leurs dérivées du premier ordre, ou bien encore une fonc

tion de ces dérivées et des variables elles-mêmes. Une valeur appro

chée de F (i) pourra aisément se déduire des formules (2) et ( 3 ). 

Mais la formule (4 ) ne suffira plus à la détermination, même approxi

mative, de la fonction D, F(i), qui renfermera généralement, avec une

OEuvres de C . —  S. I, t. X. 56
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ou plusieurs des variables dont il s’agit, leurs dérivées du premier et 

du second ordre. Pour effectuer cette détermination, on devra recourir 

à deux, ou même à trois couples d’observations, chaque groupe étant 

composé de deux observations très voisines l’une de l’autre. Soient t, 

t! , t” les valeurs du temps correspondantes à ces trois groupes, cha

cune de ces valeurs étant la moyenne arithmétique entre les époques 

des deux observations qui composent un même groupe. Si l’on a

alors, en négligeant seulement les quantités proportionnelles au carré 

et aux puissances supérieures des différences t — l', t" — t, on trou

vera

(5) D(F(i) =
F(i") — F (0

t " - t '

Dans le cas contraire, on aura, sous la même condition,

( 6 ) . D,F(i) =
F(t") — F(i) , t '— t F(0 - F ( i ' )

f — t +  t"— t' t — t'

Lorsqu’on veut tirer parti de ces considérations pour déterminer 

approximativement la position du plan de l’orbite d’un astre, il est 

utile d’introduire dans le calcul certains angles auxiliaires, comme je 

vais l’expliquer en quelques mots.

Soient, au bout du temps/,

ç et 0 la longitude et la latitude géocentriques de l’astre observé; 

i l’inclinaison de son orbite, représentée par un angle inférieur à 

deux droits;

a la longitude du noeud ascendant;

ci la longitude héliocentrique de la Terre;

1  =  © — ct l'élongation ;

R la distance de la Terre au Soleil;

H l’aire décrite par le rayon vecteur r mené du Soleil à l’astre observé ;
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U, V ,W  les projections algébriques de cette aire sur les trois plans 

coordonnés des y tz, des zux  et des x,y,· le dernier plan étant le 

plan même de l’écliptique.

L’équation linéaire qui existe entre les trois constantes U, V, H' 

fournira le moyen de calculer le rapport y  (voir page 218), et, par 

suite, les deux éléments a et 1. En effet, soit h la quantité dont la va

leur numérique est donnée par la formule

h =  Le sin 1 ' '=  o,ooooo2io552,

e étant la base des logarithmes hyperboliques, et la lettre L indi

quant un logarithme décimal. Supposons encore que, les angles 

étant exprimés en secondes sexagésimales, on nomme t un angle 

auxiliaire déterminé par la formule

et faisons

tangr =
D*Ltang0 

ADi«p ’

£2 =
tang8
COST D 1 ?,

P  — Sisin(r-Hx), . Ç =  £2cos(t -hx),

ç =  LüiLO-t-DiLiî H--  ^ D îW,
2 2 V

n =  D¿Lcos<p— s, b ^ D jL sim p — ç, t =  D/Ltang(9— s,

oleosa b siny ;
t tangô’ ^ t tangô’

on trouvera
6) /    ^

(7) ' lang« =  ^ r r ■ Ç — TgnrÇ*

<ÿ et ^  ou 9" et ^  étant ce que deviennent 9 et ^ quand t se change 

en t' ou en t".

De plus, en supposant l’angle auxiliaire $ déterminé par la formule

ç P '
COt4»Di 9 =r ^  -+- COt(7ü +  8)D,®  —  -çDfTü;
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on trouvera encore

( 8) tangí sin (r +  <í) 
sin ( 9 +  a +  Í» )

tang0.

A l ’aide des formules (2), (4 ), (6), (7) et (8), et de trois groupes 

d’observations, composés chacun de deux observations voisines, on 

déterminera aisément des valeurs approchées, des éléments 1 et a. 

On pourra ensuite obtenir pour ces mêmes éléments des corrections 

qui seront déjà très peu différentes des véritables, en appliquant la 

méthode linéaire aux formules données par Lagrange dans la Con

naissance des Temps pour 1821, ou, ce qui revient au même, à la for

mule (19) de la page

§ IL — Sur les moyens d’obtenir, avec une grande approximation, 
les éléments d’une orbite, à l ’aide de cinq observations.

Supposons que, le centre du Soleil étant pris pour origine des coor

données, et le plan de l’écliptique pour plan des x , y , on compte les s 

positives du côté du pôle boréal; et soient, au bout du temps t,

x , y ,  z les coordonnées de l’astre observé; 

r la distance de cet astre au Soleil; 

b le demi-paramètre de l’orbite décrite;

H le double de l’aire décrite pendant l’unité de temps par le rayon r; 

U, V, W  les projections algébriques de cette aire sur les plans coor

donnés.

L’équation du plan de l’orbite sera

(1) ' Ux-\- Vy -+- Wz =  o.

Concevons maintenant que, à l’aide d’un ou deux accents placés au 

bas de chaque variable, ôn désigne la valeur que prend cette variable 

quand on remplace 1 par tt ou par tu. La formule (1) continuera de 

subsister quand on y remplacera x,  y , z par a?,, y,, s, ou par x lt, y„, s„,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXTRAIT N» 389. 445

-et l’on aura, en conséquence,

(2 ) xy, zn— æ/i , z ,+ x , y»z — x , y z„+ x „ y *,— x „ y , z — ° -

On peut d’ailleurs, comme on sait, arriver directement à cette équa

tion, en observant que le volume du tétraèdre qui a pour arêtes les 

rayons vecteurs r, rt, ru s’évanouit, puisque l’orbite est plane. Ajou

tons que, dans la formule (2), x,  y,  z peuvent être exprimés en fonc

tion linéaire de la distance t- de l’astre à la Terre, les coefficients étant 

des données de l’observation; et, comme r, x, sont d’ailleurs liés entre 

eux par une équation connue du second degré, il en résulte que les 

coordonnées x , y, z peuvent être considérées comme fonctions de r. 

Donc aussi ces coordonnées peuvent être considérées comme fonc

tions du temps et des trois éléments desquels dépend le rayon r, 

savoir, du grand axe, de l’époque du passage de l’astre au périhélie 

et de l’excentricité. Donc, en supposant déjà connues des valeurs 

approchées de ces trois éléments, on pourra les corriger séparément 

à l’aide de la méthode linéaire appliquée à la formule (2) et de cinq 

observations.

Remarquons maintenant que, si aux trois variables x , y, z on joint 

la variable r ■— b, on pourra établir, entre cettè quatrième variable et 

deux quelconques des trois autres, une équation linéaire qui, comme 

la formule (1), ne renfermera pas de terme constant; Donc la for

mule (2) continuera de subsister si l ’on y remplace les trois valeurs 

de l’une des coordonnées par les trois valeurs correspondantes de 

r — b. On aura, par exemple,

(x ,y, -  x„y,) (>' -  b) +  (x„y -  æy„) (r, -  b)

+  (xyf — x,y) (r„— b) =  o

ou, ce qui revient au même,

as ‘ bz=(x ly „ - x„y,)>' +  {x,ly - xyll)r, +  ( x y , - x ,y ) r l,
x , y » -  x „ y , + x „ y  -  xy„+ xy, ~ x , y

>

D’ailleurs, comme nous l’avons dit, x,  y, z peuvent être exprimés en
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fonction linéaire de la distance t  de l’astre à la Terre, les coefficients 

étant des données de l’observation. Effectivement, si l’on conserve les 

notations adoptées dans le § I, on aura

(5) x  =  / îc o s o t  ■ +-1COS9 cosô, y — R sinsr +  t cosç cos0, .s =  tsin0. 

D’autre part, de l’équation ( j), jointe aux formules ( 4 ), on tirera

. . .  1 _ ( Ucos© 4- Fsinœ) cos0 -+- JFsin0
(6) t =  — R--------1 rr—----- '— —;---------- ·v '  U  cosot -+- V  s in n j

Enfin, les aires U, V, W  sont liées aux éléments a, 1, b par les for

mules
U =  IFsinatangi, F =  — JFcosa tangi,

C/2-j- F 24 - W 1 — IP — ICb,

K  étant la force attractive du Soleil; et, en conséquence, la for

mule (6) donne

, . y,sin0coti — sin(as — a)
(7) l — R ------- :—;---- --- r1------ ·

sm(OT — a)

Donc t et, par suite, x,  y, s peuvent être considérés comme des fonc

tions des éléments a, 1 et des données de l’observation. Enfin, on peut 

en dire autant du rayon r déterminé par la formule

r =  y/a;2-)-/1-1- z1.

Cela posé, il est clair que, en supposant déjà connues des valeurs 

approchées des trois éléments t, a, b, ou même seulement des deux 

éléments 1 et a, on pourra les corriger immédiatement à l ’aide de la 

méthode linéaire appliquée à la formule (2) ou (4). et de cinq obser

vations.

i
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3 9 0 .

A stronomie. — Rapport sur un Mémoire de M. de Gasparis , relatif à 

deux équations qui donnent la longitude du nœud et l ’ inclinaison de 

l ’orbite d’un astre, à l ’aide d ’observations géocentriques convenable

ment combinées.

C. R., T. XXV, p. 7 9 7  ( 2 9  novembre 1847).

L’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui 

rendre compte d’un Mémoire de M. de Gasparis, sur la détermination 

du plan de l’orbite d’un astre, à l’aide d’observations géocentriques. 

La méthode que l’auteur propose pour résoudre ce problème a beau

coup d’analogie avec celle que Lagrange a donnée dans la Connais

sance des* Temps pour l’année 1821; et par suite, pour faire com

prendre ce qu’il y a de neuf dans le travail de M. de Gasparis, il sera 

utile de rappeler d’abord en peu de mots la solution de Lagrange.

Les deux inconnues dont Lagrange commence par rechercher les 

valeurs sont : l’inclinaison de l’orbite do l’astre observé et la longi

tude du nœud ascendant, ou plutôt deux quantités respectivement 

égales aux produits qu’on obtient quand on multiplie la tangente 

de l’inclinaison par les sinus et cosinus de la longitude du nœud. 

Lagrange fait voir qu’on peut exprimer facilement, en fonction de 

ces inconnues et des données fournies par deux observations, l’aire 

du triangle formé par les deux rayons vecteurs menés du Soleil à 

l’astre observé, ainsi que la projection de cette aire sur le plan de 

l’écliptique. En effet, cette projection se trouve représentée par une 

fraction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur, exprimés 

en fonction de ces inconnues, sont l’un du premier, l’autre du second 

degré. De plus, lorsque les deux observations dont il s’agit sont voi

sines l’une de l’autre, l ’aire du triangle formé par les deux rayons 

vecteurs se confond sensiblement avec l’aire du secteur compris entre 

les mêmes rayons; et, comme le montre Lagrange, le rapport de ces
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deux aires sera très voisin de l’unité, la différence étant une quan

tité très petite du second ordre, si les différences entre les quantités 

correspondantes aux deux observations sont considérées comme très 

petites du premier ordre. Donc, en négligeant les quantités du second 

ordre, on pourra représenter le secteur lui-même par la fraction ration

nelle dont nous avons parlé.

D’autre part, en vertu d’une loi de Képler, le secteur compris entre 

les deux rayons vecteurs menés du Soleil à l’astre que l’on considère 

aux époques des deux observations données est le produit d’une con

stante par l’ intervalle de temps compris entre les deux époques. Donc 

un système de deux observations voisines permet d’exprimer cette 

constante par une fraction du genre de celle que nous avons indi

quée; donc trois systèmes composés chacun de deux observations 

voisines fourniront, pour la même constante, trois valeurs qui, éga

lées entre elles, produiront deux équations entre les deux inconnues. 

Il est d’ailleurs aisé de s’assurer que, en éliminant une des incon

nues, on arrive à une équation finale du septième degré.

Comme on le voit, la méthode suppose que les intervalles de temps 

compris entre la première et la seconde observation, entre la troisième 

et la quatrième, entre la cinquième et la sixième sont très petits. Mais, 

d’ailleurs, comme Lagrange a soin de le remarquer, les intervalles de 

temps compris entre la seconde et la troisième, et entre la quatrième 

et Ja cinquième, pourront être quelconques; et il est même avanta

geux de les prendre les plus grands que l’on peut, afin que les trois 

équations soient le plus différentes qu’ il est possible.

Pour passer de la méthode de Lagrange à la méthode de M.. de Gas- 

paris, il suffit de supposer que les deux derniers intervalles se réduisent 

à zéro, c’est-à-dire’ que la troisième observation ne diffère pas de Ja 

seconde, ni la cinquième de la quatiième. Alors, les six observations 

étant réduites à quatre, les trois fractions que l ’on égale entre elles 

deux à deux fournissent deux équations, dont chacune se simplifie, 

attendu que les dénominateurs de çes fractions offrent des facteurs 

communs qui peuvent être supprimés sans inconvénient. Après cette
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^suppression, on obtient seulement deux équations du second degré 

entre les deux inconnues? et par suite l’équation finale, produite 

,par l’élimination, s’abaisse au quatrième degré.

On serait, au premier abord, tenté de croire que la remarque de 

Lagrange, ci-dessus rappelée, est un motif suffisant de repousser la 

solution de M. de Gasparis; et, dans la réalité, cette solution, plus 

facile à obtenir, sera certainement moins exacte. 11 arrivera même 

assez souvent que beaucoup d’incèrtitude régnera sur les résultats 

du calcul appliqué à quatre observations consécutives. Mais rien 

n’empêche de tirer l’équation du quatrième degré d’une élimination 

opérée entre les équations qui correspondent à deux groupes com

posés chacun de trois observations voisines; et, par conséquent, il 

était utile de remarquer la simplification et l’abaissement de l’équa

tion que fournit un semblable groupe. Fondés sur ces considérations, 

les Commissaires proposent à l’Académie de voter des remercîments à 

l ’auteur du Mémoire.

3 9 1 .

A stronomie. — Note sur Vabaissement que l ’on peut faire subir au degré 

de l ’équation donnée par Lagrange dans la Connaissance des Temps 

pour l ’année 1821.

C. R., T. XXVI, p. 27 (10 janvier 1848).

Le Mémoire lu par Lagrange à l’Académie de Berlin le 24 février 1780, 

puis inséré dans les Éphémérides de Berlin de 1783, et plus tard dans la 

Connaissance des Temps pour l’année 1821, réduit la détermination du 

plan de l’orbite d’un astre à une équation du septième degré, dont 

l’emploi exige la connaissance de trois couples d’observations, qui, 

prises deux à deux, soient très voisines l’une de l’autre. Il semble, dit 

Lagrange dans ce Mémoire, que le septième degré-soit une limite au-des

sous de laquelle il ne soit pas possible de rabaisser le problème dont il

OEitvres de C. — S. I, t. X. 5^
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s’agit; et pourtant, une circonstance assez singulière', c’est que l’une 

des deux équations qui suggérait cette réflexion à Lagrange, l’équa

tion même à laquelle il parvient dans le Mémoire de 1780, peut être 

abaissée du septième degré au sixième. Cette remarque ne paraîtra 

peut-être pas sans importance, surtout si l’on considère que les limites 

des racines d’une équation du sixième degré sont, comme l’a prouvé 

M. Corancez, données par une équation du quatrième, c’est-à-dire par 

une équation que l’on sait résoudre algébriquement. Ajoutons que 

l’équation du sixième degré peut être aisément formée, comme on le 

verra dans cette Note, et que, si les observations comprises dans un 

même groupe deviennent infiniment voisines, elle renfermera unique

ment, avec la longitude et la latitude géocentriques de l ’astre observé, 

leurs dérivées du premier ordre. Il est d’ailleurs évident que, si aux 

trois groupes d’observations données on ajoute un quatrième groupe, 

on pourra former deux équations semblables du sixième degré, aux

quelles devra satisfaire la même inconnue, qui sera la racine com

mune aux deux équations dont il s’agit.

A nalyse.

Conservons les notations adoptées dans la séance du i 5 novembre, 

et nommons C le double de l’aire décrite dans l’unité de temps par le 

rayon vecteur mené du Soleil à la Terre. On aura

O =  ( U cos® -+- Fsimp) cos0 -1- W sin0, =  U cossr -t- Usiner.

Posons d’ailleurs

p _  V TT/__ Ucoscp -t- Fsincp 
A -  _ tangS ’sint

A R*
=  jr ------ - V ,

C tang0

X  = £ -
A fl»

C tang0

4, 3TL, src, seront des fonctions entières et linéaires de U, F, les coeffi

cients étant des données de l’observation, et l’équation fondamen-
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-tale de laquelle part Lagrange donnera

(O C — W = -C-H 311 W
' <Dt= +  W

Concevons maintenant que le temps t soit remplacé successivement 

par t', t", et posons A t=±tr— t, A t' — t" — t', A2t =  A t' — A t. On tirera 

de la formule (t)

, , „  i s +  WSVj A / 2 -l- W A311/ A 2. f 2-+- I F A 23I10

<a> c - w =  x  +  i r =  a»  ■ =. a-æ — ;

et, par suite, si l’on pose, pour abréger,

£2 =  ( A3K, A2 X  — ASK A4 31L ) £ 2 +  ( SK A2 31L — 31t A2 SK ) A<_2
+  ( SYL A K — 3L A3IL ) A2 £2,

on a

. · ( £2 (A 3 R/.A23 t i — A X A 231t )
| = ( A ^ 2 A 2 31l.  — A 31t  A2£"-) ( A ^ A ^ t ,  — A Æ i ! ^ ) .

Or cette dernière équation sera homogène et du sixième degré, en U
U

et V, et déterminera immédiatement le rapport y  — — tanga.

‘ 3 9 2 .

A st r o n o m ie . — Mémoire sur quelques propriétés remarquables des fonc

tions interpolaires, et sur le parti qu’on en peut tirer pour une détermi

nation sûre et facile des éléments de l ’orbite d ’une planète ou d ’une

comète. <
C. R., T. XXVI, f). 29 (10 janvier 1848).

¥

Dans les méthodes généralement employées pour la détermination 

de l’orbite ,d’un astre, on ne sait jamais a priori quel sera le degré 

d’approximation que présenteront les valeurs calculées des éléments 

de cette orbite, et même, lorsque le calcul est· achevé, on ne peut 

ordinairement se former une idée précise de l’exactitude de la solu-
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tion obtenue, avant d’avoir soumis cette solution à de nouvelles 

épreuves, et avant d’avoir déduit d’observations assez nombreuses, 

à l’aide de la méthode linéaire, les corrections des éléments. Ce serait 

donc rendre service aux astronomes que d’établir une méthode qui 

indiquât elle-même le degré de précision des résultats qu’elle four

nirait, de manière à ne point exposer ceux qui voudraient la suivre 

à faire des calculs inutiles. Quelques propriétés remarquables des 

fonctions interpolaires permettent d’atteindre ce but. Entrons, à ce 

sujet, dans quelques détails.

Les éléments de l’orbite d’un astre étant au nombre de six, il est 

nécessaire, pour les déterminer, d’établir entre ces éléments au moins 

six équations. D’ailleurs, trois valeurs données de deux fonctions de 

ces éléments et du temps, par exemple de la longitude et de la lati

tude géocentriqucs de l’astre, suffiront à fournir six équations de 

cette espèce. Donc la solution du problème pourra se déduire de trois 

observations complètes. Mais la solution ainsi trouvée ne sera pas 

unique : deux orbites différentes peuvent répondre au système de 

trois observations données, et par suite, dans le cas général, pour 

déterminer sans aucune incertitude tous les éléments de l’orbite d’un· 

astre, il sera nécessaire de connaître au moins quatre observations.

U est bon d’observer que, étant données trois valeurs d’une 

variable, par exemple de la longitude géocentrique, considérée 

comme fonction du temps t, on pourra en déduire immédiatement 

des valeurs de fonctions interpolaires du premier et du second ordre. 

Une quatrième valeur de la fonction principale permettrait de cal

culer en Outre une valeur particulière d’une fonction interpolaire du 

troisième ordre; et, si les observations données se rapprochent indé

finiment, les fonctions interpqlaires du premier, du second, du troi

sième ordre, . . .  se transformeront en dérivées de ces mêmes ordres 

divisées par les produits i ,  1.2, 1 .2 .3 , . . . .  Donc, afin de pouvoir, 

sans aucune incertitude, déterminer les éléments de l’orbite d’un 

astre, il sera nécessaire de connaître, poiir une époque donnée, avec 

la longitude et la latitude géocentriques, leurs dérivées du premier,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A I T  N° 392. 453

du~second et du troisième ordre. L’Analyse mathématique conduit à 

la même conclusion, en faisant voir que ces trois espèces de dérivées 

entrent dans les formules exactes qui résolvent le problème en le 

réduisant à la résolution d’une équation du premier degré ( voir la 

séance du 27 décembre 1847), en supposant connues pour chaque 

époque, avec la longitude et la latitude géocentriques de l’astre 

observé, leurs dérivées du premier et du second ordre seulement.

La précision des résultats déduits des formules exactes que nous 

venons de rappeler dépendra du degré d’approximation avec lequel 

on obtiendra les dérivées du premier et du second ordre des longi- 

tude et latitude géocentriques. On détermine ordinairement ces déri

vées à l’aide de certaines formules d’interpolation, parmi lesquelles 

on doit distinguer celles que Lagrange et Laplace ont données. Mais 

ces dernières formules étant seulement des équations approximatives 

qui proviennent de l’omission de termes dont la valeur est inconnue 

a priori, j ’ai dû rechercher s’ il ne serait pas possible de les remplacer 

par des formules plus rigoureuses, qui indiquassent elles-mêmes le 

degré d’approximation des résultats du calcul. Mes recherches m’ont 

effectivement conduit à des formules nouvelles, dont on peut donner 

une idée très juste en disant qu’elles sont, par rapport à la formule 

d’interpolation de Laplace, ce qu’est, par rapport à la formule de 

Taylor, l’équation finie, substituée à celle-ci par Lagrange, dans la 

théorie des fonctions analytiques. Mes nouvelles formules décom

posent une dérivée d’un ordre quelconque en deux parties, dont 

la première s’exprime rigoureusement à l’aide de fonctions interpo

laires du même ordre et des ordres supérieurs, jusqu’à Tordre n; la 

seconde partie étant le produit d’un certain facteur compris entre 

certaines limites par une quantité moyenne entre les diverses valeurs 

que peut acquérir, dans l’intervalle de temps compris entre les obser

vations extrêmes, la fonction dérivée de Tordre n -t- i. Par suite,t on 

pourra décomposer une dérivée d’un ordre quelconque m en deux 

parties, dont la première renfermera deux fonctions interpolaires, 

Tune de ce même ordre, l ’autre de Tordre m -1-1 immédiatement
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supérieur; la seconde partie étant le produit d’un facteur compris 

entre certaines limites par une valeur moyenne de la dérivée de 

l’ordre m 4- 2. De plus, la première partie se trouvera réduite à une 

seule fonction interpolaire de l’ordre m, c’est-à-dire à une fonction 

interpolaire formée avec m 4-1 valeurs différentes de la fonction 

principale, si à ces valeurs correspondent m 4-1 valeurs de t, dont 

la moyenne arithmétique soit exactement l’époque pour laquelle on 

veut calculer la valeur de la dérivée de l’ordre m.

J’ajouterai que, si les diverses valeurs de la fonction principale sont 

fournies par des observations desquelles puisse résulter, pour cha

cune de ces valeurs, une erreur représentée, au signe près, par le 

nombre B, l ’erreur maximum dont pourra être affectée la fonction in

terpolaire de l’ordre m, déduite d em  +  i valeurs particulières don

nées delà fonction principale* sera l’erreur qu’on obtiendra en sup

posant qu’à ces valeurs particulières, rangées dans l ’ordre des temps, 

on substitue des quantités alternativement positives et négatives, 

mais toutes égales, abstraction faite du signe, au nombre B.

Je remarquerai enfin que, en vertu d’un théorème rappelé dans le 

Mémoire du 16 novembre 1840 ( ') ,  une fonction interpolaire de 

l’ordre m, déduite de m 4-1 observations données, sera toujours le 

quotient qu’on obtiendra en divisant par le produit 1 .2 . . .m  une va

leur moyenne de la fonction dérivée de l’ordre m, c’est-à-dire une va

leur que prendra cette dérivée pour une époque moyenne entre celles 

des observations extrêmes.

Ces principes nous permettent de tirer, des formules exactes ci- 

dessus mentionnées, des valeurs approchées des éléments d’une or

bite, de manière à nous former une juste idée du degré d’approxima

tion obtenu.

Yeut-on, 'par exemple, déduire les éléments de l’orbite des for

mules (7) et (8) du Mémoire lu à la séance du 27 décembre 184  ̂ ( 2),

i 1) GF.livres de Cauchy, S. I, T. IV, p. 43 t .
( 5) Ibid., S. 1, T. X, p. 443-444·

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E X T R A I T  N° 392. 435

il faudra connaître, pour deux époques différentes, la longitude et la 

latitude géocentriques de l’astre observé, avec leurs dérivées du pre

mier et du second ordre; et par suite quatre observations au moins 

sont nécessaires, les trois premières observations pouvant être em

ployées quand il s’agira de la première époque, et les trois dernières 

observations quand il s’agira de la seconde époque. Considérons, en 

particulier, les trois observations qui serviront à déterminer les va

leurs des inconnues correspondantes à la première époque. Des trois 

inconnues qui représenteront la longitude géocentrique, sa dérivée 

du premier ordre et sa dérivée du second ordre, la dernière, ou la 

dérivée du second ordre, étant celle dont la valeur sera généralement 

la moins exacte, sera aussi celle qu’il conviendra de déterminer avec 

une plus grande précision. D’ailleurs, cette dérivée aura pour valeur 

approchée une fonction interpolaire du second ordre, déduite des 

trois premières observations. Ajoutons que la différence de cette va

leur approchée à la valeur véritable sera proportionnelle à une valeur 

moyenne de la dérivée du quatrième ordre seulement, si l ’on choisit 

pour première époque la moyenne arithmétique entre les époques des 

trois observations. Remarquons enfin que, l ’intervalle des deux obser

vations extrêmes restant le même, l’influence des erreurs d’observa

tion sur la valeur de la fonction interpolaire sera la moindre possible, 

si l’observation intermédiaire est séparée„des deux autres par des in

tervalles'sensiblement égaux. Adoptons ces hypothèses, et nommons 

i l’intervalle de temps qui séparera la seconde observation de chacune 

des deux autres. L’erreur que l’on commettra en prenant pour valeur 

de la fonction dérivée du second ordre la valeur de la fonction inter

polaire du second ordre, tirée des trois observations, se composera de 

,deux parties proportionnelles, l’une au carré de i, l’autre au carré

de 1 , les coefficients de i2 et de ^ étant, d’une part, 2§, d’autre part,

une valeur moyenne l de la fonction dérivée du quatrième ordre; et 

l ’erreur totale, divisée par 24, sera la plus petite possible, lorsque ces 

deux parties seront égales, abstraction faite du signe. Cette égalité
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fournira un moyen simple de détermination pour la valeur qu’il con

viendra d’attribuer à l’intervalle i. En effet, on peut d’abord, de cinq, 

six, sept observations... éloignées les' unes des autres, déduire lès va

leurs de fonctions interpolaires du premier, du second, du troisième 

et du quatrième ordre; et celles-ci représentent précisément des va

leurs moyennes des dérivées des mêmes ordres, respectivement divi

sées par les nombres i,  2, 6, 24, ou du moins ces valeurs moyennes 

affectées d’erreurs très petites, qui sont produites par les observa

tions, et dont les limites sont connues. On connaîtra donc une valeur 

approchée de /, et il n’est même pas nécessaire qu’ici l ’approximation 

soit considérable; car, pour remplir la condition indiquée, 1 devra 

être réciproquement proportionnel à la racine quatrième de /; et par 

suite, la valeur de l’intervalle ne sera pas diminuée ou augmentée 

d’un cinquième, si l  est doublé ou réduit à la moitié de sa valeur.

La valeur de i étant calculée comme on vient de le dire; pour le cas 

où la fonction principale se réduit à la longitude géocentrique, on 

choisira trois observations de manière que la première et la troisième 

soient séparées de la seconde par des intervalles de temps égaux à i, 

ou du moins par des intervalles aussi rapprochés de i qu’il sera pos

sible; et alors nos formules fourniront avec la longitude et la latitude 

géocentriques leurs dérivées du premier et du second ordre relatives 

à une première époque, qui sera la moyenne'arithmétique entre les 

époques des trois observations, ou du moins elles fourniront les 

valeurs approchées de ces inconnues avec un degré d’approximation 

indiqué par le calcul même.

Les valeurs des mêmes inconnues, correspondantes à une seconde 

époque, se déduiront par le même procédé, ou d’une quatrième obser

vation jointe à deux des trois premières, ou mieux encore de trois 

observations nouvelles; et alors les formules (7), (8) du Mémoire du 

27 décembre fourniront le moyen de déterminer immédiatement l’or- 

bitë de l’astre observé.

On remarquera que, dans la méthode précédente, on commence par 

fixer l’intervalle de temps qui doit séparer l’une de l’autre deux obser-
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nations admises à concourir à la détermination d’une orbite. Cette 

fixation dispense souvent le calculateur de travaux inutiles, qu’il se 

verrait à regret forcé de refaire en entier avec des données différentes 

de celles qui servaient de base a un premier calcul.

En effet, les erreurs qui affectent les inconnues dont il s’agit d’ob

tenir ici les valeurs proviennent, les unes des inexactitudes des obser

vations, les autres de l’inexactitude des formules que l ’on emploie. De 

ces deux sortes d’erreurs, les premières augmentent quand on rap

proche, et les dernières quand on éloigne les observations. Il y avait 

donc ici lieu de chercher à quelle distance deux observations consécu

tives doivent être placées pour que l’erreur totale à craindre soit un 

minimum. Les avantages qui résultent évidemment de la solution de 

ce dernier problème me permettent d’espérer un accueil favorable des 

astronomes pour ce nouveau travail que leur bienveillance m’a encou

ragé à poursuivre, et que je me propose de reproduire avec de plus 

amples développements dans mes Exercices d ’Analyse et de Physique 

mathématique.

J’ajouterai qu’on peut encore obtenir une détermination très simple 

des éléments de l’orbite d’un astre, en appliquant les principes ci- 

dessus exposés aux formules données par Lagrange dans le Mémoire 

de 1780, ou plutôt aux équations dans lesquelles se transforment ces 

formules, quand les observations voisines se rapprochent indéfini

ment. C’est, au reste, ce que j ’expliquerai plus en détail dans un autre 

article.

3 9 3 .

A s t r o n o m ie . — Formules pour la détermination des orbites des planètes

et des comètes.

' C. R., T. XXVI, p. 57 (17  janvier 1848).

Pour obtenir une détermination très rapide et même très exacte 

des éléments de l’orbite d’un astre, il suffit d’appliquer les principes

OEuvrès de C . — S. I, t. X, 58
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exposés dans la précédente séance aux formules données par Lagrange 

dans le Mémoire de 1780, ou plutôt aux équations dans lesquelles se 

transforment ces formules, quand les observations voisines se rappro

chent indéfiniment. On peut d’ailleurs résoudre aisément ces der

nières équations, quand on commence par déterminer approximative

ment les inconnues, à l ’aide de l’équation linéaire qui existe entre les 

trois projections algébriques de l ’aire que décrit le rayon vecteur 

mené du Soleil à l’astre observé (voirla séance du 27 décembre 1847). 

Alors les seules quantités qui entreront dans le calcul seront des va

leurs particulières de certaines variables et de leurs dérivées du pre

mier ordre. D’ailleurs, ces valeurs particulières pourront se déduire 

de quatre observations de l’astre, jointes aux formules très simples 

que je vais indiquer.

A nalyse.

Soient t{, t.2, t3, . . .  diverses valeurs particulières attribuées au 

temps t·, soit, de plus, <p =  f(t) une fonction continue du temps t, et 

posons

f(M .)'= f(£, £a) — f( ij, i, ) f( tit t)

Alors f(M ,) , f(l,  . . .  seront ce que M. Ampère a nommé des

fonctions interpolaires des divers ordres, issues les unes des autres, et 

l ’on aura

(O

î ( t )  =  f ( t 1) - h ( t - t i ) ( ( t ,  «,)

=  f(f|) -r (<— t,) f(f„ h) +  (* — *,)(* — *t) f(f. h, h)

Alors aussi les quantités

f(̂ 2l ¿8),

f(£, ¿1, ¿2), f(̂ ljÎ2»̂ *)»
(>)

f(£, £j, fa, fs),
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■ seront celles que Laplace a désignées par

<3<p, &pM dÿj, ..

o2.?» 3*?i,

S3?,

Enfin, les fonctions

(4) ...

se réduiront respectivement aux suivantes :

(5) V(t), U"{t), '(*),' . . .;

et chacune des fonctions interpolaires comprises dans la première, la 

deuxième, la troisième, . . .  ligne horizontale du Tableau (2) ou ( 3 ) 

sera une valeur moyenne du premier, du second, du troisième, . . .  

terme de la suite (4) ou ( 5), c’est-à-dire une valeur de ce terme cor

respondante à une valeur du temps t, comprise entre la plus petite et 

la plus grande de celles qui concourent à la formation de la fonction 

interpolaire. Donc, si l ’on connaît m valeurs particulières de la fonc

tion f(i)  correspondantes à des valeurs de t comprises entre certaines 

limites, la formation des fonctions interpolaires fournira immédiate

ment tu — 1 valeurs particulières de f '{t), m —  2 valeurs particulières 

de £f"(t), . . . ,  correspondantes à des valeurs de t toujours renfermées 

entre les limites dont il s’agit. Il y a plus : je démontre que, dans le 

cas où la suite (4) est rapidement décroissante, et où les temps i t, t2, 

t3, r a n g é s  suivant leur ordre de grandeur, ne sont pas très diffé

rents les uns des autres, les fonctions interpolaires

(6) ¿2> f( ¿1,̂ 2, ¿3, ¿4)» · · ·

représentent à très peu près les valeurs des termes de la suite ( 5 ) cor

respondantes aux valeurs de t, exprimées par les rapports

-f- ¿2 
•------9 h “H ¿3 ■ +" ¿2 ■ +" ¿3 "ir £4

4(7) 2 3
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On tire de la formule ( i ) ,

/ON ( f(<) =f (« i )  + ( i - i i ) f ( < i , i l )
( 8) \

( f'(£) =  f(£„ £,) +  (2 t - t i — £,) f (f, t„ t,) +  — tt) f (f, t, tu h).

Si, dans ces dernières formules, on suppose t =  - t l t i?, alors, en fai- 
% 2

sant, pour abréger,

on trouvera

(9)

t Î j --  ¿2 t --- l9

fi, ti) — k, f (t, t, tt)

f(i) = fl ^ i l ± I Î M ± .  ¿2^ 

î r( t ) = î{ k )~ iy ,) - îh .
h — h

Si, dans une première approximation, on néglige les termes i*k, i 2/, 

on aura simplement

f ( i î )  +  f ( i l )
( 10 )

( I < )

f ( 0  =

i'(t) =  flfQ — f(M . 
£2— 11

et les erreurs commises, en vertu de la substitution des formules ( io ) 

aux formules (9), seront représentées par les valeurs numériques des 

produits
Pk, Pl.

Mais, lorsque la suite ( 4 ) ou ( 5) sera une suite rapidement décrois

sante, on pourra, comme on l’a vu, calculer approximativement di

verses valeurs particulières des fonctions f  ’(t), if"(z) correspondantes 

à diverses valeurs de t. Donc alors aussi on connaîtra des valeurs 

approchées des coefficients k, /, qui seront sensiblement égaux aux 

valeurs de f '( i)  et de £f"(i) correspondantes à la valeur de t repré

sentée par le rapport

Dans l’application des formules précédentes à l’Astronomie, f( i)  

pourra représenter, par exemple, la longitude ou la latitude géocen- 

trique de l’astre observé. Supposons, pour fixer les idées, que ¡p =  f(£)
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représente la longitude géocentrique. Alors, des deux fonctions f(/), 

f'(/), Ta seconde sera celle dont les valeurs particulières, tirées des 

observations, seront généralement moins exactes, et par conséquent 

celle qu’il conviendra de déterminer avec une plus grande précision. 

D’ailleurs, si l’on nomme efi, l’erreur qui peut résulter, pour une va

leur particulière de f(i), de l’inexactitude des observations, le second 

membre de la formule ( u )  pourra être, pour cette raison, affecté 

d’une erreur représentée, au signe près, par le rapport =  y· 

Donc la somme des erreurs qui proviendront : i° de l’inexactitude de 

la formule (i i), 20 de l’inexactitude des observations, pourra s’élever, 

abstraction faite du signe, jusqu’à la limite

Î  +  iH.
t

Or cette somme deviendra un minimum, lorsque, la première erreur 

étant la moitié de la seconde, l’intervalle i vérifiera la condition

t

Cette dernière équation détermine la valeur qu’il convient d’assigner 

à l’intervalle i i  compris entre deux observations admises à concourir 

à la détermination du plan de l’orbite d’un astre. Si l’on veut, par 

exemple, appliquer la formule (12) à la planète Hébé, en partant des 

observations faites dans le mois de juillet 1847, on trouvera pour va

leur moyenne de l, un nombre peu différent de o,o5 ; et par suite la 

formule (12) donnera

( i 3 )  i — ( i oèÿ.

Si, pour fixer les idées, on prend S =  4"» on aura i =  3j,4  environ. 

Donc alors i devra être de 3 à 4 jours, et l’intervalle 2i compris entre 

deux observations consécutives, de 6 à 8 jours, s’il est possible.

Nous remarquons en finissant que, dans les valeurs de f(ü), f'(/), 

fournies par les formules (10) et (11), on pourra, si l’on veut, corriger
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approximativement les erreurs produites par l’inexactitude de ces for

mules, puisqu’on connaîtra les valeurs approchées des produits i 2k, 

i2l. Mais il n’en sera pas de même des erreurs produites par l’inexacti

tude des observations. On connaîtra seulement les limites probables 

de ces dernières erreurs; mais leur signe restera inconnu dans ce pre

mier calcul.

Remarquons encore que, si à la somme des erreurs provenant des 

deux causes ci-dessus indiquées on substituait la somme des carrés de 

ces erreurs, on obtiendrait, à la place de la formule ( i 3 ), la suivante

04) - m - - w

de laquelle on déduirait une valeur de i peu différente de celle que 

fournit l’équation (12)..

394 .

Optique. — Note sur la lumière réfléchie par la surface d ’un corps opaque, 

et spécialement d ’un métal.

C. R., T. XXVI, p. 86 (17 janvier 1848).

Concevons que l’on fasse tomber un rayon lumineux sur la surface 

d’un corps opaque, mais isophane, par exemple d’un métal, et nom

mons t l’angle d’incidence formé par le rayon lumineux avec la nor

male à la surface réfléchissante. Soient d’ailleurs 0 , e deux constantes 

tellement choisies, que les deux produits

0  cosê, ©sine

représentent, sous l’incidence perpendiculaire, d’une part l’indice de 

réfraction, d’autre part le coefficient d’extinction. Les formules que 

j ’ai données dans les Comptes rendus de 1836 et de 1839 pour la 

réflexion de la lumière à la surface des métaux se déduiront, comme
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je l’ai dit, des équations de condition placées sous les numéros (24) 

et ( 2,5 ) dans la 7e livraison des Nouveaux Exercices de Mathéma

tiques (p. 263), et rappelées dans le Tome "VIII des Comptes vendus

(P· 97°) ( ’ )·'
En partant de ces équations de condition, et en représentant l’in

tensité de la lumière par I2 ou par J2, suivant que le rayon incident 

est polarisé perpendiculairement au plan d’incidence ou parallèle

ment à ce plan, on trouve, sous l’incidence perpendiculaire,

(O I« =  J * = t a n g ^ - J j ;

la valeur de ip étant donnée par la formule

(2) » cotip =  coss sin(2 arc, tang®),

et, sous l’incidence oblique,

(3) I*=tang(<p-|)>  J2=  tang(x -

les valeurs de <p, % étant déterminées par les formules

( cot<p=rcos(2s — v) sin/2 a r c t a n g ^ ^ .
(4) / \

1 . / COST\f cot^ =  cosu sm I 2 arc tang—g—

dans lesquelles on a

(5 ) cot(2u — s) =  cote cos l 2 arc t a n g ^ p  1,

Si le rayon incident est polarisé suivant un plan quelconque, il 

pourra du moins être décomposé en deux autres rayons polarisés, l ’un 

suivant le plan d’incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, 

par conséquent en deux rayons dont les intensités respectives seront 

fournies par les équations (1) ou ( 3 ). Si, d’ailleurs, on suppose ces 

deux rayons doués, avant la réflexion, de la polarisation rectiligne, 

en sorte que leurs nœuds coïncident, la réflexion opérée par la sur-

0 ) Œuvres de Cauchy, S. I, T. IV,.p. 342.'
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face métallique séparera ces mêmes nœuds; et-, si S représente, après 

la réflexion, la différence entre les phases des deux rayons dont il 

s’agit, on aura

(6 ) tangô — tangausinu,

l’angle co étant déterminé par la formule

U '
(7 ) tangw =

sin-rtangT

Les formules qui précèdent supposent connues les valeurs de 0 et 

de s relatives à chaque métal. Pour déterminer ces valeurs, il suffit de 

considérer le cas particulier où l’angle t se réduit à l ’incidence prin

cipale, désignée par M. Brewster sous le nom de the maximum pola

rising angle. Alors l ’angle S est de 45°, et les formules (6),· (7) 

donnent

Alors, aussi, l ’on a

U =  sint tangr..

V  =  2 Ü ,

Il désignant l’azimut de réflexion, c’est-à-dire ce que devient l’azimut 

du rayon réfléchi, quand l’azimut du rayon incident est la moitié d’un 

angle droit; et l ’on tire des formules ( 5 ) ;

(8 ) . tang(2£ — u) =  tangu cos(tt — 2t), © _  / ^
\ S i n 2 £  /

Les formules (8) permettent de calculer pour chaque métal le 

coefficient d’extinction et l’indice de réfraction. Comme je l ’ai déjà 

remarqué dans un autre Mémoire, l’ indice de réfraction d’un métal 

est beaucoup plus petit qu’on ne le supposait communément. Ainsi, 

par exemple, on se disputait pour savoir si Pindice de réfraction du 

mercure était. 4 ,9  ou 5 , 8 . Cet indice est en réalité 1,7, ou environ 

trois fois plus petit qu’on ne le croyait.

Comme, pour les divers métaux, le rapport ^ est peu considérable, 

il en résulte que, dans la réfraction sur un métal, les formules ( 5 ) 

donnent sensiblement
v =  s, ' U =  0.
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Par suite aussi, le coefficient d’extinction et l’indice de réfraction 

n’éprouvent que des variations peu sensibles, quand le rayon incir 

dent s’écarte de la normale à la surface réfléchissante, et les for

mules (4) peuvent être, dans une première approximation, rempla

cées par les suivantes :

colffl =  c o s £ S i n ( 2 a r c t a n g K ;- i — ),
' T , \  ° 0 C O S T /

. · (  . c o stVcotz = cosesmlaarctang-g-l.

Les formules (9), appliquées à l’acier, depuis t =  o° jusqu’à t =  75°, 

m’ont donné, à moins d’un centième près, les mêmes résultats que les 

formules (4) ; et ces résultats se sont trouvés d’accord avec les expé

riences que M. Brewster a fait connaître dans son Mémoire de i 833 .

395 .

A stronomie. — Rapport sur divers Mémoires de M. M ichal, relatifs 

à la détermination des orbites des planètes et des comètes.

C. R., T. XXVI, p. 88 (17 janvier 1848).

L’Académie nous a chargés, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui 

rendre compte de divers Mémoires de M. Michal, relatifs à la détermi

nation de l’orbitê d’une planète ou d’une comète. Parmi les méthodes 

proposées par l’auteur, les unes se rapportent à des cas particuliers, 

par exemple au cas où l’excentricité de l’orbite est très petite, ou bien 

encore au cas où les observations données ont été faites dans les con

jonctions ou dans les oppositions. D’autres, au contraire, se rap

portent à une orbite quelconque. Entrons, à l’égard de ces dernières, 

dans quelques détails. - · · “

OKuvres de C· —  S. I, t. X . . 5 g
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L’une des méthodes présentées par M. Michal, pour le cas d’une 

orbite quelconque, n’est pas sans analogie avec celle que M. de Gas

paris ( ')  a donnée dans un Mémoire sur lequel nous avons fait un 

Rapport à l’Académie, par conséquent avec la fnéthode proposée par 

Lagrange dans les Êphémërides de Berlin de 1783, et reproduite dans 

la Connaissance des Temps pour l’année 1821. Comme M. de Gasparis, 

M. Micha! a substitué à l’équation du troisième degré établie par 

Lagrange entre les deux constantes qui déterminent le plan de l ’or

bite, une équation du second degré. Mais, dans l’un des Mémoires 

de M. Michal, celle-ci renferme, au lieu des longitude et latitude géo- 

centriques fournies par deux couples d’observations, qui, prises deux 

à deux, sont supposées très voisines, les longitude et latitude géocen- 

triques fournies par une seule observation, avec leurs dérivées du 

premier et du second ordre. De plus, M. Michal a remarqué que 

l’équation finale, produite par l’élimination de l’une des deux incon

nues entre l’équation trouvée et une seconde équation de même forme, 

s’abaissé du quatrième degré au troisième. La raison en est que les 

deux équations du second degré entre lesquelles l’élimination s’ef

fectue ne renferment pas de terme constant. Donc l’équation finale 

du quatrième degré admettra une racine nulle, dont elle pourra être 

débarrassée immédiatement.

On sait que, pour la détermination de l’orbite d’un astre, trois 

observations suffisent à la rigueur. Si l ’on en donne un plus grand 

nombre, la solution du problème pourra naturellement être réduite 

à une équation du premier degré. C’est aussi ce qu’a trouvé M. Michal. 

Il prouve, d’ailleurs, qu’on peut alors obtenir, entre les projections 

de l’aire décrite par le rayon vecteur mené de.la Terre au Soleil, une 

équation séparée qui ne renferme que des dérivées du premier et du 

second ordre. Mais il ne faudrait pas croire que trois équations de 

cette forme déterminassent les trois projections dont il s’agit. Elles
i

(*) Le premier des Mémoires de M. Michal a été présenté à l’Académie huit jours après 
le Mémoire de M. de Gasparis.
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déterminent seulement, et l’un de nous, après avoir obtenu la même 

équation vers la même époque, en faisait la remarque, le rapport de 

celles de ces projections qui ne se mesurent pas dans le plan de l’éclip

tique.
• / 

En résumé, les Commissaires pensent que plusieurs des formules

présentées par M. Michal peuvent être utilement employées dans la 

détermination des orbites des planètes et des comètes, et ils pro

posent en conséquence, à l’Académie, de voter des remercîments à 

l’auteur du Mémoire.

3 9 6 .

A stronomie. — Formules pour la détermination des orbites des planètes 

„ et des comètes (suite)..

C. R., T. XXVI, p. i 33 (24 janvier 1848).

J’ai cherché dans la dernière séance la valeur qu’il convient d’assi

gner à l ’intervalle compris entre deux observations admises à con- 

courir’à la détermination de l’orbite d’un astre. Cet intervalle une 

fois trouvé, il reste à savoir quelles seront les inconnues dont il con

viendra de fixer d’abord les valeurs. Or toutes les méthodes employées 

pour une première détermination des inconnues introduisent dans 

le calcul les dérivées des variables, ou du moins leurs valeurs appro

chées représentées par des rapports de différences relatives à de très 

petits accroissements du temps; et, comme ces dérivées se calculent 

avec d’autant moins de précision qu’elles sont d’un ordre plus élevé, 

il importe de faire en sorte que la solution du problème dépende uni

quement, s’il est possible, de formules qui ne renferment que des 

dérivées ou des différences du premier ordre. Cette condition est 

remplie pour les formules que Lagrange a données dans le Mémoire 

de 1780, comme propres à fournir l’inclinaison de l’orbite de l’astre 

observé avec la longitude du nœud ascendant, à l’aide de trois couples
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d’observations qui, prises deux à deux, sont trèff voisines l’une de 

l’autre. Il est vrai que les formules de Lagrange sont seulement ap- 

proximatives ; mais on peut les convertir ën formules rigoureuses en 

supposant que deux observations voisines se rapprochent indéfini

ment. Alors la formule de laquelle Lagrange est parti se transforme 

en une équation du second degré entre les trois projections algé

briques de l’aire décrite dans l’unité de temps par le rayon vecteur 

mené du Soleil à l ’astre que l’on considère.. II est vrai encore que 

l’élimination de deux inconnues entre trois équations semblables a 

conduit Lagrange à une équation finale du septième degré, qui, 

comme je l’ai fait voir, peut être abaissée au sixième. Mais on évite 

la résolution de cette équation finale en résolvant simultanément 

par la méthode linéaire les trois équations qu’elle remplace, après 

avoir obtenu des valeurs approchées des trois inconnues à l’aide de 

l’équation linéaire qui existe entre elles. Alors on obtient, pour la 

détermination d’une orbite quelconque, une méthode simple et facile 

qui donne immédiatement avec une grande exactitude le demi-para

mètre et la position du plan de l’orbite à l ’aide des données fournies 

par quatre observations seulement.

Analyse.

Soient, au bout du temps t,

<p, G la longitude et la latitude géocentriques de l’astre;

13· la longitude héliocentrique de la Terre ;

R la distance de la Terre au Soleil.

Soient encore

H le double de Taire décrite, dans l’unité de temps, par le rayon vec

teur r mené de l’astre au Soleil; ■

U, V, W  les projections algébriques de cette aire sur les plans des 

coordonnées, le plan de l ’écliptique étant pris pour plan des a?, y ;  

C Taire décrite, dans l ’unité de temps, par le rayon R,
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Posons d’ailleurs, pour abréger, ’ ·

_ cos? ‘ _ sin a) '
tangô’ v ~ tângë’ , .

•C cosll =: Difx, £sinII =  D,v, 

aiL =  ^cos(ra-II), OT, =  ^sin(ro-n),

¿R. =  36 J?«.

En rapprochant indéfiniment deux observations voisines, on réduira 

la formule de Lagrange à l’équation *

(i) ( [j. U -f- v V +  W) (pU +  v V + W — C) =  A(U  cosot 4- V sinro),

Trois équations semblables à celles-ci détermineront les valeurs des 

trois inconnues U, V, W. Il est vrai que l’élimination de W  et de 

W  — C fournirait une équation finale du sixième degré en ~  Mais, 

au lieu de résoudre cette équation finale, on peut appliquer la mé

thode linéaire à la résolution simultanée des trois équations qui la 

produisent, après avoir déterminé les valeurs approchées des incon

nues à l’aide de l’équation linéaire qui existe entre elles. Si l ’on pose, 

pour abréger,
2U 4- COt(OT —  n)DiOT,

4

la lettre 1 indiquant un logarithme hyperbolique, et l ’arc ct étant 

exprimé en parties du rayon pris pour unité, l ’équation linéaire dont 

il s’agit sera

( 2 )  ( S U + ^ V + W - C  —  o .  - >

Par suite, si l’on pose encore

e _ cosot —  AÆsinOT

D^A^-D^vAÆ ’

À®, A^étant les accroissements de <$ et ^correspondants à l’accrois- 

sement At du temps i, on aura

U _  v  _  W -  C AS — C "
A^ A® ^A<£-4?A^ ~ uD<p A ^ - D <vAÆ' '(3)
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Cette dernière équation détermine immédiatement les premières 

valeurs approchées des trois inconnues U, V, W,

Il est bon de remarquer que l’équation (i)  peut être immédiate

ment fournie par l’élimination de x, entre les deux formules

( t(t/cos©cos0-f- Fsin<pcos0-i-IFsin0) = — i?(i/coscj +  Usiner),
(4) ]

( U cos © cos 9 +  Usin 9 cos 9 -4- ( W— C) sin 0 =: — ti? sins 0,

t  éjtant la distance de la Terre à l’astre observé. D’ailleurs, pour éta

blir directement les équations (4), il suffit de déterminer les cosinus 

des angles que la direction du rayons forme avec les moments linéaires 

des vitesses absolue et apparenté de cet astre, le centre du Soleil étant 

pris pour origine des moments.

Les Exercices d ’Analyse et de Physique mathématique-offriront de “ 

plus amples développements sur la formation et l’application des 

formules (1), (2 ), ( 3 ). Je montrerai en même temps les rapports 

qui existent entre ces formules et celles qui ont été données par 

d’autres auteurs ou par moi-même, spécialement avec les formules 

de MM. de Gasparis et Michal.

397 .

A stronomie. — Formules pour la détermination des orbites des planètes

et des comètes (suite).

C. R., T. XXVI, p. 157 ( 3 i janvier 1848).

Les formules que j ’ai mentionnées dans la séance du 24 janvier 

fournissent, comme je l’ai dit, le moyen d’obtenir avec une grande 

exactitude le plan de l’orbite d’une planète ou d’une comète, avec le 

demi-paramètre, à l ’aide des· données fournies par quatre observa

tions-. Il reste à examiner quelle est la méthode qu’il convient de 

suivre, et quelles sont les formules qu’il convient d’employer, lorsque
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les observations données, ou du moins celles dont on se propose de 

faire usage, sont au nombre de trois seulement.

Dans cette dernière hypothèse, il paraît utile dé commencer par 

fixer la distance de l ’astre observé au Soleil. Or, comme on le sait, la 

valeur de cette distance est fournie par une équation du septième 

degré, dans laquelle entrent des dérivées du premier et du second 

ordre correspondantes à une certaine époque. D’ailleurs, lé choix de 

cette époque n’est pas, il s’en faut jde beaucoup, sans importance, et 

de ce choix peut dépendre tout le succès de l’opération. En effet, le 

degré d’approximation avec lequel s’obtiendra la distance cherchée 

dépendra surtout du degré d’exactitude des dérivées du second ordre. 

D’ailleurs, en vertu des principes établis dans la séance du 17 janvier, 

si l ’on considère une quelconque des quantités variables comme fonc

tion du temps t, la fonction interpolaire du second ordre correspon

dante à trois observations données représentera sensiblement la moitié 

de la dérivée du second ordre, non pour une valeur quelconque de t, 

mais spécialement pour celle qui est la moyenne arithmétique entre 

les époques des trois observations. C’est donc cette dernière valeur 

de t qui devra être choisie de préférence, et l ’époque qu’elle indi

quera sera celle pour laquelle on pourra espérer d’obtenir avec une 

exactitude suffisante la distance du Soleil à l’astre observé. D’ailleurs, 

cette distance étant connue, les divers éléments de l’orbite pourront 

être déterminés approximativement, et corrigés ensuite à l ’aide des 

formules établies dans la séance du i 5 novembre. Alors, les résultats 

définitifs du calcul étant déduits de la méthode linéaire appliquée à 

des formules qui ne renfermeront plus aucune dérivée, le degré de. 

précision des éléments trouvés dépendra uniquement du degré d’exac

titude des trois observations employées.

Je ferai ici, en passant, quelques remarques qui ne seront pas sans 

utilité.

Il importe de rendre très facile la formation et la résolution de 

l’équation du septième degré, dans laquelle l’inconnue nst la distance 

de la Tçrre à l’astre observé. On verra dans ce Mémoire que Ton peut
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déduire immédiatement cette équation fondamentale de la seule con

sidération de la force centrifuge correspondante, non pas à la vitesse 

absolue de l’astre, mais à. la vitesse apparente du point où le rayon 

vecteur mené de la Terre à l ’astre rencontre un plan parallèle au plan 

de l’écliptique. Si, d’ailleurs, comme l’a fait M. Binet, on applique à 

l ’équation trouvée le théorème de Rolle, on obtiendra sans peine des 

limites entre lesquelles tomberont les deux racines réelles et positives 

propres à vérifier cette équation, et, par suite, ces racines elles- 

mêmes.

Dans une précédente séance, j ’ai remarqué que l’équation finale, 

à laquelle Lagrange est parvenu dans le Mémoire de 1780, peut être 

abaissée du septième degré au sixième. Pour démontrer directement 

la possibilité de cet abaissement, il suffit d’observer que les équations 

du deuxième degré, entre lesquelles l ’élimination s’effectue, peuvent 

être vérifiées par deux systèmes de valeurs des inconnues. Il en ré

sulte que l’équation finale du huitième degré, à laquelle on sera con

duit par l’élimination, renfermera deux racines étrangères à la ques

tion. Elle pourra donc être abaissée du huitième degré au sixième» 

conformément à la remarque que je viens de rappeler,

■ ■ A n a l y s e . ■

§ I. — Sur quelques formules de Mécanique.

Considérons un point matériel A qui se meut librement dans l’es

pace, et soient, au bout du temps t,

x ,  y ,  z les coordonnées de ce point par rapport à trois axes rectangu

laires entre eux;

r la distance du même point à l’origine O des coordonnées ; 

w sa vitesse;

P la force accélératrice appliquée au point dont il s’agit.

Les projections algébriques de la vitesse w et de la force P sur les 

axes des coordonnées seront respectivement
j

Dtx, D¡y, Dtz, Dix,. D?/, D?æ. , . .
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Gela posé, concevons d’abord que le point matériel se meuve dans 

un plan parallèle au plan des x, y , et nommons p le rayon de courbure 

de la courbe décrite. On aura

m D<^D?/ — Df.y D?x  I.
;  '  ' co3 p ’

et, si l’on suppose le rayon de courbure p mesuré à partir de la courbe 

décrite, les cosinus des angles formés par la direction de ce rayon· 

avec les demi-axes des x  et y  positives seront respectivement égaux 

aux produits .

_«2 D ty w2 D(^
p I M D f j  — D iy b lx ’ p D txD Iy  — i)ty  D}x·

Considérons maintenant le cas général où le point matériel se meut 

d’une manière quelconque dans l’espace, et posons, dans ce cas,

ær=[j.z, Y =  vz.

Alors p., v seront les tangentes trigonométriques des angles formés par
>I*  ■ *

les projections du rayon vecteur sur les plans coordonnés des x, z et 

des y , z avec le deini-axe des z positives. Alors aussi les projections 

algébriques T)]x, D)y, D“ s de la force accélératrice P pourront être 

présentées sous les formes

h- D(£ -f- «De2pt, v D ^  +  aDjVD^H-iD^v, Rfs.

Par suite, la force P pourra être décomposée en deux autres Q, R, 

dont la première, correspondante aux projections algébriques

vD?î , D ¡z,

sera dirigée suivant le rayon vecteur r, tandis que la sëconde R, cor

respondante aux projections algébriques

-+- s D?pi, 2 Dîv DîS 4 - zT)% v, o,

sera comprise dans le plan mené par le point A parallèlement au plan 

des x,  j .  11 y a plus : nommons ABC la trace de ce dernier plan sur le 

cône qui a pour sommet l’origine O, et pour base la courbe décrite

Œ u v r e s  d e  C . ~  S. I ,  t ,  X.. '  6 0
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par le point matériel. Soit d’ailleurs a le point où la droite OA ren

contre le plan mené parallèlement au plan des x, y,  mais à la dis

tance i, du côté des s positives, et nommons abc la trace de ce même 

plan sur le cône dont il s’agit. La force R se décomposera elle-même 

en deux autres R', R", dont l’une R', correspondante aux projections 

algébriques
2D ^ D ; S n 2 D^vDî Æ,

sera dirigée suivant la tangente menée par le point A à la courbe ABC, 

tandis que la force R"; correspondante aux projections algébriques

sera le produit de z par la force .S, correspondante aux projections 

algébriques D̂ p.; Djv, c’est-à-dire par la force S à laquelle pourra être 

attribué le mouvement du point a supposé libre sur la courbe abc. 

Enfin, si l’on nomme r le rayon de courbure de la courbe abc, et a la 

vitesse du point a sur cette courbe, on aura

(2) ^ ( D ^ ’ + ^ v ) 3,

( 3 ) ' D tf* D ? v - D , v D ? | * _ ±:  i ,
' a3 t· ’

et les cosinus des angles formés par la direction des forces R\ S avec 

les derni-axes des x  et y  positives seront

_  8̂  ______ Djv______  8* ______Dî ¡j■_______
( D,p D| v — D*v D^p’ t DifiR(!v — D<v D?p.

Donc, puisque les projections algébriques de la force R sur les axes 

des x  et j  sont
î D (! p, î D / v,

on aura simplement
u2 . .

R " . - ± - 3 .
t

Mais -  représente précisément la force centrifuge due à la vitesse a.

On peut donc énoncer la proposition suivante, qu’il est, au reste, 

facile d’établir sans calcul.
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Théorème. —· Supposons qu’un point matériel A, dont les coordonnées 

rectangulaires, rapportées à l ’origine O, sont x , y, z, se meuve librement 

dans l ’espace, en vertu d’une certaine force accélératrice P. Supposons 

, d’ailleurs que deux plans parallèles au plan des x , y  soient menés, l ’un 

par le point A, l ’autre par le point a situé sur le rayon OA, à la distance i 

du plan des x , y . Enfin, soient ABC, abc les traces de ces deux plans sur 

le cône que décrit la droite OA, et décomposons la force P en deux autres 

Q, R, dirigées, l ’une suivant le rayon vecteur OA, l ’autre suivant une 

droite comprise dans un plan perpendiculaire à l ’axe des z. Si l ’on pro

jette la force R sur le rayon de courbure de la courbe ABC, le rapport de 

la projection à l ’ordonnée z sera représenté, au signe près, par la force 

centrifuge due à la vitesse apparente du point a sur la courbe abc, pour 

un observateur placé au point O.

II. — Sur l ’équation fondamentale à l ’aide de laquelle se déterminent 
les distances d ’une planète ou d’une comète à la Terre ou au Soletl.

Conservons les notations adoptées dans la séance du 24 janvier. 

Soient d’ailleurs K la force attractive du Soleil, mesurée à l’unité de 

distance, r la distance du centre du Soleil au centre A de l’astre ob

servé, et x , y , z les coordonnées du point A. L’action du Soleil sur 

l’astre observé aura pour projections algébriques sur les axes coor

donnés
Kx  K j  __ K a

1 ^ ’ ‘̂3 *

tandis que l’action du 

briques

Soleil sur la Terre aura pour projections algé-

Kx Ky
R8’ R8’ 0,

x, y étant les coordonnées de la Terre. D’ailleurs, les coordonnées 

relatives
,, · x - x , y - y , z  * ’

sont les projections algébriques de la distance t. de la Terre à l’astre 

observé. Donc, si l ’on nomme P la résultante de l’attraction — , et
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d’une force égale mais directement opposée à l’attraction et si 

l’on décompose la force P appliquée au point A en deux forces P', P" 

dirigées, l’une suivant le rayon vecteur t, l ’autre suivant une droite 

comprise dans un plan perpendiculaire à l’axe des z, les projections 

algébriques de la force P" sur les axes coordonnés seront

Kx
R3

D’ailleurs, le mouvement apparent de l’astre pour un observateur 

placé au centre O de la Terre pourra être attribué à la force P; et, si 

l’on nomme ABC la trace du plan mené par le point A parallèlement 

au plan des x , y  sur le cône décrit par la droite OA, la projection de 

la force P" sur la normale à la courbe ABC devra être égale, au signe 

près, à la force centrifuge due à la vitesse apparente du point A sur la 

même courbe. D’autre part, le rayon de courbure de cette dernière 

courte sera égal, au signe près, à

la valeur de x étant celle que déterminent les formules (2) et (3 ) du 

§ I. Cela posé, le théorème énoncé dans le § I fournira l’équation

la valeur de A étant déterminée par la formule

(2)
♦

dans laquelle on aura

L  — sing DfjcxD|v — D^D?^ 
A Kll sinroD,  ̂— cosraD^v’

DifxD,2 v — D* vD| fx — ±  -  [(Difx)! -H (Dîv)2]'2.

Ajoutons que, si l’on nomme ±  s f  la force centrifuge due à la vitesse 

apparente du point A sur la courbe ABC, l’équation (2) donnera sim
plement
(3) a -1-+- KRcos(R,f)

; sine
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Ainsi la valeur du coefficient A se déduit'immédiatement de celle de 

la force centrifuge f. D’ailleurs, l’équation (i) une fois établie, il suffit 

d’en éliminer i  à l’aide de la formule ,
t

r- — R2 h- aRt cos ( 9  —  us) cosd 4 - t2, 

pour obtenir l’équation qui détermine la distance r.

898.

A stronomie. — Formules pour la détermination des orbites des planètes

et des comètes (suite).

C. R., T. XXVI, p. 236 (ai février 1 8 4 8 ).

Lorsqu’on veut, à l ’aide de trois observations, déterminer la dis

tance d’une planète ou d’une comète au. Soleil ou à la Terre, on 

arrive, comme l’on sait, à une équation du septième degré. Si d’ail

leurs on applique à l’équation trouvée le théorème de Rolle, en pre

nant pour inconnue la distance de l’astre observé à la Terre, on en 

conclut, comme l’a remarqué M. Binet, que l’équation ne peut ad

mettre plus de quatre racines réelles, dont l’une se réduit à zéro. Mais 

si, au lieu de prendre pour inconnue la distance à la Terre, on prend 

pour inconnuè la distance au Soleil, alors le calcul montre que l’équa

tion obtenue ne peut offrir plus de trois racines réelles et positives. 

Ces trois racines sont toutes trois supérieures à la perpendiculaire 

abaissée du centre,du Soleil sur le rayon vecteur mené du Soleil à la 

Terre, et toutes trois inférieures à une certaine limite que fournit 

immédiatement l’équation des forces vives. D’ailleurs l’une de ces 

troisf racines, étrangère à la question, se réduit à la distance du Soleil à 

la Terre; et, pour savoir si cette racine est ou n’est pas comprise entre 

les deux autres, il suffit de consulter le signe d’une certaine quantité 

connue. Enfin, pour savoir si la distance de l’astre observé au Soleil
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est inférieure ou supérieure' à la distance du Soleil à la Terre, il suffit 

de recourir à une belle remarque de Lambert, ou, ce qui revient au 

même, il suffit d’examiner dans quel sens est dirigé le rayon de cour

bure de la courbe suivant laquelle, dans le mouvement apparent de 

l’astre, un plan parallèle à celui de l’écliptique coupe le cône décrit 

par le rayón vecteur mené de la Terre à l’astre. En vertu de ces 

remarques, les racines de l’équation du septième degré qui pourront 

résoudre la question proposée se réduiront à deux, ou même à une 

seule, et l ’on se trouvera ainsi ramené à la conclusion déduite par 

M. Binet de la discussion géométrique de l’équation qui détermine 

la distance de l’astre à la Terre. Ajoutons que, si l’astre observé est 

une comète, la valeur du grand axe déterminé par l’équation des 

forces vives devra être très considérable, et qu’alors cette équation 

fournira un moyen très simple, non seulement de reconnaître la véri

table solution, mais aussi de corriger la valeur de la distance du Soleil 

à la Terre fournie par la première approximation.

Je ferai encore ici une remarque importante. Les deux équations 

générales que j ’ai données dans la séance du 27 décembre dernier 

renferment seulement, avec le demi-paramètre, les coordonnées de 

l’astre observé et la distance de cet astre au Soleil.’ Or cette distance 

se trouve liée par une équation du second degré à la distance de l’astre 

à la Terre, qui est la seule inconnue de laquelle dépendent les coor

données de l’astre. Enfin, si, l’astre observé étant une comète, on le 

considère, dans une première approximation, comme décrivant une 

parabole, sa distance au Soleil dépendra uniquement du temps et de 

deux éléments, dont l’un sera précisément le demi-paramètre, l’autre 

étant l’époque du passage de la comète au périhélie. Donc, alors, les 

deux équations générales ci-dessus mentionnées pourront être censées 

ne renfermer que deux inconnues, savoir les deux éléments dont il 

s’agit. Donc elles suffiront pour corriger les éléments, et la correction 

ainsi obtenue sera d’autant plus exacte que les deux équations ne 

renferment aucune dérivée. Ajoutons que l ’on simplifiera le calcul en 

ne conservant, dans les équations dont il s’agit, qu’un seul des trois
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systèmes de valeurs des variables correspondantes aux trois observa

tions données, et en remplaçant les deux autres systèmes par les deux 

systèmes des différences finies du premier et du second ordre formées
A

avec les trois valeurs de chacune de ces mêmes variables.

A nalyse.

Conservons les notations adoptées dans les séances précédentes, et 

posons, de plus,

Les distances r, t de l’astre observé au Soleil et à la Terre seront liées 

entre elles, et à la distance

( i )  . S =  v-t-Æ,

par les deux équations

(3) ' r2= .î 2+ t 2,

dans lesquelles R désigne la distance de la Terre au Soleil, et l  la per

pendiculaire abaissée du centre·du Soleil sur le rayon vecteur R. De 

plus, en nommant co la vitesse absolue de l’astre observé, K la force 

attractive du Soleil, et a le demi grand axe de l’orbite décrite, on aura

(4)
2 _ I
r ~~ a K

et l’on pourra réduire -g à une fonction de t, de la forme

CO2(5) -g- —  X  -f- 2i)i,t -h St2,

4
«As, dî>, s  étant des quantités connues. D’ailleurs, en vertu de la for

mule ( 5 ), le polynôme
«A. -+- 2llï>t -t_ 8 t ’-,
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essentiellement positif, ne pourra s’abaisser au-dessous de la limite

0 A 0 S  —  i l b 2

Cela posé, il résulte immédiatement dés formules ( 3 ), (4 ), que le 

rayon vecteur r est renfermé entre les limites

o A .
I Pt

X© —Vb2

Ajoutons que, t  étant une quantité positive, la distance r, en vertu de 

la formule (2), sera supérieure ou inférieure à R, suivant que la quan

tité A sera positive ou négative.

Si l’on élimine x, et s entre les formules (r), (2), (3 ), on obtiendra 

l’équation

(6) =  O,

à laquelle on satisfait en posant r =  R. D’autre part, en différentiant 

l’équation (6) par rapport à r, on obtient l’équation dérivée qui peut 

être présentée sous la forme

( 7 ) /,s— Z A B r 3 - ^  A 2—  o,

et qui n’admet au plus que deux racines réelles. Donc, par suite, 

l’équation (6) ne pourra offrir plus de trois racines réelles; et, comme 

la racine R est étrangère à la question, comme d’ailleurs le problème 

doit offrir au moins une solution, il est clair que l’équation (7), dont 

le dernier terme est positif, offrira précisément deux racines réelles, 

et l ’équation (6) trois racines réelles. Enfin, comme dans le voisinage 

de la valeur r =  R, le premier membre de la formule (6) est négatif 

ou positif pour R, suivant que la différence

Rs — 3 A Æ

est négative ou positive, il est clair que la question offrira une solu

tion unique, si l’on a

( 8 ) R6— 3AÆ <  o,
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et que, dans cette hypothèse, l ’équation (7) offrira entre les limites /,

R, si A est négatif, ou entre les limites R ,--- q~~~’ sl A est positif,

une seule racine qui sera précisément la valeur cherchée de R.

Si l ’on a, au contraire,
R5 — 3 / * > o ,

l’équation (6) offrira, outre la racine R, deux-racines· réelles, toutes 

deux supérieures à II lorsque A sera négatif, toutes deux inférieures 

à R lorsque A sera positif; et il sera facile d’opérer la séparation de 

ces deux racines, puisqu’elles comprendront entre elles une racine 

de l’équation (7),

FIN DU TOME X DE LA PREMIÈRE SÉRIE.

OEuvres de C. —  S. t. X. 6l
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