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E X P O S I T I O N D E LA METHODE DE L A P L A C E 

POUR DÉTERMINER LES ORBITES D E S P L A N È T E S 

ET DES COMÈTES. 

L e s m é t h o d e s de déterminat ion des orbites donnent l ieu 
à des calculs fort compl iqués et dénués de symétr ie . Il en 
est ainsi à cause de la nécess i t é d'adapter les formules au 
calcul numér ique . Lorsqu'on veut s eu l ement montrer en 
quoi cons i s te la méthode , il y a je crois avantage à procéder 
différemment. C'est ce que je vais faire pour la m é t h o d e 
d o n n é e par Laplace. 

Cons idérons un astre (planète ou comète) tournant autour 
du sole i l . 

N o u s observons cet astre de la Terre. Il s'agit de déduire 
de ces observat ions les é l éments de l'orbite. 

Lorsqu'on a la pos i t i on de l'astre à l 'époque t, et sa v i tesse 
en grandeur et direct ion, sa trajectoire est dé terminée . Soit 
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f t l e c o e f f i c i e n t d ' a t t r a c t i o n d u s o l e i l , V la v i t e s s e d e l à p l a n è t e , 

r s a d i s t a n c e a u s o l e i l , a l e d e m i g r a n d a x e d e s o n o r b i t e ; 

l e t h é o r è m e d e s f o r c e s v i v e s d o n n e : 

p. e s t c o n n u , parce qiion suppose la masse, de la })lan.è.te né­

gligeable par rapport à celle du soleil. 

V e t /• é t a n t c o n n u s , c e t t e f o r m u l e d o n n e a. 

L e p r o b l è m e r e v i e n t a l o r s à d é t e r m i n e r u n e c o n i q u e c o n ­

n a i s s a n t u n f o y e r , u n e t a n g e n t e e t s o n p o i n t d e c o n t a c t , e t la 

l o n g u e u r d e T a x e f o c a l . C ' e s t l à u n f a c i l e p r o b l è m e d e G é o ­

m é t r i e . 

P o u r d é t e r m i n e r l ' o r b i t e d ' u n a s t r e il s ' a g i t d e t r o u v e r s a 

p o s i t i o n e t sa v i t e s s e à u n e é p o q u e d o n n é e , c ' e s t - à - d i r e l e s 

3 c o o r d o n n é e s x y z d e l ' a s t r e , e t l e s d é r i v é e s p a r r a p p o r t à 

t d e c e s 3 c o o r d o n n é e s , l ' o r i g i n e é t a n t s u p p o s é e le c e n t r e d u 

s o l e i l . 

J ' a p p e l l e la d i s t a n c e d e l ' a s t r e a u s o l e i l ; p s a d i s t a n c e à 

l a t e r r e . L a p l a c e a p p e l l e p la p r o j e c t i o n d e c e t t e d i s t a n c e s u r 

l e p l a n d e l ' é c l i p t i q u e , n o u s a u r o n s p l u s d e s y m é t r i e d a n s 

l e s c a l c u l s e n n o m m a n t p c e t t e d i s t a n c e e l l e m ê m e . 

L e p l a n d e xy e s t s u p p o s é ê t r e le p l a n d e l ' é c l i p t i q u e , e n 

s o r t e q u e la t e r r e e s t d a n s c e p l a n . N o u s n o m m e r o n s xo, yo, 

^ l e s c o o r d o n n é e s d u c e n t r e d e la t e r r e , H s a d i s t a n c e a u 

' s o l e i l . 

C o n s i d é r o n s l e v e c t e u r j o i g n a n t la t e r r e à l ' a s t r e . S a 

l o n g u e u r e s t p ; n o m m o n s u, c, w l e s c o s i n u s d i r e c t e u r s d e 

l a d i r e c t i o n . T o u t c e q u ' o n p e u t o b s e r v e r d e la t e r r e , c e s o n t 

l e s v a l e u r s d e u, w à d i f f é r e n t e s é p o q u e s . O n p o u r r a d o n c 

c a l c u l e r u, v, w e n f o n c t i o n d u t e m p s , p a r l ' u n e d e s m é t h o d e s 

d ' i n t e r p o l a t i o n c o n n u e s ; u, e, w é t a n t c o n n u e s e n f o n c t i o n 

d e / , o n c o n n a î t r a p o u r l ' é p o q u e c o n s i d é r é e l e s v a l e u r s d e 

u, v, w, d e l e u r s d é r i v é e s u', c ' , w\ d e l e u r s d é r i v é e s 

s e c o n d e s u", e " , w", e t m ê m e d e s d é r i v é e s d ' o r d r e s u p é r i e u r 

s i c e l a e s t n é c e s s a i r e . 

L o r s q u e w n ' e s t p a s i d e n t i q u e m e n t n u l , c ' e s t - à - d i r e q u a n d 

l e p l a n d e l ' o r b i t e n ' e s t p a s c o n f o n d u a v e c c e l u i d e l ' é c l i p -
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t i q u e , il su f f i t d e c o n n a î t r e l e s d é r i v é e s j u s q u ' a u 2° o r d r e , 

c o m m e o n va l e v o i r . 

L e s p r o j e c t i o n s d u v e c t e u r p s o n t x - xü, y - y0 e t z e t a u s s i 

Up, vp, wp, o n a d o n c 

( 1 ) x =. xQ + up , y — r 0 + vp z — wp . 

d ' o ù e n d é r i v a n t d e u x t 'ois p a r r a p p o r t à t e t r e p r é s e n t a n t 

l e s d é r i v é e s p a r d e s l e t t r e s a c c e n t u é e s 

I x" =a? + u"p+ 2 « > ' + up" , 

(2) f = f0 + o"P + + vp" , 

( z" = iv"p + ïw'p' + wp" . 

D ' a i l l e u r s l a l o i d e l ' a t t r a c t i o n u n i v e r s e l l e d o n n e : 

n\ x" — — ^ r" — — ^' r" — — 

e t a u s s i : 

I M x" — v' — 'il» 
1 ' o — fi» ' •'o — RS ' 

a p r è s a v o i r d a n s l e s f o r m u l e s (3) r e m p l a c é .r , ?/, z p a r l e u r s 

v a l e u r s d e t i r é e s d e (1) p o r t o n s l e s v a l e u r s d e x", z", 

xo", î/o", Zo" d a n s l e s y s t è m e (2). N o u s o b t e n o n s a i n s i l e 

s y s t è m e s u i v a n t : 

P [ « " + P + 2P'"' + /»"» = P * . [¿1 - . 

P [ » " + + 2 ? ' ' ' + P B " = W o [4- . - J ] • 

p jV' + p ^ + 2 p V i P " " = 0 • 

O n a a i n s i 3 é q u a t i o n s l i n é a i r e s e n p p' p". L e d é t e r m i n a n t 

d e s i n c o n n u e s e s t : 

n U u u 

v" 
,/ 

v" V 
w 
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c o m m e o n l e v o i t f a c i l e m e n t , e n r e t r a n c h a n t d e la l i e c o l o n n e 

l e s é l é m e n t s d e la 3° m u l t i p l i é s a u p r é a l a b l e p a r ^ . 

C e d é t e r m i n a n t n e p e u t ê t r e n u l q u e s ' i l y a e n t r e u, v, w 

u n e r e l a t i o n d e la f o r m e : 

au -\- fi\> -f- yw — 0 . 

C ' e s t là u n e p r o p o s i t i o n b i e n c o n n u e , d e la t h é o r i e d e s 

é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s l i n é a i r e s . S i c e t t e r e l a t i o n a v a i t l i e u , 

c ' e s t q u e la p l a n è t e s e r a i t d a n s u n p l a n fixe p a s s a n t p a r l e 

c e n t r e d e la t e r r e . C e c i n e p e u t a v o i r l i e u q u e s i la p l a n è t e 

a u n e i n c l i n a i s o n n u l l e s u r l e p l a n d e l ' é c l i p t i q u e ; w= o . [ L a 

d é t e r m i n a t i o n d e l ' o r b i t e d a n s c e c a s e s t c o m p l i q u é e ; e l l e 

e x i g e a u m o i n s q u a t r e o b s e r v a t i o n s . L e s o u v r a g e s q u e j e 

c o n n a i s t r a i t a n t d e c e s u j e t n ' e n v i s a g e n t p a s c e c a s . ] 

R é s o l v o n s l e s é q u a t i o n s (5) p a r r a p p o r t à p, o n t r o u v e 

( ? ) , = K [ 1 - J L ] , 

e n p o s a n t : 

( 8 ) K — \ x livv' — vw'\ -\- yju-v' — vu') 

L ' é q u a t i o n (7) v a n o u s p e r m e t t r e d e c a l c u l e r p. 

P o u r f a i r e c e c a l c u l , La p l a c e s e s e r t d u t r i a n g l e S T P , 

c ' e s t - à - d i r e d u t r i a n g l e a y a n t p o u r s o m m e t s l e s o l e i l , la t e r r e 

e t la p l a n è t e . 

L ' a n g l e e n T e s t c o n n u . L e v e c t e u r T P a p o u r c o s i n u s 

d i r e c t e u r s u, v, w, l e v e c t e u r T S a p o u r c o s i n u s d i r e c t e u r s 

x o — - r ° z é r o • 
R 1 R 1 ' 

R R 

d o n c 

(8) c o s T : 

O n a : 

(9) r 2 = p 2 + R a — 2p R c o s T . 

L ' é q u a t i o n (7) s ' é c r i t : 

(7 bis) r 3 ( K — p R J ) = K R » 
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et é levant au carré et remplaçant rz par sa valeur (9) on a une 
équation en p du 7° degré qu'il faut résoudre . 

La méthode de Gauss est préférable ; el le cons is te à prendre 
pour inconnue l 'angle en P du triangle T S P. 

On a : 
s i n (P + T) s i n T 

P = K : — 5 , i- = : K - — - . 
1 s i n P s i n P 

en portant dans l 'équation (7) on obtient une équation de la 
forme 

s i n * P = a s i n P - | - J3 c o s P , 

a. et ¡3 étant des constantes c o n n u e s . 

En posant — — tg <f, a2-\-(32= s2, on a: 

(10) s i n 1 P = s s i n (P + y) . 

On est ainsi ramené à la résolut ion de cette équation. 

P étant connu, on calcule p ; puis p étant connu , les équa­

t ions (5) donnent ^ ou p' ; pour cela on multiple la I r a par 

a', la s e c o n d e par v\ la tro is ième par w'', et on ajoute. 
On obtient ainsi, en observant que d'une part « a + v2 + w 8 

= 4 , e t q u e p a r suite uu' -\- vv' -f- ww' ~0, et que , d'autre part, 
on a trouvé 

1 _ I - 1 
K3 r» K ' 

on obtient, d is - je , l 'équation : 

pluu" + vv" + ww") + 2p'(u" + x'8 + O = ^ (u'x, + v'ya) 

p étant connu, cette équation donne p'. 
On trouve ensui te x, y, z à l'aide des formules (1) puisque 

p est connu . Par dérivat ions des m ê m e s formules on a les 
dér ivées de x, y, z, puisque p est connu. 

On obtient donc bien la posit ion et la v i tesse de la planète 
à l 'époque cons idérée . 

Le problème est ainsi réso lu . 
J. R i c h a r d (Dijon), 
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