UNIVERSITE DE FRANCE

TRAVAUX & MEMOIRES

DES

FACULTES DE LILLE

TOME 1.« Mfimoire Ne 5.

P. DUHEM. — SuUR LA CONTINUITE ENTRE L'ATAT LIQUIDE ET L'ETAT
GAZEUX ET SUR LA THEORIE GENERALE DES VAPEURS.

LILLE

AU SIEGE DES FACULTES, PLACE PHILIPPE-LEBON

1801

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EN VENTE

a PARIS, chez: Gavrnrer-Viirars gr Fius, 55, quai des G . Augustins.

— Avrru. Picaep, rue Bonaparte, 8a.

a4 LILLE, clicz: Le Brcor Irirgs, rue Faidherbe, 11 et 13.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



UNIVERSITE DE FRANCE

TRAVAUX & MEMOIRES

DES

FACULTES DE LILLE

TOWE L — Mt No 5.

P. DUHEM. — SCR LA CONTINULTE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'ETAT
GAZEUX ET SUR LA THEORIE GENERALE DES VAPEURS.

LILLE
AU SIEGE DES FACULTES, PLACE PHILIPPE-LEBON

1891

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Le Conseil Général des Facultés de Lille a ordonné Uimpréssion

ce mémoire, le 11 Mars 1891.

L’impression a été achevée, chez GAUTHIER-VILLARS & Firs,

30 Juin 1891.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

de

le



SUR LA CONTINUITE

ENTRE

ETAT LIQUIDE ET LETAT GAZEUX

ET SUR LA

THEORIE GENERALE DES VAPEURS

M. P. DUHEM

Chargé d'un Cours complémentaire 4 la Faculté des Sciences de Lille.

TRAVAUX ET MEMOIRES DES FACULTES DE LILLE

Mitmoire Ne 3.

LILLE
AU SIEGE DES FACULTES, PLACE PHILIPPE-LEBON

1891

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LA CONTINUITE

ENTRE

ETAT LIQUIDE ET L’ETAT GAZEDX

THEORIE GENERALE DES VAPEURS,

Par M. P. DUHEM,

Mattre de Conférences & la Faculté des Sciences de Lille.

INTRODUCGTION.

La découverte du point critique de Pacide carbonique, faite par
Andrews en 186g, est devenue le paint de départ d’une série
d'idées qui ont transformé la théorie de la vaporisation. La no-
tion, congue par Tait, de la continuilé entre I'état liquide et I’état
gazeux; la relation, énoncée par Clausius, entre la tension de va-
peur salurée etles volumes spécifiques du liquide et de la vapeur,
doivent étre comptées au nombre des plus grands progrés que la
science des phénomeénes naturels ait faits depuis vingt ans.

Toutefois, dans I'étude de ces magnifiques travaux, Pesprit se
sent partagé entre I'admiration et la crainte : admiration pour la
puissance et l'originalité des grands physiciens qui ont enfanté ces
surprenantes conceptions; crainte qui le fait hésiter au moment
d’admettre des résultats aussi inaticndus appuyés sur des raison-
nements a peine esquissés, parfois tout a fait absents.

Iraire disparaitre cette crainte, en donnant de lanouvelle théorie
des vapeurs un exposé dont toules les parties seraient solidement
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2 P. DUHEM.

liées par des raisonnements précis, ne serail pas, nous semble-t-il,
ceuvre vaine. Clest ce but que nous nous sommes efforcé d’at-
teindre dans une partie des legons sur la Théorie thermodyna-
mique des changements d’état que nous avons professées 4 la Fa-
culté des Sciences de Lille au cours de 'année scolatre 1888-1889.
Nous nous décidons a publier aujourd’hui celte partie de notre
enseigncment. Nous serions heureux que nos recherches, en faisant
disparaitre les doutes que peut faire naitre la théorie actuelle de
la continuité de I'état liquide et de 'état gazeux, contribuassent a
accroitre I'admiration que mérite cette théorie.

Ce travail est divisé en trois Chapitres. Dans le premier, nous
cherchons & exposer, avec la plus grande précision, les proposi-
tions les plus essentielles de la théorie des vapeurs saturées. Le
second, qui est le plus considérable, est consacré a I'étude de la
continuité eutre V'état liquide et 1'état gazcux et au théoréme de
Clausius. Le troisi¢me, cnlin, renferme la démonstration des lois
relatives a la détente,

CHAPITRE I.

DE LA TENSION DE VAPEUR SATUREE ET DE LA CHALEUR
DE VAPORISATION.

§ I. — Potentiel thermodynamique d'un systédme formé par un liquide
et sa vapeur.

Nous supposerons que, dans un exposé des principes fonda-
mentaux de la Thermodynamique, on ait étudié les propriéiés
d’un corps homogeéne complétement défini par sa masse Inva-
riable m, son volume spécifique v, et sa température < lue sur un
thermométre quelconque. '

Imaginons maintenant un systéme formé de deux tels corps. Si
chacun de ces deux corps avait une massc invariable, il n’y aurait
qu'd appliquer 4 chacun d’eux ce quia été dit dans I'étude de ces
corps pris isolément, sans y rien ajouter de nouveau. Mals nous
supposerons, dans ce qui va suivre, que la masse de chacun des
deux corps soit variable, la masse tolale des deux corps étant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'ETAT GAZEUX. 3

seule invariable. Si nous désignons par my, m, les masses des
deux corps, m, pourra varier de 8m, en méme temps que m, va-
riera de 873, pourvu que I'on ail la condition

3my+ Smy = o.

Nous exprimerons ce fait en disant que nous avons affaire non
pas 4 deux corps distincls, mais & deux états d’un méme corps.
Lorsque m,, m, varieront, nous dirons que le systéme éprouve
un changement d’état; celui des deux élats dont la masse di-
minue est dit se transformer en Uautre.

Il résulte des principes généraux que nous supposons élablis
que, pour maintenir le premier état en équilibre sous un volume
spécifique ¢, a la température 3, il faut appliquer & toutes les
parties déformables de sa surface une pression normale et uni-
forme p,, fonction de v, et de I,

Pour maintenir le second élat en équilibre sous un volume spé-
cifique v, & la température J, il faut appliquer 3 toutes les parties
déformables de sa surface une pression normale el uniforme p,,
fonction uniforme de ¢, et de 3.

Sous une méme pression p, 3 une méme tempéralure J, il est
un des deux états du corps dont le volume spécifique vy est supé-
rieur au volume spécifique v, de I'aulre état. Pour fixer les 1dées,
nous donnerons au premier le nom d’état de vapeur et au second
le nom d’érat liguide. La raison de ces dénomnations est la sui-
vante : les propriéiés du sysiéme que nous venons de définir
dunnent une représentalion trés approchée de plusieurs des phé-
noménes qui accompagnent la vaporisalion de 1’eau et des aulres
liquides, bien que certaines catégories de phénoménes qui accom-
pagunent cette vaporisation demeurent, comme nous le verrons plus
tard, en dehors de cette représentalion.

Nous allons nous proposer une premiére question qui, une fois
résolue, nous permettra de mettre en équation Loutes les autres:
c'est la détermination de la forme du potentiel thermodyna-
migue du systéme que nous venons de définir. Quelques lecteurs
trouveront peut-étre que nous apportons i cette déterminalion,
dans I'exposé suivant, un luxe de rigueur exagéré. Nous avouons
volontiers que tel est aussi notre avis. Mais des critiques si vives
ont été adressées par quelques physiciens aux exposés plus brels
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4 P. DUUEM.

que nous avions eu occasion de donner avant celul-ci que nous
nous sommes vu forcé d'expliquer fort longuement des choses
qul nous semblaient claires tout d’abord.

Nous commencerons par déterminer 'expression de 'énergie
interne du systéme que nous venons de définir,

Soit Ug(¢y, &) 'énergie interne de 'unité de masse de vapeur
prise sous le volumne v,, & la température . Cette quantité n’est
déterminée qu’a une constante additive prés. Nous supposerons
dorénavant que U'on ait choist cette constante, de telle sorte
que U, (v, ) soit une quantité déterminée sans ambiguité.

On peut démontrer, et nous supposons qu'on ait fait dans I'é-
tude des principes fondamentaux de la Thermodynamique, qu’on
peut prendre pour énergie inlerne d’un systéme formé seulement
d’une masse m, de vapeur, sous le volume spécifique ¢,, & latem-
pérature , la quantité Oy (m,, ¢4, ) déterminée par I'égalité

lf)i(llLi, Yy, S) = mlUl(viy 3).

Sil'on convient de la choisir ainsi, la quantité ©,(n, ¢4, J)
est déterminée sans ambiguité.

L’énergic interne Ujy(v,, ) de I'unité de masse du liquide
sous le volame spécifique 95, & la température 3, est alors déter-
minde sans ambiguité. En effet, on peut imaginer que 'on ait pris
une masse de vapeur ¢gale & I'unité, sous le volume vy, 3 la tem-
pérature J', et que, par une série quelconque de transformations,
on l'ait amenée 4 1'état liquide sous le volume v,, & la tempéra-
ture J. Durant la modification une quantité de chaleur Q a été
dégagée; un travail & a été effectué par les forces extérieures, et
P’on a, d'aprés la définition de I'énergie interne,

Ua(ra, )= Uy(v1, ) —Q + %G,

E étant I'équivalent mécanique de la chaleur. Cette équation dé-
termine U, (vg, 3), sans ambiguité.

Prenons maintenant une masse m, de vapeur. Son éuergie in-
terne esl, par convenlion,

Vy(mg, 01, T') 2= myUy(0g, T).

Divisons cette masse en m, masses égales a I'unité que nous
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CONTINCUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'STAT GAZEUX. 5

éloignerons les unes des autres a I'infini. Cette transformation
laisse invariable la masse du systéme, son volume spécifique et sa
température, et, par conséquent, n’altére pas son énergie interne.

A chacune de ces masses, faisons subir la transformation que,
dans le cas précédent, nous faisions subir & une seule unité de
masse. Chacune d’elles dégagera une quantité de chaleur Q; les
forces extérieures appliquées a chacune d'elles effectueront un
travail &. Le systéme entier dégagera donc une quantité de cha-
leur m, Q; les forces extérieures qui lui sont appliquées effectue-
ront un travail m, €. L'énergie interne du systéme aura augmenté

de

m.
—m2Q+'E'7’

G.
Ramecnons ces my masses liquides de maniére a les réunir.
Dans cette derniére transformation, I'énergic interne du systéme
nc varicra pas. Or nous obiicndrons maintenant la valear finale
de cette énergie, Oy (n2y, v5, J) que nous voulons calculer. Nous
aurons donc

'(‘)g(nlg, Vo, 3') = My [Iji(‘)h 3”)—Q+ }I—EG]

= m, Uy (v, J),

égalité qui détermine sans ambiguité la fonclion Vy(m,, v, 5).
Dans ce qui va suivre, on devra entendre que l'ambiguité qui
peut peser sur la délermination des quatre fonctions U, (v, 5),
O, (my, vy, I), Us (02, T), ©a(mg, va, T) a éLé levée comme nous
venons de I'indiquer.

Cherchons maintenant & déterminer la forme de l’énergie in-
terne d'un systéme composé d’une masse m, de vapeur ct d’une
masse ny de liquide.

Soit T cette énergie.

Cherchons, en premier licu, quelle variation 8T subit cette
énergie par Leffet d’une modification dans laquelle m, et, par
conséquent, m, demeurent invariables.

La situation relative des deux masses m,, m, n’entre pas dans
la délinition du systéme ; ¥ ne saurait donc dépendre de celle si-
tuation. Dés lors, pour déterminer oY, nous emploierons la modi-
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6 P. DLHEM.

fication suivante, qui fait passer le systéme du méme état initial
au méme étal final que celle que 'on a en vue d’étudier.

On écarte en premier lieu, & distance infinie, les denx masses
m,, my; dans cetle modification, qui change seulement leur si-
tuation relative, Y ne variera pas.

Les deux masses étant & distance infinie 'une de lautre; si I'on
fait varier en chacune d’elles le volume spécifique et la tempéra-
ture comme on avait Pintention de le faire dans le systéme pri-
mitif, chacune des deux masses dégage évidemment la méme
quanlité de chaleur que si elle était seule, pourvu que le travail
des forces extérieures appliquées a4 chacune des deux masses
soil le méme que si cette masse était seule; la quantité Y subit
donc une variation

8Y = 301 (my, 91, FT) + 80y (my, 03, 3).

Enfin, on raméne les deux masses dans la position qu’elles doi-
vent occuper; dans cette nouvelle modification, Y ne varie pas.
On a donc, pour expression de la variation totale de T,

Y =38 Vy(my,v1,T)+ ¢ Qz(mzs 02, 5).
Cette égalité entraine la suivanle :
(1) Y = V1 (my, 01, T) + Oy(mg, 05, T) + u,

u demeurant invariable lorsque les deux masses m,, m, demeurent
elles-mémes invariables.

Supposons maintenant que m, varie de 8m, et m, de m,, ces
deux variations étant assujetties 4 la condition

8m,—+ dmy = o.

Pour trouver la varialion subie par «, nous pouvons raisonner
de la maniére suivante :
Pour fixer les 1dées, supposons Sm, négatif. Nous prenons une

masse de vapeur ,
py = —emy.

Nous la séparons du reste de la vapeur et Pemmenons a I'infini.
Cette modification, ne faisant varier aucun des paramétres dont
dépend la quantité u, laissc cette quantité invariable.
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CONTINUITE ENTRE L'KTAT LIQUIDE ET L'RTAT GAZEUX. 7

Nous transformons la masse u, de vapeur en une masse égale de
liquide. Dans ces conditions, Y subit une variation qui’est évi-
demment la somme de deux autres quantités:

1° La variation &Y’ de l'énergie interne du systéme demeuré a
distance finie; ’

2° La variation 8Y” de I’énergie interne de la masse emmenée a
I'infini.

Mais le systéme demeuré a distance finie ne subit aucune varia-
tion; on a donc évidemment

' 81": o.
Pour la partie éloignée a I'infini, il résulte des définitions pré-
cédentes que l'on a

8Y = Oy (111, 0, F) — 01y, 91, 7)
== @ [Us(pa, 3) — Uy (g, %)]
= Uy (91, J)8my + Ug(vg, ) Eims.

Enfin on raméne dans le systéme le liquide formé, ce qui ne fait
pas varier Y. On a donc

(2) &Y = U, (v, ) 8m; + Uy (vg, T) Sy
D’autre part, si 'on remarque que

Oy (my, oy, 3) = m, U (s, 3):
Vs mg, vg, T) = mg Up(vy, J),

I'égalité (1) donne
(3) Y = Uy (w1, F) ¥my 4 Ug(wg, F) Sy + Bu.
On voit, cn comparant les égalités (2) et (3), que l'ona
Su = o.

La quanlité © demeure donc aussi invariable lorsque les masses
m, et m, vorient; elle se réduil 4 une simple constanle que 'on
peut supprimer. On a ainsi

Y = Oy (my, 01y F) 4+ Uh(ma, 03, 3),
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8 P. DUHEM.

ou bien encore
4) T=myUi(91, T) + my Us (95, F),

formule qui répond a la question que nous nous étions proposé
de résoudre. :

La détermination de Uentropie du systéme se fait par une voie
analogue.

Soit 8, (¢,, I) I'entropie de I'unité de masse de vapeur, sous le
volume spécifique v, a la température 3. Cette quantité n'est dé-
terminée qu’a une conslante prés; nous supposerons cette con-
stante choisie une fois pour toutes, de telle sorte que la quantité
Si(¢1, J) soit déterminée sans ambiguité.

On peut alors prendre pour entropie d’un systéme formé seule-
ment d'une masse m, de vapeur sous le volume spécifique v,, 2 la
température J, la quantité, déterminée sans ambiguité,

Si(m,, 1, 3) = m, Sl("l’ 3).

n raisonnan e pour |'énergie interne, oun voit aisémen
E t comme p r t , t t
que Tentropie S, (v, 3) de I'unité de masse du liquide sous le vo-
lume spécifique v,, & la température 3, est définie sans ambiguité;
puis, qu'on doit prendre pour entropie d'un systéme formé uni-
quement d’'une masse m; de liquide la quantité, déterminée sans
ambiguité,
8a(mma, va, T) = my S(ve, ).

Ces résultats obtenus, en raisonnant comme pour I'énergie in-
terne, on verra sans peine que I'entropie d’un systéme formé d’une
masse m, de vapeur et d'une masse m, de liquide est donnée par

la formule

(5) 2 =m S (v1,T)+mySy(vs, ).
Posons

© | Wi(01,2) = E[Us (05, 3) — F(2) 84 (00, 3],

[ W3(9s,3) = E[Uy(0s, T) — F(F) Ss(vs, I)],
F(5) étant la température absolue. .

Wy (94,3), Wy(va, ) seront respectivement les potentiels ther-
modynamiques internes de 'unité de massc de vapeur etde I'unité
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CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'ETAT GAZEUX. 9

de masse de liquide, potentiels qui se trouvent ainsi déterminés
sans amhiguité.

Le potentiel thermodynamique interne du systéme a pour valeur
¥ = E[T—F(S')E]..
D’apres les égalités (4), (5) et (6), on voit que l'on a
(7) F=my W (o, T) + myW (g, 3).

Imaginans que le systéme soit formé d’une masse m, de vapeur
et d'une masse m, de liquide; ces deux masses sont en contact
par une surface X; la premiére est lumitée par I'ensemble de la sur-
face X et d'upe surface S,; la seconde est limitée par I'ensemble
de la surface X et d’une surface S,; des pressions sont appliguées
aux surfaces Sy, S;; quelles conditions doivent remplir ces pres-
sions pour que Je systéme soil en équilibre, en supposant les deux
masses m,, My assujetlies & ne pas varier?

Donunons au systéme une modification virtuelle quelconque, qui
n’altére ni sa température 3, ni les masses ney, n72,.

Le potentiel thermodynamique interne subit une variation

«j:midwl("ng,)a dw("zyaav

4 ooy -+ m - -
dvy ! 2 dv 2

Sotent
\rl = my¢y,

Vo= my0,

les volumes qu’occupent respectivement les deux masses my, my,
de la vapeur et du liquide. L’égalité précédente pourra s’écrire

3 (v, I) o, S We (09, T)
ey oVt V.

Sinous désignons par p, la pression en un point de I'élément 48,
de la surface S,; par dz,, 8y,, 3z, les composantes du déplace-
ment de ce point; par g, la pression en un point de 1'élément dS,;
par 8z., 0¥s, 85, les composantes du déplacement de ce point; le
travail des forces extéricures aura pour valeur

dGe: S[pi COS(PH‘Z) 8W1+l)l COS(Pl».?)a.Vl+Pl COS(Pls‘a)a“"i] dsl

+ S [ pacos(py, ) 8xa+ py cos(pa, ) 3y -+ pa cOs(pa, 3)63,] dSs.
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10 P. DUHEM.

Les conditions d'équilibre du systéme s’obtiennent donc en
écrivant que, pour toute modification qui laisse invariable la tem-
pérature J et les masses m;, m,, on a

ou bien

BW (0. T ey OW(09,T) e,
B A L AL

(8) {  — §pilcos(py, ) 821+ cos(pr, 3) 81+ cos(p1, ) Bai] dSy

— sz[cos(p.z, z) 8z + cos( Py, ¥) Sy + €O ( py, 5) 053] dSy = 0.
1° Supposons une modification ou la surface ¥ demeure inva-
riable. Désignons par N, la normale & I'élément dS, vers I'exté-

rieur de la masse m, et par N, la normale a I'élément dS, vers
I'extérieur. Nous aurons

3V, — S [cos(Ny, ) 324+ cos(Ny, 3) 84 + cos (Ny, 5) 8511 dSs,
§Vy = S [cos (N, @) 823+ c05(Nayy) 3ys 4 cos(Ny, &) 322 ] dS,

et I'égalité (8) deviendra
S § [(W_,[()(:;._ﬁ_) cos(Ny, ) — py cos( ps, z): 3y

%@COS(NMJ’) — picos(py,p) |

-+ [0 W (vy,3)
()Vi

—+

cos(Ny, &) — py cos( py, z) | 351 { dS4

L

N ([OW,(0y, 3 ]
+ b % —2;:2_—)005(1“2,3‘) — Pac0s(py 7) | 5

-+

dlhé:'-" ) cos(Ng, 5) — pa cos(ps, z) [ 352 ¢ dSs=o.

Cette égalité doit avolir lieu quells que soienl 62y, oy, 65y . 1l est

aisé d’en conclure les propositions suivantes : ‘
A la surface S, doit étre appliquée une pression normale, uni-
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CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'ETAT GAZECX. I

forme, dirigée vers l'intérieur de la vapeur, et ayant pour valeur
en toul point

0 (0, D)
(9) - Pr=— B .

C’est précisément la pression qui maintiendrait la vapeur sous le
volume spécifique v, si la vapeur existait seule.

A la surface S, doit étre appliquée une pression normale, uni-
forme, dirigée vers 'intérieur du liquide, et ayant pour valeur en
lout point
_ 0Wa(vy, T)

(10) pr=—

Clest précisément la pression qui maintiendrait le liquide sous le
volume spécifique ¢, si le liquide existait seul.

2° Considérons une modification o lasurface 2 varie scule, les
surfaces S,, S, demeurant invariables; nous aurons alors

8V1+ aV, = 0,

et I'égalité (8) deviendra

(x dllﬁ(vi,%) _ 0Wn(92;3)
" vy - dvy

Cette égalité, comparée aux égalités (9) et (10) conduit a la
proposition suivante : La pression p, appliquée a la vapeur et
la pression p. appliquée au liguide doivent avoir la méme va-
leur p.

La fonction W,(¢,, J) est une fonction uniforme de ¢, et
de 3. Si, dans I'expression

wl("l: 3) +PVU

on remplace ¢ par son expression en fonction de p et de & dé-
duite de I’équation
. oUW ( vy, )

b =_. it
(9 bis) P oy
qui représente la loi de compressibililé de la vapeur, on obtient
une fonction, en général non uniforme de p et de 3, W, (p, J),
qui est le potentiel thermodynamique de ['unité de masse de va-
peur sous la pression constante p, a la température .
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2 P. DUHEM.

La fonction Wy (v, ) est de méme une fonction uniforme
de ¢, ct de 3. Si, dans I'expression

Wy (pg, 3) + pva,

on remplace v, par son expression en fonction de p et de Z 3¢
duite de I’égalité
. ad w!(‘)h 3),

(10 bis) p= dou

qui représente la loi de compressibilité du liguide, on obtient une
fonction en général non uniforme de p et de 3, ¥, (p, J), qui
est le potentiel thermodynamique de P'unité de masse du liquide
sous la pression constante p, 4 la température 3.

Considérons le systétme d’une masse m; de vapeur et d’une
masse my de liquide. Supposons constante la pression normale et
uniforme p a laquelle nous le supposons soumis. Les forces exté-
rieures qui agissent sur lui admettent alors pour potentiel la

quantité
p(V;-f- Vz) :p(m, Vi ms V-_;).

1l en résulte que si, dans 1'expression
)
F + p(myv -+ myeg),

on remplace ¢y et vy par leurs expressions en fonction de p et
de & déduites, équations (g bs) et (10 bis), on obtiendra /e po-
tentiel thermodynamique du systéme sous la pression con-
stante p. On voit que ce potentiel a pour valeur

(12) F = m ¥y (p, F)+ma Wy (p, F).

Les formules (7) et (12) sont les formules fondamentales qui vont
nous servir par la suite.

§ II. — Tension de vapeur saturée et chaleur de vaporisation.

Prenons un systéme formé d’une certaine masse m, de vapeur
et d'une certaine masse m, de liquide, soumises toutes deux 4 la
méme pression p et portées toutes deux 4 la température 3.

Supposons gue I'on maintienne constantes la pression p et la
température I, et demandons-nous s’il peut y avoir condensation

de la vapeur ou vaporisation du liquide.
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Pour simplifier les formules, nous supposerons, dans ce qui va
suivre, que l'on prenne pour température la température abso-

lue T. On aura alors
S=T
et aussi
F(3)=T.

Le potentiel thermodypnamique du systéme, & la température
absolue T et sous la pression constante p, a pour valeur, d’aprés
Iégalité (12),

F =mV\(p, T)+ m Wy (p, T).

Supposons que m, augmente de dm, et my de 8m,, avec la
condition
dmy+3my = 0;

§' subira une variation
3% =W, (p, T)3my~+ W, (p, T) 8m,.
Trois cas sont a distinguer :

1°¥ (p, T) est supérieur & W,(p, T). Dans ce cas, la seule
transformation possible, celle pour laquelle 8% est négatif, est
celle dans laquelle on a

Smx < o, Sm, > 0.

Dans les conditions indiquées, la vapeur n’est pas en équilibre :
elle se condense; le liquide, au contraire, est en équilibre : il ne
peut se vaporiser.

7° W, (p, T) est inférieur & W,(p, T). Dans ce cas, la scule
transformation possible est celle dans laquelle on a

8m, < o, 8my > o.

Dans les conditions indiquées, le liquide n’est pas en équilibre :
il se vaporise; la vapeur, au contraire, est en c¢quilibre : elle ne
peut se condenser.

3° On a

(13) Yip, T) = Wi (p, T).
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14 P. DUHEM.

Dans ce cas, quels que soient les signes de 3m,, Smip, On a

La transformation du liquide en vapeur et la transformation
inverse de la vapeur en liquide sont phénomeénes réversibles.

Celtte derniére condition (13) ne peut étre réalisée, en général,
que pour les points {p, T) d'une certaine ligne du plan des p, T.
Supposons, en effet, qu'elle soit réalisée pour tous les points
(p, T) d’un certain domaine de ce plan. En tout poinl de ce do-
maine, les deux fonctions ¥, (p, T), ¥,(p, T) seraient iden-
tiques, et, par conséquent, auraient les mémes dérivées partiellés
de tous les ordres. Dés lors, comme nous Uenseigne 'étude des
propriétés fondamentales du potentiel thermodynamique, les coef-
ficients qui déterminent les propriéiés physiques du liquide et de
sa vapeur seraient identiques en tout point de cet espace. Pour
les valeurs de p et de T qui correspondent aux divers points de
ce domaine, le liquide et sa vapeur ne seraient plus fistincts.

Donc, en général, dans les conditions o ’'en peut distinguer le
liquide de sa vapeur, s'il existe des points pour lesquels on a

vy (p, T)=%3(p, T)

dans un plan ol les T sont les abscisses et les p les ordonnées,
ces points forment seulement une ligne. Cette ligne porte le nom
de courbe des tensions de vapeur saturée. I ordonnce p de cetle
ligne, qui correspond a I'abscisse T, porte le nom de tension de
vapeur saturée & la température 'l.

On peut donner de cette tension une autre définition.

Proposons-nous, en effet, de répondre 4 Ia question suivante :

Quelles forces extérieures faul-il appliquer, pour le maintenir
en équilibre & un systéme formé d’une masse m, de vapeur, de
volume spécifique ¢, et d'une masse m, de liquide, de volume
spécifique ¢,, la température générale du systéme étant T ?

Nous savons, en premier lieu, que 'on doit avoir

OW (v, T) _ 0Wy(vy, T).
di, o dvq ?

supposons que le systéme remplisse cette premiére condition.
Nous savons, en second lieu, qu'il faut appliguer a ce systéme,
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en tout point de la surface qui le limite, une pression normale et

uniforme donnée par I'équation

QW (0, T) _ 0Ws(0nT)
dvy - dvq

Nous savons enfin que, dans toute modification isothermique
virtuelle imposée au systéme, la variation du potentiel thermody-
namique interne doit étre égale au travail des forces extérieures,
Imaginons, en particulier, une modification qui ne fasse pas va-
rier le volume V du systéme. Dans une semblable modification, la
pression extéricure p ne produit aucun travail; on doit done
avoir

3F =o,
ou bien, en vertu de I'égalité (7),

Wy (py, T) 8my+ W3 (03, T) Emy
(14) LT T) LG

my vy 4+
d‘)l Ve

my 80y = 0.
On a, d’ailleurs,
V = myv, 4+ myoq,

en sorte que la condition
sV —=o0
devient
72y 89y 4 My Bpg —+ 91810y~ ¢ 001, = 0.

De plus, on sail que I'on a

8my 4- 8my = 0,

o OWi(w, T)  0Wy(p,, T)
- 0vy - dvy,

La condition (14) devient donc

[Fi(ey, T) 4+ po,] —[¥a(ve. T) +prs] =0,
ou bien
W(p.T)=Y,(p, T),

égalité dans laquelle on reconnait 'équation (13) de la courbe
des tensions de vapeur saturée. :

Donc la pression qu'il est nécessa:re et suffisant d’appliquer
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16 P. DUHEM.

unéfarmément a tout le systéme pour le maintenir en équilibre
est la tension de vapeur saturée.

Cetle proposition peut étre regardée comme une nouvelle défi-
nition de la tension de vapeur saturée.

Supposons que pour un certain corps, dans un certain intervalle
de températures, la courbe des lensions de vapeur saturée existe;
nous entendons par la que, pour les points (p, T) qui, dans cet
intervalle de températures, se trouvent sur la courbe (13), et pour
les points suffisamment voisins de celte courbe situés de part et
d’autre, on peut cbserver 4 la fois le liquide et la vapeur.

Cette courbe partage en deux régions la partie du plan corres-
pondant & l'intervalle de températures que 'on considére. Dési-
gnons ces deux régions par les indices 1 et 2.

Elles sont ainsi caractérisées :

Si, en un point de la région 1, il existe & la fois du liquide et
de la vapeur, on a, en ce point,

(i, T)—Wi(p, T)>o.

Le liqude peut se vaporiser; la vapeur ne peut se condenser.

Si, en un point de la région 2, il existe a la fois duliquide et de
la vapeur, on a, en ce point, '

La vapeur peutse condenser; le liquide ne peut se vaporiser.

Comment sont disposées ces régions?
Pour connaitre quel est, dans une région, le signe de

11)"2(P, T) _‘L.VI(P: T))

il suffit de connaitre le signe que prend cette quantité dans la
partie de la région cousidérée qui est infiniment voisine de la
courbe des tensions de vapeur; or, dans cette partie, on est assuré,
d’aprés ce qui précéde, que le liquide et la vapeur sont obser-
vables.

Prenons donc un point (p, T) infiniment voisin de la courbe
des tensions de vapeur. Soit (w, ) un point de la courbe des ten-
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sions de vapeur infiniment voisin du point (p, T). Nous aurons

u‘“i(P: T)___w'l(m.' .c)_*_d_q_r%"—ﬁt)(P_m)*dw (m T)(T'—’C),
Talp, T) = Wy(w, ) - L@ D () gy ST Ty,

Mais le poiut (w, 7) étant sur la courbe des tensions de vapeur
saturée, on a
¥y (w, 7) = ¥ (@, 7).
En outre, les propriétés générales du potentiel thermodyna-
mique nous donnent

d ¥ (w, 1) oW, (w, 1)

100) = v (w, 1), 2(3'5! =0 (w@, 1),
oV (w, oV, (m, T
1_13(17_) :——ESl(m, T), % :—ES,(m, ’C).

Prenons une masse de vapeur égale a I'unité. Sous la pression o,
a la température 7, transformons-la en liquide. Elle dégage une
quantité de chaleur, fonction de © seulement, que 'on nomme
chaleur de vaporisation du liquide & la température T, et (’]ue
nous désignerons par L(t). La transformation en question étant
accomplie dans des conditions de réversibilité, on a

=1[8,(w, ) — Sy (w, 7)].
L’ensemble des relations que nous venons d’écrire nous donne

Wy(p, T)—Wi(p, T)

= [va(m, v) —oi(m, 7)[(p— @) +

(15) EL(T)(T_T)

Supposons, en premier lieu, que les deux points figuratifs (p, T)
et (w, 7) se trouvent sur une méme paralléle 4 'axe des pressions
pris comme axe des ordonnées ; nous avons alors

T=x,
et I'égalité (15) se réduit a

v, (p, T) =Wy (p, T) = [vs(®, 1) — o1(w, T)](p —=).
Fac. de Lille. E.2
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18 P. DUHEM.
Nous avons supposé v, supérieur & ¢,; donc
¥y(p, T)—"(p, T)

a le signe de
pP— .

Nous arrivons ainsi au théoréme suivant :

Lorsque le point figuratif, en s'élevant sur une paralléle a
U'aze des pressions, traverse la courbe des tensions de vapeur
saturée, il passe de la région (1) dans la région (2).

En d'autres termes :

Au-dessous de la courbe des tensions de vapeur, le seul chan-
gement d’état possible est celui qui correspond & une augmen-
tation de volume (la vaporisation); au-dessus de la méme
courbe, le seul changement d’état possible est celui qui cor-
respond & une diminution de volume (la condensation de la
vapeur).

Supposons maintenant que les deux points figuralifs (p, T) et
(w, 7) se trouvent sur une méme paralléle a'axe des températures
pris comme axe des abscisses. On a alors

P — 1w,
et 1'égalité (11) seréduit a
, , , EL(t) ,,
Wy(p, T)— Wy(p, T) = — X (o),
Si L(z) est négatif,

Ty (p, T)=Wi(p, T) .
a le signe de (T — ). 51, au contraire, L(z) est positif,

Va(p, T) = %i(p, T)
a le signe de (t— T'). On arrive ainsi au théoréme suivant :

A gauche de la courbe des tensions de vapeur, le seul phé-
noméne observable est celui qui dégage de la chaleur. A droite
de la courbe des tensions de vapeur, le seul phénoméne obser-
vable est celui qui absorbe de la chaleur.

Cette derniére proposition a été démontrée par M. J. Mou-
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tier ('); la premiére a été ultérieurement démontrée, en imitant
le raisonnement de M. J. Moutier, par M. G. Robin (2).

Deux cas peuvent se présenter, suivant que la transformation
qui correspond 4 un accroissement de volume correspond en méme
temps & une absorption ou 4 vn dégagement de chaleur.

Si la transformation qui correspond & un accroissement de vo-
lume correspond en méme temps 4 une absorption de chaleur,
I'accord des deux théorémes de M. Moutier et de M. Robin exige
que la courbe des tensions de vapeur saturée monte de gauche a
droite (fig. 1).

Au contraire, si la transformalion qui correspond 4 un accrois-
sement de volume, correspond a4 un dégagement de chaleur, P'ac-

Fig. 1. Fig. 2.

LY T o T

cord des deux théorémes de M. Moutier et de M. Robin exige que
la courbe des tensions de vapeur descende de gauche a droite
(fig. 2)-

Dans tous les phérioménes de vaporisation que nous présente
I'expérience, la chaleur de vaporisation est posilive et, par consé-
quent, la disposition qui est réalisée est la-disposition représentée
parla fig. 1.

On ne connait pas, en général, 'expression analytique des deux
fonctions

wi(p, T),  Wy(p, T);

on ne sait donc pas écrire sous forme explicite 'équation (13) de

(') J. MouTiER, Bulletin de la Societe philomathique, 6° série, t. XIIl, p. 5;
1856.

(*) G. RoBIN, Bulletin de la Sociéteé philomathigque, 7° série, t. 1, p. 24;
1877,
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20 P. DUHEM.
la courbe des tensions de vapeur. On ne peut obtenir, sur la forme
de cette courbe, que les renseignemenls généraux que nous ve-
nons d’'indiquer. ’

§ II1. — Equation de Clapeyron et de Clausius.

Nous avans vu que, si (w, T) est un point de la courbe des ten-

sions de vapeur saturée, définie par I'équation
(13) Wi (w; 1) =Wy (w, 1),

et que si (p, T) désigne un point du plan infiniment voisin du

point (w, ), on a I'équation

Wol(p, T)—Wi(p T)

5 T
(1) —[oa(m, 1) = or(m, ) (p — ) - N1 g,

Supposons quc le point (p, T) soit ausst sur la courbe des ten-
sions de vapeur saturée. On a alors, en vertu de I'équation (13),

¥o(p, T)— ¥ (p, T)=o.

En outre, la tension de vapeur saturée w étanl fonction de la

température seule, on a
dw
p—w — e (T —=).

L’égalité (15) devient donc

dw EL())
& T

0= (T =)} [0x(w, ) — ¢4(w, )] ;

ou bien

(16) L(%) = & [, ©) —va(w, )] 2.

Cette relation est due & Clapeyron, qui l'avait déduite desidées
de Carnot; seulement Clapeyron remplacait le facteur E:E qui figure
dans cette équation par une fonction inconoue de la température,
fonction égale a I'inverse de ce qn’on nommait alors la fonction
de Carnot. Clest Clausius qui, en 1850, dans son premier Mé-
moire sur la Thermodynamique, a donné I'équation (16) sous sa

forme définitive.
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Clausius, et plusieurs physiciens aprés lut, ont fait de I'équa-
tion (16) de nombreuses applications auxquelles nous ne voulons
pas nous arréter ici.

§ IV. — Remarque sur la nécessité des transformations.

Nous avons dit que les mots de liguide et de vapeur avaient é1é
employés pour désigner les deux états du corps que nous étudions,
parce que le systéme que nous venons de considérer présentait
des propriétés analogues, pour la plupart, aux phénoménes qui
accompagnent la vaporisation des liquides. Toutefois, certaines
dilférences peuvent se présenter entre les propriétés dont jouit
notre systéme et les particularités qui accompagnent le passage
de I’état liquide a l'état de vapeur ct le passage inverse.

Ainsi, lorsque notre systéme est soumis i une pression diffé-
rente de la tension de vapeur saturée 4 la lempérature que 'on
considére, il n’est pas en équilibre; si la pression est supérieure 3
la tension de vapeur saturée, il y a forcément condensation de la
vapeur; sila pression estinférieure 4 la tension de vapeur saturée,
il y a forcément vaporisation du liquide.

Il n’en est pas de méme dans les systémes réels.que nous pré-
sente la nature. M. Dufour a observé des liquides en équilibre
sous une pression bien inférieure 3 leur tension de vapeur saturée
correspondant 4 la température de U'expérience. Dans des expé-
riences plus récentes, Robert von Helmholtz a pu comprimer sans
la liquéfier de la vapeur parfaitement pure et séche jusqu’a une
pression supérieure a celle de la vapeur saturée.

Les systémes que nous venons de définir ne nous représentent
donc qu'une partie des phénoménes qui caractérisent la vaporisa-
tion des liquides réels. Pour représenter plus complétement ces
phénomeénes, il est nécessaire de modifier la définition du systéme
destiné 2 leur servir d'image.

Il est aisé de voir dans quel sens doit étre faite cette modifica-
tion.

La représentation adoptée ici suppose chaque élément, soit du
liquide, soit de la vapeur, défini exclusivement par sa température
et son volume spécifique. En réalité, on congoit que la définition
d’un éléiment ne doit étre compléte que lorsque 'on tient comple
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non seulement de sa densité et de sa température, mais encore de
la situation qu'il occupe par rapport aux éléments de volume qui
Penvironnent, de la nature, de la densité, de la température de
ceux-ci.

Tenir compte de toules ces particularités, c’est 'objet dé¢ la
théorie de la capillarité; la théorie de la capillarité fournit une
théorie de la vaporisation (') plus compléte que celle que nous
venons d’exposer et exempte des contradictions que celle-ci ren-
contre dans les faits d’expérience.

Malgré ces contradictions, la théorie que nous développons ict
n’est pas inutile 4 la connaissance des phénoménes de la vapori-
sation; en effet, la théoric plus compléte de la vaporisation que
fournit la capillarité conduit 4 Ta proposition générale suivante :

Tous les phénoménes que la théorie de la vaporisation
exposée ict indigue comme impossibles demeurent impossibles
dans la théorie compléte; seulement, ceux qu’elle indique
comme nécessaires peuvent ne pas se produire.

L'exactitude de cette proposilion suppose le liquide et la vapeur
pris en masses notables.

Cette proposition, qui avait été énoncée par M. J. Moulier,
mais attribuée par lui & certaines particularités du principe de
Carnol, particularilés apparentes dues 3 une démonstration insuf-
fisante; celle proposition, dis-je, permet de faire usage de la
théorie simplifiée que nous exposons; toutes les fois que celte
théorie nous affirmera I'équilibre d’un systéme formé de masses
notables de liquide et de vapeur, nous serons assurés que cet
équilibre existe; mais, lorsque cetie théorie nous indique une
transformation comme devant nécessairement se produire, nous
nous souviendrons que cette transformation est seunlement pos-
sible. Cette transformation se produira ou ne se produira pas,
celon que certaines conditions accessoire seront présentes ou non.
C'est ainsi, par exemple, qu'une transformation de liquide en
vapeur, indiquée come nécessaire par la théorie que nous déve-
loppons, ne se produira que si le liquide renferme des bulles ga-

|
(1) Voir Applications de la Thermodynamigue aux phenomeénes capillaires
(Annales de I’Ecole Normale supéricure, 3 sérvic, t. 111; 1886).
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zeuses. Ces conditions accessoires peuvent éire déterminées par la
théorie compléte fondée sur la capillarité, ou par Pexpérience.

CHAPITRE II.

CONTINUITE DE L’ETAT LIQUIDE ET DE L’ETAT GAZEUX.

§ I. — Notion du point critique. — Premier principe de la continuité
de I'état liquide et de I'état gazeux ou principe d’Andrews.

Dans ce Chapitre, nous allons étudier un corps sur lequel
nous supposerons que l'on ait constaté expérimentalement I'exac-
titude des proposilions suivantes :

1° Pour toute température absolue T, supérieure & une certaine
températurc 8, an-dessous de laquelle les expériences seront cen-
sées ne jamais descendre, et inférieure & une certaine limite 9, la
courbe des tensions de vapeur saturée existe; c'est-a-dire que, en
tout point (p, T) infiniment voisin de la courbe, on pent obser-
ver le corps sous les deux élats, liquide et vapeur.

Nous désignerons par w(T) la tension de vapenr satnrée a la
tempdrature T.

2* Au-dessus dc la courbe des tensions de vapeur saturée, sous
toute pression et & toute température comprise entre f; et 9, on
peut observer le corps a I'état liquide.

3* Au-dessous de la courbe des tensions de vapeur saturée,
sous loute pression et & toute température comprise entre f, et 8,
on peut observer le corps a I'état de vapeur.

4° A toute température comprise entre G, eL 9, depuis la pres-
sion w(T)jusqu’a une pression P(T), inférieure a w('l'), le liquide,
quoique n’étant pas en équilibre d’aprés la théorie précédente,
peut étre observé en équilibre. C’est ce qui arrive, par exemple,
dans les expériences de M. Dufour.

5° A toute température comprise entre 8, et 8, depuis la pres-
sionw (T), jusqu'a une pression (1), supérieure & w(T), la
vapeur, quoique n’étant pas en équilibre d’aprés la théorie précé-
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dente, peut étre observée en équilibre. C’est ce qui arrive, par
exemple, dans les expériences de Robert von Helmholta.

Tracons, dans le plan des (p, T), les trois courbes ww’, PP,
1 (fig. 3) déterminées respectivement par les équations

p=w(T),
r=FP(T),
p=1(T).

Dans la région comprise entre 'ordonnée 9,9, qui correspond
g p 0

Fig. 3.
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a la température §,, et I'ordonnée 8Y, qui correspond a la tempé-
rature 8, nous trouvons quatre régions secondaires.

Dans la région 1, située au-dessous de INT', on peunt observer
senlement de la vapeur qui est a ’état stable.

Dans la région 2, située entre I et mw’, on peut observer
soit de la vapeur a I'état stable, soit du liquide a I'état instable.

Dans la région 3, située entre wm’ et PI”, on peut observer soit
du liquide a l'état stable, soit de la vapeur a 'état instable.

Dans la région 4, située au-dessus de PP, on ne peut observer
que du liquide, qui est 4 I'état stable.

Les faits précédents étant supposés acquis par 'observation,
nous ferons les kypothéses suivantes :

1° Dans toute région ol la vapeur peut étre observée, ¥, (v,, T)
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est une fonction analytique de ¢, et de T; W\ (p, T) est unc
Jonction analytique de p et de T

2° Dians toute région ot le liquide Pelit étre observé, W,(0,, T)
est une fonction analytique de ¢y et de T; W, (p, T) esi une
fonction analytique de p et de T.

Ces hypothéses sont toujours permiscs. Prenons, par exemple,
¥, (v, T); cette fonction étant finie, continue et uniforme dans
tout le champ des valeurs de ¢, et de T sur lequel portent les ob-
servations, peut toujours, dans ce champ, étre représentée avec
Papproximation que I'on veut, par unc fonction analytique de o,
ctde T.

La fonction W, (p, T) existe, d’aprés ce qui préctéde, dans la
partie du plan située au-dessous de m=w’, entre les deux ordonnées
000, et 865 mais, de plus, elle se prolonge certainement dans la
région 3; elle peut d’ailleurs se prolonger au dela de PP, Si T'on
se souvient qu'une fonction analytique ne peut étre prolongée
analytiquement, au dela d’une ligne, par plusieurs fonctions ana-
Iytiques distinctes, on arrive 4 la conclusion suivante :

La fonction W, p, T) existe dans tout 'espace situé au-des-
sous de we', entre les droites U,0, et W5 de plus, elle se pro-

Fig. 4.

T
longe analytiquement au-dessus de wo', d’une et d’une seule

. ; ) s . y o o
maniére, jusqu'a une ligne P, P, (fig. 4) coincidant avee PP,
ou située au-dessous de PP,
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De méme, la fonction W,(p, T) existe dans tout Uespace
situé au-dessus de ow', entre les droites 8,4, et W'; de plus, elle
se prolonge analytiquement au-dessous de la courbe ww,
d’une et d’une seule maniére, jusqu’a une courbe W1, qui
coincide avec W' ou est située au-dessous de I,

Lorsqu’on éléve de plus en plus la température 8, il peut
arriver que les propriétés précédemment admises comme faits
d’expérience cessent d’étre offertes par le corps & partir d'une
certaine valeur @ de 8. Voici, d’aprés les observations faites, pour
la premiére fois, par Th. Andrews (1), de quelle propriété jouit
alors cette température ©, limite supérieure des températures §.

Supposons (fig. 5)la courbe we' des tensions de vapeur tracée
jusqu’a la température ®, ce qui est permis, puisque, d’aprés nos

Fig. 5.
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hypothéses, elle existe pour toute température inférieure & 6. Pre-
nons, & gauche de 'ordonnée O, correspondant a

T =8,

un point M(p, T), situé au-dessous de la ligne wa’; prenons, en
ce pomt le corps a l'état stable de vapeur.
Elevons la température du corps de T 4 6, en malnlenant la

(1) Tu. ANDREWS, Philosophical Transactions, p. 575; 1869.
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CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'ETAT GAZEUX. 27

pression qu'il supporte constamment inférieure 3 la tension de
vapeur saturée. Le point figuratif décrit un chemnin MM,. Le long
de ce chemin, la vapeur ne peut se liquéfier; elle reste a P'état de
vapeur; on n’observe dans les propriétés du corps aucun change-
ment brasque.

Le chemin décrit par le point figuratif traverse en M, la ligne
@0'; a ce passage, on n’observe encore aucun ch.angement brusque
dans les propriétés du fluide.

Continuons 4 faire décrire au point figuratif, & droite de 09/,
un chemin quelconque M, M,; & aucun moment nous n’observons
de discontinuité dans aucune des propriétés du fluide.

Amenons ainsi le point figuratif en My, sur la ligne ©0', au-
dessus de la ligne mw'; taisons-lui franchir la ligne ©@'. Les pro-
priétés du fluide persistent & varier d'une maniére continue.

Enfin amenons le point figurauif en M', & gauche de 06’ et
au-dessus de ww'; la continuité dans la variation des propriétés du
corps n’est pas lnterrompue.

Or, bien que nous soyons partis de 1'état de vapeur, que nous
n’ayons 4 aucun moment observé de changement brusque dans
les propriétés du corps, le corps est maintenant & I'état liquide.

Si I'on observe que tous les coefficients qui déterminent les
propriétés mécaniques et calorifiques d'un corps s’expriment au
moyen des dérivées partielles de sov potentiel thermodynamique
sous pression constaule, on reconnailra sans peine que l'observa-
tion précédente est comprise, i titre de conséquence, dans la pro-
position sulvante :

La fonction analytique W', (2, T), qui représente, dans I'espace
ww'0, le polentiel thermodynamique sous pression constante du
corps pris & 1'état stable de vapeur, se prolonge au dela de O w’,
d'une et d'une seule maniere, en une autre fonction analytique
W, (p, T), qui représente le potentiel thermodynamique sous la
pression constante p du corps porté a une température T, snpé-
rieure 4 ©. Cette fonction analytique W, (p, T) se prolonge analy-
tiquement d'une et d'une seule maniére, dans 'espace @' w'w. La
fonction analytique qui la prolonge dans ce dernier espace n’est
autre que le potentiel thermodynamique ¥, (p, T) sous la pres-
sion constante p du corps pris & I'état de liquide stable.

La température O porte le nom de température critigue ou de
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point critigue; aux lempératures supérienres 4 la température
critique, le corps est dit a I'état gazeus.

Moyennant ces définttions, ce que nous venons de dire peut s’é-
noncer ainsi :

Le potentiel thermodynamique sous pression constante
W (p,T) de la vgpeur prise dans un état stable et le potentiel
thermodynamique sous pression constante W, (p,T) du liquide
pris dans un état stable, se prolongent au dela de la tempéra-
ture critique en une méme fonction analytique W, (p, T), qui
est le potentiel thermodynamique sous pression constante du
corps pris a ’état de gas.

Cette proposition, dont le point de départ est dans 'expérience,
mais qui affirme plus que 'expérience ne peut donner, cst ce que
nous nommerons premier principe de continuité de U'état (li-
quide et de Uétat gazeuz, ou principes d’ Andrews.

Andrews avait étudié l'acide carbonique; il avait trouvé, pour
valeur de la température critique (centigrade),

J =6 -—273 = 31 environ.

Depuis, on a pu étudier de la méme maniére d’autres corps, et les
principaux résultats trouvés sont les suivants :

Acide carbonique..... 8—1273 = 31 (Andrews)
Protoxyde d’azote.... 8 —273= 36,4 (Roth)

Ethyléne ............ 8 —273 = 9,2 (Van der Waals)
Acide sulfureux...... 8 — 273 =156 (Cailletet et Mathias)

Le principe d’Andrews conduit immédiatement i cette remarque
qu’on ne peut songer 4 liquéfier par la pression un gaz pris 4 une
température supérieure au point critique; de 14, on arrive aisément
4 penser que si I'on n’avait pu, avant les travaux d’Andrews, liqué-
fier 'air, le forméne, I'bydrogéne, I'azote, I'oxygéne et 'oxyde de
carbone, c’est qu’on avait étudié ces gaz a des températures supé-
rieures a leur point critique; ¢'est ainsi que M. Cailletet fut con-
duit & imaginer les méthodes de refroidissement qui loi ont permis
de liquéfier ces gaz. Ce n’est pas ici le lien d’étudier ces méthodes
en ddtail.
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Aux températures infiniment voisines du point critique, peut-on
observer du liquide sous des pressions inférieures a la tension de
vapeur saturée? Peut-on observer de la vapeur sous des tensions
supérieures a la tension de vapeur saturée? Ce qui précéde ne nous

Fig. 6.

apprend rien a cet égard. Pour ne faire aucune hypothése a ce
sujet, nous supposerons que la ligne III', au-dessus de laquelle on
est certain de pouvoir observer du liquide, el la ligne PP/, au-
dessous de laquelle on peut certainement observer de la vapeur,
viennent rejoindre lu courbe des tensions de vapeur saturée mw' a
la température du point critique ( fig. 6); nous admettrons qu'il
en est de méme des courbes P, P, I, II}. Si les régions que limi-
tent ces courbes sont, en réalité, plus étendues que nous ne le
supposons ici, le développement méme de la théorie nous 'ap-
prendra; mais nous ne voulons pas le supposer pour le moment.

Nous voyons maintenant que le potentiel thermodynamique d’un
corps qui peut se prése'nter a l'état de liquide et a I'état de vapeur
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est représenté par une fonction W'(p, T), qui jouit des propriétés
suivantes :

A droite de la ligne 6@’ (ftg. 7), cette fonction est une fonction

Fig. 7.
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analytique uniforme W,(p,T), qui se rapporte au corps pris a
I’état de gaz.

Dans Pespace §,ww’®, elle se prolonge par une autre fonction
analytique W', (p, T), qui se rapporte au corps pris a I’état de va-
peur stable.

Dans 'espace 0, mw'8, elle se prolonge par une autre fonction
analytique W, (p, T'), qui se rapporte au corps pris a I'état de li-
quide stable.

Sur la ligne »w, les deux fonctions W', (p,T), W,(p, T) pren-
nent Ja méme valeur, mais leurs dérivées partielles ne prennent
pas la méme valeur; ces dcux fonctions ne se continuent pas ana-
lytiquement I'une I'autre le long de la ligne wo'.

Dans 'espace wll, ', la fonction ¥, (p, T) se continue par une
autre fonction analytique ), (p, T), qui est relative au corps pris
a I'état de liquide instable.

Dans I'espace =P, w', la fonction ¥, (p, T) se continue par une
autre fonction analytique ¥, (p, T), qui est relative au corps pris a
I'état de vapeur instable.

Dans Vespace wll,w/, les deux fonctions W', (p, T), ¢,(p, T)
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vérifient, en chaque point (p, T), 'inégalité
v (P, T) < ¢3(p, T).

Dans l'espace wP;w’, les deux fonctions ¥,(p,T), ¢,(p,T)

vérifient, en chaque point (p, T), I'inégalité
vy (2, T) < 94 (p, T).

Nous avons insisté sur ce fait que le potentiel thermodynamique
sous pression constante d’un corps pouvait n'étre pas une fonction
uniforme des deux variables p, T, tandis que le potentiel thermo-
dynamique interne était toujours une fonction uniforme de v et
de T. Nous avons ici un exemple de la premiére assertion. La
fonction W(p, T), qui représente en toute circonstance le poten-
tiel thermodynamique sous pression constante du corps est uni-
forme & droite de ®®'; mais, a gauche de 8/, elle n’est uniforme
ni dans l'espace wll;w’, ol elle admet les deux déterminations
¥ (p, T), 4,(p, T), ni dans 'espace P,mw’, ol elle admet les
deux déterminations W, (p, T), ¥, (p,T). Nous verrons plus loin
que le potentiel thermodynamique sous volume constant est, lui,
toujours uniforme.

§ II. — Représentation géométrique du principe d’Andrews.

Proposons-nous, pour douner une image géométrique du prin-
cipe d’Andrews, de construire Ja surface

y=w(pT),

en prenantpoui‘ abscisses les températures (fig. 8) et pour ordon-

Fig. 8.

rep

y=T T}

nées les pressions. L’éloignement y de cette surface représentera,
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pour chaque température et pour chaque pression, le potentiel
thermodynamique sous pression constante d'an corps susceptible
de sc présenter a I'état liquide ou a I'état de gaz.

Aux températures supérieures au point critique 0, y est une
fonction uniforme de p et de T; la surface se compose d’une seule
nappe.

Si nous remarquons que, d’aprés les propriétés fondamentales
du potentiel thermodynamique,

Yy _
TP ‘V(p)T)a

v(p, T) étant le volume spécifique du g.az, nous aurons, comme in-

Fig. 9.

Y

tersection de la surface par un plan paralléle & p Oy une courbe
GG’ (fig. 9) montant de gauche a droite.

Pour p = o, v(p, T)est infini; la courbe sera donc tangenle au
plan TOy. '

Comme on a, de plus,

2y _0v(p, T)
apr = op

et que le second membre de cette égalité est toujours négatif pour
tous les gaz connus, on voit que la courbe tourne sa concavité
vers Op.

Pour une méme valeur de p, ¢(p, T) est d’autant plus grand
que T est plus élevé. Donc, plus la section représentée par la fig. 9
correspond & unc température élevée, plus elle s'abaisse vers le

plan yOT.
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Aux températures inférieures au point critique €, y est une
fonction non uniforme de p et de T; elle présente, au moins dans
certaines régions, deux valeurs : I'une qui correspond au liquide
et Pautre 4 la vapeur. La surface présente donc deux nappes.

La section de la surface par un plan paralléle 3 pOy se com
pose (fig. 10) de deux courbes analogues & la précédente.

Chacune d'elles s'éléve plus rapidement que la précédente, le

Fig. 10.
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liquide et la vapeur ayant des volumes spécifiques inférieurs a
celul du gaz.

Le volume spécifique du liquide étant toujours inférieur au vo-
lume spécifique de la vapeur, la courbe II} L relative au liquide a
toujours une inclinaison i)lus rapide que la courbe VP, relative &
la vapeur. Aux basses températures, le volume spécifique du li-
quide étant trés petit et le liquide étant trés peu compressible, la
courbe I\ L est trés voisine d’une droite verticale.

Lorsque la pression p devient égale a la tension de vapeur sa-
turée, les deux valeurs de y deviennent égales entre elles; les
deux courbes se coupent doncen un point w', tel que son ordonnée
ww' représente la tension de vapeur saturée a la température a la-
quelle correspond la section étudiée.

On voit sur la figure que, au-dessus du point &', on a forcément

YL < yv,
Fac. de Lille. E.3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



34 P. DUHEM.

1 élant la valeur de y relative au liquide et yy la valeur de y re-
lative A la vapeur. Le liquide est donc stable et la vapeur instable,
comme nous le savions déja. L'inverse a lieu au-dessous du
point w'.

La courbe w'L, relative au liquide, se prolonge indéfiniment
au-dessus du point w'; mais, au-dessous de ce point, elle est li-
mitée en un point II, dont ardonnée IT, IT| représente la pression
désignée, dans ce qui précéde, par II, (T).

La courbe w'V, relative 4 la vapeur, se prolonge au-dessons du
point & jusqu'a la ligne Oy, & laquelle elle est tangente, le vo-
lume spécifique de la vapeur devenant infini sous une pression
nulle. Mais, au-dessus du point @' elle est limitée ¢n un point P,
dont I'ordonnée PP, représente ce que nous avons désigné dans
ce qui précéde par P, (T).

En réunissant tous ces renseignements, on trouve pour la sur-
face

y= ILF’(p’ T)’
une forme analogue & celle que représente la fig. 11.

C est le point critique.

A droite de ce point, la surface préscnte une seule nappe CGG
relative au corps a 1'état gazeux. A gauche de ce point, elle pré-

Fig. x1.

G’

sente deux nappes VP, C, LI, C se recoupant suivant la ligne w'C.

I.a ligne w'C se projette sur le plan pOT suivant la courbe des
) proj plan p

tensions de vapeur saturée.
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Cette surface, qui donne une représentation géométrique (') de
toutes les propriétés du fluide, met en évidence les principales
conséquences du principe d’Andrews. On voit que U'emploi de
cette surface est inspiré par la classique théorie des fonctions non
uniformes imaginée par B. Riemann. La fonction W ( p, T') n’étant
pas uniforme, nous décomposons le plan des (p, T) en feuillets
se pénétrant suivant la coupure représentée par la courbe des ten-
slous de vapeur, la fonction W'(p, T) étant uniforme sur chaque
feuillet ; puis nous avangons chaque point de chaque feuillet, pa-
rallelement a Oy, d’une quantité proportionnelle & la valear qu’a,
en ce point, la fonction W' (p, T).

§ III. — Vaporisation totale. — Eléments critiques.
Courbe des volumes spécifiques.

Tracons la courbe wC (fig. 12) qui représente 4 chaque tem-
pérature la tension de vapeur saturée; lorsque la température T

Fig. 12.

- S

by

-]

tend vers la température critique O, la lension de vapeur saturée
tend vers une limite parfaitement dgterminée, @, représentée par
=4

.

(') M. J. Willard Gibbs a donné une autre représentation géométrique des
mémes propriétés en prenant pour coordonnées la température absolue T, ’éner-
gie interne U et U'entropie S [J. ViLLARD GiBBS, A method of geametrical re-
presentation of the thermodynamic properties of substances by means of sur-
faces (Transactions of the Connecticut Academy, t. 11, parl, I1, p, 382)].
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l'ordonnée ® C. Cette limite & est ce que nous nommerons la pres-
ston critique.

La courbe des tensions de vapeur saturée s'éléve toujours de
gauche a drmte et Lourne toujours sa convexité vers 'axe OT.

La l]uantzte es! donc lOuJOLU‘SpOSlHVG et C‘I olssante avec T

dT
c’est un fait d’expérience.
Lorsque [a température T tend vers la température critique 6,

la quanmé pourraltcrmlrc au dela de toute limite ;la courbe s G

serait alors tangente en G & 'ordonnde 60'. D’aprés Clausius,
c¢’est aux théories de M. Van der Waals (*) que I'on doit le rejet
de cette hypothése. Nous donnerons donc le nom de premier
postulat de Van der Waals a la proposition suivante :

Lorsque la température U tend vers la température cri-

. ., dw
tique O, la quantité tend vers une limite finie que nous de—
[ '

S]gn(‘I‘OD§ par —~ de

Considérons 'équation de Clapeyron et de Clausmq
. T
(16) L(T)= X [os(w, T)— va(m, T 22

Sur cette équation, les auteurs font, en général, le raisonnement
suivant :

Lorsque la température T tend vers la température critique
et la tension de vapeur saturée w vers la pression critique &, les
deux volumes spécifiques v, (w, T), va(w, T), tendent tous deux
vers une méme limite, qui est le volume spécifique v3(%, ©) du
gaz pris sous la pression critique € a Ja température critique 0.

do
-7 lendant cn méme temps vers une limite finie, la
.chaleur de vaporisation L(T) tend vers o.

Il importe de montrer que ce raisonnement spécieux dissimule

une hypothése que nous allons au contraire chercher a énonCer

La quantité ——

avec pIécmon

(*) Les écrits de M. J.-D. van der Waals ont été réunis et tradaits en allemand
par M. Fr. Roth sous le titre : Die Continuitit des gasformigen und flissigen
Zustandes ( Leiprig, 1881).
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Considérons une fonction U(p, T) égale, dans la région du
plan située a droite de 80/, a :

AT, (p, TY
walp, T)= =222,

dans la région du plan §;=C@, &

IWi(p, T),

92(p7 T): dp ]

dans la région du plan 8,5C0, a

oW, (p, T)

VI(P1 T): t)p

Cette fonction U(p, T) est, dans toute la partie du plan située
a droite de 0,4 une fonction analytique uniforme de’p, T; mais
elle présente une coupure, la ligne wC.

Siun point M(p, T)du plan ( fig. 13) tend vers un point m(w, <)
de la ligne wC du cété de cetie ligne qui regarde I'axe OT, la
fonction U(p,T) tend vers la limite ¢, (1, 7). Si un point M'( pf, T')
du plan tend vers le méme point m(w, t) de la ligne mC du c6té
de cette ligne qui regarde 'axe OP, la fonction U(p/, T'), tend
vers une autre limite v, (w, 7).

Mais, du moment que le point M du plan tend vers le point m
de laligne wC d’un cété déterminé de cette ligne, la limite vers
laquelle tend la fonction U(p, T) ne dépend pas de la forme du
chemin suivi par le point M pour se rendre au point .

La fonction U(p, T) tend vers sa limite d’une maniére uni-
Jorme.

On démontrerait sans peine que cela résulte des deux faits shi-
vants : ‘

La fonction se prolonge analytiquement, au dela de

aYi(p, T), ¥, (p. T)
op op
se prolonge analytiquement, au dela de la ligne wC, par la fonc-
Iy (p, T)
9p .
Les considéralions qui précédent s’appliquent & tout point m

oW, (p.T)
)

la ligne wC; par la fonction Ia fonction

tion
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de la ligne wG, sauf au point C. Elles ne s’appliquent plus au
puint C. Soit M(p, T) un point do plan qui tend vers le point

Fig. 13.
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C(¥, 8). Rien n’empéche que la valeur limite vers laquelle
tend la fonction U(p, T) ne dépende du chemin suivi par le
point M pour se rendre au point C.

Considérons de méme la fonction K(p, T), égale, dans la ré-
gion du plan située a droite de 80/, &

oW, (p, T .
T gy
dans la région du plan 8,5 C@’, & e
SW,(p, T )
25T ws,(p, T

dans la région du plan §,wC8, a

9 (

Ty .
o — —— ESulp, T).

Rien n’empéche que la valeur limite vers laquelle tend la
Jonction K(p, T) ne dépende du chemin suivi par le point M
pour se rendre au point C.

Que rien, dans ce qui précéde, n'empéche de faire ces deux
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%ypoLhéses, cela se voit sans peine; car ces hypothéses reviennent
simplement & supposer que le point C est un point conique ponr
la surface représentée par la fig. 11
Or voyons quelles seraient les conséquences ‘de ces hypothéses.
Supposons que le point (p, T) tende vers le point G par un
chemin MC (fig. 14), infiniment voisin de la courbe mC, et situé
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7% S

du c6té de la courbe wC qui regarde 1'axe OT. Les fonctions
U(p, T), K(p, T) tendront vers des limites déterminées que nous
désignerons par

U, (2, 8), K (X, e).

' Supposons que le point (p, T) tende vers le point C par un
chemin M'C, infiniment voisin de la courbe w(, et situé du codLé
de cette courbe qui regarde I'axe OP. Les fonctions U(p, T),
K(p, T) tendront vers des limites déterminées, mais différentes
des précédentes, que nous désignerons par

U(T, 8), K.(%, 8).
Nous aurons alors
lim[oy(w, T)—v(w, T)] = Uy (X, 8) — U (T, 8).
limI:(T):lim{T[Sz(m, T)—~Si(w, T}
= S LR, 8)— Ky( @, 0],
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Ainsi, dans cette hypothése, lorsque la température tend vers la
température crilique, et Ja tension de vapeur saturée vers la pres-
sion critigque, le volume spécifique du liquidé et le volume spéci-
fique de la vapeur ne tendent pas vers [a méme limite; Ia chaleur
de vaporisation ne tend pas vers o.

Celte hypothése ne serait nullement en contradiction avec le
principe d’Andrews; elle ne contredit pas non plus le postulat de
Van der Waals; I'équation (16) exigerait seulement que I'on edt

a® _ Ki(%,8)—K;(%,8)
d8 T U4, 8)— Uy (4, 8)

On voit aussi combien est faulif le raisonnement généralement
employé que nous avons exposé tout a I'heure.

l’msque I'hypothése que nous venons d’exposer n’a rien d’ab—
surde ni de contradictoire avee ce qui préccde, la rejeter, c’est
faire une hypothése; cette hypothése, nous la ferons explici-
tement sous la forme suivante :

Lorsque le point M(p,T) tend vers le point G(¥, ©), les
Jonctions U(p,T), K(p, T) tendent chacune vers une limite
finie, indépendante du chemin suivi par le point M pour se
rendre au point C.

Nous allons voir & I'instant méme que cette hypothése conduit
i cerlaines conséquences que Cagniard de Latour a, le premier,
constatées par I'expérience ; nous donnerons done & cette hypo-
thése le nom de postulat de Cagniard de Latour.

D’aprés les considérations précédentes, le postulat de Cagniard
de Latour entraine les deux conséquences suivantes :

° Lorsque la température T tend vers la température cri-
tigue O, et la pression p vers la pression critique €, le volume
spécifique vy (p, T) de la vapeur et le volume spécifique vy (p, T)
du liguide tendent vers une méme limite, v(¥%,0), que nous
nrommerons le volume critique.

2° La chaleur de vaporisation tend vers o.

Des deux propositions précédentes, il résulte évidemnent qu’un
liquide chauflé au voisinage du poinl critique peut se réduire en
vapeur brusguement et sous un volume presque égal au sien.
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C'est le phénomeépe que Cagniard de Lalour avait observé en
chauffant I’eau, 'alcool, I'éther, & des températures suffisamment
élevées et qu'il avail nommé vaporisation totale.

Revenons a la premiére des deux proposilions que nous avons
démontrées.

Imaginons que, dans le plan des (v, T), nous tracions la courbe

U, U, (fig. 15), représentée par I'équation
v=v[w(T), T],
qui donne, & chaque température T, le volume spécifique de la

Fig. 15.

vapeur saturée dont la tension est w(T); que nous tracions aussi
la courbe U, U, représentée par I'équation .

v =0, [(T), T]

LY

qui donne, i chaque température T, le volume spécifique du
liquide soumis & la pression w(T') de la vapeur saturée.

Le volume spécifique du liquide étant, 4 une méme température
et sous une méme pression, inférieur au volume spécifique de la
vapeur, la seconde courbe esl toujours située au-dessous de la pre-
micre.

Ces deux courbes viendront, d’aprés ce qui précéde, se réunir
en un méme point u, situé sur 'ordonnée O0’, et tel que la lon-
gueur © ¢ mesure le volume critique ¢ (%, 6).

Il est intérescant de chercher comment se fait cetle réunion.
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Pour le déterminer, nous nous appuierons sur deux faits d’ex-
périence et sur un postulat.
Les deux faits d’expérience sont les suivants :

1° Toutes les mesures montrent que le volume spécifique de

la vapeur saturée .
v1[w(T), T]

est une fonction de T qui décrolt lorsque la température croit,
et cela d’autant plus vite que la température'T est plus voisine
de la température critique ©.

2° Les observations de Thilorier d’abord, de Drion et Loir
ensuite, ont montré que : & toute température, pour les liguides
qui ne présentent pas de maximum de densité, et aux tempé-
ratures supérieures & une certaine limite (que nous supposerons
étre Uy) pour tous les liguides, le volume spéeifique du liguide
sous tension de vapeur saturée

V![m(T)i T]

est une fonction de T, qui croit avec T, d’autant plus vite que
la température T est plus voisine du point critique ©.

Ainsi : 1° la courbe U, U, descend constamment de gauche a
droite, et tourne saus cesse sa concavité vers 'axe OT.

2° La courbe U, U, monte constamment de gauche & droite, et
tourne sans cesse sa convexité vers I'axe OT.

A ces deux faits d’expérience, nous joindrons un postulat dont
I’énoncé sera amené par les considérations sulvantes :

On a, en général,

d o [w(T), T] _ dv(®,T) - doy(w, T) do

dT JT im dT’
des[w(T),T] _ 90y(w,T)  dey(w,T) dw
aT =TT T 9w 4T’

ce qui peul encore s'écrire

‘ doi[w(T).T] _ P (w,T) W (w,T) dv

(1) dT 0w dT Ot dT’

7 {

‘ ( dos[w(THT] _ oWy(w, T) 02, (=, T) do
dT T T owdT T w2 4T

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L’ETAT GAZEUX. 43

Considérons deux fonctions F(p, T), G(p,T) égales respec-~

tivement ;

1° Dans la région du plan situé a droite de ®8' (fig. 16), a

PP TY P (pT),
dp oT ap? ’

, - , , L W (B, T) , 02W, (p, T
2° Dans la région 0, wC@’ du plan, & 0; S eta ;P’ ;

. , 020 (p, T) . 02, (p,T)
] T o 1 : 1 .
3° Dans la région §,5C6® du plan, a 3p T etd —53

Les deux fonctions F(p, T), G(p, T) sont, dans toute la partie
du plan situéc a droite de 0,0;, deux fonctions analytiques uni-
formes de p et de T, ayant une coupure, la ligne wC.

Lorsque le point M{p, T) tend vers le point C(%, 8), il pour-
rait se faire que chacune des deux fonctions ¥ (p, T), G(p, T)

Fig. 16.
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4 9,

tendit vers une limite finie dont la valeur dépendrait du chemin MC
suivi par le point M pour venir au point C.

Suivons les conséquences de cette hypothése.

Supposons que, dans la région 9,wCO, le point M,(p, T,)
tende vers le point G(®, ©), par un chemin infinimenl voisin de
la ligne wC. Les fonctions F(pi, Th), G(pq, T,) tendront vers
des limites déterminées I, G,.

~ Supposons que, dans la végion §,wC@, le paint My(ps, Ta)
tende vers le point C(%, ©), par un chemin infiniment voisin de
la ligne wC. Les fonctions F(p2, Ta), G(pa, T2) tendront vers
des limites délermindes Fa, Gq, différentes en général de Iy, G,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



44 P. DUHEM.

Dés lors, les égalités (17) nous donneront

. do[w(T), T] _ d4
hm;——r =6 Fir G, ae’
. doy[w(T), T _ P %
hm%__—dT—— $T=®_ Fa+ G’%'

Les deux courbes U,U,, U, U, (fig. 17) aboutiront toutes

Fig. 17-

3

* deux au point u avec une tangente délerminée, différente pour
chacune des deux courbes.

Cette conséquence n’aurait rien d’absurde ni de ¢ontradictoire
avec ce qui précéde. Repousser 'hypothése que nous venons de
développer, cc sera faire une hypothése que nous énoncerons dans
les termes sulvants :

Si, lorsque le point M(p, T), tend vers le point C(%,®), les
Jonctions ¥(p, T), G(p,T) tendent vers des limites finies, ces
limites ne peuvent dépendre du chemin suivi par le point M
pour venir au potnt G ; st leur valeur absolue crolt au deld de
toute limite, leur signe sera indépendant du chemin MC.

Nous donnerons i cette hypothése le nom de second postulat

de Van der Waals, car elle conduit & des conséquences que,
. d’aprés Clausios, M. Van der Waals a énoncées le premier.

Les deux fonctions F(p, T), G(p, T) peuventi-elles toutes
deux, lorsque le point M(p, T)tend vers le point C(2, ©), tendre
vers des limites finies, qui, d’aprés le postulat précédent, seraient
indépendantes du chemin MC? En désignant par f, g ces limites,
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on aurait, d’aprés les égalités (17),

. \dv,[w(T), T] _ a2
“mg—vr——* o=l tE B
. {dv,[w(T), T] _ d®
hmg dT zT:a—f+g de’

Les premiers membres de ces égalités sont, nous l'avons vu,
deux quantités de signe contraire, et leur valear absolue va en
croissant lorsque la température T tend vers la température eri-
tique ©. Ces deux quantités ne peuvent donc tendre vers une
méme limite. L’hypothése que nous venons de faire est inaccep-
table. _

Lorsque le point M(p, T) tend vers le point C(%, 0), peot-il
arriver que l'une des deux fonctions F{p, T), G(p, T) croisse
au dela de toute limite, 'autre demeurant finie ? '

D’aprés le postulat précédent, la fonetion qui croit au dela de
toute limite croit avec un signe indépendant du chemin MC. Dés
lors, les deux quantités ’ '

dvy[w(T), T] dvy[w(T), T]
dT ’ dT ’
pour des valeurs de T, suffisamment voisines de @, auraient de
trés grandes valeurs absolues de méme signe. Ce dernier point est
en contradiction avec ce que nous savons de ces quantités.

Nous sommes donc obligés de supposer que les deuz fonctions
F(p, T), G(p, T) eroissent toutes deuz au dela de toute limite
lorsque le point M(p, T) tend vers le point C(%, 8).

D’aprés le postulat précédent, chacune d'elles croit au dela de
toute limite en gardant un signe indépendant du chemin MC. Dé-
terminons ce signe pour chacune des deux fonctions F(p,T),
G(p, T).

Les deux quantités

AW (p, T) dv‘(p,T)’

opoT —  OT
2, (p, T) . deoz(p, T)
gpdT . oT
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sont essentiellement positives; il en est de méme de la quantité

1)2111"2([), T) — d”:(PaT)
opoT ~ ~ oT

pour tous les liguides qui ne présentent pas de maximum de den-
sité; cette quantité est positive, méme pour les liquides qni pré-
sentent un maximum de densité, lorsque la température T est su-
périeure & ce maximum de densité.

Ainsi, au voisinage du point critique, la fonction

F(I)! T)
est essentiellement positive.

Les trois quantités

Wy (p, T) _ 901(p,T)

op* dp
2w, (p, T)  dea(p, T)
op? - dap ’
AWy (p, T) des(p,T)
op? T dp

sont essentiellement négatives pour tous les fluides connus; la

fonction
G(p, T)

est essentiellement négative.
Nous arrivons ainsl aux conséquences suivanles :
Lorsque le point (p, T) tend vers le point (%, ©), les quan-
tités
2w (p, T) 2, (p, T) Wy (p, T)
dpoT dpdT 7 T opoT

croissent au deld de toute limite; les quantités

Wy (p. T) 9wy (p, T) 2w, (p, T)
opt apr op?

sont négatives et leurs valeurs absolues croissent au dela de
toute limite. ]
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Supposer que 'on a I'une des égalités

0¥ (w, T) 0?2V, (w, T)
d® . omdT | d® . dw T
(18) 76 = —lim _——dz\vﬂ(m, T > 76 =—lim ‘—’—dﬂlf’,(m, T) ’
ow? on? '

.
ce serait faire une hypothése particuliére qui ne saurait étre exacte
en général. Sidonc nous nous reportons aux égalités (17), nous
voyons qu'en général, lorsque lc point M(p, T) tend vers le point
C(2, 8), les deux quantités

d o [w(T),T] d oy [w(T),T]
- dT ? dT

ne peuvent, nil’une ni 'autre, tendre vers une limite finie.

Comme la premiére est toujours négative et [a seconde toujours
positive, on voit que, sauf le cas particulier oit I'une des éga-
lités (18) serait vérifiée, lorsque le point M(p, T) tend vers le
point G(%, ©), la quantité

dvg[w(T), T]
dT

crolt au deld de toute limite; la quantité

doy[m(T),T]
dT

est négative el sa valeur absolue croit au deld de toute limite.

Ces deux derniéres propositions sont celles dont Clausius attri-
bue I'invention & M. Van der Waals. D¢ ces propositions, il résulte
que les deux courbes U, 1, U,U, viennent se réunir au
point u (fig. 18) en touchant en ce point l’ordonnée 08'.

Cette conséquence repose sur un nombre assez considérable
d’hypothéses que nous avons cherché 3 énoncer avec précision. 11
est done important de vérifier expérimentalement que les volumes
spécifiques de la vapeur saturée et du liquide sous tension de va-
peur saturée peuvent étre représentés, a toute température, par
une courbe présentant la forme figurée (fig. 18).

Cette vérification expérimentale nous est fournie par les re-
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cherches de MM. Cailletet et Mathias (*) qui nous donnent la
courbe des volumes spécifiques de 1'éthyléne, du protoxyde
d’azote, de 'acide carbonique et de 'acide sullureux.

Nous avons vu que la chaleur de vaporisation tendait vers o
lorsque la température tendait vers le point crilique; nous pour-

Fig. 18,

<]

_rons préciser davantage de quelle maniére la chaleur de vaporisa-
tion tend vers o, si nous admettons le postulat suivant, imité du
premier postulat de Van der Waals :

Lorsque la température T tend vers le point critique, la

d*w

T4 tend vers une limite finie.

quantité

Prenons, en effet, 'équation de Clapeyron,
T d
(16) L(T) = g [vs(@, T) + oa(w, T)] 53

différentions-la; nous trouvons

dL(T) : d o2
“’d_(T'— = g lotm, T —o(m D) (S5 + T 53)

+ TTdvi(w, T) doy(w, T)] dow
E daT dT dT

(1) CArLLETET et MaTHIAS, Recherches sur les densités des gaz liquéfies et
de leurs vapeurs saturées (Journal de Physique, 2° série, t. V, p. 54g; 1886).
~— Recherches sur la densiteé de Uacide sulfureur a lé¢tat liguide et a l’état
de vapeur saturce (1bid., t. VI, p. 414; 1887). — MM. Cailletet et Mathias ont
donné la courbe des densités pour ces différents corps; on en déduit sans peine
la courbe des volumes specifiques.
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Supposons que la température T tende vers la température cri-

lique 8; la quantité
o1(w, T)— ey (w, T)

tend vers o.
La quantité
do g
dT PAE]
tend vers une limite finie.
La quantité
ol
dT

tend vers une limite finie et positive.
La quantité
dva(w, T)
dT
croit au dela de toute limite.

La quantité
Ei"i (w, T)
dT

est négative ct sa valeur absolue croit au deld de toute limite.
On arrive donc au résultat suivant :

Lorsque la température T tend vers le point critique 0, la

dL(T)
dT
de toute limite.

quantité

est négative et sa valeur absolue croit au dela

La courbe L® qui donne les valeurs de la chaleur de vaporisa-

Fig. 1g.

L ®°

1
1
1
{
i
|
[}
[
]
|
1
|

0 ] L

tion en fonction de la température aura donc, aux températares
suffisamment voisines du point critique, la forme représentée par

la fig. 19.
Fac. de Lille. . E.4
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Au moment ot nous indiquions ce résultat dans notre enseigne-
ment de la Faculté des Sciences de Lille (1888-188g), M. E. Ma-
thias (1), sans avoir connaissance de nos Legons, suivait, jusqu’au
voisinage du point critique, la chaleur de vaporisation de I'acide
carbonique et du protoxyde d’azote; ses expériences, conduites
avec un soin et une précision extrémes, 'ont conduit au résultat
que nous venons d’énoncer.

.

§ IV. — Deuxidme principe de la continuité de ’état liquide
et de I'état gazeux ou principe de James Thomson.

Dans le plan des (p, T), tracons (fig. 20) I'ordonnée 00’ qui
correspond au point critique C; la eourbe ©C des tensions de va-
peur saturée; la courbe I1C au-dessus de laquelle il existe certai-

Fig. 20,

nement du liquide; la courbe PC au-dessous de laquelle on peut
certainement observer de la vapeur.

Considérons la fonction non uniforme W'(p, T) qui a les dé-
terminations suivanles :

1° A droile de 89/, la fonction ¥/ (p, T) admet ]la détermination
unique ¥ (p, T); '

2° Dans la région 8'CP, 1a fonction ¥/ ( p, T) admet la déter-
mination unique W,(p., T);

(') E. Matnias, Sur la chaleur de vaporisation des gas liquefics (Annales
de Chimig et de Ph) sique, 6° série, t. XXI, p. 69; 1890). — Voir, en particulier,
la fig. 9.
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32 Dans la région PCuw, la fonction W'(p, T) admet les deux
déterminations W,(p, T), ' (p, T);

4" Dans la région wCIl, la fonctioa W/ (p, T) admet les deux dé-
terminations W', (p, T), ¥, (p, T);

59 Dans la région §,11CO, la fonction ¥/(p, 1) admet la déter-
nation unique ¥, (p, T).

La quantité

, W (p. T)
¥(p, T)—p o

représentera I'expression non uniforme du potentiel thermody-
namique interne en fonction des variables p et T. 8i, dans cetie
expression, nous remplagons p par son expression en fonction des
variables v et T déduite de I’équation

QW (p, T)

oy ,
nous obtiendrons une fonction W{¢, T) des deux variables ¢ et T,
qui serale potenticl thermodynamique interne du fluide.

Le potentiel thermodynamique interne d’un systéme est une
Sonction uniforme des paraméires qui déterminent sans ambi-
guité possible 'état du systéme. Si donc nous supposons que la
connaissance des deux paramétres v, T détermine sans am-
biguité ’état du systéme, la fonction W (¢, T) sera une forc-
tion uniforme des deuzx variablese, T. 1l est, en outre, aisé de
voir, d’aprés le procédé qui a servi & la former, qu'elle est
une fonction analytique de v et de T.

Voyons donc quel est le sens de cette hypothése : la connais-
sance des deux variables ¢, T détermine sans ambiguité I'état du
fluide?

D’aprés les hypothéses fondamentales faites sur les fluides que
nous étudions, le liguide est défini sans ambiguité, si I'on se
donne le volume spécifique ¢, et la température T; la vapeur est
définte sans ambiguité si 'on se donne le volume spécifique ¢, et
la température T; le gaz est défini sans ambiguité sil’on se donne
le volume spécifique ¢; et la température T; la connaissance du
groupe de variables (¢, T) définit donc sans ambiguité I'état du
systéme sil’on y ajoute la mention que le fluide a la forme lhiquide,
la forme de vapeur ou la forme de gaz.
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Dés lors, on sera assuré que le systéme est entiérement défini
par la connaissance des variables ¢, T, si un méme point du plan
des (¢, T') ne correspond jamais a4 plus d’un des trois états : li-
quide, vapeur, gaz; ct cette condition suffisante est en méme temps
nécessaire. . '

Considérons le plan des (v, T) (fig. 21).

Dans I'équation

v=vi(p, T),
qui représente le volume spécifique du corps i I'état de vapeur,
remplagons p par la tension & de la vapeur saturée a la tempéra-

Fig. 21.

L .'8,,'

O~~~ ==~

V] 8,

ture T. Nous obtenons I’équation de la courbe U, u, qui représente
les volumes spécifiques de la vapeur saturée.
Dans I'équation
v=v(p, T),
qui représente le volume spécifique du corps 4 'état liquide, rem-
plagons p par la tension w de la vapeur saturée & la température T.
Nous obtenons I’équation de la courbe U, u, qui représente les vo-
lumes spécifiques du liquide soumis & la tension de vapeur sa-
turée. Nous avons vu comment ces deux courbes U, u, Uyu ve-
naient se rejoindre ct se raccorder.
S1, dans I'équation
v=v(p, T),

nous remplacons p par I'ordonnée P de la courbe PC (fig. 20),
au-dessous de laquelle lu vapeur est certainement observable,
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nous obtenons 'équation d’une courbe U u. Comme, 4 une tempé-
rature déterminée T, ]a valeur de P est supérieure & la valeur de w,
la valeur de ¢, (P, T) est inférieure & la valeur de ¢, (w, T) ct la
courbe U est située au-dessous de la courbe U, u.
Si, dans I’équation
v=va(p, T),

nous remplagons p par I'ordonnée Il de la courbe IIC (fig. 20),
au~dessus de laquelle le liquide est certainement observable, nous
obtenons I'équation d’une courbe T u. Comme, 4 une température
déterminée T, la valeur de U est inférieure a la valeur de w, la va-
leur de ¢,(II, T) est supérieure a la valeur de ¢,(w, T) et la
courbe Y u est située au-dessus de la courbe Uy u.

Taous les points da plan des (¢, T} qui correspondent au corps
pris & I’état de gaz sont silués & droite de ©8'.

Tous les points du plan des (v, T) qui correspondent au corps
pris 4 I’état de liquide stable sont situés dans la région G, U, u®.

Tous les poinls du plan des (¢, T) qui correspondent au corps
pris & I’état de vapeur stable sont situés dans la région §,U,u®'.

Tous les points du plan des (v, T) qui correspondent au corps
pris & Pétat de liquide inslable sont situés dans la région UyuT.

Tous les points du plan des (¢, T) qui correspondent au corps
pris & l'état de vapeur instable sont situés dans la région U,uU.

Un point (¢, T) correspond done, dans chacune des cinq ré-
gions que nous venons de définir, 3 un état du corps parfaitement
déterminé; un méme point (v, T) ne pourra jamais correspondre
a deux élats distincts du corps, & moins que deux des régions que
nous venons de définir n’aient une partie commune. Nous arri-
vons ainsi & la proposition suivante :

La connaissance des deux variables v, T définira sans ambiguité
I’état du corps, si deux des cinq régions définies ci~dessus ne peu-
vent jamais avoir de partie commune.

Les deux seules régions qui risquent d’avoir une partie com-
mune sont les deux régions U, uY et UuU,. Pour qu’elles n’ajent
aucune partie commune, il faut et il suffit que ordonnée de la
courbe Yu ne soit jamais supérieure i 'ordonnée dela courbe Uu.
D’oi la proposition suivante :

Pour que la connaissance des deux variables v, T définisse
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sans ambiguité Uétat du corps, il faut et il suffit que la
courbe Y u ne se place jamais au~dessus de la courbe Uu; ce
qui peut encore s’énoncer ainsi : Il faut et il suffit qu’on ne
puisse jamais, d une température déterminée, comprimer assezs
la vapeur pour gqu’elle prenne un volume spécifique inférieur
au plus grand volume spécifique que le liquide puisse atteindre
a la méme température.

Telle est I'hypothése que nous supposerons réalisée.

Lorsqu’on fait croftre au deld de toute limile la pression que
supporte un liquide sans faire varier la température T de ce li-
quide, il n’est pas vraisemblable que le volume spécifique de ce
liguide tende vers o. Il est & croire qu'il tend vers une limite infé-

Fig. 22,

o’

§
§

rieure positive, fonction de la température T, que nous désigne-
rons par Q(T). On peut en dire autant pour un gaz. Tracons,

dans le plan des (v, T) (fig. 22), la courbe

Qo

T

L

représentéc par l'équalion
v = Q(T),
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Y

qui représente, & chaque’ température T, la limite inférieure du
volume spécifique du liquide ou du gaz.

Tout point du plan des (v, T), situé dans la région non
ombrée Q' QY u U, correspond a un et un seul état réalisable
du corps.

Les points situés dans la région ombrée ne correspondent &
aucun état réalisable du corps.

A tout point (v, T) de la premiére région correspond une
Sonction W (v, T), analytique et uniforme dans toute cette ré-
gion, représentant cn chaque point le potentiel thermodyna-
mique interne de U'état du corps augquel correspond ce point.

Cette proposition est une simple conséquence du principe de
continuité d’Andrews et des diverses hypothéses faites dans ce qui
précéde.

Nous allons maintenant y adjoindre la proposition suivante, qui
constitue une nouvelle hypothése :

La jonction analytique wniforme W(v, T), qui est définie
dans toute la partie du plan des (v, T) qui est située au-dessus
de la courbe QQ et a U'extéricur de la courbe YuU, se pro-
longe, dans la région YuU intéricure a cette courbe, par une
Jonction analytique uniforme des deux variables o, T, fonc-
tion que nous désignerons encore par le symbole W(v, T).

Dans la région Y« V, la fonction W(v, T) ne représente plus le
potentiel thermodynamique interne d’aucun état réalisable du
corps; nous dirons qu’elle représente le potentiel thermodyna-
mique interne de U'étal idéal de James Thomson.

Nous donnerons 3 la proposition précédente le nom de deuxiéme
principe de la continuité de Uétat liguide el de Uétat gazeux,
ou principe de James Thomson. James Thomson n'a pas, en réa-
l11é, énoncé ce principe, mais seulement une de ses conséquences,
que nous renconlrerons au prochain paragraphe.

Insistons sur le caractére qui distingue essentiellement le prin-
cipe de continuité de James Thomson du principe de continuité
d’Andrews. Ce dernier énonce un résultat qui dépasse la portée de
I'expérience; aucune expérience ne saurait prouver qu'une fonc-
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tion est analytique; mais, du moins, est-ce un fait d’expérience
qui conduit, par induction, 4 énoncer ce principe.

Il n’en est pas de méme du principe de James Thomson, Celui-
ci est un principe dont la signification est purement analytique.
Non seulement il ne peut étre établi directement par ['expérience,
qui en peut seulement vérifier des conséquences indirectes, mais
encore aucune expérience ne conduit & I'énoncer.

V. — Lfisotherme théorique et l'isotherme pratique.
q p

Considérons I'équation

_ d¥(e, T)
T e

Silon y donne & T une valeur constante Ty et & ¢ les valears qui
correspondent & un des états réalisables que le corps peut prendre
& la température T, on obticnt une équation entre p et v qui est
Iéqualion de compressibilité, 4 la température Ty, du corps pris
sous cet état réalisable. .

Supposons que, dans cetle équation, on donne & T une valeur
fixe T,, supérieure & 8y, et & v toutes les valeurs supérieures i
Q(T,), c’est-d-dire toutes les valeurs qui correspondent soil aux
états réels du corps, soit 3 I’état idéal de Jumes Thomson. L’équa-
tion

W, Ty
dv

représentera alors, dans le plan des (p, ¢), une courbe a laquelle
nous donnerons, avec Clausius, le nom d'isotherme théorique
relative & la température T.

Etudions les particularités que présente I'isotherme théorique
relative aux diverses tempéralures.

1° Supposons la température T, supérieure & la tempdrature
critique 6.

Lorsque ¢, partant de Q(T), croit au deld de toute limite, le
corps ne cesse d’étre sous un état réel, ’état de gaz. La pression
décroit sans cesse, et d’une maniére continue, de Uinfinia o. On
obtient une isotherme théorique telle que 2z’ ( fig. 23). Cetle
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courbe présente une asymplote verticale : la droite QQ', donnée
par I'égalité
. ¢ = Q(l),

et une asymptote horizontale, I'axe O¢. Cette courbe représente,

Fig. 23.

B

p_—-—_—u—_—_—.———_—_-—_—_——

dans toute son élendue, la courbe de compressibilité d’un cor'ps
réel,

2° Supposons la température Ty inférieare au point critique 6.

Faisons croitre v, d’'une maniére continue, depuis Q(T,) jus-
quau deld de toute limite.

Dans le plan des (v, T) (fig. 24), le point figuralif part de la
position w, dont l'ordonnée, Tyw, est mesurée par la quantité
Q(T,). Dans le plan des (p, ¢) (fig. 25), une branche de courbe
QA vient de l'infini, ayant pour asymptote la droite ww’, repré-
sentée par I'équation

p=Q(Ty).

Tant que, dans le plan des (¢, T) (fig. 24), le point figuratif
demeure au-dessons du point a, ol la droite T,'T'; rencontre la
courbe Usu, les ordonnées des posilions occupées par ce point
représentent les volumes spécifiqnes da liquide stable. La pres-
sion décroft de 4 o0 & w, w élant la tension de vapeur saturée a la
température To. Dans le plan des (p, ¢) (fig. 23), on obtient un
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arc de courbe constamment descendant, QA, qui est la courbe de
compressibilité du liquide stable.

Lorsque, ensuite, dans le plan des (¢, T), le point figuralif du
volume monte du point « au point B (fig. 24) ot T, T, rencontre
la courbe Yu, la pression continue & décroitre, et, dans le plan

Fig. 24

’

ﬂ 82 To

des (p,v) (fig. 25), le point figuratif décrit un segment de
courbe AB, descendant de gauche a droite, qui est la courbe de
compressibilité du liquide instable.

Aux températures éloignées du point critique, le liquide est
peu compressible et la courbe QAB s’éloigne peu d'une droite
verticale.

Supposons que le volume ¢ continue 3 croitre ; dans le plan des
(v, T), le point figuratif s’éléve du point B au point y (fig. 24),
ou la droite TyT, rencontre la courbe Uu. Dans le plan des
(pyv¢) (fig- 25), le point figuratif décrit un arc de courbe BC
qui est la courbe de compressibilité de Détat idéal de James
Thomson. L'ordonnée 3B du point B est la quantité que nous
avons désignée par II{T,). L’ordonnée yC du point C est la
quantité que nous avons désignée par P(T,). lLa pression I(T,)
est inférieure & la tension de vapeur saturée w(Ty), tandis que la
pression P(T,) est supérieure 4 la tension de vapeur saturée
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w(Te). L'ordonnée du point C est donc supérieure a celle du
point B, ce qui exige qu’en certaines régions de la courbe BC

g_v soit posilif. Ainsi, dans certaines circonstances, 1'élat 1déal de
(4

James Thomson peut augmenter de volume lorsque la pression

Fig. 23.
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croit, 4 l'inverse de ce qui a lien pour tout fluide réel. Il en
résulte (') que le fluide, pris sous cet étal et soumis a une pression
constante, pourrait ne se pas mettre en équilibre stable.

Lorsque, dans le plan des (v, T) (fig. 24) le point figuratif
monte du point y au point 8, ou T, T rencontre la courbe Uju,
la pression décroit de P(Ty) a w(Te). Dans le plan des (p,¢)
(fig. 25), le point figuratif décrit un arc de courbe qui descend
de gauche a droite, du point G au point I, situé avec A sur une
méme paralléle 4 Oy, représentée par I'équation

p=w(T).

L’arc CD est la courbe de compressibilité de la vapeur instable.

(*) Voir Cours de Physique mathematique et de Cristallographie de la
Faculte des Sciences de Lille : Hydrodynamigue, Elasticite, Acoustique,
p- 83 (Paris, 18g1).
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Loi‘sque le volume spécifique continue i croitre, le point figu-
ratif, dans le plan des (p, ¢) (/ig. 25) décrit un arc de courbe DE
qui descend de gauche & droite et tend asymptotiquement vers la
droite Ov. Cel arc est la courbe de compressibilité de la vapeur
stable.

La courbe QABCDE forme une seule courbe analytique, définie
par I'équation

oW (v, Ty) "

T e ?

dont certaines parties sont courbes de compressibilité d’élats réels
de la maticre, tandis que d’autres parties, ayant une signification
purement analytique, correspondent & I'état idéal de James
Thomson.

Dans I'équation de I'isotherme théorique, le paramétre T, figure
analytiquement ; lorsqu’on fail varier Ty, I'isotherme théorique se
déforme et se déplace d’une maniére continue. et lorsque Ty, en
croissant, traverse la température critique ®, il n'y a aucune in-
terruption dans la continuité de cetle déformation et de ce dépla-
cement.

C’est cette derniére conséquence du deuxiéme principe de la

continuité de 1'état liquide et de I'état gazeux, et non le principe
lui-méme, que M. James Thomson (') avail énoncé,
- La fig. 26 représente les 1sothermes de I'acide carbonique a
quelques températures ; les parties marquées en traits pleins ré-
sultent des expériences d’Andrews ; les parties pointillées, des
formules de Clausius, dont nous parlerons plus loin. ‘

Cette figure met en évidence la déformation continue admise
par M. James Thomson. )

A une tempéralure supéricure au point critique, U'isotherme
théorique représente la courbe de compressibilité d'un état du
corps qui est réalisable et stable.

Il n’en est plus de méme pour l'isotherme théorique relative a
une lempérature inférigure au point critique ( fig. 25). Les deux
segments QA DE sont tels, que chacun de leurs points correspond
a un état réalisable et stable du corps; mais les points des seg-

(') J. Tuonson, Proceedings of the Royal Society of London. Nov. 1871.
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ments AB, CD correspondent & des états du corps réalisables, il
est vrai, mais instables et ne pouvant étre observés que moyen-
nant certaines précautions; quant au segment BC, chacun de ses
points correspond & un état idéal qui n'est nullement réalisable.

Supposons que I'on détende le corps 3 température constante T,
dans des conditions telles que les états stables puis‘sent seuls étre

Fig. 26.
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obtenus ; dans le plan des (p, v), le point figuratif va suivre un
chemin que nous nommerons avec Clausius I'isotherme pratigue
a la température T,.

Le volume spécifique partant de Q(T,) pour croitre jusqu'a
¢9:[w(To), To], Iétat liquide du corps est stable. Le point figuratif
décrit la branche QA (fig. 27) commune & I'isotherme théorique
et i I'tsotherme pratique ; la pression descend de + o0 & w(T,).

Si I'on faisait croitre le volume spécifique du liquide au dela de
ve[w(Ty), Tg], Tétat liquide cesserait de représenter un état
d'équilibre stable. D’aprés hypothése faite, le syst¢me ne peut
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plus se présenter & I'état de liquide homogéne ; pour qu'il puisse
atteindre un état d’équilibre stable, il faut qu'une partie du liquide
se vaporise. )

Le corps n’étant plus homogéne, il n’y a plus lieu de parler de
son volume spécifique ; mais on peut définir son volume spéci-

Fig. 27.

=

h]
&

v

3 S U

Sique moyen. Si M est sa masse totale, et V le volume tolal qu’il
occupe, ce volume spécifique moyen est le rapport

Il est aisé de voir que I’éLat du sysléme, divisé ainsi en deux
masses séparément homogénes, I'une de liquide, 'autre de vapeur
saturée, est défini, & chaque température T, si I'on donne sa
masse M et son volume spécifique moyen u.

Si I'on désigne, en effet, par m, et m, les masses de vapeur et
de liquide qﬁ’il renferme, on aura, pour délerminer ces masses
my, mq, les deux équations

| myor[®(Ty), To] + mava[m(Ty), Ty] = Mu,

nuy -+ my = M,

(19)
Supposons donc que 'on fasse croitre le volume spécifique

moyen u depuis la valeur v,[w(T,), To]. Le corps se sépare en
deux masses, I'une de liquide, 'autre de vapeur, déterminées par
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les équations précédentesl. La pression demeure constumment
égale & w(Ty). Le point figuratif M décrit une paralléle AD al'axe
des volumes ( fig. 27).

Il en estainsi jusqu’au moment ol u atteint la valeur o, [w (1), T7.
A ce moment, les équations précédentes donnent

my — O, my — M.

Le corps est entier réduil en vapeur; cet état de vapeur homo-
géne est un état d’équilibre slable.

Si l'on continue & faire croilre ¢, le point figuratif décrit la
branche DE, commune i l'isotherme théorique et & P'isotherme
pratique.

Ainsl, au-dessus du point critique, I'isotherme pratique coin-
cide avec Uisotherme théorigque; mais, au-dessous du point
critique, Uisotherme pratique se compose de deux branches
QA, DE de Uisotherme théorique, reliées 'une a ’autre par
une paralléle AD & Uaze des volumes; l'ordonnée de cetie pa-
ralléle mesure la tension de vapeur saturée; lorsque (e point
figuratif décrit cette paralléle, le systéme n’est pas homogéne :
une partie de sa masse est a 'état liguide, une autre partic a
l’état de vapeur saturée.

Le point figuratif étant en M, sur la droite AD, cherchons la
valeur du rapport ‘

ﬂ
my .
de la masse de la vapeur 4 la masse du liquide.

Les équations (19) nous donnent, pour déterminer z,

z oy [w(To)y Tol+02[w(Te), To]l = (1 +2z)u
ou hien
_u—vwy[w(Ty), Tu]_
- o1[w(Tq), To] —u

Soit L le point ot la droite AD rencontre I'axe Op (fig. 27).
On a
LA = os[w(T0), To],

LM = u,
LD = vy [w(Ty)],
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et, par conséquent,
MA = u— Vz[m(TO)) TO],
MD = ¢;[w(T,), To] —u,
ce qui donne
: _ MA
= §D"

x

Lorsque le point M se déplace sur la droite AD, le rapport
de la masse de vapeur que renferme le systéme & la masse de
liquide qu’il contient est marqué par le rapport de la lon-
gueur MA ¢ la longueur MD).

Dans le plan des (p, ¢), tragons les isothermes pratiques (fig. 28)
QADE, QA'D'E, oA'D'E’, ...,
relatives aux températures

! "
TO; Tm Tm

Fig. 28.

[\ L

Tragons la courbe lieu des points A, A’, A”, ...; cherchons
quelle est ’équation de cette courbe.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L'ETAT GAZEUX, 65

Les. coordonnées d'un point de cetle courbe sont :
Comme ordonnée, la tension de vapeur saturée w(T) & la tem-
pérature T';
Comme abscisse, le volume spécifique vo[w(T), T] du liquide
sous lension de vapeur saturée.
L’équation de la courbe AA’A”. .. résulie donc de I'¢limination
de T entre les équations
p=w(T),
v =v[w(T), T].

De méme, I’équation de la courbe lieu des poiats D, D/, D7, ..
résulte de I'élimination de T entre les équations

p=ao(T),
v =v¢[w(T), T].

Pour la température © du point critique, on a
vi[w(8),8]=v0,[w(8), 8] =u,

u étant lc volume critique. Les deux courbes AA'A”...et DD'D"...
viennent donc se réunir en un point P, situé sur l'isotherme rela-
tive 4 la température critique, ce point P ayant pour abscisse le
volume critique & et pour ordonnée la pression critique w(8). .
Le coefficient angulaire de la tangente & la courbe AA'A". .. a
pour valeur
dw(T)
dT . .
do[w(T), T}
a7

a =

Si l'on envisage seulement les températures supérienres au
maximum de densité, pour les liquides qui en présenient un, les
deux termes de ce rapport sont positifs; a est donc positif, et la
courbe AA’A’... s'életve constamment de gauche a droite.

Le coefficient angulaire de la tangente & la courbe DD'D”. ..

a pour valcur
dw(T)
N TdT
T Ao [w(T), T
. dT
Fac. de Lille. E.5
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Pour toutes les vapeurs connues, le numérateur de ce rapport

est positif et le dénominateur négatif; 8 est donc négatif, el la
courbe DD'D"... s’éléve constamment de droite 4 gauche.

- . . d
Lorsque T tend vers la températnre critique 8, T;,(I ) tend

d®  doy|w(T),T]

vers une limite finie T T crofit au dela de toute li-

mite ; i%w est négatif, et sa valeur absolue croit au dela
de toute limile; les deux quantités o et 8 tendent vers zéro, la pre-
miére par valeurs positives, la seconde par valeurs négatives.

Les deux courbes que nous venons de considérer se raccordent
donc au point P; leur tangente, commune ea ce point, est hori-
zontale.

L’ensemble de ces deux courbes forme une seule courbe analy-
tique, dont l'équation s’obtient en éliminant T entre les deux

équations
p=o(T),

¥ (p, T)
= —.—dp .

Si nous prenons un point M du plan des (p, ¢) (fig- 29) 4 l'in-
téricur de la courbe APD, et si nous voulons que ce point soit le

Fig. 29.

point figuratif d’un état observable et stable du sysiéme, il cor-
respondra forcément 4 un état hétérogéne, ol le systéme renfer-
mera 3 la fois du liquide et de la vapeur. Si m, est la masse de
vapeur et m. la masse de liquide qu’il renferme, on aura, comme
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nous ’avens vu tout & heure,

_omy _ MA’
~my MD”

A’D’ étant la paralléle & Ov menée par le point M.

Si nous prenons, au contraire, un point N, extéricur 4 la courbe
APD, I'état observable ct stable du systéme dont ce point est le
point figuratif est un état homogéne.

L’isotherme théorique relative & la température T, a pour équa-

thl’l
. J w'([h Tn)_

op
Envisageons, en particulier, I'isotherme théorique relative a la
température critique @; pour cette isotherme, nous aurons

av(p,8) _ 0*¥'(p,8)
op op?

La quantité % t tou] boatl r fluid l
aq ité - est toujours négative pour un fluide quelconque

pris dans un état observable quelconque; elle ne peut étre posi-
tive que pour I'état idéal de James Thomson; comme cel état ne
peut correspondre qu’aux températures inférienres au point cri-
tique, nous sommes assuré que ? est négatif tout le long de I'iso-
therme théorique relative 4 la température critique. Celte iso-
therme descend sans cesse de gauche a droite.

bd_v est toujours fini, sauf lorsque la température, le volume
spécifique et la pression sont la température, le volume et la
pression critique; dans ce cas particulier, nous savons que

AW (p,T)
op?

devient infini; la tangente a lisotherme théorique du point cri-
tique n’est done horizontale qu'en un seul point, au point que,
dans la fig. 28, nous avons désigné par P.

De la on conc]ut sans peine le théoréme suivant, qui est di a
M. Sarrau ('):

(') Sarrau, Sur la compressibilité des gas (Comptes rendus, 1. XCIV, p. 63g;
1882).
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L’isotherme relative a la température crilique présente un
point d’inflexion dont la tangente est horisontale; ce point a
pour coordonnées le volume critigue et la pression critique.

Au point P, Pisotherme relative 3 la température critique est
tangente & la courbe AA’...P...D)’D. Si Pon observe qne tout
point intérieur & la courbe APD représente un état stable héléro-
geéne du systéme, tandis qne tout point dc Pisotherme critique cor-

Fig. 3o.

() £

respond A un état stable homogéne, on voit que I'isotherme critique
aPd (fig. 30) doit étre en entier a I'extérieur de la courbe APD.

Considérons ces deux courbes. Elles partagent le plan des (p, ¢)
en quatre régions. Un plan du point des (p, ¢) représente un et un
seul état observable el stable du systéme.

Si le point figuratif est dans la végion 1, ou APD, Iétat du sys-
téme est un état hétérogéne, formé de liquide et de vapeur; nous
savons suivant quelle régle on détermine le rapport de la masse de
la vapeur a la masse du liquide.

Si le point figuratif est dans la région 2, ou DPd, I'état du sys-
téme est 1'état de vapeur homogeéne.

St le point figurauf est dans la région 3, située au-dessous de
I'isatherme aPd, 1'état du systéme est un état gazeux homogéne.

Si le point figuratif est dans la région 4, ou aPA, 'état du sys-
téme est un état liquide homogeéne.
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La considération de ces courbes permet de discuter les phéno-
ménes qui se produisent lorsqu’on chauffe, sous volume constant,
un systéme formé de liquide et de vapeur saturée.

Lorsque le volume est maintenu constant, le volume spécifique,
vral ou moyen, demeure aussi constant. Le point figuratif se dé-
place donc sur une paralléle a la droite Op. Deux cas sont 4 dis-

2

e —— O
A Y

]
|
|
I
|
I
I
|
|
I
|
I[
i
2

o

B it

tinguer selon que cette paralléle est a droite ou & gauche de la
paralléle QQ' ( fig. 31) a la droite O p menée par le point P.

Considérons, en premier lieu, le cas ou la droite SS”, sur
laquelle se meut le point figuratif, est située & droite de la ligne
QQ'. Le systéme est d’abord formé de liquide et de vapeur; au
fur et & mesure que la température s’éléve, la pression, toujours
égale a la tension de vapeur saturée, s’éléve aussi; la masse du
liquide diminue et la masse de la vapeur augmente. Au moment olt
le point figuratif traverse en S'la ligne APD, le systéme ne ren-
ferme plus de liquide ; il ne renferme plus gqu'une masse hemo-
géne de vapeur dont la pression croit avec la température. Lors-
qu’on atteint la température critique 9, la igne S8 traverse, en
§”, 'isotherme aP d ; 4 cc moment, la vapeur homogeéne se trans-
forme en gaz homogéne sans disconlinuité.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



70 ) P. DUHEM.

Considérons, en second lieu, le cas ou la droite RR”, sur laquelle
se meut le point figuratif, est située & gauche de la ligne QQ'. Le
systéme est d’abord formé de liquide et de vapeur; au fur et &
mesure que la température s’éléve, la pression, toujours égale i la
tension de vapeur saturée, s’éléve aussi;la masse de la vapeur
diminue et la masse du liquide augmente. Au moment oi1 le point
figuratif traverse en R’ la ligne APD, le systéme ne renferme plus
de vapeur ; il ne renferme plus qu'une masse homogene de liquide
dont la pression croit avec la température. Lorsqu’on atteint la
température critique @, la ligne RR” traverse, en 5", isotherme
ald; 4 ce moment, le liquide homogéne se transforme en gaz
homogéne sans discontinuité.

On sait que Pon construit des tubes en verre remplis d’acide
carbonique, dits tubes de Natterer, qui présentent ces deux sortes
de phénoménes.

§ VI. — Théoréme de Clausius.

Supposons que l'on connaisse 1'équation -
P :f(vv T)

qui définit, & chaque température T, I'isotherme théorique relative
a cette température; les deux variables v et T définissant sans
ambiguité I'état du systéme, cetle équation doit donner p en
fonction uniforme de v et de 7T.

Pour toutes les valeurs de ¢ et de T qui correspondent a des
états réalisables du corps, cetle équation définit les lois de com-
pressibilité et de dilatation du corps.

Quels renseignements pouvons-nous lirer, pour la connaissance
du corps, de I'étude de cetie équation?

Connaissant 'isotherme QABCDE ( fig. 32) relalive a une cer-
taine température, si I’on savait placer la droite AD, on connaitrait :

1° La tension de vapeur saturée w(T), représentée par lor-
donnée 2A du point A;
2° Le volume spécifique du liquide sous tension de vapeur .
saturée
va[e(T), T],

représcnté par I'abscisse Oz du point A ;
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32 Le volume spécifique de la vapeur saturée
o [w(T), T],

représenté par 'abscisse O 8 du point B

Fig. 32.

|
|
i
l
|
I
|
|
i
1
o 3
4° Silon sait ainsi déterminer a toute température T les quan-
tités '
w(T).
Vi[!B(T), TJv
ve|w(T), T],

on saura calculer la chaleur de vaporisation par la formule de
Clapeyron et de Clausius,

dw(T)

L(T) = ¢ fos[m(T), T] — oa[m(T), T)f L2

On voit par la combien serait grande I'importance d’une régle
permettant de placer la droite AD.

Cette régle a été donnée par Clausius, en 1859 (*). On peut la
justifier de la maniére suivante.

(') Cravusius, Wiedemann's Annalen der Physik und Chemie, t. 1X, p. 127;
18~0; — Annales de Chimie et de Plysique, 5 série, t. X, p. 358,
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. La tension de vapeur saturée  la température T est donnée par
I'équation
(13) Y (o, T)=W,(w, T).
Celte équation peut encore s’écrire
¥ [01(w, T), T]+wvy (@, T) = Wy [ve(w, T), T] + wes(w, T).

Mais, d’aprés le principe de James Thomson, W (v, T) est une
fonction analytique uniforme de ¢ pour toutes les valeurs de ¢
comprises entre ¢, et v;. On peut donc écrire '

7T oy (e, T

5o dv,

¥i[oi(w, T), T] — Wa[va(w, T), T] =

vy (@, T)

et I'égalité précédente devient

v (@, T) yypp
[T e, ) ontm T =
v (@, T) do

L’équation de la courbe QABCDE est

_ 0W(e,T)
T T

L’égalité précédente peut donc prendre la forme définitive

e (@, T)
(20) f pdv—wlvy(w, T)—vy(w, T)] = o.
vy1@,T)
L’interprétation de celte équation conduit & la régle suivante

pour placer la droite AD :

Entre la droite AD et la courbe ABCD se trouve une aire
close que la droite AD décompose en deuz parties: {’une, Joy,
dont tous les points sont au-dessus de AD; Cautre, L., dont
tous les points sont au-dessous de AD. La droite AD est placée
de telle sorte que

(2[) ' J”l == -JL,;.

Aux températures inférienres au point eritique, il existe certai-
nement une droite AD satisfaisant 3 la condition (21). En effet,
nous avons vu que les parties réalisables de P'isotherme théorique
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se composaient de deux branches @B, CE descendant de gauche a

droite, la seconde issue d’un point C plus élevé que le point B ol

aboutit la premiére. La courbe continue qui relie le point B au

point G présente donc unc ordonnée wM plus petite que toutes

les autres et une ordonnée vN plus grande que toutes les autres.
S1 I'on donne & la droite AD I'ordonnée pM, on a

CRD1>O’ cR-u:().

Si la droite AD s’éléve d’une maniére conlinue, ooy, oLy varient
d’une maniére continue.
Lorsque la droite AD prend Pordonnée yN; on a

cRni = 0, wl-;z>0.

1l se rencontre donc, cntre ces deux positions extrémes, au moins
une position de la droite AD pour laquelle I'égalité (21) est
vérifiée.

N'y aura-t-il qu’une seule position de la droite AD vérifiant la
condition (21)?

Sil'isotherme théorique ne présente qu'un seul point M d’or-
donnée minimum et un seul point N d’ordonnée maximum, on
sera assuré qu’une seule position de la droite AD pourra vérifier
I’équation (21); car, lorsque 'ordonnée de la droite AD variera,
‘en croissant, de pM a yN, l'aire &, ira sans cesse croissant et
I'aire ., sans cesse en décroissant. Ces deux aires ne pourront
donc devenir qu’une seule fois égales entre elles.

Nous admettrons qu’aux températures inféricures au point
critigue, [’isotherme théorique ne présente qu’un seul point
d’ordonnée maxima et qu’un seul point d’ordonnée minima.
Nous serons alors assuré que la régle de Clausius délermine la
tension de vapeur saturée en fonction uniforme de la tempé-
rature.

Au point d’ordonnée maxima ¢t au point d’ordonnée minima, la
tangente a l'isotherme théorique est paralléle a I'axe O¢; on a
donc en ces poinis

ap

aw -

Nous admettrons que ce sont la les seuls points ot la tan-
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gente a Uisotherme théorique soit horizontale. Dés lors, la

., 0, . . . ~
quantité £ sera négative en tous points des ares QM, NE, et po-

_sitive en tout'point de I’arc MN.
Nous avons vu que l'isotherme théorique relative a la tempéra-
ture critique présentait un point d’inflexion dont la tangente était
horizontale et que les coordonnées de ce point étaient la pression

critique et le volume critique; il résulte de ce qui vient d’étre
admis qu'aucune autre isotherme théorique ne peut présenter un
point d'inflexion dont la tangente soit horizontale. On obtiendra
donc sans ambiguité la température critique, le volume crilique
el la pression critique, en résolvant les trois ¢quations

f(u'v 8) - (-P1
9f(u,©) _

(22) ou "
02 f(u, 8) .

ou

qui expriment que lisotherme théorique relative a la lempéra-
ture © passe au point (¢, ®) el y a un point d'inflexion dont la
tangente est horizontale. Ainsi ‘sc trouve justifiée la méthode
employée par M. Sarrau pour obtenir les données critiques au
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7
moyen de la loi qui lie le volume spécifique, la pression et la
température. -

Reprenons le plan des (p, T) (fig. 33). Tragons-y la courbe
®( qui donne les tensions de vapeur saturée, et les diverses courbes
que nous avons constamment désignées par 1C, PC, I, C, P, C.

Fig. 34.

o )
\

[

1
1
1
!
1
1
‘
"
T

Cherchons, d’apreés les propriétés de I'isotherme théorique, com-
ment doivent étre disposées ces diverses courbes.

Prenons (fig. 34) I'isotherme théorique relative a la tempéra-
ture T. Soit QABCDE cette courbe.

L'ordonnée commune des points A et D représente la Lension
de vapeur saturée a la température T.

D’aprés la signification attribuée aux deux points B, G, I'or-
donuée 3B représente la pression représentée, dans Ja fig. 33, par
TII; Pordonnée yC représente la pression représentée, dans la
fig. 33, par TP.

Lorsque le point figuratif décrit 'arc d’isotherme QAB, le vo-
]ump spécifique ¢, (p, T) du liquide est fonction analytique uni-
forme de p et de T. Cetle fonction demeure analytique jusqu'au

\ . - . - v
moment ot le point figuratif arrive en M. Mais, 4 ce moment, i

devient infini, et cette fonction ¢esse d’éire analylique.
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Ainsi vo(p, T) est, fonction analytique de p et de T lorsque p
varie de 4+ o0 a uM.

La fonction W (v, T) est une fonction analytique uniforme. Si
nous considérons la fonction

W(p, T)+ pv,

et si nous y remplagons ¢ par ¢a(p, T), nous obtiendrons une
fonction de p et de T qui, lorsque p scra compris entre -+ oo
et uM, sera analytique et uniforme.

Or, lorsque p varie de 4 0 & 2 A, cette fonction coincide avec
W, (p, T); lorsque p varie de oA a 3B, cette fonction coincide
avec ¥, (p, T); on voit donc que ces deux derniéres fonctions se
prolongent analytiquement jusqu'a ce que p = wM, mais point
au deld. L’ordonnée pMreprésente done, dans la fig. 34, la pres-
sion qui est représentée dans la fig. 33 par TII,.

On verraitde méme quel'ordonnéevNreprésente, dans la fig. 34,
la pression qui est représentée dans la fig. 33 par TP,.

L’isotherme théorique relative 4 la température T est repré-
sentée par I'équation

. oW, T)
p=—

Aux points figuratifs M et N, on doit avoir

)
?9}5 =0
ou
*W(y, T)
T ovt -

81 donc, entre les deux équations

oW(e, T) -

dv p’

»We, Ty |
do? =0

(23)

on élimine ¢, on obtiendra 'équation du lieu des points Py, T
dans le plan des (p, T) (fig. 33). .
Si, entre ces mémes équations (23 ), on élimine T, on obtiendra

équation du liew des points M, N dans le plan des (2 “)
(fig.34).
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81 'on désigne par @, u, ¥, la température, le volume ét la
pression critiques, on aura

@ = Q‘E(du,‘e),
u

_ 0*W(u, 8)

o= our

Donc, dans le plan des (p, ¢) (fig. 34), le lieu des points M,
N passe par le point P; dans le plan des (p, T) (fig. 33), le lien
des points II,, P, passe par le point C.

Le lieu des points B, G (fig. 34) passera aussi par le point P,
car il est toujours compris entre les courbes APB et MPN. Le lieu
des points P, I ( fig. 33) passera aussi par le point C, car la
courbe PC est toujours comprise entre les courbes mC et P, C; Ia
courbe I1C est toujours comprise entre les courbes wCet I, C. Le
développement méme de la théorie nous montre donc que les
courbes lieux des points P, II, P,, TI,, passent au point C, ce qui
répond a une question posée ci-dessus (p. 29).

§ VII. — Représentation géométrique du principe
de James Thomson.

Pour toute valeur de T supérieure 4 0, et pour toute valeurde v
supérieure a4 Q(T), il existe une fonction analytique uniforme
¥(v, T) qui coincide avec le potentiel thermodynamique interne
du systéme pour toute position du point figuratif (v, T) qui cor-
respond 4 un état homogéne réalisable; tel est le principe auquel
nous avons donné le nom de principe de James Thomson.

Entre les deux équations

d=W(o, T)+ pv,

. 0W(e, T)

==
éliminons la variable ¢; nous obtiendrons une équation nous don-
nant ® en fonction, uniforme ou non, de p et de T. Cette fonc-
tion ®(p, T) coincidera évidemment avec la fonction W (p, T)
déji étudide et représentée par la fg. 11 pour toutes les valeurs
de p obtenues en remplagant ¢ et T, dans 'équation

_ ow(e, T)
= dv ’
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par les coordonnées d’un point extérienr a la courbe U uY(fig.33).
Lorsque, dans ’équation

_ oW(s, T)
==

on remplace ¢ et T par les coordonnées d’un point intérieur a la
courbe UuY, on obtient une nouvclle nappe de la fonction
®(p, T), nappe qui représente le potentiel thermodynamigue

Fig. 35.

sous pression constante de U'état idéal de James Thomson.
C’est cette nappe qu'il s’agit maintenant d’étudier et d’ajouter a
la fig. 11, de maniére que la nouvelle figure obtenue nous repré-
sente complétement la fonction

y=%(p, T).

La nouvelle nappe n’existe qu'aux températures inférieures au
point critique; étudions donc la section de la surface par le plan

T:T()v

T, étant compris entre §, et 6.
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Pour cela, considérons I'isotherme relative 4 la température T
(fig. 36). Sait M le point ol 'ordonnée de cette courbe passe
par un minimum; soit N Ie point of elle passe par un maximum;

Fig. 36.
.
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soit enfin P le point ou cetle courbe rencontre la droite AD dont
I'ordonnée est égale  la tension de vapeur saturée.

Pour toutes les valeurs de p inférieures a4 M ou supérieures
a yIN, le corps se présente sous un seul état, qui est réel et stable;
la fonction ®(p, T') admet une seule détermination.

Au contraire, pour les valeurs de p comprises entre {LM et N,
le corps se présente sous trois états réels et stables, ou réels et
instables, ou irréalisables. La fonction @ (p, T ) admet trois déter-
minations.

Supposons que la pression p parte de o et croisse jusqu’a pM.
La fonction ®(p, T) admet une seule détermination, ¥, ( p, T).

Dans le plan de la section considérée, le point figurauif déerit
une ligne Vi (fig. 37), faisant partie dc la courbe Vo' déja re-
présentée dans la fig. 10.

Au moment ol la pression p atteint la valeur uM, la fonction
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®(p, T) acquiert trois déterminations. Il en est une qui continue
analytiquement la précédente; c’est la dermination W (p, T) re-
lative & la vapeur prise & I'état stable; lorsque la pression p croit de
M 3 «A = w(T), le point qui représente cette détermination
continue & décrire la branche de courbe pw' (fig. 37) déja repré-
sentée dans la fig. 10.

La pression croit ensuite de w(T) jusqu’a la valeur yC = P.

I1 est encore une détermination de la fonction ®(p, T) qui con-
tinue analytiquement celle que nous venons d’étudier; c’est la dé-

Fig. 37,

o .

o]

I
L

g

termination ¢ (p, T) relative a I'état instable de la vapeur. Le
point figuratif qui représente cette détermination décrit la branche
de courbe o'P'. .

Lorsque la pression dépasse cetie valeur P =+ C et croit jusqu’a
la valeur P, =vN, nous savons qu'il existe encore une détermi-
nation de la fonction @ (p, T) qui continue analytiquement la pré-
cédente. Le point figuratif déerit la branche de courbe PP
(fig. 37). La forme de la courbe VP a été étudiée au § 2 et re-
présentée dans la fig. 10. Il est donc inutile de reprendre ici cette
étude.

La valeur yN = P, dela pression correspond & un raccordement
entre deux déterminations de ®(p, T) : la détermination relative
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aux états du systéme représentés, dans le plan des (p, ) (fig- 36),
par 'arc EDCN (c’est la détermination que nous venons d’étudier)
ct la détermination relative aux états du systéme représentés, dans
le plan des (p, v), par I'arc NPM. Le point P, est donc le point
ol se rejoignent deux branches de la courbe que nous étudions.

Pour étudier la nouvelle détermination, nous allons faire dé-
croitre p de YN — P, & uM =11, le volume variznt de maniére
que le point figuralif (p, v) décrive I'arc NPM (fig. 36).

Le loug de I'arc NPM, il n’existe aucun état du systéme pour le-
quel la fonction ®(p, T) ait la méme valeur que pour un état situé
sur I'arc EDCN, et ayant méme ordonnée.

Supposons, en effet, qu'il existe un point Q sur arc MN et un
point R, de méme ordonnée, sur I'arc EN, tels que

®(Q) = ®(R).

En reproduisant le raisonnement qui nous a servi & prouver le
théoréme de Clausius, on démontrerait que 'aire QNRQ est nulle,
ce qui est évidemment absurde.

La valeur de ®(p, T) qui correspond & un point quelconque de
I'arc NM est done ou toujours plus petite, ou toujours plus grande,
que la valeur de ®(p, T) qui correspond au point de méme or-
dounnée sur I'arc EN. Aux divers points de I'arc NM (fig. 36) cor-
respond un arc de courbe P, II, (fig. 37) situé ou tout entier &
gauche, ou tout entier & droite, de I'arc VP, et ne rencontrant ja-
mais ce dernier, sauf au point P. Nous verrons tout & ’heare que
P'arc IT|, P} est tout entier a droite de 'arc VP,

Au point N, les deux déterminations de ¢, c’est-a-dire de
b T R , . . ,
—((I;’—), étant égales entre elles, on voit qu’au point P, (fig. 37),
les deux arcs VI, P\ II, ont la méme tangente; 1ils se raccordent
en formant un point de rebroussement de la courbe étudiée.

Le long de arc NM (fig. 36), j_; Cest-a-dire 9“"7(;1';’; T

constamment négatif. La courbe Il P} tourne donc constamment

; est

sa concavité vers 'axe des y. La courbe VI, tourne au contraire
sa convexité vers cel axe, ce qui exige, comme nous I'avions an-
noncé, que la courbe VP soit a gauche de le courbe I P,
Le point figuratil décrit Uarc P I} jusqa’an moment ou la pres-
Fac. de Lille. .G
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sion prend la valeur wM =1I,. A ¢ce moment, la détermination de
®(p, T) que nous étudions vient se raccorder avec la Lroisiéme
détermination de ®( p, 1), avec celle qui est relative aux états du
sysiéme représentés par l'ave MBAQ ( fig. 36).

Dans le plan By { fig. 37), le point figuratif, partant du pointII,
tangentiellement a P, T, monte de gauche a droite en restant con-
stamment a gauche de IT, P,. Il décrit d’abord Pare I, II' relauif &
Iétal idéal de James Thomson, puis I'arc II'w' relatif au liquide
instable, puis I'arc illimité »'Li relatif au liquide stable; Ja forme
de cette courbe 1l L a déja été étudiée au §1I et représentée dans
la fig. 10.

Nous obtenons ainsi la forme générale de la section de la surface

y=%p,T)
par le plan
T = T,.
Pour achever ces renseignements généraux, il ne nousreste qu’a
remarquer que, au fur el a mesure que la température 1, tend vers

la température critique @, les trois points IT,

, 0, P} tendent 4 se
réunir en un méme point C.

l.a forme de la surface
y =@(p, T)

est done celle qui a ¢té représentée par la fig. 35. Cette figure

g 38.

nous donne une représentalion géométrigue irés nelle des deux
principes de la contnuité de I'étal liquide et de I'état gazeux.
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CHAPITRE 111.

DETENTE ADIABATIQUE DES VAPEURS SATUREES.

§ I. — Chaleurs spécifiques de la vapeur saturée et du liquide
soumis & la tension de vapeur saturée.

Supposons que nous ayons un systéme hétérogéne, formé d'une
masse n, de vapeur saturée et d'une masse m, de liguide. Ce sys-
téme est en équilibre a la température T. Nous 1’échauffons de
manicre & le porter & la température (T +-dT), en lui faisant subir
des transformaltions réversibles quelconques. Nous nous proposons
de déterminer la quantité de chaleur qu’il dégage si I'on impose a
la vapeur la condition de demeurer saturée.

Si ¥ désigne l'entropie du systéme, cette quanlité de chaleur dé-
gagée dQ est donnée par la formule

dQ:__%dX.

Soient S, (w, T) Pentropiec de I'unité de masse de vapeur sous
la pression @, i la température T, et S, (@, T) Pentropie de l'unité
de masse de liquide sous la méme pression, a la méme tempéra-
ture. Nous aurons [ égalité (5)]

"3 = my Sy(w, T)+ ma Sa(w, T).

Nous aurons d’ailleurs, d’aprés les propriélés générales du po-

tentiel thermodynamique,

) L AW, (m, T)
Sl(m,l‘)z——ET,

r 0V, (w, T)
Sg(m,T):—ET-

Ces diverses égalités nous donnent

o 9

ToT b

T )W (w5, T) oW, (w, T)
(27) dQ:Ed[ml( 1(w ’o(;’A].

Développons cette égalité.

Dans la modification, m, a augmenté de dne, et m, de dmes;
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comme la masse totale
M = m;+ my

du systéme est demeurée invariable, on a donc
(25) dmy-- dmy = o.

La température T s’est accrue de dT, et la tension de vapeur

saturée w de g—% dT. L'égalité (24) peut done s'écrire

: T ¢ (w, T) | NV, (v, T)] do
4Q= ’F‘i[”“ dTow *7 9T ow ]?ﬁ

02 W (5, T) W, (w. T)

i R T P %‘“

T[dW(w, T) dW, (w, T)
+ g [ 5T dmy + 5T dm,]

(26) ¢ ~+ my

Ce sont les conséquences de cette égalité (26), a laquelle doit
étre adjointe la condition (25), que nous allons éiudier dans le
présent Chapitre. .

Nous allons appliquer successivement cette égalité & plusieurs
cas particuliers intéressants.

Commengons par supposer que le systéme ne renferme de li-

quide ni au commencement, ni 4 la fin de la modification. Nous
aurons alors '
My = 0, dm, — o,

d’ot il résulte, en vertu de la condition (25),

dm,; = o.
L’égalité (26) deviendra

I W (w, T)  2W(w T) dw(T)
(27) dQ—ETmi[ oT2 " T amoT dT ]dT'

Cette expression de dQ représente la quantité de chaleur que
dégage la masse m, de vapeur s¢che el saturée, qui demeure séche
et saturée tandis que sa température s'¢léve de dT.

Posons

(28) dQ) =— myy. dT;

Yi sera ce que Uon nomme la chaleur spécifique de la vapeur
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saturée & la température T. Iaprés sa détinition, v, est la quan-
tité qui, muliipliée par un accroissement infiniment petit de

" température d1, représente la quantité infiniment petite de
chaleur nécessaire pour donner cet accroissement de tempéra-
ture a Uunité de masse de vapeur saturée et séche en la main-
lenant salurée et séche.

En comparant les égalités (27) et (28), on trouve I'expression
suivante de vy,

y,z_I[oz‘Fa(mm 92 ¥ (w, T) dm(T>].

(29) E ot T amoT dT
Les quantités qui figurent au second membre de cetie égalité peu-
vent s’interpréter.

Si Gy (p, T) est lu chaleur spécifique de la vapeur, sous la pres-
sion constante p, 4 la température T, les propriéiés fondamentales
du potentiel thermodynamique nous donnent

T 02 ) ,T)
On a d’ailleurs
0 W T
or(p, T) — (5, )

i (p; T) étant le volume spécifique de la vapeur sous la pression p,
a la température T'; cette égalité donne

v (p,T) 001(p,T)
dp oT T

et, par conséquent, 'égalité (29) peut encore s'écrire

T do4(w, T) dm’(T)

(30) v1=Ci(w, T) — oT 4T

Appliquons de méme 'égalité (26) a I'échauffement d'un sys-
téme ne renfermant de vapeur a aucun instant, mais conlenant un
liquide que I'on maintient sans cesse soumis & une presslon égale
a la tension de vapeur saturée. Nous aurons alors

my = o, dmy = o,
et, par conséquent, d’apres I'égalitg (25),

dm, = o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 P. DUHFM.

L’égalité (26) deviendra donc

1 P (w, T) 2, (w,T) dw(T)
dQ—ET’”?[ 9T T T 9wmal ar |41

Posons
dQ =— mst. dT;

vz sera la chaleur spécifique du liquide sous tension de vapeur
saturée & la température 'T. Cette quantité, qui est susceptible
d’une définition analogue a celle que nous avons donnée de la
quantité v,, a, d’aprés sa définition, la valeur suivante :

TR W(=,T)  2W,(s,T) du(T)
(31) Y”*‘E[ oTT T T gmoT ar ]

Cette égalité peut s'interpréter comme I'égalité (29). Si nous
désignons par Cu(p, T) la chaleur spécifique du liquide sous la
pression constante p, a la température 1, nous aurons, d’aprés les
propriéiés fondamentales du potentiel thermodynamique,

oW, (p,T)

T
CE(P: T):wﬁ aT2

D’autre part, si nous désignons par ¢»(p,T) le volume spéci-
fique du liquide sous la pression p, a la température T, nous avons

9wy (p, Ty

VY([)’T): dp

L’égalité (31) peut donc encore s’éerire

T dvy(w,T) dw(T)

(32) e=Co(m, ) — 7 —57— ~ar

Entre les deux quantités vy, v», on peut élablic une imporlante
relation; en retranchant membre 3 membre P'égalité (29) et I'éga-
lité (32), on trouve

3

~ Ny — l‘i oW (w, T) W, (w, T)
M= 7" W4T oT - oT

Mais les propriétés fondamentales du potentiel thermodynamique
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donnent
. 1 0¥ (w, T
sl(m"T):ME;_lrgT—*)’
. P W, (w, T
Sa(w, Ty=— p D).

D’autre part, sil'on désigne par L(T) la chaleur de vaporisation
a la température T, on a

L(T) = T[S(w, T) — S, (w, T)].
On a donc, tout caleul fait,

d [L(T)
(33) . — s TZ“;[T].

i

Les relations que nous avons obtenues vont nous permettre d'é-
tudier les deux quantités v, et vy, :

1° A grande distance du point critique ;
2° Au woisinage du point critique.

1° Aux températures trés notablement inférieures au point

.. ., 00y(w, T . R .
critique, la quanuté %——) est fort petite ; on en connait d'ail-
leurs avec précision, dans un grand nombre de cas, la valeur

numérique ; on peut done déterminer la valeur numérique de la
quantité

T doy(w, T) dm(T)_

E oT dT

On trouve que celie quanuilé est négligeable en comparaison de
la quantiLé

Co(w, T).
L’égalité (32) devient donc .
(39) vy = Cy(w, T).

Aux températures éloignées di point critique, la chaleur spé-
cifique du liquide sous tension de vapeur saturée est sensible-
ment égale a la chaleur spécifique du liquide sous pression
constante.

La quantité v, est donc facile & déterminer pour les tempéra-
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tures trés éloignées du poinl critique ; proposons-nous mainle-
nant de déterminer v, pour ces mémes températures.

En verta de Uégalité (34), U'égalité (33) devient

(35) f1= Ca(m, T)+ T2 [”TD]-

On voit alors que I'on pourra calculer y, lorsque I'on connailra
I'expression. de la chaleur de vaporisation L(T) en fonction de la
température T.

Si I'on effeetue ce calcul pour la vapeur d’eau, pour laquelle
les recherches de Regnault ont fait connaitre avec précision 'ex-
pression de L(T), on arrive 3 ce résultat, fort inattendu au mo-
ment de sa découverte, que la chaleur spécifique de la vapeur
d’eau saturée est négative. Voicl, d’aprés la formule (35), la
valeur numérique delcelte chaleur spécifique & diverses tempéra-
tures :

Température ; . Chaleur spécifique
=T—273". de 1a vapeur d’eau saturce.
a
AB or. i — 1,398
Y| PR SV . — 1,263
92,66.. .. ... — 1,200
LIS G D S — 1,017
131,78, e “ie 7 0,907
T A B vev. — 0,807

Ce résultat n’est pas général ; voici en effet les nombres ob-

tenus pour d’autres liquides :

Sulfure de carbone.

2. h et
O — 0,184
o — 0,171
B0 e — 0,164
1 P — 0,163
160, e — 0,157
- Acétone.
. ey
0 — 0,158
s T — 0,065
I o — 0,027
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Ether.

2. Yy
Lo =+ 0,116
1o T e -+ 0,120
8O, -+ 0,128
120.. ... .. e e -+ 0,133

Bensine.

3. Y. -
L -— 0,155
LT 6 — 0,038
| /o R . e + 0,048
200,000 an Ceeereariein . + 0,014

Chloroforme.

2. Ys-
[« e e . — 0,107
L o PR — 0,037
S -+ 0,00I
Y o -+ 0,050
o -+ 0,072

Chlorure de carbone CCl*,

. v,
Ottt e — 0,044
T T — 0,012
T T -+ 0,006

Ainsi pour l'ean, le sulfure de carbone et 'acétone, la chaleur
spécifique de la vapeur saturée est négative a toules les tempéra-
tures étudiées ; pour I'éther, elle est positive ; enfin, pour la ben-
zine, le chloroforme et le chlorure de carbone, elle est négative
aux basses températures et positive aux températures plus élevées;
elle change de signe pour une certaine valeur de la température,
spéciale & chacun de ces corps, et que I'on nomme température
d’inversion. .

20 Voyons maintenant ce que deviennent les quantités ¥y, 72
aux températures voisines du point critique.
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Reprenons les égalités (29) ct (31)

T ['qw;(m,T) 2w (=, T) dm(T)'J

M="g | "tz Jw 0T a1
o T[eW,(w,T) 0¥, (w, T) du(T)
T="F oT? 953 0T ar |

Admettons que, lorsque la température et la pression tendent
vers la tempéralure critique et la pression critique, les cha-
leurs spécifiques sous pression constante du liguide, de la va-
peur et du gas, tendent vers des limites finies ; si nous suppo-
sons en outre, ce qui d'ailleurs n’est pas nécessaire pour ce qui
va suivre, que ces limites soient toutes trois indépendantes du
chemin par lequel le point (p, T) tend vers le point (%, ©), ces
trois limites seront égales entre elles.

Soient Cy(p, T), Ci(p, 1), Gs(p, T) ces trois chaleurs spé-
cifiques. Nous aurons, d’apreés les propriétés générales du poten-
tiel thermodynamique,

T (p,T)

Glp. D =—g —grw
T oW, (p, T

gy - £ O,
T W, (p, T

Co(p, T) = —  alPa ).

L’bypothése précédente revient donc a celle-ci :
Le point critiqgue (€, 0) n’est pas un infini de la yuantité

W (p, Ty
aT?

D’autre part, nous savons que, lorsque la température tend

, .. dw(T) o ..
vers Ja température critique, e tend vers une limite positive

et finie; que les deux quantites

¥, (p, T) W, (p, T)
apoT ' dp oT

sont positives et croissent au deld de toute limite ; nous arrivons
donc a cette conclusion :

Au wvoisinage du point critique, la chaleur spécifique de
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vapeur saturée et la chaleur spécifique du liquide sous tension
de vapeur saturée sont toutes deux négaltives et leur valeur
absolue croft au dela de toute limite.

Les corps que nous avons cités toul 3 'heure ont é1é étudiés
seulement 4 une assez grande distance de leur point critique. ls
ont, en général, une chaleur spécifique de vapeur saturée qui croit
avec la tlempérature, si 'on prend les températures pour abscisses
el les valeurs de y pour ordonnées. Les nombres obienus sont
représenlés par un arc AB (fig. 3g) montant de gauche & droite

Figz. 3g.

!
1
}
1
I
|
|
]
i
1
]
|
|
!
}
!
I
i
|
I
i
o
et rencontrant 'axe des températures au point d’inversion I pour
les corps qui présentent un tel point.

Mais il n’en peunt 8tre indéfiniment ainsi. A partir d’une cer-
taine température, I'arc de courbe doit commencer & descendre,
et il doit s’abaisser indéfiniment lorsque la température tend vers
Ie point critique. La courbe doit donc présenter un point M plus
élevé que tous lcs autres. Dans le cas de la benzine, I'existence de
ce point est mise en évidence par les nombres que nous avons
cités, puisque y,, qui a pour valeur + 0,048 4 140°, n’a plus pour
valeur que + 0,014 & 210°.

On voit de plus que si, aux températures inférieures au point
critique, la quantité v, a pris des valeurs positives, entre ces tem-
pératurcs et le point critique lui-méme, il se trouvera un point
d’inversion I' ot la valeur de vy, de positive qu’elle était, de-
viendra négative.
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Aux tempéralures fort inférieures au point critique, la chaleur
spécifique v du liquide sous tension de vapeur saturée a une
valeur qul varie peu avec T. Cette valeur est représentée par un
arc de courbe LL/ qui s'éloigne peu d'une paralléle 4 OT. Mais, aux
températures voisines du point crilique, cette valeur décroft ra-
pidement, devient négative et inférieure a toute quantité donnée.

La relation

o d [L(TY] _ dL(T) L(T)
(33) n——v“Tﬁ[fT—]— e

nous montre que 7y, est toujours inférieur a 7y, car L(T) est

L(T)

. .. a
toujours positif et - 4T

toujours négatif; au voisinage du point
dL(T)
T
nous ’'avons vu, sa valeur absolue croit au deld de toute limite ;
lors donc que la-température tend vers le point critique, la dif-
férence (y.— y:), toujours positive, croit au deld de toute limite.

critique, L(T) tend vers o;

est toujours négatif et, comme

§ II. — Détente adiabatique d’une vapeur saturée séche.

La considération du signe de la chaleur spécifique de la vapeur
saturée a une importance capitale dans 'étude de ladétente d'une
vapeur saturée.

Imaginons un récipient de volume V qui renferme un hiquide et
de la vapeur saturée émise par ce liquide. La température est T;
la pression est w('T'); si m, est lamasse de la vapeur et m, la masse
du liquide, on a

V=mei(w, T)+ meve(w, T).

On accroit le volume de ce récipient de dV en lui enlevant une
quantité de chaleur dQ, et on demande de déterminer les phéno-
méncs qui se produisent a I'intérieur de ce récipient, ou la vapeur
est astreinte 4 demeurer salurée.

Les quantités a déterminer sont évidemment, d’une part, l'ac-
croissement de température T du mélange; d’autre part, 'accrois-
sement dm, de la masse du liquide, I'accroissement dm, de la
masse de la vapeur étant des lors, d’aprés P'égalité (25), conna et

égal & (— dm,).
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La quantité 4V a pour valeur

adVv =[vy(w, T)— o1 (w, T)] dm,
N m,[d (@, T) - des(w, T) dm]dT

(36) JT do  dT
dvy(w, T) 0vy(w, T) dw
\ +’”2[-0T‘+—m—— ’“]dT

A cette égalité, nous devrons joindre, pour déterminer dimy et
dT en fonction de dV et dQ, 'égalité suivante, qui résultc des
égalités (25), (26), (29), (31),

dQ = — (my Y+ MmyY2) dT
(37)

_T[o¥(w,T) 0¥ (w,T) d
E oT oT s
Posons, pour abréger,

dvy 99, (o, T) dvi{w,T) do

2T = T T o dT’
@)‘2“092(13"1‘) 0ui(w.T)dt§
ar = 1 T 7o arm’

et 'égalité (36) deviendra
(38) dV::(V?"'Vl)dmﬂ‘*‘(m:%+m2%‘%)dT.

Observons que Yon a

f OV, (w, T)
Sulm, == — 55—
. . xd‘lf rrT)

L(T) = T[Ss(w, T) — S¢(m, T)],
et 'égalité (37) deviendra
(39) dQ =~ (myY1+ My ) dT + Lodpy,,

Résolvons les denx égalités (38) et (39) par rapport aux ic=
connues d T eL dmy; posons, dans ce but,

d d
(40) K= [ T‘v)f\ — (01— Vz)'l’,x] my -+ [LE‘%Z — (o, — Vﬂ)ih] my,
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et nous aurons

Kdl = LdV 4 (o;— vy) dQ),
41 . dv
(40) ‘+m,m§>dq.

174
Kdmy= (myyy+ mevys) dV + (m,d—cT

L’expression de K, donnde par I'égalité (40)a Peut se trans-
former.
Les égalités

T d
(16) L:P;(vllv,)a’;,

T doy(w, T) dw

(32) Ye=Calmy T)— 5 =% 0 g1
A L d /LY
(33) ‘{1*—Y2=r1dT<T)y

permetient d’écrire

%
I T /doe, dv,\ dw
5 K[ (moema) g (G )
(42) T diws
( —(ml”f*mz)c2*m1(V1‘V2>E HTQ:I("i-Vz)-

Nous ferons bientdr usage de ces égalités géndrales (41) et (42).
Bornons-nous pour le moment au cas particulier suivant :

1° La détente s'effectue adiabatiquement, en sorte que
dQ = o.

2° La vapeur saturée est séche, ¢’est-a-dire qu’au début de la
modification, le systéme pe renferme pas de liquide

my = 0.

Dans ces conditions, dm, ne peut étre que posiuf; si les équa-
tions précédentes fournissent pour dm, une valeur négative, cette
valeur inacceptable nous avertira que I'une des hypotheéses qui ont
servi a élablir ces équations, & savoir U'hypothése que la vapeur
demeure saturée, ne peut étre conservée. En reprenant directement
'étude de celte vapeur, on verrail sans peine que, dans ce cas, la
vapeur cesse d’étre saturée par leffet de la modification que l'on

étudie, pour devenir surchauffée.
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3° La température est trés éloignée du point critique; les
quantités
dvgy dvs
oT ' dT
ont alors de trés petites valeurs.
Moyennant ces conditions, I'égalité (42) devient, en désignant
par

M= m;+ ma=m,

la masse totale du systéme,

T A2
(43) K——,——M(_v,—-vz)[c,-k E(VI_VE)W]’

et les égalités (41) deviennent

KdT =1Ldv,
(4 3

Kdmy;= My, dV.

L’égalité (43) nous montre que K a une valeur négative.

La premiére des égalités (44) nous montre alors que 4T est de
signe contraire a dV : Toute compression adiabatique éléve la
température du systéme, toute détente adiabatique {’abaisse.

La seconde des égalités (44) nous montre que dim, est de signe
conliraire a dV si v, est posilif et de méme signe que dV siy, est
négatif, cc qui entraine les conclusions suivantes ;

St la chaleur spéeifique de la vapeur saturée est positive, une
compression adiabatique de la vapeur séche entraine une con-
densation partielle; une détente adiabatique produit la sur-
chauffe.

Sila chaleur spécifique de la vapeur saturée est négative,
une ditente adiabatique de la vapeur saturée séche détermine
une condensation partielle; une compression adiabatique pro-
duit la surchauffe.

Cen’est pasicilelieu de décrire les vérificalions expérimentales
bien connues de ces propositions.

§ III. — Détente adiabatique d’une vapeur saturée humide.

Considérons maintenant la détente adiabatique, & une tempé-
rature ¢loignée da point critique, d’un systéme qui, initialement,
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ne renferme que du liquide. Nous avons alors
m, = 0.

La quantité dm, ne peut éire positive. Si les équations (41)
donnalent pour dm, une valeur positive, ¢’est que la pression sup-
portée par le liquide ne serait plus la tension de vapeur saturée a
la température de 'expérience, mais une pression plus grande.

Dans I'’hypothése ou nous sommes placé, l'égalité (42) peut
s’écrire
(45) K= —MCy(vy—93).

Si nous remplagons dm, par (— dm,) et si nous tenons compte

de I'égalité (34), les égalités (41) deviendront

KdT = Ldv,

6 _
(46) K dmy == — MGy dV.

L’égalité (45) nous apprend que K est négatif; les égalirés (46)
nous enscignent alors que dT est de signe contraire 2 dV et que
dm, est de méme signe que dV.

Ainsi, ¢ grande distance du point critique, si l’on détend un
liquide soumis a la tension de vapeur saturée, on en abaisse la
temperature et on en réduit une partie en vapeur.

Aprés avoir envisagé les deux cas extrémes de la détente adia-
batique ol le systéme ne renferme que de la vapeur saturée s¢che
ou que du liquide purgé de vapeur, nous allons étudier le cas gé-
néral oil le systéme renferme a la fois du liquide et de la vapeur.

L’étude de ce cas doit étre précédée d’une remarque.

Si le systéme se composait d’une grande masse liquide en pré-
sence d'une grande nasse de vapeur, il serait difficile que, durant
une compression ou une détente adiabatique, les deux masses
fussent a la méme température, comme l'exige la théorie que nous
exposons. Aussi cetle théorie s’appliquerait-elle forl mal aux expé-
riences failes sur de semblables systémes. Mais la condition dont
il s’agit sera beaucoup mieux réalisée si le liquide est suspendu
sous forme de goulleletles dans la vapeur, ¢’est-a-dire si la vapeur
saturéde est Lumide. Cest donc aux vapeurs saturées humides que
s’appliquent les considérations suivantes.
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Nous nous limiterons encorc au cas o0 la température est trés
inféricure au point critique. Les quantités

doy vy
dT’ 9T

ayant, dans ce cas, des valeurs négligeables, nous pouvons écrire
I’égalité (42) sous la forme

T d2
(47) K=— [(m1+ my )Gy~ my (v — Vz)ﬁ ﬁ%]("i— va).

Cette égalilé (47) nous montre que K a, en toutes circon-
stances, une valeur négative. _
Leséquations (41) deviennent, en tenant compte de 'égalité (34),

K dT = L 4V,

(48) K d
me = (m1'~(1—$— mZCQ) dav.,

La premiére de ces égalités (48) nous enseigne que dT est
toujours de signe contraire 4 dV : toute compression adiabatique
éléve la température du systéme ; toute détente adiabatique
Uabaisse.

Pour discuter la deuxiéme égalité (48), nous distinguerons
deux cas :

1° v, est positif. — Dans ce cas, la deuxi¢me égalité (48)
nous montre que dm, est de signe contraire 3 dV.

St la chaleur spécifique d’une vapeur saturée est positive et
st L'on prend, a une grande distance du point critique, un
systéeme formé par cette vapeur saturée humide, toute com-
pression adiabatique de ce systéme produit une condensation
partielle de la vapeur et une élévation de température; toute
détente adiabatique de ce systéme produit une vaporisation
partielle du liquide et un abaissement de température.

2° v, est négatif. — Dans ce cas, plus compliqué, donnons le
nom de degré d’humidité de la vapeur au rapport

my
mny
Fac. de Lille. E.7

h =
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et de degré limite d’humidité a la quantilé

La quantité
me —+ Mo Cg

est positive toutes les fois que Vona
R,

et négative toutes les fois que 'on a
h <.

Si 'humidité de la vapeur est supérieure a 'humidité limite,
drm, est de signe contraire 3 dV ; U'inverse a lieu si lhumidité de
la vapeur est inférieure 4 'humidité limite. On est donc amené a
la proposition suivante :

Prenons, a grande distance du point critique, une vapeur
saturée humide ; supposons négative la chaleur spécifique de
cette vapeur saturée; une compression adiabatique de cette
vapeur entrainera une liguéfaction partielle, et une détente
adiabatique entratnera une vaporisation partielle, si ’humi-
dité est supérieure & U’humidité limite ; si, au contraire, l’hu-
midité est inférieure ¢ {’humidité limite, une compression
adiabatique entrainera une vaporisation partielle et unc dé-
tente adiabatique entrainera une condensation partielle.

Tous les résultats établis dans ces deux derniers paragraphes
Pont été en faisant seulement ’approximation suivante :

Les quantités

L

vy do T dv, dw
i 0T 4T’ E dT dT

&l =

sont négligeables, & grande distance du point critique, devant
la chaleur spécifique sous pression constante Cy du liguide.

Si, par une approximation un peu plus grossiére, on néglige le
volume spécifique v, du liquide devant le volume spécifique ¢, de
la vapeur, on peut intégrer les formules de la détente adiabatique,
comme I'a montré Clausius. Nous ne ferons pas ici ce calcul.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONTINUITE ENTRE L'ETAT LIQUIDE ET L’ETAT GAZEUX. q9

§ IV. — Phénomeénes qui accompagnent la détente adiabatique
au voisinage du point critique.

Les approximations précédentes ne sont légitimes que pour les
températures trés éloignées du point critique ; une étude entiére-
ment générale de la détente adiabatique ne parait pas pouvoir étre
faite sans Vemploi de données nomériques empruntées a 'expé-
rience ; mais, du moins, pouvons-nous prévoir ce qui se produit
aux températures trés peu inférieures au point critique, par effet
de la détente ou de la compression adiabatique d’un systéme quel-
canlle.

Reprenons I'expression générale de K donnée par I'égalité (42).

Au voisinage du point critique, les quantités

2

&,

dw ©

dT’ dT?

P O

tendent vers des lunites finies, d’aprés les hypothéses faites pré-
cédemment ; la quantité

Y4 — Vg
tend vers o ; les quantités
vy dv,y
or’ dT

sont positives et croissent au deld de toute limite. Done, au voi-
sinage du point critique, la quantité K est positive et le
rapport

my—+my T dvg doy \ dm

—K E(“i“vﬂ)@f* 5T ) aT

tend vers l'unité lorsque la température T tend vers le point
critique ©.

Nous avons, en général,
T dny
L= glon=ren) g

D’aprés les égalités (30) et (32), nous avons

myyy -+ mays = my Ci (@, T) - my Cy(w, T) —

I %_f_ dvs\ dw
E\™ 9T 7™ 5T) 4T
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Lorsque T tend vers le point critique 0, les quantités

do
ar’

Ci(w, T), Ca(w, T)

tendent vers des limites finies, d’aprés les hypothéses faites pré-

opg .
cédemment ; au contraire, les quantités BT ST sont posilives el

croissent au dela de toute limite. Le rapport.
T do o de
E\™oT T ™25T ) dT

My Y1 Mg Yy

tend vers 'unité.

Lors donc que la température T tend vers le point critique 0,
les équations générales de la détente adiabatique

KdT = Ldv,
Kdmy = (myy1+ myy,) dV
peuvent s’écrire

M <dv, (i()g) dT = av,

7 oT
49
0‘)2 dVg dV]
M {0y — uz)( dT>dm, - (midT + my dT)dV
Lorsque T tend vers 0, (v, — v;) tend vers o par valeurs posi-

tives ; les quantités
ovy IR dvg

oT’ 9T’ dT
croissent au dela de toute limite, comme

1
¥ — Vg

Les égalités (49) conduisent donc aux conclusions suivantes :

Auvoisinage du point critique, la compression adiabatique
d'un systéme quelconque formé de liquide et de vapeur sa-
turée produit la condensation d’une masse de vapeur di méme
ordre de grandeur que la diminution de volume et un abais-
sement de température infiniment petit par rapport &la dimi-
nution de volume ; la détente adiabatique produit la vapori-
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sation d’'une masse de liguide du méme ordre de grandeur
que Uaugmentation de volume et une élévation de températire
infiniment petite par rapport & ’'augmentation de volume.

Telles sont les propriéiés bien remarquables d'une compression
ou d’une détente adiabatique au voisinage du point critique. Nous
insislerons tout particuliérement sur ce fait que, la quantité K
étant positive au voisinage du point critique, une compression
adiabatique abaisse la température du systéme el une détente
adiabatique 1'é/éve. C'est I'inverse de ce qui a lien aux tempéra-
tures éloignées du paint critique, ol la quantité K est essentiel-
lement négative.

§ V. — Historique.

Dans les Chapitres précédents, nous nous sommes attaché
plutdt A relier entre eux, avec logique, des résultats déja connus,
qu'a acquérir des résultats nouveaux ; aussi, ne voulant reven-
diquer pour nous que la forme de I’exposition, nous avons laissé
de c6té toute étude historique ; comme nous pensons, au contraire,
que le présent Chapitre compléte en quelques points importants
I'étude de la détente des vapcurs, nous terminerons en rappelant
brig¢vement les principanx travaux dont cette étude a fait 'objet.

La notion de la chaleur spécifique de vapeur saturée a été
iniroduite dans la Science par Clausius, en 1850, dans son impé-
rissable Mémoire sur la force motrice de la chaleur ; il y donne
la définition de ceite quantité ; des deux principes de la Thermao-
dynamique, il déduit (trad. Folie, p. 79) la relation

d /L
1= Ya— Td_T (T);
admettant que ¥y, différe peu de la chaleur spécifique du hquide
sous pression constante, et faisant usage de la détermination de L
obtenue par Regnault pour la vapeur d’eau, Clausius déduit de
I'équation précédente la valeur de v,; il rencontre ce fait inat-
tendu que, pour la vapeur d’eau, vy, est négatif.

« On doit done conclare de la, dit-il (trad. Folie, p- 44), que
la quantité donnée de vapeur se condense en partie bien plutot
dans la dilatation que dans la compression, tandis que, dans la
compression, sa température croit dans un rapport plus grand que

Fac. de Lille. E.7.
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celui qui correspond & Paccroissement de densité, de sorte que
celle-c1 ne reste plus & son maximum.

» Ce résullat, i la vérité, est précisément I'opposé de I’hypo-
thése ordinaire que nous avons mentionnée plus haut, mais je ne
pense pas qu'aucune expérience le contredise. Il concorde méme
mieux que cette hypothése avec les observations que Pambour a
faites sur la vapeur. Celui-ci a trouvé, en effet, que la vapeur qui
sort d’une locomotive, aprés avoir effectué son travail, a toujours la
température pour laquelle sa force élastique, observée en méme
temps, est un maximum. »

A peu prés au moment ot Clausins publiait son important Mé-
moire sur la Théorie mécanique de la chaleur, Rankine abordait le
méme sujet. Les deux Mémoires de Clausius et de Rankine furent
lus le méme mois (février 1830), 'un a I’Académie de Berlin,
Pantre a la Société royale d’Edimbourg (*). Dans ce Mémoire,
Rankine part de ’hypothése que la chaleur consiste en un mouve-
ment des molécules, et il en déduit des conséquences analogues a
celles que Clausius avait déduites du premier principe de la Ther-
modynamique.

En particulicr, Rankine y énonce que ¥, est négatif; mais il ne
donne pas I’équation d’ou I'on peut déduire la valeur numérique
de v, ; car, pour établir cette équation, il est nécessaire de faire
usage du sccond principe de la Thermodynamique, que Rankine
ne connaissait pas alors ct dont 1l ne traita que 'année suivante.

En 1856, dans son Mémoire Sur l'application de la Théarie
mécanique de la chaleur & la machine & vapeur (?), Clausius
complétait ses recherches en donnant les lois de la détente finie de
la vapeur dans une enceinte imperméable 4 la chaleur.

Pour reconnaitre, au moyen du signe de y,, si la vapeur doit se
condenser pendant la compression ou, aun contraire, pendant la
détente, il est nécessaire de prouver que, dans I’'un comme dans
I'autre cas, la compression adiabatique entraine une élévation de
la température du systéme. Philipps (3) a montré que, dans les

(') Transactions of the Royal Society of Edinburgh, t. XX.
(?) Poggendorff’'s Annalen, t. XCVIL, p. 441 et 513,
(*) PmiLipes, Comptes rendus, t. LXX, p. 548.
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limites ot 'on peut négliger le volume spécifique du hiquide de-
vant le volume spécifique de la vapeur, cette propriété était une
conséquence des formules de Clausius.

Les relations

—C _Idvl dw
M= F §T 41’
_ T ovy dw
=05 51 a1’

ont été données en 1865 par Clausius dans son Mémoire (') Sur
les diverses formes des équations fondamentales de la Théorie
mécanique de la chaleur, qui sont commodes dans U'applica-
tion. .

Enfin, en 1863, Hirn (%) prouva expérimentalement la conden-
sation de la vapeur d’eau dans la détente adiabatique.

I’ensemble de ces recherches a constitué d’une facon compléte
Pétude de la détente adiabatique des vapeurs saturées aux tempé-
ratures éloignées du point eritique. Aussi éprouve-t-on quelque
étonnement en lisant, dans un Traité récent de Thermodynamique,
la phrase suivante (3):

« Si, au lieu de comprimer ou de détendre la vapeur & titre con-
stant, on opére la compression ou la détente adiabatiquement, le
titre est variable; on a dit avec Clausius que c’était encore le signe
de v, qui réglait le sens du phénomene. Cette extension n’est pas
évidente et méme elle n’est pas justifide. »

L’auteur de ce Traité, M. Lippmann, a repris pour son comple
la théorie de la détente des vapeurs. Il a retrouvé, pour les vapeurs
prises & une ternpérature éloignée du point critique, les résultats
énouncés par Clausius et déja si complétement justifiés par Clausius
et par Philipps.

M. Lippmann applique aussi son analyse aux températures voi-
sines de la vaporisalion totale, etil est conduit 4 la conclusion sui-
vante (*).

(*) Traduction Folie, t. 1, p. {o}.

.(’) HIRN, Cosmos, 10 avril 1863.

(*) LirpuANN, Cours de Thermodynamique, p. i72.
(*) LIPPMANN, fbid., p. 176.
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« Ainsi, pour toutes les vapeurs au voisinage de leur point cri-
tique, la détente produit un abaissement de température et, par
suite, une condensation partielle. Cette conséquence est entitre-
ment d’accord avec I'expérience. »

Je ne connais aucune expérience confirmant cette propasition,
qui est précisément I'opposé de celle que fournit la théorie ex-
posée au paragraphe précédent. Il n'est d'ailleurs pas difficile de
reconnaitre le point faible du raisonnement sur lequel repose la
conclusion de M. Lippmann :

« A une température voisine de ce point critique, dit cet au-

T .. d
teur ('), le terme vy, (v; — v;) est négligeable vis-a-vis de L ;1%‘ . »

Si ’on observe que, au voisinage du point critique, les quantités
(vs — v2) et L sont des quantités infiniment petites de méme ordre,
dv, -y , . .
~r sont des quantités négatives et infi-

nies de méme ordre en valeur absolue, on reconnaitra sans peine

et que les quantités vy, ct

ce que 'assertion précédente a d'inexacl.

Au moment (1°" semestre de 'année scolaire 1888-1889) ol nous
exposions & la Faculté des Sciences de Lille la théorie précédente,
M. E. Mathias (2) poursuivait des recherches aussi ingénieuses
que précises Sur la chaleur de vaporisation des gaz liquéfiés.

L'étude de Pacide carbonique et da protoxyde d’azote lui permit
de prouver expérimentalement cetle proposition :

« Au point critique..., la tangente a la courbe L = f(T) est
perpendiculaire i V’axe des abscisses. »

De ce résultat fondamental,” M. E. Mathias pense pouvoir dé-
duire cet autre : :

« Aua voisinage du point critique, la chaleur spécifique de va-

peur saturée est négative et croit indéfiniment en valeur absolue. »

Malgré 'exactitude de cette proposition et des considérations
sur la variation de la chaleur spécifique de vapeur saturée que

(1) LiepMANN, Cours de Thermodynamique, p. 176.

(*) E. Maru1as, Sur la chaleur de vaporisation des gaz liquéfics (Annales
de Chimie et de Physique, 6« série, t. XXI, p. 69; 18g0).
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M. Mathias y a jointes, nous ne saurions nous contenter du raison-
nement qui Ini a servi & I’établir.

M. Mathias (') part de la relation
L
Y1 = Y2 = p T f

dL bt . . .
—T €st négatif et infini en valcur absolue au point

critique, il en conclut qu’il en est de méme de y,. Ce raisonnement
serait irréprochable si v, demeurait fini au voisinage du point cri-

et, de ce que

tique; mais nous avons vu, au conlraire, que, au voisinage du point
critique, T était, comme vy, ndgatif et infini en valeur absolue.
Cette remarque n’a d’ailleurs nullement pour but d’amoindrir le
travail de M. E. Mathias, dont nul plus que nous ne reconnajt
I'importance.

Nous espérons que le présent travail aura atteintle but que nous
nous proposions : mettre nettement en évidence I'enchainement
logique dont la théorie des vapeurs est susceptible. Peut-étre le
lecteur aura-t-il été frappé du grand nombre d’hypothéses que nous
avons di invoquer. Nous avons cherché & n'en pas faire d'inu-
tiles; mais nous avons cherché aussi et surtout 3 n’en dissimuler
aucune. Nous pensons que le soin avec lequel certains physiciens
enveloppent ou passent sous silence les hypothéses qu’ils admet-
ment est un grand obstacle au développement de la Physique théo-
rique.

(')} E. MarHiAs, loc. cit., p. 136.

17176 Paris. — lmpr. GAUTHIER-VILLARS ET FILS, quai des Grands-Auguslins, 55.
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