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PREFACE.

Riemann a le premier traité la question des fonctions abé-
liennes, et il a trouvé de tres-beaux théoremes relatifs a cette
nouvelle classe de fonctions; mais la méthode qu’il a suivie pré-
sente de grandes difficultés et ne parait pas susceptible d’ac-
quérir le degré de clarté et de rigueur que 1'on recherche dans
les Sciences mathématiques.-

Plus tard, MM. Clebsch et Gordan ont publié sur le méme
sujet un livre fort remarquable par la simplicité et I’élégance de
la méthode; mais ils se sont bornés a un cas tout particulier,
celui ou I'équation proposée n’admet que des points critiques
du second ordre, c’est-a-dire des points ot deux racines seule-
ment deviennent égales.

J’ai repris la question telle que I'a posée Riemann, et j’ai es-
sayé de la résoudre dans toute sa généralité, quels que soient
I'ordre des points critiques, leur distribution dans le plan, et la
loi de permutation des racines autour de ces points.

Dans la premiére Partie, qui se rapporte a I'étude des inté-
grales abéliennes de premiére espece, j’ai suivi la méme marche
que MM. Clebsch et Gordan. Toutefois, j’ai laissé de coté les
considérations géométriques sur les points singuliers des courbes

algébriques, dont ils font usage, considérations qui peuvent
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VI PREFACE.

convenir a certains cas particuliers, mais qui ne se prétent que
difficilement a I’établissement de lois générales.

Dans la seconde Partie, qui a pour objet principal 'intégra-
tion des équations différentielles abéliennes, j’ai suivi une marche
toute différente : apres avoir démontré 1'existence des fonctions
intégrales, j'ai étudié les propriétés de la fonction ©, dont les
arguments sont les intégrales abéliennes de premiére espece; la
résolution du probléme de I'inversion, ou I'intégration des équa-
tions différentielles, s’en déduit immédiatement.

Ce Volume peut étre considéré comme la suite de celui que
nous avons publié, M. Bouquet et moi, il y a plusieurs années,
sous le titre de Théorie des fonctions clliptiques, et qui contient
les principes d’une théorie générale des fonctions analytiques.
J’ai appliqué les mémes principes a I'étude des fonctions abé-
liennes. J'ai cru utile de les réunir et de les résumer en cuelques
pages, afin de les préciser davantage, et d’en faire mieux com-

prendre 'ordre et le rigoureux enchainement.
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INTRODUCTION.

PRINCIPES DE LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES.

Définitions.

1. On appelle quantité imaginaire une expression de la forme

@ +yy—1, dans laquelle « et y sont des quantités réelles, positives
ou négatives.

Ayant tracé dans un plan deux axes rectangulaires, on figure la
quantité imaginaire s =a -y y— 1 par le point z, dont les coordon-
nées sont « et y. On dit que la quantité imaginaire varie d’'une ma-
niére continue, lorsque les deux quantités réelles « et y qui la com-
posent varient d’'une maniére continue. Cette variation est figurée par
la ligne que décrit le point z dans le plan.

2. Lorsque deux variables imaginaires z et u sont liées entre elles,
de telle sorte que la variation de I'une entraine la variation de 'autre,
on dit que les deux quantités sont foncions 'une de I'autre. On dira,
par exemple, que u est fonction de z, et I'on indiquera cette dépen-
dance par la notation habituelle

u=f(z).

3. Lorsqu’on peut assigner un nombre ¢ tel que, pour tout point z’
situé dans le cercle décrit du peint z comme centre, avec un rayon
égal a p, le module de la différence f(z') —f(z) soit moindre qu’un
nombre donné, si petit qu’il soit, on dit que la fonction est continue
dans le voisinage du point z.
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vl INTRODUCTION.

On dit qu’une fonction est continue dans une certaine partie du
plan, lorsqu’elle est continue dans le voisinage de chacun des points
situés dans cette partie du plan.

4. Soient z et z' deux points voisins situés dans la partie du plan
considérée; si le rapport

f(z)—flz)

33—z

tend vers une limite, lorsque le point 2z’ se rapproche indéfiniment du
point z, et si cette limite est la méme quel que soit le chemin suivi
par le point z’ pour arriver au point z, on dit que la fonction f(z)
admet une dérigée au point z, et 'on représente cette dérivée par la
notation f*(z).

Cela signifie que I'on peut assigner un nombre ¢’ tel que, pour tous
les points z’ situés dans le cercle décrit du point z comme centre,
avec un rayon égal a ¢/, le module de la différence

f('zl) —'f(Z) _f/(z)

zZ—23
soit moindre qu’un nombre donné.

5. Soit u=X+Yy—1, X et Y étant des fonctions réelles des
deux variables réelles et indépendantes « et y. Si la fonction u est
continue dans une certaine partie du plan, les deux fonctions réelles X
et Y sont des fonctions continues dans la méme étendue.

Laissant y constante, faisons varier «; nous aurons

Au  AX AY —
AZ——A:Z', —A‘—Z-—A_x—i-A—x“—l;
si le premier rapport tend vers une limite quand Ax tend vers zéro,
les deux autres rapports tendent respectivement vers des limites dé-
terminées. On en conclut que les deux fonctions réelles X et Y ad-
mettent des dérivées partielles par rapport a .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTRODUCTION. IX
Laissant  constante, faisons maintenant varier y; nous aurons

— Az AY AX —-

AZ——-A}”\/—-I, A——Z-_E‘——A7‘/—-l’

on en conclut de méme que les deux fonctions réelles X et Y ad-
mettent des dérivées partielles par rapport a y.

Si la limite du rapport g est la méme dans les deux cas, ces déri-

vées partielles satisfont aux deux relations

OX _9Y X _ _ 9Y
T o o

Quand la fonction proposée f(z), continue dans une partie du plan,
admet une dérivée en chaque point, cette dérivée f’(z) est une nou-

velle fonction de la variable imaginaire z. Si elle est continue comme

. , e . 0X 0X 9Y 0Y
la fonction proposée, les dérivées partielles 5 o' 9%’ oy sont, dans
la méme étendue, des fonctions continues des deux variables réelles «

et y, et elles satisfont aux deux relations précédentes.

6. JYappellerai fonction analytique d’une variable imaginaire une
fonction dont chaque branche est continue et admet une dérivée elle-
méme continue, excepté en certains points singuliers. Je reprends une
dénomination employée par Lagrange, en I'étendant aux fonctions des
variables imaginaires. /

7. Supposons que le point z soit astreint a rester dans une partie
déterminée du plan; si tous les chemins qui vont d’un point initial z,
a un point quelconque z situé dans cette partie du plan conduisent &
la méme valeur de la fonction, nous disons que la fonction est mono-
trope dans cette partie du plan. Il est évident, dans ce cas, que, si le
point mobile décrit une courbe fermée, située dans la partie du plan
considérée, la fonction reprend sa valeur primitive.

8. Lorsque, dans une partie du plan, une fonction est continue,

monotrope, et admet une dérivée elle-méme continue, nous disons
b
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X INTRODUCTION.

que la fonction est holomorphe dans cette partie du plan. Nous indi-
quons par cette dénomination qu’elle est semblable aux fonctions
entieres, qui jouissent de cette propriété dans toute I'étendue du plan.

On peut dire, d’'une maniere générale, que les points singuliers
d’une fonction analytique sont les points oit 'une des branches de la
fonction cesse d’étre holomorphe.

9. Lorsqu’'une fonction « est holomorphe dans une partie du plan,
excepté en un point ou elle devient infinie, de maniére toutefois que

la fonction flz reste holomorphe daps le voisinage de ce point, on dit

que ce point est un pdle de la fonction u. Une fraction rationnelle
admet comme poles les racines du dénominateur.

Lorsqu’une fonction est holomorphe dans une partie du plan, ex-
cepté en certains poles, nous disons qu’elle est meromorphe dans cette
partie du plan, c’est-d-dire semblable aux fractions rationnelles.

10. On appelle point critique un point tel que, si la variable tourne
autour de ce point, la fonction acquiert en un point voisin plusieurs
valeurs différentes. Quand la variable s’éloigne ensuite du point cri-
tique, ces diverses valeurs engendrent par la continuité les branches
de la fonction. '

Si les diverses valeurs qu’acquiert une fonction autour d’un point
critique sont en nombre fini, et, dans ce cas, elles se reproduisent
circulairement, et si, en outre, elles different infiniment peu d’une
méme valeur limite, le point critique est dit algébrigue.

Si la fonction u devient infinie au point critique, mais de telle sorte

. 1 “" - .
que la fonction — acquikre dans le voisinage de ce point un nombre

fini de valeurs infiniment peu différentes de zéro, on regardera encore
ce point comme un point critique algébrique de la fonction u.

Les poles et les points critiques algébriques forment une premiere
classe de points singuliers, que nous appelons points singuliers alge-
briques, parce qu’on ne rencontre que ces deux sortes de points sin-
guliers dans I'étude des fonctions algébriques (*).

(1) Théorie des fonctions elliptiques, par MM. Briot et Bouquet, 2° édit., p. 5o
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INTRODUCTION. XI

Comme exemples de points singuliers transcendants, nous citerons
le point critique logarithmique z =z, de la fonction log(z — z,)(")
1

et le point d’indétermination z = z, de la fonction e*-=:(2).

11. Pour étudier la variation d’une fonction, quand la variable z
. \ I \
devient tres-grande, on pose = — et 'on donne a la nouvelle va-

riable z’ des valeurs voisines de zéro. Si I'on figure la marche de la
variable par le mouvement d’un point sur la sphere (), cette trans-
formation revient & I’étude de la fonction dans le voisinage du point O’,
diamétralement opposé au point O qui correspond & z = o.

L’emploi de la sphere est utile, lorsque le point O’ est un point
ordinaire, un pole, ou un point critique algébrique; mais ce mode de
représentation ne convient pas pour les fonctions périodiques. En ce
qui concerne les fonctions doublement périodiques, par exemple, le
plan est divisé en un réseau de parallélogrammes égaux, aux points
homologues desquels la fonction reprend la méme valeur (*); sur la
sphere cette régularité disparait, et le point O/, ou z =0, devient un
point d’indétermination, dans le voisinage duquel la fonction acquiert
toutes les valeurs possibles.

Des intégrales définies.

12. Pour définir I'intégrale

ff(z)dz,

relative a une ligne z,{ tracée dans le plan, il suffit de supposer que
la fonction f(z) est continue sur cette ligne. Prenons sur la ligne un
certain nombre de points intermédiaires z,, z,, ..., 2, ,, et considé-
rons la somme

Fl20) (51~ 30) +f(21) (22— 51) .o+ f (Emes) (6 — Zns).

) Théorie des fonctions elliptiques, par MM. Briot et Bouquet, 2° édit., p. ¢6.
) 2bid., p. 94.
) 1bid., p. 15.
)

(1
(2
(s
(*) Ibid., p. 119.

Kad
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XII INTRODUCTION.

Soient
Zy=To+Yo¥—1,
2y =X+ :_l,
¢ =&+ \/_"

et supposons, pour fixer les idées, que, lorsque le point z décrit la
ligne z,¢, « croisse de x, 4 £ et y de y, 4 n, de maniéere a avoir deux
suites de quantités réelles croissantes

Loy, Ly, Loy «ovy m 1y E:

Yos Yis Y2y «vvy Ym—1s N
Si 'on pose L
f(Zn):Xn+Yn\/—l,

un terme quelconque de la somme devient

f(Z,,) (Z,Z_,_, — Z,z) = [Xn(x"H — xn) —Y, (,7‘11+I ‘,711)] L
-+ [Yn(x’/z-H - ‘Z"l) -+ X'l(.712+' —.7'1)] \/'—"

Quand on augmente indéfiniment le nombre des divisions, de maniere
que toutes les différences @,,, — Zus Yars — Y. tendent vers zéro, les
quatre sommes partielles

n=m—1 n=m-—i

2 Xan(Zra — Zn)s 2 Yo (]‘uﬂ —¥u)s
n_o n—o0

n=m—1 n=m-—1

Yn(xn+|—$/z), E Xa (J"/Hl—]"n),
n=0

n—o0

tendent vers des limites déterminées, qui sont les intégrales définies
réelles
g 1 § 1
f Xdz, [ Ydr, f Yiz, f X dy.
Lo Jo v Do

0

La somme

n=m—1

f(zﬂ) (ZII—H - zn)

n=>0
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INTRODUCTION. X111

tend donc vers une limite déterminée; cette limite est ce que Cauchy
appelle l'intégrale définie relative & la ligne z,{. On a ainsi

(1) ff(z)dz:f(de—Ydy)—s—\/—_nf(de—i—Xdy},
toutes ces intégrales se rapportant & la méme ligne z,{.

13. Lorsqu’une portion du plan est limitée par une seule ligne
fermée et continue, on dit qu'elle est & contour simple; si elle est
limitée par plusieurs lignes distinctes, on dit qu'elle est & contour
complexe (*).

La démonstration du théoreme fondamental de Cauchy résulte im-
médiatement d’une formule de Green, relative & la transformation
d’une intégrale double en intégrale simple, et qui consiste en ceci :
si deux fonctions réelles U et V des deux variables réelles x et y sont
continues, monotropes, et ont des dérivées partielles continues, dans
une partie du plan a contour simple, on a

oV oU B .
ff(w——ﬁ)dxdy—_f(de—.—\dy),

intégrale double s’étendant a la partie du plan limitée par une courbe
intérieure infiniment voisine du contour de l'aire, et I'intégrale simple
se rapportant a cette courbe décrite dans le sens positif (*) (woir la
Note A a la fin du Volume).

Nous avons vu, en effet, que, lorsqu’une fonction analytique

f(z) =X+Y V:_;
de la variable imaginaire z est holomorphe dans une partie du plan a

contour simple, les deux fonctions réelles X et Y sont continues dans
la méme étendue, et admettent des dérivées partielles continues et

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 128.
(2) Théorie des fonctions elliptiques, p. 20.
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v INTRODUCTION.
satisfaisant aux relations

X dY dY 0X

T w Ty T

En vertu de la formule précédente, on a

f(XdJ,—Ydy _ff< >dxd]_o,
/ (Ydz +Xdy)= ff( )dxdy_o

les intégrales simples se rapportant 4 une courbe fermée intérieure,
décrite dans le sens positif, et les intégrales doubles & I'aire enve-
loppée par cette courbe. On en conclut, d’apres la formule (1), que
I'intégrale définie

[ flz)dz,

velative & une courbe fermée quelconque, située dans la partie du plan
considérée, est nulle.

14. 1l en résulte que les intégrales définies

cp(z)—_j:f(z)rlz,

relatives aux différentes lignes qui vont d’un point z, & un autre z,
dans la partie du plan considérée, sont égales (). On peut regarder
cette intégrale comme une nouvelle fonction analytique de la va-
riable z, holomorphe dans la méme étendue.

Nous remarquons d’abord que, d’apres ce que nous venons de dire,
la fonction o(z) est monotrope. Elle est continue, car on a (?)

o(z) = ol)= [ fle)ez

(V) Théorie des fonctions elliptiques, p. 133.
(2) Thid., p. 134.
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INTRODUCTION. XV

Cette derniere intégrale étant indépendante de la ligne qui va du
point z au point voisin z’, on peut I'évaluer suivant la droite zz'; si
I'on appelle M le maximum du module de la fonction f({) sur la
droite zz" et p la longueur de cette droite, le module de cette inté-
grale est moindre que Mp.

Il reste a faire voir que la fonction ¢(z) a une dérivée. Si I'on pose

J(8)=/(z)+e, ona

Az

[Crwa=pa—a+ [T

et par suite

¢(z')—9(2) =f(z) + z—,i—z- ‘[Iz,ed:;

Z—z

le dernier terme ayant un module moindre que le maximum du mo-
dule de la quantité infiniment petite ¢ sur la droite zz’, il est clair
que le premier membre tend vers une limite égale a f(z), quand le
point z’ se rapproche indéfiniment du point z, d’'une maniere quel-
conque. La fonction continue o(z), ayant une dérivée continue f{z),
est holomorphe.

15. Du théoreme de Cauchy on déduit une formule importante
qui donne I'expression d’une fonction holomorphe par une intégrale
définie. Si la fonction f(z) est holomorphe dans une partie du plan a
contour simple, et si 'on désigne par z un point quelconque situé
dans cette partie du plan, on a, en effet,

— (2] dz,
amy—1dJ 35—

(2) fle) =

Pintégrale étant prise, dans le sens positif, sur le contour de l’aire
ou sur une courbe intérieure infiniment voisine (').

Il en résulte que, si deux fonctions, holomorphes dans une méme
partie du plan, sont égales sur le contour de I'aire, elles sont égales
dans tout I'intérieur. La connaissance des valeurs de la fonction sur

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 136.
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XVI INTRODUCTION,

le contour détermine donc complétement la fonction dans l'aire enve-

loppée.

16. On conclut aussi de cette formule que, lorsqu’une fonction f(z)
est holomorphe dans une partie du plan, sa dérivée est holomorphe
dans la méme étendue ('), et par suite que la fonction admet une
infinité de dérivées successives, qui sont toutes holomorphes dans la
méme étendue (*).

17. Le développement d’une fonction holomorphe en une série en-
tiere se déduit de la méme formule. On démontre que, lorsqu’une
fonction f(z) est holomorphe dans un cercle décrit de 'origine comme
centre, elle est développable en une serie entiére, c’est-a-dire en une
série ordonnée suivant les puissances entieres et positives de la va-
riable, et convergente dans ce cercle (*).

Plus généralement, lorsqu’une fonction f{z) est holomorphe dans
un cercle décrit du point z, comme centre, elle est développable en
une série entiere, ordonnée suivant les puissances de z  z,, et con-
vergente dans ce cercle (*).

18. La démonstration du théoreme de Cauchy (n° 13) suppose seu-
lement que, dans la partie du plan considérée, les fonctions réelles X
et Y des deux variables réelles « et y sont continues, et admettent
des dérivées partielles continues et satisfaisant aux deux relations

o0X oY oY  9X

ox oy Ty T
qui expriment que le rapport

fz) —f(7)

7
ZzZ— 3z

tend vers la méme limite, pour deux déplacements de la variable pa-
ralleles aux axes des coordonnées (n° 5).

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 137.
(%) Ibid., p.139.
(3) Ibid., p. 149.
(*) Ibid., p.152.
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INTRODUCTION. XviI

Quand ces conditions sont remplies, il résulte de la formule (2),
qui est une conséquence du théoreme de Cauchy, que ce rapport tend
vers la méme limite, quelle que soit la direction du déplacement, et,
par conséquent, que la fonction est holomorphe.

19. Nous avons appelé fonction analytique (n° 6) une fonction dont
chaque branche est holomorphe, excepté en certains points singuliers.
Si, dans une partie finie du plan, la fonction analytique f{z) est mo-
notrope et continue en tous les points sans exception, il est impossible
qu’en un nombre fini de points elle cesse d’avoir une dérivée, ou que
la dérivée éprouve une discontinuité quelconque. Remarquons d’abord
que le théoreme de Cauchy subsisterait encore, quand méme la dérivée
cesserait d’exister, ou deviendrait discontinue, en un nombre fini de
points «, B, v, ..., situés dans la partie du plan considérée; car, en
décrivant des petits cercles autour de ces points et les joignant au con-
tour par des transversales, on formerait un contour simple enveloppant
une partie du plan dans laquelle la fonction est holomorphe. L’inté-
grale sur le contour entier est nulle. Les transversales, étant décrites
chacune deux fois dans des sens contraires, donnent un résultat nul;
la fonction f(z) étant supposée finie en tous les points, les petits cer-
cles donnent des quantités infiniment petites et par conséquent nulles;
il en résulte que l'intégrale relative au contour primitif est nulle.
Remarquons ensuite que, pour établir la formule (3) du n°® 15, il n’est
pas nécessaire d’admettre qu’au point ¢ la fonction admette une dé-
rivée, ou que la dérivée soit continue; il suffit que la fonction f{z)
soit continue dans le voisinage de ce point (). Cette formule repré-
sente donc la fonction dans toute la partie considérée du plan, sans
exception, et, par conséquent, la fonction admet une dérivée en chaque
point, et cette dérivée est continue.

Propriétés fondamentales des fonctions analytiques.

20. A I’aide du développement en série entiere, on démontre aisé-

(1) Theorie des fonctions elliptiques, p. 137.
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XVIII INTRODUCTION.

ment que, lorsqu’une fonction est holomorphe dans une partie finie
du plan, chaque racine est d’un degré entier et fini, et que leur
nombre est limité (*).

De méme, lorsqu’une fonction est méromorphe dans une partie finie
du plan, les racines et les poles situés dans cette partie du plan sont
chacun d’un degré entier et fini, et leur nombre est limité ().

21. On établit ensuite les théorémes suivants, qui jouent un role
important dans la théorie des fonctions :

TutoriMe I. — Une fonction, holomorphe sur toute la sphere, est
constante (*).

Tutorine II. — Toute fonction, holomorphe sur toute la sphere, excepteé
au point O, qu’elle admet comme pdle, est une fonction entiére (*).

TutoriMe III. — Toute fonction, méromorphe sur toute la sphere, est
une fonction rationnelle (*).

TutoriMe 1V. — Toute fonction analytique qui, sur toute la sphere,
n’a pas de points singuliers autres que des points singuliers algébriques,
c¢’est-a-dire des poles ou des points critiques algebriques, et qui n’admet
qu'un nombre fini m de valeurs en chaque point, est une fonction alge-

brique (*).

On remarque, en eflet, que, si autour d’un point critique la fonction
acquiert p valeurs infiniment peu différentes d’'une méme valeur limite,
toute fonction entiere et symétrique de ces p valeurs est une fonction
monotrope et continue dans le voisinage du point critique. D’autre
part, chacune des branches de la fonction ayant une dérivée continue
dans le voisinage du point critique, la fonction symétrique admet
elle-méme une dérivée continue; d’apres la remarque du n° 19, cette

)

) Ibid., p. 191.
) 1Ibid., p. 204.
) Zbid., p. 205.
) Ibid., p. 206.
) Ibid., p. 216.
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INTRODUCTION. X1X

fonction admet aussi une dérivée au point critique, et cette dérivée
est continue. D’apres cela, toute fonction entiere et symétrique des
m valeurs de la fonction proposée est une fonction méromorphe sur
toute la sphere, et, par conséquent, égale 4 une fonction rationnelle.
La fonction proposée est donc racine d’une équation algébrique de
degré m, ayant pour coefficients des fonctions rationnelles de la va-
riable.

22. Soit F(z, y)=o0 une équation algébrique et irréductible entre
les deux variables imaginaires « et y, et du degré m par rapport a y.
Lorsque la variable & part d’'un point fixe x,, ¥ ayant une valeur
initiale y,, et décrit différents chemins qui aboutissent 4 un méme
point x, la fonction algébrique y acquiert m valeurs en ce point. Nous
associerons a la variable « la valeur correspondante de y sur chaque
courbe et nous regarderons le point géométrique & comme la super-
position de m points (z, y). Nous dirons que deux courbes décrites
par le point (x, y) se coupent, lorsqu’au point d’intersection des deux
courbes géométriques qui figurent la variation de « la valeur de y
est la méme. Le point (x, y) décrit une courbe fermée, ou un cycle,
lorsque la valeur de y redevient la méme au point de départ (*).

23. 11 est clair, d’apres le théoreme IV, que toute fonection analy-
tique et monotrope du point (x, y), et qui, sur toute la sphere relative
a la variable «, n’admet pas de points singuliers autres que des points
singuliers algébriques, est une fonction algébrique de «; on démontre
qu’'elle est égale & une fonction rationnelle de « et de y (Note B).

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 661.
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INTEGRALES ABELIENNES DE PREMIERE ESPECE.

CHAPITRE PREMIER.

FORMATION ET NOMBRE DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE.

Formation des intégrales.

1. Etant donnée une équation algébrique, du degré m et irréduc-
tible,
(x) F(z,y)=o,

on sait que, par une substitution du premier degré, les intégrales
abéliennes se mettent sous la forme

v :fL‘;i;”dx,

b(a, y) étant une fonction rationnelle de « et y. Grace a cette sub-
stitution, on peut supposer que I’équation (1) contient un terme du
degré m par rapport 4 y, de maniere que la fonction algébrique y

conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies de la variable x;
I
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2 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I

on peut supposer aussi que, pour =, le rapport .:j a m valeurs
finies et distinctes, de maniére que l'intégrale reste finie dans le voi-
sinage du point x = o« sur la sphere (').

Les intégrales abéliennes se ramenent & trois especes d’intégrales;
celles de premiere espece sont de la forme

_ (9=, )
V_fj, dz,

s

—
N
—

Q(x, y) étant un polynome entier du degré m — 3 en « et y, et tel que
I'intégrale conserve une valeur finie sur toute la surface de la sphere.
Nous nous proposons d’abord de former les intégrales de premiere
espece et de trouver leur nombre. Cette question a été traitée par
M. Elliot dans une these présentée a la Faculté des Sciences en 1875 (*);
nous suivrons la marche adoptée par M. Elliot.

Premiére transformation.

2. L’intégrale ne peut devenir infinie qu’aux points ot la dérivée F;
s’annule; ce sont les points critiques de la fonction algébrique y de x.
Supposons que, pour & =a, I’équation admette » racines égales i b;
transportons l'origine au point critique (a, b), c’est-a-dire remplagons
a et y par a—+x et b+y, et représentons I'équation proposée par

(3) F(z, y)=ZAuny*ald —o.

A une valeur infiniment petite de « correspondent n valeurs infini-
ment petites de y. Ces n racines se partagent en groupes de racines
du méme degré et les racines d’'un méme groupe forment un ou plu-
sieurs systemes circulaires. On effectuera cette séparation par la mé-
thode de M. Puiseux (*). Ayant tracé dans un plan deux axes rectan-
gulaires O« et 08, et marqué les points qui ont pour coordonnées les

(1) Briot et BouQuet, ZT/éorie des fonctions elliptiques, 2° édition. In-4°; 1875, p. 661.
(2) Annales scientifiques de I’Ecole Normale supéricure, ¢ série, t. IV; 1875,
(3) Théorie des fonctions elliptiques, p. 42.
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FORMATION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 3

exposants « et 8 de y et = dans les différents termes de I'équation (3),
on formera la ligne brisée convexe P (fig.r), dont les cotés succes-

Fig. 1.
Bl Ip
1323
Cr1
Ap -1
a3
P
C,
N
Co o
0 o
0 n

sifs Cy, Cy, ..., G4, passent par plusieurs de ces points, et qui laisse
au-dessus d’elle tous les autres points. Le premier coté C, part du
point n situé sur 'axe O« et le dernier C,_, aboutit 4 un point / situé
sur I'axe 08. Au coté C; allant du sommet a; au sommet a;,, corres-
pond une maniere de former le groupe des termes du moindre degré
dans I’équation; soit

Ay yriabi + ZAup y*ad + Ag yFirt g

i1 B

ce premier groupe, ordonné suivant les puissances décroissantes de y.

En désignant par i le degré de y par rapport i x, on a
aip+Bi=ap+p=oi g+ Biri;

u:ﬁiw—ﬁi:ﬁ—ﬁi:’[,

o —diyy  ai—o P

d’olr

les deux nombres entiers p et g étant premiers entre eux, et par suite

o —aipi =kip, B —Bi=kigq,
ai—a =kp, B —pi=kg,
k et k; étant des nombres entiers.
Si 'on pose
x=x'P, y=vat—=vx'9, vP=1,
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4 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE L.

et

(4) () = Aa,p, v + ZAug v* + Ay, 8, VHirt = v¥in Ly,
(5) Li=Aug,Mi + ZAugdbi k- Ao, 6.,

on a

(6)  Flo,y)=a2%wbi[0(v) + 2 ¥ (@, v)] = axbi F(a, o),

W (2', v) étant un polynéme entier en &' et ¢, et 'équation (3) devient
(7) F(', v) = 0 (v) +2 ¥ (o, v) —o.

Soit 1 une racine simple de I'équation L;=o, et v,, vy, ..., ¢, les
racines de I'équation bindme ¢# =2; pour ' = o, I'équation (7), qui
se réduit & ®(¢) = o, admet les p racines simples ¢, 9,, ..., ¥,; on en
conclut que I'équation (7) admet p racines simples voisines respecti-
vement de ¢,, ¢,, ..., v,, et, par conséquent, que I'équation 3) admet

p racines simples représentées par la méme formule y:(m—f—y’)x/:—’,
¢, étant I'une quelconque des racines de I'équation bindme ¢# =1, et
' ayant une valeur infiniment petite. En remplacant ¢ par ¢, + 3y,
I’équation (7) devient

(8) ¥z, v)=Fn (2, y')=o.

A une valeur infiniment petite de =’ correspond une seule valeur infi-
niment petite de y’, qui est par conséquent une fonction holomorphe
de «’, et se développe en une série convergente

y'=ax'+bx'2+...,

ordonnée suivant les puissances entieres et croissantes de x’. A cette
valeur de y’ correspond un systeme circulaire de p valeurs de y,

g 1 2
y=a? (v. +axP+ bx”+...).

S1 les équations L=o n’ont pas de racines multiples, et c’est le cas
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FORMATION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 5

que nous étudierons d’abord, la séparation des » valeurs infiniment
petites de y est effectuée des la premiere approximation. A chaque
coté C; de la ligne polygonale P correspondent £; p = «; — a,,, valeurs
de y du méme degré, qui se répartissent en £; systemes circulaires
d’un méme nombre p de valeurs.

3. Nous représenterons le polynome Q par
Q(z,r)=2Bpyr '2°,

et nous dirons que le terme B,; y'~' 2®' correspond au point (v, 3) du
réseau des nombres entiers. Menons des droites O’a/, O'% paralleles
a Ox«, OB, & une distance égale & 'unité ( fig.1). Les termes indépen-
dants de « correspondent a des points situés sur O’a’, les termes
indépendants de y a des points situés sur O'f’. Nous allons démon-
trer que tous les termes du polynome Q, qui correspondent aux points
du réseau situés au-dessous de la ligne polygonale P, ou sur cette
ligne, doivent avoir leurs coefficients nuls séparément.

Si I'on considere les valeurs de y relatives au c6té C;, on obtiendra
les termes du moindre degré dans le polynome Q en faisant mouvoir
une droite parallele & C;, a partir de l'origine O, jusqu'a ce qu’elle
rencontre un ou plusieurs points (y, 3); soit T; la position de cette pa-
rallele et

By5, 0% '@+ 3By 1t @ - By T 2
le premier groupe ordonné suivant les puissances décroissantes de y;
comme on 2a
) s yip+ 8= yp + 0 =y;p+3;,
d’olx
0;— 0 _0—0i q
Yi—Vi Vi—7 )4
Yi— }l;: t,'p, 6’1—— 0= tiq,
Yi—}’:fp, 6——6[:tq,

=2

les nombres ¢ et ¢; étant entiers, si 'on pose

9(¢) = By, it + EBp 071 + By o7 = v g,
Li=Bys, i+ ZBp Mi~t + By s,
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6 PREMIERE PARTIE, -- CHAPITRE 1.
il vient

(9) Qlz,y) =z M+ [o(v) +a' Y (x, V)] =2/ N+ E=0p QU (2, '),

y(«, v) étant un polyndme entier en «’ et v.
D’apres la formule (6), on a

(10) F(z, y) =&'x9+3r FO (2, y'),
d’ou

)
(11) g;i /(2i—1)g+B;p 0;‘(' s

et intégrale (2) devient

27 +%ip QU4 (]J,
(12) V:p\/I ()F(‘) fU

x’dﬂ*—e,p

Pour qu’elle conserve une valeur finie, il faut que la quantité U soit
infiniment petite. Cette condition est remplie si la droite T; est au-
dessus de C;; car on a, dans ce cas,

Yig+0ip>aiq+Bip;

y L e m . , < o Syt s s
d’ailleurs, la dérivée (—);;—,, qui est égale & F,, et se réduit & ¥'(¢) pour

a'= o0, n’est pas infiniment petite. Si elle n’était pas au-dessus, il fau-
drait que la quantité Q" («’, y') fut infiniment petite et, par consé-
quent, que l'on elt ¢(¢)=o0 ou £ ;=o; cela devant avoir lieu pour
les £; racines de I’équation L; = o supposées inégales, le polynome ¢ ;
serait d’'un degré égal ou supérieur & L;, et I'on aurait £,5%; ou
LpSk:p, cest-a-dire y;—v;S2; — ;5 la longueur de la droite T,
entre les deux points extrémes situés sur cette droite, serait égale ou
supérieure a celle du coté C;.

Si la parallele T, au premier coté C, n’était pas au-dessus de lui,
cette parallele ayant une longueur au moins égale a celle de C,, et son
premier point b, étant & gauche du point @, ou #, son dernier point b,
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FORMATION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPIECE. 7

serait & gauche du sommet a@,. La parallele T, & C, rencontrant T,
en b, ou en un point n’appartenant pas au réseau des nombres en-
tiers, mais situé encore plus 4 gauche, son dernier point &' serait a
gauche du sommet @,. En continuant de la sorte, on arriverait & une
droite T;_, parallele au dernier coté C,_,, et dont 'extrémité &, , se-
rait 2 gauche du point @, ou / situé sur I'axe OB, ce qui est impos-
sible.

Si plusieurs paralleles successives Ty, Ty, ..., T;_,, & partir de la
premiere, étaient au-dessus des cotés correspondants C,, C,, ..., Cy,
la suivante T; n’étant pas au-dessus de C;, le premier point 4; de T,
étant encore dans ce cas 2 gauche du sommet a;, son dernier point b,
serait & gauche de a,,,, et 'on continuerait, comme précédemment,
pour arriver a la méme impossibilité.

Ainsi, il est nécessaire que toutes les droites T; soient au-dessus des
cotés correspondants C; et, par conséquent, que tous les termes qui
correspondent aux points du réseau situés au-dessous de la ligne po-
lygonale P, ou sur cette ligne, disparaissent du polynéme Q.

4. 11 est facile de trouver les termes du moindre degré dans le po-
lynome Q. Le coté C;, dont la projection sur Oo contient «; — 2;,, ou
k;p divisions, est divisé par les paralleles & O8 en £;p parties égales.
Quand on parcourt ce coté a partir du sommet a;, & chaque division

varcourue on s’éleve de Z; apres ¢ divisions, on s’est élevé de 4. soit
E p’ p’

tg =sp —r, r étant un nombre entier positif et moindre que p; I'or-
donnée de rang ¢, prolongée au-dessus de C,, rencontre un point du

’ “ . r . ’
réseau a la dlstance;; le nombre r prenant toutes les valeurs infé-

. . . . . .. 1
rieures 4 p, quand ¢ varie de 1 & p — 1, la distance minimum estj-);

on a done
Yiq + 6,~p =a;q -+ @,-p —+ 1, Q(-Z‘,_}") — /(=117 +(Bi— 1) p+t Q(l)(x"}f’),

et I'intégrale (12) se réduit a

. ) '4 r
(13) V:Pf Q| l(?_j‘;’_.);f_)dxa
!

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

Dans le cas que nous étudions, les conditions précédentes sont suffi-
santes, puisque la dérivée F,” n’est pas infiniment petite.
Remarquons que tous les points du réseau qui sont situés au-des-
sous de la ligne brisée P, ou sur cette ligne, conviennent au poly-
néme Q, qui est du degré m — 3. Sur les axes Ox«, Of ( fig. 2) prenons,

Fig. 2.

a

o T
X

s

en effet, des longueurs OA, OB égales & m; tous les termes du poly-

nome F(x, y) se rapportent & des points situés dans le triangle isosctle
AOB ou sur ses cotés. Sur les droites O'«’, O’ prenons de méme des
longueurs O'A’, O'B’ égales a m —- 3; tous les points du réseau situés
dans le triangle isoscele A’O’B’ ou sur ses cotés conviennent au poly-
nome Q. La ligne brisée P étant située a l'intérieur du triangle AOB,
excepté les deux points extrémes qui peuvent coincider avec A et B,
tous les points du réseau situés au-dessous de cette ligne ou sur cette
ligne, a I'exception des points placés sur OA et OB, sont situés a I'in-
térieur du triangle A’O’B’ ou sur ses cotés.

5. II faut maintenant compter le nombre de ces points. Les points
du réseau se succédant de p en p divisions sur le coté C;, ce coté en
contient %;— 1, outre ses deux exirémités. Considérons le trapeze
formé par le coté C; et les deux ordonnées a;d;, a;.,d;., menées par
ses extrémités (fig. 3); prolongeons chacune de ces ordonnées d’une
longueur égale a I'autre, de maniere 4 former le rectangle ¢;d;e;., diss

\

le nombre des points du réseau situés 2 U'intérieur de ce rectangle, abs-
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FORMATION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 9
traction faite de ceux qui sont placés sur la droite C;, est

(i — aivr — 1) (Bi + Bist — 1) — (ki —1).

En divisant par 2, on a le nombre des points situés a l'intérieur
du trapeze; 4 ce nombre nous ajouterons les £; points placés sur I'or-

Cigp——————= g

i \ C;

donnée de droite a;d;, a partir de O'«’, 'ordonnée de gauche a;,,d,.,
étant regardée comme appartenant au trapeze suivant, et les £; — 1
points placés sur C;; nous obtiendrons pour le trapeze relatif au coté
C; un nombre de points marqué par

3 [(ee — it — 1) (Bi -+ i — 1) + (ki — 1)] -+ B
=3 [(aifi — ativ1 Bivt) + (i Bivt — Bictivt) — (@i — @it} — (Birr — Bi) + ki)

Cette formule convient au triangle relatif au premier coté C, (fig.1)
et au dernier trapeze dont I'ordonnée de gauche O/ ne doit pas étre
comptée; il suffit de faire, d’une part o, =n, £, = o, d’autre part
«; =0, B, =/. Le nombre total des points cherchés est donc

n—+1[,

(14) A= 2 (o Biws — Bz ki) — =

c’est le nombre des relations linéaires et homogenes auxquelles doivent
satisfaire les coefficients du polynéme Q, pour que I'intégrale conserve
une valeur finie dans le voisinage du point critique (a, b).
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10 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1.

Seconde transformation.

6. Nous avons traité le cas ol les équations L o, relatives aux dif-
férents cotés du polygone P, n’ont pas de racines multiples. Supposons
maintenant que I'équation L; = o ait une racine multiple  d’ordre n’;
I'équation ®(v) = o admettant »’ racines égales & ¢,, n’ égales 4 o,, ...,
n' égales a ¢,, I'équation (7) admet r’ racines voisines de v,, n’ voi-
sines de v,, ..., n’ voisines de v,; I'équation (3) admet donc »’ racines

q9

9 g
ayant la valeur approchée v, 2", n’ ayant la valeur approchée ¢, 2?7,

eesy

g
n’ ayant la valeur approchée ¢,x”; les valeurs approchées de ces
g
pr’ racines sont représentées par la méme formule ¢, 2?, et les valeurs

q

elles-mémes par la formule y = (v, +y’)2?, y’ étant une quantité in-
finiment petite. Dans I'équation (7), les termes indépendants de &
proviennent du développement de

yl,ll "n'+1

CI)(W—.L}”’)———‘P"’(V.)E. +Q)rz'+|(v|)mﬁ;g....

.n

A une valeur infiniment petite de =’ correspondent n’ valeurs infini-
ment petites de y’. Pour répartir ces »’ racines en groupes du méme
degré, puis en systemes circulaires, on procédera comme précédem-
ment. Soit

F (2, ') = ZAup '™ &%

on formera la ligne brisée convexe P’ allant du point »’ situé sur
I'axe O« au point /' situé sur OB, dont chaque coté passe par plusieurs
points («, §'), et qui laisse tous les autres au-dessus d’elle. Au coté C;
correspond une maniere de former le groupe des termes du moindre
degré

A, ¥ B 4= 3 Ay g 'z A, B, y'%irs /B,
En désignant par p.’ le degré de y’ par rapport & 2’, on a

!

“i[", - B,z: “,P', -+ B, = “IIH P" -+ @'m H
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Bri—Bi _ B —B_ ¢
g 7 - ’ 7 — _,’
G — Gy  K—a P
“’i—“:'ﬂ :inP" ﬁ’iﬂ —p;:k'ﬂ/,
a'i —a = If’p', pr . }3;: 1 ql.

==

Si 'on pose

xr — x//p/, .7" —_— lerp,/: V’ xl/q’, vtp’ — )\/’
et

() — A’ %y - 3 A 1o’ ! it — o411
() (V ) Aag 3110 i+ ZAW grv'= + Aa;'+1 Blist 4 L, ’
(1) — A’ 1K; ’ /]f’L_»_kl ’
Ll —Aa'z ;3'1)\ I+ZAalﬁ/ A +Aa’i+1 ﬂ;'-é-l,

on a
F (wl’yl) :x'd’iu""ﬁ' [(I)(” (U')—l—x” Ilf“)(xll’ V')] — AR 5?(')('23”, vr)’

(2", ¢') étant un polyndme entier en x” et ¢, et I'équation (8) de-
vient

(15) (2, o) = 0O (V) + 2" YN (2, V) =o.

A une racine simple %’ de 'équation L;"” =o correspondent p’ va-

7

leurs de ¥’ que I'on peut représenter par la formule y' = (¢, +y")x'?,

¢, étant 'une quelconque des racines de I’équation bindome ¢'# =%/,

et y” ayant une valeur infiniment petite. En remplacant ¢’ par ¢, +y",
I'équation (15) devient

(16) éﬂ”(x”, V) =F@) (2", y")=o.

A une valeur infiniment petite de x” correspond une seule valeur in-
finiment petite de y”, qui est par conséquent fonction holomorphe de
a” et se développe en une série convergente

y'=ax"+ba"-+...,

ordonnée suivant les puissances entieres et croissantes de x”. A cette
valeur de y” correspond un systeme circulaire de p’ valeurs de y’ par
2.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.
rapport & la variable «/,

7 2 2
y'=x¥ (u"—r ax'’P' +bx'? + .. .),

et un systeme circulaire de pp’ valeurs de y par rapport a la variable «,

g A -L 2
y=a? [v. -+ zP? (v',+ axl? 4+ bxb? + .. )]

On procédera de la méme maniere pour chacune des racines mul-
tiples des équations L = o. Si les équations L") = o, relatives aux cotés
des différents polygones P’ que 'on a & former ainsi, n’ont pas de ra-
cines multiples, les » valeurs infiniment petites seront séparées des la
seconde approximation.

7. Nous avons vu (n° 3) que, lorsque les équations L= o n’ont pas
de racines multiples, il est nécessaire que tous les termes du poly-
noéme Q(x, y) qui se rapportent aux points du réseau situés au-des-
sous de la ligne brisée P, ou sur cette ligne, aient leurs coeflicients
nuls. La méme propriété existe lorsque ces équations ont des racines
multiples, par exemple lorsque I'équation L;=o a une racine mul-
tiple X d’ordre . Il suffit, pour cela, de démontrer que, si la droite T;
n’était pas au-dessus du coté C;, elle aurait toujours une longueur
égale ou supérieure a celle de ce coté. Supposons que I'on ait

Vi +0ip=oaig+pip—s,
le nombre entier s étant égal ou supérieur a zéro. Si I'intégrale (12),

qui devient

. Q(i)(x”y’) dx’
(17) V=P ) S@To] oo

oy’
restait finie, & plus forte raison I'intégrale

Q0@ 7)oy
g otz

ay’
conserverait une valeur finie.
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FORMATION DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 13

Nous poserons
QW (&, y') = ZBy p y' T ¥,

et nous dirons que le terme B,y y'Y~* 2'¥~! correspond au point (y/, ¥')
du réseau. Concevons que I'on remplace le polynome F*"'(«', y') par
«'FV(x', y'), ce qui revient & soulever d’une unité la ligne brisée P’.
Cette ligne commencait au point »’ sur O«; apres le soulevement, elle
commence au point (7', 1) sur O’'«’. Si les équations L) = o, relatives
aux cotés du polygone P’, n’ont pas de racines multiples, il est néces-
saire, d’apres le raisonnement du n°® 3, que tous les termes du poly-
noéme Q" (a', y') qui se rapportent aux points du réseau situés au-
dessous de la ligne brisée P’ ou sur cette ligne, soulevée comme
nous V'avons dit, aient des coefficients nuls. Aux »’ points situés sur
0’« correspondent les termes de Q)(a, y’) indépendants de a’; d’apres
la formule (9), ces termes proviennent du développement de
' /9
9o+ ') =0 (0) + ¢ (o) - AU S

I.

o

on aurait donc
¢(vi)=0, ¢'(vi)=o0, --., @" '(0)=0,

et ) serait aussi racine d’ordre n’ de I'équation ¢, =o et, par suite,
on aurait encore ¢,5%;.

Ainsi les conditions trouvées précédemment sont toujours néces-
saires, et, quand elles sont remplies, I'intégrale se ramene a la forme

m(x, y! ,

Mais la racine multiple 1 exige des conditions nouvelles que I'on ob-
tiendra par le méme procédé. Si les équations L"" =o n’ont pas de
racines multiples, pour que I'intégrale (13) conserve une valeur finie,
il est nécessaire et il suffit que tous les termes du polyndéme Q™ (z/, y'),
qui correspondent & des points du réseau situés au-dessous de la ligne
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14 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1.
brisée P’, ou sur cette ligne, aient leurs coefficients nuls; le nombre
des conditions nouvelles sera exprimé par la formule

i=h-1

(19) K=2 N (B - Bl k) —

i=0

n 41!

?

pareille a la formule (14). Chacune des racines multiples-des équations
L =o exigera un nombre analogue de conditions nouvelles.

8. Nous avons supposé, dans ce qui précede, que les équations
L =o n’ont pas de racines multiples. Lorsque 1'équation L;" =0 a
une racine multiple )" d’ordre n”, I'équation (16) admet »” racines in-
finiment petites; pour les séparer, on formera un polynome P” dont
chaque coté donnera un groupe de racines du méme degré a l'aide
d’une équation L® =o. Si les équations L*®) = o n’ont pas de racines
multiples, le partage des racines en systemes circulaires sera effectué
a cette troisieme approximation. I faut nous assurer que toutes les
conditions trouvées précédemment sont encore nécessaires. Nous avons
vu (n° 7) que, si la parallele T; au coté C; du polygone P n’était pas
au-dessus de ce coté, l'intégrale (18) devrait rester finie. Nous avons
démontré aussi, dans ce méme numéro, que, si les équations L’ =o,
qui sont celles de la seconde approximation pour ’équation F(z, y)=o,
n’ont pas de racines multiples, pour que l'intégrale proposée (2) reste
finie, il est nécessaire que tous les termes du numérateur Q(x,y),
qui correspondent a des points situés au-dessous de la ligne polygo-
nale P, ou sur cette ligne, aient des coefficients nuls. En appliquant
cette propriété a l'intégrale (18) et remarquant que les équations
L® = o sont précisément celles de la seconde approximation pour I'é-
quation F (&', ¥'), on en conclura que tous les termes du numérateur
QW(a', y'), qui correspondent & des points situés au-dessous de la ligne
brisée P’ ou sur cette ligne, soulevée d’une unité, ont leurs coefficients
nuls et, par conséquent, que A serait encore racine d’ordre »’ de 1’é-
quation ¢ ;= o. Il en résulte que tous les termes du polyndéme Q(x, ),
qui correspondent a des points situés au-dessous de la ligne brisée P,
ou sur cette ligne, ont leurs coefficients nuls. L’intégrale proposée se
réduit alors & la forme (13) et, d’apres le méme principe, tous les
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NOMBRE DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 13
termes du polynome Q" (a’, '), qui correspondent a des points situés
au-dessous de la ligne brisée P, ou sur cette ligne, ont leurs coeffi-
cients nuls. Ainsi, toutes les conditions trouvées précédemment, et
dont le nombre est & + ZA/, sont encore nécessaires.

La seconde transformation ramene 'intégrale (13) & la forme

(t\ xll
(20) V= prQ Frzvy

Pour que cette intégrale reste finie, il est nécessaire et il suffit que
tous les termes du polynome Q®(x”, y”) qui se rapportent 4 des
points situés au-dessous de la ligne brisée P”, ou sur cette ligne, aient
leurs coefficients nuls. Le nombre des conditions nouvelles exigées
par la racine multiple )’ est

i=h—1

1 " an non " n" + l"
(21) A=~ E (o Bivs — Bictisy + ki) — -

2

On continuera de cette maniere jusqu'a ce que les racines soient
séparées, c’est-a-dire jusqu’a ce qu’on arrive a des équations LY=o
n’ayant plus de racines multiples (*). Si s+1 est le plus grand
nombre des opérations successives nécessaires pour effectuer cette sé-
paration, le nombre des relations linéaires auxquelles doivent satis-
faire les coefficients du polynéme Q, pour que l'intégrale proposée
conserve une valeur finie dans le voisinage du point critique (a, b), est

(22) A py=oo + ZA £ ZA"+ ...+ ZAGL

Degrés des points critiques.

9. Les points critiques sont déterminés par les deux équations si-
multanées F(z, y)=o, F (2, y)=o. Si I'on désigne par y,, ¥., ..., Y

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 48.
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16 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1.

les m racines de la premiere équation, I'équation
(23) R({z)=TFy(z, y1)Fyplz, y2). .. Fyl, yum),

résultant de 1'élimination de y entre ces deux équations, donnera les
valeurs de @ pour lesquelles I’équation proposée admet des racines
égales. Soit @ une racine de I'équation résultante; si, pour x =a, 1'¢-
quation F(«, y)=o0 admet n racines égales 2 b, nous dirons que le
point (a, b) est un point critique de V'ordre n. A une valeur de =
voisine de a correspondent n valeurs de y voisines de b; le produit
des n valeurs correspondantes de la fonction F(x, y) est divisible par
une certaine puissance de x — a, dont I'exposant sera appelé le degré
du point critique et sera désigné par D, ;.

Nous supposerons, comme précédemment, que 'origine a été trans-
formée au point critique. La premiere substitution (n° 3) nous a donné

(‘l) F.;(x, y‘):x(ui—l)y"—ﬁiF(y‘,)’(x"‘7-’).

Bornons-nous, pour le moment, au premier facteur x® “¥¢+fi, Les
k;p valeurs de y, qui se rapportent 3 un méme coté C; du polygone P

et qui sont du méme degré p, fournissent une puissance de « dont
I'exposant est

(ai = 1) kiq -+ Bikip = (i — 1) (Bivs — Bi) -+ Bi (@i — @iva)
= (@i Birs — Bictivs — (Bizr — Bi).
Pour les n valeurs de y, on a I'exposant

i=h-1

(24) ®= 2 (i Bias — Bictinr) — L.

La comparaison des formules (14) et (24) conduit a la relation

i=h—1

(25) ®~2uﬂo:n~2k,~.
i=0
Si les équations L=o0 n’ont pas de racines multiples, le second fac-
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NOMBRE DES INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE. 17

teur Fi)"(«’, y') n’étant pas infiniment petit, on a ainsi le degré du
point critique.

10. Lorsque I’équation L; = o admet une racine multiple X d’ordre 7/,
la fonction F))" (', y') étant infiniment petite pour les pn’ valeurs cor-
respondantes de y, il en résulte une augmentation du degré du point
critique. On a posé y = (¢, +y')x'?; & chaque valeur de y’ correspond
une valeur de y considéré comme fonction de 2’ et, par conséquent,
p valeurs de y considéré comme fonction de a; pour ces p valeurs
de y, la valeur de la fonction F|)" (', y’) étant la méme, chacune des
valeurs de cette fonction entrera p fois comme facteur, c’est-a-dire
sera élevée a la puissance p dans le produit R(x). A une valeur infi-
niment petite de «’ correspondent n’ valeurs infiniment petites de y’,
et la seconde substitution donne
(26) Fi' (2, y') = &/ D=8 F 2 (2", y").

Pour ces n' valeurs de y’, le premier facteur fournit une puissance
de o’ ayant pour exposant

i=h -1

(27) O =Y, (B — Braid) — 1

i=0

c’est aussi 'exposant de la puissance de x, puisque chacune des
n’ fonctions F)" (2", y") doit étre élevéfa ala puis§ance p- La compa-
raison des formules (19) et (27) conduit a la relation

i=N—1

(28) O o =n— Y K
i—0

pareille & la relation (25). Si les équations L’ =o n’ont pas de ra-
cines multiples, le second facteur F."(«", y”) n’étant pas infiniment
petit, on a ainsi ’augmentation du degré du point critique due a la
racine multiple 1. Chaque racine multiple des équations L =o pro-
duira une augmentation analogue du degré.

3
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18 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE I.

11. Lorsque Dléquation L{”=o0 admet une racine multiple %’
d’ordre n”, la fonction F(«”,y”) étant infiniment petite pour les
p'n’ valeurs correspondantes de y’, il en résulte une nouvelle augmen-
tation du degré. La troisieme substitution donne

(‘29) F-(ﬁ)' (.Z‘”, y”) — .22”(“'1,"') 4B F.(yq”l (xm’ y,,,, )

Pour les »" valeurs de y”, le premier facteur fournit une puissance
de x” ayant pour exposant

i=k"—1

(30) 0= Y (B — Bt )= 0"

i—0

C’est aussi 'exposant de la puissance de «’ et de celle de z, puisqu'il
faut élever chacune des fonctions (29g), d’abord & la puissance p’, puis
a la puissance p. La comparaison des formules (21) et (30) montre
que ce nombre satisfait a la relation

i=h"—1

(31) ®" — 24" _ n" — Z K,
i 0

pareille aux relations (25) et (28).

On continuera de cette maniere jusqu'a ce qu’on arrive a des équa-
tions L =o n’ayant plus de racines multiples. Le degré du point
critique (a, b) sera

(32) Dig,p)y =@ +E2R -+ ZO"+. .. +ZRO.

De la combinaison des relations précédentes on déduit la relation
générale

Dia,ty—2A(g,5y= n+32In +2Zn"+...+Zn

(33) _3k— 3K — 3K —...— 3k,

les nombres £ se rapportant aux cotés du polygone P, les nombres #
aux cotés des polygones P’, etc.
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12. La considération du nombre des lacets donne & cette équation
une signification tres-simple. On sait que les lacets binaires relatifs
aux p racines d’un systeme circulaire se réduisent & p—1 d’entre
eux ('); d’apres cela, le nombre N, ; des lacets distincts relatifs au
point critique (@, b) est égal au nombre n des racines qui deviennent
égales en ce point, diminué du nombre des systemes circulaires sui-
vant lesquels elles se distribuent. Considérons les équations L =o
relatives aux polygones P du méme ordre dans la série des opéra-
tions; chaque racine simple 1"’ de I'une de ces équations donne un
systeme circulaire de pp'p”...p" valeurs de y; le degré de I’équation
étant £, et n+" désignant I'ordre ou le degré d’une des racines mul-
tiples, le nombre des racines simples de ces équations est £ — Znf+1),
Le nombre des systemes circulaires est donc

(Bk—3n') + (S — Zn") +. ..+ [Tk — Zn)] + Zk);
on en déduit le nombre des lacets

(34) S Nz oy= n-+2Zn' +3Znp"—...+2n®
| —3k -3k —3k" —...— 3k,

et I'équation (33) devient

(33) Dia.t) — 2A¢a,6)= Nia,0)-

Nombre des intégrales abeliennes de premiere espece.

13. Concevons que I'on applique cette relation & tous les points
critiques et que I'on ajoute membre 3 membre les équations ainsi
obtenues; si 1'on désigne par A le nombre total des conditions aux-
quelles doit étre assujetti le polynome Q(x, y) pour que I'intégrale
conserve une valeur finie sur toute la sphere, par N le nombre des
lacets se rapportant aux différents points critiques, et par D la somme

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 55 et 174.
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20 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1.
des degrés de tous ces points, on a

(36) D—2A=N.

Mais la somme D des degrés de tous les points critiques est égale au
degré m(m — 1) de I'équation résultante R(x)=o0; on en déduit
m{m—1) N

(3) A=TESE S,

2

et 'on remarque que le nombre N des lacets est pair.

Le polynéme Q(x,y), du degré m — 3, contient (m—1) (m—»)

coefficients; ces coefficients sont assujettis a vérifier A équations li-
néaires et homogenes; nous supposerons ces relations distinctes; si
Uon appelle p la différence

(38) p:—————A:‘ —(m-—l),

tous les coefficients pourront s’exprimer par des fonctions linéaires et
homogenes de p quantités arbitraires M,, M,, ..., M,.

Tout polynome Q satisfaisant aux conditions précédentes sera de la
forme

(39) QZI\I]Ql+7\12Q‘2+'-~_'_M1)Qny

Q,, Q,, ..., Q, étant p polynomes particuliers du méme degré et sa-
tisfaisant aux mémes conditions. Il en résulte que toutes les intégrales
abéliennes de premitre espece se ramenent a p d’entre elles. Si I'on
représente par ¢, v, ..., o® celles qui se rapportent aux polynomes
Qs Quy -.y Q,, c'est-a-dire si 1'on pose
(=2) Q;

(40) o) = O i,

(Ty ) T
I'indice ¢ variant de 1 & p, une intégrale quelconque de premiere es-
pece sera

(=9 Q
(41) v= = dr =M ¢4+ Mao® 4. . 4+ M,u®,
(o Jo) 7Y
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Remarques sur les points multiples.

14. Les points critiques de la fonction y de « définie par I'équation
F(x, y)= o sont les points multiples de la courbe analytique F(z, y)=o,
excepté les points critiques ol /=r. Pour ceux-ci, la ligne P se ré-
duisant & une droite allant du point » sur 'axe O« au point 1 sur O,
et le point O’ étant situé au-dessus de cette droite, le polynome Q
n’est assujetti & aucune condition; mais pour tous les autres le poly-
nome Q est assujetti & un certain nombre de conditions, ce qui si-
gnifie que la courbe Q = o passe par les points multiples de la courbe
F=o0 et a avec elle, en chacun de ces points, un certain nombre de
points communs. On obtient les points communs aux deux courbes
en éliminant y entre les deux équations F=o0, Q=0; si l'on désigne,
comme au n° 9, par y,, ¥.. ..., ¥ les m racines de 'équation F = o,
I'équation résultante sera

(42) RK{z)=Q(x, y)Qz, y2)... Q{z, yu' =—o.

Le produit des n valeurs de la fonction Q(«, y) relatives aux » valeurs
de y voisines de & sera divisible par une certaine puissance de x — a,
dont I'exposant sera le degré du point (a, b) considéré comme point
commun aux deux courbes F=o0, Q=o.

Supposons, comme précédemment, I'origine transportée au point
critique. La premiere substitution nous a donné (n° 4)

Qz, ¥ ::_,2;(7‘4_1)p'+5i_|+;7Q(|)(x”}/-’)_
Si I'on se borne au premier facteur, les £;p valeurs de y, qui se rap-
portent & un méme coté C; du polygone P, fournissent une puissance
de x dont 'exposant est entier et égal a
(1,’— I) /fiq—l— (@1—— T)Ifip—‘"ki

= (otp — ) (Bir — Bi) + {Bi — 1) (i — air) + ki
— (aicﬂl - ﬁi“i+l) — (Oli — OCi-H) - (ﬁi+| — @z) + k.
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22 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE L
Pour les n valeurs infiniment petites de y, on a I'exposant

i=h—1

b
2‘ “tﬁz-u — Biaivs+ ki) — (n+ 1),

i=0

lequel, en vertu de la formule (14) du n°® 3, est égal & 24.

Si les équations L= o avaient des racines multiples, on trouverait
de méme, d’apres le raisonnement du n° 10, que le second facteur
donnerait pour chacune d’elles une nouvelle puissance de x ayant pour
exposant 2.4/, et ainsi de suite. Il en résulte que le point multiple
(@, b) est un point commun du degré 2A . ;) aux deux courbes F=o,
Q=o0. La somme des degrés pour tous les points multiples est égale
a 2A.

L’équation résultante (42) est du degré m(m  3). Outre les points
précédents, les deux courbes ont m(m — 3) — 24, c’est-a-dire 2(p —1)
autres points communs. La courbe Q =o, qui satisfait aux A condi-

m(m—3) \

c’est-a-dire par p — 1 points pris a volonté sur la courbe F =o; étant
ainsi déterminée, elle coupe la courbe F o en p—1 autres points
dépendant des premiers.

tions relatives aux points critiques, est définie par
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CHAPITRE 1L

DES DEUX ESPECES DE LACETS.

Lacets de premiere espece.

15. Dans l'étude de la fonction algébrique définie par I'équation
irréductible F(x, y)=o0, du degré m, nous prendrons pour origine
des lacets de premiere espece un point x, pour lequel 'équation a
m racines simples ¥,, ¥+ ..., ¥n—,» €t nous supposerons que l'origine O
des coordonnées a été transportée en ce point. Lorsque les racines
qui deviennent égales en un point critique se partagent en plusieurs
systemes circulaires, nous regarderons ce point critique comme la su-
perposition de plusieurs points critiques distincts, & chacun desquels
sera affecté un systeme circulaire de racines. Sur un lacet (a), décrit
dans le sens positif, c’est-d-dire dans un sens tel que l'on ait & sa
gauche 'aire du cercle @, se permutent p racines y,, yg., ..., Y, €t

nous regarderons ce lacet comme la réunion des p lacets binaires (')

(aff () ooy (@), (@)

La suite de ces p lacets binaires, reproduisant la racine initiale et
donnant une intégrale nulle, constitue une ligne neutre que I'on peut
ajouter 3 un contour quelconque, sans changer la permutation des
racines sur ce contour, ni la valeur de P'intégrale définie.

On peut former un systeme de lacets forndamentaux (*), ¢’est-a-dire
un systeme de 72 — 1 lacets unissant les 7 racines, de plusieurs ma-
nieres. Nous adopterons le mode suivant : nous prendrons d’abord

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 51.
(2) Ibid., p. 53.
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24 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE II.
les p — 1 lacets binaires

(o (@ e (@7
d’un premier systeme circulaire (a), qui unissent les p racines y,,
Ygw +++» Yg, Un second systeme circulaire (b) a des racines communes
avec le premier et d’autres différentes; nous désignerons par y; I'une
quelconque des racines communes. Le systeme circulaire (b) est formé
d’un premier groupe de racines y; ., Ya, ..., Ys, appartenant au sys-
teme (a), d’un deuxieme groupe ys. ., Ya,,» ---» ¥s, D'appartenant pas
a ce systeme, d’un troisitme groupe Y, . Ya,.,, ---+ Y4, appartenant
au systeme (a), d’'un quatrieme groupe ¥y, > Ya, s --+» Y4, 'appar-
tenant pas & ce systeme, et ainsi de suite. On prendra pour lacets
fondamentaux les lacets binaires

iy /2N ht
(b s (b/“ KRNEEES 2y »
qui conduisent de la racine y,, qui est 'une de celles du systeme (a),
aux racines nouvelles Yhipor Yeiurr o Vg puis les lacets binaires

Ill” by . b
(b " (B oo b PR

qui conduisent de la racine y, ,, qui est aussi I'une de celles du sys-
teme (a), aux racines nouvelles y,, ., ¥4, ,» --+s Yaur €t ainsi de suite.
De cette maniere, tous les lacets binaires du systeme (&) qui con-
duisent 4 une racine nouvelle sont des lacets fondamentaux, tous ceux
qui conduisent & une racine du systeme (a) sont des lacets non fon-
damentaux; le lacet désigné par (5" est I'un quelconque des non fon-
damentaux.

Un troisieme systeme circulaire (¢) a des racines communes avec
I'un ou T'autre des deux précédents et des racines différentes. Nous
désignerons par y. I'une quelconque des racines communes. Le sys-
teme circulaire (c¢) est formé d’'un premier groupe de racines com-
munes ¥y, ¥, ---» Yi,» d’'un second groupe de racines différentes
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Yioor Yipr ++o» Yo €t ainsi de suite. On prendra pour lacets fonda-

mentaux les lacets binaires

(el (el oo (i

qui conduisent de I'une des racines précédentes y;, aux racines nou-
velles Yhivor Yheorr o0 Yiss puis les lacets binaires

(chew s (et ooy (e)pns

qui conduisent de I'une des racines précédentes y, , aux racines nou-
velles Y. s Yau o +-o» Yiao et ainsi de suite. De cette maniére, tous

les lacets binaires du systeme (¢) qui conduisent & une racine nou-
velle sont des lacets fondamentaux; les autres sont des lacets non fon-
damentaux; le lacet désigné par (¢)i est 'un quelconque des non
fondamentaux. Supposons, pour fixer les idées, qu'a I'aide des trois
systemes circulaires (a), (), (¢) on ait obtenu de la sorte 7 — 1 lacets
unissant les m racines de l'équation; le systeme des lacets fonda-
mentaux sera formé; tous les lacets relatifs aux autres systemes cir-

culaires (d), (e), ... seront des lacets non fondamentaux.

Circuits de premiere espece.

16. Nous appelons circuit la ligne fermée composée d’une droite
tres-grande O/ et d’une circonférence ayant son centre en O et enve-
loppant tous les points critiques ( fig. 4). Comme on peut la parcourir
successivement avec chacune des m racines y,, ¥,, ..., ¥, » OD aura
ainsi les m circuits de premiere espece. Chacun de ces circuits, décrits
dans le sens positif, c’est-h-dire dans un sens tel que I'on ait a sa
gauche 'aire enveloppée par le circuit, se ramene 3 une suite de lacets
binaires de premiere espece décrits dans le sens positif. Un lacet bi-
naire entre d’'une maniere effective dans un circuit et dans un seul;
car, si I'on remonte la suite des lacets géométriques de premiere es-
pece, a partir de l'entrée du lacet (a), avec la racine y,, . on arrive a

4
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I'origine du circuit avec une racine déterminée que nous désignerons

Tig. 4.

(@, (af ..., (a%, (a)f

-1 80

entrent respectivement dans les p circuits

(CF, (€l ...y (Chr, (Ch

“,:-n’ L

Imaginons que la figure soit rapportée sur la sphere tangente au

point O (fig. 5) (). Au point diamétralement opposé O, les 7 racines

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 15.
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deviennent infinies; mais, comme elles restent monotropes dans le
voisinage, on peut les regarder comme distinctes; d’ailleurs, l'intégrale
reste finie et conserve la méme valeur, quand la ligne d’intégration, qui
va d’un point & un autre, traverse le point ', en se déformant d’une
maniére continue sur la sphere; le point O’ se comporte donc comme
un point ordinaire. Nous le supposerons joint au point O par le demi-
méridien OLO’ qui se projette sur la droite infinie OZ. Au circuit tracé
dans le plan correspond sur la sphere un lacet formé de I’arc de mé-
ridien OL et d’un petit cercle enveloppant le point O’ et partageant
la sphere en deux zones, dont la supérieure contient tous les points
critiques. Ce lacet (O'), pouvant se réduire & un simple point, ramene
évidemment la racine initiale et donne une intégrale nulle. Le circuit
dans le plan jouit de la méme propriété.

Lacets de seconde espe‘ce.

17. Nous les formerons sur la sphere & I'aide d’arcs de grand cercle
allant du point O’ aux points critiques et de petits cercles décrits
autour de ces points, et nous nous représenterons ces lacets comme
partant aussi du point O, en les faisant précéder et suivre du demi-
méridien OLO’. Soient ONO’ et OQO’ deux demi-méridiens compre-
nant le point critique a et n’en comprenant aucun autre. Le lacet de
seconde espece (a'), partant du point O’ et décrit dans le sens positif,
¢’est-a-dire dans un sens tel que I'on ait & sa gauche I’aire du cercle «,
se ramene au demi-méridien 0'QO suivi du demi-méridien ONO’; en
le faisant partir du point O, on a les chemins

(OLO’ + 07Q0) -+ (ONO’ + O/ LO),

qui se ramenent dans le plan aux deux chemins OlsgO et OnrlO
(fig. 4). 1l suffit, pour cela, de considérer le chemin OLO'+ 0'QO
comme enveloppant la partie postérieure de la sphere, et le chemin
ONO’+ O'LO comme enveloppant la partie antérieure. L'un est la
partie du circuit qui suit le lacet de premiére espece (a), I'autre celle
qui précede ce méme lacet. SiI'on part avec la racine y, , on remonte

4.
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la seconde partie du circuit (C)2 jusqu’a la fin du lacet (a)%+, ol I'on
arrive avec la racine y,, ; laissant de coté ce lacet, on remonte en-

\

suite la premiere partie du circuit (C);', ce qui conduit & la racine
Ye,,,- On obtient ainsi le lacet binaire de seconde espece (a')i+, que
Pon fait correspondre au lacet binaire de premiere espece (a)¥+. De
cette maniere, aux p lacets binaires de premiere espece

(@, (af - (@7, (a

qui permutent circulairement les p racines y,, ¥o,s ---» Yo,
Remarquons que les lacets binaires de seconde espece (a’' ', qui,

décrits dans le sens positif, conduisent d’une racine déterminée y, i
une autre, correspondent aux lacets binaires de premiere espece (a %
qui entrent dans le circuit (C 7.

Il est clair que I'on peut eflectuer la permutation des m racines de
I’équation a 'aide des lacets de seconde espece comme avec ceux de
premiere espece.

Circuits de seconde espéce.

18. Le circuit de seconde espece, partant du point 0’, se compose
d’un arc de grand cercle O'L’ (fig. 5), situé dans le méme plan mé-
ridien que OL, et d’un petit cercle enveloppant le point O, et parta-
geant la sphere en deux zones, dont linférieure contient tous les
points critiques; il se ramene sur la sphére 4 une suite de lacets de
seconde espece. On imaginera qu’il part aussi du point O, en le faisant
précéder et suivre du demi-méridien OLO'. Sur le plan tangent en O
(fig. 4), 1l se projette suivant un petit cercle relié au point O par le
rayon O/ et a I'extérieur duquel sont placés tous les points critiques.

Il est aisé de voir que le circuit de seconde espece (C')7+ contient
le lacet (@) '; car la premiere partie de ce circuit, partant du point 0,
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jusqu’a I'entrée du lacet (a'), et décrit dans le sens positif, se raméne
au demi-méridien O'L’O, suivi du demi-méridien 0QO’ ( fig. 5); en
le faisant partir du point O, on a le chemin

OLO' + O'L’ 0+ 0Q0' + O'LO,

ou plus simplement
0Q0’ + O’'LO,

qui se ramene dans le plan au chemin Og¢s/O (fig. 4); c’est la seconde
partie du circuit de premiere espece (C): que P'on suit & partir de la
fin du lacet (a)s+, avec la racine y, , ce qui conduit a la racine y, .
Quand on décrit le circuit de seconde espece avec la racine initiale y,
on arrive donc a I'entrée du lacet (a’) avec la racine y, , qui se permute
ensuite sur ce lacet en y, ; ainsi le circuit (C')5 contient le lacet
de seconde espece (a’)z+. Il en résulte que les p lacets binaires de
seconde espece

(@) (@) .o (&)

L

entrent respectivement dans les p circuits de seconde espece
(€, (€, ., ()

Remarquons aussi que les lacets binaires de premiere espece (a)é+,
qui, décrits dans le sens positif, conduisent & une racine déterminée
Yerpsr correspondent aux lacets binaires de seconde espece (a'):*, qui
entrent dans le circuit (C') ..

19. Voici encore quelques propriétés des circuits qui nous seront
utiles. Dans » circuits de premiere espece, n étant plus petit que m,
peuvent entrer les p lacets binaires de premiere espece de quelques-
uns des systemes circulaires; mais les lacets d’autres systemes circu-
laires n’y entrent que partiellement. Désignons, en effet, par

(C)i, (C)E --s (G

ces n circuits. Supposons qu’aucun lacet n’y entre sans que tous ceux
du méme systeme circulaire n’y entrent aussi. Appelons y, 1'une quel-
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conque des n racines y,, y., ..., ¥, relatives aux » circuits; les lacets
binaires positifs de seconde espece qui conduisent de cette racine a une
autre correspondent, comme nous I’avons vu, aux lacets binaires de pre-
miere espece qui entrent dans le circuit (C)2. Soit ()~ I'un de ces
lacets; le lacet suivant (a)¥* du méme systeme circulaire entre, par
hypothese, dans un autre (C)Z*' des n circuits, et le lacet de seconde
espece (') conduit de la racine y,, & une autre y, . des » racines
Yis Yar «ors Yuo De méme, le lacet précédent (a)¥  entre dans un autre
(C)z_ des n circuits et le lacet de seconde espece (a’ 7 , décrit dans
le sens négatif, conduit aussi de la racine y, & une autre y, des

t
n racines. Il en résulte qu’en partant de I'une de ces n racines il se-
rait impossible de passer aux m — n autres racines; la fonction algé-
brique y n’acquerrait pas ainsi plus de » valeurs différentes, et I'équa-
tion proposée F(x, y) = o ne scrait pas irréductible (' .

Des p lacets binaires de premiere espece d'un systeme circulaire,
¢ sont fondamentaux, ¢ pouvant étre nul, et p — ¢ non fondamentaux.
Il est impossible que les n circuits ne contiennent aucun des p — ¢ la-
cets non fondamentaux des systemes qui y entrent partiellement et
qu'ils les contiennent tous. Désignons, en effet, par (V ! la suite des
lacets fondamentaux de premiere espece qui conduit de la racine y, 4
la racine y,. En introduisant le méme lacet fondamental un nombre
pair de fois, savoir un certain nombre de fois dans un sens et le
méme nombre de fois en sens contraire, et réunissant les n circuits,
on forme le cycle

CN=+[Vi==Cn - (V) + [V I CR+ (V)]

Les systemes circulaires qui entrent complétement dans les n circuits
peuvent étre supprimés. Si les n circuits ne contenaient aucun des
p — q lacets non fondamentaux des systemes qui y entrent partielle-
ment, le cycle serait formé uniquement de lacets fondamentaux et
contiendrait un nombre impair de fois ceux des ¢ lacets fondamen-
taux des systemes précédents, qui entrent dans les » circuits, ce qui
est impossible (*). Si les n circuits contenaient les p — ¢ lacets non

(1) Théorie des fonctions clliptiyues, p. 217.
(%) Ibid., p. 171.
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fondamentaux de tous les systemes qui y entrent partiellement, en
introduisant dans le cycle la suite des p lacets binaires de chacun de
ces systemes décrits en sens rétrograde, on supprimerait ces p—g
lacets; ceux des ¢ lacets fondamentaux qui y entrent déja seraient
aussi détruits, et les autres entreraient un nombre impair de fois.

On résume ce qui précede en disant qu'un nombre de circuits moindre
que la totalité contiennent au moins un lacet non fondamental d’un
systéme circulaire, sans les conlenir tous.

Maniére de former le second systeme de lacets fondamentaua.

20. On pourrait former un systeme de lacets fondamentaux de se-
conde espece, comme on a formé le systeme des 7 — 1 lacets fonda-
mentaux de premiere espece, en n’employant que des lacets binaires;
mais il est préférable de se servir de lacets complexes et de les choisir
de telle sorte qu’ils correspondent a des lacets non fondamentaux de
premiere espece.

Dans chaque systeme circulaire, nous remplacerons les p — 1 lacets
binaires ‘

qui unissent les p racines y. . Yo, -..» Yo, par les p— 1 lacets com-
plexes

(@)t (@) o (@) (@) = (@)
(@) +...+ (a’)ij_;+ W’Ki;, = (a')ir,
--------------------------------- b

(@ )+ () =(a) ,
T F [
(@ =),

qui unissent & la racine y,, ou y,, chacune des autres. Nous désigne-
rons d’'une maniere générale par (a') ou (a'); le lacet complexe

(@)rv (@' )=+ .+ (@)

’
or Gprt % —1
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I'indice r variant de 1 & p—1, et nous le ferons correspondre au lacet
binaire de premiere espece (a)é'. 1l se rameéne a un chemin formé de
la seconde partie du circuit (C)r, du lacet (a) décrit p —r — 1 fois
dans le sens positif, ou 7+ 1 fois dans le sens négatif, et de la pre-
miere partie du circuit (C);>. Nous dirons qu’il unit les deux racines
Ya, €t ¥o, ou les deux circuits (C);7 et (C).

Nous avons supposé (n° 15) le systeme des 7 — 1 lacets fondamen-
taux de premiere espece formé de lacets binaires appartenant aux trois
systemes circulaires (a), (), (¢). S’il y a d’autres systemes circulaires,
nous prendrons pour premiers lacets fondamentaux de seconde espece
les p — 1 lacets complexes

’ 3! \u 3,,

(@0 (@ s (@

relatifs & 'un d’eux (d), et qui correspondent aux lacets non fonda-
mentaux de premiere espece

(), ()Y, .., (A

0’ Iyt
Ces lacets de seconde espece unissent les p racines
o Yiao e XYoo V7,

ou les circuits de premiere espece

S

(C);;, (€ e (cl (C

qui contiennent les p lacets binaires du systeme (d).

D’apres la loi établie au numéro précédent, ces p circuits contiennent
au moins un lacet non fondamental de premiere espece d’un autre
systeme circulaire, par exemple du systeme (c), sans les contenir tous.
Nous désignerons par (¢);: 'un des lacets non fondamentaux qui en-
trent dans les circuits précédents, ce qui revient d dire que (C)P est
I'un de ces circuits, ou yy 'une des p racines précédentes. Soit (c);
I'un des lacets non fondamentaux du systeme (c) qui entrent dans de
nouveaux circuits; nous prendrons pour lacets fondamentaux de se-
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conde espece les lacets complexes (¢')%, qui correspondent aux lacets
non fondamentaux (c¢){’* de premiere espece, et qui unissent a I'un
des circuits précédents (C) les nouveaux circuits (C)¥, et qui, par
conséquent, unissent & la racine yy,, qui est 'une des précédentes, les
racines nouvelles y, .

Les deux groupes de circuits précédents contiennent au moins I'un
des lacets non fondamentaux d’un autre systéme circulaire, par
exemple du systeme (), sans les contenir tous. Nous désignerons par
(b)% 'un des lacets non fondamentaux de ce systtme qui entrent dans
les circuits précédents, ce qui revient a dire que (C)i* est I'un de ces
circuits, ou yg l'une des racines précédentes; soit (b); I'un quel-
conque des lacets non fondamentaux du systeme (b) qui entrent dans
de nouveaux circuits; nous prendrons pour lacets fondamentaux de
seconde espece les lacets complexes ('), qui correspondent aux lacets
non fondamentaux (&)}~ de premiere espece, et qui unissent a 1'un
des circuits précédents (C) les nouveaux circuits (C)f, et par consé-
quent a la racine yg, qui est 'une des précédentes, les racines nou-
velles yg .

On continuera de cette maniére jusqu’a ce qu’on ait uni les m cir-
cuits de premiere espece, et par conséquent les m racines, par m — 1
lacets complexes de seconde espece. D’apres le mode de corrélation
adopté, les lacets fondamentaux de seconde espéce correspondent a des
lacets non jfondamentaux de premicre espéce. Nous supposerons, pour
fixer les idées, que le systeme des  — 1 lacets fondamentaux de se-
conde espece est formé a l'aide des trois systemes circulaires (d'),

(¢'), (&)
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CIIAPITRE 1I1.

PERIODES DES INTEGRALES ABELIENNES.

Nombre des periodes.

21. Les périodes d’une intégrale abélienne de premiere espece sont
les valeurs de I'intégrale définie relatives aux différents cycles simples,
c¢’est-a-dire aux cycles formés chacun d’un certain nombre de lacets
fondamentaux et d’un seul lacet non fondamental ('). Considérons
d’abord les cycles simples de premiére espece. La somme des intégrales
relatives aux p lacets binaires d’'un méme systeme circulaire étant
nulle, la somme des périodes correspondantes est aussi nulle, et 'une
d’elles est égale et de signe contraire a la somme des p — 1 autres.
On peut, d’apres cela, dans la recherche du nombre des périodes, faire
abstraction de 1'un des lacets binaires de chaque systeme circulaire,
ce qui réduit le nombre des lacets de premiere espece a N=Z2(p —1 .
Dans ce qui suit, nous conviendrons de faire abstraction des lacets dé-
signés par (a)®, (b)p, (¢)i, ..., en observant que, d’apres la maniere
dont nous avons disposé les indices, aucun d’eux n’est fondamental,
ni ne correspond & un lacet complexe de seconde espece. Nous par-
tagerons les N lacets restants en trois catégories : 1°les m—1 la-
cets fondamentaux; les périodes correspondantes sont nulles; 2° les
N —2(m — 1) =2p (n°13) lacets non fondamentaux qui correspondent
2 des lacets non fondamentaux de seconde espece; nous représenterons
par o,, o,, ..., o, les périodes fournies par les cycles simples qui les
contiennent; 3° les m — 1 lacets non fondamentaux qui correspondent
aux lacets fondamentaux de seconde espece; nous allons démontrer

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 171.
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que les périodes qui s’y rapportent sont égales 2 des sommes de mul-
tiples des 2p périodes o, en d’autres termes, que les cycles simples
qui contiennent ces m — 1 derniers lacets se rameénent aux cycles
simples précédents.

Considérons les circuits de premiére espece. L'intégrale relative a
chacun d’eux étant nulle, la somme des intégrales relatives aux lacets
binaires qui entrent dans le circuit est nulle. La somme des périodes
correspondantes est aussi nulle; car le circuit est un cycle, que 'on
ramene a une somme de cycles simples, en introduisant des lacets fon-
damentaux, parcourus chacun deux fois dans des sens contraires; il
suffit donc de remplacer dans la relation les intégrales relatives aux
lacets binaires par les périodes correspondantes. On obtient ainsi 7 re-
lations linéaires entre les périodes; mais ces 7 relations se réduisent 2
m — 1 relations distinctes : car la réunion des m circuits contient les
p lacets binaires de chaque systeme circulaire; si donc on ajoute les
m relations membre 3 membre, les p termes relatifs & un méme systeme
circulaire ayant une somme nulle, on obtient une identité. Voici com-
ment nous résoudrons ces m — 1 relations.

Nous avons supposé le systeme des 7 — 1 lacets fondamentaux de
seconde espece formé avec les lacets appartenant aux trois systemes
circulaires (d'), (¢'), (&'). Les p — 1 circuits (C)3 contiennent les lacets
non fondamentaux de premiere espece (d);, qu1 correspondent aux
lacets fondamentaux de seconde espece (d')}; le dernier circuit (C)}
du méme groupe contient le dernier lacet (d);;. Les nouveaux circuits
(G)- contiennent les lacets non fondamentaux de premitre espece
(e)i+, qui correspondent aux lacets fondamentaux de seconde espece
(¢')es les autres lacets non fondamentaux du méme systeme (c), et en
particulier (¢)j!, entrent dans le premier groupe de circuits. Les nou-
veaux circuits (C { contiennent les lacets non fondamentaux de pre-
miere espece (b)y ', qui correspondent aux lacets fondamentaux de
seconde espece (b'); les autres lacets non fondamentaux du méme
systeme (b), et en particulier (5);, entrent dans les deux premiers
groupes de circuits.

Considérons d’abord les circuits (C);7, dont chacun contient un lacet
(b)pr+ de la troisieme catégorie et ne contient aucun des lacets non

fondamentaux des systemes (d) et (¢). L’intégrale relative a chacun
5.
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de ces circuits, ou & la somme des cycles simples qui le composent,
étant nulle, on aura une équation, d’olt 'on déduira la période (b))
exprimée par une somme de périodes w. Ayant trouvé les expressions
des périodes (b)y+, on aura celle de la période (b);.

Considérons maintenant les circuits (C)?, qui contiennent chacun
un lacet (c)i * de la troisieme catégorie et ne contiennent aucun des
lacets du systeme (d), I'un d’eux pouvant contenir le lacet (5);:. On
aura des équations d’ot I'on déduira les périodes (¢); * exprimées par
des sommes de multiples des périodes w. Ayant trouvé les expressions

des périodes (c)ir *, on aura celle de la période (¢)i. Les circuits (C),

dont un peut contenir le lacet (¢);: et un autre ou le méme le lacet
(b)i, donneront enfin les périodes (d);+ exprimées par des sommes de
multiples des périodes o.

Ainsi, les périodes relatives aux cycles simples dans lesquels entrent
les m — 1 lacets non fondamentaux de premiere espece qui corres-
pondent aux lacets fondamentaux de seconde espece sont égales a des
sommes de multiples des périodes v,, w,, ..., w,, relatives aux cycles
simples dans lesquels entrent les 2p autres lacets non fondamentaux
de premiere espece. 1l en résulte que tous les cycles se ramenent a ces
2p cycles simples, et nous arrivons a cette loi générale : Le nombre
des periodes de chacune des intégrales abéliennes de premicere espece est
double du nombre de ces intégrales (n° 13).

Périodes de seconde espece.

22. On peut effectuer cette réduction, d’'une maniére analogue, &
I'aide des lacets de seconde espece. Nous partagerons de méme les N la-
cets complexes de seconde espece, que nous avons substitués aux lacets
binaires (n° 20), en trois catégories : 1° les m 1 lacets fondamentaux;
2° les 2p lacets non fondamentaux qui correspondent a des lacets non
fondamentaux de premiere espece; 3° les m — 1 lacets non fondamen-
taux qui correspondent aux lacets fondamentaux de premiére espece.
Les cycles formés uniquement de lacets fondamentaux, contenant le
méme lacet un nombre pair de fois, savoir un certain nombre de fois
dans un sens et le méme nombre de fois dans le sens contraire, donnent
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des intégrales nulles. Nous désignerons par o', vy, ..., v, les périodes
fournies par les cycles formés chacun de lacets fondamentaux et d’un
seul lacet complexe de la seconde catégorie, en supposant que o,
et w; se rapportent a des lacets correspondants de premiere et de se-
conde espece. Nous appellerons cycles simples de seconde espéce ceux
qui sont formés de lacets fondamentaux de seconde espece et d’'un
seul lacet binaire de seconde espece. Nous allons démontrer que les
périodes relatives a tous ces cycles simples sont égales & des sommes
de multiples des 2p périodes o'

Nous avons supposé (n° 15) le systeme des 7 — 1 lacets fondamen-
taux de premiere espece formé avec des lacets appartenant aux trois
systemes circulaires (a), (b), (c). Les circuits de seconde espece
m (@ (@, . (@), (€]

£
contiennent les lacets binaires de seconde espece

(1) (@), (@) oo (@), (a)

L
dont les p — 1 premiers correspondent aux p — t premiers lacets fon-
damentaux de premiere espece

(@ (@)fy o (afy

Le dernier correspond au lacet non fondamental (a)$:.
Les nouveaux circuits

(O (@ (€

(II) ' (C/ A\l gy ( 54 )/‘l’I+! (C,)/llr:

}/l:"-x 1 ’ [ ’

. ’
Bi'—y

[(WR ER — (B)
(2) }(b’)”’“ (), L, (B
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qui correspondent aux lacets fondamentaux de premiere espece

by Bhnh o (b0,

/ln-u, /lxl 1

Ry by b
(b ko, (b M, (b
............................ »

et nous remarquons que les lacets binaires de seconde espece

7 8 N N
s (b 8o’ b 8 T b [

7 ’ ' ’

2 AT (AT r 3
( ) (b 8 b EPTL (b 8y

qui correspondent aux lacets non fondamentaux de premiere espece

N ha h,
(B, (Bp o, b

/'u’ I'l—-l,
[ { h' s Iy
(b’/“. 13 \b)/t,' 1’ vy b)/ll' '9

entrent dans les circuits du premier groupe (I .
De méme, les nouveaux circuits

/fio—l, /kH»i’

(C' | X (C,)::” :’ s, C/ ﬁ""

TR sy?

‘(C’)’”' (€ o, Oy
JI) ?

(s (@R o (@0,
3 ¢ o - "
B) 0 (@

(ui correspondent aux lacets fondamentaux de premiere espece

(s (s e ()

Ai kivy k'’
(e)ers (el ooy (e
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et les lacets de seconde espece

LT
(3) (c/)iies, (o' )i (o)
W AL Wy’

O O O
1 P ) o )

entrent dans les deux premiers groupes de circuits (I) et (II).

Comme on a, d’'une maniere générale,

(@) =(a)— (@),
la période relative au cycle simple qui contient un lacet binaire
(a)i+ est égale a la différence des périodes relatives aux deux lacets
complexes (a'): et (a')2 . Pour tous les systemes circulaires suivants
(d), (¢), ..., les périodes relatives aux lacets complexes étant nulles,
ou faisant partie des 2p périodes o', les périodes relatives aux lacets
bhinaires sont égales a des différences de périodes o'.

Les circuits du troisieme groupe (III), ne contenant aucun des la-
cets (a’) et (&), donnent des équations d’ott Pon déduira les périodes
relatives aux lacets binaires (3), exprimées par des sommes de pé-
riodes relatives aux lacets binaires (d’), (¢'), ..., et, par conséquent,
en vertu de la remarque précédente, par des sommes de multiples des
périodes »’. On en déduira successivement les périodes relatives aux
lacets complexes correspondants, 4 I'aide des relations

i — | oY _
o = e (T

Y-
(=

(C, )Tn — (cl)‘fH—i + (C, )‘fu

Ti Yid?

ou des relations analogues pour chaque sous-groupe; car la période
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relative au dernier terme de la premiere équation est égale a zéro ou
a 'une des périodes . On obtiendra ensuite les périodes relatives aux
lacets binaires (3) & I'aide des relations

car tous les termes des seconds membres sont égaux a zéro ou a des
périodes ', excepté le dernier, qui est une somme de périodes «'. Les
périodes relatives i tous les cycles simples qui contiennent les lacets
binaires du systeme (c¢’) seront ainsi exprimées par des sommes de
multiples des périodes o'.

On se servira ensuite des circuits du second groupe (II), qui ne
contiennent aucun des lacets binaires du systeme (a’ , mais ceux des
systemes (&), (¢'), (d'), ...; on en déduira les périodes relatives aux
lacets binaires (2), exprimées par des sommes de multiples des p¢-
riodes o'. Ces périodes étant trouvées, on calculera, comme précédem-
ment, celles relatives aux lacets complexes correspondants et ensuite
celles relatives aux lacets binaires (2)'. Les périodes relatives a tous
les cycles simples qui contiennent les lacets binaires du systeme (')
seront ainsi exprimées par des sommes de multiples des périodes o'

Les circuits du premier groupe (I) donneront enfin les périodes re-
latives aux cycles simples qui contiennent les lacets binaires du sys-
teme (a’).

On conclut de ce qui précede que toutes les périodes des intégrales
abéliennes de premiere espece se ramenent, pour chacune d’elles, aux
2p périodes o', o), ..., Wy

23. Nous avons démontré (n° 21) que toute période d’une intégrale
abélienne de premiere espece est égale & une somme de multiples des
2p périodes o, fournies par les cycles simples de premiére espece, dans
lesquels entrent les lacets non fondamentaux qui correspondent a des
lacets non fondamentaux de seconde espece. Les périodes o’ jouissent
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évidemment de cette propriété, et 'on a

’w', =C w1 FCrawa ... Cyap Waps

(4) Wy = Ca®) - CaaWy ... CyapWap,

’
{ Wap = Cap,y @1 = Cap a3 @2 ——. .. Cyp op Wap,s

les coeflicients ¢ étant des nombres entiers, positifs ou négatifs. Nous
avons démontré ensuite que toute période de I'intégrale abélienne est
égale 2 une somme de multiples des 2p périodes «’, fournies par les
cycles relatifs aux lacets complexes non fondamentaux de seconde es-
pece, qui correspondent & des lacets non fondamentaux de premiere
espece. D’apres cela, les valeurs des périodes o, déduites des rela-
tions (4), sont égales & des sommes de multiples des périodes o’; il
en résulte que le déterminant des coefficients ¢ est égal & == 1.
Nous représenterons les relations (4) par la formule

k=2p

ci/i (‘)/1')

=
e
S

|

en faisant varier les deux indices ¢ et £ de 1 a 2p.

Cas ot tous les points critiques sont du second ordre.

2%. Lorsque la courbe F(x, y) = o n’a que des points doubles, ou,
du moins, lorsque, dans la distribution des racines autour des points cri-
tiques, chacun des systemes circulaires ne comprend que deux racines ('),
la formation des deux systemes de lacets fondamentaux, et I’évaluation
du nombre des périodes, deviennent tres-simples. Chaque systeme cir-
culaire comprend deux lacets binaires, sur chacun desquels se per-
mutent deux racines. On prendra pour premier lacet fondamental de
premiere espece le lacet (@), qui unit les deux racines y, et y, ;
'autre lacet binaire (a)f* sera non fondamental. Un second systeme
circulaire (b) contient I'une des deux racines précédentes et une autre

(1) Cest le cas traité par MM. Clebsch et Gordan, Theorie der .1belschen Functionen
(1866 ).
6
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différente; on désignera par y, la racine commune et I'on prendra
pour second lacet fondamental le lacet (&);:, qui unit l'unc des deux
premieres racines a la racine nouvelle y, ; 'autre lacet (b }: sera non
fondamental. Un troisieme systeme circulaire (¢) contient 'une des
trois racines précédentes et une autre différente; on désignera par y,
la racine commune et I'on prendra pour troisieme lacet fondamental
le lacet (¢ §, qui unit 'une des trois premieres racines a la racine nou-
velle y; ; T'autre lacet (¢)i! sera non fondamental, et ainsi de suite.
Par exemple, si m =23, le systeme des lacets fondamentaux de pre-
miere espece sera formé des trois lacets
(@), (b (o)
Il n’y a pas lieu ici de parler de lacets complexes. Un circuit de
premiere espece contenant au moins un lacet non fondamental d’un
systeme circulaire sans les contenir tous (n°® 19), ce lacet appartiendra
4 un nouveau systeme circulaire (). On prendra pour premier lacet
fondamental de seconde espece le lacet (d’)}, qui unit les deux ra-
cines y; et y;, ou les deux circuits (C); et (C)y. Ces deux circuits
contiennent un lacet (e);! d’'un nouveau systeme circulaire (e), sans
contenir I'autre lacet de ce systeme; on prendra comme sccond lacet
fondamental de seconde espece le lacet (¢')?, qui unit a I'un des cir-
cuits précédents (C)2 le nouveau circuit (C):, et, par conséquent, & la
racine y, qui est I'une des précédentes, la nouvelle racine y. . Les
trois circuits contiennent un lacet (/) d’un nouveau systeme circu-
laire ( /), sans contenir I'autre lacet de ce systeme; on prendra comme
troisieme lacet fondamental de seconde espece le lacet (/7)) qui unit
a I'une des racines précédentes yy, la racine nouvelle yz. Le systeme
des lacets fondamentaux de seconde espece sera formé des trois lacets

@y (e (e

On remarque que, dans le cas actuel, les deux systemes de lacets fon-
damentaux correspondent & des points critiques différents, ou, du
moins, 4 des systemes circulaires différents.
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CHAPITRE 1V.

RELATION ENTRE LES PERIODES DE DEUX INTEGRALES ABELIENNES
DE PREMIERE ESPECE.

Lot préliminaire.
25. Soit
(=, ) Qlz, ¥)

T dx
(e ) Fr (@ 7]

u—=

une intégrale de premiere espece. Considérons le contour simple (')
formé par la droite O/, la grande circonférence de centre O, et la suite
des lacets de premiere espece relatifs aux points critiques ( fig. 6). En

chaque point & du plan, I'intégrale » a m valeurs augmentées de mul-
tiples des périodes (*); appelons u, la valeur que 'on obtient quand,
partant de l'origine x,, avec la racine y,, on suit un chemin Oznux,

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 128.
(2) Ibid., p. 173.
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tangent & la droite O/ et allant au point x situé dans la partie du plan
cnveloppée par le contour, sans franchir aucune partic de ce contour,
et u,, Uy, ..., u, , les valeurs données par ce méme chemin, précédé
des suites de lacets fondamentaux de scconde espece qui conduisent de
la racine initiale y, aux autres racines y,, 7., ..., Yu .. Les quantités
uy, U, Uy, ..., 4, ,, ainsi définies, seront des fonctions holomorphes
de la variable x, dans la partie du plan enveloppé par le contour.

Remarquons que le chemin Onx peut étre remplacé par un autre
chemin, tangent aussi & la droite O/, mais de lautre coté de cette
droite, et allant du point O au point x, sans franchir aucune partie
du contour; car, sur la sphere, ces deux chemins se ramenent I'un &
I'autre.

Sur le lacet (a), décrit de droite & gauche, se permutent civeulaire-
ment p racines Y. Y, --or Y, €€ qui nous a conduit i regarder ce

.
3a?

lacet comme la réunion de p lacets binaires

(@&, (a%, ..., (a® , (aF,

L1 £ 6',: 1 -t

qui entrent respectivement dans les p circuits

(€2, (G2 ., (€7, (G2

ay
Sur le lacet (@), en deux points infiniment rapprochés m et m’, pla-

Fig. 7.

RN
/o 1

\.

i

K
|

0

cés sur les deux hords opposés de la coupure (fig. 7), chacune des

p fonctions

I(;(I, llu__, L.y U Wy

Ap-r? ()

acquiert deux valeurs différentes. Pour la fonction w,,,, en m et la
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fonction u, en m', la valeur de y est la méme; c’est celle que l'on
obtient quand on décrit directement la droite Om ou Om’, en partant
du point O avec la racine y, ; ces deux valeurs de I'intégrale u se
rapportant & un méme point analytique, leur différence est égale & une
période, et nous remarquons que cette différence reste constante tout
le long de la coupure; car, lorsque les deux points infiniment voisins
m et m’ se meuvent sur la droite Oa, les deux intégrales éprouvent la
méme variation.

Pour trouver cette différence, appelons U; 'intégrale relative a la
suite des lacets fondamentaux de seconde espece qui conduit de la ra-
cine y, & la racine y;, G l'intégrale relative & la premiere partie du
circuit (C)y, décrite dans le sens positif du circuit, depuis I'origine
du circuit jusqu'a 'entrée du lacet (@), G * U'intégrale relative a la
seconde partie de ce méme circuit que I'on remonte depuis la fin du
circuit jusqu'au lacet (@), et I la partie de l'intégrale relative a la
droite Om, quand on part du point O avec la racine y,. On obtient la
valeur de la fonction #,_ au point 7, en suivant la premiere partie
du circuit (C)++ jusqu’a P'entrée du lacet (@), puis la droite Om avec
la racine y, s la fonction u, _ acquiert donc au point m la valeur

U, =L, +Cr+1"

41 ®p g Sria

On obtient de méme la valeur de la fonction u, au point m’ en re-
montant la seconde partie du circuit (C); jusqu’au lacet (a), puis dé-
crivant la droite Om’, avec la méme racine Yo la fonction o, ac-
quiert donc au point = la valeur

i, = U, + G5 - Ig .
On déduit de Ia

W, — Ua,,, = Ly -+ (Ci‘*' + C"‘"") — 1,

N oyt
8ria 7l

En désignant par @ ' I'intégrale relative au lacet binaire de seconde
espece (@' )i+, on a '
a’“f'ﬁ — Ci’lr ' C"H-!;

@ gr4

car ce lacet binaire, décrit dans le sens positif, se ramene, comme
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46 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1V,

nous I'avons vu (n°® 17), & la seconde partie du circuit (C)2, que I'on
remonte jusqu’au lacet (@), et a la premiere partic du civcuit (C)x
que I'on remonte depuis le lacet (@), en laissant de coté ce lacet. Si
donc on représente par Ay la période relative au cycle simple de se-
conde espece qui contient le lacet binaire (a')z ' (n° 22), la relation
précédente devient

(1) Uy — Us,,, -AT .

Quand on décrit le contour entier dans le sens positif, on parcourt
d’abord le bord 7’ de gauche de la coupure Oa, puis le bord m de
droite; pour cette raison, nous appellerons le bord m’ premicr bord,
autre second bord. La relation (1) signifie que la diffcrence des valeurs
de la fonction u,, sur le premier bord du lacet a) et de la fonction u,,,

sur le second bord est égale a la période A} .

Relation entre les periodes de deux intégrales.

26. Soit
=2)Q, 2, )

= dx
(e 7) 1‘)' \Zs .7‘)

V=

une seconde intégrale de premiere espece, a lagquelle nous applique-
rons les mémes notations qu’a la précédente.
Les fonctions

u (lU() u ([V[ n ([('m \
0 —— s | ——y  eeey om
dz dx " T de

étant holomorphes dans la partie du plan enveloppée par le contour
que nous venons de définir ( fig. ), chacune des intégrales

av,
™ b h s

prise sur le contour entier, est égale & zéro (Note .\), et, par consé-
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quent, leur somme
h=m—1
('L) P—= 2 fu/,dw,
h—0
est aussi égale i zéro.

La partie de chacune des intégrales relative au circuit formé par
la grande circonférence et la droite O/ étant nulle, il suffit de consi-
dérer les lacets relatifs aux points critiques. Le lacet (@), borné & un
seul systeme circulaire (n°® 15), entre dans p intégrales; quand on dé-
crit le contour dans le sens positif, le lacet est parcouru de gauche a
droite ( fig. 7). La partie relative a ce lacet dans les p intégrales est

r—p r=p
a =4 0

E f W, dvl, +Z f s, dve,,
0 a

r—1 r—1

ou, en vertu de la relation (1), et & cause de la permutation circulaire,

7‘:/) a I‘:,’ a
'@y ,
2 f (uﬂr 1 -+ \a,. ) d‘}’lr—H _2 f u"v-a 1 d‘ %
=1 ° r=1 o
r—p a r=p
J— T®yyq J— oy
_2 A} f dv.,,, ~E A L
D]

r=\ r=1

I, désignant la partie de Uintégrale ¢ relative & la droite Oa, quand
on part du point O avec la racine y,. Sil'on en retranche la quantité
nulle

r=p

"oy gy
2 Aa,- ’

r=1
multipliée par I, , cette quantité devient

r=p—1

(3) - E A:,L.r‘l (Ié’x - Ié’l'+1)’

r=1

Appelons V, la partie de l'intégrale ¢ relative a la suite des lacets
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fondamentaux de premiere espece qui conduit de la racine v, 2 la ra-
cine y,, b5 la partie de la méme intégrale relative au lacet Dinaire
(@)i, et Bé+ la période correspondante. Comme on a

Io".) + ]é'i Ir'-:) +. ]m la’: t

by—T, , — (I

8t 5t 51

[T ——
1] 5. sr

la quantité (3) prend la forme

rop ot
\ | 'a, oy 5 O
) D N R R
’ H
Telle est la partie qui correspond au lacet @ , pour un systeme cip-
culaire; en faisant la somme des quantités analogues quli se rapportent
& tous les systemes circulaives relatifs aux différents points critiques,

on a
rop—t

\ V ' - -
b= SZ LN S

11

“

——
~——

le nouveau signe somme s’étendant a tous ces systemes.

27. Puisque
B Vb —V,
ot
[).,’1 . B.,, [ \_i,': . \al R
ey —— ._(B::e r—Bf’f+--~ B ) o P

a1 EL

cette expression devient

1

r=p—i1
’ —S Z VA P

7 —9

r p 1
p—S Y armenie

La seconde partie est une fonction linéaire et homog‘ene des m quan-
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tités Vo, Vi, Vo, ..oy V,oy. La quantité Vg entre dans les parties

provenant de différents systemes circulaires, ceux qui contiennent la
racine y, ; dans chacun de ces systemes, il y a un lacet binaire de

by

premitre espece, tel que ()5, qui conduit & cette racine; & ce lacet
de premiere espéce correspond le lacet de seconde espece (a');+;
mais on sait (n°18) que I'ensemble des lacets binaires de seconde
espece qui correspondent aux différents lacets binaires de premiere
espece qui conduisent & la racine y, , constituent le circuit de se-
conde espece (C')e+; la somme des valeurs a;7+ de I'intégrale u re-
latives a ces lacets est égale & zéro, et, par conséquent, celle des pé-
riodes correspondantes A;7+, par laquelle est multiplié V, , est aussi
égale i zéro. La seconde partie de I'expression (6), ordonnée par rap-
port 4V, V,, V,, ..., V,,_,, ayant ainsi tous ses coefficients nuls, et,
par conséquent, étant identiquement nulle, I'expression se réduit a

r=p-1

(7) p=—§ E At (BS 4 BE .. BE),

r=1

Si on l'ordonne par rapport aux périodes B de I'intégrale ¢, on a

r=p-—1

P=— S E Bér+ (A;':'*' + A;"rr: + .. A;“:_‘ )

r=iu

ou, plus simplement,
l‘:p —1

(8) P=— 2 Beri A,

r—=t

en remarquant que la quantité entre parentheses est la période de
'intégrale u, relative au cycle de seconde espece qui contient le lacet
complexe (a')z (n° 20).

28. Cette expression renferme les périodes des deux intégrales u
et ¢. Les périodes B&+ de I'intégrale ¢ se rapportent aux lacets binaires
de premiere espece (a)f+, les périodes A de I'intégrale u se rap-
portent aux lacets complexes de seconde espece (') correspondants.

7

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



50 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE IV.

Chaque systeme circulaire fournit p — 1 termes dans I'expression, sa-
voir

BEAT +BRAY ... BY Ax .
Nous avons formé les deux systemes de lacets fondamentaux de pre-
miere et de seconde espece, de maniere qu’aucun des seconds ne cor-
responde & un des premiers. Si ¢ lacets binaires de premiere espece
du systeme (a) sont fondamentaux, les ¢ termes correspondants sont
nuls par le facteur B; si ¢’ lacets complexes de seconde espece du sys-
teme (a') sont fondamentaux, ¢’ autres termes sont nuls par le fac-
teur A’. Il reste donc, pour ce point critique, p—1— g — ¢’ termes dif-
férents de zéro, ce qui fait en tout un nombre de termes marqué par

Z(p—1)—2¢q—Z2¢' N—2(m—1) ap,

¢’est-a-dire un nombre de termes égal au nombre des périodes des in-
tégrales abéliennes de premiere espece.

Les deux facteurs, qui forment chacun des termes de I'expression,
se rapportent aux lacets non fondamentaux correspondants de premiere
et de seconde espece. Si l'on désigne par o; et w; les deux systemes
équivalents de périodes de I'intégrale u, et par ¢ et ¢ celles de I'inté-

grale ¢, on a
i—2p

(9) P~ ) o,

i—1
et, en remplacant les périodes o; par leurs valeurs en fonction des
I3

périodes w; (n°23),
i—2p h—2p

{10) P — E Cik €i Wk.

[ T S |

29. Nous avons trouvé la valeur de la quantité

h m—1t

P= E fuhdv;,,

Lo

en fonction des périodes des deux intégrales abcliennes u et ¢o. Repré-
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sentons de méme par Q l'expression

h=m—1

(r1) Q= 2 f"/zdulz;

h=0

que I'on déduit de la précédente en permutant les deux intégrales u
et ¢v; nous obtiendrons par le méme raisonnement

i=2p A=2p
Q=-— 2 Ecikwisk;

i=1 k-1

ou, en permutant les deux indices 7 et £,

i=2p k=2p
W

(12) Q=— 2 Cki Wk &+
i=1 k=1

En intégrant par parties, et remarquant que la quantité w,; ve-
prend a la fin du contour la valeur qu’elle avait au commencement,

on a
fuhdwz:—-f%dah,

h=m—1 h=m—1

2 fu;,dv;;:— 2 f"hduh,
h=0 h=0

P=—Q.

et, par suite,

¢’est-a-dire

Ainsi les deux quantités P et Q sont égales et de signes contraires,
quelles que soient les valeurs des périodes; on en conclut, d’apres
les expressions (10) et (12), que les coefficients ¢; et c;; sont égaux et
de signes contraires, et I'on a

(13) Chi = — Cik, Cii==0,

quels que soient les indices 7 et £.
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D’aprés cela, le déterminant des nombres c; est un déterminant
gauche. Mais on sait qu'un pareil déterminant est égal au carré d’une
fonction rationnelle de ses éléments. Le déterminant des nombres c;
est donc égal & + 1.

La relation qui existe entre les périodes des deux intégrales u et ¢ est

k

i—ep k=29p
(14) P:E Ecikwiek:o;

i—1 A1

elle est linéaire et homogene par rapport aux périodes de la premibre
intégrale, et aussi par rapport a celles de la seconde.
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CHAPITRE V.

PERIODES NORMALES.

Transformation générale des périodes.
8

30. Imaginons que I'on remplace le systeme des 2p périodes o de
'intégrale u par un systeme équivalent de 2p nouvelles périodes €,

définies par les relations
g=2p

(I) wi:aiagi+ai292+--~+ai,‘lp9211:2aiggg’

£=1

dans lesquelles les indices ¢ et g varient de 1 & 2p, et les coefficients
a;, sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, dont le déterminant
est égal & == 1. Si l'on désigne par ¢ les nouvelles périodes correspon-

dantes de I'intégrale ¢, on a de méme

h=2p
(2) Ek:aklcl+ak'2{/2+---+ak,2p€2p:Zakhah-
k=1
L’expression
(3) :2 2

trouvée dans le Chapitre précédent, devient, par la substitution,

P ———E Cik @ig akn Qg Ep = 2 [Qg ChE Ciklig ak}z] )
ikg.h 5.k ik

les quatre indices 7, £, g, 4 variant de 1 & 2p. Si I'on pose

(4) Cah :2' | Cik Qg Qi
Z,
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cette expression prend la forme

g 2ph—2p

P— Z E cts Qg Chy

£=1 h—-1

—_
<
~—

semblable a la forme (3).
Les nouveaux coefficients ¢’ jouissent des mémes propriétés que les
coefficients ¢, car, si 'on pose

i=°

(6) Chg= CikQig,
—1

on a
A 2p

(7) C‘;},Z C;gaklz.
A=1

Le déterminant des nombres ¢” est égal au déterminant des nombres ¢
multiplié par celui des nombres a; de méme, le déterminant des
nombres ¢’ est égal 4 celui des nombres ¢” multiplié par celui des
nombres a; le déterminant des nombres ¢’ est donc égal & celui des
nombres ¢ multiplié par le carré de celui des nombres a, c’est-a-dire
par —+1; ainsi le déterminant des nombres ¢’ est égal & celui des
nombres ¢, et, par conséquent, égal & + 1. Ce déterminant est aussi
un déterminant gauche; car, si dans la formule (4) on permute les
deux indices 7 et £, on a

(’;,h :Z Ck[akg aip — —Z Cih Aih al._g’r — C/’,g.
N 7, h
Si, dans la formule (5) du n° 23,

i=2p 1=2p

’
(O :z Criwi = ‘“‘2 Cik Wi,

i—1 =1
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on remplace «; par sa valeur donnée par la formule (1), il vient

Wi = —E' CikQig Qg = —2 [QgE. Cikaig] )
ig g i

et, par suite, en vertu de la formule (6),

(8) wop = — Ec;gszg.

Transformation simple.

31. Soient r et s deux nombres entiers fixes et différents, appar-
tenant a la suite des 2p premiers nombres, et » un nombre entier
arbitraire, positif ou négatif. Considérons la transformation particu-
liere définie par les formules

wi =, { Qi=wi,
(9)

ou
&)r:Qr+an, Qr:(x)r—'n&);,

dans lesquelles I'indice i recoit les valeurs consécutives 1, 2, 3, ...,
2p, excepté i =r. Pour toutes les valeurs de ¢/, méme pour i=r, on
a a; =1, et, pour toutes les valeurs de ¢ et £ différentes entre elles,
on a a; = o, excepté a,,= n. Le déterminant des nombres a est ici égal
& +1. La formule (6), si g est différent de s, donne c;, = c. et la for-
mule (7), si % est aussi différent de s, ¢ ), =c,, = c,,; mais si A=s,
g étant différent de s, on a

ro___ " "o
) Cgs e ng -+ ncrg = Cgs -+ ncgr,
et par suite
Cip = — Chs == Csh —+ NCrh.

Il en résulte que I'on déduit le déterminant des nombres ¢’ de celui
des nombres ¢, en ajoutant aux éléments de la ligne de rang s ceux
de la ligne de rang r multipliés par n, et aux éléments de la colonne
de rang s ceux de la colonne de rang » multipliés aussi par n.
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Réduction du déterminant gauche a la forme canonique.

32. Nous allons montrer maintenant comment on peut, par une sé-
rie de transformations simples, ramener 2 la forme canonique le dé-
terminant gauche des nombres ¢, savoir

o Ciz Cy3 Ci,2p

Cay (o] Cas C2,2p

A= C3y C32 0 C3,2p
Cap, 4 e . ‘e o

Soit ¢,, le plus petit élément en valeur absolue de la premiere ligne,
abstraction faite des éléments égaux i zéro. En divisant un autre élé-
ment c,, de cette premiere ligne par c,,, appelant n le quotient et ¢,
un reste plus petit que le diviseur, en valeur absolue, on a

T
Cys —=Cys— NRCyp.

Si P'on effectue la transformation qui consiste a ajouter aux éléments
de la colonne de rang s ceux de la colonne de rang r multipliés par
— n, et aux éléments de la ligne de rang s ceux de la ligne de rang r
multipliés aussi par — », on remplacera I’élément c,; de la premiere
ligne par c,,, sans changer les autres éléments de cette premiere ligne.
Par une série de transformations semblables, on remplacera tous les
éléments de la premiere ligne différents de zéro par d’autres éléments
inférieurs au plus petit d’entre eux en valeur absolue. Une seconde
série de transformations remplacera ceux de ces nouveaux éléments
qui sont différents de zéro par d’autres inférieurs au plus petit d’entre
eux en valeur absolue, et ainsi de suite; mais cette suite d’opérations
revient & la recherche du plus grand commun diviseur des éléments de
la premiere ligne du déterminant A; ce plus grand commun diviseur
étant égal 4 l'unité, on arrivera nécessairement a4 un élément égal a
#1. A laide de cet élément, par une nouvelle transformation, on
remplacera le second élément de la premiere ligne par -+ 1, et enfin,
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a l'aide du second élément +- 1, on remplacera tous les éléments sui-
vants de la premiére ligne par zéro. A I'aide du premier élément de la
seconde ligne, qui est alors égal 4 — 1, on remplacera de méme tous
les autres éléments de cette seconde ligne par zéro. De cette maniere,
le déterminant A est ramené a la forme

o I 0 0 o
—I1 O o] (4] [0}
0 o} (lqg d|3 d|,2p_2
o o d2| o} dzs PPN (l-_g‘gp_g
o O dgp_2'| . cee o]

Le déterminant mineur, que I'on obtient en supprimant les deux
premieres lignes et les deux premieres colonnes, est aussi un déter-
minant gauche égal 3 +1. Par une suite de transformations sem-
blables aux précédentes, on le ramenera a la forme

o 1 o o o [
—1 o0 o o o o
o o €2 €3 €4,2p—4
(] €2y o €23 €2,2p—4
o O €2p—4,1 . ‘e coe (o}

En supprimant encore les deux premieres lignes et les deux premieres
colonnes, on obtiendra un nouveau déterminant mineur que I'on trans-
formera de la méme maniere, et ainsi de suite. On arrivera enfin i
I'un des deux déterminants

Nous adopterons la premiere combinaison; si la seconde se présentait,
il suffirait de changer les signes des deux dernieres périodes.
8
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De cette maniere, le déterminant A est ramené a la forme canonique

o 1 o o o o
—1 © o o o o

o o o 1 o o

A = o of —1 O o o
o o o o0 o 1

0 o o o —1 o0

L’ensemble de toutes ces transformations simples constitue une
transformation unique de la forme étudiée au n° 30. Le déterminant A’
se rapporte aux coefficients ¢’ relatifs 4 cette transformation résultante.
On a done, pour cette transformation,

(10) Coigoi =+ 1, Chiap g =—1,
tous les autres coefficients c;, étant nuls, et 'expression (5 ) se réduit a

i=p

(11) P=Y (@aios Car— Eais Q).

i—t

Nous appellerons périodes normales un systeme de 2p périodes ainsi
déterminées.

Intégrales normales.

33. Nous avons vu (n°13) que toutes les intégrales abéliennes de
premiere espece se ramenent a p d’entre elles, que nous avons repré-
sentées par

<I, 7) Qi ('Zr .ly') dx

2 ol — ot Sad Au3
( ) (.z‘, J) l‘y(-ﬁ, y)

’

Q; étant un polynome entier du degré m — 3, satisfaisant aux condi-
tions nécessaires pour que l'intégrale conserve une valeur finie sur
toute la sphere, et I'indice ¢ variant de 1 a p. Nous désignerons par
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Q4" les périodes normales de I'intégrale ¢/), I'indice % variant de 1 &
2p. La relation entre les périodes normales des deux intégrales ¢! et
¢®, d’apres la formule (11), est

h=p

(13) p:E[sz;f,g_.Qg’f,;—Qs_,'f,;_.gg,;]:o.

=1

Nous remplacerons le systeme des p intégrales ¢ par p autres in-
tégrales u("), définies par les formules
A=p
(14) 0 = Mz 00D + Mp 06 4. . . M 0(® -_:2 Mz o),

A=1

qui contiennent p* constantes My, dont le déterminant est différent
de zéro. Nous choisirons les p constantes M;,, M., ..., M;,, de manikre
que p — 1 périodes de I'intégrale u!’ soient égales & zéro et une autre
égale & une quantité donnée 2=y —1. Nous poserons

My QP+ M QP ...+ MpQP =o,
My QY+ M QP +...+MpQP =o,

lwiq QE}'D)—|+ 1\[;‘2 Qg_)i)_|+- .= Min,l._Pl‘J_l —=o0,

et nous déterminerons les p constantes M;,, M, ,..., M;, & l'aide de ces
p équations du premier degré A p inconnues. De cette maniere, les
périodes normales & indices impairs de I'intégrale «(* sont nulles, ex-
cepté celle dont I'indice est 20— 1, qui est égale & 2% V—1.

Nous représenterons les périodes & indices pairs de cette méme in-
tégrale par 22;,, 22, ..., 2a,. D’apres cela, les périodes normales de
I'intégrale u!9) sont

(16) Q¥ =o, QP —=o, vy QB =ony—1, ..., Q& =o,
QY =2a;, QP =22, .., Q8 =y, vy QYD =2y,
On donnera le nom d'intégrales normales au systeme des p intégrales
u', ainsi déterminées.
8.
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La relation (13), appliquée aux périodes normales des deux inté-
grales normales (9 et u®, se réduit a

(17) P=oany—1(Q# — Q) =hnvV—1(an — ax) =o,

c¢’est-a-dire 2
(18) oK = ik

Pour ces intégrales normales, les formules (1) et (8), qui donnent
les valeurs des périodes primitives fournies par les deux espéces de

cycles, deviennent
h=p

(r9) wi! = ‘271'\/—1¢llc,2z‘ |+2Z Ak, 2k Xihy
hot
h=p

i " "
(20) ! =—amy—rchoy — 22 Choh Kike
h=1

3%. Remarque 1. — La détermination des intégrales normales sup-
pose que le déterminant des coefficients des équations (15), savoir

on op L..oap
1) (2) O]
5= Q, Qf .. Qb
) (2) {p)
Qﬁp—l 2p—1 A 2p—14

est différent de zéro. C’est ce qui a lieu en effet; car, si ce détermi-
nant était nul, on pourrait attribuer aux p constantes M,,, M, ...,
M;, des valeurs telles que les premiers membres des équations (15)
fussent tous égaux & zéro, et 'on aurait une intégrale « dont les p pé-
riodes normales a indices impairs seraient nulles.

Pour reconnaitre que ceci est impossible, nous nous servirons d’une
propriété des fonctions holomorphes, qui est une conséquence d’une
formule de transformation des intégrales multiples due & Green

(Note A): si f(@) =X+ Yy —1 est une fonction holomorphe d’une
variable imaginaire # dans une portion du plan 2 contour simple,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PERIODES NORMALES. 61
I'intégrale

(21) fXdY,

relative & ce contour décrit dans le sens positif, a une valeur positive
et différente de zéro. Considérons le contour simple défini au n®25;
I'intégrale u =X + Yy —1 a m valeurs «,, u,, ..., u,_,, qui sont des
fonctions holomorphes de « dans la partie du plan enveloppée par ce
contour; l'intégrale (21) relative a chacune d’elles ayant une valeur
positive,. leur somme

(22) -y thdm

k=0

a aussi une valeur positive. On peut évaluer cette somme comme la
somme (2) du n°26; car les propriétés dont nous avons fait usage
dans la démonstration appartiennent aux fonctions X et Y; sa valeur
est donnée par la formule (11) du n° 32, en supposant que  désigne
les périodes normales de X et ¢ celles de Y; si toutes les périodes a
indices impairs de u, et, par conséquent, de X et Y, étaient nulles,
cette quantité serait égale & zéro, ce qui est impossible.

Le déterminant 3 étant différent de zéro, si I'on représente par 3
le déterminant mineur que ’on obtient en supprimant dans le déter-
minant 3 la ligne de rang 7 et la colonne de rang %, on déduit des
équations (15)

(23) M =o2my—1 (_I)j#‘

Il est facile de reconnaitre que le déterminant des quantités M,

savoir

My M. ... M,
Do | Mz Mo .. My,
My, Mp ... M,

est aussi différent de zéro. Car, en vertu des équations (15), le produit
de ce déterminant par le déterminant 3 est égal & un déterminant
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dont les éléments situés sur la diagonale sont égaux a 2=y —1 et tous
les autres nuls; on a donc

Do = (zrr V=1 ).

Il en résulte que, réciproquement, les intégrales ¢ sont égales a des
fonctions linéaires et homogenes des intégrales u.

35. Remarque 1I. — Les périodes normales des p intégrales nor-
9 P P g
males dépendent des p(—p:_—l) quantités o;;. Posons
i, = ajy + ajpV—1,
et appliquons & la fonction

A=p

u=m u") +mu® +.. .+ mpu® =Yy mpu =X +Yy—r,
dd

dans laquelle m,, m,, ..., m, sont des constantes réelles quelconques,
le théoreme dont nous nous sommes servi dans le numéro précé-
dent. La valeur de la somme (22) est toujours donnée par la for-
mule (11) du n° 32, en supposant que 2 désigne les périodes de X

et & celles de Y. On a ici

Qoiy—=o0, &Coiy=oa2mm, Qs = ‘22 mg “Im Coip = 22 mg 0(/.,,

A—1

et par suite

P=— 411'2 m;E mrog; [+

A—i

Cette quantité ayant une valeur positive, on en conclut que les parties
réelles des constantes a,, satisfont a I'inégalité

(24) i i m; My < 0,

dans laquelle m,, m,, ..., m, sont des quantités réelles quelconques.
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36. Remarque III. — Nous avons vu (n°21) que les périodes des
p intégrales abéliennes ¢ de premiere espece se ramenent a p sys-
temes de 2p périodes correspondantes o', v!’, ..., oi,; les périodes
correspondantes des diverses intégrales sont celles qui sont fournies
par un méme cycle. Il est impossible de réduire I'ensemble de ces sys-
temes 4 un moindre nombre de périodes. Il faudrait pour cela que les
2p périodes de toutes les intégrales satisfissent & une méme relation
linéaire

mye) + maof +... 4+ myei) =o,

a coefficients réels. Une relation de ce genre entre les périodes nor-
males des intégrales normales u(” serait de la forme

k=p
zniw\/——l—t—fzz‘mkaik:o,
k=1
a coefficients réels n, et m,. En égalant & zéro la partie réelle, on
aurait
k=p
Emka,{;‘zo,
k=1

et en ajoutant les sommes relatives aux diverses valeurs de z, apres
avoir multiplié chacune d’elles par m;,

i=pk=p
i=1 A=1

or nous avons démontré que cette derniere somme a une valeur né-
gative et différente de zéro.
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CIIAPITRE VL

Application auzx intégrales ultra-elliptiques.

37. On donne ce nom aux intégrales abéliennes que 1’on obtient
quand 'équation algébrique qui lie x et y est de la forme

(1) r*=G6(z—a,)(z—a:)... (x— ay.).

Chacun des points a,, @, ..., a,,., est un point critique autour duquel
se permutent les deux racines de I'équation. On démontre aisément
qu’il existe p intégrales de premitre espece, c’est-a-dire qui conservent
une valeur finie sur toute la sphere ('); elles sont représentées par la
formule

(% ) i
(2) o) — ! e,
(tl‘l -70) ‘7‘

dans laquelle le nombre entier ¢ varie de 1 a p.

Appelons &, I'intégrale relative au lacet (a;) décrit avec la racine
initiale y,. Prenons le lacet (a,,.,) pour lacet fondamental de premitre
espece et le lacet (a,,,,) pour lacet fondamental de seconde espece.
Supposons que sur chaque lacet on désigne par y, la racine y,, et
par y,, ou y, la racine — y,. Les cycles simples formés par chacun des
2p premiers lacets (a;)% suivis du lacet fondamental (a,,.,)s donnent
les 2p périodes

(3) mi:%i“wl‘o’.’p-i-l,

Iindice ¢ variant de 1 & 2p. Nous affecterons les points critiques d’in-

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 673.
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dices croissants, suivant I’ordre dans lequel ils sont rencontrés par un

rayon vecteur tournant autour de l'origine dans le sens positif, et

nous ferons passer le rayon O/ du circuit entre les points @, et @.,.,.
L’intégrale suivant le circuit étant nulle, on a la relation

w%l e e/l)‘g -+ ojl-y:; —_— ..+ ;/Qggp_'_' —_ Q‘ggp_‘_‘z fuand O,
d’ou

foapra — cbapii =Wy — w2 + 3 —. .. — Wap,
et la derniére période se ramene aux 2p premieres. Ceci montre que
le nombre des périodes distinctes est bien égal a4 2p, et par consé-

quent double du nombre des intégrales ultra-elliptiques de premiere
espece.

38. L’intégrale relative au lacet fondamental de seconde espece

(@,p,.), décrit avec la valeur initiale y,, est égale a
oapyy — obap + doop_y —. .. — g + oy = oap,a.

Pour un lacet (a@.,_,) a indice impair, on a y, =y,, et par suite

0::" = oapys — deapit 4. . cbor — olgie .. — Jbo Ay,
Wiy —= a:n — dogpr2 = A j— ... — oaia T dai—... o Jo2p — lapy,
1
(4) 03,21’4 =) — 02 +...— w2+ Waj— Waipg .. W,
Pour un lacet (a@,;) a indice pair, on a y, = — y,, et par suite
a;"" — —obopa - cloapy g — . A= ey = dbai . L dba — by,
1
0.)’._,1' = o{2p+2 = a’:" — %e)lq—l— wmlg—...'—-' o{l«\gi_1+ok2[+| T (A“gpﬂ—c/{)ﬁp_'_,,
]
(5) @y — —wi+ws—. .. — @it + W24 — Waia + ... — Wap.

On fera varier ¢ de 1 a p.

Puisque p = 2, chaque point critique n’introduit qu’'un seul terme
B£:A» ou B2 A dans I'expression (8) du n° 27. Les termes qui se rap-
portent aux deux derniers lacets, choisis comme lacets fondamentaux
de premiere et de seconde espece, sont nuls; il reste 2p termes dans

9
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I'expression qui prend la forme (g) du n” 28, et par suite la forme (r0).
D’apres les formules (4) et (5), le déterminant des coefficients c;; est

0 i —1 ... 1

—1 o 1 —I

A= 1 —1 o 1
—1 1 —1 o

39. La transformation r=1, s=2, n=1 (n° 31) donne les périodes
©, —w,, 0,, 0, ..., 0y, et remplace la seconde ligne du déterminant

par

—1 0 0 0 ... O,

et la seconde colonne par ces mémes éléments changés de signe.
Une seconde transformation 7= 2, s=3, n=1 donne les périodes
®, — 0y, 0, — 05, Wy, O, ..., 0,, et remplace la troisieme ligne par

0O 0 O I —1 ... 1,

et la troisieme colonne par ces mémes éléments changés de signe.
Enfin la troisieme transformation r=3, s=1, n = —1 conduit aux
périodes

0] — W2, ®W2— W3, W{— B2+ W3, Wiy, O3y, ..., apy
et remplace la premiere ligne par

o1 0 0 ... O

et la premiere colonne par les mémes éléments changés de signe.
De cette maniere, le déterminant est réduit 4 la forme

o 1 0o o o ... o
—I O o O o) o
0o o o 1 —1I ) §
o o —1 O 1 —I
o o0 —I I —I1 (0]
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Une seconde transformation complexe de méme sorte, effectuée sur
le déterminant mineur qui résulte de la suppression des deux pre-
mieres lignes et des deux premieres colonnes, n’altere pas les deux
premieres périodes et remplace les suivantes par
W) — W+ wW3— Wiy, Dj— W3, W — W2+ W3— W5+ W3, &gy ®7y ...y Wap.

En continuant de cette maniere, on arrive aux deux périodes

0 — W2+ W3 —. ..+ Wap-y, Wa2p,

et au déterminant

En effectuant la transformation r=1, s=2, n =1, on remplace ces
deux derniéres périodes par

W) — W2+ W3 —...F Qapg — M, B2,

ce qui ne change pas le déterminant.
On obtient ainsi le systeme des périodes normales

1 .Q.l =W — W, .Q‘_r — a2 — W3,

Q, = — w3+ 03—y, 4 = 0 — W;,

......................... N sz_-)_ — Wap—2 — Map_y,
.Qgp_| — Wy — Wa—+...— @ap, Qgp == Wap.

Elles ont pour expressions, en fonction des intégrales relatives aux
lacets,

2y = by — oo, Qo = ko — oy,
(7) Qg :w'k\q—mrlsg—i—eﬂqa—eﬂ“, &25 = Ay — o3,

.......................... s eemenieeiaeaany

Qap_1 =My — oz + — Qogp,  Qap = feap — Moapyi.

9.
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Des formules (4), (5), (6) on déduit

k=p
=
s “);z—a = Qi 3+ Qos,
k—i
(8) =
—
( wo; =—Qoi 1 — Y Qux

Le premier groupe des formules (6) donne les différences
Qair— Qai 5 == wais — w2i3
en combinant ces relations avec le second groupe des formules (6) ct

remontant de proche en proche, on obtient les formules

k=p
‘ woi 1= — Qai_g + Qop—y +2 Qos,
(9) {

wei = — Qo +Q2p—1+z Qar,

dans lesquelles on suppose que ,;_,=o pour i=1.

40. En substituant ces valeurs dans 'expression (9) du n° 28, savoir

i=p

1 1 .
P—= _2 (525 1 032,'_|+E-:i032[)1
im1

on vérifie qu’elle prend bien la forme (11) du n° 32. On a, en effet,

Mn

in- 9-21‘—3)6211 11— (Czi 1 Q?.i—i — &aig in 3)]

i=p A=p
[&221 I_Q’I 3 E °A— U2t 1_621 3 Eg“k:l

h=i

-

La premiere partie est nulle. La seconde partie étant alternée par rap-
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port aux périodes & et &, il suffit de calculer son premier terme

i=p g~ k=p T i=p k=p -
Z ngi ‘4 S | — Z ~Q2i—3 ]IEZL CQI;“

i=p - k=y W i=p-1p k=p _

= Q2i—l?€2k — Qm‘_a .;. Cox
Lmead

i=1 | k=i _] i=1 L k=i+t

i=p .
= Qaiy Cai + Qap_y Cap :2 Qai1 Eai.
i=1 i—=1

On arrive ainsi & 'expression

i=p
P :2 (_921'71 Coi — Coiy sz).
i=1
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CIIAPITRE VIL

THEOREME D’ ABEL.

Etude de la fonction log? =7,
¢ (2, )

k1. Soient o(x,y) et {(x, y) deux polyndomes entiers en x et y, du
degré n. En général, chacune des courbes ¢ =0 et y =0 coupe la
courbe proposée F(x, y)=o, du degré m, en mnr points distincts et
différents des points critiques. Nous désignerons par (%, ;) les pre-
miers points d’intersection et par (&, =,) les seconds, I'indice £ variant
de 1 & mn. Si les coefficients du polynome ¢ varient d’une maniére
continue jusqu’a devenir égaux a ceux du polynéme ¢, les points d’in-
tersection (%;, n;) décrivent des lignes continues et viennent coincider
respectivement avec les points (&, n,). Nous supposerons I'étendue de
cette variation assez restreinte, pour que les lignes £, décrites par
les points d’intersection ne rencontrent pas les lacets relatifs aux
points critiques et ne se rencontrent pas entre elles.

La fonction

(1) v =log %,

outre les points critiques algébriques, autour desquels elle acquiert,
en méme temps que la racine y, un certain nombre de valeurs qui se
permutent circulairement, admet les points critiques logarithmiques
(5xs m4) €t (&g m;), autour de chacun desquels elle acquiert une infinité

de valeurs en progression arithmétique, dont la raison est 2=y —1.
A laide de la ligne &,%;, de deux petits cercles décrits des points &,
et &, comme centres, et d’une ligne O allant du point O & un point
de la ligne £,&,, par exemple & un point voisin du point &, formons
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un lacet enveloppant les deux points d’intersection correspondants &,
et £, (fig.8); nous aurons mn lacets de ce genre. Nous tracons les
lignes Ob de maniere qu’elles ne se rencontrent pas entre elles et

Fig. 8.

qu’elles ne rencontrent aucune des lignes £,%,, ni aucun des lacets re-
latifs aux points critiques. Nous ajouterons ces nouveaux lacets aux
lacets relatifs aux points critiques, et nous considérerons le contour
simple formé par le circuit et I’ensemble de tous les lacets (n® 25).
Ayant adopté une valeur initiale du logarithme & 'origine (x,, y,),
nous appellerons ¢, la valeur fournie par un chemin Oz, partant de
Vorigine (x,, ¥,), tangentiellement 4 la droite O/ et allant & un point =
situé dans la partie du plan enveloppée par le contour, sans franchir
aucune partie de ce contour, et ¢,, ¢,, ..., ¢,_, les valeurs fournies
par ce méme chemin, précédé des suites de lacets fondamentaux qui
conduisent de la racine initiale y, aux autres racines y,, ¥, -.er Y-
Les m fonctions ¢,, ainsi définies, seront des fonctions holomorphes
de 2 dans la partie du plan enveloppé par le contour. Quand la va-
riable tourne autour du point &, ou autour du point &, de gauche a
droite, I'une des fonctions v,, celle qui correspond & la racine qui ac-
quiert au point &, la valeur =, et par suite en &, la valeur x,, éprouve
des accroissements égaux & — 2wy —1 et & + 2amy—1; elle reprend
donc en b, la valeur qu’elle avait en &, et par suite en O & la fin du
lacet celle qu’elle avait & 'entrée; mais elle a des valeurs différentes
en deux points 7z et 7’ infiniment voisins, situés sur les deux bords
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be, b'c’ de la coupure &:&;; si I'on appelle ¢ et ¢’ les valeurs de cette
fonction aux points m et m’, on a

!

(9 —V:—')Tr\/—_l.

Ce lacet £;E; est neutre pour les autres fonctions ¢.

42. La fonction ¢ peut étre regardée comme une intégrale définie,
analogue 4 une intégrale abélienne. Si I'on désigne par « la valeur
initiale du logarithme, on a, en effet,

oY)
(2) v —a __ — .

)

Considérons un cycle quelconque situé dans la partie du plan enve-
loppé par le contour, et par conséquent ne coupant aucune des lignes
£+, Nous allons faire voir que I'intégrale relative & ce cycle est nulle.
Nous avons fait varier d’'une maniére continue le polynéme du degré =,
de 9 a ¢; prenons un certain nombre de polyndmes intermédiaires o,,
@1 ---» 0, peu différents les uns des autres; les zéros de ces poly-
nomes, ou les points d’intersection des courbes ¢, =o, ¢9,=o, ...,
avec la courbe F = o, sont situés sur les lignes ,Z,, & I'intérieur des
lacets. Posons

-6 |-&

or_ e+ (pi—¢)_  p—9 N
o o =1 ¢ =1+ceflz, y),

¢ étant un nombre positif tres-petit; on peut prendre le polynome o,
assez peu différent de ¢, pour que le module de la fonction f(z, y)
soit inférieur 4 'unité tout le long du cycle. La variation de la fonc-

tion log%’, ou log(1+¢f’), est égale a I'intégrale définie

f , ifsf'

Quand le point (x, y) décrit le cycle, le point f décrit une ligne d’une
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longueur finie /, et le module de 'intégrale est moindre que la quan-

tité tres-petite —l%; mais la variation du logarithme ne peut étre

qu'une quantité de la forme 2m'zy—1, m' étant un nombre entier,
positif ou négatif; on en conclut que cette variation est rigoureuse-
ment nulle.

Pour la méme raison, les variations des fonctions

2 Q@ l.IJ
lo (L’ log—=, ---5 log—
8 or 8 % 8 %’
sur le cycle, sont rigoureusement nulles. La variation de la fonction
log;, qui est la somme des précédentes, est aussi égale & zéro. Ainsi,

toutes les périodes de la fonction ¢ sont nulles, excepté la période

2wy —1, qu'elle acquiert quand la variable tourne autour de I'un des
points critiques logarithmiques &, ou &,.

Theoreme d’ Abel.

43. Désignons par u une intégrale abélienne de premiere espece

B (r,f)'q(x’y) .
(Xor J0) Fy{z,y)

(3) u(z, y) =

L’introduction des lacets (£:£;) ne modifie pas les fonctions u,, telles
dus ,

-— étant ho-
dz

lomorphes dans la partie du plan enveloppé par le contour, chacune
des intégrales
duy,
v —dz, ou vrdus,
dz

prise sur le contour entier, est égale a zéro, et, par conséquent, leur
somme

que nous les avons définies au n° 25. Les m fonctions v,

h=m—1

(4) Y [ oxdus
h=0
est aussi égale a zéro.
10
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La partie de chacune des intégrales relatives au circuit formé par
la droite O/ et la grande circonférence étant nulle, il suffit de consi-
dérer les lacets. Le lacet (%,&;) n'entre que dans une intégrale, celle
ol y acquiert au point &; la valeur =,; les deux bords de la coupure 04
donnent dans l'intégrale des quantités égales et de signes contraires,
puisque la valeur de ¢ est la méme sur les deux bords; les petits
cercles ayant pour centres £, et £, donnent des quantités infiniment
petites; les deux bords be, ¢'d’ de la coupure £;£, donnent la quantité

£k Sk £ i
/. (/du—l—f v’du:[ (¢ —¢")Vdu=12my—1 du
¢ .

vk 273 Sk

= omy—1 [w(E, nk) — @ (En nx)],

~1
e~

la quantité placée entre parentheses désignant la variation qu’éprouve
la fonction u, quand la variable (2, ) va du point (%;, »;) au point
(% ), en suivant la ligne £,Z,. Les mn lacets (£,&;) introduisent
ainsi dans les intégrales la quantité

k=mn

2my=1 Y [l ni) — a(Z 1))

A=1

2 4

4%. Considérons maintenant les lacets relatifs aux points critiques.
Le lacet (a) entre dans p intégrales. Si I'on désigne par u et u’ les

Fig. g.

valeurs de la fonction u en m et m', sur les deux bords opposés de la
coupure Oa ( fig. 9), et par ¢ et # les valeurs de la fonction ¢ en ces
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mémes points, la partie relative au lacet (@) dans les p intégrales est

r=p

":p a ":]} o l':p a a

2 f o dul, +2 f 0 du,, :Z f o du, —2 f 0u,..dut,, .
0 a 1] 0

r=1 r—t r=i1

r=1

Nous avons vu (n°25) que la différence u, —u,  est égale a la pé-
riode A2+ de l'intégrale (3) relative a un certain cycle. Pour la méme
raison, la différence v, —v,  est égale a la période de l'intégrale (2)
relative au méme cycle; mais nous avons démontré que les périodes
de cette intégrale, relatives a tous les cycles situés dans la partie du
plan enveloppé par le contour, sont nulles; on a donc

7

Vo, — Vw.,-_“ — 0,

et I'expression précédente devient

r=p

r=p
a a
2 f Vllm—n du"‘r-+| —Z f Var k1 du'lr—u'
o o]

r—1 r=i

Ainst, la partie relative 2 chaque lacet (@) est nulle.
D’apres cela, la somme des m intégrales (4) se compose uniquement
de la quantité (5) fournie par les lacets (£,£,), et 'on a I’équation

Il

k=mn
Ql

(6) [u(Erni)— w(Ernk)] =o.

T

On en conclut que la somme des variations d’une intégrale abelienne
de premicre espéce sur les lignes decrites par les points d’intersection de
la courbe proposée F(x, y)=o et d’une courbe algébrique variable est
nulle.

De I’équation (G) on déduit

k=mn k=mn

(7) ¥ utgio ni) =¥ e, ),

-

et 'on peut énoncer le théoreme d’Abel en disant que la somme des
10.
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valeurs continues d’une intégrale abélienne de premiere espece aux points
d’intersection de la courbe ¥ =o et d’une courbe algcbrique variable
conserve une valeur constante.

Ce théoreme est indépendant des restrictions apportées i la varia-
tion de la courbe mobile. Supposons que, dans la position { = o de la
courbe mobile, I'un des points d’intersection rencontre en m le bord
de la coupure Oa, et que, pour une position infiniment voisine de la
courbe, il vienne en m’ sur le bord opposé; si le terme correspondant
a ce point est u, (&,+') dans la premiere position, il sera u, (%, =)
dans la seconde position, et la somme éprouvera un accroissement
brusque égal a la période A7+, A partir de la, la somme restera de
nouveau constante, jusqu’a ce que I'un des points rencontre I'une des
coupures, et ainsi de suite. Mais, si Pon supprime les coupures, de
maniere que ’on puisse aller directement de m en m/, la variation de
I'intégrale u(Z', v') étant alors infiniment petite, la somme n’éprouvera
aucune variation.

Nous avons supposé que les lignes &,%;, décrites par les points d’in-
tersection, ne se rencontrent pas. Concevons, en général, 'intervalle
divisé en plusieurs parties, dans chacune desquelles toules les condi-
tions soient remplies; la somme étant constante dans chaque inter-
valle partiel, et les intégrales u(&, ») variant d’'une maniere continue,
il est clair que la somme reste constante dans toute I’étendue.

Pour évaluer cette somme, on calculera les valeurs de P'intégrale
abélienne u(x, y) suivant des lignes allant de I'origine (x,, y,) aux
différents points d’intersection de la courbe F=o et d’une courbe
particuliere du degré n, que I'on regardera comme la position initiale
de la courbe mobile. Mais on observe que, si I'on change ces lignes
d’intégration, une ou plusieurs intégrales peuvent étre augmentées de
multiples des périodes; la somme n’est donc pas absolument déter-
minée; elle admet, pour les courbes du degré r, une infinité de va-
leurs égales a I'une d’elles augmentée de multiples des périodes. Les
valeurs initiales des intégrales étant évaluées suivant certains chemins,
si I'on fait varier ensuite la courbe du degré n, et si I'on considere
les variations des intégrales sur les lignes décrites par les points d’in-
tersection, la somme conserve une valeur constante.

On sait que, lorsqu’on fait passer une courbe ¢ =o du degré n par
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un certain nombre de points pris & volonté sur la courbe F=o du
degré m, les autres points d’intersection en résultent. Quand » est
. . .. nin+3) .
plus petit que m, le nombre des points arbitraires est \——); ils
suffisent pour déterminer la courbe ¢ = o. Mais, si n est égal ou su-
(m—1)(m—2)

S ; il est moindre

périeur a m, ce nombre est égal & mn —

que le nombre des points nécessaires pour déterminer la courbe. Le
nombre des arbitraires que renferme la somme est égal au nombre des
points d’intersection que I'on peut prendre & volonté; on peut regar-
der cette somme comme une fonction de ces points arbitraires; le
théoreme d’Abel consiste en ce que la valeur de la somme est indé-
pendante de ces arbitraires.

45. Lorsque la courbe variable est assujettie a passer par un ou
plusieurs points fixes situés sur la courbe F=o, les termes corres-
pondants ayant des valeurs constantes, on peut en faire abstraction.
Considérons, par exemple, la courbe représentée par I'équation Q = o,
dans laquelle Q est un polynome du degré m — 3, satisfaisant aux
A conditions nécessaires pour que I'intégrale abélienne formée avec ce
-polynome reste finie sur toute la sphere. La courbe Q = o passe par
les points multiples de la courbe F = o, et nous avons vu (n° 14) que
ces points multiples doivent compter pour 2A points communs aux
deux courbes; il reste 2(p — 1) points d’intersection mobiles, dont
P — 1 peuvent étre pris a volonté. La somme des valeurs d’une inté-
grale abélienne de premiere espece en ces 2(p — 1) points d’intersec-
tion est constante.

46. 1l résulte aussi du théoreme d’Abel que la somme des valeurs
d’une intégrale abélienne aux m points d’intersection de la courbe
F=o0 et d’une droite mobile ax + by + ¢ = o est constante. Si I'équa-
tion de la droite est de la forme x —Z =o, £ étant un parametre ar-
bitraire, les m points d’intersection sont (£, =,), (& m.), <.y (& nn),
et I'on a

(8) ulg,mi) =Y uls ).

>~
Il
.
>
|
-
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Il est facile de démontrer directement le théoreme dans ce cas par-
ticulier. Désignons, en effet, par »,, ¥,, ..., ¥, les racines de I'équa-
tion F(x, y)=o. La somme des variations de I'intégrale abélienne
sur les lignes décrites par les points d’intersection, quand le para-
metre varie de & a &, est égale a V'intégrale

e (z,r)  Qlz,0
(9) fg: [F)’.(x,_ri + F.(z, 7.

La quantité placée entre parentheses est une fonction rationnelle et
symétrique des racines de I'équation F(a, y)=o0; c’est donc une
fonction rationnelle de x et des coefficients de I'équation ordonnée
par rapport aux puissances de y, et, par conséquent, c¢’est une fonc-
tion rationnelle de x. L’intégrale (g) conservant une valeur finie sur
toute la sphere, cette fonction rationnelle est identiquement nulle. On
en conclut que I'intégrale (g) elle-méme est nulle.

|1

s Q]
) l‘y\‘x’ Ym
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SECONDE PARTIE.

FONCTIONS ABELIENNES.

CHAPITRE VIIL

EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES.

Existence des fonctions intégrales de deux équations diférentielles
a deux variables indépendantes.

47. La méthode dont nous nous sommes servis, M. Bouquet et moi,
pour démontrer I'existence des fonctions définies par un systeme d’é-
quations différentielles 2 une seule variable indépendante ('), a été
étendue par M. Bouquet & un systeme d’équations aux différentielles
totales ().

Considérons d’abord I'équation

(n du =Xdz + Ydy,

dans laquelle X et Y sont des fonctions analytiques de «, y, u, satis-
faisant & la condition d’intégrabilité

() D,X + YD, X =D,Y + XD,Y.

Les deux variables indépendantes « et y partent des points x, et y,,

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 325.
(2) Bulletin des Sciences mathématiques, t. IlI, p. 265.
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la fonction x ayant une valeur initiale u,. Nous supposons que les
deux coefficients différentiels X et Y restent holomorphes pour toutes
les valeurs de x et y situées dans des cercles décrits des points x,
et y, comme centres avec le rayon p, et pour les valeurs de u situées
dans le cercle décrit du point u, comme centre avec le rayon r. Ap-
pelons M le maximum des modules des fonctions X et Y dans cette
¢tendue, et, pour abréger, représentons les deux variables par x, +x,
Yo—+y et la fonction par u,+ u; les deux variables partiront alors
des points x =0, y =o, la fonction ayant la valeur initiale z =o. Si
I’équation (1) est satisfaite par une fonction u de « et y, holomorphe
dans le voisinage des points x =0, y =0, on obtiendra ses dérivées
partielles successives au moyen des équations

Ju Ju

=Y =Y
37" =D.X + 3:’; D.X,
%:D,-X+3—;D,lx, %:myﬁ’—;m,
%) %f,_f:l)fwr%;—fouy,
%:Dix+z%Di.uX+<3—;Z>21)3X+%Dux,
dij%.:DirX"‘ %DiuXJr%D;’,,XJrZ—;Z—;D;er %‘— D.X,

et nous remarquons, en vertu de la relation (2), que les dérivées
partielles de la fonction z sont indépendantes de 'ordre des opéra-
tions. ‘

Imaginons que, dans les seconds membres, on remplace les valeurs
des fonctions X et Y et de leurs dérivées partielles pour x =0, y=o,
u= o, par leurs modules; les deux premieres donneront les modules

de d—”) et de QZ) ; en portant ces valeurs dans les trois suivantes,
ox ), d}" 0

. L J*u d*u
on aura des limites supérieures des modules de (m)‘, (W}”)o’
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\ ; .
(%) - En portant ces valeurs dans les suivantes, on aura des limites
0

- su du o .
supérieures des modules de <m>0, (W)o’ --+» et ainsi de suite.

Les dérivées partielles des fonctions X et Y ont, pour x =0, y =o,
u=o, des modules moindres que les dérivées correspondantes de la
fonction

M

?
=) 0=
p r

o(z, 0, u)=
(

pour ces mémes valeurs des variables. Car on a (')

M
n+n'+nt ’ 4
mod.(DI_,.u X)0<1.2...n.1.2...n.1.2...n W,
M
n+n'+n" — (n+nh+n" — { ’ "
(D.::J’u q’)O—(D(M—_’r)u ?)0—1'2"'\’7‘4—”)'1'7"“” Pn+u’rn”
M
— 14 ” -
=1.2...n.(R+1)...(n+n)1.2...0 p”+’2'r”",

et par suite

mod. (D22 X))o < (D%5% " ¢ )o.

On a de méme

mod. (D55 Y)o < (DZ%™" ¢ )o-
48. Considérons I'équation différentielle
(4) dv=vo¢(z, y,v)dz + o(z, y,v)dy,

qui satisfait a la condition (2), et dans laquelle nous donnons a la
fonction ¢ la valeur initiale ¢ = o pour x =0, y = o. Si cette nouvelle
équation admet une intégrale holomorphe, on obtiendra ses dérivées

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 326.
1
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partielles successives au moyen des équations

[0 v
T 7k L A
02y ov
oz = Dx¢ + 5z Deos
02y ov a2 dv
dxdy_Dy(P—'_a;D”(P’ dydx—Dx?_‘_E;ED“cP’
(5) 0%y oy
W—Dy(?"}";y])v@,
a3y v ., ov\2_, XY
dv ., o, o, dv dv ., 9?2y
dw20y—Dzy'(P+a;Dwv(P"F%DJ‘V?_F%(TDv dxd]‘DV(P’

analogues aux équations (3). Quand on y fait z =0, y=o0, v=o0, la
fonction ¢ et ses dérivées partielles prenant toutes des valeurs posi-
tives, les seconds membres sont des sommes de termes positifs, et I'on

en déduit successivement pour (g-;) , (%;) ) (g;;) » «-+ des valeurs
0 0 /o
positives.

En comparant les équations (3) et (5), on voit que les modules des

.. (ou ou d2u - . .
quantités (Tx) K (a;>0a <W> AL déduites des équations (3), sont

. . ., .. v dav
respectivement moindres que les quantités positives <d—x>0’ <07>0,
02y Ly , .
(0x2)0, --+» déduites des équations (5). .

La fonction ¢ existe. Car I'équation (4) se ramene & une équation
différentielle ordinaire

v . M
(]— ;) dv= ']——x_*_—y‘d(vl"‘l‘y),

et par suite & I’équation finie
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d’ot1 'on déduit

(6) v—_—r—r\/n—n—z—l\&log(l—w),
r P

en supposant que, pour £ =o0, y=o, le logarithme s’annule et le ra-
dical soit égal & +-1. La fonction ¢ reste holomorphe ('), tant que le
module de x + y est moindre que le nombre

20’ =p (I— ew?),

qui est plus petit que p, et, par conséquent, pour toutes les valeurs
de x et y dont les modules sont moindres que ¢'. Elle se développe en
une série ordonnée suivant les puissances entieres de ' +y, ou de x
et y,

__ (9 z_ dv y 0y x2+ 02y zy 9\ y? e
(2) v= 0/ 1 d—y o I 0x2/o1.2 dz dy o1 1 dy2)e 1.2 ’

et convergente pour toutes les valeurs de a et y dont le module est
moindre que ¢’. On peut en calculer les coefficients d’apres les équa-
tions (5); comme nous 'avons remarqué, ils sont tous réels et posi-
tifs. Si I'on attribue & « et 4 y des valeurs ayant des modules p, et p,
inférieurs a ¢, le module de ¢ sera moindre que la somme des mo-
dules des termes de la série, c’est-a-dire que la valeur de ¢ pour x =y,
et y =p,, OU £ +y =yp,+p,; cette valeur de ¢ augmente avec p,+p,;
mais, pour x =y =y¢', on a y=r; on en conclut que, pour toutes les
valeurs de « et ¥ dont les modules sont inférieurs a ¢, le module de ¢
reste plus petit que r.

49. Considérons maintenant la série

8) u— (%% & (%8\ y _ (0u capy a2 zy _ (9%w\ r
(8) T \0z/o1 dy/e1 0z2/or.2 \dzdyjo1 1 (0y201.2 o

\

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 330.
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dont les coefficients sont les quantités que nous avons calculées de
proche en proche a I'aide des équations (3). Nous avons vu que les
modules de ces coeflicients sont moindres que les coefficients corres-
ondants de la série (7); ainsi la série (8) est aussi convergente pour
toutes les valeurs de « et de y dont les modules sont inférieurs & ¢';
elle définit une fonction holomorphe des deux variables « et y dans
cette étendue, et le module de cette fonction est moindre que r.
Il reste a faire voir que la fonction ainsi définie satisfait bien a I'é-
quation différentielle proposée (1), ou aux deux équations

[

du

?7'_"

Sil'on y remplace u par sa valeur (8), les premiers membres deviennent

(Ou_ (du\ _ (o*u\ x  (du) y [(ou\ z*
dx~ \dxz)o \0x*/, 1 dxdy /o 1 0z3 Jo 1.2
0u zy du re
+<0|2720]'>QTT+<0.Z0 2>o}.2+
du _(du J?u z_ J2u Y. Pu z?
dy  \0y 0 0xdy /o1 Iyt /o1 0x20dy /o 1.2

L[\ 2y (00uw\ r
dxdy2/o 1 1 0

Les seconds membres X et Y, qui sont des fonctions de «, y, u, de-
viennent des fonctions des deux variables x et y, holomorphes pour
toutes les valeurs de ces variables dont les modules sont moindres
que o', et ces fonctions se développent en séries convergentes dans
cette étendue,

o X\ z X\ » 02X\ z?
X_X"+<d—i 07+<W)07+(ox2 Vi

2X\ zy 02X\ y*
(II) - d}" o1 I + d‘}"z 0I.2 ’

az
2
Y:Y0+<0_Y> £+(QY> A (02‘5) L
2z /o 1 dy/o 1 0x2 Jo 1.2
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et I'on calculera les coefficients de ces séries a 'aide des équations

!
—aﬁ — DJ;X. —+ d—u Du X,
ox
X ou N ou
o =X G DX, = DY 4 DY,
oY du
(1) ( oy = DY+ gy Dl
d . 6u . ou d u
22X ., ou .., du ., '  Ouou_, Jo2u
m;_nwx dmeX+d D2, X + + 0z o D X+ gy DX
dans lesquelles 2%, %%, ¥ d¢signent les dérivées partielles de
q oz’ 9y’ 9z’ 8

la fonction u définie par la série (8). Pour x =0, y =o, ces dérivées
partielles se réduisent aux coefficients mémes de la série, c’est-h-dire
aux quantités déduites des équations (3). On voit alors que, pour
xr=o0, y=o0, u=o, les seconds membres des équations (12) sont
identiquement les mémes que ceux des équations (3), et que, par con-

séquent,
X, — du X\ _ [d%*u oX\ [ o%u 02X> _ (0%
= ox 0, (dx 0 —0.23—" _0, —07- o ().25‘(3]‘ o, dx? o_ ox3 0,
Y _(d_u) (d_Y) _ ([ 0u aY\ (o (cP_Y> _{ du
0= 0_7' 0, 0&’) ) 01}0]‘ o, T}" o— 0]‘—3 07 dx2 0_— 0.5620‘)" o’

Ainsi les séries (10) et (11) sont les mémes, et les deux équations (g)
sont vérifiées.

Existence des fonctions intégrales de p équations différentielles
a p variables indépendantes.

50. Considérons actuellement un systeme de » équations aux diffé-
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rentielles totales & p variables indépendantes

(duy =X, dzxy +Xi2dzs +. ..+ Xy pdzp,
(13) du2:X2|d'Z'|+X22d$2+...+X2de‘p,

du, =X, dze) +Xpadzs +. ..+ and«xp’

dans lesquelles les coeflicients différentiels X;; sont des fonctions ana-
Iytiques des p + n quantités ,, x,, ..., &,y U, Uy, ..., U, satisfaisant
aux conditions d’intégrabilité

g=n g—n

(14) Dx,.Xik +E Xgh Dugxik - Dx‘ Xin +E ng Dugxih’

g=1 £=1

les indices 4 et £ variant de 1 a p et I'indice ¢ de 1 4 n. Les variables
x,, &, ..., x, partent des points x,=o0, x,=o, ..., x,=o0, les
fonctions u,, u,, ..., u, ayant des valeurs initiales égales & zéro. Nous
supposons que les coefficients différentiels X;; sont holomorphes pour
toutes les valeurs de x,, «,, ..., «, dont les modules sont inférieurs
ou €gaux a p, ps, ..., pp €t pour toutes les valeurs de u,, u,, ..., u,
dont les modules sont inférieurs ou égaux & r,, r,, ..., r,; pour sim-
plifier, nous remplacerons les rayons p,, p,, ..., p, par le plus petit
d’entre eux p, et de méme les rayons r,, r,, ..., r, par le plus petit
d’entre eux r. Appelons M le maximum des modules des fonctions Xy
dans cette étendue. Leurs dérivées partielles ont pour x, =o, x,=o,
viiy Lp=0, U, =0, U,=0, ..., 4, =0 des modules respectivement
moindres que les dérivées partielles correspondantes de la fonction

M
= B e Y LAY L AW AR T
) r r r

pour les mémes valeurs des variables (). Si I'on compare les équations

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 333.
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différentielles (13) aux équations différentielles

dvy =9dz, +odre +...+ odzp,
(15) dvy=odz, +odrs+...+9dzp,

dvan=o9dz, + ¢drs +. ..+ 9dxp,

ou ¢ désigne la fonction précédente dans laquelle on remplace u,, u,,
wees Uy PAT 9y, V5, ..vy ¥, et st Pon admet que les fonctions intégrales
existent de part et d’autre, on verra, comme précédemment, que les
modules des dérivées partielles *des fonctions u;, déduites des pre-
mieres par un calcul de proche en proche, sont, pour , =0, x,=o,
..., &, =0, respectivement moindres que les dérivées correspondantes
des fonctions ¢; déduites des secondes par un calcul analogue.

51. Il est facile d’intégrer les équations (15). Car on a
Vy—=Va—...==¢, =¥,

et chacune de ces équations se réduit a

A% M
1—=) dv= d(zi+ X2+ ..+ 2p),
r [ BTt 2y

p

et donne I’équation finie
+‘ 9 ...
r [I—(]—g>” ]:—1\19103(1—'2‘+x_+ —|—x,,>,
n—+i r P
d’ou 'on déduit

(16) (/:I‘I:l— "\*/1+—(”+r')MP log(l—x'+”2+?"‘+wl’>],

en supposant que, pour &,=o, £,=0, ..., £,=o0, le logarithme
s’annule et le radical ait la valeur + 1. Cette fonction reste holo-
morphe, tant que le module de «, + «, +...+ x, est moindre que le
nombre

PP':F’(‘—e_m),
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et, par conséquent, pour toutes les valeurs des variables x,, @,, ..., 2,
dont les modules sont moindres que ¢, et son module est plus petit
que r. Elle se développe en une série

— 9y 'ﬁ++ __()i £p+ 0%y '1? e
) =) 0zp)e1 T\0zE)oTa T

convergente dans la méme étendue, et dont on peut calculer les coef-
ficients & I'aide de I'une des équations (15), par un calcul de proche en
proche.

Les séries

AN ou:\ xp | [(u;\ z}
(18) lll——<a—x—‘>oT+"'+<MP>OT+<0£.‘:)OT2+"-9

dont les coeflicients sont les quantités déduites des équations (13) par
le calcul de proche en proche, sont convergentes dans la méme éten-
due, puisque les modules de ces coefficients sont moindres que les
coefficients correspondants de la série (17). Ces séries définissent done
des fonctions holomorphes u,, u,, ..., u, des p variables indépendantes
x,, Ty, ..., T,, pour toutes les valeurs de ces variables dont les mo-
dules sont moindres que p’. On vérifiera, comme précédemment, que
ces fonctions satisfont bien aux équations différentielles proposées (13).

Fonctions implicites de plusieurs variables.

52. L’existence des fonctions implicites de plusieurs variables se
ramene a I'intégration des différentielles totales. Soit I'équation

(19) F(-Zy)", u):O’

dont le premier membre est une fonction holomorphe de «, y, u, dans
le voisinage des valeurs initiales x,, y,, %,. Si I’équation est vérifiée
par une fonction holomorphe u des deux variables indépendantes x
et y, cette fonction satisfera i I'équation différentielle

D.F

(20) du:—DuF

D,F . _
dx — D, F dy = Xdz +Ydy.
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Si pour les valeurs initiales la dérivée partielle D,F n’est pas nulle,
les fonctions X et Y étant holomorphes, la fonction u existe.
Soit maintenant un systeme d’équations simultanées

‘ F|(x1, L2, ...,.Tp, Uy, Uy ..., u”\:O,
) Fz(xg,'l'g, ...,x,,, Uiy Uay - ..y u”\:O,

(21)

VFu(@n, @2y ooy Zpy Uiy Uzy - ooy Un) =0,

dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes des quan-
tités x|, x,, ..., x,, ¥, U,, ..., u, dans une certaine étendue. Si les
fonctions u,, u,, ..., u, des p variables indépendantes x,, x,, ..., x,
vérifient ces équations, elles satisferont aux équations différentielles

-()&dah—l—-'-—i—&d dF'du[—\—»--—i—()F'du,z_o,
oxp + ou Oun
JoF, oF, 01“_, OF,
(22) /() (]Jh ---—l—-d?pdx o ldul+"'+ u, dlln—O,
0FIZ dF/l an ()Fn _
()x.dx'+” +a—£pd "+Z)7,du'+m+0u,,du”_0

Lorsque, pour les valeurs initiales, le déterminant fonctionnel

JoF, OF, JF,
OF; OF, OF.
e
OF, OF, oF,
dui duy T Oug

n’est pas nul, on en déduit pour du,, du,, ..., du, des expressions de
la forme (13), et la question est ramenée & 'intégration.
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CHAPITRE 1X.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ABELIENNES.

Existence des fonctions intégrales.

53. Etant donnée une équation irréductible F(x, y) = o du degré m,
nous avons désigné (n° 13) par Q,, Q,, ..., Q, les p polynomes entiers
en x et y, du degré m — 3, qui entrent dans la formation d’un sys-
teme d’intégrales abéliennes de premiere espece

- =) Qi (2, 7)
ud(x, :f —‘,l 2 dz.
B T)= o Fl@ )

Considérons le systeme des p équations différentielles

Qi(mnj”') Qn(wg,)"ﬁ) Ql(xm Tn)

; dzy + = drs -+ 4+ 5 22 de, = duy,
F~(xn}”1) o F]’(why‘?) v l‘y‘(wm .7'1’) : '
Qa(z1, 74) Qa(22, 72) Q:2(z,, 1) _
== d. - dz.» + X dz, = du.,

(1) (Fyplz, ) x'+F](JC2,_7'2) L2t Fo(z, 70) "
Qulznxi) 5 Qulza, 72) o Dol yp)d —d
F (@ 70 0 Fp (o) P By, ) ST

dans lesquelles nous regarderons les p quantités x,, ., ..., €, comme
des fonctions des p variables indépendantes u,, u., ..., u,. Nous re-
présenterons ces équations par la notation abrégée

(2) 2 xk’ i) d;c =du;,
e wk;)"k

en faisant varier 'indice ¢ de 1 2 p. On donne en outre les valeurs
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initiales (a”, ;'

variables u;.
On peut mettre ces équations sous la forme finie

) des p fonctions (@, y,) pour les valeurs u;” des

(T J0) {
(3) Zf wJu - Q;(z, y)dx:ui—u}‘”,
(ztm yro)) l‘y .Z,y‘)
ou
1) 2 [2 {2k, yi) — u® 2, ¥ —ui — u
A—1

A chaque systeme de points (x,, y,), (1, )2)s -y (2, ¥,) correspond
un systeme de valeurs des variables u;, augmentées des mémes mul-
tiples de 2p périodes correspondantes.

Résolvons les équations (1) par rapport & dr,, dx,, ..., dx,. En ap-
pelant A le déterminant

Qi{zi, s Qi@ 2), ooy Qi@ 1)
(5) A_- Qz(xn,}"a\, Qz(«fﬂz,,}"z\y S ] Qz(xp’yp)

Qp(x!’]‘l)’ Qp(xﬂy,}":!)y DR Qp(xp’yp)

et Ay le déterminant mineur résultant de la suppression de la ligne
de rang ¢ et de la colonne de rang £, on en déduit

i

I
©

(G) (lxk:(—l)"F}(xk,)"k) (—I) &—dlh

1

Il

i

Si, dans les équations (1), on regarde les quantités u; comme des
fonctions des variables a;, chacun des coefficients différentiels ne con-
tenant que la variable correspondante, les conditions d’intégrabilité
sont évidemment satisfaites. On en conclut que, réciproquement, dans
les équations (G), ot I'on regarde les quantités x; comme des fonc-
tions des variables u;, les coefficients différentiels satisfont aussl aux
conditions d’intégrabilité. En vertu du théoreme général sur I'inté-
gration des équations aux différentielles totales (n° 50), il existe

12.
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p fonctions a; des p variables u;, satisfaisant aux équations (6), et
admettant les valeurs initiales données. Ces fonctions x; restent ho-
lomorphes par rapport & chacune des variables u;, tant que les coeffi-
cients différentiels restent eux-mémes holomorphes par rapport aux
quantités a; qu’ils renferment. Les coefficients différentiels peuvent
cesser d’étre holomorphes, soit lorsque les fonctions a; acquitrent des
valeurs finies qui annulent le dénominateur, soit lorsqu’une ou plu-
sieurs d’entre elles deviennent infinies.

Le déterminant A est une fonction entiere et alternée des p points
(ks Yi)» du degré m — 3 par rapport & chacun d’eux. Le déterminant
mineur Ay, qui est indépendant du point (xy, y,), est une fonction
alternée des p — 1 autres points.

Lou de permutation des fonctions intégrales.

54. Le déterminant A s’annule d’abord lorsque, dans leur variation,
deux ou un plus grand nombre de points (@, ;) viennent i coin-
cider. Supposons que, pour certaines valeurs des variables w;, les
n points (,, ¥,), (s ¥a)s ++vs (ns ¥, ) coincident avec un point (&, 1),
différent des points critiques de I'équation F(ar, y) — o. Posons

W|:£+x:a x2:£+x;’ s x”—g—'—x""

x,, x,, ..., x, ¢tant des quantités infiniment petites, et remplacons
ces n quantités par les fonctions symétriques

‘ =&, +Zy +...+Z,,
(7) ?z2:x?+x.’_{-‘+...+x},’-’,

\ zpn=a +ad +. ..+

Si l'on pose
k=n
- \ ! ; rr— ’
]_\ir): (__ l)zr}.-rxkl i F].(xk’ _7’1:) Ail\,

h=1

le systeme des équations (G) sera remplacé par le systeme équiva-
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i=r r
‘ s, :E%ﬁ dui,
(8) { =t i=p

’ -Ai.lH.c
dzn,s = (— 1)+ F}r(le—S; ,7'n+3)2 (— 1)t A du;,

i=1

lent

les indices r et s variant, le premier de 1 & », le second de 1 & p —n.

Les n racines y,, ¥., ..-» Y. étant voisines d’'une méme racine
simple de 1'équation F(x,y)=o, et, par conséquent, appartenant i
une méme branche de la fonction algébrique y de x, sont représen-
tées par la méme série

yi—=n+az, a4
Ya=mn —'—‘n'.:l);+“n"w;2+...,

(9)

’ 1)
\Yn=—"1 "—'fl'x,l—F'ﬂ”-Z',l" +...

Apres la substitution de ces valeurs, le déterminant A devient une
fonction alternée des n quantités x,, x,, ..., x,, et il est divisible par

nin—nu)

le produit des facteurs binomes x, — x;,, dans lesquels les in-

dices g et A sont des nombres entiers différents, égaux ou inférieurs
a n; le quotient, qui est une fonction symétrique de x;, ,, ..., @,
se transforme en une fonction holomorphe de z,, z,, ..., z,. Le dé-
terminant mineur 4, ,,, étant aussi une fonction alternée des uantités
x\, x,, ..., z,, est divisible par le méme produit, et le quotient est
une fonction holomorphe de z,, z,, ..., z,. Le numérateur N’ est le
déterminant que 'on obtient quand on remplace dans le déterminant A

la ligne horizontale de rang ¢ par les quantités

T‘x'lr—|F_;<(x|,J/‘|), rx;"AlF‘;.(‘%g,v’Vg), ceny I“xj{u'F}(x”’y‘”), 0, 0, ..., Oy

’

ce sera aussi une fonction alternée de x,, x,, ..., x,. divisible par le
méme produit. En général, le quotient du déterminant A par le pro-
duit des facteurs bindmes x, —x, ne s’annule pas avec les quantités
x,, ,, ..., x,. Dans ce cas, apres la suppression des facteurs com-
muns, les coefficients différentiels, dans les équations (8), deviennent
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des fonctions holomorphes de z,, z,, +-.y 30 Turrs Lpsns .oy 2, On
en conclut, d’apres le théoreme général sur lintégration, que les
fonctions intégrales z,, z,, ..., 2, @ys(» Tyiay +op &, de ce systeme
d’équations différentielles restent holomorphes dans le voisinage des
valeurs considérées des variables «;. Il est clair que toute fonction en-
tiecre et symétrique des n quantités x,, x,, ..., &, jouit de la méme
propriété.

Les n quantités x,, «,, ..., x,, qui deviennent égales, ¢tant les ra-
cines d’une équation du degré n,

(10) =gyt = daar P— .+ — 1%, o,

dont les coeflicients sont des fonctions holomorphes des variables #;,
dans le voisinage des valeurs considérées, reprennent les mémes va-
leurs pour les mémes valeurs des variables, ou se permutent entre
elles. Supposons, par exemple, que 'on attribue aux variables u, des
accroissements de la forme ¢3;(¢), ¢ étant une variable infiniment pe-
tite, et %;(¢) des fonctions arbitraires de ¢, développables en séries en-
tieres; quand la variable ¢ tourne autour du point = o, les n racines
se permutent en formant un ou plusicurs systemes circulaires. Comme
a chaque valeur de . est jointe une valeur déterminée de y, d’apres
les équations (), les n points (x,, ¥,), (s, ¥y » oovy (X4 ¥, S€ peI-
mutent suivant la méme loi.

Si, en méme temps, un second groupe de points x, ,, ¥,11)>
(Thsas Yusa)s oor (Lursrs Yarur) coincidait avec un autre point, différent
aussi des points critiques, on effectuerait une seconde transformation
analogue i la précédente, et I'on arriverait 4 la méme conséquence.

53. Supposons que, pour certaines valeurs des variables u,, les
n points (x,, y,), (€4 ¥.)» --+» (2, ¥, viennent coincider avec un
point critique (a, b), et que les n racines y,, ¥., ..., ¥, appartiennent
A un méme systeme circulaire de p racines. On eflectuera la série
des transformations relatives a ce systeme circulaire (Chap. I), ce qui
revient a la substitution
z_—a-+a'p,

(11)
[
} J 4 ’

y—b+bx Vx4 y 2,
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y' étant une fonction holomorphe de «'. L’expression différentielle

Qi(z, r)

St dx
¥y(z, r)

se transforme en une autre

’LQ;S) (xl’ :V,I) da)[
GHCAT R

et les équations proposées (1) prennent la forme

k—n

k—p
() ! 4 . . \
(12) ggyﬁgmw_ V(Lo 7R o g
» (%> Vi) & Yy 2 k)

Les n racines y,, ¥., ..., ¥, ¢tant voisines d'une méme racine simple
de V'équation F¥(a’, y')=o0, on est ramené au cas précédent; toute
fonction entiere et symétrique des n quantités x;, ), ..., x, sera
une fonction holomorphe des variables u;, dans le voisinage des va-
leurs considérées des variables et, par conséquent, ces quantités re-
prennent les mémes valeurs, ou se permutent entre elles. Comme
chaque valeur de «’ correspond un seul systeme de valeurs de x et y,
d’apres les équations (11), les » points (x,, ¥,), (X2 ¥s)s +oos (%0s Yu)
se permutent suivant la méme loi.

Si un second groupe de n’ points venait coincider avec le méme
point critique (a, b), de maniere que les 7’ racines ¥, ., Yiiar -or
Yaen appartinssent & un autre systeme circulaire, on effectuerait pour
ce second groupe une substitution analogue & la précédente. Les
7 points (X,yys Yusi)s (Tnras Yausa)s ooos (Lnpits Yurw) S€ permuteraient
entre eux de la méme maniere.

Il peut arriver que, pour certaines valeurs des variables u;, une ou
plusieurs des fonctions intégrales x; deviennent infinies. Dans ce cas,

. N . 1
on effectuera, pour ces fonctions, la substitution a = ek les termes

correspondants des équations (1) seront remplacés par des termes de
méme forme.
Toutes les circonstances dont nous avons parlé se présentent. Car,
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d’apres les équations (3), quand les points (x, y;) décrivent des lignes
aboutissant & des points donnés, les quantités u; décrivent des lignes
correspondantes et acquiérent des valeurs finies et déterminées. Réci-
proquement, si les variables u; décrivent les secondes lignes, les
fonctions (a4, 33) décrivent les premieres. Ainsi, il y a des systemes
de valeurs des variables u; pour lesquelles n fonctions (x,, y;) de-
viennent égales & une quantité donnée, n’ égales & une autre quantité
donnée, etc.

Cas d’indétermination.

56. Le déterminant A peut aussi s'annuler, sans que deux des
points (x, y;) coincident. D’apres ce que nous avons dit au n°13,
I'équation générale des courbes du degré m — 3, qui satisfont aux
conditions relatives aux points multiples de la courbe F = o, est

(13) Q=M Qi(z, ) +MaQu(z, ) +...+M,Q, &, ¥) =0,

M,, M,, ..., M, étant des constantes arbitraires. La condition A =o
signifie que les p points (x;, y;) sont situés sur une courbe Q =o de
cette espece.

Supposons que les points (a3, ) viennent coincider respectivement
avec p points (&, =;) situés sur une courbe Q =o, du degré m—3,
satisfaisant aux conditions relatives aux points critiques, et appe-
lons y; les valeurs correspondantes des variables «;. La courbe Q =o
coupe la courbe F=o0 en 2p — 2 points différents des points critiques
(n° 14), savoir les p points (Z;, ;) et p— 2 autres points que nous
désignerons ‘par (x,;, £). D’apres le théoreme d’Abel (n°45), on a,
pour chaque intégrale abélienne,

k—p—2

(14) Z WD (Ex, 1) -+ 2 uh) (ap, Br) =K,

K, étant une constante, d’ou 'on déduit

k=p—2

A—p
(15) vi—u® =K; — 2 wd (o, ﬁk‘—E ud(zy, yi )

A=t h=1
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La courbe Q =o est définie par p—1 points pris & volonté sur la
courbe F=o, par exemple par les p— 2 points («, £;) et I'un des
points (&, n). Lorsque les p points (£, »;) se meuvent en restant sur
une courbe variable Q = o passant par les p — 2 points fixes («, 8;),
les valeurs y; conservent des valeurs constantes. Il en résulte qu’a un
systeme de valeurs y; des variables u;, valeurs données par les for-
mules (15) dans lesquelles entrent p — 2 points (o, ;) pris & volonté
sur la courbe F=o, correspondent une infinité de systemes de va-
Jeurs des fonetions (x;, y4), dont I'une est arbitraire; chacun de ces
systemes de points (xx, ¥;) est situé sur une courbe Q = o passant par
les p — 2 points fixes (%, B;).

57. Clest la le seul cas d’indétermination. Car, pour que les p dif-
férentielles du; soient nulles, sans que les p différentielles du; le
soient, il est nécessaire, d’apres les équations (1), que le détermi-
nant A soit nul, et par conséquent que les p points (s, y;) coincident
respectivement avec p points (&, ;) situés sur une courbe Q =o, du
degré m — 3, satisfaisant aux conditions relatives aux points critiques.
Si l'on désigne par (o, B;) les p— 2 autres points d’intersection des
courhes Q=0 et F=o, les valeurs vy, des variables u; ont alors la
forme (15). Pour une variation infiniment petite de la courbe Q =o,
on a, d’apres I'équation (14),

k=p—2

k=p
2 dud (Ex, nx) + E du®{ax, Bx) = o,
k=1t k=1

: =p
Q: (&ky i) /Hs 2 Qt Qi Pr)
dog =
2 v (&ks k) “ Fy (o, Br) =0

ou

et les équations différentielles (2) deviennent

dui:— Qi(“/{, ﬁk)

Pour que les p seconds membres, qui sont des fonctions linéaires des
p — 2 différentielles de,, soient nuls, il est nécessaire que ces différen-
13
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tielles soient nulles séparément, et par conséquent que la courbe
variable Q = o passe par p — 2 points fixes (o, B;).

58. Supposons que les points (a, y;) soient voisins des points
(&% ), situés sur la courbe Q = o, représentée par 1’équation (13).
Si 'on pose x; =&+ x5, u;=y;+ u;, on a, en développant en séries,

Yk=nk+ngZp +np 27+ .,

Q: (zr, 7) - "

: = A+ 2A xp +3A 2t 4. ..,
Fy(xk;}"k) th T 28 Lk ik Lk

Q (zk yx) . v re

- =2 Zf - SAGLLE ...
l‘y(wk,y'k) 2oy Lg kK Lk )

et les équations (1) donnent par l'intégration
kP
(16) 2 (Axh + Apaid +...) = ul.
A=1
On peut remplacer I'une des équations (1) par ’équation

k=p
Q (zhyk) 5, , , ,
;m d.Z'/f——«d M|ll, +M2u2 —+...+ I\Ipup),

d’ou l'on déduit

A

p
(17) (Mg zi + Nojy® +...) =Myu) +Maug +...+ M,u,.

1

>
Il

Les quantités u; sont des quantités infiniment petites du premier
ordre, comme les quantités x,; mais le second membre de I'équa-
tion (17) est une quantité infiniment petite du second ordre. Si l’on
pose, comme précédemment (n° 5%), u;=1%,(¢), en désignant par ¢
une quantité infiniment petite du premier ordre, on en conclut que
les valeurs limites des fonctions %;(z) satisfont a la relation linéaire

(18) M2 (o) +MsAe(0) +...+MyA, (o) =o0.
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59. Réciproquement, supposons que les variables u; passent d’un
systeme de valeurs y;, données par les formules (15), & des valeurs
voisines y; -+ u;, que nous représenterons par vy; + t;(t), les fonctions
%(2) étant données et la variable ¢ infiniment petite. Considérons la
courbe Q =0 du degré m —3 définie par les p— 2 points («, B;) et
la condition (18), ce qui fait p—1 relations linéaires et homogenes
entre les p coefficients M;; cette courbe coupe la courbe F=o0 en
p autres points (£, nx); pour la continuité, il faut concevoir que les
fonctions intégrales (xy, y;) partent des valeurs initiales (&, =) pour
t=o0. De p —1 des équations (16) on tirera les valeurs de «,, x;, ...,
x,, exprimées par des séries ordonnées suivant les puissances entieres
et croissantes de ¢ et de «,; en portant ces valeurs dans I’équation (17),
dont le second membre est une quantité infiniment petite du second
ordre, on obtiendra une équation entre z et «, ne renfermant pas de
termes du premier degré. Mais, quand les quantités u; conservent les
valeurs constantes v;, les points (x, y;) se meuvent en restant sur
une courbe variable Q = o passant par les p— 2 points fixes (o, 84)
et le point mobile (x,, y,); il en résulte que la derniere équation est
vérifiée par £ = o et une valeur arbitraire de «; elle ne renferme donc
pas de terme indépendant de z; on divisera tous les termes par ¢, et
I'on en déduira la valeur de «, exprimée par une série ordonnée sui-
vant les puissances entieres et croissantes de . Ainsi, & un systeme
de valeurs y; -+ #2,(¢) des variables u; correspond un seul systeme de
valeurs &; + x;, des fonctions ;.

Supposons maintenant que P'on attribue aux variables u; deux sys-
temes de valeurs v, +22;(2) et y; + 2p.,(¢), voisines de ;. Les variables
rétrogradant de v;+¢%,(¢) a y;, les fonctions reviennent de &+ x; i &;.
On imaginera ensuite que les quantités u; conservant les valeurs con-
stantes y;, les fonctions varient en restant sur une courbe du degré
m — 3 passant par les p — 2 points fixes («, £;), et se déformant d’une
maniere continue, jusqu’a ce que ses coefficients satisfassent & la re-
lation

M, s (0) -+ Ma ra(0) . ..+ Myt (0) = o;

les fonctions auront alors des valeurs (£, v}). Les variables u; allant

enfin de v; & y; + zp.;(2), les fonctions acquerront des valeurs £, + x;,
13.
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infiniment voisines de §;. De cette maniere, les fonctions passeront,
par une variation continue, des valeurs & + x; aux valeurs tres-diffé-
rentes &, + a;.

Quand nous avons étudié la marche des fonctions, lorsque » points
(1, ¥1)s (®2s ¥2)s +o-» (%0 yn) coincident (n® 54), nous avons supposé
que le quotient du déterminant A par le produit des facteurs bi-
nomes x, — x, ne s’annule pas avec x,, x,, ..., x,. Le cas ol ce quo-
tient est égal & zéro rentre dans celui ol les p points (a, yx) sont
situés sur une courbe du degré m — 3. Car, lorsque les points sont
différents, cette condition signifie que les points sont situés sur une
courbe du degré m — 3; dans le cas actuel, on regardera les n pre-
miers points comme étant infiniment rapprochés.

Définition des fonctions abeliennes.

60. De ce qui précede, on conclut que, 4 I'exception des valeurs
des variables pour lesquelles il y a indétermination, toute fonction ra-
tionnelle et symétrique des p quantités x,, «,, ..., &, est une fone-
tion monotrope et méromorphe des p variables indépendantes u,, u,,
«oes 1, On a donné & ces fonctions symétriques le nom de fonctions
abeliennes. Si I'on considere, en particulier, les fonctions symétriques

s CP|:x|+.Z'2+...+$p,

(19) Pa2=T1 L2 +— LaZg+...,

les fonctions intégrales x,, @, ..., x, des équations différentielles (1)
seront les racines de I'équation

(20) 2P — @12+ et .+ (—1)Pgp =0,

du degré p. Comme i chaque valeur de x; est jointe une valeur dé-
terminée de y;, il en résulte qu'a tout systeme de valeurs des va-
riables u;, excepté celles pour lesquelles il y a indétermination, cor-
respond un seul systéme de points (xx, yx). L'intégration des équations
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différentielles proposées revient a la formation de 'équation (20) et
au calcul de la valeur de y;, qui se rapporte i x;.
Plus généralement, considérons la fraction rationnelle

o, 2,
¢z r)

o(x, y) et {(=, y) étant deux polynomes entiers en x et y. A chaque
systeme de valeurs des variables u;, excepté celles pour lesquelles il y
a indétermination, correspondent p valeurs

d/(xhy')7 ¢(x2’y2)7 ceey dr’(xp’yp)
¢(xur) (2 2) ¢ (Zps 1)

de la fraction. Toute fonction rationnelle et symétrique de ces p va-
leurs sera appelée une fonction abelienne. Les fonctions abéliennes sont
donc des fonctions méromorphes des p variables u;, sauf 'exception
indiquée; elles reprennent les mémes valeurs, quand on augmente si-
multanément ces variables des mémes multiples de 2p périodes cor-
respondantes.

Les p systemes de 2p périodes correspondantes qui se rapportent
aux variables u; sont

pour uy | o' ' ... oY
u: | 02 of ... o)

,
U | o P ...

et nous avons vu (n®29) que les périodes relatives aux deux va-
riables u; et u; satisfont a la relation

g=2p h=2p
(21) Ecghmg W = o.
£=1 h=1

Nous pouvons, sans restreindre la question, supposer les équations
différentielles (1) formées avec les polynomes Q; qui entrent dans la
composition des intégrales normales de premiere espece (n° 33); car,
pour opérer la transformation, il suffit de remplacer les variables in-
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dépendantes u; par de nouvelles variables u, définies par les relations
)
u; _E M u;,
i—1

sans changer les fonctions x;. En adoptant les périodes normales, les
systemes de périodes correspondantes sont alors

pour u, 271\/—] (0] Ce 0 2001y 2012 ... 20a4p
Us o '_"TZJ—[ (o) 202y 2qan ce. 209p

y
uy o o co. 2TY—1 20py 202 ... 2y

et la relation qui existe entre les périodes relatives aux deux va-
riables u; et u, se réduit

(22) Ak = ok
Afin de simplifier, nous remplacerons, dans les équations (4),
A—p
u —u —0—2 u(xd, vy
h—1t

par u;; ces équations prennent alors la forme

A—p

(23) ‘ 2 ull(znyr Ui

Aot

Ceci revient a supposer que les variables u; sont égales a zéro, quand
les p points (s, i) coincident avec le point (x,, y,), choisi comme
origine dans la définition des intégrales abéliennes. La formule (15),
qui donne les valeurs y; des variables pour lesquelles il y a indéter-
mination, se réduit a

(24) yi=Ke— Y u(a, B .
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Cas des fonctions ultra-elliptiques.

61. Les intégrales ultra-elliptiques (n°® 37) étant de la forme

. (‘Tyf) xi—’
u(l)(x’ .7) :f ~— dz,
@p ) I

on a les équations différentielles
k=p 7

(9'5) 2 '—xi— dxk = du,-.
P! Yk

Occupons-nous surtout de 'indétermination. Le polynéme Q étant ici
un polynome entier en « du degré p — 1, la courbe Q = o se réduit &
p — 1 droites de la forme  =Z; elle coupe la courbe

r2=G(zx—a)(z—as)...(2— @)

en 2p — 2 points, symétriques deux & deux, c’est-d-dire de la forme
(x, y), (x, —y). Des p points (&, ;) situés sur la ligne Q =o, deux
sont nécessairement symétriques; le second point (Z,, n,) coincide,
par exemple, avee le point (£,, —=,), symétrique du premier (€,, »,);
alors les p— 2 autres points d’intersection, que nous avons désignés
par (a4, ), coincident respectivement avec les points (Z;, —mn;),
(Bis —m4)s -ony (&, —m,), symétriques des suivants (&3, m,), (&5 14), -oos
(& m,). Si les points (x, £:) sont fixes, les p — 2 derniers points
(& mz) le sont également, tandis que les deux premiers varient en
restant symétriques I'un de 'autre. Dans les premiers membres des
équations (25), les p— 2 derniers termes sont nuls, tandis que les
premiers sont égaux et de signes contraires, et I'on a du;=o. La
ligne Q = o a pour équation

126) Q=M,(z —£) (z— &) (& — &) (2 — &)

=M+ Mex+Myz2+ ... +M2*' =o;

les coefficients dépendent des p — 2 quantités fixes &, &, ..., &, et
contiennent ’abscisse variable &, au premier degré.
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Supposons que les variables u; passent des valeurs y; & des valeurs
infiniment voisines vy, +¢%;(¢) (n°59); la relation (18) du n° 58 dé-
terminera £, par une équation du premier degré. Conservant la pre-
miere des équations (25), celle qui correspond a ¢=r, nous rempla-
cerons les suivantes, excepté la derniere, par les équations

A—=p . o
(27) § AL = g~ 21 ),
h—1t Yk

Pindice ¢ variant de 2 & p— 1, et la derniere par

k=p
x r 1
(28) ZQ( k)dxk:d(l\l.u,—i—l\lguﬂ—i—...—i—Mpu{,).
Y&
A—1
Comme on a
yi= mnZ nizd .,
Yrrm — M — M Ty — N L+,

les deux premiers termes, dans toutes ces équations, sont alternés par
rapport & x, et ,. On en déduit, par I'intégration,

A—p
(29) Aila)— ) + Al (a}2— 2.2) +...+2 (Arh+ Ajzi +...) =1},
ko3

A=p
(30) Ap(z®—ax?)+...+ Y (Anxy +...)=uj—¢&u; |,
k=3
A=p
(31) Aj(z?—2)+...+ Y (M. =Mu,+Mouy+. .. +Myu,.

k

i
w8

Des p — 2 équations (30), on tirera les valeurs de x}, &/, ..., x, ex-
primées par des séries entieres en ¢, x,, x,, de la forme

(32) zp=grl + git* ...+ (2i — x3) filt, z1, @),

les fonctions f; ne contenant pas de terme constant. En portant ces
valeurs dans les équations (29) et (31), on obtiendra des équations

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EQUATIONS DIFFERENTIELLES ABELIENNES. 105
de la forme

(33) () —y) [A+ 4 (G 2y, 2s) ] =hE+- D2+ L,
(34) (@) — 2y [N, (2] + xy) + $alt, 2}, @) =2+ U2+ .,

la fonction ¢, ne contenant pas de terme constant, et la fonction ¢,
ne contenant ni terme constant, ni termes du premier degré. De 1’é-
quation (33), on tire ’

Z — 2 — ht+h't2+ ...
! 2_A|+k!l|(t,x;,$é)

= t[/l| + o (t: Zy, xé)]’

la fonction y, ne contenant pas de terme constant. Si I’on remplace
a, —a, par cette valeur dans I'équation (34), tous les termes sont di-
visibles par ¢, ce qui est d’accord avec la remarque faite au n° 59, et
I’équation se réduit a la forme

(35) Iy () ) + (G 2y, 2 ) =W+ 182+,

la fonction y, ne contenant ni terme constant, ni termes du premier
degré. Des équations (33) et (35) on déduira les valeurs de «, et
de x; exprimées par des séries ordonnées suivant les puissances en-
tieres et croissantes de ¢. :
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CHAPITRE X.

LA FONCTION O.

Séries a p dimensions.

62. Les propriétés des séries 4 double entrée ('), ou 4 deux dimen-
sions, peuvent étre facilement généralisées et étendues aux séries a
p dimensions. Considérons d’abord une série a triple entrée, ou i
trois dimensions; un terme quelconque est affecté de trois indices, que
I'on fait varier de — o & + o ; ayant choisi une unité de longueur
arbitraire, on peut regarder ces trois indices comme étant les coor-
données d’un point par rapport a trois axes rectangulaires dans Ies-
pace, et supposer que le terme de la série est placé en ce point. On
dira que la série est convergente, lorsque la somme des termes enve-
loppés par une surface de forme quelconque tend vers une limite dé-
terminée, quand cette surface s’étend & 'infini dans tous les sens. On
démontrera, comme pour les séries & deux dimensions, que, lorsque
la série formée par les modules des termes est convergente pour une
forme particuliere de la surface, la série proposée est convergente
d’une maniere absolue, c’est-d-dire que la convergence a lieu et que
la limite est la méme, quelle que soit la forme de la surface.

Dans les séries 4 p dimensions, un terme quelconque est affecté de
p indices, que l'on fait varier de — o & + oo . Par analogie, on ap-
pellera point, dans I'espace 4 p dimensions, un systeme de valeurs
réelles attribuées a p variables z,, «,, ..., x,, surface le lieu des
points satisfaisant & une équation entre ces variables. Mais, dans I’es-
pace a p dimensions, il convient de distinguer des surfaces a un
nombre plus ou moins grand de dimensions, suivant le nombre des

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 106.
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variables qui restent indépendantes. Ainsi, la surface proprement dite,
ou le lieu des points qui satisfont & une seule équation, est une surface
a p—1 dimensions. Le lieu des points qui satisfont & deux équations
simultanées, ou lintersection de deux surfaces & p —1 dimensions,
est une surface & p — 2 dimensions, et ainsi de suite; enfin la surface
2 une dimension, ou la ligre, est le lieu des points qui satisfont a
p—1 équations simultanées. Si les équations sont algébriques et du
premier degré, on dira que les surfaces sont planes, ou que la ligne est
droute.
L’équation
i +23+...+2x2; —R*=o0

représente une surface sphérigue de rayon R, ayant pour centre I'o-
rigine. Le lieu des points qui rendent négatif le premier membre
de cette équation est le volume de la sphere. En général, soit
S(z,, x,, ..., x,) =0 une équation & coefficients réels, dont le terme in-
dépendant des variables soit négatif, et telle qu’une droite quelconque
passant par l'origine, x,=a,x,, €, =a,x,, ..., L), =ap_,X,, TeN-
contre la surface en deux points réels situés de part et d’autre de
l'origine, c’est-a-dire ayant des coordonnées de signes contraires; la
partie de I'espace enveloppée par cette surface fermée est le lieu des
points qui rendent négatif le premier membre de 1’équation.

Dans les séries a p dimensions, on peut regarder les p indices
comme étant les coordonnées d’un point de I'Ayperespace, et supposer
le terme de la série placé en ce point. Considérons une suite de sur-
faces fermées S,, S,, S,, ..., analogues & la précédente, et s’étendant
a l'infini dans tous les sens, c’est-a-dire telles que 'on puisse prendre
n assez grand pour que la surface S,, et chacune des suivantes S,..,, S,
..., soit extérieure a une spheére de rayon donné R ayant pour centre
lorigine; si la somme des termes enveloppés par la surface S, tend
vers une limite déterminée, indépendante de la forme de la surface,
on dira que la série est convergente. Lorsque la série formée par les
modules des termes est convergente pour une forme particuliere de la
surface, elle I’est pour toute autre forme de la surface, et la série pro-
posée est elle-méme convergente et la limite de la somme des termes

est indépendante de la forme de la surface.
1.
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63. La fonction 6 d’une seule variable est définie par la série li-
néaire
m—+x
@(x): z em.t+m'a’

m—_—m

dans laquelle la constante « a sa partie réelle négative et différente de
zéro ('). Elle est paire et satisfait aux relations

Oz +amy—1)=0(2),
Oz +2a) —e 2@ (z),
@(Jf—i—‘zna) e "‘”‘"’“@(.1));

elle s’annule pour les valeurs de « comprises dans la formule
z=(2n+1)ay—1+(2p+1)a,
ou n et p sont des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs.
La fonction

Oz +a)O(x+a)
Oz +5)0(z+0b")

dans laquelle a, a’, b, &' sont des constantes satisfaisant i la relation
a-+a=>b-+1¥, est une fonction méromorphe de a, doublement pé-

riodique et admettant les deux périodes 27y —1 et 2.

Fonction © de deux variables.
64. La fonction @, imaginée par Jacobi, a été étendue par lui & un
nombre quelconque de variables. La fonction de deux variables « et y
est définie par la série & double entrée

(l) @)(x, ,7') — S e(mz+lzy)+(m’1+/z’{3+2mny)’

dans laquelle 7 et n sont des nombres entiers que I'on fait varier de

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 110.
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—o 4+, & B, v des constantes dont les parties réelles o', §', '
sont telles que la partie réelle du polynome homogene et du second
degré m?a + n*@ -+ 2mry ait une valeur négative et différente de
zéro, pour toutes les valeurs réelles de m et n. Pour abréger, nous
désignerons par P ce polyndme et par P’ sa partie réelle.

Soit & =a'-+a"y—1, y=y'-+y”y—1; le module d’un terme de
la série est

emx +nyl+mod+nf r2mny — ema'+ny'+ P

ou
7 ! U 7/ ’
en(tx' vy nt (o 2y e+ )’

m roe ) ,
en posant — = z. Pour que la série linéaire formée par les termes dans

m A . .
lesquels le rapport - a une méme valeur z soit convergente, il faut

que le trinome «'#*+ 2y'¢+ £’ ait une valeur négative; comme ceci
doit avoir lieu pour toutes les valeurs commensurables et, par consé-
quent, pour toutes les valeurs réelles de ¢, il est nécessaire que les
quantités o’ et §’ soient négatives et différentes de zéro et que le dis-
criminant ' ' — 2 ait une valeur positive et différente de zéro.

Ces conditions suffisent pour la convergence de la série proposée.
Car, si I'on pose

al

—alﬁl__—_/h_;, b:iﬁ’—ym
2

a et b étant des quantités négatives, on a

’ 2
=g <n + E, m> —+ 2am? <_2am?,
Yo\
| — a’(m—l— o n> —+2bn? < bn?,
et par suite
P << am? + bn2.
Le module d’un terme de la série est moindre que

emx'+ny'+ami+bnt — ema'+mia ¢ gny’ -n%b,

La somme des modules des termes enveloppés par une courbe fermée
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quelconque est plus petite que

m=+» n=+w»

Z emx’'+mia ¢ E eny'+nb,

m=—mo nNe——

Le premier facteur est la fonction o,(x’) formée avec la constante
réelle et négative a, le second la fonction 6,(y’) formée avec la con-
stante b, qui est aussi réelle et négative.

65. Nous allons démontrer que la fonction o(x, y), définie par la
série (1), est holomorphe par rapport & chacune des variables x et y,
pour tous les systemes de valeurs attribuées a ces variables. Si I'on
remplace, en effet, dans cette série lcs exponentielles ™%, e"” par les
séries qu’elles représentent, savoir

P_” {]:Q
PP 7vq
eﬂll:E llL, eﬂ}":E —n'}"—_,
1.2...p 1.2...¢
p=0 qg—0
on obtient une série a quatre dimensions

mPxP  niy?
?
.2...p1.2...¢

(2) S ema+nif r2mny

les nombres p et ¢ variant de zéro & + % et les nombres m et n de
— oo & +. Cette série est convergente; car, si I'on désigne par r
et 7' les modules de x et y, et par 7’ et n’ les valeurs absolues de m
et n, la somme des modules des termes qui correspondent & m ==+=m/,
n===n' est moindre que

ny M'PPP n'ar'e

4em”a+/1 _ .
1.2...p1.2...¢

En laissant =’ et n’ fixes, et faisant varier p et ¢ de zéro & + o, on
obtient une somme égale &

4em”a—+n”b em'ren’r’ — 4em’r+m”a > en't'+n'b,

En faisant varier ensuite 7’ et n’ de zéro 4 + %, on obtient une
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somme plus petite que celle que I'on obtiendrait en faisant varier m’
et n’ de — o a + o, c’est-d-dire plus petite que

4OL(r)Os(r);

donc la série (2) est convergente.

La limite de la somme des termes de la série (2) est égale a la
fonction @(x, y); car, lorsqu’on I’évalue en faisant varier d’abord p
et ¢, on reproduit la série (1). Si on I'évalue en faisant varier d’abord
m et n, on obtient I'expression de la fonction 6(x, y) par une série
de la forme

(3) Oz, y)=§ Apgwryt;
c’est le type des fonctions holomorphes de deux variables.

66. On reconnait immédiatement sur la série (1) que la fonction ne
change pas quand on y remplace « et v par —x et —y; car ceci re-
vient & remplacer m et n par —m et — n; on a donc

(4) O(—z, —y)=90(z,r).

Lorsqu’on ajoute & I'une ou 'autre des variables la quantité constante
amy/—1, chaque terme de la série se reproduit; il en résulte que

(5) @(m—i—zn\/—_],_y'):@(x,y),
(6) O(z,y +2myV—=1)=0(z, ).

Si on remplace dans la série « et y par « + 2pa, y + 2py, p étant
un nombre entier, positif ou négatif, 'exposant devient

m(z +o2pa) +n(y+2py) +m2a—+omny +n2f3
=—px—pla+(m+p)r+ny+(m-+pP2a+2(m-+p)ny+n2p
=—prx—pa+mzx+ny+m2a+om'ny+ n2B,

en posant m+p=m, et 'on a

) (x +2pa,y -+ 2py) — e PxX-px S e(m' x+ny)+(m'*a+ni3+2m'ny)
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Le nombre entier 7', qui differe de 7 d’'un nombre constant p, va-
riant comme lui de —oo & + o, cette derniére série n’est autre que
la série (r); on en conclut la relation

(7) O(z +2pa, y +2py)=e P* P20(z, r).
On a de méme
(8) O(x +2qy,y +29B)=e 1780 (z, y,

g étant un nombre entier.
De ces deux relations, on en déduit une autre plus générale

(9) Ol@+2pa+2qy, y+2py+2qB) =e (PrranN-(Pa+gi+2rm Q(z, y).

En particulier, si dans les relations (7) et (8) on fait p=1 et g =1,
il vient

(10) Oz +2a,y+2y)=e* %0z, r),
(11) Oz +27,y+2B)=e7E0(z, y).

67. 1l est évident, a cause de la convergence, que la série (1) ne
change pas, quand on y remplace les deux nombres entiers variables
m et nparm—p et n—gq, p et ¢ étant des nombres entiers arbi-
traires fixes, ce qui donne

G)(x’ ,7') — S e(m—ple+(n—q)y+(m—p)*a+(n—g)*B+2(m—p)(n—q)Y,
On a d’ailleurs, en remplacant m et »n par —m et — =,
@] (x’ .7') — S e—mx—ny+mix+ni3+2mny,

En désignant les deux exposants par A et B, et prenant la demi-somme
de ces deux quantités égales, on en déduit

Oz, y) =1 S (er +€b).
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Les deux exponentielles sont égales et de signes contraires, lorsque
la différence

A—B=(2m—p)(z—pa—qy)+(2n—q)(y —p7—qB)

des exposants est égale & un multiple impair de =y —1. Si 'on attri-
bue & x et & y des valeurs de la forme

(12) ( x:ln’ﬁ\f’z+poc+q7,
ly=n'z V—1-+py+¢qB,

m' et n' étant des nombres entiers, il suffit, pour que cela ait lieu, que
le nombre 7'p + n’q soit impair. Tous les termes de la derniere série
étant alors nuls séparément, la fonction est nulle. On en conclut que
la fonction ©(x, y) s’annule pour les valeurs de x et de y comprises
dans les formules (12), ot 7', 7/, p, ¢ sont des nombres entiers assu-
jettis a la condition que le nombre m'p+ n’g soit impair. Mais nous
verrons plus tard que la fonction s’annule pour une infinité d’autres
systemes de valeurs de x et y.

Il résulte de ce qui précede que la fonction

Olz+a,y+b)0(z+a,y+b)
Oz+ad,y+0)0(x—+a;,yr+0b)

{13)

ou a, b, ... désignent des constantes satisfaisant aux deux relations
a+a=a-+a, b+b =b+0b],

reprend la méme valeur, quand on ajoute séparément aux deux va-

riables « et y la quantité 2=y —1 et quand on leur ajoute simulta-
nément les quantités 22 et 2y, ou 2y et 20. C’est donc une fonction
méromorphe de ces deux variables, et qui admet les quatre paires de
périodes conjuguées, savoir

pourz | 2my/—1, o, 22, 27 |
pour y o, amy/—r1, 2y, 2B
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Fonction © a p variables.

68. 11 est facile de généraliser la définition de la fonction 6. Nous
désignerons par x,, &,, ..., ¥, les p variables, par m,, m,, ..., m,
un systeme de p nombres entiers, et par P le polynome homogene et

du second degré
i=p k—p

plp+1)
2

qui contient —! constantes aj, telles que «;; =a;; ce polyndme

est de la forme
P:m%a“—l—mgan—l—.‘.-i—zm.mwc.g—l—....

Nous supposerons que les parties réelles e, des constantes a; sont
telles que la partie réelle P’ du polynome P ait une valeur négative
pour toutes les valeurs réelles de m,, m,, ..., m,. La fonction o des
p variables est définie par la série

(l) @(.1‘4, Zay .-y -@p) — S e(nz,xl+r)z,x,+~--+m,».r,,)+l',

dans laquelle les p nombres entiers m,, m,, ..., m, varient de — »
a-+ow.

Soit «; = a;+ x;y—1; le module d’un terme de la série est

e(m,x;+m,z;+--.+m,,.r”,)+l"_
Si P’on pose
mzztzmq, m3:t3m|, ceey mp:,pmq,
le polynome du second degré P’ devient

P’:m‘;’(a;,-l—tgagg—i—tfja;s oot 2boia 2l ...,

Pour que la série linéaire formée par les termes dans lesquels les rap-
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ports des nombres m,, m;, ... a m, ont respectivement les mémes va-
leurs ¢,, ¢;, ... soit convergente, il faut que le polyndme placé entre
parenthéses ait une valeur négative; comme ceci doit avoir lieu pour
toutes les valeurs commensurables et, par conséquent, pour toutes les
valeurs réelles de ces rapports, le polynome P’ devra avoir une valeur
négative pour toutes les valeurs réelles de m,, m,, ..., m,. Il faut
pour cela que, si 'on décompose ce polynome en une somme de
p carrés, tous les carrés soient affectés de coefficients négatifs et dif-
férents de zéro.

Ces conditions suffisent pour la convergence de la série. Imaginons,
en effet, le polynome P” décomposé en une somme de carrés dans un
ordre quelconque, et soit

’

p \ ,
— =aym}+ by (my, m2)2+ci(my, may, MaP—+...+ Iy (Mg, mo, ..., mp)?

2+
:agmg—l—bg (mg, m3)2+c_»(m;, ms, ma\)2+...—|— s (”12, Msy o.., m,)‘3
=apmy—+ bp(mp, m\)>+ cp(mp, my, ma)*+...+ hp(mp, my, ..., mp_y)?,

en disposant les quantités suivant l'ordre circulaire des indices, et
désignant par (m,, m,), (m,, m,, m,), ... des polynomes homogenes
et du premier degré de deux, trois, ... lettres. Tous les coefficients

étant négatifs, on en déduit
i=p
P<laimi+ami+...+apm; :2 a;m}.

i=1
Le module d’un terme de la série est moindre que

i=p

3 (mx,+mia;) . . g . ' s
¢ pi=1 _ enq.L,—é—m; a, < emz.zi+m§ a, <% em,,xp+mpa},'
La somme des modules des termes enveloppés par une surface quel-
conque est plus petite que le produit

Ou, (1) Ba,(21). - . O, (2))

de p fonctions @ d’une seule variable réelle et, par conséquent, la sé-

rie est convergente.
15.
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La fonction définie par la série (1) est holomorphe. Si I'on rem-
place, en effet, chacune des exponentielles e par la série qu'elle

représente, savoir
m{ .:c’l‘
L

q:=0

on obtient la série & 2p dimensions

(2)

71 73 2 Tp 2217,
S my'x, m;'z, m,, z,,
’

La...q1 §.2...02  1.2...¢p

dans laquelle les nombres ¢,, ¢., ..., ¢, varient de zéro & + oo, et les
nombres m,, m,, ..., m, de —x 4 + . Cette dernitre série est
convergente; car si 'on désigne par ry, r,, ..., r, les modules de z,,
@3y «ouy @ ©F PAT T, M, ..., M, les valeurs absolues de m,, m,, ...,
m,, la somme des termes qui correspondent & m, ==+m,, m,=xtm,,
..s Mp,==m, est moindre que

= m; qi r’ﬁ

DY 4 I I ea[ mE,

En laissant fixes les nombres m; et faisant varier les nombres ¢; de
zéro a + o, on obtient une somme égale a

i=p
1—[ mr+ma;
9'p e & l;

i=1

en faisant varier ensuite les nombres m; de zéro & + o, on obtient
une somme plus petite que celle que 'on obtiendrait en faisant varier
ces nombres de — o 4 + 20, c’est-a-dire plus petite que

i=p
2P H O, (r:).
i=1

Ainsi la série (2) est convergente.
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Quand on I’évalue en faisant varier d’abord les nombres ¢;, on re-
produit la série (1). Si on I'évalue en faisant varier d’abord les
nombres m;, on obtient une série

(3) Oz, 22y -0y xp) = SAqiqg,,,ql‘x({’w;h. . .x;:r,

ordonnée suivant les puissances entieres et positives des variables.
(’est le type des fonctions holomorphes de p variables.

69. Pour abréger Décriture, nous représenterons la fonction
0(x,, X5, ..., x,) de p variables par 6(x;), en convenant de désigner
par x; I’ensemble des p variables, et nous écrirons

i=p i=p k=p
2 mixi+ 3 3 momp g

(4) Ox:)= Sei=l i=1 k=t )

On voit sur la série que la fonction ne change pas, quand on y rem-
place a la fois «,, ., ..., x, par —x,, —x,, ..., —a,, ce qui re-
vient & remplacer les nombres m; par —m;. On voit aussi que la
fonction reprend la méme valeur, quand on ajoute & I'une des variables
la quantité 2%y —1, sans changer les autres; car chaque terme de la
série se reproduit.

Supposons que l'on ajoute aux variables x,, «,, ..., x, respective-

ment les quantités

k=p k=p k=p
22 Ri%iky ')‘E REo2ky ooy 22 NiOpk,
k=1 k=1 k=1

n,, n,, ..., n, étant des nombres entiers arbitraires; I'exposant du
terme général de la série devient

i=p k=p i=p k=p

(5) Em,x,—}—zz Em,nkam—hz Em;mkam

i=t k=t i=1 k=1
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Remarquons que 'on a identiquement

P

1=p h=p

i
-
ml + n; \mk -+ nl. aih —2 E m;megoik +\ 2 NNk ok

—1

TMH

i ip L—;)

ph p
—+ 2 m; Rpak +2 z men;a;,
1

1—1 At

et, comme les deux derniers termes sont égaux,

¢ ph

2 E m¢+n[ \’)lk—**’lk/a[k— z Emzm/go’k+z En[nka[/r

( 1—1 t 1 A1

i=p h—p

+2 }4 m; g 2.
1

D’apres cela, I'exposant (5) devient

Smay ¥

ou, en remplaqant les nombres m; par m; — n,,

e=p A=p
(mi + n;) (mx + nk) aix -—z Ellink Zi4s

ani

t—1 A1

i=p k= i—ph—p

Em D +2 Em I?lka,k—z n;x; 2 Emm Aike

i=1 1=1 k=1 —1 t—1 A—1

Les deux derniers termes de 1'exposant, qui sont les mémes dans tous
les termes de la série, puisque les nombres » sont constants, donnent

un facteur commun

i=p i=p h—p
— X npxi—= Y X ML
1

i=1 i 1A
e

et ce facteur est multiplié par la série

i=p i=p k=p

3 m r5+3y 3 i, on(M

S ex._l i=1 A=t s
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qui est identique a la série (4), puisque les nombres m; varient,
comme les nombres m;, de — o & + o . On obtient ainsi la relation

i=p i=p k=p
k=p -3 nxi—Y X ningg
(7) ) xi—i—zs‘ nroix | = e =1 i=1 k=1 O ().
dwd

k=1
En particulier, si ’'on remplace les variables »,, «,, ..., x, par
i+ 2011y, L2+ 231y 0.y $p+2dp1,

il suffit de supposer, dans la formule générale, que le nombre », est
égal a 1, et que les autres nombres ~ sont nuls, et I'on a

(8) Oz + 204 ) = e % O zi).
On a de méme
(9) O(zi + 2aiy + 2040 ) = e~ (TG =ttt 2%:) Q (2],

70. Si l'on désigne par ¢,, ¢, ..., ¢, des nombres entiers fixes, il
est évident, & cause de la convergence, que la série (4) ne change
pas, quand on y remplace les nombres variables m; par les nombres
m;—gq;, et 'on a

i=p i=p k=p
X (mi—gqpei+ 3 X (my—qdnp—qk) %ix

O(z:) = S e i=t i=1 k=1 ;
on a d’ailleurs, en remplacant les nombres m; par —m,,

i=p i=p k=p
-3 mx;+ ¥ 3 mimp %k

G(xl) —_ S e i=1 i=t k=1

En appelant A et B les deux exposants et prenant la demi-somme de
ces deux quantités égales, on en déduit

O () :é S (et + eb).
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Ces deux exponentielles sont égales et de signes contraires, lorsque

la différence des exposants est égale & un multiple impair de =y —1;
cette différence étant égale a

E 2m; — ([z ( i — AZ qk az,-k> ’
_1

si I'on attribue aux variables des valeurs de la forme

k=p
(10) Zi=nity—1 +2(]kdi/u
A=t

iop
il suffit, pour que cela ait lieu, que le nombreE n;q; soit impair. On
S
en conclut que toutes les valeurs des variables comprises dans la for-
mule (10), dans laquelle »,, n,, ..., n,, ¢, ¢, ..., ¢, sont des
nombres entiers satisfaisant a la condition indiquée, annulent la fone-
tion ©(x;).
Il résulte de ce qui précede que la fonction

Oz +a')0(xi+a*)...0(xi+a/
(1) Oz + b ) Oz + b7 ). O +57)

des p variables a;, dans laquelle les 27p constantes a et b satisfont

aux p relations
/l'_

(u) Va(ﬁ) _Z b/n

h= l h=1

Iindice ¢ variant de 1 4 p, reprend la méme valeur quand on ajoute
a 'une des variables la quantité 2= y/—1, et aussi quand on leur ajoute
simultanément les quantités

2\ ky A2k, ceny 2“1)5,

k étant I'un quelconque des indices 1, 2, ..., p. C’est donc une fonc-
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tion méromorphe admettant 2p systemes de périodes conjuguées. Cette
fonction présente le méme caractere que les fonctions abéliennes,
quand on met les équations différentielles abéliennes sous la forme
normale (n° 60). Aussi nous verrons qu'il est possible d’exprimer les

fonctions abéliennes a P'aide de fonctions analogues i la fonction (11),
en choisissant convenablement les constantes.

16
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CHAPITRE XI.

PROPRIETES DE LA FONCTION © ul'(r, ¥).

71. D'apres la remarque du n°® 35, les périodes normales de rangs
pairs 24, des p intégrales normales de premiere espece

. &2 Qi (2, )
' uld z, :f S dx,
{1 25 ) S ¥, (z, y)

périodes données par des intégrales définies suivant des cycles conve-
nablement choisis, satisfont 2 la condition nécessaire et suffisante,
pour qu’avec ces constantes on puisse former une séric convergente,
définissant une fonction & de p variables «,, x,, ..., #, (n° 68). Sup-
posons que, dans cette fonction, on remplace les p variables a; par
les quantités ut'(x, y) — G;, en désignant par G; des constantes ar-
bitraires et par u((x, y) les p intégrales normales de premitre cs-
pece, évaluées suivant un méme chemin allant de I'origine (x,, y,) au
point (a, y) et considérées comme des fonctions de la variable analy-
tique (o, ¥); nous obtiendrons une nouvelle fonction

i=p 1=p A=p

3 my w' (o) 6+ X X mimoy

(r)“ (a[u(l')\x,]-)_Gi}: Sei:l i=1Ah-t

de cette variable, dont nous allons étudier les propriétés.

Si I'on change le chemin qui va de l'origine (ay, »,) au point
(@, y), les intégrales u')(x, y) acquierent, par I'addition des périodes,
une infinité de valeurs comprises dans la formule

hop

w4 am;m \/—1 -+ ‘.!Z ik,
h—1

—
-
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w9 étant les valeurs relatives & un méme chemin choisi & volonté,
m; et n, désignant deux systemes de p nombres entiers arbitraires.
D’apres la formule (7) du n° 69, la fonction e[u'?(x, y)—G;] ac-
quiert au point (x, y) une infinité de valeurs égales a I'une d’elles
multipliée par ’exponentielle

i=p . i=p k=p
-3 n,-(u'”——Gi)— 3 3 mpnpoap
i=1 i=1 k=1
) e

-~

72. Afin de rendre la fonction monotrope, considérons le contour
simple formé par la droite O/, la grande circonférence de centre O
et la suite des lacets de premitre espece relatifs aux points critiques
(fig. 10). Désignons, comme nous 'avons fait au n° 25, par u;’ la va-

Fig. 1o.

leur de Vintégrale u®) fournie par un chemin Ona partant de I'origine
(x4, ¥,) tangentiellement 3 la droite O/, d’un coté ou de I'autre, et
allant & un point « de la partie du plan enveloppée par le contour,
sans franchir aucune partie de ce contour, et par ", u), ..., u, ,
les valeurs fournies par ce méme chemin, précédé des suites de lacets
fondamentaux de seconde espece qui conduisent de la racine initiale y,
aux autres racines y,, ¥, ..., ¥m—,. Chacune des intégrales abéliennes
u“) ayant ainsi m valeurs ), qui sont des fonctions holomorphes
de x dans la partie du plan enveloppée par le contour, la fonction (2)

10.
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aura m valeurs

Olul — G, O —Gi, ..., Ouy ,—G;i,

qui seront aussi des fonctions holomorphes de & dans la méme étendue.

Nous avons vu au n° 25 que la différence v, — ! = des valeurs de
I'intégrale «'” en deux points m’ et m sur les bords opposés de la
coupure Oa (fig. 7) est égale a la période A'Y* + de cette intégrale,
relative au cycle simple formé de lacets fondamentaux de seconde es-
pece et du lacet binaire (@) '. Le rapport

Oul — 6 Ofud , — G+ N i)

O(ud —Gi) O ul  — G,

des valeurs correspondantes de la nouvelle fonction en ces mémes
points est égal & une exponentielle de la forme (4). On I'obtiendra en
cherchant I'expression de la période A;* pour chacune des intégrales
abéliennes.

Expression de la periode A7 .

73. Le nombre total des lacets binaires de seconde espece, et par
conséquent celui des périodes relatives aux cycles simples correspon-
dants, est Zp. Nous avons remplacé ces périodes par les périodes
(5) AT, AP, L., AY,

!

relatives aux lacets complexes (n° 20), dont le nombre est X(p—1),
ou 2p - 2(m—1). Nous avons désigné (n°22) par v, oy, ..., o,
celles qui se rapportent aux lacets non fondamentaux de seconde es-
pece qui correspondent a des lacets non fondamentaux de premicre

espece, et nous avons posé (n° 23)

ho2p

o = Cih o)/f .

h—1

En remplacant ensuite les périodes ; par leurs valeurs en fonction
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des périodes normales (n° 33), nous avons obtenu la formule

It:]l
(6) ol =—om V=1 ki — '22 Cho2h %ih-

h=1

Les périodes qui se rapportent aux m — 1 lacets non fondamentaux
de seconde espece qui correspondent aux lacets fondamentaux de pre-
miere espece, étant des sommes de multiples des 2p périodes précé-
dentes o, (n°22), sont égales & des expressions de méme forme. On
peut donc représenter par la formule (6) les 2p + 2(m — 1) périodes
A, en faisant varier £ de 1 &4 2p—+ 2(m — r1). On supposera, par
exemple, que les m — 1 périodes relatives aux lacets non fondamen-
taux de seconde espece qui correspondent aux lacets fondamentaux
de premiere espece se rapportent aux valeurs 2p-+1, 2p-+2, ...,
a2p+m—1 attribuées 3 £, les coefficients ¢” ayant des valeurs en-
tieres qu’il est inutile de déterminer, et que les 7 — 1 périodes rela-
tives aux lacets fondamentaux de seconde espece se rapportent aux
valeurs 2p +m, 2p+m-1, ..., 2p + 2(m —1) attribuées a £, les
coefficients ¢” étant nuls, puisque ces dernieres périodes sont nulles.

Si 'on désigne par ¢,, ¢., ..., ¢,—, les rangs des périodes (5) dans
la suite des 2p + 2(m — 1) périodes w;, étendue comme nous I'avons
dit, on a, d’apres la formule (6),

h=p

(7) Ao — 0y = — o Gy — 22 Craan Gihs

h=1

r variant de r 4 p — 1. Puisque

A':.,» Tp— A':n _ A'm\
" "

®ri-1
on en déduit
h=p

(8) A (2-“"“ =any—1 (Cqrpprimt — Cgpait) + 22 (€2t — Cqp2h) Giks

h=1

pour les valeurs de r allant de 1 & p — 2. Cette formule s’applique en-
core, quand 7= p — 1, si l'on convient de faire c;w,, —=o0; car alors on
trouve la période A , telle qu'elle est donnée directement par la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE XL

formule (7). D’autre part, comme on a

o+ (A +AZ+. .+ AP )=,

ou
A+ AR =0, Al ——AX,

la méme formule, dans laquelle on fait r=o, en supposant ¢; , = o,
donne aussi la valeur de la période A}, qui est égale et de signe
contraire a celle de la période A2, telle qu’on la déduit de la for-
mule (7). De cette maniere, la formule (8) représente les périodes re-
latives aux p lacets binaires du systeme circulaire. Nous ferons en
outre 'hypothese générale ¢, »=c; s, afin que les valeurs données
par cette formule se reproduisent circulairement, quand on attribue
a r des valeurs successives plus grandes que p.
Si 'on pose, pour abréger,

(9) Cpon2imt — Cgaiy = My  €q. ok — Cy2h = Ik,

la formule (8) prend la forme
h=p

(10) Ve — o —1 + 22 Rh it
h—1

On en déduit
i—p . . i=p hA=p
@(u ; Gi - A’ i oy 9 -3 11,-(11“’,) l—ﬁi)— 3 3 ming g
ap- M ar

_ i=1 i=1 k=1
O (ug, — Gi)

(1)

—_= e >

et par suite
i—p

O(ud), —Gi+Ad*) ;
{ dlog P . = ——2 n;du. .
ba) 57 0l , 6 ‘

i=1

Tutortne I.
7%. La fonction 6 [u'"(x, y)— G;] admet p zéros.

En chaque point  du plan, I'intégrale u*) admet les m valeurs u,’,
augmentées de multiples des périodes. Quand on établit les coupures,
c’est-a-dire quand on astreint la variable 4 ne franchir aucune partie
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du contour, on supprime les périodes; mais, d’aprées les propriétés de
la fonction @, quand aux intégrales abéliennes on ajoute les périodes
correspondantes, on multiplie la fonction par I’exponentielle (4), ce
qui n’introduit aucun nouveau zéro. Il suffit donc de chercher le
nombre des zéros des m fonctions holomorphes 6(u,’ —G;), dans la
partie du plan enveloppée par le contour. Le nombre de leurs zéros
est donné par la formule de Cauchy

h=m—1

N3 WX amy—1 = Z deO"O’u,, — G},

h=o0

I'intégration étant faite sur le contour entier dans le sens positif (*).

La partie de chacune des m intégrales qui se rapporte au circuit
formé par la droite O/ et la grande circonférence étant nulle, il suffit
de considérer les lacets relatifs aux points critiques. Les p lacets bi-
naires relatifs & un méme systeme circulaire entrent dans p intégrales
ct donnent la quantité

r=p

Ef dlog®(u,’ — G; +2f dlog® (ui — G;),
o

r=1 r—t

et, & cause de la permutation circulaire,

r=pn r=p

Ef dlog®{u,’ — 'f‘—Ef dlog®{ul ,— Gi),
]

r=1 r=1

ou

(4 2 f o QL — Gi+ A )
' (u;’ — G;)

r—1

En vertu de la formule (12), cette quantité est égale &

i=p r=p

(15) : —2 En,'fa(]ug. -

i=1 r=1t

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 198.
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Il faut intégrer du pomt 0 au pomt a, sur le bord de droite de la
coupure, avec la racine y,,,,» Ce qui donne I‘” , (n°26); ainsi la partic
relative au lacet (@), pour un systeme mrcul.ure, est

i=p r=p

(16) —E En,-l,‘é‘,".,-

i=1 r=t

75. Proposons-nous d’évaluer I'expression

r=p

Y mg

r—%

dans laquelle les lettres A et ¢ désignent deux ndices fixes, égaux ou
inférieurs 3 p. En remplacant le coefficient n, par sa valeur (9), on
obtient

r=p r=p r=p

" 4 i
2 na Ia{:l:)ﬂ E Cqri2h Ial 3] E Cq,.2h ]a‘.’r 12

r=1 r=1 r—1

et, & cause de la permutation circulaire,

r=p r=p r=p
) " I ]
2 np IDI+1 2 Cq,,2h ]é’r —Z Cq.2h lgl+1
r=1 r=i r—1
r=p r=p

(
_‘V cqn‘-'h I(” - Ig:w—x) :2 Cq’ "Ila ]’"‘“

r=1

Si T'on désigne par U’ la partie de I'intégrale u”) relative 2 la suite
des lacets fondamentaux de premiere espece qui conduit de la racine
initiale y, a la racine y,, on a

AW — b Oy W0
P —Ug,.‘*‘ag, UD,, 9

d’otr

D) grsy — AWDG ) ()
a Dr4q ey Dret R
o A Pl U, — Ugl,
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et I’expression devient

r=p r=p r=p -

E C;I’l"gh \ lgf’,-ﬂ + 2(";/'2" Ugr+1 2 C;,.,glz Ua(f;:’

r—1 r=1 r=1

La seconde partie, & cause de la permutation circulaire, prend la forme

l':p ":I)

I':
=
co.anCE — N ¢l U9 —— N p, TQ
q' orit q"+l ﬁ/‘l—! Sr+1*

r=1 r=1 r=1

Quant a la premiere partie, nous remarquons qu’il suffit d’y faire va-
rier r de 1 2 p—1, le terme suivant étant nul, puisque ci;wg,l =o0. D’ail-
leurs, d’apres la signification des indices ¢,, ¢., ..., g, ,, la période
de premiere espece Ag, qui correspond a la-période de seconde es-
pece A (n°20) ou wy, est celle qui est désignée par w,. On obtient
ainsi la formule

r=p r=p—1 . r=py

. ~
- S E " ; > i)
(' / ) lllz]:,r, = Cq,2h g, — n;,bw -

r=1 r=1 r=1

76. .\ l'aide de cette formule, dans laquelle on fait 2 =1, 'expres-
sion (16) devient

— i=p r=p

——‘
Z ql 2f m‘l: +Z E nl ol—il

i=t r=i

J i

H

Telle est la quantité fournie par le lacet (@) dans le second membre
de I'équation (13). Si I'on fait la somme des quantités analogues four-
nies par les différents lacets, on a I'équation

i=p r=p—1 r=p

— N ~
(18) JCX%:V—I:—ZS }‘ Cgpai sy, —|—}‘SEI¢, oo

i=1 r=1 i=1 71

le nouveau signe somme s’étendant & tous les systemes circulaires.
Le second membre se compose de deux parties que nous évaluerons
17
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séparément. Pour évaluer la premieére partie, calculons la quantité

r=p—1

M;=— S 2 Cyp2i®y.

r=1

Le nombre total des termes qui la composent est X(p—1) ou
2p -+ 2(m— 1). Mais, dans la série complete des périodes, d’apres les
conventions faites au n°73, les périodes w, sont nulles, lorsque le
rang £ de la période, qui est désigné ici par ¢,, va de 2p—+1 &
ap+m—1, et les coefficients ¢” sont nuls, lorsque le rang va de
2p+m & 2p+ 2(m—1). Il ne reste donc, pour 'ensemble des la-
cets, que les 2p termes qui correspondent aux valeurs de l'indice ¢,

allant de 1 et 2p, et 'on peut écrire

k=2p
M;=— 2 Ch oW} -
k=1

Si I'on remplace o}’ par sa valeur (n°® 33)
h=p

of =omV—1 Qhaioy+ 22 Qi 2k Qihy
h=1

on a
k=2p t=2p

h=p k
BI[: — 27T \/—l Z C,Z,ziakigi_q —_ 22 (2473 C/':’Q[ah,;_l/,,
A=1 h=1 A=1
et, en vertu de la formule (7) du n° 30,

h=p

S '
M;=—oazy—1 Caioig — 22 Cojop Kih-

h=1

Mais on a choisi les périodes normales (n°32), de maniere que
Copgiy = — U €t €y ,, = 0; I'expression se réduit donc &

1\!1,':‘27:\:.
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i=p
21“1'7

i=t

La premiere partie

se composant de cette quantité constante répétée p fois, cst égale &
2wy —IXDP.

77. Nous allons faire voir maintenant que la seconde partie est
nulle. Comme nous 'avons dit au n° 27, la quantité U, entre dans
les parties relatives a tous les systemes circulaires qui contiennent la
racine y,,  ; dans chacun de ces systemes, il y a un lacet binaire de
premiere espece, tel que (a)§*, qui conduit i cette racine; a ce lacet
de premiere espece correspond le lacet binaire de seconde espece
(a')z; mais on sait que I'ensemble des lacets binaires de seconde es-
pece qui correspondent aux différents lacets de premitre espece qui
conduisent a la racine y,  constituent le circuit de seconde espece
(C')5r+; 1a somme des périodes correspondantes A+ est nulle et 'on
a, d’apres la formule (10), pour chaque valeur de 7,

h=p

. ’ 14
amy—1 S m;—l—zE cin S ny=o,

h=1

le signe somme, affecté d’un accent, s’étendant aux différents lacets
binaires de seconde espéce qui entrent dans le circuit (C')5+. Je dis
que 'on a séparément, quelles que soient i et 4,

’ 14
S mn;=—o, S np,=0;

autrement, il existerait entre les périodes de chaque intégrale u(*) une
relation linéaire de la forme

h=p

2MmiTy—1I+ 22 nyap=o0,
h=1

dans laquelle les nombres entiers z, seraient indépendants de i, ce
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132 SECONDE PARTIE. — CIIAPITRE XI.

qui est impossible (n°36). Il en résulte que le cocflicient S'z; de la
quantité Uy est nul, et par conséquent que la seconde partie est
identiquement nulle. .

D’apres cela, le second membre de l'équation (18) est égal &
2wy —1>p; on en déduit 9t = p. Ainsi la fonction 6 [u? (z, y)—G,]
admet p zéros, en tenant compte du degré de multiplicité de chacun
d’eux; en d’autres termes, il existe sur la sphere p points (x, y) ou
la fonction s’annule; la position de ces points dépend des valeurs at-
tribuées aux p constantes G;.

[ u® — G;
(u(l)_(ll

Etude de la fonction log ———— o)

78. Chacune des deux fonctions o(u!)—G;), o(u'” —G;) admet
p zéros, qui sont en général des zéros simples ou du premier degré;
nous désignerons par (z;, ¥,) ceux de la premiere, par (x;, y;) ceux
de la seconde, I'indice % variant de 1 & p. Outre les points critiques
algébriques, autour desquels elle acquiert un nombre fini de valeurs
(ui se permutent circulairement, la fonction

O[u®(z, y) — Gi]

\IQ\ u:log‘@[u(i)(x’y)_(}i]

admet les points critiques logarithmiques (w4, y;) et (x;, y;), autour
de chacun desquels elle prend une infinité de valeurs en progression
arithmétique dont la raison est 2=y —1. Quand on ajoute aux inté-
grales u(") les périodes correspondantes

h=p
2MiTN—1+ 22 Rhr ik,

h=1

les deux fonctions @ sont multipliées par des exponentielles de la

forme (4) (n°71), qui ne different entre elles qu'en ce que G; est

remplacé par G;; leur quotient est donc multiplié par I'exponentielle
‘— n; (Gx

i:l

€ ;
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on en conclut que la fonction (1g) acquiert au point (z, ) une infi-
nité de valeurs comprises dans la formule

i=p
0 +am'my3 +2 ni(6; — Gi),

i=1

¢ étant I'une d’elles, et 2m'=y—1 un multiple de la période logarith-
mique 27y —1.

79. Pour rendre la fonction monotrope, nous introduirons de nou-
veaux lacets enveloppant les points logarithmiques. Concevons que les
quantités G; varient d’une maniere continue jusqu’a devenir égales
a G}; les zéros (@, y;) de la fonction o(u')— G;) décriront des lignes
continues et viendront occuper respectivement les positions (x;, y}).
Nous supposerons I'étendue de cette variation assez restreinte, pour
que les lignes a;x;, décrites par les zéros, ne rencontrent pas les la-
cets relatifs aux points critiques algébriques, et ne se rencontrent pas
entre elles. Nous envelopperons les points (ay, ¥4), (%, ¥;), deux a

Y

deux, par des lacets semblables & ceux du n® 41 (fig.11). Dans la

Tig. 11.

partie du plan enveloppée par le contour simple formé par le circuit
et les deux sortes de lacets, chacune des intégrales u(® ayant m va-
leurs ', qui sont des fonctions holomorphes de x, la fonction ¢ a
de méme m valeurs ¢, qui sont aussi des fonctions holomorphes de x.
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Quand la variable tourne autour du point «; ou autour du point a;,
de gauche a droite, I'une des fonctions ¢,, celle qui correspond a la
racine qui acquiert au point x, la valeur y;, et par conséquent au

point ; la valeur y;, éprouve des accroissements égaux & — 2=y —1
et & + 2wy —1; elle reprend donc en &, la valeur qu’elle avait en b,
et par suite en O, 2 la fin du lacet, celle qu’elle avait i I'entrée. Si
Pon appelle ¢ et ¢ les valeurs de cette fonction aux points m et m/,
sur les deux bords opposés de la coupure x;a;, on a

o —v=—amy—I.

Ce lacet est neutre pour les autres fonctions ¢.

80. Sur les deux bords opposés de la coupure Oa (fig. 7) du la-
cet (@), aux points m et m’, on a (n° 25)

) (u;l)_k )
Ve, _ 10 r 4
ro4 g,‘(u;zrjﬂ__(ll)’
o =1lo 0g (0] ll;[,l) G,_) log (lla, " G'I_‘_ &I(a[;)'ar—“),
" O(u, ’(1 — Gl) o %) (llal;-r, G 2 ,S:ra’*")
d’ott
Vi — Va,,, = log Ou) , — G+ A L) O(ud,— Gi+ Al i{a,+,)j| .
) B 0 \ u;t;;‘ - GI[) ) ()( r(zl:)“ - Gl)

Si dans la formule (11) du n°73 on remplace G; par G; et que 'on
divise ensuite membre & membre, on obtient I'expression de la quan-
tité placée sous le signe logarithme, savoir

l__
3 n,(G, G)

i=1
€ 5

le logarithme lui-méme est égal & la quantité

1=p

(20) Em(c;— Gi) + 2m' w1,

i=1

m’ étant un nombre entier. On démontrera, comme au n° 42, que le
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nombre entier m’ est égal & zéro. Car cette quantité est la variation
de la fonction ¢ sur un cycle situé dans la partie du plan enveloppée
par le contour; si on pose

OludH — Gy)
ouo—g) ' T@r)

e étant un nombre positif tres-petit, on peut rendre les différences
G; — G; assez petites pour que le module de la fonction f{x, y) soit
inférieur a I'unité tout le long du cycle. Quand le point (x, y) décrit
un cycle, le point f décrit une ligne d’une longueur finie / et la va-
riation de la fonction ¢, ou l'intégrale définie

a un module moindre que la quantité tres-petite Ie—_le La quantité (20)
devant étre tres-petite, on en conclut que le nombre entier m’ est égal

& zéro. En allant ainsi de proche en proche, on obtient la formule

i=p

(21) va,.—ux,ﬂzg ne(G)— G,

i=1

Ticoreme 1.

81. Les p zéros de la fonction 6 [u'(x, y) — G;| satisfont aux rela-
tions

L~
]

DA

4

u@(zr, ya) — Gi= G,

>
I
-

dans lesquelles les quantités C; sont indépendantes des arbitraires G;.

Soit ul/)(x, y) I'intégrale abélienne normale qui correspond & un

()
indice déterminé j. Les m fonctions v,,% étant holomorphes dans:la

partie du plan enveloppée par le contour simple formé par le circuit
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et ’ensemble de tous les lacets, chacune des intégrales

duy .
h
fvh e dx, ou fuhdu}{’,

prise sur le contour entier, est égale & zéro, et par conséquent leur
somme

h=m—2

(22) E fu;.du,{"

h—o

est aussi égale & zéro.

La partie de chacune des intégrales relatives au circuit étant nulle,
il suffit de considérer les lacets. Le lacet (x;a;) n’entre que dans
une intégrale, celle olt y acquiert au point x; la valeur y;; les deux
bords de la coupure Ob donnant des quantités égales et de signes
contraires et les petits cercles des quantités infiniment petites, on a,
pour ce lacet,

Tk

Xk Xy 2y
vdul) —+—f v duli) = [ (v —¢")du=12x \/—If du)
.r,k Tk

= 27”/: [wh) (g, yi) — uld) (zr )],

la quantité placée entre parentheses désignant la variation qu’éprouve
la fonction !/, quand la variable («, y) va du point (a, )%) au point
(23 ¥x), en suivant la ligne x,a;. Les p lacets (x,x;) donnent ainsi
la quantité

k=p
(23) 27w V:E W (ks yi) — uld (2x, ya)]-

k=1

Le lacet (a) entre dans p intégrales et donne la quantité

I‘:]}

r=p ’ r=p
a 3 a . a .
7 14 ’
Y [Ceaws =Y [T auh =Y [T = o) dud,
0 o o]
r=1 r=1 r—1
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qui, d’apres la formule (21), est égale a

1=p r=p

i=p r=p a
(24) E(G}—G,-)E ni f dutl), = (G’\GL)Z nilf,
i=1 r=t 0

i=1 r=1i

et devient ensuite

i—=p r
E(G;-—Gi) e ria) _z G’—G,E iU,

i—=t r=1t i=1

en vertu de la formule (17) du n° 75, dans laquelle on remplace I'in-

dice ¢ par 7, et le nombre variable 4 par ..
Pour I'ensemble des lacets relatifs aux points critiques, on aura

donc la quantité

i= r=p—1 i=p

o S0 S S w0 § Sz,

i=1 r=t i=1

82. D’apres ce que nous avons dit au n° 77, la seconde partie est
identiquement nulle. Quant & la premiére partie, si I'on pose

r=p—1

] — — S Z cq,,»,m

k

I

on a, comme au n° 76,
. p

R " 0
Ni=— Ch2i Bf s

=1

et, en remplacant »¥’ par sa valeur
h=p
() \'
cok/ =om\—1 a2+ 22 ak,2p %jn,
h=1
k=2p h=

P §
T — [ B —
Ni=—oam/—: Z Ch i Mk, 2j—1 2 2jh ch 21 Ak, 2hy

k=1 h=1 k=g

h=p

-— ' r . —_
Ni=—o7 \/—1 Cajoj1 — 22 Cat2h %k = T2y Ca; 2j-1*

h=1

18
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L’expression (25) est donc égale &

i=p
2TV=LY, Chiajt (G — Go)
i=1

Mais, quand ¢ varie de 1 4 p, le coefficient c,,zj , est nul, excepté
pour i =; cette expression se réduit ainsi au seul terme

(26) —oamy—1(G;— Gj).

Il résulte de la que la somme des m intégrales (22) se compose des
deux quantités (23) et (26), et 'on a I'équation
‘\

k=p
¥ [0 (@4 54) - w (@ 74 — (6 — 6) = o,
k=1

ou
k=p k=p
2 a2, i) — G =Y, uth (@, 1) —
A=1 A=1

L’indice j étant quelconque, on en conclut que les p quantités

2 ud zx, yi) — Gi,

conservent des valeurs constantes C;, quand, les quantités G, variant
d’une maniere continue, on prend les valeurs continues des intégrales
sur les lignes décrites par les zéros. Ce théoreme est indépendant de
la restriction apportée a I'étendue de la variation des arbitraires G;;
car, en supprimant les coupures, on rétablit la continuité (n° 44 ).

En évaluant les intégrales w!”)(x;, yx) par différents chemins, on
ajoute aux constantes C; des multiples des périodes. On écrira donc
d’'une maniere générale

k

(27) u® (g, yi) — Gi==Ci.

A

I
>

1
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83. Remarque. — Si l'on met les équations précédentes sous la
forme
k=p
(28) Eu(i)(xk,]’k):(}i—l—ci,
k—1

on reconnait qu’elles sont les mémes que les équations (23) du n° 60,
dans lesquelles on attribue aux variables u; les valeurs G; + C;; or il
a été démontré qu’a tout systeme de valeurs attribuées aux variables u;,
excepté celles pour lesquelles il y a indétermination, correspond un
seul systeme de points (@, y,); on en conclut que les p zéros de la
fonction o[u!”(x,y)— G;] coincident précisément avec les p points
(2x yx)» qui constituent les fonctions intégrales des équations (29).
Il y a indétermination, lorsque les quantités G; sont de la forme

kA=p—2

{29) G;=K;—C; - 2 u® (ox,y Br);

k=1

mais nous verrons que, dans ce cas, la fonction 6 [u")(x, y)— G;] est
identiquement nulle.

Cas des intégrales ultra-elliptiques.

84%. Lorsque la fonction 6(u'” — G;) est formée avec les intégrales
ultra-elliptiques normales, la démonstration des deux théorémes pré-
cédents se simplifie beaucoup. Les formules (8) du n° 39 deviennent

h=yp
I

L=k

h=p
o =—0f =2 Y an,
\ h=k

k variant de 1 4 p, avec la convention que Q,;_; = o pour £=1. Pour
compléter la suite des périodes, on attribuera 4 £ les deux valeurs

p-+1 et p+ 2, en convenant que ,,,, = o et que les derniers termes
18.
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sont-nuls; car on a

’ 3 ’{
Wi =00, wfl.=o.

Ces périodes o’ sont celles qui sont désignées par A; les secondes
périodes A} sont égales aux premieres et de signes contraires; on ob-
tient ainsi immédiatement la formule (ro) du n° 73, ou I'on supposera
que les coefficients n,, n,, ..., n,_, sont nuls et que les suivants n,
Ttgeys ---» 7, SODt égaux & 1. L’expression (16) du n°® 74 est com-
posée de deux termes égaux; car leurs coefficients n sont égaux et de
signes contraires, ainsi que les deux intégrales I; elle est donc égale a

i=p

i Il
—_ '.ZZ n; Igu’

i=k

en désignant par n; les coefficients qui se rapportent & r=1. Si I'on
se rappelle que pour chaque point critique on a désigné par y, la ra-
cine y, (n° 37), on trouve que la partie relative aux deux points cri-
tiques consécutifs @,;_, et a,; est égale a

» i=p

(Al | — AfH) Z G — Q) =2mV—1;

i=k

car, lorsque ¢ varie de £ & p, toutes les périodes 2/, ; sont nulles, et
aussi toutes les périodes QY ,, excepté la période QY ,, qui corres-

pond & :=1£% et qui est égale & 2=y — 1. Chaque couple de points cri-
tiques donnant la méme quantité 27y —1, excepté les deux derniers

qui donnent zéro, on a pour ’ensemble 27y — 1< p; d’ot I'on conclut
9% =p.

85. La démonstration du second théoreme se simplifie de la méme
maniére. L’expression (24) du n° 81 devient

i
=

(G’I —_ Gl) n;l‘,{:.

k
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Les deux points critiques consécutifs a,;_, et a,, donnent

il

i=p i=p

— (A= LY (67— )= — (04, — 0414 (6 — o).

i=k i

I\
S

Les deux derniers points critiques donnant des termes nuls, on a,
pour I'ensemble des points critiques,

—Aipl:( 2 3I§G_Gl]

La pemode QJ;_, étant nulle pour toutes les valeurs de %, excepté
pour £=j, et la période QY, ; étant aussi nulle pour toutes les valeurs
de k, excepté pour £=j+ 1, cette expression se réduit a

—amy—1 [f(e;—a,-) —iip (G’,-—Gl-)] =—2nV—1(G; —G)).

i=j il 1

86. Dans le cas particulier dont nous nous occupons maintenant,
on peut trouver les p zéros de la fonction o [u'”(«, y) — G;)], lorsqu’on
attribue aux arbitraires G; des valeurs égales a celles que prennent
les intégrales ultra-elliptiques u!”(«, y) en un méme point critique.
Remarquons d’abord que les formules (9) du n® 39 deviennent

H h=p

o =— Q8 5+ Q%+ 2 ik s

h=k

(31) b
ol =—0U , + 00, +a 2 ain.

h=1I

On complétera la suite des périodes en attribuant & £ les deux valeurs
p+1 et p+ 2, et faisant les mémes conventions qu’au n°® 84; car on a

Q) @ — O
®2pyy = 0y  Wypyp = adypy-

Donnons aux arbitraires G; des valeurs égales & celles des inté-
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grales w9 au point critique a,;; lorsque le point variable (x, y) vient
coincider avec un autre point critique a.x, a indice pair, on a, abs-
traction faite des multiples des périodes,

D) G = (Al — ) = (A — ) — $ (L8 L)
h=k—1

| 13 0y _— QU O ,
= (wfk — o) =308, —3 koo + E ik s

h—A'

si & est plus petit que £. Cette quantité est de la forme
L—p

mimy—1 +E Ry ik

h=1

Les nombres entiers m; sont nuls, excepté my= —1 et m;=r1; les
nombres entiers n, sont aussi nuls, excepté ceux qui correspondent
aux valeurs de A allant de £ & £ — 1 inclusivement et qui sont égaux

i=p
a1; la sommeZmin[ se réduit donc au terme qui correspond &
i=1
=Kk, et est égale a — 1. Mais on sait (n° 70) que, quand cette somme
est un nombre impair, la fonction 6(«;) est nulle. On en conclut que
la fonction proposée s’annule en tous les points critiques a indices
pairs, excepté au point a.;.

En attribuant aux arbitraires G; des valeurs égales a celles des in-
tégrales u® au point critique a.;_,, on démontrerait de méme que la
fonction s’annule en tous les autres points critiques & indices im-
pairs (*).

Chacun de ces zéros est du degré 3; mais, comme les deux branches
o(u —G,;), o(u” —G;) de la fonction s’annulent en méme temps, on
le regardera comme étant un zéro du premier degré.

Cette connaissance des zéros de la fonction pour certaines valeurs
particuliéres des arbitraires G; nous permet de trouver immédiatement
les valeurs des constantes fondamentales C,. Si I'on fait, par exemple,
G;=1aY,,, les zéros de la fonction coincident avec les points cri-

22p+1?

{1) Cette propriété particuliere des intégrales ultra-elliptiques est due & M. Neumann
(Riemanns Theorie der 4belschen Integrale, 1865 ).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES DE LA FONCTION ©[u(® (z, y)].

tiques a,, a,, ..., a,,_,, et I'on a

1 . .
(32) Ci:‘Zdvzll)z—l_%ﬂﬂgx)Hi'

Plus généralement, en faisant G, =14 | ou G,

h=p+1 h=p+1
1 1 ,
=1 2 Moy =5 Y A,
=1 h=1
on a
(33) Ci=H;— A, =H; — &Y}
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CHAPITRE XIL

SUITE DES PROPRIETES DE LA FONCTION © [u'?)(z, y)].

Revenons maintenant & I'étude de la fonction o[u'’)(x, y)— G,],
dans le cas général des intégrales abéliennes. Nous avons démontré
que cette fonction admet p zéros, et que ces p zéros, que nous avons
désignés par (xy, y;), satisfont aux relations

(1) 2 O(zx, yr) — Gi=C;,

dans lesquelles les constantes C; sont indépendantes des arbitraires G,.
Ces p constantes fondamentales C; dépendent uniquement des coeffi-
cients de I'équation algébrique proposée F(x, y)=o, et du point
(20, ¥,) choisi comme point initial des intégrales abéliennes; elles
admettent un seul systeme de valeurs, augmentées de multiples des
périodes correspondantes.

Treorime III.

87. On peut déterminer les p quantités G; de maniere que la fonc-
tion 0[u'(x, y) — G;] admette p zéros donnés (x, ¥i).

Il est nécessaire d’abord que les arbitraires G; satisfassent aux rela-
tions (1); on en déduit pour ces quantités un seul systeme de valeurs

(2) ' E u®(zx, yi) — Ciy

augmentées de multiples des périodes. Les fonctions

@[u“”(x, r)—Gl,
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qui se rapportent & ces différents systemes de valeurs des quantités G;,
étant égales & une méme fonction, multipliée par une exponentielle
de la forme (4) (n°71), admettent les mémes zéros. Mais ces p zéros
satisfont aussi aux relations (1), et, par conséquent, aux relations

k=p
(3) EU(i)(xk,yk):Gi—i—Ci,
A=t

qui ont la forme des équations (23) du n° 60, dans lesquelles on at-
tribue aux variables u; les valeurs G;+ C;; or nous avons vu qu’a
un systeme de valeurs attribuées aux variables u; correspond un seul
systeme de points (x,, y,), (%a, ¥2)s --+» (%, ¥,); on en conclut que
les p zéros de la fonction considérée coincident avec les p zéros
donnés.

Si Pon remplace les quantités G; par leurs valeurs, la fonction
cherchée se met sous la forme

i=p
(4) 0 [uw(x, 7)Yt n ) + c,],
k=1

abstraction faite du facteur exponentiel.

Tutorime 1V.
88. La fonction

(5) G[ _E u® (zry yx) —Ci]

de p — 1 variables indépendantes (z,, y,), (Tsy ¥a)s ooy (Xomis ¥, 1) €S2
tdentiquernent nulle.

Nous avons formé une fonction

A=p

(4) 0 [u"" (2, 5) — » u® (25 ys) + Ci]

k=1

admettant p zéros (x,, y,), (€1 ¥), --., (,, ¥,), donnés arbitrairement.

2 o
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Elle s’annule quand le point variable (x, y) coincide avec I'un d’eux,
par exemple avec le point (x,, y,); on a donc

k=p— k=p—
[ Z u(zr, ¥r) +C] [ 2 u (zx, yx) —C:|:0,

quels que soient les p—1 autres points (x,, ¥.), (%2, Yu)s
(Zp-1s Yp-r)-

89. Corollaire. — Pour qu’une fonction, telle que
A=p-—1
% . ’
(6) @[ Y u"’(wk,m—c,-],
k=1
de p — 1 points arbitraires, soit identiquement nulle, il est nécessaire
que les constantes C; soient égales aux constantes C;, ou n’en different
que des mémes multiples des périodes correspondantes. Prenons, en

effet, un autre point («,, y,) arbitraire et différent des premiers.
D’apres I'hypothese, la fonction

A=p
o) [um(x, 7) —z w2k, y1) + c;]
k=1

de la variable (x, y) admet les p zéros (x,, y,), (@4 ¥a)s -oos (% 3,);
car elle s’annule lorsque le point variable coincide avec 'un quel-
conque d’entre eux. Si I'on pose

2 u(zx, yi) — C;

cette fonction devient

O[uh (2, y) — G,
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En vertu du théoreme II, ses p zéros satisfont aux relations
Zu(')\xﬁ,}"k Gi=0Cy;

-en remplacant les quantités G; par leurs valeurs, on en déduit

C;=C.

TutoreyMe V.

90. La somme des valeurs d’une intégrale abélienne normale u(x, y )
aux points d’intersection de la courbe F = o et d’une courbe variable du
degré m — 3, satisfaisant aux conditions relatives aux points critiques,
est équivalente & la quantité constante 2C;.

Nous savons (n° 14) qu’une courbe Q = o du degré m — 3, satisfai-
sant aux conditions relatives aux points critiques, coupe la courbe
F=o0 en 2p — 2 points; nous désignerons par (x;, y;) les p — 1 pre-
miers, que ’on peut prendre & volonté, et les p — r autres par (2%, ¥x)
I'indice £ variant de 1 & p—1. D’apres le théoreme d’Abel (n° 45),
la somme

i
=

!
-

k=p—1 A
uO (xw yx) + Yy w0 (zg, yi)

\
Il
-
>
I

conserve une valeur constante K;, quand la courbe Q = o varie d’une
maniére continue, tout en satisfaisant aux conditions relatives aux

points critiques. On en déduit

k=p—1 k=p--1

Y wlal i) =Ki— Y (@ ya),

h=1 k=1

d’olt

h=p— A=p—1
[ Eu()xk, 7‘/ CJ—~®|: u(i)(x/f).yk)—(Kl"—Ci)

hA=1
19.
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D’apres le théoreme IV, quels que soient les p— 1 points (x}, ¥;) et
par suite les p — 1 points (x4, ¥x), la premiere fonction est nulle; donc
la seconde est aussi nulle. On en conclut, en vertu du corollaire pré-
cédent, que les constantes K;— C; sont égales aux constantes C;, ou
n’en different que des mémes multiples des périodes correspondantes.
On a ainst

(7) K;=2(;,

et par suite

k=p—

k=p—
(8) 2 ud (zx, yx) -+ 2 ud(zy, yi) =20C.

91. Corollaire I. — Nous avons dit (n°83) que, lorsque les arbi-
traires G; ont des valeurs quelconques, la fonction [u" (w, y) —G,]
admet p zéros qui coincident avec les p points («;, yx) qui constituent
les fonctions intégrales des équations abéliennes

(3) Z ud (zk, yx) = Gi + Ci.

Il y a indétermination (n° 60) lorsqu’on attribue & ces quantités des
valeurs de la forme

o oS worennn

Dans ce cas, la fonction proposée devient

k=p—
(r0) C [u(‘) z,y E ulir{ g, (31:,—0]

abstraction faite d’un facteur exponentiel; en vertu du théoreme IV,
elle est identiquement nulle.

D’apres le théoreme III, la fonction €[u'(a, y)—G;] est déter-
minée par ses p zéros, abstraction faite d’un facteur exponentiel; cette
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fonction est

(4) 0 [uw(x,y) =Y wotan, ) +c,-]-

k=1

Supposons que les p zéros donnés (x, y;) soient situés sur une courbe
Q = o du degré m— 3, satisfaisant aux conditions relatives aux points
critiques; si Uon appelle (%, B;) les p — 2 autres points d’intersection,

on a
k=p—2

Zu(” Tk ) + 2 ) (ag, Br) =2,

A1

et la fonction prend la forme (10); elle est identiquement nulle. Ce
cas se ramene d’ailleurs au précédent; car supposer que les p points
(24, yx) sont situés sur une courbe Q=o du degré m —3 revient,
d’apres les équations (2), a attribuer aux quantités G; des valeurs de

la forme (9g).

92. Corollaire 11. — Le théoreme précédent permet de déterminer
le systeme des constantes 2C;. On cherchera les points d’intersection
de la courbe F=o0 avec une courbe Q =o du degré m — 3, satisfai-
sant aux conditions relatives aux points critiques, et 'on calculera les
valeurs de chacune des intégrales abéliennes en ces points; en dési-
gnant par K; la somme de ces valeurs, on aura 2C;=K;. Les con-
stantes C; elles-mémes seront de la forme

h=p

K; —
{11) C[:—;—Fm[ﬂ'\/—l—i—Z R Qiks

h=1

m; et n, étant des nombres entiers qu’il reste 2 déterminer.
Supposons que la courbe Q = o soit tangente a la courbe F=o0 en
p — 1 points, que nous désignerons par (x;, y;); si 'on représente

par K; la somme
A=p—1

‘ .
2 Z ud (zr, yi),

A=1
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la quantité

A=p—1
O [ 2 uld(Zry yr) — Ci] =0 (% — Ci)

k=1

étant nulle, il en résulte que les nombres entiers m; et n, doivent sa-
tisfaire a la condition

h=p
(12) e} m,-n'\—l——;—Zn;,a,-/,>20.

h=1

i=p
Cette condition est satisfaite, lorsque la sommeE m;n; est un nombre
impair (n° 70). .
Dans le cas des intégrales ultra-elliptiques, la ligne Q = o, tangente
a la courbe F=o0 en p —1 points, se compose de p — 1 droites pas-
sant chacune par un point critique. Si ces droites passent par les
p — 1 points critiques a indices impairs, excepté a, et a;, on a

h=p+1t
K= E A — A A

h=1

Nous avons trouvé (n° 86)

La différence
K

v()l —Ci=50Q} +5Q0,

est de la forme m;=y — 1 --«;,, les nombres entiers m; étant nuls, ex-
cepté m, =1, et la condition (12) est satisfaite.
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Treorime VI.
93. La fonction

k=p—1
!
(13) © ["“’(x’ yi- Y u® (@ yi) — ud(E, ) — C"]

k=1
admet le zéro (&, ) et p — 1 autres zéros indépendants du premier.

Dans la composition de cette fonction entrent p points donnés ar-
bitrairement, savoir le point (§, n) et les p — 1 points (2, yx). Con-
sidérons la courbe Q = o, du degré m — 3, qui satisfait aux conditions
relatives aux points critiques et passe par les p— 1 points (@, yi);
elle coupe la courbe F =0 en p — 1 autres points (x;, y;). De I'équa-
tion (8) on déduit

hA=p—1 hk=p—1

O L

N woa, py=a0— ¥ wo(ag, ),
h=1

k=1

et la fonction (13) devient, & part un facteur exponentiel,

k=p—1 -
0 [u<f>(x,r)— Y, ui(a, y;)~a<f>(s,n)+cz-J-

A=1

D’apres la formule (4) du n° 87, les p zéros de cette fonction sont le
point (&, n) et les p — 1 points (x;, y;). La position de ces p — 1 points
(2, y;) est indépendante du point (£, n); elle dépend uniquement
des p — 1 points donnés (s, yi).

Dans le cas des intégrales ultra-elliptiques, la ligne Q =o se com-
posant de p — 1 droites de la forme x —x;=o0 (n° 61), et passant
par les p — 1 points donnés (x;, yi), les p— 1 autres points d’inter-
section (o, y,) sont les points (x, —y;), symétriques des premiers.

94. Corollaire. — Si, dans la composition de la fonction (13), on
remplace le point fixe (£, ) par un autre point fixe (8, "), sans
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changer les p — 1 points («s, yx), on forme une seconde fonction ad-
mettant le zéro (£, n) et p —1 autres zéros qui sont les mémes que
ceux de la premiere. Les deux fonctions ayant p — 1 zéros communs,
leur rapport

M

o) I:um z,y ud (x5, yx) — @ (E, n') —Ci]
k 1

C) [u(” z, r)

est une fonction de la variable (x, y), admettant un seul zéro (%, ')
et un seul infini (£, n;). Cette fonction acquiert en chaque point
(2, ¥) une infinité de valeurs égales & l'une d’elles multipliée par
I'exponentielle (n°78)

(14) wlz,7)=

i M['

u“) (xk, yx) — WD (&, n) —Ci]

i=p . .
3 2 [w? @) - ut &)
i=1

€

TueoreMe VII.

95. Etant données deux courbes o(x, y) =0, ¥(x, y)=o0, du de-
gré n, st l'on désigne par (&, 1) les mn points d’intersection de la pre-
micre et de la courbe proposée ¥(z, y) = o, par (&, n,) les points d’in-
tersection de la seconde et de la méme courbe ¥ =o, si, de plus,
u(&,,n,) sont les waleurs qu’acquicrent les intégrales abeliennes
ul(&,, ny), quand on passe de la premiére courbe a la seconde par une
variation continue, la fonction

h=mn G) [

(15) w=T]
2

Wl

ul®(zx, yx) — u (&, n) — C,]

B Rl

1Ml

1
14

h=1 @

IIM

u®d(zx, yx) — ul(Ex, na) — C J

est égale & une fonction rationnelle des p points (ay, yy).

L’indice % variant de 1 & mn, la fonction W est le produit des
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mn fonctions
x
@ [

(3

que l'on obtient en faisant varier I'indice 2 de 1 4 mn. Si U'on y re-

garde le point (z,, y,) comme seul variable, cette derniere fonction,
(ue I'on peut écrire

— k=p i
0 [u(“ (1, 74) +E ud (@n, yi) — wd(Ep, ny) — C{I

k=2

A=p ?
C |:u<f) (21, 1) +2 u(zr, yry— ud (L, na) — Ci]

k=2

D
u®(zx yx) — wO(Eh, 1) — Ci]

?

Ekad

Whp =

ot | -

(16) wnlz, ) =

a la méme forme que la fonction w(x, y) étudiée au numéro précé-
dent. Elle admet le seul zéro (&, =;), le seul infini (&,, n,), et, quand
on fait varier le chemin qui va de l'origine (x,, y,) au point (x,, y,),
c’est-a-dire quand on ajoute aux intégrales abéliennes w!“)(x,, y,) les
périodes correspondantes

k=p

2M; T \/17 -+ 22 Rk Xiks
k=1

elle est multipliée par ’exponentielle

i=n ) .
E ”i[u(” (E;x’ '{];l)—u(") (E/l, TiIL)]
ei:l

Il en résulte que la fonction W de la variable («,, y,) admet les

mn zéros (&, n,), les mn infinis (&4, »,), et que, par P'addition des
périodes, elle est multipliée par 'exponentielle

i=p h=mn

S X [ ) - ,mp)
61_1 h=1

20
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Mais, en vertu du théoreme d’Abel (n°® 44), on a

h=mn

(17) 2 [(® (£}, nh) — uD (£, ma)] = o

h=1

Cette derniere exponentielle est donc égale & l'unité, et la fonction W
reprend la méme valeur au point (x,, y,), quel que soit le chemin
suivi pour y arriver.

A une valeur de la variable x, correspondent m valeurs de y,, et,
par conséquent, en vertu de ce qui précede, m valeurs de W. Ces
m branches de la fonction W sont holomorphes dans le voisinage de
chacune des valeurs de x,, excepté dans le voisinage de certains points
singuliers. Ces points singuliers sont de deux sortes. Les uns sont les
points critiques de la fonction algébrique y, de x,, définie par I'équa-
tion proposée F(x,, y,)=o; lorsque plusieurs racines y, se permutent
autour de I'un de ces points, les valeurs correspondantes de la fone-
tion W sont infiniment peu différentes d’une méme valeur limite et se
permutent suivant la méme loi; ces points sont donc aussi des points
critiques algébriques de la fonction W. Les autres sont les mn points
x,=E,; au point &, une branche de la fonction W, celle qui corres-
pond & la racine y, =, devient infinie, mais de telle sorte que la

fonction %, reste holomorphe dans le voisinage de ce point; le point %,

est donc un pole de cette branche de la fonction. Ce sont la les seuls
points singuliers de la fonction W. Ainsi, sur toute la surface de la
sphere sur laquelle on figure le mouvement de la variable ,, la fonc-
tion W admet un nombre fini 7 de valeurs en chaque point, et n’a
pas de points singuliers autres que des points singuliers algebrigues,
¢’est-a-dire des poles et des points critiques algébriques. Or, nous
avons démontré, M. Bouquet et moi, qu’une fonction jouissant de ces
propriétés est une fonction algébrique (*). On conclut de ce théoreme
que W est une fonction algébrique de x,, c’est-a-dire qu’elle est liée
a la variable @, par une équation algébrique et entiere, du degré m

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 216.
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par rapport &3 W. On peut méme ajouter, d’apres un autre théoreme
(Note B), qu’elle est égale & une fonction rationnelle de x, et y,.
La fonction rationnelle
Y (20 04)
¢ (@0 01)

admet les mémes zéros et les mémes infinis que la fonction W, savoir
les points d'intersection de la courbe F(x,, y,)=o0 avec la courbe
{(x,, y,) = o0 ou avec la courbe ¢(x,, y,)=o0. Le rapport de la fonc-
tion W a cette fonction rationnelle conserve donc une valeur finie sur
toute la sphere; on en conclut que ce rapport est constant, c’est-a-dire
indépendant de la variable x,; car, s’il n’était pas constant, ce rap-
port, admettant 7 valeurs pour chaque valeur de , et n’ayant pas
de points singuliers autres que des points critiques algébriques, serait
lui-méme une fonction algébrique de x,; toute fonction entiere et
symétrique de ces m valeurs, étant une fonction holomorphe de =,
sur toute la sphere, serait constante ('); le rapport, satisfaisant a
une équation algébrique du degré m, a coefficients constants, serait
lui-méme constant. Ainsi la valeur du rapport est indépendante de la
variable «,. On arrive & la méme conclusion en considérant la fone-
tion rationnelle

(18) q’(xhyi)x“,’(x?’y‘-’)xn_x

‘me}"p),
(@i, ri) 7 (72, 12)

¢ (2, ¥p)

qui est égale a la précédente multipliée par un facteur indépendant
de x,.

Si l'on regarde maintenant le point (x,, y,) comme seul variable,
le méme raisonnement apprend que le rapport de la fonction W a la
fonction rationnelle (18) est indépendant de cette variable, et ainsi de
suite. Ce rapport est donc indépendant des p variables (x;, 7%), et
I'on a
(19) W= EH‘”"’”‘

'Zk, J’k

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 204.
20.
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E étant une constante. On déterminera cette constante en attribuant
aux variables (a;, y;) des valeurs particulieres. Si, par exemple, on
suppose que les p points (x, y;) coincident avec le point (z,, y,),
origine des intégrales abéliennes, on a

(20) E:[ P Zoy Yo, :I H G)[u(” (Ehs ﬂh)+ct]

'10,,7/‘0 O[u(” E/Z’ ‘ﬂh +Cl]

Remarquons que, en vertu de la relation (17), la fonction W, définie
par la formule (15), ne change pas quand on y remplace les con-
stantes C; par des valeurs équivalentes, c’est-a-dire différant des pre-
mieres de multiples des périodes correspondantes.

96. Corollaire. — Supposons que les deux lignes ¢ =o0, { =0 se
réduisent A deux droites de la forme x — ¢ =o0, x —& =0, £ et & étant
des constantes. La premiere droite coupe la courbe F(x, y)=o0 en
m points (&, n,), la seconde en m points (Z', n), =, et w, désignant
les racines de 'équation F(x, y)=o0 pour x=¢ ou x ==%'. La fonc-
tion (15) devient dans ce cas

fiM'

h=m [ ul él'/\, yk - u\l)(z ’ n}l C:l
(21) w=1]

=p ?
= |: uO (zry yu) — ud (&, np) — Ci:l
k=1

IIM

et I'on a
xk—i’
W=
(22) EH L
E h= m ()E ) C]
23) e : "”’l+ .
(~3) E—<w0_gr> Ho ud a /J/t C]
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CHAPITRE XIIL

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ABELIENNES.

Eaxpression des fonctions abeliennes.

97. Nous avons mis les équations différentielles ahéliennes (n° 60)
sous la forme finie ‘

>
il
=

DA

(1)

ud(zx, yr) = i,

>
1l
e

en désignant par u'”(«, y) les p intégrales abéliennes normales de
premiere espece et en supposant que, lorsque les variables u, sont
égales & zéro, les p fonctions intégrales (x;, ¥4) coincident avec l'ori-
gine (x,, y,) des intégrales abélicnnes. Nous avons démontré qu’a tout
systeme de valeurs des variables u;, excepté celles pour lesquelles il y
a indétermination, correspond un seul systeme de points (ay, i), qui
se permutent les uns dans les autres.

Dans le sens général, une fonction abelienne est une fonction ration-
nelle et symétrique des p valeurs d’une fonction rationnelle de x et y
en ces p points (xy, ¥;). Soit

V(z, y)
=t
(2) 9 (2, 7)

une fraction rationnelle, quotient de deux polyndmes entiers en x
et y; les p valeurs de la fraction sont

4!(-234,9”4) z)_q)(x‘lyyﬁ) . _4)(‘7/'“,}%).

VAT . p=
? (Zps o,

Z = , = 2
I o (@2, )’

Une fonction rationnelle et symétrique de ces p valeurs de z n’admet
qu’une seule valeur pour chaque systeme de valeurs des variables u;;
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c¢’est donc une fonction méromorphe de ces variables, & I'exception
des valeurs pour lesquelles il y a indétermination; elle reprend la
méme valeur, quand on augmente simultanément les variables u; des
mémes multiples de 2p périodes correspondantes.

Cette fonction s’exprime rationnellement & I'aide des coefficients
de Péquation

(3) z”—q),z“—'+(1)2z"—2—...+(—1)"¢>p:0,

dont les racines sont les p valeurs de z, c’est-a-dire 4 l'aide des
p fonctions symétriques élémentaires

! ®|:Z|+Zg—!—...—i—5p,
Q=213+ 2233 +...,
(4)

Il suffit donc de trouver les expressions de ces dernieres fonctions.

98. Considérons d’abord le cas ol les deux polyndmes entiers

o(x, ¥), ¥(=, y), qui composent la fraction rationnelle z, sont du
méme degré n. La fonction

Il
=

k
\' 3 ; ’ ’
h=mn @ [ ut (xk’ .7‘/\) - u(l)(g:/n 'nh) - Cl]

k
&

W=
=t @ [ ud (@ry yi)— w9 (& i _Ci:|
k=1

i

étudiée au n° 95, a été formée i I'aide des points o les courbes ¢ = o,
Y=o coupent la courbe proposée F=o. Concevons que la seconde
courbe ¢ = o soit remplacée par la courbe du méme degré o +21y =o,
) étant un parametre arbitraire, et que, u'”(&,, n,) désignant toujours
les valeurs des intégrales abéliennes aux points d’intersection des
courbes F=o0 et ¢ = o, u!?(£,,n,) soient les valeurs qu’acquiérent ces
intégrales aux points d’intersection des courbes F=o0 et ¢ +2y=o,
quand le parametre X varie d’'une maniére continue a partir de zéro.
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Dans cette fonction, les p points variables (x;, yx) sont quelconques;
si ces points sont précisément ceux qui satisfont aux équations abé-
liennes (1), la fonction se change en une fonction

h=mn

x N O[ui —uD (&, np) — G
(5) W(u:) = 1 (:)[ui—u(i)(iz, 'IIZ)*Ci]

des p variables u;, et I'équation (19) du n° 95 devient

(6) E[lﬂuxso—g——ﬁ:mJ:]_f:\V(m).

En faisant coincider les p points (x4, ) avec le point (x,, y,), on
obtient la valeur de la constante

(7) ﬁ:wzo) [‘”%]D'

La fonction W(u;), définie par la formule (5), est une fonction méro-
morphe des variables #;, qui reprend la méme valeur, quand on les
augmente simultanément des mémes multiples de 2p périodes corres-
pondantes. Comme elle est égale, d’apres I'équation (6), & une fone-
tion entiere et symétrique des p valeurs de la fraction rationnelle
Ma c’est une jonction abélienne.

(2 r) :
Si I'on développe le produit indiqué dans le premier membre, 1'é-

quation (6) se met sous la forme

(8) T A0, + 20y ROy = £ W {ay).

En attribuant au parametre A successivement p valeurs différentes, et
formant les fonctions W(z,) correspondantes, on obtiendra p équa-
tions du premier degré, a p inconnues ®,, ®,, ..., ®,. On en déduira
les valeurs de ces inconnues exprimées par des fonctions linéaires de
p fonctions W(u;).

La méme méthode s’applique lorsque le polynéme ¢ est d’un degré
moindre que ¢; car la courbe ¢ + Ay = o0, que nous avons substituée
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a la courbe ¢y =o, est du méme degré que la courbe ¢ =o. Si le
polyndme ¢ était d’'un degré moindre que ¢, on pourrait le regarder
comme la limite d’'un polynome du méme degré que ¢, ce qui ferait
coincider plusieurs points (%, ns) avec le point & = oo sur la sphere.
On pourrait aussi former ’équation dont les racines sont les p valeurs

. ¥ . D ;s
de la fraction _» ce qui ramene au cas précédent.

99. Il y a indétermination pour les valeurs des variables u; com-

prises dans les formules
h=p—2

ui=yi=2C; — ut®d (az, Br ,
s

dans lesquelles entrent p — 2 quantités arbitraires a; (n® 60). A cha-
cun de ces systemes de valeurs correspondent une infinité de valeurs
des fonctions intégrales (ay, y,) des équations abéliennes (1); chacun
de ces systemes de points (zy, yx), dont I'un est arbitraire, est situé
sur une courbe Q =o, du degré m — 3, satisfaisant aux conditions
relatives aux points critiques, et passant par les p — 2 points (e, £;)
(n° 56). Dans ce cas, les fonctions W(u;) se présentent sous la forme §;
car les deux fonctions 0, qui forment chacun des rapports

Olui — u® (£}, 7, — Ci]
O — ud By nn) — G’

h=p—2
\' { el '
0] |: Z ul® (ap, Br) 4+ wd (&, ny) — Ci:l R

=1

k=p—2
Q] I: 2 ' (ag, Br) -+ ul® (En,nn) _C-:| v

A1

deviennent

et s’annulent i la fois, en vertu du théoreme IV. Quand les variables u;
tendent vers les valeurs y;, les valeurs des fonctions W(x;) sont indé-
terminées; elles dépendent des rapports des accroissements u; — v, &
'un d’eux, c’est-a-dire de p — r rapports arbitraires(').

(Y) Théorie des fonctions elliptiques, p. 168.
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100. Une seconde fraction rationnelle

_Viz.p)
o) “Zle,y)

admet aussi p valeurs. Nous appellerons valeurs correspondantes des
deux fractions z et Z celles qui se rapportent & un méme point (az, y)-
Nous allons démontrer que chkaque valeur de Uune des fractions est
égale a une fonction rationnelle de la valeur correspondante de I'autre
Jraction et de fonctions W(u;). Imaginons, en effet, que l'on ait formé
les équations du degré p qui admettent respectivement pour racines
les p valeurs des fractions o

AR T (N

O D’ D\
et désignons, d’une maniere générale, par
(10)  (Za) — Q. (L&)t 4+ DY (2252 — .o+ (— 1P B = 0
I’équation dont les racines sont les p valeurs de la fraction

Y(z,y)  [(27) ]
& (2, y) [cp‘ (w)J

s étant un exposant entier, égal ou inférieur & p —1. Les fonctions
symétriques

Z +Zy ...+ Z = ¢,

7,2y +7Z:3 +...+Zpr :q)(,”,
(11) 7,22 +7Z02) ... Ty =0,

qui sont les coefficients du second terme dans les équations (10), s’ex-

priment chacune par une fonction linéaire de p fonctions W(u;).
Multiplions les deux membres de ces égalités respectivement par

les indéterminées A,_,, A, ., ..., A,, 1, ajoutons les résultats et éga-

lons & zéro les coefficients de Z,, Z,, ..., Z,, ce qui donne le systeme
21
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des p — 1 équations du premier degré

25+ A2 - Ay L 4+ A =,
(12) 2+ Azt - At L+ A =0,

....................................

a4 p—1 inconnues A,, A,, ..., A,_,. L’équation résultante se ré-
duit &

(2 - A 2 2 At A =0 - A DP - A DY

Les équations (12) montrent que A,, A,, ..., A,_, sont les coefficients
de I'équation du degré p—1 qui a pour racines z,, z,, ..., z,, équa-
tion que I'on obtient en divisant le premier membre de I’équation (3)
par z — z,, ce qui donne

et I'on a
7 — q)!‘p—n_*_ A‘(l)(‘p—ﬂ_i_ A2 (I)'P_s)“‘- . -+An—«<1>.°’
T AT T A A Ae s L Ay

Comme z, désigne I'une quelconque des valeurs de z et Z, la valeur
correspondante de Z, on en conclut que chacune des p valeurs de Z
est égale & une fonction rationnelle de la valeur correspondante de s
et de fonctions W (u;).

En remplacant les quantités A,, A,, ..., A,_, par leurs valeurs, on
obtient la formule

QP 4 (73— D) OF2 4 (22— By z 4 By) DF . ..
(13) Z= + [221 — Oy 222 (— a1 D o
_pz"—'—-(p—x)@,z“—z—t—(p—z)(l)gz"—"—...+(—l)"—'¢’p_|
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Intégration des équations dyférentielles abeliennes.

101. L’intégration des équations différentielles abéliennes, que nous
avons mises sous la forme finie (1)

2 (” «17k,,7'k =u;

se déduit de ce qui précede; car la question consiste en la détermi-
nation des p points (@, yi), qui correspondent 2 un méme systeme
de valeurs des variables u;. Formons d’abord 1'équation

(14) — Oyt Pyt - 1P D, =0,

dont les racines sont les p valeurs de la fraction rationnelle

(15) 3=

dans laquelle £ est une constante, ce qui revient 4 supposer que les
deux polynomes o et ¢ sont du premier degré et de la forme ¢ =2 —&,
y=u=; la droite ¢ =0 coupe la courbe F=o0 en m points (£, n,), la

s _ ‘ : ’ ’ [P FY Y 114 E
droite 9 +2y =0 en m points (&, n,), & désignant la quantité T
Attribuant au parametre X successivement p valeurs, on formera p fonc-

tions abéliennes de la forme

9

(16) ' H@[uz—uw £.) 0

Olui — u@ (&, nr) — C;

@’olt 'on déduira, 3 I'aide des équations (8), les coefficients de 1'équa-
tion (14), exprimés par des fonctions linéaires de ces p fonctions
W(u;). En remplacant ensuite dans cette equatlon z par sa valeur (15),
on obtiendra P'équation

(17) 2P — 0y TP+ Q2?2 —. ..+ (— 1P, =0,
21.
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dont les racines sont les p quantités a;, qui correspondent & un méme
systeme de valeurs des variables u;, ou les p fonctions intégrales des
équations différentielles (n° 60).

I reste maintenant a4 déterminer la valeur y, qui se rapporte a x.

D’apres le théoreme général démontré au n® 100, chaque valeur de la
fraction

(18) Z= "

dans laquelle n désigne une constante, est égale 4 une fonction ra-
tionnelle de la valeur correspondante de z et de fonctions W(u,);
ayant formé cette fonction rationnelle d’apres la méthode indiquée,
on en déduira l'expression de y par une fonction rationnelle de la
valeur correspondante de « et des mémes fonctions W(z;).

On peut obtenir directement I'équation (17) en faisant ¢ =1, ¢ = x;
les m points (&, n,) d’intersection de la droite =0 et de la courbe
F = o coincident alors avec le point & = s sur la sphere. Faisant en-

suite @ =1, W=y, et formant les p équations qui admettent respec-
tivement pour racines les p valeurs de

¥ yx, yx, ..., yx*!,

on en déduit 'expression de y.

Application aux fonctions ultra-elliptiques.

102. Dans ce cas, la droite « —§=o0 coupe la courbe F=o0 en
deux points symétriques (Z, n), (§ —=), la droite x —& = o en deux

autres points symétriques (&', »'), (&, —=’'). La fonction (16) se ré-
duit a

ol W{an)— QL= a9, 1) — GO — uOF, ') — €

O u— (g, n) — Gl O[wm—u@(g, —n) — G
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Nous prendrons

atd(k, —n) =0 —ald(E, 1),

ud(E, —q') = AP —u®d (¥, 1),
de maniere & satisfaire & la condition
ud (g0 )+ ud(E, —a') = w9 (g a) +uO(E —u),

nécessaire pour que la fonction, considérée comme une fonction des
points (ax, y), soit monotrope.
On simplifie le calcul en faisant passer la premiere droite par le

point critique a, et la seconde par un point critique a,, a indice
pair. On a alors

a0 (5, ) = O (g, — n) =444,
uO(F, ') = wOF, — )=l —

la fonetion (19) devient

_ O[mi— § Ay — G O[us — Sty — G — (A0 — iy )]

20) W(u;)= - 7
( ) ( ‘) [@(ui—én}b(‘”—(}i)]z
Puisque
h=y—1
Ao — Ay = Q) 4> Z Giky

le second facteur du numérateur est égal au premier multiplié par
une exponentielle; la fonction se met sous la forme

i:q—i( ) i=g—1 k=q—1

3 (-t —C)— 3 X LAY ;)
(21) W(g)=e = ‘ * ishaon =< O {ui — My — Gi) 2)
21) Wlai)=e O(ui— 54 —Ci).

et 'on a, d’apres I'équation (22) du n°® 96,

k=p k=p

) = Tk — O2q __ g L
(22) W(u:) =E =25 ] <1+Axk_a|>,
k=1

Zr— Ay
k=1
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. . a;—as .
en attribuant au parametre A la valeur X = —'a—""- En faisant passer
29

la seconde droite successivement par les p points critiques a,, a, ...,
a@,,, on obtiendra p équations de la forme (8), d’ou I'on déduira les
coefficients de 1’équation ayant pour racines les p valeurs de la frac-

tion z =

X —a, )

103. La détermination de la constante E se fait ici tres-simplement.
Imaginons que les p points («;, y,) coincident respectivement avec
les points critiques a;, @;, ..., @,,,,; On aura

i = g (Roff) + A b Ay ) = H—
Si l'on adopte les valeurs
C:=H; — dl-)(,i’
des constantes C; (n°86), on en déduit

ui — Ci =1 AP,

et la fonction W(x;), représentée par la formule (20), acquiert la va-
leur

\

(,)3) [9(%”19(11.)—%“’{"('—’[2])]2_ E ((13-— a'-"l) (05 — a2q)- : '(a29+' _a‘-"l)
. (“_‘)(0) (as—a.) (a5—a|)... (a2p+l_a|)

Concevons maintenant que les p points (a, y;) coincident respec-
tivement avee les points critiques & indices pairs, excepté a,,, on aura

up=H; — sy, ui—Ci= ééloﬁ’q,

en adoptant les valeurs
C:=H; — &Y,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ABELIENNES. 167
des constantes C;; on en déduit, d’apres la formule ( 21),

i=qg—1 k=qg—1
ge iEl lrzl a‘kx[ Q(O) . ]2
(24) O (3 —Fhiy)
? —F (@2 —ag) (@1 — @ag). - (@ag—0— G2g) (A2gso—ag). . .(A2pra— Aag)
(ag—(h) (a4—a|)... (agq_2—a|) (a2q+2—a|)... (azp+2—(l|)

En multipliant les deux relations (23) et (24) membre & membre, on
arrive a l'expression

i=qg—1 hk=q—1
- 2 i
i= = ar—a
(25) B2=e =t k=t T,
Qp — Qag

dans laquelle on attribue & l'indice % les valeurs consécutives 1, 2,
3, ..., 2p+2, excepté A=1 et A= 2q.
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NOTE A.

SUR LE THEOREME DE GREEN.

Le théoreme de Green se rapporte & la transformation des intégrales
triples, en vue de I'étude des phénomenes électriques; mais il nous
suffit ici de lappliquer & la transformation d’une intégrale double.
Soient U et V deux fonctions réelles des deux variables réelles « et y,
fonctions continues, monotropes, et ayant des dérivées partielles con-
tinues, dans une partie du plan a contour simple. Considérons I'inté-
grale double

-y

s’étendant a la partie du plan limitée par une courbe intérieure et in-
finiment voisine du contour, ct supposons d’abord que cette courhe

Fig. 12.

P 717,___,”',‘_ "7 ing
\ " I
______ S— !
¥, ‘Ir my oyt 1
[
! 1
, |
i Ly i
0 X Vg Xq x

soit convexe (fig.12). Cette intégrale double est égale a la somme
des deux intégrales doubles

ov JU
fsz dxdy, —ff(wdxd]'.
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170 NOTE A.
La premiere peut étre mise sous la forme

Y. z gV 1,
d f —dx:f {(Va— Vi)dy,
/;_I yx‘ PP - 1) dy

Y, et Y, étant les ordonnées des deux tangentes a la courbe, paralleles

a 'axe Oz, x, et x, les abscisses des deux points m, et m,, ol une

parallele & Ox, menée & une distance y comprise entre Y, et Y,, coupe .
la courbe, V, et V, les valeurs de la fonction V aux points m, et m,.

Le second membre n’est autre chose que I'intégrale simple

() [var

étendue a la courbe entiere, décrite dans le sens positif; car & un méme
élément pg de la droite Y,Y, correspondent deux éléments m,n,,
m,n, de la courbe; quand un observateur décrit la courbe dans le sens
positif, c’est-a-dire de maniere 2 avoir 'aire enveloppée i sa gauche,
la différentielle dy est positive pour I'élément m,n,, négative pour
I'élément mn,, ce qui donne les deux éléments (V, — V.. pq.

La seconde intégrale double se mettra de méme sous la forme

Js
—f f dU (l’"'—"f Ul— Un X,

X, et X, étant les abscisses des deux tangentes paralleles & P'axe Oy,
y, ety, les ordonnées des deux points m) et m,, ou une parallele i Oy,
menée a une distance « comprise entre X, et X,, coupe la courbe, U,
et U, les valeurs de la fonction U aux points m, et m,. Le second
membre n’est autre chose que I'intégrale

(3) fde,

\

étenduc 2 la courbe entiere, décrite aussi dans le sens positif. On a
done

(4) ff(———)d dy ﬁf(wa+de).
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La méme transformation s’opere quelle que soit la forme de la courbe
fermée; car, pour la premiere intégrale double, une parallele & Ox
rencontrant la courbe en un nombre pair de points, par exemple en
(uatre points m,, m,, m;, m, ( fig. 13), il faudra intégrer par rapport

Fig. 13.

a « de m, a m,, puis de m; & m,, ce qui donnera les quatre éléments
différentiels [(V,—V,)+(V, —V,;)]. pg. L’intégrale (2) étendue a la
courbe entiere, décrite dans le sens positif, donnera ces quatre él¢é-
ments avec leurs signes. On ramene de méme, dans tous les cas, la
seconde intégrale double & I'intégrale (3).

La formule (4) donne une démonstration tres-simple du théoreme
de Cauchy (Introduction, n® 13). Voici une autre conséquence de la

méme formule. Si 'on y remplace V par V 3—;7 et U par —U g—ﬁ, elle

devient

‘[/oV\2 [0oU\? 02V 02U : ov ou
\ av @ — Ya_ulE .
(5,fj [(d,z) +(dy> +Vd +Udy ]dxdy ,f<V0$dy on dx>

En y faisant ensuite U=V =X, on a

JITGE) ) (o « =) Jowtr =[x (g o i )

X | 92X X
rzinak = étant nulle, et les quantités Tk

étre remplacées dans le second membre par les quantités respective-
22,

La quantité 02 pouvant
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. oY 9Y . . Sy s
ment égales 0z’ 9’ cette équation se réduit i

o TR Yo [ ) o

On en conclut que, lorsqu’une fonction f(z)=X-+ Y —1 est holo-
morphe dans une portion du plan a contour simple, ['intégrale

(7 f‘(d\,.

prise sur le contour de Uaire, ou sur une courbe intérieure infiniment
voisine, dans le sens positif, a une valeur positive et différente de zcro.
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NOTE B.

SUR UNE PROPRIETE DES FONCTIONS.

Etant donnée une équation algebrique irréductible F(x, y)=o, du
degré m, toute fonction analytique et monotrope v du point (x, y), et
qui, sur toute la sphére relative a la variable x, n’admet pas de points
singuliers autres que des poles et des poinis critiques algebriques, est
égale a une fonction rationnelle de x et y.

A chaque valeur de « correspondent m valeurs y,, y,, ..., ¥, de y,
ct, par conséquent, m valeurs ¢,, ¢,, ..., ¢, de la fonction ¢. On sup-
pose que, sur toute la sphere, les m branches de la fonction ¢ sont
holomorphes dans le voisinage de chacune des valeurs de x, excepté
dans le voisinage de certains points singuliers. On suppose, en outre,
qu'il 'y a pas de points singuliers autres que des poles et des points
critiques algébriques, qui sont ici ceux de la fonction algébrique y
de x, définie par I'équation proposée F x, ¥) — o; on en conclut que
¢ est une fonction algébrique de « (' . Nous allons démontrer que
cette fonction peut s'exprimer rationnellement i l'aide de = et y.

Les sommes

(AN —+ V2 I — Py,
\ Gy Fvays Ay — Py,
(r Cowrty ey 4 Henyn — Dy
.................................. ,
( G vl eyt T emyn O Py

n’ayant qu'une valeur pour chaque valeur de x, et étant méromorphes

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 216, -
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sur toute la sphere, sont égales & des fractions rationnelles de = (');
nous désignons ces fractions rationnelles par Py, P,, P,, ..., P,,_,.

Multiplions les deux membres de ces égalités respectivement par les
indéterminées A,,_,, A, 5, ..., A, 1, ajoutons les résultats et égalons
a zéro les coefficients de ¢,, ¢, ..., v, ce qui donne le systeme des
m— 1 équations du premier degré

]l:l ‘+A|.}"{_,n 2 +A‘)}"”l_3 -+, ~+Am_| —o,
) < -7‘.{5" '+A'.7{in --T_A"yms --+AmA{—0’
' LR ; ------------------------------- y
\.7:::l+\'.7'1;i_+A.722{+--'+Am—|:0’
d m--1 inconnues A, \,, ..., A, . L’équation résultante se réduit
(3) V|(}‘7|'l A, J’J,’L 2 +‘A2]J|”A3+---+Am—lj =P +APp ot +Am Py

Les équations (2) montrent que les quantités 1, A,, A,, ..., A, |
sont proportionnelles aux coefficients de I'équation du degré m—1,
dont les racines sont ¥., ¥;, ..., ¥,.. On formera cette équation en divi-
sant par y — y, le premier membre de I’équation proposée F(x, y)=o,
ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de y. Soit

Fla,y) =Xoym + X pm 1= Xoym 24 ...+ Xy,

Xo, X,y X,, ..., X, étant des polynomes entiers en x. En effectuant
la division de ce polynome par y —y,, on a

Flz, ry)

gy =Xy e e Xy (Rt Xk ey
A

(X ym I+X|y7l”’3—|—...+Xm——l)-

On en déduit

\, — ~ Xa 7"|+‘{|
Xo
\ __Yn)”f—l—XL}"g—FYg
A = )
Xo
X, )"mﬁl—l—x },,m- co+ X
.\m—l — ‘(u *

(1) Théorie des fonctions elliptiques, p. 206.
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De I'équation (3) on tire

&4

(/) o= Iln—i*‘“Alpm—2"*A‘.’Pm—:}—i—...—i—Am—lpo'
+ I_]‘T_' F A YT Ay o A

Les quantités P,, P,, ..., P,_, étant des fonctions rationnelles de «,
les quantités A,, A,, ..., A,, , des fonctions rationnelles de @ et y,, on
en conclut que la valeur ¢, est égale & une fonction rationnelle de x
et de y,. Comme y, désigne 'une quelconque des valeurs de y et ¢,
la valeur correspondante de ¢, il en résulte que la fonction analytique
et monotrope ¢ du point (x, y) est égale a une fonction rationnelle
de x et y.

En remplacant, dans la formule (4), A, A,, ..., A,, | par leurs va-
leurs, on obtient I'expression

7X0Pm_|+ (Xoy+X|) Pm_g—i—...—i—(Xo‘}""‘ '—l—Xi)"m—"Q-l—...—l—Xm. |)P0 .

r’\
(J) (4 mXOJ-m—i_l_\m_I)Xl"y"”az—l—...—‘.—xm \

Le dénominateur est la dérivée partielle du polynome F(x, y) par
rapport & y. On sait qu’a l'aide de I'équation F(x, y) =o toute frac-
tion rationnelle de « et de y peut étre transformée en une autre, dont
le dénominateur est indépendant de y.

FIN.
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Page 79, au lieu de :
Existence des fonctions intégrales de deux équations différentielles & deux wariables indépendantes,
mettez :
Existence de la fonction intégrale d’une équation différentielle & deux variables indépendances.
Page 85, lignes 3 et 2 en remontant, au licu de :
Existence des fonctions intcgrales de p eéquations differentielles & p wariables independantes,

mettez :
Existence des fonctions intégrales de n équations differentielles a p variables independantes.

4353 Paris. — Imprimerie de GAUTBIER-VILLARS, quai des Awvgustins, 53.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



	Titre
	Préface
	Table des matières
	Introduction : principes de la théorie des fonctions analytiques
	Première partie : intégrales abéliennes de première espèce
	Chapitre premier : formation et nombre des intégrales de première espèce
	Chapitre II : des deux espèces de lacets
	Chapitre III : périodes des intégrales abéliennes
	Chapitre IV : relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes de première espèce
	Chapitre V : périodes normales
	Chapitre VI : application aux intégrales ultra-elliptiques
	Chapitre VII : théorème d'Abel

	Seconde partie : fonctions abéliennes
	Chapitre VIII : équations aux différentielles totales
	Chapitre IX : équations différentielles abéliennes
	Chapitre X : la fonction Théta
	Chapitre XI : propriétés de la fonction Théta u(1) (x, y)
	Chapitre XII : suite des propriétés de la fonction Thèta [u(i) (x, y)]
	Chapitre XIII : intégration des équations différentielles abéliennes

	Note A : sur le théorème de Green
	Note B : sur une propriété des fonctions
	Errata



