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Sul grado e sopra i discriminanti di una 
equazione algebrico differenziale del 
primo ordine fra quattro variabili e 
della sua primitiva cornpleta algebrica. 

(Nota d i  FRANCESCO D'ARCAIB , a Padova.) 

1. 1 1 ~~hiarissimo prof. FELICE CASORATI in una importante Nota letta nel- 
l'adunanza 6 luglio 1876 del R. Istituto Lombardo di scienze e lettere ed 
avente per titolo: Sulle soluxioni singolari delle equazioni alle derivate par- 
xiuli, stabilisce il legame esistente tra il grado di una equazione algebrica 
alle derivate parziali di primo ordine fra tre variabili, che si suppone amniet- 
tere una primitiva cornpleta algebrica, ed il grado di questa primitiva e tra 
i discriminanti delle medesime equazioni. Secondo il prof. CASORATI, algebrico 
differenziale vien detta una equazione O legame fra più variabili quando tale 
legame si possa esprimere con un numero finito di operazioni algebriche da 
farsi sui simboli delle variabili e delle derivate parziali di una fra queste ri- 
spetto alle altre. Tale equazione si pub sempre supporre ridotta a forma ra- 
zionale intera rispett,~ a questi simboli. L a  primitiva cornpleta è. algebrica 
quand0 il legame che esiste tra le variabili e le costanti B pure espresso con 
un numero finito di operazioni algebriche a farsi su queste quantità. 11 discri- 
minante dell'equazione alle derivate parziali si intende preso considerando le 
derivate parziali, quel10 della primitiva cornpleta considerando le costanti ar- 
bitrarie corne le variabili della forma della quale si calcola il discriminante 
medesimo. 

Sia 
fd(x, Y, Zr t7 ?)=O 

O più semplicemente 
fdt? ?)=O? 

AnnaEi di Mute?îzatica, tom0 XII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 D'Ar cuis:  Sul grado e sopra i discrim.2nant.i 

5 ,  q essendo le costaiiti arbitrarie, la primitiva completa algebrica; ovvero, - 
5 ri posto - , - in luogo di 5,  q ,  r t 

f(5, Y I ?  ()=O 

essendo ors f una funzione razionale intera ed omogenea di 5 ,  r i ,  I; i cui coef- 
ficienti sono funzioni razionali intere di x, y, x. 

Sia 
WP, d = O .  

a B a P la equazione algebrica alle derivate parziali, dore al solito p = - , q = - :, 
as al/ 

ottenuta eliminaudo le t ,  q tra la (a) e le sue derivate rapporto alla x e alla 
P 4 y; ovvero, posto - -, - - in luogo di p, q 
r 1' 

essendo allora F funzione razionale intera ed omogenea di p, q ,  r i cui coef- 
ficienti sono funzioni razionali intere di x,  y ,  x. 

11 prof. CASORATI ha dimostrato che se rz è il grado della primitiva rapporto 
alle costanti, ng è in generale il grado della equazione alle derivate parziali 
rapporto alle derivate, ma che tale grado pub riuscire minore in casi parti- 
colari. A questo risultato Egli è pervenuto mediante una ingegnosa conside- 
razione geometrica. 

Relativamente al discriminante G della F = O e g della f = O ,  prendendo 
in speciale esame il caso rn = 2 ,  dimostra che se 1' equazione alle derivate par- 
ziali è del terzo O quarto grado rispetto alle derivate ed ammette una primitiva 
completa di secondo grado rispetto alle costanti arbitrarie il suo discriminante 
è nullo (*); ed in seguito, prendendo a considerare jl caso in cui 

f = c + b t m E - W v i ,  

ne1 quale la F= O risulta di secondo grado nelle derivate, trova tra i discri- 
minanti una relazione semplice ed importante, ed introduce nella equazione 
alle derivate parziali il discriminante g invece di ima delle funzioni c ,  1, m ,  

(') Questo teorema è contenuto ne1 seguente generale, che si pi10 facilmente dimostrare 
col metodo del prof. CASORATI. 

Ouundo E'equazione a derivate parziali fra tre varinbili è del grado na, n a -  1 ,  
12' - 2,  . . . fi + 1,  rispetto alte derivate ed amrnette una primitiva completa di grado n 
rispetto alle costanti arbitrarie, i l  suo discrimifiante e nullo. 
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d i  una. equazione algebrico differewiale del primo ordine, ecc. 3 

n (*), riducendola ad una forma che, insieme colla relazione tra G e g, è 
di fondamentale importanza per 10 studio delle soluzioni singolari. 

Nella presente Nota, con analoghi procedimecti, vengono studiate le equa- 
zioni algebrico differenziali di primo ordine fra quattro variabili, stabilendo la 
relazione tra i gradi della equazione e della primitiva completa, il modo col 
quale il grado della equazione alle derivate parziali pub riuscire minore del 
normale, i casi nei quali G è zero identicamente, e determinando la relazione 
tra g e G in un cas0 particolare quando n= 2. 

2. Si abbia l'equazione 
f i ( ! ,  r l ,  r )= 07 (1) 

dove 5 ,  ri7 r indicano delle costariti arbitrarie, f i  è una funzione razionale 
intera di grado n delie i ,  v ,  < i oui coefficienti sono funzioni rnzionali intere 
delle variabili x, y, x ,  W .  

Ilerivando la (1) rapport0 alle varialoili indipendenti x, y, x e posto 

1') Un altro caso ne1 quale si arriva facilmente a stal~ilire la relnaione t r a  i discriminaiiti 
g e G é il seguente: 

Essendo n. = 3, sia 
f=a? i 'C+b tx5+-cE"+22€qC=0 .  

Allora le curve di terzo ordine (F;, q,  I; coordinate) 
f = O ,  f j , = O ,  f l y = 0 ,  fl"=O 

passano, per qualunpue valore di x ,  y ,  2, pei punti 
g=0, ? = O ;  q = O ,  c = 0 ;  5 = 0 ,  c = 0  

in modo che risultano ne1 primo punto tarigenti alla retta 5 = 0 ,  ne1 secondo alla 4 = O ,  
ne1 terzo alla t; = O. 

dove a,, a,, a,, .  .. indicano le derivate di a,. .. rapporb ad x ,  y ,  2, si trova 

G = k6g. 

Anche qui si introduce facilmente 9 in vece di una delle a ,  b ,  C Y  1 nella eq~iazione alle 
derivate parziali. 

Potremo preiidere 
y=27abc + S I S ;  

e posto 
k =  a b c 1  

a, Ba c, 1, 

a, 6, c, 1, 

0, b, c. 7, 
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4 D'A r c u i s :  Sul grado e sopra i discriminanti 

otteniamo 

dalle quali e dalla (1) eliminando 5,  q ,  r otteniamo una equazione della forma 

F~(P, q,  r )=O (3) 

dove Fi è una funzione razionale intera di p, q, r i cui coefficienti sono fun- 
zioni razionali intere di x, y, x ,  W. 

5 Y i c  p . 9  9- Ponendo poi -, -, - in luogo di 5 ,  YI, C e - - 2  --, -- 
S S S 

in luogo di 
v v u  

p, q, r le equazioni (l), (2), (3) assumono la forma 

ed allora nella equazione (1)' (primitiva completa algebrica) f è una funzione 
razionale intera ed omogenea di grado lz delle 5, s, g, v e nella (3)' (equa- 
zione algebrica alle derivate parziali del primo ordine) F è razionale i~itera 
ed omogenea di un grado, che indicheremo con N, rispetto alle p, q ,  r, S. 

Determiniamo N. Adottando il rnetodo geometrico cosl opportunamente te- 
nuto da1 prof. CASORATI nella Nota citata, noi potremo supporre le 5 ,  q ,  <, v 
siano le coordinate omogenee dei punti di uno spazio (primo) e p, p, r, s le 
coordinate dei punti di un altro spazio (secondo). 

Le formole (2)' stabiliscono una corrispondenza tra i punti del p r i ~ o  spazio 
e del secondo per modo ehe alla superficie (1)' del primo spazio corrisponde 
ne1 secondo la superficie (3)'. In questa guisa una equazione alle derivate par- 
ziali di primo ordine algebrica fra quattro variabili x ,  y, x, 20 stabilisce una 
corrispondenza fra i punti di due spazî a tre dimensioni; le x, y, x ,  w figu- 
rano come parametri nelle equazioni delle superficie corrispondentesi nei due 
spazî e nelle fwmole (2)'. Ora N è dato da1 numero di ~ u n t i  nei quali la 
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d i  una eqzcaxione algebrico difforenxiale del primo ordine, ecc. 5 

F=O viene incontrata da una retta qualunque 

a u  +PP + y r  +gs  = O  
a ip+piq + y i ~ + & s = O ,  

ovvero da1 numero dei punti comuni ne1 primo spazio alle tre superficie, tutte 
di ordine n ,  

f(5, YI, C, v)=0 a f ' m  + O f y  +~f'..z +df'w = O  ) 

~ i f ~ z + B i f ' ~  +y i f ' z+a i f 'w=O-  
(4) 

Avremo dunque N=n3, cioè: il grado della eyuaxione algebrico diferers- 
xiale rispetto alle derivate parxiali è uguale, in generale, alla terza potenxa 
del grado della primitiva cornpleta rispetto ulle cûstunti. 

Ma il grado N potrS riuscire minore di n3. Cib avverrà se le superficie 

f = O ,  yz=O, f t y = O ,  f z = O ,  f W = O  ( 5 )  
hanno in comune un certo numero di punti fissi, cioè indipendentemente dai 
valori di x ,  y, x, w, ovvero se queste medesime superficie passano tutte per 
una O più curve fisse, perchè allora ci6 pure avrà luogo per le superficie (4), 
qualunque siano i valori di x ,  y, x ,  w, a, P . . .  

3. Data la f = O, per calcolare il discriminante G della F= O, seguendo 
un procedimento analogo a quel10 tenuto nella Nota già citata, si vede come 
bssti eliminare <, q ,  C ,  v dalla equazione 

e dalle tre equazioni ottenute da questa scrivendo successivamente f',, f',, f',; 
f'w, f a 2 7  f'y; fa7 f'y, f'a i n l u ~ g o  f a )  f 'w. 

4. Vediamo ora come si comporta G in relazione coi gradi di F e f. 
Osserviamo che i generi (*) delle superficie f = O ,  P = O  univocamente cor- 

rispondenti, sono uguali. 

(') Vedi SALMON : Analytische Geometrie des Ruurnes deutsch bearbsitet vorz Fiedler, 
1874, pag. 505, 2." parte e NOETHER:  Curve multQ~le d i  superficie algebriche. Annali di 
Matematka, tomo V, serie II, pag. 173. 
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6 D'Arca i s :  Sul grado e sopra i discrirninanti 

Quando n = 1 non si hanno discriminanti. Per  n = 2, il genere di f = O è 
zero, e la F=O, generalmente di grado 8, dovrà. pure essere di genere zero, 
per il che occorre che essa possieda curve doppie O punti tripli; dicasi Io 
stesso se la F=O risulterà di 7", 6", 5", 4" grado. Se poi, per avere le (5) 
cinque punti in comune, la F = O sarà di grado 3, allora essa non potrà avere 
alcuna retta doppia, ma solo potrà avere dei punti doppi. Se la F=O risul- 
terà di secondo grado, non avrà punto doppio. D a  cib concludiamo: 

Quando una equazione a derivate parziali tra quattro variabili di primo or- 
dine è di grado ottavo, settimo, .... quarto rispetto alle derivate ed ammette 
una primitiva completa di secondo grado rispetto alle costanti arbitrarie, il suo 
discriminante è identicamente nullo. Se l'equazione è di terzo grado (*) il suo 
discriminante potrà non essere nullo. Se l'equazione è di secondo grado esso 
è diverso da zero, se tale è quel10 della f=O.  

Q~iando si h a  in mira 10 studio comparative dei discriminanti g e G è d'uopo 
partjrci da una f = O  priva di quelle ~ingolarità per le quali sia nullo il g. 
Cosi, corne per n = 2,  quando n = 3 dovremo supporre zero. il genere della 
superficie f= O; ed allora finchè N > 3  il discriminante G risulterà sempre 
nullo dovendo la F= O essere di genere zero. 

Rammentando che le superficie di ordine tz che hanno in comune 

punti passano tutte per altri 

pixnti fissi, vediamo che potremo solamente supporre le (5) passino a1 più per 
O h  -e 1 ) (18 + 2) (n + 3) 4 fissi. 

G 
Questo numero essendo 16 per n = 3, avremo N =  27 - 16 = 11. Percib, 

quando H= 3, non si ottiene alcun caso utile per la comparazione di g e G 
finchè ci si limita a supporre che le (5) abbiano solamente dei punti in comune. 

Ma, ccime abbiamo accennato, le (5) possono avere in comune una linea. 

(') Calcolando il G pel caso particolare in cui 

f = n E v + b C i + c v i + c l q C + y ? v - ( a + O + c + d $ g ) C v  

e ne1 quale percib le (5) passano pei quattro vertici del tetraedro di riferenza e pel pnnto 
~ p i t t i  5 = -q = < = v e conseçnentemente F e di terzo grado, si trova G = 0. 
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di  una equaxkne algebrico differenxiate del primo ordine, ecc. 7 

fi noto che se tre superficie di ordine n , ,  n,, n, passano per una curva C,, 
d'ordine m con h punti doppi apparenti, esse si tagliano in altri 

punti non situati sopra Cm (*). Per  cui supponendo che le superficie (5) ab- 
biano in comune una ta1 curva Cm, le (4) che pure passeranno per la mede- 
sima curva si segheranno in altri 

n 3 - m ( 3 i n - m - I ) - 2 1 ~  

punti . e consepentemente 

N = n 3 - r n ( 3 n - m -  1 ) - 2 h .  

Per  n = 2  avremo N =  2  se si suppone che le superficie (5) passino per una 
conica. Allora G è diverso da zero. Questo caso è studiato in appresso. 

Quando n = 3 si verifica facilmente che N è sempre superiore a 3, e quindi 
G=O,  finchè le (5) passano per una curva comune C ,  O C, O C, O C, O C, .  
Quando hanno in comune una C, con 6 punti doppi apparenti allora avremo 
N =  3 e questo cas0 si presta al10 studio cornparativo dei discriminanti. Una 
ta1 curva C', la si otterrebbe ad es. considerando la intersezione di due super- 
ficie di secondo e quarto ordine che si incont,rano inoltre in una conica, oppure 
colla iiitersezione di due superficie di ordine secondo e quinto che si interse- 
Cano jnoltre in una C4 con due punti doppi apparenti. 

5. Prendiamo ora a considerare, quando n =  2 ,  il caso ne! quale le (5) 
abbiano una conica comune, e determiniamo la relazione tra y e G. 

Supponendo la  conica comune sia la 

U = O ,  p + r 1 2 + y ~ = 0 ,  
prendiamo 

f = 1 ( 5 ~ 3 - Ï i ' + ~ ~ ) d v z + 2 a E v + 2 b ~ v + 2 c ~ v = 0 .  

. (') Vedi SALMON, opera citata, pag. 115. 

Il discriminante della f è 

1 0 O a 

O Z O b  

O O l c  

= 1 " ( l d - a ? - b 2 - c ? ) ,  

a b c d  
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8 D'Ar c a i s :  S u l  grado e sopra i discriminanti 

e potremo quindi prendere 

y=ld-n"bbZ-cz. 

indicando con l y  1, 1,. . . le derivate di 1,. . . rapporto ad y, x ,  u) ovvero svi- 
luppando 

-[abYcz~,I(t; '$ $+$2)-1bcydz1 ,J5~ + l a c y & ~ w l ~ ~  

- lab,d, l ,~~v +Iub,c,d,~v2 = O 

dove abbiamo posto 

labye,lw/=l a  b  e  1 l e c e .  

La F = O si otterrebhe molto semplicemente in questo caso e per determinarne 
il discriminante G osserviamo che il determinante del paragrafo 3 diviene ora 

Poniamo ora 

1 5 + a v  I V  +bu  lg  + c v  a [  +brl + e t  +dw 

l y 5 + a y v  &q+byu lyC+cyv a y E + b g ~ + ~ y t + d y v  

Jz5  +azu  Jz-/i +bzv  L r  +czu  az5 + b d  + c z r + d z v  

1w4+awv Lrl +bwv iwr-I-cwv awt +bW-/i +cm< +dwu 

ax Pz Yx x 1, 

PY YY JY ]Y 

U z  Pz yz J z  1z. 

a w  B w  yw J'w a w  

sia il determinante ad elementi reciproci del determinante k. 

= O  
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d i  una  equaxione algebl-ico differenxiale del primo ordine, ecc. 9 

L a  equazione (6) allora assume l'aspetto 

- J z ( 5 Y q 2 $ r 2 ) + a z ~ ~  -+ pX1v $. y x ~ ~ - ? b z ~ 2 = 0 .  (7) 
Applicando 10 stesso calcolo alle altre tre equazioni di cui è parola ne1 para- 
grafo 3, otteniamo: 

Rimane ora da eliminare t ,  1,  <, v tra p e s t e  tre equazioni e la (7). Fer  far 
i z  YI2 'i2 S ï i ' i  cib ricaviarno da  esse i valori di - 2.2 + - ~2 + - ~2 e di - 9  - 7  - ed espiimiamo 

v v Z' 

che la prima quantità è uguale alla somma dei quadrati delle altre tre. Avremo 
cosi 

cioè 
P ( 1  d - a* - b2 - cZ) = 0. 

Il primo membro di questa equazione è il discriminante G ed avremo quindi 

G= k6g. 

Mediante y si esprimono poi f e F colle formole 

1f=l2(( i+' / i2+<') f  d Z $ 2 a l i + 2 b l q  +2C1< 

= ( a + W 2 + ( b - k  lv)' +(c + 1Q2 +g  
Annali di rifd tematica, tom0 XII. 2 
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10 D'Arcais  : Sul grado e sopra i discriminanti, ece. 

indicando con a, b, ci g, di  le derivate di a b c g d rapport0 ad x conside- 
rand0 w corne funzione di s, con a,, b ,,... e con a,, b ,,... le analoghe rap- 
porto ad y e a x. 

nella quale abbiamo posto v = 1, e 

Padova, marzo 1883. 

FclP=4g a b c d 

ai 6, cl dl 

cl2 6, cp d2 
a3 b3 c3 d3 

2 +  2g b c d 

gi b,  ci di 

$5 bo ~2 (A 
y:, b3 c3 d3 
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Sui sistemi di funzioni analitiche 
e l e  se r i e  f o r m a t e  coi m e d e s i m i .  

(Prima Mernoria di S. PINCIIERLE, a Bolog?za.) 

L o  studio delle serie di funzioni sferiche ne1 campo della variabile com- 
plessa conduce all'osservazione che molte proprietà di quelli sviluppi sono su- 
scettibili di una generalizzazione molto ampia e tale da dare origine ad una 
speciale teoria, quella degli sviluppi in serie della forma 

Z CnPn ( x )  
dove con 

pn(x) (n=0, 1, ... cm) 
s'intende una determinata successione di funzioni analitiche. Una simile teoria 
pub venir considerata sotto varî punti di vista, perché varî sono i modi di de- 
finire una successione di funzioni: in questa prima Memoria ho tentato di  trat- 
tare la questione in modo da conservare l'analogia colla teoria delle serie di 
funzioni sferiche. 

R.ichiamerb dapprima quelle proprieth degli sviluppi in serie di funzioni sfe- 
riche la cui generalizzazione è sembrata maggiormente importante: 

1." u La funzione sferica p,(x) di una variabile è definita come coeffi- 
n ciente di yn ne110 sviluppo di 

n in serie di potenze intere e positive di y. 
n Essa funzione p,(x) é un polinomio razionale intero di grado a in x,  e 

n come tale regolare per tutti i valori iiniti di x. 
2." '7 Uno sviluppo in serie di funzioni sferiche 

a converge entro un'ellisse descritta ne1 piano della variabile x coi fuochi nei 
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12 Pinc her le : Sui sistemi di funxioni analitiche 

n punti 1 e - 1. 1 semi assi di questa ellisse sono 

n ae p è il raggio di convergenza della serie xcnxn. L e  ellissi del sistema 
n omofocale coi fuochi f 1 sono per le serie di funzioni sferiche, cib che le 
n oirconferenze col centro nell'origine sono per le serie di potenzc. Nei campi 
n chiusi da linee di questo sistema le serie di funzioni sferiche godono della 
n convergenza iilcondizionata ed in egual grado. 

3." n A1 sistema delle funzioni sferiche p,(x) si pub associnre un secondo 
11 sistema di funzioni q,(y) dette di  seconda specie; queste, limitando conve- 
71 ~ientemente il campo dclle variabili x ed y, danno luogo all'identitb 

11 da cui e da1 teorema di CAVCHY si dednce che ogni funzione analitica f (x)  
n regolare entro un'ellisse di fuoclii + 1 è sviluppabile in serie di  funzioni 
1, sferiche p,(x), e Io sviluppo converge incondizionatamentc ed in egual grado 
11 entio l'ellisse, il contorno escluso. Una funzione nnnlitica regolare fuori di 
n una simile ellisse è sviluppabile invece in serie di funzioni di seconda specie, 
n ed unn funzione regolare nell'anello compreso fra due ellissi omofocali è svi- 
a luppatde in serie di funzioni p,(x) e q,(x).  
. 17 1nolti.e 10 sviluppo di uns  funzione analitica in serie di p,(x) o q,(æ) è 
a possibile in un sol modo, ciob non esistono sviluppi del10 zero in serie di 
n funzioni sferiche. 

4.' n Le proposizioni precedenti permettono di risolvere il seguente pro- 
n blema: dato un sistema di punti 

a, (n= O,  ... oo) 
n ne1 piano della variahile x ed i punti limiti del sistema a, trovandosi sopra 
n un'ellisse, costrurre una funzione analitica che nei punti a, ainmetts singo- 
n larità di specic determinata, ed in particolare costruire uns  funzione analitica 
1~ che abbia uno spazio laounare (interno od esterno) di forma ellittica (*). n 

L a  presente Rlemoria ha  per oggetto la generalizzazione delle proprieth ora 
ricordate. Ne1 primo capitolo si premettono alcune definizioni e proposizioni 

(*) P e r  le proprittk 2" e 3a, v. NEUUAKN (ISalle, 18G2) e THOMÉ (J. de CKELLE, t. 66); 
pcr la 4a, V. u4a mia Nota nei Rendiconti delllAccadeinia d i  Bologna, marzo lSY3. 
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generali sui gruppi di numeri ed i sistemi di funzioni, ne1 secondo si indica 
un modo generale di ottenere sistemi di funzioni analitiche, e si cerca quali 
siano le linee che limitano i campi di convergenza delle serie procedenti per 
tali funzioni. Ne1 terzo si suppone cbe ad un dato sistema di funzioni p,(x) 
corrisponda un altro sistema, che si dirà associato; si cerca, mediante il teo- 
rema di CAUCHY, quali funzioni siano sviluppabili in serie di funzioni p,(x), e 
si mostra come sotto certe condizioni si conservino in questi sviluppi le pro- 
prietà riscontrate nelle serie di funzioni sferiche. Infine gli ultimi due capitoli 
sono dedicati alIo studio di un metodo che si pub, entro certi limiti, sostituire 
al teorema di CAUCHY e che si presenta in qualche modo come una estensione 
della teoria delle equazioni lineari in casi in cui il numero delle equazioni e 
delle incognite diventa infinito. 

Una seconda Memoria tratterà del10 studio degli sviluppi del10 zero, che non 
vengono considerslti in questo primo lavoro, e all'esame della ques ione: se, 
dato un sistenia di funzioni, si p o s a  dire se esso ammette O no un sistema 
associato e ne1 caso affermativo, in qua1 modo si possa giungere a deteiminarlo. 

1. Un sistèma di numeri reali O complessi in numero infinito 

w r r k  detto un yruppo ed indicato con (a,,). 
U n  insieme mm di gruppi verrà detto una varietà. 
Un gruppo (a,) si dirà iriterno alla varietà r, indicando r un numero po- 

sitivo, se si potrà determinare un iiunlero positivo r'<r tale che da un valore 
di 1.1 in avanti, sia sempre 

[an(& Cr', 

dove C è un numero positivo finito ed indipendente da  n. 
Un gruppo (a,) si dirà esterno alla varietà r se si potrà. determinare un nu- 

mer0 positivo r U > r  e tale che per infiniti numeri a, del gruppo si abbia 

Risulta midentemente da queste definizioni che se un gruppo (a,) B interno 
alla varietà r, é interno altresi a tutte le varietà r' maggiori (per le quali r" 
è >r) e che se il gruppo è esterno alla varieth r ,  è esterno a tutte le va- 
rietà minori, 
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14 Pincherle:  Sui sistemi di ficnzioni unaiiçiche 

2. Se un gruppo (a,) non è nè interno nè esterno ad una varietà r., esso 
si dirà su1 contorno della varietà stessa; CO& i gruppi 

sono su1 contorno della varietà 1 (*). Questa definizione è giustificata dalle con- 
siderazioni che seguono. 

Se il gruppo (a,) è su1 contorno della varietà r esso non pub essere esterno 
ad alcuna varietà maggiore, nè interno ad alcuna varietà minore. 

Se la serie x a n x n  ammette il raggio effettivo di convergenza R, il gruppo 
1 (a,) è su1 contorno della varietà -. infatti esso non è interno, poichè si avrehbe R' 

1 1  
per -<- r 11 

ossia la serie convergerebbe in un cerchio di raggio r >  R, contro 1' ipotesi, 
riè esterno, poichè si avrebbe per infiniti valori di n e per 4"<R 

il che non pub essere, corne dalla teoria delle serie di potenze. Inversamente, 
se il gruppo (a,) è su1 contorno della varietà r, la serie z a , x "  ha per cerchio 

1 effettivo di convergenza il cerchio di raggio ; infatti essa non ha un cerchio 

1 1  1 1 1  di raggio maggiore -> - perchè dovrebbe essere per -> -> - 
P P t r  

l a , l r  CP 

oioè (a,) sarebbe interno alla varietà r ,  nè minore, perchè per Y' maggiore di 
r di tanto poco quanto si vuole deve essere 

( U N I  6 Crr9" 7 

1 
che dimostra che x a , x n  converge entro il cerchio -. 

9' 

Risulta da questo teorema che uno stesso gruppo non pub trovarsi contem- 

(') Uns serie l a ,  6 convergente incondizionatamente se i suoi termini formano un gruppo 
(a,) interno alla varieth 1, é divergente se formano un gruppo esterno, vi é dubbio se il 
gruppo é su1 contorno della varietà 1, 
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poraneamente su1 contorno di due diverse varietà, e che-'se il gruppo (a,) è 
sul contorno della varietà r, esso è interno ad ogni varietà maggiore ed esterno 
ad ogni varietà minore di r.  

3. Se un gruppo (a,) è tale c.he preso un numero positivo E arbitrarja- 
mente piccolo sia, a partire da un certo valore dell'indice n, 

la,ll f Ccn, 

il gruppo sarà interno a qualunque varietà, per quanto piccoia, e si potrà dire 
gruppo ologene, perchè dà origine, mediante la serie Z;a,xn, ad una funzione 
intera. 

Se un gruppo (a,) è tale che peso  un numero positivo M arbitrariamente 
grande, vi siano infiniti terrnini del gruppo tali che sia 

[an[? CMn 

il gruppo sarà esterno a qualunque varietà, per quanto grande, e si potrà dire 
al contorno della varietà ao; in ta1 caso la x a n z n  non è mai convergente. 

Per ogni altro gruppo (a,) esisterh un numero determinato r che sarà l'in- 
verso del raggio di convergenza della serie Eu,xn, e tale che il gruppo si 
trova su1 contorno della varietà r. 

4. Se due gruppi (a,) e (bn) sono, l'uno interno alla varietà r, l'altro in- 
terno O su1 contorno della varietà r ' s r ,  il gruppo (a, + 6,) sarà interno alla 
varietà r', O su1 contorno. 

Se due gruppi (a,) e (h,) sono interni rispettivamente alle varietà r ed r', 
il gruppo (a,b,) sarà interno alla varietà r r r ;  se i gruppi (a,) e (b,) sono su1 
contorno delle varietà r ed r', il gruppo (a,b,) sarà interno ad ogni varietà 
maggiore di rr', ma non si potrà asserire che sia esterno ad ogni varieth mi- 
nore e percib non si potrà dire su1 contorno della varietà r r r ;  talchè se R ed 
Br sono i raggi di convergenza di xa,xn e x b n ~ n ,  E ~ , b , x ' ~  avrà il raggio 
di convergenza non minore di BR'. 

1 
Se (a,) 15 interno alla varietà r, sarà esterno alla varietà - e se (a,,) 

r 
1 

è su1 contorno della varietà r, ($1 sarà esterno ad ogni varietà minore di - 
9" 

5. Se un sistema di funzioni ad un valore, in numero infinito 

dà origine per ogni valore x contenuto entro un campo A ad un gruppo posto 
nell'interno O su1 contorno della varietà r, si dirà che il sistema di funzioni è, 
per quei valori di x ,  rispettivamente hterno O sztl contorno della vnrietà, 
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16 Pinc hev le: Sui sistemi d i  fulzxioni analitz'che 

Se un sistema di funzioni y,($) è interno alla varieth r pei valori di z con- 
tenuti in un campo A ,  la serie dcny,(x) sarà convergente assolutamente entro 

1 il campo A se il gruppo (c,) è interno alla varietà - O su1 contorno. 
1' 

Se un sistema di funzioni ?,(x) è tale che per tutti i salori di x contenuti 
in un campo A entro il quale le funzioni rimangono tutte finite, ed escluso il 
pnnto x = O ,  il quoziente 

V n  (XI - 
2% 

si, sempre su1 contorno di una varietà r, la serie ~ c n y n ( x )  converge e di- 
verge rispett. nei punti del campo A interni od esterni al cerchio d i  conver- 

genza di xcnrnxn. In particolare se il quoziente - 9"'r) ,pz si trora al contorno 

della varietà 1, l a  serie Zc,?,(x)  converge e diverge rispett. nei punti del 
campo A interni od esterni al cerchio di convergenza di 2cnxn. 

II. 

una funzione analitica di due variabili che per ogni cop$a (u, u,) di valori 
delle variabili sia regolare (cioè sviluppabile in serie della forma 

2 C m ,  n (II - vo)m (G - uo), 
m,n , 

per valori di lu - uol, I V  - vol abbastanza piccoli) eccettuate le coppie soddis- 
facenti ad un' equazione 

f (u ,  v)=O (2) 

dove si suppone f(u, v) funzione intera di zc e v. Per v = O  la funzione (1) 
sarà regolare per tutti i valori di u ,  t rame quelli che soddisfanno all'equazione 

f(% o>=o 
e che saranno punti separati 

O,, O,, Os, .. . On,  .. . 
del piano u ,  tali che entro un cerchio di raggio finito se ne trovi sempre solo 
un numero finito. Se u, è un punto che non sia radice della (3), si avrà 

T(u ,  v) = 2 a,, , (u - z l J n  cm 
ml n 

(4) 
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e questo sviluppo, per valori di lu-u,j e di abbastanza piccoli, converge 
incondizioiiatamente, per cui si pub ordinare rispetto alle potenze d i  v ed il 
coefficiente di um sarà 

che converge, qualunqiie sia l'indice m, entro un cerchio di centro u, e di 
raggio determinato. 'L 

O r a  è noto (") che la serie ( 5 )  costituisce un ele~nestto di una funzione ana- 
litica che diremo pm(u); questa funzione è pienamente definita da1 suo elemento 
ed i suoi valori si possono dedurre dalla serie ( 5 )  per ogni punto del campo 
di validità della funzione: in altri termini, per ogni punto zl dell'interno del - 
suo campo di validità p,(u) è sriluppabile in una serie di potenze di z c - ! ~  
che si pub ricavare, con processo conosciuto, dalla serie (5). Ma preso un punto 
u, entro il campo di convergenza della serie (4), si avrà d ' m a  parte, .indi- 
cando con I;',(u-u,) la serie dedotta ivizmediutamente dalla ( 5 )  relativamente 
al punto 21,: 

T ( z ~ ,  ~ ) = ~ V ~ ~ ~ ( Z C - U ~ )  

per valori di lu - u,) abbastanza piccoli; d'altra parte, dallo sviluppo (4) di 
T ( u ,  v) relativo al posto (O, u,) si potrà dedurre uno sviluppo relativo al posto 
(O, u,), della forma 

T(u ,  u)= ~ ~ d ~ ~ , , ~ j ~ ( u - u ~ ) n  

e poichè questo, per valori di lu - u,l abbastanza piccoli, converge incondizio- 
natamente, si avrà ordinando per le potenze d i  v :  

T ( u ,  u ) = ~ u m ; r ( ' , ( ~ - u i )  

e per teoremi noti sulle serie di potenze, y', non pot& differire da !$,. Se 
ora si ragiona in modo analogo per un punto u, dell'intorno di u,, indi per 
un punto zc, dell'intorno di u,, ecc., si giunge alla conclusione che: 

u Per  ogni punto del piano u vale l'eguaglianza 

n tolti i soli punti O,; dove le funzioni p,(u) definite d a  un loro elemento (5), 

(') Per la noinendatura qui  usata, v. WEIERSTRASS: Zur Functionenlehre (Monatsbericlit 
der Berl. Akad.) e suo corso litografato di lezioni: Sulle funzioni di piu variabili (Berlino, 
presso Hermann) od anche il mio Saggio di una Introduzione alla teoria delle funzioni 
analitiche secondo i principi di C. Weierstrass (Ctiornale d i  RATTAGIJNI, t. 18). 2 

Annnli di Mrttemrrticn, tomo 311. 3 
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n sono regolari in tutto il piano, eccettuati al più gli stessi punti O,. Ed il 
n valore da assegnarsi ad ogni funzione pm(u) in un punto Ü del piano u die 
n non sia uno dei punti On è dato da1 coefficiente di vm iiello sviluppo di  T( i ,  v j  
n per le potenze intere e positive di v. :, 

Se l'equazione (3) non ha soluzioni finite, le funzioni p,(u) sono intere. 
La funzione T(zi, v)  si dirà jknzione generat~ice del sistema di funzioni p,(u). 

7. Indichiamo con A il campo che si ottiene togliendo da1 piano zc i punti 
O,, e fissiamo entro A un punto qualunque u,: per esso si avrà 

e la serie del secondo membro convergerà entro un cerchio posto ne1 piano u 
col centro O e di raggio determinato; ma siccolne la convergenza della serie 
non pub cessare clie in una circonferenza sulla quale si trovi qualche punto 
singolare della funzione, cosi il raggio del suddetto cerchio u sarà eguale al 
'n minimo valore assoluto delle radici dell'equazione 

8. Prendiamo dunque a considerar'e la corrispondenza staliilita fra i piinti 
dei due piani u e v dalla relazione 

Ad ogni valore u, di A corrisponde per questa equazione un sistema di 
valori di v, i cui valori assoluti 

non possono avere altro posto limite fuorchè 1'00 per la forma della funzione 
fju, v); Fer cui ve ne sarà uno minimo ed inoltre diverso da zero, perché zt, 

'è- in-rno al campo A .  Si denoti con p(uo) questo minimo. Al variare di u,, . , 
varierà' pure la quantith definita con p(u,) e posto u=5 + i n ,  p(ec) sarà fun- 
zione di .t ed rl ne1 senso generale ed anche, corne risulta dai principî della 
teoria delle funzioni, sarà funzione continua; ad ogni valore di zc corrisponde 
hol t re  un valore di p(u.) ed uno solo. Se fissiamo un valore cc, e cerchiamo 
tutti i punti del piano u per i quali 
7. 

i'insieme di questi punti costituirà generalmente una linea che diremo curva 
Ca e che sarà composta di uno O più rami di curva analitica: più precisamente, 
essa. sa@ parte di una fra quelle curve che ne1 piano zc corrispondono mediante 
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20 P i n c h e ~ l e :  Sui sistemi d i  fzcnxioni arzalitiche 

verge incondizionatamente entro il suo cerchio di convergenza, cos1 la (7) con- 
verperà inoondizionatamente entro il campo Es. 

Si considerino ora le coppie (u ,  o) tali che u sia interno ad E, e v al 
cerohio a: per queste coppie la  serie (6) non pub cessare di corivergere poichè 
u è preso in modo che sia p(u)>a, e se si prende un'area É, interna ad 
fl, ed un cerchio a' minore di u e diflerente da  u di tanto poco quanto si 
vuole, per' le coppie (u, v) tali che u sia interno ad Es e v al cerchio a' i 
valori della serie (6) avranno un limite superiore L. Sin ora un numero a">c*., 
d'altronde differente da a di tanto poco quanto si vuole: il campo Eu.[ diffe- 
rirh di pochissimo da E, e per. tutti i punti zc comuni ai campi Ea ed A',,!, 
si avrà 

da cui 

il che dimostra: 
16 Che pei valori di u coiiipresi fra O ed R {€j 8), le serie (7) convergono 

?7 incondizionatamente entro i campi indicati con E, e limitati dalle curve Ca, 
?7 e che in un campo qualunque interno ad E, esse convergono in egual grado 
n e sono quindi suscettibili di rappresentare funzioni analitiche di u. n 

Non si pub dire nulla di generale su1 modo di comportarsi delle serie (7) 
luiigo le curve Cu; entro i campi E', esse divergono. 

10. Sia (cm) un gruppo di numeri posto al contorno della varietà (§ 2): 
si avrà, essendo E un numero positivo arbitrariamente piccolo ed II un nu- 
mer0 positivo finito : 

i cri% 1 < H(u 4- 
e quindi 

Izcmpm(u)l<Hy(a + E)" Iprn(~)I i 

ma l a  serie del secondo membro converge entro il campo Eu+,, onde 10 stesso 
sarà di xcmpm(u), e poichè E B arbitrariamente piccolo e le curve Ca si de- 
formano con continuità al variare d i  a, la  Zcmp,(u) convergerà incondizio- 
natamente in tutto I'interno di E,. Mediante il ragionamento fatto ne1 para- 
grafo precedente, se ne dimostrerebbe ancora la convergenza in egual grado 
in qualunque campo interno a d  E,, per Cui: 

u I;e proprietà delle serie (7) espresse alla fine del para,grafo precedente si 
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n conservano nelle serie più generali 

n dove (c,,) è un gruppo al contorno della varietà U. x 

Il.  Le  curve Ca ed i campi di convergenza E, determinati in cib che 
precede, sono indipendenti dalla natura della funzione generatrice T(u, v) e 
dipendono uilicamente dalla equazione f (u ,  v)= O che ne dà i posti singolari. 
Risulta pure dalle oose dette che rse a1>a, tutti i punti di E,, appartengono 
ad E, e siccome essi non possono coincidere ($ 8) cos1 E, deve essere mag- 
giore di Eu!. 

12. Se per un sistema di funzioni p,(u) sono determinati i campi di con- 
vergenza Eu, ed un secondo sistema a,(z~) è tale che per ogni valore di TA, 

esclusi al più punti discreti, il gruppo 

sja su1 contorno della varietà 1, le serie 

2 cm a m  (u) 
convergeranno negli stessi campi delle 

3 cm pnz  (u). 

Infatti, preso E positive e piccolo quant0 si vuole, si avrà 

e se cm è su1 contorno della varieth a, jl secondo membro e quindi anche il 
primo convergeranno entro il campo E,(,+,,, e poichè E è piccolo quanto si 
vuole, la 

2 cm a m  (21) 

convergerà (eziandio incondizionatamente) entro il campo E,. 
Inversameute, se è tmcciato ne1 piano il sistema delle anzidette curve Ca, 

ognuna delle quali separi le due regioni E ed E',, e se due sistemi di funzioni 
pm(u) e a,(u) singolari solo nei punti della Co sono tali che le serie 

z a m p , ( ~ )  e Z a r n a m ( ~ )  

convergono incondizionatamente in E, e divergono in E,,, il gruppo 
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sarà per ogni valore di 21, eccettuati quelli sulla Co, su1 contorno delle varietà 
1. Infatti, se fosse al contorno di  una varietà minore r ,  si avrebbe, preso 

onde 

ora Eu,, per Y'< 1, è maggiore di Eu, cioè contiene anche punti di Er,; se 
quindi u è un punto comune ad E', e Xa,-, la serie del 2 '  membro converge 
e quindi a maggior ragione quello del primo, il che è contro l'ipotesi. Ana- 
logamente se il gruppo fosse al contorno di una varietà maggiore d'uno, si 
considererebbe 

e si ripeterebbe 10 stesso ragionamento. 
Ritenendo una notazionc usata da FR~BENIUS (*) in circostanza analoga, ma 

più particolare assai, potremo scrivere 

ad esprimere che il rapport0 delle funzioiii coïrispondenti è su1 contorno della 
varietà 1 ; ed i sistemi a, e p, si potranno dire equivulenti. 

13. Riprendiamo la funzione analitica 1; di u definita dall'equazione (2), 
e fra i rami di questa funzione multiforme, distinguiamo quello (variabile anche 
da regione a regione del campo u) minimo in valore assoluto: indicandolo con 
g(u), la ~(24) avrà un valore unico, senza discontinuità, per ogni valore di zc e 
potrà essere al più infinita (in casi eccezionali, €j 8) in punti separati. Se ora 
consideriamo la funzione 

1 

v- cp(4 
questa sarà sviluppabile in serie convergente 

per tutte le coppie u e v tali cbe sia 

(') Journal de CREI.I.E, t. 73, 1871. 
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ma se poniamo Ivl=cr, questa condizione é soddisfatta per i valori u del- 
l'area Es (§ 9), e ne1 campo E', la stessa serie è divergente: onde segue 
(§ 12) che se p,(u) è un sistema di funzioni generate dalla funzione T(u ,  2;) 

i cui posti singolari soddisfanno alla (2), si avrà 

pm(u) - cp-(m+i)(zd)7 od anche p,(u) - ?-m(u). 

14. Si eonsideri corne esempio l'equazione delle singolarità 

f (u, v) = u" vv" - 1 ==o. 
Da questa equazione risulta 

sj (u)=(1-2~2 (*)) P(u)==(\11-u21 
e posto 

u = r (cos t + isen t )  
viene 

F 4 = ( 1 + 1 . 2 f - 2 1 . ~ ~ s t ) ( l  +rZ-21.cost), 

ossia le curve C, sono cassinoidi aventi per fuochi i punti t- 1; facendo a = O 
si ottengono i punti -t- 1 per punti singolari; essi corrispondono ai punti O,,  O9 
della teoria generale. Ogni cassinoide Ca divide il piano in due regioni: l ' m a  
E, indefinita nella quale è p )  cc, l'altra E', , con p<a, limitata e sconnessa 
se a < 1, semplicemente connessa per a > 1; per a = 1 la curva Ca è la lem- 
niscata. 

Se T(u,  v) è la funzione generatrice di un sistema p,(u) celle singolarità 
nei posti (u, v) soddisfacenti alla (a), si avrà 

dove (cm) sia al contorno della varietà a ,  converge fuori della cassinoide 

essa converge fuori della lemniscata se (c,) è al contorno della varietà 1, ed 
in tutto il piano eccettuati i due punti t- 1, se il gruppo (cm) i: ologene. 

Sia ora l'altra equaxione di singolarità 

(') 1 due rami della funeioiie v di 26 avendo 10 stesso va1oi.e assoluto, si phi> ritenere il 
segno + per y@). 
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che è quella delle funzioni sferiche. 1 punti O, si riducono all'infinito, per cui 
le funzioni y,(u) saranno intere qualunque sia la funzione generatrice. Dalla 
(b)  risulta 

?(u) =u t- ~ U Z -  1 

dove il segno 3 va preso in modo che si abbia la radice minore in valore 
assoluto, cioè p(u) O a deve essere costantemente minore dell'unità, e eguale 
ad 1 solo per u reale e minore d'uno in valore assoluto. Posto u = 5 + i?, si - 
ha per [rq(zc)j = a: 

-Oe 
= 1 

ossia il sistema delle curve Ca consta di ellissi coi fuochi nei punti f 1. Va- 
riando a da O ad 1, le ellissi variano da1 cerchio di raggio infinito al seg- 
mento rettilineo da + 1 a - 1. L'area E, è l'interno dell'ellisse Ca, l'area 
El, ne é l'esterno. 

Se T(u,  v) è una funzione colle singolarità nei punti soddisfacenti alla (h), 
e generatrice di un sistema p,(u), si avrà 

pm (u) - (U f \/ ,242 - l ) m  

il segno & corrispondente al ramo maggiore dell'unità. Una serie 

2 h ~ m  (4 
(in particolare una serie di funzioni sferiche) convergerà entro l'ellisse C, se 
(cm) è su1 contorno d i  una varietà a < 1, cioè se la serie xc,xm converge in 
un cerchio > 1; essa convergerà in tutto il piano se il gruppo (cm) è ologene. 

III. 

15 Fra i siaterni di funzioni considerati ne1 capo precedente, hanno spe- 
ciale importanza quelli che danno luogo ad uno sviluppo in serie della forma 

Z C ~ P ~ ( U )  
per qualunque funzione analitica f(u) regolare entro un campo abbastanza 
grande. Cib avviene per eserripio quando sia possibile, sotto certe condizioni, 
10 sviluppo 

1 -- - Z p î n  (x) Pm (y) 
Y -" (1) 
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giacchè il teorema di CAUCHY permette di dedurre da questa formola 10 svi- 
luppo in serie di funzioni pm(x) O Pm(y) per qualunque funzione regolare in 
un campo abbastanza grande da conservare le condizioni di validità del10 svi- 
IUPPO (1). 

Dato un sistema di funzioni I ) ~ ( u ) ,  in generale diremo: u che un secondo 
n sistema di funzioni Pm(u) è nssociato al sistema P,(zc), se entro un determi- 
n nato campo per le variabili x ed y, la serie 

n converge assolutamente ed in egual grado ed ha per ogni coppia di valori 
n di z ed y,  il valore 

1 
n.  

:c - y 

16. Riprendiamo ora uno dei sistemi p,(u) quali si sono esaminati ne1 capo 
1 preccdente: se esiste un sistema di funzioni P,(u) tali che sia Pm(u)-- 

2'm ( 2 1 )  

la serie (2) convergerà per tutte le coppie x ed y tali che se x é interna ad 
E,, y sia interna ad Et,. 

Infatti preso y in E',, si ha per il § 13: 

onde presa una qunntità i positiva e piccola ad arbitrio, sarà 

da cui risulta che la (2) converge per tutti i valori di x compresi entro E,(,+,,, 
ed essendo E piccolo ad arbitrio, la (2) converge per tutti i valori interni ad 
Eu. Essa converge inoltre incondixionatamente, ed in egual grado rispetto ad 
x entro E, se si dà ad y un valor fisso, e rispetto ad y entro Efa se si dà 
un valor fisso ad x;  quest'ultima parte si dimostrerebbe corne a 9 10. 

Cib posto, supponiamo che questi sistemi pm(u) e P,(u) siano associati, ed 
inoltre che le curve Ca siano ciiiuse.ed il campo da esse racchiuso sia sempli- 
cemente connesso: in ta1 modo, O la Eu sarà l'interno di Ca e la E', l'esterno, 
ed allora le curve Ca andranno diminuendo al crescere di a ,  perchè per af>a 

la E,I B compresa in E,, O inversamente; il primo cas0 è per es. quel10 delle 
Annali di Matematica, tomo XII. 4 
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1 
funzioni sferiche, il secondo è quel10 dello funzioni -. Dato il numero a,  si 

ll 

considerino altri due numeri vicini arbitrariamente ad a,  

an>a'>a.:  

le curve Ca. e Ca,, saranno vicinissime n C,, e Ca, sarà entro E, e C,II entro 
Eut. Preso ora y lungo la Ca., per tutti i punti x interni O al contorno del 
-campo E,lg la serie (2) sarà convergente in cgual grado rispetto ad y :  se dunque 
ffx) B una fimzione regolare in tutto l'interna di E,, si avrà 

dove 

In modo analogo si otterrebbero sviluppi in  serie di funzioni Pm per una fun- 
zione regolare entro un campo E',, ed in serie di fiinzioni p,,, e P,,L per una 
funzione regolare in un campo connesso compreso fra due ciirt.e C, e Cp del 
sistema. 

17. Dato il sistema di curve C, ed i sistemi associati di funzioni p, e 
Pm di cui al paragrafo precedente, c supponendo di più le funzioni 11, intere, 
si abbiano i punti 

a , ,  a,, a3,-.- an,... 

in numero infinito aventi pcr limite una linea del sistemn e d'altründe 
tutti contenuti entro il campo E, O su1 contorno, eci altrettante f~unzioni intere 

G3(2), G2t$) ,... Gn(x) ,... 
Si domanda se esisterà una funzione ~nal i t ica  F(x) che i n  tiitto il campo E, 
sia regolare, eccettuati i punti a,, nei quali essa abbia rispettivamente le 

1 
stesse singolarità delle G,  - . 

( x - O J  

A quest'uopo, consideriamo le linee del sistema Ca: 

%a,) , Ca(a*) , . - . 
passanti peIt i punti 

a,, a 2 > a e .  a%,... 
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rispettivamente, e curve parallele 

- C'1, C'2j*.-  Cfn)  . o .  

tali che Cr, sia ne1 campo E,(,,, parallela a Co(,,) e ad una distanza 8, con- 
tata sulle normali per modo che 

indichiamo infine con F,  il campo che rimane da E,(,,,, togliendovi l'anello 
cornpreso fra Ca(,. , e 

( ) essendo regdare entro tutto il campo En(,.), si La  funzione G, - 
x - 1111 

si prenda ora un sistema di numeri positivi 

tali che X E ,  sia convergente, e si faccia ,un tanto grande che sin entro tutto F, 

il che è possibile. 
Ponendo 

questa sarà una funzione analitica regolare in tutto il piano, tranne il punto 
a, ne1 quale essa diventa singolare corne la G,. 

Si consideri infine la funzione 

Per un punto x interno ad C, e che non sia uno dei punti an, si pub sempre 
prendere N tanto grande che tutti i piinti a, per n > N  siano fuori dell'area 

relativa a quel punto. Si avrh dunque 
' 

m 

ed essendo x interno a tutte le aree F n  per n>N, verrà 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 8 Pinc 7.l er l e  : Sui sistemi di funxiolti analitidte 

cioè la F(x) è finita e regolare nell'intorno di x. Se invecte x B uno dei punti 
a,, (x = a,) si dimostra in modo analogo che 

è regolare, onde F(x) è èingolare in a, come G -- - 
( x  : &) 

Se i punti dati a, tendessero alla linea C, per modo che ogni punto della 
C, sia punto limite per il sistema dei punti a,, la funzione F(x) costruita come 
si è detto avrebbe l'area Et, per spazio lacunare. 

Lo stesso problema si pub anche risolvere in modo analogo senza supporre 
le funzioni pm(x) intere; le funzioni y,(z) e quindi la F(3) sarebbero allora 
si~igolari anche nei posti già detti Oi, 0 ,,... O ,,... a § 6. 

IV. 

18. Lo sviluppo di una funzione analitica in serie procedente peï un si- 
stema dato di funzioni p,(x) si ottiene generalmente per mezzo di due metodi 
ben noti, che si possono adoperare: 

1 Il primo, quando esiste uno sviluppo di - in serie d i  funzioni p,(x); 
?l - X 

in ta1 cas0 10 sviluppo della funzione analitica si ottiene applicando il teorema 
di CAUCHY; 

Il secondo, quando esiste un secondo sistema di funzioni q,(x), una co- 
stante C ed una linea y ne1 piano, tali che sia 

ed in ta1 cas0 Io sviluppo della funzione si ottiene con un processo di coef- 
ficienti indeterminati. 

In  questo capitolo e ne1 seguente mi propongo di accennare ad un altro 
metodo ntto a risolvere Io stesso problema e che presenta il vantaggio di met- 
tere in chiaro come le relazioni per mezzo d'integrali definiti che servono ne1 
secondo dei metodi ricordati altro non siano che passaggi al limite di relazioni 
notissime elementari. Questo metodo presentandosi perb come applicazione di 
considerazioni più generali sui gruppi di numeri, queste verranno esposte per 
prime. 
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19. Abbiasi un .gruppo di numeri doppiamente infinito 

soggetto alla condizione che sia possibile determinare tre numeri positivi A ,  
r, s tali che per ogni valore di m e di n sia 

h chiaro che determinata una coppis di numeri r ed s, ne esistono infinite 
altre che permettono di soddisfare alla disuguaglianza (2). 

11 gruppo (1) potendosi scrivere 

sarà lecito dire che il primo indice esprime la Zinea ed il secondo la colonna 
cui appartiene un numero od elemento del gruppo. 

Se (xn) è un gruppo posto nell'interno della varietà s, le serie 

saranno convergenti incondizionatamente per ogni valore di m, corne si veri- 
fica imrnedi&mente, ed indicando con y, il valore delle serie (3) corrispon- 
dente all'indice m e con M u n  numero positivo finito ed indipendente da  m, 
sa r i  

ciob il gruppo (y,) sarà interno O al contorno della varieth 5 -  Adunque, ad 
'r 

ogni gruppo (x,) interno alla varietà s, le formole 

fanno corrispondere un gruppo determinato interno O al oontorno della varietb A -  r 
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Analogamente, le formole 

farebbero corrispondere ad ognj gruppo (x'm) interno alla varietà r, un gruppo 
1 determinato interno O al contorno della varietà -. 
S 

20. Supponiamo ora che insieme alle ( a m , J  esista un secondo gruppo dop- 
piamente infinito 

(am ,.n) 

per il quale sia possibile determinare tre numesi positivi B, p, O tali che sia 

e sia per ogni valore di .n 

infine fra le infinite determinazioni di r,  s, p e a ve ne siano che soddisfac- 
ciano alle condizioni 

rp>I ,  S O > I .  (6) 

Sotto queste ipotesi, dico : 
1." Che dalle equazioni (3') si pub ricavare 

2.' Che fra le a,,, e le a,,, passa l'altra relazione 

o1 : O per r n z p  
2 am,f i+ ,n .= '  
n=O ( 1 per %=p. 

a) Si ponga infatti 
O? 

X n =  z ~ r n , n ~ j m :  
m=O 

la serie del secondo membro è convergente incondizionatamente se si ha 
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e per la (6) 
Xn < Nsn, 

ossia le Xn sono nell'interno O al contorno della varietà S. Ma si ha  altresi, 
ponendo per le y, i loro valori (3'): 

ora un termine di questa serie doppia è in valore assoluto 

cioè la serie doppia ha i suoi termini minori in valore assoluto della serie a 
termini positivi 

che è convergente; per cui ne1 secondo membro della (9) i termini si possono 
ordinare come si vuole e viene 

e per le (5) 

Dunque sotto le ipotesi fatte, le (3') si possono riguardare come un sistema di 
infinite equazioni lineari con infinite incognite, di cui le (7) danno la soluzione. 

6) Nelle (3') poniamo per xn i loro valori (7), e vengono le serie 
doppie della forma 

Z a n i , n Z e p , n ~ , a ;  
P 

(10) 

ora un termine di questa serie è in valore assoluto 

ma la serie di questi termini positivi è 

cioè è convergente, per cui la (10) sarh convergente assolutamente ed i suoi 
termini potendosi ordjnare come si vuole, si potrà scrivere 
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Ma le y m  sono numeri arbitrarî soggetti alla sola condizione 

IY~I.$ i 
prendiamo pertanto 

y m  = on' 

dove y è un numero complesso arbitrario e tale che 

e viene dallo sviluppo precedente per ogni valore di 3 fioggetto a questa con- 
dizione : 

il che B impossibile, a meno che non sia 

21. Due sistemi di numeri che soddisfanno alle relazioni 

O per n u O per m 5 p 
xarn,,arn, y =  ;am, n ap, n = 
rn 1 per n= Y, 1 per m=p 

(le serie dei primi membri essendo d'altronde convergenti) si diranno asso- 
ciatz'; sono dunque associati i sistemi u , ~ , ,  ed mn,, del paragrafo precedente, 
sotto le ipotesi fatte al principio del paragrafo stesso. 

Sotto quelle ipotesi, ne110 stesso modo che da 

ym = xam,  
n 

si ricava 
Zn = z a m , n y m  

nz 

cos1 da 

si ricaverà 

prendendo le un nell'interno della varietà ='<O, e le v,), assendo di conse- 

guenza nell'interno O al contorno della varietà 5. 
,o. 

E chiamando le (b) formole di trasformazione iwersa delle (a), viene che 
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sotto le stesae ipotesi se in una serie 

sulle z si fa la trasformazione (a) e sulle u la trasformazione inversa, la serie 
si trasformerà in 

infatti la serie 

ha i suoi termini minori in valore assoluto di quelli della serie a terinini positivi 

che è convergente; adunque la ( I I )  si pub ordinare come si vuole, e viene 
d'una ~ a r t e  

dall' altra 

Da queste considerazioni risulta che i gruppi 

(aln,n)  ed (am,,) 

sotto le ipotesi dei Ej$ 1 9  e 20, si comportano come il  sistema degli elementi 
di un determinante D col sistema degli elementi recip~oci divisi per D. Le  
formole (a)  e (b )  estendono alle varietà (spazî ad 00 dimensioni) i concetti della 
trasformazione lineare degli spazî di n dimensioni. 

22. In certi casi si pub determinare il gruppo associato di un gruppo dato. 
a) Se si ha una funzione analitica y di x, nulla del prim'ordine per 

x=0 e regolare in un 'certo intorno R di x.= 0, 

è noto che se ne pub dedurre in un certo intorno R' di y = O  

Coi noti teoremi della moltiplicazione delle serie se ne deduce 

Annazi di Matematica, tom0 XII. 5 
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ora i gruppi (am,,), (am,n) sono associati. Infatti ponendo nella (14) le cspres- 
sioni di xTL+r date dalle (15) osserviamo che per (y] abbastanza piccolo viene 
Ixl<R e quindi la serie di funzione di y del secondo niembro della (14) è 
convergente in egual grado; si potrà quindi ordinarla rispetto alle potenze di 
y, ed eguagliando nei due membri i coefficienti di yn, verrS 

queste sono le relazioni (5) o (8) del paragrafo precedente. 
b) Se il gruppo (a,,.,) è tale che sia 

 al?^,, = O  per .n>m 

gli elementi del gruppo associato dovranno essere nulli per n<m: si ha cosi 
Io specchio 

a 0  o... o.. .  
.. a,,, a O. O. . .  

. a-,,  a ,  a . O . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
a ,  an$, am, 2 . .  . a t n , ~ n . .  . I 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  i 
e le relazioni ( 5 )  e (8) del paragrafo precedente divengono: 

nt am) ?n =.1 

~ ~ f i ~ , ~ + a ~  .p+ iap ,~+~+. . .+ar?z21nap,  ,7 t=0 ( ~ < m )  (17) 

an,nan,v + an+i:nan+i,v f...+ a,,nav v = O  ( p i n ) .  / 

1 numeri am,n si possono determinare di mano in m m o  formando i determi- 
nanti d'ordine n colle prime a,?t,, e calcolando gli elementi reciproci, indi divi- 
dendo per il determinante. 

I n  questo caso, si semplificano le condizioni date al § 20; per es. se si ha 
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saranno valide le formole di trasformazione (a) e (b)  del $ 21; cib si trova di- 
mostrato in altro mio lavoro (*). 

c) Al caso precedente si riducono pure i gruppi tali che sia 

ana,,=O per n e m ;  

un ta1 gruppo si otterrebbe da1 precedente mutando le linee in colonne e in- 
rersamente. 

23. Applichiamo ora le considerazioni precedenti a sistemi di funzioni; 
riprendiamo le ipotesi del $ 20, supponiamo cioè di avere due gruppi (am,n), 

j O per n z u  x' ( O per n t z p  
am, n h, v = Xaaln,, aP, n = 

~n j I per n=u, 7% ( I per m - p  (3) 

dove uno dei sistemi (3)  è conseguenza dell'altro. 
Un sistema (am,,) soddisfacente alla (1)  ci sarà dato ogniqualvolta avremo 

una funzione di due variabili u,  v regolare in un intorno del posto (u=O, 
v = 0 )  ; se sarà infatti 

T(u,  v)= ~ u > ~ , ~ u ~ v ~  

r, s saranno numeri qualunque positivi inferiori a i  raggi di  convergenza nei 
piani u e v. La T(u, O) sarà funzione generatrice dei due eistemi di funzioni 

p ( v )  = X2;am,,vn 
n 

le prime regolari tutte entro il cercbio di raggio s, le seconde entro il cerchio 
di raggio r. 

Il sistema associato definirà una seconda funzione di due variabili 

(') Soprn nlcuni sviluppi in serie per funzioni analitiche. Xemorie dell' Accademia di 
-Bologna, serie IV, t. 3. 
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che genererà i due sistemi di funzioni di una variabile 

regolari rispettivamente entro i cerchi di raggio a e p. 
24. u Ogni funzione f(x) regolare entro un cerchio di centro x= 0 e di 

a raggio maggiore di s, é sotto le ipotesi del paragrafo precedente, svilup- 
a pabile in serie di funzioni pm(x). n 

Sia 
f(.) = Z A Y  xv 

la funzione data; essendo essa regolare entro un cerchio maggiore di s, il 
1 gruppo (A,) sarà interno alla varietà - 3  e per le (2), alla varietà o. 
S 

Ne segue (S 19) che ponendo 

Cnz= L(am,nAn,  (4) 
n 

le Cm avranno valori determinati e tali che sia 

e dalle formole (4) risulterà ($ 20) 

A n =  Xana,n C m .  
rn 

Formando la 

questa serie doppia ha per 1x15 s'<s i suoi termini minori in valore assoluto 
di quelli della serie convergente e a termini positivi 

per cui i suoi termini si potranno ordinare corne si 
si potrh scrivere 

vuole, ed in particolare 

c. d. d. 
25. Sotto le stesse ipotesi é possibile determinare un sistema di funzioni 

associate (§ 15) di pm(x)  e quindi uno sviluppo della forma (5)  applicando il 
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teorema di CAUCHY. Si ha infatti (5 21) che 

22dnXn= Xvnzym. 

Se si limitano convenientemente le varieth cui appartengono i gruppi 

e se questi gruppi si legano dalle relazioni 

ponendo ora 
Xn = xn, yrn =Pm(%) = x a m ,  n z n  

n 
1 

ZGn=Xn) v m  = Pr?, (x') - 2 ~ m ,  tt %'fi 
1L 

sotto le condizioni 
Ixl<s, Ix'l<q p x 1 1 < 1  

varrà 1' eguaglianza 
1 -=v 

1-xxl y Pm (XI P m  (x') 
e ponendo 

si ha 

1 formola valida almeno per Ixl<s ed ly!>-• inoltre avendosi sotto le stesse 
G' 

condizioni 

con rp> 1, ne risulta la convergenza assoluta ed in egual grado della serie 
(6) rispetto alle due variabili. 

Risulta dalla (6) che se f(x) è una funzione regolare entro un cerchio di 
centro O e di raggio maggiore di s ,  si avrà 

l'integrazione essendo estesa ad una curva chiusa compresa entro il cerchio di 
convergenza di f ( x )  ma, esterna al cerchio di centro O e di raggio S. 
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26. Tanto nello sviluppo (5) che nello sviluppo (7) i coefficienti Cm e Cfrn 
sono interni alla varietà r infatti ne1 primo si ha 

e ne1 secondo, 

essendo L il massimo della funzione f ( x )  nell'interno della curva d7integra- 
zione; dico che essi coincidono, cioè ché non pub esistere uno sviluppo del10 
zero 

Scrnprn(x) = 0 (8) 

ne1 quale (cm) sia interno alla varietà r ed inoltre convergente in egual grado 
in un campo che comprenda il punto zero, sia pure arbitrariamente piccolo. 
Si potrebbe infatti in tale ipotesi sviluppare la (8) in serie di potenze di x e 
si sa chu dovrebbero essere nulli tutti i coefficienti, per cui 

considerando ora la serie doppia 

essendo per ipotesi 
[ ~ ; l < H r ' ~ ,  rf<r 

i termini di questa serie sono in valore assoluto minori dei termini w della serie 

1 1  AUH A B H ~ ~ ' ~ - = -  y 
Y ~ " ~ s ~ ~ P G ~  . pP Y,m 
Y ,  m 

certamente convergente: per cui i termini della S si potranno ordinare corne 
si vuole e si avrà d7una parte 

e per le relazioni (8) del § 20: 
sp = c,; 

d'altra parte 
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o~s ia ,  per le (9) 
S,=c,=O; 

onde non pub esistere uno sviluppo della forma (8) ne1 quale i coefficienti 
siano diversi da zero. Nerisulta l'identità fra gli sviluppi (5) e (7) della f(x) ,  
e quindi 

1 2 am, A. = - Jfcy) mm (y) dy. 
n .  L 7 c z  (10) 

Le considerazioni fatte sulle furizioni pm(x) nei due paragrafi precedenti si pos- 
sono ripetere per le q,,(z) definite da 

le cui associate sono 

27. Dalle posizioni 
T(u, v)= ya,,,umvn 

l'integrazione essendo estesa la  prima volta ad un cerchio di raggio < r  ne1 
piano 21, la seconda volta ne1 piano v ad un cerchio di raggio <s; da queste 

ma poichè non possono esistere sviluppi dello zero per fiinzioni p&), sarà 

I O per p z n t  
C ( m )  = 

EL 1 per p=m 
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e ponendo per questi coefficienti le loro espressioni in forma d'integrali 

l'integrazione essendo estesa come a 3 25. Una formola analoga vale per le 
qn(x). Queste formole (12) sono I'espressione in forma d'integrale definito delle 
formole (5)  e (8) del 5 20, e come tali si possono riguardare come una esten- 
sione delle relazioni fra gli elementi di un determinante ed i rispettivi elementi 
reciproci. 

Boloçna, aprile 1583. 
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Sopra alcuni sistemi 
di equazioni diff erenziali. 

(Nota del prof. G. Rrccr, a Padova.) 

S e  si estende la dcfinizione data da A M P ~ R E  (*) per Pintegrale generale di 
una  equazione differenziale ni sistemi di equazioni simultanee O no, la  pro- 
prietà di ammettere integrali generali, la cui arbitrarietà sia rappresentata d a  
un nurnero finito di costanti arbitrarie, non appartiene soltanto alle equazioni 
a derivnte ordinarie, ma anche a quei sistemi completi (**) di equazioni a de- 
rivate parziali di ordine qualunque m, in cui tuite le derivate di ordine msimo 

delle funzioni incognite sono O possono ottenersi espresse Fer le varjabili indi- 
pendenti, per le funzioni stesse e per le derivnte di ordine inferiore. È io fatti 
evidente che la differenza fra il numero delle equazioni di ordine qualunque 
p>nz che si possono ottenere colla differenziazione dalle funzioni primitive e 
dalle equazioni proposte è costpte  ed eguale a quel10 delle funzioni stesse e 
delle loro derivate di grado inferiore ad m. 

Se si indica questo numero con N I'integrale generale del sistema proposto 
deve, secondo la citata definizione di AMPÈRE, contenere N costanti arbitrarie. 

Alcune ricerche, che spero poter pubblicare fra breve, mi hanno condotto ad 
un sistema di equazioni di 2' ordine con una sola funzione incognita della 
forma di quelli sopra indicati. Poichè dovrb valermi dei risultati relativi a 
questo caso, è sopra di esso che mi fermerb specialmente in questo breve studio, 

(') Pour qu'une intégrale soit g6nérale il faut qu'il n'en résulte entre les variables, que 
l'on considère e t  leurs dérivees B l'infini que les relations exprimées par l'équation donnée 
e t  par les équations, qu'on en déduit en différentiant. - Considerations generules sur les 
intégrales des équntzons aurc diffZrentielles partielles, § ler. Jourrial de l'École Polytech- 
nique, vol. 10, psg. 550. 

(") Estendo qui in moi10 facilmente intelligibile e che sarh precisato una denominazione 
introdotta da CLEBSCH pei sistemi di equazioni a derivate parziali lineari di 1' ordine. 
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ma il metodo della dirnostrazione renderà evidente la generalità delle conclu- 
sioni, a cui esso conduce. Indicando con n il numero delle variabili indipen- 
denti, la determinazione dell'integrale generale dipende da quella di tutti gli 
integrali indipendenti di un sistema jacobiano di fi equazioni a derivate par- 
ziali lineari omogenee di 1' ordine con N f n  variabili indipendenti. In  esso 
poi le costanti arbitrarie entrano per guisa che determinandole conveniente- 
mente si possono far prendere alle funzioni incognite e alle loro derivate di 
ordine inferiore all'msimO in un punto scelto ad arbitrio del10 spazio ad n di- 
mensioni valori arbitrarî. 

Come vedremo, questi risultati possono essere utili anche per la integrazione 
di sistemi di equazioni, che non si possono immediatamente ridurre alla forma 
qui considerat,a. 

Supponiamo che una funzione g, di n variabili xi, x,, .. . x, contenga rz + 1 
parametri c,, c , , . .  . c,, rispetto a cui sia risolubile il sistema di equazioni 

-- -?Ir P o  dGr ( r = l ,  2 , . . .  n). (1) 

e la risoluzione dia 

Se questi valori delle c si sostituiscono nelle espressioni 

n(n  + equazioni della delle derivate seconde di p si ottiene un sistema di 

forma 
- A ,  -- (i, g==l ,  2 ,.. .fi), 

dxi t lxg (a> 

essendo identicamente 
A ,  = A,, 

e le A ,  funzioni di x,, x ,,.. . x,,; p,; pi,  p ,,... p,. Se per le p si intendono 
poste le espressioni (1) esse costituiscono un sistema di equazioni a derivate 
parziali di 2' ordine, a cui soddisfa y ,  e poichè i valori delle p dati dalle (1) 
rendono identiche anche le (2), le equazioni 

che si ottengono derivando queste identità e servendosi delle (1) ed (a), se non 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



44 R ic c i : Sopra alculzi sis temi di 'epucrzioni differenxiali. 

sono identità, dovranno contenere le p ed essere soddisfatte dai valori (1) di 
queste. E siccome le (2) ci dicono che almeno in un punto del10 spazio ad n 
dimensioni (x,, x,,. .. 2,) i valori di p e delle sue derivate prime sono arbi- 
trarî, mentre invece le (4), se non fossero identità, ci darebbero una O pih delle 
p in funzione delle altre e di x,, x ,,... x,, conviene concludere che f,, f, ,... 
fi. considerate come funzioni delle 2 n  + 1 ~ariabi l i  i'ndipendenti xi, x,, ... xn; 
po; p,, p z ,  ... p, soddisfanno al sistema di n equazioni lineari ed omogenee 

Siccome noi supponiamo le c indipendenti fra di loro questo sistema ammette 
dunque n+ 1 integrali indipendenti e perb esso è completo e per la sua forma 
speciale jacobiano. Cib del resto si verifica facilmente come segue. 

Posto 
il Aiy " dAi, d Aig 

(ig, l)== + 2 h i  Ah1 +pi dp; ( i , g ,  l = l ,  2 , . . . ?&)  (5) 
i d p h  

Je condizioni necessarie e sufficienti perché il sistema (a)  sia jacobiano consi- 
stono in cib che si abbia identicamente 

( i ~ i  I> =('g, '1 (i, y, Z=l, 2,... n). (b,) 
Ora ricordando che le AQ, non sono che le a,, in cui per le c si sono sosti- 
tuiti i loro valori dati dalle (2), si trova 

(ig, 

e per le (3) e (4) 

Reciprocamente se si ha un sistenia di equazioni della forma (a), dove le 
A, sono funzioni delle variabili indipendenti, di p e delle sue derivate prime 
tali che, fatte le posizioni (1), si abbiano le identità (b)  e (b,), il sistema (a), 
in cui si considerano le x e le p come indipendenti fra di loro è jacobiano. 
Esso ammette dunque rz + 1 integrali indipendenti f,, fi, ... fa, i quali egua- 
gliati ad altrettante costanti arbitrarie daranno il  sistema di equazioni (2) riso- 
lubile rispetto alle p e da cui trarreino quindi p,, p, ,... p, espresse in funzione 
di x i ,  x,, ... X I L  e delle costanti arbitrarie. Da esse si avrà pure 
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e ricordando che le f, soddisfanno alle (a), da1 confronto di queste con quelle, 
che si hanno dalle (a) facendovi f = f Q ,  

(i, g = l ,  2 , . . . a ) .  

Queste ci dicono che pi, p, ,. . . pn sono le derivate prime di una stessa fun- 
zione p, di x i ,  x,, . . . Z n ,  la quale contiene n + 1 costanti arbitrarie e soddisfa 
al sistema di equazioni (a). Le (2) ci dicono di più che si pub sempre disporre 
d i  queste costanti in guisa che Pa e le sue derivate prime prendano valori ar- 
bitrarî in un punto arbitrario dello spazio ad n dimensioni (xi, x,, ... xn). 

Se ora deriviamo la (a) rispetto ad xl e per le derivate seconde di y ,  che 
cornpariscono ne1 secondo membro, poniamo i valori dati dalle (a) stesse noi 
otteniamo 

Dunque l'essere verificate le identith (6,) importa che, come ne1 primo, anche 
ne1 secondo membro di queite equazioni si possa scambiare l'indice i coll'in- 
dice 1,  come le identith (b)  permettono di cib fare rispetto agli indici i e y 
nei secondi membri delle equazioni (a) e (c). Se le (a) e (b) non fossero identità, 
esse costituirebbero delle equazioni differenziali di 1' ordine, a cui dovrebbero 
soddisfare tutti gli integrali del sistema (a), e che sarebbero quindi da aggiun- 
gere al sistema stesso. Per questo noi chiameremo completo un sistema di equa- 
zioni della forma (a), quando i suoi secondi membri considerati come funzioni 
delle variabili indipendenti xi,  xp,.  .. Zn j p,,; p,, p,, , . . p, soddisfacciano alle 
equazioni (6) e (b,). 

Noi abbiamo dunque: 
u Se un sistema di equazioni della forma (a), i cui secondi membri conten- 

n gono oltre alle variabili indipendenti la funzione incognita e le sue derivate 
n prime, è completo, il suo integrale generale contiene .n+ 1 costanti arbitrarie, 
n di cui si pub disporre in modo che esso e le sue derivate prime preiidano 
n in un punto qualunque dello ~pazio ad ra dimensioni (xi, x,, . . . xn) valori 
n arbitrari. n 

u Di più in questo caso considerando le AQ, come funzioni delle 212 + 1 va- 
n riabili indipendenti x i ,  x ,,... X n ;  po;  pi, p ,,... pn dopo aver fatte le posi- 
n zioni (1) il sistema di equazioni (a) è jacobiano, e i suoi rz + 1 integrali in- 
n dipendenti eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie ci danno in p,, p,, ... 
n p,  l'integrale generale del sistema (a) e le sue derivate. n 
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Se nelle y le ch invece che costanti si suppongono funzioni delle x, invece 
del sistema (1) si ha l'altro 

( r = l ,  2 , . . .  n), 

il quale coincide col sistema (l), se le c soddisfanno alle equazioni 

Ne viene che, determinato l'integrale generale del sistema (a) se ne trarranno 
degli integrali singolari, se per alcune O per tutte le c ,  per esempio per c,, 
c , ,  . . . c ,  (con m r n) si porranno in y, i vnlori dati per esse in funzione delle 
x e di c,,+~, cm+2,. . . c , d d a e  equazioni 

che supponiamo risolubili rispetto a co, c ,,... c,,. 
Se i secondi membri delle equazioni (a) non contengono la fiinzione inco- 

gnita., y si ha dalle (5) 

e l'essere verificate le identità (6,) importa che non soltanto il sistema (a), ma 
anche il sistema 

( ; e l ,  2 ,  ... n), 

che ha una variabile indipendente di meno, sia jacobiano. Esso aminette sol- 
tanto n integrali indipendenti e come si è fatto ne1 caso generale si dimostra 
che questi eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie ci danno per p,, p,, . . . 
p, le derivate prime di una stessa funzione y ,  che soddisfa alle equazioni (a) e 
ne è l'integrale generale. In  questo cas0 la determinazione di questo integrale 
si riduce dunque a quella degli n integrali indipendenti del sistema (a,) e ad 
una quadratura cosi che una delle n+ 1 costanti arbitrarie riesce, come è na- 
turale, semplicemente additiva. 

Per farne poi una speciale applicazione darb ancora un cenno sull'uso di 
questo metodo per la integrazione di un sistema completo di equazioni simul- 
tanee a derivate parziali di primo ordine. Se rn é il numero delle funzioni 
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incognite rpl , g2 ,. .. g,, n quel10 delle variabili indipendenti un tale sistema è 
della forma 

dove le A:) sono funzioni delle variabili indipendenti e di yi,  ge,. . . y,. Posto 

( r = l ,  2 , , . .  m ;  s ,  t = l ,  2 ,... n), 

le condizioni necessarie e sufficienti perchè il sistema (a,) sia completo conei- 
stono in cib che, le Ar) considerate corne funzioni delle n + m variabili indi- 
pendenti x i ,  x,, . . . xn; q,, q 2 , .  . . 4, soddisfacciano al sistema di equazioni si- 
multanee a derivate parziali lineari 

f s t ,  r )  = lts, rl ( r = l , 2  ,... m ; s , t = l , 2  ,... ~ 2 ) .  (b') 
Queste stesse condizioni sono quelle necessarie e sufficienti, perchè il sistema 
di n equazioni lineari a derivate parziali con a+m variabili indipendenti 

sia jacobiano e il sistema integrale generale delle equazioni (a,) si ottiene egua- 
gliando ad altrettante costanti arbitra-rie gli m integrali indipendenti del' si- 
stema (A,) .  

Se invece di n m  equazioni simultanee, a derivate parziali di 1" ordine con 
m. funzioni incognite ed rz variabili indipendenti risolubili rispetto alle derivate 
prime di quelle, se ne hanno soltanto nrn-1 ,  che permettano di esprimeïe 

dcpi tutte le derivate, ad eccezione di una, che supporremo essere z> per questa, 

per le y e per le x, noi abbiamo un sistema di equazioni della forma (a,), in 
cui manca quella, che corrisponde ad r =  1, s= 1 e in cui posto 

le A:) saranno funzioni delle x, delle q e di A. Se questa si potrà determi- 
naro in funzione delle x e delle y, per guisa che le equazioni (b') restino sod- 
disfatte, noi potremo ridurre il sisterna (a,) alla forma (a) ed integrarlo col 
metodo dato per questo. E poiché in questa ipotesi si ha 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



48 Ri c c i : Sopra alcuni sistemi di equuxioni d i f f e ~ e w ù  li. 

le derivate essendo prese col considerare le x ,  le q ed A corne variabili indi- 
pendenti, si vede che il sisterna di equazioni (b'), a cui deve soddisfare A è 
a derivate parziali di 1" ordine e lineare. Il  nume,ro delle equazioni è poi 

e quelle delle variabili indipendenti dopo merle rese omogenee con un metodo 
noto 

p = ~ + m + l .  

Ne1 caso di m = 1 ed N = 2 è N =  1, p = 4. Vediamo cosi che la integra- 
zione delle equazioni a derivate parziali di primo ordine con due variabili in- 
djpendenti , si pub far dipendere dalla determinazione dell' integrale generale 
di una equazione lineare ed omogenea con quattro variabili indipendenti e poi 
da quella dell'integrale cornune di due equazioni pure lineari ed omogenee con 
tre variabili indipendenti. 
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Sulla teoria delle funzioni ellittiche. 

PARTE PRIMA. 

1.' 1 ndicheremo con >(x, w ) ~  J i (%,  o), >*(x, rd), .93(~, IJ) le quattro fun- 
zioni di JACOBI : 

(Fzmdamenta noua, pag. 185, equaz.'= 6), e gli indici Y, nt devono assumere 
tutti i valori numerici interi, il primo dall'unith all'infinito, il secondo da -no 

. K' 
a + O; inoltre o = z - e q = ei"". 

IL 
Si indichi col sig. DEDEKIND (*) q(w) la espressione: 

si avrà per la doppia rappresentazione di >,(x, o): 

- 
essendo i = \l- 1. 

(') Schreiben an Herrn BORCIIARDS: Ueleber die Theorie der elliptischen 2)Iotlul-Functio- 
nen. Journal fiir die Mathematik, Bd. 83. 

Annali di Matenznticn, tom0 XII. 7 
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Sia rz un numero primo, a ,  /3 due numeri interi che possono prendere i 
92 - 1 

valori 1, 2, 3 , . . .  - 3 9 ed s un numero intero da zero ad n- 1 ;  pongasi: 

saranno evidentemente Fa(@), Gp, s('.i) eguali ciascuna ad ?(w)  per n = 3, s = 0. 
Ne1 caso generale rammentando una delle relazioni contenute in una mia co- 
municazione al17Accademia delle Scienze del luglio 1858 (*), cioè la: 

n-l n-1  
- - 

r! 2 (-1) 4 , ( ~ , ~ ) ; = 4 , ( 1 i x , n ~ w ) + ~ , ( - l ) l ~ ~ ~ ~ e ~ ~ ~ - " 4 , [ n ( x + a 1 ~ r r ) , n ~ w ] +  
1 

pz w + 8 s  
e ponendo in questa x = - ed - in luogo di w, si giunge facilmente alla: 

l a  12 

Piir 

nella quale E = e " 
Posto quincli : 

&-op - f ?  
A,, = 

n-1 

si ottiene fra le funzioni Gp, s ( w )  ed F,(w) la relazione lineare: 

2." La funzione: 
KZ - 

~ ~ ( m ) = ( - l ) " i ~ ~ 3 i ( a w n ,  na )  

(') Sur diverses équafions aizalogzces a u x  equations modulai~+es dans la théorie des 
functions elliptiques. Comptes Rendus, t. 47, png. 339, formola 2. 
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la quale per f i=  3 coincide colla vl(o) del Sig. DEDEKIND, ha varie proprietà 
che passjamo a stabilire. In  primo luogo mutando l'indice a in n - a  oppure 
in n + a si hanno le: 

( w )  = - Fa (O) 

F%+d ( w )  = Fa (w) ; 

alle quali pub aggiungersi la F-,(w) = - Fa(o) .  Poi sostituendo w + 1 ad 
si ottierie la: 

e per mezzo della nota relazione: 

si deduce la: 

le qunli due ultime relazioni pel caso di n = 3 conducono alle: 

già trovate da1 sig. DEDEKIND (pag. 281). 

in hogo di O ,  e Sostituendo nella relazione (1) sopra rammentata 3 7 
ponendo in seguito nella medesima x = o n ,  si ottiene la seguente: 

n-l - 
(-1) ' 4 < ( w r ,  3 -  =>, (nwn,  3 n o ) +  

11 + 
n- l - 3& 

Y 

+&(- l )"~~'" \~  Rqea,9,[(~+3or)wx, 3 n w ) f  q - 2 d > i [ ( l z - 3 a ) ~ r ,  3nw]I. 
1 

Ora da una delle formole date da1 sig. SCHROETER nella sua dissertazione: De 
aequationibus modularibus (pag. 14, formola 7) deducesi la seguente: 

~ , ( u - u ,  W ) ~ , ( Z C + ~ V ,  3 0 ) - 4 ~ ( u - + - v ,  O ) ~ ~ ( ~ C - ~ V ,  3 0 ) = > , ( 2 ~ ,  30).9,(2v, o) 
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e supponendo in questa ti =. non ,  v = aux dopo aver posto ttw in luogo di w ,  

osservando essere : 

3, [(12 - a) o r ,  nu]  = q-(n-2a)3i(aw n ,  n u )  

3 1 [ ( 1 2 + a ) ~ ~ )  ? Z W ]  = - q - ( ~ ~ + 2 c L ) ~ i ( c ? ~ n ,  ?lu) 

qn.9i(2"1aw, 3nw)=9.,(nwn, 3 1 % ~ )  

si giunge alla: 
>,(uwi~, n ~ ) ( q ~ ' > ~ [ ( n + 3 ~ i ) ~ r r ,  3no] + 

f ~ - 2 a 5 i [ ( ~ t - 3 a ) w n ,  3 n w ] l  =!3i(nwx, 3 t ~ w ) 4 ~ ( 2 a o r ,  no) 

per la quale la. relazione superiore pub scriversi: 

Na da1 d o r e  di q(w) si ha tosto essere: 

e dimostrasi facilmente che : 

secondo che n è della forma 6 t -  1 oppure della 6t  f 1. Si avrà cos1 la re- 
lazione : 

? & -  1 e siccome moltiplicando fra loro le - funzioni Fi (o), Et,), . . . si ottiene 
. a 

dopo alcune riduzioni essere : 
(n -1) (n-3) n-3  - 

S 
I T ~  F (a) = (- 1) +) l (nu)  Y. 

ed analogamente da1 prodotto Gd,, (a), G2, s(o), . . . si ha : 

1 (y) ' ; np GS s ('") = T3 ?j (w) q -- - 
A 
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se si pongono: 

si deducono tosto le seguenti: 
- 

n-3 
(n-1) in- 3) 

n a  y& = (- 1) q 3 S p . s =  (4) 

od infine ponendo : 

si giunge nlle rimarclîevoli relazioni: 

e la  relazione superiore (3) prenderà la  forma: 

il doppio segno avendo anche in queste ultime formole il sjgnificato esposto 
sopra. 

3." L e  equazioni modulari di cui le radici sono le X, , zo,  x , , .  . . znei 
hanno quindi, per q!iestlultima equazione, la  proprietà caratteristica delle equa- 

12 + 1 
zioni Jacobiane, cioè fra le radici quadrate delle radici stesse sussistono - 

2 
relazioni lineari. Ma questa classe va distinta dalle altre sia per la specjale 
proprietà delle radici stabilita nelle rehzioni (6), quanto per quelle relative 
alle funzioni Fa (o), Ga, (u). 

Un'altra interessante proprietà delle espressioni y, fu indicata da1 prof. KLEIN 
ne1 suo pregevole lavoro: Ueber gewisse Theilwertlze der O-Function, pubbli- 
cato ne1 volume 17 (1881) dei Math. Annalen, pag. 565, deducendola da un 
noto teorema relativo alle funzioni 4. 
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Essendo, corne è noto; 

se si pone in essa: 

u.-= ZUT, u = ~ ~ u T ,  w = g ~ n ,  t=h07~ 

si deducono le relazioni: 

. yl+rnyl-înyg+hyg-h + ym+h ym-hYs+l Ys-l $ yh+l ~ h - ~ ~ ~ + m ~ ~ - m  = 0 O9 
nello sviluppo delle quali si terrà conto delle: 

Infine una condizione alla quale soddisfanno le funzioni y, si ottiene moltipli- 

( O  f; ') oorrispondenti ad s = 0, cando fra loro gli n valori della funzione r ]  - 

1, 2 , .  . . n - 1. Questo prodotto dà: 

e per esso dalla seconda delle equazioni (4) si deduce la: 

ma le sono, per la relazione (2), funzioni lineari delle quindi il primo 
membro di quest'ultima equazione sarà una forma in y,, y,,. . Y,-, dell' or- - 

2 

112 - 1 dine - 
2 

, e la forma stessa sarà eguale ad una costante. Il prodotto delle 
- 

n-1 
7 

2 
radici x,, x, ,  . . . 2,-, sarà poi per 1' equazione stessa eguale a (- 1) . fi, 
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4 . O  Posto: 

dove k è il modulo dell'integrale ellittico, la  fuuzione ~ ( r * ) )  pub esprimersi ne1 
modo seguente (*): 

Sieno x,, I,, x ,,... x,-, gli ,2+  1 valori di x corrispondenti a i  moduli lm, 
A,, . . . si avranno analogamente alla superiore le : 

per le quali dalle relazioni si ottengono le seguenti: 

A queste relazioni si giunge, corne è noto, anche ne1 modo seguente. Posto: 

la u soddisfa alla equazione differenziale del secondo ordine: 

u"+pu'+pc=O 

d 26 nella quale id=- Analogamente indicando con X una qualsivoglia delle 
d s  

x,, XO, xi ,  ...; con U il vnlore di zc corrispondente e con P, & i valori di p, 

(') Vedi DEDEKIND, Mernoria citata, Fag. 281. 
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q nei quali siasi sostituito X ad x ,  si avrà: 

Se ora si pon6: 

e si indica-con - v una qualsivoglia delle u,, u,, v,,. .. si ha dalla ( 5 ) :  
1 u=-b 
u'? 

e quindi dalle equazioni differenziali superiori si dedurranno le: 

L a  prima di queste, integrata, conduce tosto alle relazioni (11); eliminando 
la v dalle due si giunge ad una nota equazione differenziale del terzo ordice 
non lineare fra X ed x,  ed infine essendo: 

si avrà dalla seconda pel valore di Q: 

il quale valore di X sostituito nella precedente relazione darà per la deter- 
minazione di v una equazione differenziale del terzo ordine non lineare. 

5." Se la relazione (1) si deriva rispetto ad x e ponesi quindi nella me- 
o + S s  

desima x = O ed - in luogo di o, si ottiene la: 
12 

n-1 "-1 - u? 
2 - 

2 
+ (  1) 2 .  x. (- l)bi4s'zqn [?i3'i(aw~, nu)  + 2ai9,(awn, no)] 

1 
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cssendo 9',(O, nu), . 9 ' l ( ~ u x ,  f ia)  i valori della derivatn di .9,(x, nu) rispetto 
ad x nella qude  sia sostituito ad z 10 zero oppure sur. Ora: 

si avrh percib dalla equnzione superiore: 

la  quale dimostra che non solo le v,, u,, v , , .  .. va-i in causa della, relazione (7) 
12 + 1 sono legate fra loro da - relazioni lineari, ma sussistere altresi la stessa 

2 
proprieth per le v z ,  v : ,  V: ,.,. (*). 

6.' 1 coefficienti delle equazioni modulari di cui Ie radici sono le zm, zo, 
x , , .  . . z,-, sono numerici oppure funxioni di x. Il sig. KLEIN in una lettera a 
me diretta e pubblicata nei Rendiconti dell'Istituto Lombardo ed il sig. KIEPERT 
nella sua Mernoria : Zur T r a m  fornzationstheorie der elliptischen Functionen (**) 
hanno stabilito alcuni criterî per la determinazione di quei coefficienti che rias- 
sumiamo brevemente. . 

Se n ~ 5  (mod. 12) i coefficienti delIa equazione modulare sono numerici 
P - 
3 

oppurc eguali a c x  essendo c numerico e (r un nuniero intero. 
Se n= 7 (mod. 12) i coefficienti stessi sono numerici oppure eguali a 

Y - 
2 c(1-x) essendo Y intero. 

Se lz 11 (mod. 12) quei coefficienti sono numerici oppure eguali a 
P Y - - 
3 

c x  (1 - z)' potendo essere p oppure u anche eguali a zero. 
Se infine n ~ l  (mod. 12) i coefficienti sono numeri O funzioni di x e di 1 -x. 
Indicando con a,, a,, a,,. .. a ,,... a,+, quei coefficienti si ha che: 
Se n = 5 (mod. 12) sono numerici tutti i coefficienti a, pei quali r = O 

(') Vedi la mia Nota: Sopra una classe d i  equazioni modulari. Annali d i  Matematic?, 
t. 9, pag. 167. 

(") Sulle equaziom' del moltipticatore. Seduta del 2 gennajo, 1879 ed anche Math. An- 
nale~,  Bd. 15, pag. 86. Journal für die Mathematik, Bd. 87, pag. 199. 

Anr~aZi di iîfotemniirn, toino XII. 8 
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P - 

(mod. 3); sono eguali a c x 3  i cooffiaienii a ,  pei quali r +p=O (rnod. 3) per 
r>4, sono nulli gli altri. 

Se  n E 7 (mod. 12) sono numerici tutti i coefficienti a, pei quali r E O 
Y - 

(rnod. 2); eguali a c ( l  - z)' quelli pei quali r + u - O (mod. 2) yer r > 6 ,  
nulla gli altri. 

Se n = 11 (rnod. 12) numerici i coeflicienti a, pei quali r = O (rnod. 6), ed 
Er - 1 . - 
3 

eguali a cx (1 -z)' quelli -che danno r + aii f 9u-0 (mod. 6) per r>7; 
gli altri nulli. 

Se infine rt=l (rnod. 12) non esiate alcun coefficiente nullo. 
Applicando questi criterî ai  casi di rc= 5, 7, 11 si ha tosto che indicando 

con s; la somma delle potenze erresime delle radici x,, x, ,  x, ,... qono per: 

essendo le c coefficienti numerici. 
Richiamando ora le relazioni (6) si otterranno le seguenti: 
Per rt=5: 

6 
(Kz ya)' + 2s (ap EB, s)6 = c c e - -  

5 2  

i - 12 
(Ha ya)1° 4- Z]s(lTp 5j3, S)I0  = C X  C S -  

54 

per 12=7: 
4 

(na yay + Es (np Sp, s)" c C = Y  
e cosi per le potenze 4" e 6'; jnoltre 

i 24 (3  
( ~ a ~ a ) ~ - ~ s ( ~ 5 ~ , ~ ) ? = ~ ( 1 - ~ ) "  cs-  7 6 
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e per n = l 1 :  

alle quali relazioni devono aggiungersi le (8) (10). 

PARTE SECONDA. 

1." Considereremo in qiiesta seconda parte in modo speciale i tre casi 
n = 5 ,  7, 11, e porremo: 

cioè : 
v=y,y,per12==5; ve=-y ,y ,y ,pe rn=7 ;  

. v4=y4y2y3y4ys per rzL-11. 

Supponendo f i  = 5 si ha : 

e quindi dalla prima delle' (12) si ottiene la: 

yiy2(y:O-yI- 11 yiyi)= 1, 
e dalla seconda la: 

1 

(y i  - yiO)e + 228 y: yi(yy - y;) $ 496 ypy; = 12 xT. 

Eliminando da qiieste y?- yaO e ponendo v in luogo di y,y,, si giunge alla 
equazione modulare : 

la quale pub presentarsi sotto l 'ma  O l'altra delle forme seguenti: 
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Derivando la prima delle equazioni superiori rispetto a v si ha: 

e quindi per le stesse (1 ) :  

Derivando logaritrnicamente questa equazione si lia tosto: 

4 - 7 2  essendo p = + . Derivando nuovamente quest'ultima equazione ed ag- 
X( 1 -x) 

giungendo allx derivata I'equazione siessa moltiplicata per 2p  si ottiene la: 

II b 
Ora se si pone q = i n  cui m è un coefficiente numerico a determi- 

x(1- X) 

nzlrsi , le (2) (3) danno : 
P g = - 36 w-v'~ 

@ fi 

e per la (4): 
Q q' + 2 ~ / r = -  72nz-v'" 

~3 K 

si avrà in conseguenaa: 

la quale s h m a t a  alla superiore conduce alla nota equazione differenziale lineare 
del terzo ordine: 

v r f t $ 3 2 , ~ ~ " f  (p'f 2pZf 4q)df 2(pr$2pq)v-0 
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allorquando sia : 

Le funzioni y,, y, sono quiridi in questo caso integrali fondamentali della 
equazione differenziale ipergeometrica del secondo ordine: 

Sviluppando la equazione differenziale superiore in v si ha: 

Queste due equazioni differenziali appartengono alla specie considerata recen- 
temente da1 sig. GOURSAT nelIa sua Memoria: Sur les fonctions hypergéonzd- 
triques d'ordre supérieur (*). QuesttAutore presenta la equazione differenziale 
ipergeometrica del terzo ordine sotto la forma: 

ora se y = v  si hanno tosto i valori: 

e siccome: 
a:,=$(u,+a,), b,=2b,-1 

sarà y O v eguale al prodotto di due funzioni ipergeometriche del secondo 
ordine, corne si è trovato sopra. Nell'altro caso, cioè se y =  I l  si hanno: 

(') Annales de l'École normale Sopérieiire. Aoiît 1883. 
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e si avrà per uno degli integrali fondamentali la funzione ipergeometrica del 
terzo ordine : 

in cui il simbolo ( a b ) = a ( a + l ) ( a + 2 ) ~ . . ( a + b - 1 )  ed ( a O ) = l .  
2." Yassiamo al secondo oaso in cui n-7. In primo luogo la r elazion 

(8) della Parte l.a nella quale pongasi h = O Z- m = g dà, avuto riguardo 
alle susseguenti condizioni (9) la : 

e supponendo 1 = 3, m = 2 quindi g = 1, si ha la forma. ternaria del quarto 
ordine : 

y:y4+ y :y i+  y;y2=0 (5) 

essendosi posto - y4 in luogo di y, .  Dalle (6) si hanno le: - 
V z m - - 7 y i y , y 4  d x s = - 7 5 ~ s i , s 5 3 ,  

e si ottiene tosto: 

si avrà cosi per la prima delle (13) 

ma il primo rnembro di questa equazione è l'hessiano della forma ternaria (5), 
qui.ndi le y , ,  y2, y4 funzioni di ~j O di x che annullano quella forma ternaria 
rendono l'hessiano della medesima costante. 

Rammentando le (1) si avrà in questo cas0 y , y , y4=v2  e quindi: 

r*=y2y:+y4y:+y4y;=5v4-1- 
Pongasi : 

a= ypy4, b = y : y , ,  c =  y f y *  

la (5 )  darà la a + b + c = 0 e le superiori le: . 

abc=u;  b c c " + c u ~ a b ~ ~ v 4 ( 5 u 4 - 1 ) .  
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Suppongasi: 
16 - 

b c + c a + a b = 3 b v 3  

essendo t una funzione indeterminata di v ;  si avranno le: 

nelle quali 8 = V I +  4 P ed o una radice cubica immaginaria dell' unità. Da 
. . 

questi valori si .ha tosto che: 

t e 2 + c a 2 + a b 2 = - + u 8 / 1 + ( w E - w ) $ ]  . 

e da questa deducesi il valore di t e quindi quel10 di: 

posto: P= 72 - us- 13 u4 $ 1 .  Analogamente trovasi essere : 

le quali due ultime danno le: 
2 

2 i 

Ora il primo membro della seconda delle equazioni (13) (La Parte) si pub 
esprimere in funzione delle p ,  Y, V ,  e l'equazione stessa pub scriversi corne 
segue : 

nella quale sostituendo per p ,  u i loro valori in v si giunge alla equazione 
modulare : 
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alla quale pub anche darsi la forma: 

essendo : 

Le yi, y , ,  y, possono considerarsi siccorrie funzioni di v ,  ed in queeto caso 
dlog ?{a ponendo zc,=-,.-- ,  dalle y , ~ ~ y , = ~ ~ ,  a + b + c = O  si hanno le: 

d u  

ti + t2 S €4 = 0 

t;(b + 3 c )  + t 2 ( c $ 3 a ) +  t 4 ( a + 3 b ) = 0  
essendosi posto : 

Dalle due superiori indicando con p una indeterminata si hanno le: 

p t , = 5 b + c ,  p t , = 5 c + a ,  ' pt4=5a+b  
e quindi: 

i quali valori sostituiti nella derivata rispetto a v della: 

bct+ ca2 + ab2= u4(5v4- 1 )  
conducono alla : 

21 A 2. 
P"--  4 v3 Pz. 

Determinati cos1 i valori di ui, u2, u4 in funzioni di v ,  si ottiene con breve 
calcolazione la equazione differenziale lineare del terzo ordine di cui le y,, 
y,, y, sono integrali fondamentali; essa è la seguente: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Brios c h i: Sul lu  teoria delle funxioni ellittiche. 65 

nella quale: 

le P, &, B essendo le tre funzioni di v sopra indicate. 
Questa equazione differenziale si pub facilmente trasformare mediante le re- 

lazioni (6) (7) fra x e v. Infatti dalla (7) si ha: 

e quindi per le stesse (6) (7): 
e i 

d x  --- x" (1 - x)" 
du - 2 

"3 p3 

da cui: 

L'equazione differenziale trasformata potrà quindi porsi sotto la  format 

equazione differenziale ipergeometrica del terzo ordine, nella quale: 

Infine la stessa equazione (8) conduce mediante il procedimento indicato ne1 
precedente paragrafo alla equazione differenziale lineare del quarto ordine: 

3 - 1 9  
l ( 2 7 . 4 0 9 9 ~ - 2 . 3 9 7 7 9 ) ~ ' - m  + 3 8 . 4 0 . 7 5  

v = o  

Annuli di  Matematica, tom0 XII. 9 
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\ 

--- 

alla quale fa riscontro l'altra che si ottiene ponendo ,U = v3, ossia la: 

3." 11 caso di ra = I l  prcsenta mnggiori difficoltà per le molte relazioni 
esiste~ti fra le funzioni y,. Esso fu considerato da1 sig. KLEIN nella sua Me- 
moria: Ueber die Tvansformation elfter Ordnung der elliptischen Functionen, 
pubblkata ne1 vol. 15 dei Mathematische Annalen, ma in modo incompleto. 
Percib salvo le dieci relazioni seguenti fra le y,, i risultati che qui si otten- 
gono sono affatto nuovi. 

Scrivendo - y9 in luogo di y, le dieci relazioni che si deducono dalla (8) 
della Parte lma, sono le seguenti: 

y;yr+y4ys+y;ys=o yiy4y3-yey5yc-y;yiy3=O 
y:y;+y;y3+y;y9==0 y:y5yl-y31/9~/s-y;y4~i=O 

y:y3+y;y4+~5yi=O ~ ~ ~ ~ ~ ~ - Y ~ Y I Y ~ - Y ~ z / ~ Y ~ = O  (9) 

y;y4+y;y1+y1y3=0 y;y9y4-y:y32/9-yP3y5y4-0 

Noteremo dapprima che le relazioni (6) della Parte 1.8, ossia le: 

danno per le stiperiori (9): 

+ I I *  y , y 4 y g y 5 y , + ~ 8 ~ 1 + ~ 4 s c 9 + ~ 9 5 ~ 3 + ~ 5 s ~ 4 + ~ 3 s ~ 5 +  

+ c ' O S  y, + E 7 s  y9 + E B s  y 3  + E~~ y4 + cBSy5 

essendo : 

ed i valori di cd, y,; cs, y9; CS, ys; CS, y3 si otterranno da quelli di ci ,  7, mol- 
tiplicando 'gli indici delle y ~ ,  94,. *. per 4, 9, 5, 3 (mod. 11). 

In  secondo luogo la prima delle relazioni (14 Parte 1.9 conduce alla: 
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e siccome questa funzione f e le altre della stessa specie che considereremo 
in seguito hanno la  proprietà che il secondo, terzo ... termine si possono de- 
durre da1 primo molt~iplicando ne1 medesimo gli indici delle y per 4, 9, 5, 3 
(mod. I l ) ,  si potranno rappresentare col solo primo termine e scrivere, per 
esempio : 

f= (y:y3)= 1.. (10) 

Cib posto si osservi che dalle relazioni (9) si deducono le seguenti: 

essendo : 
l =  y t Y 4 9 Y 5 Y 3  

ed inoltre, come 10 dimostrano tosto le relazioni (9), saranno: 

Alle forme IC, 1 degli ordini 3' e 5", aggiungiamo ora le tre seguenti degli 
ordini 4", Go,  II0 e cioè: 

m=(yly,y9), ~ = = ( Y : Y : Y ~ ) ,  P=(Y:~ (1 2) 

notiamo the fia queste &que forme sussistono le tre relazioni che seguono: 

rn2n+22l~nt-llfln+2f31=0 

11n2-4m3-4flm-2fln=O (1 3) 

lp+441%+rn4-6 flme-6f"12=0. 

La prima di esse dà: 

il qua.1 valore di n sostituito nella seconda conduce alla equazione del quinto 
grado in m: 

m5-21flm3+88f ~ r n - l ( i i ~ l ~ + f ~ ) = ~  (14) 

e per queste due la terza diventa: 
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Ne segue ohe le tre forme ml n,  p saranno date da tre equazioni del quinto 
grado di cui i coefficienti sono funzioni delle f i  1 ,  O della sola 1 essendo f = 1. 

4 

Ora il valore di xT dato dalla seconda delle formole (14 Parte 1.") si pub 
esprimere, per le rela,zioni (9), col mezzo delle Cinque forme superiori ne1 
modo seguente : 

trascurando un fattore f3 perchè eguale all'unità. Da questa, per le relazioni (13) 
e per le altre che da esse si ponno dedurre, si giunge alla: 

e sostituendo in queste i valori di f i ,  p trovati sopra si otterramo le: 

i - 
percib tanto x", quanto dx - 1 , soddisferanno ciascuna, analogamente alle tre 
forme m, n,  pJ  una equazione del quinto grado i coefficienti della quale sono 
funzioni di 1. Queste due ultime equazioni sono evidentemente due forme di- 
verse della equazione modulare del dodicesimo grado. 

2 8  
4." Sostituendo nella (14) per f, 2 i loro valori f= 1 ,  1 = -- -2 9 e po- 

11 
t s  nendo .m = - , la equazione stessa diventa: 
11 

t5+21t3+88t-Z=O 

essendo : 
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- - - -  

e le (15) prendono la forma: 

( t " + 1 1 ) p x = 2 ~ 3 t 4 + 8 8 3 t 2 - ( ~ 6 - ~ l ) t - 3 2 8 3  

(t"11)8 =14xV4+(x~l)t3+56~3t~2((x6+ll~23)t+5d~3 

essendosi posto per brevit à : 

Da queste, osservando essere : 

si dedurranno le seguenti: 

le quali moltiplicate per la prima delle (17)  danno: 

- ( t 2 + l l ) p 2 x " 9 8 x 6 t 4 $ 1 5 x 3 ( x 6 - 3 ) t 3 +  304x6t"6x3(13z~+937) t -  

-(xi'- 1238z6 $3 
- ( t z +  1 1 ) ~ 8 z = 6 . 1 1 ~ - . z ~ t ~ +  15.11-z3(z6-7)ts+(zi2+178.11.z6- l l ) t z +  

+ 2 . 1 1 . ~ ~ ( 4 3 ~ ~ + 2 0 4 7 ) t -  l l ( ~ ' ~ - I 3 4 6 ~ ~ +  2 3 - 1 1 ) .  

Se ora per mezzo delle (17) e di queste ultime si forma la espressione: 

( t 2 + 1 1 ) [ 1 1 a p x 4 +  I lb8x3$  1 l cpe . z2+dpSx]  

nella quale a ,  b ,  c l  d sono quattro indeterminate, trovasi tosto che suppo- 
nendo a = 40, b = - 15, c = - 2 ,  d = 1 ,  il secondo membro riducesi alla 
espressione : 

- ( t e + 1 1 ) ( ~ 1 Z + 9 0 ~ 1 1 ~ ~ 6 - 1 1 )  

si avrà cos1 la equazione modulare del dodicesimo grado: 

~ ~ ~ + 9 0 ~ 1 1 ~ ~ ~ + 4 0 ~ 1 1 ~ ~ z ~ - 1 5 ~ 1 1 ~ d ~ ~ - Z ~ 1 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~ $ ~ ~ ~ - 1 1 = : O  

nella forma già nota pei lavori di KLEIN e di KIEPERT. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 Br iosc h i  : Szclla teoritr delle funzioni ellittiche. 

5." Indicando con F(t)  il primo membro della equazione (16) si ha: 

F'(t)=(5tg+8)(t9+ 11) 

e la: 

per la quale, derivando rispetto a z la prima delle equazioni (19), dopo alcune 
riduaioni, si'ottiene la seguente: 

e quindi rammentando la seconda delle (17) si giungerà alla importante re- 
lazione : 

2 

nella qua,le y= 11. 1 6 \ 1 3 . x T ~ ~ ;  od alla: 

essendosi posto : 
- 

fo = dz, t,=-(5t2+8)2'\IX 

e la espressione tf sarà quindi, corne la ti, radice di una eqiiazione modulare 
Jacobiana del dodicesirno grado. 

Per  mezzo della successiva derivazione rispetto ad x si giungerh cos1 a de- 
terminare in funzione di t e di z, le sei espre~sioni $, tl, ti, ... ti, le quali 
tutte hanno la proprietà indicata. Queste espressioni possono tutte essere poste 
sotto una stessa forma, cioè la seguente: 

nella quale a ,  6, ... f sono coefficienti numerici; ma per giungere ad esse sema 
gravi difficoltà di calcolazione importa premettere alcune osservazioni sui valori 
sopra esposti di p ,  d', p" p8. 

Indicando con Y(t)  la espressione: 
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pusto r = z 6  + ~ i g  ed i valori di p, 8 ponno esprimersi ne1 seguente modo: 

- ~ ~ ~ p = 6 0 ~ t ~ ( t ) + ( 6 1 t ~ + 3 6 8 ~ + 3 5 2 ) ~ ~  r 

Se ora si osservi che per le (20)  (21) si ha: 

si otterrh tosto da1 valore di t, che: 

d f i  8 5  ((a y- =6o--tv(t)+3(5t'+s)'zqs 
d x  r 

e pel valore precedente di p :  

posto : 
t,=(7t4-64t2-8O)x"Jn. 

Cos1 essendo : 

8 6  ((Z d t o  - g - = 2 4 - t ( 7 t 2 - 3 2 ) ~ ( t ) + 5 ( 5 t e + 8 ) ( 7 t 4 - 6 4 t g - ~ ~ ) z s ~ ~  
da. r 

si ha pei valori superiori di p, 8, la: 

1 va,lori di pz, e di p b  necessari nella ricerca delle ultime due esprcssioni t 4 >  

t5 si ottengono facilmente da quelli di p, 8 osservando essere: 
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Cosi si avrh la relazione: 

essendo : 

e col10 stesso procedimento si determinerh il valore di t,. Derivata nuova- 
mente quest'ultima funzione rispetto ad x si otterrà pel suo valore una espres- 
sione lineare delle t,, t,,.. . i coeficienti della quale saranno funzioni di p, 8. 

L a  eliminazione delle cinqlie funzioni t , ,  t,, ... t,  darà infine per t,, O per vg 
una equazione differenziale lineare del sesto oidine, analoga a quelle che ab- 
biamo determinate nei due casi precedenti. 
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Le involuzioni di 3" e 4" classe. 

(Mernoria del dott. MARTINETTI VITTORIO, a Pisa.) 

figurazione dei punti fondamentali e la costruzione di tutte le involuzioni di 
JOKQUIÈRES, e di quelle di la e 2" classe. Seguendo la stessa via, tenuta da1 
sig. BERTINI, pervenni a trovare la configurazione dei punti fondamentali e la 
costruzione delle involuzioni di 3a e 4a classe. 

Ometterido la discussione, che mi condusse a stabilire quali sistemi di curve 
R diano luogo ad involuzioni di 3" e 4" classe, mi limito qui ad esporre i 
soli risultati finali ai  quali sono giunto, ed in questa esposizione mi atterrb in- 
teramente al modo di classificazione ed alle notazioni adottate da1 sig. BERTINI 
ne1 citato lavoro. 

Involuzioni di 3" classe. 

Nelle involuzioni di 3" classe le curve 61 relative ai varî punti del piano 
sono di 7" ordine ed hanno 6 intersezioni variabjli. 

1. la Specie. Chiameremo di la specie le involuzioni di 3a classe per lc 
quali le curve !2 sono: 

(1; 2 3 . . .  I5I7. 

Tali involuzioni sono di <JONQU[ÈRES, e cioè: 

la In~oluzione : Involuzione di 8" ordine, 
2a Involuzione: Involuzione di 7' ordine, 
3' Involuzione: Involuzione di 6" ordine, 

considerate ne1 citato lavoro da1 sig. BERTINI, rispettivamente ai n.' 26, 22, 18. 

(*) BERTINI: Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie II, vol. 16, fasc. 11-111. 

A w a l i  di Matcmatica, tom0 XII. 10 
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74 Mar tine t t i :  Le invo~uxz'oni d i  3 a  e 4 a  classe, 

2. 2a S'ecie. Diremo di 2a specie quelle involuzioni di 3' classe nelle 
quali le curve 61 sono: 

(1; 22 3 q 2  je 62 7  8 9  10 I l ) ,  . 
1 punti 1, 2,. . . 11 devono essere disposti in modo, che i gruppi di sci 

punti : 

1 2  3 4 O 11; 1 ,  2, 3, 5, 9, 11; 3 ,  2, 3, 6, 9, 10; 
1 7 2 7 4 1 5 7 8 7 1 1 ' ;  1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 1 0 ;  

1 , 2 , 5 , 6 , 8 , 9 ;  1 7 3 , 4 , 5 7 7 7 1 1 ;  1 , 3 , 4 , 6 , 7 , 1 0 ;  

l , 3 , 5 , 6 , 7 , 9 ;  1 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ,  

siano sopra altrettante coniche. Queste condizioni (non tutte indipendenti) sono 
necessarie per l'esistenza delle involuzioni di 2' specie, le quali si possono 
effcttivamente costruire con due dei cinque fasci di cubiche: 

(le 2 3 4  5 Il),, (lZ 2 3  4  6 IO),, (12 2 3 5 6  9),, (1" 4 5  6 8), 

( 1 9  4 5 6  7),. 

3. Involuxione 1. L'involuzione più generale della 2" specie b di 10' or- 
dine e nasce dalla. detta costruzione non imporienrlo ulteriori condizioni ai 
punti 1 , 2 ,  3,. .. 11. Essa possiede: 

un punto settuplo . . . . . 1 ,  

cinque puiiti tripli . . . . . 2, 3, 4, 5, 6, 

cinque punti seniplici . . . 7, 8, 9, 10, 11, 

In cuwa punteggiata unita è: 

r = ( 1 3 Z 3 4 5 6 ) 4 7  

e la Jwobiana della involuzione è: 

I= (15 22 32 qf 5: 62 '7 8 9 10 Il); (12 2 3,4 5 6  7); (lf 2 3 4  5  G 8)f,.  . 
(1 2); (1 3); (1 4); (1 5)p (1 6);'. 

Da  questa involuzione si ottengono con successivi allineamenti le altre della 
stessa specie, cioé: 

4. Iwoluxione II. Per  l'alli~ieamento dei punti 1, G ,  11 si ha una invo- 
luzione di 9" ordine con: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



7 6 M a r t i r l e t t i :  Le involurio~i di 3" e 4" classe. 

7. 3" Speeie. Si diranno di 3"pecie quelle involuzioni di 3" classe per 
le quali le curve 12 sono: 

I punti 1 2. .. 11 devono essere sopra iinn medeaima cubica, perb non in 
modo arbitrario, ma tale che le quintiche del fascio (12 2 q 2  4e 5 6 7 8 9 10 1 l), 
non siano in generale spezzate (per cui uno dei punti è determinato dalla po- 
sizione degli altri). Questo fascio e quel10 di coniche (1 2 3 4), danno la costru- 
zione delle involuzioni di 3" specie. 

8. Involuxione I. L'involuzione più generale di questa specie è del 15" 
ordine con: 

quattro p n t i  settupli . . . 1, 2, 3, 4, 

sette punti doppi . . . . . 5 ,  6,. . . 11, 
ed é: 

r = ( 1 4  z4 34 4'5 6. . .  

9. Involuxione II. Poniamo 3, 4, 11 in linea retta; si ha una iilvoluzione 
di 14" ordine con: 

due punti settupli . . . 1, 2, 

due punti sestuplj . . . 3, 4, 

sei punti doppi. . . . . 5, 6 ,... 10, 

uno semplice . . . . , . 11, 

10. Involuzione 1111. Coi due allineamenti 3, 4, 11; 1, 2, 11 si ha una 
involuaione di 13" ordine che possiede : 

quattro punti sestupli . . . 1, 2, 3, 4, 

sei punti doppi . . . . . . 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

un punto unito . . . , . , 11, 
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Involuxione IV. Un'altra involuzione di 13' ordine nasce pei due d i -  
neameati 2, 4, 10; 3, 4, 11. Si hanno cosi: 

un punto settuplo . . . .  1, 

due punti sestupli . . . .  2, 3, 

. . .  un punto quintupIo 4, 

cinque punti doppi . . .  5, 6, 7, 8, 9, 

due semplici . . . . . . .  10, 11, 

11. Involuxione V. Nella involuzione III poniamo i piinti 2, 4, 10 in linea 
retta (ovvero nella IV i punti 1, 2, 11) e scambiamo le indicazioui dei punti 
2 e 3, onde si hanno i tre allineamenti 1, 3, 11 ; 2, 4, 11 ; 3, 4, 10; e avremo 
una involuzione di 12' ordine con: 

due punti sestupli . . . .  1, 2, 

due punti qujntupli . . .  3, 4, 

. . . . . . .  cinque doppi 5, 6 ,... 9, 

uno semplice . . . . . .  1% 

ed uno unito . . . . . .  1 4  
e si ha: 

r=(132~ 3242 5 . . .  9 ) 4  

. ... 1= (13 23 3° 43 5.. 10); (13 23 33 42 5 . .  102 il2 23 3e 5 9); (13 33 42 3 ...9): 

(1 2 3 4 5);. .. (1 2)P. 

Invo2uxiotte VJ. Nella involuzione IV poniamo 1, 4, 9 in lima retta. L'in- 
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78 Mnr t ine t t i :  L e  2~tvoZuzioni d i  3" e 4" classe. 

voluzioile diverrà del 12" ordine, ed avrà: 

tre punti sestupli. . . . .  1, 2, 3, 
un punto quadruplo . . .  4, 
quattro punti doppi . . .  5, 6, 7, 8, 

tre semplici . . . . . . .  9, 10, 11, 

r = (13 S~ 33 4 5 . . .  s)~,  

Itwoluxione W I .  Un'altra involuzione di 12" ordine si ha situando nella 
I V  i punti 2, 3, 9 in linea retta. Esss possiede: 

un punto settuplo . . . .  1, 
tre punti quintupli . . .  2, 3, 4, 

. . .  quattro punti doppi 5, 6, 7, 8, 
. . . . . . .  tre semplici 9, 10, 11, 

12. Involuxione 'VIII. Ponendo 2, 3, 9 in linea retta nell'involuzioiie VI 
(ovvero 1, 4, 9 nella VII) e scambiando poi le indicazioni dei punti 9, 11 si 
ottengono i quattro allineamenti 1, 4, 11; 2, 4, 10;  3, 4, 9; 2, 3, 11. L'ili- 
voluzione è dell'l1° ordiiîe con: 

un punto sestuplo . . . .  1,  
due punti quintupli . . .  2, 3, 

. . .  un punto quadruplo 4, 

quattro punti doppi . . .  5, 6, 7, 8, 

due punti semplici . . . .  9, 10, 

ed uno unito . . . . . . .  I l ,  
r=(13223z 4 5 6 7 8);, 

1 = ( 1 3 2 3  42 5 . . .  9 10);(l3 22 3242 5... 8 9) i (13223242 5... 8 10); 

(12223245, , ,8)~(12345)5, (1234.6)~, . . (12)~(13) f .  
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M a r t i n e t  t i :  L e  involuaioîai d i  3" e  4a clnsse. ?9 

Questa involuzione si ottiene anche dalla V, prendendo in lineiz retta i punti 
1; 4,  9 e scambiando rispettivamente fra loro le denominazioni dei punti 2, 3 ;  1, 3. 

I?zvoluxione lx. Una seconda irivoluzione di 11" ordine nascc? dalla V 
prendendo iri linea retta i punti 1, 2, 10. Essa avrà: 

quattro punti quintupli . . .  1,  2,  3, 4 ,  

. . . . .  Cinque punti  doppi 5, 67 77 87 9 ,  
. . . . . . . . . . .  due uniti 10, 11, 

13.  Involuxione X. Se nella involuzione VI11 si collocano i puiiti 1, 3, 10 
in linea retta si ottiene una involiizione di 10" ordine la quale ha:  

. . .  due punti quintupli 1,  2, 

due quadrupli . . . . . .  37 4 ,  

quattro doppi . . . . . .  57 6, 77 '1 

. . .  un punto sernplice 9, 

e due uniti . . . . . . .  10, 11, 

r = ( I V  3 4 5 .  .. qd, 
I = ( 1 Z 2 3 3 2 4 ' 5 , . .  9 )a (1322324"5 . . .  9 ) z ( 1 2 2 2 3 4 2 5 . . .  8 ) 4 ( 1 2 2 2 3 2 4 3 . . .  8): 

(1 a 3 4 5) 5 . , .  (1 2);. 

14. Iizsoluxione XI. Se nella precedente si collocano 1, 2 ,  9 in lirlea retta, 
onde i punti 9,  IO, 11 sono diagonali del quadrangolo 1 2 3 4 otteriinmo una 
involuzione di 9" oïdine con: 

quattro punti quadrupli . . .  1 ,  2, 3,  4 ,  

quattïo punti doppi . . . . .  5, 67 7, 8, 

tre punti uniti . . . . . . . .  9, 10, 11, 
ed è: 
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8 O Mart inet  ti: Le iizuo1zcxion.i di 3" e 4" c h s e .  

15. 4~ SpccC". Quelle inroluzioni nelle quali le curve Q sono 

. verranno dette di 4" specie. 1 punti 1., 2,.. 9 devono essere punti base di 
. un fascio di cubicho. L e  quartiche della rete (12 2% 3 4.. 8), sono unite e ser- 

von0 quindi a costruiïe tutte le involuzioni di questa specie. 
16. lituoluxione T. Se i punti 1, 2, ... 9 non sono soggetti ad alcun altra 

condizione, a.l17infuori d7esser punti base di un fnscio di cubiche, allora la detta 
costruzione conduce ad una involuzione di 14" ordinc con: 

due punti settupli . . . .  1, 2, 

sei punti quxdiiipli . . .  3, 4, 5, 6, 7, 8, 

un puiito semplice . . .  9, 
ed 6 :  

r= (1~2~  s2 4~ s ~ ) ~ ,  

17. Iwcolrcxio~ze II. Ponendo nella precedente in linea retta i punti 1, 2, 9, 
si ha una involuzione di 13" ordine, clie possiede: 

due punti sestupli . . . .  1, 2, 

sei punti quadrupli . . .  3, 4, 5 ,  6, 7, 8, 

. . . . .  un punto unito 9, 

Invohzimze III. Un'altra involuzione di 13' ordine nasee dalla 1 per 
19allineamento 2, 7, 8. Si  hanno allora: 

un punto settuplo . . . . . .  1, 
un punto sestuplo . . . . . .  2, 

. . .  quattro punti quadrupli 3, 4, 5, 6, 
due tripli . . . . . . . . . . .  7, 8, 

. . . . . . . . .  uno semplice 9 , 
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18. Involmione IV. Col nuovo allineamento 2, 5, G dalla III si ottienc 
una involuzione di 12" ordine con: 

un punto settuplo . . . . 17 
un punto quintuplo . . . 2, 
due punti quadrupli . . . 3, 4, 

quattro punti tripli . . . 5, 6, 7, 8, 
un punto semplice . . . . 9. 

E sarà: 
r = (14 2 q 2  42 3 6 7 8)c, 

I= (14 23 32 4P 5P T2 82 9); (13 22 3 q 4 '  5 6 7 8 9); (1° 2 g 2  4 5 ô 7 8); 

(12 2 2 3 4 P 5  6 7 8):(122 3 4 5 78),5(1223 4 6  7 8),C(12 2 3  4 5 6 7); 
( l e  2 3 4 5  6 Sji(1 2);. 

Ifivoluxione V. Poriiarno nella III 1, 6, 8 in linea retta; si ha una invo- 
luzione di 12" ordine che possiede: 

due punti sestupli. . . . 1, 2, 
trc punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 
due punti tripli . . . . . 6, 7, 
un puuto doppio . . . . 8, 
uno semplice . . . . . . 9, 

r = (13 23 3? 42 5e 6 71û, 
I= (13 Z3 3e 4 2  52 6 7? S 9); (13 e3 n2 4" 5' 6' 7 8 9); (1' 2' 32 4 5 G 7 8,):. . . 

(1 2 Z 3  4 5 6 7)3(12 2 4 5 6 77!5(1 2 3 4 5$(1 2);. 
. Inuoluxione VI. Una terza involuzione di 12' ordine si ha pei duc d i -  

neamenti 1, 2, 9;  2, 7, 8, essa possiede: 
un punto sestuplo . . . . . . 1, 
un punto quintupla . . . . . 2, 
quattro punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6, 
due punti tripli . . . . . . . 7, 87 
uno unito. . . . . . . . . . . 9, 

Annali di Matemnti~n, tomo XII. 
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6 S M a r  t h e  t t i  : Le iwvoluzione' de' 6 e 4 a  dusse. 

19. Involz&one VII. Nell'involuzioiie IV prendianio in linecl retta i punti 
2, 3, 4. L'involuzione che si ottiene è dell ' l l"  ordine con: 

un punto settuplo . . . . 17 
un punto quadrupla . . . 2, 
sei punti tripli . . . . . . 3, 4, 5, 6, 7 ,  8, 
uno semplice . . . . . . . 9, 

r = ( ~ ~ x ~ j r > ~ q , ,  
I= (14 z3 3 2  4% 62 7"2 9); (13 2 3 4 5 6 7 8 9); (12 2 3 5 6 7 8): (li 2 4 5 G 7 8); 

( l Z 2  3 4  5 7 8)53(122 3 4 6 7 8)3(12 2 3 4 5  6 7)75(122 3 4 5 6 8)83(1 2);. 

Involuxione TIIL U d a l t r a  involuzione di 11' ordine nasce dalla I V  per 
l'allineamento 1, 2, 9 (û dalla VI per l'allineamento 2, 5, 6). Avremo CO&: 

un p n t o  sestuplo . . . . 1, 
tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4, 
quattro punti tripli .. . . 5, 6, 7, 8, 
un punto unito . . . . . 9 7 

r==(132  3e42 5 6 7 8),, 

Involuxione IX. Collochiamo nella IV i punti 1, 6, 8 in linea retta (ov- 
vero nella Y i punti 2, 5, 6) e scamhiamo fra loro le denominazioni dei punti 
6, 7, onde si hanno i tre allineamenti 1, 7, 8;  2, 5, 7;  2, 6, 8. Si ottiene 
una involuzione di 11' ordiiie, che ha: 

un pulito sestuph . . . . 1, 
un punto quintuplo . . . 2 ,  
due punti quadrupli . . . 3, 4, 
due punti tripli. . . . . . 5,  6, 
due cloppi . . . . . . . . 77 8, 
ed uno semplice . . . . . 9, 
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M a r t i n e t  t i :  Le involuxioni d i  3" e 4" classe. 8 3 

r = (13 2-2 4% 5 6)5 , 
I= (13 23 3e d2 62 7 8 9); (13 2% 32 4% 5 6 7 8 9); (12 S D  32 4 5 6 7 8); 

(12 '2 3 4e 5  6 7 8); (12 2 Y 4 5 6  8): (12 2  3 4 5 6 7): (1 2 3 4 6); (1 2 3  4 5); (1 2):. 

Involuzione X. Un'altra involuzione di I l 0  ordine si lia dalla V e V I  
ponendo rispettivamente in linea retta i punti 1, 2, 9;  1 ,  6, 8. Essa possiede: 

due punti quintupli . . . 1, 2, 
tre punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 
due punti tripli . . . . . 6, 7, 
'un punto doppio . . . . 8, 
uno unito . . . . . . . . 9;  

r = ( 1 2 2 ? 3 2 4 z 5 0 6 7 ) j ,  
I= (1' 2 3 '  42 52 6 7"); (19' 32 4' 52 6.2 7 8): (1' 2' 32 4 5 6  7 8);. . . 

( 1 2 z 3 4 5 6 7 ) ~ ( 1 ~ 3 4 5 6 7 ) ~ ( 1 2 3 4 5 ) ~ .  

20. lizvoluxione X I .  Nella involuzione VI1  si pongano in linea retta i 
punti 1, 2, 9 (ovvero 2, 3, 4 nel17VI11) e si avrà una invol~izione di 10' or- 
dine con 

un punto sestiiplo . . . 1, . 

sette punti tripli . . . . 2, 3 ,... 8, 

un punto unito . . . . 9; 
essendo : 

I'= (13 3  4 5 6 7 €9, 

(122  3 4 5  7 8): ... 
Iîzvoloxione X I I .  Suppongasi nell'involuzione IX  i punti 1, 2, 9 in l ima 

retta e si svrà un7altra involuzione di 10' ordine (che si pub ottenere anche 
dalllVIII e dalla X ponendo in linea retta rispettivamente i punti 1, 6, 8 ;  
2, 5, 6 e scarnbiando fra loro le denominazioni dei punti 6 e 7) la quale ha :  

un punto yuintuplo . . . 1, 
tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4, 

due punti tripli . . . . . 5, 6, 
due doppi . . . . . . . . y> 87 
uno unito , . . . . . , . 9 i 
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I ~ ~ ~ o 7 ~ x i o n e  XUI. N ~ n e  un'altra involuzione di IO0 ordine d a h  JX pren- 
dendo 1, 5, 6 in lima retta. Si ha:  

due punti quintupli . . .  1, 2, 

due yunti quadrupli . . .  3, 4, 

. . . . . .  quattro doppi. 5, 6, 7, 8, 
ed uno semplice . . ; . . 9; 

r = (12 2 2  3 2  48)* 

( 1 2 2 2 3 4 ' 5 6 7 8 ) 4 ( 1  2 348)2(1 2 3 4 7 ) ~ ( 1 2 3 4 6 ) ~ ( 1 2  345)1(1 2);. 

21. Involuxiom XIV. Nella involuzione XII poniamo in linea retta i punti 
1, 5, 6 (O nella XII1 i punti 1, 2, 9) ed avrenio una involuzione d i  9" ordine 
la quale avrà: 

. . .  quattro punti quadrupli 1, 2, 3, 4, 
. . . . .  quattro pianti doppi 5, 6 ,  7, 87 

. . . . . . . . .  ed uno unito 9, 

r = (1 2 4y3 

22. Queste sono tutte le involuzioni di 3" classe e 4" specie. 
Notiamo che oltre alla costruzione generale gjh detta ve n'ha un'altra che 

pub servire per tutte eccettuate le due prime; essa si ottiene per mezzo dei 
due fasci di  cubiche unite 

( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ) , ( l e 2 3 4 5 6 ) , ;  

anzi in alcuiie di esse si pub al secondo fascio sostituire altri fasci analoghi 
di ciibiche raziondi unite. 

Di più le invohzioai di questa specie le quali posseggono soli 8 punti fon- 
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d f n  r t in e t t i :  Le involuxioni di 3" s 4" classe. SC> 

damentali possono essere generate per mezzo del sistema tre volte infhito di 
sestiche (*) 

(le 2 2  3 2  42552 6 ~ 7 "  8 9  
)6 

le quali in quelle involuzioni sono unite. 
23. 5 a  Specie. Vi è ancora una sola involuzione di 3' classe, la quale 

sarà chiamata di 5" specie, ed è quella per la p a l e  le curve I? sono: 

Essa è di 6" ordine, non possiede curva punteggiata unita ed ha: 

due punti tripli . . . . . 1, 2,  
quattro punti doppi . . . 3, 4, 5 ,  6, 
uno semplice . . . . . . 7, 
e quattro uniti . . . . . 8, 9, 10, 11. 

L e  cubiche fondamentali hanno un punto doppio ne1 punto corrispondente e 
passano semplicemente per gli altri punti fondamentali; le copiche fondamen- 
tali passano per i punti tripli e doppi eccettuato quel10 al quale corrispondoiio. 

Scegliamo afEatto arbitrariilmente i punti 1, 2, 3, 4, 5, 6 e consideriamo le 
due involuzioni nei fasci (1 2 3 4),, (1 2 3 5), determinate rispetti~amente dalle 
due coppie di elementi aorrispondenti: 

(1 2 345)2,  (1 2 3  46)2; (1 3)i (2 4111 (1 4)L ( 2  3)i; 

(1 2 3 5 4)2, (1 2 3 5 6)z; (1 3)i (2 5)1, (1 5)i (2 3)i 

1 punti del piano restano riferiti fra loro univocamente ed involutoriamente, 
qiiando si chjarnino corrispondenti duo punti, se le coniche dei due fasci che 
si segano in uno di essi, corrispondono, nelle rispettive involuzioni, a quelle 
che si segano nell'altro. 

L'involuzione cos1 ottenuta è appunto quella di 6" ordine 3" classe e 5a specie. 
Il punto 7 non è arbitrario, ma è l'intersezione delle coniche dei due fasci 

che corrispondono rispettivarnente alle 

La costruzione della involuzione di 5" specie si pub avere in 12 modi di- 
versi potendosi considerare sei diversi fasci di coniche in involuzione. 

(*) BERTINI: Ricerche szclle trasformazioni u.izivoche invohctorie, § 5. Annali di Mat., 
serie II, tom0 8. 
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8 6 Mar t ine t  t i:  Le involuzioni di 3a  e 4a classe. 

Involuzioni di 4" classe. 

Nelle involuzioni di 4a classe le curve iZ sono del 9" ordine e posseggono 
73 intersezioni fisse. 

24. 1" Specie. L e  involuzioni di  JOXQUI~RES di 4' classe sono tre, degli 
ordini 10, 9, 8 (*) e verranno dette di la specie. In esse le c u r w  !J sono: 

(17ô2 3 . . .  19)!,. 

25. 2 a  S'ecie. Si  chiameranno di 2a specie le involuzioni di 4" classe per 
le quali le curve 12 sono: 

(1; Z3 33 43 52 62 T2 Sa 9 10 1 l)tl. 

Gli 11 punti 1, 2, 3 , .  . . il devono essere disposti in modo che i gruppi 
di sei punti 

esistano sopra altrettante coniche (ed d o r a  gli undici punti sono sopra uns 
cubica). 

Coi due fasci ( 1 2  3 4 5 7), (12 2 3 4 6 S), si costruiacono tutte le involuzioni 
di 2" specie. 

26. Involuxione I. Assoggettando i punti 1 Z... 11 a queste sole condi- 
zioni, la  dettn costruzione dà una involuzione di 14" ordine nella quale si ha: 

un punto iionuplo . . . . 1, 

tre punti quintupli . . . 2, 3, 4, 

qunttro punti tripli . . . 5, 6, 7, 8, 

tre semplici . . . . . . . 9, 10, II,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



27. Involuzione II. Coll'allineamento (2, 3, 4) si ottiene uns involuzione 
d i  13" ordine, che ha: 

un punto nonuplo . . .  1, 
. . .  tre punti quadrupli 2, 3, 4, 
. . .  quattro punti trjpli 5, 6, 7, 8, 

tre semplici . . . . . . .  9, 10, 11, 

ed è: 

Involuxione III. Poniaino 1, 7, 8 in l ima retta; si ha una involuzione di 
13" ordine, che lia: 

. . . .  un punto ottuplo 1, 
tre punti quintupli . . .  2, 3, 4, 

due punti tripli . . . . .  5, 6, 

due punti doppi . . . .  77 8, 

e tre semplici . . . .  .O. 9, 10, 11, 

r = (13 22 3 9  42 5 615, 

I= (15 23 33 43 5% 6t  7 8 9 10 11); (13 2e 3 0  42 5 6 7 8 9); (13 2 q 2  42 5 G 7 8 10); 

(13 2 2  32 49 5 6 7 8 11); (12 2 3 4 5 6 13); (12 2 3 4 5 G 7): (1  2 3 4 6); (1 2 3 4 5): 

(1 2); (1 3ji0 (1 4)ii. 

InvoluxzOne 1 V. Un'altra involuzione di 13" ordine nasce dall' allinea- 
mento 1, 4, 11. Si hanno allora: 

un punto ottuplo . . . . .  1, 
due punti quintupli . . .  2, 3, 

un puuto quadruplo . . .  4, 

. . .  quattro punti tripli 5, 6, 7, 8, 
due semplici . . . . . . .  97 10, 
ed uno unito . . . . . . .  11, 
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8s M a r t i n e t  ti: fie .tni*oluxioni d i  3 a  e 4 a  classe. 

28. Involzcxione V. Yer i due allineamenti 2, 3 ,  4; 1, 4, 11 abbiamo unct 
iilvoluzione di 12" ordine con : 

un punto ottuplo . . . . .  1, 

due punti quadrupli . . .  2, 3 ,  

cinque punti tripli . . . .  4, 5, 6, 7, 8, 

due punti sernplici . . . .  9, 10, 

ed uno unito . . . . . . .  11; 
cssendo: 

r = (13 2 3 5 6 7 SIg, 

1=(15  233n4e  5262 7282 9 10);(13 2 3 4  5 6 7 89);(132 3 4 5 6 7 8  10): 

( 1 2 2 3 5 6 7 8 ) i ( 1 2 2 3 4 5 6 8 ) 3 ( l e 2 3 4 5 6 7 j 3  ...( l9)1(13):0. 

Involz~zione VI. Dalle I I I  e IV nasce una seconda involuzione di 12' or- 
dine allineando rispettivamente i punti 1, 4, 11; 1, 7, 8 essa possiedc: 

un punto settuplo . . . .  17 
due punti quintupli . . .  2, 3, 

un punto quadruplo . . .  4, 

due punti tripli. . . . . .  5, 6, 

due punti doppi . . . . .  7, 8, 

due semplici . . . . . . . .  9, 1% 

. . . . . . .  ed uno unito 11, 

I?=(l22"24 5 6)(, 

I= ( 1 4  23 33 4? 52 6-2 7 8 9 10); (13 2f  3 q 2  5 6 7 S 9); (13 2? 38 4 2  5 6 7 8 10); 

(le P 3' 4 5 6 7 8): (12 2 3 4 5 6 8): (12 2 3 4 5 6 7): (1 2 3 4 6); 

(1 2 3 4 5); (1 2); (1 3)i0. 

Incolirxione VII. Nella I I I  poniamo in linea retta i punti 1, 5, G. L7ii:- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Mar t ine t t i :  Le involux2'oni d i  3" e 4" classe, 8 9 

voluzione, che nasce é del 12' ordine con 

un punto settuplo . . . .  1, 

tre punti quiritupli . . .  2, 3, 4, 

. . . . . .  quattro doppi 5, 6, 7, 8, 

. . . . . .  e tre semplici 9, 10, 11 : 

r = (12 2? 3 2  4 ~ ) ~ )  

1=(14 233343 5 6 7 8 9 10 ll,i:(P320 3?4'5  6 7 8 9)5(l3223e 425 G 7 8 10); 

(13 2? 4 $ 5  6 7 8 11); (1 2 3 4 8); (1 2 3 4 7); (1 2 3 4 6): (1 2 3 4 5); 

(1 2); (1 3)t0 (1 4)ii. 

i.rzvoluxione VIII. Un'dtra involuzione di 12' ordine si ottiene dalla IV 
per l'allinearnento 1, 3, 10. Essa ha 

un punto settuplo . . . .  1, 

due puiitj quadrupli . . .  3, 4, 

quattro punti tripli . . .  5, 6, 7, 8, 

uno semplicc . . . . . . .  9, 

e due uniti . . . . . . . .  10, 11, 

29. Involu.zione IX. Poniamo nella VI in linea retta i punti 1, 5, 6 (od 
anche nella VI1 i punti 1, 4, 11). L'involuzione che risulta è di 11; ordine, con: 

un punto sestuplo . . . .  1, 

due punti quintupli . . .  2, 3, 

. . .  un punto quadruplo 4, 

quattro punti doppi . . .  5, 6, 7, 8, 
. . . . . . .  due semplici 9, 10, 

. . . . . . .  ed uno unito 14 
Annazi d i  Mafematica, tomo XII. . 
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90 M a r  tine t ti: Le i~~oluziolzi d i  3" e 4a classe. 

Involuzione X. Nella V si pongano 1, 3, 10 in linea retta (od anche nella 
VIII, 2, 3, 4) .  L'involuzione si riduce all'l1° ordine, ed avrà: 

un punto settuplo . . . .  1, 

un punto quadruplo . . .  2, 

. . . . . .  sei punti tripli 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
. . . . . . .  uno semplice 9, 

e due uniti. . . . . . . .  10, 11, 

Invo~uxione XI. Se nella VI prendiamo in h e a  r e t h  i punti 1, 3, 10 
(od anche nell'VIII i piinti 1, 7, 8) si ha una involuzione di 11" ordine con 

. . . .  un punto sestuplo 1, 

. . .  un punto quintupla 2, 

due punti quadrupli . . .  3, 4, 

due punti tripli . . . . .  5, 6, 

duc punti doppi . . . . .  7 ,  8, 

tino semplicc . . . . . . .  9, 
e due uniti . . . . . . . .  10, 11, 

Involuxione XII ,  Un'altra invohzione di 11" ordine nasce dall'VIII per 
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. M a r t i n e t  ti: Le involzlzioni d i  3" e 4" classe. 9 1 

l'allirieamento 1, 2, 9. Essa avrà: 

un punto sestuplo . . . . 1, 

ire punti quadrupli . . . 2, 3, 4, 

quattro tripli . . . . . . 57 67 7, 87 

e tre uniti . . . . . . . . 9, 10, 11, 

30. hzvo2zcxio;ane XIII. Si prendano nella IX i punti 1, 3, 10 in linea 
retta (od anche 1, 5, 6 nell'XI). Si ha una involuzione di 10" ordine la quale 
possiede: 

due punti qiiintupli . . . 1, 2, 

due punti quadrupli . . . 3, 4, 

quattro punti doppi . . . 5, 6, 7, 8, 

uno sernplice . . . . . . . 9 7 

e due uniti . . . . . . . . 10, 11 

Involuxione XIV. Nella involuzione X poniamo in linea retta i punti 1, 
2, 9 (od i punti 2, 3, 4 nella XII). Otteniamo una involuzione d i  10" ordine, 
cbe avrà: 

un punto sestuplo . . . 1, 

sette punti tripli . . . . 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

tre unjti . . . . . . . . 9, 10, 11, 

Invo1zcxl;one XV. Un'ultitna involuzione di 2' specie si pub ottenere dalla 
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XI per 1' allineamento 1, 2, 9 (od anche dalla XII per 1' allineamento 1, 7, 8). 
Essa è di 10° ordiue con: 

un punto quintuplo . . .  1, 

tre quadrupli . . . . . .  2, 3, 4, 

due tïipli . . . . . . . .  3, 6, 

due doppi . . . . . . . .  7, 8, 

e tre uniti . . . . . . . .  O ,  10, 11, 

31. 3 n  gpecie. Verranno dette di 3a specie quelle involuzioni nélle quali 
le curve Q sono: 

( i 4 2 4  34 445 6 7 8 9 10 11 12 13),. 

11 fascio delle quintiche, che hanno quattro punti doppi nei punti 1, 2, 3, 4 
e passano semplicemente per sette dei nove punti 5, 6,. , . 13, dere avere gli 
altri due per punti base. Questo fascio insieme all'altro (1 2 3 4), dà la costru- 
zione delle involuzioni di 3" specie. 

32. Involuxione I. Se non assoggettiamo ad altri vincoli i punti 1, 2 ,. .. 
13, la dctta costruzione conduce ad una involuzione di 19" ordine con: 

quattro punti nonupli . . :  1; 2, 3, 4, 

e nove doppi . . . . . . .  5 ,  6,. .. 13, 

33. Javoluxione II. Per l'allineamento 3, 4, 13 nasce una involuzione di 
18" ordine, che ha; 

due punti nonupli . . .  1, 2, 

due punti ottupli . . .  3, 4, 

otto punti'doppi . . . . .  5, Cf .... 12, 

uno semplice . . . . . . .  13; 
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ed è: 

r3(152534445G.. .  12)i07 

.. I= (15 24 34 44 5 6 .  .. 12 13); (14 2j 44 5 6. 12 13); (14 24 36 43 5 6. .  . 12); 

(14 24 33 44 5 6.. . 12); (1 2 3 4 5):. .. (1 2)i3. 

34. Involuxz'one III; Da quest'ultima i~ivoluzione ponendo in linea retta 
i punti 2, 4, 12 si deduce una involi~aione di 17" ordine, che possiede: 

un punto nonuplo . . .  1, 

due punti ottupli . . .  2, 3, . 
. . .  un punto settuplo 4, 

.. sette doppi . . . . . . .  5 ,  6,. Il, 
due seniplici . . . . . .  12, 13, 

e si ha: 

r = ( i 5 2 4 3 4 4 3 5 6 : . . .  

1 = ( 1 5 2 4 3 4 4 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 ) ~ ( 1 4 2 4 3 4 4 3 5  ... 11 12); 

(14Z434435.. ,  Il  13)i(1423334350.. 11)7(1 2 343):(1 2 3  46)  ,6...( 1 2)i2(1 3):. 

Ifiuoluxkne IV. Se infece nella II poniamo in linea retta i punti 1, 2, 13 
otteniamo una involuzione di 17" ordine con: 

quattro punti ottupli . . .  1, 2, 3, 4, 
. . . . .  otto punti doppi 5, 6 ,... 12, 

. . . . . . .  ed uno unito 13; 
essendo : 

r=(142~ 34445 . . .  1 2 ) ~ ~  

1=(142331445,,. 1 2 ) ; ( ~ 2 ~ 3 ~ 4 * 5 . . .  12);(142~3~ 435 . . .  12); 

... ... (14 24 3s 4'5 12); (1 2 3 4 5); 

35. InuoZu.xior~e V. Poniamo nella III, in linea retta i punti 2, 3, 11. 
Abbiaino una involuzione di 16' ordine con: 

. . .  un punto nonuplo 1, 

. . .  ire punti settupli 2, 3, 4, 
. . . .  sei punti doppi 5, 6, 7,... 10, 

. . .  tre punti semplici 11, 12, 13, 
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InvoE.uxione VI. Nella III  prendiamo in linea retta i punti 1, 2, 13 (ovvero 
nella IV 2, 4, 12) e scarubiamo fra loro le denominazioni dei puiiti 2 e 3, 
onde si hanno i tre allineamenti 1, 3, 13; 2, 4, 13; 3, 4, 12. Avremo un'altra 
involuzione di 16" ordine con: 

due punti ottupli , . . 1, 2, 

due punti settupli . . .  3, 4, 

. . .  ... sette punti doppi 5, 6; 11, 

uno semplice. . . . . .  12, 

ed uno uuito. . . . . .  13, 

Involuxione VII. Un7.altra involuzione di 16" ordine si deduce dalla III 
ponendo I l  sulla retta (1, 4),. Questa involuzione possiede: 

tre punti ottupli . . . .  1, 2, 3, 

un punto sestuplo . . .  4, 

sei punti doppi . . . .  5, 6,. .. 10, 

tre punti semplici . . .  Il ,  12, 13, 

36. Involuxione VIIL Ponendo 1, 4, 11 in linea retta nella involuzione V 
(O nella VI1 i punti 2, 3, 11) e scambiando le denominazioni dei punti 11 e 
13, si ha una involuzione di 15" ordine, che ha: 
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M a r t i l z e t t i :  Le iwvoluxioni d i  3" e 4" classe. 95 

un punto ottuplo . . . 1, 

due punti settupli . . . 2, 3, 

un punto sestuplo . . . 4, 

sei punti doppi . . . . 5 ,  6,. . . 10, 

due semplici . . . . . . 11, 12, 

ed uno unito . . . . . 13. 
Essendo : 

r = ( 1 ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5 . . .  101, 

Inaoluzione IX. Nell'involuzione VI prendiamo il punto 12 sulla (1, 2),. 
L'involuzione diviene di 15" ordine con: 

quattro punti settupli . . . 1, 2, 3, 4, 

. sette punti doppi . . . . . 5, 6 ,... 11, 

due punti uniti . . . . . . 12, 13, 

37. Involuxione X. Poniamo nella VI11 i punti 1, 3, 12 in linea retta 
(ovvero nella IX i punti 2, 3, I l  e scambiamo fra Ioro le denominazioni dei 
punti 12  e 13; 2 e 4), si ottengono i cinque allineamenti 

L'involuzione diviene di 14" ordine con: 

due punti settupli . . . 1, 2, 

dile punti sestupli . . . 3, 4, 

sei punti doppi . . . . 5, 6 ,... 10, 

uno semplice . . . . . . 11, 

e due uniti . . . , . . , 12, 13, 
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Ed k :  
r = (i3 23 32 42 5.. . 1 0 ) ~  
1 = ( 1 ~ . 2 ' 3 ~ 4 ~ 5  ,.. 1 1 ) + ( 1 ' 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5  . . . 1 1 ) & 7 ( 1 ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5 . , . 1 0 ) ~  

. (13 23 33 42 5.. 10); (1 2 3 4 5); ... (1 2):. 
38. Involuxione XI. Da questa poi per l'allineamento 1, 2, 11 si ottienc 

una involuzione di 13' ordine nella quale i punti 11, 12, 14 sono diagonali 
del quadrangolo 1, 2, 3, 4. Essa ha: 

. . .  quattro punti sestupli 1, 2, 3, 4, 
sei punti doppi . . . . . .  5, 6 ,  7, 8, 9, 10, 

. . . . . . . .  e tre uniti \ 11, 12, 13. 

La  curva pnteggiata unita sarà: 

e la Jacobiana: 
... ... 1=(122333435  10)i(132233435 10)6 . . . ( 12345)1 (12346)0 . . .  

39. da Specie. Se le curve Q sono: 

(14,2: 3i42 5'6'7 8 9 10 11 1 2  13), 

abbiamo una sola involuzione, che verrà detta di 4" specie. Essa 13 de11'8" or- 
dine e possiede: 

. . .  tre punti quadrupli 1, 2, 3, 
. . . . .  tre punti doppi 4, 5, 6, 

. . . . . . .  tre semplici 77 81 9, 

e quattro uniti . . . . .  10, 11, 12, 13. 

Non esiste curva punteggiata unita, e la Jacobiana è: 

I= (1' 2 9 '  4 5 6 8 9): (12 2e 32 4 5 6 7 9): (le 2: 4 5 6 7 8): (1 2 3 5 6); 

(1 2 3 4 6); (1 2 3 4 5); (2 3): (1 3); (1 2);. 

Le coniche del fascio (1 2 3 4), lianno per corrispondenti coniche del fascio 
stesso, quindi si ha ne1 fascio una involuzione,' nella quale devono essere cor- 
rispondenti le coppie : 

(12345)2,  (12346), ;  (12347) , ,  (14)i(23),; 

(12348) , ,  ( 3 4 ) ;  ( 1 2 3 4 9 ) , ,  (12),(34),. 
Lo stesso dicasi pei' fasci (1 2 3 5), , (1 2 3 6),. 
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Martinet  t i :  Le invotuxz'oni di 3" e 4" classe. 97 

Per mezzo di due di questi tre fasci di coniche si pub costruire l'involuzione. 
40. 5" Specie. Di 5' specie si diranno le involuzioni di 4a classe, nelle 

quali le curve fi sono: 

(1: 242 43 5? 62 yf s0 9 10 

... In queste involuzioni devono i punti 1, 2 ,  11 çiacere sopia una mede- 
sima oubica, in modo, che la cubica (1 2 3% 4 5 6 7 8)3 passi peï 9, e che i 
gruppi di x i  punti 1, 2, 3, 4, 10, 11; 1, 2, 5, 6, 7, 8 giacciano sopra due 
coniche. Soddisfatte queste condizioni ne consegue l'esistenza delle curve 

Queste involuzioni si costruiscono poi col fascio [12 2 9  4 5 6 7 8 10 (1 l)], in- 
sieme ad uno dei due 

( 1 3 z 3 2 5 6 ? 8 ) 4 ,  (12224e5678),,r 

41. Inuoluxione I. Non sottoponendo ad altri vincoli i punti 1, 2 , .  .. 11 
nasce una involuzione di 10" ordine con: 

due punt,i quintupli . . .  1, 2, 

due punti quadrupli . . .  3, 4, 

quattro punti doppi . . .  5 ,  6, 7, 8, 

uno semplice . . . . . . .  9, 

e due uniti . . . . . . . .  10, 11, 
esscndo : 

r =(I 2 3 4),, 
I= (13 2 9 %  4% 5 Ci 7 8 9): (12 23 3% 42 5 6 7 8 9): ( l e  22 3 4' 5 6 7 8): 

(12 2 q 2  4 5 6 7 8): (1 2 3 4 6); (1 2 3 4 5); (1 2 3 4 €3); (1 2 3 4 7): (1 2):. 

42. Involuxione II. Per llallinea,mento (1, 2, 9) nasce una involuzione di 
9" ordine con: 

quattro punti quadrupIi . . .  1, 2, 3, 4, 

quattro punti doppi . . . . .  5, 6, 7 ,  8, 

. . . . . . . . . .  e tre uniti 9, 10, 11, 
Annali d i  Matematica, tomo XII. 
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43. 6 a  Specie. L e  involiizioni di 6" specie sono quelle che danno il sistema 
di curve (2: 

(14 23 33 43 5S 63 72 SP 92)(1. 

In esse i punti fondamentali 1, 2 , . .  . 9 sono i piinti base di un fascio di 
cubiche, il quale inshrne all'altra (lP 2 3 4 5 6), serve a costruire tuttc queste 
involuzioni di 6" specie. 

44. Involuxz'one 1. L'involuzione più generale di questa specic è di 17' or- 
dine, e posaiede: 

un punto nonuplo . . . .  1, 

. . .  cinque pnnti sestupli 2, 3, 4, 5 ,  6 ,  
e tre tripli . . . . . . . .  7, 8, 9, 

45. In~oluxioîle II. Pei. l'allineamento 1, 6, 9 si ha u n s  involuzione di 
16" ordine, con: 

. . . . .  un punto ottuplo 17 . .  
. . .  quattro p i~nt i  sestupli 2, 3, 4, 5, 

un punto quinlriplo . . . .  6, 

due tripli . . . . . . . . . .  7, 8, 
uno doppio . . . . . . . . .  9, 

ed è: 

r = ( 1 4  23 33 q3 5i3 6'7 Q; 

Involzcxione III. Per  l 'alheamento 4, 5, 6 si h a  unlnltra involuzione di 
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16" ordine, che ha: 
un punto nonuplo . . . 1, 

due punti sestupli . , . 2, 3, 

tre punti quintupli . . . 4, 5, 6, 

tre punti tripli . . .. . . 7, 8, 9, 

46. Involuxz'otze W. Poniamo nella II i punti 1, 5, 8 in lima retta. Si 
ha. una involuzione di 15' ordine con: 

un punto settuplo . . . . 1, 

tre punti sestupli . . . . 2, 3, 4, 

due punti quintupli . . . 5, 6, 

un punto lriplo . . . . . . 7, 
e due doppi . . . . . . . 8, 9, 

Inu~luiione K Se nella II si prendono in linea retta i punti 4, 5, 6 (od 
anche nella III i punti 1, 6, 9) si ottiene una involuzione di 15" ordine con: 

un punto ottuplo . . . . . 11 

due punti sestupli . . . . 2, 3, 

due punti quiiltupli . . . 4, 5, 

un punto quadruplo . . . 6, - 
due tripli . . . . . . . . . 7, 8, 

ed uno doppio . , . . . . 9; 
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(13 2: 3e 42 5  6 7 8 9): (13 S2 32 4 52 6 7 8  9): (12 2- 3e 4 5 6  7 8); 

( l t 234567) : (12S3456  8):(12345)2. 

I~avoluxione VI. Un'altra involuzione d i  15" ordino si ha dalla III po- 
nendo in linett rctta i punti 2, 3, 6, sicchè abbiamo: 

. . . . . .  un punto noriuplo 1, 
. . .  quattro punti quintupli 2, 3, 4, 5 ,  

. . . . .  un punto quadruplo 6, 
. . . . . . . . . .  c tre tripli 7, 8, 9, 

r = ( i 5 2 2 3 2 4 2 5 2 6 7 s 9 ) 7 ,  

I= (15 Z 3  33 43 53 63 72 S2 g2); (13 S2 3  42 52 6  7 8  9): (13 2 3' 42 5' 6 7  8 9): 

(13 Z2 3$4$5 6 7 8  9): (13 2' 32 4  52 6 7 8  9): (13 2 3 4 5  6 7 8 9): 

(12 2 3 4 5 6 7); (12 2 3  4 5 6 8): (12 2 3 4 5 6 9):. 

47. InvoEuxione V I L  Dalla IV pel nuovo allineamento 1, 4, 7 'nasce una 
involuzione di 14" ordine, che ha: 

. . . .  tre punti sestupli 1, 2, 3, 
. . .  tre punti quinhpli 4, 5, 6, 

tre doppi . . . . . . . .  71 8, 9, 

r = ( l a  23 3 3  h2 52 Ge), , 
I= (1' 23 3' 4' 52 62 7 8 9); (13 23 32 4% s2 6' 7 8  9); (13 2' 33 4' 5' 62 7  8 9): 

(12 2% '3 42 5"' 8  9); ( 1 2  3 2  k2 s2 6$7 9)J (12 2% 32 4% 5% 62 7 8): 
(1 2  3 5 6):(12 3 4 6):(1 2 3 45);. 

Involzcxione VITI. Nella IV poniamu in linea retta i punti 4, 5, 6 (ov- 
ver0 nella V 1, 5, 8). Si ha una involuzione di 14" ordine con: 

un punto settuplo . . . .  17 
due puriti sestupli . . . .  2, 3, 
un punto quintupla . . .  4, 

. . .  due punti quadrupli 5, 6, 
. . . .  uri punto trip10 7, 

e due doppi . . . . . . .  8, 97 
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Involuxione IX .  Una terza involuzione di 14" ordine si ha dalla V per 
l'allineamento 2, 3, 6 (od anche dalla VI per l'allineamento 1, 6, 9); essa 
poseiede: 

un punk ottuplo . . . . . .  1, 
. . .  quattro punti quintupli 2, 3, 4, 5, 

. . . . . . .  tre punti tripli 6, 7, 8, 
ed uno doppio . . . . . . .  9. 

Si ha: 

r -= ( i 4  2 2  3% 52 7 q6, 

48. Involuxione X. Nella involuzione VI1 poniamo in linea retta i puuti 
4, 5, 6 (ovvero i punti 1, 4, 7 nell'VII1). Nasce cosi una involuzione di 13" or- 
dine con: 

tre punti sestupli . . . .  1, 2, 3, 

. . .  ire punti quadrupli 4, 5, 6, 
. . . . . . . .  ire doppi 7, 8, 9, 

49. 7 a  h'pecie, Le involuzioni di 4h la s se  nelle quali le cusve il sono: 

(13 23 3 3  43 53 63 7 3  8 3  9)9 

verranno chiamate di Va specie. 
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... I n  quevte involuzioni i nove punti 1, 2 ,  9 sono punti base di  un fascia di 
cubiche, e tutti si possono costruire col sistema tre volte infinito di sestiche (*) 

50. Tnvoluxz01ze 1. Questa costruzione, ne1 caso in cui i punti 1, 2, 3, ... 9 
noe siano' soggetti ad altre condizioni, dà una involuzione di 17' ordine, con: 

. . .  ,... otto punti sestupli 1, 2 8, 

ed uno unito. . . . . .  9 7 

ed è: 
r - ('3 2 3  33 43 53 6 3  7 3  8 3  

1 9  1 

51. Involuxione II. Per l'allineamen@ 6, 7, 8 si ha  una involuzione di 
16" ordine con: 

cinque punti sestupli . . .  1, 2 ,  ... 5, 

tre punti quintupli . . . .  6, 7, 8, 

ed uno unito . . . . . . .  9 7  

r = (13 z3 33 43 5' 6' 72 82)g 

Poichè una rete particolare del sistema (le 2922 42 52 62 72 g2), basta a CO- 

struire l'involuzione, C O S ~  potremo prendere la rete (12 2 q 2  42 5? 6 7 8)5. 
52. Involuxione III. Coi due alliueamenti 4, 5, 8; 6, 7, 8 si ottiene una 

involuzione di 15" ordine la quale possiede: 

tre punti sestupli . . , , . . 1, 2, 3, 

. . .  quattro punti quintupli 4, 5, 6, 7, 
uno quadruplo . . . . . . . .  8, 

ed uno unito . . . . . . . .  9;  
e si ha: 

(*) BERTIN: Ricerche, ecc., 1. c., 3 5. 
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Questa involuzione, e le altre che verranno in eeguito (casi particolari di  
questa) possono essere generate coi due fasci di curve unite: (1 2 3 4 5 6 7 8 9), , 
( 1 ~  2 9  3" 5 5 7), . 

53. Inz;olzizione IV: Ponendo hella precedente i punti 2, 3, 8 in linea 
retta nasce una involuzione di 14" ordine con: 

un punto sestuplo . . . 1, 

sei punti quintupli . . . 2, 3, .. . 7, 

uno trip10 . . . . . . . . 8, 

ed uno unito. . . . . . 9: 
essendo : 

Inl;olz~xz'one TT Nella I I I  poniamo in lineil retta i punti 3, 5, 7 e scam- 
biamo fra loro le denominazioni dei punti 5 e 6, per cui abbiamo i tre alli- 
neamenti 3, 6, 7; 4, 6, 8; 5, 7, 8. Arremo una involuzione di 14" ordine con: 

due punti sestupli . . . . 1 ,  2, 

tre punti quintupli . . . 3, 4, 5, 

tre punti quadrupli . . . 6, 7, 8, 

ed uno unito. . . . . . . 9, 

54. I~zooluzione VI. Nella IV p o n i a m ~  in l ima retta i punti 3 ,  5, 6 e 
scambiamo le denominazioni dei punti 3, 7 (ovvero nella V allineamo i punti 
2, 3, 8 e ~cambiamo le denorninazioni dei punti 3, 5; 6, 7 ;  2, 4). L'involu- 
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zione diviene di 13" ordine, e possiede: 

un punto sestupIo . . . . 1, 
tre punti quintiipli . . . 2, 3, 4, 

tre punti quadrupli . . , 5, 6, 7, 

un punto trip10 - . - . . 87 
ed uno unito. . . . . . . 9, 

e si ha: 

r=(13 ~ 3 ~ 4 %  5 6  

1= (13 22 3% b2 5%' 7' 8'); (14 2' 3' 42 5' 6% 7 8): (12 2' 3% 4' 5% 6 7' 8x 

(19 z2 3% 42 5 62 7% 8): (12 22 32 4 5 6 7 €94 (1% 2% 3 'S2 5 6 7 8): 

( 1 ° 2 3 2 4 2 5 6 ' 7 8 ) 7 ( 1 2 2 3 4 5 6 7 ) ~ .  

Involzcxiorze VIL Un'altra involuzione di 13' ordine si deduce dalla V 
pel nuovo allineamento 3, 4, 5. Si avrà: 

due punti sestupli. . . . 1, 2, 

sei punti quadrupli . . .. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 

uno unito . . . . . . , . 9, 

55. IrtvoluxZme ??III. Nella involuzione VI poniamo in linea retta i piinti 
2, 3, 8 e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti 3 e 7 (ovvero yren- 
diamo nella VI1 i punti 3, 4, 7 in linea. retta e scambiamo le denominazioni 
dei punti 3, 4 e poi 3, 5); avremo una involuzione di 12" ordine, la quale 
possiederà : 

un punto sestuplo . . , .. . . 1, 

un punto quintupla . . . . . 2, 

quattro punti quadrupli , . . 3, 4, 5, 6, 

due tripli . . . . . . . . . . . 7, 8, 

ed uno unito. . . . . . . . . 9, 
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e si avrà: 

ï= (13 2' 3 4 5 6)4, 

I= (13 2' 3' 4% 52 6' 72 8'); ( le  2' 3' 4 3 '  6' 7 8): (12 2' 3 4' 5 6 7 8): 

( le  2' 3' 4 5 6 7 8): (12 2O 3 4 5 6' 7 8): (1' 2' 3 4 52 6 7 8): 
(122Y 4 5 6 8 ) 7 ( l e 2 3 4 5 6 7 ) : .  

56. Involuxione IX. Poniamo in quest'ultima involuzione, il punto 2 sulla 
retta. (5 6),, sicchè i punti 2, 3, 4 sono diagonali rie1 quadrarigolo 5, 6, 7, 8. 
Nasce cos1 una involuzione di 11' ordine con: 

un punto sestuplo . . . . 1, 

tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4, 
quattro punti tripli . . . 5, 6, 7, 8, 
ed uno unito . . . . . . 9, 

57. Trovata cosi la configurazione dei punti fondamentali, e la costruzione 
delle involuzioni di 3a e 4a classe, essendo già nota quelln delle involuzioni di 
classe v = O ,  1 ,  2 ,  veniamo anche a conoscere tutte le involuzioni di ordine 
n< 10. 

Ma notiamo, che se, oltre alle considerate, esistono altre involuzioni di 10' or- 
dine, esse non possono essere che di sa classe, quindi non possiederanno curva 
punteggiata unita; percib dovranno le curve fondamentali passare un numero 
pari di aolte pei punti fondamentali cui corrispondono. Per questa osservazione 
si deduce facilmente, che vi sono due sole involuzioni di 5a classe e 10' ordine: 

la .la é di JONQUI~REB, che rientra ne1 caso generale trattato da1 sig. BERTINI j 

la 2" possiede: 

due punti quintupli . . . 1, 2, 

due punti quadrupli . . . 3, 4, 

quattro punti doppi . . . 5,  6, 7, 8, 

un punto semplice . . . . 9, 
e quattro uniti . . . . . . 10, 11, 12, 13, 

Annali di Matematica, tomo XII. 
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ed ha per Jacobiana: 

Ta~le involuzione si costruisce per mezzo di due fasci in involuzione, uno di 
coniche (1 2 3 4)2 ne1 quale devono essere coppie di elementi c~rris~ondenti ' le:  

( i 2 3 4 5 ) , ,  ( 12346) , ;  ( 1 2 3 4 7 ) , ,  ( 1 2 3 4 8 ) ~ ;  

(12349)2 ,  (12),(34)ii (13)$4)1, (14)1(23)4, 

1' altro di cubiche (12 2 3 4 5 7)3 in cui devono essere corrispondenti le coppie : 

Al fascio ( l e  2 3 4 5 7 ) ,  si pub sostituire un altro analogo, sicchè questa stessa 
involuzione pub essere generata in vari modi. 

Ora possiamo dire di conoscere tutte le involuzioni (a punti fondamentali 
distinti) di ordine f i  .r 10. 

Plsa, 37 novembre 1883. 
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Sui sistemi di funzioni analitiche 
e gli 

sviluppi in serie formati coi medesimi. 

(Seconda Memoria di S.  PIN CHER LE^ a Bologna.) 

N e i  $5 6-13 della prima Memoria su1 presente argomento, pubblicata ne1 
t. 12, serie II degli Atwali, ho indicato un metodo generale per trovare i campi 
di convergenza delle serie 

Z C ~ P M  (21) 

essendo 
p&) @ = O ,  1 ,  2 ,... 00) 

un sisterna di funzioni analitiche definite dallo sviluppo di &a funzione di due 
variabili 

T ( u ,  v)=Lvnpn(u) 

che diventa singolare nei posti (u ,  v) soddisfacenti ad una data equazione 

Aggiungo qui alc.une nuove osservazioni. 
1. 11 metodo stesso è suscettibjle di una generalizzazione nei seguenti 

termini. 
Sia 

una serie di potenze di v i cui coefficienti sono funzioni di u ad un valore, 
potendosi anche intendere funzioni ne1 senso più generale. Ad ogni valore di 
u corrisponderh un valore determinato per il raggio p(u) di convergenza della 

1 serie, ed il gruppo pn(u) sarà al contorno della varietà -. Se dunque si 
P (uI 
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considera una serie zcnpn(u) dove Cn è al contorno della varietà a., la serie 
convergera. assolutamente ed in egual grado in quelle regioni del piano u in 
cui è ,o(u)> tr. 

2. Se si hanno due serie 

coi raggi di convergenza p(u) e o(u) rispettivarnente, la serie 

converge entro il ininore dei cerchi di raggi p e 5, e percib il gruppo 

1 1  è al contorno della maggiore delle due varietà - ed -- La  curva del piano z l  
P 

data da 
P (4 = 5 (4 

1 separa le regioni in cui il gruppo t,,(u) è al contorno delle varietà - de 
P (u> 

quelle in cui esso è al contorno di La  serie 
a (14 )  

dove cn è al contorno della varietà a, converge nelle regioni del piano u in 
cui si ha sirnultaneamente p(u) > a  e o(u)> a. 

3. Siano in particolare le due serie 

la prima col raggio di convergenza ,O(U) funzione di u ,  la seconds col raggio 
di convergenza R. La  serie 

convergerà entro il minore dei due cerchi di raggio p(u) ed R: da cui segue 
1 

che il gruppo t,(u) sarà al contorno della varietà dipendente da zc, - 
P (SI ' O 

1 della varietà - indipendente da u ,  secondochè u si trova nell'una O l'altra R 
delle regioni del piano U. separate dalla curva 

p(u) = R. 
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dove c, è al contorno della varietà a ,  con~ergerà nella regione del piano in 
cui è simultaneamente R>u,  p ( ~ ) > a .  Se dunque a> R, la serie precedente 
cessa di essere assolutamente convergente. 

Fra le varie applicazioni che si possono f a ~ e  dei teoremi di questo paragrafo 
e del precedente, si noti che se-il gruppo pn(u) è al contorno della varietà A(u) 
variabile con zc, il gruppo 

è al contorno della varietà h(u) dove è A(.u)>l, e della varieta 1 dove è h ( u ) r l .  
4. bia T(u, v) una funzione trascendente intera di due variabili. Se scrib 

viam O 

T (u , v) = 2 vnpn (u) 

avremo ne1 secondo membro m a  serie convergente, per ogni valore di u ,  in 
un cerchio di raggio infinito. Adunque pn(u) sarà un gruppo oloyene per qua- 
lunque valore di u,  e percib le curve Ca della teoria generale si ridurranno al 
punto u= m. In ta1 caso le serie 

convergono in tutto il piano tutte le volte che il gruppo cfi non è al contorno 
dell'infinito, e si presenta il problema di determinare le regioni di convergenza 
di quelle serie solo se il gruppo c, è 81 contorno dell'infinito, ne1 qua1 cas0 il 
metodo pub essere in difetto. Se per esempio si pub porre 

essendo If* un gruppo ologene e pl,(u) un g r u p p  al contorno della varietà 
finitn. p(u), la discussione si potrà fare per le serie della forma 

5. Indicando con f(u) un elemento di funzione analitica definita da una 
serie di potenze di cui R é il raggio di convergenza, il gruppo 

dà luogo ad alcune osservazioni. 
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La  serie 

f 'n'(u) è al contorno della varietl converge per lu1 + lu] < R, ossia il gruppo - 
n !  

o di una varietà minore, ma finita e diversa da zero se f(u) non è z q q  
funzio i  intera, da oui segue ohe il gruppo f(n)(zc) sarà al contorno dell'infi- 
nito tutte le volte che f (u) non è funzione intera. Se f(u) è funzione intera, 
il gruppo f(n)(u) pub, secondo i casi, essere al contorno dell'infinito, O ologene, 
O al contorno di una varietà finita. 

Indichiamo invece con f(u) una funzione analitica, con punti, linee ed aree 
singolari quante si vogliono, il gruppo 

1 sarà al contorno della varietà -, dove ,o(u) indica la minima distanza del 
P (u> 

punto u da1 contorno del campo di regolarità della f(u). Percib la serie 

dove c, è al contorno della varietà a ,  convergerà in tutto un campo limitato 
in modo che i suoi punti distino da1 contorno del campo di regolarità della 
f(u) di una quantità superiore ad a. 

II. 

6. Abbiasi una serie di potenze convergente entro un cerchio di raggio R 
~ ( x ) = c ~ + c ~ x + c ~ z " * * . + c ~ x ~ + . . .  (1) 

dove co si suppone diverso da zero. L a  serie reciproca sarà 

1 -- 
'P (XI - / l o + y i x + y P ~ ' $ . , . + y n x ~ + * . .  (2) 

convergente entro un cerchio di raggio p, essendo p il minimo modulo delle 
radici di cp(x). Fra le c, e le y, passano le relazioni 
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Prendendo a considerare i due sisterni di numeri 

questi, per la definizione stabilita a 5 21  della prima Memoria, si potraniio 
dire ussociati, poichk le relazioni (3) coincidono preCisamente colle relazioni ( 5 )  
ed (8) del paragrafo 20 della Memoria citata. 

7. Al sifitema lineare 

corrisponde, corne si vede immediatamente, il sistema 

qualunque siano i gruppi (x,) ed (y,). 
Al sistema lineare 

corrisponde il sistema 

quando perb i gruppi (x,) ed (y,) vanno assoggettati ad una limitazione. Pos- 
siamo dimostrare che è condizione sufficiente alla corrispondenza dei sistemi (4) 
e (5 )  che i due gruppi siano interni alla varietà p. Intanto, sotto questa con- 
dizione, sono convergenti assolutanieite i secondi membri delle (4) e delle (5); 
inoltre, si consideri la serie 

esiste per ipotesi un numero pn<p tale che sia per tutti i valori di n 

IynI< Ap""; 

di pih, preso p' tale che sia 

pR<PI<p1 
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infine, essendo R k p ,  si ha pure 

essendo A ,  B, C numeri positivi finiti ed indipendeni 5 da N ;  verrà dunque 

percib i termini della serie Sn si possono aggruppare come si vuole senza al- 
terare la convergenza e la somma di questa serie. Ma assumendo il gruppo (y,,) 
corne dato ed il sistema (5) come definizione del gruppo x,, sarà 

m 

Sn= Xcuxn+Y, 
u=o 

ordinando invece i termini di Sn rispetto alle y, e tenendo conto delle (3), si ha 

Sn= yn, 

onde le (4) sono conseguenza delle (5). 
8. La  funzione di due variabili 

si riguarderà corne generatrice (v. prima Memoria, S 6 )  del sistema di polinomi 

La serie del secondo mernbro della (6) converge assolutamente ed in egual 
grado sotto le condizioni 

Da cib risulta, per la Memoria citata, che la serie 

2 k n ~ n  (4 (17) 

dove il gruppo (Ica) S al contorno della varietà u < R ,  sarà convergente asso- 
1 lutarnente ed in egual grado entro tutto il cerchio di raggio -. Una ta1 serie 
a 
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sarà dunque atia a rappresentare entro il cerchio un elemento di funzione 

analitica regolare. 

avremo fra i gruppi (h,) e (k,) la relazione 

?h==c,k,+ c , k , + i + c , k v + , + . . . + ~ p k v + p + . ~ .  

che è precisame~te della forma (4): se dunque il gruppo (h,) è interno alla 
varietà p, cioè se la serie ~ h v x v  converge in un cerchio di raggio maggiore 

di ' 9  potremo dedurre dalla relazione precedente 
P 

cioè u Ogni funzione analitica regolare entro un cerchio di centro O e di raggio 
n maggiore dell'inversa del modulo della minor radice di y($), è sviluppabile 
n in serie di polinomî 

9. 1 coefficienti del10 sviluppo precedente per una funzione analitica f ( x )  

regolare entro un cerchio di centro o e di raggio rnaggiore di si possono 
P 

anche ottenere in altro modo, applicando .ci08 il teorema di CAUCRY. Moltipli- 
cando la (6) per 

1 
-= Z r n y n  
(~(9) 

si ottiene per l y  1 < p ed lx y1 < 1 : 

1 
e mutando y in - 7  si ha colle condizioni 

J 

AnnaZi di Matematica. tomo XII. 
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Moltiplicando ambo i membri per f(y) ed integrando lungo una circonferenza 
1 

(c) di centro o e di raggio compreso fra - ed il raggio di convergenza di 
P 

f(y), viene : 

dove 

1 convergente per 1yJ> - e per conseguenza lungo la circoii- 
P 

ferenza di convergenza, è facile verificare che questo coefficiente kn coincide 
con quel10 dato dalla (4'). 

10. Cerchianio ora se colle funzioni p,(x) sono possibili sviluppi dello zero, 
cioé se è possibile che entro tutto un campo determinato si abbia 

essendo la serie del primo menlbro convergente in egual grado entro quel campo. 
a) Non pub esistere uno sviluppo dello zero (11) se il gruppo ((7%) è 

interno alla varietà p. Ne seguirebbe infatti: 

ma da questo sistema di relazioni lineari risulta, per la stessa dimostrazione 
fatta a $ 7, che deve essere C,=O. 

b)  Possono esistere sviluppi (Il) se il gruppo (Ca) è interno alla varictà 
R, ma non interno 

terno al cerohio R, 

che è precisamente 
modulo delle radici 

alla varietà p. Se infatti p(x) E nulla per un valore a in- 

uno sviluppo dello zero: d'altronde p essendo il minimo 
di y(%), si ha p. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e yli soiluppi 212 serie forlnati coi medesimi. 11 5 

c) L a  y(x) abbia entro il cerchio B il sistema di radici 

i cui punti litniti non potranno essere clie sulla circonferenza R stessa. Ogni 
espressione 

Z cn P, (9 
dove 

C n = A i a ~ + A z a 2 + . - . + h m a $ ,  

indicandosi con A i  costanti arbitrarie in nrimero finito, sarà uno sviluppo del10 
zero. E se le radici si suppongono ordinate in modo che sia 

1 questo sviluppo corivergerà entro il cercliio -. 
la, l 

cl) Supponiamo che a  sia una ïndice dell'ordine r di multiplicith per 
la cp(x). In ta1 c,aso, le funzioni 

sono tutte nulle per y=u, onde sarà nul10 anche lo sviluppo 

rna il coefficiente di yn è in questo sviluppo: 

ora la somma racchiusa fra parentesi è, per un noto teorema sui coefficienti 
binomiali, uguale a 
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onde sono sviluppi dello zero le serie 

e) Uno sviluppo dello zero in cui C, sia al contorno della varietà o < R  
sarà necessariamente composto linearmente con sviluppi della forma (13). Ili- 

fatti si ha dalle (12) che il prodotto 

~i riduce ad una serie di potenze !$ 

1 1  1 si ha che C(x)  converge entro il cerchio --> - e p. fuori del cercliio 
J1 

1 1 percib nella corona circolare compresa fra i cerchi - ed - la serie prodotto 
M G 

sarà convergente. Ma da 

1 
vale a dire la C(x) ha carattere razionale in tutto l'esterno del aerchio Ti ; 

1 
ma essa l-ia altresi carattere razionale entro tutto il ceïchio - 2  per cui essa è 

O 

una funzione razionale. Come tale essa non potrà avere clie singolarith non 

(3 1 1 1  essenziali, le quali saranno gli zeri di y esterni ad - cioè i posti - 3  - >-.. 
G C h  Re 

1 
- Di pih qiiesta funzione C(x) & finita per x = CO, per cui essa dovrb essere 
am 

della forma 
'hi, a 

(1 - G X ) ~  + * * a $  (1 - ai X)T~ 
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essendo ri I'ordine di multiplicità della radice a;. Pormando dunque i coeffi- 
cienti C, del10 sviluppo di C ( x )  in serie di potenze di x ,  indi costruendo con 
questi coefficienti Io sviluppo LCnpn(a),  si ottiene 

che dimostra precisainente l'enunciato. 
D a  cib che precede risulta che il numero o deve coincidere col modulo di 

una delle radici di y(x) e che il campo di convergenxa dello sviluppo dello 
zero si estende in tutto il cerchio che ha  per raggio il valore reciproco di 
questo inodulo. 

f )  Se S, Si sono due sviluppi del10 zero, l'espïessione 

sarà pure uno sviluppo dello zero valido in tutto il campo comune di conver- 
genza di S e d i  Si. Lo sviluppo S2 non si dirà allora indipendente da S e 
da  Si. In  gerierale diremo sistema hdipendelzte O f onda~nen ta le  (*) di sviluppi 
dello zero entro un dato campo un ristema. di sviluppi validi tutti mtrn quel 
campo, e fra i quali non passa alcuna relazione lineare. 

Se gli sviluppi 

sono indipe.ndenti fra loro linearrnente, è facile vedere che 10 sono pure le fun- 
zioni 

2Ci ,nxn,  Z C * , ~ X ~ , . . -  

e inversamente: ora le funzioni 

costituiscono, per ognuna delle radici a , ,  ae,. . . a,, un sistema linearmente in- 
dipendente corne si pub dimostrare elementarmente, percib gli sviluppi (13) co- 
stituiscono un sistema fondamentale. 

(') Eapressione usata da F R ~ J ~ E N I U S  (CRELLE, t. 73) in  un altro esempio d i  sviluppi del10 
zero. 
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Riassumendo, possiamo dire: u Che gli sviluppi dello zero secondo il sistema 
n di polinomî 

p n ( x ) = ~ o ~ n + ~ , x n - i + ~ ~ ~ + c , - , 2 + ~ ,  

n convergono entro cerchi aventi il centro nell'origine e per raggi le inverse 
P dei inoduli della radici cc, di 

1 
ed entro il cerchio di raggio - si h a  un sistema fondamentale di sviluppi, 

f 4 
D formato con tanti sviluppi indipendenti quante sono le radici di p(x) comprese 
n entro il cerchio lam( e sulla circonferenza, ogni radice essendo contata tante 
n volte quante sono le unità del suo ordine di multiplicità. Ogni sviluppo dello 

n zero valido entro il cerchio di raggio l si esprime in funzione lineare 
la,l 

n degli sviluppi che eostituiscono il sisterna fkdarnentale. n 
11. Tornando ora alla corrispondenza lineare data dalle formole (4) e (5 ) ,  

vediamo che dato un gruppo (y,) inteino alla varietà p, il sistema incognito 
(x,) definito dalle equazioni 

si potrà determinare in jnfiniti modi: fra questi vi sarà un gruppo (x,) ed uno 
solo interno alla ~ a r i e t à  p, e gli altri saranno dati da  

x'n = xn + cgi - 

essendo Cn i coefficieuti di uno sviluppo dello zero. Da  cib si vede una diffe- 
renztt notevole fra i sisterni di equazioni lineari ordinari e quelli che conten- 
gono un numero infinito di equazioni. 

Inoltïe abbiamo visto che ogni funzione f(x) regolare in un cerchio di centro 
1 

O e di raggio maggiore di - è sviluppabile in serjô di funzioni p,(x) della 
P 

forma (7); possiamo ora aggiungere che 10 sviluppo della f (x)  in tale forma 
l e convergente in un cerchio di raggio maggiore di - è unico, ma che vi sono 
P 

infiniti sviluppi con~ergenti  in eerchi rninori (di raggi 2) i quali si otten- 
la, l 

gono aggiungendo al primo uno degli sviluppi dello zero. Resterèbbe perb da 
1 1 

esaminare la questione se una f(x) regolare fuori di - ma non in tutto - si R P 
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possa O no sviluppare in serie di funzioni pn(x), a questa perb risponderà la 
1 formola (9) per IyI 

12. Sui sistemi di funzioni p,(x) possiamo ancora aggiu~gere le seguenti 
osservazioni : 

a) Dalla formola (6) risulta l'espressione di p,,(x) in forma d'integrale 
definito : 

l'integrazione essendo estesa ad una circonferenza di raggio <B. 
b) Fra  le funzioni 

H(x) = knp, (2) e K(x) = 2 kn an 
passa una notevole relazione, ed è che H ( x )  è la parte ordinata per le potenze 

positive di x ne110 sviluppo di K(x))ri 

in altri termini, data una H(x) ,  il problema di determinare lo sviluppo di H(x) 
in serie di funzioni p,(x) coincide col problema di determinare untt funzione 

K ( x )  tale che il prodotto E ( x ) g  - abbia per parte intera H(x). (2) 
13. Data una serie di potenze 

K ( ~ ) = k ~ + k , x  + k , ~ ~ + , . . k . , ~ ' + .  
poniamo 

D n K ( ~ ) = ~ + 3 c n + i ~ + k n + : ! ~ 2 + . - . I c n + y ~ v + . . . ,  (16) 

e supposto che il gruppo (Ic,) sia interno alla varietà R, consideriarno la serie 

S = ~ C ~ D ~ K ( X ) .  

1 Essendo il gruppo ( ~ n )  al contorno della varietà -, si avrh per R'<R M 

ma essendo (k,) interno alla varietii R, si potrà trovare un numero Rw<R 
tale che sia 

IkvI < BR"' 
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e la scelta dei numeri R', R" si faccia in modo che sia 

R"<Rf<R. 
Si avrh allora 

IDnR(x))J < B B"fixR""Ix/" 
l 

e preso 1x1 <- ne viene che la serie S è convergente anche riducendo tutti 
fi 

i termini ai loro valori assoluti, e come tale si pub scrivere ordinando arbi- 
trariamente i termini. Viene percib 

i3 = 2 knpn (x) = H(x). 
Riguardando dunque il sistema (cm) come dato, e data pure la funzione H(x), 
consideriamo la relazione 

2 cfl Dn E(x) = H(x) (17) 

come un'equaxione in cui la funzione K(x) sia la soluzione; dalle cose esposte 
ai $$ 8-11 segue che: u Un7 equazione funzionale della forma (17) é sempre 
n possibile se la funzione data H(x) converge in un cerchio di raggio maggiore 

1 
n d i - . n  

P 
14. Essendo manifestamente 

Dn [g(x) + -G (x)] = Dn K(x) + Da K, (x) 

viene che se K(z) e K,(x) sono due soluzioni dell'equazione (17), la loro dif- 
ferenza 

K(x) - Ki ($1 
sarà soluzione dell'equaxione imompleta 

Z c, Dn C(x) = O. 

Le soluzioni dell'equazione (18) sono tante quanti sono i gruppi (Cn) che ci 
danno svjluppi del10 zero della forma (11); percib possiamo dire che: u Le so- 
n luzioni dell'equazione (1 8) sono funzioni razionali della forma (13'), aventi 

n per infiniti le radici della funzione y - . n (3 
E se chiamiamo sistema fondamentale nell'interno di un cerchio di raggio 

1 
o > ~  un sistema di soluzioni dell'equazione (18) fra loro linearmente indi- 

pendenti e tali che tutte le soluzioni regolari nell'interno del cerchio 'cr siano 
esprimibili linearmente per quelle, potremo dire &e i raggi o sono dati dai 
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moduli delle inverse delle radici di ~ ( x ) ,  e che un sistema fondamentale entro 
1 il cerchio di raggio - è dato dalle funzioni (13'). Qualunque altro sistema 

N r n  

di ri + l; + r ,  soluzioni regolari entro l e linearmente indipendenti co- rn 
stituisce pure un sistema fondamentale. Osserviamo infine che date n soluzioni 

(x) ,  C(%) (x) ,  . . . C ( n )  (x) 

dell'equazione (18) ,  la condizione nec,essaria e sufficiente a5nchè esse siano 
linearmente indipendenti è data dall'essere il determinante 

C(1) C(p). . . CC") 

D Cca) D Cct). . . D CC") 
. . . . . . . . . . , . . . . . , , .  
p - 1  CW Dn-1 CW., , Dn-1 CM) 

diverso da zero (*). 
15. Riprendiamo la formola (IO), Se in questa riguardiamo l'integrazione 

fatta una volta lungo il cerchio c, una seconda volta lungo il cerchio c' di 
1 raggio - tale che fra o e p siano comprese le radici a,, a, ,. . . a, di ~ ( x ) ,  
G 

avremo per f (x )  i due sviluppi: 

dove con (a,) intendiams che l'integrazione va estem aa un cerchio di centro 

(') Questa ultima proposizione é un caso particolare di un teorerna generole che dimostro 
in una Nota attualmente in corso di stampa ne1 Giornale di Matetnatiche diretto da1 pro- 
fesser BATTAGLINI. 

Annali di Matematica, tomo XII. 16 
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1 - e di raggio arbitrariamente piccolo. Da cib risulta che 
us 

ed in particolare 

sono sviluppi del10 zero. .Vediamo in questo modo che gli sviluppi del10 zero 
ottenuti ne1 $ 10 si possono anche ritrovare come applicazioiii del teorema di 
CAUCHY. 

III. 

16. Abbiasi un gruppo (an) dato arbitrariamente al contorno della varieth 
1 
- *  la funzione 
r ' 

sarà percib regolare entro il cerchio di centro O e di raggio r .  
Si consideri poi la funzione 

*(x, Y )  = WY)T(Y) (20) 
essendo la ?(y) data dalla (1) dove si sostituieca y ad x, cioè 

secondo membro della (20) si potrà sviluppare in serie di potenze di x e di 
sotto le condizioni 

IYI<R, lxyl<r 
si avrà 

T ( x ,  34 = L Y "P. (4 (21) 
con 

pn(~)=~,anxn+cia,-i~n-'+~~~+~n-ia,~+cnao. (22) 

L a  funzione T(s ,  y) si potrà riguardare come funzione generatrice del sistema 
di polinomP p n ( ~ ) *  

Si scorgono immediatamente le seguenti proprieth: 
a) Lo viluppo 

Zanpn (x)  
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converge per qualunque valore di a tale che sia 

r 
entro il cerchio di raggio -- 

b) Lo sviluppo 
1.1 

Z k n  P ~ ( x )  
dove (k,) è un gruppo al contorno della varieth a<R converge entro il cer- 

chi0 1x1 ed entro quel cerchio esso converge altresi assolutamente ed in 
a 

egual grado e rappresenta un elemento di funzione analitica sviluppabile nel- 
l'intorno di x -  0 nella serie di potenze di x :  

c) Se è dato un elemento di funzione analitica regolare nell'intorno di 
x = O nella forma 

f(x) = x a ,  h,xv 
e si mole chi  sia 

Z kn pn (x)  = f ($1, 
si hanno fra i ooefficienti hn e k, precisamente le relazioni (4') trovate a tj 8, 
e percib: u Ogni funzione analitica regolare in un cerchio di raggio maggiore 

r 
n di - si pub sviluppare in una serie della forma (23). n 

P 
d) Se la funzione E ( x )  é trascendente intera, 10 è pure la (23). 
e) Se 

C(x)  = 2 Cnxn 

è una funzione razionale della forma (13), 10 sviluppo 

si potrà ordinare per le potenze di x, e poiché il coefficiente di xv sarà 

che B nul10 per il § 10, ne segue che la (24) ci dà uno sviluppo dello zero 
per funzioni p,(x).  Inversamente, uno sviluppo dello zero per funzioni p,(x) 
dovrà essere tale che la x C , x n  abbia la forma (13'): cib si dimostra mediante 
Io stesso ragionamento fatto a § 10, e). Poesiamo aggiungere che la determi- 
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nazione del sistema completo degli sviluppi del10 zero per funzioni pn(x) B in- 
dipendente da1 gruppo (a,) e dipende soltanto dalla risoluzione dell'equazione 

y (x) = o. 
17. Genera.lizzando l'operazione introdotta a 5 13, poniamo: 

C*, ; 

ora la serie (23), che sotto la condizione che (kn) sia al contorno della varietà 

a e che sis 1x1 <I converge anche se i suoi termini si riducono ai loro valori 
a 

assoluti, si potrà ordinare rispeito agli indici crescenti di c, e verrà 

I) knpn (x)  = 2 co DVE(x) .  

Percib il problerna del10 sviluppo di una funzione f(x) in serie della forma (23) 
coincide colla risoluzione dell'epaxione funxionale 

Y c Y  DY K(x) = f(x) (2 5)  

rispetto alla funxione incognita X(x). Corne caso speciale, abbiamo i'epaxione 
incomplets 

, . 
zc, DVK(x) = O (26) , 

corrispondente agli sviluppi del10 zero (24), e le soluzioni di questa equazione 
sono gli sviluppi 

2 a, CI, x", 

essendo l C n x n  m a  delle funzioni (13'). Anche qui si pub, corne a $ 14, de- 
finire un sistema fondamentale O indipendente di soluzioni. 

18. 1 polinornî pn(x) soddisfanno alla proprieth 

infatti per la definizione del simbolo D data al paragrafo precedente, Dp,(x) 
si forma moltiplicando a,xv per il coefficiente di x"+' in pn(x). Se consideriamo 

('1 Su questa operazione si troveranno maggiori particolari nella accennaia Nota dcl Gior- 
nale di Matematiche. 
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un secondo sistema di polinomî q,(x), generati da 

E(x 4 + (4 
corne i polinomi p,(x) Io sono da 

E ( * 4  cp (4, 
il sistema di polinomî 

%(x) + P !ln($) 

dove 1 e p sono costanti arbitrarie, avrà per funzione generatrice la 

E ( x 4  [ A  ? (4 + P + (41 

e soddisferà all' equazione (27). 
Se nelle P,(x) sostituiamo alle a,xv le p,(x), avremo un nuovo sistema di 

polinomî aventi per funzione generatrice la 

E ( x 4  cp (4 + ( 4  

e soddisfacenti alla stessa equazione (27). 
1 19. Facendo a, = - si ha un cas0 particolare molto notevole: 
n! 

a) L'opernzione D si riduce alla derivazione. 
b) La funzione E(x) si riduce alla funzione esponenziale e2. 
c )  1 polinomî p,(x) divengono 

ed hanno per funzione generatrice la 

exz rp (x). 

d) Le equazioni (25) e (26) divengono equazioni differenziali lineari a 
coefficienti costanti, complete O no, e la soluzione dell'equazione incompleta 
anche con un numero inJinit0 di termini è data dalle funzioni 

che sono le soluzioni delle equazioni incomplete il cui primo membro é futtore 
del primo rnembro della (26). È facile verificare come queste, che sono quindi 
soluzioni di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti ordinarie - 
cioè con un numero finito di termini - aiano precisamente le soluzioni date 
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dalle ordinarie teorie, fanta per il caso delle radici semplici della p(z) quanto 
per il cas0 delle radici multiple. 

e)  La  teoria precedente dimostra ancora corne date 
tiche arbitrarie f(x)  e K(x), non sia possibile .irz generale 
due dimensioni, di sviluppare la f (x )  in serie della forma 

due funzioni anali- 
ed jn un campo a 

rnptre  data la f(x) ed il sistema en di coefficientil B possibile in generale di 
determinare una funzione K(x) che soddisfaccia all'eguaglianza precedente. 

20. Rimarrebbero da studiare gli sviluppi dello zero [Che potrebbero con- 
tenere nei loro coefficienti infinite radici della y(x)] per i quali la funzione C(x) 
corrispondente assume la forma [cfr. la (13'11 

questa funzione C(x)  cessa di essere razionale, e non ha carattere razionale 
1 

oltre al cerchio - Ma tale questione, che si collega colla ricerca della solu- R 
zione più generale possibile dell'equazione 

O piii particolarmente dell'equazione differenziale 

in altra 

21. 

mi sembra presentare difficoltà di natura speciale, e mi propongo di riprenderla 
occasione. 

Se nelle (28) sostituiarno a cn rispettivamente 2 abbiamo 
n !  

i polinomî n!pn(x)  sono già stati considerati in  un interessante lavoro del 
sig. APPELL (*), e si pub osservare che niediante l'introduzione del nostro sim- 

(') Sur une classe de polynômes. (Annales de 1'Ecole Normale Supérieure, tom. 9, 1880, 
2"Qérie.) 
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bol0 di operazione D, riesce molto semplice la estensione ai nostri polino~iiî 
generali dati dalla (22) delle proprietà date da1 sig. APPELL per i polinomî da 
esso studiati. Alcune di queste proprietà generalizzat,e si trovano enunciate 
a 9 18. 

IV. 

22. Nei due Capitoli precedenti si sono presentati esempi di sviluppi del10 
zero, cioè di serie convergenti i cui terinini sono funzioni di una variabile e 
la cui somma in un'area finita è costantemente nulla. Esempi di simili sviluppi 
(NullentwickeZungen) erano già stati considerati da FR~BENIUB (*) e LINDE- 
MANN (**). In cib che segue ho cercato di giungere ad una generalizzazione 
degli sviluppi trovati precedentemente, considerando un sistema di funzioni 
pn(x) che ammetta un sistema associato. 

Prima perb importa notare che sviluppi del10 zero sono possibili a priori 
anche per sistemi di funzioni quali sono stati considerati nella prima Memoria. 
Tale possibilitb rjsulta dalle seguenti osservazioni: Prendiamo due gruppi di 
numeri 

amln ed  am,,^ 

pei quali siano soddisfatte le ipotesi fatte a Ej 20 della prima Memoria, e ri- 
teniamo le notazioni ivi usate. Sappiamo che se (x,) è un gruppo interno alla 
varietà s, si potrà da1 sistema 

ricavare 

e percib non si potrh soddisfare al sistema di e'cjuazioni 

con un gruppo (x,) interno alla varietà s se i numeri x,, non sono tutti nulli. 

(') FR~BENIUS: Ueber die Entzoickelungen, die nach gegebenen Fzlnctionsn fortschrei- 
ten (CRELLE, t. 73). 

(") LINDEMANN: Enttoickelungen der Functïonen einer comptezen Variabeln nach La- 
nzé'schen Functionen (Math. Annalen, t. 19). 
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Ma potrà darsi che per un'altra determinazione r l ,  si, dei numeri r, s, tale 
che sia 

&>s,  ri<r 

non si possa avere una corrispondente determinazione dei numeri p e 5 ;  se 
quindi (x',) è un gruppû interno alla varietà s,, ma non alla varietà s, le serie 
che figurano nei secondi membri del sistema 

sono bensi ancora convergenti, ma non si sarà autorizzati a dire che questo 
sistemw è risolubile. Potrà dunque darsi che il sistema 

sia soddisfatto anche senza che siano nulIe tutte le x',, e per conseguenza se 
poniamo . 

pn(u) 2 a,, n U" 
m 

10 sviluppo 
;.(xfnpn(u) 

sarà convergente in egual grado per Izcl < r i  e costantemente nullo, e ci darh 
cos1 uno sviluppo del10 zero. 

23. Si abbia ne1 piano della variabile x un sistema di curve Ct, ognuna 
delle quali divida il piano in due campi, il primo che diremo Et chiuso e sem- 
plicemente connesso, il secondo infinito. Queste curve si succedano in modo che 
ognuna di esse sia interna alle successive, e che siano tutte comprese fra due 
curve estreme C e C f ,  la prima esterna e la seconda interna a tutte: in casi 
speciali C possa ridursi ad una curva infinita e C' ad un punto. Diciamo E 
ed E' i campi interni a C e C' rispettivamente. Per ogni punto del campo 
comprèso fra C e Cr  passi una curva del sistema Ct ed una sola. 

Si abbiano due sistemi di funzioni associate p,(x) e a,(x), sotto le seguenti 
ipotesi : 

Le funzioni ~p,(x) siano a carattere razionale intero in tutto il campo E. 
Le funzioni na($) abbiano carattere razionaIe ne1 campo compreso fra 

Ie curve C e Cf. 
Fra le funzioni PR(%) e en($) passi la relazione 
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intendendosi che per ogni valore di y preso ne1 cainl~o fra le curve C e Cf, 
la serie del primo membro converga in egual grado per tutti i valori di  ,z: 

contenuti ne1 campo Et interno alla ciirva Ct che passa per y, e per ogni 
valore Z di x preso pure fra le curve C e C' la serie stessa converga in egual 
grado per tutti i valori di y compresi fra la curva Ct passante per Z e la curva 
estrema C. 

24. Sia f(x) una funzione analitica regolare entro il campo E; si avrà, 
estendendo l'integrazione ad una curva Ct: 

con 

e 10 sviluppo sarà ~ a l i d o  entro il campo Et. 
Estendendo invece l'integrazione ad una curva Ct,, si avrà 

con 

e questo secondo sviluppo sarà valido in Et,. Se ora accadrà che Fn non sia 
eguale a le,, la serie 

ci darà imo sviluppo della. zero valido ne1 minore 
25. Supponiamo che la funzione n,(y) abbia 

dei due campi Et ed Et,. 
un punto singolare non es- 

senziale (polo) cc fra le curve Ct e Ct,, mentre tutte le altre funzioni =,,(y) 
(razm) maniengono il carattere razionale intero entro quel campo: in ta1 caso 
tutte le difîerenze ka - k'n saranno nulle, eccettuata km - Km; ma questa sarà 

A = Residuo per y = a di ~ m ( y ) f ( y )  

e percib dovrà essere 
Apm (x) = O. 

Ma A si pub sempre imaginare diverso da zero perchè la funzione f(y) es- 
sendo soggetfa alla sola condizione di essere regolare ne1 campo E, si potrà 

Annali d i  Matemuticn, ton10 XII. 17 
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sempre sceglierc in modo che il residuo di o,(y)f(y) per y=a sia diverso da 
zero. Ne segue dunque che deve essere 

pm ( x )  = 0 

in tutto il campo Et od Et,, e quindi in tutto il campo E. 
I n  modo analogo si diniostrerebbe che se un punto O! è polo per un numero 

finito di funzioni 
a m ,  (Y)) " J m s ( ~ ) )  ~ m r ( i ) ,  

le funzioni 
Pm, (x), (XI, .  . ~ m r  (XI, 

dovranno essere nulle in tutto il campo E. Su~ponendo dunque che nessuna 
delle funzioni pn(x)  sia identicamente nulla entro il campo E, dobbiamo con- 
cludere che se un punto a è polo per uIia funzione a,(y), esso dovrà essere 
polo per infinite funzioni m,(y). 

26. Supponinmo che le funzioni a,(y) ahbiano ne1 punto u compreso fm 
le curve Ct e Ctl una singolarità non essenziale di ordine non maggiore di p ,  
e sia A,  il residuo della funzione 

W ~ Y )  f ( y )  
per y =a: in ta1 cas0 la serie 

sa& convergente ne1 minore dei due campi Et, Et, e ci darà uno sviluppo 
dello zero. 

Ora, sia per l'intorno del punto a :  

f ( y > = f o + f i ( y - 4  t f d y  - a ! +  

an, 1 1 an*t ;...+-- 
.fi (Y) = , "",' + ' F ( y - a ) ;  

(Y - KY (Y - CoP 
ne seguirà 

per cui 10 sviluppo dello zero sarà 

ma osservando che i numeri 

6, fi, fi,**. fp-1 

si posRono riguardare corne arbitrnrî poichb la funaione f ( x )  8 soggetta alla 
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sola condizione di essere regolare entro il campo E, ne viene che dovranno 
essere separatamente sviluppi dello zero le serie 

le quaIi convergeranno tutte ne1 minore dei due campi Et, Et,, e poichè le 
curve Ct ,  Ct, si possono avvicinare fra loro tanto quanto si vuole, si potrh 
dire u che gli sviluppi (2) convergeranno entro il campo Et limitato dalla curva 
n Ct che passa per a. n 

Se fra le curve Ct e Ct, si trovano poli delle funzioni an@) in numero finito 

il cui ordine d'infinito non possa rispettivamente superare i numeri 

potremo ripetere Io stesso ragionamento sostituendo alle curve d'integrazione 
altre che comprendano fra loro un solo dei punti a ,  ed avremo 

sviluppi del10 zero, rispettivamente validi nei campi Ei limitati dalle curve Ci 
passanti per i punti ai: questi sviluppi si potranno indicare, analoga.mente ai 

(21, con 

Riassumendo: cr Se le funzioni a,(y) hanno fra le curve C e Cf un numero 
n finito od infinito di poli, i cui posti limiti siano sulle curve C e C', e se per 
n ogni polo ai esiste un numero intero e positivo pi che indichi I'ordine mas- 
n simo d'infinito delle funzioni an(y) in quel punto, vi saranno pi sviluppi dello 
n zero indipendenti relativi al polo ai, e la forma di questi sviluppi sarà 

È: facile vedere che i vari sviluppi dello zero contenuti in queste formole sono 
fra loro linearmente indipendenti. Non resta perb escluso che oltre a questi 
sviluppi dello zero non, ve ne possano essere altri pure da. questi linearmente 
indipendenti. 
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27. Se le funzioni p,(x) sono 

pfl(x)=(x-a~)(x-a,).~.(x-a.) (*) 

dove con a,, a,, ... a,, si indica un gruppo di numeri mente per limite zero 
e tali che sia convergente la serie 

XIarrI, 
le funzioni associate saranno (**) 

le curve C e C' si riducono in questo caso rispettivamente al cerchio di centro 
O e di raggio infinito, ed al punto zero. Qi è uno sviluppo dello zero relativo 
ad ogni punto ail, il quale converge entro il cerchio di centro O e di raggio laal. 

Se le funzioni p,(x) sono quelle da noi considerate ne1 Cap. II, ci06 

~ ~ ( x ) = c ~ + c ~ ~ - ~ z + c  f l - n ~ ' + . . . + ~ o ~ n  
con 

'P (x) = 3 ~ l i .  xn, 
le funzioni associate saranno 

1 i poli di queste funzioni sono le inverse - delle radici di ?(x), e queste sono 
al& 

1 
tutte esterne alla circonferenza - le curve C e C' si riducono in questo caso R: 
alla circonferenza di centro O e di raggio ao ed alla circonferenza di centro O 

1 e di  raggio -. Ora abbiamo sppunto dimostrato che ad ogni radice un corri- R 
spondono tanti sviluppi dello zero quant'è l'ordine di multiplicità- della radice 
stessa, ed il campo di validità di questi sviluppi B il cerchio di centro O e di 

1 raggio - . 
14 

Bologna, dicernbre 1883. 

(') Queste funzioni sono quelle considerate da FR(EBENIUS nella Memoria citata a psg. 127. 
(") FR~BENIUS, Memoria citata, § 3. 
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Principii di una teoria 
delle forme differenziali quadratiche. 

(Mernoria del prof. Cl. Rrccr, a Padova.) 

M o l t i  lavori sono stati pubblicati sulle forme differenzidi quadratiche dopo 
che le ricerche moderne sulla natura del10 spazio hanno richiamata su di esse 
la attenzione dei Geometri. Cos1 oltre alla memorabile Tesi  d i  abilitaxiosze di 
RIEMAXN ed alla Co?nrnentah'o Mathematica, in cui viene trattato in ispecial modo 
il problema di riconoscere quando una data forma sia trasformabile in altra 
a coefficienti costanti e che, sebbene presentata. alla Accademia delle Scienze 
di Parigi ne1 1865, fu pubblicata soltanto ne1 1876, apparvero contemporanea- 
mente ne1 volume 70 del Giornde di BORCHARDT del 1868 una Memoria di 
CHRISTOFFEL su1 problema generale della trasformabilità I'una nell'altra di due 
date forme con egual numero di variabili, ed una di LIPSCHITZ, in cui viene 
risoluto completamente quel10 speciale già considerato da RIEMANN. 

In  altri lavori pubblicati nei volumi 71 ed 81  del Giornale di BORCHARDT 
il LIPSCHITZ si propone di determinare degli invarianti delle forme differeuziali 
quadratiche e vi giunge prendendo a guida i risultati çià noti per l'elemento 
lineare di una superficie, cioè ne1 caso di due sole vmjabili indipendenti. Si 
sa infatti che, se un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza 
é costretto a muoversi sopra una superficie, la pressione da esso esercitatn 
sopra questa in ciascun punto è inversamente proporzionale al raggio di cur- 
vatura della sezione piana normale alla superficie e tangente alla traiettoria 
in quel punto. Se quindi ci si propone di determinare le pressioni massima e 
tninima tra quelle corrispondenti alle diverse traiettorie' si arriva ad una equa- 
zione di secondo grado, che ha per radici i valori reciproci dei raggi di cur- 
vatura principali della superficie, e il cui termine noto è la curvatura di GAUSS, 
che si sa essere appunto un invariante differenziale dell'elemento lineare della 
superficie. 11 problema analogo più generale di C R ~ C O ~ O  delle variazioni, in cui 
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ci si propone la determinazione deIIe pressioni massime e minime ne1 cas0 che 
il moto di un punto materiale non soggetto alla azione di alcune forza in uno 
spazio ad in dimensioni debba soddisfare ad m condizioni, conduce ad una 
equazione di grado n -ml coi coefficienti della quale si costruiscono gli inva- 
rianti cercati. Cosi, se è m = 1, come appunto ne1 cas0 del moto di un punto 
materiale del nostro spazio sopra una superficie, e quindi la equazione accen- 
nata è della forma 

i coefficienti D,, Da, Ds , . . . sono invarianti della forma differenziale quadratica, 
che rappresenta 17elemento lineare della s~perJicie ad n - 1 dimensioni, su cui 
il punto materiale del10 spazio ad in è costretto a muoversi, e 10 sono pure i 
prodotti D,,+i DPS+L7 le quante volte sia 2 (r + s + 1) s f i  + 1. Il coefficiente 
D,-, è riguardato naturdmente come la generaljzzazione della curvatura di 
Gauss. 

Il sig. Voss in una Memoria pubblicata a pag. 129 e seguenti del vol. 16  
m 

dei Muthentatissche Annalen, prese a considerare due forme ~,a,sdtc,du,, 
1 

Y i l t ~ i k d ~ i d ~ k ,  dove è m<n, e di cui la prima si pub dedurre dalla seconda 
1 

stabilendo tra le x rt - m relazioni, che sono identicamente soddisfatte dalle loro 
espressioni per le zc, generalizza per questo caso i concetti delle curvature di 
M O N ~ E  e di Gauss e guidato da analogie puramente geometriche giunge ai ri- 
sultati, cui era pervenuto il LIPSCHITZ seguendo delle analogie tolte alla Mec- 
canica razionale. E ad analogie geometriche sono pure inspirate molte indagini 
sulla curvatura degli spazî pubblicate ne117ultimo decennio, come quelle del 
sig. BEEZ contenute ne1 vol. 7 dei Mathematische Ara~talen e nelle Annate 1875, 
76 e 79 della Zeitschrift fëir Mathematik and Physilc diretta da SCHLOMILCH. 

Co& quasi tutti i Geometri, che si sono fino ad ora occupati di questo argo- 
mento seguendo il corso delle idee, quale si è infatti sviluppato e che ha 
introdotto ne1 campo della Analisi le forme differenziali quadratiche come rap- 
presentanti gli elementi lineari di spazi ad in dimensioni chiesero alle teorie, 
che valgono pel noatro spazio e per le superficie ordinarie a due dimensioni, 
norma alle loro ricerche. E se i risultati, a cui giunsero, furono notevoli, i 
metodi non appaiono sempre chiari e non rendono dei risultati stessi sufficiente 
ragione come quelli, che muovono da vedute e considerazioni, che non hanno 
colle questioni da risolvere una connessione necessaria. E cib tanto pih che, 
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corne vedremo, il cas0 di due sole variabili indipendenti rappresenta sotto molti 
aspetti nella Teoria, che ci occupa, un caso di eccezione. 

Oggetto di questo switto è di iniziare. sulle forme differenziali quadratiche 
una serie di ricerche le quali condotte su concetti puramente analitici meglio 
ci addentrino nella conoscenza della loro natura, e sfuggano anche cosi alle 
discussioni, a dir vero, alquanto oziose sulla esistenza e sulla natura degli spazî 
a pih di tre diinensioni. Le interpretazioni dettate da analogie geometriche O 

meccaniche, che a quei risultati si potranrio dare, non saranno che illustrazioni 
di una tale Teoria. 

Una osservazione fatta dallo SCHLBFLI (*), secondo cui iina forma diflerenziale 
nth 

quadratica positiva ad lz variabili deve seinpre potersi dcdurre dalla 2, d y:, 
1 

~ ( 1 %  - 1) dove è O s h s  
2 

prendendo per y,, yz, ... yn+h delle funzioni oppor- 

tune di f i  iariabili indipendenti, è il punto di partenza di queste ricerche. Se 
infatti, preso per W il minore tra i numeri intieri. positivi, per clii cib è 
sibile per una data forma, questa si dice di classe'lz, é evidenté che per le 
questioni più importanti, -che si possono proporre nello studio di m a  forma 
differenziale quadrntica, sarà essenziale il conoscere a quale classe essa appar- 
tenga. Cosi, per esempio, perché due forme col10 stesso numero di variabili 
indipendenti si possano trasformare 1' una nell'altra, sarà necessario anzi tutto 
che esse siano della rnedesima classe: e già i risultati, che si conoscono in 
questa Teoria, si appalesano essenzialmente clipendenti dalla indicata classifi- 
cazione delle forme. 

A me pare che si avrebbe una teoria completa e razionale delle forme dif- 
ferenziali quadratiche, le quante volte si possedesaero i criterî per riconoscere 
a quale classe una data forma appartiene e, partendo da questi, si facesse 
uno studio speciale delle forme stesse classe' per classe. 

Qui, chiamate riducibili le forme ad lz variabili, che si possono dedurre da 
una forma ad f i -  1 ponendo le variabili di questa eguali ad altrettante fun. 
zioni delle variabili di quella, daremo ne1 fj 1 il modo di riconoscere quando 
una forma è riducibile e, se 10 8, di effettuare la riduzione. 

Ristrette poi le nostre considerazioni alle forme non riducibili, daremo ne1 
$ 2 una nuova dimostrazione del teorema già dimostrata da- LIPSCHITZ.~ in 
parte anche da CHRISTOFFEL e RIEMANN sulle coudizioni necessarie e sufficienti 

(*) Vedasi il Volume 5 della Seria II di  questi Annnli  a pag. 178. 
Annali di Matematka, tom0 XII. 18 
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perché una tale forma sia di cl'asse O. E reputo opportuno il dare una tale 
dimostrazione, sia perchè essa mi appare chiara e naturale, sia perchb é basata 
su1 teorema del 5 1, corne quella del paragrafo successive su1 teorema del 
5 2, e rende cos1 tutto 10 studio più completo e le sue parti meglio coordinate 
fra di loro. 

Ne1 § 3 in fine, date alcune formule, che valgono per delle forme di classe 
qualunque, daremo i criterî per riconoscere se una forma data sia di la classe. 
A questo ci condurra la ricerca della forma speciale, che prendono in questo 

ne ( f i 2  - 1) 
caso le 

12 
espressioni (1 m , pq) dipendenti dai coefficienti della forma 

data e dalle loro derivate prime e seconde, le quali si annullano tutte, quando 
la forma è di classe O. Si trova che ne1 cmo di una forma di 1" classe esse 
sono invece i minori di 2' ordine di un determinante simmetrico di ordine 12. 

Indicati con ( lp)  gli ""+ elementi di questo determinante, se B n=2, uno 
2 

solo di essi è determinato in funzione della unicn espressione (12, 12) e degli 
altri due; se k n=3,  10 sono tutti; e per n>3  la loro eliminazione conduce 

- ad "'(7; + '' relazioni tra le (1 n, p y), cioè ad altrettante relazioni 
2 

differenziali di 2"ordine, a cui debbono soddisfare i coefficienti della forma 
data perchè questa sia di 1' classe. Si trova di pih che le quantità ( l p )  deb- 

bono soddisfare ad (n - l ) n ( n  + 1) 
3 

relazioni differenziali di l0 ordine, le quali 

ne1 cas0 di n>2 corrispoidono ad altrettante relazioni differenziali di 3" or- 
dine tra i coefficienti della forma data. 

Se si considera poi la forma ij, di coefficienti (Zp) si trova che essa é cova- 
riante alla data p, cos1 che, se si indicano rispettivamente con A ed a i loro 

A discriminanti, per n = 2, - è un inva~z'ajzte differelzaiale di 20 ordine di y,  che 
a 

si trovsi. coincidere colla curvatura di G~uss della superficie, di cui p rappresenta 
l'elemento lineare: e per n > 2  sono invarianti differenziali di 2" ordine d i  y 
tutti gli n invarianti algebrici assoluti del sistema di forme rp e rj/. Si determina 
poi facilmente il significato geometrico di tali invarianti, poichè, se si estende il 
nome di superficie a tutti gli spazî, il cui elemento lineare p è una forma diffe- 
renzizlle di 1%1asse, e corrispondentemente si estende la definizione delle linee 
di curvatura e dei raggi di curvatura principali, si trova che per ogni punto 
di una superficie ad +z dimensioni passano la linee di curvatura, a cui corri- 
epondono altrettanti raggi di curvatura principali, e quegli invarianti rappre- 
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A 

sendo r = 1,  2 , .  . . n. Cosi 1' invariante (- l )n  - rappresenta anche ne1 caso 
CC 

generale il prodotto di tutti quei valori reciproci e si riguarda quindi conie 
la espressione della curvatura di Gauss per le superficie di un nuniero qua- 
lunque di dimensioni, tanto più che anche per queste il suo annullarsi corri- 
sponde al17essere la superficie piana. 

Le  formule generali contenute ne1 3 possono servire coine punto di par- 
tenza per 10 studio delle forme di classe superiore alla prima; ma. in questo 
studio io non mi sono peranco addentrato. 

Diremo che una forma differenziale quadratica ad 91 variabili 
n 

g> = x r s  ars dxr dxs 
1 (4 

è riducibile, le quante volte sia identicamente 

u,, u2 ,... unbi essendo funzioni di ri, x,,. . . xn e i coefficienti bl ,  di u,, zt ,,... 
26,-,. Se cib è, posto 

cioè il discriminante a della forma g, é il prvdotto delle due matrici 

du i  du t  cl UR-4 - . . a  - 
dxi dxi d xi 
du3 duo n th-1 - -... - 
d ~ e  rlxn d xe 
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che indicheremo con U ed E e che hanno n linee orizzontali ed n- 1 ver- 
ticali. È dunque 

a=0. (1) 
Si ha di pih dalla (3) 

e posto 

e indicato con a,, il complemento algebrico di a,, in a 

Ora dalla (3), fattovi s = i, moltiplicata per zpi e ~ommata  rispetto ad i tenendo 
conto della (1), si ha  

Se tutti i determinanti, che si traggono dalla matrice E sopprimendone una 
linea orizzontale, non sono nullj, questo eistema di equazioni conduce alle 

e quindi per le (5) alle 

mentre ne1 caso opposto si giunge a queste immediatamente osservando che, 
se si indicano con Ui ed Ei i determinanti, che si traggono dalle matrici U 
ed E trascurandone le orizzontali isime, si ha  

c-pi= EpUi= O. 

Supponiamo ora verificate le condizioni (1) e (II) e poniamo 

X , = X ~ ( U I ,  % , . e n  un-,, 2%) ( r = l ,  2,  ... fi-1).  ( 6 )  
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La y prende mediante questa posizione la forma 

essendosi ~ o s t o  

La  precedeiite espressione di cp si riduce alla (2) le quante volte x i ,  x,, ... x,-, 
E I ~  determinino in funzione di x, per guisa da soddisfare al sistema di equa- 
zioni simultanee 

n 
Zsarsdxs=O ( r = l , 2  ,... n), 
1 

(8) 

che sono compatibili fra di loro, quando la condizione (1) è soddisfatta. 
Dalle (7), in cui per x , ,  x,, ... si intendano posti i valori dati dalle (6), 

si trae 

owero osservando che h 

d $lm -- n-l d x p . d x S  T S  d x p  - - 2 y  -- 
d  xn yrsdur d ~ , ~ ~ ~ [ p ] = '  

Infine poichè le (€9, tenuto conto della (1), ci dicono che le &xi sono propor- 
zionali alle spi e quindi le (II) conducono alle 

la precedente equszione ci dà %=O, oioè ci dice che i coefficianti bim 

sono funzioni soltanto delle costanti u, ,  u,, . . . unMi, che vengono introdotte 
dalla integrazione del sistema (8). 
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Si è dunque dimostrato che: L e  condixioni (1) e ( I I )  sono ~zecessarz'e e su f -  
ficienti perchè l a  forma (1) s ia  riducibile. P e r  effet tuare Eu ridzlxione conviene 
in tegrare  il sistewza d i  equaxioni s i m u l t a ~ e e  (8); le costanti  d i  integraxione 
rappresentano le nuove uariabili. 

Si pub pure dedurre dalla dimostrazione data che, se è verificata soltanto 
la condizione (1), la forma (1) si pub ridurrc alla (Z), ma i coefficienti di questa 
dipenderanno oltïe che dalle nuove anche dit una delle anticlie rariabili. 

Forme di classe O. 

Supponiarno ora che la forma 

non sia riducibile e, almeno qiiando la variabilità delle x, ~ i a  convenientemente 
limitata, sia positiva. I n  ta1 caso, corne ha notato 10 SCHLZFLI (*), essa pub 
dedursi dalla 

92 (9% - 1) essendo O 5 h 5 
2 e le yt funzioni di xi, x2,. . . xn: il numero rappre- 

sentato da h darà la classe della forma y. 
lit d t Se indichiamo per brevità la - con - abbiamo le . 

d X, d r 

dalle quali si deducono per le quantità ['J (§ 1, 4) le espressioni 

(') Si veda il volume 5 della Serie II di questi Aoznali a pag. 190. - 
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Posto m i  
A 

d [ " P ]  111 d [ l q ]  nz 
(lm, pq)=----f-zrscr.s 

d Y d~ 

si lia dalle (4) . , 
"+h d t t  d2t  

(lm, py)=+-- 1 d l d p  d a z d q  -- d l d q  d n z d p  
a 2 t  d 2 t )  1 

n+h n d t  d u (  d s t  (P.& -- ----- 
' % u p c ' s d v  d s  d l d q d n i d p  d l d p  d o t d p  

Supponendo dapprima h =  O e posto 

ad- 
d r 

dalle (3) si ha 

Avremo quindi 

n d t d u  - d u  ( D k a  (perzc=t) 
&G~--= D l s e s t - =  , 
1 d r  d s  d s  ( O (per zc 2 t). 

Queste assieme alle (7) dicono che, quando la forma é di classe O, i suoi 
coefficienti soddisfano a.lle equazicmi 

(ln?., pq)=O. (1) 

Per dimostrare il teorema inverso di questo risolviamo le equazioni (4) ne1 
caso di h== O rispetto alle derivate seconde delle y. Tenuto conto delle (6) e 
(9) si ottiene cos1 

le quali derivate rispetto ad xh e sostituiti per le derivate seconde, che com- 
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pariscono nei secondi membri, i valori dati -. dalle , (10) stesse, si ha .. - 

. * r  d i g  
dst =%s/[s i g  ]; dcrs + C v s i ~ + 4 p q c p l [ l ~ j [ ~ l l ) k .  - 

d i d g d h  1 

E poichè dalle equazioni (4) del 9 1, che definiseono il simbolo r.7, si ha 
e 

la precedente si trasforma nella 
' 

Se si pone ora mente alle (7), si vede che l'essere veriEicate le equazioni (1) 
equivale all'essere il sistema (10) completo ne1 senso defioito in una mia re- 
cente Nota pubblicata in questi stessi Atznali (*). Corne in essa dimostrai, il 
sistema (10) si integra deterininando gli n integrali comuni indipendenti del 
sistema di equazioni 

dopo aver posto 

sistema, che è jacobiano. Indicando infatti quegli integrali con f,, f,, ... f, le 
equazioni 

f r = c I .  ( r = l l  2 ,  ... a), 
dove le c, sono costanti arbitrarie, danno per pi ,  p,, . . . p, le derivate rispetto 
ad xi, x,,. .. x, di una funzione y, la qiiale rappresenta l'integrale gmerale 
del sistema (10). 

(') Tomo .12, pag. 43. 
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Prendiamo 

ed avremo 

e per questa e per le (12) 

e siccome dalle (4) del $ 1 si ha 

Questa e la (13) ci dicono che f soddisfa alle equazioni (a) e prendendo eguale 
ad 1 la costante arbitraria, a cui deve essere eguagliata secondo il metodo 
esposto per integrare il sistema (IO), avremo 

Siano poi f i ,  f,, ... f,,, altri a -  1 integrali indipendenti fra loro e da f del 
sistema (a), si ponga 

a y  e si indichi con y I>integrale particolare del sistema (IO), per cui B - =p, ,  
d xl. 

pi, p,, ... p, essendo date dalle equazioni (14) e (14'), e che conterrà quindi 
oltre alle costanti arbitrarie ci ,  c,, ... c,,-~ una costante additiva pure arbi- 
traria c,. 

Si consideri la forma 
n 

~ = c p - d y P = Z ] ~ s e , s d x v d x s ,  
1 

(15) 

dove sarh 
ers= a r ~ - p r p s .  (15') 

Annalà di Matemtica, tomo XII. 19 
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Indicando con e il suo discriminante ~i ha 

per la (6) e quindi per la (14) 

e 3 0, 

Se poi con Ei2 si denota il complemento algebrico di cil in e, osservando che 
n 

~ i ~ i , . . E à a  non è che il determinante e, in cui invece di ail-pipl si B posto 
1 

a;,., si dimostra facilmente la eguaglianza . 

Da querita moltiplicata per a,,.' e sommata rispetto all'indice r si trae 

Siccome di più, posto 

dalle (15') si ha 

dy ricorrendo alla (14) e ricordando che B pl=- e che y soddisfa alle equa- 
d xz 

zioni (10) si trova 

Per quanto si vide ne1 5 1 questa e 1% (16) oi permettono di concludere 
che la forma 9 è riducibile e la riduzione si fa integrando il sistema di equa- 

n 
zioni simultanee ~,er,dx,== O ovvero per le (15') 

1 
n 

\'sarsdxs=p,dy. 
L; 

Queste risolute rispetto alle dx, e posto 
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si trasformano nelle 
d ~ , =  Psdy.  

Se quindi si indicano con u, , u, ,. . . n - 1 integrali indipendenti della 
equazione 

ahbiamo 

posto 

In quiste le derivate sono prese considerando xi, x*, . . . 3,-, come funzioni di 
ui, 2~ ,,... t~,~ e di x,. Se invece x,, xz ,... x,, si considerano come fun~ioni 
di u,,  zc ,,... a,-, e di y, le derivate delle x, rispetto ad y son date dalle (18) 
e distinguendo quelle prese rispetto alle z c ~  nella nuova ipotesi con delle pa- 
rentesi si ha 

e quindi 

essendosi fatto uso della 
n 

&avsPr=ps,  
1 

che si deduce immediatammte dalle (17). Da questa combinata colla (14) si 
trae pure 

x s p s  P, = 1 
e siccome è ançhe 

dalle (20) si ha 
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n-l dxr "-1 

e per le (22) e (23) 

duz 

Per queste le (19) danno luogo alle 

dove le derivate sono prese considerando x i ,  x2,. . . Zn corne funzioni di u,, 
-. 

uz ,... u,, e di y. . t 

Indicando c m  b il discriminante di 9 ridotta alla forma (15"), con firs il 
complemento algebrico di b,, in b e posto 

6 trova 

e facendo uso della (11) 

t 

Si ha pure facendo uso delle 

~ I Y  d ~ h  d?J ---- - -Ph-  b e r  v z h )  
d y  dxv . . d xv 

r ".T 

dz! -Ph-+ l  (per v= h) 
dsz, 
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e di alcune facili riduzioni 
\ 

n 

) (26) 

n 
d!J d x ~  -0 si ha e poichè dalla &., - - - 

1 dxw du1 

" a" d x w d x l ;  --- de xi Fk d z w  d x k  dui du,  
- - z ip i  - 

duzduq 

d'y il d o r e  dato dalle (10) e sostituendo per dza 

l'ultima sommatoria del secondo membro della (26) sparisce e da questa e 
dalla (25), indicando con (lm, pq), la espressione, che si deduce dalla $ posta 
sotto la forma (15"), come la (lm, pp) dalla g, Iformula (5)] si deduce 

e quindi per le (1) 
( lm,  pq), = 0. 

Ne viene che, come la forma y (15), anche la 9 pub mettersi sotto la forma 
d y : + ~ ,  dove la x B una forma differenziale quadratica con una variabile di 
meno di quelle contenute in # cioè con rz-2 variabili, e a x applicando 10 
stesso ragionamento e ,eod di seguito .II volte si conclude in fine che a p pub 

darsi la forma 3Jy:, oiob che la forma p è di classe O. 
1 
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Possiamo dunque concludere che: L e  condizioni espresse dalle eyzluzioni (1) 
sono necessurie e esuflcienti perché la forma àrriducibile rp sin d i  clusse O. 

È facile verificare dalle (5) che si ha (1 1, p p) = O, (lm, p q)  + (m 2, p q)  = O;  
(lm, p 4)  = (pp, 2 m), dalle quali deduciamo che nelle espressioni (lm, p q) non 
si possono supporre più di due indici eguali senza che esse spariscano identi- 
camente; che esse non si alterano scambiando il gruppo di indici lm, col gruppo 
pq e che cambiano soltanto il segno scambiando fra loro gli indici di uno 
stesso gruppo. Esse si potranno quindi distinguere in tre categorie assegnando 
alla prima quelle, in cui i due gruppi coincidono e che sono della forma 
( lm,  lm); alla seconda quelle, in cui un indice del primo gruppo coincide 
coll'indice corrispondente dell'altro, gli altri due essendo distinti, e che sono 
della forma (lm, lq )  e alla terza quelle, in cui tutti gli indici sono distinti. Il 

n(n-  numero delle prime B evidentemente 
2 

''3 quello delle secunde, che si 

ta(%- 1 )  ottengono combinando coi gruppi lm in numero di -- 
2 

gli n - 2 indici 

distinti da 1 e da m, è 
n (n - 

1 ) ( n - 2 )  9 e quello delle terze, che si ottengono 
2 .  

ciascuna due volte combinando coi gruppi (lm) quelli (p p) fatti cogli n - 2 
n ( n - l ) ( f i - 2 ) ( % - 3 )  indici differenti da 1 e da rn sono 

8 
Se si nota perb 

ancora che queste ultime sono legate tre a tre dalle relazioni 

il numero di quelli, che sono indipendenti fra loro, si riduce ad 

11 numero totale delle espressioni (lm, pq) indipendenti le une dalle altre è 
n(n - 1 )  (n -2 ) (n -3 )  

dunque N =  6 

Ricordiamo che ne1 ridurre rp alla forma dy" + abbiamo fatto uso di n 
costanti arbitrarie, di cui una additiva alla y e che, quando la avremo tras- 

('1 Ho riprodotto qui per essere completo un ragionamento gi8 fatto da CHRI~TOFFEL e 
L~PSCHITZ nelle citate Mernorie. 
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n 
formata nella x, dyp, ne avremo usate + di oui n additive. Esse rap- 

1 2 
presentano evidentemente la arbitrarietà, che abbiamo nella scelta del sistema 
di assi ortogonali y,, y,, .. . y, nello spazio piano ad n climensioni, di cui 
yi , y,, . . . y, possono riguardarsi corne le coordinate cartesiane ortogonali, 
mentre x, , x2,. . . Zn rappresentano un altro siatemn di coordinate qualunque. 

g 3. 

Forme di 1' classe. 

Ne1 caso di h)O a è il quadrato della matrice 

th il determinante, che da essa si ottiene trascuran- cioh, indicando con etrto, , .. 8 

done le verticali tFma, tfma, ... tzma e indimndo con Z t ,  una sommatoria 
estesa a tutte le combinazioni della classe h 'degli indici 1, 2 , .  .. rz + h,  si ha 

(P, 0. . . 
dzlt Indicandd poi con il complemento algebrico di - in et, si vede 
d XP 

facilmente che è 

Per calcolare ora la çiomma 

si noti che, nome una riflessione molto semplice fa vedere, se la colonna tsim 

della matrice (cc) occupa il posto a:ir.:th-, in quella, che se ne ottiene soppri- 
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sima si ha mendone le colonne tfma, ema,. . . th-l 

- / O se 7,. t,, t, ,... th son tutti differenti da t 

Noi abbiamo dunque 

e poiche, corne B facile vedere, si ha 

Da questa poi si deduce la 
i '  

in cui dalla sommatoria del secondo membro si escluderanno le combinazioni, 
che contengono t. Essa, tenuto conto anche delle ( l ) , e  (3), dà quindi luogo 
alle. 

di cui la seconda vale per t differente da u. Per esse le (6) del' $ 2 danno 
luogo alle 

dove dalla Xt1 r,.. .*-, debbono essere escluse- le  combinazioni; -che eontengono 
t ed u. ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle f irme dL;ffferenxaàl~ g uadmtkhe. 153 

Posta ora simbolicamente 

d e l  dg2 - -... dg(% + h) 
d l d p  d t d q  d l  d q  

alla (5) si pub dare la forma simbolica 

Ne1 caso di h= I, cioé delle forme di prima classe, le 

(1) 

(6) e (1) non sono 
simboliche, ma effettive e ci dicono che le espressioni ( lm,  pq) sono i minori 
di secondo ordine di un determinante simmetrico, che ha gli elementi (Zp). 

Posto . 
a,, = J$P) (7) 

si ha' dalle (6) 
n+i dat 

blp =&(- 1 l)t-let- d l d p  ' 
dalla quale si trae - 

Indicando con sr t ,  u, u, ... w une permutazione qualunque degli indici 
1, 2,. .. n + 1, abbiamo il sistema di equazioni 

Annati di Matematha, tom0 XII. 
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0 . 9  a) 
il quale risoluto rispetto alle et dà 

Queste, sebbene ottenute supponengp $ differente da t ed u, valgono, corne è 
facile verificare, pei: s qualunque e per mezzo loro alla equazione (9) pub darsi 
la forma . . . * . . . . . ,  . . . .  

e per Ie (8) l'altra 

Mohiplicando poi questa'per es, sommando rispetto ad 8 e tenendo conto delle 
(1) e (4), che ne1 nostro caso prendono . la forma 

nonchè delle (4) de1 5 2, sT ottiene 

" . -  
$ in cpeste sostitoendo per le bi, 
per- le (11)-del 8 2- è- . 

. L i  

d a  

. - .  , .. * . - * 
i loro ' vàloii' dati ' dab  (7) e notando che 

posto 

i . . . . . . . . . 
Supponiamo ora che le e~pressioni (lm, 21) siana i minori di 2' ordine di un 

determinante simrnetrico'di ordine n @.=gqisa çhe le equazioni (1) siano effet- 
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tive' e i,he gli eiementi di quedo determinante soddisfacciano alle equizioni {II). 
Rkolviarno le n equazioni, che si-ottengo~o dalle (4) del 3 2,  facendovi K= 1, 

dZt r = i, s =g, rispetto a tufte le derivats seconde contenutevi, eccettuata la - 
. 1 drdg 

Otterremo C O ~  le 

in cui s deve essere differente da t .  'Moltiplicando per et e sommando rispetto 
a t da 1 ad n + 1 con esclusione di s si trova 

e per le (IO), (6), la seconda delle (10Ks) e la (6) del $ 2, posto 

Da queste si ha 
r 

e poichè dalle (14) combinate-colle (il) del $ 2 e colle 

- 
the sono elementari,. si traggono le 

" 

dopo poche e faoili. riduzioni 
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Bottraendo poi da questa quella, che se ne ottiene scambiando i con 'h d p- 
mndo mente alle (4) del 5 l, alle (6) del § 2 ed alle (12) e (II) di questo 

Se, come aupporremo, la forma 9 non B di classe O, per quanto si dimostrb 
ne1 $ 2, nè gli elementi, nb i minori di 2" ordine del determinante A possono 
essere tutti nulli e le precedenti equazioni non possono quindi essere tutte ve- 
'rificate senza che si abbia 

d a  " d t 
z + ~ P I ~ P P ( q h ) - = O  (h==1,2, . . .n) .  

d p  
(17) 

Posto 
A =  f (11)(22).--(fi%) (18) 

ed indicato con [rs] il complemento algebrico di (rs) in A si ha dalla (17) 

Se snpponiamo dapprima 
A=O, 

queste prendono la forma 

delle quali rt-1 soltanto sono indipendenti. Da esse si ha 

dove (s k) deve essere considerato distinto da (ks) e 1 a aommatoria estesa a 
tutti i valori di t ed u da 1 fino ad n, eccettuati rispettivamente s e k, e 
dalle (II) avendosi 
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dalla quale e dalla (y) si deduce che il sistema di equazioni ( f i )  é completo. 
<Esse ammette dunque un integrale x e poichè se ne trae 

essendo Mi un fattore indeterminato, e da questa e dalle (1) 

e quindi (3 l j  che la forma g, é di classe O, concludiamo che, se questa è. di 
prima, classe, il determinante A non pub mai annuilarsi. 

Sia ora 

A 3 4  (20) 
si ponga 

Cr hl cleh - 
A 

2 

e si trarrà dalle (19) 
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Da questa si ha 

de t n d *zt, dagr dst 
(23) 4 - ~ r l a p ~ r h ~ h $ C 1 v h d i d h  + açxaB 

per mezzo della quale e della (19) dalla (14) si passa alla 

e da questa moltiplicata per cg, e sommata rispetto all'indice y e poi per (sk) 
e somma,ta rispetto all'indice s 

d#zt si azt  - = + d r s l 2 -  d i d k  $ p g ( ~ k ) c p q [ ~ ] ~ ~ - f i ~ r s ~ r s ( i r ) ( k S ) ~  1 (24) 

Applichiamo per la integrazione di questo sisiema di equazioni il metodo in- 
dicato nella mia Nots già citata, mentre dalla via, che terremo per tale ap- 
plicazione, risulterà di per SB che il sistema stesso è completo. Cib, per quanto 
è stato dimostrato in quella Nota, equivale ad essere jacobiano il sistema di 
12 equazioni lineari omogenee con 2n+ 1 variabili indipendenti 

dove è 
'< 

Trasformiamo il sistema steeso ponendo in luogo delle variabili p le + legate 
ad esse dalle relazioni 

Indicando per un moment0 con (2) la. derivata di f rapport0 ad z k  presa 

dopo la sostituzione ai trova 
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e da questa e dalle (25) e (II) 

Per queste e per Ig (26) e (27) le (6) prendono la forma 

& facile vedere che il sistema di equazioni' (6,) ammette per integrale il 
primo membro della equazione 

Sostituendolo corne variabile indipendente a x e ponendolo poi eguale all'unità, 
il sistema (6,) prende la forma , 1 

dove le Bsk sono date dalle (28); in cui per 5 deve intender~i*~osto il valore 
dato dalla (29). 

Dalla (E) si ha 

ovvero, corne ~i hat immc$atamente- dalle , . (28), tenendo conto della (29) 
S .  
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e poichb per la (11) del 5 2 è 

se si pan mente alle (5) del 5 2 ed alle (12) di questo si trova 

Cs, hk- Cs, kh - 
1 1 

E poiche supponiamo soddisfatte le equazioni (1) e (II), da questa si deduce 
che il sisteme di equazioni (e) è jacobiano. Esso ammette quindi n integrali, 
che eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie, ci daranno 1s + espresse per 
queste costanti e per le x. La (29) ci darà z per le stesse quantità, e le ph 

date dalle (26), corne è del resto facile il verificare, le derivate di z. Sostituendo 

questi valori delle ph alle 3 nki secondi membri delle (22), questi divnngono 
dh 

le derivate di una stessa funzione y, per la quale si ha quindi 

e di cui è facib riconoscere che. soddisfa alle equazioni (14), in cui sia posta 
z2 = X ,  COSI che avendosi anche dalla (30) 

I 

Prendiamo anche qui a considerare la f&ma 

per la quale mantkemo le stesae nofaziohi che per k p, aggiunti degli apiai, 
Avremo cos1 
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e dalle (29), (30) e (31) avendosi 

a' = a zz, a',s = a (c,, d + +, +,) 

e, facendo uso delle (29), (31) e (32), 

l q  mp 14 "ZP - 
$$rsatvs[rJ[  ] = & ~ r s [ ~ ] [  ] dzrndxp d'Y dxzdxq + (lp) (mp). 

Per mezzo poi di questa, delle (34) e delle (5) del § 2 si trova 

Da queste pel teorema del 5 '2 si deduce' che la forma 9 é di classe O e quindi 
la forma cp 8 di la classe. Possiamo dunque concludere: 

Le condim'oni (1) e ( I I )  sono necessarie e suficierzti percht! ecna forma y, che 
rron è di  classe O, sia di prima classe. 

Ed anche: 
Per ogni forma di l a  classe il determinante simmetrico, che ha gli elementi 

(lp) definiti dalle eqzcazioni (1) é diferelzte da o. 

Poichè ($ 2) il numero delle espressioni ( lm ,  pg) indipendenti fra di loro 

"Y"F n(fi+l)  e quel10 delle ( lp)  B 

sarB il numero delle condizioni (1). 
Annali di Matematica, tomo XII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 Ric c i :  Primjd di waa teoria 

Dalle (12) si deduce facilmente 

e si vede che le espressioni (Z, mp) si possono distinguere in due categorie 
secondo che esse contengono O no due indici eguali. Quelle della prima cate- 
goria sono evidentemente in numero di n(n- 1) e quelle della seconda in nu- 

mer0 di "'" - - 2) ,  di cui perb 
n ( n - l ) ( n - 2 )  

2 
soltanto indipendenti fra 

3 
loro. Per conseguenza il numero delle condizioni (II) distinte fra loro B 

Ne1 cas0 di n =. 2 è N,  = - 2, N, = 2 eioè iion esistono condizioni (1) ed 
anzi due delle quantith (lp) sono indeterminate e soltanto debbono soddisfare 
a due equazioni simultanee a derivate parziali di 1' ordine, cioè alle (II), nelle 
quali, ad una di quelle quantità, sia sostituita la sua espressione in funzione 
delle altre due tratta dalla equazione (1). 

Ne1 cas0 di n. = 3 B Ni = O ,  Nz= 8, cioè le quantità (lp) sono completa- 
mente determinate dalle equazioni (1) e debbono soddisfare ad otto relazioni 
differenziali di 1" ordine. 

Per 12>3 è sempre N,>O. 
Se, come si suole, si da ai risultati, che abbiamo ottenuti, una interpre- 

tazione geometrica, essi appariscono di qualche jmportanza nella Teoria ge- 
nerale degli spazî. Se infatti conveniamo di chiamare s~perficie gli spazî ad 
n. dimensioni, che senza alterazione del loro elemento lineare possono essere 
riportati in uno spazio piano ad f i+- 1 dimensioni, il metodo da noi seguito 
per dimostrare il teorema di  questo paragrafo ci conduce alla effettiva deter- 
minazione della equazione della superficie in coordjnate cartesiane ortogonali, 
datoiie Pelemento lineare (p. Una tale equazione contiene, come è facile vedere, 

' 'a+2)'n+i' oostanti arbitrarie, di oui n + 1 additive alle coordindte y,, 
2  

y,, .. . y%+, , costanti, che sono necessarie e snfficienti a fissare la posizione della 
superficie nello spazio, e soltanto ne1 cas0 di r, = 2 la equazione stessa contiene 
di più tutta la arbitrarieth, chg, proviene dalla integrazione del sistema di due 
equazioni a derivate parziali di 2' ordine con due funzioni incognite, di cui 
abbiamo parlato. Di qui si conclude che, la proprietà delle superficie, ordinarie 
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a due dimensioni di potere essere deformate, senza alterazione del loro ele- 
mento lineare, non si estende alle superficie con un numero maggiore di dimen- 
sioni, le quali possono soltanto mediante traslazioni e rotazioni , quasi fossero 
rigide, mutar posto ne110 spaeio. A questa stessa conclusione è già pervenuto 
il sig. BEEZ (*) fondandosi su considerazioni puramente geometriche, le quali 
perb mi sernbrano non avere la stessa forza di dimostra,zione di quelle, su cui 
ci siamo qui fondati. 

Si abbia ora una forma di prima classe 

e alle variabili xi, X e , .  . . Xn se ne sostituiscano delle nuove u, , U, , . . . U, . Essa 
allora si trasformerà nella 

e, se si indica con U, il determinante funzionale delle u rispetto alle x, con 
b il discriminante di y ,  si ha 

n d u p  duq  
a r s = Z  b -- 9 a=UTb. 

l p q  pq d x r  dxs 

Dalle (6) si deduce poi facilmente che, indicando con (pq)' la espressione ana- 
loga alla (pq), introdotte le- nuove variabili, si ha 

Se quindi insieme alla cp si considera la forma 

questa è covariante di g, e costruendo il sistema di n invarianti algebrici asso- 
luti delle due forme rp e + si avranno per rz>2 altrettante espressioni dipen- 
denti dai coefficienti di rp e dalle loro derivate prime e seconde dotate della 
proprietà di assoluta invarianza. 

(') Zur Theorie des Kriimmulngsnzasses von Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung. 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. Jahrgang 21, pag. 374 e seguenti. 
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Per riconoscere il significato geometrico di questi invarianti assoluti proce- 
diamo col metodo tenuto da1 sig. BEEZ nella Memoria citata (*). Indicando 
con D la superficie, che ha per elemento lineare y ,  ed i cui punti sono deter- 
minati dalle variabili xi, x ,,... x,, con y,, yn ,... yn+, le coordinate cartesiane 
ortogonali di un mo punto P, con y', , ytZ,.  . . quelle di un punto P' della 
normale a o in P, con p la distanza PP', si ha 

(- l ) t  et 
y't- yt=- p ,  ( t = l ,  2 ,  ... 12$1) 

'v'; 

poichè le quantità Wt rappresentsno i roseni di direzione di quella normale. 
\Ii 

Se da1 punto P lungo una linea di curvatura di a passiamo ad un punto 
vicinissimo Q e prendiamo per P' il punto d'incontro delle due normali a 0 in 
P e Q noi dobbiamo differenziare le (37) considerandovi le y, come funzioni 
delle x, e queste di una sola variabile indipendente e le y't e p come costanti. 
Noi abbiamo cos1 

dyt  e moltiplicando per =, sommando rispetto a t ,  tenendo conto delle (3) del 

$ 2 e della 

che B evidente, e da cui si ha per le (7) ed (8) 

n+l det  d y t  n+l ds yt 
x t ( -  1)' d, d ,  = p(- 1)'-' et -- = fi (r s) 

1 ax,.axS 

Queste equazioni Rono quelle delle linee di curvatura di a e ci dicono che i 
valori reciproci dei raggi di curvatura principali di a (che sono in numero di 
n e a cui corrispondono altrettante linee di curvatura) sono le radici della 

(') Zeitschrift für Mathematik und Physik. Jahrgang 20, Seite 427. 
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1 equazione di grado ta in - 
P 

"+(II), + ( 1 2 ) ,  -2 + ( l n )  
P P P 

Q t a  '+PI), p+(22) , . . .  "+@ta) 
P P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

ant " + ( n i ) ,  - + ( )  O-+(nn) 
P P P 

Posta questa sotto la forma 

i S U O ~  coefficienti a,, ae,... an, come si sa dalla Teoria delle forme, costitui- 
scono un sistema di n invarianti assoluti indipendenti delle due forme y e 
e (-l)'a., rappresenta la somma dei prodotti r ad r dei valori reciproci dei 
raggi di curvatura principali di G. In particolare l'invariante assoluto 

rappresenta il prodotto di tutti i valori reciproci dei raggi di curvatura prin- 
cipali di o e si riguarda quindi a ragione come la espressione generalizzata 
della curvatura di Gauss per le superficie di quante si vogliano dimensioni. In 
un altro suo lavoro (*) il sig. BEEZ ha dimostrato che anche ne1 cas0 di n>2, 
facendo di o la rappresentazione di Gauss sopra una sfera ad n dimensioni di 
raggio eguale all'unità k rappresenta il rapport0 dell'elemento della sfera di 
raggio 1 a quel10 corrispondente di o. Infine si è qui dimostrato che analoga- 
mente a quanto si sapeva pel cas0 di f i=  2, l'annullarsi di k equivale ad es- 
sere la superficie c piana. 

Per n>2  le equazioni (1) ci danno tutti gli elementi di A espressi per i 
coefficienti di (p e per le loro derivate prime e seconde. Se si nota di più che 
secondo le (1) i minori di 2" ordine di A sono funzioni razionali di queste quan- 

(') Ueber das K&mmungsmass von Mannigfattigkeiten hoherer Ordnung. Mathema- 
tische Annalen, 7'' Band, Seite 387. 
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tità, si riconowa subito che a,, a,, ... a, sono alternativamente funzioni irra- 
zionali e razionali delle quantità stesse. 

Noi chiarneremo la forma, $, che ha per coefficienti le quantità (rs),  forma 
derivata di y, ed invarianti otifferenxiali di ordiné m della forma p, tutte le 
espressioni, che dipendendo soltanto dai coefficienti di y e dalle loro derivate 
fino a quelle di ordine rnsimo godono .della proprieth di assoluta invarianza per 
ogni trasforrnazione di y, e possiamo concludere che: . , .  

Ogniforma differenxiale quadratica rp d i  la classe ad n uariabili, per n> 2, 
ammette n invurianti differsnxiali d i  20 ordine, i qùali si otdengono costruendo 
coi metodi noti i l  sistema d i  invarianti algebrici assoluti comuni a (p ed alla 
sua forma derivata. Essi presi con segno conveniente rappresentano le somme 
dei prodotti r ad r (r = 1 ,  2, .  . . n) dei valori reciproci dei  raggi d i  curvatura 
principali della super$cie, che ha y per elemento lineare, e sono alternativa- 
mente irraxionali e raxionali. 

Siccome ne1 caso di n dispari gli elementi reciproci di A sono esprimibili 
pei minori di 2" ordine del10 stesso A ,  se invece che alle forme g, e + si ha 
ricorso alle loro controvarianti 

Y = zrs [rs] x,xS 
1 

si ottengono n invarianti differenziali di 2" ordine di rp tutti razionali e indi- 
pendenti fra loro. Noi possiamo dunque dire che: 

Ogniforma differenxiale quadratica (p d i  1" classe cora an numero n dis~ari 
di variabili indipendenti ammette n invariant2 difiérenziali di 20 ordine tutti 
raxionali, i quali si ottengono costruendo il sistema d i  invarianti algebrici as- 
soluti indipendenti cornu& alle forme controvarianti d i  g, e della sua derivata. 

È questo il metodo tenuto da1 CHRISTOFFEL, (*) ne1 caso di a=3, mentre 
nello stesso casa il SOUVOROF (**) giunse agli stessi risultati con un metodo 
diretto di eliminazione. 

Ne1 caso di n dispari la espressione della curvatura di GAUSS è irrazionale, 

(*) Ueber die Transformation der homogenen Differentialazcsdrücke zweiten Grades, 
§ 12. (BORCHARDT'S Journal, 70er Band, Seite 65.) 

(") ~S'ur les caractéristiques des systèmes de trois dimensfons. (Bulletin des Sciences 
Mathématiques et Astronomiques, vol. 4, pag. 180.) 
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ma è razionale la sua potenza ( f i -  l)sima, poichè si ha 

con A, indicando il deterinhante reciproco di A. 
Il cas0 di n = 2 è un caso di eccezione pei teoremi sopra dimostratj, perché 

in esso le equazioni (1) non bastano a determinare le quantith (1p) per le 
( l m ,  pq). In questo caso si ha un solo invariante differenziale di  2" ordine, 
che è 

e di cui sarebbe facile verificare che coincide colla nota espressione della cur- 
vatura di GAUSS. 

Pndo va, febbraio 1854. 
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S~ll'equilibrio dei poligoni articolati 
in connessione 

col problema delle configurazioni. 

(Memoria del prof. G. JUNG, a Milarco.) 

LB. con6gurazioni investigate per la prima volta da S. KANTOR (*) e poi 
generalizzate da VERONESE agli spazi di lz dimensioni (**) si presentano spon- 
taneamente anche nella Statica, quando si studiino in tutta la generalità le 
coridizioni d'equilibrio dei sistemi piani di forze, le condizioni d'equilibrio dei 
poligoni articolati, ecc. Gli B in .que~ito studio che sia considerando diretta- 
mente le linee d'azione delle forze equilibrate e delle loro risu1tant.i parziali 
sia applicando e generalizzando un elegante teorema di CREMONA (***) io avevo 
a mia volta trovato quelle configurazioni fin da quando SCHELL (****) richia- 
mava l'attenzione dei geometri sulla questione. 

Ora, doPo che REYE in una breve Nota (*****)inserita ne1 tom0 1 degli 
Acta Mathematica ha messo in maggior rilievo l'importanza del problema delle 
configurazioni, considerato in sè stesso e nei suoi rapporti con varf rami di 
Analisi e di Geometria, stimo non inutile di raccogliere e pubblicare i risultati 

(') Wiener Sitzungsbericht, B. 80, 2e Abth., (pag. 715-723). 
(") Mathem. Annalen, t. 19, (pag. 161-234). 
("') Cfr. Le figure reciproche nella Sta8ka Grafica, 3" ediz. Milano, Hoepli, 1879. 
("") v. Theorie der Bewegung und der KrLifte. Il sig. SCBLL, stabilita, col metodo 

delle sezioni, la configurazione d' equilibrio del quadrangolo articolato (la ediz., 1870, pa- 
gina 632) ha aggiunto nella 2" edizione (1880, t. II, pag, 74) alcune proprieta geometriche 
della configurazione stessa, concludendo: a Auf den Zusammenhang dieser Untersuchungen 
mit Siitzen der neueren synthetischen Geometrie sol1 hier ganz besonders aufmerksam ge- 
macht werden. B Nella presente Memoria do, fra altro, la configurazione d'equilibt-io d i  
un poligono articolato di quantisivogliano vertici (§ 2), corne cas0 particolare della con- 
figurazione di zcn sistema piano di forze equilibrate (§ 1, n.' 6-9). 

(""*) Dus Problern der Con/lgurationen. 
Annali d i  Matematica, tomo X I I .  22 
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del mio studio, come modesto contributo alle ricerche sull'interessante argo- 
mento; tanto più che il problema delle configurazioni, a quanto so, non B stato 
ancora esaminato da1 punto di vista della Statica. Sopprimo naturalmente la 
parte che ne1 frattempo è stata piibblicata da  altri Autori (e che si riferisce 
a proprietà puramente geometriche), rimandando per questa alle belle Memorie 
dei signori VERONESE ed S. KANTOR. 

P A R T E  1. 

Cfz, Fm di  tn forze sqnilibrate ne1 piano. 
Cfz. Fm,% di m forze equilibrate connesse da n poligoni funibolari. 

Loro reciproche. 

1. Col simbolo Cfz. (q, p); dinoteremo una configurazione piana conte- 
nente p punti (fondamentali) e Y rette Cfondumentali) disposte in modo che per 
ogni punto passino p rette della Cfi. e su ogni retta si trovino q punti della . 

medesima. 
Quando p = q epperb p= Y la Cfz. è duale e la si pub indicare pih Sem- 

plicemente col simbolo pp adot,tato da REYE. 
Due Cfz.' (y, p);, (q', pl):, sono della stessa specie quando p =p', q = q', 

u=u'; le due Cfz.' Bono identiche quando hanno le stesse rette e gli 
stessi pun ti fondamentali. 

2. Date in un piano m forze in equilibrio e fissatone l'ordine (ordine ci- 
clico) intenderemo riapettivamente per risultanti cz'cliche bittarie, ternarie,. . . 
i-narie le risiiltanti di 2,  3,. .. i forze prese consecutivamente fra le date, con- 
siderate in quell' ordine. 

m ( m  - 3) 
L e  linee d'azioie di tutte le risultanti cicliche sono in generale 

2 
rette distinte. 

3. Due poligoni funicolari connettenti le stesse forze equilihratc ne1 dato 
ardine ciclico individuano una retta (asse) sulla quale s'incontrano i rispettivi 
lati omologhi (teorema di CTJLMANN). 

Tre poligoni funicolari determinano in ta1 modo altrettanti assi, i quali O 
sono tre rette distinte e concowenti Zn un punto (n." 5)  O coiricidono in una 
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sola retta. Ne1 primo caso diremo che i tre poligoni sono ad assi differenti; e  
per brevità chiameremo differenti iz poligoni funicolari connettenti nello stesso 
ordine cic!ico un medesimo sistema di forze, quando siano ad assi differenti 
tutte le terne di poligoni formate con quegli n, ed inoltre per nessun punto 
passino più di tre assi. 

4. S e  i n  un p i ano  rn forze sono i n  equi l ibr io  so t to  la  condi-  
zione che ,  per  m>3,  p iù  d i  d u e  forze  non  concor rano  ma i  in  uno 
stesso pun to  (*); e  s i  connet tono in  u n  o rd ine  p re s t ab i l i t o  con f i  

poligoni funico lar i  d i f fe ren t i ,  s i  o t t i ene  una  conf iguraz ione  

ne l la  qua le  

Ques ta  Fm,,, del l 'o rd ine  m + n ,  s i  d i r à  l a  conf iguraz ione  co r r i -  
spondente  a d  m fo rze  equi l ibra te  e  ad  n  pol igoni  funicolar i .  

O l t r e  a i  l a t i  d i  t u t t i  i poligoni  funico lar i  ed a g l i  assi  da ques t i  
determinat i ,  l e  r e t t e  del la  Cfz. sono le  l inee d 'az ione  delle. m forze 
e  de l l e  l o r o  r i s u l t a n t i  c ic l iche  d i  t u t t i  gl i  ordini .  

1 pun t i  de l la  Cfz. sono: 
mn(m - 1 )  

d i  , v e r t i c i  e pun t i  d i a g o n a l i ' d e g l i  n pol igoni  fu-  
- 

nicolar i ;  
912.n(n - 1) 

l e  2 - 
in te rsez ioni  d i  l a t i  omologhi  di  quest i  pol igoni ,  

d i s t r ibu i te  sug l i  assi  cbe  d a i  medes imi  sono d e t e r m i n a t i ;  

g l i  n(9t - l)(n - 2) 
2 . 3  

pun t i  comuni  al le  t e r n e  deg l i  ass i  a n z i -  

de t t i ;  

g l i  w ( m - l ) ( m - 2 )  
2 . 3  

p u n t i  fondamenta l i  de l la  Cfz. Fm, cor r i -  

s p o n d e n t e  a l l e  forze ,  e def in i t i  a l  n." 6. 
Infatti, generalizzando un teorema di CREMONA O. c., § 22), le rn linee d'a- 

(') Ove non si dica espressamente il contrario, i sistemi piani di forze coneiderati ne1 corso 
di questa Memoria s'intenderanno sempre vincolaii da questa condizione. 
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zione delle forze equilibrate si possono riguardare come projozioni degli spigoli 
laterali di un m-edro semplice Il; quelle delle loro risultanti cicliche come 
projezioni degli spigoli diagonali di n; i lati, i vertici e i punti diagonali 
dei poligoni funicolari come projezioni dei lati, vertici e punti diagonali dei 
poligoni determinati sulle facce di II da ?a piani seganti I,, a,,. . . a, (tre qua- 
lunque dei quali supporremo non passanti per una retta e non più di tre con- 
correnti in un punto); finalmente gli assi degli n poligoni funicolari come 
projezioni delle rette comuni ai  piani ai presi due a due. Le facce dell'm-edro 

m-?-n e i piani ri sono m + n piani i quali determinano nello spazio ( ) punti 

ed ('" :') rette: per ogni punto passano 3 rette, comuni ai tre piani che 10 

determinano; ogni retta, come individuata da due piani, contiene m + n - 2 
punti, intersezioni sue coi piani rimanenti; onde ecc. 

5 .  Se nella Cfz. corrispondente ad m forze equilibrate e ad n poligoni 
funicolari si sopprimono, oltre i litti di questi, tutte le linee d'azione delle forze 
e delle loro risultanti cicliche, si ha il teorerna: G l i  a s s i  d i  n po l igon i  fu- 
n ico lar i  dif ferent i  che  connet tono  u n  s i s tema p i ano  d i  fo rze  equi- 
l i b r a t e  sono, i n d i p e n d e n t e m e n t e  da1 n u m e r o  e d a l l a  posizione delle 

medesime,  l e  r e t t e  d i  u n a  Cfz. (a- 2,  3 de l l ' o id ine  n.  Iofatii 
3 

quegli assi son projezioni degli spigoli dell'n-edro completo avente per facce 
i piani seganti ai. 

Se gli n poligoni non sono differenti, ne1 senso indicato al n." 3, i loro assi 
possono ancora riguardarsi come projezioni delle rette comuni ad n piani ai; 
ma questi piani non forniano piii un n-edro completo, cosicchè gli assi possono 
anche concorrere in un punto, O coinaidere in una retta, e via dicendo. Ne1 
cas0 di rt= 3 i piani ai appartengono ad un fascio O individuano un triedro; 
onde la proposizione relativa a tre poligoni funicolari enunciata al na0 3. 

6. Per n = O il teorema del na0 4 somministra il seguente: 
D a t o  un s i s t e m a  p i a n o  'di m fo rze  i n  equ i l i b r io  ( t r e  qua lunque  

de l l e  q u a l i  n o n  ooncorren t i  i n  un  pun to ,  quando  k>3) le l o ro  
l i n e e  d ' az ione  e q u e l l e  de l l e  l o r o  r i s u l t a n t i  c ic l iche  sono le r e t t e  

di  u n a  conf iguraa ione  Fm, c o n t e n e n t e  (8) pun t i  ed (2) r e t t e ,  i n  

ogni  pun to  de l l a  qua le  concorrono 3 r e t t e  e s u  o g n i  r e t t a  della 
qua le  s i  t r o v a n o  m - 2  p u n t i  fondamenta l i .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



iri  ofi in es si one col pro6lenia de12e configzcraxioni. 173 

Questa 

dell'ordine na si dira la conf iguraz ione  co r r i sponden te  a l le  m fo rze  
equ i l i b ra t e .  

In generale, se il numero i è primo con m, le m risultanti 2-narie formano 
un unico sistema equilibrato di forze. In questo cas0 le loro linee d'azione, 
prese nell'ordine ciclico, sono i lati di un m-gono semplice (poligono de l l e  
r i s u l t a n t i  i -na r i e )  i cui vertici appartengono alla Cfz. Fm. 

Ma se i è un divisore di m ,  cosicchè i - j  = m, le risultanti 2-narie costitui- 
scono i gruppi di j forze equilibrate ciascuno. Onde, se j>3, le loro linee 
d'azione, prese ciclicamente in ciascun gruppo, formano in generale i j-goni 
semplici i cui m vertici appartengono alla Cfz., epperb i l  po l igono de l le  

m 
r i s u l t a n t i  i -nar ie  s i  spezza  i n  p ih  pol igoni ;  se j = 3  esse formano - 

3 
terne di rette, concorrenti in altrettanti punti della Cfz.; se j = 2  esse formano 

'na 
un --lat,ero i cui vertici non appartengono alle Cfz. I n  questi due ultimi 

2 
casi si pub dire che il pol igono de l le  r i s u l t a n t i  i -na r i e  degene ra  i n  
1)) - p u n t i  fondamen ta l i  (centri di fasci di raggi) O r i spe t t ivamente  i n  
3 
Ilt - r e t t e  fondamen ta l i  del la  Cfz. 
2 

D' altra parte, secondo che m è pari O dispari, i assume i valori 2, 3, 4, .  . . 
nz ni-1 - 3 O rispettivamente i valori 2 ,  3, 4 ,. . . -- 
2 2 

Dunque in generale: 

O l t r e  a i  v e r t i c i  del  pol igono-forze (*) e de i  pol igoni  d i  t u t t e  l e  
r i s u l t a n t i  c ic l iche  ( inclusi  que l l i  che  e v e n t u a l m e n t e  r i u sc i s se ro  
spezza t i  O degener i )  l a  Cfz. Fm co r r i sponden te  a d  m forze equi-  
l i b r a t e  con t i ene  a l t r i  rp punti ,  i n t e r sez ion i  d i  r i s u l t a n t i  i - n a r i e  
con r i su l t an t i  c ic l iche  d ' o rd ine  d i f fe ren te  ( inc lus0  l ' o rd ine  i= l  

(') Per poligono-forze intendiamo qui l'rn-gono semplice atente per lati le linee d'azione 
delle m forze prese nell'ordine fissato. Non dovendoci occupare in questo scritto delle in- 
tensith delle fome, non pub nascere ambiguith fra il poligono-forze ora dehi to  e il solito 
poligono delle forze, i cni lati misurano le intensith delle medesime. Del resto il nostro 
poligono-forze potrebba anche riguardarsi corne il poligono di risultanti 2-narie comispon- 
dente al caso i = 1 e chiamarsi perci6 polz'gono primario. 
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c h e  co r r i sponde  a l le  forze  da te ) ;  essendo 

91t (911 - 4) (9% - 2) 
y =  

ti 
se m pari 

ed 112 non r O (mod. 3) 
918 (991 - 5 )  ( ? J Z  - 1) 

9'- ti n m dispari 

a7 (ln - 4) (912 - 2) 2'1» y=- 
G + se m pari 

na (na - 5 )  (112 - 1 )  2 na 
Y =  Ci + n m dispari ed nz-O (mod. 3). 

7. La  Cfz. Fm, corrispondente a un dato sistema di forze in equilibrio, 
(nz - l)! 

pub riguardarsi in altri -- - 11 rnodi diversi come Cfi. di m forze equi- I a 
(nz - l)! librate; in altri terrnini es i s tono ,  compreso i l  da to ,  

2 
different i  (*) 

sis temi equ i l i b ra t i  di  m fo rze ,  a ciitscun dei  qua l i  cor r i sponde  u n a  
Cfz. i den t i ca  a l l a  Fm (n." 1). 

( n t -  1 )  ! Infatti un m-edro completo contiene 
2 

m-edri semplici; se le linee 

d'azione delle m forze date sono projezioni degli spigoli laterali di uno di 
questi, gli spigoli laterali dei rimanenti danno in projezione le linee d'azione 
di altrettant,i sistemi equilibrati di m forze ciascuno. 

8. La configurazione di m forze in equilibrio contiene m - 3 Cfz.' F,. (d'or- 
dine inferiore ad m )  corrispondenti ad r = 3, 4,. . . (m - 1) forze in equilibrio, 

e le contiene ciascuna piii volte; precisamente la F,. vi B aontenuta (i) volte. 

[Tanti sono infatti gli r-edri (completi) contenuti in un m-edro (compieto); e 
se questo dB in projezione la Fm, quelli in projezione sommiiiistrano le anzi- 
dette configurazioni FV]. poi evideote che ad ogni F, B accoppiata uns 
figura complementare eontenuta pure nella Fm. D'altra parte.si riconosce dai 
n.i 4 e 6 che, quando ?n = m' + n', la Cfz. F,~,,~ corrispondente ad m' forze 
connesse da n' poligoni funicolari e la Cfz. Fm di m forze equilibrate sono 
della stessa specie (n.' 1). Dunque: . 

(*) Non riguardiamo qui  come diEerenti due sisterni di forze aventi le  stesse linee d'azione 
e le  intensith proporzionali. 
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L e  l inee  d 'az ione  di  9n fo rze  in  equi l ibr io  e de l le  loro r i s u l t a n t i  
c ic l iche  s i  possono s e p a r a r e  i n  due  f i g u r e  c o m p l e m e n t a r i  pe r  
modo, che  r igua rda t e  l e  r e t t e  d i  u n a  f i g u r a  come l i n e e  d 'azione 
di r forze  equ i l i b ra t e  e de l le  r i spe t t i ve  r i s u l t a n t i  ciclich e, quelle 
del la  f i g u r a  complementare s i a n o  i l a t i  e g l i  ass i  d i  m - r  di f fe -  
r en t i  pol igoni  fun ico la r i  c o n n e t t e n t i  l e  de t te -  r forze.  P e r  o g n i  

- 

valore  r v i  B u n a  se r i e  d i  (:) gr.uppi d i  t a l i  f i g u r e ;  con l e  r e t t e  
. . 

del la  Cfz. si possono formare  TH-3 s e r i e  different i ,  l e  q u a l i  o rd i -  
n a t a m e n t e  corr ispondono a i  v a l o r i  3, 4,  ... ( m - 1 )  di  r. (v. Esempi 
ne1 5 3.) 

Tenuto presente il noo 7, si pub in altri termini concludere: l a  Cfz. &, 
che  cor r i sponde  a d  m fo rze  i n  equi l ibr io ,  s i  pub r i g u a r d a r g  in 

-(':) modi  d ive r s i  come l a  Cfz. F, , ,  co r r i sponden te  a d  r 
- - 

forze equ i l i b ra t e  e a m-r poligoni  fun ico la r i ;  r essendo uno qua-  
1 ~ n ' ~ i i e  dei  n u m e r i  3, 4,  ... (m - 1). 

9. Ne1 piano il solo sistema generale di forze in equilibrio cui corrisponde 
una Cfz. duale B quel10 di 5 forze, pel quale si ha Fs=(3, 3)::= Io3. 

Da1 numero precedente risulta perb che la Fm, corrispondente ad m > 5 
forze equilibrate, senza essere duale, contiene sempre parecchie Cfz.' duali del 
tipo p3 (v. 5 6). Da1 $ 3 si' rileva poi che al crescere di m queste Cfz. duali 
diventano vieppiù numerose e si aggruppano secondo il valore di p. Cos1 la 
Cfz. di 6 forze contiene 6 Cfz. 10,; quella di 7 forze contiene 21 Cfz. IO, e 
120 Cfz. 213; quella di 8 forze contiene 56 Cfz. 10, e 960 Cfz. 213; quella 
di 9 forze contiene 126 Cfz. Io3, 4320 Cfz. 21, e 280 Cfz. 27,; ecc. ecc. 

10. A1 sistema di 4 forze eqiiilibrate e 1 poligono funicolare, e al sistema 
di 3 forze equilibrate e 2 poligoni funicolari, corrispondono Cfz.' F,,, ed F,,, 
di specie non diversa dalla F,=lO,. Essi sono i soli sistemi generali di m 
forze equilibrate connesse da n differenti poligoni funicolari, ai quali corri- 
sponda una Cfz. duale. Ma, se m + n> 5, ogni F,,,,,, contiene Cfz.' duali del 
tjpo p~ (nJO 8). 

11. La figura recigroca (ne1 senso di MAXWELL e di CREMOHA) della Cfz, . 
Fm,,, corrispondente ad m forze in equilibrio e ad la goligoni funicolari, è un 
( m f  fi)-gono piano completo, avente i lati paralleli uno ad uno a tutte le rette 
della configurazione. 
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a. Confignrazione generale d'eqnilibrio dei poligoni piani articolati (*), 

12. È nota la condizione necessaria e sufficiente perchè un poligono arti- 
colato Q, si trovi in equilibrio sotto l'azione di m forze poste ne1 suo piano 
e passanti pei suoi vertici: bisogna che &, coincida con un poligono furlicolare 
delle forze (**) date ossia in altri termini bisogna che queste si possano scom- 

P 

porre in 2 m  forze, due a due eguali e contrarie, e agenti lungo i lati di Q,. 
Sono appunto tali componenti che rappreseutano le tensioni O pressioni dei 
var1 lati.. 

+ 

~ u e s t a  condisione permette di risolvere in modo generale il problema del- 
l'equilibrio di qualsivoglia poligono piano articolato. Infatti in base ai teoremi 
precedentemente esposti si pub enunciare senz'altro la proposizione: 

Se un poligono a r t i co la to  &, è t enu to  i n  equi l ibr io  d a  m forze 
poste ne1 suo p iano,  passan t i  pe i  suoi  ver t ic i  e del le  qual i  t r e  qua- 
lunque non concorrenti  i n  un  punto;  le  l inee  d'azione d i  quelle 
forze , .prese  nell 'ordine cicl ico de i  ve r t i c i  cui  sono applicate,  le 
l inee  d 'az ione  del le  loro r i su l tan  t i  c ic l iche  binarie, t e rna r i e ,  ecc. 
e i l a t i  d i  &, cost i tuiscono,  qualunque s i a  m, una  Cfz. 

(dell 'ordiiie m + 1). 
. Ol t re  ai vert ici  e a i  punt i  d iagonal i  del poligono art icolato &, 

questa configurazione contiene tu t t ' i  punti  appar tenen t i  a l la  Cfz. 
Fm (n." 6) che corrisponde a l le  m forze equil ibrate.  

Di qui si rileva che la Cfz. di m+ i forze equilibrate, e la Cfz. di un poli- 
gono articolato, in equilibrio sotto l'azione di m forze applicate ai suoi vertici, 
sono della stessa specie e del10 stesso ordine; cosicchè t rova ta  l a  prima 
configurazione s i  pub r i tener  no ta  anche  l ' a l t r a .  Per es. ne1 § 3 ab- 
biamo dato le Cfz.i di 4, 5, 6,. .. forze equilibrate; le Cfz.i stesse corrispondono 
all'equilibrio del triartgolo, quadralzgolo, pmtagono, ... articolati. 

('1 Cfr. Appendice, § 9. 
(") v, LEVY, La Statiyue Graphique. Paris, 1874, § 61. 
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b, Reciprocità fra i l  poligono articolato e la  Cfz. delle forze ai vertici 
che Io tengono in eqnilibrio. 

13. 11 poligono articolato Qm e la Cfz. Fm sono figure dotate di proprieth 
tn ( ~ n  - 1) reciproche. Questa contiene 

2 
. rette, linee d'azione delle m forze e delle 

rispettive risultanti cicliche, quello, considerato come un poligono semplice, 
nz (112 - 1) n~ (ln - 3) 

contiene punti, cioè m vertici ed punti diagonali. 
2 

14. Distinguendo i punti diagonali di un m-latero semplice in binarî, ter- 
narî, ecc., intenderemo in generale per punto diagonale i-nario il punto comune 
a due lati del poligono fra i quali se ne trovano altri i- 1; e per poligono 
diagonale- knario il poligono semplice conlatero al dato e avente per vertici 
tutti i suoi punti diagonali de117 ordine i. (Definizioni correlative si possono dare 
per le diagonali dell'pn-gono semplice). 

15. Siccome Qm é sezione ed Fm è projezione di un medesirno m-edro ri, 
ad ogni retta di Fm si pub far corrispondere un punto di Q,, assumendo yer 
es. che quella sia projezione e questo sezione di uno stesso spigolo. Ad ogni 
forza corrisponde cos1 il vertice cui B applicata; ad ogni risultante énaria il 
punto diagonale i-nario iu essa situato; al poligono forze il poligono articolato; 
al poligono delle risultanti i-narie il poligono diagonale i-nario. Se il poligono 
delle risultanti i-narie è un m-gono semplice i cui vertici appartengono alla 
Cfz. Fm, il poligono .diagonale i-nario è un m-gono semplice avente per lati 
i lati di Qm; se quello si spezza in i j-goni semplici O rispettivamente dege- 

m nera in - terne di rette concorrenti in punti della Cfz. (n.' 6), questo si 
3 

912 
spezza in i j-goni semplici O rispettivamente degenera in 7 triangoli aventi 

112 
per lati i lati di Qm; se quello degenera in rette, le cui intersezioni non 

1N 
appartengono alla Cfz., questo degenera in -.punti le cui congiungenti non 

2 
sono lati di Qm. È: poi facile vedere che non solo a ogni retta di F, corri- 
sponde un punto di Qm, ma inoltre a ogni punto di En, corrisponde un trian- 
go10 di Q,, a ogni Cfz. F;. contenuta in Fm, un r-latero di Q,, ecc. ecc. 

Ed  è evidente che il poligono diagonale i-nario di Q,, considerato come 
poligono articolato, B in equilibrio sotto l'azione delle risultanti i-narie delle 
m forze applicate ai vertici di Q,; e ove esso si spezzi in i j-goni distinti, 
questi son tenuti in equilibrio dai corrispondenti i gruppi di j risultanti 2-narie. 

Annuli di Matematica, tomo XII. 23 
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Applicazione a casi pnrticolari. Notazione. 

16. Si dinotino ordinatamente con a ,  b, c, d, e, ... le nt forze equilibrate; 
con ab, bc, cd, de,  ... le risultanti cicliche binarie; con abc, bcd, cde ... le 
risultanti cicliche ternarie; ...; e con le segnature a .  b ,  ubac, a .bcd ,  ab -cd ,  ... 
s'indichino rispettivamente i punti di concorso delle forze a e b, a b  e c, a e 
bcd, ab e cd,. . . ; B evidente che per questi punti passano ordinatamente le 
forze ab,  abc, abcd, abcd, ... Si esprimerà questo fatio scrivendo a b = a .  b ,  
abc=ab.c ,  a b c d = a . b c d ~ a b . c d ,  ... 

17. Insieme a questa notazione non omogenea Q opportuno di adoperarne 
un'altra, nella quale le linee d'azione delle forze e riepettive risultanti cicliche, 
ossia tutte le rette fondamentali della corrispondente Cfz., sono rappresentate 
da simboli della stessa forma, cioé da combinazioni binarie, e tutti i punti fon- 
damentali della Cfz. da simboli pure della stessa forma, cioè da combinazioni 
ternarie, di m simboli O indici 1, 2, 3 ,... m. 

Due rette passano per un punto se i loro simboli hanno un indice comme; 
per es, le rette 1.8, r t ,  s t concorrono ne1 punto r s t .  Queste ,tre rette si po- 
tranno anche rappresentare col simbolo (r, s, t). 

- Tutti i punti i cui simboli differiscono per un solo indice giacciono in una 
retta, il simbolo della quale .contiene i due indici comuni. 
- Con questa notazione, se le linee d'azione delle m forze, prese nell'ordine 
ciclico dato, hanno i simbdi: 12, 23, 34, ... m l ;  quelle delle risultanti cicliche 
binarie avranno i simboli: 13, 24, 35,.. .; quelle delle ternarie i simboli: 14, 
25, 36, ...; e, in generale, le linee d'azione delle risultanti cicliche i-narie i - - -  
simboli: I l+&,  2 2 + i ,  3 3 + i ,  ... 

18. La  Cfz. Fm (corrispondente ad m forze equilibrate) potrà quindi rap- 
presentarsi col simbolo 

ove a,, a,, ... ans sono m indici differenti, che conviene di considerare corne 
corrispondenti ad altrettanti piani ta,) Sel, ... Sa,,,, formanti un medro completo 
(v- § 8). 

Col simbolo 
- ai a8 as... am 
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senza parentesi dinoteremo in generale il poligono semplice avente per lati 
szcccessivi le seguenti m rette della Cfz.: 

U ~ Q P ,  ~ L Q B ,  a8a4 , . .*  am QI  

e per vertici successivi i seguenti m punti della Cfz.: 

e riguarderemo sempre a,a, come il primo lato ed a,a,a3 come il primo vertice 
del poligono. 

Coi simboli 
am-(ai,  ut , . . .  am-,) 

dinoteremo rispettivamente l'm - 1-latero completo e 1' m - 1-latero semplice 
aventi per lati le rette: 

amai> amap,... am am-i ; 

cosicchè mentre il primo di questi simboli esclude, il secondo include l'idea 
dell'ordine col quale gli m - 1 lati si succedono; e mentre il primo, oltre ai 

rn-1 - m - 2  
lati, rappresenta 

2 
punti fondamentali (vertici dell'm- 1-latero) il 

secondo ne rappresenta soltanto m - 1. 
Valendoci promiscuamente delle due notazioni accennate, daremo in questo 

paragrafo le Cfz.' relative ai sistemi di m forze equilibrate (cfr. na0 12), per 
alcuni valori particolari di m: cioè per m = 3, 4, 5 , .  . . 1 1 .  

Es .  1.0 Configwrazione di 3 forze Zrz equilibrào. 
m = 3  F8=(l, 3):=(1, 2, 3). 

19. Le tre rette r (*) della Cfz. F3= (1, 2, 3) sono: 

le linee d'azione . . . 
delle forze date . . . . 

esse concorrono ne1 punto Ge= 1 2  3, il solo appartenente alla Cfz. F,, la p a l e  
consiste i n  zcna semplics terraa ( 1 ,  2, 3) di  rette concorrenti (fascio di raggi). 

(') In questo e in tutti gli esempi seguenti si rappresenteranno genericamente con r e 
con G le rette e i punti fondamentali della Cfz. corrispondente al sistema delle forze date. 
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Es. 2 , o  ConJigzsraxione di 4 forae equilibrate riel piano. Equilibrio del 
triangolo. 

m = 4  F d ~ ( 2 ,  3 ) : ~ ( 1 ,  2, 3, 4). 
20. Le sei rette r della Cfz. F4 ~ ( 1 ,  2, 3, 4) sono: 

le linee d'azione . . . 12 23 34 41 

delle forze date . . . u b c d 

le linee d'azione . . . 13 

delle ris. binarie . . . a b ~ c d  b c ~ d a  

. i quattro punti fondamentali G sono: 

123  2 3 4  3 4 1  412. 

11 poligono delle forze è il quadrangolo semplice (n." 18) 

P i r 1 2 3 4 ;  

quel10 P, delle risultanti cicliche binarie degenera in due rette (diagonali di 
Pi) il cui punto comune non appartiene alla Cfz. 

Onde la Cfz. F4 consiste in un quadrangolo completo. Essa corrisponde a 
tre diversi sistemi di 4 forze: i relativi poligoni-forze sono i quadrangvli sem- 
plici 1 2 3  4, 1324 ,  1 2  4 3, le corrispondenti risultanti binarie coincidono con 
le diagonali di questi quadrangoli. 

La  F, si scinde in quattro modi in una terna di rette concorrenti e in un 
corrispondente triangolo inscritto, epperb in quattro modi si pub essa riguar- 
dare corne la Cfz. F3, ,  corrispondente all'equili~rio del triangolo, cioè: 

sistema forze: ( 1  2,  3 triangolo equilibrato: 4 . 1 2  3 

n (2, 3,  4); n 1 2 3 4  

n (1, 3, 4); n 2 . 1 3 4  

n (1, 2 ,  4); n 3 .124 .  

Es. 3 . O  Configuraxione di 5 forxe equilibrate ne1 piano. Equilibriu del 
quadrangolo articolato. 

m = 5  F5=@, 3)::=1o3. 

21. Le  dieci rette r della Cfz. &=(1, 2,  3, 4,  5) sono: 

le linee d'azione . . . 12 23 34 45 51 

delle forze. . . . . . . a b c d e 
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le linee d'azione , , , 1 3  35 52 24 41 

delle ris. binarie . . . a b  c d  eu bc d e  

Il  poligono Pi delle forze è. il pentagono semplice 

quel10 Po delle risultanti binarie è il pentagono  emplic ce 

Oltre ai vertici 123,  234 ,  ... 5 1 2  e 135, 352,  ... 4 1 3  di questi due poligoni 
la Cfz. non contiene altri punti fondamentali ( y =  O ,  n,'' 6). 

1 lati di P, passano ordinatamente pei vertici alternati 1 III V II IV di P,, 
e i lnti di P, pei vertici alternati IV II V 1 III di P,; infatti per es. il primo 
lato 13 di Pz passa pel primo vertice 1 2  3 di P,, e il primo lato 1 2  di Pi 
pel quarto vertice 2 4 1  di P,. Onde i pentagoni Pi e P, sono sirnultaneamente 
ànscritti 1' uno nell' altro. 

22. L a  stessa Fs corrisponde a dodici sistemi differenti di 5 forze equi- 
librate (inclus0 il dato) ossia pub in dodici modi riguardarsi come Cfz. di 5 
forze in equilibrio. Contiene dodici pentagoni analoghi a P, (poligoni-forze) e 
altrettanti analoghi a P, (poligoni di risultanti binarie), i quali perb si riducooo 
a soli dodici differenti e si separano in due distinti gruppi di sei pentagoni: 

P , = A , ;  A,;  A,; A,; ,  As; A,  

P*=B,;  B,; Ba; B,; B,; B,; 
ovvero' ahche in 'sei coppie 

(Ai, Bi) i = l ,  2 , . + .  6 

di pentagoni, associati per modo, che ogni Ai é sirnultaneamente inscritto e 
circo~c~ritto all'associato Bi, e che se As (O 3,) si riguarda come poligono delle 
forze, l'associato Bi (O Ai) è il corrispondente poligono delle risultanti cicliche 
binarie. Queste sei coppie di pentagoni associati sono: 

(Ai 7 Bi) 
(12345,  13524)  
(12354,  13425)  
(12435,  14523)  
(12453,  14325)  
(12534,  15423) 
(12543:, 15324). 
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23. La  Cfi. si scinde in cinque maniere diverse ia un quadrangolo com- 
pleto e in un corrispondente quadrilatero completo itzscritto, ciob avente i vertici 
opposti situati sui lati opposti del quadrangolo. 1 cinque quadrangoli Fji) coi 
corrispondenti quadrilateri &fi sono i seguenti: 

Ff' Qp 
(11 21 31 4, 5 4 ,  2 ,  31 4) 
(1, 2 ,  31 5) 4 4 1 ,  2 ,  3,  5) 

(11 21 41 5, 3 4 ,  2, 41 5 )  
(11 3, 41 5) 2 4 ,  3 ,  4, 5) 
(2, 31 4, 5) 1 4 2 ,  3, 4, 5). 

. Ognurio di questi quadrangoli completi corrisponde a tre diversi sistemi equi- 
librati di 4 forze (per es. il primo corrisponde ai tre sistemi, descritti nell'Es. 2.", 
n." 20, e i cui poligoni-forze sono i quadrangoli semplici 1 2 3 4, 1 3 2 4, 1 2  4 3); 
si hanno cosi quindici Cfz.' Fbt, contenute nella Fs e delle quali ciuscuna cor- 
risponde all'equilibrio d i  un padrangolo articolato. (Cfr. SCHELL, 1. c., 2a ediz., 
pag. '73). 

24. La F, in dieci modi si scinde in una terna di rette concorrenti e in 
due triangoli inscritti (prospettivi), ossia contiene le dieci Cfz. F,, , corrispon- 
denti ad altrettanti sistemi equilibrati di 3  forze, connessi ciascuno da 2  diffe- 
renti poligoni funicolari, cioè : 

sistema forze triangoli funicolari sistema forze triangoli funicolari. 

(1, 2, 3) 44123  e 5 . 1 2 3  (1, 3, 5) 2 .135  e 4.135 

(2, 3, 4) 5 . 2 3 4  n 1 . 2 3 4  (3, 5, 2) 4 . 3 5 2  n 1 . 3 5 2  

Es.  4." Configuraziolze di  6 forze equilibrate ne1 piano, Equilibriu de2 
pentagono articolato. 

m=6 p6=(4, 3):. 

25. Le  quindici rette r della Cfz. Kz(1 ,  2,  3, 4,  5, 6) sono: 

le linee d'azione . . . 12 23 34 

delle forze date . . . . a b c a e f  
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lelineed'azione . . .  13 35 51; 24 46 62 ) 
delleris.binarie . . .  a6 cd  e f ;  I c  d e  f a  ); 
le linee d'azione . . . 14 ' 25 
delle ris. ternarie .-. . a b c f d e f  b c d ~ e f a  c d e = f a b  

Il poligono-forze Pi coincide con l'esagono semplice 

il poligono Pz delle risultanti binarie degenera nelle due terne conjugate di 
rette concorrenti 

E=I(l, 3, 5 ) ;  (54 4, 6)1, (2) 

la prima delle quali projetta i vertici di posto dispari, la seconda quelli di 
posto pari di Y, (n." 18); il poligono P, delle risultanti ternarie degenera ne1 
trilatero 

P 3 = 1 4 . 2 5 . 3 6 r A  (3) 

del quale i lati, 1 4 ,  25, 36, sono rette r, ma i vertici sono punti estranei 
alla Cfz. 

26. Oltre ai vertici 1 2  3, 2 3 4 ,  3  4 5, 4 5 6, 5 6  1 ,  6 1 2 del poligono-forze 
e ai centri 135, 2 4 6  delle due terne di risultanti binarie, la Cfz. contiene 
altri y =  1 2  punti (n.' 6) che sono intersezioni scambievoli di risultanti cicliche 
d'ordine i differente (incluao l'ordine i= 1  che corrisponde alle forze date) 
cioè 

1 2 4  1 3 4  1 4 5  146 
i punti situati sulla retta 

ambc a b - c  d a e f  d e . f  a b c ~ d e f  

( 125  235  2 4 5  256  
n 

( e f - a  & . c d  b c s d  e - f a  

L a  .Cfz. Fe è della stessa s2ecie (n.' 1) d i  quecetla che presentano le re'tte e i 
putati d i  STEINER rtell'esagrammo d i  PASCAL (v. 5 7). 

Essa pub in sessanta modi diversi riguardarsi corne sistema di 6 forze in 
equilibrio, con le relative risultanti cicliche binarie e ternarie, ossia corri- 
sponde ad altrettanti sistemi differenti (inclus0 il dato) di 6 forze equilibrate; 
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percib sontiene sessanta esagoni semplici (poligoni-forze Pii)) a ciascun dei ? 
quali corrispondono due terne conjugate di raggi (poligoni Pi" di ris. binarie) 
che ne projettano i vertici dispari e i vertici pari, ed un trilatero A (poligono 
P9 di risultanti ternarie) i eui lati appartengono, ma i cui vertici non appar- 
tengono alla Cfz. - ben inteso che ognuno di questi gruppi 

(Pp, Pp, Pt) ,  i=l ,  2 ,  3 ,..., 60, 

comprende tutte le rette, ma soltanto 8 punti della Cfz., epperb determina un 
corrispondente gruppo pi di 1 2  punti residui. 

27. 1 dodici punti (4) sono vertici di due esagoni semplici 

che formano, insieme a1 Pi=El,n3, una tripla TiS3 d i  esagoni consociati; con- 
sociati ne1 senso che ciascuno dei tre esagoni, considerato corne poligono-forze, 
conduce alle stesse terne conjugate (2) di risultanti binarie, e che inoltre i 
dodici punti del corrispondente gruppo residuo p coincidono coi vertici degli 
altri due esagoni della tripla. 

28. Gli stessi punti (4) ion0 anche vertici di tre quadrangoli semplici 

i quali rispettivamente corrispondono ai lati 1 4 ,  25, 3 6 di b (in quanto essi 
appartengono ai quadrangoli completi individuati da queste tre rette, n.' 37) 
e hanno per diagonali le due rette non corrispondenti; per es. q,, corrisponde 
a r s 1 4  e ha per diagonali r=25 e r=36. 

29. Ogni retta r, per es. 12 ,  é lato di tre trilateri 1 2  . 3  4 . 5  6, 1 2  -35 46, 
1 2  -36 .45 ;  ma ogni trilatero contiene tre rette r, onde in tutta la Cfz. F, 

3.15 
esistono - - 

3 
- 15 trilateri, i vertici dei quali non coincidono con punti G. 

Indicandoli col simbolo A, (*) essi sono figurati nella seguente 

(') 1 45 punti P, vertici di questi trilateri, e i 20 punti fondamentali della Cfz. (ciascun 
dei quali conta per tre) cost~tuisoono tutte le intersezioni delle rette P (v. n." 40). 
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30. Non esistendo che venti terne di raggi concorrenti (cioè tante quanti 
sono i punti G) le quali sono conjugate due a due, in quantochè il~simbolo 
dell'una, per es. (1, 3, 5), determina univocamente il simbolo complementare 

6 O (2, 4, 6) dell'altra; ogni pajo di terne conjugate corrisponde a - = 6 esagoni, 
10 

che determinano altrettanti trilateri. Dunque gli esagoni delle Cfz, si distribui- 
scono in 6 serie ?ri di 10 esagoni ai quali corrispondono differenti paja di 
terne conjugate, e trilateri differenti, ovvero in dieci serie di sei esagoni, a i  
p a l i  corrispondono le medesime due terne conjugate di raggi, ma differenti 
trilateri [v. tabella 1 ove nella segnatura di ogni esagono (per es. 123456) tre 
cifre sono scritte in caratteri pih marcati delle altre, nell'intento di mettere 
conciaamente in evidenza le due corrispondenti terne conjugate (1, 3, 5) (2 4 6)]. 

31. 1 sei esagoni appartenenti a ciascuna di queste serie si separano in 
due triple (n." 27) conjugate Tijk, .TrSt (i, j, E ,  r, s, t rappresentano i sei 
indici 1, 2,  3, 4, 5, 6); i trilateri corrispondenti agli esagoni della tripla Tijk 

sono Ajk,  Aki, Ai j ,  que& corrispondenti alla tripla T,.,t sono Astr A t r7  Ars. Nella 
F6 vi sono evidentemente venti triple Tijk di esagoni consocjati, le quali si 
possono riguardare corne univocamente ~~orrispondenti ai  fi punti zj'k della 
Cfz. e sono due a due conjugate. Nella tabella 1 accanto a ogni esagono si 
trova segnato: a) il relativo trilatero Aij; b)  la tripla Tijk alla quale 17esagono 
appartiene. 

32. Poichè ogni esagono individus un trilatero, uno stesso trilatero corri- 

sponde a -=4 esagoni, che determinano 4 differenti paja di terne eonjogate 
15  

epperb appartengono a 4 triple differenti. Dunque gli esagoni, le terne di raggi 
concorrenti e le triple di esagoni consociati si distribuiscono rispettivamente in 
quindici quaterne, che univocamente corrispondono ai quindici trilateri (v. ta- 
bella II ove accanto a ogni esagono si trova segnata e la serie ri, n." 30, e 
la tripla TGk, alle quali 17 esagono appartiene). 

33. Riassumendo e rappresentando i 60 sistemi equilibrati (n.' 26) rne- 
diante i relativi poligoni-forze, vale a dire mediante i 60 esagoni della Cfz., 
si pub concludere che essi si distribuiscono in dieci seri'e di sei sistemi, separati 
in due triple conjugate, e conducenti al medesimo poligono di risultanti binarie, 
ma a differenti trilateri di risultanti ternarie (tab. 1); oppure anche si distri- 
buiscono in pindici gruppi di quattro sistemi, appartenenti a triple diverse, 
e conducenti al medesimo trilatero di risultanti ternarie ma a differenti poli- 
goni di risultanti binarie (tsb. II). 
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34. Le rette della PB si separano nella Cfz. F,= IO,- ( 1 ,  2 ,  3, 4 ,  5) e 
ne1 corrispondente ciriquilatero completo inscritto Q, r 6 .  (1 ,  2 ,  3, 4 ,  5);  la F6 
contlene sei distinte Cfz.' FF) coi rispettivi cinquilateri inscritti Qf', i= 1 ,  
2 ,  ... 6, oioè: 

i Ff) = 10, Q:) 

6 (1, 2, 3, 4 ,  5 )  6 4 ,  2, 3, 4, 5) 
5 ( 1 , 2 , 3 , 4 , 6 )  5 . ( 1 , 2 , 3 , 4 , 6 )  
4  (1,  2, 3, 6 ,  5) 4 - ( 1 ,  2, 3, 6 ,  5) 
3  ( 4 2 , 6 , 4 , 5 )  3 4 , 2 , 6 , 4 , 5 )  
2  (1 ,  6,  3, 4, 5)  2 . (1 ,  6, 3, 4, 5) 
1  ( 6 , 2 , 3 , 4 , 5 )  1 . ( 6 , 2 , 3 , 4 , 5 ) .  

35. 1 pentagoni semplici A,= 12  3  4 5  e B i  1 3 5 2 4 ,  associati (n.' 22) 
nella Cfz. F r  - ( 1  , 2, .  . . 5) ,  sono rispettivamente e ordinatamente circoscritti 
ai pentagoni semplici Ali= 6 12  345  e BIi=- 6 . 13  5  2  4 ,  appartenenti' al cin- 
quilatero completo Q5); quelli sono ciclicamertte inscri t t i  fra loro, cioé ciascuno 
é in pari tempo inscritto e circoscritto all'altro - questi sono fra loro ciclica- 
mente diagonali, cioè hanno i lati comuni (sono conlateri) e ciascuno è il pen- 
tagono diagonale dell'altro (ha. per vertici i punti diagonali dell'altro). 

36. L a  Cfz. F, contiene 144 pentagoni semplici corrispondentisi due a 
due iii modo che 72 pentagoni Ai (O Bi) sono circoscritti rispettivamente e 
ordinatamente agli altri 72 Ari (O B'J; essi si aggruppano in 36 paja di pen- 
tagoni ( A i ,  Bi) ciclicamente inscritt i  e in 36 corrispondenti paja di pentagoni 
( A r é ,  Bfi) ciclicamente diagotzaii. 

La  F6 pub dunque in 72 modi riguardarsi come la Cfz. fi,, corrispondente 
all'epuilibrio del pentagono articolato. 

Le 36 pajm ( A i ,  Bi) e le corrispondenti 36 paja (Afi, B'J sono: 

(Ai j Bi) (A'i , Bri) 
( 1 2 3 4 5 ,  1 3 5 2 4 )  ( 6 . 1 2 3 4 5 ,  6 . 1 3 5 2 4 )  
( 1 2 3 5 4 ,  13425)  ( 6 . 1 2 3 5 4 ,  6 -  1 3 4 2 5 )  
( 1 2 4 3 5 ,  1 4 5 2 3 )  ( 6 . 1 2 4 3 5 ,  6 . 1 4 5 2 3 )  
( 1 2 4 5 3 ,  1 4 3 2 5 )  ( 6 . 1 2 4 5 3 ,  6 . 1 4 3 2 5 )  
( 1 2 5 3 4 ,  1 5 4 2 3 )  ( 6 . 1 2 5 3 4 ,  6 . 1 5 4 2 3 )  
( 1 2 5 4 3 ,  15324)  ( 6 . 1 2 5 4 3 , .  6 . 1 5 3 2 4 ) ;  

le altre trenta coppie di paja corrispondeiiti si ottengono' operando successi- 
vainente, su queste sei, le sostituzioni (61); (62); (63); (64); (65). 
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37. La Cfz. ,Fe si soinde ne1 quadrangolo completo 

nella corrispondente coppia di quadrilateri-completi (conjugati) 

in esso inscritti (i vertici opposti dei quadrilateri completi si trovano sui lati 
opposti del quadrangolo); e nella retta 

asse su1 quale si segano i lati omologhi di Q, e Q',; la F, contiene quindici 
distinti quadrangoli completi Fij, con le corrispondenti coppie di quadrilateri 
conjugati inscritti Qijj Q I j i ,  e i relativi quindici assi aij, cioè: 

A ogni retta r = ij corrispondono cos1 un quadrangolo complelrzentare com- 
pleto F', e un pajo di quadrilateri completi eonjugati Qj, Qjt. 
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38. Me1 quadrangolo completo (3, 4, 5, 6) sono inclusi i tre quadrangoli 
semplici 3456, 3546, 3465; i lati dei quali passano ordinatamente pei ver- 
tici dei tre quadrilateri semplici 1 - 3  4 5 6, 1 - 3 5 4 6, 1 . 3 4 6 5 c~ntenuti in 
1-(3,  4, 5, 6) e per quelli dei trë 2 - 3 4 5 6 ,  2.3546, 2 .3465 contenuti in 
2 ~ ( 3 ,  4, 5, 6). 

La  F, pub dunque in quarantacinqzce maniere diverse riguardarsi come la 
Cfz. F,., di 4 forxe equilibrate connesse da 2 potigoni ficnicolari; epperb con- 
tiene quarantnci&pe quadrangoli semplici (poligoni-forze) circoscritti rispetti- 
vamente ed ordinatamente ad altrettante corrispondenti paja di quadrilater! 
semplici conjugati (2 poligoni funicolari), i lati omologhi dei quali s' incontrano 
sulle quindici rette r (assi dei poligoni funicolari). 

39. Le rette della fi si separano anche nella terna di triangoli prospettivi 
appar tenenti alla Cfz. 

4.123,  5 -  123, 6 - 1 2 3  

e nelle due terne conjugate di rette concorrenti 

4 2, 3 (4, 5, 6); 
delle quali la prima contiene i raggi d'omologia, la seconda gli rssi d'omologia. 

Indicando geneïicamente con i, i triangoli appartenenti alla Cfz., cioè a~renti 
per lati rette fondamentali e per vertici punti fondamentali della medesima, la 
F, comprende venti terne analoghe di triangoli omologici A, con le corrispon- 
denti terne di assi e raggi d'omologia; e pub in altrettanti modi riguardarsi 
come la Cfx. Y,,, di 3 forze equilibrate connesse du 3 poligomi funz'colari. 
1 punti della Cfz. sono conjugati due a due per modo, che se le tre forze con- 
corrono in un punto, gli assi dei corrispondenti tre poligoni funicolari concor- 
rono ne1 punto conjugato. Le dieci paja di punti conjugati sono 

questi stessi simboli , se racchiusi in parentesi, rappresentamo anche le dieci 
paja di. terne conjugate di raggi (n.' 30-25): per es. (1, 2, 3) e (4, 5, 6) r a p  
presentano risp. le due terne 12, 13, 23 e 45, 46, 56. - 

40. fi facile riconoscere che i vertici del quadrangolo completo Fi, (nP 37) 
sono conjugati ai quattro punti della Cfz. allineati sulla retta r z 1 2 .  Le in- 
tersezioni di questa retta coi lati opposti di Fis sono tre paja di punti con- 
jugati in involuzione (DESARWES) e coincidono evidentemente coi vertici P dei 
tre trilateri Aij aventi per lato comune la '12. 
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Onde o g n i  r e t t a  r cont iene  sei  d e i  45 pun t i  P, i qua l i  si sepa-  
r a n o  i n  t r e  coppie  c a n j u g a t e  i n  involuz ione .  

Es. 5.0  ConJigurazione di 7 forge epuilibrate fiel piano. Epuilibrio del- 
l'esagono articolafo. 

m=7 F,=(5, 3);;. 

41. Le ventuna rette r della Cfz. F,=(l, 2 ,  3, 4 ,  5, 6 ,  7) sono: 

le linee d'azione . . . 12 23 34 45 56 67 71 ) 
delle forze date . . . . u b  c d e f g ) 
le linee d'azione . . . 13 35 57 73 24 46 61  j 

le linee d'azione . . . 14 47 73 36 6 2  25 
delle ris. t e rnar ie . .  . a b c  d e f  g a b  c d e  f g a  bcd  e f g  

II poligono-forze Pa,  e i poligoni Pz, P, delle risultanti binarie e ternarie coin- 
cidono rispettivamente con gli ettagoni ' semplici : , 

i quali, presi nell'ordine ( A ,  B, C )  sono ciclicamente i m c r i t t i  fra loro, cioé 
A è inscritto in B, B in C e C in A.: percib (n." 98) i vertici di questi tre 
ettagoni insieme alle rette r costituiscono una Cfz. 213, appartenente alla F,. 

42. Oltre ai  vertici 123, 234 ,... 712;  135, 357, - . .  6 1 3 ;  147, 473 ,... 
5 14 dei poligoni P,, P,, P,, la Cfz. F, contiene altri y = 14 punti (n." 6), 
che sono intersezioni scambievoli di risultanti cicliche d'ordine differente e sono 
distribuiti due a due sulle ventuna rette r ;  esse sono i seguenti: 

( 124  1 3 4 '  1 4  

( a . b c  ubac  
situati sulla retta 
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346 356 36 
punti situati sulla retta 

c . d e  cdee 1 cda 

( 235  245 25 
n n 

7, ( b - c d  b c - d  bcd 
561  571 

n ( 51 " e f 9  
e costituiscono, insieme alle r, una Cfz. (2, 3);:. 

Questi quattordici punti sono vertici di tre (e tre soli) quatordecagoni sem- 
plici a ,  P ,  y appartenenti alla Cfz. (ossia aventi tutt'i vertici e tutt'i lati ap- 
partenenti alla medesima) cioé 

Dei tre quatordecagoni (associati) a, P ,  y il primo corrisponde ad A ,  in quanto 
i? doppiamente insoritto in questo ettagono ed ha inoltre per lati i lati di B 
e di C; e nello stesso modo sono corrispondenti P e B, y e C. 

43. La medesima Cfz. F, corrisponde identicamente a 360 differenti si- 
steini di 7 forze equilibrate (cornpreso il dato). Essa contiene trecentosessanta 
ettagoni analoghi a Pi (poligoni-forze) e altrettanti analoghi a P, e a P, (po- 
ligoni di risultanti binnrie e ternarie) i quali perb si riducono effettivamente a 
soli 360 poligoni differenti e si separano in ire distinte serie di centoventi 
ettagoni 

Ai A,. . .  Ai m . .  Aie0 
Bi B 2 . a .  Bi m . .  BiZo 
Ci Ce 6 . .  Ci S . .  Cieo 

ossia in centoventi tertae di ettagoni ciclicamente hscritti 

(Ai, Bi, Ci) i=l,  2,  3 ,... 120. 

E siccome una terne (Ai,: Bi, Ci) aasorbe tutte quante le rette, ma soli 21  
punti, della Cfz., essa individus un gruppo pi di 14 punti residui, i quali son 
vertici di tre quatordecagoni (ai, Pi, Yi) associati e appartenenti aUa Cfz. 
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1 35 p u n t i  del la  F, s i  possono d u n q u e  in  120 man ie re  d ive r se  
s e p a r a r e  i n  u n  gruppo ti di  21 pun t i  e ne1 c o r r i s p o n d e n t e  g r u p p o  
p i  d i  14 p u n t i  residui .  Ogn i  g r u p p o  ri s i  sc inde ,  come  s 'é veduto ,  
i n  t r e  e t t agon i  c icl icamente in sc r i t t i  Ail Bi, Ci e o g n i  g r u p p o  pi 
cont iene  t r e  qua to rdecagon i  assoc ia t i  #il Pil i qua l i  uno ad uno  
corr ispondono,  ne1 senso ind ica to  s u p e r i o r m e n t e ,  a q u e g l i  e t ta-  
goni.  

1 21 punti di ogni gruppo ri e le 21 rette r costituiscono una Cfz. 213; i 
14 punti di ogni gruppo pi e le 21 rette .r costituiscono una Cfz. (2, 3);:. 
Nel la  F, vi  sono d u n q u e  130 d i s t i n t e  Cfz.' 21, ed  a l t r e t t a n t e  co r -  
r ispondent i  Cfz.' (2, 3);:. 

44. La  Cfz. F, si scinde in 7 modi in una Cfz. F6=(4,  3):; e in un 
corrispondente silatero completo inscritto Q6, cioh: 

Essa pub in 420 maniere riguardarsi come la Cfx. F,,, cowisporzde~zte all'e- 
quilibrio dell' esagono articolato. 

Contiene 840 esagoni semplici; i quali si distribuiscono in due serie, tali chc 
.agni esagono della prima B circoscritto a un esagono (corrispondente) della 
seconda, ossia si aggruppano in 420 coppie di esagoni corrispondenti. Le quat- 
trocentoventi coppie si separano in 7 sistemi di 60 coppie, in ciascun dei quali 
queste si combinano in sei gruppi di dieci coppie d'esagoni corrispondenti, 
dotati di certe proprietà comuni, O anche si combinano in puattro gruppi di 
quiridici coppie, ecc. 

Con le rette v si formnno 105 trilateri A (n.' 29) i cui vertici P sono punti 
estranei alla Cfz.; ogni trilatero è circoscritto a un triangolo P, che gli cor- 
risponde univocamente, e i cui lati p sono rette estranee alla Cfz.; per es. se 
.A= 12 34.56 il corrispondente triangolo inscritto B A 712 , 734  756. Vi 
sono dunque nella Cfz. centocinque paja ( A ,  x) di Cilater&triangoEi corrispon. 

Annali di Matematica, tom0 XII. 25 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



194 Ju  n 9 : Sull' epuiliErio dei poligoni articolati 

denti, le quali si aggruppano in 7 sistemi di 15 paja dotati di certe proprietà 
comuni; ecc. ecc. 

Questi trilateri A si possono rappresentare col simbolo A?), intendendosi che 
ne1 trilatero A, (n." 29) l'indice a (a = 1, 2 ,  3,. . . 7) va sostituito con 1' indice 
fisso 7. 1 corrispondenti triangoli si possono analogamente rappresentare col - 
simbolo 8:~~'. 

45. La  F, si pub anche scindere ne1 gruppo 

ne1 quale i due cinquilateri cornpleti (conjugati) Q, e Q',, sono ordinatamente 
inscritti nella Cfz. F, ed hanno i lati omologhi concorrenti sulla retta r = 67. 
Essa contiene 21 differenti gruppi, simili a questo, i quali uno ad uno corri- 
spondono alle 21 rette r ;  e pub in 252 modi riguardarsi corne la Cfx. F,,, 
corrispondente a 5 forxe equilibrate connesse da 2 poligoni $micolari diffe- 
renti. 

Contiene 756 pentagoni semplici, che si distribuiscono in tre serie di 252, 
cioè : 

Li L,.... L LIi L '  L'i... 

Mi M,... Mi... M', . M f i . .  . (i=l, 2,... ,  126). 

NI N2. . .  Ni... N', N '  N'j. .. 
Ogni pentagono Li della prima serie è circoscritto a due pentagoni Mi, Ni 
(corrispondenti ad Li e co~jzcgati fra loro) appartenenti uno alla seconda e uno 
alla terza serie, e i lati dei quali s'incontrano due a due sopra una retta r. 

In ciascuna serie i pentagoni si aggruppano in 126 coppie. Ogni coppia (Li, 
Xi)  appartenente alla prima serie è costituita di due pentagoni ciclicamente 
insîritti; ogni coppia (Mi,  M'i) O (xi Nti) appartenente alle altre due serie B 
costituita di due pentagoni ciclicamente diagonali. Le coppie conjugate (Mi, 
M'i), (Ni, N'i) corrispondono alla coppia (Li, Lri). 

Ognuna del le  v e n t u n a  r e t t e  r individus sei copp ie  d i  pen tagon i  
c ic l icamente  i n s c r i t t i  e l e  sei co r r i sponden t i  p a j a  d i  coppie con- 
j nga te  d i  pen tagon i  c ic l icamente  d iagonal i .  
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46. La  F 7 = ( 5 ,  3);: si spezza ne1 gruppo 

ne1 quale i tre quadrilateri (oonjugati) Q,,  Q',, Q", sono ordinatamente inscritti 
ne1 quadrangolo completo F4 e hanno i lati ornologhi segantisi due a due 
sulle tre rette Y, che concorrono ne1 punto G r  5 6 7 .  

La  Cfz. coniiene 35 gruppi differenti analoghi a questo, i quali corïispon- 
dono uno ad uno ai 35 punti G. Essa pub in 105 modi diversi riguardarsi 
come la Cfx. F,,, di 4 forxe equilibrate connesse da  3 poZigo?ii funicolari. 

Contiene 420 quadrangoli semplz'ci, distribuit.i in quattro serie di 105, cioè 

k , ,  . . . ki, .. . L,,, 
z,, 1 , .  . . . . . l,,, 

ogni quadrangolo ki della prima serie è circoscritto a uno Zi, a uno mi e a 
uno ni delle altre serie; i. lati di questi tre quadrangoli (costituenti una terna 
d i  quadrangoli conjugati, corrispondente a ki) s'incontrano due a due .sopra 
tre rette r concorrenti in un punto G. 

Ogni p u n t o  de l la  Cfz. individus ire quadrango l i  k e l e  tre cor-  
r i s p o n d e n t i  t e r n e  d i  quadrango l i  con juga t i  (1, m, in). 

47. La  Cfz. F, si scinde ne1 gruppo 

E Q = ( l 1 2 , 3 ) ,  F 4 ~ ( 4 , 5 , 6 , ' 7 )  

& , ~ 4 -  123, & ' 3 ~ 5 - 1 2 3 ,  & " , r 6 . 1 2 3 ,  Q M 3 ~ 7 - 1 2 3 .  

1 quattro triangoli conjugati Q, Q', Q", Q", sono a due a due variamente 
omologici; centro comme e raggi cornuni d'omologia sono il punto ( 7 ~ 1 2 3  
e le rette r della terna (1, 2,  3); gli assi d'omologia sono i sei lati del qua- 
drangolo completo F4. 

La El, contiene 35 differenti gruppi simili a questo, i quali corrispondono 
un0 ad un0 ai 35 punti G; e pub in altrettanti modi riguardarsi come la 
Cfi. F3,, di 3 forze epdibrute  connesse da  4 p o l i g o ~ i  funicolari. 
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Contiene 140 triangoli di vertici G e lati r (trialzgolz' A), i quali si sepa- 
rano in 70 paja d i  triangoli associati, per esempio 

ii = 7 . 1 2 3 ~ 7 1 2 . 7 1 3 - 7 2 3  

7 ' ~ 7 . 4 5 6 = 7 4 5 . 7 4 6 . 7 5 6 .  

Se quattro triangoli X appartengono a uno stesso quadrangolo completo, i 
quattro triangoli associati sono due a due omologici e viceversa. 

48. Si rileva dagli ultimi due numeri che nientre un punto G individua 
le tre rette in esso concorrenti e i sei lati del quadrangolo corrispondente 
(complementare), le rimanenti dodici rette r si aggruppano (in una sola ma- 
niera) sia in una terna di quadrangoli semplici conjugati, sia in una quaterna 
di triangoli h conjugati; i lati omologhi di quelli s'incontrano due a due sulle 
tre r concorrenti in G, i lati omologhi di questi s'incontrnno due a due sopra 
i sei lati del quadrangolo corrispondente n G. 

Es. 6.0 Configurasione d i  8 forxe equilibrate ne1 piarzo, Epzcilibrk del- 
17ettagono articolato. 

49. Le ventotto rette r della Cfz. F8=( l ,  2, 3, 4 ,  5, 6 ,  7 ,  8) sono: 

le linee d'azione . . . 12 23 34 45 56 67 78 81 ) 
delleforzedate . . .  a b c d e f g h ) 
le linee d'azione . . . 13 35 57 71 24 46 68 82 ) 
delle ris. binarie . . . a b  c d  e f  g h b c  d e  fg ha  ) 
le linee d'azione . . . 14 47 72 25 58 83 36 61 ) 
delleris. ternarie . . . a6c d e f  gha b c à  e f g  Iiab e d e  f g h  1 
la linee d'azione . . . . . 15 26 37 48 1 
delle ris. quaternarie . . . a b e d  bcde  c d e f  d e f g  1. 

s e f g h  . f g h a  g h a b  h a b c  1 
Il poligono-forze Pi coincide con l'ottagono semplice (n." 18) 

P,=12345678; 

il poligono Pe delle risultanti binarie si spezza nei due quadrangoli semplici 
(conjugati) 

P,-,(p2=1357; pf2=2468); 
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il poligono P, delle risultanti ternarie coincide con 1' ottagono semplice 

il poligono P, delle risultanti quaternarie degenera ne1 quadrilatero 

P 4 z 1 5 - 2 6 * 3 7 . 4 8 = 8  

del quale i lati, ma non i vertici, appartengono alla Cfz. Fs. 
1 lati di p, passano pei vertici dispari di Pl e di P,; quelli di p', pei ver- 

tici pari degli stessi due poligoni. Le diagonali di pz sono r - 15 e r E  37, 
quelle di p', sono r ~ 2 6  e r =48; cioè coincidono coi quattro lati di P,.' 

Oltre ai vertici di Pi, p,, p',, P3, la Cfz. contiene altri g, = 32 punti (n." 6), 
intersezioni scambievoli di risultanti cicliche d'ordine i differente (incluso i= 1) ; 
i due 16-goni semplici 

Pi,, r 1 2 7 6 3 4 1 8 3 2 5 4 7 8 5 6  

i cui lati coincidono alternativamente con quelli di Pi e di P,, rappresentano 
coi loro vertici questi 32 punti residui. 

50. La  F8 pub in duemilacinquecentoventi maniere riguardarsi come la 
Cfz. corrispondente a un sistema equilibrato di 8 forze (incluso il dato: a, b, 
c, ... h). 1 2520 ottagoni (semplici) ch'essa contiene sono associati due a due 
per modo, che, considerato l'uno come poligono-forze, l'altro rappresenta il 
corrispondente poligono delle risultanti ternarie, e, considerati ambedue come 
poligoni-forze, ad ambedue corrisponde come poligono Pz 1' identica coppia 
,@,, p',) di quadrangoli (semplici) conjugati, e come poligono P, l'identico qua- 
drilatero $. 

Il  sistema (Pi,  Pz, P,, P,), sopra descritto, assorbendo tutte quante le rette 
r, ma soli 24 punti G, individua un gruppo .ri di 24 punti fondamentali e il 
corrispondente gruppo pi di 32 punti cesidui. Con le rette r si formano 1260 
sistemi analoghi a quello; onde i p u n t i  G si  s e p a r a n o  i n  a l t r e t t a n t i  
modi i n  d u e  g r u p p i  ri, pi  d i  24 e d i  32 p u n t i  r i spe t t i vamen te .  

51. Un pajo di quadrangoli (completi) complementari (v. n.' 53, gruppo IV) 
contiene inove coppie di quadrangoli (semplici) conjugati, che appartengono ad 
altrettanti ottagoni Pi (tabella 1, n." 52). Vi sono 35 paja di quadrangoli com- 
plementari (tabella II, ri." 52) epperb anche 315 coppie (p2 ,  plz) di quadran- 
goli (sem~lici) conjugati. E poichè a ogni ottagono Pi corrisponde une di 
queste coppie, agni coppia (pz, $2) di quadrangoli (semplici) conjugati corri- 
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2520 sponde a 3=8 ottagoni differenti (tabella III, n.' 52). Dunque gli otta- 
15 

g o n i  della Cfz. s i  s epa r sno  in  8 g h p p i  d i  315 ot tagoni  ciascuno, 
i qua l i ,  cons ide ra t i  corne poligoni-forze, conducono a differenti 
pol igoni  P 2 ~ ( p 2 ,  p'*) di r i su l tant i  binarie ,  O anche si  separano in 
315 grupp i  d i  8,  conducenti  a u n  identioo P 2 ~ ( p z , p 1 , ) .  

52. Una retta r è lato comune di quindici quadrilateri 8; un quadrila- - 
28.15 tero d contiene quattro rette r, dunque vi sono --= 105 quadrilateri 8 i ~ 

4 
cui lati, ma non i vertici, appartengono alla Cfz. E poiché ogni ottagono P, ne 

individua uno, ogni d corrisponde a 2E = 24 ottagoni differenti (Labella III). 
105 

Gli o t tagoni  della Cfz. s i  separano dunque i n  105 g r u p p i  d i  24 
o t t agon i  (poligoni-forze Pi) conducen t i  a l l ' i den t i co  quadr i la tero  
6 (poligono P, d i  r i su l t an t i  q u a t e r n a r i e )  ovvero anche in  24 gruppi  
d i  105 ot tagoni  Pi, conducenti  a dif ferent i  quadr i la ter i  d(=P,). 

Questi quadrilateri si possono esprimere col simbolo bu ij a 8  AY) ove 
a = 1, 2,. . . 7 ; purche s' intenda che le quattro retie di dami j  ~iano  la r r a  8 
e i lati del trilatero AY) definito al n." 44; cos1 per esempio 8,. ,, = 58 12 
37-46 ,  8 ,,,, =78.14 .25 .36 ,  'ecc. 

T@o delle 9 coppie (p ,  pp3 di quadmngolz' (semplic2ci) conjugat2, 
contenute in u n  pajo (1, 3, 5 ,  7) 12, 4, 6 ,  8)  d i  qu,.cdrangoli (completi) complernentari, 

e dei 9 ottagoni Cui esse appartmgono. 

(1, 3, 5, 7) (2, 4, 6, 8) 
IC 

, p )  1357,  2468  1375, 2 4 6 8  (p, p') 
PI 1 2 3 4 5 6 7 8  / 1::li:S7"8" 12317658 P4 

1375, 2648 (p, p') 
12367458  Pi 

, p )  1357,  2648  
Pi 12365478  

, p )  1357,  2486 
Pi 12345876 

1537, 2648 
12563478 

1537,  2486  
12543876  

1375, 2486 (p, p') 
12347856 Pi 
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contenente le 35 paja d i  qecadrangoli (completz') complernentur& 

TABELLA III. 

T@o degli 8 ottagoni 
corri8pondentz' a u n a  stessa coppia ' (p ,  p3 d i  quadrangoli (sempliei) conjllgati 

e t @ a  dei  24 ottagoni coeriqpondentz' a uno stesso quadmïatero 6. 

NB. In ogni colonna gl i  ottagoni a ,  a'; P ,  P'; y, y'; E, 5' sono associati (n." 50)). 
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II. 

IV. 

53. La  Cfz. F 4 6 ,  3):; contiene inoltre (na0 8) i seguenti gruppi 

54. Vi sono oit0 differenti gruppi 1. Onde la F8 contiene 960 Cfz. 21, 
circoscritte rispettivamente ad altrettanti settilateri completi ; contiene 8.120 
terne di ettagoni (semplici) ciclicamente inscritti fra loro e ordinatamente cir- 
coscritti ad altrettante terne di ettagoni (semplici) ciclicamente diagonali, ecc., 
ecc.; e pub in 8.360 maniere diverse riguardarsi come la Cfx. F,,, corri- 
sponclernte ail'equilibrio dell'ettagono nrticolato. 

55. Vi sono 28 gruppi II, corrispondenti uno ad uno alle 28 rette r. 
La  Fs contiene 5040 esagoni semplici, che si separano in tre serie, ecc.; e 
pub in 1680 maniere riguardarsi come la Cfx .  Fsae d i  6 forze eqzcilibrate 
eonnesse .da 2 poligoni funico lairi. . 

56. Esistono 56 gruppi III, corrispondenti uno ad uno ai 56 punti G. La 
Fs contiene dunque 56 Cfz.' Io3, 336 coppie di pentagoni (semplici) ciclica- 
mente inscritti fra loro e ordinatamente circoecritti ad altrettante corrispondenti 
terne di coppie di pentagoni (semplici) ~iclicamente diagonali, e pub in 672 
modi riguardarsi come la Cf i .  F5$ di 5 forze epuikibrate connesse da 3 po- 
ligoni ficnicolari, 
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q. Vi sono 70 gruppi IV. La PS pub in 210 modi riguardarsi come la 
C f i .  fi,, d i  4 forxe equilibrate. corniesse da 4 poligoni funicolnri. - 1 70 qua- 
drangoli completi contenuti nella. Cfz. Fg si separano (v. tab. II, n.' 52) in 35 
paja di quadrangoli (completi) complementari (1, 2, 3, 4), (5,  6, 7, 8). Un  pajo 
qualsivoglia assorbe dodici rette r;  le altre sedici r si aggriippano, in due ma- 
niere diverse, in una quaterna di qitadrilateri completi conjugati, inscritti in 
uno dei due quadrangoli; i loro lati omologhi si segano due a due sui lati del 
quadrangolo (completo) complementare. 
, 58. Vi  sono 56'gruppi V, corrispondenti uno ad uno ai  punti G. La E', 

pub in nltrettanti modi riguardarsi come la  CTfx .  K,, d i  3 jbrxe equilibrafe 
connesse da 5 poligoni funicolari. Essa contiene 280 triangoli 1 (triangoli i cui 
lati e i ciii vertici appartengono alla Cfz.); ogni pufito G ne determina cinque, 
i quali due a due sono variamente omologici: centro comune e raggi comuni 
d'omologia sono il punto G e le tre rette r ivi concorrenti; assi di omologia 
sono le dieci rette della Cfz. F5k10, che appartiene al çruppo V corrispoii- 
dente a G. 1 gruppi V sono complementari ilno ad uno ai gruppi III. 

'Es. 7.0 Co~zfiyuraziorze d i  9 fowe eguilibrate net piano. Equilibrio ddel- 
1' ottugono articola fo. 

112 = 9  3'47, 3):;. 

59. Le trentasei rette Y della Cfz. F 9 r ( l ,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) sono: 

le linee d'azione . . 12 , 2 3  . 34 ,46 56 67 78 89 91 ) 
. . 

delle forze date .  . . a b c d e f g h i \ 
r 

le h e e  d'aziime . . 13 36 57 79 92 24 46  68 
81 1 

delle ris. binarie . . ab cd , e f  gh  .ia bc de fg h i  ) 

le linee d'azione . . 14 47 71 25 58 82 36 69 93 ) , '  

delle ris. ternarie . . abc clef giii bcd efg Lia . ede fgA iab ) 
le linec d'azione . . 15 59 94 48 83 37 72  26 6 1  ) 
delle ris. quaternace abcd -efyh iabe defy Aiab rdef gh l i  bcde fghi j '  

Il poligono-forze P, e i poligoni P,, P, delle risultanti binarie e quaternaric 
coincidono ris~ettivamente coi tre ennagoni sernplici 

P , = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 s A  
P 2 - 1 3 5 7 9 2 4 f 8 = B  
P,=159483726=C 

Anrti i  di Matematicn, tom0 XII. 
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i quali, presi nell'ordine ( A ,  B, C) sono ciclicamente inscritti fra loro: cioè 
A B inscritto in B, B in C e C in A; e percib i lati e i vertici di questi eana- 
goni formano una Cfz. 27, (n." 98). 11 poligono P, delle risultanti ternarie 
degenera in una tripla di pulzti conjugati della Cfz. ci06 

P , z ( 1 4 7 ,  258, 3 6 9 ) ~ ~ ;  

con che s'intenda che i 9 lati di P, si separano in tre terne (conjugate) di 
rette Y, rispethamente concorrenti nei detti puiiti. 

60. Oltre alla tripla r di punti conjugati e ai vertici dei poligoni A ,  B, 
C, la Cfz. contiene altri y= 54 punti (n." 6), intersezioni scambievoli di risul- 
tanti cicliche di diverso ordine, i quali si trovano soi a sei sui nove raggi 
concorrenti in r. Essi sono: 

e possouo anche distribuirsi, corne vertici, in tre terne di esagoni semplici 
appartenenti alla Cfz., cioè 

1 tre esagoni che si trovano in un'orizzontale hanno per lati i lati di due 
ennagoni del gruppo (P,, P,, P,); per es. quelli dell'orizzontale Pi, hanno i 
lati di Pd e di P,. 1 tre esagoni che si trovano in una colonnit appartengono 
a una stessa Cfz. (4, 3):; e vi formano un gruppo di esagoni consociuti (no0 27); 
ad esempio quelli della prima colonna sono consociati nella Cfz. F, individuata 
da1 punto 147 (n.' 67) - le altre due colonne corrispondono cosi ai due punti 
che con 147 formano la tripla r - 1 4  7, 25 8 ,  369. 
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61. Compreso il sistema ( a ,  6 ,  c,. . , h ,  i) che l'ha somministrata, la Cfz. 
F, corrisponde identicamente a 20160 sistemi diversi di 9 forze equilibrate; 
e contiene altrettanti ennagoni semplici, i quali si separano in 6720 terne 
(Ai C i ) = ~ i  di ennagoni ciclicamenle inscritti. Se un ennagono (per es. a) 
di una terna si riguarda come poligono-forze Pi, gli altri due, presi ciclica- 
mente (cioè Ci e Ai) rappresentano i corrispondenti poligoni Pz e P4 delle 
risultanti binarie e quaternarie; il poligono Y, delle risultanti ternarie invece 
è in ogni modo rappresentato da una stessa tr$a di punti co~jugatz' r i )  la 
quale, come ora si vedrà, non senipre varia con la terna E;. 

Infatti ogni terna, individua una t r ip la r ;  ma poichè un punto della 
Cfz., per es. 789, appartiene a dieci r diverse, cioé: 

123.456.789 124.356.789 123.346.789 126.345.789 234.156.789 

8 d .  10 e ogni t 'ontiene tre puriti della Cfz., il numeïo di tutte le triple è - = 280, 
3 

6720 
epperb una stessa tripla r di punti conjugati corrisponde a ,= 21 diffe- 

280 
renti terne E di ennagoni ciclicamente inscritti (*).. Ne segue che i auddet t i  
20160 s is temi d i  forze equi l ibra te  s i  s e p a r a n o  in 280 g r u p p i  d i  72 
siatemi,  conducen t i  al10 stesso pol igono (degenere)  P, d i  r i su l t an t i  
t e rna r i e .  1 poligoni  P, e P, delle r i su l tan t i  b i n a r i e  c q u a t e r n a r i e  

(') Pei1 es. la tripla di punti conjugati T P 147 .258.369 corrisponde alle seguenti 24 terne E 

di ennagoni ciclicamente inscritti : 

r,  = 123456789 135792468 159483726 e,, E 132465798 126783459 168492735 
c, 5 123459786 135762498 156483729 r , ,  E 132495768 139783456 198462735 
c3 s 129453786 195762438 156489723 sI5 = 192435768 133789456 138462795 
cd 129456783 195732468 153489726 sl, = 192465738 126789453 168432795 
E, E 126459783 165732498 153486729 cl, = 162495738 129786453 198432765 
cô 1 126453789 165792438 150486723 s,, = 162435798 123786450 138492765 

6 ,  133756489 135492768 159783426 E~~ = 132765498 126483759 168792435 
c, E 123759486 135462798 156783429 sZ0 E 132795468 129483756 198762435 
cg c 129753486 195462738 156789423 sii = 192735468 123489756 138762495 
6,, 129756483 195432768 153789426 E , ~  E 192765438 126489753 168732495 
c l ,  = 126759483 165432798 153786429 E*, s 162795438 129486753 198732465 
E,, r 126753489 165492738 159786423 G ~ ,  r 162735498 123486759 138792465 
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relat . ivi  ad un  sis teina quai 's ivogl ia ,  s i  t r ovand  f r a  i 72 ennagon i  
d e l  g ruppo  c u i  a p p a r t i e n e  i l  pol igono-forze Y,, c h e  cor r i sponde  
a q u e l  eistema; e complétano.  que l l a  de l le  24 te rne  c de l  gruppo,  
che  è i n d i v i d u a t a  da P,. . " .  

62. Una tripla r di puoti conjugati jndividua tre terne conjugate di rette 
r e il gruppo p dei 54 punti che sulle medesime sono distribuiti ; i 27 punti 
del rimanente gruppo c costituiscono, insieme alle restanti rette r, una Cfz. 27, 
e si, distribuisoono in 24 maniere diverse :corne vertici di tre ennagoni Sem, 
plici cic1icamente.inscritti. Coi  pun  ti del la  Cfz. F9=(7, 3):; s i  forma_ 
280 d i  t a l i  g r u p p i  (r,  p , . ~ ) ;  e a l t r e t t a n t e  sono l e ,  Cfz .  27, che  s i  
possono fo rmare  coi suoi  pun t i  e. con l e  s u e  r e t t e  fondamen ta l i ,  

63. La  Cfz. F9?(7, 3):; si scinde inoltre nei seguenti - gruppi prinoipali . . 

(n." 8) : 
( F (1, 2," 3, 4, 5, 6, 7, â)=(6, 3);: 

F = (1, 2, 32 4, 5 ,  6,- 7) =. (5, 3):; 
Q7 =B.( 

II. 
1 

Qt7=-9 ( ? 
i r=B9 
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64. -Vi sono nooe differenti gruppi del tipo 1, La F, pub dunque in 
.9 x 2520 maniere riguardarsi coqe la Cfz. F,+, cowispotzdente all'equilib~io 
dell'ottagono urticolato. Essa contiene due distinte serie di 22680 ottagoni 
(se,mplici), tali che ogni ottagono della prima serie è circoscritto a un (corri: 
spondente)' ottagono della seconda; in altri ,termini vi sono ventiduemilasei- 
eentottanta eob-pie di ottagoni corrispondenti, che. a due a due sono associatë, 
-e le quali inoltre si separano in 9 sistemi di 2520 coppie, in ognun dei quali 
p e s t e  si combinano in 8 gruppi di 315 coppie d'ottagoni corrispondenti, e c ï  

65. L e  trentasei rette r 6i aggruppano in 945 quadrilateri 8, i cui vertici 
P sopo punti estranei ajla Cfz. (7, 3);; ogni .quadrilatero 8 (per es. 1 2 . 3 4 .  
5  6 7 8) è circoscritto a un corrispondente guadrangolo 3 (r 9 12 .9  3 4 . 9  5 6 - 
938) i cui lati p sono rette estranee alla Cfi, - epperb la  F, contiene 945 - 
paja (a', p) di quadrilateri-quadrangoli corrispondenti, le quali si distribuiscono 
in 9 sistemi di 105 paja, ecc., ecc. 

, 1 qundrilateri 3 si possono rappresentare col simbolo 62;;; purchè s!intenda 
-che su1 quadrilatero Ca., della Cfz F, (n.' 52) si operi Ia sostituzione (F9) 
cio8,si ponga successi~amente l'indice Gssa 9 i n  luogo dell'indice 8 = 1, ?,-:9: 
1 corrispondenti quadrangoli 3 si possono allora rappresentare col simbolo a?!;. 

. 66. 1 gruppi del tipo II sono trentasei e corrispondono univocamente alle 
sette r. Lq F, contiene dunque: 36 Cfz.' (5, 8);:; 3 6 x  120 Cfi;.' N,, circo- 
scritte rispettivamente' ad altrettante coppie di settilateri (completi) conjugati ; 
36 x 120 terne di ettagoni (semplici) ciclicamente iascritti fra loro e ordina- 
tamente circoscritti a d  altrettante corrispondenti eoppie di terne conjugate d'et- 
4agoni (semplici). ciclicamente diagonali (per es. i ire ettagoni ciclicamente 
inscritti 

1 2 3 4 5 6 7 ,  1 3 5 7 2 4 6 ,  1 5 2 6 3 7 4  

sono rispetti~amente e ordinatamente circoscritti alle due terne conjugate 

di ettagoni ciclicamente diagonali). 
In 36 x 3 6 0  maniere la E', si pub rignardare corne la Cfz. Fï,, di 7 forze 

epuilibrate connesse da 2 poligoni funic01aî.i. 
67. 1 due gruppi III e VI sono complementari come pure la terna F, e 

la Cfz. F, .in essi contenute. Nella Fs vi sono 84 paja di gruppi complemen- 
tari, del tipo (III, VI), le quali univocamente corrispondono agli 84 punti G. 
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Un punto G, per es. 78 9, entra in dieci triple r; in altri termini esistono 
dieci paja di punti conjugati fra loro e conjugati a G ~ 7 8 9 :  esse coinci- 
dono precisamente con le dieci coppie di punti che sono conjugati nella Cfz. 
F, ~ ( 4 ,  3):: ~ ( 1 ,  2, 3, 4, 5, 6) corrispondente al punto 6 s  7 8 9, ossia ap- 
partenente ai due gruppi (III, VI) individuati da questo punto. 

Tolta la terna di raggi r concorrenti in un punto G e tolte le quindici 
rette r della Cfz. complementare Fe, le rimanenti dzéciotto rette r si aggrup- 
pano in una sola maniera sia in una terna di silateri completi conjugati, sia 
in una sestupla di triangoli h conjugati; i lati omologhi dei tre silateri s'in- 
contrano due a due sui raggi r concorrenti in G e i loro vertici sono distri- 
buiti sulle rette s. della F, (i tre omologhi sopra una medesima Y) - i lati 
omologhi dei sei triangoli h si segano due a due sulle rette r della Fe e i 
loro vertici sono distribuiti sui raggi r comorrenti in G (i sei omologhi sopra 
un medesimo raggio). 

68. 1 20160 esagoni (semplici) della F9 si separano in una serie di 
60 x 84 esagoni L e in una di altrettante corrispondenti terne d'esagoni con- 
jugati; ogni esagono L è ordinatameute circoscritto ai tre esagoni della terna 
corrispondente. 

1 triangoli h sono 504. Ogni punto G ne individua sei che sono due a due 
variamente omologici; centro e raggi comuni d'omologia sono il punto G e i 
tre raggi r che vi s'incrociano; assi d'omologia le quindici rette r della Cfz. 
Fe, che corrisponde a G. 

L a ' F 9  pub riguardarsi in 5040 maniere come la Cfz. F6,3 d i  6 forxe equi- 
librate connesse da 3 poligoni funicolari; e in 84 maniere come la Cfz. fi,, 
d i  3 forxe equilibrate connesse da 6 poligoni funicolari. 

69. Anche i due gruppi IV e V sono complementari e complementari O 

corrispondenti la Cfz. F, e il quadrangolo completo F, in essi contcnuti. Vi 
sono 126 paja di gruppi complementari, del tipo (IV, V); onde la F, con- 
tiene centoventisei quadrangoli cornpleti F4 e le centoventisei corrispondenti 
c f ~ . ~  Io3. 

Un quadrangolo FA e la Cfz. complementare Fs assorbono 6 + 10 rette r. 
Le rimanenti 20 si distribuiscono in una sola maniera sia in una quaterna di 
cinquilateri (completi) conjugati, sia in una quintupla di quadrilateri (completi) 
conjugati; i lati ornologlii dei quattro cinquilateri si segano due a due sui 
lati di F, e i loro vertici si trovano sulle rette della Cfz. F, - i lati omo- 
loghi dei cinqoe quadril'ateri si segano due a due siille rette della Cfi. FI e 
i loro vertici si trovano sui lati di F,. 
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70. 1 pentagoni (semplici) della Cfz. Fg si aggruppano in 6 x 126 = 756 
coppie di pentagoni ciclicamente inscritti fra loro e ordinatamente circoscritti 
ad altrettante corrispondenti quaterne di coppie di pentagoni ciclicamente dia- 
gonali. I suoi quadrangoli (semplici) si separano in una serie di 3.126 =378 
quadrangoli K e in una serie di altrettante corrispondenti quintuple di qua- 
drangoli conjugati. Ogni K è ordinatamente circoscritto ai cinque quadrangoli 
della quintupla corrispondente; i lati di questi ultimi s'incontrano due a due 
sulle dieci rette della Cfz. IO3 corrispondente a K. (Ai tre quadrangoli sern- 
plici contenuti in uno complet0 F, corrisponde una medesima Cfz. IO1, cioè 
la Cfz. complementare di F4). 

L a  F9 pub in 12  x 126 modi riguardarsi come la Cfx. F5,, di 5 forze .ilz 
equiiibrio connesse da 4 poligoni futzicolari; e in 3 x 126 modi come la Cfz .  
F,;,. d i  4 forxe eqzciliilrate connesse da 5 poligoni funicotari. 

Es. 8." Con$guraxione d i  10 forxe equilibrate ne1 piano. E'quilibrio 
d e ~ l ' e n n ~ ~ o n o  articolato. 

9rt= 10 ' Fia zz (8, 3):;. 

71. Le quarantacinque rette r della Cfz. 

Fi,(l, 2 ,  3, 4, 5, 6 ,  7, 8, 9, 0) (*) 
sono 3 

le linee d'azione . . . 12 23 34 45 56 67 78 89 90 01 ) 
delle forze date . . . a t c d e f g h i j ) 
le linee d'azione . . . 13 35 57 79 91 24 46 68 80 02 ) 
delle rie. binarie . . . ab cd e f  g h  ij bc de fg h i  ja 

le linee d'azione . . . 14 47 70 03 36 69 92 25 58 81 ) 
delle ris. ternarie . . . abc def ghi jab cde fyh ija hcd efg h i j  ) 
le linee d'azione . . . 15 59 93 37 71 26 60 04 48 82 ) 
delle ris. quaternarie . abed efgh c a b  cdef glrij bcde f g l i  j a h  defg hiju j 
le linee d'azione . . . 16 27 38 49 50 

delle ris. quinarie . . . ubcde bcdef cdefg defgh efghi  

fghàj ghlj'a h$ab +abc jabcd 

(') Qui ed iu seguito ove i numeri 10, 11, 12, ... hanno il significato 
in loro vece per brevith Os, le, 2', . . . 

di indici scriverem'o 
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1 poligoni Pi e P3 delle forze 9 delle risultanti cicliche ternarie sono i due 
decagoni seniplici associa t i  

P,=1234567890  

P3=1470369258;  

quelli P,, P, delle risultanti cicliche binarie e quaternarie si spezzano rispet- 
tiraniente in due paja di pentagoni semplici (conjugalj), cioè 

il poligono P' delle risultanti quinarie degenera in un cinquilatero 

~ , - 1 6 . 2 7 . 3 8 . 4 9 . 5 0 = ~  

del quale i lati sono rette Y, mentre i vertici sono punti estranei alla Cfz. 
I due pentagoni (non conjugati) p, e pl, come pure i due pl2 e p i ,  sono 

cic1icament;e inscritti fra loïo. Inoltre i lati di p, e di p, passano rispettiva- 
mente pei vertici dispari (n." 18) di Pi e di P,, quelli di p', e di l ir rispet- 
tivamente pei oertici pari degli stessi poligoni. 

Vi sono, oltre ai vertici di Pi, Y,, P,, P4, altri y = 80 punti G (n." 6), 
intersezioni di risultanti cicliche d'ordine differente. Quaranta di questi si tro- 
vano distribuiti otto a otto sui lati del cinquilatero p , - ~ ;  gli altri qua+anta. 
sono i vertici dei duc icpsagoni (semplici) , 

Pl,,- 12457801346790235689 

i quali appartengono alla Cfz. (invero i lati di Pi2 coincidono aiternativaniente 
con quelli di P, e P,, e i lati di P,, coi lati di P3 e di PA; epperb sono rette Y) 
e sono doppiamente inscritti il primo in Y,, I'altro in P,. 

72. 1 due decagoni semplici Y, e P3 sono associati, ne1 senso che, come 
P3 è il poligono delle risultanti ternarie delle forze date, agenti semndo i lati 
di P,, cod, se si- fanno agire dieci forze equilibrate lungo i lati di .E, il re- 
lativo poligono delle risultanti ternarie coincide con P, : corrispondentemente 
si scambiano fra loro mche i due poligoni degeneri P, e P,, mentre invece 
le linee d'azione delle risaltanti quinarie coincidono in ambo i c-asi eoi lati 
del medesimo cinquilatero P, e B. 

73. La Cfz. Fie@, 3);;; delle forze (a,"O, c ,  . '. j)  corrisponde identica- 
mente a JI= 181440 sistemi d i  10 forze equilibrate, coinpreso il dato; e con- 
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tiene altretkanti decagoni semplici, che si distribuiscon0 in 90720 coppie di 
clecagoni associati (P,,' P,). E in 90720 modi i punti G si separano in tre 
gruppi r,  p, o di  40 punti ciascuno: .r si scinde' in quattro poligoni analoghi 
a Pi, P,, .1),, P,; p si scinde in due poligoni analoghi. e P,,,! e P3,,; r si 
scinde in cinque sistemi di otto punti collocati sui lati di un cjnquilatero V. 

Essa contiene 126 coppie di Cfz.' complementari (fi, F',), quali per es. le 

G=(I., 2, 3, 4, 5)_1O3, F1,=(C;, 7, 8, 9, O)= IO,. 

Una. di queste coppie somministra 12 x 12  paja di pentagoni semplici conju- 
i a t i  (p, p l ;  a ogni decagono (corne poligono-forze P,) co~~risponde un pajo 
(p, p') di pentagoni conjugati (corne poligono P2 di risultanti hinarie); onde 

17;1 
ogni pajo di pentagoni conjugati corrisponde a l i e  l 2  

12 = 10 decagoni 

differenti. Per es. il pajo di pentagoni conjugati ( p ,  p') = (1  35 7  9, 2  4 6 8 0) 
corrisponde ai  seguenti dieci decagoni: 

Dunque g l i  M sis terni  di dieci  forze  equ i l i b ra t e  a i  q u a l i  co r -  
r l sponde  la stess-a -.Cfz. F,, s i  separsino i n  10 s e r i e  di  126x122  
s i s temi  conducen t i  a different i  pol igoni  P2 d i  r i s u l t a n t i  b i n a r i e  
e p p e r b  a n c h e  a d i f fe ren t i  pol igoni  P, di r i s u l t a n t i  qua t e rna r i e .  

1 dieci decagÔni cui cosrisponde uno stesso pajo (p, p') sono associati a dieci 
- - 

decagoni cui corrisponde pure un medesirno altro pajo ( p ,  p )  di pentagoni 
conjugati; le due paja sono ciclicamente inscritte fra loro, cioé ciascun pen- 
tagono dell'uno è simultaneamente inscritto ad uno (e un solo) pentagono del- 
l'altro pajo. , 

Per esempio i decagoni associati ai precedenti dieci sono: 

1 4 7 0 3 6 9 2 5 8  . - 1 0 7 4 3 8 9 2 5 6  
' 1 6 7 2 3 8 9 4 5 0  1 2 7 6 3 0 9 4 5 8  
1 8 7 4 3 0 9 6 5 2  1 4 7 8 3 2 9 6 5 0  
i 0 7 6 3 2 ~ 5 4  1 6 7 0 3 4 9 8 5 2  
1 2 7 8 3 4 9 0 5 6  1 8 7 2 3 6 9 0 5 4  

AnnuEi di Matematica, tomo XII. 
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- - 
ai quali corrisponde, 10 stesso pajo (pl p') r (1 7 3 9 5, 40 6 2 8) di pentagoni 
conjugati ; il pentagono 1 3 5 7 9 è inscritto e circoscritto al pentagono 17  3 95, 
e il 2 4 6 8 0  al 40628.  

74. Si riconosce facilniente che vi sono 945 cinquilateri v (i cui lati, ma 
non i vertici, appartengono alla Cfz. Fi,) ognun dei quali corrisponde a 192 
decagoni Yi ossia a 96 coppie (P,, P,) di decagoni associati. Dunque g l i  M 
s i s t emi  d i  dieci forze equ i l i b ra t e ,  ai  q u a l i  cor r i sponde  l a  stessa 
Cfz. Fi,, s i  s e p a r a n o  i n  945 se r i e  d i  192 c i a scuna :  i s i s t emi ' appa r -  
t e n e n t i  a u n a  s tessa s e r i e ,  sono  a s soc i a t i  d u e  a due,  e conducono 
t u t t i  a un ident ico c inqu i l a t e ro  v d i  r i s u l t a n t i  q u i n a r i e .  

75. La F,,- (8, 3):2, si scinde in dieci gruppi del tipo 

F ( J 1 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 ) ~ ( 7 , 3 j ~ ~  

Q , ~ O . ( l ,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9); 

e si pub in 201600 modi riguardare corne la Cfx. F,,, corrispoîzdente all'e- 
quilibrio dell 'ennagono a ~ t i c o l a t o .  

76. Si omettoiio per brevità gli altri gruppi principali della Cfz. (11." a), 
perchè mentre non offrono difficoltà, presentano molta analogia coi casi pre- 
cedentemente trattati. Notiamo soltanto che oltre alle 252 Cfz.' IO3 delle quali 
già sopra si è tenuto parola, la Fio contiene anche altre Cfz.' duali, cioè: 
14400 Cfz.' 21, (ogni punto G ne determina centoventi) e 2800 Cfz.' 27,. 

Es. 9 . O  Conf igumxione d i  11 f o r x e  e q u i l i b a t e  ne1 piano. Equilibrio 
del decugono articoiato. 

77. Le ciiiquantacinque rette r della Cfz. 

l i ' , , ~ ( l , 2 ,  3, 4,  5 ,  6, 7, 8, 9 , 0 ,  1') 
sono : 

delle forze date . . . u b c d e f g h  i j L I  
lelineed'azione . .  13 35 57 79 91' 1'2 24 46 

delle ris. binarie . . ab  cd e f  gh à j  ka bc de fg 68 8o h i  j k  O1 1 
le linee d'azione . . 14 47 70 02 25 58 81' 1'3 36 69 91 i delle ris. ternarie . . abc de f  ghi jka bcd e fg  I'ij kab cde fgit $k , 
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le lime d'azione . . ' 15 59 92 26 60 03 37 71' 1'4 48 81 ' 

delle ris. quaternarie abcd efgh Gka bcde fghi jkub cdef ghq kabc defg hijk , 

le linee d'azione . . 16 61' 1'5 50 04 49 93 38 

1 
delle ris. quinaric . . abcde fghij kabcd efylii jkabc de fgh  ijkab cdefg h g k a  bcdef ghij'k 

1 poligoni delle forze e delle risultanti cicliche binarie, ternarie,. . . quinarie 
coincidono rispettivamente coi seguenti endecagoni seinplici: 

i queli, presi nell'ordine (Pi P, P, P, P,) formano un gruppo di endecagoni 
ciclicamente inscritti (cioè Pi è inscritto in P2, Pz in Y,, P, in Y,, P, in P, 
e Ps in Pi) epperb i loro vertici e i loro lati costituiscono (n.' 98) una Çfz. 55,. 

78. Oltre ai 55 vertici di questi poligoni, la Cfz. contiene (n." 6) altri 
y = 11 0 punti (intersezioni scambievoli di risultanti cicliche d' ordine differente) 
che si separano in cinque distinti gruppi di ventidue punti. Tnvero essi sono 
vertici dei seguenti 22-goni semplici: 

i quali apprtelzgono alla Cfz. Fi, e corrispondono ordinatamente ai  cinque 
endecagoni P3, P,, Pi, P, , Pd. 11 doppio ~suffisso di Pi,, significa che questo 
poligono ha per lati le stesse ventidue rette r che limitano Pi e Pz; simil- 
mente Pz,, ha per lati tutt'i lati di P, e di P,, ecc. 

Ogni 22-gono 'rri B doppiamente inscritto nell'endecagono corrispondente Pi; 
in ciascun lato di P8, per es., si trovano due vertici di P d 1 2 = ~ 3 .  
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79. La  Cfz. Fi+(9, 3)z delle forze a, b, c , . . ,  j, 7G corrisponde identi- 
IO! camente a - = N  sistemi di I l  -forze equilibrate (compreso il dato) e -con- 
3 

tiene altrettanti endecagoni (semplici) differenti. Questi si aggruppano in 9 !  
cinquine di endecagoni ciclicamente inscritti, ciasccna delle quali. conteriendo 
tutte le rette r e un gruppo r di soli cinquantacinque punti G, individus un 
gruppo (corri~pondente) p di centodzéci punti residui; i quali a loro volta si 
distribuiscono come vertici in una cinquina di  22-goni semplici. Onde i p u n t i  
G s i  s epa rano  i n  9!  manie re  i n  d u e  g r u p p i  r e p di  55 e d i  1 1 0  
punt i ;  e ogni  gruppo (r, P )  si  spezza in  due  c inqu ine  (Pi P, P, P4 P,), 
(ni n2 n, n, nj) d i  endecagon i  e d i  22-goni cor r i spondent i ,  do ta te  delle 
p r o p r i e t à  s o p r a  d e s c r i t t e .  E conseguen temen te  a l l a  Fii appa r t en -  
gono 9! (Jfz.' 55,. 

80. La  Fii si scinde in undici sistemi del tipo 

. . 
9 ! x 1 1  e quindi pub in -c;- maniere r i gua rda r s~  corne la Cfx. FI,, , corrispon- 

Y 

dente ali'equilibrio del decagono articolato. 
Senza fermarci alle altre proprietà deducibili dallo studio del tipo 1, osser- 

viamo che le cinqzcantacinpue rette r si aggruppano in 10395 cinquilateri V, 
i cui vertici sono punti estranei alla Cfz. Ogni v (per es.-1 2 3 4 5 6 . 7  8 9 0) 
è circoscritto a, wz cgcrispondmte. pentagono V(- 12 1'. 3 41'. 5 6 1:- 7 8 1'. 9 0 I r ) ,  
i cui lati sono rette estranee alla Cfz. Nella fi1 si trovano 10395 paja (v, V) 
di tali chpilateri-pentagoni' corrispondenti, le qiiali sono distribuite in 11 
gruppi di 945 paja, ecc.,. ecc. 

Omettendo gli altri gruppi principali, notiamo solamente che oltre alle 9!  
Cfz.' 55,, la. F,, contiene al&e Cf;.' duali; cioè': 55 x280 'Cf i i  27, (ogni retta 
r ne determina. 280); 330x120 Cfz.' 21, .e;462 Cfz.i 10,. 
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P A R T E  II. 

Cfz. a , ,  del poligono articolato 
e .di f i  sistemi (di m forze) caprtci di tenerlo in  equilibrio. 

Suà reciproca. 

81. La Cfz. W ch'è determinata nello spazio ordinario da n 'ru-edri cir-, 
coswitti a uno ,stesso m-latero piano u, contiene: 

m+n v =( m- i )  rette 

g = m+ n, piani; 

per ogni punto passano n+ 2 rette ed 1 2, piani, in .agni retta si segano 

n + 1 piani e giaciono m- 1 punti, s i  agni piano si trovano m rette ed 

(2) punti. . , 
. È facile dimostraie diiettamente questee le altre poprieta della' W; ma 

noi le riterrerno note senz'alti.~, in quanto che W è ln Cfi. reciproca (per ' 
dualità) di quella (n." 85) studiata da S. KANTOR nella Nota: Ueber eine Gat- 
tung von ConfiguratWnen.'in der Ebene und zril Ruurne (*) e da VERONESE nella 
Mernoria: Behandlung d. projectiv. Verhaltnisse d. Rdume con vei.sclziede~zen 
Dimensionen, ecc. (**). 

82. Projettata la Cfz. W sopra un piano, si riguardi l'm-latero (semplice) 
Q,, projezione di oh, come un poligono articolato, e le projezioni degli spigoli 
laterali degli m-edri si considerino come forze applicate ai vertici di &, e co- 
stituenti n sistemi, ciascun dei quali capace di tenere in equilibrio il poligono. 

(') Wiener ,Sitzzcngsberichte, B. 80, 2e Abth., 1. c. 
(") Mathem. Annalen, t. 19, 1. c. 
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Diremo corrispondenti od omologhe negli fz sistemi le forze applicate a un 
medesirno vertice di Q,; omologhe le risultanti di forze corrispondenti, omo- 
loghi i punti comuni a forze omologhe; onde non solamente ai vertici del 
poligono-forze e del poligono di risultanti i-narie relativi a un sistema corri- 
spondono univocaruente i vertici dei poligoni-forze e di risultanti i-narie degli 
altri n - 1 sistemi, ma in generale si viene CO& a stabilire una corrispondenza 
univoca fra gli elementi omogenei (punti e punti; rette e rette) delle n, Cfz.' Fm 
jndividuate da quegli fz sistemi di forze (n." 6). 

83. Cib posto, le (a)(':) rette, diciamole a,, che congiungono due a due 

i punti omologhi di queste Cfz.' Fm, sono projezioni di altrettante rette di W: 
e come tali esse concorrono quavro a quattro in punti, m - 3  dei quali si 

- 

trovano su ogni retta a,; onde le a, determinano (î) ri) nuovi punti che 

diremo A,. 
Questi sono projezioni di altrettanti punti di_ W, e son percib distribuiti tre 

a tre su rette, n - 2 delle quali passano per ogni punto Ad; onde i punti A, 

determinano (3) K) nuove rette a,. 

Le a3 sono projezioni di altrettante rette di W, onde cinque R cinque con- 
corrono in punti, m-4 dei quali sono situati in ogni a,; epperb le rette a, 

determinano (3) (4) nuovi punti A, ,  ohe sono prejezioni di altrettinti yunti 

di W. 
E cos:, tenute sernpre presenti le proprieth della Cfi. si riconosce che 

questi punti A, determinano altre 1') ("L) nuove rette a,, ciascuns delle quali 

ne contiene appunto quattïo; che queste rette a, determinano altri ¢)(S) 
nuovi punti A, per ciascun dei quali ne passano precisamente sei; e via di- 
cendo, la legge essendo ben manifesta. 

Si ha dunque il teorema: 
Se ne1 p i a n o  d i  un  pol igono a r t i co l a to  Q sono d a t i  n d i f fe ren t i  

s i s t emi  d i  forze (*) aapplicate a i  suoi  rn ve r t i c i ,  e kali, che ogni 
s i s t ema  s i a  d a  solo capace  d i  t ene re  in  equi l ibr ia  i l  poligono, c 
c h e  i n  c i a scuno  l ' o rd ine  cicl ico s i a  d a t o  da l l ' o rd ine  col qua le  si  

(*) v. Note al n.' 4 e al n.O 7, 
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succedono i ve r t i c i  d i  &, si  o t t iene  in  g e n e r a l e  u n a  conf iguraz ione  

Le r e t t e  r d e l l a  Cfz. <Pm,, sono:  
g l i  m l a t i  d e l  poligono a r t i co l a to ;  

le  n x ( ? )  l i nee  d ' a s ione  del le  forze e r i s u l t a n t i  cioliohe d i  

t u t t ' i  s i s t emi ;  

le  ( y ) ( : )  re t te  o,, ohe congiungono 2 a  2 i  p u n t i  omologhi  

del le  Cfz.' F,, corr isponderi t i  ag l i  pz sis temi d i  fo rze ;  

l e  (')(") r e t t e  a,, su l le  qua l i  s i  t r o v a n o  3 a 3 i  pun t i  A, ,  
3 4 

d e t e r m i n a t i  da l le  

le  (;)O:) r e t t e  a,, sul le  qiiali s i  t r o v a n o  4 a  4 i p u n t i  A , ,  

de te rmina t i  d a l l e  a,; 
. . . . . . . . . . . . . a . . . . . . . . . . .  

e i p u n t i  G del la  s tessa Q,,, sono: 
In ( ) I I  - 3) 

g l i  m ve r t i c i  e g l i  
2 

p u n t i  d i agona l i  de l  pol igono 

a r t i co l a to ;  

. g l i  no;)  p u n t i  delle Gfz.' Fm eorr i spondent i  ag l i  n s i s temi  

d i  forze  (cioè i  v e r t i c i  d e g l i  n pol igoni-forze,  i  v e r t i c i  de i  pol i -  
goni  d i  t u t t e  l e  r i su l t an t i  i - n a r i e  e  i p u n t i  comuni  a  r i su l tan t i  
c ic l iohe  di  ord in i  d ivers i ,  in  ogni  s i s tema) ;  

g l i  (y ) ( ' : )  p u n t i  A<,  nei quai i  concorrono 4 a 4 l e  r e t t e  a,, 

de t e rmina te  d a i  p u n t i  omologhi  de l le  Cfz.' Fm; 

g l i  (~)(5) p u n t i  A,,  nei  q u a l i  concorrono 5 a  5 l e  r e t t e  a,, 

d e t e r m i n a t e  da i  p u n t i  A,; 
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g l i  I n ) ( " )  4 6 pnnt i  A., nei  'qua l i  concorrono 6 a 6 l e  r i t t e  a,; 

de te rmina te  d a i  p u n t i  A,;  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

In  questo teorema si suppone m F 3, n 7- 1 ; se lz = 1 la @,, , coincide na- 
turalmente con la Fm,, . 

84. La  reciproca (ne1 senso di NAXWELL e di CREMONA) della Cfz. Q,,,, 
è projezione della figura che corrisponde alla W in un Nullsystem; e percib 
è una Cfz. 

- Q1rn,n (44 , pi' 
nella quale 

q i = " + l ,  p*=m 

e a, Y hanno il significato*già detto (n." 81). 
85. In  generale. lg Cfz, 7 determinata nello spazio ordinario da nt ml-goni 

inscritti -in uno stesso a&olo ik-spigolo Sm! contiene 

,)2' + 12 
= ( ,],, ') punti j 

1 

aa' + p i  

= ( g r > ' - 2 )  piani; 
1 
1 

per ogni punto passano nz' rette e (12) piani, in ogni retta si segano m'- 1 

piani ë giaciono 9.1' + 1 piinti, su ogni piano si t ro~ano  ?t'$ 2 rette ed (" + ') 
punti. [È questa la Cfz. cui si allude al n." 81; ch. KANTOR e v ~ O & , *  1. c.] 
- . 86. Indicando con y,,,~ la Cfz. che si ottiene projettando la V sopra un 
piano, si trova 
,' 

?rn1n! (pl, p')~:, 
ove 

pr=n'+ 1, $=ml 

e p', Y' hanni .'i vaiori (a). 
Se m' = W. ed n' = n, la y,;,. e la Q',,, reciproca (secondo MAXWELL-CREXORA) 

della a,,, sono evidentemente Cfz.' della stesszl specie (n.' 1); ciù che si pub 
esprimere scrivendo': 

ym,n = Q'm, n 
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Invece, se m' = m +  2 e  d n' = m - 2, si t r o ~ a  

dunque la  a,,,, projezione d i  u n a  f i g u r a  TV de te rmina ta  da lz rn-edri 
c i r cosc r i t t i  a  uno  s tesso  pol igono p iano  .sm, s i  pub  a n c h e  r i g u a r -  
d a r e  come p ro j ez ione  d i  u n a  f i g u r a  P de te rmina ta  d a  m-2 po l i -  
g o n i  g o b b i  i n s c r i t t i  i n  uno  stesso angolo  n +  2-gono s,+,. 11 me- 
desimo risultato si pub interpretare altrimenti cosi: 

L a  Cfz. @ , , ,  co r r i sponden te  a u n  po l igono  a r t i co l a to  Q, e  a d  n 
sis temi d i  forze  c a p a c i  d i  tenerlo i n  equi l ibr io ,  e  l a  r e c i p r o c a  (se- 
condo MAXWELL-CREMONA) de l l a  (D,+2,m-,, cor r i spondente  a  un  pol igono 
a r t i c o l a t o  Qn+, e  a.d m - 2  s i s t emi  di  forze capac i  d i  t e n e r l o  i n  
equi l ibr io ,  sono  conf igu raz ion i  del1 a s tessa speci  e. 

87. Se ne ricava il seguente corollario: 
L a  Cfz. <Pm,, cont iene :  

1) na-lateri  comple t i  i n sc r i t t i  i n  a l t r e t t a n t i  sisterni 
??'a 

( f n - l ) !  112 f l2 d i  n  Cfz.' Fm; epperb  pub i n  ( , ) modi d ive r s i  r i g u a r -  

dars i  come l a  Cfz. d i  un pol igono a r t i c o l a t o  Q, e  d i  fi d i f f e r en t i  
s i s temi  d i  forze capac i  d i  t ener lo  i n  equi l ibr io ;  

2) (:f 2) fasci  di n + 2  r a g g i  c i r cosc r i t t i  a d  a l t r e t t a n t i  s i -  
- 

stemi d i  m - 2  12'2-goni comple t i ;  e p p e r a  s i  pub  i n  - 
modi d ive r s i  r i gua rda re  come l a  r e c i p r o c a  (secondo MAXWELL-CRE- 
MONA) de l la  Cfz. co r r i sponden te  a  u n  pol igono a r t i c o l a t o  Q,+, e ad 
m-2 s i s t emi  di forze capac i  d i  t e n e r l o  i n  equ i l i b r io .  

88. Se m-n=2,  hanno luogo le relazioni 
IIZ + n 

g t = q = n + l ,  p 1 = p = n + 2 ,  s = p = (  n t 2  ) y 

cosicchè 

ossia l a  Cfz. (Dm,, 
sono Cfz.' de l l a  

Esempi : 

e  l a  sua  rec iproca  (Dfmtn (secondo MAXWELL-CREMONA) 
stessa spec ie ,  quando m-n=2. 

a,,, = (D',.,=(3, 4):: 
@5,3 = @'s, 3 = (4, 5);; 
ecc. 

Amali di  Mabmatica, tomo XII. 
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89. Se rn - f i  = 3, si verificano le identità' * 

2 p  - 
p = q = m - 1 ,  p=Y=( l),  

epperb : 
@rnln=pp; 

se' invece m - n = 1,  hanno luogo le identità 
2pi - 1 

epperb 
Qrm, n 5 UI.~,. 

Dunque l a  Cfz. @m,nj co r r i sponden te  a u n  pol igono a r t i co l a to  Q,, e 
a d  n s i s temi  d i  forze capac i  d i  t e n e r l o  i n  equi l ibr io ,  B duale 
quando  rn - n =  3, m e n t r e  invece  l a  s u a  r e c i p r o c a  @lm,, è duale 
quando m - ~ = l .  Per conseguenza s e  una  Cfz.  @,,, è duale,  l a  sua 
rec iproca  (secondo MAXWELL-CREMONA) è una  Cfs.  a',,, d i  spec ie  dif- 
f e r en te  (noo 1). 

Per esempio sono duali le seguenti Cfz.' (a sinistra) 

le quali, come indicano i simboli della prima verticale (a sinistra), rispettiva- 
mente corrispondono - 

a un quadrangolo articol," Q, e ad 1 sistema di forze capace di tenerlo 
in equilibrio, 

n pentagono Q, e a 2 sistemi capaci ecc. 
n esagono Q, n 3 n n 

n ettagono Q7 n 4 r, n 

e, come indicano i simboli della terza verticale, esse sono (n.' 86) anche le 
reciproche (secondo MAXWELL~RENONA) delle Cfz.' che rispettiv. corrispondono 

a un triangolo Q, e a 2 sistemi capaci ecc. 
n quadrangolo Q, n 3 n n 
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a un pentagono Q5 e a 4 sistemi capaci ecc. 
n esagono Q, n 5 n n 

Le Cfz.' a destra sono le reciproc,he (secondo MAXWELL-CREMONA) di quelle 
segnate in corrispondenza nella prima verticale a sinistra. 

Simbolica e applicazione ad alcuni esempi. 

90. Tenute presenti le ricerche di VERONESE (1. c.) si riconosce che la 
Cfz. piana a,,, si pub ottenere come sezione della figura determinata da 

punti arbitrart di uno ~pazio a q = m - 1 dimensioni. 
Quest'osservazione permette di rappresentare tutti gli elementi della Cfz. 

mediante combinazioni di N soli indici 1, 2, .  .. N: il simbolo di un punto G 
contiene p - 1 = m - 2 indici differenti ; il simbolo di una retta r ne contiene 
q (= N-p + 1 = m - 1); e questa rappresentazione pone in rilievo certe cor- 
rispondenze esistenti fra gli elementi della Cfz. Per esempio: 

a. Se la Cfz. @,,, é duale ( p = q ;  m - n = 3 )  f r a  i p u n t i  e l e  r e t t e  
del la  Cfz.  h a  luogo u n a  co r r i spondenza  univoca ;  é chiaro infatti che 
in questo cas0 un punto G e una retta r i cui simboli siano complementari 
[come per es. il punto G ~ l 2 3  ... (q-1) e la retta r = p ( q + l )  ... NI si 
corrispondono univocamente in quanto l1uno determina llaltra e viceversa. 

6. Se la Cfz. a,,, e la .sua reciproca secondo MAXWELL-CREMONA @lm,% 

sono della stessa specie cm-%= 2, p = q  + 1) i simboli delle r sono due a 
due complernentari [come per es. r = 1 2.. . q , r' = (q. + 1). . . 2 q] e quindi 
le r e t t e  r si  cor r i spondono O sono con juga te  d u e  a due. 

c. Se p=q-1 epperb m - n = 4  i pun t i  G de l la  Cfz. @,,, si cor- 
rispondono O sono conjugat i  d u e  a due ;  come per es. G E  1 2 . .  . (q - l), 
G' = q (q + 1). . . .2 (q - 1). Ecc. ecc. 

91. Con la notazione in discorso i simboli di tutte le v passanti per uno 
stesso punto 1 2  3.. . (q - 1) contengono il simbolo di questo punto; e i simboli 
di tutti i punti G situati in una stessa rétta 12..  . (q - l ) q  sono contenuti ne1 
simbolo di questa retta. Ma non è altrettanto semplice la rappresentazione delle 
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altre figure (punteggiate, fasci, poligoni, polilateri, configurazioni F,, ecc.) ap- 
partenenti alla Q , , ;  consistendo essa nell'indicare separatamente mediante i 
Ioro simboli tutt'i punti e tutte le rette della figura che si vu01 considerare. Si 
pub tuttavia con opportune convenzioni adottare una sirnbolica che, rendendo 
quella rappresentazione pih semplice e compatta, permetta di meglio afferrare 
sia il nesso delle varie parti di una stessa figura sia i rapporti scambievoli 
delle varie figure contenute in una medesima configurazione. 

Per maggior chiarezza spiegheremo la cosa su qualche caso particolare. 
92. Es. 1." Prendasi corne primo esempio la Cfz. Qs,,=354 corrispondente 

al pentagono articolato e a 2 sistemi di 5 forze capaci di tenerlo in equilibrio 
(n." 89). Poichè qui N= 7 e q - 1 = 3 pongnsi simbolicamente 

le due lineette orizzontali, rnentre mettono in evidenza un punto G (=123) 
e la retta corrispondente r ( ~ 4 5  6 7)) sono in pari tempo destinate a signi- 
ficare che (ne1 caso attuale) il simbolo di quel10 contiene tre indici, il simbolo 
di questa ne contiene quattro. Converremo di usare sempre la lineetta inferiore 
a dinotare il pzcrzto, la superiore a indicare la retta. 

Rappresenteremo : 
A L 

col simbolo (1 2 345) un cinquilatero completo K5 della Cfz.; i lati - 
avranno per simboli le combinazioni quaternarie (lineetta superiore), i vertici 
le combinazioni ternarie (lineetta inferiore) dei cinque indici racchiusi in pa- 
rentesi : cosicchè 

1234 1235 1245 1345 2345 . . . . . . . . . r (lati) ) 
123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 G (~ertioi) ); 
- 

col simbolo 6 .  (1 2 3 45) una Cfz. lO-F, contenuta nella a,,,; i simboli - 
delle rette fondamentali si formeranno aggiungendo l'indice esterno 6 alle 
combinazioni ternarie (lineetta superiore), e i simboli dei punti fondamentali 
aggiungendo 10. stesso indice 6 alle combinazioni binarie (lineetta inferiore) dei 
cinque indici racchiusi in parentesi; cosicchè 

col simbolo 6 7 (12 3 4 5) un pentagono completo H3 della Cfi. ; i sim- 
boli dei lati si formeranno a2iungendo gl'indici esterni 6 7 alle combinazioni 
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bitzarie degl'indici interni (lineetta superiore), e quelli dei vertici aggiungendo 
gl'indici 6 7  ai  singoli indici interni (lineetta inferiore); cosicchè 

Per significare che le cinque rette di K, si devono prendere in un ordine 
determinato usererno il simbolo 1 2  3  4 5 O meglio 1 2 3 45, senza parentesi; con 
la convenzione che 

1 2 3 4 5  

rappre~lenti ordinatamente le cinque rette 

ohe si ottengono col sopprirnere un dopo l'altro ne1 simbolo 1 2 3 4 5  l'ultime, 
il penultimo, ... il primo indice; le quali rette si segano ordifiatamente nei 
punti 

1 2 3  1 2 5  1 4 5  345  234. 

Cos1 i dodici cinquilateri (O pentagoni) semplici 
pleto 

K 6 r ( 1 2 3 4 5 )  - 

contenuti ne1 cinquilatero corn- 

saranno espressi dai simboli: 

1 2 3 4 6  1 2 3 5 4  1 2 4 3 5  1 2 4 5 3  1 2 5 3 4  1 2 5 4 3  

1 3 5 2 4  13425  1 4 5 2 3  1 4 3 2 5  15423  15324 .  

Analogamente il simbolo 6 7  - 1 2  3 4 5 rappresenterà un pentagono semplice 
contenuto in H,; per ottenerne ordinatamente i vertici 

5 6 7  4 6 7  367  2 6 7  1 6 7  

basterà aggiungere szcccessivamente ai due indici 6  7 1' ultimo, il penultimo , . . . 
il secondo, il primo degl'indici 12 3 4 5; i lati successivi sono evidentemente 

4 5 6 7  3467 2 3 6 7  1 2 6 7  1567.  

Epperb i dodici pentagoni semplici contenuti ne1 pentagono completo 

H 5 r 6 7 . ( G 3 4 5 )  - 
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saranno espreki da : 

Rappresentererno analogamente : col simbolo 12 3 (4 5  67) le quattro rette 
concorrenti ne1 punto 12  3, cioè il fascio 

col simbolo 1 2 .  (45 6  - 7) un quadrangolo completo della Cfz. 35,, cioè 

- 1245 1 2 4 6  1247 1 2 5 6  1257  1 2 6 7  1ati ) 
H 4 5 I 2 - ( 4 5 6 7 ) %  - 

124 125  126  127  . . . . . . . . vertici ); 
- 

col simbolo 1  . (4 5  6  - 7) un quadrilatero completo, cioè 

1 4 5 6  1457 1467  1567  . . . . . . . lati ) K 4 r  1  s ( 4 5 6 7 ) ~  
1 4 5  146  1 4 7  1 5 6  157  167 vertici 1' 

col simbolo 4 5  6 7  i quattro punti G posti nella retta 45  6  7  cioè 

1 tre quadrangoli semplici contenuti nell' anzidetto quadrangolo completo sa- 
ranno similmente rappresentati da 

e i tre quadrilateri semplici contenuti nell'anzidetto quadrilatero completo da 

ritenuto che 

127  126 125  1 2 4  (vertici successivi) 

e 

1 . 4 5 6 1 ~  1456 1457  1467 1 5 6 7  (lati successivi) . 1 I 
Questi cenni sulla simbolica da noi adottata possono bastare a darne un'idea 

e a mostrare che, con le debite modificazioni risguardanti il numero degl'in- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



in cormessione col p iob leka  delle confgwaziorzi .  223 

dici costituenti i simboli dei punti 4ondamentali G e delle rette fondamentali r, 
essa vale in generale anche per le altre configurazioni Q,,,,. 

93. Cib premesso passiamo a indicare i due gruppi caratteristici (n." 87) 
nei quali si pub sCindero la Cfz. duale 35, =a,,, = y,,,. 

Le Cfz.' 'F,, F', sono circoscritte al cinquilatero completo K5; omologhe sono 
le rette. delle due Cfz.' passanti per uno s t e m  vertice di Kg (per es. le 1236,  
-12 3 7 passanti per 123). Esse sono anche inscritte ne1 pentagono completo H,: 
due punti omologhi (n.' 82), per es. 456, 457, si trovano sopra uno stesso 
lato 4 5 6 7 ,  In altri termini le rette omologhe di F5, FIs s'incontrano due a 
due nei dieci  vertici di K5, e i punti omologhi & trovano due a due sui dieci 
lati di H,. 

Le figure Hg e K5 sono complementari epperb correlative; infatti i 5 vertici 
e i 10 lati del pentagono H6 corrispondono (n." 90, a) uno ad uno ai 5 lati 
e a i  10 vertici del cinquilatero K,. 
" In K6 essendo compresi dodici  'cinquilateri semplici, a due a due associati O 

-ciolic.amente diagonali fra loro, si ricavano in corrispondenza da1 Gruppo 1 
dod ic i  subgruppi (nei quali .é tenuto conto anche dell' ordine in cui si succedono 
le rette e i punti delle varie',figure) che si separano in sei paja di subgruppi 
associati. 

La Cfz, 35, contiene 21 differenti gruppi del tipo 1, epperb anche 252 sub- 
gruppi del10 stesso tipo (due a due associati fra loro). Ogni subgruppo rap- 
presenta uno de'modi di riguardaie la Cfz. data corne Cfz. a,,  corrispondente 
a un pentagono artioolato e. a 2 aistemi di 5 forze capaci di tenerlo in equi- 
librio (n." 87). 
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1 vertici di H', H", H"' sono distribuiti tre a tre sui raggi del fascio Cf, 
(per es. 1 2 7, 1 3  7, 23 7 su1 raggio 1 2 3 7); i lati di ICI, K", Kt'! s' incontrano 
tre a tre nei punti della punteggiata r (per es. 3 4  5 6, 2 4 5  6, 1 4 5  6 ilel 
punto 456). 

11 quadrangolo completo H(9 e il quadrilatero completo IL(;) sono comple- 
mentari, in quanto i 4 vertici e i 6 lati di quel10 corrispondono ai 4 lati e 
ai 6 vertici di questo; e in generale ogni figura a sinistra è complementare 
(epperb correlativa per dualità) a quella a destra che le sta di fronte. 

1 lati dei tre quadrangoli H si segano due a due nei vertici dei tre qua- 
drilateri K (per es. 1 2  4 5, 1 3 4 5  si segano in 145)  e i vertici dei K sono 
allineati due a due sui lati degli H (per es. 1 4 5  e 245  sono allineati su 
1245) ;  cosicchè ogni E B inscritto in due quadrangoli H, ogni H è circo- 
scritto a due quadrilateri E e precisamente il quadrilatero completo K(o è 
inscritto nei due quadrangoli che non gli sono complementari e reciprocamente 
il quadrangolo completo lW B circoscritto ai due quadrilateri che non gli sono 
complementari. 

In  corrispondenza ai tre quadrangoli semplici compresi in Hy), da1 gruppo II 
si ricavano 'tre subgruppi, nei quali si tien conto anche dell'ordine di succes- 
sione dei lati e dei vertici; uno di questi subgruppi è per esempio il seguente: 

(') Le principali proprieta di 
VERONESE ; V. pag. 175, Math. 

~uesto  gruppo II si trovano indicate anche nella Memoria 
Annalen, 1, o. 
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La Cfz. 35, contiene 35 gruppi del tipo II epperb anche 105 subgruppi del10 
stesso tipo; ogni subgruppo rappresenta uno dei modi di riguardare la Cfz. 35, 
corne reciproca (secondo MAXWELL-CREMONA) della Cfz. che corrisponde a 
un quadrangolo articolato e a tre sistemi di forze capaci di tenerlo in equi- 
librio. 

94. Es. 2.0 Configura.zione corrispondente al qzcndrangolo articolato ed a 
3 sistemi d i  4 forze capaci di z'enerlo in equilibrio. (N=  7) (*). 

I tre quadrangoli Hy' HF H:3) sono circoscritti al quadrilatero Z,; i centri 
dei tre fasci gfl y? g l  sono allineati sulla retta 567. Ne1 fascio y%) sono 
inscritti i due quadrangoli Hf), Hi?) (a ,  13, y rappresentano gl'indici 1, 2, 3). 
Alla retta 5 6 7 corrisponde il quadrilatero complementare &. 

GRUPPO II. 

(') Anche in questo e nei seguenti esempi ci lirnitiamo a indicare i due gruppi caratte- 
ristici della configurazione (n." 87). 

Amati  di Mabmatica, tom0 XIL 29 
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L a  F, è inscritta in H', e H", e questi duc pent~goni completi sono inscritti 
ne1 fascio y,. In  altri termini i vertici omologhi (per es. 61, 7 1) dei due pen- 
tagoni sono sni raggi del fascio y, (per es. 6 7  1); i loro lati ornologhi (per 
es. 6 1 2 ,  7 12) si segano nei punti (per es. 12) della Cfz. f i-  IO,. 

Vi sono 35 gruppi del tipo 1 e 2 1  gruppi del tipo II; quelli corrispondono 
univocamente alle rette, questi ai punti della Cfz. Q,,,. 

95. Es. 3.0 ConJigzo.axione corrispofidente all'esagono articolato ed a 3 si- 
stemi d i  6 forxe capaci d i  tenerlo in equilibrio. (La Cfz. è duale; N = 9 ) .  

Ogni figura (a sinistra) è complementare, epperb correlativa, a quella segnata 
di fronte (a destra). Le tre Cfi;.' F f )  sono circoscritte al silatero completo & 
(per es. le rette 12347 ,  12348, 1 2 349 passano pel vertice 12 34 di .KG); le 
tre f f )  sono inscritte nell' esagono completo H, (per es. i p n t i  1 2 8 9, 12 7 9 ,  
1 2  7 8 sono su1 lato 1 2  789 di H,). La Cfz. F f )  (i = 1, 2, 3) è inscritta nelle 
due Cfz.' f6 che non le sono complementari (per es. il punto 456 7 di F:' giace 
nella retta 45679 di v:) e iella 45678 di r:'), e reciprocamente la fg") è 
circoscritta alle due che non le sono complementari (per es. la retta 12389 
di f 6 )  passa pei puntj 1 2  38 e 123  9 di Fr e Fr) .  Da1 gruppo 1 si ricavano 
60 subgruppi, corri~~ondenti  uno a uno ai 60 esagoni semplici contenuii in &. 

Vi sono 84 gruppi differenti, del tipo 1 e 5040 subgruppi del10 steaso tipo; 
ciascuno di quest'ultimi corrisponde a un esagono articolato e a 3 sistemi d i  
6 forze capaci di tenerlo in equilibrio. 
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GRUPPO Il. 

Le figure a sinistra sono complementari e correlative alle corrispondenti di 
destra. 1 vertici dei quattro pentagoni cornpleti H giaciono quattro a quattro 
sui raggi del fascio G (per es. gli omologhi 2 3 4 9, 1 349, 1 249, 1 2 3 9 su1 
raggio 1 2  3 4 9  di G); i lati dei cinquilateri completi .U s'incontrano quattro 
a quattro nei punti della punteggiata (per es. gli omologhi 15 67 8, 2 5 67  8, 
3 56 7 8, 4 5 6 7 8 ne1 punto 5 6 7 8 di r). Rappresentando con a, P, y, d i quattro 
indici 1, 2, 3, 4, i lati omologhi di HF) e Hkp) si segano due a due nei punti 
della Cfz. Fr6), e i vertici omologhi di Er) e K$') sono due a due allineati 
sulle rette della Cfz. F f 8 )  (per es. i lati 2 34 5 6 di H:' e 1 3  4 5 6 di HF si 
segano ne1 punto 3 4 5 6 della FF4'; i vertici 1 7 8 9 di Kf e 2 7 8 9 di KF sono 
sulla retta 127.89 di F52'); cosicchè la FpP)=1O3 è circoscritta ai due cin- 
quilateri completi K("), li '(P) 'ed è in pari tempo inscritta nei due pentagoni 
completi H(r), 

11 gruppo II somministra 12 subgruppi, che corrispondono univocamente ai 
12 pentagoni semplici contenuti in K,, e sono associati due a due; chiamando 
associati due subgruppi corrispondenti a due pentagoni semplici ciclicamente 
diagonali fra 101-0. 

Vi sono 126 gruppi del tipo II e 756 paja di subgruppi associati, del10 
atesso tipo II. 
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96. Es. 4.0 ConJiguraxione corrispondente al p e ~ t a g o n o  articolato ed a 4 
sistemi d i  5 f o r x e  capaci d i  tenerlo in equilibrio. ( N =  9). 

Cfz .  @,,,=9~,,,=(4, 6)E6=(123456789) .  - 

Le quattro Cfz.' F5 sono circoscritte al cinquilatero complet~ K,; i centri dei 
quattro fasci g, sono sitiiati sulla r= 6789. La  F,i' è inscritta in tre dei sei 
pentagoni completi H5, il fascio g!) é circoscritto agli altri tre pentagoni H, 
( i=l,  2, 3, 4). 

Vi sono 126 gruppi del tipo 1, corrispondenti uno ad uno alle rette della Cfz. 

GRUPPO II. 

7 9 4  ) f t 1 4 3 . (  ) = (31 4):;- 

H:= 8 9 . (  ) f ; k 7 . (  )= 1 
II fascio gs é circoscritto ai tre esagoni Hg; la Cfz. F, é inscritta nelle tre 
Cfz.' f,. 1 lati omologhi di H f )  e Hp) s'incontrano nei punti della f h y ) ;  i 
punti omologhi di f p )  e f i a )  sono allineati sui lati di HP). 
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Vi sono 84 gruppi del tipo II, corrispondenti uno ad uno ai punti della Cfz. 

97: Es. 5.0 Corlligumzione corrisl>ondente al pentagono articolato ed a 3 
sistemi d i  5 forxe capaci d i  tenerlo in equilibrio. (N= 8). 

La  Cfz. è della stessa specie della sua reciproca (secondo MAXWELL-CREMONA). 
Le rette fondamentali sono due a due conjugate. I due gruppi caratteristici 
nei quali la Cfz. si pub scindere sono identici ossia si fondono ne1 seguente 

Il cinquilatero completo K5 è inscritto nelle tre Cfz.' F,; il fascio g, è circo- 
scritto ai tre pentagoni completi TT5. 1 punti omologhi di F5)  ed Fr)  sono 
allineati sui lati di HP); i lati onîologhi di Hg) e Hi?) s'incontrano nei punti 
fondamentali della FF). Alle rette delle varie figure della prima colonna sono 
conjugate le rette delle figure corrispondenti nella seconda colonna. 

Vi sono 56 gruppi analoghi a questo; ogni punto G ne individus uno. 
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APPENDICE. 

Snlle configurazioni diiali d'indice 3, cioh del tipo p. 

98. Siano Pi P2 P,.. . Pk k poligoni semplici di n vertici, ciclicamente 
inscritti fra loro, tali cioè che P, sia inscritto in P,, P, in P,,.. . Ph in Pi. 
Questi poligoni hanno complessivamente Tcn vertici ed altrettanti lati. Un lato 
di Pi (i= 1 ,  2 , .  . . k )  contiene 3 punti, cioè due vertici di Pi e uno di Pi-, 
(se i= 1 intendasi i- 1 = O = k ) ;  in un vertice di Pi concorrono 3 rette, cioè 
due lati di Yi e un lato di Pi_ti (se i= k ,  intendasi i + l = k + 1 = 1). Dunque 
un g ruppo  (Pi P, ... Pk) d i  Tc n - g o n i  semplici  c ic l icamente  in sc r i t t i  
f r a  l o ro  cost i tuisce u n a  Cfz. ,us ove  p=uk.  Questa definizione delle Cfz.' 
duali d'indice 3 include anche i due casi indicati da REYE (*): cioè quel10 di 
due n-goni sirnultaneamente inscritti l'uno nell'altro (Cfz. 2nJ, e quel10 di un 
%-gono semplice circoscritto a sé medesimo (Cfz. fi,). 

Dati in un piano . lc - 1 poligoni P, P2. . . Pk-1 in modo che ciascuno sia 
inscritto ne1 susseguente, per completare, quando sia possibile, la Cfz. n k ,  basta 
costruire un n-gono semplice Pk i cui vertici cadano sui lati di P, e i cui lati 
passino pei vertici di Pk-1-,. Il qua1 problema, fissato che sia l'ordine ne1 quale 
questa doppia condizione dev'essere soddisfatta, è in generale di secondo grado 
e si risolve geometricarnente col metodo di falsa posizione. 

Dai §§ 1 e 3 si rileva che ogni configurazione Fm corrispondente a più di 
cinque forze equilibrate contiene uno O più gruppi di Cfz.' p,. 
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Osserrazione sulls C f i .  d'equilibrio di 6 forze ne1 piano; 
sua nnalogia con 1s C f i .  delIo rette di Steiner nell'esngr,ziniiio d i  Pascal. 

99. Con la simbolica adottata da CREMONA (*) e da VERONESE (**) ne110 
studio dell'esagrammo di PASCAL, i principali gruppi della configurazione di 6 
forze, discussi ne1 $ 3 Es. 4", si potrebbero esprimere mediante certe combi- 
nazioni dei 15 trilateri Aij (n.' 29) (*"*). 

Senza fermarci su questo concetto, il cui sviluppo richiederebbe una non 
breve disgressione, osserviamo corne, prescindendo da1 significato meccanico, 
le proprietà geometriche della Cfz. F, competano a tutte le configurazioni della 
stessa specie; in particolare anche, per esempio, alla Cfz. (4, 3):; costituita 
dalle rette e dai punti di STEINER nell'esagrammo di PASCAL. 

Da quest' osservazione risulta per es. che con l e  r e t t  e d i  STEINER s i  p OS- 

sono f o r m a r e  60 esagoni  sempl ic i ,  6 Cfz.' (3, 3):; e 6 c inqu i l a t e r i  
complet i ,  144 pentagoni  semplici ,  15 Cfz.' (2, 3); e 30 quadr i l a t e r i  
completi ,  135 quadrango l i  semplici ,  60 t r iangol i  A ,  20 te rne  d i  r agg i  
concorrent i ,  p e r  modo c h e  i ver t ic i  d i  t u t t e  ques t e  f i gu re  s i ano  
punt i  d i  STEINER; e ino l t re  15 t r i l a t e r i  A ,  i cui  v e r t i c i  sono es t rane i  
a l la  Cfz. (4, 3):: ossia  non coincidono con punt i  d i  STEINER. E i 60 
esagoni  si separano  in dieci gruppi  d i  sei O i n  quindici grupp i  d i  
quattro per  modo, che  t u t t i  gl i  esagoni  di  un g ruppo  s iano d o t a t i  
di  cer te  propr ie tà  comuni ;  e i pen tagon i  si combinano in 36 pa j a  
d i  pen tagon i  c ic l icamente  in sc r i t t i  e i n  36 cor r i spondent i  p a j a  d i  
pentagoni  c icl icamente d i agona l i :  ogni  pol igono della p r i m a  ser ie  
essendo circoscri t to  a l  pol igono cor r i spondente  de l l ' a l t ra ;  ecc.  ecc. 

(') Teorwzi stereometrici dai quali si deducono le proprieth dell'esagrammo d i  PASCAL. 
Meirioria della R. Accad. dei Liiicei, ser. 3&, tom. 1 (1576-77). 

(") Interpr&ations géométriques de la thBojmie des substitutiozs de n lettres, particw 
lièrement pour n = 3, 4, 5, 6, en relation avec les groupes de E' Hemagramme mystique. 
Annali di Matematica, t. XI. 

('"') Una simbolica analoga estesa ad espirnere opportunamente i var? gruppi contenuti 
nelle Cfz.' d'equilibrio d i  7, 8, 9, ... forze, perrnetterebbe di ravvicinare la teorica di queste 
configurazioni a clriella delle sostituzioni di 7, 8, 9, ... lettere. 
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Ne è difficile stabilire una corrispondenza univoca fra le 15 rette di STEINER 
e le 15  rette fondamentali dell'esagrammo, di maniera che ogni gruppo di 
quelle individui un gruppo di queste. Per es.: Ai t r e  esagoni  fondamen- 
t a l i  l e  cui  r e t t e  d i  PASCAL concorrono in  u n  p u n t o  G di  STEINER cor- 
r i spondono t r e  e sagon i  d i  r e t t e  S T E ~ R  consocia t i  e a p p a r t e n e n t i  
a l la  t r ip la  T i n d i v i d u a t a  da1 punto G (n." 31), ecc. Se poi si conside- 
rano le intersezioni P' delle rette di STE~NER, che non cadono in punti di STEI- 
NER, e le intersezioni P delle rette fondamentali, che non cadono nei sei punti 
fondamentali, si ottiene una serie di 45 punti P' e una serie di 45 piinti P, 
che si corrispondono univocamente. Ogni gruppo di punti Y determina un 
gruppo di punti P'; da certe proprietà del primo gruppo, si possono ricavare 
proprietà dell'altro. Per  es. 

1 punti P sono distribuiti tre a tre 1 punti P' determinano tre a tre 60 
su 60 rette di PASCAL; a ognuna di triangoli P, a ognun dei quali corri- 
queste corrisponde un trilatero A,; un sponde un trilatero Ag; un punto di 
punto di STEINER individus tre rette di STEINER individua tre triangoli P: i 
PASCAL: i corrispondenti trilateri hanno trilateri corrispondenti hanno per ver- 
i vertici sulle tre rette di PASCAL de- tici i vertici dei tre triangoli P indi- 
terminate da1 punto conjugato (*). viduati da1 punto conjugato. 

Ecc. ecc. 

Propriotà dei poliedri completi. 

100. La configurazione di m forze equilibrate ne1 piano essendo in so- 
stanza la projezione di un m-edro completo, gli spigoli e i vertici di questo 
si possono indicare con gli stessi simboli che dinotano le rette e i punti fon- 
damentali della Cfz. L; epperb si pub rappresentare un rrr-edro completo ri, 
con la stessa segnatura (1, 2, 3 , .  . . m) che simbolicamente esprime la F,,. 
Se dunque i simboli dei vari gruppi di tale Cfz. s'interpretano convenientc- 
mente, si ottengono corrispondentemente dei teoremi relativi all'm-edro com- 
pleto. 
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Si ha per esempio per m = 5 : 
1 dieci sp igol i  d e l  pen taedro  completo sono laCi d i  se i  p a j a  d i  

pentagoni gobbi (semplici) cicl icamente insc r i t t i  f r a  loro. 
Per m= 6: 

Gli  sp igol i  del l 'esaedro completo sono d i s t r ibu i t i  t re  a  t r e  s u  
15 iperboloidi  Aij (n." 29), de i  qual i  essi  sono genera t r i c i .  Ogni spi- 
go10 13 generatrice comune di  t r e  iperboloidi.  

G l i  sp igol i  dell 'eeaedro completo si  aggruppano  (in sessanta 
maniere  diverse) in u n  esagono gobbo (semplice) e  i n  due  t r i sp igol i  
(conjugati) che r i spe t t ivamente  ne  proje t tano i  ver t ic i  di  posto 
pa r i  e  d i  posto d ispar i ;  i r imanenti  t r e  spigoli  sono genera t r i c i  d i  
un iperboloide che corrisponde univocamente a l l ' esagono gobbo. 

Quest i  60 esagoni  gobbi  sono insc r i t t i  6 a  6 i n  uno stesso pajo 
di  t r ispigoli  conjugat i  e  4 a  4 corrispondono a  uno stesso iperbo-  
loide; e  quindi  s i  distr ibuiscono in  dieci gruppi  d i  sei O in quhdici 
grupp i  d i  quattro esagoni  (n.' 33, tab. 1 e  II) secondo c h e  corne nu- 
cleo O base del  gruppo si  p r e n d e  il s is tema d i  due tr ispigoli  con- 
jugat i  ovvero l ' iperboloide.  

Con gl i  spigoli  del l 'esaedro conipleto s i  formano 36 pa ja  d i  
pentagoni  gobbi (semplici) cicl icamente insc r i t t i  e  36 corrispon- 
denti pa ja  d i  pentagoni  p iani  (semplici) c ic l icamente  diagonali .  
Un pajo  qualunque di  quei pen tagon i  è circoscri t to al pajo co r r i -  
spondente d i  questi .  D u e  paja corr i spondent i  di p e n t a g o n i  con- 
tengono tu t t ' e  quindic i  g l i  spigoli  de l l ' esaedro .  

Ecc. ecc. 
Per m=7 si ha: 

'Gli sp igol i  r de l l ' e t t aedro  completo si a g g r u p p a n o  (in 120 
manie re  diverse) i n  u n a  t e r n a  di  e t tagoni  gobbi (semplici) c ic l i -  
camente  inscri t t i . ,  che ,  assorbendo 21 v e r t i c i  dell '  e t t aedro ,  de-  
te rminano i 14 r imanent i .  Quest i  pun t i  sono v e r t i c i  d i  t r e  14-goni 
gobbi  (semplici) aven t i  per  l a t i  qua t to rd ic i  spigoli  r e corr i spon-  
denti uno  a d  uno a g l i  e t t agon i  anzidet t i .  Ogni 14-gono é doppia-  
mente inscr i t to  ne l l ' e t t  agono corrispondente.  

Ecc. ecc. 

Atznati di  Matematica, tom0 XII. 
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Eqnilibrio dei poligoni nïticolnti sollecitati da forze spplicate su$ lati. 

101. S e  u n  pol igono a r t i co l a to  è i n  equ i l i b r io  so t to  l ' az ione  
d i  m forze pos te  ne1 suo p iano  e appl ica te  a d  a l t r e t t a n t i  punt i  d a t i  
(ad a rb i t r i o )  su i  suo i  m l a t i ;  le  l i n e e  del le  r eaz ion i  n e i  suoi  ver- 
t i c i  sono l a t i  d i  un pol igono funico lare  conne t t en t e  l e  forze da te .  

Infatti se li.-,, li, li+, sono tre lati successivi del poligono articolato, si pub 
sciogliere il vincolo che collega i primi due aggiungendo ne1 vertice (li-, ki) 
due certe forze uguali opposte agenti lungo una retta determinata ai-,.,; e si 
pub sciogliere il vincolo che collega gli ultimi due lati aggiungendo ne1 vertice 
jli 2i+J due certe forze uguali opposte agenti lungo uaa retta determinata ai.i+,. 
E poichè la forza .esterna Pi, applicata in  UP punto di li, e le reazioni negli 
estremi di questo lato sono in equilibrio, le rette ai-,.i, ai.i+, devono eviden- 
temente coucorrere sulla Pi. 

Dunque le rette a,,, a,,, a ,,,. ,. a,,, cioè le linee delle reazioni nei vertici 
successivi ( 1 ,  t,), (1, l ,),  (1, l,), ... (1, 1,) del poligono articolato, formano un po- 
ligono semplice Q, circoscritto al poligono articolato e inscritto ne1 poligono 
delle forze esterne. Inoltre, le reazioni nei vertici essendo uguali e contrarie 
alle azioni esercitate sui vertici stessi dalle forze date, ne viene che queste si 
possono scomporre in 2 nt forze aventi per linee d'azione i lati di Q, e a due 
a due uguali opposte; onde Q ,  è un poligono funicolare delle forze date. 

Questa proprietà, si presta alla soluzione di diversi problcmi. Per esempio: 
u Date le linee delle reazioni negli m vertici di un poligono articolato e asse- 
gnati su m-1 lati i punti d'ayplicazione delle forze che devono tenere il 
poligono in equilibrio, si possoiio determinare, proporzionalmente, tutte le forze 
esterne e tutte le reazioni nei vertici, nonché il punto d'applicazione della 
forxa agente sull'mo lato. n 

- u Date le reazioni degli m vertici si possono determinare le intensità, dire- 
zioni e punti d'applicazione (sugli m lati) delle forze esterne che devono tenere 
in equilibrio il poligono articolato. n 

u Date le linee d'azione di m- 1 forze esterne e le intensità di quelle ap- 
plicate sopra due lati consecutivi, si possono deterniinare completamente tutte 
le forze esterne e le reazioni di tutti i vertici. n 
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102. Biassumendo in un solo enunciato il teorema testé dimostrato e  quel10 
già noto, richiamato al n." 12, si ha la seguente proposizione generale: 

Un fiistema p iano  d i  forze equ i l i b ra t e  è capace  d i  t ene re  i n  
equ i l i b r io  t u t t ' i  pol igoni  a r t i c o l a t i  c h e  n e  sono pol igoni  fun ico -  
l a r i  oppure t u t t ' i  pol igoni  a r t i co l a t i  c h e  sono inscr i t t ib i l i  i n  un  
qua ls ivogl ia  pol igono fun ico la re  d e l  s i s t e m a ,  secondo c h e  le  fo rze  
s ' in tendono appl ica te  r i spe t t i vamen te  a i  ve r t i c i  oppure a  p u n t i  CO- 
munque  a s segna t i  sui l a t i  de i  pol igoni  a r t i co l a t i .  

Ed é evidente il corollario: 
Se un pol igono a r t i co l a to  è tenuto in  equi l ibr io  d a  m fo rze  

poste  ne1 suo  p i ano  e  appl ica te  a punt i  d a t i  d e i  suoi  l a t i ;  l e  l i nee  
d ' az ione  d i  ques t e  forze  e  delle r i spe t t ive  r i s u l t a n t i  c ic l iche ,  e  
que l l e  del le  r eaz ion i  nei ve r t i c i ,  sono l e  r e t t e  fondamen ta l i  d i  
u n a  conf igu raz ione  Fm+i (3 2). 
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Sur le principe d e  la moindre action. 

(Par G. SABININE , professeur à 1' Université d' Odessa.) 

IA'iliustre auteur de la Me'casipue analytique a ,  le premier, formulé le 
principe de la moindre action dans toute sa généralitd; sa formulation de ce 
principe n'a plus besoin d'un supplément de clarté et de précision, depuis que 
le Géomètre FRANÇOIS BERTRAND a inséré la note qui est placée au bas de la 
page 277 du premier volume de la Mécanique analytique (troisième Bdition 
1855 a.) Au bas de la page 279 du même volume il y a une autre note, dans 
laquelle REBTRAND remarque qu'il n'est pas absolument exact de dire que, 
en général, pour toutes les variations possibles doit avoir lieu l'équation que 
LAGRANQE obtient, en remplaçant la variation de la demi-somme des 'forces 
vives par la variation de la fonction des forces et en égalant à zéro l m  va- 

riation d'une intégrale qui soit désignée par V et qui, sous le signe l, a la 

fonction contenante la somme des quantités de mouvement des divers corps mul- 
tipliées par les élements des trajectoires respectives. 11 est impossible de ne 
pas admettre que cette remarque de BERTRAND est vraie. 0. RODRIC~UES dans 
son article (*) déduit les équations du mouvement à l'aide du principe de la 
moindre action suivant la méthode du facteur variable que LAGRANQE a donnée 
et qu'on emploie ordinairement dans la solution des questions du maxima ou 
de minima relatifs. RODRIGUES fait reposer sa déduction des équations du mou- 
vement sur l'hypothèse que les variations du temps .relatives à ses limites 
sont des quantités arbitraires et indé$enduntes entre elles, sans prouver que 
cette hypothèse a lieu nécessairement; mais, en toute rigueur, il faudrait le 
démontrer, car les variations du temps, relatives à ses limites sont assujetties 

(') De la manière d'employer le priucipe de la moindre action, pour obtenir les équa- 
tions du mouvement rapportees aux variables indépendantes, par 0. RODRIGUES. Corre- 
spondances sur YEcole Polytechnique, t. 3, 1813 a. 
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à cette condition: les positions initiales et finales du système sont censées don- 
nees, tout en laissant subsister l'équation des forces vives. 

Dans l'article présent je propose la déduction des équations du mouvement 
l'aide du principe de la moindre action suivant la méthode du facteur va- 

riable que j'ai mentionnée; niais les procédés que j'ernploierai dans ma d6- 
duction des équations du mouvement ne dépendent pas d'une hypothèse quel- 
conque par rapport aux variations du temps relatives à ses limites. De plus 
ces procédés servent aussi à déduire les équations du mouvement, comme celles 
qui découlent de la condition que la première variation de l'intégrale V soit 
intégrable et qu'en même temps ait lieu l'équation qui résulte de la différen- 
tiation de l'équation des forces vives par rapport à la c.aractéristique A, admet- 
tant que A est le signe des variations en général. La déduction dont il vient 
d'être parlé, fait l'objet du premier paragraphe. 

Dans le second paragraphe je démontrerai que la seconde variation de l'in- 
tégrale qui doit avoir un minimum, est toujours positive, au moins, tant que 
l'intervalle de temps auquel se rapporte l'intégrale reste inférieur à une cer- 
taine limite, et l'on peut affirmer, dés lors, que le minimum a lieu effective- 
ment, en général. Mon analyse, au fond, est la même que j'ai employée dans 
mon article sur la discussion de la seconde variation des intégrales définies 
multiples (*); mais seulement la démonstration, qui a occupé la page 119 de 
cet article, est remplacée, dans l'article présent, par l'autre démonstration qui 
est plus claire. Il  est ais6 de voir par mon analyse que dans la réduction, 
qu'il faut faire subir à la seconde variation d'une intégrale définie A une 
variable indépendante, par une transformation, se réduit identiquement à zéro 
une expression analogue à celle qui est désignhe par p (for. 66) dans mon ar- 
ticle que je viens d'indiquer. C'est là ce qui distingue mon travail des autres, 
dans lesquels, comme je le sais, se traitait la théorie de la discussion de la 
seconde variation d'une intégrale définie à une variable indépendante. 

Dans le troisième paragraphe, en faisant l'application de la théorie exposée 
dans les paragraphes précédents au mouvement elliptique des corps celestes, je 
démontrerai le théorème de JACOBI (**) pour le cas plus simple où l'intégrale 

(') De%eloppements analytiques pour servir d compléler la discussion de En variation 
seconde des intégrales définies multiples; par M .  G.  SA~ININE.  B~illetin des sciences Ma- 
tliématiquea et  Astronomiques, rédigé par MM. G. DARBOUX, J. HOÜEL e t  J. TANNERY, 
2e série, t. 2, p. 100-129. 1878 a. 

(") Ce théorème a été publié, pour la première fois, clans le Journal de CRELLE (vol. 17, 
p. 74). JACOBI l ' a  donné sans démoristration. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sabinine: Sur le princ-e de la moindre action. 239 

qui doit avoir un minimuni, est comparée aux inté,grales analogues relatives 
à tout autre mouvement qui n'a lieu que dans le plan même d'orbite (l'une 
planète. 

L'analyse que je développe dans cet article, est également applicable au 
cas d'un cours libre et au cas d'un système quelconque. Aussi, uniquement 
pour plus de brièveté, nous bornerons-nous au cas d'un corps libre, en sup- 
posant, que sa masse est égale à l'unité;. 

Comme la quantité de mouvement d'un corps libre dont la masse est égale 
à l'unit&, est la vitesse et que l'é14ment de la trajectoire est le produit de la 
vitesse par l'A6ment du temps, si l'on désigne par 2 T la force vive d'un corps 
libre et par t le temps, l'intégrale que nous avons considerer, aura pour 
valeur 

V = Y 2 ~ d t  (1) 
b 

t ,  et t, étant les limites du temps, c'est à dire, les valeurs de t entre lesquelles 
l'intégrale V  est prise et qui répondent aux deux positions données du corps. 

Si l'on rapporte la position du corps à trois axes de coordonnées rectangii- 
laires, que l'on designe par x ,  y, x ,  les coordonnées du corps au bout du 
temps t  et que l'on pose 

d x  z! d z 
p=-9 q-,,' y = -  

d t d t '  
on aura 

Si l'on désigne par II la fonction des forces qui, étant donnée, ne contient 
pas t  explicitement, l'équation des forces vives sera 

rr-T=h (4) 

h étant une constante arbitraire. 
L'équation (4), étant différentiée par rapport à la caractéristique 6, donne 

en admettant que 8 est le signe des variations tronquées et en supposant que 
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la constante h ,  étant donnée, ne varie pas dans la différentiation avec la Ca- 
ractéristique 8. 

Les deux positions du corps, 6tmt données, on a 

/ étant le signe de substitution. 

Pour déduire les équations du mouvement à l'aide du principe de la moindre 
action, il faut rechercher le minimum relatif de l'intégrale V (1) avec la con- 
dition que, à les équations ( 6 )  près, les équations (4) et ( 5 )  aient lieu. 

Suivant la méthode du facteur variable et indéterminé que LAGRANGE a donné 
et qu'on emploie ordinairement dans la solution des questions de maxima ou 
de minima relatifs, la recherche indiquée du minimum se ramène A la re- 
cherche du minimum absolu de cette autre intégrale 

lo 
dans laquelle 

g = T + A [ I I - T - h ]  

h ,  étant le facteur variable qu'il faut déterminer ainsi que les fonctions x, y, 
x au moyen de 1'Bquation (4) et d'autres équations qui dérivent de l'équation 
AW=O. 

La  variation hW, comme on le sait, prend la forme 

A W = / " ~ [ T + ~ ( I I - T - ~ ) ] ~ ~ + ~ ~ [ ~ T + A $ ( I I - T ) ] ~ ~  (7) 
*O to 

et ayant égard à l'équation (4) et en faisant pour abréger 

la formule (7) se reduit à celle-ci: 
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Si l'on intégre par parties, ayant égard aux équations (6) et que l'on pose7 

la variation AW dévient 

to fo 

D'après les formules (B), (9) et (10) l'équation AW= O entraine les suivantes 

Les équations (12) et (4) serviront à déterminer les fonctions x ,  y, x et 1. 
Si l'on multiplie les Aquations (12) respectivement par p, q,  r et qu'on les 

a11 dT ajoute, on trouve, toutes réductions faites et en observant que -= - 
d t  d t  

d[(l-2A)Tl 
d t  

= o. 

E n  vertu de l'intégration de cette équation, on obtiendra 

C étant une constante arbitraire. 
En  remplagant, dans cette dernière 

vertu de la formule (4), on aura 
1 

équation, la quantité T par II- h en 

Les de& forinules (13) et (14) bien montrent que, si la constante C n'est pas 
nulle, la fonction T est celle de x,  y, x qui ne contient pas t explicitement. 
C'est ce qui resulte aussi de la formule (3) et des équations 

1 
aux quelles se réduisent les équations (12), si C =  O, car alors A =  - en vertu 2 

Annali di Matematica, tomo XII. 31 
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de chacune des deux 6galités (13) et (14). On doit donc conclure que 2' est 
la fonction de x ,  y, x qui ne contient pas t explicitement et par suite que 

D'un autre coté, si, d'après la formule (3), l'on différentie T par rapport 

Nous aurons donc l'égalitd 

qui est l'identité et par suite qui conduit à la conclusion que 

La  différentiation de l'équation (13) par rapport à chacune de x, y, x donne 

dT dT dT En remplaqant- dans ces dernières équations, les dérivées -9 -. et - 
dx  d y  d z  

d2x dey d s ~  respectivement par celles - 9  - et - en vertu des égalités (16) nous ob- 
dtz dt"t2 

tiendrons les équations 

d2x 
C- d~ ?Je d2z 

d X d t z  a A d t2  d l  C -  C- 
-- -- -- di? 
as- 2' - S .  

d y  2 T 2 ' -  d z  2 T Z  

La  différentiation de l'équation (14) par rapport & chacune de z, y, x donne 

1 Les égalités (13) 011 (14), (17) et (18) conduisent h la conclusion que 1 =-. En 
,. 2 

effet, pour le démontrer, .il n7y a PU'& considerer les deux cas: 
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1) Supposons la constante C égale à zéro. Alors de chacune des deux 
1 

Jgalités (13) et (14) il suit immbdiatement que A = ; 

2) Supposons la constante C différente de O. Alors, si 1'011 compare les 
deux formules (17) et (la), on trouve, en observant que T = ri[ - h et en fai- 

1 
sant abstraction de la solution T= O 

Comme les Bquations (19) sont obtenues en vertu de supposition que C n'est 
pas nulle, ces équations (19) se reduisent à les (15). 

En retranchant membre à membre la seconde des équations (15) multipliée 
d x  d y  par - de la première multipliée par - 9  nous obtiendrons: 
d  t d t  

d n  d y  d n d x  ----- 
d x  d t  d y  d t  
d z x d y  d z y  d x  

= 1. ----- 
a t s  d t  d ie  d t  

En retranchant membre à membre la seconde des équations (12) multipliée par 
p de la primière multipliée par q ,  on trouve, toutes reduotions faites et en 

d x  d2/ 
observant que p = - q = - d  t d t 

Si l'on compare les deux formules (20) et (21), on aura 

1 d'où l'on tire que h = - 
2 

Si l'on substitue cette valeur de A dans les équations (12), ces dernières se 
reduisent à les (15) qui ne sont autre chose que les équations du mouvement, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244 Sa b inira e :' Szcr le  principe de la moindre action. 

A cause de l'équation (22) et d'une des deux formules (13) et (14), la con- 
stante C est égale à zéro, en vertu de quoi 17égalit6 ( 1 1 )  qui se réduit à celle 
C($ t ,  - 8 t,) = O ,  a lieu quelle que soit l'hypothèse par rapport aux variations 
d t ,  et dt,. 

Il  est Bvident que les procédes que nous avons suivis dans la démonstration 
1 

que A =  -, servent à déduire les équations du mouvement comme celles qui 
2 

découlent de la condition que la première variation de l'intégrale V (1) soit 
intégrable et en même temps que l'équation (5) ait lieu. 

D'après la formule [(IO) 5 11, la variation A2 W n'est autre chose que l'in- 
tégrale de la différentielle de d,v,  due aux accroissements d s ,  dy, dx et aux 
accroissements Jp, Bq, d r .  En effet: 1) la différentielle de A W  due au accrois- 
sement d t  dévient nulle en vertu des équations [ (12) ,  ( 2 2 )  § 11; 2 )  la diffé- 

rentielle de ( 1  - 2 1 )  T due aux accroissements d'p, dg, dr se réduit à zéro I" 
to 

en vertu de l'équation [(22) 5 11; quant au facteur h ,  il ne faut pas le dif- 
férentier avec la caractéristique 8 ;  c'est ce qui resulte en général de la théorie 
de la discussion de la seconde variation des intégrales définies. Nous pouvons 
donc réprésenter cette variation A 2 W  par 

A z W = 2 K i + 2 K 2 + 2 K 3  (23) 

en posant pour abréger 

d t (2  4) 

Pour obtenir une expression de A2W qui puisse servir à la distinction du mi- 
- - 

nimum de l'intégrale W, nous transformerons chacune des trois iniégrales Ki 
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(24), KP (25) et K3 (26), en substituant aux variations tronquées 6x, $y, Bx 
des fonctions linéaires de nouvelles variables, dont les coe5cients se déterminent 
de la manière suivante. 

Comme le nombre des équations [(15) $ 11 est égal à 3 et que ces équa- 
tions sont du seconde ordre, le nombre des constantes arbitraires qui n'entrent 
dans les fonctions x,  y, x que par suite de l'intégration des équations [(15) 
§ II, est, en général, égal à 6. Désignant par cm une de ces constantes, for- 
mons les expressions 

dans lesqi~elles H ~ , ~ ~  sont des constantes arbitraires qui n'entrent ni dans les 
fonctions x ,  y, 3, ni dans les Bquations [(15) et (4) 11. 

La somme 2 s'étendant aux constantes cm, r. désignant tous les nombres 
entiers depuis 1 jusqu'à 3, et m désignant, en général, tous les nombres en- 
tiers depuis 1 jusqu'a 6. 

Noua représenterons encore ces mêmes valeurs par 

en changeant les indices N et rr, respectivement en v et p. 
Les valeurs générales des s, y, x, considerées comme fonctions des cm,  

étant indépendantes, et les co&tantes K ~ ,  parfaitement arbitraires, on peut 
toujours attribuer à ces dernières des valeurs, pour lesquelles le déterminant D 
des 3"uaritités (27) ne sera pas égal à zéro. 

E n  prenant les dérivées des équations [(15) 3 11 et [(4) § 11 par rapport 
aux constantes c m ,  multipliant ensuite ces dérivées par les constantes ri,,, et 
faisant la somme des produits, nous obtiendrons des équations différentielles 
linéaires par rapport aux expression (27) de la forme 
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ou de la forme 

d'oh l'on doit conclure que les valeurs X, Y, Z sont les solutions des équa- 
tions (29) et (30) ou (31) et (32) analogues à celles, dont les intégrales sont 
connues par le théorème de JA~OBI (Journal. de CRELLE, t. 17). 

Le déterminant D des 32 expressions (27) ou (28), n'étant pas égal à zéro, 
on peut exprimer les 3 variations tronquées Bz, 8 y, Bx en fonctions d'autant 
de variables indépendantes w,, en prenant les expressions (27) pour coefficients 
de ces variables, on aura 

où les variables w, ou o., doivent être considerées comme fonctions arbi- 
traires de t. 

La transformation indiquée d'une quelconque des trois intégrales K, (24), 
K2 (25) et E3 (26) est analogue à celle des deux autres, par conséquant nous 
bornons nous à exposer la transformation de la première intégrale Ki (24). 

Si, sous le signe de l'intégrale K, (24), l'on substitue t3 dx qui est mis S 
en parenthèse, son expréssion (34), que l'on y remplace 8x qui est hors de 
parenthèse, par son expréssion (33) et que l'on pose 
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on trouve, en intQgrant par parties et ayant égard aux équations (31) 

Il n'est pas difficile de demontrer que 17expr6ssion 

par substitution aux variables wn et w,  des fonctions de nouvelles variables, 
se reduit identiquement à zéro (*). En effet, en remettant dans l'expression 
(37) pour Xn, Xv leurs valeurs (27) (Pa), l'expression (37) devient 

si l'on fait, pour abréger 

m ainsi que p désignant tous les n~mbres entiers depuis 1 jusqu'à 6. 
En prenant les 6e constantes arbitraires B,,, ou zP,, qui n'entrent ni dans 

les fonctions x, y, x, ni dans les équations [(15) et (4) tj 11 et en attribuant 
à ces cunstantes des valeurs pour 'lesquelles le determinant des 6' quantités 
R ~ , ,  ou K ~ , ,  ne soit pas Qgal à zéro, nous posons 

le ou 2, étant les fonction arbitraires de t, et e ainsi que E désignant tous les 
nombres entiers depuis 1 jusqu'à 6. 

De plus, en prenant les 6Qooristantes arbitraires Kg,, OU K ~ , ~  qui n'entrent 
ni dans les fonctions x, y, s, ni dans équation [(15) et (4) $ 11 et en attri- 

(') P a r  la  démonstration analogue à celle que je propose dans l'article présent doit être 
remplacée la démonstration qui est éxposée b la  page 119 de mon article signalé plus haut. 
Bulletin des sciences M.ath6matiqteg et  Astronomiques, rédige par DARBOUX, HOÜEI, et TAN- 
NERY, 2' série, t. 2, p.,100-123. 1878 a. 
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buant à ces constantes des valeurs pour lesquelles le d6terminant des 6 3 q u n ~  
tités hg,e OU ji-y,E ne soit pas égal à zéro, nous posons 

.rg ou ry étant les fonctions arbitraires de t et g ainsi que y désignant tous 
les nombres entiers depuis 1 jusqu'h 6. 

Cela posé, nous substituons d'abord, dans l'égalité (38), aux o, et op leurs 
expressions (39) et nous y remplacons ensuite 7, et 1, par leurs expressiona (40), 
alors l'égalitt;; (38) se rendra 

En  changeant, dans le second terme du second membre de cette égalité (41) 
les indices m, e ,  g, respectivement en p, c, y,  nous aurons 

dP dXn 
d p  d t  

Nous formons maintenant les 6Qquations 

dans lesquelles les inconnues sont les fonctions arbitraires Qa de t, multipliées 
par des constantes arbitraires lib; les coefficients de ces inconnues sont les 
produits des constantes arbitraires Kg,, et X e , b  qui n'entrent ainsi que xb ni 
dans les fonctions x, y, x, ni dans les équations [(15) et (4) 3 11. Les con- 
stantes xg, ,  et x e , b ,  étant parfaitement arbitraires, on peut toujours leur attri- 
buer des valeurs pour lesquelles le déterminant des 6° quantités R,,, ne soit 
pas égal à zéro; il en est de même du déterminant des 6"uantités ~ i , b ;  a 
ainsi que b désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'à 6. 
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Nous représenterons encore les mêmes équations (43) par 

en changeant les indices g, el  a et b respectivement en y, E ,  a et P. 
Si l'on porte, dans 1' égalité (42) les valeurs de Kg,el  rg et K y , ~ ,  rY , comprises 

dam les équations (43) et (44), l'expression (37) se réduira à celle-ci 

En. changeant, dans le second terme du second membre de l'égalité (45), les 
indices y et a respectivement en y et a, il est évident que le second ~ e m b r e  
de -cette égalité (45) est égal à zéro, ce qu'il faillait démontrer. 

Comme l'expression (37) par substitution aux variables on et w, des fon- 
ctions de nouvelles variables se réduit 'identiquement à zéro, la formule (36) 
déviendra . 

En  appliquant à chacune des deux intggrales KZ (25) et K, (26) les pro- 
cédés que nous avons suivies dans la transformation de 11int6grale Ki (24), 
et en posant 

on trouve 
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Si, dans l'équation [(5) 5 11, l'on substitue aux variations dx, d'y, dx leurs 
expréssions (33) ou (34), on obtiendra, ayant égard aux équations (30) ou (32) 

En vertu des formules (35), (47) et (48) ces équations (52) peuvent être mises 
sous la forme 

pE+p?+rS=O. (53) 

D'après les formules (35), (47) et (48), on a 

Les quantités on, étant déterminées au moyen des équations (33), les quantités 
C, q, C peuvent être mises sous la forme 

d8!/ a y n  1 idx+--- d Y n  1 d B  d Y n  1 d D  
Y==-- 'n[x 3 d X n  d t  D d Y n  d t 

A cause des formules (51) [(a) $ 11 [(6) $ 11 (53) et [(22) $ 11 les ~arjations 
A" déviendra 

Si enfin nous éliminons, sous le signe , de A2W (55), une des trois quan- J 
tités E ,  r i ,  g, par exemple ?, au moyen de l'équation (53), la variation A ~ W  
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se représentera par 

et la discussion de A T  (56) se ramène a celle de l'expression différentielle 
homogène entière et du second dégré par rapport à deux variables 5 et 5 ar- 
bitraires et indépendantes entre elles. 
Ii est évident que sont remplies les conditions nécessaires et suilisantes pour 

que l'expression qui se trouve sous le signe de A ~ W  (56) soit positive; par J 
conséquent la variation AOW (56) sera positive, si l'expression dont il vient 
de s'agir conserve la valeur finie ljour toutes les valeurs de t qui sont com- 
prises entre t, et t,; ce qui aura lieu, si, pour les mêmes valeurs de t ,  les 
quantités 5 et demeurent finies. Or àx, ày, dx, étant arbitraires, les for- 
mules (54) montrent que les quantités E et e; seront finies pour toutes les valeurs 
de t, comprises entre t,, et t,, si, pour les mêmes valeurs de t ,  le déterminant 
D n'est pas nul et tous ses éléments ne deviennent pas infinies. Comme il 
peut arriver que l'.on aura D = 0 pour certaines valeurs de t et qu'il pourra 
se faire aussi que, pour certaines valeurs de t ,  quelqu'un des éléments du dé- 
termina~t D cesse d'être fini; - il est nécessaire de trouver les valeurs de t ,  
pour lesquelles ces circonstances se présenteront. Les valeurs indiquées de t 
serviront à déterminer les limites de l'intégrale P (l), entre lesquelles cette 
intégrale doit être prise pour qu'elle ait un minimum. Supposons que pour 
t = t, inférieure limite de l'intégrale V (l), le déterminant D n'est pas nul 
et tous ses élements ne déviennent pas infinis; supposons de même que le 
temps t ,  croissant à partir de t,, a la plus petite valeur t, +- r, pour laquelle 
le déterminant D est égal à zéro ou quelqu'un de ses éléments devient infini. 
C'est alors seulement, pour les valeurs de t, comprises entre t, et t, + T que 
les quantités 5 et seront finies et, en conséquence, que l'intégrale P (1) aura 
un minimum effectivement, si elle est prise entre t, et t,,' en supposant que 
ti<t,$.c. 

Il  est à remarquer que, si tous les éléments du déterminant D ne deviennent 
pas infinis pour toute valeur de t et que ce déterminant D s'annule pour cer- 
taines valeurs de t pourvu que tous ses déments ne sont pas à la fois nulles; 
alors, au moyen des constantes arbitraires E,,, qui entrent dans le détermi- 
nant D, on peut faire en sorte que le déterminant D soit égal 2 i  zdro pour t,, 
telle valeur de t qui peut être choisie à volonté; alors donc la discussion de 
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la variation AeW se ramène à la détermination de t, +r  qui, en supposant que 
t croit à partir de t,, est la plus petite valeur de t ,  pour laquelle le détermi- 
narit D devient nul. Comme la valeur t, est arbitraire, dans. le cas indiqué 
la discussion de la variation A2W se ramène à la détermination de 7. 

I l  ne rest qu'A démontrer deux Qgalités qu'on déduit ordinairement, en opé- 
rant la réduction de la variation A W  WU moyen, des procédés qui découlent 
du théorèmo de JACOBI [Journal de CRELLE, t. 171. La première de ces éga- 
lités est 

Hn,p étant une constante quelconque et Ia. seconde 

D'après les formules [(a) § 11 les équations (29) et (31) représenteront 

Multiplions d'abord les équations (59) respectivement par X,, Y,, 2, et les 
équations (60) par Xn, Yn, Z,,; faisons ensuite la somme des premiers pro- 
duits et la somme des seconds produits, soustrayons enfin la seconde de ces 
sommes de la première; tout cela fait, nous aurons: 
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En  intégrant cett,e dernière égalité, on trouvera l'égalité (57). Nous démon- 
trerons maintenant l'égalité (58). 

E n  remettant pour Xn et X,, leurs valeurs (27) et (28) dans l'expression 

Nous formons les 6 x 3 équations 

dans lesquelles les inconnues sont les produits des constantes E, et x b  et coef- 
ficients de ces inconnues sont les produits des constantes E,,~ et ~ ~ , b  qui n'en- 
trent ainsi que lig, et x b  ni dans les fonctions x ,  y, x ,  ni dans les équations 
[(15) et (4) $ 11. Les constantes Em,g et Kn,bt étant parfaitement arbitraires, 
on peut toujours leur attribuer des valeurs, pour lesquelles le déterminant des 
62 quantités K ~ , ~  ne soit pas égal à zéro et il en est de même du déterminant 
des 32 quantités Kn,b; g désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'à 
6 et b,  d6signant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'à 3. Nous répresen- 
terom les mêmes équations (62) par 

en changeant respectivement m, n, g et b en p ,  v,  y et P. 
Si l'on porte, dans l'égalité (61) les valeurs des Km,, et K,,,, comprises dans 

les équations (62) et (63), cette égalité (61) deviendra 

En changeant, dans le second terme dusecond membre de la dernière éga- 
lité, les indices rn et g respectivement en p et y il est hident que le second 
membre de cette égalité se réduit identiquement à zéro; d'où il suit qu'on a 
1' égalité 
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De la même manière nous démontrerons les dgalités 

On recevra donc l'égalité (58). Il  resulte de là que HnsU=0. 
Il est S remarquer que l'égalité (64) sert à verifier l'exactitude de la dé- 

monstration que l'expression (37) se reduit identiquement à zero par la sub- 
stitution aux w, et w, des fonctions des nouvelles variables. 

d Xn d Xu E n  effet, si 1' on fait pour abréger -X, - Xn = E n ,  ,, l'expres~ion 
d t 

(37) sera égale à 

Or notre démonstration de ce que H ' n , u = O ,  montre que l'expression (37) de- 
vient identiquement nulle par la transformation indiquée de H',,. 

Si l'on désigne par x et y deux coordonnt5es d'une planète, situees dans le 
plan même de l'orbite, on pourra poser 

Les formules [(33), (35), (47), (48), (52) $ 2) et le dhterminant D deviendront 

La première de ces trois dernières équatious peut être remplacée par 
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Au moyen de la formule [(56) § 21 et des formiiles (2) et (4), la variation 
AP W se représentera par 

ASW =l '1 (pa  3- qE) DB 
(P Xe + ci y4P d t (5) 

to 

Nous exposerons maintenant les préliminaires, qui sont necessaires pour ré- 
presenter en coordonnées polaires le déterminant D, les quantités pX,+qY,,  
pXP+pYP et 17égalit8 [(58) $j 21. Soient r le rayon vecteur de la planète, e 
l'excentrjcité de l'orbite elliptique, a le demi grand axe, c le double de l'aire 
d6crite dans le plan de l'orbite dans l'unité de temps, rz le moyen mouve- 
ment, f l'attraction exércée par l'unité de masse sur l'unité de masse à l'unité 
de distance, M la masse du soleil et M' la masse de la planète, on aura 

dx2 dye vr.2 a"2 a - r )  -+-.- dl?,  d B  -pl+qt= 9- (9) 

b étant égale h a dl -e2 et h Btant la constante qui est égale à iï - T et qui 
conserve la même valeur. 

Noue désignons par F le premier foyer de l'elipse, c'est à dire le foyer qui 
détermine le lieu du soleil, et par F,  le deuxième foyer de l'elipse. Soient F 
l'origine des coordonnées, p la longitude de la planète dans l'orbite, a ln lon- 
gitude de périhdlie dans l'orbite, v l'anomalie vraie de la planète, E l'ano- . 
malie excentrique, r l'époque du passage de la planète au phihélie et zl 1'a.ngle 
que le rayon vecteur, mené par Fi à la planète, fait avec la droit F,F. On 
a, par la théorie du mouvement elliptique ou par les formules (8) et (9). 

a(1- e t )  
2a-r= 1 - e C o s u  (12) 

Y -- Sin u -- 
2 a - r  Sinv (13) 
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SinE r -- - - 
Sinv , b 

d'où l'on conclut 

Les équations (Il) ,  (12), (13) et (14) conduisent B cette relation entre u et v 

Sinu -- (1 - es) S i n ~  - 
Cosu 2e+(l+ez)Cosv 

E n  E - _ :conde des deux équations (11) par l'équation (12), 
on trouve, ayant égard à l'équation (13) 

.- Si l'on compare d'abord entre elles la seconde des deux équations (11) et 
l'équation (14) et que l'on compare ensuite entre elles les deux équations (12) 
et (14), on aura- deux équations , 

d' où l'on tire 

E n  comparant ces deux derniéres équations entre elles et en prenant en 
considération l'équation (21) on recevra 

Cosu-e Sinu =-. 
Cosu f- e Sinv 

Les 'équations ' (21) et .(22). se reduisent aux suivants: 

Si l'on porte dans l'equation (24) la valeur de eSinv, tirée de l'équation (23) 
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multipliée par 5- on- troiiveiie 1'Qquation . , 

Sinzc[Ze+(l +e2)Çosv]=Cosu(l-e2)Sinv 

qui n'est autre chose que l'équatioii (20). 
Les -valeurs générales des x et y aont les fonctions qui renferment u et 

quatre éonstantes a, e,  '7 et a. Or la formule (10) montre qu'on ne doit pas 
varier a par ce que k et f (M+M) conservent la même valeur. D'après 
celaJ et en <eertu des formules [(27) § 

- 
21 on trouve, en observant, que 

Pour exprimer en coordonnees polaires Xi, X,, Y,, Y, et en même temps le 
d6terminant D, les quantités P X ,  + q Y,, p X, + y Y,, et 1'Qgalité [(58) 9 21, 

a v il ne reste qu'A déduire -. 
d e  

-La différe~tiation .. , de Iléquation (16) par rapport à e, donne, 

- 
V E E  Si l'on multiplie cette équation par 4 sin; Cos Sin - Cos -, on trouve, toute 

2 
- 7 

2 
rédnciioïis faites é t  ayant & a d T  & ~ ~ & ~ t i a t i o n  (16) 

d v  d E  Sin E Sinv 
-SinE=-Sinu+ d e  - . d e  - -1 - e g '  

qui, en vertu -de l'eguation (17) se rkduit à celle 

La différentiation de j'équation (15) par rapport B- e, donne 
3 - '  

dE ' S i n E  -= 
-a6 I  GOSE SE 

Annali d i  Matematica, tom0 XII. 
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cette dernière équation, en vertu des Bquations (14) et (17) déviendra 

En portant cette valeur de (28) dans 17Bquation (27), on obtiendra 

Sin v d? [2+ ecosv] 
d e  1-ee T 

(29) 

puisque rp = v 3. a. 
d v  ' 

~ ' a ~ r è s  cette valeur on recevra 

La  première des deux formules (11) donne 
d v c - '?--=-- et comme ip=v+a, --1. dr- a7 r P d a  

Les formules (25), (29), (30) et (31) donnent 
d x  dr; ceS ina  c d x  cc Sin 9 Sin v -- --rSinp, d;= ~ i n ~ ' ,  -- - - ~ C O S ~ -  d a  a(1-e2)+ a(1-e2) de 1 + eCosv 

9 ~ = ~ ~ ~ ~ ~ ,  ~- _- c e C o s a  c c l  Y a CoscpSinv 
dci d z  . a(1-e2)-a(1-e2) Cosy, z = - a s i n ~ +  1 +eCosv 

d x  cesin a c Y ceCos a c 
d t = P = &  a(i-s2)- a(1 -e8) 

Siiiy, -- - 
d t  -'- a(i-e.)' n(i  -es) Cos y. 

. . 
Si l'on différentie la seconde des deux formules (Il) par rapport aux t et 7, 
on recevra 

L'anomalie vraie v, ainsi que les constantes e et cc, étant indépendantes de 
U, on a 

La différentiation de l'égalité (30) par rapport & t, donne 

d% rcSinv 
-=p. 

d t d e  r2 
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Comme P*=c, il est &vident que 
d t  

Si l'on pose 

A=&,r~e,n- ,Ke, iKi ,a B = ~ i , e ~ 2 , 3 - ~ 2 , e h i , s  K , K , i ,  (37) 

le determinant D (3), en vertu des formules (26), (32) et (37) sera égal à 

A cause des formules (26) et (32) on aura aussi 

D'après les formules (25), (26) et (37) et en vertu de ce que Z,=O et Z,= 0, 
1' égalité [(58) 5 2) déviendra, en égalant pz = 1 et u = 2 

d r  d 9  d r  d a r  dcp 
+ B [ - - - - -  d l  d t d e  d e  d t d ~ + d ;  d e  de d r  

d r  d a r  d r  d 8 r  d p  '(''2) I I  dj'f 
d a  d t d e  d e  d t d a  + d, -- 

de d e  d a  
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d' où il suit que C =  O ; et alors le déterminant D (38) sera égal à 

Pour plus de simplicité du calcul, il convient de choisir l'angle zc pour la va- 
riable indgpendante. 

D'après cela et en vertu de ce que C=O, nous posons 
COS ~ ( 0 -  xili=Ol K , , ~ = -  1, 1ii,3=07 &,a=- 

e 
\ - (il) 

(1 + e" (Cos uo - 1) 
K2,o = - x2,, = - Sin u, 

e n  f i  - e2  1 

u, étant constante arbitraire qui exprime l'angle que le rayon vecteur, méné 
par Fi à la position initiale de la planète, fait avec la droite F,F. 

Ayant égard aux formules (13),, (20), (40) et (41), on aura . 
e ( 2 a - r )  D= Sin ( 2 ~  - uo). 
a ( 1  - e x )  

L a  formule (12) donne 

Si 1' on porte, dans les expression pX,  + q E et p X2 + q Y2 (39) les valeu'rs 
fournies par les formules (41) et (43), on trouve, toutes réductions faites et en 
observant que, à cause de la formule (13), r Sinv == (2 a - r) Sin u ,  

Les formules (44) et (45) montrent que chacune des deux quantités P X ,  +y Yi 
et pX,  + q Y, ne devient pas nulle pour toute valeur reelle de u ;  il résulte 
de là qu'on peut faire usage d'une seule des deux formules ( 5 )  et (6), à volont,é. 

D'après tout ce qui .précéde, nous trasformerons l'intégrale ' A T  (6),, en y 
substituant A t la variable a. 

/ 

Pour le faire, i l  ne reste qu' à exprima Y, d'x - Xi d y en coordonnées 
polaires. 
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A cause des formules (25), (26), (32) et (41), on a 

Or, d'après la formule (19), on a 

par conséquent, si l'on pose 

on recevra 
YiJx-Xidy =fia0(2a-r). (48) 

Si, dans l'intégrale A2W (6), l'on sobstitue à t la variable zl, et qu'on porte, 

sous le signe!, les valeun fournies par les formules (9), (42), (44) et (48), on 

trouve toutes réductions faites et observant que, d'après les formules (18) 

0 
Sin (U - UO) 

Aew= cr sinz (u - uol \ ![ d u  1 p u  

"O 

u,  Btant la valeur de zc qui rBpond à position finale de la planète. 
La formule (49) conduit 8. la conclusion qui peut se traduire en le théorème 

que nous nous sommes proposé de démontrer dans ce paragraghe, savoir: 
u Si: la position initiale de la planète est ern un point M, la position finale 

de la planète se détermine pur l'ir~tersection d'ellipse par la droite ménrzée par 
M au deuxiéme foyer Fi pour que l'intégrale V ait un mhimzlm effectivement 
dans E'intervalle du te~lzps, lorsque la planète se meut, en passant de la po: 
sition initiale à la finale. n 
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Sulla teoria dei moti relativi. 

(ilfernoria del prof. ERNEETO PADOVA, a Padova.) 

I n  una Mernoria presentata all'bccademin di Francia il 25 febbraio 1856 
e pubblicata ne1 vol. VI11 della 2" Serie (1863) del Journal de Mathématiques 
di LIOUVILLE, il BOUR ha ridotto la. soluzione del problema del moto di un 
punto O di un sistema di punti relativamente ad un sistema rigido in movi- 
mento, alla determinazione di una soluzione completa di una equazione a de- 
rivate parziali del 1' ordine, come aveva già fatto JACOBI pel moto assoluto; 
tale riduzione egli ottiene facendo uso di lin artifizio, introducendo, cioè, ne1 
calcolo delle espressioni formate colle derivate prime delle coordinate relative. 
Con metodo più diretto e più semplice il prof. C. NEUMANN in una Memoria 
intitolata: Ueber Hamilton's partielle Differentialgleichung, mit besonderer 
Rucksicht auf die Probleme der relativen Bewegung, pubblicata ne1 1862 in 
un giornale russo e ristampata ne1 1866 ne1 vol. XI del10 Zeitschrift für Ma- 
thematik und Physik di SCHI~OMILCR, h a  eseguita l'anzidetta riduzione tanto ne1 
caso del moto assoluto, quando fra le coordinate dei punti del sistema hanno 
luogo relazioni indipendenti O no da1 tempo, quanto in quel10 del moto relativo 
di uno O più punti rispetto ad un sistema rigido in movimento. Ora a me è 
sembrato utile riprendere sin da principio 10 studio del problema nella ipotesi 
che il sistema mobile, rispetto al quale si studia il moto di un dato sistema, 
sia qualsivoglia e determinare in questo cas0 l'equazione a derivate parziali 
del 1" ordine, la quale mediante una sua soluzione completa fornisce gli inte- 
grali del moto; questo è il principale scopo del presente lavoro. H o  poi mo- 
strato come dalle formole che cos1 si ottengono, si possano con molta facilita 
dedurre quelle del BOUR ed indicate alcune applicazioni delle formule generalj, 
ho poi fatto vedere come il metodo qui usato conduca alle equazioni a deri- 
vate parziali corrispondenti a certi problemi di moto assoluto, nei quali le 
forze ammettono una funzione potenziale dipendente da1 tempo, come sarebbero 
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quelli del moto di un punto attratto da due centri mobili sopra una retta con 
velocità uguali ed opposte, oppure da un ellissoide che si deforma con data 
legge. 

1. Siano dati due sistemi di punti Si, S,, con x , ,  x o , .  .. Xm indichiamo 
le coordinate del primo, con q,,  q,, ... q, quelle del secondo rispetto ad ele- 
menti fissi nello spazio. La  posizione del secondo rispetto al primo sarà deter- 
minata qumdo si conoscano le distanze dei punti di S, da quelli di Si, e se 
ammettiamo che Si consti di almeno tre punti, il numero delle quantith indi- 
pendenti fra loro dalle quali dipenderanno tutte queste distanze sarà in, al pari 
di quel10 delle q. Queste quantità, dalle quali dipende la posizione di S, ri- 
spetto ad Si, le diremo le coordinate relative di S2 rispetto ad Si e le indi- 
cheremo con r,, Te, ... rn. Le r potranno esprimersi in funziune delle q e 
delle ed avremo 

r h  = r h  (4 XI, ( l )  

dalle quali potremo inversamente dedurre le q in funzione delle r e delle X. 
Il problema del moto relativo di S, rispetto ad S, consiste ne1 determinare le 
r in funzione del tempo, quando si conoscano le forze che agiscono sopra S, 
e le x in funzione del tempo. 

Deriviamo le (1) rapport0 al tempo t e per brevità facciamo uso della no- 
tazione di LAC~RAN~E per indicare le derivate prese rispetto a quella variahile, 
avremo 

Quando vi è la quiete relativa fra i due sistemi, le r', sono tutte nulle e 
se con Q'i, indichiamo i valori delle qrh, che si ricavano dalla (2) col porre 
uguali a zero tutti i primi membri, potremo scrivere 

Cib posto ammetteremo che le forze agenti su1 sistema Sz ammettano la 
funzione delle forze V dipendente dalle sole variabili qh, le equazioni del moto 
assoluto di questo sistema, quando con T s'indichi la sua forza viva, saranno 

Moltiplichiamole per - e sornmiamole dando ad i tutti i valori de. 1 ad in, a y, 
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avremo 

Ma se V si esprime in funzione delle quantità r e t col sostituire alle y le 
loro espressioni tratte dalla (1) sarà 

mentre essendo T funzione delle q e delle y' avrerno 

Dalle (5) otteniamo dunque 

È perà facile vedere dalle (1) che si ha 

per cui le equazioni del moto relativo, quando si supponga di avere eliminato 
le y ,  q' da P e da T mediante le (1) (2) (ove per le x si sottintende di mer 
posto le loro espressioni in funzione del tempo) saranno 

le quali hanno la stessa forma delle (4) che spettano al moto assoluto. 
La  funzione T è omogenea e di secondo grado rispetto alle q', ossia ha la 

forma 
2 T= C h  x k  ahk q'h q'k 

ove le ahk dipendono dalle p; vediamo di esprimerla per mezzo delle coordi- 
nate relative. Risolviamo per cio le (3) rispetto alle variabili ql,- Q',, con R 
indichiamo il determinante format0 coi coefficienti e con Rhk l'elemento reci- 

8 r h  proco a - in questo determinante, avremo a 9k 
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e se con T, indichiamo la forza viva relativa del secondo sistema rispetto al 
primo, vale a dire la forza viva che possederebbe S, quando i suoi punti non 
fossero animati che dalle velocità, le. quali composte con quelle che conserve- 
rebbero la quiete relativa dei due sistemi, darebbero le velocità assolute, avremo 

per cui col porre 

Se per brevità poniamo 
\, Ruh t 

Tt = x h  x k  ahh Q'h y u  11 r u  

2 G = ~ h ~ h a h k Q r h ~ k  

per nodo che sia 
Ti $ 2  G = x h  z k a h k  &'hqfk 

avremo 
T=T,-+T,+G. 

Le (6) assumono allora la forma 

pojchè la G, dopo l'arnmessa eliminazione delle q ,  non contiene che le r e t. 
Y oniamo adesso 

ed osserviamo che T2 e T, sono funzioni omogenee delle r' rispettivamente 
del 2" e del 1" grado, per cui è 
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dalla prima di queste abbiamo 

mentre se in T, sostituiamo in luogo delle le loro espressioni tolte dalle 
(9j abbiamo 

e questa equazione confrontata colla precedente fornisce subito le altre 

ove si sono poste 
delle r e delle p. 

per cui sarà 

fra parentesi le derivate di T,, considerata corne funzione 
Ma dalla seconda delle (10) si ha 

e le (8) prenderanno la forma 

mentre le (9) risolute rapport0 alle r' danno 

e potremo anche sopprimere le parentesi alle derivate di T,, perchè non son 
pih necessarie. Gli integrali del sistema (8) sono dunque dati dalle equazioni 

ove le ai,  pi sono costanti arbitrarie, se S è una soluzione completa della 
equazione a derivate parziali 

nella quale alle ph che appariscono in T, si debbono sostituire le derivate 
parziali della funzione incognita S prese rispetto alle rh. 
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2. Vediamo ora corne da queste equazioni si possano dedurre quelle del 
BOUR. Immaginiamo per cib che il sistema Si sia rigido ed il sistema 8, for- 
m a t ~  da n punti liberi, le cui masse sieno m,, m,,. .. m,. Se le csordinate 
del punto di massa m h  rispetto ad un sistema di assi fissi ne110 spazio sono 
t h )  vh,  Ch e se per fissare la posizione di questo punto relativamente ad Si 
si determinario le sue coordinate (che indicheremo con xh,  y h ,  Eh) rispetto ad 
un sistema di assi fissi in Si, fra le coordinate t h )   YI^, Ch ed X h ,  y h )  2% awemo 
le reiazi8ni 

(h=a+aixh  f a2yh 3 . a 3 ~ h j  

~ l h = P + P i ~ h $ P o y h + P 3 ~ h )  

che tengono luogo delle (1) e nelle quali è notissimo il significato dei coeffi- 
cienti. Le quantità indicate con &h ne1 5 1, ora potranno indicarsi con XIh, 

YIh, Zlh e snranno date dalle equazioni 

posto per brevità 

ed indicate con p ,  q ,  r le componenti attorno agli nsai delle x, y, x della 
velocità angolare del sistema Si attorno all'origine degli assi mobili, Avrenio 
dunque 

2 T2 = Z h m h ( x f h  y'h $x l$ )  

Ti = 2 h m h ( x f h u h  + y'hvh + ~ ' h ~ h )  

2 G = x h m h ( 4  + vh. + Wh), 

per cui sarà 

+ T2 '- G, = mh ['Y(yth + un) - (îJh + ~ h ) ]  
d xh 
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e le (8) si trasformera.nno nelle altre 

ma dalle equazioni che definiscono a', b', cl si ha derivandole 

an=cc,an+piP"+YiYn+~b'-qc' 

b" = a ~ a " + ~ ~ ~ " +  y n f  +~)c'-ra '  

~ ~ = ~ ~ ~ " + ~ ~ p ~ + ~ ~ ~ ~ + q a ' - p b ' ;  
talehè ponendo 

-mh(y;+rxh-pz,), =mh(zfh +pyh - q x d  l h  - mh (xrh  f qz/z - ryh), ph - 

IU = C I , Q ~ +  p i p n + y , y n ,  = ~ c % c c " + P ~ P " + y e ~ ~ )  w = M ~ U " + ~ ~ F ~ + ~ S ~ "  

le quali sono appunto le formule trovate da1 BOUR. 
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3. Se nella espressione della forza viva di un dato sistema, manca una 
delle variabili, la quale non entri nella espressione della funzione potenziale, 
sostitiiiaino a questa variabile (che possiamo per esempio supporre essere q,) 
l'altra r, legata ad essa dalla relazione 

... ove a e t ,  sono due costanti. Riferiamo il sistema alle coordinate r,,  q,, q,, 
la quanti+& che ne1 $ 1 è stata indicata con Q',, ora sarà uguale ad a ed 
avremo 

e conseguentemente T, espressa in funzione delle y sarà data dalla equazione 

ove A è il determinante format0 colle ahk. Il determinante del primo membro 
della yrecedente equazione non B altro che 
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talchè la (12) in questo caso speciale diviene 

nella quale'manca la rariabile r,, per cui un integrale del problema è p,= cost.' 
S e  la funzione V dipende soltanto dalle coordinate, un altro integrale si avrà 

as prendendo - = cost. e potrerno conchiudere clie laddove 1% funzione delle forze a c 
e I'eepwssione della forza viva non contengano la variabile p.,, la funzione prin- 
cipale del problema di moto assoluto fornisce quella del moto relativo rispetto 
ad un sistema ne1 quale la q ,  varia ~ r ~ ~ o r z i o n a l m e n t e  al tempo colla velociti 
uniforme O ,  col sostituire alla costante delle forze vive h ,  h + aa,  se a, è la 
costante canonica cui si uguaglia la derivata di S rispetto a q ,  . 

Questo teorema dà il modo di costruire immediatamente la funzione prin- 
cipale della parte periodica del moto, sia ne1 raso di un corpo ri$do non çot- 
toposto a forze acceleratrici, girevole attorno ad un punto fisso, sia ne1 caso 
di un corpo di rivoluzione pesante, girevole attorno ad un punto del suo asse 
di simrnetria. Ne1 primo caso se si chiama q,  l'angolo che la linea dei nodi 
del piano principale' dell'ellissoide d.'inerzia, che contiene l'asse'minimo e l'asse 
medio, qul piano invariabile, fa cofi una retta situata in questo piano, la fun- 
zione principale del moto periodico si ofterrà da quella. del moto assoluto so- 
stituendo ad h ,  h + u'a, ove (*) 

A ,  C essendo i momenti d'inerzia massirno e minimo, 

R il moment0 d'inerzia medio, Z la coppia di quantith di moto. L a  costante 
a è definita dalla equazione 
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ed il modulo delle funzioni ellittiche è 

Occorre perb avvertire che quando si deriverà la funzione principale rispetto 
alle costanti canoniche per ottenere gli integrali del moto, si dovrà conside- 
rare n' corne indipendente da queste. - 

Ne1 secondo problema, invece di h si dovrà sostituire nella funzione princi- 
pale del moto assoluto h + n'a, + naa,, ove a i ,  a, sono le costanti cui debbono 
uguagliarsi le derivate di S rispetto a $ e a y, angoli che la intersezione del 
piano equatoriale dell'ellissoide d'inerzia corrispondente al punto fisso e del 
piano orizzontale che passa per esso, fa con due rette situate Yuna ne1 piano 
orizzontale, l'altra ne1 piano dell'equatore. La funzione principale che allora 
si otterrà, corrisponderà al moto periodico, se per le costanti la', na si prende- 
ranno i valori già determinati da LOTTNER (*). 

4. Quando si espriine T, - G in funzione delle p non si ha alcun termine 
indipendente, da queste variabili. Infatti dalle (7) e (9) si ottiene 

quindi eliminando le r' si ha 

(') C .  LOTTNER: Reduction der Bezoepny eines schxeren, u?n einen festen Punct rotit-en- 
den Revolutionsk6rpers auf die elliptischen Transceadenten. Journal für die Math., Bd. 50. 
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Indicheremo con B il determinante format0 colle bhk, con P,, P, i termini 
del 1" e 2" ordine rispettivamente riguardo alle p del determinante, e con Y,, 
l'insieme dei termini che ne110 sviluppo non contengono le p. L'ultima equa- 
zione dà allora 

2T,B+P,+Pi+Po=0 
e 

Dalla prima colonna di questo determinante sottragghiamo tutte le altre ordi- 
natamente moltiplicate per 

ed avremo 

Calcoliamo gli elementi della prima colonna; abbiamo 

e per u = k ,  
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talchè si avrà 

. per cui il primo elemento del determinante Po sarà - 2 G e tutti gli altri ele- 
menti della prima colonna saranno zero e la (14) diviene per conseguenza 

2(T2- G ) B +  Pi + Pz=O, 

la  quale dimostra l'enunciato teorema. 
5. Applichiamo questa teoria al10 studio del moto relativo di due sistemi 

rigidi. Sia ~ 2 5 ~ ~  un sistema di assi fissi nello spazio e siano O,x, y,x,; O,x,y,x, 
due sistemi di assi rispettivanlente fissi nei due corpi Si, Se. Per  semplicità 
delle formule successive ammetteremo che questi ultimi assi siano gli assi p i n -  
cipali cl'inerzia dei due corpi rispetto ai punti Oi, Oz. L e  equazioni che le- 
gano tra loro le coordinate di uno stesso punto rispetto a i  tre sisterni di assi 
siano 

E = a + a i ~ i + a , y i + a 3 ~ i ,  v = P + B i x i - t - P z ~ i + P 3 ~ i  

Con pi, q,, r i ;  p z ,  q2, r2 indichiamo le componenti della velocità di rota- 
zione di Si e di S, valutate attorno agli assi x,, y,, x , ;  x,, y,, 3, rispettiva- 
mente e con P, &, R le componenti della velocità di rotazione relativa di S, 
rispetto ad Si aituata attorno agli assi-x2, y,, 2,; ossia, se poniamo 

Poniamo adesso 
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avremo 

ove X e ,  Y2, Z2 sono le coordinate di O, rispetto agli assi 0 2 x 2 y z z 2 .  Se per 
semplicitb supponiamo che 0, sia il baricentro di S2 le formole ora trovate 
daranno 

ed in queste equazioni M2 rappresenta la massa del sistema 8,; A,,  B,, C, 
sono i momenti d'inerzia del sistema S, rispetto agli assi x,, y z ,  zs. 

Abbiamo inoltre 
u.: + v: + w; = al2 + bt2 + clZ 
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per cui 

(di + r f4  Y* - qfi  ZJu,  + (v', +pf i  Z2 - r', X,) v, + (w', + qti X,  -pli Y,) w, = 

= af(ui + c q ,  - br , )  + b'(v, + ar ,  - cp,) + ~ ' ( w I  +p ,b -  spi); 

(di  + rliYe - y'iZ2)e + (v', +p1,Z2 -rfiXz)e + (w'i + q1iX2 -p'i = 

=(ut + c q ,  - brJe  $ (v ,  + sri- cp,)" + (w* S p i 6  -aqdz-  

Se i due corpi giraiio attorno ad uno stesso punto fisso, queste equazjoni 
divengono naturalmente più semplici. Abbiamo infatti allora 

2T,=A2P"BZQ2+C2E2 

T i =  A 2 P p f i + B 2  QqJ i+  C2Rr', 
2G=A2p' f$B2q ' : f  C2.r1;. 

Dalle quali si vede che, se per fissare la posizioile di S, rispetto ad 8, si 
prendono i tre angoli di EULERO, la (12) prende in questo caso la forina 

Y -t @ cos 4 +p',[-----cost+@senp 

ove psr brevità si sono indicate con 0, @, Y le derivate di S rispetto a 9, y, + 
ed inoltre si deve supporre di aver espresso p',, q',, r', per mezzo delle va- 
riabili 4, y, + e delle quantità pi, qi ,  r i  che sono funzioni note del tempo. 
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Gli integrali pri~ni del moto saranno 

R = ~ ' - c o s B + '  
cosi sarà 

Q=-A,(P+p'i)coscp+ B,(Q+q',)sencp 
@ = C, (R + r',) 

Y =  Az(P+p'i)see g sen9 + B, (Q + q',) cos ry sen9 - C, (R + / , ) c ,o s~  

e consegueritemente 
Y +  +cos> APP== sen (p - O cos g, - A2pi,  

sen 3 

C 2 R = @ -  C2rri. 

Dalle quali abbiamo 

ove G, rappresenta la coppia di quantità di moto ne1 tempo t do1 secondo 
corpo, w, la velocità angolare del primo e fG2w,) l'angolo che l'asse della 
coppia G, fa coll'asse della rotazione w,. Questa espressione è costante se i 
due corpi non sono soggetti a forze acceleratrici ed i loro piani invariabili 
c.oincidono. In questo caso, ed ogni qual~olta la V dipenda dalle sole coordi- 
nate relative J, q, + e pi, q , ,  r ,  siano costanti un integrale del moto sarà 

@=cost. Se in V non apparisce + un altro integrale sarh Y = cost. 
a t  
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6. Come seconda applicazione determiniamo la forma che prende l'eqiia- 
zione (12) quando il sistema SI è format0 da assi che ruot'ano indipendente- 
mente gli uni dagli altri attorno alla origine tenuta fissa. Siano t i ,  v i ,  ci le 
coordinate dei p n t i  materiali mobili del sistema S, ,  che hanno le masse m i ,  
m,, . . . rn, rispetto agli assi S i ,  e siano x i ,  Y i ,  xi l e  cooïdinate di questi stessi 
p n t i  rispetto ad un sistema fisso ortogonale, la cui origine coiricida colla ori- 
gine degli assi 8,. F r a  le coordinate c i ,  q i ,  ci ed x i ,  Y i ,  xi hanrio luogo le 
rclazioni 

x i = a i F i + a , v i i + a , C i ,  y i = b l t i + 6 2 1 ~ i + b 3 C i  

z i = c i E i + c 2 ~ l i $ c 3 C i .  

e conseguentemente 

8 [Ti + Te) 
= P 3 h  = Z ' i h  3 f i ~ h ( ~ ' h  + E'hmz + ylrh m i )  a t l l z  
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La (12) diviene allora 

1 
= 2 h ~  

ove e 

7. Prendiamo ora a considerare il moto di un punto attratto da due 
centri clie scorrono sopra una retta con velocità uguali ed opposte. Le  con- 
siderazioni esposte nella 2gma delle Vorlesungelz über Dynamik di JACOBI nlo- 
strano che basta considerare il moto del punto in un piano che passi per la 
retta sulla quale si muovono i centri di azione. Facciamo uso in questo piano 
di un sistema di coordinate ellittiche, i cui fuochi coincidano coi centri di 
azione. Se A,, A, sono le due radici della equazione 

ove a B uns funzione nota del tempo, avremo 

Per  cui seguendo il metodo esposto ne1 5 1 avremo 

Annali di Mafernatica, tomo XII. 36 
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ove per brevità si è posto 

Conseguentemente ayremo 
1'1 a' Ir + a  

Pt=%+;= 

Laonde, se per fissare le idee supponiamo che l'azione emanante dai centri 
mobili segua la legge newtoniana, potremo ridurre la integrazione di questo 
problema di moto assoluto alla determinazione di una soluzione completa della. 
equazione 

as P. - 
à i ( l i - l i ) + ( p i + p 2 ) ~ a + + h , - ( p 4 - p 2 ) i u + 4 +  

ove p,, p, sono due costanti. 
Analogamente potrebbe trattarsi il problema del moto di un punto soggetto 

a forze che hanno una funzione potenziale, la quale dipenda dalle coordinate 
curvilinee q, ,  q,, p., mentre i parametri delle equazioni delle superficie coor- 
dinate sono funzioni del tempo. Cos1 ad esempio potrebbe studiarsi il moto di 
un punto attratto da un ellissoide ornogeneo, la cui massa resta costante, 
mentre l'ellissoide si dilata e si contrae mantenendosi omofocale a sè stesso, 
come accade ne1 cas0 di una molecola ellissoidica fluida, quando non si tenga 
conto che del suo moto intestino, come é stato dimostrato da1 BELTRAMI ne1 
Cj 7 della sua Chematica dei Jlzcidi. 

Padova, giugno 1884. 
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Ueber die Zusammensetzung ganzzahli- 
ger linearer Substitutionen von der  
Determinante Eins aus einer gering- 
sten Anzahl fundamentaler Substitu- 
tionen. 

(Von A. KRAZER, in Würxburg.) 

E i n  Sjstem von n Iineeren Gleichungen mit nicht verschwindender Deter- 
minante von der Form: 

wird eine lineare Substitution nter Ordnung genannt, wenn vermittelst desselben 
die in irgend welchen Ausdrücken vorkonimenden Grossen x i ,  x,, . . ., x, dnrch 
die n angegebenen linearen Functionen der Grossen y,, y,, . . . , y, ersetzt 
werden sollen. Eine solche Substitution ( A )  ist bestimmt, sobald die Werthe 
der Coefficienten n gegeben sind, und es mage daher gestattet sein, dieselbe 
durch das Symbol: 

1 ail a12... aln 1 

zu fixiren. 
Im Folgenden sollen nur solche Substitutionen betrachtet werden, bei denen 

die Coefficienten n ganze Zahlen sind, und für die zudem die Determinante 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



284 Kr a zer : Ueber die Zusammerasetxung 

A = 2 f ai, a,, . . . ann den Werth Eins besitzt. Mit Rücksicht darauf ~iollen auch 
von jetzt an mit dern Worte u Substitutionen R ausschliesslich solche bezeichnet 
werden, deren Coefficienten a den beidèn genannten Bedingungen genügen. 
Sind aber diese Bedingungen erfüllt, so erhalt man aus dem Gleichungensg- 
sterne (A) durch AufliSsung das System: 

bei welchem allgemein cc,, die zu a,, gehorige Unterdetermhnte ist, und es 
wird daher durch das Gleichungensystem (A-4) ebenfalls eine Substitution in 
eben defiiiirtem Sinne bestimmt, welche die eu A inverse genannt und sym- 
bolisch mit A-' bezeichnet werden soll. 

Bezeichnet B eine von A verschiedene Substitution, definirt durch das Glei- 
chungensptem : 

und ersetzt man dann in dem Gleichungensgsteme ( A )  die Grossen y durch 
die auf den rechten Seiten der Gleichungen (B) stehenden linearen Functionen 
der Grossen x,  so erhalt man ein neues Gleichungensystem: 

ist, und welches daher ebenfalls eine Substitution bestimmt. Man kann also 
au; zwei gegebenen Substitutipnen: 
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immer eine neue Substitution: 

bilden, wenn man die Coefficienten p der letzteren mit Hülfe der Gleichungen: 

ppv = q . 1  hiv + a,, bPv + + a,,, b,, ( p )  u = l ?  2,  ...) n) 

aus den Coefficienten a, b zusammensetzt. Diese Substitution P sol1 die aus 
der gubstitution A und der Substitution B zusammengesetzte Substitution ge- 
nannt und als polche mit 

P = A B  

bezeichnet werden. Dieselbe ist im Allgemeinen von der aus der Substitution 
B und der Substitution A zusammengesetzten Substitution Q = BA verschieden, 
denn die Coefficienten der letzteren werden, wenn man sie mit q bezeiohnet, 
durch die Gleichungen : 

geliefert. 
Cnter allen Substitutionen gibt es eine, I,  welche durch Zusammensetzung 

mit einer beliebigen Substitution A ,  sei eEi in der Form A I  oder in der Form 
I A ,  immer wieder die Substitution A erzeugt. Diese Substitution besitzt die 
Coefficienten : 

und wird die identische Substitution genannt; kommt sie in Verhindung mit 
anderen Substitutionen vor, so kann sie als wirkungslos stets unterdrückt wer- 
den. Sie tritt immer auf, wenn man eine beliebige Substitution A mit ihrer 
inversen A-' zusammensetzt; man hat niimlich: 

Unter wiederholter Anwendung desselben Verfahrens, durch welches soeben 
aus zwei gegebenen Substitutionen A ,  B eine lieue Substitution AB gebildet 
wurde, kann man nun auch beliebig viele Suhstitutionen A ,  B, C,. .. , E in 
der gegebenen Reihenfolge zu einer neuen Substitution zusammensetzen, indem 
man zuniichst aus A und B die Substitution AB, dann aus A B  und C eine 
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neue mit A B C  zu bezeichnende Substitution zusammensetzt und so fortfabrt, 
bis man zur Substitution ABC ... K gelangt ist. Man erkennt leicht, dass das 
Endresultat dasselbe bleibt, wenn man zunachst die gegebenen Substitutionen 
ohne Aenderung ihrer Reihenfolge in Gruppen zusammenfasst, hierauf die 
Substitutionen einer jeden Gruppe in angegebener Weise zu einer einzigen 
Substitution vereinigt und endlich die auf diese Weise an Stelle der Gruppen 
getretenen neuen Substitutionen in derselben Weise zusammensetzt. 

Die bisherigen Betrachtungen über die Zusammensetzung von Substitutionen 
bleiben ungeandert, wenn die Substitutionen A ,  B, C, ... theilweise oder alle 
einander gleich sind. Die aus gleichen Substitutionen A zusammengesetzten 
Substitutionen A A ,  A AA , . . . sollen abgekürzt mit A2, A3,. . . beziehlich be- 
zeichnet werden, auch soll unter A' 'die Substitution A selbst, unter A0 die 
identische Substitution I verstanden werden. Entsprechend sollen die Substi- 
tutionen A.-'A-', A-' A-' A-I, . . . mit A-2, A-3,, . . beziehlich bezeichnet wer- 
den. Von den beiden Substitutionen AI" und A+ ist dann jede die inverse der 
anderen, d. h. es ist ApA+ = A+ AP = 1. 

Die Moglichkeit, durch Zusammensetzung gegebener Substitutionen neue zu 
erhalten, gibt nun zunachst zu der Frage Anlass, ob eine endliche Anzahl 
von Substitutionen S,, S,, ..., S., gefunden werden kann, aus denen jede be- 
liebige Substitution S sich zusammensetzen lasst in der Form: 

wobei die a ,  0,. . . , p positive ganze Zahlen, die Nul1 nicht ausgeschlossen, 
bezeichnen. 1st diese Frage zu bejalien, so schliessé sich daran naturgemass 
die weitere an, welches die geringste Anzahl u von Substitutionen ist, die als 
ergeugende die Rolle der Substitutionen Si, S,, ..., S, übernehmen konnen. 

Die erste Frage hat Herr KRONECKER in seiner Arbeit u U e  be r  b i l ineare  
F o r m e n  n (Monatsber. d. kgl. preuss. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1866, pag. 597) 
beantwortet, indem er dort 12 ,  nur die Zahlen O,  + 1, - 1 als Elemente ent- 
haltende und von ihm als elementare bezeichnete Substitutionen aufgestellt hat, 
aus denen jede beliebige Substitution in oben angegebener Weise zusammen- 
gesetzt werden kann. Die betreffende Untersuchung soll unter Anwendung der 
im Vorigen eingeführten Bezeichnung im folgenden ArtikeI zunachst kurz re- 
producirt werden. 
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Herr KRONECKER beginnt in seiner Untersuchung damit, dass er zwei Pro- 
cesss angibt, durch welche man aus einer gegebenen Substitution: 

eine n eue herl eit en kann. 
Der erste dieser Processe besteht darin, dass man die Glieder irgend einer, 

etwa der den ~erticalreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus 
den ursprunglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder irgend einer 
anderen, etwa der Verticalreihe hervorgehen, sodass also allgemein, d. h. 
für p= 1, 2 ,..., f i ?  sPu durch s,,-s,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus 
S hervorgehende mue Substitution entsteht aber auch, wenn man die Suhsti- 
tution s und die Substitution 

bei der a.,, = a,, = . = a,, = 1, a,, = - 1 ist, wahrend alle übrigen Coeffi- 
cienten a den Werth Nul1 besitzen, zu der Substitution SA;: zusamrnensetzt. 

.Der zweite Process dagegen besteht darin, dass man die Glieder irgend 
einer; etwa der p'" Vcrticalreihe der Substitution S mit den Gliedern irgend 
einer anderen, etwa der aten Verticalreihe beziehlich vertauscht, nachdem man 
zuvor diese letzteren siirnmtlich mit - 1 multiplicirt hat, sodass also allgemein, 
d. h. für p= 1, 2, .. . , 12, sr, durch -- s,,, s,, dagegen durch sr, ersetzt wird. 
Die .auf diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, 
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wenn man die Substitution X und die Substitution 

( P )  (4  
1.. . d . . . o . . . o  
. . . . . . . . . 
O .  O. . .  2 .  .. O 
. . . . .  . . . .  
o.. .  -1... o . . .  O 

. . . . . . . . . 
o. .. o. .. O . . . I  

bei der bii = . . . = 6,-, ,-i = bp+i g+, = . . = bo-i a-1 = ,,+a = = t)nn = 1, 
b,, = 1, b, = - 1 ist, wahrend alle übrigen Coefficienten b den Werth Nul1 
besitzen, zu der Substitution SB,,' zusammensetzt. 

Ieder der beiden genannten Processe umfasst , entsprechend den n (n - 1) 
verschiedenen Zahlenpaaren, die an Stelle von p ,  rr treten konnen, n(n- 1) 
verschiedene specielle Processe. Mit Hülfe dieser 2rc(n - 1) Processe kann man 
nun, wie Herr KRONECKER gezeigt hat, aus jeder gegebenen Substitution S eine 
endliche Reihe von Substitutionen ableiten, die dadurch charakterisirt ist, dass 
allgemein die pl"ubstitution in der Reihe aus der p- lten durch einen der 
genannten Processe hervorgeht, und dass die letzte Substitution in der Reihe 
die identische I ist. Dieses Resultat lasst sich aber mit Rücksicht auf das 
vorher Bemerkte auch so aussprechen, dass man aus einer Substitution S durch 
Zusammensetzung derselben mit einer endlichen Anzahl 9n von Substitutionen 
8- " - 1  

i 1 , ,..., Sm',, Sii, von denen eine jede unter den 2n(n-  1) Substitu- 
tionen A;:, B;: enthalten ist, die identische Substitution I erzeugen kann in 
der Form: 

S,pS-l s-1 8-.' 1. 
i z * * *  m-l m =  

Beachtet man nun, dass aus dieser Gleichung unmittelbar die Gleichung: 

hervorgeht, und dass diese letztere unter Anwendung der Relationen 8;' S,,=I, 
S,i1 Sm-, e 1,. . ., S;' S, = 1, 8;' Si = I mit jedesmaliger Uriterdrückung des 
aufgetretenen I in die GleIchung: 

übergeführt werden kann, fi0 erhalt man zunach~t da$ Resultat, dasç man jede 
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beliebige Substitution S aus einer endlichen Anzahl von Substitutionen zusam- 
menseken kann, die in den Formen: 

(PI (4 
1 . . . 0 . . .  o . . . o  
. . . . . . . . .  
O , . .  o... -1... O 

. . . . . . . . .  
0 . . . 1 . . .  o . . . o  
. . . . . . . . .  
o . . . o . . .  0 . . . 1  

- wobei in der ersten Porm a,, = a - - ann -- 1,  a,, = 1, in der zweiten Form 

a,= 1 ist, wahrend die übrigen, nicht genannten Elemente der beiden Formen 
den Werth Nul1 besitzen - enthalten sind. 

Die auf diese Weise gewonnenen 212(n - 1) erzeugenden Substitutionen 
k6nnen ohne Mühe auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Es la~sen sich 
namlich auf mehrere Weisen n tinter ihnen auswahlen, aus denen die übrigen 
zusammengesetzt werden konnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, be- 
stehen zwischen den 2 n(n - l )  Substitutionen A,, , B,, die Relationen : 

die übrigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten 
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen. 
Mit Hülfe der Relation (1) kann man die sammtlichen n(n- 1) Substitutionen 
A aus einer einzigen unter ihnen, A,,,  - wofür unter entsprechender Abana 
derung der Relation auch jede andere genommen werden kann - und den 
Substitutionen B zusammensetzen. Mit Hülfe der Relation (2) kann man dann 
jede der )%(fi- 1) Substitutionen B, bei denen der erste Index grosser ist 
als der zweite, durch je eine der in(%- 1) Substitutionen B ausdrücken, bei 
-denen der erste Index kleiner ist als der zweite, und endlich lassen sich diese 
letzten $nifi- 1) Substitutionen B mit Hülfe der Relation (3) aus den in - 1 
Substitutionen Bis, BZ3) .... Bn--, n zusammensetzen. 

Annali di  Matematica, tom0 XII. 37 
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,Man ist auf diese Weise zu aem von Herrn KRONECKER i a  etwas anderer 
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beIiebige Substitut,ion 
S aus den lz Substitutionen: 

Aie7 B42, B23> B3dl...) Ba--ln 

als erzeugenden zusammensetzen Iasst; auch erkennt man aus dem Gange der . 

vorigen Entwicklung unmittelbar, dass sich die n- 1 Substitutionen Bie, BP3, 
B?,,. . . , Bn-, , auf mehrere Weisen durch n - 1 andere der Substitutionen B 
ersetzen lassen. 

Die weitere Prage ist jetzt die, ob nicht ein System von weniger als n 
Substitutionen gefunden verden kann, aus denen als erzeugenden sich jede 
beliebige Substitution S zusammeiisetzen lâsst. Diese Frage muss bejaht werden; 
ich will namlich jetzt unter Benutzung des am Schlusse des vorigen Artikels 
angeführten ~ O N E C K E R ' S C ~ ~ ~  Endresultates zeigen, dass alle Substitutionen S 
aus drei bestimrntcri Substitutionen als erzeugenden zusammengesetzt werden 
konnen. Diese drei im Folgenden aufgestellten Substitutionen lassen sich na- 
türlich, wie aus d e ~ i  Gange der Untersuchung erhellen wird, auf mehrere 
Weisen durch drei andere ersetzen. 

Um das erwahnte System von drei erzeugenden Substitutionen zu erhalten,. 
bilde ich zunaclist aus den n - 1 Substitutionen Bi,, Bn3,. . ., Bn-i n durch 
Zusammensetziing die Substitution: 

efi ist dam:  

q= 

wo E die Grosse (- 1)~-' vertritt. 

O O o... O O 

1 O o... O O 

O 1 o... O O 

, . . . . . .  
. . . . . . .  
O O o. . .  1 O 

. . 

Seizt man diese Substitution C, bei der c,, = c,,=. . = c, ,-% = 1 ,  ci, = 
E = (- l ) ~ - ~  ist, wahrend alle übrigea Coefficienten c den Werth Nul1 besitzen, 
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p i t  irgend einer Substitution S zusammen zur Substitution SC, so ist für 
v = 1, 2,. . . , N - 1 die vt6 Verticalreihe dieser iieuen Substitution mit der 
v + laen Verticalreihe von S identisch, wghrend die Glieder der ntm Vertical- 
reihe von S C  sich von den entsprechenden Gliedern der ersten Verticalreihe 
von S nur durch den Factor E unterscheiden; entsprechend wird daher die 
aus S und 0 - 4 ,  wobei p eine Zahl aus der Reihe 1, 2 ,  .. . , n bezeichnet, 
zasammengesetzte .Substitution SC,-' zur Substitution S in der Beziehung 
stehen, dass ihre lt; 21; 31;. . .. , n - p + ll@Verticalreihe beziehlich identisch 
ist mit der pten, p + lien, + 2ten,. . , , nten Verticalreihe von S ,  wahrend die 
Glieder der n - p + - + 33te0,. . , , nten Verticalreihe von S Cp-i sich von 
den entsprechenden Gliedern der Iten, Yen , . . . , p - ltm Verticalreihe von S 
beziehlich nur durch den Factor E unterscheiden. Endlich wird dann die aus 
SCP? und Bi, ausammengesetzte Substitution Bi, zur Substitution S in 
der Beziehung stehen, dass ihrè lt"erticalreihe mit der p + 1'" Verticalreihe 
von 8 identisch ist, die Glieder ihrer zweiten Verticalreihe sich von den ent- 
sprechenden Gliedern der plo"erticalreihe von S durch den Factor - 1 unter- 
scheiden, wahrend, ebenso wie bei der Substitution SCf-', ihre 3",. . . , n - p + 1'" 
Verticalreihe mit der p + 2 t c n , .  . . , nten Verticalreihe von S beziehlich identisch 
k t ,  die Glieder der n - p + 2tc", n - p + 3ten,. . . , nten Verticalreihe dagegen 
sich von den entsprechenden Gliedern der Itm, 2tm,..., p- lt" Verticalreihe 
von S beziehlich nur durch den Factor E unterscheiden. Die so entstandene 
Substitution SCP-'BI, kann aber, wie man leicht erkennt, auch dadurch er- 
halten werden, dass man zunachst aus der Substitution S und der Substitution 
Bp,+, die Substitution SB,,,, und hieraiif aus dieser und der Substitution Çp-' 
die Substitution SBpp+, 0 - 1  zusammensetzt, d. h. es besteht die Gleichung: 

Aus dieser Gleichung ergeben sich nun successive die Gleichungen: 

und man erhiilt ~chliesslich, indem man berücksichtigt, dass C2n= I ist, die 
Relation : 

Bp p+i  = CP-I Biz C2n-p+i > ( p = l ,  2, ..., n-1). 

Mit Hülfe dieser Relation kann man. nun in dem Systeme der n Substitu- 
tionen: 

Ai2, Bit) B53) - 7 3 3 4 , . * * ,  Bn-,197 
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a& deneii als erzeugenden, wie im vorigen Artikel auseinandergesetat wurde, 
jede. beliebige Substitution S sich zusammensetzen lasst, die lz - 2 .  letzten Sub- 
stitutionen B34,. .. , Bn-l n aus den beiden Substitutionen Biz und C zu- 
sammensetzen, und man erhalt so schliesdich, wenn man noch beachtet, dass 
für n= 2 die ~ubkitution C mit der Substitution Bis identisch wird, das End- 
resultat : 

Jede ganzxahlige lirteare Substitution ntep Ordnzdng von der Determinante 
Eins l ~ s s t  sich àm Talle fi>2 immer aus den drei fidndumentalen Substi- 
tutionen : 

A u =  

0 0 o...  0 8 

1 O o... O O 

B12 ' 

1 4 o... O 

. O 1 o. .  O 

O O 11.. O 

. . . . . .  
O O o... 1 

wo ~=(-l)~-l  ist, ais erxeugenden xusammelzsetxen; im Falie n=2 aus 

O - 1 o . . .  O 

1 O o . . .  O 

O O 1. .. O 
. . . . . . .  
O O o . . .  1. 

O - 1  den xwei Substitutiurzen 

Unter den ganzzahligen linearen Substitutionen von der Determinante Eins 
nehmen diejenigen eine ausgezeichnete Stellung ein, welche bei der linearen' 
Transformation der allgemeinen Thetafunctionen von p Variablen, oder, was 
auf dasselbe hinauslcommt , der dadurch darstellbaren sogenannten A B E L ' S C ~ ~ ~  
Functionen auftreten. Alle diese Substitutionen sind in der Form: 

enthalten, bei der die 4p2 Coefficienten a, 0, 7, d als ganze Zahlen den 
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p (2p  - 1) Bedingungsgleichungen : 

v=p O, wenn r' $ E ,  

2 ( a l i ~ ' v ~ ' -  P v ~ " i ' l i E )  = 
v=i 1, wenn E ' = F ,  

oder den damit Siquivalenten : 

unterworfen sind, und bei der zugleich in Polge dieser Beziehungen die De- 
terminante der Coefficienten a ,  P ,  y, 8 den Werth Eins besitzt. Umgekehrt 
entspricht aber auch jeder ganzzahligen linearen Substitution, deren Coeffi- 
cienten den angegebenen Bedingungen genügen, eine lineare Transformation 
der Thetafunctionen. Eine solche Substitution S soli nun in der Folge zur 

bezeichnet werden. 
Setzt man aus irgend zwei kanonischen Substitutionen iS,, S, in der in 

Art. 1 angegebenen Weise die Substitution Sis, zusammen, so zeigt sich, dass 
dieselbe ebenfalls eine kanonische ist; daraus folgt dann unmittelliar, dass im- 
mer auch die Substitution Sis, ... Sm eine kanonische ist, wenn die einzelnen 
Substitutionen Si, S,, .. ., Sm kanonische sind. Mit Rücksicht darauf kann man 
ebenso, wie es früher bei den allgemeineren Sulnstitutionen geschehen ist, hier 
für die kanonischen Substitutionen die Frage aufwerfen, ob eine endliche An- 
zahl v kanonischer Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeu- 
genden jede beliebige kanonische Substitution S sich eusammensetzen lasst in 
der Form: 

- 
Unterscheidung von den bisher betrachteten allgemeineren Substitutionen eine 
kanonische genannt und der Raumersparniss wegen auch durch das einfachere 
Symbol: 

s= * I B  -- 

r l A  
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wobei die cc, P,. . . , p positive ganze Zahlen, die Nul1 nicht ausgeschlosaen, be- 
zeichnen, und auch hier whliesst sich, wenn diese Frage zu bejahen ist, daran 
die weitere an, welches die geringste Anzahl v von kanonischen Substitu- 
tionen ist, die als erzeugende die Rolle der Substitutionen Si, S,, . . . , Sv über- 
nehmen konnen. 

Die erste Frage ist schon von Herrn KRONECKER- entschieden worden, indem 
er in seiner in Art. 1 erwahnten Abhandlung gezeigt hat, dass sich alle ka- 
nonischen Substitutionen aus p+ 2 bestimmten in oben angegebeiler Weise 
zusammensetzen lassen. Die betreffende Untersuchung sol1 im folgenden Artikel 
kurz reproducirt werden. 

Es  gibt, wie Herr KRONECKER gezeigt hat, vier Processe, durch welche man 
aus einer kanonischen Substitution: 

eine andere herleiten kann. Bezeichnet man mit p ,  Q irgend zwei verschiedene 
der Zahlen 1, 2 , .  . . , p,  so kann man diese Processe in folgender Weise cha- 
rakterisiren. 

Der erste Process besteht darin, dass man die Glieder der pSpren Terti- 
calreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus den ursprünglichen 
durch Subtraction der entsprechenden Glieder der Terticalreihe hervor- 
p h e n ,  sodas3 allgemein, d. h. für p == 1,  2,.  .., pl Prp durch PpP - a#, arP 
durch a,,- y,, ersetzt wird. Die auf diese Weise auEi S hervorgehende neue 
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S und die Sub- 
stitution 
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bei der a, ,= ...- - app = 1, ppP = - 1, Si, =' = app = 1 ist, wgbrend alle 
übrigen Coefficienten a ,  P, y, d den Werth Null besitzen, zur Substitution SA;' 
msammensetzt. 

Der zweite Process besteht darin, dass man die Qlieder der ,den Tertical- 
reihe der Substitution S mit den Gliedern der p+pten Verticalreihe bezieh- 
lich vertauscht, nachdem man zuvor diese letzteren sammtlich mit - 1 mul- 
tiplicirt hat, sodass also allgemein, d. h. für p = 1, 2 , .  . . , p ,  a,, durch - RF,, 
y,, durch -ap,, dagegen fipp durch a,,, Sp, durch y,? ersetxt wird. Die auf 
diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn 
man die Substitution S und die Substitution 

bei der ai,  = . . . = a,-, ,-, = = . . = upP = 1 ,  ppp = 1, ypp = - 1, SI, -- 
- . = dri ,-, = Sp+i ,+, = . . == aPp = 1 kt ,  wahrend alle übrigen Coefficienten 
U ,  fi ,  y, J den Werth Null besitzen, zur Substitution SB,' zusammensetzt. 

Der dritte Process besteht darin, dass man die Glieder der p +ptcn Terti- 
calreihe von S durch neue ersetzt, welche aus den ursprünglichen durch Sub- 
traction der entsprechenden Glieder der dm Verticalreihe hervorgehen, und 
gleichzeitig die Glieder der p + drn Verticalreihe durch neue ersetzt, welche 
aus den ursprünglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder der ptcn 

Verticalreihe hervorgehen, sodass allgemein, d. h. für p= 1, 2 ,..., p, fi,, 
durch fi, - a,,, d,, dûrch dPP - yPb,  und gleichzeitig Bp, durch 4, -a,,, J,, 
durch a,,-y,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue 
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S und die Sub- 
stitution 

bei der a , ,=* . - -  -aw=l,  PFo=PgP=-l ,  d i i = r * . = 8 ~ = l  ist, waihiend 
d l e  übrigen Grossen a ,  P,  y, d den Werth Null besitzen, zur Substitution SC; 
zusammensetzt. 

Der vierte Process endlich besteht darin, dass man die Glieder der Ver- 
ticalreihe der Substitution S mit des  G l i e d e r d e r  den, und gleichzeitig die 
Glieder der p + p1""erticalreihe mit den Gliedern der p + ,+u beziehlich ver- 
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tauscht, sodass also 'allgemein,. d. h. für p= 1, 2 ,..., p, EI,, mit a,,, y,, mit 
y,, und gleichzeitig fi,, mit fi,,, a,, mit a,, den Platz wechselt. Die auf diese 
Weise aus S hervorgehende neue Substit.ution entsteht aber auch, wenn man 
die Substitution S und die Substitution 

a k G -  acp= 1, Jii=.  a . =  ~p-iP-i=8piOfip+.~=-~~=8~-iG-i=~a+ia+l=~~*~8pp=1l 
a,, = 8,, = 1 ist, wahrend alle übrigen Grossen a ,  6 ,  y, $ den Werth Nul1 . 
besitzen, zur Substitution SD,o' zusammensetzt. 

Jeder der beiden ersten ~&cesae  umfasst p ,  den Werthen p = 1 ,  2 , .  . ., p 
entsprechende specielle Processe; jeder der beiden letzten Processe dagegen 
umfasst, da für pl o jede aus den ~ a h l e n  1, 2, .  . . , p als Elementen. gebildete 
Combination zur Classe ohne Wiederholung treten kann, $ p ( p -  1) ver- 
schiedene specielle Processe. Mit Hülfe dieser siimmtlichen p (p + 1) Processe 
kann man ;un, wie Herr KRONECKER gezeigt hat, aus jeder gegebenen kano- 
nischen Substitution 1S' eine endliche Reihe kanonischer Substitutionen ableiten, 
die dadurch charakterisirt ist, dass allgemein die Substitution in der Reihe 
r?us der ,U - lt" durch einen der genannten Processe hervorgeht, und dass die 
letzte Substitution in der Reihe die ebenfalls zu den kanonischen Substitutionen 
gehorige identische Substitution I ist. Drtraus folgt aber durch Schlüsse, welche 
den in Art. 2 an ent~~rechende'r Stelle gemachten analog sind, dass man jede 
kanonische Substitution zusammensetzen kann au8 einer endlichen Anzahl in 
den Pormen: 

enthaltener Substitutionen, welche Formen dadurch charakterisirt sind, dass: 
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ist, wahrend bei jeder der Formen alle übrigen, nicht genannten Elemente 
a ,  0, y, 6 den Werth Nul1 besitzen. 

Die auf diese Weise gewonnenen p ( p  $1) erzeugenden Substitutionen koii- 
nen ohne Mühe auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Es  lassen sich 
namlicli auf mehrere Weisen p + 2 unter ihnen auswahlen, aus denen die übri- 
gen zusammengesetzt werden konnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, 
bestehen zwischen den y ( p  + 1) Substitutionen Ap, B,, C,,, D,, die Relationen: 

die übrigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten 
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen. 
Mit Hülfe der Relation (1) kann man die sammtlichen p Substitutionen A ,  
mit Hülfe der Relation (2) die p Substitutionen B aus je einer von ihnen, A ,  
beziehlich Bi, - wofür jedesmal unter entsprechender Abanderung der Re- 
lationen auch jede andere genommen werden kann - und den Substitutionen 
D zusammensetzen. Mit Hülfe der Relation (3) kann man ferner die $ p ( p -  1) 
Substitutionen C aus einer einzigen unter ihnen, Ci,, - wofür auch wieder 
unter entsprechender Abanderung der Relation jede andere genommen werden 
kann - und den Substitutionen D zusammensetzen. Endlich lassen sich die 
fp (p-  1) Substitutionen D mit Hülfe der Relation (4) aus den p- 1 Substi- 
tutionen- Di,, D,, , .. ., DPdip zusammensetzen. 

Man k t  auf diese Weise zu dem von Herrn KRONECKER in etwas anderer 
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige kanonische 
Substitution S aus den p + 2  kanonischen Substitutionen: 

als erzeugenden zusarnmensetzen lasst; auch erkennt man nus dem Gange der 
vorigen Eritwicklung unmittelbar, dass sich die p - 1 Substitutionen Di,, 
D,, . . . , Dp-ip auf mehrere Weisen durch p - 1 andere Substitutionen D er- 
setzen lassen. 

Anwnli di Matenmticn, tom0 XII. 35 
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Unter Benutzung des soeben angeführten & O N E C K E R ' S C ~ ~ ~  Ihdresultates will 
ich jetzt in Beantwortung der zweiten früher gestellten Frage zeigen, dass 
sich alle kanonischen Substitutionen S aus nur fünf unter ihnen als erzeu- 
genden zusammensetzen lasseu, welche fünf natürlich auf mehrere Weisen 
gewahlt werden konnen. 

Zu dem Ende bilde ich aus den p - 1 Substitutionen Di,, . , Dp-,p 
durch Zusammensetzung die Substitution: 

E= Di* DZ3... Dp-ip; 

es k t  dann die Substitution 

die am Ende dieses Artikels sich ausgeführt findet, dadurch charakterisirt, 
-- 0[21p-{ = aiP = 1, rJP, = 832 = . . . = dass bei ihr a,,= = - JPpi = aiP = 1 

kt,  wiihreud alle übrigen Eleinente a, B ,  y ,  6 den Werth Nul1 besitzen. Durch 
dieselben Schlüsse, welche in Art. 3 an entsprechender Stelle angewandt wur- 
den, zeigt man nun leicht, dass fur jede beliebige Substitution S stets die 
Gleichung : 

SDpp+, EPpl= ,9EP-' Die 

besteht, wo p eine der Zahlen 1, 2,. .. , p - 1 bezeichnet. Aus dieser Glei- 
' 

chung ergeben 'sich aber successive die weiteren : 

und man erhalt schliesslich, wenn man berücksichtigt, dass EP=I kt, die 
Relation : 

Dp Pti = EP-i Diz EP -P t i  , (p= 1 ,  2 ,..., p- 1). 

Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man nun in dem Systeme der p+2 
Substitutionen : 

Ai, BL, Cie, 0 1 2 ,  DP3j...) Dp-ip, 

aus denen als erzeugenden, wie im vorigen Artilcel auseinandergesetzt wurdc, 
jede beliehige kanonische Substitution sich zusammensetzen 18sst, die p-2 
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letzten Substitutionen %,. .., Dp-ip ~ U S  den beiden Substitutionen Di, und E 
zusammensetzen, und man erhslt so schliesslich, v-enn man noch beachtet, dass 
fiir p = 2 die Substitution E mit der Substitution D,, identisch wird, fiir 2 1 -  1 
dagegen die Substitutionen Ci,, D,,, E in Wegfall kommen, das Endresiiltat: 

Jede kanonische Substitution der 2pten Ordnzuzg lüsst sich für p)2 azls 
den fiinf fundamentalen kanoniscl~etz Substitutionen: 

' 1 o... O 

O i . . .  O 
1 . . . . .  

O o... i 
i 

O o... O 

O o... O 

P . . . .  

; O o... O 

1 o... O 

O o.. . O 

. . . . .  
. O o . .  O 

1 o...  0 

O i . . .  O 

. . . . .  
O o... 1 

1 O o.. . O 

O i o. . .  O 

O O i . . .  O 

. . . . . . . . . . . .  
.. O O o .  1 

O 0 o . . .  O 

O 1 o . .  O O O o.. .  O 

1 O o . . .  O O O o . . .  O 

.. O O 1. O O O o.. .  O 

. . . . . . . . . . . .  
0 0 0 . . 1  0 0 0  . . . O  
- 

O O o . . .  O O 1 o... O 

O O o . . .  O 1 O o . . .  O 

O O o . . .  O O O i . . .  O 

. . . . . . . . . . . .  
0 0 O . . .  0 Il O o . . .  1 

B - 1 - 

O 1 o. . .  O 

1 O o . . .  O 

O O o .  .. O 

O O o . . .  O 
-- - 

i O o... O 

O o . . .  O - 1 o . . .  O 

O 1 . .  O O o...  O 

. . . . . . . . . . . .  
O o. . .  1 O o . . .  O 

---- 

2 o . . .  O O o . . .  O 

l O O o... O 0 4 o... 0 

l O O o... O O O 1. . O 

1 . .  . . . . . . a . . .  

, 0 0 0  . . .  O . O O O . . .  1 

. . . . . . .  l . . . . . . O  

O O o... 1 O O O o. . .  O O 

O O o... O O 0 O o... O 1 

O O o . . .  O O 1 O o... O O 

.. O O o. O O 0 1 o. . .  O 0 

O o. .. O O i . .. O 

j . . . . . . . . . . . .  
1 O o . . .  1 1 O o... O a 

O O o . .  . O 1 

1 O o. . .  O O 

O i o.. . O O 

. . . . . . .  . . . . . . .  
.. O O o . . .  O 0 O O O. 1 O 

O O o... O O 

O O o... O O 

0 O o . . .  O O 
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cds evxeuye~zden xz~su~nweiaset~en, waltrend An T d l e  p = 2 die vier Substitu- 
tionen : 

l i o  
,O L O O 
-- 

O 0  1 0  

l o o i o i l  

im Falle p = 1 endliclz die xwei Substitutionen : 

x u ~  Erae.ecgting jeder Oeliebigen kanoniseTien Substitution gent'igen. 
Dasselbe Resultat lasst sich in anderer Fassung auch so aussprechen: 

Die siirnmtlichen linearen Transformationen der nllgemeiner~ Thetafunc- 
tionen mit p Variablen lassen sich fiir p> 2 uus fü~zf, für p = 2 aus vkr, 
für p= 1 endlich aus xzoei besti~nmtest, unter ihnetr, die in jedem Falle awf 
me?crere TVeise ausgezoahlt zoerden Lonnen, xusummensetxen. 
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Contribuzione alla teoria 
delle 27 rette e dei 45 piani tritangenti 

di una superficie di 3" ordine. 

(Memo~iu del prof. E. BERTINI, a Pcwia.) 

II presente lavoro B diviso nei paragrafi seguenti C): 

fj 1. Relazioni fra le coppie di triedri conjugati. - 5 2.  Enneaedri di la 
e 2' specie. - fj  3. Relazioni fra le terne T. - fj  4. Ordinamento e costru- 
zione delle terne T. - 5 5.  Teoremi sugli enneaedri. - f j  6. Triedri di la, 
2a e 3a specie. Altre proprieth degli enneaedri. - tj 7. Poliedri. Pentaedro 
principale. - fj 8. Ettaedro principale. - fj  9. Poliedri che contengono almeno 
un triedro di la specie. - 5 10. Tetraedri. - tj 11. Penhedri. - €j 12. Esaedri. 
- $ 13. Ettaedri. Ottaedri. - S 14. Speccliio riassuntivo dei poliedri. 

Per brevità si chiama terna T il sisterna di tre coppie di triedri conjugati, 
nelle quali giacciono tutte le 27 rette della superficie. Di queste terne T e 
delle coppie di triedri conjugati, i $3 1, 3, 4 contengono alcune nuove pro- 
posizioni, le quali in seguito sou0 di ajuto in parecchi punti. Ne1 § 4 è esposta 
inoltre la costruzione delle 40 terne T. Benchè tale costruzione non abbia 
interesse per la parte rimanente del lavoro, tuttavia è parso opportuno di non 
ommetterla per mostrare come le proprietà premesse e la arbitrarieth inerente 
alla notazione fossero sufficienti per quella costruzione. 1 tj$ 2, 5 sono consa- 
crati a dimostrare varie proprietà degli enneaedri. Alcune di queste proprietà 
e in particolare la distinzione degli enneaedri in due specie, come si avverte 
a suo luogo, sono dovute a CREMONA. Le dimostrazioni date in quei due para- 

(') La maggior parte dei nuovi risultati contenuti nei §§ 1, 2,. .. 9, furono~comunicati, 
senza dimostrazione, al R. Istituto Lombardo, nelle sedute del 15 maggio e 31 luglio 1884. 
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grafi non sono fondate sopra alcuna notazione delle 27 rette O dei 45 piani 
tritangenti (nemmeno su quella del n." 11). 

Ne1 5 6 si pone il concetto generale di triedro e si distinguono tre sorta 
di triedri: alle quali cose si collegano alcune nuove proprietà degli enneaedri. 

1 paragrafi seguenti 7, 8, ... 1 4  sono rivolti alla risoluzione di un problema, 
che sino ad oggi non fu oggetto di indagine. Qiiali e quanti sono i poliedri 
(di cui gli spigoli sono esterni alla superficie) che si possono formare coi 43 
piani tritangenti? Si arriva alla risoluzione di questo problema col determinare 
dapprima i poliedri principali, ossia quelli non contenuti in altri poliedri. Di 
poliedri principali esistono quattro specie; cioè, oltre le due specie di enne- 
aedri, una specie di ettaedri (5 8) e una di pentaedri (3 7): quella non con- 
siderata, credo, finora; questa incontrata da CBEMORA per altro scopo (cfr. note 
al n.' 23). Ne1 $ 8 che si riferisce agli ettaedri principali, e in quel10 soltanto, 
si ricorre, cercando perb di mantenere la generalità della ricerca, alla nota- 
zione di SCHLSEFLI, pe r  evitare una discussione c'ne si presenta molto complicata. 
In appresso, noti i poliedri principali, si ricercano i poliedri in essi conte~uti e 
cos1 si trorano tutti i possibili tetraedri, pentaedri ...; i quali sono poi raccolti 
in uno specchio con alcuni numeri relativi (§ 14). In  questa seconda. parte della 
ricerca s'incontra la difficoltà di riconoscere se poliedri contenuti in differenti 
poliedri principali e aventi certi caratteri comuni, sieno O no diversi. La  riso- 
luzione di tale difficoltà porta a concludere clie un poliedro di una data specie 
B definito da quattro numeri: il numero dei piani che Io formano ed i tre nu- 
meri che indicano quanti triedri delle tre specie si possono formare coi piani 
stessi. 

1. Belazioni fra le coppie di triedri conjngnti. 

1. Indichi 

C s  

una coppia qualsiasi di triedri conjugati, essendo a,,, a,,, ala ,  azi, ... le nove 
rette di essa e - .  
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i sei piahi della medesima (*). Cerchiamo le coppie che hanno colla C elementi 
(piani O rette) comuni. 

Si sa e si dimostra facilmente che una terna gobba (**) di rette individua 
una coppia di triedri conjugati, di cui le sei rette rimanenti sono le bisecanti ' 

della terna. 
È noto altresi (***) che due piani, aventi una retta cotnune, appartengono a 

quattro coppie di triedri conjugati. Ora coi sei piani della coppia C si possono 
formare nove delle dette paja di piani. Si hanno adunque 27 coppie di triedri 
conjugati che hanno colla C due piani comuni. 

S i  consideri adesso une coppia gobba di rette di C. È chiaro che essa com- 
pare in sei delle precedenti 27 coppie di triedri conjugati (per es., a,,, a,, en- 
trano nelle tre coppie contenenti i piani a,, b ,  e nelle tre contenenti i piani 
a,, b,). Ma una coppia gobba di rette fa parte di dieci terne gobbe di rette. 
Escludendo le sette terne gobbe, che individuano C e le sei coppie di triedri 
conjugati testè nominate, rimangono tre terne che dànno tre coppie di triedri ' 

conjugati aventi a comune con C la considerata coppia gobba di rette (e, come 
è facile vedere, null'altro). Cosicchè, in totale, si hanno 18 - 3 = 54 coppie di 
triedri conjugati che hanno comune con C una coppia gobba di rette (soltanto). 

1 piani che non contengono alcuna delle nove rette della coppia C sono 
hianifestamente 

45 -3 .9 -6512 .  ' 

Uno a, di questi dodici piani e un piano a, di C dànno origine ad una c,oppia 
C r  di triedri conjugati. Il terzo piano che con a,, a, forma un triedro di C' 
deve essere degli stessi dodici piani; giacchè, altrimenti, conterrebbe almeno 
una retta di C, la quale, insieme ad una retta di a,, darebbe un nuovo piano 
(oltre a,) cornune a C, Cr, onde a, dovrèbbe contenere'una retta di C. Quei 
dodici piani determinano adunque sei coppie di triedri conjugati che hanno con 
C a comune il solo piano a,. E si hanno quindi 36 coppie di triedri conjugati 
aventi con C un solo piano comune. 

8. E qui si noti che, una retta 'appartenendo a 16 coppie gobbe e una 
coppia gobba a 10 terne gobbe, una retta entra in 80 terne gobbe e perb in 

(') Q u i  e dappertutto in  seguito, piani e rette sono (se nulla si avverta in contrario) 
piani tritangenti e rette di una superficie generale del 3p ordine. 

(") L'insieme di piii rette dicesi gobbo se due qualiinque di esse non s'incontrano. 
("') R.- STURM, Synthetkche Untersuchungen über Flüchen dritter Ordnung, Leipzig, 

1867, pag. 64. 
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40 coppie di triedri conjugati (*). L e  39 coppie d i  irledri conjugati) che hanno 
con C una rettn comune, s i  distribuiscotlo in tre gruppi d i  12, 12, 15, aventi 
rispettivamente a comune con C una  coppia gobba d i  rette, un piano, due piani. 
II che è evidente per le cose dette ne1 n." 1 e avvertendo che una retta di C 
appartiene a quattro coppie gobbe, a due piani, e a cinque coppie di piani 
(aventi una retta comune) contenuti in C. 

Quindi non possono due coppie di t r i e d ~ i  conjugati avere una sola retta 
comune. 9 

Ne discende facilmente la proprieth nota che, esistono due coppie d i  triedri 
conjugati (e due soltanto) che, con zcna data coppir. C, contengono tutte le 27 
rette (**). In  vero, escludendo le nove rette di C e i piani che passano per 
esse, rimangono 1 2  piani e 18 rette. Ciascuna d i  queste rette esiste in due 
dei 12 piani, giacchè incontra i tre piani d i  un triedro di C sopra tre rette 
di C, formanti una terna gohba, colle quali dà  tre piani esclusi. Sia a, uno 
qualunque dei 12 piani e Pi, B, quelli di  essi che passano per due rette di U ,  

(oltre a,). 1 piani B,, Bn individuano una coppia C', di cui un triedro sarà 
format0 dagli stessi piani fi,, P, e da un terzo piano che diremo P, e l'altro 
triedro conterrà a,. Nella coppia C' entrano, delle 18 rette suddette, tre di P,, 
tre di p, e la retta a,&. Segue, per l'ultima proprietà avvertita, che le coppie 
C, C' non hanno alcuna retta O piano comune: cioè C' contiene sei dei 12 
piani e nove delle 18 rette. Prendasi ora un altro dei 12 piani, all'infuori dei 
sei di C', e ei avrà una nuova coppia che conterrà i sei piani e le nove rette 
rimanenti, poichè per una retta di C' passano due soli dei 12 piani e sono 
quelli della stessa coppia C'. Adunque, ecc. 

3. Riunendo l'iiltima proprieta a quelle del n." 1, si ha  il seguente teo- 
rema : 

Rispetto ad una coppia d i  tr iedri  conjugat;, le altre 119 coppie s i  distribu& 
scono in quath-O gruppi: 

1." Di 2 coppé, che niutla hanno a comune colla data (e fra loro); 
2." Di 27 coppie, ciascunn delle quali ha colla data due piani  o ~ m u n i  

(t! cinque rette); 
3." Di 36 coppie, r i tmuna  delle guali ha co2la data ecn piano comune 

(e tre rette); 

(') Ci6 segue subito anche dall'osservare che 27.40 = 120.9. Veggasi inoltre STURM, 1. c. 
(") JACOB STEINER'S, Gesamwzelte Werke, Berlin, 188% tom. II, pag. 655. - STURM, 

1. c., pag. 63. - CREMONA-CURTZE, Oberflachela, $j 261. 
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4." Di 54 coppie, cadauna az;e)zte comune colla data nina copptà gobbn 
d i  rette (e mssun piano). 

Il sistema di tre coppie di triedri conjugati che contengono insieme le 27 
rette della superficie, si chiarnerà d'ora innanzi una terna T. 

una terna di coppie di triedri c~njugat~i, ove a, a, a, indica un triedro, 6, O, O, 
il triedro ad esso conjugato, ecc. Ciascuno dei 27 piani esclusi dalla terna T' 
contiene una retta di ogni coppia di T', perchè due rette di una stessa coppia, 
che s'incontrano, dànno un piano della coppia. Presi ad arbitrio due piani 
(ad es.) a, ,  a, di due coppie di T', i tre piani che le rette dell'uno formano 
colle rette dell'altro, sono dei suddetti 27 piani e perb contengono tre nuove 
rette appartenenti alla terza coppia di T'. Cioè il triedro, a cui i piani a, ,  a, 
dànno origine, è completato da un piano della terza coppia di T', per es. (po- 
tendosi, nell'indicazione di T', scambiare due colonne di una matrice) da uno 
dei piaiii a,, a,, a,. E, cib essendo, il triedro individuato dai piani u,, a5 deve 
essere completato da uno degli stessi tre piani a7, a,, a,; perchè, esistendo, 
ad es., i triedri a, a, a,, a, as b , ,  si avrebbero due coppie di triedri conjugati 
con quattro (sole) rette comuni, cioè le tre rette di ai e la retta a, b,, il che 
non pub essere (n.' 3). La  stessa considerazione prova che i triedri originati 
dalle coppie di piani a , ,  a6; a,, al; a,, us;  a2, a,; a,, ad; as, a,; a,, a, sono 
completati da uno degli stessi tre piani a,, as, a9. Se ne ricava immediata- 
mente che il sistema dei nove piani 

gode della proprietà che, assunti ad arbitrio due dei noue piani, i l  terzo piano 
clte con essi completa i l  triedro è degli stessi nove pialzi. Per conseguenza, quei 
nove piani si possono distribuire in 12 triedri, ogni piano appartenendo a 4 
tr2edri: e inoltre, i 12 triedri si spartiscono in 4 terne, ogni tema contenetado 
tutti i nove piani (E,) y). 

(') CREMONA, Sulle 27 rette d i  una superficie di 3 O  ordine, Rendiconti del R. I s t i t u t ~  
Lombardo, Serie II, vol. 3O, pag. 216. 

Annali di Matematica, tomo XII. 30 
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Per giungere facilmente ad una opportuna notazione di quei 12 triedri, si 
pub avrertire altresi questa proprietà. Se un piano a; è comune a dzre tsiedri 
(dei  12 suddett9, i quattro piani residui d i  questi trledri non possono appar- 
tenere a due nuovi tried2.i che abbiuno pure un piano comune aj. Perocehè, 
se cib avvenisse, aggiungendo ai triedri qui considerati il triedro dato dai 
piani ai,  aj, tre dei triedri, a cui appartiene ai sarebbero formati degli stessi 
sette piani di tre dei triedri a cui appartiene a j ;  e quindi i due piani rima- 
nenti dovrebbero formare un triedro tanto con ai che con uj, cib che non pub 
essere. 

Potendosi nell'indicazione di T' scambiare due piani di una colonna, si pub 
fissare che i triedri, a cui appartiene a, ,  sieno (oltre a ,  a ,  a,) a,  a,  a,, a, a,a,, 
a,  a, a,. Allora il triedro, di cui fanno parte a,, a,, non pub essere conipletato 
che da a, O da a, e pub ritenersi sia il triedro a,a,ag (scambiando, quando 
non fosse, a,  con a,, a, con a,). Cib fatto, la notazione di tutti gli altri triedri 
è determinata. In vero il triedro dato da a,, a, non pub essere cotnpletato da 
a9 manifestamente, e nemmeno da a:, giacchè, in questo caso, i due triedri 
Un a5a,, a, a4ag avrebbero un piano comune e i quattro piani residui darebbero 
i due nuovi triedri a,a,a,, u,u, a, pure con un piano coinune. Si ha quindi il 
triedro a,a5 a,: e allora si ottiene necessariamente il triedro a,u, a,, ecc. In 
ta1 modo i 12  triedri risultano dati e distribuiti nelle quattro terne, per le 
orizzontali, le verticali, i termini positivi e i negativi del determinante 

5. Si osservi ora, continuando a considerare i nove piani (E,), che essi 
appartengono a quattro terne T (fra le quali 7"). Infatti segue immediata- 
mente dalla proprietà del ne0 3, che tre triedri che non hanno rette comuni 
(cioé contengono tutte le 27 rette) sono di una terna T e rispettivamente delle 
sue tre coppie, giacchè, per quella proprietà, due triedri, non appartenenti alla 
stessa terna T, hamo rette comuni. Pub aggi~ngersi  che le quattro terne T, 
a cui appartiene il sistema (E,), contengono tutti i 45 piani tritangenti; cioè 
i 36 nuovi piani, ooltre i piani del sistenza, clze entrano i n  esse, sono tut t i  

(') Le proprieta precedenti sono ideutiche a quelle dei flessi di una curva di 3' ordine, 
se si sostituisca rispettivamente a piano e triedro, flesso e retta dei flessi: cioè i nove piani 
(El )  sono dati da una eqnazione hessiana. 
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distititi. Giacchè due coppie qualunque appartenenti rispettivamente a due di 
quelle quattro terne, per es. le coppie date dai triedri a,a,a,, u,a,a,, hanno 
a comune un piano a i  e uno solo, le rette di a,, a, essendo distinte da quelle 
di a l ,  a, (*). 

Se si considern invece il sistema dei nove piani che si ottengono da (E,) col 
sostituire ad un triedro il suo conjugato, ad es., il sistema 

(format0 dalla 2a, 3a, 5a colonna di Tt) ,  si hanno ancora nove piani conte- 
nenti tutte le 27 rette della superficie, ma qui non esistono altri triedri, all'jn- 
fuori dei tre, b ,  b, b,, a,a,a,, a,a,a,. Infatti uno dei piani a,, a,, a, e uno 
dei piani a,, a,, a, dànno un triedro, che è corïipletato da uno dei piani a,, 
a,, a, (n." 4). Cioè il sistema (E,) appartiene alla sola terna T'. 

Adunque, se dicasi enneaedro il sistema di nove piani tritangenti nei quali 
giacciono tutte le 27 rette della superficie, si hanno due specie di enneaedri: 
quelli d i  l a  specie, che si spezzano in 4 modi in tre triedri, ossia appartengono 
a quattro terne T e quelli d i  2 a  specie che si spezzano in un modo solo in 
tre triedri, cioè a.ppartengono ad una sola terna T. 

(') Se si indica con a;{)a$o:) il triedro conjugato ad a,a,a,, ponendo ordinatamente 
i = 1, i = 2, i = 3, i = 4 per i triedri conjugati ai triedri dati dalle orizzontali, dalle ver- 
ticali, dai termini positivi e dai negativi del determinante del n." 4 e inoltre si rappresen- 
tano colle stesse lettere i prirni membri delle equazioni dei piani dei triedri, moltiplicate per 
opportune costanti, l'equazione della superficie di 3 . O  ordine si pub scrivere nelle forme se- 
guenti: 

a a,. a - 
1 L 3 -  I a a ,  

donde l'equazione data da1 CREMONA (1. c., nei Rendiconti del R .  1st. Lomb., pag. 216) 

essendo II il prodotto dei 45 piani tritangenti, ecc. 
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Una terna T contiene quattro enneaedri di la specie e quattro di 2". Per 
es., la terna T', oltre (E,), contiene gli enneaedri di la specie 

a,a,a3b46,b,b,b,b,, 

bib2 6, a, a, a, b, bx b,, 

poichè il triedro dato da a,, b, (ad es.) deve essere completato da uno dei 
piani b,, b,, b,, non potendo esserlo da uno dei piani a,, a,, a, (cfr. n." 4), ecc. 
E la stessa terna T' contiene, oltre (E,), gli enneaedri di 2' specie 

che provengono dai precedenti sostituendo ad uno O a tre triedri i loro con- 
jugati. 

40 4 Per consegueriza nascono, dalle 40 terne T, - = 40 enneaedri di 1" specie 
4 

e 40.4 = 160 enneaedri di 2' specie (*). 
6. Questi enneaedri sono i soli cite s i  possono formare coi 45 piuni tri- 

tangeonti. In vero sia 
xi a-. . . x9 

un enneaedro, cioè il sistenia di nove piani che contengono le 27 rette e che 
non hanno quindi rette (della superficie) a comune. Un piano qualunque, x, 
(ad es.), deve appartenere almeno ad un triedro format0 di piani dell'enneaedro. 
Poichè, se c.ib non fosse, combinando x, cogli altri otto piani dell'enneaedro, 
si àvrebbero otto triedri e quindi otto coppie con un piano comune x,, e con 
questo solo, per la considerazione che, quando due coppie di triedri hanno due 
piani comuni, ogni altro piano di una coppia ha una retta comune con ogni 
altro piano dell'altra coppia. Il che non pub essere, rispetto ad una coppia esi- 
stendo (n." 1) sei sole altre coppie che hanno colla rnedesima un (solo) dato 
piano comune. Ora, se i piani xi,  x,, x, (ad es.) forrnano un triedro, i piani 
che non contengono rette di essi sono 12 e si distribuiscono in due coppie 

(') CRENONA, 1. C. (iiei Rendiconti del R. Is t i t~i to  Lombardo), p g .  215, 
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appartenenti alla terna T individuata del triedro x , x , x ,  (n." 2). Cioè gli altri 
sei piani x, x ,... x, sono di quella terna: c. d. d. (*). 

7. Dall'ultima considerazione del n." 6 segue che due enneaedri (di la O 

2" specie) aventi un triedro comune appartengono alla medesima terna IT, quella 
iadividuata da1 triedro: e viceversa, per le cose del n." 5, che un triedro è 
comune a due enneaedri (della stessa specie) e a due soli appartenenti ad una 
medesima terna. 

Da1 n." 5 si ha inoltre manifestamente che i quat tro  enneuedri d i  u n a  stcssa 
s ~ e c î e ,  nascent i  d a  u n a  terna T, sono t u l i  che due q u a l u n p e  hanno t r n  triedro 
cornune e i d u s  r imanen t i  hanno colnune i l  triedro coîzjzrgato: ossia, i qua t t ro  
enneaedri s i  possono decomporre ciuscuno in tre  t ~ i e d r i ,  per modo clte i t r i edr i  
dell 'uno appartengano rispettiuarnenfe a g l i  a l t r i  tre. Questa proprietà vale non 
soltanto per gli enneaedri di la specie, come f u  osservalo da1 CREMONA (**), 
ma anche per quelli di 2" specie. L a  differenza sta in cib, ohe ogni enneaedro 
di la specie appartiene a quattro di quelle quaderne, mentre ognuno di 2' ad 
una sola. Onde si hanno & delle dette quadernc (tante, puante le terne T) s i  
deg l i  enneaedri d i  1" specie, come degl i  enneaedri d i  Ba. 

5 3. Relazionj fra le terne T. 

8. Da uiia terna T' (di cui ,si conserva la notazione data ne1 IL" 4) na- 
scono quattro enneaedri di la specie, ognuno dei quali esiste in tre nuove terne; 
cosicchè, rispetto ad una terna T', esistono 12  altre terne T, che hanno con 

('1 Introducendo la  notazione di SCHLAEFLI, gli enneaedri sono dei due tipi: 

essendo i k Z m n p  una permutazione qualunque dei numeri 1 2.. .ô. Se ne hanno 80 del 
1" tipo (fra i quali i 40 enneaedri d i  la specie) e 130 del 2" tipo. 

(") CREMONA, 1. C. (nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo), pag. 219. 
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quella un enneaedro di ln specie a corriune. Cerc,hiamo in quale relazione 
stanno alla terna T' le rimanenti 27 terne; di cui una qualsiasi si dirà T',. 
Si consideri una coppia di T', per es., la 

Un suo piano a, qualsivoglia, appartenendo a due enneaedri di la specie na- 
scenti da T' (cioè ad a, a. ,... a,, a, a, a, 6,. . . b,), entra in 6 delle 1 2  terne T 
escluse, cioè in sei coppie appartenenti a tali terne: e queste sei coppie non 
hanno con (C') altro piano comune, oltre a, (cfr. n.' 5). Adunque le 36 cûppie 
(n." 3) che hanno con (Cf) un (solo) piano comune sono delle 12 terne T 
escluse. Ossia una coppia di T' e una di T', avranno a comune due piani O 

nessuno. Per fissare le idee, sia 
C i  di 
ce d2 

C3 d3 

as b, 

0, b6 

a, b7 

('3 

; (C"') 

piano comune. . 
Pub quindi T', indicarsi, ad es., cosi: 

una coppia di T', . Se essa ha con (Cf) due piani comuni ai- ci, b, r di,  nes- 
sun piano deve avere a comune colle altre due coppie di T', per es., colla 

giacchb, se fosse a5=c,, b,=d2, le due coppie (C') (C"'), della stessa terna T', 
avrebbero a comune le ïette c , d , ~ a , b , ,  c,d,-bis,. Ma (Cn) deve certamente 
avere due piani comuni con una delle tre coppie di TI, perchè, se i piani ci, 
c,, es, di, d,, d3 non entrassero in Y", avrebbero ciascuno una retta comune 
con ogni coppia di T' (cfr. n." 4), cioè almeno tïe rette di TC") apparterreb- 
bero ad una ta1 coppia, il che non pub essere (cfr. n.' 3). 

Sicchè ogni coppia di T' è associata ad una coppia di 'Tt,; due coppie 
associate haniio due piani comuni; due coppie non associate non hanno alcun 

~ ( r  Ur 

a5 

a6 f i 6  

Tri= 
a i  bi 

c.2 P 2  

, c.3 PJ 
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essendo a,, a ,... pz, P ,... piani distinti dai piani a,, a ,... b,, b ,... Nelle due 
terne T', T',, il triedro dato dai piani a, ,  a ,  deve essere completato (cfr. n." 4) 
da  uno dei piani delle terze coppie delle due terne e per conseguenza da un.0 
dei piani comuni a queste terze coppie, per es. da a, (in accord0 colla nota- 
zione del n." 4). Si ha  quindi il triedro a,a,a, e parimenti i triedri a,b,O,, 
b,a,b,, h b 4 a 7 .  

Adunque: 
Rzspetto a d  una terna T, le altre 39 s i  dividono in due gruppi d i  12 e 27. 

Ciascuna terna del Io gruppo ha comune colla terna considerata un e~zneaedg-O 
d i  1" specie: e ciascuna del 2" gruppo ha colla stessa conzuni sei piani che s i  
possono distribuire i n  quuttro triedri. 

Per due terne che hanno colnune u n  enneaeclro d i  la specie, ogni coppia del- 
Z'una ha un piano conzune (e uno solo) con ogni c o p i u  del17altl-a. Per due 
terne aventi a comune sei piani? ogni coppia dell'zcna è associatn ad uiza coppia 
del l 'a l t~a,  due coppie associate avendo due piani cotnuni. Inoltse, in questo 
secondo caso, le tre rette d'intersexione delle tre paja d i  piani (due piani d i  
un pajo essendo conzuni CI, due coppie associatt?) esistotzo i n  ut20 stesso piano: 
cioè, mantenendo le indicazioni superiori, le tre rette a ,  O , ,  a, b,, a, b, a due a 
due s'incontrano. Yerocchè, ad es., i due triedri a,a,a,, a,b4b, appartengono 
a due coppie che hanno comuni cinque rette, le tre di a, e le a, O,, a, b,. 
Queste ultime (cfr. n." 3) debbono adunque giacere in un piano. 

9. Continuando a considerare il 2' caso surricordato, non possono tre paja 
di piani a , ,  b , ;  a,, b,; a,, b, essere comuni a tre O più terne T (ogni pajo 
appartenendo a due coppie associate), perchè, ognuno de7 quattro triedri che 
si possono formare con quei sei piani entrerebbe allora in più di due enne- 
aedri (della stessa specie), il che non è possibile (n." 7). 

Ci6 premesso, se a,;  6 ,  sono due piani qualunque che hanno a comune una 
retta (della superficie), le quattro terne Tt, T',, T', , T t , ,  date dalle quattro 
coppie di triedri a cui appartengono a,, b,,  saranno, prese a due n due, ne1 
2' cas0 menzionato, cioh avranno sei piani comuni: ad es.: 

T', T l  i piani tri ,  6,; a,, 6,; aï,  b,, 

TL, T13, 7, a,, b,; a',, b',;  al7, bV7, 

Due qualunque d i  p e s t i  sei sistemi d i  seipiani  non hanno a comune che a,, b , .  
Poiché, se fosse a, =af, (ad es.), dall' esistenza del triedro a, a, a, e del triedro 
a, a', a', (O a, a', b',) seguirebbe che deve essere a,= a', (O a7= b',), ecc.; cioé 
si avrebbero più di due terne T colle stesse tre paja comuni. 
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5 4. Ordinnmeiito e costrnzione delle terne T. 

10. bia 
ai  az  a3 a4 a; as a7 as ag (El) 

un enneaedro di la specie e sieno Tl, TH, Ti", Tiv le quattro terne T a cui 
appartiene. Rispetto ad una di esse TI, consideriamo i due gruppi contenenti 
rispettivarnente 12 e 27 terne T, di cui si disse ne1 n." 8: a l  primo dei quali 
appartengono TI1, T"', Tm. Prendiamo per T' l'indicazione del n." 4 e per 
una terna del gruppo delle 27 l'indicazione del n." 8. Poichè a,a,a,  è un 
triedro, 1' enneaedro 

a , ~ ?  u ,a4a5a6a ,u8u9  

è di la specie. Tale enneaedro, avendo con (E,) un triedro comune, apparterrà 
(n.0 7) ad una delle terne T", T"', Tl'. Adunque, mentre ognuna delle 12  
terne ha con T' un enneaedro comune, cadauna delle altre 27 ha un enne- 
aedro coniune con qualcuna delle Tu, Tu', Tm. 

Segue che le 40 terne T possorio essere ordinate, partendo da un enneaedro 
di la specie, ne1 modo seguente. L'enneaedro è comunc a quattro terne: ognuna 
d i  p e s t e  contiene tre nuoui enneaedri di 1" specie e ciasczlno d i  ta i i  enneaedri 
appartiene a tr.e +zziove teme.  Si ottefigono cosi le 40 (= 4 + 4 3 . 3 )  t e m e  T. 

In  relazione a tale ordinamento, essendo TI, Tu, TH', TL' le quattro terne 
in cui entra l'enneaedro (E,), indicheremo con T: ( k = ~ ,  II, III, IV) una terna 
che ha comune con T q m o  stesso enneaedro Idifferente da (E,)] ,  convenendo 
che per le terne che hanno con TV0 stesso enneaedro comune si tenga fisso 
1' indice i e si varii l'indice j (onde i = 1, 2, 3 ; j = 1 , 2,  3). 

11. Coll'ajuto delle proprieth precedenti, si ottiene il seguente specchio 
delle 40 terne T (*): 

(') Per yassare alla notazione JORDAN-CREXONA, basta p o ~ e  (ad es.) lo seguciiti egna- 
lame : gl' 

1  = c, 10 = c g  18=d, 28 = d, 37= e, 
2 = e e  1 1 - a ,  20==b, 29=Ii, 38=d,  
3 = 6 ,  1 c 21 = bo 30 = c, 39 = I i ,  
4 =  b, 13 = a,  23 =a,  31 = e ,  40 = a ,  

' 5 = e ,  1 4 = c ,  2 3 e e 8  3 2 = a ,  4 1 = b ,  

6 = r ,  15=a,  24=c ,  3 3 =  e,  42 = b, 
F 
I = d, 16 = C, 23 = d ,  34 = d, 43 = e, 
8 =a,  17 = c, 26 = b, 35 = a, 44 = e ,  
9 = (1, 18 = e ,  27 = d ,  36 = cl, 43 = a, 

[Cfr. CREMONA, 1. C. (riei Rendiconti del R. Istitiito Lombardo), pag. 2091. 
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Le terne Tt ,  T", Tu', TIV, nelle quali entra l'enneaedro 

si scrivono immediatamente tenendo presente il determinante del n.' 4 e ag- 
giungendo i nuovi simboli b ,,... b,, ci : .  .. c g ,  di,. .. dg, e,, ... es, che, coi pre- 
cedenti a,, ... a,, rappresentano tutti i 45 piani tritangenti (cfr. n." 5). È: 
evidente che la successione di questi trentasei nuovi simboli non B interamente 
fissata, potendosi scambiare, in modo affatto arbitrario, quelli che figurano in 
una stessa colonna delle T v i c  = I ,  II, III, IV). 

Si consideri 1' enneaedro (di la specie) a, a., a, b, 6, b, b7 b ,  b,. Per 1' arbitrarieti 
ora avvertita, si pub ritenere che sieno triedri a, b,b,, a, b, b, ,  a, b, b, e. allora 
che sia un triedro anche a, b, b, ,  poichè, se si avesse invece a, b, b , ,  si scam- 
bierebbe b,  con b,, b, con b,. Quindi, per il ragionamento fatto ne1 n.' 4, i 
12 triedri dell'enneaedro suddetto sono dati dalle orizzontali, dalle verticali, 
dai termini positivi e dai negativi del determinante 

Cib permette di scrivere la la, 3a, 5a colonna delle Ti,, Ti,, T:, aventi quel- 
l'enneaedro comune c.on TI. Fer ottenere le altre colonne delle ~iominate tre 
terne, osservisi che esse (all'infuori dell'enneaedro considerato) nulla hanno ri, 

comune fra loro (n." 5),  mentre ciascuna avrà con ciascuna delle T", Tu', 2'" 
sei piani comuni (n.' 8), giacchè (ad es.) Ti, e T" contengono amendue a ,  e 
non b,, b,. Approfittando quindi della sunnotata arbitrarietà, si possono scrivere 
le colonne mancanti: cioè (ad es.) Ti,  deve contenere nella seconda colonna 
(pel confronto con TIT) un0 dei simboli c,, c,, c,: si è posto c i ,  e allora Ti, 
deve contenere, pure nella seconda colonna, una delle c,, c,: posto c,, nella 
seconda colonna di Ti, deve trovarsi c,, ecc. 

Proponiamoci ora di scrivere T i ,  T:, Y:',, aventi a comune con T" l'en- 
neaedro a, a, a, c, c, c, c3 c,c,. 1 tre simboli a,, al, a, si iroveranno distribuiti 
nelle tre coppie di ciascuna di quelle terne: e, siccome da1 confronto di Ti,, 
T:,, Ti, con Tu segue (n." 8) rispettivamente che a, c,c,, a, c,c,, a ,  c, c, sono 
tre triedri, si hanno subito le prime colonne di quelle tre terne. Inoltre, do- 
vendo ognuna delle stesse terne avere con T' sei piani comuni (giacchè le 
terne colle quali T' ha enneaedri comuni sono le Tl', T"', T", Tb) ed esgendo 
ancora arbitraria la successione dei simboli b , ,  b , ,  b,, finora non adoperati, 
possiamo fissare che b, sia in Ti, b, in T:,, b3 in Ti,. 
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Cjb fatto, osservisi che Ti, deve avere (n." 8) un enneaedro a comune con 
Ti, (a,, c,, c, essendo distribuiti nelle tre coppie di quella terna) e questo 
enneaedro deve essere a, b, 6, c, d, e, c, d, e,. Adunque la quarta e sesta colonna 
di Zr:, conterranno' i simboli b,, b7, d,, d3, e,, e,. Ora Ti, deve avere sei 
piani comuni non solo con T,, ma altresi con Tu', T m  (n." 8): cioè la quarta 
colonna di quella terna deve essere formata di tre simboli presi rispettivamente 
dalle tre colonne quarta, sesta e yuarta di TL, Tl", Tm: e perb la. detta quarta 
colonna dere essere necessariamente b,d,e,. Analogamente si trova la sesta 
colonna di Ty,, cioè b, d, e,. Nella terza e quinta colonna di Ti, debbono 
esserci c,, c,, c,, cg (essendo a, a, a, c, c, c, c, c, c, 1' enneaedro comune a T i ,  T'y : 
ma Tk deve avere tanto con Ti, che con Ti, sei piani comuni, e cib dà 
i~mediatamente le nominate colonne. Similmente si ottengono le ultime quattro 
colonne di T:',, T:',. 

Per completare la seconda colonna di Ti,, si noti che, dovendo avere questa 
terna sei piani comuni con TH', T", Ti,, T:,, in detta colonna debbono en- 
trare tre simboli tali che uno (e uno solo) appartenga ad ognuna delle quattro 

ds es e, es. 

Cib darebbe due soluzioni: l'una 6, d, e,, l'altra b, cl, e,. Quest'ultima è da esclu- 
dere, perché conduce ad un assurdo. In vero, aminettendola, si ottiene l'en- 
neaedro t ,  d, e, b, d, e, b, d, e,, che ha coll'altro b ,  b,  b, cr, a, a, b, b, b, (nascente da 
T') il triedro cornune u4b,b,. Questi due enneaedri debbono adunque appar- 
tenere ad una stessa terna r (n.' 7); della quale un triedro di una coppia è 
appunto a4b, b7 e, per le due coppie riinanenti, due triedri contengono a,, a,, 
b,, b3, bs, b9 e i due conjugati contengono c,, cs, dp, dg, e3, es. Il paragone 
di 7 con T"' e Tt, mostra che b,,, a., devono trovarsi con d, in una stessa 
coppia di 7 e appartenere ad un triedro. Il quale non pub essere altro che 
cr,D,b, (considerando la terna T' e osservando che, per questa terna e per la 
T:, b3a,bs è un triedro). Infine, confrontando r con T", T", si trova che a, 
deve essere nella stessa coppia con c,, e,, cioè che il triedro conjugato ad a5 b8b, 
è d, e,c,. Adunque due coppie di r sono 
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Il  che è assurdo, come risulta facilmente da1 confronto di r con Ti, (IL" 8). 
L a  seconda colonna di Ty, .è adunque b, d,  es. 

Delle due soluzioni b2d9 ei, b,d, es, che pure si presentano per la seconda 
colonna di T&, si elimina ora facilmente la seconda b2d,e8, per l'osservazione 
che Ti:, Ti, non possono avere (n." 5) altri piani comuni, all'infuori di quelli 
de117 enneaedro a, a, a, c, c, c8 c3 e, c,.  E parimenti si trova la seconda colonna 
b, d, e, di Ti,. 

Dopo cib, la determinazione delle altre terne si fà senza difficoltà. Per es., 
considerando Ti: (che ha comune con T"', TE, Ti; 10 stesso enneaedro 
a, a,a,d,d, d, d, d, d,), se ne ottengono la prima e le ultime quattro colonne, 
come per Ti,. Per trovare la seconda colonna si paragoni TL con T', TIt, 
TlV, Ti,, T:, , Ti,, Ti3, [con ciascuna delle quali, oltre a,, deve avere co- 
mune (n." 8) altri cinque piani]: e ne segue che dei tre simboli di quella co- 
lonna uno (e uno solo) deve figurare in ciascuna delle colonne: 

cib che da l'unica soluzione b, c, e,. @milmente si ottengono Tyl, Tyi, Ti:, 
Ti;, TE. 

Vogliasi ancora determinare Té, che, insieme a Ti,, Ti,, ha comune con 
T' 17 enneaedro b, b2 b,a,a, a, b, b8b,. Pel confronto di T I  con Tt (k= II, III, 

IV; j=l, 2, 3), si hanno i triedri a4b,b7, a4b,b,, a4b3bs, a,b,b,, a,b,b ,,... : 
onde si ottengono la prima, terza e quinta colonna di Ti, (e di Te,, Ti,). 
Poi, paragonando Ti, con T", Tu', TIV, nelle quali c'è a, e con Ti,, T:,, 
T:,, nelle quali trovasi b,, si hanno le sei colonne 

dalle quali nasce 17unica soluzione ci d,e, per la seconda colonna di Té,. In 
modo analogo si trovano le altre due colonne. 

Manifestamente il procedimento ora aeguito vale per le terne rimaneriti. 
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5 5 .  Teoremi sngli enneaedri. 

12. Sia T' una terna qualsivoglia, e sieno 

due enneaedri di la specie nasceriti da essa; onde i piani a, ,  a*, a, coinuni ai 
due enneaedri formano una colonna (triedro di una coppia) di TI. Un'altra 
terna TI1, a cui appartenga (E,), e un'altra Ti,, a cui appartenga (Et,), non 
possono avere un enneaedro a comune. Perocchè i tre piani a,,  a,, a, si di- 
stribuiscono nelle tre coppie tanto di T" quanto di Ti, (n.' 8) e gli altri piani 
delle colonne (triedri) nelle quab entrano a, ,  a,, a, sono differeiitj, sono cioé 
per T" i piani a,, a ,,... a, e per Ti,, b,, b ,,... b,.  Adunque, le nuove 12 
terne, nelle quali entrano i quattro enneaedri di la specie di T', contengono 
nuovi 36 enneaedri di la specie, differenti da quelli (cfr. n.O 5) e fra loro. I n  
altre parole, gli enneaedri di la specie possono essere ordinati, a partire da 
una terna, nello stesso modo corne le terne, a partire da un enneaedro (n.O 10). 
Cioè, la terna contzéne pat tro enineaedri: ogn14no di  puesti appartiene a tre 
inuove terne e ciascuna d i  tuli terne contiene tre lzuovi enneaedri: e cos1 si hanno 
i 40 (= 4 + 4 . 3  . 3) enneaedri di l a  specie. Ad es., adottando le indicazioni 
dei n.i 10, 11, tutti gli enneaedri d i . l a  specie sono dati da uno qualunque di 
questi quattro gruppi di terne (k = 1, II, III, IT; i= 1, 2 ,  3 ; j = 1, 2,  3) 

13. Due enneaedri di 1". specie, a.ppartenenti ad una medesima terna, 
iiascono l'uno dall'altro sostituendo a due triedri i loro conjugati (n.O 5). Per 
conseguenza, in virtù della proprietà precedente (n.' 12), da un enneaedro di 
la specie provengono tutti gli altri, sostituendo successivamente a due triedri 
i loro conjugati. Con la stessa sostituzione si ottiene poi da un enneaedro di 
2a specie un altro pure di 2' specie; mentre da un enneaedro di la (O 2') 
speaie naace un enneaedro di 2" (O la) specie, sostituendo ad uno O a tutti 
tre i triedri i loro conjugati (n.O 5). 

Si conclude facilmente che, da un enfieaedro qualsivoglia (di 1" O 2 a  specie) 
nascono gli altri 199, facendo successivamente Z'operazione di  sostituire ad 
un trzédro i l  suo conjugato; due enneaedri essendo della stessa specie O d i  
speczé diversa, secondochè il nzcmero delle dette sostituzioni è pari O dispari. 
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14. Rispetto ad u n  enneaedro d i  1" specie, gl i  a l t r i  39 s i  dividono Zn due 
classi; l 'una d i  12, l 'altra- di 27 enneaedri. L 'emeaedro considerato ha un 
t ~ i e d r o  comune con ciascuno del  10 'gruppo e url piano comme  con ciascuno 
del 2 O .  

Infatti se 
ai az  a3 a4 a5 a6 a7 as ag (El) 

è un enneaedro qualsiasi di la specie e si adottano le denominazioni del n.' 10, 
ciascuno dai dodici enneaedri esistenti [oltre (E,)] in TI, TH, Tl:', Tw, con- 
tiene manifestamente (n.' 5) un triedro di (E,). Questi 1 2  enneaedri si divi- 
dono in 4 gruppi, cornposto ciascuno di tre enneaedri (nascenti da una delle 
quattro terne suddette) e corrispondenti ad iina decomposizione di (E,) in tre 
triedri, i tre enneaedri del gruppo contenendo rispettivamente questi tre triedri. 
Inoltre un piano di (E,) entra in quattro suoi triedri e perh fa parte di quattro 
enneaedri appartenenti a gruppi differenti. 

Gli altri 27 enneaedri nascono d a  uno qualunque dei quattro gruppi di nove 
terne Tb, Ti, Tl!: II 7 Tr (n.' 12). Che ciascuno di questi enneaedri abbia 
con (El) uno e un solo piano comune, segue dall'osserrazione generale che, 
pzcando due terne hanr~o u n  enneaedro comurze, ogni altro emeaedro detl'una 
ha un piano e uno solo colnune con ogni altro enneaedro dell'altra. In vero se 

è l'enneaedro comune a due terne TI, T:, ed (E,) è un altro enneaedro di 
Tl, i soli tre piani u,;a,, a, di (E,), comuni ad (E',), giacciono in Ti,, giacchè 
le due terne hanno comuni (n.' 5) i soli piani di (Eti). E quei tre piani a i ,  
a,, a, sono distribuiti nelle tre coppie e situati in tre colonne (triedri delle 
coppie) della terna Ti,, le quali sono completate dai piani b,, b,, ... b, (n.' 8). 
Talchè un enneaedro di 1' specie diverso da (E',) e appartenente alla detta 
terna Ti,, contenendo una sola di  quelle tre colonne (n.* 5), ha comune con 
(E,) un piano ed uno solo. 

E manifestamente, poichè ogni piano di (E,) entra in tre delle nove terne 
T$ (k essendo r O II O III O IV), i 27 enneaedri della 2" classe si distribui- 
mono in nove gruppi, ciascun gruppo essendo co~tituito da  tre enneaedri aventi 
con (E,) uno stesso piano comune. Questi nove gruppi si possono poi riunire 
a tre a tre in 12 terne, i tre gruppi di una terna corrispondendo ai  tre piani 
di un triedro di (El). 

Un  piano a,  di (E,) appartiene a quattro enneaedri della la classe esistenti 
in TI, Tu, Tnl, T" (nelle quali terne hanno comune con (E,) la colonna i~ 
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cui entra a,) e che direrno E:, E i ,  Er,  Ei; e n tre della 2% classe che 
Iiascono, ad es., dalle terne Ti,, Ti,, Ti, aventi a comune con T' l'enne- 
aedro E: e che diremo E,,, E,,, E,,. Questi tre enneaedri debbono trovarsi 
anche nelle terne Ti; (no 12) e precisamente in quelle tre Ti,, Ti,, T:, che 
contengono a,, cioè hanno a comune con T" l'enneaedro Ef e parimenti nelle 
Ti:, TI,', Tg e nelle Ti:, Ti;, 7':: che hanno rispettivamente con TI1', TlV 
comuni gli enneaedri Ei', E:. Per  l'osservazione generale fatta superiormente, 
due dei quattro enneaedri E: ,  E l ,  E r ,  Er e similmente due dei quattro 
enneaedri (E,), E,, , E,,, E,, hanno un solo piano comune: invece ogni enne- 
aedro della prima quaderna h a  comune con ognuno della seconda un triedro, 
giacchè i due enneaedri appartengono ad una medesima terna [cioè (E,), Ef 
alla 7 EE,i, El  alla Tt.]. Adunque, uno stesso piano è cornune ad otto enne- 
aedri di 1" specie (*), distribuiti in  due quaderne: due enneaedri di una stessa 
quaderna nort han.no altro piano comune; ma ciascun enneaedro di unn qua- 
derna ha comuni con ciascun enneaedro dell'altra due nuovi piani, che con 
quello formano un triedro. I l  numero di queste coppie di quaderne conjugate 
è eguale al numero dei piani, cioè 45. 

P e r  le notazioni del na0 11, gli otto enneaedri che hanno a comune a ,  sono 

L e  proprieth contenute in questo numero sono dovute a CREMONA (**). 
15. Sia 

bi b,b, b4 b; b6 6 7  b 8  b, (EJ 

(') Ci6 segiie anche dalla relazione S .  45 = 9 .40 : ovvero dall' osservare che un piano 
appartiene a 16 triedri e perb a 16 terne T, e inoltre che ognuna d i  queste terne contiene 
due degli enneaedri considcrati ed ogni erinesedro appartiene a 4 delle 16 terne. 

(") 1. c. (nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo), pag. 219. 
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un enneaedro di 2' specie, T' la terna a cui appartiene ed 

l'enneaedro di la specie che si ottiene, sostituendo ai tre triedri di (E,) i loro 
conjugati e che quindi esiste nella stessa terna TI. Introducendo nuovamente 
le denominazioni del n.' 10, si riconosce facilmente, con considerazioni ana- 
loghe alle precedenti, che gli altri tre enneaedri di 2a specie nascenti da TI 
hanno con (E,) un triedro comune, mentre i quattro enneaedri di 2a specie 
esistenti rispettivamente in T", Tu', Tlv non hanno con (E,) alcun piano co- 
mune; che quest' ultima proprieth ha luogo altresi per un enneaedro di 2" specie 
di ciascuna delle terne Tb; che gli altri tre enneaedri di 2" specie prove- 
nienti da ognuna di tali terne hanno con (E,) quattro piani comuni; e infine 
che da ciascuna delle terne T;, Tif, TU derivano tre enneaedri di 2" specie 
aventi con (E,) un piano comune e uno con un triedro comune. Cosicchè, 
rispetto ad un enneaedro di 2 a  s~ecie, gli ultri 159 si distribuiscono in quattro 
gruppi di 21, 81, 30 e 27 con nessuno, uno, tre (costituenti un triedro) e 
quattro piani rispettivamente cornuni coll'enneuedro considerato (*). 

E parimenti si dimostra che, rispetto ad un enneaedro di lu specie, i 160 
enneaedri di 2" specie si dividono in tre gruppi di 40, 108 e 12 aventi ordi- 
natamente nessuno, due e sei piani (formanti due triedr.9 comuni coil'enneaedro 
stesso: e che, rispetto ad un enneaedro d i  2" specie, i 40 enneaedri d i  la specie 
si sprtiscono itt tre gruppi d i  10, 27 e 3 aventi ordilzatamente nessuno, due 
e sei piani (costituenti due triedri) cornuni coll'enneaedro di 2a specie. 

Delle due ultime proprietà una è manifesta consegueziza dell'altra. Giacché 
se y è il nurnero degli enneaedri di la specie che hanno a comune con uno 
di 2" un dato numero di piani (O O 2 O 6) ed x il numero degli enneaedri 
di 2a specie che hanno a comune con uno di la Io stesso numero di piani, 
deve esistere la relazione 

cioè 

(') Nell'ultimo caso, i quattro triedri che ei possono formare coi quattro piani sono di 
la specie (n.' 16): il che risulta dall'osservare che (ri.' 18) i quattro piani comuni a the  
enneaedri appartengono due ad un triedro e due ad un altro triedro dei t r e  ne'quali si 
spezza ciascuno dei due enneaedri. Ad es. due tali enneaedri sono (n.' 11) 
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5 6. Triedri di la, 2" e 3' specie. Altre proprieth degli enneaedri. 

' 16. 1 triedri considerati precedentemente sono sistemi di tre piani tritan- 
genti che contengono nove rette della superficie esistenti in altri tre piani tri- 
tangenti. Ma è utile considerare tali sistemi di tre piani tritangenti, pei quali 
non abbia luogo l'ultima condiziooe. Si dica ancora triedro il sistema di tre 
piani tritangenti nei quali giacciono nove rette (distinte) della superficie e si 
chiami piano conjugato al triedro un piano che contenga una retta di ciascuno 
dei tre piani del triedro. Si hanno d o r a  tre specie di triedri: 

1.' Triedri di l a  specie, quelli che non ammettono piani conjugati; 
2.' Triedri di 2" specie, quelli che ammettono un solo piano conjugato; 
3.' Triedri di 3" specie, O Triedri di STEINER, O, come si è fatto fin 

qui, semplicemente Triedri (in senso stretto), quelli che hanno due e perb (*) 
tre piani conjugati (costituenti un altro triedro della stessa specie). 

1 triedri di 3a specie, come si sa, sono 240, distribuiti in 120 coppie di 
triedri conjugati. 

Per ottenere il numero dei triedri di la e 2a specie, si ricordi che coi 45 
piani tritangenti si possono formare 720 coppie (una coppia di piani conte- 
nendo sei rette della superficie). Sieno a,, a, i piani di una ta1 coppia e a, il 
piano che con essi forma un triedro di 3a specie. Escludendo i 6 piani di 
questo triedro e del triedro ad esso conjugato, e i 27 che passano ulteriormente 
per le sue nove rette, rimangono 12  piani, ognuno de' quali costituisce, con a , ,  
a,, un triedro di la specie. Invece si ha un triedro di 2' specie, aggiungendo 
ad a,, a,,  uno dei nove piani che passano per le tre rette di a,  (all'infuori di 
a, e dei piani del triedro conjugato ad a,  a, a,). Adunque il numero dei triedri di 

( 723 ' 2, e quel10 dei triedri di 2a specie è 2160 1" specie è 2880 = - 
17. 11 sistema delle tre paja di piani (**) 

comuni a due terne T, fornisce quattro triedri di 2" specie 

(') Cfr., ad es., CREMONA-CURTZE, 1. c., 11.' 260. 
(") Si dice pajo O coppia, secondoché i due piani tritangenti hanno O no comune una 

ret ta della superficie. 

Annali d i  Matematicn, tom0 XII. 41 
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e quattro di 3' specie 

i quali otto triedri hanno uno stesso piano conjugato, quel10 delle rette a,b,, 
a4  b4, a, 6, (n.' 8). 

Ora un pajo di piani a l ,  bl appartiene a sei sistemi (2))  ne' quali i piani 
rimanenti sono tutti differenti (n.' 9). Questi 24 piani sono per conseguenza 
i piani che non contengono rette del pajo a, b , ,  giacchè il numero di tali piani 
è appunto 45 - 2- 4.4- 3 = 24. Dato un pajo di piani a,, b, e uno qua- 
lunque a, dei detti 24 piani, si ottiene il sistema (Z), a cui i tre piani appar- 
tengono, costruendo tre dei quattro triedri (8'). Adunque, se i piani a, ,  b, si 
segano in una rettu della superficie e se a, è un altro pimo qualsivoglia che 
fzon contenga rette d i  a , ,  a,, 1' esistenxa di  uno pualunque dei quattro tr2edv.i 
di  3" specie (8') è conseguenza di quella degli a l t r i  tre. 

Que&% proprietà pub mettersi sotto un altro aspetto. Sia dato un triedro di 
2' specie b,b,b, e si costruiscano tre dei triedri (8') ;  si ottengono tre nuovi 
piani a,, a,, a, che, con quelli del triedro dato, formano tre paja di piani. 
Assunto un pajo a, b, e uno a, dei quattro piani b,, b,, a,, a,, si ottiene un 
sistema (Z), che, in virtù de' tre triedri costruiti, deve contenere i piani rima- 
nenti b,, b,, a,. Per conseguenza (ponendo b, = a ,  6, = 6 ,  b, = c, a ,  = a', 
cc4 = b', b,=cl) si ha il teorema: 

,Se a b c è un trieclro di 2" specie, e se dei quattro trzèdri a b c', a b' c, a' b c , 
a'b'c' ire sono d i  3a specie) anche i l  quarto è di 3" specie. 

In  particolare, se u b c è di 2a specie e sono di 2' specie abc', a O ' c ,  n 'b  c, 
è pure di 3a specie a'b'c'. In  questo senso si pub dire che ad un triedro di 
2" specie a b c  corrisponde uno di terza a' b' c'. In un sisteina (2) esistono quattro 
coppie di tali triedri corrispondenti; cioè i triedri (S) sono ordinatamente cor- 
rispondenti ai triedri (8'). 

Un triedro di 3a specie corrisponde a nove triedri di Y, determinati dai 
nove piani che passano per le tre rette di uno dei tre piani del triedro di 
3a specie (all'infuori del piano stesso e di quelli del triedro conjugato). La  
qua1 cosa risulta altresi dalla relazione 9 -240 = 2160 (n." 16). 

Due piani di una coppia di una terna T, i quali non si segano in una retta 
della superficie, cioè giacciono in una stessa colonna di T, formano con un 
piano qualsiasi delle altre due coppie, un triedro di la specie, giacchb questo 
piano non ha alcuna retta comune col terzo piano della suddetta colonna. Un 
triedro di 2& specie, il quale appartenga ad una terna T, deve adunque avere 
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la terna a cui esso appartiene, cioè b, b, b,, b, b, b,, b, b, b, i triedri di 3" specie 
e a, a, a,, a,a,a,, a7a,a, i loro conjugati; due piani b,, b4 formano un triedro 
di 3" specie con uno a, dei piani a7, a,, a,.. Ciascuno dei piani b,, b8, bg 
conticne una retta di a, e quindi i tre triedri b,b4b,, b, b4b,, b, b,b, sono di 
2" specie ed hanno riepettivamente per piani conjugati i tre piani del triedro 
conjugato a b, b, a,. 

1 27 triedri di 2" specie del suddetto enneaedro hanno adunque per piani 
conjugati i piani dei nove triedri conjugati a nove dei 12 triedri di 3" specie 
dell'enneaedro di la specie b, b, b,b, b,b,u,a,a, (O di b,b, b3 a4a,a, b, b,b,, O 

anche di ai a, a3 b, O, b,  b, Os b,); escludendo cioè i triedri b, b, b,, b, b, b,, a, a, a,, 
i cui conjugati sono a, a2a3, a,a,a,, b7 bah,. Ne risulta, ricordando una pro- 
prietà del n." 5, che, i 45 piani tritangenti sono dati dai piuni d i  zcn enne- 
aedro qualsivoglia (di 1" O 2" specie) e dai piani conjugati a i  triedri (di 2 a  
e 3" specie) contenuti Zn esso. 

i suoi tre piani djstribuiti nelle tre coppie di T. E poichè, come vedemmo 
testé, un triedro di 2' specie, appartiene ad un solo sistema (2),  si pub con- 
cludere (n." 9) che un triedro di 2a specie nppartieae a due sole terne T e 
perb a due soli enneacdri, che sono di  2" specie (*). 

18. Degli 84 triedri contenuti in un enneaedro di la specie, 12 sono di 
3a specie. I rimanenti 72 triedri sono tutti di la specie. Giacchè, conside- 
rando i tre piani di un triedro di 3" specie dell'enneaedro, uno qualsivoglia 
degli altri sei piani dell'enneaedro stesso, non contenendo alcuna retta di quei 
tre piani, forma necessariamente con due di essi un triedro di la specie. 

Degli 84 triedri contenuti in un enneaedro di 2 specie, 3 sono di 3a specie. 
I rimanenti 81 sono 54 d i  2" specie e 27 di 2". Cioè i triedri che contengono 
due piani di un triedro di 3a specie sono di 1" specie e si dimostra come 
dianzi: mentre i triedri che contengono tre piani appartenenti rispettivamente 
ai tre triedri di 3Qpecie sono di 2" specie. In vero, se O, b, & b, b, b, b, b,b, è 
1' enneaedro considerato e 

(') 11 che concorda colla relazione (n.i 16, 18) 

l ai b i  T E ae b, 

1 a3 b3 

a, b4 

a5 b, 

a6 b6 

a,7 b7 

a, b, 

a, b9 
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19. Vedemmo che un triedro di 3" specie ~ppartiene a quattro enneaedri, 
due di la e due di 2a specie (n." 5) e che un triedro di 2% specie appartiene 
a due enneaedri di 2" specie (n," 17). 

Ufi triedro di la specie appartiene a quattro enneaedri, uno d i  la specie e 
tre d i  2". Sia infatti a, ala8 un triedro di la specie: e sia a3 il piano che 
forma con a,, a, un triedro di 3" specie e a, quel10 che forma pure un triedro 
di 3" specie con a,,  a,. Dicasi T' la terna T individu~ta da1 triedro a,  a? a,. 
~ o i o h è  i due triedri di  3" specie qo,a., a,a,u, hanno cornune a,, e a,  non 
ha retta (della superficie) comune né con a, nè con as, 10 stegso deve avvenire 
di a,, perchè le due coppie a cui dànno origine quei due triedri hanno comuni 
le sole tre rette di a, (cfr. n." 3). Cioh i piani a,, a, appartengono alle due 
coppie di Tl, diverse da quella in cui entra a,  a, aJ e appartengono a coppie 
differenti per essere a,a, a, un triedro di 3" specie (cfr. n." 4). Dopo cib, la 
costruzione di T' non presenta alcuna difficoltà (n.' 4): e sia (ad es.) 

01 . a4 a7 - 
Tl-1 a, . a, . ai 1 .  

j a , . j a a - a ~ - l  
Questa terna T1 è l'zcnica terna T a cai appartiefie un triedro di 1" specie 
a, Ga a,, se i tre piafii del triedro debbono uppartenere uno ad uno alle tr.e coppie 
della terna, giacchè il piano a, che forma con a,, a, un triedro di la specie 
deve appartenere alla colonna in cui trovasi a, [altrimenti a,a,a, sarebbe di 
2a specie (cfr. n." 18)]. Ma il triedro a,a,a, appartiene ad altre tre terne Tu, 
TI", TIV, che si ottengono ponendo due piani del triedro dato in una stessa 
coppia (e in una stessa colonna) e tenendo di nuovo presente il n." 4:  le quali 
tre terne hanno comuni con T' 10 stesso enneaedro di la specie 

a ,  an  a3 ad asasa ,a8a9 .  
Prendendo per indicazione delle medesime quella data dallo specchio del n." 11, 
abbiamo adunque, corne asserimmo, oltre il suddetto enneaedro di la specie, 
i tre enneaedri di 2" specie 

ai a4 a7 a2 as a8 c3 C8 cg, 

ai a, a, a,  a, d2 d, 4 ,  
a i  a6 a8 az a4 as e3 es e7, 

col triedro comune a, a, a,. 
Una conferma della precedente proprieth si ha nelle relazioni (cfr. n.i 16, 18) 

54 160 2880.= 72 .40  = - a 

3 
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20. Sia a,a4 a, un triedro di la specie e 

l'enneaedro di la specie individuato da esso (n." 19). 1 triedri di 3a specie 
dati dalle coppie di piani a, a,, a, a,, a, as debbono essere completate da piani 
dell'enneaedro (n." 4)) e sieno, ad es., 

11 triedro a, a,a, deve essere di la specie, perchè, se fosse di 3' specie, i quattro 
piani a,, a,, a,, a, (ad es.) apparterrebbero ai due triedri di 3' specie a,a,a,, 
a,a,a, con un piano comune a, e anche ai due triedri di 3" specie a3aras,  
a, a, a7, pure con un piano comune as, cib che non pub essere (n." 4). Ripetasi 
ora per il triedro di la specie u,a,a, cib che si fece per a,a,a,: cioè si con- 
siderino i triedri di 3" specie dati dalle coppie di piani a,a,, a, a,, a,a7. Questi 
triedri, per l'esistenza dei due iiltimi triedri (M), non possono essere completati 
dai piani a,, a,, ae e perb debbono esserlo dai piani a,, a,, a,. Sieno tali triedri 
di 3' specie 

a3 a6 as, a3 a7 as, as a7 ~ 2 .  ( N )  

Questi e i triedri (M) forniscono tre dei quattro triedri che haiino a comune 
rispettivamente a,, a,, a,: onde nasce (n." 4) l'esistenza di questi altri triedri 
di 3" specie 

a3 ai  az , as as a,, a, as as (P) 
e aUora (n." 4) anche dei seguenti 

Gli ultimi mostrano che, facendo per il triedro di la specie a,a,a, la costru- 
zione fatta per a, adas, a, a, a7, si ritorna al triedro al ar a,. Abbiamo adunque 
questa proprieth (ponendo ai  = a ,  a, = 6, a, = c ,  a, = a', a6 = b', a, = c', 
ae = a", a, = b", a, = c" (*) : 

(') Onde il determinante (ri.' 4) 

che dB i 12 triedri (M), (N), (P), (Q), diventa 

a a' a' 

b b' b' 

C' C C' 
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S e  a b c è u.n triedro d i  la specie e sono a b c', a b' c, a' b c, u' b' c", a' 6" c', 
a" b'c' d i  3" specie, à due t r i edr i  a'b' c', a" b" c" sono d i  I n  specie e a" b" c ,  a" bcw 
a t" c" d i  3a. Ino l t re  sono d i  3 a  specie i t r i edr i  a a'a",  b b'b", c c'c" (*). 

Tali tre triedri di la specie a b c ,  a'b'c', a" b"cw, uno qualunque dei quali dà 
origine al successivo colla costruzione dei triedri di 3bpecie  dati dai suoi tre 
piani presi a due a due, si dirà che formano un ciclo. 
I nove piani d i  un ciclo costitzciscono un enneaedro d i  la specie. Coi 2880 

triedri di la specie si formano 960 cicli. Ogni enneaedro di la specie contiene 
24 cicli. 

Si ha qui un nuovo coacetto degli enneaedri di la specie che, insieme alla 
proprietà del n." 13, potrebbe essere il punto di partenza di una trattazione 
degli enneaedri indipendente dalla considerazione delle terne T. 

§ 7. Poliedri. Pentaedro principale. 

21. Nelle cose che seguono si chiama poliedro il sistema di piii piani tri- 
tangenti, due qualunque dei quali si segano in una rettn esterna alla superficie; 
ordine di un poliedro il numero dei piani che Io formano (onde in un poliedro 
di ordine n giacciono 3 n  rette della superficie); e poliedro princ-ale un po- 
liedro che non è contenuto in poliedri d'ordine superiore all'ordine di esso. 

Quali poliedri principali esistono, oltre gli enneaedri di la e 2' specie? Si 
osservi anzitutto che ognà poliedro contenente un triedro d i  3" specie è .neces- 
sariamente contenuto i n  un enneaedro. Cib segue immediatamente dall'ultima 
considerazione del n." 6. Inoltre se ulz poliedro ( d i  ordijze n>3) contiene un 
triedro d i  34 specie, contiene necessariamente anche tv iedri  d i  1" specie; giacchè, 
se a b c  d.. . è un poliedro ed a b c B di 3a specie, a b  d ,  b c d ,  a c d , .  . . debbono 
essere di 1" specie, d non contenendo alcuna delle nove rette di abc. 

Adunque, per la risoluzione del suddetto problema, basterà considerare: 

A) 1 poliedri che contengono almeno un triedro di 2" specie; 
B) 1 poliedri che contengono almeno un triedro di la specie. 

22. Prendiamo dapprima ad esaminare il cas0 A) .  Cioè abbiasi un po- 
liedro contenente almeno un triedro di 2" specie ab c. Sia a' b' c' il triedro di 

(*) Questa proprieth vale e si dirnostra identicamente per i nove flessi di una curva di 
3' ordine. Basta sostituire a piano, flesso; a triedro di 3" specie, terna di flessi in linea ret ta;  
e a triedro di la specie, terna d i  flessi non giacenti in linea retta (cfr. Nota al n.' 4). 
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3" specie corrispondente ad a b c  (cioè, secondo il n." 17, sieno abc', a b'c, 
a'bc triedri di 3" specie) ed u il piano conjugato ad a b c ,  il qua1 piano è pure 
uno dei tre piani conjugati al triedro n'b'c'. Gli altri due piani conjugati a 
questo triedro dican~i d, e. 

Ora cerchiamo i piani che non contengono rette di abc. Oltre a ,  b, c, sono 
da escludere il piano a e i sei piaui (all'infuori di a) dei triedri conjugati ad 
a b  cf, a b'c, a'b c. Poi per ciascuna delle due rette di a (e similmente di b e c), 
non esistenti su a, passano due nuovi piani, mentre per la retta a a  passano 
tre nuovi piani. bicchè restano 

piani che non contengono rette di a ,  b, c. Ed è facile indicare questi 14 piani: 
sono i due piani d ,  e e i dodici piani che passano per le sei rette di d ,  c 
(oltre d ,  e, a', b', c' e i piani conjugati ai triedri a b  cf, a b'c, n'b c) e che in- 
dicheren10 con f, f', g, g', h ,  Il', fn ,  m', n,  nt, 11, p'. 

Si facciano tre casi, cioè: 

1." Si aggiungano ad a b c  amendue i piani d, e; 
2." Si aggiunga ad a b c  un solo dei piani d ,  e; 
3." Non si aggiunga ad a b c  alcuno dei piani d ,  e. 

23. Ne1 1" caso si ha un pentaedro a b cde ,  che è un poliedro principale, 
i dodici piani f ,  f' . . . avendo rette comuni con d ,  e. I dieci . triedri contenuti 
2% questo pentaedro sono tutti di  2 a  specie. Infatti n b d (e parimenti a b  e ,  
a cd,  a ce, b c d ,  b c e) è di 2a specie, perchè abc'  è di 3" specie e d ,  essendo 
conjugato ad a'b'ç', passa per una retta di cf: e il triedro a de  (e nello stesso 
modo b d e, cd e)  è pure di 2" specie, perchè il triedro u de, conjugato ad a '  b' c', 
è di 3" specie ed a contiene una retta di a ,  piano conjugato ai triedri abc', 
a b'c. 

Viceversa: un poliedro pvincipule ct b c d.. . , di  cui og& trzédro è di  2" s~ecie, 
deve essere utz pentaedro. Poichè, considerando un suo triedro (di 2" specie) 
a b c  e ponendo le stesse denominazioni di dianzi, il piano conjugato al triedro 
di 2" specie ab d sarà pure conjugato al triedro di 3" specie abc' e quindi d 
passerà per una retta di cf; e analogamente d passerà per una retta O' e per 
una di a': cioè il piano d sarà uno dei piani conjugati al triedro a'b'c' (al17in- 
fuori di a): e perb, ecc. 

l 60 - 2 16, ognuno essendo in- .ii laumero di questi pentaed~i principali è - - 
1 O 

dividuato da un triedro di 2hpec ie  e in ognuno easendo dieci tali triedri. 
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Dato un pentaedro principale, si hanno 15 rette, quelle giacenti nei cinque 
piani di esso e 15 piani, cioè questi cinque piani e i dieci conjugati ai dieci 
triedri del pentaedro. Ognuno dei 15 piani contiene tre delle 15 rette; onde 
per ciascuna delle 15 rette passano tre dei 15 piani: il che risulta anche dal- 
l'osservare che un piano del pentaedro appartiene a sei dei dieci triedri in 
esso contenuti. Adunque, per una nota proprietà (*), le 12 rette rimanenti co- 
stituiscono una bissestupla. 

Reciprocamente: le 15 rette che si ottengono, togliendo dalle 27 rette le 1 2  
di una bissestupla, esistono in sei pentaedri principali, cioè possono essere i n  
sei modi considerate corne intersezione della superficie e di cinque piani (**). 
I 15 piuni contenenti le 15 rette sono i 5 piani di un pentaedro e i 10 piani 
conjugati ai dieci triedri di esso. 

Sicchè i 216 pentaedri principali si distribuiscono in 36 gruppi corrispow 
denti alle 36 bissestuple. 

24. Discende dalle cocie precedenti che un tetraedro, i cui quattro triedri 
sono di 2" specie, B contenuto in un pentaedro principale. Adunque i l  rnumero 
di  puei tetraedri è 21 6 . 5  = 1080. 

8. Ettredro principale. 

25. Si esamini ora il 2' cas0 (n." 22): cioè (n.' 23) si consideri ula po- 
liedro il p a l e  contenga un tetraedro appartenente ad un pentaedro principale, 
tale cioè che i suoi quattro triedri sieno di 2a specie. Per agevolare la discus- 
sione adoperiamo la notazione di SCHLAEFLI. Il triedro format0 dai piani 

C - Ci6 Ce3 C46 , 
è di 2. specie e pub concepirsi che sia uno gualsivoglia di 2a specie, inten- 
dendo che i numeri 1, 2 ,... 6 rappresentino sei simboli i,, i e ,  .., i6 e questi 
una permutazione qualunque dei numeri precedenti (con che si hanno i 60 
triedri di 2& specie contenuti ne1 sistema che nasce dall'escludere le 1 2  rette 
di una bissestupla) e inoltre che sia arbitraria la bissestupla di riferimento. 

(') Cfr. CREMONA , Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprieta deZl' esa- 
yranzmo d i  Pascal (Mernorie della R. Accad. dei Lincei, Serie III, vol. 1°), n.i 41 e seg.'. 

(.') CREMONA, 1. c., n . O  11. 
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Si ottengono immediatamente i piani 

e i quattordici piani che non contengono rette di a b c ,  

/ f=adhc.6, f r ~ b 4 ~ 4 6 ,  

d ~ ~ d g ~ i ~ ~ q j  Y =aib,ci,, g' =asbic,J, 

k =azb,c,,, 8 '=a,b2coj,  

Si c.onsiderino adunque i poliedri a cui appartiene il tetraedro a b  cd (ad es.). 
In tali poliedri non entra e (caso già considerato ne1 n." 23), né entrano f, f ,  
y, g', h ,  h', i quali piani hanno ciascuno comune una retta con d:  e possono 
evidentemente figurarvi tre soli dei sei piani m, rn', n', p, p'. Onde si hanno 
otto poliedri principali, che sono ettaedri. Questi otto ettaedri sono (*) 

c . a b d . r c m p ,  c.abd.vatm'p', 

b .  a c d  - p m l n ,  b acd-p 'mn' ,  

a - c b d . n l p m ,  a s c b d - n p ' m ' ,  

e non sono essenxialmente diversi, giacchè dai quattro di sinistra si passa ai 
quattro di destra collo scambio delle ai, bi; e si passa da1 primo al secondo, 
terzo e quarto di sinistra, scambiando rispettivamente 

1, 2;  3,  5;  4 ,  6 :  

1, 3;  2 ,  4; 5, 6: 

1, 5; 2 ,  6 ;  3,  4. 

(') La divisione di ciascun ettaedro in un piano e due terne é in  relasione colla seguente 
proprieth (n." 26), essendo corrispondenti nelle due terne due piani che vi occupano 10 stesso 
posto. 

Annali di Matematica, tomo XII. 42 
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26. Preso, ad es., l'ettaedro 

c. a b d - n r n p ,  

si trova che, dei 35 triedri che esso contiene, 17 sono di 2" specie e 18 di la. 
1 17 triedri di 2 '  specie sono: i quattro triedri del tetraedro C U  b d ,  i quattro 
triedri del tetraedro cnmp,  i triedri c a n ,  c b m ,  c d p ,  i triedri amp, bn.pl 
d n m ,  m a d ,  n b d ,  pab .  

Si ha adunque (posto x=c ,  x,=a., y,=n,  x,=b, y 2 = m ,  x3=d ,  y3=p) 
la seguente proprieth: 2 I sette piani di  un ettaedro principale s i  distribui- 
scono (in un modo .&O) in due terne x,x,x,, y,y,y, e in un piano s. Le due 
terne sono due triedri di  2. specie. Il piano s dà ckgine a triedri di  2" spccie 
con due piani qualunque di  ciascuna terna e con ciascun piano xi dell'una 
accompagnato ad un piano Yi, corrispondente, dell'altra. Altri  triedri di  2" 
specie sono dati da un piafio di  wna terfia coi due non corrispondenti del- 
l'ultra (x,y,y,, x,y,y3 ,... x,x3y ,,.. .). Si hunno cosi 17 ( = 2 $ 2 . 3 + 3 + 2 . 3 )  
trzédri di 2" specie. I rimanenti 18 (= 3 . 2  + 2 - 3  a 2) triedri (z x, y,, x x, y3,. . .: 
X, Yiye, XîYi  Y3,. .. YIxI x3,. .. .) sono d i  la specie. 

Un ettaedro principale pub scindersi in due modi e in due soltanto (zxix2x,. 
yi  yz y3 ; x y., y, y, x, x, x,) in un triedro di 2a specie e in un tetraedro di cui 
i quattro triedri sono pure di 2& specie. Laonde (n." 25) un ettaedro principale 
corrisponde a 2 pentaedri principali ed ogni pentaedro principule a 40 ettaedri 
principali: un ettaedro nascendo da un corrispondente pentaedro col soppri- 
merne una faccia e sostituirla con tre altre, che partano rispettivamente dalle 
tre rette della faccia medesima. 

Ogni poliedro principale che contiene un tetraedro, di cui i quattro triedri 
sono di 2a specie, è necessariamente un ettaedro. Questa proprieth segue im- 
mediatamente .da1 n." 25. 

Un ettaedro principale pub scompor~ii in tse modi e in tre soltanto (xi x, y, y2 
s X, y3: X, x3 y, y3 X, y2; xZ X, y, y, s xi y,) in un triedro di 2" specie e in un 
tetraedro di cui i quattro triedri sono di la specie (*). 

Siccome in ogni ettaedro principale esistono due tetraedri, i cui quattro 
iriedri sono di 2" specie e ogni tale tetraedro dà origine (n." 25) a otto et- 

8.1080 taedri principali, il numero totale di questi è (nao 24) --4320. 
2 

27. Prendasi di nuovo l'ettaedro del n." 26 

c .  ubd  .nnzp: 

(') Non viceversa ogni ettaedro che contiene un cosifatto tetraedro è principale (cfr. n." 33). 
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%=ai b, c,,, 

p = as b, c,,. 

Levando dalle 27 rette le 21 in esso contenute, le sei rette residue a,, a,, a,; 
b,, b,, b5 giacciono sopra un iperboloide, ossia formano due terne complemen- 
tari [erganzende Tr-el (*)]. 

Reciprocarnente, si abbiano le due terne complementari a,, ad, a,; b,, b,, bs 
(che si possono ritenere affatto arbitrarie, ripetendo una considerazione fatta 
ne1 n." 25). Le  21 rette rimauenti si distribuiscono (in un modo solo) in una 
bissestupla 

ai a3 a5 c46 C a  Czr 

C35C51 C g 3  62 b4 b6 

e in una coppia di triedri conjugati (di 3" specie) 

Cie c23 C45 

c34 656 ci2 

C25 ci4 c36 

Inoltre, esclusi i piani che contengono alcuna (una O due) delle sei rette a,, 
a4, as,  bi, b3, bs,  rimangono 24 piani che si distribuiscono pure in due gruppi; 
di 6, che sono quelli della top$ (C), e di 18, che passano a due a due per 
le rette di questa coppia e a tre a tre per le rette della bissestupla (B). Un 
piano ~ , , o , ~ c , ~  della coppia (C) è piano z (n.' 26) di due ettaedri principali, 
che sono completati dai 12 piani del secondo gruppo, che passano per le rette 
di (C) esterne al piano considerato; cioè dell'ettaedro suindicato c a b  d . n m p  

(') STURM, Ueber, die 27 Geraden der cubischen Fliiche (Math. Ann,, tom, XXIII), 
pag. 290. 
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e dell'ettaedro y a f i  8 v p?r , essendo 

Adunque, escluse le sei rette d i  due terne complementari, nel sistema rima- 
tzente d i  2 1 rette. (e 21 p ian9  esistono 12 ettaedri princ-di,  cioè quelle 21 
rette s i  possono pensuve, in 1 2  wtodi diversi, come I'intersezione completa della 
superficie d i  30 ordine e d i  7 piani. 1 12 ettaedri s i  dividono in sei paja,: d u e  

ettaedri d i  u n  pajo hanno lo stesso piano z :  e i sei piani  x sono quelli d i  
una copyia d i  triedri CO-uyati (*). Inoltre è evidente- che ciascuno dei 12 et- 
taedri dà i 24 p i m i  del sisterna nei proprii 7 piani e nei 17 conjugati a i  
17 triedri d i  2a specie i n  esso contenuti: la qua1 proprietà ha  luogo altresi per 
gli enneaedri e per il pentaedro principale (u.' 1 8 ,  23). 

Quindi i 4320 ettaedri princ&aZi s i  distribuiscono i n  360 gruppi corrispon- 
denti d e  360 coppie d i  terne comylewhentari. . 

28. Discutiamo infiue il 3" caso (n." 22), ne1 quale non si aggiunge ad 
a b c  alcuno dei piani d, e. Conservate le notazioni precedenti (n.' 25), suppo- 
niamo dapprima che si prendano t,re dei piani m, m ' ,  n ,  n', p ,  p'. Otto casi 
sono possibili, cioè si hanno otto poliedri principali 

a b c m n p h ,  a bcrn'n 'p 'h ' ,  

a b c n a ' n p g ,  a. b c  m nt  p' y', 

a b  c rnn 'p  f,  abcm'np ' f ' ,  

a b c m n p ' h f ' g ' ,  abcm ' r z ' ph ' f g .  

Dei quali i primi sei sono degli ettaedri principali già considerati (n.' 26), 
perchè contengono rispettivamente i tetraedri c ?z m p  , c n' m'p' ,  b n m ' p ,  b  n' mp' ,  

(') Altre proprietg del sistema di 21 rette, qui considerato, per ci6 che riçuarda la con- 
fignrazione delle rette e particolarrnente gli esagoni e doppt-esagolzi (Sechsseit, Doppel- 
sechsseit) clle si possono formare colle rette stesse, trovansi ne1 3 3 del citato lavoro di 
STURM (Math. Ann., tom. XXITI). 
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an 'mp ,  a nm'p', in ognuno dei quali entrano quattro triedri di 2a specie, come 
risulta dall'osservare gli otto ettaedri del n." 25: e gli ultimi due poliedri gono 
enneaedri [di speoie, perchè contengono triedri u bc,. .. di 2" specie (cfr. 
n." 18)]. 

Le  stesse considerazioni valgono, prendendo tre dei sei piani f, f ,  g, y', k ,  h'. 
Quindi rimangono a studiare i casi in cui si escludano due dei piani f, f', 

g,  y', h, h', aventi una retta comune (cioè f i  f', O y ,  g', O h ,  h') e insieme 
due dei piani m, m', v a ,  n', p, p' che abbiano pure una retta comune (cioè 
rn, m', O n ,  n', O p, p'). 

Ma, per escludere i piani f, f ,  occorre aggiungere una delle due coppie ~ z p ,  
n'p' e per conseguenza escludere i piani m, m'. Parimenti, escludendo y, y', 
deve escludersi l z ,  n' ed escludendo A ,  h', deve escludersi p ,  p'. Perb i tre 
casi che cos1 si presentano non sono sostanzialmente differenti, da1 primo cas0 
nascendo il secondo e da1 secondo il terzo col fare ordinatamente gli scambî 

Onde basta considerare il primo caso, ne1 quale si hanno i due poliedri prin- 
cipali 

a b c g h n p ,  abcg'h'n'p'. 

Ora, come si verifica facilmente, i quattro triedri di ciascuno dei tetraedri 
a b  hp, n cgn,  a b h'p', a cg' n' sono di 2" specie e per conseguenza (n." 25) 
i due suddetti poliedri sono degli ettaedri principali studiati precedentemente 
(n." 26). 

Si conclude che ne1 30 caso (n.0 22) nofi s i  ha alcun nuovo poliedro prirz- 
cipale. 

5 9. Poliedri che cdntengono almeno nu triedro di  1" specie. 

29. E, come adesso mostreremo, non si ha alcun nuovo poliedro princi- 
pale neppure ne1 caso B) del n." 21 : ossia i poliechi principali che contengono 
almeno un trkdro di la specie sono di  quelli già considerati (cioè enneaedri 
O pentaedri principali O ettaedri principali). 

Sia a b c  un triedro di la specie e a'b'c', awb"c" gli altri due triedri di la specie 
che con esso formano un ciclo (n." 20). Per costruire poliedri contenenti a b c ,  
dobbiamo escludere, oltre a ,  b ,  c, i nove piani dei triedri conjugati ai triedri 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



334 Ber t i n i :  Contribuzione alla teoria delle 27 rette 

(di 3' specie) a b  cf, ab' c,  a' b c e i rimanenti piani che passano per le rette di 
a, b ,  c (due piani per ciascuna retta): cosicchè restano 

piani. Questi piani sono a', b', c', a", bn, c" e i nove piani dei triedri conjugati 
ai triedri (di 3' specie) a'b'c", b' cf un, c'a' bw, giacchè tali piani contengono le 
rette di a', b', c", b' ... e perb non quelle di a ,  b, c. Indichiamo i detti nove 
~ i a n i  con a ,  p ,  y, a', Pr,  i, a", /Y"' y", e precisamente 

con a ,O y il triedro conjugato ad a' b' c", 

n a'pry' 8 n 6' C' an, 

n aw,Cl""' n n C' a' bn. 

Anzitutto si avverta che esistono i quattro enneaedri 

a b c  a'b'c'a" 6" c", 
a b ~ ' c r ~ ~ a " b " c ,  

bca'cr'p' y'bwc"a, 

c a b' a" p" cw a'' b:; 

il primo dei quali é di la specie (n." 20) e gli altri tre sono di 2a specie (n.' 13). 
Poi si osservi che le tre rette di a' appartengono ordinatamente ad a ,  P, y 

e parimenti ad a", p", Onde questi tre piani avranno con quei tre rispet- 
tivamente una retta comune. Potendosi scambiare i simboli a,  B ,  y e cosi 
a, B', y', come pure a", p", y", si pub fissare che le tre rette di a' sieno 

e similmente che le tre rette di c' sieno 

Le tre rette di b' debbono essere ordinatamente di intersezione dei piani a ,  P ,  -/ 
coi piani a', p', Y'. Ma non pub a incontrare a' in una retta della superficie, 
poiché, per la notaaione ora posta., a, a' hanno ciascuno con a" una tale retta 
comune, e queste due rette, appartenendo ad a', c', sono distinte. Si pub sta- 
bilire che a incontri P' in una retta della superficie; perchè, se incontrasse 
invece y', basterelnbe, come è permesso, fare gli scambi P,  y ;  B', y'; O", y". 
Ma allora il piano p ,  che non pub avere retta della superficie a comune con 
,û', per la ragione di dianzi, nemmeno pub averla con a', giacchè, se cib acca7 
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desse, i residui piani y, y' dovrebbero incontrarsi in una retta della superficie, 
cib che, per la stessa ragione, non pub essere. Dunque le tre rette di b' sono 

Raccogliendo, si hanno quindi le seguenti rette della superficie (essendo a ua" 

retta comune ai  piani a ,  a, a"; ecc.): 

a' CC a", a' P P", a' y y", 
, t I I  

C a  a ,  C' fi' Pt', C' y", 

b ' n p ' ,  b ' B y ' ,  b ' ~  a', 

ctl a , c" P , cl1 Y 7 

a'' a' , a" P r ,  a" y' , 
brl u", brr plr, ar t  1 

Pistinguiamo i poliedri contenenti abc ,  cioè che si ottengono coll'aggiungere 
ad abc  piani scelti fra i quindici a', b', c', a", b", c", a ,  0,  y ,  cc', Br, y', a", B", y", 
in tre classi: 

1.0 Classe. - Aggiungasi ad a bc almeno due dei piani a', b', cf ,  a", b", c". 
Si hanno i seguenti quattro casi (poichè a b c a' cf. .  . si tratterebbe corne 
abca'b' ...; ecc.): 

a b c a ' t ' , . ,  , 
abca 'a"  ... , 
a bca"ltf '... , 
abca '  h" ... . 

Ne1 primo e secondo, esistendo le rette (If), non si pub aggiungere alcuno dei 
piani a ,  P,  y, a', Pr ,  y', a", B", y" e perb ai hanno poliedri contenuti nell'en- 
neaedro (El). Ne1 terzo cas0 sono disponibili a', b', c', cc', a,  f i ,  y: ma devonsi 
escludere a', b' che dànno nuovamente il secondo caso (a b c a' a". . . ; a b c b' b". . .). 
Dei piani rimanenti se si aggiunge c', non si aggiungerà c" per non ricadere 
nello stesso secondo caso, ma si potranno aggiungere a ,  B ,  y e si otterrà un 
poliedro contenuto nell' enneaedro (E,). Che se escludasi c', potrà aggiungersi c" 
e allora non a, p ,  7; ovvero potranno aggiungersi a ,  P, y e allora non c": 
cioè si otterrà un poliedro contenuto in (El) O (E,). Finalmente ne1 quarto cas0 
ponno aggiungersi b', c', a", c", a', fi', y ' :  ma devon0 esdudersi b', c', a", crr, 
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perchè si ritorna al primo, secondo e terzo cas0 già esaminati; e, aggiungendo 
a', p', y', si ottiene un poliedro contenuto in (E',). 

2: Classe. - Aggiungasi ad a b c  uno solo dei piani a', bf, c', a", b", c". 
Si hanno due casi essenzialmente disfinti: 

abca '  ... , 
abca"  ... ; 

ove s'intende che i piani da aggiungere sono dei nove a ,  ,O, y ,  a', P', y', a", 

P", y". Ma, per le (H), ne1 primo cas0 ponno aggiungersi soltanto ccf, Br, y' e 
ne1 secondo soltanto a,  p, y ,  a", ,Y"' y": e si ottengono poliedri gi+ discussi 
(n." 22), perchè contenenti triedri di 2" specie. Ciob sono di 2a specie (ne1 
primo caso), 

a a' a', a a' p', w a' y', 

a b  a', a b  p', a b  Y', 

a c a', u c B I ,  a c  y', 

e (ne1 secondo caso), 
a u l ' a ,  aa"B , a a U 7 ,  

b c a ,  b c p ,  b c y ,  

a b  a", ab B", a b  y", 

1 precedenti triedri provengono infatti dagli enneaedri di 2' specie (E,), (E',), 
(E",) prendendo in ogni enneaedro tre piani appartenenti rispettivamente ai 
tre triedri di 3' specie di esso (n." 18). 

3 a  Classe. .- Aggiungasi ad a b c  nessuno dei piani 'a', b', cf, a", b", c '  

e perb soltrtnto dei piani a ,  P ,  y ,  a', Br,  y', a", O", Y". Per l'esistenza dei triedri 
di 25pec ie  ora indicati, anche qui si hanno poliedri già studiati. 

30. Si ha adunque il teorema: 
I po1zédr.i principali sono 1' enneaedro di  1" s~ecie, l'enneaedro di 2 a  specie, 

E'ettaedro e i l  pentaedro (prhcipul.2) considerati lzei $9 7, 8. Cioè: qualunque 
poliedro che si pu6 formare coi 45 piani tritangenti é uno dei yuattro prece- 
denti O 2 contenuto in  essi. 
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§ 10. Tetraedri. 

31. Ci proponiamo orn, coll'ajuto del precedente teorema, di procedere 
alla determinazione di tutti i possibili poliedri. A ta1 fine introdurremo la nota- 
zione (t,, t,, ts)n per indicare un poliedro di ordine 1.1, i cui triedri sono t, di 
la specie, t, di 2a e ta di 3" (cfr. n." 40): onde sarà 

El corninciando dai tetraedri, consideriamo dapprima quelli nascenti da uiî 
enneaedro di la specie 

ai a2 a3 a4 as  a6 a7 as as ,  (E,) 
di cui i triedri di 3"pecie sieno dati da1 determinante (n." 4) 

Si hanno due specie essenzialmente distinte, (4, 0 ,  O)*, (3 ,  0, l)4. Poicliè se 
si prenda un triedro di la specie a,a,a,  e si considsrino i duc altri triedri di 
la specie a3as  a,, a, a,a, che con quel10 forlnano un ciclo, B evidente (n.' 20) 
che i tre tetraedri a, a,a, a,, a, a,a,a,, a,a,a,a, contengono ciascuno quattïo 
triedri di IR specie e sono i soli esistenti nell'ennezledro e aventi a coinune il 
triedro a,  a, a,, i quali godono di tale proprieth. Dall' enneaedro nascono quindi 

7 2 .  3 
(n." 18) 54 = - tetraedri (4, 0,  0)' e perb, non potendo due enneaedri di 

4 

la bpecie avere a comune un tetraedro (cfr. n." 14), il numero totale di quei 
tetraedri è 2160 == 54 40. Che se un tetïaedro u, a, a, a i ,  proveniente dall' eii- 
neaedro, contiene un triedro di 3" specie a,a,a,,  gli altri t re  triedri sono di 
la specie (n." 18), cioè si ha un tetïaedro (3, 0, 1)" Di questi, in ogni ennc- 

(') A questo determinante, per la deteminazione dei sunnominati triedi4, si possono Sosi'- 
tuire a l t r i  cinque, per es., 

I CI ,  a, n, 

a5 a6 ' 4  

a3 a7 au 
ecc. 

Annali d i  AIatcmatica, tomo X I I .  
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aedro, esistono 72 = 12 .6  e perb il loro numero totale è 2880 = 72.40: il che ' 
segue altres3. da1 notare che un triedro di 3" specie è comune a due enneaedri 
di la specie (n." 7) e quindi entra in 12 tetraedri (3,  0,  II4. 

8ia ora 
b, b, b, b,  b, b, b, b, b, (Ez) 

un enneaedro di 2" specie, le tre terne in cui è diviso essendo i suoi tre triedri 
di 3' specie. Si hanno tre specie di tetraedri dei tipi 

Il primo e il secondo (na0 18) sono rispettivamente tetraedri (3, 0, q4, (4, 0, O)'. 
Il terzo è un tetraedro (2, 2 ,  0). Il  numero di questi ultimi contenuti nell'en- 
neaedro è manifestamente 81 - 3 9 . 3  e per conseguenza il loro numero totale 
è 12960 = 81.160; poichè due enneaedri di 2" specie possono avere soltanto 
a comune un tetraedro (4, 0 ,  O)4 (cfr. Nota al n." 15). 

Infine dall'ettaedro principale (n." 26) 

si hanno tetraedri di yuesti tipi 

dei quali il primo a sinistra è un tetraedro (0, 4 ,  0)" di quelli (i soli) pure 
contenuti in un pentaedro principale e dei quali già trovammo il numero totale 
(n." 24); l'ultimo a destra è un tetraedro (4, 0, O)4 e i rimanenti sono tetraedri 

(2, 2, 0l4. 
Che i tetraedri (4, 0 ,  0)4 contenuti nell'enneaedro di la specie siano di 

quelli esistenti in un enneaedro di 2" specie e in un ettaedro principale e che 
la stessa cosa si verifichi per i tetraedri (3, 0, 1)4 che si trovano nelle due 
specie di enneaedri e per i tetraedri (2, 2, O)4 che stanno nell'enneaedro di 
2" specie e nell'ettaedro principale, risulta da1 teorema seguente. 

32. Un tetraedro d i  c u i  i pzcattro t r i edr i  sono d i  1" specie, ovvero i r e  d i  
1" specie e uno  d i  3a, giace in un enneaedro d i  la specie e in u n o  d i  2a specie. 
Un tetraedro d i  cu i  due t r i edr i  sono d i  1" specie e due  d i  2 a ,  giace in zm en- 
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neaedro di 2" specie, Giacchè, se a b c  è un triedro di la specie e si riprendono 
le considerazioni e le notazioni del § 9, si possono aggiungere ad a b c, quin- 
dici soli piani a', b', c', a", b", c", a, fi, 7, a', Pr,  y', a", p", y " ;  onde si otten- 
gono 15 tetraedri a cui appartiene abc. Dei quali, i tetraedri 

abca", abcb", abcct', 

contenenti ciascuno quattro triedri di la specie (n." 18), esistono nell'enneaedro 
di la specie (E,) e rispettivamente negli enneaedri di 2" specie (E,), (Er,), 
(Er',): i tetraedri 

abcc', abca', abcb', 

menti ognuno tre triedri di la specie e uno di 3", stanno pure in (E,)  e or- 
dinatamente in (G), (E",), (E",): e infine i tetraedri 

a b c a ,  a b c p ,  a b c y ,  

abca ' ,  a b c p ' ,  abc7 ' ,  

abca", abc@', abcyu,  

cadauno con due triedri di la specie e due di 2", giacciono rispettivamente 
nei detti enneaedri (E,), (E',), (E",): c. d. d. 

5 I l .  Pentaedri. 

33. Per ottenere i poliedri di ordine n > 4  contenuti in un enneaedro di  
la specie, è utile osservare che esis te~à in essi airneno un triedro d i  3" specie. 
Poichè, considerando uno dei cicli di triedri di 3' specie a, a, a,, a, a, u,, a, a, a, 
contenuti nell'enneaedro (n.' 20), se non si aggiunge ad a,a,a, alcuno dei piaui 
a,, a,, a,, dovranno aggiungersi almeno due dei piani a,, a,, a,, e perb ecc. 

Quindi, mantenendo per un enneaedro di la specie le notazioni (E,), (D) 
del $ 10, si hanno i due tipi di pentaedri 

(secondochè il quinto piano a, dà col quarto a, un triedro di 3" specie corn- 
pletato dai piani a,, a,, a,, oppur no), che sono rispettivamente (8, 0 ,  Z)5, 
(9, 0 ,  l)5. Il numero dei primi è 2160 = (6 . 9) . 40 e quel10 dei secondi è 
2880 = (6 .12)  -40. 
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Da un enneaedro di 2" specie (E,) (§ 10)) si ottengono questi tipi 

il primo dei quali è (9, 0, 1y ed è di quelli trovati dianzi, giacchè nasce anche 
dall'enneaedro di la specie, che (n." 13) proviene da (E,) col sostituire a b, b8 b9 
il triedro conjugato. Il secondo e il terzo sono (6, 3, 1)5, (6, 4,  0)". Si hanno 
4320 = (3 . 3 - 3 )  . 160 poliedri (6, 3, 1)j e 12960 -= (3 . 3 3 - 3) . 160 poliedri 
(6, 4 ,  Oj5. 

Da un ettaedro (P) derivano i tipi 

11 secondo e il quarto sono pentaedri (6, 4, O)5. Il primo è un pentaedro 
(4, 6 ,  O)5 e il terzo (5, 5, O)5. 

l n  un pentaedro (4, 6, 0)" c' è (n." 26) un tetraedro (e uno solo) x xix,x3, 
di cui ogni triedro è di 2' specie. E da un cosifatto tetraedro nascono sei pen- 
taedri di quella specie [cfr. n." 25 (*)]. Adilrique (n.9 24) il numero dei pen- 
taedri (4, 6, O)5 è 6480 =.IO80 - 6. Donde risulta che da un tetraedro (2, 2 ,  O)4 
s i  r.icuvano due (e due soli) pentaedri  (4, 6 ,  o )~ ,  giacchè in un ta1 pentaedro, 
esistono quattro di quei tetraedri ( x  xi x, y , ,  x z, x, y,, xx, x, y,, xi x, x, y,) e si 

12960 .2  
ha appunto (n." 31) --= 6480. Determineremo fra poco (n." 35) il nu- 

4 
mer0 dei pentaedri (5, 5, lntanto qui osserviamo Che i cinque te traedri  
contenuti  in un fale  pentaedro sono t u t t i  (2, 2,  0)". 

1 pentaedri (6,  4,  provenienti dall'ettaedro principale sono d i  quelli che 
provengono dall'enneaedro d i  2' specie, in virtù del teorema seguente. 

(') Prese le indicazioni di questo numero, i sei lentaedri sono 

a b c d n ,  a b c d m ,  a b c d p ,  

a b c d n e ,  n b c d m ' ,  n b c d p ' .  
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34. Un pentaedro, i cui 10 tr!edr.i sono 6 di la specie e 4 di 2 a  specie, 
esiste in un enneaedro di 2" specie. 

In vero i pentaedri, colla detta proprieth, contengono per il numero prece- 
dente, un tetraedro i cui quattro triedri sono di 1" specie (cioè bi b, b, b5 b, il 
tetraedro b, b, b, b, e x x, x, y, y,, xi x, x, y, y,, il tetraedro x, x, y, y,). Ora, ripi- 
gliando le notazioni del Ej 9, i soli tetraedri a cui dB origine un triedro di  
la ~pecie a b c ,  aventi gli altri tre triedri pure di la specie, sono (n." 32) 

abca", abcb", abcc". 

Ma, esistendo l'enneaedro (E,), non si hanno (cfr. ne0 33) pentaedri della specie 
voluta coll'aggiungere a', bf, c': mentre aggiungendo gli altri piani a,  P ,  y, 
a', Br,  y', a", Pt', y'f, si ottengono, tenendo presenti le rette (H), i soli pentaedri 

~l, t c a" a", a b c b" a', a b c cf' a", 

a bca"P", abcb"Ff, abcc"B", 

i quali sono contenuti negli enneaedri di 2' specie (E,), (E'.,), (Eu,): c. d. d. 
33. E,  continuando nelle stesse notazioni, si osservi che un tetraedro 

(2, 2,  O)', ad es. il tetraedro (n." 32) a bca,  appartiene a nove (soli) pentaedri 

came è chiaro, osservando le rette (H). Di questi i primi cinque sono conte- 
nuti nell'enneaedro (E,); mentre i quattro rimanenti non sono contenuti in alcun 
enneaedro. In vero il tetraedro a b c a  appartiene al solo enneaedro di 2' specie 
(EJ (Nota al n." 15) e il triedro a b c  al solo enneaedro di la specie (E,) 
(n." 19): nei quali due enneaedri non esistono i detti quattro peutaedri. Se ne 
trae (n.' 33, 34) che questi quattro pentaedri sono quelli contenuti ~oltanto nel- 
l'ettaedro principale, cioè (4, 6 ,  0)5, (5, 5, e precisamente due dei primi 
(n." 33) e quindi due dei secondi. Adunque, ogni tetraedro (2, 2 ,  0)' è co- 
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mune a due pentaedri (5, 5, O)5 e perb, in un ta1 pentaedro esistendo (n." 33) 
cinque tetraedri (2,  2 ,  O)', il numero dei pentaedri (5, 5, O)5 è (n.' 31) 

12960 - 2 
5184 - , 

5 12. Esaedri. 

36. Dall'enneaedro di 1" specie (E,) ($ 10) si hanno i due tipi di poliedri 
(cfr. n." 33): 

a iu2a3a4a5a6 ,  

il primo dei quali è (18, 0, 2)6 e i'altro (17, 0, 3)6. Ogni triedro di 3% specie 
1 2 . 2  di (E,) entra in 2 di quelli e 18 di questi; e perb in (E,) esistono 12 = - a 

12  - 18 dei primi e 72 = - 
Y 

dei secondi. Per conseguenza il numero degli esaedri 

(18, 0, 2)6 è 480 = 12.40 e queilo degli esaedri (17, 0, 3)6 è 2880 = 72 40. 
Dall'enneaedro di 2" specie (Ez) ($ 10) nascono i tre tipi 

che sono ordinatamente (18, 0, 2)6, (13, 6, 1)6, (12, 8, 0)". Che i pentaedri 
(18, 0, 2)6 che qui si ottengono, sieno di quelli che esistono in un enneaedro 
di 1" specie, segue subito dall'osservare che l'esaedro b, b, b, h, b, b, esiste nel- 
l'enneaedro di la specie dedotto da (E,) col sostituire al triedro (di 3" specie) 
b7bab9 il suo conjugato (n." 13). Il  numero degli esaedri (12, 8 ,  0)" 4320 = 
( 3 . 3  3). 160: e quel10 degli esaedri (13, 6, 1)6 è 8640=(2 .3 .9) .  160. 

Dall'ettaedro principale (P) ($ 10) si hanno i tipi 

il primo è (10, 10, 0)" il secondo (12, 8, 0)". Il poliedro (10, 10, O)", con- 
tiene un (solo) tetraedro x x i x , x 3 ,  di cui i quattro triedri sono di 2" specie 
( a o  26): ma da un tetraedro di ta1 sorta provengono 12 di quei poliedri, corne 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e dei 45 piani tritangenti di una superjîcie di  30 ordine. 343 

si ricava dalle cose del n.' 25 (*): quindi il numero degli esaedri (10, 10, O)C 
è (n." 24) 12960 = 1080.12. Questo essendo pure (i1.O 33) il numero dei pen- 
taedri (6, 4 ,  O)5 ed esistendo in un esaedro (10, 10, 0)B due di tali pentaedri 
(axixz yiye, x1xex3yiy2), si ha che un pentaedro (6, 4 ,  O)5 appartiene a due 
esaedri (10, 10, 

Il pentaedro (12, 8 ,  0)Qhe proviene da un ettaedro principale è di quelli 
che si trovano in un enneaedro di 2" specie, per la seguente proprietà. 

37. Un esaedro di  cui i 20 triedri sono 12 di 1" specie e 8 di 2 a  esiste 
in un enneaedro di 2" speczè. 

In  vero ciascun esaedro avente la detta proprietà contiene sei pentaedri 
(6, 4 ,  0)": cioè (n." 36) b ib2b rb5b7b8  i pentaedri b,b,b,b,b,, b,b,b,b,b8 ,... e 
xiX2X3yiy0y3 i pentaedri xix,x3y,y,, xix,x3yiy,,... 

Ora da un pentaedro (6, 4 ,  0)" ad es. da1 pentaedro a bca"a (n.' 34), ri- 
tornando nuovamente alle indicazioni del 6j 9 e ricordando le rette (H), na- 
scono sei (soli) esaedri 

abca"ab", ahcar 'uc ' ,  

Di questi i primi quattro sono contenuti nell'enneaedro di 2' specie (E,) (5  9) 
e sono i due primi (13, 6 ,  1)6 e i due secondi ciascuno con 12  triedri di 
1" specie e 8 di 2". 1 due rimanenti a b  CU"  a$"' a bcd 'a  y" debbono essere 
(1O7l0,  O il ohe risulta, O dall'osservare che non sono contenuti in alcun 
enneaedro (cfr. n.' 35), O da una proprietà dell'esaedro (10, 10, avvertita 
alla fine del n." 36. Adunque dei sei esaedri suddetti soltanto a b c a " ~  f i ,  
a bcd 'a  y contengono 12 triedri di la specie e 8 di 2" ed esistono in (E,) 
(5  9): c. d. d. 

(') Da1 tetraedro c  a b  d  nascono i 12 esaedri 

c a b d m n ,  c a b d m p ,  c a b d n p ,  c a b d m ' n ,  c a b d m p ' ,  cccbdnpe,  

cabdm'n ' ,  cabdm'p ' ,  cabdn 'p ' ,  c a b d r n  n', c n b d m ' p ,  c n b d n ' p .  

E qui si avverta che un esaedro c a b  d m n  entra in 2 ettaedri 

c . a b d . n m p ,  d , a b c . n m p '  

e in ciascuno figura col10 stesso tipo. Invece il pentaedro c a b mn, che fA parte dell'esaedro 
c a  6  d m  n ,  entra negli stessi due ettaedri, ma vi  figura con tipo diverso. Ci6 spiega l'q- 
parente contraddizione dell'essere, nello specchio del 14, j = 1 per il pentaedro (6, 4, 0)" 
ne1 tipo z x, x, y, y, e j = 2 per l'esaedro z 3, x, x, y, y,. 
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8 13. Ettaedri. Bttaedri. 

38. È facile vedere che un enneaedro di la specie (E,) (5 10) dà origine 
al solo tipo di ettaedri ' 

a,  a, a, a,  0, a, a, 

(contenente due triedri di 3a specie a,a,a3,  a,a,u, che non hanno alcun piano 
cornune), e che in un enneaedro di 2' specie CE',) (§ 10) esistono i due tipi 

I ) ,  b2 b3 br O 5  h7 b8. 

Queati tre ettaedri sono ordinatamente (30, 0, 5)7, (24, 9, 2)7, (22, 12, 1)7: ed è 

1440 = (3 - 12). 40 il numero degli ettaedri (30, 0, 5)', 
1440 = 9 -  160 n n (241 91 2)7, 

39. Infine dagli stessi due enneaedri menzionati ne1 numero precedente 
provengono ottaedri dei due tipi 

a 1 a ~ G a 4 a ~ a 6 & a ~ ,  

bi bz b 3  b, b, 6, b, bs; 

che sono (48, 0, 8)8, (36, 18, 2)8. Il numero dei primi è 3'60 = 9 . 4 0  e quel10 
dei secondi 1440 = 9 -160. 

5 14. Speceliio riassnntivo dei poliedri. 

40. Dai $$ 10, 11, 12, 13 (in particolare dai teoremi dei n.' 32, 34, 37) 
discende la notevole proprietà: - UN polzédro è pienawenfe definito du i  1221- 

meri  12,  t , ,  t,, i$ (n." 31) (*) -. Cioè: ln  specie d i  u n  jloliedro b data dalla co- 
wscenza  dell'oj-dine, del nun2eq.o dei triedl-i d i  la specie, de2 nunîero d i  quelli 
d i  2a e del lzivmero d i  quelli  d i  3a. In  alfre parole: i poliedri) pei quali qztei 
yuattro rnumeri sono g l i  stessi) godorzo delle rnedesilne p rop i e th .  

41. Chiudiamo questo lavoro col riassumere nello specchio seguente i ri- 
sultati precedentemente ottenuti sui policdri. Tutti i po~sibili poliedri si distri- 

f i i n - l ) ( n -  
(') T r e  qualiinque dei quali, per la relâzione 1, + t ,  + t ,  = " , determinana 

1 - 2 . 3  
il quarto. 
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buiscono in 27 specie [prescindendo dai sistemi di due piani (coppie O diedri), 
che formano una specie sola] e sono 3 di triedri, 4 di tetraedri, 7 di pentaedri, 
5 di esaedri, 4 di ettaedri, 2 di ottaedri e 2 di enneaedri. 

Nello specchio si trova anche l'indicazione dei tipi. Ma tale indicazione non 
ha valore in senso assoluto, i varf tipi di una stessa specie essendo poliedri 
identici (n.' 40). 1 tipi di un poliedro sono gli aspetti O i modi, ne' quali esso 
entra nei differenti poliedri principali e in uno stesso ~oliedro principale. E, 
per l'indicazione dei tipi,' s'iniendono rappresentati l'enneaedro di la specie 
dalle notazioni (E,), (D), quel10 di 2" specie da (E,), l'ettaedro principale da 
(P) ($ 10) e il pentaedro principale dalla notazione 

ci c 2  c3 C5. 

Ad es., il pentaedro (6, 4 ,  0)5 entra sotto l'aspetto O tipo b,  b, b, b, b, nel- 
1' enneaedro di 2" specie e nei due aspetti O tipi diversi z xi x, y, y,, xi x, x, y, y, 
nell' ettaedro principale. 

Di fronte ad ogni tipo sono posti due numeri; uno i dà il numero dei po- 
liedri in quel tipo .the esistono ne1 poliedro principale a cui il tipo stesso si 
riferisce, l'altro j il numero di tali poliedri principali ai quali appartiene un 
poliedro in quel tipo. 

Cosi, tenendo l'esempio precedente, cioè considerando pentaedri (6, 4, 0)5, 
si ha che ne esistono 81  del tipo b,b,  b4 b5 b, nell'enneaedro di 22 specie e 1 
di quel tipo entra in un solo tale enneaedro: che ne esistono 3 del tipo 
x x i  x, y, y, in un ettaedro principale e nuovamente 1 del10 stesso tipo entra 
in un solo tale ettaedro: e infine che ne esistono 6 del tipo xi x, x, y, y, in un 
ettaedro principale e 1 fa parte di due tali ettaedri. 

I l  numero i si trova facilmente. Il  numero j si calcola, osservando che, se 
N N è il numero dei poliedri di una specie, il numero j - deve essere eguale a 

Z 

40 (numero degli enneaedri di la specie) se il tipo di quei poliedri, che si con- 
sidera, appartiene all'enneaedro di la specie; ovvero a 160, O a 4320, O a 216, 
se il detto tipo appartiene invece all'enneaedro di 2" specie O all'ettaedro prin- 
cipale O al pentaedro principale. 

La  somma dei numeri i e la somma dei numeri j di tutti i tipi di un po- 
liedro di una data specie che entrano in un poliedro principale, sono rispettiva- 
mente il numero totale dei poliedri di quella specie che entrano ne1 poliedro 
principale considerato e il numero totale di tali poliedri principali ai quali 
appartiene un poliedro della stessa specie. 

Ad es., (640)" entra 9 (= 3 +6) volte in un ettaedro principale e appartiene 
a 3 (=: 1 + 2) ettaedri principali. 

Annuli d i  Matematica, tomo XII. 44 
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DICHIARAZIONE. 

In questi giorni i librai Fratelli B o c c ~  hanno pubblicato un volume 
intitolato : Calcolo diferenaiale c Principii d i  Calcolo U~tegrale. In capo al 
frontispizio è stato messo il mio nome, e nella Prefazione si afferma che, 
oltre al corso dato da me nell'Universit8 di Torino, quel volume contiene 
iniportanti aggiunte e qualche modificazione e varie annotazioni, che si pre- 
mettono. Perché non mi si attribuisca ci6 che non è mio, debbo dichiarare 
che non ho avuta alcuna parte nella compilazione dell'accennato volume, e 
che tutto é dovuto a quel giovine egregio che é il dottor GIUSEPPE PEANO, 
sottoscritto alla Prefazione e alle Annotazioni. 

Ange10 Genocchi. 
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