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Sul grado e sopra i discriminanti di una
equazione algebrico differenziale del
primo ordine fra quattro wvariabili e
della sua primitiva completa algebrica.

(Nota di¢ Fraxcesco p’Arcas, a Padova.)

1. Il chiarissimo prof. Ferice Casoratr in una importante Nota letta nel-
I’adunanza 6 luglio 1876 del R. Istituto Lombardo di scienze e lettere ed
avente per titolo: Sulle soluzioni singolari delle equazioni alle derivate par-
ziali, stabilisce il legame esistente tra il grado di una equazione algebrica
alle derivate parziali di primo ordine fra tre variabili, che si suppone ammet-
tere una primitiva completa algebrica, ed il grado di questa primitiva e tra
i discriminanti delle medesime equazioni. Secondo il prof. Casorari, algebrico
differenziale vien detta una equazione o legame fra piti variabili quando tale
legame si possa esprimere con un numero finito di operazioni algebriche da
farsi sui simboli delle variabili e delle derivate parziali di una fra queste ri-
spetto alle altre. Tale equazione si pud sempre supporre ridotta a forma ra-
zionale intera rispetto a questi simboli. La primitiva completa & algebrica
quando il legame che esiste tra le variabili e le costanti & pure espresso con
un numero finito di operazioni algebriche a farsi su queste quantitd. Il discri-
minante dell’equazione alle derivate parziali si intende preso considerando le
derivate parziali, quello della primitiva completa considerando le costanti ar-
bitrarie come le variabili della forma della quale s1 calcola il discriminante
medesimo.

“Sia
fi@, ¥, 2, & 7)=0

fi(gy n=0, (a)

Annali di Matematica, tomo XII, 1

o pit semplicemente
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2 D’Arcais: Sul grado e sopra ¢ discriminants

£, n essendo le costanti arbitrarie, la primitiva completa algebrica; ovvero,
posto %, % in luogo di £, »,
fE&, §)=O

essendo ora f una funzione razionale intera ed omogenea di ¢, %, & i cui coef-
ficienti sono funzioni razionali intere di z, y, 2.
Sia

Fi(p, 9=0.
la equazione algebrica alle derivate parziali, dove al solito p=—g—i 0z

s = 8—1- ’
Y
ottenuta eliminando le &, » tra la (@) e le sue derivate rapporto alla = e alla

y; ovvero, posto —};; —% in luogo di p, ¢

F(p, q, 7')=0

essendo allora ¥ funzione razionale intera ed omogenea di p, ¢, 7 i cui coef-
ficienti sono funzioni razionali intere di z, ¥, z.

11 prof. Casoratr ha dimostrato che se n & il grado della primitiva rapporto
alle costanti, #® & in generale il grado della equazione alle derivate parziali
rapporto alle derivate, ma che tale grado pud riuscire minore in casi parti-
colari. A questo risultato Egli & pervenuto mediante una ingegnosa conside-
razione geometrica.

Relativamente al discriminante G della F'=0 e ¢ della f=0, prendendo
in speciale esame il caso n =2, dimostra che se I’equazione alle derivate par-
ziali ¢ del terzo o quarto grado rispetto alle derivate ed ammette una primitiva
completa di secondo grado rispetto alle costanti arbitrarie il suo discriminante

e nullo (*); ed in seguito, prendendo a considerare il caso in cui
f=c+ln+mé+nky,

nel quale la F'=0 risulta di secondo grado nelle derivate, trova tra i diseri-
minanti una relazione semplice ed importante, ed introduce nella equazione
alle derivate parziali il discriminante ¢ invece di una delle funzioni ¢, 7, m,

(") Questo teorema & contenuto nel seguente generale, che si pud facilmente dimostrare
col metodo del prof. CasoraTI.

Quando U equazione a derivate parziali fra tre variabili ¢ del grado n?, n*—1,
n?—2,... w41, rispetio alle derivate ed ammette una primitiva completa di grado n
rispetio alle costanti arbitrarie, il suo discriminante ¢ nullo.
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di una equazione algebrico differenziale del primo ordine, ecc. 3

n (*), riducendola ad una forma che, insieme colla relazione tra G e g, &
di fondamentale importanza per lo studio delle soluzioni singolari.

Nella presente Nota, con analoghi procedimerti, vengono studiate le equa-
zioni algebrico differenziali di primo ordine fra quattro variabili, stabilendo la
relazione tra i gradi della equazione e della primitiva completa, il modo col
quale il grado della equazione alle derivate parziali pud riuscire minore del
normale, i casi nei quali G & zero identicamente, e determinando la relazione
tra g e G in un caso particolare quando n=2.

2. Si abbia I’equazione
fi¢, n, =0, (1)
dove &, », ¢ indicano delle costanti arbitrarie, f, & una funzione razionale
intera di grado » delle &, », ¢ i cui coefficienti sono funzioni razionali intere

delle variabili z, ¥y, 2, w.
Derivando la (1) rapporto alle variabili indipendenti x, y, 2 e posto

_ow _Bw. r——-a—ﬂ
=% g——ﬁ/ Y

(") Un altro caso nel quale si arriva facilmente a stabilire la relazione tra i discriminanti

g e G é il seguente:
Essendo # =3, sia

f=an"t+ o084 cPn+ 2098 =0.
Allora le curve di terzo ordine (§, n, § coordinate)
=0, =0, v=0, f-=0

passano, per qualunque valore di @, y, #, pei punti
E=O, ‘I]’=O; n =0, §=0; £E=0, {=0

in modo che risultano nel primo punto tangenti alla retta £ =0, nel secondo alla q=0,

nel terzo alla §=0.

Potremo prendere
g= 27abc + 813;

e posto
k=| a b ¢ 1
a, bz ¢z I,
ay b, ¢
a, b, ¢, 1,
dove a,, 4y, a.,... indicano le derivate di a,... rapporto ad , ¥, &, si trova

G = k%g.

Anche qui si introduce facilmente g in vece di una delle @, b, ¢, ! nella equazione alle
derivate parziali,
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4 D’Arcais: Sul grado e sopra © discriminants

otteniamo
[t wp=0
[y +wg=0 (2)
fliz +f'1wr=07

dalle quali e dalla (1) eliminando £, », ¢ otteniamo una equazione della forma
Fi(p, ¢, =0 ®)

dove F, & una funzione razionale intera di p, ¢, » 1 cui coefficienti sono fun-
zioni razionali intere di z, v, 2, w.

E u q

Ponendo poi pai i in luogo di &, », ¢ € —’%: —'-;; —% in Juogo di
P, ¢, r le equazioni (1), (2), (3) assumono la forma
fE n, & v)=0 )

pp="1"=E n, & ©)
pq="1yCE n, & V)
pr=1s(&, 7, &, v)
ps=fwl, n & 0) )
F(p, 9, r, 5)=0; G))

ed allora nella equazione (1) (primitiva completa algebrica) f & una funzione
razionale intera ed omogenea di grado = delle &, 5, ¢, v e nella (3) (equa-
zione algebrica alle derivate parziali del primo ordine) F' & razionale intera
ed omogenea di un grado, che indicheremo con N, rispetto alle p, ¢, r, s.

Determiniamo N. Adottando il metodo geometrico cosi opportunamente te-
nuto dal prof. Casoram: nella Nota citata, noi potremo supporre le &, », ¢, v
siano le coordinate omogenee dei punti di uno spazio (primo) e p, ¢, r, s le
coordinate dei punti di un altro spazio (secondo).

Le formole (2)° stabiliscono una corrispondenza tra i punti del primo spazio
e del secondo per modo che alla superficie (1) del primo spazio corrisponde
nel secondo la superficie (3). In questa guisa una equazione alle derivate par-
ziali di primo ordine algebrica fra quattro variabili z, v, 2, w stabilisce una
corrispondenza fra i punti di due spazi a tre dimensioni; le z, ¥, 2, w figu-
rano come parametri nelle equazioni delle superficie corrispondentesi nei due
spazi e melle formole (2). Ora N & dato dal numero di punti nei quali la

@y
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di una equazione algebrico differenziale del primo ordine, ecc. 5

F =0 viene incontrata da una retta qualunque
ap +Bq +yr 4+3s =0
ap+Big 717 +3.5=0,

ovvero dal numero dei punti comuni nel primo spazio alle tre superficie, tutte
di ordine n,

f(E) n &, 'U)'_—O “f'w +‘3f’y +7flz +af’w =0 )
“if,ac+‘81f'.1/+"/1f’z+aiflw=0- )

Avremo dunque N =n? cioé: ¢l grado della equazione algebrico differen-
ziale rispetto alle derivate parziali é uguale, in generale, alla terza potenza

del grado della primitiva completa rispetto alle costanti.
Ma il grado N potrd riuscire minore di n®. Cid avverrad se le superficie

=0, f'==0, fy=0, f==0, fw=0 (%)
hanno in comune un certo numero di punti fissi, ciod indipendentemente dai
valori di z, ¥, 2, w, ovvero se queste medesime superficie passano tutte per
una o pilt curve fisse, perche allora cid pure avra luogo per le superficie (4),
qualunque siano i valori di z, v, 2, w, «, B...

3. Data la f=0, per calcolare il discriminante G della F'=0, seguendo
un procedimento analogo a quello tenuto nella Nota gia citata, si vede come
basti eliminare &, », ¢, v dalla equazione
o af B o |_g
0¢ on 0t ov
of'y of'y ofy ofy
0 om 9L 0w
of'z 9of's 0f'= Of's
0  o9m 9L  0v
0f'w 0f'w 0fw Of'w
05  om 0L  dv
e dalle tre equazioni ottenute da questa scrivendo successivamente [z, f'u, 2}
fwy Fay Ty Fay Fyy s i luogo di f'y, 2 [lu.

4. Vediamo ora come si comporta G in relazione coi gradi di F e f.

Osserviamo che i generi (*) delle superficie f=0, F'=0 univocamente cor-
rispondenti, sono uguali.

4)

(") Vedi SaLmon: Analytische Geometrie des Rawmes deutsch bearbeitet von Fiedler,
1874, pag. 505, 2. parte e NoetHER: Curve multiple di superficie algebriche. Annali di
Matematica, tomo V, serie 1I, pag. 173.
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6 D’'Arcais: Sul grado e sopra ¢ discriminanti

Quando #=1 non si hanno discriminanti. Per n—=2, il genere di f=0 &
zero, e la F'=0, generalmente di grado 8, dovra pure essere di genere zero,
per il che occorre che essa possieda curve doppie o punti tripli; dicasi lo
stesso se la F'=0 risulterd di 7°, 6° 5° 4° grado. Se poi, per avere le (5)
cinque punti in comune, la F'=0 sard di grado 3, allora essa non potrd avere
alcuna retta doppia, ma solo potrd avere dei punti doppi. Se la F'=0 risul-
terd di secondo grado, non avrd punto doppio. Da c¢id concludiamo:

Quando una equazione a derivate parziali tra quattro variabili di primo or-
dine & di grado ottavo, settimo,.... quarto rispetto alle derivate ed ammette
una primitiva completa di secondo grado rispetto alle costanti arbitrarie, il suo
discriminante & identicamente nullo. Se I’equazione & di terzo grado (*) il suo
discriminante potra non essere nullo. Se I’equazione & di secondo grado esso
& diverso da zero, se tale & quello della f=0.

Quando si ha in mira lo studio comparativo dei discriminanti g e G & d’uopo
partirci da una f=0 priva di quelle singolaritd per le quali sia nullo il g.
Josi, come per n=2, quando n=3 dovremo supporre zero-il genere della
superficie f=0; ed allora fincht¢ N>>3 il discriminante G risulterd sempre
nullo dovendo la F'=0 essere di genere zero.

Rammentando che le superficie di ordine # che hanno in comune

(n+1D(n42)(n+3) _3
6

punti passano tutte per altri

n3—|—3—(”+ 1)(7@—!-2)(1@—%3)

6

punti fissi, vediamo che potremo solamente supporre le (5) passino al piu per
(n+1)(n-+2)(n-+3)
6
Questo numero essendo 16 per =3, avremo N =2T7—16=11. Percid,
quando % =3, non si ottiene alcun caso utile per la comparazione di g e G
finche ci si limita a supporre che le (5) abbiano solamente dei punti in comune.
Ma, come abbiamo accennato, le () possono avere in comune una linea.

—4 punti fissi.

(") Calecolando il G pel caso particolare in ecui

f=abn+ 0L 4cvitdal+tgnv—(atb+c+d+g)ly

e nel quale percio le (5) passano pei quattro vertici del tetraedro di riferenza e pel punto
mpita § =9 ={=v e conseguentemente F’ ¢ di terzo grado, si trova G =0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di una equazione algebrico differenziale del primo ordine, ecc. 7

E noto che se tre superficie di ordine n,, #,, 7, passano per una curva C,,
d’ordine m con k punti doppi apparenti, esse si tagliano in altri

NNy — m(ny + ny+n;—m—1)—2h

punti non situati sopra C, (*). Per cui supponendo che le superficie (5) ab-

biano in comune una tal curva C,, le (4) che pure passeranno per la mede-
sima curva si segheranno in altri

nw—m@Br—m—1)—2h
punti e conseguentemente
N=w—m@Bn—m—1)—2h.

Per n =2 avremo N =2 se si suppone che le superficie (5) passino per una
conica. Allora G & diverso da zero. Questo caso & studiato in appresso.
Quando » =3 si verifica facilmente che N & sempre superiore a 3, e quindi
G =0, finchs le (5) passano per una curva comune C, o C, 0 C; o C, 0 (.
Quando hanno in comune una Cs con 6 punti doppi apparenti allora avremo
N =3 e questo caso si presta allo studio comparativo dei discriminanti. Una
tal curva Cs la si otterrebbe ad es. considerando la intersezione di due super-
ficie di secondo e quarto ordine che si incontrano inoltre in una conica, oppure
colla intersezione di due superficie di ordine secondo e quinto che si interse-
cano inoltre in una C, con due punti doppi apparenti.
5. Prendiamo ora a considerare, quando »n =2, il caso nel quale le (5)

abbiano una conica comune, e determiniamo la relazione tra g e G.
Supponendo la conica comune sia la

U:O, £2+}72+C2=07
prendiamo
f=Il¢E+2+)+dv*+2akv+2byv42c5v=0.
Il discriminante della f &

I 0

0 a |=B(Ild—a—b—0),
0 7 0 b
0 0 I ¢
a b ¢ d

. () Vedi SaLmon, opera citata, pag. 115.
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8 D' Arcais: Sul grado e sopra i discriminants

e potremo quindi prendere

g=1ld—a*—b*—c.

La F =0 si otterrebbe molto semplicemente in questo caso e per determinarne
il discriminante G' osserviamo che il determinante del paragrafo 3 diviene ora

at +bn +ct +do =0
@y& +byn+ eyt +dyv
0zt F-byn et dyv
¥w& +bun +Cut + v

16 +av In +bv Iz +cv
Iyt +ayw lyn+byv LG +cyv
LEtav Lin+bv 1L +4cv
lE+a,0 londb,v 1,64-¢,0

indicando con Iy I I,... le derivate di [,..

luppando

. rapporto ad y, 2, w ovvero svi-

—labyczlwl(gg"{“ﬁz"l‘cg)—lbcydzlwlgv +|acydzlwlﬂ” ? ((_)
D
—labyd.1,|cv +|abyc.d,|v? =0 )

dove abbiamo posto
Ia b?/ Cy lw [: a

ay
Poniamo ora
Az bx Co

ay by ¢

a: b: ¢

o bu Co

(=k=| o« B

vz Lz
ay Py
P

73 Bw

7

'z
Ty
7z
Tw

sia il determinante ad elementi reciproci del determinante k.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di una equazione algebrico differenziale del primo ordine, ecc. 9

La equazione (6) allora assume I’aspetto
— 0w (84 72+ &) - 00l v + Lant + yulv — Apv® =0. )

Applicando lo stesso calcolo alle altre tre equazioni di cui & parola nel para-
grafo 3, otteniamo:

— 0y (8 0"+ &)+ aydv -+ Bynv 4 yytv —dyv* =0

‘—o\z(Eg +712+ ZQ) + az'f’l) + 637)0 Jr‘ "/zf:” — A 0% = 0

—_ aw(gz + 7* "} :Z) "{’ awgv +BI¢,7IU f 7u v — A, 0% = 0.
Rimane ora da eliminare £, 5, ¢, v tra queste tre equazioni e la (7). Per far
¢ £ ¢
pry

2 2 Y 4

. . . . PR N . N o .

cid ricaviamo da esse i valori di —gz +o+t s e di i i ed esprimiamo
v N ]

che la prima quantita & uguale alla somma dei quadrati delle altre tre. Avremo
cosl

- 2 .Bw 7x fyx o ﬁw 7x )-x - ﬁm 7 6\33 Zd’ £
oy Ly 7y Oy oy By vy Iy By oy 9y Ny
Oz ,Bz 7z az Oz B: 7z 7~z ﬁz 7z o\z )~z
%w .Bw Yw aw T 6 o Jw Ay l Bw Yw d\w )\w
- —_ (22} 71' o\x )‘CU 2 — O @.’Z ax lx 220
ay 7y Oy Dty ay By dy My
Az Yz a\z )\z 0’-2..* Bz az )\z
Ly Jw ) ¢ Aw %y ﬁ aw lw
ovyero
0% 0% _ %2_(%2 1Y —o
A 090 0o o8] \oy)
ciod

E(ld—a*—b*—c*)=0.
Il primo membro di questa equazione & il discriminante G ed avremo quindi
. G=kdyg.
Mediante g si esprimono poi f e F colle formole
=1+ r+ )+ dl+2alt +2bln+2clt
=@+ 1+ G+ )+ + 1) +yg

Annali di Matematica, tomo XII,

w
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10 D’Arcais: Sul grado e sopra ¢ discriminanti, ecc.

nella quale abbiamo posto v=1, e

Fd*=4g] a b ¢ ad P+| 29 b ¢ d P

a, b, e d, g b e d,
a b, ¢ d, g by ¢ dy
a; by c¢; d, gs by ¢ dy
+| 29 @ ¢ d P+ 29 « b d P
g a ¢ d, g, a, by d,
g @2 € d, g a, b, d,
gs @ €5 ds C gy as by ds

indicando con a, b, ¢, g1 di le derivate di « b ¢ g d rapporto ad x conside-
rando w come funzione di #, con a,, b,,... e con a,, bs,... le analoghe rap-
porto ad v e a 2.

Padova, marzo 1882
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Sui sistemi di funzioni analitiche
e le serie formate col medesimi.

(Prima Memoria di S. PincuerLe, a Bologna.)

Lo studio delle serie di funzioni sferiche nel campo della variabile com-
plessa conduce all’osservazione che molte proprieta di quelli sviluppi sono su-
scettibili di una generalizzazione molto ampia e tale da dare origine ad una
speciale teoria, quella degli sviluppi in serie della forma

2cnPn()
dove con
Pa(2) (n=0, 1,... o)

s'intende una determinata successione di funzioni analitiche. Una simile teoria
pud venir considerata sotto vari punti di vista, perché vari sono i modi di de-
finire una successione di funzioni: in questa prima Memoria ho tentato di trat-
tare la questione in modo da conservare 1'analogia colla teoria delle serie di
funzioni sferiche.

Richiamerd dapprima quelle proprietd degli sviluppi in serie di funzioni sfe-
riche la cui generalizzazione & sembrata maggiormente importante:

1.° « La funzione sferica p,(x) di una variabile & definita come coeffi-

» ciente di y” nello sviluppo di

S
2

(1—2zy+y°)

» in serie di potenze intere e positive di .
» Essa funzione p,(x) & un polinomio razionale intero di grado » in z, e
» come tale regolare per tutti i valori finiti di z.
2.° » Uno sviluppo in serie di funzioni sferiche

Jenpa(@)
» converge entro un’ellisse descritta nel piano della variabile z coi fuochi nej

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

spunti 1 e —1, I semi assi di questa ellisse sono

) sl

nse p & il raggio di convergenza della serie Yc,a* Le ellissi del sistema
» omofocale coi fuochi * 1 sono per le serie di funzioni sferiche, c¢id che le
» circonferenze col centro nell’origine sono per le serie di potenze. Nei campi
» chiusi da linee di questo sistema le serie di funzioni sferiche godono della
» convergenza incondizionata ed in egual grado.

3.° » Al sistema delle funzioni sferiche p,(z) si pud associare un secondo
» sistema di funzioni ¢,(y) dette di seconda specie; queste, limitando conve-
» nientemente i1 campo dclle variabili # ed y, danno luogo all’identita

= ¥pu(2)qn(y)

y—

» da cui e dal teorema di Caveny si deduce che ogni funzione analitica f(z)
» regolare entro un’ellisse di fuochi 1 & sviluppabile in $erie di funzioni
» sferiche p,(z), e lo sviluppo converge incondizionatamente ed in egual grado
» entro l'ellisse, il contorno escluso. Una funzione analitica regolare fuori di
» una simile ellisse & sviluppabile invece in serie di funzioni di seconda specie,
» ed una funzione regolare nell’anello compreso fra due ellissi omofocali & svi-
» luppabile in serie di funzioni p.(x) e . ().

» Inoltre lo sviluppo di una funzione analitica in serie di p.(z) o ¢.(z) &
» possibile in un sol modo, ciod non esistono svilupp:i dello zero in serie di
» funzioni sferiche.

4.° » Le proposizioni precedenti permettono di risolvere il seguente pro-

» blema: dato un sistema di punti

an (n=0,... )

» nel piano della variabile # ed i punti limiti del sistema a, trovandosi sopra
» un’ellisse, costrurre una funzione analitica che nei punti @, ammetta singo-
» laritd di specic determinata, ed in particolare costruire una funzione analitica
» che abbia uno spazio lacunare (interno od esterno) di forma ellittica (*¥).» ~

La presente Memoria ha per oggetto la generalizzazione delle proprietd ora
ricordate. Nel primo capitolo si premettono alcune definizioni e proposizioni

(") Per le propricta 2% e 3%, v. Neumann (Halle, 1862) e Tuomt (J. de Crernw, t. 66);
per la 4% v. una mia Nota nei Rendiconti dell’ Accademia di Bologna, marzo 1883.
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generali sui gruppi di numeri ed 1 sistemi di funzioni, nel secondo si indica
un modo generale di ottenere sistemi di funzioni analitiche, e si cerca quali
siano le linee che limitano i campi di convergenza delle serie procedenti per
tali funzioni. Nel terzo si suppone che ad un dato sistema di funzioni p,(x)
corrisponda un altro sistema, che si dird associato; si cerca, mediante il teo-
rema di Cavcny, quali funzioni siano sviluppabili in serie di funzioni p,(x), e
si mostra come sotto certe condizioni si conservino in questi sviluppi le pro-
prietd riscontrate nelle serie di funzioni sferiche. Infine gli ultimi due capitoli
sono dedicati allo studio di un metodo che si pud, entro certi limiti, sostituire
al teorema di Cavcny e che si presenta in qualche modo come una estensione
della teoria delle equazioni lineari in casi in cui il numero delle equazioni e
delle incognite diventa infinito.

Una seconda Memoria trattera dello studio degli sviluppi dello zero, che non
vengono considerati in questo primo lavoro, e all’esame della ques ione: se,
dato un sistema di funzioni, si possa dire se esso ammette o no un sistema
associato e nel caso affermativo, in qual modo si possa giungere a determinarlo.

L

1. Un sistema di numeri reali o complessi in numero infinito
an (n=0, 1,... o0)

verra detto un gruppo ed indicato con (a,,).

Un insieme oo” di gruppi verrd detto una warieta.

Un gruppo (a,) si dird énterno alla varietd r, indicando » un numero po-
sitivo, se si potrd determinare un numero positivo »' <7 tale che da un valore
di » in avanti, sia sempre

lanl=Crn
dove C & un numero positivo finito ed indipendente da =.

Un gruppo (a,,) si dird esterno alla varietd r se si potrd determinare un nu-
mero positivo 7">>r e tale che per infiniti numeri a, del gruppo si abbia

|an|= Cr™.
Risulta evidentemente da queste definizioni che se un gruppo (a,) & interno
alla varietd », & interno altresi a tutte le varietd »” maggiori (per le quali »”

& >r) e che se il gruppo & esterno alla varieth r, & esterno a tutte le va-
rietd minori,
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14 Pincherle: Sut sistemi di jfunzioni analitiche

b

2. Se un gruppo (a,) non & né interno né esterno ad una varietd », esso
si dird sul conforno della varietd stessa; cosi i gruppi

o ) G

sono sul contorno della varietdh 1 (*). Questa definizione & giustificata dalle con-
siderazioni che seguono.

Se il gruppo (a.) & sul contorno della varietd » esso non pud essere esterno
ad alcuna varietdh maggiore, né interno ad alcuna varietd minore.

Se la serie Ya,ax” ammette il raggio effettivo di convergenza R, il gruppo

\ . 1 . . \ s c . s

(ax) € sul contorno della varieta = infatti esso non & interno, poiche si avrebbe

er Lo L
PSR

C

Ianlf,rT

ossia la serie convergerebbe in un cerchio di raggio r>> R, contro 1 ipotesi,
né esterno, poiche si avrebbe per infiniti valori di » e per »'<<R

il che non pud essere, come dalla teoria delle serie di potenze. Inversamente,
se il gruppo (a,) € sul contorno della varieta r, la serie Y a,a™ ha per cerchio
effettivo di convergenza il cerchio di raggio %; infatli essa non ha un cerchio
di raggio maggiore l;>1; perché dovrebbe essere per 1?> lf>l;

lan|= Cén

ciod (a,) sarebbe interno alla varietd », né minore, perchd per » maggiore di
r di tanto poco quanto si vuole deve essere

Janl=Cr,
. . .1
che dimostra che Ya,z" converge entro il cerchio =
Risulta da questo teorema che uno stesso gruppo non pud trovarsi contem-
(") Una serie 2a, & convergente incondizionatamente se i suoi termini formano un gruppo

(a,) interno alla varieta 1, & divergente se formano un gruppo esterno, vi ¢ dubbio se il
gruppo é sul contorno della varietd 1,
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e le serie formate cot medesimi. 15

poraneamente sul contorno di due diverse varietd, e chese il gruppo (a,) &
sul contorno della varietd 7, esso & interno ad ogni varieta maggiore ed esterno
ad ogni varietd minore di 7.

3. Se un gruppo (a,) & tale che preso un numero positivo ¢ arbitraria-
mente piccolo sia, a partire da un certo valore dell’indice n,

Ian[ = Ca",

il gruppo sard interno a qualunque varieth, per quanto piccola, e si potra dire
gruppo ologene, perche da origine, mediante la serie Ya,2”, ad una funzione
intera.

Se un gruppo (a,) & tale che preso un numero positivo M arbitrariamente
grande, vi siano infiniti termini del gruppo tali che sia

[an|=CM"

il gruppo sara esterno a qualunque varietd, per quanto grande, e si potrd dire
al contorno della varietd oo; in tal caso la Y a.2» non & mai convergente.

Per ogni altro gruppo (a,) esisterd un numero determinato » che sard 'in-
verso del raggio di convergenza della serie Y a,xz”, e tale che il gruppo si
trova sul contorno della varietd 7.

4. Se due gruppi (ax) e (b,) sono, I'uno interno alla varieta », 1'altro in-
terno o sul contorno della varietd #'=r, il gruppo (e, % b,) sara interno alla
varietd ', o sul contorno.

Se due gruppi (a.) e (b,) sono interni rispettivamente alle varietd » ed ',
il gruppo (a,b,) sara interno alla varietd »7'; se i gruppi (a,) e (b,) sono sul
contorno delle varietd » ed #', il gruppo (a,b,) sard interno ad ogni varietd
maggiore di 77, ma non si potrd asserire che sia esterno ad ogni varietd mi-
nore e percid non si potrd dire sul contorno della varietd r7'; talch® se R ed
R’ sono i raggi di convergenza di Ja,2" e Ybp2", Y a.b,a" avrd il raggio
di convergenza non minore di RR'.

Se (a,) & interno alla varietd 7, (GL) sary esterno alla varietd ; e se (a)
n

| T 1 N . s . .1
& sul contorno della varieta r, (a—-) sara esterno ad ogni varietd minore di i
n

5. Se un sistema di funzioni ad un valore, in numero infinito
qm(x) (n=0, 1, OO)

da origine per ogni valore z contenuto entro un campo 4 ad un gruppo posto
nell’interno o sul contorno della varietd r, si dird che il sistema di funzioni &,
per quei valori di «, rispettivamente dnferno o sul conforno della varieta,
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16 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

Se un sistema di funzioni ¢,(x) & interno alla varietd » pei valori di & con-
tenuti in un campo A4, la serie ¥ ¢, ¢, (%) sard convergente assolutamente entro

il campo A4 se il gruppo (c,) & interno alla varietd -1— o sul contorno.

Se un sistema di funzioni g,(z) & tale che per tutti i valori di z contenuti
in un campo A entro il quale le funzioni rimangono tutte finite, ed escluso il
punto =0, il quoziente

on (2)
o
sia sempre sul contorno di una varietd r, la serie ¥e¢,9,(2) converge e di-
verge rispett. nei punti del campo A interni od esterni al cerchio di conver-
Pn (-7«')
a@n

genza di N c,r7z”. In particolare se il quoziente si trova al contorno

della varietd 1, la serie ¥ c,¢.(2) converge e diverge rispett. nei punti del
campo A interni od esterni al cerchio di convergenza di ¥c,2".

IL
6. Sia :
T(u, v) ey
una funzione analitica di due variabili che per ogni coppia (u, v,) di valori
delle variabili sia regolare (cio¢ sviluppabile in serie della forma

N Cm, n(V — 00) (U — ug)*

m,n

per valori di |u—u;)!, |v —v,| abbastanza piccoli) eccettuate le coppie soddis-
facenti ad un’equazione
flu, v)==0 @)

dove si suppone f(#, v) funzione intera di » e ». Per v=0 la funzione (1)
sard regolare per tuttl i valori di , tranne quelli che soddisfanno all’equazione

f(u, 0)=0 ®)

e che saranno punti separati
0,, 0 0. Oy,

del piano w, tali che entro un cerchio di raggio finito se ne trovi sempre solo
un numero finito. Se #, & un punto che non sia radice della (3), si avra

T(uy v)= 3, Qm, n(tt— )" 2™ 4)

m,n
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e le serie formate coi medesims. 17

e questo sviluppo, per valori di |u—u,) e di [v| abbastanza piccoli, converge
incondizionatamente, per cui si pud ordinare rispetto alle potenze di v ed il
coefficiente di v™ sara

0

2 m, n (6 — )" G

che converge, qualunque sia ’indice m, entro un cerchio di centro w, e di
raggio determinato. 7

Ora- & noto (¥) che la serie (5) costituisce un elemento di una funzione ana-
litica che diremo pm(u); questa funzione & pienamente definita dal suo elemento
ed i suoi valori si possono dedurre dalla serie (5) per ogni punto del campo
di validity della funzione: in altri termini, per ogni punto w dell’interno del
suo campo di validith p,.(w) & sviluppabile in una serie di potenze di u—u
che si pud ricavare, con processo conosciuto, dalla serie (5). Ma preso un punto
u, entro il campo di convergenza della serie (4), si avra d’una parte, .indi-
cando con Y,,(u—u,) la serie dedotta ¢mmediatamente dalla (5) relativamente
al punto u,:

T(u, v)=X0" Fp(u—u,)

per valori di {u—u,| abbastanza piceoli; d’altra parte, dallo sviluppo (4) di
T (u, v) relativo al posto (0, u,) si potrd dedurre uno sviluppo relativo al posto
0, u,), della forma

T(u, v)= 30", ot (u—u)*

e poiché questo, per valori di |u—u,| abbastanza piccoli, converge incondizio-
natamente, si avra ordinando per le potenze di v:

T(u, v)= Xo"¥m(u—u)

e per teoremi noti sulle serie di potenze, $'», non potrd differire da Pn. Sé
ora si ragiona in modo analogo per un punto w, dell’intorno di u,, indi per
un punto u, dell’intorno di w,, ecc., si giunge alla conclusione che:

« Per ogni punto del piano « vale I'eguaglianza

T(uy v)=Zv™pm(u) (6)

» tolti i soli punti 0,; dove le funzioni p,,(#) definite da un loro elemento (5),

(") Per la nomenclatura qui usata, v. WeigrsTRASS: Zur Functionenlehre (Monatsbericht
der Berl. Akad.) e suo corso litografato di lezioni: Sulle funzioni di piu variabili {Berlino,
presso Hermann) od anche il mio Saggio di una Introduzione alla teoria delle funzioni
analitiche secondo ¢ principi di C. Weierstrass (Giornale di Batracrini t. 18). 4

Annali di Matematica, tomo XIIL 3
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18 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

T

» sono regolari in tutto il piano, eccettuati al pilt gli stessi punti 0,. Ed il
» valore da assegnarsi ad ogni funzione p,.(%) in un punto » del piano « che
» non sia uno dei punti 0, & dato dal coefficiente di v nello sviluppo di '(u, v)
n per le potenze intere e positive di 9. »
Se T'equazione (3) non ha soluzioni finite, le funzioni p,,(«) sono intere.
La funzione T'(u, v) si dird funzione generatrice del sistema di funzioni p,,(u).
7. Indichiamo con A il campo che si ottiene togliendo dal piano » i punti
0., e fissiamo entro 4 un punto qualunque u,: per esso si avra

Ty v)= 20" pm (o)

e la serie del secondo membro convergerd entro un cerchio posto nel piano v
col centro 0 e di raggio determinato; ma siccome la convergenza della serie
non pud cessare che in una circonferenza sulla quale si trovi qualche punto
singolare della funzione, cosl il raggio del suddetto cerchio « sard eguale al
“» minimo valore assoluto delle radici dell’equazione

f(w, v)=0.»

8. Prendiamo dunque a considerare la corrispondenza stabilita fra i punti
dei due piani » e v dalla relazione

flu, v)=0. (2)
Ad ogni valore u, di 4 corrisponde per questa equazione un sistema di

valori di v, 1 cui valori assoluti

II|

CAR [v'l, [v"o!, ... |vzl,...

non possono avere altro posto limite fuorché I'oco per la forma della funzione
JSlu, v); per cui ve ne sard uno minimo ed inoltre diverso da zero, perché u,
¢ interno al campo A. Si denoti con p(u,) questo minimo. Al variare di w,,
‘varierd pure la quantitd definita con p(u,) e posto u==£-414», p(x) sard fun-
zione di ‘¢ ed » nel senso generale ed anche, come risulta dai principi della
teoria delle funzioni, sard funzione continua; ad ogni valore di » corrisponde
inoltre un valore di p(#) ed uno solo. Se fissiamo un valore «, e cerchiamo
tutti i punti del piano « per i quali

p(w)=oe,

I'insieme di questi punti costituird generalmente una linea che diremo curva
C. e che sarh composta di uno o pit rami di curva analitica: pill precisamente,
ess# sard parte di una fra quelle curve che nel piano # corrispondono mediante
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la rappresentazione (2) ai cerchi descritti nel piano v dall’origine come centroy
infine, per I’ osservazione fatta dianzi, le C, si deformeranno con continuitd al
variare con continuitd di 2, e per ogni punto del campo A passera una curva
C, ed una sola. Perd non esisteranno sempre, per tutti i valori « positivi e
diversi da zero, punti % nei quali sia p(#)=u«, ossia non tutti i valori « sa-
ranno possibili come valori assoluti minimi delle radici delle equazioni (2), e
quindi non tutti i cerchi « si possono far corrispondere alle linee definite con
C,. Infatti se qualunque valore « fosse possibile, esso potrebbe prendersi grande.
quanto si vuole, ciot dovrebbero esistere valori % di » per i quali I'equazione

S, v)=0

avrebbe tutte le sue radici infinite, il che non avviene che in casi particolari,
qualora f(«, v) prenda la forma e%®), oppure, posto

S, v)= E”mfm(u)1

quando il valore % sia tale da annullare tutte le f,.(v), ad eccezione della
fo(w). Risulta da cid e dalla continuitd di p(u), che i valori possibili di « sa~
ranno compresi fra 0 ed un numero R, che non & infinito se non per forme
speciali della f(u, v).

I soli punti del piano % ai quali possa corrispondere un cerchio di raggio
0 sono i punti 0,, talch® il sistema dei punti (discreti) 0, si potra riguardare
come la curva C.

9. Fissato un valore « fra quelli possibili, si potranno considerare nel
campo A due regioni: la prima, che si dirh E,, per il punto della quale sia
p(w)>a, Valtra E',, nei cui punti sia p(u)<az. Queste regioni constano di
aree connesse o no, che ricoprono una sol volta il campo A4 e sono separate
dalla linea C,.

Consideriamo ora la serie

0" p(u): (6)
per un punto # posto sulla linea C,, essa converge entro il cerchio di centro
0 e di raggio « del piano v; per un punto % preso nella regione K,, essa

converge entro un cerchio concentrico di raggio maggiore. Se dunque si fa
v=ua, si ottiene la serie

2" P () )
che convergerad certamente per tutti i valori # presi nell’interno della regione
E., e poiche la serie Yo™p,,(4) considerata come serie di potenze di v, con-
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20 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

verge incondizionatamente entro il suo cerchio di convergenza, cosl la (7) con-
vergerd Incondizionatamente entro il campo .

Si considerino ora le coppie (u, v) tali che w sia interno ad E, e v al
cerchio «: per queste coppie la serie (6) non pud cessare di convergere poiche
% & preso in modo che sia p(w)>«, e se si prende un’area E, inferna ad
E, ed un cerchio «' minore di « e differente da « di tanto poco quanto si

vuole, per’le coppie (u, v) tali che u sia interno ad E, e v al cerchio « i
valori della gerie (6) avranno un limite superiore L. Sia ora un numero "> a,
d’ altronde differente da « di tanto poco quanto si vuole: il campo E,- diffe-
rird di pochissimo da E, e per tutti i punti # comuni ai campi E, ed E,-,
sl avra
L
[P ()] << o
da cui

| S p (] <L 3( 5]

il che dimostra:
"« Che pei valori di « compresi fra 0 ed R (§ 8), le serie (7) convergono
» incondizionatamente entro 1 campi indicati con E, e limitati dalle curve Cl,
» e che in un campo qualunque interno ad F, esse convergono in egual grado
» e sono quindi suscettibili di rappresentare funzioni analitiche di w. »

Non si pud dire nulla di generale sul modo di comportarsi delle serie (7)
lango le curve C,; entro i campi E’, esse divergono.

10. Sia (c») un gruppo di numeri posto al contorno della varieta « (§ 2):

si avrd, essendo ¢ un numero positivo arbitrariamente piccolo ed H un nu-
mero positivo finito:

fen)<<H(a4 &)=
e quindi -
| Xenmpm@)|<<H X(x+e)™ | pm()];

ma la serie del secondo membro converge entro il campo F.., onde lo stesso
sard di N¢,pm(w), e poichd ¢ & arbitrariamente piccolo e le curve C, si de-
formano con continuitd al variare di «, la Y cnpm(#) convergerd incondizio-
npatamente in tutto I'interno di E,. Mediante il ragionamento fatto nel para-
grafo precedente, se ne dimostrerebbe ancora la convergenza in egual grado
in qualunque campo interno ad E,, per cui:

« L.e proprietd delle serie (7) espresse alla fine del paragrafo precedente si
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» conservano nelle serie pilt generali

Dl pm ()

n dove (¢) & un gruppo al contorno della varietd o. »

11. Le curve C, ed i campi di convergenza F, determinati in cid che
precede, sono indipendenti dalla natura della funzione generatrice T'(u, v) e
dipendono unicamente dalla equazione f(u, v)==0 che ne da i posti singolari.
Risulta pure dalle cose dette che se a'>>a, tutti i punti di E, appartengono
ad E, e siccome essi non possono coincidere (§ 8) cost F, deve essere mag-
giore di E,.

12. Se per un sistema di funzioni p,(«) sono determinati i campi di con-
vergenza K,, ed un secondo sistema w,(u) & tale che per ogni valore di v,
esclusi al pil punti discreti, il gruppo

(Z&)

sia sul contorno della varieta 1, le serie

30 (1)
convergeranno negli stessi campi delle
SemPm(w).
Infatti, preso ¢ positivo e piccolo quanto si vuole, si avra

()| << (L + ) pon ()]
| S 3 ()] < Bl (1A )1 )]

e se ¢, & sul contorno della varietd «, il secondo membro e quindi anche il
primo convergeranno entro il campo F,(, e poiché ¢ & piccolo quanto si

vuole, la
2iemwn (1)

convergerd (eziandio incondizionatamente) entro il campo K,.

Inversamente, se & tracciato nel piano il sistema delle anzidette curve C,,
ognuna delle quali separi le due regioni £ ed E',, e se due sistemi di funzioni
pm(u) € vy, (u) singolari solo nei punti della C, sono tali che le serie

onde

Yampm(u) e Na"wm(u)

convergono incondizionatamente in E, e divergono in FE,, il gruppo

D (1)
Bm (u)
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22 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

sard per ogni valore di #, eccettuati quelli sulla C,, sul contorno delle varietd
1. Infatti, se fosse al contorno di una varietd minore r, si avrebbe, preso

1>7">r:
[P ()| <7 [ ()]
onde
I & P (), < Nt ™ @ (1)

ora K, per r'< 1, & maggiore di E,, cioé contiene anche punti di E'y; se
quindi » & un punto comune ad E’, e E,-, la serie del 2’ membro converge
e quindi a maggior ragione quello del primo, il che & contro I'ipotesi. Ana-
logamente se il gruppo fosse al contorno di una varieta maggiore d’uno, si

considererebbe
( Bm (“) )
pm(t)

e si ripeterebbe lo stesso ragionamento.
Ritenendo una notazionc usata da Frasrmvus (*) in circostanza analoga, ma
pilt particolare assai, potremo scrivere

@ (1) ~ P (1)

ad esprimere che il rapporto delle funzioni corrispondenti & sul contorno della
varieta 1; ed 1 sistemi @, € p. si potranno dire equivalenti.

13. Riprendiamo la funzione analitica v di » definita dall’equazione (2),
e fra i rami di questa funzione multiforme, distinguiamo quello (variabile anche
da regione a regione del campo #) minimo in valore assoluto: indicandolo con
¢(u), la ¢(u) avrd un valore unico, senza discontinuitd, per ogni valore di u e
potra essere al pill infinita (in casi eccezionali, § 8) in punti separati. Se ora
consideriamo la funzione

_1
v—o9(w)’

questa sarad sviluppabile in serie convergente

P
ad
()

per tutte le coppie » e v tali che sia

lo(WI>]0l;

(") Journal de CreriE, t. 73, 1871
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ma se poniamo |v|=«, questa condizione & soddisfatta per i valori u del-
I'area F, (§ 9), e nel campo E’, la stessa serie & divergente: onde segue
(§ 12) che se p,u(v) & un sistema di funzioni generate dalla funzione T'(u, v)
1 cui posti singolari soddisfanno alla (2), si avra

Pm(¥) ~g~m+)(w), od anche p,,(u) ~ = (u).
14. Si eonsideri come esempio 1'equazione delle singolarita
S, v)y=uw~+v*—1==0. (@)

Da questa equazione risulta
p)=yT—w (*),  pW)=N1—w]

u=r(cost 4 ¢sent)

e posto

viene
¢t =144 2rcost)(1 4 r*— 2 cost),

ossia le curve C, sono cassinoidi aventi per fuochi 1 punti £ 1; facendo o =0
si ottengono i punti &= 1 per punti singolari; essi corrispondono ai punti 0,, 0,
della teoria generale. Ogni cassinoide C, divide il piano in due regioni: I’una
E, indefinita nella quale & p>>a, l'altra E',, con p<C«, limitata e sconnessa
se «<C1, semplicemente connessa per «>1; per a=1 la curva C, & la lem-
niscata.

Se T(u, v) & la funzione generatrice di un sistema p,,(#) cclle singolarita
nei posti (#, v) soddisfacenti alla (a), si avra

D) ~(L—w?) 2,
.Una gerie
2iCmPm(w)

dove (cm) sia al contorno della varietd «, converge fuori della cassinoide
rt—2r2cos2t-+ 1 =uat;
essa converge fuori della lemniscata se (c,) & al contorno della varietd 1, ed

in tutto il piano eccettuati i due punti =+ 1, se il gruppo (c.) ¢ ologene.
Sia ora I’ altra equazione di singolarit

S, v)=1—2uv+v*=0 ()

(") T due rami della funzione v di u avendo lo stesso valore assoluto, si puo ritenere il
sogno - per o(u).
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24 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

che & quella delle funzioni sferiche. I punti 0, si riducono all’infinito, per cui
le funzioni p,(v) saranno intere qualunque sia la funzione generatrice. Dalla
(b) risulta

o(w) =ux\ur—1

dove il segno =+ va preso in modo che si abbia la radice minore in valore

assoluto, ciod p(#) 0 « deve essere costantemente minore dell’unitd, e eguale

ad 1 solo per « reale e minore d’uno in valore assoluto. Posto u=¢& -1y, si

ha per [o(u) =a:
. k2 02

;T =1

1 1 1 1\2
o ]
ossia il sistema delle curve C, consta di ellissi coi fuochi nei punti = 1. Va-

riando « da 0 ad 1, le ellissi variano dal cerchio di raggio infinito al seg-

mento rettilineo da +1 a — 1. L’area E, & l'interno dell’ellisse C,, 1'area
E’, ne & 'esterno.

Se T'(u, v) & una funzione colle singolaritd nei punti soddisfacenti alla (),
e generatrice di un sistema p,(#), si avrd

Pm(t) ~ (u £ e — 1y
il segno + corrispondente al ramo maggiore dell’unitd. Una serie
2iemPm(¥)

(in particolare una serie di funzioni sferiche) convergerd entro lellisse C, se
(cm) & sul contorno di una varietd «<C1, cioe se la serie Yc,,2™ converge in
un cerchio >>1; essa convergerd in tutto il piano se il gruppo (c.,) & ologene.

I1I.

15 Fra i sistemi di funzioni considerati nel capo precedente, hanno spe-
ciale importanza quelli che danno luogo ad uno sviluppo in serie della forma

empm(¥)
per qualunque funzione analitica f(u) regolare entro un campo abbastanza
grande. Cid avviene per esempio quando sia possibile, sotto certe condizioni,

lo sviluppo

L 3 () Paly) M

Y
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e le serie formate coi medesimi. 25

giacchd il teorema di Cavcny permette di dedurre da questa formola lo svi-
luppo in serie di funzioni pm(x) o Pn,(y) per qualunque funzione regolare in
un campo abbastanza grande da conservare le condizioni di validitd dello svi-
luppo (1).

Dato un sistema di funzioni p,,(u), in generale diremo: « che un secondo
» sistema di funzioni P,,(v) & associato al sistema p,(u), se entro un determi-
» nato campo per le variabili z ed y, la serie

2Pm (%) Pm(y) @

» converge assolutamente ed in egual grado ed ha per ogni coppia di valori

»di z ed v, il valore
1

T—y

n,

16. Riprendiamo ora uno dei sistemi p,,(#) quali si sono esaminati nel capo

preccdente: se esiste un sistema di funzioni P, (u) tali che sia Py (u) ~

Pm(u)
la serie (2) convergerd per tutte le coppie z ed y tali che se z & interna ad

E,, y sia interna ad E',.
Infatti preso y in E’,, si ha per il § 13:

P (y) ~

1 o
i~ F )
ma si ha pure in E',:

o)<«

onde presa una quantith ¢ positiva e piccola ad arbitrio, sard
[P (<o (1 A ey

da cui risulta che la (2) converge per tutti i valori di « compresi entro E, .,
ed essendo e piccolo ad arbitrio, la (2) converge per tutti i valori interni ad
I,. Essa converge inoltre incondizionatamente, ed in egual grado rispetto ad
x entro E, se si dd ad y un valor fisso, e rispetto ad y entro E', se si da
un valor fisso ad x; quest’ultima parte si dimostrerebbe come a § 10.

Cid posto, supponiamo che questi sistemi p,(u) e P,,(«) siano associati, ed
inoltre che le curve C, siano chiuse-ed il campo da esse racchiuso sia sempli-
cemente connesso: in tal modo, o la E, sard I'interno di C, e la E’, I'esterno,
ed allora le curve C, andranno diminuendo al crescere di «, perché per ' >a
la E» & compresa in E,, o inversamente; il primo caso & per es. quello delle

Annali di Matematica, tomo XII, 4
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26 Pincherle: Sui sistemi di funzions analitiche

o . . . o1 . .
funzioni sferiche, il secondo & quello delle funzioni v Dato il numero «, si
i
considerino altri due numeri vicini arbitrariamente ad «,
>0 >at

le curve Cy e C, saranno vicinissime a C,, e C, sard entro F, e C,» entro
E,:. Preso ora y lungo la C,, per tutti i punti x interni o al contorno del
campo K, la serie (2) sard convergente in egual grado rispetto ad y: se dunque
f(x) & una funzione regolare in tutto I'interno di E,, si avrd

1 [ fO)ndy o
fl@)=5— ’ yTx=ZCmpm(w)

dove

Cm=5; [ {4) Pu(y)y.

In modo analogo si otterrebbero sviluppi in serie di funzioni P, per una fun-
zione regolare entro un campo E',, ed in serie di funzioni p..» e P per una
funzione regolare in un campo counesso compreso fra due curve C, e Cp del
sistema.

17. Dato il sistema di curve C, ed i sistemi associati di funzioni p,, e
P,, di cui al paragrafo precedente, ¢ supponendo di pilt le funzioni p,, intere,
si abbiano i punti

a, as, Asy. .. Any- .-

in numero infinito aventi per limite una linea C, del sistema e d’altronde
tutti contenuti entro il campo E, o sul contorno, ed altrettante funzioni intere

Gy (), G, (x),... Gu(z),...
Si domanda se esisterdh una funzione analitica F'(z) che in tutto il eampo E,
gia regolare, eccettuati i punti a,, nei quali essa abbia rispettivamente le

stesse singolarita delle Gn(;)

X —adn
A quest’uopo, consideriamo le linee del sistema C,:
Caayy  Catagyrs Coayeoe

passanti per i punti
a;, Aayeen Apyees

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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rispettivamente, e curve parallele

-y C'yy.en Cny...
tali che C', sia nel campo E,q, parallela a C,(,, e ad una distanza d, con-
tata sulle normali per modo che
indichiamo infine con ¥, il campo che rimane da KE,q,, togliendovi 1’anello
compreso fra C,q) e C'y.

La funzione G,
avrd (§ 16)

X —0uy

)essendo regolare entro tutto il campo Ky, si

1

X — Qan

Gn ( ) =m§00n, mPm (%)

si prenda ora un sistema di numeri positivi
€1y Ezyene Engoees

tali che Y, sia convergente, e si faccia u, tanto grande che sia entro tutto £,

o0
| E Cn)m_pm(x)!<€n)

m=,
il che & possibile.
Ponendo
1
XT—4Htn

/J'”
(@)= G =)= F om0

questa sard una funzione analitica regolare in tutto il piano, tranne il punto
a, nel quale essa diventa singolare come la G,.
Si consideri infine la funzione

@)= 3 u(x).

Per un punto « interno ad C, e che non sia uno dei punti a,, si pud sempre
prendere N tanto grande che tutti i punti a, per n>>N siano fuori dell’area
Eq s relativa a quel punto. Si avrd dunque

P@) =@+ 5@+ @)+ 3 o),

ed essendo x interno a tutte le aree F,, per n>>N, verra

I n | n
) ¢ X < ) €
zl' ( ) A.Al
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28 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

ciod la F'(z) & finita e regolare nell’intorno di z. Se invece z & uno dei punti
@n, (r=ua,) si dimostra in modo analogo che

F (1) — 94()
& regolare, onde F'(x) & singolare in a, come G(E_la.).

Se i punti dati a, tendessero alla linea C, per modo che ogni punto della
C, sia punto limite per il sistema dei punti a,, la funzione F(x) costruita come
si & detto avrebbe I'area E’, per spazio lacunare.

Lo stesso problema si pud anche risolvere in modo analogo senza supporre
le funzioni pn.(r) intere; le funzioni ¢,(x) e quindi la F'(x) sarebbero allora
singolari anche nei posti gia detti 0,, 0,,... Oy,... a § 6.

IV.

18. Lo sviluppo di una funzione analitica in serie procedente per un si-
stema dato di funzioni p, () si ottiene generalmente per mezzo di due metodi
ben noti, che si possono adoperare:

11 primo, quando esiste uno sviluppo di

g 1D serie di funzioni p,,(r);

in tal caso lo sviluppo della funzione analitica si ottiene applicando il teorema
di Cavcay;

Il secondo, quando esiste un secondo sistema di funzioni ¢.(2), una co-
stante C' ed una linea y nel piano, tali che sia

g Cse m=n
[re@n@=
o se mZn,
ed in tal caso lo sviluppo della funzione si ottiene con un processo di coef-
ficienti indeterminati.

In questo capitolo e nel seguente mi propongo di accennare ad un altro
metodo atto a risolvere lo stesso problema e che presenta il vantaggio di met-
tere in chiaro come le relazioni per mezzo d’integrali definiti che servono nel
secondo dei metodi ricordati altro non siano che passaggi al limite di relazioni
notissime elementari. Questo metodo presentandosi perd come applicazione di
considerazioni pii generali sui gruppi di numeri, queste verranno esposte per
prime.
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19. Abbiasi un-gruppo di numeri doppiamente infinito
m=0, 1,... 00

(1)

soggetto alla condizione che sia possibile determinare tre numeri positivi 4,
7, s tali che per ogni valore di m e di » sia

rm sn (2)

I chiaro che determinata una coppia di numeri » ed s, ne esistono infinite
altre che permettono di soddisfare alla disuguaglianza (2).
Il gruppo (1) potendosi scrivere

() {n=0, 1,... o0

[, ol <<——

aO,o ao,l ao’gl.l ao,n‘..
Ay, Ay, Q4,2 Ay, n
qm o A, 1 Am, 2+ e» A, n

oooooooooooooooooooo

sary lecito dire che il primo indice esprime la linea ed il secondo la colonna
cui appartiene un pumero od elemento del gruppo.
Se (2,) & un gruppo posto nell’interno della varietd s, le serie

5‘ U, 0 %n 3)

n._.

saranno convergenti incondizionatamente per ogni valore di 7, come si veri-
fica immediatamente, ed indicando con y,, il valore delle serle (3) corrispon-
dente all'indice m e con M un numero positivo finito ed indipendente da m,
sard

M
lyml <

ciod il gruppo (ym) sard interno o al contorno della varieta 1; Adunque, ad
ogni gruppo (x.) interno alla varieth s, le formole

Ym = E am, nTn (3’)

n=0

. . . hd 1
fanno corrispondere un gruppo determinato interno o al contorno della varieta =
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30 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

Analogamente, le formole
Yn=3 Gm n%'m 39

m=0
farebbero corrispondere ad ogni gruppo (z'm) interno alla varietd », un gruppo
determinato interno o al contorno della varietd lg

20. Supponiamo ora che insieme alle (am,») esista un secondo gruppo dop-
piamente infinito

per il quale sia possibile determinare tre numeri positivi B, p, ¢ tali che sia
[am, n|<9mm, 4)
e sia per ogni valore di n
@ O per nZv
N am pom, = por < (5)
m=0 1 per n=y;

infine fra le infinite determinazioni di », s, p e ¢ ve ne siano che soddisfac-
ciano alle condizioni
re>1,  sa>1. (6)
Sotto queste ipotesi, dico:
1.° Che dalle equazioni (3') si pud ricavare

a0

n= zoam,nym, (7)

m=
2.° Che fra le am,» € le oy » passa I'altra relazione
« 0 per mZp

on
E m‘nd# _,

St per m=ug. ®)

@) Si ponga infatti

»
Xn= X %m,nYme

la serie del secondo membro & convergente incondizionatamente se si ha
M
ed indicando con N una quantitd finita, viene

N
IX<X,
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e per la (6) T N
n s,

ossia le X, sono nell’interno o al contorno della varieth s. Ma si ha altresi,
ponendo per le yx i loro valori (3'):

o o1
Xn= am’n Zam’,.’l}y; (9)

0 9=0

g

ora un termine di questa serie doppia & in valore assoluto
ABs”

(7- P)?TL on 87

<

ciot la serie doppia ha i suoi termini minori in valore assoluto della serie a

termini positivi

AB § 1 (s

n ”#1 (/rp)m s
che & convergente; per cui nel secondo membro della (9) i termini si possono
ordinare come si vuole e viene

[o2] [¢3]
Xn= E xy( E a"ﬂ’naln’y)

- v=0 m=
e per le (5)
Xn=xn;.

Dunque sotto le ipotesi fatte, le (3") si possono riguardare come un sistema di
infinite equazioni lineari con infinite incognite, di cui le (7) danno la soluzione.

b) Nelle (3) poniamo per z, i loro valori (7), e vengono le serie

doppie della forma
. ;am,n;ap,ny,‘; (10)

ora un termine di questa serie & in valore assoluto

AB 11
ST G er
ma la serie di questi termini positivi &

AB S, 1 ‘
rm g= (se)n (roj*

<

cioé & convergente, per cui la (10) sard convergente assolutamente ed i suoi
termini potendosi ordinare come si vuole, si potrd scrivere

ym = Eyl"(.? am,n Gy, n)-
F
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32 Pincherle: Sui sistemi di funzions analitiche

Ma le ym sono numeri arbitrari soggetti alla sola condizione
1
<=
prendiamo pertanto

ym.___ nt

dove » & un numero complesso arbitrario e tale che
1
‘7)]<;

e viene dallo sviluppo precedente per ogni valore di » soggetto a questa con-
dizione:
"= E”/[‘Z“m,nd/&,n
> n

il che & impossibile, a meno che non sia

. 0 per m?”
zam,n“mn:( F -
n (1 per m=g.
21. Due sistemi di numeri che soddisfanno alle relazioni
O per nZv 0 per mZp
Eam,nam’y= < Eam,nalg’n= =
m 1 per n=y, D 1 per m=p

(le serie dei primi membri essendo d’altronde convergenti) si diranno asso-
ciati; sono dunque associati 1 sisteml @ , ed am , del paragrafo precedente,
sotto le ipotesi fatte al principio del paragrafo stesso.

Sotto quelle ipotesi, nello stesso modo che da

Yym= N0m nTn
n
sl ricava : (@)
Tpn = ¥am nlYm
m
cosi da
Upn == N nVUm )
m
si ricaverd )
Vm = E“m,nun. , ’
n

prendendo le #, mnell'interno della varietd o'<<o, e le vm essendo di conse-
. . 1
guenza nell'interno o al contorno della varieth ="

E chiamando le (b) formole di trasformazione inversa delle (@), viene che
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sotto le stesse ipotesi se in una serie
Suny

sulle = si fa la trasformazione (a) e sulle « la trasformazione inversa, la serie
si trasformerd in
. . . Z’Umym;
infatti la serie
& @
2‘ Un 2‘ am p Ym (11)

n=0 m=0
ha i suoi termini minori in valore assoluto di quelli della serie a termini positivi
1

1 s'\n
Y Yi =B A ()

m,n \

che & convergente; adunque la (11) si pud ordinare come si vuole, e viene
d’una parte

@ o®
ngou (mzzodrn n :I/m) = ‘ un xn
dall’ altra .
Z Yy am nun)=zymvm.

Da queste considerazioni rlsulta che i gruppi
(@m,n) ed  (am,n)

sotto le ipotesi dei §§ 19 e 20, si comportano come i] sistema degli elementi
di un determinante D col sistema degli elementi reciproci divisi per D. Le
formole (a) e (b) estendono alle varietd (spazi ad oo dimensioni) i concetti della
trasformazione lineare degli spazi di » dimensioni.
22. In certi casi si pud determinare il gruppo associato di un gruppo dato.
a) Se si ha una funzione analitica y di x, nulla del prim’ordine per
#=0 e regolare in un certo intorno B di =0,

Y= T4 Pty 2 - (12)
¢ noto che se ne pud dedurre in un certo intorno B’ di y=0
w=al,1y+a2,(y2+...an,‘yn-l_... (13)
Coi noti teoremi della moltiplicazione delle serie se ne deduce
= S Ay, et T (14)
F=0
[e0]
=3, v, (15)
r=0
Annali di Matematica, tomo XIL 5
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ora i gruppi (um, ), (am ») sono associati. Infatti ponendo nella (14) le espres-
sioni di a7+ date dalle (15) osserviamo che per |y| abbastanza piccolo viene
le}<<R e quindi la serie di funzione di y del secondo membro della (14) &
convergente in egual grado; si potra quindi ordinarla rispetto alle potenze di
9, ed eguagliando nei due membri i coefficienti di y=, verrd

an,nan,n=1 ,

(16)
An 0o n~+ On ni10y nis 4 +an,vaw,w=0; )

queste sono le relazioni (5) o (8) del paragrafo precedente.
b) Se il gruppo (@m.») & tale che sia

am =0 per n>m

gli elementi del gruppo associato dovranno essere nulli per n< m: si ha cosi
lo specchio

ao‘o 0 O--v 0..- 0(0,0 do 1 ﬁo’g... O, Maese
a"o ag,t Oo-- 0... 0 0(1’1 dhg... 0.1,777“-
Az o Qg 4 ag,g.. 0 O B Og o Gg 170
Qm,0 Oma Gn gee.  Qm ma.. l‘ 0 0 0... ane, iMoo

e le relazioni (5) e (8) del paragrafo precedente divengono:
A, m o, =1
Am oy, p - Om g0 pia 0 Wmmoy =10 (z <m) (17)
An,non, v + Qniyntnty,y + -+ @Gy nay y =0 (V>”) /

I numeri am , si possono determinare di mano in mano formando i determi-
nanti d’ordine » colle prime am , e calcolando gli elementi reciproci, indi divi-
dendo per il determinante.

In questo caso, si semplificano le condizioni date al § 20; per es. se si ha

am,m=1

ed
A
|dm+-,, ml<b_‘°
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saranno valide le formole di trasformazione (a) e (b) del § 21; ¢id si trova di-
mostrato in altro mio lavoro (*).
¢) Al caso precedente si riducono pure i gruppi tali che sia
am =0 per n<m;

un tal gruppo si otterrebbe dal precedente mutando le linee in colonne e in-
versamente.

V.
23. Applichiamo ora le considerazioni precedenti a sistemi di funzioni;

riprendiamo le ipotesi del § 20, supponiamo cioé di avere due gruppi (am, »),
(am, ) tali che sia

B
!am’n!< Tm‘Sn’ lam,n|<9m—65, (1)
re>1, sa>1 (2)
0 per n2 0 pe z
Ea'n,n“)n.v':( por = Eam,n“#,n=§ perm<e 3)
" { 1 per n=y, " {1 per m=yp

dove uno dei sistemi (3) & conseguenza dell’altro.

Un sistema (am ,) soddisfacente alla (1) ci sard dato ogniqualvolta avremo
una funzione di due variabili #, v regolare in un intorno del posto (u=0,
v=0); se sard infatti

T(uy v)= X tm nwmo"

r, s saranno numeri gqualunque positivi inferiori ai raggi di convergenza nei
piani % e v. La T(u, v) sarad funzione generatrice dei due sistemi di funzioni

Pm(v) = Jam 0"
n

Gn(U) = S, n U™,
m

le prime regolari tutte entro il cerchio di raggio s, le seconde entro il cerchio
di raggio 7.
Il sistema associato definird una seconda funzione di due variabili
O(u, v)= Nam ,umv"

() Sopra alcuni sviluppi in serie per funzioni analitiche. Memorie dell’ Accademia di
-Bologna, serie 1V, t. 3,
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che genererd i due sistemi di funzioni di una variabile
P(tt) = Yam nv"
n

Qn (2)) == %:txm, a U™

regolari rispettivamente entro i cerchi di raggio ¢ e p.

24. « Ogni funzione f(z) regolare entro un cerchio di centro x=0 e di
» raggio maggiore di s, & sotto le ipotesi del paragrafo precedente, svilup-
» pabile in serie di funzioni pm(x). »

Sia
fe)= S .o

la funzione data; essendo essa regolare entro un cerchio maggiore di s, il
gruppo (4,) sard interno alla varietd ]E’ e per le (2), alla varietd o.

Ne segue (§ 19) che ponendo
m—zdm nn, (4)

le C, avranno valori determinati e tali che sia
M
|0m|<?ﬁ'
e dalle formole (4) risultera (§ 20)
An=zam.’n Om

Formando la .
f(w) = L .Ay P = Efc” ;am, v Cm
v v

questa serie doppia ha per |z]=s"<s i suoi termini minori in valore assoluto
di quelli della serie convergente e a termini positivi

A3 ()

per cui i suoi termini si potranno ordinare come si vuole, ed in particolare
si potrad scrivere
f(w)— 3 Cm ?am Yy = “Cmpm(x), (5)

c. d. d.
25. Sotto le stesse ipotesi & possibile determinare un sistema di funzioni
associate (§ 15) di pm(z) e quindi uno sviluppo della forma (5) applicando il
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teorema di Cavcry. Si ha infatti (§ 21) che
Eunfvn= Z’Umym.
Se si limitano convenientemente le varietd cui appartengono i gruppi

(4n), (xn)y (vm)v (.7/ m)
e se questi gruppi si legano dalle relazioni

Ym= Y. Gm,nLn equivalente a xn = Yam nYmn
n

Un = X,0m, nVm "o Vm == N 0m, nUn}
m n
ponendo ora
Xn= 12", Ym=pm(x) = Y,0m o T"
n

un=x',,, 'Um——'-Pm (CC')——' Z“m, n x'n
n

sotto le condizioni
fel<<s, |7l<e, Jea|<1

varrd I'eguaglianza
1

l—zxx

7= 2 Pm () Pra ()
e ponendo

y )T Y
sl ha

n (2) T (Y) (6)

formola valida almeno per |z|<Cs ed |y§>lg; inoltre avendosi sotto le stesse

condizioni .
pn@I<ims | Pay)| <

con rp>1, ne risulta la convergenza assoluta ed in egual grado della serie
(6) rispetto alle due variabili.

Risulta dalla (6) che se f(x) & una funzione regolare entro un cerchio di
centro 0 e di raggio maggiore di s, si avra -

F@) =5 2@ [76)7n 1)y = B Cn o) )

I'integrazione essendo estesa ad una curva chiusa compresa entro il cerchio di
convergenza di f(x) ma esterna al cerchio di centro 0 e di raggio s.
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26. Tanto nello sviluppo (5) ehe nello sviluppo (7) i coefficienti C,, e C',,
sono interni alla varietd # infatti nel primo si ha
1

by -
'Cm|< lAn“m 7ll< u (s )"

e nel secondo,

LM
lCm|<T

essendo L il massimo della funzione f(x) nell’interno della curva d'integra-
zione; dico che essi coincidono, cioé che non pud esistere uno sviluppo dello
zero

2npn(@)=0 . (®)

nel quale (c,) sia interno alla varietd » ed inoltre convergente in egual grado
in un campo che comprenda il punto zero, sia pure arbitrariamente piccolo.
Si potrebbe infatti in tale ipotesi sviluppare la (8) in serie di potenze di z e
si sa che dovrebbero essere nulli tutti i coefficienti, per cui

(0.¢]

Y CmOpmv==0 (r=0, 1,... oo); %)

m=0
considerando ora la serie doppia
@, @
\}
Sp=2 X tnln, %5

v=0 m=|

essendo per ipotesi
len|<Hrm,  r<r
i termini di questa serie sono in valore assoluto minori dei termini della serie
o, 11 ABH rym 1
vwm 7‘7’1'3” P’L Gv : P’L vy, m r (s G)‘)

certamente convergente: per cui i termini della S si potranno ordinare come
si vuole e si avrd d’una parte

S = m( am vy ,,)

m_.()

e per le relazioni (8) del § 20:

d’altra parte
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osgia, per le (9)
Sp=¢,=0;

onde non pud esistere uno sviluppo della forma (8) nel quale i coeflicienti
siano diversi da zero. Ne risulta I'identitd fra gli sviluppi (5) e (7) della f(z),
e quindi

. 1
Sotmn A== [ F)mn (@) dy. (10)

Le considerazioni fatte sulle funzioni p,(x) nei due paragrafi precedenti si pos-
sono ripetere per le ¢.(z) definite da

Q
Y O, n 2™

m=0

le cui associate sono

¥
27. Dalle posizioni
T(u, v) = Xam, nUm "

O(u, v) = Nan, numv"

risulta
1 jfl’(u, v)du 1 fT(u, ) dv (11)

Pn(0)= 274 un+ qn(4) = 273 v+
(«) ©)
I'integrazione essendo estesa la prima volta ad un cerchio di raggio < 7 nel
piano u, la seconda volta nel piano » ad un cerchio di raggio < s; da queste
1 [‘ T(u, v)dudv
O, 0 =— — —_—.
47;-20 um+1pn41
(%) (v)

Analogamente
1 O(u, v)du 1 O(u, v)dv
.Pm(’l))= f ( 2 3 Qn(U)=§Tl 7'_‘—"“

27 wm+
()

Si ponga ora mnella (7)
f(@)=pm(r)
Prn(@) =X Cpu(z)
ma poiché non possono esistere sviluppi dello zero per funzioni pu(%), sard
O per pzm

e verra

Cm —
# 1 per p=m
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e ponendo per questi coefficienti le loro espressioni in forma d’integrali

( O perpZm

( 2nt per p=m

[ )pntn)ay = (12)

(&)

Vintegrazione essendo estesa come a § 25. Una formola analoga vale per le
¢x(r). Queste formole (12) sono I'espressione in forma d’integrale definito delle
formole (5) e (8) del § 20, e come tali si possono riguardare come una esten-

‘sione delle relazioni fra gli elementi di un determinante ed i rispettivi elementi
reciproci.

Bologna, aprile 1883,
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Sopra alcuni sistemi
di equazioni differenziali.

(Nota del prof. G. Ricct, a Padova.)

Se si estende la definizione data da Aweire (*) per I'integrale generale di
una equazione differenziale al sistemi di equazioni simultanee o no, la pro-
prietd di ammettere integrali generali, la cui arbitrarietd sia rappresentata da
un numero finito di costanti arbitrarie, non appartiene soltanto alle equazioni
a derivate ordinarie, ma anche a quei sistemi completi (**) di equazioni a de-
rivate parziali di ordine qualunque s, in cui tuite le derivate di ordine msimo
delle funzioni incognite sono o possono ottenersi espresse per le variabili indi-
pendenti, per le funzioni stesse e per le derivate di ordine inferiore. E in fatti
evidente che la differenza fra il numero delle equazioni di ordine qualunque
p>m che si possono ottenere colla differenziazione dalle funzioni primitive e
dalle equazioni proposte & costante ed eguale a quello delle funzioni stesse e
delle loro derivate di grado inferiore ad .

Se si indica questo numero con N I'integrale generale del sistema proposto
deve, secondo la citata definizione di Awpirg, contenere N costanti arbitrarie.

Alcune ricerche, che spero poter pubblicare fra breve, mi hanno condotto ad
un sistema di equazioni di 2° ordine con una sola funzione incognita della
forma di quelli sopra indicati. Poiché dovrd valermi dei risultati relativi a.
questo caso, & sopra di esso che mi fermerd specialmente in questo breve studio,

(*) Pour qu’'une intégrale soit générale il faut qu’il n’en résulte entre les variables, que
I’on considére et leurs dérivées a l'infini que les relations exprimées par I'équation donnée
et par les équations, qu'on en déduit en différentiant. — Considérations générales sur les
intégrales des équations aux différentielles partielles, § 1°. Journal de I'Ecole Polytech-
nique, vol. 10, pag. 550.

(") Estendo qui in modo facilmente intelligibile e che sarad precisato una denominazione
introdotta da CrLEBscH pei sistemi di equazioni a derivate parziali lineari di 1° ordine.
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ma il metodo della dimostrazione renderd evidente la generality delle conclu-
sioni, a cui esso conduce. Indicando con 7 il numero delle variabili indipen-
denti, la determinazione dell’integrale generale dipende da quella di tutti gli
integrali indipendenti di un sistema jacobiano di » equazioni a derivate par-
ziali lineari omogenee di 1° ordine con N +4n variabili indipendenti. In esso
poi le costanti arbitrarie entrano per guisa che determinandole conveniente-
mente si possono far prendere alle funzioni incognite e alle loro derivate di
ordine inferiore all’mso in un punto scelto ad arbitrio dello spazio ad n di-
mensioni valori arbitrari.

Come vedremo, questi risultati possono essere utili anche per la integrazione
di sistemi di equazioni, che non si possono immediatamente ridurre alla forma
qul considerata.

Supponiamo che una funzione ¢ di # variabili z,, @,,... 2, contenga n--1
parametri ¢,, ¢iy... ¢, rispetto a cui sia risolubile il sistema di equazioni

1 .
9=p; =D r=1, 2,... n). (1)
e la risoluzione dia

Cs=1[s(Z1, Toyeer Tnj Doy Piy Poyess Pr) (s=0, 1, 2,... n). @)
Se questi valori delle ¢ si sostituiscono nelle espressioni

dato .
Tarda, — Yo (i, g=1, 2,... n) 3)
. . . . . . n(n+1) . .

delle derivate seconde di ¢ si ottiene un sistema di ——— equazioni della
forma

_T9__ 4, (@, g=1, 2,... n) (@)

dxidxg tg ’ g ? YA ’
essendo identicamente

Aig= Ay (&)

e le A;; funzioni di 2, ®s,... Tu; Po; Piy Pey--- Pn- Se per le p si intendono
poste le espressioni (1) esse costituiscono un sistema di equazioni a derivate
parziali di 2° ordine, a cui soddisfa ¢, e poiche 1 valori delle p dati dalle (1)

rendono identiche anche le (2), le equazioni
d S d S d s
R I ) (6=0,1,2,.0) (4

che si ottengono derivando queste identitd e servendosi delle (1) ed (a), se non
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44 Ricci: Sopra alcuni sistemi di equazioni differenziali.

sono identith, dovranno contenere le p ed essere soddisfatte dai valori (1) di
queste. E siccome le (2) ci dicono che almeno in un punto dello spazio ad n
dimensioni (z,, &,,... «,) 1 valori di ¢ e delle sue derivate prime sono arbi-
trarf, mentre invece le (4), se non fossero identitd, ci darebbero una o pilt delle
p in funzione delle altre e di #,, %.,... 2., conviene concludere che f;, fi,...
fn considerate come funzioni delle 2n 41 variabili indipendenti z,, %.,... &x;
Po; Piy Pzjy--. Po soddisfanno al sistema di » equazioni lineari ed omogenee

d d d .
37fi+zg“4igd_12+pid_zi=0 (Z=1, 2,... n). (a)

Biccome noi supponiamo le ¢ indipendenti fra di loro questo sistema ammette
dunque n+1 integrali indipendenti e perd esso & completo e per la sua forma
speciale jacobiano. Cid del resto si verifica facilmente come segue.

Posto

. d Aq rodA; dA; . -
(ig, = dng+21'h dp:Ahz-l—]?z dpf G g, l=1, 2,...5) (D)

le condizioni necessarie e sufficienti perché il sistema («) sia jacobiano consi-
stono in ¢id che si abbia identicamente

(g, H=(g, 9 (i, g, I=1, 2,... m). ()
Ora ricordando che le 4;; non sono che le aiy, in cui per le ¢ si sono sosti-
tuiti i loro valori dati dalle (2), si trova

. _dazq d01q (lfk dfk dfx
GCg D=2 dx +z dek (d:cz +"‘h M don + ldpo)
e per le (3) e (4)

. ds3 , .
(g, = m%a ={lg, 7).

Reciprocamente se si ha un sistema di equazioni della forma (z), dove le
4Aig sono funzioni delle variabili indipendenti, di ¢ e delle sue derivate prime
tali che, fatte le posizioni (1), si abbiano le identitd (b) e (b,), il sistema (),
in cui si considerano le z e le p come indipendenti fra di loro & jacobiano.
Esso ammette dunque n 41 integrali indipendenti f;, fi,... fr, 1 quali egua-
gliati ad altrettante costanti arbitrarie daranno il sistema di equazioni (2) riso-
lubile rispetto alle p e da cui trarremo quindi p,, pi,... P» espresse in funzione
di 2, x,,... z2 e delle costanti arbitrarie. Da esse si avrd pure

dfs nw dfs dpq — J— LR -
e + >0 Tpg da'i—o (=0, 1,... n; i=1, 2,... n)
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e ricordando che le f; soddisfanno alle («), dal confronto di queste con quelle,
che si hanno dalle («) facendovi f=F,

P, M—A-
YA dz; Y

G, g=1, 2,... n).

Queste ci dicono che p,, p;,... p» sono le derivate prime di una stessa fun-
zione p, di 2y, %,... #n, la quale contiene n -1 costanti arbitrarie e soddisfa
al sistema di equazioni (x). Le (2) ¢i dicono di pilt che si pud sempre disporre
di queste costanti in guisa che p, e le sue derivate prime prendano valori ar-
bitrari in un punto arbitrario dello spazio ad # dimensioni (,, %,,... Zn).

Se ora deriviamo la (a) rispetto ad z; e per le derivate seconde di ¢, che
compariscono nel secondo membro, poniamo i valori dati dalle (a) stesse noi
otteniamo

Ao e
dridzgdxl =(ig, D (©)

Dunque I’essere verificate le identitd (5,) importa che, come nel primo, anche
nel secondo membro di queste equazioni si possa scambiare 1'indice ¢ coll’in-
dice I, come le identitd (b) permettono di cid fare rispetto agli indici ¢ e g
nei secondi membri delle equazioni (@) e (c). Se le () e () non fossero identita,
esse costituirebbero delle equazioni differenziali di 1° ordine, a cui dovrebbero
soddisfare tutti gli integrali del sistema (a), e che sarebbero quindi da aggiun-
gere al sistema stesso. Per questo noi chiameremo complefo un sistema di equa-
zioni della forma (a), quando i suoi secondi membri considerati come funzioni
delle variabili indipendents x,, Xs,... Tn; Po; Pi, Pey... Prn soddisfacciano alle
equazioni (b) e (by).

Noi abbiamo dunque:

« Se un sistema di equazioni della forma (a), i cui secondi membri conten-
» gono oltre alle variabili indipendenti la funzione incognita e le sue derivate
» prime, & completo, il suo integrale generale contiene » 41 costanti arbitrarie,
» di cui si pud disporre in modo che esso e le sue derivate prime preudano
»in un punto qualunque dello spazio ad = dimensioni (2, @,,... 2x) valori
» arbitrari. » :

« Di pit in questo caso considerando le A;, come funzioni delle 2741 va-
» riabili indipendenti @, @5,... Zn} Po; Py P2y... pn dopo aver fatte le posi-
» zioni (1) il sistema di equazioni () & jacobiano, e i suoi #--1 integrali in-
» dipendenti eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie c¢i danno in p,, p,...
» pn I'integrale generale del sistema (a) e le sue derivate. »
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Se nelle ¢ le ¢ invece che costanti si suppongono funzioni delle x, invece
del sistema (1) si ha D'altro

d oo do den
v=p,  ge=bt Mg r=1, 2,... n)
il quale coincide col sistema (1), se le ¢ soddisfanno alle equazioni
g9
den

Ne viene che, determinato I'integrale generale del sistema (a) se ne trarranno
degli integrali singolari, se per alcune o per tutte le ¢, per esempio per ¢,
Ciyere Cm (cON m=mn) si porranno in ¢ i valori dati per esse in funzione delle
% e di Cpriy Ctey.-. Cn dalle equazioni

do  do do

dco des dem
che supponiamo risolubili rispetto a ¢o, ¢iyeee €.

Se i secondi membri delle equazioni (z) non contengono la funzione inco-

gnita, ¢ si ha dalle (5)

dA; " dA

(ig, = dxf-*-,‘lhd—ljigfihz (¢ g9, 1=1, 2,... n)

e Vessere verificate le identitd (b,) importa che non soltanto il sistema (z), ma
anche il sistema

oL, d .
A (=1, 2,... ) ()

che ha una variabile indipendente di meno, sia jacobiano. Esso ammette sol-
tanto » integrali indipendenti e come si & fatto nel caso generale si dimostra
che questi eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie ¢i danno per p,, p.,...
pr le derivate prime di una stessa funzione ¢, che soddisfa alle equazioni (a) e
ne & l'integrale generale. In questo caso la determinazione di questo integrale
si riduce dunque a quella degli » integrali indipendenti del sistema («,) e ad
una quadratura cosi che una delle n4-1 costanti arbitrarie riesce, come & na-
turale, semplicemente additiva.

Per farne poi una speciale applicazione dard ancora un cenno sull’uso di

questo metodo per la integrazione di un sistema completo di equazioni simul-
tanee a derivate parziali di primo ordine. Se m & il numero delle funzioni
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incognite @iy Pzye.. ¢my # quello delle variabili indipendenti un tale sistema &
della forma

dor
dfg = A", (r=1, 2,... m; s=1, 2,... n) ()
dove le A™ sono “funzioni delle variabili indipendenti e di i, ¢zy... 9n. Posto
Pr==qy (r=1, 2,... m)
A(") ‘ dA,
st, 7']-— +‘ r — AP (r=1, 2,... m; s, t=1, 2,... n),

le condizioni necessarie e sufficienti perche il sistema (a,) sia completo consi-
stono in cid che, le AT considerate come funzioni delle %+ m variabili indi-
pendenti 2,, Zs,... Znj 1, Goy... ¢n soddisfacciano al sistema di equazioni si-
multanee a derivate parziali lineari

Ist, rj=lts, 7| (r=1, 2,... m; s, t=1, 2,... n). )

Queste stesse condizioni sono quelle necessarie e sufficienti, perche il sistema
di n equazioni lineari a derivate parziali con »-}-m variabili indipendenti

Af N g 8
dan T30 A G- =0 (4,)

sia jacobiano e il sistema integrale generale delle equazioni (a,) si ottiene egua-
gliando ad altrettante costanti arbitrarie gli m integrali indipendenti del si-
stema (4,).

Se invece di mm equazioni simultanee, a derivate parziali di 1° ordine con
m funzioni incognite ed » variabili indipendenti risolubili rispetto alle derivate
prime di quelle, se ne hanno soltanto nm—1, che permettano di esprimere

. . . dos
tutte le derivate, ad eccezione di una, che supporremo essere ;%—9 per questa,
i

per le ¢ e per le , noi abbiamo un sistema di equazioni della forma (a,), in
cui manca quella, che corrisponde ad »=1, s=1 e in cui posto

dq:,

dx; ’
le A® saranno funzioni delle z, delle ¢ e di A. Se questa si potrd determi-
nare in funzione delle « e delle g, per guisa che le equazioni (&) restino sod-
disfatte, noi potremo ridurre il sistema (a,) alla forma (a) ed integrarlo col
metodo dato per questo. E poich® in questa ipotesi si ha
dA g dA(" (lA m (A9  dAY dA

(ko a4 d gk)’

1st, rj=
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le derivate essendo prese col considerare le z, le ¢ ed A come variabili indi-
pendenti, si vede che il sistema di equazioni (¥"), a cui deve soddisfare A &
a derivate parziali di 1° ordine e lineare. Il numero delle equazioni & poi

_ mn(n—1)
N=—
e quelle delle variabili indipendenti dopo averle rese omogenee con un metodo
noto
p=n-+m-+1.
Nel caso dim=1 ed n=2 & N=1, p=4. Vediamo cosi che la integra-
zione delle equazioni a derivate parziali di primo ordine con due variabili in-
dipendenti, si pud far dipendere dalla determinazione dell’integrale generale

di una equazione lineare ed omogenea con quattro variabili indipendenti e poi
da quella dell’integrale comune di due equazioni pure lineari ed omogenee con

tre variabili indipendenti.

Padova, giungno 1883.
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Sulla teoria delle funzioni ellittiche.

(Memoria di F. Brioscmi, in Milano.)

PARTE PRIMA.

1.° Indicheremo con 3(z, w), S.(z, w), $:(x, w), S:(x, ») le quattro fun-
zioni di Jacosr:

S, w) = QI (1 —2g¢"tcos2z+ ¢**) = ¥ (— 1) qmze?mim

1 2
.9-1 (x’ &)) - 2q—4- Qsen x H(I‘(l _— 2 g?TCOS 2x + (lﬂ") — 17_ 27)1,(— 1)971 Q%('—’}?’H"’) e(2m+i)ia;

£ 1, 2 .
So(z, w)=2¢* QcoszIL.(1 +2¢*cos2z 4 ¢*) = Emg‘*("m*’) elem+i)iz

93('”7 0)) = QH'I' (1 + 2 921‘_’ COS2 X —l— q4”‘—-2) = Eynqm,‘l e?anim
nelle quali:
Q = HT<1 - 927‘) = Em q3m2+m

(Fundamenta nova, pag. 185, equaz.® 6), e gli indici #, m devono assumere
tutti 1 valori numerici interi, il primo dall’unitd all’ infinito, il secondo da — oo

a - oo} inoltre w=i% e q=¢e",
Si indichi col sig. Deperino (¥) #(w) la espressione:
N (6m 412
(o) =g (1 —g")=Fmq "°
si avra per la doppia rappresentazione di %(x, w):

n(w)=vi_—351(g, ;—))=—ig%51((on, 30)

essendo ¢=\—1I.

(") Schreiben an Herrn BorcuarDT: Ueber die Theorie der elliptischen Modul-Functio-
nen. Journal fiir die Mathematik, Bd. 83.

Annali di Matematica, tomo XII, 7
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Sia #» un numero primo, «, f due numeri interi che possono prendere i
n—1

valori 1, 2, 3,... ——> ed s un numero intero da zero ad »—1; pongasi:

Folw) =(=1)q" i3\ (zon, ne)
a,(&, w—{—Ss)

n n

G@»S(w) = —(— l)pz — 1
‘ \/(—l) 2

saranno evidentemente F(w), g s() eguali ciascuna ad n(w) per n=3, s=0.
Nel caso generale rammentando una delle relazioni contenute in una mia co-
municazione all'Accademia delle Scienze del luglio 1858 (*), ciod la:

n—1 _n_—]_ .
(—1) * 9,(x, w)= 5,0z, n%)-}—};a(—l)“q“g{e"?ws,[n(x-{—aom), na] 0 gy
+ e =9, [n(x—aor), nPu]!

in luogo di w, si giunge facilmente alla:

. [ 8
e ponendo in questa x=p— ed m-';——l—s

n
n—1 n—1

(175,55 22 =) T 1y (P — ) o, 1)

—
"

giT

nella quale e=¢ "
Posto quindi:

P

Ap= i

n-l
—1) % n

si ottiene fra le funzioni Gg s(w) ed F.(») la relazione lineare:

n—1 -1

Gp.s(0) = 1) % Zj e 4,0 Fa(o), @)

2.° La funzione:

o2

Fo(w) = (—1)%ig " 1 (zar, ne)

(") Sur diverses équations analogues auz équations modulaires dans la théorie des
functions elliptiques. Comptes Rendus, t. 47, pag. 339, formola 2.
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la quale per n=23 coincide colla »(w) del sig. Deperixp, ha varie proprieti
che passiamo a stabilire. In primo luogo mutando l'indice « in #—a oppure
in #+4« si hanno le:

Fyo(w)=—Fy(w)
Frva(s)=Ta(o);

alle quali pud aggiungersi la F_,(»)= — Fu(). Poi sostituendo o +1 ad o
si ottiene la:

i

Fo(od1)=e"

(n42

7)2
Fgf, (0.))

e per mezzo della nota relazione:

3T .
—_ ir?

o 1
.9\(56, w)=e\/_;.)_-e o)‘l'f'91('£, -——)

si deduce la:

Fa(—- l) T Vo G, o)

(O]

le quali due ultime relazioni pel caso di n=3 conducono alle:

ot D=y, o= g)=e Vo

gia trovate dal sig. Depekisp (pag. 281).
Sostituendo nella relazione (1) sopra rammentata 3

Q—ZSS in luogo di , e

ponendo in seguito nella medesima z=wm, si ottiene la seguente:

n—1l
(—1) ’ '91(0)777 3w+8's)='9‘("‘*”"7 3nw) 4+

n
n—1 32

+ 2’31(_ 1)“6‘23“2q7{g2“9, [(n+3x)or, 3nw)+q2*%[(n—3x)ur, Jnw]|.
T

Ora da una delle formole date dal sig. ScurorrEr nella sua dissertazione: De
aequationibus modularibus (pag. 14, formola T) deducesi la seguente:

,9‘('%—2), w)&.(u—l—?;v, 3&))——.9,(% + v, w)&i(u—-3v, 3w)=.9,(2u, 30)3,(2v, m)
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e supponendo in questa w==nwn, v=anr dopo aver posto nw in luogo di «,
osservando essere:

S[(n—o)wr, nw]=q—("‘2“)31(awn, nw)
S [(n+a)or, nol=—q¢ I3 (cor, nw)
"5 (2naw, 3nw)=235,(nwr, 3nw)
si giunge alla:
Si(ewm, nco>l(_]“”l [(n+3a)or, 3nw] +
+ 5[ —3x)ur, 3ne]| =3 (ner, 3ne)%Lanr, nu)

per la quale la relazione superiore pud scriversi:

n-1 n—l

: = N o Fos(e)
(_1) (&)17 3()—!/; s)zsi(nmﬂ', an)[1+ \ gl2s 2 ]‘2 (:::l

Ma dal valore di 5(w) si ha tosto essere:

n

n(nw)=—1q ’ Si(hor, 3nw)

e dimostrasi facilmente che:

-8 .. 3
n(m—k 5)=izq '91(0”,_,’ 32‘1’283)

%

secondo che n & della forma 6¢—1 oppure della 6¢4 1. Si avra cosi la re-
lazione:
n—1 n-1

(s e Tt ke B @

e siccome moltiplicando fra loro le 2—1 funzioni F\(»), Fy(w),... si ottiene

dopo aleune riduzioni essere:
(n=-1)(n—=3) n—3

LE@=(=1) °  a)nme)
ed analogamente dal prodotto G, s(w), G, ¢(w),... si ha:

n—3

1 o-+8s
ﬂr, T8 s('n}— nsn(m)n( + ) N

I
4

n
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se sl pongono:

_ Fa(w) _ Gas(w)
TR S
si deducono tosto le seguenti:
n—3
(n=)(n-3) (no) ot . w+83) ’
Mye=(-1) ° [252] 0 M= 4
Yo=(—1) ") 8és o (4)
od infine ponendo:
T(w —I-Ss)'2
n(ne)] 1 Z, . ‘ n _
[ﬂ(w)]_ 22’ [ n(w) J_zs ©)
(—1)
si giunge alle rimarchevoli relazioni:
n—3 n-~3
z B Zs B
[%] =ty [£3] —ms. (6)
e la relazione superiore (3) prenderd la forma:
n—-1 __ r-1
t— i 2 [
oo T (— 1) \/%[1 + Saette 3;’—] )

il doppio segno avendo anche in queste ultime formole il significato esposto
sopra.
3.° Le equazioni modulari di cui le radici sono le 2, 2y, 2iy... Zpy

hanno quindi, per quest’ultima equazione, la proprieta caratteristica delle equa-
zioni Jacobiane, cioé fra le radici quadrate delle radici stesse sussistono ——"_;1
relazioni lineari. Ma questa classe va distinta dalle altre sia per la speciale
proprietd delle radici stabilita nelle relazioni (6), quanto per quelle relative
alle funzioni Fg(w), Gp s(w).

Un’altra interessante proprietd delle espressioni y, fu indicata dal prof. Kiemx
nel suo pregevole lavoro: Ueber gewisse Theilwerthe der ©-Function, pubbli-
cato nel volume 17 (1881) dei Math. Annalen, pag. 565, deducendola da un
noto teorema relativo alle funzioni 9.
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Essendo, come & noto;
S (v S (u—v) Si(w +9) S (w—1) +
F+ 90+t S —1) (w0 Fu) S (w—u)+
+ 5.0 Fu) 5t —uw)d (w+v) Hw—v)=0
se si pone in essa:
u=1lor, v=mon, W=4(un, t=rhaen
si deducono le relazioni:
C YemYlemYgirY gt Ymir Ym—nYg+1Y g1 F Ynr1Yr-1Y gemYg—m =0 (8)
nello sviluppo delle quali si terrd conto delle:
Yno="—Yay  Yn+a=Yay  Y-0=—"Ya. )

Infine una condizione alla quale soddisfanno le funzioni y, si ottiene moltipli-

cando fra loro gli » valori della funzione n(m-}ﬂ;&s) corrispondenti ad s=0,
1, 2,... n—1. Questo prodotto da:

© 485\ n(w)y+t
Hsn( n )_ n (nw)

e per esso dalla seconda delle equazioni (4) si deduce la:

. n—3

1 0 (@) B

HsTlglp, s = —; [W]
n
o per la prima delle stesse (4):
(¢ Y-y
. 8
1L, Yo+ IIs Hﬁ gﬁx s= (— 1) n(n-3) (10)

ma le &g ¢ sono, per la relazione (2), funzioni lineari delle 4, quindi il primo
membro di quest’ultima equazione sard una forma in y,, ye,- - ¥, dellor-

]
12—

.

dine 21, ¢ 1a forma stessa sard eguale ad una costante. Il prodotto delle
n—1

.. . . 2
radiei 2, 2,... 2o~ Sard poi per I'equazione stessa eguale a (—1) = -n.
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4.° Posto:
g b (=124 14y
2T JA(1—kepe

dove k & il modulo dell'integrale ellittico, la funzione »(w) pud esprimersi nel
modo seguente (*):

. 1
-1 —L/lda\*

. —_ 6 -— 811 .

2(6) = Cost.z™ ¢ (1 — 2) (dw)

Sieno z_, %y, %iy... Tp—y gli n41 valori di z corrispondenti ai moduli A,

Xo,... si avranno analogamente alla superiore le:

NS

7 (’I‘L w) = COSx;%(l — xw)—% n—% ((lxm)

do

i
\ 3 _4 _1 1 2\ 4
n(o 86):0ost.9cS o (1—xs) 8n4(dg"’)

N do

per le quali dalle relazioni si ottengono le seguenti:

n—1 1

kS 1 =
Yz L a3 (l—ux)t (rixw)z

2, =(—1)" n* 2 + (52
x3 (1—a,)* an

42

2e=mn?

=t RS

4 1

(1 —x)* ((sz)z
T =\ "d

253 (1 — axs)* aw

A queste relazioni si giunge, come & mnoto, anche nel modo seguente. Posto:

e 1 A=Te _—
u=n*(w), r=g3 z(1—x) 7= 144 2(1 —2x)

la u soddisfa alla equazione differenziale del secondo ordine:
w+pu +qu=0
du

nella quale ' = a.!—; Analogamente indicando con X una qualsivoglia delle

%,y %oy 1y...; con U il valore di u corrispondente e con P, @ i valori di p,

(") Vedi DeperiNo, Memoria citata, pag. 281.
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q nei quali siasi sostituito X ad z, si avra:

azUu
IX2+ dX+QU 0.

Se ora si pone:

v,=F(=1) vz
& si indica con v una qualsivoglia delle v_, vy, vy,... si ha dalla (5):
u =;1; U
e quindi dalle equazioni differenziali superiori si dedurranno le:

PX*=X"—4-X'4pX'

”

ox =0 4o(2) -2 o

La prima di queste, integrata, conduce tosto alle relazioni (11); eliminando
la v dalle due si giunge ad una nota equazione differenziale del terzo ordine
non lineare fra X ed «, ed infine essendo:

ot = Cost. z3 (1—1) dX
X3 (1—X)*
si avra dalla seconda pel valore di Q:
‘ 2(‘pr
X = Cost. ——— [2v2" — 62 4 2puvv/ — g

il quale valore di X sostituito nella precedente relazione dard per la deter-
minazione di v una equazione differenziale del terzo ordine non lineare.
5. Se la relazione (1) si deriva rispetto ad z e ponesi quindi nella me-

. -4 8Ss
desima £ =0 ed Tl

in luogo di o, si ottiene la:

n—1
=1 ° s’,(o, “’J;S“‘)=ns',(o, n)+-

ﬂ,—l o

+(—=1)* 2. (= ey 03 w0, 1)+ 208, (a0, 10)]
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essendo %',(0, nw), ¥i(awm, ne) i valori della derivata di $,(z, nw) rispetto
ad z nella quale sia sostituito ad x lo zero oppure awn. Ora:

400, 9)=2r()
si avrd percid dalla equazione superiore: ‘

n—1

)=(— 1) " et (nw) 4

[ +8s
n
n
n—1 o2

X (= 1)t " [0 (wam, ne)+2aidi(zar, nw)] -

la quale dimostra che non solo le v, v, viy... n—y in causa della relazione (T)
n—+1
2

proprietd per le v, o3, v3,... (¥).
6.° T coefficienti delle equazioni modulari di cui le radici sono le z_, 2,
Z1y... @n—y 00O numerici oppure funzioni di . Il sig. Kuriv in una lettera a
me diretta e pubblicata nei Rendiconti dell’Istituto Lombardo ed il sig. Kiepert
nella sua Memoria: Zur T'ransformationstheorie der elliptischen Functionen (**)
hanno stabilito alcuni criteri per la determinazione di quei coefficienti che rias-
sumiamo brevemente.
Se n=5 (mod. 12) i coefficienti della equazione modulare sono numerici
”
oppure eguali a ¢z’ essendo ¢ numerico e p un numero intero.
Se n="T (mod. 12) i coefficienti stessi sono numerici oppure eguali a

sono legate fra loro da relazioni lineari, ma sussistere altresi la stessa

v
c(l—:c)2 essendo v intero.
Se n=11 (mod. 12) quei coefficienti sono numerici oppure eguali a
5 »
car:g(l——:r:)2 potendo essere p oppure v anche eguali a zero.
Se infine n=1 (mod. 12) i coefficienti sono numeri o funzioni di z e di 1 —=.
Indicando con ay, @, @3,... Gr,... Qnss quei coefficienti si ha che:
Se n=5 (mod. 12) sono numerici tutti i coefficienti a, pei quali r=0

") Vedi la mia Nota: Sopra una classe di equazioni modulari. Annali di Matematice,
t. 9, pag. 167.

(*") Sulle equazioni del moltiplicatore. Seduta del 2 gennajo, 1879 ed anche Math. An-
nalen, Bd. 15, pag. 86. Journal fiir die Mathematik, Bd. 87, pag. 199,

Annalt di Matematira, tomo XII. 8
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: ®
(mod. 8); sono eguali a cx’ i coefficienti a, pei quali #+p=0 (mod. 3) per

r >4, sono nulli gh altri.
Se n=7T (mod. 12) sono numerici tutti i coefficienti @, pei quali »r=0

(mod. 2); eguali a ¢(1 —x)? quelli pei quali » 4 »=0 (mod. 2) per > 6,

nulla gli altri.
Se n=11 (mod. 12) numerici i coefficienti a, pei quali =0 (mod. 6), ed

Y

LI; A
eguali a c:)'c?)(l—ac)2 quelli -che danno »+42u+49v=0 (mod. 6) per r>T,

gli altri nulli.

Se infine n=1 (mod. 12) non esiste alcun coefficiente nullo.

Applicando questi criterf ai casi di # =25, 7, 11 si ha tosto che indicando
con s, la somma delle potenze erresime delle radici z_, 2, 2;,... §0n0 per:

(S

n=>5 $i=8=8=0, s=¢, s=cx
K
2

n="1  8=8=s8=0, s=¢, s=¢ S=¢ SH=c(l—2)

n=11 34=32=83=S4=85=S7=0, Ss==¢, Ss=cz?

2 1
3 2

i
Ss=c(l—2)*, so=cx®, sy=cx*(1—2)? sp=c¢

[

essendo le ¢ coefficienti numerici.
Richiamando ora le relazioni (6) si otterranno le seguenti:

Per n=>5:

(Laya)t + Zs(atp,s) =c f=— 5_6_
(12)
(Maya)® + s (Matp, 5)1° = oz’ ¢ =1??_
per n="T:
(o)t + Ze(Mplp o =c e=3
e cosi per le potenze 4* e 6%; inoltre (13)
24 \/3

(Mayo) — Xe(alp oy =c(l—2)F ec=—7%—
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e per n=11:
\ 6-90
(Moya) 4 Xs(alp o) =e¢ =
, (14)
(H¢y¢)4 +ES(H@EP,8)4 =cm3— C= - 8._4;(_)_;12

alle quali relazioni devono aggiungersi le (8) (10).

PARTE SECONDA.

1.° Considereremo in questa seconda parte in modo speciale i tre casi
n=2>5, 7, 11, e porremo:

Lt I
= T
cloe:

AY

V=YY per "=5; U2=—2/4y2_?/3 per n= 7; ) (1)
vi=Y1Y:YsY.Ys per n=11
Supponendo #n=>5 si ha:
, 1
Mgép s = i [ yf — &yt +yay.]

e quindi dalla prima delle’ (12) si ottiene la:

iy (Y —yy — 11yt y5) =1,

e dalla seconda la:

(0 —y) 1+ 2285 Y5 (yi* — i) + 496 iyl = 1247,

Eliminando da queste y*—yi e ponendo v in luogo di y,y., si giunge alla
equazione modulare:

L
3

1223 vt =1-+42.5%8 4 H5. 12

la quale pud presentarsi sotto I'una o 1’altra delle forme seguenti:
1= R )

T=—7 p—
12 .ys 12 -ys
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posto:
P=55y2410.5v" 41, © @=5%v24+4.5% 5 —1,
R=05%v124 2284 1.

Derivando la prima delle equazioni superiori rispetto a v si ha:

dz _ 6 P20
dv T
e quindi per le stesse (1):
i
2 — Rz
x3 1__ e '=_. — 3
v 12y/—3 ®)

. .y ds
in cui v = —-
dx
Derivando logaritmicamente questa equazione si ha tosto:

" F oy B,
] —{—-pv =3 jg)'?) (4)

x_____fr’ri). Derivando nuovamente quest’ultima equazione ed ag-
giungendo alla derivata I'equazione stessa moltiplicata per 2p si ottieno la:

m ” ’ ’ Ii”(‘i) ’ 11 I)-’—Q ,
V- Bpy (2P = W= v

essendo p=4+

. m
Ora se si pone (=70=2)

narsi, le (2) (3) danno:

s 1n cuj m & un coefficiente numerico a determi-

r ,
qg=—236m =LY

e per la (4):
. {1’+2pq=-——72m~(‘)’—u’3

VA
si avrd in conseguenza:
49V +2(¢ +2pg)v=—144m 1;—_;(2 V'

la quale sommata alla superiore conduce alla nota equazione differenziale lineare

del terzo ordine:

v+ 3pv" (P +2p*+ 4g)v +2(¢ +2pQu=0
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allorquando sia:
11

2 ———

—2

12.52

Le funzioni y,, y. sono quindi in questo caso integrali fondamentali della
equazione differenziale ipergeometrica del secondo ordine:

Y +py +qy=0.
Sviluppando la equazione differenziale superiore in v si ha:

2 " [l ” 1 ,
2 (@ — 10" + 4 (1o — Hov" + -1 (13892 — 200)u —E%)wo

e se ponesi w==1" ciod considerasi 'altra classe di equazioni modulari ram-
(] M : .

mentata al § 5.° della prima parte, si ha collo stesso procedimento I altra

equazione differenziale:

"m ” 1 ’ 1
xe(x—l)u‘ -{—;~(7x-—4)xu ’f‘m(1341x—200)u —mu=0.
Queste due equazioni differenziali appartengono alla specie considerata recen-
temente dal sig. Goursar mella sua Memoria: Sur les fonctions hypergéome-
triques d’ordre supérieur (*). Quest'Autore presenta la equazione differenziale
ipergeometrica del terzo ordine sotto la forma:

2@ —1)y" + (B +ai+ .+ ayxr— (1 + b, + by)]ey” +
+[A+a+a+as+ aras + asay+a,a.) 2 —b,b,]y + a,a,a,y = 0;

ora se y=uv si hanno tosto i valori:

Y .
G=%, G=-—

0o
o

, @m=t;  b=3 b=

gl

e siccome:
a3=%(a1+ag), bg=2bi—1

sard y o v eguale al prodotto di due funzioni ipergeometriche del secondo
ordine, come si & trovato sopra. Nell’altro caso, ciod se y==11 si hanno:

— 4 _— i —
al_ao) Ay = 102 az =

w)w

H bi=§, bg=

-

(') Annales de I'Ecole Normale Supérieure, Aot 1883,
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e si avrd per uno degli integrali fondamentali la funzione ipergeometrica del
terzo ordine:

biy, by, 4™ (11m)(bym)(bsm)

in cui il simbolo (ad)=a(z+1)(@+2):---(a+b—1) ed (a0)=1.

2.° Passiamo al secondo caso in cui »==T. In primo luogo la relazione
(8) della Parte 1.* nella quale pongasi A=0 ! —m= g da, avuto riguardo
alle susseguenti condizioni (9) la:

Yo Yrem—YnYirg + YiYm-g=0

e supponendo /=3, m=2 quindi g=1, si ha la forma ternaria del quarto
ordine:

. F(a‘ ) G, aa) (asm)(asm) (asm) .,

Y2yt iy T4y =0 (5)
essendosi posto —y, in luogo di y;. Dalle (6) si hanno le:
Voo =—Tyseys  Voom=—Thiskaskas
e si ottiene tosto:
Hplp s =—7[y: 99+ 2y 9+ ey 00+ yayd) +

+ e (y.yt —y3) + 2 eyt — v e (ayi — yd)]-
Ora:

| 2e(Matp of = +[13y130i — 4@ 95 + vyt + 4. 53)]
si avrad cosi per la prima delle (13)
Syiysyi— Wi+ i+ vy =1,
ma il primo membro di questa equazione & I’hessiano della forma ternaria (5),
quindi le ¥, %2, v, funzioni di w o di = che annullano quella forma ternaria

rendono !’hessiano della medesima costante.
Rammentando le (1) si avrd in questo caso y,4:y.=1v* e quindi:

p=1:9 + Y.+ yy5=50v'—1.
Pongasi:
a=y, b=yly, c=YyiY.

la (5) darad la a4-b+c=0 e le superiori le:
abc=13, bet4ca®+ abt =v'(5v!' —1).
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Suppongasi:
betcatab= 3tu%5

essendo ¢ una funzione indeterminata di v; si avranno le:

a={§fp<1+%%+ (1— o]
z,:(“_;)? [0 (1 é)si +a (1—9)7]
¢ =(7)— [o (14+9)° + a2(1—2)7] -

nelle quali d=VI+4# ed » una radice cubica immaginaria dell’unitd. Da
questi valori si -ha tosto che: '

bettca® - ab’=— 38 [1 4 (* —w)d] -
e da questa deducesi il valore di ¢ e quindi quello di:
be+catab =—-u%P% _

posto: P=T*.4#—13v*+ 1. Analogamente trovasi essere:

i

2
3

be*4-ca®+abde=—v® P

le quali due ultime danno le:

2

2 4 P\*

A=yt i=—PY, v=gltyityi=—(1)"

Ora il primo membro della seconda delle equazioni (13) (1.* Parte) si pud

esprimere in funzione delle p, v, v, e l'equazione stessa pud scriversi come
segue:

— 38— 42(129 43 + 3534 v4p? 4 1412801 + 318710%) = 24Y3(1 — )

i
2

nella quale sostituendo per p, v i loro valori in v si giunge alla equazione
modulare:
1l—2= Li (6)

—3
12 .u4
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alla quale pud anche darsi la forma:
g T @

essendo:
Q=Tv—5.-T.04+1, R=T.0¢—14.-T5.0124+63.7°.08—=T0.7.v4—1.

Le 4., 9., 9, possono considerarsi siccome funzioni di v, ed in questo caso
dlog i

onendo 1, =
P ! duv

se++5 dalle 49,9, =% a4b-c=0 si hanno le:

tidt, L t,=0
8 (b+3c)+t.(c+3a)+t(a430)=0

essendosi posto:
2 2 2
w=g, b, =gtk w=gpth

Dalle due superiori indicando con p una indeterminata si hanno le:

eti=5b-+c¢, pto=>bc+a,  pf,=5a+b

e quindi:
d 8
P—dz ———a[—gi +7(c—b)]
d'b 8
pﬁ;=bb%+7W—®]
d 8
‘Ddz 0[35 T a)]

i quali valori sostituiti nella derivata rispetto a v della:
bet+ ca®+ab*=v'(5ut—1)
conducono alla:
21 5 p3,

p=—"Tv

4

Determinati cosi i valori di w,, %, u, in funzioni di v, si ottiene con breve
calcolazione la equazione differenziale lineare del terzo ordine di cui le 7,
Y2, Y, sono integrali fondamentali; essa & la seguente:

A3y dry dy .
T Tl Tmay+ny=0
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nella quale:

_ 1 dP 1 di . 45 @
Z—W[P““m]’ Sk RE L
5.8:17 IR
W= e e

le P, @, R essendo le tre funzioni di v sopra indicate.
Questa equazione differenziale si pud facilmente trasformare mediante le re-
lazioni (6) (7) fra = e v. Infatti dalla (7) si ha:

dz Q? [(Q apP dQ) ] 40 R
——|Q@—F— +3P==)—4PQ|=——5
dU ﬁufi dv dv 12 us
e quindi per le stesse (6) (7):
2 1
dz = 23 (1—2)*
=83 = 8
dv v U%P% ®)
da cui:
dz\2 Q dx\? R
(d_u) ——162(1 —2) =5 (d—u) — — b4t (l— 1)l
d”m 4— dx
du2 +l——_x(l x)(du)

dsz d*x dx 1 56—387x(dx
o Tlgm tm =177 a:?-(l——x)( )
L’equazione differenziale trasformata potrd quindi porsi sotto la forma
n ” 1 ’ 5 17
2(x—1)y" +i(Te—4zy +m(387x—56)y T A 0
equazione differenziale ipergeometrica del terzo ordine, nella quale:
1 5 17 2

, bym2y  by==

2.3.7 =337 1 =3.3.77 3

a = ~—

Infine la stessa equazione (8) conduce mediante il procedimento indicato nel
precedente paragrafo alla equazione differenziale lineare del quarto ordine:

x?(x—1)’u"’+(7x—4)w(x-—-1)u”'+ (27191 .2°— 5899z +80- 14)v" +

7. 8 9
(27-40992 — 2. 39779)y — 32 v =

Annali di Matematica, tomo XII. 9
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\

alla quale fa riscontro 1'altra che si ottiene ponendo %—13, ossia la:

:v*(w-—1)2u”+(7x—-4):c(a:—1)u"' ——=(9-5692°— 58632+ 80 14)u" 4

789

(911741 2 —2-38159) 4 — — 4 —0.

LEFOVTRT 32, 42 73 YT

3.° Il caso di n»=11 presenta maggiori difficoltd per le molte relazioni
esistenti fra le funzioni y,. Esso fu considerato dal sig. Kiew nella sua Me-
moria: Ueber die Transformation elfter Ordnung der elliptischen Functionen,
pubblieata nel vol. 15 dei Mathematische Annalen, ma in modo incompleto.
Percid salvo le dieci relazioni seguenti fra le y,, i risultati che qul si otten-
gono sono affatto nuovi.
Scrivendo —y, in luogo di y, le dieci relazioni che si deducono dalla (8)
della Parte 1.%, sono le seguenti:
Yoyt yiyet 95y =0  YiYYs— Yy — Y31y =0
YiYs+ Y5y T YiYe == YiYsY—YsyoYs—Ys sy =0
YoYst 9t 5y =0 %YeYe—Yiy:Ys—Y1¢sys =0 9)
RY:t 959 +Y19: =0 GiYsyu—YiYsYo— Yi9sys=0
Y T YUYt YY=0 Y5y Yo—YiYiY— Yy Yo =0. |

Noteremo dapprima che le relazioni (6) della Parte 1”‘7 ossia le:

& = —T1- 9oty =11 Mgép,s
danno per le superiori (9):
=114yt ystetcitetoes e+ e, 4 ¥ s+
ey g ety ety ey,
essendo:
oo= 12y~ 2195 y3ys + 309y, y2 — Byt y:y3 — Bylyi — Sylys + v
7e=—2yYys— 1293y5ys +2y1yi +- 4y, yi + 6 y.ys + 8yt ys

ed i valori di ¢4y 74 €y 703 Csy 755 €3y 75 i otterranno da quelli di ¢,, y, mol-
tiplicando gli indici delle i, y.,... per 4, 9, 5, 3 (mod. 11).
In secondo luogo la prima delle relazioni (14 Parte 1.*) conduce alla:

f=yYs+ Y+ vyt iy + iy, =1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sulla teoria delle funzioni ellittiche. 67

e siccome questa funzione f e le altre della stessa specie che considereremo
in seguito hanno la proprietd che il secondo, terzo... termine si possono de-
durre dal primo moltiplicando nel medesimo gli indici delle y per 4, 9, 5, 3
(mod. 11), si potranno rappresentare col solo primo termine e scrivere, per
esempio:

f={iy)=1. (10)

Cid posto si osservi che dalle relazioni (9) si deducono le seguenti:

Wyy)=1l (ly)=—2I
essendo:

L=y.YsYoYsYs 1)
si avrd cosi che 1'hessiano % della forma f ossia:
h=38y.y.Yoys Yo+ (4i95) — ¥iy:95) =0
ed inoltre, come lo dimostrano tosto le relazioni (9), saranno:
Alle forme f, I degli ordini 3° e 5°, aggiungiamo ora le tre seguenti degli
ordini 4°, 6° 11° e cioé:
m=(yiy,y0)  n=YY), p=) (12)
e notiamo che fra queste cinque forme sussistono le tre relazioni che seguono:
mn-220m—11fln+2f21=0
1lw—4dmd—4flm—2fin=0 -(13)
Ip+440n+m*—6flm*—6f212=0.

La prima di esse da:

oy 11im4-f3
n=21 11fl—ms®

il qual valore di » sostituito nella seconda conduce alla equazione del quinto
grado in m:
—3
m® — 21 flm?® + 88 felem — [(A1 B2+ f5)=0 (14)
e per queste due la terza diventa:

1 —2
p= 117l —me [4fm4__28f2lmz+(3_ 11l3+f5)m—22f3l2].
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Ne segue che le tre forme m, n, p saranno date da tre equazioni del quinto
grado di cui i coefficienti sono funzioni delle f, 7, o della sola 7 essendo f=1.

Ora il valore di #° dato dalla seconda delle formole (14 Parte 1.*) si pud
esprimere, per le relazioni (9), col mezzo delle cinque forme superiori nel
modo seguente:

—120% — p— 238 fmt — 167820+ 11 664 In

trascurando un fattore f* perche eguale all’unitd. Da questa, per le relazioni (13)
e per le altre che da esse si ponno dedurre, si giunge alla:

24{3.Vo —1-{l=—mep—510fm* — 13590 2 Im* 4
+ 92(2869 Imtn— 144.T1- Bm 428 11. f515)

e sostituendo in queste i valori di », p trovati sopra si otterranno le:

—122%= m[2 1. fmA—8. 112 lme 4-
.64 fYm—32. 110
+ (11 B A f)m f2r] (15)
243z —1. W__-h—ﬂ—-—[lel T lm (T8 — fo)yme —

—56 11 folme—2- 11 fITTE — 23+ f)m + 56 - TLf1];

1
percid tanto #°, quanto {x— I, soddisferanno ciascuna, analogamente alle tre
forme m, n, p, una equazione del quinto grado i coefficienti della quale sono
funzioni di /. Queste due ultime equazioni sono evidentemente due forme di-
verse della equazione modulare del dodicesimo grado.

2

11

4.° Sostituendo nella (14) per f, ! i loro valori f=1, l=-—_i_2a e po-

tz . .
nendo m=1=> la equazione stessa diventa:

54216488t —Z=0 (16)

essendo:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sulla teoria delle funzioni ellittiche. 69

e le (15) prendono la forma:
B+ 1)pe=221 48238 —(2*— 11)t — 3223
(B4 110 =428 (& + 1) 456228 4-2(2° -+ 11-23) ¢ | 562 g(”)
essendosi posto per brevita:
p=122°%, ¢=24Vy3.\I—u.

Da queste, osservando essere:

e+ 11) = =322

(4e+11) L (dZ)
si dedurranno le seguenti:

_ ”Jr” p= (e +11) 11120226 4 8(* — 11-29)¢* + |

+120023t—8(z6—11-19) 1(19)
— (2t + 11 )8 =92°(2*+45-11)#*4-36 .29 - 2°¢° 4 42°(192° — 11-311)¢* —
—(z”—36-23-11-z6+11)t—4z3(25z6—247~11)
le quali moltiplicate per la prima delle (17) danno:
— (- 11)p*2* = 982° ¢4 + 1523 (2* — 3) #* + 304282+ 6 23(13 28 4 937) £ —
— (e — 1238+ T1)
— (- 11)pd2 =6.T1 256 + 15 11 22(s— T)#* 4 (6 4 178 11 . 25— 11) £ -
+2.11-2°(432°+2047) — 11(2* — 1346 2%+ 23 - 11).
Se ora per mezzo delle (17) e di queste ultime si forma la espressione:
(B 11)[1lapet+11b02° 4 11cp*2® + dpd 2]

nella quale a, b, ¢, d sono quattro indeterminate, trovasi tosto che suppo-
nendo ¢ =40, b=—15, c=—2, d=1, il secondo membro riducesi alla

espressione:
—(#4+11)(2*4-90-11.26—11)

si avrd cosl la equazione modulare del dodicesimo grado:
2490112044011 pzt —15.11.32°— 2. 11 g+ 22 L g3z — 11 =0

nella forma gid nota pei lavori di Kuenw e di Kieperr.
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5.° Indicando con F'(f) il primo membro della equazione (16) si ha:

F'(f)= (504 8)(#+ 11)
e la:

ai_az
dz  dez

F'(#) (20)
per la quale, derivando rispetto a z la prima delle equazioni (19), dopo alcune

riduzioni, si ottiene la seguente:

2dx

62 F (f)r % 7o =— 11[142° (2 + 1) + 56 228 4 2 (20 + 11 23) ¢ - 5627]

e quindi rammentando la seconda delle (17) si giungerd alla importante re-
lazione:

PRI W (21)

nella quale g=11-16\/§-x§‘\/1—x; od alla:

essendosi posto:
th=\z, t,=—(#+8)2\z

e la espressione # sard quindi, come la #, radice di una equazione modulare
Jacobiana del dodicesimo grado.

Per mezzo della successiva derivazione rispetto ad x si giungerd cosi a de-
terminare in funzione di ¢ e di 2, le ses espressioni £, #, #,... #, le quali
tutte hanno la proprietd indicata. Queste espressioni possono tutte essere poste
sotto una stessa forma, ciod la seguente:

te=[atr L b2t ... fe 4 fl2\z

nella quale a, b,... f sono coefficienti numerici; ma per giungere ad esse senza
gravi difficoltd di calcolazione importa premettere alcune osservazioni sui valori
sopra esposti di p, &, p? po. ‘

Indicando con ¥(#) la espressione:

W(t)=—22(t+ 10# — 22) 4 Z(t2 4 10)
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si ha che:
-+ 1)) =
posto r=z“—|—l_1_§ ed i valori di p, & ponno esprimersi nel seguente modo:
—TTp =602 4w(1) + (6144 + 368 £+ 352)2*
ﬁ“ia=18§t(37t2+88)\y(t)+7(95te+1104t4+3-11.43t=+8.ﬁ§zs.

Se ora si osservi che per le (20) (21) si ha:

dt 4
g =—6Zw()
si otterrd tosto dal valore di ¢, che:
g% - 60f—5rv—zt‘lf(t)+ 3(5#:+8)2t\z

e pel valore precedente di 4:

g9 _TTpt, 421,
posto:
, = (Tt — 64 —80)2*V.
Cosl essendo:

PLLES YL

da r

BT 12— 32)W(t) - 558+ 8)(T — 64 8 — 80)2*\7

si ha pei valori superiori di p, d, la:

dte =t -3
nella quale:
= (516 — 624 ¢ — 3724 4+ 4.233)2°Vz.
I valori di p? e di pd necessari nella ricerca delle ultime due espressioni 7,
t, si ottengono facilmente da quelli di p, & osservando essere:

P2(f) = g [£ + 20 £ + 56 f2 +- 44].
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Cosi si avrad la relazione:

dits

4g%=—' 35 ‘.ﬁz'Ptg_42'—ﬁ36\t1+ 17 ,H‘.p2 to_4:t4

essendo:
fo=[11388 4 2. 45. 85— 6.4°.223 . $#—2.42.8321. 2— 25 . 44.3T] 2z

e collo stesso procedimento si determinerd il valore di #. Derivata nuova-
mente quest’ultima funzione rispetto ad x si otterrd pel suo valore una espres-
sione lineare delle #,, #,,... 1 coeficienti della quale saranno funzioni di p, d.
La eliminazione delle cinque funzioni #,, #,,... #; dard infine per £, o per \z,
una equazione differenziale lineare del sesto ordine, analoga a quelle che ab-
biamo determinate nei due casi precedenti.

Dicembre 1883.
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Le involuzioni di 3* e 42 classe.

(Memoria del dotf. Martixermt Virrorio, a Pisa.)

Il sig. Berriv in una Nota: Sopra alcune involuzioni piane (*) da la con-
figurazione dei punti fondamentali e la costruzione di tutte le involuzioni di
Joxquitres, e di quelle di 1* e 2% classe. Seguendo la stessa via, tenuta dal
sig. BerTini, pervenni a trovare la configurazione dei punti fondamentali e la
costruzione delle involuzioni di 3* e 4" classe.

Omettendo la discussione, che mi condusse a stabilire quali sistemi di curve
Q diano luogo ad involuzioni di 3* e 4" classe, mi limito qui ad esporre i
soli risultati finali ai quali sono giunto, ed in questa esposizione mi atterrd in-

teramente al modo di classificazione ed alle notazioni adottate dal sig. Berriv
nel citato lavoro.

Involuzioni di 3% classe.

Nelle involuzioni di 3" classe le curve Q relative ai vari punti del piano
sono di 7° ordine ed hanno 6 intersezioni variabili.
1. 1% Specie. Chiameremo di 1* specie le involuzioni di 3* classe per le
quali le curve Q sono:

(1323... 15),.
Tali involuzioni sono di Joxquiires, e ciod:

1* Involuzione: Involuzione di 8° ordine,
2% Involuzione: Involuzione di 7° ordine,
3" Involuzione: Involuzione di 6° ordine,

considerate nel citato lavoro dal sig. Bertmv, rispettivamente ai ni 26, 22, 18.

(*) Bermint: Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie II, vol. 16, fase. II-III.
Annalt di Matematica, tomo XIIL, 10
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2. 22 Specie. Diremo di 2% specie quelle involuzioni di 3* classe nelle
quali le curve Q soho:

(152232425262 78910 11),.
I punti 1, 2,... 11 devono essere disposti in modo, che i gruppi di sci
punti:
1,2,8 4 10, 11; 1,2 3,5 9, 11; 1,2 3, 6, 9, 10;
1,2, 4,5, 8 11; 1,2 4, 6, 8 10;
1,2,5 6,89, 1,3 4,5 7 11; 1,3, 4,6 1, 10;
1,8,56,7,9; 1,4, 5 67, 8,
siano sopra altrettante coniche. Queste condizioni (non tutte indipendenti) sono

necessarie per 1’ esistenza delle involuzioni di 2' specie, le quali si possono
effettivamente costruire con due dei cinque fasei di cubiche:

(1:234511), (1°234610),, (1223569),, (12456 8),
(12345 67),.
3. Involuzione I. L'involuzione piu generale della 2* specie & di 10° or-

dine e nasce dalla detta costruzione non imponendo ulteriori condizioni ai
punti 1, 2, 3,... 11. Essa possiede:

un punto settuplo . .. .. 1,
cinque‘ punti tripli. . . .. 2, 3, 4, 5, 6,
cinque punti semplici . . . 7, 8, 9, 10, 11,

la curva punteggiata unita &:
I'=(1223456),,
e la Jacobiana della involuzione &:
IT=(1"223"425°627891011); (1223456 7);(1°234568)...
(L 2)7 (L 3); (14 (1 5)° (1 6

Da questa involuzione si ottengono con successivi allineamenti le altre della

stessa specie, cioé:
4. Involuzione II. Per I'allineamento dei punti 1, 6, 11 si ha una invo-

luzione di 9° ordine con:
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essendo:

un punto sestuplo . . . . . L,
quattro punti tripli. . . . . 2,
un punto doppio . . . . .. 6,
quattro punti semplici . . . T,
un punto unito . . ... .. 11,

T—(12345),

T—=(142°324°526 78910 (123456 T2 (1223456 8)...
(12345);(12)](13); (147 (15)"

3, 4, 5,

8, 9, 10,

5. Involuzione 1I1. Se poniamo nel caso precedente 1, 5, 10 in linea retta
avremo una involuzione di 8° ordine con:

in cui sard:
I'=:(1234);

T=(1°2 3 4:56789) (1223456 7)2(1°234568)
(123 45)(12)] (1 3): (1 4.

un punto quintuplo. . . 1,

tre punti tripli . .. .. 2, 3, 4,
due puntt doppi. . . .. 5, 6
tre punti semplici. . . . 7, 8, 9,
due punti uniti . .. . . 10, 11,

.. (12346)

6. Involuzione 1V. Collochiamo in questa involuzione 1 punti 1, 4, 9 in

linea retta. L’involuzione che si ottiene & del 7° ordine con:

e st ha: 4
P=(2 3)17

T=(1"22345678);(1:234567)5(1*234568)(12356)4(1 23 46);

IRIS - LILLIAD -

un punto quadruplo . . . 1,

due punti tripli ... .. 2, 3,

tre punti doppi . .. .. 4, 5, 6,
due punti semplici. . .. 7, 8,

tre punti umiti . . . . . . 9, 10, 11;

(123 45);(12)](13).
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7. 84 Specie. Si diranno di 3" specie quelle involuzioni di 3* classe per
le quali le curve Q sono:

(1927324756 78910 11),.

I punti 1 2... 11 devono essere sopra una medesima cubica, perd non in
modo arbitrario, ma tale che le quintiche del fascio (1* 223456 78 9 10 11),
non siano in generale spezzate (per cui uno dei punti & determinato dalla po-
sizione degli altri). Questo fascio e quello di coniche (1 2 3 4), danno la costru-
zione delle involuzioni di 3* specie.

8. Involuzione I. L'involuzione pilt generale di questa specie & del 15°
ordine con:

quattro punti settupli . . . 1, 2, 3, 4,
sette punti doppi . . ... 5, 6,... 11,
ed ¢:
T =(142¢34:56... 11),,
T=(1"23324*56... 11)! (122432425 6... 11);... (1 23 4 5); (1 23 4 6);...
' (1234 11).

9. Involuzione I1. Poniamo 3, 4, 11 in linea retta; si ha una involuzione
di 14° ordine con:

due punti settupli . . . 1, 2,

due punti sestupli . . . 3, 4,

sel punti doppi. . .. . 5, 6,... 10,
uno semplice . . . .. . 11,

e sard:
F=(1423"4*56... 10),
IT=(1422324°56...11); (1°2¢ 32 456 .. 11)2 (1322 3242 5... 10)?
(132232 4°5...10); (123 45);(12346)...(L2)!".

10. Involuzione I1I. Coi due allineamenti 3, 4, 11; 1, 2, 11 si ha una
involuzione di 13° ordine che possiede:

quattro punti sestupli . . . 1, 2, 3, 4,
sei punti doppi . ... .. 5 6, 7, 8,9, 10,
un punto unito . ..,.. 1,
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ed e:
r=(1°2:3°456... 10),,
I=(12223°4°5...10); (12 2° 32 43 5... 10)2 (1® 2 3° 4* 5... 10);
(132232425...10); (123 45)...
Involuzione IV. Un’altra involuzione di 13° ordine nasce pei due alli-
neamenti 2, 4, 10; 3, 4, 11. 81 hanno cosi:
un punto settuplo. . . . 1
due punti sestupli. ... 2
un punto quintuplo . . . 4,
cinque punti doppi . .. 5
due semplici. . ... .. 10, 11,
essendo:
I'=(112*3°4*56789),
T=(1422324%5,..11); (1222 3°425... 9 11):(1° 22 3° 42 5... 9 10);]
(1°2232425...9)4(12345)... (1234 9); (L 3);* (1 2)i"
11. Involuzione V. Nella involuzione III poniamo i punti 2, 4, 10 in linea
retta (ovvero nella IV i punti 1, 2, 11) e scambiamo le indicazioni dei punti

2 e 3, onde si hanno i tre allineamenti 1, 3, 11; 2, 4, 11; 3, 4, 10; e avremo
una involuzione di 12° ordine con:

due punti sestupli. . .. 1, 2

due punti quintupli . . . 3, 4,
cinque doppi. .. .. .. 5, 6,... 9,
uno semplice ...... 10,

ed uno unito . ..... 11,

e si ha:

I'=(1°2232425...9),

I=(12223"4°5...10); (1°2° 32 4*5... 10 (17 2° 3242 5... 9); (132232 4* 5 ... Q)¢
(12345)%...(120.

Involuzione VI. Nella involuzione IV poniamo 1, 4, 9 in linea retta. L’in-
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voluzione diverrd del 12° ordine, ed avra:
tre punti sestupli. . . . . 1, 2, 3,
un punto quadruplo . . . 4,
quattro punti doppi . .. 5, 6, T, 8,
tre semplici . . ... .. 9, 10, 11,
'=(1*223"45...8),
IT=(1°2°3°4*5...81011); (1*2° 3°4°5... 89 11); (1°2° 3* 4*5... 8 9 10);
(1*223245...8)(12345)...(23); (13) (1 2);"
Involuzione VII. Un’altra involuzione di 12° ordine si ha situando nella
IV i punti 2, 3, 9 in linea retta. Essa possiede:
un punto settuplo . . .. I,
tre punti quintupli . .. 2, 3, 4,
quattro punti doppi . . . 5, 6, T, 8,
tre semplici . ... ... 9, 10, 11,
F=(1223*4*5... 8),,
I=(1422324°5...11); (12223°425... 8112 (13223242 5... 8 10)}
(1°22324°5...89); (12345);(12346)S... (1 4)2(13)(12)~
12. Involuzione VIII. Ponendo 2, 3, 9 in linea retta nell’involuzione VI
(ovvero 1, 4, 9 nella VII) e scambiando poi le indicazioni dei punti 9, 11 si
ottengono i quattro allineamenti 1, 4, 11; 2, 4, 10; 3, 4, 9; 2, 3, 11. L'in-
voluzione & dell’11° ordine con:

un punto sestuplo . ... 1,

due punti quintupli . .. 2, 3,

un punto quadruplo . . . 4,

quattro punti doppi . . . 5, 6, 7, 8,
due punti semplici. . 9, 10,

ed uno unito . . . .. .. 11,

T=(1°2:3: 456 78),,
T=(1°2°3 45... 9 10)! (1° 22 3* 42 5... 8 9)¢ (12232 42 5... 8 10’
(1:203:45...8) (1234 5)5 (123 46),.. (12) (L3P,
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Questa involuzione si ottiene anche dalla V, prendendo in linea retta 1 punti

1, 4, 9 e scambiando rispettivamente fra loro le denominazioni dei punti 2, 3; 1, 3.

Involuzione 1X. Una seconda involuzione di 11° ordine nasce dalla 'V
prendendo in linea retta i punti 1, 2, 10. Essa avra:

quattro punti quintupli . . . 1, 2, 8, 4,
cinque -punti doppi . . ... 5, 6, 7, 8, 9,
due uniti. . ......... 10, 11,
I'=(12223*4*56 78 9),
IT=(1222324°5.,.9); (12223242 5... 9)2 (12223242 5... 9)2 (132232 42 5... Q)4
(12345)...

13. Involuzione X. Se nella involuzione VIII si collocano i punti 1, 3, 10
in linea retta si ottiene una involuzione di 10° ordine la quale ha:

due punti quintupli . .. 1, 2,

due quadrupli . ... .. 3, 4,
quattro doppi . .. ... 5 6, 7,8,
un punto semplice . .. 9,

e due unitt . ...... 10, 11,

T=(122:345...8),,
T=(1228425..,9) (152032 425... 9)2 (1222 3 425... 8)3 (122234 5... Q)
(123455...(12).

14. Involuzione XI. Se nella precedente si collocano 1, 2, 9 in linea retta,
onde i punti 9, 10, 11 sono diagonali del quadrangolo 1 2 3 4 otteniamo una

involuzione di 9° ordine con:

quattro punti quadrupli . . .1, 2, 3, 4,
quattro punti doppt . . ... 5 6, 7, 8§,
tre punti uniti . . ... ... 9, 10, 11,

ed &:
r=(123456178),
T=(1223%45...8);(122324*5...8);...(128345) (1 2346)3...
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15. 4@ Specie. Quelle involuzioni nelle quali le curve Q sono
(122232425262 72 8*9),,
verranno dette di 4* specie. I punti 1, 2,... 9 devono essere punti base di
un fascio di cubiche. Le quartiche della rete (12223 4... 8), sono unite e ser-
vono quindi a costruire tutte le involuzioni di questa specie.
16. Involuzione I. Se 1 punti 1, 2,... 9 non sono soggetti ad alcun altra

condizione, all’infuori d’esser punti base di un fascio di cubiche, allora la detta
costruzione conduce ad una involuzione di 14° ordine con:

due punti settupli. ... 1, 2
sel punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6, 7, 8,

un punto semplice ... 9,

ed é&:
I=(1*2¢3%4%.. 8%,
T—=(142°3%4..8%9), (122432 4%..8°9): (122232456 7 8)}
(122234256 7 8):...(12).
17. Involuzione II. Ponendo nella precedente in linea retta i punti 1, 2, 9,
si ha una involuzione di 13° ordine, che possiede:
due punti sestupli. ... 1, 2
sei punti quadrupli . . . 8, 4, 5, 6, 7, 8,
un punto unito . . ... 9,
= (1%2% 3 42... 8%,
T=(1720 324252 6° T2 8°)] (1222 3242 52 6> 72 8%)2 (1222 32 4 5 6 7 8)
(1223456782

3
R

Involuzione 111. Un’altra involuzione di 13° ordine nasce dalla I per
I’ allineamento 2, 7, 8. Si hanno allora:

un punto settuplo . ... .. 1,

un punto sestuplo . ... .. 2,

quattro punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6,
dae tripli . .. ... ..... 1, 8,

uno semplice . . . ... ... 9,
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F=(l“ 92 32 425t 627 8)7,
T— (14298242 5% 62 T2 8¢ 9)1 (1222 3° 42 52 6° T 8 9): (1° 2874 5 6 T 8.

(1°234567); (123456 8)5 (1 2).
18. Involuzione IV. Col nuovo allineamento 2, 5, 6 dalla III si ottienc

una involuzione di 12° ordine con:

un punto settuplo . . .. I,

un punto quintuplo .2

due punti quadrupli . . . 3, 4,

quattro punti tripli 5 6, 7, 8,
9.

un punto semplice . . . .
E sara:
r=(14223*4256 7 8),,
T=(112332425262728%9);(1°22324°56 789)2 (122232456 7 8);]
(122:3425678) (1°2345T8%(12234678)(12234567)
(1223456 8)F (1 2).
Involuzione V. Poniamo nella IIT 1, 6, 8 in linea retta; si ha una invo-

luzione di 12° ordine che possiede:

due punti sestupli. . .. 1, 2,
tre punti quadrupli . . . 3, 4, 5,
due punti tripli . .. . . 6, T,
un punto doppio . ... 8,

9

uno semplice . ... ..
I'= (1223242526 T),,
T=(122332 42526 728 9)1 (132332 425°6° 7 8 0); (12223245 6 7 8)i...
| (12234567)3(1°234567);(12345):(12).
Involuzione VI. Una terza involuzione di 12° ordine si ha pei duc alli-
neamenti 1, 2, 9; 2, 7, 8, essa possiede:

un punto sestuplo . . .. .. 1,

un punto quintuplo . .. .. 2,

quattro punti quadrupli . . . 3, 4, 5, 6,
due punti tripli . ... ... 1, 8,

upo unito . . .. .. ... .. 9,

Annali di Matematica, tomo XIL 11
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I'== (122282425262 7 8)s,
I= (13 92 32 42 2 2 T2 82)(1§ (12 92 32 42 e 62 1 8)'; (12 992 4 56 7 8)5...
(1:234567);(1*23 456 8);.
19. Involuzione VII. Nell'involuzione IV prendiamo in linea retta i punti
2, 8, 4. L'involuzione che si ottiene & dell’11” ordine con:

un punto settuplo . . .. 1,

un punto quadruplo . . . 2,
sel punti triph . . . . .. 3, 4,5, 6,17, 8,
uno semplice . . . . . .. 9,

I—(1'2345678), |
T—= (112532 42 56272 82 0) (1523456 78 9): (122356 T8)2 (122 45 6 7 8);
(122345782 (1:2346 7851223456 T),(1°23 45 6 8): (1 2)..

Involuzione VIII. Unlaltra involuzione di 11° ordine nasce dalla IV per
Vallineamento 1, 2, 9 (o dalla VI per I'allineamento 2, b, 6). Avremo cosif

un punto sestuplo. ... 1,

tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
quattro punti triph . . . 5, 6, 7, 8,
un punto unito . .. .. 9,

'=(1223425618),,
I— (1°2232 42 5%..8%)1 (122 32425...8): (1222324 5... 8); (12 223 4*5... 8)
(12234578)3(122346 78)5(1°234567);(12234568)8.
Involuzione IX. Collochiamo nella IV 1 punti 1, 6, 8 in linea retta (ov-
vero pella V i punti 2, 5, 6) e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti

6, 7, onde si hanno i tre allineamenti 1, 7, 8; 2, 5, 7; 2, 6, 8. Si otticne
una involuzione di 11° ordine, che ha:

un punto sestuplo . ... 1,
un punto quintuplo . .. 2,
due punti quadrupli . . . 3, 4,
due punti tripli. . ... .5, 6,
due doppi . ....... 7, 8,
ed uno semplice . . . . . 9,
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I'= (1222 3°425 6);,
T=(12233425262789),(1°2° 3245678 9); (122232456 78)}
(122234°5678)1(1°234568);(1°234567);(12346)7(12345)%( 2).

Involuzione X. Un’altra involuzione di 11° ordine si ha dalla V e VI
ponendo rispettivamente in linea retta i punti 1, 2, 9; 1, 6, 8. Essa possiede:
due punti quintupli . .. 1
tre punti quadrupli . .. 3, 4, 5
1

due punti tripli . . . . . 6, T,
‘un punto doppio . ... 8,
uno unito . . ... ... 9;

F=(1*2:3*4*5*6 7),,
I=(122232425°6728): (1222324252627 8): (122232456 T 8)}...
(12234567)5(12°234567);(12345);.

20. Involuzione XI. Nella involuzione VII si pongano in linea retta i
punti 1, 2, 9 (ovvero 2, 3, 4 nell’ VIII) e si avrd una involuzione di 10° or-
dine con '

un punto sestuplo . . . 1,
sette punti tripli. ... 2, 3,... 8§,
un punto unito .9

?
essendo:

I'=(1°345678),
T=(1723:4%.. 894 (123456 78)2 (122356 78) (124 56 7 8)!
(1223457 8)...

Involuzione XII. Sﬁppongasi nell’involuzione IX 1 punti 1, 2, 9 in linea
retta e si avrd un’altra involuzione di 10° ordine (che si pud ottenere anche
dall’ VIIL e dalla X ponendo in linea retta rispettivamente i punti 1, 6, 8,
2, 5, 6 e scambiando fra loro le denominazioni dei punti 6 e 7) la quale ha:

un punto quintuplo . . . 1,

tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,

due punti tripli . . . .. 5, 6,
due doppi . ... .. .. 7, 8,
uno unito , . .., ... 9;
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T =(1®2 3425 6),
T=(1°208°4°526° 7 8)L (12232 4256 T8): (12 2 3456 78) (1234256 7 8)!
(1°234568)7:(12234567)(12346)7(12345).

Involuzione X1II. Nasce un’altra involuzione di 10° ordine dalla IX pren-
dendo 1, 5, 6 in linea retta. Si ha:

due punti quintupli . .. I, 2,

due punti quadruph . . . 3, 4,
quattro doppi. . . . ... 5, 6, 7, 8,
ed uno semplice . . : .. 9;

I'= (1222 3¢ 42),
T-=(12°3 425678 9) (1°2 3 4256789 (122 3: 456783
(1°223 45678 (123483(12347)(12346)7(12345)(L2).

21. Involuzione X1V. Nella involuzione XII poniamo in linea retta i punti

1, 5, 6 (o nella XIIT i punti 1, 2, 9) ed avremo una involuzione di 9° ordine
la quale avra:

quattro punti quadrupli . . . 1, 2, 3, 4,
quattro punti doppi . . . .. 5, 6,7, 8
ed uno unito . . . ... ... 9,
I'=(12 34,
IT=(122324*5678), (122324256 78);(1°23: 4567 8); (122234256 7 8)!
(123483(12347)%...
22. Queste sono tutte le involuzioni di 3% classe e 4" specie.

Notiamo che oltre alla costruzione generale gid detta ve n’ha un’altra che

pud servire per tutte eccettuate le due prime; essa si ottiene per mezzo dei
due fasci di cubiche unite

123456789),(1223 45 6),;
b

anzi in alcune di esse si pud al secondo fascio sostituire altri fasci analoghi
di cubiche razionali unite.

Di pitt le involuzioni di questa specie le quali posseggono soli 8 punti fon-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Martinetti: Le involuzioni di 3% ¢ 42 classe. 85

damentali possono essere generate per mezzo del sistema tre volte infinito di
sestiche (*)
(12 2 32 42 5‘2 6'2 72 8?)6
le quali in quelle involuzioni sono unite.
23. 5% Specie. Vi & ancora una sola involuzione di 3" classe, la quale
sard chiamata di 5* specie, ed & quella per la quale le curve Q sono:

(132:3242526: 789 10 11),.

Essa & di 6° ordine, non possiede curva punteggiata unita ed ha:

due punti tripli .. ... 1, 2,
quattro punti doppi . . . 3, 4, 5, 6,
uno semplice ...... 7,

e quattro uniti . . ... 8, 9, 10, 11.

Le cubiche fondamentali hanno un punto doppio nel punto corrispondente e
passano semplicemente per gli aliri punti fondamentali; le coniche fondamen-
tali passano per i punti tripli e doppi eccettuato quello al quale corrispondono.

Scegliamo affatto arbitrariamente i punti 1, 2, 3, 4, 5, 6 e consideriamo le
due involuzioni nei fasci (123 4),, (123 5), determinate rispettivamente dalle
due coppie di elementi corrispondenti:

(12345),, (12346); (18,24, (14).@23);
(12354),, (12356);  (13),(25), (15)(23).

I punti del piano restano riferiti fra loro univocamente ed involutoriamente,
quando si chiamino corrispondenti due punti, se le coniche dei due fasci che
si segano in uno di essi, corrispondono, nelle rispettive involuzioni, a quelle
che si segano nell’altro.
L’involuzione cosl ottenuta & appunto quella di 6” ordine 3* classe e 5" specie.
I1 punto 7 non & arbitrario, ma & l'intersezione delle coniche dei due fasci
che corrispondono rispettivamente alle

12),(34), (1 2),(3 5).

La costruzione della involuzione di 5" specie si pud avere in 12 modi di-
versi potendosi considerare sei diversi fasei di coniche in involuzione.

(*) BermiNi: Ricerche sulle trasformazioni univoche iwvolutorie, § 5. Annali di Mat.,
serje 1I, tomo &,
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Involuzioni di 4* classe.

Nelle involuzioni di 4" classe le curve Q sono del 9° ordine e posseggono
73 intersezioni fisse.

24. 1¢ Specie. Le involuzioni di Joxquiires di 4% classe sono tre, degli
ordini 10, 9, 8 (*) e verranno dette di 1* specie. In esse le curve Q sono:
(1323...19),.

25. 2% Specie. Si chiameranno di 2* specie le involuzioni di 4" classe per
le quali le curve Q sono:
(15223 4° 526272829 10 11),.
Gli 11 punti 1, 2, 3,... 11 devono essere disposti in modo che 1 gruppi
di sei punti
1,285 7,11) (1,2 3,6, 8 11) (1,2, 4, 5, 7, 10)
(1, 2, 4, 6, 8, 10) (1, 3, 4, 6, 8, 9) (1, 3, 4,5, 7, 9)
esistano sopra altrettante coniche (ed allora gli undici punti sono sopra una
cubica).

Coi due fasel (122345 7); (12346 8); si costruiscono tutte le involuzioni
di 2* specie.

26. Involuzione I. Assoggettando i punti 1 2... 11 a queste sole condi-

zioni, la detta costruzione da una involuzione di 14° ordine nella quale si ha:

un punto nonuplo. .. . 1,

tre punti quintupli . .. 2, 3, 4,

quattro punti tripli . . . 5, 6, 7, 8,

tre sempliei . . .. ... 9, 10, 11,
={1422324*56 78,

T=(10293° 4556212829 10 11)} (1°2: 32 425 6 T8 9)2 (12 2232 425 6 T 8 10’
(152032456 T8 1) (1°2345 6 8)5(1: 23456 7) (1*23 46 T8)]
(122345 T8)3(12) (1 3)° (1 4):.

(*) Bermisi: Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., num, 26, 22, 18,
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27. Involuzione 1I. Coll'allineamento (2, 3, 4) si ottiene una involuzione
di 13° ordine, che ha:

ed &:

un punto nonuplo . .
tre punti quadrupli . .
quattro punti tripli . . .

tre semplici

I—=(1'2345678),
T=(1r2 3 4550 6: 72809 10 11)4(1°23 456 T892 (1223456 78 10)’
(1°23456 7811 (1223456 8) (1223456 T (12234678

(122345 78)(12) (1 3)° (L4

Involuzione 111. Poniamo 1, 7, 8 in linea retta; si ha una involuzione di

13° ordine, che ha:

un punto ottuplo . . .
tre punti quintupli . . .
due punti tripli. .. ..

due punti doppi . . ..
e tre semplici. . . . . °.

I—=(1°2:324:5 6),,
T—(152°3° 42526278910 11): (1°2: 32 4:5 6 T8 9)2 (1222 32 425 6 7 8 10)?
(122:324:56 T8 11) (1223456 8) (122345672 (1234 6)(12345)
(1 2); (13)y" (1 4)"

Involuzione 1V. Un’altra involuzione di 13° ordine nasce dall’allinea-
mento 1, 4, 11. Si hanno allora:

un punto ottuplo . . . ..
due punti quintupli . ..
un punto quadruplo . . .
quattro punti tripli

due semplici

-------

ed uno unito
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r=(1°223:456178),,
IT—=(1°223242526272829 10); (132:3: 4256 T8 9)2 (1 2: 32425 6 7 8 10)?
(1°2°3:456 78);(12234568); (123456 T7)5... (12); (1 3)"
28. Involuzione V. Per i due allineamenti 2, 3, 4; 1, 4, 11 abbiamo una
involuzione di 12° ordine con:
un punto ottuplo. .. .. 1,

due punti quadrupli . . . 2, 3,

cinque punti tripli . . . . 4, 5, 6, 7, 8§,
due punti semplici. . . . 9, 10,
ed uno unito. . ... .. 11,

essendo:
r=(1235678),
T=(152334252627282910),(1°23456 789):(1°23456 7810);
(1°235678)3(12234568)3(1°234567)5... (12);(13).

Involuzione VI. Dalle III ¢ IV nasce una seconda involuzione di 12° or-
dine allineando rispettivamente i punti 1, 4, 11; 1, 7, 8 essa possiede:

un punto settuplo . ... 1,
due punti quintupli . .. 2, 3,
un punto quadruplo . . . 4,
due punti tripli. .. ... 5, 6,
due punti doppi . . . .. 1, 8,
due semplici . . . ... 9, 10,
ed uno unito . . . . ... 11,

I'=(122:3:456),,
T—=(142°374:576: 789 10): (1°22 32 4256 T8 9)2 (122232 4*5 6 78 10);
(122:3:45678)(1°234568)7(1:23456T)(12346)]
(123 45)% (L2 (13)e

Involuzione VII. Nella III poniamo in linea retta i punti 1, 5, 6. L’in-
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voluzione, che nasce & del 12° ordine con

un punto settuplo. . . . I,

tre punti quintupli . . . 2, 3, 4,
quattro doppi . . . . . . 5, 6, 7, 8,
e tre semplici . . . . .. 9, 10, 11:

I'=(1:2:3: 42),,
IT=(122324*5678910115(1222324:56 78 9):(1°2:3: 4256 78 10)?
(1°2: 324256 T811)(12348;;(12347)5(12346)7(12345)
(12) (1 3) (L 4)3
Involuzione VIII. Un'altra involuzione di 12° ordine si ottiene dalla IV
per I'allineamento 1, 3, 10. Essa ha
| un punto settuplo . ... 1,
un punto quintuplo . .. 2,
due punti quadrupli . . . 3, 4,

quattro punti triphi ... 5, 6, 7, 8,
uno semplice . . . . . . . 9,
e due uniti . . . .. ... 10, 11,

I=(122:345678),
T= (1492930 42 5% 62 72 8 9): (1722 32 425 6 78 9) (122* 3 45 6 7 8)
(122:3:45678): (122345685 (1223456 T)... (1 2.

29. Involuzione IX. Poniamo nella VI in linea retta i punti 1, 5, 6 (od
anche nella VII i punti 1, 4, 11). L’involuzione che risulta & di 113 ordine, con:

un punto sestuplo . ... I,

due punti quintupli ... 2, 3,

un punto quadruplo . . . 4,

quattro punti doppi . .. 5, 6, 7, 8,
due semplici . . ... .. 9, 10,

ed uno unito . . . . ... 11,
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b1

ed &:
'=(122324),,
IT=(122232425678910);(1°22324°56789); (122232 4°56 7 8 10)
(12223°456 78);(12348);(12347);(12346);(12345)3(12)2(13)e.

Involuzione X. Nella V si pongano 1, 3, 10 in linea retta (od anche nella
VIII, 2, 8, 4). L’involuzione si riduce all’11° ordine, ed avra:
un punto settuplo . ... 1,
un punto quadruplo . . . 2,

sei punti tripli . . .. .. 3,456,178,
uno semplice . . .. ... 9,
e due uniti. . ...... 10, 11,

r—(1:256178),
T (142932425062 72 8:9): (1723456 789): (122456787 (1223567 8);
(122345683 (1223456 T)5(12234578) (1°234678)(12).

TInvoluzione XI. Se nella VI prendiamo in linea retta i punti 1, 3, 10
(od anche nell’ VIIT i punti 1, 7, 8) si ha una involuzione di 11° ordine con
un punto sestuplo . ... 1,
un punto quintuplo . .. 2,
due punti quadrupli . . . 3, 4,

due punti tripli ... .. 5, 6,
duc punti doppi . . . .. 1, 8,
uno semplice . . . . ... 9,

e due uniti . . ... ... 10, 11,

T==(12:34586),
T=(1°2232425: 6278 9): (1°2: 32425 6 T8 9) (12223 4: 56 7 8)]
(122:3:45678) (12284568 (123456 T)S(12346)7(12345)(L2).

Involuzione XII. Un’altra involuzione di 11° ordiné nasce dall’ VIII per
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I'allineamento 1, 2, 9. Essa avra:
un punto sestuplo. .. . 1,
tre punti quadrupli . . . 2, 3, 4,
quattro tripli .. .. .. 5 6, 7, 8,
etreuniti. . ...... 9, 10, 11,
I'=(123456178),
J=(1°22324*5262128%);(1* 232425 6 78); (1°2*3 45 6 7 8)?
(12223°45678): (1223456 8);...
30. Involuzione XIII. Si prendano nella IX i punti 1, 3, 10 in linea
retta (od anche 1, 5, 6 nell’XI). Si ha una involuzione di 10° ordine la quale

possiede:
due punti quintupli ... I, 2,

due punti quadrupli . . . 3, 4,

quattro punti doppi ... 5, 6, 7, 8,
uno semplice . .. . ... 9,
e due uniti. . . ... .. 10, 11

r=(234),
IT=(12223"4*56T789);(1°22324*56 789);(1*2*3 4256 7 8);
(1*223*45678);(12348);(12347)...(12).
Involuzione XIV. Nella involuzione X poniamo in linea retta i punti 1,

2, 9 (od i punti 2, 3, 4 nella XII). Otteniamo una involuzione di 10° ordine,
che avra:

un punto sestuplo . . . 1,
sette punti tripli. . . . 2, 3, 4, 5, 6, T, 8,
tre umiti . ... .. .. 9, 10, 11,

I'=(15678),
T=(1°22 3425262 T2 8)L (1*3 456 T8 (122456 T8 (1:2356 7 8)!
(1°234568) (12234586 7)...

Involuzione XV. Un’ultima involuzione di 2" specie si pud ottenere dalla
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XI per I'allineamento 1, 2, 9 (od anche dalla XII per I'allineamento 1, 7, 8).
ssa & di 10° ordine con:

un punto quintuplo . . . 1,

tre quadrupli . ... .. 2, 3, 4,
due tripli . ....... b, 6,

due doppi . .. ... .. 1, 8,

e tre uniti. . . .. ... 9, 10, 11,

I=(23456),
T=(122°374:526: 7 8)! (12230 42567 8): (122:3 425 6 78))(122:3: 456 7 8);
(122345687 (1:284567)2(12346)(12345).

31. 3% Specie. Verranno dette di 3" specie quelle involuzioni nelle quali
le curve Q sono:

(i121344*5678910111213),.
11 fascio delle quintiche, che hanno quattro punti doppi nei punti 1, 2, 3, 4

e passano semplicemente per setfe dei move punti 5, 6,... 13, deve avere gli

altri due per punti base. Questo fascio insieme all’altro (12 3 4), da la costru-
zione delle involuzioni di 3" specie.

32. Involuzione I. Se non assoggettiamo ad altri vincoli i punti 1, 2,...
13, la detta costruzione conduce ad una involuzione di 19° ordine con:

quattro punti nonupli . . . 1; 2, 3, 4,

e nove doppi .. ..... 5, 6,... 13,
I'=(1°23°455...13),,
I=(152434445.,,13); (142534445...13);... (123 45); (1 23 46)S...

33. Involuzione II. Per Y'allineamento 3, 4, 13 nasce una involuzione di
18° ordine, che ha:
due punti nonupli . . . 1, 2,
due punti ottupli ... 3, 4, :
otto punti doppi . . . . 5, 6,... 12,
uno semplice . , , ... . 13;
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ed e: ,
I'=(1°2°34456...12),,
I=(1°2¢34/56...1213);(1*2°34 445 6... 12113)2(1*2¢3' 45 6... 12)}
(11243°4*56... 12)4 (123 45);... (1 2)%
34. Involuzione II1. Da quest’ultima involuzione ponendo in linea retta
i punti 2, 4, 12 si deduce una involuzione di 17° ordine, che possiede:

un punto nonuplo . . . 1,

due punti ottupli ... 2, 3, °

un punto settuplo . . . 4,

sette doppi. . .. ... 5, 6,... 11,
due semplici . . . . .. 12, 13,

e si ha:
I=(1521314°56.. 11)9,
I=(1°243456789101112 13)9 (142434 435... 11 12);
(142034435, 11130 (14 2 3 £ 5... 11)5(1 234 535 (1 23 46)... (1 2)7 (1 3),".
Involuzione IV. Se invece pella IT poniamo in linea retta i punti 1, 2, 13
otteniamo una involuzione di 17° ordine con:
quattro punti ottupli . . . 1, 2, 3, 4,
otto punti doppi ... .. 5, 6,... 12,

ed wno unito . . . ... .. 13;
essendo:

T=(142¢34'5... 12),,
T=(142934445... 12)} (17 243444 5... 12)3 (14243 4°5... 12
(142435 445...12); (1 234 5)...
35. Involuzione V. Poniamo nella TII, in linea retta i punti 2, 3, 11.
Abbiamo una involuzione di 16° ordine con:
un punto nonuplo . . . I,
tre punti settupli . .. 2, 3, 4,
gei punti doppi . ... 5, 6, T,... 10,
tre punti semplici . . . 11, 12, 13,
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e sard:
r=(1522324256...10)
T=(1°2434445...138): (1422 3°4°5... 10 11)2 (1423 3° 4*5... 10 12)}
(11233°4%5...1013)2(12345);(123 46);...(12);' (13)*(1 4P

Involuzione VI. Nella IIT prendiamo in linea retta i punti 1, 2, 13 (ovvero
nella IV 2, 4, 12) e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti 2 e 3,
onde si hanno i tre allineamenti 1, 3, 13; 2, 4, 13; 3, 4, 12. Avremo un’alira
involuzione di 16° ordine con:

due punti ottupli ... 1, 2,

due punti settupli . . . 3, 4,

sette punti doppi ... 5, 6,... 11,
uno semplice. . . . .. 12,

ed uno unito. . .. .. 13,

Te=(142435435... 11),
T=(14243°445.., 12) (1424 34 455.. 122 (18 24 3 47 5. . 11
(14203945, 11) (12 3 4 5%... (1 2)%.

Involuzione V1I. Un’altra involuzione di 16° ordine si deduce dalla III
ponendo 11 sulla retta (1, 4),. Questa involuzione possiede:

tre punti ottupli . . . .
un punto sestuplo . . .
.. 5, 6,... 10,

sei punti doppi

tre punti semplici . . .

I=(142¢3*45... 10),

17 2) 37
47

11, 12, 13,

T=(142¢34425... 10 12 13)8 (142¢34°5... [0 11 13)2 (142434 42 5... 10 11 12)¢
(1°2939425.,.. 10)4 (1 23 45)5 (123 4 6):... (23) (1 3)2 (1 Q).

36. Involuzione VIII. Ponendo 1, 4, 11 in linea retta nella involuzione V
(o nella VII i punti 2, 3, 11) e scambiando le denominazioni dei punti 11 e
13, si ha una involuzione di 15° ordine, che ha:
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un punto ottuplo ... 1
due punti settupli . . . 2, 3,
4

un punto sestuplo . . .

sei punti doppi . ... 5, 6,... 10,
due semplici . . . ... 11, 12,
ed uno unito ... .. 13.

Essendo:
=(11223425...10),
IT=(1*24344*5...12); (1 2°3° 4°5... 10 11)7 (14 2° 3° 4°5... 10 12)}
(132°32425...10); (1234 5)3(12346)5... (1 2)* (1 3)e.
Involuzione IX. Nell’involuzione VI prendiamo il punto 12 sulla (1, 2),.
L’ involuzione diviene di 15° ordine con:
quattro punti settupli . . . 1, 2, 3, 4,
. sette punti doppi ... .. 5, 6,... 11,
due punti uniti ... ... 12, 13,
I'=-(122332425..,11),
T=(12223445...11); (12 2234 43 5... 11); (1° 2¢ 32 43 5... 11)?
(14223°435... 11)5(12345); (1234 6)...
37. Involuzione X. Poniamo nella VIIT i punti 1, 3, 12 in linea retta

(ovvero mnella IX 1 punti 2, 3, 11 e scambiamo fra loro le denominazioni dei
punti 12 e 13; 2 e 4), si ottengono i cinque allineamenti

1, 3, 12; 1, 4, 13; 2, 3, 13; 2, 4, 12; 3, 4, 11.
L’involuzione diviene di 14° ordine con: |
due punti settupli . . . 1, 2,
due punti sestupli . . . 3, 4,
sel puhti doppi .... D5, 6,...10,
uno semplice . . . . .. 11,
e due uniti. ... ... 12, 13,
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Ed @:
Fr=(1222345...10),
I=(1>2¢3"4%5...11); (1422 3> 4 5... 11); (12 2° 3* 43 5... 10)}
(122232 425...10)5 (123 4 5)... (1 2)i*
38. Involuzione XI. Da questa poi per I'allineamento 1, 2, 11 si ottiene

una involuzione di 13’ ordine mella quale i punti 11, 12, 14 sono diagonali
del quadrangolo 1, 2, 3, 4. Essa ha:

quatiro punti sestupli . . . I, 2, 3, 4,
sei punti doppi ...... 5, 6, 7, 8, 9, 10,
e tre uniti . . ... ... v 11, 12, 13.

La curva Eunteggiaté unita sara:
I=(122:324:56... 10),,
e la Jacobiana:
I=(122°3"45...10); (1222 3°435... 10)2... (123 45); (123 46)...
39. 4% Specie. Se le curve Q sono:
(15253;4°5°62 789101112 13),

abbiamo una sola involuzione, che verrd detta di 4" specie. Essa & dell’8° or-
dine e possiede:

tre punti quadrupli . . . 1, 2, 3,
tre punti doppi . . . .. 4, 5, 6,
tre semplici . ... ... 1, 8, 9,
e quattro uniti ., . ... 10, 11, 12, 13.

Non esiste curva punteggiata unita, e la Jacobiana &:
T=(1"203°45689)(1°2:3:456 79)(1:2:32 45 6 T8 (12 3 5 6)t
(12346);(12345)5(23)7(13)(12).

Le coniche del fascio (123 4), hanno per corrispondenti coniche del fascio
stesso, quindi si ha nel fascio una involuzione, nella quale devono essere cor-
rispondenti le coppie:

(12345),, (12346),; (12347),, (14),(23),
(12348),, (13):(24),; (12349),, (12),(84),.
Lo stesso dicasi pei fasei (123 5),, (1236),.
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Per mezzo di due di questi tre fasci di coniche si pud costruire I’involuzione.

40. 5% Specie. Di 5* specie si diranno le involuzioni di 4* classe, nelle
quali le curve Q sono:

(142432425262 72 829 10 11),.

In queste involuzioni devono i punti 1, 2,... 11 giacere sopra una mede-

sima cubica, in modo, che la cubica (123456 78), passi per 9, e che i

gruppi di sei punti 1, 2, 3, 4, 10, 11; 1, 2, 5, 6, 7, 8 giacciano sopra due
coniche. Soddisfatte queste condizioni ne consegue ' esistenza delle curve

(1254256789),, (1235 710), (1236 711), (1235811),,

(12368 10),, (1245810),, (1246311),

(1245711),,  (1246710),.

Queste involuzioni si costruiscono poi col fascio [122*3456 7810 (11)], in-
sieme ad uno dei due

(122:3:5678),, (1:2:425678),.

41. Involuzione I. Non sottoponendo ad altri vineoli i pumnti 1, 2,... 11
nasce una involuzione di 10° ordine con:

due punti quintupli ... 1, 2,
due punti quadrupli . . . 3, 4,
quattro punti doppi ... 5, 6, 7, 8,
uno semplice . . .. ... 9,
e due uniti . .. .. ... 10, 11,
essendo:
Ir=(1234),,

T=(1°2:3:4°56 T8 9): (1°2°3: 4256 T8 9): (1* 2 342567 8)2
(1222304567 8)1(12346)5(12345)(12348)(12347)%(12).

42. Involuzione II. Per Y'allineamento ({, 2, 9) nasce una involuzione di
9° ordine con:

quattro punti quadrupli . . . 1, 2, 8, 4,
quattro punti doppi . . ... 5, 6, 7, 8,
etreuniti .......... 9, 10, 11,

Annali di Matematica, tomo XII, 13
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e si ha:

I'=(3 4),,

T=(1228324:5678)1 (122324256 78);(122:34*56 78)5(122232456 7 8)f
(123467 (12345)8(12348) (12347

43, 6% Specie. Le involuzioni di 6" specie sono quelle che danno il sistema
di curve Q:

(1492939 4357 67 7 82 92),.

In esse i punti fondamentali 1, 2,... 9 sono i punti base di un fascio di
cubiche, il quale insieme all’altro (122345 6) serve a costruire tutte queste
involuzioni di 6" specie.

44, Involuzione I. L’ involuzione pilt generale di questa specic ¢ di 17° or-
dine, e possiede:

un punto nonuplo . ... 1,
cinque punti sestupli . . . 2, 3, 4, 5, 6,
e tre tripli . ....... 7, 8,9
M=(1522324526789),
I=(1°233435°63T7°829%9; (122232 4° 5262 7 8 9); (122232 425262 T 8 9)}...
(1223456 T)...

45. Involuzione II. Per 1'allineamento 1, 6, 9 si ha una involuzione di
16° ordine, con:

un punto ottuplo ... .. 1,

quattro punti sestﬁpii ... 2,3 4,5,
un punto quintuplo . L 6,

due tripli.......... 1, 8,

uno doppio . .. ... ... 9,

PN

ed &:
r=(11223°4°5°6°78);,
T=(1"23 456 T8 9) (1°2°3 45262 T89) (1°223° 42526278 9)...
(122232425267 8); (1223456 7);(1°234568)5(12345)].

Involuzione 111. Per I'allineamento 4, 5, 6 si ha un’altra involuzione di
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16° ordine, che ha:

un punto nonuplo . .. I,

due punti sestupli .., . 2, 3,
tre punti quintupli . . . 4, 5, 6,
tre punti tripli . . . .. 7, 8, 9,

= (1°2°3° 42 5 62 7§ 9),,
T=(152°3° 45 5% 63 72 82 9% (12 22 32 42 52 62 7 8 9)2 (1° 22 3° 42 52 62 7 § 9)?
(1522 3: 425678 9) (1522324526 T8 9) (1°22 82 45 62T 8 9)°
(122345 67)7(1°234568)(1:23 45 6 9)..

46. Involuzione IV. Poniamo nella Il i punti 1, 5, 8 in linea retta. Si
ha una involuzione di 15° ordine con:

un punto settuplo . . .. 1,

tre punti sestupli . . . . 2, 3, 4,
due punti quintupli . . . 5, 6,
un punto triplo . . ... T,

e due doppi . . .. ... 8, 9,

= (1° 2 39 49 52 62 7),,
T—= (152985435262 T2 8 9! (1929 3¢ 4252 62 7 8 9)2 (1522 35 42 52 62 7 8 O)2
(1278047 50 6: T8 9)f (12 22 3 42 5262 7 9)f (12 22 32 4252 62 T 8)¢
(1223456 7)7(12346)(12345).

Involuzione V. Se nella II si prendono in linea retta 1 punti 4, 5, 6 (od
anche nella III i punti 1, 6, 9) si ottiene una involuzione di 15° ordine con:

"~ un punto ottuplo. .. .. 1,
due punti sestupli . ... 2, 3,
due punti quintupll . . . 4, 5,
un punto quadruplo . . . 6,
due tripli . . . .. L 1, 8,
ed uno doppio ., ..., 9;
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essendo:
I'= (1423324256 T 8),,

T=(112:32435°62 7282 9); (132234252 62 78 9); (1322 33425262 78 9)°
(132:32 4256 78 9): (13223°4 526 T89): (122232456 7 8)¢
(1*234567);(1*234568)5 (123 45).

Involuzione VI. Un’altra involuzione di 15° ordine si ha dalla III po-
nendo in linea retta i punti 2, 8, 6, sicché abbiamo:

un punto nonuplo . .. ... 1,

quattro punti quintupli . . . 2, 3, 4, 5,
un punto quadruplo. . ... 6,

e tre tripi.......... 7, 8, 9,

M=(1"2"3"42526 78 9),
T=(1°233343526372829%)! (122342526 7 89); (1323242526 7 8 9);
(132324256 789)(132°3°45°6789)(1°23456 T8 9);
(1223456 7);(12234568); (1223456 9);.
47. Involuzione VII. Dalla IV pel nuovo allineamento 1, 4, 7 nasce una
involuzione di 14° ordine, che ha:
tre punti sestupli . . .. 1, 2, 3
tre punti quintupli . . . 4, 5, 6,
tre doppi . ... .... 7 8,9
I'= (1722 3 42 52 6?),,
T= (1222324252627 89) (132232425262 78 9); (13223242526 7 8 9);
(122324252 6°89)4(1222 32425262 7 9); (122232 4* 52 62 T 8)¢
(12356);(12346)3(12345).
Involuzione VIII. Nella IV poniamo in linea retta i punti 4, 5, 6 (ov-
vero nella V 1, 5, 8). Si ha una involuzione di 14° ordine con:
un punto settuplo . ... 1,
due punti sestupli . ... 2, 3,
un punto quintuplo . .. 4,
due punti quadrupli . . . 5, 6,
unt punto triplo .. ... T,
e due doppi . ...... 8, 9,
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ed &:
T=(122:334256 7),
J==(1223334252621*8 9); (132232425262 T8 9); (122232425262 7 8 9);
(1°22324*56789)4(12223°45679); (122232456 T 8);
(12°234567)(12346)5(12345);.

Involuzione IX. Una terza involuzione di 14° ordine si ha dalla 'V per

I'allineamento 2, 3, 6 (od anche dalla VI per V'allineamento 1, 6, 9); essa
possiede:

un punto ottuplo ... ... 1,

quattro punti quintupli . . . 2, 3, 4, 5,
tre punti tripi . ... ... 6, 7, 8,
ed uno doppio . ...... 9.

Si ha:
== (142 3% 42 5% 7 8),,
T=(12233425%6 7282 9); (1222342526 78 9)2 (1323242526 78 9)?
(1222324256 T8 9)4 (1322324526789 (1223457 8)¢
(1°234567);(12°234568)(12345).

48. Involuzione X. Nella involuzione VII poniamo in linea retta i punti

4, 5, 6 (ovvero i punti 1, 4, 7 nell’ VIII). Nasce cosi una involuzione di 13° or-
dine con:

tre punti sestupli . ... 1, 2

tre punti quadrupli . . . 4, 5,
tre doppi . .......T, 8

T=(122:3945 6),

T—(122335 42 52 62 7 8 9)t (1323 32 42 52 62 7 8 9z (1° 22 32 42 52 62 T 8 9

(12922324568 9) (122:3:45 6 79): (12 2:3: 45 6 7 8):

(12356)](12346)5(12345).

49. 72 Specie. Le involuzioni di 4° classe nelle quali le curve Q sono:

o (1322 32 42 52 63 72 82 9),

verranno chiamate di 7* specie.

H Y

)

O o W

b}

~

)
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In queste involuzioni i nove punti 1, 2,... 9 sono punti base di un fascio di
cubiche, e tutti si possono costruire col sistema tre volte infinito di sestiche (¥)

, (1222 32 42 52 62 72 8%),

50. Involuzione I. Questa costruzione, nel caso in cui i punti 1, 2, 3,... 9
non siano soggetti ad altre condizioni, d& una involuzione di 17° ordine, con:
" otto punti sestupli . . . 1, 2,... 8,

ed uno unito. . . ... 9,
ed &:
I = (122332 43 5% 63 72 8%),,
T=(1922 32 42 5% 6* T2 82)! (12 2 32 42 52 62 T 8)....
51. Involuzione I1. Per Iallineamento 6, 7, 8 si ha una involuzione di
16° ordine con:

cinque punti sestupli . . . 1, 2,... 5,
tre punti quintupli . . .. 6, 7, 8,
ed uno unito .. ... .. 9,

==(122234°5%62 T° 8,
J==(132232 425262 72 8); (1 22 32 42 52 62 72 8);... (12 2% 3* 42 52 62 T 8)?
(1222 82 42 50 6 T2 8.,
Poiché una rete particolare del sistema (122232425262 72 8%), basta a co-
struire 1'involuzione, cosl potremo prendere la rete (1222 3%42526 7 8),.

52. Involuzione III. Coi due allineamenti 4, 5, 8; 6, 7, 8 si ottiene una
involuzione di 15° ordine la quale possiede:

tre punti sestupli .., ... 1, 2, 3
quattro punti quintupli . .. 4, 5, 6, 7,
uno quadruplo. . ... ... 8,

ed uno unito . ....... 9;
e sl ha:
= (1223 3% 42526 T* 8),
IT=(122032425262728%;... (122232 42 5 62 T2 8);... (1222324 5 6 7 8)3.

(*) Bermini: Ricerche, ecc, 1. e, § 5.
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Questa involuzione, e le altre che verranno in seguito (casi particolari di
questa) possono essere generate coi due fasci di curve unite: (123456 789),,
(122232456 7),.

53. Involuzione IV. Ponendo nella precedente i punti 2, 3, 8 in linea
retta nasce una involuzione di 14° ordine con:

un punto sestuplo . .. I,

sel punti quintupli . . . 2, 3,... T,
uno triplo. . . .. ... 8,
ed uno unito. ... .. 9:

essendo:
[= (12223 42 52 6: Tz),,

T=(1°2232 42 52 62 72 82)t (12 22 3 42 52 62 T2 8)2 (12 2 3* 42 52 62 T2 8)?
(12223242567 72 8): (1222324 5262 72 8); (1222324 5262 7 8);
(12223242526 72 8)] (1223 45 6 7).

Involuzione V. Nella IIT poniamo in linea retta i punti 3, 5, 7 e scam-

biamo fra loro le denominazioni dei punti 5 e 6, per cui abbiamo 1 tre alli-
neamenti 3, 6, 7; 4, 6, 8; 5, 7, 8. Avremo una involuzione di 14° ordine con:

due punti sestupli . . . . 1, 2,
tre punti quintupli ... 3, 4, 5,
tre punti quadrupli‘ ...6, 78,
ed uno unito. . .. ... 9,

I'= (12223456 7 8);,

T=(122°324526° 7285 (1°2° 3* 4* 5267 7* 8°); (1*2° 3* 4° 52 6 7 8)?

(12223242526 72 8)4 (1222324252 6° T 8); (1*223 4526 7 8)¢
(1°2234°56 T8Y(1*2°3°45 6 T8)..
54. Involuzione VI. Nella IV poniam¢ in linea retta i punti 3, 5, 6 e

scambiamo le denominazioni dei punti 3, 7 (ovvero nella V allineamo i punti
2, 3, 8 e scambiamo le denominazioni dei punti 3, 5; 6, 7; 2, 4). L'involu-
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zione diviene di 13° ordine, e possiede:
un punto sestuplo . . .. 1,
tre punti quintupli ... 2, 3, 4,
tre punti quadrupli . .. 5, 6, 7

7 3 7
un punto triplo .. ... 8,
ed uno unito. . ... .. 9,

e si ha:
T=(1322324*56T),

I=(1P2234°5°6° T° 8*); (1°2° 3* 4* 5* 6* T 8)2 (1 2° 3* 4* 5% 6 7* 8);
(1222324256272 8)8 (122*3* 456 78);(1*2° 34256 7 8)¢
(1*23*4*°5678):(1*23456 7)5.

Involuzione VII. Un'altra involuzione di 13° ordine si deduce dalla V
pel nuovo allineamento 3, 4, 5. Si avra:
due punti sestupli. ... 1, 2,
sel punti quadrupli . .. 3, 4, 5, 6, 7, 8,
uno unito . . ... ... 9,
r=(1*2*3456178),
IT=(1°2°3° 425627 8! (1°2°3°4° 52 6° T2 8*)2(1°2° 345678 )2
(1°2234567°8)4(122°345 67 8)...
55. Involuzione VIII. Nella involuzione VI poniamo in linea retta 1 punti
2, 3, 8 e scambiamo fra loro le denominazioni dei punti 3 e 7 (ovvero pren-

diamo mnella VII i punti 3, 4, 7 in linea retta e scambiamo le denominazioni

dei punti 3, 4 e poi 3, 5); avremo una involuzione di 12° ordine, la quale
possiedera:

un punto sestuplo . ..... 1,

un punto quintuplo ..... 2,

quattro punti quadrupli . .. 3, 4, 5, 6,
due tripli . .. ........ 7, 8,

ed uno unito . . .. ..... 9,
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e sl avra:
=(1*223456),,

IT=(12223%4°5° 672 8%} (12 2*3*4°5°6° 7 8); (1*2°3 4 56 7 8);
(12223245678):(12223456”78)3’(1222345267S)i
(1°234568);(1°23456 7).

- 56. Involuzione IX. Poniamo in quest’ultima involuzione, il punto 2 sulla
retta (5 6),, sicche i punti 2, 3, 4 sono diagonali nel quadrangolo 5, 6, 7, 8.
Nasce cosl una involuzione di 11° ordine con:

un punto sestuplo . . . . 1,

tre punti quadrupli . .. 2, 3, 4
quattro punti tripli . . . 5, 6, 7, 8
ed uno unito . ... .. 9,
I'=(1%23 4),,
T=(12223425°6°T28%: (1223245 6 78); (12 2°34*5 6 7 8);
(122232456 78);(1*°2346 78);(1*23 457 8)5
(1:234568); (1223456 7).

57. Trovata cosi la configurazione dei punti fondamentali, e la costruzione
delle involuzioni di 3* e 4 classe, essendo gi& nota quella delle involuzioni di
classe =0, 1, 2, veniamo anche a conoscere tutte le involuzioni di ordine
n<10.

Ma notiamo, che se, oltre alle considerate, esistono altre involuzioni di 10° or-
dine, esse non possono essere che di 5* classe, quindi non possiederanno curva
punteggiata unita; percid dovranno le curve fondamentali passare un numero
pari di wolte pei punti fondamentali cui corrispondono. Per questa osservazione
si deduce facilmente, che vi sono due sole involuzieni di 5* classe e 10° ordine:

la 1* & di JonquikrEs, che rientra nel caso generale trattato dal sig. Berring;
la 2* possiede:

due punti quintupli . .. 1,

~

1
due punti quadrupli . . . 3
quattro punti doppt ... 5

9

)

y 1 8,

o = DD

)

un punto semplice . . . . 9,

e quattro umiti. . .. .. 10, 11, 12, 13,
Annali di Matematica, tomo XII. 14
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ed ha per Jacobiana:
I=(1*223"456T789) (1°2°3*4*56 718 9);(1*2*3°4 56 T 8);
(122°34°5 678 (123467 (123 45)5(12348)(12347)%(12).

Tale involuzione si costruisce per mezzo di due fasei in involuzione, uno di
coniche (123 4), nel quale devono essere coppie di elementi corrispondenti le:

(12345),, (12346); (12347),, (12348),;
(12349),, 12,034 (13)(24),, (14).(@23),
l'altro di cubiche (122345 7), in cui devono essere corrispondenti le coppie:
(17).(12345), (12234576),;  (15),(12347),, (1223457 8),;
(12),(13457),, (1*2234579);;  (13),(12457),, (14).(12357),.

Al fascio (1223 45 7), si pud sostituire un altro analogo, sicche questa siessa
involuzione pud essere generata in vari modi.

Ora possiamo dire di conoscere tutte le involuzioni (a punti fondamentali
distinti) di ordine n=10.

Pisa, 27 novembre 1883,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sui sistemi di funzioni analitiche
e gli
sviluppi in serie formati coi medesimi.

(Seconda Memoria di S. Pincmerie, a Bologna.)

L

N el §§ 6-13 della prima Memoria sul presente argomento, pubblicata nel
t. 12, serie II degli Annali, ho indicato un metodo generale per trovare i campi
di convergenza delle serie

2iCnPa(u)
pa(w) (=0, 1, 2,... &)

un sistema di funzioni analitiche definite dallo sviluppo di una funzione di due
variabili

essendo

T, )= Sv"pa(u)
che diventa singolare nei posti (#, v) soddisfacenti ad una data equazione
f(u, v)=0.

Aggiungo qui aleune nuove osservazioni.

1. Tl metodo stesso & suscettibile di una generalizzazione nei seguenti
termini.

Sia
20" pa(¥)

una serie di potenze di » i cui coefficienti sono funzioni di # ad un valore,
potendosi anche intendere funzioni nel senso piu generale. Ad ogni valore di
u corrisponderd un valore determinato per il raggio p(u) di convergenza della
L
p(u)

serie, ed il gruppo p.(u) sard al contorno della varietd - Se dunque si
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108 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

considera una serie ¥,c,p.(u) dove ¢, & al contorno della varieth o, la serie
convergerd assolutamente ed in egual grado in quelle regioni del piano # in

cui & p(u)>a.
9. Se si hanno due serie

2orpa(), X" ga(w)
coi raggi di convergenza p(u) e o(u) rispettivamente, la serie
S0t Poqn+ PiQn—1F - F Pas @i FPn o)

converge entro il minore dei cerchi di raggi o e o, e percid il gruppo
£ (1) = S (0)4(1)

¢ al contorno della maggiore delle due varietd ]F ed é La curva del piano
data da
p(w)=o(u)

separa le regioni in cui il gruppo #.(u) & al contorno delle varieta F(l_uj da

quelle in cui esso & al contorno di - La serie

1
a(u)
N Cnln(u)

dove ¢, & al contorno della varietd «, converge nelle regioni del piano # in
cui si ha simultaneamente p(u) >a e o(u)>a.
3. Siano in particolare le due serie

2V P (u), Zeat™,

la prima col raggio di convergenza p(u) funzione di u, la seconda col raggio
di convergenza R. La serie

e () = B0 [opa(®) + € Pas (W) -+ Cai s () + €]

convergera entro il minore dei due cerchi di raggio p(v) ed B: da cui segue

che il gruppo ,(u) sard al contorno della varietd dipendente da u, 5217)’ 0
della varietd —IR indipendente da u, secondoch® # si trova nell’una o I'altra
delle regioni del piano u separate dalla curva

pu)=E.
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La serie
2ienta(W)

dove ¢, & al contorno della varietd «, convergerd nella regione del piano in
cui & simultaneamente B>«, p(#)>a. Se dunque «> R, la serie precedente
cessa di essere assolutamente convergente.

Fra le varie applicazioni che si possono fare dei teoremi di questo paragrafo
e del precedente, si noti che se.il gruppo p.(#) & al contorno della varietd A(u)
variabile con u, il gruppo

Do) +p1 () &+ -+ pa(w)
¢ al contorno della varietd A(«) dove & A(u)>>1, e della varieta 1 dove & A(u)==1.
4. 8ia T'(u, v) una funzione trascendente intera di due variabili. Se scri-
viamo
T(, v)= 20" pa(¥)

avremo nel secondo membro una serie convergente, per ogni valore di u, in
un cerchio di raggio infinito. Adunque p.(«) sard un gruppo ologene per qua-
lunque valore di %, e percid le curve C, della teoria generale si ridurranno al
punto w=oo. In tal caso le serie

2 Cn ()

convergono in tutto il piano tutte le volte che il gruppo ¢, non & al contorno
dell’infinito, e si presenta il problema di determinare le regioni di convergenza
di quelle serie solo se il gruppo ¢, € al contorno dell’infinito, nel qual caso il
metodo pud essere in difetto. Se per esempio si pud porre

P (1) = n s ()

essendo £, un gruppo ologene e p'n(#) un gruppo al contorno della varietd
finita p(%), la discussione si potra fare per le serie della forma

Cn

%;Pn ().

5. Indicando con f(#) un elemento di funzione analitica definita da una
serie di potenze di cui B & il raggio di convergenza, il gruppo

fo =L

aur

d luogo ad alcune osservazioni.
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110 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

La serie
s o L7 (1) (u)

(n)
converge per |u|-|v} << R, ossia il gruppo iTEQ & al contorno della varietd

1 . LS . . N b,
=T ° di una varieth minore, ma finita e diversa da zero se f(«) non &
funzione intera, da cui segue che il gruppo f*)(w) sard al contorno dell’infi-
nito tutte le volte che f(«) non & funzione intera. Se f(u) & funzione intera,
il gruppo f)(w) pud, secondo i casi, essere al contorno dell’infinito, o ologene,
o al contorno di una varieta finita.

Indichiamo invece con f() una funzione analitica, con punti, linee ed arce
singolari quante si vogliono, il gruppo

i (u)

n!

sard al contorno della varieth ——, dove p(u) indica la minima distanza del

p(w)

punto u dal contorno del campo di regolarita della f(u). Percid la serie

£ (u)
Ecn n!

dove ¢, & al contorno della varietd «, convergerd in tutto un campo limitato
in modo che i suoi punti distino dal contorno del campo di regolarith della
f(#) di una quantitd superiore ad a.

1L

6. Abbiasi una serie di potenze convergente entro un cerchio di raggio R

o(@)=c,Fcixtcxt+-- 2+ - - 1)
dove ¢, si suppone diverso da zero. La serie reciproca sara
(P(z)=70+71x+7232+"'+7n5¢”+"‘ @)

convergente entro un cerchio di raggio p, essendo p il minimo modulo delle
radici di ¢(z). Fra le ¢, e le y, passano le relazioni

0070= 1

3
CoyntCiyn-s+ Coyn—st -+ Cayo=0. )
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Prendendo a considerare 1 due sistemi di numeri

Cy 70 71 V200 Tneee
Cy Co - 70 yARLE Yn—~1+.
C: O Co Yo+ 7n—2
Cn Cn—t Cp—g € Gy 700~

questi, per la definizione stabilita a § 21 della prima Memoria, si potranno
dire associati, poich? le relazioni (3) coincidono precisamente colle relazioni (5)
ed (8) del paragrafo 20 della Memoria citata.

7. Al sistema lineare

Yn=CnTo~+ Cp—y Ly +++ -+ Zn
corrisponde, come si vede immediatamente, il sistema
Tn=ynYfo+ yn-rfiFpn-2Yot o+ paYn

qualunque siano 1 gruppi (x,) ed (¥x).
Al sistema lineare

Yn=Co%n+ C1%pss + CoTpre 6 TpnyF -+ (4)
corrisponde il sistema
Tn="9%Yn+ 71 Ynts -+ T P YntoT1 " (5)

quando perd i gruppi (z») ed (y,) vanno assoggettati ad una limitazione. Pos-
siamo dimostrare che & condizione sufficiente alla corrispondenza dei sistemi (4)
e (b) che i due gruppi siano interni alla varietd p. Intanto, sotto questa con-
dizione, sono convergenti assolutamente i secondi membri delle (4) e delle (5);
inoltre, si consideri la serie

Sn = 5;‘00; (?’o Ynty 'l" Y1Yntvt+1 + tee + 7o Yntvp '+ t )
esiste per ipotesi un numero p"<Cp tale che sia per tutti i valori di n
|yl < Ap™;

di pil, preso p' tale che sia
p<e<e;
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si ha
'}’n|<£;
infine, essendo R==p, si ha pure
| o < 5%
essendo A, B, C numeri positivi finiti ed indipendenti da »; verra dunque
[Sal << ABC g™ zﬂ,(%)“‘,

percid i termini della serie S, si possono aggruppare come si vuole senza al-
terare la convergenza e la somma di questa serie. Ma assumendo il gruppo (¥.)
come dato ed il sistema (5) come definizione del gruppo z,, sard

w‘
Sp= zocvxn+v;
=

ordinando invece i termini di S, rispetto alle y, e tenendo conto delle (3), si ha
Sp = Yn,

onde le (4) sono conseguenza delle (5).
8. La funzione di due variabili

1q£y;y=zy”(cox”+01x”“+---+0n) ©)

si riguarderd come generatrice (v. prima Memoria, § 6) del sistema di polinomi
Pa(®) =coax® ¢ 2t 4 -+ F Cp.

La serie del secondo membro della (6) converge assolutamente ed in egual
grado sotto le condizioni

1
|.7/|<R: lx|<m‘

Da cid risulta, per la Memoria citata, che la serie
Skenpn(z) (M
dove il gruppo (k) & al contorno della varietd «a <R, sard convergente asso-

lutamente ed in egual grado entro tutto il cerchio di raggio % Una tal serie
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. .1 G .
sard dunque atta a rappresentare entro il cerchio — un elemento di funzione

analitica regolare.
Se poniamo

2k pa(®)= Zho* ®)
avremo fra i gruppi () e (k) la relazione
hy== Cok +e u+1+c2 v +0,L v+;:.+

che & precisamerte della forma (4): se dunque il gruppo (k,) & interno alla
variethd p, cioe se la serie Y h,2’ converge in un cerchio di raggio maggiore

di % » potremo dedurre dalla relazione precedente
kv=“/okv+}’1hv+1+72hv+2‘+ RS ] (4')

ciod « Ogni funzione analitica regolare entro un cerchio di centro o e di raggio
» maggiore dell’inversa del modulo della minor radice di ¢(x), & sviluppabile
» in serie di polinomi

Pa(®) =¢n + s @ F Cn—®® -+ -+ + o 27,
90(96)=Zc,,x“. n

9. I coefficienti dello sviluppo precedente per una funzione analitica f(z)

» essendo

regolare entro un cerchio di centro o e di raggio maggiore di — si possono

anche ottenere in altro modo, applicando ciod il teorema di Cavcny. Moltipli-
cando la (6) per

<P(y) =2y
si ottiene per |yj<<p ed Ixy|<1:
¥ pa(2)
1—9“ =250

e mutando % in —;—7 si ha colle condizioni

1
Pidentitd:

;_v () . (9)

e ded
Y

Annali di Matematica, tomo XII. 15
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Moltiplicando ambo i membri per f(y) ed integrando lungo una circonferenza

(¢) di centro o e di raggio compreso fra 1; ed il raggio di convergenza di

f(y), viene:

f@) =5 521’”(’)’((”) .. Bap(®) (10)

=
7
(e) Y

dove
oy fydy

T 2w y"+'<p(1)
() y

Ed essendo q)(%) convergente per |y|>% e per conseguenza lungo la circon-
ferenza di convergenza, & facile verificare che questo coefficiente %, coincide
con quello dato dalla (4).

10. Cerchiamo ora se colle funzioni p, (z) sono possibili sviluppi dello zero,
cioé se & possibile che entro tutto un campo determinato si abbia

Y Coupn()=0 (11)

essendo la serie del primo membro convergente in egual grado entro quel campo.
a) Non pud esistere uno sviluppo dello zero (11) se il gruppo (Cy) &
interno alla varieth p. Ne seguirebbe infatti:

coCn"I‘ciC¢z+1+'"+Can+v+"'=0 (12)

ma da questo sistema di relazioni lineari risulta, per la stessa dimostrazione
fatta a § 7, che deve essere C,=0.

b) Possono esistere sviluppi (11) se il gruppo (C,) & interno alla varieta
R, ma non interno alla varieta p. Se infatti ¢(z) & nulla per un valore « in-

terno al cerchio R, si ha per |oc|<—1

|of”

X pa(x) =

( ot)

che & precisamente uno sviluppo dello zero: d’altronde p essendo il minimo
modulo delle radici di ¢(x), si ha [a|=p.
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¢) La ¢(x) abbia entro il cerchio I il sistema di radici
Ay Oggees Oy see

i cui punti limiti non potranno essere che sulla circonferenza E stessa. Ogni
espressione

2 Cupa(@)

dove

Cn=Mha] +Nof + -+ hnotm,

indicandosi con }; costanti arbitrarie in numero finito, sard uno sviluppo dello
zero. E se le radici si suppongono ordinate in modo che sia

la,]| = I“n+4|,

. . . 1
questo sviluppo convergerd entro il cerchio Tl
1247

d) Supponiamo che « sia una radice dell’ordine » di multiplicitd per
la ¢(x). In tal caso, le funzioni

o 4 ey A ey 0 A 9
1—zy’ dy 1—zy’ dy 1—uzy dy— T—zy’

sono tutte nulle per y =«, onde sard nullo anche lo sviluppo

<P(u) .9 (r—D(r—2) y* d&& o)
x1/+( 1)'/dJ 1— J+ 1-2 1-2dy? 1 —uay

=t A=t o(y)
r—1ldy—t 1—ay’

ma il coefficiente di y* & in questo sviluppo:

(r—1)(r—2) n(e—1)

(@l 4-(r—1)-n4 13 3 -+
(r—1D(r—2)(r—3) nn—1)(n—2) nn—1)--(n—r-+2)
1-2.3 ' T2 T r—11!

ora la somma racchiusa fra parentesi & per un noto teorema sui coefficienti
binomiali, uguale a

(n+1Dn4+2).--(n4r—1)
1-2:3..-(r—1)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



116 Pincherle: Sui sistemi di funzioni analitiche

onde sono sviluppi dello zero le serie

n n+1\ o (”‘{"1)(""‘2)"'("“""{ 1) ,
Sip@, 3("T)apa@). ZEEREER I ) )
(=1, 2, 3,... m).

¢) Uno sviluppo dello zero in cui C, sia al contorno della varietd ¢ <R
sard necessariamente composto linearmente con sviluppi della forma (13). In-
fatti si ha dalle (12) che il prodotto

ZCnxn‘

si riduce ad una serie di potenze %(%) di %: ora posto
C(x)=3, Cpan,

si ha che C(x) converge entro il cerchio —> R ( )fuorl del cerchio —

R’

percid nella corona circolare compresa fra i cerchi F ed E la serie prodotto
1) (1
0@s(z)=%(3)

)
{5

vale a dire la C(z) ha carattere razionale in tutto 1'esterno del cerchio

sard convergente. Ma da

risulta

C(z)=

1 .

R’
. . . .1 .

ma essa ha altresi carattere razionale entro tutto il cerchio => per cui essa &

una funzione razionale. Come tale essa non potrd avere che singolaritd non

. ye . . . g 1 . 1 ... .1 1
essenziali, le quali saranno gli zeri di ¢{—| esterni ad = cioé 1 posti —, — 5--.
y 1€ q g 17 5 p % 7

1 .y . . .
— Di pill questa funzione C(z) & finita per = o0, per cui essa dovrd essere
m

della forma

0= (Rt ot ) (1)

Si\l—eix (1 —aiz)s
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essendo 7; I’ordine di multiplicitd della radice «;. Formando dunque i coeffi-
cienti C, dello sviluppo di C(x) in serie di potenze di #, indi costruendo con
questi coefficienti lo sviluppo ¥, Cnpa(w), si ottiene

}_]Cnpn(x)——z, Ai, 1 24 “Lpn(x)‘}‘)‘z 2 f LR

o pa(®) + -

o MmEDMmA2 (i Fri—1) ,
"+)k1,,r.'n2=40 2:3+.(ri—1) Lpn(x)

che dimostra precisamente 1'enunciato.

Da cid che precede risulta che il numero o deve coincidere col modulo di
una delle radici di ¢(z) e che il campo di convergenza dello sviluppo dello
zero si estende in tutto il cerchio che ha per raggio il valore reciproco di
questo modulo.

f) Se S, S, sono due sviluppi dello zero, I'espressione

Sz=s+134

sard pure uno sviluppo dello zero valido in tutto il campo comune di conver-
genza di S e di S,. Lo sviluppo S; non si dira allora indipendente da S e
da S;. In generale diremo sistema indipendente o fondamentale (*) di sviluppi
dello zero entro un dato campo un sistema di sviluppi validi tutti entra quel
campo, e fra i quali non passa alcuna relazione lineare.
Se gli sviluppi
20apa(@), 2o apa(®)

sono indipendenti fra loro linearmente, & facile vedere che lo sono pure le fun-
zioni

Cinan, 30, nan,...
¢ Inversamente: ora le funzioni

1 2 —1
Sanan, Bt Dengn,...  pEEDOED. (r(jf)" ) e

costituiscono, per ognuna delle radici o, ¢sy... om, un sistema linearmente in-
dipendente come si pud dimostrare elementarmente, percid gli sviluppi (13) co-
stituiscono un sistema fondamentale.

(") Espressione usata da Frazpenwus (CRELLE, t. 73) in un altro esempio di sviluppi dello
zero.
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Riassumendo, possiamo dire: « Che gli sviluppi dello zero secondo il sistema
» di polinomi

Pn(x)=coxn MV Amets SERRES oY PO 2 oy o8

» convergono entro cerchi aventi il centro nell’ origine e per raggi le inverse
» del moduli delle radiei «, di

¢ (@) = a2

» ed entro il cerchio di raggio Toor] si ha un sistema fondamentale di sviluppi,
: m

» formato con tanti sviluppi indipendenti quante sono le radici di ¢(z) comprese

» entro il cerchio |a| e sulla circonferenza, ogni radice essendo contata tante

» volte quante sono le unita del suo ordine di multiplicita. Ogni sviluppo dello

» zero valido entro il cerchio di raggio si esprime in funzione lineare

1
[o]
» degli sviluppi che costituiscono il sistema fondamentale. »

11. Tornando ora alla corrispondenza lineare data dalle formole (4) e (5),
vediamo che dato un gruppo (y,) interno alla varietd p, il sistema incognito
(xn) definito dalle equazioni

Yn==Coln— CsTnrs1+ CoTLpis =+~

si potrd determinare in infiniti modi: fra questi vi sard un gruppo (x,) ed uno
solo interno alla varietd p, e gli altri saranno dati da
x’n=xn+ Cn :

essendo C, 1 coefficienti di uno sviluppo dello zero. Da cid si vede una diffe-
renza notevole fra i sistemi di equazioni lineari ordinari e quelli che conten-
gono un numero infinito di equazioni.

Inoltre abbiamo visto che ogni funzione f(x) regolare in un cerchio di centro
o e di raggio maggiore di o ° sviluppabile in serie di funzioni p,(x) della
forma (7); possiamo ora aggiungere che lo sviluppo della f(x) in tale forma

. . . . . .1 . .
e convergente in un cerchio di raggio maggiore di B & unico, ma che vi sono

infiniti sviluppl convergenti in cerchi minori (d1 raggi ———) 1 quali si often-

||

gono aggiungendo al primo uno degli sviluppi dello zero. Resterebbe perd da

. . | . 1 .
esaminare la questione se una f(x) regolare fuori di - Ma non in tutto — si
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possa o no sviluppare in serie di funzioni p.(x), a questa perd risponderd la

formola (9) per ly|>11§-

12. Sui sistemi di funzioni p.(z) possiamo ancora aggiungere le seguenti
osservazioni:
a) Dalla formola (6) risulta I'espressione di p,(z) in forma d'integrale
definito:

1 e(y)dy (14)

pr(2)= 27ri( (1 —zy)yntt
)

I'integrazione essendo estesa ad una circonferenza di raggio <<R.
b) Fra le funzioni

H@)=3hupa(@) o K(o)= koo
passa una notevole relazione, ed & che H(x) & la parte ordinata per le potenze

positive di « nello sviluppo di K(x)q;(;lc-), talche

K@s(3)=H)+3(3); (15)

in altri termini, data una H(z), il problema di determinare lo sviluppo di H(z)
in serie di funzioni p,(x) coincide col problema di determinare una funzione

K(x) tale che il prodotto K(x)qg(%) abbia per parte intera H(zx).
' 13. Data una serie di potenze
K@y=k,+ kot ka4 ka4
poniamo
D"K(w)=kn+kn+,x+kn+gfc2+---kn+,x"+-~ o) (16)
e supposto che il gruppo (k) sia interno alla varietd R, consideriamo la serie
S=Yc,D"K(x).

Essendo il gruppo (cx) al contorno della varieta %, si avra per R <<R

A
Cn<m s

ma essendo (k,) interno alla varietd B, si potrd trovare un numero R"<<R

tale che sia
(k| << BR"
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e la scelta dei numeri R, R" si faccia in modo che sia
R'<R'<<R.
Si avra allora
|[DrK(z)} << BR™ ¥ R™ |}’
e preso lw|<-}—i » ne viene che la serie S & convergente anche riducendo tutti

i termini ai loro valori assoluti, e come tale si pud scrivere ordinando arbi-
trariamente i termini. Viene pereid

S'= X knpn(z) = H(z).

Riguardando dunque il sistema (c,) come dato, e data pure la funzione H(z),
consideriamo la relazione

Y D" K(2)= H(x) 17
come un’equazione in cui la funzione K(x) sia la soluzione; dalle cose esposte
ai §§ 8-11 segue che: « Un’equazione funzionale della forma (17) & sempre

» possibile se la funzione data H(x) converge in un cerchio di raggio maggiore

ndil.n

14. Essendo manifestamente
DK (z) + K,(z)]= D" K (x) + D" K, ()

viene che se K(z) e K,(x) sono due soluzioni dell’equazione (17), la loro dif-
ferenza

K(z)— K,(z)
sard soluzione dell'equazione incompleta
YD C(x)=0. _ (18)

Le soluzioni dell’equazione (18) sono tante quanti sono i gruppi (C,) che ci
danno sviluppi dello zero della forma (11); percid possiamo dire che: « Le so-
» luzioni dell’equazione (18) seno funzioni razionali della forma (13'), aventi

» per infiniti le radici della funzione go(%) »
E se chiamiamo sistema jfondamentale nell’interno di un cerchio di raggio
a>%— un sistema di soluzioni dell’equazione (18) fra loro linearmente indi-

pendenti e tali che tutte le soluzioni regolari nell’interno del cerchio = siano
esprimibili linearmente per quelle, potremo dire che i raggi ¢ sono dati dai
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moduli delle inverse delle radici di ¢(x), e che un sistema fondamentale entro

il cerchio di raggio ;1— & dato dalle funzioni (13). Qualunque altro sistema

di .47, -7m soluzioni regolari entro e linearmente indipendenti co-

Am

stituisce pure un sistema fondamentale. Osserviamo infine che date » soluzioni
CW (z), Ce(z),... Cn ()
dell’equazione (18), la condizione necessaria e sufficiente affinché esse siano
linearmente indipendenti & data dall’essere il determinante
l8l0) ow,., o
DCW DC®,,, DCw

---------------- o

Dn— 0(1) Drn-1 0®), . Dn—l O(n

diverso da zero (*).
15. Riprendiamo la formola (10), Se in questa riguardiamo I'integrazione
fatta una volta lungo il cerchio ¢, una seconda volta lungo il cerchio ¢’ di

raggio;l; tale che fra o e p siano comprese le radici ay, azy... am di (),
avremo per f(x) i due sviluppi:

[@)=Zkapa(@)y  [(&)=ZFapnl@)

dove
hoee L (f@dy 4 _ 1 [ fdy
T 9w yn+!cp(l) n o yn_H?(l),
' ) Y @ Yy
ma si ha
N X 13 (_fniy . (m
== X\ — = OF+ O+ + O
ol

(’/r)

dove con («;) intendiamo che 1'integrazione va estesa ad un cerchio di centro

(") Questa ultima proposizione ¢ un caso particolare di un teorema generale che dimostro
in una Nota attualmente in corso di stampa nel Giornale di Matematiche diretto dal pro-
fessor BATTAGLINT.
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Ezl— e di raggio arbitrariamente piccolo. Da ¢id risulta che

SCP+Cr+ -+ O pa(a)
ed in particolare

2 O pa()

n=0

sono sviluppi dello zero. Vediamo in questo modo che gli sviluppi dello zero
ottenuti nel § 10 si possono anche ritrovare come applicazioni del teorema di
Cavcry.

IIL.

16. Abbiasi un gruppo (a,) dato arbitrariamente al contorno della varieta
%; la funzione

E(x)= z}anx” (19)

sard percid regolare entro il cerchio di centro o e di raggio 7.
Si consideri poi la funzione

T(z, y)=E@y)e®) (20)
essendo la ¢(y) data dalla (1) dove si sostituisca y ad z, ciod

?(¥) =n§06n Y

Il secondo membro della (20) si potra sviluppare in serie di potenze di z e di
y sotto le condizioni
|y| < -R7 Ixy |<r

T(x, y)=2y"pa() (21)

P(®) = Co@n 2 + €, 0ps 2" oo+ Cas 0, T+ Cn . (22)
La funzione T'(z, y) 8i potrd riguardare come funzione generatrice del sistema
di polinomi p,(z).
Si scorgono immediatamente le seguenti propriet:
a) Lo sviluppo
2" pa ()

e sl avra

con

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e gli sviluppi in serie formati coi medesima. 123

converge per qualunque valore di « tale che sia
o} <R
entro il cerchio di raggio |—21-
b) Lo sviluppo
Xknpa(@) (23)
dove (k») & un gruppo al contorno della varieth « <R .converge entro il cer-

. r - . .
chio |x|<;, ed entro quel cerchio esso converge altresi assolutamente ed m

egual grado e rappresenta un elemento di funzione analitica sviluppabile nel-
Vintorno di #~=0 nella serie di potenze di x:

.tzoav(co kv + cikv-H. + et + Cn k7+n+ ot ,)x"'

¢) Se & dato un elemento di funzione analitica regolare nell’intorno di

=0 nella forma
@)= Saha

e si vuole che sia
Dknpa(z) = f(),

si hanno fra i coefficienti %, e %, precisamente le relazioni (4) trovate a § 8,
e pereid: « Ogni funzione analitica regolare in un cerchio di raggio maggiore

» di % si pud sviluppare in una serie della forma (23). »

d) Se la funzione E(x) & trascendente intera, lo & pure la (23).
e) Se
C(x)= 3, Cra

¢ una funzione razionale della forma (13), lo sviluppo
3 Capa(@) (24)
si potrd ordinare per le potenze di x, e poiche il coefficiente di z* sara
¢Cy+¢:Cot- - +cnCoin+t---

che & nullo per il § 10, ne segue che la (24) ci dd uno sviluppo dello zero
per funzioni p,(x). Inversamente, uno sviluppo dello zero per funzioni p,(z)
dovra essere tale che la ¥, C,a* abbia la forma (13"): cid si dimostra mediante
lo stesso ragionamento fatto a § 10, ¢). Possiamo aggiungere che la determi-
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.nazione del sistema completo degli sviluppi dello zero per funzioni p.(z) & in-
dipendente dal gruppo (a.) e dipende soltanto dalla risoluzione dell’equazione

¢(#)=0.
17. Generalizzando I’ operazione introdotta a § 18, poniamo:

K(r)== éoa.kv 2’

Dn K(x) = Zav kn+v x’ (*) ;

ora la serie (23), che sotto la condizione che (k,) sia al contorno della varietd
. r . . ] . .
« e che sia |z < converge anche se i suoi termini si riducono ai loro valori

assoluti, si potrd ordinare rispeito agli indici crescenti di ¢, e verrd

N knpa(2) = X, D’ K(x).
Percid il problema dello sviluppo di una funzione f(z) in serie della forma (23)
coincide colla risoluzione dell’equazione funzionale

2o D K(z)={(z) (25)

rispetto alla funzione incognita K(x). Come caso speciale, abbiamo 1'equazione
incompleta
Yo, D’K(x)=0 (26)
corrispondente agli SVi]ilppi dello zero (24), e le soluzioni di questa equazione
sono gli sviluppi
Y an Cu,
essendo ¥, Cn2” una delle funzioni (13"). Anche qui si pud, come a § 14, de-

finire un sistema fondamentale o indipendente di soluzioni.
18. I polinomi p,(z) soddisfanno alla proprietd

Dpu(r) = pn-(®); (27)

infatti per la definizione del simbolo D data al paragrafo precedente, Dp,(z)
si forma moltiplicando a,2” per il coefficiente di z*+! in p,(x). Se consideriamo

(") Su questa operazione si troveranno maggiori particolari nella accennata Nota dcl Gior-
nale di Matematiche.
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un secondo sistema di polinomi ¢,(z), generati da

E(x2)¢(2)
come i polinomi p,(z) lo sono da

E(x2)¢(2),
il sistema di polinomi

Apa(®) + pgn(®)
dove X e p sono costanti arbitrarie, avrd per funzione generatrice la
E(z2)[29(e) + 1 ¢(2)]

e soddisfera all’equazione (27).
Se nelle p,(x) sostituiamo alle a,2” le ¢,(r), avremo un nuovo sistema di

polinomf aventi per funzione generatrice la
E(@2)9(2)¢(2)
e soddisfacenti alla stessa equazione (27).
19. Facendo an-_—;li si ha un caso particolare molto notevole:

a) L’operazione D si riduce alla derivazione.
b) La funzione E(2) si riduce alla funzione esponenziale e?.
¢) I polinomi p,(x) divengono
Pn (x) — Cn Cn—-! Cn—i xz + + bo xn (28)

1 7!

ed hanno per funzione generatrice la
%% g(2).

d) Le equazioni (25) e (26) divengono equazioni differenziali lineari a
coefficienti costanti, complete o no, e la soluzione dell’equazione incompleta
anche con un numero infinito di termini & data dalle funzioni

1
Zn_! an"’

che sono le soluzioni delle equazioni incomplete il cui primo membro & fattore
del primo membro della (26). E facile verificare come queste, che sono quindi
soluzioni di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti ordinarie —
ciod con un numero finito di termini — siano precisamente le soluzioni date
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dalle ordinarie teorie, tanto per il caso delle radici semplici della ¢(2) quanto

per il caso delle radici multiple.
¢) La teoria precedente dimostra ancora come date due funzioni anali-

tiche arbitrarie f(r) e K({x), non sia possibile in generale ed in un campo a
due dimensioni, di sviluppare la f(x) in serie della forma

fl@)= Sen T,

mentre data la f(z) ed il sistema ¢, di coefficienti, & possibile in generale di
determinare una funzione K(x) che soddisfaccia all’eguaglianza precedente.

20. Rimarrebbero da studiare gli sviluppi dello zero [che potrebbero con-
tenere nei loro coefficienti infinite radici della ¢(x)] per i quali la funzione C(x)
corrispondente assume la forma [cfr. la (18]

& i X, r
M + oot )

=t\l—aix " (1l —a; x)’
questa funzione C(x) cessa di essere razionale, e non ha carattere razionale

oltre al cerchio % Ma tale questione, che si collega colla ricerca della solu-

zione piu generale possibile dell’equazione
S e, DK (r)=0
n=0

o piu partfcolarmente dell’equazione differenziale
2 dar K (x)
A T

mi sembra presentare difficolth di natura speciale, e mi propongo di riprenderla
in altra occasione.

21. Se nelle (28) sostituiamo a ¢, rispettivamente % abbiamo

n{n—

Pu(®)= (un-]- T T+ =y -an_2x2+ 4 aoxn)

i polinomi n!p,(x) sono gia stati considerati in un interessante lavoro del
sig. ArpeLy (¥), e si pud osservare che mediante 1'introduzione del nostro sim-

(") Sur une classe de polynémes. (Annales de I'Ecole Normale Supérieure, tom, 9, 1880,
e gsérie.)
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bolo di operazione D, riesce molto semplice la estensione ai nostri polinomf
generali dati dalla (22) delle proprietd date dal sig. AppeLL per i polinomi da
esso studiati. Aleune di queste proprieth generalizzate si trovano enunciate
a § 18.

IV.

22. Nei due Capitoli precedenti si sono presentati esempi di sviluppi dello
zero, ciod di serie convergenti i cui termini sono funzioni di una variabile e
la cui somma in un’area finita & costantemente nulla. Esempi di simili sviluppi
(Nullentwickelungen) erano gid stati considerati da Fraeenws (*) e Linpe-
MANN (**). In cid che segue ho cercato di giungere ad una generalizzazione
degli sviluppi trovati precedentemente, considerando un sistema di funzioni
Pa(®) che ammetta un sistema associato.

Prima perd importa notare che sviluppi dello zero sono possibili a priors
anche per sistemi di funzioni quali sono stati considerati nella prima Memoria.
Tale possibilith risulta dalle seguenti osservazioni: Prendiamo due gruppi di
numeri

' am,n ed Gm, n

?

pei quali siano soddisfatte le ipotesi fatte a § 20 della prima Memoria, e ri-
teniamo le notazioni ivi usate. Sappiamo che se (x.) & un gruppo interno alla
varietd s, si potra dal sistema

ym=zam,nxn
n
ricavare
Tn = Eam,n?/n
m
e percid non gi potrd soddisfare al sistema di equazioni

zam, n®n =0
n

con un gruppo (#,) interno alla varieth s se i numeri 2, non sono tutti nulli.

(") Frasenius: Ueber die Entwickelungen, die nach gegebenen Functionen fortschrei-
ten (CRELLE, t. 73).

(*") LinoemaNN: Enfwickelungen der Functionen einer complexen Variabeln nach La-
mé’schen Functionen (Malh. Annalen, 1. 19).
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Ma potrd darsi che per un’altra determinazione 7y, s,, dei numeri r, s, tale
che sia
8, >8, r<<r

non si possa avere una corrispondente determinazione dei numeri p e o; se
quindi (z',) & un gruppo interno alla varietd s,, ma non alla varietd s, le serie
che figurano nei gecondi membri del sistema

' 4
yn=zam,nfvn
n

sono bensi ancora convergenti, ma non si sard autorizzati a dire che questo

by

sistema & risolubile. Potrd dunque darsi che il sistema

Zam,nx'n=0
n

sia soddisfatto anche senza che siano nulle tutte le «'», e per conseguenza se
poniamo .

Pn() = Bt n 0™
m

lo sviluppo

o % n P (1)
sard convergente in egual grado per |u|<Cr, e costantemente nullo, e ci dard
cosl uno sviluppo dello zero.
. 23. Si abbia nel piano della variabile  un sistema di curve C;, ognuna
delle quali divida il piano in due campi, il primo che diremo E; chiuso e sem-
plicemente connesso, il secondo infinito. Queste curve si succedano in modo che
ognuna di esse sia interna alle successive, e che siano tutte comprese fra due
curve estreme C e C’, la prima esterna e la seconda interna a tutte: in casi
speciali C possa ridursi ad una curva infinita e C’ ad un punto. Diciamo E
ed E’ i campi interni a C e C’ rispettivamente. Per ogni punto del campo
compreso fra C e C' passi una curva del sistema C; ed una sola.

Si abbiano due sistemi di funzioni associate pa() e @.(x), sotto le seguenti

ipotesi: .

Le funzioni p.(x) siano a carattere razionale intero in tutto il campo E.

Le funzioni @.(r) abbiano carattere razionale nel campo compreso fra
le curve C e C'.

Fra le funzioni p»(%) e w.(x) passi la relazione
2pa(@)maly) =

y—x

b
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intendendosi che per ogni valore i di y preso nel campo fra le curve C e C/,
la serie del primo membro converga in egual grado per tutti i valori di «
contenuti nel campo F; interno alla curva C; che passa per 7, e per ogni
valore z di # preso pure fra le curve C e C’ la serie stessa converga in egual
grado per tutti i valori di ¥ compresi fra la curva C; passante per z e la curva
estrema C.

24. Sia f(z) una funzione analitica regolare entro il campo E; si avra,
estendendo I'integrazione ad una curva C;:

1 a
f@)= fJ‘?’l L — S hupa(a)
(C)
con

= f f@)=.(y)dy,
(ct

e lo sviluppo sard valido entro il campo E,.
Estendendo invece V'integrazione ad una curva C;, si avrd

f@)=Zknpn()

con

Fo=gms [f)mu)dy,

(Ctl)
e questo secondo sviluppo sard valido in E,,. Se ora accadrd che ’x non sia
eguale a k., la serie
2k — En)pa()
¢i dard uno sviluppo dello. zero valido nel minore dei due campi E; ed Ei .
25. Supponiamo che la funzione =,,(y) abbia un punto singolare non es-
senziale (polo) « fra le curve C; e Oy, mentre tutte le altre funzioni ,.(y)

(nZm) mantengono il carattere razionale intero entro quel campo: in tal caso
tutte le differenze kn— k'» saranno nulle, eccettuata %, —k'»; ma questa sard

A =Residuo per y=-c di o.(y)f ()
e percid dovra essere
Apn(x)=0.

Ma A si pud sempre imaginare diverso da zero perché la funzione f(y) es-
sendo soggetta alla sola condizione di essere regolare mel campo E, si potra
Annali di Matematica, tomo XII. 17
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sempre sceglierc in modo che il residuo di w.(y)f(y) per y=-a sia diverso da
zero. Ne segue dunque che deve essere
Pm(2)=0
in tutto il campo E; od E., e quindi in tutto il campo E.
In modo analogo si dimostrerebbe che se un punto « & polo per un numero
finito di funzioni
Dm, (y )? Omg (?/)7 tee Bm (y)7
le funzioni
Pm (@) Pmy(@)yee Pms(2)y
dovranno essere nulle in tutto il campo E. Supponendo dunque che nessuna
delle funzioni p,(%) sia identicamente nulla entro il campo E, dobbiamo con-
cludere che se un punto « & polo per una funznone om(y), esso dovra essere
polo per infinite funzioni ,(y).
26. Supponiamo che le funzioni =.(y) abbiano nel punto « compreso fra
le curve C, e C; una singolaritd non essenziale di ordine non maggiore di p,
e sia A, il residuo della funzione

@ (y) ()

per y=a: in tal caso la serie
néoAnpn (x) (1)

sard convergente nel minore dei due campi E; E, e ci dard uno sviluppo
dello zero.
Ora, sia per l'intorno del punto a:

ﬂw=ﬁ+ﬁ@—@+ﬁ@—ﬁ+

an 1 an, ¢ e,
mW =yt g T

—a);

O()I‘
ne seguira
2niAn="0nfoF Gnefit -+ Qnpfu,
per cui lo sviluppo dello zero sari
fo Ztn,1 pn (@) + fi Ztn,e pu(®) ++ < fms Zin, 1P ()5
ma osservando che 1 numeri

fos fis fh [t

8i possono riguardare come arbitrari poichd la funzione f(z) & soggetta alla
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sola condizione di essere regolare entro il campo E, ne viene che dovranno
essere separatamente sviluppi dello zero le serie

E On, 4191(-73), Ean, an (x)) tee Ean,#}’ﬂ ('v)a (2)

le quali convergeranno tutte nel minore dei due campi E:, E,, e poiché le
curve C;, C; si possono avvicinare fra loro tanto quanto si vuole, si potrd
dire « che gli sviluppi (2) convergeranno entro il campo E; limitato dalla curva

» C; che passa per a. »
Se fra le curve C; e C,, si trovano poli delle funzioni @« (y) in numero finito

Oy Aggees U
il cui ordine d’infinito non possa rispettivamente superare i numeri

Py Payeee frmy

potremo ripetere lo stesso ragionamento sostituendo alle curve d’integrazione
altre che comprendano fra loro un solo dei punti «, ed avremo

ptpet et

sviluppi dello zero, rispettivamente validi nei campi X; limitati dalle curve C;
passanti per i punti «;: questi sviluppi si potranno indicare, analogamente ai

(2), con
. (r = 1,2, 3,... i
Vaﬁf’, (7 ( ) €1 9 . 3
. 20m)-Pa (), i=1,2 3..m 3)
Riassumendo: « Se le funzioni @.(y) hanno fra le curve C e C’ un numero
» finito od infinito di poli, i cui posti limiti siano sulle curve C e C’, e se per
» ogni polo «; esiste un numero intero e positivo p; che indichi I’ordine mas-
» simo d’infinito delle funzioni @,(y) in quel punto, vi saranno y; sviluppi dello

» zero indipendenti relativi al polo «;, e la forma di questi sviluppi sara

a0 pa(z)
» dove

= [Em )
y—ai

n,r—Hi_r ay#_r

E facile vedere che i vart sviluppi dello zero contenuti in queste formole sono
fra loro linearmente indipendenti. Non resta perd escluso che oltre a questi
sviluppi dello zero non ve ne possano essere altri pure da questi linearmente

indipendenti.
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217. Se le funzioni p,(r) sono

(@)= —0a)(®—a)- (z—an) (*)

dove con ¢y, dzy... @, si indica un gruppo di numeri avente per limite zero
e tali che sia convergente la serie

2lan),
le funzioni associate saranno (**)
1 1 ‘
Drers(y) | Y—an)(y—dz)- - (§— tnt) ’

an(y) =

le curve C e C' si riducono in questo caso rispettivamente al cerchio di centro

o e di raggio infinito, ed al punto zero. Vi & uno sviluppo dello zero relativo

ad ogni punto @, il quale converge entro il cerchio di centro o e di raggio |a.|.
Se le funzioni p.(x) sono quelle da noi considerate nel Cap. II, ciog

_pn(x) - 0n,+ 071—156 —I" Cn—gx.: + e + Coxn
con
¢(x) = Xear”,
le funzioni associate saranno
1

wn(y)zmz

i poli di queste funzioni sono le inverse L delle radici di ¢(®), e queste sono

%

. 1 i .
tutte esterne alla circonferenza 7+ lecurve Ce C' si riducono in questo caso

alla circonferenza di centro o e di raggio oo ed alla circonferenza di centro o

1

e di raggio 7 Ora abbiamo appunto dimostrato che ad ogni radice «, corri-

spondono tanti sviluppi dello zero quant’s I’ordine di multiplicita- della radice
stessa, ed il campo di validitd di questi sviluppi & il cerchio di centro o e di
.1
Tagglo F{n—l .
Bologna, dicembre 1883.

(") Queste funzioni sono quelle considerate da Frapexnius nella Memoria citata a pag. 127.
(") FrazENIUS, Memoria citata, § 3.
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Principii di una teoria
delle forme differenziali quadratiche.

(Memoria del prof. G. Riccr, a Padova.)

Nlolti lavori sono stati pubblicati sulle forme differenziali quadratiche dopo
che le ricerche moderne sulla natura dello spazio hanno richiamata su di esse
la attenzione dei Geometri. Cosi oltre alla memorabile Tesi d¢ abilitazione di
Riemavy ed alla Commentatio Mathematica, in cui viene trattato in ispecial modo
il problema di riconoscere quando una data forma sia trasformabile in altra
a coefficienti costanti e che, sebbene presentata alla Accademia delle Scienze
di Parigi nel 1865, fu pubblicata soltanto nel 1876, apparvero contemporanea-
mente nel volume 70 del Giornale di Borcuarpr del 1868 una Memoria di
Curistorrer sul problema generale della trasformabilith I'una nell’altra di due
date forme con egual numero di variabili, ed una di Lipscuitz, in cui viene
risoluto completamente quello speciale gid considerato da Riemawn.

In aliri lavori pubblicati nei volumi 71 ed 81 del Giornale di BorcHARDT
il Lipscmirz si propone di determinare degli invarianti delle forme differenziali
quadratiche e vi giunge prendendo a guida i risultati gia noti per I'elemento
lineare di una superficie, ciod nel caso di due sole variabili indipendenti. Si
sa infatti che, se un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza
& costretto a muoversi sopra una superficie, la pressione da esso esercitata
sopra questa in ciascun punto & inversamente proporzionale al raggio di cur-
vatura della sezione piana normale alla superficie e tangente alla traiettoria
in quel punto. Se quindi ci si propone di determinare le pressioni massima e
minima tra quelle corrispondenti alle diverse traiettorie si arriva ad una equa-
zione di secondo grado, che ha per radici i valori reciproci dei raggi di cur-
vatura principali della superficie, e il cui termine noto & la curvatura di Gauss,
che si sa essere appunto un invariante differenziale dell’elemento lineare della
superficie. Il problema analogo pit generale di Calcolo delle variazioni, in cui
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ci si propone la determinazione delle pressioni massime e minime nel caso che
il moto di un punto materiale non soggetto alla azione di alcuna forza in uno
spazio ad n dimensioni debba soddisfare ad m condizioni, conduce ad una
equazione di grado n—m, coi coefficienti della quale si costruiscono gli inva-
rianti cercati. Cosi, se & m=1, come appunto nel caso del moto di un punto
materiale del nostro spazio sopra una superficie, e quindi la equazione accen-
nata & della forma :

w4 D24 4 Dy g+ Dyy =0,

i coefficienti D,, Dy, Ds,... sono invarianti della forma differenziale quadratica,
che rappresenta I’elemento lineare della superficie ad n —1 dimensions, su cui
il punto materiale dello spazio ad # & costretto a muoversi, e lo sono pure i
prodotti Dy.i4 Dysry le quante volte sia 2(r+s+41)=n-1. Il coefliciente
D, & riguardato naturalmente come la generalizzazione della curvatura di
Gravss.

11 sig. Voss in una Memoria pubblicata a pag. 129 e seguenti del vol. 16

. m
dei Mathematische Annalen, prese a considerare due forme zllrsa,sdu, dus,

Yirtindzidzy, dove @ m<<nm, e di cui la prima si pud dedurre dalla seconda
1

stabilendo tra le  # — m relazioni, che sono identicamente soddisfatte dalle loro
espressioni per le #, generalizza per questo caso i concetti delle curvature di
MoneEe e di Gavss e guidato da analogie puramente geometriche giunge ai ri-
sultati, cui era pervenuto il Lipscmrrz seguendo delle analogie tolte alla Mec-
canica razionale. E ad analogie geometriche sono pure inspirate molte indagini
sulla curvatura degli spazi pubblicate nell’ultimo decennio, come quelle del
sig. Beez contenute nel vol. 7 dei Mathematische Annalen e nelle Annate 1875,
16 e 79 della Zeitschrift fir Mathematik und Physik diretta da ScrromiLcm.

Cosl quasi tutti i Geometri, che si sono fino ad ora occupati di questo argo-
mento seguendo il corso delle idee, quale si & infatti sviluppato e che ha
introdotto nel campo della Analisi le forme differenziali quadratiche come rap-
presentanti gli elementi lineari di spazi ad » dimensioni chiesero alle teorie,
che valgono pel nostro spazio e per le superficie ordinarie a due dimensioni,
norma alle loro ricerche. E se i risultati, a cui giunsero, furono notevoli, i
metodi non appaiono sempre chiari e non rendono dei rigultati stessi sufficiente
ragione come quelli, che muovono da vedute e considerazioni, che non hanno
colle questioni da risolvere una connessione necessaria. E ¢id tanto pitt che,
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eome vedremo, il caso di due sole variabili 1nd1pendent1 rappresenta sotto molti
aspetti nella Teoria, che ci occupa, un easo di eccezione.

Oggetto di questo scritto & di iniziare sulle forme differenziali quadratiche
una serie di ricerche le quali condotte su concetti puramente analitici meglio
ci addentrino nella conoscenza della loro natura, e sfuggano anche cosi alle
discussioni, a dir vero, alquanto oziose sulla esistenza e sulla natura degli spazi
a pit di tre dimensioni. Le interpretazioni dettate da analogie geometriche o
meccaniche, che a quei risultati si potranno dare, non saranno che illustrazioni
di una tale Teoria.

Una osservazione fatta dallo SCHLEFLI (*), secondo cui una forma differenziale

+
quadratlca positiva ad » variabili deve sempre potersi dedurre dalla M,.dy?,
1

nin—1)

dove & 0=h= > prendendo per ¥, ¥ay... Yn+n delle funzioni oppor-

tune di » variabili mdlpendentl, é il punto di partenza di queste ricerche. Se
infatti, preso per % il minore tra i numeri intieri posmv, per cui cid & pos-
sibile per una data forma, questa si dice di classe %, & evidenté che per le
questioni pilt importanti, -che si possono proporre nello studio di una forma
differenziale quadratica, sard essenziale il conoscere a quale classe essa appar-
tenga. Cosl, per esempio, perché due forme collo stesso numero di variabili
indipendenti si possano trasformare 1’una nell’altra, sard necessario anzi tutto
che esse siano della medesima classe: e gid i risultati, che si conoscono in
questa Teoria, si appalesano essenzialmente dipendenti dalla indicata classifi-
cazione delle forme. _

A me pare che si avrebbe una teoria completa e razionale delle forme dif-
ferenziali quadratiche, le quante volte si possedessero i criterf per riconoscere
a quale classe una data forma appartiene e, partendo da questi, si facesse
uno studio speciale delle forme stesse classe per classe. '

Qui, chiamate riducibili le forme ad » variabili, che si possono dedurre da
una forma ad n—1 ponendo le variabili di questa eguali ad altrettante fun<
zioni delle variabili di quella, daremo nel § 1 il modo di riconoscere quando
una forma & riducibile e, se lo &, di effettuare la riduzione.

Ristrette poi le nostre cons1deraz1on1 alle forme non riducibili, daremo nel
§ 2 una nuova dimostrazione del teorema gid dimostrato da Lipscmrz e in
parte anche da Caristorrer e Rimmaxsy sulle condizioni necessarie e sufficienti

(") Vedasi il Volume 5 della Serie I di questi 4nnali a i)ag. 178.
Annali di Matematica, tomo XII, 18
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perchd una tale forma sia di classe 0. E reputo opportuno il dare una tale
dimostrazione, sia perch® essa mi appare chiara e naturale, sia perchd & basata
sul teorema del § 1, come quella del paragrafo successivo sul teorema del
§ 2, e rende cosi tutto lo studio pitt completo e le sue parti meglio coordinate
fra di loro.

Nel § 3 in fine, date alcune formule, che valgono per delle forme di classe
qualunque, daremo i criter! per riconoscere se una forma data sia di 1* classe.
A questo ci condurra la ricerca della forma speciale, che prendono in questo
nt(n?—1)

12
data e dalle loro derivate prime e seconde, le quali si annullano tutte, quando
la forma & di classe 0. Si trova che nel caso di una forma di 1* classe esse
sono invece 1 minori di 2° ordine di un determinante simmetrico di ordine n.
n(n-+1)

2

caso le espressioni (Im, pq) dipendenti dai coefficienti della forma

Indicati con (Ip) gli elementi di questo determinante, se & #=2, uno

solo di essi & determinato in funzione della unica espressione (12, 12) e degli
altri due; se & n=3, lo sono tutti; e per n>>3 la loro eliminazione conduce
nt(nt—1) n(nd1)
o =
differenziali di 2° ordine, a cui debbono soddisfare i coefficienti della forma
data perche questa sia di 1" classe. Si trova di pilt che le quantitd (Ip) deb-
(n—1Dnn-+1)
3
nel caso di n>>2 corrispondono ad altrettante relazioni differenziali di 3° or-
dine tra i coefficienti della forma data.
Se si considera poi la forma ¢ di coefficienti (Ip) si trova che essa & cova-
riante alla data ¢, cosi che, se si indicano rispettivamente con A ed a 1 loro

relazioni tra le (Im, pq), ciod ad altrettante relazioni

bono soddisfare ad

relazioni differenziali di 1° ordine, le quali

discriminanti, per n=2, — & un invariante differenziale di 2° ordine di o, che

si trova coincidere colla curvatura di Gauvss della superficie, di cuil ¢ rappresenta
Pelemento lineare: e per #>>2 sono invarianti differenziali di 2° ordine di ¢
tutti gli » invarianti algebrici assoluti del sistema di forme ¢ e ¢. Si determina
poi facilmente il significato geometrico di tali invarianti, poich?, se si estende il
nome di superficie a tutti gli spazi, il cui elemento lineare ¢ & una forma diffe-
renziale di 1" classe, e corrispondentemente si estende la definizione delle linee
di curvatura e dei raggi di curvatura principali, si trova che per ogni punto
di una superficie ad » dimensioni passano » linee di curvatura, a cui corri-
spondono altrettanti raggi di curvatura prineipali, e quegli invarianti rappre-
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sentano le somme dei prodotti » ad » dei valori reciproci di questi raggi, es-
S P A
sendo r=1, 2,... n. Cosl l'invariante (— 1)”67 rappresenta anche nel caso

generale il prodotto di tutti quei valori reciproci e si riguarda quindi come
la espressione della curvatura di Gauss per le superficie di un pumero qua-
lunque di dimensioni, tanto pitt che anche per queste il suo annullarsi corri-
sponde all’essere la superficie piana.

Le formule generali contenute nel § 3 possono servire come punto di par-
tenza per lo studio delle forme di classe superiore alla prima; ma in questo
studio i0 non mi sono peranco addentrato.

§ 1.

Forme riducibili.

Diremo che una forma differenziale quadratica ad » variabili

(P=irsarsdxrdxs (1)

1

& riducibile, le quante volte sia identicamente
n—1
q)=21;lmblmduldum', @)

Uiy Ugyese Up-y essendo funzioni di xy, «,... x, e i coefficienti by, di u,, u,,...
Up—y. Se cid &, posto

n=1 dul
lrm= Jbim
1

(r=1, 2,...n, m=1, 2,... n—1)

dzr
s1 ha
nsl & um
Aps = Crm—— 3
. rs zl”’t rm dxs ( )

ciod il discriminante @ della forma ¢ & il prodotto delle due matrici

duy  dus L dttn—y | e ¢ e

dr dxs day u Leees h,not

dus  dus d Un— e e

dxs  das dzxs , €2 Cezeer Com— ,

_dm‘ dug B d tn—1 ¢ . e

dn d1n dn n1 n,2- . n n—1
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che in@icheremo con U ed E e che hanno » linee orizzontali ed »—1 ver-
ticali. K dunque
‘ a=0. ¢))
Si ha di pid dalla (3)

dars "G dbim dun dur dum dur  d*um dum  d2ug

dz; A" Tun das dar das +sz lm(dxr dzsdzi | das dxrdxi)

€ posto
rs d ais dair d trs
2[i]—dxr+dxx_ dzi )
e indicato con a,s il complemento algebrico di @,s in @
rs] Gt [dbim dbzn dbrm\dur dun dum o dur  d®um
_ _ au b Gum
[ ] Elmh( dun dum duz)da'i dzr das +2sz m T xi dzr dzs o)
n=l Aum "5 [dbrwm , dbin dbrm\ dun dum dug
22”1”[ J ZlmXZblm rd:rs_l—yh( dup +d’tlm— duz)dxr dxs Z'apzd:rz

Ora dalla (3), fattovi s =1, moltiplicata per op; 6 sommata rispetto ad ¢ tenendo
conto della (I), si ha
. n— n dill

ZZerZZzapzd =0.
Se tutti 1 determinanti, che si traggono dalla matrice E sopprimendone una
linea orizzontale, non sono nulli, questo sistema di equazioni conduce alle

z dui
Yiopi g, =0

e quindi per le (5) alle
o [ﬂ:o, (ID)

mentre nel caso opposto si giunge a queste immediatamente osservando che,
se si indicano con U; ed Fj; i determinanti, che si traggono dalle matrici U
ed E trascurandone le orizzontali ssime gi ha

dpi=EpUi= 0.
Supponiamo ora verificate le condizioni (I) e (II) e poniamo

xr=mr(ui7 Uzyers Un—i, xn) (7'=1, 2,... %'—'l). (6)
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La ¢ prende mediante questa posizione la forma

?—Ezmbzmduzdum-{-ZZrh duhzarsdxs

ld
+ dwn(Esam dzs+ }_‘ o3 Tan Duls dac.s)
essendosi posto
n-l dxr dxs
blm = ‘i‘rs s m d tim ‘ (7)

La precedente espressione di ¢ si riduce alla (2) le quante volte z,, %;,... Zn—s
si determinino in funzione di @, per guisa da soddisfare al sistema di equa-
zioni simultanee

Seandas=0  (r=1, 2,... n), ®)
1
che sono compatibili fra di loro, quando la condizione (I) & soddisfatta.

Dalle (7), in cui per @i, %;,... #»— si intendano posti i valori dati dalle (6),
si trae

dbz,m_”z—,(l dars dzr d s +”§ dxr d2as dz, d2zxs )
dzn £ Azn dui dum 4 ”(duz dndtm ' dtm dzndur)
ovvero osservando che &

dars aars E dars dxp
dun O P dxp dan

e per le (8)
d2zs darn dxp 1 dars dzp das
Zsa”dxndum ;p dxp dum ‘“’ Azp dtm dan
d bim ! dar das rs|dap
dan "‘rs dui dum Ep[ ]

Infine poiche le (8), tenuto conto della (I), ci dicono che le dx; sono propor-
zionali alle ap; e quindi le (II) conducono alle

i [ ]dxp-—O,-

1

dbym
dzn
sono funzioni soltanto delle costanti w, w,,... #,—,, che vengono introdotte
dalla integrazione del sistema (8).

la precedente equazione ei dd ———=0, ciod ci dice che i coefficienti bsn
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Si & dunque dimostrato che: Le condizioni (I) e (1) sono necessarie e suf-
ficients perché la forma (1) sia riducibile. Per effettuare la riduzione conviene
integrare il sistema di equazioni simultance (8); le costanti di integrazione
rappresentano le nuove variabili.

S1 pud pure dedurre dalla dimostrazione data che, se & verificata soltanto
la condizione (I), la forma (1) si pud ridurre alla (2), ma i coefficienti di questa
dipenderanno oltre che dalle nuove anche da una delle antiche variabili,

§ 2.

Forme di classe 0.

Supponiamo ora che la forma

p= rslps A, A2 (1)

.-L\q 3

non sia riducibile e, almeno quando la variabilita delle «, sia convenientemente
limitata, sia positiva. In tal caso, come ha notato lo Scarzrir (*), essa pud
dedursi dalla
n-t+h
dst= J‘:ét d?ﬁ) (2)
1
n{n—1)
2
sentato da k dard la classe della forma ¢.
dve oon L
dxy dr
nEh dt di

& drds’

essendo 0 =h= e le y, funzioni di 2, %,... ®,: il numero rappre-

Se indichiamo per brevita la abbiamo le

Aps ==

)

rs
¢

dalle quali si deducono per le quantita [ ] (§ 1, 4) le espressioni

[rs] nih dt  dx¢ 4)

N= 2% 3T
[ ™ di drds

(') Si veda il volume 5 della Serie II di questi Annali a pag. 190, -
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Posto poi

T 1 R B 7 1

Ars
C,.s = 7 (6)

si ha dalle (4)

. _"+‘h( a2t det et det )
{Im; pg)= %‘t dldpdmdq dldgdmdp .
nih 2 dt (Zu( dxt  d*u dzt  du ) O
+21m;'sc”dr ds\dldgdmdp dldp dmdq)
Supponendo dapprima k=0 e posto
d?ﬂ d e dyn
N Al (U
D=2 dxidre  dan
o — dD
nte 74t
) ar
dalle (3) si ha
ad= D? Ups == Zlgq e,,,q esq . (8)
Avremo quindi
o dt & o3 t_p
;r“rsd—r= fqesq }1;‘1- Crq ar = 1)est
. ; ‘ 9
g‘ dt du o d_u_(D2=a (per u="1) ()
.f_rsdrsdr ds— s st ds —( 0 (per u;t). )

Queste assieme alle (7) dicono che, quando la forma ¢ & di classe 0, i suoi
coefficienti soddisfano alle equazioni

(Imy pg)=0. )

Per dimostrare il teorema inverso di questo risolviamo le equazioni (4) nel
caso di A==0 rispetto alle derivate seconde delle y. Tenuto conto delle (6) e

(9) si ottiene cosl
' dz¢ n igldt
didg=§"sc”“[s]d7’ (10)

le quali derivate rispetto ad x5 e sostituiti per le derivate seconde, che com-
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pariscono nei secondi membri, i valori dati dalle (10) stesse, si ha

. ( d[ig] . )
dst z ig dCrs : q]) ) at
didgdh ; [ ] +c"j dh +"‘pq pq[ J[ ] dr’
E poichté dalle equazioni (4) del § 1, che definiscono il simbolo [risJ, si ha
dags h h .
T [ qu+ [ qs] (b
< hq S hs de
Zlnqcpq[ s}=—2q pq[ q] prL d;:q

\ hq hs depr
2qscf'scPQ[ s]=_2qscpqcrs[q]— h’

e quindi

la precedente si trasforma nella

d[’g
_Pt v, 3_s_v [9][’*8]3&.
didgdh  “"""°| dh «74pg pllq Nar
Se si pone ora mente alle (7), si vede che V'essere verificate le equazioni (I)
equivale all’essere il sistema (10) complefo nel senso definito in una mia re-
cente Nota pubblicata in questi stessi Annalé (*). Come in essa dimostrai, il

sistema (10) si 1ntegra determinando gli » 1nte0'rah comuni indipendenti del
sistema di equazioni

af

af .
'd—xi+2;’gAigd_pg=O (i=1, 2,... n) (@)
dopo aver posto
'”.A{g = %:rs[@f] CrsPry (12)

sistema, che & jacobiano. Indicando infatti quegli integrali con f,, fi,... fn le

equazioni
fe=c, (r=1, 2,... n),

dove le ¢, sono costanti arbitrarie, danno per p,, p;,... p» le derivate rispetto
ad z,, @;,... «, di una funzione y, la quale rappresenta I'infegrale generale
del sistema (10).

() Tomo 12, pag. 43.
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Prendiamo
f= }l_'ilrs CrsPrPs
ed avremo
g;f? = irs %fp,-p:
af 22‘ ¢ )
Fre . 1 ChgPh

e per questa e per le (12) '
n ] df‘ _ n‘ n n‘ ig
'12-9 Azg dpyg = 2 %rs CrsPr %h.ph ;g Chyg [ s ]
e siccome dalle (4) del § 1 si ha
r dais den dch,
zzgchy[ ] zy LAy +Zg( ig g —L —ay dig)

'% \ dcf&'
Zy zy_—"' rs 7 PrPse

Questa e la (13) ci dicono che f soddisfa alle equazioni (#) e prendendo eguale
ad 1 la costante arbitraria, a eui deve essere eguagliata secondo il metodo
esposto per integrare il sistema (10), avremo

er CrsPrPs == 1. (14)

Siano poi fi, feyees fa-a altri n—1 integrali indipendenti fra loro e da f del
gistema (a), si ponga

fr=c, (r=1,2,...n—1) (14)

e si indichi con y l’mtegrale particolare del sistema (10), per cui é — =p,,

p;, Payeee P essendo date dalle equazioni (14) e (14), e che conterré qu1nd1
oltre alle costanti arbitrarie Ciy C24eee Cn— uUna costante additiva pure arbi-
traria c,.

Si consideri la forma

‘P=?—dy2=zlrsers dx,ds, (15)
dove sard 7
€rs == Ugs = D¢ Ps» (15")
Annali di Matgmatica, tomo XII. 19
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Indicando con e il suo discriminante si ha

n

e=Qq— ng ars_prps =20 (1 i 2"8 crspr_ps)
1
per la (6) e quindi per la (14)
e=0, (16)
Se poi con Ej; si denota il complemento algebrico di e;; in e, osservando che
ZzawEd non & che il determinante e, in cui invece di ay—pipr si & posto

azr, si dimostra facilmente la eguaglianza .
Ztaw Z—prz'tatl_pt (7', l=1, 2,... n).

Da questa moltiplicata per a,. e sommata rispetto all’indice r si trae

n n
E,= ‘l_:z'cilpiz:r O Pr+
1
Siccome di piu, posto

9 rs derz desz_ders
dacs dx, dzl

rs rs d dpr

[i]=[7]-n
ricorrendo alla (14) e ricordando che & pz=-j—;- e che y soddisfa alle equa-
zioni (10) si trova

dalle (15") &i ha

SE}] =o.

Per quanto si vide nel § 1 questa e la (16) ci permettono di concludere
che la forma ¢ & riducibile e la riduzione si fa integrando il sistema di equa-

n
zioni simultanee ¥se.sdz, =0 ovvero per le (15)
1

o

sarsdms =Prd?/-

Queste risolute rispetto alle dxs e posto

= E;A’T CrsPr 1))
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sl trasformano nelle

dxs=Psdy. (18)

Se quindi si indicano con #,, #s,... #n—y n—1 integrali indipendenti della
equazione

n d'f .
;S Ps dxs =0
abbiamo
n—1
gp=2:‘lmbzmduz dum, (15”)
posto

dxr dxs

dul dum (19)

n—1
blm = er(ars pfps)

In queste le derivate sono prese considerando ., 3,... »—, come funzioni di
Uy, Usyeeo Un—y © di ,. Se invece z,, %,,... &, si considerano come funzioni
di w4, tye.. Up-y € di y, le derivate delle x; rispetto ad y son date dalle (18)
e distinguendo quelle prese rispetto alle u; nella nuova ipotesi con delle pa-

rentesi si ha
dﬁ-_(dxr P, dxn)
duir \dw P.\du

e quindi
n—1 dwr 7t dxr Ps d In
v ooy __ Ps 2
E arsd p ;T‘rars(dul) Pn(dul), ( 0)
essendosi fatto uso della
%:rarsPr=ps, (21)

che si deduce immediatamente dalle (17). Da questa combinata colla (14) si
trae pure

ZspsPs=1 (22)

e'siccome ¢ anche
dxr__"__y_da:, _d;y__ 23
2" r(duz)_%‘ xr(duz)_duz—_o (23)

dalle (20) si ha

Ld dxr dxs n da;r dxs 1 dxn d-’ﬂn)
Z,:’sar’duzdu 12‘" 7 duz)(du )+?’5(duz)(dum
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Si ha pure
rol dwe "L (dar 1 (dzn\"S!
b =V |- = )
‘f"p'duz ;’pr(duz) Pn(duz)"r'prP

‘e per le (22j e (23)

S, daor 1 (d wn)

wrPro =5 :

T du Pu\du

Per queste le (19) danno luogo alle

r dxr dxs
bim=NrsOps—— —>
Im lz'rs rsdul dtim

(24)

dove le derivate sono prese considerando z., #;y... #, come funzioni di u,,

Usyeoo tUn—y © di 4. e

Indicando con b il discriminante di ¢ ridotta alla forma (15%), con B, il

complemento algebrico di ., in b e posto
9 [1‘ s] d bis d bzr Abrs
1

) dur + dus dui

gi trova
ﬁrs li duy dus
a 444 dep dag

rs _ 1 lq dxi dwq dmp R, d:vp d’xq
[1:]1— zllpq[ dur dus duz+21‘mapqduz' duruds

ll

e facendo uso della (11) »
Ip lq ik g
d[m]l_.d[m]i_"z. id[h]_d[h];dﬂiﬁ@z%
dug  dup "\ Tdg T, ak Jdugdw dum dup
da; der,  d*axn dx; dar  d®an

—_— e ————— ——

ik
+Z”‘"[ ] dul dup Qumdug AUl dug @ ttm dup

_I_dam dxi déxp dxr dxi d2xn z
dug dum durdup dup dum durdug

: as 2 2 s 2
+ %ihaihj i azn dtx; azxy, }

dum dug durdup —dumdup dul dug )
Si ha pure facendo uso delle t S

p . :
_dmdy __p Y e y5h)

021 dan dur _ dy dwe . = Tdaxv
d d 4 s )
r dao —Puily1 (per v=1)
v
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e di alcune facili riduzioni
1 n—1 n dus
R ﬁ“[ ] = X

175} mp Codtx dtan [ k] daidzr  dtan,
b 2"86'8[ ]4[ s ]4 ;’ha'hdumdup dur dug +"‘thk h [(dur dug dum dup

dw; dxr  d®xn ) ig[hk] da: d:cgdxh dxn
+dum dup duzduqz+zghhwwcvw[v][ dur dug dum dup (26)

1 drxi . wk)dx, dak
Zl(ptdulduq Zkvwcwpz[ ]d_uf d—i:q_)

daz 1 wkldx, dax
- +"vakavi[v]—w‘—}

duidug dur dug

n d2 xj Adwj dof\ dzg
x‘“g"(a"gdu dup+§f[ dum dup) dy
nody d
e poiche dalla zw-iﬁ_o si ha
n dzy fd_xio___ n "{‘1 dy d*zp dus
;‘“’dxw dar dur | M5 Az, durdur dak
d d?y  dwyp %_ L
Z"’k dzo dor dur dug -“p‘duzduq
e sostituendo per dxil ;xh il valore dato dalle (10)
n wk]day dor arzi
;ikvw%ipi[ ]dul duq Zt zdulduq

I'ultima sommatoria del secondo membro della (26) sparisce e da questa e
dalla (25), indicando con (Im, pq): la espressione, che si deduce dalla ¢ posta
sotto la forma (15"), come la (Im, pq) dalla ¢ [formula (5)] si deduce
- dwi dag don dxk
(lm’ PQ)l_.‘tyhk(Zh, kg)dul duq dum dup
e quindi per le (I)

(m, pg).=0.
Ne viene che, come la forma ¢ (15), anche la ¢ pud mettersi sotto la forma
dy;+yx, dove la x & una forma differenziale quadratica con una variabile di
meno di quelle contenute in ¢ ciod con #»—2 variabili, e a y applicando lo
stesso ragionamento e eosl di seguito # volte si conclude in fine che a ¢ pud

darsi la forma %n},dyi, ciod che la forma ¢ & di classe 0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 Ricci: Principt di una teoria

Possiamo dunque concludere che: Le condizioni espresse dalle equaziont (I)
sono necessarie e sufficienti perche la forma irriducibile ¢ sia di classe 0.

I facile verificare dalle (5) che si ha @l pg)=0, (Im, pq)—l—(ml, p9)=0,
(Im, pg)=(pq, Im), dalle quali deduciamo che nelle espressioni (Im, pq) non
si possono supporre pit di due indici eguali senza che esse spariscano identi-
camente; che esse non si alterano scambiando il gruppo di indici I, col gruppo
pq e che cambiano soltanto il segno scambiando fra loro gli indici di uno
stesso gruppo. Esse si potranno quindi distinguere in tre categorie assegnando
alla prima quelle, in cui i due gruppi coincidono e che sono della forma
(Im, Im); alla seconda quelle, in cui un indice del primo gruppo coincide
coll’indice corrispondente dell’altro, gli altri due essendo distinti, e che sono
della forma (Im, lq) e alla terza quelle, in cui tutti gli indici sono distinti. 11

n(n—1)
2

numero delle prime & evidentemente

> quello delle seconde, che si

ottengono combinando coi gruppi Im in numero di L— ) gli »—2 indici
distinti da I e da m, @& n("—lz)(n )7 e quello delle terze, che si ottengono

ciascuna due volte combinando coi gruppi (Im) quelli (pq) fatti cogli n—2
nn—1)(n—2)(n—3)
8
ancora che queste ultime sono legate tre a tre dalle relazioni

(Im, pg)+(lp, gm)+ (g, mp)=0,
il numero di quelli, che sono indipendenti fra loro, si riduce ad

n(n—1)(n—2)(n—3)
12

indici differenti da ! e da m sono

- Se si nota perd

i1 numero totale delle espressioni (lm, pq) indipendenti le une dalle altre &

n(n —2)(n—3)

dunque N= 1 +n—2 +—————— » OVVero

nt(nt-—-1)

N= 20 o, @7)

Ricordiamo che nel ridurre ¢ alla forma dy®+ ¢ abbiamo fatto uso di n
costanti arbitrarie, di cui una additiva alla ¥ e che, quando la avremo tras-

(") Ho riprodotto qui per essere completo un ragionamento gia fatto da CHRISTOFFEL e
LipscHirz nelle citate Memorie.
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formata nella i}, dy%, ne avremo usate 1(”2_4-1_), di cui n additive. Esse rap-
1

presentano evidentemente la arbitrarietd, che abbiamo nella scelta del sistema
di assi ortogonali y., ¢:,... y» nello spazio piano ad » dimensioni, di cui
Yiy Yoy.» Yn possono riguardarsi come le coordinate cartesiane ortogonali,
mentre ,, %,,... £, rappresentano un altro sistema di coordinate qualunque.

§ 3.

Forme di 1* classe.

Nel caso di >0 a & il quadrato della matrice

ai d2 @tk
a1’ d1’ a1l
a1 d2 d(n-+k)
a3’ a2 Taz (=)
a1 dz Atk
an’  dan’ an

ciod, indicando con e, il determinante, che da essa si ottiene trascuran-
done le verticali #i™#, f5ime, ... fsim* e indicando con Y, . UDa sommatoria
estesa a tutte le combinazioni della classe % degli indici 1, 2,... n-4 &, si ha

Q= Zt‘ t3.. % eztg...t;ﬂ (1)
. . (o " . . dys . .
Indicando poi con ey, . il complemento algebrico di 2o 10 Gy S vede
r
facilmente che &
1 "1 ()
ars=§'Zrt,t,..‘t;, Ot ty...1 C’tft,...t,.- (2)

Per calcolare ora la gomma

n di 1 (8, 7) n (r,7) dat
grdrs%=52n4...z,, et,t,...t»;r Gz,t,...t,.d—r

si noti che, come una riflessione molto semplice fa vedere, se la colonna ¢*#ma
della matrice («) occupa il posto «fim°, in quella, che se ne ottiene soppri-
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mendone le colonne #ma, gsima | g5ima gi ha

. [ 0 se r, t, t,y... t; son tutti differenti da ¢

r (r,7) dat

ge & t=1¢
;r Oty tug = Cuty..ts (3)

a +a —t
ety th [TRRER 79
(— 1) e TR Ort,... 1,y 56 e th t-

Noi abbiamo dunque

n dt (s, %) . ety ty_y T Ottty d (s,7)
{.‘.rdrsdr Et, ... 0,0t 8. 8, Ct, 2. t;.+'2_ Zr ttaa (—1) v ! Crey. . .th1 Ctty ity
e poichg, come & facile vedere, si ha
a +e —1(s,7) (s,%)
| % 7ELER 798 [ TEARE 79 ’
(=17 T e = et (3)
n (31 t)
;r drs d zt, tg... tn et. t5.. O e, t,... 4
Da questa poi si deduce la
i
dt du n (s,1) du

A
21'"‘1"(%: ds 2:, t3... 2,6t ... 0, Zs 6t 1,... P

in cui dalla sommatoria del secondo membro si escluderanno le combinazioni,
che contengono ¢. Essa, tenuto conto anche delle (1) e (3), d& quindi luogo
alle, : .

5 dtdt '

erars dr ds - Zt, ti...t;.-xetgt,...t;._l

n at du 1 Pty T uty ety
zrxdrsdr ds zt‘t,...t;._l('—' ) . N e_tt....t;.-peut,..,t,,_,,

di cui la seconda vale per ¢ differente da w. Per esse le (65 del § 2 danno
luogo alle

(lm’ pQ)—_ZWEtA t.. tk-l( 1) et it ett« ao Cuty ey

At dte Cd -du
dldg dmdp dldpdmdg)’

)

dove dalla 3¢, .1, debbono essere escluse le combinazioni; che .contengoro
ted u' '
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Posto ora simbolicamente

1 a2 d(n+th)
didg dldg dldg
S (R SR SOV (CE )
Va(lq)= dl al dl (6)
L d2 Atk
dn dn dn

alla (5) si pud dare la forma simbolica
(Im, pq)=(p)(mg)— (Ig)(mp). (I

Nel caso di h=1, ciot delle forme di prima classe, le (6) e (I) non sono
simboliche, ma effettive e ci dicono che le espressioni (I7, pg) sono i minori
di secondo ordine di un determinante simmetrico, che ha gli elementi (/p).

Posto .
by =Va(lp) (M
si ha dalle (6) '

| nH dst
by, = —1)—e 8
p ;t( ) tdde ’ ( )
dalla quale si trae-
dby _ dbum 2 L ! det dw _ dt dw) g
am dp’—z,:*z?“(— 1y e dldp drdm dldmdrdp ©)

Indicando con s, £, #, v,... w una permutazione qualunque degli indici
1, 2,... n41, abbiamo il sistema di equazioni

n (r.u) at

2l (= 1)t

;’ (3 di‘ 5 1) Cu

r (ru) dy ’ *

] E;=et

n (nu) dy \ (10)

[ —=0
1
n (f,u)dw .

g —=0
lr (1 dr b

Annali di Matematica, tomo XII. 20
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. . . (ru)
il quale risoluto rispetto alle ¢, da

(r, u) ( (ryu)

6, et -—(_' 1)""‘“—‘0“ es +et es

Queste, sebbene ottenute supponendo § differénte da ¢ ed u, valgono, come &
facile verificare, per s qualunque e per mezzo loro alla equazione (9) pud darsi
la forma = - e e v e e cea .

db ryw R
dhy _ L) z,,ui(-— 1)-tey b —(— e e |

am ap
st d*u - “det 'd’u;
Adldpdrdm _ dldmdrdp)

Cs

e per le (8) l'altra

(dby T dbim) Mi - odt o df art - d*tt
( vt O O o am b””drdp"'b’f’dzdm_b'"‘dzdp

zdm dp

Moltiplicando p01 questa rpér ¢s, sommando rispetto ad 3 e tenendo conto delle
(1) e (4), che nel nostro caso prendono la fo_rma,
n dat’ 0

n41 . t .
a= lZse:, Zk Xrk d'_k = 23 €s €3 , (10b")

nonchd delle (4) del § 2, si ottiene
ab d bim l 7 T
IOyl

E in queste sostituendo per le by i loro valoridati” dalle (M) e notando che

per-le (11) del § 2-8. .
da & rm
w25 7]
posto

am

O TR T o 4 o R
sj.-gttengono in fine le
(¢, mipy=0. (1)

---------

Supponiamo ora che le espressioni (Im, pg) siano i minori di 2° ordine di un
determinante simmetrico'di ordine n di-guisa che le equazioni (I) siano effet-
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‘tive' e che gli elementi di questo determinante soddisfacciano alle equazioni (II).
Risolviamo le n equazioni, che si ottengono dalle (4) del § 2, facendovi A=1,
azt

r=1, 8= g, rispetto a tutte le derivate seconde contenutew eccettuata la —~ 2

Otterremo cosl le

o B % (k’)z[gi] dt’ d

taidg <% k|7 d% Taag)’
in cui s deve essere differente da ¢. Moltlphcando per ¢; ¢ sommando rispetto
atdal ad n+1 con esclusione di s si trova

(k, 8) (f,8) dt dot
=) i =Sa e et | |- Baer o g7 5

e per le (10), (6), la seconda delle (10%¢) e la (6) del § 2, posto

zt = (— 1)1—'" "EE-_ (13)
) a
ast n dt -
didg _?Jrs rs[ ] +(g@)zt (14)

Da queste si ha

dst gi] det i gz]
didgdh 2”‘ ”[ ]drdh 2'”‘olhi [
e poiché dalle (14) combinate colle (i1) del § 2 e colle

dee ~ d(gi)
dr+( )dk ke

z darg d cpq

24%4 dh 24 g~y ? (15)
che sono elementari, si traggono le
det 2 dopg dt 2 qh]dt
drah — et gy, EE_IE”%“[ ] + ek %

dopo poche e facili. riduzioni
dz

dst n dfgil 2 ah gi]
dgdidh=zpqcpq§(ﬁ[ ]—g"c“[r s lap TG

a9 8 o [7])
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Sottraendo poi da questa quella, che se ne ottiene scambiando ¢ con % o po-
nendo mente alle (4) del § 1, alle (6) del § 2 ed alle (12) e (II) di questo

(9’.){%4'”;94%4@”)—; (gh)x -+ $pqcpq(qi);—pt‘ l

Se, come supporremos la forma ¢ non & di classe o, per quanto si dimostrd
nel § 2, n& gli elementi, nd i minori di 2° ordine del determinante A possono
essere tutti nulli e le precedenti equazioni non possono quindi essere tutte ve-
rificate senza che si abbia

d 2

d
”’+zpqcpq(gh) =0 (h=1, 2,... ). (17)
Posto
= *(11)(22)-++(nn) (18)
ed indicato con [rs] il complemento algebrico di (rs) in A si ha dalla (17)
d
B G+ Boer =0 (19)
Se supponiamo dapprima
A=0, («)
queste prendono la forma
U a
R(z)=§h[rh]zl%=0, (r==1, 2,... n) ®)
delle quali n—1 soltanto sono indipendenti. Da esse si ha
dlsk alrk])d
RISE)—S{BE) = S [ oy 1) 2, o)
Ora &
a [sk] dasA a(tu)

zmd@mdam ah

dove (sk) deve essere considerato distinto da (ks) e la sommatoria estesa a

tutti i valori di ¢ ed » da 1 fino ad », eccettuati rispettivamente s e %, e
dalle (II) avendosi

0205, fonf}-on[]
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e tenendo conto anche della (a’)

d[sk]__ 3 da d(th)

B poiché per la (a') si ha anche
d(th
S =

+ Seucctod 2alr1[11])

(H)d[rh]

ed &
0 per h differente da u e k

d
EtmdAT)(tk) [sk] per h=u
—[su] per h=Fk
[ ] d[sk]__i [s h]d[rk] [s k]thd[rh] ﬁtwhcm[rh] [tu}:]z

=Sl

dalla quale e dalla (7) si deduce che il sistema di equazioni (8) & completo.
Esso ammette dunque un integrale z e poiché se ne trae

(ih)=M; %2
essendo M; un fattore indeterminato, e da questa e dalle (I)

(Im, pg)=0

e quindi (§ 1) che la forma ¢ & di classe o, concludiamo che, se questa & di
prima classe, il determinante A non pud mai annullarsi.

Sia ora
A%20, (20)
si ponga
o _[rh]
Cep= = ’ (21)
e si trarrd dalle (19)
dt < . Ao
a—g‘ =) _“~lzr‘hq:-yc rh H‘ (22)
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Da questa si ha

det n d2z; I dagr d2: dc'rhda I (23)

didgz’""lz"’iay"c”‘d G T an T T G
per mezzo della quale e della (19) dalla (14) si passa alla

de'vn) dae
idk +(g)a=0

n\ 7 dzﬁt L r

%hragrcrh'd—hd_i‘l';hric rh + gr—g
e da questa moltiplicata per ¢, e sommata rispetto all’indice g e poi per (sk)
e sommata rispetto all’indice s

a2z s a(sk 2 dze
d_@;k_l" ﬁ (j) Zipa(PH) pq[ ]I—z—zczscm(zr)(ks) (24)

Applichiamo per la integrazione di questo sistema di equazioni il metodo in-
dicato nella mia Nota gia citata, mentre dalla via, che terremo per tale ap-
plicazione, risulterd di per s& che il sistema stesso & completo. Cid, per quanto
¢ stato dimostrato in quella Nota, equivale ad essere jacobiano il sistema di
n equazioni lineari omogenee con 2#-+1 variabili indipendenti

af

ar
dwh"l’ZiAtk i+Phd_£=0, G)]

dove & .

Aik—nyrscrsid(s_k)_ipq(pk)cpq[ ]ip,.—zzrscr,(zr)(ks) (25)

Trasformiamo il sistema stesso ponendo in luogo delle variabili p le ¢ legate
ad esse dalle relazioni

bo=30rps  pe= Sl (26)

Indicando per un momento con (%) la* derivata di f rapporto ad xx presa
dopo la sostituzione si trova
ar (df) dc'rs

dz. \dak +‘“qn( Do daxk Ve 70, d‘{! @7

L3 v
@"":%—u(’in‘a@—
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e da questa e dalle (25) e (II)

24: Aih qus z (7'9)

de' rs
dwk

cr |} i — 2 Brveretler) 3F

Per queste e per lg (26) e (27) le (9) prendono la forma

4 BBagl 4 Bk 5 @)
essendp _
Bsk =— ng‘rcrsiz(kr) +$u [urk]‘{/u ; ° (28)

B facile vedere che il sistema di equazioni (3,) ammette per integrale il
primo membro della equazione

2 grs Qs ‘Pr ‘l’s =1. (29)

Sostituendolo come variabile indipendente a z e ponendolo poi eguale all’ umté
il sistema (J,) prende la forma

K(fy= oL+ 3 Batl f ©

dove le By sono date dalle (28), in cui per 2 deve mtenderm posto il valore
dato dalla (29)
Dalla (¢) si ha

HE ()~ KVH() = $:(Co—

essendo

d By, dB
U= + 30 B 2,
r

ovvero, come si ha immediatamente. dalle (28), tenendo conto della (29)

coume{ =282+ i - 005)

S|~ 57
-—zmcu%zih[ ]+<hu4<m Sootee [0 )3
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e poichd per la (11) del § 2 &

L d C’Dw

iwcvw[ ]=—‘n2w vw[ ]+Zw vwdda;w__zw [ ] Zw to—m
gtw Cst c'vw[k :v]= - %},w CstCouw [I:Ut] _dees,

adzk

se si pon mente alle (5) del § 2 ed alle (12) di questo si trova
Com—Coin=—2 Beoulty 1)+ Buacuetu (40 () — (er) () - (ot R ).

E poiche supponiamo soddisfatte le equazioni (I) e (II), da questa si deduce
che il sistema di equazioni (¢) & jacobiano. Esso ammette quindi # integrali,
che eguagliati ad altrettante costanti arbitrarie, ci daranno le ¢ espresse per
queste costanti e per le x. La (29) ci dard 2 per le stesse quantitd, e le p,
date dalle (26), come & del restd facile il verificare, le derivate di 2. Sostituendo

questi valori delle px alle %% nei secondi membri delle (22), questi divengono

h
le derivate di una stessa funzione y, per la quale si ha quindi
dy
——" = ghraargcrh(s h) P ==— Zrarg Py (30)

e di cui & facile riconoscere che soddisfa alle equazioni (14), in cui sia posto-
2:=2, cosl che avendosi anche dalla (30)

?'”” Fr et @1)
si ha -
di- =% [g,z]%—k(gz)z. (32)

Prendiamo anche qui a considerare la forma

©d
¢=9—dy* —er(a,, did y)dw,da:,,
per la quale manterremo le stesse nofazioni che per la g, aggiunti degli apici.

Avremo cosl
d?/ d!l i dy dy

ars—na —_ L, a'=q— o, .
™ dae dzs 2” " dzr das
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e dalle (29), (30) e (31) avendosi
n dy dy il — ¢
St it =Snaatit=1-2 (39)

1
o'=a2%y, dp=0a(Cr?+$rds)

rs| __[rs]_ dy _d%y
) - 'i dxz dxrdxs

d[lof;]'_d[lrf:]__ dty dty  dy dsy (34)

dq dq damdzgdzrdry  dam dxrdapdag
e, facendo uso delle (29), (31) e (32),

(9

18 . [la] __& lq
;7;'“"[1'] —;rcrs[r]"l' T‘Ps
12, [lal[mr)_ 3 lq|[mp]_ _ &y
E'_;““"[r][ s ]_lz"c"[r][ ) ] dzm dzp drzdxq_l-( 9)(mp).
Per mezzo poi di questa, delle (34) e delle (5) del § 2 si trova
(Im, pg) =(m, pg)+(g)(mp)—(lp)(mq)

e per le (I)
(bm, pg) =0

Da queste pel teorema del § 2 si deduce che la forma ¢ & di classe o e quindi
la forma ¢ & di 1* classe. Possiamo dunque concludere:

Le condizioni (I) e (II) sono necessarie e sufficienti perché una forma ¢, che
non é di classe o, sia di prima classe.

Ed anche:

Per ogni forma di 1¢ classe il determmante simmetrico, che ha gli elementi
(Ip) definiti dalle equazioni (I) & differente da o.

Poiche (§ 2) il numero delle espressioni ({7, pg) indipendenti fra di loro
o =D ¢ quello delle (1) & 2D

12
—1

sard il numero delle condizioni (I).
Annali di Matematica, tomo XIL 21
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Dalle (12) si deduce facilmente
(O mm)=0  (, mp)+(, pm)=0
(1, mp)+(m, ph+(p, Im)=0,

e si vede che le espressioni (!, mp) si possono distinguere in due categorie

secondo che esse contengono o no due indici eguali. Quelle della prima cate-

goria sono evidentemente in numero di n(n—1) e quelle della seconda in nu-
n(n——lg(n—2)’ di cui perd n(n—lg)(n—.?)

loro. Per conseguenza il numero delle condizioni (II) distinte fra loro &

mero di gsoltanto indipendenti fra

N,= (”—1)2(” -+ 1). (36‘)
Nel caso di n==2 & N,=—2, N,=2 ciod non esistono condizioni (I) ed

anzi due delle quantitd (Ip) sono indeterminate e soltanto debbono soddisfare
a due equazioni simultanee a derivate parziali di 1° ordine, cioé alle (II), nelle
quali, ad una di quelle quantitd, sia sostituita la sua espressione in funzione
delle altre due tratta dalla equazione (I).

Nel caso di n=3 & N,=0, N,=8, cio¢ le quantitd (/p) sono completa-
mente determinate dalle equazioni (I) e debbono soddisfare ad otto relazioni
differenziali di 1° ordine.

Per n>>3 & sempre N,>0.

Se, come si suole, si da ai risultati, che abbiamo ottenuti, una interpre-
tazione geometrica, essi appariscono di qualche importanza nella Teoria ge-
nerale degli spazi. Se infatti conveniamo di chiamare superficie gli spazi ad
n dimensioni, che senza alterazione del loro elemento lineare possono essere
riportati in uno spazio piano ad n--1 dimensioni, il metodo da noi seguito
per dimostrare il teorema di questo paragrafo ci conduce alla effettiva deter-
minazione della equazione della superficie in coordinate cartesiane ortogonali,
datone I'elemento lineare g. Una tale equazione contiene, come & facile vedere,
(n+2)(n41) - . o .. " .
——5 —— Costanti arbitrarie, di cui n -1 additive alle coordindte v,,
Ysy++ Yn+1, costanti, che sono necessarie e sufficienti a fissare la posizione della
superficie nello spazio, e soltanto nel caso di » =2 la equazione stessa contiene
di pil tutta la arbitrarietd, che proviene dalla integrazione del sistema di due
equazioni a derivate parziali di 2° ordine con due funzioni incognite, di cui
abbiamo parlato. Di qui si conclude che, la proprietd delle superficie ordinarie
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a due dimensioni di potere essere deformate, senza alterazione del loro ele-
mento lineare, non si estende alle superficie con un numero maggiore di dimen-
sioni, le quali possono soltanto mediante traslazioni e rotazioni, quasi fossero
rigide, mutar posto nello spazio. A questa stessa conclusione & gid pervenuto
il sig. Berz (*) fondandosi su considerazioni puramente geometriche, le quali
perd mi sembrano non avere la stessa forza di dimostrazione di quelle, su cut
ci siamo qui fondati.
Si abbia ora una forma di prima classe

n

= er s A2, A2
1

e alle variabili ,, %s,... Z, se ne sostituiscano delle nuove w,, %;,... %,. Hssa
allora si trasformerd nella

= IZM bpg duy dug

e, se si indica con U, il determinante funzionale delle w rispetto alle x, con
b il discriminante di ¢, si ha

n dup duq 2
ayg-—-zlqupq dx,’. dxs, a—Ux .

Dalle (6) si deduce poi facilmente che, indicando con (pg) la espressione ana-
loga alla (pg), introdotte le- nuove variabili, si ha

(dup dug

dxr dxs

(rs)=$pq(1oq
Se quindi insieme alla ¢ si considera la forma
4= Snlr9da.da,,
questa & covariante di ¢ e costruendo il sistema di » invarianti algebrici asso-
luti delle due forme ¢ e ¢ si avranno per n>>2 altrettante espressioni dipen-

denti dai coefficienti di ¢ e dalle loro derivate prime e seconde dotate della
proprietd di assoluta invarianza.

(") Zur Theorie des Krismmungsmasses von Mannigfaltigkeiten héherer Ordnung.
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. Jahrgang 21, pag. 374 e seguenti.
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Per riconoscere il significato geometrico di questi invarianti assoluti proce-
diamo col metodo tenuto dal sig. Beez nella Memoria citata (*). Indicando
con ¢ la siiperficie, che ha per elemento lineare ¢, ed i cui punti sono deter-
minati dalle variabili z,, ,,... Zn, €OD ¥,y ¥2,... Ynt. le coordinate cartesiane
ortogonali di un suo punto P, con %'y, ¥'sy... ¥ n+s quelle di un punto P’ della
normale a ¢ in P, con p la distanza PP, si ha

Yr— Y= (—\/L,)tetf% (t=1, 2,... n+1) (37)

(— l)tet
Va
Se dal punto P lungo una linea di curvatura di o passiamo ad un punto

vicinissimo @ e prendiamo per P’ il punto d’incontro delle due normali a o in

P e @ noi dobbiamo differenziare le (37) considerandovi le y, come funzioni

delle . e queste di una sola variabile indipendente e le 5z e p come costanti.

Noi abbiamo cosl

poiche le quantita rappresentano i coseni di direzione di quella normale.

Er(dyt 4 (—1)p T —)dx,.—O

e moltiplicando per %, sommando rispetto a #, tenendo conto delle (3) del

§ 2 e della
Et(_ l‘e, dyt

che ¥ evidente, e da cui si ha per le (7) ed (8)
n+l
g SN tyte g = ()
2:},.1“?"—}-(1'3);(11:,:0. (s=1, 2,... n).

Queste equazioni sono quelle delle linee di curvatura di o e ci dicono che i
valori reciproci dei raggi di curvatura principali di ¢ (che sono in numero di
n e a cui corrispondono altrettante linee di curvatura) sono le radici della

() Zeitschrift fir Mathematik und Physik. Jahrgang 20, Seite 427,
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equazione di grado » in -t—
SHAD, LA 224 (ln)

TH@, “E4E2).. 24 @n)

4@l 4@ 24 (m)
Posta questa sotto la forma

1\» 1\n—1 1\n—2 1
GV +a(s) ™+l "4+ttt anmo,
P P P P

i suoi coefficienti @y, @,... a,, come si sa dalla Teoria delle forme, costitui-
scono un sistema di » invarianti assoluti indipendenti delle due forme ¢ e ¢
e (—1)ra, rappresenta la somma dei prodotti » ad  dei valori reciproci dei
raggi di curvatura principali di ¢. In particolare I'invariante assoluto

k=(—1ra=(=1y3

rappresenta il prodotto di tutti i valori reciproci dei raggi di curvatura prin-
cipali di ¢ e si riguarda quindi a ragione come la espressione generalizzata
- della curvatura di Gavss per le superficie di quante si vogliano dimensioni. In
un altro suo lavoro (¥) il sig. Beez ha dimostrato che anche nel caso di #n>2,
facendo di ¢ la rappresentazione di Gavss sopra una sfera ad n» dimensioni di
raggio eguale all'unitd % rappresenta il rapporto dell’elemento della sfera di
raggio 1 a quello corrispondente di o. Infine si & qui dimostrato che analoga-
mente a quanto si sapeva pel caso di n=2, I'annullarsi di k equivale ad es-
sere la superficie ¢ piana.

Per n>>2 le equazioni (I) ci danno tutti gli elementi di A espressi per i
coefficienti di ¢ e per le loro derivate prime e seconde. Se si nota di piu che
secondo le (I) i minori di 2° ordine di A sono funzioni razionali di queste quan-

(") Ueber das Krimmungsmass von Mannigfaltigheiten hoherer Ordnung. Mathema-
tische Annalen, 7°* Band, Seite 387.
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tith, si riconosce subito che a,, a,,... @, sono alternativamente funzioni irra-
zionali e razionali delle quantitd stesse.

~ Noi chiameremo la forma ¢, che ha per coefficienti le quantitd (rs), forma
derivata di ¢, ed invarianti differenziali di ordine m della forma ¢ tutte le
espressioni, che dipendendo soltanto dai coefficienti di ¢ e dalle loro derivate
fino a quelle di ordine msime godono della proprieta di assoluta invarianza per
ogni trasformazione di ¢, e possiamo concludere che:

Ogni forma differenziale quadratica ¢ di 1% classe ad n variabili, per n>>2,
ammette n invariants differenziali di 2° ordine, © quali si ottengono costruendo
cos metodi noti il sistema di invarianti algebrici assoluti comuni a ¢ ed alla
sua forma derivata. Essi presi con segno conveniente rappresentano le somme
dei prodotti r ad r (r=1, 2,... n) dei valor: reciproci dei raggi di curvatura
principali della superficie, che ha ¢ per elemento lineare, e sono alternativa-
mente irrazionali e razionali.

Siccome nel caso di » dispari gli elementi reciproci di A sono esprimibili
pei minori di 2° ordine dello stesso A, se invece che alle forme ¢ e ¢ si ha
ricorso alle loro controvarianti

¢ = grs Oys X,- Xs

Y= irs [s] X, X,
> :

si ottengono # invarianti differenziali di 2° ordine di ¢ tutti razionali e indi-
pendenti fra loro. Noi possiamo dunque dire che:

Ogni forma differenziale quadratica ¢ di 1% classe con un numero n dispari
di variabili indipendenti ammette n invariants differenziali di 2° ordine tutti
razionali, © quali si ottengono costruendo il sistema di invariant; algebrici as-
soluti indipendenti comuni alle forme controvarianti di ¢ e della sua derivata.

B questo il metodo tenuto dal Cmristorrer, (¥) nel caso di #=3, mentre
nello stesso caso il Souvoror (**) giunse agli stessi risultati con un metodo
diretto di eliminazione.

Nel caso di »n dispari la espressione della curvatura di Gavss & irrazionale,

(*) Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdricke zweiten Grades,
§ 12. (BorcHarDT's Journal, 70°" Band, Seite 65.)

(") Sur les caractéristiques des systémes de trois dimensions. (Bulletin des Sciences
Mathématiques et Astronomiques, vol. 4, pag. 180.)
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ma & razionale la sua potenza (n— 1)*me poiche si ha

An— Ay

k= = —>
an—1i an—i

con A, indicando il determinante reciproco di A.

11 caso di »=2 & un caso di eccezione pei teoremi sopra dimostrati, perché
in esso le equazioni (I) non bastano a determinare le quantita (Ip) per le
(Im, pg). In questo caso si ha un solo invariante differenziale di 2° ordine,
che &

p=2_02 12
a a

e di cui sarebbe facile verificare che coincide colla nota espressione della cur-
vatura di Gauss.

Padova, febbraio 1834.
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Sull’equilibrio dei poligoni articolati
in connessione
col problema delle configurazioni.

(Memoria del prof. &. Juxe, a Milano.)

Le‘ configurazioni investigate per la prima volta da S. Kaxtor (*) e poi
generalizzate da Veronese agli spazi di » dimensioni (**) si presentano spon-
taneamente anche nella Statica, quando si studiino in tutta la generalitad le
condizioni d’equilibrio dei sistemi piani di forze, le condizioni d’equilibrio dei
poligoni articolati, ecc. Gli & in questo studio che sia considerando diretta-
mente le linee d’azione delle forze equilibrate e delle loro risultanti parziali
sia applicando e generalizzando un elegante teorema di Cremowna (***) io avevo
a mia volta trovato quelle configurazioni fin da quando ScmeL. (****) richia-
mava I'attenzione dei geometri sulla questione.

Ora, dopo che Reve in una breve Nota (*****) ingerita nel tomo I degli
Acta Mathematica ha messo in maggior rilievo I'importanza del problema delle
configurazioni, considerato in s® stesso e nei suoi rapporti con varf rami di
Analisi e di Geometria, stimo non inutile di raccogliere e pubblicare i risultati

(") Wiener Sitzungsbericht, B. 80, 2° Abth., (pag. 715-723).

(") Mathem. Annalen, t. 19, (pag. 161-234).

(""") Cfr. Le figure reciproche mella Statica Grafica, 3* ediz. Milano, Hoepli, 1879,

("**"Y v. Theorie der Bewegung und der Krifte. 1l sig. ScueLL, stabilita, col metodo
delle sezioni, la configurazione d’equilibrio del quadrangolo articolato (1* ediz., 1870, pa-
gina 632) ha aggiunto nella 2% edizione (1880, t. II, pag, 74) alcune propriets geometriche
della configurazione stessa, concludendo: « Auf den Zusammenhang dieser Untersuchungen
mit Sitzen der neueren synthetischen Geometrie soll hier ganz besonders aufmerksam ge-
macht werden. » Nella presente Memoria do, fra altro, la configurazione d’ equilibrio di
un poligono articolato di quantisivogliano vertici (§ 2), come caso particolare della con-
figurazione di un sistema piano di forze equilibrate (§ 1, ni 6-9).

(") Das Problem der Configurationen,

Annali di Matematica, tomo XII, 22
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del mio studio, come modesto contributo alle ricerche sull’interessante argo-
mento; tanto pilt che il problema delle configurazioni, a quanto so, non & stato
ancora esaminato dal punto di vista della Statica. Sopprimo naturalmente la
parte che nel frattempo & stata pubblicata da altri Autori (e che si riferisce
a proprietd puramente geometriche), rimandando per questa alle belle Memorie
dei signori Veroxzse ed S. Kaxtor.

PARTE L

§ 1.

Cfz. F»n di m forze equilibrate nel piano.
Cfz. Fmn di m forze equilibrate connesse da »n poligoni funicolari.
Loro reciproche.

1. Col simbolo Cfz. (g, p). dinoteremo una configurazione piana conte-
nente p punti (fondamentali) e v rette (fondamentali) disposte in modo che per
ogni punto passino p rette della Cfz. e su ogni retta si trovino g punti della
medesima.

Quando p=gq epperd p==v la Cfz. & duale e la si pud indicare pill sem-
plicemente col simbolo p, adottato da Reve.

Due Cfz.i (g, p)., (¢, p') sono della stessa specie quando p=p’, ¢=¢,
p=p, v=1y"; le due Cfzl sono identiche quando hanno le stesse rette e gli
stessi punti fondamentali.

2. Date in un piano m forze in equilibrio e fissatone 1'ordine (ordine ci-
clico) intenderemo rispettivamente per risultanti cicliche binarie, ternarie,...
i-narie le risultanti di 2, 3,... ¢ forze prese consecutivamente fra le date, con-

siderate in quell’ ordine.

g T . T . —3
Le linee d’aziofie di fwite le risultanti cicliche sono in generale m(m—z)—

rette distinte.

3. Due poligoni funicolari connettenti le stesse forze equilibrate nel dato
ordine ciclico individuano una retta (asse) sulla quale s'incontrano i rispettivi
lati omologhi (teorema di CoLmasx).

Tre poligoni funicolari determinano in tal modo altrettanti assi, i quali o
sono tre rette distinte e concorrent: in un punto (n.° 5) o coincidono in una
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sola retta. Nel primo caso diremo che i tre poligoni sono ad assi differenti; e
per brevith chiameremo differenti n poligoni funicolari connettenti nello stesso
ordine ciclico un medesimo sistema di forze, quando siano ad assi differenti
tutte le terne di poligoni formate con quegli #, ed inoltre per nessun punto
passino piti di tre assi. '

4. Se in un piano m forze sono in equilibrio sotto la condi-
zione che, per m>3, piu di due forze non concorrano mai in uno
stesso punto (*); e si connettono in un ordine prestabilito con »
poligoni funicolari differenti, si ottiene una configurazione

Fpn=Cfz. (¢, p).

{L=(m—?{]—n)’ y___(m—g}—n)

p=3, g=m-+n—2.

nella quale

Questa Fy, n, dell’ordine m 4 n, si dird la configurazione corri-
spondente ad m forze equilibrate e ad # poligoni funicolari.
Oltre ai lati di tutti i poligoni funicolari ed agli assi da questi
determinati, le rette della Cfz. sono le linee d’azione delle. m forze
e delle loro risultanti cicliche di tutti gli ordini.
I punti della Cfz. sono:

li ™™ —1) Certici o punti diagonali degli n poligoni fu-

2
nicolari;
le %—_—1) intersezioni di lati omologhi di questi poligoni,

distribuite sugli assi che dai medesimi sono determinati;
n(n—1)(n — 2)

gli 5.3 punti comuni alle terne degli assi anzi-
detti;
gli 2 =D0=2 pynti fondamentali della Cfz. Fo, corri-

spondente alle forze, e definiti al n.° 6.
Infatti, generalizzando un teorema di Cremoxa (I c., § 22), le m linee d’a-

(*) Ove non si dica espressamente il contrario, i sistemi piani di forze considerati nel corso
di questa Memoria s’intenderannp sempre vincolali da questa condizione.
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zione delle forze equilibrate si possono riguardare come projezioni degli spigoli
laterali di un m-edro semplice II; quelle delle loro risultanti cicliche come
projezioni degli spigoli diagonali di IT; i lati, i vertici e i punti diagonali
dei poligoni funicolari come projezioni dei lati, vertici e punti diagonali dei
poligoni determinati sulle facce di IT da n piani seganti oy, 0;,... on (tre qua-
lunque dei quali supporremo non passanti per una retta e non piu di tre con-
correnti in un punto); finalmente gli assi degli » poligoni funicolari come
projezioni delle rette comuni ai piani ¢; presi due a due. Le facce dell’m-edro

+n

e 1 piani o; sono m-+n piani i quali determinano nello spazio (m 5 ) punti

ed ('n+") rette: per ogni punto passano 3 rette, comuni ai tre piani che lo

determinano; ogni retta, come individuata da due piani, contiene m -4 n—2
punti, intersezioni sue coi piani rimanenti; onde ecec.

5. Se nella Cfz. corrispondente ad m forze equilibrate e ad » poligoni
funicolari si sopprimono, oltre i lati di questi, tutte le linee d'azione delle forze
e delle loro risultanti cicliche, si ha il teorema: Gli assi di » poligoni fu-
nicolari differenti che connettono un sistema piano di forze equi-
librate sono, indipendentemente dal numero e dalla posizione delle

medesime, le rette di una Cfuz. (n-—-2, 3)%1) dell’ ordine ». Infatti

quegh assi son projezioni degli splgoh dell’n-edro completo avente per facce
i piani seganti o;.

Se gli » poligoni non sono differenti, nel senso indicato al n.° 3, i loro assi
possono ancora riguardarsi come projezioni delle rette comuni ad » piani o;;
ma questi piani non formano pilt un n-edro completo, cosicche gli assi possono
anche concorrere in un punto, o coincidere in una retta, e via dicendo. Nel
caso di =3 1 piani o; appartengono ad un fascio o individuano un triedro;
onde la proposizione relativa a tre poligoni funicolari enunciata al n.° 3.

6. Per n=0 il teorema del n.° 4 somministra il seguente:

Dato un sistema piano di m forze in equilibrio (tre qualunque
delle quali non concorrenti in un punto, quando m>3) le loro
linee d’azione e quelle delle loro risultanti cicliche sono le rette

di una configurazione F,, contenente ('g) punti ed (';) rette, in

ogni punto della quale concorrono 3 rette e su ogni retta della
quale si trovano m—2 punti fondamentali.
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Questa

Fa=Cfz. (m—2, 3)%,’3%
3

dell’ordine 7 si dird la configurazione corrispondente alle m forze
equilibrate.

In generale, se il numero ¢ & primo con s, le m risultanti ¢narie formano
un unico sistema equilibrato di forze. In questo caso le loro linee d’azione,
prese nell’ordine ciclico, sono i lati di un m-gono semplice (poligono delle
risultanti ¢-narie) i cui vertici appartengono alla Cfz. F,.

Ma se ¢ & un divisore di m, cosicch® ¢-j=m, le risultanti -narie costitui-
scono ¢ gruppi di j forze equilibrate ciascuno. Onde, se >3, le loro linee
d’ azione, prese ciclicamente in ciascun gruppo, formano in generale ¢ j-goni
semplici i cui m vertici appartengono alla Cfz., epperd il poligono delle

risultanti ¢-narie si spezza in pil poligoni; se j=3 esse formano 1"3—
terne di rette, concorrenti in altrettanti punti della Cfz.; se j=2 esse formano
un n—;—latero i cui vertici non appartengono alle Cfz. In questi due ultimi
casi si pud dire che il poligono delle risultanti ¢-narie degenera in

2 punti fondamentali (centri di fasei di raggi) o rispettivamente in

3
’—;‘- rette fondamentali della Cfz.

D’altra parte, secondo che m & pari o dispari, ¢ assume i valori 2, 3, 4,...
%ﬁ, o rispettivamente 1 valori 2, 3, 4,... m—2—1 - Dunque in generale:

Oltre ai vertici del poligono-forze (*) e dei poligoni di tutte le
risultanti cicliche (inclusi quelli che eventualmente riuscissero
spezzati o degeneri) la Cfz. F,, corrispondente ad m forze equi-
librate contiene altri ¢ punti, intersezioni di risultanti s-narie
con risultanti cicliche d’ordine differente (incluso 1’ordine ¢=1

(*) Per poligono-forze intendiamo qui I'm-gono semplice atente per lati le linee d’azione
delle m forze prese nell’ordine fissato. Non dovendoci occupare in questo scritto delle in-
tensith delle forze, non pud nascere ambiguitd fra il poligono-forze ora definito e il solito
poligono delle forze, i cui lati misurano le intensitd delle medesime. Del resto il nostro
poligono-forze potrebbe anche riguardarsi come il poligono di risultanti i-narie corrispon-
dente al caso ¢=1 e chiamarsi percid poligono primario.
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che corrisponde alle forze date); essendo

m(m— 4)Y(m — 2) .
o= n se m pari )
ed m non =0 (mod. 3)
__m(m——-5)(m—1) » m dis ariS
= s P
. m(m—4)(m—2)  2'm .
= 5 + —~ e m parl
=”’(’“—Z)‘-’"—1) +252 o m dispari | ed m=0 (mod. 3).
__m(m—38)
6
7. La Cfz. F, corrispondente a un dato sistema di forze in equilibrio,
pud riguardarsi in altri E(ﬂ%]—)' — 1; modi diversi come Cfz. di m forze equi-

(m —z D! differenti *

sistemi equilibrati di m forze, a ciascun dei quali corrisponde una
Cfz. identica alla F,, (n.° 1).

Infatti un m-edro completo contiene

librate; in altri termini esistono, compreso il dato,

(m—1)!
2
d’azione delle m forze date sono projezioni degli spigoli laterali di uno di
questi, gli spigoli laterali dei rimanenti danno in projezione le linee d’azione

di altrettanti sistemi equilibrati di m forze ciascuno.
8. La configurazione di m forze in equilibrio contiene m — 3 Cfz.li F, (d’or-
dine inferiore ad m) corrispondenti ad r==3, 4,... (m—1) forze in equilibrio,

m-edri semplici; se le linee

e le contiene ciascuna pid volte; precisamente la F, vi & contenuta (7:) volte.

[Tanti sono infatti gli r-edri (completi) contenuti in un m-edro (completo); e
se questo dd in projezione la Fy, quelli in projezione somministrano le anzi-
dette configurazioni F,]. E poi evidente che ad ogni F, & accoppiata una
figura complementare contenuta pure nella F,. D’altra parte si riconosce dai
nl 4 e 6 che, quando m=m'+n', la Cfz. F, » corrispondente ad m' forze
connesse da s’ poligoni funicolari e la Cfz. F,, di m forze equilibrate sono
della stessa specie (n.° 1). Dunque:

(") Non riguardiamo qui come differenti due sistemi di forze aventi le stesse linee d’azione
e le intensitd proporzionali.
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Le linee d’azione di m forze in equilibrio e delle loro risultanti
cicliche si possono separare in due figure complementari per
modo, che riguardate le rette di una figura come linee d’azione
di r forze equilibrate e delle rispettive risultanti cicliche, quelle
della figura complementare siano i lati e gli assi di m —r diffe-
renti poligoni funicolari connettenti le dette » forze. Per ogni
valore » vi & una serie di (1:) gruppi di tali figure; con le rette
della Cfz. si possono formare m — 3 serie differenti, le quali ordi-
natamente corrispondono ai valori 3, 4,... (m—1) di r. (v. Esempi
nel § 3.)

Tenuto presente il n.° 7, 8i pud in altri termini concludere: la Cfz. F,,,
che corrisponde ad m forze in equilibrio, si pud riguardare in
(r—1)!

2
forze equilibrate e a m —r poligoni funicolari; » essendo uno qua-
lunque dei numeri 3, 4,... (m— 1).

9. Nel piano il solo sistema generale di forze in equilibrio cui corrisponde
una Cfz. duale & quello di 5 forze, pel quale si ha Fy=(3, 3)i3=10;.

ne . . . .
(r) modi diversi come la Cfz. F, ,—,, corrispondente ad r

10—
Dal numero precedente risulta perd che la F, corrispondente ad m>b

forze equilibrate, senza essere duale, contiene sempre parecchie Cfz.i duali del
tipo p, (v. § 6). Dal § 3 si rileva poi che al crescere di m queste Cfz. duali
diventano vieppii numerose e si aggruppano secondo il valore di u. Cosl la
Cfz. di 6 forze contiene 6 Cfz. 10,5 quella di 7 forze contiene 21 Cfz. 10, e
120 Cfz. 21;; quella di 8 forze contiene 56 Cfz. 10, e 960 Cfz. 21;; quella
di 9 forze contiene 126 Cfz. 10,, 4320 Cfz. 21, e 280 Cfz. 27;; ecc. ecc.

10. Al sistema di 4 forze equilibrate e 1 poligono funicolare, e al sistema
di 3 forze equilibrate e 2 poligoni funicolari, corrispondono Cfzl F,, ed Fj,
di specie non diversa dalla Fy=10,. Essi sono i soli sistemi generali di m
forze equilibrate connesse da » differenti poligoni funicolari, ai quali corri-
sponda una Cfz. duale. Ma, se m+n>>5, ogni F,, », contiene Cfzi duali del
tipo us (0.° 8).

11. La figura reciproca (nel senso di MaxweLr e di Cremona) della Cfz, .
Fy, ny corrispondente ad m forze in equilibrio e ad # poligoni funicolari, & un
(m + n)-gono piano completo, avente i lati paralleli uno ad uno a tutte le rette
della configurazione.
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§ 2.

a. Configurazione generale d’equilibrio dei poligoni piani articolati (*),

12. T nota la condizione necessaria e sufficiente perch® un poligono arti-
colato @y, si trovi in equilibrio sotto 1’azione di m forze poste mel suo piano
e passanti pei suoi vertici: bisogna che Q,, coincida con un poligeno funicolare.
delle forze (**) date ossia in altri termini bisogna che queste si possano scom-
porre in 2m forze, due a due eguali e contrarie, e agenti lungo i lati di @,,.
Sono appunto tali componenti che rappresentano le tensioni o pressioni dei
vart lati.. )

Questa condizione permeite di risolvere in modo generale il problema del-
Iequilibrio di qualsivoglia poligono piano articolato. Infatti in base ai teoremi
precedentemente esposti si pud enunciare senz’altro la proposizione:

Se un poligono articolato @, & tenuto in equilibrio da m forze
poste nel suo piano, passanti pei suoi vertici e delle quali tre qua-
lunque non concorrenti in un punto; le linee d’azione di quelle
forze, prese nell’ordine ciclico dei vertici cui sono applicate, le
linee d’azione delle loro risultanti cicliche binarie, ternarie, ecc.
e i lati di @, costituiscono, qualunque sia m, una Cfz.

m,’-zl-l)
Fm,,=(m—1, 3>(m§'1

(dell’ordine m -+ 1).

Oltre ai vertici e ai punti diagonali del poligono articolato Q.
questa configurazione contiene tutt’i punti appartenenti alla Cfz.
F,, (n.° 6) che corrisponde alle m forze equilibrate.

Di qui si rileva che la Cfz. di m 41 forze equilibrate, e la Cfz. di un poli-
gono articolato, in equilibrio sotto I’azione di m forze applicate ai suoi vertici,
gono della stessa specie e dello stesso ordine; cosicchd trovata la prima
configurazione si pud ritener nota anche 1’altra. Per es. nel § 3 ab-
biamo dato le Cfzi di 4, 5, 6,... forze equilibrate; le Cfz.l stesse corrispondono
all’equilibrio del #riangolo, quadrangolo, pentagono,... articolati.

=Fpn

() Cfr. Appendice, § 9.
(") v. Levy, La Statique Graphique. Paris, 1874, § 61.
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b. Reciprocity fra il poligono articolato e la Cfz. delle forze ai vertici
che lo tengono in equilibrio.

13. 11 poligono articolato @, e la Cfz. F,, sono figure dotate di proprietd
m(m—1)
2
rispettive risultanti cicliche, quello, considerato come un poligono semplice,

—1 o e . —3
m(m —1) punti, ciog m vertici ed m(m —3)

reciproche. Questa contiene rette, linee d’azione delle m forze e delle

contiene punti diagonali.

.

14. Distinguendo i punti diagonali di un m-latero semplice in binarf, ter-
nari, ecc., intenderemo in generale per punto diagonale ¢-nario il punto comune
a due lati del poligono fra i quali se ne trovano altri ¢—1; e per poligono
diagonale” ¢-nario il poligono semplice conlatero al dato e avente per vertici
tutti 1 suoi punti diagonali dell’ordine 7. (Definizioni correlative si possono dare
per le diagonali dell’m-gono semplice).

15. Siccome @, & sezione ed F,, & projezione di un medesimo m-edro II,
ad ogni retta di F',, si pud far corrispondere un punto di @,,, assumendo per
es. che quella sia projezione e questo sezione di uno stesso spigolo. Ad ogni
forza corrisponde cosl il vertice cui & applicata; ad ogni risultante ¢-naria il
punto diagonale ¢-nario in essa situato; al poligono forze il poligono articolato;
al poligono delle risultanti ¢-narie il poligono diagonale ¢-nario. Se il poligono
delle risultanti ¢-narie & un m-gono semplice 1 cui vertici appartengono alla
Cfz. F,,, il poligono-diagonale ¢nario & un m-gono semplice avente per lati
ilati di Qn; se quello si spezza in 4 j-goni semplici o rispettivamente dege-

nera in 23@— terne di rette concorrenti in punti della Cfz. (n.° 6), questo si

. .o . . s e . . . m . . .
spezza in ¢ j-goni semplici o rispettivamente degenera in ) triangoli aventi

m

5 rette, le cui intersezioni non

per lati i lati di Q; se quello degenera in

appartengono alla Cfz., questo degenera in %’-,punti le cui congiungenti non

sono lati di Q.. K poi facile vedere che non solo a ogni retta di F,, corri-
sponde un punto di Qn, ma inoltre a ogni punto di F, corrisponde un trian-
golo di Q,., a ogni Cfz. F, contenuta in F),, un r-latero di @, ecc. ecc.

Ed & evidente che il poligono diagonale ¢-nario di @, considerato come
poligono articolato, & in equilibrio sotto I'azione delle risultanti ¢-narie delle
m forze applicate ai vertici di Q,,; e ove esso si spezzi in ¢ j-goni distinti,
questi son tenuti in equilibrio dai corrispondenti ¢ gruppi di j risultanti ¢-narie.

Annali di Matematica, tomo XII. 23
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§ 3.

Applicazione a casi particolari. Notazione.

16. Si dinotino ordinatamente con a, b, ¢, d, e,... le m forze equilibrate;
con ab, be, cd, de,... le risultanti cicliche binarie; con abe, bed, cde... le
risultanti cicliche ternarie;...; e con le segnature a-b, ab-¢, a-bed, ab-cd,...
s’indichino rispettivamente i punti di concorso delle forze a e b, ad e ¢, a e
bed, ab e cd,...; & evidente che per questi punti passano ordinatamente le
forze ab, abe, abed, abed,... Si esprimerd questo fatto scrivendo ab==a-b,
abc=ab-c, abed=a-bcd=ab-cd,...

17. Insieme a questa notazione non omogenea & opportuno di adoperarne
un’altra, nella quale le linee d’azione delle forze e rispettive risultanti cicliche,
ossia tutte le rette fondamentali della corrispondente Cfz., sono rappresentate
da simboli della stessa forma, ciod da combinazioni binarie, e ¢uffs i punti fon-
damentali della Cfz. da simboli pure della stessa forma, ciod da combinazioni
ternarie, di m simboli o indici 1, 2, 3,... m.

Due rette passano per un punto se i loro simboli hanno un indice comune;
per es. le rette rs, r¢, s¢ concorrono nel punto rsf. Queste tre rette si po-
tranno anche rappresentare col simbolo (», s, ?).

- Tutti i punti i cui simboli differiscono per un solo indice giacciono in una
retta, il simbolo della quale contiene i due indici comuni.

- Con questa notazione, se le linee d’azione delle m forze, prese nell’ ordine
ciclico dato, hanno i simboli: 12, 23, 34,... m1; quelle delle risultanti cicliche
binarie avranno i simboli: 13, 24, 35,...; quelle delle ternarie i simboli: 14,
25, 36,...; e, in generale, le linee d’azione delle risultanti cicliche ¢-narie i
simboli: 11+4-¢, 2244, 33 44,...

18. La Cfz. F (corrispondente ad m forze equilibrate) potrd quindi rap-
presentarsi col simbolo

(aay ctgyees otm)

OVe oy, dy... am S0n0 m indici differenti, che conviene di considerare come
corrispondenti ad altrettanti piani £,y &sy9... {am, formanti un m-edro completo
(v. § 8).

Col simbolo

SOy Ao Olgens By
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genza parentem dinoteremo in generale il poligono semplice avente per latl
successivt le seguenti m rette della Cfz.:

aidg, 2123} A3 oyyeee Am oy
e per vertici successivi i seguenti m punti della Cfa.:
didgda, A Olglggeee dmdiag;

e riguarderemo sempre «,a, come il primo lato ed e, a;e; come il primo vertice
del poligono.
Coi simboli

A * (d“ P2y0e0 dm—’)

O * 0y Og Ulzees Om—1

dinoteremo rispettivamente I — 1-latero completo e 1'm — I-latero semplice
aventi per lati le rette:

Amyy ApOgyeee dmdm—-g;

cosicch® mentre il primo di questi simboli esclude, il secondo include I'idea
dell’ ordine col quale gli m—l lati si succedono; e mentre il primo, oltre ai
—1-m—
2

secondo ne rappresenta soltanto m — 1.

Valendoci promiscuamente delle due notazioni accennate, daremo in questo
paragrafo le Cfz.! relative ai sistemi di m forze equilibrate (cfr. n.° 12), per
alcuni valori particolari di m: ciot per m=3, 4, b,... 11.

lati, rappresenta — puntl fondamentali (vertici dell’m — 1-latero) il

Es. 1.0 Configurazione di 3 forze in equilibrio.
m=3 F,=(, 3)3=(, 2, 3).
19. Le tre rette r (*) della Cfz. F,=(1, 2, 3) sono:
le linee d’azione ... 12 23 31

delle forze date. ... a b ¢ ;

esse concorrono nel punto G=123, il solo appartenente alla Cfz. F, la quale
consiste in una semplice terna (1, 2, 3) di rette concorrenti (fascio di raggi).

(") In questo e in tutti gli esempi seguenti si rappresenteranno genericamente con » e
con G le rette o i punti fondamentali della Cfz. ecorrispondente al sistema delle forze date.
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Es. 2.0 Configurazione di 4 forze equilibrate nel piano. Equilibrio del
triangolo.
m=4 Fi=(, 35=(, 2, 3, 4).
20. Le sei rette » della Cfz. F,=(1, 2, 3, 4) sono:
le linee d’azione . .. 12 23 34 41
delle forze date ... ¢ b ¢ d ;

le linee d’azione . . . 13 24 E
]

?

delle ris. binarie ... ab=cd bc=da

i quattro punti fondamentali G sono:
123 234 341 412
11 poligono delle forze & il quadrangolo semplice (n.° 18)
P,=1234;

quello P, delle risultanti cicliche binarie degenera in due rette (diagonali di
P)) il cui punto comune non appartiene alla Cfaz.

Onde la Cfz. F, consiste in un quadrangolo completo. Essa corrisponde a
tre diversi sistemi di 4 forze: i relativi poligoni-forze sono i quadrangoli sem-
plici 1234, 1324, 1243, le corrispondenti risultanti binarie coincidono con
le diagonali di questi quadrangoli. '

La F, si scinde in quattro modi in una terna di rette concorrenti e in un
corrispondente triangolo inscritto, epperd in quattro modi si pud essa riguar-
dare come la Cfz. F, corrispondente all’ equilibrio del triangolo, ciod:

sistema forze: (1, 2, 8);  triangolo equilibrato: 4-123

» @, 3, 4); » 1.234
» 1, 3, 4); » 2.134
” 1, 2, 4); » 3-124.

Es. 3.2 Configurazione di 5 forze equilibrate nel piano. Equilibrio del
quadrangolo articolato.

m=>5 F,=(3, 3)i5=10,.
21. Le dieci rette r della Cfz. F,=(1, 2, 3, 4, 5) sono:
le linee d’azione . .. 12 23 34 45 51
delle forze. ... ... a b ¢ d e g

!
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le lines d’azione . .. 13 35 52 24 41
delle ris. binarie . .. ab c¢d ea be de)’

11 poligono P, delle forze & il pentagono semplice

P,=12345,
quello P, delle risultanti binarie & il pentagono semplice
- P;=13524.

Oltre ai vertici 123, 234,... 512 e 135, 352,... 413 di questi due poligoni
la Cfz. non contiene altri punti fondamentali (=0, n.® 6).

I lati di P, passano ordinatamente pei vertici alternati I III VIL IV di P,,
e i lati di P, pei vertici alternati IV IL V I III di P,; infatti per es. il primo
lato 13 di P, passa pel primo vertice 123 di P,, e il primo lato 12 di P,
pel quarto vertice 241 di P,. Onde 7 pentagoni P, ¢ P, sono simultancamente
wnscritts Uuno nell’ altro.

22. La stessa F corrisponde a dodici sistemi differenti di 5 forze equi-
librate (incluso il dato) ossia pud in dodici modi riguardarsi come Cfz. di 5
forze in equilibrio. Contiene dodici pentagoni analoghi a P, (poligoni-forze) e
altrettanti analoghi a P, (poligoni di risultanti binarie), i quali perd si riducono
a soli dodici differenti e si separano in due distinti gruppi di sei pentagoni:

P;E .Aj; Ag; Ag; .A‘; A;-,; .Aa
PIEBi; B?; B3; B‘; B5; .B‘;
ovvero’ anche in ‘sei coppie
(4:, By) 1=1,2,..6

di pentagoni, associati per modo, che ogni A4; & simultaneamente inscritto e
circoscritto all’associato B;, e che se 4; (o B;) si riguarda come poligono delle
forze, I’ associato B; (0 A;) & il corrispondente poligono delle risultanti cicliche
binarie. Queste sei coppie di pentagoni associati sono:
4, B

(12345, 13524)

(12354, 13425)

(12435, 14523)

(12453, 14325)

(12534, 15423)

(12543, 15324).
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23, La Cfz. si scinde in cinque maniere diverse in un quadrangolo com-
pleto e in un corrispondente quadrilatero completo inscritto, ciod avente i vertici
opposti situati sui lati opposti del quadrangolo. I cinque quadrangoli F'{? coi
corrispondenti quadrilateri Q¥ sono i seguenti:

FP * QP
1,23, 4 5-(1, 2, 3, 4)
(11 2, 37 5) 4‘(11 2, 3) 5)
(11 2, 41 5) 3‘(17 27 41 5)
(1) 3, 4) 5) 2'(17 3, 47 5)
(2; 3; 4’ 5) 1'(22 37 4) 5)'

. Ognuno di questi quadrangoli completi corrisponde a tre diversi sistemi equi-
librati di 4 forze (per es. il primo corrisponde ai tre sistemi, descritti nell’Es. 2.°
n.° 20, e i cui poligoni-forze sono i quadrangoli semplici 1234, 1324, 1243);
i hanno cosi quindici Cfz.t F'{", contenute nella F e delle quali ciascuna cor-
risponde all’ equilibrio di un quadrangolo articolato. (Cfr. Sceery, 1. ¢., 2* ediz.,
pag. 13).

24. La F, in dieci modi si scinde in una terna di rette concorrenti e in
due triangoli inscritti (prospettivi), ossia contiene le dieci Cfz. F; , corrispon-
denti ad altrettanti sistemi equilibrati di 3 forze, connessi ciascuno da 2 diffe-
rentl poligoni funicolari, cioé:

sistema forze triangoli funicolari sistema forze triangoli funicolari.

(1,2, 8 4.123 ¢ 5.123 1,3 5 2.135 e 4.135
@, 8, 4) 5.234» 1.234 (3, 5,2) 4-352» 1.352
3, 4 5 1.345 1 2.345 (5,2, 4 1.524n 3.524
(4, 5, 1) 2.451 » 3.451 @, 4, 1)  3.241 » 5.241
G, 1,2 3.512 5 4.512 (4, 1,3) 5.413 » 2.413.

Es. 4.° Configurazione di 6 forze equilibrate nel piano. Equilibrio del
pentagono articolato.

m=6 Fo=(4, 3).

25. Le quindici rette » della Cfz. F,=(1, 2, 3, 4, 5, 6) sono:
le linee d’azione ... 12 23 34 45 56 61 )
delle forze date . ... a b ¢ d e f )
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le linee d’azione ... 13 85 51; 24 46 62 )
delle vis. binarie ... ab cd ef; be de fa

le linee d’azione .. . 14 25 36 ;
delle ris. ternarie . . . abe=def bede=efa cde=fab .

11 poligono-forze P, coincide con I esagono semplice
P151234562E;’23; (1)

il poligono P, delle risultanti binarie degenera nelle due terne conjugate di
rette concorrenti

P=(1,3, 5 @ 4 6), @

la prima delle quali projetta i vertici di posto dispari, la seconda quelli di
posto pari di P, (n.° 18); il poligono P; delle risultanti ternarie degenera nel

trilatero
P,=14.25.-36=A (3)

del quale i lati, 14, 25, 36, sono rette », ma i vertici sono punti estranei
alla Cfz.

26. Oltre ai vertici 123, 234, 345,456,561, 612 del poligono-forze
e ai centri 135, 246 delle due terne di risultanti binarie, la Cfz. contiene
altri 9=12 punti (n.° 6) che sono intersezioni scambievoli di risultanti cicliche
d’ordine ¢ differente (incluso ’ordine ¢=1 che corrisponde alle forze date)
ciod

— i 124 134 145 146 taati salla rett 14
PRI ke abeo d-ef de-f siiiatl sufla re azabczdef
( 125 235 245 256 25
) » 1 4)
( ef-a b-cd be-d e-fa bed=efa
136 236 346 356 36
f-ab fa-b ¢-de cd-e ’ ’ E cde=fab.

La.Cfz. F, ¢ della stessa specie (n.° 1) di quella che presentano le rette e ¢
punti di StEINER nell’esagrammo di Pascan (v. § 7).

Essa pud in sessanfa modi diversi riguardarsi come sistema di 6 forze in
equilibrio, con le relative risultanti cicliche binarie e ternarie, ossia corri-
sponde ad altrettanti sistemi differenti (incluso il dato) di 6 forze equilibrate;
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percid econtiene sessanta esagoni semplici (poligoni-forze P{Y), a ciascun dei
quali corrispondono due terne conjugate di raggi (poligoni Py di ris. binarie)
che ne projettano i vertici dispari e i vertici pari, ed un trilatero A (poligono
P di risultanti ternarie) i cui lati appartengono, ma i cui vertici non appar-
tengono alla Cfz. — ben inteso che ognuno di questi gruppi

(P, Pp, PY), i=1, 2, 3,..., 60,

comprende tutte le rette, ma soltanto 8 punti della Cfz., epperd determina un
corrispondente gruppo p; di 12 punti residui.
27. T dodici punti (4) sono vertici di due esagoni semplici

By =125634, E,,=145236

che formano, insieme al P,=UF, ,;, una #ripla T di esagons consociati; con-
gociati nel senso che ciascuno dei tre esagoni, considerato come poligono-forze,
conduce alle stesse terne conjugate (2) di risultanti binarie, e che inoltre i
dodici punti del corrispondente gruppo residuo p coincidono coi vertici degli
altri due esagoni della tripla.

28. Gli stessi punti (4) sono anche vertici di tre quadrangoli semplici

gu=2356, gn=1346, g,=1245

1 quali rispettivamente corrispondono ai lati 14, 25, 36 di A (in quanto essi
appartengono ai quadrangoli completi individuati da queste tre rette, n.° 37)
e hanno per diagonali le due rette non corrispondenti; per es. ¢, corrisponde
a r=14 e ha per diagonali r=25 e r=36.

29. Ogni retta r, per es. 12, & lato di tre trilateri 12.34.56, 12.35.46,
12-36-45; ma ogni trilatero contiene tre rette », onde in tutta la Cfz. F,

. 3-1 . . . SR . o . .
esistono 5 _15 trilateri, i vertici dei quali non coincidono con punti G.

Indicandoli col simbolo Aj; (*) essi sono figurati nella seguente

TABELLA DEI TRILATER1 A.
Ap=12.34.56 A;;=16-23-45 A,,=14-26.35 A;x=13.25-46 A,,=15-24.36
Ae=14-25-36 Ay=15-23-46 A,;;=16.24.35 A,=13-26-45 A;=13-24.56
Ais=15-26.34 Ay=12-35-46 A,;;=12-86-45 A;s=16-25.34 A;=14.23.56.

() I 45 punti P, vertici di questi trilateri, e i 20 punti fondamentali della Cfs. (ciascun
dei quali conta per #re) costituiscono tuite le intersezioni delle rette » (v. n° 40).
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30. Non esistendo che vents terne di raggi concorrenti (ciod tante quanti
sono i punti G) le quali sono conjugate due a due, in quantoché il simbolo
dell'una, per es. (1, 3, 5), determina univocamente il simbolo complementare
(2, 4, 6) dell’altra; ogni pajo di terne conjugate corrisponde a %=6 esagoni,
che determinano altrettanti trilateri. Dunque gli esagoni delle Cfz. si distribui-
scono in 6 serie n; di 10 esagoni ai quali corrispondono differenti paja di
terne conjugate, e trilateri differenti, ovvero in dieci serie di sei esagoni, ai
quali corrispondono le medesime due terne conjufate di raggi, ma differenti
trilateri [v. tabella I ove nella segnatura di ogni esagono (per es. 123456) tre
cifre sono scritte in caratteri pil marcati delle altre, nell’intento di mettere
concisamente in evidenza le due corrispondenti terne conjugate (1, 3, 5) (2 4 6)].

- 31. I sei esagoni appartenenti a ciascuna di queste serie si separano in
due #riple (n.° 27) conjugate Tiry Ty (¢, j, k, 7, 8, ¢ rappresentano i sei
indici 1, 2, 3, 4, b, 6); i trilateri corrispondenti agli esagoni della tripla T
Sono Ajk, Ari, Aij, quelli corrispondenti alla tripla Ty sono Ay, Air, Ays. Nella
Fy vi sono evidentemente venti triple Ty di esagoni consocjati, le quali si
possono riguardare come univocamente corrispondenti ai venti punti ijk della
Cfz. e sono due a due copjugate. Nella tabella I accanto a ogni esagono si
trova segnato: a) il relativo trilatero A;;; 0) la tripla T alla quale 1'esagono
appartiene.

32. Poich® ogni esagono individua un trilatero, uno stesso trilatero corri-

sponde a —?5—=4 esagoni, che determinano 4 differenti paja di terne conjugate

epperd appartengono a 4 triple differenti. Dunque gli esagoni, le terne di raggi
concorrenti e le triple di esagoni consociati si distribuiscono rispettivamente in
quindici quaterne, che univocamente corrispondono ai quindici trilateri (v. ta-
bella II ove accanto a ogni esagono si trova segnata e la serie =;, n.° 30, e
la tripla Tz, alle quali ’esagono appartiene).

33. Riassumendo e rappresentando i 60 sistemi equilibrati (n.° 26) me-
diante i relativi poligoni-forze, vale a dire mediante i 60 esagoni della Cfz.,
si pud concludere che essi si distribuiscono in dieci serie di sei sistemi, separati
in due triple conjugate, e conducenti al medesimo poligono di risultanti binarie,
ma a differenti trilateri di risultanti ternarie (tab. I); oppure anche si distri-
buiscono in quindici gruppi di quatiro sistemi, appartenenti a triple diverse,
e conducenti al medesimo trilatero di risultanti ternarie ma a differenti poli
goni di risultanti binarie (tab. II).
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188 ~Jung: Sull’ equilibrio dei poligoni articolats

34. Le rette della Fy si separano nella Cfz. F,=10,=(1, 2, 3, 4,5) e
nel corrispondente cinquilatero completo inseritto Q;=6-(1, 2, 3, 4, b); la F,
contiene sei distinte Cfzl F'{) coi rispettivi cinquilateri 1nsor1tt1 Q(” =1,
2,... 6, ciod:

i Fp=10, Qo

6 (1,2 8, 4,5 6-(1, 2 3, 4, b)
5 (1,2 8,4 6)  5.(1,2 3 4, 6)
4 (1,2 3 6,5 4.(1, 2, 3, 6, b)
3 (1,2 6,45 3.(1,2 6 4 5)
2 (1, 6,8, 4,5 2.1, 6, 3, 4, 5)
1 (6,238 45 1.6 2 3, 4, 5)

35. I pentagoni semplici 4,=12345 e B,=13524, associati (n.° 22)

nella Cfz. F®=(1, 2,... b), sono rispettivamente e ordinatamente circoscritti
al pentagoni semplici A',=6-12845 ¢ B',=6 13524, appartenent: al cin-
quilatero completo Q2; quelli sono ciclicamente inscrités fra loro, cioé ciascuno
& in pari tempo inscritto e circoscritto all’altro — questi sono fra loro ciclica-
mente diagonali, ciod hanno i lati comuni (sono conlateri) e ciascuno & il pen-
tagono diagonale dell’altro (ha per vertici i punti diagonali dell’altro).
36. La Cfz. F; contiene 144 pentagoni semplici corrispondentisi due a

due in modo che 72 pentagoni A4; (o B;) sono circoseritti rispettivamente e
ordinatamente agli altri 72 A'; (o B’;); essi si aggruppano in 36 paja di pen-
tagoni (4, B;) ciclicamente inscritti e in 36 corrlspondentl paja di pentagoni
(4's, B'y) ciclicamente diagonali.

La F; pud dunque in 72 modi riguardarsi come la Cfz. Fs, corrispondente
all’ equilibrio del pentagono articolato.

Le 36 paja (4:i, Bi) e le corrispondenti 36 paja (4';, B';) sono:

4 , B : B3
(12345, 13524) (6-12345, 6-13524)
(12354, 13425) (6-12354, 6.13425)
(12435, 14523) (6-12435, 6-14523)
(12453, 14325) (6-12453, 6-14325)
(12534, 15423) (612534, 6-15423)
(12543, 15324) (612543,  6-15324);

le altre trenta coppie di paja corrispondenti si ottengono operando successi-
vamente, su queste sei, le sostituzioni (61); (62); (63); (64); (65).
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i connessione col problema delle configurazions. 189

37. La Cfz. F; si scinde nel quadrangolo completo
F,=F,=(1, 2, 3, 9;

nella corrispondente coppia di quadrilateri- completi (conjugati)

QAEQSG E5‘(1, 2, 3, 4)

=Qx=6-(1, 2, 3, 4
in esso inscritti (i vertici opposti dei quadrilateri completi si trovano sui lati
opposti del quadrangolo); e nella retta :

» 7= a5, = b6,

asse sul quale si segano i lati omologhi di @, e @',; la F, contiene quindici
distinti quadrangoli completi Fy;, con le corrispondenti coppie di quadrilateri
conjugati inseritti @i, Qjjs, e i relativi quindici assi a;j, ciod:

aij F Q; : Q'

12 (3, 4,56  1.3,4,5 6 2.3 4,5, 6)
13 (2 45,6 1.2, 4,5 6 3.2 4,5, 6)
14 (2,356 123 5 6 4.2, 3, 5, 6)
15 (2346 1.2 34,6 5.2 3 4,6)
16 (2,345 1.2 8 4,5)  6-@2 8, 4, 5)
23 (1,4, 5,6  2:(1, 45 6 3.0, 4,5 6)
24 (1,3, 5 6) 21,3 5 6 4-(1, 3, 5, 6)
25 (1,3 4,60 2-(1,3 4,6 5.(1, 3, 4, 6)
26 (1,3 45 2,345 6,3, 4 5)
34 (1,256  3-(1,256 4,2 5 6)
35 (1,2 4,6 31,246 5,24 6)
36 (1, 2, 4, 5) 3-(1, 2 4, 5) 6-(1, 2, 47 5)
45 (1,236 4.(1,23,6 51,2 3 6)
46 (1,235 4.(1,2 35 61,2 3 5)

56 (1,234 5,234 61,234

A ogni retta r=1j corrispondono cosl un quadrangolo complementare com-
pleto F; e un pajo di quadrilateri completi conjugati Qij, @ji.
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190 “Juny: Sull’ equilibrio dei poligoni articolats

38. Nel quadrangolo completo (3, 4, 5, 6) sono inclusi i tre quadrangoli
semplici 3456, 3546, 3465; i lati dei quali passano ordinatamente pei ver-
tici dei tre quadrilateri semplici 1-3456, 1-3546, 1-3465 contenuti in
1-(3, 4, 5, 6) e per quelli dei tré 2-3456, 2.3546, 2.3465 contenuti in
2-(3, 4, 5, 6).

La F, pud dunque in quarantacingue maniere diverse riguardarsi come la
Cfz. F,, di 4 forze equilibrate connesse da 2 poligoni funicolari; epperd con-
tiene quarantacinque quadrangoli semplici (poligoni-forze) circoscritti rispetti-
vamente ed ordinatamente ad altrettante corrispondenti paja di quadrilateri
semplici conjugati (2 poligoni funicolari), i lati omologhi dei quali s'incontrano
sulle quindici rette » (assi dei poligoni funicolari).

39. Le rette della F si separano anche nella terna di triangoli prospettivi
appartenents alla Cfz.

4.123, 5.123, 6-123
e nelle due terne conjugate di rette concorrenti
(1, 2, 3), 4, 5, 6);

delle quali la prima contiene i raggi d’ omologia, la seconda gli assi d’omologia.

Indicando genericamente con A i triangoli appartenents alla Cfz., ciod aventi
per lati rette fondamentali e per vertici punti fondamentali della medesima, la
F, comprende vent: terne analoghe di triangoli omologici A, con le corrispon-
denti terne di assi e raggi d’omologia; e pud in altrettanti modi riguardarsi
come la Cfz. Fy; di 3 forze equilibrate connesse da 3 poligoni jfunicolari.
I punti della Cfz. sono conjugati due a due per modo, che se le tre forze con-

corrono in un punto, gli assi dei corrispondenti tre poligoni funicolari concor-
rono nel punto conjugato. Le dieci paja di punti conjugati sono

123 124 125 126 134 135 136 145 146 156
456 356 346 345 256 246 245 236 235 234;

questi stessi simboli, se racchiusi in parentesi, rappresentano anche le dieci
paja di.terne conjugate di raggi (n! 30-25): per es. (1, 2, 3) e (4, b, 6) rap-
presentano risp. le due terne 12, 13, 23 e 45, 46, 56.

40. B facile riconoscere che i vertici del quadrangolo completo F,, (n.° 37)
sono conjugati ai quattro punti della Cfz. allineati sulla retta r=12. Le in-
tersezioni di questa retta coi lati opposti di F',, somo tre paja di punti con-
jugati in involuzione (DEsarauEs) e coincidono evidentemente coi verucl P dei
tre trilateri A;; aventi per lato comune la 12.
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Onde ogni retta » contiene sei dei 45 punti P, i quali si sepa-
rano in tre coppie conjugate in involuzione,

Es. 5.0 Configurazione di 7 forze equilibrate nel piano. Equilibrio del-
Uesagono articolato. ’
m="1 F,=(5, 3)4.

41. Le ventuna rette » della Cfz. I’,=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) sono:
le linee d’azione ... 12 23 34 45 56 67 Tl
delle forze date . . .. « b c d e f g ;
le linee d’azione ... 13 35 57 72 24 46 61
delle ris. binarie ... ab ed ef ga be de fg Z
le linee d’azione ... 14 47 173 36 62 25 51
delle ris. ternarie . . . abc def gab cde fga bed efyg g
11 poligono-forze P,, e i poligoni P,;, P; delle risultanti binarie e ternarie coin-
cidono rispettivamente con gli ettagoni semplici: .
P,=1234567=4
P,=1357246=D8
P;=1473625=C
i quali, presi nell'ordine (4, B, C) sono ciclicamente inscritti fra loro, ciod
A & inscritto in B, B in C e C in A: percid (n.° 98) i vertici di questi tre
ettagoni insieme alle rette » costituiscono una Cfz. 21;, appartenente alla F..
42. Oltre ai vertici 123, 234,... T12; 135, 857,... 613; 147, 473,...
514 dei poligoni P,, P,, P;, la Cfz. F; contiene altri p=14 punti (n.° 6),

che sono intersezioni scambievolil di risultanti cicliche d’ordine differente e sono
distribuiti due a due sulle ventuna rette »; esse sono i seguenti:

t | 124 184 ituati sulla rett
punti | o gp.e  Stued suareaia .
i 457 467 i 47

» ” n

d-ef de-f def
713 1723 , j 37
$ » » .
ig-ab ga-b gab
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192 Jung: Sull’ equilibrio dei poligons articolati

346 356 L 36
punti situati sulla retta

cd-e cde
5 672 612 i 62

” n
f-9a fg-a fga
(285 245 i 25
7 ( b.-ed be-d 7 ’ bed
ﬁ 561 5Tl (51

n ” ”
e-fg of-g ( efg

e costituiscono, insieme alle 7, una Cfz. (2, 3)4.

Questi quatfordici punti sono vertici di tre (e tre soli) quatordecagoni sem-
plici «, B, y appartenenti alla Cfz. (ossia aventi tutt’i vertici e tutt’i lati ap-
partenenti alla medesima) ciod

P,=13726157463524=(BC)=
P,=14365173254762=(C4)=5
P,=12457134672356=(4 B)=y.

Dei tre quatordecagoni (associati) «, B, y il primo corrisponde ad 4, in quanto
& doppiamente inscritto in questo ettagono ed ha inoltre per lati i lati di B
e di C; e nello stesso modo sono corrispondenti 8 e B, y e C.

43. La medesima Cfz. F, corrisponde identicamente a 360 differenti si-
stemi di 7 forze equilibrate (compreso il dato). Essa contiene trecentosessanta
ettagoni analoghi a P, (poligoni-forze) e altrettanti analoghi a P, e a P, (po-
ligoni di risultanti binarie e ternarie) i quali perd si riducono effettivamente a
soli 360 poligoni differenti e si separano in tre distinte serie di centoventi
ettagoni

Ay Adye.. dic. A

B, B,... B;... By
C, Ci... Ci... Cy
ossia in cenfoventi terne di ettagoni ciclicamente inscritts
(dsy Biy C)) t=1, 2, 3,... 120.
E siccome una terna (4;, B;, C:) assorbe tutte quante le rette, ma soli 21

punti, della Cfz., essa individua un gruppo p; di 14 punti residui, i quali son
vertici di tre quatordecagoni («i; i, y:) associati e appartenenti alla Cfz.
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I 35 punti della F, si possono dunque in 120 maniere diverse
separare in un gruppo v; di 21 punti e nel corrispondente gruppo
pi di 14 punti residui. Ogni gruppo r; si scinde, come s’¢ veduto,
in tre ettagoni ciclicamente inscritti 4;, B;, C; e ogni gruppo p;
contiene tre quatordecagoni associati «;, B;, y; 1 quali uno ad uno °
corrispondono, nel senso indicato superiormente, a quegli etta-
goni.

I 21 punti di ogm gruppo z; e le 21 rette » "costituiscono una Cfz. 2153 1
14 punti di ogni gruppo p; e le 21 rette » costituiscono una Cfz. (2, 3)i.
Nella F, vi sono dunque 130 distinte Cfzl 21, ed altrettante cor-
rispondenti Cfz.i (2, 3);

44. La Cfz. F, si scinde in 7 modi in una Cfz. Fy=(4, 3)% e in un
corrispondente silatero completo inscritto @, ciod:

Fo=(1, 2, 3,4, 5, 6) QP=17-(1, 2, 3, 4, 5, 6)
Fo=(1,2 84,517 Q°=6(l,2 3, 4 5 7

FP=(1,2,8 4,671 @P=5.(l,2 54,67
Iry=Q, 2, 8, 5, 6, 7) o =4-(1,2 3,5 6 1)
Fo=(1, 2, 4, 5, 6, T) 2=38-(1, 2 4,5 6,7
Fo=(1, 3, 47 5, 6, ) 09=2.(1, 8, 4, 5, 6, T)
F9=(2, 3, 4, 5, 6, 1) e =12 3, 4, 5, 6, 7).

Essa pud in 420 maniere riguardarsi come la Cfz. F , corrispondente all’ e-
quilibrio dell’ esagono articolato.

Contiene 840 esagoni semplici; i quali si distribuiscono in due serie, tali che
ogni esagono della prima & circoscritto a un esagono (corrispondente) della
seconda, ossia si aggruppano in 420 coppie di esagoni corrispondenti. Le quat-
trocentoventi coppie si separano in 7 sistemi di 60 coppie, in ciascun dei quali
queste si combinano in se; gruppi di dieci coppie d’esagoni corrispondenti,
dotati di certe proprietd comuni, o anche si combinano in gquattro gruppi di
quindice coppie, ecc. .

Con le rette # si formano 105 trilateri A (n.° 29) i cui vertici P sono punti
estranei alla Cfz.; ogni trilatero & circoscriito a un triangolo A, che gli cor-
risponde univocamente, e i cui lati p sono rette estranee alla Cfz.; per es. se
A=12-34-56 il corrispondente triangolo inscritto & A=T712.734-756. Vi
sono dunque mnella Cfz. centocinque paja (A, A) di #rilateri-triangoli corrispons
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194 Jung: Sull equilibrio dei poligoni articolats

denti, le quali si aggrappano in 7 sistemi di 15 paja dotati di certe proprietd
comuni; ece. ecc.

Questi trilateri A si possono rappresentare col simbolo A!Y™, intendendosi che
nel trilatero A; (n.° 29) V'indice « (e=1, 2, 3,... 7) va sostituito con I'indice
fisso 7. I corrispondenti triangoli A si possono analogamente rappresentare col
simbolo Kﬁ;‘—”

45. La F, si pud anche scindere nel gruppo

F,=(l, 2, 3, 4, 5)=10,
Q=6.(1, 2, 3, 4, b)
Qs=1.(1, 2, 3, 4, 5)
r=67;

nel quale i due cinquilateri completi (conjugati) Qs e @'s, sono ordinatamente
inseritti nella Cfz. Fy ed hanno i lati omologhi concorrenti sulla retta »=67.
Essa contiene 21 differenti gruppi, simili a questo, i quali uno ad uno corri-
spondono alle 21 rette r; e pud in 252 modi riguardarsi come la Cfz. Fi,
corrispondente a 5 forze equilibrate connesse da 2 poligoni funicolari diffe-
renti.
Contiene 756 pentagoni semplici, che si distribuiscono in tre serie di 252,

ciod :

L, L,.. L;.. L, L,. L.

M, M,.. M.. M, M,. M. (=1, 2,..., 126).

Ni Ng... Ni... .Nll .ng-.. .N’i..-

Ogni pentagono L; della prima serie & circoscritto a due pentagoni M;, N;
(corrispondenti ad L; e conjugati fra loro) appartenenti uno alla seconda e uno
alla terza serie, e i lati dei quali 8’incontrano due a due sopra una retta .

In ciascuna serie i pentagoni si aggruppano in 126 coppie. Ogni coppia (L;,
L’;) appartenente alla prima serie & costituita di due pentagoni ciclicamente
inscritti; ogni coppia (M;, M';) o (N;, N';) appartenente alle altre due serie &
costituita di due pentagoni ciclicamente diagonali. Le coppie conjugate (M;
M), (N:, N';) corrispondono alla coppia (L;, L';).

Ognuna delle ventuna rette » individua ses coppie di pentagoni
ciclicamente inscritti e le ses corrispondenti paja di coppie con-
jugate di pentagoni ciclicamente diagonali.
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46. La F,=(5, 8)% si spezza nel gruppo
F,=(1, 2, 3, 4)
9, =5-(1, 2, 3, 4)
Q.=6-(1, 2, 3, 4
Q.=7-(, 2, 3, 4)
s =(5 6, 7);

nel quale i tre quadrilateri (conjugati) @,, ¢'s, @", sono ordinatamente inscritti
nel quadrangolo completo /', e hanno i lati omologhi segantisi due a due
sulle tre rette », che concorrono nel punto G=5671.

La Cfz. contiene 35 gruppi differenti analoghi a questo, i quali corrispon-
dono uno ad uno ai 35 punti G. Essa pud in 105 modi diversi riguardarsi
come la Cfz. F,, di 4 forze equilibrate connesse da 3 poligons jfunicolari.

Contiene 420 quadrangoli semplici, distribuiti in quattro serie di 105, ciog

ki) kg’... ki,... km;
l;, lz’-.o Ii,... l105
m;, Mg,... mi,... Myos

%1, ng,... 'ni,... nw5;

ogni -quadrangolo %; della prima serie & circoscritto a uno Z;, a uno m; e a
-~ uno n; delle altre serie; i lati di questi tre quadrangoli (costituenti una ferna
di quadrangoli conjugati, corrispondente a k;) s'incontrano due a due sopra
tre rette # concorrenti in un punto G.
Ogni punto della Cfz. individua ¢re quadrangoli k e le #re cor-

rispondenti terne di quadrangoli conjugati (!, m, n).

47. La Cfz. F', si scinde nel gruppo

FSE(17 27 3)) FAE(47 5) 61 7)
Q:=4-123, Qs=5-123, Q"s=6-123, Q",=17-123.

I quattro triangoli conjugati @, @’; Q" Q" sono a due a due variamente
omologici; centro comune e raggi comuni d’omologia sono il punto G=123

e le rette » della terna (1, 2, 3); gli assi d’omologia sono i sei lati del qua-
drangolo completo F,.

La F, contiene 35 differenti gruppi simili a questo, i quali corrispondono
uno ad uno ai 35 punti G; e pud in altrettanti modi riguardarsi come la
Cfe. Fy, di 3 forze equilibrate connesse da 4 poligoni Sunicolari.
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196 Jung: Sull’ equilibrio dei poligons articolats

Contiene 140 triangoli di vertici G e lati = (triangoli }), 1 quali si sepa-
rano in 70 paja di triangoli associati, per esempio

A=7.123="712-713-723
Ne==T7.456=T45-746-T56.

Se quattro triangoli X appartengono a uno stesso quadrangolo completo, i
quattro triangoli associati sono due a due omologici e viceversa.

48. 8i rileva dagli ultimi due numeri che mentre un punto G' individua
le fre rette in esso concorrenti e i se; lati del quadrangolo corrispondente
(complementare), le rimanenti dodici rette » si aggruppano (in una sola ma-~
niera) sia in una terna di quadrangoli semplici conjugati, sia in una quaterna
di triangoli 1 conjugati; i lati omologhi di quelli 8’incontrano due a due sulle
tre » concorrenti in G, i lati omologhi di questi s’incontrano due a due sopra
1 sei lati del quadrangolo corrispondente a G.

Lis. 6.0 Configurazione di 8 forze equilibrate nel piano. Equilibrio del-
U ettagono articolato. ) :
m=2_8 Fs=(6, 3)s
49. Le ventotto rette r della Cfz. Fo=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) sono:
le linee d’azione ... 12 23 34 - 45 56 67 T8 81
delle forze date ... a b ¢ d e f g h t
le linee d’azione ... 13 35 57 71 24 46 68 82
delle ris. binarie ... ab ¢d ef gh be de fg  ha ;
le linee d’azione ... 14 47 72 25 58 83 36 61
delle ris. ternarie . . . abc def gha bed efg hab cde fgh ;
la linee d’azione ... .. 15 26 37 48
delle ris. quaternarie . . . abcd bede cdef defg
=efgh .fgha ghab habe
11 poligono-forze P, coincide con 1’ottagono semplice (n.° 18)
P,=12345678;

il poligono P, delle risultanti binarie si spezza nei due quadrangoli semplici
(conjugati)
P,=(p.=1357; p,=2468);
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il poligono P; delle risultanti ternarie coincide con I’ottagono semplice
P,=14125836;

il poligono P, delle risultanti quaternarie degenera nel quadrilatero
P,=15.26.37.48=7¢

del quale i lati, ma non i vertici, appartengono alla Cfz. F.

I lati di p, passano pei vertici dispari di P, e di Ps; quelli di p, pei ver-
tici pari degli stessi due poligoni. Le diagonali di p, sono r=15 e r=3T7,
quelle di p, sono r==26 e »=48; ciod coincidono coi quattro lati di P,.

Oltre ai vertici di P,, p,, p’s, Ps, la Cfz. contiene altri ¢ =32 punti (n.° 6),
intersezioni scambievoli di risultanti cicliche d’ordine ¢ differente (incluso ¢=1);
i due 16-goni semplici

P,,=1276341832547856
P ,=1256327834761854,

i cui lati coincidono alternativamente con quelli di P, e di P;, rappresentano
coi loro vertici questi 32 punti residui.

50. La F pud in duemilacinquecentoventi maniere riguardarsi come Ia
Cfz. corrispondente a un sistema equilibrato di 8 forze (incluso il dato: a, 3,
¢y... h). I 2520 ottagoni (semplici) ch’essa contiene sono associati due a due
per modo, che, considerato I’uno come poligono-forze, I'altro rappresenta il
corrispondente poligono delle risultanti ternarie, e, considerati ambedue come
poligoni-forze, ad ambedue corrisponde come poligono P, 1'identica coppia
(psy p’s) di quadrangoli (semplici) conjugati, e come poligono P, I'identico qua-
drilatero J.

11 sistema (P,, P, P;, P,), sopra descritto, assorbendo tutte quante le rette
r, ma soli 24 punti @, individua un gruppo ; di 24 punii fondamentali e il
corrispondente gruppo p; di 32 punti residui. Con le rette » si formano 1260
sistemi analoghi a quello; onde i punti G si separano in altrettanti
modi in due gruppi =;, p; di 24 e di 32 punti rispettivamente.

51. Un pajo di quadrangoli (completi) complementari (v. n.° 53, gruppo IV)
contiene nove coppie di quadrangoli (semplici) conjugati, che appartengono ad
altrettanti ottagoni P, (tabella I, n.° 52), Vi sono 35 paja di quadrangoli com-
plementari (tabella II, n.° 52) epperb anche 315 coppie (P” p'z) di quadran-
goli (semplici) conjugati. E poichs a ogni ottagono P, corrisponde una di
queste coppie, ogni coppia (:; P’s) di quadrangoli (semplici) conjugati corri-
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sponde a %%) =8 ottagoni differenti (tabella III, n.° 52). Dunque gli otta-
goni della Cfz. si separano in 8 gruppi di 315 ottagoni ciascuno,
i quali, considerati come poligoni-forze, conducono a differenti
poligoni Py=(p., p) di risultanti binarie, o anche si separano in
315 gruppi di 8, conducenti a un identico Po=(p,, p’s).

52. Una retta » & lato comune di quindici quadrilateri J; un quadrila-

. . -1
tero J contiene quattro rette 7, dunque vi sono 2815

T =105 quadrilateri ¢ i

cui lati, ma non i vertici, appartengono alla Cfz. E poiché ogni ottagono P, ne

2520 _ 24 ottagoni difforenti (tabella IIT)

Gli ottagoni della Cfz. si separano dunque in 105 gruppi di 24
ottagoni (poligoni-forze P,) conducenti all’identico quadrilatero
d (poligono P, dirisultanti quaternarie) ovvero anche in 24 gruppi
di 105 ottagoni P,, conducenti a differenti quadrilateri ¢(=2P,)).

Questi quadrilateri si possono esprimere col simbolo 9, ;=a8-A%" ove
a=1, 2,... 7; purch® &'intenda che le quattro rette di 9, i siano la r=a8
e i lati del trilatero A% definito al n.° 44; cosl per esempio Jy,.;=58.12.
37.46, 07.05="78.14.25.36, ecc.

individua uno, ogni J corrisponde a

TaseLra I

Tipo delle 9 coppie (p, p') d¢ quadrangoli (semplict) conjugati,
contenule in un pajo (1, 3, 8, 7) (2, 4, 6, 8) di quadrangoli (complets) complementari,
e dei 9 oftagoni cui esse appartengono. :

@, 3,5 7 (2 4 6, 8

(», ) 1357, 2468 1537, 2468 1375, 2468 (p, p)
P, 12345678 12543678 | 12347658 P,

(p, p) 1357, 2648 | 1537, 2648 | 1375, 2648 (p, p)
P, 12365478 12563478 12367458 P,

(p, p) 1357, 2486 | 1537, 2486 | 1375, 2486 (p, p)
P, 12345876 12543876 12347856 P,
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TapeLra II

contenente le 35 paja di quadrangoli (completi) complemeniuri.

1,2,3,4 5,678 (1,235 (46,78 (1,236 (%578 ( 2,8,7) 4, 56,8 (1,238 (456,7)

1,245) 56,78 (1,2,46)3,578 (1,247,568 1,243 (3567 1,256 3478)
1,2,5,7)(3,4,6,8 (1,2,581(3467 (1,2670,458 (1,2,6,86,457 (1,2778)(3,45,6)

1,3,495126,7,8 1,3,46) 2578 (1,347,568 (1,348(2567) (1,356)(247,8)

1,357468) (1,358 2467 1,367458 (1,368 2457 (1,378)(245,6)
1,4,56) (2,378 (1,457)(236,8 (1,458) (2367 (1,46,7)(235,8) (1,46,8(2357

1,478 938,56 (1,5873,48 (1,568 (238,47 (1,578)(©23,46) (1,6,7,8)(23,45)

Tipo degli 8 ottagons

Taperra III.

corrispondenti a una stessa coppia (p, p') di quadrangoli (semplici) conjugats
e tipa dei 2% otlagoni corrispondenti a uno stesso quadrilatero 3.

123456178
32547618
52741638
72143658
12745638
32147658
¥ 52341678
¢ | 72548618

e ——

(p, p') = (1357-2468)

. > ¥

~ D R

o

e

NB. In ogni colonna gli ottagoni «, «; 8, B; v, y'; ¢,
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13245768 13425786
23546718 43528716
53641728 53821746
63142758 83124756
13645728 13825746
23146758 43128756
532417638 53421786
63542718 83524716
—— ———
(1256 - 8478) (1458-3276)

0=15-37.26.48

¢’ sono associati (n.° 50).
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53. La Cfz. Fy=(6, 3)% contiene inoltre (n.° 8) i seguenti gruppi
Fi= (1,2 8,4, 5 6 0)=(0, 34

I.
Q758‘(17 2, 37 4; 57 67 7)

Fs =(1, 2,3, 4,5, 6)=(4, 3)i3 Fy =(1, 2,3, 4, 5)=(5, 3)4=10,

IL Q@ =7-(1,2,3,4,5, 6) @ =6-(1,2,3,4,5)
Qs =8-(1, 2, 3, 4, 5, 6) IIL. ¢ @5 =7-(1,2, 3, 4, 5)
r =78 Qs=8-(1,2, 38, 4,5)
F, =6,17,8)=G¢
F,= (1,234 F, =(1, 2, 3)=G
Q. =5-(1, 23,4 Q@ =4-(1, 2, 3)
IV. Q.=6-(1, 2, 3, 4) Qs =5-(1, 2 3)
@ =T(1, 2 3, 4 V. 0=6-0, 2, 3)
Q"=8:-(1, 2, 3, 4 Q"s=17-(1, 2, 3)
F.o= (56,7,78) Q"=8-(1, 2, 3)

Fy =(4, 5, 6, 7, 8)=10;.

54. Vi sono otto differenti gruppi I. Onde la F% contiene 960 Cfz. 21,
circoscritte rispettivamente ad altrettanti settilateri completi; contiene 8.120
terne di ettagoni (semplici) ciclicamente inscritti fra loro e ordinatamente cir-
coscritti ad altrettante terne di ettagoni (semplici) ciclicamente diagonali, ece.,
ecc.; e pud in 8.360 maniere diverse riguardarsi come la Cfz. F,, corri-
spondente all’equilibrio dell’ ettagono articolato.

55. Vi sono 28 gruppi II, corrispondenti uno ad uno alle 28 rette ».
La Fs contiene 5040 esagoni semplici, che si separano in tre serie, ecc.; e
pud in 1680 maniere riguardarsi come la Cfz. Fy, di 6 jforze equilibrate
connesse -da 2 poligoni fumcolam '

56. Esistono 56 gruppi III, corrlspondentl uno ad uno ai 56 punti G. La
F; contiene dunque 56 Cfz. 103, 336 coppie di pentagoni (semplici) ciclica-
mente insecritti fra loro e ordinatamente circoseritti ad altrettante corrispondenti
terne di coppie di pentagoni (semplici) eiclicamente diagonali, e pud in 672
modi riguardarsi come la Cfz. Fs, di 5 forze equilibrate connesse da 3 po-
ligons jfunicolars.
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57. Vi sono 70 gruppi IV. La F, pud in 210 modi riguardarsi come la
Cfz. F, 4 di 4 forze equilibrate connesse da 4 poligoni funicolari. — I 70 qua-
drangoli completi contenuti nella Cfz. F si separano (v. tab. II, n.° 52) in 35
paja di quadrangoli (completi) complementari (1, 2, 3, 4), (5, 6, 7, 8) Un pajo
qualswooha assorbe dodici rette r; le altre sedici r si aggruppano, in due ma-
niere diverse, in una quaterna d1 quadrilateri completi conjugati, inseritti in
uno dei due quadrangoli; 1 loro lati omologhi si segano due a due sui lati del
quadrangolo (completo) complementare
. 58. Vi sono 56 gruppi V, corrispondenti uno ad uno ai punti G. La I,
pud in altrettanti modi rlguardarm come la Cfe. I's; di¢ 3 forze equilibrate
connesse da 5 poligoni funicolari. Essa contiene 280 triangoli X (triangoli i cui
lati e 1 cui vertici appartengono alla Cfz.); ogni punte G ne determina cinque,
i quali due a due sono variamente omologici: centro comune e raggi comuni
d’omologia sono il punto G e le tre rette » ivi concorrenti; assi di omologia
sono le dieci rette della Cfz. F,=10, che appartiene al gruppo V corrispon-
dente a G. I gruppi V sono complementari uno ad uno ai gruppi IIL

‘Es. 7.0 Configurazione di 9 forze equilibrate nel piano. Equilibrio del-
U ottagono articolalo.

m=9 =(T7, 3)%

59. Le trentasei rette » della Cfz. F,y=(1, 2, 3, 4, 5, 6, T, 8 9) sono:
le linee d’azione .. 12 .23 34 45 56 67 18 89
delle forze date. . . @ b ¢ d e f g k g
le lines d'azione . . 13 35 57 79 92 24 46 68 8L )
delle ris. binarie .. ab cd . ef gk da be de fg i )
le linee d’azione . . 14 47 7L, 25 58 82 36 69 93 ,
delle ris. ternarie. . abc def ghi bed efg/ lia ~ cde fgh <ab g
le linee d’azione .. 15 59 94 48 83 37T 72 26 61 )

delle ris. quaternarie abcd -efgh dabe defg Tiab cdef ghia bede fghi )
11 poligono-forze P, e i poligoni P;, P, delle risultanti binarie e quaternarie
coincidono rispettivamente coi tre ennagoni semplici
P,—123456789=4
P,=135792468=0D
P,=159483726=C
Annali di Matemaltica, tomo XII. 20
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i quali, presi nell’ordine (4, B, C) sono ciclicamente inseritti fra loro: ciod
A & inscritto in B, Bin C e C in A4; e percid i lati e i vertici di questi enna-
goni formano una Cfz. 27, (n.° 98). Il poligono P; delle risultanti ternarie
degenera in una #ripla di punti conjugati della Cfz. cioé

P,=(147, 258, 369)=~;

con che s'intenda che i 9 lati di P, si separano in tre terne (conjugate) di
rette r, rispettivamente concorrenti nei detti punti. )
60. Oltre alla tripla ¢ di punti conjugati e ai vertici dei poligoni 4, B,
C, la Cfz. contiene altri =54 punti (n.’ 6), intersezioni scambievoli di risul-
tanti cicliche di diverso ordine, i quali si trovano sei a sei sui nove raggi
concorrenti in z. Essi sono:
(1, 4, 7) (2, 5, 8)

—

142 143 145 146 148 149 251 253 254 256 257 259
472 473 475 476 478 479 581 583 584 586 587 589
712 713 715 716 718 719 821 823 824 826 827 829

5,69
361 362 364 365 367 368

691 692 694 695 697 698
931 932 934 935 937 938

e possono anche distribuirsi, come vertici, in tre terne di esagoni semplici
appartenenti alla Cfz., ciod

147 258 369
P,=(235689; 346791; 124578)
P,.=(359268; 137946; 572481)
P.=(598326; 943761; 154872).

I tre esagoni che si trovano in un’orizzontale hanno per lati i lati di due
ennagoni del gruppo (P,, P;, P,); per es. quelli dell’orizzontale P,, hanno i
lati di P, e di P,. I tre esagoni che si trovano in una colonna appartengono
a una stessa Cfz. (4, 3); e vi formano un gruppo di esagoni consociati (n.° 27);
ad esempio quelli della prima colonna sono consociati nella €fz. F; individuata
dal punto 147 (n.° 67) — le altre due colonne corrispondono cosi ai due punti
che con 147 formano la tripla r=147, 258, 369.
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61. Compreso il sistema (a, b, ¢,... &, ¢) che I'ha somministrata, la Cfz.
Fy corrisponde identicamente a 20160 sistemi diversi di 9 forze equilibrate;
e contiene altrettanti ennagoni semplici, 1 quali si separano in 6720 ferne
(4; B; Ci)=¢; di ennagoni ciclicamente inscritti. Se un ennagono (per es. B;)
di una terna si riguarda come poligono-forze P,, gli altri due, presi ciclica-
mente (cioé C; e A;) rappresentano i corrispondenti poligoni P, e P, delle
risultanti binarie e quaternarie; il poligono P; delle risultanti ternarie invece
¢ in ogni modo rappresentato da una stessa ¥ripla di punti conjugati ;, la
quale, come ora si vedrd, non sempre varia con la terna e;.

Infatti ogni terna ¢; individua una tripla z; ma poiché¢ un punto della
Cfz., per es. 789, appartiene a dieci ¢ diverse, ciod:

123.456-789 124-.356.789 125-346-T739 126-345-T789 234-156.789
235-146.789 145-236-.789 256.314.789 246-315-789 245.316.789,

e ogni = contiene #re punti della Cfz., il numero di tutte le triple & e :_;]O=280,
: . . . . . . 6720 .
epperd una stessa tripla ¢ di punti conjugati corrisponde a —2—%—=24 diffe-

renti terne ¢ di ennagoni ciclicamente inseritti (¥). Ne segue che i suddetti
20160 sistemi di forze equilibrate si separano in 280 gruppi di 72
sistemi, conducenti allo stesso poligono (degenere) P; di risultanti
ternarie. I poligoni P, e P, delle risultanti binarie ¢ quaternarie

() Per es. la tripla di punti conjugati == 147.258.369 corrisponde alle seguenti 24 terne ¢
di ennagoni ciclicamente inscritti:

g, = 123456789 135792468 159483726 e, = 132465798 126783459 168492735
. = 123450786 135762498 156483729 g, = 132495768 129783456 198462735
g, = 129453786 195762438 156489723 g5 = 192435768 123789456 138462795
. = 120456783 195732468 153489726 s¢= 192465738 126789453 168432795
s = 126450783 165732498 153486729 e, = 162405738 129786453 198432765
s = 126453789 165792438 150486723 €5 = 162435798 123786459 138492765

, = 123756489 135492768 159783426 g9 = 132765498 126483759 168792435
g = 123709486 135462798 156783429 ey = 132795468 120483756 198762435
g, = 120753486 195462738 156789423 g, = 192735468 123489756 138762495
6,0 = 120756483 195432768 153789426 g0 = 192765438 126489753 168732495
¢ = 126759483 165432798 153786429 £, = 162795438 120486753 198732465
¢0 = 126753480 165492738 159786423 g, = 162735498 123486759 138792465

™

™

L)

©

«
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—————

relativi ad un sistema qualsivoglia, si trovano fra i 72 ennagon;j
del gruppo cui appartiene il poligono-forze F,, che corrisponde
a quel sistema; e completano quella delle 24 terne e del gruppo,
che @ 1nd1v1duata da Pi.

82. Unpa tripla z di punti conjugati individua tre terne conJugate &i rette
r e il gruppo p dei 54 punti che sulle medesime sono distribuiti; i 27 punti
del rimanente gruppo o costituiscono, insieme alle restanti rette , una Cfz. 27,
e si, distribuiscono in 24 maniere diverse come vertici di tre ennagoni sem-
plici ciclicamente inscritti. Coi punti della Cfz. Fy=(7, 3)® si formano
280 di tali gruppi (r, p, 0); e altrettante sono le.Cfz. 27, che s
possono formare coi suoi punti e con le sue rette fondamentali.
_ 63. La Cfz. Fy=(7, 3){ sl scinde inolire nei seguenti gruppi principali
(n.® 8): ‘ ‘ -
(= (1, 2,3, 45,6, 7,8)=1(6, 3)3

L
{ @:=9-(1, 2, 3, 4,5, 6, T, 8).
(Fr= (1,23 45 6 )=, 3
=8.
- Q/v 8-( )
&Fr=9-( )
v r—=89
Fo= (1,283 4,5, 6)=(4, 3)s F,=(1,8,9)=¢
Qs =7-(, 2, 3, 4, 5,°6) Q: =1.789  Q"y=4-T89
IIL $ Qs =8.( ) VL{Q,=2.789 % =5.789
Qs=9-( ) : Qs =3.789 Q. =6-789
F,= (1,8, 9=¢ s =(1, 2, 3, 4, 5, 6)=(4, 3)%
Fo = (1, 2,3, 4, 5)__103 F,= (,1,8,9)
5 Qs =6-(1, 2,3, 4, 5) @ =1.(6, 7; 8; 9)
v, | 2 =T : \ Ui =2 )
’ s =8.( ) V. =3.( )
@"s=9-( ) ) “i=4 4 )
Fo= 6,789 | @"=5( )

Fy = (1,2, 3, 4,5)=10,
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64. Vi sono nove differenti gruppi del tipo I. La I, pud dunque in
9><2520 maniere riguardarsi come la Cfz. Fs, corrispondente all’ equilibrio
dell’ ottagono articolato. Essa contiene due distinte serie di 22680 ottagoni
(semplici), tali che ogni ottagono della prima serie & circoscritto a un (corri-
spondente) ottagono della seconda; in altri termini vi sono ventiduemilasei-
centottanta coppie di ottagoni corrispondenti, che a due a due sono associate,
ele quali inoltre si separano in 9 sistemi di 2520 coppie, in ognun dei quali
queste si combmano in 8 gruppl di 315 copple d’ottagoni cornspondentx ecc.
. 65. Le trentasei rette r si aggruppano in 945 quadrilateri J, i cui vertici
P sono punti estranei alla Cfz. (7, 3)i; ogni quadrilatero d (pe1 es. 12-34-
56.78) & circoscritto a un corrispondente quadrangolo ¢ (=912-934-956-
978) i cui lati p sono rette estranee alla Cfz, — epperd Ja F, contiene 945
paja (9, ) di quadrilateri-quadrangoli corrispondenti, le quali si distribuiscono
in 9 sistemi di 105 paja, ecc., ecc. .

. 1 quadrilateri 9 si possono rappresentare col simbolo oi{?}, purché s!intenda
che sul quadrilatero ¢, ; della Ofz. Fy (n.° 52) si operi la sostituzione (59)
ciod sl ponga successivamente 1'indice fisso 9 in luogo dell'indice =1, 2,.

‘I corrispondenti quadrangoh d si possono allora rappresentare col simbolo 65‘ ?J’

- 66. I gruppi del tipo I sono #rentasei e corrispondono univecamente alle
rette 7. La F, contiene dunque: 36 Cfal (5, 3);; 36><120 Cfzl 21, circo-
scritte rispettivamente ad altrettante coppie di settilateri (completi) conjugati;
36 <120 terne di ettagoni (semplici) ciclicamente inseritti fra loro e ordina-
tamente circoseritti -ad altrettante eorrispondenti eoppie di terne conjugate 4’ et-
tagoni (semplici). ciclicamente diagonali (per es. i tre ettagoni ciclicamente

inseritti . ,
1234567, 1357246, 1526374

5010 rispettivamente e ordinatamente circoscritti alle due terne conjugate
8-1234567, 8-1357246, 8.1526374

9-1234567, 9-1357246, 9.1526374

di ettagoni ciclicamente diagonali).
In 36 <360 maniere la Fy si pud riguardare come la Cfz. F;, di 7 forze
equilibrate connesse da 2 poligoni funicolari.
67. T due gruppi III e VI sono complementari come pure la terna F; e
la Cfz. F'; in essi contenute. Nella Fy vi sono 84 paja di gruppi complemen-
tari, del tipo (III, VI), le quali univocamente corrispondono agli 84 punti G.
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Un punto G, per es. 789, entra in dieci triple z; in altri termini esistono
dieci paja di punti conjugati fra loro e conjugati a G=T89: esse coinci-
dono precisamente con le dieci coppie di punti che sono conjugati nella Cfz.
F,=(4, 3)8=(1, 2, 3, 4, b, 6) corrispondente al punto G=T89, ossia ap-
partenente ai due gruppi (III, VI) individuati da questo punto.

Tolta la terna di raggi » concorrenti in un punto G' e tolte le quindici
rette » della Cfz. complementare F, le rimanenti dieciotto rette r si aggrup-
pano in una sola maniera sia in una terna di silateri completi conjugati, sia
in una sestupla di triangoli A conjugati; i lati omologhi dei tre silateri s'in-
contrano due a due sui raggi » concorrenti in G e i loro vertici sono distri-
buiti sulle rette » della F; (i tre omologhi sopra una medesima #) — 1 lati
omologhi dei sei triangoli A si segano due a due sulle rette » della F e 1
loro vertici sono distribuiti sui raggi » concorrenti in G (i sei omologhi sopra
un medesimo raggio).

68. I 20160 esagoni (semplici) della F, si separano in una serie di
60><84 esagoni L e in una di altrettante corrispondenti terne d’esagoni con-
jugati; ogni esagono L & ordinatamente circoscritto ai tre esagoni della terna
corrispondente.

I iriangoli A sono 504. Ogni punto G' ne individua se che sono due a due
variamente omologici; centro e raggi comuni d’omologia sono il punto G e i
tre raggi » che vi §'incrociano; assi d’omologia le quindici rette r della Cfz.
F,, che corrisponde a G.

La F, pud riguardarsi in 5040 maniere come la Cfz. Fy; di 6 forze equi-
librate connesse da 3 poligoni fumicolari; e in 84 maniere come la Cfz. Iy,
di 3 forze equilibrate connesse da 6 poligoni fumicolari.

69. Anche i due gruppi IV e V sono complementari e complementari o
corrispondenti la Cfz. F; e il quadrangolo completo F; in essi contenuti. Vi
sono 126 paja di gruppi complementari, del tipo (IV, V); onde la F, con-
tiene cenfoventise; quadrangoli completi F', e le cenfoventisei corrispondenti
Cfzi 10,. '

Un quadrangolo F; e la Cfz. complementare F assorbono 6 4 10 rette r.
Le rimanenti 20 si distribuiscono in una sola maniera sia in una quaterna di
cinquilateri (completi) conjugati, sia in una quintupla di quadrilateri (completi)
conjugati; i lati omologhi dei quattro cinquilateri si segano due a due sui
lati di F, e i loro vertici si trovano sulle rette della Cfz. Fy, — 1 lati omo-
loghi dei cinque quadrilateri si segano due a due sulle rette della Cfz, F e
1 loro vertici si trovano sui lati di F,.
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70. I pentagoni (semplici) della Cfz. F, si aggruppano in 6><126 =756
coppie di pentagoni ciclicamente inscritti fra loro e ordinatamente ecircoscritti
ad altrettante corrispondenti quaterne di coppie di pentagoni ciclicamente dia-
gonali. I suoi quadrangoli (semplici) si separano in una serie di 3.126=378
quadrangoli K e in una serie di altrettante corrispondenti quintuple di qua-
drangoli conjugati. Ogni K ¢ ordinatamente circoscritto ai cinque quadrangoli
della quintupla corrispondente; i lati di questi ultimi s’incontrano due a due
sulle dieci rette della Cfz. 10, corrispondente a K. (Ai tre quadrangoli sem-
plici contenuti in uno completo F)y corrisponde una medesima Cfz. 10, ciod
la Cfz. complementare di F).

La F, pud in 12><126 modi riguardarsi come la Cfz. F , di 5 jforze in
equilibrio connesse da 4 pohgom funicolari; e in 3 <126 modi come la Cfz.
F,s di 4 forze equilibrate connesse da 5 poligoni funicolari.

Es. 8.0 Configurazione di 10 forze equilibrate nel piano. Equilibrio
dell’ ennagono articolato.

m=10 " Iy,=(8, 3)5%-

71. Le quarantacinque rette  della Cfa.
Fo=(1, 2,3, 4, 5 6, 7,8 9, 0) (%

sono:

le linee d’azione ... 12 23 34 45 56 67 78 89 90 Ol )
delle forze date ... ¢ & ¢ d e f g kh < 4§ )
le linee d’azione ... 13 35 57 79 91 24 46 68 80 02
delle ris. binarie ... ab cd ef gh 4 bc de fg hi ja t
le linee d’azione ... 14 47 70 03 36 69 92 25 58 81 )
delle ris. ternarie . . . abe def ghi jab cde fgh dja bed efy ki )
le linee d’azione ... 15 59 93 37 71 26 60 04 48 82 )
delle ris. quatername . abed efgh djab cdef ghij bede fghi jabe defg hija 5

le linee d’azione ... 16 27 38 49 50 )
delle ris, quinarie . . . abede bedef cdefg defgh efghi -
fohij ghija hijab ijabc  jabed ’

(') Qui ed in seguito ove i mumeri 10, 11, 12,... hanno il significato di indici scriveremd
in loro vece per brevita 0, 1°, 2...
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I poligoni P, e P, delle forze ¢ delle risultanti cicliche ternarie sona i due
decagoni semplici associati

P,=1234567890
P,=1470369258;

quelli P,, P, delle risultanti cicliche binarie e quaternarie si spezzano rispet-
tivamente in due paja di pentagoni semplici (conjugali), ciod

(p2::13579 ) _< ps=15937

Pg:( Pe=24680 )’ “{ p=26048 )’

il poligono Pj delle risultanti quinarie degenera in un cinquilatero
Ps—16-27-38.49-50=y

del quale i lati sono rette », mentre i vertici sono punti estranei alla Cfz.

I due pentagoni (non conjugati) p, e p,, come pure 1 due p', e p’,, sono
ciclicamente inscritti fra loro. Inoltre i lati di p, e di p, passano rispettiva-
mente pei vertici dispari (n.° 18) di P, e di P;, quelli di p’, e di p’, rispet-
tivamente pei vertici pari degli stessi poligoni. :

Vi sono, oltre ai vertici di P,, P,, P;, P,, altri 9=80 punti G (n.° 6),
intersezioni di risultanti cicliche d’ordine differente. Quaranta di questi si tro-
vano distribuiti offo a offo sui lati del cinquilatero P,=vy; gli altri quaranta
sono 1 vertici dei due icosagoni (semplici) ’

P, ,=12457801346790235689
P, ;=14039281706958473625

i quali appartengono alla Cfz. (invero i lati di P, coincidono alternativamente
con quelli di P, e P, e i lati di P, coi lati di P; e di P,; epperd sono rette )
e sono doppiamente inscritti il primo in Pj, P'altro in P,.

72. I due decagoni semplici P, e P, sono associati, nel senso che, come
P, & il poligono delle risultanti ternarie delle forze date, agenti secondo i lati
di P,, cosl, se si-fanno agire dieei forze equilibrate lungo i lati di P, il re-
lativo poligono delle risultanti ternarie coincide con P,: corrispondentemente
si scambiano fra loro anche i due poligoni degeneri P, e P,, mentre invece
le linee d’azione delle risultanti quinarie coincidono in ambo i casi eoi lati
del medesimo cinquilatero P,=v.

73. La Cfz. F,,=(8, 3)%, delle forze {a,’d, c,. - j) corrisponde identica-
mente a M = 181440 sistemi di 10 forze equilibrate, compreso il dato; e con-
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tiene altrettanti decagoni semplici, che si distribuiscono in 90720 coppie di
decagoni associati (P, P;). E in 90720 modi i punti G si separano in tre
gruppi 7, p, o di 40 punti ciaseuno: = si scinde in quattro poligoni analoghi
a Py, P, P;, P,;; psi scinde in due poligoni analoghi e P, s e P ,; o si
scinde in cinque sistemi di otto punti collocati sui lati di un cinquilatero v.

Essa contiene 126 coppie di Cfzi complementari (I, F';), quali per es. le

Fe=(1, 2, 3, 4, 5)=10,, F'=(6, 7, 8, 9, 0)=10,.

Una di queste copple somministra 12><12 paja di pentagoni semplici conju-

gati (p, p); a ogni decagono (come poligono-forze P,) corrisponde un pajo

(p, p’) di pentagoni conjugati (come poligono P, di risultanti binarie); onde
M

126 >< 12 >< 12

differenti. Per es. il pajo di pentagoni conjugati (p, p)=(13579, 24680)

corrisponde ai seguenti dieci decagoni:

ogni pajo di pentagoni conjugati corrisponde a =10 decagoni

1234567890
1436587092
1638507294
1830527496
1032547698

1230587694
1432507896
1634527098
1836547290

1038567492.

Dunque gli M sistemi di dieci forze equilibrate ai quali cor-
risponde la stessa -Cfz. F,, si separano in 10 serie di 126><12:
sistemi conducenti a differenti poligoni P, di risultanti binarie
epperd anche a differenti poligoni P, di risultanti quaternarie.

I dieci decagonl cui corrisponde uno stesso pajo (p, p') sono associati a diecs
decagoni cui corrisponde pure un medesimo altro pajo (p, p) di pentagoni
conjugati; le due paja sono ciclicamente inscritte fra loro, ciod ciascun pen-
tagono dell’uno & simultaneamente inscritto ad uno (e un solo) pentagono del-
Paltro pajo.

Per esempio 1 decagom assomah ai precedenti dieci sono:

1470369258
1672389450
1874309652
1076329854
1278349056

Annali di Matematica, tomo XII.
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ai quali corrisponde, lo stesso pajo (p, p)=(17395, 40628) di pentagoni
conjugati; il pentagono 13579 & inscritto e circoscritto al pentagono 17395,
e il 24680 al 40628.
74. 8i riconosce facilmente che vi sono 945 cinquilateri v (i cui lati, ma
non i vertici, appartengono alla Cfz. I',) ognun dei quali corrisponde a 192
decagoni P, ossia a 96 coppie (P, P:) di decagoni associati. Dunque gli M
sistemi di diec; forze equilibrate, ai quali corrisponde la stessa
Cfz. F,y, si separano in 945 serie di 192 ciascuna: i sistemi appar-
tenenti a una stessa serie, sono associati due a due, e conducono
tutti a un identico cinquilatero y di risultanti quinarie.
75. La F,=(8, 3)%, si scinde in dieci gruppi del tipo
= (1,923,456, 7 8 9)=(, 3)§
@ =0-(1, 2, 3, 4,5 6, 7, 8 9);

e si pud in 201600 modi riguardare come la Cfz. Iy, corrispondente all’e-
quilibrio dell’ ennagono articolato.

76. Si omettono per brevith gli altri gruppi principali della Cfz. (n.° 8),
perché mentre non offrono difficolth, presentano molta analogia coi casi pre-
cedentemente trattati. Notiamo soltanto che oltre alle 252 Cfz.l 10, delle quali
giad sopra si & tenuto parola, la F', contiene anche altre Cfzl duali, ciod:
14400 Cfzi 21, (ogni punto G ne determina centoventi) e 2800 Cfz.l 27,.

Es. 9.0 Configurazione di 11 forze equilibrate mel piano. Equilibrio
del decagono articolato.

m=11 Fu=0, 9
77. Le cinquantacinque rette r della Cfz.
Fo=(1, 2,3, 4, 5, 6,738,790, 1’)

AN
= 2
————— —— e~

sono:
le linee d’azione . . 12 23 34 45 56 67 78 89 90 01 11
delle forze date . . . @« b ¢ d e f g h ¢ g k
le linee d’azione .. 13 35 57 79 91" 1’2 24 46 638 80
delle ris. binarie .. ab ed e gh 4 ka be de fg ki
le linee d’azione .. 14 47 70 02 25 58 81' 1'3 36 69 91
delle ris. ternarie . . abc def ghi }'ka bed efg hij kab cde fygh ik
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le linee d’azione .. 15 59 92 26 60 03 37 71 14 48 81
delle ris. quaternarie abed efgh djka bede fghi jkab cdef ghij kabc defg hljkg
le linee d’azione . . 16 61" 1'5 50 04 49 93 38 82 27 Tl
delle ris. quinaric . . abede fghij kabed efghi jkabe defgh ijkab cdefg hijka bedef gkz'jlcg.

I poligoni delle forze e delle risultanti cicliche binarie, ternarie,... quinarie
coincidono rispettivamente coi seguenti endecagoni semplici:

P,=128345678901Y
P,=13579124680
P,=14702581369
P,=159260371'48
P,=16150493827

i quali, presi nell’ordine (P, P, P, P; P;) formano un gruppo di endecagoni
ciclicamente inseritti (ciod P, & inscritto in P,, P; in P,, P, in P;, P; in P
¢ P in P,) epperd i loro vertici e i loro lati costituiscono (n.° 98) una Cfz. 55,.

78. Oltre ai 55 vertici di questi poligoni, la Cfz. contiene (n.° 6) altri
¢=110 punti (intersezioni scambievoli di risultanti cicliche d’ordine differente)
che si separano in cinque distinti gruppi di ventidue punti. Invero essi sono
vertici dei seguenti 22-goni semplici:

P ,=124578012356891'1346790=m,
P,,=137924803591'4601571'268=m,
P413515263748596071'8192031'45711
P,,=1402816947251391705836=m,
P, ,=1650932761043871154982=n,

i quali appartengono alla Cfz. F,, e corrispondono ordinatamente ai cinque
endecagoni P;, P;, P,, P,, P,. 1l doppio -suffisso di P, significa che questo
poligono ha per lati le stesse ventidue rette # che limitano P, e P,; simil-
mente P, , ha per lati tutt'i lati di P, e di P,, ecc.

Ogni 22-gono =; & doppiamente inscritto nell’endecagono corrispondente P;;
in ciascun lato di Ps, per es., si trovano due vertici di P, ,=m;.
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79. La Cfz. F,,=(9, 3)% delle forze a, b, ¢,... j, k corrisponde identi~

camente a -]—g—' N sistemi di 11-forze equilibrate (compreso il date) e -con-

1

tiene altrettanti endecagoni (semplici) differenti. Questi si aggruppano in 9!
cinquine di endecagoni ciclicamente inscritti, ciascuna delle quali_contenendo
tutte le rette » e un gruppo = di soli cinquantacingue punti @, individua un
gruppo (corrispondente) p di cenfodieci punti residui; i quali a loro volta si
distribuiscono come vertici in una cinquina di 22-goni semplici. Onde i punti
G si separano in 9! maniere in due gruppi r e p di 55 e di 110
punti; e ogni gruppo (s, p) si spezza in due cinquine (P, P, P P, P,),
(myme w3y ms) di endecagoni e di 22-goni corrispondenti, dotate delle
proprieta sopra descritte. 2 conseguentemente alla F,, apparten-
gono 9! Cfzl b5,.
80. La F, si scinde in undici sistemi del tipo

Fo= (17 2) 31 41 57 61 71 87 97 0)5(8) 3)4;2
‘ L 0w=1"-(1, 23, 45,6, 7,-8, 9, 0)

o . 9111 o Lo ,
e quindi pud i —=—— maniere riguardarsi come la Cfz. F, . corrispon-

dente all’ equilibrio del decagono articolato.

Senza fermarci alle altre proprietd deducibili dallo studio del tipo I, osser-
viamo che le cinquantacinque rette r si aggruppano in 10395 cinquilateri v,
i cui vertici sono punti estranei alla Cfz. Ogni v (per es.”12.34-56-78-90)
& circoscritto a wn corrispondente pentagono v (=121'-341'.561..781'.901"),
i cui lati sono rette estranee alla Cfz. Nella F', si trovano 10395 paja (v, V)
di tali cinquilateri-pentagoni corrispondenti, le quali sono distribuite in 11
gruppi di 945 paja, ecc.,. ece.

Omettendo gli altri gruppl prmclpah, notiamo solamente che oltre alle 9!
Cfzi 55,, la F, contiene altre Cfzi duali, ciod: 55 ><280 Cfzi 27, (ogni retta
r ne determina- 280); 330><120 Cfzl 21, €:462 Cfzt 10,.
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PARTE IL

§4.'

Cfz. ®m n del poligono articolato
e 'di n sistemi (di m forze) capaci di tenerlo in equilibrio.
Sua reciproca.

81. La Cfz. W ch’¢ determinata nello spazio ordinario da »n m-edri cir--
coscritti a uno -stesso m-latero piano o, contiene:

& =(m + ”) punti

m—2
v =(m+") rette
m—1

&= (m ;j: n) piani;

per ogni punto passano #--2 rette ed ("";2) piani, in ogni retta si segano

n--1 piani e giaciono m—1 punti, su ogni piano si trovano m rette ed

(22) punti.
"B facile dimostrare direttamente queste e le altre proprietd della W; ma
noi le riterremo note senz’altro, in quanto che W & la Cfz. reciproca (per’
dualitd) di quella (n.° 85) studiata da S. Kaxrtor nella Nota: Ueber eine Gat-
tung von Configurationen in der Ebene und im Raume (*) e da VEroxese nella
Memoria: Behandlung d. projectiv. Verhilinisse d. Riume von verschiedenen
Dimensionen, ece. (**). '

82. Projettata la Cfz. W sopra un piano, si riguardi I’ m-latero (semplice)
Qm, projezione di o,,, come un poligono articolato, e le projezioni degli spigoli
laterali degli m-edri si considerino come forze applicate ai vertici di §,, e co-
stituenti » sistemi, ciascun dei quali capace di tenere in equilibrio il poligono.

~

(') Wiener Sitzungsberichte, B. 80, 2° Abth., 1. c,
(") Mathem., Annalen, t. 19, 1. c.
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Diremo corrispondenti od omologhe negli # sistemi le forze applicate a un
medesimo vertice di @,,; omologhe le risultanti di forze corrispondenti, omo-
loghi i punti comuni a forze omologhe; onde non solamente ai vertici del
poligono-forze e del poligono di risultanti -narie relativi a un sistema corri-
spondono univocamente i vertici dei poligoni-forze e di risultanti s-narie deghi
altri » — 1 sistemi, ma in generale si viene cosl a stabilire una corrispondenza
univoca fra gli elementi omogenei (punti e punti; rette e rette) delle n. Cfz.i F',
individuate da quegli # sistemi di forze (n.° 6).

83. Cid posto, le (g) ('g) rette, diciamole a,, che congiungono due a due
i punti omologhi di queste Cfz.l F,,, sono projezioni di altrettante rette di W
e come tali esse concorrono quayro a quatiro in punti, m —3 dei quali si

trovano su ogni retta @,; onde le @, determinano (Z)(’Z) nuovi punti che

diremo A4,.
Questi sono projezioni di altrettanti punti di W, e son percid distribuiti tre
a tre su rette, » —2 delle quali passano per ogni punto A,; onde i punti 4,

determinano (Z) (72) nuove rette a,.

Le a; sono projezioni di altrettante rette di W; onde cinque a cinque con-
corrono in punti, m—4 dei quali sono situati in ogni a,; epperd le rette a;

determinano (g) (";) nuovi punti A4s, che sono projezioni di altrettanti punti

di
E cosi, tenute sempre presenti le proprieta della Cfz. W, si riconosce che

questi punti 4; determinano altre (Z)(';) nuove rette a,, ciascuna delle quali

ne contiene appunto quattro; che queste rette a, determinano alfri (Z)(;g)

nuovi punti A, per ciascun dei quali ne passano precisamente sei; e via di-
cendo, la legge essendo ben manifesta.

Si ha dunque il teorema:

Se nel piano di un poligono articolato @ sono dati » differenti
sistemi di forze (¥) applicate ai suoi m vertici, e tali, che ogni
sistema sia da solo capace di tenere in equilibrio il poligono, ¢
che in ciascuno 1’ordine ciclico sia dato dall’ordine col quale si

() v. Note al n.° 4 e al n° 7,
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succedono i vertici di @, si ottiene in generale una configurazione

Dy, n=(q, D).

ove
p=n+2 y=(7Zif) m=3
g=m—1 u=(";i?) n =1.

Le rette » della Cfz. @, , sono:
gli m lati del poligono articolato;

le nx(’f) linee d’azione delle forze e risultanti cicliche di

&

tutt’i sistemi;

le (g)(’;‘) rette a;, che congiungono 2 a 2 i punti omologhi

delle Cfz.l F,, corrispondenti agli » sistemi di forze;

le (Z)(’Z) rette as;, sulle quali si trovano 3 a 3 i punti 4,,

determinati dalle a,;
le (Z)(';) rette a,, sulle quali si trovano 4 a 4 i punti 4,,
determinati dalle as;

e i punti G della stessa @, , sono:
m (m — 3)

gli m vertici e gli 5

punti diagonali del poligono
articolato; ,
.gh n(}‘f) punti delle Cfzi F,, corrispondenti agli # sistemi

di forze (cio® i vertici degli » poligoni-forze, i vertici dei poli-
goni di tutte le risultanti ¢-narie e i punti comuni a risultanti
cicliche di ordini diversi, in ogni sistema);

gli (Z)(’Z) punti 4,, nei quali concorrono 4 a 4 le rette a,,
determinate dai punti omologhi delle Cfz.i Fl;
gli (g)('g) punti 45, nei quali concorrono 5 a 5 le rette a;,

determinate dai punti A4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



216 Jung: Sull equilibrio des poligoniarticolati

gli (Z)(’g) punti 4, nei quali concorrono 6 a 6 le rette a,
determinate dai punti A;;
In questo teorema si suppone m=3, n=1; se n=1 la 9,,, coincide na-
turalmente con la F,, ,.
84. La reciproca (nel senso di Maxwerrn e di Cremoxa) della Cfz. 9, ,,
& projezione della figura che corrisponde alla W in un Nullsystem; e percid
& una Cfz
Vmn=(q1y P)n
nella quale
- - g=n+41, p=m

e o, » hanno il significato +gid detto (n.° 81).
85. In generale la Cfz, V determinata nello spazio ordinario da »’ m'-goni
inscritti -in uno stesso angolo m’-spigolo S, contiene

H'=(m —'—,”) punti \

ne

. f(ud Fn
= ette
Y (m’ —1 ) r ﬂ (a)
N e A WS
o= () iy
per ogni punto passano m' rette e ('g) piani, in ogni retta si segano m'—1

piani e giaciono » 41 punti, su ogni piano si trovano n'-+ 2 rette ed (n j_g)
punti. [B questa la Cfz. cui si allude al n.° 81; cfr. Kaxror e Verosess, 1. ¢.]
86. Indicando con ¢n .- la Cfz. che si ottiene projettando la ¥ sopra un

piano, si trova .
) omn=(gs PV
ove .
q=n"+1, p=mn
e p/, v hanno i valori (a).

Se m'=m ed n'=n, la gm » € la ®' » reciproca (secondo Maxwerr-CreMONA)
della @, » sono evidentemente Cfz.i della stessa specie (n.° 1); cid che si pud
esprimere scrivendo:

'
?m,n’—“—‘pm,n-
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Invece, se m'=n-+42 ed #'=m—2, si trova
(Dm,n = Pn+e, m—2

dunque 1a §m,n, projezione di una figura W determinata da n m-edrj

circoscritti a uno stesso poligono piano s, si pud anche riguar-
dare come projezione di una figura ¥ determinata da m—2 poli-

goni gobbi inseritti in uno stesso angolo #4-2-gono S,. Il me-
desimo risultato si pud interpretare altrimenti cosi:

La Cfz. ®, », corrispondente a un poligono articolato @, e ad »
gistemi di forze capaci di tenerlo in equilibrio, e la reciproca (se-
condo MaxwrrLr-Cremona) della ®pyy m—p, corrispondente a un poligono
articolato Q.+, ¢ ad m — 2 sistemi di forze capaci di tenerlo in
equilibrio, sono configurazioni della stessa specie.

87. Se ne ricava il seguente corollario:

La Cfz. ®, . contiene:

1) (m—l—n) m-lateri completi inscritti in altrettanti sistemi

m
darsi come la Cfz. di un poligono articolato @, e di n differenti
sistemi di forze capaci di tenerlo in equilibrio;

2) (Z;i:} fasci di n+2 raggi circoseritti ad altrettanti si-

di n Cfzl F,; epperd pud in @_—;l_)!(m—{—n) modi diversi riguar-

idi i ; . . 1!
stemi di m—2 n-+2-goni completi; epperd si pud in (n—g (Zig)

modi diversi riguardare come la reciproca (secondo MaxwerLL-Cre-
mona) della Cfz. corrispondente a un poligono articolato Quss € ad
m—2 sistemi di forze capaci di tenerlo in equlllbrlo

88. Se m—mn=2, hanno luogo le relazioni

¢=g=n+1, p=p=n+2, o=g (”n‘i;)

cosicche
q)m,n——'— Pm,n= D i, n)

ossia la Cfz. @, » e la sua reciproca ®m,» (Secondo MaxweLr-CrEMONA)

sono Cfz. della stessa specie, quando m—n=2,

Esempi:
(I)(’ 2 = (DIA. 2 = (37 4)32

Dy 5= (D'5,3 = (47 5);12
ecc.
Anmali di Matematica, tomo XII,
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89. Se m —n=3, si verificano le identitd’
()
D, n = pip;

se invece m —n=1, hanno luogo le identitd

. —m - 2p1—1
Pi=qQ=m, ==\ )

<

p=g=m—1, p=
epperd: '

epperd ,
D n=mwp,.

Dunque la Cfz. ®m x, corrispondente a un poligono articolato @, e

ad n sistemi di forze capaci di tenerlo in equilibrio, & duale

quando m —n =3, mentre invece la sua reciproca ®n, & duale

qua,ndo m—mn==1. Per conseguenza se una Cfz. ®,,, & duale, la sua

reciproca (secondo MaxwrrrL-Cremoxs) & una Cfz. @' » di specie dif-
ferente (n.° 1).

Per esempio sono duali le seguenti Cfz! (a sinistra)
q>4,,= 10, =¢55 O, ,=(2, L =g,
5,0= 8D =y D'so=1(3, 5)5 =92
Dy, 3= 126;= g5 , '3 =(4, 6)2° = Qs,3
0 =462 =0, 7, =5, VC=0,,

----------------------

le quali, come indicano i simboli della prima verticale (a sinistra), rispettiva-
mente corrispondono

a un quadrangolo articol.’ @, e ad 1 sistema di forze capace di tenerlo
in equilibrio, '
» pentagono Qs e a 2 sistemi capaci ece.
» esagono @, n» 3 " »
n ettagono @, » 4 » »

...........................

e, come indicano i simboli della terza verticale, esse sono (n.° 86) anche le
reciproche (secondo Maxwerr-Cremoxs) delle Cfzl che rispettiv. corrispondono

a un triangolo @, e a 2 sistemi capaci ecc.
» quadrangolo @, » 3 » »
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a un pentagono @, e a 4 sistemi capaci ecc.
»  esagono @ » b " »

---------------------------

Le Cfz! a destra sono le reciproche (secondo Maxwerr-Crenoxs) di quelle
segnate in corrispondenza nella prima verticale a sinistra.

§ 5.

Simbolica e applicazione ad alcuni esempi.

90. Tenute presenti le ricerche di Veronxese (1. c.) si riconosce che la
Cfz. piana @, , si pud ottenere come sezione della figura determinata da

punti arbitrarf di uno spazio a ¢ =m —1 dimensioni.

Quest’ osservazione permette di rappresentare tutti gli elementi della Cfz.
mediante combinazioni di N soli indici 1, 2,... N: il simbolo di un punto G
contiene ¢ —1=m — 2 indici differenti; il simbolo di una retta » ne contiene
g(=N—p+1=m—1); e questa rappresentazione pone in rilievo certe cor-
rispondenze esistenti fra gli elementi della Cfz. Per esempio:

a. Se la Cfz. ®,, » & duale (p=¢g; m—n=3) fra i punti e le rette
della Cfz. ha luogo una corrispondenza univoca; & chiaro infatti che
in questo caso un punto G e una retta » i cui simboli siano complementari
[come per es. il punto Ge=123... (j—1) e la retta r=q(g+41)... N] si
corrispondono univocamente in quanto Vuno determina I’altra e viceversa.

b. Se la Cfz. O, © la sua reciproca secondo MaxwELL-CREMONA @' p
sono della stessa specie (m—n=2, p=g 1) i simboli delle » sono due a
due complementari [come per es. »r=12... ¢, ¥'=(q¢+1)... 2¢] e quindi
le rette » si corrispondono o sono conjugate due a due.

¢. Se p=qg—1 epperd m—n=4 i punti G della Cfz. 9, , si cor-
rispondono o sono conjugati due a due; come per es. G=12... (¢g—1),
G=q(qg+1)... 2(¢g—1). Ece. ecc.

91. Con la notazione in discorso i simboli di tutte le » passanti per uno
stesso punto 123...(g — 1) contengono il simbolo di questo punto; e i simboli
di tutti i punti G situati in una stessa retta 12... (g —1)gq sono contenuti nel
simbolo di questa retta. Ma non & altrettanto semplice la rappresentazione delle
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altre figure (punteggiate, fasci, poligoni, polilateri, configurazioni F',, ecc.) ap-
partenenti alla @, »; consistendo essa nell’indicare separatamente mediante i
loro simboli tutt’i punti e tutte le rette della figura che si vuol considerare. Si
pud tuttavia con opportune convenzioni adottare una simbolica che, rendendo
quella rappresentazione pili semplice e compatta, permetta di meglio afferrare
sia il nesso delle varie parti di una stessa figura sia i rapporti scambievoli
delle varie figure contenute in una medesima configurazione.
Per maggior chiarezza spiegheremo la cosa su qualche caso particolare.
92. Es. 1.0 Prendasi come primo esempio la Cfz. @, ,=35, corrlspondente
al pentagono articolato e a 2 sistemi di 5 forze capaci di tenerlo in equilibrio
(n.° 89). Poicht qui N=7 e ¢—1=3 pongasi simbolicamente

By == ¢y s— 35,=(1234567);

le due lineette orizzontali, mentre mettono in evidenza un punto G (=123)
e la retta corrispondente » (=4567), sono in pari tempo destinate a signi-
ficare che (nel caso attuale) il simbolo di quello contiene #re indiei, il simbolo
di questa ne contiene guatéro. Converremo di usare sempre la lineetta inferiore
a dinotare il punto, la superiore a indicare la retia.
Rappresenteremo:

col simbolo (12345) un cinquilatero completo K della Cfz.; i lati
avranno per simboli le “combinazioni quaternarie (lineetta superiore), i vertici
le combinazioni fernarie (lineetta inferiore) dei cinque indici racchiusi in pa-
rentesi: cosicch®

(12341235 1245 13452345 . ... .. .. . ro(lat) )
(123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 @ (vertici) )’

col simbolo 6-(1234_5) una Cfz. 10;=Fj contenuta nella @; »; i simboli

delle rette fondamentali si formeranno aggiungendo !'indice esterno 6 alle
combinazioni fernarie (lineetta superiore), e i simboli dei punti fondamentali
agglungendo lo stesso indice 6 alle combinazioni binarie (lineetta mfemore) dei
cinque indiei racchiusi in parentesi; cosicche

1236 1246 1256 1346 1356 1456 2346 2356 2456 3456
126 136 146 156 236 246 256 346 356 456

col simbolo 67-(1_2-34_53) un pentagono completo H; della Cfz.; i sim-
boli dei lati si formeranno aggiungendo gl’indici esterni 67 alle combinazioni
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binarie degl’indici interni (lineetta superiore), e quelli dei vertici aggiungendo
gl'indici 67 ai singoli indici interni (lineetta inferiore); cosicchd

4567 3567 3467 2567 2467 2367 1567 1467 1367 1267 r

=67.(12345)= .
B, ( ) 567 467 367 267 167 ................ G

Per significare che le cinque rette di K si devono prendere in un ordine

determinato useremo il simbolo 12345 o meglio 12345, senza parentesi; con
la convenzione che

12345
rappresenti ordinatamente le cinque rette
1234 1235 1245 1345 2345,

che si ottengono col sopprimere un dopo aliro nel simbolo 12345 I'ultimo,
il penultimo,... il primo indice; le quali rette si segano ordinatamente nei
punti

123 125 145 345 234.

Cosl i dodici cinquilateri (o pentagoni) semplici contenuti nel cinquilatero com-
pleto

saranno espressi dal simboli:
12345 12354 12435 12453 12534 12543
13524 13425 14523 14325 15423 15324,

Analogamente il simbolo 67-12345 rappresenterd un pentagono semplice
contenuto in H,; per ottenerne ordinatamente 1 vertici

567 467 367 267 167

basterd aggiungere successivamente ai due indici 67 I'ultimo, il penultimo,...
il secondo, il primo degl’indici 12345; i lati successivi sono evidentemente

4567 3467 2367 1267 1567.
Epperd i dodici pentagoni semplici contenuti nel pentagono completo

H,=67-(12345)
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garanno espressi da:
67.12345 67-12354 67.12435 67-12453 67-12534 67.12543

67-13524 67.13425 67.14523 67.14325 67-15423 67-15324.

Rappresenteremo analogamente: col simbolo 123.(4567) le quattro rette
concorrenti nel punto 123, ciod il fascio

945123-(4567)531234 1235 1236 1237§;

col simholo 12.(456 7) un quadrangolo completo della Cfz. 35,, ciodt

1245 1246 1247 1256 1257 1267 lati

=12.(4567)= i
H=12-(4561) é 124 125 126 127 ........ vertici )’

col simbolo 1-(4567) un quadrilatero completo, ciod

N i 1456 1457 1467 1567 ... .. .. lati ;

K=1.(456"=
‘ ( ) 145 146 147 156 157 167 wvertici

col simbolo 4567 i quattro Apunti G posti nella retta 4567 ciod

r4E456?—=—I456 457 467 567].

I tre quadrangoli semplici contenuti nell’anzidetto quadrangolo completo sa-
ranno similmente rappresentati da

12.4567 12.-4657 12-4576

e i tre quadrilateri semplici contenuti nell’anzidetto quadrilatero completo da

1-4567 1-4657 1.4576
ritenuto che

12-456?5!127 126 125 124 (vertici successivi)g

1-4567'511456 1457 1467 1567 (lati successivi) f

Questi cenni sulla simbolica da noi adottata possono bastare a darne un’idea
e a mostrare che, con le debite modificazioni risguardanti il numero degl’in-
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dici costituenti 1 simboli dei punti -fondamentali G e delle rette fondamentali 7,
essa vale in generale anche per le altre configurazioni @, a.

93. Cid premesso passiamo a indicare i due gruppi caratteristici (n.” 87)
nei quali si pud scindere la Cfz. duale 35,=®; ,=g, ;.

Frurpo I

Le Cfzli F;, F's sono ecircoscritte al cinquilatero completo K;; omologhe sono
le rette delle due Cfz.! passanti per uno stesso vertice di K (per es. le 1236,
1237 passanti per 123). Esse sono anche inscritte nel pentagono completo Hi:
due punti omologhi (n.° 82), per es. 456, 457, si trovano sopra uno stesso
lato 4567, In altri termini le rette omologhe di F, F's s'incontrano due a
due nei diect vertiei di K, e i punti omologhi si trovano due a due sui dieci
lati di H.

Le figure H; e K, sono complementari epperd correlative; infatti i 5 vertici

e i 10 lati del pentagono H; corrispondono (n.° 90, a) uno ad uno ai 5 lati
e ai 10 vertici del cinquilatero Kj.
" In K essendo” compresi dodics cinquilateri semplici, a due a due associati o
-ciclicamente diagonali fra loro, si ricavano in corrispondenza dal Gruppo I
‘dodici subgruppi (nei quali & tenuto conto anche dell’ ordine in cui si succedono
le rette e i punti delle varie figure) che si separano in sei paja di subgruppi
associati.

La Cfz. 35, contiene 21 differenti gruppi del tipo I, epperd anche 252 sub-
gruppi dello stesso tipo (due a due associati fra loro). Ogni subgruppo rap-
presenta uno de’modi di riguardare la Cfz. data come Cfz. @, corrispondente
a un pentagono articolato e a 2 sistemi di 5 forze capaci di tenerlo in equi-
librio (n.° 87).
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Gruepo II (¥).
G, =123.(4567) r=45617
', =23-(4567) K', =1-(4567)
)
).

I vertici di H', H', H" sono distribuiti tre a tre sui raggi del fascio G,
(per es. 127, 137, 237 sul raggio 1237); i lati di XK', K", K” s'incontrano
tre a tre nei punti della punteggiata » (per es. 3456, 2456, 1456 nel
punto 45 6). _

Il quadrangolo completo H e il quadrilatero completo K@ sono comple-
mentari, in quanto i 4 vertici e i 6 lati di quello corrispondono ai 4 lati e
ai 6 vertici di questo; e in generale ogni figura a sinistra & complementare
(epperd correlativa per dualitd) a quella a destra che le sta di fronte.

I lati dei tre quadrangoli H si segano due a due nei vertici dei tre qua-
drilateri K (per es. 1245, 1345 si segano in 145) e i vertici dei K sono
allineati due a due sui lati degli H (per es. 145 e¢ 245 sono allineati su
1245); cosicché ogni K & inscritto in due quadrangoli H, ogni H & circo-
scritto a due quadrilateri K e precisamente il quadrilatero completo K® &
inscritto nei due quadrangoli che non gli sono complementari e reciprocamente
il quadrangolo completo H@ & circoscritto ai due quadrilateri che non gli sono
complementari.

In corrispondenza ai tre quadrangoli semplici compresi in HY, dal gruppo II
8i ricavano tre subgruppi, nei quali si tien conto anche dell’ ordine di succes-
sione dei lati e dei vertici; uno di questi subgruppi & per esempio il seguente:

G =123.4576  r= 4576

@551

45

H',=13.(4567) K =2-

-3

~~~

3.

~J

I

Pon)

H",=12-(4567) . K",

Q.= 12-4576 ¢, =3.4576
Q"
Q"= 23.4576  ¢",=1-4576.

I

13.4576  ¢",=2-4576

(") Le principali proprietd di questo gruppo II si trovano indicate anche nella Memoria
VERONESE ; V. pag. 175, Math. Annalen, 1, ¢.
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La Cfz. 85, contiene 85 gruppi del tipo II epperd anche 105 subgruppi dello
stesso tipo; ogni subgruppo rappresenta uno dei modi di riguardare la Cfz. 35,
come reciproca (secondo Maxwerr-Cremoxs) della Cfz. @, , che corrisponde a
un quadrangolo articolato e a tre sistemi di forze capaci di temerlo in equi-

librio.

94. Es. 2.0 Configurazione corrispondente al quadrangolo articolato ed a
3 sistemi di 4 forze capaci di tenerlo in equilibrio. (N="1T) (¥).

sz. @4,3 = 805,2 = (3, B)giE(l 2 3 4.5_6—7).

Grurro L.
K, = (1234=(3, 2); r=5617
H(‘)—5(T — “f67(1234)-——
H2=6( _ (2, 3) gP=517( )= (1, 4).
HY="T( )= 90 =56( )=

I tre quadrangoli HY HY HY sono circoscritti al quadrilatero XK,; i centri
dei tre fasci g g2 ¢g¥ sono allineati sulla retta 567. Nel fascio g{* sono
inseritti i due quadrangoli H®, H{ («, 8, y rappresentano gl'indici 1, 2, 3).
Alla retta 567 corrisponde il quadrllatero complementare K.

Grurro 11,

9:=67.(12345)=(1, 5)

O,= 6.(12345)=
I A
H'y= 7.(12345)="

it

T, (12345)=10,.

l

(") Anche in questo e nei seguenti esempi ci limitiamo a indicare i due gruppi caratte-
ristici della configurazione (n.° 87).
Annali di Matematica, tomo XIL 29
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La F & inscritta in H'; e H"; e questi due pentagoni completi sono inscritti
nel fascio gs. In altri termini i vertici omologhi (per es. 61, 71) dei due pen-
tagoni sono sui raggi del fascio g; (per es. 671); i loro lati omologhi (per
es. 612, 712) si segano nei punti (per es. 12) della Cfz. F;=10,.

Vi sono 35 gruppi del tipo I e 21 gruppi del tipo II; quelli corrlspondono
univocamente alle rette, questi ai punti della Cfz. @, ,.

95. Es. 3.2 Configurazione corrispondente all’ esagono articolato ed a 3 si-
stemi di 6 forze capaci di temerlo in equilibrio. (La Cfz. & duale; N=29).

sz (1)63——?54-——-1265 (123406789)

Grurero 1.

K,= (123456)=(5, 2)’, H,=189.(123456)= (2, 5)"

Fo=7.(123456)= fo= 89.(123456) =
FP=8-( )= (4 3)% o= 19 )=, -
Fr=9-( )= p= 18 )=

Ogni figura (a sinistra) & complementare, epperd correlativa, a quella segnata
di fronte (a destra). Le tre Cfzl F'{ sono circoscritte al sﬂatero completo K6
(per es. le rette 12347, 12348, 12349 passano pel vertice 1234 di K,); !
tre f sono inscritte nell’ esagono completo H; (per es. i punti 1289, 127 9,
1278 sono sul lato 12789 di H,). La Cfz. F'Y) (i=1, 2, 3) & inscritta nelle
due Cfzi f; che non le sono complementari (per es. il punto 45617 di F® giace
nella retta 45679 di /¥ e nella 45678 di ), e reciprocamente la fi¥ &
circoscritta alle due #; che non le sono complementari (per es. la retta 12389
di £ passa pei punti 1238 e 1239 di F'¢ e F'®). Dal gruppo I si ricavano
60 subgruppi, corrispondenti uno a uno ai 60 esagoni semplici contenufi in K.

Vi sono 84 gruppi differenti, del tipo I e 5040 subgruppi dello stesso tipo;
ciascuno di quest’ultimi corrisponde a un esagono articolato e a 3 sistemi di
6 forze capaci di tenerlo in equilibrio.
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Grurero IT.
G=1234.(56789) r=56789
HY= 234.(56789)=\ K= 1.(56789)=
HY= 134. = . Kp = 2 )= :
( ) =(27 4)? =(4, 2)40
H» = 124( )= KY = 3-( )=
Hp = 123-( )= Ky = 4-( )=/
F@— 12.(56789)= F3*=34.(56789)=
Fo= 13.( )= =10 Fev=24.( )=t =10,
Feo— 23 )= Fit=14( )=

Le figure a sinistra sono complementari e correlative alle corrispondenti di
destra. I vertici dei quattro pentagoni completi H giaciono quattro a quattro
sui raggi del fascio G (per es. gli omologhi 2349, 1349, 1249, 1239 sul
raggio 12349 di G); i lati dei cinquilateri completi K s'incontrano quattro
a quattro nei punti della punteggiata » (per es. gli omologhi 15678, 25678,
35678, 45678 nel punto 5678 di ). Rappresentando con «, 8, y, 9 i quattro
indici 1, 2, 3, 4, i lati omologhi di H{” e H) si segano due a due nei punti
della Cfz. F{"), e i vertici omologhi di K e K® sono due a due allineati
sulle rette della Cfz. F'# (per es. i lati 23456 di HY e 13456 di H? si
segano nel punto 3456 della F'J¥; i vertici 1789 di K¥ e 2789 di K}? sono
sulla retta 12789 di F¢¥); cosicche la F{=10, & circoscritta ai due cin-
quilateri completi K(*), K‘® ‘ed & in pari tempo inscritta nei due pentagoni
completi H™, H®, '

Il gruppo II somministra 12 subgruppi, che corrispondono univocamente ai
12 pentagoni semplici contenuti in K, e sono associatt due a due; chiamando
associati due subgruppi corrispondenti & due pentagoni semplici ciclicamenie
diagonali fra loro.

Vi sono 126 gruppi del tipo Il e 756 paja di subgruppi associati, dello
stesso tipo II.
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96. Es. 4.0 Configurazione corrispondente al pentagono articolato ed a 4
sistemi di 5 forze capaci di tenerlo in equilibrio. (N=29).

sz- ¢5,4=(P6,3=(4, 6 ;265(123456@)-

Grurro I.

K, = (12345) r=6189

FP= 6.(12345)=10, g =789.(12345)
FP= T ) g5 =689:( )
FP= 8- ) 95 =679( )
Fy= 9 ) g =618-( )
Hp=67T-(12345) Hp= 89-(12345)
HP=68-( ) Hp= 79.( )
H®=69.( ) Hf= 78-( ).

Le quattro Cfz.! F; sono circoscritte al cinquilatero completo Ki; i centri dei
quattro fasei gs sono situati sulla »=6789. La F'» & inscritta in tre dei sei
pentagoni completi Hj, il fascio g & circoseritto agli altri tre pentagoni H,
(¢t=1, 2, 3, 4).

Vi sono 126 gruppi del tipo I, corrispondenti uno ad uno alle rette della Cfz.

Gruero II.
9,="789-(123456) F,= (123456)=(4, 3)3
HY= 78-(123456) W=9.(123456)

—

Hy= 79 ) fP=8( )
H= 89-( ) =T )

I fascio gs & circoscritto ai tre esagoni Hy; la Cfz. Iy & inscritta nelle tre
Cfzi f;. I lati omologhi di H{® e H{) g’incontrano nei punti della f¥; i
punti omologhi di £ e f sono allineati sui lati di H{.

II

G, -
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Vi sono 84 gruppi del tipo II, corrispondenti uno ad uno ai punti della Cfz.

97. Es. 5.0 Configurazione corrispondente al pentagono articolato ed a 3
sistemi di 5 forze capaci di tenerlo in equilibrio. (N=38).

Cfz. s 3= g;,=(4, B2 =(12345678).

La Cfz. & della stessa specie della sua reciproca (secondo MaxweLr-CrEMONA).
Le rette fondamentali sono due a due conjugate. I due gruppi caratteristici
nei quali la Cfz. si pud scindere sono identici ossia si fondono nel seguente

GRUPPO UNICO.

12345) 9:=678.(12345)

KsE

~

FY=6-(12345)=10, Hpr= 78.(12345)

Fr=1( ) Hi= 68-( )

FP=8.( ) HY= 67 )-
11 cinquilatero completo XK & inscritto nelle tre Cfz.i Fi; il fascio g; & circo-
seritto ai tre pentagoni completi H. I punti omologhi di F{& ed F@ sono
allineati sui lati di H{; ilati omologhi di H{” e H!? s’incontrano nei punti
fondamentali della F'{). Alle rette delle varie figure della prima colonna sono

conjugate le rette delle figure corrispondenti nella seconda colonna.
Vi sono 56 gruppi analoghi a questo; ogni punto G ne individua uno.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



230 Jung: Sull’ equilibrio dei poligons articolati

APPENDICE.

§ 6.

Sulle configurazioni duali d’indice 3, ciod del tipo ps.

98. Siano P, P, P,... Py k poligoni semplici di » vertici, ciclicamente
inseritte fra loro, tali cioé che P, sia inseritto in P,, P, in P,,... Prin P,.
Questi poligoni hanno complessivamente kn vertici ed altrettanti lati. Un lato
di P; (=1, 2,... k) contiene 3 punti, ciod due vertici di P; e uno di P;_,
(se =1 intendasi 4—1=0=EF); in un vertice di P; concorrono 3 rette, ciod
due lati di P; e un lato di P, (se ¢=F, intendasi ¢4+ 1 =%+ 1=1). Dunque
un gruppo (P, P,... Px) di £ n-goni semplici ciclicamente inseritti
fra loro costituisce una Cfz. p; ove p=nk. Questa definizione delle Cfz.
duali d’indice 3 include anche i due casi indicati da Reve (*): ciot quello di
due n-goni simultaneamente inscritti 'uno nell’altro (Cfz. 2n5), e quello di un
n-gono semplice circoscritto a s medesimo (Cfz. n).

Dati in un piano k—1 poligoni P, P;... Pr—, in modo che ciascuno sia
inscritto nel susseguente, per completare, quando sia possibile, la Cfz. nk; basta
costruire un n-gono semplice Pr i cui vertici cadano sui lati di P, e 1 cui lati
passino pei vertici di Pr—,. Il qual problema, fissato che sia I’ordine nel quale
questa doppia condizione dev’essere soddisfatta, & in generale di secondo grado
e sl risolve geometricamente col metodo di falsa posizione.

Dai §§ 1 e 3 si rileva che ogni configurazione F,, corrispondente a pil di
cinque forze equilibrate contiene uno o pilt gruppi di Cfz.l p,.

() L. c. n° 2.
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§ 7.

Osservazione sulla Cfz. 4’equilibrio di 6 forze nel piano;
sua analogia con la Cfz. delle rette di Steiner nell’ esagrammo di Pasecal.

99. Con la simbolica adottata da Cremona (*) e da Veronese (*¥) nello
studio dell’esagrammo di Pascar, i principali gruppi della configurazione di 6
forze, discussi nel § 3 Es. 4°, si potrebbero esprimere mediante certe combi-
nazioni dei 15 trilateri Ay (n.° 29) (***).

Senza fermarci su questo concetto, il cui sviluppo richiederebbe una non
breve disgressione, osserviamo come, prescindendo dal significato meccanico,
le proprietd geometriche della Cfz. F, competano a tutte le configurazioni della
stessa specie; in particolare anche, per esempio, alla Cfz. (4, 3)5 cost1tu1ta
dalle rette e dai punt1 di Stever nell’esagrammo di Pasocar.

Da quest’ osservazione risulta per es. che con le rette di SteiNer si pos-
sono formare 60 esagoni semplici, 6 Cfz.l (3, 3) e 6 cinquilateri
completi, 144 pentagoni sempliei, 15 Cfz.i (2, 3){ e 30 quadrilateri
completi, 135 quadrangoli semplici, 60 triangoli A, 20 terne di raggi
concorrenti, per modo che i vertici di tutte queste figure siano
punti di Stemer; e inoltre 15 trilateri A, i cui vertici sono estranei
alla Cfz. (4, 3);; ossia non coincidono con punti di Stemer. E i 60
esagoni si separano in dieci gruppi di sed o in quindici gruppi di
quatiro per modo, che tutti gli esagoni di un gruppo siano dotati
di certe proprietd comuni; e i pentagoni si combinano in 36 paja
di pentagoni ciclicamente inscritti e in 36 corrispondenti paja di
pentagoni ciclicamente diagonali: ogni poligono della prima serie
essendo circoseritto al poligono corrispondente dell’altra; ecc. ecc.

(") Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprietd dell’ esagrammo di PASCAL,
Memoria della R. Accad. dei Lincei, ser. 3%, tom, I (1876-77).

(") Interprétations géométriques de la théorie des substitutions de n lettres, particu-
litrement pour n =3, 4, 5, 6, en relation avec les groupes de U Hexagramme mystique.
Annali di Matematica, t. XI.

(") Una simbolica analoga estesa ad esprimere opportunamente i vari gruppi contenuti
nelle Cfz.l d’equilibrio di 7, 8, 9,... forze, permetterebbe di ravvicinare la teorica di queste
configurazioni a quella delle sostituzioni di 7, 8, 9,... lettere.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



232 Jung: Sull’equilibrio dei poligons -articolati

Ne & difficile stabilire una corrispondenza univoca fra le 15 rette di SteNer
e le 15 rette fondamentali dell’esagrammo, di maniera che ogni gruppo di
quelle individui un gruppo di queste. Per es.: Ai tre esagoni fondamen-
tali le cui rette di Pascar concorrono in un punto G di StrNEr cor-
rispondono tre esagoni di rette Stmmer consociati e appartenenti
alla tripla T individuata dal punto G (n.° 31), ecc. Se poi si conside-
rano le intersezioni P’ delle rette di Striner, che non cadono in punti di Srei-
NER, e le intersezioni P delle rette fondamentali, che non cadono nei sei punti
fondamentali, si ottiene una serie di 45 punti P’ e una serie di 45 punti P,
che si corrispondono univocamente. Ogni gruppo di punti P determina un
gruppo di punti P’; da certe proprietd del primo gruppo, si possono ricavare
proprietd dell’altro. Per es.

I punti P sono distribuiti tre a tre
su 60 rette di Pascan; a ognuna di
queste corrisponde un trilatero Aj;; un
punto di Stemer individua tre rette di
Pascar: i corrispondenti trilateri hanno
1 vertici sulle tre rette di Pascarn de-
terminate dal punto conjugato (¥).

I punti P’ determinano tre a tre 60
triangoli P, a ognun dei quali corri-
sponde un trilatero A;; un punto di
Stemver individua tre triangoli P: i
trilateri corrispondenti hanno per ver-
tici 1 vertici dei tre triangoli P indi-
viduati dal punto conjugato.

Ece. ece.

§ 8.

Proprieta dei poliedri completi.

100. La configurazione di m forze equilibrate nel piano essendo in so-
stanza la projezione di un m-edro completo, gli spigoli e i vertici di questo
si possono indicare con gli stessi simboli che dinotano le rette e i punti fon-
damentali della Cfz. F,; epperd si pud rappresentare un m-edro completo IT,,
con la stessa segnatura (1, 2, 3,... m) che simbolicamente esprime la F.
Se dunque i simboli dei vari gruppi di tale Cfz. s’interpretano convenientc-
mente, si ottengono corrispondentemente dei teoremi relativi all’m-edro com-
pleto.

(") Cfr. VerongsE, Interprétations, ecc,, 1. c., nS 24,
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Si ha per esempio per m=5:

I dieci spigoli del pentaedro completo sono lati di sei paja di

pentagoni gobbi (semplici) ciclicamente inscritti fra loro.
Per m=6:

Gli spigoli dell’esaedro completo sono distribuiti tre a tre su
15 iperboloidi Ag (n.° 29), dei quali essi sono generatrici. Ogni spi-
golo & generatrice comune di tre iperboloidi.

Gli spigoli dell’esaedro completo si aggruppano (in sessanta
maniere diverse) in un esagono gobbo (semplice) e in due trispigoli
(conjugati) che rispettivamente ne projettano i vertici di posto
pari e di posto dispari; i rimanenti tre spigoli sono generatrici di
un iperboloide che corrisponde univocamente all’esagono gobbo.

Questi 60 esagoni gobbi sono inscritti 6 a 6 in uno stesso pajo
di trispigoli conjugati e 4 a 4 corrispondono a uno stesso iperbo-
loide; e quindi si distribuiscono in diecs gruppi di sef o in quindic
gruppi di quattro esagoni (n.° 33, tab. I e II) secondo che come nu-
cleo o base del gruppo si prende il sistema di due trispigoli con-
jugati ovvero l'iperboloide.

Con gli spigoli dell’esaedro completo si formano 36 paja di
pentagoni gobbi (semplici) ciclicamente inscritti e 36 corrispon-
denti paja di pentagoni piani (semplici) ciclicamente diagonali.
Un pajo qualunque di quei pentagoni & circoseritto al pajo corri-
spondente di questi. Due paja corrispondenti di pentagoni con-
tengono tutt’e quindici gli spigoli dell’esaedro.

Ece. ece.
Per m=17 si ha:

"Gli spigoli » dell’ettaedro completo si aggruppano (in 120
maniere diverse) in una terna di ettagoni gobbi (semplici) ciecli-
camente inscritti, che, assorbendo 21 vertici dell’ettaedro, de-
terminano i 14 rimanenti. Questi punti sono vertici di tre 14-goni
gobbi (semplici) aventi per lati quattordici spigoli » e corrispon-
denti uno ad uno agli ettagoni anzidetti. Ogni 14-gono & doppia-
mente inscritto nell’ettagono corrispondente.

Eee. ece.

Annall di Matematica, tomo XII, 30
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§ 9.

Equilibrio dei poligoni articolati sollecitati da forze applicate sui lati.

101. Se un poligono articolato & in equilibrio sotto 1’azione
di m forze poste nel suo piano e applicate ad altrettanti punti dati
(ad arbitrio) sui suoi m lati; le linee delle reazioni nei suoi ver-
tici sono lati di un poligono funicolare connettente le forze date.

Infatti se l;.i, 4, Uiy sono tre lati successivi del poligono articolato, si pud
sciogliere il vincolo che collega i primi due aggiungendo nel vertice (/;—, 1;)
due certe forze uguali opposte agenti lungo una retta determinata a;—, ;; e si
pud sciogliere il vincolo che collega gli ultimi due lati aggiungendo nel vertice
(l; liy,) due certe forze uguali opposte agenti lungo una retta determinata a; ;..
E poichd la forza esterna P;, applicata in un punto di /;, e le reazioni negli
estremi di questo lato sono in equilibrio, le rette @i, i, ;. ;11 devono eviden-
temente concorrere sulla P;.

Dunque le rette @iy @osy daay... @i, ciod le linee delle reazioni nei vertici
suceessivi (I, L), (5 L), (s 1y),... (lm 1s) del poligono articolato, formano un po-
ligono semplice @y, circoscritto al poligono articolato e inscritto mel poligono
delle forze esterne. Inoltre, le reazioni nei vertici essendo uguali e contrarie
alle azioni esercitate sui vertici stessi dalle forze date, ne viene che queste si
possono scomporre in 2 forze aventi per linee d’azione i lati di @,, e a due
a due uguali opposte; onde @, & un poligono funicolare delle forze date.

Questa proprietd, si presta alla soluzione di diversi problemi. Per esempio:
« Date le linee delle reazioni negli m vertiei di un poligono articolato e asse-
gnati su m—1 lati i punti d'applicazione delle forze che devono tenere il
poligono in equilibrio, si possono determinare, proporzionalmente, tutte le forze
esterne e tutte le reazioni nei vertici, nonché il punto d’applicazione della
forza agente sull’me lato. »

. « Date le reazioni degli 7 vertici si possono determinare le intensita, dire-
zioni e punti d’applicazione (sugli m lati) delle forze esterne che devono tenere
in equilibrio il poligono articolato. »

« Date le linee d’azione di m —1 forze esterne e le intensitd di quelle ap-
plicate sopra due lati consecutivi, si possono determinare completamente tutte
le forze esterne e le reazioni di tutti i vertici. »
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102. Riassumendo in un solo enunciato il teorema testé dimostrato e quello
gid noto, richiamato al n.° 12, si ha la seguente proposizione generale:

Un sistema piano di forze equilibrate & capace di tenere in
equilibrio tutt’i poligoni articolati che ne sono poligoni funico-
lari oppure tutt'i poligoni articolati che sono inscrittibili in un
qualsivoglia poligono funicolare del sistema, secondo che le forze
s’intendono applicate rispettivamente ai vertici oppure a punti co-
munque assegnati sué lati dei poligoni articolati.

Ed & evidente il corollario:
Se un poligono articolato & tenuto in equilibrio da m forze

poste nel suo piano e applicate a punti dati dei suoi lati; le linee

d’azione di queste forze e delle rispettive risultanti cicliche, e
q p ©

quelle delle reazioni nei vertici, sono le rette fondamentali di

una configurazione Fn4y (§ 2).

Milano, 10 gennaio 1884.
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Sur le principe de la moindre action.

Por G. SasiniNe, professeur & U’ Université d' Odessa.
3 P

Y

IJ illustre auteur de la Mdcanique analytique a, le premier, formulé le
principe de la moindre action dans toute sa généralité; sa formulation de ce
principe n’a plus besoin d’un supplément de clarté et de précision, depuis que
le Géomeétre Francors BErTrRAND a inséré la note qui est placée au bas de la
page 277 du premier volume de la Mécanique analytique (troisieme édition
1855 a.) Au bas de la page 279 du méme volume il y a une autre note, dans
laquelle BerTraND remarque qu’il n’est pas absolument exact de dire que,
en général, pour toutes les variations possibles doit avoir lieu 1I'équation que
Lacravee obtient, en remplacant la variation de la demi-somme des forces
vives par la variation de la fonction des forces et en égalant & zéro la va-

riation d’une intégrale qui soit désignée par V et qui, sous le signe f, a la

fonction contenante la somme des quantités de mouvement des divers corps mul-
tipliées par les élements des trajectoires respectives. Il est impossible de ne
pas admettre que cette remarque de BerTranp est vraie. O. Ropricues dans
son article (*) déduit les équations du mouvement & I'aide du principe de la
moindre action suivant la méthode du facteur variable que Laeranee a donnée
et qu'on emploie ordinairement dans la solution des questions du maxima ou
de minima relatifs. Ropriaues fait reposer sa déduction des équations du mou-
vement sur !’hypothése que les variations du temps relatives & ses limites
sont des quantités arbitraires et indépendanies entre elles, sans prouver que
cette hypothese a lieu nécessairement; mais, en toute rigueur, il faudrait le
démontrer, car les variations du temps, relatives & ses limites sont assujetties

(") De la maniére d’employer le principe de la moindre action, pour obtenir les équa-
tions du mouvement rapportées aux variables indépendantes, par O. Ropricugs. Corre-
spondances sur 1’Ecole Polytechnique, t. 3, 1813 a.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



238 Sabinine: Sur le principe de la moindre action.

& cette condition: les positions initiales et finales du systéme sont censées don-
nées, tout en laissant subsister I’équation des forces vives.

Dans I’article présent je propose la déduction des équations du mouvement
& I'aide du principe de la moindre action suivant la méthode du facteur va-
riable que j'ai mentionnée; mais les procédés que j emploierai dans ma dé-
duction des équations du mouvement ne dépendent pas d’une hypothése quel-
conque par rapport aux variations du temps relatives & ses limites. De plus
ces procédés servent aussi & déduire les équations du mouvement, comme celles
qui découlent de la condition que la premidre variation de 1'intégrale V soit
intégrable et qu'en méme temps ait lieu I'équation qui résulte de la différen-
tiation de 1I’équation des forces vives par rapport & la caractéristique A, admet-
tant que A est le signe des variations en général. La déduction dont il vient
d’ &tre parlé, fait 1'objet du premier paragraphe.

Dans le second paragraphe je démontrerai que la seconde variation de I'in-
tégrale qui doit avoir un minimum, est toujours positive, au moins, tant que
'intervalle de temps auquel se rapporte I'intégrale reste inférieur & une cer-
taine limite, et ’on peut affirmer, dés lors, que le minimum a lieu effective-
ment, en général. Mon analyse, au fond, est la méme que j’ai employée dans
mon article sur la discussion de la seconde variation des intégrales définies
multiples (*); mais seulement la démonstration, qui a occupé la page 119 de
cet article, est remplacée, dans l'article présent, par 1'autre démonstration qui
est plus claire. Il est aisé de voir par mon analyse que dans la réduction,
qu'il faut faire subir & la seconde variation d’une intégrale définie & une
variable indépendante, par umne transformation, se réduit identiquement & zéro
une expression analogue & celle qui est désignée par p (for. 66) dans mon ar-
ticle que je viens d’indiquer. C’est la ce qui distingue mon travail des autres,
dans lesquels, comme je le sais, se traitait la théorie de la diseussion de la
seconde variation d’une intégrale définie & une variable indépendante.

Dans le troisitme paragraphe, en faisant application de la théorie exposée
dans les paragraphes précédents au mouvement elliptique des corps celestes, je
démontrerai le théoréme de Jacosr (**) pour le cas plus simple ol I'intégrale

(") Développements analytiques pour servir a compléler la discussion de la variation
seconde des intégrales définies multiples; par M. G. SapININE. Bulletin des sciences Ma-
thématiques et Astronomiques, rédigé par MM. G. Darsoux, J. HoiieL et J. TanNNERy,
2° série, t. 2, p. 100-129. 1878 a.

(") Ce théoréme a été publié, pour la premiére fois, dans le Journal de CreELLE (vol. 17,
p. 74). Jacosr I’a donné sans démonstration.
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qui doit avoir un minimum, est comparée aux intégrales analogues relatives
a tout autre mouvement qui n’a lieu que dans le plan méme d’orbite d’une
plandte.

L’analyse que je développe dans cet article, est également applicable au
cas d'un cours libre et au cas d’'un systdme quelconque. Aussi, uniquement
pour plus de brieveté, nous bornerons-nous au cas d’un corps libre, en sup-
posant, que sa masse est égale & 1’ unité,

§ 1.

Comme la quantité de mouvement d’un corps libre dont la masse est égale
a 'unité, est la vitesse et que I’élément de la trajectoire est le produit de la
vitesse par I'élément du temps, si I'on désigne par 27" la force vive d’un corps
libre et par ¢ le temps, I'intégrale que nous avons & considerer, aura pour
valeur

t
V=f 2T d (1)
t

¢, et £, étant les limites du temps, c’est & dire, les valeurs de ¢ entre lesquelles
'intégrale V est prise et qui répondent aux deux positions données du corps.

Si I'on rapporte la position du corps & trois axes de coordonnées rectangu-
laires, que I’on désigne par «, ¥, 2, les coordonnées du corps au bout du
temps ¢ et que I’on pose

_dxz _dy _daz
p__d—t’ q—dts T—ma (2)
on aura
1 2 2 2
T=5@*+q +r) (3)

Si I'on désigne par I la fonction des forces qui, étant donnée, ne contient
pas ¢ explicitement, 1’équation des forces vives sera

O—T=h 4)

h étant une constante arbitraire.
L’équation (4), étant différentiée par rapport & la caractéristique d, donne

N =0T ()]

en admettant que & est le signe des variations tronquées et en supposant que
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la constante h, étant donnée, ne varie pas dans la différentiation avec la ca-
ractéristique J.
Les deux positions du corps, étant données, on a

/t,ax=——/r‘p8t, /t‘6y=—/t‘q6t, /t'6z=—/t‘ra“t 2
/to_é‘a:=——/topd‘t, /"’ay=—/t°gat, /roa‘z=—/t°r8t5

/ étant le signe de substitution.

(6)

Pour déduire les équations du mouvement & 1’aide du principe de la moindre
action, il faut rechercher le minimum relatif de !’intégrale V (1) avec la con-
dition que, & les équations (6) prés, les équations (4) et (5) aient lieu.

Suivant la méthode du facteur variable et indéterminé que Liaeranee a donné
et qu’on emploie ordinairement dans la solution des questions de maxima ou
de minima relatifs, la recherche indiquée du minimum se raméne & la re-
cherche du minimum absolu de cette autre intégrale

W=2f‘vdt,
)

dans laquelle

A, étant le facteur variable qu’il faut déterminer ainsi que les fonctions z, ¥,
z au moyen de 1'équation (4) et d’autres équations qui dérivent de I'équation
AW =0.

La variation AW, comme on le sait, prend la forme

AW=/"2[T+1(H—T_h)]at+ 2["" BT —T)dt (1)
)

et ayant égard & 1'équation (4) et en faisant pour abréger

an an dn
L=y  M=1gm,  N=agp, § "
P=(1—-Np, @=>1-Ng, R=(1-—-Xr

la formule (7) se reduit & celle-ci:

AW = | 2Tat+2f [Lax+May+Naz+P

asa

+Q“”+Rd§fj
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Si I'on intégre par parties, ayant égard aux équations (6) et que I'on pose
- aP d AR :
m=( —W)aer( —-—E%)dy-l—(N——W)a‘z- ©)

la variation AW dévient

4 4
AW=—/ 2(1—21)Tat+2j dtd,0. (10)
t .t
D’aprés les formules (8), (9) et (10) I'équation AW =0 entraine les suivantes
/“ (1—22)Tt=0 (11)
t
et
an_d[l1—3p) an _ df(1—%q] an _ d[(1—Nr] g
‘Y= h dy a0 dz o {3

Les équations (12) et (4) serviront & déterminer les fonctions z, y, 2 et .

~ Si I’on multiplie les équations (12) respectivement par p, g, et qu'on les
ajoute, on trouve, toutes réductions faites et en observant que %=%€
d[(l—2NT]

77 0.

En vertu de I'intégration de cette équation, on obtiendra

a=r_ O

5= 57 (13)

C étant une constante arbitraire.
En remplacant, dans cette dernitre équation, la quantité T' par II—% en
vertu de la formule (4), on aura

Ami O | (14)

Les deux formules {(13) et (14) bien montrent que, si la constante C' n’est pas
nulle, la fonction T est celle de =, ¥, 2 qui ne contient pas ¢ explicitement.
C'est ce qui resulte aussi de la formule (3) et des équations

an  dx dn  dzy dun  de (15)

dx T dr’  dy d#’  de  de
L : o . ' 1
aux quelles se réduisent les équations (12), si C=0, car alors A=7 en vertu

Annali di Matematica, tomo XIL 31

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



242 Sabinine: Sur le principe de la moindre action.

de chacune des deux égalités (13) et (14). On doit donc conclure que T' est
la fonction de @, ¥, 2 qui ne contient pas ¢ explicitement et par suite que

d_l_’ ATl de , 4T dy+ dT ds
dt ~ d=z dt+ dy dt de dt

D'un autre coté, si, d’aprés la formule (3), Yon différentie T' par rapport
a ¢, on recevra

&n

aT dzdz sy dy
Gi=mmaTarat

Nous aurons done I'égalité
dTdz , dT dy , dTds -d*zde | dydy | d*z2dz

———— —

FER TR dy dt toa "o tara T ara
qui est 1'identité et par suite qui conduit & la conclusion que

dl  dxz ar __ a*y aT d2e

W dF dy—dr dde (16)

La différentiation de I'équation (13) par rapport & chacune de #, ¥, 2 donne

ar AT aT
LIS N T N Ty
dx 21®°  dy 2I* de 2I: _
En remplacant dans ces dernitres équations, les dérivées ar ar ot 42
dz  dy dz
2
respectivement par celles — Bz By o &2 en vertu des égalités (16) nous ob-

ae’ die e
tiendrons les équations

d2x dzy d*z
an_%#F o w a %m
de  271° dy 27T’ dz 2Tt amn
La différentiation de I'équation (14) par rapport & chacune de z, ¥, z donne
an an afn
cs e e
axr _ dx ax Cdy dx Cdz . 18
dz 2(I—hA)r  dy 22—k de 2(L—hp (18)

Les égalités (13) ou (14), (17) et (18) conduisent & la conclusion que 7\~_ Fn
effet, pour le démontrer,.il 0’y a qu'a considerer les deux cas:
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1) Supposons la constante C égale & zéro. Alors de chacune des deux
égalités (13) et (14) il suit immédiatement que 2= ;

2) Supposons la constante C différente de 0. Alors, si I’on compare les
deux formules (17) et (18), on trouve, en observant que T'=1I—h et en fai-

sant abstraction de la solution 1_

T
an  drx\ aom  dry\ fd  dre)
-t oo -0

Comme les équations (19) sont obtenues en vertu de supposition que C n’est
pas nulle, ces équations (19) se reduisent a les (15).
En retranchant membre & membre la seconde des équations (15) multipliée

par CZZ—O: de la premiére multipliée par %, nous obtiendrons:

d*x dy azy dx=1' (20)

En retranchant membre & membre la seconde des équations (12) multipliée par
p de la primidre multipliée par ¢, on trouve, toutes reductions faites et en

observant que p= fld_:, =%~_'t/

Ezdy _dydz % 21)

ou
(1—-23)=0 (22)
d’olt Yon tire que 1=%.

Si 'on substitue cette valeur de A dans les équations (12), ces derniéres se
reduisent & les (15) qui ne sont autre chose que les équations du mouvement,
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A cause de I'équation (22) et d'une des deux formules (13) et (14), la con-
stante C est égale & zéro, en vertu de quoi I’égalité (11) qui se réduit & celle
C(@t, —231)=0, a lieu quelle que soit I'hypothése par rapport aux variations
oty et d4,. '

11 est évident que les procédes que nous avons suivis dans la démonstration

1 (1 L :
que A=z servent & déduire les équations du mouvement comme celles qui

découlent de la condition que la premitre variation de l'intégrale V (1) soit
intégrable et en méme temps que 1’équation (5) ait lieu.

§ 2.

D’aprés la formule [(10) § 1], la variation A*J¥ n’est autre chose que 1'in-
tégrale de la différentielle de d,», due aux accroissements dx, dy, dz et aux
accroissements dp, dq, dr. En effet: 1) la différentielle de AW due au accrois-
sement J¢ dévient nulle en vertu des équations [(12), (22) § 1]; 2) la diffé-

rentielle de /t‘ (1—22)T due aux accroissements dp, d¢, o7 se réduit & zéro

17 ’ .
en vertu do I équation [(22) § 1]; quant au facteur 2, il ne faut pas le dif-
férentier avec la caractéristique d; c’est ce qui resulte en général de la théorie
de la discussion de la seconde variation des intégrales définies. Nous pouvons
donc réprésenter cette variation A*W par

AW =2K,+2K,+2K, (23)
en posant pour abréger 5
dPddx
[t ,,[dL dL arL (%W)}
K,_f 01| 35 3o+ 30y + g7 dr— — " ow (24)
o (dQ dSy)
(v, [AM, | AM aM dq dt )]
)
d(dR d82) .
(44, AN dN adN dr at )]
Ks_f at | o+ S oy + G 0e— 2 1o (26)
b

Pour obtenir une expression de A*W qui puisse servir & la distinction du mi-
nimum de l'intégrale W, nous transformerons chacune des trois intégrales K,
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(24), K. (25) et K, (26), en substituant aux variations tronquées dz, Jdy, dz
des fonctions linéaires de nouvelles variables, dont les coefficients se déterminent
de la maniére suivante.

Comme le nombre des équations [(15) § 1] est égal & 3 et que ces équa-
tions sont du seconde ordre, le nombre des constantes arbitraires qui n’entrent
dans les fonctions xz, ¥, 2 que par suite de I'intégration des équations [(15)
§ 1], est, en général, égal & 6. Désignant par c, une de ces constantes, for-
mons les expressions

az
2 Zn =3, T(n,m’dTm— (27)

dy

dx -
n=2mk'n,mm

)C@==Emﬂhﬂnaaz’

dans lesquelles xn . sont des constantes arbitraires qui n’entrent ni dans les
fonctions ¢, y, #, ni dans les équations [(15) et (4) § 1].

La somme X s’étendant aux constantes ¢,,, » désignant tous les nombres
entiers depuis 1 jusqu'a 3, et m désignant, en général, tous les nombres en-
tiers depuis 1 jusqu'a 6.

Nous représenterons encore ces mémes valeurs par

dzx ay dz
X»=Z,,K,.,ﬂd—%s Y'=2F Kulp.d—cpa Z,—:z‘,,, K,’pd—a: (28)

en changeant les indices » et m respectivement en v et p.

Les valeurs générales des #, v, #, considerées comme fonctions des ¢y,
étant indépendantes, et les constantes fn » parfaitement arbitraires, on peut
toujours attribuer & ces dernitres des valeurs, pour lesquelles le déterminant D
des 3® quantités (27) ne sera pas égal & zéro.

En prenant les dérivées des équations [(15) § 1] et [(4) § 1] par rapport
aux constantes c¢,, multipliant ensuite ces dérivées par les constantes wn,. et
faisant la somme des produits, nous obtiendrons des équations différentielles
linéaires par rapport aux expression (27) de la forme

d(ﬁ an)
dp dit —0

dat

dL arL arL
WX”_{_d—y Yot = Zn—

d(@dn)
iMy (dMo | AN dg dt ) _ (29)
oty Int G ln— ——y— =0

dr dt

AN aN dN (

aR dZ%)
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an an an aXn aYn aZn
d_xX”_!_d—yY”_l—WZ”_(p T, +q ai +r di )=0 (30)
ou de la forme

(12 ax)

dL ., , dL dL dp i)

Xty bty ——— =0
aeQ de)

dM aM .,  aM, (d_q‘oﬁ_ (31)

dR dZu)
=0

av - ano v, @ d
WXt bt =

dt

d’odt I'on doit conclure que les valeurs X, Y, Z sont les solutions des équa-
tions (29) et (30) ou (31) et (32) analogues & celles, dont les intégrales sont
connues par le théoreme de Jacomr (Journal. de Crerig, t. 17).

Le déterminant D des 3% expressions (27) ou (28), n’étant pas égal & zéro,
on peut exprimer les 3 variations tronquées oz, dy, ¢z en fonctions d’autant

de variables indépendantes w,, en prenant les expressions (27) pour coefficients
de ces variables, on aura

in o du .. . 4 ix,  av, , aZ
%Xy—l—Ty—Y,—F%Z,—(p PO O )=0 (32)

ou

ax—'—‘Zvamv, 3y=Equwv, 6Z=ZyZ~,wg (34)
ol les variables w, ou w, doivent &tre considerées comme fonctions arbi-
traires de t.

La transformation indiquée d’une quelconque des trois intégrales K, (24),
K, (25) et K, (26) est analogue & celle des deux autres, par conséquant nous
bornons nous & exposer la transformation de la premidre intégrale K, (24).

Si, sous le signe f de l'intégrale K, (24), 'on substitue & dz qui est mis

en parenthése, son expréssion (34), que I'on y remplace dz qui est hors de
parenthése, par son expréssion (33) et que I'on pose

doy dewy

= Xa—r=3X,—> (35)
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on trouve, en intégrant par parties et ayant égard aux équations (31)

K,——/ (—sa )+f'd—’iazdt+

(36)
dP an. ap dX: d(t)v ’
ffufn (o - e
Il n’est pas difficile de démontrer que I’ expréssion
dP dXn dP dX, dco,,
z,,z,(dp T ——X,— apat Xn) (87

par substitution aux variables w, et , des fonctions de nouvelles variables,
se reduit identiquement & zéro (*). En effet, en remettant dans I'expression
(37) pour X,, X, leurs valeurs (27) (28), 1’ expression (37) devient

AP dX» dPaX, v \dos
dp dt T dp dt X)dt

dP dz 4P dx)dw,x

=2n2 (dcm de " dep dom)

- E"( (38)

- .
si 'on fait, pour abréger
0 = Zp Kn,m On W =3, Ky, p 6

m ainsi que p désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu’a 6.

En prenant les 6° constantes arbitraires x, . ou k.. qui n’entrent ni dans
les fonctions z, ¥, 2, ni dans les équations [(15) et (4) § 1] et en attribuant
A ces constantes des valeurs pour lesquelles le determinant des 6% quantités
Km,e OU Eu . De s0it pas égal & zéro, nous posons

c')m=EeKm,ele7 ] ﬁ)y:Zst.,els (39)

l, ou I étant les fonction arbitraires de £, et ¢ ainsi que ¢ désignant tous les
nombres entiers depuis 1 jusqu'a 6.

De plus, en prenant les 62 constantes arbitraires x,. ou x, . qui n’entrent
ni dans les fonctions , y, 2, ni dans équation [(15) et (4) § 1] et en attri-

(") Par la démonstration analogue & celle que je propose dans 1'article présent doit 8tre
remplacée la démonstration qui est éxposée 4 la page 119 de mon article signalé plus haut.
Bulletin des sciences Mathématiques et Astronomiques, rédigé par Dareoux, HoUEL et TAN-
NERY, 2° série, t. 2, p..100-123, 1878 a.
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buant & ces constantes des valeurs pour lesquelles le déterminant des 62 quan-
tités x, . ou £, . ne soit pas égal & zéro, nous posons

le=Z24Kgetq, le=3,1,:7, (40)

74 OU 7, étant les fonctions arbitraires de ¢ et g ainsi que y désignant tous
les nombres entiers depuis 1 jusqu'a 6.

Cela posé, nous substituons d’abord, dans 1’égalité (38), aux w, et w, leurs
expressions (39) et nous y remplacons ensuite /, et /, par leurs expressions (40),
alors 1’ égalité (38) se rendra

dP dXn

dP dX, d(ﬂv —
3.3, (dl’ T Xu—% X)
dP d d(Ky,e,
—-—zmz zgzyzeza[dc d:; Km, e Kp, t-_(Ky e"'y) (—;];T—/):I—' (41)

iP d d (Ky,e ™)
—3m3.3,3, zeze[d T 22 fom e B e (g0 o) ( Zl; v]’

En changeant, dans le second terme du second membre de cette égalité (41)
les indices m, e, g, respectivement en p, ¢y 7, DOUS aurons

dP an _ar de dw,
3 —

dP d K

=332 zyZeEs[ 7 Kmem,swg,erg)“( SN
dP dx d(Kg,eTg)

_Emzuzgz EeZe[ om doe Km,eK,;.,s(l('/,sTy)—Z,/;_g]'

Nous formons maintenant les 6% équations
Ky eTg=2a3b Kg,a Ke,b 2a kb (43)

dans lesquelles les inconnues sont les fonctions arbitraires Q, de 7, multipliées
par des constantes arbitraires gp; les coefficients de ces inconnues sont les
produits des constantes arbitraires gy 4 et Kep qui n’entrent ainsi que s ni
dans les fonctions z, y, 2, ni dans les équations [(15) et (4) § 1]. Les con-
stantes kg . et xo s, étant parfaitement arbitraires, on peut toujours leur attri-
buer des valeurs pour lesquelles le déterminant des 6% quantités x, . ne soit
pas égal & zéro; il cn est de méme du déterminant des 6° quantités rep; @
ainsi que & désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'a 6.
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Nous représenterons encore les mémes équations (43) par

Ky ¢ T-/=Z¢Zp ‘Ky,aKs,p Qa kg (44:)

en changeant les indices g, ¢, @ et b respectivement en y, ¢, « et §.
Si I'on porte, dans I'égalité (42) les valeurs de xy., 74 €t 1y, 7,, cOMprises
dans les équations (43) et (44), I'expression (37) se réduira a celle-ci

dP dX, - dP aXy da)v
Zn2y (dp e dp dt T ) dt
dP dz = aQ
——Zmz,uzezezgzyzaz zbzﬁ[d d =~ Hm,e Kp,e e, b K ﬁKg aK/ aQa —— dt Kbﬂ’ﬁ] (45)

aP dx aQq
dc Km,e Kp,c Ke b Ke,p Kg,a Ky, o Qo —1 az — Ko Kg|*

3 2,305:50%,5434 zbzp[
En- changeant, dans le second terme du second membre de I'égalité (45), les
indices ¢ et @ respectivement en y et «, il est évident que le second membre
de cette égalité (45) est égal & zéro, ce qu’il faillait démontrer.

Comme !’expression (37) par substitution aux variables w, et w, des fon-
ctions de nouvelles variables se réduitAidentiquement a zéro, la formule (36)

déviendra . :
K,——-—/ (‘”’go‘ )—I—f ——52dt (46)

En appliquant & chacune des deux 1ntégrales K, (25) et K, (26) les pro-
cédés que nous avons suivies dans la transformation de I'intégrale K, (24),

et en posant

ngznyndd"’" =57, ‘fj"; 47
do do
E=3nZn ”_z,z,___“, 48
i az (48)
on trouve ’
(d 4
K,,——/ ( Q,,a )+j 4Q qs (49)
Yy d !
==/ (Greoe )+f 2 eat, (50)

A cause des formales (23), (46), (49) o (50) la variation de A*W se repré-
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sentera par

P \

7]
MW =— 2(
d
t,,/ P

tow+ Senoy+ Throz) +
(51)

4dP, . dQ ,, dR ,

—]—22{ (d_p.g +d—q‘ll +-d_rz:)dt'

Si, dans I'équation [(5) § 1], I'on substitue aux variations dz, dy, oz leurs
expréssions (33) ou (34), on obtiendra, ayant égard aux équations (30) ou (32)

zn(an"l‘an‘{‘an %1'=0

ou (52)

zv(va'l’qu‘i'er)%:O- }

En vertu des formules (35), (47) et (48) ces équations (52) peuvent étre mises
sous la forme

pE+gntrz=0. (53)
D’aprés les formules (35), (47) et (48), on a
ddz dXn __ddy dYn _ddsz dZn
O A Th o TR i TR T

Les quantités w,, étant déterminées au moyen des équations (33), les quantités
£, n, ¢ peuvent &tre mises sous la forme

iS¢  [dX..1 dD dX, 1 dD dX, 1 dD ]
§="T —2"__',“ i)‘ana”"' it Dax, Y T ﬁdZnazJ
By [dY¥. 1 4D i¥n 1 dD i% 1 dD 1 | .
=2 = mrix Yt w van. Y T p iz 07 (O9

i%c _ [dZ. 1 dD dZ, 1 dD iZ, 1 dD |
b=y Wl pix Tt pan. Y T @ DAz 0t

A cause des formules (51) [(8) § 1] [(6) § 1] (53) et [(22) § 1] les variations
A*W déviendra

AT = f “Etrtpydi (55)
]

Si enfin nous éliminons, sous le signe f , de A*W (55), une des trois quan-

tités £, », ¢, par exemple 7, au moyen de I’ 6quation (83), la variation A*W
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se représentera par

e[ e oo
)

et la discussion de A*W (56) se rameéne a celle de I’expression différentielle
homogéne entitre et du second dégré par rapport & deux variables & et ¢ ar-
bitraires et indépendantes entre elles.

Il est évident que sont remplies les conditions nécessaires et suffisantes pour

que I’ expression qui se trouve sous le signefde AW (56) soit positive; par

conséquent la variation A*W (56) sera positive, si 1’ expression dont il vient
de s’agir conserve la valeur finie pour toutes les valeurs de ¢ qui sont com-
prises entre %, et #,; ce qui aura lieu, si, pour les mémes valeurs de ¢, les
quantités ¢ et ¢ demeurent finies. Or dx, Jy, dz, étant arbitraires, les for-
mules (54) montrent que les quantités £ et ¢ seront finies pour toutes les valeurs
de #, comprises entre 7, et £,, si, pour les mémes valeurs de ¢, le déterminant
D n’est pas nul et tous ses éléments ne deviennent pas infinies. Comme il
peut arriver que l*on aura D=0 pour certaines valeurs de ¢ et qu’il pourra
se faire aussi que, pour certaines valeurs de ¢, quelqu’un des éléments du dé-
terminant D cesse d’étre fini; — il est nécessaire de trouver les valeurs de ¢,
pour lesquelles ces circonstances se présenteront. Les valeurs indiquées de ¢
serviront & déterminer les limites de l'intégrale ¥ (1), entre lesquelles cette
intégrale doit &tre prise pour qu’elle ait un minimum. Supposons que pour
t=1*, inférieure limite de l'intégrale ¥ (1), le déterminant D n’est pas nul
et tous ses élements ne déviennent pas infinis; supposons de méme que le
temps ¢, croissant & partir de 4, a la plus petite valeur ¢+ z, pour laquelle
le déterminant D est égal & zéro ou quelqu’un de ses éléments devient infini.
C’est alors seulement, pour les valeurs de £, comprises entre ¢, et {,-+z que
les quantités £ et ¢ seront finies et, en conséquence, que I’'intégrale V (1) aura
un minimum effectivement, si elle est prise entre #, et f,, en supposant que
L<ty+r-.

Il est & remarquer que, si tous les éléments du déterminant D ne deviennent
pas infinis pour toute valeur de ¢ et que ce déterminant D §’annule pour cer-
taines valeurs de ¢ pourvu que tous ses éléments ne sont pas & la fois nulles;
alors, au moyen des constantes arbitraires xn » qui entrent dans le détermi-
nant D, on peut faire en sorte que le déterminant D soit égal & zéro pour %,
telle valeur de ¢ qui peut étre choisie & volonté; alors donc la discussion de
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la variation A*W se raméne & la détermination de £, 47 qui, en supposant que
¢ croit & partir de ¢,, est la plus petite valeur de ¢, pour laquelle le détermi-
nant D devient nul. Comme la valeur ¢, est arbitraire, dans.le cas indiqué
la discussion de la variation A*W se raméne & la détermination de r.

Il ne rest qu'a démontrer deux égalités qu’on déduit ordinairement, en opé-
rant la réduction de la variation A*TW au moyen des procédés qui découlent
du théoréme de Jacosr [Journal de CreriE, t. 17]. La premitre de ces éga-
lités est "

d Xn
dt

ax,
dt

dYn

Xn+—dt—n—””

X,— Yot iz~ 2 g,—m,, (1)

H, , étant une constante quelconque et la, seconde

anX, dX, n_l_ddY;n - dey_!_dZn __dZ,,Zn=0. (58)

D’aprés les formules [(8) § 1] les équations (29) et (31) représenteront

T Xt d,vd Yn +d(i::;z.Z —
$7ﬁ££X+MM = )
dzz Z"+ di; Xnt dzdg/ d:tf:

et :
Ccl;:g X+ dci:il Y.+ dxdz Z,= d;ff”
‘f;y[: Y, + dydx X + dyd.e d;tl? (605
dc;f Z+ dzd:c X+ dd;c?y Y, = d:“Z;v )

Multiplions d’abord les équations (59) respectivement par X,, Y,, Z, et les
équations (60) par X,, Y, Zy; faisons ensuite la somme des premiers pro-
duits et la somme des seconds produits, soustrayons enfin la seconde de ces
sommes de la premiére; tout cela fait, nous aurons:

d(an x, _ 4% Xn) d(d Yoy 47, Yn) d(dzn 7, 4% Zn)
dt dt dt dt + at dt —0
di + dt dt -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sabinine: Sur le principe de la moindre action, 253

En intégrant cette derniére égalité, on trouvera 1’égalité (57). Nous démon-
trerons maintenant 1'égalité (58).
En remettant pour X, et X, leurs valeurs (27) et (28) dans I’expression

dp dz
— X

“Aem de

dp dz

dX,
— X KmnK,Lv Zmzp,dc dom o Km,nKp,v- (61)

—Em

Nous formons les 6><3 équations
Kmn=Zg2p Km,g Kn,b Kg Kb (62)

dans lesquelles les inconnues sont les produits des constantes xy et xy et coef-
ficients de ces inconnues sont les produits des constantes km, g et &, qui n’en-
trent ainsi que x, et xp ni dans les fonctions x, y, 2, ni dans les équations
[(15) et (4) § 1]. Les constantes &m g et &n3p, étant parfaitement arbitraires,
on peut toujours leur attribuer des valeurs, pour lesquelles le déterminant des
6 quantités x., g ne soit pas égal & zéro et il en est de méme du déterminant
des 3® quantités x,3; ¢ désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'd
6 et b, désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'a 3. Nous répresen-
terons les mémes équations (62) par

Ky, = 2428 K,y Kv,8 Ky Kp (63)

en changeant respectivement m, n, g et b en u, v, y et .
Si I’on porte, dans I'égalité (61) les valeurs des K, » €t & v, comprises dans
les équations (62) et (63), cette égalité (61) deviendra

dXn
at

d Xv

dp dz
X, — Xn—F-mE bIPPX ZbE,s( P G0 ngKanp,yKangKbeKp)

dz
—2nZuZg2, szp(d T ngKany,yKungKbeKp)

En changeant, dans le second terme du second membre de la derniére éga-
lité, les indices m et g respectivement en p et y il est évident que le second
membre de ceite égalité se réduit identiquement & zéro; d’otu il suit qu'on a
I’ égalité

—d—t!Xy—WXn=O- : (64)-
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De la méme manitre nous démontrerons les égalités

dY, iY, o d Zn i ,
@ L =0 o = BT Za=0.
On recevra donc I'égalité (58). Il resulte de 13 que H, ,=0.

Il est & remarquer que 'égalité (64) sert & verifier I’exactitude de la dé-
monstration que I’expression (37) se reduit identiquement & zéro par la sub-

stitution aux o, et o, des fonctions des nouvelles variables.

En effet, si I'on fait pour abréger %X,—%Xn =H', ,, I'expression
(87) sera égale &
dP [dXn axX, d o, AP p doy
. —_— oS, ¥ —_— .
3n 3, dp( T X, ' Xn) - mn_zn-,dp H,, TR

Or notre démonstration de ce que H', ,=0, montre que I'expression (37) de-
vient identiquement nulle par la transformation indiquée de H'y ..

§ 3.

Si 'on désigne par # et y deux coordonnées d’une planéte, situées dans le
plan méme de 1orbite, on pourra poser

2T=p*+q¢* r=0. 1)
Les formules [(33), (35), (47), (48), (52) § 2) et le déterminant D deviendront
ax=X,w1+ng2, 6?/=Y1w1+ Yg&)z, 5z=0 (2)
D=X1Y2—'X2Y1 (3)

E=X1%%+Xz%5 77=Y4d—d&;+yzd—d?’ C=O

doy . e
XA T)EE+ (0 X, 4 gV 220,

La premitre de ces trois derniéres équations peut étre remplacée par

QD% qD@
£ ou par §=.—.—d—t. 4)
(pX2+q7Ys) pXi+gli
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Au moyen de la formule [(56) § 2] et des formules (2) et (4), la variation
A*W se représentera par

(Tedo— X3,
id( D U);”dt ®)

AW = “ (p*+g*) D2 E

(pXs+qXsp?
)

et
Yisx—Xisy

2 22d_—2
AW = J(2§rf;€y§( 77 hdt ©)

Nous exposerons maintenant les préliminaires, qui sont necessaires pour ré-
presenter en coordonnées polaires le déterminant D, les quantités pX,4-9Y,,
pX.+qY, et I'égalité [(58) § 2]. Soient » le rayon vecteur de la planéte, e
I’ excentricité de I’ orbite elliptique, @ le demi grand axe, ¢ le double de I'aire
décrite dans le plan de I'orbite dans l'unité de temps, » le moyen mouve-
ment, f l'attraction exércée par I'unité de masse sur I'unité de masse & I'unité
de distance, M la masse du soleil et M’ la masse de la planéte, on aura

H=f(M—I—M')=nia3 )
dy dz _ . ra*(2a—7)
xa—ym=c (8) dt2+w—p2+q - r (9)
2h ML+ M
o— ib \/ _1¢ 2—; ) (10)

b étant égale & aV1—e¢* et k btant la constante qui est égale & IT— 7' et qui
conserve la méme valeur.

Nous désignons par F' le premier foyer de I’ ehpse, c’est & dire le foyer qui
détermine le lieu du soleil, et par F, le deuxitme foyer de V'elipse. Soient F'
I’origine des coordonnées, ¢ la longitude de la plandte dans I'orbite, « la lon-
gitude de périhélie dans I'orbite, » I'anomalie vraie de la plandte, £ 1'ano-
malie excentrique, = ’époque du passage de la plandte au périhélie et » Iangle
que le rayon vecteur, mené par F, & la planete, fait avec la droit F,F. On
a, par la théorie du mouvement elliptique ou par les formules (8) et (9).

do __dv__ T _a(l—e)
LI Y o ) 1)
__a(l—e) » ___Sinu

2o—r =" (2 5o =Sws  19)
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r=a(l—eCosE)  (14) n(t—r7)=E—eSinE "(15)
Sin E s
e G miezm

d’ott I'on conclut

r du du ¢ dv dv
Sa—r  dv At ra—r). (>18)» Su . (19)

Les équations (11), (12), (13) et (14) conduisent & cette relation entre u et v

- Sinu (1 —e?)Sinv -
Cosu 2e-(14e2) Cosv (20)
En ¢ ~ e .. .2conde des deux équations (11) par I'équation (12),
on trouve, ayant égard A D équation (13)
1—eCosu Smu @1)

1 4eCosv va

- Si I'on compare d’abord entre elles la seconde des deux équations (11) et
Iéquation (14) et que I'on compare ensuite entre elles les deux équations (12)
et (14), on aura deux équations

1—¢ eCosE’ of ——

14 eCosv l—eC su—1+eCOSE

d’ot on tire
e+ Cosv et COSE— Cosu—-e

Cos E'= 1+ eCosv 1—¢Cosu

En comparant ces deux dernidres equatmns entre elles et en prenant en
considération I'équation (21) on recevra

Cosue—e Slnu

Cosv e ~ Sinv (22)
Les® equatlons (21) et (22) se reduisent aux suivants:
Smu—I—eSmuCosv—va—eCosuva (23)
et
eSinwu + Sin% Cosv = Cosu Sinv — ¢ Sinv. (24)

Si I'on porte dans I'equation (24) la valeur de eSinv, tirée de I'équation (23)
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A

multipliée par e, on- trouvera I'équation
Sinu[2e4 (1 - ¢*) Cosv] = Cosu(l —e*)Sinv
qui n’est autre chose que I'équation (20).
Les .valeurs generales des z et y sont les fonctions qui renferment v et
quatre constantes «, ¢, = et a. Or la formule (10) montre qu’on ne doit pas

vamer a par ce que h et f (M+M) conservent la méme valeur. D’aprés
cela’et en vertu des formules [(27) § 2] on trouve, en oboeivant que

z==7Cosg y=rSmcp (25)

dx 1x
X,= Kiid + xzd +K‘3de X, = Kzid +K22d +K23td

(26)

/

dy

‘ d
Yl Kiid +K12dy+K13 Y, = =Kz, 15— zl‘l‘Kzz +K23

Pour exprimer en coordonnges polaires X,, X, Yy, Yz et en méme temps le
déterminant D, les quantités p X, +qY,, pX:4qY,, et I'égalité [(58) § 2],

il ne reste qu'a déduire g%.

La différentiation de I'équation (16) par rapport 2 e, donne’

dv 1 1\/1+e 1 _dE ——1——t E
de 0082;*‘*2\/1——\9 CorZ T G—gyi—ea °2

Do =

Si Y on multiplie cette équation par 4Sm Cos— Sm CosEE » on trouve, toute

réductions faites et ayant égard 3 l’équatlon (16)

av . SmEva
eSnE= 27 Siny 4 222000

qui, en vertu -de 1'equation (17) se réduit & celle

dv bdE Sinv A
T=r @ Tize &)

La différentiation de !'équation (15) par rapjpprt a_e, donne

dE__  SinE
-de  1-=eCosE
Annaly di Matematica, tomo XII. 33
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cette dernitre équation, en vertu des équations (14) et (17) déviendra A
dE

“de

= %Sinv. (28)

En portant cette valeur de % (28) dans I'équation (27), on obtiendra

%_ Sin [a(l——e’)_l_l]___ Sinv o 1 6Cosv =2 (29)

=1_¢ r 1—e de’

puisque ¢ =v-a.
I av’
D’aprés cette valeur ——», on recevra

de
47 —aCosv (30)
de '
La premitre des deux formules (11) donne
dp _dv ¢ _ do
el el et c?mme ¢=v-+a, dac—l' (31)

Les formules (25), (29), (30) et (31) donnent

dz . dz __ ceSina c . dz _ aSingSinv
—;-—-—rSmgo, dt a(1~e?)+ a(l-ez)sm?’ de aCosa 14 ¢Cosv

dy _ dy  ceCos ¢ dy . a Cos ¢ Sinv

3 =700 =i aa— % g — —@Simat 3G 0 1 (32)
dz__ __  ceSinz e . dy _ __ ceCosa ¢

it =P TR ad— ot =1=Ta—a T a(i—e")oos?"

Si I'on différentie la seconde des deux formules (11) par rapport aux ¢ et r,
on recevra )

dr _ ceSiny dr __ ceSiny aer ec2Cosv 33
At a(l—e)’ dtr a(l—e) didzs . a(l—e)r® (33)
L’anomalie vraie v, ainsi que les constantes ¢ et , étant indépendantes de
oy, ON &
B dr < d'r

La différentiation de I'égalit¢ (30) par rapport & £, donne

ar acSiny
dide (35)
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Comme r”-‘%:c, il est évident que

2 49 2 49 2 49
d(r at =0 d( dt) —0 d(r m)_ ec 36
dee ar de  1—e¢ (36)

Si I'on pose
A=F, Ks—E1E1,s B=FKi:Ke3—Fe2 K13 C=FK Ko s—Ks1 K15 (37)
le déterminant D (3), en vertu des formules (26), (32) et (37) sera égal &
p=a(l__ffe,_), Ae(1—¢)Sino— B[2e+ (14 ¢) Cosv] +
(38)
—l—(l——e”)C\/1 Cosv‘

A cause des formules (26) et (32) on aura aussi

pX4+9Y4=-r(l—c_e;) [£1,17(1 —€)— K, ,nV1— €& (2a —r)— 2, ,»Sino] )
S (39)
pX,+4q Y2=7(1L—e§ [&s, 17 (1 — %) — Ko, s 81 — (22 — 7) — 2 &, 57 Sinv]. s

D’apres les formules (25), (26) et (37) et en vertu de ce que Z,=0 et Z,=0,
Iégalité [(58) § 2) déviendra, en égalant n=1 et »=2

do do
27T 2 09
oo aldr By _dr &y +di(" dt)‘dtp d(’ )
= “\dadtdr drvdide " de  d7 it da +

+B37r—dtde—(ﬁdtd'r+d—‘r de  de dv

+C_ﬂ dide dedide Tde de de —du

A cause des formules (29), (30), (31), (33), (34), (35) et (36) cette derniére
égalité se réduit & celle-ci

yi—e¢
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v

d’olt il suit que C=0; et alors le déterminant D (38) sera égal &

D=a—(1—“_162—)2 Ae(l —¢)Sinv— B[2e+ (1 -+ ¢2)Cos]|- (40)
Pour plus de simplicité du caleul, il convient de choisir 1’angle « pour la va-
riable indépendante.

D’aprés cela et en vertu de ce que C=0, nous posons

 Cosue
K1,1=0, K1,2=""17 -Ki,3=01 K 1= ’ ,
‘ ©(4)
14 e*)(Cosuo—1 .
o (FOCoo=
- en\1—e* - J

u, étant constante arbitraire qui exprime I'angle que le rayon vecteur, méné
par F; & la position initiale de la plandte, fait avec la droite F,F.
Ayant égard aux formules (13), (20), (40) et (41), on aura .

e(2a —

D= a(l— r)Sm(u—uo) (42)

La formule (12) donne

r= ____[1+ez [1 -+ ¢? —2¢Cosu]. (43)

1 —¢Cosu

Si Pon porte, dans les expression pX,+q¥, et sz—’I-qu (39) les valeurs
fournies par les formules (41) et (43), on trouve, toutes réductions faites et en
observant que, & cause de la formule (13), #Sinv==(2¢ —7)Sinu,

n*a®(2a— v

pXi+qYi=p+¢= - (44)
et
2¢(2a— 1 2
Xt gV, = r"’((liez)’”)[ +e -—Cos(u-—uo)]- (45)

Les formules (44) et (45) monirent que chacune des deux quantités p X, +qY,
et 10)(2-1-g1’2 ne devient pas nulle pour toute valeur réelle de w; il résulte
de 14 qu’on peut faire usage d’une seule des deux formules (5) et (6), & volontg.
D’aprés tout ce qui précéde, nous trasformerons 1'intégrale "A*TW (6), en y
substituant & ¢ la variable u. -
Pour le faire, il ne reste qu’a exprimer Y,dx— X,Jdy en coordonnées
polaires.
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A cause des formules (25), (26), (32) et (41), on a

Y dz—X,0y= ror%-—r% dp= de (ar—%d‘qa)= )
i (46)
gy
Or, d’aprés la formule (19), on a
dv
av=%3u
par conséquent, si I’on pose
b dr
a=m[ar d“( aa+au)] @7
on recevra
Yiax—X,ay=na9(2a;——7'). (48)

Si, dans 'intégrale A*W (6), I'on sobstitue & ¢ la variable u, et qu’on porte,
sous le signe f, les valeurs fournies par les formules (9), (42), (44) et (48), on

trouve toutes réductions faites et observant que, d’aprés les formules (18)

du c
dt— r(2a—r)

0
: =l
A*W=c| Sin®(u—u,) i Lin(u—w)l Fg,, (49)

du

Ug

u, étant la valeur de » qui répond & position finale de la plandte.

La formule (49) conduit & la conclusion qui peut se traduire en le théoréme
que nous nous sommes proposé de démontrer dans ce paragraghe, savoir:

« S la position initiule de la planéte est en un point M, la position finale
de la planéte se détermine par Uintersection d' ellipse par lo droite ménée par
M au deuxiéme foyer Iy pour que I intégrale V ait un minimum effectivement
dans Uintervalle du temps, lorsque la planéte se meut, en passant de la po-
sition initiale & la finale. »
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Sulla teoria dei moti relativi.

(Memoria del prof. Ernesto Pavova, a Padova.)

In una Memoria presentata all’Accademia di Francia il 25 febbraio 1856
e pubblicata nel vol. VIII della 2* Serie (1863) del Journal de Mathématiques
di Liovvitie, il Bour ha ridotto la soluzione del problema del moto di un
punto o di un sistema di punti relativamente ad un sistema rigido in movi-
mento, alla determinazione di una soluzione completa di una equazione a de-
rivate parziali del 1° ordine, come aveva gid fatto Jacosr pel moto assoluto;
tale riduzione egli ottiene facendo uso di un artifizio, introducendo, ciog, nel
calcolo delle espressioni formate colle derivate prime delle coordinate relative.
Con metodo pit diretto e pitt semplice il prof. C. Neumaxy in una Memoria
intitolata: Ueber Hamilton’s partielle Differentialgleichung, mit besonderer
Riicksicht auf die Probleme der relativen Bewegung, pubblicata nel 1862 in
un giornale russo e ristampata nel 1866 nel vol. XI dello Zeitschrift fir Ma-
thematik und Physik di Scenéminer, ha eseguita 1’anzidetta riduzione tanto nel
caso del moto assoluto, quando fra le coordinate dei punti del sistema hanno
luogo relazioni indipendenti o no dal tempo, quanto in quello del moto relativo
di uno o pilt punti rispetto ad un sistema rigido in movimento. Ora a me &
sembrato utile riprendere sin da principio lo studio del problema nella ipotesi
che il sistema mobile, rispetto al quale si studia il moto di un dato sistema,
sia qualsivoglia e determinare in questo caso I'equazione a derivate parziali
del 1° ordine, la quale mediante una sua soluzione completa fornisce gli inte-
grali del moto; questo & il principale scopo del presente lavoro. Ho poi mo-
strato come dalle formole che cosl si ottengono, si possano con molta facilita
dedurre quelle del Bour ed indicate alcune applicazioni delle formule generali,
ho poi fatto vedere come il metodo qui usato conduca alle equazioni a deri-
vate parziali corrispondenti a certi problemi di moto assoluto, nei quali le
forze ammettono una funzione potenziale dipendente dal tempo, come sarebbero
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quelli del moto di un punto attratto da due centri mobili sopra una retta con
velocith uguali ed opposte, oppure da un ellissoide che si deforma con data
legge.

1. Siano dati due sistemi di punti S,, S,, con xi, xey+.. xm indichiamo
le coordinate del primo, con g, g:y... ¢» quelle del secondo rispetto ad ele-
menti fissi nello spazio. La posizione del secondo rispetto al primo sara deter-
minata quando si conoscano le distanze dei punti di S; da quelli di S,, e se
ammettiamo che S, consti di almeno tre punti, il numero delle quantitd indi-
pendenti fra loro dalle quali dipenderanno tutte queste distanze sard », al pari
di quello delle q. Queste quantitd, dalle quali dipende la posizione di S, ri-
spetto ad S,, le diremo le coordinate relative di S, rispetto ad S, e le indi-
cheremo con 7, 7s,... 7,. Le r potranno esprimersi in funzione delle g e
delle y ed avremo

rr="rn(q %), 1)

dalle quali potremo inversamente dedurre le ¢ in funzione delle » e delle
11 problema del moto relativo di S, rispetto ad S, consiste nel determinare le
r in funzione del tempo, quando si conoscano le forze che agiscono sopra S,
e le x in funzione del tempo.

Deriviamo le (1) rapporto al tempo ¢ e per brevith facciamo uso della no-
tazione di Laeranee per indicare le derivate prese rispetto a quella variabile,
avremo

r's =..?. A +Zh5qh he @)

Quando vi & la quiete relativa fra i due sistemi, le »'; sono tutte nulle e
se con @'p indichiamo i valori delle ¢'s, che si ricavano dalla (2) col porre
uguali a zero tutti i primi membri, potremo scrivere

o= Shi a0 ®

Cid posto ammetteremo che le forze agenti sul sistema S, ammettano la
funzione delle forze ¥ dipendente dalle sole variabili g, le equazioni del moto
assoluto di questo sistema, quando con 7' §’indichi la sua forza viva, saranno

0T+V)_ d dT
0qi dat 0qi )

% ¢ sommiamole dando ad 4 tutti i valori da 1 ad #,

rs

Moltiplichiamole per g
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avremo

W, JE
i 0qi o7 ‘“‘zaré dt oqi (®)

Ma se V si esprime in funzione delle quantitd » e ¢ col sostituire alle ¢ le
loro espressioni tratte dalla (1) sara

oV _ 5.0V oq
o7s y’am ors
mentre essendo 7' funzione delle ¢ e delle ¢' avremo

0T [81’ 0gi 0T qu
ai T 8qz 0rs 3Q1 a"s

Dalle (5) otteniamo dunque

ors als 8q1 a"s d_t.E dt“ dq:%

E perd facile vedere dalle (1) che si ha

8qZ EQz
ars ars

per cui le equazioni del moto relativo, quando si supponga di avere eliminato
le ¢, ¢' da V e da T mediante le (1) (2) (ove per le y si sottintende di aver
posto le loro espressioni in funzione del tempo) saranno

o(T + V) d o7
0rs dt or's’ ©)

le quali hanno la stessa forma delle (4) che spettano al moto assoluto.
La funzione T' & omogenea e di secondo grado rispetto alle ¢’, ossia ha la
forma

2T = 31 rtnkq'nq's,

ove le apr dipendono dalle ¢; vediamo di esprimerla per mezzo delle coordi-
nate relative. Risolviamo per cid le (3) rispetto alle variabili ¢'s— @'s, con R
indichiamo i1 determinante formato col coefficienti e con Ejx 1’ elemento reci-

arn . .
proco a —— in questo determinante, avremo
0 qr !

! 4 1 ’
¢'s— Qs=3 ZnBsn?"n;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



268 Padova: Sulla teoria dei moti relativi.

e se con T, indichiamo la forza viva relativa del secondo sistema rispetto al
primo, vale a dire la forza viva che possederebbe S; quando i suoi punti non
fossero animati che dalle velocitd, le quali composte con quelle che conserve-
rebbero la quiete relativa dei due sistemi, darebbero le velocitd assolute, avremo

2Ty =20 Znam(qn— @n)(q'r— Q')
=YX grnqr—2X X amdnQr+ X Nanr @1 Q'
1 \ ’ ’
= 7 2n Jnnk X So Bun Bt ur’s
per cui col porre

buv R2 Ah Zk QAhk Ruh Rok )

sl avrd
2T, = X0 Yobunturs. )

Se per brevitd poniamo

\ ; w Ruk
Tl=3h2‘kathh2{u“}t—ru

2G = Jponn QnQx

per modo che sia
T4+26G=213ram Qrq'’r

avremo
T=T, + T.+G.
Le (6) assumono allora la forma
OV+Te+Ti+ &) ia(Te—{—T;) @®)
ori dt  0r'

poicheé la G, dopo I’ammessa eliminazione delle ¢, non contiene che le » e ¢.
Poniamo adesso

L o0(Te+ T\
pt_ 97"5 (9)

ed osserviamo che T, e 7', sono funzioni omogenee delle ' rispettivamente
del 2° e del 1° grado, per cui &

8T2 I 8Tl r.

2= 30, = 3 (10)
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dalla prima di queste abbiamo
T T
ATy = Xl d(pt gr) oT,

mentre se in T} sostltu]amo in luogo delle #'; le loro espressioni tolte dalle

(9) abbiamo
a7, 3| (75 )are+ (55 v

e questa equazione confrontata colla precedente fornisce subito le altre

(9Te LTy P
or ori TS0 07

(31’2)_7’,'
opi) "
ove si sono poste fra parentesi le derivate di T, considerata come funzione
delle r e delle p. Ma dalla seconda delle (10) si ha
02T ” 0Ty
Esar sah _3—ri
(&)__ O(Ty+ Tv)
ori) ori
e le (8) prenderanno la forma
DV+G—Ts) _dpn
orh T dt (1)
mentre le (9) risolute rapporto alle »* danno

’ aTS ’
ri:(api) (th)

7 411

per cui sara

e potremo anche sopprimere le parentesi alle derivate di T, perché non son
pit necessarie. Gli integrali del sistema (8) sono dunque dati dalle equazioni

as dsS

I =P =P

ove le «;, f; sono costanti arbitrarie, se S & una soluzione completa della
equazione a derivate parziali

Z—f+V+ G—T,= (12)

nella quale alle p, che appariscono in T, si debbono sostituire le derivate
parziali della funzione incognita S prese rispetto alle 7.
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2. Vediamo ora come da queste equazioni si possano dedurre quelle del
Bour. Immaginiamo per cid che il sistema S, sia rigido ed il sistema S, for-
mato da » punti liberi, le cui masse sieno m,, m,,... m,. Se le coordinate
del punto di massa m; rispetto ad un sistema di assi fissi nello spazio sono
Eny Mny & © se per fissare la posizione di questo punto relativamente ad S,
si determinano le sue coordinate (che indicheremo con xy, ¥, 4.) rispetto ad
un sistema di assi fissi in S,, fra le coordinate &4, s, &n €d Tk, Yr, #» avremo
le relazioni

En=a4a,®y + Y -+ as 24,
nh=ﬁ+ﬁa$h+ﬁzyh+ﬁszh,
=yt 1%+ 72Yn+ 732n,

che tengono luogo delle (1) e nelle quali & notissimo il significato dei coeffi-
cienti. Le quantitd indicate con @ nel § 1, ora potranno indicarsi con X',
Y'y, Z's e saranno date dalle equazioni

X’h=“zuh+dz’0h+“3wh, Y'n=Biun+ Byon+ Bswa,
Z'n="y1tn+ 7200~ y200n
ove
up =0+ qzL—7Yyn, vn="0'+ra—pazn, Wh="0¢ ~+pYrn—qxs,
posto per brevita
a’=d,di+ﬁ’ﬁi+7’}’1, b’=“’dz+ﬁ’ﬁz+}"72; C'=¢'a3‘+ 5,4834-}”73
ed indicate con p, ¢, » le componenti attorno agli assi delle z, ¥, 2 della
velocita angolare del sistema S, attorno all’origine degli assi mobili. Avremo
dunque
2T, = Xpmp(xs+y'%+ 2%
T = Ynmn(@'nn+y'nvn-+2'nwn)
2G = Zpmp(uf, + vi - wh),
per cui sard
A(Ti+4T:+ G)
dzn
AT+ Te -+ G)
dyn
AT+ T+ @)
den

=y [r(y'n +vn) — ¢ (@n+ @h)]
=mp [ p(&'n + wp) — r(@'n + ur)]

=mp[q(x'n+ up)—p (?/’h + o)
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ad(T.+T5)
dxz'n

AT +T)
dy'n

d(Ty+ T9)
dz'n

=my [x’h + uh]
=M [?//h -+ 'Uh]

=M [z’h + u)h]

e le (8) si trasformeranno nelle altre

1 oV ' ’ 4 4
s T Yt ran—palr—[¢ +2a+py—qulg=
” d 4
= +-ﬂ[mh+qzh_yhr]7
1 v

mh Oyh HE+ 2t pyn—quilp—[a'+ &s +gm—ry]r=

=b” —[y'h—}-rxh—pzh],

1
mn E)zl

+ [0+ 2+ qan—ry)g—' +yntra,—pen]p=
=c"+3—t[z'h +pyr—gml;

ma dalle equazioni che definiscono o', ¥, ¢’ si ha derivandole
0" =’ + Bty b —qf
b =oa” 4+ B 2y +pc —rd
" =aa+ G f + 57" +qd —pl;

talche poneﬁdo
M=, (& n+ q2n—rYn), pn=m(y'n+ 78 —p2n), v =mu(&'n+py.—9qrs)
u =ad"+ BB+ v =wmd BBy, w=ad LG Y

abbiamo

ov dX
By Ml Frui—qui=— T,
ov._ ) A
_ay.—mz’v +pvi—ri= at

oV dvi
P L LT

le quali sono appunto le formule trovate dal Bour.
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3. Se nella espressione della forza viva di un dato sistema, manca una
delle variabili, la quale non entri nella espressione della funzione potenziale,
sostituiamo a questa variabile (che possiamo per esempio supporre essere ¢,)
Ialtra », legata ad essa dalla relazione

7'4=ql—a(t‘—'t0)

ove @ e £, sono due costanti. Riferiamo il sistema alle coordinate »,, q,,... ¢a,
la quantith che nel § 1 & stata indicata con @',, ora sard uguale ad a ed
avremo

2T, = au(q'i - a)9 + 222‘46143 (q'1 —_ a) q,s + 222 Ahk g’h q’k—_‘
=, +2 %‘,ais""a q's + 222 Ahk q’h q'k

T,=a(a,r + ga,sq's)
2G=aay,
quindi le (9) danno
an(r'y+a)+ ﬁs Ansq's = P

e conseguentemente T, espressa in funzione delle p sard data dalla equazione

2T2A+ 0 Pi—ady Pe—0C0GQiz oo Pr—0C0y =07
Pr—aay A U2 Ain
P — 00 A2y () oo Aan
Pn—0aa (129} Ape “ee Unn

ove A & il determinante formato colle apz. Il determinante del primo membro
della precedente equazione mon & altro che

24@p—@+| O p p e g |,
P Ay Qe ... Oyn
P2 Gay Ay Uon
Pn Qny Qe Ann
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talche la (12) in questo caso speciale diviene

r\S .
2‘4(%+V+“Pﬂ)+ 0 p pee pu |=0 (13)

Pr Gy Ggee..  Qin

‘ Pn Gin Qopees Qpp

nella quale manca la variabile »,, per cui un integrale del problema & p,= cost.”
Se la funzione ¥V dipende soltanto dalle coordinate, un altro integrale si avra

prendendo %—f = cost. e pbtremo conchiudere che laddove la funzione delle forze

e I’espressione della forza viva non contengano la variabile ¢,, la funzione prin-
cipale del problema di moto assoluto fornisce quella del moto relativo rispetto
ad un sistema nel quale la g, varia proporzionalmente al tempo colla velociti
uniforme @, col sostituire alla costante delle forze vive k, k4 aa, se a, & la
costante canonica cui si uguaglia la derivata di S rispetto a g¢,.

Questo teorema di il modo di costruire immediatamente la funzione prin-
cipale della parte periodica del moto, sia nel caso di un corpo rigido non sot-
toposto a forze acceleratrici, girevole attorno ad un punto fisso, sia nel caso
di un corpo di rivoluzione pesante, girevole attorno ad un punto del suo asse
di simmetria. Nel primo caso se si chiama ¢, I'angolo che la linea dei nodi
del piano principale dell’ellissoide d’inerzia, che contiene I’ asse minimo e 'asse
medio, sul piano invariabile, fa con una retta situata in questo piano, la fun-
zione principale del moto periodico si ofterrd da quella del moto assoluto so-
stituendo ad k, h+n'a, ove (¥)

;o ¢ dlogHia A4 dlog6dia
n=-=n s — .
A—C da A—0C da

A, C essendo i momenti d’inerzia massimo e minimo,

_\/(B——(})(Ah—l?)
"= ABC

B il momento d’inerzia medio, ! la coppia di qﬂantitﬁ di moto. La costante
a ¢ definita dalla equazione

AB—=C) g i 1
CA—B) S K —ia) = k*sn*ra

(") Vedasi C. G. Jucosr: Sur lu rotation d’ui corps nel 2° volume deile Math. Werke
e nel 2° volame delle Gesamm. Werke.

Annali di Matematica, tomo XII. 35
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ed il modulo delle funzioni ellittiche &

A—B 12— Ch

k= B—C Ah—1p

Occorre perd avvertire che quando si deriverd la funzione principale rispetto
alle costanti canoniche per ottenere gli integrali del moto, si dovrd conside-
rare n' come md]pendente da queste. A

Nel secondo problema, invece di % si dovra sostituire nella funzione princi-
pale del moto assoluto %+ n'a, +n"a,, ove a,, a, sono le costanti cui debbono
uguagliarsi le derivate di S rispetto a ¢ e a ¢, angoli che la intersezione del
piano equatoriale dell’ellissoide d’inerzia corrispondente al punto fisso e del
piano orizzontale che passa per esso, fa con due rette situate 1’una nel piano
orizzontale, 1’altra nel piano dell’equatore. La funzione principale che allora
si otterra, corrisponderad al moto periodico, se per le costanti n', n” si prende-
ranno i valori gia determinati da Lorrner (*).

4. Quando si esprime T,— G in funzione delle p non si ha alcun termine
indipendente, da queste variabili. Infatti dalle (7) e (9) si ottiene

.

Pi—g—f,f= bur'.+ biet's +- -+ bint'n
P2 — gf’: = bur 1+ b22 7"2 + + me'n
Z’n_g%= bur?’ s+ bao?'s -+ + bunt'n
quindi eliminando le 7’ si ha
0T, 0T 0T, _
2T PG P v Py |70
T
Pi—'g-r'% by b bin
0T
Pn— 3 7"; b bys bun

(") C. LorTNER: Reduction der Bewegung eines schiweren, uin einen festen Punct rotiren-
den Revolutionskirpers auf die elliptischen Transcendenten. Journal fiir die Math., Bd. 50.
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Indicheremo con B il determinante formato colle sz, con P,, P, i termini
del 1° ¢ 2° ordine rispettivamente riguardo alle p del determinante, e con P,
I'insieme dei termini che nello sviluppo non contengono le p. L’ultima equa-

zione da allora

2T2B+P2+P1+Po=0

e
oT:y 0T 0T,
b=\ 0 = 5
T
% by by ... b
%T— bai bus e b

(14)

Dalla prima colonna di questo determinante sottragghiamo tutte le altre ordi-

natamente moltiplicate per

37"1 ’ 87',2 ’
250, Q'ry Ehg—q'—k- ks
ed avremo
_[ L o« 0T 0r'n 0T (’)T;m
Po= ‘“2"‘2‘"97}? oq'r O 0r'y 01’

0Ty
0r'n

Calcoliamo gli elementi della prima colonna; abbiamo

aT!a—i@Qlk=va_T‘—Q’k=za(Ti+2G)

v - 7 7 7
‘zar’iaq;a “A0q'r 0q'r

0 ,h ' \ 1 ’
Eh Zkbsh‘a_;z—k Q E= Zk Ehz‘u EvR_z Q kOuy RsuRhu

ma ;
5 i
per u = k, Z‘thuM=0
. 5 orh
e per u==Fr, Lthu%=R,
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talché si avra ‘ -
g O0r'h . Rs 9T
Zh Zhbs}l aq'}: Q kf:‘zkzv Q'rro T

_per cui il primo elemento del determinante P, sarh —2G e tutti gli altri ele-
menti della prima colonna saranno zero e la (14) diviene per conseguenza

9(T,— G)B+P,+ P,=0,

la quale dimostra I'enunciato teorema.

5. Applichiamo questa teoria allo studio del moto relativo di due sistemi
rigidi. Sia Q£5¢ un sistema di assi fissi nello spazio e siano 0,2,y,2,; 0,7,9,2,
due sistemi di assi rispettivamente fissi nei due corpi S,, S,- Per semplicita
delle formule successive ammetteremo che questi ultimi assi siano gli assi prin-
cipali d’inerzia dei due corpi rispetto ai punti 0,, 0,. Le equazioni che le-
gano tra loro le coordinate di uno stesso punto rispetto ai tre sistemi dj assi
siano

£=a+a1x1+a2y4+aszi, =L+ B2+ BoYs + Bs2
) (=y+n2i+ 7Y+ 72 '
£=l—|—l}xz+l2y2+lsz2, n=m 4 M, T, + MYy + M3 2,
E=mn-+ 0o, F 0y, 152 ‘
Ti== 0+ a,%; + Y, + 2325, Yi=0b+b,xs+ by, + bs 2
zZi=c+ e+ Y32

Con piy ¢y 715 P2y @sy 7, indichiamo le componenti della velocita di rota-
zione di S, e di S, valutate attorno agli assi x,, ¥, 2;; ., ¥., 2, rispettiva-
mente e con P, ¢, B le componenti della velocitd di rotazione relativa di S,
rispetto ad S, situata attorno agli assi-2,, ¥., #; ossia, se poniamo

P,1=P1d1+Q1bi+riﬁ; Q'L=p1az+_‘bbz+ricﬁz) 7',1=]7103+’]1b3+r103

sard -
P=p2-—p'” Q=q2-—-q’“ R=7'2—7",.

Poniamo adesso
Uy =o' ay+BBi+7 'y, vy =d'ap LB+ e wy =o' oy B+ 7' ys,
wy =Vl +m'mi+n'n, v, =UlL+mm+nn, w,=UL+mm-+nn;,,
u; =a'a,+bbi+ce, v,=daa,+bb+ccy, w; =u'a;+bb;4 ¢,

u,4=u1a1+01b1+w1047 Vi=uay+ 0,0+ w0, W, =wa;+v,b54w.c
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avremo

2T, = [dmts+ Qi — Ry + [ov-+ Rato— Pl [+ Pyo— Q|
Sa

Ti =§[dm I[u"l + 9'1(22 - Zl) - 7", (:’/2 - Y2)] (ui* + sz— Ryz) +

-+ [’l)’, +7"1(x2 —_ Xz) —pli(zz - Zz)] (D3 + sz—Pzz) +
+ [0+ 9 (g2 — Yo — ¢ s (5 — X)) 03+ Py. — Qa.)]
26 = [dm|[w,+q's(r— Z) —r'\(go — L)) +
Sz

+[ A (@~ X)) —p (2. — 2]+
+ [+ (. — Yo) — ¢ o (2. — X))]?)

ove X,, Y,, Z, sono le coordinate di O, rispetto agli assi 0,2,%,2,. Se per
semplicith supponiamo che 0, sia il baricentro di S, le formole ora trovate
daranno

9 Ty = M (43403 +2) + A, P+ B, @ + C, *
Ti=M\|w 4+ . Yo—q' Z)us+ (', + 9 Z,— 1 X))v, +
+ @i +q. X, —p Yo ws|+p  PA,+ ¢, QB ++,RC,
20 =M, |+ Y, —q 2+ @'+ 91 Z, — 7' X+
+ @+ ¢ X —p YoP +p Ao+ ¢ 1 Be -+ 11

ed in queste equazioni M, rappresenta la massa del sistema S,; 4,, B., C;
sono i momenti d’inerzia del sistema S, rispetto agli assi 2., ¥., 2.
Abbiamo inoltre

wt oyt wi=a*+b"+c*
" Yo—q ' Zy=a,(cq.—br)+bi(ar.—ecp)+ei(bp.—aq,)
P'1Ze—1' Xy =0,(cq:—br) + bo(ar,—cp) + c:(bp.—aq.)
¢ Xo—p Yo=0a;(cq.—br)+b(ar,—cp)+es(bpi—aq.)
—X,=aa,+bb,+cc,, —Yy=aa,+bb,+ce;, —Zy=auy-t+bb+tece
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per cui
Wi+ Yo —q  Zo)us+ W'+ 9 Zo— ' Xo)vs + (W' + ¢ Xo— p' V) w, =
=a (U +cq—br)+b W Far—cp)+c (w4 pb—aq);
W+ Y=g Zyp+ ' p 2 —r X W ¢ X —p Yoy =
=(u+cq,—br )+ +ari—cp) + (w + p.b—agq.)

Conseguentemente avremo
2T, =M,(a?+4b*+c*)+ 4, P*+ B, Q* + C, R*
T.=Md W +cq—br)+b @, +ar,—ep)+c (w +bp.—aq) +
+ A,Pp'\+ B.Qq'\+ C. Br',
2G=M{[u+cq—br]*+[v.+ari—cp]*+ [w.+bp.—aq]*] +
+4.p%+ B:q i+ Cor'}.
Se i due corpi girano attorno ad uno stesso punto fisso, queste equazioni
divengono naturalmente pilt semplici. Abbiamo infatti allora
2T, =A4;P*+4 B,Q*} C, R?
T\=A,Pp,+ B;Qq.+ C,Br,
2G=4,p?+ B.q? + Cor’t,
Dalle quali si vede che, se per fissare la posizione di S, rispetto ad S, si
prendono i tre angoli di Eviero, la (12) prende in questo caso la forma

W - dcos S

08 ,
V+7)7—|-10,L — senq;—@cossz+

, [¥ - dcos .
+q. | " ons cos:y-l—@)senqa]-l-rld):

1 [v+dcos 2
=24;| " send Sen‘*’—@cosq’] +

1 [v4dcosS 2 P2
+ 2B8:| sen% cosg + @senq:] + 2C:

ove per brevitd si sono indicate con 6, ®, ¥ le derivate di S rispetto a %, ¢, ¢
ed inoltre si deve supporre di aver espresso p’y, ¢'s, 'y per mezzo delle va-
riabili &, ¢, ¢ e delle quantitd p,, ¢., 71 che sono funzioni note del tempo.
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Gli integrali primi del moto saranno

o(Te + T / P / ' ?
0="C 2T 4+ P) o+ B+ O FS 4 G+ S

07
_a(Tz“l*‘Ti)_ ’ a_P I' a_Q " BI{
¢ = 9__’9' -—Ae(pa‘*“P)a(P'+B2(91+Q)9<P/+02(’4+R)%7
0(Ty +- T) ' or . 04 ' oR
=0 A+ P) g+ B A Qpp + GO R
e poiché
2=P+p'n 92=Q+q'l; ro=R4+,
P=sengsen 3¢’ —cospS’
Q@ =cospsenS ¢ 4 sengs’
R=¢ —cos&y’
cosl sard

=—A,(P+p')cosg+ B:(Q+q'\)seng
o =Cy(R+7')
V=A,(P+p')sen¢sens+ B.(Q +q')cosgsens — C, (B 4 r',)cos

e conseguentemente

AQP_—_-.LGZ?S—SsencP—@(:OSq)—AQP'a
B,Q= \F—I;:I)l(;)sfr cos¢ -+ Osen¢— B, ¢,

C;R=0—0C,7,.
Dalle quali abbiamo

¥+ @cos S , ¥ 4 dcos & ,
[_——sen.?r sengo—@)cos?]p 4+[——SGT- cos?—{—@sen?]g A

4O =A,p"\p.+ B:q'1q: + Cot’' 17y = Grw,008(G0))

ove G, rappresenta la coppia di quantith di moto nel tempo # del secondo
corpo, w, la velocitd angolare del primo e {G,w,) I'angolo che I'asse della
coppia @, fa coll’asse della rotazione w,. Questa espressione & costante se i
due corpi non sono soggetti a forze acceleratrici ed i loro piani invariabili
coincidono. In questo caso, ed ogni qualvolta la ¥ dipenda dalle sole coordi-
nate relative %, ¢, ¢ e p,, 9., 7, siano costanti un integrale del moto sard

%—f:cost. Se in V non apparisce ¢ un altro integrale sard W= cost.
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6. Come seconda applicazione determiniamo la forma che prende I'equa-
zione (12) quando il sistema S, & formato da assi che ruotano indipendente-
mente gli uni dagli altri attorno alla origine tenuta fissa. Siano &;, »;, &; le
coordinate dei punti materiali mobili del sistema S,, che hanno le masse m,,
My, ... My, rispetto agli assi S,, e siano @;, ¥4, 2 le coordinate di questi stessi
punti rispetto ad un sistema fisso ortogonale, la cui origine coincida colla ori-
gine degli assi S,. Fra le coordinate &;, #:, ¢ ed x;, y;, 2 hanno luogo le
relazioni

ri= a5+ ayni+ asg, Yi="0yE; 4 byni + b:¢;
2i=C,5; -+ Comi + €585
Indicando con X', Y i, Z'; le quantita omologhe a quelle indicate con @
nel § 1, avremo
X=d &t a8, Yi=bE;+b,m+ b8
Z',':—‘C'ifi—}—cyzni'l‘dsc:'
per cui col porre
0y = Ay @y byby 4 €2 €5, wy=a,d; -+ bibs 4 ¢, c5, wy=0a,a,+b,b,+ c,c,
si avrd
QT = Xmi| £+ 75+ 7+ 28w + 2880, 1 27850,
T, 4 2G=3m(X2s + Y'iy's + Z'52)
9 G N X5 Y24 27
e conseguentemente
0(Ts+Ts)
0&'n
o(Ty +T%)
dn'n
(T +T+)
— 7 =P

= Psh-2 = Xlih + mh(é,h + 73’h w; + C’hﬁ‘v)
= Psp—1 = Y'int+mp (n,h + g wy -+ Elh ws)

=Z' At Enw+n'hw)

ove per brevitd si & posto
m(X'nay+ Y b - Z'e)= X"y
mp(X'has § Y'bod Z'1e)=Y ",
(X nas 4 Y'3bs+ 2" e)=2" 3.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Padova: Sulla teoria detr moti relativi. 281

La (12) diviene allora
BV Brae| O
5t oy Dsh—s  Psh—1 Psn

i

Pan—2 1 W3 Ws
Dsr—1 3 1 0y
Psr Wg 071 1
1
= Y Py 0  Psi—s Psi—s Do
Xaw 1 wg g
Y,ih [AF 1 W,
VA ’1h Wy Gy 1
ove €
A - 1 W3 ®; = l a, b’ C, 2-
3 1 Wy i as bg Cs
0, @ 1 l as by ¢

7. Prendiamo ora a considerare il moto di un punto attratto da due
centri che scorrono sopra una retta con velocitd uguali ed opposte. Le con-
siderazioni esposte nella 29™* delle Vorlesungen diber Dynamik di Jacosr mo-
strano che basta considerare il moto del punto in un piano che passi per la
retta sulla quale si muovono i centri di azione. Facciamo uso in questo piano
di un sistema di coordinate ellittiche, i cui fuochi coincidano coi centri di
azione. Se 1, A, sono le due radici della equazione

+ =1

a—{—)\

ove @ & una funzione nota del tempo, avremo

7&( )\2 s (a —{—11) (a + 7\2)
— y =3 P .

@

rt=—

Per cui seguendo il metodo esposto nel § 1 avremo
)\’2 )\’2
2T, = 4m§ R 4m

_ 7\9+a , 7\|+[L ’
T"‘4a(h+a ‘+1+ “)

a'? M 1 1\¢
2G—E§[ ta (“Jrl‘)(“Jrh)( atm T a+1;“5)]
Annali di Mafemanca, tomo XIIL 36
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ove per brevitd si & posto
me = M@t 2) ot 2@t

T T — e 2 he—2Ny
Conseguentemente ayremo

_7&'4 _c_z:)\e—}—a
p’—-4mf aMta
_7\'2 o Mta
p’~4'm§ ;lg—f-a,
e
A Ay
T, G = 4(mip} + mop) — & (ph s+ pegi L)

Laonde, se per fissare le idee supponiamo che I’azione emanante dai centri
mobili segua la legge newtoniana, potremo ridurre la integrazione di questo
problema di moto assoluto alla determinazione di una soluzione completa della
equazione

S - .. -
%0\1—'7\1)+(P«1+}J-2)Va+7h—(m—{l2) Va—Hz-I-

+ L Ip00u+ @) —puha i+ @)] = 2920 (0 4 1)+ 2p3a(a + 1)

ove py, p, Sono due costanti.

Analogamente potrebbe trattarsi il problema del moto di un punto soggetto
a forze che hanno una funzione potenziale, la quale dipenda dalle coordinate
curvilinee ¢, ¢,, ¢; mentre i parametri delle equazioni delle superficie coor-
dinate sono funzioni del tempo. Cosl ad esempio potrebbe studiarsi il moto di
un punto attratto da un eilissoide omogeneo, la cui massa resta costante,
mentre 'ellissoide si dilata e si contrae mantenendosi omofocale a sé stesso,
come accade nel caso di una molecola ellissoidica fluida, quando non si tenga
conto che del suo moto intestino, come & stato dimostrato dal BevTrami nel
§ T della sua Cinematica dei fluidi.

Padova, giugno 1884,
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Ueber die Zusammensetzung ganzzahli-
ger linearer Substitutionen wvon der

Determinante Eins aus einer gering-
sten Anzahl fundamentaler Substitu-

tionen.

(Von A. Krazer, in Wiirzburg.)

1.

Ein System von # linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Deter-
minante von der Form:
Zy=0 4 T 0y + Oy, )
By =0y, 1 T Baa Y3 -+ G2n Y,

(4)

Tn=0m Y + G2y -+ CunYn, 5

wird eine lineare Substitution n?r Ordnung genannt, wenn vermittelst desselben
die in irgend welchen Ausdriicken vorkommenden Grossen x,, #;,..., #, durch
die » angegebenen linearen Functionen der Grossen ¥, ¥,,..., ¥» ersetzt
werden sollen. Eine solche Substitution (4) ist bestimmt, sobald die Werthe
der Coefficienten @ gegeben sind, und es moge daher gestattet sein, dieselbe

durch das Symbol:

@11 Gya.ev Can

Mgy Qageve A2n
_A fned

anl  On2 Qnn

zu fixiren.
Im Folgenden sollen nur solche Substitutionen betrachtet werden, bei denen

die Coefficienten @ ganze Zahlen sind, und fiir die zudem die Determinante
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A=3 + @,,@s...0sn den Werth Eins besitzt. Mit Riicksicht darauf sollen auch
von jetzt an mit dem Worte « Substitutionen » ausschliesslich solche bezeichnet
werden, deren Coefficienten o den beiden genannten Bedingungen geniigen.
Sind aber diese Bedingungen erfiillt, so erhilt man aus dem Gleichungensy-
steme (A4) durch Auflosung das System:
Y1 =0 &1+ %3 B3 + -+ A1 Tn,
1/2-'——“12971jl“’.‘u:’l'z‘.'l“"-l‘“nswn, (A“)

f/n=“lnw1+¢2»z3+"'+am|zn7

bei welchem allgemein a,, die zu a,, gehorige Unterdeterminante ist, und es

wird daher durch das Gleichungensystem (A-') ebenfalls eine Substitution in

eben definirtem Sinne bestimmt, welche die zu 4 inverse genannt und sym-
bolisch mit A—* bezeichnet werden soll.

Bezeichnet B eine von A verschiedene Substitution, definirt durch das Glei-
chungensystem:

Y1 =081y By -+ bya Zg -t -+ + b1y B,

Yo =by By 4Dy B+« + ban 3,

(B)

[ T S T T Y 3 [T

Yn = b1 3, F bna gy Ao+ ban By -

und ersetzt man dann in dem Gleichungensysteme (4) die Grissen y durch
die auf den rechten Seiten der Gleichungen (B) stehenden linearen Functionen
der Grossen 2, so erhilt man ein neues Gleichungensystem:

#y=pn s +Pus+t -+ Pinsa,
Ty =Py %+ Doz Bg + <o+ A Pin By (P)

Ly == Pu1 %y +]7n2 Zg + s +pm| Zny
fir welches: c

Py =10 bly+ap.2 b2v+‘°'+a‘unbnw (#,v=1,2,..., n)
z:l:pupn.,,pm,_—:(z ﬂ:a“ 022...a"n)><(2 -'!"-b“ bgz..‘bnn)

ist, und welches daher ebenfalls eine Substitution bestimmt. Man kann also
aus zwei gegebenen Substitutionen:

a]l al2"‘ ax,. bll blgcun b]n

Qg1 Qggeve A2y b b e b2
A — B— 21 22 7

L Y T S . . »

Ony @n2.vs OQnn - bnt Da2... b
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immer eine neue Substitution:

| P11 Do Din
P D21 Do D2n
Pm1 Pnriee DPan

bilden, wenn man die Coefficienten p der letzteren mit Hiilfe der Gleichungen:
pﬂ,-:a,“b,,,-}— a,‘gbz,-}- ore +a1mbm (#, v=1, 2,..., n)

aus den Coefficienten ¢, b zusammensetzt. Diese Substitution P soll die aus
der Substitution 4 und der Substitution B zusammengesetzte Substitution ge-
nannt und als solche mit

P=AB

bezeichnet werden. Dieselbe ist im Allgemeinen von der aus der Substitution
B und der Substitution 4 zusammengesetzten Substitution @ = B A verschieden,
denn die Coefficienten der letzteren werden, wenn man sie mit g bezeichnet,
durch die Gleichungen:

Qv =bps @1y +- by Ory F-+ - - b Ay (y v=1, 2,..., n)

geliefert.

Unter allen Substitutionen gibt es eine, I, welche durch Zusammensetzung
mit einer beliebigen Substitution 4, sei es in der Form AI oder in der Form
T4, immer wieder die Substitution A erzeugt. Diese Substitution besitzt die
Coeflicienten:

Ty ={lp=rr=tlpp=1, : tiy=0, (uZv)

und wird die identische Substitution genannt; kommt sie in Verbindung mit
anderen Substitutionen vor, so kann sie als wirkungslos stets unterdriickt wer-
den. Sie tritt immer auf, wenn man eine beliebige Substitution 4 mit ihrer
inversen A4-! zusammensetzt; man hat ndmlich:

A4=A"A4=1I

Unter wiederholter Anwendung desselben Verfahrens, durch welches soeben
aus zwel gegebenen Substitutionen 4, B eine neue Substitution AB gebildet
wurde, kann man nun auch beliebig viele Substitutionen 4, B, C,..., K in
der gegebenen Reihenfolge zu einer neuen Substitution zusammensetzen, indem
man zunichst aus 4 und B die Substitution A B, dann aus A B und C eine
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neue mit ABC zu bezeichnende Substitution zusammensetzt und so fortfihrt,
bis man zur Substitution ABC... K gelangt ist. Man erkennt leicht, dass das
Endresultat dasselbe bleibt, wenn man zunichst die gegebenen Substitutionen
ohne Aenderung ihrer Reihenfolge in Gruppen zusammenfasst, hierauf die
Substitutionen einer jeden Gruppe in angegebener Weise zu einer einzigen
Substitution vereinigt und endlich die auf diese Weise an Stelle der Gruppen
getretenen neuen Substitutionen in derselben Weise zusammensetzt.

Die bisherigen Betrachtungen iiber die Zusammensetzung von Substitutionen
bleiben ungeéindert, wenn die Substitutionen A4, B, C,... theilweise oder alle
einander gleich sind. Die aus gleichen Substitutionen 4 zusammengesetzten
Substitutionen 44, AA44,... sollen abgekiirzt mit A%, A43,... beziehlich be-~
zeichnet werden, auch soll unter A* die Substitution A selbst, unter 4° die
identische Substitution I verstanden werden. Entsprechend sollen die Substi-
tutionen A-1A4A-, A4~ A,... mit 42, 4-3,... beziehlich bezeichnet wer-
den. Von den belden Substltutlonen Ar und A—f‘ 1st dann jede die inverse der
anderen, d. h. es ist AP A-+=A-+Ar=1.

Die Moglichkeit, durch Zusammensetzung gegebener Substitutionen neue zu
erhalten, gibt nun zunichst zu der Frage Anlass, ob eine endliche Anzahl
von Substitutionen S;, S,..., S, gefunden werden kann, aus denen jede be-
liebige Substitution S sich zusammensetzen ldsst in der Form:

S=8/180..87 8%, . 8k Sh. . g 8. 87

v

wobei die «, 8,..., p positive ganze Zahlen, die Null nicht ausgeschlossen,
bezeichnen. Ist diese Frage zu bejahen, so schliesst sich daran naturgemiss
die weitere an, welches die geringste Anzahl » von Substitutionen ist, die als
ergeugende die Rolle der Substitutionen S,, S,..., S, iibernehmen kénnen.

Die erste Frage hat Ierr Kronecker in seiner Arbeit « Ueber bilineare
Formen » (Monatsber. d. kgl. preuss. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1866, pag. 597)
beantwortet, indem er dort », nur die Zahlen 0, +1, —1 als Elemente ent-
haltende und von ihm als elementare bezeichnete Substitutionen aufgestellt hat,
aus denen jede beliebige Substitution in oben angegebener Weise zusammen-
gesetzt werden kann. Die betreffende Untersuchung soll unter Anwendung der
im Vorigen eingefiihrten Bezeichnung im folgenden Artikel zunéchst kurz re-
producirt werden,
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Herr Kronecker beginnt in seiner Untersuchung damit, dass er zwei Pro-
cesse angibt, durch welche man aus einer gegebenen Substitution:

811 S1z--. Sin

81 822... 82
S=

® & ¢ =2 s s .

8nl Sn2 Snn

eine neue herleiten kann.

Der erste dieser Processe besteht darin, dass man die Glieder irgend einer,
etwa der o' Verticalreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus
den urspriinglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder irgend einer
anderen, etwa der p'® Verticalreihe hervorgehen, sodass also allgemein, d. h.
fir p=1, 2,..., n, 8,, durch s,,—s,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus
S hervorgehende ncue Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substi-
tution S und die Substitution

1... 0 0... 0
0... 1... —1... 0 | (P
-1
A
0... O... 1... 0 | (9
0... 0.. 0... 14
bei der ay=ap="+-+=0am=1, @,u=—1 ist, wihrend alle iibrigen Coeffi-

cienten @ den Werth Null besitzen, zu der Substitution SA4;}! zusammensetzt.

‘Der zweite Process dagegen besteht darin, dass man die Glieder irgend
einer, etwa der p» Verticalreihe der Substitution S mit den Gliedern irgend
einer anderen, etwa der ¢*® Verticalreihe beziehlich vertauscht, nachdem man
zuvor diese letzteren simmtlich mit — 1 multiplicirt hat, sodass also allgemein,
d. h. fir p=1, 2,..., n, s, durch -—s,,, s, dagegen durch s,, ersetzt wird.
Die -auf diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch,
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wenn man die Substitution S und die Substitution

Yy (9
1 ... 0 0
0... 0... 4... 0 {(@
Dop=] v v v o o
0... —1... 0... 0 |@®
0 0... 0 1
bei der b“="'=bp—lp—!= P+15+i="'=bv—n—1=bc+w+z="'=bnn=17

bis=1, bs,=——1 ist, wihrend alle tibrigen Coefficienten 4 den Werth Null
besitzen, zu der Substitution SB,} zusammensetzt.

Teder der beiden genannten Processe umfasst, entsprechend den n(n—1)
verschiedenen Zahlenpaaren, die an Stelle von p, o treten konnen, n(n—1)
verschiedene specielle Processe. Mit Hiilfe dieser 2#(» — 1) Processe kann man
nun, wie Herr KroneckEr gezeigt hat, aus jeder gegebenen Substitution S eine
endliche Reihe von Substitutionen ableiten, die dadurch charakterisirt ist, dass
allgemein die ' Substitution in der Reihe aus der p— 1% durch einen der
genannten Processe hervorgeht, und dass die letzte Substitution in der Reihe
die identische I ist. Dieses Resultat ldsst sich aber mit Riicksicht auf das
vorher Bemerkte auch so aussprechen, dass man aus einer Substitution S durch
Zusammensetzung derselben mit einer endlichen Anzahl m von Substitutionen
St 874y Sati, Sib, von denen eine jede unter den 2n(n— 1) Substitu-
tionen A7/, B! enthalten ist, die identische Substitution I erzeugen kann in
der Form:

SS8;4L. .S Syt=1.
Beachtet man nun, dass aus dieser Gleichung unmittelbar die Gleichung:
Ss:i ;‘.\. . S;,.r_l S;,‘ SmSm-;,- . IggS‘=ISm Sm-—l-- . 5'2 S|

hervorgeht, und dass diese letztere unter Anwendung der Relationen 83! S,, =1,
SptySmoy=1,..., 8;* 8, =1, S;*8,==I mit jedesmaliger Unterdriickung des
aufgetretenen I in die Gleichung:

Sz SmSm—l"'SESA

tibergefiihrt werden kann, so erhilt man zunéchst das Resultat, dass man jede
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beliebige Substitution S aus einer endlichen Anzahl von Substitutionen zusam-
mensetzen kann, die in den Formen:

) (9 (r) ()

1... 0... 0... 0 1... 0... 0... 0

0... 1... 1... 0 () 0... 0... —1... 0 ()
Aps=| o « o o Bos==| *+ = + + + « « .

0... 0... 4... 0 | (9) 0... 1... 0... 0 | (9

0 0 0 1 0... 0 0 1

(e, e =1, 2,..., n; PZG)
— wobei in der ersten Form a,;=-+-=aus==1, a,s=1, in der zweiten Form
A=+ =i pt = Opps 1 =" =gy gy = Ogps o1 =" =An =1, @e=—1,

., =1 ist, wihrend die iibrigen, nicht genannten Elemente der beiden Formen
den Werth Null besitzen — enthalten sind.

Die auf diese Weise gewonnenen 2n(n—1) erzeugenden Substitutionen
konnen ohne Miihe auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Es lagsen sich
ndmlich auf mehrere Weisen # unter ihnen auswiihlen, aus denen die iibrigen
zusammengesetzt werden konnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, be-
stehen zwischen den 2#n(n— 1) Substitutionen A4,, B, die Relationen:

Apc= Blp Bgc Au Bn Bpl, (1)
-B(,c = ng, (2)
BF“= B2P+1 Bg-l-”;{-z-- -Ba ~2 6—1 Bd—i sBa—z o—1 Bp+1 pte2 BP ptiy (P <0) (3)

die iibrigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden ké&nnen.
Mit Hiilfe der Relation (1) kann man die simmtlichen #(» — 1) Substitutionen
A aus einer einzigen unter ihnen, A4,,, — wofiir unter entsprechender Abén-
derung der Relation auch jede andere genommen werden kann — und den
Substitutionen B zusammensetzen. Mit Hiilfe der Relation (2) kann man dann
jede der inm(n—1) Substitutionen B, bei denen der erste Index grosser ist
als der zweite, durch je eine der 4n(n—1) Substitutionen B ausdriicken, bei
-denen der erste Index kleiner ist als der zweite, und endlich lassen sich diese
letzten in(n—1) Substitutionen B mit Hiilfe der Relation (3) aus den n—1
Substitutionen Bi:, Bssy, Bisy.ery Bn-1n zusammensetzen.
Annali di Matematica, tomo XII. 37
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‘Man ist auf diese Weise zu dem von Herrn Kroxecker in etwas anderer
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige Substitution
S aus den # Substitutionen:

A127 Bﬂ) B23; B34;---; Bn«-;n

als erzeugeriden zusammensetzen ldsst; auch erkennt man aus dem Gange der
vorigen Entwwklung unmittelbar, dass sich die »—1 Substitutionen B,,, Bss,
Byy..., Bypyn auf mehrere Weisen durch n-—1 andere der Substitutionen B
ersetzen lassen.

Die weitere Frage ist jetzt die, ob nicht ein System von weniger als n
Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeugenden sich jede
beliebige Substitution S zusammensetzen lasst. Diese Frage muss bejaht werden;
ich will ndmlich jetzt unter Benutzung des am Schlusse des vorigen Artikels
angefithrten Kronecker’schen Endresultates zeigen, dass alle Substitutionen S
aus drei bestimmten Substitutionen als erzeugenden zusammengesetzt werden
konnen. Diese drei im Folgenden aufgestellten Substitutionen lassen sich na-
tirlich, wie aus dem Gange der Untersuchung erhellen wird, auf mehrere
Welsen durch drei andere ersetzen.

Um das erwiihnte System von drei erzeugenden Substitutionen zu erhalten,
bilde ich zunidchst aus den #—1 Substitutionen B, Be,..., Bn_yn durch
Zusammensetzung die Substitution:

C= DB Bsy... Buin;

es ist dann:

wo ¢ die Grisse {(— 1)** vertritt.
Setzt man diese Substitution C, bei der ¢y =cyp=+++=cChnr=1, €=
e =(— 1)»-* ist, wiihrend alle iibrigen Coefficienten ¢ den Werth Null besitzen,
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———

mit irgend einer Substitution S zusammen zur Substitution SC, so ist fiir
v=1, 2,..., #n—1 die »'® Verticalreihe dieser neuen Substitution mit der
v 1% Verticalreihe von § identisch, wihrend die Glieder der mt» Vertical-
reihe von SC sich von den entsprechenden Gliedern der ersten Verticalreihe
von S nur durch den Fagtor ¢ unterscheiden; entsprechend wird daher die
aus S und Cr~', wobei p eine Zahl aus der Reihe 1, 2,..., n bezeichnet,
zusammengesetzte . Substitution SCr-t zur Substitution S in der Beziehung
stehen, dass ihre 1%, 2% 8® ..., n—p- 1% Verticalreihe beziehlich identisch
ist mit der p'*, p4- 1%, p4-2'n,..., mter Verticalreihe von S, wihrend die
Glieder der n— p- 2% p— o4 8%0 ..., nte» Verticalreihe von SCP~ sich von
den entsprechenden Gliedern der 1%», 2'..., p—1'® Verticalreihe von S
beziehlich nur durch den Factor ¢ unterscheiden. Endlich wird dann die aus
SCrt und B,, zusammengesetzte Substitution SCP—* B,, zur Substitution S in
der Bezichung stehen, dass ihré 1 Verticalreihe mit der p 4 1" Verticalreihe
von S identisch ist, die Glieder ihrer zweiten Verticalreihe sich von den ent-
sprechenden Gliedern der pt» Verticalreihe von S durch den Factor —1 unter-
scheiden, wihrend, ebenso wie bei der Substitution S Cr—*, ihre 3%,..., n—p 41"
Verticalreihe mit der p+2wn, ..., nn Verticalreihe von S beziehlich identisch
ist, die Glieder der n—p4 2", n—p-3*",..., nt» Verticalreihe dagegen
sich von den entsprechenden Gliedern der 1%®, 2., p—1"* Verticalreihe
von S beziehlich nur durch den Factor ¢ unterscheiden. Die so entstandene
Substitution SC?~* B, kann aber, wie man leicht erkennt, auch dadurch er-
halten werden, dass man zuniichst aus der Substitution S und der Substitution
B, ,+: die Substitution SB,,., und hierauf aus dieser und der Substitution Cr—*
die Substitution SB,,+, C°~* zusammensetzt, d. h. es besteht die Gleichung:

SB, 4+ Ct~t=SCrB,,.
Aus dieser Gleichung ergeben sich nun successive die Gleichungen:
B, o+ CP~t=CP* B,,, Bp.(rH Cn = CP— B,, O+,

und man erhdlt schliesslich, indem man beriicksichtigt, dass C*»=1 ist, die
Relation:

B, p+1= O~ B, C*n-p#, (p=1, 2,..., n—1).

Mit Hiilfe dieser Relation kann man nun in dem Systeme der » Substitu-
tionen:
Al?; Ble, -B23, BSA)H-) Bn—-in;
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aus denen als erzeugenden, wie im vorigen Artikel auseinandergesetzt wurde,
jede beliebige Substitution S sich zusammensetzen lisst, die » — 2. letzten Sub-
stitutionen Bis, Bisye..y Bu—tn aus den beiden Substitutionen B,, und C zu-
sammensetzen, und man erhilt so schliesslich, wenn man noch beachtet, dass
fir n=2 die Substitution C' mit der Substitution B, identisch wird, das End-
resultat:

© Jede ganzzahlige lineare Substitution nter Ordnung von der Determinante
Eins lisst sich im Falle n>>2 immer aus den drei jfundamentalen Substi-
tutionen :

0 0 ¢
1 0 — 0... 0

1
. 1 o0... _ 1 0... 0 00
.0 00

As=1{ 0 0 1., 0 By=| 0 . 0 (=

A
000 1 0 0 1 00 9... 41 0

wo e==(—1)"—t ist, als erzeugenden zusammensetzen; im Falle n=2 aus
0 —1

. o e 11
den zwei Substitutionen I 01 1 ol

Unter den ganzzahligen linearen Substitutionen von der Determinante Eins
nehmen diejenigen eine ausgezeichnete Stellung ein, welche bei der linearen
Transformation der allgemeinen Thetafunctionen von p Variablen, oder, was
auf dasselbe hinauskommt, der dadurch darstellbaren sogenannten AsBEL'schen
Functionen auftreten, Alle diese Substitutionen sind in der Form: "

Tptees Yoo Optees Opp

enthalten, bei der die 4p* Coefficienten «, B, y, ¢ als ganze Zahlen den
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p(2p—1) Bedingungsgleichungen :

v=p y=p
3 (@ Yyer — Byt Vo) =0, 3 (Bye 0y — By 9ye) =0,
Y|4 et §

. — . - (s, 6=1,2,..., p)
= wenn e €
3 (@ ave' - ﬁve"’vs) ="' =
v=q 1, wenn ¢ =,

oder den damit dquivalenten:

E=p &=p
3 (2 By o — 2y ¢ Bys) = 0, 3 (e le— 7y %) =0,
e=y e=1
» 0 > (o v=1,2,.,p
E= wenn v' Z v
S @edye=Bueryed)= ' ’< '
= 1, wenn v =y,

unterworfen sind, und bei der zugleich in Folge dieser Beziehungen die De-
terminante der Coefficienten 2, 8, y, ¢ den Werth Eins besitzt. Umgekehrt
entspricht aber auch jeder ganzzahligen linearen Substitution, deren Coeffi-
cienten den angegebenen Bedingungen geniigen, eine lineare Transformation
der Thetafunctionen. Eine solche Substitution S soll nun in der Folge zur
Unterscheidung von den bisher betrachteten allgemeineren Substitutionen eine
kanonische genannt und der Raumersparniss wegen auch durch das einfachere
Symbol:

A i B

S =
rla

bezeichnet werden.

Setzt man aus irgend zwei kanonischen Substitutionen S,, S, in der in
Art. 1 angegebenen Weise die Substitution S,S; zusammen, so zeigt sich, dass
dieselbe ebenfalls eine kanonische ist; daraus folgt dann unmittelbar, dass im-
mer auch die Substitution S,8;...S, eine kanonische ist, wenn die einzelnen
Substitutionen S,, S,,..., S, kanonische sind. Mit Riicksicht darauf kann man
ebenso, wie es frither bei den allgemeineren Substitutionen geschehen ist, hier
fir die kanonischen Substitutionen die Frage aufwerfen, ob eine endliche An-
zahl v kanonischer Substitutionen gefunden werden kann, aus denen als erzeu-
genden jede beliebige kanonische Substitution S sich zusammensetzen lisst in
der Form:

S=8780... 880 8k, 8P .. 87 8. 87,
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wobei die «, 8,..., p positive Fanze Zahlen, die Null nicht ausgeschlossen, be-
zeichnen, und auch hier schliesst sich, wenn diese Frage zu bejahen ist, daran
die weitere an, welches die geringste Anzahl » von kanonischen Substitu-
tionen ist, die als erzeugende die Rolle der Substitutionen S,, S;,..., S, iiber-
nehmen konnen.

Die erste Frage ist schon von Herrn Kronecker-entschieden worden, indem
er in seiner in Art. 1 erwihnten Abhandlung gezeigt hat, dass sich alle ka-
nonischen Substitutionen aus p--2 bestimmten in oben angegebener Weise
zusammensetzen lassen. Die betreffende Untersuchung soll im folgenden Artikel
kurz reproducirt werden.

Es gibt, wie Herr Kronecker gezeigt hat, vier Processe, durch welche man
aus einer kanonischen Substitution: '

..........

Yoress  Yop Op.vve Opp

eine andere herleiten kann. Bezeichnet man mit p, ¢ irgend zwei verschiedene
der Zahlen 1, 2,..., p, so kann man diese Processe in folgender Weise cha-
rakterisiren.

Der erste Process besteht darin, dass man die Glieder der p-p*» Verti-
calreihe der Substitution S durch neue ersetzt, welche aus den urspriinglichen
durch Subtraction der entsprechenden Glieder der p'» Verticalreihe hervor-
gehen, sodass allgemein, d. h. fiir p=1, 2,..., p, Bu durch B, —au, du
durch d,,—y,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S und die Sub-

stitution .
A J B
AP_‘= ——
riaA

b
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bei der ap=-:-=ap,=1, B,,=—1, dy=---=0dpp,=1 ist, wiihrend alle
tibrigen Coefficienten «, 8, 7, ¢ den Werth Null besitzen, zur Substitution SAZ*
gusammensetzt.

Der zweite Process besteht darin, dass man die Glieder der p' Vertical-
reihe der Substitution S mit den Gliedern der p - p'» Verticalreibe bezieh-
lich vertauscht, nachdem man zuvor diese letzteren simmtlich mit — 1 mul-
tiplicirt hat, sodass also allgemein, d. h. fir =1, 2,..., p, a,, durch —B,,,
7up durch —d,,, dagegen @,, durch «,,, d,, durch y,, ersetzt wird. Die auf
diese Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn
man die Substitution S und die Substitution

AlB
B_i'——‘- ’| ’
Cor]a
bei deI’ ot“———--'=ap_,p_,=dp+4p+i=--'=ocpp=1, ﬁ{){)—_—]‘) 7[4;:—1’ 3“=
coo =0,y p1=0pssppa=r-==0pp=1 ist, wihrend alle iibrigen Coefficienten

a, B, 7, & den Werth Null besitzen, zur Substitution SB,' zusammensetzt.

Der dritte Process besteht darin, dass man die Glieder der p -+ pt» Verti-
calreihe von S durch neue ersetzt, welche aus den urspriinglichen durch Sub-
traction der entsprechenden Glieder der o*» Verticalreihe hervorgehen, und
gleichzeitig die Glieder der p 4+ o"® Verticalreihe durch neue ersetzt, welche
aus den urspriinglichen durch Subtraction der entsprechenden Glieder der p»
Verticalreihe hervorgehen, sodass allgemein, d. h. fir p=1, 2,..., p, By
durch B., — aus, 4, durch &up— 4., und gleichzeitig Bus durch Bus—au,, dus
durch 0, —y,, ersetzt wird. Die auf diese Weise aus S hervorgehende neue
Substitution entsteht aber auch, wenn man die Substitution S und die Sub-
stitution ’

AB
CP—;__— — |
ria
bei deI' d1i="'=app=1’ ‘Bf,q=65{,=—‘1, 3“=r“=6\pp=1 iSt, W"’cth'eIld

alle iibrigen Grossen «, §3, y, ¢ den Werth Null besitzen, zur Substitution SC o
zusammensetzt.

Der vierte Process endlich besteht darin, dass man die Glieder der et Ver-
ticalreihe der Substitution S mit den Gliedern der &'», und gleichzeitig die
Glieder der p- p'** Verticalreihe ‘mit den Gliedern der P +aten beziehlich ver-
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tauscht, sodass also "allgemein, d. h. fir p=1, 2,..., p, oy, Mit au, y,, mit
7ps und gleichzeitig f,, mit B,,, du, mit oy, den Platz wechselt. Die auf diese
‘Weise aus S hervorgehende neue Substitution entsteht aber auch, wenn man
die Substitution S und die Substitution

A ‘ B
_1_ [
DP"— \ H
T A
bei der uu="'=aﬁ—ip—4=“p+(p+1="'=¢lc—w—i=aq+10‘+1="'=aPP=11
dpa-'=dcp=17 au="'=3p—1p—1=ap+1p+-x="'=aa—n—-1=3c+u+1=”'=app=1,

0ps=0s,=1 ist, wiihrend alle iibrigen Grossen «, 8, y, & den Werth Null
besitzen, zur Substitution SD7} zusammensetzt.

Jeder der beiden ersten Processe umfasst p, den Werthen p=1, 2,..., p
entsprechende specielle Processe; jeder der beiden letzten Processe dagegen
umfasst, da fiir p, o jede aus den Zahlen 1, 2,..., p als Elementen gebildete
Combination zur 2%* Classe ohne Wiederholung treten kann, 3p(p—1) ver-
schiedene specielle Processe. Mit Hiilfe dieser séimmtlichen p(p-1) Processe
kann man nun, wie Herr Kronecker gezeigt hat, aus jeder gegebenen kano-
nischen Substitution § eine endliche Reihe kanonischer Substitutionen ableiten,
die dadurch charakterisirt ist, dass allgemein die p'* Substitution in der Reihe
aus der p— 1t durch einen der genannten Processe hervorgeht, und dass die
letzte Substitution in der Reihe die ebenfalls zu den kanonischen Substitutionen
gehtrige identische Substitution I ist. Daraus folgt aber durch Schliisse, welche
den in Art. 2 an entsprechender Stelle gemachten analog sind, dass man jede

kanonische Substitution zusammensetzen kann aus einer endlichen Anzahl in
den Formen:

A|B AlB AlB A B
d,=|——» By=|——|» C.=|—— Dp=|——|
r ‘ A r ‘ A r } A ’ ' ial
(e=1, 2,..., p); (py o=1, 2,..., p; p<o)
enthaltener Substitutionen, welche Formen dadurch charakterisirt sind, dass:
1) bei ‘AP: au::--:.azpp:], ﬁPP::i’ 61,=...:6‘pp=1,
2) bei B,: 1T T X o= Gpppp = = opp=1, ﬁpp—;"i’ Tp =15
8“=...=8F“P“‘=3P+-|Pf‘:.“= ppzl;
3) bei Cpt oy ==y, =1, Bpr=Fp=1, ==t
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4) bel D{‘a: allz'--=ap_‘{)_‘=ap+“0+‘=...:aa_”__‘—;aa+u+‘:--.=app=1,
.

=8, . =3 =3, =1,

611='°'=6P,1p_£=8 5+‘5+l:."_ pp__

N

097:a5f):1’ 6‘”:86()—_—[

ist, wihrend bei jeder der Formen alle iibrigen, nicht genannten Elemente
ay B, y, ¢ den Werth Null besitzen.

Die auf diese Weise gewonnenen p(p-+1) erzeugenden Substitutionen kon-
nen ohne Miihe auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Es lassen sich
ndmlich auf mehrere Weisen p -+ 2 unter thnen auswihlen, aus denen die iibri-
gen zusammengesetzt werden konnen. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt,
bestehen zwischen den p(p 4 1) Substitutionen 4,, B,, C.s, D,. die Relationen:

Ap=-D1pA1Dlp7 (1)
Bp-_—"-DipBi Dim (2)
de = -Dip Dzs 012 Dza Dip ) (3)

.D{,g = D{, o Dp+1 preees -Do'—z a—1 Dc—; ¢ Du‘-»z G~ Dp—H e Dp Py (P < 0') (4)

die iibrigens auch leicht durch direkte Zusammensetzung der auf den rechten
Seiten dieser Gleichungen stehenden Substitutionen verificirt werden konnen.
Mit Hiilfe der Relation (1) kann man die simmtlichen p Substitutionen 4,
mit Hiilfe der Relation (2) die p Substitutionen B aus je einer von ihnen, A4,
beziehlich B,, — wofiir jedesmal unter entsprechender Abénderung der Re-
lationen auch jede andere genommen werden kann — und den Substitutionen
D zusammensetzen. Mit Hiilfe der Relation (3) kann man ferner die {p(p—1)
Substitutionen C aus einer einzigen unter ihnen, C,, — wofiir auch wieder
unter entsprechender Abénderung der Relation jede andere genommen werden
kann — und den Substitutionen D zusammensetzen. Endlich lassen sich die
+p(p— 1) Substitutionen D mit Hiilfe der Relation (4) aus den p—1 Substi-
tutionen” Dy, Dys,..., Dp_,p zusammensetzen.

Man ist auf diese Weise zu dem von Herrn Kronecker in etwas anderer
Form ausgesprochenen Resultate gelangt, dass sich jede beliebige kanonische
Substitution S aus den p -2 kanonischen Substitutionen:

Ai; Bl, 0127 Dl?) -D237-“7 -Dp—lp

als erzeugenden zusammensetzen lisst; auch erkennt man aus dem Gange der
vorigen Entwicklung unmittelbar, dass sich die p— 1 Substitutionen D,,,
Dyy..., Dy yp auf mehrere Weisen durch p—1 andere Substitutionen D er-
setzen lassen.

Annali di Matematica, tomo XII, 38
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Unter Benutzung des soeben angefiihrten Xronecker’schen Fndresultates will
ich jetzt in Beantwortung der zweiten frither gestellten Frage zeigen, dass
sich alle kanonischen Substitutionen S aus nur fiinf unter ihnen als erzeu-
genden zusammensetzen lassen, welche fiinf natiirlich auf mehrere Weisen
gewithlt werden kdnnen.

Zu dem Ende bilde ich aus den p—1 Substitutionen Dy, Desy.ey Dpip
durch Zusammensetzung die Substitution:

E=D42D23-0.Dp—1p;
es 1st dann die Substitution
i Al B

r A

=

b

die am Ende dieses Artikels sich ausgefiihrt findet, dadurch charakterisirt,
dass bei ihr oy =ag=r=opp i =ap=1, dy=0p=-- = =dp=1
ist, withrend alle iibrigen Elemente «, 3, 7, & den Werth Null besitzen. Durch
dieselben Schliisse, welche in Art. 3 an entsprechender Stelle angewandt wur-
den, zeigt man nun leicht, dass fiir jede beliebige Substitution S stets die
Gleichung:

SDPP-H Ep_! = SEP—l .D12

besteht, wo p eine der Zahlen 1, 2,..., p—1 bezeichnet. Aus dieser Glei-
chung ergeben ‘sich aber successive die weiteren:

D, ' =E Dy, D, .+ EP = E*~ D, E*~*+,
und man erhilt schliesslich, wenn man beriicksichtigt, dass E? =1 ist, die
Relation:

.D[;()+1=EP—1D12EP-P+” (p:l, 2,---, P—l)'

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man nun in dem Systeme der p--2
Substitutionen:

-An Bl) Cn) Dxe, Dzs,---; Dp~1py

aus denen als erzeugenden, wie im vorigen Artikel auseinandergesetzt wurde,
jede beliebige kanonische Substitution sich zusammensetzen ldsst, die p—2
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letzten Substitutionen D,,,..., D, ip aus den beiden Substitutionen D,, und E
zusammensetzen, und man erhiilt so schliesslich, wenn man noch beachtet, dass
fir p=2 die Substitution &' mit der Substitution D,, identisch wird, fiir p ==
dagegen die Substitutionen C,,, D,;, E in Wegfall kommen, das Endresultat:

Jede kanonische Substitution der 2ptn Ordnung lisst sich fiir p>>2 aus
den finf fundamentalen kanonischen Substitutionen:

1 0... 0 1 0... 0 0 0... 0 f —1 0... 0
0 4... 0 0 0... 0 0 1.. 9 0... 0
00 1 00 0 0 O 1 b 0 0... 0
AI:‘ BII _
0 0 0 1] 1 0 0 00
0... 0 0 0 0 0 0 o 1 0
00 0 00 i 0 0 0 | 00 1
0 0... O 01 0 0 0t 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 00 0 00 0 0
0 01 0 0 0 0 0 0 0 1 0 ‘ 0 0 0 0
0 0 0... 1 00 0... 0 0 0 0.. 1 0 0 0 0
Gy = T - Dy == — — .~
000 0 0 0... 0 0 0 0... 0 0 1 0... 0
0... 0 1 0... 0 0 0 0... 0 I 1 0 O0...
0 0... 0 00 .. 0 0 0 0... 0 0 0 1... 0
0 00 6,000 1 0 G 0 0 w00 i

E=
0 0 0 0 00 01
00 0 1 00 0
0 00 0 010 0
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als erzeugenden zusammensetzen, wikrend im Falle p=2 die vier Substitu-
tionen:

110 10 0 0 —1 0 10 01 et , 00
0L 00 0 4 | 00 014 10 10‘0

110 '10‘ 00’10 00| 01
joo 01"oo 0 1 00| 01 00| 10

im Falle p=1 endlich die zwei Substitutionen :

zur Erzeugung jeder belicbigen kanonischen Substitution geniigen.
Dasselbe Resultat lisst sich in anderer Fassung auch so aussprechen:

Die simmtlichen linearen Transformationen der allgemeinen Thetafunc-
tionen mit p Variablen lassen sich fir p>>2 aus finf, fir p=2 aus vier,
fir p==1 endlich aus zwei bestimmten unter ihnen, die in jedem Falle auf
melrere Weise ausgewihlt werden kinnen, zusummensetzen.

Witrsbarg, d. 1. April 1884,
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Contribuzione alla teoria
delle 27 rette e dei 45 piani tritangenti
di una superficie di 3° ordine.

(Memoria del prof. E. Bertini, a Pavia.)

, Il presente lavoro & diviso nei paragrafi seguenti (¥):

§ 1. Relazioni fra le coppie di triedri conjugati. — § 2. Enneaedri di 1*
e 2' specie. — § 3. Relazioni fra le terne T. — § 4. Ordinamento e costru-
zione delle terne 7. — § 5. Teoremi sugli enneaedri. — § 6. Triedri di 1%,
2% e 3" specie. Altre proprietd degli enneaedri. — § 7. Poliedri. Pentaedro
principale. — § 8. Ettaedro principale. — § 9. Poliedri che contengono almeno
un triedro di 1% specie. — § 10. Tetraedri. — § 11. Pentaedri. — § 12. Esaedri.
— § 13. Ettaedri. Ottaedri. — § 14. Specchio riassuntivo dei poliedri.

Per brevitd si chiama terna T' il sistema di tre coppie di triedri conjugati,
nelle quali giacciono tutte le 27 rette della superficie. Di queste terne T' e
delle coppie di triedri conjugati, i §§ 1, 3, 4 contengono alcune nuove pro-
posizioni, le quali in seguito sono di ajuto in parecchi punti. Nel § 4 & esposta
inoltre la costruzione delle 40 terne 7. Benché tale costruzione non abbia
interesse per la parte rimanente del lavoro, tuttavia & parso opportuno di non
ommetterla per mostrare come le proprietd premesse e la arbitrarietd inerente
alla notazione fossero sufficienti per quella costruzione. I §§ 2, 5 sono consa-
crati a dimostrare varie proprieta degli enneaedri. Alcune di queste proprieta
e in particolare la distinzione degli enneaedri in due specie, come si avverte
a suo luogo, sono dovute a Cremona. Le dimostrazioni date in quei due para-

(") La maggior parte dei nuovi risultati contenuti nei §§ 1, 2,... 9, furonojcomunicati,
senza dimostrazione, al R. Istituto Lombardo, nelle sedute del 15 maggio e 31 luglio 1884,
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302 Bertini: Contribuzione alla teoria delle 27 rette

grafi non sono fondate sopra alcuna notazione delle 27 rette o dei 45 piani
tritangenti (nemmeno su quella del n.° 11).

Nel § 6 si pone 1l concetto generale di triedro e si distinguono tre sorta
di triedri: alle quali cose si collegano alcune nuove proprietd degli enneaedri.

I paragrafi seguenti 7, 8,... 14 sono rivolti alla risoluzione di un problema,
che sino ad oggi non fu oggetto di indagine. Quali e quanti sono i poliedri
(di cui gli spigoli sono esterni alla superficie) che si possono formare coi 45
piani tritangenti? Si arriva alla risoluzione di questo problema col determinare
dapprima 1 poliedri principali, ossia quelli non contenuti in altri poliedri. Di
poliedri principali esistono quattro specie; cio¢, oltre le due specie di enne-
aedri, una specie di ettaedri (§ 8) e una di pentaedri (§ 7): quella non con-
siderata, credo, finora; questa incontrata da Cremona per altro scopo (cfr. note
al n.° 23). Nel § 8 che si riferisce agli ettaedri principali, e in quello soltanto,
si ricorre, cercando perd di mantenere la generalitd della ricerca, alla nota-
zione di ScELAEFLI, per evitare una discussione che si presenta molto cemplicata.
In appresso, noti i poliedri principali, si ricercano i poliedri in essi contenuti e
cosi si trovano tutti 1 possibili tetraedri, pentaedri...; 1 quali sono poi raccolti
in uno specchio con alcuni numeri relativi (§ 14). In questa seconda parte della
ricerca s’incontra la difficoltd di riconoscere se poliedri contenuti in differenti
poliedri principali e aventi certi caratteri comuni, sieno o no diversi. La riso-
luzione di tale difficoltd porta a concludere che un poliedro di una data specie
& definito da quattro numeri: il numero dei piani che lo formano ed i tre nu-
meri che indicano quanti triedri delle tre specie si possono formare coi piani
stessi.

§ 1. Relazioni fra le coppie di triedri conjugati.

1. Indichi
Ay Ay QA3 a; b,
C=| ay ap ay (= a b
A3y A3y Qs as by

una coppia qualsiasi di triedri conjugati, essendo a,, @, i3, @s1,... l¢ nOVE
rette di essa e - : - -
Q=0 Az Q3

1=1, 2, 3,
biEaiiaziasi
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i sei piani della medesima (*). Cerchiamo le coppie che hanno colla C elementi
(piani o rette) comuni.

Si sa e si dimostra facilmente che una terna gobba (**) di rette individua
una coppia di triedri conjugati, di cui le sei rette rimanenti sono le bisecanti -
della terna.

T noto altresi (***) che due piani, aventi una retta comune, appartengono a
quattro coppie di triedri conjugati. Ora coi sei piani della coppia C si possono
formare nove delle dette paja di piani. Si hanno adunque 27 coppie di triedri
conjugati che hanno colla C due piani comuni.

Si consideri adesso una coppia gobba di rette di C. E chiaro che essa com-
pare in sei delle precedenti 27 coppie di triedri conjugati (per es., @s, @, en-
trano nelle tre coppie contenenti i piani @,, b, e nelle tre contenenti i piani
as, b,). Ma una coppia gobba di rette fa parte di dieci terne gobbe di rette.
Escludendo le sette terne gobbe, che individuano C e le sei coppie di triedri
conjugati test® nominate, rimangono tre terne che danno tre coppie di triedri
~ conjugati aventi a comune con C la considerata coppia gobba di rette (e, come
¢ facile vedere, null’altro). Cosicche, in totale, si hanno 18.3 =54 coppie di
triedri conjugati che hanno comune con C una coppia gobba di rette (soltanto).

I piani che non contengono alcuna delle nove rette della coppia C sono
manifestamente

45—-3.9—6=12.

Uno «, di questi dodici piani e un piano a, di C danno origine ad una coppia
C' di triedri conjugati. Il terzo piano che con «, a; forma un triedro di C’
deve essere degli stessi dodici piani; giacché, altrimenti, conterrebbe almeno
una retta di C, la quale, insieme ad una retta di a,, darebbe un nuovo piano
(oltre @,) comune a C, C’, onde a, dovréebbe contenere una retta di C. Quei
dodici piani determinano adunque sei coppie di triedri conjugati che hanno con
C a comune il solo piano a;. E si hanno quindi 36 coppie di triedri conjugati
aventi con C un solo piano comune.

2. E qui si noti che, una retta appartenendo a 16 coppie gobbe e una
coppia gobba a 10 terne gobbe, una retta entra in 80 terne gobbe e perd in

(") Qui e dappertutto in seguito, piani e rette sono (se nulla si avverta in contrario)
piani tritangenti e rette di una superficie generale del 3° ordine.

(") L'insieme di piu rette dicesi gobbo se due qualunque di esse non s’incontrano.

(""") R.-Srurm, Synthetische Untersuchungen iber Flichen dritter Ordnung, Leipzig,
1867, pag. 64.
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40 coppie di triedri conjugati (*). Le 39 coppie di iriedri conjugati, che hanno
con C una retta comune, si distribuiscono in tre gruppi di 12, 12, 15, aventi
rispettivamente @ comune con C una coppia gobba di rette, un piano, due piani.
11 che & evidente per le cose dette nel n.® 1 e avvertendo che una retta di C
appartiene a quattro coppie gobbe, a due piani, e a cinque coppie di piani
(aventi una retta comune) contenuti in C.

Quindi non possono due coppie di triedri conjugati avere una sola retta
comune. .

Ne discende facilmente la propriethd nota che, esistono due coppie di triedri
conjugati (e due soltanto) che, con una data coppia C, contengono tutte le 27
rette (**). In vero, escludendo le nove rette di C e i piani che passano per
esse, rimangono 12 piani e 18 rette. Ciascuna di queste rette esiste in due
dei 12 piani, giacche incontra i tre piani di un triedro di C sopra tre rette
di C, formanti una terna gobba, colle quali di tre piani esclusi. Sia «, uno
qualunque dei 12 piani e fi, 8; quelli di essi che passano per due rette di «,
(oltre «,). I piani B,, B, individuano una coppia C’, di cui un triedro sard
formato dagli stessi piani $;, 8. e da un terzo piano che diremo B; e I'altro
triedro conterra «,. Nella coppia C’ entrano, delle 18 rette suddette, tre di 3,
tre di 3, e la retta «,8,. Segue, per I’ultima proprietd avvertita, che le coppie
C, C' non hanno aleuna retta o piano comune: cio2 C’' contiene sei dei 12
piani e nove delle 18 rette. Prendasi ora un altro dei 12 piani, all’infuori dei
sei di C’, e =i avrd una nuova coppia che conterrd i sei piani e le nove rette
rimanenti, poiché per una retta di C' passano due soli dei 12 piani e sono
quelli della stessa coppia C’. Adunque, ecc.

3. Riunendo I'ultima proprietd a quelle del n.° 1, si ha il seguente teo-
rema: )

Rispetto ad una coppia di triedri conjugati, le altre 119 coppie si distribui-
scono in quattro gruppi:

1.° Di 2 coppie, che nulla hanno a comune colla data (e fra loro);

2.° Di 27 copple, ciascuna delle quali ha colla data due piani comuni
(e cinque rette); “

3.° Di 36 coppie, ciascuna delle quali ha colla data un piano comune
(e tre rette);

() Cid segue subito anche dall’osservare che 27.40 =120.9. Veggasi inoltre Sturm, 1. ¢.
(") Jacos StrINER'S, Gesammelte Werke, Berlin, 1882, tom. 1I, pag. 655, — Sturm,
l. c., pag. 63. — CrEMONA-CURTZE, Oberfidichen, § 261, ’
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4.° Di 54 coppie, cadauna avente comune colla data una coppia gobba
di rette (e nessun piano).

Il sistema di tre coppie di triedri conjugati che contengono insieme le 27
rette della superficie, si chiamerd d’ora innanzi una terna T

§ 2. Enneaedri di 1* e 2* specie.

4. Sia
a, bi a, b4 a; b7
T/ = a, bg as b;; as bs
a3 bs Qg bs Ay bg

una terna di coppie di triedri conjugati, ove a,a.a; indica un triedro, ,b,b;
il triedro ad esso conjugato, ecc. Ciascuno dei 27 piani esclusi dalla terna T"
contiene una retta di ogni coppia di 7", perché due rette di una stessa coppia,
che s’incontrano, danno un piano della coppia. Presi ad arbitrio due piani
(ad es.) a,, a, di due coppie di T", i tre piani che le rette dell’ uno formano
colle rette dell’altro, sono dei suddetti 27 piani e perd contengono tre nuove
rette appartenenti alla terza coppia di 7". Ciog il triedro, a cui i piani a,, a,
danno origine, & completato da un piano della terza coppia di 7", per es. (po-
tendosi, nell’indicazione di 7", scambiare due colonne di una matrice) da uno
dei piani ay, a5, a,. B, cid essendo, il triedro individuato dai piani a,, a; deve
essere completato da uno degli stessi tre piani a;, as, a,; perche, esistendo,
ad es., i triedri a,a,a,, @,a;0,, si avrebbero due coppie di triedri conjugati
con quattro (sole) rette comuni, ciod le tre rette di a, e la retta a,b,, il che
non pud essere (n.° 3). La stessa considerazione prova che i triedri originati
dalle coppie di piani @i, @} @5, 04} Gz, Gs5 G5y Ao} Uy G4y gy A5} Ay A SONO
completati da uno degli stessi tre piani @, as, @,. Se ne rieava immediata-
mente che il sistema dei nove piani

Qs s y.n. Qg (E)

gode della proprietd che, assunti ad arbitrio due dei nove piani, il terzo piano
che con essi completa il triedro é degli stessi nove piani. Per conseguenza, ques
nove piant st possono distribuire in 12 iriedri, ogné piano appartenendo a 4
triedre: e inolire, ¢ 12 ériedri si sparitiscono in 4 terne, ogni terna contenendo
tutts © nove piani (E)) ().

(') Cremona, Sulle 27 rette di una superficie di 5° ordine, Rendiconti del R. Istituto
Lombardo, Serie 1I, vol. 3° pag. 216.
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Per giungere facilmente ad una opportuna notazione di quei 12 triedri, si
pud avvertire altresl questa proprietd. Se un piano a; é comune a due triedri
(dei 12 suddetti), ¢ quattro pian: residui di questi triedri non possono appar-
tenere a due nuovi triedri che abbiano pure un piano comune a;. Perocche,
se cid avvenisse, aggiungendo ai triedri qui considerati il triedro dato dai
piani a;, a;, tre dei triedri, a cui appartiene a; sarebbero formati degli stessi
sette piani di tre dei triedri a cui appartiene a;; e quindi i due piani rima-
nenti dovrebbero formare un triedro tanto con a; che con a;, cid che non pud
essere.’

Potendosi nell’indicazione di T scambiare due piani di una colonna, si pud
fissare che i triedri, a cui appartiene a,, sieno (oltre a,a,a;) a,a,a;, .05,
@:1asas. Allora il triedro, di cui fanno parte a,, @, non pud essere completato
che da a3 o da @, e pud ritenersi sia il triedro @, a,a@, (scambiando, quando
non fosse, @, con @y, @ con a;). Cid fatto, la notazione di tutti gli altri triedri
& determinata. In vero il triedro dato da a,, @; non pud essere completato da
@, manifestamente, e nemmeno da a,, giacch®, in questo caso, i due triedri
as @507, G, @40, avrebbero un piano comune e i quattro piani residui darebbero
i due nuovi triedri a,a,a,, a,a;a, pure con un piano comune. Si ha quindi il
triedro a,asas: e allora si ottiene mnecessariamente il triedro a,a,as, ece. In
tal modo 1 12 triedri risultano dati e distribuiti nelle quattro terne, per le
orizzontali, le verticali, i termini positivi e i negativi del determinante

a, 0, 0Qaz
ay a5 a - (%)
Gy Qs 0Oy

5. Si osservi ora, continuando a considerare i nove piani (F,), che essi
appartengono a quattro terne T' (fra le quali 7”). Infatti segue immediata-
mente dalla proprietd del n.° 3, che tre triedri che non hanno rette comuni
(ciod contengono tutte le 27 rette) sono di una terna T' e rispettivamente delle
sue tre coppie, giacche, per quella proprietd, due triedri, non appartenenti alla
stessa terna T', hanno rette comuni. Pud aggiungersi che le quattro terne T,
a cul appartiene il sistema (F,), contengono tutti i 45 piani tritangenti; cio&
¢ 36 nuovi piani, oltre i piani del sistema, che entrano in esse, sono tutti

(') Le proprietd precedenti sono identiche a quelle dei flessi di una curva di 3° ordine,
se si sostituisca rispettivamente a piano e triedro, flesso e retta dei flessi: cioé i nove piani
(E,) sono dati da una equazione hessiana.
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distinti. Giacchd due coppie qualunque appartenenti rispettivamente a due di
quelle quattro terne, per es. le coppie date dai triedri @,a;0s, @,a,a,, hanno
a comune un piano @, e uno solo, le rette di @, a; essendo distinte da quelle
di a4, a; (*).

Se si considera invece il sistema dei nove piani che si ottengono da () col
sostituire ad un triedro il suo conjugato, ad es., il sistema

by by bsa, a5 a5 a;as Ay, (EE)

(formato dalla 2% 3% 5% colonna di 7"), si hanno ancora nove piani conte-
nenti tutte le 27 rette della superficie, ma qui non esistono altri triedri, all’in-
fuori dei tre, b,bybs, a,a50,, a;050,. Infatti uno dei piani a4, as, a; e uno
dei piani a,, as, @, dinno un triedro, che & completato da uno dei piani a,,
@z, a; (0.° 4). Ciod il sistema (E;) appartiene alla sola terna I".

Adunque, se dicasi enneaedro il sistema di nove piani tritangenti nei quali
giacciono tutte le 27 rette della superficie, si hanno due specie di enneaedri:
quells di 1% specie, che si spezzano in 4 modi in tre triedri, ossia appartengono
a quattro terne 7' e quelli di 2* specie che si spezzano in un modo solo in
tre triedri, cio® appartengono ad una sola terna 7.

() Se si indica con af a® a® il triedro conjugato ad a,a,a,, ponendo ordinatamente
i=1, i=2, {=3, i=14 per i triedri conjugati ai triedri dati dalle orizzontali, dalle ver-
ticali, dai termini positivi e dal negativi del determinante del n.° 4 e inoltre si rappresen-
tano colle stesse lettere i primi membri delle equazioni dei piani dei triedri, moltiplicate per
opportune costanti, I’equazione della superficie di 3° ordine si pud scrivere nelle forme se-
guenti:

1 2 3
a,a,a,=af af af?,
— g g 0
agasa,=aaf afy’,
— qM oM g
a, aga,=a ¢y ay’,

= a® a® a®
a,a,a,=aPa a,

ayagay=aad a,
a, a, ay=af o ag;

donde I’ equazione data dal Cremona (l. c., nei Rendiconti del R. Ist. Lomb., pag. 216)
(a8, 05... a0 =11,

essendo II il prodotio dei 45 piani iritangenti, ecc,
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Una terna T contiene quattro enneaedri di 1% specie e quattro di 2. Per
es., la terna 7", oltre (E.), contiene gli enneaedri di 1* specie

@y 05 a3 b, b5 bs b b5 by,
by b, bs oy a5 a6 by by bs,
b.bs by b, b b ay as ay;

poiche il triedro dato da a,, b, (ad es.) deve essere completato da uno dei
piani &y, bs, by, non potendo esserlo da uno dei piani a,, a5, a, (cfr. n.° 4), ecc.
E la stessa terna 7" contiene, oltre (%,), gli enneaedri di 2 specie

@y 0s @3 by b; bs a; as a,,
@y Uy Us 04 05 A6 by by by,

by by by by bs b by by b,

che provengono dai precedenti sostituendo ad uno o a tre triedri i loro con-

jugati.
Per conseguenza nascono, dalle 40 terne T, %07'4- = 40 enneaedri di 1" specie

e 40.-4=160 enneaedri di 2" specie (¥).
6. Questi enneaedri sono ¢ soli che si possono jformare coi 45 piani tri-
fangenti. In vero sia
Ly Laens T

un enneaedro, ciod il sistema di nove piani che contengono le 27 rette e che
non hamnno quindi rette (della superficie) a comune. Un piano qualunque, z,
(ad es.), deve appartenere almeno ad un triedro formato di piani dell’enneaedro.
Poiche, se cid non fosse, combinando z, cogli altri otto piani dell’enneaedro,
si avrebbero otto triedri e quindi otto coppie con un piano comune z,, e con
questo solo, per la considerazione che, quando due coppie di triedri hanno due
piani comuni, ogni altro piano di una coppia ha una retta comune con ogni
altro piano dell’altra coppia. Il che non pud essere, rispetto ad una coppia esi-
stendo (n.° 1) sei sole altre coppie che hanno colla medesima un (solo) dato
piano comune. Ora, se i piani &, &, 2; (ad es.) formano un triedro, i piani
che non contengono rette di essi sono 12 e si distribuiscono in due coppie

(*) CrExona, 1 c. (nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo), rag. 215,
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appartenenti alla terna 7' individuata del triedro x,u,2, (n.° 2). Cio gli altri
sei piani «,¥y...%, sono di quella terna: c. d. d. (¥).

7. Dall’ultima considerazione del n.° 6 segue che due enneaedri (di 1* o
2 specie) aventi un triedro comune appartengono alla medesima terna T, quella
individuata dal triedro: e viceversa, per le cose del n.° 5, che un triedro &
comune a due enneaedri (della stessa specie) e a due soli appartenenti ad una
medesima terna.

Dal n.° 5 si ha inoltre manifestamente che ¢ quatéro enneaedri di una stessa
specie, nascenti da una terna T, sono tali che due qualunque hanno un triedro
comune e ¢ due rimanenti hanno comune 4l triedro conjugafo: ossia, ¢ quattro
enneaedri st possono decomporre ciascuno in tre triedri, per modo che ¢ triedri
dell’ uno appartengano rispettivamente agli altri tre. Questa proprietd vale non
soltanto per gli enneaedri di 1* specie, come fu osserva.o dal Cremona (**), .
ma anche per quelli di 2* specie. La differenza sta in cid, che ogni enneaedro
di 1* specie appartiene a quattro di quelle quaderne, mentre ognuno di 2* ad
una sola. Onde si hanno 40 delle dette quaderne (tante, quante le terne T) si
degli enneaedri di 1 specie, come degli enneaedri di 2°.

§ 3. Relazioni fra le terne T.
8. Da una terna T (di cui si conserva la notazione data nel n.° 4) na-
scono quattro enneaedri di 1* specie, ognuno dei quali esiste in tre nuove terne;

cosicché, rispetto ad una terna 7', esistono 12 altre terne 7', che hanno con

(") Introducendo la notazione di ScHLAEFLI, gli enneaedri sono dei due tipi:

a; by cy a by cn
a b cn a b, e
a b cu a; b, cin
Ay by Con Ay by Coun
a, b, ¢ @y by Cop
a, bu Com a, by cp
Cim Crn Cip Cit Conp Crn
Cin Cixp Cim Cin Cpr Cim
Cip Cim Cin Cui Cim Cpp }

essendo 1R Imn p una permutazione qualunque dei numeri 12...6. Se ne hanno 80 de]
1° tipo (fra i quali i 40 enneaedri di 1* specie) e 120 del 2° tipo.
(") Cremona, 1. c. (nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo), pag. 219.
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quella un enneaedro di 1 specie a comune. Cerchiamo in quale relazione
stanno alla terna T le rimanenti 27 terne; di cui una qualsiasi si dird T",.
Si consideri una coppia di T, per es., la

a, b,
a b (©)
a; b,

Un suo piano e, qualsivoglia, appartenendo a due enneaedri di 1* specie na-
scenti da 7" (ciod ad a, @s... a5, @, Gy @3 b,... D), entra in 6 delle 12 terne T'
escluse, cioé in sei coppie appartenenti a tali terne: e queste sei coppie non
hanno con (C’) altro piano comune, oltre @, (cfr. n.° 5). Adunque le 36 coppie
(n.° 3) che hanno con (C) un (solo) piano comune sono delle 12 terne 7'
escluse. Ossia una coppia di 7" e una di 7", avranno a comune due piani o
nessuno. Per fissare le idee, sia

¢, d,
e do G
¢ ds

una coppia di T",. Se essa ha con (C') due piani comuni a,=¢,, b, =d,, nes-
sun piano deve avere a comune colle altre due coppie di T, per es., colla

as b
as bG ; (Cm)
a; by

giacch, se fosse as=c,, b;=d,, le due coppie (C) (C"), della stessa terna 7",
avrebbero a comune le rette ¢,d,=a,b;, c;d,=b,a;. Ma (C") deve certamente
avere due piani comuni con una delle tre coppie di 7", perche, se i piani ¢,
€sy C3y di, dy, d; non entrassero in T, avrebbero ciascuno una retta comune
con ogni coppia di T (cfr. n.° 4), ciod almeno tre rette di {C") apparterreb-
bero ad una tal coppia, il che non pud essere (cfr. n.° 3).

Sicche ogni coppia di T & associate ad una coppia di T",; due coppie
associate hanno due piani comuni; due coppie non associate non hanno alcun
piano comune.

Pud quindi 7", indicarsi, ad es., cosi:

a, b, a, b, a; by

T'iE 22 52 a5 P 213 ﬁs
as P a5 P ay o
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essendo a,, as... B¢, fB5... piani distinti dai piani a,, @s... by, b;... Nelle due
terne 7", T",, il triedro dato dai piani a,, ¢, deve essere completato (cfr. n.’ 4)
da uno dei piani delle terze coppie delle due terne e per conseguenza da uno
dei piani comuni a queste terze coppie, per es. da a, (in accordo colla nota-
zione de] n.° 4). Si ha quindi il triedro a,a,a, e parimenti i triedri a,b,0-,
bia,b;, b,b,a,.

Adunque:

Rispetto ad una terna T, le altre 39 si dividono in due gruppi di 12 e 27.
Ciascuna terna del 1° gruppo ha comune colla terna considerata un enneaedro
di 12 specie: e ciascuna del 2° gruppo ha colla stessa comuni sei piani che si
possono distribuire in quattro triedri.

Per due terne che hanno comune un enneaedro di 1* specie, ogni coppia del-
Uuna ha un piano comune (e uno solo) con ogni coppia dell altra. Per due
terne aventi a comune sei piani, ogni coppia dell’ una é associata ad una coppia
dell’ altra, due coppie associate avendo due piani comuni. Inoltre, in questo
secondo caso, le fre rette d'intersezione delle tre paja di piani (due piani di
un pajo essendo comuni a due coppie associats) esistono in uno stesso piano:
ciot, mantenendo le indicazioni superiori, le tre rette a,),, a,b,, a;b, a due a
due s'incontrano. Perocche, ad es., 1 due triedri a,a,a,, a,b,b, appartengono
a due coppie che hanno comuni cinque rette, le tre di a, e le a,b,, a.b,.
Queste ultime (cfr. n.° 3) debbono adunque giacere in un piano.

9. Continuando a considerare il 2° caso surricordato, non possono tre paja
di piani a., 4,5 @, bs; a;, b, essere comuni a tre o pilt terne I' (ogni pajo
appartenendo a due coppie associate), perche, ognuno de’ quattro triedri che
si possono formare con quei sei piani entrerebbe allora in piu di due enne-
aedri (della stessa specie), il che non & possibile (n.° 7).

Cid premesso, se a,, b, sono due piani qualunque che hanno a comune una
retta (della superficie), le quattro terne T, T7",, T",, T";, date dalle quattro
coppie di triedri a cui appartengono a., b,, saranno, prese a due a due, nel
2° caso menzionato, ciod avranno sei piani comuni: ad es.:

T, T1', 1ipiani a,, b; a,, by a; by,
’ ’ ’ ’
T., T, ” ay by @'y, U5 aly, by

Due qualunque di questi sei sistems di ses piani non hanno o comune che a,, b,.
Poiche, se fosse a,=a’, (ad es.), dall’esistenza del triedro a,a,a, e del triedro
a,d.ay (0 a,a',b’;) seguirebbe che deve essere a,=a’y (0 a,=10"), ecc.; ciod
si avrebbero pitt di due terne T colle stesse tre paja comuni.
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§ 4. Ordinamento e costruzione delle terne 7.

10. 8Sia
01 Qs A3 Ay O Ag Gy As Ao (E)

un enneaedro di 1" specie e sieno T, T, T™, TV le quattro terne T a cui
appartiene. Rispetto ad una di esse 7', consideriamo i due gruppi contenenti
rispettivamente 12 e 27 terne 7|, di cui si disse nel n.° 8: al primo dei quali
appartengono T", T, T'". Prendiamo per 7' l’indicazione del n.° 4 e per
una terna del gruppo delle 27 I'indicazione del n.° 8. Poich® a,a,a; & un
triedro, 1'enneaedro

(g o cig Ay 05 0 Ay O3 Ay
& di 1* specie. Tale enneaedro, avendo con (F,) un triedro comune, apparterra
(n.° 7) ad una delle terne 7'%, T", T"¥. Adunque, mentre ognuna delle 12
terne ha con 7" un enneaedro comune, cadauna delle altre 27 ha un enne-
aedro comune con qualcuna delle 7™, T, T'".

Segue che le 40 terne T' possono essere ordinate, partendo da un enneaedro
di 1* specie, nel modo seguente. L’enneaedro é comune a quattro terne: ognuna
di queste contiene tre nuovi enneaedri di 1* specie e ciascuno di tali enneaedri
appartiene a tre nuove terne. Si ottengono cosi le 40 (=4 -+4-3.3) terne T.

In relazione a tale ordinamento, essendo T, T'", T, TV le quattro terne
in cui entra I’enneaedro (K,), indicheremo con T'% (k=1, u, m, 1v) una terna
che ha comune con T'* uno stesso enneaedro [differente da (Z))], convenendo
che per le terne che hanno con T'* lo stesso enneaedro comune si tenga fisso
I'indice ¢ e si varii l'indice j (onde ¢=1, 2, 3; j=1, 2, 3).

11. Coll’ajuto delle proprietd precedenti, si ottiene il seguente specchio
delle 40 terne T' (*):

(") Per passare alla notazione JorpaAN-CREMoNaA, basta porre (ad es.) le seguenti egua-
glianze:
l=g¢, 10=c¢, 19=4d, 28=d, 37T=¢
2=c¢: 11 =q, D=0, 20 = b, 38 =d,
3=1b, 12=¢, Rl = b, 30 =c, 39 =10,
4=10, 13=aq, 22=gq, 3l=e, 40 = a,
‘b=e, l4=c¢, 23 =¢, 32 =a, 41 =15,
6=c, 15=ay 2d=cy 33 =e, 42=15,

. 16 =¢, BJ=d; 3=d, 43 =¢,
8=a, 17=¢, 26 =10, B=a, 44 =e,
9=(ll 18=€5 27=d5 36=d6 45=al

[Cfr. CrEmMoNA, L. c. (nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo), pag. 209].
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a b |a; b, |a; b, @y € |Gy Cy | Gy C e, dy | a, dy| a; dy ay € |y & |03 &
1 m_ m_ W
T =\a,b,|a5b; 0,0, | T ' =|@a ¢ la;¢|a c|T =|a;ds|agdg|ayd,|T =|a; ¢|a, e|a; ¢
ag by | ag by 1 ay by a; ¢ 185 Cglay ¢ ay dy | a; d; | a; dg @y €1 Ay €1 A7 €
a, ¢ | a, ¢;|ag ¢ a, b, |a, b 1 a, b, a, bylas b la, b, a, by |a; b, |ag b,
1 1t T v_
Tu=|b,d |b; d;|bsdy| Tu=s|c, dyleg dsle; dy| Tii=|d, e, |8 ¢ dges| Tiu=|e ¢ |e ¢ ¢ ¢
b, e, |1 by €, 1D, ¢ 6 e e ley e d, e, 1 d, e;1dg e, e, dyle, dyle d,
a, ¢ |a, ¢)ag ¢ a, b, |a, b, | a, b, a, b, | a; b | ag b, a, b la; bs|a; b,
1 m v
Tio=|by dy | b d | b, d, | Tis=|c; dy |y dy| e, d| Ta=|d, ¢, |d ¢;|dy ¢ | Tu=|e, ¢, )6 ¢ e ¢
b, e 15, ¢, 1bg e C 6 1¢ elc e d; e, dg e | d, e, e; d, e d,le d
a, ¢, |a, ¢ |a;g ¢ a, by | a, b | a; by a, b, | as by |a, by a, by |ag b | ag by
1 1t it 1v
Tis=bgdy |byd; Dy dy | Tis=|cg dy | dg | dy | Tia=|d; ¢, |dy ¢ dycg| Tia=|e ¢ ¢ ¢ |¢€ ¢
by €5 1by €10, ¢ Co € 1C 616G & d; e | dg e, | d, ¢ € d | e, d; | e dg
a, € |ag ¢ | a ¢ a, byl a, b, a; b, a, by | a, b, | a, b, a, by, | a, by|a, b,
1 1 e v
Tn=|b dg |bydy | by, dy | Tu=|e, dyje dy| e dy| Tn=dyc|dcldye,| Tu=]¢€ e &|& ¢
by e, 1by € 1D € Co € 1C € 1C & dy e, 1 dy ey 1d; e e dy l €5 dg | e dy
@y € | @5 C | G C @, by | a5 by | ag by ay by | ag by|a; b a, by | a, by |a, b
1 11 i v
Tn=|by dg b dy | by dg| Tu=|c, dg|€ d|C dy| Tz =|dy ¢ |ds c;|d ¢ | Ts =\|e ¢5|e5 ¢ |¢€ ¢
by €51 €10, ¢ C3 G lC & 16 € d; e, | dy e 1dy e e; d; le; dgl e dy
@y €7 [ 85 C5 | Og C ay by | a5 b | ag b, a by )| ag b [ a; by a, by | a, b |ay b,
1 11 1 w
To=|bydy|bydy (b d;| Ts=|e, d |z ds|c, d|Ta=|dc,|dc|d ec|Tm=|e€ cle ¢ e ¢
by & | b; ¢ 1Yy € G €10 €16 & dy e 1 dy egldy ey e dyleg dyie; dy
a, ¢ |ay cg|ay c a, by ag by | ay b, a, b | a, bylabd, ay b, | a; b;|a, b,
1 T 111 w_
Tn=|b d; |bydy b5 | Tn=|c;, dy |, & | ¢, Qg | Tun=]d, ¢|d, ¢, ¢| Tu=|¢ ¢;|€ ¢ € ¢
b, €51bg 3105 € G 6| C G1C & dy e; 1 ds e, | dg e e dyole; dyle, d
a; C | @ Cg| Gy Cg as by | a5 bg | a5 by a, b, | a, by | a; b, a, byl a; b | a; b,
1 11 1 w
To=|b, d, b3 d, | b, dy | Tsa=|¢, dy|¢ |6, | Toa=|d, c|ds e, |ds c,| Trz=|¢€ ¢|e, c|e ¢
by €, 10, ¢ 1b; ¢ Cp € 1C €16 & d, e 1dy €,1d; ¢ e, dyleg dyle, dy
@y C | By € | Oy G @y by | a5 by | ay by @ by | ay by | a; by a; by [ a; by | a; by
1 11 11 v
To=|b, dy | b, dg | by dy | Tis=|c, dy|c dg|C o | Tos=|ds ;| dy ¢, | dyes| Ts=¢e ¢ |€& C|ée ¢
b, e, | by e | b, e e e lcy e le; e @ e, 1 d, e | dy e € dy| e dyl € dy
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Le terne T, T", T™, T, nelle quali entra I’enneaedro
' @y @y (3 Oy A5 g Oy A3 Ay

si serivono immediatamente tenendo presente il determinante del n.° 4 e ag-
giungendo i nuovi simboli b,,... by €4,... oy diy... doy €1y... €, che, col pre-
cedenti a,,... @y, rappresentano tutti i 45 piani tritangenti (cfr. n.° b). B
evidente che la successione di questi trentasei nuovi simboli non & interamente
fissata, potendosi scambiare, in modo affatto arbitrario, quelli che figurano in
una stessa colonna delle T* (k=1, u, m, 1v).

Si consideri I’ enneaedro (di 1* specie) @, @, @sb,b5bsb;bsbs. Per I arbitrarietd
ora avvertita, si pud ritenere che sieno triedri a,b,b,, a,bsb;, a,bsbs e allora
che sia un triedro anche a,b,b,, poiche, se si avesse invece a,b,bs, sl scam-
bierebbe b5 con by, b5 con bs. Quindi, per il ragionamento fatto nel n.° 4, i
12 triedri dell’enneaedro suddetto sono dati dalle orizzontali, dalle verticali,
dai termini positivi e dai negativi del determinante

a, b, b,
a, b, bs
as by b

1 1

Cid permette di scrivere la 1%, 3% 5* colonna delle T',,, T',,, T}, aventi quel-
I'enneaedro comune con 7". Per ottenere le altre colonne delle nominate tre
terne, osservisi che esse (all'infuori dell’enneaedro considerato) nulla hanno a
comune fra loro (n.° 5), mentre ciascuna avrd con ciaseuna delle 7, T'™, TV
sei piani comuni (n.° 8), giacché (ad es.) T}, e T'" contengono amendue a, e
non by, b;. Approfittando quindi della sunnotata arbitrarietd, si possono scrivere
le colonne mancanti: ciot (ad es.) T'j, deve contenere nella seconda colonna
(pel confronto con 7'™) uno dei simboli ¢,, ¢,, ¢;: si & posto ¢,, e allora T,
deve contenere, pure nella seconda colonna, una delle ¢, ¢;: posto ¢,, nella
seconda colonna di 7', deve trovarsi ¢;, ece.

Proponiamoci ora di serivere T, T, T'j;, aventi a comune con I™ I’en-
neaedro @, @,a,6,¢5Cs¢3¢6¢5. 1 tre simboli a,, a4, a; si troveranno distribuiti
nelle tre coppie di ciascuna di quelle terne: e, siccome dal confronto di T',,
T, T4 con T segue (n.° 8) rispettivamente che a,¢,¢;, a,¢5¢5, @1¢5¢5 SODO
tre triedri, si hanno subito le prime colonne di quelle tre terne. Inoltre, do-
vendo ognuna delle stesse terne avere con 7" sei piani comuni (giacché le
terne colle quali 7" ha enneaedri comuni sono le T, T, T, T'};) ed essendo
ancora arbitraria la successione dei simboli 4, b;, b;, finora non adoperati,
possiamo fissare che b, sia in T7,, b, in T4, by in T,
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Cid fatto, osservisi che 7', deve avere (n.° 8) un enneaedro a comune con
T, (ay, ¢, ¢, essendo distribuiti nelle tre coppie di quella terna) e questo
enneaedro deve essere @,b,b;¢,d;e;¢:ds0;. Adunque la quarta e sesta colonna
di 7" conterranno i simboli b,, b;, ds, ds, €, €. Ora T7 deve avere sei
piani comuni non solo con T, ma aliresi con T, T" (n.° 8): ciot la quarta
colonna di quella terna deve essere formata di tre simboli presi rispettivamente
dalle tre colonne quarta, sesta e quarta di 1", T"", T'": e perd la detta quarta
colonna deve essere necessariamente b,d;e,. Analogamente si trova la sesta
colonna di T4, ciod b,d,e;. Nella terza e quinta colonna di 7'}, debbono
eSSerci ¢s, g, Cs, ¢ (essendo @, a,a;c,c;5¢5¢5¢5¢, | enneaedro comune a T',, T™):
ma T, deve avere tanto con T',, che con 7'}, sei piani comuni, e cid da
immediatamente le nominate colonne. Similmente si ottengono le ultime quattro
colonne di T}, T'y.

Per completare la seconda colonna di T7,, si noti che, dovendo avere questa
terna sei piani comuni con I'", T, T",, T'\;, in detta colonna debbono en-
trare tre simboli tali che uno (e uno solo) appartenga ad ognuna delle quattro
colonne d,

(A Cy Cq
ds 2 dy d,
dy es €s es.

Cid darebbe due soluzioni: I'una b, d; e, 'altra b,d, ¢;. Quest’ultima & da esclu-
dere, perchd conduce ad un assurdo. In vero, ammettendola, si ottiene I'en-
neaedro &,d,e,b,d; e,b,d; e, che ha coll’altro b,b,b,¢,a,a,b,b:b, (nascente da
T il triedro comune a,b,b,. Questi due enneaedri debbono adunque appar-
tenere ad una stessa terna r (n.° 7); della quale un triedro di una coppia &
appunto @,b, b, e, per le due coppie rimanenti, due triedri contengono as, a;,
b;, by, bg, by, e i due conjugati contengono ¢, ¢y d,, dy, e;, €. 1l paragone
di z con T™ e T}, mostra che b5, a; devono trovarsi con d, in una stessa
coppia di ¢ e appartenere ad un triedro. Il quale non pud essere altro che
dsbsb, (considerando la terna T e osservando che, per questa terna e per la

o, bsa,bs & un triedro). Infine, confrontando = con T", T, si trova che a;
deve essere nella stessa coppia con ¢z, ¢, ciod che il triedro conjugato ad a;bsb,
¢ dyescs. Adunque due coppie di ¢ sono

as Csg as Cg
b 2 d 9 s bs dz .
bs 63 bS eﬂ
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Il che & assurdo, come risulta facilmente dal confronto di = con T'j, (n.° 8).
La seconda colonna di 7'}, ¢ adunque b,dye;.

Delle due soluzioni b,d,e,, b,d,e;, che pure si presentano per la seconda
colonna di T'};, si elimina ora facilmente la seconda b,d,es, per I’ osservazione
che T}, T, non possono avere (n.° 5) altri piani comuni, all’infuori di quelli
dell’enneaedro a,a,a,¢,¢5¢5¢5¢5¢o. E parimenti si trova la seconda colonna
bydies di T'j;. .

Dopo cid, la determinazione delle altre terne si fa senza difficoltd. Per es.,
considerando 7'} (che ha comune con 7™, T3, T,; lo stesso enneaedro
@105y dyd,d;dsd,ds), se ne ottengono la prima e le ultime quattro colonne,
come per 77,. Per trovare la seconda colonna si paragoni 77}, con 7", T
T, T, Ty, T%, Ti, [con ciascuna delle quali, oltre a,, deve avere co-
mune (n.° 8) altri cinque piani]: e ne segue che dei tre simboli di quella co-
lonna uno (e uno solo) deve figurare in ciascuna delle colonne:

b, Cy 6y Cy Cy by b,
b2 04 es d5 d 9 d9 dl
bs Cq s s es e €5}

c¢id che da ) unica soluzione b,c,e;. Similmente si ottengono 773, 7'y, 7',
v v

12) 13°

Vogliasi ancora determinare 77, che, insieme a 7,, 7', ha comune con
7" Y enneaedro b,b,b,a,asa,b,b3b,. Pel confronto di 7™ con T{‘} (b=u, I,
v; j=1, 2, 3), si hanno i triedri a,b,b7, a;b,b, asbsbs, a5b,b;, a5bsd,,...:
onde si ottengono la prima, terza e quinta colonna di 77, (e di 77, 77,
Poi, paragonando 77, con 7, T, 77, nelle quali ¢'¢ a, e con T7,, T,
T, nelle quali trovasi b,, si hanno le sei colonne

Cy d3 [ Co Cs Cy
C4 d, e, ds ds d,
Cs ds e, é e, es;

dalle quali nasce I'unica soluzione ¢,dse, per la seconda colonna di 77,. In
modo analogo si trovano le altre due colonne.
Manifestamente il procedimento ora seguito vale per le terne rimanenti.
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§ 5. Teoremi svgli enneaedri,

12. Sia 7" una terna qualsivoglia, e sieno
(1 Qs Qs 04 @5 o @y Og G (EY)
@y @y a3 b, by bs by bs by (E")

due enneaedri di 1* specie nascenti da essa; onde i piani a,, a,, @; comuni ai
due enneaedri formano una colonna (triedro di una coppia) di 7. Un’altra
terna 7'", a cui appartenga (E,), e un’altra 77},, a cui appartenga (E';), non
possono avere un enneaedro a comune. Perocché i tre piani ay, a,, @, si di-
stribuiscono nelle tre coppie tanto di 7" quanto di 77,, (n.° 8) e gli altri piani
delle colonne (triedri) nelle quali entrano a,, a,, a; sono differenti, sono cioé
per 7" i piani a,, as,... a; e per 7'}, by, bs,... b,. Adunque, le nuove 12
terne, nelle quali entrano i quattro enneaedri di 1* specie di 7™, contengono
nuovi 36 enneaedri di 1* specie, differenti da quelli (cfr. n.° 5) e fra loro. In
altre parole, gli enneaedri di 1* specie possono essere ordinati, a partire da
una terna, nello stesso modo come le terne, a partire da un enneaedro (n.° 10).
Ciog, la terna contiene quatiro enmeaedri: ognuno di questi appartiene a tre
nuove ferne e ciascuna di tali terne contiene tre nuovi enneaedri: e cost si hanno
i 40 (=4 +4-3-3) enneaedre di 1% specie. Ad es., adottando le indicazioni
dei nJt 10, 11, tutti gli enneaedri di 1* specie sono dati da uno qualunque di
questi quattro gruppi di terne (k=1, u, m, 1v; ¢=1, 2, 3; j=1, 2, 3)

(TH Ty, (TH Ty, (TH Ty, (TH T3).

13. Due enneaedri di 1% specie, appartenenti ad una medesima terna,
nascono !'uno dall’altro sostituendo a due triedri i loro conjugati (0.° 5). Per
conseguenza, in virth della proprietd precedente (n.° 12), da un enneaedro di
1* specie provengono tutti gli altri, sostituendo successivamente a due triedri
i loro conjugati. Con la stessa sostituzione si ottiene poi da un enneaedro di
2* specie un altro pure di 2* specie; mentre da un enneaedro di 1* (o 2%)
specie nasce un enneaedro di 2* (o 1%) specie, sostituendo ad uno o a tutti
tre i triedri i loro conjugati (n.° 5).

Si conclude facilmente che, da un enneaedro qualsivoglia (di 1% o0 22 specie)
nascono gli altri 199, facendo successivamente U operazione di sostituire ad
un triedro il suo conjugato; due enneaedri essendo della stessa specie o di
specie diversa, secondoché il numero delle dette sostituzioni é part o dispari.
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14. Rispetto ad un enneaedro di 1% specie, gli altri 39 si dividono in due
classi; Vuna di 12, Ualtra’ di 27 enneaedri. L’enneaedro considerato ha un
triedro comune con ciascuno del 1° gruppo e un piano comune con ciascung
del 20

Infatti se
Ay Gy Q3 Ay @5 G X7 A5 Ty (E)

& un enneaedro qualsiasi di 1* specie e si adottano le denominazioni del n.° 10,
ciascuno dai dodici enneaedri esistenti [oltre (E,)] in 77, T", T%, T, con-
tiene manifestamente (n.° 5) un triedro di (&,). Questi 12 enneaedri si divi-
dono in 4 gruppi, composto ciascuno di tre enneaedri (nascenti da una delle
quattro terne suddette) e corrispondenti ad una decomposizione di (E,) in tre
triedri, i tre enneaedri del gruppo contenendo rispettivamente questi tre triedri.
Inoltre un piano di (E,) entra in quattro suoi triedri e perd fa parte di quattro
enneaedri appartenenti a gruppi differenti.

Gli altri 27 enneaedri nascono da uno qualunque dei quattro gruppi di nove
terne 77y, T3, Ty, Ty (0° 12). Che ciascuno di questi enneaedri abbia
con (E,) uno e un solo piano comune, segue dall’osservazione generale che,
quando due terne hanno un enneaedro comune, ogni aliro enneaedro dell’una
ha un piano e uno solo comune con ogni altro enneaedro dell’ altra. In vero se

Gy 3 03 by bs b by bs by (E’i)

¢ 'enneaedro comune a due terne 77, 77, ed (E,) & un altro enneaedro di
7", i soli tre piani a,,'as, a, di (E,), comuni ad (K',), giacciono in 77}, giacché
le due terne hanno comuni (n.° 5) i soli piani di (E',). E quei tre piani a,
0z, @ sono distribuiti nelle tre coppie e situati in tre colonne (triedri delle
coppie) della terna 77}, le quali sono completate dai piani d,, bs,... b, (n.° 8).
Talche un enneaedro di 1* specie diverso da (E’,) e appartenente alla detta
terna 7),, contenendo una sola di quelle tre colonne (n.° 5), ha comune con
(£,) un piano ed uno solo.

E manifestamente, poiché ogni piano di (¥,) entra in tre delle nove terne
T7% (k essendo 1 0 1 0 ux 0 1v), i 27 enneaedri della 2% classe si distribui-
scono in nove gruppi, ciascun gruppo essendo costituito da tre enneaedri aventi
con (L,) uno stesso piano comune. Questi nove gruppi si possono poi riunire
a tre a tre in 12 terne, i tre gruppi di una terna corrispondendo ai tre piani
di un triedro di (E,).

Un piano e, di () appartiene a quattro enneaedri della 1* classe esistenti
in 7% T" T™, T (uelle quali terne hanno comune con (E,) la colonna in
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cui entra a,) e che diremo E:, ET, EV, E7; e a tre della 2* classe che
nascono, ad es., dalle terne 7'}, 7%,, 7, aventi a comune con 7" I'enne-
aedro E| e che diremo E,,, E.,, E,;. Questi tre enneaedri debbono trovarsi
anche nelle terne 7 (n.° 12) e precisamente in quelle tre 77}, 77),, 7', che
contengono a,, cioé hanno a comune con 7" I'enneaedro E} e parimenti nelle
Th,T%, T e nelle 7}, T, Ty che hanno rispettivamente con 77, 77"
comuni gli enneaedri EY', EY. Per I’ osservazione generale fatta superiormente,
due dei quattro enneaedri E;, Ey, E), K e similmente due dei quattro
enneaedri (X)), E,,, E,,, E.; hanno un solo piano comune: invece ogni enne-
aedro della prima quaderna ha comune con ognuno della seconda un triedro,
giacché i due enneaedri appartengono ad una medesima terna [ciod (E,), E¥
alla 7%; K, EF alla T¥]. Adunque, uno stesso piano & comune ad otto enne-
aedri di 1@ specie (*), distribuiti in due quaderne: due enneaedri di una stessa
quaderna non hanno altro piano comune; ma ciascun enneaedro di una qua-
derna ha comuni con ciascun enneaedro dell’ altra due nuovi piani, che con
quello formano un triedro. 11 numero di queste coppie di quaderne conjugate
& eguale al numero dei piani, cioe 45.

Per le notazioni del n.° 11, gli otto enneaedri che hanno a comune @, sono

(E)=0a,0,050,05 05, A5 Ay
Eio=a,b,b;c,d;e, c; dr,
Eo=ua,bs by cs ds e, cs dye5
Es;=a, bs bs cs dreq ¢y dy ey
E,.=a,a,0,b, b; b b, bs b,
El=a,0a,0;c¢,05 503 C C
Fl=a,0,0,d,dsd,dsd, ds
El=a,a,0as¢, ¢, ¢ ¢ e e,.

Le proprietd contenute in questo numero sono dovute a Cremona (*¥).
15. Sia
by by by by by b by by by (Ey)

(*) Cid segue anche dalla relazione §.45=9.40: ovvero dall’ osservare che un piano
appartiene a 16 triedri e perd a 16 terne 7, e inoltre che ognuna di queste terne contiene
due degli enneaedri considerati ed ogni enneaedro appartiene a 4 delle 16 terne,

(") L c. (nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo), pag. 219.
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un enneaedro di 2 specie, 7" la terna a cui appartiene ed
0y 0y Qs Oy 05 G A7 B Ay

I enneaedro di 1* specie che si ottiene, sostituendo ai tre triedri di (E.) i loro
conjugati e che quindi esiste nella stessa terna 7". Introducendo nuovamente
le denominazioni del n.° 10, si riconosce facilmente, con considerazioni ana-
loghe alle precedenti, che gli altri tre enneaedri di 2 specie nascenti da 7"
hanno con (X,) un triedro comune, mentre i quattro enneaedri di 2* specie
esistenti rispettivamente in 7™, 77, 7 non hanno con (%,) alecun piano co-
mune; che quest’ ultima proprietd ha luogo altresi per un enneaedro di 2* specie
di ciascuna delle terne 77;; che gli altri tre enneaedri di 2 specie prove-
nienti da ognuna di tali terne hanno con (E,;) quattro piani comuni; e infine
che da ciascuna delle terne 77, 77, T derivano tre enneaedri di 2* specie
aventi con (F;) un piano comune e uno con un triedro comune. Cosicche,
rispetto ad un enneaedro di 2% specie, gli altri 159 si distribuiscono in quattro
grupps di 21, 81, 30 e 27 con messuno, uno, tre (costituenti un triedro) e
quattro piani rispettivamente comuni coll’ enneaedro considerato (*).

E parimenti si dimostra che, rispetfo ad un enneaedro di 1* specie, ¢ 160
enneaedrsi di 2% specie st dividono in tre gruppi di 40, 108 e 12 aventi ordi-
natamente nessuno, due e sei piani (formanti due triedri) comuni coll’ enneaedro
stesso: e che, rispetto ad un enneaedro di 2* specie, © 40 enneaedri di 1% specte
8¢ spartiscono in tre gruppi di 10, 27 e 3 aventi ordinatamente nessuno, due
e set piani (costituenti due triedri) comuni coll’enneaedro di 2% specie.

Delle due ultime proprietdh una & manifesta conseguenza dell’altra. Giacché

-se y & il numero degli enneaedri di 1* specie che hanno a comune con uno
di 2" un dato numero di piani (0 o 2 o 6) ed = il numero degli enneaedri
di 2* specie che hanno a comune con uno di 1* lo sfesso numero di piani,
deve esistere la relazione

40 .2 =160 .y,
ciog
z=4y.

(") Nell’ultimo caso, i quattro triedri che si possono formare coi quattro piani sono di
1% specie (n.° 16): il che risulta dall’osservare che (n.° 18) i quattro piani comuni a due
enneaedri appartengono due ad un triedro e due ad un altro triedro dei tre ne’ quali si
spezza ciascuno dei due enneaedri. Ad es. due tali enneaedri sono (n.° 11)

b b, byb, bbby by by, a,8,b,0,b,b,¢,dye,.
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§ 6. Triedri di 1°, 2* e 3* specie. Alire proprietd degli enneaedri.

"16. I triedri considerati precedentemente sono sistemi di tre piani tritan-
genti che contengono nove rette della superficie esistenti in altri tre piani tri-
tangenti. Ma & utile considerare tali sistemi di tre piani tritangenti, pei quali
non abbia luogo I'ultima condizione. Si dica ancora friedro il sistema di tre
piani tritangenti nei quali giacciono nove rette (distinte) della superficie e si
chiami piano conjugato al triedro un piano che contenga una retta di ciascuno
dei tre piani del triedro. Si hanno allora tre specie di triedri:

1.° Triedri di 1% specie, quelli che non ammettono piani conjugati;

2.° Triedri di 2* specie, quelli che ammettono un solo piano conjugato;

8.% T'riedri di 3% specie, o Triedri di Stemer, o, come si & fatto fin
qui, semplicemente T'riedri (in senso stretto), quelli che hanno due e perd (¥)
tre piani conjugati (costituenti un altro triedro della stessa specie).

I triedri di 3 specie, come si sa, sono 240, distribuiti in 120 coppie di
triedri conjugati.

Per ottenere il numero dei triedri di 1* e 2 specie, si ricordi che coi 45
piani tritangenti si possono formare 720 coppie (una coppia di piani conte-
nendo sei rette della superficie). Sieno a,, @, i piani di una tal coppia e a, il
piano che con essi forma un triedro di 3" specie. Escludendo i 6 piani di
questo triedro e del triedro ad esso conjugato, e i 27 che passano ulteriormente
per le sue nove rette, rimangono 12 piani, ognuno de’ quali costituisce, con a,,
@, un triedro di 1* specie. Invece si ha un triedro di 2' specie, aggiungendo
ad a,, a,, uno dei nove piani che passano per le tre rette di a; (all’infuori di
a, e dei piani del triedro conjugato ad a, a, @;). Adunque il numero dei triedri di

1* specie & 2880 (= 720 ]2) e quello dei triedri i 2* specie & 2160 (= 29 9).
17. 11 sistema delle tre paja di piani (*¥)
a, b as, by @, bi; ' ()
comuni a due terne 7', fornisce quattro triedri di 2" specie
b, b, by, b, a,a;, a b, a,, a, a,b;, (S)

(") Cfr., ad es., CreEmona-CurTZE, 1. c., n.° 260.
(") Si dice pajo o coppia, secondoché i due piani tritangenti hanno o no comune una
retta della superficie,

Annali di Matematica, tomo XII, 41
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e quattro di 3* specie
ay, ay Gy, a, b4 b7, bi a4 677 bt bl a7; (S’)

1 quali otto triedri hanno uno stesso piano conjugato, quello delle rette a,b,,
asb,, a;b;, (n.° 8).

Ora un pajo di piani a,, b, appartiene a sei sistemi (Z), ne’quali i piani
rimanenti sono tutti differenti (n.° 9). Questi 24 piani sono per conseguenza
i piani che non contengono rette del pajo a,b;, giacche il numero di tali piani
e appunto 45—2—4.4—3=24. Dato un pajo di piani @,, b, e uno qua-
lunque @, dei detti 24 piani, si ottiene il sistema (Z), a cui i tre piani appar-
tengono, costruendo tre dei quattro triedri (S'). Adunque, se ¢ piani a,, b, si
segano in una retta della superficie e se a, é un altro piano qualsivoglia che
non contenga rette di a,, a,, U esistenza di uno qualunque dei quattro triedri
di 3% specie (S') é consequenza di quella degli altri tre.

Questa. proprietd pud mettersi sotto un altro aspetto. Sia dato un triedro di
2* specie b,0,b; e si costruiscano tre dei triedri (S'); si ottengono tre nuovi
piani a,, ai, @, che, con quelli del triedro dato, formano tre paja di piani.
Assunto un pajo @,b, e uno a, dei quattro piani b,, b, a,, a,, si ottiene un
sistema (Z), che, in virth de’ tre triedri costruiti, deve contenere i piani rima-
nenti b,, b;, a;. Per conseguenza (ponendo b,=a, by=054, b=c¢c, a,=a/,
as="0, b;=c") si ha il teorema:

Se abc ¢ un triedro di 2* specie, e se dei quattro triedri abce, ab'c, a’be,
a'b'c tre sono di 3% specie, anche il quarto é di 3% specie.

In particolare, se abc & di 2* specie e sono di 2" specie abc’, ab'c, a’'be,
¢ pure di 3* specie ¢'b'c’. In questo senso si pud dire che ad un triedro di
2* specie abc corrisponde uno di terza o'’ c’. In un sistema () esistono quattro
coppie di tali triedri corrispondenti; ciod i triedri (S) sono ordinatamente cor-
rispondenti ai triedri (S").

Un triedro di 3* specie corrisponde a nove triedri di 2%, determinati dai
nove piani che passano per le tre rette di uno dei tre piani del triedro di
3* specie (all’infuori del piano stesso e di quelli del triedro conjugato). La
qual cosa risulta altresi dalla relazione 9.240=2160 (n.° 16).

Due piani di una coppia di una terna 7', i quali non si segano in una retta
della superficie, cioé giacciono in una stessa colonna di T, formano con un
piano qualsiasi delle altre due coppie, un triedro di 1* specie, giacch® questo
piano non ba alcuna retta comune col terzo piano della suddetta colonna. Un
triedro di 2% specie, il quale appartenga ad una terna T, deve adunque avere
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1 suoi tre piani distribuiti nelle tre coppie di T. E poichd, come vedemmo
testé, un triedro di 2 specie, appartiene ad un solo sistema (Z), si pud con-
cludere (n.° 9) che wun triedro di 2% specie appartiene a due sole terne T e
perd a due soli enneaedri, che sono di 2% specie (¥).
18. Degli 84 triedri contenuti in un enneaedro di 1% specie, 12 sono di

3% specie. I rimanenti 12 triedri sono tutti di 1* specie. Giacché, conside-
rando i tre piani di un triedro di 3* specie dell’enneaedro, uno qualsivoglia
degli altri sei piani dell’enneaedro stesso, non contenendo alcuna retta di quei
tre piani, forma necessariamente con due di essi un triedro di 1* specie.

Degli 84 triedri contenuti in un enneaedro di 2 specie, 3 sono di 3" specie.
I rimanenti 81 sono 54 di 1% specie e 27 di 2%, Ciod i triedri che contengono
due piani di un triedro di 3* specie sono di 1* specie e si dimostra come
dianzi: mentre i triedri che contengono tre piani appartenenti rispettivamente
ai tre triedri di 3" specie sono di 2° specie. In vero, se &,b,b30,b,b:0,b5b, &
I’enneaedro considerato e

a, b, a, by a; by
T=| a, b, as by as bs
‘ as b as b a; by

Ja terna a cui esso appartiene, ciod b,b; b, bibsbs, b, beb, 1 triedri di 3* specie
e @, @, 45, 4,050, A;050, 1 loro conjugati; due piani b,, b, formano un triedro
di 3" specie con uno a, dei piani a,, @, @..Ciascuno dei piani b,, bs, b,
contiene una retta di a, e quindi i tre triedri b,b,b,, b,bsbs, b,b,b, sono di
2" specie ed hanno rispettivamente per piani conjugati i tre piani del triedro
conjugato a b,b,a,.

I 27 triedri di 2* specie del suddetto enneaedro hanno adunque per piani
copjugati 1 piani dei nove triedri conjugati a nove dei 12 triedri di 3* specie
dell’enneaedro di 1% specie b,b,b:b,b,bsa,a5a, (0 di bibsb;a,a;a6b,b5b,, 0
anche di a,a;;0,b5b5b,05b,); escludendo ciod i triedri b, b, by, bybybs, a;a5a,,
i cui conjugati sono a@,a,a;, @,0;as, b;b.b,. Ne risulta, ricordando una pro-
prietad del n.° 5, che, ¢ 45 piant tritangenti sono date dai piani di un enne-
aedro qualsivoglia (di 1* o 2% specie) e dai piani conjugati ai triedri (di 22
e 3% specie) contenuti in €sso.

(*) I che concorda colla relazione (n.i 16, 18)

21602 19027
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19. Vedemmo che un triedro di 3* specie appartiene a quattro enneaedri,
due di 1* e due di 2* specie (n.° 5) e che un triedro di 2" specie appartiene
a due enneaedri di 2* specie (0. 17).

Un triedro di 1% specie appartiene a quatiro enneaedri, uno di 1% specie e
tre di 2. Sia infatti @,@,as un triedro di 1* specie: e sia @, il piano che
forma con a,, as un triedro di 3* specie e a, quello che forma pure un triedro
di 3* specie con a,, @s. Dicasi T" la terna T individudta dal triedro a,a.as.
Poich® i due triedri di 3" specie a;a,as, a,a.0; hanno comune a;, e @, non
ha retta (della superficie) comune né con @, né con @, lo stegso deve avvenire
di @,, perchd le due coppie a cui dinno origine quei due triedri hanno comuni
le sole tre rette di @, (efr. n.° 3). Ciot i piani a,, a; appartengono alle due
coppie di T", diverse da quella in cui entra a,a,a; e appartengono a coppie
differenti per essere a@;a,a, un triedro di 3* specie (cfr. n.° 4). Dopo cid, la
costruzione di 7" non presenta alcuna difficoltd (n.° 4): e sia (ad es.)

a . a, - a,
T'=\| a . a; . as
a; . | @ - o

Questa ferna T ¢ Punica terna T a cui appartiene un triedro di 1% specie
s Qs g, S ¢ tre piant del triedro debbono appartenere uno ad uno alle tre coppie
della terna, giacché il piano a; che forma con a,, as un triedro di 1 specie
deve appartenere alla colonna in cui trovasi a, [altrimenti a,a,qs sarebbe di
2* gpecie (cfr. n.° 18)]. Ma il triedro a,a,as appartiene ad altre tre terne T,
T", TV, che si ottengono ponendo due piani del triedro dato in una stessa
coppia (e in una stessa colonna) e tenendo di nuovo presente il n.° 4: le quali
tre terne hanno comuni con 7' lo stesso enneaedro di 1* specie

Gy @3 O3 04 Qs O Oy g Oy
Prendendo per indicazione delle medesime quella data dallo specchio del n.° 11,

abblamo adunque, come asserimmo, oltre il suddetto enneaedro di 1* specie,
i tre enneaedri di 2* specie

Q104 07 Bz Q5 Qg C3 Cg Co,
Ay Qs Uy O3 Gy O3 Ay dg dy,
@y Qg Os Oz Oy Gy €3 C5 07,
col triedro comune @, a,as.
Una conferma della precedente proprietd si ha nelle relazioni (cfr. n.i 16, 18)

2880=72-40 =210,
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20. Sia @,a,0s un triedro di 1* specie e
@y Ay (3 Oy Oy g Ay Qg Uy

I'enneaedro di 1* specie individuato da esso (n.° 19). I triedri di 3* specie
dati dalle coppie di piani a,a,, a,as, a,a;s debbono essere completate da piani
dell’ enneaedro (n.° 4), e sieno, ad es.,

a, a, ay, ay ag 0, 0y Qg Os. (M)

Il triedro a;a;a, deve essere di 1 specie, perche, se fosse di 3* specie, i quattro
piani ay, as, as, o, (ad es.) apparterrebbero ai due triedri di 3* specie a,a,a,,
@055 con un piano comune ¢, € anche ai due triedri di 3" specie a;a,as,
a;@sa;, pure con un piano comune a;, c¢id che non pud essere (n.° 4). Ripetasi
ora per il triedro di 1* specie a;a;a, cid che si fece per a,a,as: ciod si con-
siderino i triedri di 3% specie dati dalle coppie di piani asas, @;@,, a;a;. Questi
triedri, per I’ esistenza dei due ultimi triedri (M), non possono essere completati
dai piani a,, a,, a; e perd debbono esserlo dai piani a,, @, a,. Sieno tali triedri
di 3* specie

a3 Qs Oy, as 0y O, @s Q7 0. (V)
Questi e i triedri (M) forniscono tre dei quattro triedri che hanno a comune
rispettivamente as, @;, a,: onde nasce (n.° 4) I'esistenza di questi altri triedri
di 3* specie

Q3 0y Qg Qg A5 Ay a; as ay (P)
e allora (n.° 4) anche dei seguenti

a, s 0, s o 0y, s Ay Oy (Q)

Gli ultimi mostrano che, facendo per il triedro di 1* specie a;asa, la costru-
zione fatta per @, a,as, a;as0,, si ritorna al triedro @,a,as. Abbiamo adunque
questa proprietd (ponendo a,=a, ¢, =b, ay=c, as=0a, a;="b, a,=¢,
a,=a"y ay=10", a;=c" (*):

(") Onde il determinante (n.° 4)

a, a, da
a, ay ag
a; ag @

che da i 12 friedri (M), (), (P), (Q), diventa
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Se abc é un triedro di 1% specie e sono abc, ab'c, a'be, a'd'c", a'b"¢,
a"b'c’ di 3% specie, © due triedri a'b'c’, a"b"¢” sono di 1% specie e a"b"c, a"bc"
ab’c" di 3% Inoltre somo di 3% specie ¢ triedri aa’a’, bb'Y", cc'c" (¥).

Tali tre triedri di 1% specie abc, a'b'¢’, a”b"¢", uno qualunque dei quali da
origine al successivo colla costruzione dei triedri di 3" specie dati dai suoi tre
piani presi a due a due, si dira che formano un ciclo.

I nove piani di un ciclo costituiscono un enneaedro di 1% specie. Coi 2880
triedri di 1* specie si formano 960 cicli. Ogni enneaedro di 1* specie contiene
24 cicli.

Si ha qui un nuovo concetto degli enneaedri di 1* specie che, insieme alla
proprietd del n.° 13, potrebbe essere il punto di partenza di una trattazione
degli enneaedri indipendente dalla considerazione delle terne 7.

§ 7. Poliedri. Pentaedro principale.

21. Nelle cose che seguono si chiama poliedro il sistema di piu piani tri-
tangenti, due qualunque dei quali si segano in una retta esterna alla superficie;
ordine di un poliedro il numero dei piani che lo formano (onde in un poliedro
di ordine » giacciono 3n rette della superficie); e poliedro principale un po-
liedro che non & contenuto in poliedri d’ordine superiore all’ordine di esso.

Quali poliedri principali esistono, oltre gli enneaedri di 1* e 2% specie? Si
osservi anzitutto che ogni poliedro contenente un triedro di 3% specie ¢ neces-
sariamente contenuto in un enneaedro. Cid segue immediatamente dall’ ultima
considerazione del n.° 6. Inoltre se un poliedro (di ordine n>>3) contiene un
triedro di 3 specie, contiene necessariamente anche triedri di 1% specie; giacche,
se abcd... & un poliedro ed abc & di 3* specie, abd, bed, acd,... debbono
essere di 1* specie, d non contenendo alcuna delle nove rette di abe.

Adunque, per la risoluzione del suddetto problema, bastera considerare:

A) I poliedri che contengono almeno un triedro di 2* specie;
B) I poliedri che contengono almeno un triedro di 1* specie.

22. Prendiamo dapprima ad esaminare il caso A4). Cioé abbiasi un po-
liedro contenente almeno un triedro di 2* specie abe. Sia a'b' ¢ il triedro di

(") Questa proprieta vale e si dimostra identicamente per i nove flessi di una curva di
3° ordine. Basta sostituire a piano, flesso; a triedro di 3* specie, terna di flessi in linea retta;
e a triedro di 1* specie, terna di flessi non giacenti in linea retta (cfr. Nota al n.° 4).
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3* specie corrispondente ad abe (ciod, secondo il n.° 17, sieno abc, ab'c,
a'be triedri di 3" specie) ed « il piano conjugato ad abe, il qual piano & pure
uno dei tre piani conjugati al triedro a'd'c’. Gli altri due piani conjugati a
questo triedro dicansi d, e.

Ora cerchiamo i piani che non contengono rette di abe. Oltre a, b, ¢, sono
da escludere il piano « e i sei piani (all'infuori di ) dei triedri conjugati ad
abc’,ab'c, a'be. Poi per ciascuna delle due rette di a (e similmente di b e ¢),
non esistenti su «, passano due nuovi piani, mentre per la retta a« passano
tre nuovi piani. Sicche restano

45—-3—1—6—2.2.3—3-3=14

piani che non contengono rette di a, b, c¢. Ed @ facile indicare questi 14 piani:
sono 1 due piani d, ¢ e i dodici piani che passano per le sei rette di d, ¢
(oltre d, e, a', &', ¢’ e i piani conjugati ai triedri abc’y ab'c, a’bc) e che in-
dicheremo con f, f*, g, ¢, k, ', m, m', n, #', p, .

Si facciano tre casi, ciog:

1.° Si aggiungano ad abc amendue i piani d, e;
2.° Si aggiunga ad abc un solo dei piani d, e;
3.° Non si aggiunga ad abc alcuno dei piani d, e.

23. Nel 1° caso si ha un pentaedro abcde, che é un poliedro principale,
i dodici piani f, f'... avendo rette comuni con d, e. I dieci .triedri contenuti
in questo pentaedro sono tulti di 22 specie. Infatti abd (e parimenti abe,
acd, ace, bed, bce) & di 27 specie, perché abc” & di 3* specie e d, essendo
conjugato ad a'd'¢/, passa per una retta di ¢': e il triedro ade (e nello stesso
modo bde, cde) & pure di 2* specie, perche il triedro «de, conjugato ad a'd’ ¢,
& di 3 specie ed a contiene una retta di «, piano conjugato ai triedri abdc,
ab'c.

Viceversa: un poliedro principale abed..., di cui ogni triedro é di 2% specie,
deve essere un pentaedro. Poichg, considerando un suo triedro (di 2* specie)
abc e ponendo le stesse denominazioni di dianzi, il piano conjugato al friedro
di 2 specie abd sard pure conjugato al triedro di 3° specie abc e quindi
passerd per una retta di ¢'; e analogamente d passerd per una retta ' e per
una di a’: ciod il piano d sard uno dei piani conjugati al triedro &'’ ¢’ (all’in-
fuori di «): e perd, ece.

2160
10
dividuato da un triedro di 2" specie e in ognuno essendo dieci tali triedri.

Il numero di questi pentaedri principali ¢ =216, ognuno essendo in-
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Dato un pentaedro principale, si hanno 15 rette, quelle giacenti nei cinque
piani di esso e 15 piani, cioé questi cinque piani e i dieci conjugati ai dieci
triedri del pentaedro. Ognuno dei 15 piani contiene tre delle 15 rette; onde
per ciascuna delle 15 rette passano tre dei 15 piani: il che risulta anche dal-
I’ osservare che un piano del pentaedro appartiene a sei dei dieci triedri in
esso contenuti. Adunque, per una nota proprleta *), le 12 rette rimanenti co-
stituiscono una bissestupla.

Reciprocamente: le 15 rette che si ottengono, togliendo dalle 27 rette le 12
di una bissestupla, esistono in sei pentaedri principali, ciod possono essere in
sei modi considerate come intersezione della superficie e di cinque piani (**).
I 15 piani contenenti le 15 rette sono ¢ 5 pians di un pentaedro e i 10 piani
conjugati ai diect triedri di esso.

Sicche ¢ 216 pentaedri principali si distribuiscono in 36 gruppi corrispon-
denti alle 36 bissestuple.

24. Discende dalle cose precedenti che un tetraedro, i cui quattro triedri
sono di 2* specie, & contenuto in un pentaedro principale. Adunque 4l numero
di quei tetraedri & 216 -5 =1080.

§ 8. Ettaedro principale.

25. Si esamini ora il 2° caso (n.° 22): ciod (n.° 23) si consideri un po-
liedro il quale contenga un tetraedro appartenente ad un pentaedro principale,
tale cioé che © suoi quattro triedri sieno di 2* specie. Per agevolare la discus-
sione adoperiamo la notazione di Scavagrir Il triedro formato dai piani

A = Cy4 C26 359

b=cics Casy

€ = C46Cy3Cy5
e di 2* specie e pud concepirsi che sia uno qualsivoglia di 2* specie, inten-
dendo che 1 numeri 1, 2,... 6 rappresentino sei simboli ¢,, 7,,... % e questi
una permutazione qualunque dei numeri precedenti (con che si hanno i 60

triedri di 2* specie contenuti nel sistema che nasce dall’escludere le 12 rette
di una bissestupla) e inoltre che sia arbitraria la bissestupla di riferimento.

(") Cfr. CremoNA, Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprietd dell’esa-
grammo di Pascal (Memorie della R. Accad. dei Lincei, Serie III, vol. 1°), n.i 41 e seg.i
(") Cremona, 1. c., n° 11,
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Si ottengono immediatamente i piani
o = C35C24Ca¢,
O = C45C4,Cas )
b =cs¢is Cauy
¢ =5 Ca Cig,
e 1 quattordici piani che non contengono rette di abe,
1 f =a,bsci, f =asbicu,
=013 55 g Eaibacis; g' =a; bicm;

h = a;bs ¢y, b = a;bs cy5,

’
M= a,b,c, mE=ay0,0,4,

14
€ == Cy3 C56 C34 = aabscse, " =0 bscseg

’
p Ea3b40347 p Ea4b3034-

Si considerino adunque i poliedri a cui appartiene il tetraedro abcd (ad es.).
In tali poliedri non entra ¢ (caso gid considerato nel n.° 23), né entrano f, f,
g, 9’y b, ¥, i quali piani hanno ciascuno comune una retta con d: e possono
evidentemente figurarvi tre soli dei sei piani m, m', n, #', p, p". Onde si hanno
otto poliedri principali, che somo ettaedri. Questi otto ettaedri sono (*)

c-abd-nmp, c-abd-n'myp,
b-acd-pm'n, b-acd-p'mn',
a-cbd-n'pm, a-chd-np m,

d-abc-mnyp, d-abec-m'n'p,

e non sono essenzialmente diversi, giacche dai quattro di sinistra si passa ai
quattro di destra collo scambio delle a;, b;; e si passa dal primo al secondo,
terzo e quarto di sinistra, scambiando rispettivamente

1, 2; 3, b; 4, 6:
1, 3; 2, 4; 5, 6:
1, 5; 2, 6; 3, 4.
(") La divisione di ciascun ettaedro in un piano e due terne & in relazione colla seguente

proprieta (n.° 26), essendo corrispondenti nelle due terne due piani che vi occupano lo stesso
posto.

Annali di Matematica, tomo XIIL 42
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26. Preso, ad es., 'ettaedro
c~abd-nmp,

si trova che, dei 35 triedri che esso contiene, 17 sono di 2" specie e 18 di 1%,
I 17 triedri di 2" specie sono: i quattro triedri del tetraedro cabd, i quattro
triedri del tetraedro cnmp, i triedri can, cbm, cdp, 1 triedri amp, bnp,
dnm, mad, nbd, pab.

Si ha adunque (posto z2=¢, x,=a, y,=n, ,=b, Yo=m, x3=d, Ys=1p)
la seguente proprietd: — I sette piani di un ettuedro principale si distribui-
scono (in un modo solo) in due terne x,2,%s, Y.Y,1ys € in un piano 2. Le due
terne sono due triedri di 2% specie. Il piano z do crigine a triedri di 2¢ specie
con due piant qualunque di ciascuna terna e con ciascun piano x; dell una
accompagnato ad un piano y;, corrispondente, dell’altra. Altri triedri di 2¢
specie sono dati da un piano di una terna coi due mon corrispondenti del-
Paltra (2.y:Ys, ZoY Ysyero L2ZsYs,...). St hanno cosi 1T (=2+4+2-34+3+2.3)
triedri di 2 specie. I rimanenti 18 (=3-24-2.3-2) triedri (22,y., 22, Ys,...:
TyY1Ysy TaYaYsyeer Y1ZiTsyn..) SOR0 di 1 specie.

Un ettaedro principale pud scindersi in due modi e in due soltanto (zz, 2, -
YiYeYs) 2YiYsYs - L2 %) in un triedro di 2* specie e in un tetraedro di cui
i quattro triedri sono pure di 2* specie. Laonde (n.° 25) un ettaedro principale
corrisponde a 2 pentaedri principali ed ogni pentaedro principale a 40 ettaedri
principali: un ettaedro nascendo da un corrispondente pentaedro col soppri-
merne una faccia e sostituirla con tre altre, che partano rispettivamente dalle
tre rette della faccia medesima.

Ogni poliedro principale che contiene un tetraedro, di cui i quattro triedri
sono di 2* specie, & necessariamente un ettaedro. Questa proprietd segue im-
mediatamente .dal n.° 25.

Un ettaedro principale pud scomporsi in tre modi e in tre soltanto (x,2:%.¥.-
ZX3Yst Xy LslYiYs B LYoy L2LsYeYs+ 22,y,) in un triedro di 2* specie e in un
tetraedro di cui i quattro triedri sono di 1* specie (¥).

Siccome in ogni ettaedro principale esistono due tetraedri, i cui quattro
triedri sono di 2* specie e ogni tale tetraedro d& origine (n.° 25) a otto et-

taedri principali, il numero totale di questi & (n.° 24) Ei__l()ﬁ__ 4320.

27. Prendasi di nuovo 1'ettaedro del n.° 26
c-abd-nmp:

(") Non viceversa ogni ettaedro che contiene un cosifatto tetraedro é principale (cfr. n.® 32).
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essendo

C == C16023 Cus,
A == Cy44Cs6 C35,
b =cicu Cssy
d == 4615 Cos,
n = ay bs C.,
m=a, b, ¢,

p = b4 Cs3q.

Levando dalle 27 rette le 21 in esso contenute, le sei rette residue a,, a,, as;
b, by, bs giacciono sopra un iperboloide, ossia formano due ferne complemen-
tari [erginzende Tripel (*)].

Reciprocamente, si abbiano le due terne complementari a,, a., as; b:, bs, bs
(che si possono ritenere affatto arbitrarie, ripetendo una considerazione fatta
nel n.° 25). Le 21 rette rimanenti si distribuiscono (in un modo solo) in una
bissestupla

Ay O3 Qg C46Cop Coy

(B)

C35C51Ca3by by bs

e in una coppia di triedri conjugati (di 3* specie)
Cig Coz  Cus
Csg Cs6 Ciz |- (0)

Cos Ciy  C36

Inoltre, esclusi i piani che contengono alcuna (una o due) delle sei rette a,
@4, @sy by b3, bs, rimangono 24 piani che si distribuiscono pure in due gruppi;
di 6, che sono quelli della coppia (C), e di 18, che passano a due a due per
le rette di questa coppia e a tre a tre per le rette della bissestupla (B). Un
piano ¢yscy5¢y5 della coppia (C) & piano z (n.° 26) di due ettaedri principali,
che sono completati dai 12 piani del secondo gruppo, che passano per le rette
di (C) esterne al piano considerato; ciot dell’etiaedro suindicato ¢-abd.-nmp

(") Sturm, Ueber die 27 Geraden der cubischen Fldiche (Math. Ann,, tom, XXIII),
pag. 290,
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e dell’ettaedro y -« 8¢ - vpm, essendo
Y = C16C23Cysy
&= Cy3C35Cy5,
B=cs5Cus Casy
0 = €34 Co6 Ci5
v = @ bs Cy,
p=ay by Ciqy
T=ds b, Cs.

Adunque, escluse le sei rette di due terne complementari, nel sistema rima-
nente di 21 relte (e 24 piani) esistono 12 ettaedri principali, cioé quelle 21
rette si possono pensure, in 12 modi diversi, come I’ intersezione completa della
superficie di 3° ordine e di 1 piani. I 12 ettaedri si dividono in sei paja: due
ettaedri di un pajo hanno lo stesso piano z: e i sei piani 2 sono quelli di
una coppia di triedri conjugati (*). Inoltre & evidente' che ciascuno dei 12 et-
taedri do © 24 piani del sistema nei proprii T piani e nei 17 conjugati ai
17 triedri di 2% specie in esso contenuti: la qual proprietd ha luogo altresi per
gli enneaedri e per il pentaedro principale (n.i 18, 23).

Quindi ¢ 4320 ettaedri principali si distribuiscono in 360 gruppi corrispon-
denti alle 360 coppie di terne complementari.

28. Discutiamo infine il 3° caso (n.° 22), nel quale non si aggiunge ad
abe aleuno dei piani d, e. Conservate le notazioni precedenti (n.° 25), suppo-
niamo dapprima che si prendano tre dei piani m, m', n, n', p, p'. Otto casi
sono possibili, ciod si hanno otto poliedri principali

abemnph, abem'n' p'H,
abem'npg, abemn'p' g,
abemn' pf, abem' np' f,

abemnp hf'yg, abem'n' ph'fg.

Dei quali 1 primi sei sono degli ettaedri principali gia considerati (n.° 26),
perché contengono rispettivamente i tetraedri cnmp, cn'm'p, bnm'p, bn'mp’,

(") Altre proprieta del sistema di 21 rette, qui considerato, per cid che riguarda la con-
figurazione delle rette e particolarmente gli esagoni e doppi-esagoni (Sechsseit, Doppel-
sechsseit) che si possono formare colle rette stesse, irovansi nel § 3 del citato lavoro di
Storm (Math, Ann., tom. XXIIT).
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an'mp, anm'p, in ognuno dei quali entrano quattro triedri di 2* specie, come
risulta dall’osservare gli otto ettaedri del n.° 25: e gli ultimi due poliedri gono
enneaedri [di 2" specie, perch® contengono triedri abe,... di 2* specie (cfr.
n.° 18)].

Le stesse considerazioni valgono, prendendo tre dei sei piani f; f, g, 9, b, /.

Quindi rimangono a studiare i casi in cui si escludano due dei piani f, f,
g, 9, h, ¥, aventi una retta comune (ciod f, f, 0 ¢, ¢, o k, k') e insieme
due dei piani m, m', n, », p, p' che abbiano pure una retta comune (cio&
m, m, 0 n, n,0p,p).

Ma, per escludere i piani f, f', occorre aggiungere una delle due coppie np,
n'p’ e per conseguenza escludere i piani m, m'. Parimenti, escludendo ¢, ¢/,
deve escludersi n, »" ed escludendo %, h', deve escludersi p, p’. Perd i tre
casi che cosl si presentano non sono sostanzialmente differenti, dal primo caso
naseendo il secondo e dal secondo il terzo col fare ordinatamente gli scambi

3, 4; 1, 6; 2, b
1, 24 3, b; 4, 6.

Onde basta considerare il primo caso, nel quale si hanno i due poliedri prin-
cipali

r 17

abecghnp, abeg' h'n'p.

Ora, come si verifica facilmente, i quattro triedri di ciascuno dei tetraedri
abhp, acgn, abk'p, acg’'n’ sono di 2* specie e per conseguenza (n.° 25)
1 due suddetti poliedri sono degli ettaedri principali studiati precedentemente
(n.° 26).

Si conclude che nel 3° caso (n.° 22) non si ha alcun nuovo poliedro prin-
cipale.

§ 9. Poliedri che contengono almeno un triedro di 1° specie.

29. E, come adesso mostreremo, non si ha aleun nuovo poliedro princi-
pale neppure nel caso B) del n.° 21: ossia ¢ poliedri principali che contengono
almeno un triedro di 1° specie sono di quelli gid considerati (cioé enneaedri
0 pentaedri principali o ettaedri principali).

Sia abc un triedro di 1* specie e a'b’' ¢/, a"b"¢” gli altri due triedri di 1* specie
che con esso formano un ciclo (n.° 20). Per costruire poliedri contenenti abe,
dobbiamo escludere, oltre a, b, ¢, i nove piani dei triedri conjugati ai triedrj
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(di 3" specie) abc’, ab’c, a'be e i rimanenti piani che passano per le rette di
a, b, ¢ (due piani per ciascuna retta): cosicchd restano
45—3—9—-3.6=15
piani. Questi piani sono a, ', ¢, a”, 8", ¢’ e i nove piani dei triedri conjugati
ai triedri (di 3" specie) a'b'c", b'¢'a", ¢’ a'b", giacche tali piani contengono le
rette di o, &, ¢", b'... e perd non quelle di @, b, c. Indichiamo i detti nove
piani con «, B, 7, «, £, 7, &’y £, ¥", e precisamente
con afBy il triedro conjugato ad a'd’c’,
» oo 7' ” » b'e a",
” a"B"y” ” » ca'd,

Anrzitutto si avverta che esistono i quattro enneaedri

abead'b'ca"b"c, (E)
abc aBya’bc, (Es)
bed o 87V ¢ a, (')
cab a"p'y " a" b} (E")

il primo dei quali & di 1* specie (n.° 20) e gli altri tre sono di 2* specie (n.” 13).
Poi si osservi che le tre rette di ¢’ appartengono ordinatamente ad «, 8, y
e parimenti ad o, 8, 7". Onde questi tre piani avranno con quei tre rispet-
tivamente una retta comune. Potendosi scambiare i simboli «, 8, y e cosi
«y B, ¥, come pure «", B°, 7", si pud fissare che le tre rette di o’ sieno
ed,  BE, 7"

e similmente che le tre rette di ¢ sieno
o ay g e, 77

Le tre rette di &' debbono essere ordinatamente di intersezione dei piani «, 8, y
coi piani o/, §, y. Ma non pud « incontrare o« in una retta della superficie,
poich®, per la notazione ora posta, «, o' hanno ciascuno con «” una tale retta
comune, e queste due rette, appartenendo ad a’, ¢', sono distinte. Si pud sta-
bilire che « incontri @' in una retta della superficie; perche, se incontrasse
invece 5, basterebbe, come & permesso, fare gli scambi 8, y; 8, 75 8", 7"
Ma allora il piano 8, che non pud avere retta della superficie a comune con
g, per la ragione di dianzi, nemmeno pud averla con «', giacchd, se cid acca-
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desse, i residul piani y, y dovrebbero incontrarsi in una retta della superficie,
cid che, per la stessa ragione, non pud essere. Dunque le tre rette di &' sono

o 13'1

g 7’7

I
v

Raccogliendo, si hanno quindi le seguenti rette della superficie (essendo a aa”
retta comune ai piani @, «, «”; ece.):

? 124 ’ 4 ’ 124

aa a, ap B, ay 7,

cl a’ a’l, C’ B’ ﬁ',, cl 7' }’/I,

14 ’ ' ’ ’ 7
ba fd, b6y, by o, T
44 " 17 ( )

&, ¢ B, c v,

" 7 17 12 o7

o a, a B, avy,

b,’ a”’ b" ﬁ”, b,'y[,.

Distinguiamo i poliedri contenenti abc¢, ciod che si ottengono coll’aggiungere
ad abe piani scelti fra i quindici o', ¥, ¢, a”, 0", ¢’ «, B, v, «, B, ¥, ", B, ¥,
in tre classi:

1.% Classe. — Aggiungasi ad a be almeno due dei piani &, V', ¢, a”, b", ¢
Si hanno i seguenti quattro casi (poicht abca'c'... si tratterebbe come
abea'b'...; ecc.): '

"
.

abed ...,
abed a’...,

abea’l'...

abea' b"... .

Nel primo e secondo, esistendo le rette (H), non si pud aggiungere alcuno dei
piani «, 8, 7, &, 8, ¥, «", 8", 7' e perd si hanno poliedri contenuti nell’en-
neaedro (E,). Nel terzo caso sono disponibili o, ¥, ¢, ¢”, a, 8, y: ma devonsi
escludere @', b’ che danno nuovamente il secondo caso (abca'a”...;abcb b"...).
Dei piani rimanenti se si aggiunge ¢, non si aggiungerd ¢’ per non ricadere
nello stesso secondo caso, ma si potranno aggiungere «, 8, y e si otterrd un
poliedro contenuto nell’ennéaedro (E;). Che se escludasi ¢, potri aggiungersi ¢’
e allora non o, §, y; ovvero potranno aggiungersi «, 8, y e allora non ¢”:
ciod si otterrd un poliedro contenuto in (E,) o (E,). Finalmente nel quarto caso
ponno aggiungersi V', ¢, a”, ¢, &, 8, y'* ma devono escludersi ¥, ¢, a”, ¢,
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perché si ritorna al primo, secondo e terzo caso gid esaminati; e, aggiungendo
«, @, v, si ottiene un poliedro contenuto in (E’s).

2. Classe. — Aggiungasi ad abe uno solo dei piani o', ¥, ¢, a", V", ¢".
Si hanno due casi essenzialmente distinti:

abea'...,

abea’...;

ove s'intende che i piani da aggiungere sono dei nove «, 8, y, «, 8, ¥, o/,
8", v'. Ma, per le (H), nel primo caso ponno aggiungersi soltanto o', 8, y' e
nel secondo soltanto «, 3, 7, @, B”, 7": e si ottengono poliedri gia discussi
(n.° 22), perché contenenti triedri di 2" specie. Ciod sono di 2% specie (nel
primo caso),

ad'a, ad'f, ad'y,

ab o, ab @, ab v,

ac o, ac B, acy,
e (nel secondo caso),

ad’ o, aa"B , aa’y ,

aa'a’, aa" B, aa”y’,

ac a, ac B, ac vy,

be «, be 8, be v,
ab o, ab 8, ab ",
be o, be g, be .

I precedenti triedri provengono infatti dagli enneaedri di 2* specie (), (E',),
(E",) prendendo in ogni enneaedro tre piani appartenenti rispettivamente ai
tre triedri di 3" specie di esso (n.” 18). '

3% Classe. — Aggiungasi ad abc nessuno dei piani @, b, ¢, a”, b, ¢’
e perd soltanto dei piani a, §, y, «, 8, ¥, «", 8", y". Per I'esistenza dei triedri
di 2 specie ora indicati, anche qui si hanno poliedri gia studiati.

30. Si ha adunque il teorema:

I poliedri principali sono U enneaedro di 1% specie, I enneaedro di 2% specie,

U ettaedro e il pentaedro (principali) considerati nei §§ 7, 8. Ciod: qualunque
poliedro che si pud jformare coi 45 piani tritangenti & uno dei quatiro prece-
denti o & contenuto in essi.
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§ 10. Tetraedri.

31. Ci proponiamo ora, coll’ajuto del precedente teorema, di procedere
alla determinazione di tutti i possibili poliedri. A tal fine introdurremo la nota-
zione (3, t,, £;)* per indicare un poliedro di ordine #, i cui triedri sono ¢, di
1* specie, 7, di 2* e #; di 3* (cfr. n.° 40): onde sard

w(n—1)(n—2)
1-2-3

bttt b=

E, cominciando dai tetraedri, consideriamo dapprima quelli nascenti da un
enneaedro di 1% specie

@ Qo030 0506 Q7 Qs g (&)

di cui i triedri di 3" specie sieno dati dal determinante (n.° 4)

@, @ dad3
a, as ag (*). (D)
A7 Qg 0y

Si hanno due specie essenzialmente distinte, (4, 0, 0)4, (3, 0, 1)*. Poiche se
si prenda un triedro di 1 specie a,a,as e si considerino i duc altri triedri di
1* specie 3@, @, @50, che con quello formano un ciclo, & evidente (n.° 20)
che i tre tetraedri «,a,050,, a,a,a505, a,a,0sa, contengono ciascuno quattro
triedri di 1% specie e sono i soli esistenti nell’enneaedro e aventi a comune il
triedro a;a,ds, i quali godono di tale proprieta. Dall’ enneaedro nascono quindi

(0.0 18) 54 =27

tetraedri (4, 0, 0)* e perd, non potendo due enneaedri di

1* specie avere a comune un tetraedro (cfr. n.° 14), il numero totale di quei
tetraedri & 2160 ==54-40. Che se un tetraedro «,a,a;a;, proveniente dall’ en-
neaedro, contiene un triedro di 3" specie a,a,a;, gli altri tre triedri sono di
1* specie (n.° 13), cioé si ha un tetraedro (3, 0, 1)*. Di questi, in ogni ennc-

(') A questo determinante, per la determinazione dei sunnominati iriedri, si possono sost'-
tuire altri cinque, per es.,

a, a, a,
Ay ag Ay |3

a, a, ag
ece.

Annali di Matematica, tomo XII. 43
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aedro, esistono 72=12.6 e perd il loro numero totale & 2880 ="72-40: il che
segue altresl dal notare che un triedro di 3* specie & comune a due enneaedri
di 1* specie (n.° 7) e quindi entra in 12 tetraedri (3, 0, 1)
Sia ora
b, b bs - by bs b - by bs by (E,)

un enneaedro di 2% specie, le tre terne in cui & diviso essendo i suoi tre triedri
di 3% specie. Si hanno tre specie di tetraedri dei tipi

b1bz bs b,
by b2 by b,
b.bbyb,.

Il primo e il secondo (n.° 18) sono rispettivamente tetraedri (3, 0, 1)4, (4, 0, 0).
II terzo & un tetraedro (2, 2, 0). Il numero di questi ultimi contenuti nell’en-
neaedro & manifestamente 81 =393 e per conseguenza il loro numero totale
& 12960 =81-160; poiché due enneaedri di 2" specie possono avere soltanto
a comune un tetraedro (4, 0, 0)* (cfr. Nota al n.° 15).

Infine dall’ettaedro principale (n.° 26)

BT X2 ¥s-Y1Y:Y3, (P)
si hanno tetraedri di questi tipi
B, XT3,y . XLy Lo X3 Y1y
BIL1X2Y, TiZ2Y1Ys,
BE T2 Y3,y TyZo Y1 Yoy

dei quali il primo a sinistra & un tetraedro (0, 4, 0)% di quelli (1 soli) pure
contenuti in un pentaedro principale e dei quali gid trovammo il numero totale
(n.° 24); 'ultimo a destra & un tetraedro (4, 0, 0)* e i rimanenti sono tetraedri
@, 2, o).

Che i tetraedri (4, 0, 0)* contenuti nell’enneaedro di 1 specie siano di
quelli esistenti in un enneaedro di 2* specie e in un ettaedro principale e che
la stessa cosa si verifichi per i tetraedri (3, 0, 1)* che si trovano nelle due
specie di enneaedri e per i tetraedri (2, 2, 0)* che stanno nell’enneaedro di
2% gpecie e nell'ettaedro principale, risulta dal teorema seguente.

32. Un tetraedro di cui ¢ quatiro triedri sono di 14 specte, ovvero tre di
1* specie e uno di 3%, giace in un enneaedro di 1% specie e in uno di 2% specte.
Un tetraedro di cui due triedri sono di 1% specie e due di 2%, giace in un en-
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neaedro di 2* specie. Giacche, se abc & un triedro di 1* specie e si riprendono
le considerazioni e le notazioni del § 9, si possono aggiungere ad ¢bc, quin-
diei soli piani o, b, ¢, a”, b’ ?", ay By 7, a'., B, yi, «", 8"y y"; onde si otten-
gono 15 tetraedri a cui appartiene abc. Del quali, 1 tetraedri

abea”, abeb’y, abel”,

contenenti ciascuno quattro triedri di 1* specie (n.° 18), esistono nell’enneagdro
di 1* specie (E,) e rispettivamente negli enneaedri di 2 specie (K.), (E"),
(E";): 1 tetraedri

: abec, abcd, abcl,

aventi ognuno tre triedri di 1* specie e uno di 3%, stanno pure in (E,) e or-
dinatamente in (), (E'), (E",): e infine i tetraedri

abea , abef , abey ,

abed, abef, abey,

abca’, abep’, abey”,

cadauno con due triedri di 1* specie e due di 2%, giacciono rispettivamente
nei detti enneaedri (), (£'5), (E";): e. d. d.

§ 11. Pentaedri.

33. Per ottenere i poliedri di ordine n>>4 contenuti in un enneaedro di

1% specie, & utile osservare che esisterd in essi almeno un triedro di 3% specie.

Poiche, considerando uno dei cicli di triedri di 3" specie a,@,as, a:0sd:, @, a;a,

contenuti nell’enneaedro (n.° 20), se non si aggiunge ad a,a,as alcuno dei piani

s, %, @7, dovranno aggiungersi almeno due dei piani a,, a;, a, € perd ecc.

Quindi, mantenendo per un enneaedro di 1* specie le notazioni (X)), (D)
del § 10, si hanno i due tipi di pentaedri

Ay Qs Q3 Uy s

Oy Qs A3 Ay s
(secondoche il quinto piano @, da col quarto @, un triedro di 3* specie com-
pletato dai piani @,, ., @, oppur no), che sono rispettivamente (8, 0, 2)5,

9, 0, 1. Il numero dei primi & 2160 = (6-9)-40 e quello dei secondi &
2880 == (6 - 12) - 40.
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Da un enneaedro di 2* specie (E,) (§ 10), si ottengono questi tipi
by by by b bs,
bbb, b, by,
b, s by b br;

il primo dei quali & (9, 0, 1)° ed & di quelli trovati dianzi, giacché nasce anche
dall’enneaedro di 1* specie, che (n.” 13) proviene da (E,) col sostituire a b, bsb,
il triedro conjugato. Il secondo e il terzo sono (6, 3, 1)% (6, 4, 0)°. Si hanno
4820 = (3-3-3)- 160 poliedri (6, 3, 1y e 12960 -=(3-3-3-3). 160 poliedri
(6, 4, Op.

Da un ettaedro (P) derivano i tipi

B X1 X3y,
2 X1% Y1 Yo,
2 T12:Y.Ys,
Lyl ly Y Yo

Il secondo e il quarto sono pentaedri (6, 4, 0)’. Il primo & un pentaedro
(4, 6, 0y e il terzo (5, 5, 0.

In un pentaedro (4, 6, 0y ¢’ (n.° 26) un tetraedro (e uno solo) zz,x,x;,
di cui ogni triedro & di 2* specie. E da un cosifatto tetraedro nascono sei pen-
taedri di quella specie [cfr. n.° 25 (¥)]. Adunque (n.” 24) il numero dei pen-
taedri (4, 6, 0)° & 6480 =1080-6. Donde risulta che da un tetraedro (2, 2, 0)
st ricavano due (e due soli) pentaedri (4, 6, 0), giacche in un tal pentaedro,
esistono quattro di quei tetraedri (2a,%.%,, 2 2,12y, 2L LYy, LT, %sY,) € si

ha appunto (n.° 31) 29(10 2 _ 6480. Determineremo fra poco (n.° 35) il nu-

mero dei pentaedri (5, 5, 0)°. Intanto qui osserviamo che ¢ cinque tetraedri
contenuti in un tale pentaedro somo tutti (2, 2, 0).

I pentaedri (6, 4, 0)° provenienti dall’ettaedro principale sono di quelli che
provengono dall’enneaedro di 2' specie, in virth del teorema seguente.

(") Prese le indicazioni di questo numero, i sei jentaedri sono
abecdmn, abcdm, abedp,
abedn', abcdm, abecdp.
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34. Un pentaedro, ¢ cui 10 triedri sono 6 di 1% specie e 4 di 2% specie,
esiste in un enneaedro di 2% specie.

In vero i pentaedri, colla detta proprietd, contengono per il numero prece-
dente, un tetraedro i cui quattro triedri sono di 1* specie (ciod b, b,b,b;b, il
tetraedro b, b, bybs € 22, 2, Y1 Ys, L1 L2 L3 Y1 Ys, il tetraedro x,2.y,y,). Ora, ripi-
gliando le notazioni del § 9, i soli tetraedri a cui dA origine un triedro di
1* specie abc, aventi gli altri tre triedri pure di 1* specie, sono (n.° 32)

abea”, abeb’, abec’.

Ma, esistendo I'enneaedro (), non si hanno (cfr. n.° 33) pentaedri della specie
voluta coll’aggiungere a', b, ¢': mentre aggiungendo gli altri piani «, 8, v,
oy By v, a" B, y", si ottengono, tenendo presenti le rette (H), i soli pentaedri

abca’a , abeb’a, abec'd
abeca’ B, abeb'g, abec" g,
abea’y abeb’y, abec'y',
abcad", abeb” o, abec’ o,

abea’ ", abeb’ @, abec” B,

o1t e,

abea’y", abeb'y, abee'y":
i quali sono contenuti negli enneaedri di 2* specie (E,), (E'y), (£';): ¢. d. d.

35. E, continuando nelle stesse notazioni, si osservi che un tetraedro
(2, 2, 0)%, ad es. il tetraedro (n.” 32) abca, appartiene a nove (soli) pentaedri

abcaB, abcay, abeac, abecaa’, abcabd”,

abcad, abeay, abcaf’, abcay':

Py

come & chiaro, osservando le rette (fI). Di questt i primi einque sono conte-
nuti nell’enneaedro (I;); mentre i quattro rimanenti non sono contenuti in alcun
enneaedro. In vero il tetraedro abca appartiene al solo enneaedro di 2" specie
(E,) (Nota al n.° 15) e il triedro abc al solo enneaedro di 1* specie (X,)
(n.° 19): nei quali due enneaedri non esistono i detti quattro pentaedri. Se ne
trae (n.i 33, 34) che questi quattro pentaedri sono quelli contenuti soltanto nel-
I’ettaedro principale, ciod (4, 6, 0)%, (5, 5, 0)* e precisamente due dei primi

Y

(0.° 33) e quindi due dei secondi. Adunque, ogni tefraedro (2, 2, 0)* & co-
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mune a due pentaedri (5, 5, 0)°* e perd, in un tal pentaedro esistendo (n.° 33)
cinque tetraedri (2, 2, 0)%, il numero dei pentaedri (5, 5, 0)° ¢ (n.° 31)

5184 — 129650-2 .

§ 12. Esaedri.

36. Dall’enneaedro di 1* specie (£,) (§ 10) si hanno i due tipi di poliedri
(cfr. n.° 33):
Oy Uy Uy 04 Oy O,

Ay Qs Oy By A5 Oy

il primo dei quali & (18, 0, 2)* e I'altro (17, 0, 3)¢. Ogni triedro di 3 specie
12.2
9

&

di (E,) entra in 2 di quelli e 18 di questi; e perd in (E,) esistono 12 =
12.18

dei primi e 72= dei secondi. Per conseguenza il numero degli esaedri

(18,0, 2)° & 480=12.40 e quello degli esaedri (17, 0, 3)* & 2880 =72-40.
Dall’enneaedro di 2* specie (E,) (§ 10) nascono i tre tipi
by bz bs b, by bs,
by bs bbb,
bybs b, bs by bs,
che sono ordinatamente (18, 0, 2)%, (13, 6, 1)%, (12, 8, 0)°. Che i pentaedri
(18, 0, 2)* che qui si ottengono, sieno di quelli che esistono in un enneaedro
di 1% specie, segue subito dall’osservare che I’esaedro b, b,b;h,bsb, esiste nel-
I'enneaedro di 1* specie dedotto da (E) col sostituire al triedro (di 3* specie)
bybs b, il suo conjugato (n.° 13). Il numero degli esaedri (12, 8, 0)* & 4320 =
(3-3-38)-160: e quello degli esaedri (13, 6, 1) & 8640=(2-3-9)-160.
Dall’ ettaedro principale (P) (§ 10) si hanno 1 tipi
Z Xy X3y Y2,
LiZaXsliYeYs:
il primo & (10, 10, 0)° e il secondo (12, 8, 0)¢. Il poliedro (10, 10, 0), con-
tiene un (solo) tetraedro zx,x,;, di cui i quattro triedri sono di 2* specie
(n.° 26): ma da un tetraedro di tal sorta provengono 12 di quei poliedri, come
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si ricava dalle cose del n.° 25 (*): quindi il numero degli esaedri (10, 10, 0)¢
& (n.° 24) 12960 =1080-12. Questo essendo pure (n.° 33) il numero dei pen-
taedri (6, 4, 0)° ed esistendo in un esaedro (10, 10, 0)* due di tali pentaedri
(B2 291 Y2y 21225y, Ys), S1 ha che un pentaedro (6, 4, 0 appartiene a due
esaedrs (10, 10, 0.

Il pentaedro (12, 8, 0)° che proviene da un ettaedro principale & di quelli
che si trovano in un enneaedro di 2* specie, per la seguente proprieta.

37. Un esaedro di cui i 20 triedri sono 12 di 1% specie e 8 di 2% esiste
in un enneaedro di 2% specie.

In vero ciascun esaedro avente la detta proprietd contiene sei pentaedri
(6, 4, 0y: ciod (n.° 36) b.byb,bsb,bs 1 pentaedri b, by b, bs by, b, by bybsbs,... €
T T3y, YoYs 1 pentaedri o, X, Y, Ysy T ToLaY1Ys,.-.

Ora da un pentaedro (6, 4, 0), ad es. dal pentaedro abca”« (n.° 34), ri-
tornando nuovamente alle indicazioni del § 9 e ricordando le rette (H), na-
scono sei (soli) esaedri

abca’ab’, abed ac,
abeca’aB, abea"ay ,
abca’af’, abea”ay"”.

Di questi i primi quattro sono contenuti nell’enneaedro di 2* specie (k) (§ 9)
e sono i due primi (13, 6, 1)* e i due secondi ciascuno con 12 triedri di
1* specie e 8 di 2% I due rimanenti abca’ «f", abca”ay”’ debbono essere
(10, 10, 0); il che risulta, o dall’osservare che non sono contenuti in alcun
enneaedro (cfr. n.° 35), o da una proprietd dell’esaedro (10, 10, 0)° avvertita
alla fine del n.° 36. Adunque dei sei esaedri suddetti soltanto abca’ap,
abeca’ oy contengono 12 triedri di 1% specie e 8 di 2* ed esistono in (E,)
§ 9): e d. d.

(") Dal tetraedro c @ bd nascono i 12 esaedri
cabdmn, cabdm p, cabdnp, cabdm'n, cabdm p, cabdn p’,
cabdm'n’, cabdm'yp’, cabdn'p, cabdm n', cabdmp, cabdn'p.
E qui si avverta che un esaedro cabdmn entra in 2 ettaedri
c.abd.nmp, d.abc.nmp'

e in ciascuno figura collo stesso tipo, Invece il pentaedro ¢ a b m n, che fa parte dell' esaedro
cabdmn, entra negli stessi due ettaedri, ma vi figura con tipo diverso. Cié spiega 1'ap-
parente contraddizione dell’essere, nello specchio del § 14, j=1 per il pentaedro (6, 4, 0)
nel tipo 22, x,y,y, e j =2 per I'esaedro z @, &, 34, Y»-
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344 Bertini: Contribuzione alla 2eoria delle 27 rette

§ 13. Ettaedri. Ottaedri.

38. I facile vedere che un enneaedro di 1* specie (F,) (§ 10) da origine

al solo tipo di ettaedri '
00y Oy Gy 05 0 07

(contenente due triedri di 3* specie @,a,a;, a,a;a, che non hanno aleun piano
comune), e che in un enneaedro di 2* specie (L) (§ 10) esistono i due tipi
by by by by bs bs b,y
Dy by by by bs by bs.

Questi tre ettaedri sono ordinatamente (30, 0, 5)", (24, 9, 2y, (22, 12, 1)": ed ¢
1440=(3-12)-40 il numero degli ettaedri (30, O, 5y,

1440 =9-160 " " (24, 9, 2y,
4320=(3-3-38)-160 " ” (22, 12, 1y.

39. Infine dagli stessi due enneaedri menzionati nel numero precedente
provengono ottaedri dei due tipi
Q103 U3 Ay Q5 06 Qs O,y
by by by by bs bs by bs;
che sono (48, 0, 8), (36, 18, 2)%. 1l numero dei primi & 360=9-40 e quello
dei secondi 1440=9 -160.

§ 14. Specchio riassuntivo dei poliedri.

40. Dai §§ 10, 11, 12, 13 (in particolare dai teoremi dei n. 32, 34, 37)
discende la notevole proprieta: — Un poliedro é pienamente definito dai nu-
meri n, t,, &, t; (0.° 31) (¥) —. Cioe: la specie di un poliedro ¢ data dalla co-
noscenza dell’ ordine, del numero dei triedri di 1% specie, del numero di quelli
di 2% ¢ del numero di quelli di 3% In altre parole: ¢ poliedri, pei quali quei
quattro numeri sono gli stessi, godono delle medesime proprietd.

41. Chiudiamo questo lavoro col riassumere nello specchio seguente i ri-
sultati precedentemente ottenuti sui poliedri. Tutti i possibili poliedri si distri-

— -2
(’) Tre gualunque dei quali, per la relazione ¢, + ¢, + ¢, = t‘—@]—l_}(;i—i) , determinano

il quarto.
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buiscono in 27 specie [prescindendo dai sistemi di due piani (coppie o diedri),
che formano una specie sola] e sono 3 di triedri, 4 di tetraedri, 7 di pentaedri,
5 di esaedri, 4 di ettaedri, 2 di ottaedri e 2 di enneaedri.

Nello specchio si trova anche I’indicazione dei tipi. Ma tale indicazione non
ha valore in senso assoluto, i vari tipi di una stessa specie essendo poliedri
identici (n.° 40). I tipi di un poliedro sono gli aspetti o i modi, ne’ quali esso
entra nei differenti poliedri principali e in uno stesso poliedro principale. E,
per I'indicazione dei tipi, s’intendono rappresentati I’enneaedro di 1* specie
dalle notazioni (E.,), (D), quello di 2* specie da (E.), I'ettaedro principale da
(P) (§ 10) e il pentaedro principale dalla notazione

€1CsC3C4Cs.

Ad es., il pentaedro (6, 4, 0) entra sotto 1'aspetto o tipo b,b,b,b;b, nel-
I’ enneaedro di 2 specie e nei due aspetti o tipi diversi 22,2, 9, 92, 122259, Y2
nell’ ettaedro principale.

Di fronte ad ogni tipo sono posti due numeri; uno ¢ da il numero dei po-
liedri in quel tipo ‘che esistono nel poliedro principale a cui il tipo stesso si
riferisce, 1'altro j il numero di tali poliedri principali ai quali appartiene un
poliedro in quel tipo.

Cosi, tenendo I'esempio precedente, ciod considerando pentaedri (6, 4, 0,
si ha che ne esistono 81 del tipo b,b;b,bsb, nell’enneaedro di 2* specie e 1
di quel tipo entra in un solo tale enneaedro: che ne esistono 3 del tipo
2%, 9.y, in un ettaedro principale e nuovamente 1 dello stesso tipo entra
in un solo tale ettaedro: e infine che ne esistono 6 del tipo #,2,%;%,%. in un
ettaedro principale e 1 fa parte di due tali ettaedri.

Il numero ¢ si trova facilmente. Il numero j si calcola, osservando che, se

N & il numero dei poliedri di una specie, il numero j - deve essere eguale a

40 (numero degli enneaedri di 1* specie) se il tipo di quei poliedri, che si con-
sidera, appartiene all’enneaedro di 1* specie; ovvero a 160, o a 4320, o a 216,
se il detto tipo appartiene invece all’enneaedro di 2* specie o all’ettaedro prin-
cipale o al pentaedro principale.

La somma dei numeri ¢ e la somma dei numeri j di tutti i tipi di un po-
liedro di una data specie che entrano in un poliedro principale, sono rispettiva-
mente il numero totale dei poliedri di quella specie che entrano nel poliedro
principale considerato e il numero totale di tali poliedri principali ai quali
appartiene un poliedro della stessa specie.

Ad es., (640)° entra 9 (=3 4 6) volte in un ettaedro principale e appartiene
a 3(=142) ettaedri principali.

Annali di Matematica, tomo XII. 44
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—
Po- Nu- Treo . Po- Nv- Treo : | .
LIEDRI Sercis MERO (rispetto ai poliedri i 1J LIEDRT Seacrs MERO (vispetto ai poliedri ¢ J
principali) principali)
. @y Oy (g O Oy 72| 1
9,0, 1 2880
a, a,a, 721 01 b, b, b, b, b, 18| 1
b, b, b, 54| 3 (8,0,2)%| 2160 a, 0,0, 0, 54| 1
1, 0, 0)%
(1,0,0)°| 2880 o, 2,9, wlsl | = | 63815 420] 0,8, 27 | 1
o
_— 6| o ° b,b,b, b, b, 81| 1
- b, b,b, 97 | o e (6, 4, 0)3| 12960 2 2,29, Y, 31
2] ]
o @, @, 7, 2| 4 A~ 12, %3Y1 Yo 6| 2
- 5| 5184 5
Es.: ¢ @, 612 (5,5,0)°| 5 ZX,%,Y Ys 6| 5
(0, 1,0)3| 2160 (4, 6, 0)5 | 6480 2 @2, 0y, 6| 4
zoxy, 3| 6
0, 10,0)3] 216 €, €y Cy €y Cy — | -
LY. Y3 6|12 o
¢ CC 10| 1
1 @, ay &y 0y G O 12 1
a, a, a. 121 2 (18,0,2)8 480
0,0, 1)3| 240 1 T by b, by b, by b, 3| 1
by b, by 31 2 5. (17, 0, 8)8| 2880 a, @, 050, 0 a; 72| 1
— |l |l & (861 8640| B,bbbbE, 54| 1
& bbybybybby |27 | 1
@y Gy @y Oy 54 | 1 (12, 8, 0)¢| 4320
L1 %y T3 Y1 Y2 Ys 111
(4, 0, 0)*| 2160 b, b, b, by 27 | 2
(10, 10, 0)¢| 12960 L NN RTRN 6| 2
%, Y1 Yy 3| 6 R
,0,1y| 2880 0y Gy g G 21 30,0,5)7| 1440 | a,0,0.a,0,0,0, | 36 | 1
o b, b, b, b, 181 1 S | (24,9,2)] 1440 | b bybyb,b, b, 9| 1
[}
E by by b, b, 81| 1 E (22,12,1)7] 4820  Dybybyb, bbb, |27 | 1
e Z X% Yy 12| 4 (18,17,0)7 4320 3 L% %3Y1 Y2 Y3 — |
& | (@2 0012960 7@ 2y, 6| 2 ——
2, %, 2, 9, 6l 2 B | (48,0,8)°| 360| a,a,0,0,050,0,0, | 9| 1
]
—_— 6l 2 £ 186,182 1440| b,b,b,b,0,8, 0,0, | 9| 1
0, 4,0)*| 1080 §zm‘x2x3 20 e g NN
(0, 4,0) ¢ ¢ ¢ ¢, 51 1 'g (72, 0, 12)° 40| a, 0,0, 0,0, 050, a50y | — | —
g (54,27,8)°| 160 b,b,b,b, bbb, byb, [ — | —
<]

Pavia, 1884.

Fixe per Tomo XIL°
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DICHIARAZIONE.

In questi giorni i librai Fratelli Bocca hanno pubblicato un volume
intitolato: Calcolo differenziale e Principii di Calcolo integrale. In capo al
frontispizio € stato messo il mio nome, e nella Prefazione si afferma che,
oltre al corso dato da me nell’Universitd di Torino, quel volume contiene
importanti aggiunte e qualche modificazione e varie annotazioni, che si pre-
mettono. Perché non mi si attribuisca cid che non é mio, debbo dichiarare
che non ho avuta alcuna parte nella compilazione dell’accennato volume, e
che tutto é dovuto a quel giovine egregio che é il dottor GiuserrE PEANo,
sottoscritto alla Prefazione e alle Annotazioni.

Angelo Gienocchi.
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