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Sulla 
scompasizione dei punti singolari 

delle superficie algebriche. 

(Di CORRBDO SEQRE, a Torino.) 

N e l l o  studio delle singolarith delle curve piane algebriche un punto di 
vista molto importante è, come si sa ,  quel10 - dovuto principalmente a1 
sig. NOETHER (*) ed al quale si giunge eseguendo una  successione di trasfor- 
mnzioni (ordinariamente quadratiche) col punto singolare come punto fonda- 
mentale, - secondo cui la singolarità viene a riguardarsi come composta di 
un numero finito di punti multipli infinitamente vicini fra loro. L7annlogo 
concetto nelle ricerche sulle singolarità delle superficie algebriche non è stato 
mcora introdotto, almeno con una certa ampiezza: sebbene possa riuscire 
anche qui sornmamente fecûndo, ed in certi casi appaja assolutamente essen- 
ziale. Ad esso io mi propongo in questo lavoro di portare qualche contri- 
but0 ; facendone alcune ttpplicazioni : tra cui rileverb quelle contenute nel- 
l'ultirna parte, dirette a dimostrare 17utilità della scomposizione delle singolarità 
superficiali nella trattazione dell'iniportante problema di ridurre per trasfor- 
mazioni birazionali una data superficie algebrica ad una superficie del10 spazio 
ordinario con sole singolarità ordinarie O ad una superficie iperspaziale priva 
di punti multipli. 

Torino, ottobre 1506. 

(") V. la  2." Nota « Ueber die akpbrcci.sc7wz Ftcnctiotzetz einer und zzoeir Vnrinbebz» 
(Gottinger Nachrichten 1871, pag. 267); e poi il lavoro piii coinpleto « Uebeî. die sinyu- 
lii-en Werthsysteme cinq ay/ebmischen Runction und die siugulu~en Punkle eiiaer alye- 
braischen Curve » (Xathem. Annalen, t ~ m .  9, 1875). - P e r  al t re  citazioni iiitorno alle 
singolarità delle curve piane algebriclie veggasi l 'ottima opera dei sig.' BRILL e NOETHER 

Die Entzoicfiluny d m  Thsorit! der algebi.uisclum F'unclioneiz in alterel- und neuei-er Zeit » 
(Jdiresbericlit  der  Deutschen Mathemntilrer-Vereinigung, III Bd., 1592-93). 

Annrdi di Muternntica, torno X X V .  1 
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Scomposizione di un punto multiplo qualunque. 

1 .  Indichiamo con F  una superficie algebrica qualunque, e con O un 
suo punto di multiplioità S. Applichiamo una trasformazione quadratica spa- 
ziale, la quale abbia come elementi fondamentali del 1." spazio il punto O 
ed una conica q ,  riducibile O no, non passante per 0; diciamo A' e y' il 
punto e la conica fondamentali del 2." spazio, w il piano di y ,  o' il piano 
di q'. Si sa che in questa trasformazione ai  punti (del 1." spazio) infinita- 
mente vicini ad  O nelle varie direzioni uscenti da questo corrispondono i 
punti (del 2." spazio) situati su o r :  corrispondenza collineare fra quelle di- 
rezioni e questi punti. Ne segue che sulla superficie F' (d70rdine 2 n - s in 
generale, se n è l'ordine di F) trasformata di F il punto O non avrà per 
imagine un sol punto, ma bensi tutta una linea c' giacente su o' e collineare 
al con0 tangente in O ad 3'; si pub cioè dire che un punto qualunque O' 
della linea c' è l'imagine su F' di un punto di F  infinitamente vicino ad O 
sulla corrispondente generatrice t di quel cono; ossia che se un punto su P 
si avvicina indefinitamente ad O in modo che la retta che 10 congiunge ad O 
tenda al limite t ,  il punto che gli corrisponde su F' avrà per limite 0'. 

Volendo considerare in modo speciale una tangente t di F in O con- 
verrà supporre (come si pub) che la conica fondamentale p del 1." spazio 
non la incontri; cosicchb il punto 0' non stnrà su 2'. Allora la multipli- 
cità s' del punto 0' per la superficie F' si potrà rjguardare come un carat- 
tere spettante a quella tangente t di F in O: potremo dire per brevità, se- 
guendo l'uso, che s' é la multiplicità d i  quel punto di F che è infinitarnente 
vicino (successive) ad O nella direxione t. Da quanto diremo poi (n." 4) 
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delle superficie algebriche. 3 

quest'espressione apparirl giustificata (*). - Poichè la multiplicità di O' 
per F' non pub superare quella che h a  0' per I'intersezione di F' con w', 

cioè quella di 0' per la  linea c' (che con la conica q' costituisce quell'inter- 
sezione), avremo che il carattere s' di t non pua superare la mzcltipiicità 
di  t pet cono tangente in  O ad F. Sarh dunque anche sr r s;  ed il caso 
s l=s  non potrà presentarsi se non quando quel con0 tangente, d'ordine s, 
si spezzi in s piani (distinti O no) passanti per t.  

Mutando la tangente t in O ad F potrà mutare s'. P e r  ognuna delle 
eingole componenti irriducibili del con0 tangente in O (ossia delle curve com- 
ponenti la c' di Fr) avremo un valore di sr corrispondente ad una sua ge- 
neratrice t generica (questo valore sarà la multiplicità della coinponente di c' 
per F ' ) ;  e poi pot;remo avere altri valori d i  sr (superiori) corrispondenti a 
posizioni eccexionali di t. Cornplessivamente avremo un numero finito di  va- 
lori per s', che (quando occorra) distingueremo con s', , s', , s',, . . . : gli uni 
spettanti ad infinite tangenti 1, gli altri solo a tangenti staocate. - Diremo 
per convenzione che i punti d i  F insnitamente viciwi (successiv2) ad O folm- 
mano una O pi2 linee irriducibili injnitesime, infinitamente vicine ad O, degli 
stessi ordini (**) e cort le stesse multiplicità ohe hanno per F' le singole 
cornponenti irriducibili di cf. Su una ta1 linea infinitamente vicina ad O pos- 
sono poi esservi dei punti eccezionali (infinitamente vicini ad O) aventi per 8' 
miiltiplicità maggiore che quella della linea. 

2. Pissiamo di nuovo una posizione di t ,  a cui corrisponda il punto O' 
su F'; e facciamo per questo punto una scomposizione analoga a quella che 
abbiam fatto pel punto O di P. Assumiaino dunque una seconda trasforma- 
zione quadratica che abbia (ne1 1.' spazio) corne punto fondamentale O' ed 
una conica fondamentale che non incontri una tangente t' di  F r  in O' scelta 
ad arbitrio. Il punto s'-pl0 0' di F r  avrà per imagini sulla superficie F u ,  
trasformata di F', gl'infiniti punti di una linea piana c". Consideriamo fra 

(*) Intanto un modo ben noto per  darne una prima spiegazione è il seguente. S'imil- 
gini die la  superficie F' venga spostata infinitamente poco in modo che il suo punto 
sr-plo 0' esca da1 piano fondamentale w'; la superficie corrispondente ne1 1 . O  spazio s a r a  
infinitainente prossima a d  F ed avrà,  corrispondentemente alla nuova posizione di Or, un 
punto sr-plo infinitainente vicino a d  O nella direzione t. 

(*%) L'ordine di una ta1 linea infinitesima è dunque quello del con0 (di tangenti ad  F) 
che la projetta da O. - In hase a quella convenzione potremo parlare  in seguito di vette 
infinitesime, ecc. 
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4 S e  g r e : Sul la scomposizione dei pzcnti singolari 

questi punti quello 0" che corrisponde alla direzione t ' ;  sia s" la sua mul- 
tiplicità per Y'': sarà s" 5 sr. Variando t' e quindi 0" potrà mutare questo 
carattere s"; potremo cioè avere dei valori generici di sr' e dei valori ecce- 
zionali. Diremo, per uri'ulteriore convenzione, che essi sono le multiplicità di 
linee infinitesime e di punti di F ,  infinitamente vicini (successivi) a quel 
punto sr-plo di F che è successivo ad O sulla tangente t. - Facciamo ora 
variare t :  e per ogni sua posizione avremo un gruppo di valori per -s". Yi 
sarannu gruppi di valori che spettano a.d infinite posizioni di t ,  e gruppi che 
spettano invece a posizioni eccezionali di t. Coniplessivamente avremo un 
numero finito di valori per s". Se il carattere s' spettante ad una t si è i r i -  

dicato con sf i ,  distingueremo i valori di s" spettanti a quella t con s"i, ,  
s";, , s'lis,. . . ; e varrà sempre la relazione stPik s '~ .  

Si faccia ilna nuova trasfurmazione quadratica prendendo corne punto 
fondamentale il punto 0" che è su-plo per Fu,  e sulla superficie F"' in cui 
questtt si trasforma si considerino le multiplicità su' delle linee, e dei punti 
eccezionali, che vengono a corrispondere ad 0" di P". E cos1 si continuino le 
trasformazioni quadratiche, fermandosi solo ad un punto 0', od O", od O"',. . . , 
gencrico od eccezionale, quando la sua multiplicità s', od s", od s"', . . . , sia = 1. 
Diremo che i l  punto singolare O d i  F consta d i  un punto s-plo, a cui sono 
successivi (nelle varie direxioni uscenti da O) punti con le rnultiplicitù 

r ,  s , , s , , .. . , i qzcali costitaiscono m a  o pi2 Zinee infinitesime; ognun di questi 
punti, e sia di  ~nultiplicità sri, avendo per successivi punti di  multiplicità 
srJi,, svi9, .  . . , costituenti una o pi& Ziuee infinitesime; ciuscun di questi ul- 
tirni punti, ad esernpio corrispondente ad s ' ' ~ ~ ,  uvendo per s~ccessivi puni5 
d i  multiplicità s " ' ~ ~ ,  , sl'like,. . . ; e COS$ via. (*). 

3. Questa scomposizione uvrh termine, cioè in ogni serie di caratteii 
(s,  s '~ ,  ~ " i k ,  sl"ikl,. . .) si arriverà sempre ad un carattere che è = 1 ed a cui per 
conseguenza bisognerà fermarsi: tolto, s'intende, il caso che il punto O stia su una 
linea rnultipla O su una parte rnultipla di P (e quindi ahbia, si pub dire, 

(*) Non occorre dire clie con cib non s i  lianno ancora tutti i carat ter i  d i e  sono dn 
studinre nei l ~ u n t i  singolari delle superficie slpehriche ! Cosi le  singolarita del con0 t:m- 
gente in  O ad  F (cioe della curva pinnü, c' di 3") potrailno spesso fornire dei nnovi c,i- 
ra t t e r i ;  ecc. Anche pei punti singolari delle curve piane si s a  clie oltre ai carat ter i  
S ,  s r i ,  s r r i k , . .  ., vi  son da  considerare le  diramazioni; pei punt i  siii;olari delle superficie 
vi son cose analoglie. - Cio apparirii  anche da1 seguito. 
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delle superficie algebriche. 5 

infiniti punti mukipli successz'vi). Se  si tien conto che s 3 s'i 2 s"' i k l , . . . ,  

si vede che affinchè questn serie si proseguisse indefinitam~nte dovrebbe ac -  
cadere clie d a  un certo carattere in poi tutti quanti fossero uguali fra 
1oi.o. Ora, sc si suppone ad eçempio che i primi h caratteri della serie siano 
uguali ad s ,  si pub dimostrare che h è inferiore a d  un determinato limitr 
fini to. 

Cib appare intuitivo, quando si considerino quei caratteri come multi- 
plicità di punti successivi della superficie P e si profitti di quanto vedremo 
in seguito sui rami di curva passanti per tali punti. Invero se vi fossero in- 
finiti caratteri uguali ad s si avrehbero su F infiniti punti s-pli infinitamente 
vjcini a d  O e succedentisi sopra un ramo di curva algebrica (ordinaria, s'in- 
tende: non infinitesima); il ohe non è possibile se non quando O (con quei 
p n t i )  stia su una linea s-pla di F. Ma una dimostraziorie più oompleta e 
rigorosa di quel fatto si pub trovare in uria Memoria del sig. KOBB, S u r  la 
th40:ol.ie des fonctions alg6lwique.s de deux vuriables (*). I n  base ad  essa noi 
possiamo ritenere come assodata la poposizione enunciata. 

Incont r i  della superf icie  con  un r a m o  di curva  algebrica.  

4. 1 caratteri che abbiam definiti pcr il punto singolare O delia super- 
ficie algebrica F servono ad  esprimere il numero delle intersexioni coincideiiti 
in O di quella superficie con uiia curva algebrica clle sia obbligata a pas- 
sare per 0, a toccare F in O, ad osculnre F in 0, ecc. Con cib, oltre al- 
l'utilità inimediata dei risultati che si ottengono per tali questioni di contatti, 
si raggiunge pure il vantaggio di una nuova interpretazione dei suddetti ca- 
ratteri,  indipendente dalle trasformazioni quadraticlie con cui d s  prima 11 
abbiamo definiti, e tale da  giustificare meglio le locuzioni relative a punti 
multipli infinitamente vicini, O successivi, di P. 

(') Joiwt~il  de ~nn t l~ha t i yues ,  (l),  tom. 8, 1898. Ivi s i  rappresenta, il cnnzpo della su- 
perficie F clie circoiids il punto singolare O sui  cainpi di uii iluruero iinito di supcrlicic. 
nlgebriclie clle cireondano certi  punti semplici (in nnmaro firiito) di quos tc .  A ta1 fin(> si 
app1ic;ino ad I;' siicccssive trirst'orinazioni quedraticlic sliecinli l m  nl~l>üssare la mnltipli- 
cith dcl punto 0. E s i  dimostrn clle un a l h s s a r n e n t o ,  dopo un convcnieiîte noinero di 
trasfoi-inaeioiii, dovrii sempre verifiçarsi,  inediante un calcolo siiriile a quel10 d i e  Fer  la 
corrispondente questione sulle curve piane usava il sig. WEIERSTRASS nclle sue lezioiii. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 Se gr  e : Sulla scornposiaione de i  pun t i  s i n g o l a ~ i  

II numero delle intersezioni (O la multiplicità d'intersezione) in O della 
superficie F con una curva algebricn passante comunque per O è, conie si 
sa,  la somma delle multiplicità d'intersezione in O di P coi diversi rami 
(sottint. conzpleti), O c ic l i ,  di quella curva passanti per O (aventi l'origine 
in O (*). Ne segue che per la questione di cui ora si tratta basterà stu- 
tliare gl'incontri in O di P con un ramo di curva uscente da O. 

Abbiasi dunque su una curva nlgebrica un ramo uscente da O : e sia 
un ramo di 1 . "  ordine, O lineure. L o  indicheremo per brevità con 10 stesso 
simbolo y  che ci servirà ad indicare la curva. I n  generale i l  numero delle 
sue intersezioni con Ii' (s'interide, in O) è uguale alla multiplicith s di O 
per F. Eccezione si ha solo quando la tangente a l  raino (in 0) sia pur tan- 
gente in O ad E: Per  indagare di quanto s'aumenta allora la  multiplicità 
dell'intersezione si ritorni alla trasformazione quadratica del n." 3 .  Conside- 
riaino la curra y' che mediante essa corrisponde a y ;  al ramo lineare sud- 
detto di y corrisponderà un ramo lineare di Y'  che taglia (non tocca) il 
piano o' ne1 punto di questo che corrisponde alla direzione della tangente 
in O al ramo y. Alle intersezioni della curva y  con P fuori di O corrispon- 
dono lc intersezioni della curva Y'  con F' fuori del piano w'. Se il ramo y 
viene ad avere per tangente la retta t tangente in O ad F, il corrispondente 

(") Ricordo (WEIERSTRASS, HALPHEN, ecc.) che un ramo completo, O ciclo, di una 
curva  algebrica è l'insieme dei punti (complessi) di questa costituenti un tale intorno di 
un0 O di essi (origine) clie mediante una trasformazione birazionale s i  possano f a r  c o r  
rispondere a d  un conveniente intorno di un punto semplice di un'altra curva  algebrica. 
L'ot-&ne di un ramo é i l  numero delle sue  intersezioni con un piano che passi abba- 
stanza vicino all'origine del ramo,  p u r  facendo un angolo finito con la  tangente (se poi 
c~uest'angolo è inferiore a d  un cer to limite quel numero subisce un incremento uguale al 
r m y o  del r a m o ;  ed  un ulteriore aumento uguale alla classe del ramo subisce s e  il  piano 
e abbastanza prossimo al piano osculatore). L a  multiplicità d'intersezione in O del raino 
c>)n una superficie passante per  O é i l  numero delle intersezioni del ramo con la super- 
ficie stessa dopo uno spostamento infinitesimo (generico) di questa in  seguito a cui  essa 
non passi più p e r  0. - S i  s a  che p e r  rappresentnre analiticamente il ramo s i  posson 
csprimere le  coordinate dei suoi punti corne ser ie  d i  potenze intere positive di un para- 
rnetro t per  modo che l'origine O del ramo corrisponda a t = O  ed ogni punto del ramo 
corrisyonda ad un sol valore di t ,  di moclulo abbastanza piccolo. Allora l'ordine del ramo 
sarA dato da1 minimo esponente non nul10 di  t clie compaja nelle dette ser ie;  e piu in 
gcnerale la multiplicità d'intersezione in O del ramo con una superficie F ( z  y a) = O s a r i  
il minimo esponente di t che comparira in F quando in luogo delle coordinate s i  pongano 
quelle loro espressioni in serie di t. 
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delle superficie algebriche. 7 

ramo y' verrà n passare pel puiito 0' s'-pl0 per F' (n." 1): e quindi in O' 
verranno a cadere s' intersezioni della curva y' e di F' che prima cade- 
vano fuori di o'; donde segue che in O verranno a cadere s' fra le inter- 
sezioni della curva y con F che prima cadevano fuori di O. Giungiamo cos1 
alla seguente proposizione: se ad uraa tangente t di F in O spetta, ne1 senso 
del lz.O 1, il carattere s r ,  ogni r a m  lineare di curva algebrica passante 
per O e tangente iv i  a t incontra la superjicie F in O s + s' volte, in 
gevaerale. 

5. Questa multiplicità d'intersezione s + s' è quella che deriva dalle due 
condinioni pel ramo y di passare per O e di esser tangente ad F e yiù pre- 
cisamente alla t. Con una terza condizione, di osculazione, si otterrà una 
maggior multiplicità d'intersezione. Per questo fine si ricordi che l'eccesso 
su s della multiplicità d'intersezione in O del ramo 7 con F é uguale alla 
multiplicità d'intersezione in O' del ramo y' con F' ;  e d'altra parte per 
avere quest'ultima multiplicità si applichi la proposizione ottenuta dianzi Cam- 
biando F, y ,  O in F', y ' ,  0'. Perchè la multiplicità d'intersezione di 3' 
col ramo y tangente a t sia diversa e quindi maggiore di s + s' occorrerà 
e basterà che il ramo y' tocchi in O' la superficie F r :  se il contatto avviene 
secondo una tangente t', esterna a d  a', cui corrisponda, ne1 senso del n." 2, 
un carattere s", la multiplicità d'intersezione di F' col ramo y' sarà in ge- 
nerale s' + s", e per conseguenza la multiplicità d'intersezione di  F col ramo y 
sarà, in generale, s + s' + s". - Alla tangente t' di F' in O corrisponde per 
la trasformazione quadratica ne1 1." spazio una conica (cerchio rispetto a q come 
assoluto) osculatrice a F in O :  a questa si potrebbe riferire il carattere s" 
di t ' ;  e si avrebbe allora che un ramo lineare y tangente in O a t viene 
ad incontrare Ir in O più che s + s' volte quando diventi osculatore ad una 
ta1 conica, ne1 qua1 caso la multiplicità d'intersezione diventa in generale 
s + s '+su ,  se s" è il carattere spettante a quella conica. 

Applicando di nuovo questo risiiltato con la sostituzione di F' ed O' ad 
F ed O, e cosi continuando indefinitamente, si ottiene la proposiziorie 
seguente : 

Un rarno lineare che sia ohbligato a tocclrre la superjicie F ne1 pulzto 
s-plo O avrà ivi con essa in genevale un incontro (s + sfi)-punto, essendo sti 
i l  carattere di guella tangente d i  F i ~ z  O che i l  mmo verrà a toccare. - 
I'ercld la ntultiplicità dell'intemexione ven.ga a superare s + s ' ~  sema chli 
muti quella tafigente basterà una condizione: e la multiplicità diverrà in 
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8 Seg r e: Sulla scom~posixione dei pzlnti singolari 

ger~erale s + spi + suik (per uta certo k). Tutti i ?.ami lineari osculatori, cioè 
a contatfo tripunto, con uno siffatto daranno quellu stessu mzdtiplicità d'in- 
tersexione cora F ,  in genei.de. - Se pi si vzcole clze uno di questi ?*ami 
abbia unn lizaggior nzultiplicità d'intersexione, s7irnpor:*ù con cia una nuova 
condizione, e si troverà ira genernle la rnultQlicità s + s'; + s' ik  + (per 
un certo Z); e lu stessa si avrà per tutti i ?.ami lineari che hanno con 
quel10 un contatto quadripunto. - E cosi via; finchè si arrivi ai caratteri 
che sono = 1 : allora occorre sempre una nuova condizione per aumentare 
solo di 1 la multiplicità d'intersezione del ramo con F. 

hppare  ora evidente che, riguardo alla multiplicità dell' intersezione coi 
rami lineari passanti per 0,  la superficie F si comporta esattamente come 
se avesse per successivi al punto s-plo 0, sulle varie tangenti, dei punti con 
le multiplicità rispettive s'; ,  e poi come successivi a questi dei punti con le 
multiplicità sWik ,  ecc., ecc.: appunto come già avevamo convenuto di dire 
alla fine del n." 2. E si vede pure come si possano assegnnre dei rami di 
curva - liiieari nei casi finora considerati - sui quali si pub dire ch-e 
stanno F: son successivi il punto s-plo 0,  un punto ~ ' ~ - p l o ,  un punto 
~ " ~ ~ - p l o , .  . . , di F. 

6. A quanto abbiam detto ne1 precedeiite niim." occorre in certi casi una 
modificazione, proveniente d a  cib che i rami y ivi considerati, per le condi- 
ziorii a. cui vengono assoggettati in relazione alla superficie F ,  cessano ne- 
cessariamente di essere lineari. 

P e r  bene intender cib convien d a  prima osservare in qua1 modo si tras- 
formi per successive trasfürmazioni quadratiche un ramo qualunque di curva 
algebrica. Sia -/ questo ramo, O la  sua origine, r il suo ordine. Nella 1." 
trasformazione quadratica a 7 corrisponderà un ramo y' uscente da1 punto 0' 
che corrisponde su1 piano w' alla direzione della tangente t di y in O. Si 
vede subito che w' avrà in 0' con y' un incontro multiplo secondo v (cioè 
che Y saranno le intersezioni d i  y' con un piano abbastanza prossimo ad w'). 
Ne segue che il ramo 7' sarà d70rdine Y ' &  Y. P e r  una convenzione, che si 
giustifica in modo gih visto, diremo che su1 ramo y ,  infinitamente vicino 
(successive) al punto O multiplo secondo Y, vi è un punto multiplo secondo y'. 

Sarà  v' < Y  solo quand0 il piano w' sia tangente a y', cioè ne contenga la 
tangente t'. Considerando le intersezioni di y coi piani passanti per O e vi- 
cinissimi a t ,  alle quali corrispondono ne1 2." spazio le intersezioni di y' coi 
piani passantmi pel punto fondamentale A' esterno a d  w' e vicinissimi ad 0', 
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si vede che il numero v' si pub anche interpretare come il rango del ramo y 
(cioè che la tangente t ha  con y un incontro multiplo secondo v -1- v ' ) ;  tranne 
il cas0 che t' passi pel detto piinto fondamentale A', il che esige che sia 
Y ' =  Y e che il raago di y superi l'ordine. - In ogni caso, se trasformando y' 
con una nuova trasformazione quadratica avente un punto fondamentale in O' 
si ottiene un ramo y" d'ordine v " ;  e trasformando ancora questo in modo 
analogo ottenianio ur. ramo d'ordine v " ;  e cos1 via: noi diremo che su1 ramo 
primitivo y ,  successivi al punto Y-plo O, vi sono punti di multiplicitii Y', v", 

< T I  

v , . . . Si sa (e risulta subito colla projezione da una proposizione nota sui 
rami di curve piane) che queste multiplicità da un punto in poi sono 
tutte = 1. 

Cib premesso, ritorniamo alle considerazioni del n." 5,  e supponiamo che 
quella tangente t' ne1 punto ~ ' ~ - p l o  0' della superficie F' che noi vogliamo 
considerare, ed alla quale si riferisce il carattere s'Iik, non sia più esterna 
al piano a', come ivi si era supposto, ma invece vi giaccia. Allora volendo 
chi: il ramo lineare che pel semplice passare per O vi avrelribe incontro 
sfi-punto con E", venga ad avere per tangente la t '  e cos1 un incontro con F r  
rnultiplo secondo s'; + suik, bi~ognerà che il ramo y cessi di esser lineare, 
diventi invece di 2." ordine (almeno). Non è pih possibile dunque, coll'ag- 
giunta di due nuove condizioni, di contatto con t e di una certa osculazione, 
corrispondenti ai caratteri sIi e suik, ottenere una serie di rami lineari pas- 
santi per 0 ed aventi ivi l'intersezione con 3' muhipla secondo s + sri + suik- 
Per avere qualcosa di analogo bisogna ricorrere a rami di 2." ordine (al- 
meno). Mentre un ramo di 2." ordine uscente da  O v'incontra P in gene- 
rale con multiplicità 2 s ,  i rami di 2." ordine che han per tangente t dànno 
la multiplicità d' intersezione 2s + s';, e quelli che hanno quella certa 
osculazione che stiamo considerando dànno la multiplicità d' intersezione 
2 s + s ' ~  + s ' ' ~ ~ .  S i  pub dire (badando ai corrispondenti rami y') che tutti 
questi rami di 2.' ordine hanno comuni oltre al punto O altri due punti 
successivi. E considerando F diciamo che i caratteri s ' ~ ,  suik sono le multi- 
plicità per F di due punti successivi ad  O tali che per O e per essi non 
passano rami lineari di curve algebriche (ad esempio non passa un cerchio), 
mentre passano infiniti rami di 2." ordine. 

Se  sulla F' sono successivi su rami lineari y' il punto 0' s ' ~ - ~ I o ,  un 
punto multiplo secondo s"ik nella tangente t' giacente in of, e poi ancora 
altri punti di multiplioità sUfikl,. . . , potremo dire in generale che su P sono 
successivi su rami di 2." orcline il punto O e poi punti di multiplicità 
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sti, s ' ~ ~ ~ ~  s ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ .  . . - Perb se piÙ di due, successivi, dei punti nominati di F',  
ad esempio u successivi di essi, giacciono in o', sicchè i rami lineari y' che 
li contengono hanno in O' incontro v-punto con questo piano, i corrispon- 
denti rami y del 1.' spazio verranno ad essere non più del 2." ordine, ma 
d'ordine v. Su F il punto s-plo 0 ed i punti di multiplicità ~ ' i ,  s U i k 7  ~ " ' i k l , .  . . 
(questi in numero di v almeno) si potranno considerare come successivi su 
rami di ordine v (almeno), e non su rami d'ordine minore. 

Supponiamo ora invece che su Fr il punto 0' ~ ' ~ ~ 1 0  e poi dei punti 
successivi multipli secondo suik, s " ' ~ ~ ~ , . . .  , non stiano su rami lineari, ma 
invece su rami y' del 2." ordine; e sia anzitutto la  tangente t' di questi 
rami esterna al piano o'. Allora i rami 7 corrispondenti del 1." spazio sa- 
ranno in generale di 2." ordine e di 2." rango; si potrà dire che su F si 
hanno, come successivi al punto 0, dei punti multipli eecondo SIi, Suik, ~ " ' ~ ~ ~ 7  . . . , 
su rami che non possono essere nè lineari, né del 2." ordine e 1." rango, - 

m a  sono in generale di ordine e rango 2, cioè lianno due punti doppi suc- 
cessivi in O e ne1 punto  plo. o. - Se invece la tangente 5'  dei suddetti 
rami del 2." ordine y' giace in o', i rami y saranno in generale del 3." or- 
dine e di 2." rango: sicchè il punto O ed i punti multipli successivi secondo 
s '~ ,  s'lik, s " ' ~ ~ ~ ,  . . . , non si potranno più considerare come situati nè su rami 
lineari, nè su rami del 2." ordine; ma invece su rami del 3." ordine (almeno) 
che oltre ad avere in O il punto trip10 hanno ne1 successivo un punto doppio. 

Questi esempi bastano per far vedere come qualunque serie di caratteri 
s i ,  sllik, s " ' ~ ~ ~ ,  . . . , rehtiva al punto s-pl0 0 di F, ottenuta mediante le 
successive trasformazioni quadratiche dei n.i 1 e 2, si possa veramente con- 
siderare come serie di multiplicità di punti successivi di F situati su conve- 
nienti rami di cixrve algebriche: con 1' avvertenza che questi rami possono 
per il solo fatto del passare per quei punti venire di conseguenza ad avere 
in essi certe multiplicità u ,  v ' ,  u", v"', . . . (almeno). - Quanto alla multipli- 
cità d'intersezione in O di F con tali rami, essa si esprime come se quei 
punti fossero punti multipli distiriti, cioè con la formola: 

Cib si dimostra subito ammettendo vera la proposizione quando vi è un punto 
di meno. Se il ramo y (v, v ' ,  v", .. .) uscente da O non è tangente ad P l a  
multiplicità della sua intersezione con F è solo US. Ma Re esso si muove in 
modo che i suoi punti successivi ad O vengano nei punti successivi consi- 
derati di F, vale a dire che il corrispondente ramo y' (v', u",. ..) venga a 
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passare per 0' e pei punti successivi considerati di F', y' sri + y'' sJrik + - - 
intersezioni di e di F' verranno a cadere in O*, e quindi in O cadranno 
Y S  + u ' s '~  + Y" slrik + . . intersezioni di y e di F. 

Scomposizione di alcuni punti singolari. 

7. Volendo trattare alcuni esempi di scomposizione di punti singolari, 
conviene da  prima ricordare, per quel che riguarda il carattere s' di una 
tangente t ad F ne1 punto s-plo 0, cioè la multiplicità s' del punto di F 
che è successivo ad O su t ,  che (n.' 1) s' non pub superare la multi- 
plicità di  t pel cono tangente in O ad F ;  mentrc d'altra parte è evidente 
dalle cose precedenti che s' non pub superare l'ecoesso su- s della multipli- 
cità d'intersezione di F con t. Dunque: possono contenere punti multipli d i  F 
irtfinitameî~te vicini al punto s-plo O solo quelle generatrici del cono d'or- 
dine s tangente ad F i n  O che sono çnultiple per qzcesto con0 e che in  O 
hanno con 3' un incofitro pi& che (s  + 1)punto. 

Viceversa se la t è almeno doppia per quel cono tangente, e delle! sue 
intersezioni con P almeno .T f 2 oadono in O, il punto O' di F' a oui essa 
dà origine (secondo il n." 1) sarà almeno doppio per la  ljnea c' cioè per la 
sezione di F' col piano o' e conterà almeno 2 volte fra le intersezioni 
di F' con la retta A' O' (esterna ad a'): e perb 0' sarà almeno doppio 
per F'. SzllEu superficie F con punto s-plo O vi è un pwnto doppio infinita- 
mente vicino a qzdesto su ogni retta che sia doppia pel cono tangente in O 
ad F i d  abbia con pesta in O u s  incontro (s 4: 2)prnto. - Se l'equazione 
della superficie, in coordinate non omogenee, iiferita ad O corne origine, è: 

dove le (p sono forme degli ordini indicati dai loro indici, le rette che con- 
tengono i punti doppi di F infinitamente vicini (successivi) ad O saranno 
quegli elementi doppi di y, = O che verificano l'equazione y,+, = O (*). 

(*) Cfr. il n." 10 ed  una nota che v i  é annessa. 
Ne1 seguito, per  assegnare le  singolarita delle sezioni l ~ i a n e  di F passanti per  la 

tangente t in O, ci serviremo spesso del fatto clle quelle curve han per  corrispondeiiti 
nella trasformaziono quadratica spaeiale l e  sezionj piane di Fr  passanti per  la re t t a  A'O'. 
Cosi, per  mostrar  subito un'applicaiiione di cio, poniamo che il punto singolare O di F 
consti di un punto s-plo a cui sia infinitamente vicino un punto doppio nella direzione t, 
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8. Applicando cib ai punti doppi, abbiarno: perchè ad un punto dop- 
pio O di F sia infinitamente vicino nella direzione t un altro punto doppio 
di F occorre e basta che il con0 quadrico tangente in O si spezzi in due 
piani (distinti O no) passanti per t, e che inoltre questa retta nlhia incontro 
quadripunto con F. Dunque I'insieme di due punti doppi successivi (s  = 2 ;  
s' = 2)' senz'altra particolarità, è dato da1 pzlnto biplanare il cui asse sia 
tungente quadripuntct. 

Perchè poi infinitamente vicini al punto doppio O di F, in due direzioni 
distinte t , ,  t, ,  vi siano altri punti doppi sarà necessario e suBiciente che il 
con0 quadsjco tangente in O si riduca al piano di t ,  t, contato due volte, 
e che inoltre queste due rette siano tangenti qundripunte. Osa in un gunto 
uniplanare esistono in generale 3 tangeiiti quadripunte. Dunque: Un punto 
uniplanare si  pu6 considerave conze un pzcnto doppio a cui sono infiwitarnente 
vicini in  ddirezioni diverse 3 altri punti doppi (s  = 2 ; s', = s', = s', = 2;. 
Quando ud u,n pun to doppio sinno ,inJinitamen te vicini in  direzioni distinte 
altri due punti doppi, ve ne sarà ancora in  generale u n  terzo, e si avrà Il 
pufito uniplanare (*). - 

Quest'ultima propo~izione è il più semplice esempio di un fatto note- 
vole, cioè che dall'essere su uua superficie F infinitamente vicini ad un 
punto s-plo O alcuni punti multipli pub venir di conseguenza 1' esistenm 
su F di altri punti rnultipli infinitamente vicini ad O. Cosi dall'esistere su1 
cono p,,, (n.' 7) alcune rette doppie del cono p, pub seguire l'esistenza di 
altre. Un esempio nuovo è quel10 di un punto quadruplo di F a cui siano 

senz'altra particolarità; cosiccliè il  punto 0' s a r à  per  F r  un punto doppio ordinario. 
Allora f ra  l e  sezioni piane di Fr  passanti per  A' Or, , l e  quali avranno in generale in O' 
un nodo, si considerino quelle che passano rispettivamente per  le due re t t e  tangenti in O' 
alla linea c f ,  ed anche quelle d i e  hanno in 0' una cuspide e che son date dai due piani 
tangenti ad Fr in O' passanti per  A'. Mediante l a  trasformazione quadratica si ottiene 
yuanto segue. Le sezioni di F con pia)~i  yenerici condotti pet- la tanyeîzte sitagolare t pas- 
sano per O con s rami Lineari, due dei yuali sotz tangenti a 1;  per6 per oyntuio dei dicc 
piaui tangenti Lwzgo t al cono tangente ad F in O sono tanyenti a t un ramo lineaw ecl 
un ramo di 2.0 ordine (ordinario); e pet- ciascurzo di  nltri due piani in luogo di due rami 
lineari tangenti a t si ha un m m o  ch' 2.0 ordine e 2 . a  classe (la classe intesa ne1 senso 
della teoria dei rami di curve piaile, cioe il m i g o  s e  l a  curva si considera nello spn~io) .  

(*) Applicando, a d  esempio, a l  yunto doppio uniplanare l'osservazione contenuta n e l h  
nota precedente, abbiumo clie, irientre l e  sezioni l i ane  genericlie della superficie condotte 
per  una delle t r e  taiigenti quadripunte hanno in O un tacnodo, v i  sono in generale due 
piani (diversi da1 piano tangente) i quali danno sezioni aventi in O un regresso di 2.a specie. 
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infinitamente vicini su altrettante direzioni jndipenderiti fra loro 5 punti 
doppi: allora il con0 tangente ad F dovrà ridursi al con0 quadrico conte- 
nente quelle 5 direzioni, contato due volte; e questo conterrà altre 5 tan- 
genti sipunte, sulle quali dunque staranno 5 nuovi punti doppi di F infini- 
tamente vicini al punto quadruplo. 

9. Per  rappresentare e studiare analiticamente specie particolari di punti 
singolari convien ricorrere ad una speciale trasformazione quadratica; nella 
quale, indicando con (x y z), (z' y' z ' )  due piinti corrispondenti, si ha :  

Nel 1." spazio il punto fondamentale O è nell'origine, il piano o e la conica 
fondamentale q giacente in esso sono i l  piano all'infinito e la retta all'infi- 
nito di z = 0 contata due volte. Ne1 2." spazio i l  punto fondamentale A' è 
il punto all'infinito dell'asse delle z', i l  piano w '  e la. conica fondamentale q' 
sono i l  piano x' = O e la sua retta all'infinito contata due volte. Cosi ai 
punti infinitamente vicini ad O nelle varie direzioni corrispondono ne1 2." 
spazio i punti del piano z'= 0;  in particolare alle direzioni useenti da O 
ne1 piano z = 0 corrispondono i punti all'infinito di z'=O, meutre alla di- 
rezione dell'asse O z  corrisponde l'origine 0'. 

Eseguendo la trasformazione (1) sulla superficie F con punto s-plo in O 

viene, tolto il fattore zf8: 

F' = y ,  (x' y' 1) f- zr'psci (x' y' 1) + z'9s++2 (xi y' 1) + . . . = 0. (3) 
1 punt i  di F infinitamente vicini ad  O fuori del piano z = 0 corrispondoiio 
ai puriti al finito di F' situati su1 piano z' = 0 ,  e quindi sulla curva 
'p.(x'yl 1) - O. Se l'asse delle x è tangente in O ad F ,  il punto di F suc- 
cessivo ad O su di esso corrisponderà al punto O' di F'; sarà allora 
' p ~  (0 0 1) = 0. Il oarattere s', cioè la multiplicità per F di quel punto suc- 
oessivo ad O, O la  multiplicità di 0' per E", si riconoscerà subito sull'equa- 
zione (3) di li": si vede cos) che: aflrzchè la superJicie F data dall'equa- 
aione (2) abbiu, infinitamente vicino al punto s-plo O ,  un punto multiplo 

(*) h ûnalogn alla trasforinazione quadratica speciale del piano che serve utilmeiitr 
nell'nndisi delle s i r igo l~r i t a  delle ciirve piniie. - Anche il sig. K o n ~  nella liernoria ci- 
tata al n.O 3 ricorre a trasCorinaxioni del tipo della (1). 
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secondo s' neElcl direxione del2'icsse delle 2 ,  occorre c basta cAe nelle forme 
<ps , p+, , . . . , y, + , ,L,  tutti i termilci rontengnno x y (co~~tplessivnmente)nente) a Emeno 
w i  g ? d i  rispettivi s', s' - 1 , . . . , 1 (*). 

10. Ad esempio, perché su F, nella direzione dell'asse delle z, infinita- 
incnte prossirno al piinto s-ph 0, vi sia un punto doppio, devono essere y, 
solo di grado s- 2 (al più) e y,,, solo di grado s (al più) rispetto alla x .  
Questo risultato equivale a quel10 del n." 7 (**). 

Applicandolo ripetutaniente, cioè esprimendo per mezzo di esso che sulla 
superficie F' data da (3) vi è infinitamente vicino al punto doppio 0', in una 

(*) L a  superficie F con un'equazione siffatta é pure  considerata da1 sig. NOETHEK. 
i.1 ana Nota citata in principiio [Gotting. Nachrichtén 1871, pag. 272, cas0 O ) ;  ove, alla 
fine della pagina, in luogo di v - 1 s i  deve leggere v - 23. Ivi si t rova pure  applicata 
iina trasformazione quadratica spaziale a quella superficie (e a d  al t re) ;  ci0 al10 scopo di 
determinare l'influenza del punto singolare O su1 yetwre si6perficiale. 

(**) Part iamo dall'ipotesi che F abbia un punto s-plo in O ed  un punto doppio in 
iin punto dell'asse delle z, cioé in (O O E ) .  S a r a ,  ordinando le  forme cp della (2) secondo 
13 yotenze discendenti di z : 

o le  condizioni relative al punto doppio ( 0 0  t), ossia che in questo punto s i  annullino F 
e le  sue t r e  prime derivate, daranno : 

ossia (combinando l a  1." con la  4.", e tlividendo per  ~,oteriae di E )  : 

Facciamo o r a  avvicinare indofinitamente il l ~ u n t o  doppio a l  l ~ u n t o  s-plo O, cioè hcciaiiin 
t,ondere E a zero: a l  limite avremo le  condizioiii : 

a=al=u,:b-=O, 

çioè ritroviarno ancora il risultato di sopra. 
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direzione assegnata, un nuovo punto doppio, e cos1 continuando, si ottengono 
le equmioni di F in casi di singolarità O sempre più complicate. Cod: man- 
tenendo le condizioni precedenti, in seguito a ciii O' è punto doppio per F', 
imponi~mo ad F' di avere infinitamente vicino ad O sull'asse delle y' un 
nuovo punto doppio. Cib equivarrà a dire che nell'equazione di 3" l'insieme 
dei termini di 2." grado (cioè l'analogo della forma y, relativa ad F) non 
contiene y', mentre I'insieme dei termini di 3." grado (analogo di y,+,) manca 
del termine in y'3. Dalle condizioni precedenti per l'equazione (2) e da queste 
nuove per la (3) segue subito che F sarà del tipo seguente : 

dove le a e le f i  sono forme binarie in x y degli ordini indicati dai loro 
indici. Osservando che l'asse delle y' su cui abbiam posto il secondo punto 
doppio di F' sta nell'attuale piano of (cioè z' = O ) ,  si vede che il cas0 iri 

cui ora ci troviamo rientra fra quelli considerati al n." 6: la superjcie (4) 
ha in O un punto singolare comrzposto di zcn puihto s-pto a cui sono in$nita- 
mente vzCz"ni due punti doppi, per modo che questi t ~ e  punti son successhi 
su rami d i  2.0 ordine d i  curve algebriche e non su rami lineari. Si vede 
subito O geometricamente oppure con l'equazione (4) che quella singolarith 
si pub anche caratterizzare dicendo che O P, un punto s-plo taIe che il con0 
tangente in esso (y,) ha una generatrice tacnodale (Oz) lungo cui è toccato 
da1 cono y,+,. Considerando una ta1 generatrice come equivalente a due ge- 
neratrici doppie infinitamente vicine per le quali passi y,+,, si rende evi- 
dente come la singolarità di E' in O si posa  riguardare come proveniente 
da un punto s-plo a cui sono infinitamente vicini due punti doppi in dire- 
zioni diverse le quali perb si avvicinino indefinitamente: con che diventa 
pure intuitivo il fatto che non esisiono rami lineari passanti per quei tre punti. 

11. Come altro esempio consideriamo il caso che al punto s-plo O di F 
siano infinitamente vicini in diverse direzioni infiniti punti doppi. Chiamaudo 
Th = O il con0 costituito da quelle direzioni, risuita da quanto s'è visto che y, 
conterra il fattore reh e y,+, conterrà il fattore rh:  onde l'equazione della 
superficie F sarh del tipo : 

Con la trasformazione quadratica speciale del n." 9 la superficie trasfor- 
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ed avrh, in corrispondenza ai punti doppi di 3' successivi ad O ,  la linea 
doppiri : 

2' = O ,  riz (x' y' 1) = 0. 

1 punti nntevoli per F '  su questa linea sono i punti ruspidali (cfr. 11." 13); i 
quali, corne subito si vede, son determinati sulla linea diill'eqiinzi~rie : 

e perb sono in numero di 2 k ( s  - h + 1). Ognuno di essi ha (corne vedremo, 
n.' cit.') infinitamente vicino, fuori della linea doppia, un punto doppio di F'. 
Dunque risalendo alla F concludiamo: se la superficie F ha un punto sin- 
golare composto di urz pzrnto s-plo a cui è itzfinitaniente vicina una lirtea 
doppiu infinitesima d'ordine 11 [sicchè I'equaxione d i  B' siu del tipo (5 ) ]  , 
essa avrà poi ulteriormente, infinitamente 2jicini a puesta, altri 2 Ii (s  - h + 1) 
punti doppi. 

Le direzioni di questi piinti doppi di  F sarebbero date da : 

Scomparirebbero quand0 tra le forme clie entrano nell'eqii,zzione ( 5 )  avesse 
luogo un'identità del tipo : 

Allora sulla superficie Fr la linea doppia consider~ta diverrebhe una linea 
cuspidale; i suoi punti generici non avrebbero per successivi nuovi punti 
doppi di Fr: cib accadrebbe solo per certi punti singolari di cui ci occupe- 
rem0 fra poco (punti chiusi, n." 17). 

Applicazioni a varie specie di punti doppi. 

12. Esaminiamo ora in particolare alcuni casi speciali di piinti doppi. 
P e r  quanto rjguarda la composizione dei punta' b@lnnari non aggiunge- 

rem0 nulla a quanto già s'è accennato al n." 8. Osserveremo solo che quando, 
per effetto di una l.a trasformazione qiiadratica, si passa da1 punto bipla- 
nare O di F ad un punto doppio O' di F', questo dovrà essere iiecessnria- 
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mente nell'incrocio delle due rette distinte clie costituiscono in questo caso 
la linea c'; e se pure su B' vi E un  punto tloppio successivo ad 0', la  sua 
diiezione sarà certo estcrna a1 piano a'. Facendo una 2.a triisformazionc 
quadratica per 0' di P', e cosi via ,  vediamo che un purtto O@lanare pu6 
r i s u l t a ~ e  conzposto cli u n  tzunzero r/ualz~~zqzie Iv d i  p z w t i  doppi ,  i p a l i  pero 
si potrrcnm semnpe congizitzgere con urz ramo lineare d i  czwva a l g e b ~ i c a  (nt? 
potranno essere uniplanari, tacnodi, ecc.) (*). - 

Prendiamo in esame i pun t i  zaziplanur~i, pei p l i  s'è gih vistn ~1 n." 8 
la composizione clie Eianno in generale. Partinmo dall'equazione di una su- 
perficie F avente in O un p n t o  uniplanare, col piano tangente x = 0 e 
coll'nsse delle x per una delle 3 tangenti quadripunte che vi sono in gene- 
rale; sicchè su quest'asse stia un punto doppio di P successivo ad O. Sa rà :  

dove le a ,  p ,  7 sono forme binarie in x y degli ordini indicati dai loro in- 
dici. Con ln, trasformazione quadrntica speciale (n." 9) otteniamo : 

d o ~ e  al3 sta per a, (x' y'), ecc. Una prima particolarith si pub introdurre ren- 
dendo biplanare il punto doppio O' di F'. Si vede subito sull'equazione (2) 
(tenendo conto che essenzialmente è n =J= O) cl-ie la  condizione perchè cib 
ncc~cla è 

a, = O:  (3) 

e questa equivale a dire, come si vede sulla (l), clle nell'asse delle x coin- 
cidono due delle 3 tangenti quadripunte di  P in O. L a  coppia di piani tan- 

(" Cfr. Rom « Ei~z Beitrag aur Tlzcorie da- BPplnna~.erz uizd uniplnnaren Xnoten- 
punkte», Math. Aiin., tom. 22, 1853. In questo lavoro vengono anche considernti i punti 
biplansri ed uniplanari superiori come equivalenti a più punti doppi infinitamente vicini; 
non perb con l'applicazione di trasformazioni quadratiche, ma  invece mediante l a  consi- 
derazionc delle sinpolarità che quei punti producono ne1 con0 circoscritto alla superficie 
da un punto generico (v. ne1 seguito del presente scritto il n." 23), ecc. 

Annnli cl; Mdeinnticn, tsmo SSV. 3 
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18 Se  y e : Szilla scoupsizione dei pzrlzti singo?u~-i 

genti ad P' ne1 punto biplanare 0' è data da: 

ed ha per asse l'asse delle y', il quale çiace su Fr : ne segue clic Pr  ha  su 
questa retta un secondo punto doppio infinitamente vicino ad 0'. Abbiamo 
cos1 che: quando per un pzcnto u n ~ l a n a r e  O d i  F due delle 3 tungenti yua- 
dripunte coincidono (e solo allom),  due dei 3 punti doppi che i n  generale 
sorz szmessivi ad O in direzioni diverse 02.0 8) vengono ad essere successivi 
Z'ulzo all'altro in una stessa clirexione, essendo congiulzti ad O mediante rumi 
di  2.0 orditte; ln co~nposizione d i  O diventa: 

( s = 2 ;  s', = s f ,  = 2 ;  s", = 2). 

Corne si vede, questo caso si ottiene per s = 2 da1 caso che ne1 n.' 10 era 
rappresentato dall'equazione (4). 

13. Se su una superficie F vi è una linea doppia (nodale), e s'indica 
con O un punto c~tspidale (pinch-point; point-pince) di P appartenente a 
quella linea, cioè un punto di questa pel qude  i due piani tangenti ad P 
coincidano, si vede subito elle il punto O corne punto uniplanare presenterà 
la particolarità del cas0 precedente. Invero ne1 piano tangente ad F in O la 
curva seziont: di F avrh in O un punto trip10 con due tnngenti coincidenti 
nelln tangente alla liriea doppia, e quindi rimarrh oltre a quella solo uila 
tangente quadripunta (*). L a  stessa cosa si vedrebbe pure con la trasforma- 
zione quadratica, perchè questa porta ad un punto O' di F' che è in gene- 
rale biplanare, peïchè sta su una linea doppia di Pr. Dunque: urz ordinario 
punto cusl~idale d i  una superficie, su una linea doppia d i  questa, lia i n j n i -  
tamente uicko, oltre a i  punti d i  questa linea, un pzcnto doppio della s q e r -  
ficie (in diresiotze divema da qtiella della lirlea doppia). 

14. Ritornando al  caso del n.' 12, se supponiamo clie non solo due rn% 
tutte 3 le tangenti quadripunte di fl in O coincidnno nell'asse delle z, il clie 
equirale a porre, oltre la condizione (3), la: 

avremo che il punto O' di Fr si comporrà di tre punti doppi successivi si- 

(*) Cfr., ad esempio, ZEUTHEN <( Révision et  extension des formules m?n~~.iqzies de 
tli2orie des szwfr~ces ~ é c Q r o p e s  », 3Intli. Ann. X, 1870, pag. 46s e 
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tuati ~ull'asse delle y'. Quando per uta punto uniplalza?.e le tre talzgejati pua- 
dr-unte coivzcidono i~z. una ,  a l  punto stesso s o m  infi?zitanzente vicini a l t r i  3 
putzti doppi della superficie (sziccessivi) s i tuat i  con p e l l o  s u  rami del 3.0 or-  
dine (e d i  2." classe); la con-osizione clel punto zi~zipla~zave divetzta: 

( s  = 2 ; s' = 2 ; s" = 2 ; s'" = 2). 

15. Otteniamo un 
nendo ad O' di esscre 
coppia di piani tangen 

altro caso più particolare di quel10 del n." 12 impo- 
uniplanare per P'. Ritornmdo alla equazione (4) della 
.ti ad Fr" ne1 punto biplanare O', avremo che essi coin- 

cidono ne1 piano : 
z' - 1 x' = O, 

se si h a :  
a = 6 i S 2 ,  a , = - 2 6 ) $ .  

In tali jyotesi e conservando sempre, s'intende, la condizione (3), si trova clie 
l'intersezione di F' col piano (6) si spezza nell'asse delle 9' ed una linea con 
punto doppio in O' e con le tangenti soddisfaceiiti all'equazione: 

Di qui si vede che il punto uniplanare O' di F' avrà in generale 3 tangenti 
quadripunte distinte, e quindi su F' vi saranno 3 punti doppi infinitamente 
ricini ad O' in 3 diresioni diverse, una delle qunli è l ' a m  delle y'. Dunque 
la composizione del punto uniplanare O di P ne1 caso particolare attuale è 
espressa da : 

e precisamente: su una tangente quadripunta si ha un punto doppio successivo 
ad O (s', = 2); su117altra (che conta doppiamente) se ne ha un altro (s', = 2), 
il quale a sua volta ne ha  altri 3 per successivi su 3 sistemi diversi di rami 
osculatori fra loro, tangenti a quella retta: 2 di quei sistemi essendo lineari 
ed uno di rami del 2." ordine. L7equazione di p in questo caso, tenendo conto 
delle condizioni (3) e (7) clie Io caratterizzano, prende la forma : 

Se perb si aunullasse la costante a,, cioè (11.' 14)  se coincidessero tutte 3 
I C  tangenti quadripunte i n  O,  si vedrehbe - ricorrendo all'equazione di  P' 
ed applicando al punto O' di questa quanto ora s'è fatto per la P e pel 
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suo punto O - che P' lia (nella direzione dell'asse delle 9' in cui coiiicirlono 
due delle 3 tangenti quadripunte ad  F' in 0') infiriitamentc vicino ad  O' un 
ulteriore punto uniplanare (a tangenti qundripunte distinte). Per conseguenza 
la  composizione del punto singolare 0 d i  J' sarebbe dnta allora da  questi 
al tri caratteri : 

I ,  ' I I  

( S  = 2 ; S' = 2 ; sfl, = s'lz = 2 ; = s = s i 3  = 2). 

Ecc., ecc. 

Seguito. Tacnodi e punti doppi superiori. 

16. Nei casi precedenti avevaino seinpre un iiutnero fiiiito di punti doppi 
iiifinitamente vicini a1 punto doppio O. Esaminiaino ora alcuni casi in cui se  
lie abbiano ilzfiiziti. 

Se essi sono i rz  direzz'olli diverse, le sezioni piane geiieriche di P pas- 
santi per O avranno in questo punto un tacnodo (od una singolarith supe- 
riore): il punto O sarh per 17 un p m t o  d i  contatto d i  due falde, O più bre- 
veinente un tncn;do. Sulla superficie P' saranno imagini di O gl'infiniti punti 
d i  una 7-ettn d o ~ ~ i a .  Sinmo insoinma in quel caso particolare del n." 11 che 
corrisponde ad s = 2 ,  li. = 1 ; e possinmo quindi applicare quanto ivi s' è 
detto. L'equaziorie di E' sarà del tipo : 

csseiido x = O il piano tarigente, +, una forma quadraticn, ecc. I I  tacrzodo 
s i  compone d i  un yunto doppio n cui è i~zjlzitameizte vicina w a  retta doppia 
i~rfi~zitesinza, la quale poi Iin ancora per successivi 4 wuoui p z t i  doppi. Le 
direzioni di questi ultinii son date dalle 4 tangenti sirlgolari: 

x = 0 ,  +,O-493, = 0 ,  (2, 

(le quali non van confuse con le 4 tanyerzti q u i p w t e :  
X = O ,  Ip4= O). 

La composizione del tacnodo è dunque espresca in gene ide  da :  

(s= 2 ;  retta s' = 2 ;  S112=S"3  = 4 - - J  - 9\ ( *i J .  

(") Qui e ne1 segiiito, quniido si scrive siiuliolicarneiitc la composi~ionc di un puiito 
multiylo, si  indicano quali caratteri s i~~ppreçent i i lo  uul t ipl ic i t i  di linee i i l f i i t i tesime, e 
pcr çli  nltri cwnt te r i  s i  sottintende clic si rifcrisco:io n pc l i l i .  
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L e  sezioni piane di $' per O ed in particolare per una tangente singolare 
corrispondono a sezioni piane di P' (per A'), in  particolarc per un punto cu- 
spidale (n.' 11). Tenendo conto che questo ha infinitamente vicino, fuori 
della retta doppia, un altro punto doppio di F' (n." 13) si conchiude quanto 
segue. L e  sezioni piane generiche della superficie P pel punto O hanno ivi 
un tacnodo; quelle condotte per una tangente singolare hanno un regresso 
di 2." specie; infine per ogni tangente singolare passa un piano che dà  una 
sezione dotata di oçonodo (co~itatto tripunto di due rami lineari): è jl piano 
osculatore comune ai  rami lineari che contengono O ,  un punto della retta 
doppia e poi uno dei 4 punti doppi successivi a questa y). 

17. Un caso particolare di tacriodo, clie va subito segnalato, è il cosi 
detto punto chiuso (close-point; point-clos) su  u m ~  lifaetc cuspidale (**). h 
questo un punto della linea cuspidale tale clie la sezione della superficie col 
piano tangente in esso vi h a  un punto quadruplo, O, cib che è 10 stesso, tale 
che le sezioni piane generiche per esso vi haiino un tacnodo anzi che una 
cuspide. Rientra dunque veranlente nella &sse dei tacnodi di superficie. Perb 
quando si cercano le tangenti singolari in eeso (ne1 senso sopra definito) si 
trova che 3 di esse vengono a coincidere nella tangente alla linea cuspidale, 
sicchè rimane una sola distinta da  quelln. Dunque: un p z d o  ckiztso d i  una 
superficie, su  zma lziaea czispidule d i  p e s t a ,  Iza infinitamente vici~zi, ooltre a i  
puîzti d i  p e s t a ,  zwu retta doppiu infinitesima, e 21oi, co~lze szcccessivo a p e s t a ,  
ulzcora utt pu~zto doppio. 

18. Una singolarità superiore al tacnodo si ha in un pzl11to tale clie le 
sexioni piune generiche passanti per esso v i  abbiano un yegresso di 2.a specie. 
È: chiaro che si otterrà da1 tacnodo rendendo indeterminate le tangenti sin- 
golari (le quali fornivano appunto le sezioni piane con regressi di 2." specie, 
ed eran date dalle equazioni (2)). Dunque: 

e sostituendo nella (l), diventa (con lievi cambianienti di notazione): 

( z )  Cfr. pei puiiti doppi di superficie del tipo (1) il lavoro del sig. ZEUTHEN, IIat11. 
Ann. IX, 1870, pag. 331. 

(^*) Cfi-., ad csempio, ZI,:UTIIE'I, Nnt l i .  Ai11i. 5, pas. 470 c scg.' 
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P e ï  veder bene la composizione di questa singolarith applichiamo ad F 
la tïasformazione quadratica speciale. VerrS : 

scrivendo per brevità +', iri luogo di +, (x' y'  l), ecc. L a  superficie P' ha 
l'asse delle y' per retta cuspidale. Segandola col piano: 

si ha corne sezione quella retta, contata due volte, e poi la linea: 

la quale tocca la retta stessa nei due punti: 

x ' = z l = O ,  L + A + ' , = O .  ( 5 )  

Ne segue che quel piano è il piano tangente ad F' in ciascuno di questi 
due punti; e che un punto generico della retta cuspidale è un punto unipla- 
nare a cui non sono infinitamente vicini altïi punti doppi di 3' che quelli 
della retta cuspidale (fatto che vale per tutte le ordinarie linee cuspidali). 
Volendo avere i punti eccezionali, vale a dire i purzti chizlsL' di quella retta 
(n." 17), basterà scrivere che uno dei punti (5) è doppio per l a  linea (4); il 
che ne1 caso attuale si riduce a derivare la (4) rispetto ad x'. Si ha cos), 
tenendo conto delle (5): 

+13 $ ?. yt5 = O ; 
ed eliminando 2, : 

( 6 )  

x ' = x ' = ~ ,  rf'j=qJi&; (7) 

sicchè sono 5 questi punti chiusi. Applicando ora quaiito sappiamo sulla 
composizione dei punti chiusi, e poi ritornando alla superficie F, concludiamo: 
UIZ punto di una szlperjcie, i l  puale suile sezioni piane generiche passanti 
per esso sia un regresso di 2.a specie, vale a dire un punto rappresentato 
cEal17equazione (3), si cornpolze in generale d i  un punto doppio, a cui è itzfi- 
~zitawzente vicina una retta doypia itzJinilesivza, sulla p a l e  stanno 5 ptmti, 
ogmn  dei quali ha a sua volta per successiva una retta doppia infinitesinza 
a cui è successive un ulteriol-e punto doppio: ossia 

Le 5 tnngetzti singolari, cioè quelle che segnano le direzioni dei 5 punti doppi 
nominati, son date, in forza delle (7), da : 
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e Ron caratterizzate da cib, che le sezioni piane passanti per esse hanno in 
genernle un oscnodo. Vi è poi per ogni tangente singolare un piano che dà 
una sezione dotata di un regresso di 3." specie. 

19. Un punto tale che le sezioni piane generiche passatzti per esso vi 
abbiano un oscnodo si otterrà da1 caso precedente rendeiido indeterminate le 
tangenti singolari (€9, ossia ponendo : 

con cib l'equazione (3) diventa: 

L a  superficie trasformata sarà : 

ed avrh l'asse delle y' per retta lacnoclale, cioè luogo di tacnodi. Perb su 
questa retta vi saranno dei punti eccezionali, i quali sulle sezioni piane ge- 
neriche di P' passanti per essi non sono solo tacnodi ma bensi regressi di 
2.' specie: piinti di cui abbiamo trattato ne1 precedente n.' 18. Si posson 
cercare O coll'applicare l'equazione (3) ivi trovata dopo d'aver trasportata. 
l'origine 0' sull'asse delle y ' ;  od anche solo cercando fra le sezioni y' = cost. 
d i  F' quelle che hanno ne1 punto d'incontro con quell'asse un regresso di 
2." ~pecie. I l  calcolo, in ambi i modi, si fa senza difficoltA e conduce ai 6 
punti seguenti : 

1 x' = z1 = O 1 = ( I f< ( Ir< + q: . 
Si verifica inoltre che in ciascuno di questi punti 4 delle 5 tnnpenti singo- 
lnri ne1 senso del n." 1 8  vengoiio a coincidere nell'asse delle y', sicchè ne 
rimane solo una diversa da quest'asse (*). Invece per un punto generico di 
quest'asse, che quindi B per F' un tacnodo ne1 senso del n." 16, si rerifica 
chi: le 4 tangenti singolari ivi considerate coincidono tutte nell'asse. Appli- 
cando dunque le cose viste nei n.i 16 e 18 sulla composizione d i  quei punti 
singolari e poi risalendo alla superficie P concludiamo : Un punto singolare 

, (") Questo fatto é l'analogo di quel10 già, osser ïato per le tnilgenti singolari in nn 
punto uniplanare di una linea doppia (punto czcspiclnle, n." 13), ed in  u n  tacnndo di iina 
linen cuspidale (punto chiuso, n.O 17). 
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d i  m a  szipeqîcie, tale clle le srzklz i  p i m e  gene?.iclre passauti per esso c i  
uOOiuno u n  oscnodo, vaIe a dire clle corrisponda ull'eytiazio~ze ( 9 )  della su- 
perjcie, è conzposto conze segue; ztn punto doppio; poi per sziccessiva a questo 
m a  retla doppia inJinitesima; z r n  puuto generico d i  p e s t a  ha  yer  succes- 
sizja una  retta doppia inJinitesima, senz'altro; ma vi sono sulln prima w t f a  
6 pzinti particolaî.2; ogtzun dei qual i  ha per successiva una  retta doppia in- 
finitesima su czii sta u n  punto clle ha per szaccessiva zwa  ett ta doppict f i l f i -  

m'tesinza n czli è sziccessi.cio un d ter iore  pzmto doppio; ossia : 

Per  la superficie rappresentata dall' equazione (9) le 6 tangenti silzgolari 
in 0, cioè tangenti d i e  dànno le direzioni dei 6 punti particolari suddetti, 
sarebbero rappresentnte da : 

le sezioni piane passnnti per esse linnno regressi di 3." specic, ecc. 

20. Renderido indeterminate quelle rette (11) si ottiene un punto fule che 
le seaioni piane generiche passanti per esso vi lzanno wz 9-egresso d i  3.a spe- 
cie: la corrispondente equazione della superficie è (modificnndo #, e y : ) :  

Non stiamo più ad esaminarne espressamente la composizione percliè dalle 
cose esposte precedentemente la si pub prevederc. Si osservino in fatti e si 
confrontino fra loro le composizioni che abbiamo trovato ai n.i 8, 16, 18, 19 
pei punti doppi uniplanari nei casi in cui per le sezioni piane generictie 
passanti per essi siano rispettivarnente : regresso di 1." specie, tacnodo, re- 
gresso di 2." specie, oscnodo; e si prevederà subito quale è la legge gene- 
rale per la comrtposizz'one d i  u n  pzlnto singolare d i  unu  syer f ic ie  tale che le 
sezioni piane gelteriche pussanti per esso vi nbbiano 2112 punto doppio abbas- 
snnte In classe clelln czwca piana d i  i zwitit. I quattro casi citati corrispon- 
devnno ad i = 3, 4, 5, 6. E corne in qnesti ahbiamo sempre trovato appunto 
i tangenti singolari, tali cioi: clie per le sezioni piane passanti per una di 
esse il punto doppio abbassa d i  i + 1 unit8 la classe; cos1 questo fatto vale 
in generale. Cib si pub dimostrnre m a i  brevemente (quantunque in modo 
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meno perfetto di quel10 seguito nei quattro casi particolari suddetti) consi- 
derando il con0 circoscritto alla superficie da un punto qualunque P: dal- 
l'ipotesi fatta sulla singolarith del punto O nelle sezioni piane di F clle 10 
contengono, segue che quel cono a w à  la  retta PO per generatrice i-pla; e 
perb vi saranno i piani (tangenti al cono lungo P O )  uscenti d a  P e tali 
clie nella sezione d a  essi fatta su F il punto O abbassa di i + 1 unità la 
classe. Questi piani dsranno le i tangenti singolari di E' in O. 

21. Firi qui, da1 n." 16 in poi, la singolarith della superficie P in O si 
componeva (in primo luogo) di infiniti punti doppi infinitamcnte vicini ad O 
ilz direxioni dicerss. Possiamo facilinente ottenere che gl'infiniti punti doppi 
siano tutti infinitnmente vicini ad  O in w a  stessn dirazione t, faccndo, per 
cosi dire, accumulurt! neZZu di?-ezioize t lu s i ~ z g o l a ~ i f à  di uno qunlunque dei 
punti esaminati nei numeri precedenti. Basta percib, ritornando all'equn- 
xione (1) del n.' 12 relatira ad unn superficie P con punto uniplanare O, ed 
all'equazione (2) della sua trasformnta Y', impcirre a qiiesta seco~ida equazione 
cli assumere iina delle fornie clie abbiamo visto caratterizzare il tacnodo, O gli 
altri punti sirigolari superiori. Allora gl'infiniti punti doppi di P' infinitnmente 
~licini ad 0' nelle varie direzioni daranno infiniti punti doppi pcr P infini- 
tnmenle 17icini ad  O nelln direzione c,hc corrisponde a d  O' (al citato n." 12, 
1% direzione dell'assc delle z),  su diversi sistemi di rami. 

Limitiamoci a1 1.' C ~ S O ,  quel10 clie O' sin un tacnodo per Pr. Gih ne1 
n.' 15 averamo scritlo che 0' G uniplanare col piano tangente 

2' := A X' : 
trovnvnmo le condizioni : 

Dobbinmo solo ~ggiu i ipcre  clie l'equazione (8) del detto n." 1 9 ,  la qu:ilc 
dava le tangeriti singolari ne1 detto punto uniplanare, diverita un'iden- 
tità; cioè : 

a , + b , i . + c L ? = O ,  a , +  b,h=O,  a,=0. 

Da. tutte queste condizioni ricavando i valori delle a e sostituendoli nelln (1) 
del n." 12 [od anche nella (9) del n.O 151 si h a  (von un mutanlento d i  O,) :  

dove convien ricordnve che le a ,  P ,  y son forme binarie in xy; ecc. S e  poi 
Amnli ~ l i  M~rtc?, larrl i~.cr,  toinn S S V .  4 
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si forma per questo caso l'equazione di P', si verifica che delle 4 tangenti 
singolari (n.' 16) ne1 suo tacnodo 0' una sola, in generale, cade nell'asse 
delle y' (e quest'asse contione tre punti doppi successivi di P' ,  ciok dopo O' 
ed un punto della retta doppi:~ infinitesima ancora un terzo punto doppio 
di P r ) .  Possiamo dunque dire : La superJicie (13 )  lru in O fin punto uni- 
plunare,  clte sulle sexiotzi piane geneviche passant i  per esso costitz&ce m a  
euspide ordinarin e rzon un tacnodo; ?na che cib wndinzeno si pub conside- 
rare  corne un punto doppio n cui  è infinitamente vicino un tucnodo della su-  
perjc ie .  Pi2 precismnente la co~nposixione d i  quel pzinto si?zgolar.e è questa: 
zin punto doppio; poi, per successzijo, zcn al tvo putzto doppio; poi zrrw rettcl 
doppia infinitesinta; eci irzfine 4 pzrnti doppi:  

V a  aggiunto che mentre si posson congiungere con rami lineari i due primi 
piinti doppi (s, s') con uno qualunque dei tre sr",, s'",, s'", (ad esernpio), 
passando per un certo punto della retta doppia s", occorrono invece rami 
del 3." ordine (e 2." classe) per congiungere i punti s ,  a', s'", , passando per 
un certo punto della retta doppia s". - L a  retta congiungente i primi due 
punti doppi s ,  s r  è (l'asse delle z, cioè) l'unica tangente quadripuntn del nostro 
punto uniplanare. 1 piani passanti per essa dànno sezioni di F aventi in O 
un oscnodo; tranne il piano tangente che dà in O un ramo di 3." ordine; e 
altri tse piani i quali dànno un regresso di 3." specie. 

Sull'abbassamento della c lasse  prodotto dai  punti  singolari. 
Siagolarita delle prime polari. 

22. 11 metodo delle successive trasformazioni quadratiche, con le quali si 
analizza un punto singolare di una superficie cilgebrica J', pub anche servire 
a determinare l'influenza che sulla classe di F' ha  quel punto singolare. A 
ta1 fine si pub ricorrere, ad esempio, alla considerazione del aono r circo- 
scritto ad F da un punto generico P dello spazio: la  classe di F coincide con 
In classe di r, sicchè la determinazione di cui si tratta si pub ridiirre alla 
ricerca dell'influenza che aulla classe di r harino le generatrici d i  questo 
cono che vanno ai punti singolari di Ir: Per  altro, prima di dare un cenno 
di questa seconda questione, è bene rilevare in che differiscano le due in- 
JIzcenze nominate, e quando è che coincidono. 
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Suppoiiiamo che la superficie F, d'ordine ?z, sia priva di linee multiple, 
ma abbia nei punti 0 ,  .. . singolarità qualunque. Il  con0 circoscritto r sarà 
d'ordine n (n  - l ) ,  av ià  generatrici singolari rielle rette che vanno da1 ver- 
tice P a quei punti ,  e inoltre avrà delle generatrici doppie ordinarie (no- 
dali) e delle generatrici stazionarie ordinarie (cuspidali) rispettivamente nelle 
bitangenti e nelle tangenti princ,ipali di F uscenti d a  P. - Ricordiaino 
come si ottengano quelle bitangenti (*) e tangenti principali. Siano (y, . . . y,) 
le coordinate omogenee di P, (x, . . . r,) quelle di un punto di contatto di F 
con una bitangente passante per P. Sarà  anzitutto 

ove per brevità rappresentiamo con F il risultato della sostituzione delle coor- 
dinate x ne1 1." niembro dell'equazione di F, e con A P la  forma polare 1." 
di F rispetto alle y. Di più l'equazione Y(?, x + p y) = O, la quale, in forza 
delle (l), tolta la radice doppia ,u = O, si riduce a 

clovrà a v e ~  ancora una radice doppia; ossia dovrà annullarsi il discriminante 
della forma (2) in  ?., p 

1 piinti di contatto di Ir' con le bitangenti (propriamente îlette) passanti per P 
risultan0 cos;, come le intersezioni, fuori dei piinti singolari 0 , .  . . , dellc t re  
superficie rappresentate dalle equazioni (1) e (3) in cui si considerino le x 
come variabili. Riguardo alla (3) conviene osservare che dall'espressione nota 
del discriminante di una forma binaria segiie subito che la  (3) è una super- 
ficie d'ordine ( 9 1  - 2) (n - 3). Inoltre se la F h a  ne1 punto (O O O 3 )  la mul- 
tiplicità s, sicchè nella forma F l'insieme dei termini del rninimo ordine in 
x, x ,  s, sia dato dalla forma ternaria y ,  d'ordine s (cono tangente ad  F in 
quel punto), nelle forme polari AL P ,  A3 F ,  . . . , As F i termini del rninimo 
ordine in x, x, x, saranno evideriternente A"$, A3 y s  , . . . , AS y S  (le quali si 
riducoiio a polari ternarie, rispetto a d  y ,  y, y3), mentre le As+, F, As,, F,. . . 
conterranno termini piivi di x, x, x,. Tenendo conto di cib si pub dimostrare 

(") Cfr. i n.' 16 e 20 della « Ll~&alytkc7~e Geowelrie cles Kuuams, II, Thcil » di SALJIOX 
(FIEDLI~) .  
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clie nella (3) i termini del miriimo ordine in x, x, x, saranno cltiti, a mciio 
di un fattore itidipendente da queste variabili, da1 discriminante dell'equazionc 

ossia da  
L b ( A 2 y s ,  A 3 y S ,  4'9, ...) (3 ' )  

e sarailno quiiidi d'oidiiie (s - 2) (s - 3). Qiiestn i: clunque in gcnei.de lit 

inultiplicith per la superficie (3) di un punto clic sin, s-plo per la F ;  e ln. (3') 
lie da i à  il con0 tangente in  questo punto. - Qunnto alle tnngenti piincipali 
(propriamente dette) di P pnssaiiti per P, i loro puriti di coritntto sono le in- 
tersezioni, fiiori dei punti singoInini 0 , .  . . , delle superficie (1)  e 

Se  nella suycrficio F niaiicnssero i punti siii;olni-i 0 , .  . . , i.isultercbbe 
1 

cos) clle i l  con0 r cl' ordine .II (sa - 1) lia n (n - 1) ( 1 1  - 2 )  (12 - 3) genern- 2 
trici doppie ordi1iai.i~ e t z  ( 1 %  - 1) ( 1 1  - 2) generatrici stazionnrie ordinaiie; e 
quindi, applicnndo la nota formola, clie la sua classe è 12 (11 - l)?: talc ri- 
sulterebbe la  classe delln szlpe~$cie ge l l emle  d ' o r d i n e  I L  L a  presenza del 
l m t o  s i i i g o l a w û  lia questo effetto : che la generatrice P O del cono r 
produce per sé stessa un ccrto abbassamento I nella classe di r;  inentrc 
d'altra parte fra. le 12 (12 - 1) (12 - 2 )  (12 - 3) interseziol~i delle superficie ( 1 )  
e (3) un certo numero 2 D vengono assoibite d a  O, onde il sudtlctto numero 
cli generatrici doppie ordinarie d i  i? subisce uria diininuzione di D unith; e 
f1.a le vz (n - 1) (n - 2 )  iiitersezioni delle superficie (1) e (4) u n  certo nu- 
rnero R vengono assorbite da  O, onde il numero delle generntrici stazionarie 
ordinarie di l? si riduce di R iinità. Dunque i l  punto singolare O abbassa 
In classe 11 ( n  - l)? della supei.ficic E' di 

1 - 2 D - 3 1 1  
unith. 

S e  O é un piiiito s-plo ordinario per F, la retta P O è riîultipla se- 
vondo s (s - l )  pel con0 r ,  sicclib I'abbassamento che essa produce nella 
classt: di r è I= s (s - 1) (s? - s - 1). Le superficie (1) e (3) hanno in O 
le multiplicità s , s - 1 ,  (s - 2 )  ( s  - 3) ,  onde 2  D = s (s - 1) (s - 2) (s -- 3) ; 
e similmente si ha R = s (s - 1) ( s  - 2). Segiie I - 2 D - 3 R = s (s - Il2 : 
abbassamento della classe prodotto da1 punto s-plo ordinario. 
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Se il puiito s-plo viene ad avere unn singolsrità qualunque per F ,  FOS- 

sono accresccrvi tanto I quanto D ed R: per conseguenza il calcolo dell'in- 
fluenza di O sulla classe di F, fatto secondo questo procedimento, non viene 
a ridursi soltanto a qucllo dell'influenza I della generatrice P O sulla classe 
del con0 circoscritto r ,  ma esige anche i calcoli dei numeri Il ed R. Vi 
sono perb dei casi in cui, pur esseiido la  singolarità di 3' in O d'iiidole elc- 
vata, i numeri 2 L) ed R conservailo i valori scritti dianzi pel caso del punto 
s-plo ordinario; siccliè tutta l'iiifluenza di quella singolnritti, superiore sulla 
classe di F si riduce appunto all'irifluenze clie essa lia su1 numcro I. È fa- 
cilc: determinare quei cnsi: bssta ricoïdare le definizioni clie abhiam dato di 
quei numeri 2 D ed R, ed applicnre la  nota prnposizione clle un punto O 
coniiinc n tre superficie conta ne1 iiumero coiiiplessivo delle loro intersezioni 
più di quaiito è indicato da1 prodotto delle riiultipliciti d i e  le superficie hanno 
in O solo quando queste abbiano in O unit tangente (almeno) coinuiie ("). 
Quiiidi affincliè il numero 2 D delle intersezioni in O delle superficie (1) e (3) 
superi il prodotto s (s - 1) (s - 2) (s - 3) dovranno qucste superficie aver 
comune una tangente in O. Ora i coni tangenti iii O alle (1) son rappre- 
seiitati da 

eil il corio tangente alla superficie (3) è rappresentato, corne abbiam detto, clal 
discriminante (3') dell'equazioiie ( I f ) ,  cioé dell'equazioiie y,(i.z + py) = O riclla, 
quale le x verificliino le (1') e sia soppressa la  soluzione doppia p = O. L'eai- 
steiiza di iina generatrice t coinune a quei t re  coni, ossin di una  soluziorie 
(xi T ,  xs) coinune per le t re  furme ternarie (1') e (3'), significa dunque che 
nella stella O il piano delle due rette t (x, x, x,), O P ( y ,  y2y3) incontra il cono y,  
doppiamente nella generatrice t e poi ancora doppiaineiite in una genera- 
trice ulteriore, che pub coiiicidere con t .  Poicliè P iridicava un punto g e w -  
9,ico dello spazio, avretno che per ogni punto delfo spnzio passa un piano 
segante il con0 y ,  ncl modo detto, cioè secondo due coppie di geiieratrici 
coincidenti : cib esige evidcntcmerite clie il cono y, taizgente ad F i?z O abbia 
una gerzerafrice y u a d ~ w p l a  (ulmeno), oppzire abbiu unu parte non p i a m  In 
p a l e  conti doppia~nente  f i d i ~ ~ e ~ w ) .  Qiiesta sarà dunque ln condizione neccs- 

(") Ch-. per un& dimostrazione algebrica rigorosa di qucsta proposizionc: BERZOLIKI 
c< Szclle inbrsezioni di tre supe~-ficie nlgebr-iche », Aliiiali di l l z t . ,  tgin. 2 1 ,  1SDU. 
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saria e suficiente perché sia 2 D > s  (s - 1 )  ( s  - 2) (s  - 3). - Similmente 
suppongasi che le superficie (1) e (4) abbiano corniine una tangente t in O ;  
saran verificate dalle coordinate (xi x, x,) di t le equazioni (1 ' )  e (4') A"1, = 0, 
vale a dire nella t oadranno tre delle s rette in  cui il piano di Y e t in- 
contra il con0 y,. E per essere P generico, esisteranno cosi infiniti piani 
ognun dei quali incontra y, secondo tre generatrici coincidenti ; donde segue 
nhe il cono y, tangente ad .F in O a v r à  tcna generatrice triplu (aluzetao). 
Tale sarà la condizione nccessaria e sufficiente perchè sia R > s (s - 1) (s - 2). 

Corne si vede, ne1 caso del punto doppio per F son sempre nulli D 
ed R ;  ne1 caso del punto tril~lo riman sernpre nul10 Dl  inentre R= 6 i n  
generale e solo si accresce se il con0 cubiw tangente ad F si spezza in tre 
piani di un fascio; ecc., ecc. 

23. Veniamo oral  secondo dicevamo al principio del n." p r e ~ e d . ~ ,  alla 
yuestione rclativa all'abbassarnento I clle sulla classe del cono r circoscritto 
da  P ad F produce la generatrice che va ad un punto singolare O di F. 

Se la singolarità del con0 r lungo quella generatrice P O  risulta equi- 
valente a generatrici successive multiple secondo a ,  ori, ailik,.. . , e se le falde 
(complete) del con0 che hanno quella generatrice per origine sono degli or- 
dini V I ,  u , , , , , ,  il detto abbassamento iiella classe di I' sarà, per una nota 
formola del sig. NOETHER relativa alle curve pianc (*): 

Per  determinare i caratteri a e v secondo la teoria del NOETHEK. occorre fiire 
una successione di trasformazioni quadratiche teïnarie del con0 l? clie ridu- 
Cano la generatrice P O 8 genercltrici multiple ordinarie, ecc. Ora qucste tra- 
sformazioni ternarie possiamo ottenere che siano contenute nelle successive 
trasformazioni quadratiche quaternarie che ahbiamo applicato ad P. A ta1 fine 
assumianw anzitutto corne c,onica fondamentale q della 1.' trasfvrmazione una 
retta doppia passante per Pl e diciamo P' il punto clie corrisponderk a .P 
sulla (retta doppia) q ' :  la  trasformazione quadratica spaziale determinerà uria 
trasformazione quadratic,a ternaria fra le due stelle di raggi coi centri P, P', 
nelia quale la retta P O è iina retta fondamentale, cui corrisponde il piano w'. 

Il cono r circoscritto da P ad F si trasformerS ne1 cono r' circoscritto da  P! 

(") V. il lnvoro del tom.  '3." dei Mutli. 81111. cit:~to id priiiciliio dcl p ~ ~ e s c ~ i t e  scritto. 
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delle sztpervfîcie a lgeb~iche .  3 1 

ad FI (da cui si tolga perb, ove ne facesse parte, il piano w') e la gene- 
ratrice P O  di I' nelle generatrici di r' giacenti su w'. Poniamo che una 
di queste passi pel punto singolare O' di F'; e facciamo la 2." trasfor- 
mazione quadïatica spaziale del n.' 2 col punto fondamentale in O' e con 
una conica fondamentale ridotta ad una retta doppia passante per P r .  Avremo 
di nuovo che il con0 r', dalla trasformazioiie quadratica ternaria clie vien 
subordinata fra la stella di raggi P' e la corrispondente stella Y "  e che ha 
la retta P' 0' per retta fondamentale, verrà mutato ne1 con0 I'" circoscritto 
da P" ad Pu.  E cosi via: le successive trasformazioni quadratiche spa- 
z id i  clle gih ci davano la composizione della singolarith d i .  F in O ci 
daran~io anche la composizione (ne1 senso ternario) della singolarith del con» 
circoscritto I' nelln. generatrice P O. - Si osservi che In. multiplicith (ini- 
mediata) o di P O pcr r è uguale all'abbassaniento che il punto siiigo- 
lare O produce sulla classe di una sezione piana generica di passante 
per esso : nell' ipotesi, che conserveremo ne1 seguito del presente paragrafo , 
che questo punto non stia su una linen. multipla di El. Poi la multipli- 
cità o' della generatrice P' 0' per r ' ,  se ' O' non è su una linea multipla 
di F', sarà pur data dall'abhassameiito che il punto singolare 0' producn 
sulln. classe di uria sezione piana generica di P' passante per 0 ' ;  tranne se 
la retta P' O' riesce tangente ad F', vale a dire (poichh Y'  è un punto ge- 
nerico di q') se il piano or è tangente in O' ad F, ne1 qua1 cas6 of si ac- 
cresce. E cosi via. 

24. Fe r  la questione generale mi limiterb :I questo cenno: la trattazione 
completi ibimane escluea da1 presente scritto. Ma quel che abbiarno detto 
é già sufficiente per l a  determinazionc del numero I in parecchi cnsi par- 
ticolari. 

Cos1 se O é punlo biplanare per F equivalente a k punti doppi succes- 
sivi (n.' ï2) ,  dopo k trasformazioni quadratiche del10 spazio saremo ridotti 
ad una superficie P(", alla quale è circoscritto il conu da1 punto P(k) 
dell'ultimo piano fondamentale wck). Questo piano s e p  P(k), fuori della co- 
nica fondamentale, in una conica di cui tutti i punti son semplici per la sii- 
perficie, ma che pub spezzarsi in due rette distinte. Il cono r ( k )  avrà in que l  
piano, provenienti dalla generatrice P O  di r ,  due geiieratrici semplici, le 
quali perb potranno. coincidere. Segue clie pel con0 r la generatrice dop- 
pin P O  equivale a k generatrici doppie successive, e sta su due falde d i  
1.' ordine (caso generale), O su una falda di 2.' ordine (il caso partic01i1i.e 
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3 2 S e  gr e : Sulla scotnposixione dei pzlnti s i~zgo /ar i  

ora nominato). Ne1 1.' cas0 l'abbassamento clie O produce nella clnsse di F 
risulta di 2 k uiiità; ne1 2.0 caso invece di 2 1; + 1 (*). 

Poniamo invece che 0 sia per P un punto zutipln~za?.e, od un tacnodo, 
O in generale un pzilzto singolare tale che le sezioni piane gelzericl~e pas- 
snn t i  per esso v i  abbiano un  punto doppio abbassante la classe della czi~.cc.t 
piana di  i sn i tà .  Abbiamo già ossersato in generale d n.' 20 (dopo che si 
erana espressamente esaminati i casi di i =  3 ,  4 ,  5 ,  6) che il con0 circo- 
scritto da un punto generico P ha  la retta P O  per generatrice i-pla ed i 
piani che projettano le i tangenti singolari per piani tangenti lungo quella 
generatrice. Ne segue che l'abbassamento clella classe è in generale i (i - 1 ) :  
quindi pel punta uniplanare più generale 6 ,  pel tncnodo 12 ,  pel punto di 
regresso di 2.a specie 20, ecc. Ma se fia qudle i tangenti singolari di  P ve 
ne sono v coincidenti, in generale la composizione della generatrice i-pla P O 
d i  r si oomplica percib che unn falda uscente da essa viene ad essere di 
ordirie Y, onde l'abbassamento della classe diventa i(i - 1) 4- ( V  - 1). Ecc., ecc. 

Pel  punto uniplanare abbiamo dunque i n  generale l'abbassainento di 
clnsse 6, 7, 8 secondo che in esso vi sono 3 tangetiti singolari (quadripuntc) 
distinte, O 2 coincidenti, o tutte 3 coincideriti. - Ne1 cas0 pnrticolare del  
n." 15, equazione (9j7 jl con0 r' circoscritto da P' ad F' si vede che avrh 
la generatrice doppia 1" 0' dotatn di due piani tangenti distinti fra loro e 
da w ' :  onde per la generatrice P O del con0 r i caratteri di composizione 
= 3 ,  or = 2. L'abbassamento di c,lasse sarà 8. - Nell'altro cuso pnrtico- 

lare del n.' 21, equazione (13), il con0 r. si ~ e d e  che avrà P' 0' per gene- 
ratrice tripla con tre piani kirigenti distirtti frn loro e da o': oride per ln 
generntricc P 0 di I' la composizione G = 3, G' = 3. L'nbbassamcnto d i  closse 
sarh 12. 

Applicliinmo ancora. Io stesso proccdimento al caso che 3' abbia z m  pîinlo 
s-plo O a cui sicino i?fl?2itanzente çicini infinit i  p w t i  doppi, szrlle genemtr i r i  
d i  2112 C O H O  d 'odi tze  12. Bbbiamo esaminato questa singolarith al n.' 11, ri- 
lcvando che la superficie Pr lia su1 piano fondamentale o' una linea dop- 
pin ~h e su qiiestn 2 I i ( s -  Ih $ 1 )  punti ouspidali. L'abbassamento clle il 
piirito O produce nclla clnsse di iinn sezione piann di li' passante per esso 
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è in generale O = s (s - 1) + 2 k : e tale sarh dunque la multiplioità della 
generatrice P O pel cono r, ne1 cnso attuale. Pe r  vedere come questa ge- 
neratrice si trasformi, in seguito alla l..' trasformazione quadratica, bastn 
cercare le generntrici d' intersezione di of col cono r' cirooscritto ad J" 
da P t .  Una retta n z  uscerite da P' e giacente in o' contiene Iz punti di rl,, 
punti doppi di ogni sezione pinna di Fr condotta per n t ;  in certo senso si 
potrebbe dire clle questa retta assorbe in generale 2 h fra le tangenti (pro- 
prie od improprje) condotte da P a quella sezione piana. Se si trova che, 
per una posiziorie di m e del piano per essa, la  retta assorbe più chc 
2 IL fra le dette tangenti, l'ecccsso darb il numero delle intersezioni coinci- 
dcnti con ?n di quel piano col cono r' circoscritto da P' ad II". Applicando 
questo concetto si vede subito clie r' ha  per generafrici scmplici : le 
2 h (s - 11 + 1) rette che vanno ai punti cuspidali di  P r  situati su rl,; le 
tnngenti condotte da  P' alla revidua curva, d'ordiiie s - 2 IL, che con la rr, 
contatn due ~ o l t e  costituisce In. trasformatn su 6" do1 p n t o  s-plo O di F, e 
questo sono in geneialo (s - 2 11) ( s  - 2 1~ - 1) ; infine le h (s  - 2 A )  rette 
che vanrio da P t  ai punti colnuni R queste due curve. Questi ultimi punti 
sono punti di contatto di P' col piano of:  oude quelle ultime rette sono ge- 
neratrici di contatto del cono I" con w'. Sono poi generatrici doppie di 1'' 
le IL (18 - 1) taiigenti tirnte da  P' a T I ,  (gercliè sulle sezioni piane di J" clie 
le contengono esse sono tarigenti tncnodali e quindi doppie); lungo una qua- 
luiiqne di esse sono tangenti n I" i due piani tangenti ad F' n d  punto di 
cnntntto di quella con la th. Si rerifica che il numero compleasivo di gcne- 
ratrici di r' su w' cos1 trovate, contando due volte le IL (s - 2 IL) e le Ii (It - l ) ,  
risulia uguale a s (s - 1) + 2 h,  cioS a g, corne deve essese. - Concliidianio 
che la singolnrità della generatrice P O  pel cono circoscritto d a  P ad E' si 
compone della multiplicità o, con li. ( A  - 1) elementi doppi infinitameiîte vi- 
cini (in giaciture diverse), e con h ( s  - 2 ?L) falcle di 2." oidine. Pe r  ccinsc- 
guenza si a r r à  in questo caso: 

23. Affine alla questione di cui ci siamo occupati è l 'altra della sinyo- 
l n ~ i t à  che i?r un punto sittgolare d i  una superjicie liunno le polari  rispetto 
a qucstu dei vari  pu~zti dello spazio. Anche in essa serve utilmente il me- 

-4 !ntiii tli ,Iftrtr~mnfic-rr, t < m o  S S r. - 
;> 
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34 S e  g Y e : St(1ln sco~~lposizione dei purzti singotari 

todo delle successive trasforrnazioni quadretiche. Ne1 cenno che ne farb mi 
limiterb alle pr ime polari. 

Se  il punto O è s-plo per la  superficie F, la polare A rispetto ad J' di 
u n  pnnto gmerico f' dello spazio avrh in O In multiplicith s - 1. Faccianlo 
ora l a  1." trasforinazione quadratica assumendo, come a1 n.' 2 3 ,  la c o n i c ~  
fondamentale q ridotta a d  una  ret ta  doppia. passante pel punto P. Detto P' 
il punto oniologo di P sull'altra conica fondamentale (retta doppia) q', le 
rette uscenti d a  P e le omologhe uscenti da  P' sono punteggiate projettivn- 
mente: onde segue che l a  superficie A' trasformnta di  A sarà la  polare d i  P' 
rispetto ad  P'. Ne segue c,he se F' h a  ne1 piano w' un punto 0' multiplo se- 
condo s', A' avrà  i l  punto stesso per rnultiplo secondo s'- l almem. In  tale 
ipotesi si faccia la 2.a trasformazione quadratica con O' per punto fondamentale 
e con una conica fondamentale ridotta a d  una retta doppia passante per P': si 
muterà A' in una superficie A" polare di un punto P" rispetto a d  F". Se  Pi  
ha un  punto O" rnultiplo secondo s", A" avrà i l  punto stesso per multiplo 
secondo s" - 1 almeno. E cos1 via. Si conclude che:  la polare di  u n  punto 
generico rispetto alla superficie P con punto singolare O passa per questo e 
pei punti successi~~i  di F multipli per questa superficie con multiplicith che 
non possono esser minori che d i  1 uriità delle multiplicità che i punti stessi 
haiino per 1;: 

Vediamo in qua1 caso la polare A del punto generico P rispetto ad  P 
avrà  multiplicità s' (e non solo s'- 1) in u n  purito s'-pl0 di F, immediata- 
mente successivo al punto s-plo 0. Cib equivale a domandare quando è che 
la  polare A' di Pr rispetto ~d P' h a  in O' la  multiplicità stessa sr di F i ,  CO- 

rnunque si prenda P' sulla rctta doppia q'. Ora,  poichè anche la polare d i  O '  
(che è fuori di q') rispetto ad P' h a  i n  0' multiplicità s', ne1 caso supposto 
accadrà chç: le prime polari di  tutti i punti del piano o' avranno O' rnultiplo 
secondo a ' ;  e quindi, per un  noto teorenia (polari miste), che la. polare d'or- 
dine a' di O' (cono tangente in O' ad  F )  avrà tutti quei punti per multipli 
secondo a', cioè ~i ridurrà, al piano CA' contato a' volte. Dunque: quando Icc 
szcperjcie folzdamentale F ha p e r  successivo al punto s-pZo O un punto mul-  
t+Zo secondo s', la polare di un punto generico dello spaxio oltre ad avere 
i n  O la  multiplicità s - 1 potric avere nel punto successivo la multipli- 
cità s': cib accadrà qiiando quel punto successivo a d  O in seguito alla l.a tra- 
sformazione quadratica diventi un punto s'-pl0 col con0 tangente ridotto a l  
piano o' contato s'-volte. Ricorrendo alle formole del n.' 9 per la trasforma- 
zione quadraticcl speciale ed alla corrispondente equazione (3) di P' si vede 
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subito c.he se i l  punto considerato d i  P successivo ad O è nella direzione 
dell'usse delle x, a@izchè le polari  d i  tutti i punti  deEEo spaxio ubbiano in 
que2 punto lu stcssa nzultiplicità s' che vi ha F (unxi che avere solo la mul- 
tiplicità s' - l), occorre e bastu che nella 

le fornze y,, , y5 1 - 2 , .  . . , vÎ,  abbiano ifi tutti i 1oro te~rnini  le  x IJ a 
gradi superiori di udzcnità almeno a yuelli richiesti per essere i l  detto 
putzto s'y10 per J' (v. la fine del n." 9), vale a dire contengano in tutti i 
termini x y (complessivunterzte) almeno a i  yvadi risp. s' + 1, s', s '  - 1,. . . , 2. 

Vi sarebbe ora da proseguire la ricerca, per vedere, ad esenipio, corne 
si comportino le polari dei punti generici del10 spazio nei punti multipli di P 
successivi a quel10 s'-pl0 i n  cui le polari stesee lianno pure la multiplicità s'. 
Per  brevità ce ne asterremo. 

Sarebbo pure da esaminare la, composizione della singolaiità in  O delle 
polnri di punti speciali (non generici). Un punto particolare pub aveïe una 
pdare  la cui multiplicith in O superi s - l (di quanto si vuole); e cod per 
l a  multiplicità in un punto di 3' rucceusivo ad 0; ecc. Limitiamoci a rilvvare 
che lu po1ar.e d i  0,  cioè (se n è l'oidine di F ) :  

ha la stessn tîzultijdicità che F norz solo iiz O, ma anche in ogni punto cAe 
sia i tiz m e d i a t a nz en  t e  successivo ad O. Cib risulta subito da1 criterio sta- 
bilito alla fine del n.' 9 per l'esistenza su P di un punto sf-plo successivo 
ad O nella direzione dell'asse delle x: se quelle condizioni son soddisfatte 
peï F, saranno pure evidentemente soddisfatte dall'equazione ora scritta. Per 
altro va notato che la cosa non regge più pei punti multipli di F che sono 
jnfinitarnente vicini ad O m a  non immediatume~tte successivi. Cos1 se al  punto 
s'-pl0 di F già nominato è successivo un punto s"-plo di F, allora si verifica 
con 10 stesso metodo che la polare di O vi avrh in generale la rnultiplicità 
s" - 1, e solo in casi eccezionali la multiplicità s": questa eccezione si pre- 
senterh certo se i tre punti successivi nominati di F, S-pl0 (O), s'-plo, 
su-plo si possono congiungere solo con rami di 2." ordine e non con rami 
lineari. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulla trasformazione hirazionale delle singolarità. 

26. Il coiicetto della coinyosizione delle singolarith ( p u ) î t u a l i )  di uria su- 
perficie nlgebrica mediante successioni di punti multipli infinitamente vicirii 
si applica naturalmente, e sembra anxi essenziale, ilella trattazione di u n  
problema che è d'impoitanza capitale per la  geonietria sopm zina slcperficie 
algebrica j*). 

Cliinmianio per brevith s i ~ ~ g c , l a ~ . i t i ~  ordi~tavie per inia supei.ficic alne- 
biica, da1 punto di vista delle t rus fomnxioni  bi~.azlunaZi delln superficie ("*) 
(non trasforrnazioni birazionali dello spuzio, r a l e  â dire Cremoniane), le  se- 
g~ ien t i :  uria linea doppia nodale, con un certo numero di punti cuspidtrli 
per la superficie aventi l a  composizioiie assegnata ne1 n." 13 (e non più corn- 
~ ~ l i c a t a ) ,  ed u n  c,erto numero di punti tripli s tangenti distintc i quali sono 
pur tripli (triplanari) per la supeificie, senz'avere pei. successivi altri punti 

*multipli di questa che i punti della linea doppia. Allora il problema a ciii 
alludevo consiste ne1 tms fo~ . rmre  biîaxionalmente uvm superficie a lgeb~icu  
qualttnque (priva d i  parti ~nult iple)  in tina che non abbia altre singolaritih 
(cioè punti n~zcltipli) c h  singolaiità orditzarie (***). 

L a  proposizione secondo cui questo problema i: possibile sembra sin stata 

esplicitainente enunciata, per la prima volta, ne1 1588, da1 sig. NOETHER nelln 
Nota u Awahl der ï l l od~dn  einer Classe algebraisclter Flticlien n (****), e da1 
sig. DEL PEZZO nella Nota u E s t e ~ s i o n e  di un tcorema d i  NOETHER n (*****), 11 
sig. NOETBER dice cosi : « Sia F(r) = O la superficic d8ta e Fi(y) = 0 la  su11 
u trasforniata m'ediante le formole : 

(*) Ch,. i fuiidauîaltali lavori dei ~ i g . ~  CASTIELSC'OVO ed ESRIQUES pultl,lic~ti 1x1 cor- 
rente  niino f ra  l e  Xcmorie  della Società Italiann, delle scienze (dei XL), s îr ie  III, tom. 10. 

(**) P e r  alcuiic considerazioni ben note, di cui c i  varremo qun e lit ne1 seguito, in- 
torno a si iht te  trasforrnazioni, si  pu0 consultarc, ad eseii~pio, il Iavoro del sig. NOETHIGR 
« Zuï- l'heorie des eincleztlipn Et~tsp-ecl~eerls nlgeh-nischer Gebilrb won Deliebig vielen Uiilceiz- 
sionen », Math. Anndcii, t o m  2, 1570. 

(***) Un altro p r ~ b l e i n a ,  ne1 quüle pure i concctti svolti in  qiicsto lavoro posson 
trovnre utile applicaziono, é qiiello della riduzione delle siiigolarit2i di una superficie me- 
diante trasformazioni birazionali del10 spnzio (Cremoniane). &la di osso non parler0 affatto. 

(a***) Sitzungsbericlite d. k. Preuss .  Alrademie d. TV. zu Berl in ,  2 l'ehruar 1555. 
(#***YI) Rendiconti del Circolo matemstieo di Palermo, tom. II, 8 luglio 1858. 
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u L e  5 equazioni : 
F(x)=O, F(xr)=O 

u fra i 3 rapporti delle coorclinnte del punto x ed i 3 rapporti delle coordi- 
u nate del punto J' ammettono cd soluzioni: le quali dànno l a  curva doppia 
u di F,. E le 9 equmioni: 

F ( x )  = O ,  F (x') = O ,  F(.df) = O 

+, (x) : . . . : +, (x) = $, (x') : . . . : +, (x') = +, (x") : . . . : $!l4 (x"), 

u fina i 9 rapporti di coordinate dei punti x, x', x" dànno in gonerale un 
u iiumero finito di soluzioni, a cui corrisponclono i puiiti tripli della curvn 
il doppia nominata, e della stcssa F,. 77 È cliiaro clie queste considerazioiii 
servono solo a dimostrare questo: che la  superficie F,  avrà in generale quelhi 
linea doppia e quei punti tripli; m a  non già chc si potranno scegliere le 
forme i(I in modo che FI risulti p r i ~ a  di nltre singolarttà. 

27. Il sig. DEL PEZZO tratta il problema sotto un'altra forma,  clie si 
potrebbe cliiamare la  forma iperspuziale: tmsfornîure biraziona2wze1zte u ~ i a  
supcqîcie algeb~ica F in  zinn supet$cie J" d i  zot cowenie?zte ilm.spaxio S,, 
la quale siu priva d i  pzmti multipli.  Dopo cib egli projetta la  superficie Ir" 
ottenuta da  un Sv-, çenerico soyra uno spazio ordinario: ottiene cosi UIIA 

superficie Fi che sarà riferita birazionalmente ad F e non avrà  altri punti 
rniiltipli che çli cd punti dnppi ed il numero finito di punti tripli, prove- 
nienti rispettivarnente dalle coppie e dalle terne di punti di F' che stanno 
in  spazi Sr-,  col1 1' Sr-, suddetto; si vede facilmente clie se questo S in po- 
~ jz ione  generica rispetto ad F', la linea doppia ed i punti tripli di  Fi ssod- 
disfano alle condizioni che abbiamo imposte alle singolarità ordinarie (n." 26). 

P e r  trasformare F (die pub supporsi csisterite in uno spazio ordiiiario) 
nella detta superficie iperspazinle il DEL PEZZO ricorre alle superficie di ur i  
ordine In cosi elevato che : 1." si possano assoggettare queste superficie ad  
avere in tutti  i punti e linee singolari di  P le stesse singolu~*ità che ha F; 
2." queste ~ ingolar i tà  non siano vimolnte fra  loro, rispetto alle superficie 
d'ordine m ,  nè  sian vincolate coi passnggi per altri IL punti qualunque di  E' 
(con clie s'intende che per una superficie d'ordine na le condizioni di avere 
quelle varie singolnrità e di passare per quegli h punti siano tutte indipen- 
dcnti fra loro). Bllora, chiamando + (+, , +, , . . .) le superficie d'ordine wi clle 
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lianno lc stesse singolarità di F, e trasforinando P mediante esse, cioè po- 

si avrà - in uno spazio superiore - una superficie F', luogo del punto x' (*), 
della quale il chiar.' geometra citato asserisce che u non avrà punti singo- 
(1 lari nè in numero finito nè in ilumero infinito, perchè non vi sono sopra F 
u griippi di punti tali che ogni # passante per uno di essi debba passare per 
u gli altri, e perchè P non h a  punti nb curve singolari fuori della base 
u delle rJ, n. 

28. Questo procediinento sembra esigere qualche ultcriore spiegazione ; 
e 10 s t e s s 0 . D ~ ~  P ~ z z o  si è occupato di cib jn una successiva Nota u Sui si- 
sterni di  cuwe e d i  superficie n (**). Alla questione che da prima pub farsi, 
cioè che cosa s'intenda dicendo che una superffcie 4 ha in un punto singo- 
lare O di J' la stessa singolarità che ha P ,  egli risponde che con cib in- 
tende che a un piano qualunque passante per O taglia le due superficie se- 
u condo due curve che hanno in O la medesima singolarità n. Ed all'altra 
questione se esistano superficie d'ordine In (abbastaiiza elevato) le quali ab- 
biano in tutti i punti e linee singolari di P le stesse singolarità che h a  I", 
risponde con la prnposizione seguente : u Sia Fn = O una superficie . (d' or- 
u dine f a ) ,  che nbbirt nei punti O ,  ... singolarità date. Denotino @l'"n = O e 
u am = O due superficie arbitrarie (di ordini - fz e en), delle quali la  prima 
u non passa pei punti 0,. . . , per l a  seconda ogni punto O è (n + 1)plo. L e  
u superficie del sistema : 

u hanno in generale nei punti O , .  . . le medcsirne singolarith delle 1772. 7, 

29. Ora se si sta alla citata nozione di singolarità della superficie, ca- 
ratterizzandole con le singolarità delle sezioni pinne, non sembra esatto che 

(*) Corne bene osserva il sig. D I ~ L  PCZZO, s i  puil f;we in modo clle la corrispondenza 
birxzionale t r a  l e  due superficie F, F' consista seupliceineilte nell'essera l a  F projezioiie 
di F' : basta percio che ne1 sistema lineare + sia contenuto il sistema 003 dei piani del10 
spazio (con l'q-giunta di uim conveniente superficie d'ordine m - 1). 

(**) Reiidicoiiti del Circolo m.itemntico di Palerino, tom. III, 28 lu,rrlio 1880. 
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la superficie P' ottenuta dalla P ne1 modo detto al n." 27 riuscirh priva d i  
punti multipli. 

Invero si osservi anzitutto che, nella fatta ipotesi, col dire che $ ed F 
hanno in O la  stessa singolarità non si  viene a d  esigere che abbiano anche 
la stessa composizione, vale a dire che + abbia le  stesse multiplicità di  F 
oltre che in O anche nei punti multipli di F che sono infinitamente vicini 
a d  O su vari rami di curve. Poniamo in fatti clie la  composizione della sin- 
golarità che P h a  in  O sia tale da  esservi più punti successivi di multi- 
plicjtà s ,  s', s", s"',. . . , non situati in un piano: allora l a  presenza di quelli 
che succedono ai primi tre non influirà più in generale sulln singolarità di O 
in nessuna sezione piana di F ;  per conseguenza dalle condizioni imposte a 4 
questa non sarà costretta ad  avere i punti tnultipli secondo s"',. .. Cosi un 
punto biplanare cornposto di lc (> 3) punti doppi successivi dB per sezioni 
piane risp." nodi, tacnodi, oscnodi, punti tripli, indipendentemente da1 nu- 
mero k :  sicchè P e $ possono avere in O punti hiplanari con sezioni piane 
dotate delle stesse singolarith, quantunque corrispondano a valori diversi di la. 

Ciù posto è facile scorgere che se le superficie jb mediante cui si trn- 
sforma F hanno in O l a  stessa singolarità di F solo ne1 senso siiddetto clie ri- 
guarda le sezioni piane, e non ne1 senso di avere tutti gli stessi punti multipli 
infiriitamente vicini a d  O che lia F, la  trasformata 17' avrà, in generale an- 
cora dei punti singolari, corrispondenti ad O, O più precisamente corrispon- 
denti a quei punti infinitamente vicini ad O che son multipli per F senz'esscr* 
rnultipli (con l a  stessa multiplicità) per le +. Cos1 se la singolarità di O 
per 17 si compone di  punti niiiltipli secondo s, s', s", s"', . . . , che si succc- 
dono su un rnino lineilre, e le $ hnnno solo i punti multipli secondo s, s', s", 
la superficie F' risulterà con un punto multiplo secondo s"': come si pub 

i I I  vedere facendo le tre trasformazioni qundratiche che sciolgono i punti s ,  s ,  s 
e lasciano a d  P un punto multiplo secondo s'" pel quale nolz passano le tra- 
sformate delle + (cfr. ne0 3 1). 

Converrà dunque modificare il procedimento riportnto ai  n.i 27, 28 in 
quwto:  le superficie jb abliano comuni con J' tutti i punti multipli infi- 
nitamente vicini che entrano a comporre le singolarità di k" ne1 senso da  
noi sviluppato. 

30. Quanto all' esistenzn di superficie +, di un  ordine 112 abbastanxa 
alto, le quali abbiano le  stesse singolarith di J' ne1 senso detto ora (senza 
contenere F come parte),  In si pub vedere, ad esempio, cosi. P e r  un punto 
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singolare qualunque O di P si considerino tutte le serie di caratteri del 
tipo (s, S r i ,  s " ; ~ ,  S '  i h l , .  . .), e s'indichi con 5 la  massima fra le sonime 
S + S r i  + + + dei caratteri di queste serie. S i  rappresenti con 
@'" O una superficie (d'ordirie nz a quel10 jz di F) l a  quale in ogni punto 
singolàre O di F abbia una multiplicità alrrieno uguale al corrisponderite 
ralore di o (*); e con <Pm-" = O una superficie pualunpue d'ordine nz - 9z (non 
passante in generale per 0). L e  superficie + rappresentate d a  

avranno in generale (ciok f i n c h  i coeficienti di @" sono indeterininati) gli 
stessi punti singolari di F con l'identica composizione. 

In fatti siano s, s f i 1  s";~, . . . , una O più rnultiplicith successiae di P cor- 
rispondenti al punto O ed a punti infinitamente vicirii su  una determinata 
classe di rami di curve algebriche 7. L'espressione assunta per + mostra (**) 
che la  multiplicitl't dell'interwzione i n  O di un ramo y con # è il minore dei 
due numeri clie dànna l a  multiplicità d'iiitersezione in O di y (con Pn (pn 92 7 

ossia - poichè w " - ~  non passa per O) con F e di y con @ j J 2 ;  oppure, ncl 
caso che questi due numeri siano uguali, iI in geîzerale uguale ad essi. Orn 
se quella classe di rami y h a  nei punti successivi considerati le multi- 
plicith u ,  u', u", . . . , il nuniero delle iritersezioni in O di y c,on F é (ne0 6) 
Y s $- u' sti + u" sffik +. . ; mentre le intersezioni in  O di y con @ln sono 
almeno u O ,  numero che , in causa delle relazioni : v 1: u' 2 u" 2 . . . , 
a 2 s $- sri + sfriK $ . - . non é certo minore del precedente. Durique il nu- 
mero d d l e  intersezioni in O di y con + è in  generale (cioè finchè i coeficienti 
di <Pm non soddisfano certe determinate equazioni) esattamente uguale al  
numero clelle intcrsezioni in  O di y con F. - Si applichi questa osservazioiie 
generale prcndendo anzitutto il solo punto O, s pl0 per F; poi anche un puntn  
successivo, ~ ' ~ - p l o  per F ;  poi ancora un terzo punto successivo, ~ " ~ k - p l o  per J'; 

(*) P e r  costruire delle superficie cosi filtte si  puo ad esemyio comporle di par t i  de- 
terminate rie1 seguente modo: per  ogni linen clie abbia dn avere una cer ta  multiplicità a 

si prendano u suoi coiii projettanti, e p e r  ogni punto clie in ta1 modo non risulti ancora 
con la miiltiplicitri volnta s i  prenda Lin cono i~scen te  da esso avente per  ordine rlonnto 

occorre per  raggiungere quella miiltiplicità; I'insieme di tntti  questi  coni (e di iina su- 
perficie arbitraria) sa rà  una siiperficie ( P m .  

("") Ricorrendo, ad eseinpio, alla espressione delln multipliciti d'iritersezione di uiiti. 
superficie con un ramo di curva dgebr ica  (v. nota 11.' 4) quando questo 6 rappreseii- 
tato con ser,ic di pntsnze di un parniuetro. 
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e cos1 via:  e si vedrà che anche l a  superficie $.J ha il punto 0' per slplo, il 
successive secondo punto per s'pplo, il terzo per ~" ;~-p lo ,  ecc. Mutando la 
classe di rami 7, ossia la serie di punti successivi (e tenendo conto del fatto 
che tutto cib w l e  anche se alcuni di questi punti non stessero su F sicchè 
le s corrispondenti fossero nulle), si conchiuderh ohe il punto singolare O h a  
per la superficie ;i/ l'identica composizione con punti multipli infinitamente 
vicini che ha  per la I j t  

Da1 ragionamento precedente risulta pure che la proposizione riportata 
alla fine del n." 28 esige la modificazione che nell'attuule num." abbiarno 
fatto alla multiplicità in O , .  . . delle superficie Q m ;  e cib anche se si con- 
serva la nozione di singolarità riportata al principio del detto n." 28. Invero 
se, ad esempio, Fn ha in O punti multipli successivi, con le multiplicità 
S, s', s", ... S U  un ramo lineare -/ (di curva piana, se si vu01 conservare la 
detta nozione), ove s + s' +. s" $- . - > n + 1, la superficie Fm definita al 
11.' 28 avrà in O solo n + 1 intersezioni con y e quindi la  sua singolarità 
in 0 non si comporrh di quei punti multipli secondo s ,  s', su , .  .., sarà di- 
versa da quella di Fn.  

31. Fissato cosi che le superficie S, con cui al n." 27 si trasformava la 
superficie data P jn una superficie iperspazinle P' siano tutte quelle di un 
ordine n~ abbastanza elevato le quali hanno le stesse singolarità di P, con 
la stessa composizione, ne1 senso spiegato; resterebbe da far vedere che P' ri- 
sulter5 priva di punti inultjpli. Che non nvih punti multipli prove~ienti  da 
gruppi di punti semplici di 1' seguirà dalla cagione citata alla fine del n." 27, 
cioé che (supposto nz abbastanza elevato) non vi sono su F gruppi di punti 
tali che tutte le $J passanti per un punto detbano di conseguenza pavsare 
per gli altri. Pe r  vedere poi che nemmeno da un punto multiplo O di F non 
pub venire come corrispondente un punto multiplo di J", si osservi che, Fer 
essere O punto base del sistema delle $J, i punti di  Ii" che gli corrispondono 
si ottengono come 1.imiti dei punti c.he corrispondoiio a punti ordinari i quali si 
avvicinino indefinitamente ad O sui rami di curva giacenti su P e passanti 
per 0 ;  cosicchè un ta1 punto di 3'' riuscirebbe multiplo per questa superficie 
solo quando su P esistesse un ramo y passante per 0, tale clie le + passanti 
per un punto P di y il quale tenda verso O tendessero a d  aver comuni altri 
punti di (che posson coincidere con O), ossia che delle n' - 1 intersezioni 
variabili diverse da P di P con due di quelle + (n' ordine di Fr) solo un 
numero minore che n' - 1 rimanessero variabili ne1 detto passaggio al li- 

AnnnEi di Alrtlematica, tom0 XXV. 6 
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4 2 S e g r e :  Sulla sco?npo~ixione de i  pwti singoluri 

mite. Ora su1 ramo y, '  oltre al punto O ed infinitamente vicini a questo, pos- 
sono esservi altri punti multipli di F :  e questi staranno pure, con le stesse 
multiplicità, su tutte le +. Oltre a questi punti poi pub essere che tiitte le + 
abbiano necessarian~ente comuni ulterivri punti semplici di F su1 ramo 7 : 
perb il numero di questi rimarrà fisso col crescere dell'ordine m delle +, 
giacchè la multiplicità d'intersezione in O di 7 con le + non pub superare 
il prodotto dell'ordine del ramo y per la multiplicità i n  O delle superficie (Dfn 
del n." prec. (*) Imaginiamo eseguite tante trasformazioni quadratiche suc- 
cessive, analoghe a quelle dei n.i 1, 2, quanto è il numero complessivo di 
quei punti successivi di y, in modo che prima si vengano a sciogliere i punti 
multipli nominati, i quali son comuni ad P ed alle $, e poi ancora si tolga 
il contatto fisso (se vi è) di tutte le + con y ,  proveniente dai punti sem- 
plici successivi che pure abbiam nominato. Avremo, corrispondentemente ad 

F, O, y, +, uiia superficie determinala 7, un suo punto semplice Ô, origine 
di un ramo 7 di curva algebrica giacente su F, e poi un sisterna lineare di 
superficie che non ha  O per punto base. L'ipotesi fatta poc'anzi si tra- 
sformerebbe in questa: che quando due 7 variabili passano per un punto 7 
di 7 che tende verso O, alcune delle f i ' -  1 intersezioni variabili, diverse 
da  7, che esse hanno con F tendano pure verso limiti determinati, indipen- 
denti dalle due F; O più brevemente: che pel sistema delle il punto O è 
tale che tutte le $ passanti per esso vengano di conseguenza a passare per 
altri punti di (che possuno anche essere infinitamente vicini ad Ô, op- 
pure a punti base del sistema). Ora se si fa crescere l'ordine m delle +, cre- 
sceranno di conseguenza l'ordine e la dimensione del sistema delie F, mentre 
rimane fissa F col suo punto semplice Ô. Quanto ai punti e linee basi delle 
rimarranno fissi quelli che son dati dai punti e linee singolari di 7, mentre 
cresceranno di multiplicità senza cambiar di posizione quelli clie sono negli 
elementi fondamentali della trasformazione birazionale di spazio prodotto della 
successione di trasformazioni quadratiche eseguita. Esaminando anche più 
minutamente questi elementi base del sistema 7 in rrlazione col punto O di E' 

(") Cib risulta subito considcrando le $ che si possono esprimere corne ne1 n.O pre- 
cedente e segandole col ramo y giacente in F. Si vede che per quelle il, la multipli- 
cità d'intersezione in O con un ta1 ramo e esattameate ug~iûle,  in gcnerale, a quel 
prodotto, 
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e tenendo conto che essi determinano il sistema, pare che si possa conchiu- 
dere che non pub accadere per tutti i valori di rn che le 9 passanti per 3 
vengano di conseguenza a passare per altri punti di Qui non mi tratterrb 
a cercare uaa rigorosa dimostrazione di cib. Ammesso che sia vero, vi sarà 
un valore di m da1 quale in poi i sistemi + corrispondenti danno origine a 

superficie F' che non hanno un punto rnultiplo proveniente da1 ramo y ne1 
modo sopra esposto. 

Nut i  ora y su F attorno ad O, e poi muti anche su F il punto singo- 
lare O. Si avranno per In dei limiti inferiori di carattere generico e dei li- 
miti inferiori di carattere eccezionale: gli uni e gli altri in numero finito, 
per la  natiira algebrica della questione. Onde basterà poi prendere l'ordine nz 
delle + maggiore di tutti quei limiti perchè la superficie F' trasformata di E' 
mediante le rJ, risulti completamente priva di punti multipli. 

Seguito. Cenno di al tr i  metodi p e r  l a  riduzione delle singolarità. 

32. Riandando il  ragionamento precedente, appare subito che in  esso 
non è un fatto essenziale l'avere l a  superficie + con cui si trasforma F le 
stesse singolarità di p e s t a  superficie; ma piuttosto il fatto che le rJ, passino 
per tutti i punti multipl< distinti od infinitamente vicini, coi quali son corn- 
posti i punti singolari di F, ne1 senso spiegato in questo lavoro. 

Non sarà forse superflua, a questo proposito, una breve digressione in- 
torno a1 proldema della trasfo~~nazione biraxionale delle singolarità delle 
curve algebriciie, e più precisamente di determinare unu c u w a  (iperspaxiale) 
privu di pzmti singolari, della quale una data curva algebrica con singola- 
~ i t à  qualzcnpue sia projezione. L a  risoluzione di questo problerna si pub dire 
contenuta implicitamente - e cib sembra sia sfuggito a vari geometri - 
nei teoremi dei sig.' BRILL e NOETEER (*) aulle serie lineari di gruppi d i  
punti, speciali e non speciali, di una curva algebrica, e più esplicitamente 
in una nota memoria del sig. VERONESE (**). Siano in fatti p il genere ed n 
l'ordine della curva data, con singolarità qualunyue. Allora se è n )  2 p  si 
avrh che quella curva è pri)jezioiie di una curva normale del10 stesso ordine 

(*) Math. Aiinalen, tom. 7 (1873). 
(**) IiIatli. Annalen, tom. 19 (1881). 
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(di Sn,), la quale è certamente priva di punti multipli (*). Se poi non 
fosse soddisfatta la  condizione n> 2 p ,  basterebbe anzitutto riguardare la 
data curva come projezione di una conveniente curva d'ordine superiore rz' 
tale che ra') 213, il che si fa ovvinmente; e poi applicaru a questa nuova 
curva l'osservazione precedente (**). 

Se la  curva data f è piana (O ridotta a tale con projezione), per de- 
durne le curve normali di cui essa è projcxione si conduce per un suo gruppo 
di n punti alliiieati una ciwva aggktmtn di un certo ordine nz la quale darà 
su f un certo gruppo residuo: tutte le curve aggiunte ad f ,  di ordine m, 
passanti O no per questo gruppo residuo o per una parte di esso, serviranno 
a trasformare f in una curva normale, di ciii f è projezione. Dunque la  tria- 
s fomaaione  b i~az ionale  (od anzi per prvjezione) d i  ulia c w v a  piana alge- 
Orica f i t z  unu curva plBiva d i  punti si~zgolari  s i  pu6 fare per nzexxo del 
sistenzu delle curve aggiunte ad f d i  un ordine ltbbastmxa elevuto. 

Appare cosi che yer una data curva piana f, al fine di trasformarla in 
una curva (iperspaziale) priva di punti rnultipli posson servire le curve che 
nei punti singolari di f hanno certe singolarità minori, le s i n g o l a ~ i t à  aggizmte 
(cioè delle curve aggiunte ad f ) ,  e che inoltre hanno un ordine abbastanza 
elevato (***). - Sono esempi di curve aggiunte ad f le prime polari dei punti 
del piano; e si pub pensare (quand0 le singolarità di f siano un po' compli- 
cate) di ricorrere ad esse per costruire altre curve aggiunte atte a dare la 
voluta trasformazione di f. Cib perb esige qualche riguardo: non serve, ad 
esempio, il sistema lineare 

dove le Ai sono tre forme di uno stesso ordine 

(8)  V. a pag. 213 della citsta Meinoria del sig. 
niia AIeinoria nei Math. Ann., tom. 30 (1857). 

2 ,  a coefticienti pienamente 

VERONESE ed anclie il 11.' 13 della 

(**) Se la  data curva è speciale non occorre altro clle applicare il noto teorema 
secondo cui la  curva stessa è projezione della curva canonica (d'ordine 211 - 2), la quale 
è certo priva di punti multipli (in quell'ipotesi). 

(***) È chiaro che quést'ultima condizione (alla, qiinle conducono le considerazioni pre- 
cedenti) è essenziale. Ad esempio se la curva f è d'ordine ~z>5 ed ha come unico punto 
singolare un tacnodo O, le 003 coniche aggiunte, cioé tangenti ad f in 0, trasformano f 
in una curva sghemba d'ordine 2n - 4 ,  la quale avra un punto (n - 4)-plo, corrispon- 
dente agli n - 4 punti di f diversi da O ma situati sulla tangente in O. 
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indeterminati. (*) Invero (presciiidendo da1 caso le= O ,  ne1 quale la trasfor- 
mata d i  f mediante quel sistema viene a d  essere l a  carva dzlale di f ,  e 
quindi ad avere piinti multipli corrispondenti alle tangenti multiple di f } ,  se 
si stlppone 2 > 0, e si indica con s la  multiplioit& per f di un suo punto O 
e con D la multiplicit,h di une tangente t in O ad f (la quale, per fissar le 
idee, non tocchi f altsove), la  curva trasformata di f niediante il sistema O 
avrà,  corrispondcntemente ad  O e t ,  un punto singolare l a  cui multiplicità 
sarà ugiiale ad s e o, se questi due numeri sono uguali f i a  loro;  se no, al  
minore fra s e 5. (**) COSI se f ha un taclzodo la sua trasformata mediante 
le O avrh sempre (qualunque sia Z) un 'punto  doppio. - 

L a  breve digressione cosi fatta intorno al problema della riduzione delle 
singolarith delle c u w e  conduce a perisare che per la riduzione birazionale 
delle singolarith delle szcpel$cie dello spazio ordinario, e precisamente da1 
punto di vista da noi considerato (iperspaziale), potrebbero servke delle su- 

(*) Rilevo ci& perd16 appunto a questo sistema r icorre  il sig. DEI, PEZZO nella Nota 
« Irzlorno ai punti siizgolari delle curve algebriche » (Rendic.' Accad., Napoli, gennajo 1803), 
asserendo che la  curva  iperspaziale trasformata di f mediante esso s a r à  pr iva di punti 
singolari: il che, corne ora  s i  vedrà, non é esatto. E poichè l a  detta Nota è posteriore a 
quella sulla riduzione delle singolarita delle superficie citata a i  n.' 26 e seguenti,  nella 
quale p e r  l a  trasformazione delle superficie s i  r icorreva a d  un sistema, lineare essenzial- 
inente diverso, il lettore potrebbe pensare a d  usare anche p e r  le superficie un  sistemn, 
lineare analogo a quel10 O sopra scritto: cosa che non darebbe punto la  soluzione del 
problema. 

(**) In fatti, per  l'ipotesi che t sia tangente o-pla di f col yunto di contatto O, la po- 
l a re  di un punto generico di t a v r à  con f in O una muitiplicità d'intersezione superiore 
di cr unità alla multiplicità d'intersezione in O di f con l a  polare 'd i  un pnnto generico 
del piano. Diciamo f,, f, le  polari di due punti di t ,  f3 l a  yolare di un punto del piano 

er terno a t. Esprimendo le  - p e r  mezno di A ,  f2, f3, l'equazione di 0 prende la forma a 
P l  fi + F2 f 8  + [*3 f a  = 0 , 

dove le  p sono di nuovo forme d'ordine 2, a coefficienti pienamente indeterminati. S e  r 
~3 l a  dimensione di questo sistema O ,  è chiaro clie, obbligando l a  forma p, al passaggio 
per  O e quindi a d  un  incontro s-punto in O con f ,  s i  viene a staccare in  @ un  sistema 
lineare oor-1 di curve l a  cui moltiplicità d'intersezione con f in O é (quella di pl f i  + p, f,, 
O quella della attuale p, f,, e perb) superiore di a O di s unità alla multiplicità d'inter- 
sezione in O di f con le  8 generiche: e precisamente del meno elevato f r a  i due nu- 
mer i  a ,  s. Ora  all'esistenza ne1 sistema wr delle O di un ta1 sistema cor-1 corrispon- 
derà  sulla curva trasformata di f mediante l e  O l'esistenza di un punto multiplo secondo 
il detto numero, meno elevato fra  a ed S. 
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pcrficie simili alle superficie aggitlnte, ciok tali che se la data  superficie F 
h a  una  singolarità composta di  punti multipli (infinitamente vicini) secondo 
s, s', S I ' ,  . . . , queste nuove superficie abbiano nei punti stessi le multiplicità 
s - 1, s' - 1, s" - 1 , . . . (*) Esempi di superficie siffatte si avrel~bero nelle 
priine polari rispetto a d  F dei vari punti dello s p d o  (p. n." 25): ma, coine 
s'è detto per le curve piane, ci vu01 riguardo ne1 servirsene. - 

33. Si pub risolvere lo stesso problema relativo alle singolarità delle su- 
perficie per una  via essenzialmente diversa: cioè, invece di determinnre una  
trasformazione birazionale che muti l a  superficie da t a ,  a d  esempio, in  iina 
superficie (iperspaziale) priva di punti multipli, procedcre per grad i  succes- 
~ i r i  costruendo una serie di trasforinazioni che semplifichino man mano le 
singolarità fino a farle scomparire totalmente. 

A ta1 fine premettiamo che alle singolarith delle superficie iperspaziali 
si possono attribuire cara t te r i  di coniposizione simili a quelli introdotti i n  
questo Iavoro pel caso delle superficie dello spazio ordinario: chiamando cioè 
cara t te r i  s ,  sIi, s ~ ' ~ ~ ~ ~  .. di u n  punto singolare O di una  superficie apparte- 
nente al10 spazio Sv (e precisamente multiplicità di O e di punti e linee in- 
finitesime successivi a d  @) i caratteri che l a  projezione di quella superficie 
su uno spazio ordinario da  u n  Sv., gerzerico ha  ne1 punto projezione di O. 
- Dopo cib si posson paragonare le singolarità di tutte le superficie alge- 
briche e parlare di maggiore O minore compiicaxione delle singolarità: per 
esempio, dicendo che una  singolarità - punto O linea - è meno complicata 
di  un'altra se il numero complessivo dei suoi caratteri s, s', s", . . . è minore 
di  quel10 relativo all'altra ; oppure assumendo corne indice della complica- 
zione di una  singolarità - e cos1 noi faremo - i l  massimo numero h tale 
che fra  i caratteri s, sr;, s'Iih, ... vi sia una s(h) (diversa d a  1); ecc. 

Cib posto, supponiamo clie si riesCa a trasformare ogni superficie alge- 
brica F di S, in una  superficie F '  le cui singolarità provengano tutte d a  
quelle di F ,  nia abbiano complicazione minore. Mediante projezione da  uno 
spazio generico la  3" dard una  superficie di SB l a  quale oltre a quelle sin- 
golarità di minor complicnzione che quelle di F avrà solo una  linea doppia 
ordinaria con dei punti tripli (n.' 27). Si applichi a questa nuova superficie 
di S, la trasformazione clie n e  abbassa le singolarità; e cos) via. S i  arriverà 

(') Tali superficie sarebliero diinque verain*:rite aggiunte lungo le  linee singolari, ma 
ipemggiunte! nei punti multipli staccati. 
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infine a d  una  superficie 'jperapaziale complétamente priva di p n t i -  mhltipli, 
o ad una superficie di S, con sole singolarith ordinarie (linea doppia e punti 
tripli). I l  problema dclia riduzione delle singolarith sarà risolto. - Se  poi il 
sistema di superficie con cui si trasforma F in F' comprende anche il si- 
stema dei piani di S, a cui si aggiunga una superficie fissa, la detta trasforma- 
zione si potrà riguardare come una projezione (cfr. una nota al citato n." 27), 
sicchè tut ta  la fierie di trasformazioni non sarà altro che una  serie di projezioni. 

Come si possa trasformare la  superficie 5' dello spazio ordinario nella P' 
suddetta si prevede facilmente. Al  principio del n." 32 abhiam rilevato che Fer 
far sparire tutti quanti i punti multipli di H convien far passare le superficie JI 
con cui si trasforma E' per tutti i punti multipli, distinti od infinitamente 
vicini, coi quali son composti i punti singolari d i  F. È nsturale pensare clie 
se le JI passan solo per  una parte (i primi) dei punti multipli secondo 
S ,  sr i ,  .. ahe compongono un punto singolare di F, solo quei punti 
multipli scompariranno dalla trasformata, mentre quelli siiccessivi si conser- 
veranno. I n  particolare il passaggio pur0 e semplice delle 4 pei punti sin- 
golari di F (senza considerazione d i  punti infinitamente vioini) sembra. con- 
durre per la  superficie trasformata a singolarità coi caratteri s ' ~ ,  s ' i k , .  . . , 
scomparendo il 1." carattere S. Precisando meglio le cose, e s a h o  qualche 
riserva, si pub ottenere clle appunto cosi 'accada, e che quindi la  trasforms- 
zione abbassi effettivamente l a  complicazione delle singolarità esistenti (senzg 
introdurre alcuna nuova singolarità). (*) 

(*) Va forse citato, a questo proposito, un passo di un  lavoro del sig. NOETHER clie 
abbiamo ripetutamente ricordato (Gotting. Nachrichten 1871, pag. 267) in cui si t r a t t a  di 
sciogliere le  singolarita superiori di una superficie F mediante trasformazioni dello spazio 
ordinario (principalmente, come già s'è detto, per  servirsene poi nella determinazione del 
genere superficiale): « Applicando, - dice - una trasformazione dello spazio, nella quale 
<< un punto fondamentale sia posto ne1 punto singolare O della superficie F, a questo punto 
« corrisponderà sulla superficie trasformata F-' una curva C r ;  e questa s a r i  in generale 
« multipla e singolare per  Fr, m a  in  modo clle l'ordine di questa singolarita s a r à  piii 
« basso che quel10 di O in F. Indi s i  pub ripetére 10 stesso procedimento, assumendo C' 
«corne curva fondamentale di una seconda trasformazione, con clie si é condotti a curv? 
« di singolarita ancor più bar s a . .  . >) Ne1 seguito perb si rileva clle solla curva C r  vi 
saranno punti eccezionali, cioé di singolarita diversa d a  quella dei punti generici di C r  
e che pub essere anche superiore alla singolarita di O p e r  F. Tali  punti provengono da 
quelle tangenti in O ad F che son tangenti alla Jacobiana della trasformazione. - Se in 
luogo delle trasformazioni birazionali dello spazio si adoperano, come noi o r a  faccinmo, 
trasformazioni birazionali della sola snperficie, s i  pub ottenere clle tnli punti eccezion:Ji 
non s i  presentino. 
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34. Per  questo scopo pare che si possan prendere, ad esempio, come 
superficie S, mediante cui si trasforma F le seguenti. Diciamo Z (2 O) I'or- 
dine della linea L che è l'iiisiemc di tutte quante le linee multiple di F 
(ognuna, s'jntende, contata semplicemente). Diciamo poi O,,  O,, ... Oh q u ~ i  
punti multipli di F (in numero h t O), ognun dei quali O non sta su alcuna 
linea di multiplicità pari alla sua, oppure é essenzialmente multiplo per 1% 
linea complessiva L: e poniamo che abbiano per L r i ~ p . ~  le multiplicità 
k,, IL,, . . ., kl, (ammettendo per questi nuineri anche i valori O ed 1); e che 
in un0 qualunque O di quegli h punti, pel qiiale L passi effettivamente con 
la multiplicità k ,  vi siano r,, tb, . . . tangenti ad L coincidenti risp. nelle 
tangenti distinte a ,  b,. .. (onde ru + q, + . - = k). Assumiamo come super- 
ficie + tutte quelle superficie d'ordine nz = E + h + 1 le quali passano (sem- 
plicemente) per L ed hanno in ogni punto O la rnultiplicità Ic 4- 1 e le tan- 
genti a ,  b, ... di L per generatrici .ru-pla, rb-pla,. .. del proprio cono tan- 
gente. Esse formano un sistema lirieare oor ove Y> 3, del quale fnnno parte 
le superficie particolari del10 stesso ordine nz = 1 + IL -/- 1 composte con 
un piano arbitrario del10 spazio , con 1t piani passanti risp. pei punti 
O,, O,,. . . O/, , c: con un con0 projettante la linea L da un punto nrbitrario 
del10 spazio. 

Ricorrendo a queste particolari superficie si vede subito che il sistema rj, 
non ha, all'infuori dei punti O e della linea L, altri puriti base, nè gruppi 
di punti associati (in numero finito od infinito, distinti od infinitamente pros- 
simi) per modo che tutte le mr-' + che passano .per un punto A passino 
anche di conseguenxa per un altro punto B (distinto, od infinitamente vicino 
ad A in una determinata direzione). Invero quelle particolari superficie com- 
poste di piani e coni non hanno evjdenternente altri punti comuni che quelli 
J i  L ed i punti O. E mediante il piano completamente arbitrario che fa 
parte di esse si ottien subito che una di esse passi per A e non per B. - 
Ora, poichè sulla superficie Fr trasformatn di F mediante le + non potreb- 
bero venir punti inultipli se non dai punti miiltipli di F e dai gruppi di 
punti associati (ne1 senso detto) rispetto alle + che eventualmente giacessero 
su F, si conchiude che F' non avrà altri punti multipli che quelli prove- 
nienti dalla linea multipla L e dei punti multipli O di 3'. 

35. Vediamo dunque quali punti si ottengano su F' come trnsformati 
dei punti multipli di F: e da prima consideriamo uno qualunque, 0 ,  dei 
punti O, ,  O., . .. O,,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle superficie ulgebriche. 49 

L a  corrispondenza tra F ed E" pub riguardarsi come contenuta nella 
corrispondenza tra 10 spazio ordinario 2 in cui sta F, e la varietà ,Il3 di S, 
rappresentata su 2 da1 sistenîa lineare cor delle superficie #. In  questa cor- 
rispondenza più ampia, i punti di B infinitamerite vicini ad O sulle varie 
rette della stella che ha questo punto per centro corrispondono ai punti di JI3 
costituenti una certa superficie Q ,  e precisamente in modo ehe i coni d'or- 
dine k + 1 tangenti in O alle t+ rappresentano le sezioni iperpiane di 12 

(sicchè quando k =  O il è un piano). F r a  quei coni si considerino quelli tan- 
genti alle + composte di piani e coni che abbiamo rnesse in cvidenza pre- 
cedentemente : essi si comporranno di un piano arbitrario yer O e (se O sta 
sulla linea L) dei piani projettanti da una retta arbitraria per O le tangenti 
a ,  b ,... che la linea L ammette in 0, contati rispett." r,, tb ,... volte (ove 
r, + tb + - . - = k). Servendosi di cib t4 riconosce subito che il sistema li- 
neare cornposto di tutti i coni tangenti in O alle t+ ,  all'infuori delle genera- 
trici base a ,  b,. . . , multiple secoiido T,, .rb,. . . , non ammette altre generatrici 
hase, nè amrnette alcun gruppo di rette associate, cioè tali che il passaggio 
di un con0 per l'una tragga di conseguenza il passaggio per le altre. Inoltre 
si vede che in nessuna generatrice base il sistema lineare di coni ammette 
alcun piano tangente fisso; nè amniette, in una stesaa od in diverse genera- 
trici base dei gruppi di piani tangenti associati, ne1 senso che tutti i coni 
che toccano ivi un piano siano pur tangenti agli altri; e nemmeno pub ac- 
cadere che h e  coni del sistema i quali in una generatrice base abbiano comune 
un dato piano tangente vengano percib solo ad avere ivi più di una nuova gene- 
ratrice in comune, cioè ad oscularsi (cib si vede, ad esenipio, segando il sistema 
lineare col piano tangente dato). D a  tutto cib segue che la superficie II non ha  
punti multipli; ed è biuiiivocamente riferita alla stelln di rette 0, fatta sola 
eccezione per le rette a ,  b , .  .. alle quali corrispondono su Q tutti i punti di 
certe linee cc, /3 ,... degli ordini T,, ta,. .. (razioriali, prive di punti multipli). 

Considerando ora nella stella O il cono delle tsngenti in O ad F, avreino 
che a questo cono, ossia ai puriti di F infinitamente vicini ad O siille dette 
tangenti, corrisponderà su 211, e quindi anche su fi e su F r  una linea C 
coniposta delle linee a, B ,  ... contate tante volte rispettivae quanta è la mul- 
tiplicith di a ,  b ,  . . . ne1 cono tangente ad F in O, e composta inoltre di una 
linea residua r proveniente dalle altre generatrici di quel cono. 

36. Per  determinare i caratteri che avranno per la superficie iperspa- 
ziale F' quei punti singolari costituenti la  linea C (insieme d i  r e di r ,  f i , .  , .), 

Annnli di ilIatmnatlca, tomo XXV. 7 
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5 0 S e g r  e : Sulla sconzposixione dei punt i  singoluri 

imaginiamo (n." 33) projettata F' (e quella sua linea) su uno spazio ordi- - 
nario 2 da un S,.-, generico: si otterrà uria superficic F in corrispondenza 
birazionale con F per modo che al punto singolare O di questa corrisponde - - 
su F la linen C, insieme di ï e di a, P , .  ..; e si tratterà di trovare i ca- 
ratteri di queste linee singolari per la p. 

Fra  i due spazi ordinari 2 e si pub considerare la corrispondenza pro- 
veniente da1 projettare la varietà M,, rappresentata su 2 da1 sistema delle +, 
su 2 dal17S,-, suddetto: è una corrispondenza (?, 1) se p è 170rdine della I I f 3  
(il grado del sistema lineare delle +). In essa al piinto O di 2 corrisponde 
una superficie I I ,  projezione della il ; e poichè quest'ultiina superficie non lia 
puriti multipli, la 6 non avrà altre multiplicità che una ordinaria linea doppia 
con punti tripli. Su essa giacerà la linea ?? suddetta. 

Ad una linea algebrica 7 di 2 corrisponde in B una linea y la quale pas- 
serà per O tante volte in generale quante sono le intersezioni di y con 2 :  e 
precisamente a questi punti di II  corrispondono nella stella O le tangenti 
a y. Ne segue che un ramo di y passante per O è certo lineare se il purito 
in cui il ramo corrispondente di y taglia 5 conta come una sola interse- 
zione. Dato su R il punto 5 di 7,  è data una tangente in O a y ;  e se O - - 
viene a cadere sulla linea ?? (cioè su o su a ,  p ,  . . .), y verrà a toccare in O 

- 
una determinata tangente di F (che sarà precisamente a se O è su a ,  ecc.). 
Se O è uno dei punti conluni a ?? ed alla linea doppia di !2, esso proverrà 
(come projezione) da due punti di _ct, dei quali uno solo è su C (per avere 
10 Sv-, di projezione una posizione generica); laonde la linea y viene co- 
stretta in ta1 caso a toccare in O due rette, di cui perb ancora una sola è 

- 
tangente in O ad F. Se poi O è un puiito comune a ed a, si pub sup- 
porre che sia projezione di un punto comune a r ed a ,  e non simultanea- - 
mente di un altro punto di (1; allora il passaggio di y per O avrà per con- 
seguenza che non solo la linea y sarà obbligata a toccare in O la retta a ,  
ma inoltre il ramo di y che ha questa tangente dovrà osculare un determi- 
nato piano tangente in a al cono tangente di F (i piani tangenti in a a 
questo con0 corrispondendo in certo senso ai punti in cui a è incontrata da r). 

' I I  Cib premesso, siano s ,  sp i ,  suik, s i k l , .  . . i caratteri della singolarità 
che E' ha in O: e supponiamo ohe per definirli mediante le multiplicità d'in- 
tersezione di F con rami di curve algebriche uscenti da O bastino i rami 
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lineari, rion occorrano quelli szclperlineari (n." 6). I n  tale ipotesi determine- 
remo facilmente i caratteri che avranno i punti O della linea C su 7. Alle 
intersezioni di R con una linea algebrica qualunqiie 7 di 2 corrispondono 
in generale biunivocamente le intersezioni, fuori dei punti fondamentali della 
trasformazione, di F con la  linea y che in 2 corrisponde a 7. Ora se y si fa 

- - 
variare in modo che venga ad incontrare C (cioè od LX, B , .  . . j  in un de- 
terminato punto O, la linea y la quale già passava per O con tanti rami 
quanti erano gl'incontri di 7 con 6 verrà ad avere zrno di questi rami tan- 
gente ad una determinata tangente di &' in O (in particolare tangente ad a 

se Ô è su ;, ecc.); e vicererça. N a  con cib gl'incontri di quel ramo di y 
con F in O saranno aumentati di sfi (l'indice i corrisponderido a quella tan- 
gente di P in O). Ne segue che fra gl'incontri di y con sti saranno ve- 
nuti in O: cioè O è s '~-PIo  per 1'. - Se poi si mole che il ramo lineare - 
di y in O incontri pi& di s ' ~  volte la 3, dovrà il ramo corrispondente di y, 
che h a  in O la dettn tangente, avere ivi una multiplicità d'intersezione 
con F superiore ad s + s ' ~ .  Ma allora sappiamo che questa multiplicità in 
generale varrà s f- sri + suik (k = 1, 2 , .  . .). Dunque se il ramo lineare di 7 
h a  da  incontrare in O più che sti volte la superficie F,  la incontrerà ivi in 
generale sri + stIik volte (k  = 1, 2 , .  . .). - Cos1 continuando ne1 confronto 
fra le intersezioni di 7 ed F in O e quelle di 7 ed F in O si vede che i 
caratteri del pzcnto singolare O d i  saranno in generale sri1 suik1 sutikl,. . . - 

I n  conclusione, sotto la riserva che abbiam posta per la  singolarith di 
F in O, abbiamo che le singolarith di F ,  e quindi anche quelle di F', a 
cui dà origine la detta singolarità di F in O, sono meno complicate d i  
questa. Non sembra difficile completare in ogni punto il ragionamento pre- 
cedente, e specialmente coll'estenderlo anche al caso che fra i punti mul- 
tipli di F successivi ad O ve ne siano d i  quelli che non si possano con- 
giungere (con O) mediante rami lineari: si tratterà di  considerare pei rami 
superlineari di curve y e y con le origini O, O, i caratteri di cui s'è detto 
al na0 6 (ed anche i contatti di 7 con la superficie 6). Qui perb non ci fer- 
meremo su cib. 

37. Cosi pure, - dopo d'aver detto nei 11.' 35 e 36 dei punti singolari 
di F' a cui dànno origine i punti particolari O,, O,, . . . 01, di F - ci li- 
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miteremo a fare un brevissimo cenno di quelli a cui d h n o  origine i punti 
generici della, linea multipla i1 di F. 

Sulla varietà J& che è rappresentata nello spazio Z da1 sistema lineare cicp 
delle superficie +, ad un punto generico di L, che è linea base seniplice di 
questo sistema, corrispondono (*) gl'infiniti punti di una ret ta;  la quale, mo- 
vendosi quel punto su L, descrive su una superficie rigata A. Corne un 
punto generico di il&, nella corrispondenza lineare che intercede fra le su- 
perficie del sistema nor # e gl'iperpiani di Sr, rappresenta i l  sistema di oor-' 
superficie + passanti per un punto generico di L ;  cos: un punto di A rap- 
presenta un sistema di superficie + che in un punto di 1, hanno co- 
niune il piano tangente. Pe r  ta1 modo la superficie A è biunivocamente rife- 
rita alla serie m2 degli elementi - punto e piano - cornposti dei punti 
di L e dei piani tangeiiti in essi ad L. - F r a  questi elementi ve ne sono mi 
che appartengono alla superficie data Ii', composti cioè dei punti di L coi 
piani tangenti in essi ad P. In corrispondenza vi sarà' sulla rigata A una 
linea L' che starà sulla superficie F' trasformata di F, e sarà appunto la 
linea di F r  corrispondente alla linea multipla L di F. 

Si  vede subito qunle sarà la multiplicità di 3" in un punto generico di L'. 
Ciù equivale a domandare la multiplicità d'intersezione in quel punto di due 
sezioni ipcrpiane di F r ;  ossia per le due superficie + corrispondenti, le quali 
avranno comune un elemento (punto-piano) di L con la superficie F, quante 
fra le loro intersezioni con F vengono assorbite da quell'elemento. Ora due 9 
si tagliano oltre che in L secondo una linea y d che ogni elemento P n 
(puuto e piano tangente in esso) comune a y ed L, e variabile al variare 
delle due #, corrisponde ad un punto P' di A situato sui due iperpiani omo- 
loghi delle due #. Se il punto P' muovendosi su una generatrice rettilinea 
di A viene a cadere in un punto di F', cib aignificherà che, P restando 
fisso, il piano n diventa uno dei piani tangent; in P ad F; ossia che y ,  la 
quale già incontrava F in Y,  diventa tangente ivi a questa superficie (e 
precisamente secondo quel piano tangente n). L a  multiplicità di Y' per F' 
sarà data dall'incremento che avrà suhito per questo fatto la multiplicith 
d'intersezione in P di F con y :  vale a dire, se la composizione del punto 
singolare Y di P è espressa dai caratteri s , sri, s u i k , .  . . , la  multiplicità 
di P' per F' 1: l'indice i corrispondendo a quel piano tangente n di F 

(*) Cfr. il lavoro del sig. NOETHER (Math. Ann.,  tom. 2) citato in nota, al principio 
del n.O 26. 
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delle superficie alyebriche. 5 3 

in P che dà origine a P' e precisamente ad una direzione geîzerica ne1 
fascio Pr. (*) 

(*) Ne1 finire l a  revisione delle b o z z ~ ,  seilto il dovere di ringrsziare il D.' BEPPO 
LEVI, mio discepolo, per  l'ajiito intelli,oente che m'lia prestato in questa revisione. - In  
pari tempo avvertirb clle questo giovane nella sua dissertazione di l aures  dedicata alie 
singolarità superiori delle curve algebriclie sghembe (iperspaziali) ha  studiato piu 11rofon- 
damente quei ca ra t te r i  relativi a i  rami delle dette curve dei quali Iio fatto cenno rliii 
al n . O  6; e che egli pure  mi ha comunicato, per  l a  proposizione contenuta a l  n.O 3 di 
questo lavoro,  una dimostrazione geometrica, l a  quale si basa su1 fatto chc per  gli h 
punti s-pli successivi di F ivi nominati s i  pub sempre fa r  passare unil superficie clie 
abbia in O un punto semplice, ed applics alla curva intersezione di questa superficie 
colla F una disuguaglianza clle lega l'ordine alle multiplicità della curva. 
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Ueber quadratische Integrale 
der 

Differentialgleichungen der  D ynami k. 

(Volt PAUL STAECEEL , in Koenigsberg.) 

I n  seiner interessariten bbhandlung : Suyli integi-ali primi qu<idivliei 
del le  epunzio,zi della ~neccanica hat Herr DI Prmo die ~ u f ~ a b e  beliandelt 
und für den Fa11 lz = 3 vollstandig geltist, alle dynamisclien Yrobleme zu 
bestimmen, bei denen erstens der Ausdruck der lebendigen Kraft die ortho- 
goriale Form : 

hat und bei denen xzoeitens ausser dem lntegrale der lehendigen Kraft: 

noch ein quadrakisches Integral der orthogonalen Form : 

existirt. 
Herr  DI PIRRO findet, dass diese Forderung im Allgemeinen auf die 

Rlasse von dynamischen Problernen fiihrt, die icli in den Abhandlungen: 
1." Ueber die Integration der Hamilton-Jacobischen Differential- 

gleichung mittelst Separation der Variaheln (Hubilitatio~îssch~~ift,  Halle a. 
S. 1891), 

2." Sur une classe de problèmes de Dynamique (Conzptes re ldrs ,  
6 Marz 1893), 
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56 S t a  ec k e 1 :  Ueber quadratisc7~e Integrale 

3.' Sur des problèmes de Dynamique qui se réduisent à des quadra- 
tures (Comptes vem?zls, 5 Juni 1893)) 

4." Ueber die Bewegung eines Punktes in eineï n-fachen Mannig- 
faltigkeit (Illathernatische A~mdelz,  Band 42, S. 537-563, 1893) 
untersucht habe. Bei diesen Problemen giebt es ausser dein Integrale der 
lebcndigen Kraft noch n - 1 weitere quadratische Tntegrale der Forni (2). 
Aber mit ihnen ist, wie Herr DI PIRRO entdeckt hat, noch nicht die Ge- 
samtheit der Probleme erscliopft, die der vorher aufgestellten Forderung ge- 
nügen, es kommen vielmehr noch gewisse Ausnah~izefalle hinzu, in denen 
jcdoch weniger als n - 1 weitere quadratische Integrale der Form (2) exi- 
stiren. Es gelingt Herrn DI PIRRO nicht, für beliebiges n alle diese Ausnah- 
mefialle zu ermitteln, 'aber er finclet doch eine Reihe von Problemen, bei denen 
beziehungs-weise tz - 2 ,  n - 3 , .  . . , 2,  1 solche Tntegrale vorhnnden sind. 

Der Zweck dieser Abhandlung ist nun nachzuweisen, das diese von Herrn 
DI PIRRO entdeckten Probleme als besondere Balle in einer sehr allgemeiiien 
Art von Problemen enthalten sind, die ich in meiner Note: S u r  l ' intég~.atio~z 
de l'équation différentielle de Hamilton, Comptes rendus, 7 October 1393 
angegebeii habe, und daran anknüpfend zu zeigen, wie m m  auf Grund des 
dort entwicl~elten Principes in reicher Füllo weitere Klassen dynamischer 
Probleme aufstellen kann, denen ebenfalls dia verlnngte Eigenschaft zukommt; 
ja es ist wahrscheinlich, dass auf diesern Wege alle jene Ausnnhmefiille er- 
halten werden. 

Die Veranderlichen q , ,  q, ,  . . . , g, ordne man in  l n  Systeme von bezie- 
hungsweise h , ,  h,, ..., hm Veranderlichen, sodass: 

ist, und bezeichne diese Systeme wie folgt : 
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E s  seien ferner: 

(91, j YI? 9 . 9 (917nj 

(921 , 9 2 2  , . . . j (92112 

willkii~.liche Punctionen derjenigen Variabeln, die denselben ersten Index, wie 
sie selbst haben. Die Determinante dieses Systemes lieisse Q. Bedeutet dann 

die Adjungirte von ykx, so k t :  

Endlich mogen noch : 

ebenfalls willkürliche Functionen derjenigen Variabeln sein,  die denselben 
ersten Index wie sie selbst haben, und es mage : 

gesetzt werden. 
Nach diesen Vorbereitungen bilde man für p = 1, 2 ,  3 , .  . . ; ?n die 

lfanziltonschen Gleichzmgen : 

Hieriri bedeuten a, , a ? ,  . . . , a,, willkiirliche Konstanton, wahrend die Grossen : 

nur  von den Var i abeh  : 

abhangen. 1st dann :  

eine vollstiindige L6sung der Gleichung (G,), so beweist man leicht, dass der 
ilusdruck : 

W = V , + V , $ . . . +  v, 
AnnnZi di Matenzntica, tomo XXV. 8 
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cine vollstSndige Losung der I1:inîiltonschen Gléicliung : 

clai*stell t. 
Das dynninische Proldern, das der (Ilcichimg (Cr" eeritspricht, ist clia- 

ixcterisirt durcli die Gleicliung der Ieberidigeu Kraft,:  

rcciprol.; kt .  
Reachtet man jetzt die Gleichungen : 

ô II.' I I C  

-- - -- a 2 '  -- 9 ~q!,%)qrp<)l a q:'p,cc a 9fr~ , t '  %i .(1= 1 

und bercclinet aus den Gleichungen (G,) die Konstnnten a:, a:, , . . ., a,,, , so 
erlialt man die n z  - 1 weitcren qzcadî.atisclre/z I~ztegi.ale : 

Niermit id esst die walire Verallgemeinerung des I~erülimten Theorems 
von LIOUVILLE gefunderi, nach der ich seit zehn Fnhren gesiiclit liabc. Gleich- 
zeitig ergiebt; sich hjerdiirch eine bemerlimswerte i<lnssificatior~ der d y ~ m -  
vrischen I'roblenze, die von 12 Veranderlichen q , ,  q, ,  . . , q,, cibhiingcn, n5mlicli 
in folgendcr Weise. 

Lasst sicli die zugehorige Hamiltonschè Gleicliung auf die Fnrrn (GX) 
bi-ingen, ço will ich sagen, diese Gleicliung entstelie duich Conîpositiou nus 
den 118 Glcicliungen (G,). Zn jedeni dynamischen Probleme gehort dnher cin 
Typus der  Cor)lpositiolz, niinilich d w  System der Zalilen : 

h i ,  h 2 ,  ..., hm,  

deren Summe gleich fz ist. Die von mir ursprünglich betrnchteten Yrobleme 
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Iiabcn den Typus : 
h l = ] ,  I f 2 =  1 ,..., I l N =  1 ,  

~viilireiid das allgenic~iiiste Problein in  n Veriiiiderliciien den Typus : 

liat. Dazwisclien sc!iiel>en sicli die Typen, hei denen nt = 9% - 1, n - 2 , .  . . , 2 
ist, und deren Anz:ihl mit wachsendeni n ausserordentlich rasch wiiclist. 

Setzt man im Besonderen : 

wo À = 2 ,  3 , .  . . , n - r + l sein sol], so wjrd : 

fiir v = 2 ,  3 ,. . . , n - Y + 1, es sind also ausser dem Integrale der leben- 
digen Kraft  noch 98 - r weitere orthogonale quadratisclie Integrale vorhanden. 

Die dy~zamisci~etz ProOlem, xu det~en inan so ge la f lg t ,  sind - bis auf 
die Bexeichnung - ?nit den Proble~rzen von Hewn D I  PIRRO identisch, und 
man erkennt,  dass die Integration der Differentialgleicliuilgen dieser Pro-  
bleme nur  die Ausführung von ?z - 1. Qoadraturen und die Ermittelung einer 
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60 Si  u e c k e  l : f i b e r  qniacSvatische I)t t ~ g r a l e ,  ecc. 

vollstaridigen LGsung der Hamiltonschen Gleichung (G,) zwischen TV, y, ,  
q 2 , .  . . , qy verlangt. 

Man wird jedoch zu Problervlen mit m orthogonalen quadratischen In- 
tegralen aucli dadurch gelangen, dass man h l ,  h,, . ., h,, beliebig walilt 
und dafür sorgt, dass die Gleichungen (G,), aus denen (G*) componirt wird, 
orthogonal ausfallen. Hieraus ergiebt sich folgendes Theorem : 

Theorem. 

L ü s s t  sich bei eitzettt dtjna?izisclieiz Problet~le die Çleic l~zc~tg  der  lebet~cliyen 
I C ~ a f t  auf die F o r l n  br inyen:  

so exis t i ren noch m - 1 weitere orthoyonale qundrat ische Integrale  : 

u n d  die I n t e g ~ a t i o n  dey Di jeren t ia lg le ichz~ngen  des  Pt-oble~ns  lüss t  s ich  2u- 

r i ick f i ihren a u f  d ie  Er tn i t t e lung  e i ~ i e r  vol ls f i indige~z  L o s u n y  der na H a m i l -  
tonschen Gleichungerz : 

Wahrscheinlich sincl mit den Problemen, die durch dieses Theorem ge- 
geben werden, al le  Probleme erschopft, bei denen die Gleichung der leben- 
d i g m  Kraft orthogonal ist und gleichzeitig nlindestens noch ein ortliogonales 
quadratisches Integral existirt; Iiierauf hoffe icli bei anderer Gelegenheit zu- 
rückkornmen zu Bonnen. 

Koenigsberg, den 29 October 1896. 
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Una questione geometrica. 

(Di  GEM~NIABO PIRONDINI, a Parmu.) 

A con~plçmeiito di quant0 ho esposto iie11a Nernoiia u Simmtriu orle- 
gonale rispetto n z i m  szlperficie di rivolzrzione v (*!, si noti quanto segue: 

Se le figure siniinetriclie sono due linee L ,  L, (? la superficie di r ivo- 
luzione fondnrnentale è 2 ,  si C condotti pure a considerare la linen A, luogo 
dei piedi delle normali a 2 condotte drii punti della liriea 1,. Considerando 
nllora i quattro elementi 2 ,  L ,  A ,  L, ,  si dB origine a qunttro yuestioni di- 
stinte, clie sono le eeguenti : 

1. Date 2 ,  1, determinare A ,  L,. 
2. Date 2 ,  A determinare L, L,. 
3. Date I,, A determinare 2 ,  Il,. 

. 4. Date L, L, determinare 2 ,  A. 
Tutte queste questioni sono state risolte, in questo medesirno ordirie, nella 

Mcmorin citata. 
Se le figure simmetriche sono due superficie S, S,, allora rnanca sopra 2 

la linea A, giacchk i piedi delle noïrnali condotte sopra ): dei puriti di S 
occup~no tutta l a  superficie 2 O una sua porziorie. Si lianno dunque soltanto 
i ire elementi X ,  S ,  S, e conseguenternente due  sole questioni distiiite. 

1. Date 2 ,  S determinare 8,. 
2. Date S ,  S, determinare 7. 

L a  prima è stata trattata nella Mcmoria citata, poicliè la questione 1.'' 
quivi risolta comprende anche il wso clle. le dile figure simmetriclie s imo 
superficie. L a  seconda questioue irivece vieiie trattata ora per la prima volta; 
si vedrà perb clle essa presenta alcuiie difficoltà, che non possono essere su- 
perate conlpletainente clie in qualclie cnso particolase. . 
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Se per l'asse della superficie di rotazione fondamentale 2 (nsse delle 2) 
si conduce un piano P arbitrario, le due superficie simmetriche S, 8, ri- 
rnangotio segate in due linee L ,  L, corsispondenti. Chiamando quindi v I'an- 

.go10 che il piano variabile P forma col piano coordinat0 y = 0,  le coordi- 
nate dei puilti corrispondenti delle due superficie S ,  S, si possono rappre- 
sentare colle equazioni : 

x = F ( z c , v ) c o s v ,  y = F ( z c , v ) s e n v ,  x = f ( u , v )  

x, = CD (t,  v )  cos v ,  y , = @ ( t ,  u)senv,  51 = qi ( 4  v) ,  
nelle quali F, f ,  @, qi sono simboli di quattro funzioni convenientemente 
scelte, u e 1 due parametri indipendenti da v ,  I'ultimo dei quali B da  con- 
siderarsi funzione del primo. 

Ne segue che le coordinate dei. punti della superficie luogo dei punti 
medi dei segmenti che coiigiungono le infinite coppie di punti corrispondenti 
delle superficie S, S, sono rappresentate dalle equazioni : 

Risogna anzitutto esprimere che questa superficie (1) è di rotazione attorno 
all'asse delle x ,  il che si fa ponendo la condizione clis le due quantità: 

Fu, , 7 f (% v) + qi(4 VI? 
siano funzioni del solo parametro u ;  siccome t si suppone funzione di u sol- 
tanto, l a  condizione in discorso è esprimibile colle equazioni seguenti : 

Inoltre le congiungeiiti coppie di punti corrispondenti delle superficie S ,  S ,  
debbono essere normali alla superficie d i  rotazione 2. Ma siccome, in causa 
del significato attribuito al  parametro v, tali congiungenti incontrano neces- 
sariamente l'asse di 8 ,  è sufficiente porre la condizione che queste congiun- 
genti sono normali dei ineridiani 

E poichè i coseni direttivi 
quantità : 

( F -  <9) cosv, 

e i coseni direttivi delle tangenti 

di 2.  
delle congiungenti sono proporzionali alle 

(3'-@)senv, f - y ,  

ai meridinni di 2 sono proporzionali alle 
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m a *  d t  -3.-. - COS v ,  -+--.  - sen v , aF a m  a t  
O U  d t  d i &  a u  a t  at4 

la  condizione da soddisfare è espressa dall'equazione : 

Per  risolvere dunque il nostro problema, lnisogna clie il 
funzione di u e le F, f ,  @, rp tali funzioni di 26 e v ,  
sfatte le condizioni (2)' (3). 

parametro t sia tale 
che r i e sc~no  soddi- 

. . .  . 

I n  ta1 caso la superficie (1) riesce di riroluzione attorno nll'asse delle z, 
ed è appunto la superficie fondamentale 2. 

/2pyl ica~ione 1. Se le superficie simmetriche S, Si sono due superficie 
di rotazione cogli assi coincidenti coll'nsse di 2 (asse delle ~j si pub mettere: 

essendo U una funzione di u e T di t. Si  trova allora che le condizioni (2) 
sono identicamente soddisfatte e che la (3) diviene: 

Si vede qaindi che le superficie S, Si non possono essere prese ad asbitrio. 
Qualora la superficie S sia il piano coordinat0 z =  0 e la Si una sii- 

perficie d i  rotazione coli'asse coincidente coll'asse delle x ,  basta fare U =  O 
nella (5) e si ha cos) l'equazione differenziale : 

dalla cui integrazione dipende la soluzione del problernn. 
a) Si supponga, come caso speciale, che le altezze dei punti corrispon- 

denti delle due superficie su1 piano x = O differiscano di uiia costnnte. Aven- 
dosi allora : 

T = U + 11, (il costante), 

l'equazione ( 5 )  diviene : 
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e si scinde iielle due seguenti: 

La prima è priva d'importanza e la  seconda dti: 

t = u  - h U ' .  

Si vcde quindi che ne1 cas0 speciale considerato l a  superficie di rotazione (4) 
h a  per simmetïica l 'a l t ra:  

x , = ( u - l ~ C 1 ) c o s u ,  y , = ( u - h U 1 ) s e n v ,  z , = U + A ;  

e la  superficie fondamentale B B quella definita dalle eqiinzioni: 

Applicando qiiesto risultato, si trova, che se la superficie obbiettiva S è un 
paraboloide, la  superficie simmetricn Y, e la, superficie fondamentale 2: snno 

nl tr i  paraboloidi. 
b) Si supponga di avere nella, (6): 

T T 1 + t = O ,  ossia I ' = d m z - t e ,  

con 112 costante arbitraria. La (Gj diviene allora: 

(7 t d z i  
u - t + 21 - CE 21 = O ,  e si pub scrivere : ( : ) '~U+,=O.  

Siccome integrnndo si I '~CRVR : 
C t = zc log -, 
U 

si conclude che ne1 caso particolare considerato il piano: 

Iia per simmetrica l a  sfera : 

e l n  superficie fondamentale 1 è quella definitn dalle equnzioni : 

5 = - 1 + l o g  - . cosv ,  
2 'Y 26, C, 
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Ayplicaxiowe II. La superficie S sia di rivoluzione attorno all' asse 
delle z ,  e la SI sia un cilindro colle generatriei parallele all'asse delle x. 
Essendo in questo caso: 

con U fiinzione arbitraria di zi e V di v,  la prima condizione (2) dà V' = O ,  
d'onde V- h ;  questa dimostra clie il cilindro S, è di iivoliizione attorno 
nll'asse dtdle x. La seconda (2) è identicamente soddisfattn e la (3) si tra- 
sforma nell' eqixazione : 

21-h+(U-C)  (7) 

alla cui integrazione è ridotta la soluzione del problema. 
Siipponendo ad es. che sia t = k U con k costante, la (7) dil-iene : 

(12-1) U U ' = U - h ,  
(ln cui integrando: 

con c costante arbitraria. 
L a  superficie di rotazione S simmetrica del cilindro circolare S, è dunque 

ln  quadrica a centro : 

e la superficie di rotazione fondamentale 2 è I'altra quadrica a centro 

Applictrtio!te III. L e  due superficie simmetriche 8, SI siano due cilindri 
colle generatrici parallele all'asse del rotoide fondamentale 2 (asse delle a). 
Si ha allora : 

x= TTcosv, y =  V s e n v ,  z = z i ;  2, = T71~osv,  y ,  = V i s e n u ,  2, = U, 

cssendo V e V! fiinzioiii arbitrarie di zj  e U di 21. 

L a  prima condizione (2) dà: 

V ' - f - V ' , = O ,  d'onde: T<=?I -TT,  

con Ir costante. La seconda (2) é soddisfatta identicamente, e la (3) dZ1 : 

( u -  U) (1 -j- U t )  = O, 
-4nncdi di M&mnticçr, toino X S V .  i 
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d' onde : 
U=N, ovvero: U=k-U. 

II secondo valore di U porta alla condizione = co$tante, clie P. priva d'im- 
portctnza, riducendosi la 2 in ta1 caso a un cerchio. Tenendo quindi conto 
soltanto del primo valore di U, per definiïe 2 si hanno le equazioni : 

le quali dimostrano che la superficie fondamentale 2 B un cilindro di rota- 
zione attorno all'nsse delle x. 

Parrua, novembre 189G. 
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Sulla riduzione delle singolarith, di una 
superficie algebrica per mezzo di tra- 
sformazioni birazionali dello spazio. 

(Di M. PABNELLI, u Pavia.) 

Memoria Prima. 

L70gget to  della presente Yemoria, e delle altre che a questa hranno 
seguit.0, è la riduzione delle singolarità di una superficie algebrica per rnezzo 
di trasformazioni birazionali dello spazio. Ne1 primo paragrafo viene studiata 
una speciale trasformazione cubica birazionale; ne1 secondo, un caso partico- 
lare di questa, e ne1 terzo, la trasformazione prodotto delle duc precedenti. 
Le proprietà di questa ultima trasformazione potrebbero essere omesse; ma 
la loro conoscenza facilita alcune dimostrazioni, e di più le formole della 
trasformazione niedesima sono utili per le ulteriori ricerche. II paragrafo 
quarto é consacrato ad applicare la trasformazione stabilita ne1 secondo, ad 
una data superficie F dell' ordine n, dotata di un punto i - ~ 1 0 ,  in cui il con0 
tangente è semplice e possiede una generatrice j-pl" di natura qualsiasi, su- 
perficie alla quale é dapprima rivolto Io studio attuale. Infine ne1 paragrafo 
quinto viene applicata la trasformazicine del primo, alla superficie F r ,  trasfor- 
mata di F. 

1. Suppongasi di avere due spazi 2 e 2 e in essi prendansi due stelle 
di centri O ed 0', fra i raggi delle quali abbia luogo una trasformazione 
quadsatica fi. Siano a, b, c i raggi fondamentali della prima stella; a', b', c', 
quelli della seconda, in modo che ai raggi a, 13, c, od a', b', c' corrispondono 
rispettivamente i piani b' c', cf a', a' b' O b c, c a, a b .  Inoltre prendansi nei 
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6 8 P a n n e  1 E i: Sulla 1-idzlzioue delle sitigolur~ltà . 

due spazi anzidetti due fasci di piani di assi s ed sr, e fra questi stabiliscasi 
una proiettività n in guisa che ai piani O s, cr, P del primo fascio corrispon- 
dano ne1 secondo i piani O' s', a',  f i ' ,  essendo O: e p due piani qualsivogliaiio 
dell'un fascio e a', Br  due piani qualsivogliaiio dell'altro. I n  ta1 maniera rcstn 
stabilita fra i punti dei due spazi 2 e 1;' iiiia corrispondenza birazionale. Ili- 
fatti, un punto qualunque P di Z determina u n  rnggio Y = P O nella stella (O) 
e un piano o = P s  ne1 fascio (s). A quel raggio corrisyoiide in 12 un raggio 1.' 

della stella (0'), e a questo piano corrisponde in ï I  un piano o1 del fascio (s ' ) .  
11 raggio r' incontra il piano o' in un punto Pr,  che si consideresà corrie il 
punto di 2' corrispondente al punto P dato in 2. Viceversa ad un pulito P' 
di 2' corrisponde nello stesso modo, un punto P in 2. L a  trasformazione bi- 
razionale cosi individuata è precisamente yuella che costituisce 1' oggetto di 
questo primo paragrafo. 

2. Innanzi tutto S facile t r o v ~ r e  le formole di siffatta trasforrnrizioile. 
1 piani t c, c a, u b ed a prendansi come facce 

del tetraedro fondanlentalc di 2 ,  e pariinenti i piani b' cf, c' cl' ,  14' b' cd a' 

come facce 
xir= 0 xfr= 0 x3'= 0 x,'= 0 )  

del tetraedro fondamentale di 8'. Per  l'jpotesi clie fra i raggi delle due stellc 
di ceiitri 

O (x, = x.? = x3 = O) ed O' (x,'= Y,'= x,'= O), 

lia luogo una trasformazione quadratica, si lia intanto 

essendo p un fattore di proporzionalità. Tnoltre siano 
I l  

p=a,x,+a,x,+u,x,=O, pf=a,'~,'+a',xf2+~~, z,=O, 

le equazioni dei due piani O s  ed O' sr; e quindi 

p = O, x4 = O e y'= O, x4'= O ,  

quelle delle due rette s ed sr. Bllora i due fasci di piani aventi per assi 
queste due rette hanno per equazioni 
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dove À è un parametro variabile. E scritte cos? le loro equazioiii, i fiisci rne- 
desimi risultano proiettivi e in  essi i piani 0 s ed 0 ' s '  sono corrispondenti. 

Cib stabilito, prendasi un punto Y' nello spazio L', o ~ s i a  attribuiscasi alle 
val-iabili xir, xlf, z,', x,' un sistema di valori particolari. Sostituiti questi va- 
lori iiella seconda. delle equazioni (2), resta determinato un valore del para- 
rnetro ),, quel valore che dà i l  piano del fascio (sr) clie passa per il punto Pr .  
Ponendo questo valore di 7 nella prima delle (2), si ottiene : 

e questa è l'equazione del piano del fascio (s) corrispondente nella proietti- 
vità Li a l  piano anzidetto del fascio (s'). Ora, le prime tre coordinate del 
punto P di 3 corrispondente al punto P' pïeso in 2' sono date dalle for- 
mole (1) e sostituiti i valori di tali coordinate alle variabili x , ,  x,, x,, nella 
equazione precedente, si ottiene 

(a,  x,' x,'+ a ,  2,' xI1+ a, x,' x2') x4'- P' . F x4= 0 ,  
don de 

p' a.,' 
p r 4 = - -  Y 

9)' 
1- 

se per brevità ci poile 
1 I ql= a, x,' x 3 ' f  CI, x,' x,'+ cr, xi x2 . 

Quiildi le coordinate del punto P sono: 

Analogamente le formule che dànno le coordinate del punto Pl di 2' 
corrispondente ad un punto P di 2 sono: 

dove p' è un fattore di proporzionalità ed inoltre si è posto 
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7 O Panne  1 l i: Sullu ndedzione delle singolarità 

3. In virtù delle formule (3) si ha che ad Lin piano V di 8 ,  condotto 
per il punto O, e clie quindi lia per equazione 

corrisponde in 2' il luogo di cui l'equazione è 

pr {v ,  x: xs' + v2 xsl XIr -f- v;, xir $0') = O, 

e che percib si scinde ne1 piano fisso Of sf e in un cono quadrico I". Questo 
cono circoscritto al triedro Of. uf bfcr è appunto il con0 della stella (0 ' )  cor- 
rispondente nella trasformazione 12 al piano dato .l? Prescindendo da1 piano 
fisso O' sr, si h a  dunque : 

1. u Ad un piano V di 2 condotto per il punto 0, corrisponde in 2' 
(i un cono quadrico i" circoscritto al triedro 0'. ccr Of cr. n 

In particolare al piano O s, di cui I'equazione è p = O ,  corrisponde il 
con0 Cr, che ha per equazione gr = O. Questo cono vielle tagliato da1 piano 
Of sr in due rette, che si indicheranno con d' ,  d. 

Da1 teorema precedente segue subito l'altro. 
II. u Ad ilna retta di 1: condotta per il puiito 0, corrisponde in 2' 

u una retta passante per il punto 0'. n 

Sia 
26, XI + tc2 X 2  $ 2b3 x3 $ 244 X4 = 0, 

I'equazione di un piano U di 2. Per  le formule (3), a questo piano corrisponclc 
in 2 una superficie y' che ha  per equazione 

quindi la superficie $ è intanto del 3." ordine. Irioltre essa possiede in Of un 
punto doppio conico e il con0 ivi tangente ha yer equazioiie gr= 0 ,  epperb 
è il cono fisso C'. Infine contiene le rette a', Irr, c', d', er s', come è facile 
verificare. Dunque : 

III. u Ad un piano qualunque C di Z corrisponde in 2' una super- 
u ficie y' del 3." ordine, la quale possiede in Of un punto doppio conico, iti 

u cui il cono tangente è il con0 fisso C f  e jnoltre passa semplicemente per 
u le rette CL', b', cf, dr, el, s'. n 

Quindi glz' eletaenti fondamentnli del10 spazio 2' sono il puiito Or e le 
sei rette ar, b', cf, dr, ef, sr di cui le prime Cinque concorrono in Or e l'ul- 
tima giace ne1 piano determiiiato dalla quarta e dalla quinta. 

Una retta qualunque R di 2 pub sempre essere considerata come l'in- 
tersezione di un piano V che la pïoietta da O con u n  piano U passante per 
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d ' m a  superficie alge.hrica per lnexzo di  trasform. birax. dello spaxio. 7 1  

essa. Al primo di questi due piani corrisponde in 2' (1) un cono r'; al se- 
condo, (III), una superficie y'. Quel cono, di 2." ordine, e questa superficie, 
del 3.', hanno in comune le tre rette semplici a', b', c'; quindi s'intersecano, 
fuori di  queste, secondo una cubica gobba S. - L a  cornpleta intersezione 
delle due superficie deve possedere in O' un punto quadruplo, essendo O' un 
punto doppio per ciascuna delle superficie stesse; ma soltanto le rette a', b', c', 
passanti per 0' fanno parte, come linee semplici, di questa intersezione, 
dunque la cubica S' passa per 0'. 1 due coni r r  e C' hanno in comune le 
tre rette a', b', cr;  quindi s' intersecano ulteriormente secondo una retta pas- 
sante per o', la qualo è la tangente in questo punto alla curva 8'. Dunque 
la tangente alla curva S r  ne1 punto Or è una generatrice del con0 fisso C'. 
- Il cono r' iucontra la retta s', che appartiene alla superficie y', in due 
punti, per i quali pasEa evidentemente la cubica Sr. - Il con0 r' non con- 
tiene le due rette dl, e';  quindi la curva 8' non si appoggia (in punti va- 
riabili) a nessunn di queste due rette. - Infine il piano tangente a1 con0 r' 
lungo la retta a'(xel=O, x,'= 0) ha per equazione 

e il piano tangente in un punto (a,', O, O ,  a,') della medesima retta a' alla 
superficie y' h a  per equazione 

Orn questo piano coincide con il precedente, se si lia: 

k v, = 21, a,' air+ 24, a, a,' 

cssendo k un fattore di proporzionalità. Eliminando questo fattore, si ottiene 

Dunque sopra la retta ur esiste un punto (cpeho che ha per coordinate i 
valori di a,' e a,' ora determinati) in cui il piano tangente al con9 I" coincide 
col piano tangente alla superficie y'. I n  questo punto le due superficie si toc- 
cano, quindi la loro completa intersezione deve ivi possedere un punto doppio, 
epperb In cubica Sr passa per il punto medesimo. Riepilogando si ba dunque: 

IV. u Ad iina rettn qualunque R di 3 corrisponde in 2' una cubica 
u gobba Sr, la quale passa per il punto O' e tocca ivi il con0 fisso C'. Inoltre 
u essa si sppoggia in due piinti (variabili) ~ l l f t  rettn s', in un punto (vari~bile) 
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72 P1c1zn e 1 li: Sulla 1.idwione delle s ingola~i th  

u a ciascuna delle tre rette la', b', c' e in nessun punto (variabile) a ciascuna 
u delle due rette d', er .  n 

L a  perfetta analogia delle costruzioni con le quali si trova il punto P 
(O Pt) di Z (O 2' )  corrispondente ad un punto P r  (O P) dato in 8' ( O  8) (n." 1) 
mostra che le proprieth mediante le quali si passa da1 primo spazio al se- 
condo servono ancora. a passare da questo a quello. In  particolare al piano 
0 ' s '  di 2' corrisponde in 2 un con0 quadrico C, circoscritto al triedro 0. a b c 
e avente per equazione p = O. Questo con0 viene tagliato da1 piano O s  in 
due rette d ed e ,  le quali ( I l )  corrispondono rispettivamente alle rette d' ed e'. 
Il punto O e le rette a, b, c, d, B, s sono gli elenienti foridameiitali di 1. 
Inoltre teoremi affatto analoghi ai precedenti dànno le superficie cp e le curve 
S di 2 coïrispondenti ai piani U' e alle rette R' di 8'. 

4. Ad m a  retta di 2 condotta per O corrisponde in 8' (3. II) una 
retta passante per 0'. 1 due fasci proiettivi di piani (s) ed ( s ' )  determinano 
sopra queste due rette due puriteggiate proiettive, due punti corrispondenti 
delle qirali sono (1) punti corrispondenti della trasformazione birazionale fra 
i due spazi 2 e 2'. Quindi, poichè al piano Os del fascio (s) corrisponde 
nella proiettività n il piano O' s r  del fascio (sr), si lia: 

1. u Ad un punto di infinitamente vicino ad O corrisponde, i n  
u generale, in 2' un punto infinitamente vicino ad 0'. n 

Sia P uii punto qualunque del piano O S. Poichè nellzt trasformuzione Q, 
al piano O s  corrisponde il con0 Cr: al raggio P O  corrisponde nella trasfor- 
n~azione stessn una generatrice g' di questo cono. Inoltre il punto P deter- 
mina ne1 fascio (s) il piano O s ,  cui per la proiettività n ,  corrisponde ne1 
fascio (sr) il piano O' s', il quale incontra quella generatrice g f  ne1 punto 0'. 
Dunque ad un punto P del p i a n o 0  s corrisponde in 8' il punto O f ,  O meglio, 
jl punto w' infinitamente vicino ad O' sulla generatrice y'. Questn generatrice 
non cambia quando il punto 1' si muove descrivendo la retta P O del pinno 
O R ;  dunque ad ogni punto di p e s t a  retta corrisponde I'anzidetto punto w'; 
cpperb : 

II. u Ad un punto P del piano O s  di 2 corrisponde, in generaIe, in 
u 2' un punto w' infinitamente vicino ad O' sopra una deterniinata genera- 
cc'trice del con0 C ' .  Questo punto w' non varia se il punto P si muove dc- 
u scrivendo la retta O P del piano O s: n 

In  virtù di questo teorema applicato al10 spazio 2', si ha l'altro : 
I I I .  u Ad un punto w di 2 infinitamente vicino ad O e a p p ~ i t e -  

ct nente a l  cono C corrisponde in 2' m a  retta passante per i l .  punto O' e 
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u situata su1 piano 0's'; e quindi a1 punto O corrisponde, in questa maniera, 
ir il picino 0' s'. n 

Sia P un punto della retta 17 (od e). II raggio P O coincide con d (od e), 
cui corrisponde nella trasformazione (2 la retta cl' (od e') (3). Il  piano P s 
coincide con O s cui corrisponde nella proiettività Il il piano 0' s'. M a  questo 
piano c~oritiene la  retta d' (od e'); dunqiie ogni punto di questa corrisponde 
al punto dato;  epperb : 

IV. u Ad ogni punto della retta d od e di C c,orrisponde in L' la  
u retta cl od e'. n 

Sia P un punto della retta S. Alla retta P O  corrisponde in un,z ge- 
neratrice y' ne1 con0 Cf .  Il piano che il punto P somriiinistra ne1 fascio (s) 
è ne1 caso attuale indetermiiiato, cioè ogni piano di questo fascio pub essere 
considerato corne piano P s ,  a l  quale quindi corrispondo nella proiettivith Il 
ogni piano del fascio (8').  Ogni punto dell'anzidetta generatrice y' corrisponde 
dunque al punto dato P, epperb: 

V. c i  Ad un punto Y della retta s di 2 corrisponde in 8' una ge- 
u neratrice del con0 C', e quindi alla retta s corrisponde il con0 C'. 9 

Infine sia P un punto della retta u, o O, O c,  e per esempio della prima. 
I l  r ~ g g i o  Y O coincide con a, cui corrisponde in Cl il piano b' c'. Al  piano P s 
del fascio (s) corrisponde in ïï un piano del fascio (s ')  il quale taglia il piano 
b' cf secondo iina retta appoggiata all'asse s' ne1 punto in cui I'asse medesimo 
incontra il piano b' c'. Questa retta corrisponde al punto dato P. Dunque: 

VI. u Ad un punto P della retta a, o O, O c, di Z corrisponde in 
u 2 una retta del piano b' c f ,  O c' a', O a' b', appoggiata alla retta s ' ;  e quindi 
u alle rette a, O, r, corrispondono rispettivamente i piani b' c', cf a', a' b'. n 

5. U n  piano di 2 condotto per l a  retta s h a  per equazione 

Quindi gli corrisponde in 2' il luogo di cui l'equazione è 

e che percib si scinde ne1 coiio C' e i n  un piano che è appunto il piano del 
fascio ( s r )  corrispondente nella proiettività fl a l  piano data ne1 fascio (s). Pre-  
scindendo da1 con0 fisso C'. che (4, V )  B l'ente geometrico di 2' corrispon- 
dente alla retta s,  si ha  dunque: 

1. u Ad un piano di B condotto per la retta s corrisponde in 2' u n  
u piano passante per la  retta s'. n 
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Una retta di 2 appoggiata alla retta s deterinina due piani: uno pas- 
sante per s e l'altro per 0. Al primo corrisponde in 1' (1) un piano passante 
peï s'; al secondo, \ 3 , I ) ,  un cono quadrico circoscritto al triedro 0'. a 'b '  r'. 

Qoindi alla letta data corrisponde la conica secondo cui quel piano taglin 
questo cono; epperb : 

II .  u Ad una retta di ': appoggiata alla retta s corrisponde in 1' 
u una conica appoggiata in due yunti alla rettn s' e in iiii punto n ciascuna 
u clelle rette a' b' c'. n 

Irioltre: 
III. u F r a  i punti di due piani corrispondenti di 2 e di 2' passanti 

IL per le rette s ed s',  lia luogo una trasformazione quadratica, per la quale 
u sono fondanientali sopra ciascun piano i punti in cui questo incontra le rette 
u fondamentali della trasformazione 12 appartenente al10 spazio in cui giace 
u il piano che si considera. 

Come il teorerna 1 si dimostra l'altro: 
IV. tr Ad un piano di i. condotto per una delle rette u, b, c cor- 

rr corrisponde in 1' un piano passante per la rettn ornologa. n 

Una retta di 2 appoggiata ad u si pub sempre riguardare coine l'inter- 
sezione del piano che la yroietta da IL con un piano condotto ad arbitrio per 
essa. Al primo piano corrisponde in  2' (IV) un piano passante per a'; al se- 
condo (3, III) ,  una superficie del 3.0 ordine y', la qnale contiene Iix rpt(a a', 
eppero vierie incontrata dall'anzidetto piano, oltre a', secondo una conica. 
Questa passa per O', perché la conipleta interseione delle due superficie deve 
possedere in O' un punto doppio. Inoltre tocca in O' il con0 C', essendo 
questo il cono tailgente in O' alla superficie q~'.  Infine si appoggia alla rctta s' 
ne1 punto in cui questa incontra il piano in cui la conica è contenuta. Dunque: 

V. tr Scl una retta di 8 appoggiatn ad una delle rette fondameritali 
u cc, b,  c corrisponde in 2' ulia conica la quale passa per il punto 0' e tocca 
tr ivi i l  cono C', si appoggia in un altro punto, oltre O ,  alln ictta a' O C' O c' 

e iufine si appoggia in un punto alla retta s'. j, 

D a  questo teorema segiie: 
VI. u F r a  i punti di due piani corrispondenti di 2 e di 8' pnssanti 

u per due rette omologhe a e a', O b e b', O c e c', ha luogo una trasforma- 
u zione quadratica, per la quale sono fondamentali sopra ciascun piano il punto 
u in cui questo incontra la retta s O s', il punto O od 0', e il puuto a questo 
tr infinitamente vicino sulla generatrice che il con0 C, O C r ,  ha in comune 
u col piano che si considera, oltre la retta fondamentale per cui questo passa. I, 
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Ad un piano di 2 condotto per la retta d corrisponde in 8' un con0 
qiiadrico circoscritto al quadrispigolo 0'. a '  b' c' d', mentre ad un piano qua- 
lunque U corrisponde una superficie del 3.' ordine tp', la quale contiene le 
quattro rette a', b', c', d'. Quindi questa superficie viene ulteriormente in- 
contrats da quel con0 secondo una conica, la quale si appoggia in un punto 
a ciascuna delle rette a', b', c', d (ne1 punto in cui il con0 e la superficie 
si toccano), e in un punto a h  retta s' (ne1 punto in cui questa incontra il 
corio fuori della retta d). Questa conica è la curva di 8' corrispondente al- 
l'intersexione dei due piani considerati in 2, la quale è una retta appoggiata 
alla retta d. Dnnque : 

VII. ii Ad una retta di 2 appoggiata in un punto alln retta d, od e, 
11 corrisponde in 8' una conica, la quale si appoggia in un punto a ciascunn 
u delle rette a', b', c' ,  d' (od e'), s'. n 

Il piano O s  viene incontrslto dai piani b c, c a ,  n 6 in tre rette Z, 9 1 2 ,  12 

concorrenti in  6. Si consideri un  pi:iiio di 2 clie p s ~ i  per una di questc ti.c 
rette, per esempio, per la  prima. La sua equazione è 

essendo À un parametro variabile; quiiidi a quel piano corrisponde in S' il 
coiio quadrico r' che ha per equazione 

y' $ i; x', le', = O, 

e che percib viene toccato lungo In retta a'  (s', = O ,  x', = O) dallo stesso 
piano tangente lungo la rettx medesima al con0 C' (2' = O). Qnesto coi10 r 
viene tagliato da  una superficie ?', fuori delle rette a', O', c', secondo una 
cubica gobba, la quale, per la proprietà ora osservata dei coni I" e C', toccn 
in O' la  retta a'. Inoltre la stessa cubica oscula in O' il piano di 8' corri- 
spondente al piano a l di 2.  Dunque : 

VIII. i r  Ad una retta di 2 appoggiata ad un2 delle tre rette Z, tu, n 

u corrisponde in 8' una cubjca gobba, la quale passa per il punto O' e tocca 
ii ivi la retta a', O b', O c', ed oscula il piano di 1' corrispondente al piano 
u a Z, O b 1, O c Z di 2, si appoggia in due punti alla retta s', e in un punto 
u a ciascuna delle due rette b' e cf, O c' e a', O a' e b'. n 
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6. Il caso particolare della trasformazione precedente c h  viene stu- 
diato in questo paragrafo, nasce supponendo che l'asse del fascio di piani (s) 
del10 spazio 2 si appoggi ad una, per esempio ad a ,  delle tre rette fonda- 
rnentali della stella (O). Perchè cib avvenga basta supporre che il piano O s 
passi per la retta a, il che ha  Iiiogo se nella sua equazione si pone a, = 0, 
in modo che l'equazione stessa diventa 

Il punto d'appoggio A delle due rette s ed n è allora il veitice x, - x, = x, = O 
del tetraedro fondamentale di 8. Inoltre, essendo a ,  = O, si ha 

1 I 1 ,  
q'=~~~x,x,+a,z',z',=r x i ,  

ponenclo : 
1" = Ilr, x ' 2  + u3 xri  . 

Quindi le formule (3) e (4) diventano per il caso attuale: 

dove p' e q hanno i significati già luro attribuiti. Si noti iiifiiie d i e  nello 
stesso caso il cono C di 8, corrispondente al piano 0 ' s '  di l', viene tagliato 
da1 piano Os in due rette, una delle quali è la  medesiina retta a e l 'altra 
è una retta distinta da questa, che si chiamm8 d ;  e che al piano O s  (p = 0) 
di Z corrisponde un luogo che si scinde nei due piani r' = O e x', = O, il 
primo dei quali incontra il piano 0 ' s '  in una retta cl', che i: la corrispon- 
dente di d. 
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7. Ad un piano U' di 2' avente per equazione 

corrisponde in S una superficie <p di cui l'equazione è :  

Quindi, corne ne1 caso generale, la superficie q, è del 3.' ordine e possiede 
in  O uri punto doppio conico in cui il con0 tangente è il con0 fisso C. Ma 
ora essa possiede un altro punto doppio conico ne1 punto A ,  in cui il c,ono 
tangente ha per equazione 

e quindi è variabile col variaïe della superficie (p. Il piano tangente a questo 
con0 e al precedente lungo l a  retta a ha per equazione 

t = al3 x, + a', x, = 0 ; 

esso tocca la superficie (p in ogni punto della medesima rettn a ed iaoltrc. 
non cainbia col camloiare di y. Questa superficie infine contiene manifesta- 
mente le rette b, c, d ed s. Dunque : 

1. u Ad un piano qualunque U r  di 2' corrisponde iii 2 una super- 
u ficie del 3.' ordine y ,  la quale possiede due punti doppi conici: uiio in O 
u e l'altro iii A. In  quel10 il con0 tangente è il con0 fisso C; i n  questo, il 
LI cono tangente è variabile. Inoltre essa tocca lungo la retta a il piano fisso t 
L( e passa seinplicemente per le rette b,  r ,  d ed s. n 

Qiiindi gli elenienti foiidamentali del10 spazio 2 sono i due punti O ed A,  
le rette n O A ,  6 ,  c ,  d ,  concorrenti in O, la  retta e del piano t infinita- 
mente vicina ad n ,  e la retta s uscente da A è appoggiata in un punto D 
alla retta d. 

Corne ne1 caao generale si ha  qui : 
II. u Ad un piano qualunque IF' di 2' condotto per il punto O' 

u cosrisponde in 2 uii con0 quadrico r circoscritto al triedro O .  a b c. n 

Dai due teoremi precedenti è facile dedurre I'altro : 
III. u Ad una retta qualunque R' di 5' corrisponde in 2 una cu- 

IC bica gobba S, l a  quale passa per i due punti A ed O e tocca in quest'ul- 
u timo il cono fisso C. Iiioltre essa si appoggia in un punto variabjle, fuori 
r i  di O, a ciascuna delle rette b e c, in un punto variabile, filori di  A ,  alla 
u retta s e in nessun punto variabile alla retta d. 7, 
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Ed inoltre: 
IV. u Ad una retta di 2' condotta per O' corïispoiide in 8 una 

ir retta passante per 0. n 

8. Ad un piano T /  di 2 avente per equazione 

corrisponde in 2 una superficie y' di cui I'equaziorie è 

Quindi la superficie ?', aiicorn del 3." ordine, possiedo in 0 '  non più un 
pimto doppio ccnico, corne r i ~ 1  caso generale, nia un piinto doppio biplanare, 
in cui i piani tangenti sono i piani fissi Y' ( r '=  0) e b' c' (x', = 0). Inoltre 
essa coiitiene le rettc eecondo cui i l  piano 0 's '  (p' = O) taglia i tre piani v', 
a' (xt4 = O )  e b' c', le primc due dclle qunli sono le refte d' ed s' e l'ultima 
è una retta che si dirà e'; infiiie contiene pure le rette a ' ,  b', c'. Dunque: 

1. u Ad un piano qualunque U di corrisponde in 5' una superficie 
ri del 3.' ordine y~ ' ,  la quale possiede in O' un punto doppio biplanare, in cui 
c i  i piani tangeiiti sono i piani fissi 7.' e h' c' e inoltre passa semplicemente 
'r per le rette a', b', c', d ' ,  e', s'. 1, 

Quindi gli elementi fondamentali di Y' sono il punto O' e le rette a', b', 
cf, cl', e', s', di cui le prime cinque concorrono in 0', inentre l'ultinia si ap- 
poggia a d' c ad e' nei punti che si indicheranno con D' e E'. 

In particolare anche qui si l ia:  
II. u Ad uii piano V di Y condotto per O corrisponde in y.' un con0 

u quadrico r' c,ircoscritto al triedro O' . u' b' cf. r 

Inoltre sia 
10, X- + 103 ~3 + 2n4 2.j = O , 

l'equazione d i  un piano ?V di 5 condotto per il punto A. A questo piano 
corrisponde in 1' il luogo che ha  per equazione 

e che percib si scinde ne1 piano O ' c '  e in una quadrica @', la quale tocca 
ne1 punto O' il piano r' e inoltre passa per le rette a', cl', sr. Duilque : 

III. ci Ad un piano W di 5 condotto per il punto A corrispondc 
rr iii 8' una quadrica @', la quale passa per il punto 0' e tocca ivi il piano 
(1 Y' ed inoltre contiene le rette a', dl, SI. n 
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Uiia retta qualunque R di 2 pub sempre essere considerata corne l'in- 
tersezione di un piano V condotto per O con un piano W condotto per A. 
A quel piano corrisponde in 8' un con0 I" (II); a questo, una quadrica @' (III), 
ln quale ha in comune con l'anzidetto con0 la retta a'. Quintli si riconosce 
immediatamente. 

IV. LL Ad una retta qualunque .Zi di E corrisponde in 1' una cubica 
u gobba S, la quale passa per il punto O' e tocca ivi il piano Y'. Inoltre si 
66 aypoggia in due puiiti variabili alla retta s', in  un punto variabile, oltre 0', 
u a ciascuna delle rette a', b', cf e in nessun punto variabile a ciascuna delle 
u rette d' ed e'. n 

9. Il teorema 1 del n.' 4 rimane inalterato per l'attuale caso partico- 
lare. L o  stesso nccade del teorenia II, quando esso si applichi al10 spazio i', 
mentre se si applicn al10 spazio 2 ,  poichè ora al piano O s  di 1 corrisponde 
in 2' (6) al piano r', si cambia ne1 seguente: 

1. u Ad un punto P del piano O s  di 1: corrisponde, in generale, 
u un punto zu' del piano Y' infinitamente vicino ad 0'. Questo punto zo' non 
u varia, se il punto 1' si niuove descrivendo il raggio P O del piano O s. n 

Quindi al tcoremn III del n.' 4, quando si parta dalio spazio X', si so- 
stituisce l'altro : 

II. u Ad un punto tu' di '-' infinitamente vicino ad O' e apparte- 
u nente al piano t.' corrisponde in 5 una retta passante per il punto O e si- 
u tuata su1 piano O s ;  e quindi al punto 0' corrisponde, in questa mnnie r~ ,  
u il piano O S. n 

Come il teorema IV dello stesso n." 4, si dimostra: 
III. u Ad ogni punto della rettit d ,  od a, di 1: corrisponde in 1' la 

ti  retta d' O e'. n 

Il teorema V del già citato n." 4 resta immutato, se si riferisce al10 
spazio 1'; se inrece si riferisce al10 spazio y, diventa: 

IV. u Ad ogni punto P della retta s di corrisponde in X' una 
J retta passante per il punto O' e situata su1 piano Y'; e quindi alla retta s 
u corrisponde il piano Y'. 1, 

Il teorema VI,  applicato alla spazio Y,  vale soltanto per le due rette O e c .  
Infine dalla dimostrazione del toorema III del n.' precedente risulta 

altresi : 
V. 1i Al punto fondamentale A di i corrisponde in 2' il piano O'c' .  17 

10. 1 teoremi 1 e I V  del n.' 5 valgono anche ne1 caso partiaolare 
ora in esame. Cib osservato, si consideri una retta R di condotta per il 
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piinto A.  Esea deterinina, due piani, uno passante per la retta s e l'altro per 
la retta a, ai quali, per l'osservazione fatta, corrispondono in v,' rispettiva- 
mente un piano passante per s' e l'altro per a'. Qaesti ultimi due piani si 
tagliano secorido una retta R', appoggiata alle due rette s' ed a'. Dunque: 

1. 11 Ad una retta di : condotta per il punto A corrisponde in X' 
;i una retta appoggiata alle due rette si ed a ' ,  e viceversa. n 

P e r  il teorenia V del ri.' precedente si lia cl-ie ad ogni puntci di 1; infi- 
nitamente vicino ad A corrisponde in 1' un punto del piano t' cf. Ora per il 
teorema testè dimostrato si pub dire più precisamente. Ad  ogni punto P di 
s infinitamente vicino ad A corrisponde in z' il punto P' in cui il piano 6' c' 
viene incoatrato dnlla retta R' di 2' corrispondente alln retta R di : passante 
per A e individuata da1 punto dato P. Viceversa ad ogni piinto P' di 2' p e s o  

I l  soprw il piano b c ,  corrisponde in 2 il punto P infinitamente vicino ad  A 
sulla retta R passante per A e corrispondente alla retta 2 condotta per il 
punto P' ed a p p g g i a t a  alle due rette s ed a'. 

Se al punto P infinitamente vicino ad  d si sostituisce la  r r t ta  R che 10 
congiunge ad  A ,  l a  corrisporidenza precedente pub intendersi stabilita fra i 
puriti del piano b' c' e le rette della stella ( A ) .  L e  formule mediante le quali 
in quefita corrisponderiza si passa da  un  punto P' del piano h'c' alla rcttn 
corrispondente R della stella (A), sono in virtii delle (3), le s ~ g u e n t i  : 

p r ,  =(are  x', + u', x',) x ' ~  

p r s  = (a', x', + a', x',) x', 
p x4 = (a3 x', + a, x',) x', , 

nelle quali x,, x,, x, si riguardino corne le coordinate di una retta della 
siella ( A ) .  Risolvendo queste equazioni rispetto x'?, rr3, X I ,  si o f t~ngono  le 
formule 

x'z = (a2 2, + a3 x,) X3 

che servoiio al passaggio inverso. 
Quindi ad  un piano TV della stella ( A )  corrisponde su1 piano O ' c '  iina 

coriica che tocca ne1 punto O' la i-etta a ,  di equazione 
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e che passa per il punto Er,  intersezione delle rette, le cui equazioni sono: 

Quella conica B l'intersezione del piano b' c' con la quadrica @' di x' corri- 
spondente (8, III) al piano W condotto per A. La retta a, è l'intersezione 
dei due piani r' e b'c' e il punto E' è il punto d'incontro della retta s' col 
piano b' c'. 

Cosi ad una retta del piano t' cf corrisponde nella stella ( A )  un con0 
quadrico, che tocca lungo la retta a il piano fisso t di equazione 

e clie passa per la retta S .  Questo cono è quel10 che ne1 punto ,4 tocca la 
superficie (p di 2 corrispondente (7 ,  1) ad un piano di 2' condotto per la 
retta data su1 piano b'c'. 

Riepilogando si ha dunque : 
II. u Fra le rette della stella ( A )  e i punti del piano b' cf ha luogo 

u una trasformazione quadratica. 1 punti fondamentali del piano sono E', O' 
ü e il punto a questo infinitamente vicino sulla retta a , ;  le rette fondamen- 
u tali della stella sono s ,  a e la retta a questa infinitamente vicino siil 
u piano t. n' 

Inoltre corne i teoremi II, V e VI1 del n." 5 si dimostrano i seguenti: 
III. u Ad una retta di Z appoggiata alla retta s corrisponde in 2" 

u una conicn appoggiata in due punti alla retta s' e in un punto a ciascuna 
u delle rette a', b', cf. I, 

IV. u Ad una retta di 2 appoggiata alla retta a corrisponde in 2' 
u una conica, la quale passa per il punto O' e tocca ivi il piano b' cf, si ap- 
u poggia in un punto variabile, oltre O', alla retta a' e in un punto varia. 
u bile alla retta s'. n 

V. u Ad una retta di 2 appoggiata alla retta b, O c, corrisponde in 
u 2' una conica, la quale passa per il punto O' e tocca ivi il piano Y', si 
u appoggia in un punto variabile, oltre 0', alla retta b' O c', O in un punto 
u variabile alla retta s'. n 

VI. u Ad una retta di 2 appoggiata alla retta d corrisponde in 2' 
(1 m a  conica appoggiata in un punto a ciasciina delle rette a' b' cf cl' s'. n 

11. In  modo analogo si hanno gli aliri teoremi; 
1. u Ad una retta di 2' appoggiata alla retta s' corrisponde in 2 una 

rr conica, la quale passa per il punto A ,  si appoggia alla retta s in un 
Annali di Matematica, toino XXV. 11 
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ti altro punto variabile, oltre A ,  e in un punto a ciascuna delle due rettc 
u b  e c . n  

II. u Ad una retta di Z' appoggiata alla retta a' corrisponde in 1 
u  una conica, la  quale passa per i punti A ed O, e tocca in quest'ultimo il 
u con0 C. n 

III. it Ad uria retta di 8' appoggiata alla retta b' O c', corrispondc 
u in Z una conica, la quale passa per il punto O e tocca ivi il con0 C, si ap- 
u poggia in un punto variabile, oltre O, alla retta b, O r, e in fine si ap- 
tr poggia in un punto variabile alla retta S. n 

IV. u Ad una retta di 2' appoggiata alla retta d' corrisponde in 1 
ti una conica, la quale passa per il punto A e si appoggia a ciascuna delle 
u rette O, c, cl. n 

V. tr Ad uria retta di 2' appoggiata alln retta e' corrisponde in S 

u una conica, la quale si appoggia a ciascuna delle rette u, b, c, s e ne1 suo 
u punto d'appoggio con a tocca il piano fisso t. n 

VI. u Ad una retta di 2' appoggiata alla retta a , ,  intersezione dei 
u due piani Y' e b' c', corrisporide in 2 una cubica gobba la quale passa per 
u i punti A ed O, tocca in A la retta s e in O il cono C e si appoggia in 
u un punto variabile a ciascuna delle rette b e c. n 

Quest'ultirna proprjetà si rende subito manifesta osservando prima che 
ad ogni piano di 5' passante per la retta a, currjsponde in 2, un con0 qua- 
drico circoscritto al triedro O . a b c e tangente lungo la retta a a1 piano 
O s ;  e poi corisiderando una retta appoggiata ad a, corne l'intersezione del 
piano che la proietta dalla stessa ni con un piano qualunque condotto 
per essa. 

12. I n  virtù del teorema III del nao 10 e del teoretria 1 del n." pre- 
cedente, si ha:  

1. u F r a  i punti di due piani currispondenti o e O' di 1 e 2' pas- 
u santi per le rette s ed s', ha  luogo una trasformazione quadratica, per la 
u quale sono fondlzrnentali su1 piano o il punto A e i punti in cui esso in- 
tr contra le rette b e c, e su1 piano G' i punti in cui questo incontra le tre 
u rette u', b', cf. n 

D a  questo teorema segue immediatamente : 
II. ti Ad una retta di S' condotta per il punto D' corrisponde in 2 

u una conica passante per i punti A e D e appoggiata alle rette b e c .  n 
III. K Ad una retta di 8' condotta per il punto E' corrisponde in Z 

u una conica che passa per il punto A e tocGa il piano t ,  si appoggia 
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u in un altro punto, oltre A, alla retta s e in un punto a ciascuna delle due 
u rette b e c. n 

*11 teorerna IV del n.' 10 e quello II del n.' 11 somministrano l'altro: 
IV. u F r a  i punti di due piani corrispondenti a ed a' di 2 e di C' 

u passanti rispettivamente per le rette a ed a', ha  luogo una trasformazione 
u quadratica, per la  quale sono fondamentali su1 piano a i punti A, O e il 
u piinto a questo infinitamente vicino sulla generatrice che il con0 C ha in 
u comune col piano a, oltre la retta a ;  e su1 piano a', il punto in cui questo 
u incontra la retta s', il punto O' e il punto a questo infinitamente vicino 
u sulla retta secondo la qualc? il piano a taglia il piano Cc' .  97 

Analogamente il teorema V del n." 10 e quel10 III del n." 11 danno: 
V. u Fra, i punti di due piani corrispondenti B e f i ' ,  o 7 e y', di 2 

u e di Z' passanti rispettivamente per le rette b e b', O c e c', ha luogo una 
u trasformazione quadratica, per la quale sono fondarnentali su1 piano B, O y ,  
u il punto in cui qiiesto incontra la retta s, il punto O e il punto a questo 
u infinitamente vicino sulla generatrice che il cono C ha in comune col piano 
u B, o 7, oltre la retta b O c ;  e su1 piano p' O Y', il punto in cui questo in- 
u contra la retta s', il punto O' e il punto a questo infinitamente vicino sulla, 
u retta d'intersezione del piano f i ' , O Y', col piano Y'. n 

In particolare, ai piani b d, c d e t di 2 corrispondono in 2' rispettiva- 
mente i piani b' d', c ' t i '  e a ' e ' ;  ed è facile vedere che ad una retta di uno 
qualunque di quei piani corrisponde una retta situata su1 piano corrispon- 
dente. Quindi : 

VI. u F r a  i punti dei due piani corrispondenti b d e b' d', O c d e 
u c' d' O t e n'et di 2 e di 2' ha luogo una corrispondenza omografica. n 

Dato in L' un piano U', resta sopra questo determinata la retta T, che 
si appoggia alle due rette fmdainentali a' ed s', alla qiiale corrisponde in 2 
(10, 1) una retta T passante per il punto A .  Ogni retta Rr del piano U' ap- 
pogçiata alla retta d' incontra in un punto ln retta T ; quindi la conica di 
x corrispondente (11, IV) a quella retta R' si appoggia in un punto varia- 
bile alla retta T. Tnoltre la conica medesima passa per il punto A e toccn 
iv i  il cono tangente alla superficie rp corrispondente al piano U'. Infine essa 
si appoggia. alle rette b, c, d. Dunque: 

VIT. u Alle rette di 2' appoggiate in un medesirno punto alla retta. cl' 
u e situate in uno stesso piano, corrispondono iii 2 le coniche appoggiate alle 
u rette b, c,  d, passanti per il punto A e ivi tangenti ad un con0 determi- 
u nato col piano dato e situate sui piani di un fascio avente per asse una retta 
u passante per A e parimenti determinata. n 
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8 4 Panne 11 i: Sdla ~iduziotze delle singola~itic 

Dato in 2' un piano ü', resta sopra questo determinata la conica 
si appoggia alle cinque rette a', b', cl, tlr, s', alla quale corrisponde in 

8' clie 
2 una 

retta d, perchè quella conica viene incontrata in un sol punto variabile dalla 
superficie del 3." ordine 9' di 8' corrispondente ad un piano qualunque di r. 
Ogni retta R' del piano U t  appoggiata alla retta et, incontra in due punti 
la oonica o", quindi la conica di Z corrispondente (11, V) a quella retta R' 
si appoggia in due punti variabili alla retta 8. Ricordando le altre proprietb 
della conica stessa, si ha dunque: 

VIII. u Alle rette di 2' appoggiate in un medesirno punto alla retta e' 
a e situate in uno stesso piano, corrispondono in 2 le coniche appoggiate 
a alle rette a,  b, c ,  s, tangenti nei loro punti d'appoggio con a al piano 
LL fisso t e situate sui piani di un fascio avente per asse una retta determi- 
u nata da1 piano dato. n 

13. Supposto che fra gli spazi 2 e 1' abbia luogo la trasforrnazione 
studiata ne1 paragrafo precedente, stabiliscasi fra questo ultimo e un terzo 
spazio Zr' la trasformazione del paragrafo primo. 

Come asse del fascio fondamentale di piani del10 spazio ,", prendasi 
ancora la retta sr di cui le equazioni sono 

e come asse del fascio fondamentale di piani di Y', la retta s" che ha per 
equazioni 

pff = alfl x", + a", x", + aff3 x", = O, x f 1 4  = 0. 

Poichè questi due fasci di piani debbono essere proiettivi fra loro, e al piano 
O' s' (p' = O) del primo deve corrispondere il piano O" s" (p" = O )  del se- 
condo, le loro equazioni possono essere scritte cos1 : 

dove A rappresenti un parametro variahile. 
Come centro della stella fondamentale di 2' si scelga ancora il punto 0', 

di coordinate x', = x', = x', = O ;  e come rette fondamentali di questa stella, 
la retta a,, intersezione dei due piani 
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e altre due rette b, e c l  condotte ad arbitrio per Of, Le coordinate della 
retta ai sono : 0 ,  a l ,  -a, ; quelle delle rette b,  e c ,  dicansi rispettivamente 
b' , ,  b',, bf3  e c f , ,  c ' , ,  c f 3 .  Poichè le tre rette u , ,  b , ,  cl non possono giacere 
sullo stesso piano, il determinante 

10 ,  a,, -a ,  ' 

b', b f2  b13 

, CI, cf*  ~ ' 3  , 
è necessariamente diverso da zero, e quindi è tale anche i l  suo reciproco 

i cui elementi sono i complementi algebrici di quelli del determinante pre- 
cedente. 

Corne centro della stella fondamentale di 2'' assumasi il punto O" di coor- 
dinate x", = x", = s", = O ,  e coine rette fondamentali della stella medesima, 
le rette a', , b', , c',  , intersezioni dei piani x", = O e dr3 = 0 ,  x1I3 = 0 e 
d l ,  = O ,  x'', = O e x r l ,  = 0 rispettivamente. 

Per  determinare la corrispondenza quadratica che deve aver luogo fra 
i raggi delle due stelle (0') ed (O"), basta dare una coppia di raggi oorri- 
spondenti rnf ed olz". Se (m',, wf2, m f 3 )  e (m",, nz",, m",) sono le coordinate 
di questi due raggi, poichè tre qualsivogliano delle quattro rette m', a , ,  b , ,  c ,  
O tn", a ' , ,  b ' , ,  c f l  non possono esseïe situate sullo stesso piano, i determinanti 

corne le coordinate m", , nz",,  wu3,  debbono essere diversi da  zero. 
Determinata cos1 la trasformazione quadratica , è facile trovarne le 

formule. 

?nfl wtf2 m', 

c r ,  c f z  ~ ' 3  

O az - a3 

W.', mlz ml3 I 

m', m', ml3 1 

Cr= O a g  - a 3  , 
b', he2  bf3 

b', b', b') 

c', c f 2  cl3 

, B' = 
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86 Pafzn e 11 i :  Szllla ridoazione delle sittgolaritù 

ossia 
xri  + xr2 y'2 + ar3 = O ,  ~ ' 1  art + xtp ut2 + xt3 uf3 = 0 , 

1 piani b,  a, e bi ci della stella (0') hanno per equazioni 

e quindi l'eyuazione di un piano qualunque del fascio che ha per asse la 
retta L i ,  è 

( ~ ' 1  yr l  + x'a ylz + x'3 y's) + p (2'1 a', + 2 ' 2  a', + x f 3  dlg) == O , 

= O ,  

' x'i xfe ~ ' 3  

O w2 - a 3  1 b b', O f 3  

dove p raypresenti un parametro variabile. 1 valori che prende questo para- 
metro, quando il piano del fascio passa per la retta data m' O per un'altra 

quand0 con x',, z f2 ,  x', si intendono le coordinate della retta 9tr. Cosi i quattro 
piani b,  a , ,  b,  c l ,  b, m', b ,  n' corrispondono ai valori 0, w, p, e p2 del para- 
metro p, epperb il loro rapport0 anarmonico B dato dalla formula 

1 %Il ~ ' 2  xr3  

1 piaui b', cri e b', a' ,  della stella (O")  hanno per equazioni 

= O ,  

e quindi l'eyuazione di un piano qudunque del fascio che ha per asse la 
retta b', , è 

x r l ,  + p. xrr3 = 0. 

b', br2 br3 

c f1  cr2  cr3 

1 valori del païametro p ,  quando il piano del fascio passa per la retta 
data ~ n " ,  O per la retta 1%'' corrispondente ad n', sono 

quando con x' ,, x",, x", si intendano le coordinate della retta n". Cos] i 
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d'ulza superficie algebrica per mezzo d.i trasform. birax. del20 spaxio. 87 

quattro piani b',  c f , ,  b', a', , b', ln", b',  n" corrispondono ai valori O ,  ao, p" 
del parametro p ,  epperb il loro rapporto anarmonico è dato dalla formola 

?nui x"3 bIl ( c f i  ali mu n") = : p" = - . 
m s x  

I 

Osa in virtù della trasformazione quadratica fra le due stelle (O'), (O"), 
quest'ultimo rapporto anarmonico deve essere eguale al precedente , epperb 
si ha : 

C' CI', 2'1 $ u'Z 5 ' 2  $- ~ ' 3  3 '3  111''1 ~ ' ' 3  - .  - -- 
A' f i  x'i $. f e  3's +- ~ ' 3  2'3 n i ' s  d ' i  ' 

Analogamente, esprimendo I'egiiaglianza degli altri due rapporti anaï- 
monici ci (a, b,  mr 12')  e c f i  (b', a', nt'' n"), si trova : 

Risolvendo rispetto alle x", , x", , xJr3  il sistema format0 da questa equa- 
zione e dalla precedente, e per brevità ponendo 

e queste formule danno le coordinate del raggio n" della stella ( 0 " )  corri- 
spondente al raggio n' dato nella stella . (Of) .  

Si risolva il medesirno sistema di equazioni rispetto alle x i , ,  x',, xi. Si 
ha intanto 

a', x ' ~  + al2 xt2 + al3 xf3  = A x", x", 

P r ,  + x', + P ' 3  ~ ' 3  = B xtf3  x " ~  

Y'i  2'1 + y'g ~ ' 2  + ~ ' 3  ~ ' 3  = C X " ,  x " ~  , 
donde, ricordando le note relazioni che passano fra i minori del determinante 
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8 S Pa f in  e El à: Sulla riduxiotze delle singolaritb 

reciproco H' e gli elenienti del primitivo ed inoltre ponendo 

B b', x " ~  + Cc; xllc = P", A az x''~ x1I3 + B bP2 x", + C clo x" ,  x ' I q  = Q", 

- A as x"? x " ~  + B bJg x " ~  x", + C clJ XI'( x " ~  = R" , 
si trova: 

x'1 = x", P" , 

e queste formule danno le coordinate del raggio n' della stella (0') corrispon- 
dente al raggio n" dato nella stella (O"). 

Ottenute le formule (8) e (9), corne ne1 ne0 1 si trovarono le (3) e (4), 
cosi qui si ricavano le seguenti 

x", = A Q' R'p' 

x", = B R' P' p' 

x " ~  = C P' Q' p' 

2". = (a", A Q' R' + a", B R' P. + G''~ C P' Q') x', , ' 

xf1 == (a', x''~ P" + a', Q" + a', R") x", . 
Quelle formule servono a pnssare da un punto P r  di L' al  punto corrispon- 
dente Pi' di 8" nella trasformazione cubica stabilita fra i due spazi 2 e 2"; 
queste servono al passaggio inverso. 

14. In virtù delle due trasformazioni cubiche che hanrio luogo l ' m a  
fra gli spazi 2 e 2' e l'altra fra 2' e 2", fra il primo spazio e quest'ultimo 
nasce una terza trasformazione birazionale, di  cui è facile trovare le formule. 

Sia P un punto del10 spazio 2. Ad esso corrisponde in 2' un punto P', 
di cui le coordinate sono date dalle formule (6). Posti i valori di (peste 
coordinate nelle (IO), si ottengono le formule seguenti 

p" x",= B R Pp 

p" x", = C P & p 

p"x", = (a", A & R +  CL"^ B R  P+ art3 C P  Q)x,, 1 
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ed inoltre 
7r = x2 4- al* XJ . 

E qiieste formule servono a calcolare le coordinate del punto P" di r" cor- 
rispondente al punto P dato in :. 

Sia 1"' un punto dello spazio r". Ad esso corrisponde in 2' un punto P r ,  
rli cui le cuordi~iate sono dato dalle formule (11). Posti i valori di queste 
coordinnte nelle (5), si ottengono le formule segueiiti : 

E queste formule servono a cnlcolare le coordimte del punto P di I corri.. 
spondente a1 punto P" dato in Y"' 

15. Ad un piano U di z che ha per equazione 

Quindi ln superficie y" è de1 5." ordine e possiede in O" un punto quadrupla 
ne1 qurile il cono tangente si scinde nei piani 

quest'ultimo contato due volte. Inoltre essa contiene la retta su, le tre rette 
h", g", 1" nelle quali il piano 8"s"(p" = 0) taglia- i tre piani precedenti e 
lungo quest'ultiina retta tocca 10 stesso piano 0"s". Infine possiede come 
cloppie le tre rette a',, b' , ,  c', e come semplici le rette p", b", c" corrispon- 
denti alle rette ci', b', c' di 1'. Le quali proprieth si dimostrano anche os- 

Annnli di lilinlematicn, tom0 XXV. 1% 
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9 O Pa vz n e  1 l i :  Su EIu riduxione clelle sirzgo7nrith 

sesvando, clie è la superficie di S", che nella trasformazione fra 1' e ru, 
corrisponde alla superficie di r' corrispondente al piano dato U nclla tra- 
sformazione fra 1 e 2'. Dunque : 

1. u Ad un piano U di 2 corrisponde in 2'' una superficie del 
u 5.' osdine ?", la  quale possiede in O" un determinato punto qundruplo, 
u contiene come semplici le rette s", a", , O", C#I,  h'l ( 1 ,  , , j  , If', lungo 1' ultiinn 
u clelle quali tocca il piano O" s" e corne doppie le rette a',, b',, c ' ~ .  n 

Quindi gli elernenti fondamentdi del10 spazio z'" sono il punto O", le 
rette a", b", c", u t i ,  b',, c f l ,  h", y", l", uscenti da1 punto O", la rettn a 
quest'ultima infinitamente vicina su1 piano O" s" e la retta su, alla quale si 
appoggiano ancora. h" y'' 2". 

Ad un piano V" di 1"' coridotto pei il punto O" e mente per equazione 
>, I I  

O", x", + v " ~  x " ~  + v 3 x 3 = O , 
corrisponde in 9 il luogo di ciii l'equazione è 

(v", A Q R + v", B R P + vu3 C'P Q) p = 0, 

e che percib si scinde ne1 piano fisso O s  e in un con0 quadrico r,. Questo 
è il con0 che nella trasformazione quadratica fra le due stelle (O) ed (Ot),  
corrisponde al con0 ri di quest' ultima, corrispondente al piano dato V", nel- 
l'altrit trasformazione quadratica fra le due stelle (0 ' )  ecl (O"). Quindi esso 
possiede come doppie le tre rette a ,  b ,  c e corne semplici le tre rette cc,, 
b,, c, corrispondenti in 2 alle tre rette a , ,  b , ,  c ,  di Y, la prima delle 
quali, a,, è infinitamente viciria ad a, sopra il piano O s ,  la retta a, essendo 
l'intersezione del piano b c col piano r'. Del resto queste proprietà del cono 1', 
possono esseie dedotte facilmente anche dalla sua equazione, dalla quale i n  
particolare si deduce che dei due piani ad esso tangenti lungo la rettn a ,  

uno ha per equazione p = 0 (epperb 6 il piano O s) e l'altro : 

v", A bti  cF1 p + (vo2 B O), - vl'? C cf,) x = 0. (14') 
Dunque : 

II. u Ad un piano V" di 2'' condotto per il punto O" corrisponde 
u iu 2 un cono del 4." ordine r,, il quale possiede come seniplici le rette 
u b, e C, e corne doppie Ic rette a ,  b, c,  lungo la prima delle quali ha  come 
u uno dei piani tangenti il piano fisso Os.  n 

I n  particolare, al piano O" s", di cui l'equazione è pu = O ,  corrispondc 
il con0 CO, che ha per equazione 
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e che lungo la generatrice doppia a è toccato da1 piano O s  e da1 piano clie 
ha pcr equazione 

Il cono C', vieiie tagliato da1 piano O s ,  oltre la retta a contata tre 
volte, in un' nltra retta g. 

Ad un piano Ut' di 2" avente per equazione 

corrisponde in 2 unn superficie 9, di cui I'equazione é 

(u", A Q R + u"* B R P +  u''~ C P Q ) p  +N''~ Qo xr  = O .  

Quindi la superficie y, è del 5." ordine e possiede in O un punto quadruplo, 
ne1 quale il cono tangente è il con0 fisso Co. Ordinancio l'equazione prece- 
dente rispetto alla variabile x , ,  si trova che la pih alta potenza di questa 
che figuri nel17equazione stessa, é il quadrato. Quindi si conclude intanto che 
la superficie 1, è dotata in A di un punto triplo. Inoltre, se si pone eguale 
a zero, il coefficiente di x:, si ottiene un'equazione che si scinde in due: uns  
è p = O, e l'altra è la seguente : 

[u", A b', c', p + (u", B b', - u", C c ' , )  x ]  p 

+ ~ " 4  [a", A b', c', p + (a", B b', - a", Cc',) T] x, = O. 

Questa rappresenta un con0 quadrico contenente le rette s ed a e toccato 
lungo quest'ultima da1 medesimo piano k tangente lungo la stessa genera- 
tïice al con0 Co. Dunque il con0 tangente ne1 punto A alla superficie y, si 
scinde ne1 piano O s e nell'anzidetto con0 quadrico. Inoltre questa superficie 
possiede come semplici le' rette s, g, b , ,  co e come doppie le rette a ,  6, c ,  
lungo la prima delle quali è toccata dai medesimi due piani che toccano il 
cono Co, il che pub anche essere dimostrato formando l'equazione comples- 
siva dei piani stessi. Ma la falda della superficie y, tangente lungo la retta u 
al piano O s  ha con la falda del con0 Co tangente lungo la medesima retla 
al10 stesso piano un contatto d'ordine superiore. 

Pe r  vedere quale sia questo contatto, si operi una sezione f, nella super- 
. , .. ficie rp, col piano 

A, X, + 1 2  x2 + Â3 x3 + X1 = O ; 

e per conoscere poi le proprietà di questa sezione facciasi una trasformazione 
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di coordinate ponendo 

dove t: 

L' equazione della supoi.ficie y, si camlia in un' a h ,  ilella quale poneiiclu 
9, = O ,  si ottiene 

s IJ,, Ma, Na rappresentano le medesime espressioni precedenti, nelle qunli 
si pongano a",, arl2, dg  in luogo di zc",, 'Zb",, n", rispettivamente, e infiric: 
p ,  e xi cib che diventano p e x quando in queste funzioni si sostituiscono 
y, 6 yS ad xp e x,. L'equazione (14) rappresenta la sezione fatta nella su- 
perficie y, da1 piano dato, riferita d e  nuove coordinate y,, 92, t ~ ~ ,  y4, L:t 
sua forma mostra che queeta sezione possiede un punto doppio ne1 punto A 
in cui il suo pinno incontra la retta a e che in questo punto le rette tan- 
genti hanno per equazioni 

L a - O ,  pi=O, 

il che B in  accordo con le proprieth gi& trovste per ln nuperficie 9,. 
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Ora su1 piano y, = O facciasi una trasformazione quadratica ponendo 

In virtù di questa trasformazione, la  curva fo si cambia in un'altra f',, di 
cui l'equazione è 

( L f a  A ,  y', y', d t4 + L'a E', y', u"4 - Lf,  p ' ,  y ' , ) p r i  

+ ( M a  I l  y t3  ~ ' ' 4  + M a  Z r i  y f l  ~ " 4  - Wbpri y' , )  tjri 

+ ( N a  A l  y f d  + Na 1 ' 1  u I I  - & pll y ' , )  y',' = O , 
dove LJ1,, JI',,, LIa, Mta ,  p', ~ a p p ~ e s e n t a n o  i risultati delle sostituzioni di 
y3 e y2 ad x2 e 2, nelle funzioni L,, JI,, La, M a ,  p l .  Quindi le rette 

Lfa=O, $ , = O ,  

corrispondono iiella trasformazione quadratica alle tangenti in A alla curva. f,; 
epperb la curva f f o  incontra la retta foiîdamentale y', = 0,  nei puiiti in cui 
questa è tagliata dalle due rette anzidette. L a  tangente ad f', ne1 primo di 
questi due punti ha per equazione 

(M''a A, a f i  u", - L",r,p':) y', + h l  /3 u"4p"i , L'a = O , 
dove o. e B sono le coordinate del punto di contatto, M",, Lu,, p", i va- 
lori che prendono le funzioni lk?',, L',, p', quando queste coordinate si so-. 
stituiscono alla variabile y', e y', . L a  conica che nella trasformazione qua- 
dratica corrisponde a questa tangente, oscula ne1 punto A il ramo della 
curva f ,  che ivi tocca la retta La. Ma quella tangente è variabile con la 
superficie p,, perché nella sua equazione entrano le coordinate ut' , ,  d',. u",, 
zc", del piano U "  di L", cui corrisponde y,; dunque anche questa conica 
osculatrice varia col variare della superficie y,.  Quindi si conclude che le 
fdde di due superficie qualsivogli~no y, tangenti lungo la retta a al  mede- 
simo piano Ir: hanno in comune, oltre a, una sola retta a questa iufinitamente 
vicina; epperb ciascuiia di esse ha anche in comune, oltre a, uns  sola retta 
a questa infinitaniente vicina con la falda del con0 Cfo tangente lungo a al 
piano k. 

Cib premesso, si noti clie il cono del 4.' ordine Co tangente alla super- 
ficie del 5." ordine p, ne1 punto qundruplo 0, taglia. questa in 20 rette uscenti 
da O. Il piano TJ" di Y ,  cui corrisponde in 2 la superficie y,, incontra la 
retta fondarnentale s" in un punto, al quale corrisponde in 2 (4, V e 7, IV) 
una retta x che appartiene tanto a y, quanto a Co. Queste due superficie 
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hanno inoltre in comune le rette g ,  b,, c, e le rette a,  b, c ;  quelle sono 
semplici per ciascuna di esse, e queste sono doppie, e i piani tangenti alla 
superficie 7, in un punto della rettn b, O c ,  sono, in generale, distiiiti d a  
queIli che lungo la medesima retta toccano il cono Co. Quindi delle 20 retto 
anzidette 1 + 1 $ 1 + 1 + 22 + 2? = 12 coincidono rispettivaniente con le 

, 

rette x ,  g ,  b , ,  c,, b ,  c; epperb le rinlanenti 8 vengono assorbite dalla retta a. 
Ma per ln proprietà che questa è doppia per cf, e per Co, e che le falde d i  
queste due superficie t a n g b t i  lungo a al medesinio piano I; lianno in co- 
mune, fuori di u, una sola retta infinitamente vicina ad a, nella stessn retta u 
vengono soltanto a cadere 5 delle 20 rette comuni a y, e a Co. Dunque se 
invece ve ne cadono 8, vu01 dire che le falde di queste due superficie tan- 
genti lungo 12: al piano O s hanno in comune, oltre a, tre rette infinitamente 
vic.ine ad a. 

Un piano condotto ad arbitïio per A taglia le superficie cfo e Co secondo 
due curve delle quali unn possiede in A. un punto trip10 e I'altra un punto 
doppio, e queste curve hanno in A una sola tangente comune che è la retta 
secondo la quale il piano coiîsiderato incontra il piano Os .  Quindi dei punti 
comuni alle cusve medesime 2 . 3 + 1 = 7 cadono, per queste proprietà, ne1 
punto A. Ma esse si tagliano, fuori di A,  in nltri 12 punti soltanto, i quali 
cadono nei punti in cui il loro piano incontra le rette x ,  g, b,, c,,  b ,  c co- 
muni alle due superficie y,  e Co. Dunque ne1 punto A deve ancora cadere 
l'ulteriore loro punto d'incontïo, il che porta a concludere clie i rami di 
dette curve tangenti in A al piano O s ,  hanno in comune, oltre A, due punti 
jnfinitamente vicini ad A. Cod si vede che le falde delle due superficie y, 
e Co tangenti in A al piano O s ,  si osculano. 

Riepilogando si ha dunque : 
III. u Ad un piario qualunque U" di Y' corrisponde in  2 una su- 

u perficie del 5.0 ordine y,, la quale possiede in O un punto quadruplo, in  
u cui il coi10 tangente è il con0 fisso G ,  e in A un punto tïiplo, in cui il 
u con0 tangente si scinde ne1 piano fisso O s  e in un con0 quadrico conte- 
u nente le rette s ed a. Iuoltre essn possiede come semplici le rette s,  y, 
(6 b,, c, e come doppie le sette a, h, c, lungo la prima delle quali è! toccata 
u da due piani tangenti fissi, Os e k, che sono quelli stessi che lungo a toc- 
u Cano il con0 Co, e di cui iino, k, tocca ancora l'anzidetto con0 quadrico. 
rc Infine la faldn della superficie cp, tangente lungo a, al piano O s  ha in co- 
u mune, oltre n, con la falda del cono Co tangente lungo la medesima retta 
u al10 stesso piano, tre rette infinitamente vicine ad a ,  e le medesime falde 
u ne1 punto A si osculano soltanto. n 
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Unn retta qualunque R" di 2" pub sempre essere consideratn corne l'in- 
tersezione del piano V" che la  proietta da1 punto O" con un altro piano U ' 
condotto ad arbitrio per essa. A quel piano corrisponde in 2 (II) un cono r,; 
n questo (III), una superficie y , .  Quindi alla retta data corrisponde la curva 
d'intersezione variabile S, di queste due superficie. Le  proprietà di questa. 
curva si trovano ripetendo ragionamenti del tutto analoghi a quelli seguiti 
per dimostrare il teorema LV del n." 3 ;  e cos1 si ottiene: 

IV. u Ad una retta R '  di 2" corrisponde in 2 una curva del 5." or- 
u dine S,, In quale possiede in A un Funto doppio, in ciii m a  delle tangenti 
u è la retta s ,  passa semplicemente per il punto O e tocca ivi il con0 Co, 
u si appoggia in un altro punto, fuori di A ,  alla retta s, e,  fiiori di O,  in 
u un punto a ciascuna delle rette b,  e c , ,  e in due punti a ciascuna delle 
u rette b e c. n 

Si pub pervenire al medesirno risultato determinando prima la cubica S, 
di 8' corrjspondente (3, IV) alla retta R" di 8", e poi cercando, con l'aiuto 
di teoremi stabiliti ne1 S 2, la curva che in 2 corrisponde ad Si. 

16. Al piano O s di 8 corrisponde in 8" il piano Y" di cui I'equa- 
zione è Y" = O ;  e al piano O" s" di 2" corrkponde in X il con0 (=, . Quincli 
d a .  retta y", intersezione dei due piani r" ed O" s", corrisponde la retta g, 
nella quale i l  piano Os ,  incontra, fuhri di a, il cono Co. Di qui segue : 

1. u Ad un piano di 2'' condotto per la retta g", corrisponde in un 
u con0 rg che gode di tutte le proprietà possedute d a  un con0 r, e che inoltre 
u passa per 1:i retta g. n 

Ora cercando l'intersezione di questo con0 con una superficie y,,, si trorn 
facilmente : 

II. u Ad una retta di 2'' appoggiata alla retta y" corrisponde in 2 
u una curva del 4.' ordine, la quale possiede in A un punto doppio, in cui 
u uiia delle tangenti è la retta s, si appoggia in un punto variabile a cia- 
u scuna delle rette y, O, e c, e in due punti parimenti variabili a ciascuna 
u delle rette b e c. n 

L a  retta h" è l'intersezione dei due piani che hanno per equazioni 

Quindi l'equazione di un piano qualunque condotto per la ïetta stessn è 

2. a", :cf', + (A a", + C cf,) x", + (A a", + B b',) x", = 0 . 
A questo piano corrisponde in 1 (15, II) un con0 ra il quale possiede ln 
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retta. a come generatrice doppia e dei due piani ad esso .tangenti lungo questn 
uno è O s  e l'altro, secondo la (14') ha per equazione 

1. a.", A 6'1 c', p + [o. a", + C c ' , )  B O f ,  - ( A  a", + B b',)  C c',] x = O, 
ossia 

a", A b', c l ip  + (a", B b', - a", C C ' , )  = 0, 

che è ~ p p u n t o  l'equazione del piano k. Dunque: 
III. u Ad un piano di 2'' condotto per la retta h" corrisponde in z 

ir un con0 Th,  clie gode di tutte le proprietà possedute da un cono r, e clie 
u inoltre è ioccato lungo la retta a non solo da1 piano O s ,  ma anche da1 
ir piano k. n 

Cercaiido l'intersezione di questo con0 con una superficie y , ,  si trova : 
IV. u Ad una retta di 8" appoggiata alla retta h" corrisponde in 2 

u uns curva del 4." ordine, la  quale passa per A e tocca ivi la retta s ,  si 
u nppoggia a questa retta in un altro punto, oltre A,  in un punto, fuori di A 
tr e di O, alla retta a e in questo tocca il piano IL, e, fuori di O, in un punto 
u a ciascuna delle rette b, e c, e in due punti a ciascuna delle rette b e c. n 

L a  retta 1' è l'intersezione dei due piani O" s' e b' ,  c', di cui le equn- 
zioni sono pi' = O e x", = O .  Quindi-un piano qunlunque che paçsi per Z", 
lia. come equazione 

1. a", + u " ~  x " ~  + afI3 x", = 0. 

A questo piano corrisponde in 2 un con0 rl, il quale possiede l a  retta n 
come generatrice doppia, e dei due piani ad esso tangenti lungo qiiesta. uno 
è O s  è l'altro secondo la (14') ha per equazione 

A A b',  cri p + (a", B b', - a", C c ' , )  n = 0 ,  

epperb è distinto da1 piano k. Ora 1' anzidetto con0 rl ha  in comune col 
con0 Co, fuori di a ,  soltanto le due rette b, e c, e le due rette b e c ;  e 
poichè quelle sono semplici e queste doppie per ciascun cono e d i  più i piani 
tangenti lurigo esse ai due coni sono fra loro distinti, cos1 le rette medesime 
assorborio 10 delle rette comuni ai coni I'z e C,,. Quindi i i i  n cadono le ri- 
manenti 6 rette d'intersezione; e cib, per la  proprietà dianzi dimostratn, che 
i coni rz e Co hanno in comune lurigo n solo il piano tangente O s ,  porta 
necessariamente a concludere clle 10 falde dei coni medesimi clie toccnno 
questo piano, si osculano lungo a. D~inque : 

V. r r  Ad un punto di 1'' condotto per la retta l ' ,  corrisponde in ': 
Ir 1111 eono T l ,  che gode di tutte lc popriet& possediitc da un cono r, e clie 
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u inoltre oscula con una falda lungo la retta a la falda del con0 Co tangente 
u lungo la medesima retta al piano O S.  n 

Sia H '  una quadrica di  8' la quale contenga la retta s' (p' = O, xt4 = O), 
passi per il punto O' e tocchi ivi la retta a ,  (Y' - O ,  x', - O). L a  sua equa- 
zione è della forma : 

(m, x', + m, x ' ~  + m3 xrg) p' + (1. x', + r ' )  dl  = 0 ,  

dove nt, ,  na,, ~ n ,  e A sono costanti date. A questa quadrica corrisponde in 2 
una superficie H, di cui l'equazione, in virtù delle formule (6 ) ,  è : 

Quindi la superficie H è del 3." ordine, contiene ie rette s, a, b ,  c,  possiede 
in A un punto doppio biplanare, in O un punto doppio conico e lungo la 
retta u viene toccata da1 piano fisso O S. 

Se 
(12 ,  x ' ~  + n, x', + n, cf,) p' + (p  x ' ~  + r' )  xt4 = O ,  

è l'equazione di una seconda quadrica K' di Z', la quale passi ancora per 
la retta s', per il punto O' e tocchi ivi la retta cl,, l'equazione della super- 
ficie K corrispondente in 2 è 

Le due quadriche H' e K' si tagliano oltre la  retta s', secondo una 
cubica gobba, la quale ha questa retta come corda ed inoltre passa per il 
punto O' e tocca ivi la retta a, .  A questa cubica di 8' corrisponde in  Z la 
curva d'intersezione variabile delle due superficie H e K, la quale curvs è 
del 4.' ordine, perchè queste due superficie hanno in comune le 4 rette 
s ,  a ,  b ,  c ,  e lungo la  retta a sono toccato dnllo stesso piano tangente O S. 

Ora. si ha in generale, come è facile dimostrare, che se 

dove A , ,  A, ,  Bi ,  Bg rappresentino funzioni omogenee delle coordinate 
x,, x 3 ,  x4 dei gradi indicati dai loro indici, sono le equazioni di due super- 
ficie di 3." ordine, la  loro curva d'intersezione possiede i n  A un punto mul- 
tiplo seconda 5 e le tangenti in questo punto sono la retta d'intersezione dei 
due piani Ai = O ,  BI = O e le 4 rette secondo cui il piano p = O t a g h  il 
con0 che ha per equazione: 

Ai  B S -  A 3 B i = 0 .  
Annuli di Maternnticu, tom0 XXV. 
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Ne1 caso attuale è 

Quindi come equazione dell'anzidetto con0 si trova 

epperb il cono stesso si scinde nei due piani x, = O ,  x, = O e in un cono 
quadrico. Il piano p = O taglia ciascuno di quei due piani nella rettn a ,  e 
questo con0 nella retta s e in un'altra retta, che i: l'intersezione dello stesso 
piano p = O con il piano che ha per equazione 

( m ~  r. - f i3 1) xz + (m, p - 1z2 1.) x3 + (p - 1) X, = O , 
e che percib è distinta tanto da s quanto da 0. Ne1 caso in esame adunque 
le tangenti ne1 punto A alla intersezione delle due superficie date H e R 
sono : ' l a  retta a contata due volte, la retta s,  una retta del piano O s  di- 
stinta da a e da s e una retta situata fuori di questo piano. Ma la retta n 
contata due volte e la retta s fanrio parte di quella intersezione; dunque la 
rimanente intersezione, che come si è giA osservato è una curva del 4 . O  or- 
dine, possiede in A. un punto doppio e le sue tangenti in questo purito sono 
le due rimanenti delle cinque tangenti anzidette. Inoltre la medesima curva 
si appoggia in un punto, oltre ,-1, alla retta s ,  e in due punti variabili a 
ciascuna delle rette b e c ,  il che si pub vedere facilmente cercando il nu- 
mer0 dei punti d'intersezione di essa curva con un piano condotto per la 
retta s, o b ,  o c ,  situati fuori della retta stessa. 

Ad una retta di 2" appoggiata alla retta Z" corrisponde in 2' ( 5 ,  VIII) 
una cubica gobba S,, la quale passa per i l  pnnto 0', tocca ivi  la retta CI, 

ed oscula il piano di  2;' corrispondente al piano a', Z" di XI', si appoggia in 
due punti alla retta s' e in un punto a ciascuna delle due rette b, e c ,  . 
Questa cubica appartiene al sistema delle cubiche di 3' le cui curve corri- 
'spondenti del10 spazio 2 sono state ora studiate. Quindi tenendo presenti i 
risultati ottenuti, si conclude : 

VI. u Ad uiia retta di 3" appoggiata alla retta 2" corrisponde in S 
u una curva del 4." ordine, la quale possiede in A un punto doppio, in cui 
u una delle tangenti giace su1 piano O s  ed è distinta dalle rette a ed s e 
u l ' a h  è situata fuori di questo piano ed inoltre il ramo tansente al piano 
u medesimo oscula in A il cono di 2 corrispondente a1 piano a', Z" d i  Y, c 
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u quindi la falda del con0 Co tangente lungo a al piano O S. La  medesima 
u curva si appoggia, in un punto, oltre A ,  alla retta s, in un punto varia* 
rr bile a ciascuna delle rette 6, e c, e iri due punti a ciascuna delle rette b e c.  

Il piano a', I" di 2" ha per equazione 

u ' ' ~  x'le + arrs  x", = 0 , 
e quindi l'equaziono del con0 che gli corrisponde in s i: 

a", B R + a", C Q = 0. 

Ora questo coi10 oscula lungo la retta u la falda del coiio C', tangente lungo 
la medesima retta al piano O S. 

P teoremi precedenti contengono le proprietà della trasforinazione fra i 
due spazi s e r" clie saranno applicate in seguito. 

17. Suppongasi di avere ncllo spazio 2 uiia superficie E' dell'ordine g1,  

la quitle possegga soltaiito un punto i-plo A in cui il con0 tangente A sia 
semplice e dotato di una generatrice s, j-Pla(j r i), di natura qualsiasi. Un 
piano condotto ad arbitrio per s taglia quindi la superficie F secoudo una 
curva f, la qiiale possiede in A un punto i-~20 tale che j degli i rami pas- 
santi per A toccano ivi la medesima retta s ,  ma possono avere con essa 
e fsa loro contatti di differenti ordini; mentre ogni altro piano che passi 
per A e non per s sega la superficie F secondo una curva, la quale ha 
in A un punto i-pZo ordinario. 

F ra  10 spazio 2 in cui è data la superficie F e un secoudo spazio 8' 
si stabilisca la trasformazione birazionale studiata ne1 paragrafo 2, assumendo 
il punto singolare A di F e la retta singolare s di A come punta fonda- 
mentale A e retta fondamentale s del10 s'pazio 2 ,  scegliendo l'altro punto 
fondamentale O di questo stesso spazio fuori della superficie F e gli altri 
elernenti fondamentali di 2 come tutti quelli di 2' in modo affatto arbitrario. 
Nella trasformazione cosi individuata, alla superficie F di 2 corrisponde in 2' 
una superficie F', di cui si vogliouo ora conoscere le proprietà. 

18. In  virtù dell'ipotesi che la superficie F possiede in A (x, = x, = x, = 0) 
un punto i-PZO, la sua equazione è della forma 

= Ai xin-i + Ai+, zln--i-i + Ai+* xl"-i-2 + . . . +&=O, 
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essendo A ; ,  Ai+, , Ai+,, . . . , A,  funzioni razionali intere omogenee delle coor- 
dinate x,, x,, x, dei gradi indicati dai loro indici, e quindi in particolare 

dove Bo, Bi, B,, . . . , Bn rappresentano funzioni analoglie alle precedenti, ma  
delle sole coordinate x, e x, e dei gradi O ,  1, 2 , .  . . , jz rispettivamente. 
Inoltre poichè il punto O (x, = x, = x, -- 0) è stato scelto fuori della super- 
ficie F, I'equazione di questa non deve essere soddisfatta quando in essa si 
ponga x, = 0, x2 = 0, x, = O; e perchè cib abbia luogo è necessaïio che 
la costante Bo sia diversa da zero. Ora nell'equazione precedente si ponga 
in luogo di X I ,  x?, xS, x4 i loro valori dati dalle formule (5); come equa- 
zione della superficie F' ~i ottiene: 

nella quale A'i,  Ali+, ,  A'i, n,... , indicano cib clle diventano le funzioni A i ,  
Ai+i ,  Ai.+ ,,.. ., quando in queste si pongano p' xr,, p' x',, Y'x', in luogo di 
x2, x3, 5, e B',, Br, , .  .., B', denotano i risultati delle sostituzioni di x', e x', 
ad x, e x,. Questa equazione è del grado 3 n - i nelle coordinate x ' ,  , x',, 
dg, l ~ ' ,  e in essa il termine Bo r . 'nx l ,n - i s ' :~  non pub mai mancare, perchè 
come si è osservato sopra, il coefficiente Bo è necessariamente direrso da 
zero. Dunque : 

1. u L a  superficie 3" è dell'ordine 3 ~z - i e possiede in O' un piinto 
u (2 n - i)-@O, in cui il cono tangente si scinde nei due piani fissi Y' (o.' = 0) 
n e b' c' (x', =O) contati f% ed n - i volte rispettivamente. n 

L'ordine della superficie F' pub anche ottenersi ricordando che ad unn 
retta R' di 1' corrisponde in Z (7, III)  una cubica gobba S, clle passa per 
il punto A .  Cosi pub calcolarsi il grado di multiplicità del punto 0' per F' 
tenendo presente (7, IV) che ad una retta di 8' condotta per 0' corrisponde 
in 2 una retta passante per 0. 

Ad una retta R' di 2' appoggiata in un piinto P' alla retta fondamen- 
tale a' corrisponde in 2 (11, II) una conica che passa per A. Questa incontra 
la superficie F d'ordine pz e dotata in A d'un punto i --pl0,  in 2 n - i  punti 
variabili. Quindi in altrettanti piinti variabili la retta R' deve incontrare la. 
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superficie F'; epperb ne1 punto P' cadono 

punti d' intersezione. Dunque : 
II. u L a  superficie F' possiede la retta fondanientale a' corne retta 

u n-pln.  n 

Ad un puiito P' della retta a' di >' corsisponde in 2: (9 e 4 ,  VI) una 
retta del piano tr c appoggiata alla retta s ne1 punto M, diverso da  A ,  iii 
cui questa incontra il piano stesso b c. Quella retta taglia la superficie F i n  
n punti H, , H?, H, , . . . , Hm in generale distinti fra loro, i quali determinano 
altrettanti piani a , ,  a,, q,. . . , a, passanti per la retta a, cui corrispondono 
in 2' (10 e 5, IV)  92 piani a', , a',, a',, ... , a', passanti per la  retta a'. La  
conica di 2 corrispondente ad urla retta R' di 2' situata sopra una qualunque 
K'R (k = 1, 2, 3 , .  . . , n) di questi piani e condotta per il punto P' di a', passa 
per il punto Hk. Quindi essa incontra la superficie F in 2 n-i- '1 punti 
variabili; epperb la  retta considerata R' tocca ne1 punto P' la superficie Fr.  
Dunque i piani tangenti a questa superficie in P' sono i piani a', , a',, af3 ,. . . , n'a; 
e siccome questi sono distinti fra loro a1 pari dei piani K ,  , a,, a,, . . . , cc, cui 
corrispondono, cos1 si ha  : 

III. u Gli n piani tangenti alla superficie F r  in Ùn punto generico P' 
cr della retta ?z a' sono distinti fra loro e variabili col punto P'. n 

L a  superficie F non possiede per ipotesi alcuna singolarità fuori del 
punto A ;  quindi essa viene tagliata da1 piano b c secondo una curva gene- 
rale dell'ordine n ,  alla quale dunque si possono condurre rz (fz - 1) tan- 
genti da1 punto M. A queste corrispondono altrettanti punti sopra la retta a', 
in  ciascuno dei quali, in virtù di quanto precede, due debli n piani tangenti 
alla superficie F' coincidono ; epperb : 

IV. u Sulla retta cc' esistono n (n  - 1) punti cuspidali. n 

Ad un piano cc' di 2' condotto ad arbitrio per a' corrisponde in 2' un 
piano passante per a. F r a  i punti di questi due piani ha luogo (12, IV) una 
trasforniazione quadratica e la curva f '  secondo cui il piano a' taglia la super- 
ficie F' è la curva corrispondente in quefita trasformazione alla curva d'in- 
tersezione f del piano a con la superficie F. Ora questa curva f è dell'or- 
dine n e possiede in A ,  che è un punto fondamentale del piano a nell'arizidetta 
trasformazione, un punto i -pzo  ordinario, perchè (12) il piano a passante per 
esso non contiene 1% retta S.  Quindi la curva corrispondente f '  è dell'ordine 
2 12 - i e possiede in O' un punto multiplo secondo n - i, in cui le tangenti 
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coincidono con la retta d'intersezione del piano a' con il piano 6' c' ed inoltre 
ciascuno dei suoi rami passanti per 0' viene incontrato da questa retta, oltre 0', 
in nltri tz - i punti infinitamente vicini ad 0'; infine essa possiede un punto 
~ P Z *  ordinario ne1 punto in cui il suo piano incontra la retta s'. Dunque: 

V. u Un piano a', condotto ad arbitrio per la retta a' taglia ulte- 
u riormente la superficie F' in una curva dell'ordine 2 n - i ,  1% quale pos- 
61 siede un punto 1%-PZ* ordinario ne1 punto in cui il suo piano incontra la retta s' 
u e un punto (n - i ) - p E O  in 0'. Le tangenti alla curva in questo punto coiii- 
u cidono tutte con la retta d'intersezione del piano a' col piano b' c' e i suoi 
LL rami passanti peï esso lianno in comune con questa retta, oltre 0', gli 
u stessi n - i punti infinitamente vicini ad 0'. 3 

Fra i piani passanti per la retta a' vi sono i piani u'b', a' c', a'd ' ,  a' e ' ;  
si esamineranno i n  seguito (19, TT; 24, I I I ;  21, V) le sezioni da essi operate 
iîella superficie F'.  

Nella trasformazione quadratica fra i due piani a ed a', alla retta a' di 
a' corrisponde in a la retta secondo cui questo piano incontra il piano b c. 
Siccoine quest'ultima retta incontra la curva f i n  12 punti in generale distinti; 
cos1 anche la retta a' deve incontrare ln curva f '  in n punti distinti e va- 
riabili col piano a'. Ora da1 punto O si possorio condurre n ( n -  l) tangenti 
alla curva d'intersezione della superficie .F col piano b c ,  ciascuna delle quali 
deterinina un piano passaiite peï a, il quale taglia la superficie P in una 
curva f clie tocca l'anzidetta tangente. Quindi, in virtù dell'osservazione testi: 
fatta, si vede che per la retta a' passano 12 (11 - 1) piani a' ciascuno dei quali 
taglia 3" secondo una curva f ', che incontra la retta a' in 12 punti di cui 
due coincidono. Chiamando col sig. ZEUTHEN (*) questi piani pialti staxiona~i 
della retta a , ,  si ha duiique : 

TT .  u Per la retta a' passano 12 (n - 1 )  piani stazioiiari. n 

19. Ad una rettn R' di L' appoggiata in un punto P r  alla rettn fun- 
dainentale b' corrisponde in 2 (Il, III)  una conica la quale non passa per il 
punto A ,  epperb incontra la superficie Ii' in 2 18 punti variabili. Quiridi ri- 
petendo il ragionamento fatto per dimostrare il teoreina II del n." prece- 
dente, si ha :  

1. u L a  superficie F' possiede le rette fondameiitali O' e c' corne rette 
u (n - i)-pZe n 
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Ad un punto P' della retta b' corrisponde in 2 (9 e 4, VI) una retta 
passante per il punto A e situata su1 piano c a. Questa retta incontra la su- 
perficie F in n - i punti, fuori di ,4, i quali determinano n - i piani pas- 
smti per la retta b,  cui corrispondono in 5' altrettanti piani passanti per O'. 
Si dimostra corne ne1 caso della retta a', che questi rt - i piani toccano la 
superficie P' ne1 punto considerato P' sopra b'. Dunque: 

II. u G1i 11-i piani tangenti alla superficie F '  in un punto gene- 
u rico P' di ciascuna delle rette fondamentali b' e c' sono tutti distinti fra 
u loro e variabili col punto P'. n 

Il piano c a, il quale passa per il punto A,  ma non per la rettn s, ta- 
glia la superficie F secondo una curva che possiede in A un punto ,i--plu 

ordinario. Percib da1 punto A si possono condurre alla curva medesima 
n (12 - 1) - i (i f- 1) tangenti. Quindi : 

111. u Sopra ciascuna delle due rette b' e c' esistono n (a- 1) -i(i+ 1) 
u punti cuspidali. n 

Ad un piano P' di X' condotto per la retta b' corrisponde in 2 un piano f i  
passante per la retta b. Fra  i punti di questi due piani ha luogo (12, V) 
una trasformazione quadratica. Quindi come il teorema V del n." precedente, 
si dimostra: 

IV. u Un piano B r ,  O y', condotto ad arbitrio per la retta b', O c', 
u taglia ulteriortnente la superficie F' in una curva dell'ordine 2 tz, la quale 
u possiede un punto n-pl0 ordinario ne1 punto in cui il suo piano incontra la 
u retta s' e un punto %-plo in 0'. Le tangenti alla curva in questo punto 
u coincidono tutte con la retta d'inteisezione del piano Pl, o il col piano Y', 

u e i suoi rami passanti per esso lianno in comune con questa rettn, oltre 0': 
u gli stessi n punti infinitamente vicini ad 0'. n 

Ad ogni punto P della retta c di 2 corrisponde in 2' (9 e 4, VI) una 
retta del piano a' b' appoggiato alla retta sr. La retta c incontra la super- 
ficie F in PZ punti distinti; quindi il piano a '  b', taglia la superficie F', oltre 
le rette a' e b' contate 12 ed n-i volte rispettivarnente (18, II e 19, 1) in 
altre tz rette appoggiate ad s'. Dunque: 

V. u Ciascuno dei piani a' b' e a' c i  taglia la superficie Fr ,  oltre le 
u due rette fondamentali in esse contenute, in altre n rette distinte appog- 
u giate alla retta s'. n 

Fra  i piani passanti per la retta b', O c', vi sono i piani b 'd '  e b'c', op- 
pure c'd' e cf L ' r  b' c': si esamineranno in seguito (20, V e 21, VI) le se- 
zioni da essi operate nella superficie 3". 
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Nella trasformazione quadratica fra i due piani e P' alla retta b' di P' 
corrisponde in fi la retta secondo cui questo piano incontra il piano c a. Sic- 
corne quest'ultima retta incontra la curva f in n punti in generale distinti, 
cos1 anche la retta b' incontra la curva f ' in tz punti distinti e variabili col 
piano p'. Ora il c a taglia la superficie F secondo una curva del17rir- 
dine n ,  la quale possiede in A un punto i - p l o  ordinario e alla quale quindi 
si possono condurre, da1 punto O, rc (n - 1) - i (i - 1) tangenti. 1)unque : 

VI. Per ciascuna delle rette b' c' passano n (11 - 1) - i (i- 1) 
u piani stazionari. n 

20. Ad una retta R' di 8' appoggiata in un punto P' alla retta d' 
corrisponde in S (11, IV) una conica, la quale passa per il punto A, epperb 
incontra la superficie F in 2 n - i punti variabili. Quindi : 

1. u La  superficie F' possiede la retta fondamentale d' corne 
u retta n-pla. n 

Ad ogni punto P' della retta d' di 8'. corrisponde in 2 (9, III) ln 
retta cl. Questa incontra la superficie F in n punti distinti per ciascuno dei 
quali passa una, ed una sola, delle coniche di Z corrispondenti (12, VII) alle 
rette di 8' passanti per il puuto P' dato sopra d' e situate in uno stesso 
piano 77'. Ciascuna delle coniche cosi determinate incontra la superficie F 
in 2 n - i - 1 punti variabili; quindi la retta corrispondente ha in comune 
con la superficie F' n + 1 punti riuniti in P r .  Dunque da1 punto P r  escono 91 

rette distinte situate su1 piano dato Ut, le quali toccano in P' la superficie F'. 
Queste n rette determinano altrettanti piani passanti per cl', i quali sono 
tangenti in P' ad F'; epperb: 

II. u Gli n piani tangenti alla superficie E" in un punto generjco P' 
u della retta d' sono tutti distinti fra loro e variabili col punto P'. n 

Perchè due degli n piani tarigenti alla superficie F' in un punto della 
retta d' coincidano, è necessario che coincidano due delle n coniche innanzi 
considerate, il che non pub avvenire perché gli n punti d'intersezione della 
retta cl con la superficie F sono tutti distinti fra loro. Dunque : 

I I I .  u Sulla retta d' non esistono punti cuspidali. n 

Si vedrà in seguito (23, 11) quali sono i piani tangenti alla superficie Fi 
ne1 punto D', in cui la retta d' si appoggia alla s'. 

Ad un piano $' di L' condotto per la retta d' corrisponde in (7 ,  II 
e 9, III) un con0 quadrico circoscritto al quadrispigolo 0 . a b c d. Quindi la 
curva f '  sacondo cui quel piano incontra, oltre d', la superficie F' corrisponde 
alla curva d'intersezione f di questo cono con la superficie F. Ora questa 
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curva f si appoggia alla retta d negli n punti in cui questa incontra la sii- 
perficie F, i quali sono tutti distinti fra 101-0. Percib sono tali anche gli tz 

punti nei quali la curva medesima si appoggia alla generatrice x del con0 
anzidetto infinitamente vicina a d. La curva f '  incontra la reita x' del piano a', 
corrispondente a X ,  in 12 punti che sono i corrispondenti di quelli comuni 
alla retta z ed alla curva f ,  epperb, come questi, sono tutti distinti fra loro. 
Quindi sono tali anche gli n punti riei quali la curva f' incontra la retta d'. 
Dunque un piano condotto ad arbitrio per la retta d' taglia la superficie F '  
secondo una curva f ', la quale incontra la retta d', fuori di O' e D', in 12 

punti distinti fra loro. Si vedrà in seguito (25, II)  quale sia la singolarith 
che questa curva possiede ne1 punto 0'. Intanto si noti ancora che non pub 
mai accadere che due degli n punti di incontro di f' con d', fuori di Or, 
coincidano fra loro ; e quindi si lia : 

IV. u Per  la retta d' non passano piani stazionari. n 
Il piano d'b '  di 2' corrisponde al piano cl b di 2, il quale taglia la su- 

perficie F secondo una curva generale f dell'ordine tz. Siccome fra i punti 
dei due piani d b e d'b' ha luogo (12, VI) una corrispondenza omngrafica, 
cosi alla curva f del piano corrispoude sopra il secondo una curva f', affatto 
generale dell' ordine n ,  e questa insieme alle rette b' e d' contate (19, 1 
e 20 1) n - i ed n volte rispettivamente costituisce la cornpleta intersezione 
del piano h' cl' con la superficie F' Dunque: 

V. u Ciascuno dei due piani d'b' e d' c' taglia la superficie F',  
u oltre le due rette fondamentali in esso contenute, secondo una curva bene- 
u rale dell'ordine n. n 

Si esamineranno in seguito (24, III, 22, VI) le sezioni fatte nella su- 
perficie F' dai piani d' a' e d' .sr. 

21. Ad una retta di r' appoggiata alla retta fondamentale e' corri- 
sponde in 2 (11, V) una conica la quale non passa per A e quindi incontra 
la superficie B' in 2 9% punti variabili. Dunque: 

1. u La  superficie F' possiede la retta fondamentale e' come retta 
Y (n - i ) -pla .  n 

Ad ogni punto P' della retta et corrisponde in 2 (9, III) la retta a. 
Questa incontra la superficie 3' in f i  - i punti, fuori di A ,  tutti distinti fra 
loro, per ciascuno dei quali passa una, ed iina sola, delle coniche di 2 cor- 
rispondenti (12, VIII) alle rette di 2' passanti per il punto P' dato sopra e' 
e situate in un medesimo piano. Quindi come i teoremi II e I I I  del n.' che 
precede si hanno i seguenti : 
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II. ri Gli 12 - i piani tangenti alla superficie F' in un punto ge- 
u nerico P' della retta e' sono tutti distinti fra loro e variabili col punto P'. n 

III. u Sulla retta e' non esistono punti cuspidali. n 

Si vedrà in seguito (23, V) quali sono i piani tangenti alla superficie 8" 
ne1 punto E', in cui la retta e' si appoggia alla s'. 

Ad un piano E'  condotto per la retta e' corrisponde in 2 (7, 11 e 9, III) 
un con0 qu~drico ~ i r~oscr i t to  al triedro O .  a b c e tangente lungo la gene- 
ratrice a nl piano t. Quindi la curva f '  secondo cui quel piano incontra, 
oltre e', la s~rperficie F', corrisponde alla curva d'intersezione f di questo 
con0 con la superficie F. Ora questa curva f si appoggia alla retta a ,  oltre A, 
negli 1 1 -  i punti in ciii la retta stessa incontra la superficie F, i quali sono 
tutti distinti fra loro. Quindi ripetelido il ragionamento fatto per dimostrare 
il teorema IV del n." pïecedente, si trova che la curva f ' incontra la retta e', 
fuori di O' ed E' in n - i punti distinti fra loro. Si vedrà in seguito (25, III) 
quali siano le singolarità che questa curva possiede nei punti O' ed E t ;  in- 
tanto perb si pub concludeïe: 

IV. u Per la retta e' non passano piani stazionari. n 
Il piano u'e' corrisponde al piano t, e fra i punti di questi due piani 

ha luogo una corrispondenza omografica (12, VI). Ora il piano t taglia la su- 
perficie F secondo una curva dell'ordine n, la quale possiede in A un punto 
i-PZ* ordinario. La curva f' a questa corrispondente ne1 piano u'e', nell'an- 
zidetta omografia, è quindi una curva dell'ordine n, la quale possiede in E' 
un punto i-plo ordinario. Questa curva insieme alle rette a' ed e' contate (18, 1 
e 21, 1) w ed w - i volte rispeitivamente, costituisce la cornpleta intersezione 
del piano a'e' con la superficie F'. Dunque: 

V. u Il piano a'e' taglia la superficie F', oltre le due rette fonda- 
u mentali in esso conteiiute, secondo una curva dell'ordine n, la quale pos- 
u siede in Et un puiito à-pZo ordinario. n 

Fra  i piani passanti per la  retta e' v' è ancora il piano b'c'. Ora si sa 
(10, 11) che fra i punti di questo piano di 2' e le rette della stella (A)  di 2 
ha luogo una trasformazione quadratica, per la quale una delle rette fonda- 
mentali della stella è la retta s, cui corrisponde su1 piano la retta a,. In 
virtù di questa trasformazione, al cono A, d'ordine i tangente in A alla su- 
perficie data F e avente la retta s corne generatrice j-@a, di natura qualuiasi, 
corrisponde su1 piano b! c' una curva di A' dell'ordine 2 i - j, la quale pos- 
siede ne1 punto fondamentale E t  un punto i-pl0 ordinario e in O' un punto 
( i  - j)-@, in cui tutte le tangenti coincidono con la retta a,, e questa in- 
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contra la curva A' ne1 punto Of, il quale couta per 2 (i - j )  punti d'inter- 
sezione, in altri j punti, i quali possono coincidere e formare anche un punto 
j-pzo. Nella stessa trasformazione, al con0 A corrisponde su1 piano b'c', non 
solo la curva A', ma anche la retta a,, contata j volte, perchè quel cono pos- 
siede la retta s come generatrice j-pza. Questa retta a,, contata j volte, e 
l'anzidetta curva A' fanno parte dell'intersezione del piano b' cf, con la su- 
perficie Fr, la quale intersezione viene completata dalle rette b', c', e', ciascuna 
contata n - i volte (19, 1 e 21, 1). Dunque : 

VI. u Il piano b' c' taglia la superficie F', oltre le tre rette fonda- 
u mentali b', G, e' in esso contenute, e la retta a, contata j volte, secondo 
u una curva A' dell'ordine 2 i-j, la quale possiede in E r  un punto i -p lo  

u ordinario e in O' un punto (i -j)-plo, in cui le tangenti coincidono tutte 
u con la retta cc , .  Ciascun ramo di A' passante per O  incontra ivi la retta a,, 
u oltre O', che deve essere contato i - j volte, in altri i - j punti infinita- 
u mente vicini ad O r ;  e la curva A' incontra la stessa retta a i ,  fuori di Of, 
u in altri j punti, i quali possono anche formare lin punto j-@o. n 

22. Ad una retta R' di X' appoggiata in un punto P' alla retta s' 
corrisponde in 2 (11, 1) una conica, la quale passa per il punto A, e quindi 
incontra la superficie F in 2 n - i punti variabili. Dunque: 

1. u La superficie 3" possiede la retta fondamentale s' come retta f i - ~ l o .  s 

Ad un punto qualunque Pt della retta s' corrisponde in 2 (9 e 4 ,  V) 
nna generatrice del con0 C, la quale incontra la superficie F in lz punti i n  
generale distinti fra loro, i quali deterininano n piani passanti per l a  retta s, 
cui corrispondono in 8' (10 e 5, 1) altrettanti piani passanti per s', i quali 
toccano P' ne1 punto Pt. Dunqiie : 

II. u Gli n piani tangenti alla superficie F' in un punto generico P' 
u della retta s' sono tutti distinti fra loro e variabili col punto Pr .  il 

Fra  le generatrici del con0 C ve ne sono alcune (il numercx delle quali 
è determinato in ogni CRSO) che riescono tangenti alla superficie F. A cia- 
scuna di queste corrisponde sulla retta s' un punto P' in cui due degli n 
piani tangenti alla superficie F' coincidono. Dunque: 

III. u Sulla retta s' esistono tanti punti cuspidali quante sono le 
u generatrici del con0 C', distinte dalla retta O  A ,  che toccano la super- 
u ficie F. a 

Ad un piano 0' di 2' condotto ad arbitrio per la retta sr corrisponde 
iu 2 un piano passante per S. Fra i punti di questi due piani ha luogo 
(12, 1) una trasformazione quadratica per la quale sono fondamentnli su1 
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piano 5 il punto A e i punti B e C in cui questo piano incontra le rette 
b e c ,  e fiul piano o' i punti A', B', C' in cui questo incontra le rette 
a', b', c'. Tnoltre in questa trasformazione alla retta s di a corrisponde su1 
piano 5' la retta in cui questo taglia il piano a' d' (Y' = O); e alla retta s' 
di op, la conica secondo la quale 5' sega il cono C. Ora la curva d'interse- 
zione f '  del piano a' con la superficie F' 13 la curva di a' corrispondente 
nell'anzidetta trasformazione alla curva d'intersezione f del piano G con la 
superficie F. Questa curva f è, pet- le ipotesi fatte (17) d a  superficie F, 
dell'ordine n e possiede in A un punto i-pl0 tale che j degli i rami passanti 
per esso toccmo ivi la  medesima retta s ,  ma possono avere con essa con- 
tatto di  differenti ordini. Percib la  curva f '  è dell'ordine 2 a - i, possiecle 
in A', B', Cr punti multipli ordinari secondo i numeri n ,  n-  i, n - i ri- 
spettivamente (tutto cib è in accord0 col teorema 1 di questo n.", col teo- 
rema II del n." 13 e con quel10 1 del n." 19) e incontra la retta B' C' in i 
punti, dei quali i - j  sono quelli in cui questa retta taglia, fuori di E', la 
curva A' (21, VI) e i rimanenti j coincidono ne1 punto A , ,  intersezione della 
retta a, col piano o'. Questi j punti coincidenti possono nascere da1 fatto 
che A, sia un punto j-pl0 della curva f ' ;  e siocome questo è il caso più sfa- 
vorevole che possa presentarsi, cos1 si supporrà d'ora in avanti che esso abbia 
luogo. Inoltre si osservi che i punti comuni alla curva f '  e alla rettü s' sono 
i corrispondenti di quelli nei quali la curva f incontra la conica d'interse- 
zione del piano a col cono C, epperb al pari di questi sono in generale tutti 
distinti fra loro. Dunque : 

IV. r i  Un piano condotto ad arbitrio per l a  retta s', taglia la su- 
g perficie 8" oltre la retta stessa s' secondo una curva dell'ordine 2 92 - i ,  
u la quale possiede in A'? Br, C' punti multipli çecondo i numeri n ,  la - i, 
a n - i rispettivamente, in A, un punto j-pl0 di natura incognita, ed incontra 
g la retta s in 2 n - i punti in generale distinti fra loro. n 

Se la curva f '  tocca la r e t t ~  s', la curva corrispondente f tocca il 
cono C, e viceversa. Dunque : 

V. u Fe r  la retta s' passano tanti piani stazionari quante sono le 
u sezioni fatte nella superficie F con piani condotti per la retta s ,  le quali 
u riescono tangenti al con0 C'. n 

Il piano 0 ' s '  contiene le tre rette fondamentali d ,  e', S .  Siccome queste 
sono multiple peï Il" secondo i numeri l a ,  vz - i ed n rispettivamente, cos1 
il piano 0' sr non incontra la superficie F', oltre le rette medesime ; epperb: 

VI. u Il piano O' sr  taglia la supwficie F r  soltanto nelle wtte 
(1 d', C I ,  S'  contate n, n - i, 12 volte rispettivamente. n 
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23. Ad una retta di 8' condotta per il punto D' e non situata su1 
piano 0' sr,  corrisponde in 2 (12, II) una conica la quale passa per il punto A 
e quindi incontra la superficie F in 2 n - i punti variabili. Dunque : 

1. u L a  superficie F r  possiede in W' un punto n-pl0 .  n 

F r a  le coniche di 2 corrispondenti alle rette di 8' cnndotte per il punto D' 
e non situate su1 piano O' s', non ve n7ha alcuna che si appoggi alla retta d ;  
quindi neasuna di queste rette tocca ne1 punto D' la superficie F r .  Perb ogni 
retta condotta per il punto D' e situata su1 piano 0 ' s '  è tangente in D' 
ad F'.  Infatti, il piano 0 ' s '  taglia la superficie F r  secondo le rette sr, d', e' 
soltanto (22, VI). Quindi ogni retta che passi per D' e giaccia sopra O' s', 
incontra la superhie F', fuori di D', soltanto ne1 punto in cui essa taglia 
la retta e'. Ma perchè questa i: (n - i)-pl" per F  ', quel punto conta per ?z - i 
intersezioni della retta considerata con la superficie F r ;  le rimanenti 
(3 rz - i) - (n  - i )  = 2 n cadono dunque ne1 punto Dr. Quindi : 

II. u Gli n piani tangenti alla superficie F r  ne1 piinto D' coincidono 
u col piano O' s', e ogni retta di questo piano condotta per D' ha  in comune 
u con la superficie 2 n punti riuniti in Dr. n 

Ad un piano di 8' condotto per il punto D' corrisponde in Z (7, 1) una 
superficie del 3.' ordine y ,  la quale (9 e 4 ,  V) contiene la  retta d e tooca 
lungo questa il con0 C* Questa superficie incontra la superficie data F se- 
condo una curva f, la quale si appoggia a cl, negli n punti in cui questa 
sega 3. Alla cuiva f corrisponde la curva d'intersezione f '  del piano consi- 
derato con la superficie J", e agli 12 rami di quella appoggiati alla retta d, 
corrispondono gli gz rami di questa passanti per il punto Dr, ciascuno dei 
quali ha in comune col piano tangente O' s', oltre gli fi  punti riuniti in Dr, 
altri n punti infinitamente vicini a D', non essendovi alcuna ragione perchè 
un ramo abbia. con l'anzidetto piano un contatto più intimo di un altro. 
Dnnque : 

III. u Un  piano condotto ad arbitrio per il punto D' taglin la su- 
u perficie F f  secondo una curva che possiede in D' un punto fi-plo in cui le 
u tangenti coincidono con la retta d'intersezione del piano dato col piano 0 's '  
u ed ogni ramo passante per esso ha  in comune con la superficie F', oltre 
u gli n punti riuniti in n', altri n punti infinitamente vicini a D'. n 

Ad una retta di 2' condotta per il punto E r  e non situata su1 piano 0's '  
corrisponde in 1 (12, III) una conica, la quale passa per il punto A e quindi 
incontra la superficie F in 2 n - i punti variabili. Dunque : 

IV. u La, superficie F' possiede in E' un piinto 9%-pl0. n 
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Il piano t non passa per la retta s; epperb (12) taglia la superficie E' 
secondo una curva In quale possiede in A un punto i pl0 con le tangenti 
tutte distinte fra loro e tali che ciascuna ha  in comunc. con la superficie E', 
i + 1 punti riuniti in A. Queste i tangenti determinano altrettanti piani pas- 
santi per la retta, s, e fra le coniche di 2 corrispondenti alle rette di 2' con- 
dotte per il punto E', le quali coniche sono tangenti in A al piano 1, sol- 
tanto quelle situate i r i  uiia qualsiasi degli i piani anzidetti, incontrano la su- 
perficie P in 2 fz- (i+ 1) punti vnriabili. Quindi fra le rette di 8' condotte 
per il purito E', fuori del piano O' s', soltanto quelle contenute negli i piani 
di 2' corrispondenti agli i piani di 2 ora considerati, toccano in E la super- 
ficie 3". Questi i piani di 2' passanti per s' e tutti distinti fra loro a1 pari 
dei piani di 2 cui corrisporidono, sono dunque tangenti in A" alla super- 
ficie F'. Ripetendo poi il ragionamento fatto sopra per dimostrare il prece- 
dente teorema II, si trova che anche il piano 0 ' s  tocca in E' la superficie F' 
e che ogni ïetta di questo piano condotta per il punto E', ha in comiine con 
la superficie P', oltre gli 11 punti riuniti in E', altri punti infinitainente vi- 
cini ad E'. Quiildi raccogliendo si ha :  

V. ~r Degli n piani tangenti alla superficie F'  ne1 punto El, i sono 
u distinti fra loro e i rimanenti fz - i coincidono col piano O' s'. Inoltre ogiii 

retta di questo piano condotta per il punto E' ha in comunc con la super- 
u ficie E", oltre gli .IZ punti riuniti in El', altri 98 - i punti infinitamente vi- 
LL cini ad E'. 7, 

Ad un piano di 8' condotto ad arbitrio per il punto E' corrisponde in ï, 
una superficie del 3.' ordine y, la quale possiede in A un punto doppio bi- 
plmare, invece di un punto doppio conico, percliè il piano di 8' cui corri- 
syonde ta& il piano b' c' secondo una retta passante per E' (10, II). Questa 
superficie incontra la superficie data F secondo una curva f ' ,  la quale si 
appoggia alla a, fuoïi di A,  negli n - i punti distinti, in cui questa retta 
sega P. Quindi corne il precedente teorema III, si trova: 

VI. Un piano condotto ad arbitrio per il punto E' taglia la su- 
u perficie El' secondo una curva che possiede in E' un punto rz-plo, in cui i 
u delle n tangenti sono fra loro distinte e le rimanenti n - i coincidono con la 
u retta d'intersezione del piano dato col piano 0 ' s '  ed ogni piano passante per 
u esso e tangente a quest'ultima retta, ha in comune con la superficie F' oltre 
i r  gli n puriti riuniti in Er,  altri n - i  punti infinitamente vicini ad Et.  n 

24. Si è fatta l'ipotesi (22, IV) rhe un piano arbitrario o' condotto 
per la retta s' tagli la  superficie F' secondo un% curva f ' , la quale possegga 
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in A ,  un punto j-plo. 9 1  piano cr' di 2' corrisponde in 2 un piano û passante 
per la retta s e in virtù della tïasformazione quadratica clie ha  luogo fra 
questi due piani, alle rette di O' passanti per il punto A, corrispondono le 
coniclie di 5 circoscritte al triangolo fondamentale A B C e tangenti in A alla 
retta S. Ciascuna retta di quel fascio, la quale non tocchi in -4, la curva f '  
incontra la curva stessa, e quindi anche la superficie F' in 2 n-i-j punti 
variabili; percib la conica corrispondente deve incontrare in altrettanti punti 
variabili la superficie F, epperb dei 2 ?L punti che essa ha  in comune con 
questn superficie, i + j debbono cadere in A .  Animesso (cib che sembra evi- 
dente) che il numero dei punti d'intersezione riuniti in A,  della superficie E' 
con unn curva passante per A, non dipenda dall'ordine di questa, ma sol- 
tanto da1 suo medo di comportarsi rispetto ad F nelle immediate vicinanze 
di A, si pub concludere : 

1. tt Se una curva passa semplicemente per il punto A e tocca ivi 
u la retta s, i + j dei punti che essa ha in comune con la superficie P ca- 
a dono in A. n 

Ad una retta di 2' appoggiata alla retta a , ,  corrisponde in 2 (11, VI) 
una cubica gohba, la quale passa per il punto A e tocca ivi la retta S. Quindi, 
in v i ~ t ù  del teorema precedente, essa incontra la siiperficie F in 3 n  - (i + j )  
punti variabili ; eppcrb : 

II. u L a  superficie F' possiede la retta a, conle retta j - - ~ l a .  

1 piani tangenti alla superficie P' in un punto generico di yuesta i-ettn a ,  
sono incogniti; perb si possono conosaere alcune delle proprietà delle seziorii 
operate in kil' dai piani passauti per a, .  

F r a  questi piani v' è intarito il piano a' d' (.rl=O), il quale taglia la su- 
perficie F' nelle rette a' e d', ciascuna delle quali deve essere contata rz volte 
(18, II e 20, 11, e in tante rette passanti per il punto 0') quanti sono i punti 
in cui la retta s incontra, fuori d i  A, la superficie P(9,  IV). Ora nell'ipo- 
tesi fatta clie ogni sezione f operata in P da un piano 5, passante per s, si 
trasformi in una curva f' del piano Ü', corrispondente a U, la quale possegga 
in A, un punto j-plo, segue che la retta s ha in comme con la superficie li; 
fuori di A, n - i - j punt,i. Infatti, la curva f dell'ordine 2 - i possiede 
ne1 punto A', intersezione del piano G' con la retta a', un punto 26-plo (18, II)  
e in A, un punto j - -p lo  per ipotesi. Quindi la retta in cui il piano Ü' viene 
segato da1 piano a' d', incontra la  curva f ' ,  fuori di A' e di A , ,  in 
(2 B - i) - ( f i  + j )  = n - i - j punti, poichè in virtù dell'arbitrarietà che vi 
è nella scelta degli elementi fondamentali di 2') pub sempre farsi in modo 
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che l'anzidetta retta non riesca tangente in A ,  alla curva f '. Ma alla rettn 
medesima corrisponde su1 piano o la retta s ;  dunque quest'ultima retta 
incontra la curva f ,  epperb anche la superficie P in VI - i - j  punti. 
Quindi : 

III. u I l  piano a'd'  taglia la superficie Fr, oltre le rette a', d', a , ,  
in d t r e  12 - i - j concorrenti ne1 punto 0'. n 

Ad un piano V' di 2' condotto per la retta a, corrisponde in i. un con0 
quadrico V circoscritto a1 triedro O .  a tr c e tangente lungo la retta a al 
piano O S. Questo con0 taglia la superficie data F secondo una curva f del- 
l'ordine 2 jz, la quale possiede in A un punto j -p lo ,  in cui le tangenti sono 
le rette secondo le quali il piano Os ,  sega il con0 tangente in A alla su- 
perficie P, epperb secondo le ipotesi fatte intorno a questo cono, i - j sono 
distinte fra loro e dalla retta s, mentre le rimanenti j coincidono con questa 
retta. Inoltre la medesima curva f si appoggia alla retta a negli n - i punti 
in cui questa incontïa, fuori di A, la superficie F, e in ciascuno di essi toccia 
il piano O S. L a  curva f corrisponde in 2 alla curva f '  di '-', secondo la 
quale il piano dato 17' taglia, fuori di a , ,  la superficie F r .  

Ciascuno dei j rami della curva f passanti per il punto A e ivi tan- 
genti alla retta s, ha un piano osculatore CI passante per la  stessa retta s. 
A questo piano corrisponde in 2' un piano o' passante per la retta s', il 
quale incontra la curva f '  i n  un numero di punti variabili di un'unità al- 
meno inferiore a quel10 secondo cui l'incontra un piano condotto ad arbi- 
trio per sr, perchè altrettanto accade del numero dei punti d'intersezione 
del piano O con la curva f. Il piano O' sega la retta a ,  in un punto A: 
ed è in questo che va a cadere quell'ulteriore punto fisso d'intersezione 
di G' con f ' ,  poichè nella trasformazione quadratica che lia luogo fra i 
punti dei due piani G e G', a1 punto della retta s infinitamente vicino ad A ,  
corrisponde il punto A , .  La curva f '  passa dunque per questo punto; ep- 
perb si ha :  

IV. u Un piano condotto ad arbitrio per la retta a ,  taglia ulterior- 
u mente la superficie F' secondo una curva f ' ,  la quale incontra a , ,  fuori 
u di 0', in j punti, i quali sono distinti oppure tutti od in parte coincidenti, 
u secondochè tali sono i piani osculatori in A alla curva f. n 

Enunciando cosi coine si è fatto questo teorema, si è ammesso che i 
piani osculatori in A alla curva f siano distinti da1 piano O S. Se alcuni di 
essi, O anche tutti, coincidono con questo piano, alcuni dei punti j ,  O anche 
tutti, vanno a coincidere con 0'. Questo caso, per ora, viene escluso. 
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25. Un piano V' condotto ad arbitrio per il punto O' taglia la super- 
ficie F' secondo una curva f ' ,  la quale possiede (22, 1) un punto la-plo ordi- 
nario ne1 punto Sr in cui il piano Vr  incontra la retta sr, e (18, 1) un punto 
(2 n - il-pl0 in Of, in cui n delle tangenti coincidono nella retta d'interse- 
zione di V' col piano vf F! le rimanenti n - i nella retta d' intersezione dello 
stesso Vf col piano bf c'. 

Al piano Vr corrisponde in 2 (7, II) un con0 quadrico I' circoscritto al 
triedro O . a b c, il quale taglia la superficie data F secondo una curva ff, che 
è precisamente la curva di 8 corrispondente all'anzidetta sezione piana f ' ,  
di Fr. L a  curva f è dell'ordine 2 n e possiede in d un punto i -pl0 ordinario, 
perchè il punto A è un punto semplice per il con0 r, e un punto i-pzo per lx 
superficie F, e inoltre il piano tangente in A a I' non contenendo la retta s, 
sega il con0 A tangente nello stesso punto A ad F, in i rette tutte distinte 
fra loro. L a  medesima curva f non passa 'per 0, e non si appoggia nè alIa 
retta d, né alla retta s, mentre si appoggia in rz - i punti distinti, fuori di A 
e di O, alla retta cc, in ciascuno dei quali tocca il piano tangente lungo a 
al con0 .r, e in n punti, fuori di 0, pure dietinti fra loro, a ciascuna delle 
rette 6, c, ed m, dicendo w la retta secondo la quale il cono I' viene tagliato, 
oltre cc,  da1 piano O S. Agli n rami della curva f sppoggiati alla retta nz, 
corrispondono (9, 1) gli lz rami della curvn ff tangente in Or al piano r'; e 
agli n - i rami di quella appoggiati alla retta a ,  corrispondono gli fz - i 
rami di questa tangenti in Or al piano b'c'. I l  piano Y' incontra (24, III) la 
superficie FI soltanto in rette concorrenti ne1 punto 05 epperb ogni retta. del 
piano stesso condotta per 0' non incontra la superficie E" fuori di Or. Della 
stessa proprietà gode diinque la tangente in O' alla curva f 1  e situata su1 
piano v a f ;  epperb questa tangente incontra la curva ff  oltre il punto Of, che 
è (2 n - 1)-pl0 per f f  in altri (3 n -i) - (2 n - i) = n punti infinitamente 
vicini ad 0'. E siccome non v' è alcuna ragione per cui uno degli n rami 
di  f r  tangenti in O' al piano r' si comporti in O' in un modo diverso di 
un altro ramo, cos1 si pub concludere che tutti questi n rami si toccano in 0', 
O meglio in un punto a questo infinitamente vicino del piano rf, ed hanno 
ivi un contatto n - punto. I n  modo affatto analogo, tenendo presente il teo- 
sema VI del n." 21, si conclude che gli 9z - i rami di f ,  passanti per Or, 
e tangenti al piano bf cf, hanno ne1 punto infinitamente vioino ad Of, un con- 
tatto (n - 2) - punto. 

Ma per aonoscere quale sia la singolarità posseduta ne1 punto Or dalla 
curva f f  si faccia la  proiezione stereografica del cono quadrico r, scegliendo 
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come centro il punto A e come quadro un piano qualunque Via  L a  genera- 
trice A O di r incontra il piano V, in un punto P, , i l  quale è l'imagine di 
ogni punto della generatrice stessa. Inoltre il piano tangente lungo questa al 
con0 r sega il quadro secondo una retta p , ,  passante per Pt, ogni punto della 
quale è l'imagine di un punto di I' infinitamente vicino al centro di proie- 
zione A .  Le rette del quadro Vi passanti per il punto fondamentale P,, rap- 
presentano le generatrici di r; tutte le altre rappresentano le sezioni di r fatte 
con piani condotti per A. Le proiezioni f, della curva f ,  è una curva dell'or- 
dine 2 n - i, la  quale possiede in P, un punto (tz - i)-plo e gli n - i rami 
di essa passanti per questo punto toccano tutti la retta pi, con la quale hanno 
in comune, oltre Pt, gli stessi n - i punti infinitamente vicini a Pt, in modo 
che ne1 punto della retta p ,  infinitamente vicino a Pt vengono ad avere un 
contatto (n - 2)  - punto (*). L a  medesima curva f i  incontra, fuori di P, , la 
retta pi in i punti distinti fra loro e non passa per il punto S,, intersezione 
della retta s col quadro. 

Per  mezzo del con0 I' resta stabilita fra i punti dei due piani Vr e V, 
una corrispondenza birazionale. 

Ad un piano di 2 passante per il punto A corrisponde in 2 (8, I I I )  una 
quadrica ai tangente in O' al piano rf  e contenenti le rette a', d', sr. Questa 
quadrica viene tagliata da1 piano Vf secondo una conica, la quale passa 
per il punto Sr in cui il piano stesso incontra la retta sr e tocca ne1 punto Of 
la retta v' d'intersezione del piano V' col piano r f .  L a  conica cosi ottenuta 
corrisponde su1 piano V r  a quella secondo cui il piano dato sega il con0 r 
la quale ha per imagine su1 piano V, una retta. Dunque: 

1.' Alle rette del piano Vt corrispondono su1 piano V' le coniche pas- 
santi per il punto Sr, tangenti in Or alla retta v'. 

Ad una retta del piano V' corrisponde su1 cono r (7, III) una cubica 
gobba, la quale passa per i due punti A ed O e tocca in quest'ultima la retta v 
secondo la quale il cono r viene tagliato oltre le rette a, b, cl da1 cono Co; 
si appoggia poi in un punto, fuori di A ,  alla retta S. Questa cubica viene 
proiettata da  A sopra il quadro V,  secondo una conica, la quale passa per 
i due punti Si e P, e tocca in quest'ultimo la retta v, proiezione della ge- 
neratrice v del con0 r. Dunque: 

2.' Alle rette del piano V' corrispondono su1 piano V, le coniche pas- 
santi per il punt,o SI e tangenti in Pl alla retta v,. 

(") (Juesta proprieta della curvn, f i  pub cssere diiriostrntn in modo @il rigoroso, fa- 
ceiido uao delle foimole della proiezione stereografica, 
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Cosi la corrispondenza birazionale fra i puiiti dei due piani P' e V, B 
una trasformazione quadrstica, per la quale i punti fondamentali su1 piano V' 
sono i punti S', O' e il punto a questo infnitameiite vicino sulla retta v ;  e 
su1 piano V I ,  i punti SI, P l  e il punto a questo infinitamente vicino sulla 
retta u , .  

L a  curva f i  corrisponde in questa trasformazione alla curva f'. Si ha 
percib : 

1. u Un piano condotto ad arbitrio per il punto Or taglia Ia super- 
u ficie F r  secondo une ciirva f dell'ordine 3 ' f t  - i ,  la quale possiede in S' 
u un punto rt-pz0 ordinario ed in O' un punto (2 n -;)-pro in cui tz delle tan- 
u genti coincidono nella rette d' intersezione del piano considerato col piano rr, 
u e le rimanenti t i  - i nella retta d'iiitersezione del10 stesso piano col piano b' c'. 
u Eseguendo una trasformazione quadratica per la quale siano fondamentali 
u sopra il piano dato i punti SI, O' e il punto a questo infinitamente vicino 
u sulla prima delle due tangenti in O' alla curva f ' ,  questa si cambia in una 
u curva fi dell'ordine 2 n - i dotata di un punto (w - i)-%"o, tale che gli l z  - i 
tr rami che vi passano toccano ivi una medesima retta sul!a qunle hanno in 
u comune gli stessi sa - i piinti infinitamente vicini a quello. L a  curva f i  si 
u cambia con una seconda trasformazione quadratica, in un'altra curva f, 
u fornita di sole singolarità ordinarie. n 

Suppongasi in particolare che il piano V' passi per la retta d'. 11 cono r 
che gli corrisponde in 2 contiene la  rettn d, e quindi la curva f secondo la 
quale esso incontra la superficie F gode di tutte le proprietà sopra notate 
per una curva generale f ,  e di più si appoggia i n  lz punti djstinti alla 
retta d.  Parimenti Li sua proiezione f, su1 quadro V, possiede le medesime 
proprieth dianze trovate, e di più incontra in n punti distinti la retta d l ,  
proiezione di d .  

La quadrica Q' di 2' corrispondente ad un piano di 2 condotto per il 
punto 9, contiene la retta d', epped  viene tagliata da1 piano passante per 
la inedesima retta, secondo un'altra retta. Quindi ne1 caso attuale, la corri- 
spondenza birazionale che ha luogo fra i punti dei due piani V' e V, è 
un' omografia. In questa omografia alla retta d, di V ,  corrisponde la  retta d' 
di Pr; e poichè la curva f i  incontra qnella retta in tz. punti distinti, corne 
si é teatè osservato, cosi anche la curva f '  incontïa questa in sz punti di- 
stinti, il che costituisce una proprieth trovata per altra via lungo il corso 
della dimostrazione del teorema IV del na0 20. Inoltre le curve fi ed f r  es- 
sendo corrispondenti nell'ansidetta omografia, posseggono le medesime singo- 
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Iarità. Quindi osservando che ai rami di f '  passanti per 0' e ivi tangenti al 
piano b' c', corrispondono ai rami di f ,  passanti per P, e ivi tangenti alla 
retta pi, si conclude : 

II. u Un piano condotto ad arbitrio per la retta d' taglia ulterior- 
tr mente la superficie B' secondo una curva f '  dell'ordine 2 ?z - i, la quale 
'i possiede in O' un punto (pz - i)-pZo e i S U O ~  n - i rami passanti per questo 
u punto toccano tutti la retta secondo la quale il piano considerato incontra 
u il piano b'c' e hanno in comune con questa gli stessi 9 % - i  punti infinita- 
u mente vicini ad 0'. n 

Si supponga in secondo luogo che il piano TT' passi per ln  retta e'. Il 
cooo 'r che gli corrisponde in Z tocca lungo a il piano t e quindi la curva 
come la sua proiezione f, , su TF,, non presenta particolarità. Si noti perb 
che ne1 caso attuale il punto fondamentale S '  del piano V '  coincide col 
punto Et.  Inoltre ad una retta di 2' appoggiata alla retta e' corrisponde 
in Z (11, V) una conjca appoggiata alle rette a ,  b,  c ed s e tangente ne1 
punto d'appoggio con a al piano t. Quindi la proiezione di questa conica 
fatta da  A su1 piano V, passa per i punti S, e P, e tocca in quest' ultinio 
la retta t , ,  alla quale sono tangenti gli 92 - i rami di fi passanti per P,. 
La retta t ,  incontra la cuilva fi, fuori di Pi in i punti distinti; percib lit 
curva f '  possiede in E' un punto i-pz0 ordinario, il che è in accord0 col 
teorema V del n." 23. Dunque: 

III. u Un  piano condotto ad aïbitrio per la retta e' taglia la su- 
u perficie F' secondo una curva f' dell'oïdine 2 92, la quale possiede in E r  

. r i  un punto i-pzo ordinario ed in O' un punto n - p l o  in cni le tangenti coin- 
u cidono tutte nella retta d'intersezione del piano considerato col piano 1.'. 

u Eseguendo una trasformazione quadratica come già si è fatto ne1 precedente 
u teorema 1, si perviene a i  medesimi risultati là ottenuti. n 

Infine il piano V' passa per la retta a , .  Il con0 che gli corrispoiide in 2 
tocca lungo a il piano O s ,  e quindi, come si è già trovato innanzi (24)) la 
curva f possiede in A anaora un punto i-pl0; ma j delle tangenti in questo 
punto coincidono con la retta S. Quindi la curva fi possiede oltre la solita 
singolarità in P,, anche un punto j--@ in Si. 

11 punto S, giace sulla retta p ,  ,. e le coniche di V,  corrispondenti alle 
rette di V' passano per S, e toccano in Y, una retta v , ,  distinta da  p, .  Le 
coniche di V' corrispondenti alle rette di V, passano per S' e toccano in O' 
la retta a l .  Questa retta corrisponde in V' al punto fondamentale Si di Y,; 
e siccome la curva f ,  possiede in V, u n  punto j-pl0, cosi la curva f '  incontra 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d ' m a  superJict'e algeb~ica pw mexzo d i  trasform. bimx.  dello spazio. 11 7 . - 

la retta a ,  in j punti fuori di 0'. In ta1 modo si ritrova la proprietà conte- 
nuta ne1 teorerna IV del n." precedente. Inoltre si ha: 

IV. u Un piano condotto ad arbitrio per la retta a ,  taglia ulterior- 
u mente la superficie E" secondo una curva f '  dell'ordine 3 n - i - j, la quale 
u possiede in S' un punto n-plo ordinario e in O' un punto (2 n. - i - j)-plo 7 

ar in cui le tangenti coincidono tutke con la retta a,. Eseguendo una trasfor- 
u mazione quadratica, la quale abbjn come fondameiitali su1 piano dato i 
u punti S', O' e i l  punto a questo infinitamente vicino sulla retta a,, la 
u'curva f' si cambia in un'altra f , ,  che possiede in Si un punto j - p Z o  (di 
u natura incognitit) e in Pi un punto (12 - i).-pZo tale che tutti gli lz - à rami 
u passanti per esso toccano ivi la retta Si P, e hanno in cornune con questa 
u gli stessi n - i punti infinitamente vicini a P,. n 

Con la proprietà contenuta in questo teorema lo studio della super- 
ficie F r  è carnpiuto, alrneno per 10 scopo che qui si ha  in mira. E se la 
retta a ,  risulta per F' una retta j-@a ordinaria, la singolarità posseduta ne1 
punto A dalla superficie data F resta in ta1 modo risoluta. Altrimenti è ne- 
cessario eseguire su questa superficie la trasformazione studiata ne1 para- 
grafo primo. 

26. Fra .  Io spazio 2' e un terzo spazio 2" si stabilisca la trasforma- 
zione del paragrafo primo, assuinendo conie elementi fondnmentali di  2' il 
punto 0', la retta a,, altre due rette 6 ,  e c l  condotte ad arbitrio per 0' e 
ln retta s', e come elementi di 2" un punto qualunque O ', tre sette a ' , ,  b',, c', 
passanti per 0 '  e non situate sopra uno stesso piano e una retta qunlsiasi s". 
Nella trasformazione cubica cos) individuata sono poi altri elementi fonda- 
mentali di );' (O 2") le due rette dl e e,  (O d e eu),  comuni al piano 0 ' s '  
(O 0 " s " )  e al con0 C, (O C") corrispondente al piano O ' s"). In virtù della 
trasformazione stessa alla superficie F' di 2' corrisponde in 2' una nuova 
superficie, che si indicherà con 3"'. 

27. Ad una retta R" di 2'' corrisponde in 2' (3 ,  IY) una cubica 
gobba S,, la quale passa per il punto O' e tocca ivi il cono Ci, si appoggia 
in due punti alla retta sr, e in un punto, oltre 0', a ciascuna delle rette 
a,, b, ,  c ,  e jn nessun punto d l e  rette cl, ed e,. Quindi ricordando che la su- 
perficie E" B dell'ordine 8 n - i ed ha in O' un punto multiplo secondo 2 n - i 
(18, 1), che possiede s' come retta n-pla (22, 1) e a ,  come rettaj-pla (24, II), 
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ed osservando che non contiene le altre rette fondamentali di 2, si trova 
che essa viene incontrata dalla curva S, in 

punti variabili; epperb : 
1. ri La  superficie F" 1: dell'ordiiie 5 f z  - 2 i - j. a 

Poicliè a 4  una retta di 8" condotta per il punto O" corrisponde iii 2' 
(3, Il) una retta passante per il punto 0', si ha ancora : 

I I .  rr La superficie F" possiede in O '  uri punto multiplo secoiido 
u 4 ~ - 2 Q - j . n  . 

Si vedrà in seguito (36, III) quale sia il cono tangente ad Fu in questo 
punto 0". . 

23. Ad una retta di 8" appoggiata in un punto P r  alla retta a', cor- 
risponde i n  - (5, V) una conica, la quale passa per il punto O' e tocca ivi 
il con0 C l ,  si appoggia in un punto, oltre Or, alla retta a,  e in un punto 
alla retta s'. Quindi essa incontra la superficie F' iii  

punti variabdi. Dunque : 
1. LL L a  superficie F" possiede la retta fondamentale a', corne retta 

u (2 f i  - q-pza. 17 

Ad un punto Y" della retta a', corrisponde in 2' (4, VI) una retta del 
piano b ,  c, appoggiata in un punto M' alla retta s'. Poichè questa è ? d a  

per la superficie F' (22, 1), cos1 quella incontra la superficie stessa in 2 n - i 
piiiiti variatili e in generale tutti distinti fra loro, i quali determinano 2 fz - i 
piani p a p n t i  per a , ,  cui corrispondono in 8" altrettanti piani passanti per a', . 
Ripetendo i medesimi ragionamenti fatti per provare il teorema I I I  del 
n." 18, si dimostra che questi piani toccmo in P" la superficie F", e 
quindi si ha : 

II. u 1 2 n - i  piani tangenti alla superficie F" in irn punto gene- 
LL rico P'l della retta u',  sono tutti distinti fra loro e variabili col punto Pu. n 

Il piano 6 ,  c ,  taglia la superficie F' secondo una curva, la quale possiede 
in M' un punto n-pzO ordinario ed in 0' una determinata singolarith (25, 1). 
A ciascuna tangente condotta a questa curva da1 punto M' corrisponde un 
punto cuspidale della curva a', (Cfr. n." 18, IV). Quindi : 

III. u Sulla retta a', esiste un numero determinato di punti cu- 
u spidali. n 
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Ad un piano a'' di 2" condotto ad arbitrio per la retta cl', corrisponde 
in 2' ( 5 ,  VI) un piano a, passante per la retta a, e fra i punti di questi 
due piani ha luogo una determinata trasformazione quadratica, nella quale 
alla retta a', di a" corrisponde in a ,  la retta secondo cui questo piano in- 
contra il piano b, c,. Ora la curva d'intersezione f i  di a ,  con la superficie P',  
incontra l'anzidetta retta in ?z punti, fuori di O', che sono i punti d'incontro 
di F' con la retta medesima, e sono in generale tutti distinti fra loro. Quindi 
sono tali anche i punti in cui la rettx a', viene segata, fiiori di O', dalla 
curva secondo la quale il piano a" taglia, oltre a',, la superficie F". Drinque: 

IV. u Un piano condotto ad arbitrio per la retta a', taglia ulterior- 
u mente la superficie FI1 in una curva, la quale incontra fuori di O", la 
u retta a', in n punti distinti fra loro e variabili col piano considerato. n 

Il piano b, ci incontra la superficie F" secondo una curva, clle possiecie 
in O' un determinato punto multiple. Ad ogni tangente condottn da O' n 
questa cuïva corrisponde un piano stazionario della superficie F" passante 
per la retta a', . Quindi : 

V. u Per la retta a', passa un numero determinato di piani sta- 
u zionari. ,, 

29. Ad una retta di 5'' appoggiata in un punto P" alla setta b',  cor- 
risponde in E' (5 ,  V) una conica, la quale passa per il punto O' e tocca ivi 
il con0 C,, si appoggia in un punto, oltre 0', alla retta O, e in un punto 
alla retta s'. Quindi essa incontra la superficie FI in 

punti variabili ; epperb : 
1. La  superficie FI' possiede le rette fondamentali b', e c ' ,  corne 

u rette multiple secondo 2 lz - i - j. n 

Ad un punto P" di b', corrisponde in 2' (4, VI) una retta del piano c ,  a, ,  
appoggiata in un punto M' alla rettn s'. Siccome le rette s' ed la, sono 
multiple per F'  secondo i numeri n e j rispettivamente, cos) la retta che 
corrisponde al punto P" incontra la superficie E" in 2 11 - i - j  punti va- 
riabili e in generale distinti fra loro, i quali determinano altrettanti piani 
passanti per la retta b , ,  i cui corrispondenti piani di 2" toccano ne1 punto P" 
la superficie F". Dunque: 

II. (1 1 2 - i - j  piani tangenti alla superficie F" in un punto ge- 
u nerico P" della retta b ' , ,  O c f ,  sono tutti distinti fra loro e variabili col 
tt punto P". n 
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Il piano ci a, taglia la superficie F'' secondo una curva, alle tangenti 
della quale condotte da1 punto M' corrispondono i punti cuspidali della 
retta O r , ;  epperb : 

III. tr Soprn ciascuna delle due rette O', e c', esiste un numero de- 
u terminato di punti cuspidali. n 

Tenendo presente il teorema VI  del n.' 5 ,  come il teorema I V  clcl 
n." precedente, si dimostra : 

IV. u Un piano condotto ad arbitrio per la retta b',, O c f t ,  taglia ul- 
u teriormente la superficie F" in una curva la quale incontra, fuori di 0', In 
u ietta b', , c', , in 1% punti distinti fra loro e variabili col piano considerato. n 

1 piani stazionari della superficie F" passanti per la retta b', corrispon- 
dono alle tangeuti condotte da1 punto O' alla curvn d'intersezione del piano 
ci a, con la superficie F ' ;  e quindi : 

V. u Per ciascuna delle rette b', c', passa un numero determinato 
u di piani stazionari. n 

30. Alle rette a', b', c' della stella (0') corrispondono nella stella (O") 
tre rette a", bu, c". Poicliè quelle sono multiple per la superficie P' secondo 
i numeri ?z (18, II), 91  - i e 11. - i  (19, 1) rispettivamente e non sono fonda- 
mentali per Io spazio 2, cosi queste hanno eguali multiplicità per la super- 
ficie Fu. Diinque : 

1. r i  La superficie E"' possiede le rette a", b", c" corne rette mul- 
u tiple secondo i numeri n, n - i, .n - i rispettivamente. n 

Ad una retta di 2'' appoggiata alla retta d', corrisponde in 2' (5, VII) 
una conica, la quale si appoggia in un punto a ciascuna delle rette a , ,  O ,  
c , ,  d, ,  s, . Quindi essa incontra la superficie J" in 

punti variabili ; epperb : 
II. u La  superficie P" non contiene le rette d', ed et,. n 

31. Ad una retta di 2" appoggiata in un punto P" alla retta s" cor- 
risponde in 2' (5,  II) una conica appoggiata in due punti alla retta s' e 
in un punto a ciascuna delle rette a,, b , ,  c i .  Quindi essa incontrs la super- 
ficie P' in 

2 ( 3 n - - i ) - ( 2 n J r j ) = 4 ? ~ - 2 i - j ,  

punti variabili ; epperb : 
1. u La superficie II"' possiede la retta fondamentale s" come 

u retta n - ~ ' ~ ,  n 
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Ad un punto P" di s" corrisponde in 8' (4,  V) uns  generatrice del 
con0 Cl. Quindi come i teoremi I I  e I I I  del n." 22,  cos1 si hanno i seguenti: 

II. u Gli n piani tangenti alla superficie F ' in un punto generico P" 
u della retta s" sono tutti distinti fra loro e variabili col punto P". ,, 

III .  i r  Sulla retta s" esistono tanti punti cuspidsli quante seno le 
u generatrici del cono Cl tangenti alla superficie F'. ,r 

Tenendo presente il teorema I I I  del n.! 5 ,  come i teoremi I V  e V del 
n." 22,  si dimostrano gli altri : 

IV. u Un piano condotto a d  arbjtrio per la retta s" taglia ulterior- 
u mente la superficie secondo una curva che incontra In retta medesima s" 
u in punti tutti fra loro distinti e variabili col piano considerato. n 

V. u Per  la retta s" passano tanti piani stazionari quante sono le 
u sezioni fatte nella superficie P' cor1 piani condotti per Ia retta si, le quali 
u riescono tangenti al cono C,. n 

32. Altre proprietà della superficie T'' si dimostrano più facilmente 
ricorrendo alla trasformazione birnzionale che in virtù delle trasformazioni 
stabilite fra gli spazi 2 e 2', e 2' e Y', nasce f i a  2 e 2". 

Si ricordi dapyrima che aà una  retta R" di 1" corrisponde in 2 (15, IV)  
una curva del 5." ordine s,, la quale possiede in A un pimto doppio in cui 
una delle tangenti è la retta S. Questa curva deve incontrare la superficie 
data P in 5 n - 2 i - j punti variabili, perchè in tanti punti variabili la 
retta R" incontra (27, 1) la  superficie F". Quindi dicendo x il numero de'suoi 
punti d'intersesione (:on F, riuniti in A,  si h a  

Ora ammesso che il numero dei punti d'interaezione riuniti in A della su- 
perficie F con una curva la quale possegga in A. l a  medesima singolarità di 
cui è ivi dotata la  curva S,, non dipenda dall'ordine della curva, ma sol- 
tanto da1 suo modo di comportarsi nelle immcdiate vicinanze del punto A ,  si 
pub concludere : 

1. u Se  una curva qualunque possiede in A un punto doppio ed unn 
u delle tangenti in questo punto è l a  retta s, jl numero dei punti d'interse- 
u zione, riuniti in A ,  della curva data con la  superficie F è 2 i +- j. r 

L a  superficie rp, di i corrispondente (15, III)  ad un piano 0" di 2" taglin 
la superficie data F secondo una curva f, dell'ordine 5 n. L a  superficie y ,  
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contiene l a  ret ta  g ,  l a  quale incontra In superficie F in tt punti TIi, TI?, 
H,,. . . , H,, tutti distinti f ra  loro; quindi l a  ciirva f, si appoggia alla 
retta y in  questi punti, Ln superficie y ,  possiede come doppia la, r c t h  a e 
lungo questa è toccata dai medesimi piani tnngenti fissi Os e k ;  inoltre, 
quelln delle sue falde tangente lungo a al piano O s  ha in comune, oltre a, 
con la, falda del con0 C, che luiigo In medesirna retta tocca 10 stesso piano, 
t re  rette infinitamente vicine a d  a. Quindi la curvn f i  possiede un  punto 
doppio in ciascuno degli n - i punti Il,, Il2, K?,.  . . , K,-i, tutti distinti fra 
loro, nei quali l a  superficie F incontra, fuori di A,  la rettn a ,  e dei due 
rami passanti per esso uno tocca il piano 1; e I'altro ha  in comune con la 
falda del cono C, tangenti lurigo a a l  piano O s ,  t re  punti infinitamente vi- 
cini al punto doppio che si considera, oltre i punti riuniti ne1 punto doppio 
stesso. L a  superficie y, possiede come doppie le rette b e c l  ciascuna delle 
quali incontra 1s superficie P in  n punti distinti; e questi sono altrettanti 
punti doppi per l a  curva f,. Infine 1% siiperfkie y ,  possiede in A un punto 
tripIo, in  cui il cono tangente si scinde in un cono quadrico e ne1 piano 0 s 
e la  falda della superficie stessa tangente in d a questo piano oscula la 
f d d a  del con0 Co che lungo la  retta a tocca il medesimo piano O S. L a  su- 
perficie data  P possiede in A un punto i31°, in cui il cono tangente A ha  
come j-pl0 la retta S .  Quindi la  curva fo possiede in A un pnnto multiplo 
secondo 3 i, e delle i tnngenti in questo punto ottenute tagliando il cono A 
($01 piano O s ,  j coincidono con la  ret ta  s e le riinaiienti i - j sono tutte 
distinte fra loro e i rami di f, tangenti a queste rette osculano in A il 
cono CD. Riepilogando si h a  dunque: 

II. u L a  curva fo secondo la quale uria superficie qualunquc? y, t:iglia 
u l a  superficie data  F è dell'ordjne 5 9 2 ,  si appoggia in punti distinti TI 
u alla retta g ,  possiede sopra la retta a ,  n - i  punti doppi R, tutti distinti 
u fra loro, e dei due rami passanti per  ciascuno di questi punti uno iocca il 
u piano E e l'altro ha, fuori del punto medesimo, ma, in un punto infinita- 
u mente vicino a d  esso, u n  contatto tripunto con la frtlda del cono Co tan- 
u gente lungo a al piano Os, infine possiede in A un punto multiplo secondo 
u 3 i e de'suoi rami passanti per A ,  i-j toccnno in A ,  secondo direzione 
u distinte fra Ioro, il piano Os e d  inoltre osculano l'anzidetta falda del 
r i  con0 Co. n 

Ad una  ret ta  R" di  2" appoggiata in un punto P" alla ret ta  g" corri- 
sponde in 2 (16, II) iina curva del 4." ordine l a  quale si comporta in A ,  
con-ie un% curva S,; quindi in virtù del precedente teorema, 1, essa incontra 
la superficie P in  4 fi  -- 2 i - j punti variabili ; epperb : 
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111. tt L a  superficie P '  possiede la retta fondamentale y" come 
u retta 12 pl0. n 

L a  retta considerata IZ" si riguardi come intersezione di un piano qua- 
lunque U' condotto per essa con il piano V" che la proietta da O". dl primo 
piano cari-isponde in 2 (15, III) una superficie y,; al secondo (16, 1), un  
con0 rg contenerite la retta y. L a  retta R" incontra la superficie 3"' (III) 
in 4 n - 2 i - j punti variabili, ossia la superficie P" e i due piani U" e V" 
banno in comune 4 1% - 2 i - j punti variabili ; quindi altrcttanti puriti coniurii 
variabili debbono avere le due superficie P e y, e il con0 Tg, ossia la curva 
d'intersezione f, di quelle due superficie deve incontrare questo cono in 
4 n - 2 i-j punti variabili. Ora (11) la curva f, si appoggia in tz punti di- 
stiiiti H alla retta y; inoltrc i coni r, formano un fascio; quindi fra questi 
ve ne sono 12, ciascuno dei quali tocca la curra f, in uno, ed ilno solo, di 
quei punti H. Ognuno di questi n coni incontra dunque la curva f, in 
4 - 2 i - j  - 1 punti variabili; peu36 il piano ad esso corrispondente in Y" 
taglia il piano corisiderato U" secondo una retta R appoggiata in P" alla y", 
la quale incontra la superficie Pr' in 4 - 2 i - j  - 1 punti variabili. Quindi 
ne1 punto P" cadono n + 1 punti d'intersezione della anzidetta retta R" con 
la superficie F ', epperb ln retta médesima tocca in P" questa superficie, e 
quindi i l  piano delle due rette R" e g" tocca anche esso in P" ln supcr- 
ficie 3"'. Dunque i piani di 2'' corrispondenti agli rl anzidetti coni rg di 2, 
toccano in P" la superficie F u ;  e siccome quei coni sono in generale tutti 
distinti fra h o ,  cos1 si ha : 

IV. u Gli n piani tangenti alla superficie P" in un punto gene- 
u rico P" della retta g" sono tutti distinti fra loro e variabili col punto Pr'. n 

Gli ?z coni rg ora consiclerati tagliano la superficie y, corrispondente al 
piano Ur' in n curve del 4.' ordine passanti rispettivamente per gli n punti H 
in cui la retta y incoritra la superficie F. Le medesime curve corrispondono 
(16, II) alle n rette d'intersezione del piano U" con i piani tangenti in P" 
alla superficie Pi'. Se due di questi piani coincidono, coincidono pure due di 
quelle curve. Ma perché gli n. punti H sono tutti distinti fra 101-0, cib non 
pub accmdere ; dunque : 

V. u Sulla retta y" non esistono punti cuspidali. n 
Con ragionamenti affatt,o nnaloghi n quelli seguiti per dimostrare il teo- 

rema I V  del ri." 20, si trova : 
VI. u Un piano condotto ad arbit,rio per la retta y" taglia ulterior- 

u mente la superficie F" in una curva, che incontra la retta g",.fuori di O", 
u in n punti distinti e variabili col piano considerato. n 
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VIL u Per  la retta g" non passario piani stazionari. n 
33. Ad una retta A" di L" appoggiata in un punto P" alla retta h" 

corrisponde in L" (16 ,  IV) una curva del 4." ordine, la quale passa per il 
punto A e tocca ivi la retta s ;  quindi (24, 1) essa incontra la superficie F 
in 4 n - i - j punti variabili ; epperb : 

1. u L a  superficie P" possiede la retta fondamentale h" come 
u retta (n - i)-plo. n 

Si consideri ancora la retta R" come intersezione di  un piano U" con- 
dotto ad arbitrio per essa il piano TT" che la proietta da O '. A quest'ultiino 
piano corrisponde in 2 (16, III)  un con0 rh tangente lungo cc ni due piani O s  
e k ;  si dimostra come ne1 caso precedcnte, tenendo conto del teorema 1, clie 
questo con0 incontra l a  curva f,, intersezione di y, con F, i n  4 n - i - j 
punti variabili. Ora (39, I I )  la curva f, possiede sopra la retta a ,  n - i 
punti doppi K, distinti fra loro, in ciascuno dei quali un r h o  di f, tocca 
il piano k, cui è tangente anche ciascuno dei coni Th .  PoichE questi coni 
formano un fascio, fra essi ve ne sono ?z - i, in generale distinti fra loro, 
ciascuno dei quali oscula in uno,  ed un solo, dei pixnti k il ramo della 
curva f ,  passante per il punto stesso e ivi tangente al piano k. Questo con0 
incontra quindi la curva f i  in 4 n - i  - j - 1 punti variabili ; epperb si di- 
mostra come ne1 caso precedente, che il piano di 2" che ad esso corrisponde 
tocca ne1 punto P" la superficie 8"'. Dunque: 

II. u Gli rz - i piani tangenti alla superficie P' in un punto gene- 
u rico Y" della retta h" sono tutti distinti fra loro e variabili col punto P". n 

Inoltre corne i teoremi V,  V I  e VI1 del n.' precedente si dimostrano 
gli altri : 

III, u Sulla retta h" non esistono punti cuspidali. n 
IV.  u Un piano condotto ad arbitrio per la retta h" taglia ulterior- 

mente la superficie F '  in una cixrva che incontra la retta A", fiiori di O" 
u in n - i punti distinti e variabili col piano considerato. n 

V. ri Per la retta 12" non passano piani stazionari. n 
34. Ad una retta R'j di 2' appoggiata in un punto P" alla retia 1" 

corrisponde in 2 (16, VI)  una curva del 4." ordine la quale possiede i n  A 
un punto doppio, in cui una delle tangenti giace su1 piano Os cd è distinta 
dalle retto a ed s, mentre 1'alti.a è situata fuori di questo piano; quindi essn 
incontra la superficie P in 4 1.1 - 2 i punti variabili, epperb : 

1. u L a  superficie FIr possiede la retta fondamentale 1" corne 
u retta (n - j)-  pl0. n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d ' m a  s tqer jc io  algebt.icu per  tnexxo d i  tvasform. birax. del10 spaxio. 125 

L a  retta R" si consideri sempre come intersezione di un piano U" con- 
dotto ad  arbitrio per essa con il piano VI1 che la  proiett:~ da, O". A que- 
st'ultimo piano corrisponde in 1 (16, V) un cono rl, che oscula lungo la 
retta a con una falda la  falda del con0 Co tangente lungo la medesima retta 
al  piano O s ;  si dimostra come nei casi precedenti, tenendo conto del teo- 
renia 1, che questo con0 incontra l a  curva f , ,  intersezione di rp, con F ,  in 
4 n -  2 i punti variabili. Ora (30, II) la curva f ,  possiede sopra la retta a ,  
n - i punti doppi K, tutti distinti fra loro e quel10 dei due rami di fo  pas- 
santi per ogni punto K che tocca in K il piano O s ,  h a  di comune col 
con0 Co tre punti, oltre X infinitamente vicini fra 1oi.o e a IC; epperb il 
ramo stesso oscula il con0 rl. F r a  i coni rl v'è Io stesso con0 (=,, il quale 
per la proprietà ora ricordata della curva f o ,  incontra la  curva stessa non 
in 4 n - 2 i  punti variabili, ma in 

punti variabili soltanto. Al con0 Co corrisponde in 2" il piano O '  s", il quale 
dunque taglia il piano U" in una retta, che deve incontrare la superficie F" 
in '  3 n - i punti variabili. Quindi ne1 punto P" in cui questa retta si ap- 
poggia alla 1" cadono 

punti d'intersezione. Ma per il teorernn piecedente, il punto P" è (12 -j)-@ 
per P";  diinque l i ~  retta anzidetta tocca in P" la  superficie FI', ed ha  in 
comune con essa, fuoii di P", altri 

punti infinitamente vicini a P " .  Dunque f ra  i piani tangenti alla super- 
ficie $''' in  un punto generico della retta 1" v'è setnpre il piano O" s", ed 
inoltre questo taglia la superficie stessa, fuori della retta Z" contata n - j  
volte, in altre n - i  rette infinitamente vicine ad 2". 

L a  curva fo possiede i -j rami, clie passano per il punto A e toccano 
ivi il piano O s  e di più osculano i l  con0 Co e quindi anche il con0 rl. Fra 
i coni rl, formanti un fascio, ve ne sono i - j ,  in gencrale distinti frn loro, 
ciascuno dei quali h a  in cornune con uno degli anzidetti i - j  rami di f, 
püssanti per A ,  t:*e punti, oltre '4, infinitamente vicini ad A. Ognuno di qucsti 
coni incontra quindi la  curva fo in 4 n - 2 i - 1 punti variabili, epperb il 
piano ad esso corrispondente in 2" tocca in P" la superficie 3'". 
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Raccogliendo si ha  dunque : 
II. u Degli n-j  piani tangenti alla superficie F" in un piirito g ~ -  

u nerico P" della retta l", i - j sono distinti e variabili col puntu P", e i 
u rimanenti n - i coincidono col piano O" su. Questo piano taglia la supcr- 
« ficie P", oltre le rette s", g", h" ed 1" contate n ,  n, n - i e f a  -j volte 
u rispettivamente, in altre II .  - i  rette infinitnmente vicine ad 2". n 

Coine gli ultimi tre teoremi dei due numeri precedenti, si dimostinno 
g1i altri : 

III. u Sulla retta 1" non esistono punti cuspidali. n 
IV. r( Un piano condotto ad arbitrio per la retta 1" taslia ulterior- 

u mente l a  superficie Ii"' in uria curva, che incontra ln retta 1 ', fuori di O", 
tr in i-j punti distinti e variabili col piano considernto. n 

V. u F e r  la retta 1" non pwsano piani ~tazionari. n 
35. L a  retta g" si appoggia alla retta s" i n  un punto G". Unn 

retta R" condotta ad arbitrio per Gu determina un piano G" passante per s", 
cui corrisponde in 8' un piano a' passante pm s', e fra i punti di questi due 
piani ha luogo una trasformazione quadratica, in virtù della quale alla retta R" 
di o" corrisponde in a' unn conica, la quale passa per i punti A , ,  BI ,  Ci,  
e G, ,  in cui questo piano incontra le rette a , ,  b , ,  c, e g , ,  essendo 9 ,  In 
retta di 2' corrispondente alle rette g" di Y', ossia l'intersrzione, oltre a , ,  
del piano 7.' col con0 C,.  Delle qiiattro rette anzidette soltanto la prima, a , ,  
appartiene alla superficie F r ,  ed B j PEa per essa (24,  II); quindi la  conica, 
corrispondente alla retta R", la qua1 conica incontra in due puriti la retta s', 
n-pla per Pt, interseca questa superficie in 

punti variabili, epperb : 
1. u L a  superficie F" possiede in G" un punto n @O. n 

Il piano Y' taglia la superficie P' (24, III) secondo rette soltanto, le 
quali passano tutte per il punto 0'. Quindi la retta y, situata sopra questo 
piano e passante per O', non incontra la superficie F' fuori di questo punto. 
Percib fra le coniche di C , corrispondenti alle rette di L" condotte per i l  
punto G", appoggiate alla retta y , ,  non ve n'ha alcuna, la quale incontri la 
superficie F' in un punto di questa retta. Quindi fra le rette di 2" condotte 
per il punto G '  non ve n 'ha alcuna che tocchi in G" la superficie Fu,  ad 
eccezione di quelle situate su1 piano O" s", ognuna delle quali incontra la 
superficie stessa, fuori delle rette h" ed 2" (33, 1 e 32, 11) in 2 n puntj riu- 
niti in G". Dunque : 
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II. u Gli n pirini tangenti alla superficie F" ne1 punto G" coinci- 
u dono col piano 0"s" ed ogni retta di questo piano condotta per G" h a  in 
ci comune con la superficie, 2 72 punti riuniti in G". n 

L a  ret ta  h '  si appoggia alla retta s '  in un punto H '. Come ne1 caso 
precedente si vecle che alle rette di 2" condotte per il punto W' corrispon- 
dono in 2' le cotiiche appogginte i n  due punti alla rctta s' e in un punto a 
ciasc~ina delle rette a , ,  b , ,  c, ,  ed h , ,  essendo h, l a  retta di 2' corrispondente 
alla retta h", epperb l'inters~zione, oltre cc , ,  del piano b'c' col con0 Ci. Quindi 
corne il precedente teorema 1, si ha  I'altro : 

III. u La superficie 3"' possiede in H f  un punto n--Po. n 

La rettn 12,  incontra la  superficie F' (21, VI )  in i punti distinti fra loro, 
i quali determinano altrettanti piani passanti per s', cui corrispondono i piani 
passanti per s", i qusli toccano la  superficie F" ne1 punto H '. Inoltre anche 
il piano O" s '  è tangente in U" ad E", perchè ogni sua retta condotta 
per Il", incontra F I ' ,  fuori delle rette g" ed 1" (30, III e 32, II), in 2 n. - i 
punti riuniti in H". Dunque : 

IV.  u Degli n piani tangenti alla superficie 3"' ne1 punto Ii", i sono 
u clistiiiti fra loro e i rimanenti tz - i coincidono col piano O" s", ed ogni 
u retta di questo piano condotta per H" ha in comune con l a  superficie, 
u 2 12 - i punti riuniti in Hu. n 

L a  ret ta  L" si appoggia alla retta s" in un piinto L". U n a  retta R" 
di  2" deterinina un piano O" passante per s", cui corrisponde in 2' un 
piano o' passante per s'. .Alla retta R" corrisponde su questo piano una CO- 

nica circoscritta a l  triangolo A, B, Ci e tangente in ,4, alla retta di U' cor- 
rispondente nella trasformazione quadratica fra  G' e G", alla ret ta  d'interse- 
zione di v" col piano a', Z" e quindi tangente a l  piano di Y, passante per a, ,  
corrispondente al piano a', 1". In virtù dell'arbitrarietà degli elementi fonda- 
mentali di :' e d i  8", quest'ultimo piano a', 1" pub essere qualunque, e quiiidi 
pub sempre supporsi che il suo corrispondente sia tale d ie  tocchi le falde 
della superficie P' passanti per la retta a ,  soltanto in alcuni punti di questa 
retta. Quindi dei p n t i  d'incontro di F' con la  conicn sopra cansidernta, sol- 
tanto i, alnieno in generale, ne cadono ne1 punto A ,  ; altri 2 n ne cadono 
nei due puriti d'appoggio della conica stessa con l a  retta s'. Dunque : 

V. u L a  superficie F" possiede in L" un punto 9%-plo. n 

Il piano di 2' corrispondente al piano a', 1" di x", per quanto si è orn 
osservato e per il teorerna IV  del 11.' 24, taglia la superficie P' ,  oltre la 
retta a , ,  secoiido una c u r ~ ~ a  f ' ,  la quale incontra a , ,  fuori di  0', in j punti, 
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i quali sono distinti, oppure tutti O solo in parte coincidenti. Ciascuno di que- 
sti j punti determina un  piano U' passante per la  retta s', al qiiale corri- 
sponde in 2" un piano passante p r  s" e alle rettc di questo piano condotte 
per i l  punto L" corrispondono in qiiello le coniclie circoscritte a1 triangolo 
A ,  B, Cl e tangenti in A ,  alla superficie F I ;  percib le rette anzidette tocctino 
in L" la  superficie F '. Dunque a i  j punti nei quali l a  curvn f '  incontra, 
fuwi di 0', la retta a : ,  c»rriçpondono altrettanti piani passanti per s" e tan- 
genti in L" alla superficie B"; e questi piani sono corne qiiei puriti, O tutti 
distiiiti oppure tutti od in parte coincidenti. Ogni retta dcl pinrio O ' s' con- 
dotta per  il punto L" incontra la superficie F", fuori di L',  soltanto nei 
punti in cui essa intersecn le rette y" e h '; quindi (30, III e 31, 1) ncl piinto 
L" cadono 3 12 - 2: - j p n t i  d'intersezione; epperb: 

VI. u Degli n piani tangenti alla superficie F ' ne1 punto Il ', j sono 
u distinti da1 piano 0 ' s  ', e possono fra  loro essere O tutti distinti oppuise 
u tulti od in parte coincidenti, e i rimanenti tz - j  coincidono col piano O ' s", 
u ed ogni ret ta  di qucsto piano condoita. per L" lia in comune con la siiprr- 
u ficie 3 n - i - j punti riuniti in L '. n 

36. Si passi in fine a studiare le sezioni piane della superficie F".  
Innanzi tutto ad  un piano 7' di 8" condotto per la retta s" corrisponde 

in 8', u n  piano o' passante per s', e fra i punti di questi due piani lia luogo 
una trasformazione quadratica, per la quale sono fondamentali su1 piano G' i 
punti A , ,  B,, C, in cui esso incontra le rette a , ,  b, ,  cl e su1 piano 0'' i punti 
A ' , ,  BI,, C ' , ,  in cui esso incoritra le rette a',, t i r , ,  ciI  (5, III). La curva 
d'intersezione f '  di G" con F" è l a  curva di questo piano o" cvrrispondentc 
nell'anzidetta trasformazione alla curva di  intersezione f '  di o' con F r .  Ora 
(22, IV) quest'ultiina curva è dell'ordine 2 . i z - i  e possiede in A ,  un punto 
multiplo secondo j ;  quindi la  curva f" è dell'ordine 4 n - 2 i - j e possiede . . 
in A ' ,  , B', , C', punti multlpli ordinari secondo i numeri 2 1z - i, 2 n - 1 -3 
2 ?z - i - j rispettivamente. Inoltre quella curva possiede punti multipli ordi- 
nari secondo 12, n - i ,  12 - i nei punti A', B', C' in cui il RUO piano incontra 
le ~ t t e  a', b', cf; quindi questa possiedc punti multipli ordinari degli s t ~ s s i  
gradi nei punti A", Bu, C" in cui il suo piano incontra le rette a", b", c". 
Queste proprietà sono d'accord0 con quelle dimostrate nei teoreini: 1, 31 ; 
1, 28; 1, 29; 1, 30. Infine, poichè la curva f' possiede in A ,  un punto j-2310 
di natura incognita, cosi la curva f" incontra la  ret ta  fondamentale BtI C r , ,  
fuori dei punti B', , e C l , ,  in  altri j punti, i quali possono coincidere e dar  
luogo anche ad un  punto j - p lo  di f". Ilunque: 
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1. u Un piano condotto ad arbitrio per la retta s" taglia ulterior- 
u mente l a  superficie F" secondo una curva f" dell'ordinc 4 n - 2 i - j, la 
u quale possiede in A", R", C", A',, R' , ,  Cli punti niultipli ordinari secondo 
u i nurneri 12, ?z - i, n - i, 2 tz - i, 2 n - i - j, 2 n - i -j rispettivarnente , 
u ed incontra la retta B', Cf, ,  fuori di B', e C' ,  , in j punti, i q~a l i~possono  
u coincidere e dar luogo anche ad un punto j-pl0 di f f f .  n 

Ad un piano V u  di 8" condotto per il punto O" corrisponde in Y' (3, 1) 
un con0 quadrico r, , circoscritto al triedro 0'. a, b, c,  , il  quale taglia la su- 
perficie F' secondo una ciirva f ,  dell'ordine 6 rz - 2 i-j, clle possiede in O' 
un punto multiplo secondo 4 n - 2 i - j  ed ha coirie tangenti ne1 punto stesso 
le rette d'intersezione del cono r, col con0 tangente in O' alla superficie Ff. 
Ora questo ultimo con0 si scinde nei due piani a' d' e b' c' contati n ed n - i 
volte rispettivarnente (18, 1); e il cono r, passa per la retta a, intersezione 
dei piani medesimi, e sega il primo di questi in una retta u ,  e il secondo 
in una retta u, . Quindi la retta u,  e v ,  debbono esseïe contate rispettira- 
mente come n ed n - i tangenti della curva f ,  ne1 punto 0'; epperb la 
retta cc, vale per 2 n - i - j tangenti della medesirna curva nello stesso punto. 
Dunque dei rami della curva f i ,  passanti per il punto O f ,  n toccano in questo 
punto la retta zt, , altri n - i toccano ln retta v ,  e i rimanenti 2 n - i - j 
toccano la retta a,. 

Al con0 ri di 2' corrisponde in (15, II) un con0 del 4.' ordine r,, il 
quale possiede come doppia la retta n e lungo questa vicne toccata da un piano r 
v~riabi le  con r , ,  e da1 piano fieso O s ,  il quale taglia il con0 stesso in una 
sola retta u, ,  oltre a. II con0 r ,  interseca la superficie data F secondo una 
curva f, dell'ordine 4 n, la quale è fornita di 11 - i punti doppi distinti sulla 
retta u (nei punti in cui questa incontra, fuori di A; la superficie El) ,  e dei 
due rami di f, passanti per ciascuno di questi punti uno tocca il piano .c e 
I13ltro il piano O s; possicde in A un punto multiplo secondo 2 i e delle tan- 
genti alla curva in questo punto i - j giacciono sri1 piano O s  ? sono distintc 
fra loro; inône si appoggia in lz punti in generale distinti alla retta a,. Per 
quest'ultima proprietà, la  curva f, passa per i l  punto 0' con 92 rami tangenti 
ne1 punto stesso alla retta u, e costituenti una singolarità identica a quella 
posseduta in O' dalla curvn d i e  si ottiene tagliando la superficie Y '  con un 
piano condotto ad arbitrio per la rettn 1 4 , .  Iiioltre per la proprieth che ha la 
curva f, di possedere 12 - i  rami tangenti in altrettanti punti distinti della 
retta a ,  al medesimo piano r la crirva f ,  passa per 0' con altri 1% - i rami 
tangenti ne1 punto stesso alla retta v, e costituenti una singolarith identica a 
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quella ivi posseduta dalla curva che si ottiene tagliando la superficie F' con 
un piano condotto ad arbitrio per la retta v , .  Infine per l'altrtl proprietà 
della curva f, di avere n - i  rami tangenti in altrettanti punti distinti della 
retta a, al piano O s  ed i - j rami tangenti in rlirezioni distinte ne1 punto A 
al10 stesso piano, la curva f, passa per 0' con 2 (n - i) 4- ( i  - j )  = 2 n - i - j 
rami tahgenti ne1 punto stesso alla retta a, e costituenti una singolarita iden- 
tiea a quella ivi posseduta dalla ciirva che si ottiene taglinndo la superficie 3'' 
con un piano condotto ad abitrio per la ioettn a , .  

Alla curva f, corrisponde in 2'' la curva f" nella quale il piano dato P" 
taglia la superficie F" e alle rette u, , c l ,  a ,  corrispondono rispettivameiite 
le rette d'intersezioiie u', , v', e aO,  del piano V" con i piani a', g" (Y" = O),  
a', h" (Pu = O) e c',  b', (Ci = 0). 

Il con0 I', si rappresenti sopra un piano V, proiettandolo da uno Ji 
dei due punti, in cni esso viene incontrato dalla retta s'. Cos1 fra i punti 
dci due piani VI e V" nasce una corrispondenza birazionsle. 

Ad una retta del piano V" corrisponde in  8' (3, IV)  una cubica gobba, 
la quale passa per il punto O' e tocca ivi l a  generatrice g del cono Ci cor- 
rispondente al punto d'incontro del piano V" con la retta s"; inoltre passa 
per il centio S', e si appoggia in un d t r o  punto alla retta sr.  Quindi la sua 
proiezione sopra i l  piano V, è una conica, la quale passa per i punti S, 
ed O, ,  in cui questo piano incontra la retta s' e M 0', e tocca in O, In 
proiezione y, della generatrice g. Dunque : 

1.' Alle rette del piano V" corrispondono le coniche del piano V,, 
pmsanti per i punti S, ed O, e tangenti jn qiiest' ultima alla retta g, . 

Una retta del piano V, determina iin piano passante per il punto M, e 
a questo piano corrisponde in 2'' una superficie del 3." ordine la quale 
contiene la generatrice del con0 Cf ,  corrispondente al punto M. Siocorne 
la retta g' appartiene anche al piano V", cosi questo taglia ulteriorinente 
quella superficie ?', secondo una conica, la quale passa per il punto S', in cui 
In retta s" incontra il piano Vu, e per il punto O", in cui tocca la genera- 
trice y", ulteriore intersezione del con0 C',  con Io stesso piano V". Dunyue: 

2." Alle rette del piano V, corrispondono le coniclie del piano V" 
passanti per i punti S" ed O" e tangenti in quest'ultimo alla retta g". 

Cod si vede che la corrispondenza birazionale che lia luogo fra i punti 
dei due piani V, e V" è una trasfortnszione quadratica. 

La curva f , ,  intersezione del con0 r, con la superficie F' possiede in M 
un puiito I Z - P ~ O ,  epperb viene proiettata da M sopra il p i a n ~  V, in iina 
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curva f, dell'ordine 5 n - 2 i- j ,  la  quale possiede in SI un punto n-plo ed 
in O, un punto multiplo secondo 4 12- 2 3 - j ,  in cui le tangenti sono le 
rette u,,  v2, a p ,  proiezione delle rette zc,,  v , ,  a , ,  tangenti in O' alla curva f, 
c le singolarità della curva f, nei punti delle anzidette tangenti infinitamente 
vicini rid O,,  sono identiche rispettivamente a quelle che posseggono ne1 
punt0 infinitamente vicino ad O' le sezioni operato nella superficie P' da un 
piano coiidotto ad arbitrio per la retta u , ,  o v,, od a , .  L a  ciirva f" è l a  
corrispondente di f, nell'anzidetta trasformazione quadratica, e per le pro- 
prieth dolla trasformazione stessa, alla singolariti che la curva f 2  possiede ne1 
punto O, corrisponde una singolarith identicn per la curva corrispondente f", 
ne1 puiito O", si conclude : 

TI. 2 Un piano condotto ad arbitrio per il punto O" taglia la su- 
u perficie k'" in una curva f"  la quale possiede in O" un yunto multiplo 
u secondo 411.- 2 i-j, e de' rami di questa curva passanti per O", 12 toc- 
u Cano il piano a',, g", col quale hanno in comune, oltre O", gli stessi fz 

u punti infinitamente vicini ad O"; altri n - i toccano il p imo a', lç", col 
u quale hanno in comune, oltre O", gli stessi n - i  punti iafinitamente vicini 
u ad 0"; infine i rimanenti 2 n- i - j toccano il piano b', cf, formando ne1 
u punto infinitamente vicino ad 0" uaa singolarità identica a quella incon- 
u trata ne1 teorema IV del p.' 23. n 

D a  questo teorema segue : 
III. u Il con0 tangente alla superficie P" ne1 purito 0" si scinde 

u nei piani u', g", a', h", b', cf,  contati n ,  n - il 2 n - 3 - j volte rispetti- 
u vaniente. n 

Ad un piano a" di 8" condotto ad arbitrio per la retta a', corrisponde 
in 1' un piano U ,  passante per la retta a,  e fra i punti di yuesti due piani 
lia luogo una determinata trasforrnazione quadratica. Il piano a, taglia ln 
superficie F' secondo una curva f ,  dell'ordine 3 n - i-j, la  quale (25, IV) 
possiede in O' un deterniinato punto multiplo dell'ordine 2 n - i - j, in c.ui 
le tangenti coincidono con la rettn a , ,  lia un punto W P ~ O  ordinario ne1 punto 
in cui il suo piano a, incontra la retta sr, e (24, IV) interseca l a  tangente a , ,  

fuori di Op, i n  j punti. Alla curva f, corrisponde nell'anzidetta trasforma- 
zione quadratica, la curva f "  intersezione, oltre la retta a', , del piano a" 
con la superficie P". Poicliè la retta a ,  tangente in O' alla curva f, non è 
una retta fondamentale del piano a, per questa stessa trasformazione, la 
curva f" possiede in O" la medesima singolarità che la curva f ,  lia in 0'. 
Inoltre alla retta a ,  di a, corrisponde in a" la retta in cui questo piano taglia 
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fuori di Or, cosi la curva f"  incontra questa in soli j punti fuori di O". 
Dunque : 

IV.  u Un piano condotto ad arbitrio per la retta a', taglia ulterior- 
u mente la superficie F" in una curva f" la  quale possiede in O" un punto 
u multiplo secondo 2 7z - i - j, in cui le tangenti coincidono nella retta d'in- 
u tersezione del piano dato col piano O', c', e la sirigolarità ivi risultante è 
u identica R quella incontrata ne1 teorema I V  del n." 25. Inoltre la curya f ' 
u inconlra la sua tangente in O", oltre i punti riuniti in O", in soli altri j 
u punti, i quali possono essere tutti distinti oppure tutti od in parte coiri- 
u cidenti. n 

In modo analogo pub essere studiata la sezione fatta nella superficie F" 
da un piano condotto ad arbitrio per la retta b ' , ,  O cf , .  k poi facile vedere 
quali siano le sezioni operate dai piani a', b',, a ' ,  c',, a', l", h' ,  g", b', h", 
c', y", b', h", ecc. I n  particolare è importante conoscere quelle ottenute con 
i piani tangenti ad F" ne1 punto O". 

F r a  questi v'è il piano cc', g", il quale corrisponde in i" al piano cc' d' 
di Zr.  Questo taglia la superficie Y' (24, III)  oltre le rette a', d', a , ,  in altre 
11 -i-j rette ~ o n ~ o r r e n t i  in  0'; quindi anche i l  piano a', g" deve intanto 
tagliare la superficie P" in  n -i- j rette copcorrenti in O". Inoltre alla 
retta a' di 2' corrisponde in 2" una retta a", la quale (30, 1) é n--plo per 3'"; 
e questa &ta a", passante essa pure per O", appartiene al piano a', y", per- 
cliè a' appartiene al piano a'd'. Questo piano dunque taglia la superficie P" 
in altre I r  rette coincidenti in a". Infine altre 2 n - i ed n rette d'interse- 
zione cadono rispettivamente nelle rette a', e g" (28,  1 e 32, III)  passanti 
anche esse per 0''. Dunque il piano a', g" taglia intanto l a  superficie F" in 

rette tutte concorrenti in O"; e siccome la  superficie F" è dell'ordine 
5 92 - 2 i - j, COSI si conclude : 

V. u Il piano aSig'' taglia la superficie F" soltanto in rette, tutte 
u concorrenti ne1 punto O". a 

Al piano a', lz" di 2" corrisponde in 1' il piano b'c', il quale taglia In 
superficie F' secondo le quattro rette b', c', e', a ,  di cui le prime tre sono 
(12 - e I'ultima è j - - ~ l o ,  e in una curva A' dell' ordine 2 i - j, avente 
in O' un punto (i - j)-plo e in E' un punto i -plo (21, VI). F r a  i punti dei 
due piani a', h" e b'c' ha luogo una trasformazione quadratica, per la quale 
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i punti fondamentali sopra b'c' sono i l  punto E', i l  punto O' e il punto a 
questo infinitamente vicino sulla retta h l ,  ulteriorc intersezione ciel piano b' c' 

con i l  con0 C, (5, VI). In virtù di questa trasformsizione alla curva A' cor- 
risponde su1 piano u', h" una curva A" dell'ordine 

2 (2 i - j ) -  [ ( i - j )  +il = 2  i - j ,  

la quale possiede in O" un punto ( i - j j - p l o ,  in cui le tangenti coincidono 
tutte con la retta d'intersezione del piano a', h" col piano 6' c', producendo 
in 0 '  per la curva A" un2 singolarith identica a quella che ne1 punto O' 
possiede la curva A'. L a  curva A' iricontra la tangente a,,  fuori di 0', in j 
punti, i quali possono anche coincidere e dar luogo ad un punto j -p lo  per A ' ;  
quindi anche la curva A" incontra la tangente in O", fuori di questo punto, 
in altri j puriti, che, coine quelli, potranno anche coincidere e dar luogo ad 
un punto j - p l0  per A". Infine poichè il piano b' cf contiene le due rette b' e c', 
il piano a', h" contiene le rette corrispondenti bu e c"; e queste sono ( n - j ) - p l 0  

per la superficie F" (30, 1). Il piano a', 7 ~ "  taglia dunque la superficie Ff' 
nellc qiiattro rette, u' ,  , h", b" c", di cui la  prima deve essere contata 2 n - i 
volte (28, 1), la seconda n - i volte (33, 1) e ciascuna delle due rimanenti 
ancora n - i volte; e nelln curva A" dell'ordine 2 i - j .  Siccorne è 

e la superficie Fr' è dell' ordine 5 n - 2 i - j, cosi si conclude: 
VI. u 11 piano a', h" taglia ln superficie F" nelle quattro rette a', ,  

u hl', b", c", contate 2 .rt - i, 912 - i, fi - i volte rispettivamente, e in una 
u curva A" dell'ordine 2 i - j, la quale possiede in O" un punto (i - j ) -pzo ,  

u identico a quel10 che ha in O' In- curva A' iri cui le tangenti coincidono 
u tutte nella retta cl' intersezioiie del piano a', h" col piano B" cf', e la curva A" 
u incontra la retta medesima, fuori di O", in j punti, i quali possono anche 
u coincidere e dar luogo ad un punto j - p l0  per A". n 

I l  piano b', c', contiene le tre rette b', ,  c' ,  , Z", le quali (29, 1 e 34 1) 
sono multiple per la superficie F" secondo i numeri 2 n - i  - j, 2 n - i- j ,  
n - .i rispettivamcnte. Il piano stesso non tocca la superficie F" lungo al- 
cuna di quelle tre rette (29, I I  e 34, II!; quindi la incontra ulteriormente 
secondo una curva O dell'ordine. 

Ogni retta condotta ad arbitrio per il punto L'" sopra il piano b', c', deter- 
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mina un piano O", passante per la retta s", i l  qu:ile (36, 1) taglia ln siipw- 
ficie F" secondo una curva f", che incontra la retta considerata, fuori di II", 
in j punti soltanto. L a  retta rnedesima incontra la superficie F", e quiiidi 
anche la curva O ,  fuori di L", nei medesimi j punti. Dunque la curva O 
possiede in L" un punto j-P~O. Ogni retta condotta ad arbitrio per il punto 0" 
sopra il piano b', c', determina un piano cc" passante per la retta a ' , ,  il qunlo 
taglia la superficie F" secondo una curva, che (IV) incontra la retta consi- 
derata, fuori di O", in j punti soltanto. Quindi come ne1 caso precedente si 
conc:lude che la  curva @ possiede in O" un altro punto j -p lo .  11 piano a', y" 
jncontra il piano b', c', secondo una retta, la quale in virtù del precedente 
teorema V, non incontra la superficie F", e quindi neanche la curva O, fuori 
del punto O". La retta stessa tocca dunque la curva O in O", ed è I'unica 
tangente che l a  curva medesima abbia in questo punto. Raccogliendo si ha 
quindi : 

VII. u I l  piano b', c', taglia la superficie F" secondo una curva O 
u dell' ordine 2 j, la quale possiede due punti j -p l0  uno in L" e 1' altro in O", 
u e le tangenti in quest'ultimo punto coincidono tutte nella retta d'interse- 
u zione dei piani b',  c', e a', y",. n 

37. Ad un piano qualunque U" di 2' corrisponde in 2 una superficie 
del 5." ordine y,,, la quale possiede in O un punto quadruplo (15, III), e 
quindi pub essere rappresentata univocarnente sopra un piano qualunque, me- 
diante proiezione da  O. Cos1 fra i punti di questo piano, per il quale giova 
qui scegliere un piano 5 condotto ad arbitrio per la retta s, e quelli di U" 
nasce una corrispondenza birazionale , nella quale sono corrispondenti due 
punti, che corrispondono ad uno stesso punto della superficie y,. 

Una retta qualunque del piano U" determina in 8'' un piano passante 
per il punto O", cui corrisponde in 2 (15, II) un cono del 4." ordine r,, il 
quale possiede come semplici le rette b, e c, e corne doppie le rette a, b, c, 
lungo la prima delle quali uno dei due piani tangenti è il piano fisso O s  
e l'altro è un piano variabile. Quindi dicendo Bo, Co,  B, C i puiiti in cui 
il piano 5 incontra le rette b,, c,, b,  c, si ha :  

1.' Ad una retta del piano U" corrisponde su1 piano a una curva 
del 4.' ordine, la quale possiede come semplici i puiiti Bo e C', e come doppi 
i punti A, B, ne1 primo dei quali una delle due tangenti è la retta fissa s 
e I'altra è una retta variabile. 

Una retta qualunque del piano a deterrnina in 2 un piano passante per 
il punto 0, cui corrisponde in 2" un con0 del 4.' ordine, il quale possiede 
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come semplici le rette a", b", c" e come doppie le rette- a',,, b' ,  , cf,.  Quindi 
dicendo A", B', C '. A' , ,  B., ,  C', in cui il piano Ur' incontra le anzidette 
rctte, si ha :  

2.' Ad iina retta del piano o corrisponde su1 piano U" una curva 
del 4." ordine, la  quale possiede come sempliai i punti A", Br' Ci '  e come 
doppi i punti A ' , ,  B i , ,  Cf, .  

Dunque fra i punti dei due piani a ed 0'' ha luogo una trasformnzione 
del 4." ordine, la  quale è i l  prodotto di due trasforrna.zioni quadratiche, una 
delle quali pub supporsi fra il piano o e il piano a' di 2, corrispondente a u 
nella trasforrnazioiie cubica fra i due spazi 2 e 2', e l'altra fra il piano a' 
e il piano U". Sul piano D' i punti fondamentali per la  prima delle anzidette 
trasformazioni quadrntiche sono i punti A', B', C' in cui O' incontra le tre 
rettc a', b', c'; quelli per la seconda, sono i punti A , ,  BI ,  C ,  in cui 10 stesso 
piano a' inchntra le ~ t t e  a , ,  b , ,  c,. 

L a  superficie rpO taglia la superficie data P secondo una curva f o ,  di cui 
le proprietà sono date da1 teorerna I I  del n." 32. Quindi è facile riconoscere 
che la proiezione fl di f, da1 centro O sopra il piano a ,  è una curva del- 
l'ordine 5 n, la quale possiede un punto n-PZ* ordina.rio in ciascuno dei due 
punti Bo, C o ,  G ed X; G ed X essendo i punti in cui le rette g ed x in- 
contrano il piano U, ed x la retta d'intersezione fuor delle rette fondamentali 
del cono C, c,ol con0 tangente in O alla superficie y,;  un punto 2 n-Pl0 or- 
dinario in ciascuno dei punti B e C ;  ed in  A un punto multiplo secondo 
2 n + i. Dei rami di f, passanti per A, 92 - i toccano la retta k,,  intersezione 
del piano Ic col piano u, altri (n - i) + ( i  - j )  + 2 j  = r~ + j  toccano la retta s 
ed infine altri 2 i-j toccano altrettante rette in generale tutte distinte f ia 
loro. Dei rami di fi tangenti in A alla retta s ,  n - i sono le proiezioni degli 
12 - i rami della curva fo passanti per i punti K della retta u e tangenti nei 
piinti stessi a1 piano O s ;  quindi siccome ciascuno di questi rami di f, ha  in 
comune con la falda del con0 Co tangente lungo a al piano O s ,  tre punti 
infinitamente vicini ad a ,  tutti quegli n - i  rami di f ;  hanno in comune, 
oltre A ,  altrj tre punti A' A" A"' infinitamente vicini ad A ,  su1 ramo della 
curva d'intersezione 7, del con0 C, col piano u ,  che tocca in ,I la retta S. 

Altri i - j dei rami di f ,  tangenti in A ad s ,  sono le proiezioni degli i - j 
rami di fo tan.genti in A al piano O s ;  quindi siccome ciascuno d l  questi 
rami di f o  oscula in A l'anzidetta falda del con0 Co, tutti quelli i - j  rami 
di  f ,  hanno in comune, oltre A,  anche i due punti A' ed A". Infine i rima- 
nenti 2 j  rami di f ,  tangenti in A ad s, sono le proiezioni dei 2 j raini di f, 
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tangenti essi stessi in A ad s; e siccome nessuno di questi rami di f, oscula 
in A la falda del con0 Co già considerata, cosi quei 2 j  rami di f, hanno in 
comme, oltre A, dei tre punti .4', A", A"' soltanto il primo A:, il che ap- 
pnrirà meglio in seguito. 

Alla curva f, corrisponde su1 piano a', in virtù della trasformazione qua- 
dratica stabilita fra questo piano e 5, una curva f ' , , la quale è anche la 
proiezione sopra a' da1 punto O' della curva d'intersezione f' delln super- 
ficie Pr con la superficie y ,  di 1' corrispondente al piano TT '. L a  curva f ' ,  
è dell'ordine 4 n - i, possiede in A' un punto n-P~O ordinario e in B' e C' 
punti (n - i)-~pZi ordinari, il che è d'accord0 con il teorema II del n." 18 e 
con il teorema 1 del n." 19. Inoltre possiede punti multipli ordinari secondo 
i numeri n, n ed n - i nei punti X,, G ,  ed H, nei quali le rette r , ,  y, 
ed h, sono incontrate da1 piano a', essendo x, la retta corrispond~nte ad z, 
ed il punto multiplo ordinario in Hl provenendo da1 punto (18-i)-plo che la 
curva f, possiede ne1 punto di k, infinitamente vicino ad A. Infine la  tess sa 
curva f ' ,  incontra la retta B' Cr in altri 'L i - j punti, currispondenti ai 
2 i - j  rami di f i  tangenti in A ad altrettante rette distinte. Quindi ha in 
comuiie con la retta B' Cf,  fuori dei punti B', C' ed H, altri 

4 n - i - [(n - 2) + (12 - i) + (n - i) + (2 i - j)] =: la + j  

punti, i quali corrispondono ai rimanenti 

rami della curya f ,  tangenti in A alla retta S. Quindi quegli + j punti 
cadono tutti ne1 punto A ,  in cui la retta a, iiicontra il piano o'. 

Alla curva f ' ,  di a' corrisponde su1 piano O", in virtù della trasforma- 
zione quadratica per la quale si passa da  D' ad U", la curva f" in cui que- 
st'ultimo piano incontra la superficie P". Intanto ai punti XI, G, ,  H, di 5' 

corrispondono i punti in cui il piano U" incontra le rette s", y", h" ;  e poichi: 
quei punti non sono fondamentali per il pinno a', le medesime singolarith in 
essi possedute dalla curva f ' , ,  sono possedute dalla curva f '  nei punti cor- 
rispondenti, cib che è in accord0 con i teoremi : 1 del n." 31, I I I  del n." 32 
ed 1 del n. 33. Tnoltre alle tangenti della curva f ' ,  ne1 punto Al corrispon- 
dono i punti d'incontro della curva f" con la retta H'r e C',, fuori dei punti 
fondamentali R f ,  e C', . Ciascuno di questi i: multiplo per f" secondo 2 n - i - j 
(29, 1); quindi gli ulteriori puriti d'incontro di f" con I'nnzidetta retta é 

. , 
( 5 1 2 - 2 i - j ) - 2 ( 2 7 z - z - j ) = t z + j .  
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Di questi, 2 j sono i punti d'intersezione 9 della curva O con la retta B', C',, 
i quali punti, per le proprietà di questa curva (36, VII) sono tutti distinti 
da1 punto L, in cui il piano U", e quindi anche la retta Bpi C'&, incontra 
la retta 1". Ne1 punto L cadono dunque: 

punti d'intersezione della curva f" con la retta B', Cli, il che è in accord0 
col teorema 1 del nao 34. Poichè i 2 j  punti 8 sono tutti distinti da1 punto L, 
2 j delle tangenti in A, alla curva f ,  debbono essere distinte dalle n - j ri- 
manenti. A1 con0 Co di corrisponde in L' il cono C, ; quindi alla curva y,, 
intersezione di Co col piano o ,  corrisponde sopra of la curva y, secondo cui 
questo piano taglia il cono C,; epperb ai punti ,4', A", A"' di Co infinita- 
mente vicini ad A corrispondono rispettiuamente il punto A, e i punti A', 
e A", infinitamente vicini ad A, sulla conica y,.  La  curva f, passa per il 
punto A" con (n - i )  + (i - j )  = n -j  rami, dei quali ri - 2 soltanto pas- 
sano ancora per il punto A"'; quindi la curva. f ' ,  passa con ?$-j  rami 
per A', e con va - i rami per A'', , e per 1' osservazione dianzi fatta sulle 
tangenti in A,  alla curva f ' ,  , le tangenti coincidenii con la retta A, Ar, sono 
soltanto le n - j tangenti agli anzidetti n - j rami di f', . Quindi con la 
trasformazione quadratica mediante la quale si passa da1 piano T' al piano W", 
la singolarità che la curva f ', possiede in A', si cambia in un punto (n - j)-plo 
per la curva f". Questo piinto cade in L, perché al piano di 8' tangente al 
cono C, lungo la retta a, corrisponde in 2" il piano a', I", ed i - - j  delle 
tangenti ad f '  ne1 punto stesso sono distinte fra loro, aentre le rimanenti 
coincidono nella retta d'intersezione del piano U" con il piano O" s", essendo 
questo il piano di 2" corrispondente al con0 C, . Inoltre gli n - i rami di f" 
che toccano in L l'anzidetta retta hanno in comune con la retta medesima 
n - i punti riuniti ne1 punto infinitamente vicino ad L. Cosi mentre si ha 
una riconferma del teorema II del ne0 34, si trova ancora : 

1. u L a  sezione fatta nella superficie 3''' mediante un piano con- 
u dotto ad arbitrio per un punto generico L della retta Zr' ,  è una curva che 
u possiede in L un punto (n - j)-PZ" ed i - j de'suoi rami passanti per L 
u hanno le tangenti tutte distinte fra loro, mentre i rimanenti in-j rami 
u toccano tutti la retta d'intersezione del piano considerato col piano O" su, 
u dando luogo ad un punto (n- i)-plo per f" infinitamente vicino ad L. n 

Supponendo che il piano U" passi successivamente per i punti Gu, Hu,  Lu, 
corne il teorema che precede si dimostrano gli altri: 

Annuli di Mutematica, tom0 XXV. 18 
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IL u La sezione fatta nella superficie F" mediante un piano con- 
u dotto ad arbitrio per il punto G", è una curva che possiede in G" un 
u punto N - P ~ Q  e i suoi rami passanti per Gr' toccano tutti la retta d'interse- 
u zione del piano considerato col piano O" s", dando luogo ad un punto n-p lo  

u infinitamente vicino a Gu. n 

III. u La  sezione fatta nella superficie F" mediante un piano con- 
u dotto ad arbitrio Fer il punto II;', è iina curva che possiede in H" un 
rr punto n - p l 0  e deJ suoi rami passanti per Hu, i toccano altrettanti rette di- 
rr stinte e i rimanenti n-i  toccano la retta d'intersezione del piano consi- 
u derato col piano O" s", dando luogo ad un punto (n - ;)-pl0 infinitamente 
u vicino ad Hu. n 

IV. u L a  sezione fatta nella superficie~F",mediante un piano con- 
u dotto ad arbitrio per il punto L", è una curva che possiede in L" un 
u punto n - p l 0  e de'suoi rami passanti per LI', j toccano altrettante rette, che 
u possono essere tutte distinte, oppure tutte od in parte coincidenti e i rima- 
u nenti n - j toccano la retta d'intersezione del piano considerato col piano 
u O" su, dando luogo a due punti, uno (n - j ) -pZ0  e l'altro (lz - i)-pzo, con- 
u secutivi ad L" su quest'ultima tangente. n 

Con questi teoremi 10 studio della superficie 8'" è compiuto, e se la 
curva 8 (36,  VII) è una ciirva semplice, ne1 qua1 caso essa possiede in L" 
un punto j-plo ordinario, la riduzione della singolaritA posseduta ne1 punto A 
dalla superficie F, è effettuata. Ma la curva @ pub scindersi in parti, di cui 
ciascuna sia multipla per F", oppure ridursi ad una conica j-pl" di natura 
ignota. Si studierà in un'altra Memoria la trasformazione che in questi casi 
conviene applicare ancora alla superficie P". 

Pavitt, gennaio 1897. 
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Sopra alcune questioni 
di inversione di integrali definiti. 

(Di VITO VOLTERRA, a Toritzo.) 

I n  una serie di Note C) che ho presentato quest'anno alle Acrademie 
di Torino e dei Lincei, ho esposto un metodo con cui pub risolversi il pro- 
lilema della inversione degli integrali definiti. 

Mi permetto ora di portare un contributo alle dette ricerche con questa. 
Mernoria la  quale consta di tre parti. Nella prima db un brevissimo cenno 
di studi fatti in passato sulln questione ed esamino i principii sui quali k 
fondato il mio inetodo. Nella seconda applico il metodo stesso a l  caso della 
inversione quando ambedue i limiti sono variabili. Nella terza infine considero 
alcune questioni particolari, mostrando i resultati che si ottengono allorchè 
si eseguiscono quelle quadrature mediante le quali il detto procedimento ri- 
solve i prololemi di inversione. 

1. 11 seguire le vicende del problema della inversione degli integrali 
definiti potrebbe dar luogo ad una pagina istruttiva ed interessante di storia 
dell' analisi , giacchè una tale ricerca intimamente legata alla integrazione 
delle equaziorii differenziali, agli sviluppi in serie e ad una classe estesa di 
questioni fisico-matematiche si è imposta di frequente all'attenzione dei geo- 
metri. Senza accingerci, per la sua difficoltà, a tale impresa, accenneremo 

(*) Sulla inversiotze degli integrali defliziti, Note 1, I I ,  III, IV Atti  della R. Accadeinin 
delle Scienze di Torino, 12 Gennaio, 26 Gennsio, S Marzo, 26 Aprile 1896. Sulla invep 
sione clegli intep-ali definiti, Rend. dcllü, R. Accadcinin dei Lincei,  1 Marzo 1896. Sicll/r 
inversione clegli inlegrdi multipli, 26 Aprile 1896. 

Annali di Malernatica, tom0 X X V .  19 
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solo ad alouni dei principali lavori a nostra conoscenza sull'argoinento, chie- 
dendo fin da prjncipio venia delle involontarie omissioni. 

2. 11 maraviglioso resultato stabilito da ABEL ne1 1833 colle sue duc 
formule recjproche : 

è cos) noto che ci basta solo di ricordarlo. 
Osserviamo soltanto che l'A. conclude i l  Ej 1 della dettn. Memorin colle 

seguenti parole : 
u J e  remarquerai enfin que de la même manière qu'en partant de l'é- 

quation : 

(/, (a)  = II'-. 
( a  - xj?$ ' 

j'ai trouvé s, de m&me en partant de l'équation: 

j 'a i  trouvé la fonction y ,  + et f étaiit des fonctions donnees et  l'intégrale 
étant prise entre des limites quelconques; inais la solution de ce problème 
est trop longue pour être donnée ici. n 

Questo scriveva ABEL ne1 1823: tre anni dopo ripubblicava ne1 Gior- 
nule d i  Crelle sotto il titolo : u Solution d'un problème de mécanique n la 
stessa formula di inversione della equazione (l), ma non dava alcuii cenno 
di aver risoluto la questione generale d i  invertire la (2). Né il problena 
stesso riappare in alcuna altra Memoria di ABEL. Ci mancano quindi i dati 
necessari per decidere la questione se ABEL fosse effettivamente giunto a scio- 
gliere questo problema O invece non avesse creduto per un moment0 allx 
possibilith di risolverlo seguendo una certa via, senza che le sue ulteriori ri- 
cerche abbiano confermato questa cïedenza 

Quest'ultima ipotesi è resa più probabile da1 fatto che HOLMBOE, clie 
doveva coiioscere le idee definitive di ABEL SU questo soggetto, ha creduto 
di sopprimere il paragrafo della Memoria che contiene il solo p a s o  delle 
opere in cui ABEL afferma di aver risoluto questo problema. 

Certo è che nessuno dei molti matematici the  in appresso si occuparono 
della questione, giunse, che io sappia, ad ottenernc la soluzione. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Nell'Art. JI inostreremo come essa possa ricavarsi col metodo ivi esposto 
che é fondato sopra principii che non hanno alcun rapport0 col metodo che 
seguiva ABEL. 

3. Non erano ancora trascorsi tre anni dalla morte di ABEL che, 
ne1 1832, LIOUVILLE stab:liva alcune formule d'iiiversione che in ultima analisi 
possono ricavarsi d a  quella  ABEL EL e le applicava a numerose ed importanti 
questioni di varia natura le quali rendono sommamente interessante la let- 
tura della sua Mernoria. II LIOUVILLE era. ignaro delle ricerche  ABEL EL, giacchè 
applicando la sua formula alla estensione del problema della tautocrona dice, 
dopo enunciato il problema: u Les recherclies des divers géomètre3 sur la 
tautoohrone ne s'étendraient nullement à la question plus difficile qui vient 
d'être énoncée, a mentre il problema stesso era stato risolto da ABEL nove 
anni prima. 

  OU VILLE perb, più che alla questione funzionale mirava alla creazione 
di un nuovo calcolo : quello delle derivate d'indice fratto. Ma se questo suo 
concepimento contribuisce a dare forma elegantissima ai resultati , esso per 
altro Io costringe rjspetto alla questione funzionale nei limiti della formula 
~'ABEI,. 

LIOUVILLE era conscio di tutta la importanza delle questioni funzionali 
nell'analisi delle equazioni a derivate pareiali e specialmente nella fisica ma- 
tematica. Dopo avere esaminato una estesa classe di questioni fisico mecca- 
niche, egli dice: u tous ces problèmes sur les forces attractives se rapportent 
A une branche nouvelle des théories mécaniques dans laquelle or1 a pour but 
d'obtenir les forces élémentaires connaissant la loi que suivent dans une série 
régulière de cas donnés les résultantes d e  ces force; élémentaires. L'objet 
qu'on se propose dans cette partie de la science est de remonter des effets 

v aux causes. n 

Ora LIOUVILLE riteneva necessario di dover ricorrere ad u un nuovo cal- 
colo n per risolvere le questioni suddette; ma esse posson farsi rientrare in 
quello ordinario con altrettante facilità. 

Nondimeno la eleganza delle formule di LIOUVILLE ha invogliato vari 
autori a valersi delle sue derivate d'ordine fratto, e i loro resultati sono fa- 
cilmente traducibili nell'ordinario linguaggio colle notazioni ordinarie. 

4. Tarito ABEL quant0 L r o u v r r , ~ ~  per stabilire le loro formule adope- 
ravano il metodo degli sviluppi in serie. Esso perb non è necessario, e quel 
che è più importante di iiotare non è rigoroso. Ne1 1848 SCHLOMILCR nei suoi 
u analytische Studien n riconobbe che la dimostrazione di ABEL giace sopra 
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un fondamento inesatto e particolarizzando una formula generale relativa alla 
riduzione degli integrali multipli ottenue la formula di ABEL il1 n~aniern 
rigorosa. 

L e  dimostrazioni che più coinuncmente si danno di essa sono pcrb di 
natura diversa della precedente. Esse si hasano sopra una forinola di DI- 
RICHLET. Questi fino da1 1835 nella sua Memoria : U Sur les séries dont le 
terme général dépend de deux angles et qui servent à exprimer des fonc- 
tions arbitraries entre des limites données, n aveva stabilito quel principio 
sulla inversione de1170rdine d7integrnzione degli integrali doppii che è di tantn 
utilità e cos1 frequentemente adoperato. 

Esso si esprime mediante la formula : 

la quale, come dice il suo scopritore u est très-facile de démontrer et qui 
devient tout à fait évidente, lorsqu70n l'envisage sous un point de vue géo- 
métrique, n ma che pub ottenersi pur facilmente per via analitica, come lia 
mostrato WINCKLER ne1 1869 (*). 

Fu JOACHIMSTHAL ne1 1860 che per primo riconoblrie, ne1 risolvere un 
problema meccanico proposto da JULLIEN, come il suddetto principio di 
DIRICHLET possa impiegnrsi utilmente per ottenere la formola d7inversione 
di ABEL. 

Noil starb ad esporre in qua1 modo il principio di DIRICHLET renda quasi 
intuitiva questa formula, g-iacchè tale procedinieiito è ormai famjgliare a tutti 
i cultori de117analisi. hccennerb soltanto clle il BELTRAMI, il DINI, il BETTI si 
valser0 di esso nelle loro belle ricerche sulla teoria del potenziale. LETNIKOFF 
ne1 suo studio sulle derivate con indic? fratto ne h pure uso e cosi molti 
altri che non starb a citare. 

Tuttavia i metodi escogitati per dirnostrare la formula  ABEL EL non si li- 
mitano ai precedenti. Ricorderb fra le altre diniostrnzioni una molto elegante 
del SOMOFF clle l a  espose ne1 1868 nella sua Nota:  u Sur  un probkme de 
mécanique n nella q u d e  egli estese anche il problema della tautocrona, pro- 
ponendosi di trovare la curva descritta sopra una superficie qualunque da un 
punto sollecitato da una forza che ha  un dato potenziale conoscendo i l  tempo 

(*) L a  precedente formula di DIRICHLET pub estendersi, sotto cer te  condizioni, al cnso 
in cui m, y siano veriebili cornplesse. [Cfr. il 5 10 della prima nota l~recedentemente citata.] 
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in funzione del potenziale. L' Autore risolve questo problema più generale 
facendo sempre uso della stessa formula  A AB EL. 

5. L e  applicazioni di questa non sono ristrette alle sole riceïche fisico- 
meccaniche di cui abbiamo parlato, né a quelle solo analitiche di LIOUVILLE. 
Una geninle idea emessa da  S C ~ L O M I I ~ I  fu la fonte da cui scaturirorio le ap- 
plicazioni di essa agli sviluppi in serie, alle quali sono legate le profoiide ri- 
cerche di BELTRAMI e di DINI di cui fra POCO daremo un  cenno. 

Ne1 5 7 della sua Mernoria : rc Ueber die Bessel'sche Funktion n ,  SCEL& 
MILCH si propons di sviluppare una funzione arbitraria di un& variabile in  
una serie di funzioni di BESSEL. Egli parte dallo sviluppo di FOURIER: 

1 F(Ax)=- A, + A,cos2 Ax + A 2 c o s 4 A x  + - 9  
2 

in cui: 

O 

quindi moltiplicando per : 
2 d x  

ed integrando fra O ed 1, giunge alla formula (*): 

1 
che è valida per A compresa fra O e - n. 

2 
Ponendo : 

1 - x2 
O 

SCIIL~MILCH ha in ta1 modo 10 sviluppo richiesto di f (A) per funzioni di BESSEL, 
onde in virtù delle (3) si potranno determinare i coefficienti del10 sviluppo, 

(*) Si osservi chc SOHLOMILCH fa USO della notazione di HANSEN anzichè di rluclln di  
BESSEL, per cui si lm : 
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purchè dalla equazione precedente possa ricavarsi F in funzionc di f. & ap- 
punto questo protlema d'inversione che SCHLOMII~CH risolve niediante la for- 
mula  A AB EL. In  seguito I'Autore ottiene 10 sviluppo analogo di una funzione 
per funzioni cilindriche d'ordine uno. 

6. Ne1 1880 il Prof. BELTRAMI ha  preso nuovamente in esarne la for- 
mula  A AB EL e la ha presentata sotto una forma atta a risolvere simultanea- 
mente due questioni reciproche , 1' una delle quali è quella precedenteinente 
citata di ~ C H L ~ M I L C H ,  e i'altra una nuova questione. 

Il BELTRAXI osserva che il carattere esseriziale della s c o p ~ r t a  d' ABEL si 
pub far consistere nella equivalenza delle due relazioni : 

Tenerido ora conto delle due formule: 

Ïr J sen ( s s e n Q ) s e n B d Q = a I ,  ( r ) ,  
O 

dalle (4) si deduce : 

ir r 1 - cosx  
1, (x sen 8 )  d 8 = x 

O 

Come SCHLOMILCH valendosi delle (5) e del teorema  ABEL EL ottiene 10 sviluppo 
d'una funzione per funzioni cilindriche d'ordine zero ed uno, cogli argomenti 
x ,  2 x,  3 r , . . . , cos1 il BELTRAMI valendosi delle (6) e del teorema d' ABEL 
perviene al10 sviluppo di una funzione per serie trigonometrica di seni e co- 
seni cogli argomenti u ,  x ,  u, x, v, x , . . . , in cui le u, sono le radici posi- 
tive di una delle equazioni trascendenti Io (x) = O, Ilo (x) = O, .I", (x) = O.  
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Infatti, se la  funzione f ( x )  ammette nel17intervallo (0 ,  1) 10 sviluppo: 

i n  cui a , ,  a 2 , .  . . , sono radici di una O clell'altra equazione Io (x) = O ,  I ' ,  ( x )  = 0,  
e se al detto sviluppo è applicabile l'integrazione per serie, in virtù di ben 
note proprieth delle funzioni di BESSEL, si avr8 : 

Ora soutituiscsisi nella (7) x sen Q al posto di x,  si moltiplichi per sen 9 d e e 
z 

s'integii fra O e - A cagione della prima delle (6) si otterrà : 
2 

&.la il teorema di ABEL ci dà : 

abbiamo dunque il modo di calcolare i coefficienti del10 sviluppo (9) per 
inezzo di F ( x )  valendosi della formula precedente insieme alla (8); si 
trova cosi : 

Analogamente se f , (x)  ammette Io sviluppo integrabile termine a termine: 

fi  ( x ) = R ,  I i  ( b , ~ )  + Bp 11 ( 6 2  x)+ BzIi (LX) + Y 

essendo le b , ,  b,, b , ,  .. ., le radici positive di una delle eyuazioni Il (x) .= 0 ,  
I ' ,  (x) = O, ossia di una delle due equazioni I i ,  (z) - O, 1", (x )  = O, operanclo 
su qiiesta serie in modo andogo a qucllo tenuto colla (7) e giovandosi della 
seconda delle (6) avremo: 
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(la cui si ricava pel teorema AV AB EL, mediante u n  calcolo facile : 
1 ''TC 

f, (x) = J FI, (s sen 6) sen O d 6. 
,b 

O 

Ma i coefficienti Bn si ottengono da f ,  (x) colla formula : 

q u i d i  essi si ricaveranno, in virtù della (10) dalla F, (x), e avremo: 

7. Lo stesso concetto clle mosse il BELTRAMI nell'estendere le ricerchc 
d ~ l l o  Scrir,6~1r.cn, guidb pure il DINI nell'ampliarle a casi più generali. 

Ne1 Cap. VI1 della sua opera u sulla rappresentazione delle funzioni di 
unn variabile reale n che è stato stampato negli Annali  delle Università to- 
scane, i l  prof. DINI, dopo avere ottenuto sotto una forma generale 10 sviluppo 
in serie di funzioni reali 
dopo averle moltiplicate 
nuovi sviluppi. Se quel10 

passa ad integrare termine a termine le dette seric, 
per una funzione arbitraria. Ottiene in ta1 modo 
primitive è 

i cui coefficienti A n  possono determinarsi dipendentemente dalla f (x), e se 
(x, 5) è la  funzione moltiplicatrice, si ottiene in  ta1 modo 10 sviluppo in 

serie della fiinzione : 

l ( f (x )$ (x ,  i ) d i = F ( t ? ,  (11) 
C 

i l  quale sarà della forma : 

avendo posto : 
5 

~ { ~ ( i )  = \ I I , ( x ) $ ( x ,  E)dx.  
C 

Se si potrà ricavare In f ( 2 ) ,  quando sia scelta la F ( i ) ,  avremo il modo di 
calco1,zre i coefficienti delIr> sviluppo in serie (12) mcdinnte la funzione cl3 

svilupparsi F ( F ) .  
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L a  possibilità duiique della inversione di una equazione funzionale della 
forma (11) rende in generale possibile il passnggio da certi sviluppi i cui 
coefficienti sanno ricavarsi dalla funzione da svolgersi i n  serie, a nuovi svi- 
luppi i cui coeffioienti godono della stessa proprietà. 

Ora ogni qualvolta si sslppia trovare, corne nvviene ne1 caso di ABEL, 
una coppia di funzioni + (x, t ) ,  B (y ,  .r) tali che 

sarà possibile di ottenere una delle dette inversioni mediante una espressioiîe 
della forma: 

Il prof. DINI fa alcune importanti applicazioni, esaminando in particolare la. 
coppia di funzioni : 

la quale pub farsi rientrare ne1 caso di ABEL, ponendo: 

in virtù della formula: 

8. Nessuno degli autori fin qui citato aveva mai oltrepassato il limite 
segnato dalla formula  ABEL EL, tantochè essa ha  rappresentato 17unico esempio 
di inversioni di integrali definiti con limiti variabili fino al 1584 in cui i l  
SONINE pubblicb negli Acta Mathematica la  sua Mernoria : u Sur la généra- 
lisation d'une formulc  A AB EL. n I l  SONINE stesso in un precedente lavoro 
del 1879: u Recherches sur les fonctions cylindriques et le développement 
des fonctions continues en série n si era limitato a ricavare la consueta for- 
mula  A AB EL desumendola da alcune interessanti proprietà delle fiinzioni di 
BESSEL. 

Annali di Matemntica, toino XXV. 20 
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Ma il teorema che il SONINE ha reso noto ne1 1884 e che era stato da 
lui trovato due anni prima segna un vero e proprio passo nella questione 
dell'inversione. 

Ecco in che cosa consiste i l  teorema di SOMINE. Se p e q sono due nu- 
meri positivi la cui somma è eguale all'unità, prendiamo unn serie qualunque 
di potenze : 

1 f C , X  $ C , X ~ + . . . = ~ ~ ( X ) ,  (14) 

e formiamo 10 sviluppo : 

si avrà allora : 

v ~ l e  a dire la equazione funzionale : 

si invcrte mediante la formula: 

= J ~ J F ' ( + ( ~  -2) d I .  (1 7) 
Il 

L a  formula di SONINE che diviene quella di ABEL qunndo la serie p (x) si ri- 
duce al suo primo termine, offre quindi irifiniti nuovi casi di inversione otte- 
nuti per la prima volta dopo quel10 di ABEL. 

L a  proprietà caratteristica delle funzioni a e + da cui dipende la powi- 
bilità della inversione consiste in cib che : 

Il teorema di SONINE dà quindi infinite soluzioni della equazione funzionale 
che si era proposta il DINI, ossia da infinite coppie di funzioni clle soddisfano 
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la (13) distinte dalla soluzione di ABEL, e percib essa offre campo di appli- 
cazioni agli sviluppi in serie. 

I l  SONINE in una Nota del 1889 ne ha fatto anche una applicazione alla 
riduzione di un integrale multiplo. 

Analiozando il processo ideato da1 SONINE appare evidente che egli si è 
proposto di invertire la equazione funzionale (16) mediante una funzione 
avente la espressione prestabilita (17), e cib per analogia colla formula di 
ABEL. Anche il DINI era stato condotto a proporsi il problema in maniera 
analoga. Ma il prestabilire la forma della soluzione ha di necessità ristretto 
i l  campo in cui ha potuto applicarsi la inversione stessa, giacchè come il 
SONINE osserva subito riella sua Memoria del 1884, egli deve di necessità li- 
mitarsi a funzioni 4 e o che divengono infinite allorchè il loro argomento si 
annulla. 

Nella mi% Nota II delllAccademia di Torino resulta il perchè in questo 
cas0 la forma della soluzione diviene tale, mentre è diversa quando le fun- 
zioni sono finite. Nell'Art. I I I  vedremo poi come il teorema di SONINE si de- 
duce dalle formule generali ivi stabilite c,on principii del tutto differenti. Pe r  
la. validità del teorema stesso non si richiede poi la convergenza delle serie 
(14) e (15). 

9. 1 problemi di inversione della equazione funzionale: 

con rp (.c) funzione incognita, allorchè i limiti dell'integrale anzichè esser va- 
riabili sono costanti, hanno dato luogo s studii di una natura totalmente di- 
versa da quelli fino ad ora esaminati, fra cui citeremo quelli del prof. PIN- 
CHERLE. Noi non staremo a parlarne giacchè le due questioni hanno seguito 
cainmini differenti tanto che I'una non ha, che io sappia, contribuito fino ad 
ora all'avanzamento dell'altra. 

Di ricerche che legano in oerto modo fra loro le due specie di questioni 
è a mia conoscenza, oltre ad una mia breve Nota del 1884 : u Sopra 'un pro- 
blema di elettrostatica n, una Nota del prof. LEVI CIVITA, dei cui resultati lo 
stesso autore si è valso in una questione di fisica matematica. 

10. Nelle quattro Note che ho presentate all'Accademia di Torino, e 
nelle due che ho comunicate a quella dei Lincei citate precedentemente, ho 
cercato una esposizione sistematica della teoria dell'inversione degl'integrali 
definiti ottenendo le condioioni in cui il problema, allorchè i limiti sono a 
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ed x, è possibile e determinato e risolvendolo effettivamente in generale senzn 
porre restrjzioni alla forma delle funzioni date ed estendendolo poscia al caso 
di più funzioni incognite e di funzioni di più variabili. 

I l  metodo che ho seguito è fondato sopra t re  principii fondamentnli. 
PRINCIPIO DI CONVERGENZA. Se  So (x, y), a < x < y, a < y < b è z ~ a  

fu?zxione finita integrabike j*) e a par t i re  da essa s i  c d c o l u ~ ~ o  successiva- 
wente  l e :  

snrà  u n i f o r ~ ~ e m e n t e  conve~gen te  e r a p p e s e n t e r h  m n  fu~zeioize in tegwbi le .  
PRINCIPIO DI RÉCIPROCITB. Se s i  opera szilla so (.c, y )  conte s i  E operato 

sul la  So (x, y),  cioè se s i  forma : 

e le due fzrnxioni So (x, y) e s, (x, y) sono legate da l la  velaziorie: 

PRINCIPIO DELLA INVERSIONE. L'equnxione firtzxionale : 

si inverte i t z  unu nzataiera unica tnedinnte l a  f o r m d a  : 

(*) Nella condizione di integrabilità includiamo quella della possibilitj della inversione 
dcll'ordine d'integraziono rispetto alle vsriabili m, Y. 
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- 

Questi tre principii sono estensibili al oaso di  un sistema di funzioni, vale a 
dire se invece dellu sola funzione S, (x,  y) s i  itntztzo le nlg f u m i o n i  S!:/(r, y )  
in cui gl ' indici  r ,  t p r e n d o ~ o  i uulori 1 ,  2 , .  . . , n ,  e a partire da esse si 
calcola?zo successiwmente le : 

m 
s!\(x, y)== -&S~ \ ( x ,  y ) ,  

O 

sono zmiformem.ente convergenti. Iîzoltree ~ i p e t e n d o  s d l e  s:!'! (x, y )  le operaxioni 
esegzcite szclle STl (x,  y) s i  ~ i t r o v n n o  le futtxioni primitive S(t1 (x, y), cioè : 

essendo : 

Z 

e s i  h a :  

=y $ s!:)~ (x, i )  S/:)t (El  y) d i ,  (prineipio di  reciprocità). 

Firialmente vnle il principio dell' inversione; ossia: i l  sist~trzcc d i  equaxioni 
fimziona Ei : 

s i  iltuerte in unu ~izunieva unicu mediante le f o ~ m u i e  : 

Urin idteriore estensione pub poi ottenersi considerando, invece clie una fun- 
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zione O un sistemn di funzioni di u n a  coppia di  varialiili, uria furizione 0 
un sistema di funzioni di m coppie di variabili : 

S e  

A ,  x . X ,  . ) ~ i < x i < ~ / i 7  a i < y i < b i ,  

saratzno ilzdipendenti dall ' indice j ;  lu serie : 

sarh zcnifomteînente cowverge~zte, e, posto : 

resul terà (principio di reciprocità) : 
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si inverte~.à in wuniern unica mediante l'altra : 

11. Con questi principii si riconduce la risoluzione dei vari problemi 
di inversione, qualiinque sia il numero delle funzioni incogriite e qii:dunque 
sia il numero delle variabili da cui esse dipendono ad opcrazioni successive 
di quadratura. 

Nel caso il più semplice che possa presentarsi si ottiene il teorema: 
u Se si ha la equaxione funziona,le : 

i n  cwi f (y) e f' ( y )  si mlcntengono finite e continue per y compreso fru o! e o! + A 
a H  e H (x, y )  e - = H, (x, y )  sono pure finite per y > x > U, u + A > y > a,  
ay  

e quest'ultima è zizteyrahile, mentre è muggiore d i  zero i l  limite inferiore 
de i  vulori assoiuti d i  h (y) = H(y , y), esisterà unu ed una sola funxione 
jînita e continua che soddisfa Z'equwxione funxionule per y compreso fra cc 

e a + A ,  la quale snrà data da : 

in  cui : 

Ne1 caso particolare in cui H(x: y) assume la forma P [ I  (x) - 1, (y)] questo 
teorema si specializza e diviene 

u Ln for~nulu di iwversione della 
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o (z) =. 2 (- lji S i  (z) 
U 

So  (8) =. F (x) 

I I  cas0 in cui H ( x ,  y )  diviene infinito per x = y, in modo clie si possa porre 

(x: y) con G (s, y) finita e i < 1, e che cornprende in SB evidon- H(x 9 Y). = (5->l)i 
temente il cas0 di SONINE e quindi quel10  ABEL EL si pu6 ricondurre, con uno spe- 
ciale artificio all'analisi precedente, ed in ta1 modo si ottiene il teorema : 

u S e  s i  ha l ' e p a x i o ~ z e  funxionale: 

i ?~  cui  f ( y )  e f' ( y )  s i  rnantengono finite e continue per y compreso f r a  a e 
aG 

a + A ( A  ) O )  ; e G (x ,  y )  e - = G, ( x ,  y )  sono pure finite e cow%zzce per 
ail 

tu t t i  i ualori  d i  x, y ,, compresi entro i linziti u e a + A ,  mentre è m n g -  
giore d i  zero i l  l imite inferiore dei va lor i  assoluti  d i  g (y) = G (y, y )  per y 
compreso nello S ~ ~ S S O  i?ztervui20, esisterù z 6 m c  ed zma s d a  futzxione filzita 4 

continua y che soddisfa l'equazione ficnzionale per y colnpreso f ra  a e u + A , 
la quale sarà  data d a :  

CL 

in cu i  : 
sen I 7 s, (y, x) =--- - 
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Questa proposizione, allorcliè G (x, y) ha la forma F (y - x), si specializza 
e si riduce all'altra : 

u La for~nula d i  inversione della reluxione ficnxionccle : 

in cui : 
sen" y (( l-U)I-i 

S,, (v) = - E" (ic) - 
nu 

O 

1 
to (v) = - 

~ 7 1  - A  

111 qiiesto teorema non è necessario, come in quel10 di SONINE, partire 
dallo sviluppo in serie di potenxe della fiinzione F. 

Finalmente se H ( x ,  y) si annulla per x - y ,  il prohlema dell'inversione 
pub in taluni casi riescire determinato, in altri no, e la discriminazione di 
essi pub ricondursi ad operazioni algebriche. Il teorema fondamentale che si 
ha a questo proposito è il seguente. 

Abbiasi la equuxione funxionale: 

in cui : 

f (y) = ynt i  f a  (y) 

essendo le a; quuntith costanti. 

Se f, (y) e Li (x, y) e Zr? loro derivate rnpporto ad y sono finite e con- 
tinue per z coîxpreso fra O e y e y cotqweso fra O ed a ,  wzente in questo 

Annali di Matematica, toino XXV. 2 1 
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intervailo h ( y )  = H(y, y )  non si annulla t h e  per y = 0, esisterà m a  ed u m  
sola funxione $nita e continua che soddisfa la (25) qunndo futte le radici 
dell'equasione algebrica di grado fi : 

essendo jînite e differenti fia loro, avranno le parti reali positive. Invece, se 
le radici della e q u a z h e  pl-ecedente saranno finite e diverse f i a  loro, ma una 
O pi& d i  esse avrunno la parte reale negativa, allora i l  problemn d i  de- 
durre rf (x) dalla (25) sarà indetermz'nato. 

L'effettiva risoluzione della equazione funzionale (25), quando le condi- 
ziorii stabilite da1 precedente teorema nffinchè il problema sia determinato, 
sono soddisfatte pub eseguirsi riconducendo la questione ad un'dtrs analoga 
per la quale sia verificata la condizione H(y, y) '0. [Vedi percib la 3." e 
la 4." delle mie Note dell'Accademia di Torino.] 

ART. II. 

1. Il metodo precedentemeute esposto pub estendersi in modo da ren- 
der10 applicabile al caso della inversione, quando ambedue i limiti sono va- 
riabili. È cib che mostreremo in questo articolo. 

Cominciamo da1 ricordare alcune formule ben semplici del calcolo delle 
differenze finite (*). 

Se À (x) e g(x) sono funxioni finite e continue nell'intervallo (0 ,  a )  
e 1I(0))?1 e O < a < l ,  la serie: 

surà convergente uniformemente nel2'intet~vallo ( 0 ,  a )  e la somma 0 (z) s a d  
una funzione jînita e continua. 

Infatti sia Mn il limite superiore dei valori assoluti di À (x) nell'inter- 
val10 (0, aan) ,  ed M il limite superiore dei valori assoluti di g (x), il ter- 
mine nesirno della serie (1) sarà inferiore iri valore assoluto a :  

an Mo Mi. .  . Mn-, M. 

(*) Cfr. BOOLE, A Treatise on the calculus of finite differences. Ch. I X ,  Art. 6 e seguenti. 
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Ora la serie : 

è convergente, giacchè il rapport0 fra 1' (n + l)e.im termine e il termine 
n ~ ~ i m ~  & : 

Ma, 

il quale per n= oo avrà un limite inferiore all'unità. 
La serie (1) converge dunque uniformemente, e siccome ogni termine è 

una funzione Pinita e continua di x, cos1 0 (x) sarà una funzione pure finita 
e continua. 

Questo teorema pub estendersi al easo in cui o. sia negativo ma sempre 
tale che 1 a 1 < 1 , in modo che si ha  il teorema : 

Se A (x) e (p (x) sono funzioni finite e continue nell'intervallo (a a ,  a )  e 
i 1. ( O )  1 G 1 , O > a > - 1, la serie (1) sarà convergente uniformemente nez- 
b'intervallo (o. a ,  a)  e rappresenterà una funxione finita e contirzua. 

Ci si pub ora proporre il problema di trovare la funzione cp (x) quando 
sia data la funzione 8 (x). 

Abbiamo : 

quindi : 

0 (x) - h (x) 6 (a x) =. cp (x) , 
e questa formula risolve la questione proposta. 

Reciprocamente la (1) risolve il problema di determinare 0 (x) quando 
si conosce y (z), onde possiamo considerare le due formole (1) e (2) corne 
inverse O reciproche l ' m a  dell'altra, per modo che se h (x) è jnita e continua 
e 1 1 (O) 1 L 1, 1 a 1 < 1, sceltu arbitrariamente la funxione finita e continua 0 (x) 
la (2) ci dur& rp (x), mentre scelta arbitrariamente la fupaxione $,nita e con- 
tinua y (x), lu (1) ci darà 8 (x). Se a > O busterà considerare h (x) , 8 (x) e 
cp (x) i n  un intervullo (O, u), mentre se a < O dovremo considerarle i n  un 
intervallo (a a ,  a). . 

2. Cib premesso, abbiasi la equazione funzionale : 
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aH 
in cui l > a > O  e f ( y ) ,  f'(y), ml y ) , W x ,  Y)= - sono funzioni finite 

a2/ 
e continue per x, y variabili respettivamente negl'intervalli ( a  y ,  y )  (O, a) e 
e (x) E una funxione incoqnita nell'intervallo (0, a).  

Derivando la precedente equazione, avremo : 

e se il limite inferiore dei unlori assoluti di H(y, y) è diverso da zero : 

Posto : 

avremo : 

oiide, ponendo cp (y) = e (y) - a h (y) 6 (a y), e quindi ricorrendo alla (1 ) )  si 
otterrh : 

ovvero, a cagione della convergenza in egual grado della serie contenuta 
sotto il segno d'integraziorie : 

Se ora ilel sccondo integrale del secondo membro sostituiarno x ad a x ,  ne1 
terzo sostituittrno x ad o." x cos1 di seguito, l a  precedente equazione si 
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3. Si immagini il triangolo O A B compreso fra l'asse y ,  lu biset- 
trice dell'angolo degli assi x, y e la retta y = a ,  quindi si tirino le rette 

(Nella figura si é supposto n - 3.) 

O A , ,  O A , ,  O A , , .  .. , tali che formino con y aiigoli le cui tangenti trigo- 
nometriche siano successivamente a, a2, a". . . Verrà cosi diviso il triangolo 
O A B in un nuinero infinito di triariçoli O A  A , ,  O A ,  A , ,  O A ,  A , ,  . . . Am- 
metteremo che i punt,i di ciascun lato O An apparteiigano al triangolo 
O A,-, A, e non al triangoln si~ccessivo O A ,  A,+, ; soltanto il lato O A 10 
supporremo appartenere al triangolo O A A ,  . In ta1 modo scelto un punto 
qualsiasi del triangolo O A B (escluso il lato O B) esso apparterrà ad uno e 
ad uno solo dei triangoli precedentemente costrutti. Appartenga il punto 
scelto al triangolo O A,  A , + , ,  denotiamolv con Mn e cliiamiaino x, y le sue 
coordinate. 1 punti M,.-,, M, -,,. . . , M e ,  M,, M aventi rispettivamente le 
coordinate : 
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apparterranno ordinatamente a i  triangoli : 

e si p t r a n n o  chiamare corrispondsnti di Afn. 
%elto Mn sarà facile ottenere M mediante una eostruzione geodietrica. 

Basterà tirare da  M,' la paraMele all'nsse 2) finchè non si incontra il latb 0 -4, 
e a partire da  questo punto d'intersezioné VI costruire una spezzata f 

vi V2 Km.. 'PTqn- ,  VmJf, 

internamente al triangolo O A A,,  avente i vertici V,, V3,. . . , V * A - ~  SUI 
lato O A ,  e i vertici V', , V, , . . . , V , ,  su1 h o  O A ed i lati successivdhiente 
paralleli agli assi x, y finchè non si incotltra in M la  parallela ad 4 con- 
dotta da1 punto Mn. 

4. Per  cib che è stato detto ne1 $ 9, Htx, y) e quindi L(x, y) sono 
funzioni definite nei punti del triangolo O $  Ai, mentre 1. (y) è definit8 iiel- 
I'intervallo (U, a). Si prolunghi ora la fundone L (x, y) in tutto 10 srazio 
O A B  (escluso il lato OB), prendendone d valore in un punto qualsias Ma 
dato da : 

e denotiamo con K(x, y) la funzione cos1 ottenuta. Si riconosce subito dhe 
essa sarh in generale discontinua lungo le linde 0 A , ,  O A,,  ..., O A,, .,. 

II suo valore potrà essere scritto, in virtiî delle (4), sotto la  forma: 

ossia : 
f l ( V t ) H t V ~ ) . . ~ H ( ? n - t )  L ( ~ ) ,  

"(Mn) = -la ( a r a  ( v*,) 
denotando con F ( P )  il valore di una funzione di x, 9 ne1 punto F: 

Rifersndoci quindi alla costcuzione geometrica precedentemente indicata, 
potremo dire che il valore della funzione K in uun punto qualunpue del 
triangolo O A B (escluso OB) è eguale al valore della firceeione L ne1 punto 
corris~ondente del triangoio O A A ,  tno2tiplicato per il phdotto dei valort 
di  H nei vartici d'ordine dispar2 della poligolzale costrui4d e diviso per i l  
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[K(x,  y )  1 sarh sempre inferiore ad un numero finito. 
Infatti la (7) potrh ~ r i v e r s l  : 

2 x in cui le Ei sono numeri compresi fra - e -. 
ut ai+i 

Sia ora m il limite supe- 

riore dei valori aseoluti di If($, y), m' il limite inferiore dei valori assoluti 
di Hjx, x) e na'' il limite superiofe dei valori assoluti di &(x, y), riferen- 
dosi alle (4) avremo : 

2 
e siccome - < a  : 

an 

,, 
m in cui p = -a. Il che dimostrrr la proposizione. 
In 

5. Riprendiamo ora la formula (6) del 3 2,  ed osserviamo che : 

per y z x t a y  si ha L(x, y)=K(x, y) 

n a y > z ? a o y  n A(:) L(?, ?/)= ~ ( r ,  y) 
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e cos1 di seguito indefinitamente, percib la formula (6) potrh scriversi : 

ovvero, ponendo K (x, y),= - S, (z, y), 

O 

dalla quale si ricaverà, col processo di inversione esposto nell'brt. 1, $ 10. 

in cui s, (r, y )  potrà calcolarsi con quadrature successive mediante K(x ,  y). 
Ottenuta in ta1 maniera rp (x), la (1) ci darh la fuiizione incognitn O(%).  

6. La soluzione del problema propostoci pub ottenersi anche in un  
altro modo corne accenneremo ora. 

Dalla (5) segue: 

dalla equazione precedente resulterà : 

Qiiestn formula è analoga alla (6) e da  essa potrebbe ricavarsi B ( y )  con un 
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procedimento analogo a quel10 tenuto nei due paragrafi precedenti per otte- 
nere y ( y )  dalla (6). Noi lion staremo perb a svilupparlo, ci varremo piuttosto 
della formula ora trovata per risolvere la equazione funzionale (3) ne1 caso 
di a negativo e minore dell'unità. 

7. Prima di procedere alla trattazione di questo caso preiriettiaino le 
considerazioni seguenti. 

Abbiasi la eqiiazione funzionale : 

f ( y ) = y ( y )  + r p . ( W ( x ,  !MX, ( a > y > - a ) ,  (1  0) 
- Y  

in cui f ( y )  sia definita nell'intervallo (- ta, a) e la funzione finita ed inte- 
$rabile K (x, y) per y > x > - y  e a > y > - a. 12 equazione precedente 
potrà scriversi : 

e cambiando y in - y :  

allora le due equazioni precedenti si scriveranno: 

e quindi da  queste equazioni potremo ricavare 9 ,  (2) e y, (x)  definite am- 
bedue nell' intervallo (O,  a) mediante ' le formule [Cfr. Art. 1, § 10, for- 

Annali di Matematica, toino XXV. 22 
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Definendo la funzione R (2, y) pcr y > x > - y , a > y > - a , mediante le 
seguenti relsziorii : 

sioi'(~, Y)=-R(x ,  Y), s:O!(x, Y)=- R(-x, Y), Q(x,  Y ) =  R(x,  .-y), 

potremo sostituire alle precedenti equazioni l'unica formula : 

Y ( Y ) = ~ ( Y ) +  ~ ~ ( X M X ,  Y M X  ( a > y > - a ) ,  ( 1 1 )  
-Y 

la quale risolve la equazione funzionale (10). 
Supyoniamo ora di avere la equazione funzionale : 

con y (z) funzione incognita. 
Essa potrà ridursi alla ( I O ) ,  bastedi percib supporre : 

e prolungare la funzione f (y) per y compreso fra a a e - a in maniera ar- 
bitraria pur di conservarla atta alla integrazione e finita.' 

Ne resiilteranno : 

Si? = 0 per ( a > y > - a a  
y > z > o  

y > z > - a y  
- a a > y > O  

S$'(x, y) = 0 t 

1 e per j a > y > - N u  
Y > % > *  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di inversione di integvali definiti. 166 

e per consttguenza Sri, Sk), Sr: saranno nulle per quei valori delle varia- 
bili x, y pei quali rispettivamente abbiamo indicato esser nulle SlY, SE, s:' e 
quindi per gli stessi valori delle variabili x, y sara.nno pure nulle s:, SE), s:L) (*) 
e percib finalmente la (11) si ridurrà a : 

giacchè fi (x, y) al pari di K(x,  y) sarà tale che : 

8. Cib premesso passiamo alla risoluzione della equazione funzionale : 

nella ipotesi O > a > - 1. Supponendo che f (y), f '  (y), H (x, y) ,  H, (x, y )  
siano funzioni finite e continue per x, y variabili respettivamente negl'in- 
tervalli (a y, y), (a a, a) e û (x) sia la  funzione incognita nell'intervallo (a a, a) 
avremo che le equazioni (4), (5)  e (9) seguiteranno a sussistere; e il campo 
entro il quale si dovranno considerare le funzioni H(x, y), H, (x, y), L (x, y )  
sarà costituito dalla figura compresa fra le linee y = a (A A'), y = a a ( B  B') , 
y = x (A B ) ,  y = a x (B' A'). Si tirino le rette aventi per equazioni y = a x, 
y = a2 x, y = a' x ,  . . . Preso quindi un punto M entro la figura si tracci a par- 
tire d a  esso una poligonale M VI VE V*.  . . con i lati paralleli agli assi x, y 
ed avente successivamente i vertici situati sulle rette A B e A'B' e si deter- 
minino i punti M,, = M, Ml, Mt,. . . , interni alla figura che la poligonale ha 
a comune colla parallela al17assc y condotta per .W. È fncile riconoscere clie 
se ,M è compreso fra le rette y = an-' x e y = an+' x, i detti punti saranno n, 
e le coordinate del punto Mi saraiino s: a'y. 

(") Questi resultati  divengono pressochè intuitivi esaminando la questione d a  un punto 
di vista geometrico, ossia costruendo ne1 piano x, y i campi nei quali sono individuate le 
diverse fiinzioni che s i  considerano, marcando le  porzioni di essi ove le  funzioni stesse si 
annullano, ed  i cammini delle integrazioni mediante le  quali si  passa dalle SE, alle S:::. 
Noi c i  risparmiamo di riportare qui tali  figure che il  lettore pub da se facilmente di- . . 
segnare. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 Vol te ~r a: Sopra alcune questioni 
% 

Def in i am ora la funaione K(x, y) prendendone il valore ne1 punto M 
dato da  : 

L (Tl y )  - a 1 ( y )  L (2, a y) +aB w y) l (y) L (r, ae y) + . . 
+ . . + (- 1)" un 1. (un- ' y) ii (an-' y) . . . A (y) L (x, uH y) = 

(Kella figura si e supposto n 5. 

vale a dire : 

La funzione K (z, y) sarà in generale discontinua lungo le linee y = a x, 
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y = a? x, y = z3x,. . . , e i S U Q ~  valori assoluti saranno inferiori ad,' un nu- 
niero fiiiito. 

Infatti abbiamo : 
H Vtq I) H ( V2s-I) - H ( V2.s) = l + -  
H ( V t c )  H ( v.4 

Ora la distanza fra i punti V4,-, e V2, è. inferiore O ai' p'iù egiiale a 
la (1 -a) u ~ - ~ I ,  quindi se g, denota i l  limite superiore dei valori assoluti delle 
differenze fra i valori di H ( x ,  y) in tutte le possibili coppie di punti le cui 
distanze non superano 1 a f 1 - a) as-' 1, avremo : 

1  H(V9s-1) - H('c.'2s) I L  es , 
e, chiamando m' il limite inferiore dei valori assoluti di H(x, x), sarà:  ' 

H ( Vw-i) 1 H(Y2r) (e1+2' 

in cui m" denota il massimo valore assoluto di HP (x, y). Ora per la pro- 
prietà che hanno le funzioni di esser continue uniformemente ahbianio che: 

lim e,=O,  
8 =Ca 

quiiidi la série indefinita a termini positivi : 

sarh convergente e per conseguenza : , 

i l 'che prova la proposizione enunciata. 
In virtù di quanto abbiamo dimostrato la (9) potrà scriversi dunque : 
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e peroib il procedimento esposto ne1 § 7 [cfr. formule (12) e (13)] ci darà il 
modo di ricavare la funzione incognita 9 (x) dalla (14). 

9. Noi abbiamo fin qui trattato il caso in cui nella equazione funzionale 
(3) O (3') 1 a 1 fosse minore di 1. È evidente che il caso ne1 quale 1 a (> 1 non 
presenta difficoltà nuove, giacchè si pub ricondurre subito al precedente. Ba- 
sterà percib cambiare la variabile y, prendendo z = a y e avremo: 

1 onde, posto f i  = - , la equazione funzionale diverrà : 
a 

in cui I F ] <  1. 
Resta il caso in cui ai = - 1, ne1 quale I'equazione funzionale diviene: 

Esso è un caso eccezionale che sfugge alle precedenti considerazioni ed in 
cui la questione assume un carattere diverso. Inlanto è da osservare che in 
questo caso la f (y) non pub più scegliersi arbitrariamente, se si vuole che 
y (2) resulti finita continua e derivabile, giacchè derivando due volte I'equa- 
zione precedente si trova: 

f' (O) H* (O, O) - f" (O) H (O, O) = 0. 

Ma in casi particolari la f ( y )  pub aiidar soggetta a limitazioiii di una na- 
tura ancora più restrittiva. Dalla (1 5 )  infatti segue, cam biando y in - y : 

quindi se, per esempio, H (x, -y) = - H(x ,  y) dovrà essere f (y) = f(- y), 
mentre dovrà essere f (y) = - f (- y) se H(x, y) = II (x, -y) ed il problema 
funzionale resulterà indeterminato. Noi non staremo ad approfondire qui la 
questione di risolvere la (15), ma ci limiteremo a mostrare a quale classe di 
questioni essa appartenga, 
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Si prenda nelle (15) e (16): 

d o r a  esse diverranno [Cfr. 3 71 : 

L'analisi di queste equazioni funzionali è stata fatta ne1 8 5 della mia 
prima Nota dell'hccademia dei Lincei, precedentemente citata, quando il de- 

Ne1 riostro caso mso si annulla per y  = O. Poichè questo determinante compie 
10 stesso ufficio della funzione H(y, y) nei problemi considerati ne1 $ 11 del- 
l'Art. 1, cos1 si riconosce che la questione si presenta corne del10 s t e m  tipo 
dl  quella che si incontra allorch& H ( y ,  y )  si aunulla per y  =O. [Cfr. l'iiltimo 
teorerna del 5 11 del17Art. 1.1 

10. Supponiamo che I'equazione funzionale abbia la forma : 

in cui 1 :l 1'; 

Senza alterare la generalith delle nostre considerazion'i potremo supporre 
senz'altro : 

Pongasi : 

avremo : 
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essendo a = 2. L'equasione rientra quindi nella classe di equnoioni funzio 
P 

nali precedentemente studiate. 
Abbiasi ora l'equazione : 

2, 

in cui p, q sono due limiti costanti arbitrarii, escluso il csso 

Yosto z y = 5 ,  la relazione precedente diverrà: 

f ( y ) = r ( ( t ) ~ ( : >  y ) y d i ,  
PY 

e posto: , 

K ( ;  Y ) Y  = H G ,  Y )  , 
17iiltima equaxione diverrlt : 

f (Y> = IqY P (8 HG, Y )  d t , 
PV 

ossia si ridurrà alla (1 7). Il problema duiique propostosi da ABEL e di cui fu 
parlato ilel $ 1 dell'Art. 1 potrà risolversi mediante le fatte consideraxioni, sup- 

y finitn, cd escluso il easo in cui per i'limiti si abbia 1: 1 == 1. 

ART. III. 

1 .  Dedicheremo questo articolo ad alcune applica~ioni~ delle formule 
generali esposte ne117Art. 1. Il procedimento ivi indicato nei §€j 10,  11 dà, 
la soluzione dei rari problemi d'inversiorie mediante delle operazioni di qua- 
dratura; in molti casi esse si eseguiscono con facilità ed in particolare qunndo 
le funzioni date sono serie di potenze. 

2. Cominciamo da1 provare c'orne, eseguendo le dette quadrature, le 
formule (23) e (24) dell' Art. 1 conducano subito alla formula di SONINE RI- 
lorchè si suppone che F(u)  sia una serie di potenze. 

Prendiamo : 
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tenendo preaenti le (24) del17Art. 1, avremo : 

ovvero, ponendo : 
1- (h - A + 2) - 

ah+i r (1 - 1) - ch+i, 

* CA+r 
s, (v) = 2 ; h  

O r @  + 1) 
v h ,  Co= 1 ,  

Abbiamo ora:  
1 

t o  (v)  = ,, 7 

e percib : 

onde : 

ossin, ponendo : 

~i ha la for.mula ricorrente : 

Abbiamo dunque il modo di calcolare tutte le ti (v) e per conse- 
guenza il (v). 

3. Osserviamo ohe supponendo la variabile v cornplessa e l V I  minore 
del raggio di convergenza della serie (l), In funzione: 

in virtù della legge con cui decrescono i limiti superiori dei moduli di t i  (v) 
è una funzione uniforme ed olomorfa. Essa è duuque una serie di potenze 
di a convergente entro il cerchio di convergenza della (1), quindi resulterà: 

Annali di Mntematica, tom0 XXV. 
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da cui segue : 
k 

e k  = ys (- l)J bs+$ = 
1 2 (- us &,&- s, 

O r(- 4- 1) O 
Si ponga : 

k 

Ek=3;s( -  i)S~S,k-s, € ~ = r  (A), 
O 

sarà per la (2) : 

k, 76-s k-1 k-h-1 
Ek = ys (- 1)' E h  Ch+, Ps-i ,k-s- l t  = - x h  ch+i 3, (- 1y P s ,  k-h-o-i 

1 U O U 

Riassumendo si lianno le formule : 

sen h 7i sen h 7i s (16) = - 
Ir 

* k  ek gk 9 

le quali ci permettono di  calcolare 8 e quindi i2 conoscendo 3'. 
Osserviamo ora che dalla terza delle precedenti equazioni segue : 
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si avrà: 

e quindi : 
00 Ch F (u) = r (1 -- 1) 2 1 ~  ,, i ' ( h + l - A )  

uh 

sen A 7~ 3 k 
(6) 

e (u) = 
7i r ( i - a )  l 5, r ( k + I l V k y  

le quali appunto conducono alla formula di SONINE. (Cfr. Art. 1 $ 8.) 
Il resultato varrebbe anche se la (3) non fosse convergente o si annul- 

lasse, ma allora dovremmo attribuire alla (3), (4) e ( 5 )  un significato simbo- 
lico. La  reciprocità delle due serie (6) prova che esse hanno 10 stesso cerchio 
di convergenza. 

4. Il precedeilte resultato pub ottenersi anche molto semplicemente dalla 
equazione (2) colle considerazioni seguenti. 

La  ( 2 )  prova che se poniaino : 
m 

p(v) - X c i v i ,  
O 

sarà, almeno simbolicamente : 

a,.. [- 1 + p (v)]' = x s  pi,, vi+s, 

quindi per avere vL-' ti ( v )  bafiterh dividere pec r (h  + A) il coefficiente del 
termine di grado h ( h  s 1 ,  2 ,  3 , .  . . 00) nella serie : 

B o , o  [- 1 + p (v)li. 
Se dunque scriviamo : 

@ (v), n (v )  = - 
VI-2 

0 (v)  si otterrà calcolando : 
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e dividendo quindi il coefficiente del termine di grado h ( h  .= 1 , 2 , .  . . m) per 
r ( h  + 1). 

Ora dalla equazione precedente si deduce, almeno simbolicamente : . 
PO 0 e (v )  = - , 
P (v) 

per conseguenza : 
sen 'h z 1 1 

77 O ( ' ) =  r ( 1  -A) G) T;)> 

da cui seguono irnmediatamente le formule (6). 
5. Esaminiamo osa le formule (21) e (22) delllArt. 1 supponendo che 

F ( z )  sia una serie di potenze. 
Poniamo : 

e scriviamo : 

quindi : 

Ma: 

CO 1' 

= V  V p r - h  (1, ( ) h  d E = 
~r d h  Co, h C i ,  r-h 
O O 

e per conseguenza: 

c ~ , ~ , r ( h $  l ) ~ i , r - h r ( i + r - h $ l ) .  
Ci+, ,  r = &Z 

O r(z'+t-+2) 
Posto : 
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di inversione di integrali definiti. 175 

avremo dunque : 

da cui segue : 

r 
Osserviarno che se anche la serie Z;, eo,, ur non fosse convergente, le due 

O 

formule precedenti conserverebbero i l  loro significato simbolico e Io stesso pub 
dirsi delle formule seguenti. 

Pe r  ottenere dunque si (2) hasterà fare la potenza (i + l ) e a i m ~  della serie 
m 

~,.eo,,z', quindi moltiplicarln per ni e dividere yer r (i + Y + 1) il coefficiente 
O 

del termine di grado i + r (r = 0, 1, 2 , .  . . no). 

Si noti ora, conie già facemmo ne1 caso precedentemente studiato, che 
supponendo z cornplessa, finchè lz 1 è minore del raggio del circolo di con- 
vergenza della serie (7) la  funzione : 

sarà olomorfa; essa ~ a r à  dunque esprimibile con uria serie di potenze di z 
convergente entro il cerchio di convergenza della (7). 

Per  ottenerla si forrni : 
m 

m Q) Y" 
1Z;r eo, Y z8^ 
O 

CO 

~ ; i  (- 1)' 5' e., ,. zr = Co = Z ; / c  bh a h ,  
O O 1 + z 2, eo, ,, zr O 

O 

avremo allora : 

Dalle (7), (8) e (9) si deduce, scrivendo per setnplicità eh invece di e , h :  

onde potrenio enunciaqe la proposizione seguente : 
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176 V O 1 t e r  Y a : Sopra alcune questioni 

e quindi: 

si avrà che i'integrule : 

si inverti& mediante la fomula : 

Y (Y) = f 1  (Y) + h' (y) f (x)  .)O P. (2) - 1 (y)] d x ,  

e per lu validità delle fomnule precedenti baster& mantenersi entro il cerchio 
d i  cowergenza della serie (14), cinche se le (12 )  e (13) non fossero convergenti, 
ntt~ibztendo in questo caso a peste ultime un significuto simbolico. 

. 6 .  Le formule precedenti possono verificarsi anche direttamente col 
procedimento seguente. 

Affinchè : 

- 
verifichi l'equazione funzionale : 

U 

dovremo arere : 
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di  inversione di integvali definiti. 177 

quindi : 

ovvero : 

che pub anche scriversi : 

Poeto : 

dall'equazione precedente reaulterà : 

a h r ( h  f 1 ) = b h ,  
otterremo : 

1. 

e , . = $ g h b r - h ,  ( ! ' = O ,  1, 2 . .  .), 

equazione che equivale, almeno simbolicamente, all'altra : 

Ma: 
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178 V o  1 t e  r Y n : Sopra a lcme  questiolzi d i  inversione, ecc. 

quindi : 

onde si avranno immediatamente le (13), (14) e (15). 
Gli esempi della stessa specie di quelli ora considerati potrebbero mol- 

tiplicarsi all'infinito, noi non fitarerno a trattarne altri, non presentando essi 
che difficoltà puiamente di calcolo (*). 

(*) A compleinento delle notizie contenute nell'Art. 1, debbo aggiungere clie durante la 
stampa del presente scritto il sig. LE ROUX ha pubblicato ne1 fascicolo del 18 gennaio 
dei Comptes rendus de 17Académie des Sciences una Nota: Sur Z'équation des t&gru- 
phistes, nella quale accenna ad  un teorema sulle funzioni ricairate mediante integrali de- 
finiti, rimandando alla sua tesi di laurea, lavoro perb che non ho potuto ancora pro- 
curarmi. 
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Sulla teoria 
dei gruppi infiniti continui. 

(Di P. MEDOI~AGIBI, a Rown.) 

INTRODUZ IONE. 

N e i  primi iavori s u ~ a  teoria dei gruppi infiniti (*), si parla so~ianto, corne 
è noto, di gruppi di trasformazioni infinitesime. Questi gruppi sono definiti 
da  certi sistemi di equazioni alle derivate parzinli che furono chiamati equa- 
xioni di defirzizione delle t~asformaxioni infinitesime. 

L' E N ~ E L ,  già fino da1 1885 (**), espose un metodo per formare questi 
sistemi di equazioni per tutti i gruppi in n vaiiabili, e fino da  quel moment0 
appari una notevole corrispondenza tra questi gruppi e certi gruppi finiti di 
particolari composizioni. Queste composizio~ii furono anche determinate dal- 
~'ENQEL pel cas0 in cui le equazioni di definizione sono dell'ordine primo e 
secondo. Più recenti considerazioni (***) dell' E N ~ E L ,  intese a dimostrare 1st 
generalità del ~ u o  metodo, mi hanno reso facile il determinare queste oom- 
posizioni anche ne1 cas0 Senkale. Questa determinazione, insieme ad una 
esposizione del metodo di ENBEI,, si trovano ne1 8 2 di questo lavoro. 

Gli altri paragrafi sono destinati ri mostrare un altro aspetto della cor- 
rispondenza ira i gruppi finiti cosi trovati (che io chiamo gruppi y,,) ed i 
gruppi in l z  variabili. Le considerazioni si riferiscono alle equazioni delle 
trasformazioni finitea 

(*) LIE,  Ueber ulzendlichs continukliche Grwppen (Christiania, Videnslcab. Forli., 1888). 
ENGEL , Cre:eber clir cle/înitionsyleiclzungen der continuirlichen Tt.. gruppen (Math. Ann. , 
Bd. 27, 1886). 

(**) ENGEL, op. cit. 
(***) Iileinere Beitrnge I X  (Bericlite der lcgl. Sachs. Ges. der TVissenscliaft, 189 1). 

Annali di Mnlematica, tom0 XXV. 2 1 
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È nnto, dalle Memorie (*) in cui LIE pose i fondamenti della teoria dei 
gruppi infiniti, che la nozione di gruppo di trasformazioni infinitesime coin- 
cide essenzialmente con quella di gruppo infinito. Le  trnsformnzioni finite sono 
clefinite da sistemi di equazioni alle derivate parziali clie furon chiamate equcc- 
xioni d i  defi?zixione delle trasfo~maxio~zi Jinite, e che si deducono dit queIli. 
delle trasformazioni infinitesime, itzteg~ando z r l z  sistemn conqdeto. 

Per  le equazioni delle trasformazioni. finite fu trovnta rial LIE la fnrmn 
seguente : 

a yi  Qui le Th sono funzioni delle y, . . . y,, . . . sulla cui nrttiira non si areva, 
G si 

per quel che io so, nessuna idea più precisa. Io ora dimostro che ogni si- 
stema (1) si pub ottenere dalle cquazioni finite : 

x ' ~  = fh ( 2  . . . zllz a, . . . a,), Ic= l . . . m ,  

di un gruppo y,,,, ponendo al posto delle x ,  . . . x, delle funzioni opportuna- 
mente scelte ET, (y, . . . y,). . . mjn (y, . . . y,) delle y ,  . . . y, ; d posto delle 
x ' ,  . . . x', le stesse funzioni rispettivaniente, delle X, . . . x n ,  e finalmente po- 

a YI iiendo in luogo delle (6,  . . . a, certe funzioni delle - . . che hanno la pro- a X~ 
prietà di  essere invarianti indipendenti di certi speciali gruppi y,,. 

Da questo teorema si possono ricavnre molte conseguenze: di que& al- 
cune sono indicate negli ultimi paragrafi. Qui voglio accennare soltanto alla 
più importante. 

Date le equazioni di definizione delle trasformazioni infinitesime di un 
gruppo infinito I', si posfiono scrivere immediatamente le trasformazioni infi- 
nitesime del corrispondente gruppo y,,. Allora il problema di trovare le equa- 
zioni delle trasformazioni finite si riduce al problema di trovare le eqiiazioni 

p: - . .) finite di quel gruppo y,, ed a determinare le funzioni a - . Anche que- 

sto problemrt si pub ridurre alla determinazione delle equazioni firiite di iin 
gruppo y,, e precisamente di un gruppo seinplicemente transitiro. 

(+) Grundlayen fziir di(> TImrie der unendl. roik Tt.. q m p p ~ t z  (Bericlite der Sn,clis. 
Cr. d. W., 1891). 
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È iiotevole die, iiivenarnente, date le equazioni finite : 

di u ~ i  gruppo traiisitivo con la composizione y,,,, si possoiio s e n z p e  deteriiii- 
a iiare le a , .  . . a, in fuiizioue delle -. . in modo che le (2), pei  ogrbi si- 
3 2 ,  

steina di funzioni zi = ni (y) zIi - ai (x), rappresentino un gruppo. 
La corrispondenza tra gruppi, finiti ed infiniti, in n variabili, e gruppi 

fiiiiti con la  composizione y,,, pub essere applicata con vantaggio al10 studio 
di certi problemi di integrazioiie. Purono a m i  questi che mi  condussero alle 
ricerche esposte nella presente Meinoria. Io mi riserbo di trattare queste ap- 
plicazioiii in uiia seconda Menioria c percib mi limito ad accennare in questa 
iiitroduxioiie ad uii problema studiato da1 LIE (*) : 

S~cpposto  cke  s i  co9zoscatza le epztaxioni d i  defim'ziotze d i  tir& yruppo in- 
f i d o  l? : 

de l  yruppo, s i  cerca d i  ?.iconduwe Zn integruxione dellu X f - O d e  e p a -  
x iovii u u s i l i w  i pi& se?npZici. 

Swebbe i n t e ? m s a n t e  studiuve s u i  y r z q y i  u1 f i~ ic l~è  szdle eyuaziotti 
Ik = Bk y uesto problemu d i  ir&gt.uxiotze. 

1. Geiieralita sui gruppi ir~finiti. 

Riassumo in questo paragrafo le nozioni ed i teoren~i f'uiidainentali della 
teoria dei gruppi iiifitiiti. 

Una schiera di trasformazioni : 

y, = (x, . . . x,) i = 1 . . . 1 2 ,  (1) 

si dice gruppo infinito, quando le E', . . . Fa sono le soluzioni più geiierali di 

(*) Bevichle der kg1. Sachs. Ges. der Wissstmhaft. 18.95 (Verwerthung des Gruppen- 
begriffs). 
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182 M e d o l a g h i :  Sulla teoria 

un sistema d i  equazioni differenziali alle derivate parzidi  : 

clie soddisfa alle due condizioni seguenti : 
Prima : il sistema di soluzioni più generrile del sistema (2) non di- 

pende soltanto da un numero finito d i  costanti arbitrarie. 
Seconda: insieme con i sistemi di soluzioni : 

deve essere un sistema di soluzioni. 
Allora le (2) si dicono le equaxioni d i  definkione delle trasfoî*tmwZorrii 

finite del gruppo. Il sistema (2) contenga le derivate delle y rispetto alle z 
fino all'ordine S. Si imaginerà portato ad una forma tale che tutte le equa- 
zioni di ordine minore od eguale ad s ,  che si possono dedurre da esso con 
derivazioni ed eliminazioni, si possano già dedurre con sole eliminazioni. 

Ogni gruppo infinito contiene infinite trasformazioni infinitesime indipen- 
denti. Se X f  ecl Y f  sono due tra queste, anchc le trasformazioni n X f + b Yf ,  
qualunque siano Ic costanti a, b,  e la (X Y) f appartengono al gruppo. 

Le trasformazioni infinitesime contenute ne1 gruppo si possono defiriire 
con un numero finito di equazioni differenziali della forma : 

lineari ed omogenee nelle 5 e nelle loro derivate, che godono delle due pro- 
prieth : 

Pvirrna: il sistema di soluzioni più generali non dipende solo da un 
nuinero finito di costanti arbitrarie. 

Seconda : se 6,. . . (,, qi . . . q, sono due sistemi di soluzioni , anche : 
+ p Ô K ,  
J Gu-- ( a.. '"), è un sistema di soluzioni. 
>.=1 

Le  (3) si dicono eqtcaxioni di deJinizione delle t~as fo r )~zax ion i  irYJi?~ite- 
sirrne del gruppo. Anche il sistema (3) si imaginerà portato ad una forma 
tale che le equazioni deducibili da  esso con derivazioni ed eliminazioni ed il 
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cui ordine non è inaggiose dell'ordine delle eqiiazioiii (3), si possano dedurre 
dalle (3) con sole eliininazioni. 

Questo, senzn clie sia necessario ripeterlo, si supporrà per tutti i sistemi 
di equazioni di definizione che interverranno. 

Le equazioni (3) sono del10 stesso ordine delle equazioni (2), ed in egual 
numero. Ad esse si pub dare questa forma : 

dove si F: posto, pes comodo : 

e dove con la parentesi [ f ]  si indica quel10 cile diventa la funzione f di 
x, . . . x, y, . . . y, . . . y.. y i l ,  . . . dopo la sostituzione : 

Si vede intanto di qui che note le equazioni (2) con sole derivazioni si pos- 
sono fosmare le equazioni (3). Si pub fare un'altra osservazione sulla forma 
delle equazioni (3). 

Percib è necessario ricordare che le equazioni Wh = O  si possono sernpre 
porre sotto la forma più comoda : 

qui le funzioni Ir, non dipendono d i e  dalle y, . . . y, y,, . . . e non dalle 
x ,  . . . x,; esse hanno jnoltre la propsietà di ridursi identicamente, per la so- 
stituzione (4), alle funzioni a (x, . . . x,) corrispondenti. 

Ponendo allora nelle (3') al posto di Wk la funzione - ah e poneiido 
mente a questa ultima circostanza, si hanno in  luogo delle (3') le : 

Sulle funzioni di x, . . . x, rappresentate dai simboli 

trebbe invece direttamente concludere nulla. Il metodo di ENGEL, che io 

espongo ne1 § 2, ci mostra che le sono esprimibili con le sole a , ,  a , .  . . 
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Si S veduto che yer ogni gruppo inlinito esistotio dei sistemi di q u a -  
xioni (3) che definiscono le trasformazioni infinitesime contenute ne1 grupl~o : 
si pub doinandaïe se, inversamente, dato un sistema di equuziorii (3), con le 
l~roprietà che si sono dette yrirrzv e secotzda, esista sempre un gruppo infiiiito, 
di cui quelle siano le equazioni di definizione delle trasformazioni infinitesime. 
La risposta a questa domanda è ne1 seguente teorema fondamentale: 

Teorema 1.' Siu dato UH sistetnu d i  m epzcuxiom' cllle derivate pur.xiali, 
l i~ ieuv i  ed omogetzee : 

che nEbia le seyuenti propiet i l  : 
Se le equaxiojzi (3) so~to  deEl'o~di?w s, corz derivazio~bi ed e l i~r~ inuz io t~ i  

fiotb se rze deve poter ricavure mssu?za eqzcaaiolbe d i  or.clitze < - s ,  ed id 'per i -  
dente dalle (3). 

I t  sistemu d i  soluxiot~i pi& yeaerule noIl. deve cliyetidere solo du utb t w  

wero $?&O d i  costanti ccvbitrwie. 
Se i, . . . i,,, q ,  . . . un sono due sistemi d i  soluxioni, u n c h  : 

di zcrb certo gruppo irv$t~ito. Le trasforma,zioni fi)cite cli questo yrzcppo sotw 
deter?rzi.nute du 111 epzmxiot~i di$evenxiuZi puvxiuli ircdipendedi, d i  ordine s 
della f o r r r ~  : 
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clte ~ q ~ p w t k n e  al p p p 0  it!finito. Date  le eqzlaxiod (3) le f i i f fx iom' T, . . . Ir,, 
si possono trovnre c o , ~  ?a iwiegmzione d i  2112 si;Sfe?)m completo. 

Erco come si forma qiiesto sistema completo. 
1 )  

' f  consi- Imriginiamo estesn s volte la  trasforinazione X f = h, (i(?/) - 
i=l a ?/ i '  

clcrando le clerivrtte prime,  second^, . . . spsil"e delle y rispctto alle r .  S2i.h : 

dove le Bi, f ,  Bip, f . .  . sono trasformazioni nelle y i i  . . . l / f i n y l i i . .  . 
Imaginiamo ora scritte le (3) ponendo in luogo delle Y , .  . . Y,, rispetti- 

vnmente le  variabili y4 . . . y,. Dalle equazioni cos1 otteniite si possono rica- 
var8 m delle quantità : 

cspresse in funxiono delle rimanenti. Le espressioni c,osi ottenute siano poste 
npl simbolo X($)>f, che diventa, mettendo in evidenza quelle clle rimangono 

a 7 
71 trn Ic il. , . 5, 

rlnre le Bi f ,  N, f .  . . sono trasformazioni nelle vnriahili : 

formano appunto il sietema completo cercato. Questo sistema, come si vcde 
da1 modo con cui fil formato, dipende essel.zxinlrnente dalla naturtt delle f u n -  
zioni ni  ( l j ) .  . . a,,(y) clie si presentano, scrivendo le (3) sotto la forma (3"). 
Rilevo qiiesta circostanza perchè indicherb più t m l i  lin metodo che fa di- 
pendere l a  determinazione delle funeioni Il . . . 19?, dalla integrmione di iiri 
sistema completo indipendede dalla natiira delle funxioiii cr, (y) . . . a ,  (y). 
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$ 2. Metodo di ENGEL 
per la costruzione delle equazioni di definizione. 

Ne1 pari-igrafo precedente si sono considerate equazioni della forma: 

Supponiamo che delle proprietà attribuite a questo sistema tutte riman- 
gano tranne quella che si pose per prima: supponiamo, cioè, che il sistenia 
di soluzioni più generde dipeiida solt~rito da un nurnero finito d i  costanti 
arbitrarie. 

Allora, corne è noto (*), le (1) sono le equazioni di  definizione di un 
gruppo finito. 

Il problema di determinare tutti i sistemi di equazioni di definizione dei 
gruppi sia finiti che infinit;, fu risoluto  ENGEL GEL (**). Dimostrazioni del me- 
todo di ENGEL furono date da1 LIE e ~ ~ ~ ~ ' E N Q E L  stesso (***). Io accennerb ora 
la dimostrazione ~ ~ ~ ~ ' E N G I E L  che conduce ad una forma notevole per le equa- 
zioni (1) e permette di generdizzare i suoi primi risultati. 

Sia un gruppo infinito : 

e le Ih contengano fino alle derivate sesime delle y rispetto alle x. 
af Sia X f = t i  (y) - una trasformazione infinitesirna del gruppo. Indi- 

i 8 yi 
chinmo con Xcs) f la trasformazione X f estesa s volte. Sarh, pel teorema 1.": 

X ( S )  I ,  = O, XCS) I,, = o.  

Sia ora Z f = 2 (2) S. una trasformazione infinitesima qualunqne nrlle 

variabili x, . , . 2% e si8 Z(3) f la corrispondente trasformazione estesa. L'ENOPL 
dimostra che è : 

(+) LIE, TFeorie ctbr 3'1.nmf. gmppen. Vol. 1, pag. 47, tcor. 28. 
("*) Ilfalh. Ann., Bd. 27. 

(""7 I<lcei~cei.e Beitmgc I X  (Bericlite der Saclis. Ges. d. \Y,, 1801). 
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dei grwppi infiltiti continui. 187 

essendo le a$.l ;, funzioni delle sole I l . . .  Tm ed essendo: 

rnppi.csenta evidenteinente 1% trasformazione infinitesinîa generale di un gruppo 
infinito nelie vnriabili x ,  . . . x, 1, . . . T,,, . 

Assuminmo OI'R delle funzioni Q,  (z, . , . x,) . . . a,,, (x, . . . xn) affsltto arlii- 
trnrie e scriviamo le equazioni : 

L'insieme delle trasformazioni (4) c.he lasciano invariante il sistemn (5) è an- 
cnra un gruppo : d' nltra parte, che ima trnsformazione (4) lascia invariante 
i l  sistema di equazioni ( 5 )  si esprime con le : 

91 a 2 2; C i , î ' l . . , r , ( ~ )  ~ ? , v , . . i , , ( ~ i  < .am) = 2; < Y li = 1 . . . 112. (C;) 
i= l  v,.. 1 .  p ' a +  

sono due sistemi di funxioni 6 clle fioddisfano alle relazioni (6) anche il si- 
stemrt delle funzioni : 

vi soddisfa. Se  ne conclude che le equazioni (ô) dejiniscono un 91'21ppo ?te l le  
oa~.iabili  x, . . . x, qunl zcnpe  siano le funxioni w ,  ( x )  . . . w, (x). 

I n  particolare, ponendo s l  posto di a,. . . a,, le funzioni a , .  . . a,, delle x 
(.lie entrano nei secondi membri delle (2), le ( 6 )  ci rappresentano il gruppo 
d a  cui eravamo partiti e le cui trasformazioni finite sono definite dalle (2). 

Si  h a  cos1 il teorema (*) : 

(.k) ENGEL. Mat12. Am., Bd. 27, pag. 31. 

Annali di Matematicn, tom0 XXV. 
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188 M e d  o l a g h i :  Sulla teoriu 

Teoremn 2." S i a :  

i l  simbolo d i  zuza trasformaxiotze infiw'tesivzu nelle varàubili x, . . . x, cc, . . . E, 

e le funxioni U, (O., 5 )  l fneari  ed omoyenee nelle t e nelle loro derivnte sluno 
scelte in marniera che la  schiera delle tt.asfonltaxioni ottenzlta lascicindo le 
ficnxioni arbitval-ie delle x, . . . x, sia zw y1wpp0. 

Pvefidiamo poi pers cc, . . . a ,  delle funzioni arbitrarie delle x, e scrivimio 
le equaxiotti : 

Qtcesto sistema d i  equaxiotzi definisce un gvuppo (finit0 od infinito) tzelle vu- 
viabili X, . . . Zn. 

P~enclendo tutti i possibili g r y q i  iqfi~aiti  dellu forma (-7) e for.»zarzdn 
oyni volta le corrispondenti eqztnziotzi (8 )  s i  hanno tut t i  i gt'uppi (finiti or7 
itajhifi)  nelle vuriabili r ,  . . . x,. 

Le funzioni a, (x) . . . a, (a) del teorema precedente non sono interamente 
arbitrarie. Esse infatti devono essere scelte in modo che dalle eqiiazioni (8) 
non si possano con derivazioni ottenere equazioni nuove: questa condizione 
si tradiice analiticamente con un certo numero di relnzioni tra le a e le loro 
derivate : 

Quando dirb, anche in seguito, clle le u sono arbitrarie nelle (8), iiitendo 
perb sempre limitata questa arbitrari.età dalle equazioni X, = 0 ,  se ve ne 
sono (*). 

11 teorema 2." fa dipendere la determinazione dei gruppi nelle x i . .  . x,, 
da quella di certi gruppi nelle variabili x, . . . x, a,  . . . ol.,,%, e piii precisa- 
mente da quella di certe fiinzioni U,(U,  5 ) .  Queste funzioni si sa che con- 
tengono le e le loro derivate in modo linewe ed omogeneo : 
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dei  g r z ~ p p i  injniti continui. 189 

Poniamo ora : 

il siiiibolo (7) si potrà scrivere cosi : 

confrontaudo questo simbolo con quel10 (4) si ha intanto che s e l m  dir~zirmire 
lcc y e t h e d i t ù  dei  risultlxti s i  pzib szqq~orre che sin : 

i l  simbolo (7) allora diventa : 

sotto la qua1 forma esso è ideutico al simbolo (4). L e  A;, f ,  A+, f . . . rai)- 
yresentaiio trasformazioni nelle variabili ai . . . a,. Si  presenta ora questa 
cluestione : 

A p n Z i  coudizioni tlevono essere sogyette b t r a s f o ~ ~ m x i o w i  Ai, f, %,? f ,  . . . 
p w h è  ln ( 9 )  s i« ,  po?lendo pet. 5 ,  . . . ;',, delle fiozxioni nrb i tmvie  delle z7 1(i 
t?~cls fo~mxzio?ze infitzitesinza yer~emle  d i  un gruppo nelle x, . . . x, a, . . . a,, ? 

LIENGEL ne1 lavoro più volte citato iiei Math .  Ann. ha  risoluto la que- 
stione nei due casi più semplici. Ma è facile risolverla anche ne1 caso più 
generale. Ecco anzitutto i risultati di ENGEL. 

( A )  Perchè il simbolo : 

raypresenti la trasformazione infinitesima geiierde di uii gruppo è necessario 
e sufficiente clle le trasformazioni Ai, f nelle a , .  . . a, formino un gruppo 
della composizione : - - - - 

(Ai$ A ,uv) = ci, A ,am - 61"" id i r  . 
(B) Perclilr il silntolo : 

rappresenti la trasformazioiie infinitesima generale di un gruppo è riecessario 
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190 M e d o  Zay hi: Sull~l teoria 

e sufficiente che le Li, f ,  Xi), f fnrinino un gruppo nelle a, . . . a,, della coiii- 

P e r  estendere questi risultati al caso in cui ne1 sinibolo (9) entrario fino 
d l e  derivate sesime delle 5 ,  (s> 2) si possono seguire due vie diverse. Una 
prima via sarebbe questa: si dimostra anzitutto che, affinchè la  (9) sia la 
trasformazione generale di un grnppo è necessario e sufficiente che le A;, f ,  - 
Ai,, f .  . . formino un gruppo nelle a, . . . a, di una composizione che è la 
stessa per tutti. Per  trovarla allora, basta considerare uno speciale gruppo (9); 
p. es. il gruppo di tutte le trasformazioni puntuali in  x, .. . x,, estese firio 
ad s volte, considerando le derivate delle y rispetto alle x. 

Un procedimento più comodo si pub tenere ricordando in che maniera 
si B giunti al simbolo (9) O, cib che è 10 stesso, al simbolo (4). 

Si ern oonsidernto una qualunque trasformazione Z f = 2 ci (x) 2 nelle 
O Xi 

x, . . x, e si era estesa s volte considerando le derivate delle y,. . .y, (va- 
riabili non trasformate da Z f )  rispetto alle x, . . . a,. L a  trasformazione cosi 
ottenuta Z(" f si pub rappresentare cosi: 

in cui le Ai, f ,  A;,, f ,  . . . sono trasforinazioni nelle variabili : 

Si era trovato poi che : 

Yoiche I h  è una funzione delle sole y,  . . . y, y,, . . . y ,,,, y,,, . . . ne segue c,he è :  

Ai, v ,.,, 2 ,, (Ik) = d, v,.. vn (1, . La) (1 1) 
in cui col simbolo: 

4, J, ,... v,, f ,  
si rappresenta la trasformazione che ne1 simbolo (10) h a  il coefficiente <i, ,81. , . i . i i .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Le equazioni (11) ci dicono che le equazioni: 

II = costante, . . . Jln - c 0 s t d e 1  

rappresentano una divisione invariante del10 spaaio y ,  . . . Z/W, y111 . . . pïl  
gruppo delle : 

A . f ,  i = 1 . . . lz , Y,  .+ . . $ Y , ,  - < S. 

Allora, per uii teorema della teoria dei g-uppi finiti (*), le trasfoima- 
xioiii infinitesime : 

 telle a , .  . . a m  formaino zm g r ~ p p o  i ~ o m o ) ' f 0  CCZ yruppo delle Ai ,,.,.,.,.,, f nelle 
. . . ~ l z n  yi 1 ,  . . . essendo le Ai , ,. I...)',, f definite dut sil~lbolo : 

Facendo s = 1, 2 si trovano p~ecisstmente le composizioni (A) ,  (B). 
La coniposizione del giuppo A,,,,..,," f si indicher& breveuieiite col sini- 

bol0 yy,. 
Combiiiando il teorema 3.' col teorema 2.0 si h a :  
Teorenia 4." Le equaz io~~i  d i  d e j h i x i o ~ l e  delle tyusforr,l ,nxioiai il2filzite- 

&ne Y r V P  fielle Xi * . xR si posso~iu powe sottu la forma : 

8 as E '; hl, ,... l... (x) 4 , . , , . . 1 , . ( ~ ,  . . mm) = 2 t (r) - , = 1 . . . rn (6) i=l VI ... un i=l a xi 
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solzo trasfowzaxioni che forrnauo un gruppo con la coî)zposixione y,,. 
Recip~ocalîzente ogni gruppo d i  p e s t a  composixione conduce c d  equu- 

xioni ( 6 )  che per ogni sisteml~ d i  ficnaioni a, . . . a, definiscono uîa gvt6ppo 
nellc xi . . . zn. 

Sia N(,, il nuinero delle derivate delle y rispetto alle x fino all'ordiiie S. 

Percliè le .(6) definiscano effettivamente uii gruppo è necessario clle il gruppo 

forrnato dalle x.,ji,,,,, f abbia un nuniero di paraiuetri non maggiore di If(,>. 
Il problema di determinare tutti i gruppi in :c, . . . x,, è dunque ricoiidotto a 
quest' altro : 

Detevminave pet* o p i  valove d i  s tu t t i  i gveypi  che Iiaîznu la coy)os i -  
~ i o ) l e  yslt ed 2112 ?wnero  di' p t m t e t r i  11011 ~ m g g i o r e  d i  N(.+ 

Cj 3. Determinazione dei gruppi con la composizione y,,,, 

Il problema a cui siamo stati coiidotti ne1 paiagrnfo precederite si p u b ,  
pw ogni valore di s, risolvere coi metodi iiidicati da1 LIE ne1 suo trattato 
sulla teoria dei gruppi fiuiti. È necessario ora considerare con più cura yuestu 
problema. 

Siauo due trasfoi.mazioni infinitesime qualunque, un:i rielle v a r i d d i  
y , .  . . y., e l'altra nelle variabili z, . . . z, : 

Coiisideriamo accanto alle variabili y ,  . . . y, x,  . . . x, anche le variabili: 

ed iinaginiaino estese le Yf  ed X f  rispetto a queste nuove variabili. Se, 
fosse, p. es., s = 1, si avrebbe : 
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Siccome è : 
(Y (# )  X ( ' ) )  - (Y X)( ' )  , 

e d'altra parte (Y X) = O, cos1 anche (Y(1) X(l)) = O qualunque siano le trn- 
sformazioni Y f  ed X f .  Fornhmoci la parentesi (Y( ' )  X( l ) )  con le espres- 
aioni (1) di Y(')  ed X ( ' )  e scriviamo che questa parentesi deve essere iden- 
ticamente eguale :i zero qualunque siano le funzioni 5 , .  . . E,, q ,  . . . q,. Si trorn 
nllora the le trasformazioni : 

sono tutte permutrihili con le trasformazioni : 

cib che, in questo caso speciale s = 1, è anche facile verificare. 
Le trasformazioni (2) formano un gruppo semplicemente transitivo, come 

anche le trasformazioni (3). Si pub riassumere tutto questo dicendo : 
I gruppi (2) e (3) so~ao setn~dicemente transithi e 9.ecipmi tra loro. 
Essi sono, come i: noto, i due gruppi parametrici del gruppo lineare orno- 

geneo generale in 9% variabili. 
Torniamo al caso di s qunlunque. Sia : 

Un ragionamento analogo a quel10 fatto ne1 caso di s = 1 ci conduce a 
questo teorema : 

Le tt.asformaxioni : 

B 1  f ,  i l . .  . v ,  +.  . . + V , S S ,  

fornzano, laelle stesse v a r i d i l 4  tua L J P U ~ ~ ~ O  se,nplicemetzte trutzuitivo. 
T due gruppi S O N O  veciproci ira loî.o. 
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Essi sono quindi simili ti-n 101-0; la loro con-iune composizione è quelln 
clic abbiamo clliamata y,, . Qiiesti gruppi hanno una grande impoi-tanzn, non 
ab1)astanza notata fino ad  ora, nella teorin dei gruppi in  92 variabili e con 
equazioni di definizione dell'ordine S. Essi occorreranno più volte nc.1 scguito 
di queçto Invoro: io chiamerb per setnplicità g r t q p o  B il griippo dellc 
3 ,,,.,,..,,, f ,  e g ~ i p p o  A quel10 delle A; f. 

Imaginiamo tre serie di variabili : 

e pensiamo le y , .  . . y, come funzioni delle xi . . . x,,; le x, .. . x,, come fun-  
zioni delle y, . . . y,. L e  8, . . . %, sono allora fiinzioni implicite delle r ,  . . . Y,,: 
sc r iv inm~ le formule che esprimono le derivate delle z rispetto alle x iii 
fiinzione delle derivate delle x rispetto alle y ,  e delle derirate  delle y ri- 
spetto alle x : 

Queste forn~ole per le derivate prime, soconde,. . . sesilne sono : 

I n  queste equazioni considerjarno le derivate delle z rjspetto alle x corne 
v~r i ab i i i  nuove, le  derivate delle x rispetto alle y come antiche var ia ld i ,  e 
le derivate delle y ïispetto alle x come parametri;  esse allora rnppesen tn t io  
zuz grzippo Iz(,,plo s e q d i c e m e n t e  t r a ? w i t i v ~ ,  cm2 ICI c o ~ n p o s i ~ i o n e  Ysn e lweci- 
samente i l  g w p p o  A ,  

S e  invece si considerano come parametri le derivate delle 2, . . . x,, ri- 
spetto alle y ,  . . . y, e conie anticLe varinbili le derivate delle y, . . . y, ri- 
spetto alle x ,  . . . x, , e come nuove variabili le derivate delle z rispetto 
alle x ,  si hanno nelle (3) le equaziorii finite d i  un altro griippo AT(,,pzO sem- 
plicemente transitivo, con In composizione y,, e precisamente del çruppo B. 
Dunque ; 

Le eqiia.zioni (3) sono le equuxioni $ t d e  de i  tlrie grzippi A ,  B. 
Se -di iin gruppo transitivo si conoscono le equazioni finite, si possono 

trovnre tutte le divisioni invarianti peï quel gruppo senza integrazioni. Si 
possono diinque seîzzn i&egrnxiojzi trovare tutte le rlivisioni invarimti  dello 
spazio 1 J i i  . . y n n  Y i  I i . . 2/i ,  ,.,. .i.,: . . (vi S. a . + Y, < S) pel griippo A. 
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dei g r ~ p p i  in f id i  continui. 19 5 

I n  particolare, essendo il gruppo -4 semplicemente transitivo, si pub se- 
guire questa via per determinare le sue divisioni inviirianti, O, cib che è 10 
stesso, i suoi gruppi isomorfi (*) : 

Si determinano anzitutto i sottogruppi di B. Sia : 

B J f .  BN-,>a f ,  
un sottogruppo (N-m)PlO, e siano: 

mi (y11 a ) .  . ww& (yii *) , 
iiivarianti indipendenti di questo sottogruppo. Allora le trasformazioni : 

gerierano nelle m variabili a, . . . mm un gruppo transitivo, isomorfo al gruppo A,  
e quindi con la cvmposizione y,, .  Questo gruppo è (N- 2jplo se ne1 gruppo 
3, . . . BN-m vi è un sottogruppo W o ,  ma nessun sottogruppo maggiore che 
sia invariante ne1 gruppo Bi ,,.,,.,,., f. 

Esso dunque è allora ed allora soltanto Np10 e con la composizione y,, 
quando il gruppo B J . .  . B-,,, non è invariante e non contiene nessun sot- 
togruppo invariante del gruppo B. 

Con questo procedimento si ottengono tutti i gruppi transitivi con la  
composizione y,,t. Dopo cib, è facile ottenere tutti i gruppi intran~it~ivi di 
quelln composizione e con un numero di parametri 5 - N. Io non voglio perb 
insistere su questo problema. 

5 4. Ricerca delle equazioni di definizione 
delle trasformazioni finite. 

Sirt proposto un qualunque gruppo r ,  con le equazioni di definizione 
delle trasformazioni infinitesime. Il problerna che ora voglio studiare è quel10 
della ricerca delle equazioni di definizione delle trasformazioni finite. 

I l  teorema 1 . O  ($ 1) riduce questo problema alla integrazione di un si- 
stema completo 2\r(,,@o in .IV(,, + 912 variabili, se In è il numero delle equa- 
xioni ed s il loro ordine. È dunque di questo problema di integrazione clie 
io mi voglio occupare. 

(*) Theorie der Tt-. gruppen. Vol. 1, teor. 78, pag. 439. 

A n d i  di Matematica, toirio XXV. 
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Le equazioni di definizione del gruppo Ir si possono seripre (teorema 3." 5 2) 
portare alla forma : 

in cui le a,. . .a, sono determinate funzioni di x, . . . x,. 
Ma anche ponendo per a, . . . a, delle funzioni qualunque delle x, purch6 

queste funzioni soddisfino. a certe relazioni : 

le (1) definiscono un gruppo. Scrivendo dunque le equazioni del gruppo r 
sotto la forma (1) si viene ad associare ad esso una serie di gruppi nelle 
x i . .  .2,. Ora, poichè il sistema completo da cui dipende la determinazione 
delle equazioni finite si forrria, pel gruppo r ,  con le equazioni (l), e queste 
lianno tanta analogia con quelle dei gruppi associati n r, è naturale pensare 
che sia possibile con la  integrazione di un solo sistema completo ad m solu- 
ziani indipendenti avere le equazioni di definizione delle trasformazioni finite 
di tutti i gruppi (1). 

Cos) è infatti; ed io intendo dimostrarlo in questo paragrafo. 
L e  equazioni delle trasformazioni finite del gruppo r sono della forma: 

essendo 1, . . . I;, le funzioni che si vogliono determinare. Queste funzioni 
hanno le due proprieth seguenti: 

a) deve essere : 

f i )  e deve essere per la sostituzione : 

identicanlente I k  (y, . . . y, y,, . . .) = ar, (x, . . . 2,). 

. Queste proprietà, corne vedremo, definiscono completamente le funxioni Ik .  
Intanto proponiarnoci di cercare il più generale sistema d i  funzioni 1,. . . I,, 
che soddisfano alle condizioni a) P). 

Poichè le Ai,v,..,vn f sono trasformazioni nelle sole derivate delle y rispekto 
alle x ,  e non nelle y stesse (che non conterigono nenimeno nei coefficienti) 
si pub dire che : 
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Si t ra t ta  d i  cercare i l  sisterna pi2 generale d i  fuizxioolzi I, . . . Im delle 
y, . . . yn y i v .  . . yiqv ,,.. . . t a l i  clle s ia  : 

Ai,,, I... Y n ( I k ) = ~ t v  ,,., ,,,( I i . . . I m ) ,  k = l  ... m ,  
e che per  l a  sos t i tuxione;  . 

si riducano r i s p t t i v a m e n t e  ad  a ,  ( y ) .  . . a, (y) .  
Sia : 

I k e I k ( ~ i  Yi10 .), (3) 

uno dei sisterni cercati. Dire che le funzioni Ik soddisfano alle relazioni: 

Ai, v,,,,v, ( I k )  = 4 , v  l...v, (Il Im) , (4) 

equivale a dire che il s is temu di eqacaxioni: 

tra le variabili & . . . lm y i  . . . Y* yii . . . deve essere invariatzte rispetto allé 
. . 

trasformazioni : 

nelle' varinbili 1, . . .Tm y, . . . y, y,, . . . 
Col simbolo &,vl,,.,, f rappresento, come ho sempre fntto fin qui, la tra- 

7s a f  sformazione infinitesima 2 a;,,.,,, - . 
x=l a l ,  . 

Inversamente il sistema più generale di equazioni della forma (3) clie 
ammetta le Ui,,,..,, f, ci fa conoscere il sistema pih generale di funzioni 
I ,  . . . 1, clle soddisfano alle (4). 

L e  trasformazioni UilVl.,,, f foymano evidenteniente un gruppo con la 
cornposizione y,,; per avere di questo gruppo i sistemi di equazioni inva- 
rianti consideriamo la matrice formata con i coefficienti delle trasformazioni 
Ui,,,,.,.,., f. In  questa matrice non si annullano certo tutti i determinanti di  
ordine IV(,, e nemmeno si possono annullare in virtù di un sistema della 
forma (3), essendovi tra quei determinanti uno forruato con le sole y,, . ..y,, . . . 
e non identicamente nullo. Ogni sistema della forma (3) rappresenta dunque 
relazioni tra m soluzioni indipendenti delle equazioni : 
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m soluzioni indipendenti del sistema completo (6). 

Yoichk questo sistema completo è risolubile rispetto alle le fun- 
8 Yi, v,...~,, 

zioni Q, saranno risolubili rispetto Il . . . lm. 
Se ne conclude che il sistema (3) più generale pub avere la forma: 

ai =c , .  . . < P m = C m ,  (7) 

essendo ci.. . cm costanti arbitrarie, od anche funzioni arbitrarie delle y , .  . .y, .  
Risolvendo il sistema (7) rispetto Ti . . . Tm si ha  : 

e queste sono le funzioni più generali delle y i  . , . y, y,, . . . che soddisfano 
alle relazioni (4). 

Se  le funzioni ni.. . nm devono anche, per la sostituzione yiv = E~~ 

y,, = O ,  . . . , ridursi rispettivamente a ai (y). . . a, ( y ) ,  basta supporre che 
le <P., . . . <Pm delle relazioni (7) siano soluzioni principali delle equazioni ( 5 )  
rispetto al sistema di valori y, = civ yjpv = O , .  . . Allora infatti le @, . . . (9, 
si riducono per quel sistema di valori rispettivamente ad I, . . . _T,, e le rela- 
zioni (7) divengono dunque per quel sistema di valori : 

Ia = mi (y) . . . I, == mm (y), (8) 

essendo le a, ( y ) .  . . mm (y) funzioni prese ad arbitrio delle y, . . . y,. 
Poichh ora il sistema (7') è equivalente al sistema (7), anche esso per . . 

la sostituzione yi, - civ yipv = O, . . . si deve ridurre alle identith (8). 
Si ha  dunque il teorema : 
Teorema 5." Vi è un unico sistema d i  fitrzxioni: 
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s i  ~ i d u c e  a l  sistema d i  funzioni: 

. I l  (y) a m  (y). 

esserido qui  le a filnziotti, date cornunque, delle y ,  . . . y,. 
Per. trovare pzteslo sistema d i  fiinxioni bnst/l de t ennhare  le soluxioni 

principali del sistema completo: 
- 

Ai,v,,..v,, f 4- &,y ,.,. v,, f = 0 ) (6) 

rispetto a l  sistema d i  vulori (2).  Se  sono : 

queste soluxioili, basta risolvere le equazioni : 

@l=a,(2/ ) )  @m=am(y) )  

rispetto ad Ii . . . Tm. L e  espressioni cos1 ottenute : 

sono p e l l e  cercate. 
E possiamo aggiungere : le equazioni : 

Ii = ai jx) . . . 1, = am (J) , (9) 
sono le equazioni di definizione delle trasformazioni finite - del gruppo r 
se per al.. . a, si pongono le funzioni caratteristiche di r nelle equazioni (1); 
- dei gruppi associati a r se si pongono successivamente tutti i sistemi di 

funzioni che soddisfano alle relazioni X, = O. L a  ricerca a xi 
delle equazioni (9) si è fatts dipendere cos1 dalla integrazione di un sistema 
completo, il sistema (6), la cui forma dipende soltanto dalla natura delle fun- 
zioni ai (al.. . a,), non dalla natura delle funzioni a,. . . a,. 

Si t? dimostrato quel che si voleva, e si è per di più trovato che le 
equazioni di  definizione di ogni gruppo sono della forma : 

p = 1  ... m. 

Risultato già abhastanza importante perché ci fa vedere in che maniera le 
funzioni I k  (yi . . . 9% yi1 . . .) dipendon0 dalle variabili yi . . . y,. Questo risul- 
tato sarà completato xiej paragrafi che seguono. 
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$ 5. Sui gruppi intransitivi. 

Prima di proseguire nello studio delle equazioni delle trasforrnaaioni finite 
vogiio ocouparnii brerernente dei gruppi intransitivi per potere poi lirnitarrni 
al10 studio di quelli transitivi. 

Il gruppo y,, abbia le traeformazioni infinitesime : 

Allora le equazioni dei corrispondenti gruppi in xi . . . x, sono : 

Un cainbiarnento delle variabili 'J, . . . Q, trasfornia il sistema (-2) in un si- 
stema equivalente e quindi la serie dei gruppi (2) in sè stessa. 

Supponiamo ora che il gruppo y,, sia intransitivo, e siano : 

- 'pl ("i . . Qm) ' ' ' yk  (n, . . . a m ) ,  

suoi invarianti indipendenti. Introduciamo in luogo delle antiche varinbili 
7 3 , .  . .am le nuove 9 . .  . yk #,. . . +m-k .essendo le $ indipendenti tra loro e 
dalle y. 

Poiohè (y,) = O il sisterna (2) diventa della forma : 

si vede di qui che : 
Teorema 6." Se il gruppo y,, è intramitivo ed ka  k invarianti i d i .  . . 

yendenti : 
Y I  ("1 a . pk (g* 0 a 'Jm) 9 

ogni corviqondante gruppo nelle xi.. . z, è int~ansitivo ed ha 12 iizvarianti 
indipendenti. Pel gruppo definito da1 s i s tem di funxioni Q, (x) . . . m , ( x )  questi 
iuvarianti sono : 

Y I  [QI (x) . mm (x)] . ( fk  [mi (x) . ~ 7 1 2  (x)]. 

Pùssiamo esprimere la stessa casa in questo modo : 
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dei g w p p i  infiniti contitaui. 201 

Se tra le equazioni finite del gruppo ysn ve ne sono JG della forma: 

q l Y p f 1 . .  .q = q l , ( ~ , .  ..Q, v = 1 .. . l c ,  

tra le equazioni di definizione delle trasformazioni finite di ogni grirppo cor- 
rispondente nelle x, . , . x, ve ne sono E della forma : 

Esempio. 
Le equazioni : 

qualunque siano le funzioni cc, . . . am delle x, e le funzioni A , .  . . A ,  delle a, 
purchè sia m < n ,  definiscono un gruppo infinito,nelle z, . . , x,. Il corrispon- 
dente gruppo y,, è semplicemente infinito; la sua trasforrnazione infinite- 

a f A f = A1 ( a , .  . . a m ) ,  + . * . + A ,  ( a i .  . .am) a f 
' 

Sia : - 
am=qrz(a , . . . a i r n ) ,  x = 1  ... t n ,  

a f una trasformazione delle u che conduce A f alla forma canonica - a a,,, 
Allora : 

-4 (YI) = O .  . . A ( Q , ~ - ~ ) = O  A ((9,) = 1. 

Per  la sostituzione (5),  le (4) diventano: 

L e  prime m - 1 di queste equaziani ci dicono che ogni gruppo (4) lascia 
invarianti 112 - 1 funzioni. L'ultima delle (4') ci dice che ogni gruppo (4) 
lascia invariante un integrale w p E 0 .  
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Ph semplicemente si pub dire : 
Ognuno dei gruppi (4) è cnratterixzato da1 lasciare invarianti m inte- 

grali %-pli. 

La determinazione di questi integrali e quindi delle equazioni di defini- 
zione delle trasformazioiii finite di ogni gruppo (4) è un problema epuivalente 

a f a quel10 della riduzione di A f alla forma canonica -. 
8 a ,  

5 6. Propr ie tà  delle equazioni di definizione delle trasformazioni finite. 
Caso speciale. 

Considero orarnài soli gruppi i,, 'transitisi : essi hanno un nurnero di 
parametri non maggiore di N(,,;  mi limiterb in questo paragrafo a conside- 
rare quei gruppi y,, che hanno precisamente N(,) parametri. 

Siano date le equazioni di definizione delle trasformazioni infinitesime di 
un gruppo r in x, . . . x,; il gruppo y,, corrispondente sia in m variabili, 
I, . . ..Tm ed a IV(,, parametri; le sue trasforrnazioni infinitesime si indiche- 
ranno, come al solito, con xjVV ,... Yn f. 

Ricordo il seguente teorema della teoria dei gruppi finiti (*). 
Teorema 7.' Se r trasfo~rnaxioni infinitesime indipendenti: 

nelle rn v a k b i l i  z', . . . z', soddisfano a relazioni della forrnu : 

Se poi r trasforrnaxioni infinitesime nelle variabili a, . . . a, : 

(*) Theo~ie dey Tr. gruppen. Vol. 1, pag. 154, teor. 23. 
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e w n  si n ~ z n i d l a  identicamerzte i l  d e t e w n i m n f e  delle f i i n ~ i o n i  ahp ,  s i  , f o i m i  
il s i s k m a  co?lipleto r-pZ0 : 

X r k f + A k f = O ,  Ir-1 . . .  Y., 
e se ne d e t e r n ~ i t z i ~ ~ o  le soteuio,~i  p r i n c i p l i  t'islwtto ad qiiz certo sistema cc 
culoj-i a k  - a!. S e  sono xi = Fi (x', . . . x', a, . . . n,) q u ~ s f e  solzcxioni pli-imi- 
p l i  le eqzccuioni clle s i  h m n o  viso7vendole rispetto alle xi, cioè l e :  

~appresenta?io gruppo c o n f i m o  r-plo. Qzlesto g w p p o  contiene In t rns for -  
inazione idcnticn, ed è yenerato dalle trçcqfi~.mnzioni ittfijiitesiiue : 

1, X ' ,  f + - . . + 1, X ' ,  f. 

Poniamo ne1 teorema precedente : 1. = Np, , tz = nz , e prendianîo : 
Come variabili a , .  . . a ,  le N vnriabili y;,,  ...,; 
Corne rariabili  x', . . . x', le n2 variahili 1, . . . In,; 
Come trasformazioni Ak f le N trasformazioni Ai,y,..g,, f ;  
Come trasformazioni XIk f le N trasformazioni A,,..,; j'; 

e finalmente come sistema di valori u k  = a:, il sistem2 d i  valori : 

le soluzioni principali del sisterna completo : 

rispetto al sistema di valori (l), e se le I f ( ,  = $', (-7yi,l,l.,.7,,,), risolute risyetto 
I, . . . A,,, danno : 

rp = fp (1'1 . I'nr - yi,v,,..v,, *) 

p = l  ... n z ,  (2) 

le (2) sono le equazioni finite del gruppo y,,; il cui primo gruppo paramp- 
trico è il gruppo Ai,7,,..,vr f. 1 parametri della trasformazione identicn sono 
dati dalle (1). 

Se nelle (2) si pone I',=a,(x) If', = m',(y) (r = 1 . .  . m), e si pensa al 
modo tenuto riel 3 4 per formare le equazioni d i  definizione delle trasforma- 

d mnl i  di Motemnticn, tomo XXV. 27' 
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zioni fiiiite pei gruyipi corrisponderiti al gruppo y,,, si vede che le : 

sono, per ogni sistema di funzioni a, (x). . . a,(x) le equazioni delle trasfor- 
mazioni finite di  un gruppo in x, . . . x,. 

Il  problema di deterininare queste equazioni per un gruppo dato in 
s i . .  . x, coincide dunque col problema di  trovare le equazioni finite del cor- 
rispondente gruppo y,, in  maniera perb che jl primo gruppo paranietrico sia 
precisamente il gruppo A .  

Inversamente, sia : 

un gruppo N P ~ O  in nz variabili, con la composizione y,,. 
E sempre possibile determinare le ai ,,,..,, i n  funzione dellc gi,,, ,... l n  : 

in modo clie il primo gruppo parsmetrico sia il gruppo A .  
Facendo le sostituzioni (4) nelle (3), e ponendo in luogo di z, . . . x,,, rispct- 

tivaniente a, (y). . .a,,, (y), in luogo di x',  . . . z', rispettivamente a, (2). . . ml, ( x )  
si ottenga : 

Queste definiscono un gruppo per ogni sistema di fiinzioni ni . . . a,, . 
Scriviamo infatti accanto alle (5 )  l e :  

Combinando queste ultirrie equazioni con le  ( 5 ) ,  e ricordando che le 
equazioni finite del gr~ippo A sorio le (3) del tj 3 in cui si considerino le 
derivate delle z rispetto nlle y come wiriabili, e quelle delle y rispetto alle z 
come parametri, si trovrt : 

pl+ ...+Y xi 
op, (z) = F~ ai (z)  . . . m, (z) . . . . - 1  , p = I . . . al. ( 5 7  a xivl . . . a XP 

La scliiera delle trasformazioni definite da1 sistemn (5) è dunque tale 
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chc insieme con le : 

y = F (xi . . . x )  i = 1 . . . )t , 
&=ai( ! / ,  ...?ln)) i = 1  . . .  1 2 )  

nriche ln trasformazione : 

xi - @i [Fi (x) . Fn (x)] , 2' = 1 . 12 

gppartiene alla schiera. Si ha dunque il teoremn : 
Tcorema S." Se u~z yruppo r nelle variabili  x, . . . x, è tale clte il suo 

gr iqpo  y,, cibbia N(,) parametri ,  le eqziazioni d i  definixione delle trasforma- 
ziolzi finite d i  r sono della jbrnza : 

irt cui le  eq~inziotii  z', = fp  (2, . . . z,, . . . y i  ,,,, . . .) ~0120 le equaxioni finite 
de l  grtippo y,, associato n r. 

Inversamente,  se x'<, = fp ( x i  . . . x,), . . . ai,,,...,,, . . .) sotzo le eqztaxioni finite 
d i  un yruppo y,, ad IV(,) paranzetri, e se 8 : 

lu sostituzione cke colzdzice i l  primo gruppo parametrico lzel p ~ 6 p p 0  A ; SO-  

stituzione, l n  ezci i~zversa sin : 

deJi?zisco?zo, per oyn i  sisterna. d i  fii~zxioni a,  . . . a,, utt g w p p o  i~z 12 variabili. 
Perchè dalle ( 1 )  con deriv'aziorii ed eliminazioni non si possano ottenere 

nuore equazioni di ordine non maggiore di s, è necessario e sufficiente che 
le funzioni m, . . . a, soddisfino a certe relazioni : 

queste sono le stesse che per le eqiiazioiii delle trasformaziorii infinitesime 
dovendo il numero di queste esserc eguale al numero clelle (1). 
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Sasebbe facile rnostrare che le (1) si riducono a d  identità per la sosti- 
tuzione : 

'?Ji = X i ,  yiv = C i v  Yipv = O , . . 
Basta infatti osservare che le equazioni finite del gruppo parametrico si ri- 
ducono ad identità per quella sostituzione. 

Esempi. Sia s = 1, allora AT(,, = ny. 
1.) Come gruppo y,, prendiamo quello definito dalle trasformazioni : 

a questa forma del gruppo lineare omogeneo, corrispondono i gruppi in 
x, . . . xn, le cui trasformazioni infinitesime sono definite dalle equazioni : 

Le trasforrnazioni finite di questi gruppi hanno le equazioni di definizione: 

in cui le a sono le stesse funzioni che nelle (2'). 
P e r  agni sistema di funzioni a le (3') [ O ,  çib clie è Io stesso, le (Y)] 

tlefiniscoiio ilri gruppo. Tutt i  questi gruppi hanno la proprietà di lascirire in- 
variante unn espressione di  PFAFF; cioè la : 

II.) Come gruppo y,, prendiamo ora invece quello : 

i gruppi corrispondenti in x, . . . x, soddisfano con le loro trasformazioni in- 
finitesime ad un sistema della forma: 

Le equazioni di definizione delle trasformazioni finite sono : 

2 a rn 
ai (y) - = a )  h = 1  ... n ,  

i=l a yi). 
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essendo : 

1 gruppi (3") sono carntterizzati da1 lasciare invariante il sistema di n - 1 
equazioni di PFBFF : 

d x , : d x , :  . . .  : d x n = c r 1 ( x ) : u z ( x ) :  ... : u n ( x ) ,  

O cib che è 10 stesso da1 lasciare invariante l a  trasformazione infinitesima 
a f A f = 2 ai  (x) az; > per modo che se X f è l a  trasformasione infinitesima 

a 

generica di  uno dei gruppi (3"), si ha (X A) = O. 
III.) Finalmente prendiamo come gruppo y,, il gruppo:  

in cui conveniamo che sia : 

A questo gruppo y, corrispondono i gruppi in  x, . . . z, definiti dalle : 

1b a s ,  2;zm-- &-, a J-x 
2, 

di queste equazioni la  prima definisce già per sè stessa un gruppo; le rinia- 
nenti n -  1 definiscono per sè sole un altro gruppo. 

Si: di questi due gruppi cerchiamo i due corrispondenti gruppi y,,, si 
troverebbe che essi sono rispettivamente ad  uno, e ad ne - 1 parametri. Le 
equazioni delle trasformazioni finite di queste due sorta di gruppi ri trove- 
ranno ne1 paragrafo seguente. 

8 7. Caso generale. 

Mi propongo di estendere le considerazioni del paragrafo precedente anche 
a i  gruppi jn 12 variabili, il cui gruppo y,, ha un  numero di parametri infe- 
riore ad .IV(,,. 

Premetto alcune consideraeioni su gruppi fiiiiti. 
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Sia un gruppo semplicemente transitivo, in r variabili : xi . . . x,: 

il suo reciproco sia il gruppo Y,. . . Y,.  
Sia A , .  . . A,  un gruppo transitivo isomorfo al gruppo X, in m varia- 

Mi a, . . . a,; esiste allora ne1 gruppo Y, . . . Y, un sottogruppo (p. - m)plo : 
- - 
Y,. . . Y,-, , 

ed un sistema di inwrianti indi~endenti a, (x) . . . a ,  (x) di qiiesto gruppo, tale 
che le frasformazioni : 

sono appunto le A ,  . . . A, proposte. 
Se il gruppo A , .  . . A ,  è (Y - E)@, e sono A,. . . . 4 , 4  trasforhazioni - - 

indipeiidenti, esiste ne1 gruppo Y, . . . Y,.-,, un sottogruppo 1 ~ 1 0 ,  invariante 
ne1 gruppo Y,. . . Y,. Si pub determinare un sistema di invarianti indipen- 
denti di questo sottogruppo 1 ~ 1 0  : 

y ,  * p-2, 
tale che le : 

siano tsasformazioni nelle y,. . . rp,-l, i~ idi~endent i  tra loro : allora il gruppo 
U, . . . Ur-E è semplicemente transitivo. Voglio dimostrare che esso è oloe- 
drico isomorfo a1 gruppo A i . .  . A r - l .  

Si sa intanto che esistono relazioni : 

e~sendo tanto il gruppo A , .  . . - A , ,  quanto il gruppo U , .  . . u, iaomorfi al 
gruppo X, . . . X,.. Basterh allorn dimostrare che se le A A + ,  . . . A ,  si espri- 
mono in  funzione delle A , .  . . A,- l  ne1 modo seguente: 
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anche tra le U, . . . U,. si hanno le relazioni : 

Percib bastn osservare che le y , .  . . y,-1 sono funzioni delle a,. . . a ,,,. Le re- 
lazioni (1) si scornpongono nelle nt . 1 seguenti : 

dalle quali si deducono le : 

c. d. d. 
Scriviarno ora le equazioni : 

esse formano un sistema completo (1. - Z)P'O nelle r - E + 9îz variabili : 

le soluzioni principali di quel sistema completo rispetto a1 sistema di valori 
rp, = cp: . . . : d o r a  : 

$ 9  ((9: . . . y>. 1 ai @-nt) = a*. 

Nelle (3) poniamo in luogo delle y,. . . yV-l  le loro espressioni nelle x,. . . x , :  
le + diventano funzioni indipendenti delle xi. . . x, a,. . . a,fi : esse sono solu- 
zioni del sistema completo : 

X k f + A k f = O ,  I L =  l . . . ? . .  

Se si volessero dunque determinare le soluzioni principali di questo si- 
stema pei valori x ,  = 2: . . . x, = x: basterebbe prima calcolare i valori delle 
yi.. . y,.-, .per xi = 3:. . . x, = xr e, detti y : .  . . i valori cos1 trovati, de- 
terminare le soluzioni principali del sistema Uk + Ar, = O rispetto a : 
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Premesso questo, suyponiamo di a r e r e  le eyuazioiii di definizione delle 
trasformaxioni infinitesime di un gruppo in x, . . . x,; e d a  esse si sia rico- 

nosciuto che il gruppo %,, ,...,, f corrispondente in nt v~r i ab i l i  a, . . . a,,, + 
N(,, - 1 7 . Allora al gruppo Ài,,,..,,, f corrisponde un sottogruppo (N- m)@ 

di B, che contiene un sottogruppo l p t O  invariante: questo iiltimo gruppo si 
indichi con 7. 

Siano c,,..,+, f N -  1 indipendenti t r a  le trasformazioni d Si è vistn 
che si pub determinare un sistema di invarianti indipendenti y , .  . . y ~ - l  del 
gruppo y tali che le N- 1 trasformazioni CVi,,.,,,.,., f [indico con qilesto sim- 
1,010 le tr~sformazioni formate con le A ,  corne le G,,..., ., f sono formate con 
le A], formino un gruppn (12'- Z ) P ~ O  sempiicemente transitive n e ~ ~ e  varia- 
M i  ?, . . . ~ N - J .  

S i  è anche vediito che il gruppo delle Cf è isomorfo al gruppo delle - 
C f :  per riferire i due gruppi in modo isomorfo basta far  corrispondere t r n  
loro le trasformazioni con li stessi indici. 

P e r  trovare le equazioni dclle trasformazioni finite del gruppo proposto, 
si considernva, ne1 $ 4, il sistema completo: 

e s e  ne  determinavano le soluzioni principali rispet,to ad un  certcr sistema d i  
vnlori per le yj,,..,. Si sa ora che si pub invece tenere ques t ' d t r a  via : 

Si cnlcolano i valori y:. . . y&-l delle y ,  . . . y ~ - l  per : 

si determinnno le soluzioni principali del sistema completo: 

rispetto a l  sistema di ralori = pi" S e  sono @,(y, . . . ~ N - J  a , .  . . a,) q u e s t ~  
soluzioni, si risolvono le : 

rispetto a, . . . a, ; se cos1 si ottisne : 
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le equazioni : 

definiscono per un certo sistema di funzioni a il gruppo da cui ernvamo 
partiti, e per ogni altro sistema di funzioni 25 ancora un gruppo. 

Applicando il teorema 7." del $ 6 si vede che le (4) sono le equazioni 
finite del gruppo Ai,?, ,,,. l,n f. 

Ilunque : 
Teorema 9." Per ogni gncppo nelle va~iabili xi . . . x, le equaziolzi di 

dejînizione delle trasfo~maxioni finite si hanno dalle equ,azioni finite del cor- 
rispondente gruppo ysn. 

ponendo per le z ,  . . . z ,  fzmzioni determinate delle y ,  . . . y,, per x', le stesse 
funzioni delle xi . . . x, e per a, . . . U N - z  zcn sistemn di invarianti, convenien- 
temente determinato, d i  un sottogruppo inua?*iclnte ?plo in B. 

Questo teorema non è stato dimostrato che per gruppi il cui corrispon- 
dente y,, è transitivo. Se  il gruppo y,, è intransitivo anche il gruppo nelle 
x, . . . x, 10 è certamente : si pub dunque dire che il teorema precedente vale 
per tutti i gruppi transitivi in x, . . . z,. 

Le considerazioni del $ 5 fanno intravvedere clie un teorema analogo 
sussiste anche pei gruppi intrarisitivi. 

Voglio ora dimostrare che : 
Teorema 10." Se sono : 

z f P = f P ( z  ,... z,a ,... aN-z), p = 1  . . .  rn, ( 6 )  

le equazioni Jinite di un qualunque gruppo transitivo con la composixione y,,, 
s i  possono deteminare tali firnxioni : 

determinino per ogni sistema d i  funzioni a,. . . a, ulz gruppo in xi . .  . x ~ .  
Annali di Matematica, tom0 XXV. 28 
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trasfortnazioni infinitesime indipendenti del gruppo (6), e siano : 

trasformazioni indipendenti del primo gruppo parametrico : facendo corrispon- 
dere ad una Cf la C f  con 10 stesso indice i due gruppi siano riferiti tra. 
loro in modo isomorfo. Se facendo corrisporidere : 

ad A,,,,,,, f i due gruppi C' ed A vengono ad essere riferiti in modo isomorfo, 
anche facendo corrispondere : 

Ar-l 

ad Ai,,,,,,,, f i due gruppi C ed A vengono ad essere rifeïiti ir i  n-iodo isomorfo. 
Supponiamo che sia: 

Vi è allora uno ed un solo sistema di funzioni : 

a,=a,( ...y+ ), x = 1  ... N-Z, 
tali che sia : 

Ai, v ]... vm (as) = 4, v1..ms (ai U N - Z )  9 

e per : 

O * assumano i valori a, = ai. . . UN-Z = a ~ - ~  ( ). 
Le funzioni (8) cos1 determinate hnnno anche la seguente proprietà: de- 

terminate le soluzioni principali di : 

- 
(*) S e  il gruppo C, f . .  . CN-z f è riferibile in modo isomorfo a, sè  stesso, senzs chc 

con un cambinmento di variabili si  possa passare dall'una forma nll'altra, npplicando ad 
ogni forma il ragionnmento precedente s i  ottengono due sistemi di fuiizioni tr, (. . . yi,,,,.,,,, . . .). 
Vedi gli e s e u p i  2 . O  e 3." alla fine del paragrafo. 
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rispetto ad a,  = ai . . . = A fatte le sostituzioni (8) nelle funzioni 
cos1 trovate si hanno le soluzioni principali di : 

rispetto ad  yi,, = E;,, yipi. = O , . . . 
Corne sistema di valori a ,  = a l .  . . a ~ - ~  = a&-l prendiarno quel10 cui 

corrisponde ne1 gruppo (6) la trasformazione identica. Ricordando allorn in 
che modo si ottengono le (6) (teorema 7." Ej 6), si vede clle le equazioni (7) 
si ottengono determinando le soluzioni principali a, (a, . . . a,,, . . . y;,,.,.. ,., . . .) 
di Ai ,i,,..., ., f + xi ,,,,.,, ,,, f = O rispetto ad y;, = ql, . . . , ponendo a', = (DI (a, . . .) 
e risolvendo queste equazioni rispetto a, . . . a,,, : 

e finalmente ponendo per  cc', . . .a1,,, funzioni arbitrarie delle y, e per a,. . . a,,, 
rispettivamente le stesse funzioni delle x. Ma questa via è appunto quella 
per ottenere le  equazioni delle trasformazioni finite dei gruppi corriçpondenti 

al gruppo Ai,,, ,.,,,, f ,  indicata nel § 4. 
Diinque le (7) sono le equazioni delle trasformazioni finite pei gïuppi in 

xi.. . x, corrispondenti al  gruppo (6) c. d. d.  
I l  problema di determinare le funzioni a, (. . . y,,,,, .,.,, . . .) si è fatto di- 

pendere dalla integrazione di un  sistema completo. Sarebbe possibile rnostrare 
che questo problema si pub ridurre al problema di determinaïe le equazioni 
finite del gruppo ri,,,,,.,,,, f e a delle quadrature : ma la diniostrazione che ho 
trovata è forse troppo lunga. 

Esempi. Supporrb s = 1. Allora la  composizione y,, è quella del gruppo 
lineare omogeneo generale. * 

In questo gruppo, corne è ben noto, vi sono due soli sottogruppi inva- 
rianti;  il nuinero 2 pub assumere quindi due soli valori joltre il valore 1 = 0);  
precisamente i valori 1 = 1 ,  1 = n2 - 1. 

Se, per ogni valore di 1, prendiamo il minimo valore possibile per m, si 
trovano in tutto t re  categorie di gruppi in xi . . . x,. Queste t re  citegosic fu-  
rono,  appunto in questo modo, trovate da ENGEL ne1 suo lavoro già citato 
(Math. Ann. Rd. 27). 

Io  riporterà le equazioni di definizione delle trasformazioni infinitesime, 
ponendovi accanto quelle delle trasfornzaxiorzi Jinite. Basta por mente alla 
forma di queste ultime per vedere illustrato il teor. 9.' 
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1.a categoria. 
1 gruppi di questa categoria sono i primi che si incontrano nello spazio 

X I . .  . Xn. 
Sono definiti dalla unica equazione : 

le equazioni finite sono definite dalla : 

i griippi (1') sono dunque generati dalle trasfornlazioni che lasciano inva- 
riante un integrale npzo. 

L e  equazioni (2') scritte sotto la  forma z a = z' ci mostrano che il 
gruppo y,, corrispondente è un gruppo osi della varietà a d  una dimensione. 

2." cuteyoria. 
È formata dai gruppi che lasciano invariante una equazione della forma 

a f  n-l a f a z, + ,x ai aî; = 0 : sono definiti dalle : 
1-1 

equazioni che si possono rappresentare simbolicamente in un modo molto 
a f  %-l a f  ô f  X f -  V ~ i - ~ A l l o r a l e ( l ~ ~ )  semplice. Basta porre A f = - + 2: -. , a zn i=l 8x8 a x i  

ci dicono che deve essere : 

essendo 1. (x) una funzione indeterminata delle x, . . . x,. 
Le equazioni delle trasformazioni finite sono : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei gruppi injniti continui. 215 

il gruppo y,, corri~pondente si presenta sotto la forma : 

3.& culegoria. 
È formata dai gruppi ohe lasciano invariante un sistema complet0 della 

forma : 
a f !L+ai-,- - O ,  i = l  ... n - l .  

a XI, a J, 
Le equazioni delle trasformazioni infinitesime sono : 

Le trasformazioni finite soddisfano alle relazioni : 

il gruppo y,, corrispondente si presenta sotto la forma: 

5 8. Alcune applicazioni. 

L a  ricerca delle equazioni di definizione delle trasformazioni finite di un 
gruppo transitivo in x, . . . x, si B ricondotta a questi due problemi : 

Qeterminazione delle equazioni finite di un gruppo finito transitivo d i  
cui sono note le trasformazioni infinitesime. 

Determinazione delle funzjoni a, = a, (. . , yilY ,..., ,,, . . .). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 Medo2aghà' Sulla teovz'a 

Anche questo secondo - prollema si pub ricondurre alla determinazione 
delle equazioni finite di un gruppo finito  emplic ce mente transitivo. 

L a  ricerca delle equazioni delle trasformazioni finite pei gruppi transi- 
tivi si pub dunque condurre a quella delle equazioni finite di gruppi finiti (di 
data composizione). 

Il prohlema di determinare tutti i gruppi transitivi in ta variabili (finiti 
ed jnfinitj) si riduce al problema di determinare tutti i gruppi transitivi finiti 
con -la coiiiposizione per ogni valore di S. 

II prohlema di determinare le equazioni finite di tutti i gruppi transitivi 
di una data composizione essendo risolubile con operazioni effettualdi, si ha 
che anche il problema di determinare le equazioni di definizione delle trasfor- 
mazioni finite di tutti i gruppi in n variabili, le cui equazioni sono dell'or- 
dine s, si pub risolvere con operazioni effettuabili. 

Voglio ora indicare untt applicazione dei teoremi trovati ne1 $ 2. 
Sin proposto un gruppo r in x, , . . x,, e le trasformazioni infinitesime del 

corrispondente y,, si indichino con b,,;...7,n f (i = 1 . . . n , v ,  + . . - $ Y, 6 s). 
II gruppo &,,,, f sia irnprirnjtivo (esso perb si  suppone transitivo) e sia: 

cpi (cc, . . . am) = costante , . . . rpml (g, . . . a@) = costante, 

iina divisione invariante del10 spazio a , .  . . a,. 
Introduciamo corne nuove variabili le y ,  . . .y,, +, . . . $,-,, in luogo di  

a ,  . . . a,; nelle nuove variabili sia : 

le trasformazioni : 

nelle y, . . . yml formano un gruppo isomorfo al gruppo Ai,,, ,... ,,, f i  
Introducendo le espressioni (1) delle ~i,,,,..,,, f nelle equazioni delle tras- 

formazioni infinitesime del gruppo r si vede che tra queste m equazioni ve 
ne sono ml che contengono solamente i simboli y ,  . . . y,,. Queste equazioni 
definiscono per sè sole un gruppo in n variabili e con m, equazioni di de- 
finizione. 

Si  ha  il teorema: 
Teorema 11." Perchè dalle m equlrxioni d i  dejnizione delle trasformu- 

zz'oni infitlitesime (O finite) d i  ulz gruppo r, se ne possano con elimi~?îtazioni 
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e combinaxioni otfenere rn, < m che definiscano pey  sè sole un gruppo, è 
cessario e suficiente che il gruppo y,, in a , .  . . x, corrispondente a r siu 
imprimitivo, ed ammetta ukza divisione invariante dello spaxio . . a ,  

in mmi vuvietk ud m - nz, dimetzsiotzi. 
Se di un gruppo transitive finito sono conosciute le equazioni finite, si 

possono fienza integrazioni trovare tutte le sue divisioni invarianti. Dunque, 
dato un  gruppo r in r , .  . . x,, il yroblema di determinare tutti i gruppi con 
un minor numeïo di  equazioni di definizione dello stesso ordine o di un or- 
dine minore, e che contengono il gruppo r ,  si risolve senza integrazioni, 
note le equazioni finite del gruppo ysn associato a r. 

Romn, geniiaio 1897. 
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Des groupes transitifs de classe ('1 e f (e 
et f étant premiers avec 5 se 5 f )  et de 
degré e f + k (k étant < e). 

(Pur ED. MAILLET, à Neuilly.) 

C e s  groupes peuvent contenir un sous-groupe d'ordre, de degré et de 
classe e f ,  ou n'en pas contenir: nous allons étudier successivement les deux cas. 

Groupes qui contiennent un sous-groupe d'ordre, 
de degré et de classe e f i  

Nous établissons le théorème suivant qui leur est applicable. 
Théorème. - Soit m un nombre impair quelconque, k un nombre plus 

petit que le plus petit diviseur e de m :  un groupe G transitif, de classe m, 
de degré rn + k,  avec O < k < E ,  renfermant un sous-groupe M d'ordre, de 
degré et de classe m, ne peut exister que si k r 2, et m + 1 =P. 

E n  effet, d'abord G est primitif. Car, s'il ne l'était pas, il admettrait 
une répartition de ses lettres u à u en systèmes de non-primitivité, avec u > 1. 
Soient a,, a,, . . . , ak les k lettres de G laissées immobiles par le groupe M, 
d'ordre, de degré. et de classe nz ; u divisera m + k < 2 m, et sera par suite < m. 
Alors, M permutant exclusivement entre elles les lettres du système dont 

(*) D'après MM. JORDAN et NETTO la classe d'un groupe est le nombre de lettres 
minimum que déplace une substitution de ce groupe différente de l'unité; 1s classe d'une 
substitution est le nombre de lettres qu'elle déplace. 

Annali di Matematica, tom0 XXV. 29 
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fait partie a i ,  ce système ne pourrait comprendre une des lettres de M sans 
les comprendre toutes, puisque M est transitif entre nz lettres; dans ce cas 
il faudrait zc > m ,  contrairement à ce qu'on a vu. Les lettres a , ,  u ,,..., cck 

forment donc un certain nombre de systèmes, et u divise k ;  u divisant k et 
m + Ic divise k et m, ce qui est absurde, puisque k < E  (*). 

Ceci posé, je dis que G est k + 1 fois transitif. 
E n  effet, cette propriété est vraie si Ic = 1. Admettons qu'elle le soit 

pour les degrés m + 1;' inférieurs à m + k ,  et montrons qu'elle a lieu pour 
le degré m f- Ic (Ic' sz 1 , k > 1). 

Soit Ha, le groupe des substitutions de G qui laissent immobile a, par 
exemple. L'ordre de Ha, est > m, puisque G est primitif, car s'il &ait égal 
à m, G admettrait une répartition de ses lettres k à k (**). Dès lors, si Ha, 
permutait exclusivement entre elles les lettres a,, . . . , a b ,  ses substitutions 
seraient permutables à M, et Hu, ne renfermerait, comme il est facile de le 
voir, qu'un seul groupe d'ordre et de degré m, le groupe M lui-même. Donc, 
en considérant les transformés de Ha,, par les substitutions de G, on voit que 
ces transformés sont en nombre m + k, puisque G est primitif, et que chacun 
des transformés de M par les substitutions de G est commun à k d'entre eux 
exactement, en sorte que JC devrait diviser m + k ,  par suite m, ce qui est 
contraire à l'hypothèse k < E .  

On en conclut que HE, contient une substitution permutant ai (i> 1) avec 
une des lettres de M, et M n'est pas permutable à toutes les substitutions 
de Ha,. Soit M' un transformé de M, différent de M, par une substitution 
de Il,,: M' sera transitif entre m lettres, et d'ordre et de degré m ;  parnii 
ces m lettres on en aura k', par exemple, comprises parmi les lettres as , .  . . , u k ,  

avec 1 r k a '  6 JC - 1 < 112, en sorte que M' permutera ces k' lettres a.vec des 
lettres de M. Le groupe (M, JI') dérivé de M e t  de M '  sera transitif, de 
degri! m f k', de classe m, et renfermera le groupe M d'ordre, de degré, et 
de classe m. P a r  hypothèse, il sera Ic' + 1 fois transitif, avec k' + 1 t 2, 
c. 8. d. primitif: donc, d'après un théorème connu (***), G sera k + 1 fois 
transitif. 

(") Ce raisonnement peut même servir à montrer qu'un groupe transitif de degré 
?iz + k ,  avec k<m,  contenant un sous-groupe transitif de degr6 m, ne peut exister que 
si ic n'est pas premier à m, ou s'il est primitif. 

y") Voir par exemple Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1895, D. 18. 
(%*") JOKDAN, Journal de Liouville, année 1871, p. 384. 
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D' après un théorème de M. JORDAN (*) , on mit que G ,  qui est k + 1 
fois transitif, de classe m et de degré m + k, ne peut exister, rn (;,tant impair 
et > 3, que si k r 2, et m + 1. = 2*, ce qui démontre le théorème. 

Ce resultat est applicable aux groupes transitifs de classe e f et de degré 
e f + k avec e et f premiers, O < k < e e f ,  renfermant un sous-groupe de 
degré, d'ordre et de classe e f :  on a forcément TE _L 2. 

Comme exemple d'un pareil groupe on peut citer uii groupe linéaire de 
degré 17 et d'ordre 17. 16. 1 5 ,  et un groupe linéaire de degré 513, et 
d'ordre 513. 512. 511. 

Remarque. - Après avoir Btabli que G est primitif, on abrégerait la 
démonstration en s'appuyant sur un théorème de M. JORDAN (**). 

&oupes qui ne contiennent aucun sous-groupe dl ordre, 
de degré et de classe e f .  

Ces groupes contiendront un sous-groupe M d'ordre Y et de degré e f 
(r gtant égal à e ou à f )  maximum parmi les sous-groupes de degré et de 
classe e f qu'ils renferment. 

Soit G un de ces groupes, d'ordre G, de degré e f + k avec O < k: < e 6 f 
et 5 r e: G divise (***) e f (e  f + 1) . . . (e f + k ) ,  et ,  par suite, est divisible 
par r sans l'être par r" même si e = f. 

Soient a , ,  as,. . . , ak les k: lettres de G non déplacées par M; Ha,, d'or- 
dre Ha,, le groupe des substitutions de G qui laissent a, immobile; L, d'ordre L, 
le groupe des substitutions de Ha1 permutables à M ;  K, d'ordre Ii, le groupe 
des substitutions de G permutables à $1, contenant L. 

D'après un théorème de M. SYLOW (****), on a : 

H,,=(l + n r ) L ,  L=l . r .  

JORDAN,  Journal d.e LiouviZ2e, annhe 1812. 
D'après l'énoncé que nous en avons donné dans le J. de i i t h . ,  1895, p. 20. 
Voir par exemple Annales de la Facullé dcs Sciences de Toulozcse, 1893, 

Math. Ann., t. V, p. 584. 
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De plus, He, renferme 1 + n r  transformés de M, exactement. H,, et ses 
transformés par les substitutions de G en renferment (1 + n r )  (e f + I c )  qui, 
évidemment, sont identiques k à k, et le nombre des transformés distincts 

de M par les substitutions de G est (l + * ( e f  + k, - Donc, d'après le même 
k .  

théoréme de M. SYLOW : 

I< déplace ai ; il permute exclusivement entre elles a,, a,, . . . , a k ,  puisque ses 
substitutions sont permutables à M, et les permute transitivement, puisque le 

K groupe des substitutions de K laissant a, immobile est d'ordre L = - . 
k 

J e  dis qu'aucune substitution de K ne peut être échangeable à une de M 
sans faire partie de M. E n  effet, une substitution de M déplace r lettres dans 
chacun de ses cycles; une substitution U qui lui serait échangeable ne pour- 
rait laisser immobile une des lettres de M sans en laisser r > k ,  ce qui est 
iinpossible, puisqu'une substitution de G laisse au plus lc lettres de M immo- 
biles. Donc U déplace toutes les lettres de Mi de plus U opére entre elles 
une substitution régulière, sans quoi une de ses puissances, qui serait échan- 
geable aux substitutions de M, laisserait des lettres de M immobiles, sans 
d'ailleurs les laisser toutes, puisqn'elle ddplace au moins e f lettres avec 
e f > k. Cette substitution régulibre est d'ordre diviseur de e f ;  si elle deplace 
quelques unes des lettres a , ,  . . . , a k ,  en l'élevant à la puissance e f , on ob- 
tiendrait une substitution différente de 1' unit6, puisque f 2 e > k, et qui dé- 
placerait au plus k lettres, tout en faisant partie de G qui est de classe e f, 
résultat absurde ; si elle ne déplace aucune des lettres a, , . . . , ab, elle engen- 
drera avec M un groupe contenant un sous-groupe d'ordre e2 ou e f contrai- 
rement à ce qu'on a vu ou à l'hypothèse, à moins qu'elle ne soit contenue 
dans M, ce qui montre le résultat annoncé. 

On en concliit de suite que toute substitution de M a exactement I% i! 
transformées par les substitutions de K (à part l'unité), et ,  en considérant 
les r - 1 substitutions de M différentes de l'unité, que : 

Nous allons maintenant déterminer 1. 
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Prenons dans K un des groupes F les plus généraux parmi ceux dont 

l l'ordre F est premier à Y, et qui n'ont avec M aucune substitution commune, 
et soit: 

K= F . ~ Y .  

Si un sous-groupe de F était permutable aux substitutions de K,  on 
sait ("1, et l'on voit facilement, F n'ayant avec M aucune substitution com- 
mune, que les substitutions de ce sous-groupe seraient échangeables à celles 
de M, sans faire partie de M, ce que nous avons vu impossible. Des lors, 
K est holoédriquement isomorphe (**) b un groupe K' de degré p r ,  tran- 
sitif, et où l'isomorphe F' de F est formé de l'ensemble des substitutions 
de K' laissant une même lettre de K', convenablement choisie, immobile. 

Soit une substitution d'ordre r de K r  : 

Pl,  PB,..., Br, 

étant les lettres de K i  qui ne renferme d'autres substitutions d'ordre r que ,O' 

et ses puissances. Soit aussi FrB, c,elui des transformés de F' par les substi- 
tutions de K' qui laisse 0, immobile: une substitution de PtBi transforme 
en une de ses puissances, et ne peut laisser Bi (avec i) 1) immobile que si 
elle est échangeable à ,o', ce qui est impossible, comme on l'a vu, à cause de 
l'isomorphisme de K et de K'. Désignant alors par S une substitution dé- 
plaçant 0 ,,..., & et transformant la substitution (0, @, . . . @,) en une de ses 
puissances, par T,, T,, .. . des substitutions entre y,, y, ,  .. ., y,, .  . ., les sub- 
stitutions de FIS, seront de la forme: 

S étant convenablement choisi, et d'ordre P. Cela résulte en effet facilement, 
d'une part de ce que FIp, doit permuter exclusivement entre elles f i , .  . .B r ,  
et de ce que chacune de ses substitutions déplace ces Y -  1 lettres et tran- 
sforme en une de ses puissances; d'autre part de ce que les substitutions 

(7 Voir par  exemple Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1895, D. 17. 
(**) Voir par exemple notre Thèse de Doctorat, p. 12 e t  15. 
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entre B2 , . . . , Br qui transforment ( f i ,  B, . . . fi,.) en ses puissances sont les puis- 
sances d'une même substitution. 

On en conclut que P'p, est holoédriquement isomorphe à un groupe formé 
des puissances d'une même substitution, c. à d. est formé des puissances 
d' une même substitution. 

Supposons maintenant qu'une substitution de Frp, laisse en même temps y,  
par exemple immobile. Frpl et F',l auraient une substitution commune dif- 
férente de l'unité et échangeable à leurs substitutions, par suite à celles du 
groupe ( F r p l ,  F',) dérivé de ces deux groupes. Ce groupe dérivé est alors 
d'ordre premier à r ;  d'après l'hypothèse faite sur F, et en vertu de l'iso- 
morphisme de F et de Fi ,  on a : 

c. à d. que si une substitution de Frg, laisse y, immobile, il en est de méme 
de toutes les substitutions de F ' p , ,  qui déplacent y,, ... , y,, d'après ce  qui 
précède. 

Soit alors p, le nombre des lettres laissées immobiles par une substitution 
de Prp, : toutes les substitutions de F I B ,  laissent ces p, lettres immobiles et 
celles-ci appartiennent à p, cycles différents de ,o', en sorte que pi 5 p. Si 
p, > 1, on sait (*) que K' contiendra un groupe q' d'ordre p, F conte- 
nant Frp,: il en résulte sans peine que K contiendra un groupe @ d'ordre p i F  
contenant F. D'après l'hypothèse faite sur Pl @ aura des substitutions com- 
munes avec M, par suite contiendra M: les substitiitions de @' sont permu- 
tables à Frp,, et celles de cP Ei. F, en sorte que les substitutions de M sont 
permutables à P et celles de F à M. Il  en résulterait encore (**) que les 
substitutions de .R' sont échangeables à celles de M, contrairement à ce qu'on 
a vu. Donc p, = 1. 

En résumé, R' est transitif, de degré p r ,  de classe p r - 1, et le 
groupe P'p,  des substitutions de K', qui laissent une lettre P, quelconque 
immobile, est formé des puissances d'une même substitution. 

On sait alors (***) que Ki renferme p r - 1 substitutions déplaçant p r 
lettres ; parmi ces ,u r - 1 substitutions sont comprises les r - 1  substitution^ 

(*) Voir par exemple Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, D. 18-20 %t notre Thèse 
de Doctorat, p. 18. 

(+*) Voir par exemple Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, D. 17. 
(a**) Voir notre Thèse de Doctoral, p. 49 et  suiv. 
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de M t ,  isomorphe de M, qui sont différentes de l'unité, puisqu'elles sont d'or- 
dre r premier, et régulières. J e  dis qu'on a p = 1. 

E n  effet, soit p > 1 : il y a dans K' des substitutions d'ordre premier 
à r et dbplaçant p r  lettres; les substitutions correspondantes de K ne sont 
comprises ni danfi M, ni dans F, ni dans un de ses transformés par les sub- 
stitutions de K. On peut donc partir d'une d'elles pour former un groupe E 
différent de F et de ses transformds par les substitutions de K, et maximum 
comme F parmi les groupes de K  dont l'ordre est premier à r .  On voit en- 
core que E est formé des puissances d'une même substitution. 

Les transformés de E par K sont différents des transformés de F par K; 
de plus, si un transformé E, de E avait une substitution autre que l'unité 
commune avec un transformé FI de F, le groupe (E,, F,) ,  dérivé de E, et Fi, 
qui serait > F,, d'après ce qu'on vient de voir, aurait une substitution com- 
mune avec M, laquelle serait échaiigeable à une substitution de Fi, ce qui 
n'a pas lieu. Alors les transformés de F par les substitutions de K renfer- 

B-1 ment ( F - l ) , u r = K -  F 
substitutions distinctes, et distinctes de l'unité; 

E - 1  les transformés de E, d'ordre E, renferment de même K--- 
E substitutions 

distinctes, et distinctes des précédentes et de l'unité : il faudrait donc : 

F-1 1 E-1 1 ce qui est absurde, puisque - 
F 2 2 3 - - . 011 en conclut que p  = 1, 

E - 2  
comme noua l'avions annoncé. 

Les groupes F et M sont échangeables (*), et le groupe dérivé. (F, M) = K 
est d'ordre K= F r ;  F ne contient aucune substitution (à part l'unité), lais- 
sant à la fois a,, a,,.. . , a h  immobiles, d'aprés les hypothèses faites sur G. 
Les groupes des substitutions opérés par K et F entre a,, a,,.. . , uk coinci- 
dent : soit P ce groupe, d'ordre P = k 1 ;  il est transitif et holoédriquement 
isomorphe à F, par suite formé des puissances d'une même substitution; une 
substitution de P laissant a, par exemple immobile est échangeable aux sub- 
stitutions du groupe transitif P, et par suite laisse a,, . .. , ah immobiles. Donc : 

le groupe des substitutions de H,, permutables h M se confond avec M. 

(*) D'ibprés la définition de SERRET, A2gébî.e supé~ieure, t. II, pag. 283. 
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On en conclut immédiatement que, si G était deux fois transitif, Ha, se- 
rait transitif, et que la quantité désignée tout-à-l'heure par t devrait être 
égale à k - 1,  ce qui exige le r 2. En tenant compte de ce qui a été dit 
dans le 5 1, on peut dire : 

Thkorètne I. - Un groupe G transitif, de classe e f (e  et f premiers, 
5 r e r f ) ,  de degré e f + k (O < k < e) n'est qu'une fois transitif (*) si k > 2, 

Quand k 5 2, G fait partie des groupes transitifs de degré N et de classe 
N- 1 ou N - 2, que nous avons étudiés (**). On sait en particulier qu'il 
n' existe aucun de ces groupes qui soit de classe 4 h + 1, et que, pour les 
classes L 100) G ne peut être primitif que si m + 1 = 2". 

Supposons k >  2;  Ha, ne peut se confondre avec M, sans quoi G ad- 
mettrait (*"*) une répartition de ses lettres k à k, les lettres a,, ci,, . . . , cik 

formant un système et k diviserait e f + k, par suite e ou f, ce qui est ab- 
surde. Donc Hal > M. 

J e  dis que H,, déplace toutes les lettres de G, sauf a,. 
En effet, supposons que Hz, déplace seulement k ,  - 1 des lettres a*,  .. . , a h ,  

avec k, < k :  on sait (****) que G admettra une répartition de ses lettres 
le - k ,  f- 1 à X: - /ci + 1. Si le système de cette répartition dont fait partie ai 
contenait quelques-unes des lettres de M l  il contiendrait les r lettres d'un 
cycle d'une substitution de Ml car M fait partie de ILi qui permute exclu- 
sivement entre elles les lettres de ce système. On aurait: 

contrairement à 1' hypothèse. Les lettres a,,. . . , ab forment donc un certain 
nombre de systèmes, ainsi que les lettres de III, et k aurait un diviseur com- 
mun avec e f, ce qui est impossible. Il en résulte k,  = k. 

J e  dis de plus que Ha, permute chacune des k - 1 lettres a, ,  . . . , ak  

exclusivement avec des lettres déplacées par M. 
En effet, on sait (***"*) que, si l'ordre du groupe des substitutions de 

Hal à M est v r ,  si v" est le nombre des lettres a,, ..., a k  que 

(") Une ljropriété semblable a lieu pour les groupes de classe pipa . . .pi  et  de 
degré p i p P .  - .Pi  -l- k ;  OÙ h est > 2 et plus petit que le plus petit des nombres premiers 
différents Fi P2 - .-, Pi. 

( 8 % )  Thhe de Doctorat, p. 49-103 et  Bull. Soc. Mat., 1897, t. 23, p. 16- 
y*) Voir par exemple Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, 1895, D. 18-29. 

p s i )  Idem. 
(KEM+) Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse, 1895, D. 20. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(e et f étant premiers avec 5 g e  5 f )  et de degr6 e f + k (k étant <e). 227 

Ha,  substitue ii a,, si HElaz est le groupe des substitutions de Hel qui lais- 
sent a, immobile, v' r l'ordre du groupe des substitutions de Hatas permuta- 
bles à M, on a v = v' v". Or ici v = 1, ce qui exige en particulier v" = 1. 

E n  résumé, si k > 2 ,  Ha, est de degré e f + k - 1, et permute exclu- 
sivement avec des lettres de M chacune des k- 1 lettres que M laisse im- 
mobiles. 

Ceci posé, considérons dans He, un des groupes minima D parmi ceux 
qui contienner~t M et sont > M, ce qui est possible, puisque Ha, >M. 

D déplace kt des lettres a i ,  par exemple a , ,  . . . , akp+, , avec k > k' > O;  
chacune de ces kf lettres est permutde transitivement avec des lettres de M 
exclusivement, d'après ce qui précède; l'une d'elles aj, par exemple, le sera 
avec g r lettres de M. Aucune substitution de D ne peut laisser simultané- 
ment ces p r lettres et aj immobiles sans se réduire à l'unité, en sorte que D 
est holoédriquement isomorphe au groupe D,  des substitutions qu'il opère 
entre elles: de plus, M étant maximum dans D, par hypothèse, on sait (*) 
que Daj est primitif et d'ordre: 

D , = D = r ( l  + q r ) ,  
l D étant l'ordre de D; q .a donc la même valeur pour chacune des let- 

tres a,,  . . . , ah'+!. Daj appartient aux groupes primitifs de degré N = 1 + q r 
et de classe N- 1 dont nous avons déjà parlé, ce qui impose certaines con- 
ditions à la valeur de 1 + q  r. Ainsi il faut 1 + q r =:= 4 h + 2 ,  et ,  comme 
l + q r r e f + l ,  on en conclut que pour e f < 2 0 0 ,  l f q r  est une puis- 
sance d'un nombre premier. 

Les groupes Dazj Des,. . . , Dalc'+l déplacent en tout k' (1 + p Y) lettres. 
Les autres lettres de D sont toutes déplacées par M, s'il y en a :  d'oh deux 
cas à distinguer : 

1." cas. - Il n'y en a pas, c. à d. : 

Or k' divise e f et est < k < e : donc k' = 1. D est primitif et d'ordre 
r (e f + 1) : il est transitif entre e f + 1 lettres, et d' après un théorème de 
M. JORDAN déjà utilisé, G serait I% fois transitif, ce qui est impossible, d'après 
le théoréme 1, pukque k > S. Il faut donc k' q r < e f i  

(*) W. DYCK, Math. Ann., t. X X I I ,  e t  notre Thèse de Doctorat, p. 18. 

Annali 13 Matematica, tomo XXV. 
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2.éine cas. - Il y en a. 
Ces lettres sont au  nombre de e f - k' q r. Une d' elles sera permutée 

transitivement par D avec h r lettres; aucune substitution de D ne peut laisser 
simultanément immobiles ces I r lettres, puisque k < 1. r ,  et les substitutions 
opérées entre elles par D forment un groupe D", de degré I r ,  transitif, ho- 
loédriquement isomorphe à D , d' ordre : 

D ' = D = B r . l . r ,  

BI, d'ordre Br, étant le groupe des substitutions de D' qui laissent immobile 
une de ces 1. r lettres. Aucune des substitutions de Br ou de ses transformés 
par Dr ne fait partie de M', isomorphe de M dans Dr, ni des transformés 
de M' par D', puisque B' est premier à r. 

E n  considérant successivement toutes les lettres qui font partie des 
e f - k' q r en question, on obtiendra un certain nombre de groupes D', D',, ... 
analogues à D', e t :  

e f - k 1 q r = r . y 1 .  

Deux circonstances pourront alors se présenter : 
1.' - II pourra se faire qu'une des valeurs B', B', , . . . qui correspon- 

dent respectivement à D', Dr,, ... soit > 1. Soit par exemple B'> 1. 
On a :  

B 1 A = l + q r .  

D r  sera de classe A r - t, avec O < t k', et de degré 1. r. 
Soit ni le nombre des substitutions de B' qui laissent immobiles i des 

lettres de D' ; on sait (*) que D' contient : 

substitutions qui laissent quelques lettres immobiles, avec : 

fi,+ f i , + . . . + f i t = B f - 1  . 
r - 1  Dr contient d'ailleurs, d'après ce qui précède, - D substitutions fai- 

r 
sant partie de M' ou de ses transformés par D', et déplaçant toutes les let- 
tres de D'. Donc : 

(*) JORDAN, J. de Math., 1872. 
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ou, a fortiori : . 
r - 1  BI-1 - 

r +tBi-<l, 
ce qui donne : 

Or d'après la congruence (l), Ic divise r - 1, ce qui donne k = r - 1; 
d'après l'hypothèse k < e 5 f, il faut: 

r = e ,  k = e - 1 .  (4) 

L'un des ordres B', B', , . . . ne peut être > 1  que si r = e = k + 1. 
Supposons donc r = e = k + 1. Si l'on a IC' = t, D contiendra une sub- 

stitution de classe e f déplagant toutes les lettres de De,, Des,. , . , Dac+, et ré- 
gulière, puisque G est de classe e f i  Son ordre divise e f et B', et par suite 
est égal B f :  ses puissances fornient un groupe Q sur lequel on peut rai- 
sonner comme on l' a fait sur M. On sera encore conduit à des groupes ana- 
logues à B', Bpi,.;. dont les ordres seront tous égaux à l ,  d'après ce qui 
précède; on verra tout-à-l'heure que leurs ordres ne peuvent pas non plus 
être tous égaux à 1, et par suite que k' > t. L'inégalité (3) deviendra : 

B' -- 1 e e - l = k > k ' > t > e - B , s - ,  2 (5) 

d'oh : 

e ? t + 3 > 2 + 3 ,  2 (6) 

et : 
e 2 7 .  

Enfin, d'après (2) : 
a s  f - k ' q ,  

l + q e .  B m -  
f - k ' q '  

mais, d' après ( 5 )  : 

en sorte que : 

e B r < - ,  
c - t  
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ou, d'après (5) et (6): 
e f 2 q e ( e + 1 ) + 4 ,  

ce qui donne : 
f > q ( e +  1)- 

Il y aura intérêt, pour chaque valeur particulière de e, à déterminer une 
limite inférieure de q ,  d'après ce que nous avons dit de D et des groupes 
primitifs de classe N- 1 et de degré N. Ainsi on ne pourra avoir q = 1  
ques i  e + 1 = 2 r < f ;  si e + 1 = : = 2 ~ ,  il faudra q 2 2 ,  et:  

En  résumé, l'un des ordres B', B', ,. . . ne peut être > 1 que si l'on a :  

2." - Toutes les valeurs B', B', ,. . . sont = 1. 
On a toujours ii = 1  + q  r ,  et, d'aprhs (2) : 

rp désignant le nombre des groupes analogues à D'. On a y >  O ,  g > O ,  et, 
par suite, r = e ,  et : 

Mais HEL est de degré m + k  - 1  et permute chacune des lettres 
a,, . . ., ah avec des lettres de M exclusivement. Chacune des lettres a; non 
déplacées par D (i> 1) sera permutée par Ha, avec au moins e (1 + q  e) 
lettres de M; il faut donc (p 5 k - 1  - kt, et : 

f 2 kt q + (1 + q e)  (k - 1 - k'). (12) 
Les inégaliths (11 )  et (12)  montrent, en remarquant que g satisfait aux 

conditions précédemment indiquées, que l'on ne pourra avoir f < 2 e  + 3 
que si : 

1  y - 1 ,  f = k ' + e + l ,  k - 1 - k ' s l ,  

par sui te : (1 3) 
k = k 1 + 2 ,  ou k = k l + l .  
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Si k = kt  + 2,  f = e + Ic - 1, ce qui est impossible, f étant premier, e t  
k > 1 divisant e - 1, d' après (1). 

Si k -  k' + 1, D et Ha, sont tous deux de degré e f f k - 1; on n e  
peut avoir D = Ha,, car on en conclurait : 

et G contenant le sous-groupe désigné antérieurement par K, d' ordre Ic e ,  
k < e devrait diviser e + 1 et e - 1, d'après ( l ) ,  ce qui exigerait k c 2, 
contrairement à l'hypothèse. Soit donc D < Hal : a i ( i >  1) est permutde par 
Ha, avec au moine e lettres de M ,  puisqu'elle l'est déjà par D; mais elle 
ne pourra l'être aussi avec les e (e + 1) lettres permutées exclusivement entre 
elles par D que pour une valeur de i au plus, puisque Hal permute chacune 
des lettre8 a,, . . . , ak avec des lettres de M exclusivement. Donc, puisque k > 2, 
il y a au moins une des lettres a,,... , a k ,  par exemple cc,, que Hal permute 
exclusivement avec e lettres de M. Le  groupe Ha,,*, formé des substitutions 
de Ha1 laissant a, immobile, est d'ordre : 

puisque : 
Hal>(e+ l ) e =  D. 

HaIaB contient alors un sous-groupe A analogue à D, minimum parmi 
ceux qui contiennent M et sont > M; mais ce groupe A est de degré 
< e jE+  k - 1, c. B d. de degré plus petit que celui de Ha,, et le cas excep- 
tionnel que nous venons d'étudier pour D ne pourra se presenter pour A. En 
raisonnant sur A comme nous l'avons fait sur D, on sera donc conduit, soit 
aux conditions (4), (7) et (IO), soit à la condition : 

Nous conclurons, en tenant compte du théorème' 1 et du 3 1 : 
Théorème II. - Un groupe transitif de classe e f (e et f premiers, 

5 G e r f ) ,  de degré e f + k (avec (O < k < e ) ,  ne peut exister qu' à l'une 
des conditions suivantes : 
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de plus, dans les deux derniers cas, le groupe ne sera qu'une fois transitif et 
aura son ordre premier à f. 

Si en, particulier e = f, on a : 
Co~ollaire. - Un groupe transitif de classe e2 est de degré eQu % ex + e, 

e étant premier impair. 

III. 

Application aux groupes transitifs des 100 premières classes. 

Si e f 6 100,  il faut e éghl à 5 ou 7. 
1." - . e = 5 .  

On a e + 1 = 6 = ! = 2 r ,  f k  13. 
De plus, d'après (7), les quantités B' , B , , . . . sont toutes égales à 1. Ap- 

pliquant alors (1 1)  : 

? > O ,  k - 1 - k ' s y ,  3 2 q 2 2 ,  puisque e f 6 1 0 0 ,  k = 4  si k > 2 ,  puis- 
que k divise e  - 1 = 4. 

Pour f =  13 ,  q = 2 ,  y = 1 ,  k ' = l ,  k - l - i ~ ' = 2 > ~ =  1 ,  ce qui 
implique contradiction. 

Pour f = 1 7 ,  q = 2 ,  y =  1 ,  k ' = 3 = k - 1 :  D et Ha, seraient tous 
deux de degré e  f + k - 1 ,  et un raisonnement fait précédemment montre 
que Ha, contiendrait un sous-groupe A,  analogue à D,  mais de degré 
< e  f + k  - 1 , ce qui conduit à une contradiction. 

Pour f= 19, q = 2 exigerait y  = 1 ,  k' = 4 ,  ce qui est impossible, 
puisque k ' r k -  1 = 3 ;  q = 3  donne ~ = 1 ,  k 1 = 1 ,  k - 1 - k ' = 2 > p = 1 ,  
ce qui implique contradiction. 

2 . O  - . 4 = 7 .  
On a e + 1 = 8 = P. NOUS savons qu' alors 1' hypothèse B' = B', = . . = 1  

conduit à le condition f  5 2 e + 3 = 1 7 ,  e f > 100 ,  à moins qu'on ne puisse 
trouver dans Ha, un groupe analogue à D pour lequel les quantités analo- 
gues à B', Br,,  ... ne soient pas toutes égales h 1. 

Supposant donc qu'a priori on ait pris pour D ce groupe et que Br> 1, 
les conditions (8) et e f 5 100 donnent q = 1. De plus (5 )  et ( 6 )  donnent 
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B' - 1 k 1 = 5 = k - 1 ,  t = 4 > . 7 . -  
B ' , B' = 2 ,  et d' après (2) oh l'on rem- 

place r par e : 
f=5+2A. 

Ce qui précède montre d'ailleurs que si ,  par exemple B', > 1 , il faut 
Br, = 2,  et, d' aprés BIi Ai = 8 ,  que les quantités 1 sont toutes égales à 4 
ou 8, I'une d'elles étant égale à 4, à cause de B' = 2. Mais e f r 100 donne 
f Qgal à 11 ou 13, et, par suite, il y a dans (15) au plus deux quantités 1, 
dont une égale à 4, l'autre égale à 4 ou à 8. Ceci exige immédiatement: 

Dans ce cas on ne peut avoir Hal = D, sans quoi : 

G = ( e f + L ) ( e + l ) e = 9 7 . 8 . 7 ,  

et k = 6 devrait diviser G,  à cause de l'existence du groupe K, ce qui n'a 
pas lieu. Soit donc Ha, > D. 

D est de m6me degré que Hal, puisque k' = k - 1 = 5;  il permute cha- 
cune des lettres a , ,  . .. , cc, avec e = 7  lettres de M exclusivement, et permute 
exclusivement entre elles les 28 lettres de chacun 'des deux groupes D', Dr, ,  
correspondant à B', B',. Hal permutant chacune des lettres cc, ,. . ., cc, avec 
des lettres de M exclusivement, il y en aura au moins 3 permutées par Hal 
chacune avec 7 lettres de M seulement: soit a, I'une d'elles. Le groupe Hala, 

des substitutions de H laissant a, immobile est alors d70rdre 5' > 7 ,  et 
8 

contient un sous-groupe A' analogue à D,  mai^ pour lequel la quantité kr 
est r 4. 

Les quantitée qui pour A' sont analogues à BI, B', ,. .. seront ici toutes 
égales à 1 ,  sans quoi on trouverait, en raisonnant comme sur D, k'= 5. 
Mais, puisque f < 2 e + 3, (13) doit avoir lieu et f = k' + e $. 1 5 12, ce qui 
est c,ontradictoire. 

Nous pouvons donc conclure : 
Théorème III. - Les groupes transitifs de classe e f 6 100 (e et f pre- 

miers, 5 4 e 5 f )  sont de degré e f + k, avec lc r 2, ou k 2 e. 
Corollaire. - Ceux de ces groupes qui sont primitifs sont de degré 

& e f + e .  
Car il suffit de tenir compte des rdsultats que nous avons obtenus pour 

les groupes primitifs de degré N et de classe N- 1 ou N - 2. 
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D'autre part, on connaît (*) l'existence d'un groupe primitif au moins de 
classe e f et de degré e f + e pour les 100 premières classes, à savoir un 

groupe primitif de classe 55, de degri: 60, d'ordre a2, dérivé de l'isoniorphe 
régulier du groupe alterné de 5 éléments, et de son conjoint. Néanmoins, 
ainsi que nous le montrerons ultérieurement, ces raisonnements sont suscepti- 
bles d'extensions quand on ne considère que des groupes renfermant une 
substitution d'ordre f ài e cycles, avec f > e. 

Neuilly-sur-Marne, 17 avril  1507. 

(^) Voir par  ex. notre Tliére cle Doctorat, p. 35. 
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Alcune proprieth fondamentali dei si- 
stemi lineari di curve tracciati sopra 
una superficie algebrica. 

(Di G. CA~TELNUOVO, a Roma.) 

I n  uu rnio lavoro del novembre 1894, che IIAcoadernia Italiana delle 
Scienze volle accogliere tra le sue Nemorie (*), io esposi alcime proprietà 
dei sistemi lineari di curve appartenenti ad una superficie algebrica. Perb le 
dificoltà che l'argomento offriva, mi costrinsero a presentare i risultati otte- 
nuti con restrizioni che ritenevo superflue, ma che non vedevo allora il modo 
di togliere. Essendo ritornato più tardi sullo stesso soggetto, ini riusvi di dare 
a quei risultati una estensione molto maggiore, e ne1 tempo stesso di ren- 
dere più semplici le dimostrazioni. Pensai che fosse opportuno introdurre 
iielle mie ricerche del 94 i miglioramenti a cui accenno, prima di esporre 
nuovi risultati, a cui i precedeuti aervono di base; e cos1 fui indotto a scri- 
vere il preseiite lavoro. Debbo perb avvertire che i principali risultati in 
questo contenuti si trovano già enunciati (press0 a poco sotto la forma qui 
adottata), ma non dimostrati, in una Monografia che ho redatto in collabo- 
razione col sig. ENRIQUES (**). E d  anzi il lavoro che ora presento al lettore, 
giova a dare una idea esatta dei metodi che condussero ad una parte delle 
proprieth trovate recentemente nella teoria delle superficie algebriche, mentre 
la Monografia citata si proponeva di esporre il cornplesso dei risultati piut- 
tosto che i metodi di ricerca. 

(*) Alcuizi risultati sui sistemi lineuri di cutwe . . . , Mernorie della Soc. It. d. Sc. 
(detta dei SL), Serie III, Tomo X, 1896. 

("*) Sur quelques récents résultats dans la théorie des sur/ùces crlyébriyues, Mathem. 
Annalen, 48 (1896). 

Annali di Matematica, tom0 X X V .  31 
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Debbo aiicora far notare che il Capitolo 1 del presente lavoro, che qui 
serve a stabilire alcune proprietà ausiliarie, le quali trovano applicazioni nei 
Capitoli successiri, preso a sè puh considerarsi corne una introduzione ad ~ n a  
teoria dei sistemi lineari di superficie ne110 spazio, il  cui sviluppo non pu6 
tardare, giacchè ormai si posseggono gli elen~enti per tentarlo. 

CAPITOLO 1. 

Sopra  i sisteini lineari di superficie determinati dagli elementi base. 

Dovremo spesso ricorrere , nei paragrafi seguenti ad un pai.tico1ai.e si- 
stema di superficie algebriche (aggiunte ad una data superficie) definite rial 
loro modo di comportarsi Iungo certe linee fisse, ed in certi punti fissi. Orn 
per raggiungere maggior chiarezza di esposizione, e per ottenere risultati più 
generali, conviene premettere alla ricerca che dobbiamo esporre, nlcune no- 
zioni generali sopra i sistemi lineari di superficie dgebriclie determinati dagli 
elementi-base (o da1 gwppo-base). E per muovere da concetti noti, accen- 
niamo anzitutto alla questione analoga che si presenta in geomet r i~  piana. 

1. Sistema linenre di curve piane dejnito dai punti-base. Pcr d~finire 
ne1 modo più ,generale l'ente geometrico di cui ora vogliamo occuparci, con- 
viene partire dalla teoria ben nota di punto singolare di una curva piana. 

In seguito alle ricerche fatte sull'argomento ed alle convenzioni intro- 
dotte (*), ha ormai un significato preciso la locuzione seguente : L a  curva 
piana C ha la molteplicità s in un punto fisso O;  ha le molteplioità s,, 
s2 ,..., s k  (si -/- se + - + sk 5 S) nei punti O,, O , ,  . . . , Ok che sono infini- 
tamente vicini ad O sopra direzioni assegnate (distinte O coincidenti); ha le 
moltiplicità si, ,  si2, . . . (si, + si? + . . < - si) nei punti Oi,, Oi,, . . . , Oil che sono 
infinitamente vicini ad Oi (i = 1 ,  2 , .  . . , k ) ;  ecc. Qualunque singolarità di una 
curva piana pub definirsi in siffatto modo, e nella definizione comparisce solo 
un numero finit0 di punti O ,  O;, O,, . . . Perche la singolarità si possa ritener 
nota, occorre assegnare tutti quei punti e le corrispondenti molteplicità; ma 
quando non si tema confusione si pub parlare brevemente della singolarità 

(*) Si consultino i lavori, ormai classici, del sig. NOTHER. 
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che presenta la  curva C nell'ilztorno d i  O; O comparisce come il cent~o della 
singolarità di cui Oi, Oij, . . . , sono i purcti satelliti. 

Ne1 definire la singolarità di una curva C intorno ad O non ha alcuna 
iniportanza l'ordine della curva C, purchè esso sia abbastanza elevato affin- 
chè C possa avere quella determinata singolarità. Cos1 si pub dire che due 
curve C e C' dello stesso ordine, O di ordine diverso, hanno la stessa sin- 
gola&à nelZ7iwtorno d i  O (O 10 stesso cowaportumento in O); e si inten- 
derà che le due curve C e C' hanno le stesse molteplicità s ,  si ,  s,, ..., nei 
punti O, O;, OiJ,  ... E qui non va nemmeno escluso il caso in cui i numeri 
s, s i ,  sij, .  . . son tutti uguali ad 1 ; ne1 qua1 cas0 si tratta di un contatto 
più O meno intimo delle curve Cf e G' in un punto semplice O. 

Se due O più curve dello stesso ordine hanno la stessa singolarità nel- 
I'intorno di O ,  ogni curva del sistema lineare che quelle determinano, lia l a  
stessa singolarità nell'intorno di O. Segue di qua che tutte le curve di dato 
ordine che hanno una stessa singolarità nell'intorno di O, formano un sistema 
lineare che si dirh completamente definito du quella sinqolarità, o dai p n t i  
base O ,  O;, Oi j ,  ... (presi colle molteplicità s ,  s i ,  s;j,. . .). E se O, Y, &, . . . 
sono punti distinti del piano, ciascuno centro di una sjngolarità ben definita, 
si potrh immaginare il sistema, certo lineare, di tutte le curve di dato or- 
dine (è indifferente quale sia, purchè abbastanza elevato) che si comportano 
ne1 modo voluto negli intorni di O, P, Q, .  . . ; si dirà che questo sistema è com- 
pletamente dejînito da i  szioi punti-base (che sono O, Oi,  OG,. . .; P, Pi ,..., ecc.), 
O da1 gmppo-base. E quando non interessi fissar l'attenzione sopra il gruppo 
base, si dirà brevemente che il sistema di curve è -  completo. 

Si hanno pure da considerare talvolta sistemi lineari incompleti di curve 
piane. Quando di un sistema incompleto siano fissati i punti-base, che saraiiiio 
i punti (distinti O infinitamente vicini) comuni a tutte le curve del sistema 
(od anche una parte di questi punti, ove si faccia una opportuna conven- 
zione), rimane determinato un sistema completo costituito da tutte le curve 
del10 stesso ordine che hanno quei dati punti-base (colle stesse moltiplicità 
apparteneiiti alle curve del sistema incompleto). Il sistema completo contiene 
entro di sè i l  sistema incompleto da  cui proviene; la differenza (positiva) tra 
la dimensione del sistema cornpleto e la dimensione del sistema incompleto 
dicesi dejcienxa dell'ultimo sistema. 

Uno stesso gruppo di punti pub esser scelto come base di sistemi di 
curve di vari ordini, tutti determinati da quel gruppo. Naturalrnente biso- 
gnerà che l'ordine superi un certo limite perché il sistema esista; ma se 
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ad es. esiste il sistema 1 Cnl delle curve d'ordine n determinato da quel 
gruppo, esisteranno pure i sistemi ( Cnfi 1 ,  1 Cn+" , . . . , formati dit curve 
degli ordini n + 1 ,  n + 2 , .  . . , comportantisi ugualmente in quel gruypo-base. 
E ad es. 1 conterrà ogni curva che sia coinyosta di una curva presa 
entro a 1 Cni  e di una retta, ecc. 

Si chieda ora la dimensione di uno tra quei sistemi completi, ad es. 
di ( CnI. Se indichiamo con k, il numero delle condizioni a cui deve soddi- 
sfare una curva d'ordine n per passare colle molteplicità assegnate per i 
punti-base assegnati , la dimensione di 1 Cn ) è data evidentemente dalla 
formola : 

L a  quantità k, pub dipendere da n (e crescere con 11) in corr.ispondenza 
ai valori più bassi di n ;  ma u si pub sempre assegnare un limite i tale rhe 
cl per n > i la quantità k,, si mantenga costante col variare di 92 n. Indicando 
con k i ivalore  di quella costante abbiamo dunque la formola: 

la quale permette di calcolare la dimensione 
limite i. 

La quantità k dicesi la  postuluzione del 

(n > i) , (2) 

di 1 Cnl se n supera un certo 

gruppo dei punti base del si- 
stema (ed è data, sotto certe avvertenze, dalla somma dei numeri esprimenti 
le condizioni che le singolarità base del sistema, considesate staccatamente, 
impongono alle curve di ordine abbastanza elevato, costrette a possederle). 
L a  formula (2) porta il nome di formula d i  postuluxione (CAYLEY, NOTBER), 
O fo~mola cnrntteristicu (HILBERT) relativa al sisteina ( Cn 1. 

Quando la dimensione p, di un sistema completo 1 CnI è espressa dalla 
formula di postulazione, il che avviene se 1' ordine n > Z ,  il sistema, si dice 
regolare. Ne1 caso opposto (n < i) il sistema si dice sovrabbondante; la  sua 
diniensione p, non è più espressa dalla formula di postulazione ('2), ma dalla 
formula (l), in cui k,  indica un numero minore di k. T u t t a ~ ~ i a  anche in 
questo caso giova tener conto della formola di postulazione (2), e chiamare 
dimetzsione virtuale di (Cal jl valore che assume il secondo membro 
della (2) : 

" ' - 1 - k (n qualsiasi). P..=( B ) 
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Si chiamerà per contrapposto efettiva la vera dimensione p, di 1 CHI. 
u Per un sistema sovrabbondante la dimensione effettiva supera la dimensione 
virtuale. n La differenza positiva : 

dicesi la sovrabbondanza del sistema (s, = O per i sistemi regolari). Per un 
sistema sovrabbondante ( Cn 1 la dimensione effettiva è dunque espressa dalla 
formola : 

equivalente alla (1). 
L a  dimensione virtuale p' di un sistema ( CI, non ostante la sua defini- 

zione puramente aritmetica, ha tuttavia carattere invariantivo rispetto alle 
trasformazioni hirazionali del piano; (non muta valore se viene calcolata coi 
caratteri del sistema in cui ( C'I si muta mediante la trasformazione). Cib si 
riconosce introducendo i dile caratteri (certo invariantivi) di 1 Cl: genere n 
della curva generica, e grado m, ossia numero delle intersezioni variabili di 
due curve del sistema. Si trova infatti la relazione : 

Se poi in luogo della dimensione virtuale si introducono la dimensione 
effettiva p e la sovrabbondanza s, si ottiene la formola: 

Volendo esprimere con un enunciato queste relazioni conviene di intro- 
durre la serie curutteristicu del sistema completo / C 1 ,  vale a dire la serie 
(cornpleta) y%-' che il sistema 1 Cl sega sopra una delle sue curve. Si hanno 
allora le proposizioni seguenti : 

u Un sistema regolare di curve piane ha la serie caratteristica non spe- 
u ciale ; un sistema sovrabbondante ha invece la serie caratteristica speciale n 

(e precisamente la sovrabbondanza uguaglia l'indice di specialità della serie, 
che è il numero delle curve aggiunte d'ordine n - 3 linearmente indipendenti 
passanti per un gruppo della serie) (*). 

(*) Sulle propriet4i qui ricordate dei sistemi lineari di curve piaiie si potranno con- 
sultare le mie Ricerche generali sopra i sistemi 1ineat.i.. . , Mem. del17Aco. delle Sc. di 
Torino, Serie II, Tomo 42. 
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2. Due Zemmi sopra i sistemi completi di curue piane. - Le proprietà 
sopra ricordate dei sistemi completi di curve piane verranno estese ne1 se- 
guito in più modi. Pel momsnto ci interessa piuttosto di stabilire due lemmi 
di cui presto dovrerno servirci. 

1. u Un sistema completo di curve piane (irriducibili) non pub esser con- 
u tenuto in un altro sistema avente 10 stesso grado (numero delle intersezioni 
u variabili di due curve del sistema). n Giacchè se il sistema completo 1 C'J di 
grado nz e dimeilsione effettivn p ,  fosse contenuto ne1 sistema 1 D )  del10 stesso 
grado m ma di dirnensione G > p ,  la serie caratteristica gg' di 1 CI, segata 
sopra una curva C da1 sistema )Cl,  sarebbe contenuta nella serie g r '  segata 
su C da1 sistema ( D  1; e cib non è possibile, perché la serie caratteristica di 
un sistema completo E completa. 

II. u Siano 1 CHI e 1 Cati1 due sistemi di curve completi, regolari, aventi 
u gli stessi punti-base e Io stesso comportamento in questi; si formino tutte 
u le curve Cn-+' composte di una Cn+l variabile e di una retta variabile; i l  
u sistema lineare 1 0 l f 2  1 di minima dimensione contenente tutte quelle C n + z  

u i, un sistema completo (determinato dall'ideiitico gruppo-base, colle identiche 
u moltiplicità) (*). n 

Si badi che in questo enunciato è essenziale la ipotesi che ( Cn1 e [Cn+i 
siano regolari; perché abbandonando questa, pub accadere benissiino che il 
sistema 1 Cnt2  1 nominato nell'enunciato sia incompleto, anzichè completo conle 
vogliarno dimostrare. Venendo ora alla dimostrazione, indichiamo con pn ,  
p,+, e pn+, le dimensioni effettive dei tre sistemi 1 Cn 1 ,  1 Cn+' 1 e 1 1 .  Fis- 
siamo poi due rette artitrarie a e b ne1 piano, ed osserviamo che tra le o a p ~ l + e - ~  

curve di ( Cn+21 che passano pel punto a b ,  si trovano per ipotesi i due si- 
stemi che si ottengono riunendo le curve di 1 Cn+'), una volta alla retta a ,  
ed una seconda volta alla retta b Questi due sisterni hanno la dimensione 
pn+, , ed hanno in comune il sistema oof. ottenuto riunendo le curve di 1 Cn, 
alla coppia di rette a ,  b. Segue la  relazione: 

pn+e - 1 > - 2 pn+ i - pn , 
ossia : 

pn+e > 2 pn+i - pn + 1 

(") Lo stesso lemma si ritrova nelle due Mcmorie del sig. ENRIQUES: Rice~che di 
yeometria sopra una superficie, I I I ,  2 (Xem. Acc. d. Sc. di Torino, 1893); Introdzcaione 
alla geometria sopra le superficie algebriche, n." 36 (Mem. della Società i td iana  delle 
Sc., 1896). 
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Ora l'espressione a secondo membro dell'ultima relazione (come segue dalla 
formola (2) che pub applicarsi al calcolo di p,, p,+, poichè i sistemi 1 C" 1, 
P n + , l  sono regolari e completi) dà la dimensione del sistema c o q l e t o  (certo 
regolare) format0 dalle curve d'ordine n + 2 ,  che passano per i punti-base 
dei sistemi 1 C m ( ,  1 Ca+il, e si comportano come queste curve in quei punti. 
Si conclude che nell'ultima relazione deve tenersi solo il segno d'uguaglianza, 
e che il sistema ) Cn+21 è completo, come si voleve dimostrare. 

Segue subito da1 lemma di cui stiamo occupandoci, che nelle ipotesi 
fatte è pur completo il sistema 1 Cn+ri di minima dimensione che contiene le 
curve ottenute riunendo ogni 'curva di 1 Cn+< 1 ad ogni curva generale d'or- 
dine r - 1 fissato ad arbitrio. 

3. Sistema lineare d i  sqerficie defiwito da1 gruppo~base. - Premesse 
queste nozioni sopra i sistemi completi di curve, siamo ora in grado di 
estendere molti concetti ai sistemi lineari di superficie (in quella misura al- 
meno che pel moniento ci interessa). 

Considerjarno anzitutto una superficie algebrica F, e fermiamoci un mo- 
mento sopra i punti singolari che questa pub presentare. Uno di siffatti 
punti O pub definirsi tenendo una via analoga a quella che abbiamo ripor- 
tata ne1 caso relativo alle curve piane (*). Cos1 ha un significato preciso il 
dire che O è un punto multiplo secondo s (> 1) per la superficie P ;  che 
nell'intorno di O (infinitamente vicini ad O), e su direzioni assegnate, si trovano 
i punti O,,  0 ,,..., Oi ,... , i quali sono multipli secondo s , ,  s ,,..., si ,... (< s) 
per F; che nell'intorno di ciascuno di questi punti, ad es. di Oil si trovano 
i punti O;, ,  Oi ,,.. . multipli secondo si,, s;? ,.. . (<si) per F; e cos1 via. 
E per quanto riguarda la posizione di quei punti satelliti che si condensano 
intorno a l  cetztro della singolarità 0, va ancora notnto che tra i punti O , ,  
O,, . . . , 0;). . . , alcuni (in nurnero finito) possono essere eccezionali, isolati, ed 
allora ciascuno di essi richiede una definizione a sè; mentre altri in numero 
infinito possono susseguirsi con continuità lungo una O più linee infinitesime, 
di cui ciascuno di questi punti è punto generico (sicchè la definizione data 
per uno di essi, vale per i rimanenti punti della linea). E d  altrettanto piib 
ripetersi per i punti Oig7 O i 2 , .  . .; ecc. 

(*) Cib che segue è tolto dalla recente Memoria del sig. SEGRE, Sulla s c o w  
posizione dei punti sitzgolari delle supetoficie algebriche, Annali di Matematka ,  s.B II, 
t." 25, 1896. 
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Una superficie algebrica F pub contenere più, anche infinite, singolarità 
condensate intorno a certi punti O ;  P, &, . . . della superficie. Ne1 caso che 
i centri di singolarith 0, P,  Q,.  .. siano in numero infinito, essi pure vanno 
distinti in due categorie. 

L a  prima categoria si compone di puuti generici sopra una O più curve 
multiple della superficie; se O è uno di tali punti, la definizione che si dà 
della sjngolarità intorno ad O (mediante i punti O,  O;,  Oik, ... e le molte- 
plicità corrispondenti s, si, sik,. .  .), si ripete per ogni altro punto generico 
della curva multipla cui O appartiene. Ma si pub dir di più: si pub pen- 
sare che, nella ipotesi in cui ci siamo posti riguardo ad 0, ciascuno dei 
punti satelliti @,.. ., Oik,. . . si8 a sua volta punto generko di una linea infi- 
nitesima. E si pub dire allora che O è punto generico di una linea supl", 

alla quale sono infinitamente vicine (successive) certe linee multiple secondo 
s i ,  s,,. ..; avendo poi la linea si  per successive certe linee multiple secondo 
s;, , si,, . . .; e cos1 via, L a  sezione piana generica della superficie F ha allora 
ne1 punto d'incontro colla linea multipla cerh-ale un punto suplo, a cui sonn 
infinitamente vicini certi punti di molteplicità s,, s, ,...; ciascuno di questi si 
avendo infinitamente vicini certi puiiti di rnolteplicità si,, s i2 , .  . .; ecc. I n  breve : 
la singolarità condensata intorno ad un punto O generico di una linea mul- 
tipla della superficie F è definita, quando si definisca la singolarith intorno 
ad O della curva segata su F da  un piano generico condotto per O (*). 

La cosa muta aspetto quando si considerano i punti singolari della se- 
conda categoria che una superficie F pub possedere; punti, ciascuno dei quali 
esige una definizione speciale, e che noi chiameremo punti multipli isolati 
della superficie. 1 punti isolati sono sempre in numero finito, e possono anche 

(*) L e  considerazioni qui esposte, relativamente al punto generico di una linea mul- 
tipla, non s i  trovano nella Memoria citata del sig. SEGRE, il quale ne1 detto lavoro non 
approfondisce 10 studio delle linee multiple di una superficie. P e r  conseguenza il concetto 
tratteggiato qui sopra a proposito di tali  linee h a  bisogno di conferma, alla quale con- 
dur rà  (6 lecito prevederlo) una r icerca più profonda sull'argomento. Ma i o  non posso 
t rat tenermi piu a lungo s u  cib, dovendo t m t t a r e  questioni di tut t 'a l t ra  nstura. In ogni 
caso farb notare che, quando pure uno studio ulteriore delle singolarità dovesse portare  
nnrt modificazione di linguaggio in qualche punto di questo paragrafo, l a  modificazione 
non s i  rifletterebbe nei lemmi dei paragrafi seguenti,  e tanto meno nei teoremi a cui il 
presente lavoro è dedicato; poichè a quei lemmi si pub a r r ivare  anche partendo da  uns 
definizione diversa di sistema completo di superficie. Ho yreferito l a  definizione del testa, 
yerclié mi s e i n b r a ~ a  piu soddisfacente da1 lato intuitivo. 
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mancare; ciascuno si definisce ne1 modo generale esposto su1 principio di 
questo paragrafo. E non si pub dire, in generale, di conoscere la singolarità 
del punto, quando si conosca la singolarità che presenta la sezione di F ese- 
guita con un piano generico condotto pel punto. 

Premesse queste nozioni sopra i punti singolari di una superficie, ora ci 
sarà facile di definire il concetto di due O più superficie che s i  comporfano 
nello stesso modo nell'intorno di un loro punto O. Sia O un punto singolare 
qualsiasi di una super6cie P definito mediante la costellazione O; O,, 
0, ,. .. , Oi, . . . ; Oi,, Oi,, . . . e le molteplicità s ;  s , ,  s,,. . , s i ,  .. .; si , ,  si,, .. . 
Ora si pub immaginare una seconda superficie F' (del10 stesso ordine o di 
ordine diverso) che passi per tutti quei punti O, Oi, Oik,. . . colle stesse 
molteplicità s, s i ,  sib,. . . di F. Diremo che le due superficie F, F' si com- 
portano nello stesso modo (hanno la stessa singolarità) nell'intorno d i  O. E 
perchè questa locuzione ahbia senso, non è nemmeno necessario di supporre 
che O sia un vero punto multiplo !s > 1) di F ;  ma pub darsi benissimo 
che O sia un punto semplice (s = 1) contornato da punti semplici O,, Oik, .. . 
@ = S .  - . . .  = th - l), ne1 qua1 caso le due superficie E', F'  hanno in cornune 
un punto semplice O,  ed hanno ivi un contatto più o ineno intimo con curve 
e superficie fisse. 

Se due O più superficie del10 stesso ordine si comportano ugualmente 
nell'intorno di un punto O, ogni superficie del sistema lineare da quelle de- 
terminato, si comporta come quelle nell'intorno di O. Segue che tutte le su- 
perficie di dato ordine, le quali si comportano in modo assegnato nell'intorno 
di O, formano un sistema lineare il quale si dice completamente definito da 
quella singolarità intorno a d  O,  o più precisamente dui putzti-base 0, 
Oi, . . . , Oik,. .. che compongono quella singolarità (ai quali punti spettano 
le molteplicità S, Si,. .. , Sik,.. .). 

Similmente se sono assegnate pih (anche infinite) singolarità averiti per 
centri i punti 0, P,,.., si pub parlare del sistema di superficie di dato or- 
dine clie è completamente definito da quelle singolarità. E ricordando che lt: 
singolarità di una superficie possono essere o isolate, O distribuite lungo curve, 
si avranno da  considerare sistemi lineari di superficie completamente definiti 
da  certe tinee-base e da ce& punti-base. Ma senza insistere ulteriormente 
sullo stesso tema, formuleremo cos1 la definizione a cui dovrenio spesso ri- 
correre : 

u T r a  i punti comuni a tutte le superficie di un sistema lineare si fissino 
u alcuni, O tutti, in numero finito, O infinito, formanti certe curve-base e 

Annali di ~Matenaatica, tom0 XXV. 32 
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u certi punti-base isolati ; se fuori del sistema non esiste nessun'altra super- 
u ficie dello stesso ordine, che si comporti in ciascuno di quei punti come la 
u superficie generica del sistema, si dirà che il sistema B completarize~zte de- 
tt terminato da quei punti-base, O meglio da quelle linee-base e da quei punti- 
u base isoluti (brevemente da quel gruppo-base). n 

E quando non occorra di fissar l'attenzione su1 gruppo-base, si dirh pure 
in modo più eonciso che il sistema d i  superficie è comnpleto. Nella definizione 
di sistema di superficie definito dagli elementi base non ha  poi grande im- 
portanza l'ordine della superficie generica del sistema; ed uno stesso gruppo 
di linee e punti (colle stesse molteplicità) potrà assumersi corne base di si- 
stemi lineari di superficie di vari ordini n ,  n + 1, .  . . , sistemi che indiche- 
remo di solito coi simboli 1 Qn), 1 (Dn+' 1,. . , Se esiste il sistema corrispondente 
ad un valore n dell'ordine, esiste evidentemente il sistema che corrisponde ad 
ogni ordine superiore n + 1,. . . E d  il sistema 1 Qn+ll contiene (tra le altre) 
quelle superficie che si compongono di una superficie di 1 Q n l  e di un piano 
generico; come pure una superficie di (Qn+iJ costretta a contenere un piano 
generico ci dB per residuo una superficie di ( Q U I ;  ecc. 

4. Sisterna lineare d i  superjîcie definito dalle li~tee-base. - Val la penn 
di trattenersi un po' su quel caso particolare che presenta la definizione di 
sistema completo di superficie, quando ne1 gruppo-base non compariscono 
punti multipli isolati, ma soltanto alcune linee-base, per le quali le superficie 
del sistema devono passare con date molteplicità (e con dato comportamento). 
I n  ta1 caso il sistema lineare si dice completamente deterrrzinuto dalle sue 
linee-base. 

All'esame di un siffatto sistema giova premettere la seguente osservazione. 
Noi abbiamo già notato che se O è un punto generico di una linea multipla 
per una superficie, la singolarità della superficie in O è definita, quando si 
definisca la singolarità che presenta intorno ad O la curva sezione della su- 
perficie con ogni piano generico passante per 0. Ne viene che due superficie 
si comportano nell'identico modo Iiingo una linea multipla (O sernplice) co- 
mune, allora, e solo allora, che condotto per ogni punto generico O della linea 
un piano generico, questo seghi le due superficie in due curve comportantisi 
ugualmente nell'intorno di  O. 

Cib premesso consideriamo un sistema 1 (Pn( di superficie d'ordine n com- 
pletamente definito da certe linee-base. Sopra ogni piano o dello spazio quel 
sisterna sega un sistema lineare di curve d'ordine n, che ha i suoi punti-base 
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nelle intersezioni delle linee-base col piano w. Non è detto perb che quel 
sistema di curve sia completa~nente definito da quei punti-base; pub anzi 
dursi che avvenga il contrario, pub darsi che quel sistema sia incompleto; 
ma in ogni caso Io stesso sistema sarà contenuto in un sistema di curve 11'; 1 
completamente definito dagli stessi punti-hase. Per  ogni posizione del piano 
secante w si ha cos1 in corrispondenza un sistema completo d i  curve 1 r,; 1; e 
mediante questi ooS sistemi di curve si pub ricostruire il sistema ( Q n  ( di su- 
perficie, perclii? (in virtù della osservaziorie fatta sopra) esso si compone di 
tutte le superficie d'ordine 9z che segano sopra ogni piano w una curva del 
corrispondente sistema 1 r:: 1. 

Ora va notato che per definire O ricostruire il sistema 1 Qn ( non occorre 
adoperare quei sistemi di curve dati soprs ciasruno degli m3 piani dello spazio; 
ma basta servirsi di quei sistemi Ir:] che stanno sopra gli CO' piani di un 
fascio, il cui asse non sia linea base per ( Q n l .  

Per  giustificare questa affermazione consideriamo da un lato gli ma si- 
stemi di curve (r:l che appartengono agli w3 piani u dello spazio, ed insieme 
consideriamo il sistema di superficie 1 <pn 1 definite dalla proprieth di segare 
sopra ogtzi piano dello spaxio una curva del corrispondente sisteina. Dall'altro 
lato consideriamo gli mi sisterni di curve (rl, 1 compresi tra gli m3 ora no- 
minati, ed menti la particolarità di giacere sui piani w di un fascio, ed in- 
sieme consideriamo il sistema 1 Vn j delle superficie d'ordine n che Eiegano su i  
piani di que2 fascio curve dei corrispondenti sistemi. Paragoniamo ora i due 
sistemi di superficie 1 @ n l  e IYn 1. Se i due sistemi non coincidono (ammesso 
che cib sia possibile), il secondo conterrà il primo entro di sè, e segherà sopra 
un piano generico a, non appartenente al fascio, un sistema di curve, che 
determinerà un sistema completo j au 1 contenente il sistema 1 r5 1 e più ampio 
di questo. Allora perb il grado di 1 A:; 1 dovrà superare il grado di 1 I':l (nao 2, 
1 lemma); vale a dire l'ordine della curva intersezione di due superficie \yn 
(fuori delle linee-base) dovrà superare I'ordine della curva intersezione di 
due Qn. Ma cib è impossibile, perché sia l'una che l'altra curva Segano un 
piano w del fascio in uno stesso numero di punti, che è dato da1 grado del 
sistema 1 r:: 1. Si conclude che il sistema 1 an ( di superficie coincide col si- 
stema 1 Y n  1. 

5. Costrwione d i  una super$& che abbia u n  dato co,nportamento 
lungo ce& czwve-base assegnate - Le conaiderazioni precedenti ci mostrano 
che il comportamento di una superficie Qn lungo certe curve-base assegnate 
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è in certo modo definito, quando sopra ogni piano w di un fascio si conosca 
il sistema completo di curve, a cui appartiene la sezione di gn con w .  

Viceversa sopra ogni piano w di un fascio venga assegnato un distema lr;l 
completo di curve, i cui punti-hase, al variare di w, descrivano una O più 
curve-base (non contenenti l'assc del fascio); riinarrà definito allora un com- 
portamento lungo quelle curve-base; e si potrà chiedere di costruire una su- 
perficie @ che si comporti ne1 modo assegnato lungo le curve-base, vale a 
dire che seghi sopra ogni piano w del fascio una curva r, la quale appar- 
tenga al sistema 1 r; 1 se è possibile , O almeno (pur differendo nell' ordine) 
abbia 10 stesso oomportamento delle curve r:: nei loro punti-base. 

La  costruzione (quando non si faccin attenzioric all'ordirie di @) si ese- 
guisce subito. Rasta infatti fissare razionalmente sopra ogni piano o del fascio 
una curva del corrispondente sistema Ir::(, c ci6 si ottiene fissando razional- 
mente su w un certo gruppo di punti in numero uguale alla diinensione 
di 1 r;: 1 (dimensione che non varia al variare di o,  finché w sia lin piano 
generico del fascio). Le  m' curve che cosi otteniamo in corrispondenza ai 
piani del fascio, generano uns superficie @ che si comporta ne1 modo voluto 
lungo le curve-base nominate. Perb l'ordine di @ non sarà in generale 7 c ,  

ma 11 + k con X: > O ,  e l'asse del fascio sarà, retta kt@@ per <P. 

Va poi notato che degli elementi arbitrari, i yuali compariscono in qiiesta 
costruzionc, si pub sempre disporre in modo che la sezione r:: della (D con 
ulzo dei piani o del fascio (all'infuori della retta I c ~ l a )  sia una curva asse- 
gnata a priori entro al corrispondente sistema 1 r:: (. 

6. Sistema d i  czsrve segato sopra zcn piano generico da utt sistema li- 
neuve di superficie. - Dalla costruzione precedente segue subito un corollario 
importante di cui ora vogliamo occuparci. 

Per definire il comportamento di un sistema lineare di superficie I @  1 lungo 
le curve-base, basta oonoscere, come già dissi, sopra ogni piano generico w 

il sistema completo di curve 1 r 1 ,  a cui appartengono le sezioni di quelle su- 
perficie con w. Se non interessa tener conto dell'ordine delle superficie c ~ ,  
allora anche l'ordirie delle curve r, che fissano quel comportamento, sarà in 
nostro arbitrio; e si potrà sempre supporre di aver assunto quell'ordine n cosi 
elevato che il sistema completo di curve 1 rn( riesca regolare, e riesCa pur 
 egol lare il sistema completo ( rn-4 1 (ri.' 1). Fatta questa ipotesi , siamo pur 
sicuri (n." 1) che riescono regolari i sistemi completi di curve IPn+i~ . . . de- 
finiti dagli stessi punti hase (e da1 medesirno comportamento); e sappiamo 
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inoltre (n.' 2, lemma II) che (rntll è il sistema di minima dimensione con- 
tenente ogni curva composta di una rn e di una retta generica; che ( r n + 2 (  è 
il sistema di minima dimensione contenente ogni curva composta di una rn 
e di una conica generica, od anche (si pub dire) ogni curva composta di 
una r n  e di unn retta doppia, ecc. 

Cib posto fissiamo sopra una posizione del piano w una retta g arbi- 
traria; e poi descriviamo sopra ogni piano per g il corrispondente si- 
sterna Irn !. Allora col metodo indicato ne1 paragrafo precedente noi possiamo 
descrivere una superficie W L k  che abbia l'ordine pz + k, dove k è un numero 
abbastanza elevato, che si comporti ne1 modo voluto lungo le curve-base as- 
segnate, e che seghi il piano w di partenza lungo la retta g contata k volte, 
ed inoltre lungo una curva d'ordine rc, che si pub fissare ad arbitrio entro al 
sistema Irn 1. Ora ripetiamo la costruzione lasciando perb variare su1 piano o 
di partenza, tanto quella curva scelta entro a 1 rn 1, qunnto la retta g ,  asse 
del fascio di piani. Otterremo in corrispondenza infinite superficie @n+k, le 
quali danno luogo ad un sistema lineare di superficie @"+y tutte queste si 
comportano ne1 modo voluto lungo le curve base assegnate, e segano su1 
piano o un sistema lineare di curve d'ordine n + k ,  entro a cui giace ogni 
curva composta di una rn e di una retta generica g contata k volte. Ma 
questo sistema di curve d'ordine n + L è il sistema comnpleto, e regolare 
J r n + k l  (in virth della ipotesi fatta su n).  Dunque il sistema lineare conte- 
nente le superficie P + k ,  e a più forte ragione il sistema lineare coînpleto 
I@n+kI,  composto di tutte le superficie d'ordine n + k che si comportano ne1 
modo voluto lungo le curve base assegnate, sega sopra il piano w un sistema 
cornpleto di curve. Si ottiene cos1 un primo risultato (*) : 

u 11 sistema lineare delle superficie d'ordine sufficientemente elevato ch0 
u si comportano in modo assegnato lungo certe curve-base assegnate, sega 
u sopra un piano generico un sistema di curve cornpleto (e regolare). n 

Questo risultato si pu6 perb subito estendere al caso in cui il gruppo 
base che determina il sistema, si componga oltre che di curve-base, anche di 
punti-base isolati (in numero finito). Basta notare che partendo da una su- 
perficie @, la quale si comporti ne1 modo voluto lungo le ciirve-base asse- 
gnate, si pu6 subito costruire una particolare superficie che soddisfi pure 
alle condizioni imposte dai punti-base isolati, pur di aggiungere alla @, per 

L o  stesso procedimento di dimostrazione, s i  t rova esposto, in un caso particolare, 
nella Mernoria sopra citata del sig. ENRIQUES, Introduzione alla geometrin . . . , n." 36. 
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ogni singolaritCà O che sia riunione di  punti-base infinitamente vicini, un cono 
avente il vertice in quel punto O, e avente l'ordine sufficientemente elevato, 
in relazione colla singolarjtà del punto; il cono del resto pub esser qualsiasi (*). 

Ora partendo da1 sistema di superficie I ( P t k  1 sopra considerato, si for- 
mino nuove superficie $" d'ordine m > n + lc coll'aggiungere ad ogni Gn+k 

un numero sufficiente di coni, i cui ordini (assai elevati) diano per somma 
112 -(n + k). Lasciando variare tutti gli elementi arbitrari della costruzione, 
otterremo cosi infinite superficie Qrn soddisfacenti a tutte le condizioni imposte 
dagli elementi-base, siano curve, siano punti isolati; e sarà. determinato un 
sistema I Qm l di superficie contenente quelle (Dm. Ora ripetendo il ragiona- 
mento fatto sopra, segue che il sistema di curve 1 r1IZ I segato sopra un piano 
generico da1 sistema di superficie 1 <Dm 1 ,  risulta ancora co~rtpieto (e regolare). 
Si arriva dunque infine al seguente teorema fondamentale : 

UN sistema 2ineare completo d i  superficie s e p  s o p a  un piano yejzerico 
un sistema comnpleto (regolare) d i  curve, opiyunlvoltu l'ordi~ze delle super- 
ficie supera un certo lim.ite, che dipende da& naturn de l  y~uppo-base del 
sistema prirnitivo. 

7. Dimensione virtuale e dirnensione effettiua d i  2112 sistelna completo 
d i  superficie. - L e  coiisiderazioni segueiiti mostrano l'interesse del teoreina 
ora dimostrato. 

Fissato un gruppo-base (di curve e punti), considerianio i sistemi lineari 
di superficie dei vari ordini che son determinati da quel gruppo-base. In  
corrispondenza ad un valore n dell'ordine avrerno un sistema I Qn 1 ,  il quale 
segherà sopra un piano generico o un sistema lineare di curve, che nvrà i 
suoi punti-base iielle intersezioni di w colle linee-base di I an 1. Se non fac- 
ciamo nessuna ipotesi sopra il numero n ,  non possiamo esigere che il sistema 
di curve segato su w sia concpleto; ma questo sistema, sarà in ogni caso con- 
tenuto in un sistenia completo 1 rn 1, ed avrà una certa. deficienza d, > O. Non 
possiamo nemmeno esigere che il sistema completo 1 rn 1 sia rego2are; per 
inetterci nella ipotesi più generale, supporremo che esso abbia la sovrabhon- 
danza sn - > O ,  e quiridi la  dimensione (effettiva) 

('*) Questa afferinazioiie si trova giuçtiiîcata ne1 n." 30 della Mernoria g i i  citxta del 
Sig. SEUKE, Sulla scomposi~ione dei punti sinyolnri . . . 
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dove k (indipendente da n) è la postulaxz'otze del gruppo dei punti-base 
di 1 rn 1 (ne0 1). Ne viene che il sistema di superficie ( Qn I sega sopra il 
piano o un sistema di curve avente la dimensione 

Se noi costringiamo una superficie di 1 Wz 1 a contenero p, - 8, $- 1 punti 
arbitrari del piano w (dato che sia possibile), quella superficie si spezzerà ne1 
piano o ed in una superficie del sistema 1 Qn-i 1 che ha 10 stesso gruppo-base 
di 1 Qn 1. Dunque se con Y,-,, v,, indicliiarrio le dimensioni dei due sistemi 
di superficie, abbiamo la relazione 

ossia 

od anche 

E questa relazione, corne si riconosce subito, vale anche se i l  sistema I @ n - i  1 non 
esiste, purchè in ta1 caso si ponga - 1 al posto della sua dimensione 1.,-, . 
Osa facciamo crescere l'ordine n di un'unità per volta, ed insieme ad ogni 
sistema di superficie 1 Qn 1 consideriamo i l  sistema completo 1 rn 1 di curve 
piane, al quale appartengono le sezioni di 1 an I con un piano generico a. Si 
arriverà anzitutto ad un certo valore i di n, da1 quale in su (cioè per rt 2 - i) 
il sistema 1 rn 1 d i  curve piane riuscirà regolare (s, = O). Per  quei valori 
di n si avrà dunque 

L'ordine tz continui a crescere; il teorema precedente ci insegna che si 
arriverà poi ad un secondo valore 1 2  - i ,  a partire da1 quale (cioè per lz 2 1)  
il sistema di curve segato da 1 QgZ 1 su1 piano o risulteïà cornpleto (clfl = O) ,  e 
coinciderà quindi col sistema regolare 1 rl' 1. Avremo quindi 

L'ultima relazione si enuncia dicendo che al crescere di n ,  da1 valore 
Z - 1 in su ,  1s dimensione r, di 1 9" l percorre una progressione aritmetica 
di terzo ordine, di cui i l  termine generale pub evidentemente scriversi sotto la 
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forma 

dove h' è una nuova costante (positiva O negativa), che dipende soltanto 
dalla natura del gruypo-base del sistema. 

L a  formula (1) pub anche enunciarsi dicendo che un qualsiasi gruppo 
base impone alle superficie di ordine n abbastanza elevato passaiiti per quel 
gruppo, un numero di condizioni espresso da k n - k', dove lc e k' sono due 
costanti che dipendono dalla natura del gruppo-base (e precisninente k di- 
pende solo dalle curve-base, e non dai punti-base). L'espressione k n - k' di- 
cesi postulaxiotze del gruppo-base, e la formula (1) prendci il nome di formula 
di postulaxione (O f o r w d a  caratteristica) relativa a quel gruppo-base. 

Uri sistema lineare completo di superficie, il cui ordine sia suficiente- 
mente elevato ( n >  - 2 - 1) perchè la dimensione r ,  venga espressa dalla for- 
mula di postulazione (l), dicesi regolare. Quel limite Z- 1 che l'ordine delle 
superficie deve superare od uguagliare, perche il sistema sia regolare, dipende 
solo dalla natura del gruppo-base. 

l'er i valori di n inferiori a quel limite l - 1, il secondo membro della 
formola (1) non dà più la vera dimensicine, O dimensione effettiva Y,, del si- 
stema 1 @* 1 che si considera; ma esso ci dà tuttavia un carattere di cui é 
opportun0 tener conto, e che sarà detto dimensione virtuale r', di 1 Qn 1. Sicchè 
abbiamo per ogni valore di pz 

e per n 2 l - 1  - 

Tln = rn . 
L'errore che si commette assumendo il valore r', come dimensione del 

sistema 1 Qn ( per n < Z - 1, si determina subito in base alle relazioni y) e 8). 
Precisamente si trova 

k l - 1  
' 2 d'h per n > i - 1 ,  - 

h=?i+1 

L a  formola (3) pub interpretarsi c o i  : u Sia 1 Qn 1 un sistema completo di 
u superficie di ordine n abbastanza elevato (n 2 - i - 1)  perché i sisterni 1 W i - i  ,, 
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u 1 @ntz  1 . , . , determinati dallo stesso gruppo-base, seghino sopra un piano 
u generico sistemi di curve, che (completati ove occorra) siano regolari. In  
u questa ipotesi la dimensione effettiva di 1 Qn 1 supera, od uguaglia, le di- 
u mensione virtuale del sistema stesso; e la differenza è espressa dalla somma 
u delle deficienze di quei sistemi di c u v e  piane che abbiamo nominati. n Il 
caso contenuto in questo enunciato (r ,  > r',) è dunque perfettamente ana- 
logo a quel10 che presentano tutti i sistemi completi di curve piane - 
v. n." 1). 

Ma per le superficie si arriva ad un caso nuovo, quando l'ordine di 1 Qn 1 è 
inferiore a quel limite i - 1 che comparisce nell'ultimo teorema. Infatti allora 
l'errore r, - Y', a cui dà luogo la  formola d i  postulazione ilel calcolo di r,, si 
compone (corne risulta dalla (4)) di due parti aventi segni opposti. L a  parte 
positiva è data ancora dalla somma delle deficienze dei sistemi di curve se- 
gati sopra un piano generico dai sistemi di superficie 1 an+' l ,  1 J . . . ; 
mentre la parte negativa è data dalla somma delle sovrabbondanze degli 
stessi sistemi d i  curve piane (completati ove occorra). Non è dunque facile 
di prevedere a priori il segno dell'errore complessivo quando n < i - 1 ; e 
quell'errore potrebbe anche esser nul10 (r ,  = r',). Tuttavia anche nell'ultimo 
caso si continuerà a dire che il sistema lan 1 è irregolare; e si nggiungerà che 
esso presenta due cause uguali ed opposte di irregolarità ; riservando I'appella- 
tivo regolare ad un sistema per cui ciascuna delle due cause di irregolarith 
svanisca. Questa almeno sembra per ora la convenzione più opportuna. 

8. Una osservaxiopte szclla formola d i  postulazione. - Affinchè la 
formula di postulazione (-2) possa effettivamente applicarsi al calcolo della di- 
mensiorie di un sistema I Qn I di superficie definito da  un gruppo-base asse- 
gnato, occorre conoscere i valori delle costanti k, k' relative a quel gruppo 
base. Ora la determinazione di k si riduce a d  un problema di geometria 
piana che si pub ritener risoluto; giacchè ii è la postulazione del gruppo di 
punti-base, che si ottiene segando con .un piano generico le ourve-base del 
sistema di superficie. Più difficile riesce il calcolo di k t ;  e sebberie in molti 
casi i sigg. CAYLEY (*) e NOTHER (**) abhiano insegnato il modo di deter- 
minare k', in funzione dei caratteri del gruppo-base, noil si pub dir tuttavia 
che il problema sia risoluto nelle ipotesi più generali. 

(*) On the Deficiency of certain Surfaces, Math. Annalen, 3, 1871. 
(**) Sulle curve multajde di superficie algebriche, Annali di Matem.,  S.^ II, t .O  ;>.O, 1871. 

d ) r ï d  cli Mate~nutica, touio SXV.  33 
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Del resto per continuare le nostre ricerche non ocicorre di oonoscere 
quelle espressioni di k e E', ma basta di aveï rnostrato n p~ior i  l'esistenza 
di una formola per il calcolo di Y,, e di averne indicato l'aspetto (*). E solo 
per portare un esempio (del resto notissimo), ricorderb che ne1 caso elemen- 
tare in cui i l  griippo-base del siatema 1 Qn 1 si compone di una s o h  curva 
d'ordine N e g m w e  H, per la quale le an devono passare semplicementçl, le 
costanti k e k' hanno i valori seguenti 

9. Un lernmn sopra i sisterni comnpleti d i  szq~erf ic ie .  - 0ra  ilni vo- 
gliamo procurarci un lemma sopra i sistemi coinpleti di superficie, lemma che 
riceverà ne1 seguito jmportanti applicazioni. 

Fissato un gruppo-lme, noi sappiamo che ad ogni valore (abhnstnnzn 
elevato) dell'ordine n corrisponde un sistema lineare 1 an I di superficie deter- 
minato completamente da quel gruppo-base; continueremo ad indicare con v, 
la  dimensione effettiva di 1 Qn 1. 11 sisterna 1 (Dn I sega eu1 piano gencrico w 

un sistema di curve, che O è cornpleto, od è contenuto in un sistema com- 
pleto ben determinato; si indicherà ancora con Irn ( l'ultimo sistema com- 
pleto (con rn una sua curva generica), e con p, la sua dimensione effettivn; 
il sistema delle seziofii di 1 an J avrà invece la  dimensione p, - a,, indicando 
con cl',? 0 la deficienza di esso. Se poi si dovranno attribuire pai.tico1ai.i po- 
sizioni w ,  , W ?  ,. . . al piano generico w ,  i corrispondenti sistemi completi di 
curve verranno designati con 1 r; 1, I rtl,. . . V a  notato ancora che in Iuogo 
dell'ordine r z ,  si avranno da considerare ordini decrescenti n -- 1, n - 2 , .  . . , 
dei quali si terrà conto modificando gli indici nei simboli adottati. 

Cib premesso, volendo arrivare gradatamente ~ l l a  questione che ci inte- 
ressa, proponiamoci anzitutto una domanda mollo semplice. Soyra un piano 
generico w, si fissa una curva r; del sistema 1 r: 1 già nominato; u esisterb 
u una superficie Qn la quale seghi il piano W, lungo la curva ri (senza con- 
u teneï il piano stesso)? n. Per  rispouder alla domanda si osservi: 1.") che la 
condizione irnposta ad una delle @'a superficie cPn di contenere una tra le 
c i o ~  curve r:, equivale a p, condizioni sernplici, per modo che le Qn che vi 

(") Il sig. ENRIQUES ed io abbiamo già mostrato in varie  occasioni, corne non oc- 
corra  conoscere le espressioni di k e h', quando si applicano i sistemi linenri di super- 
ficie aggiunte al10 studio della geometria soprn uiin superficie. Si veda p e r  es. il n."7 
della fntrodwione . . . citats del sig. ENRIQUES. 
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soddisfanno, formano un sistema di dimensione r, - pn; 2 . O )  che le an, le 
p d i  contengono tutto il piano w, (e quindi si spezzano in esso ed in una 
residua an l ) ,  formano un sistema di dimensione r,-.,. Segue da  questa os- 
sesvazioiie che se è 

r n  - p n  > rn-i ( 4  

allora esistono superficie @n che passano per r; seriza contenere o,; (mentre 
l'opposto accadrebbe se al segno > nella (a,) si dovesse sostituire il segno =). 
Alla disuguaglianza (a,), il cui verificarsi è condizione necessaria e sufficiente 
yerchè la domanda sopra enunciata ammetta una risposta affermativa, si pub 
anche dare un'altra forma, tenendo conto della relazione (8) del n.' 7 .  Infatti 
la (a,) si traduce subito nella 

8 , < 1 ,  ( P d  
(ossia dn = O), dove an ha il significato convenuto. 

Ora muoviamo un altro passo verso la nostra meta. Conduciamo due 
piani o , ,  o r  generici per una retta 9, e fissiamo sopra di essi ordinatamente 
le curve I'Y-', T';-l generiche entro ai sistemi 1 r;t-1 ', 1 r;-11 che apparten- 
gono a quei piani; u esiste una superficie cl,n la quale passi per la retta y ,  
u e seghi i piani W, e u3 lungo le curve r; ' e rt-' (senza contenere i piani 
u stessi)? ?r Per  rispondere si oseerverà: 1.") che la curva composta ri-' + y =rn 
impone (al più) p, condizioni ad unn CDn che debba contenerla; 2.") clle una (1)" 
la quale passi per y, deve ancora soddisfare a p,-, condiuioni per contenere 
una tra le oor- curve di 1 c-11; 3.") che le Qn, le yuali si spezzano 
nei due piani o,, w, ed in una W-"esidua, variabile, formano un sistema 
oor-. Si concluderà dunque che se 

ossia 
Sn + on-, < O ,  

esistono an che passano per la retta g e per le due c u v e  rf-" senza 
contenere tutti e due i piani di queste curve w i ,  o,. E a questo proposito 
va notato, che (per ragioni di simmetria) non pub accadere che ogni (Dn co- 
stretta a passare per q ,  r;-l, T;-.l, venga a contenere uno solo dei piani 
o,, o,, a. meno che quel piano non abbia una particolare posizione rispetto 
al gruppo-base di 1 (Jn 1 ; il che si esclude. 

Gioverà muovere ancora un terzo passo verso la soluzione del nostro 
problema; esso corrisponde alla questione seguente. Sopra tre piani generici 
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w , ,  w,, w, condotti per la retta g si fissino le curvc r; " I?;-5 r;-2 gene- 
riche entro ai rispettivi sistemi; Y esiste una, superficie (Dn che passi doppia- 
LI mcnte per la retta g, e che seghi inoltre i piani o , ,  w ? ,  w, lungo le curve 
lL q - 2 ,  r; 2 , r;-"senza contenere i piani stessi)? n. Si osserverà clle le 
condizioni imposte alla ([ln equivalgono : 1.") al passaggio per la curva 
ry2 f 2 g = r; di ml (p, condizioni semplici, al più); 2.") al passaggio per 
In cuma r: -9 y = rra-' di w, condizioni semplici, al più); 3.") al pas- 
saggio per la curva di w, condizioni semplici); si osaerverà inoltre: 
4.") che le (bn contenenti i tre piani w , ,  w,,  o, sono a o r - 3 .  Si concluderà 
dunque che se 

- pn - pn t - pn z > 1.n-3 7 ( ~ 3 )  

ossia se 

& + & - i  3- & - B ( 3 ,  ( 6 3 )  

esistono Qql che passano doppiamente per g e semplicemerite per r y ,  lï;-2,. 

Iy2, senza contenere i piani delle tre curve. 
Ormai siamo autorizzati ad enunciare il risultato generale, s e m a  che 

occorra ripetere il ragionamento, di cui il concetto risulta chiarainente dalle 
cose dette : 

u Se m è un niiniero minore di $1, ma sufficientemente alto perché esista 
u siil p k n o  generico w il sistenia 1 rm 1 ;  se inoltre sussiste la relazioiie 

a allora esiste certo unn superficie qln (del sistema I (Dn 1) che passa. n - m 
u volte per una retta assegnata, e segn inoltre rl - nz + 1 piani passanti per 
Y la retta lungo curve rm assegiiate (senza contener yuesti piani) 7 7 .  

Conviene perb di presentare l'enunciato sotto un'altïa forma, affinchè ri- 
sulti più chiaro. A tal fine indicliiamo con A la somma 

dove n si suppone tanto grande che riescano nulli a,+, , an;, , . . . ; la  disu- 
guaglianza precedente si trasforma allora nella 

e questa ci dice che, dati wa e A ,  basta nssumere n = A + rn affinchb i l  teo- 
rema si verifichi. Cib posto possiamo dire:  

Dato z4n gruppo d i  Einee e punti-base, si considerino i sistemi cornpleti 
di superficie degli ordini na, m + 1,. . . , che passano con dute wmlteplicità 
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per quelle linee-base e per quei punti-base; si considerino inottre i sistetiti 
di curve rhe quelle superficie seguno s o p a  un piano generico, sistemi ctoenti 
le deficieme d',,, dm+, , . . . , e cotstenuti i n  certi sisterni co~npleti l P)", l r1lu ' 1, .  . .; 
e s i  itzrlichi cotl A la sotnnzu d i  tutte quelle deficienxe 

Allora esiste certo ulza superficie (P d'ordine m + 1 clze passa colle moltepli- 
cità assegnute p w  gli elementi-base nominati, che passa inoltro A volte per 
unir vettci assegnatn ad arbitrio, e clze segu A + 1 piani generici condotti 
per la retta ltingo altrettante curve Fm avOitrccriamente sceltc! entro ai  si- 
demi I rm t giacetati su quei piani. L a  superficie (1, d i  c& s i  pal-la, non con- 
tiene i A + 1 piani. 

Va notato che il procedimento di dimostrazione non escliide che il  teo- 
rema possa verificarsi anche quando, nell'ultima parte dell'enunciato, si so- 
stituisca a A un numero inferiore; certo poi si verifica se si sostituisce a A 
un numero superiore. 

Osseruazione. - Non sarà inutile ricorclare che quaildo il sistema 1 r1l1 1 
è regolare, A pub anche definirsi come la differenza tra la àimensione ef- 
fettiva r ,  , e la dimensione virtuale 9.',-, del sistema delle superficie d'or- 
dine rn - 1, che passano colle ~noltiplicità dovute per gli elementi base asse- 
gnati. Cib fu notato ne1 n." 7. 

10. Un esetnpio atto a tnostrare conle si appliclii l'ultinzo lemma. - 
Solo in seguito apparirà il frutto che si pub ricavare da1 teorema precedente, 
quando Io applicheremo a particolari sistemi completi di superficie. Ma per 
mostrare sin d'ora come esso possa giovare, fermiamoci ad un esempio Sem- 

plicissimo (non collegato col seguito), facendo cos1 una breve digressione alle 
nostre ricerclie. 

Suppoiiiamo data nello spazio una curvn sglhetnba del quinto ordine K5, 
che pub anche spezzarsi in pih curve. Sopra un piano generico w dello spazio 
le cinque intersezioni con K q e t e r m i n a n o  una conica I" (fatta eccezione per 
un particolare spezzamento di K5 che escludiamo). Se il piano w ruota in- 
torno ad una retta y, la conica rZ descrive iina particolare superficie (bn che 
passa semplicemente per K5, pd n - 2 volte per la retta g ; u qual'è l'or- 
u dine n di questa superficie ? n 

Volendo applicare il teorema precedente, notiamo anzitutto che qui è 
m = 2. Per  procurarci il valore di A, seguendo l'ultiina osservazione del pa- 
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ragrafo precedente, dobbiarno anzitutto cercare la dimensione effettiva r ,  del 
sisterna dei piani ((Dm-') che passano per K5, dimensione che deve ritenersi 
uguale a - 1 ,  giacchè nessun piano passa per K5;  in secondo luogo dob- 
bianio cercare la diinensione virtuale del sistema stesso, la quale è espressa 
(n.' 8) da 

r r , = 3 - 5 $ - I l - l = I I - 3 ,  

dove Ii è il  geriere della curva K 5  (irriducibile O spezzata). Segue che è 

Si conclude adunque, in virtù dell'ultimo teorema, che u esiste una su- 
u perficie d' ordine m + A = 4 - Il la quale passa semplicemente per K5, e 
u passa 2 - IJ volte per la retta g a (e pub inoltre assoggettarsi a conteiiere 
certe coniche, condizione che ne1 caso presente wgue dalle precedenti). Questa 
superficie @ d'ordine 4 -II sega dunque sopra ogni piano per g la conica 
determinata dalle intersezioni di K5 con quel piano. Segue che la (i> è la 
superficie richiesta ( f i  = 4 - n ) ,  O in casi particolari si spezza nella richiesta 
ed in piani passanti per g ; i ~ z  ogtzi caso è n < 4 - n. 

L a  relazione n = 4 -ri del resto si verifica direttamerite nei casi che 
la R5 sia una curva irriducibile di genere 2 (n  = 2) ,  di genere 1 senza 
punto doppio (n = 3), di genere O senza punti doppi (n = 4),  . . . , O si corn- 
ponga di cinque rette generiche sghenibe a due a due (n = - 4, n = 8). 

CAPlTOLO II. 

Alcune proprieta fondamentali dei sistemi di curve apparteiienti 
ad una superficie algebrica. 

Le proprietà contenute nei paragrafi precedenti sono di riatura poiettiva; 
lo studio di quelle non è 10 scopo del nostro lavoro. Esse ci daranrio solo un 
mezzo per risolvere alcune questioni sui sistemi lineari di curve appartenenti 
ad una superficie, questioni che appartengono alla Geometria sopra l'ente 
algebrico, vale a dire a quel ramo di geometria, in cui si considerano come 
idelitici due enti, t ra i quali passi una corrispondenza birazionale. 

E a questo proposito, perche i l  lettore possa chiaramente distinguere 
anche ne1 seguito quali considerazioni siano da considerarsi come mezzi di 
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ricerca, e quali siano proprinmente i risultati che si hanno di mira, gioverà 
ripetere alcune osservazioni già fatte altrove (*). 

11. Due aspetti sotto i quali viene consitlerata unn superjicie alge- 
bric//. - In  tutto questo lavoro (e quasi sempre nelle ricerche affini) una 
superficie algebrica viene considerata sotto due aspetti diversi. 

Talvolta infatti si fa attenzione ai caratteri proiettivi della superficie, si 
assegna la superficie iii senso proiettivo. Si suppone allora di conoscere l'or- 
dine della superficie, 10 spazio lineltre a cui appartiene, i punti singolari che 
la superficie possiede, ecc. ; e si considerano come identiche due superficie, 
che si ottengaiio l'una dall'altra con una corrispondenzrt proiettiva tra gli 
spazi cui appartengono. In linguaggio analitico, limitandosi al10 spazio ordi- 
riario, si pub dire che si assegna la equazione della superficie in coordinate 
proiettive, ritenendo come equivalenti due equazioni, delle quali l'una segua 
dnll'altra con una trasformazione lineare eseguita sulle variabili. 

Talvolta invece si fa astrazione da ogni carattere proiettivo della super- 
ficie, si assegna la superficie in senso iîzvariantiuo (rispetto alle trasforma- 
zioni birazionali). Sotto questo nuovo ,aspetto non si parla più di ordine della 
superficie, di spazio a cui la superficie appartiene . . . ; tutti i punti della sii- 

perficie vanno considerati come semplici, sebbene ogni superficie del10 spazio 
ordinario, che sia immagine proiettiva di quella considerata, possa avert: 
punti multipli. Ma si badn soltanto a quei caratteri della superficie (generi, 
modiili, ecc.), che non vengono alterati mediante una trasformazione hirazio- 
nale applicata alla superficie. E si considerano come identiche due superficie 
che si corrispondano birnzionalmente. Parlando il linguaggio dell' algebra si 
pub dire che sotto questo nuovo aspetto, la superficie non B rappresentata da 
una equazione in coordinate proiettive, ma piuttosto da1 campo di razionalità 
che una equazione algebrica, a tre coordinate, determina, riguardando come 
equivalenti due equazioni che diano luogo al10 stesso campo di razionalità 
(fatta astrazione da  irrazionalità numeriche). 

Volendo collegare i due modi di considerare una stessa superficie, dob- 
biamo dire che, data una superficie proiettivamente, rimarie individuata una 
superficie in senso invariantivo. Ma, viceversa, ad una superficie pensata nel- 
l'ultimo senso, corrispondono infinite superficie proiettivamente distinte, di vari 

(*) Si veda ad es. il Cap. 1 della Monografia citata, S u r  quelques &cents résul- 
tats . . . 
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ordini, appartenenti a vari spnzi, ecc. E ciascuna di queste va considerata 
come una immagine proiettiva della superficie data in senso invariantivo. 

12 .  Sistema lineare di  czwve sopra zma superficie. ,-, L'ente che offre 
i l  mezzo di fissare una tra le infinite immagini proiettive, che corrispondono 
ad una stessa superficie data in senso invarjantivo, è il sistema h e u r e  di  
rurzre. 

È noto come un tale sistema si definisca, ricorrendo per maggior chia- 
rezza ad una immagirie proiettiva della superficie data F, contenuta (per 
esempio) nello spazio ordinario. Un sistema lineare di superficie algebriche 
(che possono venire anche costrette a passare per alciine curve fisse di F e 
per alcuni punti fissi di F )  sega su P un sistenza lineare d i  cuyve. Si rico- 
nosce subito che uns trasformazione birazionale tra due superficie muta un 
sistema lineare di curve dell'una in un  sistema analogo tracciato sull'altra. Tn 
virtù di p e s t a  osservazione si pub iinmaginare ur, sistema lineare di curve 
sopra una superficie, facendo astrazione dai caratteri proiettivi di questa; si 
arriva cos1 a1 concetto di sistelna lineare d i  cwve s o p a  utza superficie data 
in  senso invariantz'uo. 

Ne1 seguito, quando non si dichiari i l  contrario, la curva C di un si- 
stema lineare 1 CI sarà supposta irriducibile. Le curve del sistema possono 
passar tutte per ;ilcuni punti fissi della superficie, punti (!lie vanno i.igiiardati 
corne semplici per questa, quando la superficie sia data in senso invarinntivo, 
ma possono esser semplici O multipli per le curve del sistema 1 CI. Questi 
punti si dicono punti-base del sistema. D'ordinario il gruppo-base di un si- 
stema [ C 1 contiene tutti i punti-base che sono comuni alle curve del sistema; 
in casi particolari perb conviene d i  riguardare come punti-base solo una 
parte dei punti suddetti, considerando gli altri punti come rnutue intersezioni 
delle c i m e  C, clie son venute a cadere in punti fissi. Naturalmente quando 
si voglia adottare l'ultima convenzione, bisognerà dichiararlo espressamente, 
e fissare quali punti si riguardano cnme base; altrimenti si intenderà definito 
il gruppo-base ne1 m d o  ordinario. 

Quando sia fissato i l  gruppo-base di un sistema 1 CI, rimangono definiti 
alcuni caratteri del sistema stesso, clle godono proprietà invariantive, e sono: 
lu dimensione r ,  numero dei punti generici che occorre assegnare per indivi- 
duare una curva del sistema; i l  genere .x della curva C generica, della quale 
si riguardino come multipli solo i punti che cadono nei punti-base fissati 
di 1 C I ;  i l  grado n ,  numero di quelle intersezioni di due C generiche che 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei  s i s t~wi  liuelwi d i  curve tracciuti s0pr.a una supwficie aabgebrica. 259 

cadono fuori dei puiiti-base, intersezioni che variano al variare delle C, quando 
il gruppo-base comprende (come in generale) ogni punto fisso comune a 
tutte le C. 

Ora quando è dato sopra una superficie Pl definita. invariantivainente, un 
sistema lineare di curve I CI di dimensione r > 2 ,  rimane determinata pro- 
iettivamente nello spazio lineare a r dimensioni $ una superficie F', sem- 
plice O multipla, d'ordine 9% in generale, che corrisponde birazionalmente 
alla F,  in guisa che alle curve C di questa corrispondano le sezioni di J" 
pratirate cogli iperpiani Sv-, di Sv. L a  F' pub dunque considerarsi come ln 
inimagine proiettiva della F, ottenuta fissando su questa il particolare sidema 
di curve 1 C 1. 

Viceversa quando si definisce una superficie F' mediante i suoi carat- 
teri proiettivi (10 spazio S,. a cui appartiene, ecc.), si viene a definire non 
solo la superficie F, in senso invariantivo, di cui la  F' é la immagine, ma 
pure un particolare sistema coT di curve sopra F, il quale corrisponde al fii- 
stema delle sezioni iperpiane di F r .  

13. Punti multipli e curve fondamentuli. - Ad ogni particolarità 
proiettivn della superficie F' corrisponde una particolarith invariantiva (per 
trasformazioni birazionali) del sistema di curve 1 CI, che rappresenta su F il 
sistema delle sezioni iperpianc. di Pr. Cos1 ad un punto multiplo 0', centro 
di una singolarità di F', corrisponde su F un gruppo di punti od una curva R, 
che presenta una sola condizione alle curve di i C 1 costrette a contenere quel 
gruppo O quella curva. E la curva fi (limitandoci al caso della curva, che è 
i l  più interessante) non è segata dalle curve di 1 C 1 in nessun punto fuori 
dei punti-base del sistema. Una curva, semplice O composta, che goda le 
due proprietà notate per 11, dicesi curva fondanaentale del sistema 1 C 1. Vice- 
versa ad una curva fondamentale fl di [ C 1 corrisponde un punto O' di F', 
che pub esser multiplo od anche semplice (e nell'ultimo cas0 la curva 62 di F 
dicesi talvolta eccexio~zale, uusgexeic hnete). 

L a  natura dell'intorno del punto O' di F r  si riflette nella natura della 
curva fondamentale fi. Ma delle varie considerazioni che si potrebbero fare 
sull'argomento, a noi interessa soltanto la seguente : 

Supponiamo per maggior chiarezza che l a  superficie F' di cui si parla 
appartenga al10 spazio ordinario; a questo caso possiamo sempre ridurci par- 
tendo da una superficie di un iperspazio, e ricorrendo ad una conveniente 

Annali di iMalematîCa, tom0 XXV. 34 
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proiezione. Pel punto O' di F' si conduca un piano generico, il quale segherk 
la F' lungo una certa curva. Paragonando il genere di questa al geneise 
della sezione piana generica di F', due casi potranno darsi, poicliè il genere 
della prima curva pub essere uguale O'  minore del genere della seconda. II 
primo caso si presenta ad esempici se O' è punto semplice di F ' ,  O se i: punto 
generico di una curva multipla di F', od anche se O' è punto trip10 t m t o  
per la superficie F r ,  quanto per una curva doppia gincente su di essa; ecc. 
Un esempio del secondo caso è offert0 da un punto multiplo 0', il quale non 
appartenga a nessuna curva multipla della superficie. Ora nelle ricerclic clle 
mdremo sviluppando, interessa appunto la distinzione dei punti inultipli di  
una superficie secondo il criterio qui fissato; ed ha invece minore importi~nza 
la classificazione dei punti multipli di cui abbiamo parlato al n.' 3. Percib 
modificando leggermente una locuzione di cui allora si faceva uso, limiteremo 
il coiicetto di purzto multiplo isolato di una superficie F', e Io riaerveremo 
solo ad un punto O' il quale abbassi il genere di una sezione della superficie 
otteiiuta con un piano passante per esso; mentre gli altri punti niultipli di F' 
si diranno non isolati. Direrno poi che ad  un punto multiplo isolato di F' 
corrispopde una curva fondamentale. proprirr. del sistema 1 G 1 , che sulla su- 
perficie F rappresenta le sezioni piane di F'; mentre ad un purito non iso- 
lato di F' (eventualmente anche semplice) corrisponde una curva fondamentale 
impropria. Volendo introdurre direttamente questi ultimi concetti su1 sistema 
lineare I Cl, senza ricorrere alla rappresentazione proiettiva, basta dire che 
la curva Q fondamentale di un sistema mr 1 CI è impropria, se le cor-' 
curve Ci, che insieme ad fi costituiscono curve di I C 1 ,  hanno 10 stesso ge- 
nere delle C; ed è propria ne1 caso opposto. 

Osservaxione. - L e  considerazioni svolte negli ultimi due paragrafi mo- 
strano quale vaiitaggio si possa raggiungere nella ricerca delle proprietà dei 
sistemi lineari di curve tracciati sopra una superficie F, quando in Iiiogo 
della F si consideri una particolare immagine proiettiva Pr di questn. Se 
infatti la  F' del10 spazio S, è costruita in modo che le sue sezioni iperpiarie 
corrispondano alle wr curve del sistema ] C l  considerato sopra F, le pro- 
prietà proiettive di F r  si tradurranno in proprietà di quel sislema 1 Cl. E 
se la dimensione Y di I C 1 è > 3 converrà spesso, staccando entro a I C l un 
sistema lineare ao3, di procurarsi una immrigine F" di F situata nello spazio 
ordinario (proiezione della F' di 8,); alla F u  si potranno applicare ne1 mi- 
glior modo le nozioni di geometria proiettiva che si posseggono sulle super- 
ficie del nostro spazio. 
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Ma accanto ai vantaggi che questo metodo presenta, i quali consistono 
nello sfruttare a favore di una teoria in formazione u geometria sull'ente al- 
gebrico n , i risultati di una teoria già classica u geometria proiettiva a ,  si 
presentano perb alcuni inconvenienti. Infatti perché la rappresentazione pro- 
iettiva della F (su cui sta il sistema 1 CI oor) mcdiante la superficie F' di S, 
siesca veramente proficua, occosre, O almeno giova, che la F' sia una super- 
ficie iwiducibile; cib si traduce in una condizione da imporsi al sistema I CI, 
per la quale le curve C che passano per un punto generico di F, non 
devono in conseguenza passare per un secondo punto determinato da1 primo 
o variabile con questo (sicchè intanto deve essere in generale r > 2); si esige 
insomma, come si su01 dire, che il sistema 1 CI sia semplice. Inoltre si sup- 
pane di riguardare come punto-base di 1 CI,  ogni punto che sia comiine ri 

tutte le C .  Pur  facendo astrazione da  quest'ultima avvertenza, che dipende 
almeno in parte clal nostro arbitrio, direrno tuttavia che il metodo proiettivo 
si presta ne1 miglior modo allo studio dei sistemi semplici di curve situati 
sopra una superficie F. Ora delle proprietà che si trovano per i sistemi sem- 
plici, la maggior parte vale anche per i sistemi non semplici; ma l5er dimo- 
strar queste col metodo proiettivo ,occorrono in generale ulteriori considera- 
zioni ; giova per esempio assumere come immagine proiettiva di F una 
superficie F' dello spazio ordinario, su cui non tutti i piani, ma solo gli 00% 

piani di una stella seghino un sistemn, non semplice, corrispondente al si- 
stema dato O a parte di questo; ecc. 

Pe r  le ragioni qui addotte, e per conciliare due fini altrettanto impor- 
tanti, quali sono la soppressione di tutte le restrizioni inutili negli enunciati, 
e la chiarezza di esposizione, mi son deciso a seguire spesso ne1 psesente 
lavoro questo procedimento : dimostro un teorema su1 sistema lineare 1 C l  di 
curve, valendomi della rappresentazione proiettiva, e supponendo che I CI sia 
un sistema semplice; poi do un cenno della via da tenersi per estendere Io 
stesso risultato a tutti i sistemi I Cl anche non semplici; e cib mi permette 
di enunciare i l  teorema senza teneï conto di quella restrizione superflua. 

14. Opemxioni elementari sopra i sistemi lineari d i  curve. - Basterà 
dare uii semplice cenno sopra alcuni concetti fondamentali che intervengono 
continuainente nello studio dei sistemi lineari di curve sopra una superficie. 
Un esame particolareggiato di questi concetti si troverà altrove (*). 

(*) V. 1' f i~ t i 'oduz io?~~.  . . gii  citata d d  sig. ENI~IQUES (n.O O e seg.), e la Rlonografia 
pure citata Sur quelques recents résultats.. . , (i1.O 8 e seg.). 
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Sopra una superficie, data in senso invariantivo, si conosca un sistema 
lineare 1 CI di curve, del quale sia fissato jl gruppo-base; e siano r ,  9 3  n la 
dimensione, il  grado ed il genere di 1 C 1 ,  rispetto a quel gruppo-base. Al- 
lora pub accadere che si possa amp1iat.e il sistema I CI mantenendo costante 
il grado r r ,  vale a dire, che si possa costruire un nuovo sistema di dimen- 
sione > r ,  i l  quale contenga I C 1 ed abbia lo stesso grado di I C 1. Questa 
operazione, applicata finchè è possihile, conduce perb necessariairiente (partendo 
da I CI col gruppo-base assegnato), ad un unico sistema di grado n che non 
pub ulteriormente ampliarsi e che dicesi completo (rispetto al grado). u Ogni 
u sistema lineare di curve sopra una superficie è contenuto in u n  determinato 
ri sistema completo dello stesso grado. n In particolare su1 piano un sistema 
coinpleto di curve, si dice d'ordinario deterrninato dai punti-base; e la stessa 
locuzione potrebbe anche adoperarsi sulle superficie. Al concetto invariantivo 
di sisternu completo corrisponde il concetto proiettivo di superficie normale, 
superficie di un certo apazio che non pub ottenersi come proiezione di una 
superficie dello stesso ordine di uno spazio più elevato. Yrecisamente : le 
sezioni iperpiane di una superficie normale formano un sistema completo, e 
viceversa. 

Dati sopra una superficie (in senso invariantivo) due sistemi completi di 
curve 1 C 1 e I D 1, coi loro gruppi-base, aventi le curve generiche C e D ,  
rimane definito un nuovo sistema completo I C + D 1 ,  che cmtiene tutte le 
curve C +  D, ed ha per gruppo-base la riunione dei gruppi-base dei sistemi 
primitivi; il nuoro sistema dicesi sonzma dei due sistemi 1 CI e I D 1. I n  par- 
ticolare se I CI e I D 1 coincidorio, si arriva al sistema 12 C 1 doppio di 1 C 1 ;  
e similmente si definisce il sistema 1 k CI muktiplo di 1 C secotzdo il numero li 
(intero, positive). 

L a  operazione inversa dell' addizione , mediante la quale dai sistemi 
1 C -+ D I e I C si ritorna al sistema I D 1 ,  dicesi sottraxione; e 1 D I dicesi 
residuo d i  1 C I rispetto a 1 C + D 1. 

15. Sistema aggiunto ad un sistema dato; dejnixione invuriafitivu. - 
Oltre alle operazioni sopra indicate, ve n'è un'altra che gode una particolare 
importanza, e che si applica ad ogni sistema completo I CI di curve appar- 
tenente ad una superficie; è I'operazione di aggiunzione, mediante la quale 
si passa da1 sistema I C I ad un nuovo sistema di curve 1 C' 1, sisterna ag- 
gizrnto a I CI. Definiamo anzitutto questa operazione, sotto l'aspetto inva- 
riantivo. 
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Si è trovato opportuno, in vista delle conseguenze a cui porta, di defi- 
nire il sistema aggiunto medjante la via indiretta che viene qui esposta ("): 

u Sia i CI un sistema completo di curve sopra una superficie data in- 
u variantivamente. Rimane allora completamente definito un secondo sistetna 
u completo I C f  1 mediante le due proprietà seguenti : 

u 1 )  il sistema 1 C' I sega sopra la curva C generica, supposta di ge- 
u nere n, gruppi della serie canonica g;zl,; 

u 2) qualunque sia il sistema 1 D 1 sulla superficie, il sistema 1 Cf + D 1 
u sega sulla curva generica, supposta irriducibile, di I C + D I gruppi della 
L serie cmonica;  ciascuno di questi gruppi perb contiene h punti riuniti in 
u ogni punto che sia basc h ~ l o  per 1 DI e non sia base per I CI. 

u Il sistema ( C' 1 cosi definito dicesi sistamu uggiunto a 1 Cl. 77 

In varie occasioni è opportuno di presentare 10 stesso concetto, contenuto 
nella definizione, sotto forma di teorerna; si arriva cos) al teoven?a fmdamelz- 
t d e  szll s is te~nu aggiunto : 

u Siano 1 CI e ID 1 due sisterni lineari di curve situati sopra una stessa 
u superficie, e sia I C '  1 il sistema aggiunto a I CI, e 1 ( C +  D)' 1 il sistema 
u aggiuri to alla somma I C + D 1 ; cib posto, il sistema 1 C' 1 addizionato 
u a 1 D I dà luogo ad un sistema 1 C' + D 1, che è contenuto ne1 sisternn 
u 1 (C+ D)' 1 ,  e ne differisce in ci6 soltanto, che ogni punto il quale sis 

base hW0 per 1 D I e non sia base per 1 Cl ,  risulta multiplo secondo h 
u per 1 C' + D 1, e multiplo secondo h - 1 per 1 (C + D)' 1. n 

Se perb ogni punto-base del sistema I D I è pur base per 1 C 1 ,  si ha 
senz' altro 1' identità 

1 C + B ' [ = \ ( C + D ) ' I .  

~ o r n a n d b  alla definizione del sistema aggiunto a 1 C , non è detto che 
ogni sistema 1 C 1 abbia sistema aggiunto ( C' 1 ; e ad  esempio 1 C' 1 manca, 
se C I ha il genere zero. Ma in  ogni caso, supposto che 1 C 1 sia almeno cm2, 

si riconosce che anche quando rnanca 1 C' , esiste tuttavia il sistema I (k C)' 1 
aggiunto a k C , in corrispondenza ai valori (interi, positivi) abbastanza ele- 
vati di k ;  e si post;ono sempre scrivere le identità, conseguenze del teorema 
fondamentale, 

(7 ENRIQUES, Introduzione . . . , Cap. I V ;  cfr. inoltre la Moilografia Sur qzcelyues ré- 
cents rbultats . . . , Cap. IV. 
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delle quali : h u n e  sarehbero puramente convenzionali quando i sistemi I C' 1,. .. 
non esistessero. 

16. Definizione proiettiua del sistevna agcjiunto; superjicie nggiunte ad 
una data superficie. - Ricorrendo a considerazioni di indole proiettiva, si 
pub dare del sistema aggiunto un'altra definizione, storicamente la prima (*), 
che pub sembrare più semplice della. precedente, ma che non penetra cos; 
profondamente corne quella ne1 legame che passa tra un sistema di curve ed 
jl sistema aggiunto. Tuttavia anche questa seconda definizione ha molta ini- 
portanza per noi. 

Sia F una superficie data mediante i suoi caratteri proiettivi; si sappia 
che F appartiene al10 spazio ordinario, ha  un certo ordine v z ,  certe curve 
multiple, certi punti multipli isolati. Si fissi 17attenzione sopra il sistema li- 
neare delle sezioni piane di F ,  O meglio sopra il sistema complet0 1 C 1 ,  di 
dimensione r 2 3 ,  contenente quello. Si  c.hiedr: di definire e di costruire il 
sistema di curFe 1 C' 1 oggiunto a 1 C '. 

Orbene si riconosce che il sistema di curve 1 Cf 1 viene segato sopra F 
da un sistema lineake di superficie d'ordine rs - 3, che si chiamano superficie 
aggiunte (di quell'ordine) ad E'. Queste superficie sono completamente defi- 
nite da1 loro modo di comportarsi lungo le curve multiple e nei punti mul- 
tipli isolati di P, e le intersezioni C' di quelle superficie con F vnnno con- 
siderslte facendo astsazione dalle curve multiple di F, che sono pur comuni 
alle superficie aggiunte. Si tratta ora di precisare il comportamento di una 
superficie aggiunta ad P negli elementi multipli di F; ma per far questo è 
inutile esigere che sia n -  3 l'ordine della superficie aggiiinta; facendo anzi 
astrazione dall' ordine si arriva al concetto di superjkie d' ordine qzlalsiasi 
wggiunita ad F. 

Per definire quel comportamento dobbiamo considerare a parte il cas0 
delle linee multiple, ed il cas0 dei punti inultipli isolati. 

1) Lilzee t~zult@te d i  F. -- Ogtii superficie @ aggiiinta ad F deve 
comportarsi in ta1 guisa lurigo le linee multiple di .F7 cho segmdo la e 
la P con uno stesso piano generico, la curva sezione di 4 sia aggiunta alla 
curva sezioiie di F. Poichè rie1 piano è perfettarnente determinato il compor- 

(*) L a  definizione a cui si rtllode e dovuta al sig. NOTHER; la si trova esposta nella 
Liernoria fondamentale Zzcr Theorie des eindeutigen Entsprechens . . . Math. hnnalen, 8, ed 
in u n a  Nota del10 stesso Xutore pubblicata nelle Gottinger Nacliricliten del 1871. 
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tamento di una curva aggiunta in un punto multiplo della curva primitiva, 
cos) possiamo dire (n.' 4) di conoscere perfettamente il comportamento delle 
superficie aggiunte lungo le curve multiple della superficie F. Siccliè se la F 
possiede curve multiple, ma non ha punti multipli isolnti (n." 13), la defini- 
zione precedente basta per costruire le superficie di dato ordine aggiunte ad F. 

2) Punti multipli isolati d i  F. - Ogni superficie (à aggiunta ad F 
deve passare i - 2 volte (nlmeno) per ogni punto O multiplo (isolato) secorido 
i per F. Questa definiziorie basta se il punto O è punto multiplo ordinario; 
ma se invece si tratta di un punto multiplo singolare O ,  la definizione di- 
venta insufficiente. Infatti in quest'ultimo bisogna inoltre assicurani che 
applicando alla F una trasformazione birazionale dello spazio, che muti la F 
in una superficie B", ed il punto O in un complesso di curve e di punti sin- 
golari di F', la trasformata 0' di (ù sia ancora aggiunta alla F' lungo qiielle 
curve e quei punti. Ora la 1) ci dà il modo di assicurarci se la @' sia ag- 
giunta ad li" lungo quelle curve singolari di F'; ma per cib che riguarda 
i punti multipli isolati sorti su F r ,  siarno da capo alla stessa difficoltà. Per 
ciascuno di questi bisognerà rifare una nuova trasformazione della Fr" in una 
superficie F", ecc. Siccome perb le trasformazioni che cosi si devono eseguire 
per eliminare i punti isolati singolari sono in numero finito, cos1 per q u e s t ~  
via è possibile fissare, almeno in teoria, il comportamento di uiia superficie 
aggiunta in ogni punto multiplo jsolato della superficie data F. E per questa 
via appunto il sig. NOTHER (*) è riuscito a risolvere la questione in molti casi 
particolari. 

La questione perb non è essenziale pel seguito della nostra ricerca. A 
noi basta rilevare due conseguenze delle considerazioni precedenti, di cui la 
prima è evidente, mentre I'altra dipende dalle ricerche fatte da1 sig. ENRI- 
QUES, e potrebbe condurre ad una definizione indiretta di superficie aggiunte, 
qualora la defiriizione diretta, a cui sopra si accenna, non sembrasse abbastanza 
precisa. 

1. u L e  superficie d'ordine qualsiasi aggiunte ad una data superficie F 
u formano un sistema lineare completamente definito dagli elemeriti-base, che 
u si trorano compresi tra le curve multiple ed i punti multipli della super- 
u ficie F. n 

11. u L e  superficie d'oidine n - 3 aggiunte ad F (d70rdine n )  segano 
u sopra F, all'infuori delle curve multiple, il sistema completo 1 C' 1 di curve 

(*) Nota citata delle Gott. Nachr. 
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u aggiunto al sistema completo C , cui appartengono le sezioni piane di F. ,, 
E quindi le superficie aggiunte d' ordine n - 3 + Ic segano sopra 3' il si- 
stema 1 C f  + 1 C 1 aggiunto a (k + 1) !: 1 ,  qualunque sia l'inter0 positivo 1. 

Osseruuxioni. - Abbiamo detto che i l  teorema II puir anche presentarsi 
i n  rnodo da coiidurre ad unn nuovaG definizione delle superficie aggiunte. 
Precisamente dopo aver definito, secondo il n.' 14, il sistema ' C' di curre 
aggiunto al sistema 1 C delle sezioni piane di F ,  si potrà, col sig. ENRI- 
QUES (*), chiamare aggiunta ad E' ogni superficie Q d'ordine n - 3, che si 
comporti ne1 modo indicato dalla 1) lungo le curve multiple di F, e passi 
inoltre per una curva Ci. Quest'ultima condixione fissa i l  comportamento 
della @ anche nei punti multipli isolati della F, e sostituisce adunque la 
condiziono contenuta i n  2). Similniente si definiscono le superficie d'ordine 
qualsiasi aggiunte ad P. 

Da' queste considerazioni risulta, tra le altre cose, che u ogni superficie 
u d'ordine > tz - 3, la quale si comporti ne1 modo indicato dalln 1) lungo le 
u curve multiple di F, e passi inoltre per una curva Cf ,  riesce aggiunta ad F' 
u anche nei punti multipli isolati n. 

17. Sistema calzotzico d i  ctcrve sopra utta sz-per.Jicie; geneye georn~tviro 
e nürnerico della superJicie. - Ritornando per un moniento alla definizione 
invariantiva del sistema aggiunto (n.' 14), rileviamo che la conseguenza più 
importante a cui es6a conduce, è espressa da1 seguente teorema (**) : 

u Se un sisterna conipleto di curve 1 CI sopra una superficie è contenuto 
u ne1 proprio sistema aggiunto , Cf ' ,  la proprieth analoga sussiste per ogni 
u nltro sisterna di curve appartenente alla superficie ; ed il sistema residuo 
u Cl- CI (fatta astrazione da punti che potessero entrare tra le sue compo- 
u nenti) non dipende da1 sistema I CI su cui si opera. n Il sistema I Ki = Cl- CI 
è dunque legato alla superficie da relazione invariantiva rispetto alle tra- 
sformazioni birazionali. Esso prende il nome di sistenza canofiico sulla su- 
perficie. 

(*) itztrodiraioize . . . , 11.' 31 ; cfr. pure l a  Rlonografia Sur yuelyues récerzls résulhls . . . , 
i 1 . O  118. 

(**) E ~ ~ r u u s s ,  liztrocluzions . . . , n." 38; cfr. inoltre la M o ~ ~ o p f i a  Sur  yue2rjues récciils 
~Ssul tats  . . . , n . O  21. La definizione del sistema canonico di curve mediante superficie ng- 
giunte cl'ordino n - 4 è dovuta, perb a l  si;. N~THEK. iiella, hleinoiia citnta Zur Theorie 
des eii~cleutiyeii Lhtsp~~echens . . . Math. Aiinalen, 8. 
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1 suoi caratteri (dimensione, grado, genere) sono i nvar ian t i  della super- 
ficie, rispetto alle trasformazioni birazionnli. Tale è per esempio il genere 
geo?rzetrico pg della superficie, che è dato dalla dimensione del sistema cano- 
nico aumentata di una unità ( p ,  = O ,  se il sistema canonico non esiste). 

Sopra la superficie 3' data nello spazio ordinario mediante i suoi carat- 
teri proiettivi (ordine n , .  . .), il sistema canonico I K l pub costruirsi per via 
proiettiva. Precisamente si riconosce che : 

u L e  superficie d'ordine n - 4 aggiunte ad F segano il sisterna cano- 
u nico sopra questa superficie r all'infuori delle curve multiple, ed eventud- 
mente di certe curve eccexionali, che con una trasformazione birazionale si 
possono rnutare in punti. 

I l  sisterna completo di quelle superficie aggiunte ha una dimensione ef- 
fettiva Y,-,, ed una dimensinne virtuale r',-,, che possono anche differire tra 
loro (n." 7;. Ora dalle cose dette risulta subito che 

p, = + 1 

è un invariante della superficie F, il genere geometrico. Ma é notevole il 
fatto che anche l a  dimensione v ir tuale  r',-, ha  cnrattere invnriant ivo  rispetto 
alle trasformazioni birazionali (*). Precisarnente si assume corne invariante 

pn = r'n-4 + 1 , 
e si chiama il genere numerico di F ;  (l'indice di p è appunto l'iniziale del- 
l'aggettivo). 

I n  molte questioni in luogo dei due generi pg e p, cornparisce la  loro 
differenza pg -p,, di cui vedremo presto, ed in più modi, il significato geo- 
metrico. 

18. Le superjîcie aaggiunte dei  v a r i  ordini .  - Riprendiamo la super- 
ficie E' d'ordine f i ,  proiettivamente data, e consideriamo il sistema 1 QV I co- 
stituito dalle superficie aggiunte ad Y, d'ordine u 2 n - 3. Poichè questo si- 
stema è completamente definito da1 gruppo-base (che-non dipende dall'ordine y), 

potremo applicare a 1 @' I le considerazioni generali fatte sopra i sistemi com- 
pleti di superficie. 

(*) Questa proprietj notevole, dimostrata sotto certe restrizioni da CAYLEY (Math. 
Annalen, 3), ZEUTHEN (Math. Annalen, 4) e NOTHER (1. c.), risulta sussistere in ogni caso 
in seguito alle ricerche del sig. ENRIQUES (Introdwione . . . n . O  40). Si veda a questo pro- 
posito la Monografin, Sur yuelpues ricerzts rhsullats.. . n.' 26. 

Annali di  Malenaatica, tom0 X X V .  3 3  
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Ed osserveremo anzitutto che il sistema di superficie 1 1 sega sopra un 
piano generico o un sistema di curve aggiunte alla sezione C di F fatta col 
piano w. Questo sistema pub perb essere incompleto, ed avere unn certa de- 
ficienza &; esso in ogni caso è contenuto ne1 sistema completo l rv l di tutte 
le curve aggiunte a C, di  quell'ordine. Ora  se ci Iimitiamo, come si è detto, 
a cousiderare i valori di u ) 12 - 3, possiamo affermare che i l  sistema I rV 1 è 
regolare. 

Attribuiamo a u valori successivi crescenti, e consideriamo i valori cor- 
rispondenti che assume la deficienza dv del sistema di curve segato da  I @' I su1 
piano w. Noi sappiamo (ne0 6) che si arriverà sempre ad  un numero (intero, 
positivo) 1 ,  tale che per u > 1 quella deficienza 8, risulti nulla,  e quindi il 
sistema 1 (bu 1 seghi sopra o il sistema completo e regolare 1 ru 1 delle curve 
aggiunte a C. Giurigiamo cusi al seguente risultato (*) : 

L e  superficie aggiunte ad  F, degli ordini 12 - 3 ,  rc - 2 , .  . . possono se- 
gare Ropra un piano generico sistenii incompleti di  ciirve; m a  u si pub sempre 
u determinare un numero l (> - 1% - 3) cos) grande, che il sistema completo delle 
u superficie aggiunte d'ordine v2 - Z seghi sopra un pian" generico il sistema 
u completo delle curve aggiunte alla sezione di F con quel piano n. 

I n  altre parole se riprendiamo l a  deficienzn ù, sopra coiisiderat8, e fac- 
ciamo crescere Y di  una unitb per volta a partire da IZ - 3 ,  possiamo dire 
che nella serie di numeri positivi 

8n-3, an-?,.. ., d l - ,  ,..., 
l'ultimo termine non riullo è precisamente J I - , .  Segue (n." 7) che se si ap- 
plica la  formula d i  postulazione a l  calcolo della dimensione del sistema di  
superficie aggiunte I cPV 1 ,  quella formula dà  risultati rsatti quando Y 2 1 - 1; 
i sistemi corrispondenti sono regolari. Se  invece la  stessa forrnola si applica 
ai valori di Y <  1 - 1, per aver l a  dimensione effettiva esatta r, di I bi- 
sogna tener conto di  un termine correttivo; il quale, quando si limiti l a  va- 
riazione di Y all'intervallo cotiipreso t r a  n - 4 ed l - l (gli estremi incluai), 
è dato dalla somma delle deficienze 

somma che va  aggiunta alla dirneiisione virtuale Y', per  ottenere la  dimen- 
sione effettiva r , .  

(*) ENRIQUES, Iuztt-oduzione . . . n.' 36, 37; cfr. pur?  1s i\lonografia Su). qzce@4es ré- 
cents résultats . . . n.O 19. 
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In  particolare applicando queste considerazioni al valore estremo v = N  - 4, 
e ricordando la importanza di p.,,-, =pg - 1 ed Y',,-, = y, - 1, poesiamo 
enunciare il notevole risultato (*) : 

u La  differenza tra il genere geometrico ed il genere numerico di una 
u superficie F d'ordine n è data dalla somma delle deficienze dei sistemi di 
u curve segati sopra un piano generico dalle superficie di ordine - 2.n - 3 
u aggiunte ad F. a 

Di qua segue anzitutto 
> Ps-Pn. 

E se pg = pn,  se cioè, corne si su01 dire, la superficie è regolaf.e, le deficienze 
dn-,, dn-n, .  .. sono tutte nulle. 

Viceversa si supponga che sia cl,-, = O, e che sia quindi completo il 
sistema I rn-e 1 delle curve segate sopra un piano w dalle superficie ag- 
giunte ad F; poichè quel sistema 1 rn-2 1 è regolare (essendo costituito dalle 
curve d'ordine n-  2 aggiunte ad una curva piana d'ordine n), ed è pur 
regolare il sistema delle curve rn-3 aggiunte a C, si conclude (na0 2, II) che 
il sistema contenente ogni curva formata da una insieme ad una retta 
è completo, e quindi che le superficie 1 @n-i 1 aggiunte ad F segano sul 
piano w un sistema completo di curve. Dunque dalla ipotesi an-, = O, segue 
a,-, = O ,  e similmente 8, = O . .  . Se poi oltre alla ipotesi Ûn-, = 0 ,  si sup- 
pone che si verifichi pure la 8,-, = O, d o r a  tutte quelle deficienze, che soin- 
niate insieme dauno la differenza pg -p,, risultano nulle. Dunque u per as- 
u serire che la superficie F è regolare, basta sapere cbe le superficie degli 
u ordini 9a - 3 ed n - 2 aggiunte ad F segano sopra un pia,no generico si- 
u stemi completi di curve n. 

Non possiamo ancora asserire (sebbene sia vero) che la condizione 8, , = O  
basti da sola per trarre la stessa conseguenza; ma possiamo dire perb che 
u se la sezione di F con un piani, generico è una curva normale, e se le 
u superficie d'ordine 9a - 3 aggiunte ad F segano su quel piano un sistema 
u completo di curve, la superficie P è regolare n. 

Infatti la ipotesi che la sezione piana generica C di E' sia normale, O 

in altre parole che la serie segata su C dalle rette del suo piano sia 
cornpleta, porta di conseguenza che il sistenia delle curve P-A aggiunte 
a C è regolare ; sicchè ai sistemi I rn-' 1 ,  1 rn-, 1 si potrà applicare Io stesso 

- 

('A) ENRIQUES, Intro$uzione.. . n . O  40; cfr. la  Monografia Sur quelques récents résul- 
tats . . . n . O  27. 
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lemma (n.' 2, II), che si è applicato or ora a i  sistemi rn--3 , I rn -"  1 ; e dalla 
ipotesi a,-, = O ,  si trarrà cl',-, = a,-, = . - 0. 

L e  proposizioni a cui siamo cos] pervenuti, acquistano maggiore juteresse 
se vengono presentate sotto forma invariantiva. 

A ta1 fine non considereremo più i sistemi di superficie 1 @ l t - =  1, 1 Qvh-e ) - - -  
aggiunti alla superficie F d'ordine ? 2 ,  ma baderemo ai sistetni di curve 1 C' 1 ,  
1 C' + C 1 ,. .. che quelle superficie segano sopra E', e noteremo poi che 1 C' 1 è 
il sjstema aggiunto al sistema i Cl delle sezioni piane di P. E in Iuogo dei 
sistemi di curve segate dai sistemi di superficie 1 clln , , . . . sopra il 
piano w ,  esamjneremo le serie di gruppi y,,-,, gpn-2+n,... determinate da 
quei sistemi sulla curva C del piano o, serie che sono pur segate su C d2i 
sistemi di curvc? / C' 1 ,  1 C' + C 1 , .  . . Queste serie sono incomplete se le defi- 
cienze &+,, 8,-,, . . . sono diverse da zero ; e precisamente si riconosce subito 
che cl',-,, CI,-,, ... sono esattamente le deficienze delle serie in questione 
g2R-2) g21T-2+11,..., rispetto alle serie complete che le contengono (*). 

Abhandonando ora il linguaggio proiettivo, direrno : 
1. Sin 1 CI un sistema lineare di curve sopru una superficie; si for- 

mino i sistenzi di curve / C' 1 (aggiunto a 1 Ci) ,  I C' + C , , 1 C' + 2 C 1 ,. . . , 
e si considerino le serie che yuesti sistemi segano sulla czwva C generica; 
pud accadere che ulcune (le prime) tra quelle serie siano incomplete, ma si 
pu6 sempre determinare un numem cosi grande, che per ogni valore di k su- 
periore a pello, risulti conzpleta lu selie segata da 1 C' + Ic C 1 su C. 

I I .  La  somma delle deJicienze di  tzttte le serie sopra considerate non 
dipende da1 sistema I C I su cui si opera, ?na è ufi invariante della s~cperjicie, 
ed è uguale precisumente alla di f fe~ewa trn i l  genere geometrico ed i l  ge- 
nere numerico della superficie. 

I I I .  Se la; superficie è regolare (pg = p,), tutle quelle deficienze sono 
nulle, ed in particolare il sistema di curve aggiunto ad un sistema I C 1 p a l -  
siasi, sega sulla czma C generica la serie canonica completa. 

IV. Viceversa per asserire che la superficie è regolare, basta sapere che 
sono complete le serie segate sulla curva C dei sistemi 1 C' 1 e I C' + C 1 ; od anche 

V. Una superficie è regola?~e se sopra cli essa esiste un sistema 1 Cl, al- 
meno oo2, che abbia la serie ca~atteristicu completa, e sulla czli curva gene- 

(*) Il ragionamento 
inutile di r iportare  qui. 
ta t i .  . . pag. 7 ,  nota (3). 

elementnrissimo con ciii si  giustifica qucsta aifermazione, ritengo 
Il lettore p o t r i  trovarlo ilella iuia Mernoria citnta Alcuni risul- 
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ricu il sistema aggiunto I C' I seghi la serie cunonica completa. Si  vedrà pih 
tardi che la pritna condizione è contenuta nella seconda. 

Osservaxione. - L a  dimostrazione che noi abbiamo dato di questi teo- 
remi facendo uso di considerazioni proiettive, suppone che jl sisteina 1 C I  sia 
tale da potersi assumere (esso, od un sistema ooa entro a quello) come sistema 
delle sezioni piane di una superficie P. Questa restrizione dipende perb dalla 
natura della dimostrazione, e non ha nessun legame con quei teoremi, i quali 
valgono, a parte I'ultimo, anche nella ipotesi che il sistema lineare 1 CI sia ool. 
Percib la restrizione fu ornmessa negli eriunciati. Noi qui non ci arresteremo 
ad estendere la dimostrazione proiettiva ai sistemi CO'. Basterà accennare che 
in questo caso conviene adoperare una superficie F d'ordine rz, sulla quale il 
sistema mi 1 C 1 venga segato dai piani di un fascio, il cui a s e  sarà una 
retta g multipla secondo i (2 0) per F; (cih pub sempre ottenersi). Allora i 
sistemi I Cf 1 ,  I Cf + C 1 ,  . . . vengoiio segati sopra F dalle superficie 
( b n - e , .  . .. aggiunte ad F, costrette inoltre ad avere la retta g come multipla 
secondo i, i + 1,. . . ; e si riconosce che in corrispondenza a valori abba- 
stanza elevati dell'ordine, quelle superficie segano sopra un piano del fascio, 
e fuori dell'asse, il sistema completo delle curve d'ordine n - 3 - i aggiunte 
alla C (d'ordine n - i); donde si conclude, ecc. 

19. 1 rwlt ipl i  successivi d i  ufl sistema lineare d i  curve. - Ne1 para- 
grafo precedente abbiamo applicato le proprjetà generali dei sistemi coinpleti 
di superficie, alle superficie dei vari ordini clie sono aggiunte ad una super- 
ficie F, proiettivamente data, d'ordine n. Ora possiamo applicare le stesse 
proprietà ai  sistemi che si ottengono imponendo alle superficie @ aggiunte la  
condizione di passare ulteriormente per una curva K (semplice O composta) 
di F, ed eventualmente per un gruppo di punti 6ssati sopra P. Le super- 
ficie @' di dato ordine che soddisfanno a tali condizioni, segano sopra F, fuori 
delle curve-base, un sistema completo di curve 1 D 1 ; ed anzi ogni sistema 
completo di curve 1 D 1 su F pub esser segato dalle superficie aggiunte (DY 

d'ordine v abbastanza elevato, che siano costrette a passare per una curva K 
e per certi punti fissati convenientemente sopra F. Se poi imponiamo le 
stesse condizioni alle superficie aggiunte di ordine v + 1, v + 2 , .  ..! otte- 
niamo evidentemente sopra J' i sistemi di curve I D + C 1 , 1 D + 2 C I,.. . , 
indicando al solito con 1 CI il sistema completo a cui appartengono le sezioni 
piane di F. Ora il teorema del n." 6 ,  applicato ai  sistemi lineari di super- 
ficie che stiamo considerando, ci dice che scegliendo il numero k sufficien- 
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Semente elevato, si pub ottenere che le superficie aggiunte @'+k (le quali pas- 
sano per K...) seghino sopra il piano w di una sezione generica C di F, un 
sistema completo di curve; sarà precisamente il sistema di tutte le curve I " t k  

aggiunte a C che passano pel gruppo Ka (intersezione della curva K col 
piano w). Ora un tale sistema di curve sega sopra C una serie completa, Si 
pub dunque enunciare, sotto forma invariantiva, il risultato seguente: 

Se 1 CI e I DI sono due sistemi lineari cotnpleti di  curve sopra una su- 
perficie, e si considerano le serie che i sistemi i D 1 ,  1 D + Cl, I D + 2 C ],. . ., 
seguno sopra una curva generica C di I C 1 ,  potrà darsi c?ie alcune di  queste 
serie siano incomplete; ma si riesce sempre a determinare un numero cosi 
elevato, che per i valori di I% superiori a quello, risulti completa la serie se- 
guta da2 sistelna I D + k C l sulla curva C. 

Nella dimostrazione non è escluso i l  caso in cui 1 CI e ID l coincidono, 
il qua1 caso si presenta quando la curva K è segata su F da una superficie 
aggiunta d'ordine v - 1. Si arriva COS\ al teorema : 

Sia ( Cl un sisteina completo di curve sopra una superficie; pub d a ~ s i  
che la serie segata da I CI sopra u m  curva genericn C de2 sistema steaso 
(serie carattwistica di  C) silc incomplets, ed incomplete possono riuscire le 
serie segate su C dai sistemi 1 2 C 1 ,  1 3 C 1 !. . . , nzultipli di  I CI ; ma si pud 
sempre deternzina~.e un numero cos1 grande, che per i valori di k superiori 
a quello risulti completa la se~ie  segata da I k CI su C. 

Osserauxione. - Sopra questi enixnciati ci saïebbe da fare una os8erva- 
zione analoga a quella che segue il n." 18, giacchè nella dimostrazione si 
suppone semnplice il sistenia 1 CI, mentre tale restrizione non figura negli enun- 
ciati. Cib dipende da1 fatto che una simile restrjzione è superfiua, come si 
potrebbe riconoscere rnodificando la dimostrazione secondo il procedimento in- 
dicato nella questione analoga. La  sola restrizione necessaria, m a  in certo 
modo inclusa già nell'enunciatn, è che si possn parlare di serie segata su C 
dai sistemi 1 D 1 ,  l D $- CI,. . . ; e percib , quando 1 C I e I D I coincidono, si 
deve supporre che la loro dimensione superi l'unifà. 

20. Cenno di estensione degli ultirni risultati. - L'ultimo risultato ' 

seaondo cui le superficie 1 a)' 1 aggiunte ad F, e pass'anti eventualmente per 
una curva K di F, segano sopra un piano o un sistema di curve l ru 1 (ag- 
giunte alla curva C= F a), che risulta completo ogniqualvolta l'ordine v su- 
pera un certo limite, si riferisce ad un piano generico o, come sempre si è 
detto. Ma quel risultato va niodificato quando il piano secante w assume una 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei sistelni h'nenri di curve tracciati sopra urzu superficie algebrica. 273 

posizione pa~ticolare w ,  , e passa precisamente per un punto singolare isolat0 
O di P. Allora infatti le curve r;, sezioni delle superficie aggiunte aV con o,,  

non sono più (in generale) .aggiunte alla curva C, sezione di P con u), ; perchè 
se ad es. O è un punto rupZo di F, le curve l?[ hanno ivi un punto d'ordine 
r - 2, anzichè 9 . -  1. Non si pub nemmeno affermar piii che le r[ formino 
un sistema compieto, per valori ahbastanza elevati di v ,  e si possono trovare 
esempi di singolarità 0, in corrispondenza alle yuali accade il contrario. Come 
vanno dunque modificati i risultati generali, quando da  un piano generico o si 
passa ad un piano particolare o,? Od almeno (poichè questo è il solo problema 
che ci interessi): si pub stahilire tali convenzioni che permettano di far rien- 
trare il caso particolare ne1 caso generale? La  risposta a tale questione ci 
perrnetterà di far astrazione, in tutto il seguito del nostro lavoro, da posi- 
zioni singolari del piano secante o, e quindi darà maggior semplicità e chia- 
rezza ai nostri ragionamenti. A mostrare come una siffatta estensione posss 
ottenersi B dedicato il presente paragraf'o; il quale perb, si badi bene, se è 
necessario per mettere al sicuro da  ogni obbiezione alcuni ragionamenti che 
dovremo fare in seguito, non è punto riecessario per comprenderli. 

Consideriamo ancora le curve ri che le superficie Qu aggiunte ad El, ma 
non soggette ad altre condieioni, segano sopra i l  piano o, condotto pel punto 
singolare O; e supponiamo, poichè a noi basta, che w ,  sia pure un piano 
generico entro alla stella di piani O. Il sistema formato dalle curve ri, ben- 
chè possa esser incompleto, ha  tuttavia una dimensione p:, che per valori 
suficientemente elevati di v pub esprimersi mediante una formula di postu- 
lazione del t i ~ o  

dove k è una costante, che potrà differire dalla costante analoga, relativa ad 
un piano generico o;  cib si riconoscc con un ragionamento simile a quello 
fatto quando si trattava d i  un piano generico w . Orbene, per quei valori 
elevati di v noi diremo convenzionalmente che le curve r; di o,, sezioni 
delle superficie Qu, forrnano un sistema completo l r; I d i  cwve  aggiunte alla 
sezione C, d i  P con w , ;  dove gli aggettivi completo ed aggiunto non hanno 
il significato ordinario, che conipeterebbe loro se Cl fosse una curva qualsiasi 
sopra un piano generico w; ma posseggono un significato speciale, in quanto 
la curva C, viene c,ollegata colla superficie F a cui appartiene. 

Costringiamo ora le curve di I r; 1 a contenere una, due.. . rette generiche 
del piano w ,  , ed otterremo come residui i sistemi completi 1 I':-lI, 1 TL-2 1,. . . 
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di curve aggiunte a C,, dei vari ordini. Cosi rimane definito si1 o, i l  si- 
stema delle curve aggiulzte a C, d'ordine arbitrario; e la definizione, si 
badi bene, è indipendente dall'ordine v dn cui si B partiti, e non muta se 
a v si sostituisce un altro ordine, purchè sempre sufficientemente alto. Colle 
convenzioni introdotte possiamo dire ormai che le superficie aggiunte ad F 
dei vari ordini segano, anche su1 piano particolare o,,  sislemi di curve ag- 
giunte a Cl = F o,; questi sistemi sono cornpleti se l'ordine delle superficie 
aggiunte supera un certo limite, mentre possono essere incompleti se quel 
limite non è raggiunto; ed in  quest'ultimo caso per valutare le deficienze, dob- 
biamo riferirci ai sistemi completi 1 ri 1 ,  che abbiamo convenzionalmente in- 
trodotti. 

Gli stessi risiiltati possono enunciarsi introducendo, in luogo dei si- 
stemi 1 I'l; 1 ,  le serie che questi segano sopra la curva c,, e chiamando conz- 
plete queste serie (convenzionalmente, quando si considerano legate colla s u .  
perficie P). Allora si dirà che il sistema 1 C' ', aggiunto al sistema 1 CI delle 
sezioni piane di F, sega, anche sopra una curva particolare Cl di 1 Cl,  una 
serie che pub essere incompleta; ma i r i  ogni caso, per valori abbastanza ele- 
vati di Ir, la serie segata da 1 C'+ k CI su Cl è completa. Vediamo dunque 
che adottando le convenzioni fat te,  i risultati relativi alle serie segate 
da / C' 1 ,  1 C' + C 1 , .  . . sulla curva generica di 1 C 1 ,  possono trasportarsi sen- 
z'altro anche alle curve particolari Cl dell' ultimo sistema. 

Riprendendo le superficie 14)' I aggiunte ad F, notiamo che nelle ultime 
considera,zioni noi non le avevamo assoggettate ad altre condizioni che a quelle 
provenienti dall'aggiunzione. Se  ora assoggettiamo le 1 Qv 1 a passare per una 
curva X di J', e poi le seghiamo col piano o, sopra nominato, veniamo ad 
estendere al piano o, particolare, i risultati relativi ad un piano generale o 

ottenuti ne1 n.' 19. Volendo limitarci alla sola questione che ci interessa pel 
seguito, supponiamo che la curva K sia essa stessa la intersezione di P con 
una superficie aggiunta @p di un certo ordine p < U. Allora le 1 QV I passmti 
per K segano su P un multiplo 1 (v - p) CI del sistema I CI. 

Seghiamo il sistema 1 QV 1 cul piano w , ;  troveremo su questo un sistema 
di curve I rt; 1, che sono uggiz~tzte alla curva C, = F ml ne1 senso sopra conve- 
nuto, e passano inoltre pel gruljpo di punti Km, segato dalla curva K su1 
piano o , .  Attribuiamo a u valori crescenti; vedremo che da un certo punto 
in poi la dimensione del sistema di curve 1 1 in questione soddisfa ad una 
formula di postulazione analoga alla precedente ; diremo allora convenzional- 
mente che quel10 è i l  sistemn cornpleto delle c u w e  d'ordine v (abbnstanxa 
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eievato), che sono aggiunte a Cl, e passano pet gruppo Kw,;  e diremo corn- 
pletcc la serie segata da questo sistema sopra C f .  Anche qui il termine com- 
p l e t ~  ha  un significato puramente convenzionale, che è nettamente fissato fin- 
chè C, è sezione della superficie P col piano w,, e diverrebbe indetérminato 
quando si facesse astrazione dalla auperficie F. In corrispondenza a valori più 
bassi di v i l  concetto analogo di sistema completo di curve aggiunte a CI 
passanti pel gruppo Km,, si definisce staccando una O pih rette generiche 
di w, da1 sistema che abbiamo or ora definito pcr i valori elevati di v.  E si 
dirà ancora che un siffatto eistema completo sega una serie cornpleta sopra Ci. 
Il nuovo sistema e la nuow serie, corrispondenti a valori bassi di u, possono 
perb esser più ampli d ie  i l  sistenia e la serie segati sopm o, e CI dalle su: 
perficie 9' condotte per K. Si pub dunque estendere a C, il teorema giti enun- 
ciato per Ç z  se si consjderano le serie s e p t e  su Ci dai sistemi 1 C , 1 2 C , . . . , 
si riconosce che le prime tra queste serie possono ben essere incomplete; m a  
per valori di k superiori ad un certo limite la serie segata su Cl da 1 k C I  è 
certo cornpleta, ne1 senso convenzionale ora introdotto. 

Sulle serie di gruppi apparteiienti alla curva Ci, che cos1 vengono defi- 
nite, e sulle serie che da  queste si possorio ottenere tenendo fissi uno O più 
punti del sostegno, si pcltrebbe costruire una geornetria analoga a quella che 
i sigg. BRILI, e N ~ T R E R  hanno esposta; avvertendo perb che ne1 nostro lin- 
guaggio le espressioni curva uggiunta, serie couzpleta . . . hanno su1 piano o, 
un significato diverso da quel10 usato. Noi perb non vogliarrio fermarci più 
a lungo su questa estensione, e solo ci lirnitiamo a notare clie nella geome- 
tria a cui qui si accenna, vale un teorema analogo a quel10 che porta il 
nome di RIEMARN-ROCH, e che pub esser dimostrato colle stesse considerazioni. 
VoIendo ridurre l'enunciato alla sola parte che ci interessa, diremo: Sulla 
curva Cl (segata da1 piano a, su F )  si consideri la serie completu g,, a cui 
appartengoiio i gruppi segati su Ci dalle rette di a , ;  uno di questi gruppi 
si spezzi in due G,, G,-,(m <n),  e si supponga che G, formi parte di 
una serie almeno mi, i ciii gruppi insieme a GR-, diano gruppi della g, 
cornpleta ; u allora ogni curva d'ordine n - 3 aggiun ta a , C,, la quale passi 
u per nz - 1 punti di G,, , passa anche per il punto rimanente n .  L e  parole 
sottolineate hanno il significato convenzionale introdotto. 

Osservaxione. - Le considerazioni che precedono lianno la yih stretta 
analogia colle ricerche del sig. N~~!EER, Ueber die Schnittpunktsysteme einer 
algelraischen Curve mit nicht-adjungirten Curven (Math. hnnalen 15). Solo 
va notato che i sistemi di curve %on-aggiunte (aggiunte a CI secondo la no- 

Annali di ~Malematica, toino XXV. 36 
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stra locuzione) da noi introdotti, possono non esser determinati interamente da 
punti-base; rnentre l'inverso accade nei sistemi che il sig. NOTHER considera. 

21. Un lernma sopra le supwficie aggiuntu ad unu data. - L i b e r h  
il terreno da inevitabili digressioni, ora siamo in grado di procedere pih spe- 
diti verso la meta che ci proponiamo di raggiungere. 

Ai sistemi delle superficie dei vari ordini n - 3, n - 2 , .  . , aggiunte ad 
una superficie data F d'ordine n ,  noi abbiamo applicato vari risultati otte- 
nuti pei sistemi completi di superficie in generale. Ci rimane mcora da  ve- 
dere come si applichi a questo caso il lemma dimostrato ne1 $ 9. Non ab- 
biamo che da  tradurre l'enuncicito che si trova colh. In  luogo degli ordini 
I n ,  m + 1 , . . . delle superficie ivi considerate, sostituiremo gli ordini w - 3,  
n - 2 ,... delle superficie Q aggiunte ad P ;  e le deficienze a,, dm+ ,,... che 
allora .+ avevano, diverranno le deficienze an-,, d,-,, . . . dei sistemi di curve 
segati sopra un piano generico dai sistemi di superficie aggiunte J l, 
1 Q)n-2 1,. . . Ora di quelle deficienze interessa solo la somma A,  che ne1 nostro 
caso vale (n." 18) 

A=Jn-3+ d n - t + - . . = p g - p n ,  

essendo pg, p, i generi geometrico e numerico di li: Con ci6 I'enunciato del 
n." 9 si trasforma ne1 s e p e n t e  (*): 

u Data una superficie P d'ordine fi  e di  generi pg, p,,, si pub sempre 
u costruire una superficie d'ordine 92 - 3 + (h - p,), la quale sia aggiurita 
u ad li; passi pg-p, volte per una retta generica assegnata, e seghi 
u pg - pn + 1 piani condotti per quella retta lungo altrettarite curve asse- 
rc gnate di ordine n - 3, aggiunte alle sezioni corrispondenti di F. n La non 
contiene quei p, - p, + 1 piani. 

22. Un teorema sopm i fasci d i  curve appartenenti ad una superficie. 
- I l  teorerna che a noi interessa, si deduce da1 pïecedente come corollario. 
Consideriamo i pg - p ,  + 1 piani w , ,  w,, . . . condotti per la retta g ;  sopra 
ognuno di quelli consideriarno il sistemn 1 rn-3 1 delle hor-' curve d'ordine 
12 - 3 aggiunte alla sezione Pa,, supposta di geiiere x .  Supponiamo poi che 
si possa costringere una rn-5 a contenere un certo nurnero rn - 1 di punti 
a , )  ap) . . . ,  a,-, della retta g ,  sema che in conseguenza la P3 venga a 

(*) Il teorema si trova gia nella mia Merrioria Alcecni risultatz.. . n . O  2. 
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contener tutta la retta (e per ci6 basta che m - 1 sia un numero abbastanza, 
piccolo); e sopra ciascuno dei pg - pn $- 1 piani ai per g ,  fissiamo appunto 
una Tn-3 in modo che passi per quegli stessi m - 1 punti a , ,  ..., am- , .  Al- 
Iora, costriiita in corrispondenza la superficie @, di cui il teorema precedente 
afferma l'esistenza, quella 0 verrà a passare p g - p ,  volte per ln retta g, ma 
inoltre pg -pn + 1 volte per i punti a , ,  .. . , um-, , ed avrà come piani tan- 
genti in ciascuno di quelli i pg-pn  + 1 piani mi- La superficie <D segherà 
dunque ogni ulteriore piano o per g in una curvn Tn-3 passante per a , ,  ..., 
a,-,. La curva TT&-3 su1 piano variabile o incontrerà ulteriormente la, retta g 
i n  n - 3 - (m - 1) = n - m - 2 punti, che in generale varieranno col va- 
riare di o. Uno di quei punti muovendosi potrà venire a coincidere con un 
punto a,, fissato ad arbitrio sulla retta y. Quante volte questa coincidenza 
accadrà? L a  risposta si dà subito; se la curva rfl-3, intersezione del piano w 

colla superficie 4 ,  passa per a,, quel piano o è tangente in am alla 0, e 
poichè a, (come ogni altro punto generico della retta g) è multiplo secondo 
pg-pn  per @, ne viene che saraniio p, - p n  i piani o per g, in corrispon- 
denza ai quali la curva = @ w verrh a passare per a, .  Se perb, attri- 
buendo posizioni particolari ai punti a , ,  ..., am-, , a, di g ,  si riesce a ve- 
dere che sopra pg - p n  + 1 piani w condotti per y ,  ogni curva I-n-, aggiunta 
ad F o, e passante per a ,,... , a ,-,, viene in conseguenza a passare per a,, 
allora si conchiude che il punto a, è pure rnultiplo secondo pg - p n  + 1 ( e  
non pg-pn)  per la superficie @. Si deduce quindi che ogni piano o con- 
dotto per g sega (D in una curva d'ordine la - 3 ,  la quale passa per a , ,  ..., 
a,-,, e in conseguenza per a,. E si conclude infine che sopra ogni piano o 

per g quegli m punti a , ,  . . . , a,-, , am presentano solo tn - 1 condizioni in- 
dipendenti alle curve aggiunte rn-3, che debbono contenerli. Questo risultato 
pub enunciarsi cos'i: data la superficie F d'ordine n e generi p g ,  pn7 e con- 
dotta una retta generica y intorno alla quale ruoti un piano o, se in corri- 
spondenza a pg - p n  + 1 posizioni di a, m punti fissati sulla retta y presen- 
tano solo na - 1 condizioni alle curve d'ordine rz - 3 aggiunte alla sezione E , 
che vengono costrette a contenere quegli rra punti, allora 10 stesso fatto si ve- 
rifica sopra ogni altro piano o condotto per g. 

II risultato assume un particolare interesse, se gli m punti della retta g 
non sono punti arbitrari di questa, nia vengono swlti ira le intersezioni di F 
con g, e quindi appartengono ad agni curva Po. È: noto iofatti (teorema di 
RIEMANN-ROCH) che se m punti di una curva piana C d'ordine n presentano 
solo m - 1 condizioni alle curve aggiunte d'ordine n - 3, che sono costrette 
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a contenerli, yuegli in punti formano un gruppo di una serie lineare y!,, gia- 
cente su C; e viceversa un gruppo di una serie gr, giacente su C presenta 
6010 m - 1 condizioni ad una curra aggiunta d'ordiiie n - 3 costretta (se è 
possibile) a contenerlo. In base a cib l'ultima proposizione, ne1 caso partico- 
lare che si considera, dà luogo al eeguente enunciato (*): 

Sia P awa seyerjcie d'ordine 91 e d i  generi pg, p,; se un  certo gruppo 
d i  rn (5 - f i )  pzmti, fissati ira le intersexioni d i  F con una retta generica g, 
forma parte d i  z~na serie lineare gi, soprcc le eurue seziorzi d i  F con 
pg -pn +. 1 piani condotti per la retta y, alloru lo .stesso fatto s i  verifica 
s o p a  ogni altro piano condotto per quella rettn. 

Il teorema pub naturalmente enunciarsi senza che compariscano i ca- 
ratteri proiettivi della superficie F. Esso allora si presenta sotto 1;i forma 
seguente : 

Sopra ulza sulperjcie d i  generi pg, p,, si abbia zm gruppo di  m p m t i ,  i 
quali appartengano, coma pzinti senzplici, ulle cwve d i  un sistenta litteare 00'; 

se sopra pg - pn + 1 t ~ a  queste cwve quel gruppo fu par te  d i  elna seris y:,, 
40 stesso fatto accadrà s o y a  ciasczdaltru delle oo' czuve; ognuna di queste 
conterrh dunque una g,',,,, di cui i l  gruppo nominato fa parte. 

Perché il passaggio t r a  il teorema precedente e I'ultimo fosse perfetta- 
mente giustificato, si dovrebbe supporre che il sistema lineare noi fosse un 
fascio generico entro ad un sistema semplice più ampio, almeno m3. Se una 
siffatta restrizione, che pur rispetteremo in seguito, non viene esplicitamente 
enunciata, cib dipende da1 fatto che una lieve modificazione ne1 nostro pro- 
cedimento, ottenuta abbandonando le considerazioni proiettive, permette di 
riconoscere che quella restrizione è superflua. 

23. Cuso particola~e delle superjicie  egol lu ri. -' Affinchè si posa  
acquistare una chiara idea del risiiltato precedente, fermiamoci un po' su1 
caso più semplice, che si presenta quando la superficie è regolare (pg=p,). 
Il teorema generalc, nella ipotesi pg =y,, ci clice che se sopra la curva C, 
appartenente ad un sistema lineare 1 C 1, si trova una serie giz, ogni altra 
curva C, del sistema, la quale passi per un gruppo della serie, contiene a sua 
volta una nuova serie y!,, di cui quel gruppo fa parte. E la proprietà si 
dimostra subito direttamente con un ragionarnento molto semplice , di cui 
quel10 fatto ne1 cas0 generale deve considerarsi corne una naturale estensione. 

p) Cfr. la mia Mernoria Alcuni rz'su2tati. . . n.O 3. 
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Infatti se la superficie è regolare, il sistema di curve I C' 1 ,  aggiunto a l  si- 
stema 1 C l ,  ha la proprietà di segare sopra la curva C generica l a  serie ca- 
nonica cornpleta (n." 18). Ne viene che, yer riconoscere se un gruppo G,, 
di m punti sopra C formi parte di iina serie y!,, basta esaminare se G,  pre- 
senti 8010 m - 1 condizioni (ai gruppi della serie canonica su C e quindi) 
alle curve di I C' 1, che sono costrette a passare per G,. Ammesso che questa 
riduzioiie ne1 numero delle condizioni si verifichi , risulterà che non solo 
sopra C, ma pure sopra ogni altra curva Cl passante per G,,, questo gruppo 
formerà parte di una serie gm; giacchè la serie canonica completa è segata 
da  I C' I tanto su C, quanto su Cl. 

Ora si badi che l'ultimo ragionamento si fonda solo su1 fatto, che il si- 
stema I C' 1 ,  aggiunto a I CI, sega sulla curva C generica la serie canonica 
completa; mentre la ipotesi pg =p,, da cui l'ultimo fatto segue, non appa- 
risce esplicitamente. I n  base a cià possiamo enuncinre il risultato seguente, 
che, almeno in appparenza, è piii generale di quel10 a cui il teorema del 22 
ci ha condotto : 

Se il sistema agyiunto ad u n  sistema lineave 1 CI sopra ttlza superficie, 
sega sul2a curua generica C d i  questo la serie canolzica c o m ~ l e t a ,  ogni 
gruppo G, d i  112 punti d i  C, i l  quale fornzi parte d i  zma serie lirzeare S Z ~  C ,  
forma parte d i  una serie analoga sopra ogni ultra czcroa d i  1 CI che passi 
per G,. 

24. Coî~ollario dei teoremi precedenti. - Ritorniamo al teoremn gene- 
rale del § 22, e vediamo di trarne un corollario, di cui presto dovremo ser- 
virci. Pe r  maggior chiarexza (sebbene non sin necessario) riferiamoci ad una 
superficie F proiettivamente data,  di ordine pz, di cui le sezioni piane sa- 
ranno indicnte con C. Sopra la curva C segata su F da1 piano generico w, 
le rette di o, determinano una serie g;, la  quale pub essere incomplets; e in 
ogni caso è contenuta in una serie g; completa ( s  2 - 2). Se  dunque spezziamo 
il gruppo G,, segato su C da u n a  retta y ,  in due gruppi, l'uno Gs di s 
punti, ll;tltro Ga-, format0 coi punti rimanenti, in generale accade che G, 
appartenga ad  un solo gruppo di g;&, e precisamente al griippo G,. Non è 
escluso perb che, in corrispondenza ad  una posizione particolare della retta g 
O del piano o, quel gruppo Gs p o s a  appartenere ad mi gruppi della serie 
cornpleta, ed allora il gruppo residuo G,-, forma parte di iina serie y:,_,; 
viceversa se vale l'ultima proprietà relativa al  gruppo Ga-,, var@ la prima 
relativa al gruppo G,. 
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Questa osservazione ci permette di risponder subito alla domanda se- 
guente : entro al gruppo G, segato sulla superficie F da una retta generica y, 
si fissi un gruppo G, di s punti, e per la retta g si conduca un piano va- 
riabile @, il quale seghi la P lungo la curva C; u per quante posizioni di o 
u accade che G, appartengn ad aol gruppi di quella serie cotnpleta y,, che è 
u determinata sulla mrva C da1 gruppo G,? n Questo fatto accade ogniqual- 
volta il gruppo G,-, =: G, - G, appartiene ad una serie y:,-,, quindi pg - pn 
volte al più, oppure sempre (n." 22) In conclusione: 

1. Sia F una superficie d'ordine n e gerzeri pg, p,; condotta una retta 
generka y ,  il gruypo G,, segcrto da questa su J', determina una serie com- 
pletn sopa  la sezione fatta su P da un piano generico o, che rzdoti intol-no 
a g. 0 ra  se in  corrisponderm. a pg - pn + 1 posixioni di o accade , che s 
punti fissi di  Ci, fortnino parte di coi gruppi di yuella seric completcr, 10 
stesso fatto si ver2Jicherà s o y a  oyni ultra posizione dt o. 

Alla ipotesi particolare pg = p ,  si pub perb sostituire una ipotesi, che pel 
inomento dobbiamo ritenere corne più larga: quella che il sistema 1 C' I ag- 
giunto al sistema 1 CI delle sezioni piane, seghi sulla C generica la serie ca- 
nonica completa; cib in base alla osservazione del 5 23. Bhbiamo adunque 
il teoretna: 

II .  Sia F una supwficie tale che il sistema di czwve I C' 1 ,  aggiunto 
ul sistelna 1 CI delle sezioni piane, determini sulla C generica la serie cano- 
nica completa. Condotta una retta g generica, la quale seghi su F il gruppo G,, 
si costruisca sopra ogni piano w condotto per g la serie cowpleta y;, detewni- 
nnta da G, sulla curva sexione Fo. Si riconosce allora che in ciascuna delle 
irzJinite serie y:, che si ottengono al  va~iare di w, ui è un solo gruppo, e pre- 
cisamente G,, il quale gode la proprietà di conterzere s punti fissati entro a GR-. 

1 teoremi 1 e II esprimono proprietà di un sistema lineare I CI sopra una 
siiperfibe, e possono enunciarsi senza che appariscano i caratteri proiettivi di 
questa; tuttavia, siccome ne1 seguito quei teoremi verranno applicati nella 
forma in cui sono stati qui esposti, non val la pena che ci fermiamo su quella 
facile interpretazione. 

25. La  proprietà fondamentale della serie caratteristica di un sistema 
complet0 di curve. - Il teorema del 3 22, ed i corollari che ne abbianio de- 
dotto, ci mettono orlt in grado di affrontare un problema fondamentale nella 
teoria dei sistemi lineari di curve giacenti sopra una superficie. Vediamo in- 
tanto di formarci una idea esatta della questione. 
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Sopra una superficie F è dato un sistema lineare di curve I Cl di di- 
mensione t. > - 2 ; le curve del sistema segano sopra una generica C di esse 
una serie di dimensione r - 1,  il cui ordine indicheremo con n ( g ~ a d o  di 1 C), 
la  serie ca?.atteristica y;;'. S i  tratta di esaminare se questa ~ e r i e  sia com- 
pleta. Prima di cercare una risposta alla dornanda, che qui si presenta, si 
deve esaminare se il sistema 1 C 1 stesso sia completo, O se esso sia contenuto 
in un sistema più vasto mr+P ( p  > O )  di curve secantisi aiicora a due a due 
in 1% punti variabili. Se il secondo cas0 si presenta, la serie g:;' sopra nomi- 
nata è compresa nella serie y:@-' segata da1 secondo sistema. sulla stessa 
curva C; quindi la gdi certo non è completa, e possiede una deficienza al- 
meno uguale a p. Durique perchè valga la pena di occuparsi della questione 
propostn, si deve supporre anzitutto che il sistema 1 CI siu completo. E la 
questione si presenta allora cos1 : 

u Dato un sistema lineare completo (almeno oo2) di curve sopra una su- 
u perficie, la serie caratteristica del sistema sartt sempre completa? 0, in caso 
u oppost,~, qiiali legami passano tra la sua deficienza e i caratteri invarian- 
u tivi della superficie ? n 

L a  questione stessa, ristretts ai  sistemi semplici di curve, pub anche 
presentarsi sotto forma proiettiva, adottando il nome di curva normale, O su- 
perficie normale, per una curva O superficie di uno spazio Sr a r dimensioni, 
sulla quale gli Sv-, seghino una serie di gruppi, O sistema di curve, completo. 

u Sia li' una superficie d'ordine n dello spazio ordinario, la quale possa 
u otteiiersi mediante proiezione da una superficie normale 3' dello stesso or- 
u dine di uno spazio 8,. (1.2 - 3); le curve sczioni di F' cogli iperpiani Sr-, 
u sono curve normali ? Oppure, in cas0 opposto, se quelle curve sono proie- 
u zioni di curve normali (d'ordine n) di S,+J-~, quali legami passano tra cl 

u ed i caratteri invariantivi di P? n 

Qualche esempio basta per mostrare come sopra alcune superficie si possa 
rispondere affermativamente alla prima parte della domanda; mentre per altre 
superficie 13 la  seconda parte della domanda clie va. considerata. 

Cosi la  superficie generale d'ordine n del nostro spazio ci dà  un esempio 
di euperficie riormale, le cui sezioni piane sono curve normali. Ogni superficie 
razionale normale del nostro spazio (O di S,.) ha corne sezioni piane (O con Sv-,) 
curve norrnali; e ci8 perchè L la  serie caratteristica di un sistema lineare 
u completo di curve piane è sempre cornpleta n.  

Ma un esempio semplice di superficie, per cui il fatto opposto pub pre- 
sentarsi, vien dato dalle ~ i g a t e .  E ad es. l a  rigata del quarto ordine con due 
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rette doppie, sebbene normale per 10 spazio ordinario, ha coine sezioni piane 
curve non normali (proiezioni di quartiche ellittiche di S,, sicch& qui cl'= 1). 
Piii in generale ("1 u una rigata d'ordine rz e genere p dello spazio ordinario 
u pub ritenersi come proiezione di una rigata normale dello stesso ordine di 
u uno spazio a 1. > n - 2 p + 1 dimensioni n , dove 1' estrerno inferiore pub 
esser raggiunto in corrispondenza ad ogiii valore di j ;  mentre l a  sezione 
piana. della Dgata, curva d'ordirie n e genere p, è yroiezione di una curva 
nbrmale di uno spazio a n -p (O più) dimensioni ; qui adunque se r = n - 2 p  + 1 
si ha d=p. 

Altri esempi atti ad illuminare la questione di cui dobbiamo occuparci, 
verranno addotti in seguito; quelli semplici portati qui avevano l'unico fine 
di richiamai. l'attenzione del lettore sulla ricerca che vogliamo compiere. 

. 
26. Dimostî.azione del teorerna fondamemhle in un caso particolare. - 

Giova,' per ragioili di chiarezza e per altri motivi che si vedranno, ragionare 
anzitutto sopra un caso particolare. 

Si parta da una superficie P dello spazio ordinario, avente I'ordirie qz e 
le sezioni piane di genere n, che si pub supporre a diritturn. superiore a zero. 
Si indioherà con C la sezione piana generica di II; e con 1 CI il sistcrns 
oor (r  2 - 3) complet0 di curve contenente le sezioni piane di F. 

Ors ai suppone (e in cib consi~ite la particc~larità imposta ad P )  che u 11 
rc sistema 1 C'(, aggiunto a 1 C ' ,  seghi sulla curva C generica la serie canonics 
u complets g;;!, n O in altre parole, usando il linguaggio proiettivo, si suppone 
u che le superficie Q>n-3 d'ordine ?z - 3 aggiunte ad $', seghino sopra un piano 
u generico o il sistema colnpleto oon-i delle curve d'ordirie n - 3 aggiunte 
a alla sezione F n. Questa ipotesi si verjfica sulle superficie regolari ( p g  = p,); 
e, come vedremo più tardi, solo su queste. 

Cib premesso, proponiamoci d i  costruire il sistema completo 1 Cl, che con- 
tiene le seziorii piane di F. Determinererno poi la  dimensione r di j Cl, e rico- 
nosceremo allora che quel sisterna j C l  sega sopra una C generica una serie 
completa, vale a dire che u la serie caratteristica del sisterna 1 C j  è completa i l .  

La via per costruire il sistema completo 1 Cl vien suggerita da1 RHSTSATZ (**). 
Questo teorema ci insegna che pel nostro scopo basta sc gare la superficie F 

(*) S E G R E ,  Recherches générales stw les courbes.. . Math. Annalen, 34. 
(*") NOTHER , Zw Tlieonè . . . , pag. 509 (Math. Annalen , 8)  ; ENRIQUES, h t r o d u -  

zione . . . , n." 35. 
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con una superficie (Dy ad essa aggiunta d'ordine v qualsiasi; si otterrà coçi 
(fuori delle curve multiple di F) una certa curva. Si conclurranno poi tutte 
le superficie QV+' d'ordine v + 1 aggiunte ad F, che passano per quella curva; 
u queste segheranno ulteriormente su F il sistema completo di curve conte- 
ti  nente le sezioni piane di P n, vale a dire il ~istema 1 Cl richiesto. Sebbene 
i l  valore di v non abbia influenza sulla dimostrazione, supporremo che sia 
v = 11 - 3; cosi avremo da considerare la curva C' segata sopra F da una W-3, 
e dovrerno costruire le superficie passanti per C'. La  dimensione del 
sistema che esse formano, è la dimensione richiesta r di 1 CI. 

Unn (Dn-e passante per C' sega su1 piano generico w  una curva P - 2  

d'ordine n. - 2, la quale è aggiunta alla sezione C =  F w ,  e passa inoltre per 
il gruppo di punti G,,-, = 6'' w. Ora si pub chiedere : le oor (Pn-' passanti 
per Cr, segano sopra w il sistema completo delle curve d'ordine n - 2, the 
sono aggiunte a C, e passanû per G2n-e? In altre parole : dovendo costruire 
una per Cr, sarà lecito assumere su w la sua sezione piana P - s  ad aî.- 
bitrio, tra le curve d'ordine n - 2 aggiunte a C e passanti per G,,-,? Am- 
mettiamo che alla domanda si debba dare una risposta affermativa; allora si 
conchiuderà che le superficie an-, passanti per Cr, segano sulla curva C quella 
serie completa, che è pur determinata su C dalle curve piane Tn-2 aggiunte 
a C e passanti per G,,-,; si conchiuderà dunque che è comnpleta, la serie se- 
gata da1 sistema / C su C, uioè la serie caratteristica di \ CI. Ora qiiesto è 
precisamente il risultato a cui vogliamo giungere. Dunque tutto si riduce ad 
esaminare se u fissata ad arbitrio su1 piano w una curva rn-P, aggiunta alla C 
u e passante pel gruppo G,,-,, sia possibile costruire una superficie P-~ ,  ag- 
u giunta alla superficie F, che passi per la curva C', e seghi inoltre il piano w 

u lungo la detta curva r"-4 (senza contenere w) n. 

Cominciamo percib a vedere corne si possa fissare su1 piano w una curva 
rn-r, tra le infinite curve analoghe. A ta1 fine notiamo che le P - 3  di pas- 
santi per G,,-,, segano sulla curva C la serie g, co?îzpletu contenente la g); 
determinata su C dalle rette di W. Se dunque indichiamo con s la dimensione 
di quella serie completa g ; ,  saranno oos le rn-.r aggiunte a C e pasvanti 
per Gp,-,; e tra queste I'n-e si troveranno quelle che si spezzano in una 
retta generica di  w ,  e nella curra rn-3 segata su w  dalla superficie (an-S 

che si è condotta sin da1 principio per determinare la curva C'. Segue che 
per determinare una tra le co8 curve analoghe, basta costringerla a pas- 
sare per s - 1 punti a , ,  a ,,... , a,-, di una retta generica g di w, e costrin- 
gerla inoltre a toccare in uno a, tra questi una retta t ,  assegnata ne1 fascio 

An)iali di Matenzatica , toino XXV. 37 
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(a, ,  w). Con cib la è determinata, e non si spezza nella r n - 3  e nella 
retta y, se si suppone (corne faremo) che il punto a ,  sia esterno alla curva rn-3, 
ossia alla superficie qln-s. Ora se si immagina che per la ï'n-P, cos) segnata 
SU w, passi una questa dovrà segare la retta g nei punti a , ,  a, ,..., a,-, , 
e dovrà avere in a, un piano tangente ri passante per t , ;  piaiio che del 
resto si pub ritenere arhitrario iconie si vede combinando linearmente la (Ln--z 
colla + W) Fissnto r , ,  ed ammesso sempre che esista la in questione, 
si potrà ormai segnarne la curva ry-2 sezione con un piano qualsiasi o, pas- 
sante per la retta g ;  infatti la 1';-"eve : 1) esser aggiunta alla Cl = Fol ,  
2) deve passare pel gruppo di punti C' W ,  , 3) deve contenere i punti u , ,  . . . , a,-, 
della retta 9, ed avere riel primo di qursti la retta tangente r, w , .  Con cib 
la è pienamente deterniinata. Concludiamo che u se esiste una (l~n-2 
u aggiunta ad F, contenente C', passante per i punti a , ,  ... , a,-., della 
u retta g, e tangente al piano r ,  in a , ,  di questa Qn--' noi sappiarno deter- 
u minare la sezione con ogni piano w condotto per g ;  quindi sappiamo rico- 
u struire la superficie On-' n .  

Abbiamo ragionato finora nella ipotesi che la 41n-4 esistesse. Ma, senza 
più badare all' esistenza di questa superficie, possiamo senipre fissare s - 1 
punti arbitraïi a , ,  a,, ..., a,-, sopra una retta y generica, ed inoltre fissare 
un piano r ,  per a , ;  e possiamo poi costruire, sopra ogni piano w passante 
per g, quella curva I'n-e ben determinata, che è aggiunta alla curva J ' w ,  

passa pel gruppo di punti C ' a  e per i punti a , ,  a, ,... , us-,  , e tocca in a ,  
la retta r ,  o. Mentre il piano w descrive il fascio intorno a g, la curva ï n - O  

descrive una superficie Q, che è aggiunta alla F (n." 16 ,  Oss.), e pafisa per 
la curva Ci e per i punti u , ,  a,,  . . . , a,-, . Sarà @ la superficie d'ordine n - 2 
richiesta? Veramente non si pub ancora affermare che sia vz - 2 l'ordine di a ;  
parretbe che potesse anche esser maggiore. Pel moniento si pub dire soltant0 
che la 4 ha l'ordine n - 2 + d con d > O ,  è una an-?+a aggiunta ad F, the 
passa per Cf, e passa inoltre d volte per la retta g, e d + 1 volte per i punti 
a , ,  a ,,..., a,-, di g. Rimane ora da dimostrare soltanto che è d = O, Pro- 
poniamoci dunque di calcolare d. 

A ta1 fine osserviamo che in un punto geiierico a, della retta d ~ ~ l a  g, 
la superficie @n-2+d ha d piani tangenti. Sia w ,  iinc di questi; w ,  sega cpn-Z+d 

(oltrechè nella retta g contata d volte) liingo una curva d'ordine n - 2 1 3 - 2  
7 

d ie  è aggiunta alla curva F o i ,  passa pel gruppo C' w , ,  e passa inoltre per 
i punti a, ,  u ,,... , a ,-,, ed awhe per a , ,  toccando la retta r ,  w, in a,. Vice- 
versa se la sezione di Bn-2~d con un piano ui per g & una curva I'n-; ohe 
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(oltre a soddisfare alle condizioni riscontrate sopra ogni piano w) vzéne a pas- 
sare pej. i l  punto a, di y ,  si pub concludere che o, è piano tangente in a,  
alla superficie @n-z+d. Dunque determinare il numero d, equivale a rispondere 
alla seguente domanda: sopra una retta y si fissino s punti ad arbitrio a , ,  
a,,.  .., a,, e per a ,  si conduca un piano arbitrario r ,  ; poi si conduca per la 
retta y un piano w, e si costruisca su w il sistema uss delle curve ag- 
giunte ad F o, che passano per il gruppo C' w ;  u in corrispondenza a quante 
u posizioni di w si trova una P-e, che passi per a , ,  a ,,..., a,, e tocchi la 
u retta ri w in ai n ? La stessa domanda si pub anche presentare sotto altra 
forma, se si bada che sopra ogni piano w per g esiste una rn-'= g + I'n-3, 
che passa per a , ,  a ,,.. ., a,, ma non tocca la retta r ,  w in a , :  u si conduca ad 
u arhitrio la retta y, e si fissino arbitrariamente s punti di essa; sopra. quanti 
u piani w per g esistono us1 I'fa--2 (anzichè uns sola), le quali risultino ag- 
u giunte alla curva Fm, passino pel gruppo C'w, e contengano inoltre gli s 
u punti assegnati? n 

Per rispondere a tale questione conviene (ed B lecito, come vedremo) 
assegnare posizioni particolari agli s punti a , ,  a , ,  . . . , a, di y. Precisamente 
scegliererno quegli s punti tra le n (> s) intersezioni della superficie F colla 
retta generica y. Kicordiamo poi che in un piano w qualsiasi, le us8 curve 
rn->, aggiunte alla curva F w  e passanti pel gruppo C' o, segano sopra la 
curva C= F o la serie complbta g;, coiitenente i gruppi segati dalle rette. 
Allora l'ultima domanda si traduce nella seguente: u un piano generico w 

u condotto per iina retta g seghi la superficie F lungo una curva C= F rù, 
u sopra cui la serie gib determinata dalle rette sia contenuta in una serie g; 
u completa (s > 2); d o r a  s punti scelti ne1 gruppo Gn, segato dalla retta g 
u su F, appartengono ad un solo gruppo (precisamente a Ga) della serie gH, 
u finchè il piano w è generico. Ora quarite sono le posizioni particolari di ci 

u ne1 fascio g, per cui quegli s punti appartengono lion più ad uno solo, ma 
u ad mi gruppi di y;' ? n 

Ebbene all'ultima domanda noi siamo in grado di rispondere; ce ne offre 
il mezzo il corollario II del n." 24. Questo infatti ci dice : u poichè sopra la 
u superficie F, il sistema di curve 1 C' 1 ,  aggiunto al sistema delle sezioni 
u piane I C 1, sega (secondo l'ipotesi) la serie canonica cornpleta sulla curva 51 
u generica, non esiste nessun piano w per la retta generica y ,  su cui gli s 
u punti a,,  a,, . . . , a, appartengano ad us1 gruppi della y;. a In altre parole, 
ne1 caso presente il numero d dei piani eccezionali w è zero;  e la superficie 
W-"+d, che abbianio imparato a costruire, è in realtb una w-~ ,  la quale i: 
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aggiunta alla F, passa per la ciirva Cf ,  passa inoltre aemplicemente per gli 
s - 1 punti a , ,  a,, . . . , a,-, , e tocca finalmente il piano r ,  in a ,  . 

Ricordiamo perb che i punti a , ,  a,,. . . , a,-, non sono punti arbitrari 
della retta g ,  ma sono s - 1 tra le n intersezioni di y con P. Questa re- 
strizione tuttavia pub facilmente esser tolta. Infatti, detta a, una ulteriore in- 
tersezione di F con 9, osserviamo che, come si è costruita una @11.-2 partendo 
dagli elementi r , ,  a , ,  a ,,..., a ,-,, cos1 si pub costruire una seconda super- 
ficie @-% partendo dagli elementi r, , a , ,  a,, . . . , a,; e analogamente una terza 
(Pz ( r i  ; a , ,  a,, a , ,  . -. , a,), . . . , e finalmente una ( s  - l)esima 

Ora le s - 1 superficie cosi ottenute sono linearmente indipendenti, perchè ad es. 
I'ultima non passa pel punto a, , comune alle rimanenti s- 2. Ne vierie che 
quelle s - 1 superficie determinano un sistema lineare aos-"di On -2, passanti 
per a ,  e tangenti a 7 , ;  e lasciando variare il piano r, intorno ad a , ,  si ha un 

' sistema rd di superficie aggiunte ad F, passanti per C' ,  e passanti inoltre 
pel punto a , .  Togliendo finalmente la condiziorie imposta da1 punto a , ,  risulta 
che le superficie ( D n - 2 ,  che sono aggiunte ad F e passano per C',  forrnano un si- 
stema lirieare cosfi. Dunque u s + 1 è la dimensione del sistema completo 1 6'1 
contenente le sezioni piane di P a ?  sistema che quelle segaiio su P. 

L a  serie lineare segata da1 sistema I CI sopra una sezione pinna C di F, 
serie caratteristica di 1 CI, è quindi una y;; d'altronde B appunto s la dimen- 
sione della serie coinpleta contenente i gruppi segati su C dalle rette del suo 
piano. Confrontando le due osservazioni, si arriva ad un teorema, che in lin- 
guaggio proiettivo pub enunciarsi cos1 (*) : 

Sia F una sucperficie d'ordine n dello spaxio ordinario; se le szipervficie 
d'ordine n - 3 ,  aggiunte ad F, segane la serie canonica completu sulla sezione 
piana generica d i  J', allora, o queZla sexione piana é una curva normale 
( s  = 2), O la P è proiexione d i  unn szrper$cie dello stesso ordine .n d i  urco 
spazio szrpe~iove sulla quale gli iperpiani S, segano czwve normali. 

Ma noi preferiamo di enunciare 10 stesso teorema sotto forma invarian- 
tiva rispetto alle trasformazioni birazionali : 

S o y a  ugza superficie algehica si conosca u n  sisfema lineare cornpleto d i  
czwve 1 Cl, sulla cui curva gencrica i l  sistema (di czlrve) aygiunto I C 1 seghi 

(*) Il teorema si trova dato per la prima volta (con qualche restrizione superflua) 
nella mia Memoria Alcuni risultati. . . , n.' 5. 
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la sevie canonicn cornpleta; s i  pub affermare aZlora che anche la serie cu- 
rutteristica del sistema 1 CI & completa. 

Osservazione. - Veramente per passare dall'enunciato proiettivo, all1ul- 
timo enunciato, occorre supporre che il sistema I C 1 sia semplice, almeno m3. 
Perb questa restrizione non è necessaria, e non figura in conseguenza nel- 
l'enuriciato; il teorenia sussiste anche se 1 CI è non-semplice, anche se 1 C I ha 
la dimensione 2. Ci si persuade di cib, se si osserva che il concetto fonda- 
mentale della dimostrazione proiettiva suesposta pub applicarsi anche quando 
la retta y che si considera, passi per un punto singolare O della superficie F, 
punto tale cbe i piani passanti per esso seghirio sopra F il sistema 1 C 1, od un 
sistema me contenuto totalmente in I C 1 ;  mentre le sezioni piane di F costitui- 
scono allora un sistema so3, che contiene parzialmente il sisteina cd, e che com- 
parisce solo corne ente ausiliario nella dimostrazione. In  queste poche riglie si 
cerchi soltanto un cenno del processo di estensione; se volessimo scendere in 
tutti i particolari, saremmo costretti ,z tlilungarci molto, sema  nessun van t~gg io  
pel lettore, il quale non trorerebbe nella digressione nessun concetto nuovo. 

27. L a  proprietà fondamentale della serie . caratteristica sopm una 
superyîcie regolure. - I l  procedimento di dimostrazione che ci ha condotto 
all'ultimo teorema, ci guiderà pure ad una proposizione notevolrnente più ge- 
nerale. Ma prima di riprendere quella dimostrazione, cerchiamo intanto di 
ricavar tutti i frutti che il risultato ottenuto ci pub dare. 

Un corollario immediato dell'ultimo teorema si ha ricordando (n." 18, III)  
che, sopia una superficie regolare (pg  =p,), il sistema 1 Cr 1, aggiunto ad un 
sistema qualsiasi 1 Cl, sega suila curva generica di questo la serie canonica 
completa. Abbiamo dunque il teorema (") : 

Sopra zlna superjcie reyolare (pg  = p,) ogvci sisterrza Zineare completo d i  
curve ha la sel-ie caratteristica completc. 

Cosi si giustificano gli esempi sopra addotti delle superficie generali di 
dato ordine, delle superficie razionalj .. . , sopra le quali si potevano facilmente 
riscontrare sistemi completi, aventi la serie caratteristica completa. 

28. Criterio per decidere se una superficie siu ?.egolare. - Un altro 
corollario importante del teorema del $ 26 ci permette di invertire la osser- 

(*) Alcu,zi r isul lnt i .  . . , 11.' 7 ;  cfr. pure la Monografia Sur quelques &cents részd- 
tnts . . . , n.O 28. 
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vazione ora ricordata, secondo la quale sopra una superficie regolare il sistema 
aggiunto 1 C" sega la serie canonica completa sulla curva generica del si- 
stema 1 C 1 ; cos] renderemo più espressivi alcuni risultati otteniiti in un pa- 
ragrafo precedente (n." 18, IV e V). 

Supponiamo che sopra una superficie F, di generi p g ,  p,, esista un si- 
stema lineare wr 1 CI (Y  ) 2), il cui aggiunto 1 C' 1 seghi sulla curva gene- 
rica C di 1 CI la serie canonica completa g:;.,. Allora possiamo concludere 
che è pur completa la serie caratteristica gr;' di 1 C 1 ,  ossia la serie che I C 1 
sega su C. Ma noi sappiamo che il verificarsi di questi due faîti è condizioris 
sufficiente per concludere la regolarità della superficie (11." 18, V). . Arriviamo cosi al seguente teorema, che comprende i teoremi IV e V 
del n." 18, poichè ne conserva la ipotesi essenziale, abbandonando la ipotesi 
superflua (*) : 

Unu superficie contenente un sistema Zineare almeno oo" ssuZ2a cui curva 
generica i l  sisterna aggiunto seghi la sevie canonica cornpieta, è regolare 
( p g  = p J .  Ogni altro sisterna di curve siilla superficie gode la stessa proprietà 
del sistema nominato (n." 18, III).  Dunque la proprietà contenuta nell'enun- 
ciato è cat.wtteristicn per le superficie regolari. 

Per le superficie irregolari (pg>p,) si ha  da  considerare il minimo va- 
lore di 8, (deficienza della serie segata sopra una curva çenerica d i  u n  si- 
stema da1 sistema aggiunto). In  virtù dell'ultimo teorema quel minimo è su- 
periore a zero. Esso dà un nuovo carattere invariantivo della superficie, su1 
quale nulla ancora si sa. Quanto al massirno di do, è noto che esso è uguale 
a"  p, -y, (ENRIQUES), . . . - . 

29. Lu prop~ietà fondame?ztaZe dellu serie raratte~istica sopra una su- 
perjicie irrego1ar.e. - In base all'ultimo t,eorema, il risultato del § 26 non 
dice nulla di più della proposizione del 5 27, che ne abbiamo dedotta; esso 
stabilisce che è completa la serie caratteristica di ogni sistema completo sopra 
una superficie regolare. Ora si pub chiedere: corne va modificato quel risul- 
tato, quando si considerano superficie irregolari? Dato che sopra queste esi- 
stano sistemi lineari completi aventi le serie caratteristiche incoinplete, quale 
relazione passa tra le deficienze di quelle serie, e la differenza pg - p ,  che 
esprime in certo modo la irregolarità della superficie? La dimostrazione che 
noi abbiamo dato ne1 § 26, pub fin0 ad un certo punto ripetersi ora;  e questa 

(*) A l c ~ n i  ristcltnli . . . , n.O 6 ;  Sur qiielques récents résrcltats . . . , II.' 38. 
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parte che rimane inalterata, noi possiamo esporre rapidamente. Ci fermeremo 
più a lungo su1 punto in cui cominciano le divergenze. 

Partendo di nuovo da considerazioni di natura proiettiva, assumiamo iina 
superficie F d'ordine n dello spaxio ordinario, di generi pg, p,, superficie che 
per maggior semplicità supporremo non rigata (sebbene non sia iiecessario). 
Consideriamo i l  sistema no3 delle sezioni piarie di F, il quale, se non è corn- 
pleto, sarà contenuto in un sistema completo wr 1 C \ (Y- > 3). Consideriamo 
ancora la serie g: eegata dalle rette sopra una sezione piana di F, e sia 
gy, (s > 2) la serie completa che contiene la gf,. Proponiamoci ora di costruire 
il sistema completo 1 C . Si procederà ne1 modo già indicato ne1 $ 26. Si CO- 

striiisca anzitutto una superficie :rggiunta ad $', d'ordine rr - 3 (O n - 2, 
n - 1, .  . . quando la non esistesse; purcbè ~i aumentino allora di una, 
due, .  . . unità gli ordini delle superficie e curve piane aggiunte, che verranno 
adoperate): e sia C' la curva intersezione di an-= con F, all'infuori delle linee 
multiple. Si conducano poi tutte Ic saperficie aggiunte ad 8' d'ordine tz - 2 
che passano per C'; queste segheranno sopra F il sistema completo ricliie- 
sto 1 C . Ora per costruire una ( D n - O  passante per Cf, cerchiamo di costruirne 
la curva T't-2 eezione con un piano w  variabile in un fascio. Sarh la rn-o 
una curva aggiunta alla curva C= F a ,  e passera pel gruppo C' w di 2 x - 2 
punti. D'altronde le curve rn-? aggiunte, che passano pel gruppo C f  L I ,  se- 
gando sopra la curva C la serie completa &, formano un sistema ma; per 
fissarne una, basta costringerla a passare Fer s - 1 punti a,, a  ,,..., a,-, di 
una retta g del piano w ;  e costringerla inoltre a tocciire in  a ,  una retta t , .  
Ora facciamo ruotare il piano o intorno alla retta g, e sopra ciascuna posi- 
zione di LI tracciamo quella curva Pz, che è aggiunta alla curva F w ,  passa 
pel gruppo di punti C'w, passa inoltre per i punti a , ,  a ,,..., a,-, fissati 
sopra g ,  c tocca finalmente in a ,  una retta t ,  sezione di w con un piano 
fisse T ,  condotto per a , .  Le cmi curve rn--2 cos1 costruite formano una su- 
perficie @, che è aggiunta. ad F, e passa per la curva c'. L a  @ in generale 
passerà inoltre un certo riumero d > - O di volte per la retta g, e d + 1 volte 
per i punti a, ,  a ,,..., a ,.., di g ;  ed avrà I'ordine n - 2 $. d, sarà una 

L a  prima questione che ora dobbiamo risolvere, è quella di fissare un nias- 
simo a d. Nella ipotesi pg = p ,  noi abbiamo trovato d = 0;  qui (pg > pn) ve- 
dremo, col ragionamento malogo, che è d < p g  - - p, . A ta1 fine assumiamo un 
nuovo punto a, sulla retta g, e immaginianio coiidotti i d piani O , ,  u,,. .., wd 

tangenti R (D1z-Z-'d ne1 punto a,. Ciascuno di questi piani, per es. LI , ,  sega ln 
oltre che iri  g contata d volte, lungo una curva l'n-2, che è aggiunta 
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alla curva F w , ,  passa pel gruppo C' a , ,  passa inoltre per a ,  (colla tan- 
gente w,  ?,), a ,,..., as-, , cd anche per a,. Dunque, facendo astrazione dalla 
tangente in a l ,  possiamo dire che sopra u,  , come pure sopra w, ,. . . , wd, esi- 
stono ml curve rn-, (e non una sola = g $ I'n-3 come sopra un piano ge- 
nerico w), le qiiali sono aggiunte alla curva P u , ,  passano pel gruppo Cf a, ,  

e passano inoltre per gli s punti a , ,  a ,,..., a, fiesati sopra g. E siccome 
l'ultima osservazione pub essere invertita, cosi si pub dire che d è il numero 
di quei piani a,, CA,, . .., O J ~ ,  per i quali la  proprietà ora esposta si verifica: 
partendo appunto da questa definizione di d, riesce possibile fissare un limite 
che d non pub superare. 

A ta1 fine e per facilitar la ricerca, attribuiamo anzitutto una posizione 
particolare ai punti a , ,  a,, . . . , a, di g ; scegliamo i punti stessi t ra le 91 (> s) 
intersezioni di F colla retta g. Allora su1 piano o, (oppure su w,,. . . , od) le 
mi curve rn-"assanti per u , ,  a ,,..., a,, segano sopra la curva F u ,  una 
serie g:,, che appartiene alla g>ompleta, ed i cui gruppi hanno in comune 
i punti a,, a,, . . ., a,; questi punti adunque, su quel piano m i ,  non determinano 
più un solo gruppo della y;, (come in generale), ma entrano jnvece in mi 
gruppi. D'altronde il caso d'indeterminazione di cui ora stiamo parlando, sap- 
piamo (n." 24) che pub presentarsi al  pi& sopra pg-pn piani condotti per 
la retta g ;  concludiamo dunque che è d - <p,  -pn. 

Nella ipotesi p, =p,  trattata ne1 $ 2 6 ,  avevamo trovato col ragiona- 
mento qui riportato d = O ,  ed avevamo dedotto che per s - 1 punti a , ,  
a,, . .. , a,-, di g si pub condurre una superficie W-,, la quale sin aggiunta 
ad F, passi per C', e tocchi inoltre un piano assegnato r ,  in a , .  Qui non pos- 
siamo più trarre la stessa conseguenza, giacchè la superficie a, a cui arri- 
viamo partendo dai punti a , ,  as, . .  . , ( C S - ,  e da1 piano r , ,  non ha  più l'ordine 
n - 2, ma ha l'ordine n - 2 + d, e passa d volte per g ;  dove di d si sa sol- 
tanto che Q < p g  - -p,. Volendo pervenire a superficie d'ordine n - 2, dob- 
biamo proporci una questione che non ci si presentava nella jpotesi yg =p,: 
u t ra  le infinite superficie @n-"+d, che si ottengono al variare dei punti a , ,  
u cc , ,  . . . , a$-, di g, quante sono quelle che si spezzano in iina (Dn--e ed in d 
u piani passanti per la retta g n ?  

P e r  rispondere alla domanda, riprendiamo i punti a , ,  a ,,..., a,-, scelti 
tra le intersezioni di g con F, fissiamo il piano r ,  in a , ,  ed indichiamo con 
(7 , ;  a , ,  a ,,..., a,-,) la On-?td che siamo riusciti a costruire partendo da 
questi elementi (superficie la quale è aggiunta ad F, passa per Cf, passa d 
volte per la retta y,  e d + 1 volte per i punti a , ,  a ,,..., a,-, , toccando il 
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piano r ,  in a,). Sia, come prima, a, una ulteriore intersezione della retta y 
con F, e siano o, ,  a,,.. , wd i d piani tangenti alla W-Z+d in a d ,  e passanti 
per 9. Uno qualsiasi, ad es. w , ,  di questi piani sega la superficie in quella 
curva ri-?, che è aggiunta alla curva F u , ,  passa pel gruppo C f  a,, passa 
inoltïe per gli s punti a , ,  a,, ... , a ,-,, a,, e tocca in a, il piano r , .  Ora si 
costruisca similmente la superficie 

a n - - e t d  (ri; a i ,  a2,..., as-27 as); 

questa superficie sega il piano o, (come pure i piani w,, . . . , w,) nella stessa 
curva ry-qeterminata  dalla precedente superficie ~ n - ~ + %  L e  due superficie (I), 
che abbianio sinora costruito, sono perb distinte; giacchè mentre per la prima 
il punto a,_,  è (d + l )uplo,  ed il punto a, è punto di contatto coi piani o r ,  

O P , .  . . , w d ,  per la  seconda (t, invece a, è punto (d + l )uplo ,  ed a,-, è punto 
di cor~tatto cogli stessi d piani. Ora col medesirno ragionamento si vede che, 
insieme alle due @ sinora considerate, anche le altre s - 3 @ f l - 2 . b d  

segano ciascuno dei d piani w , ,  02,.  . . , wd lungo una stessa curva rn- 4. Le 
s - 1 (I)fi-P+d, che cos) ottenianio in fine, sono linearmente indipendeiiti, perchè 
ad es. la prima passa d volte pel punto a,, che é multiplo secondo d + 1 per 
le rimaneiiti. Quelle (lia-'+d danno luogo adunque ad un sistema Iineare oos-.2 

di superficie d'ordine n - 2 + d, le quali sono aggiunte ad F, passano per la 
cuïva Cf, e passano inoltre d volte per la retta y, e d + 1 volte pel punto a,,  
taccando ivi il piano fisso r , .  Di più, tutte quelle superficie hanno la 
proprietà di segare lungo una curva fissa ciascuno dei d piani w , ,  oz,. . . , wd. 

In  virtù di quest'ultima proprietà si vede che basta jmporre una condizione 
semplice, percliè uns  superficie del sistema contenga uno dei piani w , .  

w, , . . . , wd, e si spezzi in quel10 ed in una superficie residua d'ordine n -- 3 + d. 
Dunque staccando uno per volta i d piani, si otterrà alla fine un sistema li- 
neare di dimensione > s - 2 - d, composto di superficie d'ordine n - 2 ag- 
giunte ad F, passanti per C', passanti (semplicemente) pel punto a , ,  e tan- 
gsnti inoltre al piano r , ,  condotto ad arbitrio per a , .  Se togliamo ancora le 
due coridizioni semplici che corrispondono a questo contatto, e la  condizione 
ulteriore del passaggio per a , ,  troviamo finalmente che u le superficie d'or- 
u dine n - 2 aggiunte ad P ,  le quali passano per la curva Cf, formano un 

Annali di Matematica, tom0 XXV. 38 
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u sistema di dimensione - > s + 1 - a? n. Tale è dunque la diniensione del si- 
stema completo 1 CI contenente le sezioni piane di Y. La serie g, che questo 
sistema sega sopra una sezione piana generica di F, serie caratteristica 
di 1 C 1, ha in conseguenza la dimensione - > s - d ,  ed essendo contenuta in 
una g",ompleta, ha la deficienza < d. D'altra parte abbiamo notato. esser 
d 5 pg - p ,  . Dunque infine possiamo enunciare il seguente teorema fonda- 
mentale (*) : 

Sopra ecna superficie d i  generi p,, p,, ogni sistenza li~zeare completo d i  
cu~.ue ha una serie ccuratteristica la cui deficàenxa non pub superare pg - p,. 

Ossewazione. - Rimarrebbe al solito da osservare cho la dimostrazione 
fu data nella ipotesi che il sistema 1 CI sia semplice, almeno 003, mentre 
questa restrizione non mmparisce nell'enunciato. Si pub rispondere che la 
restrizione è inutile, e che cib si prova, O modificando i l  ragionamento come 
fu indicato in un caso analogo (assumendo conie asse del fascio dei piani w una 
retta g generica entro una stella, anzichè iiello spazio); O più semplicemente 
ricorrendo al metodo indicato ne1 n." seguente. 

Ma un'altra restrizione fu imposta nella dimostrazione, e non appare 
nell'enunciato. Si è supposto infatti che la superficie F, su cui si ragionava, 
non fosse rigata; e cib per evitare che qualcuna tra le sezioni di F con un 
piano w del fascio y si spezzasse. Ora non è che Io spezzamento della curva F,,I 
renda jllusoria la dimostrazione; ma per mostrare che, non ostante 10 spez- 
zamento , la dimostrazione continua a sussistere , occorrevano considerazioni 
ulteriori, che sarebbero venute a cornplicar anche più un ragionamento per 
sua natuïa non semplice. Ora volendo mostrare che il teorema vale anche 
per le superficie rigate, rimangono sempre due vie. Una di queste consiste 
ne1 dimostrare il teorema per ogni sistema di cuïve giacente sopra una s r  
perficie rjgata, e secante in più di un punto ciascuna generatrice, e fino a 
questo punto si arriva senza modificare minimamente la dimostrazione già 
data; poi col metodo indicato ne1 paragrafo seguente, si mostra come il teo- 
rema possa estendersi dai sistemi di curve ora considsrati, ad ogni sistema di 
unisecanti le generatrici. 

(*) Quando pubblicai l a  Memoria citata Alcurii risultati.. . , e r o  già  in possesso di 
questo teorema;  m a  alcune difficoltà riscontrate nella dimostrazione che davo allora, mi 
consigliarono di differirne la  esposizione. Mi limitai a dar  cenno del risultato in una nota 
n pie  di pagina. II teorema si t rova  poi enunciato (senza dimostrazione) nella Monografia 
Sur quelques récents résultats.. . , n." 27. 
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L a  seconda via consiste nell'approfit,tare dei risultati ottenuti da1 sig. SEGRE 
sulle superficie rigate (*). Infatti uno dei teoremi del sig. SEGRE ci insegna, 
che una superficie P rigata, d'ordine n,  a sezioni di genere n(p, = O, p, =-x), 
è sempre proiezivne di una superficie rigata dello stesso ordine di uno spazio 
a 1.2 - n - 2 x $- 1 dimensioni; e cib equivale a dire che un sistems I CI com- 
pleto di  curve unisecanti le generatrici, se ha il grado n e il genere z, ha 
la dimensione r > - 12 - 2 n + 1. Ora se la serie caratteristica y;' di l Ci è 
non speciale, essa è contenuta in una serie g:;-" completa, e quindi essa ha 
la deficienza 

d = n - x - ( r -  l ) < z ,  
dove 

x = P g - p n .  

Se poi la serie caratteristica g r i  di 1 Cl è speciale, ed B contenuta per 
esempio in una serie completa gE-l-"" (i > O), ne1 qua1 caso la sua deficienza è 

si vede allora, con ragionamenti analoghi a quelli del sig. SEGRE, che risulta 
r > n - 2 .rr + 1 + 2 i, e quindi 
- 

Sicchè in ogni caso il teorema vale anche per le superficie rigate. 

30. Ancow su1 teorema fondametatale. - Nella mia Memoria citata 
Alcuni risultati.. . , dopo di aver dimostrato il teorema del n." 27 pei si- 
stemi lineari di curve semplici e privi di curve fondarnentali proprie, ho in- 
dicato una via per togliere le restrizioni sottolineate apparivano supcr- 
flue (**). La  stessa via si applica al teorema generale del n." 29;  e per le 
conseguenze a cui conduce, val ln pena di riprodiirla brevemente qui, adot- 
tando, nell' esporla, la forma invariantiva che dà maggior generalità ai ri- 
sultati. 

Sopra una superficie F, data in senso invariantivo, si abbiano due sistemi 
irriducibili completi di curve 1 Ci 1, 1 C, 1, di cui siano fissati i gruppi-base (com- 

(*) Recherches générales sur les courbes.. . ; 1. c. 
("") Si veda il n.O 7 di quella Nemoria. Quel procedimento, corne ho avvertito cola, mi 

f u  suggerito da un ,paragrafo (IV, 1) delle Ricet-che di geolnetria . . . , del sig. ENRIQUES. 
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posti di tutti O di nlcuni dei punti comurii alle curve dei singoli sistemi). Sia 

il sistema con~pleto somina di quei due, ed abbin conle grappo-base 12 riu- 
nione dei gruppi-base dei due sistemi primitivi. Indichiamo con r i ,  Y,, Y le 
dimensioni dei tre sistemi ( r , ,  Y, 2 - 1) ,  con n i ,  n, i gradi dei due priini, e 
con i il numero dei punti intersezioni di m a  Ci con una (\, fuori dei piinti- 
base dei due sistemi I Cl I e 1 C, 1. Le serie caratteristiche di questi saranno 
g;;' e g:;82'. 

Cib premesso, consideriamo la serie che il sistema somina aop 1 C sega 
sopra la curvn generica Ci di 1 C, 1 (fuori dei punti-base). Questa serie ha 
170rdine rz, + i ,  come risulta considerando una C spezzata in C, + C,; ed lia 
la diinensione Y -Y, - 1, poichè le curve di 1 C I che contengono la C l ,  si 
spezzano in questa curva ed in iina delle o o r 2  curve C2. L a  serie segata 
da 1 C I  su C, è dunque una gl,G1. Costringiamo ora le curve di 1 CI a pas- 
sare per le i intersezioni della Cl con una (2;  se quelle i intersezioni pre- 
sentano E < i condizioni alle curve di I C 1 che le contengono, queste ultime 
curve segheranno sopra la C, una serie , Questa serie contiene la 
serie caratteristica 9:;;' del sistema 1 C, 1 ;  giacchè l'ultima serie è segata 
sulla C, dalle curve C che passano per le i intersezioni della C, con una (:, 
e cotziengono inoltre tutta la C,. Ne viene che la deficienza 6, della serie 
caratteristi-ca g r i  del sistema I C, 1 & 

ossia 

dove il segno di uguaglianza va p e s o  solo ne1 caso che sia completa la 
y;;1~2 1-S. , e cib accade per es. se è coinpleta la serie segata d d  si- 

stema 1 C I siilla curva Cl.  
Ragionendo similmente su1 sistema 1 CA, si t r iva  che la serie caratteri- 

stica di questo sistema ha  la deficienza 

dove il secondo membro ha 10 stesso valore che nella relazione precedente. 
Vediamo ora come il risultato ottenuto possa servire a1 nostro scopo. Ri. 

prendiamo ancora il sisterna I C, I completo, irriducibile, di dimensione Y, > 1, 
e scegliarno il sistema 1 CI in guisa da soddisfare alle seguenti condizioni: 

1) I CI seghi sulla curva C, generica una serie completa; 
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2) 1 CI contenga il sistema 1 C, 1, e dia per residuo un sistema I C, I sem- 
plice (almeno w3), le cui curve non yassino per altri punti fissi oltre ai punti- 
base di I C, i. 

L e  due condizioni possono setnpre esser soddisfatte, perchè se ad es. I CI 1 
si considera traociato sopra una superficie F', che sia una immagine proiet- 
tiva di F nello spazio ordinario, e i cui punti multipli non cadano nei punti- 
base (in numero finito) di CI 1, il sistema 1 C 1 potrà sempre ritenersi segato 
sulla F' dalle superficie d'ordine abbastanza elevato, che passano con molte- 
plicità convenienti per i punti-base di I C 1. 

Ora dalla ipotesi 1) segue 

dalla ipotesi 2) segue poi che al sistema 1 C, 1 si pub applicare senza alcuna 
modificazione, non solo il risultato, ma pur tutto il ragionamento del n.' 29, 
per modo che si ha  

8 2  <pg - p n ,  

essendo pg e p, i generi della superficie F. Quindi in fine 

Concludendo possiarno dire che u dimostrato il teorema fondamentale del 
u n." 29 per i sistemi semplici (almeno so3) di curve, esso pu6 estendersi su- 
u bito, col procedimento indicato, anche ai  sistemi non semplici, anche ai  
u sistemi mi; e per u n  sisterna irriducibile, coqdeto,  d i  dimensione - 2 1, co- 
u rnzcrpe sia fissato il gretppo-base, vale la 1.elaxione: de$cienxu serie ca- 
u yatt. <p,-p,  n .  

11 procedimento di cui ci siamo serviti, permette pure di estendpre il 
teorema ai sisteini riducibili; ma a ta1 fine bisognerebhe estendere con op- 
portune convenzioni i concetti di serje caratteristica , serie completa , . . . ; e 
cib esigerebbe una discllssione minuziosa, su cui non vogliamo ora fermarci. 

31. Esernpi d i  superficie a cui s i  pu6 applicwe i l  teorema fondameîz- 
tale. - Il teorema generale del n." 29, messo a confronto col caso partico- 
lare già trattato (n.' 27) delle superficie regolari (pg =p,), mostra perchè 
sopra alcune superficie si trovino sistemi lineari completi a serie caratteri- 
stica cornpleta, mentre sopra altre superficie si incontrano sistemi con serie 
caratteristica deficiente. Il presentarsi dell' uno O dell'altro caso dipende, non 
tanto dalla natura del sistema, quanto dalla natura della superficie. Cosi per 
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esempio si pub asserire che una superficie é jrregolare, se sopra di essa esiste 
un sistema completo avente la serie caratteristica incompleta; mentre dalla 
ipotesi opposta non si pub concludere la regolarità della superficie. 

Il risiiltato a cui siamo giunti verrà completato, mostrando che sopra ogni 
superficie di generi pg, p,, esistono in fatto sistemi lineari completi, le cui 
serie caratteristiche hanno esattamente la deficienza p, - p,. Cib faremo ne1 
Capitolo seguente; per ora limitiamoci a verificar la cosa sopra due esempi. 

Quel10 delle superficie rigate è il più semplice. Le coiisiderazioni che 
vi abbiamo dedicato nella Osservaziorie del n." 29, bastano a mostrare corne 
il teorema si applichi ai  sistemi di curve unisecanti le generatrici, condu- 
cendo ad un risultato che poteva ritenersi noto, in seguito alle ricerche del 
Sig. SE~RE. 

Un secondo esempio ci è offert0 dalle superficie iperellitiche introdotte 
da1 sig. PICARD, e di cui uno studio completo si deve al sig. HUMBERT (*). 
Queste superficie, i cui punti si possono far corrispondere birazionalmente alle 
coppie di punti di una curra di genere 2 ,  hanno pg = 1, p, -= - 1; d'al- 
tronde sopra di esse si possono costruire sistenii ~ i o " - ~  completi di curve di 
genere n (sufficientemente elevato), che sono aggitanti di sè stessi; la serie 
caratteristica $ni2 è contenuta nella 9;~n-l~ canonica, ed ha quindi la defi- 
cienza 2=pg-p,. 

CAPITOLO III. 

Altre proprietà dei sistemi lineari di curve. 

Gli iiltimi teoremi offrono il mezzo per proseguire 10 studio dei sistemi 
lineari di curve situati sopra una superficie. Noi perb tra le svariate proprietà, 
che i metodi qui adoperati permettono di ottenere, ci limitiamo ad esporre 
quelle che sembrano più interessanti, e che portano maggior luce sull'ar- 
gomento. 

32. Di nuovo sul sistema canonico di curve sopra ma superficie. - 
Noi abbiamo già definito (n." 17) il sistema canonico 1 KI di curve, che gode 
una speciale importanza tra i vaïi sistemi appartenenti ad una superficie. 

(*) Th6orie générale des s w f n c e s  I~yperelliptiyucs, n.O 144;  Journal de Mathémati- 
ques, 4 . Q k e ,  t. S. 
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Sappiamo che 1 K 1 s i  ottiene sottraendo un sistema qualsicrsi I C 1 da1 proprio 
aggiunto 1 C'  1, e sopprimendo, quando sia il caso , ne1 resto \ C' - C 1 le 
curve eccezionali (curve trasformabili birazionalmente in  punti) che potessero 
entrarvi. Sappiamo ancora che la dimensione di  ( KI aumentata di una unità, 
dà quel carattere invariantivo della superficie che prende il nome di genere 
geometrico pg; inentre il genere della curva canonica K generica, supposta 
irriducibile, è un altro invariante che dicesi genere lineare p(l). Un  terzo in- 
variante sarebbe il gsado pc2) dkl sistema 1 KI, ma esso, quando si definisca 
oonvenientemente i l  gruppo-base di K, si riconosce uguale a p(')  - 1 (*). 

11 sistema canonico 1 KI esiste per tutte le superficie . che hanno il ge- 
nere geometrico pg > l ;  se pg = 1, il sistema canonico si riduce ad una sola 
curva, che pub anche mancare quando ogni sistema I C 1 coincida (fatta astra- 
zioue da curve eccezionali) col proprio aggiunto 1 Cf l. Finalmente se p, = O 
(ad es. sulle superficie razionali, O rigatc . . .) manca il sistema canonico, e 
nessun sistema I CI è contenuto ne1 proprio aggiunto. 

33. Sistemi speciali e non syeciali d i  curve sopra unu superJicie. - 
Quando sopra una superficie di genere geometrico pg> O, si confronta il si- 
stema canonico I KI con un altro sistema di curve 1 C 1 qualsiasi , due casi 
possono presentarsi; perchè il sistema I C 1 pub esser contenuto ne1 sistema 
canonico 1 KI, oppure 1 CI non è contenuto in (KI. Ne1 primo caso si dice 
ohe 1 C I  è un sistema syeciale; ne1 secondo non speciale. Sopra una super- 
ficie di genere pg = O ,  ogni sistema va considerato corne non speciale. È 
chiaro che la dimensione, il genere . . . di un sistema speciale non possono 
superare i corrispondenti caratteri pg - 1 ,  pci) . . . del sistema canonico. In- 
vece per i sistemi non speciali, la dimensione , il genere, il grado . . . non 
hanno limite superiore. 

La curva generica C di un sistema speciale 1 CI fa parte di una O piii 
(infinite) curve canoniche K; quelle curve che insieme a C completano le 
curve canoniche di cui C fa parte,  formano un sistema lineare speciale 
1 C, I = 1 K - C 1 ,  che non dipende dalla particolare curva C fissata entro 
a 1 C 1, e che si  chiama residzco di I C 1 rispetto a l  sistema cataonico. h na- 
turale di considerare il sistema 1 Ci corne più O meno speciale, secondo che 

(*) NOTHER, ZUT Theol-ie . . . , Matli. Annalen, S. Sulle avvertenze da farsi all'ugu,z- 
glianza qui  riportata, si veda la Monografia citatlt SUY yuelyues ricents résultats.. . , 
n.' 24, 25. 
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più O meno ampio è il sistema residuo ( C, 1. Precisamente se indichiamo 
con i la dimensione di I C, I aumentata di una unith, ossia il rtumero delle cuwe 
canoniclte Zi~zearmente hdipendenti che contengono uwa czdrva Cl diremo che i 
è l'indice d i  specialifh di 1 C 1. Si pub dire allora che ad un sistema non spe- 
ciale corrisponde 1' indice i = O ,  al sistema canonico / li l corrisponde 1' in- 
dice i = 1 ;  ecc. 

34. Relaxioîze fondantentale tra i caratteri d i  un sistema Zineure di 
curve sopm utzu szcperficie. - Sopra una superficie, data invariantivamente, 
di generi pg, p,,, si consideri un  sistema lineare conzpleto I CI di ouïve, del 
quale sia fissato il gruppo-base. Indicheremo d'ordinario colle lettere r ,  in, r, il 
i caratteri di I CI già definiti, cioè la dinzensione, il grado, il geneve e l'in- 
dice di specialitic. Ci proponiamo di stabilire una relazione tra questi carat- 
teri ed i generi della superficie. 

A ta1 fine corisiderjamo la serie caratteristica gi-' segata da1 sistema 1 CI 
sopra una C delle sue curve. Questa serie è certo speciule, se la superficie 
ha il genere pg> O ,  corne pel moment0 supponiamo; infatti, sotto I'ultima 
ipotesi, il sistema 1 CI è contenuto ne1 suo aggiunto 1 Cf 1, e quindi la serie g:;' 
segata da I CI soyra una delle sue curve C, è contenuta nella serie g,,-, 
(serie canonica, completa O no) che il sistema I C' I sega su C. Anzi di qua 
risulta che iI sistema I C' - C I sega sulla curva C gruppi di 2 x - 2 - fz 

punti, i quali sonimati coi gruppi della serie caratteristica gri, danno gruppi 
della serie canonica $;L2. La  stessa osservazione si pub  enunciare ricordando 
che il sistenia I C r  - C I è il sistema canonico 1 KI della superficie, O ne dif- 
ferisce per qualche curva fissa che entra in ogni curva di ) C' - CI, ma non 
forma parte della curva K generica. Vediamo allora che u sopra una curva 
u generica C del sistema 1 C 1 ,  la serie residua della serie caratteristica g r '  
il rispetto alla serie canonica contiene la serie segata su C da1 sistema 
K canonico, e pub coincidere con questa n. 

Per tradurïe questo enunciato in una reiazione tra i caratteri delle varie 
serie nominate, conviene perà ricordare che la serie caratteristica gr-' pub 
essere incomplets; se indichiamo con d la sua deficienza, e quindi con g', '+" 
la serie completa che la contiene, sappiamo che è in ogni caso (n." 28) 

Ora l'ultima serie ha, rispetto alla serie canonica g$&, una serie re- 
sidua g$ (che è pur residua di g;-"), i cui caratteri si possono calcolare in 
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base al teorema di RIEMANN-ROCH; precisamente si trova 

Sappiamo d'altronde che questa serie g$,  0 parte di essa, è segata da1 si- 
stema canonico [ K 1 ,  il quale ha la dimensione p, - 3.. Ora se ln curva C 
non è contenuta -in 1 KI, O, corne diciamo, se il sistema 1 C 1 è non speciule, 
p, - 1 è pur la dimensione della serie segata da 1 KI sulla curva C; si ha 
dunque, in virtù dell'ultimn osservazione, 

ossia 

Se invece il sistema 1 C 1 è speciale coll'indice i ,  di guisa che una sua 
curva appartiene a cd - '  curve di 1 K 1, si vede col10 stesso ragionamento che 
risulta 

n - n + ~ . + $ - 1 > p , - i ;  (4 
e quest'ultima relazione (per i = O) contiene la precedente. Si noti poi che 
dalla dimostrazione segue, che il segrio di uguaglianza vale soltanto quando 
la serie segata da1 sistema canonico 1 KI su C è completa, e coincide colla y$, 
O ne differisce peï qualche punto fisso, che entra in ogni gruppo dell'ultinia 
serie, ma non entra ne1 gruppo generico della prima. 

Un'altra osservazione va fatta prima di procedere. Noi abbiamo dedotto 
la a) nella ipotesi pg> O. Ma quella relazione vale pure se p, = O e quindi 
i = O;  infatti se una curva C di geuere n sostiene una serie completa gri+' 
(serie completa coiitenente la serie caratteristicn di I C I ) ,  tra i caratteri di 
quella serie vale sempre la nota relazione 

a cui appunto si riduce la a) quando pg = i = 0. 11 segno inferiore nella a) ri- 
guarda ora il cas0 che In serie caratteristica sia non speciale. 

Ritornando alla a) (nelle ipotesi pg > O ,  i > - O),  possiamo trasformare 
quella relazione eliminando 8 mediante la formola 

8 5 ~ s -  P,. 
Si arriva cosi alla relazione fondamentale (*) 

(*) La relazione (1) fu data per la prima volta da1 sig. NOTHER (Comptes Rendus de 
l'Ac. des Sc., 185G), scrivendo pg in luogo di p,,, e supponeiido quiildi tacitrtmente la re- 

Annali di  Matematica , tom0 X X V .  39 
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la quale lega i caratteri r ,  n ,  n, i di un sistema lineare completo di curve 
sopra una superficie, al genere numerico di questa. Affinchè la (1) si riduca 
ad una uguaglianza, occorre che la deficienza d abbia il valore massimo, ed 
inoltre che la a)  stessa diventi una uguaglianza. 

Volendo enunciare il risultato espresso dalla (1), conviene staccare, per 
maggior chiarezza, il cas0 dei sistemi non speciali (i = O), da quel10 dei si- 
stemi speciali. Abbiamo cos1 i seguenti teoremi : 

1. Tra i caratteri r ,  n ,  n d i  un sistema non speciale completo d i  
curve, sopra una superficie di genere nzcmerico pnj passa la relaxiotze 

la quale fissa un limite inferiore (raggiungibile) alla dimensione r  di un si- 
stema lineare, di cui si conoscaiio il genere x ed il grado n. Per i sistemi, 
certo non speciali, di curve su1 piano (pn= O), si ritrova una nota rela- 
zione (n.' 1). 

II. Tra i caratteri r ,  n ,  x d i  un sist~ma completo, speciale coE1'in- 
dice i ,  sopra urza superficie di genere nurnerico pn, passa la reluxione 

Per  un sistema speciale di dato genere e grado, non si pub dunque assegnare 
nemmeno un limite inferiore alla dimensione r, finchè non si conosca l'indice 
di specialità i. Ma quando sia dato i (vale a dire il nurnero delle curve canoniche 
linearmente indipendenti che passano per una curva generica del sistenia), si 
ha, se non la dimensione r del sisterna, almeno un limite inferiore a quella. 

Un corollario irnmediato dei due teoremi precedenti ci dice che: se tra 
i caratteri di an sistema lineare passa la relaxione 

il sistema 2 certo speciale; ma non è vero l'inverso. 

35. Sovrabbondanxa d i  un sistema. Sistemi di sovrabboncianxa nulla. 
- La relazione fondamentale (l), che contempla i due casi i =  O ,  i) O ,  

gola r i t i  della superficie. Il sig. ENRIQUES (Ricemhe di yeometrin.. . , IV, 2) fece rilevare 
che la  dimostrazione del sig. NOTHER valeva soltanto sotto uns  ce r ta  restrizione, che, in 
grnzia del teorema del n.O 26, si t raduce nell'uguaglianza pg = p,. M a  il teorema del n." 28 
permette  di applicare il ragionamento del sig. NOTHER a1 cas0 generale p g 2 p n ,  e con- 
duce appunto alla relazione (l), che s i  t rova data  per  la prima volta, senza dimostrazione, 
nella Monografia ci ta ta  Sur quelques récents résultals, n.' 34, 35. 
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sopra considerati, si pub presentare sotto forma di uguaglianza, se  si intro- 
duce la differenza s > - O tra il primo e il secondo membro della (1). Avremo 
allora 

r - f i + ? t - l = p n + s - i .  (2) 

I l  numero, positivo O nullo, s dicesi sovrabbondanxa del sistema di  curve; 
è un carattere del sistema, che è legato agli altri caratteri dalla relazione (2). 
Noi avevamo già introdotto il concetto di sovrabbondanza, trattando dei si- 
stemi lineari di curve piane (n." 1). L a  definizione data ora comprende quella 
del n." 1 corne caso particolare ( p ,  = i = O). 

Possiarno subito applicare la relazione (2) al sistema carionico I K 1, sup- 
posto irriducibile; cosi ci calcoleremo la sovrabbondanza di I KI. L a  dimen- 
sione di 1 K 1 è p, - 1, il grado n si indica con p(P), ed il genere 7r con pc1), 
l'indice i vale per definizione 1. Sostituendo nella (2) troviamo 

D'altronde, adottando convenzioni opportune riguardo al gruppo base di I K 1, 
si ha (n." 32) p(3) = P ( ~ )  - I , e quindi 

L a  sovrabbondarnxa del sisfenza canonico, sopra una superficie, uguaglia 
la dijerenza tra i l  genere geometrico e il genere numerico della superficie. 

Tornando ora alla sovrabbondanza di un sistema generale, vediamo quali 
particolarità presentino i sistemi di eovrabbondanza nulla. Ponendo s = O  la 
formula (2) diventa 

r - i n + n - l = p n - i ,  

e proviene dalla (1) e dalla a )  in cui si prendano i segni di uguaglianza; le 
considerazioni fatte a proposito di quelle formole, conducono subito al seguente 
enunciato : 

Sopra una superjcie d i  generi pg , pn, u n  sistema lineare complet0 1 C 1 d i  
cfcrve, i l  p a l e  ubbiu ta sovrabborzdanza nulla, gode le seguenti proprietà: 

1) la serie ca~atteristica del sistema 1 C 1 ha la deficienxa massima 
$; :-= p, - p, ; 

2) la serie segata da1 sistema canonico sulla curva generica del si- 
sterna I CI è completa. Quest'ultima parte dell' enunciato, quando p, = O ,  e 
quindi non esiste sisteina canonico, va sostituita colla seguente: 

2') la serie carntteristica del sistema 1 C 1 è non speciale. 
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Le proprietà 1) e 2) (O 2')) non bastano perb a caratterizzare un sistema 
di sovrabbondanza nulla, a meno che non si aggiungano certe restrizioni re- 
lative ai punti base del sistema; ma su cib non intendiamo fermarci. 

Osservaxione. - L a  sovrabbondanza di un sistema lineare di curve sopra 
una superficie fu considerata per la prima volta da1 sig. ENRIQUES (Ricerelie 
d i  geotnetria.. . , IV, 2), nella ipotesi che la siiperficie fosse regolare (ps = pl). 
Sotto questa restrizione egli poté dare una definizione geometrica della so- 
vrabbondanza, che non si estende al caso delle superficie irregolari. Eccola: 
u la sovrabbondanza di un sistema I CI non speciale, sopra una superficie re- 
u golare (pg = 11% = p), è l'eccesso su 2 9 del numero delle curve aggiunte Cf, 
u linearmente indipendenti, che passano per le intersezioni variabili di due 
u curve C. n Se invece il sistema I CI è speciale coll'indice i, in questo enun- 
ciato si deve sostituire alla sovrabbondmza s, la differenza s - i. 

36. Sistemi reyolari d i  cwrve. Dimensione vit-tuale di un sistenta. - 
Tra  i sistemi di curve aventi la sov~ubbo~zdanza nulla, godono particolare im- 
portanza i sistemi nofz speciali (i = Oj. Un sisteina che abbia appunto s = 0, 
i = O, dicesi reyolwe. Tra i suoi caratteri ed il genere numerico della super- 
ficie passa la relazione 

r - n + r -  l = p n ,  
od anche 

r=p ,+n-n+1 .  

Noi vedrerno tra poco che, sopra ogni superficie, esistono sistemi regolari di  
dimensione grande quanto si vuole. Per ora ci limitiamo a mostrare come la 
considerazione di siffatti sistemi permetta di presentare, sotto una forma più 
chiara, le varie particolarità, clie pub offrire un sistema lineare completo di 
curve sopra una superficie. 

Sebbene sia un semplice modo di dire, conviene tuttavia di ammettere 
che ogni sistema 1 CI di curve sopra una superficie di generi p,, p,, riu- 
scirebbe regolare, se non agissero talvolta sopra di esso due cause perturba- 
trici, di cui osa parleremo. D'accorda con cib, detti n e n il grado ed il ge- 
nere di I CI, conviene riguardare corne dimensione teorica, O virtuale, di 1 CI 
l'espressione 

rl=p,+rt-?T + 1,  

che in ogni caso è legata al sisterna l C l  da una relazione invariabile per 
trasformazioni birazionali. La dimensione vera, O effettiva, v di I Ci pub tut- 
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tavia differire dalla dimensione virtuale ; e precisamente, se con s e i indi- 
chiamo le due cause perturbatrici, clie sono la sovrnbbondcctzxa e la specialità 
di 1 C I , abbiamo dalla (2) 

r = r l + s - i .  

Vi  sono sistemi sui quali né I'una, nè l'altra causa di perturbazione non agi- 
scono ( s  = i - O); sono i sistemi regolari. Gli altri sistemi vanno considerati 
corne irregolari, quando pure le due cause di perturbazione si eliminassero 
(s=i>O).  

V a  ancora notato che delle due cause di irregolarità, l'una, la specialità, 
si presenta solo per i sistemi contenuti ne1 sistema canonico, aventi quindi 
dimensione, genere e grado inferiori a certi lirniti; mentre per la seconda 
causa di irregolarità non si pub dir nulla di simile. 

L a  dimensione virtuale del sistema canonico vale r' =p, - 1 ; risulta 
subito dalla definizione. 

Osservaxione. - L e  definizioni qui date di sistema regolare, e di dimen- 
sione virtuale, comprendono corne caso particolare le definizioni analoghe date 
a proposito dei sistemi lineari di curve piane (n." 1). 

37. Sistemi mutuum.e.rzte residui rispetto a2 sistema canonico. - Ri- 
torniaino alla formola (2) del n." 35. Essa, quando venga applicata ad un 
sistema 1 C I speciale ( i )  O ) ,  pu6 anche presentarsi altrimenti ; basta osser- 
vare che , per definizione , i - 1 è la dimensione (effettiva) del sistema 
1 C,  I = I K - C 1 ,  residuo di I CI rispetto al sistema canonico 1 K 1. 

Indicando quella dirnensione con r , ,  si ha  dunque 

relazione che, per i sistemi speciali di curve, sostituisce la relazione fornita 
da1 teorema di RIEMANN-ROCH per le serie speciali appartenenti ad una hurva 

i-p-1-n-t-p). 
" -11 sistema 1 Ci 1 ,  residuo di  1 C 1 ,  pub in certi casi esser riducibile; noi 
perb, per metterci nella ipotesi 'più semplice, supporremo che esso sia irridu- 
cibile; (in caso opposto, basterebbe introdurre quelle convenzioni, che permet- 
ton0 di estendere ai  sistemi riducibili i caratteri e le propiietà dei sistemi 
irriducibili). Indicando allora con n,,  n,, s ,  il genere, il grado, e la sovrab- 
bondanza di 1 C, 1 ,  avremo per simmetria 
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e ~ottraendo dalla (4) 
n-n-f -s=niL.r r i+s , .  

Questa uguaglianza si spezza in altre due, quando si tenga conto delle 
relazioni che legano i gradi e i generi dei due sistemi 1 C I e 1 Ci 1. A 
ta1 fine cominciamo a determinare il numero delle intersezioni (fuori dei punti- 
base) di una C con una C, , numero che indicheremo brevemente con C . Cl. 
Si ha  subito, introducendo simboli analoghi, e tenendo conto della rela- 
zione C + C, = K, 

C-Ci-C.K-C-C; 

d'altronde C K, numero delle intersezioni di una curva C con una curva 
canonica K, vale 2 n - 2 - n, e C. C vale n, quindi in fine 

Ora applicando formole note, possiamo calcolarci il grado ed il genere 
del sistema 1 C +  C, 1 ,  ossia del sistema canonico 1 KI;  questi caratteri sono 
espressi da  (*) 

D'altronde vale la relazione pc2) =p(') - 1 ; in virtù di questa si ricava 
subito 

n - x = n , - n i ,  
e, tenendo conto della (n), 

S = s i .  

Possiamo anche calcolarci le dimensioni virtuali v', r', dei due sistemi 1 /: 1 
e 1 C, 1. Si ha  per definizione 

e qiiindi 

L e  uguaglianze ora trovate possono riassumersi col seguente enunciato: 
Due sistemi (irriducibili) rnzituamente residui rispetto al sistelna cctno- 

nico, hanno la stessa dimensione virtuale, e la stessa sovrabbondanxa; l'indice 

(2k) V. ENRIQUES, Ricerche di geornet~ia.. . , IV, 3. 
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di specialità di ciascuno uguaglia poi, per definizione, la dimensione effettiva 
dell'altro aument.ata di una unità. 

38. Influenza dei punti-base d i  u n  sistema sulla sovrabbo?zdanza d i  
guesto. - Riprendiamo ora in esame le cause che rendono irregolare un si- 
stema lineare di .cuve,  ed occupiamoci anzitutto della sovrabbondanxa. Corne 
ahbiamo già detto, anche su1 piano si presenta la distinzione tra sistemi re- 
golari e sistemi sovrabbondanti di curve (tutti non speciali) ; ma su1 piano la 
causa che dà luogo alla sovrabbondanza, si comprende facilmente. Infatti ogni 
~iistema di curve piane privo di punti-base è regolare; mentre un sistema 
dotato di punti-base è regolare, oppure no, secondo che le condizioni che questi 
presentano alle curve del sistema, sono tutte indipendenti, oppure alcune se- 
guono dalle rimanenti. 

Si  pub ora chiedere se altrettanto avvenga sulle superficie. È: facile pre- 
vedere che la risposta non sarà cos1 semplice, poichè, nè avviene che ogni 
sistema privo di punti-base (e non speciale) sia regolare, nè d'altra parte ogni 
sistema dotato di punti-base pub dedursi da un sistema privo di punti-hase 
colla imposizione di questi. Senza entrare nelle questioni che qui si presen- 
terebbero, si possono fare perb alcune coiisiderazioni, che hanno stretta ana- 
logia con quelle di geometria piana sopra ricordate. 

Partiamo da un sistema complet0 I C 1 di curve sopra una superficie, si- 
stema avente i caratteri r ,  n ,  TC; e per metterci nella jpotesi più generale, 
supponiamo che sia s > - O la sovrabbondanza di 1 C i, e i > O l'indice di spe- 
cialità. Se indichiamo con r' la dirnensione virtuale di 1 6Ï 

r f = p n + n - n +  1, 
avremo dunque 

r - r l = s - i  

Costrjngiamo ora le curve di I C I a passare ic > 1 volte per un punto gene- 
rico fissato solla superficie. Amrnesso che le cu&e di l Cl non vengano in 
conseguenza a spezzarsi, otterremo un nuovo sistema irriducibile I C, , di cui 
sarà facile valutare i caratteri. Infatti il punto ku@o porta un abbassamento 

k (k - 1) ne1 grado di kg unità, e ne1 genere di 
2 

iinità; sicchè i caratteri cor- 

rispondenti di I C 1 sono 
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Siamo ora in grado di calcolare la dimensione virtuale di 1 C, 1 

ossia 

la quale ci dice che il punto kW0 porta un abbassamento di k ( k  + 1) 
2 

nella dimensione virtuale di 1 C I ;  risultato analogo a quel10 che si trova ne1 
piano, e facile a prevedersi. 

Ora si deve ritenere, e si verifica sopra esempi, che ifi generale anche 

la dimensione effettiva di 1 CI subisca un abbassamento di ' k  + l' unità per 
2 

la imposizione del punto TEUpz0. Concludiamo adunque che in generale la im- 
posizione di un punto Ic~plo non riltera la differenza s - i tra la dimensione 
effettiva e la diniensione virtuale di un sistema lineare. Ed è chiaro che nes- 
suna delle due quantità s ed i subisce alterazioni; giacchè l'indice di apecia- 
lità i, cioè i l  numero delle curve canoniche linearnlente indipendenti che con- 
tengono una curva di I C 1, non varia quando le curve di I C 1 si costringono 
a passare una O più volte per un punto della superficie, senza che questo 
passaggio tragga con sè Io spezzamento delle C; e non variando nè i, nè la 
differenza s - i, rimarrà inalterata anche la  sovrabbondanza S. 

Osservazioni analoghe possono ripetersi, se il sistema 1 C, I è dedotto 
da 1 C 1, coll'imporre alle curve di 1 C 1 il passaggio colle molteplicità k,, k , ,  . . . 
per più punti fissati sulla superficie. Supposto che 1 CI 1 sia ancora irriduci- 
bile, si trova che la dimensione virtuale r', di esso differisce dalla dimensione 
virtuale r' di I C 1 di 

1 
rr - = 5 Ci ki (hi + 1) 

unità; ma per quel che riguarda le dimensioni effettive r, ri di 1 CI e 1 C, 1, la 
differenza potrd riuscire inferiore al numero ora scritto, ed esser espressa da 

se u > - O é il nuniero di quelle, tra le condizioni imposte dai punti multipli, 
the sono conseguenza delle rimanenti. Segue di qua che 

r -r8=vi-r:-u,  
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ossia 
S - 2 = s 1 - 2 1 - o ;  

e poichè, come si B visto prima, i = i l ,  sarà 

Questa relazione dà luogo all'enunciato: Se da u n  sk t ema  I C 1 s i  deduce zdn 
nuoz10 sistema I Ci 1, hponendo  alle curve d i  1 C 1 le condizioni d i  passare con 
date molteplicità per putati-base assegnati ( i  quu7i vengono aggiunti all 'an- 
tico gruppo-base d i  1 CI), la sov~ubbondu?zxa d i  1 Ci I supera od uguaglia la 
sovrabbondanza d i  1 CI, e la  differenza è data da1 nutnero d i  quelle, t ra  le  
condizioni imposte dai  îauovi punti-buse, che sono conseguenza delle tirnanenti. 

In  particolare partendo da un sistema regolare 1 C 1 ( s  = O ,  i = O), si 
possono ottenere sistemi irregolari ( s  > O, i = O), costringendo le curve di I C i  a 
passare per punti fissi cos1 collegati tra loro, che il passaggio per alcuni di 
essi tragga con sè il passaggio per i rimanenti. 

39. I n j u e î ~ z a  prodotta dallo staccamento d i  una  cuwa. - Corne ab- 
biamo avvertito, non si pub esigere che ogni sistema 1 Ci 1 possa dedursi da 
un sistema 1 C 1 pi2i ampio, per esempio regolare, imponendo soltanto nuovi 
punti-base alle curve di I C 1. Ma oltre alla operazione derivante dai punti- 
base, pub esser necessario di dover staccare una O più curve parziali da1 si- 
stema 1 CI per giungere al sistema 1 Ci ]. E si puh dimostrare, inversamente, 
che ogni sistema I Ci 1 pub dedursi da un sisterna abbastanza ampio 1 C 1, per es. 
regolare, col10 staccamento di curve e colla iiriposizione di punti-base. Sicchè 
rirnane da esaminare l'influenza esercitata dalla nuova operazione sulla so- 
vrabbondanza e sulla specialità di un sistema (*). 

Sia 1 CI il sistema da cui si parte, di caratteri r ,  n ,  n ;  e sia D una curva 
contenuta, come parte, in uns O più (infinite) curve C. Le ourve Ci che in- 
sieme alla D costituiscono curve complete del sistema I C [, formano un nuovo 
sistema I C ,  I = i C - D I residuo d i  D rispetto a i C 1. Si tratta appunto di 
paragonare il sistenia I CI col nuovo sistema 1 C, 1 ,  che supporremo sia irri- 
ducibile, e di cui riguarderemo come punti-base quelli soli che cadono tra i 
punti-base di 1 C 1; indicheremo con ri, n i ,  ni i caratteri di 1 Cl 1. Per non 
esser costretti a introdurre locuzioni convenzionali, atte a togliere ogni re- 

(*) ENRIQUES, RZcerche di yeomstria . . . , IV, 4. 

Annali di Malematica, tom0 XXV. 
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strizione, supporremo a dirittura che la curva D sia generica entro ad un 
sistema fineare 1 D 1, almeno m i 7  di cui il grado e il genere indicheremo con N 
e IL ; qnesti caratteri di 1 D I vanno calcolati tenendo conto di quei soli punti- 
base di D 1 che cadono tra i punti- base di 1 CI. Indichiamo finnlmente con Y 

i l  nurnero di quelle intersezioni di una D con una Cl, che cadono fuori del 
gruppo-base di I CI. Cib posto dalla relazione 

l C l = l  c l + D l ,  
deduciamo subito 

n = n ,  + N + 2 u 7  

. r r=? r ,$  n + u - 1 .  

Con questi caratteri possiamo calcolare le dimensioni virtunli di CI e C, 
che sono 

r l = p , + n - n +  1, 

~ r , = p n + n , - T l + l .  
Paragonarido troviamo 

Y', = 1.' - (N  + v - rr + 1). 

Ora si tratta di stabilire la relazione tra le dimensioni effettive Y, Y,  di 1 C 
e 1 Cl 1 ;  si tratta dunque di esamiriare qiiante tra le curve di  I C contengorio 
una D prefissa, spezzandosi in questa ed in una Cl residua. A ta1 fine occu- 
piamoci della serje che il sistema i CI sega sopra la curva D. L'ordine di 
questa serie si valuta subito; perché il numero delle intersezioni di una  
C =  C, + D con la D è la somma dei numeri delle intersezioni della D con 
una Cl e con una D. Ora questi ultimi due numeri valgono per ipotesi u 

e N; quindi la serie segata da1 sistema I Ci sulla D generica è una di  
cui la dimensione p è ancora incognita. Quando si fosse determinato p ,  si 
avrebbe subito 

v ,  + 1); 

giacchè basta imporre ad ui1a delle mT curve C le condizioni .di contenere 
p + 1 punti di D, per ottenere che la C si spezzi nella D e in una delle oorl 
curve Cl. 

Sicchè possiamo dire sin d'ora che 10 staccamento della curva D da1 
sistema 1 C 1 abbassa la dimensione virtuale di 

N +  U - K I  + 1 unità, 
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II .  La sem'e seguta da1 sistema 1 C sulla curva 11 sia speciale. In 
questo caso i sistemi / Cl e 1 (1, 1 possono (non debbono) esser speciali; per 
metterci nelle ipotesi più generali, indichiamo con s ,  s, (>O)  le sovrabbon- 
danze, e con i, i, (2 0 ;  i >  - i,) gli indici di specialità dei due sistemi. L e  ir- 
regolariti di I Cl e 1 C, I provengono dalle differenze s - i ,  s ,  - i,, che vanno 
aggiunte alle dimcnsioni virtuali per ottenere le dimensioni effettive; quelle 
differenze noi chiameremo brevemente le iwegolaritic di CI e 1 Ci 1. Da1 ra- 
gionamento fatto sopra segue che 

irreg. I C, I = irreg. I Ci + & -  1 ,  

dove d' e 1 hanno i significati convenuti. In parole : 
Da zw sistema I CI si sottragga unn cuisva D, su cui 1 C I  seghi utta 

serie che aObia la deficietzxa 8 e l'indice d i  specialità 1; mediante pliesta ope- 
ruxione l ' ir~~egolarità ( s  - i) der! sistelna pvirnitivo aumenta (algebricarnente) 
d i  8 - 6 uniid. 

Quest'ultimo enunciato comprende il precedente (1  - 0). 

40. Corol la~i  dei teorenzi precedenti. - 1 risultati ottenuti conducono 
a numerosi corollari; quelli che più ci interessano, si fondano sulla seguente 
osservazione. 

Noi abbiamo già notato in." 18) che se 1 C i  e 1 D sono due sistemi li- 
neari di curve sopra una stessa supeificie, mediante i qu:ili si formino i si- 
stemi I D + C I ,  I D + 2 C l ,  ..., ID+ZcC ..., si pub sempre determinare un 
numero cosi grande, che per i valori superiori di Ic il sistema 1 D + k C 1 seghi 
una serie completa sulla curva generica C. Supponendo ora che I CI sia al- 
rneno w2, si pub anche esigere che per valori abbastanza elevati di k la 
serie sopra nominata risulti non speciale, giacchè 1' ordine della serie stessa 
cresce con IL Ne viene, applicando i l  teorema 1, che : 

Se I C e I D I sono due sistemi lineari d i  curve sopra unu stessn super- 
Jcie, dei quuli i l  pt.imo sia alrneno c d ,  i l  sistewu D + k C I  ha unu so- 
vrabbondanxa costante, qualu?zque siu i l  numero k purchè superiore ad un 
cet90 limite; e quel sistema irioltre, per quei valori di k, è non speciale. 

II teorema IL ci dà il mezzo di paragonare la sovïabbondanza costante S 
di l D + k C 1 alla irregolarità s' - i' di 1 D 1 ; infatti applicando k volte il 
teorema citato, vediamo che la differenza (sr  - i') - S è ugusle alla somma 
delle differenze tra la dcficienza 8 e l'indice di specialità r delle serie segate 
su C dai sistemi 1 D + k C 1 ,  1 D + (k - 1) C 1 , . . . , 1 D + C 1. I n  simboli, in- 
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dicando con d h ,  th la defiaienaa e l'indice di specialità della serie segata 
da 1 D + h C 1 sulla curva C, abbiamo 

dove, corne limite siiperiore della somma, va preso quel valore di h, a par- 
tire da1 quale 81, e th si annullano. 

Applicheremo l'ultimo teorerna e l'ultima formola a due casi notevoli. 
1. Sia 1 D 1 i l  sistema aggiuntv a l  sistenzn I Cl ;  per adottare la so- 

lita scrittura, indichiamo con / C" 1 quel sistema che sopra è designato con 1 DI. 
Noi vediamo allora che il sistema 1 C'+ k CI ha una sovrabbondanza S co- 
stante, quando k lla un valore sufficientemente elevato. P e r  calcolare S pos- 
siamo approfittare della formola precedente; ma ci gioverà questa volta parago- 
nare la irregolarità S del sistema 1 C' + k C 1 colla irregolarità pg - p ,  - 1 
del sistema canonico 1 K 1 (supposto esistente), notando che è I Cf I = I K+ CI, 
1 Cr + C 1 = 1 K + 2 C 1 , .  . . Diremo allora che la sovrabbondanza richiesta S 
è data da 

S = ( p g - p n  - 1)- (ah-  th), 
h=O 

dove la somma va estesa alle serie che i sistemi 1 C' 1 ,  1 C' + C 1,. . . segano 
su C. Ora tutte quelle serie sono non speciali, tranne la prima che ha l'in- 
dice [, = 1 [si~rchè 1 ,  = [, =. . . = O); e la somma delle deficienze delle serie 
stesse vale (ri.' 17) 

Sostitueiido troviarno S= O. Si ha cosi l'importante risultato : 
Se 1 CI è un sistema lifieare qzralsiasi, e I C' 1 ?le è i l  sisteina agyiutzto, 

i l  sisterna ( C' + k CI è vegolare, purchè il nurneî.0 Ic superi u n  certo linzite. 
Coiiverrebbe veramente esaminare con attenzione le ipotesi fatte per 

giungere a questo risultato ; ma ci riserviamo di ritornare sull' argomento 
al n." 41. 

I I .  Facciamo ora la ipotesi che D coincida con 1 CI. Allora possiamo 
dire che il sistema I Ic C 1 ,  per valori abbastanza alti di k, ha una sovrahbon- 
danza S costante, che è Iegata alla irregolarità s - i  di I CI dalla relazione 

dove dh e th indicano la deficienza e l'indice di specialità della serie segata 
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da  1 (h  + 1) Cl sulla curva C generica. Introducendo, per simmetria, anche 
la deficienza ù, e l'indice r ,  della serie segata da  1 C su C, serie caratteri- 
sticir: gr' d i  ' CI, e notando che si ha (per definizione) 

~ ~ = n - n + r + d , - I  = p , + s - i + J , ,  
e quindi 

do- i o  =-pn- ( s  - i), 

possiamo scrivere la sovrabbondanza S di k C 1 sotto la forma 

da cui 

Se s i  considerawo le serie segate sulla curva ge#erica d i  ujz sistema C I 
(alîneno ooZ) da i  sistenîi i C 1 ,  1 2 C I , 1 3 C 1, . . . , e per ciuscuna serie s i  forma 
lu d i f f w e m a  tra l'indice d i  speciulifà e lu  deJicienza, la  sonama d i  tzrtte 
queste diffevenze uguaglia i l  genere nfcmerico della superficie uulrn~efzfato della 
soz;rabbowdntzxa cosdante S - 2 O cire possiede i l  sistelna 1 7c Cf 1, quando k: è a t -  
bastanza elevato. 

Vedremo poi ( n . O ,  43) in quale caso sia S = O. 

41. Sul la  regolcrrità del sistemu 1 C' + k C 1. - Noi abbiamo visto 
poco fa che il sistema 1 C' + Ic C 1, forinato mediante un sistema 1 CI irridu- 
cibile, almeno oo2, e mediante il suo aggiunto 1 C 1 ,  è regolare quando k è 
siifficientemente elevato. Perb la dimostrazione sopra esposta non è esente 
da obbiezioni, e fa nascere il desiclerio di calcolare direttamente i caratteri 
del sistema 1 C' + k CI, in funzione dei caratteri di I CI  e di 1 C' 1 ,  per ve- 
rificare poi se in fatto In dimensione virtuale del sistema 1 C '  + k 0 1 risulta 
uguale alla dimensione effettiva. Ma una difficoltà si presenta fin da1 prin- 
cipio, giacchè si pub sospettare che il sistema I Cf + le C 1 possa talvolta 
esser riducibile. Ne viene che per dimostrare la regolarità del sistenia 
1 C' + k CI bisogna : 

1) O dimostrare che il sistema 1 cf.+ k C 1 B i>.riducibile, in oorrispon- 
denza a valori abbastanza elevati di k ;  

2) O estendere ai sistemi riducibili il concetto di  regolarità introdotto 
pei sistemi irriducibili. 

Quanto alla via indicata con l ) ,  va notato che le ricerche fatte sinora 
sull'argomento, sebbene lascino prevedere in tutti i casi la irriducibilità del 
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sistema ( C' + k C 1 ,  non esauriscono la questione ; e trattandosi di ricerche 
minuziose, non è il caso. di esporre qui il risultato incompleto a cui sinora si 
è arrivati. 

Quanto alln via indicata con 2), diremo che essa non presenta nessuna 
difficoltg, ma non val forse la pena di introdurre le convenzioni che essa 
esige, ne1 dubbio che possano essere inutili, almeno ne1 caso nostro. 

I n  seguito a queste considerazioni, noi ci limitiamo a dimostrare due pro- 
posizioni, che. bastano al nostro scopo. 

1. SB 1 C ( è, 7rn sistema lineare d i  curve, i r d u c i b i l e ,  almeno oog, priuo 
d i  curue fonclamentali proprie, e / Cf 1 ne è il sistema aggiunto,  i l  sisteina 
1 C' i- k CI è irviducibile, . e non possiede pzcnti fissi cowtuni a tutte le sue 
curve fuori dei punti-buse d i  1 C 1, qzcanclo il nzcmero k è suficievttemente elevato. 

I I .  Nelle ipotesi i r a  fatte i l  sistema 1 C r  + k C 1 è rsgolare. 
1. Per  dimostrare la prima parte osserviamo che, detto x i l  genere 

ed n il grado del sistema 1 CI, la ipotesi che il sistema cor 1 C l  sia privo di 
curve fondamentali proprie, si trnduce nella condizione che entro a I CI non 
si trovino sistemi oar-i di genere inferiore a n. Ne viene che, quando si sarà 
ottenuto un valore di k cos1 elevato, che il sistema 1 C' + k Cl seghi sulla 
curva C generica. una serie complcta g;;zt% (n.' ,18), si potrà affermare che 
una serie dello stesso ordine e della stessa dimensione vien segata da1 si- 
stema 1 C' + k C 1 anche sulla curva generica di ogni sistema wr-' contenuto 
in 1 C 1. D'altra parte In serie in questione g~;-~pf+k'; non possiede punti fissi, 
che siano comuni a tutti i suoi gruppi. Segue che non vi pub esser un pmto  
aomune a tutte le curve di I C' + k Cl, fuori dei punti-base di I CI; giaccliè 
se quel punto esistesse, le curve C passanti per esso (semplici o spez- 
zate) conterrebbero una serie del tipo nominato, dotata di un punto fisso. E 
con cib risulta pure che le curve di 1 C' + k Cl non possono avere una parte 
fissa in cornune. E nemmeno pub accadere che la curva generica di 1 C' + k C 1 
si spezzi in più curve variabili di un fascio, giacchè entro a quel sistema si 
trovario curve delle quali una componente irriducibile è la C, che varia in 
un sistema almeno oo2. Con cib la proposizioiie 1 è completamente dimostrata. 

II. Passiamo ora al teorema II. Ci conviene ricordare che 1 C' + k CI è 
i l  sistema aggiunto a 1 (k + 1) C ,. Se peï brevità di scrittura indichiamo 1,111- 
timo ~istemn con I D 1, designeremo il primo con 1 D' 1 ;  si tratta allora di di- 
mostrare che 1 D' 1 è regolare, in corrispondenza a valori abbastanzà elevati 
di k:. Supponiarno percib di aver scelto k cos1 grande che 

1) il sistema I D l non abbia punti-base semplici (basta che aia k 2 1); 
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2) il sistema 1 D' 1 sia irriducibile, e non abbia punti fissi comuni 
alle sue curve, fuori dei punti-base di i D 1 (O, cib ohe fa, 10 stesso, di 1 CI); 
1  D' 1 possegga inoltre il sistema aggiunto ( D" 1 ; 

3) il sistema 1 D' 1 seglii siilla curva generica D di 1 D 1 una serie 
mente I R  deficienza pg - p,; anche quest'ultima condizione pub sempre venir 
soddisfatta (*). 

Cib posto, indichiamo con no il genere di ( D 1, e con w r ,  nt, 1.' il grado, 
il genere, e la dimensione cffettiva del sistema aggiunto 1 D' 1. La diinen- 
sione Y' pub valutarsi subito, notando che 1 D' 1  sega per ipotesi sulla curva 1) 
di genere n, una serie g;;:l;(~g p.', e che il sistema 1 D' A D 1 ,  coincidendo 
(a parte curve fisse) col sistema canonico, ha la dimensione p,- 1. Sicclié 

ossia 

Rimane da calcolare il grado n' del sistema 1 D' 1. A ta1 fine conviene 
introdurre il sistema ausiliario 1 D + D' 1 ,  e forrnarne il sistema aggiunto. 
Nelle ipotcsi fatte, qiiesto sistema aggiunto si pub costruire in due modi, 
fondandosi sulln. proprietà fondamentale dell'aggiunzione, n." 15; ed è rap- 
preseiitato da ciascuno dei due sistemi 

Cerchiamo ora il numero dei punti in cui una curva, generica dell'ultimo 
sistema sega uns curva D', fuori dei punti-basse di 1 DI. Questo numero è 
espresso, facendo iiso di notazioni già adoperate, dai due membri dell'ugua- 
glianza 

2 0 ' .  D ' = ( D +  D " ) . D ' ;  
orn notnndo che 

Dr . Dr = n', D -  D f =  h 0 - 2 ,  D' . Dr' .= 2 nr - 2, 
si ha 

2 n ' = 2 n , + 2 x r - 4 ,  
e finalmente 

r i  =no + n t - 2 ,  

('*) ENRIQUES, Introduzione.. . , n.O 40; cfr. pure la Monogrsfia Sur quelques récents 
résultais . . . , n.O 27. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei sisterni lineari di curve tramiaii sopra una superficie algebrica. 31 5 

la  quale ci da il grado di 1 D' 1. Ora coi caratteri di 1 D'I che conosciamo, 
sinmo in grado di verificare se 1 D' 1 sia regolare. Si ha  infatti 

e tanto basta, trattandosi di un sistema. non speciale, per concludere che ( Dr 1 è 
regolare, come si era affermato. 

Osservazioni. - Sul lemnza 1 noterb, che esso pub anche enunciarsi 
sotto forma proiettiva, assumendo una superficie del10 spazio ordinario O di 
un iperspazio, le cui sezioni iperpiane formino il sistema 1 CI, od un multiplo 
di esso. Siccorne 1 CI (insieme ai  suoi multipli) è privo di curve fondamentali 
proprie, cod la  superficie in questione sarà priva di punti multipli isolati. 
Diremo dunque: u Sopra una superficie priva di punti multipli isolati, il si- 
u stema aggiunto al sistema delle sezioni iperpiane, O ad  un multiplo abba- 
u stanza elevato di questo, è irriducibile e privo di punti-base; quindi le curve 
u generiche del detto sistema aggiunto sono prive di punti multipli. Y 

Sul teorema II va notato, che nella dimostrazione non si tien conto ve- 
ramente del fatto che 1 Cl sia privo di curve fondamentali proprie, ma solo 
delle due conseguenze che abbiamo dedotto da quel fatto, e che si riducono 
alla irriducibilità di 1 C' + IC C 1, e alla mancanxs di punti fissi comuni alle 
curve di questo sistema, fuori dei punti-base di 1 Cl. L'ultima condizione noil 
è nemmeno necessaria, purchh i caratteri pz' e nt del sistema 1 C' $. IC C) siano 
calcolati rispetto ai punti-base di questo sistema, che cadono tra i punti- 
base di 1 CI. Con cib arriviamo al seguente teorema, più generale del II. 

Se 1 C l  è un sistema irriducibile almeno mg, ed è pure irriducibile il 
sistema I Cf + k Cl, quest'ultimo sistema, per k suficientemente eievato, è re- 
golare, quando si riferisca al grappo d i  punti che è base per I C 1. 

42. Considerazioni su1 teorema del paragrafo precedente. - I l  teo- 
rema che ci afferma esser regolare il sistema aggiunto ad uii multiplo abba- 
stanza elevato di un sistema 1 CI, privo di curve fondamentali propie, ci dà 
il mezzo di pïocurarci sistemi regolari di dimensione alta quanto si vuole. E 
siccome sappiamo già (n." 35) che in un sistema regolare complet0 la serie 
caratteristica ha  la deficienza massima p, -p,, siamo ora in grado di dare 
il compimento desiderato al teorema che assegnava quel massirno: 

S o p ~ a  una superficie di generi pg, p,, esistono infiniti sisterni d i  curve 
completi, le cui serie caratteristiche hanno la deficienza massitna pg - p, . 
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316 C'us ï! e 1 n u  o v O : Alcune proprietà fondamentali 

Di qua si pub trarre una definizione dell'invariante pg -- p,; pg - p ,  è 
i l  oalore massinao raggizitzto dalla deficienxa della serie caratteristica d i  un  
sistema lineare appwtenente alla superjicie (*). 

Inoltre l'esistenza di sistemi regolari, tali che tra i loro caratteri passa 
la relazione (n." 36) 

r - n + n - l = = p  n 9 

mentre per ogni altro sistema non speciale, il primo membro supera il se- 
condo, ci permette pure di stabilire la seguente proprietà del genere nume- 
rjco p,,, proprietà che potrebbe anche servire di definizione : 

Colla dimensione efettivu Y, col grado n e col genere .rr di  un sistema li- 
Izeare completo non speciale appartenente ad m a  sîyellficie, si formi la espressione 

questa potrà .mutal. valore al mutare del sistenza, ma tra tutti  i valori che 
essa pub assumere, ve f i 'è uno minimo, clie gode naturulme)zte proprieth in-  
variantiva rispetto alle trasformaxioni biraxionali, ed è i l  genere numerico 
dellu superficie. 

Si confronti questa definizione con quella che si pub dare del genere di 
una curva u valore massimo della differenza n - r tra l'ordine e la dimen- 
u sione di una serie completa esistente sulla curva n .  E si avrà uua via per 
introdurre un carattere analogo anche sulle varieth algebriche di dimensione 
superiore a 2. 

43. Un. teorema sui rnultipli d i  urc sistenta privo d i  curve fondnmen- 
tali. - Per mostrare una applicazione del teorema II del 3 41, vogliamo 
infine esporre una proprietà del sistema 1 k C 1 multiplo di un sistema 1 C 1. 
Noi sappianio già che quel sistema è non speciale, ed ha una sovrabbon- 
danza costailte, quando il numero k supera un certo limite (n." 40, TI). Si 
pub chiedere adesso in qua1 caso quella sovrabbondanza sia nulla, ed il si- 
stema 1 k Cl risulti in conseguenza regolare. Un esame un po' attento lascia 
vedere che il valore della sovrabbondanza costante d i  1 lc Cl dipende dalle 
curve focdamentali, che il sisterna 1 C /  (e quindi il sistema 1 E CI) possiede. 
Senza entrare nei particolari della questione, ci liiniteremo a dimostrare il 
teorema seguente (**) : 

(*) Cfr. la Xonogrsfia citnta Sur quelyzces récents résidtnts . . . , n.O 27. 
(+") Cfr. ENI~IQUES, Ricerchs d i  geoinetria . . . , V, 4. 
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Se un sistemcc lineare, irriducibile, ( C 1 ahneno ooL , è privo d i  cuwe 
fondamentali proprie, oyni mzcltiplo 1 k CI di esso è vegolare, quando II su- 
pers tua certo limite. 

Si consideri infatti (ragionando in linguaggio proiettivo) la ~uperficie F 
di S r ,  le cui sezioni iperpiane formano il sistema' 1 C 1 ,  O, cib che per noi fa 
I O  stesso, un multiplo di 1 CI. Questa superficie è priva di punti multipli jso- 
lati, giacchè il sistema 1 C 1 (insieme ai suoi multipli) è privo di curve fon- 
damentali proprie. Ne viene (n.' 41, Oss.) che le curve C', d'ordiiie 2 n - 2, 
aggiunte a 1 CI, sono prive di punti multipli. Ma allora le varietà a r -  1 
dimensioni di S, segano sopra ciascuna C' (di genere x') una serie non spe- 
ciale e cornpleta gk,:;S_,SJ-"', purchè I'ordinc k di quelle varietà superi un certo 
limite. E poichi! questu serie è segata su C' dalle curve di 1 k C ! ,  diremo in- 
tanto che scegliendo k abbastanza elevato si pub ottenere che la serie gk(,,-,,, 

segata da 1 k CI sopra una C', sia completa e non speciale. Yrendendo poi k 
abbastanza elevato, si pub esigere inoltre che la detta serie gk(,,-,, di C' con- 
tenga la serie caratteristica g,, di 1 C' 1 ,  e lasci per residuo una serie non 
speciale. Ora dalle ipotesi fatte, appoggiandosi ad un lemma relativo alle ad- 
dizioni di serie situate sopra una stessa curva (*), segue che è pur completa 
su C' Ia serie contenente ogni gruppo formato da un gruppo della gkp,-,, 
e da un gruppo della serie caratteristica y,,; è dunque cornpleta la serie che 
il sisteina ( C' -+ Ic CI sega su C'. D'altra parte (n." 41) il sistema 1 C'+ k Cl 
è regolare, quando k è abbastanza elevato; dunque (o." 40) è regolare anche 
il sistema 1 k CI, che si ottiene da1 precedente staccando la curva C'. E cib 
appunto si voleva dimostrare. 

Corollario. - La formola del ri." 40, II, che dà la sovrabbondanza co- 
stante S del sistema I k CI, diviene nella ipotesi del17ultimo teorema 

e dà luogo alla seguente proposizione : 

(*) Il lemma si enuncia cosi: Sopra una curva di genere r si albia~zo due serie, di 
cui la prima cornpleta non speciale 9:-* contenya la seconda y,, e la diferenza g,-, sia 
cincora zcnn serie non speciale; allora la serie g,+, , di dimensione mitzima, contenente ogni 
gruppo formato da u n  gruppo della prima e da un gruppo della seconda serie, è ancora 
completa (non speciale). Se infatti g,+, non fosse completa, essa avrebbe una dimen- 
sione n + 9n - x - 6 c m  6 > 0, e quindi un gruppo di y, presenterebbe ad essa m - 6 
condizioni; ma allora 10 stesso gruppo presenterebbe al più rn - 6 condizioni ad ogni 
gruppo della g;-= costretto a contenerlo, e la serie residua g,-, avrebbe la dimensione 
2 n - m - n + ô, e çarebbe speciale, contro la ipotesi. 
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Se  1 CI è ulz sistema di cwve ,  alme~o me, p i v o  d i  c w v e  fondamentalri 
p o p r i e ,  e si consideram Ze serie d i e  il sisterno 1 CI ed i suoi multipli 1 2 CI, 

1 3 C 1 . . . , segano sulla curva C generica, formando per ogni serie ta dire- 
renxa tra l'indice d i  specialità e la deficienxa, ln somma d i  tutte queste di f -  
f e m m e  non dipende da1 sistema 1 CI da cui si parie, ed t! uyuale al genere 
mmerico  della superficie. 

Roma, febbraio 1807. 
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