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EXERCICES D’ANALYSE

PHYSIQUE MATHEMATIQUE

MEMOIRE

SUR LA

RESOLUTION DES EQUATIONS TNDETERMINEES

DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS.

- Supposons qu’il s’agisse de résoudre, en nombres entiers, une
équation indéterminée du premier degré & plusieurs inconnues. ‘Si
ces inconnues se réduisent 4 deux

z, y,
Péquation indéterminée sera de la forme
(1) ar+ by =k,
a, b, k désignant trois quantités entiéres, et ne pourra étre résolue que
dans le cas ol le plus grand commun diviseur de a et de b divisera £.
~ Mais alors on pourra diviser les dcux membres de I'équation (1) par ce
plus grand commun diviseur; et comme on pourra, en outre, si a est

négatif, changer les signes de tous les termes, il est clair que I’équa-
tion (1) pourra étre réduite a la forme

(2) mxtny ==l
OFuvres de €. — S. 11, t. XIL ‘ 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

[, m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers entre
eux.
Observons maintenant que I'équation (2) coincide avecl’équivalence

mx==x1 (mod. n)

ou
(3) o= L mod
=+ — ( .n),
et qu’en vertu de la formule
{ i .
EEI;{ (mod. n),

la résolution de I'équivalence (3) peut étre réduite a celle de la sui-
vante

(4) xr =

1
- (mod. n).

D’autre part, si n est un nombre premier, on aura, d’aprés un théo-

reme connu de Fermat, )
(3) mrl=1 (mod. n);
’ ’
par consequent
!
— = mn—? (mod. »).

Donc alors m*~? sera une des valeurs de « propres 4 vérifier 'équiva-
lence (4), de sorte qu'on résoudra cette équivalence en posant

(6) x=m"? (mod. n).

Telle est la conclusion trés simple  laquelle M. Libri et M. Binet sont
parvenus pour le cas ou Ie module n est un nombre premier. Pour
étendre cette méme solution & tous les cas possibles, il suffirait de
substituer au théoréme de Fermat le théoréme d’Euler suivant lequel,
n étant un module quelconque et m un entier premier i n, on aura
généralement ‘ '

(7) mi¥=1 (mod. n),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. . 1

si I'exposant N renferme autant d’unités qu’il y a de nombres entiers
inférieurs & » et premiers an (). En effet, I’équation (7) étant admise,
on en conclura

1
— = mN mod. n
L (mod. n),

et, par conséquent, o
m-—

\

sera I'une des valeurs de = propres & vérifier I'équivalence (4), de
sorte qu’on résoudra cette équivalence en prenant

(8) ) x = mN-! (mod, n).

L’équivalence (4), étant résolue comme on vient de le dire, entrai-
nera la résolution de I’équivalence (3) qui coincide avec I’équation (2),
et, par suite, la résolution de I'équation (1), dans le. cas ou le plus
grand commun diviseur de a et de b divisera 2. On résoudra, en parti-
culier, I'équivalence (;5) en prenant

(9) x = mf (mod. n).

(*) M. Poinsot nous a dit avoir remis autrefois 4 M. Legendre une Note manuscrite
dans laquelle il avait ainsi étendu & des modulés quelconques la solulion présentée par
M. Binel, el relative au cas ou » est un nombre premier. Dans celte méme Note,
M. Poinsot donnait du théoréme d'Euler la démonstration suivante, analogue a celle qui,

dans le Mémoire de M. Binet, se trouve appliquée au théoréme de Fermat :
Soient

1,a,boc, ...

la suite des entiers inférieurs & n, mais premiers 4 n; N le nombre de ces entiers et, m
I'un quelcongue d’entre eux. La suite .

m, am, bm, em, ...

se composera encore de termes, premiers i n, mais qui, divisés par n, donneront des

~ restes différents. Donc chague lerme de la seconde suile sera équivalent, suivant le
module n, & un seul terme de la premiére, et 'on aura

1.a.b.c...=m.am.bm.cm...=1.a.b.c...mN (mod. n)

ou, ¢ce qui revient au méme,

1.a.b.c...(mMN—1)=0 (mod. n),
puis on en conclura ) :

mN—1=0 ou mV¥=1 (mod.n)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

En résumé, on pourra ¢noncer la proposition suivante :

TreortME I. — a, b, £ désignant trois quantités entiéres, on pourra

résoudre en nombres entiers I’équation indéterminée

(n azx—+ by = k,
st le plus grand commun diviseur de a et de b divise k.

Supposons d’ailleurs qu’en divisant a, b, £ par ce plus grand com-
mun diviseur, et changeant s’il est nécessaire les signes de tous les
termes de I’équation ainsi obtenue, on la réduise & la suivante

(2) mxtny—==|
ou, ce qui revient au méme, a 'équivalence

)
(3) x=i7ﬁ (mod. n),

l, m, n désignant trois nombres entiers, et m, n étant premiers cntre
eux. Pour vérifier I'équivalence (3), il suffira de poser

xz =t mi1] (mod. n),

N désignant le nombre des entiers inférieurs 3 n, mais premiers a n.

Corollaire I. — L’équation indétermince -

ax+ by =k o

est toujours résoluble en nombres entiers, non seulement lorsque les
coefficients @, b des deux inconnues sont premiers entre eux, mais
aussi lorsque la valeur numérique du terme tout connu £ est égale au
plus grand commun diviseur de «, &, ou divisible par ce plus grand
commun diviseur. Par suite, le plus grand commun diviseur de deux

quantités entiéres a, b peut toujours étre présenté sous la forme
azx + by,

x, y désignant encore des quantités entiéres,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



‘DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. 13

Corollaire II. — I, m, n désignaﬁht trois nombres entiers, et m, n étant
premiers entre eux, on peut toujours satisfaire, par des valeurs entiéres
de x, y, a 'équation

mx—ny==1.
D’ailleurs les diverses valeurs de « propres & vérifier cette équation,
ou, ce qui revient au méme, I'équivalence

o=t (mod. n),
sont toutes équivalentes entre elles suivant ce module n; en sorte que,
I'une d’elles étant désignée par &, on aura généralement

x:E+n:,

z désignanl une quantité positive ou négative.
On déduit aisément du premier théoréme celui que nous allons
énoncer.

Tuionime I, — Sotent
n=nn,

u?

A}
un module décomposable en deux facteurs n, n,, premiers entre eux ;

r Pun quelconque des entiers inférieurs a n, mais premiers a n ; et

1 ’II

les restes qu’on obtient, quand on divise r par le premier ou le second des
deux facteurs

n, n,.
Non seulement a chaque valeur de r correspondra un seul systéme de
valeurs der,, r,, mais réciproguement a chaque systéme devaleursder,, r,

correspondra une seule valeur de r.

Démonstration. — D’abord r,, étant le reste de la division de r par n
sera complétement déterminé quand on connaitra r, et ’on pourra en
dire autant de r,. De plus, & deux valeurs données de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

correspondra une valeur de r qui devra étre de chacune des formes
r+nz, Ry,
x, y désignant deux quantités entiéres. Or les deux équations

r=r4+nwr, r=r,+ny

'

entraineront la formule

r+nr=r-+n,y,
ou
RE—n,y=r,—r;

et les valeurs de x, propres a vérifier celte formule, seront de la forme

E+n,s, !

£ désignant 'une quelconque de ces mémes valeurs el s une quantité
entiére positive ou négative. Cela posé, si l’on fait, pour abréger,
) r,+nE=4a,
I’'équation
r=r-+nx

donnera

r==& 4 n,n,s,

ou, ce qui revient au méme,

:

r=&f +~ns.

Or, puisque les diverses valeurs de r que déterminerait cette derniére
équation, si la quantité entiére s restait arbitraire, sont équivalentes
entre elles suivant le module n, il est clair qu'une seule sera positive
et inférieure & n. Donc & des valeurs donnécs de r,, r, correspondra
une seule valeur de », positive et inférieure & n. Si 'on étend le théo-
réme If au cas ol le module n est décomposable en plus de deux fac-
teurs, on obtiendra la proposition suivante : '

Tukoreme 111, — Soient :
n=nn,n, ..

un module décomposable en plusieurs JSacteurs
n, n

n

n m?r

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. 15

qui soient tous premiers entre eux ; rl'un quelconque des entiers infé-
rieurs a n; et
,

r r

I ur w*

les restes qu’on obtient quand on divise r par 'un des facteurs
nl7 nll’ 'lﬂl’

Non seulement a chaque valeur de r correspondra un seul systéme de
valeurs de Ty Tay Ty oo mais réciproquement, a chaque systéme de

n Y

valeursder,r,,r

nr wmr

.. correspondra une seule valeur de r.
Démonstration. — En raisonnant comme dans le cas ou les facteurs n,,
n,, ... se réduisent a deux, on prouvera d’abord qu’a chaque valeur

de r répond un scul systéme de valeurs de », r, r,, .... Soit

"} wr

d'ailleurs
n'

le produit des facteurs de » différents de n,, en sorte qu’on ait

et nommons r’ le reste de la division de r par n’. En vertu du théoréme,
si les facteurs n,, n,, n, se réduisent i trois, on verra correspondre une
seule valeur de r’ & chaque systéme de valeurs de r,, r,, et une seule
valeur de r & chaque systeme de valeurs de r,, 7/, par conséquent a
chaque systéme de valeurs de ,, r,, 7,. Ainsi ’on passe facilement du
cas ou le nombre des facteurs de n est 2, au cas o cc nombre devient
égal a 3. On passera de la méme maniere du cas ol il existe trois fac-
teurs de n premiers entre eux, au cas ol il en existe quatre, et ainsi
de suite. Donc le théoréme I11 est généralement exact, quel que soit

le nombre des facteurs premiers de 7.

Corollaire. — Le module

n:n,n”n,”.. .y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

étant décomposable en facteurs

Ry Ry Ry, e

qui soient premiers entre eux, nommons toujours

r, I'un quelconque des entiers inférieurs a 7, mais premiers a 7n;
r,, 'un quelconque des entiers inférieurs  n,, mais premiers a n,;
r,, 'un quelconque des entiers inférieurs & n,, mais premiers a n,;

ete.
. L]
et soient en outre :

N, le nombre des valeurs de r;

N,, le nombre des valeurs de r,;

N,, le nombre des valeurs de r,;

etc. '

Les systemes de valeurs qu’on pourra former en combinant une valeur
de r, avec une valeur de r,, avec une valeur de r,, ... seront évidem-

ment en nombre égal au produit

NN,N,....
Donc, puisqu’a chacun des systémes correspond une seule valeur de r,
et réciproquement, on aura

N=NN,N,....

1l sera facile maintenant de résoudre la question que nous allons
énoncer.

ProsLiME 1. — Déterminer le nombre N des entiers inférieurs a un

module donné n et premiers a ce module.

Solution. - Pour résoudre aisément ce probléme, il sera bon de
considérer successivement les divers cas qui peuvent se présenter,
suivant que le module n est un nombre premier, ou une puissance
d’un nombre premier, ou un nombre composé quelconque.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



bU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. 17

Or : 1° si le module n est un nombre premier, alors les entiers

1, 2, 3, ..., n—1, n,

non supérieurs au module n, étant tous, a 'exception de r, premiers
a ce module, on aura évidemment

(10) N=n-—1.

Alors aussi, la solution que fournira le théoréme I pour une équation
indéterminée ne différera pas de la solution donnée par M. Libri et
par M. Binet.
2° Sile module
n—=w
se réduit & une certaine puissance d’un nombre premier v, alors parmi
les entiers
1, 2, 3, ..., rn—1, n,
dont le nombre est n, les uns, divisibles par v, seront le produit de v
par les entiers
' n
v

L, 2, 3, ...,

’

n . . . .
dont le nombre est —; les autres, premiers & v, ou, ce qui revient au

méme, a n, seront évidemment en nombre égal 4 la différence
n < 1>
N— —=—nl({l1—-—1-
v v

() N:n(x—é):v“—‘(\a—x).

On aura donc

3° Sile module n est un nombre entier quelconque, on pourra tou-
jours le décomposer en facteurs dont chacun se réduise 2 un nombre
premier ou & une puissance d’un nombre premier. Nommons

n n n

1 un wr e

ces mémes facteurs, en sorte qu’on ait

n=nn,n,...

OFuvres de C. — S. 1I, t. XII. - 3
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18  RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

et .

—yt — yb — yt
n,= V}, ’ n,— Vi ny=Y M

Vu» «-+ désignant des nombres premiers distincts les uns des

vl’ V”,
, . .
autres. Représentons d’ailleurs

wr

par N, le nombre des entiers inférieurs et premiers & n,;
par N, le nombre des entiers inférieurs et premiers a n,;
par N, le nombre des entiers inférieurs et premiers a n,,;.

etc.

Le corollaire du théoréme IIT donnera

(12) N=N,N,N,...,

puis on en conclura, eu égard a la formule (11),

(13) N=n<,_%)(._§”)(,_vim)...

ou, ce qui revient au méme,

(14) : N=y=to) et o (v, —1) (v,— 1) (v,—1) . ...

H

Corollatre. — Lorsque le module n se réduit au nombre 2, ou plus:
généralement 2 une puissance 2* de ce méme nombre, la valeur de N,
en vertu de la formule (10) ou (11), se réduit 4 unité ou plus généra-
lement & 22~', en sorte qu’on a

I
N=o2"1==n.
2

Revenons maintenant au théoréme I. On peut évidemment, dans ce

théoréme et dans les formules (8), (9), remplacer le nombre N des
entiers inférieurs au module »n, mais premiers & n, par I'une quel-
conque des valeurs de ¢ pour lesquelles se vérifie I’équivalence

(15) - mi=1 (mod. n). ‘ ,

'

Or parmi ces valeurs il en existe une, inférieure A toutes les autres, et
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DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. 19

qui pour ce motif doit étre employée de préférence. D’ailleurs cette
valeur particuliére de 7 jouit de propriétés remarquables qui peuvent
servir & la faire reconnaitre et calculer. Entrons 4 ce sujet dans quelques
deétails.

Les nombres entiers 2, n étant supposés premiers entre eux, I’unité
sera certainement, dans la progression géométrique

1, my, m? md ...,

le premier terme qui se trouve équivalent, selon le module 7, 4 I'un
des termes suivants. En effet, une équivalence de la forme

m!i= mt+i (mod. n),

dans laquelle / et ¢ seraient entiers et positifs, entrainera nécessaire-
ment une autre équivalence de la forme

1=m! (mod. r),

dans laquelle le terme m? de la progression se trouverait remplacé par
'unité. Ajoutons que, si mf représente la moins élevée des puissances
entiéres et positives de m, équivalentes a I'unité suivant le module 7,
les restes qu'on obtiendra en divisant par 7 les termes de la progression

1, m, m? md

formeront une suite périodique, dans laquelle les ¢ premiers termes
seront différents les uns des autres. Représentons par

i, m, m', ..., m@-1

ces premiers termes. Comme, dans la progression dont il s’agit, deux
termes seront équivalents entre eux suivant le module » quand ils
répondront & des exposants de la base m équivalents entre eux suivant
le module ¢, on aura évidemment

m =mi =m¥ =...=1,
m! =mHl =mPtli=.  =m,
(16) m: =mitt=mtiti=., =m (mod. r).
.
............. e e,
mi— = m¥-l= mdi= = mi-1) '

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



20 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

L'exposant de la puissance a laquelle il faut -élever la base m pour
obtenir un nombre équivalent suivant le module » 4 un reste donné,
est ce qu'on nomme |'indice de ce nombre ou de ce reste. Cela posé,
il est clair que, dans les formules (16), les indices correspondants au
reste I seront représentés par les exposants

~

o, I, 20, ...,

les indices correspondants au reste /' par les exposants

1, [~+1, 2041, ...,

les indices correspondants au reste m” par les exposants

2, {42, 2042, ...

etc., enfin les indices correspondants au reste mt =" par les exposants

[—1, 2{—1, 3i—1,

Done, puisque les restes

[ " (—1
1, m'y, m", ..., I{l“ )

seront tous inégaux entre eux, les seuls indices positifs de l'unité
seront les divers multiples de ¢; et le plus petit de ces indices ou le
nombre f montrera combien la suite périodique des restes, indéfiniment
prolongée, renferme de restes diflérents. L’étendue de la période
formée avec ces restes

! 14 [ —
, m, m' ..., m@G-Y

se trouvera donc indiquée par le plus petit des indices de I'unité,
auquel nous donnerons, pour cette raison, le nom d’indicateur. Cela
posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante :

TutoriMe IV. — m, n désignant deux nombres entiers, et m étant
premier a n, les seules puissances entiéres et positives de m qui seront
équivalentes a I’unité suivant le module n, seront celles qui offriront pour

exposants U'indicateur i correspondant a la base m et ses divers multiples.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. 21

On déduit immédiatement du théoréme IV celui que nous allons
énoncer.

TutoreMe V. — Si le module n est décomposable en divers facteurs n,,
n,, ..., ensorte quon ait

n=nn,...,

et si, la base m étant un nombre premier a n, on nomme

o p

les indicateurs correspondant aux modules

n, n, ceey

Uindicateur i, correspondant au module n, sera le plus petit nombre entier

qui sout divisible par chacun des indicateursi,, i, ....

Démonstration. — En effet, I'indicateur ¢ correspondant au module n
sera la plus petite des valeurs de z pour lesquelles se vérifiera la for-
mule ’ '

mi=1 (mod. n).
D’ailleurs, » étant égal au produit des facteurs »,, n,, ..., cette formule
entrainera les suivantes :

mi=1 (mod.n,), mi=1 . (mod.nr,),

Donc, en vertu du théoréme précédent, ¢ devra étre a la fois un des
multiples de ¢, un des multiples deZ,, .... Donc la valeur cherchée
de 7 sera la plus petite de celles qui seront & la fois divisibles par 7,
pari, ....
L’indicateur ¢, correspondant 2 un module donné n, varie générale-
. ment avec la base m, mais cette variation s’effectue suivant certaines
lois, et 'on peut énoncer & ce sujet les propositions suivantes :

Tutorine V1. — Si la base m est décomposable en deux facteurs

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



22 RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES
aurxquels correspondent des indicateurs
i,

i,

premiers entre eux, dans le cas ot le nombre n est pris pour module ; on

aura non seulement
. n — m, I)l”

mais encore, en désignant par i U'indicaleur correspondant a la base m

et .au module n,

I=1,

Démonstration. — L’'indicateur ¢ relatif & la base m vérifiera la for-

mule
B _ mi=1 (mod. n),
de laquelle on tirera

mi=1, md=1, vy
et généralement, si 'on désigne par j un multiple quelconque de 7, .
(17) mi=; (mod. n),
ou, ce qui revient au méme,
(18) mimi =1 (mod. r).

D’autre part, les indicateursi,, 7,, relatifs aux bases m,, m,, vérifieront
les équivalences

(19) mi=1, mh=1 (mod. n),

et il suffira que 7, divise / pour que la premiere des formules (19) en-

traine I'équivalence .
mi=1 (mod. n),

par conséquent, eu égard & la formule (18), I’équivalence
mi=1 (mod. n),

qui suppose (voir le théoréme 1V) ; divisible par i . Ainsi, de ce que le
nombre ¢ vérifie 'équivalence . ’

mi=1 (mod. n),
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DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. 23

il résulte que tout multiple de #, divisible par Z,, sera en méme temps

d1v151b1e par i,; en sorte que i, divisera nécessairement le produit iz,

II’

ot par suite le nombre £, si 7, 7, sont premiers entre eux. Mais alors ¢
ivisible par ¢, devra I'étre pareillement, et pour la méme raison,

divisible par ¢, d I'étre pareill t, et p 1

par ¢,. Donc, si 7, 7, sont premiers entre eux, tout nombre ¢, propre &

vérifier I'équivalence
mi=1 (mod. n),

sera divisible par le produit 7,7, et l'indicateur correspondant a la
base m, ou la plus petite des valeurs de ¢ pour lesquelles on aura

mi=g (mod. n),
devra se réduire a ce produit.

.Tmizoniznm VII. — Soient

les indicateurs correspondant a deux bases diverses

m,, m,"

L]
mais @ un méme module n. Le plus grand commun diviseur  des indi-
cateurs i, i,, pourra étre décomposé, souvent méme de plusieurs manieres,

en deux facteurs u, v tellement choisis, que les rapports

sotent des nombres premiers entre eux ; et, si l’on pose alors
m=m'm;,
Utndicateur i, relatif a la base m, sera le plus petit nombre entier que
puissent diviser simultanément les indicateurs iy i,
. Démonstration. — Concevons que le plus grand commun diviseur w
de 7, ¢, soit décomposé en facteurs

% 8 7 ..., -
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dont chacun représente un nombre premier, ou une puissance d’un
nombre premier. Deux produits

u, v,

formés avec ces méme facteurs, de maniére qu’on ait
Uy = w,

fourniront pour les rapports

des nombres premiers entre eux, si I'on fait concourir chaque facteur,
par exemple le facteur a, 4 la formation du produit u, quand « est

SN . NN ) .
premier & %; du produit ¢, quand « est premier & %; enfin du produit u

ou du produit ¢ indifféremment, quand « est premier 4 ¢hacun des

deux nombres
l/ l// [}
Y,
(74

Les deux produits z, ¢ étant formés comme on vient de le dire, pour
déduire le théoréme VII du théoréme VI, il suffit d’observer que,

.

les nombres entiers

seront les indicateurs relatifs aux bases
m, my,

et que, ces indicateurs étant premiers entre eux, la base m déterminée

par la formule
m=m;m,
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devra correspondre a I'indicateur

2

7
w

sl
< I§h.

Or cette derniére valeur 7 sera précisément le plus petit nombre entier
que puissent diviser simultanément les indicateurs i, Z,.

Corollaire 1. — Pour montrer une application du théoréme VII, con-
- sidérons en particulier le cas ou 'on aurait

n =78,

m/:'5, m,= 29.
omme
5* et 2g®

seront les puissances les moins élevées des nombres 5 et 29 qui,
"divisées par le module 78, donneront pour reste I'unité, on aura néces-

sairement ,

et par suite
u=1, g =2,

attendu que des deux rapports

le second seul sera premier au facteur 2 de w. Cela posé, pour obtenir
une base m correspondant a I'indicateur
l./ ill

=1L =12,

)]

il suffira de prendre
m=m'm;=>5.29%;
et, puisque
5.09!=71=—79 (mod. 78},

il suffira de prendre
. m=—="7I1.

Effectivement, 71'* est la premiére puissance de 71 qui, divisée par 78,
donne pour reste 'unité. -
QEuyres de C. — S, II, ¢, XII. ) 4
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Corollaire 11. — ﬁtant données deux bases

m, m

1 "

qui correspondent & deux indicateurs différents

ll, lll‘

on peut toujours trouver une troisieme base

m

quicorresponde a I'indicateur ¢ représenté par le plus petit des nombres
que divisent 2 Ia fois les deux indicateurs donnés.

Corollaire I11. — Soient

m, m, m,

trois bases différentes, et o
Uy, 1y 1,

les indicateurs qui correspondent a ces trois bases, mais & un seul et

méme module . Si 'on nomme 7 le plus petit nombre que diviseront

simultanément i, et Z,, le plus petit nombre ¢ que pourront diviser .

simultanément ¢, et 7’ sera en méme temps le plus petit des nombres

divisibles par chacun des trois facteurs

Uy L I,
D’ailleurs, a I'aide du théoréme VII, on pourra trouver non seulement
une base m' correspondant & l'indicateur ¢/, mais encore une base m
correspondant & 'indicateur ¢. Done, étant données trois bases diffé-
rentes avec un seul module, on peut toujours trouver unc nouvelle
base qui corresponde & I'indicateur représenté par le plus petit des
nombres que divisent les trois indicateurs correspondants aux trois
bases données. En appliquant un raisonnement semblable au cas ou
I’on donnerait quatre ou cinq bases au lieu de trois, on obtiendra

généralement la proposition suivante :
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Tusorime VIII. — Ezant données plusieurs bases différentes

m m m

1 i ) L]

avec un seul module n, on peut toujours trouver une nouvelle base qui
corresponde a l'indicateur représente par le plus petit des nombres que
divisent a la fois les indicateurs correspondants aux bases données.

Corollaire. — Si le systéme des bases données

m m m

I Al a?

comprend tous les entiers inférieurs au module donné n et premiers
ce module, les indicateurs

by B, Ty ous,

relatifs & ces mémes bases, seront tous ceux qui peuvent correspondre
au module n. Cela posé, on doit conclure du théoréme VIII que tous
les indicateurs coi‘respondants 4 un module donné divisent un méme
nombre qui coincide avec I'un de ces indicateurs. Il est d’ailleurs évi-
dent que ce dernier doit étre le plus grand de tous les indicateurs, ou
celui qu’on peut appeler 'indicateur maximum. Nommons I cet indi-
cateur maximum. En vertu de la remarque précédente et du théo-
reme IV, I'équivalence

(20) ml=1 (mod. n)

se trouvera vérifiée toutes les fois que le nombre m sera premier au
module 7; et, dans cette supposition, on résoudra en nombres entiers

I’équation

. mx tny==1I !
en prenant
(21) } z=+tm-! (mod. n).

Il nous reste a4 déterminer, pour chaque module », I'indicateur
maximum I. Cette détermination de I'indicateur maximum se trouve
intimement liée 4 larecherche des valeurs correspondantes de la basem,
valeurs que nous appellerons racines primitives du module 7, en géné-
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ralisant une définition admise par les géometres pour le cas ou ce
module est la premiére puissance ou méme une puissance quelconque
d’un nombre premier impair. D’ailleurs la détermination dont il s’agit
se déduit aisément des propositions déja établies, jointes & quelques
autres théorémes que nous allons énoncer. . ' :

TntortMe IX. — Soient n un nombre premier et X une fonction entiére
de x, dans laquelle les coefficients numériques des diverses puissances de x
se réduisent a des nombres entiers. Si l'on nomme r une racine de I’équi-

valence
(22) X=o0. (mod.n),
‘et X, un second polynome semblable au ];ob/nome X, maisdu degfe’ immé-

diatement inférieur; on pourra, choisir ce second polynome de maniére
qu’on ait, pour toute valeur enticre de x,

(23) X=(x—n)X, (mod. n).
Démonstration. — En effet, soit R ce que devient X pour x =r. La
différence X — R sera divisible algébriquement par & — r, et le quo-

tient sera un polynome X, semblable au polynome X, mais du degré
immédiatement inférieur. Comme on aura d’ailleurs identiquement

X—R=(x—r)X,

et, de plus, N
R=0o (mod. n),

on en conclura, en attribuant a « une valeur entiére quelconque,

X=(z—r)X, _(mod. n),

-

Corollaire 1. — En vertu de la formule (23), I'équivalence (22),
réduite A |
(z—nr)X,=o0  (mod. n),

se décomposera en deux autres, savoir :

(24) . x—r=o, X,=o0 (mod.n),
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Il est d’ailleurs aisé de voir que le coefficient de la plus haute puissance
" de @ restera le méme dans les deux p.olynomes X, X,. Cela posé, con--

cevons que, ce coefficient étant premier au module =, la racine r se
~réduise & I'un des entiers inférieurs i ce module; et nommons

/ '
r’ r, r?

les diverses racines de I’équivalence (22), représentées par divers
entiers inférieurs & n. Une racine r’ distincte de r, ne pouvant vérifier
la. premiére des formules (24), vérifiera nécessairement la seconde:
Sid’ailleurs le polynome X est du premier degré ou de la forme ax + b,
a étant premier & n, on aura

X, =a;

et, la seconde des formules (24) ne pouvant étre vérifiée, 'équation (21)
n’admettra point de racine distincte de r et inférieure a n. Si le poly-
nome X est du second degré, alors, le polynome X, étant du premier
degré, la seconde des formules (24) admettra une seule racine infé-
rieure’d n, et par suite 'équation (22) admettra au plus deux racines
distinctes inférieures 4 ». En continuant ainsi & faire croitre le degré
du polynome X, on déduira évidemment des formules (24) la proposi-
tion suivante : :

TutortMe X. — Sotent n un nombre premier et X une fonction entiére

de x, dans laquelle les coefficients numeériques des diverses puissances
’ q 14

de x se réduisent a des nombres entiers, le coefficient de la puissance la

plus élevee étant premier au module n. Le degré du polynome X ne pourra

étre surpassé par le nombre des racines distinctes et inferieures a n qui

vérifieront ’équivalence ‘

X=o0 (mod. ). )

Corollaire I. — Le module n étant un nombre premier, et I étant
I'indicateur maximum relatif 4 ce module, chacun des nombres

£, 2, 3, .., n—1,

-
'

-inférieurs et prémiers au module n, représentera une valeur de m
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. A} .
propre a vérifier la formule (20), et sera par conséquent une racine de

I'équivalence
' —1=0 (mod. n).

e

Donc, en vertu du théoréme X, I'indicateur maximum I ne pourra étre
inférieur au nombre des entiers

1, 2, 3, ..., n—1, .

c¢’est-a-dire au nombre

=n—I;
et puisque, en vertu du théoréme IV, joint au théoréme de Fermat,
I devra diviser ce méme nombre, on aura nécessairement

(25) "I=N=n—1. -

Corollaire II. — La formule (25) s’étend au cas méme od I'on aurait
n—2
et par suite
[=N=1.

Supposons maintenant que le module n cesse d’étre un nombre
premier; alors on établira facilement les propositions suivantes :

TutoriMe XI. — v étant un module quelconque, v un nombre entier,
@ une quanlilé entiére qui vérifie I’équivalence
(26) z=1 (mod. v),
et z le quotient de x — 1 par v, I'équation

X =1-+v3
entrainera l'équivalence

(27) ri=14+viz  (mod.v?).
Démonstration. — En effet, dans le développement de
2t= (14 v3)i,

tous les termes, & l'exception des deux premiers, seront divisibles
par v, .
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. Corollaire 1. — Si z ou ¢ sont divisibles par v, la formule (27) se
réduira simplement 4 la suivante :

(28) xi=1 (mod. v*).

Mais cette réduction ne pourra plus s’effectuer si z et ¢ sont premiers
av.

Corollaire II. — Si i est premier & v, la valeur de « fournie par
I'équation '
rT=14+V3
ne pourra vérifier la formule (28), 2 moins que z ne devienne divisible
par v, ¢’est-a-dire 2 moins que l'on n’ait

(29) x=1 (mod.»?).

Corollaire III. — Supposons .que v devienne un nombre premier,
et que la quantité entiére x soit équivalente a I'unité suivant le mo-
dule v, mais non suivant le module v?, en sorte que « vérifie la condi-
tion (26), sans vérifier la condition (29) : on ne pourra satisfaire a
l’éciuivalence (28) qu’en attribuant & I'exposant ¢ une valeur divisible
par v. Donc, parmi les puissances de « qui deviendront équivalentes a
I’unité suivant le module v2, la moins élevée sera x'. En d’autres
termes, v sera I'indicateur correspondant au module

et & la base

»

tant que z restera premier a v.

Corollaire IV. — Si, le module v étant un nombre premier, la quan-
tité

‘ X=1-+Vvz

devient positive et inférietire 4 v*, elle ne pourra étre qu’un terme de
L

-

la progression arithmétique

(30) L, 1+v, 142y, ..., 1+ (v—1)W
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Or, comme. le premier terme de cette progression vérifie seul la for-
mule (29), il résulte du corollaire précédent que I'indicateur corres-
pondant a 'un quelconque des autres termes et au module v? sera le
nombre premier v.

Corollaire V. — Si, dans les formules (26), (28), (29), on remplace z
par ;-, x et y désignant deux nombres entiers premiers v, ces formules

deviendront
=y (mod. v),

(31) xli= y? {mod. v?),
r=y (mod. v?).

Donc, lorsque ¢ sera premier & v, non seulement les formules (26) et
(28) entraineront la formule (29); mais de plus lés deux premiéres
des formules (31) entraineront la troisidme, d’oi1 il résulte qu’elles ne
pourront subsister en méme temps, si x, y sont tous deux positifs et
inférieurs a v2. |

Corollaire VI. — v étant un nombre premier, r une racine primitive
»
de vet « 'une des quantités entiéres qui vérifient la formule

(32) x=r (mod. v},

nommons ¢ I'indicateur correspondant & la base » et au module

n—v?;
on aura :
xri=1 (mod. »?),
par conséquent .
- xi=1 (mod. v);

et, comme la formule (32) donnera

xzi=rt  (mod. ¢?),
on aura encore
' ri=1 (mod. v).

- »
Donc, en vertu du théoreme IV, 7 sera le nombre v — 1 qui représente
I'indicateur correspondant au module v et a la racine primitive r, ou

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENI‘IERS. 33

.un multiple de ce nombre. Mais, d’autre part, I'indicateur ¢ devra
diviser le nombre N des entiers inférieurs et premiers 4 v?, savoir, le
produit '

N=v(v—r1).

Or, v étant premier, les seuls multiples de v — 1 qui diviseront ce pro-

duit seront
v—1 et N.

Donc, dans I’hypothése admise, on aura
i=v—1 ou I=N=v(v—r1).
. \ ‘ . . s
Observons maintenant que, parmi les valeurs de = propres 4 vérifier

la formule (32), celles qui seront positives et inférieures a v* se rédui-
ront aux termes de la progression arithmétique ‘

(33) ryor4v, =42y, ..., ra4(v—1)y,
et qu’en vertu du corollaire precedent si 'on désigne par xz, y deux
de ces termes, I’équation ~ .

=yt (mod.v?)
ne pourra subsister, quand ¢ sera premier 4 v. Donc la valeur v — 1 de
I'indicateur ¢ ne pourra correspondre qu’a un seul des termes de la

progression (33), et pour chacun des autres termes, on auraenécessai-
rement 7 = N.

Corollaire VII. — Le module
n=v?
étant le carré d’un nombre premier v, un seul terme de la progres-
sion (33) peut représenter une racine de I'équation
(34) ‘ av—t=1 (mod. ¥?).
Pour chacun des autres, I'indicateur 7 acquiert la plus grande valeur N

qu’il puisse atteindre, puisqu’il doit diviser N. Donc tous les termes

de Ja progression (33) qui ne vérifient pas la condition (34) sont des
CEusres de C. — S. 11, t. XII. 5
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racines primitives de v?, et 'indicateur maximum I relatif au module v2

est
(35) I=N=v(v—1).
Corollaire VIII. — La formule (35) s’étend au cas méme ou I'on
aurait '
V=2, n=v=,
et par suite
N=»2,

On a done, en prenant 4 pour module,
I = N = 2.

Alors aussi 'on obtient une seule racine primitive » inférieure a 4,

savoir,
r=3.
Tutorime XII. — v>>1 étant un nombre premier et x une quantite
entiere qui verifie I'équivalence 4
z=1 (mod. v);

st l’on représente par n la puissance la plus élevée de v qui divise la diffe-

rence
x—1,

le produit nv représentera la puissance la plus élevée de v qui divisera la

différence .
. ‘ v —1,
& moins que l'on n’ait
n—vy=—2
Démonstration. — Nominons z le quotient de  — 1 par n. On aura

x=1-+ns,
z étant, par hypothese, premier & v. Or, dans le développement de

x¥=(1+ nz)’,
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‘les termes extrémes seront
’ 1, n'z,
et tous les autres seront évidemment divisibles par le produit nv.
D’ailleurs, v étant facteur de n, le terme ‘

nVz¥==n.n—13v

sera lui-méme divisible par le produit nv. Donc ce produit divisera la
différence

zV—1.

Il'y a plus, v étant un facteur de n, v* sera un facteur de »’~*, & moins
que 'on n’ait

(36) n=—v=a2a;

et, par suite, si la condition (36) n’est pas rerﬁplie, tous les termes qui
suivront les deux premiers dans le développement de

(1+nz)

y

seront divisibles ou par ~?v ou au moins par nv2. On aura donc alors

Z’=1-+nvz (mod. nv?). |

Donc, 5 étant premier v, le produit nv sera la puissance la plus élevée

de v qui divise la différence
: xV—1.

Corollaire I. — Si, dans le théoréme XII, on remplace successivement
x par «”, puis par @*, etc., on en conclura que, dans I’hypothese
admise, les puissances les plus élevées dev, propres a diviser les diffé-

rences
aV—1, xV—1, 2V'—1, ...,

sont respectivement
' nv, nvt nvd,

On doit toujours excepter le cas o1 I'on aurait n=v = 2.

Corollaire Il. — En remplacant dans le corollaire précédent x par o,
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on obtiendra une proposition dont voici I’énoncé : Si, y > 1 étant un
nombre premier, on représente par n la plus élevée des puissances de v
qui divisent )

i
xZt—1,

alors les puissances les plus élevées de v qui diviseront les différences

. Wy, V'—1, 2M—1, ...

seront respectivement
nv, nv?, nv, ...,

4 moins que I'on n’ait n =v = 2.

Corollaire III. — v étant un nombre premier impair, et 7 une racine

primitive de v?, la puissance
. M-l

sera diyisible une seule fois par v. Donc, en vertu du corollaire II, les
puissances les plus élevées de v qui diviseront les différences

Vo=t 1, rv’(v—i)_,, -1y I,

seront respectivement
vi i, v, L,

Donc )
rv“(v—-l)

sera le premier des termes de la suite

(37) R T D e T

qui seront équivalents 4 I'unité, suivant le module v®. D’autre part, si
I'on nomme ¢ 'indicateur correspondant  la base r et au module v,

on aura
ri=1 (mod. v*),

et & plus forte raison
. ri=1 . (mod.v);

d’olt il résulte que ¢ devra étre un multiple de P'indicateur v — 1 cor-
respondant a la base r et au module v. Donc 7, qui devra en outre
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diviser le produit
. N=v=t(v—1),

représentera 'exposant de r dansle premier des termes de la suite (37)
qui seront équivalents & I'unité suivant le module v*. On aura done

nécessairement ‘
{=N=vwv=i(v—1).

Cette derniére valeur de ¢ étant la plus grande que puisse acquérir un
indicateur relatif au module v*, nous devons conclure, des observations
précédentes, qu’une racine primitive » de v* sera en méme temps une
racine primitive de v*, et que, dans le cas ot le module

n—yvt
se réduit & une puissance d’'un nombre premier impair, I'indicateur
maximum I est déterminé par la formule

(38) . I=N=wt(yv—ri).

Corollaire IV. — Considérons en particulier le cas ot I'on aurait
n=vy=—a,
et supposons en conséquence la différence

@'-—.—I

divisible une seule fois par le module 2. La différence

2r—1=(x—1)(x+1)

sera composée de deux facteurs x — 1,  + 1, divisibles I'un par 2,
l'autre par 4. Elle sera donc divisible au moins par le nombre 8, c’est-
a-dire par le cube de 2. Cela posé, nommons » la plus haute puissance
de 2 qui divisera x* — 1. En vertu du corollaire II, les puissances les
}plus élevées de 2 qui diviseront les différences

92 3
xr—1, 2¥—1,

seront respectivement -

an, 2*n, ....
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Donc, si a surpasse 2, le premier terme de la suite

2 29
z?, 2¥, 2¥, ...,
i

qui deviendra équivalent & I'unité suivant le module 22, sera

xi,
la valeur de ¢ étant

(39) . (== —— .

D’autre part, I'indicateur correspondant & la base « et au module 22

devra étre un diviseur de
. N = 281,

Il se trouvera donc compris dans la suite
2, 2% 23, ...,

et ne pourra étre que la valeur précédente de . Cette méme valeur
deviendra la plus grande possible, lorsque le nombre n se réduira
simplement 4 8, ce qui arrivera si I’on prend

puisqu’on a

Par conséquent

. (40)

=—N=2o2?
2
sera 'indicateur maximum relatif au module
n=—2">4.
La formule (40) s'étend au cas méme ou I'on aurait a= 3, et donne

alors, comme on devait s’y attendre,

i

I= -I—N=2,
2

A Taide des diverses propositions que nous venons de rappeler,
et qui pour la plupart étaient déja connues (voir les Recherches arith-
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_ métiques de M. Gauss et le Canon arithmeticus de M. Jacobi), il nous
. sera maintenant facile de résoudre la question suivante :

~ Prosutme II.'—  Trouver Uindicateur maximum 1 correspondant a

un module donné n.

Solution. — Pour résoudre ce probléme, il faut considérer successi-
vement les divers cas qui peuvent se présenter, suivant que le module
est un nombre premier ou une puissance d’un tel nombre, ou un
nombre composé. _

Si le module ~ est un nombre premier v, ou une puissance d'un
nombre premier impair, ou 'une des deux premieres puissances de 2,
alors, en nommant N le nombre des entiers inférieurs & n et premiers
4 n, on aura généralement, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus,

I:N:n(l—£>;
v

et, en particulier, si n se réduit 4 2 ou 4,
' 1

I=N=-n.
2

- Si le module n est une puissance de 2 supérieure i la seconde, on
aura simplement

I
N= >n.

1
l_.; A

Enfin, si le module 7 est un nombre quelconque, on pourra le dé-

composer en facteurs

n n

2l r'al v

dont chacun soit un nombre premier ou une puissance d'un nombre

premier. Soient alors
I

I III’

les indicateurs maxima correspondant aux modules

n, n,

-

En vertu des théorémes ITI et V, une base donnée r sera une racine
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primitive de », si cette base, divisée successivement par chacun des
nombres ,, n,, ..., fournit pour restes des racines primitives de ces
mémes nombres; et I sera le plus petit nombre entier divisible & la
fois par chacun des indicateurs

I, 1,

La solution du probléme précédent fournit, pour la résolution des
équivalences du premier degré, une régle tres simple qui se réduit a
la régle donnée par M. Libri et par M. Binet, dans le cas particulier ou
le module est un nombre premier. La nouvelle régle, d’aprés ce que
nous a dit M. Poinsot, coincide, au moins lorsque le module est pair,
avec celle que lui-méme avait indiquée dans la Note manuscrite, remise
4 M. Legendre. Appliquée au cas ou I’on prend pour module un nombre
composé, elle n’exige pas, comme les méthodes présentées par M. Libri
et M. Binet, la décomposition de ce module en facteurs premiers; et
ce qu’il ya de remarquable, c¢’est qu’alors I’application devient d’autant
plus facile que le module est un nombre plus composé. Montrons la
verité de cette assertion par quelques exemples.

Pour que toute équation indéterminée 4 deux inconnues puisse étre
résolue immédiatement a la seule inspection des coefficients de ces
inconnues, dans le cas ot un des coefficients ne dépasse pas 1000,
il suffit que I’on construise une Table qui, pour tout module renfermé
entre les limites 1 et 1000, fournisse l'indicateur correspondant a ce
module. Or, & l.’aide de cette Table, dont la construction estfacile (voirla
solution du probléme IT), et que nous donnons 4 la suite de ce Mémoire,
on reconnait que l'indicateur 2 correspond aux modules

Donc, pour chacun de ces modules, I'inverse d’'un nombre donné est
équivalent 4 ce nombre méme.

Ainsi, en particulier, 'inverse du nombre 19 suivant le module 24
est équivalent & 19. End’autres termes, 19 est une des valeurs entiéres
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DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS. M
.de z qui vérifient I’équation indéterminée
192 — 24y =1.

Effectivement, le carré de 19 ou 361, divisé par 24, donrnie 1 pourreste.
De ce que I'indicateur 4 correspond aux modules

5, 10, 15, 16, 20, 30, 4o, 48, 60, 8o, 120, 240,

il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, 'inverse
d’un nombre donné est équivalent au cube de ce méme nombre. Ainsi,
en particulier, I'inverse du nombre 67, suivant le module 120, est
équivalent au cube de 67, par conséquent au produit de 67 par 49, ou
a 43. En d’autres termes, 43 est une des valeurs de, qui vérifient

I’équation
6yx — 120y =1.
Effectivement, .
67 > 43 =2881=12/ x 120 4-1.

De ce que 'indicateur 6 correspond aux modules

7. 9, 1h, 18, 21, 28, 36, 42, 56, 63, 7a, 84, 168, 504,
il résulte immédiatement que, pour chacun de ces modules, I'inverse
d’un nombre donné est équivalent a la cinquiéme puissance de ce
nombre. Ainsi, en particulier, I'inverse du nombre 17 sera équivalent,
suivant le module 504, a
178=1419857, ‘

par conséquent & 8g. En d’autres termes, 89 est une valeur de x
propre a vérifier I'équation indéterminée
Iz — 504y =1.

Effectivement,
17 %X 89 =1513=3 x S04+ 1.

Comme, dans la méthode ci-dessus exposée, la valeur de x est tou-
jours exprimée par une puissance connue du nombre donné, le calcul
pourra s’exécuter commodément, a I'aide des Tables de logarithmes,

méme quand 'indicateur sera composé de plusieurs chiffres.
OFEuvres de C. — S. 1I, t. XII. 6
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Supposons, pour fixer les idées, que, le nombre donné étant 29, on
demande un autre nombre équivalent & l'inverse du premier, suivant
le module 192. L’indicateur étant alors égal & 16, le nombre cherché
sera '

29" = (29°)*
D’ailleurs les sept premiers chiffres de la valeur approchée de 29,
déterminés a I'aide des Tables de logarithmes, sont ceux que présente

le nombre
2051115,

attendu que 'on a

5log29 =1v,3119900,
De plus, le dernier chiffre de 29, comme celui de ¢°, sera nécessaire-
ment 9. On aura donc par suite

29® = 20511149 =173 =—19 (mod. 192),
2= — 19? (mod.192); :

puis, en se servant de nouveau des Tables de logarithmes,
291% = — 6859 = — 139 = 53 (mod.192).

Done, 29'® et-53 seront deux valeurs de « propres & vérifier la formule
| 29x—-192y:l..

Effectivement, .
29 X 53 =1537 =8 x 192 +1I.
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DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS.

h3

Table pour la détermination de Vindicateur maximum 1 correspondant
& un module donné n,

S O A W

N}

10
I
12
13
14
15
16
17
18
. 19
20
21
22
23
24
25

ILlln|1{n
26| 12| 571

i) 27| 18 52
; 28| 6 53
2|l 29] 28| 54
41 30| 41 55
24l 31| 30| 56
61 32| 8f 57
2l 33] 1o] 58
6| 34| 16 59
41 35| 12| 60
1ol 361 6/ 61
2| 37| 36| 62
121 38| 18| 63
6f 39| 12| 64
4| 40 4| 65
411 41| 4ol 66
16| 42 6)) 67
6 431 42! 68
18(| 441 10|l 69
41t 45 12l 70
6| 46| 22| 71
10| 471 46| 72
22|l 48 41 73
2| 49| 42 74
20|l S50 20} 75

20

18
28
58

6o
3o

16
12
10
66
16
22
12

70

72
36

20

76
77
78
79
8o
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
9I
92
93
94
95
96
97
98
99

100

i n 1 n| I n I n I
18|l 101 | 100 || 126 6{ 151|150 || 176 | 20
3o|[roz| 16127 ] 126 152 18| 1771 58
12| 103 | 102|128 | 32 153 45 178 88
78 [ 104 { 12 129 42{154| 30| 179|178
4ll105] 12{[130| 12) 155] 60 180 12
541106 5201131] 130|156 12 181|180
40|l 107 | 106 132 1o0([157 | 156 || 182 | 12
82(f108| 18] 133 1811581 78 | 183 | 6o
6 Tog 108|134 | 66( 159 52| 184] 22
16|/ 110| 20]||135| 36|/ 160 8 185] 36
42) 11| 36|{136 | 16((161| 66 186] 30
28112 s2l{137 | 136 162 54 18‘7 8o
1ol 113§ 1o ({138 22163 162 || 188 | 46
881114 | 18] 139138 164 4o || 189 18
12| 115 44140 12){165| 20| 1go| 36
12||116| 28141 | 46166 ) 82| 191|190
2ol 117 12)j142| 7o| 167166 || 192 | 16
3ollr18] 581143 6ol 168 6] 193 | 192
46|(119| 48| 144 12{ 169|156 || 194 | 96
36| 120 41145 28] 170| 16| 1951 12
8ll121 | 110)| 146 ] w2ll1yr| 18| 196| 42
96 122 6of[ 147 | 42| 172 421 197|196
421123 4ol[148| 36( 173 | 1721 198 | 30
3olf124| 30| 149 | 148l 174 28 199 | 198
20| 125 | 100 || 150 | 20 1751 60 || 200 | 20
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Table pour la détermination de 'indicateur

RESOLUTION DES EQUATIONS

INDETERMINEES

mazimum 1 correspondant
a un module donné n. ’

n

201
202
203
204
203
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224

225

I n I n I n I n I n 1 n I
66 || 226 | tr2||251 | 250|276 | 22|{301| 42326 162|351 36
100 || 227 | 226 {252 | 6]/ 277 | 276|302 | 150|327 | 108352 | 4o
84|[228] 18]]253 | 110|/278|138([303 | 100|328 40l]353 352
16229 | 228254 | 126|279 | 30304 | 36| 329|138(354| 58
4o|l230| 441|255 16|/ 280 | 12{{305| 60lj330| 20|[355| 140
102231 ] 30( 256| 64( 281 |280|[306] 48331 (330][356| 88
661232 | 28| 257 [256(282| 46(/307]306(332| 82| 357 48
12|[233 [ 232|258 42({283 282|308 3011333 | 361{358] 178
90234 | 12|/ 259 306|284 | 70| 309 |102]{334 | 166 359 | 358
12{[235 | 921|260 12285 36(310| 60{/335(132]/360| 12
210|[236 | 58f 261 | 8411286| 6o||311|310!336| 12/ 361 (342
52|/ 2371 781262 130|287 | 120|312| 12(1337|336( 362 180
70 (238 | 48|[263 | 262|}288 | 24{313|3121/338|156(]363 | 110
106|239 | 238|1264 | 0| 289 (272|314 156 (339 | 112 (1364 12
84| 240 4265 32(l290| 28]315] 12|[340| 16365 | 72
18241 | 240|[266 | 18|l291| 96|[316| 8341 30)[366| 60
Jo||242 | 110{\267 | 88|l292| 72|[317[316]| 342 18367 | 366
108243 | 162268 | 66]/293 | 292|318 | 52| 343|294 368 | 44
72| 244 | 60|[269 | 268 295 | 42| 319 | 140](344 ] 42369 | 120
20|[245 | 84270 36| 295 116]3»0| 16|/345| 44370 | 36
4811246 | 4o|layt|270(296 | 36|1321{ 106|346 [ 172] 371 | 156
36 (1247 | 306|272 16)/297 | go|l322 66| 347 | 346372 | 30
222248 | 30|[2731 12{[298 | 1481323 | 144{|348( 28{{373 {372
2§l 249 | 82|l274 | 136|299 | 1321324 | 54349 | 34811374 ] 8o
6ol 250 | 100 ||275 | 20([300| 201|325 6o|[350{ 60|/375] 100

376
877
378
379
3%
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399

400

46
84
18
378

126
190
382
32
6o
192
42
96
388

12

42
130
196
156

30
396

18

20
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DU PREMIER DEGRE EN NOMBRES ENTIERS.

Table pour

83

la détermination de Uindicateur maximum 1 correspondant
a un module donné n.

4o1
402
403
- 404

414
415
416

478
419
420
421
422
423
424
425

1 n |1 n I n 1 n I n I n [ n
400|426} 7oll451 | 4ol 476 | 48 501|166 526|262 551 | 252 || 576
66 || 427 | 6ol[452 ) 112 [ 477 | 156|502 | 250 527 | 240 || 552 | 22 || 577
60| 428 | 106 |[ 453 | 150 ([ 478 | 238 || 503 | 502 |{ 528 | 20|/ 553 | 78| 578
100|429 | 60454 1226|479 | 478 || 504 6529 | 506]| 554 | 276 || 579
108 {430 841 455 | 12]/480 81505 | 100|530 52([555| 36| 580
84 |[431 | 4301456 | 181481 36506 | 110|531 | 174556 | 138 || 581
180 432 | 36457 | 436|482 | 240 || 507 | 156|{532 | 18] 357|556 | 582
1611433 [ 432458 | 228|483 | 66508 | 126533 | 120|558 | 30 || 583
4081434 30| 459 | 144|484 | 110|509 | 50815345 | 88| 559 | 84 || 584
4o/ 435 | 28460 | 44485 | 96|[510| 16535 |ar2|{360] 12 | 585
136436 | 108|461 | 160 486 | 162|511 | 721536 66561 | 8o | 586
102|437 { 1981462 | 30487 | 486 512{ 128|537 | 178 562 | 280 || 587
174 | 438 | 72| 463 | 462)1488 | 60||513 | 18|{538 | 268 { 563 | 562 || 588
66| 439 | 4381 464 | 28| 489 | 162|514 | 256{539 | 210|564 | 46 || 589
164|440 | 20| 465| 60| 490'| 84| 515 | 204|540 36|[565 | 112 590
241441 | 421/466 | 232|[491 | 490|516 | 42| 541 | 5401|566 | 282 || 591
138|[ 442 | 431|467 | 466|492 | 4o 517|230 542 | 270 567 | 54 || 592
901 443 | 44214681 12| 493 | r12]|518| 361543 | 180|568 | 7o || 593
4181 444 | 36 469. 66 504 | 361519 | 172|{544 | 16569 | 568 || 594
121445 88|[470| 92|/495| 60| 520 12| 545 | 108] 570| 36 | 595
420|446 | 222 || 471 | 156 || 496 | 60| 521 | 320/ 546 | 12| 571570 || 596
210 || 447 {48 472 581497 | 210 522 | 84| 547 546|572 | 6o || 597
13811448 | 481473 | 210|498 | 821523 | 522548 | 136|573 | 190 |[ 598
52 || 4do | 448 | 474 | 78| 409 | 408 524 [ 1301549 | 60574 | 120 {| 599
80| 450 60| 4751 180|500 | 100|525 60| 550{ 20| 575|220 Ggo ’

246
96
260
72
12

7.9;2

148
Igé
132
598 |

20
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RESOLUTION DES EQUATIONS INDETERMINEES

Table pour la détermination de l’indicateur mazximum 1 correspondant
a un.module donné n.

6oi
602
603
604‘
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625

6oo
42
66

150
20

100

606

84
6o
276
48
612
306
40
3o
616
102
618
6o

3i0
264

12

5%

626
627
628
629
630
63r
63:9,
633
634
635
636
637
638

639

640
641
642
643
644
645
646
647
648
649
650

312
90
156
144
12

630

210
316
252
52
84
140
210
32
640

106

642_

66
85
V44
646
54
290

6o

651
652

660
661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675

30
162
652
108
260

40

72
138
658

20
660
330

48

82

36

36
308
166
222
132

6o

24
672
337

180

676

677

679
680
681

682.

683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694

696
697
698
699

700

156
676

g6
16
226
3o
682

136 ||

294
228

84
156

348
232

60

701

702

704

700
36
36
8o

235

352

300

58

708

140

178
238
358
718
- 12
102
342
240
180

140

726
727
728
729
730
731
732
733
734
735
736

110
726
12
486
72
336
6o
732
366
84
88
330
120
738
36
36
156
742
3o
148
372
246
8o
318

100

751
752
753
754
755
756

757

761

300

18
756
378

36
760

| 126

108
190
48
382
348
64
768
60
256
192
772
42
60

798
799

800

96

36

388
360

12

396
52
198
796
18
368

4o
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b7

Table pour la détermination de U’indicateur mazimum I correspondant
un module donné n.

Ry

a

8o1
802
803
804
805
806
807
808
809
810
811
812
813
814
815
816
817
818
819
820
821
822
823
824
825

264
400
360

66
xéz

6o
268
100
808
108

810

270
180
324

16
126
408

12

40
820
136
822,
102

20

826
827
828
829
830
831
832
833
834
835
836
837
838
839
840
841
842
843
844
845
846
847
848
849
850

174
826

66
828
164
276

48
336
138
332

90

90
418
838

12
812
420
280
210
156
138
330

52
282

8o

856

396
70
852
6o
36

106

6o
858
215
120
430
862

72
i72
432
272

3o
3g0

28

66
108

96
198

Joo

888
889
890
891
892
893
894
895
896
897
898
899

900

882
48
116
442
836
36
126
88
270

222

356

132
448
420

60

go1
902
go3
904
905
906
907
908
909

910

912
913
914
915
916
917
918

919

920 |

921
922
923
924
925

208
40
42

112

180

150

906

226

3o0
12

910
36

410

456
6o

228

390

144

918

306
460
70
30

180

926
927
928
929
930
931
932
933
934
935
936
937
938
939
940
941
942
943
944
945
946
947
948
949
950

126
232
310
466
, 8o

936
66
312l
92
940
156

440

116
12
210
946
78
72

951
952
953
934
955
956
957
958
959
960
g61
962
963
964
965
966
967
968
969
970
971
972
973
974
975

316

318
240
192

66
966
110
144

96
970
162
138
486

6o

976
977
978
979
980
981
982
983
984
985
986
987
988
989
990
997
992
993
994
995
996
997
998
999

1000

6o
976
162
440

84
108
490
982

40
196
112
138

36
462

6o
990,
120 |
330
210
198

82
996
498 |

36

100
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RESUME D’UN MEMOIRE

’ SUR

LA MECANIQUE CELESTE

ET SUR

UN NOUVEAU CALCUL APPELE CALCUL DES LIMITES (*).

(Lu a PAcadémie de Turin, dans la séance du 11 octobre 1831.)

Avant d’indiquer d’'une maniére plus précise I’objet des recherches
que j’ai ’honneur de présenter a I’Académie, il ne sera pas inutile de
dire & quelle occasion elles ont été entreprises.

Les méthodes que les géométres ont employées pour déduire du
principe de la gravitation les mouvements des corps célestes laissaient
encore beaucoup a désirer. Souvent elles manquaient de la rigueur
convenable. Ainsi, en particulier, on ne trouve nulle part dans la
Mécanique céleste de Laplace une démonstration suffisante de la for-
mule de Lagrange, qui sert pourtant de base & la plupart des théories
exposées dans cet Ouvrage. D'ailleurs pour déterminer, & 'aide de ces

(1) Le nouveau calcul que j'ai désigné sous le nom de Calcul des limites sert, non
seulement 4 fournir des régles relatives 4 la convergence des séries qui représentent les
développements de fonctions explicites ou implicites d’une ou de plusieurs variables, mais
encore A fixer des limites supérieures aux erreurs qu’on commet, quand on arréte chaque
série aprés un certain nombre de termes. J'ai déja donné une idée de ce nouveau calcul
dans la onzitme livraison des Exercices (p. 355 et suiv.) (%). Pour le faire mieux
connaitre, il me suffira de reproduire ici, avec le résumé d'un Mémoire sur la Mécanique
céleste, lu & T'Académie de Turin dans la séance du 11 oclobre 1831, la partie de ce
Mémoire qui se rapportait au développement des fonctions en séries.

(@) Euvres de Cauchy, 20 série, t. XI, p. 431 et suiv.
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SUR LA MECANIQUE CELESTE, ETC. "9

méthodes, les coefficients numériques relatifs a telle ou telle pertur-
bation des mouvements planétaires, les astronomes étaient quelquefois
ol.)'ligés.d’ent‘reprendre des calculs qui exigeaient plusieurs années de
travail. Un des membres les plus distingués de cette Académie,
M. Plana, m’ayant parl¢ derniérement encore du temps que consu-
maient de pareils calculs, je lui dis que j’étais persuadé qu’il serait
possible de les abréger, et méme de déterminer immédiatement le
coefficient numérique correspondant 4 une inégalité donnée. Effecti-
vement, au bout de quelques jours, je lui rapportai des formules al’aide
desquelles on pouvait résoudre de semblables questions, et dont j’avais
déja fait I'application 4 la détermination de certains nombres qu'il est
utile de considérer dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Quelques
jours aprés, en s’appuyant sur des résultats qu’il avait obtenus dans
un de ses Mémoires, M. Plana m’a dit avoir retrouvé ou les mémes
formules ou des formules du méme genre. Au reste, pour établir les
formules dont il s’agit et d’autres formules analogues que renferme le
Mémoire ci-joint, il suffit d’appliquer, au développement de la fonction
désignée par R dans la Mécanique céleste, des théorémes bien connus,
tels que le théoréme de Taylor et le théoreme de Lagrange sur le dé-
veloppement des fonctions des racines des équations algébriques ou
transcendantes. Mais on a besoin de recourir & d’autres principes et a
de nouvelles méthodes pour arriver A des résultats plus importants
dont je vais maintenant donner une idée.

En joignant a la série de Maclaurin le reste qui la compléte, et pré-
sentant ce reste sous la forme qué Lagrange lyi a donnée, ou sous
d’autres formes du méme genre, on peut s’assurer, dans un grand
nombre de cas, qu'une fonction f(x) de la variable x est développable
pour certaines valeurs de o en une série convergente ordonnée suivant.
les puissances ascendantes de cette variable, et déterminer la limite
supérieure des modules (') des valeurs réelles ou imaginaires de x,

(1) Le module d'une valeur imaginaire de x est la racine carrée positive de la somme
qu'on obtient en ajoutant le carré de la partie réelle au carré du-coefficient de y/— 1.
Lorsque ce coefficient s’évanouit, le module se réduit & la valeur numérique de .

OFuvres de C, — 8. 11, t. XII, 7
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50 SUR LA MECANIQUE CELESTE )

pourlesquels le développement subsiste. Ajoutons que pour développer
une fonction explicite de plusieurs variables @, y, 5, ... suivant les
puissances ascendantes de , y, 3, ..., ¢’est-a-dire en une série con-
vergente dont le terme général soit une fonction entiére et homogéne
de z,y, 5, ..., il suffit de remplacer la fonction proposée f(x,y,’z, ...)
par f(ax, ay, az, ...), puis de développer f(ax, ay, a5, ...) suivant
les puissances ascendantes de o, et de poser ensuite & = 1. Par consé-
quentla théorie du développement des fonctions explicites de plusieurs
variables se raméne immédiatement 4 la théorie du développement des
fonctions explicites d’une seule variable. Mais il importe d’observer
que l'application des régles, a P'aide desquelles on peut décider si la
-série de Maclaurin est convergente ou divergente, devient souvent trés
difficile, attendu que, dans cette série, le terme général ou propor-
tionnel & a" renferme la dérivée de I'ordre n de la fonction f(x), ou
du moins sa valeur correspondante 4 une valeur nulle de x, et que,
hormis certains cas particuliers, la dérivée de 'ordre n d’une fonction
donnée prend une forme de plus en plus compliquée, & mesure que n
augmente.

Quant aux fonctions implicites, on a présenté, pour leurs développe-
ments en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la mé-
thode des coefficients indéterminés. Mais-les démonstrations qu’on a
prétendu donner de ces formules sont généralement insuffisantes :

“1° parce qu’on n’a point examiné si les séries sont convergentes ou
divergentes, et qu'en conséquence on ne peut dire le plus souvent
dans quels cas les formules doivent étre admises ou rejetées; 2° parce
qu’on ne s’est pointattaché A démontrer que les développements obtenus
avaient pour sommes les fonctions développées, et qu’il peut arriver
qu’une série convergente provienne du développement d’une fonction,
sans que la somme de la série soit équivalente & lafonction elle-méme.
Il est vrai que I’établissement de régles générales propres 4 détermi-
ner dans quels cas les développements des fonctions implicites sont
convergents et représentent ces mémes fonctions paraissait offrir de
grandes difficultés. On peut en juger, en lisant attentivement le
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ET SUR LE CALCUL DES LIMITES. 51

Mémoire de M. Laplace sur la convergehce et la divergence de la
série que fournit, dans le mouvement elliptique d’une planéte, le
développement du rayon vecteur suivant les puissances ascendantes de
I'excentricité. Je pense donc que les géomeétres et les astronomes atta-

" cheront quelque prix & mon travail, quand ils apprendront que je suis
parvenu & établir, sur le développement des fonctions, soit explicites,
soit implicites, des principes généraux et d’une application facile, &
I'aide desquels on peut non seulement démontrer avec rigueur les for-
mules, et indiquer les conditions de leur existence, mais encore fixer
les limites des erreurs que I'on commet en négligeant les restes qui
doivent compléter les séries. Parmi ces régles, celles qui se rap-
portent a la fixation des limites des erreurs commises présentent dans
leur ensemble un nouveau calcul, que je désignerai sous le nom de
calcul des limites. Je me contenterai d’indiquer ici en peu de mots
quelques-unes des propositions fondamentales sur lesquelles repose le
calcul dont il s’agit.

Soit £ () une fonction de la variable x. Si ’on attribue a cette
variable une valeur imaginaire « dont le module soit X, le rapport
de & X sera une exponentielle de la forme /=%, p désignant un cer-
tain arc réel que 'on pourra supposer compris entre les limites — =,
+ =, et le module de £ (x) dépendra tout & la fois du module X et de
I’arc p. Or, parmi les valeurs que prendrale module de f (=) quand
on fera varier p, il y en aura généralement une qui sera supérieure a
toutes les autres. C’est cette valeur maximum du module de f(z)
que je considére spécialement dans le calcul des limites. Je la désigné
par la lettre caractéristique A placée devant la fonction f(z), et je
prouve : 1° que la fonction f () est développable par le théoreme de
Maclaurin en une série convergente ordonnée. suivant les puissances
ascendantes de @, lorsque, le module de « étant égal ou inférieur 4 X,
la fonction f () reste finie et continue pour le module X ou pour un
module plus petit de la variable réelle ou imaginaire x; 2° qu’alors,
dans le développement de f(x) suivant les puissances ascendantes
de z, le coefficient de 2" offre un module inférieur au quotient qu’on
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obtient en divisant par X" le module mawimum de f (z). Cela posé, si
I'on attribue &  une valeur imaginaire dont le module soit désigné
par &, le module du terme général, dans le développement de f(z),

sera inférieur au produit de A f () parla ™ puissance du rapport 5’—(

D’ailleurs, lorsque la fonction f () est développable en-une série
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, le
reste qui compléte cette série, prolongée jusqu’au rié™e terme, équi-
vaut a la somme des termes dans lesquels I'exposant de « est égal ou
supérieur & n. Donc le module de ce reste, s’il est imaginaire, ou sa
valeur numérique, s’il est réel, ne surpassera pasla somme des termes
correspondants & ceux que nous venons d'indiquer dans la progre'ssion
géométrique ci-dessus mentionnée, c'est-a-dire le reste qui compléte
cette progression. Ainsi, la détermination d’'une limite supérieure au
reste, qui compléte la série propre i représenter le développement
d’une fonction quelconque, se trouve ramenée i la détermination des
restes des progressions géométriques, c’est-a-dire & une question
résolue depuis longtemps en analyse. On sait en effet que, dans la pro-
gress'ion géométrique quia pour premier terme |’unité et pourraison )—E(,

la somme des termes dans lesquels § porte un exposant égal ou supé-

£

rieur a n équivaut au quotient du ni¢me terme par la différence 1 — 5

Lorsque le premier terme devient A f ), il faut multiplier par ce
premier terme le quotient dont il s’agit. ‘

1l est important d’observer que, d’aprés ce qu’on vient de dire, les
limites supérieures aux modules du terme général de la série de Mac-
laurin, et du reste qui compléte cette série, sont des fonctions du mo-
dule X qui représentent les maxima relatifs a p des modules de cer-
taines fonctions de la variable imaginaire x = XeP’"1, D'ailleurs, le
module X doit surpasser le module &, et étre déterminé de maniére
que la fonction f () reste finie et continue pour le module X ou pour
un module plus petit de la variable z. Or, parmi les valeurs de X qui
remplissent ces deux conditions, on devra évidemment choisir de pré-

férence celles qui rendront les limites supérieures dont il s’agit les
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plus petites possible; et alors, ces limites, considérées comme
valeurs particuliéres des fonctions de x ci-dessus mentionnées, seront
tout a la fois des maxima relativement 4 ’angle p, et des minima rela-
tivement au module X, ou ce que nous avons nommé dans un autre
Mémoire les modules principaux de ces mémes fonctions.

Au surplus, quand on se propose uniquement de calculer des limites
supérieures aux modules des termes généraux ou des restes des séries,
il n’est point nécessaire de déterminer exactement les modules princi-
paux dont il est ici question, et 'on peut se contenter de chercher
des nombres supérieurs 4 ces modules. '

1l est facile d’étendre les principes que nous venons d’indiquer aux
fonctions de plusieurs variables. Soit en effet / (=, y, 2, ...) une fonc-
tion donnée des variables @, ¥, z, ...; si 'on attribue a ces variables

des valeurs imaginaires x, y, 3, ..., dont les modules soient respecti-

vementX Y,Z, ..., le module def(w, ¥y .) dependratout a lafois

des modules X, Y, Z, ... et des rapports imaginaires = . ete. Or,

X’ Y Z
on peut choisir ces rapports, ou plutot les arcs de cercle qui s’y
trouvent renfermés, de maniére que le module de f(z,y.3,...)
acquiére la plus grande valeur possible, les nombres X, Y, Z, ... res-
tant les mémes. C’est cette plus grande valeur ou cette valeur maximum
que je désigne par la caractéristique A placée devant la fonction
S (@, y,5,...); et je prouve : 1° que la fonction f (x,y,3,...) est"
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de ,y, z, ..., quand, les modules des .variables =, y, 3, ...
étant égaux ouinféricursa X, Y, Z, ..., la fonction f (z, y, 5, ...) reste
finie ou continue pour les modules X, Y, Z, ..., ou pour des modules-
plus petits de ces mémes variables; 2° qu’alors, dans le développement
de f(«,y, 7, ...) suivant les puissances ascendantes de x, y, 3, ...,
le coefficient de x"y*z™... offre un module inférieur au quotient
qu’on obtient en divisant par X" Y”Z" ... le module maximum de

f(z, 5,5 ..). Cela posé, si 'on attribue & @;y, 5... des valeurs
soient plus petits '

:

réelles ou imaginaires dont les modules £, 7, G, ---

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



54 ) SUR LA MECANIQUE CELESTE

que X, Y, Z, ..., les divers termes du développement de la fonction
S (x,y, 5, ...) offriront .des modules respectivement inférieurs aux
termes correspondants d’une fonction de &, v, {, ... qu’on obtiendra en
multipliant le module maximum de f (, y, 3, ...) par les sommes des
progressions géométriques qui ont pour premiers termes l'unité et

n { <1 T
»g°7 - Done, si I'on néglige, dans le

développement de la premiére fonction f(x,y, s, ,..), certains termes,

: €
pour raisons les rapports

par exemple ceux dans lesquels 'exposant de = est égal ou supérieur
a n, Pexposant de y égal ou supérieur 4 n’, 'exposant de = égal ou
supérieur & n”, etc., 'erreur (') commise sera plus petite que la somme
des termes correspondants de la seconde fraction, et par conséquent

inférieure au produit de Af (=, y, z, ...) par les restes des pro-
gressions géorﬁétriques ci-dessus mentionnées.

Observons encore qu’apreés avoir déterminé en fonction de X, Y, Z,...
une limite supérieure au reste de la série qui représente le développe-
ment de f(x, y, 5, ...) suivant les puissances ascendantes de a,y,
3, ..., on devra choisir X, Y, Z, ... de maniére & rendre cette limite la
plus petite possible.

Sil’on voulait obtenir une limite supérieure 3 la somme des modules
des termes qui, dans le développement de f(x,y,3,...), offrent un
degré égal ou supérieur & n, c’est-a-dire des termes dans lesquels les
exposantsde x, y, 5, ... offrent une somme égale ou supérieure i n,
il suffirait de chercher une limite supérieure au reste de la séric qui
représente le développement de f(ax,ay,az, ...) suivant les puis-
sances ascendantes de «, et de poser, dans cette limite, &« =1.

Les principes que nous venons d’établir s’appliquent trés facilement
aux séries qui représentent les développements des fonctions expli-
cites d’une ou de plusieurs variables, et fournissent, pour ces séries,
non seulement des régles générales de convergence, mais encore des

(1) Lorsque les termes négligés sont réels, 'erreur commise a pour mesure la valeur
numérique de leur somme. Lorsqu’ils deviennent imaginaires, le module de cette méme
somme peut servir & mesurer l'erreur dont il s’agit.
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limites supérieures aux modules des termes généraux, et aux erreurs
que I'on commet quand on calcule seulement un certain nombre de
termes en négligeant ftous les autres. Pour étendre Vapplicalion des
mémes principes aux séries qui représentent les développements d’une
ou de plusieurs fonctions implicites déterminées par une ou plusieurs
équations algébriques ou transcendantes, il suffit d’observer qu’en
vertu de la formule de Lagrange, et des formules analogues qui se
déduisent du calcul des résidus, les coefficients des termes généraux
dans ces mémes séries peuvent étre, comme dans les séries de Taylor
ou de Maclaurin, exprimés au moyen des dérivées des divers ordres de
certaines fonctions, et qu’en conséquence la détermination de limites
supérieures aux modules des termes généraux et aux restes des séries
peut étre réduite d la détermination des modules maxima de ces
mémes fonctions. On pourra donc établir pour les séries proposées
des régles de convergence, et trouver des limites supérieures aux
restes des séries, ou plutot a leurs modules. La seule question qui
restera indécise sera de savoir si les séries, supposées convergentes,
ont effectivement pour sommes les fonctions implicites dont le déve-
loppement les a produites. Or, on peut s’appuyer, pour résoudre
cette question, sur des propositions générales semblables & celles que
je vais énoncer :

TutoriMe 1. — Supposons qu’une fonction implicite u de la variable x
soit déterminée par une équation algeébrique ou transcendante, qu’elle se
réduise a u, pour une valeur nulle de x, et que ’on ait developpé ceite
fonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de x par la formule de Maclaurin, de Lagrange, etc., ou, ce qui
revient au méme, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme
de celte série représentera la fonction u, st la valeur de x est tellement
choisie que, la série étant convergente, la fonction explicite de x et u qui

- constitue le premier membre de I’équation donnée soit elle-méme déve-
loppable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de la variable x et de la difference u — u,.
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Tukorinme II. — Supposons que plusieurs fonctions implicites u, v, w, ...

* de plusieurs variables x, y, z, ... solent déterminées par une ou plusieurs
équations algébriques ou transcendantes, qu’elles se réduisent au,, v,
Wy, ... pour des valeurs nulles de x, y, z, ..., et qu’on ait développé ces
Jonctions implicites en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes
de x,y, 3, ... par les formules de Maclaurin, de Lagrange, elc., ou, ce
qui revient au méme, par la méthode des coefficients indéterminés. Les
sommes de ces séries représenteront les valeurs de u, v, w, ..., st les
valeurs de x, y, s, ... sont tellement choisies que, les series etant conver-
gentes, les fonctions explioites de x,y, z, ..., U, v, w, ..., qui consti-
tuent les premiers membres des équations données, soient elles-mémes
developpables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances
ascendantes des variables x,y, s, ... et des différences u — uy, v — 0o,

W — Wy, ..

Pour démontrer ces propositions, il suffit évidemment d’observer
que, si les conditions énoncées (*) sont remplies, les premiers
membres des équations données, aprés les substitutions des valeurs
générales de u — u,, v — ¢,, w — w,, ..., seront encore des séries con-
“vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, ¥, 5, ...,
et que, dans ces séries convergentes, le coefficient de chaque terme
sera identiquement nul.

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s’appuyant
sur des formules que fournit le calcul des résidus, on peut établir
directement des régles dignes de remarque sur la convergence des
séries qui représentent les développements des fonctions implicites, et
sur la fixation des limites supérieures aux modules des restes qui
complétent les séries.

-

(1) Aux conditions énoncées dans les théorémes I, II, III, il convient d’en ajouter une
sans laquelle ces théorémes pourraient quelquefois devenir inexacts. Cette condition est
que chacune des séries, que I'on suppose convergentes, ne cesse pas d'étre convergente,
quand on remplace ses différents termes par leurs valeurs numériques, ou plus générale-
ment par leurs modules (woir les Résumés analytiques, p. 56 et 111) {2),

(8) Guvres de Cauchy, as série, t. X, p. 68 et 129,
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Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent encore étre
facilement étendues au cas o les fonctions implicites seraient déter-
minées par des équations aux différences finies ou infiniment
petites, ou aux différences partielles, ou aux différences mélées. Ainsi,
en particulier, on pourra énoncer le théoréme suivant :

Tntorine I1I. — Soient données plusieurs équations différentielles
simultanées entre la variable x, des fonctions inconnues y,z, ... de
cetle varz’able., et leurs derivées de divers ordres y',z', ..., y", 5", .... Sup-
posons d’ailleurs que par la methode des coefficients indéterminés on ait
developpe y, =, ... en séries ordonnées suivant les puis&ances ascendantes
de x. Les sommes de ces series représenteront les valeurs géncrales de
Ys By vn, SUla valeur de x est tellement choisie que, les series dont
U sagit, et par suite celles qui représenteront les dérivées de y, s, o
‘€tant convergentes, les fonctions explicites de x,y, 5, ..., ¥’y 5’y ...,
qui constituent les premiers membres des équations données, soient elles-
mémes developpables en series convergentes ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes de x, et des différences ~qu’0n obtient en retranchant
des wvaleurs ‘générales de y, z, ..., y', 5, ... leurs valeurs ini-

tiales correspondantes a x = o.

Je n’ai pu qu’indiquer rapidement quelques-uns des principaux
résultats contenus dans le Mémoire que j’ai 'honneur de présenter a
I’Académie. Ce Mémoire renferme encore : 1° une théorie de la
variation des constantes arbitraires ('), plus générale et 2 quelques
égards plus simple que Jcelles qui se trouvent exposées dans les
Mémoires de MM. Lagrange, Laplaceet Poisson; 2°des intégrales définies
propres a représenter, dans le développement connu de la fonction R,
le coefficient du sinus ou du cosim}s d’un angle donné; 3° des for-

(1) Dans un Mémoire présenté A P'Institut, M. Ostrogradski s'était aussi occupé de la
variation des constantes arbitraires, et il avait appliqué, & ce que je crois, une formule
de M. Fourier & la conversion des termes qui composent le développement de la fone-
tion R en intégrales définies; mais, n‘ayant qu'un souvenir confus de ce Mémoire, toat
ce que je puis dire ici, ¢'est que, dans le cas ol quelques-unes'de ses formules coinci-
deraient avec quelgues-unes des miennes, je ne prétends en aucune maniére lui contester
la priorité.

OFuvres de C. — 5. 11, t. XII, 8
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mules d’interp‘olation qui servent & déterminer une fonction entiére de
sinx et de cosx, quand on connait un nombre suffisant de valeurs
particuliéres de cette méme fonction; 4° plusieurs développements
nouveaux de la fonction R, avec des formules propres non seulement
a fournir les termes généraux de ces développements, mais encore &
déterminer les limites des erreurs commises quand on conserve seule-
ment certains termes en négligeant tous ceux qui les suivent. Je
montre aussi dans quels cas I'un de ces développements doit étre
employé de préférence a I'autre. Ainsi, en particulier, si I'on demande
les perturbations produites dans le mouvement d’une planéte par une
autre planéte, située i trés peu prés i la méme distance du Soleil que la
premiére, le développement emplové jusqu’ici par les astronomes
devra étre rejeté, et il faudra lui substituer un des autres développe-
ments ci-dessus mentionnés. On devra donc recourir & ces nouveaux
développements dans la théorie des petites planétes, quand on recher-
chera les in¢galités qui dépendent de leurs attractions mutuelles.

Au reste, si I’Académie attache quelque prix aux travaux dont je
viens de I'entretenir, je pourrai sous peu de temps lui offrir d’autres
Mémoires dans lesquels je montrerai d’une part comment on peut
appliquer le calcul des résidus a la théorie du développement des
fonctions implicites, et de 'autre comment on peut s’assurtr de la
convergence des séries qui représentent les intégrales des équations
différentielles linéaires ou non linéaires, et fixer les limites supérieures
aux modules des restes qui complétent ces mémes séries.

FORMULES POUR LE DEVELOPPEMENT DES FONGTIONS EN SERIES,

Calcul des limites (').~

Soient p un arc réel et » un nombre entier. On trouvera, en suppo-
sant n > o,

T 11 o .
(n) j enpy—1 d]) :f e—‘-np\/—t dp —o,
-7 : -

(1) Le Mémoire qu'on va lire est une partie de celui qui a été lithographié & Turin
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et, en supposant n = o,

(2) /:ndpzzn.

Soit de plus

fle)=a+ax 4+ a2~ .+a,z*

une fonction entiére de la variable . Sil’on attribue a cette variable
une valeur imaginaire z dont le module soit X, en sorte qu’on ait

z = Xer/=,

on tirera des formules (1) et (2)

T _ k11 1
f_wf(x)dp —f_ﬂf(—;) dp = 2mag;
on auradonc

(3) [ r@ap=snso).

Il est d’ailleurs facile d’étendre la formule (3) au'cas out f (%) cesse
d’étre une fonction entiére de . En effet, on a généralement

I

Xy—1

Or, sil'on intégre les deux membres de I’équation précédente : 1° par

D‘{f<;): Dpf<;)

rapport & X et a partir de X = o; 2° par rapport a p entre les limites

en 1832, Nous le reproduisons ici tel qu’il a 616 publié 4 cette époque. Seulement, dans
I'énoncé des conditions sous lesquelles subsiste la formule (3) et, par suite, dans les
énoncés des Lhéorémes II, Il et VII, nous avons cru devoir, par la raison que nous avons
déja indiquée ailleurs (woir, dans le Tome I de cet Ouvrage, la fin de la Note Sur
Uintégration des equations différenticlles des mouvements plandtaires, p. 32) (#), men-
tionner, avec les fonctions f(x), f(x, »), ele., leurs dérivées du premier ordre, et ajou-
ter en conséquence au texte du Mémoire lithographié quelques mots que nous avons
placés entre parenth&ses. De plus, pour simplifier les notations, nous désignons souvent,
comme nous l'avons fait dans plusieurs circonstances, les dérivées d'une fonction rela-
tives & diverses variables x, y, ..., p, 4 I'aide des letires caractéristiques Dz, Dy, ..., D,
en écrivant, par exemple, '

D.f| ) au lieu de d‘ii‘r’) . . .

(@) Euvres de Cauchy, 20 série, t. XI, p. s0.
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p= — 7, p=mT; etsil’on suppose que la fonction de X et de p, repré-
sentée par f (), reste finie et continue (avec sa‘derlvee), quel que
soit p, pour la valeur attribuée 3 X et pour une valeur plus petite, on
retrouvera précisément la formule (3).

D’autre part, comme on a dr =z dp y — 1, si les fonctions dérivées
[ (z), f'(x), ..., /™ (z) restent elles-mémes finies et continues
pour la valeur attribuée 4 X et pour des valeurs plus petites, il suffira
d’appliquer Pintégration par parties a I'intégrale

"A=) 4,

% xll
pour en conclure

Syl f’?f? = sy [ =

et par suite

(R i [ oo
ou, en vertu de la formule (3),
@)y, f(n‘(o»
(4) gﬂf .Z" - l 2, 3

Si la fonction f () s’évanouit pour une valeur nulle de », I'équa-
tion (3) donnera simplement

(5) . J‘ J(z)dp=o.

Des formules (3), (4), (5) on peut aisément déduire, comme on va
le voir, celles qui servent & développer une fonction explicite ou
implicite de la variable x en une série ordonnée suivant les pulbbances
ascendantes de cette variable. -

Si, dans la formule (5), on remplace f (z) parle produit

—f(x) —f(®)

x-—x
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.« étant différent de o, et le module de z inférieur a2 X, on en con-

clura _
fﬂ-_—‘;_:[@-dp —_—fﬂMdp:f(x) fﬂ<:+ Lz +> dp =27 (),
g - R - J_x x xzr

! . .
et par suite on retrouvera la formule connue

6) f(:r):;—ﬂ_f 2/(=) 4,
R X —Z
L’équation (6) suppose, comme les équations (3) et (5), que la
fonction de X et de p représentée par f (&) reste finie et continue pour
- la valeur attribuée 4 X et pour des valeurs plus petites.

€. . . 1

Comme le rapport = est la somme de la progression géomé-
x—x - . :

trique- '

. x
1, =) = ey
x

qui est toujours convergente, tant que le module de x reste inférieur

au module X de @; il suit de la formule (6) que f () sera dévelop-
pable en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x,
si le module de la variable réelle ou imaginaire @ conserve une valeur
inférieure & celle pour laquelle la fonction f(x) (ou sa dérivée du
premier ordre) cesse d’étre finie et continue. Ainsi, en particulier,
puisque les fonctions

cosx, sinz, e*, e*, cos(1—a?),

(et leurs dérivées du premier ordre) ne cessent jamais d’étre finies et
continues, ces fonctions seront toujours développables en séries con-
vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x.

Au contraire, les fonctions

(1+x)% 1 x
oi—a 1—1—\/1—-.2:‘2’

veey

qui, lorsqu’on attribue 4 x une valeur imaginaire de la forme Xe#'=",
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cessent (avec leurs dérivées du premier ordre) d’étre fonctions con-
tinues de «, au moment ot le module X devient égal 4 1, seront cer-
tainement développables en séries convergentes ordonnées suivant les
puissances ascendantes de la variable z, si la valeur réelle ou imagi-

Iy

naire de 2 offre un module inférieur & 'unité; mais elies pourront
devenir et deviendront en effet divergentes, sile module de « surpasse
I'unité. Enfin, comme les fonctions
i . |
e*, e, cos e

deviennent discontinues pour une valeur nulle de «, par conséquent
lorsque e module de « est le plus petit possible, elles ne seront
jamais développables en séries convergentes ordonnées suivant les
puissances ascendantes de .

Il suit encore de la formule (6) que, dans le développement def(x)
suivant les puissances ascendantes de x, le terme général sera

1 xn

(7) = f(=) dp = —%— f)(o).

271'

Done, lorsque la fonction f(x) sera développable en série conver-
gente ordonnée suivant les puissances ascendantes de z, on aura

(8) @ =f+ L )+ o)

conformément au théoréme de Maclaurin.

Si Pon nomme £ le module de z, et A £ () ldlimite du module £ (),
c¢’est-d-dire la plus grande. valeur que ce module puisse acquérir
quand on y fait varier I'angle p sans changer le module X, le prerﬁier
membre de la formule (7) aura (') un module inférieur &

(9) (%)"2s@),

(1) Comme le module de la somme 2+ y -+ 5+ ... ne peut surpasser la somme des
modules de x, y, 5, ... (woir les Exercices de Mathématiques), si I'on désigne par
w (2 ) une fonction réelle oun imaginaire d'une variable z, par a, b deux valeurs particu-
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c’est-a-dire au terme général de la progression géométrique qui a
pour somme

: ' X -
(10) —X_gAf(x>
Done, le reste de cette progression géométrique, savoir

(1) = M@,

surpassera le reste de la série convergente qui représente le dévelop-
pement de f(«). On pourrait encore arriver 4 la méme conclusion de
la maniére suivante. ‘

On a généralement

x x x? pht—1 xn
= =t =4+ =—4+...+ = + = — .
r—x oz xt znt (g —a)

Par suife, la formule (6) donnera

f(w)zf(o)—l—%f’(o).+...-|-l w7 I)f(n—t_)(o)

2.0 (n—

+-L f_ “—”)f@)dp.

- ;n.—l (; —

Done le reste de la série de Maclaurin prolongée jusqu’au n"*™° terme.

lisres de x, réelles et propres A vérifier la condition a < 4, par 2 un trés grand nombre,

b—a

etpar I le rapport » le module du produit

n

ijw(a) +w(@ti) ...+ wla+(n—1)i]|

ne surpassera pas le produit de ni = b — a par le plus grand module que w®(x) puisse
acquérir, quand on fait varier x entre les limiles x = a, x = b + ni; el par conséquent ce
plus grand module sera une limite supérieure au quotient qu’on obtient en divisant par

. b . -
b—a l’intégra]ef w (2)d.r. Donc aussi le plus grand module du rapport ;—nf(x), ou
a

’ B . do T xh — .
I'expression (9), surpassera le quotient f = f(z)dp par 2.
. T

-7
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(12) ‘ f A7) dp.

o)z (o — )
Or, le module de la fonction renfermée sous le signe fdans I'inté-

grale (12) étant inférieur & I’expression (11), il est clair qu’on pourra
en dire autant de I'intégrale méme.

En résumant ce qu’on vient de dire, on obtient la proposition sui-
vante :

Tnkorime I. — La fonction f(x) sera developpable par la formule
de Maclaurin en une série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de x, si le module de la variable réelle ou imaginaire x con-
serve une valeur inférieure a celle pour laquelle la fonction (ou sa
dérivée du premier ordre) cesse d’étre finie et continue. Soient X cette
derniére valeur, ou une valeur plus petite, et z une expression imaginaire
qui offre le module X. Les modules du terme général et du reste de la
série de Maclaurin seront respecti'vement inférieurs aux modules du terme

11 . - 3 p, - .
gener al et du reste de la progression geometrzque qui a pour somme

(13) Xz{_fo(;)’

par conséquent au terme genéral et au reste de la progression géomé-
trique qui a pour somme I’expression (10), § désignant le module de X.

De méme, si 'on désigne par f (a,y,5,...) une fonction des
variablesz, ¥, %, ..., par @, y, 5, ... des valeurs imaginaires attribuées
a ces variables, par X,Y,Z, ... les modules de Ty ¥y 5y oen el par
Af(z, y, 3, ...) la limite du module de f(=,y,5, ...), c'est-a-dire
la plus grande valeur que ce module puisse acquérir quand on y fait

z y 2
XY 7
on établira facilement la proposition suivante : .

varier les rapports imaginaires ...y sans changer X, Y, Z, ...,

Tuioreme II. — La fonction f(x, y, 5, ...) sera développable, par la

Jformule de Maclaurin étendue au cas de plusieurs variables, en une serie
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convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, y, 5, ...,
st les modules des variables réelles ou imaginaires x, y, s, ... conservent
des valeurs in férz'eures a celles pour lesquelles la fonction (ou U'une de ses
dérivées dupremier ordre) cesse d’étre finie et continue. Sotent X, Y, Z, ...
ces dernieres valeurs ou des valeurs plus petites; et x, y, 3, ... des
expressions imaginaires qui offrent pour modules X,Y,Z, .... Les
modules du terme général et du reste de la série en question seront
respectivement in ferieurs aux modules du terme généralet du reste de la

série qui a pour somme le produt

X Y yA S
A =
(14) X—2Y—517 5...Af(x,y,~,...),

par conséquent au terme genéral et au reste de la série qui a pour

somme

x X Y Z _ -
(13) X_EY__nZ_c...Af(x,y,z,...),

£, n, (étant les modules de Ly Yy By oone

Telles sont les propositions qui, dans le calcul des limités, servent
de base a la théorie du développement des fonctions explicites d’une
ou de plusieurs variables x, y, z, ..., suivant les puissances ascen-
dantes de x, y, 5, .... Observons au reste que le théoréme I peut étre .
appliqué méme au développement des fonctions de plusieurs variables;
car, pour développer f(«, y, 5, ...) suivant les puissances ascendantes
de z, y, z, ..., il suffit de développer, suivant les puissances ascen-

dantes de «, la fonction
Slax,ay,azs,...)
ou méme la suivante

f(oc’fx, Otk'y, OC/‘”Z, . .)’

k, K,k ... étant des nombres entiers quelconques, et de poser ensuite
«=1.En opérant de cette maniére, on prouvera sans peine que, si

dans le développement de f (z, y, =, ...) on néglige les termes ou les
exposauts n, ', n’, ... de x, y, 5, ... vérifient la condition

(16) ' nk+-n'k+n"k"+...2h
OFuyres de C. — S. 1II, 1. XII, 4 9
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(A étant un nombre entier donné), 'erreur commise ou le module de
la somme des termes négligés ne dépassera pas

I e e ™y
(17) A———,L(A_l)A/(oc"x,a"y,oc" 5y een)s

- A désignant le module de «, et ce module étant supérieur a l'unité,
mais choisi de maniére que la fonction '

f(z’fx, ;’”'y, akz, .. )

reste finie et continue pour ce méme module de a ou pour des modules
plus petits. Dans le cas ou les nombres 4, £, &', ... se réduisent &
Punité, la condition (16) donne simplement

(18) n+n'+n"+...2h,

et 'expression (17) se réduit elle-méme &

(19) mAf(am, Ay, @z, ...).

La détermination de limites supérieures aux restes des séries qui
représentent les développements des fonctions explicites se trouve
réduite, par les théorémes I et IT, 4 la détermination des quantités de
la forme

(20) . Af(z) ou  Af(z 5 ...).

On pourrait méme & ces quantités en substituer d’autres qui seraient
évidemment plus grandes. Or, il est généralement facile de déterminer
ou les valeurs exactes des expressions (20), ou du moins des nombres
qui surpassent ces valeurs. Ainsi, par exemple, si I'on désigne par a
une quantité positive et par e la base des logarithmes népériens, en
prenant successivement pour f () les fonctions :

- ,

at+ z, ax, , e:t;c’ e:t:c,/—l’ aix’ a:tx\/.q’

818
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on trouvera

A(a—l—;):A(a—;):a-!—X,

(21) A(az):ax,' A<%>:§_7 \

AP = AeF = Ae®V—T—= Ae=aV—1 = ¢%,

AdP=Aa = Aa*VT=Aa*/=a"
De méme, en prenant pour f(x) les fonctions

(r=x)*, (1xax)*

et supposant X <{ 1, on trouvera

( ‘) AG+2z)* =A(—=z)° ::(I+'X)“,

22 .

Al+2) " =A0—2) =1 —X)-

Si I'on prenait f(x)=sinx, le carré du module de f(x)=sinz
serait le quart du trinome

g?Xsinp | e—2Xsinp 9 cos(2X cosp).

Or il suffit de faire varier I'angle p entre les limiles p =0, p = ;f,
pour que ce trinome acquiére toutes les valeurs qu'il peut recevoir;
et, comme sa dérivée relative & p est le produit de 8X*sinpcosp par

la différence
et Xsinp __ g—2Xsinp _ Sil’l(2X COSP)
4Xsinp 2X cosp

qui reste toujours positive, puisque le premier terme est supérieur ct

le second inférieur & 1'unité ('), il est clair que le module de sinz

croitra sans cesse depuis p =o jusqu’'a p = 121- Donc Asinz sera le

(1) On a effectivement, pour.des valeurs réelles de z,

er — g% x? x* ' sina
=1+ —+ I —
2z 123 V23435 7 et z
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. o ‘
- .- - NI, ——
. module de sin z pour # =Xe*> =Xy —1, en sorte qu’'on aura
f — eXe_eX
Asing — ———;
2
(23) . on trouvera de méme
- S et
Acoszi=2T0
On aura par suite
eX _ e-X

o X .4 =X
Asin(ax2)< \/cos“a—i—f—i;—e—\/sin*a,

2

(24)

: _ X ,-X
Acos(atx)éf———%f——

..............................................

Soient encore u, ¢, w, ... des fonctions des variables 2, y, 5, ..., et
u, v, w, ... ce que deviennent u, ¢, w, ... quand on y remplace x

par x, ¥ pary, s par z, .... On trouvera

Aluxvxwx. )SAu+Av+Aw +.. ..
(25) Aluviw . oo YSAU.AG AW.. . ...... ,

Pour faciliter la recherche de quantités égales ou supérieaves a
Af(z), Af(z,y,5), il est utile de considérer non seulement les
plus grandes, mais encore les plus petites valeurs que puissent acqué-

rir des fonctions de ,y, %, ... quand on fait varier les rapports

2]

z y . ;

<’ %’, 72 +--- Concevons que, les plus grandes valeurs étant toujours
\

indiquées & l'aide de la caractéristique A, on désigne les plus petites a

I'aide de la méme caractéristique suivie d’un accent, ou de A’. On
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trouvera, en supposant a positif,

AN(a+z)=A(a—z)=a—-X pour X<a,
AM(a+z)=AN(a—2z)=X—a pour X>a,

(27) AN(az) =aX, A’<—_->=—;%;

NeE=ANeo=AeVT=Ae*/T=¢X,

Al gt — A/a—E:A/aE\/:: A g—2/=T — a=X,

A'(I—I—E)a :A’(l-—;)a =(1—X)

(28) . _ _ g pour X <1
A’(I—l—x)_a:A’(I—z)_“;(l+X)'“ . ’

(29) A'sinz =sinX,  A'cosz=cosX,

(30) A(uvw. . )ZANU ANV ANw ...,

..............................

On aura d’ailleurs

(31) AB Au e A
v Ay v~ Av

A(u£v)2Nu—Av  si ANu>Ay,

(32) AN(EEV)ZANP—Au  si A >Au,

..............................

Supposons qu’a I'aide de ces diverses formules on veuille calculer
par exemple une limite égale ou supérieure a

A2,

X —

en supposant A u << X. On trouvera successivement

v Av

—u - A(z—a)

et
AM(z—u)2X —Au,
puis on en conclura :
[P YA
z—u X—Au

(33) A
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Lorsqu’a 'aide de formules semblables & celles qui précédent on a
déterminé les quantités (20) ou des quantités évidemment plus grandes
et qu’on peut leur substituer sans inconvénient, il convient de choisir
les modules X, Y, Z, ... desquels dépendent ces mémes quantités, de
maniere que les limites supérieures aux modules des termes généraux
des sérics que I'on considere et des restes qui complétent ces séries
acquierent les plus petites valeurs possibles. |

Observons encore que, dans la recherche d'une limite supérieure au
module du reste qui compléte le développement de f( ), on peut subs-
tituer 4 la formule (11) la plus grande valeur que puisse acquérir le

module de la fonction renfermée sous le signe fdans Vintégrale (12),

¢’est-a-dire la quantité représentée par la notation

MemG=7@)

En prenant cette derniere quantité, au lieu de la quantité (11), pour la

(34)

limite dont il s’agit, on diminuera souvent la valeur de cette limite,
attendu qu’on aura généralement

(35) Mame—7 @] ooy A/ @

Mais d’un autre coté, le calcul de cette méme limite deviendra plus
difficile. Il semble que pour cette raison on devra ordinairement pré-
férer la formule (11) & la formule (34).

Lorsqu’on a déterminé la quantité (34) en fonction de X, il convient
de choisir X de maniére que cette quantité devienne la plus petite
possible. Alors 'expression (34), considérée comme une valeur parti-
culiere du module de la fonction

(36) /(sr),

n 1($

est tout a la fois un maximum maximorum de ce module, relativement
a 'angle p, et un minimum relativement a X, ou ce que nous avons -
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nommé dans un autre Mémoire le module principal de la fonction (36)
(voyez le Tome VIII des Mémoires de UInstitut) (*).

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta-
blir, prenons successivement pour Jf (x) les deux fonctions

%, (1+2)™%
qui, comme on I'a vu, peuvent étre développées en séries convergentes
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, la premiére, quel

que soit &, la seconde, lorsque le module de « est inférieur a I'unité.
Les expressions (9) et (11) deviendront, pour f(x) = €,

&n En
(37) X X =p°

et pour.f(x) = (1 + x )™,

Eu En, 1
(38) Xr(i—X)*' X+ (X—¢) (—X)*

La premiére des expressions (37), considérée comme fonction de X,
acquiert la plus petite valeur possible, lorsqu’on suppose X =n, et
alors ces expressions se réduisent &

o (5) #Z(5)

Donc les quantités (39) sont des limites supérieures aux modules du

terme général de la série qui représente le développement de ¢ et du
reste qui la compléte, & désignant le module de z. Pareillement la pre-
miere des expressions (38), considérée comme fonction de X, acquerra

la plus petite valeur possible, lorsqu’on supposeraX = - _':_a> et alors

les expressions (38) deviendront

(n -+ a)n+a . n (Il -+ a)n+a n

ntas Ton(1—E)—aé nta%

(40)
Donc les quantités (40) sont des limites supériéures aux modules du

(1) 0Euv<‘es de Caucly, 1'® série, t. 1, p- 31.
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terme général de la série qui représente le développement de (1 + )~
et du reste qui la compléte.

Concevons maintenant que l'on prenne pour f(z) une fraction
rationnelle, en sorte qu’on ait

f(x) et F(x) désignant deux fonctions entiéres de . Soit d’ailleurs p
le plus petit des nombres p, ¢', p”, ... qui représentent les modules

des racines de I'équation
F(x)=o.

On conclura des principes ci-dessus exposés : 1° que la fraction ration-

nelle FL(:T)) sera développable en une série convergente ordonnée sui-

vantles puissancesascendantes de x, tant que le module £ delavariablex
sera inférieur & p; 2° que, si I'on attribue & X une valeur intermédiaire
entre £ et p, le reste de la série offrira un module inférieur au pro-
duit
g f(z)
Xr=1(X—8) “F(z)

D’autre part, comme, en appelant K la valeur numérique ou le module
de F(o), on aura

Af(;_) Spp’p”.... A f(z) )
F(z)= K (=X -=X)("=X)...

il est clair que le module du reste de la série sera encore inférieur au

rapport o
pe'p". . 5*A1(z) :
KX*1(X—2) (p— X) (¢ — X) (7' — X)--.

Parmi les valeurs qu’on peut attribuer a X, il serait difficile de calculer
celle qui fournit le minimum du rapport dont il s’agit, ou méme le
maximum du produit

X=X — ) (p—X) (' — X) (p"—X)....
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Mais on déterminera sans peine les deux valeurs de X qui fournissent
les'maxima des deux produits

Xr1(p—X), (X—6)(p—X);

et ces deux valeurs feront connaitre deux limites supérieures au module
du reste de la série qui représentera le développement de l%
. . . ) e . f(z)
Si, au lieu de prendre pour f(«) la fraction rationnelle Fiw)’

on supposait
f(ax)

=g

a étant un nombre fractionnaire ou irrationnel, un module de x infé-

-

rieur 4 p rendrait encore la fonction [:—((—%]a développable en une

série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de a,

pourvu que le nombre p désignat le plus petit de tous les modules
appartenant aux racines des deux équations

‘f(.z')—:_o, F(z)=o.

Alors aussi le reste de la série offrirait un module inférieur au pro-

duit 4 (
En { ;>_ a
X —p) " [F(z)J '

Si, pour fixer les idées, on suppose

f(z)=1, F(x)::r——2xcos6+x2:(ac—e5\/‘_.1)(:v—e—5/—_‘),

¢ étant réel, on trouvera p =15 et I'on en conclura que tout module
de x inférieur & 'unité rénd la fonction

(1— 22 €080 + 22)~2

développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances -
ascendantes de x; ce que 'on savait déji. (Voyez un Mémoire de M. La-
place et une Note de M. Plana insérée dans le XIV® volume de la Cor-
respondance astronomique de M. de Zach). On reconnaitra aussi que le

OEuvres de C. — S, 11, t. XII. 10
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reste de la série offre un module inférieur au rapport

En
XX —8) (1 — X

et, par suite, aux deux nombres

(n+2a —()n+ia £ T (2@ 1) ([ f)2arifn
(n—1)"=T(2a)% (n—1) (1 —¢&) — 24k’ (2a)**  (t+2af)""

qui représentent les valeurs du méme rapport correspondant aux .
valeurs maxima des produits
Xt —X)e, (X —E) (1 — X)a,

i

Avant de passer i la théorie du développement des fonctions impli-
cites, nous ferons remarquer que l'exposition des principes ci-dessus
établis peut étre simplifice a I'aide du calcul des résidus. En effet, les
formules (1), (2), (3), (5), (G), (8), qui d’ailleurs étaient déja con-
nues, se trouvent toutes comprises dans une des formules fondamen-
tales que présente le calcul des résidus, et que I'on peut écrire comme
il suit |

- X) (M) lo(x
(41) [ e@ap=an 87 [£2] o,
o (@) étant une fonction qui conserve unevaleur unique et déterminée
pour toute valeur réclle ou imaginaire de  correspondant & un module
renfermé entre les limites o, X.

Soit maintenant y une fonction implicite de @, déterminée par une
équation de la forme '

[N

(42) Sz, y)=o,

et b une valeur de y qui corresponde i une valeur particulicre de z. Si
(1) Pour plus de simplicité, nous remplacons ici les doubles parenthéses du calcul des

résidus par deux crochets trapézoidaux. De plus, & la suite du dernier crochet, nous pla-

(&
derniers Mémoires, en adoptant notre nouvelle notation.

cons la variable & laquelle se rapporte le signe S, ainsi que M. Blanchet I'a fait dans ses
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I’on fait
(43) y=bt+s,
I’équation (42) deviendra

(44) Sz, b+ 3)=o0.

Cela posé, désignons par ¢ (, y) la dérivée de f(«, y) prise par rap-
port & y, en sorte qu’on ait identiquement

0f(z, y).

(45) x(z )=

Supposons d’ailleurs que I'équation (44) admette une seule racine
réelle ou fmaginaire z dont le module soit inférieur & Z, que la fonc-
tion f (@, b + z) conserve une valeur unique et déterminée pour toute
valeur réelle ou imaginaire de z qui offre un module égal ou inférieur
2Z, et que, pour une semblable valeur de =, lafonction F(y) =F (b +5)
ne devienne jamais ni discontinue ni infinie. On aura

@) m X(x,b+z): ;
L erarera),

lesigne S se rapportant i la variable z. D’autre part, si I'on désigne

(46) F(y)=

(0; (m

par s une expression imaginaire dont le module soit Z, en sorte qu’on
ait
(47) s ="Zet/ 7T,

]

g représentant un arc réel, la formule (41) donnera

W W (b g) SVACR L)) JON-
(48) m)&(-m[/(x s F(b s ]-_ f St (b+3)dg

Donc I'équation (46) pourra étre réduite a

(49) F(y):.;_m “;_((“;z_:igr(b+~)dq

On peut au reste déduire directement laformule (49) de’équation (5),
en opérant comme il suit.
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Lorsqu’on suppose z = z, les deux termes du binome

F(b+ 3)

¢

(.c b+~)« -
feirn) 0T

-5
~

. deviennent infinis ; mais ce blnome lui-méme acquiert generalement
une valeur finie, savoir : '

1 F(b+3)

> (@, b+z)D5X(x’ b+ z).

D.F(b+3)+
Donc, si le module Z de z est choisi de maniére 4 remplir les conditions
précédemment énoncées, savoir : 1° que I'équation (44) admette une
seule racine dont le module soit inféricur & Z; 2°-que la fonction
F (b + s) ne devienne point infinie ou discontinue pour un module de
z égal ou inférieur 4 Z, le produit

- X(va‘l" ) _ F(b+z
(50) "[f(x,b+ )FUH_“> 5 ]

~—_
~ -~

restera fonction continue de Z et de ¢ pour la valeur attribuée a Z ou
pour une valeur plus petite. Or, si, dans 'équation (5), on remplace x

par z, et la fonction f () par le produit (50), on trouvera, en prenant
pour z la racine de I'équation (44),

—X(.’L‘ b""z)r - —F
f S (b+3)dg =F(b+s

28 — o F(b+3)=27F(y),

et 'on sera ainsi ramené & la formule (49).
Lorsque, dans la formule (49), on pose F (y) =1, elle donne

. ' I —X(T/‘ b+o) .
(50) : f j(x b+73) g =1

Lorsqu’on y suppose au contraire

F(y)y=y,
on en conclut
z<b_‘_~)x(x b+a>d

5
(52) 3

H

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET SUR LE CALCUL DES LIMITES. -

puis, en ayant égard & 1'équation (51),

’ . T zy(xb_‘_"’)
=

Si I'équation (44) admettait 2 racines egales ou inégales dont les
modules fussent inférieurs a Z, en désignant par z, 5,, 55, ..., 5,_, ces
mémes racines, et pary, ¥, ¥z, - .+ ¥n—, les racines correspondantes
de 1’équation (42) on trouverait

. ‘ () (™) X(x b-|_.‘,) .
(54) vr()’) (}’1)"‘ +F(}’m~1)—()£(_m[mF( )]z,

puis de cette derniere formule, combinée avec I’équation (48), on dé-
duirait la suivante

X(.Z‘ b+ )

e b+Z)F(b+z>dq,

(35) F(»)+F(y) +.. +F(ym-1)———

qu’on peut établir directement aussi bien que I'équation (49). Si, dans
la formule (55), on pose F(y) =1, ellc donnera

- ’ e —y(mb—k‘-) —m
o wL e

Sil'on pose au contraire F (y) =y, on trouvera
y

b+73)
(5 LY Yy Ve ,,,_:Lf b—f—a)ﬁ(—x— s
7)Yy Yma=5— [ &( >f( Y
puis, en ayant égard 4 I'¢quation (56),
' (.Z' b—r'z)
58 m—1= b‘*“_'f 22'——‘—‘{
(38) Y+ iyt HFYma=m (2 bo+3)

Nous montrerons tout 4 [’heure comment, a1'aide des formules (53),
(58), (49) et (55), on peut développer les fonctions implicites de la
variable = en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de
cette variable. Mais auparavant il importe d’établir une_ proposition
digne de remarque, et qui peut étre employée trées utilement quand on
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veut déterminer le nombre des racines de 'équation (44) qui offrent

un module inférieur & Z. Voici I’énoncé de cette proposition :
Triortne III. — Sout m le nombre des racines de I’équation

(59) f(o,b%—s):o,

qui offrent des modules plus petits que L. Supposons d’ailleurs : 1° que,
pour des modules de x et de s respectivement inférieurs a X et a 1, la
Sonction f(x, b+ z) obtienne toujours une valeur unique et deter-

minée; 2° que, 7. étant le module de s, le logarithme néperien du rapport

S (e, b—i—z)’ ou
f(o, b+3). |
f(x, b+3)
6 —_— o,
(%) lf(o, b+3)

soit développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de x, pour tout module de x inférieur a X. Pour un sem-
blable module de x, I’équation (44) offrira elle-méme un nombre m de

racines dont les modules seront plus petits que 7.

Démonstration. — En effet, admeltons que, pour un module de @
inférieur & X, on puisse développer

1

Sz, b+3)
F(0,b+3)

en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes
de . On aura
BVACNEY))
(61) N PAS Rt
fo, b+73)

=z -+ 22Uy 2P Uy,

Uy Uyy Uy ... etant des fonctions de 3 qui pourront s’exprimer au
moyen des valeurs que prennent la fonction £ (x, b -+ =) ct ses dérivées
relatives & la variable  quand « s’évanouit. Or on tirera de I'équa-
tion (61)

(62) X(w'b"_z) _X(O’ b—l—;) dax 261[72

T —= = L

'.f(x,b—l—;:) "~ flo,b+3) dz dz
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puis, en intégrant par rapport 4 ¢, entre les limites
’ q=—r, qg—=T,

~ lesdeux membres de la formule (62), multipliés par

zd !
et observant d’ailleurs que, prises entre ces limites, les intégrales
5 _
f 2 dz = uy+ const., duy
dz ds
s’évanouissent, on trouvera
Ty, b—!—ﬁ)—d . X<°~b+">‘d
_w f(z,b+73) _n f(0,b+7%)
ou, ce qui revient au méme,
27, (xb+z) am _ﬁj<o,1)+~>

De cette derniére formule, combinée avec la formule (56), il résulte
que, dans I’hypothése admise, le nombre des racines qui offriront des
modules inférieurs & Z sera le méme pour I’équation (44) et pour I’é-
quation (59), ce qu'il s’agissait de démontrer.

Lorsqu’une seule racine de I'équation (59) présente un module infé-
rieur a Z, alors, en supposant remplies les conditions énoncées dans le
théoréme III, on peut affirmer que I'équation (44) offre pareillement
une seule racine dont le module soit inférieur a Z.

Il est bon d’observer que la démonstration donnée ci-dessus du théo-
réme Il repose entierement sue la formule (62); et, comme cette for-
mule subsiste toutes les fois que, pour un module de xinférieura X, le
rapport
(64) e b+3)

S(@, b +3)

est développable en une série convergente ordonnée suivant les puis-
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sances ascendantes de , il est clair que I'on peut, au théoréme III,
substituer la proposition suivante :

TugoriMe IV. — Soit m le nombre des racines de I’équation (59) qui
offrent des modules plus petits que L. Supposons d’ailleurs : 1° que, pour des
modules de x et de z respectivement inferieurs a X et a L, la fonction
S (z, b -+ z) obtienne toujours une valeur unique et déterminée; 2° que,
pour un module de x inferieur a X, le rapport (64) soit developpable en
une série convergente ordonnee suivant les puissances ascendanles de x.
Pour un semblable module de x, !’équation (44) offrira elle-méme un

nombre m de racines dont les modules seront plus petits que 7.

Concevons & présent que 'on intégre, entre les limites ¢ = —m,
g =, la formule (62), aprés avoir multiplié¢ les deux membres, non
plus seulement par s dg, mais par le produit

F(b+2)§dq:\/—l—_F(b +3)dz,
—1
la fonetion F (y) = F (b + z) étant choisie de maniére que F (b + 3)

reste finie et continue pour un module de z égal ou inférieur a Z. Alors,
en posant pour abréger

(65) —= =V

puis ayant égard & I’équation (55), et désignant par 6, €,, ..., €,_,
celles des racines de 'équation

(66) | flo,y)=o

qui correspondent & des modules de s plus petits que Z, on trou-
vera "

(67) F(]’)‘*‘F()’:)+~-+F()’m—1) -
—F(8) +F(&) +...+F(e,,,_,)+2”_n~/ 5 3F(b+3)dg

P T - -
+%[ﬂ"25F<é+Z>dq+....

De plus, comme, r étant un nombre entier quelconque, I'intégration
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par parties donnera
fF(b +3)dit, = u, F(b+73) _fu,,F'(b+Z)dz,
“ou, ce qui revient au méme,

fF(b+2)di_"qu= LF(biz) [ F(b+3)34q,
dz V—r1 - .
et par suite

T T
(68) /AF(0+E)Qqu:—:f w3 B (b+3)dg,
-7

—m
on trouvera encore

(69) . F(y)+F(@) ...+ F(ymy) i .
=F(6) +F(6) +'-°+F(6m—1)_§%f uizF'(b+3)dg

xr e -
_Eiﬂll2ZPl(b+z>dq_'."

Les valeurs des intégrales que renferment les équations (67), (69)
peuvent étre aisément déterminées a I'aide-de la formule (48), de
laquelle on tire '

Lo ﬂ—"I‘(b d @ o o
E/_:KV"‘ + 3z 9‘—(05(_7” (b+32)(vn)s

)

'fﬂ‘ PP (b+i)dg=" & F(b+3) (un)
— Upz +3 = (b +3) (tg)s,
2w 7= wCm ( )

u, et v, désignant ce que deviennent u, et v, quand on y remplace 5
par s, ou, ce qui revient ai méme, les coefficients de 2™ dans les déve-
loppements des expressions

Sz, b+ 3)
(70) Fe )

x(z, b+ 3)
(71) (@ b+3)

-Cela posé, les formules (67), (69) donneront

(72)  F()+F(yp) oot F(7n) -
=F(8) +F(8)+...+F(Bpot) + )&_MF(,” +3) (0)s

+xr [ F(b+32)(ve)o+...

CEuvres de C. — S, 11, t, XII. 1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



82 SUR LA MECANIQUE CELESTE

(73)  F()+F(y)+. .+ Flyn)
=F(8) +FB)+...+F(Bp) — 2 (:))J;(:)MF’(b-i—-s‘) (1)
— a8 R s ()
(0) " (—T)

Si, dans les formules (69) et (73), on prend ¥F(y) =1, on se trouvera
immédiatement ramené au théoréme 11I. Si I'on prend, au contraire,

F(y) =y, les mémes formules donneront

(74) il S e £

1!

=848 +...+8,_,— —[zz,adq—— uysdg —. ..
—_
et
(78) ¥+t Yoo
6t 4 ¢ ) () NCING (4a)
=0 + e t+=Opg— Uy, — UgJzg— oot
: " W& -m 0C—n

Si maintenant on suppose qu’une seule racine de I’équation (59)
offre un module inférieur & Z, et que cette racine soit précisément
égale a zéro, on auram =1, 6 = b, et les formules (67), (69), (73),
(74), (75) se réduiront &

(76) F(y)=F(b)+ ;””Ef 5.3F (b +3)dg

z? T _ -
— sF(b+3

§ T )
(77) F(y)=F(b)— %f s F'(b+3)dg
—-T
zt [T~ - -
—Fﬁf_nllzzFl(b_ﬂ—;')dq—‘:.’
& m
(58) F()=F)—=z S ¥F(b+3)(m):
' (0~ (—m)
, () (m -
-z F'(b-+3z)(ug)z—-.-»
. OYEn
o2 7ide =2 wide—
(79) y—b——;r- —ﬂuwa’q 27Tf_.,tu“dq ceey
2y (=) T | (m
8o =b-z ), —x* § Uy)—
( ) Y (0)5(—71)[ 1] (O)U(—n‘)( 2]~
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 Les formules (67), (69), (72), (73), (74), (75), (76), (77); (78),

(79)s (80) fournissent, sous les conditions ci-dessus énoncées, les
développements des fonctions implicites de « représentées par y et

F(y), oupar
Yyt FYm-r et F()+F(y)+ .0+ F(yma1)
en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes

. de x. Observons d’ailleurs qu’en vertu des formules (76) et (67), le-
~coefficient de x” dans le développement de F(y) ou de

FO+F(y)+ .+ Flym-)

offrira un module inférieur au module maximum du produit
0asF(b+3),
qui est lui-méme le coefficient de 27 dans le développement dela fonc-
tion o
- b+73) =
(81) X<x—’—— F(b+3):
T F(o+3)

On pourrait, dans les formules (46), (49), (54), (55), et dans
celles que nous en avons déduites, remplacer F(y) par F(z, y), la
fonction '

F(z, y)=F(z, b+ 3)
étant choisie de maniére a rester finie et continue pour des modules .
de x et de = respectivement inférieurs 4 X et 4 Z. Alors, a Ia place des
formules (54) et (55), on obtiendrait les suivantes :

__(Z) ™ (xlz, b+ 5) -
(82) F(x,y)—e—F(x,y,)+...+F(x,y”,_1)~(0)r [ﬂx—b_,__)F(x,bﬂu”)l,

(83) F(2,7) +F (2, 1) .o+ F(#, yua) = 5 ﬂ'%:—jil“(x”&z)dq,

dont la derniere, combinée avec la formule (6), donnerait
(84) F(x, )+F(-T }’1)+‘ .+ F(, ,'Vm—l)

2: 1@ 0+3) 7 44 T dpa
R X — f(.:c,b—}-z) (x, ) 2o
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Lorsque le nombre m se réduit & 'unité, I'équation (84) devient

I R N T NP
85) ¥(z :—‘-ff_x AC L) N Y-S
@) Fen=im) | s e @bra)drds

Or, en vertu des formules (84), (85), le terme général de la série qui
représentera le développement de F (x, ) ou de la fonction
F(”’)’) + F(z, yl) +...+F(=z, )'In—l)a

sutvant les puissances ascendantes de , et le reste de cette série, offri-
ront des modules respectivement inférieurs i ceux du terme général et
du reste de la progression géométrique qui a pour somme

XZ AX(x,b—FZ)F

X—2" 7z 6+3) (2, b+72).

(86)

Lorsque, dans la formule (84), on faitsuccessivement F (2, y) =1,

F(x,y) =y, onen conclut

T R y(3b43)
8 Yt ,,,_=mb-+—l-f f L5 05 ndg,
®7) y+n Fm—t 4t _ _,rx—ra:f(x,b—kz “Pq

A

puis, en supposant m =1,

N 14 ™ __2 ("1_‘ b_‘_;)‘
88 :b+'—ff TE T O E) b dy.
(88) 4 4 P R/ f(x,b—!—:) P aq

Donc le terme général et le reste de la série qui représentera le déve-
loppement de y ou de ¥ +y,+ ... - ¥m_y, suivant les puissances
ascendantes de x, offriront des modules respectivement inférieurs &
ceux du terme général et du reste de la progression géométrique quia
pour somme

(89) X72 Ax(.r,b-l—z)

X—2" f(z, b+2)

Si I'on désigne par U, le coefficient de 2" dans la série que I'on
obtient en développant suivant les puissances ascendantes de x le
second membre de I’équation (83), on aura évidemment, pour n > o,

1 1 - x(z, b+73) . -
Un: —_ s D% —'——’—_— F y b 5 d ,
(90) rraan ) P s P 3 |dg
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ou, ce qui revient au'méme,

I @ r("‘) D™ X(x,b+z)']
1.2.3...72 g Cm | f(® 6+3)1);

la variable x devant étre réduite & zéro apres les différentiations, et le

(91) Un:

signe § se rapportant i la variable z. On trouvera pareillement, pour
n=o,
L "—plo, b+ 5)

(92) U= f(o b—.—z)

F(o, b+3)dq,

ou, ce qui revient au méme,

(zZ | tm (0, b+ 3)
3 U= F [L_F b+ s ] ,
(99) "o Cem\f(0, b+ 3) (0, 6+ 2)

Comme on aura d’ailleurs

x(, b;i—Z) __x(o, b+ 23) 4D, lf(ac b—+z)
(@ b+2) flo,6+z) " j(o\b+z)

on pourra encore, aux formules (go), (91), substituer les suivantes :

kig - A .
1 ' - (0, b+73) -
/ foied ————— — N L n z
(94) Un — Mf_ z (O,b+2>.DxF(x,b+ ) dgq
——L L ( Zp [1f_———(‘”’ bs )D F(x, b+ )] dg,
1.2...n 2T (0, z)
. 1 @m0, b+z) ., _,)
(95) Un= 1.2...n (O,Qr/(_m(f(o, b+3) D F(», b+ 2) R

3

I S (D;[IM[)ZF(%‘b—I—z)]].

1.2...0 g%“m J(o, b+ 3)

Lorsqu’une seule racine de I’équation (59) offre un module inféricur
4 Z, et que cette racine est précisément zéro, les formules (92), (91),

.(95) donnent simplement

(96) U,=F(o, b),

— L ! n—1 -nDn m )]
(97) U"'—x.z...('n——u 1.2...nD‘ [ <j(x b+ )F( ’b+ )
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et
! n
1.2...n Dz F(z, &)

1 U paetl e[ J(2 b4 3) ’
T T2 (n—1) 1.2..n D: 1" bz [lf(o,b+z).DzF(x’b+z)“’

(98) U,=

les variables @ et 5 devant étre réduites a zéro, aprés les différentia-
tions effectuées. Alors aussi ’équation (44) n’admet qu’une seule
racine z dont le module soit inférieur 4 Z, et la série qui a pour terme
général U,z" est le développement de la fonction ‘

F(z,y)=F(z, b+ 5).

Lorsque celles des racines de ’équation (59) qui offrent des modules
inférieurs 4 Z sont toutes égales entre elles et se réduisent a zéro, alors,
en nommant toujours u, le coefficient de z” dans le développement de
expression (70), et désignant par N le nombre des racines nulles de
I'équation

1

— =0,

(99) - ™

on tire des formules (92), (91), (95)

(100)’ 4 Uy==mF(o, b),
= ! ! N—1{ gy [ 0+3) z];
(ro1) U"_I.z...(N—x)l.z...nD"' £ D’[f(x,b-!—z) F(@, 0+ %)
et
) = 3R
_ 1 1 Nt oxnn [ S @y B4-5) dl’(x,b-{-—z)J
1.2...(N—1) 1.2...nDz Igz D {lf(o,b—i-z) ds !

x et z devant étre réduits a zéro aprés les différentiations. Alors aussi

la série qui a pour terme général U,x" est le développementdela fonc-
tion ¥ '
: F(a, y)+F(x, y1)+ ..+ F(z, ¥uy),

Ys Yis «ovs Ym—y représentant celles des racines de I'équation (42) qui
correspondent & des modules de s plus petits que Z.
Si, dans les formules (96), (98), on remplace F(z, y) par F(y),
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elles donneront simplement

(103) Uo:F(b)7
y - T 1T ,n ’ z
(104) U,= ————1.2.3.“(/1_1)1)5 [32u, F' (b + 3)],

et 'on aura par suite

(103) F(y)=F(b)—x(5u)F'(b)— xl—2D,,[zEu2 F'(b+z)]

x3
— ?_QD?' [stgF/(b—f—Z)]—'.. oy

ou, ce qui revient au méme,

n—o
x".

(106)  F(N)=F(8) = X 5y D [ un F (b +3)],

n=1

-

pourvu que, dans tous les termes du second membre, on réduise s a
zéro, apres les différentiations. On tirera, sous la méme condition, des

formules (99) et (101),
(107) FOO)+F(r)+. .+ F(yma)

n=—wo
n

=mF(b) —-Z ﬁl_) DY [N, F'(b + 5)].
n=1 .

SiT'on réduit F(y) 4y, les équations (106), (107) deviendront

—_—h — N ‘ z" n—1(.n
(108) y=>2 [.2...(/1—1)D"' (s"ttn ).
n=1
— _—' z" N—1 ( N
(109) ¥+ Yit.e. At Yymoa=mb 21.2'“(N_1)D5 (2Nuy).
n=1

Les équations (106), (107), (108), (109) coincident avec les formules
r
(78), (73), (80) et (75).
En résumant ce qui précéde, on obtient la proposition suivante :
Tutoréme V. — St les conditions énoncées dans le théoréme IV sont
remplies, la fonction implicite de x, représentée par y, et déterminée par
Uéquation (42), ou la somme des fonctions implicites représentées pary,
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Yis eeos Ymoyy pourra éire développée a I'aide des formules (79), (80),
(74), (75), ou, ce qui revient au méme, & l'aidedes formules (go), (91),
(92), (93), en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de x. Si de plus la fonction F (z, y) = F (2, b + 5 ) reste toujours
finie et continue pour des modules de x et de s respectivement inférieurs

aXetal, cette fonction, ou la somme
F(z, y)+F(@ 1)+ o+ F(@) Y,

pourra encore étre développée, a 'aide des formules (9o), (91), (92),
(93), en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes
de x. Ajoutons que les modules du terme géneral et du reste seront infe-
rieurs, dans la premiere serie, aux modules du terme général et du reste
de la progression géometrigue qui a pour somme U'expression (89), et,
dans la seconde série, aux modules du terme genéral et du reste de la
progression géométrique qui a pour somme I’ expression (86).

Scolie. — On peut assigner &2 X et & Z une infinité de systémes de
valeurs qui remplissent les conditions énoncées dans les théoremes IV
et V. Mais, parmi ces systémes, il en est un dans lequel la valeuf de X:
est la plus grande possible. Cette plus grande valeur de X est évidem-
ment une limite au-dessous de laquelle-on peut faire varier arbitraire-
ment le module de «, sans que les fonctions y, F(x, y), ou

Y+t oo+ Y1, F(xay)+F(x’ J'ij+"'+F(x’ Ym—1)s

cessent d’étre développables en séries convergentes ordonnées suivant
les puissances ascendantes de .

Lorsque, dans la formule (102), lesnombres N, » deviennent égaux
entre eux, la valeur de U, se réduit & )

m n
(llO) U.n:m])xF(x,b)

t L n— nnn f(x’z+b) -
T lan(n—) 1.2...nD‘- ‘iz Dx[l j'(o’,;+b)DzF(-”>ﬂ+ b)il;,

les variables « et z devant toujours étre annulées apres les différentia-

\

tions. M. Laplace, dans les Mémorres de I’ Academie royale des Sciences
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pour 'année 1777, a énoncé, sansdémonstration, un théoréme en vertu
duquel la précédente valeur de U, serait le coefficient de «” dans le
développement de I'un des produits .

InF(xl:)"), mF(xv.yl)v ey va(x,)’m—x)-

Mais ce théoréme, comme 1'a observé M. Paoli, est évidemment
inexact, tant que 'on suppose m >1. Il redevient exact, et s’accorde
avec la formule (98), dans le cas ot 'on a m = 1. Dans ce dernier cas,
M. Paoli est parvenu 4 démonirer le méme théoréme de plusieurs
manieres, mais en supposant tacitement que la fonction implicite
F(x, y) est développable en une série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes de 2. 1l importait de rechercher dans quels
cas le développement peut avoir lieu, sous quelles conditions la for-
mule (98 ) subsiste, et quelles sont les limites de Ierreur commise
quand on arréte le développement aprés un certain nombre de termes.
Le théoréme V et le scolie qui le suit peuvent servir & résoudre ces
différentes questions. Quant & la valeur de U, que détermine 1'équa-
tion (r10), M. Paoli la présente comme exprimant le coefficient de ="
dans le développement de la somme
F(z, y)+F(z, 1) +...+F(x, ¥m-1),

L]
ce qui cesse d’étre vrai lorsqu’on a N > n. Alors a la formule (110) il

devient nécessaire de substituer la formule (102). C’est ce dont on peut
aisément s’'assurer en appliquant les formules (102) et (110) au déve-
loppement de la fonction

(r1y) F(z, y) +F(z, 1) + F(x, ¥2),

¥, ¥ ya 6tant les racines d’une équation du troisieme degré. En effet,
la formule (110) a conduit M. Paoli & un résultat exact, lorsque I’équa-
tion du troisiéme degré était ‘

(112) ' (y —bP—a*(ay +c)=o,

a, b, ¢ désignant des quantités constantes. Mais la méme formule ne
serait plus applicable, si & I'équation (112) on substituait la sui-
OEuvres de C. — S. 11, t. XIIL. 12

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



90 SUR LA MECANIQUE CELESTE
vante : ,
(n3) - (y—bP—a(ay+cp=o.

On pourrait généraliser encore les résultats auxquels nous sommes
parvenus. En effet, si 'on désigne par «o un module de la variable «
inférieur a X, et par ‘

=z, eP\/—_i,
ce que devient & quand on y remplace X par x,, on tirera de la for-
mule (41) :
™ - x) (m
, 9(z)

114 f [cox —_ m]d):zrc f (——]

(114) - o(z) —o(2) | dr O bl

Or, sil’on substitue Ia formule (114) & la formule (41), on obtiendra,
au lieu du théoréme V, la proposition suivante :

Tutorime VI. — Soit m le nombre des racines de I’équation (59) qui
offrent des modules compris entre les limites 54, L; 5, étant < Z. Soient, de

plus, z, = deux expressions imaginaires de la forme

Z::Ze'l\/:‘, 5=x5,ePVL,

el supposons : 1° que, pour des modules de ¢ snférieurs a X et pour des
modules de z inférieurs a Z, la fonction f(x, b+ z) obtienne toujours
une valeur unique et déterminée ; 2° que, pour tout module de x inferieur

a X, les deux rapports

x(m, b—i—Z), . (. b+f)
Sl o+3) f(@b+z)

sotent développables en series convergentes ordonnées suivant les puis:
sances ascendantes de x. Pour un semblable module de x, I’équation (44)
offrira elle-méme un nombre m de racines dont les modules seront com-
pris entre les imites 3., Z; et, si on désigne par y, y,, ..., ¥Ym_, les
valeurs de y correspondantes a ces mémes racines, la Jfonction y ou la

somme
.}’+ y1+- A Ym—1
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sera dépeloppable en une serie convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de x. St d’ailleurs la fonction

F(z, y)=F(x, 6+ 3)

reste toujours finte et continue, pour des modules de x inférieurs a X et

pour des modules de s renfermés entre les limites z,, L, cetle fonction
F(x,y), ou la somme

F(z, )+ Flz, y1)+... + F(x, Y1),

sera encore développable en.une serie convergente ordonnée suivant les

puissances ascendantes de x, tant que le module de x demeurera infeérieur
\

a X.

Ajoutons que, pour appliquer les formules (67), (69), (72), (73),
(74), (75), (76), (77), (28), (79), (80), -.. ou (90), (91), (92),

(93) au développement des fonctions et des sommes dont il s’agit,

il suffira de remplacer, dans ces formules, les- fonctions de z, placées
sous le signe f, par les différences entre ces mémes fonctions et

. @) pm
les fonctions semblables de s, ou le symbole Er, par le sym-
- [ LB oo

(z)y [ (m)
bole  f
(50) (—m) ’
Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, sup-
posons
(115) Sz, y)=1(y) —zw(y).

Les conditions énoncées dans le théoreme V se trouveront remplies,
s1, les trois fonctions

(6 +3), w(b+z), F(z, b+s)
restant finies et continues pour des modules de x et de = respective-
ment infériears a X et a Z, le rapport

I

6
(16) R T e
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est développable, pour tout module de = inférieur & X, en une série
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de @. Cette
derniere condition se trouvera elle-méme vérifiée, sil'on a

w(b +Z)<

(r1y) X/\H(b_*_z_)= .

D’autre part, si le module Z de 5 est choisi de maniére que la quan-
tité '
Am'( b+3)

(118) (6 +3)

- acquiére laplus grande valeur possible, cette quantité deviendra ce que
nous avons nommé le module principal $1e la fonction
w(d—+ 3)
(119) . m)

et, en désignant par M ce module principal, on réduira la condition

(117)4a
(120) X

!

M

A

De plus, I'équation (59) deviendra

(121) (b +z)=o,
et on trouvera
' lf(x,b+z)_l[l w(b+z )] nE:r_" (b +2)7]"
Jo, b6+3) Il(b+) n |0+ 3)
n=1
par conséquent
' __([wmb+)]"
{122) Up=— = [ﬁ‘(ﬁ.—z)]
et
— I w(b+3) @ (b + 5)Yr-1
028) oo gy (g gy W (6 +2) = w0+ = ’][H<b+z)] -

Enfin expression (86) deviendra

X2 IW(B+3)—2w0(b+3),, — -
124) A == =< F(z, ¢
( X—=2" M(b+3)—zw(b+3) (@ b+2),
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et le reste de la progression géométrique produite par le développe-
ment de cette expression en une série ordonnée suivant les puissances

de @ sera o
- Py / An'(b+.~,)—xm'(b+2)
Xt (X—2) M(b+3)—2zw(b+3)

F(z, b+73).

Done, sif’on nomme % le module de z, le reste de 1a série qui repré-
sentera le développement de la fonction F(x, y) ou de la somme

Flz, y)+F(z, y)+...+F(x, yu'y)

offrira un module inférieur au produit

ErZ H(b+z>——-xm(b+z)F(;’b+2)’

X (X—8) W(b+3)—zw(brs)

(125)

et & plus forte raison au produit

‘ £z Aﬂ'(b+2)+XAw'(b+2)A1r(5, b-+z)
X=X —¢&) w(b+3z) . (6 +%)
(b +7%)

(126) _
1— XA

Si I'on prend pour Z celui des modules de z qui correspond au module
principal de la fonction (119), 'expression (126) deviendra

(1 EnZ AW(b+35)+XAw'(b+3) , F(z, b+3z)
7 XX = —MX (5 3)

Cela posé, on déduira immédiatement du théoreme V la proposition
suivante :

Tutorime VII. — Soient M le module principal de la_fonction

Z le module correspondant de s, ou un module plus petit, et X un nombre
, ST , »
égal ou inférieur a - Supposons d’ailleurs que les fonctions

w(b+3), I(b+2)
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et leurs dérivées du premier ordre restent finies et continues pour des
modules de z inférieurs a L. Enfin soit m le nombre des racines de l’équa-
tion

I(b+s)=0
qui oﬁrent des modules inferieurs @ L. Pour un module de x plus petit

que » [’équation
M+ z)—xw(b+35)=0

offrira elle-méme un nombre m de racines dont les modules seront infe-
rieurs & Z.; et, st, en deésignant par ¥, Y., Ysy «++s Ym-1 les valeurs de
¥ = b + s correspondantes a ces racines, on pose

Sz, y)=1I(y) —zw(y),

la fonction y, ou la somme

Yy +.}'1+‘-- «t Ym—1s

sera développable en une série ordonnée suivarnt les puissances ascendanles
de x. De plus, st la fonction
F(z, y)= F(w, b+ 3)
reste elle-méme finie et continue pour des modules de x et de s respective-
ment inférieursa X eta Z, ¥ (x, y), ou la somme
F(xv J’) 'l-F(»’CyJ’:) +... F(x; J’m-—l)7
sera encore développable, par les formules (92) et (94), ou (93) et (95),

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, et le reste

de cette série offrira un module inférieur achacune des expressions (125),

(126), (12 )

(128)

IRIS - LILLIAD -

Si 'on remplace F (@, y) par F (y) les formules (72), (73), combi-
nées avec les formules (65) et (122), donneront

F(y) +F(p) -+ +F(Pma)
=F(6)+F(6)+...+F(8,_1)

n=~: p P o™ (Fb+2)[w(b+2) , (b+ 5)»!
+2‘x (o)‘a(—m[ﬂ(b"‘s)[nkb—*- H(b+z)—m(b+z)][ll(b+')] ]

n=1

3
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et .
(129) F(3)+F (1) 4ot F(Ymot) =F(8) + F(8) +...+ F(6,,_y)

:wx/l (Z) () w(b -+ Z)] n ]
+y= S B TR (b 5) ]

;ﬂ n (O)é:(—m[[ﬂ(b‘*‘z) ( ) z

Concevons maintenant que I'on pose =1, et que, dans le théo-
réme VI, on remplace f(x, y) par

F=T) = v(y);
alors on obtiendra la proposition suivante :
Tutortme VIII. — Soient
(130) C J=o

une équation algébrique, b une valeur particuliére de y, 7 une valeur
particuliere du module de la variable

E=y— b

et 5 la valeur imaginaire de 5 qui correspond au module Z. Supposons
en outre que l'on partage la fonction f(y) en deux parties

(y), —=(y),
et soit m le nombre des racines de I’ équation
(131) : M(y)=o
qui produisent des modules de z infeérieurs a L. Si le nombre Z est choisi
de maniére que, les fonctions '

M(b+z), w(b+ z)

restant finies et continues pour des modules de z infeérieurs a Z, on aut

w(b+3)

O(b+z) =t

(132)

Uégquation (130) offrira elle-méme un nombre m de racines correspon-

dantes & des modules de z plus petits que Z. De’signoﬁs PATY s Y5 ooy Vi

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



96 - SUR LA MECANIQUE CELESTE

ces racines, et par 6,6,, ..., 6,,_, les racines analogues de I’équation (131).
La fonctionimplicitey, sil'onam = 1, oulasommey 7y, + ... + Yy,
dans le cas contraire, sera developpable en une série convergente par la
Sormule ‘

_' N @ m (b4 3)
(l33) y+y1+.--+ym—]'—6+61 ' "'+6\m—1+(0)£ ,[ﬂ(b—!—z)];

1 (Z)r("') [[w(b-u—:)']’] 4
+ = e ce
2 0“em \LI(6+2)] )z
qui se déduit immeédiatement des formules (75) et (122), oudel’équation

(129). S, de plus, la _fonction
F(y)=F(b+ z)

—m

reste elle-méme finie et continue pour des modules de 5 inférieurs a Z,
F(y), ou la somme F(y)~+F(y,)+ ... +F(yn_), pourra encore
étre développée en série convergente par la formule

(134) F(y)+F(y)+...+F(ymu-)

o @ W Cw(b+2) o, )
=F(8)+F(&) +...+F(6,,,_,)+‘m‘[’(_m[ml‘ (b+~))

7 (%) {T) w(b+5)]2
I BOFE) z]
- 2 \0;"’(—1:)[[“(["1‘5) (b+2) z+

3

Enfin, le reste de cette derniére série offrira un module inférieur a

Z W(b+3)—zw(b+3) -
- = — — F(b+3),
X! X=1) " M(b+3)—zw(b+5) ( )

(135)

et a plus forte raison a

/ A (b+72)+XAw'(b+32) F(b+3)

([36) . = = A -

: X+ X —1) w(b-+2) H(b+3)
I—XA——_-
H(b+7)

le module X de x étant choisi de maniere a remplir les deux conditions

(137) ) X—1>o0, 1—XA——-—%>0;

et ce module-étant par suite plus grand que {'unité, mais plus petit que

AII_IQLE_).
w(b+73)
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Lorsqu’une seule racine de I'équation (131) correspond a un module
de s plus petit que Z, et que cette racine est précisément b, on a

et les formules (133), (134) se réduisent &

_ 1 2w (b + 3) 1 3w (b+3)7)*
(138) Y= I T h T +ED3[H(b+z)]+""
_ 1 ..m(b—{— ) o _
1 zus(b—q—z) z

la variable 5 devant étre, dans tous les termes des seconds membres,

annulée aprés les différentiations.
Sil'on pose, dans la formule (115),

(tho) H(y)=y—b,

b sera la seule racine de ’équation (131). Alors les formules (128),

(129) deviendront

(th)  F(y)= +2 —D,,[[m (8)]"F(b)]

I.

-2 ,——;—x—_,—)Dh“ {[w())11e'(5)F(D) ],

et

n=—o

(142) F(y)= F<b>+2, —— D | [w())"F(5)},

ou, ce qui revient au méme,

(143) F(y)=F()+ = m(b)F’(b)+—D,, [&(D)PF (b)) | +...;

puis, on en conclura, en posant F(y)=y,

-

(148) y=0b+— z:s(b)—+———D,,[zis(b)]2 D [m(d)P+

OFEuvres de C. — S. 11, t. XIl.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

?



98 SUR LA MECANIQUE CELESTE

De plus, on aura, en vertu des formules (96) et (97),

(143) F(z,y)=F(o, b)-+ > U,z",
n=1
la valeur de U, étant
. nat w1V an 1—azo (b4 3) . N
(146)  Un= (1.2.3.../:)1D"‘ g" Dz [s—xm(b+z)l (2, b+°)JE’

et les variables z, = devant étre annulées aprés les différentiations
effectuées. On peut remarquer d’ailleurs que, pour obtenir la for-
mule (144), il suffit de développer suivant les puissances ascendantes
de « le second membre de I’équation (82), qui, dans le cas présent, se
réduita

(Z)  (m) —_— "(h z

;—xm(b+:)k(x’ b+z)) ’

(O] V(-—m
On pourrait y parvenir encore a I'aide de la formule (83), ou

(148) F(z, y) = ﬁ:x—kw’(b—i—z)l‘,(

an) s —rw(b+3) - )dq

Les formules (144) et (143) sont précisément celles que Lagrange a
données comme pouvant servir & développer, suivant les puissances
ascendantes de x, une racine y de ’équation

(149) y-—l{——www):o,

et une fonction F(y) de cette racine. Or, d’aprés [e théoréme VII,
ces formules subsisteront, si les fonctions o (b + 5), F (b + 5) restent
finies et continues pour des modules de s inférieurs & Z, Z étant
celui des modules de = qui correspond-au module principal M de la

fonction

(150) ___—G)‘(»l)-l—S)’

s
&~

et si d’aillears on attribuc & la variable réelle ou. imaginaire x une
o, . , . . 1 . . .
valeur dont le module soit inféricur a R Elles subsisteront a fortior:

si, le module Z de z étant distinct de celui qui correspond au module
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principal de la fonction (150), on choisit le module § de « de maniére
a vérifier la condition

(151) | ;gA‘_“_(_b_j”_z)@‘

/
Quant & la fonction F (2, y) =F («, b+ =) que renferme I'équation
(145), elle devra rester encore finie et continue pour des modules de x .
et de 5 respectivement inférieurs 4 § et 2 Z. Ajoutons qu’a l'aide des
formules (125), (126), (127), on déterminera shns peine des limites
supérieures aux modules des restes des séries (143), (144), ou méme
de la série produite par le développement de F (@, y) suivant les puis-
sances ascendantes de x. Effectivement, en vertu des formules (125),
(126), le dernier de ces restes offrira un module inférieur & chacun
des nombres

. En 1—zw (b+3) ., - -
132 A—m == F(2, b+ z),
(152) X=X =) z——ww(b*&—z) (x z>
(153) Enl 1+ XAw' (b <+ S)AF(Z:,b—g—E),

X=X =8 Z—XAw(b+3) )

le module X de  étant supérieur au module § de #, mais inférieur au
quotient qu’on obtient en divisant 'unité par le rapport

w(b+3) _Aw(b+3)

(154) A = — 7

rq

Concevons, pour fixer les idées, que, la constante b étant réelle, on

prenne _
w(y)=siny.

~ ’ . . s . . .
Si I’on nomme B un arc renfermé entre les limites o, 5 et choisi de

manicre que cos B soit égal au signe prés & cos &, on aura, en vertudes -

. formules (24),
—1

YA —Z
el et |
cosB + — sinB.

el —

(155) Asin(b+3)%

11y a plus : le carré du module de sin (& + ) étant le quart du tri-

nome ..
glsing  p-2Lsing— 2 cos(2b -+ 2Zcosg),
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et par conséquent le quart de lasomme qu’on obtient en ajoutantle tri-

nome . )
gr2sing y g—24sing_. 9 cos(2Z cosq),

dont le maximum est 4 ( Asinz)? = (¢’—e™?)?, au produit

a[cos(2Zcosq) —cos(2b + 2Zcosqg)] =4sinbsin(b +2Zcosq),

dont le maximum est 4 sin B, on trouvera encore

. \

7 __ '—Z 2 2
(156) Asin(b+?)§[<e 28 ) +sinB:' .

1

Donc la condition (151) sera vérifiée, si l’on a

Z - !
(157) E< T .

(=)

et, & plus forte raison, si l'on a

27
puisque sin B ne peut surpasser I'unité. D’ailleurs la valeur minimum

du rapport
a7
(r59) Fr et

correspond a la valeur de Z déterminée par la formule

el—el el et 2
(160) = = ;
I VA 7% — 1
et, comme on a
ek 4 et z el — et YA LA r YA
— = e e ———— — —
2 2 3 1.2 4 1.2.3.4 6 ’

la formule (160) pourra étre réduite a

— Lty 1o,
(161) 1_2L~+8Z -+

Or I’équation (161), dont le second membre croit avec Z* et se réduit,
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pourZ=1, a
I I

=l
e 2,71828. ..

admet évidemment une seule racine positive supérieuré a 'unité, mais
‘inférieure a la racine positive de 'équation

I I

— 72 7
. o 1= 22+ 8Z ,
c’est-a-dire
, V—2+i2 =1,2100....
Done si I'on pose, dans la formule (160),
(162) L=1,2+1

I surpassera — 0,2, et sera inférieur 4 o,01. Mais alors cette formule

donnera
2,2+

LM @M = | 4 24e?¥
0,241 ’

6 désignant un nombre inférieur 4 I’unité, et par conséquent

0,2 — 2,27 _ 0,0004203. .,
1—e 4 (0,4+20)e® T 0,90928...+ (0,4 + 2i) e
, .

(163) i=—

Donc 7 sera négatif et renfermé entre les limites

0,0004205. .. ' )
———'——:—0,000-4624...,
0,00928. ..
0,0004205. .. 0,0004205. ..
— ’ 4 = 2 d =—0,0003211...,
0,90928...4+ 0,4 1,30928. ..

ou méme entre la limite — 0,0003211... et la suivante

.0,0004205. ..
0,00928. ..+ (0,4 — 0,0009248. ., ) ¢~ %0008
0,0004205... ' '
———’—4——:—0,0003214.... .
1,30798..." » x
{
On aura donc, en poussant 'approximation jusqu’aux millioniemes
inclusivement,
!
{=—o0,000321..., Z=1,24+10=1,199678..., £*=1,439227...,
27 s .
m =\l —1 :0,662-’742. Ve
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et, par suite, st I'on prend

(164) Z=1,199678...,
la condition (158) se trouvera réduite a
(.65) £<o,662942. . ..

Done, tant que le module de = ne surpassera pas le nombre
0,662742..., une seule racine de I'équation

166) T y=b+axsiny

produira une valeur de y — b dont le module restera inférieur a
1,199678..., et cette racine sera développable par la formule de
Lagrange en une série convergente ordonnée suivant les puissances
ascendantes de x.

Considérons maintenant une fonction de z'et de y, savoir,

F(z,y)=F(2,b+3).

Cette fonction sera encore développable par les formules (145), (146),
suivant les puissances ascendantes de x, si elle reste finie et continue
pour des modules de x ct de s respectivement inférieurs aux

nombres
0,662742... et 1,199678....

Il y a plus : le développement dont il s’agit pourra étre effectué &
'aide des formules (147) ou (148), si la fonction explicite

4 1—acos(b—+ 3)

—zw'(b+ s
e e R o) = L2

z2—x2w(b+3) Pz, 6+ 3)

(167)

est elle-méme développable, pour de tels modules des variables x et z,
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascéndantes
de ces variables. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si I'on prend

I
F(zy)= 1— oSy
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Alors, la formule (147) donnera

I :m{/tm ( 3 ) _ f[
L—2x o8y o “eml\z—axsin(b+35)); &
‘ L ¢sin(b 4+ 3) sin?(b + 3)
+x‘l—(_ a* );+ xz‘[( 33 ]z+.-”,

ou, ce qui revient au méme,

I x . 2 . ad L,
(168) ———— =1+ ZDysind + —D?sin* b+ ——D}sin®b+....
I — & cosy I 1.2 1.2.3
Si, de cette derniére série, on conserve seulement les » premiers
termes, 'erreur commise, ou le module du reste, sera, en vertu de la
formule (152), inférieure au produit
EnZ . 1
- 7 - =)
X#=1(X — &) Z—XAsin(b+3)

et & plus forte raison au produit

.t T
(169) X (X =% i=NX’

L. : . sins s , .
M désignant le module principal de — déterminé par I’équation

el et I

(170) M= =7 :o,662742... =1,50888. ...

Si, dans I'expression (169), on remplacait X — & par X, on obtiendrait
la suivante

gn
(170) X —MX)
qui représente une limite supérieure au module du terme général de
la série que renferme 'équation (168). Dans 'une et 'autre expression,
A . , s . pot ’
le nombre X doit étre inférieur & §;; mais supérieur au module £dela
variable . Si ’on choisit X de maniére & rendre I'expression (x71) un
minimum, on trouvera ‘
X 1—MX __ ' -
n M (n+0M
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et le produit (169) deviendra
<I+|_>n (n+1)M"£" .
L — <1+ 1—) M¢
n

I3
<;+'_>"< e,
n

il est clair que le module du reste qui complete le développement de

Comme on aura d’ailleurs

1
11—z cosy
sera inférieur &

(n+1e
1— (l-i—]Z)ME

Si I’on attribue & 2 une valeur réelle et positive, la limite du module

(192) (Mé&)n,

en question sera simplement

(n+1)e
1—<I+L)Mx
nj

. . . 1 .
Ainsi, par exemple, si I’on suppose = 7, elle deviendra
4

(173) (Mz)".

(4,3647...)(n +1)
P 0,6057. ..

{ n

(174) (0,37722...)"

Les fonctions implicites, que nous avons jusqu’ici développées en
séries, dépendaient d’une seule variable . Mais on pourrait étendre
I'application des mémes principes 4 des fonctions implicites de plu-
sieurs variables «, «’, .... Concevons, pour fixer les idées, que y,
¥’y ... soient déterminées en fonctions de «, &, ... par des équations
de la forme

(175) flzy)=o0,  filz,y)=0,

‘Désignons par y (=, y) la dérivée de f(x,y) relative a y, par y, (=, ¥")
~la dérivée de £, (2',y’) relative 2 ', ..., et par

Fle,z'y...,0, ¥, ...)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



i
ET SUR LE CALCUL DES LIMITES. 105

une fonction de z, 2, ..., ¥, ¥, .... Enfin supposons : 1° que, b, ¥, ...
étant des constantes, les équations

(76) - Sl b+s)=o, fi(o,d+5) =0,

offrent, la premiére m racines dont les modules soient inférieurs a Z, la
- seconde m’ racines dont les modules soient inférieurs & Z', ...;5 2° que,
pour des modules de x, /, ..., z,' z', ... respectivement inférieurs a
XX, ..., Z,Z, ..., chacune des fonctions f(x, b + z), f, (2, b + 5'), ...
obtienne toujours une valeur finie et déterminée; 3° que, Z étant le

module de z, Z' le module de z, ..., les rapports

W b+3z) (e b+s)
flz,b+3)  fila, 0'+3")

(177)

et le produit

N - o ol - —
1@ b+2) u(e, b+ s >---F(x,x’,...,b+z,,b’+z’, cl)

8 — —
(178) f(x,b—|—z) f,(x', b’+z’) .

soient développables en des séries convergentes ordonnées suivant les
puissances ascendantes de x, de &/, ..., pour des modules de z, o, ...
respectivement inférieurs 4 X, X', .... Pour de semblables modules
de z, &', ..., les équations o

(179) flab+z)=o0, fi(a,b+3)=0, ...,

en vertu du théoreme 1V, offriront, la premiére un nombre m de
racines dont les modules seront inférieurs 4 Z; la seconde un
nombre 7’ de racines dont les modules seront inférieurs 4 Z/, ...; et,

sil'on désigne par -
(180) SF(z, 'y .. ¥y ¥y oal)
la somme des valeurs que recoit la fonction F(z, 2/, ..., y, /, ...)

lorsqu’on y substitue successivement, au lieu de y, ¥, .., les racines

dont il s’agit, cette somme sera développable en une série convergente
OFuvres de C. — S. II, v. XIL. - 14
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ordonnée suivant les puissances ascendantes de z, 2/, .... Cest en
effet ce que 'on démontrera sans peine de la maniére suivante :

Examinons d’abord le cas particulier oul'on aurait m =1, m'=r, ....
Alors, on tirera de la formule (83), en y remplacant m par l'unité, et

F(z,y) parF(w; Ty s Yo ¥ oei)s

" y(a, b+3)

! P
27 f(x;b-+—z)F(x’x""’b'+‘~a)’,-..>dq.

(181) F(z,z',..., ¥, Yo =

~ On aura de méme

(182) F(x,x’,.. b+2,v’,...)
r - y|(a' b-+3') ,
——————F(x z' . b-i—z,b—l—z,...)dq’,

KL —n f:(»’v b+3')

et par suite on trouvera

(183) F(z, &, .., 00 .)

™ T
:f f ...33. y(.z‘ b+ )y1<x idinal )‘-F(x,x’,...,b’-i—z,bﬁ—z’, .)dq ...
Sz, b+3z) fi(2, b/ +3") : o 2|

Si m, m' cessent de se réduire 4 l'unité, il faudra évidemment
remplacer le premier membre de la formule (181) par la somme
des valeurs que recoit la fonction F (z, 2/, ..., ¥, ¥y ...) quand on y
substitue successivement, au lieu de y, celles des racines de 1'équation
f(x, b+3)=oqui offrent des modules inférieurs 4 Z; puis le pre-
mier membre de la formule (182) par la somme des valeurs que
recoit la fonction F (@, & ...,b+ 35,5, ...) quand on y substitue
successivement, au lieu de y’, celles des racines de l'équation
f(a', b+ ') = o qui offrent des modules inférieurs 4 Z', etc. Donc,
le premier membre de la formule (183) devra étre lui-méme remplacc
par I'expression (180), en sorte qu’on aura

(184) SF(z,z's ..., p, 9 -.) . o .
:jqnfﬁ'..EZ,.-.X(x,b+i) X‘l(‘%", b’-{—ﬁ’)...Fl(‘x,x/ e b+; b!+~:l‘” )i(l d__(___]/.‘.
—n (@, b+32) fi(a, b+ 3 T ' o oam
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vOr._ en.vertu de la formule (183) ou (184), I'expression

Fle, 2/, ...y, ...) ou SF(z, &, ....% ), ..)

qui représente une fonction implicite (du moins en partie) des
variables z, «’, ..., se trouvera transformée en une fonction entiére-
ment explicite de ces mémwes variables, et, pour la développer en une
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x,
@/, ..., il suffira de développer en une semblable série le produit (178). -

“Ajoutons que la Jimite supérieure au module du reste qui complétera
ladernicre série sera en méme temps une limite supérieure au module
du reste qui complétera la premikre. Si Uor’ nomme % le module de ,
£ le module de o, ..., et z, &', ... des expressions imaginaires qui
aient pour module X, X, ..., la limite dont il s’agit sera précisément
le reste de la série qui, étant ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de &, &', ..., a pour somme ’expression .

XX @D (@ ET) s

185 A - = = Flz, 2, ..., b+3,b +3,...)
() X—¢X'—¢ f(x,b—;—z)flkx/,b/—i—z’)' ((L‘x )

Si, dans le développement de la fonetion
Flz,z', ..., p, 7 ...) ou SF(.Z‘.,.Z", RS P S RTEIN

suivant les puissances ascendantes de «, ', ..., on négligeait tous les
termes dont le degré, mesuré par la somme des exposants de x,

x’, ..., deviendrait égal ou supérieur a A, l'erreur commise, ou le
module du reste, serait encore inférieure au produit

(186) 5 y(az, b+3) g (o' b+ 3

: = —o AL “LnF(ax, aa!y oy b+5, 0+ 35 ..
AHA = f(az, b+3) fi(aa!, b+ 3') ( ' )

A désignant le module - de o, et ce dernier module étant supérieur a
I'unité, mais inférieur a chacun des quotients , '

X X
EE

- Pour montrer une application de la formule (183), s‘uppoéons_y,y’
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déterminées en fonction de x, ' par les deux équations .

(187) Yy =b+ xsiny, y'=0b'+ xsiny’.

Si les modules de « et de ' sont inférieurs au nombre o,662742...,
alors, d’aprés ce qui a été dit précédemment, chacune de ces équa-
tions offrira une seule racine correspondante 4 une valeur de y — 29,
ou de y'— &, dont le module soit au-dessous du nombre 1,199678....
Cela posé, si la fonction

.

F(zx,z',b+ 3,0+ 3')

.
reste finie et continue pour des modules de x, ' plus petits que
0,662742... et pour des modules de 5, ' plus petits que 1,199678...,

on aura, en supposant les modules de z, 5’ inférieurs eux-mémes au

nombre 1, 199678...,

(188) ¥(z,z',y,¥")

2 pT AT - ! e _ -
. __<L>f f ! xcos(b—i—:)l “Tcos(b+:)F(x,x’,b—i—:,b’—i—z’)dqdq’.
2T/ J gl _ns—asin(b+3z)s'— 2 sin(b+3")

Done, pour développer la fonction implicite de =, «’, représentée
par

F(z, 2, y, y' )
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de @, &', il
suffira de développer en une semblable série le produit

R O
(1%9) z—zsin(b+3) 7 —a'sin(¥ +3') (=, 2, ¥ +3)

Ajoutons que la limite supérieure au module du reste, qui complétera
la premiére ou la seconde série, sera précisément le reste de la série
qui, étant ordonnée suivant les puissances ascendantes de £, £, a pour
somme |’expression

(190) X ,Xl i—%::cos(b—o—g) l—%’cos(b’—l—%’)
X—gX =& s —zsin(b+32) 5 —2'sin(b'+3'

F(z,2,b+3 6'+3).

Si, dans le développement de la fonction F (z, 2, y, y'), on négligeait
tous les termes dont le degré, mesuré par la somme des exposants de
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x et de o', devient égal ou supérieur & A, U'erreur commise serait
inférieure au produit

I - t—axcos(b+3) 1 —aax' cos(b + & I - =
191 A—— —£ — —~Flaz,ax',b+3,b' 4+ 5
(r91) A A= T —azsin(b+3) 5 —aa'sin(b'+3) ( ’ ’ ’

A désignant le module de o, et ce module étant supérieur & I'unité,
c e . X X’
mais inférieur 4 chacun des rapports %, ;-

Y

Lorsqu’a l'aide des méthodes exposées dans ce paragraphe on a
déterminé en fonction du nombre 7 ou 4 la limite de Perreur que I'on
commet en négligeant, dans le développement d’une fonction expli-
cite ou implicite, tous les termes dont le degré surpasse le nombre

dont il s’agit, il est généralement facile de trouverla valeur qu’on doit
assigner au nombre n ou 2 pour que 'erreur commise devienne infé-

rieure &

f \N

()

10
N étant un nombre entier donné. Il suffit en effet, pour y parvenir, de
déterminer la partie enti¢re de la quantité négative qui représente le
logarithme décimal de I'erreur commise. Concevons, pour fixer les
idées, que, y étant déterminée en fonction de « par I'équation (166)

ou
y=0b—+ zsiny,

on propose d’assigner au nombre » une valeur telle que, dans le déve-

loppement de
I
1—zcosy’

‘

suivant les puissances ascendantes de x, la somme des termes d'un
degré égal ou supérieur i n offre un module inférieur a

L )N
_ 2
10,

. .y I ’ .
pour la valeur particuliére x = 7’ Ou, pour une valeur plus petite de

la variable . Il suffira évidemment que 'expression (174) devienne
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e, e . 1 \N ’ . , . .
inférieure a <;)> » et son logarithme décimal & — N. Si donc on

désigne a I'aide de la lettre L les logarithmes pris dans le systéme
dont la base est 1o, il suffira de choisir le nombre entier » de maniére
a remplir la condition

0.6057. ..
n

(192) 0,6399617...+ L(n+1)— L<l - ) — 0,4234029...n <—N.

Ainsi, par exemple, s’agit-il d’assigner’ au nombre n une valeur
telle que I'erreur commise, quand on néglige les termes d’un degré
égal ou supérieur  n, ne surpasse pas un milliéme. On trouvera, dans
ce cas,

N=3,

et la condition (192) donnera

3,6300617. ..
0,4234029...— ;Il- '»L(ll-{-l)——L(I_. 0,6057. . >:|

(193) n>

n

Sil’on réduisait & son premier terme le dénominateur de la fraction

que renferme le second membre de la formule (193), cette fraction

serait équivalente 4 0,86..., et par conséquent on vérificrait la for-

mule, en prenant n = g. D'ailleurs, n étant égal ou supérieur a g, le

rapport .
Lin-1)

n

diminuera pour des valeurs croissantes de n, et par suite le produit
’; [L(Il-l-l) — L<l—— &99’517—)]
ne surpassera pas “
é[l——‘L([——'0,0673. )] =o,1144. ...

Donc la condition (193 ) sera remplie, si I'on a

‘ v 3,6399... 1
0,4234...—o0,1144. .. AR
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en sorte qu'on pourra prendre n»=r12. Donc si, dans I'hypothese
admise, on arréte le développement de

N

1
1—zcosy
aprés le douzieme terme, I'erreur que I'on commettra ne surpassera
pas un milliéme.

On voit, par ce qui précede, que, pour les fonctions implicites
comme pour les fonctions explicites, la détermination de limites supé-
rieures aux modules des restes qui complétent les développements
peut étre réduite a la détermination des quantités de la forme '

Af(z) ou Af(z,y,3,...),

ou de quantités qui seront évidemment plus grandes. Nous avons déja
donné un grand nombre de formules qui peuvent étre utilement em-
ployées dans I'évaluation des quantités dont il s’agit. Nous ajouterons
ici que le développement en série des fonctions

f(z), f(@r5...)

est souvent un moyen trés simple de parvenir a cette évaluation. Ainsi,

en particulier, comme on a généralement, quel que soit le module X
de z, .
1 -_—

—_ —_ I —_

H J— - 3 PoL]
sine —=a — S ad - xd—. ..
1.2.3 1.2.3.4.5 ’

et

x L Tt — ! h—
cosx —1— -
1.2 1.2.3.4 ’

'

on en conclura, en ayant égard & la premiére des formules (25),

= X3 X5 X X
ASlnx_x+l.2.3+l.~2.5.4.5 +_ 2
et .
—_ X2 X‘b ex+e—x
S — —_— e —— e/
Acosz =1+ 1.2 r.2.$.4+ 2’

-

ce que l'on savait déjh. De méme, comme, en supposant X <1, on
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trouve

arcsinz = « —+

on aura, dans cette hypothése, ¢’est-a-dire pour X <,

- X2 1.3
Al(itz) :X-}--;_p-?-_*_ ,
- ¢, X Xs
Aan‘ctangw:h—!-?-i——s--k...,
’ . : 1 X8 1.3X8 1.3.5X7
Aarcsineg =X+ - 54 + — — -+ 2 e,
2 3 2.4 5 2.4.6 7

et, par conséquent,
PUCES :’<'1_—]Y>’
(194) / A arc larlgE:](:i)‘é),

Aarcsinz =arcsinX,

......................

Enfin, si I'on désigne par « une fonction dex ou de z,y, 3, on trou-
vera : 1° quel que soit Au, :

Aa —Au Au ~An
. m et —e —_ ettt e .
(195) Asmué————z———» 1&005“_5_————2—————4

2° en supposant Au <1,

— ’ I
< =
Al(r= u)=1<I __Au>,

- 1+A?t .- s -
Aarclangu§l< A_>’ AarcsinuSarcsinAu,
[— 111

(196)
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MEMOIRE

SUR LA SURFACE CARACTERISTIQUE

.

CORRESPONDANTE A UN
SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES,
ET

SUR LA SURFACE DES ONDES®.

Ce Mémoire est relatif a deux surfaces qfil jouent un grand role dans
les questions de Physique ou de Mécanique-dont la solution dépend
d’un systéme d’équations linéaires aux dérivées partielles et & coeffi-
cients constants. ‘ ‘

La premiére surface, que je nomme la surface caractéristique, est
celle qui se trouve représentée par I’équation caréetéristique elle-
méme, quand on y remplace les dérivées partielles des divers ordres
relatives aux variables indépendantes x, y, z, ¢ par les puissances des
divers ordres de ces mémes variables considérées comme représentant
trois coordonnées rectangulaires et le'temps.

La seconde surface est celle que 'on nomme la surface des ondes,
et qui, dans un mouvement simple, pefsistant, ot les durées des
vibrations moléculaires demeurent constantes, touche, au bout d’gn
temps quelconque ¢, des ondes planes, infiniment minces, diversement
inclinées sur trois plans rectangulaires, mais parties au premier
instant d’'un méme centre pris pour origine des coordonnées.

. (1) Poir un résumé de ce Mémoire, CEuores de Cauchy, 1™ sérrie, t. V, p. 263;
Extrait 136 des Comptes rendus. '

OEuvres de C. — S. 1L, t. XII. 15
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Je donne, dans le paragraphe premier de ce Mémoire, les moyens
d’obtenir généralement ’équation de la surface des ondes.

Je montre, dans le second: paragraphe, les relations dignes de
remarque qui existent entre la surface caractéristique et la surface des
ondes, et j’établis divers théorémes relatifs & ces surfaces (*).

.

. 1. — Considérations générales.
Prenons pour variables indépendantes trois coordonnées rectangu-
f
laires z, y, z et le temps 2. Supposons d’ailleurs qu’a un systéme

donné d’équations linéaires aux dérivées partielles et 4 coefficients
constants corresponde 1'équation caractéristique’

(1) . F(Da, D,, D:, D) =o.

Nous appellerons surface caractéristique celle que représente cette
méme équation, quand on y remplace ‘
D.ry DJ’) Dza Dt

par
z, ¥y, 5 & !

. L’équation de la surface caractéristique sera donc
(2) . ¥(z,y, s, t)=o.
Soient maintenant
u, v, w, §
quatre constantes liées entre elles par I’équation
(3) F(u,v,w,s)=o. v'

Pour vérifier I’équation aux différences.partielles

(4) F(D., Dy, Dy, D)8 =o,

(1) Les relations et les théorémes dont il s'agit se déduisent assez facilement de for-
mules [déja connues, et spécialement de celles que j'ai données dans le Bulletin de
M. de Férussac (avril 1830). Celte remarque, & ee qu’il paraif, avait déja été faite par
quelques personnes, et en particulier par M. Blanchet; mais elle ne se trouvait énoncée
nulle part avant la Note que j'ai insérée dans les Comples rendus des séances de I’ dca-
démie des Sciences (séance du 5 juillet 1841) (OEuvres de Cauchy, 17 gérie, t. VI, p. 202;
Extrait 129 des Comptes rendus).
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il suffira de prendre

(5) s = Il(ux + vy+wz'+st),

si la fonction F (a,y, 5, ) est homogéne. 11y a plus : si cette fonction
n’est pas homogéne, alors, pour que la valeur de ¢, déterminée par la
formule (5), continue de vérifier I'équation (4), il suffira d’attribuer
a la fonction arbitraire II («) certaines formes déterminées; et de sup-
poser, par exemple,

~ (6) I(x) =0e~,

6 désignant une constante arbitraire, par conséquent

( 7) e eeux+vy+wz+sl‘

Si la fonction F(x, y, s, t), sans étre homogéne, se réduisait 2 une
fonction paire de chacune des variables «, y, z, ¢, on pourrait encore
aux formules (6) et (7) substltuer les suwantes

(8) M(z)=26

; .
g — _9 euz+0y+wz+st . e—(u.r+vy+wz+sl} .
(9) =6 + )

Concevons a présent que, les constantes

i

u, v, w, §

\

ayant des valeurs réelles, on pose, pour abréger,
(10) k=\u?+ ot 4+ ot
alors la valeur numérique du rapport

UZ 40y + wz
k.

sera précisément la distance du point (z,y, z) au plan reprebente par
I'équation *

(11) ux +9vy 4+ wzs=—o;
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et la valeur de « déterminée par Péquation (5) pourra étre considérée
comme dépendant uniquement de cette méme distance et du temps z.
Il y a plus : la valeur de s, calculée a I'origine du mouvement, pour
tous les points d’une tranche infiniment mince comprise entre deux
plans paralléles 4 celui que représente la formule (11), correspondra,
au bout du temps ¢, a tous les points d’'une autre tranche semblable,
mais séparée de la premiére par une distance équivalente & la valeur

o .8 . .
numérique du produit - ¢. On pourra donc dire qu'une onde plane,
k
représentée dans le premier instant par une tranche infiniment mince,

se déplace parallélement & elle-méme, pour des valeurs croissantes du
temps, avec une vitesse équivalente & la valeur numérique du

rapport

x|«

Ainsi, en particulier, 'onde plane, infiniment mince, primitivement
renfermée entre deux plans trés voisins de celui qui passait par ori-
gine des coordonnées, et qui était représenté par la formule (11), se
trouvera déplacée au bout du temps 7, de maniére a étre alors
comprise entre deux plans trés voisins de celui que représentera
I'équation

(12) Uxr +vy 4+ ws+st=o,

et qui sera séparé de 'origine par une distance égale, au signe proés, & %
Ajoutons.que, si cette onde subsistait seule au premier instant, elle
subsistera seule au bout du temps ¢ En effet, si la fonction II(x)
s’évanduit hors des limites x = — ¢, # =¢, ¢ désignant un nombre
trés petit, non seulement la valeur initiale de », représentée par

M(uz + vy + ws),

s’évanouira hors de la tranche comprise entre les plans paralléles

’

représentés par les formules

UZ VY +ws =—§, Uz + 9oy + wzs =g,
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mais, de plus, la valeur generale de = representee, en raison de la for-

mule (5), par
M(uz + vy + wz + st),

s’évanouira au bout du temps ¢ hors de la tranche comprise entre les
deux plans représentés par les formules

UZ + 0y +-wz +- st —=—g, Ux -+vy -+-ws —+ st —e.

Sil’on nomme plan d’une onde infiniment mince un plan mené,
dans I'intérieur de cette onde, parallélement & ceux qui la terminent,
le plan d’une onde, qui passait primitivement par P'origine des coor-
données, pourra étre représenté, au bout du temps ¢, par la for-
mule (12). Si I'on abaisse de I'origine une perpendnculau‘e sur ce
plan, et si I’on pose d’ailleurs

(13) u=kcosa, ¢ =k cos6, w =k cosy,

@, 6, v représenteront les angles formés par la perpendiculaire dont
il’s’agit, prolongée dans un certain sens avec_les demi-axes des coor-
données positives, et I’ equatlon (3), réduite a la forme

(14) | I‘(kcosot,kcosé kcosy,s)=o,

établira pour chaque direction de la perpendiculaire une relation entre
les deux constantes %, s, de telle sorte que, lavaleur de £ étant donnée,
on pourra en déduire celle de s, et réciproquement. Si, la valeur de s
restant la méme, les angles «, 6, y venaient seuls a varier, le plan
d’'une onde, représenté au bout du temps ¢ par I'équation (12),
prendra dans I'espace des positions diverses correspondantes A
diverses ondes planes qui passaient toutes au premier instant par
I'origine des coordonnées. Nous nommerons surface des ondes la sur-
face limitée par ces mémes ondes, c’est-a-dire la surface que le plan,
représenté au bout du temps ¢ par I'équation (12), touchera dans
toutes les positions qu'il peut-acquérir, quand on laisse varier , ¢,
w, de maniére que la quantité s demeure constante. Cela posé, sil’on
désigne par S le premier membre de la formule (3), c'est-a-dire si,
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en faisant pour abréger

(15) S =F(u, s, w,s),

on réduit cette formule 2

(16) $=o,

.

alors, pour obtenir I’équation de la surface des ondes, il suffira évi-
demment d’éliminer u, ¢, w. entre les formules (12) et (15)jointes &
la suivante

(17) R y - 5,

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, les constantes u, ¢, w
réelles, ainsi que les valeurs de s tirées de la formule (3). Mais les
conclusions auxquelles nous sommes parvenus peuvent subsister
sans que cette condition soit remplie, par exemple dans le cas ou ’on

aurait

(18) u=uy—r, v:V\/:, w=wy—1
et |

(19) s=sy—1,

U, v, W, s désignant des quantités réelles. Alors 1'équation (12), pou-
vant étre réduite a

(20) L U+ VY Wi+si=o,

représenterait encore un plan qui se déplacerait dans Iespace avec
une vitesse représentée par la valeur numérique du rapport ’
/

la valeur de k étant

(21) k=T vV +w

et les formules (10), (12), (16) se trouveraient remplacées par les
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. équations (20) et (21), jointes a la suivante

x Yy 3

(22) DgS = DyS — Dy§’

Donc alors, pour obtenir I’équation de la surface des ondes, il suffirait
d’éliminer u, v, w entre les formules (15), (20) et (22). Sid’ailleurs la
fonction F (=, y, 5, t) était homogeéne, I'équation (3), combinée avec
les formules (17), (18), donnerait simplement

(23) F(u,v,w,s)=o,

et dans la formule (21) on pourrait prendre pour S la fonction
F (v, v, w, 8). Donc alors, dans la discussion des ondes planes et dans
la recherche de la surface des ondes, on pourrait conserver les formules
(r2), (13), (14), (15), (16), (17), et se borner & y remplacer u, v, w,
s, devenus imaginaires, par les quantités réelles U, v, W, 8, ou, ce qui
revient au méme, on pourrait se borner a considérer u, ¢, w, s comme
représentant des quantités réelles. Il y a plus=: S étant alors une fonc-
tion homogéne de u, ¢, w, s, les formules (12), (15) et (16)
pourraient étre considérées comme établissant des relations entre les
variables indépendantes x, v, z, ¢ et les seuls rapports

71 ¢ 14

— — _—

Donc I’élimination de u, ¢, w entrainerait I’élimination de la quantité s,
4 laquelle on pourrait attribuer une valeur quelconque. On pourrait
prendre, par exemple, s =, en nommant  la valeur particuliere
de s que fournit I'équation (3 ), quand on y suppose £ = 1, ou, ce qui
revient au méme, '

w0t wio= (.

Si, pour plus de simplicité, on supposait

alors les quantités
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qui sont liées entre elles par la seule équation (3), pourraient étre
réduites aux coordonnées d’un point quelconque de la surface carac-
téristique; et en nommant X, y, z ces coordonnées, afin de les distin-
guer des coordonnées x, y, = d'un point de la surface des ondfes, on
aurait

(24) U=1x, v=y, W= Z.
Cela posé, la valeur de S deviendrait
(25) S=F(x,y,z t);

et pour obtenir I'équation de la surface des ondes, il suffirait d’éli-

miner
X, y, YA

entre les formules (12), (16), (17), réduites aux suivantes :

(26) XZ+Yy +25-+ 2=o,
- ) o X __ Yy _ Z
(27)  5=°% $5=5,5 D3

L’équation de la surface des ondes, ainsi obtenue, aurait évidemment
pour premier membre une fonction homogéne des quatre variables «,
Y By L.

Au reste, soit que I’équation caractéristique devienne homogeéne,
ou cesse de I’étre, il est clair qu’aux diverses valeurs de £, c’est-a-dire
aux diverses racines de I'équation (14), résolue’ par rapport a £,
correspondront généralement diverses nappes de la surface des ondes.

II. — Rapports qui existent entre la surface caractéristique et la
surface des ondes, dans le cas ‘ou Uéquation caractertsuque
decient homogéne.

.

Considérons maintenant d’une maniére spéciale lc cas ou |’ equatlon
caractéristique est homogéne.

Soient alors, au bout du temps ¢, X, y, z les coordonnées rectangu-
laires d’un point quelconque de la surface caractéristique, et «, y, 3
les coordonnées d’un point correspondant de la surface des ondes. ’
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Soient encore '

(. §=o
I'équation de la surface caractéristique,

S =TF(x,y, z, t)l
étant une fonction homogéne de x, y, .z, ¢; et
(2) ' $=o '
I’équation de la surface des ondes,

§=5(z, y, 3, 1)
étant une autre fonction de @, y, 3, ¢, qui sera elle-méme homogéne.
D’aprés ce qui a été dit dans le paragraphe I, pour obtenir I’équation

de la surface des ondes, il suffira d’éliminer x, y, z entre I'équation (1)
et les formules ‘

(3) : xx-+yy+zz+t2:o,
zZ - Y 5,
(4) DS —D,;S T D,S

Ajoutons que I'équation (3), quand on y considere x, y, s comme
variables, représente un plan qui touche la surface des ondes au point
(z, y, 5), d’ou il suit que ’on a encore

X _y _ =z
(5) ' 0.5

5 7 DS

=}

Si I'on éliminait «, y, = entre cette derniére formule et les équa-
tions (2), (3), on devrait retrouver I’équation de la surface caracté-
ristique. D’ailleurs, pour passer de I’équation (4) a I'équation (5), il
suffit d’échanger l'une des surfaces contre I'autre, et cet échange
n’altére point la formule (3). Donc une élimination semblable & celle
par laquelle on déduit la surface des ondes de la surface caractéris-
tique sert aussi & déduire la surface caractéristique de la surface des
ondes. Cette remarque entraine évidemment la proposition suivante :

- Tucorkme I. — ST la surface des ondes correspondante & une égquation
OFuvres de C. — S. 11, t. XII. 16

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



122  MEMOIRE SUR LA SURFACE CARACTERISTIQUE

caractéristique homogene se change en surface caractéristique, récipro-

quement la surface caractéristique se changera en surface des ondes.

De ce qu’on vient de dire, il résulte immédiatement que, I'équation
de la surface des ondes étant donnée, la forme de l’équaﬁon caracté-
ristique s’en déduira immédiatement par une simple élimination. On
reconnaitra ainsi, par exemple, que, si les diverses nappes de la
surface des ondes se réduisent & des surfaces de sphéres, le premier
membre de I'équation caractéristique dépendra seulement de

D; etde Di+Di-+D!.

Donc alors, ce premier membre pourra étre décomposé en facteurs de

la forme
D —Q2(D3+ D2+ D),

Q désignant la vitesse de propagation d’une onde sphérique.
Soient maintenant

r=\/x? + y*+ 2%,
r=‘/xz+y2+ 52’

les rayons vecteurs menés de 'origine des coordonnées : 1° au point

et

(x, y, z) de la surface caractéristique; 2° au point (=, y, s) de la
surface des ondes, et nommons ¢ I'angle aigu compris entre ces mémes
rayons vecteurs. La somme

X& +yy+15

qui sera négative, en vertu de I'équation (3), se réduira nécessai-

rement au produit
— I'rcosd;

donc la formule (3) donnera
(6) : rrcosdé =2,

Cette derniére équation comprend un théoréme qu’on peut énoncer
comme il suit :

Turoréme II. — Lorsque ’égquation caractéristique est homogene, les
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rayons vecteurs v, rymenés de {’origine au bout du tempst, a deux points
correspondants de la surface caracteristique et. de la surface des ondes,
Jouissent de cette propriété que chacun d’eux, multiplié par la projection

de Uautre sur lui-méme, fournit un produit constant égal au carré de t.

Corollaire. — 1l résulte du théoréme II que les quatre points qui
représentent les extrémités des deux rayons vecteurs, ou la projection
de P'extrémité de 'un sur I'autre, sont situés sur une méme circon-
férence de cercle. | ,

Comme, en vertu de la formule (4) ou (5), le plan tangent mené a
la surface des ondes, ou 4 la surface caractéristique, par I'extrémité
de I'un des rayons vecteurs r, r, est perpendiculaire 4 'autre rayon,
on pourra encore évidemment déduire du théoréme II la proposition
suivante :

'

Tutorexe Ill. — Etant donné un systéme d’équations aux derivées
partielles, qui conduit & une équation caractéristique homogene, pour
déduire la surface des ondes de la surface carcicte’rislique, ou réciprogue-
ment, U suffit de porter sur chaque rayon vecteur, mené de l’origine a
Uune des deux surfaces, une longueur représentée par le rapport entre le
carré du temps et ce méme rayon vecteur ; puis de faire passer par {’extré-
mité de cette longueur un plan perpendiculaire a ce rayon. L’autre
surface sera celle que le plan dont il s'agit touchera constamment dans

les diverses positions qu’il peut acquerir.

Nous terminerons ce Mémoire par une remarque assez curieuse.
Si 'on considére ¢ comme une fonction de x, y, z déterminée par
I'équation S = o, ou

' (7) ' F(x7y7 z, t)=o,
cette fonction de x, y, z sera homogéne et du premier degré; on aura
donc non seulement

(8) De=—28 po=_ DS

D.S’
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mals encore
(9) xD,t +yDyt 42D, e =t.

Or des équations (8), (9) jointes aux formules (3) et (4); on
déduira la suivante -

(o) =l iy
Dyt 7 Dyt ™ Dt —t - -y’

puis de celle-ci jointe 4 I’équation homogéne
(11) F(x, ¥, 5 t)=o0,

on conclura

(12) F(Dy¢, Dy¢, Dyt, 1) =0.

Cette derniére formule sera donc une équation aux différences
partielles a laquelle devra satisfaire la valeur de ¢ donnée par la for-
mule (7).

Ainsi, par exemple, comme en posant

F(z, y, 5, t) = 82— Q! (2 + y* + %),
on trouve

e

¥z, Y, &, L) =1t*— [T ’

on devra vérifier 'équation aux différences partielles

(D) + (D)2 (Dyt)2=1,
en posant
1= Q2+ yt4-5t);

ce qui est effectivement exact. . .
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MEMOIRE

SUR

LA NATURE ET LES PROPRIETES DES RACINES

D’UNE EQUATION QUI RENFERME UN PARAMETRE VARIABLE (),

.

Les racines d’une équation qui renferme deux variables «, ¢, et que
I'on résout par ‘rapport a la variable x, ou, ce qui revient au méme, les
racines d'une équation qui renferme, avec I'inconnue @, un paramétre
variable ¢, jouissent de diverses propriétés qu’il importe de bien
connaitre. L’'une de ces propriétés est que ces racines sont généra-
lement des fonctions continues du paramétre variable, en sorte qu’elles
varient avec ce parameétre par degrés insensibles. Il en résulte que, si,
en vertu de la variation du paramétre, une racine réelle vient a dispa-
raitre, elle seraimmédiatement remplacée par des racines imaginaires.
Cette derniére proposition n’est pas & beaucoup prés aussi évidente
qu’elle semble I’étre au premier abord. Il est d’autant plus nécessaire -
de la démontrer qu'elle ne subsiste pas sans condition. En effet,
puisque la forme de 'équation entre « et ¢ est entiérement arbitraire,
rien n’empéche de donner pour racine z i cette équation une fonction
discontinue du paramétre ¢, par exemple la fonction

et

et il est clair que, dans ce dernier cas, & variera trés sensiblement, en

-

(1) Poir un résumé de ce Mémoire, OFuvres de Cauchy, 17 série, t. VI, p. 262;
Extrait 129 des Comptes rendus.
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passant d’une valeur trés petite & une valeur trés grande, si le para-
métre ¢, en demeurant trés voisin de zéro, passe du négatif au positif.
Pour que I'on soit assuré que la racine x, considérée comme fonction
du paramétre ¢, reste continue dans le voisinage d’une valeur particu-
ligre attribuée & ce paramétre, il suffit que le premier membre de
'équation donnée reste lui-méme fonction continue des deux varia-
bles x, ¢, dans le voisinage de la valeur particuliére de ¢, et de la
valeur correspondante de x. C’est ce que je démontre, en m’appuyant
sur un théoréme que j’ai donné (') dans un Mémoire présenté a
I'’Académie de Turin le 27 novembre 1831. De ce théoréme, qui déter-
mine, pour une équation algébrique ou transcendante, le nombre des

racines réelles ou imaginaires assujetties a des conditions données, je
déduis immédiatement la continuité de la fonction de ¢ qui représente
la racine « de I’équation donnée entre x et ¢; et j'en conclus, par
exemple, que, si, cette équation étant réelle, Plusieurs racines réelles
égales viennent a disparaitre, elles se trouveront généralement rem-
placées par un pareil nombre de racines imaginaires.

Le paragraphe I du présent Mémoire est relatif & des équations
entre x et ¢, de forme quelconque. Dans le paragraphe II, je
considére des équations d’une forme particuliére, savoir : celles qui
fournissent immédiatement la valeur de ¢ en fonction de . Parmi les
équations de ce genre, on doit surtout remarquer celles qui donnent
pour ¢ une fonction réelle et rationnelle de z. Une semblable équation,
résolue par rapport 4 «, ne peut avoir constamment toutes ses racines
réelles, pour une valeur réelle quelconque de ¢, que sous certaines
conditions, dont I'une est que les degrés des deux termes de la frac-
tion rationnelle soient-égaux, ou différent entre eux d’une seule unité.
Les autres conditions consistent en ce que les deux termes, ¢galés &

() Ce théoréme peut encore se déduire immédiatement d'une proposition plus générale
énoncée dans un second Mémoire que j'ai publié & Turin sous la date du 15 juin 1833.
Ajoutons que MM. Sturm et Liouville ont donné du méme théoréme de nouvelles démons-
trations dont I'une est en partie fondée sur quelques~unes des considérations auxquelles -
j'aurai recours dans le paragraphe I du présent Mémoire. -
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zéro, fournissent deux nouvelles équations, dont toutes les racines
soient réelles et inégales, et que la suite de toutes ces racines réunies,
et rangées d’aprés leur ordre de grandeur, offre alternativement une
racine de l'une des deux nouvelles équations, puis une racine de
'autre. Lorsque ces diverses conditions sont remplies, on peut étre
assuré non seulement que 1'équation proposée, résolue par rapport
a x, a toutes ses racines réelles et inégales pour une valeur quelconque
de ¢, mais encore que chacune de ces racines, pour une valeur crois-
sante de l; est toujours croissante ou toujours décroissante, tant
qu’elle reste finie. Quelques propositions établies par M. Richelot (voir
le Journal de M. Crelle, t. XXI, p. 313) se trouvent comprises dans
celles que je viens d’énoncer. |

I. — Considérations générales.

Considérons une équation
(1) | F(z, t)=o,
qui renferme deux variables «, ¢, ou, ce qui revient au méme, une
inconnue x avec un paramétre variable 2. Supposons d’ailleurs que le
premier membre F(x, t) reste généralement fonction continue des
deux variables «, ¢, et ne cesse de I'étre que pour certaines valeurs
particuliéres de ces variables, pour celles, par exemple, qui le rendent
infini. Les racines de I’équation (1), résolue par rapport a x, seront
généralement elles-mémes, des fonctions continues de ¢, qui varieront
avec ¢ par degrés insensibles. Effectivement, on démontrera sans
peine la proposition suivante :

[

Tutorime I. — Nommons

7, &

deur valeurs finies et correspondantes de t et de x, propres a vérifier.
Uéquation (1), et dans le voisinage desquelles la fonction F (x, t) reste
continue par rapport aur variables x, t. Si l'on attribue a la variable 1
une valeur trés peu differente de <, par conséquent une valeur de la

-

Jorme
: t=T+ I,
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{ désignant un accroissement infiniment petit, positif ou négatif, ou
méme imaginaire, [’équation (1), résolue par rapport a x, offrira une ou
plusieurs racines x trés peu différentes de £ et dorlzt chacune sera de la
Jorme
z=E+ J ’

J désignant encore une expression réelle ou imaginaire, infiniment petite,
qui convergera, en méme temps que i, vers la limite zéro. De plus, le
nombre de ces racines sera précisément le nombre de celles qui se réduiront
a & dans U'égquation

(2) ' F(z, 7) =o.

Démonstration. — Concevons d’abord que, la forme de la fonction
F(z,t) étant réelle, 7 représente une valeur réelle de ¢, et £ une
racine réelle simple de I'équation (1). Si I'on nomme

tl, t”

deux limites qui comprennent entre elles la valeur = de la variable ¢,
et

/

"
',

x

deux limites qui comprennent entre elles la racine &, on pourra sup-
poser les limites #, ¢ assez rapprochées dex, et les limites o, " assez
rapprochées de &, pour que la fonction F(x, ¢) reste continue entre
les limites des deux variables ¢, x, et pour que I’équation

F(z,7)=0 .

offre une seule racine réelle £ non située hors des limites «’, 2”. Mais
alors les valeurs '
F(«', 1), F(2' 1)

de la fonction F(x, ¢) se réduiront & deux quantités affectées de signes
contraires. D’ailleurs chacune de ces valeurs variera évidemment trés
‘p.eu, et par suite conservera le signe qui lui appartient, si I’on y rem-
i)lace © par T+, pourvu que l'accroissement I représente une
quantité positive ou négative suffisamment rapprochée de zéro, et
inférieure, abstraction faite du signe, 4 la plus petite des différences
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T — ¢, t"— 1. Donc, pour de trés petites valeurs numériques de 7, les

deux quantités
F(z',t+10), F(2', 7+10)

-seront elles-mémes affectées de signes contraires; d’ou il suit que
I’équation ‘
(3) Flz,r+i)=o

offrira une racine réelle & +; comprise entre les limites

/

z', 2"

Enfin, comme ces deux derniéres limites pourront étre évidemment
trés resserrées, quand ¢ sera trés peu différent de zéro, on peut affirmer

que, dans ce cas, la valeur numérique de Z deviendra treés petite avec
les différences

E — xl, xll_a,
qui la surpassent toutes deux. La premiere partie du théoréme I se
trouve ainsi démontrée, dans le cas o les valeurs de T et de &, et la
forme de la fonction F(w, t) restent réelles, & étant d’ailleurs une
racine simple de I’équation (1). '
Concevons maintenant que, la forme de la fonction F(«, ¢) étant

réelle ou imaginaire,

T &
représentent deux valeurs finies correspondantes, soit réelles, soit
imaginaires, des deux variables

t, =z,

la racine £ de I’équation
F(z,t)=o

pouvant étre ou une racine simple, ou une racine multiple. Comme,
par hypothése, la fonction :
F(z, ¢),

qu’on peut aussi présenter sous la forme
' F[E+ (2 —8), 7+ (¢ ~—1)],
CEuvres de C. — S, 11, t. XII, 17

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



130 PROPRIETES DES RACINES D’UNE EQUATION

reste continue dans le voisinage des valeurs < et £ des deux variables
t et a, si 'on nomme
py ¢

deux quantités positives, ces quantités pourront étre assez rappro-
chées de zéro pour que la fonction dont il s’agit soit toujours continue,
quand, le module de la différence = — & étant inférieur i p, le module
de la différence £ — 7 sera inférieur & ¢, et pour que I'équation

F(z,t)=o0

n’offre aucune racine , différente de &, qui produise un module de
x—¢§ inférieur ou seulement égal a la limite p. Posons d’ailleurs

(4) t=a+86y—1, ZT=UA0\—I1, x—E:r(cosp+\/—-—Isinp)v
et

(5) ‘ F(x, 7)=U-+Vy=T,

«, 6 désignant deux quantités réelles, u, ¢ deux variables réelles, r le
module de  — %, p un angle réel, et U, V deux fonctions réelles de
u, v. Puisqu’on ne pourra vérificr I'équation

F(z,t)=o0 ou U+Vy—1=o,
et par suite les équations réelles
U:O, V:O,

en supposant r = g, ou, ce qui revient au méme,

z —E=p(cosp +y—isinp),

et par suite

(6) u= - pcosp, v =6+ psinp;

1] est clair que, pour ces derniéres valeurs de u, ¢, le rapport

v
~
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ne se présentera jamais sous la forme indéterminée
[¢]
o
Cela posé, soit A 'indice intégral de la quantité
U
-‘_f,

-considérée comme fonction de I'angle p, c’est-a-dire la différence entre
les deux nombres qui expriment combien de fois, pour des valeurs

. croissantes de p, comprises entre les limites o, 27, ou plus générale-
ment entre deux limites réelles de la forme

Py -P=pi+oam,
cette quantité, en- devenant ‘infinie, passe : 1° du négatif au positif;
2° du positif au négatif. La valeur de A'correspondante aux valeurs de
u, v, fournies par les équations (6), ou méme a des valeurs trés voi-
sines, sera un nombre entier complétement déterminé; etI'on conclura
~d’un théoreme démontré dans le Mémoire du 27 novembre 1831, que
la moitié de cette valeur représente le nombre des racines « qui véri-

fient I’équation
F(z,t)=o,

de maniére a rendre le module de la différence « — & inférieur a p.
Donc, p étant inférieur au plus petit module que puisse offrir la diffé-

. P . 1
rence entre deux racines distinctes dont ['une est &, la valeur de -A

correspondante aux valeurs de u, v, fournies par les équations (6),
représentera précisément le nombre des racines qui sont égales & &

dans I’équation
F(z, 1)y=o03

et, si 'on nomme m le nombre de ces racines, on aura
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D’ailleurs, si entre les valeurs extrémes

Po et P=p,+2m
de la variable p, on interpose d’autres valeurs

Py Py P ooy

choisies avec p, de maniére qu’aucun terme de la suite croissante

1

Por P1y Pary Pay eses P
ne vérifie 'une des deux équations
U=o, V=o,

et que jamais deux termes consécutifs de cette suite ne comprennent
a la fois entre eux une ou plusieurs racines réelles de 1'équation

U=o
avec une ou plusieurs racines réelles de I'équation

V —=o,

la valeur de A sera complétement connue, dés que Pon connaitra le
signe de chacune des quantités U, V pour chacune des valeurs

Poy Puy P2y Pss ...., P
de la variable p. En effet, nommons

1

P

v

p
deux termes consécutifs pris au hasard dans la suite
Pos Py P e P.
. Si ces deux termes comprennent entre eux une 6u plusieurs racines de
I’équation

U-=—o.

V ne s’évanouira point entre les limites p=p’, p=p”, et en consé-
quence, dans I'indice intégral A, la partie & qui répondra aux valeurs
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de p comprises entre ces mémes limites sera nulle. Passons au cas ou
la fonction U ne s’évanouit pas entre les limites p =p’, p = p”; alors
la fonction U, qui demeure continue, par hypothése, conservera cons-
tamment le méme signe entre ces limites; mais dans cet intervalle la
fonction V pourra changer une ou plusieurs fois de signe en passant
par zéro. Soient

v,V

N

les deux valeurs de V correspondantes aux valeurs

14

P, P

4

de la variable p. Si V', V" sont des quantités de méme signe, tandis que
p passera de la limite p’ ala limite p’» la fonction V ne pourra changer
plusicurs fois de signe sans passer, par exemple, du pb_sitif au négatif
autant de fois qu’elle passera du négatif au positif'; et comme on pourra:

en dire autant du rapport %, dont le numérateur ne changera pas de

signe, il est clair que la partic & de A, correspondante a des valeurs de p
renfermées entre les limites p’, p”, se réduira encore & zéro. Enfin, si
V', V" sont'des quantités affectées de signes contraires, il suffira évi-
demment, pour obtenir &, de tenir compte du dernier changement de
signe que pourra subir la fonction V, avant que la variable p atteigne la
limite p"; et par suite & se réduira tantot & + 1, tantét & — 1, suivant
que le signe de V” sera le signe qui affecte la fonction U ou le signe
contraire. Ainsi chaque partie ¢ de 'indice .intégral A sera connue,
comme nous I'avions avancé, des que I'on connaitra les signes de U et
de V pour chacune des valeurs de p comprises dans la suite

Pos* P1s P2 ey P,

Supposons a présent que, les valeurs de , ¢ étant toujours données
par les formules (6), on nomme

ce que deviennent
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quand on remplace t par T+ ¢, en sorte que U,, V, désignent deux
fonctions réelles de u, v, déterminées par la formule '

F(.u +oy—i, 7+ i):U,+ V,V—1.
54, représentera le nombre des racines # qui vérifieront I'équation

F(z,7+1{)=o0.

D’ailleurs on pourra supposer le module de 7 assez rapproché de zéro,

~pour qu’une valeur de p, qui produisait une valeur de U ou de V sensi-
blement différente de zéro, produise encore une valeur de U, ou de V,
sensiblement différente de zéro ct affectée du mémesigne que la valeur
correspondante de U'ou de V. Donc le module de ¢ pourra étre assez
petit pour que la substitution de T + ¢ 4 © n’altére point les signes des
valeurs de U ot de V correspondantesa deux valeurs

P, P
de p, qui ne réduisaient i zéro ni U, ni V, et ne comprenaient entre
elles aucune racine réelle de ’équation U = o. Mais alors, d’apres ce
qui a été dit ci-dessus, A, sera complétement connu aussi bien que 4,
et aura nécessairement la méme valeur. Donc, pour des valeurs du
module de/ inférieures i ¢, et suffisamment petites, on aura

(8) A=A,
par conséquent
1 A= ZA.
2 2

Ajoutons que la valeur de p, comprise-dans les formules (6), pourra
décroitre indéfiniment, si la quantité ¢ elle-méme se rapproche indéfi-
niment de zéro. Donc, m étant le nombre des racines égales i £ dans
I'équation )
F(z,1)=o0, -
/
et la fonction F (@, ¢) étant supposée continue dans le voisinage des

valeurs 7 et £ des variables ¢ et , on peut affirmer généralement que,
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. pour de trés petites valeurs du module de 7, I'équation
F(z,7+1)

offeira m racines réelles ou imaginaires, et trés peu différentes de &.
Le théoréme que nous venons d’établir entraine la proposition sui-
vante :

Takorime II. — F(z, t) étant une fonction réelle et déterminée des
variables x, t, nommons

E,

deux valeurs réelles et finies de ces variables qui verifient I’équation

F(z, t)=o,

et dans le voisinage desquelles la fonction ¥ (x, t) reste continue. Si =
représente une valeur maximum ouw minimum de t, c'est-a-dire st < est
toujours inferieur, ou toujours supérieur, aux valeurs-réelles que t peut

acquérir pour des valeurs réelles de x voisines de &, I’équation

F(z, t)=o,

résolue par rapport a x, offrira des racines imaginaires pour certaines

valeurs réeelles de t, voisines de la valeur «.

Démonstration. — En effet, nommons m le nombre des racines z qui
seront égales a £ dans I’équation

F(z,t)=o,

et 7 une quantité infiniment petite, que nous supposerons d’ailleurs
négative si T est un minimum, positive si 7 est un maximum. En vertu
du théoréme I, pour des valeurs de i suffisamment rapprochées de zéro,
I'équation '

Flz,r+i)=0
offrira m racines réelles ou imaginaires trés peu différentes de &. Mais,
si ces racines ou seulement quelques-unes d’entre elles étaient réelles,
‘alors, contrairement & I'hypothése admise, = cesserait d’étre un maxi-
mum ou un minimum. Donc elles seront imaginaires.
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De ce qui vient d’étre dit on déduit encore immédiatement les deux
théorémes que nous allons énoncer.

Tutortme 1. — Les mémes choses étant posces que dans le theéoréme 11,
st 'équation
F(z, t)=o,
apres avoir acquis m racines reelles égales entre elles pour une certaine
valeur réelle © de la variable t, vient tout a coup a perdre ces racines
réelles, pour une valeur réelle de t trés voisine de 7, celles-ci se trouperont

remplacées par m racines imaginaires.

TutoremMe IV. — St l’équation

F(z,t)=o,

résolue par rapport a z, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle
quelconque de la variable ¢, cette derniére variable, considerée comme
Sfonction de x, ne pourra jamais acquerir un maximum ou un minimum %
correspondant a une valeur réelle £ de x tellement choisie que F (x, t)
reste fonction continue dans le votsinage des valeurs § et = des variables

xell.

Lorsque I’équation (2) offre m racines égales 4 &, on a identique-
ment
F(z, )= (z—E)"J(z),
§ () désignant une fonction de « qui ne devient ni nulle, ni infinie
pour x = %. Donc alors I'équation (3), ou

F(z,t+i{)—=o,

peut étre présentée sous la forme

i

(9) F(,7+i)—F(z,7) + (2 — )" F(z) = o.

Or, en posant pour abréger

_ Kz, t+i)—F(z,1)
[F(x)
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on verra la formule (g) se réduire 4 celle-ci
(10) (z—E)yr=ill(z, i).
I est important d’observer que, si I’on pose

D, F(z,t) =W (=, ¢),
le rapport
Flz, v+ i{)—F(x, 1)
i

s’approchera indéfiniment de

¥(z, 1), °

tandis que ¢ s’approchera indéfiniment de zéro. Donc, par suite, si la
fonction :

‘ C F(x, t)
reste continue avec sa dérivée W (z, ¢) dans le voisinage des valeurs §
et 7 des variables « et ¢, on pourra en dire autant de la fonction

(=, i)

quirestera continue clle-méme; dans le voisinage des valeurs & et o
des variables x et 7. L
Concevons maintenant que, les quantités
q

7 &

étant réelles, la forme de lafonction F (2, z) soit pareillement réelle, et
que l'expression -
W(x, t) =1l(2, o)

acquiére, pour x =%, une valeur finie différente de zéro. Nommons

d’ailleurs 0 une racine primitive de I’équation

(11) grm—1,

Sil’on attribue & ¢ une valeur infiniment petite, I'équation (1o), réso-
lue par rapport a £, offrira, en vertu du théoréme 1, m racines tres peu
différentes de §. Or il est clair que, pour de trés petites valeurs numé-
riques de ¢, chacune de ces racines vérifiera I'une des m équations dis-

OFEuvres de‘C.— S. I, t. XIL. 18
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tinctes de la forme
’ 1

. 1

(12) x—E=[ill(z, i)]", z—E=0[ill(=, {)]", ey
si le signe de 7 est celui de la quantité IT (&, o), et I'une des m équa-
“tions distinctes de la forme

‘ t Lo
(18) z—Et=0[—ill(z, )], «—Lt=0[—Iill(z )", ciey
si le signe de ¢ est contraire a celui de II(E, 0). D’ailleurs, comme,
pour une valeur nulle de 7, chacune des équations (12) ou (13) se
réduit & »

z—E=o,

eta par conséquent pour racine simple la valeur £ de , on concluradu
théoréme I que, pour des valeurs réelles de trés rapprochées de zéro,
une valeur de « trés peu différente de £ vérifie comme racine ou cha-
cune des équations (12), ou chacune des équations (13). On se trou-
vera ainsi conduit a Ia proposition suivante :

TucoriMe V. — F(x, t) désignant une fonction réelle des variables

x, t, nommons

& T

deux valeurs réelles de x el de t, propres a verifier I'équation

F(z, t)=o,

et dans le voisinage desquelles la fonction F (x, t) reste continue avec sa
dérivée W (x, t) relative a la variable t. Soit m le nombre des racines
égales a £ dans 2’e'quation

F(z, 1) =0,

en sorte que le rappor!
F(z, )

(x__._g)m

‘acquiére, pour & = §, une valeur finie différente de zéro; et supposons
gue U'on puisse en dire autant de la fonction W (x, 7). Enfin posons

F(z, )= (z—E)n 3 (),
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et
- Kz, r+ ) —F(x, 1)
[ F(x) ’

H(.Z‘, [)=

! designant une quantité réelle. L'équation
Flz,t+1i)=o0

offrira, pour de trés petites valeurs numériques de ¥, m racines trés peu
différentes de £, dont chacune vérifiera l'une des équations (12), si le
signe de i est celul de la quantite

YE o) ‘

’H(g’ 0)=— 5(5)

et l'une des équations (13) si le signe de i est contraire & celut del (€, 0).

Corollaire I. — Il est bon d’observer que les termes de la suite
1, 6%, 64 ...,

renfermés dans les seconds membres des équations (12), se rédui-
sent aux diverses racines mi¢mes de I'unité, tandis que les termes de la
suite '

9, @, 65, ...
renfermés dans les équations (13), se réduisent aux diverses racines
mitmes Je — 1. Parmi ces diverses racines, deux seulement sont réelles,
et se réduisent, la premiére 4 41, la seconde a :

g ——1,

Parsuite, des éqﬁations (12) et (13) deux seulement sont réelles,savoir,

- la premiére des équations (12) et celle des équations (12) ou-(IS) qui
renferme le facteur ™ = — 1, Ces deux équations sontaussi les seules
qui fourniront des valeurs réelles de , les racines des équations ima--
ginaires ne pouvant étre qu’imaginaires elles-mémes. D'ailleurs la
racine réelle ou imaginaire de chacune des équations (12), (13) sera -

-

immeédiatement fournie par la série de Lagrange. ‘

Corollaire II. — Sim est un nombre pair, deux des équations (12)

[
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seront réelles, les équations (13) étant toutes imagihaires. Donc alors
I'équation '

' F(zx,t+1i)=0
offrira deux racines réelles et m — 2 racines imaginaires, si le signe
de ¢ est celui de la quantité IT(&, o); mais quand le signe de ¢ devien-
dra contraire i celui de II (£, o), toutes les racines deviendront imagi-

naires.

Corollaire III. — Sim est un nombre impair, alors une seule des
équations (12) sera réelle, ainsi qu’une seule des équations (13). Done
alors, pour une valeur réelle de i trés rapprochée de zéro, soit positive,
soit négative, I'équation ‘ '

Flz,7+i)=0
offrira une seule racine réelle et 7z — 1 racines imaginaires.

Le théoréme V et ses corollaires entrainent évidemment les nouvelles

propositions que nous allons énoncer.

TutoreMe VI. — Les mémes choses étant posees que dans le théoréme I,
st la valeur & de x représente non une racine simple, mais une racine
multiple de I équation

F(z,t)=o0,

en sorte que, m racines étant égales a &, le rapport

F(z. 1)

(Z‘ — g)m
acquiere, pour x = &, une valeur finie différente de zéro, l’équation

F(x, t) =o,

L4

résolue par rapport a x, offrira des racines imaginaires, pour certaines

r . . /
valeurs reelles de t voisines de 7.

Corollaire. — Le théoréme VI s’étend au cas méme ou la valeur par-

ticuliere-de- ¢, représentée par t, deviendrait infinie, comme on le
1

s
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prouverait aisément en substituant, dans ce cas, 4 la variable z, la

. S
variable 7

IIl. — Sur-les racines des e’qﬁations de la forme t = w(x).
En supposant, dans le paragraphe I, I'équation (1) réduite 2
la forme A . '
t=w(z),
on obtiendra, au lieu des théorémes II, 1V, V et VI, ceux que nous
allons énoncer. :

TugoriMe I. — w () étant une fonction réelle et déterminée. de x; st

la variable ¢ lice a x par 'équation
(1) t=w(z)

acquiert une valeur maximum ou minimum T pour une valeur réelle et
finie de x, représentée par %, et dans le voisinage de laquelle la fonction
w (x) reste continue, Uéquation (1), résolue par rapport & , offrira
des racines imaginaires pour certaines valeurs réelles de t voisines de la
valeur <. ‘

Tutorime . — S¢ Pégquation
t=w(z),

résolue par rapport & , a toutes ses radines réelles pour une valeur réelle
quelconque de la variable ¢, cette derniere variable ne pourra jamais
acqueérir un maximum ou un minimum < correspondant a une valeur
réelle & de x, dans le voisinage de laquelle la fonction & (x) resterait
continue. ‘ i ‘ o

~

Tutorime 11l. — w () étant une fonction reelle et déterminée de x
b
supposons la variable t lide a la variable x par la formule

t=w(x).
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Si U’équation
(2) : w(z)=r,
offre m racines égales a &, en sorte qu’on ait
w(z)—t=(z—E)"§(2) . -
§(z) désignant une fonction nouvelle qui acquiére, pour x =&, une
valeur finte différente de séro; I’équation

w(x) =1+,
ou

(3) | (@ —E)m= s

offrira, pour de trés petites valeurs numériques de i, m racines trés peu
différentes de £. Soit d’ailleurs 0 une des racines primitives de I'équa-
ton

gm—r1,
Chacune des m racines de I’équation (3) correspondantes & de trés petites
valeurs numeriques de v vérifiera 'une des m formules

[ 1

i m _ i m :
W e Eo] Rl Er] R
st le signe de i est en méme temps celui de la quantité §(%), et l'une des
m_formules '
1 1
.\ _ P b 'i m
) x—g'e[:f(x)] @it [5(36)] ooy

st le signe de i est contraire a celui de §.(%).

TutoreME IV. — @ (x) étant une fonction réelle et determinée de la

variable x, et cette variable étant lice a la variable t par U'équation
t=w(x),
nommons % une valeur réelle de x, qui représente m racines réelles égales

de U’équation
Cw(x)=m1,
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en sorte que le rapport

w(x)—7

(x - E)m
acquiére, pour x =%, une valeur finie différente de zéro. St la fonction
w () reste continue dans le voisinage de la valeur x — &, I’équation (1),
ou

w(x) =1¢,
résolue par rapport a x, offrira des racines imaginaires pour certaines

valeurs réelles de t voisines de ~.

On peut encore déduire du théoréme IV celui que nous allons
énoncer. . .

© TutoriMe V. — w(x) étant une fonction réelle et déterminde de x qui

ne cesse d’étre continue qu’en devenant infinie, si I’équation

t—=w(x),
résolue par rapport a x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle
quelconque de t, non seulement chacune des deux équations
(6) w(z) =o,
(7) —— =0
aura pareillement toutes ses racines réelles; mais, de plus, deux racines
réelles distinctes de I'équation (6) comprendront toujours entre elles une
seule racine réelle de I'équation (7), et, réciproquement, deux racines
réelles distinctes de I’ équation (7)) comprendront toujours entre elles une
seule racine réelle de I'équation (6).

Démonstration. — Puisque I’équation (1), ou

t=w(x),

résolue par rapport 4 @, aura toutes ses racines réclles pour une valeur

réelle quelconque de #, ces racines ne cesseront pas <d’étre toutes
réelles, lorsqu’on réduira 'équation (1) & I'équation (6) en posant
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N , « T . .
¢t = o, ou & I'équation (77) en posant ¢ = ~. Soient maintenant

b, b

deux racines réelles distinctes de ’équation (6), et supposons, pour

fixer les idées,
b< V.,

N ]

Puisque la variable ¢, liée & @ par I’équation
= (2), |

varie avec x par degrés insensibles tant qu’elle reste finie; si 'on fait
croitre « depuis la limite b jusqu’a la limite &', ¢ devra s’éloigner de la
valeur zéro pour y revenir, aprés avoir acquis dans U'intervalle ou une
valeur infinie, ou une valeur maximum ou minimum. Mais la derniére
supposition serait contraire & I'hypothése admise que I'équation (1),
résolue par rapport & , a toutes ses racines réelles pour une valeur
réelle quelconque de ¢; donc la variable ¢ devra prendre une valeur
infinie, ou, en d’autres termes, I'équation (7) devra étre vérifiée pour
une certaine valeur de « comprise entre les limites b, o', ' '

En raisonnant de la méme maniére, et substituant 4 la variable ¢ la

. 1 T . . . .
variable z>0n ferait voir que, dans ’hypothése admise, deux racines

réelles distinctes

!
a, a

" de I’équation (7) comprennent toujours entre elles une racine réelle
de I’équation (6).
Les théorémes II et V entrainent encore le suivant :

Tutorime VI. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme V,
st les racines réunies des équations (6) et (7) sont rangées par ordre de
grandeur, de maniére a former une suite croissante, les divers termes de
cette suite appartiendront alternativement ¢ I'une et & I’autre équation ;

st atlleurs on nomme

a, a
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deux racines consécutives de I’équation (), la seconde de ces racines o
pouvant étre remplacée par I'infini positif o et la premiere par Uinfini
négatif — oo, la variable
t=w(x)

sera toujours croissante ou toujours décroissante, tandis que la variable x
passera de la limite a & la linite a’.

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta-
blir, concevons que w(x) soit une fonction réelle et rationnelle.

Nommons
Ay, Qgy Az

les racines finies et distinctes de I'équation (7), et

bia bza bs;
les racines finies et distinctes de I’équation (6). Enfin posons

o(x)=(r—ay) (@& — @) (x—as)...,

(8)
V(@) =(x—0;)(z— b)) (% —b;)...;

. N
la fonction w(x) sera nécessairement de la forme

(9) w(e) = £ L2,

¢ ()
k désignant une quantité constante, et par suite I’équation (1) pourra
étre réduite a
(10) te(x) —ky(x)=o.
Alors aussi les deux équations
(11) Y(z)=o,
(12) o(z)=o0

auront précisément pour racines les racines finies des équations (6)
et (7), pourva qu’on suppose, comme on peut toujours le faire, que la
fraction rationnelle w(x) est réduite a sa plus simple éxpression, et

qu’en conséquence les fonctions entiéres o(«), ¢(«) n’ont.pas de
OFuvres de C. — 8. 11, t. XIL 19
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commun diviseur. Il y a plus : comme aucun terme de 1'une des suites

ay, Qg Qg tey
bh b2’ _b:h

ne pourra étre en méme temps un terme de 1'autre, il est clair que, si
'on nomme % I'une quelconque des quantités

«
Ay, Ay dy, R bh bia. baa ey

et m le nombre des racines égales i £ dans 1’équation (6) ou (7), le

rapport
___m(x) ou —-‘
(w—&)™ (#—8)"w(2)

“se réduira pour x =£% 4 une constante finie différente de zéro. Cela
posé, admettons que I’équation (1) ou

t=w(x),

résolue par rapport i , ait toutes ses racines réelles pour une valeur
quelconque de z. On conclura du théoréme IV, non seulement que les

racines
(1” g, asz, ey

bh bh ba».

sont toutes réelles, mais encore que ces derniéres racines réunies, et
rangées par ordre de grandeur, de maniére i former une suite crois-
sante, appartiennent alternativement & I'une et 4 I'autre équation. Ce
n’est pas tout; on conclura du théoréme Ill : 1° en y posant T = o;
2° en y remplagant la variable ¢ par la variable %, puis 1'éduisant—; a
zéro; que, dans 'hypothése admise, chacune des équations (6) et (7),
par conséquent chacune‘des équatibns (r1) et (12) ne saurait avoir de
racines égales. De ces diverses conclusions il résulte évidemment que,
dans hypothése admise, le nombre des racines de I’équation (12) et
le nombre des racines de I'équation (11), ¢’est-a-dire les degrés des
deux fonctions entiéres

¢(z), $(z)
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seront égaux ou différeront entre eux d’une unité. Done, en résumé,
on pourra énoncer la proposition suivante : -

Tuioreme VII. — w(x) étant une fonction réelle et rationnelle de x, si
’équation '

résolue par rapport & x, a toutes ses racines réelles pour une valeur réelle
quelconque det, les degrés des deux termes de la fraction rationnelle w(x)
seront égaux ou différeront entre eux d'une seule unite ; de plus, les racines

de chacune des équations

1
w(x)=o0, —— =0

seront reelles et inegales; enfin toules ces.racines réunies et rangées par
ordre de grandeur, de maniére a former une suite croissante, appartien-
dront alternativement a l'une et a l'autre équation.

“Corollaire I. — Les mémes choses étant posées que dans le théo-
réme VII, nommons n le nombre entier qui représente ou les degrés
des deux termes de la fraction rationnelle & (x), lorsque ces degreés

_sont égaux, ou lorsqu’ils deviennent inégaux, le plus grand des deux.
Concevons d’ailleurs que les racines finies' de chacune des équations

w(x)=o, —— =0

soient rangées par ordre de grandeur, de maniére 4 former une suite
croissante, et que les deux suites croissantes ainsi obtenues soient

respectivement
by, by by .

alv A,y ag,

Enfin, supposons toujours les fonctions entiéres ¢(x), ¢(x) déter-
minées par les formules (8). Si les racines réunies de 'une et de 'autre
équation sont de nouveau rangées par ordre de grandeur, on obtiendra:
1° la suite ‘

1

(13) . by, ay, by, ay, ey Auoy, by,

-
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quand la fonction () sera du degré n et la fonction o () du degré
n—1; 2°'une des deux suites ’ :

(lll) ay, bh a27 b‘za ceey Qg bm

(15) by ay, by, ay ..., by, ay,

quand les fonctions o(z), ¢(x) seront I'une et lautre du degré n;
3¢ enfin la suite

(16) ay, bh Ay b") LR ] bn-—h Ap,

quand la fonction () sera du degré n—1 et la fonction ¢(z) du
degré n. Quant aux valeurs

—o el 4 oo

de la variable «, elles vérifieront, dans le premier cas, I'équation (7),
et dans le troisiéme cas, I’équation (6); tandis que, dans le second cas,
elles réduiront la valeur de @w(x) généralement donnée par la for-
mule (9), a la constante £. '

Corollaire II. — Pour démontrer trés simplement la premiére partie
du théoréme VI, il suffirait d’observer que, si 'on nomme

*{

la différence entre les degrés du numérateur et du dénominateur de
o]

la fraction rationnelle w(«), { désignant un nombre entier qui pourra

se réduire a zéro, I'équation

w(x)=¢,

.-

jointe & la formule (9), donnera sensiblement, pour une trés grande
valeur numeérique ou pour un trés grand module de la variable «,

t = kax*!,
par conséquent

2! = ou 2! =

‘ k.
3 ¢

Or, comme I’équation binome qui précéde fournira, pour des valeurs
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négatives de é, des valeurs imaginaires de x, si le nombre / surpasse

I'unité, on peut en conclure immédiatement que, si 'équation (1),
- résolue par rapport a «, a toutes ses racines réelles, pour une valeur
réelle quelconque de ¢, le nombre /, c’est-a-dire la différence absolue
entre les degrés des deux termes de la fraction rationnelle (), se
réduira simplement & zéro ou i I'unité. A '
On peut démontrer encore facilement I'inverse du théoréme VII,
¢’est-a-dire la proposition suivante :

Turorine VIII. — w(x) étant une fonction réelle et rationnelle de x,
st les degres des deux termes de cetle fonction ou fraction rationnelle sont
égaux ou différent entre eux d’une seule unité ; si d’ailleurs les racines de

chacune des équations

1
w(x)=o0, —— =0

sont toules réelles et inégales, si enfin ces racines, rangées par ordre de
grandeur, appartiennent alternativement a l'une et a I’autre équation,

alors, résolue par rapport a x, I’ équation
. w(x)=t

aura loutes ses racines réelles, pour une valeur réelle quelconque de la

vartable .
' Démonstration. — Posons toujours

w(r) =k M)
()
¢(x), ¢(«) désignant deux fonctions entiéres de x, dans chacune des-
quelles la plus haute puissance de @ aura I'unité pour coefficient, et &
une constante qui sera nécessairement réelle. Soit encore n le nombre
_entier qui représentera, dans I'hypothése admise, les degrés des fonc-
tions §(x), o(x), si ces degrés sont égaux, ou, s'ils sont inégaux, le
plus grand des deux. On aura trois cas & considérer suivant que les
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degrés des fonctions entiéres

Y(z), o(x)
seront
n et n—i,
ou
n et n,
ou enfin
n—1i et n

Or, supposons d’abord {(z) du degré =, et p(x) du degré n — 1.
Soient dans ce méme cas

_ah Qo vevy Qpey
les racines, supposées réelles et inégales, de 'équation
o(z)=o0,

ces racines étant rangées par ordre de grandeur; la suite croissante

des racines de I’équation
’ T

—— 0

®(x)
sera
—®, Ay Ay ..y Apyy O

et puisque deux de ces racines, prises consécutivement, comprendront
entre elles une seule racine simple et réclle de I’équation
L]J(.Z‘) =0,

deux termes consécutifs de la suite

’

‘!’(—00), q)(ai)a 4’(“:% RERE q)(an—l)v \P(OO)

seront toujours affectés de signes contraires. D’ailleurs la derniére
suite offrira les valeurs diverses de la fonction

t
- $(z)—zo(2)
correspondantes aux valeurs

!
—®, Ay gy sy Apygy O
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de la variable @, ct & une valeur finie quelconque de la variable ¢. Donc
deux de ces valeurs de , prises consécutivement, comprendront entre
elles au moins une racine réelle et simple de I’équation

(@) — 2 o(2)=0;

donc cette équation, qui est du degré rn, admettra n racines réelles pour
une valeur réelle quelconque de ¢. En d’autres termes, pour une valeur
réelle finie de ¢, des valeurs réelles de @ pourront seules devenir
racines de I’équation 4
s t
Y(z) — z9(@) =0,
ou, ce qui revient au méme, de I’équation

t=w(z).
Ajoutons que, si la valeur de ¢ devenait infinie, les racines de I'équa-

tion
t—w(x)

ne cesseraient pas d’étre réelles, puisqu’elles se réduiraient simple-
ment aux racines

Ay Qoy vy Qu_y et

de I'équation

Si la fonction Y(x) était du degfé n —1, et la fonction ¢(x) du
degré n, alors, pour démontrer le théoréme VIII, il suffirait de rai-
sonner comme nous venons de le faire, en substituant la fonction us—(I;ZJ .
ala fonction w ().

Enfin, si les fonctions

9(x), Y(z)
sont I'une et 'autre du degré n; alors, en représentant par

ayy, Ay ooy Qg
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la suite eroissante des racines de I'¢quation \

' 9(z) =o,
et par
l?la baa tety bn

la suite croissante des racines de I’équation

4’(“/‘) =0, -

on conclura encore de raisonnements semblables 4 ceux dont nous
venons de faire usage, que, pour une valeur réelle de ¢, I’équation

t =w(z),

réductible 4 chacune des formes
(17) V(@)= ze@) =0,  @(a)—zd(z) =0,

offre toujours, dans I'hypothése admise, non seulement »—1 racines
réelles dont cthacune est comprise entre deux termes consécutifs de la
suite

a,, Qg, sy Qp,
mais aussi 2 — 1 racines réelles dont chacune est comprise entre deux
termes consécutifs de la suite

by, by ..., b,
Donc cette méme équation, qu’on peut réduire 4 une équation réelle et
algébrique du degré n, ne saurait admettre une seule racine imaginaire.
Donc ses = racines seront réelles pour une valeur réelle quelconque
de ; et le théoréme VIII, dans le cas que nous considérons, ne cessera
pas d’étre exact.

A
Corollaire I. — Les conditions énoncées dans le théoréme VII étant
remplies, si ’on représente par
by, by, by,
la suite croissante des racines de I'équation () = o, et par

ay, Qg Qas,
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la site croissante des racines de I'équation o) o, ces diverses

racines, rangées par ordre de grandeur, fourniront l'une des
suites (13), (14), (15), (16). Alors aussi I’équation (1) pourra étre
présentée sous la forme '
tz__k(-z'—bi)(x—‘bz)(x'—ba)--- .

(w—al)(x—-ag)(.z'—as)...’

(18)

£ désignant une constante réelle.

\
Corollaire II. — Si, pour fixer les idées, on suppose n =1, la va-

leur de
z’
tirée de I’équation (18), prendra I'une des trois formes

& — b T
R .
z—a x—a

x—b,

D’ailleurs, on reconnaitra facilement : 1° que la différence

x —b
croit sans cesse, tandis que la variable  croit en passant de la limite
—oo & la limite + o0; 2° que le rapport

1

xr—a
décroit sans cesse, tandis que la variable  croit en passant de lalimite
— » & la limite a, ou de la limite a 4 la limite »; 3° que la fraction

r

x—b a—b ,
==
x—a xz—a ,

I

est toujours décroissante avec le rapport » quand on a

X —a

va> D,

et toujours croissante pour des valeurs croissantes de  — a, quand

on a . .
a<b. :
OEuvres de C. — S, 11, t. XII, 20
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De ces observations, relatives au cas particulier out I'on suppose n =1,
on conclura sans peine que, dans cette supposition, et méme plus
généralement, pour des valeurs quelconques du nombre enticr n, la
valeur de ¢, fournie par I’équation (1) ou (18), sera toujours croissante
ou toujours décroissante, tandis que la variable « croitra en passant
d'un terme quelconque de la série

(‘9) — 0, &y, a3, a3, ceey OO

au terme suivant. Pour établir, par exemple, cette derniére propo-
sition, dans le cas ou, le numérateur de la fraction rationnelle w(x)
étant du degré n, le dénominateur est du degré n — 1, il suffit de pré-
senter successivement les valeurs de ¢ sous chacune des formes

Z—by 2 — D x—b
t=(z—b) L 3., n
x—a; x—a, T— Ay

B

x— b, xr—10> x—b,_
e 1 2”. n '(x—an).
X — y T — QA X — Ay

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Tutorime 1X. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme VIII,
st l’on représente par

a1y Ay Qg

la suite crovssante des racines finies de l'équation

la valeur de
t= m(::'z:)

sera toujours croissante ou toujours decroissante, tandis que la variable

croitra en passant d’un terme de la série
(19) —c0, a, dy QA3 ...y P

au lerme suivant.

Corollaire. — Pour bien comprendre le théoréme IX, il est néces-
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saire de distinguer trois cas, suivant que les degrés des deux termes
de la fraction rationnelle =(z) sont

n et n-—r, ou n et n, ou enfin n—1 et n,

Dans le premier cas, — =, o seront racines de I’équation

et la valeur du rapport

croitra sans cesse en passant de la limite — o 4 la limite -+ oo, tandis
que la variable a croitra en passant d’un terme de la série (19) au
terme suivant. '

Dans le troisitme cas, — = et + o seront racines de I'équation

- w(2)=o;

et, tandis que la variable « croitra, en passant d’un terme a’ de lasérie
(19) au terme suivant a’, la valeur du rapport

t

k . 1]
décroitra sans cesse, en passant de la limite zéro a la limite — oo, si
I'on a @’ = — =»; de la limite » & la limite zéro, si 'on a2 @’ = w»; et de

la limite o0 4 la limite — o, si @’ et a” conservent des valeurs finies.
Enfin, dans le second cas, — =, oo seront racines de I’équation
’ » I

w(x)=k;

et, tandis que la variable z croitra, en passant d’un terme quelconque a
de la série (19) au terme suivant a”, la valeur du rapport

e~

croitra ou décroitra sans cesse en passant généralement de la limite
— o 2 la limite + o, ou réciproquement, suivant que la plus petite

>
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racine b, de ’équation
w(z)=o0

sera supérieure ou inférieure & la plus petite racine a, de I'équation

Ajoutons que la premiére des valeurs extrémes du rapport
t
"/E’
sil’on a @’ = — o, ou la seconde, sil'on a @’ =, devra cesser d’étre
infinie, et se réduire simplement a 'unité.
Dans les applications que nous venons de faire des principes ci-
dessus établis, nous avons supposé que la fonction w(x) était algé-

brique et méme rationnelle. Pour montrer une application des mémes
principes 4 une fonction transcendante, il nous suffira de prendre

w(x)=langaax;
a désignant une constante réelle. Alors 'équation (1), réduite a

t=—tangax,
ou, ce qui revient au méme, a
__sinax
~ cosaz’

aura, comme l’on sait, toutes ses racines « réelles. Donc, en vertu du
théoréme VI, les racines des deux équations (6) et (7), ou

sinax—o0, “cosaxr=o,

étant réunies et rangées par ordre de grandeur, appartiendront alterna-
tivement a une et 4 I'autre équation, ce qui est effectivement exact.
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SUR to.

QUELQUES THEOREMES D’ALGEBRE.

Un lemme dont M. Lamé a fait usage pour démontrer 'impossibilité

de résoudre en nombres entiers I’équation
2T+ y' =0

se déduit aisément d’un théortme d’algébre que 1'on peut énoncer

comme il suit :

TutoreME [. — n deszgnant un nombre impair non divisible par 3, st
la somme des niénes puissances de deuz variables x, y est retranchée de la

n'éme puissance de leur somme
‘Z" +Y,
le reste

(]) (.2?—|—‘}’)"'——-$"-,—y"‘
sera divisible algébriguement, non seulement par le produit
zy (2 4 y),

comme il est facile de le reconnattre, matis encore, pour des valeurs de n

supérieures a 3, par le trinome

: p= Y
4+ zy y_x—y’

et méme par le carré de ce trlnome, lorsque n divisé par 3 donnem pour

;

reste ['unité. , v
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Demonstration. — Pour s’assurer que I'expression (1) est algébri-
quement divisible par chacun des facteurs

z, Y, Z+Y,

il suffit de s’assurer qu’elle s’évanouit, quand on y pose -
&xr =0 ou y=0o ou y=—x,
ce qui est effectivement exact. Pareillement, pour démontrer que I’ex-
pression (1) est divisible par le produit .
2+ zy + ¥,
il suffit de prouver qu’elle s’¢vanouit, quand on y pose
—=oax ou' y—=6uxz,
o, & désignant les deux racines de l"équation
* 2+ +1=o0,
ou, ce qui revient au meéme, les deux racines imaginaires de I’équation
P=1.
Or, comme ces deux racines vérifient non seulement la condition
1+oa+6= <;,
mais encore, lorsque n n’est pas divisible par 3, la condition
I+ a+ 6*—o,
la supposition
y=ax ou y=§6x
réduira I'expression (1) au produit de'z” par I'une des sommes
(1+a)yt—1—at=—1— a’+ (— 6)",

(I -+ G)n_ I — Gn:_' I— 6/z+ (__ “)n,

et par conséquent au produit de «” par
— (14 a"4-8%)y=o0, ,

toutes les fois que n sera un nombre impair non divisible par 3. Donc

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTE SUR QUELQUES THEOREMES D’ALGEBRE. * 159

alors I'expression (1) sera divisible algébriquement par le trinome
x2+ xy +y2; '

ily a plus : elle sera divisible par le carré du méme trinome, si, en
supposant

y=ox on y=¢6uz,
on fait évanouir non sculement I'expression (1), mais encore sa dérivée
relative & y, savoir :

n'[(m __‘_)/)n—l__},n-—l]‘

c’est-a-dire, en d’autres termes, si les binomes

(l -+ a)"—l_ an-—-l: (_ 6)!:—1_'_ an—l’

(l -+ 6)11—1_ en—iA.:__ (___ a)n—l o 6n—l

se réduisent & zéro. Or ¢’est précisément ce qui arrivera toutes les fois
que le nombre impair z, étant divisé par 6, donnera I'unité pour reste.

Exemples. — Sil’on prend successivement pour z les divers nombres

3, 5 9, 11, 13, ...,

on trouvera

(z+y)—z'—y'=3zy(z+y),

(x+y)—at—y =5zy(z+y)(2+zy + y*),

(+y) —a"—y'=qzy(z+y) (22 +xy +y* ),

(2 + y)t— 2!t — y1t .
=nzy(z+y) (2 +zy +y?) (&+ 2y + )+ 22y (z+y)],

(x+y)l3_x13_}/13
=8xy(z+y)(a*+xy + )2 [(22+xy + ¥+ 222y (2 + ¥)*],

Des démonstrations semblables & celle que nous avons donnée du
théoréme [ s'appliquent & d’autres propositions d’algébre. Ainsi, en
particulier, de ce qu’une fonction entiére d’une ou de plusieurs
variables indépendantes ne peut s’évanouir avec I'une quelconque de
ces variables, sans étre divisible par chacune d’elles, on doit conclure

que, si
((z), (=) W=y, 5),
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représentent des fonctions entiéres des variables indépendantes

Xy ¥y By e
les sommes

N

[(2)—f(— 2);

f(z, y) —t(—z, y)— (2, —y) +T(—=z, —y);

f(z,y, 3) —f(—=, y, 5)— (®, — y, 3) +f(— 2, — ¥, 5)
"‘f(x;y, —z)+f(—x,y, —3)+ f(=z, — —3)—f(—a, —Y —3);

..................................................................

" seront algébriquement divisibles, la premieére par x, la seconde par le
produit zy, la troisitme par le produit xyz.... On pourra done

énoncer la proposition suivante :
Tukorkue II. — Sotent
’ 4 &, y, Iy
n variables indépendantes, et
f(z,y,5 ...)
une fonction enticre de ces variables. Soit encore
' S

la somme formée par I'addition de cette fonction et de celles que Uon peut
en déduire a l'aide d’une ou de plusieurs opérations successives, dont
chacune consiste a changer simultanément le signe de la fonction et le

signe de l'une desvariables. Lasomme 8 sera divisible algébriquement par

le produit de toutes les variables
z, ¥, 5

Nota. — Les termes qui composeront la somme $ seront tous com-
pris sous la forme générale '
+f(kz, £y, =3z, ...),
le signe extérieur a la fonction f étant le produit de ceux qui affecte-

ront intérieurement les diverses variables z, ¥, =, .... Donc le nombre
des termes de la somme s sera le nombre 2 des valeurs différentes que
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pourra prendre l’ekpression
' flz=z, =y, +3,...),

eu égard au double signe qui se trouve placé devant chaque variable,
et qui peut étre réduit arbitrairement soit au signe +, soit au signe —.

Corollaire I. — Le produit xyz... étant du degré n, si la fonction

fle,y, 5, ...)

est d’un degré inférieur a n, la somme 8, algébriquement divisible par
le produit xys..., vérifiera nécessairement la condition

S§=o0.
4

Corollaire II. — Si la fonction
f(z, y, 5 ...)

est précisément du degré n, alors non seulement la somme s sera divi-
sible algébriquement par le produit

ZY3. ..,

mais de plus le quotient de $ par ce produit sera une fonction entiére

du degré zéro, c’est-a-dire une quantité constante. On aura donc, en
. §

désignant cette constante par €,

8§ =

©

LY3Iaoen
Si, d’ailleurs, on représente par
| Jzys. ..
la partie proportionnelle au produit #y ... dans la fonction

f(z,y,3, ...),

cette partie sera évidemment commune & la fonction f(x,y,z, ...) et
a toutes celles qui s’en déduisent. Done, puisque le nombre total de
ces fonctions, y compris la premiére, est 2", on aura .

Q:z"D’G

OFuvres de C. — S. 1], t. XIIL. 21

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



162 NOTE SUR QUELQUES THEOREMES D'ALGEBRE.

et
§=2"Jxys....

Si, pour fixer les idées, on prend

(z, 5,3, ...0=(x+y+5+..)"

on aura
o6 =r1.2.3...n,

et par suite ,
§=2o"1.2.3...nay5....

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tutortne 1. — n etant le nombre des variables independantes x, y,

3, ..., s0it 8 la somme formée par I'addition de la fonction
(x+y+s5+...)"

et de toutes celles qui se trouvent comprises sous la_forme

 E(xxxyrzsE. )"

lorsqu’on réduit le signe extérieur, c'est-a-dire situé hors des parentheses,

au produit des signes intérieurs. On aura

§=2".1.2.3...n2ys....

Ainsi, par exemple, on trouvera successivement

x—(—x)=2x,
(24 y) = (— @+ y)— (2 — Y+ (—z — y =12 122y,
(z+y+sP—=(—x+y+3)P—(z—y+3)0+(—x—y+2z)
—(2+y—3P+(—z+y—sP+(r—y—35P—(—2—y—3z)
=2%.1.2.32y5....

.

Le théoréme III, ainsi que nous 'avons montré dans les Comptes
rendus des séances de I’ Académie des Sciences pour I'année 1840 (*),
conduit facilement & la détermination compléte des sommes alternées
.des racines primitives des équations binomes.

(1) OEuores de Cauchy, 1% série, t. V, p. 152; Extrait 82 des Comptes rendus.
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Concevons maintenant que,
f(x,y, 5 ...)

étant une fonction entiére dont le degré surpasse le nombre n des va-

riables x, y, z, ..., on désigne par

Moxkylzm. ..

I'un quelconque des termes dont cette fonction se compose. Pour que
la somme, désignée par s dans le théoréme II, offre une partie corres-
pondante i ce terme, il sera nécessaire et il suffira que ce méme terme
change de signe avec chacune des variables

Z, Y, 5, ...;

par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que chacun des expo-
sants
ky I, m,

soit un nombre impair. Sous cette condition, le terme dont 1l s’agit se
trouvera, dang lasomme s, multiplié par le nombre 2%, tandis que, dans
le cas contraire, il disparaitra évidemment de la méme somme. De
cette simple observation on déduit immédiatement la proposition
suivante :

Tuiorime IV, — Soit

: flz, vy 3 ..0)

une fonction entiere de n éarz'able§ Zy ¥y By +v.. Soil, de plus,
F(z, y,5, ...). -

la partie de cette fonction qui se compose de termes de la forme

26 .l'2“+1y2b+‘52"+1 ceny

a, b, c, ... étant des nombres entiers, c’est-a-dire de termes dont chacun
renferme toutes les variables élevées a des puissances impaires. La somme
désignée par s dans le théoréme I sera lice a la fonction

-

F(x,)’, 2y )
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par la formule
) S=2oF(z,v, 5 ...).

v

Corollaire I. — Puisque dans chaque terme de la fonction

Flz, y,2 ...)
les exposants
2a+41, 2b41, ac-1,

de toutes les variables sont des nombres impairs, la somme de ces

exposants, savoir,
: 2(a+b+c+...)+n,

sera toujours I'un des nombres

n, n+2, n-4+4, ...

Done sif(x, y, 5, ...) ne renferme point de termes dontle degré se
réduise 3 I'un de ces nombres, on aura

8§ =o.
C’est ce qui arrivera, en particulier, si f(x, y, 5, ...) est*une fonction

homogéne dont le degré se réduise & 'un des termes de la progression

arithmétique
n41, a+43, n+35, ...

ar exemple, si 'on prend pour f(=, y, 5, ...) 'une des fonctions
P I P P Y
(z+y-+s34...)%, (x4+y4+s54...)27, BN
Corollaire 11..— Si I'on prend successivement pour f(x,y, 3, ...)
chacune des fonctions homogénes
(r+y+2z+..0% (z4+y+s4+...0"", (z4+y4+sz4...0", ..,

on tirera du théoréme IV, joint i la formule qui fournit le développe-
ment d’une puissance entiére de la somme x + y + 5 +. ..,
) §=2o",1.2.3...n2y5...;
puis '
§=224.5. .. (n+2)eys. . (2 + ¥+ 224...);
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puis
4.5

$=2am6.7...(n+b)zys... [x‘+y‘+z‘+..f+?‘5’ (x"’}”+x252+---“")’252“‘--')]’

ou, ce qui revient au méme,

§=art g (n+b)ays. . [3(at+yt+ 5t ) 102yt 4 et . pRet )],

.....................
..........................................................

La premiére des formules qui précédent reproduit le théoréme III; la
’ seconde donne

(2 +y)—(—2+y)— (2 —y)+ (—x—y) =2 hay(z’+ ),

(¢ +y -%2)5—(—x+vv+z)5—(:v—-y—"r—z)5+(—$—~?’+z)5

—(@+y =P (—at+y—s)+r(@—y—2) = (=L —y—5)
=2} 4. 5xys( x4 ¥+ 22), '

la troisieme ou quatriéme donne

(2+y)f—(=2+y)—(r—y)f+(=2—y)
=2dzy[3(xt+ y*) +102%p2],
(x +}'+;)7'——-.(——x+y+-z)"—-(w-——y+z)7+(fx—y+z)7
—(2+y—3)+(—2+y—2)+(z—y—35)—(—x—y—3)
=t yxys[3(at 4+ yh+ 5t) +10(2 Yt + 2230+ P2t ],

..........
....................................................

1

En terminant cette Note, nous remarquerons‘que, dans le cas ou
f(x, y, 5, ...) est une fonction homogéne de x, y, 5, ..., les différents
termes dont se compose la somme § sont égaux deux a deux, eu égard
a la formule

N2y y, sy )= (=) (= 2y — ) =B )
Ainsi, par exemple, si 'on prend

((z, y)=(x+y)
on trouvera .
(@ +y)P=(—x—y)

et par suite, en remplagant x par — ,

(—@+y)=(z—y)
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Sil'on prend au contraire

f(z,y,5) =(z+y+3),
on trouvera

, (#+y+2)=—(—2—y-—3),

et par suite
(—xz+y—2P=—( z—y-+3),
( z2—y—sP=—(—x4+y+3),
(—z—y+s)l=—( z+y—:z),

.................................

Cela posé, on tirera des formules ci-dessus établies :
1° En prenant successivement pour f(x, y, z, ...) les fonctions

(z+y)? (z+y-+s) cen,
(z+y)l—(x—y)=12.22y,
(x4+y—+s5P+( x—y—3)
+(—x+y—5P+(—2z—y+3z)P=221.2.32y3,

2° En prenant pour f(z, y, z), I'une des fonctions
P p )

(z+y) (z+y+2)P ..,
. (#+y)—(z—y)=2.hay(@+y?),
(2 +y+3a)f+(z—y—2)
. (=2 y—z) 4 (—2—y+35)=2 f. Says(2?+y*+ 3?%);
* 3° En prenant pour f(x, y, z) 'une des fonctions

(z+y) (z+y—+3z),
(2 +y)—(z—y)=22y[3(z*+ ) + 102"y ],
(2 +y+3)+(#—y—32)+ (=2 +y—32)+(—2—y+32)
=2 7zys[3(xt+ yt + 54) +10(2Pyt + 225t + y7s2)],
La derniére des formules auxquelles nous venons de parvenir coincide
encore avec 1'une de celles dont M. Lamé a fait usage dans son Mémoire
sur I'impossibilité de résoudre en nombres entiers I'équation

27+ "y+s'=o.

e P
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NOTE

SUR

N

* LES DIVERSES SUITES QUE L’ON PEUT FORMER

AVEC DES TERMES DONNES.

Considérons une suite composée de divers termes
a, b, ¢, d,

On pourra de cette premiére suite en déduire plusieurs autres, en
intervertissant I’ordre dans lequel les termes se trouvent écrits. De
plus, sil’on compare une quelconque des nouvelles suites & la pre-

miére, on se trouvera naturellement conduit par cette comparaison &
distribuer les divers termes

a, b, ¢, d,

en plusieurs groupes, en faisant cntrer deux termes dans un méme
groupe toutes les fois qu'ils occuperontle méme rang dans la premiére
suite et dans la nouvelle, et en formant un groupe isolé de chaque
terme qui n’aura pas changé de rang dans le passage d’une suite a
Pautre. Pour indiquer un de ces groupes, nous renfermerons entre deux
parenthéses les termes dont il se compose, en faisant succéder immeé-
diatement I’un & I'autre deux termes quioccuperont le méme rang dans
la nouvelle suite et dans la premiére. Alors le premier terme de chaque
groupe devra étre censé succéder au dernier. On pouira d’ailleurs
prendre pour premier terme 'un quelconque de ceux qui composent
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le groupe, ce qui permettra de représenter le méme groupe par diverses '
notations équivalentes. Ainsi, par exemple, 'une quelconque des quatre
notations
(a, b,¢,d), (b,c,d,a), (c,d,a,b), (4, a,bd,c)
indiquera un groupe formé par les quatre termes
a, b, ¢, 4,

et il y aura effectivement lieu & former ce groupe, si, dans le passage
de la premitre suite & la nouvelle, les quatre termes

a, b, ¢, d

sont respectivement remplacés par les quatre termes
b, ¢, d, a,

savoir : @ par b, b par ¢, c par d et d par a. Il n’y aurait qu’une seule
maniére de représenter un groupe, si les lettres qui le composent
étaient écrites, les unes aprés les autres, non plus sur une ligne droite,
mais sur une circonférence de cercle divisée en parties égales, et dis-
posées de telle sorte qu’en parcourant la circonférence dans un sens
déterminé, on passat immédiatement d’une lettre quelconque a celle
qui doit la remplacer. C'est par ce motif que dansle Tome X duJournal
de I’Ecole Polytechnique j'ai désigné sous le nom de substitution circu-
laire 'opération qui embrasse le systéme entier des remplacements
indiqués par un méme groupe. '
Lorsqu’un groupe se composera d'une seule lettre, il indiquera sim-
plement que cette lettre ne doit pas étre déplacée, et qu’elle conserve
son rang dans le passage d’une suite & P'autre. Lorsqu'un groupe se
composera de deux lettres, il indiquera un échange mutuel opéré entre
ces deux lettres. Il est d’ailleurs évident qu’a I'aide de plusieurs sem-
~blables échanges opérés entre les lettres

a, b, ¢, d;

prises deux a deux, on pourra faire passer successivement I'une quel-
conque de ces lettres 4 la premiére place, puis 'unc quelconque des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUE L'ON PEUT FORMER AVEC DES TERMES DONNES. 169

lettres restantes i la seconde place, etc., et par conséquent transformer
la premiere suite

a, b, ¢, d,
en 'une quelconque des autres. Donc un systéme quelconque de subs-
titutions circulaires, représenté par un systéme de groupes donnés,
peut toujours étre remplacé par un systéme d’échanges successivement

opérés, et dont chacun se rapporte 4 deux lettres seulement.
Si I'on nomme ~ le nombre des lettres données

a, °b, ¢ d, ...,

le nombre des diverses suites, ou, ce qui revient au méme, des divers
arrangements que ’on pourra former avec ces lettres, se déduira

aisément du nombre r, et sera, comme I’on sait, reprebente parle pro-

duit
1.2.3...n.

1

De pluq, ces mémes suites ou arrangements se partageront en deux
classes bien distinctes, la comparalson de chaque nouvel arranoement

au premier
a, b,' ¢, d,

pouvant donner naissance 4 un nombre pair ou & un nombre impair de
groupes. J'ajoute qu’un seuléchange, opére entredeux lettres, fera passer
" une suite ou un arrangement d’une classe a l'autre, en faisant croitre
ou diminuer le nombre des groupes d’une unité. C’est en effet cequel’on
démontrera‘sans peine de la maniére suivante.
Concevons d’abord que les deux lettres échangées entre elles appar-
tiennent & deux groupes différents. On pourra supposer chacune d’elles
écrite la premiére dans le groupe qui la renferme. Cela posé, so1ent

par exemple,
(@, byc, ..., i, k), (Lymyn, . ...,rs)

les deux groupes dont il s’agit. Ces groupes indiqueront que, dans le
passage de la premiére suite 4 la nouvelle, les lettres

-

- , . ‘ t
a, b, ¢, ..., h, k et L, m, n, ..., r, s
OEuvres de C. — S. 11, t. X1I, 22

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 . NOTE SUR LES DIVERSES SUITES
se trouvent respectivement remplacées par les lettres

b, ¢, ..., k a et m, n, ..., s, |

Donc, aprés un échange opéré dans.la seconde suite entre les pre-
miéres lettres des deux groupes, c’est-a-dire entre les lettres a et , on
devra, en passant de la premiére suite 4 la seconde, remplacer les

lettres
a b, ¢, .., by, Kk, &, m, n, ..., r s

par
b, ¢ ., ., kU, my, n, ., ..., s a

Donc, aprés cet échange, les deux groupes donnés

(a, byc, ..., lz,‘k), (Lmyn, ...,rs)
se trouveront réunis, et réduits a un seul groupe

(a, bye, ..., 0k, l,m,n, ..., 1 s).

Réciproquement, si ce dernier groupe était I'un des groupes donnés,
résultants de la comparaison de la nouvelle suite & la premiére, un
seul échange opéré entre deux lettres comprises dans ce groupe, par
exemple entre les deux lettres a et /, diviserait ce groupe en deux
autres
(a, byc, ..., N k) et " (L,myn,...,r )

Donc, dans tous les cas, un seul échange opéré entre deux lettres, dans
I'une quelconque des suites que I’on considére, fera passer cette suite
d’une classe & l'autre, en faisant croitre ou diminuer le nombre des
groupes d’unc unité.

Puisqu’un seul échange transformera les suites qui appartiennent &
une classe en celles qui appartiennéht a I'autre, il est clair que chaque
classe offrira précisément la moitié du nombre total des suites ou des
arrangements divers. Donc le nombre des arrangements qui appar-
tiendront & chaque classe sera représenté par le produit

s

3.4...n.

Observons encore que, n étant le nombre des lettres, la comparaison
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du premierarrangement

a, b, ¢, d,

a lui-méme fournira » groupes isolés. Donc la classe qui comprendra
ce premier arrangement devra correspondre & un nombre pair ou 4 un
nombre impair de groupes, suivant que le nombre n sera lui-méme
pair ou impair. ,

" Observons enfin qu’aprés plusieurs échanges opérés chacun entre
deux lettres, le nombre total des groupes sc trouvera évidemment aug-
menté ou diminué, soit d’'un nombre pair, soit d’un nombre impair,
suivant que le nombre des échanges sera lui-méme pair ou impair.
Donc des échanges par lesquels deux arrangements pourront étre deduits
Uun de Uautre seront toujours nécessairement en nombre pair, si ces
arrangements appartiennent a la méme classe, et en nombre impair dans
le cas contraire. |

Concevons maintenant qu'une lettre placée avant une autre lettre
dans le premier arrangement se trouve au contraire placée aprés elle
dans un second. Nous dirons alors que ce second arrangement, com-
paré au premier, offre une inversion relative au systéme des deux
lettres dont il s’agit. D’ailleurs, le nombre des inversions que présen-
tera le second arrangement ne pourra évidemment surpasser le nombre
des combinaisons que I'on peut former avec n lettres prises deux &
deux, ¢’est-a-dire le rapport '

n{n—ri)
—

Vajoute que le second arrangement appartiendra ou non a la méme
classe que le premier, suivant que le nombre des inversions sera pair
ouimpair. C'est, en effet, ce que 'on démontre aisément comme il
suit. .

Supposons que de chaque lettre prise dans le premier ou dans le
second arrangement on retranche successivement chacune des sui-
vantes. Le produit des différences ainsi formées se réduira, pour le
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premier arrangement, a I’expression -
(1) P=(a—b)(a—c)...(b—2¢c)....

* De plus, le nombre des facteurs du méme produit qui changeront de
signe, quand on passera du premier arrangement au second, sera pré-
cisément le nombre des inversions qu’offrira ce second arrangement,
et suivant que ce nombre sera pair ou impéir, le nouveau produit sera
égal, soit & -+ P, soit & — P. Donc, pour établirla proposition énoncée,

il suffira de prouver que le nouveau produit se réduit 3 + P ou & — P,
suivant que le second arrangement appartient ou non a la méme classe
que le premier, ou, ce quirevientau méme, suivant que le second arran-
gement peut ou ne peut pas se déduire du premier par un nombre pair
d’échanges opérés chacun entre deux lettres. Or cette derniére propo-
sition est évidente. Car si deux lettres, par exemple a et b, sont échan-
gées entre elles, dans 'un quelconque des produits formés comme il a
été dit ci-dessus, le facteur qui renfermera ces deux lettres, ¢’est-a-dire
la différence ' '

a—b ou b—a,
changera de signe ; mais les deux facteurs qui renfermeront les deux
lettres @ et b avec une troisiéme ¢, étant multipliés 'un par I'autre,
fourniront un produit partiel qui pourra étre réduit 3 I'une des
formes : ‘
(a—c)(b—c), —(a—c)(b—c),

et qui dans I'un oul’autre cas conserverale méme signe, aprés1l’échange
mutuel de deux lettres a et b.

Le théoréme qui détermine la classe & laquelle appartient un arran-
gement, & I'aide du nombre pair ou impair des inversions, a été donné,
pour la premiére fois, par Kramer, et démontré par M. Laplace. J'ai
donné les autres théorémes ci-dessus énoncés dans le Tome X du
Journal de I Ecole Polytechnique et dans I’Analyse algébrique. Si je les
ai rappelés ici, c’est pour rendre plus facile la lecture du Mémoire sui-

vant.
———i O e —
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SUR LES FON( TIONS ALTERNEES

ET

"SUR LES SOMMES ALTERNEES.

Concevons que, dans la suite
P - P

‘on retranche successivement de chaque terme tous ceux qui le sui-
vent, et nommons P le produit des différences ainsi formées, en sorte
qu’on ait

(1) P=(z—y)(z—3)...(y—2)..

Si, dans le produit P, on échange deux lettres entre elles, il changera
évidemment de signe, en conservant, au signe preés, la méme valeur.
(Voir la Note précédente.) .

Une fonction alternée de plusieurs variables z, y, 3, ... est celle qui,
comme le produit P, change de signe, en conservant, au signe prés, la
méme valeur, lorsqu’on échange deux de ces variables entre elles. Il
suit de cette définition méme qu’une fonction alternée de x, y, 5 ...
s’évanouira, si ’on pose

v

z=y ou x = z, ... ¢ oou y==3,

Donc, si cette fonction est entiére, elle sera divisible aloebrlquement
par chacune des dxfferenceb

x—y, & — 3, Ceny Y—3, " ...,
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entre les variables z, y, z, ..., combinées deux 4 deux. Elle seradone
alors algébriquement divisible par le produit P de toutes ces diffé-
rences. (Voir I’ Analyse algébrique, Chap. 111, § II) (*).

Une fonction rationnelle qui a pour dénominateur une fonction
symétrique et pour numérateur une fonction alternée des variables x,
¥, 3, ... est évidlemment elle-méme une fonction alternée de ces
variables. Rééiproquement, si une fonction alternée de z, y, sse trouve
représentée par une fraction rationnelle dont le dénominateur se
réduise & une fonction symétrique, le numérateur de la méme fraction
rationnelle sera nécessairement une autre fonction alternée de x,
Yo By aeen )

Soit maintenant

flz, ¥, 5, ...)

une fonction quelconque des variables z,y, 5, ...; etsupposons que I'on
ajoute & cette fonction celles que I'on peut en déduire 4 I'aide d’un ou de
plusieurs échanges opérés entre les variables «, y, s, ..., chacune des
nouvelles fonctions étant prise avec le signe + ou avec le signe —,
suivant que le nombre des échanges est pair ou impair. La somme s
ainsi obtenue aura évidemment la propriété de changer de signe, en
conservant, au signe preés, la méme valeur, lorsqu’on échangera deux
variables entre elles. Cette somme sera donc une fonction alternée des
variables z, y, 3, .... Nous la nommerons, pour cette raison, so'r}zme
alternée; et en adoptant une notation dont nous avons souvent fait
usage, nous la désignerons comme il suit :

(2) A s=S[x=l(z, 5,5 ...)]

Si la fonction f(, y, 5, ...) est entiére, on pourra en dire autant de
la somme alternée s. Donc alors, en vertu de ce qu’on a dit plus haut,
le second membre de I’équation (2) sera divisible algébriquement par

le produit P.
Si la fonction f(x, y, 3, ...) est rationnelle, on pourra en dire autant

(') OFEucres de Cauchy, 2® série, t.1II, p. 73.
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de la somme alternée s qui sera de la forme

U, V désignant deux fonctions entiéres de =, y, 5, .... Hya plus : si~
I’on prend pour V, comme on peut le faire, le produit des dénomina-
teurs des fractions rationnelles dont la somme alternée s se composera
dans cette hypothése, ou plus généralement une fonction symétrique
des variables , y, z, ... divisible par tous ces dénominateurs, U sera
nécessairement une fonction alternée des mémes variables. Doncalors U’
sera divisible algébriquement par le produit P, en sorte qu’on aura

(3) U=PW,
et
%) s=p,

W désignant, ainsi que V, une fonction entiére et symétrique de z, y,
%, .... Donc la somme alternée s pourra étre décomposée en deux fac-

. , : W, .
teurs, dont I'un sera le produit P, 'autre facteur v ¢étant une fonetion
rationnelle et symétrique de z, y, z, ....

Pour montrer une application de la formule (4), supposons

- ! ’
o) f,(x,)”z’"'):'_'(x_.a)(y—-b)(z—C)...’

on pourra prendre évidemment
(6) V=(z—a)(z—b)(x—~c)...(y —a)(y — b)(y=¢).-(z—a)(z—b)(z—c)...,
et alors U sera une anétion entiére de .

x, ¥, % ..., a b, ¢ ...,

algébriquement divisible, non seulement par le produit P, mais encore
par le suivant .

(7) B = (a—b)(a—c)...(b—c)....
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On aura done

(8) ' U=kP®,

et
s« ' _—
(9) S[— (x—a)(y—b)(z—c).... =k vV’
k désignant ou une constante ou une fonction entiére de 2, y, 5, ...,
a, b, c, .... Dailleurs, si 'on nomme »n le nombre des variables z, y,

3, ..., chacun des produits de la forme

(z—a)(x—b)(®x—c¢)...,

considéré comme fonction de
Zy Y, B, ... @ b, ¢, ...,

sera du degré n, d’oun il suit que, dans I'hypothése admise, » sera la
différence ‘entre les degrés des fonctions V et U. Donc, V étant du
degré n?, U sera du degré

nt—n,

D’autre part, la moitié de la différence n* — n ou le nombre

n(n—1)

RE
représente 4 la fois le degré de P considéré comme fonction de , y,
3, ..., 6t de @ considéré comme fonction de a, &, ¢, .... Donc le degré
de la fonction

NN i

*=re
se réduira simplement & zéro, et cette fonction & une constante. Ajou-
tons que, pour déterminer la constante £, il suffira de poser

x = a, y=0b, s=c, "
dans I’équation (9) réduite i la forme o N
A4
kP?:S[i ]°
(x.—a)(_y—b)(z —C)..
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.- En effet, on trouvera ainsi
v

Kgr= s
(x—a)(y—0b)(s—c)...

ou, ce qui revient au méme,

nin—11

KP=(a—b)(a—c)...(b—a)(b—c)...(c—a)(c—b)...=(—1) T @,

et par conséquent

nin—1)
k=(—1) *
Donc la formule (g) donnera
[ n(n2—1)Pq?
o S|E e S T
les valeurs de
P, & V

étant toujours celles que fournissent les équations (1), (7) et (6).
Si dans la formule (10) on pose successivement

on obtiendra les suivantes :

1 _ ; _ (a—b)(z—y)
(#—a)(y—06) (z—0b)(y—a) (z—a)(x—b)(y—a)(y—0b)

I « I . 1
(z—a)(y—0b)(3—c) - (x—b)(y—c)(s—a) T {@—e)(y—a)(z—b)

I 1 ~

I R

T (@—a)(y—c)(s—b) (z—6)(y —a)(z—c) (z—c)(y—0b)(s—a)
_ (a—b)(a—c)(b—c)(x—y)(z—5)(y—3)

(x—a)(z—b)(z—c)(y—a)(y—b)(y—c)(s—a)(z—b)(s—c)’

.....................................................................

Jusqu’a {)résent nous avons supposé que les diverses variables qui
concouraient a la formation d’une fonction alternée ou d’une somme
alternée étaient représentées par des lettres diverses. Quelquefois on
représente ces mémes variables par une seule lettre affectée de divers

indices
o, 1,2, 3, ..., n,

OFuyres de C. — S. 11, t. XIL. . 23
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et I'on peut dire alors que la fonction ou la somme dont il s’agit est
alternée par rapport a ces indices. Ainsi, par exemple, le produit’

(g—21) (2y— 22) (21 — @)
est une fonction alternée par rapport aux variables

oy Ty Lo,
\

ou, ce qui revient au méme, par rapport aux indices
b

o, I, 2.

7

Dans ce qui précéde, nous avons seulement considéré les fonctions
alternées ou les sommes alternées qui changent de signe, en conser-
vant, au signe prés, la méme valeur, quand on échange entre eux deux
termes quelconques d’une suite donnée. On pourrait obtenir aussi des
fonctions et des sommes qui seraient alternées par rapport a diverses
suiles, ¢’est-a-dire des fonctions et des sommes qui auraient la pro-
priété de changer de signe, en conservant, au signe pres, la méme
valeur, quand on ¢changerait entre eux les termes correspondants de
ces mémes suites. Considérons, par exemple, m suites différentes,
composées chacune de n termes, qui se trouvent représentés, pour la

premiere suite, par .
Boy Tiy eees Tneii

pour la seconde suite, par .
Yos yh e yn—1;

pour la troisiéme suite, par

Sgy By chey  Bp—1y

etc.; et soit
t‘(3"'(), Zyy ooy Zp—13 Yor Yy v oes Yn—13 S0y Byy e s ey Sn-1y cel)

une fonction donnée de ces divers termes. Si & cette fonction 1'on
ajoute toutes celles que 'on peut en déduire, 4 I'aide d’'un ou de plu-
sieurs échanges opérés entre les lettres
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prises deux a deux, chacune des nouvelles fonctions étantprise avecle
signe + ou avec le signe —, suivant qu’elle se déduit de la premiére
par un nombre pair ou par un nombre impair d’échanges, le résultat
de cette addition sera une somme alternée par rapport aux suites dont
il s’agit. Nous désignerons toujours cette somme s 4 I'aide de la méme
notation dont nous avons déja précédemment fait usage, et nous écri-
rons en conséquence

S:b[if(xoa Ly oooy Zpaas Yor Y1y oo vy Yn—13 B0s By v eeq Bp—y3 --']-
1

8il’on place les uns au-dessous des autres, dans diverses colonnes ver-

ticales, les termes correspondants des diverses suites, on obtiendra le
tableau ci-aprés :

\ Loy Xyy ey g
Y
0 1 ° v n—1y
(ll) y’ .} ) ? .y
S0y T, ey Sn—1y
ces eey  esen sases

Concevons a présent qu’ une fonction entiére s des variables com-
prlses dans le tableau (11) soit alternée par rapport aux suites formées
avec ces variables, et que I'on développe cette fonction suivant les
puissances ascendantes et entiéres des variables dont il s’agit. Un
terme quelconque sera de la forme

a .0 Yy o
(12) kgl ... ysyf. ... 5030 ...,

b, ,f, & +eor Ly Jy +.. désignant des nombres entiers, et £ un coef-
ficient constant. D’ailleurs la fonction s, devant changer de signe, en
vertu d’un échange opéré entre deux lettres, par exemple entre z et y,
le développement de s ne pourra renfermer le produit (12) sans ren-
fermer encore le produit résultant de cet échange, pris avec un signe
contraire ; et ce second produit détruira le premier, si I'on a

a—=Ff, b=g,

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tuktorime 1. — Si une fonction entiére d’un systéme de variables
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comprises dans plusieurs suites est alternee par rapport a ces mémes
suites, le développement de la fonction, suivant les puissances entieres des
variables, ne pourra renfermer aucun produit dans lequel les termes
correspondants de deux suites données se trouvent toujours éleves aux

mémes puissances.

Au lieu de représenter les termes de plusieurs suites par plusieurs
lettres affectées d’un seul indice, on pourrait les représenter par une
seule lettre affectée de deux espéces d’indices, le premier indice étant
variable dans le passage d’une suite & une autre. Ainsi, par exemple,
au systéme des termes compris dans le tableau (11), on pourrait
substituer le systéme des termes compris dans le tableau suivant :

xo‘m ‘ xo‘]\ PO xo‘n_“
([3) Zy0s Lyty e ey Lyngy
xz,oa ‘7"2,11 ey xz,n—l’

. ve v ey D N

Il est maintenant facile d’établir la proposition que nous allons
énoncer.

1

4 N v Al N
TutoremE I1. — Considerons deux systémes de termes, savoir :

Loy, Ty g, “aey

(14) : Yoo Yis Y2y ey

(15) Yos Yo Y2 .

Zos  Zyy 7y,

ey .oy ey « ey

les termes de chaque systéme étant répartis entre plusieurs suites, comme
on le voit dans les tableaux (14) et (15); et nommons s une fonction
entiére de tous ces termes qui soil allernée, non seulement par rapport
auzx suites comprises dans le tableau (14), mais aussi par rapport aux

suites comprises dans le tableau (15). La fonction s sera équivalente a
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une somme de produits de la_forme
' KK,

K désignant une fonction alternée par rapport aux suites comprises dans
le tableau (14), et K une fonction alternée par rapport aux suites com-

prises dans le tableau (15).

Démonstration. — On prouve aisément que, si deux fonctions entiéres
de plusieurs variables «, y, s, ... sont égales entre elles, pour toutes
les valeurs possibles, ou méme seulement pour toutes les valeurs
entiéres attribuées a ces variables, les coefficients des puissances
semblables de x, y, 3, ... et des produits des puissances semblables
seront égaux dans les termes correspondants des deux fonctions déve-
loppées suivant les puissances entiéres de x, y, 5, .... (Voir I'Analyse
algebrigue, Chap. IV, p. 97.) Par suite. si deux fonctions entiéres de
plusieurs variables x, ¥, z, ... sont égales entre elles, au signe pres,
mais affectées de signes contraires pour toutes les valeurs possibles,
ou seulement pour toutes les valeurs entiéres attribuées i ces variables,
les coefficients des puissances semblables de Z, Y 5, ... et des produits
des puissances semblables seront égaux, au signe prés, mais affectés
de signes contraires, dans les termes correspondants des deux fonc-
tions développées suivant les puissances entiéres de z, y, 3, .... Cela
posé, concevons que la fonction s, étant alternée par rapport aux
suites comprises dans le tableau (14). et par rapport aux suites com-
prises dans le tableau (15), soit développée suivant les puissances
ascendantes des variables comprises dans le tableau (14). Chaque
terme du développement sera de la forme |

@ b Y1 gt ol
Kaja! ... ylyd. .. 558 ...,

a, b, ..., f, 8 .... 5, J, ... désignant des nombres entiers, et le coeffi-
cientK une fonction des seules variables comprises dansle Tableau (15).
D’ailleurs, en vertu de ce qu’on vient de dire, puisque la fonction s -
changera de signe, en conservant, au signe prés, la méme valeur,
quand on échangera entre elles deux des suites comprises dans le
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tableau (15), ou, ce qui revient au méme, deux des lettres x, y, z, ...,
le coefficient K jouira de la méme propriété. Ce coefficient sera donc
une fonction alternée par rapport aux suites comprises dans le
tableau (15). De plus, la fonction s, étant alternée par rappdrt aux
suites comprises dans le tableau (14), devra renfermer, avec le produit

a b S i .j
Kzdal ... yiy§-.. 508 ...,

tous ceux qu’on peut déduire & I'aide d’un ou de plusieurs échanges
opérés entre les suites que renferme le tableau (14) ou, ce qui revient
au méme, entre les lettres «, y, 3, ..., chacun des nouveaux produits
étant pris avec le signe + ou le signe —, suivant qu’il se déduira du
premier par un nombre pair ou par yn nombre impair d’échanges.
Enfin les nouveaux produits, étant ajoutés au premier, fourniront une
somme de la forme
KS[£xixl...¥fyf... 553 ...],

par conséquent de la forme

KK,
la valeur de K étant ‘ N

(16) K=S[ta%t. . yfys...505,...]

Or cette derniére valeur de & sera évidemment une fonction alternée
par rapport aux suites comprises dans le tableau (14).

Les propriétés des fonctions alternées forment 1'objet spécial, non
seulement d’un paragraphe du Chapitre IIl de mon Aralyse algebrigue,
imprimée en 1821, mais aussi d’'un Mémoire publié par M. Jacobi dans
le Tome XXI du Journal de M. Crelle (4¢ Cahier, 1841).
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CONNUES SOUS LE NOM DE RESULTANTES.

1. — Propriétés diverses des résultantes.
Soit
f(z,y, 5, ...)

une fonction quelconque de » variables

Zy Yy By e,
et ajoutons & cette fonction toutes celles qu’on peut en déduire par la
transposition des variables, ou, ce qui revient au méme, par un ou
plusieurs échanges opérés chacun entre deux variables seulement,
chaque nouvelle fonction étant prise avec le signe + ou avec le
signe —, suivant qu’elle se déduit de la premiére a 'aide d’un nombre
pair ou impair de semblables échanges. La somme s ainsi obtenue sera
la somme alternée que nous représentons par la notation

CS[*=f(x, ¥, 5 YA
On trouvera, par exemple, en supposant n = 2,

. Cs=Hx, y)—Hy, 2);
en supposant n =3,

S_—’—f(‘r7.y1 z)-—f(.:v, Z,}’)-Ff(y, z,x)—f(y,x,z)+['(z,x,y)——f(z, )’:a”)-
Concevons maintenant que la fonction

- f(xay;z;"-)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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se réduise au produit de divers facteurs dont chacun renferme une.
seule des variables

en sorte qu’on ait, par exemple,
[y, 5 ) =0 (@) () b(2). ...
Alors, pour obtenir la somme alternée
(1) s=8[xo(2)x(¥)¥(5)...],
il suffira de construire le tableau

o(z), xlzx) Y(z), ...,
o(r) x(y)s ql()’),‘ ceey
o(z), x(5), Y(z) ...,

3 es e y ceey

composé d’autant de termes qu’il y a d’unités dans le carré de n, puis
de chercher tous les produits qu’on peut former en multipliant 1’un
par 'autre n termes de ce tableau, dont un seul appartienne & chaque
colonne verticale et un seul a chaque ligne horizontale, puis enfin
d’ajouter tous ces produits, pris tantét avec le signe +, tantot avec le
signe —, suivant qu’ils se dédniront, par un nombre pair ou impair
d’échanges, du produit |

¢ (2) x(y) ¥ (2)...

formé avec les termes qui occupent I'une des diagonales du tableau.
Les sommes de cette espéce sont celles que M. Laplace a désignées
sous le nom de résultantes. Si, pour fixer les idées, on pose successi-

vement
. n=a, n=—23, Cees

la résultante s des termes que renferme le tableau (2) deviendra, dans
le premier cas,

(3 s=o(z)x(y)—e(y)x(x);
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dans le second cas, /

(4) s= (@) 2 () + () x(5) $(2)+ o(s) 1 (=) ¥(y)
—o(2) 1 () V() —o () x(2) b(3) —9(3) x(y) ¥(=2),

Les formes des fonctions désignées par
9(2), x(z) (),
étant arbitraires, aussi bien qu'e les variables
Zy Yy By ey

permettent aux divers termes qui composent le tableau (2) d’acquérir
des valeurs quelconques. Substituons en conséquence i ces divers
termes des variables quelconques, et représentons ces variables 2
I’aide de lettres diverses

Ty Yy By ey €
affectées d'indices différents
0y 1, 2, ..., n—I

dans les diverses lignes verticales. Alors, au lieu du tableau (2), on
obtiendra le suivant :

Tyy Ty Xy ceey Ty
Yor Y Yy -y Va1

(5) Sey  Byy S cevy Bpeygy )
cea sey ey cey sy '
Loy by lay  oeny Ep—rs

et la résultante s des termes compris dans ce dernier tableau sera
(6) ‘ ‘ s=S8[E@y15 ... buy ]

Pour obtenir cette résultante s, on devra construire non seulement le
produit

Xy Y15y sbn—ty

qui renferme tous les termes situés sur une diagonale du tableau dont
OEupres de C. — S. II, t. XIL 24
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il s’agit, mais encore tous les produits que I'on peut former en multi-
pliant I'un par 'autre » termes, dont un seul appartienne a chaque
ligne verticale du tableau, et un seul & chaque ligne horizontale; puis
ajouter entre eux tous ces produits, pris les uns avec le signe +, les
autres avee le signe —, suivant qu’ils se déduiront du produit

ZoY159. .. Ln—1

“3 I'aide d’un nombre pair ou impair d’échanges opérés entre deux des
lettres
Xy Yy By ...y L
Cela posé, il est clair qu'un seul échange opéré entre deux lettres,
x ety par exemple, transformera, dans la résultante s, les termes qui
étaient affectés du signe + en ceux qui étaient affectés du signe —, et
- réciproquement. Donc, aprés un semblable ¢change, la résultante s se
transformera en une autre résultante égale & — s. Au reste, la méme
conclusion peut immédiatement se déduire de cette seule considération
que la résultante s est une fonction alternée par rapport aux diverses
suites horizontales du tableau (5). On déduit aussi de celte considé-
ration le théoréme que nous allons énoncer :

Tutorime L. — Si, duns la résultante s formeée avec les diverses
variables que renferme le tableau (5), on remplace une lettre x par une
autre lettre y, sans remplacer en méme temps la lettre y par la lettre x,
on obtiendra, au lieu de cette résultante s, une somme précisement égale

a sero.

Démonstration. — En effet, la somme obtenue aura la propriété de
ne pas changer de valeur en changeant de signe, et cette propriété ne
convient qu’a une somme identiquement nulle.

Les diverses variables

Loy Xy veey Tpg3 Yor Yy vovs Yn=13 Jgy Bry voey 8Bpmgd ooy boy by ooy Ly

étant représentées, dans chaque ligne horizontale du tableau (5), &
Iaide d’'une seule lettre affectée d’indices divers, et dans chaque
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colonne verticale du méme tableau, & 'aide de lettres diverses affectées
d’'un méme indice, 1l est clair que, pour opérer un échange mutuel

entre deux lettres du produit
Loy Bge e bumyy

ou entre deux lettres des produits semblables qui composeront la
résultante s, il suffira d’opérer un échange mutuel entre les indices
dont ces deux lettres seront affectées. Donc la résultante s ne sera
point altérée si, dans le tableau (5), on transforme les lignes horizon-
tales en lignes verticales, et réciproquement, c'est-a-dire si au
tableau (5) on substitue le suivant : |

xoa )’os S, ter tO”

Xys yh 3y - LR ] tla

(7) ' Ty }’2‘ ‘ Bay LS ] th
.y ey ’ ooy ey .esy

Zp—ts Yn—1s zn—Tla eeey buge

Observons encore qu'il est facile d’établir la proposition suivante :

Tutoreme II. — Si, avec les variables comprises dans le tableau (5),
on forme une fonction entiere, du degré n, qui offre, dans chaque terme,
n facteurs dont un seul appartienne a chacune des suites horizontales de
ce tableau, et qui soit alternée par rapport & ces mémes suites, la fonction

enliere dont il s'agit devra se réduire, au signe pres, a la résultante s.

Démonstration. — Dans I'hypothése admise, chaque terme sera de
la forme
EZaypse.--Lpy
chacun des indices
a, b, ¢, ... Pk
désignant 'un des nombres

o, I, 2, ..., n—I;

et, comme 4 chaque terme on devra joindre tous ceux qu’on en déduit
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a I'aide d’un ou de plusieurs échanges opérés entre les lettres =, y,
s, ..., chaque nouveau terme étant affect¢ du méme signe que le
premier ou d'un signe contraire, suivant que le nombre des échanges
sera pair ou impair, la fonction entiére que 'on considere se réduira
nécessairement ou & une somme alternée de la forme

(8) . ES[Exaysse..  n];
dans laquelle on pourra supposer les indices

a, b, ¢ .... h

rangés d’aprés 'ordre de leur grandeur, ou 4 un polynome résultant
de T'addition de plusieurs sommes de cette espece. D’ailleurs, la
somme (8) s’évanouit, toutes les fois que dans le produit

ZaYoBe. . -ty |

deux lettres diverses, par exemple « et y, sont affectées d’'un méme
indice
a=2>o,

puisque alors deux termes qui se déduisent 'un de I'autre, 4 'aide
d’un échange opéré entre ces leltres, sont égaux, au signe prés, mais
affectés de signes contraires, et qu’en- conséquence deux semblables
termes se détruisent mutuellement. Done, pour que la somme (8) ne
s’évanouisse pas, il sera nécessaire que les indices ‘

a, b, ¢, ..., h

soient tous différents les uns des autres, et que ces indices, rangés
d’aprés leur ordre de grandeur, deviennent respectivement égaux aux
nombres , ‘ '
0, I, 2, ..., n—1I,
Mais alors la somme (8) se réduira précisément 4 la résultante =+ s.
Donc une fonction entiére des variables comprises dans le tableau (5),
lorsqu’elle remplira les conditions énoncées dans le théoréme II, se
réduira toujours & 'une des résultantes ' '

+S8, —$.
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Considérons maintenant, outre les variables.

Zgy Lyy voey Zuoad Yoy Yiy vovy Y1 Boy Bty caey Bpays oou3 Loy Lis.evvy bymyy

comprises dans le tableau (5), d’autres variables
' i
X0y Xy ceos Xn13 Yoo Yir ey Yae13 Zos Zis vy Zpegd o eed toy iy cevy Lpoyy

que nous supposerons indépendantes des premiéres, et distribuées en
plusieurs suites, comme 'indique le Tableau suivant : -
Xoo X1y Xgy ey Xpey,

y0~| Y, .Ym ceey Yooty
(9) ! Kt Zoy Zyy Iy, cevy Zp—ty .
.oy cey ey chey seey

Y P P S
Désignons d’ailleurs par la notation
(a,x)
la somme des produits de la forme

, . LpXp,
en sorte quon ait «

(IO) ) (x’x):x0x0+xlxl+'-'+xn—1xn——19

et, par des notations sémblables, les sommes du méme genre qu’on
obtient en substituant a la lettre « I'une des lettres y, z, ..., ¢, oudla
lettre x 'une des lettres y, z, ..., t. Enfin nommons s la résultante
formée avec les divers termes du tableau

(x,x), (x;.Y), (®y2)y ..us (x,t),

. (7:%) (¥ (rrz). ..oy (y7, i),
(11) (zx), (5.5), (&12), ..., (31),
(6,x), (Ly) (&z), ...y (&)

en sorte qu’on ait

(12) §=8[x(x,x) (¥, ¥) (5, 2)...(¢, )]

i
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La résultante s aura la propriété de changer de signe en conservant,
au signe prés, la méme valeur, quand on échangera entre clles ou
deux des lettres

Ty Y 5y eeen L
ou bien encore deux des lettres

Xy Y, Zy .o U3

elle sera donc une fonction alternée, non seulement par rapport aux
suites que renferme le tableau (5), mais aussi par rapport aux suites
que renferme le lableau (g9). Donc, en vertu du théoréme 1I du
Mémoire précédent, la résultante 8 sera décomposable en produits de
la forme

PP,
P étant une fonction alternée par rapport aux suites que renferme le
tableau (5), et P une fonction alternée par rapport aux suites que
renferme le tableau (9). Il y a plus : d’aprés la formation des sommes
représentées par les notations

(2yx), (2,3)y <vey (Y vees

il est clair que chaque terme de la fonction alternée P on P sera le
produit de » facteurs dont un seul appafticndra a chacune des suites
horizontales comprises dans le tableau (5) ou &9). Donc, en vertu du
théoreme Il (p. 187), la fonction alternée P, quand elle ne sera pas
nulle, se réduira, au signe prés, a la résultante s déterminée par Ja
formule (6). Pareillement, la fonction alternée P, quand elle ne sera
pas nulle, se réduira, au signe prés, 4 la résultante s, déterminée par
la formule )

(13) . S:S[ixoyih...tn_,].

Donc le produit
PP,

quand il ne s’évanouira pas, se réduira, au signe prés, au produit
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Donc ce dernier produit représentera la résultante s, au signe prés, et
méme eu égard aux signes, attendu qu’il renfermera, comme la résul-
tante 8, le produit partiel

ZoY152. v bn1XoY1Za. . . Lypy,

pris avec le signe 4. On peut donc énoncer la proposition suivante,
que j’ai donnée pour la premiére fois dans le 17° Cahier du Jourral de
I’Ecole Polytechnique () : [ Voir aussi dans le méme Cahier un Mémoire
de M. Binet. | |

Tatorime 11, — St Pon se sert des notations
Az, x)y (x¥), oy (V)

pour représenter les sommes que determinent I'équation (10) et autres
semblables, la résultante 8 des divers termes compris dans le tableau (11)

sera le produit des résultantes

\

s et s

respectivement formées avec les divers termes des tableaux (5) et (g), en
sorle qu'on aura '
(14) . 8§ =ss,

Nous observerons, en terminant ce paragraphe, que chacune des

résultantes
s, 8 3 ‘

prend une forme digne de remarque, lorsque, dans chacun des
tableaux (5) et (9), on transforme en exposants les indices
o, I, 2, 3, ..., n—1,

écrits au bas des lettres

Zy, Y, By ..ey &
ou
X, Yy %, ..., L

(1) OEuvres de Caucly, »° série, t. I. |
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Alors, en effet, la résultante s, déterminée par la formule

(15) s=S[adytz. . 1],

devient une fonction alternée des variables |
Zy, Yy 5 ..., L

Elle est donc divisible par le Produit

(16) ' (z—=y)(z—5)...(y —%)...,

ou, ce qui revient au méme, par le produit

(17) (y—2)(z—2)...(3—y)...

de toutes les différences qu’on péut former avec les termes de la suite
Zy Yy By eeas L

en retranchant successivement de chaque terme celui qui le précéde.
D’ailleurs le degré de la fonction s, déterminée par la formule (15),
est représenté par la somme

n(n—r)

O+14-2+4...+(n—1I1)= 2

‘et, par conséquent, égal au nombre des différences calculées, ainsi
qu'au degré du produit (17). Donc la résultante s, divisée par le pro-
duit (17), donnera pour quotient une constante. Enfin, comme le
produit

z0y'zt

qui se trouve pris avec le signe + dans la valeur de s, est en méme
temps le produit partiel formé avec les premiers termes des binomes

Y—Zy Z—Ty eey S—Y, ..oy

qui entrent comme facteurs dans 'expression (17), la constante dont
il s’agit devra évidemment se réduire a I'unité. On aura donc -

(IS) s:(y—a;)_(z—x)...(z—y)...
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et, par suite, ‘
" (19) S[ixOy’zﬂ...tn—']:(y_—x)(z—x)...(z_})....
On trouvera de méme
(20) S[= x°y‘z2...l"—']:(y—x)(z;);)..-.('z—y)‘.A...
De plus, en supposant les notations
(@:x), (2,¥)0 oo (1Y)

définies par la formule
(21) ' (Z,X) =14+ xx + 2224, . 4 22ixnt,
et autres semblables, on tirera de la formule (14) -
(22) S[=(z,x)(y,¥)(52)...(4 )]

=(yr—z)(s—x)..(z—y).. (y—x)(z—x)...(2—YF). .-
Enfin, puisque I’équation (21) peut étre réduite a

(23) (z,x)= it S

I —xX
la formule (22) pourra évidemment s’écrire comme il suit :

— iy — gyt — =ltnpn — fnn
(24)8:*:1 .?XI yeEyr o sttt o1 ty
1—axX 1—Y)Yy 1—351 1— ¢t

:(y—x)(z—x)..4.(z—y)...(y—x)(z—x)...(z—y)-n-

11. — Emploi des résultantes dans la résolution des équations linéaires

Soient données entre n inconnues
Ty, Y, B ..., @

n équations linéaires de la forme

@y  + by A+ C5 H...+ Rt =k,
ax +by +05 ..+t = ky,
(n) . a4 byy s A Rt =k,

. a,l_'ix—i—bn_.y—hcn-az-i-»..—i— ]ln——-it:'kn—i'
CEupres de C. — S. 11, t. XII. _ " 25
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La résolution de ces équations pourra se déduire immédiatement
d’une propriété de la résultante formée avec les coefficients

Aoy by, Co) cony Ny,
ay, by, ¢y, cees Ny,
(2) ‘ Ay, by, Coy R (%
’ ) ) ' ) )
\ An—1» buts Cucets vevy Nrpoyy

par lesquels les diverses inconnues s’y trouvent respectivement mul-
tipliées. En effet, soit K cette résultante, dont la valeur est donnée
par la formule

(3) K=S[*xaybic:... ],

et soient ,
A07 Ah Ah vy An—l

les coefficients respectifs des quantités

Aoy Ay Aoy vovy Qpy
dans la résultante K.

Aoy A Ay ol Ay

représenteront des fonctions des seules quantités

bo, Coy cery Dy,
b“ Cyy ey hl’
by, Ca» voey
vey cery  eey
bnyy Cacts «ovy fpy.

D’ailleurs, en vertu du théoréme I du paragraphe précédent, la
résultante K se trouvera réduite & une somme nulle, si Pon yremplace
la lettre a par une autre lettre 5, sans remplacer en méme temps b
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par a. On aura donc

.i\oao+A1a1+A2a2+- ..+A,,_1a,,__, :K,
Apbo+Ab 4+ Asby+...+ Ay by =0,
(L,‘) Aoco+Atc| +1\202 —I—...+A,,_1C,,_l =0,

......................................

N Aghg+ A+ A2712+. o+ Apo by =o,

Cela posé, concevons que I'on combine entre elles par voie d’addition
les équations (1), aprés les avoir respectivement multipliées par les
facteurs | ' ' ‘

Ao Ay Ay ool Al
et posons, pour abréger,
(5) Aoko-+Arky+ Agky 4 .- Ay hnoy =X

Cette opération suffira pour éliminer les inconnues y, z, ... de I'équa-
tion résultante qui se trouvera réduite a

: Kr=X
et donnera pour valeur de « ,
(6) o=

, K
D’ailleurs la valeur de X, déterminée par la formule (5), est évidem-
ment ce que devient la valeur de K donnée par la premiere des
formules (4), quand on y remplace la lettre @ par la lettre £ Donc,

puisqu’on a

K=S8S[x=a,bicy...ltny],
on aura encore

X = S[—_t /fobicg. . ./7,"_1],

et la formule (6) pourra s’écrire comme il suit:

» — S[E kybic,.. ./z,,,_,].
TS [Eagbicy. . iy ]

On aura de méme

(7) / )/:S‘E—I_-aok,cﬂ..._k,,._,],
. SiEtayb ey .. fyy]

;= S[i @ bicy.  kui]
i Sl_iaoblCQ....hn_l]
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En résumé, les valeurs de
Zy Yy B ey b
tirées des équations (1), se présenteront sous la forme de fractions et

seront respectivement

X Y 7 _ T
(8) . x—K’ y———K’ o—-Kv v ey t—Ka

le dénominateur commun K des diverses fractions désignant la résul-
tante des coefficients que renferme le tableau (2), et les numérateurs
X, Yz .. T
étant ce que devient le dénominateur quand la lettre £ est substituce
successivement aux lettres
a b, ¢, ..., M
Observons d’ailleurs qu’en vertu de la.formule (5) et autres sem-
blables, les équations (8) pourront s’écrire comme il suit :

o Acko+Aiki+. .4 A ko

K
B0k0+ B,kl-l". ot B"~| kn_|
y = ,
] -
(9)  CokotCiky4. o Coy oy
T K ’

Bk Mok Wy b
p— 7

K
les termes qui composent le tableau .
Ay By G, o Hy,
Ah Bh. C“ ey H“
(10) i Agy B,, G, .., H,,
An—-h Bn—ls Cn—h L] I{n‘—u

étant les coefficients respectifs de ceux qui composent le tableau (2)
)
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dans la valeur de la résultante K. Ajoutons que ces divers termes se
trouveront liés entre cux par n* équations semblables aux formules (4),
+ et dont le systéme sera

A°a0+- - An_1a"._:1:K,
Aby+...+A,_b,_1=0e,

Aghg-e.. + Apshyy=o,

Boa0+. N B,,_la',,-lz o,
Bobo+- ot Bn—l bn—lz K, '

. Boho“l'---‘*' Bn—ihn—gzou

Hoao+. et Hll—lan—l: o,
Ho by+...+ Hn—-t bp_1=o,

H,y g+ .+ Hyy hony =K.

’

Or, en vertu des formules (11) et du théoréme III du paragraphe I, la
résultante K* des n® termes compris dans le tableau

K, o, o, ..., o
(12) 0, Ka Oy ...y O
cr s ey eeey ey
o, o0, 0, ..., K

sera évidemment égale au produit de la résultante K par la résultante
S[.._L— A0B1C2- . 'H/l—'l}
des termes compris dans le tableau (10). On aura donc
(13) S[iAOBICz...Hn_1]:K”‘1.
Cette derniere formule est aussi 'une de celles que j’ai données dans
le 17 Cahier du Journal de I Ecole Polytechnigue..
Observons encore que chacun des termes du tableau (10) est 1u1-

méme une résultante. Ainsi, en particulier, & I'inspection seule de la
formule (3), on reconnait immédiatement que le coefficient de a,
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dans K, savoir A,, se réduit &
(14) ' Ao:S[iblcz...hn_g].

En d’autres termes, A, est la résultante des termes du tableau

by, ¢l veur hy,
bz’ Cy DR /321
(15)
( ) ) ’ )
bu—ty Cnots .oy /ln—n

qu’on obtient en effacant, dans le tableau (2), la premiére ligne hori-
zontale et la premiére ligne verticale.
Dans le cas particulier ou les indices

o, I, 2, ..., n—I1I,

placés dans le tableau (2) au bas des lettres

a, b, ¢, ..., A

se changent en exposants, les équations (1) seréduisent aux suivantes:

S Zz + Y+ 4.+ t=1,
ar+ by+ cr4...+ ht =k,
(16) 4
( ................................... ,
ar x4 bty Pl L L A AT = kY

et, en vertu de la formule (19) du paragraphe I, les valeurs de
‘Z., y’ 3, LR ] t’

fournies par les équations (7), donnent, aprés la suppression des
facteurs communs aux deux termes de chaque fraction,

_Ab—=kY(c—k)...(h— k)

T (b—a)(c—a)...(h—a)

- (a—k)(c—k)...(h— k)

(17) Y =@ =6)(c=b)..(h—=0)

: _(a——k)(b—k)...(g—k)'
T (a—h)(b—N)...(g—h)

Si l'on ne supprimait pas les facteurs communs aux deux termes de
chaque fraction, alors des valeurs de

Zy Vi 3 ..oy &
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propres a vérifier les formules (16), on déduirait aisément les valeurs
de x, ¥, 5,..., ¢t propres & vérifier les formules (1) ; et, pour retrouver
par exemple la premiére des équations (7), il suffirait de développer,
suivant les puissances de

a, b, ¢, ..., h,
les deux termes de la fraction

(b—k)(c—k)...(h—K)(c—b)...(h—0b)...(h—g)
(b—a)(c—a)...(h—a)(c—=0b)...(h—b)...(h—g)

(18) 2=

puis de remplacer, dans les développements obtenus, 'exposant de
chaque lettre par un indice. Sous cette condition, I’équation (18)
pourrait étre considérée comme une formule symboligue propre A
représenter la valeur de « tirée des équations (1). (Voir I'dnalyse algé-
brigue, Chap. 111, § 2.)

Concevons maintenant que n variables

Z, y, By ...y
se trouvent liées & n autres variables ’
‘ . X, Y, 2z ooy t
par n équations linéaires de la forme
Ax 4 byy+ cos+...4+ hit=x,
amx+ biy+ es4+...+ hit=y,
(19) ( a4+ byy+ cyr+...+ hit=1z,

An g X+ by gy +Cpy3+...+hpyt =1L
Il suffira de résoudre ces équations par rapport aux variables
Ty, Yy B ey €
pour obtenir n autres équations linéaires de la forme

Z=8,X 4+ a4,y + 2,2 +...+ 3,t,
y=byx+biy+byz+...+b,,t,

(20) ( T =CoX + €Y + CoZ +...4 Cpytl,

t =hyx+h;y+hyz+...+h
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Les seconds membres de ces derniéres équations devant étre précisé-
ment ce que deviennent les seconds membres des formules (g), quand

on y remplace
: /l'o, kl’ k2, sy kn——l )
par

R \
Xy, Yy Zy .eey L

il en résulte que les coefficients \

- TRNEE PRONE: PR PRI

) Dgs bl; bay .oty ba-y,

(21) ‘ Cor €y Cay  weey Cnlps
' . Ve Tty eey seag weany

ho’ hh . hm‘ R ] hn-—l

doivent se réduire aux quotients qu'on obticnt en divisant par la
résultante K les divers termes du tableau (10). Donc les formules (11)
entrainent les suivantes : ‘

a,a, ...+ hoh, =1I.
a,ay +"'+h0hi =0

a;a, 4.+ bl =o,

a,a, 4.+ hy Ay =1,

(22) e e ,
. aapy +oo.t+hh, 4 =o,
a,1ay +...+h,hy =o,

a,_1ay +...+h, by =o,

Ay @pey.. .+ hp gy =1,

Au reste on arrive directement aux formules (22) en substituant dans
les équations (19) les valeurs de , y, 5, ..., ¢ tirées des formules (20)
et observant que les nouvelles équations ainsi obtenues doivent étre
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identiques, c’est-a-dire qu’elles doivent subsister indépendamment
des valeurs attribuées aux variables «, y, s, ..., .

Il suit des formules (22), jointes au théoréme III du paragraphe I,
que la résultante 1 des n* termes renfermés dans le tableau

1, 0, 0, ..., O,
0, 1, 0, ..., O,
(23) 10, 0y I, ..., O,
.
0, 0, 0, ..., 1

st égale au produit des deux résultantes
S[Eaebicy.. . fiu], S[FFagbics...h, ]
des termes que renferrﬁent les tableaux (2) et (21). On aura donc
(24) S[Eaobicy. . 1 ]S[FEaybics. . b,y ] = 1,‘

et I'on peut énoncer la proposition suivante:

TutorEME. — S, n variables
Ly ¥y By vy L

étant lices a n autres vartables
Xy ¥y Zy ...y L

par n équations linéaires, on suppose les unes exprimées en fonctions

linéaires des autres, et réciproguement ; les deux résultantes formées avec
) ’

les coefficients que renfermeront ces fonctions linéaires dans les deux

hypothéses offriront un produit équivalent a {’unité.

OFuvres de C. — S. II, t. XIL. 26
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SUR LES

FONCTIONS DIFFERENTIELLES ALTERNEES.

‘1. — Considérations générales.

Une expression qui renferme les différentielles ou les dérivées d’une
ou de plusieurs fonctions différentiées par rapport & une ou a plusieurs
variables, est ce qu'on peut nommer une foﬁction différentielle. Si

-cette méme expression change de signe en conservant, au signe prés,
la méme valeur, tandis qu'on échange entre elles deux quelconques
des variables qu’elle renferme, elle deviendra ce que nous appellerons
une fonction différentielle alternée. Parmi-les fonctions de cetle espece,
on doit particuliérement remarquer certaines résultantes, dont j'ai
déja parlé dans le 19° Cahier du Journal de I'Ecole Polytechnigue
[p- 536 et suivantes (')}, et dont je vais m’occuper encore quelques
instants. .

Soient

Ty, ¥y, By .oy @
n variables indépendantes entre elles, et

X, Y, Z, ...5 L

n autres variables liées aux premiéres par » équations linéaires ou
non linéaires. On pourra considérer

X, ¥y Z, .eup L

(1) OEuvres de Caucly, 2¢ série, t. 1.
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comme des fonctions des variables indépendantes
Zy Y, 8 ... &

et calculer, dans cette hypothése, les dérivées du premier ordre qui
forment les divers termes du Tableau |

D:x, D,x, D;x, ..., Dix,

Dzy, Dy.Va Dy, ..., Duy,

(1) D,z, D,z, D,z, ..., Dz,
. ( ............................ ,

Dyt, Dyt, Dyt, ..., Dyt

Cela posé, concevons que, suivant les conventions adoptées dans le
précédent Mémoire, on se serve de la notation

(2) S{ED.xDyyD.z ... D]

pour indiquer la somme faite du produit partiel
| D.x D,y Dz ... Dt,

et de tous ceux dans lesquels il se transforme, quand on échange
entre elles, une ou plusieurs fois de suite, les variables

Z, ¥y, By ..., o

prises deux a deux, en changeant chaque fms le signe du produit
obtenu. L’expression (2) sera tout & la fois la résultante des termes
compris dans le tableau (1), et ce que nous appelons une fonction
différentielle alternée. Observons d’ailleurs que, pour déduire les uns
des autres les divers termes de cette résultante, il revient au méme
d’échanger entre elles, ou les variables
- Zy, Yy By ..y L
ou les fonctions
X, ¥, %y, e-.s L
En vertu des n équations de condition qu on suppose exister entre
les' deux systémes de variables

Z, ¥y % ..o t €L X, ¥, Z. ..., 1,
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on peut & volonté, ou considérer, ainsi qué nous venons de le faire,
X Yy Ly e U

comme des fonctions données des variables indépendantes
Ty Yy By eeay U,

ou, réciproquement, considérer
Ty Yy By e.ey 1

comme des fonctions données des variables indépendant;s

X, ¥, Zy ..., L

Dans cette derniére hypothése, la résultante formée avec les termes

du tableau
Dz, Dyz, Dz, ..., D,
D.y, Dyy, Dy, ..., Dy,
(3) D.z, Dyz, D,z ..., D3,
............................. ,
D¢, Dyet, Dty ..., Dyt

et représentée par la notation
(4) S[= Dz Dyy Dy5 .0, Dy 2],
serait une fonction différentielle alternée par rapport aux variables
indépendantes x, y, z, ..., t. Or il existe entre les résultantes (2)et(4)
une relation remarquable, et qu’on peut aisément établir comme il
suit. :

Soit ¢ une fonction quelconque des variables z, y, s, ..., ¢, ou, ce

qui revient au méme, des variables x, y, z, ..., t. On aura, en considé-
rant d’abord ¢ comme fonction des variables x, y, 3, ..., ¢,

(3) do=Dy9dr+Dyody +D.odz+...4 Dspdt;
puis, en considérant 9 comme une fonction des variables x, y, z, N

(6) do=D:odx+Dyody +D,odz+...+Dodt
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Si, dans la formule (5), on remplace successivement ¢ par chacune
des variables
X, ¥y Z, ...y L

considérée comme fonction de z, y, s, ..., ¢, on trouvera

dx =Dyxdx +Dyxdy +D.xds+...+D;xdt,
dy=D,yde+Dyydy+D;yds+...+ D;yds,
(7) / dz:szclar+Dyzdy+I)zzdz+...—l—D,Zdt»,

di =Dytdz-+Dytdy+D,tds+...+ D, tde

Pareillement, si, dans la formule (6), on remplace successivement la
fonction ¢ par chacune des variables

Zy Yy By oy b
considérée comme fonction de x, y, z, ..., t, on trouvera

de=D,xzds+Dyxdy+D,xde+...4+ D xdl
dy =Dyydx +-Dyydy+D,ydz-t-...+ D, ydt,
(8) ds =Dyzdx +Dyzdy+D,sdz+...+ D, zdt,

dt =Dytdx+Dytdy +D,tde +...+D, ¢dt.

Les formules (7) et (8), qui fournissent le moyen d’opérer un chan-
gement de variables indépendantes, quand on s’arréte aux différen-
tielles du premier ordre, doivent certainement s’accorder entre elles.
Donc les équations (7) deviendront identiques, si-'on y substitue les
valeurs de
: dz, dy, ds, ..., dt

tirées des formules (8). Cette seule considération fournit immédiate-
ment n* équations diverses, dont les unes, en nombre égal & », sont
de la forme ‘ Lo
(9) DexDix + Dyx Dyy +DixDyz ...+ Dx Dyt =1,

tandis que les autres, en nombre égal & n* — n, sont de la forme

(10) DaxDyz +Dyx Dy y 4+ DaxDys+ ...+ Dix Dyt =o.
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D’ailleurs, comme les formules (7) et (8) servent 4 exprimer les

différentielles
dx, dy, dz, ..., dt

en fonctions linéaires des différentielles

dz, dy, ds, .., dt
et réciproquement, on conclura du théordme énoncé & la page 201
que les résultantes formées avec les termes des tableaux (1) et (3),
¢’est-a-dire les expressions (2) et (4), fournissent un produit équiva-
lent a 'unité. On aura donc

(t1) " S[*=DyxD,yD,z...D]S[£ Dz D,y D,z...De]=1.

La formule (11) ne differe que par la notation d'une formule déja
connue. (Voir un Mémoire de M. Jacobi, inséré dans le Journal de
M. Crelle, 1841, p 337‘.)

Non seulement les résultantes (2) et (4) se trouvent liées entre
elles par la formule (11), mais, de plus, chacune de ces résultantes
peut étre exprimée par le rapport de deux autres. En effet, représen--
tons par :

(12) ® —o, X=o, W:c;, ceny Q=o
les n équations en vertu d'esquelles les n 'variables
Z, ¥y 35 .. &
se trouvent liées aux » variables
X, ¥y Z ... L
En différentiant la premiére des équations (12), on trouvera
(13)  Di@dz...+D@dt+ D, Ddx+...+DDdi=o;
puis, en substituant dans la formule (13) les valeurs de '
dx, dy, ..., dt,

tirées des formules (7), on obtiendra une équation qui devra étre
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identique et donnera par suite

—D, @ =D, ®D.x+ D, @D,y +...+ D@Dt

" —D,®=D,®D,x+D;®D,y+...--D,®D,1,

............................................

—D,®=D,®D,x+D, @D,y +...+D,®D,t.

Or, de ces derniéres formules et de celles qu’on en déduit en rempla-
cant la lettre ® par I'une des lettres X, W, ..., Q, il résulte que les
divers termes du tableau o

D,®, D.X, D.¥, ..., D,Q

n,®, D,X, D,¥, ..., D,Q,
(15) pD.®, D.X, DV, ..., .D.Q
D,®, D, X, D,¥, ..., DQ

.

pris chacun avec le signe —, se trouveront liés & ceux du tableau (1)
et du suivant : ' ' -
- bD.®, DX, D,¥, ..., DL,

D,®, D,X, D,¥, ..., D,Q,
(16) D.®, D,X, D,¥, ..., D,
(D,@, DX, DW¥, ..., DL,

par des équations semblables a la formule (14) de la page 191. Donc,
en vertu du théoréme I1I de cette méme page, la résultante des termes
qui composent le tableau (15), multipliée par ( — 1)?, sera le produit
des résultantes des termes qui composent les tableaux (1) et (16).
On aura donc '

(—1)*S[*=D,®D, XD, V...D,Q]
=8[=£D,xD,yD;z...D,t]S[+=D,® D,X D,¥...D,Q],

et par suite

S[=D,® D, XD, W¥...D,Q]
S[=D.® D, XD, V... D, Q]

(17) S[=*=DzxDyyD;z...Dt]=(—1)*

L’équation (17), en vertu de laquelle la résultante (2) s’exprime par
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le rapport de deux autres résultantes, a encore été obtenue par
M. Jacobi, dans le Mémoire déja cité, page 344. Elle conduit a la -
formule donnée par M. Catalan pour la transformation d’une intégrale
multiple, dans le cas oll aux variables que renfermait cette intégrale
on substitue d’autres variables liées aux premiéres par certaines
équations. . ,

Si, dans la formule (17), on échange I'un avec l'autre les deux
systémes de variables

Zy, ¥y By ..y ¢ et X, ¥ Z, ..., t,

on obtiendra I’équation

S[== D@D, XD, ¥...D,Q]

(18) S[li:)vD,yD,:...D,t]:(—l)"s[tl)xq)nyxnz‘p'” D.2]

en vertu de laquelle la résultante (4) s’exprime par le rapport de deux

autres résultantes. En combinant entre elles, par voie de multiplica-
tion, les formules (17) et (18), on retrouve évidemment la formule (11).

1I. — Exemples.

Considérons, comme dans le paragraphe précédent, r variables

Zy Yy By ...y €
liées & p autres variables

Xy Yy Zy .eey b

par n équations diverses ; et supposons d’abord que ces équations
soient de la forme ‘ '

X=ayx +byy ¢z ...+ ht,
Yy=aqx by H+c¢5 +...+hye,,
(1) 2==ayx by 5 ...+ Iyt

........... A I I R R R A I IR R

t=ap & +by g y4+cpys+...+ hp_yt.

Dans ce cas, les termes qui composeront le tableau (1) du para-
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graphe I seront précisément les coefficients

[ a,, by, Cos vevy Dy,
s ay, by, Ciy ceey Ny,
(2) s, bs, A P
......................... ,
Y laety, bp—gy Cu—ty  eeey hp_y.
On aura donce
(3) S[DexDyyDaz...Dt]=8[xagbicy... ]

Concevons maintenant que les équations (1), étant résolues par
rapport a x, ¥, 5, ..., ¢, donnent

ZI= )X 4 Y A+ AL 4. Dyt
Yy =box+byy-+hez+...4 b, t,
(4) Z=CoX + €Y+ CaZ 4 ... Cpoyt,
t —=h,x+hyy+hyz+...+h, ,t
On trouvera encore

(5) S|=D2DyyD,s...Dit]=8S[a,bye,...h, ]

D’ailleurs, en vertu du théoreme de la page 201, on aura -

(6) S[i aobicg cen /ln.—l] S[i aoblcg o hn—l] =1I.

Donc les formules (3) et (5) donneront, dans I’hypothése admise,

(7) S[EDexDyyDaz...D,]S[E=D,xD,yD,s...Dit]l =1,

en sorte qu'on se trouvera précisément ramené a la formule (11) du
paragraphe I. .
Supposons en second lien que

X, Yy Z, ..y 1
soient déterminés en fonction de

~ By Yy 5 ey
OEuvres de €. — S. 11, t, XIIL. : 27
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par des équations de la forme
x=A(xz—a)(y—a)(s—a)...(t—a),

y=B(x—=b)(y—b)(s—0b)...(t=b),
(8) z=C(x—c)(y—c)(z—c¢)...(t—c),

Il suffira de différentier par rapport & x, ¥, %, ..., ¢ les logarithmes
des fonctions x, y, z, ..., t pour obtenir immédiatement les termes du
tableau (1) du paragraphe I sous les formes suivantes :

X X X . X ,

xr-—a y—a’ z—a’ > T—a

y ., 3y . _¥ N

x—0 y—=a 50 t—b

(9) z z 7 z

) * ’

X — C y—¢ zZ—cC t—c
.................................... )

t t t L .

z—h y—nh z—n N y—

On trouvera donc

(10) S[£D.xD,yD;z...D,!]
1

:xyz...tS[i (x_a)(y_b)(z—c)..-(t—/’)],

ou, ce qui revient au méme, eu égard & la formule (10) de la page 177,'

{(r1) S[ED,xD,yD;z...Dt]
nin—1)

=(—1) % xyz...t

(h—a)(c—a)..{c—=b)..(y—x) (5—x)...(5—)).. .
(z—a)(x—b)(x—c)...(y—a)(y—b) y—¢)...(3—a)(5—b)(z—¢)...

Si, dans la formule.(11), on substitue les valeurs de x, y, z, ..., t,
tirées des équations (8), on trouvera simplement

nin—1)

(r2) S[=DyxDyyDsz...Dtl=(—1) * ABC...HEP,
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les valeurs de P et de @ étant '

P=(y—2z)(z—a)... z—y)...:S‘[ixﬂv‘:.’... ],

(13)
P=(b—a)(c—a)...(c—b)...=S[xavdic*... 2" 1].

On peut aisément, des formules (8), déduire » autres formules
dont chacune renferme une seule des variables
Zy Yy B .., b

En effet, posons pour abréger

(14) f(r) = (r—a) (r—>b)(r—c)...(r— ),
et
(15) F(ry=(r—a)(r—y)(r—=s)...(r—1).

Chacun des rapports

F(r F(ry  F()
r—x’ r-—y’ -

sera une fonction entiére de r, du degré n — 1, et dans laquelle le
cocfficient de 7~* se réduira simplement & 'unité. On aura donc, par
suite, en vertu d’un théoréme connu,

I F(r) 1 F(n)

(16) Ur—_-.;mzl, ooy J;,'_

[N
—
—
~
~—
—

Or, la premiére des équations (16), pouvant s’écrire comme il suit,

(@a—y)...(a—t)  (b—y)...(b—1t) (h—y)...(h—t) _
@y .+ (5) e F(R) ="
donnera, eu égard aux formules (8),

1 X 1T y .
Al(a) z—a ~ BI(b)x—0b

1
SRR Ty Ryl et DA

On aura de méme

I t
B m T’—T :(_I)n—l’

Gp) (X o1y
Af(a)y y—a BV (b)y—©b

! X 1 Y ; —(_l)n—i.

B {
AT (@) t—a T BFG) t—b. " T W) T=h
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En d’autres termes,

Zy Yy 5y .eey by

considérés comme fonctions de

Xy, ¥y Zy o..ey L

représenteront les » racines de I'équation

(18)

X 1 y - I t

A1 a) r"—‘a +Bl"(b) r—p T HEh) r—h

résolue par rapport a r.

En partant des formules (17), on déterminerait aisément la valeur

de la résultante

et en appliquant 4 cette résultanté les méthodes de réduction employées
par M. Catalan, dans son Mémoire sur la transformation des intégrales
multiples, on trouverait qu’elle se réduit, comme ccla doit étre, &

S[*=DyxzD,yD,s...D:¢],

Punité divisée par le second membre de la formule (12).
Si'on supposait les variables

X ¥ z ..., t

déterminées en fonctions de

Xy, Yy 5y ... L

par des équations de la forme
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oz y—a)z—a).. t—a)
T (w—hk)(y— k) (s—k)...(t—k)
= (2—b)(y—b)(5—b)...(t—b)

(x— k) (y—FK)(s—K)...(¢t— k)

Z:C(x——c)(.vu—c)(z—c)...(t—c)
(x—k)(y—k)y(zs—k)...(t—k)

l__H(x—/1)()/—h)(z—/’z)...(t—h)
T e—k)(y—Kk)(z—k)...(t—k)
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alors, en opérant toujours de la méme maniére, on trouverait

. a'—k a—k
DzX:me DyX:Xm—B7 (B
b—k b—k -
Y=Y e =he=r  PYEIG=ho—R

et par suite

(20) S[=D.xD,yD,z...Dt]

(a—k)'"(h—k)S[i( . T

:xyz...t(x_k).__.(t_k) z—a)(y— b)(Z—C.')-'--(f_/‘)]’

ou, ce quirevient au méme,

(21) S[xD,xD,yD;z...D,t]
nin—1)
=(—1) * xyz.t
(a—k) ..(h—k) @p
(x— k)it —K) (;v—a)(.'c—b)...(x—/l)...(t—a)...(t—/z)’ '

les valeurs de P, ¢ étant toujours déterminées par les formules (13).
Si, dans la formule (20), on substitue les valeurs de

Xy ¥y Z, ...,

tirées des équations (19), elle donnera simplement

(22) S[=Z=DyxD,yyDb;z...Dit]

nin—1) (a—KkY(b—KkY...(h— k)

o o ¢P.
(=0 * ABC M Ty R
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SUR LE RAPPORT DIFFERENTIEL

DE DEUX GRANDEURS QUI VARIENT SIMULTANEMENT.

Les principes que nous allons établir dans le présent Mémoire per-
mettent de résoudre aisément un grand nombre de questions diverses,
dont la plupart étaient ordinairement traitées par les méthodes que
fdurnit le Calcul différentiel. D’ailleurs, I'exposition de ces principes
repose sur des notions tellement simples qu’elles peuvent étre intro-
duites sans inconvénient méme dans la Géométrie élémentaire et dans
I’Analyse algébrique. Tels sont les motifs qui nous ont porté i entre-
prendre la rédaction de ce Mémoire, en nous donnant lieu de croire
qu’il rendra plus facile ’étude du Calcul infinitésimal et de celles des
sciences mathématiques qui sont intimement liées a4 ce méme caleul.

1. — Définition et propriétés générales des rapports différentiels.

* Nous appelons grandeurs ou quantités coexistantes deux grandeurs
ou quantités qui existent ensemble et varient simultanément, de telle
sorte que les éléments de 'une existent et varient, ou s’évanouissent,
en méme temps que les ¢léments de Pautre. Tels sont, par exemple,
le volume d’un corps et la masse ou le poids de ce corps. Tels sont
aussi le temps pendant lequel un point se meut et I'espace parcouru
par ce point. Tels sont encore le rayon d’un cercle et sa surface, le
rayon d’une sphére et son volume, la hauteur et la surface d’un triangle
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ou d’un parallélogramme, la hauteur et le volume d’un prisme ou
d’une pyramide, etc., la base et le volume d’un cylindre, etc.

Des grandeurs ou quanfités coexistantes peuvent d’ailleurs varier
simultanément dans un ou plusieurs sens divers. Ainsi, par exemple,
le volume d’un prisme ou d’un cylindre, dont la base est constante,
varie avec la hauteur dans un seul sens. Mais, sil’on suppose la hauteur
constante et la base variable, le volume pourra varier avec cette base
dans deux sens divers. De méme encore, la masse d'un parallélépipéde
ou généralement d’un corps quelconque, pourra varier avec le volume
de ce corps dans trois sens correspondants aux trois dimensions de
I’espace, ete.

Cela posé, soient

A el B
deux grandeurs ou quantités coexistantes, qui varient simultanément
dans un ou plusieurs sens divers. Concevons d’ailleurs que la gran-
deur B soit décomposée en éléments

bl, b27 ccey bll!

dont les valeurs numériques soient trés petites ; et nommons
@y, @y ...y A

les éléments correspondants de la grandeur 4. Enfin supposons que,
I'un quelconque des éléments de la grandeur B étant représenté par b,
et I’élément correspondant de la grandeur 4 par @, la valeur numérique
de I’élément & vienne & décroitre indéfiniment dans un ou plusieurs
sens. L’élément a s’approchera lui-méme indéfiniment de zéro ; mais
on ne pourra en dire autant du rapport
’ a
-
qui convergera en général vers une limite finie différente de zéro.
Cette limite est ce que nous appellerons le rapport différentiel de la
grandeur 4 & la grandeur B. Ce rapport différentiel sera-d’ailleurs du
premier ordre ou du second, ou du tfoz'sie‘me, ete., sui'\_fant que, pour
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I'obtenir, on aura fait décroitre I'¢lément b dans un, ou deux, ou
trois, ... sens différents.

Une des propriétés les plus générales et les plus utiles du rapport
différentiel est celle que nous allons établir. :

Concevons qu’on indique & l'aide de la lettre M, placée devant
plusieurs quantités, une moyenne entre ces quantités, c’est-a-dire
une quantité nouvelle comprise entre la plus petite et la plus grande

* de celles qu’on considérait d’abord. Si les él¢ments

by, by ..., b,

de la grandeur ou quantité désignée par B sont positifs, les éléments
Ay, Qg el Gn
de la grandeur ou quantité désignée par A pouvant étre aflectés de

signes quelconques ; on aura, en vertu d’un théoréme connu (Voir
I’ Analyse algébrique, p. 17),

a1+a2+...—|—n,,,_.M<a| a, a,
by bat by NG D 0,)

et, par suite, les deux équations

A=a,+ ay+...+ a,,
B=0b,+by,+...+ b,

entraineront la suivante :

A a, a, a,
(1) T;~M<E’Z—z"'-°,b—n>'

D’ailleurs cette derniére équation "continuera de subsister si, le
nombre n devenant de plus en plus grand, chacun des éléments

devient de plus en plus petit ; et alors chacun des rapports

a, a a,

o’ b
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finira par différer aussi peu qu’on voudra d’une certaine valeur du
rapport différentiel. On pourra donc, de la formule (1), déduire le
théoréme suivant : '

Tutoreme 1. — Le rapport entre deux grandeurs ou quantités coexis-
tantes A et B, dont la premiére varie dans un ou plusieurs sens avec la
seconde supposée toujours positive, est une moyenne entre les diverses

valeurs de leur rapport differentiel.

Corollaire. — Le théorétme I s’étend évidemment, avec la for-
mule (1), au cas méme ou la seconde quantité B serait toujours
négative. - ' '

Lorsque deux grandeurs coexistantes varient proportionnellement
I'une & I'autre, leur rapport est constant, aussi bien que le rapport de
leurs éléments, et la limite de ce dernier rapport, ou le rapport diffé-
rentiel. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Tutoreme Il. — Si deux grandeurs ou quantités coexistantes A et B
sont entre elles dans un rapport constant, ce rapport constant sera ausst
leur rapport différentiel.

La proposition inverse peut s’énoncer comme il suit :

Tutortme ILI. — Si le rapport differentiel de la grandeur ou quantité A
a la grandeur ou quantité constante B est constant, ce rapport constant
sera aussi celut des grandeurs ou quantités elles-mémes.

Démonstration. — Supposons d’abord que la grandeur B, étant
positive, puisse étre considérée comme uniquement formée d’éléments
positifs. Alors le troisieme théoréme sera une conséquence immédiate
du premier théoréme; et, par suite, si 'on nomme p le rapport diffé-

rentiel des grandeurs 4 et B, on aura
(2) . ) ‘ '/7 = P-

Ajoutons qu’en vertu du corollaire du premier théoréme, ’équation (2)
OFEuvres de C. — 5. 11, t. XIL. 28
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subsistera encore si la quantité B, étant négative, peut étre considérée
comme uniquement composée d’éléments négafifs.

Supposons, en second lieu, la grandeur ou quantité B formée d’élé-
ments dont les uns soient positifs, les autres négatifs. On pourra la
décomposer en diverses parties

B, B, B

L e ey

dont chacune soit considérée comme uniquement formée d’éléments
affectés du méme signe; et, en nommant

4, A, A

I i w

~

les parties correspondantes de la grandeur ou quantité 4, on aura, en
vertu de I'équation (2),

par conséquent
AI:pB,, AII:PBII’ Alll:PB///v

et
AI+A/1+ AII+"‘:P(BI+B/I+ Bll/_*_"')’

ou, ce qui revient au méme,
(3) A=pB.

Or cette derniére formule entraine évidemment I’équation (1).

Corollaire. — Si le coefficient différentiel p est constamment nul,
I'équation (3 ) donnera simplement

(4) : A =o.
On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Tntorime IV. — Une grandeur ou quantite s’évanouit toujours, lorsque

le rapport différentiel de cette grandeur vu quantité a une autre grandeur

ou quantité coexistante est constamment nul.
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Le rapport différentiel de deux grandeurs, constant ou variable,
recoit souvent divers noms particuliers relatifs & la nature méme de
ces grandeurs. Donnons A ce sujet quelques exemples.

Considérons d’abord une certaine masse ou quantité de matiére M,
renfermée dans un solide dont le volume est ¥, ou concentrée sur une
surface dont laire est 4, ou enfin concentrée sur une ligne dont la
longueur est S. Si la masse M varie proportionnellement A la quantité

' V, ou 4, ou S,
le rapport constant

ou o =

M M
v’ a’
sera la densité constante du corps ou de la surface, ou de la ligne
donnée. Soient; dans la méme hypothése,

-

n
un élément de la masse M, et .
0, ou a, ou s,
I’élément correspondant de la quantité |
V, ou 4, ou S.

La densité constante du corps, ou de la surface, ou de la ligne donnée,
pourra encore étre représentée par le rapport

' m ‘m m
—s 0ou —) ou —
v a s

ainsi que ﬁar la limite de ce rapport. Cette densité constante seradonc
le rapport différentiel de Ja masse M 4 la quantité

. ]
V., ou 4, ou S.

Supposons maintenant que la masse M varie par exemple avec le
volume ¥, mais sans lui étre proportionnelle. Alors les rapports.
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pourront différer I'un de P’autre, et représenteront ce qu’on nomme la -
densité moyenne du corps sous le volume V ou sous le volume .

Si d’ailleurs le volume élémentaire ¢ change graduellement de forme,

sans jamais cesser de renfermer un certain point P du corps que 'on -
considére, et si, en vertu de ce changement de forme, les trois dimen-
sions du volume viennent 4 décroitre indéfiniment, la masse élémen-
taire m décroitra indéfiniment avec le volume élémentaire ¢; mais le

m ar
rapport — ou la densité moyenne du corps sous le volume ¢, conver-

gera en général vers une certaine limite différente de zéro. Or cette
limite, qu'on nomme la densit¢ du corps au point P, représentera
évidemment, pour le méme point, le rapport différentiel de la masse
au volume. En d’autres tefmes, ce rapport différentiel est la limite
vers laquelle converge la densité moyenne d’un élément infiniment
petit, appartenant au corps que I'on considire, et renfermant le
. point P. '

Parcillement, si la masse M, concentrée sur une surface ou sur un
élément de surface, varie avec 'aire 4 ou a de cette surface ou de cet
élément, sans étre proportionnelle a cette aire, le rapport

M ou m
— —>
A a’.

représentera ce qu'on nomme la densité moyenne de la surface ou de
I'élément dont il s’agit. Soit maintenant P un point renfermé dans la
surface élémentaire a; et concevons que les deux dimensions de
cctte surface élémentaire décroissent indéfiniment, sans qu'elle cesse
jamais de renfermer le point P. La masse ¢lémentaire m décroitra

. v, . . “m .,
indéfiniment avec a; mais le rapport —, ou la densité moyenne de

I'élément de surface, convergera en général vers une certaine limite
différente de zéro. Cette limite, qu’on nomme la densité de la surface
au point P, ne sera autre chose que le rapport différentiel de la masse ¥
a ’aire 4, calculé pour le point P.

Pareillement encore, si la masse M, concenlrée sur une ligne ou
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sur un élément de cette ligne, varie avec la longueur S ou s de cette

ligne ou de cet élément, sans étre proportionnelle a cette longueur,

le rapport : B

iI" ou 'IJE

S $
représentera ce qu'on nomme la densité moyenne de la ligne ou de
I'élément dont il s’agit. Soit maintenant P un point situé sur la ligne
élémentaire s; et concevons que cette ligne décroisse en longueur
sans cesser jamais de renfermer le point P. La masse élémentaire m
décroitra indéfiniment avec s; mais le rapport%, ou la densité moyenne
de la ligne élémentaire, convergera en général vers une certaine limite
différente de zéro. Cette limite, qu’on nomme la densité de la ligne
au point P, ne sera autre chose que le rapport différentiel de la masse M
4 la longueur S, mesuré au point P.

Considérons maintenant un point mobile qui parcoure une certaine
ligne droite ou courbe. Si I’espace parcouru est au temps que le point
mobile emploic & le parcourir dans un rapport constant, ce rapport
sera ce qu'on nomme la vitesse constante du point mobile. Dans le cas
contraire, le rapport variable de I'espace au temps, ou de I’élément
de P’espace & I'élément du temps, sera la vitesse moyenne du point
mobile pendant le temps fini ou infiniment petit que I'on considere.
Enfin, la vitesse moyenne du mobile, pendant un temps infiniment
petit compté & partir d’un instant donné, aura pour limite ce qu’on
nomme la vitesse du point mobile a cet instant méme. Or il est clair que
cette derniére vitesse sera précisément le rapport différentiel de

. espace au temps, et que ce rapport deviendra constant avec la vitesse
dans le cas que nous avons d’abord indiqueé.

Considérons encore une surface plane pressée par un liquide pesant.
Si cette surface est horizontale, elle supportera une pression propor-
tionnelle & son aire, et le rapport constant de cette pression  I'aire
sera ce qu'on nomme la pression hydrostatique. Mais, si la surface
pressée cesse d’étre horizontale, le rapport de la pression a l'aire
deviendra, pour la surface donnée, ou pour un élément de cette
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surface, ce qu’on peut appeler la pression hydrostatique moyenne,
calculée pour cette surface ou pour cet élément. Enfin la pression
hydrostatique moyenne, calculée pour un élément infiniment petit de
surface qui renfermera un pointdonné P, aura pour limite, si les deux
dimensions de I’élément viennent & décroitre indéfiniment, ce qu’on
nomme la pression hydrostatique au point P; et il est clair que cette
derniére pression hydrostatique sera le rapport différenticl de la
pression & I'aire, calculé pour le point P.

Si Pon applique successivement le théoréme I aux diverses cspéces
de grandeurs que nous venons de passer en revue, on obtiendra les
propositions suivantes :

Le rapport de la masse d’un corps a son volume est une moyenne entre
les densites correspondantes aux divers points de ce volume.

Lorsqu’une masse est concentrée sur une surface ou sur une ligne, le
rapport entre cette masse et l'aire de la surface ou la longueur de la
ligne est une moyenne entre les densités correspondantes aux divers points
de cetle surface ou de cette ligne.

Lorsqu’un point mobile parcourt une ligne droite ou courbe, le rapport
de U'espace au temps est une moyenne entre les vitesses que le point mobile

* acquiert successivement dans ses diverses positions sur cetle ligne.

Lorsqu’une surface plane est pressée par un liguide pesant, le rapport
entre la pression totale et 'aire de cette surface est une moyenne entre
les diverses valeurs de la pression hydrostatique correspondantes aux

" divers points de la surface.

Ces diverses propositions justifient les noms de densité moyenne,
de vitesse moyenne, de pression hydrostatique moyenne, précédemment
donnés aux divers rapports qui s’y trouvent mentionnés.

Le rapport différentiel d’une grandeur & une autre n’est un rapport
constant que dans le-cas ou ces deux grandeurs sont proportionnelles
I'une a Pautre (Théoréme III). Dans le cas contraire, non seulement le
rapport différentiel des deux grandeurs est variable; mais il peut
varier dans un ou dans plusieurs sens, suivant que la seconde gran-
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deur peut varier elle-méme dans un seul sens ou dans plusieurs sens
divers. Il en résulte qu'un rapport différentiel peut étre fonction
d’une ou de plusieurs variables indépendantes. Ainsi, en particulier,
si la seconde grandeur est une ligne, ou une surface, ou un volume,
le rapport différentiel sera généralement déterminé pour chaque point
de la ligne donnée, de la surface donnée, ou du volume donné. Mais il
pourra varier d’un point & I'autre et dépendre des coordonnées de ce
point, savoir, d’'une seule coordonnée si la seconde grandeur est une
ligne, de deux coordonnées si la seconde grandeur est une surface, de
trois coordonnées si elle est un volume.

Si la seconde grandeur est un temps, le rapport différentiel de la
premiére grandeur a la seconde sera généralement déterminé a chaque
instant, ou, si ’on peut ainsi s’exprimer, & chaque point du temps que
I'on considére; mais ce méme rapport différentiel variera pour I'ordi-
naire d’un instant a l'autre.

Lorsqu’une grandeur varie dans un seul sens, elle offre deux bouts,
ou deux extrémités; elle commence i 'une,-et finit a autre. Alors,

+ si, la premiére extrémité demeurant fixe, la seconde extrémité se
déplace, on verra varier en méme temps et la grandeur dont il s’agit,
et un rapport différentiel qui serait relatif a cette seconde extrémité.
Alors aussi ce rapport différentiel sera du premier ordre, et dépendra
d’une seule variable. Considérons, pour fixer les idées, une longueur,
ou un temps, ou méme simplement un nombre variable qui, en crois-
sant, atteint une certaine limite. On pourra regarder chacune de ces
grandeurs comme variant dans un seul sens, et passant par degrés
insensibles d’une valeur nulle & une valeur finale. Or, si 2 I'une de ces
grandeurs on compare une grandeur nouvelle qui croisse avec elle-
méme, et si, aprés avoir partagé les deux grandeurs en éléments
correspondants, mais trés petits, on divise le dernier élément de la
nouvelle grandeur par le dernier élément de I'autre, le quotient ainsi
obtenu aura pour limite, quand les deux éléments deviendront infini-
ment petits, un rapport différentiel du premier ordre, qui dépendra
de la valeur définitivement acquise par la longueur, ou le temps, ou le
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nombre variable dont il s'agit. Le plus souvent, ce rapport différenticl
sera une fonction continue de la variable dont il dépend, c’est-a-dire
qu’il changera de valeur avec elle par degrés insensibles; et alors,
pour I'obtenir, on pourra indifféremment, ou chercher la limite -du
rapport entre les derniers éléments des deux grandeurs qué Pon
compare I'une & I'autre, ou chercher la limite des éléments nouveaux,
mais correspondants, qu’elles -pourraient acquérir, si chacune d’clles
venait & croitre au dela de sa seconde extrémité.

Dans le cas particulier ou la seconde grandeur est une longueur
mesurée sur une certaine ligne droite ou courbe, 'extrémité de cette
longueur, avec laquelle varie le rapport différentiel que I'on consi-
dére, peut d’ailleurs étre un point quelconque P de la ligne donnée;

" et, comme une seule coordonnée suffit pour déterminer la position
du point P sur la méme ligne, le rapport différentiel correspondant
au point P peut étre regardé comme fonction de cette seule coor-
donnée.

Concevons maintenant que les deux grandeurs coexistantes 4 et B
puissent varier simultanément dans deux, trois, quatre... sens
divers. On pourra en dire autant de leurs éléments correspondants;
et I'on obtiendra pour limite du rapport entre ces éléments un rapport
différentiel p, du second, du troisi¢éme, du quatrieme... ordre, qui
sera une fonction de deux, trois, quatre... variables indépendantes.
Dans un grand nombre de cas, le rapport différentiel p est une fonc-
tion continue des variables dont il dépend, c’est-a-dire une fonction
qui prend une valeur unique et déterminée pour chaque systéme de
valeurs attribuées 4 ces variables, et qui varie avec elles par degrés
inscnsibles. Dans cette hypothése, si un élément b de la grandeur B
devient infiniment petit dans tous les sens, on pourra dire en quelque
sorte qu’'a cet élément b correspond un seul systéme de valeurs des
‘variables indépendantes, et par suite une seule valeur de p. Mais aux
diverses parties de la grandeur B, ou plutét & ses divers éléments
infiniment petits, correépondront divers systémes de valeurs des
variables indépendantes, et par conséquent en général diverses
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valeurs de p. Les limites, entre lesquelles les variables devront rester
comprises dans ces divers systémes, dépendront de la valeur attribuée
a la grandeur B; et, sila grandeur B est toujours positive, ces limites
s’étendront de plus en plus avec cette valeur méme.Dansles problémes
de Géométrie et de Mécanique, les variables indépendantes peuvent
étre les coordonnées d’un point mobile et le temps.

Supposons, pour fixer les idées, que la seconde grandeur soit une
aire, ou un volume; et nommons P un point quelconque de cette aire,
ou de ce volume. La position du point P se trouvera déterminée par
deux ou trois coordonnées qui seront les variables indépendantes.
Cela posé, prenons, dans la seconde grandeur, un élément infiniment
petit qui renferme le point P, et divisons par cet élément 1’élément
correspondant de la premiére. Le quotient obtenu différera générale-

- ment trés peu de sa limite, qui sera le rapport différentiel de la
premiére grandeur a la seconde, correspondant au point P. Ajoutons
que ce rapport différentiel, variable avec les coordonnées du point P,
en sera, dans beaucoup de cas, une fonction-continue. D’ailleurs les
divers systémes de valeurs de ces coordonnées, correspondants aux
divers éléments de l'aire ou du volume que l'on considére, devront
gtre censés connus, dés que I'on connaitra cette aire ou ce volume;
et les limites, entre lesquelles resteront comprises les valeurs des
coordonnées dans ces divers systémes, seront évidemment déterminébs
par les équations des lignes qui envelopperont cette aire, ou de la
surface qui enveloppera ce volume,

Lorsque, la seconde grandeur étant toujours positive, le rapport
différentiel p est une fonction continue des variables dont il dépend,
et par suite varie avec elles par degrés insensibles, une moyenne entre
les diverses valeurs de p, correspondantes aux divers éléments de la
seconde grandeur, est encore nécessairement 'une de ces valeurs.
Donc le théoréme I entraine la proposition suivante :

Tutorime V. — Si le rapport différentiel d'une premiére grandeur

a une grandeur coexistante et toujours positive est une fonction
OFuvres de C. — S. 11, t. XIL, o 29
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continue de la variable ou des variables dont il dépend, une des valeurs
de ce rapport différentiel correspondantes a la seconde grandeur repré-
sentera le rapport qu’'on obtient en divisant la premiére grandeur par la

seconde.

. Corollaire I. — Concevons, pour fixer les idées, que la seconde
grandeur se réduise & une longueur S mesurée sur une certaine ligne
droite ou courbe, et la premiére grandeur d une masse M concentrée
sur cette courbe. Les diverses valeurs du rapport différentiel e, corres-
pondantes aux divers éléments infiniment petits de la longucur S, ne
seront autre chose que les diverses valeurs de la densité dans les
divers points que renferme cette longueur. D'ailleurs la position de
chaque point P, sur la ligne que I'on considére, pourra étre déter-
minée 4 I'aide d’une seule coordonnée «; et la densité p sera fonction
continue de x, lorsque, étant complétement déterminée pour un point
donné P, elle variera, avec la position du point P, par degrés insen-
sibles. Donc le théoréme V entraine la proposition suivante :

S désignant la longueur d’une ligne droite ou courbe sur laquelle se

" trouve concentrée une masse M, si la densité p, etant complétement deter-

minée en chaque point P de la longueur S, varie avec la position du

point P par degres insensibles, le rapport de M a S, ou, en d’autres

termes, la densité moyenne de la ligne, sera I'une des valeurs de p corres-
pondantes aux divers points que ren ferme la longueur S.

Corollaire II. — Concevons que la seconde grandeur se réduise 2 une
aire A, mesurée sur une certaine surface plane ou courbe, et la pre-
miére grandeur une masse M concentrée sur cette surface. Les diverses
valeurs du rapport différentiel p, correspondantes aux divers éléments
infiniment petits de I'aire 4, ne seront autre chose que les diverses
valeurs de la densité relatives aux divers points que renferme cette
aire. D’ailleurs la position de chaque point P, sur la surface que I'on
considére, pourra étre déterminée a l'aide de deux coordonnées
rectangulaires x, v, ou de deux coordonnées polaires r, p, ou méme
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a l'aide de deux coordonnées quelconques; et la densité p sera une
fonction continue de ces coordonnées, lorsque, étant complétement
déterminée pour un point donné P, elle variera, avec la posiﬁon du
point P, par degrés insensibles. Donc le théoréme V entraine la propo-
sition sulvante :

A désignant Uaire d’une surface plane ot courbe sur laquelle se trouve
concenirée une masse M, st la densité p, étant complétement determinée
en chaque point P de l'aire A, varie avec la position du point P par degres
insensibles, le rapport de M a 4, ou, en d’autres termes, la densité

moyenne de la surface, sera I'une des valeurs de p correspondantes aux

divers points que renferme l'aire A. ¢

Corollaire III. — Concevons que la seconde grandeur se réduise au
volume V d’un solide dont la masse soit M. Les diverses valeurs du
rapport différentiel g, correspondantes aux divers éléments infiniment
petits du volume ¥/, ne seront autre chose que les diverses valeurs de
la densité relatives aux divers points que renferme ce volume.
D’ailleurs la position de chaque point P, dans ce volume, pourra étre
déterminée a 'aide de trois coordonnées rectangulaires @, y, z, ou de
trois coordonnées polaires », p, ¢, ou généralement a 'aide de trois
coordonnées quelconques; et la densité p sera fonction continue
de ces coordonnées, lorsque, étant complétement déterminée en un
point quelconque P, elle variera, avec la position du point P, par
degrés insensibles. Donc le théoréme V entraine encore la proposition
suivante-: |

V désignant le volume d’un solide dont la masse est M, st la densité p
de ce solide, étant complétement determinée en chaque point quelconque P
.du volume V, varie avec la position du point P par degrés insensibles,
le rapport de M a V, ou, en d autres termes, la densité moyenne du.
solide, sera I'une des valeurs de p correspondantes. aux divers points que

renferme le volume V.
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La comparaison des éléments correspondants

a et b

de deux grandeurs coexistantes
| A et B
peut donner lieu & la formation de 'un ou I'autre des deux rapports

a b

Z’ z.i’
suivant que I’on divise le premier élément par le second, ou le second
par le premier. Or, ces deux rapports inverses I'un de I'autre, auront
pour limites, si les éléments a et b viennent 4 décroitre indéfiniment,
deux quantités inverses 'une de l'autre, c’est-a-dire deux quantités
dont le produit sera I'unité. On peut donc, aux propositions précé-

demment énoncées, joindre la suivante :

TatortMe VI. — Si deux grandeurs ou quanl/ités coexistent et varient
stmultanément, le rapport différentiel de la premiére & la seconde sera
U'inverse du rapport différentiel de la seconde a la premiere.

Observons encore que, si 'on désigne par A, p. deux facteurs ou
coefficients constants, et par a, b les éléments de deux grandeurs
ou quantités coexistantes 4, B, les produits

Aa, pb

représenteront les éléments des grandeurs exprimées par les produits

AA, pB.

. « e a . . ) A
Cela posé, soit « la limite du rapport 3 ou, ce qui revient au méme,

le rapport différentiel de 4 & B. Le rapport différentiel de A4 & p.B
sera évidemment la limite du rapport

ra A

a.
i
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il se réduira donc au produit
‘ A

— .

-

Si I'un des facteurs g, A est I'unité, le méme produit, réduit &

Aot oud _O_t,
H.

représentera le rapport différentiel de A4 & B, ou de 4 & (8. On peut
donc énoncer encore le théoréme suivant :

Tnkorime VII. — Soient N, . deux facteurs constants, et o le rapport

differentiel de deux grandeurs ou quantités coexistantes

A, B.
Les rapports différentiels

"dedd A B, ded a pB, dedrd a pB,

seront res pectivement

Jusqu’ici nous nous sommes bornés & comparer deux grandeurs
entre elles. Si les grandeurs que 'on compare I'une & 'autre sont au
nombre de trois, de quatre, ..., ou méme en nombre quelconque,
on obtiendra, sur les rapports différentiels, de nouvelles propositions
que nous allons successivement établir.

Observons d’abord que, si

A4, B, C
désignent trois grandeurs coexistantes, et
a, .b, c

trois éléments correspondants de ces grandeurs, on aura identique-
ment

(%)

Il

>l e
ol

ol
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Or, en supposant que, dans I’équation (5), les éléments a, b, c
deviennent infiniment petits, on obtiendra immédiatement la propo-

sition suivante : :

TukoreMe VIII. — St trois grandeurs ou quantités coexistent et varient
simultanément, le rapport differentiel de la premicre a la seconde, mul-
uplié par le rapport différentiel de la seconde & la troisiéme, donnera
pour produit le rapport différentiel de la premiere a la troisieme.

On démontrerait de la méme maniére le théoréme que nous allons
énoncer : '

Tatorime IX. — S plusieurs grandeurs ou quantites coexistent et
varient simullanément, le rapport différentiel de la premicre a la derniere
sera le produit des rapports différentiels de la premicre a la seconde, de
la seconde a la troisiéme, de la troisime a la quatrieme, ..., enfin de

Uavant-derniere ¢ la derniere,

Le théoréme VIII entraine évidemment le suivant :

Tutorkme X. — Lorsqué trois grandeurs coexistent et varient simulta-
nément, st l’on divise le rapport dyfférentiel de la premiére a la troisicme
par le rapport différentiel de la seconde a la trotsiéme, on obtiendra pour

quotient le ravport différentiel de la premicre a la seconde.

Nota. — En vertu des théoremes II et 11, si le rapport de la pre-
miére grandeur & la seconde est constant, ce rapport constant sera en
méme temps leur rapport différentiel ; et réciproquement, silerapport
différentiel de la premiére grandeur-i la seconde est constant, ce
rapport différentiel constant sera le rapport des grandeurs elles-mémes.
Cela posé, il est clair que le théoréme X entraine encore les deux
propositions suivantes :

Tokorime XI. — Supposons que deux grandeurs ou quantités coexis-
tantes A et B sotent entre elles, tandis qu’elles varient, dans un rapport
constant (., les rapports differentiels o et & de ces deux grandeurs A et B
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a une troisiéme grandeur ou quantité coexistante C seront entre eux

dans le méme rapport constant ; en d’autres termes, Iéquation
(6) A=pB

entrainera la sutvante

(7) Ca=p8.

Tutorime XII. — Réciproguement, si les rapports différentiels «., 6 de
deux grandeurs ou quantités coexistantes A et B, successivement com-
parées a une troisieme grandeur ou quantité C, sont entre eux dans un
rapport constant ., ce rapport constant sera aussi celui de A a B; en

d’autres termes, ' équation (7) entratnera toujours U’équation (6).

Corollaire. — En supposant dans le théoréme XII le nombre pu.réduit
4 'unité, on obtient la proposition suivante :

Tutorime XIII. — Si les rapports différentiels de deux grandeurs ou
quantités A et B, successivement comparées & une troisieme grandeur
ou quantité C, sont égaux, les grandeurs ou quantités A, B seront égales

entre elles.

Considérons maintenant la somme de plusieurs grandeurs ou

quantités coexistantes :
A, B, C, ....

Nom.mons S cette somme, et
a, b, ¢, ..., s
les ¢léments correspondants des grandeurs ou quantités
4 B, C. .., S

s

Enfin comparons celles-ci & une nouvelle grandeur ou quantité K,
dont I'élément soit £. On aura non seulement

(8) S=A+B+C+...,
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mals aussi
(9) S—=a+b+c—+...,
et par suite
s _a b ¢
(10) /?——'z-’rz-l——/-(-—l-..

Or, sil’on congoit que, dans cette derniére équation, les ¢1éments
a, b, ¢, ..., s k

deviennent infiniment petits, on obtiendra, en passant aux limites,

la proposition suivante :

Treoreme XIV. — Silon calcule non seulement les rapports diffe-

rentiels
o, & ¥

de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes
A, B, C, ...
mais aussi le rapport différentiel ¢ de la somme

A4+B+C+...

& une nouvelle grandeur ou quantité K, le dernier rapport g, ou le
rapport différentiel de la somme A + B + C +... a K, sera en méme
temps la somme des autres rapports dyfférentiels ; en sorte qu’on aura

(11) s=a+E-+y+4....

Supposons & présent que, dans la somme S, les grandeurs ou

quantités
4, B, C,

se trouvent respectivement multipliées. par des facteurs constants
hops v

En d’autres termes, supposons que la grandeur ou quantité S repré-
sente une fonction linéaire des grandeurs ou quantités

4, B, €, ...,
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" déterminée par la formule
(12) ‘ S=AA +pB+yC+....
Si I’on nomme toujours
a, b, ¢y ..., s
les éléments des grandeurs
A, B, C, ..., S,

\

et si 'on compare encore ces diverses grandeurs ou quantités a une
nouvelle grandeur ou quantité K, dont I’élément soit £, on trouvera,
eu égard a la formule (12), non seulement

(13) s=la+pb+ve+...,
mais aussi

s a b c
(14) ';‘ | Z:)\Z+H%+vz+.,

puis, en supposant que, dans cette derniére équation, les éléments
a b, ¢, ..., s, k

s'approchent indéfiniment de la limite zéro, on se trouvera conduit
a la proposition suivante :

Taeorime XV. — St lon calcule, non seulement les rapports diffe-

rentiels
a, 8, v, ...

de plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes
4, B, C, ...,
mars ausst le ra.pport dyférentiel ¢ d’une autre grandeur ou quantité
M +pB+yC+...,

représentée par une fonction linéaire des premieres a une nouvelle gran-
deur ou quantité coexistanle K, le dernier rapport ¢ sera exprimé en
OEuvres de C. — S. 11, t. X1, . < 3o
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fonction linéaire de tous les autres, tout comme S s exxprime en fonction

linéaire de A, B, C, ...; en sorte qu'on aura '

(15) c=hax+p8 vy +....

Il est bon d’observer que, dans te théoréme XV, les coefficients

-

Ay By Y

peavent dtre ou positifs ou négatifs. Si, pour fixer les idées, on
supposait

le théoreme XVI pourrait étre énoncé comme il suit :

TutoreMe XVI. — Si l'on calcule, non seulement les rapports diffe-

rentiels
a, 6

de deux grandeurs ou quantités coexisliantes

A, B,

mais ausst le rapport différentiel de leur différence

(16) S=dA4—n

a une nouvelle grandeur ou quantité coexistante K, le dernier rapport g,
ou le rapport différentiel de la difference A — B & K, sera en méme temps
la différence des deux autres rapports différentiels «, 6, en sorte qu’on

aura
(17) ' . c=—a —8,

Observons aussi que le rapport différentiel, désigné par ¢ dans le
théoréeme XII, s’évanouira toujours avec la somme S, et que récipro-
quement, en vertu du théoréme 1V, cette somme s’évanouira toujours
avec le rapport différentiel ¢. Donc I'équation

(18) AA 4 pB4+vC4...=o0
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entrainera toujours la formule
(19) Ao + p8 +vy+...=o,

et réciproquement cette formule entrainera toujours I’équation (18).
On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Tniorime XVII. — S plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes
sont lides entre elles par une équation linéaire quelconque, la méme
équation linéaire exislera entre les rapports différentiels de ces grandeurs
ou quanlités a une autre; et réciproquement, si ces coefficients diffe-
rentiels sont lies entre eux par une équation linéaire, la méme équation

linéaire existera entre les grandeurs données.

Remarquons encore que les formules (8), (12), (16), et les for-
mules (11), (15), (17) sont, tout comme les formules (18) et (19),
des équations linéaires qui lient entre elles, d’une part les grandeurs
ou quantités coexistantes ’

A, Ba C, oo et S,
d’autre part les rapports différentiels
ot 6, Yy e et 1<

des grandeurs ou quantités dont il s’agit & une nouvelle grandeur ou
quantité K. Par suite on pourra remonter de la formule (11), (15)
ou (17) & la formule (8), (12) ou (16), tout comme on remonte de la

formule (19) & la formule (18). Donc aux théoremes XIV, XV, XVI

on pourra joindre les théorémes inverses qui sont compris, comme
eux, dans le théoréme XVII, et que nous allons énoncer.

Tutoneme XVIII. — Sotent

4, B, C, ..., §
plusieurs grandeurs ou quantités coexistantes, et

@, 6 v, ..., ¢
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les rapports différentiels de ces mémes grandeurs ou quantités comparées
a une nouvelle grandeur ou quantité coexistante K. St le rapport diffé-
rentiel ¢ est la somme de tous les autres «, 6, vy, ..., la grandeur ou
quantilé S sera parez'llemeni la somme des grandeurs ou quantites

A, B, C, .... En d’autres termes, ’équation
s=a+64+y+...

entrainera ’équation

S=A4+B+C+....

Tutorine X1X. — Les mémes choses étant posees que dans le théoréme
préecédent, si le rapport différentiel ¢ s’exprime en fonction linéaire de
tous les- autres, la grandeur ou quantité S s'exprimera de la méme
maniére en fonction linéaire des quantités A, B, C, .... En d’autres
termes, la formule '

=da+p8+vy+...

entrainera la suivante

t

S=AAd+pB+vC+....

TucorimE XX. — Sorent

les rapports différentiels de ces mémes grandeurs ou quantités, comparées
a une grandeur ou quantité coexistante K. Si le rapport différentiel ¢ est
la dyférence des deux autres w et &, la grandeur ou quantité S sera
pareillement la différence des grandeurs ou quantités A et B. En d’autres
termes, I’ équation
c—a—=6
entrainera l'équation
S=A4-—28.

Lorsque deux grandeurs ou quantités coexistantes se réduisent

4 une variable x et & une fonction y de cette variable, le rapport diffé-
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rentiel de la.fonction & la variable est précisément ce qu’on nomme la
derivée de la fonction ou le coefficient differentiel.

Lorsque deux grandeurs ou quantités coexistantes se réduisent au
‘produit de n variables z, ¥»%,... et & une fonction ¢ de ces variables,
le rapport différentiel de la fonction ¢ au produit xysz... est préci-
sément ce qu'on nomme la derivée de I'ordre n de la fonction ¢, prise
par rapport a toutes ces variables. o

D’ailleurs, pour que la variable z ou le produit «yz..., et la fonc-
tion ¢ de « ou de =z, y, 5, ..., représentent deux grandeurs coexis-
tantes, il suffit que la fonctlon ¢ s’évanouisse avec la variable «,
ou avec les variables #, y, =, .... ‘

Nous terminerons ce paragraphe en donnant la solution d’un pro-
bleme dont nous ferons plus tard de nombreuses applications. |

Prosrime. — Soiz K une grandeur toujours positive, dont chaque
élément varie dans un ou plusieurs sens, avec une ou plusieurs variables
indépendantes ; et supposons que, pour chaque systéme de valeurs attri-
buées a ces variables, le rapport différentiel p d’une seconde grandeur
ou quantité S a la premicre, ait une valeur connue et détermince, qui
varie avec elle par degrés insensibles. On demande une méthode qui
putsse servir & calculer la grandeur S, avec un degré d’appz oximation
ausst grand que l’on voudra.

Solution. — En vertu du théoréme V? le rapport

'Y S

K

sera, dans hypothése admise, une des.valeurs du rapport différentiel p
correspondantes & la grandeur K. On aura done, pour I'une de ces
valeurs de p,.

ou, ce qui revient au méme,

(20) S=pKkK.
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Pareillement, sil’on nomme % un élément de &, et sI’élément correspon-
dant de S, 'une des valeurs du rapport différentiel p correspondantes a
I’élément % vérifiera la formule

(21) \ s=pk.

Mais, si I’¢lément % décroit indéfiniment dans tous les sens, les
diverses valeurs de p correspondantes & cet élément se déduiront les
unes des autres par qes variations de plus en plus petites des variables
indépendantes, et, en conséquence, ces diverses valeurs finiront par
différer entre elles de quantités inférieures a tout nombre donné .
Donc alors, en prenant 'une quelconque d’entre elles pour la valeur
de p qui devra satisfaire 4 la formule (21), on commettra sur la valeur
de s une erreur dont la valeur numérique ne dépassera pas le pro-

duit
g k.

Cela posé, divisons la grandeur K en éléments

ki ke ooy Kk

dont chacun soit assez petit pour que les valeurs correspondantes de p
différent entre elles de quantités inférieures au nombre . Multiplions
ensuite chacun de ces éléments % parl’line quelconque des valeurs de p
correspondantes & ce méme ¢lément, et considérons le produit obtenu
comme représentant une valeur approchée de 'élément s de la gran-
deur S, correspondant & I'élémeant £ de la grandeur K. La somme des
produits ainsi calculés, représentée par un polynome de la forme

prky 4 pakat oo 4 pnkn,
représentera une valeur approchée de S, et en posant

(22) S=piki+poka+... 4 pukny

¢

on commettra une erreur qui ne pourra dépasser la somme des produits

de la forme
ek,
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c’est-a-dire le produit
e(ky+ kot+.. .+ k) =K.

Donc I’équation (22), qui fournirait la valeur exacte de S, si 'on pou-
vait choisir conyenablement les coefficients

P1y P2y cees Pay

fournira seulement une valeur approchée de S, si ’on prend pour g,
I'une quelconque des valeurs de p correspondantes a I’élément £Z,,
pour p, 'une quelconque des valeurs de p correspondantes a I’élément
kqy ..., pour p, I'une quelconque des valeurs de p correspondantes &
I'élément £,. Mais, en prenant pour 2 un nombre suffisamment grand,
et pour

‘ : ky ky ..., ky

des éléments suffisamment petits, on fera décroitre autant qu’on voudra
le nombre ¢, et avec lui la limite <K de I’erreur commise; et, par suite,
on rendra le degré d’approximation aussi grand qu’on voudra.

Corollaire 1. — La formule (22) fournirait encore une valeur trés
approchée de la somme S, pour de trés petites valeurs des éléments

ky, ke o, Ky
si on prenait pour coefficient de chaque élément £, non plus 'une des
valeurs de p correspondantes a cet ¢lément, mais une quantité trés peu
différente de ces mémes valeurs, la différence étant assujettie &
décroitre indéfiniment avec I'élément k. En effet, si les coefficients
désignés dans la formule (22) par

P1y P2y -y Pa

sont altérés de telle sorte que, pour des valeurs de

kh kz, so vy kn

suffisamment petites, la variation de chaque coefficient devienne infé-
rieure & un trés petit nombre ¢, la valeur de S, déterminée par la for-

¢
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mule (22), se trouvera elle-méme altérée, mais -de maniere que sa
variation soit inférieure au produit

e(hky+ ko4 ..+ ky)=¢K.
Or cetté derniére variation deviendra évidemment trés petite quand le
nombre ¢ sera lui-méme trés petit.

'

Corollaire II. — La formule (22) fournirait encore une valeur trés
approchée de la grandeur S pour de trées petites valeurs des éléments

.

kn km AR kua

si, dans le calcul de cette somme, on faisait abstraction de quelques-
uns des éléments dont il s’agit, pourvu que la somme des éléments
omis s’approchat indéfiniment de zéro par des valeurs croissantes du
nombre n. En effet, nommons

K, &,
les éléments omis et x leur somme. La somme des termes dans la
valeur de S fournie par I'équation (22) sera de la forme
ik +p k4.,
et pourra étre représentée par le produit
(K K+ )M, ', .. ) =xM(p', p, .. .).
Or ce produit décroitra indéfiniment pour des valeurs décroissantes du

facteur x, ou, ce qui revient au méme, pour des valeurs croissantes du
nombre 7. ‘ '

Corollaire IlI. — D’aprés ce qui a 6té dit dans les corollaires préce-
dents, on peut énoncer la proposition suivante :

Tntorime XXI. — Etant donnée une grandeur K toujours positive, dont
chaque élément varie dans un ou plusieurs sens, avec une ou plusieurs
variables independantes, si, pour chaque systéme de valeurs attribuées a

ces variables, le-rapport differentiel o d’une seconde grandeur ou quan-
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tte S a la premiere, obtient une valeur determinée qui varie avec’ elles
par degrés insensibles, alors, pour calculer S avec un degré d’approxi-
mation aussi grand que I'on voudra, on pourra se conlenter de partager
la grandeur positive K en éléments suffisamment petits

kh /(27 MRS} knv
puis de recourir a la formule
(22) S:plk|+pz/f2+...¥|-p,,/<',l,

dans laquelle chaque élément k. aura pour coefficient ou U'une des valeurs
de p correspondantes a cet élément, ou du moins une quantité tres peu
différente de l'une de ces valeurs, la différence étant assujettie a décroitre
indéfiniment avec Iélément k. Ajoutons que, dans le calcul de la gran-
deur S, on pourra faire abstraction de quelques-uns des éléments

/(1, kg, IRERR kn,

‘ , . . . . 1
pourvu que la somme x. des éléments omis décroisse indefiniment avec - -

Corollaire I. — Si tous les éléments
ki, ko oov ky
ou du moins ceux dont on ne fait pas abstraction, deviennent égaux,
en désignant par £ leur valeur commune, on aura
A] .

k=LK,

n,
ou du moins

1
k=—(K—x),

# désignant la somme des éléments omis ; et, par suite, la formule (22)
donnera

(23) - S=pK,
ou du moins

(24) S=p(K—x)=pK—px, o '
CEuvres de C. — S, II, v, XII. ’ 31
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la valeur de p étant celle que détermine I’équation
(25) p==—(py+ patee ok pu)e

Or, en vertu de I’équation (25), la valeur de ¢ sera la somme des rap-

ports différentiels
Py P2y oven P

divisée par leur nombre, ou ce qu'on nomme la moyenne arithmétique
entre ces rapports. Elle sera donc inférieure au plus grand de ces rap-
ports, et si x décroit indéfiniment pour des valeurs croissantes de n,
on pourra en dire autant du produit px. Donc alors, pour de grandes
valeurs de n, la formule (24) se réduira sensiblement  la formule (23).
On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Tuéoreme XXII. — Les mémes choses étant posées que dans le théo-
réme XXI, pour obtenir S avec un degré d’approximation aussi grand
que U'on voudra, on pourra se contenter de partager la grandeur K en
éléments suffisamment petits, qui sotent tous égaux entre eux, a l’excep-
tion de quelques-uns dont la somme x deécroisse indéfiniment, tandis que

‘le nombre total n des éléments égaux devient de plus en plus considerable,

puts de calculer n valeurs
PH P?a L] Pn

du rapport différentiel p, qui correspondent respectivement aux n éléments
égaux, ou qui du moins différent trés peu de n valeurs respectivement

correspondantes a ces mémes éléments, les différences elant assujetties
, A . B . ) « g .
décroitre indéfiniment avec - et enfin de multiplier la grandeur K parla
n

moyenne arithmeélique entre les quantités

Piy P2y v vs Pae

Pour montrer une application des théorémes XXI ou XXII, considé-
rons une droite matérielle dont la longueur soit désignée par H, et sur
laquelle on ait concentré une certaine masse M. Soit d’ailleurs ¢ le
rapport différentiel de M & H, ou, en d’autres termes, la densité de la
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droite matérielle pour le point P dont I’abscisse est », et supposons
que la densité p, étant fonction continue de cette abscisse, varie en
conséquence avec elle par degrés insensibles. Les quantités désignées

Par
Pis Pas  «-s Pny

dans les formules (22) et (25), devront représenter rigoureusement,
ou & trés peu prés, les valeurs de la densité correspondantes & divers
points ‘

P,, P,, ..., Pa
respectivement situés sur des éléments égaux ou inégaux, mais tou-
jours trés petits, de la longueur H. Cela posé, le théoréme XXI entrai-
nera évidemment la proposition suivante : '

H étant la longueur d’une droite matérielle sur laguelle se trouve
concentrée une certaine masse M, si la densité p de cette droite est connue
et determinée en chaque point P de la longueur 1, et varie avec la position
du point P par degrés insensibles, alors, pour obtenir la valeur de la
masse M avec un degré d’approxzimation aussi grand que I’onvoudra, on
pourra se contenter de partager la longueur H en éléments suffisamment
pelits :
hyy hey .., Ny
puts de recourir a la formule

M=p s+ pyhrg+. ..+ pr iy,

dans laquelle chaque élément h aura pour coefficient ou la densilé cor-
respondante a l'un quelconque des points de cet élément, ou une quantité
trés peu différente de cette densité, la différence étant assujettie a décroitre
indéfiniment avec Uélément lui-méme. Ajoutons que dans le calcul de la

masse M on pourra faire abstraction de quelques-uns des élements

hyy hyy ooy Mg,

) ' . , . . y > 1
pourvu que la somme x des éléments omis décroisse indefiniment avec ~ .
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Si les éléments de la longueur H, ou du moins ceux de ces éléments
que I’on n’omet pas, deviennent égaux entre eux, on pourra faire coin-
cider

Pis P eves Pa

avec les valeurs de la densité correspondantes aux points

>
lh Pza ce Pm

qui représentent les origines ou les extrémités des éléments égaux,
c¢’est-a-dire & des points équidistants, mais trés rapproc-héé les uns des
autres, et situés sur la longueur II. D’ailleurs si, entre les extrémités
de la longueur H, on place des points équidistants, cette ligne pourra
étre par ce moyen divisée en éléments qui soient tous égaux entre eux,
ou tous égaux  I'exception des deux extrémes, et qui pourront étre
supposés inférieurs aux autres; et comme, dans cette derniére suppo-
sition, les éléments extrémes pourront étre évidemment omis, leur
somme étant trés petite aussi bien que chacun d’eux, il est clair que
le théoréme XXII entrainera la-proposition suivante :

H étant la longueur d’une droite materielle sur laquelle se trouve
concentrée une certaine masse M, si la densité p de cette droite est connue
et déterminée en chaque point P de la longueur 11, et varie avec la position
du point P par degrés insensibles, pour obtenir la masse M avec un degré
d’approximation ausst grand que 'on voudra, il suffira de partager la
longueur H par des points équidistants en éléments qui soient tous égaux
entre eux, ou méme tous égaux a l'exception des éléments extrémes que
l'on pourra supposer inférieurs aux autres, puis de multiplier la lon-
gueur H par la moyenne arithmétique entre les valeurs de la densite

correspondantes aux origines ou aux éxtrémilés des éléments égau.

Les théoremes XXI et XXII s’appliqueraient encore immédiatement
la détermination des masses concentrées sur des lignes courbes ou sur
des surfaces planes ou courbes, ou méme des masses comprises sous
des volumes donnés. Cette détermination se trouverait ainsi ramence
a celle des longueurs, des surfaces et des volumes.
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1. — Sur les grandeurs proportionnelles.

Deux grandeurs coexistantes, qui varient proportionnellement'une
a l’autre, c’est-a-dire dans un rapport constant, sont dites ﬁroportion-
nelles. . ' .

En vertu des théorémes II et 111 du premier paragraphe, non seule-
ment le rapport différentiel de deux grandeurs proportionnelles 'une a
U’autre coincide avec le rapport constant de ces mémes grandeurs, mais de
plus, st le rapport différentiel de deux grandeurs coexistantes est un rap-
portconstant, ces deux grandeurs seront proportionnelles U'une a 'autre.
D’ailleurs le rapport différentiel de deux grandeurs données A et B
est certainement un rapport constant, lorsque 4 deux éléments égaux
de I'une correspondent toujours des éléments égaux de I'autre. En
effet, soient

a, o

deux valeurs du rapport différentiel de A et B, propres a représenter :
1° la limite du rapport de deux éléments correspondants

a et b;

2° la limite du rapport de deux autres éléments correspondants
a et b, |

Si I’équation .
b=10>

entraine toujours la suivante

a _a

2
puis, en passant aux limites,

a=a
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On peut donc énoncer le théoreme suivant :

TutoreMe 1. — Deux grandeurs coexistantes sont certainement pro-
portionnelles 'une & !'autre, lorsqu’a des éléments égaux de l'une

correspondent des éléments égaux de I'autre.

En s’appuyant sur ce théoréme, on peutaisémentreconnaitre la pro-
portionnalité d’'une multitude de grandeurs diverses. Donnons a ce
sujet quelques exemples. ,

On sait que la projection orthogonale d’un point sur un axe est le
nouveau point o cet axe se trouve rencontré par une droite ou un plan
perpendiculaire & I’axe, et qui renferme le point donné. On sait encore
que la projection orthogonale d’une longueur, ou d’une surface, ou
d’un volume sur un axe, est la portion de l'axc sur laquelle tombent
les projections de tous les points renfermés dans cette longucur, cette
surface ou ce volume. D’autre part il est aisé de s’assurer qu'une lon-
gueur mesurée, entre deux droites paralléles, ou entre deux plans
paralléles dont la distance est donnée, sur une nouvelle droite, dépend
uniquement de I’angle formé par cette droite avec les deux premiéres
ou avec les deux plans, ou bien encore, avec un axe qui leur serait
perpendiculaire. Done, par suite, une longueur rectiligne sc trouvera
toujours partagée en éléments égaux en méme temps que sa projection
sur un axe avec lequel elle formera un angle donné. Donc, en vertu du
théoréme I, on pourra énoncer la proposition suivante :

Tnkorime II. — Ure longueur mesurée sur une droite est toujours
proporuionnelle a sa projection orthogonale sur un axe quv Jforme avec

celte droite un angle donne.

Nota. — Si l'axe et la droite donnée ne se rencontraient pas, I'angle
formé par cette droite avec I'axe sera I'angle qu’elle forme avec un axe
paralléle mené par I'une de ses extrémités.

Corollaire. — Les angles d’un triangle ne varient pas lorsque la base
se déplace paralltlement & elle-méme; ct, dans cette hypothése, les
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deux autres cotés forment toujours le méme angle avec I’axe mené par
le sommet perpendiculairement & la base, c¢’est-a-dire avec l'axe sur
lequel se mesure la hauteur du triangle; donc ils restent proportion-
nels & cette hauteur qui représente leur projection commune sur I'axe
dont il s’agit; donc, par suite, ces deux cotés restent proportionnels
I'un a I'autre. D’ailleurs des triangles qui offrent des angles égaux
peuvent toujours étre superposés en partie I'un a I'autre, de maniére
& présenter un sommet et un angle communs avec des bhases paralléles
opposées & ce sommet. Donc le théoréme II entraine encore la propo-
sition suivante :

Tugoreme 1. — Si, dans un triangle, les cétés varient sans les angles,

ces cotés resteront proportionnels l'un a 'autre.

Observons & présent que, si la base d’un triangle commence par se
déplacer en restant paralléle & clle-méme, puis tourne ensuile autour
de I'une de ses extrémités, le rapport des deux autres cotés commen-
cera par demeurer constant, puis ensuite variera, tandis que, 'un de
ces cOtés restant invariable, 'autre changera de longueur. Done, sila
base se déplace, en cessant d’étre paralléle  elle-méme, le rapport des
deux autres cotés variera toujours. Or cette remarque entraine évidem-
ment la proposition suivante :

Tuiortne IV, — Si la base d’un triangle se deplace, de maniére que
les deux auires cotés restent proportionnels U'un & lautre, cette base

restera nécessairement paralléle a elle-méme.

Du théoréme Ill, joint au théoreme {IV, on déduit encore immédia-
tement celui que nous allons énoncer:

Tutorime V. — Deux rayons vecteurs etant menés d’un centre fixe a
deux points mobiles, si ces deux rayons varient dans le méme rapport,
sans changer de directions, la distance des deux points mobiles variera

dans ce méme rapport, en restant parallele a elle-méme.

_ Considérons maintenant un systeme quelconque de points ou de
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figures donné dans un plan ou dans l'espace ; et d’un centre fixe, arbi-
trairement choisi, menons des raybns vecteurs 4 tous les points du sys-
téme. Si ces rayons vecteurs varient simultanément dans un rapport
donné, on obtiendra un nouveau systéme de points qui correspondront
respectivementaux points du premier; et les deux systemes seront
pl‘éciséinent ce qu'on appelle deux systémes semblables, le centre fixe
étant ce qu'on nomme centre de similitude. D’ailleurs, en vertu du
théoréme V, non seulement la droite qui joindra deux points du nou-
veau systéme sera paralléle & la droite qui joindra les points corres-
pondants du premier; mais de plus les longueurs de ces deux droites

~ seront entre elles dans le rapport donné de deux rayons vecteurs cor-
respondants. En conséquence, si I’on nomme points homologues les
points correspondants, droites homologues les droites qui joignent, dans .

~les deux systémes, les points homologues, et argles homologues les
angles formés de part et d’autre par des droites homologues, on pourra
énoncer la proposition suivante :

Tutortme VI. — Lorsque deux systémes de points sont semblables entre
eux; les angles homologues sont égaux dans ces deux systémes, et les
droites homologues proportionnelles. '

Corollaire I. — Titant donnés trois points situés dans le premier sys-
téme.sur une méme droite, les trois points homologues seront situés
dans le second systtme sur une seconde droite homologue 4 la pre-

" miére.

Corollaire II. — Etant donné un triangle quelconque formé avee trois
points du premicr systéme, le triangle semblable, formé avec les trois
points correspondants du second systéme, offrira les mémes angles
avec des cotés homologues proportionnels.

Corollaire I11. — Etant donnés quatre points dans le premier systéme,
si les trois droites, menées du quatrieme point aux trois autres, sont
perpendiculaires 4 un méme axe, c'est-a-dire situées dans un méme
plan, les trois droites -homologues sont perpendiculaires & un axe
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Liomologue, ¢’est-a-dire situées dans un second plan. Donc si un plan
. renferme divers points ou diverses figures qui appartiennent au pre-
mier systéme, un autre plan renfermera les points correspondants ou
les figures correspondantes du second systéme, et si une courbe donnée
est plane, la courbe semblable sera encore une courbe plane.

Coro?laire 1v. — Etant donnée une pyramide triangulaire formée avec
quatre pomts du premier systéme, la pyramide semblable formée avec
les quatre points correspondants du second systéme, aura pour faces
des triangles semblables & ceux qui limitent la premlere pyramide et

_disposés dans le méme ordre.

Corotlaire V. — Si deux droites sont ¢gales dans le premier systéme,
les droites homologues seront égales dansle second systéme. Par suite,
si un point est le milieu d’une droite ou le centre d’une figure ou d’une
courbe plane dans le premier systéme, le point homologue dans le
second systéme sera le milieu d’une droite homologue, ou le centre

. d’une figure semblable. Par suite encore, si une courbe plane ou une
surface courbe offre un centre, et si les diamé(res menés par ce centre
sont égaux, la courbe semblable ou la surface semblable jouira des
mémes propriétés. En d’autres termes, une courbe semblable 4 une

~circonférence de cercle est une autre circonférence de cercle, et une
surface courbe semblable a la surface d’une sphere est une autre sur-
face de sphore.

Le rapport suivant lequel varient les diverses longueurs rectilignes,
lorsqu’on passe d’un systéme de points ou de ﬁgureb aun systéme sem-
blable, détermine ce qu’on nomme Véchelle du second systéme com-
paré au premier. Ce rapport pourra d’ailleurs étre inférieur ou supé-
rieur 4 P'unité, suivant que les dimensions du nouveau systéme seront
inférieures ou supérieures' a celles du premier. Ainsi, par exemple, ce
rapport serait 5, si le nouveau systeme était construit sur une échelle
d’un décimétre pour un métre et, au contraire, le méme rapport
serait 10, si le nouveau systeme était construit sur une echelle d’un
décameétre pour un métre.

CEuvres de C. — S. 1II, t. XII. , 32
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Il est bon d’observer que divers systémes de points semblables & un
systtme donné peuvent &tre construits sur une méme échelle, a aide -
de divers centres de similitude, et aprés.divers déplacements du pre-
mier systéme dans 'espace. Mais, en vertu du théoréme VI, lorsque
deux systémes semblables & un troisiéme seront construits sur une
méme échelle, les droites homologues dans ces deux systémes seront
égales. Donc les triangles semblables formés avec les droites homo-
logues se réduiront a des triangles égaux. Pareillement les pyramides
triangulaires semblables, formées avec des arétes homologues, se rédui-
ront & des pyramides égales, et non & des pyramides symétriques,
puisque les faces correspondantes seront, pour les deux systémes, dis-
posées dans le méme ordre [ théoréme V, corollaire IT]. Or, concevons
que I'on superpose 'un 4 'autre deux triangles égaux qui aient pour
sommets respectifs trois points du premier systeme et trois points
homologues du second. Il est clair qu’a un autre point quelconque du
premier systéme se trouvera superposé le point homologue du second
systéme,.ces deux points pouvant étre considérés comme les sommets
de pyramides égales qui auraient pour bases les deux triangles égaux
dont il s’agit. Ces conclusions s’étendent évidemment au cas méme ol
chacun des nouveaux points se trouverait situé dans le plan du
triangle correspondant et ou, par suite, chacune des pyramides se
transformerait en un quadrilatére plan. On peut donc énoncer la pro-
position suivante : '

‘TutoreMe VII. — Deux systémes de points, semblables a un troisieme

et construits sur la méme échelle, pourront éire superposés Uun a I'autre.

Ajoutons que, pour opérer la superposition, il suffit de déplacer I'un
des deux systemes, de maniére a faire coincider trois points du premier
systéme non situés en ligne droite avec les trois points homologues
ou correspondénts du second systéme.

_ Jusqu'a présent les grandeurs proportionnelles que nous avons con-
sidérées étaient des lignes, par conséquent des grandeurs de méme
espéce. Nous allons maintenant appliquer le théoréme I 2 des gran-
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deurs proportionnelles d’especes diverses que nous passerons rapide-
ment en revue. . ' ,

Il est aisé de s’assurer que, dans un cercle donné, a deux ares égaux
correspondent toujours des angles au centre égaux. Donc le théo-
réme I entraine la proposition suivante :

TucoriMe VIII. — Dans un cercle donné, un arc variable mesure sur
la circonférence et I'angle au centre correspondani sont deus grandeurs

proportionnelles.
: .

Ilest encore facile de s’assurer que deux parallélogrammes, ou deux
prismes, ou deux cylindres construits sur la méme base, sont super-
posables, et par conséquent égaux en surface ou en Valeur, quand ils
offrent des hauteurs égales. Donc le théoréme [ entraine encore les
propositions suivantes : ‘

Tucorime IX. — Ur parallélogramme construit sur une base donnée

offre une surface proportionnelle a sa hauteur.

Tutorime X. — Ur prisme ou un cylindre construit sur une base

donnée offre un volume proportionnel a sa hauteur.

Si un parallélogramme se réduit & un rectangle, alors des deux cotés
qui aboutiront 2 un méme sommet, et qui mesureront les deux dimen-
sions de ce rectangle, I'un quelconque pourra étre pris pour base,
I'autre pour hauteur. , ,

Pareillement, si un prisme se réduit & un parallélépipede rectangle,
alors des trois cotés qui aboutiront & un méme sommet, et qui mesu-
reront les trois dimensions de ce parallélépipéde, I'un quelconque
pourra étre pris pour hauteur.

On peut donc encoreé énoncer les propositions suivantes :

Tatorime XI. — La surface d’un parallélogramme rectangle est pro-
portionnelle & l'un et a ’autre des deux cotés qui aboutissent a un méme

sommel.
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 Tiorine X1 — La surface d’un parallelépipéde rectangle est propor-

tionnelle a chacun des trois cétés qui aboutissent a un méme sommet.

On nomme corps homogene un corps dont toutes les parties sont de
méme nature, et qui par conséquent offre partout, sousle méme volume,
la méme masse et le méme poids. Pareillement, une surface maté-
rielle ou une ligne matérielle, c’est-é-dirg unel surface ou une ligne sur
laquelle une certaine masse se trouve concentrée, est appelée Aomo-
géne, lorsque des portions égales de la masse ont été concentrées sur
des portions égales de la surface ou de la ligne. Cela posé, comme des
portions égales de masse offrent toujours des poids égaux, il est clair
que le théoréme I entraine encore les propositions suivantes :

La masse et le poids d’un corps homogéne sont. proportionnels a son

" volume. ' .
La masse et le poids d’une surface materielle homogene, ou d’une
ligne materielle homogene, sont proportionnels a I’aire de cette surface

ou a la longueur de cette ligne.

On appelle mouvement uniforme un mouvement rectiligne dans
lequel un point mobile parcourt des espaces égaux cn temps égaux, et
mouvement uniformément accéléré un mouvement rectiligne dans
lequel la vitesse croit de quantités égales en temps égaux. Done, en
vertu du théoréme I, on pourra encore énoncer les propositions sui-
vantes : | '

Un point mobile, doué d’un mouvement uniforme, parcourt dans un
. . - '
temps donné un espace proportionnel a ce temps.
Un point mobile, dont le mouvement est uniformément varié, acquiert

dans un temps donné une vitesse proportionnelle a ce temps.

Lorsqu’un liquide pesant presse une surface plane horizontale, des
portions égales de la surface supportent la méme pression. ‘
~ Dong; en vertu du théoréme I, la pression supportée par une surface
plane et horizontale dans un liquide pesant est proportionnelle a Iaire
de celle surface.
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Les grandeurs proportionnelles jouissent de propriétés diverses
parmi lesquelles on doit remarquer celles que nous allons rappeler en
peu de mots. '

Lorsqu’une grandeur K est proportionnelle 4 une seule variable ,
le rapport

SRR

est constant; et par suite, si I’on nomme 2t la valeur particuliere de K
qui correspond 4 z = 1, on aura

(1) K=Xx.

Supposons maintenant que la grandeur K dépende de deux variables

@, Y, et soit proportionnelle & chacune d’elles. Alors, si ’on nomme ¢
la valeur de K correspondante &

-et 3, la valeur que regoit K lorsque, @ restant variable, on pose seule
ment '

y =1,
on aura, en vertu de la formule (1),

K, =Kz, K=&y,
par conséquent ‘

(2) K=Xazy.
Supposons encore que la grandeur K dépende de trois variables a,
¥, 3, et soit proportionnelle & chacune d’elles. Alors, si I’on nomme
H ou ", ou N

la valeur particuliére que prend la grandeur K lorsqu’on réduit 2
I'unité les trois variables «, y, 5, ou seulement les deux variables y, =,
ou enfin la seule variable z, on aura, en vertu de la formule (1),

HK,=NHa, H, =Ny, K=o%,
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par conséquent

(3) A K=Xays.

Supposons enfin que la grandeur K dépende de » variables di-

verses " ‘
Z, ¥, 5, ..y ¢

et soit proportionnelle & chacune d’elles. Nommons d’ailleurs ¢ la
valeur particuliére que recoit la grandeur K quand on suppose toutes
les valeurs réduites 3 I'unité. Pour passer de cette hypothése au cas
général, en faisant varier successivement «, puis y, puis s, ..., puis¢,
il suffira, en vertu de la formule (1), de maultiplier successivement ¢
par ., puis le produit obtenu par y, puis le nouveau produit par z, ...,
et enfin 'avant-dernier produit par . On aura donc définitivement

(4) K=Nazysz...t,

ou, ce qui revient au méme,

K
(5) x)’;...é_nm.
Or, en vertu de la formule (4), le rapport de K au produit zyz...t
sera constant, ou, en d’autres termes, la grandeur K sera proportion-

nelle i ce produit. On peut donc énoncer la proposition suivante :

TatoreMe XII. — Lorsqu’une grandeur est proportionnelle a plusieurs

autres, elle est proportionnelle a leur produit.

Cela posé, les théorémes XI et XII entraineront immédiatement les
suivants :

Tuiortme XIV. — La surface d’un parallelogramme rectangle est
proportionnelle au produit de ses deux dimensions, c’est-a-dire an produit

des deuzx cotés qui aboutissent a un méme sommet.

Tutorime XV. — La surface d’un parallélepipéde rectangle est propor-
tionnelle au produit de ses trois dimensions, ¢’est-a-dire au produit des

trois cdtes qui aboutissent.a un méme sommet,
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Lorsque, dans I’équation (1), la variable « se réduit & une longueur
_mesurée sur une certaine droite, et la grandeur K a la projection ortho-
gonale de cette longueur sur un axe qui forme avec la droite un angle
aigu 7, la quantité o représente la projection de 'unité de longueur
sur le méme axe, et cette projection est précisément ce qu'on nomme
le cosinus de I'angle <. Sil’on trace, dans un plan qui renferme la droite,
non seulement I’axe dont il s’agit, mais encore un second axe perpen-
diculaire au premier, la projection orthogonale de I'unité de longueur
sur le second axe sera ce qu'on nomme le sinus de I'angle 7. Le rap-
port du sinus au cosinus, et le rapport inverse du cosinus au sinus,
“sont la zangente et la cotangente de I'angle 1. L'inverse du sinus et I'in-
verse du cosinus sont la sécante et la cosécante du méme angle. Le
sinus, le cosinus, la tangente, la cotangente, la sécante et la cosécante
de I'angle 7 sont les diverses lignes trigonométriques de I'angle © et

s’expriment, comme l’on sait, a I'aide des notations

sint, cost, tangr, colt, séct, cosécr.

Ces lignes, qui vérifient les formules

sint COST . 1 B 1
’ colr — ’ SeCT—= ——> COS€CT —= —»

(6) tangrt=— -
COST sint €OST sint

peuvent devenir négatives, quand I'angle 7 cesse d’étre aigu (voir
' Analyse algébrique, p. 425, et les Résumés analytiques, 4° livraison) (*).

En vertu de I'équation (1), jointe au théoréme I1 du paragraphe I,
la quantité désignée par ¢ dans I’équation (1) est tout a la fois le rap-
port constant et le rapport différentiel de K 4 «. De cette remarque,
jointe aux définitions qui précédent, on déduit immédiatement la pro-
position suivante :

Triorime XVI. — Le rapport constant et le rapport différentiel de la
projection orthogonale d’une longueur rectiligne sur un axe, & cetie
longueur méme, sont tous deux représeniés par le cosinus de I'angle aigu

que forme avec cet axe la droite sur laquelle la longueur est mesurée.

(1) OEupres de Cauchy, 2° série, t. X, p. g9, et t. III, p- 353,
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- De la proposition que nous venons d’époncer, jointe a I'avant-
derniére des formules (6) au théoréme VI du paragraphe I, on déduit
encore cet autre théoréme :

Tatorime XVII. — Le rapport constant et le rapport différentiel d’une
longueur rectiligne a sa projection orthogonale sur un axe, sont tous
deuzx représentés pur la sécante de l'angle aigu que forme avec cet axe la

droite sur laquelle la longueur est mesurée.
. ' :

La projection orthogonale d’un point sur un plan n’est autre chose
que le pied de Ia perpendiculaire abaissée de ce point surle plan; etla
projection orthogonale d’une ligne, ou d’une surface, ou d’'un volume
sur un plan, est la nouvelle ligne ou la surface sur laquelle tombent
les projections de tous les points de la ligne donnée, ou de la surface
donnée, ou du volume donné. Ainsi, en particulier, la projection ortho-
gonale d’une droite sur un plan sera la nouvelle droite qui renfermera
les projections de tous les points de la premiére, ou, ce qui revient au
méme, la ligne d’intersection du plan donné avec un plan perpendicu-
laire, mené par la droite donnée; et si 'on projette sur la nouvelle
droite une longucur mesurée sur la premiére, la projection obtenue

" sera aussi la projection de la méme longueur sur le plan. Enfin I'angle
formé par une droite avec un plan est précisément I’angle que forme
cette droite avec la projection sur le plan. Celaposé, les théorémes XVI
el XVII entrainent évidemment les suivants : )

* TatoreMe XVIII. — Le rapport constant et le rapport différentiel de la
projection d’une longueur rectiligne sur un plan a cette longueur méme,
sont tous deux représentés par le cosinus de langle aigu que forme ce plan

avec la droite sur laquelle la longueur est mesurée.

Tutorene XIX. — Le rapport constant et le rapport différentiel entre une
longueur rectiligne et sa projection orthogonale sur un plan, sont tous
deuzx représentés par la sécante de U'angle argu que forme avec ce plan la

droite sur laquelle la longueur est mesurée.

Lorsque la grandeur K se réduit & I'unité en méme temps que la
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variable x, on ﬁ, dans I'équation (1),
H=r,
et par suite cette équation donne simplement’

K==

Donc alors Ja grandeur K el la variable « se trouventtoujours représen-
tées par le méme nombre qui sert.de mesure 3 I'une et & I'autre. Alors
aussi I’on peut dire que I'une des grandeurs est mesurée par 'autre. On
peut donc énoncer la proposition suivante : |

Tutorime XX. — Deux grandeurs proportionnelles sont représentées par
le méme nombre, ou, en d’autres termes, l'une sera mesurée par I'autre,
st ces deux gr[indeurs, étant de méme espece, se réduisent simultanément
a lunité, ou si, lune et l'autre étant d especes différentes, on choisit conve-
nablement Uunité des grandeurs de premicre espece, en prenant pour cette

orandeurs de seconde

unité la grandeur correspondante a lunité des g

espece.
Cela posé, on déduira immédiatement du théoréme VIII le suivant :

Tutoreme XXI. — Dans un cercle dont le rayon est l'unité, un angle au
centre sera représenté par le méme nombre que I'arc compris entre ses cités,
st Lon prend pour unité d’angle celui qui correspond a Uarc dont la lon-

gueur est le rayon méme.
Le produit de plusicurs variables @, y, z, ..., se réduisant & I'unité
en méme lemps que ces variables, on déduit encore des théorémes

XIII et XX la proposition suivante :

Tueortme XXII. — Une grandeur proportionnelle a plusieurs autres sera
représentée par leur produit, st parmi les grandeurs de la premicre espece
on prend pour unité la grandeur qu’on obtient quand on réduit chacune

des autres a lunité de son espéce.

Cela posé, les théorémes XI et XII entrainent les suivants :

TreoriMe XXIII. — Silon prend pour unité de surface Uaire du carré
OFuvres de C. — S. II, t. XIil. 33
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dont le coté est lunité de longueur, Uaire d’un parallélogramme rectangle
sera représentée par le produit de ses deuax dimensions, c’est-a-dire des deux

cdtés qui aboutissent a un méme sommet.

Corollaire 1. — L’aire d’un rectangle dont les cotés sont x et y, est
représentée par le produit xy. )

Corollaire II. — L’aire d’un carré dont le coté est o se trouve repré-
sentée par le produit zx = x*. '

Tutoreme XXIV. — Si Uon prend pour unité de volume le volume du
cube dont le coté est l'unité de longueur, le volume d’un parallélépipede
rectangle sera représenté par le produit de ses trois dimensions, cest-
a-dire des trots cdtés qui aboutissent & un inéme sommet.

Corollaire 1. — Le volume d'un parallélépipéde rectangle dont les
coOtés sont , y, 3, est représenté par le produit 2yz. Ce volume a donc
encore pour mesure le produit de I'aire

¥3 ou zx ou zy

de 'une des faces par la hauteur

x£ 'ou y ou g3,
mesurée perpendiculairement & cette face.

Corollaire II. — Le volume d’un cube dont le coté est & se trouve
représenté par le produit xxe = 2°.

On déduit immédiatement, comme I'on sait, du théoréme XXIII, un
grand nombre de propositions diverses. Nous nous bornerons i en rap-
peler quelques-unes. '

Un rectangle se trouve divisé par I'une quelconque de ses diagonales
en deux triangles rectangles égaux, dont chacun a pour cotés ceux du
rectangle méme. Donc, en vertu du théoréme XXIII, on peut-énoncer
la proposition suivante :

L’aire d’un triangle rectangle est la moitié de l'aire d’un rectangle
construit sur les deux cotés qui comprennent I’angle droit; elle est donc
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représentée par la moitié du produit de ces cotés. En prenant un de
ces cOtés pour base, on pourra dire que V'aire du triangle rectangle est
la mottié du produit de sa base par sa hauteur.

Considérons maintenant un triangle quelconque. L’'un des cotés, pris
pour base, pourra étre regardé comme la somme ou la différence des
bases de deux triangles rectangles, dont les aires offriront pour
somme ou pour différence I'aire du triangle donné. Done, l'aire du
triangle donné sera la somme ou la différence des produits qu’on. ob-
tient en multiplant la moitié¢ de sa hauteur par les bases des triangles
rectangles. Mais cette somme ou différence sera précisément la moitié
du produit de la hauteur par la somme ou différence des bases dont il
s'agit. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Tatorime XXV. — Un cété quelconque d’un triangle étant pris pour
y . . . N ; Y . )

]
base, I'aire du triangle a pour mesure la moitié du produit de cette base par

la hauteur correspondante.

Corollaire. — Un polygone plan pouvant toujours étre décomposé
en triangles, le théoréme XXV fournit le moyen de calculer I'aire d’un
semblable polygone. Ainsi, par exemple, un trapéze pouvant étre
‘décomposé en deux triangles qui offrent la méme hauteur, leurs bases
étant les cotés paralleles du trapéze, on peut énoncer le théoréme
suive}nt : _

Tutortme XXVI. — L’aire d’un trapéze a pour mesure le produit de la
hauteur par la demi-somme des cotés paralléles.

Corollaire I. — Si deux carrés construits avec des cotés différents ont
le méme centre et des diagonales dirigées suivant les mémes droites,
la différence de ces deux carrés serala somme de quatre trapézes égaux
dont chacun aura pour cotés paralléles les deux cotés donnés, et pour
hauteur leur demi-différence. L’aire de chaque trapéze sera donc le
produit de la demi-somme donnée par leur demi-différence, et le qua-
druple de ce produit, ou I'aire du rectangle construit avec la somme et
la différence des ctés donnes, représentera la différence entre les aires des

carres construils sur ces mémes coies.
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Cette proposition est d’ailleurs une conséquence immédiate du
théoréme XXIII. Car si I'on nomme x et X les cotés deux carrés, on
aura '

Xt—at=(X —2)(X + ).

Corollaire I1. — Si les deux cotés paralléles d’un trapéze deviennent

égaux, ce trapéze deviendra un parallélogramme. On peut donc énoncer

encore la proposition suivante :

Tneorime XXVIL. -- L'aire d’un parallélogramme quelconque est le pro-
duit de U'un des cétés pris pour base par la hauteur correspondante.

Considérons maintenant deux rectangles, ou deux triangles, ou deux
paralléelogrammes différents. Le rapport de leurs aires sera, en vertudu
théoréme XXIII, ou XXV, ou XXVII, le produit du rapport des bases par
le rapport des hauteurs. D’ailleurs, si les deux rectangles ou triangles,
ou parallélogrammes sont semblables I'un & I'autre, le rapport des hau-
teurs sera équivalent au rapport des bases (théoréme VI). Donc alors le
carré de ce dernier rapport, ou le rapport des carrés des bases, sera le
rapport des aires, et I’on peut énoncer le théoréme suivant :

 Tutortme XXVII. — Deux rectangles, ou deux triangles, ou deux
parallélogrammes, quand ils deviennent semblables l'un a U autre, offrent

des aires proportionnelles aux carrés des cétés homologues.

Aureste, les principales propositions ici déduites du théoreme XXIII,
et les propositions analogues auxquelles on parviendrait en partant du
théoréme XXIV, peuvent étre facilement démontrées par la considé-
ration des rapports différentiels, comme on le verra plus tard.

En terminant le présent paragraphe, nous rappellerons une pro-
priété fort utile des grandeurs proportionnelles.

Litant donnés deux systémes de grandeurs, dont les unes sont pro-
portionnelles aux autres, pour passer du premier systeme au second, il
suffira de multiplier chacune des grandeurs comprises dans le premier
systéme par un certain rapport qui sera le méme pour toutes. Cela posé,
si plusieurs grandeurs du premier systéme sont liées entre elles par
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une équation linéaire, cette équation continuera de subsister, quand
on multipliera chacun des termes qui la composent parle rapport dont
il s’agit, ou ce qui revient au méme, quand on passera du premier sys-
téme au second.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

TutorkMe XXIX. — Toute équation linéaire qui subsiste entre diverses

grandeurs, subsiste aussi entre des grandeurs proportionnelles.

Corollaire 1. — Ainsi, par exemple, étant donné, avec un premier sys-
téme de grandeurs, un second systéme de grandeurs proportionnelles,
si deux grandeurs du prerﬁier systéme sont entre elles dans un certain
rapport, ou sil'une de ces grandeurs est la somme ou la différence de
deux ou de plusieurs autres, on pourra en dire autant des grandeurs
correspondantes du second systéme. '

Corollaire I1. — L’hypo.ténuse d’un triangle rectangle étant prise pour
base de ce triangle, la perpendiculaire abaissée sur cette base du som-
met opposé divise le triangle rectangle en déux autres semblables 2 lui,
qui ont pour hypoténuses respectives les deux cotés du premier. Donc,
en vertu du théoréme XXVIII, les aires des trois triangles seront res-
pectivement proportionrelles aux carrés construits sur I’hypoténuse et
sur les cotés du triangle donné. Mais 'aire de celui-ci serala somme des
aires des deux autres.Done, en vertu du corollaire II, le carré construit
sur U'hypoténuse d’un triangle rectangle sera la somme des carrés cons-
truits sur les deux cotés.

Corollaire III. — Considérons dans un plan donné un centre fixe, un
axe fixe et une courbe tracée de maniére que les distances d’un point
quelconque de la courbe au centrefixe, etaI'axe fixe, soient entre elles
dans un rapport constant. En vertu des théoremes VI et XXIX, une
seconde courbe semblable 4 la premiére jouira de la méme propriété
relativement a un centre fixe et & un axe fixe tracésdansle plan de cette
seconde courbe. D’ailleurs, il est aisé de s’assurer que, dans Dellipse,
la parabole et I'hyperbole, 'excentricité représente constamment le
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rapport entre les distances d’un point de la courbe 4 I'un des foyers et
a une droite correspondante que I'on appelle la directrice. 11 y a plus,
cette propriété des courbes du second degré suffit pour les définir com-
plétement et permet d'ailleurs de les distinguer facilement les unes
des autres, puisque I'excentricité, nulle dans le cercle, et toujours
inférieure & I'unité dans l'ellipse, devient équivalente & 1'unité dans la
parabole, et supérieure a I'unité dans I’hyperbole. En conséquence, on
pourra énoncer la proposition suivante :

Tutorime XXX. — Une courbe semblable a une ellipse, a une parabole,
ou a une hyperbole, est une autre ellipse. une autre parabole, ou une autre
kyperbole, qui offre la méme excentricité.

Corollaire. — Une courbe du second degré cst complétement déter-
minée quand on connait, avec I'excentricité, la distance d’un foyer 4 la
directrice correspondante. Si I'on fait varier cette distance, sans altérer
I’excentricité, la courbe restera semblable & elle-méme. Comme pour
la parabole en particulier, I'excentricité se réduit toujours i I'unité, il
est clair que les diverses paraboles seront des courbes semblables entre
elles, tout comme les diverses circonférences de cercle (théoréme VI,
corollaire V).

Dans un autre Mémoire, nous donnerons de nouveaux développe-
ments aux principes ci-dessus exposés, en les appliquant d’'une maniere
spéciale a I'évaluation des longueurs, des aires et des volumes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTE

SUR LA

NATURE DES PROBLEMES

QUE PRESENTE

LE CALCUL INTEGRAL.

Dans Pintroduction qui précéde mon Aralyse algebrique, j’ai dit
combien il était important de donner aux méthodes de calcul toute la
- rigueur qu’on exige en Géométrie, de maniére i ne jamais recourir aux
raisons tirées de la généralité de I’Algebre. J'ai ajouté que les raisons -
de cette espéce tendaient i faire attribuer aux formules algébriques une
étendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces for-
mules subsistent uniquement sous certaines conditions, et pour cer-
taines valeurs, des quantités qu’elles renferment. J’ai observé que la
recherche de ces conditions et de ces valeurs, entrainant ’heureuse
nécessité de fixer d’'une maniére précise le sensdes notations diverses,
et d’apporter des restrictions utiles & des assertions trop étendues,
tournait au profit de I’Analyse ; qu’ainsi, par exemple, avant d’effectuer
la sommation d’aucune série, j'avais di examiner dans quels cas ces
séries peuvent étre sommées, ou, en d’autres termes, quelles sont’les
“conditions de leur convergence, et que cet examen m’avait conduit &
établir des régles générales de convergence qui paraissent dignes de
quelqueattention. '
Les observations que je viens de rappeler ne sont pas seulement appli-
cables'a’Algébre et a I’Analyse algébrique. Elles s’appliquent encore,
et & plus forte raison, au Calcul infinitésimal. Guidé par cette convic-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



26% NOTE SUR LA NATURE DES PROBLEMES

tion, j’ai cherché, dans 'exposition du Calcul différentiel, & concilier la
rigueur, dont je m’étais fait une loi dans I’Analyse algébrique, avec la
simplicité qui résulte de la considération directe des quantités infini-
ment petites. Pour cette raison, j'ai cru devoir rejeter les développe-
ments-des fonctions ou séries infinies, toutes les fois que les séries
obtenues ne sont pas convergentes; et je me suis vu forcé derenvoyer
a la fin du Calcul différentiel la formule de Taylor, quel'illustre auteur
de la Mécanique analytique avait prise pour base de sa théorie des fone-
tions dérivées. La bienveillance avec laquclle les géométres ont ac-
cueilli mon Ouvrage m’a donné lieu de croire que je ne m’étais pas
trompé en pensant que les principes du Caleul différentiel et ses appli-
cations les plus importantes pouvaient étre facilement et rigoureuse-
ment exposés sans I'intervention des séries.

Si du Calcul différentiel on passe au Calcul intégral, on obtiendra de
nouveaux et nombreux exemples des avantages que I’on trouve 4 bien
définir les questions, & ne rien laisser de vague ni d’arbitraire dans les
notations et dans les formules. Ces précautions deviennent alors d’au-
tant plus nécessaires que chaque probléme de Caleul intégral semble,
au premier abord, étre, par sa nature méme, un probléme indéterminé.
En effet, I'intégrale d’une expression différentielle ou d’une équation
différentielle du premier ordre renferme, comme l'on dit, une cons-
tante arbitraire. Pareillement, plusieurs constantes arbitraires entrent
dans les intégrales de plusicurs équations différentielles du prem’ier
ordre, ou d’une équation différentielle d’ordre supérieur. Enfin les
intégrales d’une ou de plusieurs équations aux dérivées particlles ren-
ferment une ou plusieurs fonctions arbitraires. Mais, quand on exa-
mine attentivement le role que jouent ces diverses intégrales dansune
question de Géométrie ou de Mécanique, on reconnait bientot que les
constantes et fonctions dont il s’agit deviennent, dans chaque ques-
tion, complétement déterminées. Toutefois, comme elles restent arbi-
traires quand on envisage le probléme de l'intégration d’une maniére
générale et sous un point de vue purement analylique, on avait cou-
tume, dans les traités de Calcul intégral, de renvoyer la détermination
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de ces constantes ou de ces fonctions apreés la recherche desintégrales
générales des expressions différentielles ou des équations proposées.
Dans mes lecons données i 'Ecole Polytechnique, comme dans la plu-
part des Ouvrages ou Mémoires que j’ai publiés sur le Calcul intégral,
j'ai cru devoir renverser cet ordre et placer en premierlieu la recherche,
non pas des intégrales générales, mais des intégrales particuliéres; en
sorte que la détermination des constantes ou des fonctions arbitraires
ne fiit plus séparée de la recherche des intégrales. Alors chaque pro-
bl¢me est devenu complétement déterminé, et c’est surtout cette cir-
constance qui m’a permis, non seulement de simplifier les solutions de
problémes déja traités par d’autres auteurs, mais encore de résoudre
des questions qui avaient résisté jusque-la aux efforts des géométres.
La marche ou, si 'on veut, la méthode que je viens de rappeler en peu
de mots, me parait évidemment propre & éclaircir les points les plus
difficiles de ’Analyse infinitésimale ; et, comme I'illustre géométre de
Keenigsberg, avec lequel j’en causais, il y a peu de temps, partage mon
avis a cet égard, j'ai pensé qu'il pourrait étre utile d’indiquer ici
diverses applications de cette méthode. Je vais done entrer a ce sujet
dans quelques détails. '

Dans les traités de Calcul intégral on admettait, sans la démontrer,
I’existence des intégrales générales des expressions et des équations
différentielles; il importait de'combler cette lacune. Pour y parvenir,
j’ai suivi lamarche que j'indiquais tout & Pheure; et, avant de prouver
qu’'a toute expression différentielle qui dépend d’une seule variable,
correspond une intégrale ou fonction primitive, jai commencé par
établir, dans le Résumé des Legons données & I’ Ecole Polytechnique, la
nature des intégrales prises entre des limites données ou intégrales defi-

) nies. V'ai démontré par I’Analyse leur existence, qui pouvait se déduire
de considérations géométriques; et, comme ces derniéres intégrales
peuvent devenir infinies ou indéterminées, j’ai du rechercher dans
quels cas elles conservent une valeur unique et finie. J’ai été ainsi
conduit a la théorie des intégrales definies singulicres, et cette théorie

m’a fourni, avec les valeurs d’intégrales déja connues, un grand
OEueres de C. — S. 11, t. XIL. 34
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nombre d’intégrales nouvelles, et méme des formules générales pro-
pres a la détermination des intégrales définies. J'ai été conduit de la
méme maniére, non seulement & reconnaitre qu’il existe des intégrales
indéterminées, mais encore & signaler certaines valeurs de¢ ces inté-
grales, savoir, les valeurs principales qui méritent une attention parti-
culiére, et & expliquer le phénoméne que présentent des intégrales
doubles dont la valeur dépend de 'ordre dans lequel on cffectue les
intégrations; enfin a déterminer, dans un Mémoire spécial, la nature
et les propriétés des intégrales définies prises entré des limites imagr-
naires. D’ailleurs, 'existence et la nature des intégrales définics étant
bien connues, il a été facile d’en conclure I'existence des intégrales
indéfinies, c’est-a-dire des intégrales qui renferment une constante
arbitraire.

(’est aussi, en substituant aux intégrales indéfinies des intégrales

prises chacune & partir d’une origine fixe, que je suis parvenu, dansle
Résume des Lecgons déja citées, a présenter, sous une forme trés simple,
I'intégration d’une fonction différentielle qui dépend de plusieurs
variables.
- (est en opérant toujours de la méme maniére que j’ai réussi, d’une
part, & simplifier, dans cerlains cas, la recherche desintégrales corres-
pondantes aux équations diflérentielles trés peu nombreuses que I'on
savait intégrer en termes finis, spécialement la recherche des inté-
grales des équations linéaires, ct, d’autre part, 4 établir sur des bases
rigoureuses I'intégration des équations différentielles de forme quel-
conque.

Considérons d’abord, pour fixer les idées, une équation différen-
tielle du premier ordre entre une variable indépendante et une fone-
tion inconnue de cette variable, et supposons que 'on soit parvenu,
soit & séparer les variables, soit & rendre I'équation intégrable par le
moyen d’un facteur. Aprés avoir fait passer tous les termes de I’équa-
tion dans le premier membre, on pourra immeédiatement intégrer ce
premier membre, de maniére qu'il s’évanouisse aprés l'intégration
pour des valeurs particuli¢res correspondantes des deux variables, et
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I'on obtiendra ainsi I'intégrale générale, dans laquelle I'une ou l'autre
de ces deux valeurs particuliéres, qui pourront étre arbitrairement
choisies, tiendra lieu de constante arbitraire. La méme observation
s’appliq'ue i un systéme d’équations différentielles du premier ordre,
dont chacune offrirait pour premier membre une différentielle exacte
d’une fonction de plusieurs variables, le second membre étant réduit
4 zéro. Dans ce cas encore, pour obtenir les intégrales générales du
systéme, il suffira d’'intégrer chacun des premiers membres, de maniére
qu’il s’évanouisse aprés 'intégration pour des valeurs particuliéres
correspondantes de toutes les variables; et ces valeurs particuliéres,
qui pourront étre arbitrairement choisics, tiendront lieu des constantes
arbitraires. Pour mieux faire saisir les avantages qu’offre ce procédé,
concevons que ’on se propose d’intégrer un systéme d’équations diffeé-
rentielles linéaires et a coefﬁcienté constants, dont chacune méme
pourra offrir un dernier terme qui soit fonction de la variable indé-
pendante. En suivant la méthode de d’Alembert, et 4 I'aide de facteurs
auxiliaires convenablement choisis, on réduira facilement le probléme
a 'intégration d’une seule équation du premier ordre, et a la résolu-
tion d’une certaine équation finie que j'ai nommée 1’équation carac-
teristique. Cela posé, en opérant comme il a ¢té dit ci dessus, on
reconnaitra que, pour obtenir le systtme des intégrales générales des
équations données, il suffit d’égaler & zéro une certaine fonction des
diverses variables @, y, 3, ... et de I'inconnue 0 qui doit vérifier I'équa-
tion caractéristique, puis de réduire successivement I'inconnue 0 aux
diverses racines de cette dernitre équation supposées inégales. Il y a
plus : on reconnaitra encore, comme je I'ai observé dans mes Lecons
données a I'Eeole Polytechnique, que, si I'équation caractéristique
acquiert une racine double, triple, quadruple, etc., on doit, en pre-
nant cette racine pour valeur de 0, égaler & zéro, avec la fonction dont
il s’agit, une ou plusieurs dérivées de cette fonction différentiée une |
ou plusieurs fois par rapport a 0. -

Si maintenant on considére un systéme quelconque d’équations
différentielles du premier ordre, il ne sera plus généralement possible
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de les intégrer en termes. finis. Mais on pourra du moins démontrer
Pexistence des intégrales générales, et méme intégrer les équations
proposées avec une approximation aussi grande que I'on voudra, soit
a I’aide de la méthode que j’ai donnée dans mes Lecons de seconde
année 4 I'Ecole Polytecﬁnique et que Jairappelée dans le paragraphe
du Mémoire sur I'intégration des équations différentielles (Vol. I des
Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, p. 327) ('), soit &
I’aide des principes nouveaux que j’ai développés dans ce Mémoire, et
qui transforment en méthode rigoureuse le procédé de l'intégration
par séries. Or, dans|’une et Pautre méthode, les constantes arbitraires,
que doivent renfermer les intégrales générales d’un systéme d’équa-
tions différentielles du premier ordre, se trouvent remplacées par des
valeurs particuliéres’ des inconnues, correspondantes & une valeur
particuliere de la variable indépendante, et par conséquent le pro-
bléme de I'intégration se trouve réduit & un probléme complétement
déterminé.

Quant aux équations différentielles ou aux systemes d’équations dif-
férentielles du second ordre, ou d’un ordre plus élevé, on peut tou-
jours, comme je I'ai observé dans mes Lecons données & 1'Ecole Poly-
technique, les réduire & des systemes d'équations différenticlles du
premier ordre; et, pour y parvenir, il suffit d’augmenter le nombre des
inconnues primitives en prenant pour. inconnues nouvelles plusieurs
de leurs dérivées, représentées chacune par unc seule lettre.
Gette réduction offre Pavantage de rendre les méthodes que je viensde
rappeler immédiatement applicables & P'intégration d’équations diffé-
rentielles d'un ordre supérieur au premier, et de simplifier ainsi la
théorie de cette intégration. Pour s’en convaincre, il suftit de consid¢-
rer une équat'ion différenticlle linéaire et i coefficients constants, qui

“soit d'un ordre supérieur au premier, et qui renferme un dernier
terme représenté par une fonction de la variable indépendante. On sait
que Lagrange a intégré cette équation différentielle, en ramenant I'in-

(1) OEusres de Cauchy, S. 11, t. XI, p. 399. C o
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tégration & la résolution d’une ¢quation finie que nous nommerons
encore I'équation caractéristique; mais la méthode employée par ['il-
lustre géomeotre exige d’assez longs calculs lorsque le terme variable
dont nous avons parlé ne s’évanouit pas, et ces calculs deviennent
encore plus compliqués, quand Iéquation caractéristique offre des
racines égales. Au contraire, I'intégration de I’équation traitée par
Lagrange, ou méme d’un systéme d’équations linéaires 4 coefficients
constants d'un ordre quelconque, et dont chacune offrirait un dernier
terme fonction de la vdriable indépendante, s’effectuera trés facilement
si 'on commence par réduire cette équation ou ce systéme d’équations
aun systémé‘d’équations-du premier ordre, en augmentant, comme on
I’a dit, le nombre des inconnues. Alors aux constantes arbitraires, que
doivent renfermer les intégrales générales, se trouvent substituées des
valeurs particulieres correspondantes des inconnues primitives et des
inconnues nouvelles, ou, ce qui revient au méme, des valeurs partiéu-
liéres simultanément acquises par les inconnues primitives et par celles
de leurs dérivées que ne détermine point le systeme des équations dif-
férentielles (*).

Le principe que je viens d’exposer s’applique avec un égal suceés &

(1) D¢jd depuis longlemps on avait remarqué qu’il peut étre avantageux, dans certains
cas, de remplacer les constantes arbitraires introduiles dans les intégrales des équations
différentielles par des valeurs parliculiéres des variables et de leurs dérivées. Cest ainsi,
par exemple, que, pour obtenir I'intégrale d’une équation linéaire du second ordre, dans
le cas ol les deux racines de I'équation caracléristique deviennent égales entre elles,
M. Lacroix ( Calcul différentiel, 1. 11, p. 320) commence par exprimer-les deux constantes
arbitraires comprises dans linléyrale générale cn fonction de deux valeurs correspon-
dantes de l'inconnue et de sa dérivée. Il y a plus : on avait remarqué que les valeurs
particuliéres des inconnues et de leurs dérivées s'introduisent naturellement & la place
des constantes arbitraires ou des fonctions arbitraires dans les développements des inté-
grales en séries. Mais on avait fait peu d’applications de la premiére remarque; et, pour
que les conclusions que I'on tirait de la seconde devinssent rigoureuses, il fallait prouver
que les séries obtenues élaient convergentes, au moins pour des valeurs des variables
indépendantes renfermées entre certaines limites. Enfin, ponr que 'emploi des séries
méme convergenies ne laissit aucun doute sur la nalure des approximalions, il fallait
pouvoir assigner des limites aux erreurs que I'on commettait en arrélant chaque série
aprés un certain nombre de termes. On parvient & ce double but & l'aide du nouveau
caleul que j'ai nommé calcul des limites. (Voir le Mémoire déja ¢ité sut V'Intégration des
équations différentielles.)
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Pintégration des équations aux dérivées partielles. Concevons d’abord,
pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’intégrer une équation aux dérivées
partielles du premier ordre, entre une certaine inconnue et plusieurs
variables ind épendantes '

Zy Yy B ..y L

dont la derniére ¢ pourra étre censée représenter le temps. L'intégrale
cherchée pourra rénfermer une fonction arbitraire, et par suite I'inté-
gration de I’équation proposée, considérée sous un point de vue géné-
ral, sera un probleme indéterminé. Mais il importe d’observer : 1° que -
la valeur particuliére de I'inconnue correspondante & une valeur parti-
culiére 'du temps ¢ sera nécessairement une fonction des autres
variables indépendantes; 2° que I'équation donnée ne fixe en aucune
maniére la forme de cette fonction, et qu’aprés avoir choisi cette forme
arbitrairement, on pourra toujours intégrer I'équation dont il s’agit.
On pourra donc assujettir I'inconnue, non seulement a vérifier I'équa-
tion proposée aux dérivées partielles, mais encore &4 se réduire, pour
une valeur donnée du temps ¢, & une fonction donnée des autres
variables indépendantes x, y, z, ...; et nous devons ajouter qu’alors
le probleme de 'intégration deviendra complétement déterminé. Or,
cette seule considération fournit le moyen de lever enticrement les dif-
ficultés qui avaient arrété les géométres dans la recherche de l'inté-
grale générale d’une équation aux dérivées particlles du premier
ordre, lorsque cette équation renfermait plus de deux variables indé-
pendantes, et ¢’est en substituant ainsi, 4 un probléme qui parait indé-
terminé de sa nature, un autre probléme complétement déterminé,
que je suis parvenu, dans le Bulletin-de la Societé philomatique de jan-
vier et février 1819, & faire dépendre 'intégration d’une équation quel-
conque aux dérivées partielles du premier ordre, de I'intégration d’un
seul systéme d’équations différenticlles du méme ordre.
Considérons maintenant un systéme quelconque d’équations aux dé-
rivées partielles du premier ordre. Il ne sera plus généralement pos-
~sible de ramener leur intégration & celle d’un systéme d'équations
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différenticlles du méme ordre. Mais si, dans le systéme proposé,
chaque équation est linéaire au moins par rapport aux dérivées par-
tielles des inconnues, on pourra démontrer I'existence des intégrales
générales, et méme intégrer les équations avec une approximation
aussi grande que ’on voudra, en développant les intégrales en séries,
et fixant, non seulement les régles de convergence des séries obte-
nues, mais encore les limites des restes, & I'aide des principes déve-
loppés dans le Mémoire déja cité sur I'intégration des équations diffé-
rentielles, ¢’est-a-dire & 'aide du calcul des limites. D’ailleurs, dans
les divers développements, les fonctions arbitraires introduites par
I'intégration se trouveront encore remplacées par des fonctions qui
devront étre censées connues, savoir, par des valeurs particuliéres
attribuées aux diverses inconnues, et correspondantes 4 une valeur
donnée de 'une des variables indépendantes.

Si les équations proposées aux dérivées partielles cessaient d’étre
linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, ou si ces mémes
équations n’étaient plus du premier ordre, mais d’un ordre quelconque,
alors, pour revenir au cas précédent, il suffirait d’employer un artifice
d’analyse semblable a celui par lequel nous avons réduit I'intégration
des équations différentielles d'ordre quelconque a lintégration des
équations différentielles du premier ordre.

Au reste, je développerai, dans plusieurs nouveaux articles, les
applications diverses des principes généraux que je viens d’établir.

i (O3 S—— = -
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE.

Lagrange a donné, en 1779, une méthode propre a fournir Iinté-
grale générale d'une équalion aux dérivées partielles du premier
ordre, dans le cas ou cette équation est linéaire par rapport aux déri-
vées qu’elle renferme. D’ailleurs, dés Pannée 1772, le méme géométre
avait prouvé que l'intégration d’une équation quelconque, & trois
variables et aux dérivées partielles du premier ordre, pouvait étre
ramenée i la recherche d’unc intégrale particulicre d’une équation
linéaire du méme ordre a quatre variables, savoir, d’une intégrale qui
renferme une constante arbitraire. En effet, cette intégrale particuliére
de I’équation & quatre variables fournit, pour I’équation & trois varia-
bles, une intégrale correspondante, appelée solution ou intégrale com-
ple‘l'e, qui renferme deux constantes arbitraires, et Lagrange a fait voir
que, pour déduire de cette intégrale compléte I'intégrale générale de’
équation & trois variables, il suffit-de substituera la derniere des deux
constantes arbitraires une fonction arbitraire de la premiére, puis de

~ différentier, par rapport & celle-ci, 'intégrale compléte, puis enfin
d’éliminer la premiére constante entre I'intégrale compléte et la nou-
velle équation ainsi obtenue. '

D’autre part, comme Charpit 'a remarqué dans un Mémoire pré--
senté & I'Institut en 1784, on peut a volonté déduire, de la méthode
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donnée par Lagrange en 1779, ou l'intégrale générale d’une équation

linéaire & quatre variables, ou simplement une intégrale particuliére

qui renferme une constante arbitraire. Il est donc facile de concevoir

comment, en s’appuyant sur les principes établis par Lagrange, Charpit

- est parvenu & intégrer généralement toute équation du premier
ordre & trois variables, c’est-a-dire toute équation du premier ordre
qui renferme avec deux variables indépendantes une inconnue ct ses
dérivées partielles du premier ordre. Lagrange lui-méme a cherché
depuis a lever les difficultés que I'on rencontrait quand on voulait
déduire I'intégrale générale d'une semblable équation, non plus d’une
intégrale particuliére, mais de I'intégrale générale de I’équation linéaire

_ & quatre variables. Au reste, aprés de nouvelles recherches des géo-
métres sur le méme sujet, les difficultés dont il s’agit ont fini par dispa-
raitre complétement. Ajoutons que, parmi les diverses méthodes 4
‘Taide desquelles on est parvenu & intégrer I’équation du premier ordre
a trois variables, on doit distinguer la méthode de M. Ampére, fondée
sur le changement d’une seule variable indépendante.

. Charpit essaya d’étendre, aux équations qui renferment avec une
seule inconnue plus de deux variables indépendantes, la méthode qui
P'avait conduit & 'intégration des équations a trois variables. Mais il
rencontra des difficultés qui ne lui permirent pas de résoudre complé-
tement la question. Plus tard, en 1814, M. Pfaff parvint & une solution
exacte et rigoureuse; mais la méthode qu’il proposa ramenait en gé-
néral Uintégration d'une équation aux dérivées partielles du premier
ordre 4 I'intégration de plusieurs systémes d’équations différentielles.
J’ai démontré le premier que la question dont il s’agit pouvait étre
réduite a I'intégration d’un seul systéme d’équations différentielles, de
celles-14 mémes auxquelles on arrive en suivant la méthode de Charpit.
Telle est en effetla conclusion 4 laquelle je suis parvenu dans une Note
que renferme le Bulletin de la Société philomatique pour I'année 1819
(voir les livraisons de janvier et février 1819) (*). M. Jacobi, qui ne

k') OEuvres de Cauchy, 5. 11, T. 1.
COEuvres de C. — S. II, t, XII, 35
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connaissait pas cette Note, ayant été conduit, par la lecture du Mémoire
de M. Pfaff et d’'un Mémoire de M. Hamilton sur les formules de la
Dynamique, &4 examiner de nouveau la question, est arrivé i la méme
conclusion que moi. Seulement, en intégrant le systéme des équations
différentielles substitué & I'équation proposée, il a tiré immédiatement
de ce systéme, non plusl'intégrale générale, mais une intégrale com-
pléte de cette équation, ¢’est-a-dire une intégrale particuliére qui ren-
ferme autant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indépen-
dantes. Cette intégrale compléte, dont 'existence avait été déja cons-
tatée par Lagrange et par moi-méme dans divers cas particuliers, est
précisément celle q‘ue I’'on tire du systéme des équations différentielles
en cherchant & établir une relation entre les variables de I'équation
proposée et des valeurs particuliéres, mais. correspondantes, de ces
mémes variables. D’ailleurs, cette intégrélc complete étant formée, on
en déduit aisément l'intégrale géneérale. J'ajouterai que la formule &
I’aide de laquelle M. Jacobi a démontré généralement l’existence de
I'intégrale compléte dont nous venons de parler, se déduit d’une cer-
taine équation différenticlle donnée par M. Pfaff, ou plutot de 'équa-
tion finie que M. Jacobi en a tirée par I'intégration, et que j'avais déja
obtenue moi-méme dans le Bulletin de la Societé philomatique. M. Binet
a fait voir derniérement qu'a l'aide du ealcul des variations on pouvait
simplifier la recherche de cette formule, et 4 la remarque de M. Binet
j'en ai joint une autre, savoir que, de la formule dont il s’agit, on peut
immédiatement déduire le systéme des équations propresareprésenter
Pintégrale générale, telle que je I'avais obtenue dans la Note de 1819.
Dans le premier paragraphe de ce Mémoire, je reproduirai la mé-
thode que j'ai appliquée, dans le Bulletin de la Soci¢té philomatique, a
l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
On reconnaitra que le succeés de cette méthode, & I'aide de laquelle j’ai
pu surmonter, dans tous les cas, les difficultés que la question avait
présentées aux géométres, tient surtout a ce que le probléme de I'inté-
gration, indéterminé de sa nature quand on le considére sous un point

de vue général, devient ici complétement déterminé. Pour le rendre

1o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 275

tel, il m’a suffi de mettre au nombre des données du probléme la fone- -
tion & Iaquélle se réduit 'inconnue pour une valeur particuliére de
I'une des variables indépendantes, et de substituer cette fonction, qui
d’ailleurs peut étre arbitrairement choisie, a la fonction arbitraire que
doit renfermer I'intégrale générale de 'équation proposée. |

Dans le second paragraphe, aprés avoir reproduit, a 'aide du calcul
des variations, la formule 4 laquelle sont parvenus MM. Binet et Jacobi,
je montrerai comment cette formule peut étre appliquée a larecherche
non seulement d’une intégrale compléte de I’équation donnée, mais
encore de I'intégrale générale, ou plutot du systéme d’équations que
représente cette intégrale.

1. — Recherche de Uintégrale générale d’une équation
aux dérivées partielles du premier ordre.

Jusqu’a présent, il n’est aucun traité de Calcul différentiel et intégral
ot 'on ait donné les moyens d’intégrer complétement les équations
aux dérivées partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des
variables indépendantes. M’étant occupé, il y a plusicurs mois ('), de
cet objct, je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale
propre & remplic le but désiré. Mais, aprés avoir terminé mon travail,
j'ai appris que M. Pfafl, géométre allemand, était parvenu de son coté
aux intégrales des équations ci-dessus mentionnées. Comme il s’agit
ici d’une des questionsles plus importantes du Caleul intégral, comme
d’ailleurs la méthode de Pfaff est différente dc la mienne, je pense que
les géométres ne verront pas sans intérét une analyse abrégée de'une
et de l'autre. Je vais d’abord exposer la méthode dont je me suis servi,
en profitant, pour simplifier P'exposition, de quelques remarques

€

(1) On ne doit pas oublier que ce qu'on va lire a été écrit en I'année 1818 ou 1819, et
que le premier paragraphe du présent Mémoire offre le texte méme de la Note publiée au
commencement de I'année 1819, dans le Bulletin de la Société philomatique. Toutefois,
pour rendre les notations du premier paragraphe pareilles & celles du second, nous avons
changé la forme de quelques lettres, et, suivant notre usage, nous indiquons ici la dérivée
d’une fonction, prise par rapport & une variable indépendante, & 1’aide de la lettre D, au
bas de laquelle nous placons cette variahble méme. :
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faites par M. Coriolis, ingénieur des Ponts ct Chaussées, et de quelques
autres qui me sont depuis peu venues a I’esprit. ‘
Supposons en premicr lieu qu’il s’agisse d’intégrer une équation
aux dérivées partielles du premier ordre 4 deux variables indépen-
dantes. On a déjh, pour une intégration de cette espéce, plusieurs
méthodes différentes, dont 'une, celle de M. Ampére, est fondée sur
le changement d’une seule variable indépendante. La méthode que je
propose, appuyée sur le méme principe dans I’hypothése admise, se
réduit alors & ce qui suit :
Soit
(1) Flz, t,m, p,s)=o0

Péquation donnée, dans laquelle « et ¢ désignent les deux variables
indépendantes, @ la fonction inconnue de ces deux variables, ct p, s
les dérivées partielles de @ relatives aux variables « et ¢. Pour qu’on
puisse déterminer compleétement la fonction cherchée ®, il ne suffira
pas de savoir qu’elle doit vérifier I'équation (1) ; il sera encore néces-
saire qu’elle soit assujettie & une autre condition, par exemple, &
obtenir une certaine valeur particuliére fonction de « pour une valeur
donnée de la variable ¢. Supposons, en conséquence, que la fonction ®
doive recevoir, pour ¢ ==, la valeur particuliére f(«); la fonction p
ou la dérivée partielle de @, différentiée par rapport & «, recevra dans
cette hypothése la valeur f'(«). Dans la méme hypothése, la valeur
générale de.o sera, comme on sait, complétement déterminée. Il
s’agit maintenant de calculer cette valeur : on y parviendra de la
maniére suivante :

"Remplagons & par une fouction de ¢ et d’'une nouvelle variable indé-
pendante &. Les quantités &, p, s, qui étaient fonctions de x et de ¢,
deviendront elles-mémes fonctions de ¢ et de &, et 'on aura, en diffé-
rentiant dans cette supposition,

(2) o Dyw=s+pD,,
(3) Di:w = pDsa.

Silon retranche 'une de 'autre les deux équations précédentes,
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aprés avoir différentié la premiére par rapport a £ et la seconde par
rapport.a ¢, on en conclura

(4) © Dgs=D,pDiz — D,z Dep.

Si, de plus, on désigne par

Xde+Tdt+Ndw+ Pdp+Sds
la différentielle totale du premief membre de I'équation (1), on trou-
vera, en différentiant cette équation par rapport 4 &,
(5) XDz + ODtw + PDep +SDgs = o
et par suite, en ayant égard aux équations (3) et (4),
(6) (X 4+ pll+8SD;p)Dez + (P —8D,z) Dz p =o.
Observons maintenant que, la valeur de « en fonction de ¢ et de £ étant
tout & fait arbitraire, on peut en disposer de maniére qu’elle vérifie
I’équation |
(7) ' : P—Shz=o,
et qu'elle se réduise 4 £ (*) dans la supposition particuliére z=r. La
valeur de z en ¢ et & étant choisie comme on vient de le dire, les
valeurs particuliéres de @ et de p correspondantes & z=r, savoir f(x)

et f'(x), deviendront respectivement f(&) et f'(%). Représentons ces
mémes valeurs par w, ¢; on aura

(8) w=I(&), ¢=I(&).

Quant & la formule (6), elle se trouvera réduite par I'équation (7) a
| (X + pH+ 8D, p)Drx =0,

et comme, « renfermant £ par hypothése, D; > ne peut étre constam-

(') Nous supposions ici que la valeur £ de z, correspondante & ¢ =, se réduit a la
nouvelle variable indépendante. Mais cette réduction n’est pas nécessaire, et 'on peut
tirer de la supposition contraire des conséquences qui méritent d’étre remarquées, comme
on le verra ci-aprés.
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ment gul, la méme formule deviendra
(9) : - X+pll4+-8Dp=o.

Cela posé, l'intégration de ’équation (1) se trouvera ramenée a la
question suivante : Trouver pour x, @, p, s, quaire fonctions de t et det,
qui soient propres a vérifier les eéquations (1), (2), (3), (7), (9). et dont
trois, savoir x, @, p, se réduisent respectivement a 5w, o, dans la
supposition t = 7. '

Nous ne parlons pas de I'équation (4), parce qu’elle est une suite
nécessaire des équations (2) et (3). Quant a la valeur particuliére de s
correspondante 4 ¢ = 7, elle n’entrera pas dans les valeurs générales
de x, =, ps s, déterminées par les conditions précédentes. Si on Ia
désigne par ¢, elle se déduira de la formule

(10) F(gy T, W, @, §) == 0.

Il est essentiel de remarquer que les valeurs générales de x, ©, p, s
en fonction de ¢ et de & resteront complétement déterminées si, parmi
les conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on ¢’abstient de
compter la vérification de I'équation (3). Cette derniére condition doit
donc étre une conséquence immédiate de toutes les autres. Pour le
démontrer, supposons un instant que, les autres étant vérilices, les
deux membres de I'équation (3) soient inégaux. La différence entre
ces deux membres ne pourra étre qu’une fonction de ¢ et de &. Soient I
cette fonction et Z ce qu’elle devient pour = 1. On aura

{ I= Diw—pDia,

(“)_ ! {=Diw—oDti=¢ —9=o.

On trouvera par suite, au lieu des équations (3) et (4),

(12) ( em= phixr+1,
12
| Des =DpDea—DozDip + D1, 7

puis, au lieu de 'équation (6), la suivante :

(13) (X + pll+ 8D;p)Dsx + (P — 8D, 2)De p + T + SD,1 = o.
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Cette derniére sera réduite par les équations (7) et(g), qu’on suppose
vérifiées, a '

(r4) OI - Sh, I =o.

En U'intégrant et considérant I§I comme une fonction de z et de &, on
trouvera (')

‘11
—f = dt
(15) I=ie f S
et par suite, en ayant égard & la seconde des équations (11), on aura
généralement _ '
*
(18) I=o.

Les deux membres de I’équation (3) ne sauraient donc étre inégaux

*

(1) Comme on le voit, la formule (15) se déduil uniquement des équations (1), (2),
(7), (9) et de leurs inlégrales qui renfermeront généralement, avec les inconnues

x W Py S

coqsidéréés comme fonctions des deux variables ¢, £, les quantités
Ea w, o, ‘
c'ost-i-dire les valeurs particuliéres de #, w, p, correspondantes a ¢=r. Donc la
fonetion
Il=Mw—pDx
et sa valéur particuliere ) ‘
: i =Dz — o Det,

correspondante & ¢ = t, continueront de vérifier la formule (15) dans le cas méme o,
les valeurs générales des inconnues

x, ®w, p, $
étant fournies par les intégrales des équations (1), (2), (7), (9), les quantités
& w, 9 |
ne seraient plus assujetties aux conditions (8), et ou, par suite, Z, I cesseraient de

s'évanouir. '
Si I'on pose, pour abréger,

la formule (15) deviendra

Si la nouvelle variable indépendante et la valeur de z correspondante 4 ¢t =t étaient
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dans 'hypothése admise. On doit en conclure que les quantités z, ®,
p» s satisferont a toutes les conditions requises, si ces quantités,
considérées comme fonctions, de #, vérifient les équations (1), (2),

(7)s (9) et si de plus

z, ® p
se réduisent respectivement &
£, w=f(£) et a q):f’_(a),

pour ¢t =. Il est inutile d’ajouter que s doit obtenir, dans la méme
supposition, la valeur ¢; en effet, cette valeur particuliére ne sera pas
comprise dans les intégrales des éq;mtions (1), (2), (7), (9), attendu
qu’'aucune de ces équations ne renferme D,s.

Si, dans I'équation (2), on substitue la valeur de D,z tirée de
I’équation (7), on trouvera

P Pp—+Ss

(v7) . Dp=s+Tp= 3

De plus, si 'on différentie I'équation (1) par rapport i £, on obtiendra
la suivante : .
(18) T+ XD,z + D% + PD,p + SD,s = o,

que les valeurs de D,x, D, @, D,p, tirées des formules (7), (17) et (9),

supposées distinctes et représentées par deux lettres différentes «, &, alors on devrait
remplacer 1'équation (3) par la suivante :

Dyw —pDyxz =o0,
qu'on réduirait encore 4 la formule (16), en prenant
I=Dyw — pDya.

Alors aussi, en considérant, dans les intégrales des équations (1), (2), (7), (9), les

quantités .
- ) Ev w, ‘*P

comme des fonctions de «, on obtiendrail encore la formule (15), ou
=8
la lettre ¢ désignant toujours la valeur de I correspondante 4 ¢ = t, et par conséquent

celle que fournit I'équation .
I = Dyw — pDyk.
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réduisent a

(19) ‘ T+ sII + SD;s=o.

Cela posé, on pourra substituer ’équation (17) & I'équation (2), et
'équation (19) a I'une des équations (1), (17), (7), (9). Si d’ailleurs
on observe que, dans le cas oi 'on considére @, ®, p, s comme fonc-
tions de ¢ seulement, on peut comprendre les équations (7), (9), (17)
et (19) dans la formule algébrique

_ dt _dr  dw _ dp  ds
(20) TP =Pp+Ss  X+pll—  Tisll’

on conclura définitivement que, poyr déterminer les valeurs cherchées

des quantites
xz, w, p, S,

-~

il suffit de les assujettir a quatre des cing équations comprises dans les
deux formules -
S F(x, t,®, p,s)=o,

dt _dz do dp ds

(21) . .
| S=F=Pp+ss— Xapli— T’

et a recevoir, pour t = =, les valeurs particulicres
§ o, P S

dont les trots derniéres sont déterminées, en fonction de la premicere, par
les équations (8) et (10). v
Supposons, pour fixer les idées, qu’a I'aide de ’équation

F(z, t,®, p,s)=0

on élimine s des trois équations comprises dans la formule

22) dd _dz  de  dp y
(22) . BT P T Pp+Ss . Xapl

En intégrant ces trois derniéres, on obtiendra trois équations finies
qui renfermeront avec les quantités

- . L, =z, @, p,
OFEuvres de C. — S. I, t. XII, . _ 36
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les valeurs particulitres représentées par \
B (¢S N (3

Si, aprés Pintégration, on élimine p, les deux équations restantes
renfermeront seulement, avec les quantités variables ¢, «, @ et la
quantilé constante 7, la nouvelle variable £ dont I'élimination ne
pourra s'effectuer que lorsqu’on aura assigné une forme particuliére
a la fonction arbitraire désignée par f. Quoi qu’il en soit, le systéme des
deux équations dont il s’agit pourra étre consideré comme équivalent a

Uintégrale générale de I’équation (1) ().

(1) La régle que nous donnons ici pour la recherche de I'intégrale gcnérale de I'équa-
tion (1) peut s'énoncer comme il suit :

Llimines s de la formule (22) & Uaide de lequattou (1); alors les trois équations
différentielles comprises dans la formule (22) ne renfermeront plus que les seules

inconnues
Z, w, p, .

considérées comme fonctions de la variable indépendante t. Intégres ces trois équations
de maniére que, pour t ==, on ait

x=£, T =W, P=9

puis éliiminez p entre les trois intégrales. Vous obtiendres deux équations finies, dans
lesquelles entreront seulement

t, * w, T, § w, 9.

Cela posé, il ne restera plus qu'a éliminer £ entre ces deux équations finies, jointes aux
formules

w=1(&), e=1()

pour arriver immédiatement d l'iniégrale générale de l'équation ().
1l est bon d’observer que, la fonction f(z) pouvant étre arbitrairement choisie, les

formules :
w={(), ¢=0()
présentent simplement des valeurs de w, ¢ propres & vérifier la condilion Diw — ¢ = o,

ou
(a) ' .i = 0,' .
& laquelle so réduit, pour ¢ =, la condition (3) ou (16), savoir

(b)

’

I=o.

It devait en étre ainsi, puisque, suivanl une remarque déja faite, le changement de
variable indépendanle raméne l'intégration de I'équation (1), considérée comme une
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Comme, dans tout ce qui précéde, on peut substituer la variable £
la variable @, et réciproquement, il en résulte que les intégrales des
équations (21) fourniront encore la solution de la question proposée,
si 'on considére, dans ces intégrales, £ comme constante, T comme
une nouvelle variable qu’on doit éliminer, et w, 9, ¢ comme des

équation aux dérivées parlielles, a I'intégration des équations simullanées (1), (2), (7),
(9) entre les inconnues ‘
Xy W, p, &

.

considérées comme fonctions de ¢, el a la vérification de la condition (16) ou (b), qui se
déduit elle-méme de Ia condition (a), en vertu de la formule (15), ou

'

(¢) 1= 0.

Si la nouvelle variable indépendante et la valeur de z correspondante a ¢ = ¢ étaient
supposées distinctes et représentées par-deux letires différentes a, £, alors on devrait
remplacer I'équation (a) par la suivante :

Dyw — pDgx = o,
‘quon réduirait encore & la formule (16) ou (b) en posant
I=Dyw— pDy. .

Alors aussi, én considérant, dans les intégrales des équations (1), (2), (7), (9), les
quantilés : '
£ o, ¢

" commo des fonctions de a, on obliendrail encore la formule (15) ou (¢), de laquelle on
conclurait encore que, pour satisfaire a la condition (3) ou (b), il suffit de.vérifier la
condition (a). Mais, comme on aurait

i =Dyt — 9Dy,
on pourrait vérifier la condition (a) ou

Do — 9Dyt =0,

¥

soit en prenant, comme ci-dessous,

w=1[(), e=I£(),
soil en supposant i
Daw =0, Det=o,

c'est-a-dire, en supposant e et £ constantes et indépendantes de la variable a. Dailleurs,
dans cette derniére supposition, I'élimination de a« entre les deux équations finies qui

renfarment
G * v, T, £ w9

se réduira simplement 3 I'élimination de ¢; el les conditions (a), (b), étant vérifies,
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fonctions de cette nouvelle variable déterminées par des équations de

la forme
(23) . e=1f(x), $=r(1),
(24) F (¢, 7, o, 9. ¢)=o.

Appliquons les principes que nous venons d’établir & I'intégration
de I'équation aux différences partielles
(25) ‘ ' ps—axt=o.
On aura, dans cette hypothése,
P=s, S =p, II=o, X =—¢t, T=—&,

entraineront la vérification de I'équation (1), considérée comme une équation aux dérivées
partielles. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
L’élimination de p et de ¢ entre les trois intégrales tirées de la formule (22) produira
une équation résultante qui sera une intégrale de ’équation (1). )
L’intégrale dont-il s’agit ici est non plus l'intégrale générale de I'équation proposée,
mais seulement une intégrale particulidre qui renferme deux constantes arbitraires w, &.
Si Pon voulait déduire cette intégrale particulitre de 'équation i = o, présentée sous
la forme

(d) ¢=Dzw,
il suffirait d’'observer que, dans le cas ol I'on substitue a la variable indépendante § une
autre variable indépendanle «, on a identiguement

Daw )
Daf . .

Dgw =

et qu'en conséquence I'équation (d) peut étre généralement remplacée par ia suivante :

— Du(l)
?= Dot

Or cette derniére se vérifie quand w et £ deviennent indépendants de «, atlendu que le
second membre se présente sous la forme (—‘;-

Lorsqu'une fois on a obtenu l'intégrale particulidre qui renferme les deux constanles
arbitraires w, &, alors, pour arriver a I'intégrale générale, il suffit de poser, suivant la

méthode de Lagrange, ' .
w= f( £),

puis de joindro 4 l'intégrale parliculidre sa dérivée prise par rapport a £, et enfin d'éli-
miner £ entre I'une et I'autre équation,

C'est pour cette raison que 'intégrale générale de chacune des équalions (25) et (36)
peut é&tre représentée par le systdme de’deux équations finies, dont la seconde est la
dérivée de la premidre différentiée par rapport & £.
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et par suite la seconde des formules (21) deviendra

dt _dx _dw _dp ds,
T e St re )

2 s ezt ¢t x
ou, si I’on réduit toutes les fractions au méme dénominateur ps = x¢,
pour le supprimer ensuite, ’

 (26) . sdt:pdé:édw:xdp:tds.

On tire successivement de la formule précédente

é:d_t_, @:idf, Liziszfthlt:}7

; Loxder,
s t P x ¢ x

(27)
puis, en intégrant et ayant égard  I'équation de condition o¢ = &,

(28) : = —

2

-6 =

s
— |8

(29) T—w= % (#—) = %—P(aﬂ—i") = v r—1)= E(xz—'&’).
Si I'on multiplie 'une par Vautre les deux valeurs de @ — w que

fournit I’équation (29), on aura

(30) (@ — 0)t= (22— B2) (2 — 7).

En joignant cette derniére & I’équation e(29) mise sous la forme
(31) . (T—w)p=(—17)f

et remplacant w par (&), ¢ par £'(€), on trouvera, pour les deux for- .
mules dont le systéme doit représenter I'intégrale générale de I'équa-
tion (25), ‘

{ [68 —{(OF=(22—&) (8 —7),
(32) -
: s — (@)1 (E) = (82— )8

~ Dans ces deux derniéres formules, © désigne une constante choisie a
volonté, et ¥ une nouvelle variable qu’on ne peut éliminer qu’aprés avoir
fixé la valeur de la fonction arbitraire f. 1l est bon de remarquer que la
seconde des équations (32) n’est autre chose que la dérivée de la pre-
miére relativement A la variable &.
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Si I'on réunit Péquation (31) a 'équation (29 ) mise sous la forme
(33) (m—w)s=(a*—E)7;

si d’ailleurs, en considérant & comme constante et T comme variable, on
remplace w par f(7) et ¢ par f'(7), on obtiendra deux nouvelles équa-

tions, savoir

(34) [ — (=)= (a*— &) (=),

[@— (D)1 (0) = (2*—E)s,

dont le systeme sera encore propre a représenter L'integrale générale de
I’équation (25). La seconde des équations (34) est la dérivée de la pre-
-miere relativement a . . . ‘

On prouverait absolument de la méme maniére que l'intégrale géné-
rale de I’équation aux dillérences partielles

(33) . ps—w®=o,

est représentée par le systéme de deux formules trés simples, savoir
" de 'équation
: LEAX

(36) (wg—wz) =(z—=E)(¢—r1)

et de sa dérivée prise relativement & 'une des quantités &, 7 considérée
comme variable, o étant_cens,ée fonction arbitraire de cette méme
variable. ' '

La méthode que I’on vient d’exposer n’est pas sculement applicable a
I'intégration des équations aux dérivées partielles 2 deux variables
‘indépendantes; elle subsiste, quel que soit le nombre des variables

. indépendantes, ainsi qu’on peut aisément s’en assurer.
Prenons pour exemple le cas ol il s’agit d’une équation aux dérivées

partielles a trois variables indépendantes. Soit
(37) : 1“(‘”,}’,&5»1’,%3)-——’0

cette équation, dans laquelle @ désigne toujours une fonction inconnue
des variables indépendantes x,.y, tetp, g,sles dérivées partielles de ®
relatives a ces mémes variables, Pour déterminer complétement la fonc-
tion @, il ne suffira pas de savoir qu’elle doit vérifier I'¢quation (37);

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 287
il sera de plus nécessaire que cette fonction soit assujettie 4 une autre
condition, par exemple a obtenir une certaine valeur particuliére pour
une valeur donnée de z. Supposons en conséquence que la fonction ®
doive recevoir, pour z = 1, lavaleur particuliére f(«, y). Les fonctions p
et g, ou les dérivées partielles de @, relatives & et & y, obtiendront
dans la méme hypothése les valeurs particuliéres

D f(z,y), Dyf(x,y)
que je désignerai, pour abréger, par
('(z,y) et [(z,7).

11 s’agit maintenant de calculer la valeur générale de @. On y parviendra

de la maniére suivante :

Remplacons x et y par des fonctions de ¢ et de deux nouvelles va-
riables indépendantes %, . Les'quantités @, Py ¢, 8, qui étaient fonctions
de z, y, t, deviendront elles-mémes fonctions de &, v, ¢, et 'on aura,
dans cette supposition, ' o
(38) ' , Dw=s+pDz+qD.y,

i Diw=pDetz+ gDey,
(39) { D,w=pDy& + gDyy.
On tire des trois équations pré'cédent'es

{ Dgs= 'D,PDg z—DzDep+D,gDey —Diyig,

)
(4e) Dys=D,pDyz — D2 Dyp +DyqDyy — Diy Dyg.

Si de plus on désigne par
Xa’a:—FYdy +Tdt +Ndw +Pdp+ Qdg +Sds

la différentielle totale du premier membre de I'équation (37), on trou-
vera, en différentiant successivement cette équation par rapport i £ et
par rapport a 7, ' 4

(X + pIl + 8D, p) Dy + (Y + g1 + 8D.g) Dey

+ (P =8D,z)Dgp + (Q — SD,y) Deg =o,
(4r)
(X +pH + 8D p) Dyz+ (Y + gl + 8D, q) Dy y

+ (P —8D,z) Dyp +(Q —8D.j) Dag =o.
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Observons maintenant que, les valeurs de x et de y en fonction
de £, , ¢, étant tout a fait arbitraires, on peut en disposer de maniére
qu’elles vérifient les équations-différenticlles

(42) P—S8D,z=o0,. Q—S8D,y=o,

et que de plus-elles se réduisent ('), pour z =+, la premicre a £, la
seconde a . Les valeurs de « et de y étant choisies comme on vient
de le dire, les équations (42) donneront ‘

- (43) X+ pll 48D, p =o, Y + gl + 8D,g =o;
et si I'on fait en outre

(44) w=I[(,n), 'qo:f-f’(&',n), x="1(&n)

on reconnaitra facilement que la question proposée se réduit a intégrer
les équations (38), (42) et (43), aprés y avoir substitué la valeur de s
tirée de I'équation (37), et en y considérant

z, ¥y W, p,*q
comme des fonctions de ¢, qui doivent respectivement se réduire &
E w o 9, %

pour ¢z = 7. Sientre les intégrales des cing équations (38), (42) et (43),
on élimine p et ¢, il restera seulement trois équations finies entre les
quantités z, y, ®, la quantité constante t, les nouvelles variables &, y
et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir : w =1f(%, ),
o =1(& ), x =1 n). Le systéme de ces trois équations finies, entre
lesquelles on ne pourra éliminer & et v qu’aprés avoir fixé la valeur de la.
JSonction arbitraire f(x,y), doit étre considéré comme équivalent a U'inte-
grale génerale de I’équation (37).

Lesvaleurs de x, v, ®, p, ¢, déterminées par la méthode précédente,
(1) Nous supposions ici que les.valeurs £, n do x et de ¥, correspondantes & ¢t =, se
réduisent aux nouvelles variables indépendantes; mais celte réduction n’est pas néces—

saire, et 'on peut tirer de la supposition contraire des conséquences qui mérilent d’étre
» remarquées, comme on le verra ei-aprés.
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satisfont d’elles-mémes aux équations (39). En effet, si I'on suppose

Dyw — pDyz — gDy =1, ‘
D —pDgx — gDy =1,

puis que ’on différentie successivement I'équation (37), par rapport
a £ et par rapport & v}, en ayant égard aux équations (38), (42) et (43),

on tfrouvera
III —+4- Sl)[[ = 0,
. . JI+$D,J =o,
et par suite (')
- ‘Edz, -f‘ _Edt
I=ie =% , J=je V=% ,

(1) 11 est bon d’observer que les deux formules ici obtenues se déduisent uniquement
des équations (37), (38), (42), (43) et de leurs intégrales qui renfermeront géuéralement,
avec les inconnues

x’ .7’ m7 P? q’ s’
considérées comme fonetions des variables indépendantes &, n, ¢, les quantités
g, m, w, 9 A

¢’est-a-dire les valeurs particuliéres.de z, ¥, ®, p, ¢, correspondantes & ¢ = <. Done ces
doux formules continueront d'étre vérifiées par les valeurs générales des fonctions -

I=Dg‘u;—ngx——qu}’{ J=Dyw —pDyz —qDyy
et par leurs valeurs particulidres
i=Dtw—¢Dg& — x D, ’ J=Ds0 —¢DsE—3Dgu,
correspondantes 4 ¢ = <, dans le cas méme o, les valeurs générales des inconnues
T, Y, T, P 4 § .
étant fournies par les intégrales des équations (37), (38), (42), (43), los quantilés
& m w0 %

ne seraient plus assujetties aux conditions (44).
Si, dans les deux formules dont il s’agit, on pose, pour abrégor,

i ¢
fOrlt
I 0 =c'7

0=='—‘—) b

elles deviendront . .
I=6i, J=0,

Si les nouvelles variables indépendantes étaient supposées distincies des valeurs £, n
de x, y correspondanles i ¢ =t et représentées par d’aulres leitres a, 6, alors on devrait »
OEuvres de C. — S. 1l t. XII. : 37
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5 étant considéré comme une fonction de &, v, ¢, et i, désignant les

valeurs deTetde J correspondantes a2 = =. De plus, comme ces valeurs

remplacer les équations (39) par le's suivantes
(o) Dp® — pDyx — gDy = o, Dgw— pDgxr —qDgy = o,
que I'on réduirait & la forme
en posant, pour abréger,
I=Dyw — pDyx — ¢qDquy, J=Dgw —~ pDgx— ¢Dgy.

Alors aussi, en considérant, dans les intégrales des équations (37), (38), (42), (43), les
quantités .
£ v, 9 %

comme des fonctions de a, 6, on obtiendrait encore les formules
I=0i J =9y,

les lettres i, j désignant toujours les valeurs de I, J, correspondantes & ¢ =, et par
conséquent celles que fournissent les équations

i =Dyt — oDl —yDyn, j=Dgw—¢Dgt—yDgn.

D’ailleurs, pour que le systdme des trois équations résultantes de I'élimination des va-
riables p, ¢, s entre la formule (37) et les ¢ing intégrales des équations (38), (42), (43)
puisse représenter une intégrale de la formule (37), considérée comme une équation aux
dérivées parlielles, il suilit encore, dans la nouvelle hypothése, que les conditions

se trouvent vérifiées, et ¢’est ce qui aura effectivement lieu si les valeurs de i, J, liées
avec celles de I, J par les formules

I=8i, J = 8y,

se réduisent a zéro, c'est-a-dire si I'on a

ou, en d’autres termes,

H Dgw —9DyE — yDyn =0, Dsw;(sti—-—XDgn = o0,

Or on satisfait & ces derniéres condilions, soit en prenant comme ci-dessus
w=fEn), ¢=f¢n) x=fEn)

s0it en supposant w, &, 7, constants et indépendanls des nouvelles variables «, 6.
« Enfin, dans celle supposition, 1'élimination de «, 6, enlre les équations finies qui renfer-
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seront évidemment données par les équations

i=Dgw—oDE=1'(En)— '(E,n) =0,
J.:D"lw —XD-,]T):f,(E,'n)—f,(g, 'ﬁ) =0,

meront
Yy G w & oMy W, 9 X

se réduira simplement 4 I'élimination de ¢, ¥. On peut donc énoncer encore la proposition
suivante :

L’élimination de p, ¢, ¢ et y, entre les cing intégrales tirées des équations (38), (42),
(43), produira une équation résultante qui sera une intégrale de l’équation (37).

L'intégrale dont il s'agit ici est non plus l'intégrale générale de la formule (37),
considérée comme représentant une équation aux dérivées partielles du premier ordre,
mais seulement une intégrale particuliére qui renferme trois constantes arbitraires w,
£ m.

Lorsqu’une fois on a obtenu cette 1ntégrale particuliére, alors, pour arriver a l'intégrale
générale, il suffit de poser

w = {(§ 1),

puis de joindre & l'intégrale particulidre ses dérivées prises par rapport 4 § et a n, puis
enfin d’éliminer § et  entre cette intégrale et ses deux dérivées. C’est pour cetle raison
que l'intégrale générale de chacune des équalions (48) et (59) peut étre représentée par
le systéme de trois équations dont les deux dernidres sont les dérivées de la premidre
différentiée par rapport a £ et & %, ’

En résumé, on voit qu'étant donnée une équation du premier ordre enire plusieurs
variables indépendantes

Xy Yy By ee.y

une inconnue w et les dérivées ) ,

Py ey S

de cetle inconnue, relatives aux variables x, y, ..., t, l'intégrale générale de celle
équation pourra toujours étre obtenue par la méthode que j’ai donnée en 1819. Alors
coette intégrale se trouvera exprimée par le systéme de plusieurs équations dont le nombre
sera celui des variables indépendantes. Ces équations renfermeront avec les variables

I T
& My Ly eeny

qui devront étre éliminées, et qui représenteront des valeurs parLicliliéres de

d’autres variables

x) .71 Z, L]

correspondantes 4 une valeur donnée = de #, dans les intégrales des équations différen-
tielles substituées & I'équation propusée. Observons d’ailleurs que I'une des équations
dont il s’agit sera elle-méme une intégrale particuliere de laquelle on déduira aisément
toutes les autres équdlions et par suite 'intégrale générale. Celte intégrale particuliere,
quiavait été déja mise en évidence dans les applications de la méthode générale & des cas
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on en conclura généralement

1“_:0, J=o..

Si l'on différentie par rapport a z’équation (37), et que dans 'équa-
tion dérivée ainsi obtenue on substitue pour

I)l.’l‘, DIJ', D,m‘, Dtp\ tha

leurs valeurs tirées des formules (38), (42) et (43), on trouvera que
cette équation se réduit a )

(45) T + s+ SD,s =o.

Si de plus on désigne par ¢ la valeur particuliére de s correspondante
4t =1, cette valeur particuliére satisfera évidemment & I'6quation

(46) F(E,n,f,m,cp,x,g):m
Enfin, si'on observe que, dans Ie cas ot I'on considére
x, ¥, ® Py g, S

comme fonctions de ¢, on peut comprendre les équations (38), (42),

déterminés, est précisément celle & laquelle M. Jacobi est parvenu en 1836. Pour établir
généralement V'existence de cette intégrale, il sulfit, comme nous I'avons vu, de recourir
aux formules

g) Dgw — @Dyt — xDgn...=o0, Dgw —¢Dgf — xDgn...=0, ...,

et, pour déduire ces formules mémes de celles que javais trouvées, il suifit de concevoir
que les nouvelles variables indépendantes, substituées 4 z, ¥, ..., sont distinctes de £, 1, ...,

Si I'on se sert de la lettre caractéristique & pour indiquer une différentialion relative a
I'nne quelconque des variables indépendantes

6

%,

) eee,
I'une quelconque des équations (g) pourra étre présentée sous la forme

(h) 8w —¢dt—ydy—...=o0.

Il 'y a plus : cetle dernidre équation comprendra le sysiéme entier des formules (g), si,
comme I'a fait M. Binet, on se sert de la caractéristique & pour indiquer une différentiation

relalive, non plus & une seule des nouvelles variables @, 6, ..., mais au sysiéme entier
de ces variables. (Poir ci-aprés le second paragraphe du Mémoire.) n
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(43) et (45) dans la formule algébrique

Gy dE_dy_dt_ ___dv ____dp
7 P TQ TS T PprQg S Xapl
dq ds

T YH gl T T’

on conclura, en définitive, que, pour déterminer complétement les
quantités ' "
Zz, Y, @, p, 4, S, ’ v

il suffit de les assujettir & six des équations comprises dans les for-
mules (37), (47) et a recevoir, pour ¢ =1, les valeurs particuliéres

L omo oo 0 %o

dont les quatre dernieres se trouvent exprimées en fonction des deux
premiéres par les équations (44) et (46).

Appliquons ces principes & I'intégration de I’équation aux dérivées
partielles

(48) | Pgs=zyt.
Dans cette hypothése, la formule (47) deviendra

de_dy _di _ dw _dp_dg_ ds

gs — ps pqg Bpgs yt wt zy
ou, si 'on réduit toutes les fractions au méme dénominateur pgs = xyz,
pour le supprimer ensuite, -

(49) pdx:qdy:sdt’:%dm:xdp:ydg.:tdé.

On tire de cette derniére formule

dp _dzx . dg _ dy ds __dt
™ — — ) -_— = —
(50) P z q Y § ¢

s .
dw:3£xdx:3%ydy:32tdt,
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puis, en intégrant, '

4 s £
= - =
N S T

Il

(51)

xR

'g—)

(5 w—e=ii@-m=iipi-m=

w8 g%
P
[ SN NS

S )
=~ t’—-—Ti .
‘L'( )

[ Y

Si maintenant on multiplie 'une par 'autre les trois valeurs de @ — o
que fournit la formule (52), ou seulement deux de ces valeurs, en ayant
égard a I'équation de condition

(53) ' oys = Eur,

on trouvera

(54) (.w_“’)az%z(x2—“52)(}’2’—11’)(t7—-':2),
(z—w)?= 9(; % (yr—0*) (2 —7%),

(55) . { (E}'—-m):%;‘(x3__£2) .(t2__,r2),
(w—wy=2I(a"—E) (—n").

Enfin, si dans 'équation (54) et dans les deux premiéres des équa-
tions (55) on remplace

w par f(E, M), ¢ par f'(E’ n), ¥ par fl(E, n

on obtiendra trois formules dont le systéme représentera I'intégrale
générale de I’équation (48), savoir :

(56) [ — £(& )P = (29— 2 (1= t) (9=,
(& — (& M) ' () %y——n (E—12),
(57) .
[&— 0(& )], (5 n) = (&) (=7,

Dans ces trois formules, © désigne une quantité constante, et &, n deux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 295

nouvelles quantités variables qu’on doit éliminer, apres avoir fixé la
valeur de la fonction arbitraire f(x,y). On peut remarquer que les
équations (57) sont les dérivées de I'équation (56) prises successi-
vement par rapport a £ et par rapport & 1.

En général, si 'on considére  comme fonction de &, v, = et que 'on
fasse

(58) , D =9, Dyw =1, Diw=—g,

les trois équations (55) ne seront que les dérivées de ’équation (54)
prises relativement 4 &, v, 7; et, si dans I'équation (54), réunie & deux
des équations (55), on regarde 'une des trois quantités

Ea n, 7T,
comme constante et les deux autres comme variables, on obtiendra un

systéme de trois équations finies propres d représenter 'intégrale géné-
rale de 'équation aux dérivées partielles '

Pgs — xyt =o.

En appliquant la méthode ci-dessus exposée & 'équation aux déri-
vées partielles

(39). pgs—w=o,

on trouverait que I'intégrale générale de cette derniére peut étre repré--
sentée par le systéme de trois formules trés simples, savoir, de I'équa-

tion ‘

6 - (e—e)=8a—H(—m—),
dans laquelle w est censée fonction arbitraire de &, 7, 7, ct des deux
dérivées de la méme équation relatives  deux des trois quantités %, v, 7,
lorsque I’on considére une de ces trois quantités comme constante et

les deux autres comme variables.
L'extension des méthodes précédentes a I'intégration dés équations
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aux différences partielles qui renferment plus de trois variables indé-
pendantes ne présentant aucune difficulté, je passerai, dans un second
article, a I'exposition du travail important de M. Pfaff sur les objets
Jue je viens de traiter.

II. — Sur une formule de laquelle on déduit a volonté ou U’intégrale
générale d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, ou
une intégrale particuliére qui renferme des constantes arbitraires dont
le nombre est précisément celui des variables indépendantes.

Intégrer I'équation aux dérivées partielles
(1) F(z,y,5, ..., 4, ™, p, q, Pyl S)=o0,

dans laquelle -

(2), p=Dw, . qg=D,w, r=b:w, ... s=D,w,
c’est trouver pour
. Wy, Py 4, Ty s.oy 8
des fonctions de
Ty, Yy 5y ey &

qui vérifient simultanément la formule (1) et I'équation

(3) de=pder+qdy+rds+...+sdt.

Lorsque les n variables Z,Y, %y ..., L restent indépendantes entre elles,
I’équation (3) doit étre vérifiée, quelles que soient leurs valeurs. Donc
elledoit étre vérifice quand toutes cesvaleurs, A I'exception d’une seule,
deviennent constantes, ¢’est-a-dire qu’alors 1'équation (3) entraine les
formules (2).

Supposons maintenant que les 2 — 1 variables

Zy Yy 5
deviennent fonctions de ¢ et de constantes arbitraires. Les valeurs de
W, Py gy Ty sy S,

qui vérifient les formules (1) et (3), pourront elles-mémes étre consi-
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dérées comme des fonctions de z et des constantes arbitraires dont il
s’agit. Désignons, dans cette hypothése, 4 1'aide de la caractéristique o,
une différentiation relative 3 une ou a plusieurs de ces constantes
arbitraires, devenues variables, mais variant indépendamment de ¢.
On tirera de I'équation (3)

dow = pd oz + qddy +...+dxdp +- dy dg +. ..+ dt Js,
ou, ce qui revient au méme,
d(0w — pox —qdy —...) =dz dp 4 dy dg +...+ dt 0s — dp dx — dg dy —....

Or, cette derniére équation se réduira simplement & une équation diffe-
rentielle linéaire de la forme

(4) d(do—pdxr—qdy —rdz—...)=0(ds —pox —qdy —rds—...)dt,
sil’on choisit le facteur 6 de maniére A vérifier la condition

(8) (Opdt—dp)dx+ (Ggdt—dg)dy + (0rdt—dr)dz+...—0dtdn
+dxdp+dydg+dsdér+...-dtds=o.
D'ailleurs, si 'on nomme . )

X, Y, Z ...,.T, Im, P, b, R, ..., §
les dérivées partiélles de la fonction
F(z, y, =, ...,t,w,p,q,r‘“,v...,s)
prises par rapport aux quantités , ;
| Xy ¥y By ey t,‘ Wy, Py Gy Ty oaeey S,

on tirera de I'équation (1), différentiée par rapport aux constantes arbi-
traires, :

(6) X6x+Y6y+Zaz+...+H6m+P6p+Q6q+R<§r+...+S&s:p;

et par suite, pour vérifier I'équation (5), il suffira d’assujettir

6, =, ¥y, 3 ..., B, p, ¢, Ty ... 5"
OEuvres de C. — S, 1I, t. XIL| 38
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considérés comme fonctions de ¢z, & vérifier la condition

Opdt—dp _Oqdi—dg _Grdt—dr _ __‘--—Gdt
(7) e =3 =—7 ==
_dx __dy ds-  _dt
) —P QR T FE
Or on tire de la formule (7)
' II

puis de cette méme formule, combinée avec I’¢équation (3),

de _dy _ds__ _ds __ dw
(9) PTQ R T TS T Pp+Qg+Rr+...+Ss
_ dp ___dg __ dar _
T oX+pll) T =Ygy T —(Z+rI)

Pour passer immédiatement de la formule (7) & la formule (9), il suffit
d’observer que les fractions égales entre elles sont encore égales a celles
qu’on obtient quand on divise la somme des numérateurs de quelques-
unes de ces fractions par la somme de leurs dénominateurs, et qu’on
peut méme, dans ces deux sommes, substituer aux deux termes de
chaque fraction le produit de ces deux termes par un facteur arbitrai-
rement choisi.

Concevons & présent que, s étant éliminé de la formule (g) a P'aide
de I’équation (1), on intégre les 2n — 1 équations différentielles que
comprend la formule (g9). Leurs intégrales générales renferme-
ront 2n — 1 constantes arbitraires

E o &y oy 9 % by

qui pourront étre censées représenter des valeurs particuliéres des va-
riables o ’ ‘ '
Ty Yy By .oy @, pyTg, T

3

correspondantes 4 une valeur donnée v de lavariable ¢; et ces intégrales
elles-mémes pourront étre présentées sous les formes
x =, N=mn, . b=, cees R=w,

ve) ®=6, Q=% . K=Y v
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les lettres :
N, T, 5 .., R, @ ,Q’ &,

désignant des fonctions déterminées de @, y, 5, ... &, ®, p, g, 75 -0y
qui ne renfermeront aucune des constantes arbitraires, et qui se rédui-

ront respectivement i
Ly Yy Sy eees 7557 YJa.qo, "7:'--,

our la valeur 7 de ¢, en sorte qu’op aura, pour ¢ =1,
P n

(1) {x:ﬁ, y=m, 5=¢, .., wm=w -

P=9 q="% r=i,

Lorsque , _
O, Z, ¥ 55 ey TPy Gy Ty

sont déterminés, en fonctions de z et des constantes arbitraires, par les’

formules (8) et (10), alor's en posant, pour abréger, .

¢
Bar
(12) (i):e*/; R

et intégrant la formule (4),. considérée comme une équation différen-

tielle linéaire, on obtient, entre la valeur générale du polynome
0w — pdéx — qdy — rds,

et.sa valeur initiale

0w — @ —ydn—$of, ...,

correspondante 4 ¢ = 1, une relation exprimée par la formule

(13) dw—pdz—qdy —rds—...=0(8w—odk—xdn—4d—...)

Jusqu’ici nous avons supposé que, dans les formules (10), les
constantes arbitraires

E.) 0 &, ceey Wy ?7‘)(1 q%'

restaient indépendantes les unes des autres. Supposons maintenant
qu’elles se trouvent assujetties & vérifier certaines équations de con-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



300 MEMOIRE SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS
dition
(14) A=o, r=o, v=o, ceey

dont les premiers membres

l‘epréséntent des fonctions données de
I T A A 2
Si ces équations de condition sont telles qu’on ait
(15) ow=¢d +yxon+¢ot+...,
la formule (13) donnera généralement
(16) . 0w =pdzx+qgdy + ros-+...;
en d’autres termes, pour que la différence
0w —pdz—qgdy —rés—...

s’évanouisse, il sﬁfﬁra généralement que la différence

| B0 — @O — g dn — & —...

se réduise & zéro. Observons d'ailleurs que, chacune des équations (14)

étant de la forme i
f(E!'naC~ --~,0J,CP,Xa¢1 ~~-):0,

si ’on en élimine les constantes arbitraires i I'aide des formules (10),
on obtiendra unc autre équation de la forme

ST, %0..,Q,%9,R,...)=o0,
qui établira une relation entre les quantités variables
Ly Yy By ee.y U o, p, ¢, I,

Concevons a présent que les équations de condition, c’est-a-dire les
formules (14), soient en nombre égal & 7. Si I'on en élimine

E 0 & ..., @, @ A 4’1 veey . :
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a I'aide des formules (10), elles se transformeront en n autres équations
(7) L =o, SI‘C:o, It = o, ceny |
qui- ne renfermeront plus que

z, ¥, 5 ... b W, Py, ¢, Ty ..,
et pourront servir a déterminer
: w, p, g, T,
en fonction de
Ay Yy 5y ey b
Voyons maintenant dans quels cas les valeurs de
| Wy Py G Py e

ainsi obtenues, et lavaleur correspondante de s tirée del’équation (1),
vérifieront la formule (3). ‘
Pour que les valeurs de

Xy Yy By .., B, P Gy Ty eeey 8

tirées des formules (1) et (x0), et représentées par des fonctions déter-
minées. de

L, E, 0 &, ey Wy Dy A ‘-P’ veey
deviennent propres & vérifier les équations (r7), il suffira que, dans
ces valeurs, les constantes arbitraires

‘E) n & ..., o @, A ‘P, vy

cessant d’étre indépendantes les unes des autres et de la variable ¢,
soient assujetties & vérifier les conditions (14). Mais alors la valeur du
polynome
do —pdx —gqdy —rds —...—sdt,
qui était nulle, en vertu de I’équation (3), se trouvera augmentée de la
quantité
0w -—pox —qldy —rdz—...,

le signe & indiquant une différentiation relative au systéme entier des
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constantes arbitraires. Done, pour que I'équation (3) continue de
subsister, il suffira que les équations de condition établies entre les
constantes arbitraires, c’est-i-dire les équations (14), entrainent la
formule (16), ou, ce qui revient au méme, la formule (15). Donc, st
les constantes arbitraires

"57 N6 e w9 X 4‘,

sont assujetties & vérifier n équations qui entrainent la formule (15),
I'équation (1), considérée comme une équation aux dérivées partielles
du premier ordre, sera intégrée, ¢’est-a-dire vérifice, en méme temps
que I'équation (3), par les valeurs de

Wy, Py, ¢y Ty .oy

tirées des formules (17).
En résumé, par la méthode précédente, Uintégration de I'équation’
différentielle '
de=pde+qdy+rds-+...+sdt,
dans laquelle les 22 - 1 variables

Xy, ¥, By, ...y & By, Py Gy Ty oaey S

sont liées entre elles par la formule (1), se trouve ramenée a 'inté-
gration de la seule équation diftérentielle - ‘

Sw =@ +xon+Yd+...,

qui ne renferme plus que 2z — 1 variables. D’ailleurs, en vertu de cette
derniére équation, dont le second membre renferme les différentielles

des seules variables
Ev n & sy

® ne peut étre qu’une fonction de ces variables, et rien n’empéche de
supposer ces mémes variables indépendantes. Or, dans cette suppo-
sition, la formule (15) donnera

(18) Diw =9, Do =7y, Drw =14,
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Si, pour fixer les idées, on représente par’
f(&n,¢ ...)

la valeur de o, f(%, v, ¢, ...) pourra étre une.fonction quelconque
de &, m, %, ..., etles formules (18) donneront '

o] :f(E\ M, ‘:7 v ')7

o) | | ' ' '
e=D:f(E 0,8 ..) x=Dnf& 0,40, v=Dgf(E 0,8, ..),

Ces derniéres formules .1'eprésenter0nt enveﬁ'et les intégrales les plus
générales possibles de l"équation différentielle ‘
Sw =0 o +ydn-+ol~+....

Si on y substitue les ya‘leﬁrs de
& n, & ..y Wy @ % ¢ ,
tirées des formules (10), on obtiendra n autres équations

L =o, .‘)]L:o, é)l':_—_o,' ey

qui 1epresente|ont nintégrales de l’équatlon (3)jointe 4 la formule (x (1 )
Enfin, sientre ces n autres équations on élimine

) Py 9, '7‘, ey
on obtiendra une équation définitive.
(20), ' H = o;
qui rer;fermera seulement les i‘rariables
- z, ¥y, 3, e t, w.

Donc cette équation définitive sera une intégrale de la formule (1),
considérée comme une équation aux dérivées partielles. Elle en sera
méme P'intégrale générale, puisque la relation, établie par cette inté-
grale entre les n variables indépendantes

Z, y, 3, ve ey 4
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et 'inconnue @, dépendra de la fonction
f(x’ NER D) co)

¢’est-a-dire d’une fonction arbitraire de » — 1 variables indépendantes.
Si I'on veut savoir & quoi se réduiront, pour ¢ = <, les valeurs de

., W, Py 4y 'y ...
tirées des formules

£ =o, N =o, dL —o, ceny

il suffiva d’observer que, pour? ==, les formules (10) se réduisentaux
formules (11), et que I’élimination des constantes arbitraires

Ea 0 & . W, Py Ao q’»
entre les formules (11) et (19) fournit les équations

{ w=1{(x, ¥,5,...),

(21)
? p=D.(z,y,5..), ¢g=D,f(2,y,5..),, r=D:f(2,5,5 ..)," ers

Donc la valeur générale de ®, fournie par I’équation (20), sera préci-
sément celle qui a-la double propriété de vérifier, quel que soit ¢,
l’équétion (1) considérée comme une équation aux dérivées partielles,
et, pour ¢ =1, la condition

(22) w="f(x,¥,5 ...)

Il est bon d’ohserver qu’étant donnée la valeur initiale f(a,y,5,...)
de I'inconnue @, I'équation (22), combinée avec les formules (2),
entrainera, pour ¢ =1, toutes les formules (21), desquelles on déduira
immédiatement les formules (19), en substituant aux lettres
. z, ¥, 45, ceey By Py gy Iy ey
les lettres S -
E ‘C, A O 2

La méme substitution suffira pour déduire la formule (15) de I'équa-
tion (3) réduite, pour une valeur constante © de ¢, & la formule

do=pdx+qdy+rds+....
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b

Nous avons jusqu’a présent laissé la fonction f(x,y, z,...), ou la
valeur initiale de 'inconnue o, entitrement arbitraire. Si cette valeur
initiale était réduite 2 une fonction déterminée de @ et de n constantes
arbitraires , 4, Y, ..., I'équation (20) représenterait non plus I'inté-
grale générale, mais ce que Lagrange appelle une solution compléte de
I’équation (1). |

Enfin, au lieu de laisser les constantes arbitraires
E) m, g,

indépendantes I'une de l'autre, ce qui permet de passer de la for-

mule (15) aux équations (18), on pourrait réduire beparement a zéro
chaque terme de I'équation (15) en posant

ot —o, dn=o0, o =o, , dw =0,
¢’est-a-dire en supposant
L om, ¢ oo, W .
indépendants des variables
Z, ¥y B .., b w, p, ¢. I,
Donc les seules équations
(23) X =£, y=m, b=, ) Q=0

fourniront des valeurs de

@, Py g 1
qui, étant exprimées en fonction de

Zy Yy 5 ...y L
et de

L on &, o,

vérifieront simultanément les équations (1) et (3), quand on continuera

de considérer §, v, ¢, ..., ® comme propres i représenterdes constantes
OFuvres de C. — S, 1I, t. XIL. . 39
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-arbitraires. Si, entre les formules (23), on ¢limine

p, q? ’.’ M
on obtiendra une certaine équation
(24) | K=o

tres distincte de la formule (20), et qui représentera non plus une
solution compléte quelconque de U'équation (1), mais la solution
compléte dont j’ai signalé une propriété (') remarquable dans les
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences(*). Cette solution
complite sera encore celle dont I’existence peut étre constatée a l'aide
des formules établies dans mon Mémoire de 1819, pour les cas parti-
culiers-traités dans ce Mémoire, ct a été démontrée, pour tous les cas,
dans les Mémoires de M. Jacobi et de M. Binet.

Les calculs ci-dessus développés deviennent plus symétriques, lors-
qu’aux divers rapports compris dans la formule (g) on jointle suivant :

ds
——(T—l—sIl)’

qui équivaut lui-méme & chacun des autres. Alors aux intégrales (10)

(1) Celte propriélé consisle en ce que la solution compldte dont il s'agit résulte de
I'élimination do p, ¢, », ... enlre n intégrales particuliéres de I'équation caractéristique
PD:8+QDy8+RD:8 ...+ 8D;8 + (Pp + Qg + Rr +.. .-+ 85) Dy 8

— (X +pM)D,p8 — (Y + qMDy8 — (Z -+ rO)D,8 —... =0,
correspondante au systéme des équations différentielles coraprises dans la formule (9).
En cffet les formules (23) représentent « intégrales particulitres de cette équation carac-
téristique, savoir : celles qu'on obtient lorsqu’on prend successivement chacune des

quantités variables

Zy Jy By ey W
pour valeur initiale de I'inconnue 8, c’est-a-dire, pour la valeur de 8 correspondanie
A une valeur donnée < do la variable #, et qu'en conséquence on réduit successivement
I'inconnue 8 A chacun des termes do la suite

21 1, & . W,

considéré comme fonctionde x, y, 3, ..., ¢, w, p, g, r, ....

(2) Voir : OEuvres de Cauchy, S. I, T. VI. Extraits 161, 162, 163.
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se joint une nouvelle intégrale de la forme

§ =g,

les lettres &, ¥, %, .., Q, €, 9, &, ..., s désignant des fonctions déter-
minées de @, y, 3, ..., {, ®, P, ¢, Ty ..., §, et ¢ une constante arbitraire

liée avec les autres par la formule
F(E;"ﬂ,C} IREPRTROIR 2 & 4’3 -~-9€):0-

Observons encore qu’on pourrait réduire & une constante donnge et
non arbitraire, non plus la valeur particuliére = de 7, mais la valeur
particuliére de 'une quelconque des autres variables indépendantes,
ou méme de I'inconnue =, ou bien encore d’une autre variable liée a

Zy ¥, 3 ..y 6, ®

par une équation donnée. Dans ces diverses hypothéses, en opérant
toujours de la méme maniére, on obtiendrait, au lieu de la for-
mule (13), d’autres formules qui seraient toutes comprises, comme
cas particuliers, dans la suivante :

(25) 0w —pox—qdy —ros—...—sdt
=0(0w—q@df —ydn— Yol —... -¢0r).

Dans P'équation (25), tout comme dans I'équation (13), on peut sup-
poser & volonté que Ie signe & indique les différentiations relatives, soit
a tout le systéme des constantes arbitraires, soit 4 une partie de ce sys-
téme. D’ailleurs, si w,'cp, %> ¢, ... étant fonctions de &, v, ¢, ..., la
formule (13) se trouve une fois démontrée pour le cas ol 'on fait varier

une scule des quantités
‘ E, ‘ﬂ,‘ C’ MRS ]

elle se trouvera démontrée par cela méme, pour le cas ouI’on fera varier
toutes ces quantités simultanément. Cette simple observation suffit
pour prouver que la-formule (13) pourrait se déduire des équations
établies dans le paragraphe I [voir I'équation (15) du paragraphe I et
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les équations analogues de la page 289]. Il est vrai que, dans le para-
graphe I, nous avons, d’une part, supposé les différentiations qu’in-
~ dique ici la lettre &, relatives aux seules constantes arbitraires

5’ n’ C? MR

et, d’autre part, établi entre ces constantes arbitraires des relations qui
réduisent  zéro le second membre de la formule (13). Mais, comme
nous I'avons remarqué dans les notes placées au bas des pages 279
et 289, I'analyse dont nous nous étions servis fournit encore des équa-
tions semblables a celles que nous avions obtenues, lorsque les rela-
tions dont il s’agit disparaissent, et méme lorsqu’on suppose les
différentiations relatives & des constantes arbitraires distinctes des
quantités &, 0, ¢, ...

La formule (4) avait été donnée par M. Pfaff. En intégrant cette for-
mule, on obtient’équation (13 ) qui est digne de remarque, et qui pour-
rait se déduire, comme on vient de le voir, des formules comprises
dans mon Mémoire de 1819. La formule (13) elle-méme a été obtenue
par M. Binet. Enfin, une formule analogue & I'équation (13), et a
laquelle on parvient en posant, dans I’équation (21), '

dw = o,
savoir
(26) 0w — (pox +qdy+ réz 4-...+s0¢)
=—0(9 0+ x0n+ YL +...+¢d7),

a 6té donnée par M. Jacobi. Les principales différences qui existent entre
I'analyse dont j’ai fait usage dans le Mémoire de 1819, et les calculs
employés par MM. Jacobi et Binet, sont les suivantes. Je me suis servi
de la formule (13), ou plutét de celles quon en tire, en supposant
successivement la caractéristique 0 relative 4 chacune des constantes
arbitraires &, 0, ¢, ..., pour établir ’équation (20); tandis que MM. Ja-
cobi et Binet se sont servis, 'un de la formule (26), I’autre de la for-
mule"(IB), pour établir I’équation (24). De plus, dans.la Note' de
M. Binet comme dans les. calculs qui précédent, les différentiations
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sont relatives au systéme entier des constantes arbitraires, tandis que

dans mon Mémoire de 1819 elles se rapportaient, pour chaque formule,
a une seule des constantes arbitraires

g w0, ¢

Enfin, dans mon Mémoire de 1819, les constantes arbitraires qui repré-
sentent les valeurs initiales des diverses variables étaient, comime on
vient encore de le faire, immédiatement introduites dans les calculs,
et non substituées a d’autres constantes, comme dans les Mémoires des
deux géométres dont il s’agit. A
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MEMOIRE SUR DIVERS THEOREMES

TRANSFORMATION DES EJOORDONNEES RECTANGULAIRES.

———D G E———

I. — Equations fondahzentales.

Nous allons, dans ce paragraphe, rappeler quelques équations fonda-
mentales, desquelles se déduisent aisément les divers théorémes que
nous nous proposons d’établir.

Soient

z, ¥, %

les coordonnées rectilignes d’un point A, relatives & trois axes rectan-

gulaires, et
X, y. Z,

ce que deviennent ces coordonnées quand on fait tourner, d’'une ma-

niére quelconque, le systéme de ces trois axes autour de ’origine. On

aura, comme on sait,
{X=azx +by +cs,

(1) y=aa+0y +c's,
z=a"z+ b0y +c"s,
les neuf coefficients

a) b’ c’
(2) a, b, ¢
" " v
a’”, b, ¢

désignant les cosinus des angles formés par le demi-axe des x positives,
ou des y positives, ou des z positives, avec les trois demi-axes des
coordonnées positives x, y, 5. D’ailleurs, six de cés neuf coefficients
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pourront se déduire des trois autres, attendu qu’on doit avoir; quels
que soient x, y, =,

3) X2y p 22 22 Y2 2R
et par suite

) a’® + a'* + a =1, O*4 0 + b =1, ¢+ " =1,

be+ b4 b'ec"=—o, ca+ca + c"a"=o, ab+a' b+ a"b"—=o.
De plus, on tirera des équations (1), jointes aux formules (4),

S r=ax+a'y—+az
(5) y=bx+by+ D'z,

5 =cx +c'y + ¢z, -
puis de ces derniéres, jointes a la formule (3),

at + b+ ¢ =1, a® + b 4+ ¢t =1, @'+ b4 M=,

(6)

a/all+ b/bll+cchI:O’ a”d—l- bl/b_‘_c”c:O’ aa/_‘__ bb’—i— CC/:-O-
1l est bon de remarquer que les équations (6) donnent

‘aa +bb +cc =1, aa—+bb<cdec=o0, a'a-+bb-+c'c=o,
(7) { a@’ +bb +cc' =0, a'a' + Vb 4c'c'=1, a'd+bb4c'c=o0,
[ aa"4 bb" 4+ cc"=o0, aa"+Ub +cc'=0, a"a"+b"b"+c"c"=1.
Ces derniéres équations, étant semblables aux formules (22) de la

page 200 du présent Volume, entraineront des conséquences ana-
logues, et I'on en conclura | ,

(8) ey,

$ étant la résultante des quantités comprises dans le Tableau (2). D’autre
part, on tirera de la formule (8) .

S==*1,

et puisque la valeur de la résultante s sera

§=8(xabc")y=ab'c"—ab'c'+ a'b"c—a'be"+a"bc' —a"bc,
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on aura d¢finitivement
(9) ab'c"—ab’c' 4 a' b'c —a' be"+ a"be' — a' b'c == 1.

On arrive 4 la méme conclusion, en observant que les deux derniére
des formules (6) donnent

bl — b ca'—c"al _ ab'—a'b

10 =

(10) a b c
_ab'c"—ab’c'+ bc'a"— be"a' + ca' b"— ca" b’
- a®+ b+ c?

1
" [( be"—b'c' )+ (c'a"—c"a') + (o' b — a”b’)’]’
— l .

(@t + b+ ct)* .
Mais on a d’ailleurs, en vertu des formules (6),

a4+ b4 cr=1
et _
(O'c"—=b"¢'Y¥+-(c'a"—c"a’' Y+ (a'b"—a" b')?
= (@' b ') (@' 4 B ") — (@' @ 4 b+ e ) =1,

Done la formule (10) entrainera immédiatement 1’équation (g). Enfin
on arrivera encore 4 la formule (9) en observant que les neuf quantités
comprises dans le Tableau (2) représentent les projections algébriques
de trois longueurs égales a l'unité, mesurées sur les axes des x, y, z,
et projetées sur les axes des x, y, z. En effet, le volume qui aura pour
cotés ces trois longueurs se réduira simplement a P'unité, et, d’aprés
ce qui a été dit dans les préliminaires des Legons sur les applications du
Calcul infinitésimal a la Géométrie (p. 29) ('), le volume dont il s’agit
sera représenté au signe prés par la résultante

ab'c’"—ab"c'+a' b'c — a' be" 4+ a"be' — a" b’ c.

Ajoutons qu’en vertu des principes exposés dans ces préliminaires, la
formule (9) devra se réduire a la suivante :-

(11) - abld"—ab'd+a'b'c—a be"+a"be’ —a"be=1.
Car nous avons supposé que, pour obtenir le second systéme d’axes

(1) CEusres de Cauchy, S. 11, T. V, p. 37.
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coordonnés, il suffisait de faire tourner le premier autour de 'originé ;
et, par suite de cette hypothése, les mouvements de rotation, exécutés
de droite & gauche dans les plans coordonnés autour des demi-axes
des coordonnées positives,‘seront, pour I'un et I'autre systémes d’axes,
des mouvements directs, ou pour I'un et I’autre des mouvements rétro-
grades (*). Cela posé, la formule (10) donne

be"—Vc=a, c¢'a"—c"a'=b, a'l'—a'b'=c =

Donc les trois quantltcs a, b, ¢ seront I‘espectlvement égales aux
binomes qui multlphent ces trois quantités dans le premier membre
de la formule (1). Cette proposition devant évidemment demeurer
vraie dans le cas ou I'on remplace

a, b, ¢

par
' a/, b’, c'
ou-par '
al/, bll’ C”,

il en résulte qu’on aura généralemeﬁt,' dans I'hypothésé admise,’

Yo' —bld=a, ble—bd'=d, be'—be=d"
. ’ . s
(12) {cda"—c"a =0, c”a—ca”:b', ca’—c’a:b”;

ab—a"b=c, a"b — ab'=¢, abl—a'b=c".

Solent maintenant _

o ‘ It ’ )’1{ 3, ;

et C . .o . . . . ‘ £}
Xy Yo % |

(1) Soit O 'origine des coordonnées; soient encore

. 0X, OY, 0Z

les demi-axes de x, y et z positives, et supposons qu'un rayon vecteur mobile, en
s'appliquant suceessivement sur chacun des plans coordonnés, fasse le tour de I'angle
solide tricdre OXYZ. Le mouvement exécuté par ce-rayon.vecteur dans chacun des
plans coordonnés sera co que nous appelons un mouvement de rotation direct, si lo
rayon passe successivement de la position OX & la position OY, puis de celle-ci 4 la
position OZ, pour revenir ensuite de cette derniére 4 la position OX. Le mouvement de
rotation exéeuté par le rayon vecteur dans chacun des plans coordonrés deviendrait
rétrograde dans le cas contraire. - o o o Cie)

OFures de C. — S. II, . XII. . 4o
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les coordonnées d’un nouveau point B, relatives au premier et au

second systéme d’axes coordonnés. On aura.

X,—ax, +ay, +c3,
L

(13) ?L=M@+Ux+d%
z,=a"x,+ by, +c"z,

et des formules (13), jointes aux équations (1) et (4), on tirera
(14) XX, + Yy, + 22, = xx,+ yy,+ 55,

Donc, comme nous I’avons déja remarqué (p. 104) ('), la transfor- -
mation des coordonnées n’aliére point la valeur de la somme '

XX+ Yy, 35,

Cette somme réprésente effectivement une quantité indépendaﬁte de
la direction des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons vec-
teurs OA, OB, menés de ’origine O des coordonnées aux points A et B,
par le cosinus de I'angle que ces rayons vecteurs forment entre eux.

Dans le cas particulier ou les deux points A, B se confondent 'un
avec l'autre, 'équation (14) se réduit A la formule (3), dont chaque
membre représente le carré du rayon vecteur OA mené de V'origine au
point A. 3

On tire encore des équations (1) et (13), jointes aux formules (12),

yo, =Yz =a (y3,—y,3) + b (s2,—5,2) +c (2y,—2,y),
- (15) S, —zx=a (y5,—y,5) + ¥ (s2,—5,2) + ¢ (zy,—2,7),
Xy,— X,y =a"(y5,—y,5) + 0" (s2,—z,2) + " (zy,— 2, ¥ );

puis on en conclut

(16) ) (yz, —y,2)*+ (2x, —z,X)*+ (Xy,— X,y )?
= (.)'51_.7’15)2'*' (5$1_31x)2+‘(wy1_x1.}’)2'

Donc la transformation des coordonnées n’altere pas la valeur de la

somime
(.754_.7'15 )2 + (zml_ "“'J‘T’)! + (x).l_ ‘7"1}')2°

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. XI, p. 137.
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Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de
la direction des axes coordonnés, savoir, le carré de la surface du
parallélogramme qui a pour cotés les rayons vecteurs OA, OB; et
d’ailleurs la formule (16) peut se déduire des équations (3) et (14),
combinées avec I’équation identique

()/,:,'l—-y/;)‘-’--}- sx/—slx)2+(xyl——xl-}/)2 . :
= (2 4+ + ) (2t + ¥l +57) — (22, 4+ yy, + 33)%

Quant aux trois binomes
Sy, —35,Yy X3,— X3, y‘x/—'.}’/x;

ils représentent les projections algébriques de l'aire du parallélo-
gramme dont il s’agit, successivement projetée sur les trois plans
coordonnés des y, z, des s, « et des x, y, ou, ce qui revient au méme,
les projections algébriques d’une longueur mesurée sur une perpen-
diculaire au plan du parallélogramme, numériquement égale & I'aire
de ce parallélogramme et successivement projetée sur les axes des x,
des y et des 5. Ajoutons qu’en partant de cette simple remarque, on
pourrait immédiatement déduire les formules (15) des formules (1).

Concevons enfin que I'on considére, outre les points A et B, un
troisiéme point G dont les coordonnées, relatives aux deux systemes
d’axes rectangulaires, soient respectivement

Xy Y. B

et : .
. xll’ y//’ ,Z/,.
On aura encore ' .
5 X,=ax, + b_y{, + €3,
(17) ' y//:a’x//""b’y//'*'c/ S

( Z) = all“v//;i' Vy,+c's,
et des équations (17), jointes aux formules (15) et (3), on tirera

»

(18) XYz, — XY, % + X, ¥, — X, Y2, +X,¥z, —X,¥,2

=XY 5y XY S, X Yy — YR Xy YR =2, Y,
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Done la transformation des coordonnées n’altere point la valeur de la
somme ' ' S
Zy,s,— x)’/151+ x,),% ——.%‘l‘y;”—l— X, V5, —X,¥,5.

Cette somme représente effectivement, au signe prés, le volume du
“parallélépipéde construit sur les trois rayons vecteurs OA, OB, OC;
et d’ailleurs son signe dépend uniquement des positions respectives
des trois demi-axes |

04A, 0B, OC. .

Elle sera positive si le mouvement de rotation, exécuté autour du
demi-axe OC par un rayon vecteur mobile passant de la position OA &
la position OB, est un mouvement de méme espéce qu'un mouvement
direct, par éxeniple, un mouvement de droite & gauche, dans le cas ot
un autre rayon mobile, doué d’un mouvement de rotation direct dans
le plan des z, y, tournerait lui-méme de droite 3 gauche autour de
I'axe des s. -

II. — Conséquences diverses des formules obtenues
* dans le premier paragraphe.

“Considérons une grandeur qui. puisse étre représentée par une
. 4d1"qite, par exemple une force ou le moment lindaire de cette force,
une vitesse ou le moment linéaire de cette vitesse. Les projections
algébriques de cette grandeur sur trois axes rectangulaires dépendront
uniquement de la longueur de la droite et de sa direction. D’ailleurs,
si la grandeur en question se confond avec un rayon vecteur r mené
de l'origine des coordonnées & un certain point A, les projections
algébriques de cette grandeur seront précisément les coordonnées du
point A. Donc les relations qui subsistent entre les coordonnées rec-
tangulaires d’un ou de plusieurs points rapportés & un ou a plusieurs
systémes d’axes coordonnés, subsisteront aussi entre les projections
algébriques d’une ou de plusieurs grandeurs diverses projetées sur
ces mémes axes. Ainsi, en particulier, si I'on nomme .

X, v, z
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les projections algébriques d’une certaine force R sur trois axes rec-

tangulaires x, y, , et
X, Y, Z

les projections algébriques de la méme force sur trois autres axes
rectangulaires des x, y, z; si, d’ailleurs, les neuf coefficients ,
- . ) . )

a, b, C, al’ bl, C,, al/’ b//7 cll

représentent, comme dans le paragraphe [, les cosinus des angle|s |
formés par les demi-axes des coordonnées positives x, y, z avec les
demi-axes des coordonnées positives z, y, z; alors, & la place des
-formules (1), (3) (5) do paraglaphel on obtiendra les suivantes :

_ (‘{_azl’-l—bY+cZ
) ' «Y=d X+ V+c'Z,
(Z:a"./I’+b”Y+c”Z;

(2) o XY= - 2

‘/I’— aX +a'Y +a'Z,
(3) = bX + &Y + 'L,

(Z X +¢Y + ¢

Il'y a plus: si, en supposant la force R apphquce au pomt A dont les
coordonnees sont o y, Z 0u X, Y, Z, o0 nomme

‘
Y

L, M, N

.

et ‘
L, M, N

les projections algébriques du moment linéaire de la force R, succes-

snement projeté sur les axes. des : ’ i {

x, y, 5
et sur les axes des .
X’ ys 749
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on aura encore, en vertu des équations (1), (3), (5) du paragraphe I,
‘ L=alL+bM+ch,
(4) (M=a'L+b M+ c'N,
‘ N=a"L+ "M+ c"N;
(5) L2 M2 N*= L2 - M+ NV
. L = alL + a'M 4-a"N,
(6) ' M= bL + M+ b"N,
| N=cL + ¢'M+¢"N,

Ajoutons que les équations (4) et (6) pourraient elles-mémes se
déduire des formules (15) du paragraphe 1. Effectivement, pour
obtenir en particulier les équations (4), il suffira de remplacer, dans
les formules (15) du paragraphe [, les projections algébriques

xl’ yl’ ZI ou wl’ y/’ zl

de la distance r, comprise entre I’origine des coordonnées et un certain
point B, par les projections algébriques

X, Y, Z ou X, ¥V, Z
de la force R, puis d’avoir égard aux six formules

(L:_yZ—:Y, M=z X—=xZ, N=z¥V —yd,

@ _?L:)’Z—ZY, M=zX —x7, N=xY—-yX.

D’ailleurs les formules (4), une fois établies, entrainent immédiate-
ment les formules (5) et (6), dont la premicre peut s’écrire comme
il suit: '

(8) ‘ (yZ —zY)» + (zX —=xZ) +-(xY —yX)?
=(yZ—sYV )+ (X —2Z)? + (¥ —y X))

On peut remarquer encorc que chaque membre de la formule (2)
représente le carré de la force R, et chaque membre de la formule (5)
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ou (8) le carré de son moment linéaire. Done, si I'on nomme X ce
moment linéaire, on aura '

* (9) K=(yZ—35Y)+ (s X —2Z)+ (a2 V —y XY ,

ou, ce qui revient au méme,

(ro0) K= (2" y 4 5*) (P + V24 2%) — (2 X+ y YV +52)

D’ailleurs on déduit sans peine I'équation (8) de la formule (10),
jointe & 'équation (2) et & la suivante,

(11) xX+yY+zl=aX+y¥V+z2Z,

/

i laquelle on parvient immédiatement en remplagant les projections

algébriques de la distance r, par les projections algébriques de: la
~force R, dans I'équation (14) du paragraphe I.

Supposons maintenant que, le point matériel A étant mobile, on,

désigne par
u, ¢, W

et par
i u, Vv, Ww

les projections algébriques de la vitesse » de ce point successivement

projetée sur les axes des
. @2, y, S, f

et sur les axes des x, y, z; les équations (1), (2), (3), (4), (5), (6),
(8) et (11) continueront évidemment de subsister quand on y rempla-
cera les projections algébriques de la force R, ou de son moment
linéaire, parles projections algébriques correspondantes de la vitesse w
ou de son moment linéaire. D’ailleurs les projections algébriques du
moment linéaire de la vitesse w, successivement projeté sur les axes
des z, y, 5 et sur les axes des x, ¥, 2, seront évidemment

yw—3zp, 'Zu—IW, T¢—yu,

Cyw-—zv, ZUB—XW, XV —yu,
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Cela posé, les formules (1), (2), (3), (4). (8) et (11) donneront

u=—au +bv +cw,
(12) Yv=adu+bvycw,

w=a"u+ b"v 4+ c"w;
(13) ut 4 v wi= u? 4 o 2

‘u: au 4+ a'v4a'w,
(14) z v = bu+ bv4b'w,

w=cu—+cv+c'w;’

yW—2V —a (yw—350)+ b (zu—xw)—}—'c (xp —yu),
(15) zu —xwW=a'(yw —3z9) + b (su —aw) + ¢ (20 —yu),

XV —yu=a"(yw —3z¢) + b (su—zw) +c"(zv —yu);

(18) (yw —zv)* 4 (zu — xw)*+ (xv — yu)?
=(sw—yu)+ (su —azw)+ (zv—yu);

(17) XU4-YV+ZW=aUu+yo+ 5w,

Concevons maintenant que l'on considére un systéme de points
matériels. Dans ce systéme, les projections algébriques u, ¢, w, ou
u, v, w de la vitesse d’un point matériel m, pourront étre regardées
comme fonctions des trois coordonnées initiales @, y, 5 ou X, y, z de
ce méme point, et différentiées par rapport 4 ces coordonnées. D’ail-
leurs, en vertu des équations (1) et (5).du paragraphe II, on aura

{Dy=a Dy+b Dy+c D,

(18) i Dy=a' D+ b Dy+¢' Dy,
Dy =a"Dy+ "Dy c"Dy;

Dy=aD;+a Dy+a'D,,

(19) D,= be+b’Dy+§”])z,
D.=c¢D,+¢c Dy+c"D,.

La forme des équations (18) et (19) étant semblable & celle des

équations (1), (5) du paragraphe 11, et les derniéres se déduisant des
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premiéres pdr la seule substitution des caractéristiques

H

Dsy Dy D, Dy Dy, D,
aux coordonnées | | -
z, ¥, 3, X, Yy Z
il en résulte que les formules (15), (16), (17) continueront de sub-
sister quand on y remplacera chaqué coordonnée par la caractéristiquc
qui indique une différentiation relative a cette méme coordonnée: On
aura donc encore ' '

Dyw—D,v=a (Dyw—D;0)+b (D= Dyw) +c (Dyv—Dyu),
(20) { Dyu —Dyw=a’'(Dyw—D;¢) + &' (D;u —Dyw) + ' (Dyv — Dy ),
Diyv —Dyu=a"(Dyw:—D;0)-+ 0" (Dt — Dyow) + ¢"(Dgv — Dyu);

(21) (Dyw — D, v} 4 (D, u — Dyw)2 4 (Dyv = D,u)?
=(Dyw —D;0)2 - (Dyu — D)+ (Do’ — Dy 0e)?;

(22) Dot + Dy¥ D, W = Dyu -+ Do + Do

Les équations (20), (21) et (22) continueraient encore d’ exmtel, si
I'on y substituait aux pl'OJectlons algébriques

u, ¢, w ou u, v, w

de la vitesse o d’un point matéricl m les projections algébriques d’une
autre grandeur relative au méme point, et représentée par une portion
de ligne droite, par exemple, les projections algébriques du déplace-
ment absolu de ce point sur les axes des «, y, 5 ou des x, y, z. Alors,
les formules (20) et (22) se trouveraient remplacées par quatre autres
formules, dont les trois premiéres ont été obtenves par M. Mac Cullagh.
Si, pour fixer les idées, on nonimait

& wm, ¢

les projections algébriques du déplacement absolu du point matériel m
sur les axes des :
: " Zy, Yy By
OFuvres de ¢, — S. II, t. XII. 41
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les trois premiéres formules établiraient, entre les trois différences

(23) Dyt“"-D;’n; D:£—D.¢, Dyn — D,k

et les valeurs nouvelles que prennent ces différences quand on passe
d’un des systémes de coordonnées a I'autre, des relations semblzbles
a celles qu'indiquent les équations (1) et (5) du paragraphe I. Quant
a la quatri¢me formule, elle exprimcrait simplement que, dans le sys-
téme de points matériels donné, la dilatation v du volume, déterminée
par I’équation ‘

(24) UszE"‘Dyn""DJCa

conserve une valeur indépendante de la direction des axes coor-
donnés. '

Lorsqu’aux axes des @, y, 5 on substitue les axes des x, y, z, alors
des équations semblables aux formules (1) du paragraphe I servent,
pour le systéme de points matériels donné, non seulement & déduire
des trois déplacements '

£ om €
d’une molécule m, mesurés parallelement aux axes des x, y, 3, trois
autres déplacements mesurés parallelement aux axes des x, y, z, ct
représentés par les sommes

at + bn+ct, a't+0'n+c'g, a't -+ b'n + c"g,

mais encore a déduire des déplacements symboliques

correspondants aux axcs des @, y, 5, trois autres déplacements sym-
boliques correspondants aux axes desx, y, z, ct représentés par les trois
sommes . '

' at +bn+cf, at+bn+c'l a"'E-+b"n+ L
Il suit immédiatement de celte remarque que les mémes formules,

déduites de la transformation des coogdonnées, s’appliquent d"une part
aux déplacements cffectifs, de I'autre aux déplacements symboliques.
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- Ainsi, en partlculler, deux formules analogues 4 1'équation (3) du para-
graphe I exprimeront que les deux trinomes

‘ E+ntr02 D+t

sont tous deux indépendants de la direction des axes; et, en effet, eu

égard aux conditions (4) du paragraphe I, on aura non sculement

(ab+bn+cl)2+ (@ E+bn+ ')+ (a4 0'n+ "=+ n*+ 2,
mais encore

(@B + b0+ )+ (@F+ 00+ 0T+ (@F + b0+ D) =P+ 0t T

[ ’
)

Pareillement, si ’on pose

(25) ' v=D,E+Dyn+D.T,

u, ou ce qu’on peut appeler la dilatation symbolique du volume, sera
indépendante, aussi bien que v, de la direction des axes. On peutdonc
énoncer la proposition suivante :

TretoreME I. — Dans un systéme de points matériels, la somme des carrés
des déplacements symboliques d’un point quelconque offre, tout comme la
dilatation symbolique du volume, une valeur indépendante de la direction

des axes coordonnés, supposés rectangulaires.

" On pourrait arriver encore a divers résultats dignes de remarque, en
appliquant les principes ci-dessus exposés 4 la transformation d’ex-
pressions réelles ou imaginaires dont chacune rénfermerait ou plusieurs
dérivées du premier ordre, ou méme des dérivées d’un ordre supeneur
au premier. '

Ainsi, en particulier, si I'on désigne par :

b 9.7

diverses quantltes qui varient avec les coordonnées , y, s, et par suite
aussi avec les coordonnées x, Y» 2, les calculs & Paide desquels nous
avons obtenu les équations (14), .(15), (16), (18).du’ paragraphe I

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



324 THEOREMES SUR LA TRANSFORMATION

nous conduiront pareillement aux formules

(26) DipDyg+DypDyg+D,pDg=DypDog+D,pDg+D.pD.g,

DypD.g—D.pDyg=a (DypD:g—D:pD,q)+ b (D;pDag —DupD:q)+c (Dap Dyq—Dyp Dag),
D:pDeg—DxpDig =a'(DypD:qg—DspDyq)+ b (D:pDeg —DpD.q)+¢ (DapDyg—Dyp Dzg),
DipDyg—DypDig=a"(DypD.g—D.pDyq) + " (D:pDeg—DpD.q)+c"(DupDyg—DypDzgq);

(DypD.g—D,pDyg)2+ (D pDig—DepD,g)*+ (DipDyg — Dyp Dyg)?
=DypD:g—D:pDyg)*+(D:pD2g —DrpD.q)*+ (DepDyg—D,ypD.q)%

(27) S[&=DxpDyg D, r]=8[xD,pDygD;r].
La derniére équation renferme unthéoréme qu’on peut énoncer comme
il suit : |

1

TatoreMe 1I. — Etant données trois fonctions quelconques de trois coor-
données rectangulaires.x, v, s, la résidtante formée avec les neuf dérivées

de ces trois fonctions, c’est-a-dire avec les neuf quantités

Dx}’v Dyl-’a D:p,
D.q, Dyg, D:g,
D.r, Dyr, D.r,

offrira une valeur indépendante de la direction des axes coordonnés.

Enfin, si I'on désigne par ¢ une fonction quelconque de z, y, z, on
tirera des formules (18) ou (19), non seulement

(28) (Dy8)2+ (Dy8)2 4 (D, 8)2 = (Dys)? + (Dya)"—i-ﬁ (D:8)%
mais encore

(29) D?+ D} + D = D2+ D + D2,

et, par suite,

(36) Dis+Djs+Dis=Dis -+ Dis + Dl

On peut donc énoncer la proposition suivante :
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Tutorene III. — Si une fonction de trois coordonnées rectangulaires x,
¥ 5 est différentiée deux fors de suite par rapport a chacune de ces coor-
données, la somme des carrés des trois dérivées du premier ordre, et la
somme des trois dérivées du second ordre, offriront des valeurs indépen-

dantes de la direction des axes coordonnés.

Cette derniére proposition était déja connue. On la trouve énoncée
dans un Mémoire de M. Lamé, que renferme le XXIII® cahier du Jour-
nal de I Ecole Polytechnique (p. 215). La racine du trinome |

(De8)? 4 (Dy8)? + (D8)
et la somme
Dis+ D2s+ D2

sont précisément ce que I'auteur du Mémoire appelle les parametres
différentiels, du premier et du second ordre, de la foncetion . '
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RELATIFS A DES

SOMMES D’EXPONENTIELLES.

Tutorime I. -~ Soiz
(1) S=Ae*® 4 Beb*+ Ce*+. ..+ GesT - Hel=
une somme composée d’un nombre fini de termes dont chacun soit le pro-
dwit de deux facteurs, 'un constant, I'autre variable avec x, le facteur

variable étant une exponentielle népérienne dont I'exposant soit propor-
tionnel a x, et chacune des constantes

A, B, C ..., G, H a b ¢ ..., h

o
S

pouvant étre réelle ou imaginaire. Si, les coefficients a, b, c, ..., g, h étant

tous différents les uns des autres, I’équation
q

(2) S=o

se vérifie, quelle que soit la variable x, ou méme seulement pour toutes les
valeurs de x voisines d’une valeur donnée, celte équation entrainera les

suivantes :

(3) A=o, B=o, C=o, ceny G=o, H=o.

Démonstration. — En vertu de la formule (1), I'équation (2) se réduit
a la suivante :

€3] Aesx o Bebr - Ce® 4, , 4 Ges*+ Her = o,

Or, on tire de cette derniére : 1° en divisant les deux membres par I'ex-
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ponentielle ¢*?, et différentiant par rapport & ,

B(b—a)ett-2% 1 Gc—a)elc=9% -, .+ G(g—a) efé'—“?”‘+ H(h—a) e_(”"“)@': 0;

2° en divisant les deux nouveaux membres par I'exponentielle ett-a=,
et différentiant par rapport a x,

Clc—a)(c—b)ete—0)x ., | .
+G(g—a)(g—b)e¥ et H(h—a)(h—blert==o,

etc. En continuant de la méme maniére, c’est-i-dire en divisant les
deux membres de chaque nouvelle équation par I'exponentielle ren-
fermée dans le premier terme, et différentiant ensuite par rapport a x,
on arrivera définitivement 4 la formule

(5) H(h—a)(h—20b)(h—¢)...(h— g)eh—a2 =0,

Cela posé, si, les coefficients

a, by, ¢, ..., g h

étant tous différents les uns des autres, 'équation (4) subsiste quelle
que soit x, ou du moins pour toutes les valeurs de = voisines d’une
valcur donnée, on pourra en dire autant de P'équation (5); et, comme
alors chacun des facteurs - |

h—a, h—b, h—e¢, .... h—g, elh-e

différera de zéro, I’équation (5) entrainera la suivante :

H=o.

.

Done, dans I'hypothése admise, I'équation (2) ou (4) entrainera la
derniére des formules (3), c’est-a-dire la réduction du coefficient de la
derniére exponentielle, et par conséquent du dernier terme- de la
somme S, & zéro. D’ailleurs les termes qui composent lasomme S pou-
vant étre rangés dans un ordre quelconque, on peut prendre pour der-
nier terme I'un quelconque d’entre eux. Donc, dans I’hypothése admise,
I’évanouissement de la somme S entrainera I'évanouissement de chacun
de ses termes, et par conséquent le systéme des équations (3). ,
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Corollaire. — Le théoréme précédent, dont ‘nous avons donné une
autre démonstration dans le premier Yolume de cet Ouvrage (p. 158),
subsiste évidemment lors méme que I'un des coefficients

a, b, ¢ ..., g5 h

par exemple le cocflicient a, se réduit & zéro, et I'exponenticlle e** a
I'unité; mais alors le premier terme de la somme S se réduit A une

[N

constante A. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Tutorime [I. — Nommons S une somme de la_forme
(6) " S=A-+Be*+Ce ...+ Gt Heha,

cest-a-dire une somme composée d’un nombre fini de termes dont un
seul A soit constant, chacun des autres élant le prodwit d’un facteur cons- -
tant par une exponentielle népérienne dont I’exposant soit proportionnel
a x. Si les coefficients de la variable x, dans les diverses exponentielles,
sont tous dyfférents les uns des autrés, la somme S ne pourra s'évanouir,
pour une valeur quelconque de x, ou méme pour toutes les valeurs de x
votsines d’une valeur donnée, sans que chacun de ses termes s'évanouisse.
Done, st les constantes

b, ¢ ..., g h

sont toutes différentes les unes des autres et différentes de zéro, l'équation

A4+Betry-Ce*4. ..+ Ges¥r-Hetr —o

entrainera chacune des suivantes :
A=o0, . B=o, C=o, ey G=o, H=—o.
Corollaire. — Nommons 8 unc nouvelle somme qui ne differe de la

premiére S qu’en raison des valeurs attribuées aux coefficients des
exponentielles, en sorte qu’on ait ‘

Y

(7) C S=d el et G et § el
On tirera des équations (6) et(7) -

S—8=A—&+(B—th)e*+ (C—e) €T vt (G —g)'eé"‘—i— (H—§)e=.
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Cela posé, on conclura immédiatement du théoréme III que, si les

coefficients :
b, ¢, ..., & h

différent tous les uns des autres et de zéro, 'équation
S—8=o

ne pourra subsister pour toutes les valeurs de « voisines d’une valeur
donnée, sans entrainer les formules

A=A, ~ B=1b, C=¢g, ceey G=g¢, H=245.
En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :

Tutoniye III. — Si, les constantes

b, ¢, ..., g, I

étant toutes différentes les unes des autres et différentes de zéro, deux
sommes S, § de la_forme

8) S=A+ Be'w Ce*...+ Get*+ Helx,

S=o + Vb etT S Tt G T4 [eh*, |

sont égales entre elles quelle que soit x, ou seulement pour toutes les va-
leurs de x voisines d’une valeur donnée, les termes correspondants de ces
deux sommes seront égauzx, et par suite on aura ' '

(9) A=, B=w, C=e, ...,  G=G H=§

Corollaire. — Si les constantes
W, €, ..., § §

se réduisent 4 zéro, on obtiendra, au lieu du théoréme III, le sui-
vant :

TreoriME TV, — Soiz

S=A+Bet*+Ce*+, ..+ Gesr+ Het
* OEuvres de C. — S. 11, t. XIL ’ 42
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une somme composée d’un nombre fini de termes dont un seul A sott
constant, chacun des autres étant le produit de deux facteurs, I'un cons-
tant, l'autre variable avec x, et le facteur variable étant une exponentielle

népérienne dont I'exposant soit proportionnel a . St, les coefficients

b, ¢, ..., g,‘/z

étant tous différents les uns des autres, la somme § se réduit, quelle que
sott ¢, ou méme seulement pour toutes les valeurs de x voisines d’une valeur
donnée, a une constante déterminée &3 chacun des termes vartables de la

somme S, c’est-a-dire chagque terme proportionnel a une exponentielle

donnée, se réduira séparément a zéro, en sorte qu’on aura

A—a, B —o, .C:o, ey G =o, Hﬁo.
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NOTE SUR QUELQUES PROPRIETES

DES

INTEGRALES DEFINIES SIMPLES OU-MULTIPLES.

Soient ‘
x, et X

deux valeurs réelles de la variable z et £ (x) une fonction réelle de
- cette variable. Soient d’ailleurs

Ly, Loy eevy Lpey

de nouvelles valeurs de « interposées entre les limites

‘Tlo’ X’

et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis la pre-
miére limite jusqu’a la seconde, suivant que la différence X — x, sera

positive ou négative. On pourra se servir de ces valeurs pour diviser la
différence X — x, en éléments

Xy — Zygs Zy— X\, Zy— 2y, cie X — 21

\

qui seront tous de méme signe; et, si la fonction £ () reste continue

par rapport & la variable « pour des valeurs de cette variable intermé-
diaires entre «, et X, I'intégrale définie

o f\f('r)dx

ne sera autre chose que la limite vers-laquelle convergera la somme

(1) S=(@1— @) f(2o) + (23— () f{z,) +...+ (X —xn—x)f(xn—l))_
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tandis que les éléments de la différence X — z, deviendront de plus en
plus petits.
Concevons maintenant que la fonction f () soit le produit de deux
facteurs, et qu’on ait en conséquence

Sf(z)="0u,

0, u désignant deux fonctions réelles et continues de  dont la seconde
conserve toujours le méme signe pour des valeurs de x intermédiaires

entre x, et X. Sil’on nomme
: 8, 6,, ..., 6,
les valeurs de 0, et
Uoy gy oo o Up_y
les valeurs (ie u, correspondantes aux valeurs
Loy Iy, seay Lpey
de la variable x, I'équation (1) donnera
(2) S=0bue(x,— z,) + 0, u,(.z',-;—x,) FoeF Oty (X — 2y )
D’ailleurs on démontre aisément la proposition suivante :
Tnioreme I. — N ’brz représente par
o, o, af,
des qﬁantités de méme signe, el par
a, a, a,
des quantités quelcbnques, on aura toujours

ant+aa'+a'a"+.. . =(a+aod+a"+...)M(a,a,a ...)

la notation ,
M(a, e, a", ...)

désignant une moyenne entre les quantités a, «', a’, .. ..
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En vertu de ce théoreme, dont on péut voir la démonstration dans -
I Analyse algebrigue (p. 17) ('), on tirera de la formule (2) '

(3) 8 =0[uy(x) — o) + Uy (By—2y) +. oo+ U (X — 20t} ],
pourvu qu’on pose

O=M(b. by, ..., 0u),

c’est-a-dire pourvu qu’on désigne par ® une moyenne entre les quan-
tités '
903 ela

AR 6'&—4)

par conséquent une moyenne entre les diverses valeurs qu'acquiert la
fonction 8 pour des valeurs de z intermédiaires entre x,, X. Si main-
tenant on suppose que chacun des éléments de la-différence X — =,
devienne infiniment petit, le premier membre de ’équation (3) s’ap-
prochera indéfiniment de I'intégrale

fxf(x)dx ::fxeudx, :

U (21— Zy) + Ug(Za— &) + .o . Uy (X — 2py)

X
f udzx.
ety

ct la somme
de intégrale

Donc, en passant aux limites, on tirera de I’équation (3)

X X
(&) f Gudx.—_-ﬁ)f wdzx,
Xy Lo

@ deésignant toujours une moyenne entre les valeurs qu’acquiert la
fonction 0 pour des valeurs de  intermédiaires entre x, et X.
Supposons maintenant que la fonction

f(x):@u

(1) OEuvres de Cauchy, 8. 11, T. 11, p. 27.
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cesse d’étre finie, sans cesser' d’étre continue, et change brusquement
de valeur avec I'un au moins de ses deux facteurs 0, u, pour certaines
valeurs particuliéres de @ intermédiaires entre x, et X. Si 'on désigne

par
Ly, Loy ey Xpy

ces valeurs particuliéres, qui ne seront plus arbitrairement choisies
comme dans l'équation (I), mais completement déterminées, on
aura

ff(x)da:_.f f(m)dr—!-/x\ f(x)dx+..+fr_f(x)dx,

ou, ce qm revient au méme,

Xy
(6) f Gudx_f 6udr+f Gudr +.. +f fudx.

X

D’ailleurs, comme la fonction f (o) restera continue avec chacun de

ses facteurs 0, u, pour toutes les valeurs de x renfermées entre les
“limites x,, x,, ou entre les limites x,, «,, ..., ouenfin entre les limites

Z,—,» X; on tirera successivement'de la formule (4)

Xy
f fudxr =0, f u dz,
Xy £

o

X ) X
f fudr =0 ,,_f ude,

-y Lp—y

pourvu qu’on désigne généralement par 0, unc moyenne entre les di-
verses valeurs qu’acquiertla fonction 0 pour des valeurs de la variable @
intermédiaires entre ,, et @n... Or de ces derniéres formules, jointes
A 'équation (6) et au théoreme I, on conclura immédiatement

. ‘
f Budxz(f udac+f udac+ +f ud.z:)M(@o, @l,..., ,,_,),
X' Y X Xpoey
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ou, ce (ui revient au méme,

X X Xy
[ Ouda::(ﬂf udr,
Iy N .

pourvu qu’on pose B
®=M(0, 0, ..., 0,.),
¢’est-a-dire pourvu qu’on désigne par ® une moyenne entre les quan-
tités '
0 O, ..., 0,

et par conséquent une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert

lafonction 6 pour des valeurs de la variable « intermédiaires entre «,,X.

Donc la proposition connue, que renferme ’équation (4), peut étre

étendue au cas ou les fonctions de x représentées par 0,u, cessent

d’étre continues, sans cesser d’étre finies. Il y a plus : en partant des.

définitions données et des principes développés dans le Résumé des
" Legons sur le Calcul infinitéstimal ('), on reconnaitra facilement que, si

la fonction u offre constamment le méme signe entre les limites x = z,;

o =X, la formule (4) subsistera toujours, ou subsistera du moins tant

que les intégrales comprises dans ses deux membres’'conserveront des

valeurs finies et déterminées. On peut donc énoncer la proposition sui-

vante :

TutorimE I1. — S 0, u désignent deux: fonctions réelles de la variable
réelle x, et st la seconde de ces fonctions conserve constamment le méme

signe entre les limites x = x,, x = X, on aura

X X
f Gudac:(i’f udzx,
Xy x .

o

pourvu. que les intégrales définies comprises dans la formule précédente
offrent des valeurs déterminées, et que ['on désigne par ® une moyenne
entre les valeurs diverses qu’acquiert la fonction 9 pour des valeurs de x

comprises entre les limites x = x,, x = X.

(%) CEuvres de Cauchy,S. 1, T, IV.
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Corollaire I. — Si I’'on pose u =1, on aura simplement
X
f 0de =0 (X — z,).

" Donc une intégrale définie simple est le produit de la différence entre
les limites de la variable par une valeur moyenne de la fonction sous

lalettre/; et, si cette fonction conserve constamment le méme signe,
entre les limites de I'intégration, le signe de la différence entre ces

limites, multiplié par le signe de la fonction, donnera pour produit le
signe de l'intégrale. y '

Corollaire II. — Sil’on pose

bu=rv, f—=—,
u

’ u . I 4
O représentera une des valeurs du rapport — ef, par suite, le théo-

reme 1I entrainera le suivant :

Tuioreme III. — S7 u, v désignent deux fonctions réelles de x, dont la
premiere conserve constamment le méme signe entre les limites réelles x=x,,
x =X, et si d’ailleurs les deux intégrales

X
f udz, j vdx
X, Xy .

0
offrent des valeurs déterminées, le rapport

X
f v.dx
.r,,x

f udzx

sera une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert le rapport

X

[4

pour des valeurs de x intermédiaires entre x, et X.
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Du théoréme III on peut déduire immédiatement celui que nous
allons énoncer :

Tutorine IV. — Soient @, y deux variables réelles et u, v deux fonc-
tions réelles de x, y, dont la premicre u conserve constamment le méme
signe pour toutes les valeurs de y renfermées entre les limites y =y,

¥ =Y, les lettres y,, Y désignant deux fonctions données de x, et pour

toutes les valeurs de x renjfermées entre les limites constantes x = x,, -

x = X. Sila différence Y —y,, considérée comme fonction de x, ne change
pas de signe entre les limites x = x,, x = X, si d’ailleurs les deux inté-

grales
X

X A WX Y
f f wudzdy, f f vdxdy
Lo Yo Xy “ Yo .

offrent des valeurs déterminées, le rapport

X LAY
f f o dx dy
Xy Yo
X .Y
f f wdx dy
o YYo

sera une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert le rapport

14
u

Démonstration. — Puisque la quantité u, considérée comme fonc-
tion de x, y, ct la différence Y — y,, considérée comme fonction de z,
doivent, par hypothése, ne pas changer de signes entre les limites des
intégrations, on pourra en dire autant de la fonction de « représentée
par l'intégrale

: Y
. f wdez,

Yo

dont le signe, eu égard au corollaire I du théoréme II, sera le pro-

duit du signe de u par le signe de Y —y,. Cela” pose on conclura du
OFuvres de C. — S. 11, t. XII, 43
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théoréme III que le rapport
X Y

f f vdzxdy

—_—

Yo

X Y
f f wdz dy

Xo Yo

est une moyenne entre les diverses valeurs du rapport

Y
fvdy

)

Y
f udy

Yo

2

et ce dernier rapport une moyenne entre les diverses valeurs du rap-
19
port -
En appliquant de semblables raisonnements & des intégrales
triples, quadruples, etc., on établira généralement la proposition sui-

vante :

Treortne V. — Sotent x, y, s, ... plusieurs variables réelles, et u, ¢
deux fonctions réelles de x, y, s, ..., dont la premiére u conserve cons-
tamment le méme signe pour toutes les valeurs de x renfermées entre les
limites constantes x,, X ; pour toutes les valeurs de y renfermées entre les
limites y,, Y, qui représentent deux fonctions données de x; pour toutes
les valeurs de = renfermées entre les limites z,, L, qui représentent deux
Jonctions données de x, y; etc. Supposons encore qu'entre ces limites
chacune des différences

Y—yo ZL—5, con

considerée comme fonction de x, ou de x, y, elc., conserve constamment

le méme signe. St chacune des intégrales
¢ - .- . 7[

X aY N X AY :
f f f cooudxdyds. .., f f f ...vdxdyds...
X Yo V3 Xy Yo V£

‘o S0 ~0
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offre une valeur déterminée, le rapport

X Y %
f [ f «..vdzdyds. ..
-"nx".yoy 3

“0

\Z '
ff/ .o.udzdyds. ..

Yo Y 5

E . v
sera une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert le rapport ~ pour

des valeurs de x, y, %, ..., comprises enire les limites des intégrations.
' v |
Comme les surfaces planes se trouvent représentées par des inté-
grales définies simples, et les volumes des solides par des ihtégrales
définies doubles, les divers théorémes que nous venons d’établir en-
trainent immédiatement plusieurs de ceux qui se trouvent énoncés dans
. les Applications géométriques du Calcul infinitésimal (*) et en particu-
lier les suivants : '

Tneorime VI. — Le rapport entre deux surjfaces planes est toujours une
quantité moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir le rapport
des sections linéaires faites dans ces deux surfaces par un plan mobile qui

demeure constamment paralléle & un plan donné.

Tutortme VII. — Le rapport entre les volumes renfermés dans deux
enveloppes distinctes est une quantité moyenne entre les diverses valeurs
que peut acquérir le rapport des longueurs interceptées par les deux enye-
loppes sur une droite mobile qui demeure constamment parallele a un axe
donné.

Comme pour transformer le cercle dont le rayon est a en une ellipse
dont les demi-axes sont a et b, il suffit de faire croitre 'ordonnée du

cercle dans un rapport égal & %, il suit du théoréme VI que la surface
a

de D'ellipse sera le produit de la surface du cercle par le rapport g

(Y) OFEuvres de Cauchy, S. 11, T. V.’
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On retrouve ainsi, pour la surface de I'cllipse, 'expression connue.

b
ﬂa’E:‘nab.

Pareillement, comme, pour transformer une sphére dont le rayon
est a en un ellipsoide dont les demi-axes soient

a’ b’ c’
il suffit de faire croitre les ordonnées de la sphére, mesurées & partir
de deux plans qui passent par le centre et se coupent & angles droits :
: , . b , N .
1° dans un rapport égal 4 —; 2° dans un rapport égalad ~; il suit du
théoréme VII que le volume de I'ellipsoide scra le produit du volume de
1 b 3 .
la sphére par les deux rapports =, = On retrouve ainsi, pour le volume
a a '

de I’ellipsoide, ’expression connue
[—"rtas

3

- énabc.
a .

4
a 3

Pour obtenir les théorémes VI et VII, il suffit d’exprimer les aires
des surfaces planes et les volumes, & 'aide d’intégrales définies simples
ou doubles, en faisant usage de coordonnées rectangulaires «, y, z.
Mais a ces coordonnées rectangulaires on pourrait substituer des coor-
données polaires, savoir : le rayon vecteur  mené de l’origine des coor-

. données & un point de ’espace, I'angle p formé par ce rayon vecteur
avec un axe fixe mené par I'origine, et 'angle ¢ formé par le plan qui
renferme le rayon vecteur et I’axe fixe, avec un plan fixe passantparle
méme axe. D’autre part, si le rayon vecteur devient mobile, et si ce
rayon, offrant une longueur variable avec sa direclion, tourne autour
de I'origine dans un plan ou dans I’espace, de maniére 4 décrire une
courbe ou une surface fermée qu'il traverse  chaque instant en un seul
point; alors, pour représenter I'aire comprise dans la courbe plane, ou
le volume enveloppé par la surface courbe, on obtiendra 'intégrale

{ 2T
= 2
2 [ r¥dp,

définie simple
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r étant fonction de p, ou 'intégrale définie double

I 27 ™
5 [ f risinpdpdg,
8y 0

r étant fonction de p et de ¢. Cela posé, on déduiraimmédiatement des
théorémes 111 ct IV les propositions suivantes :

Tutorime VIII. — Le rapport entre les aires de deux surfaces planes
engendrées par deux rayons vecteurs mobiles qui tournent simultanément
dans un plan autour d’un point fixe, de maniére a offrir des longueurs
variables avec leur direction commune, est une moyenne entre les diverses
valeurs qu’acquiert successivement le carré du rapport de ces deux rayons
vecteurs.

Tutorime IX. — Le rapport entre les volumes engendrés par deus
rayons vecteurs mobiles qui tournent dans Uespace autour d’un point
Jixe, de maniére a offrir des longueurs variables avec leur direction
commune, est une moyenne entre les diverses valeurs qu’acquiert successi-
vement le cube du rapport de ces rayons vecteurs.

Dans le cas ou les deux rayons vecteurs cessent d’exécuter une rota-
tion complete autour du point fixe, les limites des intégrales relatives
a p et 2 ¢ demeurent quelconques; mais le rapport des aires ou des
volumes engendrés est toujours évidemment celui qu’'indique le théo-
réme VIII ou le théoréme IX. .

Lorsque deux rayons vecteurs mobiles, comptés a partir d’'un point
fixe, tournent simultanément autour de ce point dans un plan ou dans
'espace, de telle maniére que leurs longueurs, mesurées & chaque ins-
tant dans une méme direction, conserventtoujours entre elles le méme
rapport, les deux courbes planes, ou les deux surfaces courbes,
décrites par les deux extrémités de ces rayons vecteurs, sont ce qu’on
appelle des courbes semblables ou des surfaces semblables. Cela posé,
les théorémes VIII et IX entrainent évidemment les propositions sui-
vantes :
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TukoriME X. — Le rapport des aires ren fermées dans deux courbes sem-
blables, engendrées par les extrémités de deux rayons vecteurs qui tournent

simultanément dans un plan autour d'un porni fize, en conservant toujours
enire eux le méme rapport, est égal au carré de ce rapport.

Tntorime XI. — Le rapport des volumes ren fermés dans deux surfaces

semblables engendrées par les extrémités de deux rayons vecteurs qui
tournent dans l’espace awtour d’un point fixe, en conservant toujours entre

euz le méme rapport, est égal au cube de ce rapport.
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SUR

LES DILATATIONS, LES CONDENSATIONS ET LES ROTATIONS

" PRODUITES PAR UN CHANGEMENT DE FORME

DANS UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS.

Pour étre en état d’appliquer facilement la Géométrie a la Mécanique,
il ne suffit pas de connaitre les diverses formes que les lignes ou sur-
faces peuvent présenter, ct les propriétés de ces lignes ou de ces sur-
faces, mais il importe encore de savoir quels sont les changements de
forme que peuvent subir les corps considérés comme des systémes de
points matériels, et & quelles lois générales ces changements de forme
se trouvent assujettis. Ces lois ne paraissent pas moins dignes d’étre
étudiées que celles qui expriment les propriétés générales des lignes
courbes ou des surfaces courbes; et aux théorémes d’Euler ou de
Meusnier sur la courbure des surfaces qui limitent les corps, on peut
ajouter d’autres théorémes qui aient pour objet les condensations ou
les dilatations linéaires, et les autres modifications éprouvées en chaque
point par un corps qui vient & changer de forme. Déja, dans un Mé-
moire qui a été présenté a1’Académie des Sciences le 30 septembre 1822
et publié par extrait dans le Bulletin de la Société Philomathique (), j’ai
donné la théorie des condensations ou dilatations linéaires, et les lois
de leurs variations dans un systéme de points matériels. A cette théorie,
fondée sur une analyse que j’ai développée dans le second Volume des

() OEuvres de Cauchy, 8. 11, T. 11.
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Exercices de Mathématiques ('), et que je vais reproduire avec quelques
légéres modifications, je me propose de joindre ici la théorie des rota-
tions qu’exécutent, en se ,d;éformant,, des axes menés par ua point
quelconque du systéme. | '

ANALYSE.

. ..
I. — Formules générales relatives au changement de forme

que peut subir un systéme de points matériels.

~ Considérons un systéme de points matériels rapporté a trois axes
coordonnés et rectangulaires. Soient, dans un premier état du systéme:

x, y, 5 les coordonnées d’une molécule m supposée réduite 4 un point
matériel ; ' .
x + Az, y + Ay, 5 + Az les coordonnées d’une autre molécule m;
r le rayon vecteur mené de la molécule m a la molécule m;
a, b, ¢ les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les
~ demi-axes des coordonnées positives.

On aura non seulement

(1) ri= Az?+ Ayt Az';’,

mais encore

(2) . a:%, b:f‘Ty,_ c:%_i:
et

(3')‘ a*+ b+ cl=1.

Concevons maintenant que le syst¢me donné de points matériels
vienne & se mouvoir et & changer de forme. Soient, dans le second
état du systéme : ' :

g, 1, § les déplacements de la molécule m, mesurés parallélement aux
axes coordonnés;

€ + AL, v ++ A, {+ AL les déplacements correspondants de la molé-
cule m;

(1) QEupres de Cauchy, S. 11, T. VIL.
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r + p le rayon vecteur mené de la molécule m & la molécule m;
a, b, ¢ les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les
demi-axes des coordonnées positives.

Les coordonnées de la molécule m, dans le second état du systéme,

seront
z+ & ¥+, 5+ 2,

tandis que celles de la molécule m seront

z+E+Az+ AL, y+n+Ay+An, s +C+ Az + AL

et, par suite, la différence entre les coordonnées des deux molécules,
ou les projections algébriques du rayon vecteur r + p sur les demi-
axes des coordonnées positives, se trouveront représentées par les

binomes
Az 4 Af, Ay + An, Az 4+ AZ,

En conséquence, on aura non seulement
(4) (r+p)*= (A7 + A} - (Ay -+ An) 4 (As + AT)Y,

mais encore

. Az <+ Af ' Ay +An . As + AL
(5) 0 == y b= ——— [t
r4-p r—+p r—+p
et
(6) a4 b2 4P,

Ce n’est pas tout : si I’on pose

_p
(7) e= T

on tirera des équations (4) et (5), jointes aux formules (1) et (2),

| (8) (r+e)r= <a+A£>2+‘<b+¥>z+ <c+ %)2’ ,

r
o A o An 1 ALY |
(9) a_l—|—5<a+7>’ b—m(b-i— I‘>’ f—-1+s<c+—r—)’

- la quantité ¢, déterminée par la formule (7),représente évidemment la
- OFEuvres de C. — S. 1, t. XII. 44
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dilatation linéaire que subit la distance r comprise entre les molé-
cules m et m, tandis que le systtme donné passe du premier état au
second. Lorsque ¢ devient négatif avec p, la dilatation dont il s’agit se
transforme en une condensation linéaire représentée par la valeur
numérique de . : ‘
Supposons maintenant qu’on désigne par O et par O’ les points de
I'espace avec lesquels coincide successivemen( la molécule m dans le
premier et dans le second état du systeme, puis par OA et par O'A’ les
demi-axes qui, dans ces deux états, offrent pour directions celles des
rayons vecteurs r et » + p. Supposons encore, pour fixer les idées, les
demi-axes des coordonnées positives disposés de telle maniére que
les mouvements de rotation, exécutés de droite 2 gauche autour de ces
demi-axes, soient, dans,les plans coordonnés, des mouvements

directs. Enfin nommons
0

I’angle formé dans I’espace par le demi-axe O’A’ avec le demi-axe OA,
ou, ce qui revient au méme, avec un demi-axe paralléle mené par le
point O’; et représentons par

@ % Y

¢

les projections algébriques de I’angle ¢ sur les plans coordonnés, ¢’est-
a-dire, en d’autres termes, les trois angles formés dans ces plans par
les projections du rayon vecteur r + g avec les projections du rayon
vecteur r, chacun de ces angles étant pris d’ailleurs avec le signe +
ou avec le signe —, suivant que le mouvement de rotation d’un rayon
vecteur qui tourne de maniére & s’af)pliquer successivement sur les
projections de r et de r + p, est direct ou rétrograde. On.aura, d’aprés
une formule connue,

cosé=au “+ bb+cc;

1
N '

puis- de cette derniére équation, jointe aux formules (3) et (6), on
conclura

" sin?d = 1— 08?8 = (a?+ b+ ¢?) (a?+ b2 c!)'—- (an+ b+ cr)?,
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. . R b
ou, ce qui revient au meme,

Sin’&:(br——'bc)2+(cu—ta)’—i—(ah_ab)a' RN
et par suite 4 :

.

(10) $ind =[(be—be) - (cu— ca)-+ (ab— uby:]¥

De plus, I'angle o n’étant autre chose que la différence entre deux
' angles qui auront pour tangentes. .

-E' et %7
on en conclara
< [
b b
tange = Pk
T3
par conséquent
tango = be—be,
v bb+cc’

on trouvera de méme

(11) ‘ ca—ca
langy = s as
el .
) ab—jpab-
I.ang.q.«: m

.
i o

Il est bon d’observer que, en vertu des équations (g), les trois diff¢-

rences .
. be—be, ca—rca, ab—ab

auront pour valeurs respectives

bAC—cA-n’. cu__m___cAE—aAC

T ab——ab:aAn_bAE-

(12) bet—be= Greor -W

Dans les diverses formules ci-dessus établies, les déplacements

moléculaires ‘ !
Ev " &

étant variables avec la position de la molécule m, doivent étre consi-
dérés comme des fonctions des coordonnées x, y, 5. Passons mainte-
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nant & d’autres formules, qu'on déduit immédiatement des précé-
dentes, en supposant que ces fonctions soient continues.

Lorsque la direction du demi-axe OA restant invariable, la
molécule m se rapproche indéfiniment de la molécule m, chacune des

quantités .

r, AL, An, A
se rapproche indéfiniment de la limite zéro; mais il n’en est pas de
méme des rapports

AL An AL

Y - )

r r r

dont chacun converge vers une limite gqu’on délermine sans peine &
I'aide des considérations suivantes : '
Représentons par
Sz 5, %)
une fonction continue de x, y, 5, par exemple un des déplace-
ments £, 1, {. On aura

Af(z, y, z)=[f(x+ Az, y + Ay, 5 + Az) — f(z, , 5),
et par suite, eu égard aux formules (2),

Aflx,y,3) — flztar,y+brys+cer)—f(x,y,3),

7 !

(13)

Or, tandis que r s’approche indéfiniment de zéro, la limite vers
laquelle converge le second membre de I'équation (13) se réduit a la
valeur que prend la dérivée

D, f(x+ar,y+br,s+cr)
pour une valeur nulle de 7, c’est-a-dire au trinome
aDz f(z, ¥, 3) + bDy f(x, y, 5) -+ eV f(@, y, 5).
Donc les limites vers lesquelles corfvergent les rapports

AE An A

bl ] o

ro-or r

pour des valeurs décroissantes de r, seront déterminées par les for-
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mules
]im.A_,? :anE -+ bDyE -+ CDZEQ

(1‘4) , lim#:al)xnj— bDyn + ¢Dyn, -

lim ¥ =aD,{ + 6D, + DL,

Cela posé, si la molécule m se rapproche indéfiniment de la molé-
cule m, ou, ce qui revient au méme, si r décroit indéfiniment, les

valeurs de
g, b, c, 6, Py A "P;
fournies par les équations (8), (9), (10) et (11), convergeront elles-
mémes vers des limites qu’on obtiendra aisément en substituant dans
les équations (8) et (9), a la place des rapports ‘
AE An  AZ
- -

I

r r r

les seconds membres des formules (14). En opérant ainsi on trouvera;
au lieu des équations (8) et (9), les suivantes : '
(15) (1+¢)*= [a(1-+ Dy&) + bDyE + cDE]
o+ [ann—i-b(I—i—Dyn)—l—chﬂ]""
+[aDal + 6Dyl +c(1+ D8]

1
I+¢

[a(t+ Daf) + 0D,E +eDE],

(16) - b= ]:_E[ann+b(1—|—l)y'n)+chn],

1
1+£

[aDzl+ 6Dyl +c(1+ D;3)];

=

et, & la place des formules (12), les suivantes :

be —be = —— (aDg+-bD,+cD;) (bL —cn),

IT-+¢€
(17) ca—ma:I:_:(al)¢+bl)y+ch)(c£__ag),
ab— gb = —— (aDa-+ bDy+cD;) (an = b). :
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Il est d’ailleurs facile de voir ce que représenteront les valeurs de
& . & b7 ¢ 6, <P’ e q)’

déterminées par le systeme des équations (15) et (16), jointes aux
formules (10) et (11); et d’abord, pour une valeur nulle de r, le demi-
axe 0'A’, relatif au second état du systéme de points matériels, se
confondra évidemment avec la tangente menée par le point O'a la
courbe en laquelle se sera métamorphosé, en se déformant, le demi-
axe OA mené¢ par le point O. Cela posé, les angles dont les cosinus
seront a’, &', ¢’ détermineront, dans le second état du systéme, la
nouvelle direction que ’axe OA, en se courbant et se déplacant, aura
prise & partir du point avec lequel coincide la molécule m; et 'angle &
mesurera ce qu’on peut appeler la rotation du demi-axze OA autour de
cette molécule. Quant aux angles -

2 &) q/a

ils représenteront toujours les projections algébriques de I'angle d sur
les plans coordonnés. Enfin la quantité e, déterminée par l’équa-
tion (17), représentera évidemment, dans le second état du systéme
de points matériels, ce qu'on peut appeler la dilatation linéaire du
systéme, mesurée au point O’ suivant la direction O’'A’.

Considérons en particulier le cas ot le demi-axe OA est paralléle au
plan des y, . Dans ce cas on trouve

' a—o, i

et, en nommant 7 I'angle polaire formé par le demi-axe OA avec celui
des y positives, on a encore

b=cosr, c=sinr.

Par suite, on tire de la premiére des formules (11) join{te aux équa-
tions (16), o . o

3

(D, + D) (b — en) !
T+ (6D, +¢D2)(bn + cb)’

(18) . tango =
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ou, ce qui revient au méme,

(costD, + sintD;)({ cost —nsint)
1+ (costDy,+-sinth;) (v cost + {sinT)

(19) tango =

Alors o représente ce qu’on peut appeler la rotation du demi-axe OA
autour d’un demi-axe paralléle & celui des & positives. D’ailleurs, si la
direction du demi-axe OA vient 2 varier avec I’angle = dans un plan
paralléle au plan des y, 5, la rotation o variera elle-méme; et, sil’on
pose ‘

" 2
(20) a:2—7-r£ 9 dr, |

o étant déterminé en fonction de = par Ja formule (19), « représentera
la valeur moyenne de cette rotation, ou ce qu'on peut appeler la
rotation moyenne du systéme autour d'un demi-axe paralléle a celui
des « positives. Enfin on arrivera encore & des conclusions semblables,
en supposant le demi-axe OA renfermé dans un plan paralléle au plan
des z, « ou des @, y; et si, en attribuant a yy une valeur déterminée
par I’équation_

(costD.+ sintD,) (£ cost — ¢ sint)

(21) tangy =

1+ (costD;+ sintD,) (¢ cost + Esint)’
on prend . .
' . 27 {
(22) 6:—-f xd‘l’
¢ 27:4 0 ’

ou si, en supposant

(costD,+ sintD,)(n cost — sint)

(23) tangy = 1+ (costhy—+ sinrl),.)(g‘cos'r+nsinr)’ )
onprend . . - : .

. 1 2T . )
(24) 7:27?/0 Y dr,

6, Y représenteront ce qu'on peut appeler les.rotations moyennes du
systéme autour des dem1 -axes menés par la molecule m parallelement
¥ ceux des y et des 5 positives. ‘
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Puisque I'angle 9, déterminé par la premiére des formules (11), est
la différence entre deux arcs dont les tangentes sont

¢ c
[

et que, pour passer de la premiére des formules (11) & I'équation (19),

il suffit de poser
a=—o, b =cosr, ¢ =sinrT,
par conséquent

c
7= tangt;

et de plus, eu égard aux formules (16),

¢ aD L+ 0D, L+c(1+D0) _ costD,{+-sint(1+ DY)

b aDgn—+ b6(1+Dyn)+cDyn ™ cost(1-+Dyn)+ sintD;n

ou, ce qui revient au méme,

¢ Dyf+ (1 D8 tangr,
b7 1+ Dyn—+ D ntangt’

il est clair que, dans Ia formule (20), on pourra supposer a volonté la
valeur de ¢ déterminée ou par I’équation (19) ou par la suivante :

DyC+(1+DzC)tnngr.
1+ Dyn+ Dyntangt

(25) lang (@ + 7) =

Pareillement on pourra supposer a volonté, dans la formule (22),
I'angle y déterminé ou par I’équation (21) ou par la suivante :
D:t+ (1+ D E)tangT

14+ D¢+ Dy langt ’

(26) tang(y -+ 'c)":

et, dans la formule (24), 'angle ¢ déterminé ou par I'équation (23)
ou par la suivante :

D,n+ (1 4+ Dymn)tangr
-+ D&+ D, tange

(27) tang (Y + 1) =

Des formules jusqu’ici obtenues se déduisent diverses conséquences
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dignes de remarque; et d’abord il résulte de la formule (15) que le

rapport .
1
1+¢€

. - N . . N L . ' 0 ,
varie avec la direction du demi-axe OA de maniére a pouvoir. étre cons-
tamment represente par le rayon vecteur d’un ellipsoide dont I'équation

seratt

(28) 1= [x(1+Dz8) +yD,k+zD:E]
+[xDzn +y(1 4+ Dyn) +2zD.n]?
4+ [xDzf -+ yDyl +2(1 + 2D L]

Ies lettres x, Y, z‘désighant les coordonnées courantes de cet ellipsoi(lé'.
Il est d’ailleurs bon d’observer que I'équation (15) est précisément
celle qu’on obtient quand on élimine a, b, ¢ de I'équation (6), a l'aide
des formules (16). Si, a 'aide des mémes formules, on éliminait a, b, ¢
de I'équation (2), on obtiendrait une-autre équation .de laquelle il

résulterait que le binome ‘
' 1+¢,

considéré comme une quantié "‘qui varie avec la direction du demi-
axe O'A’, est represente par le rayon vecteur v d’un second ellzpsma’e
Nous appellerons dilatations ou condensations pnnczpales celles qui
correspondent aux trois axes de 'un’ou de I’ autre elllpsmde, et parmi
lebquelles se rencontrent toujours les dllatatlons ou condensations
mazximum et minimum. Cela posé; il est clair que les trois directions
dans lesquelles se mesureront les dilatations ou condensallons lmeazres
seront celles de trois demi-awes qui se couperont a angles droits. Ces
conclusions s’accordent avec les formules que j'ai données en 1822,
dans le Volume I des Ewercices de Mathématiques. (Voir la page 6o et
les suivantes.) (*).

On peut encore conclure généralement de 1'équation (10), aprés en

(1) OEugpres de Caucly, S. 11, T. VII, p. 82 el suiv. /

OEuvres de C. — S. 11, t. XII. : 45
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avoir éliminé a, b, ¢, & 'aide des formules (16), que, st le rapport -

y

1
(1-+¢)sind

varie avec la direction du demi-aze OA, il se trouvera représenté parle
carré du rayon vecteur d’une surface du quatriéme degré dont I’ équation

sera

(29) 1= [(xDa-yD,+2zD.)(y¢ — zn) ]
L (xDe+yDy+2zD;) (2 —x8)]*
~+ [(xDgz+ yDy+zD:) (xn —y&)]*.

Si, au contraire, & 'aide des formules (16), on éliminait a, b, ¢ de
I'équation (10), on conclurait de I'équation résultante que le rapport

’

1+¢
sing’ vy

: ,
considéré comme variable avec la direction du demi-axe O'A’, peut étre
représenté par le carré du rayon vecteur d'une autre surface du qua-
triéme degré.

Enfin on conclura des formules (11) et (16) que la tangente de
chacun des angles o, y, b varie avec la direction du demi-axe OA, ou
bien encore avec la direction du demi-axe O'A’, de maniére a étre cons-
tamment représentée par le rapport entre les carrés des rayons vecteurs
de deux surfaces du second degre.

Concevons a présent qu’on cherche la rotation moyenne du systéme
de points matériels donné, non plus autour de trois demi-axes paral-
léles & ceux des , y et = positives, mais autour de trois autres demi-
axes OA, OB, OC rectangulaires entre eux. Supposons que les cosinus
des angles formés, avec les demi-axes des , y et 5 positives, par les
demi-axes OA ou.OB ou OC, soient respectivement

a, b,"c A ¢
ou
a, ¥, ¢

ou
a', o, c"
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les trois nouveaux demi-axes OA, OB, OC étant tels qu'un mouvement
de rotation imprimé i leur systéme puisse les faire coincider, le
premier avec le demi-axe des x pbsitives, le deuxiéme avec le demi-
axe des y positives, le troisiéme avec le demi-axe des z positives. Les

neuf cosinus A .

a’ b, c; al, bl’ cl ; all’ bll’ cll

seront liés entre eux non seulement par les formules

(30) a2 4+ bg + cg — I, {ZIS _|_ blz + clz — I, ) all2+ bll:+qlli: 1
ada"+bb'+c'c"=0, da+bb+c"c=o0, aa+ bb3-cc'=o,

mais encore par la suivante :
(31) ab'e"—ab'c'+a'b'c—a' be" 4~ a"be' —a"b' c =1.

Cela posé, pour obtenir les rotations moyennes du systéme de points
" matériels donné autour des nouveaux demi-axes, il suffira d’opérer
comme s’il s’agissait d’'une simple transformation de coordonnées rec-
. tangulaires, et de remplacer en conséquence dans les valeurs de o,
%» ¢ déterminées par le systéme des formules (19) et (20), ou (21)
et (22), ou (23) et (24), non seulement '

’ E_, 0, C
par les trinomes

“E"‘ b‘n+CC, a12+b1n+01:, a”E+ by + ',

mais encore les caractéristiques

par

aDp+bDy+cD;, a'Dyp+b'Dy+c¢'D;y a"Dyp+ 8"'Dy+ "D,

Ainsi, en particulier, si I’on nomme 0 la rotation moyenne du systéme
autour du demi-axe OA qui forme avec ceux des coordonnées positives
des angles dont les cosinus sont 4
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c'est-d-dire, si I'on désigne par § une quantité dont la valeur;numé-
rique soit I'angle qui mesure cette rotation moyenne, en supposant
d’ailleurs 0 positifuou;négatif,;s‘uiv‘an'L que cette rotation moyenne
~ s’exécute de droite & gauche ou de: gauche h;dro_ite»au‘tou‘r du demi-

" axe OA; on aura
. . . 2T
(32) p=_L wdr,
27 o

@ étant ce que devient l’éngle ¢ déterming par l’équatioh-(lg) oui(é5),
quand on remplace dans cette équation - ‘ :

[
W

LTS
par o
a't-+bn+-c't, a"t+b'n+c"t
et . VoL i . L : .
D, Dy
par,

@D+ b’D,—i—c D-, P b”Dy+ o' D,

En conséquence, la valeur de ®, qui devra étre substituée dans ld for-
mule (32), sera celle que determmera I equatlon

v

3) tang(w+r1)

__tangt+[a' D+ 0D, 4D +(a "D+ "Dy +c"D. )tangr](a”£+[)”n+c”§)
T at[a@ Dy 0Dy’ Do+ (@' D+ 0Dy + "D, )Laugr](a£+b’n+c’7’)

Dans cette derniére équation, les six quantités

, ) ¢
al, bl’ C/, al/’ b”’ C”

'

se trouvent liées les unes aux autres, et aux quantités a, b, c, pai’ les
cing derniéres des formules (30), 4 'une desquelles on peut substituer
la formule (31). On pourra donc supposer cinq de ces quantités déter-
minées en fonction de la sixiéme, considérée comme constante arbi-
traire, et des cosinus a, b, ¢. Mais la constante arbitraire dont il s "agit
devra toujours disparaitre de la valeur de 6 que fournira I'équa-
tion (32). Car cctte valeur de 0, ou la rotation moyenne du systéme de-
points matériels autour du demi-axe OA, ne pourra dépendre que d¢
la direction de ce demi-axe, et par conséquent des cosinus a, b, c.
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Faisons voir maintenant comment on peut obtenir cinq des quantités
4 al’ bl, c/’ all’ bl/’ C”,

par exemple les cing derniéres, exprimées cn fonction de la premiére o’
et de a, b, c. ,

Remarquons d’abord que, eu egard 4 la formule (3 1), la troisiéme
et la quatriéme des équations (30) donneront - S

(34) &' = be' — b'e, b"=ca'—ca, "=ab'—a'b.

D’autre part, les deux premiéres et la derniére des formules (30) don-
neront non seulement

bi4- ) (b4 c'?) — (bY +cc')2=1 — a?—a'?,
)

et par suite
be' — b’c-—+(|-—a2——a’2)%
mais encore

bb'+ ¢’ =—aa';
puis on en conclura

1 1
2 2

aba' = c(1— a?— a'?) , aca' 3= b(1—a®—a”)?
b

= — —
(33) &= e ©= s

Il ne reste plus qu’a substituer les valeurs précédentes de & et de ¢’
dans les formules (34), pour obtenir les cinq quantités

bl c/, 'a!l, bll’ C”’
exprimées en fonction de a, b, c et de a'.
Au reste, 6 devant étre indépendant de a’, on peut, dans le sccond

membre de la formule (33), se borner & substituer non pas les valeurs
générales des quantités

b,, C,, all’ bll’ cll’

déduites des formules (34) et (35), mais les valeurs part.iculié'res
qu'acquiérent ces ‘quantités, quand on attribue au cosinus a’ une

valeur particuliere, par exemple quand on suppose

a'=o.
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Dans cette hypothése, on tire des formules (34) et (35)

1
! o' a’ o o (1— a2)z

e —b

—(b”—i—c").:cﬂ;_ac byt

I
|
+

ou, ce qui revient au méme, eu égard a 'équation b* + c>*=1 — a?,

! ! " " "
(36) __b__ _¢ a b ¢ I
(1—a?)

¢ b 1—a* —abT —ac

I+

.
1
2

Si V'on substitue les valeurs de
v, ¢, a, b, &

tirées de cette derniére formule dans I'équation (33),.en réduisant
de plus a’ a zéro, on trouvera

/

37) tang(w-+7) | ’ /

tangr-+- ng;-ch—i— [Diz—a(aDy+ 6D y+cD;)] t.angrlz—a(algi-zz)—kcz
(4 { bD.—cDy+[D,—a(aDy+ bDy+cD;)] tang= I bf:;‘n

En conséquence, il suffit de joindre la formule (37) 4 la formule (32)
pour obtenir la rotation moyenne du systéme de points matériels
donné, autour d'un demi-axe quelconque OA, qui forme, avec les
demi-axes des coordonnées positives, des angles dont les cosinus sont
représentés para, b, c.

SiI’on adoptait, relativement aux demi-axes des coordonnées posi-
tives, une hypothése contraire & celle que nous avons admise jusqu’ici,
en supposant ces demi-axes disposés de telle maniére que les mouve-
ments de rotation exécutés de droite 4 gauche autour de ces demi-axes
fussent dans les plans coordonnés des mouvements rétrogrades; alors
la valeur de 0, déterminée par le systeme des formules (32) et (37),
représenterait toujours, au signe prés, I’angle qui mesurerait la rota-
tion moyenne du systéme de points matériels donné autour du demi-
axe OA correspondant aux angles dont les cosinus sont a, b, ¢ : mais
cette quantité serait positive ou négative, suivant que la-rotation
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moyenne dont il s’agit s’cffectuerait de gauche a droite ou de droite &
gauche autour du demi-axe OA. ' ‘

En terminant ce paragraphe, nous rappellerons larelation qui existe
entre la dilatation ou la condensation du volume en un point donné,
et les dilatations ou condensations linéaires principales mesurées en
ce méme point, suivant trois axes rectangulaires entre eux. Pour
obtenir cette relation, considérons un trés petit élément de volume
compris dans le premier état du systéme, sous une surface sphérique
dont le rayon soit désigné par r, le centre étant le point 0’, qui a pour
.coordonnées x, y, 5. Dans le second état du systéme, la molécule m,
qui occupait primitivement le point O, se trouvera déplacée et trans-
portée au point O’, dont les coordonnées seront

z+§ y+mn s+

de plus, d’aprés ce qui a été dit précédemment, la sphére trés petite,
dont le rayon était représenté par r, et le volume ¢ par I'expression

(38) V=

3
s,

[SC1 2N

se trouvera sensiblement transformée en un ellipsoide. En effet, soit m
une seconde molécule située, dans le premier état du systéme, a la
distance r de la molécule m, et nommons r 4+ p la nouvelle distance
qui, dans le second état du systéme, sépare la molécule m de la molé-
cule m. Si, en attribuant & r une valeur tres petite, on pose

r4+p=(14+¢)r,

la valeur de ¢ différera trés peu de celle que fournit I'équation (15),
et par suite la nouvelle distance 7 +p se confondra sensiblement, en
grandeur comme en direction, avec le rayon vecteur 7« d’un ellipsoide
semblable 4 celui dont le rayon vecteur a été précédemment désigné
par . (Voir la page 353.) Donc le petit volume primitivement désigné
par

_b4_
'O—'gﬂ'r
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se trouvera transformé dans le second état du systéme, en un autre
volume 0, terminé par la surface courbe qu’engéndrera un rayon
vecteur dont la longueur, mesurée dans le sens du rayon vecteur f,, se
réduira sensiblement au produit ' '

»

re,
et rigoureusement & un produit de la forme

re(1+ i),

¢

¢ désignant une quantité qui deviendra infiniment petite avec r. .
_D’ailleurs, si 'on nomme

!

" "
€, 3

e’
les dilatations linéaires principales,

1+¢, 14¢, 1+4¢
représenteront les trois axes principaux de I'cllipsoide qui. a pour
rayon vecteur . Par suite, les valeurs de cet ellipsoide ct de ellip-
soide semblable, qui aura pour rayon vecteur le produit r¢, seront
~ respectivement '
SR e (e,

A, ! " "
3™ (r+e)(1+e")(1+&"). ‘

oor «
¢ '

D’autre part, il suit du théoréme IX de la Note précédente que le rap-
port entre les volumes

Q, et -g-’n.'l'a(l + &) (1" (1+¢")

engendrés par deux rayons vecteurs
re(r1+-8) et re, '

1

qui, dans le second état du systéme, tournent simultanément autour
de la molécule m, de maniére & offrir des longueurs variables avec leur
direction commune, est une moycenne entre les diverses valeurs
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qu’acquiert successivement le cube

‘ 3
'

(l-i;t‘)3 ) t

'

du rapport de ces rayons vecteurs. On aura donc
(39) K",:éﬂr’(l% e + e"y (1 4 "y (1 + l)3,

t désignant une quantité moyenne entre les diverses valeurs de 7, par
conséquent.une quantité qui deviendra infiniment petite avec r et 7.
Soit maintenant v la dilatation du volume mesurée, dans le second
élat du systéme,.au point occupé par la molécule m. Cette dllatatlon
ne sera autlc chose que la limite dont le 1app0rt

(’QI

©
s'approchera indéfiniment pour des valeurs numériques décroissantes
de ret de t. Or, comme on tirera des formules (38) et (39)

9

T = () (L) (1 8") (14 1),

on en conclura, en passant aux limites,

7

(40) ‘ o '+U:(';"€')(l+€”4)(1+E'”).'

Telle est en effet la relation générale qui existe entre la dllatatlon du
volume et les dilatations linéaires prmmpales '

v . . . ! . \

¢, ¢, ¢&.

II. — Formules relatives aux clzangements de forme infiniment petzts B
b que peut subir un systéme de points matériels.. :

Les diverses formules obtenues dans le premier paragraphe se sim-
plifient lorsque le changement de forme du systeme de points matériels
donné devient infiniment petit, ou plutot, lorsque le changement de

forme est assez petit pour qu’on puisse nccrlwer les puissances supé-
OEuvres de C.— S. 11, t. XII. 46
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rieures et les produits des déplacements moléculaires et des quantités
du méme ordre, par exemple, des dérivées de ces déplacements et des
dilatations linéaires. Alors la formule (15) du paragraphe I, réduite &
(1) e==a’DyE+ 0Dy + 2D {+ be(Dyg + Dom)

+ ca(D:E + Dy8) + ab(Dyn + D, k),

ou, ce qui revient au méme, a
(2) e=(aDy+ 6D, + cD;) (at + bn + cl),

fournira une valeur trés simple de la dilatation linéaire mesurée
suivant une droite qui formait primitivement avec les demi-axes des
coordonnées positives des angles dont les cosinus étaient a, b, c. 1l est
important d’observer que, dans le cas ou elle devient négative, la
dilatation ¢ représente une véritable condensation prise avec le
signe —. La formule (1), en vertu de laquelle ;— représente, au signe

prés, le carré du rayon vecteur d'une surface du second degré, entraine
immédiatement le théoréme suivant, déja énoncé dans le Volume II
des Exercices de Mathématiques :

Tutoreme I. — Supposons que, par Ueffet d’une cause quelconque, un
systéme de pornts matériels passe d'un état naturel ou artificel & un second
état trés peu différent du premier, et qu’a partir d’'un point donné m de ce
sykte‘me on porte, sur chacun des demi-axes aboutissant au méme point,
une longueur égale a U'unité divisée par la racine carrée de la condensation
linéaire mesurée suivant le demi-axe que l'on considere. Cette longueur
sera le rayon vecteur d’un ellipsoide qui aura pour centre le point w, et
dont les trots axes correspondront a trots dilatations ou condensations
principales. Quant aux autres dilatations ou condensations, elles seront
s_ymétnq'uement. distribuces autour de ces trois axes. Dans certains cas,
Uellipsoide dont il s’agit se trouvera remplacé par deux hyperboloides &
une nappe ou a deux nappes, qui, étant conjugués l'un a ’autre, auront
le méme centre avec les mémes axes, et seront touchés & I'infini par une
méme surface conique du second degre. Ces cas sont ceuz ot il y aura,

autour d’un point donné, dilutation dans un sens, condensation dans un
p , ,

Pl
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autre. Alors la surface conique dont il s'agit séparera la région dilatée,
qui correspondra au premier hyperboloide, de la région condensce, qui
correspondra au second, et les génératrices de celle surface conique indi-
queront les directions suivant lesquelles il n’y aura ni dilatation, ny con-
densation. Ajoutons que, parmi les condensations ou dilatations princi-
pades, on rencontrera toujours, sile cbrps est dilaié dans tous les sens, ou
condensé dans tous les sens autour du point m, un maximum et un mini-
mum de dilatation, ou bien un maxirnumet un mz'nz'mung de condensation;
ou, st le contraire arrive, une dilatation minimum avec une condensation

maximum.

Il peut arriver que les trois dilatations ou condensations princi-
pales, ou au moins deux d’entre clles, deviennent équivalentes ou sc
réduisent a zéro. Alors, I'ellipsoide et les hyperboloides mentionnés
dans le théoréme précédent deviennent des surfaces de révolution ou
des cylindres, et peavent méme se réduire 4 une sphére ou & un sys-
téme de deux plans paralléles. Ainsi, en particulier,lorsque le systéme
de points matériels donné est dilatédans tous les sens ou condensé dans
tous les sens, et que les dilatations ou condensations principales sont

_équivalentes, l’ellipsoide se change en une sphere, et la dilatation ou
condensation reste la méme dans touteslesdirections autour du point m.

Si de I'équation (1) on tire successivement les trois valeurs de la
la dilatation ¢ correspondantes a trois demi-axes rectangulaires, qui
forment, avec les demi-axes des coordonnées, des angles dont les
cosinus soient

a, b, c; a, v, c; a’ b, ',

on obtiendra pour ces trois valeurs les trois polynomes

a*D &+ 02Dyn + c2D¢
+ bc (Dyl + Do) 4+ ca (DE+ Dz8) 4+ ab (Den + D, &),
a? D &+ 0"*Dyn + c2DL '
+ o' (D +Dan) + ¢'a’ (D +Dal) +a' o' (Dun -+ D, £),
C a"DE B, 4+ DL ’ '
+ 87" Dy + Don) +¢"a" (D8 + D28) + a” 6" (Dan + D, E);
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et par suite, en ayant égard aux formules

( a® + a’2+.a"’ =1, b2+ bt " =1, ¢+ ¢ 4 el =1,

3) :
’. bc+blcl+ b”C”:O, Ca+cla/—|—c”a”-_—"0, ab—'—a,bl'l— a”b”:o,

on reconnaitra que la somme de ces trois valeurs se réduit a
D&+ Dyn + DL

D’ailleurs les dilatations linéaires principales ¢/, €”, €” correspondent
a trois axes rectangulaires entre eux. On peut donc encore énoncer la
proposition suivante :

Tatorese I1. — Les mémes choses étant posées que duns le théoréme 1, la
somme des dilatations linéaires- mesurées en un point donné, suivant tros
directions qui, .dans le premier état du systéme, étaient rectanguldires
entre elles, restera toujours équivalente a la somme des dilatations linéaires
principales €', €, &, déterminée par la_formule
(4) g4’ +e"=D,E+ Dyn+ DL

Lorsqu’en considérant les déplacements moléculaires et, par suite,
les dilatations comme des quantités infiniment petites du premier
ordre, on néglige, dans les diverses formules, les infiniment petits-

’ " Sl 4 l1or 14 1 n
d’un ordre supérieur au premicr, I'équation (40) du paragraphe I
donne simplement

(5) ' L. =g+ ",

puis de celle-ci, combinée avec la formule (4), on tire
(6) v=D.5+D,n+ DL
On peut done énoncer encore la proposition suivanle :

Tucoreme 1. — Les mémes choses étant posées que dans le théo-
réme 1, la dilatation du volume en chaque point sera équivalente, non
seulement a'la somme des dilatations linéaires principales, mais aussi a la

somme des dérivées qu’on obtient lorsque les déplacements moléculaires,

mesurés parallélement aux axes coordonnés des x, y, s, sont différentiés,
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le premuer par rapport a z, le deuziéme par rapport a y, le troisieme par
rapport a z.

Concevons maintenant que, les déplacements moléculaires étant
toujours considérés comme infiniment petits du premier ordre, on
néglige les quantités infiniment petites du second ordre ou d’un ordre
supérieur dans lcs formules du paragraphe I qui déterminent, soit la
rotation d’un axe autour d’une molécule donnée m, soit la rotation
moyenne du systéme autour des demi-axes menés par cette molécule,
parallelement aux demi-axes des coordonnées positives, ou méme
parallelement a des demi-axes quelconques. On pourra, dans les for-
mules (16), (17) du paragraphe I, réduire le binome 1+ ¢ 4 I'unité,
et, par suite, on tirera de. ces formules, jointes & I'équation (10) du
méme paragraphe,

(7) F= [(ab,+ 6D+ cD,) (B —em)]
“+[(aDg-+ bDy+cD:) (cE —a)]
+ [(@Dy+ bDy—+ cb, (ag—lm)]f, "

Cette derniére équation déterminera immédiatement la rotation infini-
ment petite qu’exécutera, en se d¢formant, autour de la molécule m,
un demi-axe dont la direction primitive. formait, avec les demi-axes
des coordonnées positives, les angles correspondants aux trois cosinus
a, b, c. ’

Quant a la rotation moyenne du systéme autour d’un demi-axe mené
par la molécule m, parallélement au demi-axe des  positives, elle se
déduira immédiatement des équations (19) et (20) [§1], dont la pre-
miére donne, quand on néglige les infiniment petits du second ordre
et d'un ordre supérieur,

(8) , ¢ =(costDy+sintD;)({ cost— nsint)

=cos?t D, { —sintt D:n — sintcosz (D0 — D7),

ou, ce qui revient au méme,

(9), o= é (D& — Den) + = (D, £ +Dsn) cosze — ~(Dyn— D:g)sinaz.
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Cela posé, comme on a généralement

27 27 )
f coszrdr_—_f sin2tdr —o,
1] 0 .

la formule (20) du paragraphe I donnera

On aura de méme
(10) :
8 —= s (D.£—D,2),

7= 1 (Den—Dyk). |

Telles sont les valeurs de a, &, y qui, dans I'hypothése admise, se dé-
duiront des formules (20), (22), (24) du paragraphe I. En consé-
quence, on pourra énoncer la proposition suivante :

TukoreMe IV. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme I,

les mottiés des trois binomes
Dyz—D;Tl’ DZ‘E—'D.‘L‘E) Dxﬂ-—D)E

représenteront les rotations moyennes qu'exécutera le sysicme de points
matériels donné autour de trois demi-axes menés par la molécule m, paral-
lelement aux demi-axes des coordonnées postitives, c'est-a-dire qu’elles
représenteront les trois angles infiniment petits qui mesureront ces rotations
moyennes dans trois plans paralleles aux plans coordonnés, chacun de ces
angles étant pris avec le signe + ou avec le signe — , sutvant qu'il pourra
étre considéré comme décrit par un rayon mobile, en vertu d'un mouyement

de rotation direct, ou en vertu d’un mouvement de rotation rétrograde.

Si I'on cherchait la rotation moyenne 6 exécutée par le systéme de
points matériels, non plus autour d’un demi-axe paralléle i celui des
@ positives, mais autour d’un demi-axe qui formerait, avec ceux des
coordonnées positives, les angles correspondants aux cosinus a, &, c;
il faudrait a la .form-ule (20) du paragraphe I substituer la formule (32)
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du méme paragraphe, en supposant la valeur de ® déterminée par
- la formule (33); ou, ce qui revient au méme, il faudrait remplacer,
dans la premiére des équations (10), « par 0,

n, §
par :
a4+ bn+c'f, a"E+0'n+ "t
et
Dy, D.
par

a'Dy+ b Dytc' Dy @Dt 6Dy "D
les cosinus ’
a/ , bl’ cl , all, bll’ CI/

étant d’ailleurs liés entre eux et avec les cosinus
ca, b, ¢

par les formules (30), (31) du paragraphe 1. Or, comme on auradans
ce cas '

(11) be"—be'=a, ca"—c"a'=b, a'b"— a"b'=c,
on trouvera, en opérant comme on vient de le dire,

(12) ng(DyC—-D;n)+§(D;E"—Dxt)+g(l)zn—DyE).

Lorsque les mouvements directs de rotation, exécutés autour de I’ori-
gine dans les plans coordonnés par des rayons vecteurs mobiles, sont
en méme temps, comme on 'asupposé jusqu’ici, des mouvements exé-
cutés de droite 4 gauche autour des demi-axes des coordonnées posi-
tives, la valeur de 0, déterminée par la formule (12), est positive ou
négative suivant que la rotation moyenne du systéme de points maté-
riels, autour du demi-axe correspondant aux cosinus a, b, ¢, s’effectue
de droite & gauche ou de gauche a droite. Donc la valeur de 6, déter-
minée par la formule (12), représente I’angle infiniment petit qui sert
de mesure  cette rotation moyenne, pris dans le premier cas avec le -
signe +, dans le second cas avec l¢ signe —.

De I'équation (12) jointe aux formules (10), on tire

(13) . 6:doc+b8+,ck
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‘On a d’ailleurs identiquement L L
(aa+b€+cﬂh+wy—c® ua—aﬂ—+w6—wa)

=(@+D*+ ) (a?+ 8 +y) ’

Donc, eu égard 4 I’ equatlon (13) et & la formule

$+b+&—u
on trouvera

(18) 0+ (by—cB) - (co—ay)t-- (a8 — ba)t= o + 61+ y?

En vertu de cette derniére - équation, la valeur numerlquc de 0
deviendra un maximum lorsqu’on aura

by —c8=o, co—ay=o, a8 — ba=o;
parconséquent L 0
('5) ﬁ.:.‘--IZ':C :+ T
: a8 1
¢ ) > }l (0(2-|— 62_‘_?2)2

D’autre part on tircra des formules (13) et.(15) .
(16) L Gk (et G )

Si, pour fixer les idées, on réduit le double signe au signe -+, I'équa-
tion (16 ) fourniva précisément le maximum de la rotation moyenne
exécutée par le'systéme de pomts matériels autour d’un demi-axe abou-
tissant & la molécule m. Ce maximum est ce que nous appellerons la
rotation moyenne principale ; si on le désigne par ©, on trouvera non
seulement .

() ey

)

mals encore, en vertu de la formule (13),

(8) R

@
@I~

Ces dernieres équations détermineront les cosinus a, b, ¢ des angles
formés avec les demi-axes des coordonnées positives par le demi-axe
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autour duquel s’exécutera de droite 4 gauche larotation moyenne prin-
cipale.

Concevons maintenant qu’a partir de la molécule m on porte une
longueur représentée par la rotation movenne principale sur le demi-
axe autour duquel s’exécutera de droite i gauche cetie rotation
moyenne. Les projections algébriques de cette longueur sur les axes
de x, y, 5 seront évidemment représentées par les produits

BOa, 0bH, O,

les valeurs des cosinus a, b, ¢ étant celles que fournissent les équa-
tions (18), ou, ce qui revient au méme, par les quantités

o, 6'}"

~que déterminent les équations (10). D’ailleurs, en vertu du théo-
réme IV, ces mémes quantités

&%, 877

représenteront aussi les rotations mdyennes du systéme de points ma-
tériels autour de trois demi-axes menés par la molécule m, parallele-
ment 4 ceux des coordonnées positives. On pourra donc -énoncer
encore la proposition suivante :

Tutorene V. -- Les mémes choses élant posées que dans le théoréme 1,
si la rotation moyenne principale qui correspond a la molécule w est repré-
sentée par une longueur portée, a partir de cette molécule, sur le dem:-
axe autour duquel cette rotation s'effectue de drovte a gauche, les projec-
tions algébriques de la méme longueur, sur les axes des x, y, =, représen-
‘teront les rotations moyennes du systéme autour de trois axes paralleles

menés par la molécule wm.

Concevons a présent que les quantités a, b, ¢ cessent de se confondre
avec les trois rapports

8 v

@R

OEuvres de C. — S. 1, t. XIL 47
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et représentent les cosinus des angles formés avec les demi-axes des
coordonnées positives par un demi-axe distinct de celui autour duquel

.

s'effectue de droite & gauche la rotation moyenne principale. Le
cosinus de I’angle compris entre ces deux demi-axes sera, d’aprés une

formule connue,
o
(0]

6 s
+66+C—-

a 0

D’ailleurs, en multipliant ce cosinus par 8, on obtiendra pour produit

le trinome ,
ax+ b8 +cy;

et ce trinome, en vertu de la formule (12) ou (13), représentera la
rotation moyenne autour du nouveau demi-axe, c’est-i-dire I'angle
qui mesurera cette rotation moyenne, pris avec le signe —+'ou le
sighe —, suivant que cette méme rotation s’effectuera de droite &
gauche ou de gauche a droite, autour du demi-axe dont il s’agit. On
pourra done encore énoncer la proposition suivante :

TutoriME VI. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme I,
st la rotation moyenne principale qui correspond a la molécule m est repre-
sentée par une longueur portée a partir de cette molécule sur le demi-axe
autour dugquel cette rotation s'effectue de droite a gauche, la rotation
moyenne autour d’un autre demi-axe sera le produit de la rotation

moyenne principale par le cosinus de Uangle compris entre les deux axes.

Corollaire. — Si le nouveau demi-axe est perpendiculaire au pre-
mier, le cosinus de ’angle compris entre eux s’évanouira, et par suite
on pourra tn dire autant de la rotation moyenne effectuée autour du
nouveau demi-axe. Si au contraire ’angle compris entre les deux
demi-axes est aigu ou obtus, le cosinus de cet angle sera positif dans
le premier cas, négatif dans le second, en méme temps que la rotation
moyenne dont il s’agit. Donc cette rotation s’effectuera, dans le pre-
mier cas, de droite 4 gauche; dans le second cas, de gauche a droite.
Cela posé, comme le produit d’une longueur mesurée sur une droite
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par le cosinus de I'angle que forme cette droite avec une autre, repré-
sente toujours au signe prés la projection de la longueur sur la
nouvelle droite, le sixiéme théoreme entrainera évidemment la propo-
sition suivante :

TaeortME VII. -— Les mémes choses étant posées que dans le théo-
réme I, si la rotation moyenne principale qui correspond a la molécule w.
est réprésenlée par une longueur portée, a partir de cette molécule, sur le
demi-aze autour duquel cette rotation s'effectue de droite a gauche; la
rotation moyenne autour d’un demi-axe quelconque sera représentée au
signe prés par la projection de la rotation moyenne principale sur ce demi-
axe : par conséquent, elle s’évanouira si le nouveau demi-axe est perpen-
diculaire au premier. Dans le cas contraire, elle s'effectuera de droite a
gauche ou de gauche a droite, suivant que U’'angle compris entre les deux
demi-azes sera positif ou négatif.

L’interprétation que nous avons donnée de la formule (12) et les
théorémes que nous venons d’en déduire, supposent les demi-axes des
coordonnées positives tellement disposés que les mouvements de rota-
tion, exécutés de droite & gauche autour de ces demi-axes, soient, dans
'les plans coordonnés, des mouvements directs. Dans I’hypothése con-
traire, la valeur de 0, déterminée par la formule (12), serait positive
ou négative suivant que la rotation moyenne, représentée par lavaleur
numérique de 0, s’exécuterait de gauche & droite, ou de droite a
gauche, autour du demi-axe correspondant aux angles dont les cosinus
seraient a, b, c; et alors, dans les énoncés des théorémes V, VI, VII, les
mouvements de rotation de droite & gauche devraient étre remplacés
par des mouvements de rotation de gauche a droite.

Aprés nous étre spécialement occupés des rotations moyennes,
revenons a la formule (8), qui détermine simplement la rotation ¢
exécutée autour du demi-axe des @ positives par un demi-axe primiti-
vement renfermé dans le plan des y, z. En vertu de cette formule, la
valeur numérique de larotation ¢ sera équivalente a ’unité divisée par’
le carré du rayon vecteur de I'une des courbes du second degré, tra-
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cées dans le plan des y, z, de maniére que leurs coordonnées cou-
rantes y, z vérifient les équations

~(19) Dy —22Dn — yz(Dyn—D:E) =1,
(20) y2D)~C—z2D;n—yz(Dyn—DzC):-—l.

Or il arrivera toujours nécessairement, on que l'une de ces deux
‘courbes sera une ellipse, 'autre étant imaginaire, ou que les deux
courbes seront deux hyperboles qui offrent le méme centre et les
mémes asymptotes avec des axes réels perpendiculaires entre eux. Le
premier cas sera celui ou, en se déformant, les axes, primitivement
renfermés dans le plan des y, 3, tourneront tous dans le méme sens
autour du demi-axe des x positives. Comme d’ailleurs celui-ci peut
étre un demi-axe quelconque, il est clair que la formule (8) entrainera
la proposition suivante:

TutoreMe VIII. — Les mémes choses étant posées que dans le théo-
réme I, portons a partir de la molécule m, sur chacun des demi-axes
aboutissant a cetie molécule et renfermés dans un méme plan, une lon-
gueur équivalente a I'unité divisée par la racine carrée de la rotation tres
petite qu'exécute, en se déformant, le demi-axe que U'on considére autour
d’une droite perpendiculaire au plan. Ceite longueur représentera le rayoz-z
vecteur d’une ellipse qui aura pour centre la molécule w, et dont les deux
axes, grand et pelit, correspondront, si toutes les rotations s'exéculent
dans le méme sens, le premier* a la rotation dont la valeur numérique sera
un minimum, le second a la rotation dont la valeur numeérique sera un
maximum. St au contraire les rotations s'exécutent les unes dans un sens,
les autres en sens contraire, lellipse se trouvera remplacée par deux hyper-
boles qui, étant cdzzjuguées l'une a l’auire, auront pour cenire commun la
molécule m, et qui offriront les mémes asymptotes avec des axes réels, per-
pendiculaires entre eux. Alors ces axes réels correspondront a deux rotations
effectuées en sens contraires, et dont chacune sera un nunimum, abstrac-
tion faite du signe; tandis que les directions des asymptotes répondront

a deux demi-axes dont les rotations s'évanouiront.
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1l est facile de déterminer analyfiquement les deux rotations
mentionnées dans le théoréme VIII, et dont chacune offrira une
valeur numérique maximum ou minimum. Si, pour plus de commo- .
dité, le plan dans lequel sont renfermés les demi-axes que l'on consi-
dére est pris pour plan des y, z, la rotation trés petite ¢, exécutée
par un de ces demi-axes autour d’une perpendiculaire au plan, sera,
comme nous I’avons expliqué, déterminée par la formule (8), du ce
qui revientau méme, par la formule (9). Donc cette rotation deviendra
un mazimum ou un minimum, lorsqu’a la formule (9) on joindra la
suivante :

(21) _ D;go =o '
de laquelle on tirera

cosat __ sinat 1

+
Dy +Dzn)* +( l)yﬁ — D))

(22) 7 Don — DE—Dym —

2|~
.

Donc les deux rotations, dont chacune offrira, pour valeur numérique,

un maximum ou un minimum, seront les deux valeurs de ¢ que deter-
mlnera la formule ‘

(33) 9= 1(DyE—Din) = (DL +Den)+ (D,n — DL TR,

D’ailleurs ces deux valeurs seront des quanﬁtés affectées du méme
signe, si toutes les rotations s’exécutent dans le méme sens, et de
signes contraires, si cette condition n’est pas remplie; mais dans tous
les cas la rotation moyenne ‘

a= %(Dyt—Dzn)

représentera la demi-somme des valeurs de ¢ données par 1'équa-
tion (23). On peut donc énencer la proposition suivante :

Tutorime IX. — Les mémes choses étant posées que dans le théoréme VIII,
les deux rotations, dont chacune offrira une valeur numérique maximum
ou minimum, fourniront une demi-somme précisément égale a la rota-

tion moyenne.
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Si, en considérant les rotations exécutées par les divers demi-axes

que renferme un méme plan autour d’une droite perpendiculaire a ce
-plan, on cessait de faire coincider ce plan avec le plan des y, 3, etla
droite avec I'axe des «, les deux rotations, dont chacune offrirait une
valeur numérique maximum ou minimum, seraient fournies non par
I’équation (23), mais par une formule nouvelle, que I’on pourrait aisé-
ment déduire de cette équation. En effet, nommons = ce que devient
la rotation ¢ quand on remplace le demi-axe des x positives par le
demi-axe qui forme avec ceux des coordonnées positives des angles
dont les cosinus sont
et supposons o v o o

. liés aux cosinus a, b, ¢ par les formules (30) et (31) du paragraphe I.
Pour obtenir I’équation qui déterminera le maximum ou le minimum
de ®, il suffira évidlemment de remplacer, dans la formule (23),

n §
par
aA'E+n+c'L, a’t+ 0"+ "L
et
' D_‘rv Dz
par

a'Dy+ 0'Dy+¢'D;y, a’"Dy+8"Dy+ "Dy,
Or, en opérant ainsi, on obtiendra, au lieu de I'équation (23), la sui-
vante : '
(24) =01 x;
la valeur de 8 étant toujours déterminée par la formule (12), et la
valeur de x par celle-ci :

(25) hr*= [(@'Da+ ' Dy+ ¢ D;)(a" + b"n+c"T) -
(@' Dyt 6"Dy + ¢ D) (¢ &+ b 1+ ¢ )]
+[(@' Dt b Dy+¢' D) (@' E+ bl n 42 7)
—(a"Dy+ 8" Dy+¢"D;) (@"E + 6" + ¢"{)]%
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D’ailleurs, en vertu des formules (3), on a

(aDg+bDy+cD)(al +bn+cl)
+(a'Dy+0'Dy+c'D)(a'E+b6'n+c'§)

+(a"Dg+ b"Dy+ ¢ D,) (@"E 4+ b'n + ¢'C) = D £ + Dyn + DL,
puis on en conclut, eu égard aux équations (2) et (6),

(@ Dy bDy+c' D)@ E+bn4c'%)
+(a”Dx+ b’/Dy“"C”D:.)(a”g +b”'l]+C”C)=V—57

et par suite

[(@' Dz~ ' Dy+¢'D;) (@' E+b'n+c'§)
—_ (alle+ b”Dy+CI/ D:) (a”E + blln _|_ cllc)]2
=(—e2—4[(a'Dy+bDy+c' D) (@ E+ b0+ )]
. X (@ Dy+8"Dy+c"D;) (@’ + b"n + ¢"8)].

Donc la formule (25) donnera

(26) 4x®=(v—e)?+[(a' D+ &' D,+c'D,) (a"é+ b"n+c"T)
+(a"Dy+ "Dy~ c"D,) (@' &+ ' 0+ )]

—4[(& Datb'Dy+¢'D,) (a'k+ b 0 +c'¢)]

x [(a'Dg+ 6" Dy c"D.)(a’ 4 b'n + ¢ {)].

On trouvera d'ailleurs

(@' Dy b'Dya-¢' D) (a8 + b"n+ c"§)
+(a"De+b"Dy+c"D;) (@ E+b'n+c' &)
=a2a'd" D+ 200" Dyn+2¢'¢"D.
4 (6" + 8¢y (Dy +Den) (¢’ a"+ c"a' Y (D€ + D)
+ (@' b+ a"b') (Den + Dy ),
(a'Da+6'Dy+-c'D:) (@' 4+ b n+c' L)
= a?DE4- 82D+ DL+ b (DL + Dzn)
+c' a (D;E+Dz8) +a b (Dyn+DyE),
(a'Dx+0"Dy+¢"Dz) (@"6 + b"n + ¢"E)
@Dk + 5Dy + DL+ b7¢"(D, ¢ + Don)
+¢"a" (D4 Ds8) +a" b"(Dyn + Dy )
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et par suite, en ayant égard aux formules (3) et (11), on reconnaitra
que, dans le développement de la somme qui, ajoutée au terme (u—e)?,
complete Ja valeur de 42, les carrés et les'doubles produits des six
quantités '

‘D& Dyn, DL, D,C~+Don, D.E+D.L Dyn—+D,E

"ont pour coefficients des sommes-de I'une des formes

(2aa')*— fata’*=o, (208')— 460" =o, (2ce')2— fcc* = o,
(b4 0! — 4 b = (W "— b =a?, ...,

(26'0") (2¢'¢") ~2(d"2c" + ") =—2(b " — b"¢' )P = — 24a?, RN
(c'a’+c"a’) (a'b"+a'b)— 2a'a (b'c"+ b'c") = (c'a"—c"a’) (@' b'— a" by = bé, ooy
2a’a’(b'c"+ b”c’)—z(afzb”c’.’-i-a“b'c') ;—2(c’a"—c”a’) (@'b"—a’b'y=—12bc, ,

2a'a’(c'a"+c'a')—2a'a"{c'a"+ ¢"a')y =0, ..., ,

Cela posé, lé formule (26) donnera

(27) 4G¥*=(v—e)+a?[(D, ¢+ D;n)*— 4Dyl (]

0 (D:E DLy — DL D]

A [(Den+DyE)— 4D ED,0]
—2be [(D:5+ D 8) (Dan+ Dy &) — 2D, 8(Dy ¢ + Dym)]
—2cal[(Dzn+ D, E)(DyE +Din)—2Dyn(DE+ D]
—2ab[(Dy8+Don) (D 4+ D) — 2D, L (Dpvi + D, ).

Sil'on pose' dans la formule (27)

a=—1i,. b=o, c=o,

_on en tirera
4= (v — £)2 4 (DyC + D;n)*— 4Dy71 D:g,

Ja valeur de v — ¢ étant

U-E:U-—D‘Z:E__:Dy'n"*"]);.t,

et par suite : ' o
- 41’:(1)y5+]);‘0)?+([)y"1'._'“:C)g)

1
% == é[(l),.c +Dyn)t+ (Dyn—D:Z)*].
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De plus, dans la méme hypothése, la formule (13) donnera
b=a=1(D,{— D).
Donc la valeur de @, déterminée par I'équation (24), se trouvera

réduite, comme on devait s’y attendre, i la valeur de o déterminée par
la formule (23). '

OFuvres de C. — S. 11, t. X11. \ 48
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RECHERCHES

SUR LES

INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES

AUX DERIVEES PARTIELLES ().

Les intégrales des équations linéaires aux dérivées particlles jouis-
sent de diverses propriétés dignes de remarque et spécialement utiles

pour la solution des problémes de physique mathématique. Telles
sont, en particulier, cclles que j’établirai dans ce Mémoire.

ANALYSE,

I. — Sur quelques propriétés générales des intégrales qui vérifient
les équations linéaires aux dérivées partielles et a coefficients

constants,

Comme je I’ai remarqué dans le Mémoire sur I'application du calcul

des résidus aux questions de physique mathématique, si 'on désigne
q ysiq que, 8

par u, v deux fonctions données de Ia variable «, et par m un nombre

entier queleconque, on aura

(1 eDPu —u(— D) e=D,N\,
%

% désignant une fonction entiére de

w, Dyu, ... DPF 1w, o Dye, ... Di-tg

(*) Poir un résumé de ce Mémoire : (GEuvres de Cauchy, S. 1I, T. VII, p. 283,
Extrait 204 des C. R.
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déterminée par la formule.

(2) N=eD2 =D Dt w4+, .z Du D 2o+ ubm=1p,
——
En conséquence, si 'on nomme F(«) une fonction entiére de x, on

aura généralement

(3) vF(I)x)u—uF(—‘ D)o =D,N\,

~¢ désignant encore une fonction enticre des quantités u, o, et de plu-
sieurs de Jeurs dérivées relatives a «. Il 'y a plus; si I'on désigne
par u, ¢ deux fonctions quelconques des deux variables gz, y, et
par m, n deux nombres entiers quelconques, alors, en remplacant dans
la formule (1) : 1° u par Dju; 2° m par n, x pary, et ¢ par (—=D,)"v,
on tirera successivement de celte formule
oDE Du —DYu(—Dg)me =D, X,

DYu(—D;)"0 —u(—Dg)"(—D,)"v=D,7,
et par suite
(4) eDZ DY —u(—Dz)"(—Dy)* o =D\ + D, 3,
&, y désignant deux fonctions entiéres des quantités u et ¢ ct de plu-
sieurs de leurs dérivées relatives & o et & y; puis on en conclura
généralement, quelle que soit la fonction entiére-de x et de y. repré-
sentée par F(x, y), '
(5) vF(Dyg, Dy —- uF(—Dz, —Dy)o =D + D, 3,
e, & désignant encore deux fonctions enti¢res des quantités u, v et de
leurs dérivées relatives a et & y. Enfin, sil’on représente paru, ¢ deux
fonctions quelconques des variables x, y, =, ..., et par F(«, y,.z, ...)

une fonction entiere quelconque de ces mémes variables, on trouvera
généralement

(6) 0F (Day Dy, Dz, ..t — uF (= Dy — Dy, — Dy, L )e
' =D,%+D, 5+ D.b+...,

%, F, %, ... désignant encore des fonctions entieres des variables u,
. . B i
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o, w, ... et de leurs dérivées relatives & , y, z, .... Ajoutons que, si
'on nomme m le degré de la fonction cnti¢re de x, y, =, ... repré-

sentée p.ar F(z,y, s, ...), les fonctions

" seront composées de termes dans chacun desquels les ordres des déri-
vées de u et de ¢ relatives & .i',y, z, ... se trouveront représentés par
des nombres dont la somme sera égale ou inférieure a m — 1.

* On déduit aisément de I’équation (6) (*) diverses propriétés remar-
quables des intégrales des équations linéaires, par exemple celles que
fournissent les théorémes suivants :

Tucorive I. — Nommons F (x,y,z,...) une fonction entiére des
variables z, y, =, .... Supposons d’ailleurs qu’une fonction u de ces va-
riables ait la double propriéte de vérifier généralement [équation aux

dérivées partielles
(7) F(Dg Dy, Dy oo Y=o,

et de s'évanour : 1° quels que sotent y, s, ... pour chacune des valeurs de x
représentées par x,, X; 2° quels que sotent x, =, ... pour chacune des va-
leurs de y représentées pary,, Y; 3° quels que sotent x,y, ..., pour chacune
des valeurs particuliéres de s représentées par z,, Z, .... Enfin, nommons v

une fonction quelconque des variables z, v, =z, .... On aura généralement

X Y Z
(8) f f f "'UF(_D‘”’—DJ"’—DJ’"')(’d-z'dyd:.,i:o_
Xy Yo 5,

Démonstration. — En effet; dans Uhypothése admise, on aura

X Y z
f.Dx&dxzo, f D,J dy =o, f D.zds=o .

Yo 0

(1) Jaurais voulu pouvoir comparer les résultats auxquels je parviens ici avec ceux
gue M. Ostrogradsky avait oblenus dans un Mémoire ol il avait établi quelques propo-
sitions générales relatives & I'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles.
Mais, n'ayant qu'un souvenir vague de ce Mémoire, et ne sachant pas s'il a €6 publié
quelque part, je me (rouve dans Vimpossibilité de faire cette comparaison.
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puis on en conclura
X ¥ Z . . ‘ )
f f f s (DX DY + D%+ Ydedyds. . = o3
Xy Yo ¥ 5o

et par suite I'équation (6), join'te i la formule (7), donnera

+ X ¥ VA .
] f f ---uF(—Dx,—-‘Dy,—l):,...)wdxd_ydz,',,
Xo Yo 3o

P

X .Y Az
:—f f f DX+ D, F+D.2+. . dedyds... =o.
Xy Jo 30

Corollaire. — A la rigueur, pour que I'équation (8) se déduise de la
formule (7), il suffira que des fonctions représentées par X, &, %, ...,
- dans la formule (6), la premiére & reprenne la méme valeur pour .

x = x,, et pour x = X; que la seconde & reprenne la méme valeur
pour ¥ =y,, ctipour y =Y; que la troisicme % reprenne la méme
valeur pour z = z, et pour s = Z; ctc.

Tuiorene II. — Supposons que ¥ (x, y, =, ...) représente une fonction
entiere et du degré m des variables x, y, =, .... Soient de plus.u, v deux

Jonctions*de x, y, =, ..., propres & vérifier les équations aux dérivées

partielles.
(9) A . F( Dg D, D o) e=au,
(10) F(—Dg —Dy, —D;, ...) 0= be,

a, b élant deux quantités constantes. Si les fonctions désignées par X, 5,
%, ... dans la JSormule (6) reprennent les mémes valeurs, la premiere
pour x = x, et pour x = X; lu seconde pour y =y, et pour y =1; lu
troisieme pour s =z, et pour s =1Z, ..., on aura, en vertu des équa-
tions, (9), (10), jointes a lu formule (6),

X AY aZ
(1) (a——b)f f f cveuvdr dyds. .. =o.
Xo Yo 3y
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Par suite, on trouvera

X A aZ
(12) fff---uvdxdydz...:o,

Ya Sg
excepté dans le cas ot U'on aurait

(13) b=a.

Démonstration. — En effet, dans I'hypothése admise, on tirera de
I’équation (6), jointe aux formules (9) et (10),

(a—b)uo =D X +D,F+D.%+...;

puis, en intégrant par rapport  x, y, 3, ... les deux membres de celte
derniére multipliés par le produit dxdyds. .., on trouvera

X aY az
(a-—[;)f /f---uvdmdydz...

X Y z
:f / f coo (DN + Dy Y+ Do+, )dedyds... =o.
Xy 2o = .

Premier corollaire. — Les conditions relatives aux fonctions x, ¥,
%, ... seront évidemment remplies, si ces fonctions s’évanouissent
chacune pour les deux limites de I'intégration qui se rapporte a la
variable correspondante «, ou y, ou 5, ... C’est ce qui arrivera en par-
ticulier si, d’une part, la fonction u et ses dérivées d’un ordre non
supérieur 4 m’, d’autre part, la fonction ¢ ct ses dérivées d’un ordre
non supéricur & m” s’évanouissent : 1° pour chacune des valeurs de
représentées par @,, X; 2° pour chacune des valeurs de y représentées
par y,, ¥; 3° pour chacune desvaleurs de s représentées par z,, Z, eté.,/
m’, m” étant d’ailleurs deux nombres entiers, assujettis seulement &

vérilier 1a condition )
m+m'=m—1.

o

Deuxiéme corollaire. — Si F(x,y, 5, ...) représente une fonction
paire des variables z, y, 3, ..., c’est-d-dire si 'on a généralement

F—a,—y,— 2 ..)=F@,¥5...),
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I’équation (10) sera de.laméme forme que I'équation (9) et se réduira
simplement & | a
(14) F(Ds, Dy, Dy, ... 0 = bo.

Troisiéme corollaire. — Si les variables x, y, =, ... sc réduisent & la
seule variable , les formules (g), (10) deviendront
(15) H F(Dy)u=au,
(16) F(—Dy)e = by,

et 'équation (12) sera réduite 3

Lo - ' X
(17) f uvdz=o.

, -
On se trouvera ainsi ramené i la formule (124) du Mémoire sur I'ap-
plication. du calcul des résidus aux questions de physique mathéma-
tique: -
Quatriéme corollarire. — Sil'on suppose en particulier
- F(z) =2,
a=h? b= A2,

h, k désignant deux nombres entiers quelconques, on aura

F(—a)=TF(x),

et les équations (15), (16) deviendront

(18) " DEu=h%u,
(19) ' Dio= ko,

Or on vérificra ces dernieres, si I'on prend

Iw=cosnx, p=coskua;
Lot

ct, si l'on pose d’ailleurs
Xo= 0, X =o2r,
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chacune des fonctions , ¢ reprendra la méme valeur pour » =, et
pour = X. Alors, les conditions énoncées dans le théoréme II ¢tant
remplies, la formule (17) reproduira I'équation connue

27
(20) - - ‘ f coshz coskxdzr=o,
0
qui subsistera pour toutes les valeurs enticres de 4 et de k, excepté
dans le cas ot I'on aurait
h=k.

1

L’équation (20) fournit, comme l'on sait, les moyens de developper
une fonction donnée de = en une séric dont les divers termes sont
proportionnels aux cosinus des multiples d’un méme are. On pourra se
servir de la méme maniére des formules (17) et (12) pour développer
une fonction donnée de  ou de @, y, z, ... en une série de termes
respectivement proportionnels 4 -diverses valeurs de u qui, élant
propres a vérifier I'équation (15) ou (9), correspondraient & diverses
valeurs de a représentées par les diverses racines d'une méme > équa-
tion transcendante.

H. — Sur quelques propriétés remarquables des équations homogénes
et de leurs intégrales.

Supposons que, F(z, y, z,...) désignant une fonction entiére et
homogéne des variables x, y, 5, ..., on pose, pour abréger,

V=F(D,, Dy, Dz .00
I’équation linéaire aux dérivées partielles
(1 VYo=o

sera ce que nous appelons une éguation homogene. Supposons encore
que, dans I'intégrale  de cette équation, I'on remplace les variables
indépendantes z, y, z, ... par d’autres p, g, r, ... lices aux premiéres
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de tellé sorte que, si r vient & varier, x,y, %, ..., considérés‘corhme
fonctions de p, g, r, ..., varient proportionnellement & r. Les équa-

_ lions qui subsisteront entre @, y, 5, ..., p, g, r seront de 12 forme

Vo

(2) i ] zx=ar, y==6r, s=yr, Ceees

[ Do

a, 5. v, ... désignant des fonctions qui renfermeront lés  nouvelles
variables p, ¢, . .. distinctes de r; et, lorsqu’on aura effectué le chan-
gement de variables indépendantes, V deviendra une fonction de P
g, r, ..., D,,D; D,, " qui sera entidre p‘m*"ré:fpporl a D, D D
D’autre part, si 0 désigne une quantité constante, on pourra, dans les
¢quations (2), remplacer simultanément Lo

Ly Yy By e par - Oz, Oy, 05 ... .
et

r par 0r, .
sans changer la forme de ces équations, et par conséquent sans
changer la forme de I’¢équation parlaquelle V'sera exprimé en fonction
dep, VIRARTE Dj,, D(,, D,, ... D allleur‘ sn Pon nomme m le (l(‘UI‘O
de la fonction homogéne E(x ¥y 5. ), la substitution de e,
Oy, 0z, ... &z, y, 5, ... transformera DJ;, D,, D, ... en

v o L I [ S HA . N A A

N A e
ct, par s smlc le‘(pI‘LSblOU

. PR _V-—]'(Dx, I)zv,-...)_,. Y

v i Vo b
en g+ Donc aussi, pour tran%former V considéré comme fonction

de p, g, r,...,D,, D D,, ..., el (:", il bufﬁra d’y remplacer 7 par Or, -

ANt T

ct ¢n conséquence D, par éD,.. Donc V, considéré comme _ionctlon

. 1 . . '
de D, et'de 5> sera une fonction homogene du degré m, ct I'on aura

(3) ’ V_'V Dm—f— V Dm el ——V,,u D, "l" me L e 5

I)l 1

OFuvres de C. — S. M, t. XII. . !{9
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Vor Vis ooy Viuy, V,, désignant des fonctions de p, ¢, ..., D,, Dy, ...,
“qui ne renfermeront plus ni 7, ni D,. Cela posé, il est facile de voir
qu'on pourra vérifier I'équation (1) en prenant pour & une fonction
homogéne de z, y, =, ..., et méme une fonction homogéne d’un degré
quelconque n. En effet, une semblable fonction sera transformée, par

le changement de variables indépendantes, en un produit de la forme

B
U '™,

u, étant seulement fonction des nouavelles variables p, ¢, ... distinctes
de r; et, si I'on prend '

(4) W= U, T
I'équation (1), transformée a I’aide de la formule (3), deviendra

’.n_"l D II; lt"r = 07
la valeur de OJ, étant .

O,=Vp+nVp  +n(n—1)V, s+...+n(n—1)...(n—m+1)V,.
Done, dans I'hypothése admise, I'équation (1) pourra étre réduite &
(3) U,u,=o;
et, pour la vérifier, il suffira de substituer dans la formule (4) une
valeur de u, qui représente une intégrale de 'équation (5). Or cette
équation (5), ne renfermant plus que les nouvelles variables p, ¢, ..
distinctes de r, avec les lettres caractéristiques correspondantes D,

D,, .
peut donc énoncer la proposition suivante :

.., pourra étre vérifice par des valeurs convenables de u,. On

Tutonime [. — Etant donnée une équation aux dérivées partielles, linéaire,
a coefﬁcienls constants et homogéne, entre une'inconnue u et diverses va-
riables indépendantes x, y, =, . ..,“()n pourra satis faire a cette éguation en
prenant pour I'n[égmle une fonctl'on /Lom()ge'ne de x, Yy 5, .. €t méme une
Sfonction homogéne d’un degré quelcongue n. De plus, la recherche d’une

telle intégrale pourra étre réduite a Uintégration d’une équation linéauvre,
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mais a coefficients variables, qui renfermera une variable indépendante

de moins, et changera de forme avec le nombre n.

Ce n’est pas tout : puisque on vérifiera I’équation (1) en prenant

pour @ le produit
w,re,

on la vérifiera encore en prenant pour @ une somme de semblables
produits, c’est-2-dire en posant o

(6) w=Iu,rn,

u, représentant toujours une intégrale de I'équation (5), et la somme
indiquée par le signe T s’¢tendant ou & un nombre fini, ou méme & un
nombre infini de valeurs rationnelles ou irrationnelles, entieres ou
fractionnaires, positives ou négatives, de 'exposant n de r*. Enfin la
valeur de @, déterminée par la formule (6), continuera évidemment
de vérifier I'équation (1), si I'on multiplie sous le signe X chaque
terme w,r" par un coefficient constant a,. On obtiendra ainsi pour'in-
tégrale de Péquation (1) une expression de la forme

(7) w=Xa,u, "

La valeur du coefficient a, dans chaque terme pourra d’ailleurs étre
choisie arbitrairement, lorsque le nombre des termes restera fini.
Lorbque ce nombre devnendra infini, la seule condltlon laque]le a,
devra satisfaire, sera que e systéme de tous les termes offre une série
convergente. | | '
Au lieu de faire servir I'intégration de la formule (5) a celle de
I'équation (1), on pourrait rcclproquement faire servir llntegratlon
de cette équation a Uintégration de la formule(S) En effet, supposons
d’abord que I'on connaisse uneintégrale homogeéne w de I'équation (1).
On pourra toujours, par le changement de variables indépendantes
opéré a I'aide des formules (2), réduire cette intégrale homogéne & la
forme u,r; et alors, comme on I'a dit, u, sera une intégréle de I’équa-

tion (5). Mais il y a plus : étant donnée une intégrale quelconque & de
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I'équation (1), aprés avoir exprimé cette intégrale en fonction des
"nouvelles variables p, ¢, r, ..., on pourra, dans un grand nombre de
cas, la développer en une série convergente ordonnée suivant les puis-
‘sances ascendantes ou suivant les puissances descendantes de r, et

poser en cons¢quence
w=3u,r",

u, étant une fonction des nouvelles variables p, ¢, ... distinctes de r.
Or, en substituant la valeur précédente de & dans la formule (1), on
en conclura

(8)., : o BV (u,rty = o5
et comme on aura identiquement
v V(uyr*y=rt=m0,u,,

la formule (8) donnera
(9), . .~ o L e, e, =o. . , )

' . b { i

Cette derniére formule, devant étre vérifice quel que sont r, entramera
nécessairement I'équation (5) ou

' Opu,=o.
On,peut remarquer d'ailleurs que développer I'intégrale o, considérée
comme fonctlion dep, g, r, ... en une série ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes de r, c’est aussi développer Ja méme intégrale,
considérée comme fonction de @, v, 5, ... en une série de- termes
représentés par des fonctions homogénes de =, y, 5, ... On peut
donc. énoncer encore la proposition suivante :

Ve
o

TueoniMe . — Pour intégrer Uéquation (5), il suffit d’obtenir une inte-
gra/e deléquation (1), représentée par une JSonction /wmogene (le XYy 5y
ou a’e développer uneintégrale que!conque de léquation (1) en une série de

' tel mes représentés par de semblables fonctions.
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Premier corollaire. — On peut toujours intégrer ’équation. (1) et
méme obtenir son intégrale générale a I'aide des formules que j’ai
données dans le XIX® cahier du Journal de ’Ecole Polytechnique, et
dans le Mémoire sur I'application du calcul des résidus aux questions
de physique mathématique. Donc, par suite, on pourra toujours inté-
grer I’équation (5). Ainsi le deuxiéme théoréme conduit & l'intégration
d'une infinité d’équations linéaires aux dérivées partielles et & coeffi-
cients variables. Je développerai plus tard cette conclusion impor-
tante, ct pour I'instant je me bornerai a 'exemple suivant :

Sil’on pose
V=D2+D?

¥
alors, I'équation (1), réduite a

(10) _ (D;+D])w=o,

aura pour intégrale générale la somme de deux fonctions arbitraires
dépendantes, l'une du binome x+ yy—1, Pautre du binome
x — y— 1. On pourra donc prendre pour m la fonction homogéne

(1) o s=(zxyy=1)",

I'exposant n étant une constante quelconque réelle ou méme imagi-
naire. Si d’ailleurs on élablit, entre « et y, les relations

(12) wiar’*cosp', ',yzb"Si“P, -

a, b désignant deux quantités constantes, on trouvera

a? b2 a? b?

+ : -
nl33— =
. 2 a? )

in2 22 2 in?
(13) O,u=D, [(smop + 2 P) D,,u] ~+ n? <_C-OS p oy 2 p> u

(sin2p D, u + wcosa2p).

Enfin, on tirera des formules (11) et (12)

(14) w=(acosptbsinpy—r1)"re
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Donc, si 'on suppose la caractéristique [, définie paf la formule (13),
on vérifiera 'équation différentielle du second ordre '

('5) O,u=o,

en prenant

w="{(acosp=xbsinpy—1)",
et par suite, 'intégrale générale de I’équation (15) sera
(16) u=A(acosp-+bsinpy—1)"+B(acosp—bsinpy—1)",

A, B désignant deux constantes arbitraires.
Si 'on supposait « =1, b=1, I'équation (15), réduite &

Diu+ n?u=o,

aurait pour intégrale générale, en vertu de la formule (10), la valeur
de n déterminée par I’équation

w=AeV=1 4 Berp/-1;

ce gui est effectivement exact.

Si, a la place de I’équation (1) supposée homogéne, on CODbl(]Lr'llt
un systéme d’équations semblables, c’est-d-dire un systtme d’équa-
tions linéaires, homogéncs ct & coefficients constants, alors, & la place
des premier et deuxiéme théorémes, on obtiendrait des théoreémes
analogues qui fourniraient les moyens d’intégrer une infinité de sys-
temes d’équations linéaires aux dérivées partielles et & coefficients
variables. ' s

[
Hl. — Sur une transformation remarquable des équations lzomoge/zes,
et de quelques autres.

Concevons, comme dans le paragraphe précédent, que ¥ (w VIR
désignant une fonction entiere et homogene dcs variables @, Yo Sy eens

on pose . .
: V=F(Dg Dy, Dy, ...);
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et considérons de nouveau I'équation hOmog(‘me
Ol ' Vo —o.

Supposons encore que, dans U'intégrale o de cette équation, U'on rem-
place les variables indépendantes @, ¥, z, ... par d’autres p, ¢, r, ...,
" liées aux premiéres et assujetties i vérifier des équations de la forme

(2) x=oar, ‘y:‘6r, s=yr, NN

a, 6, v, ... désignant des quantités qui renferment.seulement les
nouvelles variables p, ¢, ... distinctes de r. Apreés le changement de
variables indépendantes, on aura, comme nous I’avons prouvé dans le
paragraphe 1I,

(3) ] V= VO D’/”+ ,ivl D;Zl_l +.o I_V/n—l D;-+ —LV,"H

’-In -1 ’J”

m étant le degré de la fonction hbmogéneF(w,y, 3, .00, 0t Y, V,, o,
Vin-1s Vi désignant des fonctions de p, ¢, ..., D,, D, ..., qui ne ren-
ferment plus ni 7, ni D,. - -

| Concevons maintenant que I'on pose
([') r= Pe.\‘,

s désignant une nouvelle variable d et p un coefficient constant. En
substituant 4 la variable indépendante r lavariable s, et en ayant égard
a la formule

(5) Di(e*w)=e¢2(Ds+ a)w,
qui subsiste quelle que soit la constante a, on trouvera non seule-
ment .

D,o=D,sD,m= %Dsm = le=sD,w,

mais encore

D= ée‘”[)s(l),— nw,

Dim= %e—ssnsws—n) (D,—2)w,

................................
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et généralement | | '

T
Dl'w = Fe"””’ Ds(Ds—1)...(Dy—m + 1w,
[ e ' . s . ' . v
ou, ce.qui revient au méme,

Yo
AR ;

(6) ‘ ' l).jf‘z:;.ﬁ%l)s(l)x—l)...(Ds—m—{—l)w.

Cela posé, on tirera de la formule (3)
et Pyl S i o .

'
(RN A H

', RIS AR TE S AR . . . .
; ,‘.4!,4\,‘-.“‘,_' R . 1

o 3 | | V:IWD,.
e e o iy P

la valeur de O étant

(8) 0=V, DA(D&"_' l)--‘-(l)s‘_ m~+1) ++ Vl'n—2 Dy(De—1) + ¥y D+ anz-

Ajoutons qu’en vertu de la formule:(8) on aura

[ F

(9) L O=0,0"+ 0,07 .4 Oy Dyt O,y

Q,, 0, ..., O,-,, O, désignant des fonctions de p, ¢, ..., D,, D, ...
qui nc renfermeront ni s, ni Dy, ct qui seront lices & V,, V,, ...,

Vi-ts Vo par les formules

1, !

Lo w,l:,]‘?i:av'."’i' 0=V "‘L(I_)—;_i'—)‘.v‘?", ceer . Hp=V

Or I’équation (1), jointe a la formule (7), donnera
(10) Uw =o,
ou, ce qui revienf au méme,
(11) (o D"+ O, 4. ..+ Oy D+ O,)w = o
D’autre part, on tirera des ¢quations (2)-et (4)
(12) x =pae’, y =p6e, s=pye',

Donc, pour transformer U'équation (1), supposée linéaire et homogene
q s
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en une aulre équation linéaire qui soit de la forme (11), et renferme,
avec I'inconnue w, les dérivées de w relatives a la nouvelle variable s, sans
renfermer cetle variable méme, il suffit de substituer, aux variables indé-
pendantes x, y, 5, ..., d’autres variables p, q, ..., s, lies aux premiéres
de telle sorte que, si s vient avarier, z,y, z, ..., considérées comme fonc-

tions dep, q, ..., s, varient proportionnellement & l'exponentielle .

Premier exemple. — Si I'on transforme les coordonnées rectangu-
laires , y, réduiles & deux, en coordonnées polaires r et p, 4 I'aide des
formules

(13) & = rcosp, y=rsinp,

alors des formules (13), jointes a I’équation

) r=yge,
on tirera
(14) x =pe‘cosp, Yy =opessinp
et, par suite,
03) : DL+ D= é_ze—zs‘(nf,+ D2).

" Done, si I’équation (1) se réduit a

(16) (Di+D)Yyw=o,
cette ¢équation, transformée a I'aide des formules (14), deviendra
(17) (D, +DHw=o,

ce qu’avait déja remarqué M. Lamé. Au reste, il est facile de s’assurer
a posteriort que toute fonction w de x et de y, qui vérifie I'équa-
tion (16), est en méme temps une fonction de p, s, propre a vérifier
Péquation (17). En effet, I'intégrale générale de I'équation (16) est de
la forme

¢18) w=g(ez+yVv—1)+yla—yy=1);
OEuvres de €. — S. 11, t. XII. 50
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et comme, c¢n vertu des formules (14), on aura
x—O;y\/—_l.:pes+l’\/—_‘, x—y\—1=pe—rV=i,
il suffira évidemment de poser |
Ppe) =@(s),  z(pe’) =X(s),
pour réduire I'équation (18)51
19) ws=0(s+pV—1)+X(s—py=1).

Or cette derniere valeur de & est évidemment I'intégrale générale de
I'équation (17).

Deuxiéme exemple. — Comme on tire de la formule (15)

(D% + D)= -{%e-“(Df, +D2)[e® (D2 + D2)],

ou, ce qui revient au méme,
1

(D:-+Dj)= Fe_“(b'% +DI)[D} + (Ds—2)],
il en résulte que, si & I'aide des formules (14) on transforme
I'équation
(20) (D2 +D2)w=o,
cette équation deviendra
(21) (D2 +D2)[D? + (Ds— 2)2]w =o.

Si, en prenant toujours pour V une fonction homogtne de D,,
D,, D;, ..., on substituait a I'équation (1) unc autre équation
linéaire, homogéne ou non homogeéne, et de la forme

© (22) ' Do =aVw,

¢ désignant une nouvelle variable indépendante, » un nombre entier
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quelconque, et a un coefficient constant; alors, en opérant toujours
de la méme maniére, et transformant I’équation (22) & I'aide des for-
- mules (12) et (7), on trouverait '

(23) Diw= Pﬁ,ﬁe""’-‘r_‘]‘w,
la valeur de O étant déterminée par la formule (9).

Ainsi, en particulier, les formules (14) réduiront I'équation du
mouvement de la chaleur, savoir

(24) Dw=a(D;+D})w,
a la formule

(25) D,w:gie‘“(D;;-i-Df)w;

et I'équation du mouvement d’une plaque élastique isotrope, savoir
(26) Diw+a*(D; +Di) s =o,
a la formule

2 . .
(27) D?zn—l—%e"“(l)},+D§)[D§;+(Ds—2)2]m:o.

1V. - Sur une transformation remarquable de Uéquation aux dérivées
partielles qui représente léquilibre des températures dans un cylindre
de forme quelconque.

L’équation aux dérivées partielles qui représente I’équilibre des
températures dans un corps quelconque est, comme V'on sait, de la
forme

(1) (D% -+D2 4 D})w=o,

@,y, 5 désignant trois coordonnées rectangulaires. On peut la ré-
duire a '

(2) Vo = o,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



396 INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES

en posant pour abréger
(3) . V=02+D2 D2

St mainlenant on nomme ps 4, 7 trois coordonnées polaires, ou
méme plus généralement trois coordonnées curvilignes liées i «, y, =
par trois équations de forme déterminée, on trouvera, quelle que soit

la fonction ,.

) Yo=LD;os+MDiw+NDlw
+2PDD,w + 2 QD D,w+ 2R DD, ®
+ D+ D, 5 + WD, .

les valeurs de L, M, N, P, Q. R, 5 or, 96 étant

L__/(Dxl’) '*"(“_,[)) (D:;p)2,
N=D. ">2 + (D, r)2+ (D, 7)2;

P=DstDer+DygD,r-+D.qD;r,

/
(5) (\ 0 LDz Dep+DyrDyp+Dorh,p,
( R=PzPDaqg+Dypbyg+D.ph.y;
DLp—+Dp+Dip,
(6) 201&41)%7'*'“27"_])2‘/’ .
Dr+Dirn+Dir

Si les nouvelles coord®"€€S P> ¢> r sont telles que les trois surfaces,
dout on forme les équat!®Ps €0 égalant p, ¢, r & trois constantes, se
. . on aura '
coupent & angles droitss ©
(8) P = N

. ¢w sera réduile i
et par suite la valeur de

LD:w+MDio+ NDiw

(9) Vo = )
FLDpm +onD,® + D, w.
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Or, dans cette hypothése, en posant, pour abréger,
S[=D,pD,gD.r]= i

- ou, ce qui revient au méme,

w=S8[*=D,zD,yD,s],

on tirera des équations (8), aprés y avoir substitué les valeurs de P,
Q, Rtirées des formules (6),

(10) Dap _ Dyp
DygD.r—DyrD.g ™ DygDypr—D.rDyg
_ D:p DY (Dyp ) +=Dop)? — oL
TDegDyr—Dyrbyg ™ S[EDypby,gbh.r] T 77
par conséquent,
D.p
DygDr—Dyrh.q= -’
i . __Dyp
DoqDer—D.rDyg = —5
D.p
lvl).,,.r] D,r—D,rh.g= w[f .

Cela posé, I'équation identique

De(DygD.r—DyrD;q)
+ D, (D Der —D:rDyq) + Do(DegDyr—D,rDyg)=o

donnera _ .

. D . D,

= 0,

et par suite, eu égard a la premiére des équations (7),

(12) o DapD (L) 4+ Dyp Dy (0L 4 Dop Do(wl)
~T wl. )

D’autre part, on aura encore

D,zDyp+D,yDyp+D,sD.p=i,
Doz Deg+D,yDyqg+Dp3D;qg=o,
D,2Der+D,yD,r+D,sD,r=o, -
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et par suite
(13) Dyx = _ b,y
DygDr—DyrDig 7 DogDar—D:rDeg

D,z [ s

T D.gD,r—=D,rD,q S(ED,pD,qD:r)

puis on tirera des formules (10) et (13)

D.p D,p D:p
/ z ey A = T =L
(h) D,z D,y D,z

8

" ou, ce qui revient au méme,

DEP =D,, D;Jp =D,

(13) Dep

L =D,x,

Enfin la formule (12), jointe aux formules (15), donnera

ol =D,zDz(wL)+D,yD,(oL)+D,5D;(wL),

par conséquent .
: w{ =D,y(«L),
On aura de méme
' W=D, (M),

© 96 =D, (o N).

(16)

Donc 'équation (g) donnera

(17) ©Vo=D,(uLD,5)+ D;(0LD,) 4+ D, (wLD,).

Par suite aussi, en nommant u, ¢ deux valeurs particulicres de w,
propres & vérifier I'équation (1) ou (2), on trouvera

(18) w(vVu —-dVv) = DpjoL(¢D,u— ubpe)]
+Dy[wM(¢Dyu-—uD,e)
+ D JoN(eD,u—uD,o)].

Les équations (17), (18) paraissent dignes d’altention. On peut
observer que la derniére est analogue a I'équation (6) du para-
graphe I. -
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V — Sur une certaine classe d’équations linéaires aux dérivées partielles.
b(lons’idérons une équation linéaire aux dérivées paftiélles de la
forme |
(1) IF'(V)e =o,
@ étant une fonction in‘connue de deux variables indépendantes
x, J,
F(V) étant une fonction entiére de V; et la valeur de V étant
(2) ' V=aDi+ bD?+20D,D,.

Un changement de variables indépendantes suffira pour ramener

'équation (1) & une équation de méme forme, dans laquelle on aurait

-

(3) . V=D2+Di

Cest ce que I’on reconnaitra sans peine, en faisant usage des formules
que j’ai données a la page 104 du premier Volume des Exercices d’ Ana-
lyse et de Physique mathématique (').

Pareillement, si, = étant fonction de trois variablus indépendantes
Z,y, 5, on suppose dans I'équation (1)

(4) V=aDi+b6D:i+cD} +2dDyD;+2eD; D+ 2fD,D,,

il suffira d’'un simple changement de variables indépendantes pour
ramener ’équation (1) & une équation de méme forme dans laquelle
- on aurait '

() V=D,+D}-+D:.

On pourrait étendre ces remarques au cas ou la fonction @ renfer-

(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI, p. 137.
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merait des variables indépendantes z, y, 5, ... en nombre quelconque,
et o V serait une fonction- homogene du second degré de D,
D,, D., .... Dans ce cas encore, on pourrait ramener I'¢quation (1) a
unc équation de méme forme dans laquelle on aurait ‘

(6) V=D2+D:+DI+....

D'autre part, si la valeur de V est donnée par la formule (6), alors,
pour obtenir une valeur de @ qui vérifie I'équation (1), il suffira de

prendre
(7) w=1I(r),
1 (7) étant une fonction de r, la valeur de »* étant de la forme

(8) P=at4 st

ou méme de la forme

(9) r=(r— P+ (r—gr+(—hy+. ...

et /, g, h, ... désignant des quantités constantes. En effet, on tirera de

la formule (9) ‘

z—f
P

—g s5—h
Y .h, l);f‘z—‘,‘—’ ey

D.r= ) D,r=

et par suile, en supposant @ fonction de r seule, on aura
- f p — 2
Deo=2"Lnm D= Do+ “”—’ﬂ D, (ll I),.m>,

Do=Y"Enw, De=iDw+ (r—s» |),,<i u,.m),
r r I r

................................................................

Cela posé, si I'on nomme n le nombre des variables x, y, 5, ..., et si

'on a égard i I'équation (o), la formule (6) donnera
8 1| ) ! 1€

(10) V‘m:i,l_-l),.ux—k-r]),.(%l),‘w).
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Or, en vertu de la formule (10), I'équation (1) se trouvera réduite &
une équation différenticlle qui ne renfermera plus que la variable r,
avee o considérs comme fonction de 75 et 'intégrale générale de cette
¢quation différentielle sera en méme temps une fonction des varia-
bles «, y, =, ..., propre a représenter une intégrale de ’équation (1).
Appliquons maintenant ces principes généraux a quelques exemples.
Premier exemple. — Supposons d’abord yu’on ait simplement
Alors I’équation (1) donnera

@ Vo —o;

ou, ce qui revient au méme, eu égard 4 la formule (10),

(12) —_—

: D, ! l),.m>
»
I

NS

-D,w .
r

Or, en désignant, al’aide delalettre caractéristique 1, un logarithme
népérien, on tirera de I’équation (12)

I(I),@) =—nl(r) + const.,
-

par conséquent A : \

Do __ C
r
ou, ce qui revient au méme,
' . . C
(13) o= el

/
C désignant une constante arbitraire ; puis, en intégrant de nouveau
I’équation (13), on trouvera
B

ro—2 ’

(14) . ‘ w=A +

OFuvres de C. — S. 1, t. X1, . QI
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A, Bdésignant deux nouvelles constantes arbitraires, dont laseconde B
sera liée a la constante G par la formule

C

n-—2

(15) B=—
Ainsi, on vérifiera généralement I’équation
(16) (PL+DI+Di+..)Y&=0,

en prenant pour & une fonction des n variables «, y, s, ..., détermi-
née par le systeme des formules (9) et (14) dans lesquelles les lettres

ACB, f, & on

désignent n 4 2 constantes arbitraires.

Deuxieme exemple. — Sil'on a précisément n = 2, alors, en suppo-

sant non plus B = — —

» mais B =G, on tirera de I’équation (13)
(17) : D,o= g,

et 'on en conclura

(18) ' w=A+Bl(r),

la valeur de 7* étant

(19) r=(z—f)+(r—2g)"

Ainsi, on vérifiera 'équation |

(20) (Di+Dym=o,

en prenant pour & une fonction de x, y, déterminée parle systéine des
formules (18) et (19), dans lesquelles

A, B, S, 8

désignent quatre constantes arbitraires.
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Il est bon d’observer que si, dans les formules (14) et (18), on posait

B =1, A=o,

elles donneraient simplement, la premiére,

1
- rn—2 ’

et la seconde,
w=1I(r).

Les formules (14) et (18), jointes & la formule (g), fournissent des
valeurs de @ qui renferment seulement les constantes arbitraires A, B,
Sr & h, ....Mais on peut introduire des fonctions arbitraires dans ces
valeurs de @, en les intégrant par rapport aux quantités f, gl
entre des limites fixes, et considérant B comme une fonction arbitraire
de ces mémes quantités.

Troisiéme exemple. — Supposons maintenant qu’on ait

F(V)=Vm,
m désignant un nombre entier quelconque. L'équation (1) deviendra

(21) Vi =o

et se réduira, sil’'on suppose toujours V déterminé par la formule (10),
4 une équation différentielle entre r et d’un ordre égal ham. D autre
part, si dans la formule (Io) on pose

(22) ® = r¥,
k désignant une quantité constante, on trouvera .

Vo =k(n+ k—a)re-2,
puis on en conclura

Viw =k(k—2)(n+k—2)(n+ k—4)rk,

V'"z;;:/c(k—-z) k—2mt2)(nt+hk—2)(n+k=4)... (n+k—2m)~,~k-2}n,~
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Donc la valeur de =, fournie par la formule (22), vérifiera I'équa-
tion (21) si la valeur de £ vérific la condition

(23) hk(h—2)...(h—2m+2)(n+hk—2)(n+h—4).(n+k—2m)=o0,

¢’est-A-dire si Uon attribue 4 £ 'une des valeurs

‘/(:o, k=2, e k=am— g3,
(24) | |
i k=—(n—2), h=—(n—14), cey k=— (n—2m).

Donc la formule (21), considérée comme une équation différenticlle de
I'ordre 2, aura pour intégrales particulitres les 2m valeurs de »

comprises dans les deux suites

2 -2
I, r:, T SN

(25) I 1 1

PR ’ TR ' D pn--2m ’

et, puisque cette méme équation est lincéaire, on obtiendra immédia-
tement son intégrale générale, en ajoutant les unes aux aulres ces
intégrales particuliéres, multipliées par 2m conslantes arbitraires

A’ Ah vy A/n——le
Ba BH M| Bm-1'

En opérant de cette maniére, on trouvera généralement

, B B B
(26) T=A+A P A T s L

k]

\

Donc, pour vérifier la formule (21), considérée comme une équation
linéaire aux dérivées partielles, ou, ce qui revient au méme, pour véri-
fier Péquation

(27) (DE+ D3+ DZ+...)"w =0,

il suffira de prendre pour = une fonction x, ¥, 5, ..., déterminée par
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le systéme des formules () et (26), dans lesquelles

A, AL Ll A, By _Bh voey Baoys fa gv'/la

désignent 2m + n constantes arbitraires.
Il importe d’observer que si I’on pose non plus @ = r#, mais

(28) , w=1(r),

on trouvera successivement

Vo =(n—2)r2,

Vig = (—2)(n—2)(n—4)r4,

Vrg=(—2)...(—2m+2)(n— 2)(”-—4)...(n—zlm)r-"{'.‘

Donc la valeur de ©, donnée par la formule (28), vérifiera 'équa-
tion (21), sil'on a

(29) (n—2)(/1—-4)...(1;—2772):0, . .

c’est-d-dire si des deux suites, comprises dans le Tableau (24), la
seconde fournit, comme la premiére, une valeur nulle de 4. On doit
en conclure que si, dans le second membre de I'équation (26), I'une
des constantes

B, B,. ..., B,

¢

se trouve multipliée par une puissance nulle de r, cette puissance.
devra étre remplacée par le facteur variable 1 (r).

On peut généraliser la conclusion & laquelle nous venons de parve-
nn'; et, si une méme valeur de £ appartlent a la fois aux deux suites
comprlses dans le Tableau (24), il suffira d’attribuer i £ cette valeur
pour qu’on vérifie I'équation (21), non seulement en prenant

w=rk
mais encore en prenant

(30) w=rkl(k).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



%06 INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES

C’est ce qu’on peut aisément démontrer a 'aide d’un des procédés dont
les géométres se sont servis pour étendre la formule qui donne I'inté-
grale générale d’une équation linéaire a coefficients constants au cas
ot deux racines de I'équation caractéristique deviennent égales entre
elles. En effet, désignons, pour abréger, par la lettre K le premier
membre de la formule (23), en sorte qu'on ait

K=hk(k—2)...(k—2m—+2)(n+k—2)(n-+k—e4)...(n+k—am).

Si la valeur attribuée & % appartient aux deux suites comprises dans
le Tableau (24), cette valeur sera une racine double del’équation

(31 K=o.
Elle vérifiera donc encore I’équation

(32) ' , DK =o.

1

D'autre part, en posant @ = r%, on aura, d’aprés ce qu'il a été dit plus
haut, '

Vg —= K ré—2 m,

On aura donc identiquement, quels que soient £ et r,

(33) | | Vo pk — Kz;;;—"'l.

Or de cette derniére formule, (.liffére:ntim parrapport 4 £, on tirera
36 SR ()] =K () DK A,

et par suite

(35) VR[] =o,

X - '
- . .

L

si 'on prend pour % une racine commune des équations (31), (32),
ou, ce qui revient au méme, une racine double de I'équation (31).
Done, si la valeur de % se réduit & une telle racine, la formule (30)

entrainera I’équation
Vo —o.
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Il est bon d’observer que I'équation (21), dans le cas ou 'on y sup-

pose V déterminé par la formule (10), est du genre des 'équations

différentielles linéaires i cocfficients variables, 'que nous avons consi-

dérées dans le premier Volume des Exercices de Mathématiques ().

Elle pourra donc s’intégrer.immédiatement 4 'aide des formules trés
simples que nous avons établies; ot son intégrale générale sera

(36) v=F

le résidu intégral étant relatif aux diverses valeurs de £ qui vérifient

I’éqruation

K=o,
et o (k) désignant une fonction arbitraire de £ qui ne devienne infinie
: 8 . 1 .
" pour aucune de ces valcurs. Effectivement, si-'on substitue dans la
formule (21) la valeur de @ que donne la formule (36), on obtiendra

I'équation identique '
;. Krto(k) R
< [KL

D'ailleurs, en développant le second membre de I'équation (36), on
arrivera ou & la formule (26), ou & cette formule modifiée comme nous .
avons vu qu'elle doit l'ttre dans le cas ou I'équation (31) offre
deux racines égales. | '

Sil'on pose, dans la formule (26), m = 1, alors, en ayant égard aux
observations que nous avons faites, on trouvera : 1° pour 2 =1, ou
pourn > 2,

T=A+ B 35
,.n,_.
2° pour n = 2, '
w:A—i—Bl(l)

On sera donc alors immédiatement ramené aux formules (14) et (18).

(1) Poir, dans ce premier Volume, le Mémoire sur l’application du calcul des résidus
a Uintégration de quelques équations linéaires a coefficients variables, p. 262 (OEuvres
de Cauchy, S. 1I, T. VI, p. 316).
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Pareillement, si 'on pose dans laformule (26) m = 2, on trouvera:
1° en prenant pour n un nombre entier impair ou un nombre pair
supérieur a 4,

B
o=A+ A+ ;E——i--ﬁé;;

—2
2° en prenant n = 2,
we=A + A+ (B+ B ) (7r);

3° en prenant n = 4,

w:A—l—A,r"—i—%—i—B, 1(r).
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'MEMOIRE

THEORIE DES INTEGRALES DEFINIES SINGULIERES

APPLIQUEE GENERALEMENT

A LA DETERMINATION DES INTEGRALES DEFINIES,
ET EN PARTICULIER A L'EVALUATION DES INTEGRALES EULERIENNES

La théorie des intégrales singuliéres, qui dés année 1814 s’est
trouvée, grace au Rapport de MM. Lacroix et Legendre, accueillie si
favorablement de‘l’A_cadémie, m’a fourni, comme on sait, les moyens,
non seulement d’expliquer le singulicr paradoxe que semblaient pré-
senter des intégrales doubles dont la valeur variait avec 'ordre des
intégrations, et de mesurer I’étendue de cette variation, mais encore
de construire des formules générales relatives & la transformation ou
méme 4 la détermination des intégrales définies, et de distinguer les -
intégrales dont la valeur est finie d’avec celles dont les valeurs devien-
nent-infinies ou indéterminées. Cesdiverses applications de la théorie
des intégrales singuliéres se trouvent déja exposées et développées

" d’une part dans le Tome I des Memoires des Savants étrangers ('),
d’autre part dans mes Exercices de Mathématiques et dans les Lecons
données 4 I'Ecole Polytechnique sur le calcul infinitésimal. A

Il arrive souvent que, dans une intégrale simple, la fonction sous le

signe /' se compose de divers termes dont plusieurs deviennent infinis

(1) OFuvres de Cauchy, S. 1, T. 1.
OEugres de C. — S. 11, t. XII. _ 52
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pour une valeur de la variable comprise entre les limites des intégra-
tions, ou représentée par'une de ces limites. Alors il importe de savoir
si 'intégrale est finie, ou infinie, ou indéterminée, mais en outre,
lorsqu’elle reste finie, quelle est précisément sa valeur. La théorie
des intégrales singuliéres, qui sert résoudre généralement le premicr
probléme, conduit souvent encore i la solution exacte ou approchéc
du second. Ainsi en particulier cette théorie, combinée avec le cal-
cul des résidus, fournit, sous une forme trés simple, la valeur générale
d’une intégrale prise entre les limites o et o, lorsque la fonction sous
le signe f est une somme d’exponentielles multipliées chacune par
un polynome dont les divers termes sont proportionnels & des puis-
sances entiéres positives ou méme négatives de la variable .

La théorie des intégrales singuliéres peut encore étre employée avec
avantage dans I’évaluation des intégrales qui représententdesfonctions
de tres grands nombres. Elle permet de séparer, dans ces derniéres,
la partie qui reste finie ou qui devient méme infinie avec ces nombres,
de celle qui décroit indéfiniment avec eux. Cette séparation devient
surtout facile quand, les limites de I'intégrale étant zéro et 'infini,
la fonction sous le signe f* se compose de deux termes, dont I'un est
indépendant d’un trés grand nombre donné, tandis que I'autre a pour
facteur une exponcntielle dont I'’exposant est proportionnel a ce
méme nombre.

L’observation que nous venons de faire s’applique particuliérement
3 deux intégrales dignes de remarque. La premiére estcelle qui repré-
sente la somme des puissances négatives semblables des divers termes
d’une progression arithmétique dans laquelle le nombre des termes
devient trés considérable. La seconde est le logarithme d’une des inté-
grales eulériennes, savoir, de celle que M. Legendre a désignée par la
lettre I'. En appliquant les principes ci-dessus énoncés a la premiere,
on ladécompose en deux parties, dont I'une, qui décroit indéfiniment
avec le nombre des termes de la progression arithmétique, peut étre
développéc en série convergente, tandis que l'autre partie peut étre
présentée sous forme finie, et débarrassée du signe d’intégration,
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pourvu qu’on introduise dans le calcul une certaine constante analogue.
a celle dont Euler s’est servi pour la sommation approximative de
la série harmonique. o
Quant al'intégrale définie qui représente lelogarithme dela fonction

['(n),ellesedécompose immédiatement, d’apresles principes ci-dessus
énoncés, en deux parties, dont I'une croit indéfiniment avec le
nombre n et peut étre complétementdébarrassée dusigne d’intégration,
tandis que I'autre peut étre développée de plusieurs maniéresen série
convergente. Celte décomposition est précisément celle a laquelle
M. Binet est parvenu, par d’autres considérations, dans son Mémoire
sur les intégrales eulériennes, et constitue, & mon avis, I'un des beaux
résultats obtenus par ’auteur dans cet important Mémoire. A la vérité
M. Gauss avait, en 1812, exprimé par une intégrale définie la diff¢-
rentielle du logarithme de I' (z), et ’on pouvait aisément, par l'inté-
gration, remonter de cette différenticlle au logarithme lui-méme. A la
vérité encore, en retranchant de ce logarithme la partie qui croit ind¢- .
finiment, telle qu’on la déduit des formules données par Stirling et par
‘d’autres auteurs, on devait tenir pour certain que la différence décroi-
trait indéfiniment avec le nombre ». Mais, en supposant méme que ces
rapprochements se fussent présentés a I’esprit des géométres, ils n’au-
raient pas encore fourni le moyen de développer cn série convergente
et d’évalucr par suite, avec une exactitude aussi grande qu’on le
voudrait, la différence entre deux termes trés considérables, dont un
seul était représenté par une intégrale définie. Avant qu’on put obte-
nir un tel développement, il était d’abord nécessaire de représenter la
différence dont il s’agit par une seule intégrale qui se prétat facilement
a I'intégration par série. C’est en cela que consistait, ce me semble,
la principale difficulté qui s’opposait & ce qu’on pit évaluer avec une
exactitude indéfinie, et aussi considérable qu’on Ie voudrait, les fone-
tions-de trés grands nombres, et cn particulier la fonction T'(n). Cette'
difficulté, que n’avaient pas fait disparaitre les Mémoires de Laplace,
de Gauss, de Legendre, est, comme nous I'avons dit, résolue dans
le Mémoire de M. Binet. Les amis de la science ne verront peut-étre
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.pas sans'intérét que l'analyse, trés délicate et tres ingénieuse, dont ce
géomeétre a fait usage peut étre remplacée par quelques formules
déduites de la théorie des intégrales singuliéres et qu’on peut tirer
immédiatement de cette théorie la plupart des équations en termes
finis auxquelles M. Binet est parvenu.

Lorsqu’une fois on a décomposé le logarithme de T'(»), ou méme
ane fonction quelconque de 7, en deux parties, dont I'une croit ind¢-
finiment avec n, tandis que 'autre est représentée par une seule inté-
grale définie ; alors, pour obtenir le développement de cette intégrale
en série, il suffit de développer la fonction sous le signe / en une autre
série dont chaque terme soit facilement intégrable. Le développement
de I'intégrale se réduit & unc scule série convergente, lofsque le déve-
loppement de la fonction sous le signe f ne cesse jamais d’étre conver-
gent entre les limites des intégrations. Telle est effectivement la condi-
tion 4 laquelle M. Binet s’est astreint dans son Mémoire. Toutefois il
n’est pas absolument nécessaire que cette condition soit remplie. Si,
pour fixer les idées, on représente, comme je le fais dans ce Mémoire,
la partie décroissante du logarithme de T (n) par une intégrale prise
entre les limites zéro et infini, on pourra, dans le cas ou le nombre n
deviendra trés considérable, décomposer cette intégrale en deux
autres, prises, la premiére entre les limites o, 1, la seconde entre les

limites 1, o0, puis développer la premiére intégrale en une série dont les
divers termes, analogues & ceux que renferme la formule de Stirling,
aient pour facteurs les nombres de Bernoulli, et laseconde intégrale en
une autre série dont les divers termes aient pour facteurs les nombres
que M. Binet a introduits dans I'expression du logarithme de T'(»).

Nous ferons remarquer, en finissant, que les principes exposés dans
ce Mémoire fournissent le moyen de tirer un parti avantageux de la
formule donnée par Stirling, et de calculer trés facilement la limite de
V'erreur qu’on commet quand on applique cette formule & la détermi-
nation de I' ().
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ANALYSE.

1. — Formules générales.

Parmi les propositions auxquelles nous avons été conduits par la
théorie des intégrales définies singuliéres, on doit particulierement
remarquer la suivante :

- Tutonime 1. — Sotent x, y deux variables réelles, s = x.+ yyV—1une

variable imaginaire et f(z) une fonction de s tellement choisie que le

résidu
X

E LG,

Xy

pris entre les limites
X = &, xz =X, Y =UYo y=Y,
offre une valeur finie et déterminée. On aura généralement

w [ U+ 0D 1o ey )]s

X

=S [ R V=) =Sty VD dy—2my =i 8 (0@
Yo = X Yo

les deur intégrales relatives a x et a y devant éire réduites, lorsqu’elles

deviennent indéterminées, a leurs valeurs principales.

De ce premier théoréme on déduit immédiatement le suivant :

Tutorime II. — Soient x, y deux variables réelles, s = x + y\ —1 une
vartable imaginaire et f(z) une fonction telle que le résidu

RV Y

offre une valeur finte et determinée. St d’ailleurs le produit

5f(5) ou (z+yy=0)f(z+yy—1)
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s'évanoutt : 1° pour x = == w, quel que soit y; 2° pour y = », quel que

soit &, On aura

(2) fwf(w)dxzzn\/———l_:&:[f(z)],

lintégrale devant éire réduite, lorsqu’elle deyient indéterminée, a sa valeur
principale,

Corollaire I. — 1.’équation (2) peut encore se mettre sous la forme

(3) | f Jl”)—“%ﬁ(:‘—”).dxzzm/:_”g:[f(s)'].
Corollaire I1. — L’équation (2) ou (3) fournit les valeurs d’'une

multitude d’intégrales définies, dont quelques-unes étaient déja
connues. Si I'on pose en particulier, dans I'équation (2) ou (3),

fay="E2 0T

| S ol

a désignant une quantit¢ comprise entre les limites o, 1, on trouvera .

'(4) f_w(_ﬂ:dx:ﬂ(\/__l)a,

1~

et, par suite,
5) Tzt ldx _ 0m e xetdr K
, 1+ T sinaw’ , !—ax  tangam

La théorie des intégrales définies singuliéres fournit encore les

conditions qui doivent étre remplies pour qu'une intégrale, dans
laquelle la fonction sous le signe /' s’évanouit entre les limites de I'in-
tégration, conserve une valeur unique et finie : ¢’est ce qu'on peut

- yoir dans le Bésumé des Lecons données ¢ [’Ecole Polytechnique sur le
caleul infinitésimal (25¢ legon). Ainsi, en particulier, on peut énoncer
la proposition suivante :

Tutorene I, — Soit f(a) une fonction de x quiconserve une valeur
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unique et finie pour chaque valeur positive de x, et devienne infinie quand

x §'évanowit. Pour que la valeur de U'integrale

(6) f S(x)dz
' 0
sout finie et determinée, il sera nécessaire et il sufffira que les intégrales
- singulieres ‘
E
(7) f(z)dz,
. &y
1
: @
(8) Sf(z)dx

S -

s’éoanouissent par des valeurs infiniment petites de ¢, quelle que sott d’ail-

leurs la valeur finie ou infiniment petite attribuée au coefficient p. ou v.

Corollaire. — SiTl’on suppose en particulier
(9) fzy=Pe Qe Re-=+. ..,

“a,b,c, ... désignarit des constantes dont les parties réelles soient
positives, et P, Q, R, ... des polynomes dont chaque terme soit propor-
tionnel & une puissance entiére, positive, nulle ou négative, de z;
on déduira sans peine .du théoréme précédent la seule condition qui
devra étre remplie pour que I'intégrale (6) conserve une valeur finie.
Cette seule condition sera que la fonction

f(#)

se réduise 4 une constante finie pour z = o.

Observons enfin qu’'on arrive & des résultats dignes de remarque
quand on transforme des intégrales singuliéres, dont les valeurs
approximatives peuvent étre facilement détermincées, en d’autres inté- -
grales. Pour donner un exemple de cette transformation, supposons
que la fonction /() devienne infinie pour x = o, mais que le produit
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se réduise alors & une constante finie f. Supposons d’ailleurs que le
méme produit s’évanouisse pour &=, et que la fonction () ne
devienne jamais infinic pour des valeurs finies de «. Sil'on désigne
par ¢ un nombre infiniment petit, et par ., v deux coefficients finis et
positifs, on aura sensiblement

(10) Lsuf(x)dx:fl<%>.

D’ailleurs 'intégrale singuliere que détermine I'¢quation (10) pourra
étre considérée comme la différence de deux autres intégrales. On
aura en effet |

= w o .
/ f(z)dz :f f(@yde — | flz)da.
&v ev e

On aura donc encore, pour de trés petites valeurs de ¢,

(1) ‘L“_];(x)dx.—\[::f(x)dxzfl<%>.

D’autre part, soient 9(z), ¥ (5) deux fonctions de s qui deviennent
nulles et infinies en méme temps que la variable z, en conservant des
valeurs finies pour toutes les valeurs [inies et positives de . Si les
fonctions dérivées ¢’(z) et y'(5) se réduisent, pour 5 = o, a des quan- |

tités finies

p=9'(0), - v=y'(0),
on aura sensiblement

o(g) = ps, w(e) =ve;

et, par suite, les formules

[ e = [ paydn,

ALE)

f @'(s>f[cp<z>]dz-ﬁ " f(x)da,
A , ote)

combinées avec I'équation (1 1) donneront a trés peu pres

f 2 L] = 9'(e) e s =1 (£);
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. puis on en conclura en toute rigueur, en posant e = o,

N NIV IO )f[cP(Z]Edz—n[iEO;].

Sil’on prend en particulier

la formule (12 ) deviendra.

: P o5 cp(o)}
3 z)___ () dz — .
(1), f [u) e T '[4(0)

L’équation (13) comprend plusieurs formules déja connues. Ainsi,

par exemple, on entirera: 1°ensupposant y () =z, 9(z)=1(1+z),

(14) 5 -5 s =es

o P-4 14 5) ’
2° en désignant par a, b deux constantes dontles parties réelles soient
positives, et supposant o(z) =uas,y(3)=0bs,

. e—[)-___e"—'aa o ]
(13) f—— dg_.l<b>

A Taide d’intégrations par parties jointes a la formule (15), on peut
assez facilement calculer la valeur de 'intégrale '

f " fle) da, |

lorsque, cette valeur étant finie, le hcteurf(w) ept déterminé par
I'équation (9). Entrons 2 ce sujet dans quelques détails.
Supposons que, dans les polynomes

P, Q, R ...

composés de termes proportionnels & des puissances entiéres posi-
tives, nulles ou négatives de x, les parties qui renferment des puis-
OFusres de ¢, — S. 1, t. XII, - o . 83
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sances négatives solent représentées par

()3,‘ Qw &R,
Les restes : ‘
@, Q—9. R—&,

ne renfermeront plus que des puissances nulles ou positives, ct par
suite, la valeur de I'intégrale

fw[([’—- @y e~ar - (Q -fQ)e—b”+...] dr

pourra se déduire des deux formules

s f —/‘x d.’l‘ = /]l’
1.2.3.
? f xm e —hax dx — /Lm-q—l —_ .,

qui subsistent pour une valeur positive de la partie réelle de 4, et pour
une valeur nulle ou positive de m. D’autre part, comme cn posant,

(16).

pour abréger,
(17) cp(:v):Q"e““”+@e—/’”+(ﬁé‘“+...,

on tirera de la formule (9)

J)=(P—=F)e2*4+ (Q —Q)e "+ (R—R)e ...+ o(x),
on aura encore

(18) fmf(x‘) da

f[(p ®)eaz+ (Q—)e~t5+ (R—RJe~or+.. . ] do

-|-f ?( r)dx,

et cette derniére formule, qui offre pour second membre la somme de
deux intégrales, dont V'une peut étre facilement calculée comme on

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES INTEGRALES DEFINIES SINGULIERES. 119

vient de le dire, réduira évidemment la détermination de l'intégrale

fo'”ﬂx)dx ,

a celle de l’intégrale

dont nous allons maintenant nous occuper.
Concevons d’abord que, la valeur de ¢ (x) étant déterminée par
I’¢quation (12), on cherche la valeur, non plus de I'intégrale

| f-mev(x)d»jr,
/:‘P(””)”’”’

¢edésignant un nombre infiniment petit. Puisque les lettres €, 9, &, ...

mais de la suivante

représentent des polynomes qui renferment seulement des puissances
entiéres et négatives de @, la fonction ¢ () pourra étre décomposée
en termes proportionnels 4 des expressions de la forme

e— hx

xlll ?
1

'

h désignant I'un quelconque des exposants a, b, c, ..., parconséquent
une constante dont la partie réelle sera positive. Donce, par suite,

fwcp(x) dzx

pourra étre décomposée en plusieurs parties respectivement propor-

I'intégrale

.

tionnelles & d’autres intégrales de la forme

® g—hx .
——duz.
¥ "
€

i

D’ailleurs, en effectuant une ou plusieurs intégrations par parties, on
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trouvera successivement

o p-hx ~-hx T —ha
e : e @ e
— dr = — — — — dux,
x (m—1)z™ m—1J axm

e—hx e—hx h e—hx
eyt dx = — 7 — d,
J ™ (m—2)am m—z /) xm?

puis on en conclura

fﬂdx—__ e—lzx . (_ /l)e—/wc .
zm (m—nyazmt (m—1)(m—a)zmt 7
(_ /l)”l_2 e—hx (_ /L)m—l e—hx ;
T m—1)(m—2)...1.x + (m——l)(m—2)...1f z °0

.

et par suite

(| ) ® e—hx dx _ e—he + (__ /l) e—he 4
9 .o2m T (m—n)emt T (m—1)(m—a)en T

(_ ]z)m—2 e—hs (_ /l)m-—l ”e—le d‘z‘
(m—1)(m—2)...1.e  (m—1)y(m—a2)...1J, o

Donc la valeur de I'intégrale
f o(x)dx )
4

se composera : 1° de termes finis, dont chacun pourra étre développé
suivant les puissances ascendantes et entiéres de ¢; 2° de termes pro-
portionnels & des intégrales de la forme

90 ® »
e—ax e—lw e—cx
f dz, f dex, dx,
€ z € x /g x

Done, én nommant

les coefficients constants par lesquels ces dernitres intégrales se (rou-
veront multipliées, et K la somme des termes finis, on aura

(20) f q»(x)dx:K+Af e‘—w‘%”f-+3f ol

&
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Chacune des intégrales que renferme le second membre de la for-
mule (20) surpasse l'intégrale de méme espéce

o
f e—% Elﬁ
e X

d’une quantité qui, en vertu de la formule (15),-conserve une valeur
finie lorsque e s’évanouit. Par suite, la somme

® dzx * d
Af e-““‘——J;—Bf s 22
A x . x

surpassera la somme

(A+B+C+...)/ e—x-d’—”
e 4

d’une quantité qui restera finic pour des valeurs infiniment petites
de e. Effectivement, si I’on pose ‘

. = —bx
(21) }I—Af ‘ dx+Bf e——edx+

la formule (15) donnera, pour ¢ = o,
(22) H=—Al(a)— Bl(b)—....

Ajoutons qu’en vertu de la formule (21), I’équation (20) deviendra

-2

(23) / cp(x)dx:K+lI+(A+B+C+...)f X da,

Quant a I'intégrale
f”’ _.dz
€ —y
c X

_elle surpasse évidemment la suivante :

1
dz
e~% —,
- x B
=2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



h92 MEMOIRE SUR LA THEORIE

et, & plus forte raison, la suivante :
)

1
[lerdz_i(2);
c X [4 g

' par conséquent, elle devient infinie pour ¢ = o. Mais, d’un autre cole,
elle offre évidemment une valeur numérique équivalente a celle de la

! dx “ dx
=% — e—% —01
. z x

1

somme

par conséquent inférieure a celle de la somme

Ydao ®
[ = 4 e*dr
D E ‘ﬂ

1

et, a plus forte raison, & celle de la somme

1 | o
f d___m + e~Tdr =1—1(g).
. &

0

Done, par suite, le produit
f“ dx
EIIL} e—x _—
) ~

s’évanouira toujours avec &, pour des valeurs positives du nombre m;

et, comme on pourra en dire autant du produit ,

s”‘/ cé(x)d.r,
: e
si I'intégrale .

' f o(x)de

conserve une valeur finie pour € = o, il est clair que, dans ce cas, en
vertu de 1’équation (23), le produit

K gm

s’évanouira lui-méme avec ¢ pour toute valeur positive de m.
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Supposons maintenant qu’on développe, comme on peut le faire,

les exponenticlles

—as —b2 —
e y €Y%, et ..,

renfermées dans la somme K en séries convergentes suivant les puis-

e AL . I
sances ascendantes de ¢; et soit (;) a plus haute puissance de — ren-

fermée dans les polynomes

®, 9, &, ...

La somme K se trouvera elle-méme développée en série convergente

par une équation de la forme

K=h_pe 4 h g & o hoye e b he + hae2+. .00

et, si I'on suppose que I'intégrale

f;cp(x)d-r

conserve une valeur finie pour ¢ = o, alors, la condition

Ker—=o,

se trouvant vérifiée pour une valeur nulle de ¢ et pour une valeur posi-
tive quelconque de m, cntrainera la formule

(kope ™4k pore ™ . .+ ke )em=o.

Or si, dans cette derniére formule, on attribue successivement a 7 les
diverses valeurs

n, n—i1, ..., 1,
on en déduira, 'une aprés I'autre, les équatidns
(24) ' k_,—o, k_.,,“_—_o; ey hk_y=o.
Done, dans I'hypothése admise, on aura simplement

K=k~ kie+ kye?+. ..,
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ct par suite I’équation (23) sera réduite & celle-ci :

@ ‘ - w ’ d
(25) f cp(a:)dx::/c—|—/('1e‘+/czs’+...+H+(A+B+C+...)f ——
£ £

1l y a plus; comme, en vertu de la formule (25), une valeur nulle de ¢
rendrait infinie I'intégrale

L[”cp(x)dx.,

en méme temps que le produit

(4 +B+C+...)f e~xf{f, '
c x

si le facteur 4 + B + C + ... ne se réduisait pas généralement & zéro,
on peut aflirmer que Phypothése admise entrainera non sculement les
conditions (24), mais encore celle-ci :

(26) | A+ B+C+...=o.

Done, dans cette hypothése, 'équation (25), réduite a la formule

f o(x)de =k + ke + ko +...+ I,
. .

et combinée avec I'équation (22) qui subsiste pour une valeur nulle
de ¢, donnera

J

(27) f”qz(x)dx':/f—Al(a)—Bl(b)—_Cl(c)—....

"~ Cherchons maintenant les valeurs des coefficients

, 4, B, C,
et de la constante £. '
Il résulte de la formule (19) que, si I’on suppose

R

xlll ?
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on aura
4= (_ a)m—l _ ]‘ [e—ax] )

1.2...(m—1) (@ zm
SiI’on supposait ‘
A

@1
xm.

-~ junty

)

A étant un coefficient constant, la valeur de 4 se trouverait évidem-
ment multipliée par A; on aurait donc ' ‘

"\ e~ . ‘\ 7\3_(1‘”
| xm R ) xm -

Par suite, on trouvera, dans I'une ct I'autre supposition,

, A=12

(28) ) :&[‘fe—“"].

D’ailleurs, le polynome @ peut toujours étre décomposé en termes de
la forme
zm’

et il suffira d’ajouter entre elles les valeurs de A correspondantes &
diverses valeurs de @, pour obtenir la valeur de 4 correspondante &
une valeur nouvelle de ® représentée par la somme de toutes les
autres. Donc la tormule (28) s’étend & tous les cas possibles. On éta-
blira de ]a méme maniére chacune des équations

(29) =Fl[2e], €= fae=],

Quant 3 la valeur de la constante £, on peut la déduire encore faci-
lement de la formule (19). En effet, en vertu de cette formule, sil'on
suppose )

I

M J
»

m désignant un nombre entier supérieur a I'unité, la partie de % qui

correspondra au produit
P g—ax

OFEuvres de €. — S. 11, t. XII. 54
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se trouvera représentée par le terme qui ne dépendra pas de ¢ dans le

développement du polynome

e—ac (— a) e—at (__ a)m—z e—at
- + - — +...+ -
(me—1)en (m —1)(m—2)em (m—1)y(m—2)...1.¢

en une série ordonnée suivant les pmssances ascendantes de ¢, ¢’est-
a- dlre par I'expression

 (—a)mt IO 1
i~ 5 e —— )
I.2...(m—1) 2 3 m—1

ou, ce qui revient au méme, par P'expression
'(,+l+l_,_ + — | R
. 2 3 T T m—i1 )& )

SiI’on supposait au contraire
X
zm’

¢=

A désignant un coefﬁclent constant, la partle de k correspondanle au
produit ®e=** serait évidemment

A I I [
(30) <1+-2-+§+...+;l—_——]->£[ﬁe ].

Cela posé, soient

1
u 4 w
— - - e
x ax? ax?

ce que devient successivement la fonction
() =Le %4 Re ¥+ Re"+...,
quand on réduit chacun des polyhomes
e, 2, &,

a un scul terme, savoir au terme qui renferme comme facteur

I
= 0U = 00U - e
x 4 x
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Non seulement on aura
‘ u ¢ w '

3 == — == +.. .

(31) . | (e)=Z+ S+ =+

" mais de plus lavaleur générale de £, composée de diverses expressions

semblables 4 I'expression (30), se trouvera évidemment déterminée

- par la formule

(32) k &[}‘%+%+]+§‘L[%+J+

i

Eu égard aux formules (28), (29) et (32), 'équation (27) donnera
(33) fo <P(»"«")dx=£,[3:—z+% +] +%&[£§ +] +...
- g‘;[@e—““l(a)+Qe"'”l(b)+nhﬁe-”l(c) +... ]
Pour montrer une application de la formule (33), supposoné -

vr=[i=(3+)een] 5

On aura, dans cette hypothése,

b=a-+1,
I 1 1 1
(J?_<~__>—, ’32_:+<—+—>_,
2 X ) x 2 X/ X
1
u==(1+e")ees, v=—(1— e %) e ",

Llgemi=atrt,  fgetl=—(ax3)
Elw]==
et par suite la formule (33) donnera |
[T ot)emeentimmr e (2)-

Soient maintenant n un nombre trés considérable, ct

(34) tn)= [ BP+Qee)ds
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une fonction déterminée de »n, représentée par une intégrale définie,
dans laquelle le facteur R conserve une valeur finie, pour x =o,
P, Q étant d’ailleurs deux fonctions de = développables suivant les
puissances ascendantes et entiéres de «. Si, en nommant 9 la partie
de la fonction Q qui renferme des puissances négatives de «, on pose

(35) F(n) =fQR(P -+ 9 en®) da,
(36) o(n) = R(Q—2)ereda,
on aura

(37) f(n)=F(n)+w(n);

et la fonction w(n), qui s’évanouira pour n ==, deviendra infiniment
petite pour des valeurs infiniment grandes de ».

Il. — Sur la sommation des puissances négatives semblables des divers termes

d’une progression arithmélique. ' .
Pour montrer une application des formules établies dans le para-
graphe I, supposons o ‘

I 1 | 4
(l) f(ll):gi+m+...+m,

«, a désignant deux quantités positives.'Si I’on fait, avec M. Legendre,

I‘(a):f 2% te% de,
-0 Lo

on en conclura

o

00
'(a
f xa—1 e—0x dp — ( )’
0
ou, ce qui revient au méme,

r__1 " et i s
a“-_—l'(a)‘fox e %% dx s
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et, par suite, on aura

f(n):r(—la)-f0 por s e_txx[[_p.e—x_'_.“_{_'e—(n—l)x] dr.

Mais, d’autre part, on trouvera

11— e—n.’t

I4+eF+.,.. e (- Nz—.

e
On aura donc encore .
(2) =) et =
On réduira la formule (2) 4 la formule (34) du parvagraphe I, en
posant
b=5G  Pernmey 0= mme

Alors, en développant la fonction Q suivant les puissances ascendantes
"de z, et nommant 9 la partie du développement qui renfermera des

puissances négatives de x, on trouvera

Cela posé, les formules (35), (36), (37) du paragraphe I donneront

(3) ((r) =F(n) +w(r),

les valeurs de F(n) et de m(n) étant ' )

(4) F(n)= (‘a) [w za-1 e-“x[l__'e_x — <-;— + %) e—"w] dz,

o
1 ® 1 I 1
(5) w(n)= m/‘,‘ 221 <}— +; - = e_x>f?""'+°‘)”dx.

En vertu des formules (4) et (5), on aura évidemment

=

(6) m(o):—F(o):r_('a_)f xa_le—ax<5‘;+é—l_’e_w> dz.
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En partant de I’équation (4), on peut obtenir en termes {inis, sinon
la valeur de la fonction F(n), du moins celle de la différence

F(n)—F(o),
et par conséquent ramener la détermination de F(n) considérée

comme fonction de n, 4 I'évaluation de la constante représentée
par F(o). En cffet, on tire de ’équation (4)

(7)‘ F(r)—F(o)= T—(l;i/ o1 e—ax<;l -+ é)(, ___e—n.r)dx.

Comme on aura d’ailleurs évidemment

I'a)

@®
/ xole 8T e wFdpr— ———,
Tar )y

~0

on en conclura, en intégrant par rapport  z ct i partir de n = o,

» ] — e—nZ n l—a.__ y1—a
f 21 g—az do = 2 ") 2 _Y¥(a),
L]

X I—a
puis, en remplacant a par @ + 1,
f 2 te*2(1—e ") dr =[a*— (a =+ n)—¢]I(a).
0

Cela posé, la formule (7) donnera .

(¢ +n)t—2—al=2 (a4 n)"*—oa*
I—a 2

b

(8) F(n)—F(o) =

et I’on en tirera, eu égard i la formnule (6),

(ot + n)t—2.— gt (a+n)y"4— a4

(9) F(r)=> — (o).

i1—a 2

En substituant la valeur précédente de F(n) dans le second membre
de I’équation (3), et ayant égard a la formule (1), on (rouvera

f 1 1
10 —— ——— e ——
(r0) ac"+(oe+1)“+ +(oz-+—n—1)“

l—a__ yl-a t—ae
:(a—!—n‘)ma « _(“+n)2 2 +w(n) —w(o).
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Si dans I’équation (10) on pose a =1, elle donnera

1 I
(11) -+ e ——
-4 o+ 1 at+n—1I

n

:‘I(a—i—n)—l(o:)—i— m

—|—m(n)—m(b),
la valeur de &(n) étant

A A 1
(12) w(n):[ (;—f—;——l_e_x)e‘(”*“’xdw.

SiT'on pose en outre

a=1,
on trouvera
3 I I I . T n

(13) 1+;_—!r—g—l—...—i—l—L:l(n+|)+;-n—+l-+m(n)—w(o),

la valeur de @ (n) étant
. L l I N .

— _ o —(nttyx g
.(]4) w(nr) [ <x+2 |—e—”>e .

L’équation (13), dont le premier membre est la somme de la suite
harmonique .

ne differe pas, au fond, de la formule qu’Euler a donnée pour la som-
mation de cette suite, et rainéne cette sommation au calcul des deux
intégrales représentées par w(n) et @ (o), dont la premiére devient
infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes de ». Ajoutons
qu’en vertu de la formule (14) on aura

w(o) :f (;Ic- —+ —; -3 —-—’e—f> e dzx,
0

ou, ce qui revient au méme,

(15? ‘.m(o):—;‘——‘[or“(]_le‘x—é)e.—x%{x.
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En posant e~*=1¢, on réduit I'intégrale

* 1 1
f <._—e—2 - ;> " dz,
0

~ comprise dans le second membre de ’équation (15), & la forme

! I T
‘/0‘. [-—-I_t—l—i\—t)‘]dl.

Cette dernitre intégrale a été calculée par Euler, qui a trouvé sa valeur
sensiblement ¢gale au nombre '

0,57721566. . ..

Il est bon d’observer que dans I’équation (10), comme dans I'équa-
tion (13), l'intégrale représentée par @ (n) devient infiniment petite
pour des valeurs infiniment grandes de z. Quant i I'intégrale repré-
sentée par @ (0), elle est indépendante de ~ et analogue i la constante
introduite par Euler dans le calcul relatif 4 la sommation de la suite

-

harmonique. ;

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que les intégrales
représentées par @ (o) ¢t ® (n), dans la formule (10), peuvent étre
développées de plusieurs manieres en séries convergentes. On y par-
viendra, par exemple, en suivant la méthode employée, dans un cas
semblable, par M. Binet, et développant, dans la” fonction sous. le

signe f, le coefficient de I'exponentielle
e—-(u+a)x

cn une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la quan-
tité variable

s—=1—e %,
On pourrait ainsi commencer par décomposer 'intégrale @ (r) en

deux autres, dont la premiére serait prise entre les limites = o,
£ =1, la scconde cntre les limites =1, x = w; puis développer

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES INTEGRALES DEFINIES SINGULIERES. * 433
dans la seconde intégrale la fonction sous le signe f, comme on vient
de le dire, et dans la premiére intégrale, le rapport

1
{—e~ 7

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de «. On sait
d’ailleurs que, dans cette derniére série, les coefficients des puissances
entiéres de x s’expriment trés facilement & I'aide des nombres de

;

Bernoulli.

II1. — Sur les intégrales eulériennes.

Les intégrales, nommées eulériennes par M. Legendre, sont, comme
on sait, de deux espéces. Mais, comme les intégrales eulériennes de
premiére espéce peuvent étre exprimées en fonction des intégrales
eulériennes de seconde espéce, nous nous bornerons i considérer
celles-ci que M. Legendre représente a I'aide de la lettre T', et a faire
voir comment, des principes établis dans le premier paragraphe, on
peut déduire les propriétés diverses de la fonction de n déterminée
par la formule

(1) T(n):f x" e % dzx.
AL ‘ . A
Lorsqu’on pose n =1, I’équation (1) donne immeédiatement

(2) T'(1)=1.

Lorsque ~ se réduit & un nombre entier plus grand que I'unité,
alors, pour obtenir la valeur de ' (n), il suffit d’appliquer une ou plu-
sieurs fois de suite I'intégration par parties au second membre de la
formule (1). On arrive ainsi aux formules connues

(3) T(2)=1, I'3)=1.2, T'(4)=1.2.3, cel
et I’on trouve généralement

(4) T(ny=1r.2...(n—1)."

OFuvres de ¢, — S. II, t. XII. - » S 55
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Au reste, on peut encore arriver facilement alaformule (3) en partant
de I'équation

(5) fo e—/-"”dx:%,

dans laquelle # désigne une quantité positive quelconque. En effet,
on tire de cette équation, différentiée » — 1 fois par rapport a £,

“ 1.2...(n—1)
(6) /; =1 e—kx dp — ym ;

puis, en posant £ =1, on se trouve immédiatement ramené & la for-
mule (4). '

Supposons maintenant que la lettre n représente une quantité posi-
tive quelconque, qui puisse varier arbitrairement depuis n= o,
jusqu'a n = . | :

En différentiant, par rapport i n, les deux membres de I'équation (1),
on trouvera

(7) D, T(n) :f @t e |(7) dz.
[}

D’autre part, en remplacant « par z, et £ par x dans la formule (5),
on aura

©

1
e dz = —,
X

“ 0

puis, en intégrant par rapport a @ et  partirde « = 1, on en tirera

AY

© 5 e
f g =1(a),
0 -~

ce u’on pourrait aussi conclure de I'équation (15) du paragraphe 1.
Donc la formule (7) donnera

l)nr(n):f f Y — L.
] 0

~
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et, comme & ’équation (1) on pourra joindre la suivante :

f a1 e—% e—x2 Jp :f 21 e—*(1+3) g p — I‘(n) s
0 0 .

on trouvera définitivement

i I 1 ds
DT =0 [ o= | T

ou, ce qui revient au méme,

(8) D,,lI‘(n):fw[e‘“-—(l o)1
j z

Sil’on integre par rapport & n, et a partir de n = 1, les deux membres
de la formule (8), alors, en ayant égard & I'équation (1), on trouvera

(9) Il)—‘f [(’l——l)e— (145 )—(’ +( ; )“"_J %

[l est facile de vérifier la formule (g), dans le cas particulier ou 'on
prend n = 2. Alors, en effet, elle donne, eu égard & la premiére des

équations (3),
2 ( 2
(10) o= [——— II(;:_)):Idz

et se réduit par conséquent a la formule (145 du paragraphe I.

Le sccond membre de la formule (9) renferme tout a la fois, sous
le signe f, le logarithme népérien 1(1+ 5), et 'exponenticlle e~*;
mais il peut étre facilement débarrassé de cette exponentielle. En effet,
si I’on combine entre elles, par voie d’addition, les formules (9) et (10),
apres avoir multiplié la derniére par — (n — 1), on trouvera '

3

(l+u) ‘—(l+ )_"l dz
I(1+z)

(11) ]T(/:)ﬁ[w[(n—l)(l+z) =2

SiT'on veut débarrasser le second membre de la formule (1 1) de la
fonction transcendante 1(1 + =) il suffira de poser
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ou, ce qui revient au méme,

I+ 5 =¢€%, s—=e¥—1,
On trouvera ainsi ' .
- e —e %) dr
—_— - —_ ot —_—
(12) 1T (r) _L [(n e pp—— ] ~

Il est bon d’observer qu’en différentiant -I'équation (12) par rapport
a n, on obtiendrait la suivante :

I),,II‘(n)_:f <e—;-c — [e_"':ix> dr.
0

Cette derniére équation, qui peut se déduire directement des for-
mules (8) et (10), se transforme, quand on y pose

e~*¥—1{,

en uneautre donnée par M. Gauss. Donc, réciproquement, en posant
S t=-—1(x)
dans I'équation de M. Gauss, on pourra de cette équation, intégrée
par rapport & n, tirer immédiatement la formule (12).
On peut aisément déduire de la formule (12) les diverses propriétés -
connues de la fonction I'(n); et d’abord, si 'on y remplace n parn -1,

on {rouvera < .

o =% e—(n+1)27) dx
(13) IT(r+ n):w/ [ne—x——l——_e:”_—]_x_‘,
puis on tirera des formules (12), (13)

lr(l+ﬂ)—lr(n):f f_x__w_e—_"jdx:'l(n);
0

par conséquent

(14) T+ n)y=I1T(n)+1(n)
el
(15) T(1 +n)=nl(n). )
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On arriverait immédiatement 4 la méme conclusion, en différentiant
par rapport 4 £ la formule

L] -
| T(n
xi—tem % gy = — zr-le=Zdr — (n) ’
kn kn
[] []

et posant ensuile £ =1,

Concevons a présent que, 2 étant inférieur & 1’unité, on remplace,
dans la formule (13), n par — n. On trouvera

. * - (1—n)x
(16) 11‘(1—n):f [— ne-*— e___i__.] dx
¢

L— e % x

puis, en combinant entre elles par voie d’addition les formules (13)
et (16), on aura

®© o—(1+n) —{(1—n)r __ -
(17) lI‘(1+n)+lI‘(1—n)—_-f-e rite 2e7" dz
: 0

1— e % : x

D’autre part, si dans la seconde des formules (5) du paragraphe 1,

. . .1 .
On pose successivement x = ¢, x =, on en tirera
=it dy _‘_f“f’ tedt  om
, 1—t J, t—1 " tangam’
C gl e om
f - dt = -
o i—t langq?‘c

T I e A l“ 1—
— = — dt: dt.
tangam 2J, Ti—i =t

Donc, eu égard aux formules

par conséquent

" et

(ot — -2 4 (~a
—ta -1
1i—¢ + 1—¢ ’
1

[ ta_ldt:ls
o a

[
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I Lga__g-a
L ::——i—f — dt
tangamw a o 1— ¢

lt“——t*"dt_ T I
, 1—¢ T langam  a
’ i

Si, dans cette derniére formule, on pose f=¢"", a =n, on trouvera

on aura

cl

r = ?
1—e % tangnm  n

» .
e—+n)x e—(l—n)x T o ]
[ d

0

puis en intégrant par rapport i n, et & partir de »' = o,

: e tmx 4 o(1-MT _ 9T dy  nm
A 1—e = £ sinnm

Cela posé, la formule (17) donnera

nm
(18) lI‘(l—|—n)-+-lI‘(x—n)_..lsinnTc,
et par suite

nm
(19) I‘(l+n)r(l——n)_sinrm'

De cette derniére équation, jointe & la formule (15), on tire immédia-
tement la suivante :

™
T ’
smnw

(20) T'(n)T(1—n)=

qui peut aussi se déduire, comme on sait, de la premiére des for-
mules (5)du paragraphe I. En effet, la formule '

T ® zt-tdy
- = ’
sinnm , 1+

jointe a I’équation (5), de laquelle on tire

1 0
—_ = e~* e~ % dz,
I+z
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donne

i :_—f [ x"—’e~ze-xzdzdx:l’(n)/ﬂ s e 3ds =T(n)T (1 —n).
o Yo . e

sinnm

~ ’ . . 1 ’ .
En posant, dans ’équation (20), n= - onretrouvel'équation connue

ou

(2r1) I‘<é>:7‘r;.

Les équations (14) et (18)ont cela de remarquable, qu’elles fournis-
sentles valeurs des quantités

IT(n+1) —1T(n), IT(1+n)y+IT(1—n),

dont chacune représente une fonction linéaire de deux valeurs diffé-
rentes de IT'(n). Nous montrerons plus loin comment, i I'aide de la
formule (12), on peut découvrir et calculer d’autres fonctions linéaires
formées avec diverses valeurs de IT'(n); et, en terminant le présent
paragraphe, nous ferons voir que la marche tracée dans le paragraphe ]
fournit immédiatement la -décomposition de lintégrale qui repré-
sente 1I'(n) en deux autres, dont 'une devient infiniment petite
pour des valeurs infiniment grandes de n. Effectivement, si 1'on pose,
pour abréger,

l’:(n——l—— ! >£, Q= ! .

1—e <) x "Z(l—e =)

la formule (12), réduite &

“(22) . ll‘(n):f” (P +V‘Qei‘””)dx,

4

deviendra semblable a la formule (34) du paragraphel; ct, pour

obtenir la décomposition ci-dessus mentionnée, il suffira de déve-
lopper la fonction Q suivant les puissances ascendantes de . Si 'on
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nomme 9 la partie du développement composée des seuls termes qui
renfermeront les puissances négalives de x, on aura

et

(23) 1T (n)=F(n)+w(n),

les valeurs de F (n), @ (n) étant déterminées par les formules

4 F(n)={ (P9 e*)daz,
(at) (n) f (P +Q e=n=)dr
(25)  em=[@-erde,

dont la seconde fournira une valeur de @ (n) qui s’approchera indéfi-
niment de zéro, tandis que le nombre z croitra indéfiniment. Ajoutons

que si, dans les formules (24) et (25), on substitue les valeurs de P,

Q et 9, on obtiendra les équations
' : = | 1 z 1 N\ 2] az
(26) F(n)_[ [<n—l—.l_e_x'>e‘ +(;+;>e ]?;
* 1 1 1\ o dw

dont la seconde a été donnée par M. Binet.

. I . .
Lorsqu’on suppose 7= -, il est facile de calculer non seulement

la valeur de I'(n), alors déterminée par 'équation (21), mais aussi
les valeurs de F () et @ (n). En effet on tire de laformule (27)

) 1
I * 1 1 1\ —xdx

oy — - —— an — —— p— e —_
2 o 1—e % x 2 x

puis, en remplacant « par 2z,

@ e[
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D’autre part, on a o -

e—% e—(l‘ e—x e—x e—?x
- [ - - | = —_— —
1—e % [ — % 1+ e% 1—e™®  |—e*%

et 'on tirera de la formule (27 ), en y posant n =1,

w-(l)__f” I 1 1 -z dx
A 1—e* - z 2/ &

e 1 1 1\ _,.dx.
—J, \i—e®= "5z 3)° T
par conséquent .

“ 1 2 — e 1— e % dx
(29) 0= = - e~ —.
: A [ — e % 2L - 2 x

- Or, en combinant par voie de soustraction les formules (28) et (29),
/1 1 [ 1—e* dr
w<~>:— / ( —e"”)e"‘—>
2 2 z X
‘o
ou, ce qui revient au méme, ‘ _ :
1 1 ® fe—% __ -2 e—2x
o()=if (T )
2 2 o &= x

D'ailleurs la formule (33) du paragraphe I donnera

® o= __ e—x e—1x
—2 _— (1.1/'
x 4

= &[ﬂx;—"—"] + ‘I/K;’; + 5’) e—ul(z)] —=1—1(2).

On aura donc définitivement

. on trouvera

(30) | | w<—‘->:é—%l(2$.

La valeur de = (%) étantainsi calculée, celle de F () se déduira imme-
diatement des formules (21) et (23), desquelles on tirera

%l(‘rr)z F<é>+w<é>=l’<é>—f——;-—'-;-1(2%

OFugres de C. — S. 1}, t. XIL. , 56
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et par suite
, 1\ _1 1
(3]) F<;>——;l(27‘f)-—;.

Il'y a plus, on pourra aisément déduire des formules (26) et (31) la
valeur générale de F (n). En effet, la formule (24) donne

F(n) ——F<-12-> :'fom [(n— %) e 4 <é -+ é) (e—nx__ e ;1)]‘_11_‘?,

et par suite, eu égard & la formule (33) du paragraphe I, on aura

1\_
F(n)—F(é>: é/[e—nx_e_i'l]

x?

- &G+l -]

I H
—=——n4—-=+{n—=\)1(n);
s (r= 1)1
puis on en conclura

F(n) :F(';) —n+ % -+ (n — %) I(n),
ou, ce qui revient au méme,
(32) F(n):(\n_gl(n)—@-u--'il(m).
Cela posé, la formule (23) se trouvera réduite &
(33) lI‘(n):<n—é>l(n)—n+ ;-1(2?) +o(n),
la valeur de @ (n) étant toujours déterminée par I’équation (27); et

I'on en conclura

1

- 1
(34) I'(n) :(gn)inn_ie—n B,

En vertu de la formule (34), le rapport de la fonction I“(n) au pro-
duit ) 1'
(21:)511"_56—"
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“se trouve représenté par I’exponentielle

eta(n)’

dont ’exposant &5 (n) s’approche indéfiniment de zéro, tandis que n
croit indéfiniment. Done, pour de trés grandes valeurs de n, ce rapport
se réduit sensiblement & l'unité. Cette conclusion remarquable est,
comme on sait, une conséquence immédiate d’une formule donnée

par Stirling.

IV. — Sur le développement de 1T (n) en série convergente,
et sur la formule de Stirling.

Comme on ’a va dans le paragraphe précédent, le calcul de 1T (n),
et par suite le calcul de la fonction I' (), se trouve réduit a celui de la
fonction w(n) par la formule '

(n) lI‘(n)——<n———)l(n)——n+—l(211:)—|—13(n),

dans laquelle on a :
® 1 dx
(2) ®w(n) :f <I_—,e_w__;_.;>e—n.r?,

ou, ce qui revient au méme,

Z.

<n>=f (I_e~x)<;+%> " _d

(3) -
Voyons maintenant le parti qu’on peut tirer de la formule (2) ou (3),
pour développer la fonction w(») en série convergente.

La fonction de z, renfermée entre parenthéses sous le signe f dans
le second membre de la formule (2) ou (3), n’est développable en
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de ,
que pour un module de « infériear au module 2= de la plus petite

' racme de I’équation
[—e*—o.
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Mais il suffit de multiplier la fonction dont il s’agit par le facteur
1—e* |
ou bien encore par le facteur
ef—1=¢e"(1 —e™ %),

pour obtenir un produit qui soit toujours développable en une série
. convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. En
profitant de cette remarque, on peut aisément développer la fonc-
tion w(n) en série convergente. Elfectivement, si I’on développe e~
‘en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, on.
trouve;a

I—e Y=« xz—!—wx zt
- 2 2.3 2.3.4

et par suite

= (5 +3) =(1-0E-(t-1) S+ (=153 —
2 . 2

_af 2 a? 3
_2 mx—n?+—————.. .

Donc la formule (3) donnera

’ T g e—nx e—nx
(4) 6)’(/1)_—(2 5[ J:I—_e_x 34f 121—6' dx+-..>.

$
Comme on aura d’autre part

e—ll-%‘

[__75 — e—nx+ e—(n+l)x+ e-—(n+2)x +...,

on en conclura, pour une valeur entiére quelconque de m,

ek
xl!l e—-llur_ 1 T
5 dr = + +.. ..
(5) , 1.2...mi—e® nm+l (o4 pymeet

~On aura donce

(6) (11)_{;35—3[;}24— mﬂuj —ﬁ[;—:g-l— (n_Jer)?“L]*"f
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Si a I’équation (3) on substituait la suivante

* <1' l) I
e = — =)+ —-+=
2 x 2 x e "x
(7) w(n)= / _ ——dz,

A x e¥—1

c’est-a-dire, en d’autres termes, si, dans I'intégrale qui représente la
fonction @(n), on décomposait 12 fonction sous le signe f en deux
facteurs dont le second fut représenté non plus par le rapport

e—’lx
1—e-®'
mais par le rapport

e—lll'

e’”——l;
alors, en développant le premier factcur en une série ordonnée suivant
les puissances ascendantes de x, on obtiendrait non plus la for-
mule (6), mais celle-ci :

(8) wm):gg Sl e
2 T o '
T[(n-e—:) + (n_|_2)3’+...]+...§.
Dans son Mémoire sur les intégrales eulériennes, M. Binet a prouvé
que I'équation (8) fournit la valeur de w(n) propre & véritier la
formule (1). Mais, au lieu d’opérer comme nous venons de le faire, en
déduisant ’équation (8) de la formule (3), il a suivi une marche in-
verse et tiré la founule (3) de I'équation (8), apres avoir établi celle-ci
directement.
Le succés de la méthode de développement, a I'aidede laquelle nous

avons déduit la formule (6) ou (8) de équation (3) ou (7), tient dce
que nous avons évité de complendle lediviseur

{—e % ou e¥ —1

dans le facteur développé suivant les puissances ascendantes de la
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variable «. Il est donc naturel de penser qu’il peut étre avantageux de
représenter ce facteur par une seule lettre. Si, pour fixer les idées, on
pose

N
1—e*=—=1¢

dans la formule (3), on trouvera

Y 1 1 (1—5)."_1
(0) w(n) =— [ =5+ o) S

Si ’'on pose au contraire

er—1=1¢{

dans la formule (7) on trouvera

(" 1 I (1+ o)
(10) U(")—[ [Z+§—l(l+t)] 1(t+1) .

Or il est facile de développer en série convergente le second membre
de la formule (g), attendu que, si 'on y décompose la fonction sous le

signe f en deux facteurs dont 'un soit

(=0,

»

I’autre facteur, savoir

1 _ L + 1 - I
T2 1= l(l-——t),
sera développable, pour toutes les valeurs de z comprises entre o et 1,

en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes

de ¢. En effet, on a, d’aprés la formule de Newton, pour toute valeur
de ¢ comprise entre les limites o, 1,

L Ne— __oc(l—oc) 2_0((1—0:)(2—0() s
(1—t)f=1—uat " ¢ 53 B—...,

I

ou, ce qui revient au méme,

(11) (1—t)*=1— oyt — o2 —azt3—. . .,
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la valeur générale de o, étant

ac(r—oc)(z—-oc)...(m-——x——oc).

1.2.3...m

(12) —_—

Or on tire de I'équation (11) intégrée deux fois de suite, par rapport
a o et a partir de.a = o,

(R
l(l—t) =a t[ ald“'—t‘/o\ a2d0(—..-,
(1—¢)*—1 I _og2 & . % A% .
[ [(1—¢) '—“]lu—_n“?.—’fofo“nda2—t-fofoaeda —_

Si, dans ces deux derniéres formules, on pose « =1, elles deviendront

v

[

l(l—t)

I I L
[1(:-;)"’“2]1(1_,;): Y, fala’a +tff oy da? +

puis, en les combmant entre elles par voie d’addition, apres avoir

1
+ oc,doz+tf oy dot 4. .

multiplié la plemlere par — —, on trouvera
T r 1 i
(13) ?_;_Fl(l—t) =@ t+at4-a 4., .,

1 (r—1¢)

la valeur générale de a,, étant

1 a0 . 1
“m:f f %oy Aot — 'Q'f gy dot,
0 Yo 0

ou, ce qui revient au méme,

: 1
([4) am :f <l - “) %1 dofa
0 2

attendu que l’inte’grétion par parties donne

1 pa 1 1.
f f g Aot :f Oy dot _‘f oot 4 q ot
0 0 0 0
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En posant successivementm=o0, m =1, m=2,m=3,..., on tirera

de laformule (14)

a ! a,=o ay= — L a ! !
0——"— T» == 9 == r ) .=
12 . ’ 2.3 120 37 3.3,

Les valeurs de @, a,, a,, ... étant ainsi déterminées, I'équation (g),
jointe & la formule (13), donnera
1 1 "
(13) w(n)= [ <l—2- — @yt — aztf—att—.. > (1=—¢)»1de;
et, comme on a généralement
1.2.3...m

1 :
m — —1 po—
[t (1—o" dt'_n(/z—i—l)...(n—t—m)’

o

on trouvera définitivement -

6 1 1.2 1.2.3
(16) zI’(n)";;[ri_(n—f—l)(n—i-z)%-_(n-l—l)(n—i—2)(n—|—3) aa—...-].

La formule (16) est encore I'une de celles que M. Binct a obtenues en

opérant comme nous venons de le dire.
Au lieu de chercher a développer, dans I'intégrale que renferme

I’équation (2), la fonction sous le signefen une série qui demcure

toujours convergente entre les limites de I’intégration, on pourrait,
aprés avoir décomposé cette intégrale en deux autres, appliquer a
celles-ci deux méthodes de développement diverses. Ainsi, par
exemple, ® étant un nombre inférieur & 27, on pourra remplacer

I'équation (2) par la suivante :

¢ 1 1 1 dz * - ' " dx
G)'(II,): —-——x——--———_>e“"-'”._+ —_— = e nx
I — e £ 2 x 1—¢ A 2 x
] w J
de laquelle on tirera, en posant dans la seconde intégrale 1 — e=* =,

etr1—e®=Q,

(7) o(n) = fo‘"(:'é_—x_%_%)g_m%f

‘ T 1 1 (1— ¢)r—1
—/s; [7_—2‘—_*—1(1—:)] 1(1—¢) dt.
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D’ailleurs, comme on a généralement

les coefficients

étant les nombres mémes de Bernoulli, on en conclura, en rempla-

cant x par V—1,

2

(18) ( 1 1 N 11 1 1 zt
o z\1—e® x 2) 62 3o 2.3.4+L’4—22.3.4‘5.6~—""

Or, eu égard a cette derniére formule et & I'équation (13), la for-
mule (17) donnera

Ajoutons qu'il sera facile de calculer les diverses intégrales dans
lesquelles pourront se décomposer le second membre de la for-
mule (19). En effet, on aura d’une part

® | — 1o
et gy = ———;
o n

puis on en conclura, en dilférentiant m fois par rapport a n,

: i i : [ ——g—n®
(20) [ emenmde= (D (——)
. 0 . .

n

D’autre part, en nommant % un coefficient quelconque, on aura

fl(l . kt)n+,n_1 dt . (, — /fS.)..)”""”— ([ — k)u+ln
Jo - - (n+m)k

)

OEuvres de C. — 8. II, ¢, XII,
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puis on en conclura, en différentiant m fois par rapport 4 £,

1
B (—1)™" ) (I._[(Q)u+m_ (1 — kyn+m
miy et _ m I
(2')/;5 (1—ke) dt—n(n—l—l)...(n—i-m)D" k ) 3

et par suite, en posant £ =1, on trouvera
L4

1 " n-+m
(22) / tm(1— ¢)r=tdt = (—1) D"‘(' — kQ)n+
JQ

n(n+1)...(n+m) * k- ’

k devant étre réduit & 'unité, aprés les différentiations, dans la valeur
de 'expression

pp L= k/?)'“""-
Il est bon d’observer que si, dans I'équation (22), on pose Q = o, on
retrouvera, comme on devait s’y attendre, I'équation

1
I.2...m
tm(r— e ldt = .
[ ( ) n(rn+1)...(n+m)

Le développement de la fonction @(n) cesserait d’étre convergent
si, dans le second membre de la formule (19), on supposait w > 2.
Le cas ot I'on supposerait w = oo, et par suite Q = 1, mérite une atten-
tion particuliére. Dans ce cas, I'équation (19), réduite a

I .

(23) ‘ m(n):gm——%m+-———————
coinciderait avec une formule de Stirling. Mais, quoique cette formule
soit inadmissible et dépourvue de sens, quand on suppose la série que
le second membre renferme, prolongée a I'infini, cependant lorsque,
n ayant une valeur considérable, on se borne a calculer un petit
nombre de termes de la série en question, la somme de ces termes
fournit & trés peu pres la valeur de w(n). Or il importe de savoir
quelles sont alors les limites de I’erreur commise. C’est ce que nous
allons maintenant examiner.
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On a généralement

cot 1 1 3
leots] 0 _x v v

1
cotx__f‘ —
Cxrx—z3 x x—T x—2T X—3T

I 1 I
-+ — — +
z+T z42m x+3T

ou, ce qui revient au méme,

I 1 1 1
—tlcotxr — — | = —+-. -+ - =, ..
x < x) x:i—m? 22— 4T? x?—gn? !

. —
puis on en conclut, en remplacant x par ;x\/— I,

(24) S(—m—i—)=2 e —
@Z 1._3—1' X 2 - 47[2_1_ a2 l67r2+{[‘2 367r2+x2 '... .

Cela posé, la formule (2) donnera

1 Td 1 T !'
(23) w(n)..z/o <4n2+w2 Y e Rl v o +...>e "% .

En développant chacune des fractions que renferme le second membre
de la formule (24), suivant les puissances ascendantes de 22, i I'aide
de I'équation

. 1 ! x?  a
(26) Pra R R TR

dans laquelle £ peut représenter successivement les divers termcs de

la suite
om, 4m, 6w, ...,

on tirera de la formule (24) comparée a la formule (18) les équations

connues
1
I+ 5+ +42+"':6“2’
L =] 2t
(27) R R 30 3.5
! _,_ kg
I+ 33 +4e+ = 423.4.5.6
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et 'on fera coincider I'équation (25) avec la formule inexacte de
Stirling. Mais, & la place de celle-ci, on retrouvera une formule
exacte et rigoureuse; si & 'équation (26), qui devient inexacte dés
que le module de & surpasse le module de %, on substitue I'équation

i I x:’ .1“” x?/n—z ‘x‘lm
L -

@) ErETECERYE T T et

qui demeure toujours vraie, quel que soit «. En ayant égard a celte
derniere, ainsi qu'aux formules (27), et en posant, pour abréger,

I
cl:é’ Co™—= 35— C3== o=~ Y

4

»

¢’est-a-dire, en désignant par c,, ¢,, ¢,, ... les nombres de Bernoulli,
on tirera de I'équation (24) '

(29) L(— L _L_o_ e oz e
r\1-e* x 2 9 2.3.4 ' 2.3.4.5.6 T 2.3.f..am '™

la valeur de r,, étant

) xtm . xem

3 m= | i T
R S (T ) I VT (Ve

D’ailleurs, pour des valeurs réelles de « et de %, on aura généralement

xrm atm
(k4 ot < framrz’

et par suite I’équation (30) donnera

1 1 am
Fm<<2{1-+ 2 2Mm+2 + 32m—+3 Rk (27?)2”"_"2?

ou, ce qui revient au méme,

2 4,
Cry i

3 - - .
(31) ””<2.5./4....(2/n+2)

Donc, en désignant par 0 un nombre inférieur 4 I'unité, on aura

Coeg 221

.mze
’ 2.3.4.. .(2m + 2)

>
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et la formule (29) donnera

I I . ) 1
(32) ;<r_e——x‘;—;>

~

c Cy x? ¢, xt Cin xzm—2 _ Conat x2m
= - — = -+ — - — .. — = 60— .
2 2.3.4  2.3.4.5.6 2.3.4...2m 2.3.4...(2m +2)

- Ajoutons qu’eu égard aux formules (29) et (31), on tirera de 'équa-

tion (2)
c C, C3

33 w(n)=——— ~ s

(A ) (r) 1.2n 3.!|n3+0.b/v"
-+ Cm _ 'w,. e—/yx;/l-
T (em—1)amnan T . ’

- la valeur de l'intégralef r.e™dr étant assujettie & la condition
o .

” c
(31 f r ]e_”‘z dx 41 .
) , <(2m+ 1) (2m -+ 2)p2m+l

En d’autres termes, on aura

¢y

35) w(n)= T

Cy " Cj .
3.4.0% T 5.6

¢ _ :
—(—1)" n Y S T | . Crr+1
(=1 (2m—1)2mpim-i (=0 O(zm—l—.l)(zl,ln—i—z)/l""”‘"

© désignant encore un nombre inférieur a l'unité, et la valeur de ¢,
étant généralement déterminée par la formule

I o2m—1 77.’2'"

‘ 1
(36) I+ 92m + 32m +"':mcm.

Dans le cas particulier ou I'on pose m = o, la formule (35) reproduit
un résultat obtenu par M. Liouville. Observons d'ailleurs que M. Crelle-
a publié récemment, dans son Journal, un Mémoire ot M. Raabe, apfés
avoir établi la formule (35) pourle cas ou n se réduit & un nombre
entier, ajoute qu’il est trés probable qu’elle subsiste, dans tous les
cas, mais qu'il n’a pu réussir jusqu'd présent i en obtenir une dé-
monstration générale et rigoureuse.
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Le rapport entre les valeurs numériques des deux termes qui, dans
la série de Stirling, ont pour facteurs les nombres

Con+1 et Coms
.seréduith . )
(2m—1)am Cinq 1
(2m+1)(2m+2) ¢, nt

D’ailleurs on tire de la formule (36)

1 2m-+2
1 - .
Cna1 __{(2m+1)(2m 4 2) +<2> + (2m—+1)(2m <+ 2)
- 2 am 2
Cm (am) 1+<§> L (2m)

* Donc, par suite, le rapport ci-dessus mentionné sera inférieur a l’ex-
“pression o "

(2m—i1)am <m >’

2 < (—) >

(2mn)? TN

et les valeursnumeériques des divers termes de la série de Stirling iront
en décroissant, jusqu’a ce qu’on arrive & un terme dont le rang m sur-
passe le produit wn, et & plus forte raison, puisqu’on a =>3, le
produit 3n. D’ailleurs on tire de la formule (35) cette conclusion,
digne de remarque, que, sil’on arréte la série de Stirling a un terme
quelconque, la valeur numérique de ce terme sera précisément la
limite de Uerreur que I'on commettra en prenant la somme des termes
précédents pour valeur approchée de w(n).

La conclusion que nous venons d’énoncer prouve l'utilité d’un
calcul & I'aide duquel on trouverait commodément une limite supé-
rieure a I’expression ‘

clll ,
(2m ~1)2mnprn—!

€37) -

qui représente la valeur numérique du terme général de la série de
Stirling. Or, en vertu des principes établis, il sera facile d’obtenir une
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telle limite ; et d’abord on tire de la formule (36)

1 2m
I - e
2.3.4...2m +<2> +

Cm __ I .
¢, ; 917 )2m—2 1\ 2 )
! (27) 1+ (—> +...
24
par conséquent, :
¢, 2.3.4...2m
Cn < - ’

9 (27-[)2/;1—2

ou, ce qui revient au méme,

1 T(2m +1)
(38) 0;n<r2w'

D’autre part, en posant m = o, dans la formule (35), on en tire

par conséquent,

et, eu égard i cette derniére formule, l’équatidn (54) du péragraphe I
donnera

Lot =
(39) T(n)<(2ﬂ-)2n 2 g—nelin
On aura donc

S amald .
Flem+1)=2mT(2m) < (2m)(2m) m+’e"""e"’",

et par suite la formule (38) donnera

2m+ !

. ! .

1 (2m) 2 o
Cp << PP e—3m gm,

m——

% 2
by (em) - 2

Cela posé, I'expression (37) sera évidemment inférieure au produit

1
] 2 am _1
m n s m —
(40) ™ K3 o
3 am—1\m Tne .
'
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qui pourra toujours se calculer facilement par le moyen de son loga-
rithme. ' ' ‘ :
Nous avons remarqué que la valeur numérique du terme général de
la série de Stirling, c’est-a-dire 'expression (37), décroit tant que le
nombre 7z ne surpasse pas le nombre 3 .. 1l importe done d’examiner
en particulier ce que devient le produit (40), quand on suppose préci-
sément m = 3n. Or ce produit se réduit alors au suivant : |

\

3 1
6n—- 5
3 CI ) 1\? on L
(4') e v — l et'ln.
T 6n—1\n e

D’ailleurs, pour n > 1, I’expression

reste inférieure &

et par conséquent, si n surpasse l'unité, le terme dont le rang sera
représenté par le nombre 3n, dans la série de Stirling, offrira une
valeur-numérique inférieure au produit ’

(42) (0,5I77;..)<I‘7)'4’<5>6”.

Donc, pour une valeur de » supérieure 4 I'unité, on peut, a I'aide de

* la-série de Stirling, obtenir une valeur de w(n) tellement approchée
que l'erreur commise reste inférieure au produit (42). Ajoutons que
cette valeur approchée sera tout simplement la somme des3n — 1 pre-
miers termes de la série. IL est, d’autre part, aisé de s’assurer que le
produit (42), qui représentera une limite supérieure a 'erreur com-
mise, sera généralement un nombre trés pelit. Si, pour fixer les idées,
on prend » = 4, le produit (42) deviendra

1 11
0,97... <T6> ’
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et par cohséquent ’erreur commise sera inférieure au nombre

1 11
<;)-> — 0,00000 0000011,

\

Sil'on prend n = 10, le produit (42) de‘viendra

I 3 1 27‘
- 1,4-...‘<~l—6> ]

et par conséquent ’erreur commise sera inférieure au nombre

0,00000 00000 00000 B0000 00000 0143. ...

Ainsi, en résumé, 1'équation ('35)‘, que nous avons substituée a la
formule de Stirling, fournira la valeur de w(n)avec une approxima-
tion qui sera généralement tres considérable, et méme plus que suf-
fisante pourles besoins du calcul. ‘ '

V. — Recherches des équations linéaires que vérifient des valeurs diverses
de TT(n).
Soient
a, b, c,

diverses valeurs positives successivement attribuées au nombre n. Les
“valeurs correspondantes de 1T'(n) seront

1T(a), 1T(8), LD(e), ....
et une fonction linéaire de ces derniéres quantités sera de la forme
AT (@) + BIT(b) + CIT(¢) +. ..,

A, B, C, ... désignant des coefﬁcients constants. ‘
D’ailleurs, en vertu de la formule (12) du paragraphe IlI, on aura

également
. had —“x__ e—nx) d
¥ o= [" [t - SEERJE

OEuyres de C. — S. 11, t. XIL. ' ) 58
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Iy a plus : en désignant par 0 une constante positive quelconque, et
remplacant @ par O« dans le second membre de la formule (1), on en

tirera

(2) ll’(n):_—fco [(n—l)e_ex__ e—ex__e—nex]%.

1— et

- Cela posé, soient
a, 6, 12

diverses valeurs de 6 que nous ferons correspondre aux valeurs
a, b, ¢,

de n. On tirera successivement de la formule (2)

© —%X . p—@
ll’(a):‘[ [(a—r)e—“”—%]g: '

- b _ b6
I'I‘(b):f [(b—x)e—ﬁw— g—e—f]d—x,
o £

1—e—6x

puis on en conclura
(3) | All‘(a)+BlI‘(b)+ClI‘(c)+...:f xd—;,
' 0

la valeur de X étant

1 e—&x
G —08x
e —_—
+B[(b-—1)e—6x— ¢ ]
1 —¢m 9%
e e ,
ou, ce qui revient au méme,
(4) X=A[(a—1)e 1]+ B[(b—1)ebr+1]+...
] — e—asx | — e—0bx
T AT e T U Tt

Donc, pour déterminer la fonction linéaire de

1T(a), IT(&), 1T(c), ...,
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représentée par la somme

AlT(a) + BIT(®) + CIT(¢) +.. .,

il suffira d’évaluer I'intégrale

/ X dx,
0

dans laquelle la valeur de X est donnée par la formule (4). Or on
pourra effectivement, dans plusieurs cas, 2 'aide des principes établis
dans le paragraphe I, déterminer trés facilement I'intégrale en ques-
tion, et méme obtenir sa valeur en termes finis, comme nous allons le
faire voir.

Pour que la formule (33) du paragraphe 1 fournisse immeédiatement

f x4,
° X

il suffit que la fonction X, ou méme la somme des fractions renfermées
dans le second membre de la formule (4), savoir

la valeur de I'intégrale

[ — e—aax 1— e—bbx L1 — e— Y%

A

P— 0@ " o—tx FaRp—

se réduise i une fonction linéaire de puissances positives de ’expo-

nentielle
e,

D’ailleurs, si I’on pose
: e =1,

la somme dont il s’agit se transformera en cette autre

1— fat Bl—-t"6 1 — ey
l—ta—‘_ 1—-[6+ l——tY+

A

et, pour que la condition énoncée soit remplie, il suffira que la der-

niere somme se réduise une fonction linéaire de puissances positives
de ¢. 1l est bon d’observer que, dans cette fonction linéaire, le terme
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indépendant de ¢ sera nécessairement la valeur quacquiert la fonction,

pour ¢ = o, savoir
A+B+C+....
Soit, en conséquence,

h, k désignant deux exposants positifs, et H, K, ... des coefficients
constants. On aura par suite '

[ — e—0%T [ — e—b6x

+. o =A+B+..  tHereq-Kebr 4, .,

] — %% 1 — e—0x
et la formule (4) étant réduite a
Xi=A(a—1)e @+ B(b—1)e b —UHe-tr _Kete—,, .,

la formule (3), jointe & la formule (33) du paragraphe I doﬁnefa

AIT(a) +BIT(b) +...= HI(A) + K1(k) +...
—Af(@a—1) (@) —B(b—1)1(8)....

On pourra énoncer le théoréme suivant :
TutoreME I. — La valeur de la somme
AlT(a) +BiT(s) + CIT(c) ...

pourra s’oblenir en termes finis, st Lon peut choisir les constantes

o 8 Y, ..,
de maniére que le polynome
§— fa% T yhB T — geY
+B C ...
11— ¢* —& T T T

se réduise a une fonction linéaire de puissances positives de t, par consé-

quent a une expression de la forme

A+B+...+H P+ Ktka-. .,
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les exposants h, k étant positifs; et alors | ’e'qudlion ’

[ — to% 1—t”6 . A A
(5) Al I + B 1 +...=A+B+...+Ht"+ Kb 4
— — ,

entratnera la suivante :

(6) AIT(a)+BIT(b)+...=HI(h) +KI1(k) +
' —A(a =D 1(a)—B(b—1)1(8)—....

Il est bon d’observer qhe, si l'on pose n =1, dans les formules (26)
et (32) du paragraphe IlI, ces formules fourniront deux valeurs
nécessairement égales de la fonction representee par F(n). On aura

donc
(7) él(zn)—lifow [<§+§>6“”—,i_:_x]%~

Si I'on retranche les deux membres de cette derniére formule des
membres 001resp0ndants de I’équation (1), on trouvera ‘

F(n) r\ e "% | dx
[T 5]
puis on en conclura, en remplacant - par O,

: I‘(n) (), 3 1\ g e~z Y dx
(o) \/'m 1_‘[’ [<n 2 Gx)e + [_e—(m] z

- Celaposé, soient
: a, 6, 7,

diverses valeurs positives de 0, que nous ferons correspondre aux

valeurs

de n. On tirera successivement de la formule (g)

F(a) f I > s =292 | do
+i1= a—=— e —

\/27,_. ox I—e % |

I‘( b ) 3 _I_ 3‘67—' e‘bsx dx
I (ot L
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puis
(10) Alr(i)+Blr—(i—)+...+A+B+...:f g\i’f,
Vam Var 0 £
la valeur de & étant
3 1 3 1
o6 == —_ e je % —_——— e,
(11) X A(“ 2 ax)e“-l—B(b > 8x>e +
e—asx e—bbx

+Al-—e—°‘x+ [ — e—6x

Or, la formule (33) du paragraphe I fournira immédiatementla valeur

de I'intégrale
f X\ dz,
0

e—aox e—06x e—°Yx

si la somme
A

1—-e'°‘-”+B,_e—6x | —e Y%

se réduit & une fonclion linéaire de puissances positives de I’exponen-
tielle e~*, ou, ce qui revient au méme, si lasomme

tan ll)G ey
A -1
— 1_¢5+C1—ﬁ+

se réduit & une fonction linéaire de puissances positives de ¢, c’est-
a-dire a une expression de la forme

Het+- Kk ...

D’ailleurs, dans ce cas, la valeur de 2¢ étant réduite 4
. 3 1 3 1 _
X=Ala—-— ——)e—““+B<b —_——— ——) e6z 4 He-ratKerry.,.,,

2 ax 2 6z
la formule (33) du paragraphe I donnera

* dx _ W e—bz

A ek L
[ 3 1 e%%
rgfe-t-2) Sl

—Hf -ithl(h)] —~K S [f_;fl(k_)]_,..

(&2
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et, par suite,

®wdr
foe\.—;__A-&—B—\—...—A(a——)I(a)—B(b——-)l(@)
—HI(h) —K1(k)—. ...
Donc la formule (ro) donnera

T(a) re) _ _
\/_—i—Bl\/M = —HI(A)—KI(k)—...

—A<a—-> l(a)—B(b——)l(G

ou, ce qui revient au méme,

Al

" AIT (@) +BIT (b) .. ﬁi‘ii—l(zn)—ﬂl(ll)—Kl(k)—

1 1
—A (a— ;>|(OZ)—'B <b'— ;)1(8)—-....
On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Tutorkme Il. — La valeur- de la somme
. AIT(a) +BIT(b)+CIT(c) +...

pourra s'obtenir en termes finis, si l'on peut choisir les constantes

o, 6, 7, )
de maniére que le polynome
1a% tbG reY
A B G +...
x—-t°‘+ 1——t5+ t— Y

se reduise a une fonction linéaire de puissances positives de t, pc
quent & une expression de la forme

Hiet 4 Ktk +

“oy

les exposants h, k étant positifs; et alors Iéquation

§a% ’ tl)s ey

: — h k
(12) Ax—;1+B,_¢6+Bl_tY—'—"‘“}.It + Kt
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entrainera la sutvanite :

:—“X—ﬂ#l(zn)—ﬂl(lz)flil(k)—...

—A<a—‘é>l(oc)—B<b——;—>l(€')—....

Si, dans les théorémes I et II, on remplace les constantes positives

(13) AlT(a)+BIT(b) +...

a. b, c,
par les rapports
a b ¢
a) 6 ) Y’ )

alors a la place de ces deux théorémes on obtiendra les propositions

suivantes :

Turorime III. — Si le polynome

1 — @ 11—t 1— ¢
B —
Al_t“—l- ‘_t6+ 7 e
dans lequel
. a, b, ¢, ..., a, 6, v,

deésignent des exposants positifs, et A, B, C, des coeffictents constants, se
réduit @ une fonction (inéaire de puissances positives de t, ¢’est-a-dire a
une expression de la_forme

Hi*+ Kby, ..,

hyk, ... étant des exposants positifs, et 0, K, ... des quantiies cons-

tantes ; alors ’équation

(14) A +B +eo=A+B. ..+ H+ Kb ...

entrainera la sutvanie :

N

(15) AIT( ) BIr(2) . =HI(R) +K1(K) +... ,
<a> <8> —A<§—1>1(a)—3<g_1>1(e)—....
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Togorime IV. — Sile polynome

s tb te
A +B

C
— % I_tﬁ_l_ 1— 7

+.a

dans lequel

a, b, ¢, ..., o, & 7 ...

désignent des exposants positifs, et A, B, C, ..., des coefficients cons- :
lants, se réduit a une fonction linéaire de puissances positives de t, c’est-
a-dire a une expression de la forme

Heh Kt ..,

h, k étant des exposants positifs, et 11, K des quantités constantes, alors
léquation
T Lo te

M f— h k
(16) Al—t“+B1—t5+(‘[—tY+'”_Ht LA

entrainera la suivante :

(17) Ali‘<g>+BlI‘<g>+....—_-&;"—'l(zn)—Hl(k)—K](/c)-—...

—A<g——é)l(a)—‘}}@——-;>.l(8)—....

Appliquons maintenant les formules générales que nous venons
d’établir & quelques exemples.
En désignant par » un nombre entier, on a

x_t,l’
(18) -I———£:1+t+t’+...+t”-‘.

Sil’on substitue cette derniére formule a 'équation (14), la formule (15)
donnera a

(19) le“(/l)Zl(l)+l(2)+...+](n—l)
et, par suite,
(20) I(n)=1.2.3...(n—1),

ce qui est effectivement exact.

OFuvres de €. — S, 11, t. XIIL. : 59

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



466 MEMOIRE SUR LA THEORIE

En désignant par @ un nombre quelconque, on tire de laformule (18)

18— pa-n

(2]) -—l_t:ta+ta+l'+...+ta+n—1

ou, ce qui revient au méme,

[ — (a+n 1— (4
(22) T T 1—: e A i aat Sl Ao s

Si I'on substitue cette derniére formule d I’équation (14), laformule(15)
donnera |

(23) IT(a+n)—1T(a)=Ha)+1(a+1)4+... 4+ 1(a+n—1)

et, par suite,

I'{a+n)

(24) ' —W—:a(a—i—l)...(a—i—n—x),

ce qui est exact. On arriverait encore 4 la méme conclusion en substi-
tuant I’équation (21)a la formule (16). Dans le cas particulier ot l'on
pose n =1, la formule (24 ) réduite &

I‘(a+|):

(25) T(a)

coincidg avec la formule (15) du paragraphe III.
Sil’on divise par 1 — ¢* les deux membres de la formule (21), ou,
ce qui revient au méme, si I'on multiplie par

e

11—

les deux membres de la formule (18), on én conclura

6 te la-)-l ta+n—1 Fid
2 _— —_— et —
(26) 1—t”+1—t" 11— " 1— ¢

= 0.

Si maintenant on substitue cette derniére formule a 'équation (16),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES INTEGRALES DEFINIES SINGULIERES. W67

la formule (17) donnera

(27) 11“(%)+11‘<“:l“>+...+.1r<“_+:———‘>_1rg(a)

1

=22 HGem — (a— 1) 1),

attendu que le coefficient de 1 (n), dans le second membre, sera équi-
valent & la somme des termes de la progression arithmétique

I a—+1 1 a-t+n—j I

par conséquent &

et 'on trouvera par suite

(E)r() ()
I'(a) T Ll

n 2

(28)

Au reste, pour obtenir immédiatement la formule (27), sans étre
obligé de recourir & la sommation d’une progression arithmétique, il

1

suffit d’observer qu’on tire de laformule (28), en y remplacant ¢ pur ¢”,

« a+1 a+n-1 a
P [ P po
e 1

(29)

Or, si ’on substitue I'équation (29) a la formule (16), 'équation (17)
se-réduira précisément 4 la formule (27).
Lorsque, dans I’équation (28), on remplace a par nx, on retrouve la

formule v
I n-—1 a1
; I‘(x)[’<.r-—|— ,—l>.._.1‘<x+ — )_(271_)—,_,—
(30) T(nz) - M._é ’
n

i
que j'ai démontrée d’une autre maniere dans le second Volume des
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Exercices de Mathématiques ('), et qui a ¢té découverte par M. Gauss.
Lorsque dans la formule (14) ou (15) on remplace ¢ par &/, 6 dési-

gnant un nombre quelconque, I'effet produit est le méme que si les

exposants '

a, b, ¢ ..., a, B, vy, ... L, Fk,
se trouvaient remplacés par les exposants

ab, - b6, 6, ..., af, 80, v6, ..., Lo, k6,

Il suit de cette seule observation que chacune des formules (15), (17)
continue généralement de subsister quand on y fait varier simultané-
ment chacun des exposants

=3
a, b, ¢ ..., o, 8 v, ... h, k,

dans un rapport donné 6. Donc la formule (14) entrainenon seulement
I'équation (15), mais encore la suivante :

A1r<9>+mr<f’-> -
. o 6

=H1(9h)+1{|(ek)+...—A<§—1>1(9a)_13<-§ —r>l(68)—...,

(31)

et pareillement la formule (16) entraine non sculementI'équation (17),
mais encore la suivante :

(32) A1r<§> +Blr<§> o= AR a6 — K 106) —...

a 1 b 1
Au reste, pour s’assurer que 'équation (31) coincide avec 1'¢qua-
tion (15), et I'équation (32) avec I'équation (14), il suffit d’observer

(1) OEuvres de Cauchy, S. 11, T. VII, p. 121. La démonstration que fournissent, pour
la formule (30), les principes généraux ci-dessus exposés, se rapproche beaucoup de
celle que M. Lejeune~Dirichlet a donnée dans le Journal de M. Crelle.
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qu’on tire dela formule (14), en y posant ¢ =1,

(33) H+K+...=A<f—.>+B<§—|>+...;

o

et de la formule (16), en développant les deux membres suivant les
puissances de 1 — z, non seulement '

A B G
(34) o z—l-g—l—?—{—...-_o,

mais encore, eu égard a I'équation (34),

a b I

I .
(35) A<;—;>—|—B<g—;>—|—...ll+K+...:o.

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que toute équa-
tion linéaire qui subsiste entre diverses valeurs de IT'(n) entraineune
autre équation linéaire entre les valeurs correspondantes de la fone-
tion @ (n) liée & 1T (n), comme on I'a vu dans le paragraphe III,
par la formule

(36) |1‘(n)=<n-- é)l(n)—n-%](m)ﬂs(n).

Ainsi, en particulicr, eu égard a cette derniére formule, I'équation (16)
entrainera non seulement les équations (17) et (32), mais encore les
suivantes :

g
~A<-§—§> 1(a) ——B<g—— é)l(b) ——
(38) Am(a> +Bw<g> +..=AZn? e HI(BR)— K1(8K)— . .

A <2_ é) l(6a)—B<g — 1) 1(88)—....

(37) Am<§>+3w<§>+...:A§ Bl W —KI(E)—...

29 2

FIN DU TOME XII DE LA SECONDE SERIE.
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