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D E  L A  C O M P O S I T I O N  

D e  la rnani2re de résoudre les Épations.  

L o ns Q u' o N est parvenu à mettre une qiiestion en équation , 
et que cette +at;nn est réduite et ordonnée, si les quantités connues 

représentées par des lettres, désignent des nombres, il faut substituer 

à ces lettres, les nombres qu'eues représentent, et on aura une 

équation numérique, dont la racine satisfera à la question. Par exemple, 

dans In division d'un angle en cinq parties égales, si je prends r pour 

le rayon du cercle, q poiir la corde du double du complément de 

l'angle proposé, et x pour la corde du double du complément de 

la cinquième partie de cet angle, et que je sois parvenu i cette 

équation xS - 5 r Z x 3  + J r4x  - f l q  = O (*), il peut y avoir des 

( *  ) Pour bien entendre cet énoncé, et savoir de quelle manière l'équation a 

été trouvée, consultez le problême XXIX, page 174, Tome 1". et les notes qui s'y 
rapportent. 
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z D E  L A  N A T U R E  

cas particuliers où le rakon r me serait donné en nombres, ainsi que 
q, corde du double du complénient de l'angle proposé : par exemple, 

si r = IO et q = 3 , je substitue ces nombres à la place de r et de q 

dans l'équation , et elle devie-nt xS - y oo w 3  -t g oooo x - 3 0000 = O , 
et en tirant la racine de cette tquation, on aura la valeur de x ,  

ou la corde du double du complément de  la cinquième partie de  

Pangle donné. 

De h nature des Racines des I?pations. 

La racine d'une équation est un nombre qui, étant substitué dans 1Pqua- 

tion d la place de la kttre qui le représente, fait é~anouir tous les termes. 

Ainsi, dans l'équation x4 - x3 - I 9 xZ + 49 x - 30 = O ,  l'unité 

est une racine, car, étant substituée ri. la place de x ,  elle change 

l'équation en celle-ci : I - I - 19 + 43 - 30, ce q ~ ~ i  se réduit à 

zéro. Mais il peut y avoir plusieurs autres racines de la même éqm- 

tion ; car si, h la place de x et de ces pii;ssal=ce~, on substitue z et 
ses puissances, elle deviendra, IG - 8 - 76 f 98 - 3 O, quantité 

oh tous les termes se détruisent. Ensuite si, A la place de x et de  

ses puissances, on substitue + 3 OU - 5 et leurs puissances, l'équa- 

tion sera encore réduite A zéro. Dans ces quatre cas, les termes, 

positifs sont détruits par les négatifs. Ainsi, cornine les nombres I , 
2 ,  3 et - 5 siibstit~~és successivement dans l'équation, y remplissent 

la même fonction que x ,  qui est de réduire h zéro la totalité de ses. 

termes, chaciin de ces nombres est une racine de l'équation. 

En effet, il n'est pas étonnant qu'une équation ait plilsieurs racines, 

piiisqu'un même problême a plusieurs solutionsw 

Par exemple, si l'on cherche l'intersection de deux cercles donnés, 
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D E S  ~ Q U A T I O N S .  3 

il est évident qu'il y a deux intersections, et par conséquent l'équa- 

tion a deux solutions. Donc i'équation qui détermine I'intersection 

a deux racines, une pour chaque intersection ; à moins qiie , dans 

les quantités données, il n'y ait quelque condition qui détermine la 

réponse à une seiile intersection. 

(PI. VIII, Fig. 8 ). Qu'il s'agisse, par exemple , de trouver la 

cinquième partie A P de l'arc A PB. Alors l'équation qui donnera 

la solution de ce problême, exprimera la cinquième partie de tous 

les arcs qui sont terminés aux points A et B. Ainsi elle exprimera 

la cinquième partie de A S B ;  la cinquième partie de A  P B S A  P B  ; 

celle de A S B P R S B ;  celle de A P B S A P B S A P B ,  tout aussi 

bien que la cinquième partie de R P  B. Et si vous divisez toute la 

circonférence en cinq parties égales , P Q , Q R , R S , S F, F P ; la 

cinquième partie de chacun des arcs ci-dessiis , sera respectivement, 

RF, A Q, A FS, A QR. Ainsi, en cherchant la cinquième partie 

de m1~ les arcs que soutend la corde AB, il faut, pour déterminer 
tous les cas, couper la Circonférence en cinq points P, Q, R, S, 5 
et par conséquent l'équation qui doit renfermer tous ces cas, aura 

cinq racines; car la cinquième partie de chacun de ces arcs dépend 

des mêmes données ; et on calciderait l'équation pour la qiiintisection 

de  chacun d'eux, de la même manière ; de sorte qu'on arriverait 

toujours A la même équation finale, soit qu'on cherchât la cinquième 

partie de l'arc A P B ,  ou la cinquième partie de l'arc A S  B , ou 

enfin la cinquième partie d'un arc quelconque de ceux qiie nous 

avons nommés, Donc si l'équation propre à déterminer la cinquième 

partie de l'arc A PB, n'avait qu'une seiile racine, comme c'est aussi 

la même équation qui donne la cinquième partie de l'arc A SB, il 

suivrait de - là, que les cinquièmes parties de deux arcs inégaux 

A 2 
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4 D E  L A  N A T U R E  

seraient égaies, parce que l'une et l'autre seraient exprimées par la 
racine ilnique d'une même équation. 

a 

Il est donc ~~~~~~~~e que l'équation de tout proldêrne ait autant de racines 

que le problême lui - même renferme de cas difvens dépendans &s mémer 

données, et  déterminés par la même méthode de c&d, 

L'équation peut avoir autant de racines qu'elfe a de dimensions, m a .  elle 

ne peut pas en avoir davantage. 

Ainsi l'équation x4 - x3  - 19 x" + 49 x - 3 0  = O , a quatre 

racines, I , 2 , 3 , - 5. Mais elle n'en a pas davantage. En effet, 

chaciin de ces nombres, mis dans l'équation à la place de x ,  fera 

que tous les termes se détruiront mutiiellement , comme nous l'&onç 

vu. Mais tout autre nombre, hors ces quatre, étant substitué à la 

place de x ,  n'opérera pas cette destruction. 

Au reste, on jugera facilement et de la nature, et du nombre 

des racines d'une équation, par la manière même dont se forme 

l'équation. ' 

Par exemple, si nous voiilons savoir de qiieIIe manière se forme 

l'équation dont les racines sont I , z, 3 , et - 5 , il n'y a qu'A 

supposer que x désigne ces nombres d'une manière ambiguë, c'est 

&-dire, que x =  1, x = 2 ,  x = 3 ,  x =  - 5 , ou bien que 

x-1-0 ,  X - X = O , X - 3 = o  et x t - 5  = O ,  Sion  mul- 

tiplie d'abord x - I par x - 2 ,  on aura, 2 - 3 x +  2 = o ,  

équation de deux dimensions, et qui a deux racines I et 2. Et si 

on multiplie cette équation par x - 3 ,  on aura, x3 - 6 xz + I I  x - 
6 = O ,  qui a trois racines ; et celle - ci multipliée encore par 

x + 5 ,  donnez4-~3  - 1 9 X Z + 4 3 ~ -  3 O = O,  comme ci-dessus. 

Ainsi cette équation étant engendrée par les quatre facteurs, x - I , 
x - 2, x - 3 , x 4- 5 multipliés les iinç par les autres, si un cie 
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ces facteiirs devient zéro, le prodiiit de tous les autres par celui-ci 

doit &tre zéro. Mais lorsqu'aucun des facteiirs n'est zéro, il est 

impossible que le produit total soit zéro. Par conséquent, l'équation 

x4 - x3  - I g xZ + 49 x -- f O,  ne peut être égale à zéro que dans 

quatre cas; lorsque x - I = O ,  ou b i e n x - z = o ,  ou x - 3 = o ,  

ou x + 5 r o. Donc les serils nombres, I , 2,3 et - 5 peuvent être 

les valeurs de x,  ou être les racines de l'équation. Il faut en dire alitant 

de toutes les équations, parce que nous pouvons imaginer que toutes 

sont engendrées par une pareille multiplication, quoiqiie ordinaire- 

ment, il soit fort difficile de reconnaître les facteurs particuliers qui 

ont servi à les produire; car cette décomposition d'une équation en 

ses facteurs primitifs, est proprement la résoliition de l'équation, ou 

l'extraction de ses racines. Or les racines étant connues, les facteurs 

le sont aussi. 

Il y a différentes espèces de racines ; les positives, comme sont, 

dans I'exemple cité, I , 2 ,  3 , et les négatives, comme - 5 .  Enfin 

il se rencontre assez fréquemment des racines impossilles , qu'on 

appelle imaginaires. 

Ainsi dans l'équation x2 - 2 a x  + bf  = O, les deux racines sont; 

a + f a .  - b Z ,  et a - /az - bf. Ces deux racines sont réelles, 

lorsque a" est plus grand que bZ; mais elles sont impossibles ori 

imaginaires, lorsque a' est plus petit que b', parce qu'alors a' - bZ 
est une quantité négative, et que la racine quarrée d'iine telle 

quantité est impossible , puisque toute racine réelle, soit positive, 

soit négative, étant multipliée par elle-même, produira toujours Lin 

qiiarré positif. Ainsi la racine d'un quarré négatif est impossible. 

Par un semblable raisonnement, on voit que i'équation x3 - 4 x f  + 
7 x - 6 = O ,  a une racine réelle , qui' est 2, et deiix aimes, 
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1 + c 2 ,  et I - V ' F ,  q~ l i  sont imaginaires. Car en écrivant 
-.- 

l'une quelconqrie de ces trois racines, t , r + (/ - 2, I - )/q, 
A la place de x ,  dans l'équation, tous les termes se détruisent 

mutuellement. Or les deux racines, I + G, et I - -2, 
sont imaginaires, parce qu'il faut, pour les obtenir, tirer la racine 

quarrée di1 nombre négatif - 2 ,  ce qui est impossible. 

IL faut bien que dans les équations il y ait des racines irnpossibtes , 
sans quoi, dans les probk'ms , certains cas impossibles se trouveraiem 

possibles. 

Si l'on veut, par exemple, déterminer l'intersection d'un cercIe 

par une ligne droite; qii'on exprime par une lettre la longueur di1 

rayon, et par une autre lettre la distance de la ligne droite au 

centre du cercle ; et que, parvenu A l'équation qiii exprime l'inter- 

section, on mette, au Lieu de la lettre qui désigne la distance de 

la droite au centre, un nombre plus petit que le rayon, l'intersec- 

tion sera possible. Mais . si, au lieu de cettc lettre , on met un 

nombre plus grand que le rayon, l'intersection sera impossible. 
Ainsi l'équation devant exprimer tous les cas du problême, aussi 

bien ceux qui sont impossibles que ceux qui sont possibles, ii faut 

que ses deux racines puissent devenir possibles ou imaginaires. 

Ainsi lorsqii'iin cercle C DE F et une ellipse A C B F ( PI. VI11 , 
Fig. 9 ) se coupent mutuellement aux points C, D ,  E, F, et que 

des points d'intersection on abaisse sur la droite AB donnée de 

position, des perpendiculaires CG,  D H ,  E 1, F K ,  et qii'en cher- 

chant la longueur de l'une quelconque de ces perpendiculaires, on 

arrive enfin à une équation ; il faudra, piiisqiie le cercle coupe 

l'ellipse en quatre points, il faudra, dis-je , que cette équation ait 
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quaue racines, qui seront ces quatre perpendiciilaires. Que si le 
centre du sercle demeurant fixe, son rayon se raccoiircissait , jus- 

qu'A ce que les deiix points E et F se rapprochant toujours, 

parvinssent enfin se confondre, et à ne plus former qii'un point 

de contact entre l'ellipse et le cercle, deux des racines de l'équa- 

tion, qui exprimaient les deux perpendiculaires E 1 ,  F K, confondues 

dans ce cas en une seule ligne droite, deviendraient égales. Et si le 
cercle diminuait encore, de manière qu'il ne touchât même plus 

Tellipse aux deux points E ,  P, mais qu'il continuât pourtant A la 

couper encore aux deux autres points C et D ,  alors les deux per- 

pendiculaires E I ,  FK étant devenues impossibles, ' il arriverait que 

des quatre racines de l'équation, les deux qui exprimaient ces per- 

pendiculaires deviendraient imaginaires . en même temps que ces 

perpendiculaires, C'est ainsi que dans toutes les équations, en aug- 

mentant ou en diminuant quelque quantitë , deux racines qui étaient 

inégales deviennent d'abord égales, et finissent par devenir impos- 
sibles. De-là vient que le nombre des racines impossibles est toujours 

pair. 

IL y a cepenhm des cas oh les racines dPs équations sont possibles, 

lorsque ka figure nous ks nzonlre impossibh ; mais cela n'arrive que parce 

jïgure a des fimires qu'une équation ne reconnaît pas. 

( PI. VLII , Fig. IO ). Par exemplc , si dans le cercle ABD on 

donne le diamètre AB et la ligne inscrite A D ,  ainsi qiie la per- 

pendiculaire DC, et qii'on cherche le segment AC du diamètre, 
-2 

A D  on aura, A C  = Or dans cette équation, que AD soit plus 

petit ou plus grand que AB,  AC est toujoiirs réel. Mais dans la 

figure, lorsque AD est plus grand que le diamètre, AC est une 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 B E  L A  N A T U R E  

quantité impossible. En effet, dans la figure on suppose que A D  

est inscrit dans le cercle, et par conséquent il ne peut être plus 

grand que le diamètre du cercle; au lieu que dans l'équation, il 
n'y a aucune limite de cette espèce, elle n'exige que cette seule . 
condition , que les lignes A B ,  A D ,  A C soient en proportion 

continue. Et puisqiie l'équation n'est pas bornée aux conditions de 

la figure, i l  n'est pas nécessaire non pliis qu'elle soit restreinte par 

les limites de ces conditions. Une figure peut donner des limites 

aux différens cas d'un problême, mais l'équation- l'embrasse dans 

toute sa généralité. Concluons donc, d'après tout ce qui vient d'être 

dit, IO. que dans les équations de dimensions impaires, il est im- 

possible que toutes les racines soient imaginaires. 2". Que les figures 

donnent souvent aux quantités d'où dépendent toutes les racines ; 
des limites telles, qu'il est impossible de les franchir sans anéantir 

toutes les conditions des figures. 

Les racines réelles se divisent en et en négatives, Qumd Les 

positives sont dirigées dans an sens, ks nLgatives sont dirigées dans de sens 

opposé, 

( Pd. VI11 , Fig. g ). C'est ainsi qu'en cherchant la perpendiculaire 

CG, on tombera dans une équation qui aura deux racines positives 

CG et D H dirigées des points C et D vers le bas, et deux racines 

négatives EI,  F K  partant des points E et F, et dirigées de bas 

en haut. 

Siipposons encore que sur la droite A B  vers laquelle tendent 

toutes les perpendiculaires, on donne un point quelconque P, et 

qu'on cherche une partie P G de la droite A B ,  s'étendant du 

point P vers une des perpendiculaires, vers CG, par exemple, on 

arrivera à ilne équation q ~ i i  aura quatre racines, P Ç , PH, P 1, PK. 
La 
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La racine cherchée P G ,  et toutes celles qui tendent d'un même 

côté que P G ,  telle que P K, seront positives ; mais celles qui 

tendent du côté opposé, telles que PH et PI,  seront négatives. 

Lorsqu'une équation ne contient aucune racine imaginaire, on peut con- 

ndre  par les signes qui afdcrent ses termes, k nombre des racines positives ; 
ainsi qze le  nombre des racines négatives qu'elle contient; car il  y aura autant 

de racines positives que de variations de signa de + en - et de - en + 
d'un terme à son suivant : toutes les autres racines seront négatives. 

Dans l'équation x4 - x3  - I 9 x2 + 4g x - 30 = O,  les signes 

se suivent dans cet ordre : +, -, -, +, -. Du premier au 

second, je compte une variation + et -, du troisième au qua- 

trième, ilne variation - et +, et du quatrième au cinquième, 

une autre variation + ez -. Il y a donc en tout trois variations, 

et par conséquent trois racines positives, donc une seille est néga- 

tive. Mais lorsqii'il se trouve des racines imaginaires, cette règle n'q 

p h  lieu, i m o k  que ces racines imaginaires n'étant ni positives, 

ni négatives, on ne les regarde comme des racines ambiguës. Ainsi 

dans l'équation x3  + p xZ + 3 pz x - q = 0 , les signes indiquent 

une racine positive et deux négatives ; supposez que x  = z p ,  ou 

que x - z p  = O, et multipliez la première équation par x - 2p = O ,  

de cette manière, l'équation résiiltante devra contenir une racine 

positive de plus que la première équation, et il viendra.. . . . . . .. 
x+ - + p Z x z  - 6 p 3  f x + z p  g = O ,  équation qui devrait avoir - 4 

seulement deux racines positives et deux négatives ; cependant ; 
en considérant les variations des signes, on voit qu'elle a quatre 

racines positives. Ceci vient donc de deux racines imaginaires, qui, 

par Leur ambigüi~é, se msritrent sous la forme de racines négative$ 

Tome II. B 
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dans la première équation, et sous celle de positives dans Ia der- 

Au reste, on peut presque toujours connaître le nombre des 

racines imaginaires qui se trouvent dans une dquation, pat cette 

kègle. 

Prener une suite de fractions dont les dénominsteurs finnent la progression 

arithmé~ique, I , 2, 3 , 4, 5 , etc. en suivant ainsi jusqu'au nombre qui 

sera findcateur des dimensions de votre équation; e t  pour les numérateurs 

de vos fractions, prenex Za suite des termes gai  fornlc hs dénominareurs , 
mais dans un ordre renversé. Divisex chmne de ces fraclions par celle qui 

\ 
la préchde, et placer les fractions qui résulteront de ces brisions, au-dessus 

des termes moyens de l'équation. Ensuite &et chaque terme moyen aod. 

quarré, e t  rnultipliet ce qttarré par & fraction qui est aar - dessus du terme 

zorrespondan, et plus e x ~ m i q  sa' ce produit est plus grand ou plus petit 

que le rectangie des deux termes a&acens Ù droite et f gauche, au terme 

que vous examinel; si plus grand, place< su-dessou di cc terme k .signe + ; 
si plus p i t ,  p h c q  au - dessoas le signe -. Écrivey SOUS Ce premier et (Ir 

dernier erme j ,  k signe +. E t  il y aura dans l'équation autant de racines 

imaginaires que de variations dzns t'es signes souscriis de + en - et de - 
Si od a l'équation x3 + p xz +- 3 pz x - q = O, que Ton forme 

d'abord cette série de fractions, :, f ,  f ,  ensuite on divisera la 

seconde f par la première :, et la troisième + par la seconde 2, et 

on placera les quotiens 5 et 5 au-dessus des termes moyens, comme 

+ - + + 
du second terme p xz miiltiplié par la fr&n j qui est au-dessus de 
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lui ,  donne un produit 9--, moins' grand que le produit du pre- 
3 

mier terme x3 par le troisième terme 3 pz x , produit qui est 3 pz x4, 

on placera sow le terme p xz le signe -. Mais comme le giiarré 

9p4x" du troisième terme 3 p Z x  multiplié par la fraction ;, qui est 

au - dessus de lui, est plus grand que zéro, et à plus forte raison, 

-plus grand - que le produit négatif du second- terme px" par - q , 
on placera soiis ce troisième terme Ie signe +. Et en écrivant sous 

le premier terme x 3 ,  et sous le dernier - q, le signe + , les signes 

souscrits forment la suite, + - + +, dans laquelle il y a deux 

variations, l'un de  + en - , et i'aiitre de - en +, ce qiii indique 

deux racines imaginaires. On trouvera de même que l'équation 

x3  - 4x2 + 4 x  - 6 = O, a deux racines imaginaires , ainsi que 

l'équation x4 - 6 x 2  - 3 x - 2 =o. 

La première de ces deii;x équations se traiterait conime celle de 

l'exemple précédent : ainsi je ne m'occuperai qiie de la seconde. Je 

forme donc la série des fractions f, f, f ,  f ,  je divise la seconde 

par la première, la noisiétne par la seconde, et enfin la qua- 

rrième par la troisième, ce qui 

me donne cette suite de fiac- 3 3 - 4 
9 - 

8 8 

tions+,$,$quejeplaceau-dessus x 4 +  - G x 2 - 3 x -  z - 0 ,  

des termes moyens de l'équation. + + + - ?-.  
Multipliant ensuite le quarré di1 se- 

cond terme, qui est ici zéro, par Fa fraction : qui est ail-dessus de ce 

second terme, le produit est zéro, qui est cependant plus grand que le 

rectangle négatif - 6 x 6  de x4 par - 62. Ainsi, sous le terme . 
qui manque, et qui est désigné par une étoile, j'écrk le signe +. 
l e  continue pour le reste comme dans i'euemple prétédent , et la 

suite des termes souscrits est + + + - +, oh il y a deux 
B 2 
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variations qui indiquent deux racines imaginaires. En s'y prenant 

de la même manière, on trouvera dans l'équation x5 - 4x4 + 
4 x 3  - z r Z -  5s- 4 =  O ,  deux racines imaginaires.. ..:. . ... 

2 r I 2 - - - - 
I 2 2 5 

x s - 4 ~ + + 4 ~ 3  - 2 x 2 -  T X - 4 = 0 ,  

-t 4- - -k + + 
Mais lorsqu9il y a deux ou un plus grand nombre de termes qui 

manquent, il faiit placer sous le premier terme qui manque, le 

signe - , sous le second le signe + , sous le troisième le signe -, 
et ainsi de suite, toujours en variant les signes, excepté le cas où 

le terme qui précède et celui qui suit immédiatement les termes 

déficiens , auraient des signes contraires ; car alors il faiit to~ijours 

mettre sous le dernier des termes déficiens le signe +. Ainsi. . . . . 

La première de ces équations a quatre racines imaginaires, et la 

seconde en a deux. L'équation suivante a six racines imaginaires, 
3 - 5 - 8 f ' 3  
7 9 I. 1 9 :  

x' - 2 x 6 +  3 x s  - z x + + x 3  + y- - 9 = a. 
+ - -t- - f - - f  3- 
Par - fi encore, on peut connaître si Tes racines imaginaires d'une 

équation, doivent être placées parmi ses racines positives ou parmi ses 

négatives; Car si l'on considère en même temps les signes des termes 

et les signes soiiscrits à chacun de ces termes, on aura autant de 

racines imaginaires positives que de variations de signes d'iin terme 

A l'autre, et autant de racines imaginaires ne'gatives que de perina- 

nences dans les signes d'un terme à 17autre. Ainsi, dans l'équation 

x 5  - 4 x4 i- 4 x 3  - 2 X" - 5 x - 4 = O, les signes soizscrits bnt 
+ + -  + 3- f 
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les variations + - +, et les termes au -dessus de ces signes étant 
- 4 X+ + 4x3 - z xZ ,  leurs signes sont - + -; qui, par deux 

variations, indiquent qu'il y a deux racines positives, en conséquence 

les deux racines imaginaires doivent être rangées parmi les racines 

positives (*). Toiis les signes de l'équation étant + - + - - - 9 

on voit qu'il y a trois variations qui indiquent trois racines positives, 

et que par conséqiient les deux autres sont négatives. Or parmi les 

positives, il y en a deux d'imaginaires ; il s'en suit donc que l'équation 

n'a réellement qu'une racine positive, que deux autres sont néga- 

tives, et deux autres imaginaires. Si l'équation était. . . . . . . . . . . . 
x5 - 4 x4 - 4 x3 - z xZ - 5 x - 4 = O , la première variation 

+ + - - + 4- 
des signes souscrits annonce une racine imaginaire, les termes cor- 

respondans à cette première variation étant, - 4 x4 - 4 x 3 ,  on voit 

qu'il n'y a pas de variation d'un terme à l'autre, donc la racine 

imaginaire est négative (+*). Et les termes correspondans à la 

(* )  En effet, les signes des termes étant - f - 
et Ies signes qui leur sont souscrits étant 4- - $. 

on voit que le signe du premier terme avec son signe souscrit font F, et que 

l e  signe du second terme avec son signe souscrit font e. Il y a donc une 

variation du premier au second terme. Il y en a encore une du second au 

troisième. Donc il y a deux variations, et par conséquent deux racines imagi- 

naires positives. 

(") Newton dit qu'il n'y a point de variation d'un terme à I'autre. Ea effet, 

les signes des termes sont - - 
les signes souscrits sont 3- -- 

O r  il est hident que le signe du pxmier terme et son signe souscrit étant & 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 DE .LA NATURE DES &QUATIONS. 

d e r d r e  variation des signes souscrits - +, Ctant - z xZ - 5 x ,  ne 
donnent point encore de variation : ce qui prouve qu'une seconde 

racine imaginaire est encore négative. Ainsi tous les signes de l'équa- 
tion étant + - - - - - , où il n'y a qu'une seule variation, 

il n'y a aussi qu'une racine positive, par conséquent il y en a quatre 

de négatives. Il suit donc de-là , qu'il y a une racine positive, deux 

négatives, et deux imaginaires. C'est ainsi qu'on détermine la nature 

de toutes les racines, lorsque le nombre des imaginaires n'est pas 

plus grand que celui qu'on peut découvrir par la règle établie ci- 

'dessus ; mais il peut arriver, quoique bien rarement, que le nombre 

des racines imaginaires surpasse celui que la règle a fait connaître. 

il faudrait, pour m e  variation, que le signe du terme suivant et son souscrit 
hissent L. Ce qui n'est pas. 

Donc il n'y a point de vuiatioa, 
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DES TRANSFORMATIONS DES ÉQUATIONS. 

L e s  racines positives d'me équation quekonque peuvent étre rendu; 

négatives, et réciproquement on peut changer h s  négatives en positives; il 

suj ï t ,  pour opérer ces transjormations , de changer les signes deJ termes 

alrernatifss, à partir du second inclusivement. 

Ainsi, dans l'équation xS-4x4-+4x3-2xZ=- J X - 4 1  O ,  

on peut changer ses trois racines positives en négatives, et ses deux 

racines négatives en positives. Pour cela, il s&t de changer les 

signes du deuxième , quatrième et sixième termes, ce qui donne, 

x5 + 4 x4 + 4 x3 + 2x2 - J x + 4 = O. Cette dernière équation a 

les mêmes racines que la précédente, avec la seule différence que 

celles prii étaient positives dans la première, sbnt devenues négatives 

dans la seconde, et réciproquement; en sorte que les deux racines 

imaginaires qui dans l'une étaient comptées parmi les positives, le 

sont dans l'autre parmi les négatives. Ainsi ces deux imaginaires 

étant retrancMes, il ne restera qu'une seule racine véritablement 

négative. 

Il y a aiissi d'autres transformations d'éqiiations qui ont Ieurs différens 

usages. Par exemple, nous pouvons supposer que la racine d'une équation 

est égale à une nouvel& inconnue, p h  on moins un6 quanrith connue 

arbitraire; et il nous sera libre de substituer dms i'quarion, à &z place a2 

la vraie racine, um nouvelie quantité qu'on suppose hi être égale. De cette 

manière, nous pouvons aiigmenter ou diminuer, d'une quantité 
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connue, les racines d'une équation ; rendre positives quelques-unes 

de celles qui étaient négatives, et réciproquement ; ou même les 

rendre toutes positives, ou toutes négatives. Ainsi dans l'équation 
r+ - ~3 - 19 x2 t-. 49 x - 30 = O, si je veux augmenter les racines 

d'une unité , je feindrai qiie x + I =y, ou que x - y  - I , et 

en écrivant dans l'équation, au lieu de x et de ses puissances, sa 

nouvelle valeur y - I et ses puissances, en cette sorte : 

Résultat.. . . . y+- 5y3- 1 0 y ~ f 8 o y -  96 = O  

Les racines de la nouvelle équation y+ - $37 - 1oy2 + 8oy - 
96 = O ,  seront, 2 ,  3 ,  4, - 4; et chacune d'elles est d'une unité 

plus grande que sa c~rrespondantr: dans 19éqi!ation proposée, qui a 
pour racines I , 2, 3 , - 5 ,  

Si au lie11 de x j'avais substitué dans l'équation proposée y + s ,  
il me serait venu l'équation y* + 5 y3 - 1oy2 - $Y + O ,  

dans laquelle il y a deux racines positives, + et :; et deux racines 

négatives, - t et - y. Si au lieu de x on écrivait y - 6 ,  on 

aurait une dquation dont les racines seraient 7, 8 ,  9 ,  I , qui sont 

toutes positives. Et enfin si on mettait pour x ,  y + 4, les racinq 

deviendraient toutes plus petites de quatre unités, et seraient, 

- 3 , - 2 ,  - 1 ,  - 9 , qui sont, comme on voit, tsiites 

négatives. 
r '4 

C'est ainsi qu'en augmentant ou en diminuant les racines, on 

parvient 
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prvient quelquefois mieux décoiivrir les imaginaires que par la 
règle que nous avons donnée précédemment. En effet, cette régie 

ne- nous fait appercevoir aucunes racines imaginaires dans l'équation 

x3  - 3 a Z x  - 3 a3 = O. Mais si on augmente ses racines de la 

quantité a ,  en écrivant y  - a au lieu de x , l'équation résultante 

sera, y - 3 a y2 - a3 = O. QLI'O~ y applique maintenant la règle, 

on y trouvera deux racines imaginaires. 

Nous pouvons aussi , par la même méthode, faire disparaître le second 

terme d'um équation quekonque. Voici comment il faut s'y prendre : 

Substitue< dans l'équation, au lieu de l'inconnue , une nouvelde inconnut 

azrgmentée du coëficienc du second terme a5 l'équation, pris avec un signe 

comr&e, et divisé par ïexposanr du premier. 

Par exemple, si on proposait de faire évanouir le second terme 

de l'équation x3 - q x Z  + 4x - 6 = O ;  le coëfficient du second 

terme étant - 4, je le divise par 3 , et le joins avec le signe + 
A une nouvellt inconnue y,  et la somme y 3. étant su$stituée CI 
la place de x dans la proposée, il viendra, 

On peut encore, par la même méthode, faire évanouir le troi- 

sième terme d'iine équation. Soit proposée l'équation x4 - 3 x3  $- 

3 x z .  5 x - 2 = O, et qu'on suppose x =y -. e. En siibstituant 

Y - e Pour x , il naîtra cette équation, 
Torne II ,  C 
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Le troisième terme de cette équation est,  62 + g s + 2 miilti- 

plié par y%. Pour que ce terme s &anoiiisse-, il h t  que la quantité 

6 eZ S; g e  + 3 devienne zéro. Supposons en effet qu'elle soit zéro, afin 

de poiivoir décoiivrir pax-là quel nombre il faut substituer A e, afin 

di: faire disparaître ce troisième terme. Cette supposition nous donne 

l'équation du second degré, 6 e* f g e -+ 3 a O, qui, dtant divisée 

par 6 ,  devient, ez + f e +; = O ,  et en la résolvant, on a ,  

r = - f  f l/o-t, 1 6  ou bien, - f  quirerédiiitzl -:f i- 
Ainsi e s - ' , ou bien, o = - 1. Par conséquent y - e sera, 

oit y +.$, ou y f I. Et comme on a substitué dans l'équation y - e 

ati lieu de x ,  il faut siihstituer y + t , oii y + I , an lieu de y - e, 

et dans l'équation qui en résultera, le troisième terme ne se m u -  
vera plus, et il disparaîtra également, soit qu'on substitue y + $, 
ou y + 1. Dans le premier cas, l'équation résultante sera, y4 - 
Y3 -+y - % = O ;  et dans le second, y4+y3-qy-G=o. 

On peut encore multiplier OB diviser les racines des t'quations par des 

nombres donne's; cela sert à aztgmenter ou à diminaer la valeur des racines, 

ou encore Q faire disparaitre Ces fractions ou les quantités radicales. 

Si on a ,  par exemple, l'équation- - $y - % = O. Pour fiire 

disparaître les fractions, je fais y = f 1, et ep substituant + < p u r  y 

dans lyéqi;ation , elle devient, -$ - 2 . L  - * a 7 = O ,  qui se 
27 

réduit, en ôtant le diviseur 27, à r3  - I 2 ç - r 46 = O ,  et les 

racines de cette noiivdle équation sont triples de celles de la pré- 

cédente. Si je voiilais maintenant diminuer les dernikres, je ferais, IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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zv = T, <et il viendrait, S v 3  - 1 4 ~  - 146 = o ; e t  en divisaut 

tout P r  8,  elie se réduirait A v 3  - 3 Y - = 0 ,  équation dont 

les. racines ne sont que la moitié de celles de l'équation I3 - I 2 - 
146 = o. Enfin lorsqu'on aura obtenu la valeur de v par la dernière 

équation, on fera, z v = T, 5 3 = y ,  et y + $ = X. Cest ainsi que 

l'on connaîtra la valeur de la racine x dans la première équation 

proposée, x3 - 4 x Z  + 4x - G = o. 
D e  même, pour faire évanouir le radical de l'équation 

x3 - 2 lr + c/T= O ,  je fair x = y  (Ti , et l'équation proposée 

devient, 3 y' d; - 2y G+ 6 = O ,  et en divlant tout par 

, elle se réduit à 3y3 - 2y+ i =o.  

O n  peut aussi changer les racines des équa~ions en d'autres qui soient ex 

ruison inverse des premières, et par ce moyen l'équation se trouve quelque- 

fois réduite d une forme plus commode. 

Ainsi notre dernière équation 3 - 2y + I = O ,  en faisant 
1 y = 7 ,  se changerait en celle-ci, A- 2 + I = O ,  ou ,  en 

C' C 

multipliant tous les termes par x' , et en ordonnant, par rapport 

aux de x, on atirait, z3 - 2 xZ 4 3 = O. On peut encore, 

par cette méthode, faire évanouir l'avant-dernier terme d'une équa- 

tion, pourvu qu'on ait d'abord ôté le second terme comme nous 

l'avons fait dans i'exemple précédent. Mais si vous voiilez débarrasser 

l'équation de Vante-pénultième terme, il faudra d'abord faire éva- 

nouir le troisième. Ce moyen sert encore à convertir la plus petite 

racine d'une équation en la plus grande, et réciproquement la plus 

grande en la plus petite; et cela fournit quelques applications utiles, 

camme on le verra dans ce qui suit. Par exemple, étant donnée 

l'équation s4 - x3 - r 9 x' + 49 x - 30 = O, dont les racines sont, 
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I , 2; 3 ,  - 5 ,  si l'on substitue ' au lieu de x ,  il en résiiltera 
Y 

=9 + L E -  l'kquation, + - I - - 
Y' Y' 

3 O = O ,  et en multipliant 
Y Y 

tous les termes par y4, et les divisant par 30, ordonnant et chan- 

gearlt les signes, elle deviendra, y4 - 2 y3 + $ y2 + & y - 
0 

1 r & = O ,  dont les racines sont, I , ,, T, - 5 ; oh l'on voit que 

la pliis grande des racines positives 3 , de la proposée est convertie 

en la plus petite 5 ,  et que celle qui d'abord était la plus petite r ; 
est devenue maintenant la plus grande, et qué la racine négative - 5 ,  
qui 'de toutes les racines de la proposée s'éloignait le plus de zéro, 

est maintenant celle qui en est la plus voisine. 

Il y a encore d'autres transformations des équations; mais to~ites 

pe~ivent se rapporter à l'espèce de celle oii nous avons fait dispa- 

raître le troisième terme d'iine équation, ainsi nous n'en parlerons 

plus. Disons plutôt quelqiie chose des limites des équations. 

Il est évident, par da manière dont se forment Zcs éguations, que le 

coèflcient du second terme, pris avec un signe contrkre , est kgad à la somme 

de toutes les racines; que le coêflcient du troisième terme est égd à la 

somme des produits deux-&deux de rourgs les racines; que le coificient du 

qu&2rne, pris avec un signe contraire , est égnl à la somme des produits 

trois-à-irais de toutes les racines; que le coëficiertt du cinquitme est égal A 

la somme des prodzits quarre- A-quarre de toutes les racines, et ainsi jusqu'à 

L'infini. 

Prenons x - a ,  x = b ,  x =- c, x = A ,  etc. , ou bien, 

x - a = O ,  x - b = 0, x + c = O ,  x - d = O; et en multipliant 

siiccessivement toutes ces &pations -les unes par les autres, nous 

aiirons, I O .  en multipliant x - a par x - b ,  xz - " ( x + a b = o ,  -6 
oh l'on voit que le coëfficient du'second terme, en changeant son IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E S  k Q U A T I O N S .  2 1  

signe, est a + b , somme des racines a et 6 ;  et a b ,  coefficient du 

troisième terme (*), est égal ai1 produit des deux racines, En 

niultipliant ensuite l'équation trouvée par x f-  c ,  il viendra l'+a- 

tion du troisième degré, 4' - b xZ - ac x  + abc = O. En chan- - C c  ';:{ 
geant les signes du coëacient du second terme, on a,  a + 6 - c ,  

qiii est la somme dès racines a ,  b , - c ;  le coëfficient du troisième 

terme, ab - a c - b c , est égal à la somme des produits de a par 6, 

de a  par - c ,  et de b par - c ;  et enfin le coëfficient du quatrième 

terme, en changeant son signe, est - abc,  qui est égal au produit 

des trois racines a, 6 et - c. Qu'on multiplie encore l'équation 

du troisième degré par x - d, il viendra l'équation du quatrième; 

+ ab 
- a  - a c  + abc 

x4 - - d  + b lx3  i ~ i / x z ~ ~ ~ ~ [ x - a b c d = o ,  dans k p e k  le 

+ acd 
- c d  

coëfficient du second terme, en changeant les signes, est a + b - c + d ,  

somme de toiites les racines ; le coëfficient du troisième terme, a b  - 
e c - b c + ad + b d  - cd,  est la somme des produits deux-à-deux de 

toiites les racines ; le coëfficient du quatrième terme, en changeant 

les Ggnes, est - a b c + a b d - b ~ d -  acd,  somme des ~roduits 

trois-à-trois de toutes les racines; et enfin le coëfficient du cin- 

quième est le produit de toutes les racines quatre-Aquatre. 

- 

(*) Newton appelle a b ,  coëfficient du troisième terme. En effet, le dernier 

terme d'une équation quelconque est censé multiplié par l'inconnue élevée à la 

o. Donc la quantité connue qui multiplie cette puissance zéro de I'in- 

connue, peut être appelée le coëfficient du dernier terme, 
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De t a i t  cela nous pouvons çoncl~tre qu'üne dquation quelconque, 

dont aucun terme n'est fraction;mire ou incommensurable , contient 

parmi lés diviseurs entiers de  son dernier terme, soit ses racines 

commensiirables , soit les produits' deux-à-deiix , ou trois-à-trois , etc. 

de ses racines. Ainsi lorsqii'on se sera bien assuré qu'aiicun des 

diviseurs du dernier n'est ni une des racines de l'équation, ni le 

produit de deux ou d'un plus grand nombre de racines, il sera 

bien évident que l'équation n'a aucune racine , aucun produit 

deux-à-deux, OLL trois-A-trois , etc. de ses racines, qui ne soit 

incommensurable. 

Supposons maintenant que les coëfficiens des termes d'une équa- 

tion quelconque soient respectivement p, q, r, s ,  t, v ;  supposons 

de plus que les signes de ces coëfficiens soient changés dans tous 

les termes oh ils doivent l'être. En observant bien les signes que 

doivent avoir les différens termes, on aura, p = a ,  p  a + 2 q = b ,  

p b + q a + 3 r = c ,  p c + b q + r a + 4 s = d Y  p d + q c + r b + s a +  

5 c =  e ,  p e + q d +  re + s b +  C U +  6 r = f 7  et ainsi jusqu'à l'infini, 

en suivant .la marche de la progression. E t  a sera la somme des 

racines, b la somme des quarrés de chacune des racines, c la somme 

des cubes, d la somme des quatrièmes piiissances, e  la somme des 

cinquièmes, f la somme des sixièmes, et ainsi du reste ; de manière 

que dans l'équation x4 - x3 - I g x2 + 49 x - 3 O = O , 0i1 le 

coëfficient du second terme est - I , celiii du troisième - I 9 , 
celui du quatrième + 49, celui du cinquième - 30, il faiidra faire, 

P = I ,  q =  19, r = - 4 9 ,  s=30.  DelA on tirera, a = p = ~ , *  

b = p a + z q = 1 + 3 8 =  39, c = p b + q a + 3 r = 3 9 + 1 3 -  

~ 4 7 = - 8 9 ,  d = p ~ + q b + r a + ~ s = -  89 + 741 - 49 + 
FZO = 723. Ainsi la somme des racines est I , la somme des 
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quards des racines est 3 9,  la somme des ciibeç est - 8 9 ,  et la 
somme des quatrièmes puissances est 7~3. Or les racines de cene 

équation étant I , 2,  3 , - 5 ,  et leur somme I + 2 + 3 - 5 ,  il 

est clair qu'elle se réduit à I ; la somme des quarrés est I + 4 + 
g + 27 = 39;  celle des cubes est 1 + 8  + 27 - 125 - 89, et 

celle des quatrièmes puissances est I + 16 + 81 + 625 = 723. (68). 

Des limirrs des l?quations. 

C'est par la méthode ~récédente que l'on parvient à déterminer 

les limites entre lesquelles sont renfermées les racines d'une équa- 

tion, lorsqu'elle n'en contient point d'imaginaires ; car chacun des 

quarrés des racines étant positif, leur somme sera aussi positive, et 

surpassera le qiiarré de la plus grande racine. Par la même raison, 

la sommé des qiiatrièmeç puissances de toutes les racines sirpassera 

la quateème puissance de la plus grande racine, et la somme de 
leurs sixièmes puissances surpassera la sixième puissance de la plus 

grande racine. 

Si vous désire< donc connahre la limite p'autune racine ne peut dépnsser, 

cherchy la somme des qunrrés des racines, et prenex-en Ca racine parrie, 

etle sera nécessairement plus grande que la plus grande racine de l'équarion. 

Vous approcherez plus prks de la valeur de & plus grande racine, si vous 

utraye1 iu racine quatrième de la somme dcs quatrièmes puissances; plus 

pr2s encore, si vous extrayq la rucine sixihme de la somme des sixi2mes 

puissances , e t  ainsi à Pinfini. (69). 

Ainsi, dans l'équation précédente, la somme des quarrés 'des - 
racines étant 3 g , et la valeur la plus approchée de >/ 3 p étant 6 t , 
rJn voit que 6 f est plus éloigné de zéro qu'aucune des racines 
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r , 2, j , - 5 ,  de l'équation. Mais la racine quatrième de la somme 

des quatrièmes puissances étant 6, ou 5 t environ, approche 

encore plus d e  - y ,  racine la pliis éloignée de zéro. 

Si entre la somme des quarrés et la somme des quatrièmes puis- 

sances des racines, on prend une moyenne proportionnelle géomé- 

trique, elle sera un peu plus grande que la somme des cubes des 
't' 

racines prises toutes avec des signes positifs. (70). Ensuite si l'on 

ajoute à cette moyenne proportionnelle la somme des cubes, prise 

avec son propre signe, c'est-Mire le signe avec lequel on l'a trouvée 

d'abord; qu'ensuite on l'en retranche, et qu'on prenne la demi- 

somme et la demi-différence de ces deux quantités, la demi-somme 
* 

sera plus grande que la somme des cubes, de toutes les racines 

positives de l'équation , et la demi - différence plus grande que la 

somme des cubes des racines négatives. 

Donc la plus grande des racines positives de Péquation serd plus petite 

que la racine cubique de crttc demi - somme, et la plus grande des racines 

négatives sera plus petite que ik racine cubique de cette demi-algrence, (7 I ). 

' Ainsi dans l'équation précédente, la moyenne proportionnelle entre 

la somme des quarrés des racines 39 et la somme de leurs quatrièmes 

puissances 723, est 168 environ. La somme des cubes prise avec 

son signe propre, est, comme nous l'avons trouvée plus haut, 

- 89. La demi-somme de 168 et de - 89,  est 3 y f ; et la demi- 

différence de ces deux mêmes nombres est I 28 f. La racine cubique 

de 39 est 3 environ, quantité plus grande que la plis grande 

racine positive qui est 3. La racine cubique de I 28 + est, A tris* 

peu près, y A, quantité pliis grande que la racine négative - 5. 

On voit, par cet exemple, combien on peut approcher de la valeur 
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'de la racine d'irne équation, lorsqu'il n'y en a qii'une seule positive, 

OLI une seule négative. Cependant on  en approcherait encore de plus 

plus près, si , après avoir cherché une moyenne proportionnelle 

entre la somme des quatrièmes et la somme des sixièmes puissances 

des racines de l'équation, on cherchait encore la somme des cin- 

quièmes puissances des racines, et que, prenant la demi-somme et 

la demi-différence de ces deux quantités, on tirât la racine cinquième 

de cette demi-somme, et  la racine cinquième de cette demi - diffé- 

rence. Car la racine cinquième de la demi-somme surpasserait encore, 

mais moins que ci-dessus, la plus grande racine positive de i'équa- 

tion; et la racine cinquième de la demi-différence surpasserait aussi, 

mais moins que préckdemment, la plils grande racine négative. Nous 

avons vu plus haut, qu'en augmentant ou en diminuant toutes les 

racines d'une équation, on poiwait rendre une quelconque d'entre 
. 

enes, la plus petite de toutes, et ensuite convertir cette plus petite en 

la plus grande; enfin rendre toutes les racines négatives, hors la plus 

grande. Il résulte de-la, qu'on peut approcher aussi près qu'on veut 

de la valeur d'une racine cherchée. 

Si dans une équation toutes les racines sont dgatires, exccptc' d u # ,  on 

peut en dekerminer h valeur par la méthode suivante : 

Ayant troiivé , par la méthode précédente, la somme des cubes des 

deiix racines positives, celles des cinquièmes et septièmes puissances 

de toutes les racines, cherchez entre les sommes des cinquièmes et 
des septièmes puissances, une moyenne proportionnelle géométrique, 

et  cette moyenne proportionnelle sera, à très-pen près, la différence 

entre la somme des sixièmes puissances des tacises positives, et la 

somme des sixièmes puissances des racines négatives; ajoutez donc 

la somme des sixièmes puissances de toutes les racines ?t cette myenne  

Tome II, D 
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proportionnelle, ensuite retranchez-l'en, et la moitié de la première 

quantité sera la somme des sixièmes puissances des racines positives, 

et la moitié de la seconde, la somme des sixièmes puissances des 

racines négatives. Ainsi, prenant et la somme des cubes, et la somme 

des sixièmes puissances des deiix racines positives, doublez la somme 

des sixièmes puissances, et retranchez-en le quarré de la somme 

des cubes, tirez la racine quarrée du reste, et cette racine quarrée 

sera la différence des cubes des deux racines positives. Or, une fois 

qu'on a la somme et la différence des cubes, on a les cubes eux- 

mêmes. Tirez donc leurs racines cubiques, et vous aurez , il très- 

peu près, la valeur des deux racines positives. Et si l'on exécutait 

une opération analogue dans des puissances plus élevées, on obtien- 

drait une approximation encore plus grande des deux racines. Mais 

cette méthode de trouve'r 12s limites ne peut être que de très - peu 

d'usage à cause de la difficulté des calculs'; et d'ailleurs elle ne 

peut s'appliqiier qu'aux équations qui ne contiennent point d'ima- 

ginaires. Je vais donc enseigner, pour trouver les limites, un autre 

moyen pl~is facile, et qui s'étend à toutes sortes d'équations. 

Muhipliex chacun des ternes de l'équation par l'exposanc de L'inconnue 

dans ce terme, ensuite diviset l e  produi~ par la racine. Recommencef .lu 

mime opération sur ~'iq!qrrauOn résultante, et contrntrnuet ainsi j q u ' à  ce que 

vous arr i~ ie~  à un reste qui ne contienne plus que deux termes. Alors si 

A n s  ce dernier reste, ainsi que aùns ceux de toutes & opérations précé- 

dentzs, vous substitue( pour l'inconnue, un nombre de même signe que le 

terme Le plas dieevé de I'équntion 'proposée, et que, pdr t'e$t de la sabstitu- 

tion, tous tes restes aient des résultats de même signe que le termc! l e  plus 

6kvé de l'équation proposée; le nombre que vous aurel subsrirut pour t'in- 

sonnue ,-sera plus grand que Ia plus racine ~ositive de t+ation (72)- 
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Si l'on propose, par 

.. exemple, l'équation. 

je multiplie les termes 

de cette équation par. . 
Et le produit étant. . 

je le divise par x ,  ce qui 

le réduit à.. ,....... 
Je multiplie ensuite 

..... ses termes par.. 
...... ce qui donne.. 

Et en divisant tout 

par x ,  il vient.. ..... 
Je mu!tiplie par. ... 

ce qui produit.. ..... 
Je divise cette der- 

nière par I 2 x ,  et j'ai 

Je multiplie par. ... 
- .  

et l'ai. .............. 
qui, étant divisé par 

....... 2 x ,  donne.. 

Maintenant, le terme le plus élevé x5 de l'équation, étant positif, 

je cherche quel nombre positif substitué à la place de x dans chacun 

des résultats q~i'on a obtenus, ainsi que dans l'équation proposée, 

les convertit tous en nombres positifs. J'essaie d'abord I , que je 

substitue A la place de x dans 5 x - 2 , ce qui le transforme en + 3 ; 

mais ce même nombre I substitué dans 5 xz 2 4 x - 5 , le trans- 

forme en - 4, quantité négative. Ainsi la limite est plus grande 

D 2 
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que I , j'essaie donc 2,  et le substituant à la place de x dans le4 

résultats, on a.. ......................................... 
.......... 
......... 
qui devient 
......... 
......... 

Ainsi les nombres 8, 7 ,  I , 79,  46,  étant tous positifs, le nombre 

2 est plus grand que la pliis grande racine positive de l'équation. 

D e  même, si je voulais chercher la limite des racines négatives, 

j'essayerais des substitutions de nombres négatifs, ou, au lieu de 

cela, je changerais dans tous les résultats, et dans l'équation pro- 

posée, les signes des termes de deux en deux, et je substituerais 

des nombres positifs. En effet, en changeant les signes des termes 

de dellx en deux, les résultats et l'équation proposée deviennent. .... 
5 %  + 2  

Je choisis parmi ces résultats, un de ceux qui ont le plus de signes 

négatifs, par exemple, 5 x4 + 8 x 3  - 30 x2 - 60x + 63 ; j ' ~  subs- 

titue h la place de x ,  les nombres I et 2, ce qui 1s convertit res- 

pectivement en deux nombres négatifs - 14, et - 3 3.  Ainsi la 

likite est plus grande que -' 2 ; mais en substituant le nombre 3 , 
il en provient le nombre positif 234, Maintenant je sihtitue le 

même nombre 3 dans les autres résultats, ainsi que dans la proposée , 
et il en provient toiijoiirs des nombres positifr. D'oh je conclus 
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que le nombre - 3 est plus grand qu'aucune racine négative. Par 

conséquent, 2 -et - 3 sont les limites entre lesquelles sont renfer- 

mées toutes les racines de l'équation. 

La connaissance de ces limites est utile pour trouver les racines 

rationnelles d'une équation, ainsi que pour déterminer ses racines 

incommens~irables, Elle sert à nous épargner des tentatives inutiles qui 

nous feraient chercher des racines au-delà des limites où elles sont ren- 

fermées. Par exemple, que je veuille connaître si la dernière équation 

contient des racines rationnelles, il est certain, par tout ce que nous 

avons vu, qu'elles ne peuvent se trouver que parmi les diviseiirs du 

dernier terme r 20 ; ainsi je devrais substituer successivement chacun 

de ces diviseurs, A la place de x ,  et si aucun d'eux ne réduisait 

l'oqaation A zéro, j'en conclurais qu'elle n'a point de racines ration- 

nelles. Mais le dernier terme 120 a un grand nombre de diviseurs, 

ce sont 1 , 2 ,  3 , 4 ,  r , G ,  8 ,  10, I 2 , 3 5 ,  2 0 ,  24, 30, 40, 60, 
et 120. Et pris en moins, ce sont - 1, - 2 ,  - 3 ,  - 4 ,  - 5 ,  - 6, 

- 8 ,  - I O ,  - 1 2 , -  1 5 ,  - 2 0 ,  -24 ,  - 3 0 ,  - 40, - 60 ,  - 120. 

La substitution de tous ces nombres serait fastidieyse. Mais en sachant 

que toutes les racines sont renfermées entre les limites 2 et - 3 ,  nous 

sommes délivrés de ce travail, car il n'est plus que de 

substituer ceux des diviseurs du dernier terme qui se troiivent com- 

pris entre les limites, et qui sont ici, 1, - 1, et - 2 ; et si aucun 

de ces nombres n'est une racine, on est sûr alors que l'équation n'a 

aucune racine commensurable (*). 

(') II me semble que cette méthode de trouver les racines commensurables 
qu'une équation peut renfermer, est bien préférable dans la pratique, à celle 
qui a été enseignée à la page 46, Tome 1:' , sur-tout quand le dernier terme a 
beaucoup de diviseurs. 
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Réducrion des tZquations par les diviseurs incommensurables. 

J u s  Q $ 1  c I j'ai donné les moyens de réduire les équations qui 
ont des diviseurs rationnels. Mais avant de conclure qu'une équation 

de quatre, six, oii un plus grand nombre de dimensions , est irré- 

ductible, il faut avoir essayé si elle n'aurait pas pour diviseur qiiel- 

que quantité sourde ou  incommensurable ; ou ce qui revient au 

même, il faut voir si l'équation ne pourrait pas être partagée en 

deux parties égales, de chacune desquelies on  pût extraire Ia racine. 

La méthode suivante nous en fournira le moyen. 

Ordonner l'équation par rapport aux dimensions de L'inconnue, et faisant 

passer tous les termes dans un seul membre, afin que la totalité soit égale 

à ~éro ,  ayex soin que le terme où se trouve k plus ha- puissance de lin- 

connue, soit toujours positif. fisuite, si L'équation est quarrée (car je veux 

aussi, à cause de l'analogie, y faire entrer ce cas) , retranchy , de part 

et d'autre, le dernier terme, e t  ajoute<, aussi de part e t  d'autre, le parré 

de la moitié du coeflcient du terme moyen. 

Soit l'équation xZ - a ,t: - b = O ,  retranchez, de part et d'autre; 

- b ,, et ajoutez aZ , et il viendra, xZ - a x + i a" = b f a", et 

en tirant la racine quarrée de chaque membre, on  aiira.. . . . . . . . 

Si l'équation est de quatre dimensions , comme x4 + p x 3  + q xZ + 
r x  + s = O,  où: p, q , r ,  s désignent les coi@ciens des termes de Péqua- 

tion, avec bs signes qui Ieur appartiennent ; faites, 
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désigne< par n un diviseu? commun de p ez de 2 <, Il faut que ce diviseur 

commun soit un nombre entier, mais non pas un quané; il faut de plus 

que, dans le cas où l'un des deux nombres p et r ,  serait impair, ce &i- 

seur commun soit impair, et  qzl'étant divisé par 4, il Caisse h i z k  pour 

reste. Désigne< aussi par k , un diviseur de 4 , si p est un nombre pair: 

mais si p est impair, k ne désig2era que k moitié d u n  divisear impair de 

e -. n En$n k sera {éro, si ,d est nul ou {&o. Retranche< le quotient de 

cette division di $ p k ,  et  appelel 2 la moitié du resze. Faites ensuite. . . .. 
u + n k 2  = Q , e t  voyez si la division de QZ - s par n est possible, et 

2 

si de plus, la racine de ce quotient est rationnelle et  égale à Z. si toutes ces 

conditions ont lieu , ajoute< à chaque membre de L'équation nkzxz  + 
272 k l x + n P , e t  en tirant la racine, vous aurez. . . . . . . . , , . , . , , . . 
x Z + t p x + Q = ( k r + l ) I / a  (73) .  

E E M P L E. Soit proposée l'équation x4 + I z x  - 17 = o. 
Comme p et q manquent, que r s I 2, et s = - 17, si on siibs- 

titue ces nombres dans les formiiles , on aura, = O ,  p = I 2 , et 

f = -  17, et le diviseiir commun de p ( r 2 )  et de 

étant le seul nombre 2 ,  il sera désigné par n. Donc 4 = 6. 11 faut 

essayer siiccessivement pour k chaciin des diviseurs de 6, qui sont 

1, 2 ,  3 , 6 ; et ensuite les valeurs respectives de 1, qui sont - j , 
- 2  - a + n k l  , I , - 5. D'un autre côté on a, = Q, ce qui 

se réduit A k2 = Q. Et il faut aussi avoir c'est-A-dire, 

1/ = L Si l'on écrit successivement pour k les nombres 

pairs 2 , 6 ,  Q devient respectivement 4 'e t  3 6, et Q" - s sera 

un nombre impair, qui ne pourra par conséquent -être divisé par 
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n qui est z ; ainsi il faut rejeter les deux nombres 2 et 6. Mais lorsqu'oa 

met pour k les deux nombres I et 3 ,  Q devient I et 9 ,  et QZ - s 

devient respectivement 18 e t  98, Ces deux nombres sont divisibles 

par n ,  et l'on peut extraire les racines de leurs qiiotiens. Ces racines 

sont respectivement =!= 3 et -1- 7. Cependant la seule racine - 3 

est égale A une des valeurs de 2. Je fais donc k - I , 2 = - 3, er 

Q a I. Ensuite j'ajsiite A chaque membre de l'équation, n kZ xt 3- 

z n k l x + n l ,  ou bien, 2 x 2 - 1 2 x 3 .  18, ce qiri me donne; 

x4 + 2 x Z +  I = 2xZ - 1 2 ~  $- 18, qui devient, en tirant la racine 

quarrée, xz + I = x (/; - 3 \/;. Si vous voulez même éviter 

une extraction de racine, faites, Z + : ~ ~ + Q = ( A ~ + I ) G ~  - 
e t  vous trouverez, comme auparavant, tz + i = ( x  - 3 ) x 2. 

Et en tirant de nouveau la racine de cette équation, on a. . . 
x - ~ i f i k  / - tF3  / y .  C'est-A-dire , à cause. des varia- 

tions des signes, x =-; VT+ v 3  /%- $, et . .  . . . . ... .. 

- 
et x  = f (/ L - /- 3 - t. Teîles sont les quatre racines 

de l'équation proposde, x4 $. I 2 x - I 7 = o. Mais de ces quatre 

racines les deux dernières sont imaginaires. 

Soit proposée rdquation x4 - 6 x3  - 5 8 xz - I 14 x - I I - O ; 

et que l'on désigne respectivement - 6, - 5 8, - 1 r 4, - I I par 

p ,  q ,  r ,  s, et on aura, - 6 7 = a ,  - 3 1 5  = p ,  et - 1 1 3 3 i = f .  

3 est le diviseur commun et unique des nombres 13 et 2  {, OU de 
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4511 f l  - 3 1 5  et de - y. Ainsi n sera ici 3, et - ou - 105 aiira 

PoLlr divise~~rs 3 7 5 7 , 1 5 , 2 1 , 3 5 , et 1 0 5  , qu'il faut essayer 
P pour k. Ainsi j'essaye d'abord 3 ,  et en divisant n ou - 105 par k 

ou  par 3 , je -retranche le quotient - 3 5 ,  qui en provient, de 

f p k ,  ou de - 3 x 3 ,  et le reste est + 26, dont il faut que la 
a+ nlil  moitié I j soit égale à 2. Mais -z- OU - 67 + 27 , 011 - 20 est 

égal à Q; on aura donc, Q z  - s = 41 I , qiri est divisible par n 

ou 3 , mais le quotient I 37 ne donne pas ilne racine rationnelle. 

Ainsi je rejette 3 ,  et  j'essaye de mettre 5 pour k ,  et le quotient 

C de la division de par k , ou de - IO 5 par 5 est - 2 I , qiri , 
étant retranché de i p k ,  ou de - 3 x 5 , donne pour reste + 6, 

u + n k *  dont la moitié 3 sera Z. Ensuite Q ou -67f 75 , c'est-A-dire 

se réduit à 4, et QZ - s,  ou 16 + I I est divisible par n ,  et le 

quotient étant 9 ,  a une racine rationnelle 3 ,  qui est identiqiie avec 

la valeur trouvée pour I. Ainsi je concliis que t = 3 ,  k = 5 , Q = 4, 

et n  = 3. Donc en ajoutant à chaque membre de l'équation pro- 

posée, n k 2 x 2 +  z n k 2 x + n l z ,  OU 7 5 x 2 + 9 0 x + 2 7 ,  on pourra 

extraire la racine de chaque membre, et i'on aura, x2 + + 

Et en tirant iine seconde fois la racine, x  = + 
2 - . . o .  

D e  même , si i'on proposait i'éqiiation x4 - 9x3 + , - 
27x + 9 1 O ,  j'écris respectivement - g , + I 5 ,  - 17, et + .- . ."  

Tome II. E 
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pour p ,  g, r ,  s; et il vient - 5 :  pour e, -50: pour p ,  et; 
;GZq pour Les diviseurs commiins de @ ou - 9 , et de 2 ( ou 
1 3 s  - p z  , sont 3 ,  $ 3  9, 1 5 ,  27, 45,  et 1.35; mais 9 est un quarré, et 

les nombres 3 , I 5 , 27, I 3 5 étant divisés par 4 ,  ne donnent pas 

i'unité pour reste, comme ils devraient la donner, à cause du 

nombre impair p. Je rejette donc toiis ces nombres, et il ne reste 

qye (i et 45, qii'il faut essayer pour n. Faisons d'abord n = 5; e t  

il faudra essayer pour k la moitié de chacun des diviseurs impairs 
B de ou - 9 ,  qui sont, $, z ,  z ,  7,  s;l. Si I'on met pour k, 

P le quotient - 9, qui provient de la division de par k , c e  

quotient, dis- je , étant rétranché de i p  k ou - z ,  donne pour 
a + n k a  reste 18 , qui sera 2 Z. Et = - 2 sera Q ,  et QL - s OU 

- 5 est divisible par n ou 5 ;  mais le quotient étant -. r , la 

racine en est impossible, et cependant il faudrait qu'elle fût 9. 

Ainsi j'en conclus que k  ne peut être I. J'essaye donc f. En divisant 
B 7 OU - O par k ( ) , le quotient sera - y,, que je retranche. 

de ; p k  ou ' - 7, et il reste o. Ainsi G sera aiissi o. Or, dans cette 
t i + n k l  hypothèse, = 3 = Q, et Qt - s = o. Donc la seconde 

valeiir de I devant égaler /=, sera encore o. Toutes les 

conditions sont donc reniplies, et j'en conclus que n = 5 ,  k = f ,  

I = O ,  et Q = 3 .  Ainsi j'ajoute à chaque membre de l'équation 

proposée la n kzx2 + 2 n Zk x -+ n P , qui se rédiiit à E. 
4 

Et en extrayant la racine quarrée de chaque membre, il vient, 

x 2 f  t P x + ~ = ( k r + l ) ( T n ;  au  b i e n , x ' - j ~ + ~ = { x ~ .  

On parvient par h mirne d t h i d e  d réduire lu eql~ations littérales. Si, 
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par exemple, on a ~ ~ - z a x ~ + ( ~ a " - ~ ~ ) x "  - z a j x + a + = o ,  

en substituant respectivement - z a, z a* - cZ , - za3 , et + a* 

pour p ,  q, r ,  s ,  on aura, & = a f - c z ,  p=-acz-  a 3 ,  et 

C = f a* + $a" c' - j c4. Le diviseur commun de p et de 2 3 est 
P af + c2, qui sera par conséquent n, et 7 ou - a n'a pour diviseurs 

que I et a. Mais parce que n est de deux dimensions, et que 

k vz ne doit en avoir qu'une seule, il s'en suit que k ne doit 

avoir aucune dimension ; il ne peut donc être a, il falit donc qu'il 
B soit 1. Et en divisant par k , et retranchant le quotient - a de 

a + n k '  f pk ou - a,  il restera zéro pour la valeur de 2. Ensuite , 
0 1 2  aZ = Q, et Qz - s , ou a4 - a4 = o. Ainsi la seconde valeur 

de I est encore zéro, ce qui prouve que les valeurs trouvées pour 

a, k ,  f, et Q sont bonnes. Ainsi j'ajoute à chaque membre de 

l'équation proposée n kf xf + 2 n k Ix + n IZ , c'est-à-dire, a" xz + czxz; 

alors la racine de chaque membre peut être extraite, et il vient, 

z + ; ~ ~ + Q = ( ~ ~ + z ) G ,  ou bien, 2- a x + a Z =  .... 
f x  )/W. Et en tirant de nouveau la racine quarrée , on a ,  

Jusqu'ici nous avons appliqué la règle à l'extraction des racines 

sourdes, mais on peut aussi en faire usage pour trouver les racines 

rationnelles ; il suffit pour cela de supposer n = I. En faisant cette 

recherche, nous pourrons en même temps nous occuper d'iine autre, 

qui sera de voir si une équation, n'ayant aucun terme fractionnaire 

ou affecté de radicaux, ne contiendrait pas quelque diviseur de 

deux dimensions, soit commensurable , soit incommensurable, Si 

E 2 
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l'on nous donne, par exemple, l'équation x4 - x3 - 5 xz + I 2 x  - 
6 = O ,  en siibstituant respectivement - I , - 5 , + I z, et - 6 ,  

pour p ,  q ,  r, s, il viendra, ~ a ,  p=7$  Et dans cette 

B supposition de n = I , les diviseurs de 7 ou  Zj j l  sont I , 3 ,  7 ,  I 5 ,  

25 , 75, dont il faut essayer les moitiés pour k, parce que p est 
B impair. Si l'on essaye d'abord f pour k  , on aura, :p k - -~;k = - 7 ,  
p-s Q; et -= e t  sa moitié - = Z. Ensuite " '' 3 = 

6 ; = s  , , dont la racine est identique avec la valeur trobvée 

pour 2. 

J'en conclus donc que les valeurs  rise es pour n , k ,  1 ,  Q , sont 

bonnes , et  qu'en ajoutant $ chaque membre de l'équation, 

nkzxz + z n k l x + n l z ,  c'est-A-dire, G $ x z  - 1 2 i x +  6:, il sera 

possible d'extraire la racine de chaque membre, ce qui donnera, 

x l +  f p r  + Q - & ( k x  + I )  In, oii bien, r z - I x +  5- z - 
* ( 2 f x - 2 + ) x I. Ou bien , les deux équations suivantes , 

d x Z  - 3 x + 3 = O ,, et  xZ + z x - 2 = o. Ainsi ces deux dernières 

éqiiations sont les facteurs de l'équation. du quatrième degré. Mais 

on troiive les diviseurs rationnels de :ette espèce, d'une manière 

bien plus expéditive par la méthode que nous avons enseignée pré- 

cédemment, Tome Ier ,  page 49. . P Il arrive souvent qiie les diviseurs de étant en grand nombre, 

ce serait un travail très-pénible qiie de les essayer tous successive- 

ment pour k. Voici un moyen d'abréger les essais. Cherchez les 

diviseurs de a s - r' , car parmi ces diviseurs, ou parmi les moitiés 

de ceiix qui sont impairs, il doit s'en trouver quelqu'un q i ~ i  soit 

égal Ci Q. C'est ainsi que, dans le dernier exemple, as - rZ ou 
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- - 2 9 ,  ayant pour diviseurs I , 3 , 9 ,  il faut que parmi ces diviseurs 

I , 3 ,  9 ,  ou leurs moitiés f , z ,  p , il se trouve quelque nombre 

qui soit égal à Q. Ainsi ayant essayé successivement pour k les 
B moitiés des diviseurs de la quantité 7 , q ~ i i  sont :, z ,  f , y ,  +, 

et Z;r, je rejette toutes celles qui ne convertissent pas la quantité 

f a  + jn ka, ou - -gl + k2 en Q , c'est-à-dire en quelqu'iin des 

nombres I , 3 , 9 ; +, r ,  :. Ainsi en écrivant respectivement 
1 I pour k, ;, f ,  :, , , etc., il viendra aussi respectivement, - f , 

- :, + +, + 1, etc. pour Q. Et - ;, + sont les seiils qui se 

trouvent répétés dans la série des nombres I , 3 , 9 ; t , t ,  z. Ainsi 

rejetant tous les autres, je fais k = f , ce qui donne Q = - 1 % 9 - 
ou bien k = f ,  ce qui donne Q = :. O n  examinera ces deux 

cas. Mais en voilà suffisamment pour les équations de quatre 

dimensions. 

Qu'on donne à réduire l'équation de six dimensions, x6 + p x S  + qx4 + 
rx3 + s x Z + ~ x  + v = o ,  Faites, 

Ensuite prenez poiir n quelqii'un des diviseurs communs de zf, 

p ,  2 8 ,  et il faut que ce diviseur commun soit un nombre entier 

et non quarré , ni divisible par un nombre quarré , et que de plus, 

étant divisé par 4 ,  il donne L'unité pour reste, lorsque quelqii'un 

des nombres p, r, t est impair. Prenez pour k quelqu'un des divi- 

seurs entiers de la quantité G ,  dans le cas oh p est  LI^ nombre 

pair, ou si p est impair, prenez la moitié d'un diviseur impair. 
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Enfin dans le cas oh A sera zéro, k sera aussi zéro. Prenez pour Q 

la quantité ; a! + in k" , et pour C, quelqi~e diviseur de la quantité 

P r -  epdt , si Q est un nombre entier ; ou la moitié d'un divi- 

seur de la même quantité, si Q est une fraction ayant pour déno- 

minateur 2. Enfin 2 sera zéro dans le cas oh la quantité Qr- Fr  - ' 
serait zéro. Faites R = f r - f Qp $. n k l ;  ensuite essayez si RZ - v 

ne serait pas divisible par n, et si l'on ne pourrait pas extraire la 

racine du quotient, et enfin si cette racine ne serait point égale A 
Q R - 9 ,  et Q Z + p R - n l z - s  

nL  a n k  
. Si toutes ces conditions sont 

remplies, appelez cette racine rn ; et au lieu de l'équation proposée, 

écrivez celle-ci, x3 + + p z z  + Q x + R = f  ( k x z + I x + m )  \/; 
En effet, si on quarre chaque membre de cette équation, et 

qu'on transpose tous les* termes d'un même côté, elle rendra 

l'équation proposée. Mais si dans aucun cas toutes ces conditions 

ne peuvent avoir, lieu, et qu'on se soit assuré d'avance que l'équa-, 

tion n'a point de diviseur rationnel, on peut être certain que 

l'équation est irréductible, 

E X  E M P LE. Soit proposée l'kquation. . . . . . . . . . . . . . . . ,. . , . 

écrit respectivement , - za , + 2 bz , f 2 a bz , -.2 a2 b2 + 2 a' b - 
4 a b 3 ,  O ,  et 3azb4-a4bs, pour p ,  q ,  r, s, t et v ,  on aura, 

2bZ-a', p=4abz-a3 ,  r = 2 a 3 b + z a z b z - 4 a b 3  - a+, 
<= -b4+2a3b+3azbz-4ab3- 4a4, pk-c,  'aS +3a3bZ - 
4ab4 ,  et B=-a2b4+a4bz-<a" Les terme 2(, p ,  et 2d ont 

pour diviseur commun, a' - abZ, OU bien z b r  , ai, selon que a" 
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b t  plus grand OU pliis petit que 2bz. Soit a" pliis grand que zbz, 

et on aura, a' - 2 bZ = n; parce que n doit toujours être positif. 

Ensuite + = - i a z + ~ a b + ~ b z ,  $=-:a3+xabz, e t . . . . .  

B - + a + + t a z b z .  Ainsi - < X - B - 2 = - x =$a6-:asb- 
n 2 n n S na î na 

+a+bi + ;a3 b3 - 8 az b4 , dont les diviseurs sont, I , a, a'. Mais 
O 

comme k )/n ne peut être que d'une ;eule dimension, et que (/n 

est déjà d'une dimension , il s'en suit que k ne peut avoir aucune 

dimension, et par conséquent il ne doit être qu'un nombre. Je 

rejette donc a et a', et il ne reste que I pour k. D'un autre côté, 

f i + t n k 2  donne O pour Q, et  Q r - F p - '  est aiissi O ;  par 

conséquent l ,  qui doit être un des diviseurs de cette dernière 

quantité, sera également o. Enfin r - t p  Q + n k l  donne pour R, 

a bZ; et Rz - y = - a' b4 + a4bz, qui peut être divisée 

par n , ou a' - 2 P ,  et le quotient étant a' bz , on peut en extraire 

la racine, qui est ab. Cette racine prise négativement, étant com- 

parée à la quantité indéfinie Ir OLI ;, on peut la regarder 

comme lui étant égale, et elle i'est bien certainement à la quantitd 
déteminée, Q ? + P ~ - ~ ~ ~ - ~  

a n k  
. Ainsi je désigne cette racine - ad 

par m , et au lieu de l'équation proposée , je puis écrire. . . . 
s3 + f p x 2 + Q r + R - ( k r Z + 1 ~ + m )  )/n, c'est-A-dire ..... 
x3 - a x z + a b ' = ( x z - a b )  (/ai- 26'; on peut s'assurer de la 
légitimité des opérations qui nous ont amenés à cette équation, 

ainsi que de la bonté de l'éqiiation elle-même, en quarrant chacun 

de ses membres, et transposant tous les termes d'un meme côté; 
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car par -1A nous retrouverons l'équation, x6 - 2 a xS + z b2x+ + 
2abZx3 - 2a2b2xZ+za3bxZ  -4ab3xZ + 3a2b4-a4b2=0, qlli 

est l'éqiiation même qu'on avait proposé de réduire. 

Si on a une éqiiation du huitième degré, telle que x8 +PX' + 
qx6 + r x S  + s x 4  + t x 3  + vx2 + w x  + = O ,  et qu'on fasse 

1 2  a = q - $ p z ,  p = ~ - $ a p ,  ?=s-GpP- ,a !  , d'==t- 
O 

+ p î , - ; ~ p ,  E=Y- ;a Î - ipZ  ,, , < = w - f p î , ,  et ,IL-. 

- i ?'. Qu'on cherche maintenant un diviseur commun des qtian- 

tités, z 8 ,  z E ,  2{, 8 p ;  et il fa~it  que ce diviseur commun soit un 

nombre entier, non qi~arré ni divisible par un quarré ; il faut de 

plus, que dans le cas oh un des coëfficiens p, r, t ,  w des termes 

alternes serait impair, il faut, dis-je, que ce diviseur commun étant 

lui-même divisé par 4 ,  laisse l'unité pour reste. Si. on ne trouve 

aucun des diviseurs communs qui remplisse toutes ces conditions, 

on peut être certain que l'équation n'est pas réductible par l'extrac- 

tion d'une racine sourde du second degré. Et lorsqu'elle ne sera pas 

réductible, il sera même bien difficile de trouver Lin simple diviseur 

commun des quantités 2 8 ,  2 ~ ,  etc. Jusqii'ici tout notre travail a 

été employé A examiner si une équation était réductible ou non; 

mais comme ces réductions sont rarement possibles, en voilà sufi- 

samment sur cet article. 

Cependant nous observerons encore que c'eu par une méthode semblable 

qu'on s'assurerait si une équation du dixième ou h dou.$me degré, ou 

même d'un degré plus élevé, est irri'ductible. 

Par exemple, si l'on a celle-ci, x'" + p x9 + qxs + rx7  f s x6 -f;. 

t ~ ~ + v ~ ~ + a x ~ + b x ~ + c x + d = o ,  on fera ,  a = q - $ p z ,  
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' ; F > - $ ~ ~ ,  g m C - i  . 3.6, et enfin = d - f 6'. Il faudra 

chercher le diviseur commun des cinq termes 2 E , 2 (, 8 ,u , 4 8 

8 rc ; il faudra que ce diviseur soit un nombre entier, non qi~arré ; 

et si qiielqu'un des coëfficiens des termes alternes p, r, L ,  a ,  c est 

impair, il faudra de plus, que ce commun diviseur, étant lui-même 

divisé par 4, laisse l'unité pour reste. 

Si l'on a l'équation de douze dimensions, xr2 + p x" + xrO f' 
r ~ ~ $ - s x ~ + t ~ ~ + ~ x ~ f  a ~ ~ + b x ~ + c ~ ~ + d x ~ + e x + f = : o ,  il 

faudra faire, a: = q  - ;pz, p = r d  :pa, y = $ - + p @ - + a z ,  

E=t- tp î . - f  a @ ,  e = v - i p 6 - ~ a c 7  - f p ,  ( = a - f p e -  

: ~ d ' - t P y ,  p - 6  - f a &  - :Pd'-$7z, b = c -  $ @ E -  

$ 7 8 ,  . x = d -  t%&- :PZ, ~ = e -  ; $ E ,  p - f - : E .  Et il 

faudra chercher un diviseur commun, qui soit un nombre entier et 

non quarré, des six termes 27, q r ,  48, 8x, 4 A ,  8,o; et si un 

des coëfficiens p , r , t ,  a ,  c , e des termes alternes, est impair, il 

faudra que ce commun diviseur étant lui-même divisé par 4, laisse 

l'unité pour reste. 

On pourra procéder de cette manière jusqu'à l'infini, et l'on sera 

certain que l'équation sera irréductible, par l'extraction d'une racine 

sourde qiiarrée, toutes les fois qu'on ne trouvera pas un diviseur 

commun avec toutes les conditions que nous avons énoncées. Si donc 

o n  trouve un diviseur n qui donne l'espérance de pouvoir réduire 

l'kquation, il faudra se guider pour les opérations, sur l'exemple que 

nous allons donner, en réduisant une équation du huitième degré. 

Cherchez un nombre quarré tel, qu'étant multiplié par n, si l'on 

ajoute au produit le dernier terme de l'équation avec son propre 

signe, la somme fasse encore un qiiarré. Cela s'exécutera bien facile- 

ment de la manière suivante : si n est un nombre pair, ajoutez 

Tome II. F 
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successivement h ;z, les nombres, n, 3n,  5 n, 7n ,  9 n ,  I I  n ,  etc., 

mais si n est impair, c'est à 4 1 qii'il faudra ajouter successivernent 

n, 3 n, 5 n , 7 n, 9 n , I I n , etc. ; et dans l'un oit, l'aiitre cas, il 

faudra essayer les termes, en suivant la progression, jiisqu'h ce qu'on 

tombe sur qiielque nombre qiiarré; et pour cela, je suppose qu'on 

a sous les yeux la table des nombres quarrés. Mais si, avant qu'aucune 

des sommes essayées donnât un quarré, on troiivait que la racine 

,quarrée de l'une quelconque d'entre elles, aiigmentée de la racine 

quarrée de l'excès de cette même somme sur le dernier terme de  

l'équation, donne une quantité pliis grande que le quadruple du phis 

grand des coëfficiens p ,  q ,  r, s,  c,  r ,  etc., de l'équation pro- 

posée, il serait inutile de pousser plus loin les tentatives, l'équation 

est irréductible. Mais si c'est le q ~ ~ a r r é  qu'on rencontre d'abord, on 

appellera sa racine S , si n est pair, ou 2 S , si n est impair ; et on fera 
-- 

a h. Si n est pair, S et h doivent être des nombres 

entiers ; mais si n est impair, S et h peuvent être des nombres frac- 

tionnaires ayant z pour dénominateiir. Et s'il l'un des deux est frac- 

tionnaire, il faut que l'autre le soit aiissi. O n  dira la même chose 

des nombres R et rn, Q et 1,  p et k qii'on trouvera ensuite. 11 

faudra écrire dans une table, toiis les nombres S et h qui se trouve- 

ront compris dans les limites assignées. Ensuite il faudra essayer 

pour k tous les  ombres qui ne donneront pas n k -F' f p plus grand, 

que le quadruple du plus grand coëfficient de l'éqiiation. Et dans 
n k 2 + a  tous les cas , on fera = Q. Après cela, on essayera pour 

I ,  toiis les nombres qui ne feront pas n l 'C Q pliis grand, que 

le quadruple du plus grand coëfficient de l'équation. Et il faudra 

- n  k 2 + 2 P  totijoiirs supposer que , --P--- 4 + n k Z = R. Enfin il faudra 
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successivement essayer pour m, tous les nombres qui ne feront pas 

o rn -C R plus grand que le quadruple du plus grand coëfficient de 

l'équation , et voir pour chaque cas si i'on a ,  s - Q1- p R + 
n P . = z H  et H + n k m = S ,  et si cet S est un des nombres 

précédemment mis pour S dans la table; et si de phs,  le nombre 

qui a été mis pour h dans la table, est égal aux trois quantités 
z R S - w  2 Q S + R 1 - r - m S n  et' pS+zQR-t-znlm . 

z m n  ' n n l  z n k  
S'il se 

trouve un cas oh toutes ces conditions soient remplies, au lieu de 

l'équation proposée, on écrira celle ci.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
x * + $ p x 3 + ~ x 2 + ~ x + ~ = ( k x 3 + l x z + m x + h )  (rn. 

E x E M P L E : soit proposée l'équation, x8 + 4 x 7  - x6 - 
zoxS + 5x4- 5 x 3 -  1ox2- I O X  - 5 = O ,  on aura, q -  fp' 

3- 1 - 4 = - 5 = a ,  r œ $ p a : = -  IO + 1 o = o = f 3 ,  

j-+P/3-iaZ=.j - % = = L -  4 - ?'y  t - f p r  - $ & F e -  
--L- 5 + +  x - $ ,  Y - : a . L - $ p z = -  I O - - = - = -  8 8 - 6 9  

W - l  , = - I O  = <, < - f 7 Z =  - - IZ. - - 3 4 '  5 6 4  - * = @* 

Ainsi 2 8, 2 E ,  2 1, 8 ,u sont respectivement, - 5 , - 9, - 20 

et - y. Ces, quantités ont pour diviseur commun, 5 , qui lui- 

même, étant divisé par '4 ,  laisse I pour reste, comme cela devait 

être A cause di1 coëfficient impair S. Ainsi, ayant trouvé lin diviseur 

commun n ou 5 qui me donne l'espérance de réduire l'équation, 

et ce divise~u étant impair, j'ajoute successivement A 4 ou à - 20,  

les nombres n ,  372, rjn, 7 n ,  972, etc., ou 5 ,  1 5 ,  2 5 ,  3 1 ,  

45,  etc., et il me vient, - 1 5 ,  O, 2 5 ,  60, 1 0 5 ,  E G O ,  227,  

300, 385, 480, 585, 700, 825, 960, 1105, 1260, 1425, 

1600, parmi lesquels, il ne se trouve que les seuls nombres, O ,  

2 5 ,  225 et 1600 qui soient des quarrés. C'est pourquoi , je prgnds 

F 2 
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la moitié de leurs racines O ,  f ,  9, 2 0 ,  je les écris dans une 

table, pour S; et j'écris dans la même table, poix h ,  /?, 
c'est-8-dire, I , 2 ,  z, 9, valeurs de h qui correspondent respecti- 

vement aux valeiirs O,  :, ';r , 20 de S. Mais si dans la formule ; 
S + nh, on écrit 2.0 pour S et 9 pour h, on aura 67 , nombre 

pliis grand que le quadruple du p!us grand coëfficient de l'équation. 

Je rejette donc 20  et 9 ,  et je porte seulement dans la table, les 

autres nombres, comme on le voit ici à côté. 

Les choses étant ainsi disposées, j'essaye pour k tous les nombres 

qui ne rendront pas la formide + p -C n k ou 2 zk J k plus grande 

que le quadruple du plus grand c&fficient de l'équation, qui est ici, 

~40. J'essaye donc les nombres - 8 , - 7, - 6, - (i , - 4, - 3 , - 2 , 
n k % + a  5 k z -  I 

- 1 ~ 0 ,  1, 2 ~ 3 ,  4 , 5 , 6 ,  7 ; e t  je fais, 011 =Q; 
et en mettant successivement polir k les valeurs posées plus haut; 

nous aiirons aussi respectivement pour Q les valeurs suivantes : 
3 1 5  - 7 1 1 f F 1 9  7 1 , , 120, q,  6 0 ,  y? 20 ,  7 ,  0, -;, 0, 7 ,  20, 7,  60,' 
- ' ,7' , I ZO. Or comme Q -i- n l  ne doit pas excéder 40, à plus forte 

raison, Q seul ne doit-il pas l'excéder; par conséquent il est ficile 

de voir qu'il faut rejeter, q, I 20, et 60 , ainsi que leurs 

nombres correspondans, - 8, - 7 , - 6 ,  - 5 , y , 6,  7 ; ainsi les 

seuls qu'il faut essayer polir k, sont - 4,  - 3 ,  - 2 ,  - I , O ,  I , 
2 ,  3 ,  4. Et ceux qu'il faut respectivement essayer pour Q sont ; 
7 5 - 1 5  F 1 1 7 1 +, O, 20, Essayons donc - I pour k, et P ?  2 0 7  7,  O , - -  

O pour -Q, et dans ce cas, il faudra encore essayer pour 1, tous les 

nombres qui rie rendront pas Q =!= n Z plus grand que 40, c'est-à-dire, 
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qu'il faudra essayer tous les nombres qui sont entre + I O  et - IO. 

Il fiudra aussi essayer respectivement pour R, tous les nombres 
z B - n p  k" $ n k l  ou - 5 - 5 1 ,  ou bien - 5 5 ,  - $ O ,  -45,-qo, 

4 

'357 -30 ,  - 2 5 9 - 2 0 ,  - 1 5 9  -10, - 5 ,  0 ,  5 9  I O ,  1 5 ,  2 0 7  25; 

30 3 5 , 40, 45 , parmi lesquels, les trois premiers et le dernier 

étant $us grands que 40, peuvent être négligés. Essayons encore 

- 2 pow I ,  et 5 pour R ; et dans ce cas, il faudra essayer pour 

m, tous les nombres qui ne rendront pas R & n m  on 5 i- 5 rn 

plus grand que 40 ; c'est-A-dire, qu'il faudra essayer les nombres 

qui sont entre + 7 et - g. Ensuite il faudra voir si, en faisant 

s- Q z - p R + n l z ,  c'est-à-dire, 5- to+ 20 ou 5 =  2H, il 

faudra voir, dis-je , si H-F- n k m ou 3 - g m = S ; ou bien, si 

3 f  1 1  parmi les nombres - 9, - 9, - $, - _;_, - _ y, - L 5 ' 7 - 
3 9  x) T >  

2 3 1  ., r, 9,  , 9 ,  9, 8;L, il ne s'en trouverait pas quelqu'un 

d'égal à quelqu'un des nombres O, &3,  & 1 qu'on a mis pour S 

dans la table. Ici il s'en rencontre quatre qui sont - 9 , - :, L , 9; 
qui répondent aux nombres =!= 5, -F- 5, -i- f ,  & qui ont été 

écrits pour h dans la table, selon que j'ai substitué 2, I , O, - x 

pour m. Mais si nous essayons - pour S et I pour m et & $ 
z R S - w  - pour h il viendra, - a ' + i 0  = - t ,  et ......... 

IO 

2 Q S + R ' - v - n m l  - - 2 5 + 1 0 - 5  - - 1 - ., et................ î n L  - 20 

p S + 2 Q R - t - a n l m  
i - 1 0 + 5 + 2 0  - 

î n k  - I O  
; ainsi comme dans 

tous les cas, il nous vient, - f pour A ,  j'en conclus, que tous les 

nombres sont bons; par conséquent, au lieu de l'équation proposée, 
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j'écrirai celle-ci, x++ $ p x 3  3. Q x a + R x + S =  ............ 
( k x 3 + l x z + m x + h ) ) / n ,  ou bien x4 + i x 3  + yx - 2; = 

- 
(- x3  - + x - 1 ) . Et en quarrant chaque membre de 

cette équation, il en naîtra l'équation même de huit dimensions que 

l'on s'était proposé de réduire. 

Si, après avoir essayé tous les nombres, les valeurs trouvées 

dans chaque cas, pour h ,  n'eussent pas été toutes égales entre 

elles, c'eût été une preuve -que l'équation proposée aurait été irré- 

ductible par l'extraction d'une racine sourde quarrée. 

Je passe ici quelques moyens d'abréviation qu'on aurait pu 

employer, parce que mon but était plutôt de faire voir la possibilité 

de pareilles rédiictions que d'en enseigner la pratique. Elles ne 

peuvent guère être d'aucun usage, vu leur grande difficulté, et le 

peu de cas où elles réussissent. Au reste on les appelle réductions 

par d'extraction des racines sourdes quurrées. 

On pourrait encore placer ici la réduction des équations par 

l'extraction des racines sourdes cubiques. Mais comme elles sont 

bien rarement utiles, je n'en ferai pas mention pour abréger. 

Il y a cependant quelques réductions connues des équations 

cubiques que le lecteur pourrait regretter de ne pas trouver ici. 

Soit proposée, par exemple, l'équation cubique x 3  + q x + r = O ,  

qui manque de second terme ( car nous avons vu précédemment 

que toute équation cubique peut être ramenée à cette forme ). 
Supposons que x = a + b , on aura, a3 + 3 a2b + 3 abz -+ b3 ( c'est- 

M i r e  ~ ~ ) + ~ x + r =  O; supposons encore, 3 a 2 b + 3 a b z + q x = ~ ,  

ce qui donne ( à  cause de 3aZb+3ab2=3abx),  3 a b x + q x = o 9  

Et il s'en suivra que a' + b3 + r = O,  De la pemière , je tire 
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3 

b = - L, et par conséquent, 63 = - L et en substituant 
3 a 2 . 7 ~ ~  J 

cette valeur de b3 dans la seconde équation , elle devient. . . . . 
Y' a3 -- a + r =  O; ON bien, C +  ra3 =A 

27 ' 
Et en résolvant 

cette équation selon la méthode de celles du second degré, on 

aura, a3 = - t r  I r / r $ .  Et en tirant la racine cubique, 

il viendra la valeur de a. Mais nous avons vu plus haut que 

b = - -  , et x 3 a + 6, donc a - 4 sera la racine de I'éqiia- 
3 a 3 

tion proposée. 

Par exemple, si l'on donne l'équation - Gy2 + Gy + 12  = o. 

Pour en Ôter le second terme , je ferai x + 2 =y, et il me viendra, 
3 

x3 + - G x + 8 = o ,  011 g = - 6 ,  r - 8 ,  f r D = ~ b , J - = -  
27 8 7 

a3 = - 4 z k I 8 ,  a - 9 - x ,  et x + z = y .  Donc on a ,  
3' 

Par cette méthode on trouve les racines de toutes les équations 

cubiques lorsque g est posiuf, ou lorsque q étant négatif, 2 n'est 
27 

pas plus grand que i r" , c'est-à-dire, lorsque deux racines de d'équation 

~ o n r  imporsibles ou imaginaires. Mais lorsque g est négatif, et que 2 
27 

est plus grand qiie 5 r', les racines x ou y de l'équation se pré- 

sentent alors sous une forme impossibIe , parce qiie la racine 

qiia&e I/ j rz - d- est une quantité imaginaire; et  cepndant c'est 
27 

alors que.Zes %ois racines sont réelCe$. Elles dépendent toutes les trois, 

et de la même manière, des coëfficiens q et r de l'équation; il 

semblerait donc qu'elles devraient être déterminées toutes les trois 
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par la niême loi qui en fait trouver une ; mais il est impossible dc 

Dans notre hypothèse, la valeur de x est représentée par a - 
3' ' 

or ce binome ne peut avoir qu'une seule valeur, tandis que x doit 

en avoir plusieurs, donc cette hypothèse est impossible ; elle ne 

l'est pas moins , en ce qu'elle suppose , a' + b3 = z!= r, et 

3 ab =& q. Or il n'est pas étonnant que d'une hypothèse impossible 

on ne puisse tirer aucune conclusion possible. 

Voici cependant un' autre moyen d'exprimer ces racines. Nous avons 

supposé que a3 + b3 + r = o. Si de cette équation nous retranchons 

. ...,........ a' + r ,  ou bien, i r  c (/ f r2 + -$ il restera. 

& 3 = L r -  ................. 
2 -t- I/ i. + 2. 27 Par conséquent. 

3 

ou bien, a - v -  $ 1  - /-, et... ... ............! 
b = ÿ - + r +  r / c + .  Et alors, h cause de x = n + b ,  

On peut azrssi obtenir k s  raùnes des équarions du quatrihme degré par 

& moyen des racines de l'équation cubique. 

Commencez par faire disparaître le second terme, et soit l'équation 

(") C'est-àdire, qu'il est impossible de les exprimer sous une forme finie j 

et qu'on ne peut avoir leur valeur approchée que par le moyen des séries. 

résultante j 
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tés~iltante , x4 + qx2 + r x  + s = o. Imaginez que cette- équation 

est le produit des deux équations du second degré, xZ + ex + f = O ,  

et xz - ex + g = O ,  ou que l'équation.. . . . . . . . . . . . . . , . . . . . 

x + fg O ,  est idmtiqoe avec l'équation - ez  

proposée. En les comparant terme terme, on aura, f + g - ez = q ,  

cg-ef-J,  et f g = s ,  Ainsi q + e z = f + g ,  t = g -  f,.... 

et en téduisant , e6 + 2 q e 4 + qZ { e - rZ o. Je fais y = ez , et - 45 
je substitue dans l'équation , ce qui la change en.. . . . . . . . . . 

+ qZ Y' + 2 qyz - 4s {> - rZ = O ,  équation cubique, dont on peut faire 

disparaître le second terme, et en t i ~ r  ensuite la racine, soit par 

la règle précédente, soit par une autre quelconqiie. Une fois cette 

racine obtenue, il faudra remonter aux opérations précédentes de 

q + e Z + f  q + e Z - +  
cette manière, e =s fy, z = g7 P = f, et 

ayant résolu les équations xz $- ex + f == 0, et xZ - ex  $- g = 0 ,  

on aura les quatre racines de l'équation x4 + q xz  + rx  + s - O, 
faut remarquer ici que si l'équation du ,quatrième degré a ses 

quatre racines réelles, il faut que l'équation cubique.. . . . . . . . 
y' + 2 qyz + 4z ( y - rz = o , ait aussi ses trois racines réelles ; or, - 4s 

Tome II, G 
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dans ce cas, nous avons vu, par la règle précédente, qu'elle ' ne 

peuvent pas être déterminées. (*). 
Si une iquation afictée de cinq ou d'un plus grand nombre de din~ensions; 

est convertie en une équation non-afictée, k s  termes moyens é k t  ôtés 

par un procédé quelconque , l'exprtssion des racines de cette équation sera 

toujours impossible, Corsqu'étant d'un degré impair elk a plus dune racine 

del&, oa qu'étant d'un degré pair, elle en a plus de deux ; à moins . 

que, &ns ce dernier cas, elle ne puisse être réduite par I'exrraction 

d'une racine sourde qmrrée, selon Ca méthode qui a éré enseignée ~récé- 

demrnent. (74). 

C'est Descartes qui a enseigné l'art de réduire les équations du 

quatrième degré, comme nous venons de le faire. Par exemple, 

si l'on propose l'équation dont nous avons déjà fait ci-devant la 

réduction, x+ - x3 - 5 X' + I 2 x - 6 - O ,  qu'on fasse disparaître 

le second terme en écrivant, v + 14 au lieu de x ,  et l'on aura, 

" 4 - 4 1 Y ' t _  7 r v  851 - 
8 8 256 

- o. Pour faire évanouir les fractions, 

on substituera +< au lieu de Y ,  et ii viendra, r4 - 86 f + 600 < - 
851-0. On a donc, - 8 6 = q ,  Goo= r ,  et - 851 =S. Ainsi, 

en substituant xes valeurs dans l'équation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
deviendra , - I 72y2 + 

108ooy - 3Goooo = o. Et en essayant tous les diviseurs du dernier 

terme, 1 , - r ,  2 , - 2 ,  3 , - 3 ,  4, -4 ,  $,-s, etainside 

(*) Il me semble que' la méthode de résoudre les équations du troisième et 

du quatrième degrés, n'est exposée nulle part avec plus d'ordre et de clarté que 

dans 1'Algèbre du C". Bossut. Le lecteur peut la consulter, et il y trouvera I'w 

plication de tout ce qui pourrait l'embarrasser ici. 
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suite, an trouveïii enfin que y = 100, résultat oii on serait par- 

venu bien plus promptement par la méthode que nous avons exposée 

ci-devant. ( "). 

Continuons la méthode de Descartes. Ayant trouvé y = 100, 

q + e z -  i 
on aura, r = ( /y= IO ;  et z , c'est - à - dire. . . . . . . . 

4 

- 8 6 f  100-60 q - k e z + $  
OU - 23 =f; et a 2 Y OU 37 =g. Ainsi, 

en substituant ces valeurs de e,  de f, et de g, dans les deux 

équations, 2 + ex + f = O , et x2 - ex + g = O; et en écrivant g 

pour x ,  elles deviendront, xZ$ I O < - 2 3  =O, et f- 10<+37=o, 

Remettant maintenant Y pour -, elles seront changées en. . . . . . 
4 

v Z + 2 f v - % = O ,  et v 2 - ~ ; Y + % = O .  Et .en remettant 

encore x - t  air lieu de Y ,  on aura enfin, x Z +  2x- z=o ,  

et xz - 3 x + 3 = O. Les quatre rackes de ces deux équations 
- . . 

sont, x  = - r f , et x = I t =!z W. Ces racines sont les 

mêmes que celles que nous avons trouvées au commencement de 

cet ouvrage, pour l'éqiiation proposée, x4 - x3  - 5 xZ + I ~x - 6 = O; 

et pour y parvenir alors, nous avons fait usage d'une nouvelle 

méthode de trouver les diviseurs, méthode pliis facile que celie que 

nous venons d'employer. 

(' ) Cette méth~de dont parle Newton, est celle qui a &te enseignée, tome 1, 
page 46 et suivantes, ou mieux encore, celle qu'il a donnée, tome II, page 26. 
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CONSTRUCTION DES 

JIJ s Q u' i c i j'ai enseigné les propriétés des équations , leurs 

transformations, leurs limites, et tons les moyens qu'on peut em- 

ployer pour les réduire. Je n'ai pas toujours démontré les méthodes 

dont j'ai fait usage, parce qu'elles m'ont parti assez faciles , et que 

leur démonstration aurait souvent entraîné beaucoup de longueurs. 

On sait maintenant quelle est la forme la plus commode qu'il faut 

donner aux racines des équations, il ne reste donc pliis qu'à enseigner 

l'art de les traduire en nombres ; et la plus grande difficulté est 

d'obtenir les deux ou trois premiers chiffres qui en donnent la valeut- 

approchée. Or c'est à quoi l'on parvient très-facilement en construi- 

sant l'éqiiation , soit géométriquement, soit mécaniquement (*). Je 

crois donc que le lecteur ne sera pas fâché de trouver ici quelqiles 

constructions de cette espèce. 

Les ~nc iens  , comme nous l'apprend Pappus , essayèrent d'abord 

de trouver la trissection de l'angle, et  deux moyennes proportion- 

nelles géométriques, par le moyen de la ligne droite et .du cercle, 

mais leurs efforts furent inutiles. Ils en vinrent ensuite A considérer 

beaucoup d'autres lignes, telles que la conchoïde , la cissoïde et les 

sections coniques, et par le moyen de quelques-unes de ces courbes, 

(*) On va voir bientôt pourquoi Newton ne considère Ia construction 

géométrique d'une équation, que comme un moyen d'obtenir, par approximation, 

la valeur numérique de ses racines. 
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ils résolurent ces deux problêmes. Enfin, après un mûr examen, ils 

regardèrent les sections coniques comme des lignes géométriques, et 

classèrent les problêmes sous trois genres : ils appelèrent Problêmes 

plans, ceux qui peiivent être résolus par des lignes qui naissent sur 

un plan, telles que la ligne droite et le cercle ; ProblPmes solides, ceux 

qui ne peuvent etre résolus que par des lignes engendrées dans un 

Solide, tel que le cône ; et enfin, Pro6le"mes iinéaircr, ceux dont la 

solution dépend de lignes plus composées. D'après cette distinction; 

tout problême solide, dont la solution ne peut s'obtenir que par da 

lignes différentes des sections coniques, ne doit pas être considéré 

comme prohlême géométrique, sur-tout si l'on n'admet au rang des 

lignes géométriques, que la drcrite , le cercle, et les sections coniques. 

Mais les modernes se sont mis plus an large ; ils ont regardé comme 

géométrique, toute ligne qiii pouvait être exprimée par une équation. 

Ils ont classé ces lignes en différens genres, d'après le nombre de 

dimensions de leurs équations, et ils ont posé pour loi : qu'il n'était 

pas permis de construire par une ligne d'lin genre quelconque, un 

problême qui peut l'être par celle d'un genre inférieur. 

Que dans l'étude des courbes, dans l'examen que l'on fah de leurs 

propriétés, l'on procède selon l'ordre des dimensions de leurs équa- 

tions, c'est une marche qui me paraît digne d'être approuvée ; cepen- 

dant on remarquera, que ce n'est pas 'l'équation, mais la description 

d'une courbe, qui la rend géométrique. Le cercle est une coiirbe 

géométrique, non parce qu'il peut être exprimé par une éqiiation; 

mais parce qu'il peut être décrit géométriquement. Le motif qui doit 

faire préférer une courbe à une autre, pour la construction d'un 

problême, n'est pas la simplicité de son équation., mais la facilité 

avec laqtieile on peut la décrire. Car l'équation de la parabole est 
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plus simple que celle du cercle; et cependant, toutes les fois qii'on 

le peut, on prdfèfe le cercle, parce que sa description est plils facile. 

Si l'on considihe le cercle et  les sections coniqiies sous le rapport- 

des dimensions de leurs équations, on les rangera dans le même 

ordre : ce qii'on ne fait pas cependant; car le cercle dans la cons- 

truction des problêmes, est mis au même rang que la ligne droite, 

à cause de la facilité de sa description ; de manière qu'on peut, 

sans pécher contre la règle, construire par le cercle, un problême 

qii'on aurait PLI également construire par la ligne droite. On y péche- 

rait, au contraire, si l'on construisait par les sections coniques, celui 

qui peut l'être par un cercle. Décidez-vous maintenant, et voyez si 

la loi des dimensions des équations doit être tellement observée, 

qu'on ne puisse faire d'exception en faveur du cercle, et alors 

rejetez comme inutile cette distinction des problêmes en plans et en 

sotides; ou bien dites si, màlgrê cette loi, on peut, dans les lignes 

des ordres supérieurs, en choisir quelqu'une de prdférence A celles 

du même ordre, et à cause de la facilité de sa description, la ranger, 

du'moin? pour la construction des problêmes , parmi celles d'un 

ordre inférieur. Lorsqu'on est maître de choisir entre plusieiirs cons- 

tructions également géométriques, il fzut toujours préférer la plus 

simple : cette règle n'admet point d'exception. Or, les expressions 

algébriques les plus simples, ne sont pas toujours les plus faciles il 
constrilire. La simplicité que l'on doit préférer, ne doit donc s'en- 

tendre que de la simplicité de description : c'est elle uniquement 

que considéraient les géomètres qui rangeaient le cercle dans la même 

classe que la ligne droite ; car les problêmes sont plus ou moins 

faciles à construire, selon que les lignes qui en donnent la solution, 

sont plus ou moins aisées à décrire, Ainsi il est répugnant d'aller 
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chercher les - Ioix de fa construction ailieurs qu'en elle-même. 11 

faudra donc nous accorder avec les anciens pour n'admettre comme 

lignes géométriques, que la droite, le cercle, et peut - être les sections 

coniqlus, ou bien les regarder toutes comme telles, en les rangeant selon 

l'ordre de sirnplicig de leur description. Si la trochoïde etait repie 

comme une ligne géométrique, on pourrait, par son moyen, partager 

Lin angle en raison donnée. Reprocheriez-vous donc à un géomètre, 

d'employer la trochoïde, pour couper un angle dans le rapport d'un 

nombre un autre, en prétendant que cette courbe ne pouvant 

être exprimée par une équation, il est obligé d'en employer une 

qui puisse l'être ? Ainsi donc s'il avait à partager un angle en rooor 

parties, il serait tenu, selon yous, à employer une courbe dont 

l'équation passerait le centième degré. Est-il un homme qui soit, je . 
ne dis pas en état de construire, mais seulement de romprendre ilne 

telle équation ? E t  pourriez-vous préférer une telle courbe, si elle 

pouvait exister, la trochoïde, ligne très-connue, et si facile A décrire 

par le mouvement d'une roue ou d'un cercle ? Au reste, je crois 

avoir fait toucher au doigt l'absurdité d'un tel systême. il faut 

donc, QU refuser $admettre la trochoïde dans la géométrie, ou la 

préférer dans la constr~iction des problêmes , à toute autre ligne 

d'une constriiction moins facile; et ce que je viens de dire de la 

trochoïde, doit s'entendre également de toute autre espèce de courbes. 

C'est pour cette raison que je préfère les trissections d'angles que 

nous ont laissées, Archimède dans ses lemmes, et Pappiis dans ses 

coliections, à toutes les autres méthodes qu'on a trouvées pour résoudre 

le même problême , puisque, je le répète , il faut exclure de la gé-O- 

métrie toutes les lignes , hors la droite et le cercle, ou les admettre 

toutes, selon le rang de simplicité de leur description, Or, excepté 
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le 'cercle, il n'est aucune courbe plus facile à décrire que la conchoïde. 

Une équation est, en général, l'expression d'un calcul arithmé- 

tique, oit l'on prononce que quelques quantités sont égales à d'autres. 

Une équation ne peut être géométrique qu'autant que les quantités 

qu'elle contient sont géométriques, telles que lignes, surfaces, solides, 

OU proportions. C'est par une innovation des modernes qu'on y a fàit 

entrer des multiplications, des divisions, et d'autres calculs de cette 

espèce; et cette innovation n'est point heureuse; .elle répugne aux 

premiers principes de la science. Car si l'on réfléchit bien aux cons- 

tructions des problêmes par la ligne droite et le cercle, telles que 

les ont imaginées les anciens géomètres, on verra facilement qu'ilç 

n'y ont eu recours qu'afin d'éviter, par le tracer facile de quelques 

' lignes! l'enniii des longs calculs. Il ne faut donc pas confondre ces deux 

sciences; les anciens en séparaient les limites avec tant de soin, que 

jamais ils ne se sont permis d'introduire des termes d'arithmétique 

dans la géométrie; et les modernes en les confondant, ont fait, dis- 

paraître la simplicit6 qui fait toute l'élégance de la géométrie. La sim- 

plicité arithmétique consiste A exprimer une question par l'équation la 

plus simple, et la simplicité géométrique, A résoudre une équation en 

menant les lignes les plus simples. On n'aura donc point de reproches 

A me faire, si, avec le plus grand des géomètres, Archimède , et 

les autres anciens, j'emploie la conchoïde pour construire les pro- 

blêmes solides. Au reste, s'il se trouvzit quelqu'un qui ne partageât 

pas mes sentimens à cet égard, qu'il se persuade bien qu'il s'agit ici, 

moins de constructions géométriques, que de constructions quel- 

conques, par lesquelles je cherche à approcher le plus près possible 

de la valeur des racines d'une équation. En conséquence, je vais 

commencer par un problême qui nous servira de lemme. 

Entrc 
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Entre deux droites données A B ,  A C ,  placer une droite 

B C Bune longueur donnée, de mani2re p'elle. pisse par 

un point donné P. 

(PL IX, Fig. iere). S 1 la droite B C tourne autour du point P 

comme pôle, et qu'une de ses extrémités C soit contrainte de glisser le 

long de AC, son autre extrémité B décrira la conchoïde des anciens , 
et rencontrera la droite A B  au point B. Joignez les points B et P, 

et la partie B C de cette droite sera la ligne qu'il fallait mener. On 

pourrait encore, par la même méthode, ,mener la lignè B C, si, ai1 

lieil de la ligne droite AC, on nous avait donné une coiirbe qiiel- 
conque. 

Si cette construction, par la conchoïde, paraissait peu élégante, 

on peut y employer une section conique. Pour cela, du point P,  

menez les droites P D  et PE de manière, qu'en rencontrant les 

lignes A D ,  A E ,  elles forment le parallélogramme E A D P , et des 

points C et D ,  abaissez sur A B  les perpendiculaires CI;, D G; 

menez aussi du point E sur A C  prolongée, la perpendiculaire EH; 

e t f a i s a n t A D = a ,  P D = b ,  B C = c ,  A G - d ,  A B = x  et 

A C l y ,  on aura, A D :  A G  : : A C : A F ,  d'oh A F d d y .  

On auraaussi,AB : A C  :: P D  : C D ,  ou bien x :  y :: b :  a - y ,  

d'oh l'on tire by = a x  - x y ,  équation qui appartient à l'liyper- 

bok. Ensuite < Par la 1 3 ~ .  prop. du 3'. liv. des Élémens) on a 
Tome II. H 
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z d Multipliez par -a- l'équation by = a x - x y  , et retranchez le 

z d ~ g  produit de l'équation cz = y 2  + x" - - , et il restera. . . . . . 
' z b d y  cZ- - = yZ + x2 - 2 d x ,  équation au cercle, lorsque x et 

y font entre eux des angles droits. Si voiis combinez donc i'hyper- 

bole avec le cercle, par le moyen de ces deux éqiiatiois, l'intersection 

des deux courbes donnera l'x et l'y, ou A B  et A C  qui détermi- 

neront la position de la droite BC. Et voici de quelle manière se 

fera la combinaison de ces deux lignes. 

Menez deux droites quelconques K L et K M  (PL IX, Fig. 2). 

Faites la première K L  = A D ,  et la seconde K M  = P D ; et que 

ces deux droites fassent entre elles un angle droit MK L; achevez 

le parallélogramme K L MN; prenez LN, M N  pour asymptotes , 
et faites passer par le point K ,  une hyperbole I K X .  

Sur K M  prolongée au-delà du point K ,  prenez K P = A G,  et 

K Q = B C, et sur K L prolongée ail-delà du point K,  prenez 

Y R =: A H, et R S - R Q; achevez le parallélogramme P K R T, 
et dn centre T avec un rayon égal A TS, décrivez im cercle, il 

coiipera l'hyperbole a u  point X; de ce point, abaissez sur RP la 

perpendiculaire XY, et la droite X Y  sera égale à A C ,  et K Y  

sera égale B A B. Ces deux lignes A C et A B  , ou seidement l'une 

d'entre elles, avec le point P, suffisent ponr déterminer la position 

cherchée de la droite BC. Je ne m'amuserai point A démontrer cette 

constniction , ni les diffirens changemens qu'elle peut subir, selon 

les differtns cas du problême. 

Voill donc la construction que j'offrirais à ceux qiii n'auraient pas 

goCité la première. Mais on sent bien qu'elle est trop compliquie 
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pour être.jamais d'aucun usage. Ce n'est donc qu'une piire spi- 

ciilation ; mais les spéculations géométGques n'ont d'élégance qu'au- . .  
tant qu'elles ont de simplicité; et de mérite, qu'A proportion de leur 

utilité. C'est poiirquoi je préfère la construction par la conchoïde , 
comme étant plus simple que l'autre, non moins géométrique et 

résolvant parfaitement le problême. Après avoir donné ce lemme, 

nous allons procéder à la construction géométrique des problêmes 

cubiques, et des problêmes du qe degré. Ces derniers peuvent se 

ramener à la construction des problêmes cubiques. 

( PI. IX, Fig. 3 , 4 et 5 ). Soit prop.osée l'équation cubique. . . . . 
x3  + q x  + r = O, dont & second terme manque, dont le coèficient drb 

troisitme est + ,q , e t  celui du quatrihe, + r. 

Tirez une droite qiielconque K A  que vous nommerez n. K A  

étant prolongée siiffisamment de part et d'autre du point K , prenez 

K B  = que vous porterez de K vers A ,  lorsque q sera positif, 

et  dii côté opposé , lorsq~i'il sera négatif. Partagez A B  en deux 

parties égales au point C , et .du point K comme centre, avec K C . 

comme rayon, décrivez le cercle CX, dans lequel vous inscrirez la 

droite C X = $ , prolongez cette droite de part .et d'autre ; tirez 

maintenant A X  que vous prolongerez aussi de part et d'autre. Enfin 

entre C X  et A X ,  ou le&s prolongemens, inscrivez la droite E Y  

d'une longlieur égale à C A ,  et qui, étant prolongée, passe par le 

point K, et X Y  sera une racine de l'équation. Parmi 'ces racines, 

celles qui , du point X, tendent vers C, sont positives, et celles 

qui vont dans le sens opposé, sont négatives; dans la s~~pposition 

pourtant que r est positif, car s'il était négatif, ce serait tout le 

contraire. 
H 2 
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Nous ferons la démonstrabon, des trois Lemmes suivans : 

LEM M E  Ier. On  a ,  X Y :  A K  :: C X : . K E .  En effet, menez 

A C X  la parallèle K  F ,  et à cause des triangles semblables A C X ,  

' A K F ,  et E X Y ,  E F K ,  vous aurez, AC : A K  :: C X :  K F ;  

et X Y  : Y E  ou AC :: K F  : K  E. D'oh il est facile de tirer la 

proportion X Y :  A K  :: C X  : K E ;  C .  Q. F .  D. 

L E M M E  II .  On a ,  X Y :  A K  :: C Y :  R K + K E .  Car en 

f omposant la dernière proportion du Lemme précédent, elle devient, 

X Y : A K : : X Y + C X o u  C Y : A K + K E .  C.Q.F.D. 

L E M M E  I I I .  On a aussi, K E - B K :  X Y : :  X Y : - A K .  

Car (par la i le .  prop. du deuxième livre des Éléhens ) on a ,  
a -a -2 

K Y - C K =  C Y - C Y X C X = L ' Y X Y X .  Donc K?- 

= C Y  x X Y ,  ce qui donne la proportion CY : K Y - 
C K : : K Y + C K : X Y .  Mais K Y - C K = K Y - E Y +  

C A - C K = K E - B K .  Et K Y + C K = K Y - E Y + c A +  

C K = K E + A K .  A i n s i o n  a , C Y : K E + A K : : K E -  

B K  : X Y .  Mais par le Lemme ze, on avait, C Y :  K E + A K  :: 
X Y  : A K ,  d'où il est facile de conclure que X Y  : K E - B li :: 
A K : X Y o i i K E - B K : X Y : : X Y : A K .  C.Q.F.D. (75). 

Après ces préliminaires, voici comment on démontrera le pro- 

blême. 

Dans le premier Lemme, nous avons eu, X Y  : A K  :: CX : K E ,  

ce qui donne, K E x X Y  =r A  K x CX. Dans le troisième , nous 

avons eu, K E  - B K  : X Y :: XY : A K ;  et en multipliant les 
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aeux termes du premier rapport de cette proportion par XY,  elle 

deviendra, K E x X Y - B K x X Y :  TF:: X Y :  A K .  Et si l'on 

substitue i la place de K E x X Y ,  sa valeur trouvée plus haut, la 

dernière proportion devient, A K  x C X  - B K  x X Y  : XT :: 
XY : A K .  Et en faisant le produit des extrêmes et celui des moyens, 

A ~ X C X - A K x B K  XXYSX?: Enfin, pour X Y ,  RK, BK, 

et C X ,  remettant kiirs valeurs analytiques, x, n ,  f , et. 5 ,  il 
viendra, r -  q x  a x3. C. Q. F. D. 

Quant aux variations des signes qui peuvent affecter les termes 

'de l'équation, selon leç différens cas du problême, je ne m'arrêterai 

pas à en faire la recherche. 

Soit proposée ma;ntenant l'équation, x3 f p xZ + r = O, 02 le troi- 

s i h e  terme manquk. Pour la construire, prenez une ligne quel- 

conque, que voiis appellerez n;  ptenez sur une autre ligne les deux 

longiieiirs A K = 4 , et K B - p ; portez ces deux lignes dans le 

même sens, si r et p ont les mêmes signes, et dans des sens 

opposés, s'ils ont des signes contraires. Partagez B A  en deiix parties 

égales en C, et du point K ,  comme centre, avec le rayon CK, 

décrivez un cercle, dans lequel vous inscrirez C X  égale à n ,  et que 

vous prolongerez de part et d'antre. Ensi~ite joignez les points A et K 
par une droite que vous prolongerez encore de part et d'autre. Enfin 

entre les lignes C X  et A X ,  'inscrivez E Y de même longueur que 

C A ,  de manière que cette ligne E Y étant prolongée, passe par le 

point K; alors K E  sera la racine de l'équation. Les racines sont 

p0Si~i~eS lorsque, par rapport au point X, le point Y tombe du côté 

de C, et elles so i t  négatives quand le point Y tombe de l'autre côté 
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de X, par rapport A C. Tout cela dans la supposition que r a le 

signe $. ; ce serait tout le congaire s'il avait le signe -. 
Les figures et les lemmes qui ont servi à construire i'équation 

x3 -+ q x + r = O ,  serviront également à celle-ci , et voici de quelle 

manière. 

Par le Lemme premier nous avons eu,  X Y  : AK :: .CX : K E ,  , 
ou bien , X Y  . K E = A K . CX; et par le Lemme troisième, 

K E  - B K  : X Y  :: X Y :  A K ,  ou en prenant KB dans un sens 

opposé, K E + K B : X Y : : XY : A K , qui 'deviendra, en multi- 

pliant les deux termes du premier rapport par K E ,  ( K  E + K B ) x 
K E  : X Y x  K E  :: X Y :  AK. Et en mettant, au lieu de X Y X  K E  

sa valeur, A K  x CX, trouvée plus haut, la proportion deviendra, 

( K E + K B ) x K E :  AK y C X : :  X Y :  A K ,  ou enfin, àcause 

des deux proportions qui  ont des rapports égaux.. . ,. . . . . . . . ., 
( K E  + K B )  x K E  : A K  x CX :: C X  : KE,  et en faisant le 

produit des extrêmes et celui des moyens , on a ,  + K B x 3 

R K X ~ ~ .  Et si l'on met, au lieu de K E ,  K B ,  A K ,  C X ,  leun 

valeurs analytiques respectives, on trouvera l'équation proposée, 

x3 + px2 = r. 

II s'agit maintenant de construire l'équation du troisihrne degrr', x3 + px2 4 
q x + r = O , qui a tous ses termes , et dont les racines ne sont ni toutes 

positives, ni toutes négatives. 

( PI. IX ,  Fig. 6 ). D'abord si le coëficient q est négatif, prenez 

sur une droite quelconque I B ,  deux lignes K A  = $, et K B = p ,  

et portez-les du même côté par rapport au point K,  si p et L 
9 

ont des signes difféi-ens ; et de côtés opposés du point K ,  si p et -L 
J 

o.nt les mêmes signes. Coupez A B  en deux parties égales au point C;  
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élevez d ce point C une- ligne C X ,  perpendiculairement à A B ,  et 

égale A la racine quarrée de q. Tirez maintenant les lignes A X  et 

CX, que vous prolongerez indéfinimentj et  inscrivez entre elles 

une droite E Y, égale A AC,  de manière que cette ligne inscrite 

étant prolongée, passe par le point K ,  et K E  sera la racine de 
1' " equation; racine positive si le point X tombe entre les points 

A et E, et négative si le point E tombe au-delà du point X du 

côté de A. 

Si le coëfficient q est positif, prenez sur la droite KB, deux 

lignes, rune KA = - -, et l'autre K B = , et portez- f-7 
les toutes deiix du même côté, par rapport au point K, si les quantités - 
/- ' et ont des signes différens ; et de côtés opposds, si elles 

P K A  

ont les mêmes signes. Divisez A B  en deux parties égales au point C, et  

par ce point, élevez sur A B  une perpendiculaire C X  égale au coëffi- 

cient p, et entre les lignes A X et C X  prolongées indéfiniment, ins- 

crivez une droite E Y égale ?I A C ,  et disposée de manière 

prolongée, elle passe par le point K, et X Y  sera la racine de l'éqiia- 

lion; racine qui sera négative, si le point X tombe entre les 

points A et E ,  et positive, si le point Y tombe du côté de C par 

rapport (I X. 

Démonsrrurion du premier cas OZ. q est négarzy 

Par le premier Lemme nous avoris eu,  K E : C X  :: AK : X Y ,  
et encomposant, :: K E + A K  ou K Y + K C :  C X + X Y o u C Y .  

-Z -2 t 

Mais dans le triangle rectangle KCY on a ,  C Y  = K Y  - K C = 
( K Y + K C ) x ( K Y - K C ); d'oh l'on tire la proportion, K Y+ 

K C :  CY :: CY: KY-SC. Mais nous avons vu plus haut, 
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au I i e i i d e C X ~ R K ,  nous aurons, R K X F É - A K X  KE x RB= 

X E  x X Y x  C X + K  EXZJ?. Et en divisant tout par X E ,  il viendra, 

A K x  K E - R K x R B  = X Y x C X f  z.?. Je multiplie tout par 

XF, et il me vient, A K x K E x X Y - A K x K B x X Y -  

F?x C X +  fi. Maintenant, dans le premier terme de cette 

équation, au lieu de K E  x XY, je remets C XX AK, et l'équation 
-2 -3 

devient, ~ ~ ~ 2 2 - A K X K B X X Y = C X X X Y + X Y ,  ou bien, 

F ~ + C X X  ~ + A K X K B X X Y - ~ ~ X C X = O .  Ensuite, 

substituant pour XY, CX, AK ,' et K B , leurs valeurs analytiques 

assignées plus haut, et qui sont respectivement s , p , f - $ 9  

q I/T, il viendra enfin , r3 + p xz + p x + r r; 0; équation 

proposée qu'il fallait constniie. 

Un cercle et une agne droite étant donnés de position; si vous itcceç 

entre cette ligne droite e t  le cercle une autre ligne droiio d'une gïandezrt 

donnée , avec la condition que cette dernikre étant passera par 

un point donné: yous aurer encore une nouvelle wanitre de résoudre ces 

proI-le"rnes. 

En e f i r  , soit propos& féquation da troisihe degré, x3 + qx + r = O ,  

qui manque de second terme : 

( PZ. 1 X ,  Fig. 7 ). Menez la ligne K A  volonté, et appelez- 

la n. Sur K A  prolongée de part et d'autre, prenez KB = +, 
que vous porterez de K vers A ,  lorsque q sera négatif, et au 

contraire de K vers Y, lorsque q sera positif. Partagez B A  en deux 

parties égales au point C, et du point A comme centre, avec un 

Tome II. 1 
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rayon AC, décrivez le cercle C X .  Inscrivez dans ce cercle une 

droite C X =  ., et par les points K ,  C et X, faites passer une 

circonférence de cercle KCXG. Joignez les points A et X par 

une droite, que vous prolongerez jiisqii'à ce qu'elle rencontre le 

cercle KCXG en fin point G, Enfin, entre ce dernier cercle et la 

droite K C  prolongée, inscrivez une ligne droite E Y, de même 
longueur que A C ,  et de manière qu'elle soit dirigée vers le point G. 

Maintenant, par le point E, où cette droite rencontre le cercle, 

menez la ligne EC; ce sera une des racines de l'équation. Toutes 

les racines qui tomberont dans le grand segment K G  C du cercle, 

seront positives ; toutes celles au contraire qui tomberont dans le 
petit segment KFC,  seront négatives. Toiit cela cependant, dans 

la supposition que r est négatif; car s'il était positif, ce serait 

tout le contraire, et les racines positives se trouveraient dans le 

petit segment, et les négatives dans le grand. 

Pour démontrer cette constri~ction, nous commencerons par dé- 

montrer les Lemmes siiivans. 

LEM M E  Ier .  En nom servant de du construction préct2ente, nous au- 

rons, C E :  K A : :  C E + C X :  A Y : :  C X : K Y .  

Car ayant mené la droite KG, on a ,  AC : AK :: C X :  KG, 

A cause des triangles semblables A CX, A KG. Les triangles E Y C, 

K G  Y sont aussi semblables, car ils ont un angle commun en Y; 

et de plus, l'angle YGK de l'iin, et l'angle E  CY de l'autre, ont 

chacun poiir mesure la moitié du même arc E K ,  donc ces deux 

angles sont encore égaux, et par conséquent les triangles sont sem- 

blables. Ainsi l'on a la proportion , CE : E Y : : K G : KY, oir 

bien, à cause de E Y = A C  (par const. ) C E :  AC :: K G  : K Y ,  
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ce qui donne, AC x K G = C E  x KY. Mais la proportion trouvée 

plus haut, A C :  A K  :: C X :  K G , ~ ~ ~ ~ ~ , A C X K G - A K X C X .  

Donc A K x C X =  CE x KY. D'oh l'on tire la proportion, C E  : 
A K  :: C X  : K Y ,  ou bien, en alternant, C E  : CX :: AK : K Y ,  

et encomposant, C E + C X :  C X : :  A K + K Y :  KY:: A Y :  K Y ;  

et en alternant encore cette dernière proportion, CE + C X  : A Y : : 
CX : KY. Et A cause de la proportion trouvée pIus haut, C E  : 
RK :: CX:  KY, on a ,  C E + C X : A Y : :  C X :  KY:: CE: AR.  

C. Q. F. D. 

L E M  M E  I I .  Ayant abaissé sur la ligne 6 Y Ca perpendiculaire C H ,  

on aura le recrang'le 2 H E  x E Y = CE x CX 

Car, en abaissant aussi sur la ligne A Y  la perpendiculaire GL,  

on aura les triangles rectangles E HC, G L K semblables, puisque, 

outre l'angle droit, l'angle en E de i'un, et l'angle en K de l'autre, 

ont chacun pour mesure la moitié de l'arc GXC. Donc ces triangles 

sont équiangles, et par conséquent on a la proportion, K G : KL :: 
E C : EH. Ensuite du point A j'abaisse sur K G  la perpendiculaire 

Ahl ,  et à cause des sécantes égales A K ,  A G, cette perpendicii- 

laire coupera K G  en deux parties égales au point M. Les deux 

triansles rectangles KAM, K G  L ayant un angle commun en K,  

sont semb!ables, et par conséquent on a la proportion, A K : KLM : : 
KG: KL. Or,  A K :  KM :: 2 A K  : 2KM ou KG. Donc, à cause 

des triangles semblablesACX,AKG, o n a ,  2 A K :  K G  :: Z A C :  

C X : :  2 E Y :  CX(parce  que A E = E Y ) .  Donc AK : KM :: 
2 A K : K G  :: 2 E Y : CX. Et à cause de la proportion A K : 
K M  : : K G : K L , il s'en suit qii'on a aussi la suivante, 2 E Y : 
C X  :: K G :  KL. Mais nous avions déjà, K G :  KL :: E C :  E Z  

I t  
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Donc 2 E  Y : C X  : : E  C : E N, et par conséquent, en faisant le 

produit des extrêmes et celui des moyens, on a ,  2 E Y X  E H =  

E C x C X .  C . Q . F . D .  

Nous avons regardé A K et A G  comme étant égales ; et en effet; 

le rectangle C A  x A K = le rectangle A X X  R G ( par le corollaire 

de  la 36'. prop, du le, liv. des Elém. ); d'où l'on tire la propor- 

tion CA : A X  :: AG : AK. Or ( par const.) A X a C A ,  donc 

'AG= AK. 

L E M M E I I  1. En gardant tourer &P constrtlctions précédentes, les trois 

Iipes B Y, C E ,  K A  , sont en contiraut.. 

Car on a ( par la lze. prop. du 2'. liv. des Elém. ) fi= ETC 
CE + 2 E Y x E B. Er en retranchant É? de chaque membre de 

cette éqiiation , elle deviendra, cJ? - Ë; = CE'-+ z E YX EH. 

Mais nous avons vu, par le Lemme second, que 2 E Y x E H  = 
E C x  CX. Ajo~itons à chaque membre de cette dernière équation Ci; 

et nous aurons, CE'+ I E Y  x E H =  CE -!- C E X C X .  Donc 
2 -2 

CI' - E Y = a' + CE x C X ,  qu'on peut décomposer ainsi ; 

( C Y + E Y ) ( C Y - E Y ) =  C E ( C E  + C X ) ;  d'oh I'on tire la 

C E  $- C X  : CY -k E Y :: C Y  - E Y : CE. Maintenant 

les trois lignes E Y, CA et Cl3 étant égales (par const. ) , il s'en suit 

qu'onaauss i ,CY+EY=CY+CA=AY;  et C Y - E Y = C Y -  

B C = B Y. gcrivons donc dans notre proportion , A Y au lieu de 

CY + E Y ,  et B Y au lieu de CY - E Y, et elle deviendra, 

CE $ CX : A Y :: B Y : CE, Mais, par le Lemme premier, on a, 
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C E + C X :  AY:: C E :  AK. D o n c C E :  A K  :: BY:  CE, OU, 

en intervertissant l'ordre, B Y : C E  :: CE : AK. Ces trois lignes 
sont donc en proportion coitinue, et c'est ce qu'ilfallait démonrrer. 

Enfin, à l'aide de ces Lemmes, voici comment nous démontrerons 

la construction du problême proposé. 
4 

Par le premier lemme, on a ,  C E  : A K  :: C X  : K Y ,  donc 

C E  x KY = A K x CX; et en divisant les deux membres de cette 
A K  x C X  équation par CE ,  elle devient, K Y  = C E  . Ajoutez B K  

à chaque membre, et vous aurez, BK + K Y  ou.. . . . . . . . . . . . 
B Y =  A K x  C X  f BK. Donc, par b h m e  troisikme, on a . . . .  

C E  
A K x C X  

C E  + B K  : CE :: C E  : A K. Et en faisant le produit des ex- 

 AT^ cx -a 

trêmes et celui des moyens, il vient, ce + A K x B K = C E ;  

et en multipliant encore chaque membre par C E ,  on a enfin, 
- 3 

A< % C X + R  K x BK X C E  = CE. Nous avons dit que la racine 

s de l'équatioi, était la ligne CE,  et comme noils avons falt , 
K R = n ,  K B = . ~ ,  et C X = ~  nZ 7 si nous mettons ces valeurs 

analytiques A la place des lignes qii'elles représentent, l'équation 

deviendra, r + q x = x 3 ,  ou bien x3 -qx - r  = O, équation 

qu'il fallait construire. Lorsque q et r sont négatifs, lcs lignes KA,  

K B doivent se porter du même cûté par rapport au point K, et 

la racine positive se trouve dans le plus grand segment C G K. 

Yoili donc un des cas de &a proposition qu'il fallaiz démontrer. 

Portez maifitenant K B  du côté opposé à celui oh voiis i'avez 

porté d'abord ; par -là, vous changez le signe de la valeur $, 
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ou,  ce qui revient ait msme, le signe de q ,  et la construction. de 

votre équation donnera , x3 + qx - r = o. Ce qui est un second 

cas. Dans ces deux cas, C X  , et la racine positive CE, tombent du 

même côté de AK. Si la ligne CX, et la racine négative., tombent 

encore du même côté de A K ,  après avoir changé le signe de C X, 

OU de $ , ou, ce qui est la même chose, le signe de r ,  vous 

aurex le troisi2me c a s ,  x3 + q x + r = O ,  dans lequel toutes les racines 

sont négatives. Et  en changeant de nouveau le signe de KB ou 

de +, ou de la seule quantité q , vous tomberez dans le quatrihe 

cas, x3 - q x + r = O. ' Le lecteur pourra s'exercer A rechercher les 

constructions pour tous ces cas, et à trouver leurs dbmonstrations, 

en suivant la marche de celle que nous avons donnée pour le pre- 

mier cas. Il nous a paru suffisant d'avoir démontré ce seul cas, et 

indiqué légèrement les autres, dont la démonstration se fera, en 

employant les mêmes termes, et en changeant seulement la situation 

de quelques lignes. 

Qu'il s'agisse maintenant de construire l'équation du. t r o i s h e  degd , 
x3 + p x2 f r = O ,  02 manque le troisième terme. 

Employez toujoiirs la même Figure, et prenez une ligne d'une 

longueur quelconque, que vous appellerez n;  sur cette ligne pro- 

longée indéfiniment de A vers Y, prenez K A  et K B ;  faites, 

K A  =L 
n2 

et K B = p ; portez ces lignes du même côté du point K, 

si les signes des termes p et r sont les mêmes, mais s'ils sont diffé- 

rens, portez ces lignes de côtés opposés. Partagez B A  en deux 

parties égales au point C, et du point A comme centre, avec un 

rayon AC,  décrivez le cercle CX. Inscrivez dans ce cercle une 

ligne C X  égale à la ligne n; joignez les points A et X par une 

droite que vous prolongerez jusqu'en G , de manière que A G = A K ,  
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et par les points K,  C, X, G,  faites passer une circonférence de 

cercle. Enfin, entre ce cercle et la droite K  C  prolongée de part et 

d'autre, inscrivez une droite E Y de même longueur que AC, et 

avec cette condition, que E Y étant prolongée, passera par le point G. 
Et la droite K Y sera une des racines de l'équation. Dans le cas 

de r positif, les racines qui tendront de K vers A,  seront positives. 

Mais si r est négatif, alors les racines positives tendront de K  vers 

le côté opposé à A. Il est bien évident, que, dans tous les cas , 
lorsque les racines positives tendent d'un côté de K y  les racines 

négatives tendent du côté opposé. 

Voici de quelle maniere on démontre la légitimité de cette cons- 

truction, par le moyen des trois derniers Lemmes, 

Par le troisième de ces Lemmes, nous avons VU que B Y ,  C E ,  KA sont 

en proportion continue, et  par Ce premier, que l'on a la proportion 

CE : A K  :: C X :  KY. Donc B Y :  C E  :: C X :  K Y .  Or, 

B Y = K Y - K B. On aura donc la proportion K  Y - K B : 
C E  :: CX : K Y ,  et (par la prop. I'~'. du liv. Ge. des &lém. ), 
on a ( K Y - . K B ) x K Y :  C E x K Y : : K Y - K B : C E .  E t a  

cause de la proportion CE : A K  :: CX : K Y ,  on a ,  CE X K Y=  
A K x C X .  Donc, en substituant dans la proportion précédente, 

A K x C X  à la place de CE x K Y, elle deviendra. . . . . . . . . . . . 
( K Y -  Ki?) x K Y . :  AK x C X  ;: K Y - B K  : CE, c'est& 

dire :: C X :  KY. Donc ( K Y - K B )  X K Y :  A K x C X : :  

C X  : K Y. Et en faisant le produit des extrêmes et celui des moyens, 
-3 

on aura, K Y  - K B x KI: = A K x Tg. Or, dans la construc- 

tion, nous avons regardé K Y ,  comme la racine de l'équation, et par 

conséquent, K Y  est x ,  K B  est p ,  K R est *, et CX est n. 
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Écrivons donc ces valeurs analytiques dans l'équation, au lieu des 

lignes qu'elles représentent, et elle deviendra, x3 - p xz  = r  , ou 

biet, x3 - p x z - r = . o .  

La construction qu'il s'agissait de démontrer, aurait pu être dé- 

composée en quatre cas, x3 - p x z -  r = O, x3 - p x Z  + r = O, 

1ç3 + p z Z  - r. = O, x3 + p z Z  + r  = O .  J'ai déjà démontré le premier 

cas; pour démontrer les autres, il suffit de changer la position des 

lignes. Car, de même que nous avons porté K A  et KB du même 

côté du point K ,  et que nous avons eu pour racine positive la 

ligne K Y  q ~ ~ i  tend d:i côté opposé, ce qui nous a donné l'éqsiation 

I T $ - K B X ~ = K A ~ F ~ ,  ou x3 - p d = r ;  de même, en 

portant K B  du côté opposé, et en raisonnant comme ci-dessus, 

nous aurons, F;+ K B X F ~ = K A X  =, ou x3  + p r z = r .  Et 

si, dans chacun de ces cas, on change seulement la position de la 

racine KY, en la prenant du côté opposé du point K, et en rai- 

sonnant toujo~irs comme nous avons fait, on arrivera aux deux 

autres cas, qui sont, K ~ + K B X K T ' = -  K A X ~ ,  ou x3  + 
-3 -2 

P Z = - r ,  et K Y - K B X K Y = - K R X C ~ ,  ou r3  = P ~ L = - r i  

VoilA tous les cas qu'il fallait démontrer, 

Soit proposé maintenant de construire l'équation cubique, x3 + 
q x  + r = O, qui a tozs ses tsrmes , à l'exception  eut-étre dg troisihe. 

Voici de quelle manière elle se construira. Prenez (P l .  IX,  Eg. 8). 

une Ligne arbitraire n; prenez GC Cgale à sa moitié, et par le 
- 

point G élever une perpendiculaire G D  3; Enfin si les 

termes p et r ont des signes différens, du point C, comme centre, . 
et 
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et de l'intervalle C D ,  décrivez une circonférence de cercle P B  E ; 
mais si p et r ont les mêmes signes, di1 point D, comme centre, 

et d'lin rayon égal à GC, décrivez un arc qui coupera G A  en H. 
( PZ. X ,  fige I ' ~ .  ). Ensuite du centre C, et &un rayon égal A G H ,  

dectivez une circonférence PBE. Faites G A  A - - -. 
P 

- Portez cette ligne G A ,  de G vers C , si la qiiantité - + - 
nP 

est positive ; mais si G A  est négative, vous la porterez du côté 

opposé. 11 faudra donc faire bien attention aux signes des coëfficiens 

p , q , r. Dans le premier cas , élevez une perpendiculaire R Y au 

point A; entre cette perpendiculaire et le cercle PBE, décrit pré- 

cédemment, inscrivez la ligne E Y égale eau coëfficient p , avec la 

condition que cette ligne étant qrolongée, passera par le point G. 

Prolongez-la en effet, et la ligne E G sera une des racines de 

i'équation qu'il fallait construire. Toutes les racines qui auront une 

position semblable, seront positives, si le point E tombe entre Y 

et G; elles seront négatives, si le point E tombe hors des points 

Y et G. Tout cela cependant ne doit s'entendre que pour le cas où 

on a + p  , car si l'on avait - p ,  il faudrait dire tout le contraire. 

Avant de faire la démonstration de cette construction, nous allons 

donner les Lemmes suivans. 

L E M M E  Ier. Si du E on abaisse szr AG kz perpendicu- 

Lire E F, et tire la droit6 E C , on a , ~6 + = Ët + 
2 G C x  GF. 

car ( par la prop. I ze. du ie. liv. des fiém. ) on a ,  Ë; = Ët + 
ct -i- 2 G CX CF. Ajoutons de part et d'autre z, et nous aurons, " + =*Ga+ 2 ~ i . 4 -  ~ G C X C F .  Mais ; G ~ + ~ G C X C F = . ~  
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t G C ( C C + C F ) ,  c'est-!-dire 2GCxGP.  Donc Ë;+GC=E~.+ 
2 G C x  ÇF. CC. Q. P. b. 

LEM M E  II. ( PI. 1 X , Fig, 8 ). Dans k premier cas de Ia cons- 

truction, lorsque le cerde P B E  passe par le point D ,  on a .  .'. . . . 
-2 EG-GD= Z G C X  GF. 

-2 -2 

Car, par IeLemmepremier, on a ,  EG+GC=Ë?+IGCXGF,  
-2  . - 2  -2 

et en retranchant de part et d'autre G C ,  le reste est, E G = E C - 
L l  -2 - 2  ,. -1 -1 

G C + ~ G C X G F . M ~ ~ ~  EC- G ~ e s t  la même chose que CD-GC,  

quantité égale à ci. Donc z& = GZ + 2 G CX G F. C. Q. F. D. 
n 

LEM M E Z 1 I. ( PZ. X , Fig. 1 ). Dans (e second cas de la cons- 
# 

rr~crisn, où Ce cer& P 3 E ne passe pas par lu point D , n w  avons, 

= + G - ~ = I G C X G F .  
-2 -2 

Car, par le Lemme premier, E G C G C - E ? + I G C X G F .  
Retranchez de part et d'autre Ëi, et le reste sera, Ë& + c'- 
E;= I G C ~  GF. Mais G C = D H ( p a r  con*.), et E C =  C P = G H .  

' - a  -a 
Donc GC- E C = F ~ -  C>=D-?. Donc F & + F ~ =  
2 G C x G F .  C . Q . F . D .  

L E M M E  IV. On a ,  Z C G X G F X G Y =  Z C G X  A G  x GE.  

Car, A cause des triangles semblables, GEF, G Y A  , on a, 

G  F : G E  : : A G  : G Y ,  c'est-Mire ( par la première -prop. du de. 

Ev. des Elém. ) :: 2 CG x AG : 2 CG x G Y .  Et en faisant le produit 

des extrêmes et celui des moyens, on airra , 2 G  C x G YX G F= 

a G C x A G x G E ,  C .  Q.F.D. 
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Enjîn, à l'&de de tous ces Lemmes, voici comment on démontrera la 

consmucion du problême, 

Pour le ~rcmier  cas. ( PI. 1 X , .F$* 8 ). On a ,  par le Lemme second, 
-9 

E G - =Y 2 6 C X G F. Et en multipliant les deus membre 

par GY, on aura, GY& - G Y X ~ ~ - Z G C X G F X G Y =  

( par ie Lemme quatrihm ) 2 G C x A G x G E ,  Maintenant , h 18 plac8 

....... ........... de G Y ,  mettez E G + E Y, et vous aurez. , 

( E G + E Y ) Ë ~ - F . ~ ( E G + E Y ) = ~ G C X A G X G E ,  ou 

bien, E~+EPXK$-EGXGZ-EYXGD<=~GCXRCXCE. 
-3  

-'- G D  
ou bien, & + E Y X E G -  2 C G X C A  { E G - G D X E Y = O ;  

Dans h second cas. ( PI. X , Fig. I ". ). On a , par le Lemme 

troisième, Ë6 + ~6 = t G C x G F ,  et en multipliant chacpq 

membre par GY, il vient, E ~ X  G Y+ ch x G Y= 2 CG xGFxC Y. 

Or,.parleLeinme quatrième, 2 C G X G F X G Y ; = ~ C G X A G X  GE. 

Donc ËÏx G Y + $ X G Y =  Z C G X A G X G E .  Et en mettant 

pour GYsavaleur G E + E Y , M ~ ~ I ~ ~ , Ë & + E Y ~ Ë ~ + F $ ~  

E G  + ~3 x E Y= ~ G C X A G X Z  G. Ou bien.. ............ 

Actuellement, nom avons appelé x la racine E G de l'équation, 

;et nous avons fait G D  = G, E Y = p ,  2 G C = n ,  e t . .  ... 
. 

G A  = - 4 f2 - 2 ; telles sont les qiiantités et leurs signes, pour 
ni' . . 

le premier cas, où p et r ont des signes différens. Mais pour le 
K z ' 
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second cas, oii l'on change le signe de p ou celui de r ,  on aura, 

G A = - L  ' Écrivons donc, au lieu .de E G , G D  , E Y, 
n + 7. 

2 GC et G A ,  leurs valeurs analytiques , qui sont respectivement, 

x ,  e,' p , n , et - -$ r 2 et le premier cas 'donnera, 
nP ' 

...... .... ~3 + p x Z + q ~  - r = o ;  et le second cas donne. 

x3 + P X *  x + r = o ,  qui se réduit à, x3 + p x 2 +  

q x  + r 5 o. Dans les deux cas, E G est donc la véritable longueiir 

de la racine x. C. Q. F. D. 

Chacun de ces deux cas est soiis-divis6 en plusieurs cas particii- 

liers; d'abord le premier en ceux - ci : x3 + + q x  - r = O , 
x ~ + ~ x ~ - ~ x  - r = o ,  x3  - p x Z + q x + r = o ,  x3-pxz- 

q x + r = o ,  ~ ' + ~ x ~ - r = o ,  et ~ ~ - ~ x + + r = o ;  et le 

second en ceux-ci : x 3 + p x 2 + q x + r = o ,  x 3 + p x Z - q x +  

r = o ,  +3 - + qx - r =  O ,  x 3  - p x z - q x - r = o ,  

x 3 + p x Z + r = o ,  et x3 -PX"- r=o .  Si l'on change, pour 

chacun de ces cas, la situation des lignes, le reste de la démonstration 

s'achèvera entitrement comme pour les cas que nous avons démontrés. 

V o i l  les principales constr~ictions que l'on peut donner des pro- 

blêmes, en inscrivant une ligne droite d'une longueur donnée, entre 

un cercle et une autre ligne droite donnés de position , avec la 
condition que la ligne droite inscrite étant prolongée, passera par 

un point donné. Or,  on trouvera toujoiirs le moyen d'inscrire cette 

droite en traçant la conchouie des anciens, et lui donnant pour pôle, 
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te point par lequel doit passer la droite inscrite Cette 

conchoïde alira pour asymptote la droite donnée de position, et pour 

interva& ( *) la longueur même de la ligne à inscrire ; car cette 

conchoïde coupera le cercle ai1 point E ,  par lequel il faudra faire 

passer la droite à inscrire. Dans la pratique, on pourra employer 

un moyen mécanique quelconque , pour placer la droite à inscrire, 

entre le cercle et la droite donnée de position. 

On remarquera que, daqs toutes ces constructions, on a pris la 

droite n indéterminée, et pouvant être prolongée de part et d'autre, 

à volonté, afin de la rendre propre aux différentes constructions 

,qu'exigent les différens cas du problême. Nous donnerons lin exemple 

de cela dans la recherche de deux moyennes proportionnelles conti- 

mes ,  ainsi que dans la trisection de l'angle. 

Il s'agt rie trouver entre a  e t  b deux moyennes proportr'onnelles x e t  y. 

Puisqzre les quantités a ,  x , y ,  b sont en proportion continue , on aura , 
a' : x z  :: x : b  (**), ainsi x 3  = a 2 b ,  ou x3 - a Z b =  O. Dans 

cette équation, les termes p et q manquent et r = - a" b. Ainsi 

nolis ferons usage de la première formule de construction, oii il 

s'agissait d'inscrire une ligne droite entre deux lignes données de 

position, avec la condition que cette droite serait dirigée vers un 

point donné. 

(+) L'intervalle, est la distance constante qu'il y a entre chaque point de la 

courbe et son asymptote, cette distance étant prise sur les lignes qui se dirigent 

du p d e  vers chaque point de  la courbe. 

(**) En effet, puisqu'on a ,  a : x : : x : y : : y : 6,  il s'en suit qu'on a 

aussi,  a2 :x'::yZ:6';  o r  x : y : : y :  6, d o n n e y 2 = 6 x .  Donc en subs- 

tituant à la place de  y' sa valeur b x ,  dans la proportion a' : x" : : y' : b' , 
clle deviendra, a' : t2 : : b x :  6' :: x : 6. 
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Ici la droite A inscrire (PI. X , Fig. L ) est E Y qiii est dirigée 

vers le point R, et le's deux lignes entre lesquelles elle doit être 
- @ = I I  inscrite Sont EX et C'Y. Je fais C'X- = -- ,, , et comme 

n est indéterminée, je la suppose égale à a, ce qui donne CX- - b ;  

et voici la construction qui en. résiilte. 

Je trace une droite K A  = a, que je divise en deux parties égales 

en C, et du point K comme centre, avec un rayon égal h C K ,  

je détris le cercle X C , dans lequel je place la droite CX = . b ,  et 

entre les droites X A et - C X  prolongées indéfiniment, je place 

E Y -  CA, de manière que E Y étant prolongée, puisse passer 

par le point. K; et les lignes KA,  XY,  K  E , CX seront en pro- 

portion continue (77)  , c'est - & - dire, que  XY et K E seront les 

deux moyennes proport;onnelles cherchées entre a et b. Cette cons- 

truction est bien connue. 

Dans une des autres formules de construction, lorsque la droite 

E Y doit être placée entre le cercle et une droite A K donnés de 

position (PI. IX, Fig, 7 ) ,  èt de plio, être dirigée vers le point 

donné G , on a ,  C X =  na * c'est-à-dire, dans le problêrne actuel, 
- az b = -. je fais donc comme _auparavant, n = a ,  ce qiii donne 
n= 

C X  = 6. Le reste s'achevera comme on va le voir. 

Je tire une droite K A = a ( PI. X , Fig. 3 ), je la divise en 

deux parties égales en C, et 'du point A comme centre avec le 

rayon A K ,  je décris un arc K  G ,  dans lequel j'inscris une corde 

K G = 2 6, inscription à laqiielle je parviens facilement en cons- 

truisant le triangle isocèle K A  G. EnsiUte par les points C, K ,  G, 

je fais passer une ciïconfirence de cercle, et entre cette circonfé- 

rence et la droite A K  prolongée, j'inscris la droite E Y = CR, de 
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manière que cette droite E Y soit dirigée ver8 le psbt  6, cela fait, 

on aura les quatre droites A K ,  E C ,  K Y, +KG er) proportion 
continue ; c'est-&-dire, qua k C et K Y  soit  les de~ix moyennes 

entre a et b. ( 78 ). 

Qu'il s'agisse maintenant de panager un an& en trois parties égales; 

et que t'angle soit A CE ( PI. X , Fig. 41, et soient de p h ,  

ks parties dans lespelh 2 doit être divisé, A CD ,. D C E ,  E CB. 
L 

DLI point C comme centre, et d'un rayon arbitraire soit tracée 

la circonférence A DE il, qui coupe respectivement les droites 

CA,  CD, C E ,  C B  aux points A ,  D ,  E, B. Tirez les droites 

A D , D E , E B , ainsi que A B qui coupera les droites CD, CE 

an; points F et X; mener ensuite par le point D et parallèlement 

2t CE la droite D G  qui rencontrera AB en G. A cause des 

triangles semblables C A P ,  A D  F, D F G ,  les lignes CA, AD, 

D F, F G  sont en proportion continue. Si l'on fait donc 4 Ç= a et 
3' X? A D  c x ,  on aura, D F E  -=-et PC = D'un apee côtd, 

59 Ou bien en faisant A B  == b ,  on aura, b =. 3 x - - 
a* ' ce qui 

donne, en réduisant, x3  - 3 a z x  + a' b = 9. Cette équation n'a 

point de second terme, ainsi p - O ,  et les q et t sont 

respectivement kgales à - 3 aZ et + aZ b. Ainsi, dans la première 

des formules de cunstructios, oii l'on avait, p = O ,  K A  = R, K B = -$ 

et C X  1 +, ces lignes se changeront pour le problême actuel en 

a' b K B = - G, et C X  = 7 ; et afin qu'elles deviennent les 
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simples possiile , je suppose que n = a ,  et de cette manière, 

K B = - 3 a ,  et CX = b. Voici comment se construira le pro- 

blême. 

Je trace une ligne K A  = a (PL X, Fig. 5 ) , et au-delà du 

point K ,  je la prolonge d'une quantité K B 3 3 a. Je divise B A  

en deux parties égales en C ,  et du point K comme centre, avec 

K C comme rayon, je décris Lin cercle dans lequel j'inscris la corde 

C X  - 6. Et ayant tiré la droite A X que je prolonge indéfini- 

ment, j'inscrii entre A X et C X  la droite E Y = A c  et je 

l'inscris de manière qu'elle soit dirigée vers le point K. C'est ainsi 

que j'obtiendrai X Y = x. De plus , -à cause des cercles égaux 

A D  E B, C X A ,  et des cordes égales A B ,  CX, et des parties 

égales B  H, X Y  de ces mêmes cordes, les angles A CB , CK X 

seront égaux, ainsi que les angles BCH, X K  Y. Par conséquent, 

l'angle X K  Y sera la troisième partie de l'angle CK X. On trou- 

vera donc le tiers X K  Y -d'lin angle quelconque C K X , si , en 

tirant la corde C X  de cet angle, et la corde A X  de son sup- 

plément, prolongées toutes deux indéfiniment, on inscrit une droite 

E Y égale au diamètre A C, de manière qu'eue soit dirigée vers le 

centre K  du cercle ( 7 9 ) .  

D'où il suit, que si, du centre K d'un cercle, on abaisse 

sur une corde CX la perpendiculaire KH,  I'angIe H K Y sera 

le tiers de l'angle HKX (*). Donc si un angle quelconque 

H K X est donné, qu'on abaisse d'un point quelconque X d'un 

(') Il est bien facile de voir que l'angle H K  Y = J H K  X.  Car- . * 
H K X  = : C K X ,  et Y K X  = + C K X .  Or H K Y = H K X -  Y K Y = I  

~ K X -  j C K X =  ;CK X = ; H ' K &  
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de ses côtés K X une perpendiculaire XH, sur l'autre côté K H ,  

qu'ensuite du point X on mène au côté K H, la XE, 
et qu'on inscrive entre cette parallèle et la ligne ,YH une droite 

E Y, double de K X, de manière qu'elle soit dirigée vers le 

point K , et l'angle HK Y sera le tiers de l'angle H K  X. Ou 
bien encore. . . . 

Soit l'angle donné A XK (PI. X, Fig. 6)  sur i'un de ses côtés, 

2 X par exemple, élevez une perpendiculaire XH, et d'un point 

quelconque K de l'autre côté K X menez une droite K E dont la 

partie E Y interceptée entre le côté A X prolongé et la perpendi- 

culaire XH,  Soit double de l'autre côté X K ;  et l'angle K E A  

sera le tiers de l'angle AXK.  Élevant ensuite irne autre perpen- 

diculaire EZ, et tirant la droite K F de manière que sa partie 

Z F interceptée entre E F et E Z , soit doiible de K E ,  l'angle 

K F R  sera le tiers de l'angle K E A. C'est ainsi qu'on pourra con- 

tinuer la trisection j~uquP l'infini. Cette méthode se trouve dans 

Pappus , livre 4 , prop. 3 2 (* ). 

Si vous & n e <  mieux, pour opérer la trisection de rangle, employer ce& 

des formules de construction, 02 ton  inscrit une droite entre la circonfirence 

d'un cerclc et une autre droite don& de position ( P l .  1 X , Fig. 7) ; alors 

voua aurez encore, X B = f , et C X  = 5, quantites qui 

a' b deviennent dans le problême actuel, R B = q, et CX = 7- 
~ p~ 

( * )  Cette construction est absolument la même que la précedente; car, s i ,  

an lieu de l'angle A X K  , on prend son égal X K  H,  il est évident, d'après 

ce qui vient d'être démontré, que Y K H  est le tiers de XKH; dons, etc. 

Tome 11. L 
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Et en faisant n = a ,  on aiira, K B = - 3 a  et C X = r 6 .  De-13 

résulte la construction suivante.. . . . . . . . . 

Lemme H'ArchimEde. 

D'un point quelconque K ( PI. X , Zig. 7 ), soient menées du  

même &té, par rapport au point K ,  deux droites K A  = a ,  et 

K B = 3 a. Partagez A B en deux parties égales en C , et du point A ,  

comme centre, avec un rayon AC,  décrivez une circonférence dans 

laquelle vous placerez la corde C X = b ; ensuite unissez les points, 

A et X par une droite que voiis prolongerez jusqu'à ce qu'elle 

rencontre de nouveau la circonférence en G; et entre la droite 

K C prolongée indéfiniment, et la circonférence, inscrivez une droite. 

E Y = A C, et dirigée de manière qu'étant prolongée, elle passe 

par le point G ;  et ayant mené la ligne E C, elle 'sera la racine 

cherchée x ,  ou la corde qui soutendra le tiers de l'angle donné. 

Cette construction nous rendra la formule rapportée plus haut. (80). 

Mais voici encore une manière de la simplifier. A cause des deux 

cercles égaux AD E B , K X G , et de leurs cordes égales C X et 

AB,  les angles CA X ou KA G , et A CB sont égaux, ainsi CE 

est la soutendante du tiers de l'angle KAG. Par conséquent un 

angle qixelconque K A  G étant donné, pour trouver sa troisième 

partie C A E ,  inscrivez entre le cercle K G  C et le cYté de l'angle KA 

prolongé indéfiniment, m e  droite E Y égale au rayon AG du cercle 

et dirigée vers le point G. C'est ainsi qu'Archimède a enseigné à 

couper un angle en trois parties égales. On aurait pu expliquer 

toutes ces constructions d'une manière plus simple qu'on ne l'a fait 
. . 
ici; mais j'ai YOLI~LL faire voir comment on pouvait déduire les 
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constructions particulières des problêmes, des constructions générales 

qui ont été exposées plus haut. 

On pourrait ajouter ici beaucoup de constructions A celles que 

nous avons déjA données. Par exemple, si vous voulez trouver deux 

moyennes proportionnelles géométriques entre a et 6, tracez une 

droite A K = b ( Pl.  X , Fig. 8 ), et élevez-lui une perpendiculaire 

AB =: a; coupez A K  en deux parties égales en I ;  portez de A 

en H m e  ligne égale à la distance BI ;  portez sur AB prolongée 

m e  ligne A C  égale à la distance BH; ensuite sur AK prolongée 

au-delà du point A ,  prenez une longueur arbitraire A D  que vous 

porterez aussi de D en E. Maintenant des points D et E, comme 

centres, et des intervalles D B, E C ,  comme rayons, décrivez les 

deux circonférences B P, CG ; placez entre ces deux circonférences 

la droite FG s A I ,  de manière que F G  soit dirigée vers le 

point A; et A F  sera la première des deux moyennes proportion- 

nelles. (8 1). 

Les anciens ont montré qu'on pouvait obtenir deux moyennes 

proportionnelleç par la construction d'une cissoïde ; mais personne 

que je sache n'avait indiqué jusqu'ici un moyen mécanique assez 

simple de décrire cette courbe; le voici. 

( PZ. X, Fig. 9 ). Soit AG le diamètre, et F le centre du cercle 
O 

auquel appartiendra la cissoïde. Par le point F élevez sur le diamètre 

une perpendiculaire F D  que vous prolongerez indéfiniment. Pro- 

longez F G jusqu'au point P, de manière que F P  soit égale au 

diamètre. Faites mouvoir l'équerre P E D , de sorte que son côté E P 

passe toujours par le point P, et que i'autre côté E D ,  égal au 

diamètre A G ou FP , ait toiijours son extrémité D sur la ligne FD, 

et ne puisse se mouvoir qu'en glissant sur elle, Dans le mouvement 
L 2 
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de cette équerre, le point C, milieu du côté E D ,  décrira iine 

cissoïde G C K , comme je l'ai démontré ci-devant ( voyez le 34" des 

prob. géom, ). S'il est donc question de trouver entre a et b deux 

moyennes proportionnelles, prenez A M  == a ,  élevez au point M 

une perpendiculaire M N  = 6 ,  joignez les points A et N , f&tes 

mouvoir. selon la loi prescrite , l'équerre P E D , jusqii'A ce que son 

point C soit parvenu dans la ligne AN; alors en abaissant du point 

C une perpendiculaire CB sur A P , et faisant t : B H  : : u : B G : : 
M N :  B C ,  vous aiirez, à cause des lignes, A B ,  BH, B G ,  BC,  

qui sont en proportion continue, vous aurez aussi , dis je , a ,  

t , U ,  b en proportion continue. 

On peut encore se servir de l'équerre pour construire d'autres 

problêmes solides. Par exemple, soit proposée l'équation cubique , 
x3 r4 p xZ + q x - r = O,  dans laquelle on suppose que q est toiijours 

positif, r toujours négatif, et p positif ou négatif. Faites A G = $; 
partagez A G  en deux parties égales au point F, et prenez F R  = 
G L =  t p ;  portez F R  de F vers A ,  et G L  de G vers A, si vous 

avez f P ' ,  mais si vous avez - p ,  vous porterez ces deux lignes 

vers P; élevez au point F la perpendiculaire P D ,  et sur cette per- 

pendicuiaire prenez F Q  = élevez encore au point Q là per- 
pendiculaire Q C; prenez su@a jambe E D  de l'équerre les parties 

E D et E C,  respectivement égales A A G et à A R ,  ensuite appli- 

quez l'équerre sur la figure de manière que Ie point D touche Ia 

droite F D, et le point C la droite QC; alors si vous achever le 

parallélogramme B Q , la droite B L sera la valeur de x. 

Jusqu'ici je n'ai employé , pour construire les problêmes solides, 

que des moyens mécaniques d'une pratique facile et expéditive. 
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C'est Gnsi que les anciens ayant déterminé, par composition, les 

lieux des problêmes solides, ont bientôt senti que de telles cons- 

tructions resteraient inutiles, à cause de la difficulté de décrire les 

sections coniques ; c'est ce qui les a engagés à en rechercher de pliis 

faciles, ou par la conchoïde, ou par la cissoïde, ou en tendant des 

fils, ou enfin par quelques autres moyens mécaniques, préférant, 

comme nous l'apprend Pappus , m e  construction mécanique, mais 

d'une exécution aisée, à une autre géomémque ; à la vérité, mais 

bonne uniquement en spéculation. C'est pour cette raison que le 

grand Archimède, négligeant la méthode trouvée par les géomètres 

ses prédécesseurs, d'opérer la trisection d'un angle par les sections 

coniques, enseigna dans ses lemmes un nouveau moyen d'exécuter 

ce problême ; c'est celui que nous .avons fait connaître ci-devant. 
O 

Si les anciens, tout en regardant certaines courbes comme méca- 

niques, les ont cependant préférées pour la construction des pro- 

blêmes, il me semble qu'il y a encore bien plus de raisons de les 

préférer pour cet usage, aujourd'hui que la plupart des géomètres 

les regardent comme tout aussi géométriques que les sections coniques 

elles-mêmes. 

Au reste, je ne partage pas leur opinion à cet égard. Leur règle; 

qui est d'admettre pour la constniction des problêmes toutes les 

espèces de lignes, selon le rang des dimensions de leurs équations, 

me paraît arbitraire, et sans aucune base solide en géométrie. Je 

dis plus même, c'est qu'elle est fausse; car, selon cette règle, le 

cercle serait du même ordre que les sections coniques, et cependant 

on s'accorde généralement à le ranger avec la ligne droite; et la 

certitude de cette règle une fois ébranlée, que devient celle d'ad- 

mettre dans la géométrie toutes les lignes, selon l'ordre de l e m  
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dimensions ? N'est-elle pas sapée par les fondemens ? Quant A moi , 
je crois qu'on ne doit admettre parmi les lignes planes que la droite 

et le cercle, à moins qu'on n'imagine auparavant un nouveau moyen 

de distinguer les lignes, tel que la droite et le cercle réunis par un 

caractère commun, soient distingués de toutes les antres. Et  dans' 

cette supposition même, le nombre des @ries planes ne pourrait 

être augmenté. En effet, toute ligne qu'on peut tracer sur un plan 

est réellement plane, et tout problême qu'on peut construire par 

une teiie ligne est un problême plan. Supposons donc qu'on admette 

dans la géométrie plane les sections coniques, et d'autres courbes 

de dimensions plus élevées, il en résultera que les problêmes solides 

et d'autres même d'un ordre supérieur qui pourront être construits - 
par ces courbes, deviendront des prohlêmes plans ; donc les pro- 

blêmes plans, les problêmes solides, etc. seront to& du même ordre, 

puisqdiis seront tous construits par des courbes planes. La ligne 

droite est analytiquement plus simple que le cercle; mais malgré 

eette différence, les problêmes que l'on construit par l'une, sont du 

même ordre que ceux que l'on construit par l'autre. Par une seule 

demande dé cette nouvelle méthode de diviser les lignes, la droite 

et le cercle sont ramenés au même ordre ; l'ellipse s'y plqce encore 

plus facilement, puisqu'elle diffère moins du cercle que le cercle de 

la ligne droite; ainsi, en demandant que l'eliipse soit décrite sur un 

plan, elle est, par l'effet de cette seule demande, ramenée au même 

ordre que le cercle. Supposons que quelqu'un, en examinant les 

propriétés d'une ellipse, soit conduit à un problême solide, et qu'il 

lui soit possible de construire ce problême à l'aide de cette même 

ellipse et d'un cercle, ne paraîtrait-il pas raisonnable de regarder 

ce problême comme plan, puisqu'on suppose que dé$ l'ellipse est 
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tracée sur un plan, et qu'il ne s'agit plus, pour achever la cons- 

truction, que de tracer un cercle ? Par la même raison ,ne paraîtrait-il 

pas très-légitime de construire des problêmes plans par le moyen de 

l'ellipse déjA tracée ? Par exemple ( PL. X I ,  Fig. I ' ~ .  ) si cette 

ellipse est A D  F G  , et qu'on demande son centre O, je tracerai les 

deux parallèles A B ,  C D ,  qui rencontreront l'ellipse aux points 

A, B , C ,  D ;  je mènerai ensuite deux autres paraildes E F, G H, 

qui rencontreront l'ellipse aux points E ,  F, G, H ;  je couperai 

chacune de ces parallèles en deux parties égales aux points 1, K, 

L, M; j'unirai les points I et K ,  L et M par des droites que je 

prolongerai jiisqu'à leur point de rencontre en O; et cette cons- 

truction d'un problême plan par l'ellipse ne serait-elle pas très- 

légitime? Peu importerait que cette courbe soit exprimée analyti- 

quement par une équation de de~ur dimensions, ou qu'elle soit 

engendrée par la section d'un solide : la seule supposition qu'elle est 

déji tracée sur un plan, suffirait pour rendre plans tous les problêmes 

solides que l'on construirait par son moyen; et réciproquement elle 

serait très-bien employée à construire tous les problêmes plans, car 

la demande n'est-elle pas réciproque (*)? Or ce qui peut se faire 

en vertu d'une demande, doit être regardé comme fait et accordé. 

La demande sera donc : qu'une ellipse soit décrite sur un plan, et 

dès lors tous ks problêmes qui seront construits par le moyen de 

(+)  Dans cette méthode que suppose Newton, de diviser les courbes, la 

première demmdc est que tout problême construit par une courbe tracée sur un 

p h ,  soit regardé comme plan; et la seconde dcmandc, ou plutôt la demandé 

réciproque est, que tout problême plan puisse être construit par une courbe 

(iuelconque tracée sur un plan. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cette ellipse, seront rangés parmi les problêmes plans ; et récipro- 

quement tous les problêmes plans pourront être construits par cette 

ellipse. 

De tout ce qui précède, il faut nécessairement conclure ou que 

l'on doit confondre ensemble et ranger dans la même classe les 

problêmes plans et les problêmes solides, ou rejeter de la géométrie 

toutes les lignes, hors la droite et le cercle, et peut-être quelque 

autre encore qui, dans certains cas, pourrait servir à la construction 

de quelque problême. Maintenant peut-on supposer qu'il se trouve 

Lin géomètre qui veuille confondre tous les genres de problêmes ? 

Non, sans doute. Eh bien donc, il faut rejeter de la géométrie 

plane les sections coniques, ainsi que toutes les autres espèces de 

lignes, excepté la droite, le cercle, et ceiies qui pourraient être 

données dans quelques cas particdiers. Ainsi cette pratique, si com- 

mune parmi les géomètres modernes, de décrire les sections coniques 

sur un plan, est entièrement contraire A l'esprit de la géométrie. 

Je ne   ré tends pas pourtant qu'on doive exclure de la géométrie 

les sections du cône; je dis seulement qu'on ne dait pas les décrire 

sur un plan, parce qii'elles n'y sont pas engendrées géométriquement. 

Elles naissent de l'intersection d'un solide géométrique avec un plan, 

Or, le cône se construit géométriquement, et sa section par un 

plan est une opération très-géométrique. Ainsi le segment'du cône 

est une figure géométrique, qui tient dans la géométrie solide le 

même rang que le segment du cercle dans la géométrie 'plane; et 

par conséquent la base de ce segment du cône, qu'on appelle section 

conique, est une véritable figure de géométrie. Par conséquent une 

section conique n'est admise dans la géométrie que parce qu'elle 

est la surface d'un solide géométrique ; et comme le seul moyen 

géométrique 
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géométrique d'obtenir ces courbes est de couper un solide, les 

anciens ne les ont jamais admises que dans la géométrie solide. On 

sent bien qu'une telle génération des sections coniques devient si 

difficile, qu'elle ne peut être d'aucune utilité pour la pratiqlle; et 

cependant le principal but de la géométrie est de faciliter les md- 

thodes de pratique. Aussi les anciens ont-ils eu recours A différentes 

courbes mécaniques décrites sur un plan, et c'est à leur exemple 

que j'ai construit les problêmes précédens. Ces constructions sont 

mécaniques, dira-t-on; je le sais. Mais la méthode moderne de 

construire par le moyen des sections coniques décrites sur un plan, 

n'est-elle pas aussi mécanique ? Et si l'on veut que les constructions 

par les sections coniques soient géométriques, pourquoi donc ne le 

seraient pas également celles que l'on ferait par toute autre figure? 

Les unes et les autres ne sont-elles pas de l'ordre des problêmes 

plans? Je ne vois aucune raison de préférer les sections coniques 

aux autres figures, à moins que ce ne soit parce que les premières 

sont engendrées par les sections du cône; mais cette propriété est 

bien inutile poiir la pratique. ALI reste, poiir ne pas omettre tout- 

à-fait les constructions par les sections coniques, je vais en donner 

ici quelques exemples, où je n'oublierai pas même d'indiquer des 

moyens très-propres à en faciliter l'usage. 

De toutes les sections coniques, la plus simple est l'ellipse. Elle 

est aussi la plus connue, et celle qui a le plus d'affinité avec le 

cercle, enfin celle qui peiit être le plus facilement décrite sur un 

plan. Cependant la plupart des géomètres lui préfèrent la parabole; 

parce que l'équation de celle-ci est plus simple. Mais par la même 

raison ils devraient donc aussi préférer la parabole au cercle, et 

c'est ce qu'ils ne font pas. Rien n'est donc plus dénué de fondement 

Tome II. M 
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que cette classification des courbes selon la simplicité de leurs éqtia- 

tions, et les géomètres modernes y ont trop d'égard, La simplicité 

des équations n'est qu'une simplicité analytique q ~ i i  n'a rien de- 

commun avec la composition. Les loix de celles-ci sont entièrement 

indépendantes de l'analyse : cette dernière nous mène comme par 

la main A la composition; mais il n'y a d e  vraie composition qu'à 

l'instant oh l'analyse a entièrement disparu, tant qu'il en reste la 

hoindre trace, vo~is  n'avez point encore de véritable composition, 

La simplicité des figures dépend et de fa simplicité de leur descrip- 

tion, et des idées qu'elles expriment. Une figure n'est point iine 

équation; c'est une peinture soit géométrique, soit mécanique, par 

laquelle on exprime ses idées pour les rendre faciles à concevoir, 

Nous donnerons donc le premier radg à l'ellipse, et nous enseigne 

rons de quelle manière on pew construire les équations par son 
\ 

moyen. 

Soit poposée l'équation du trois2nze degré, xf - p x z  - 
qx - r = O, 02 &s quancités p , q , r sont les coe@iens connus des 

termes de ,Pe'parion, et pezrvent être indifiremmmt ou dgatiJS, e t  

~li Pun des deux termes p , q , et même tous les d u x  peuvent manquer, ou 

bien, ce qui est la même chose, être égaux ri {éro, La seule con~triiction 

suivante pourra servir de formule pour construire toutes les équations 

cubiqiies. 

( PL XI, Fig. 2 1.. Stir ilne droite donnée quelconque , portez 

d'un même côté, à partir du point B,  les droites B C et B E  , ainsi 

que B D  moyenne proportionnelle entre B C et BE. Appelez B C, n; 

et faites B A  c +, que vous porterez vers C, si q est positif, eri 

du c6té opposé, s'il est négatif, Elevez au point A une perpendir 
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rulaire AI;  prenez. sur cette perpendiculaire, AI;= p, F G  = A F, 

FI = +, et enfin fiites la proportion, B E  : B C : : FI : FH, 

et vous porterez FH de F en H. Les deux lignes FR et FI doivent 

se porter du même côté du point F, c'est-à-dire toutes les deux 

vers G, si p et r ont les mêmes signes, et toutes les deux vers A ,  

s'ils ont des signes différkns. Achevez les parallélogrammes ZA CX 

et HA E L , et du point K , comme centre, avec K G  pour rayon, 

décrivez un cercle. Prenez sur la droite HL, d'un côté ou de l'autre 

du point H, une ligne H R  \que vous déterminerez de longueur par 

cette proportion, '23 E : B D :: HL : H R ;  par les points G et R, 

tirez la droite GR ji~squ'à ce qu'elle rencontre en c&elque point S la 

perpendiculaire EL; ensuite faites mouvoir la ligne GRS de manière 

que son point R glisse toujours sur la droite HL, et son point S sur la 
1 

droite EL; par ce mouvement, le point G décrira une ellipse qui cou- 

pera le cercle, comme on peut le voir lorsque la ligne G R S  est arrivée 

dans la position yp  Maintenant, si du point 7 on abaisse sur A E la 

perpendiculaire yX, la moitié de cette perpendiculaire sera une des 

racines de l'équation. Et l'extrémité G ou .r de la règle GRS ou 
?PO,  pourra rencontrer le cercle en autant de points qu'il y a de 

racines réelles dans l'équation. Toutes celles des racines qui seront 

situées, par rapport à A E ,  du même côté que PI comptée du 

point P, seront positives, et toutes celles qui seront situées, par 

rapport à A E ,  dans un sens contraire à PZ, seront négatives. 

Tout cela cependant dans la supposition que l'on a - r; car si l'on 

avait 4- r, cg serait tout le contraire. 

Cette constriiction se démontre avec le secours des Lemnaes 
suivans. 

M 2 
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L E M M E 1''. Tout étant supposé comme dans la construction 

-2 

précédente, on a ,  2 R C x  A X -  A X  = PZ- z A I x 7 X +  

Z A G X  FI. 

Car on a ,  par h propriété du triangle rectangle, K; - ~ 2 -  
-a 

( X r - C K ) ' ,  ou bien, K y - ~ 2 = ( X r - d I ) f .  Mais..: 
2 -2 -a 
K?=GI+RC,  et ~ ~ = ( R x - A c ) ' = T ~ - ~ R x ~ R c + ~ ~ .  

Donc K* - Fz= ci - = + 2 A X  x A? C. Et par conséquent; 

( x ~ - R I ) ~ = G ~ - A ~ +  IACXRX,  ou bien, X J - ~ X ~ ~  

R 1 + Ai = - x2 + 2 d C x A X. Retranchons de part et 

d'autre ci, et il restera, 2 Z - 2 ~ ~  X R I + ~ ~ - ~ ~ =  ~ R C X  

A X -  A ~ .  Or (par la 4e. prop. du ze. liv. des Elém.) on a; 

Donc zi- ~ ~ - ~ A G X P I .  Donc enfin ~RCXAX-z= 
-2 

X Y - z X r x A I f  2 A G x F I .  C.Q.F.D. 

L E M M E 1 1. Tout étant supposé comme dans h consnuction précédente; 
- 9  F I  -" on aara, ~ E A x A X - A X =  - 2FI ,, X X Y -  - x X ? x A H +  E H  

z A G x  FI.  

On sait, par la manière dont nous avons fait mouvoir ci-dessus; 

la règle 3. p r ,  que son point 7 décrit une ellipse, dont le centre 

est en L, et que les deux axes sont placés sur les droites L E  et 

L H. Celui de ces deux axes qui tombe sur LE , égale z Y p , OU 
z G R ,  et celui qui tombe sur L H , égale 2 7 C ,  ou z GS. Les 
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triangles semblables H'G R , S R  L nous donnent la proportion , 
G R :  RS :: R H :  R L ,  d'où nous tirons G R :  G R + R S  :: RH: 

R H +  RL; ou bien, G R  : GS :: RH : HL. Mais nous avons eu 

pliis haut la proportiop , BE : BD :: HL : HR. On conclut de 

ces deux proportions , celle-ci, BD : B E  : : 2 G R : z G S. D'oh 

il suit que le grand axe est à son paramètre :: B E  : C, ou biei9 

:: FI : FH. (82). Ainsi Tr étant une ordonnée A l'axe HL,  on 
-1 -1 x r;. (83). Mais a par la propriété de l'ellipse , G S  - L T = - 

. FH 
-1 

L T = R E - A X ,  et T 7 = , X - A H .  Ainsi F?= A E -  

~ A E  X A X + A ~ ;  et < - ~ ~ - 2 y ~ ~ ~ ~ + ~ ~ .  Substi- 

tuons, à la place de ces deux quarrés, leurs valeurs dans l'équatioii 
- 2  2 

C S - L T = -  fi X c, elle deviendra , GS'- AE'+ 2 4 E x 
-2 

R X - A X = ~ (  J - z r x x ~ ~ + ~ i 2 ) .  Mais G S - A - ~ =  
( GH+ LS )', parce que G S  est l'hypothénuse d'un triangle rec- 

tangle dont les côtés sont égaux, l'un (i AE,  et l'autre à G H +  LS. 

E t  A cause des triangles semblables R G H ,  RS L, on a ,  L S : G H :: 

L R :  H R ,  et en composant, L S + G H :  G H  :: L R + H R  : HR. 

Ou bien, L S  i- G H  : G H  :: HL : HR. D'où l'on tire. . . . . . 
( L S + G X  )' : c g  :: HL : Mais nous avons fait par cons- 

-2 - 2  

truction, BE : BD :: H L  : H R ,  ce qui donne, BE : BD :: 
- 2  - 2  

H L  : H R; et en mettant pour sa valeur B C x BE , nous 
-1 ' 

aiirons, Fi : B C x B E  :: : HX. Ou bien, BE : BC :: 
-1 - 2  

Fi: S. Or B E :  B C : : F I :  E H ,  donc P I : F H : :  H L : H R ,  
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-1 

dmc aiissi ( L S + G H ) '  : G H  : : , F I :  R H ;  d'oh .l'on tire... 
F I  -' ( L S + G H ) "  = X GH.  Et nous venons de voir que ... 

-2 

G S - ? ~ = ( L s + G H ) " .  Donc G - s = g  x CS. O n  
T I  -+ aRra donc, x G H + Z A E  X A X -  a72= .............. 

-= PH ( F2 - z  X x AH + A%). Retranchez de part et d'autre 

F I  -' -1 - 
PH X G H ,  et il restera, 2 A E  xRX-AX- ............. 
F I  ~ ( 7 - ~ - 2 r ~ ~ ~ ~ + A - ~ - ~ - ~ ) .  Mais RH = R G + C H ,  

-7 

donc rs = + i A  G x G H  + cd. Et en retranchant de part 

et d'autre G, le reste sera, A-; - G-a = 71 + 2 AG x G H ,  
-2 -2 

ou bien, R H - G H = ~ R G ( ^ ; ~ + G H ) = ~ ~ G X F H .  

-1 

Ainsi on aura, z A E x A X - A X =  ....................... 
F I  -+ 

- [ ? X -  F H  z î . X ~ A H + z A G x F H ) .  Ou bien enfin ....... 
F I  -' I R E X A X - T Z -  = x , x -  2 F I x  y X x  A H  

F H  + z F I + A G .  

c. Q. F. D. 

L E  M M E  1 I I .  En supposant totljours que tout est comme dans la cons- 

truction, on aura La proportion, A X  : Y X -  AG :: ?X: 2BC. 

Car si l'on retranche i'équation donnée par le premier Lemme 

de celle qui est donnée par le second, on aura pour reste. ... 
H I  -" z F I  r A X x C E = =  x ~ X -  X R H X ~ X + Z A I X ~ X .  Et 

en multipliant chaque membre de cette éqiiation par FH, il viendra, 

~ F H X R X X  CE=HIX >X- Z F Z ~ R X ~ ~ X + ~ R Z X  F H X ~ X .  

Mais A I = A H + H I .  Ainsi ~ F I X A H - ~ F H X A I Û ~ ~ I X  
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A H -  ~ F H x A H - ~ F H x Z H .  Ensuite z F I x A H - ~ F H x  

A H =  ~ A H x H I ,  et 2 A H x H I - 2 F H x H I - Z H I X A F .  

Donc 2F1 x AH - I F B X A I = Z H Z X A F ;  par conséquent 

~ F H x C E X R X - H Z X ~ ~ - ~ H I X A F X ~ X .  De cette 

équation l'on tire la proportion , HI : F H  : : 2 A X x C E  : 

( PX - 2AF ) x Mais on a ( par const. ) CE : B C  :: 

H I :  F H .  (*). D o n c C E : B C : :  2 A X x C E :  ( 7 X - 2 A F ) ~ y X .  

D'où l'on f i e ,  z A X ~ B C = ( r X -  2 A F ) x  7 X .  Et enfin. .. 

L E M M E 1 V. Toujours dans hs mêmes suppositions, on a ,  2 FI : . 
A X -  2 A B  :: y X :  z B C .  

Car si de l'équation résultant du troisième Lemme, 2 B  CX AX= 
-2 

7 X - 2 A B x 7 X, on retranche l'équation résultant du premier 

Lemme, et qui est, Z A C X A X - A X = I X . - ~ A I X  ? x +  
z R G x F Z ,  il restera, - Z R B X A X + ~ ~ = Z F I X ~ X -  

z F I x  A G ,  ou bien A X ( A X - Z A B ) = =  z F I ( 7 X - A G ) ;  

d'où l'on tire la proportion, 2FI: A X A  2 A B  :: A X :  ? X - A G .  

Mais par le Lemme troisième on a,  A X :  PX- z AF :: y X  : 2 BC, 

ou bien (àcause de a A F = A G ) ,  A X :  ? X - A G  :: 7 X :  zBC.  

Donc, A cause de Pkgalité des deux rapports, on a ,  2 F I  : A X - 
Z A B  :: 7X: 2 B C .  C .  Q. F .  D. 

(*)  Par construction on a ,  B E  : BC : : FI : P H ;  d'où il est Eacile de tirer 

la proportion que Newton donne ici. 
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Après avoir établi tous ces Lemmes, voici enfn rie quelle mani&-e on 

démontre la consrruction du problême. 
+ 

Par le Lemme quatrième on a cette proportion, 2 F I  : A X  - 
2 A B  :: î / X :  zBC, ou bien = X :  2BC: :  2 F 1 : ' A X - 2 A B ;  

et (par la I ' ~ .  prop. du he. liv. des Elém. ) cette proportion devient; 

P X :  2BC:: 2 F I x z B C :  2 B C ( A X - Z A B ) ,  ou bien.... . 
7 X :  2BC:: 2FZx 2 B C :  A X x z B C - 2 A B x  2BC. Et par le 

Lemme troisième nous avons eu, 7X: 2BC :: R X :  YX- 2AF. 

Donc 7 X :  zBC:: 2 B C x z F I :  ? X ( ? X -  2 A F ) y z B C x  

2 A B  (84). Et en faisant le prodiiit des extrêmes et celui des 
- 3  -a 

moyens, on aura, >x- ZAPX~X-~BCXABX~X=~B<XFI. 
1 -3 

Et en transportant tous les termes d'un même côté, y X -  ~ A F x  

~ ~ - 4 ~ ~ ~ R ~ ~ y ~ - 8 ~ ~  FZ=O.  Maintenant, dans la 

construction qu'il s'agissait de démontrer, nous avons appelé + X, x ;  

2 F ,  p;  BC, n; A B ,  +; et FI, %. Ainsi B C X  A B e q ,  et 

x FI = r ,  et en substituant tolites ces valeurs dans l'équation 

finale, on aura, x3 - P X '  - q x  - r = O. Co Q. F. D. 

COROLLAIRE. Si l'on suppose les lignes A B  et A F  égales A 

zéro, on aura, par le Lemme troisième, A X  : î/ X : : 2X : 2 B C; 

et par le Lemme quatrième, 2 FI : ' A  X : : 7 X : 2 B C. D'où l'on 

tire, 2FI: A X  :: A X :  YX:: y X :  2BC. D e  1A on déduit la 

méthode de trouver deux moyennes proportionnelles entre deux 

droites quelconques FI et B C. 
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Jusqii'ici-je n'ai employé que l'ellipse pour construire l'équation 

du degré; mais la règle est plus générale par sa nature; elle 

s'étend indifféremment A toutes les sections coniques. En effet, si ,  

au lieu de l'ellipse, vous voulez employer l'hyperbole, portez les 

lignes B C et BE dans des sens opposés à partir du point B ;  déter- 

minez ensuite, comme auparavant, les points A, F, G , H ,  I ,  K, L 
et R ,  excepté seulement que F H partant du 'point F, doit être 

portée du côté opposé à FI; et que H R  ne doit point être.comptée 

sur HL , mais sur A I ,  et qu'il faut porter H R  de part et dia~itre 

du point H; ensuite, au lieu de la ligne G R  S ,  menez par le point 

L et par, les deux points R et R deux droites, elles seront les 

asymptotes de l'hyperbole. ALI moyen de ces asymptotes, L R, L R, 

décrivez une hyperbole que vous ferez passer par le point G ; ensuite 

décrivez aussi un cercle du point K éomme centre, et d'un rayon 

K G ; et les moitiés des perpendiculaires abaissées de chaque point 

d'intersection de l'hyperbole avec le cercle, sur la droite AE,  seront 

les racines de l'équation proposée. La démonstration s'en fera comme 

ci-dessus, en observant de changer . conven.ablement les signes f et 

-, selon qu'on a changé la position des lignes, 

Si vous voulez employer la parabole, ie point E s'éloignera à 

l'infini, ainsi il ne se trouvera niille part, et le point H tombera 

sur le point F. Cette parabole aura pour axe HL et 3 C polir 

paramètre de l'axe ; elle passera par les points G et A; et son 

sommet sera situé par rapport à F du même côté que B est situé 

par rapport à C, 
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. Les constructions que l'on fait par la parabole sont les'plus simples 

de toutes, en ne considérant que la simplicité analytique; viennent 

ensuite celles que l'on fait par l'hyperbole, et en dernier lieil, les 

constructions par l'ellipse. Mais si vous n'avez égard qu'A la sim- 

plicité pratique , à la facilité de décrire les figures, renversez cet ordre. 

Il faut observer dans toutes ces constructions, qu'en général une 

ellipse ou une hyperbole est déterminée d'espèce par le rapport qui 

existe entre le paramètre de son axe, et l'axe même; et ce rapport 

étant le même G e  celui des lignes B C e t  B E ,  on voit que 

connaissant ceiiii-ci, on aura l'autre. Pour la parabole, il suffira de 

supposser B E  infini , et B C sera le paramètre, ligne dont la 

connaissance suffit seule, pour construire la parabole. Ainsi l'on 
peut toiijours canstruire une équation quelconque du troisième 

degré par le moyen de telle section conique qu'on voudra, lors 

même que la Figure en est dé$ tracée, et  par conséquent invariable, 

Et pour arriver de la Figure tracée à celle qui doit donner les racines 

de l'équation proposée, il faudra augmenter ou diminuer dans u n  

rapport donné, toutes les dimensions de la première; je vais m'expli- 

,quer plus clairement. 

Soit proposé dc construire d'équation qnekonqzze du ~oisi2me degré 

x3 -I- p xz -C q x & r = O,  par le moyen d'm section conique quelconque 

tracke, 

D'lin point qiielconque B ( Pl. XI, Eg.. 3 et 4 1, prenez sur la 

droite indéfinie B CE , deiix droites d'une longueur arbitraire B C, 

B E ,  avec la condition pourtant qu'elles seront entre elles dans Ie 

rapport du paramètre de i'axe principal, A i'axe même de la sectian 

tracée; portez ces lignes d'un même côté du point B ,  si la section 

est une ellipse, et de côtés différens, si c'est une hyperbole. Faites; 
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e t  du c6té opposé, s'il est négatif; élevez au point A une perpen- 

diculaire A I ,  sur laqiielle vous prendrez A F = p  et F G = A F. 

Enfin vous ferez FI = ; vous porterez 31 de I; vers G, si 

p et r ont les mêmes signes; mais s'ils ont des signes différens, vous 

porterez FI de P vers A. Faites ensuite la proportion BE :. B C :: 
FZ : FH. Les trois premiers termes de cette proportion étant 

connus, le quatrième l'est aussi ; portez-le de F vers 1, si la section 

tracée est une ellipse, et dans le sens opposé, si c'est une hyper- 

bole. Enfin achevez les parallélogrammes i A C K  , A H L E .  Toutes 

ces lignes étant décrites, appliquez-les sur la section conique tracée, 

ou bien, ce qui revient au même, appliquez sur elles la section 

conique, de manière que son axe principal coïncide avec la droite 

t H, et que son centre tombe sur le point L. Ces choses étant ainsi 

disposées, unissez par des droites les points L et K , ainsi que les points 

L et G; la droite L G coupera la section conique au point g. Ensuite 

prenez sur LK, h partir du point L, une quatrième proportionnelle que 

vous déterminerez en faisant la proportion L G : Lg :: L K : Lk; et 

du point k comme centre, avec un rayon kg décrivez un cercle ; 

des points oh ce cercle coupera la section conique superposée , 
abaissez sur L H des perpendiculaires, telles que 7 T; après quoi , 
portez de T vers Y une quatrième proportionnelle TY, que vous 

déterminerez par la proportion Lg : L G :: T7 :, TY; prolongez 

T Y  jusqbi'à ce qu'elle coupe la ligne AB en un point X, et f XY: 

sera une des racines de l'équation proposée. Toutes les racines qui 
seront situées par rapport à A B  du même côté que FI est situé 

par rapport au poinr F, toutes ces racines, dis-je, seront positives; 
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et toutes celles qui seront situées dans un sens contraire, seront 
# 

négatives ; dans la supposition toutefois , que, dans l'équation, 

on a ,  - r; car si l'on avait + r ,  il faiidrait dire tout le contraire. 

C'est ainsi que, par le moyen d'ellipses ou d'hyperboles données, 

on construit toutes les équations du troisième degré. Si l'on veut 

construire par le moyen d'une parabole donnée, il faudra prendre 

3 C égale au paramètre de cette parabole ; et après avoir -déterminé, 

comme ci-dessus, les points A ,  F, G, I et K,  du point K comme 

centre, avec un rayon K G  , on décrira un cercle, et sur ces lignes 

ainsi tracées, on appliquera la parabole donnée, 011 les lignes sur 

la parabde, de manière que celle-ci passe par les points A et G, 

et  que son axe passant par le point F, soit parallèle à AC, et que 
son sommet tombe, par rapport F, du même côté que B est 

situé par rapport à C. Toutes ces choses étant ainsi disposées, si, 

des points d'intersection du cercle avec la parahole, on  abaisse des 

perpendiculaires sur la droite BC, les moitiés de ces. perpendiculaires 

seront les racines de l'équation qu'il fallait construire, 

Et  remarquez que si le second terme de l'équation manque, e i  

que le paramètre de la parabole soit le nombre 2, notre construc- 

tion devient celle que Descartes a donnée dans sa géométrie, 

excepté que toutes les lignes sont ici doubles de celles de la cons- 

truction de Deseartes. 

Telle est la règle générale des con~uct ions.  Mais l'orsqu'il s'agit 

de construire des problêmes particuliers, il faut tâcher de le faire 

par les formules les plus simples possibles. Par exemple, j'ai h o -  

duit l'indéterminée n, par le moyen de laquelle on peut très-souvent 

simplifier la construction. Je vais en donner un exemple. 

Soit donnée une ellipse, et qii'il s'agisse de trouver deux 
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moyennes proportionnelles entre a et b. Soient, la première des deux 
x=' moyennes x ,  et la seconde G; alors les quatre termes a, x ,  

x3 et b seront en proportion continue ; et l'on aura, ab y, 
OU x3  = a2 b, et enfin x3  - a2b =A O, éqnation qu'il s'agit de 

construire. On voit que dans cette équation les termes p et q 

manquent, et que r 3 a'%. Ainsi BA et A F  sont ici nulles, et 
aZ b FI = -. Afin que le dernier terme devienne plus simple, je 
na 

suppose que l'indéterminée n = a; alors FI = b; et voici comment 

se fait la construction. 

Sur une ligne indéfinie A E ( PZ. XI,  Fig. 5 ) , prenez, à compter 

du point A, une ligne A C = a. Ensuite déterminez une ligne A E 

par cette proportion: le paramètre du grand axe de l'eIlipse est à 

cet axe, comme A C est à A E ; portez A E du même côté que AC, 

(I partir du point A. Elevez sur AC et par le point A une perpen- 

diculaire , sur laquelle vous prendrez A 1  6 ; déterminez ensuite 

une ligne A H  par cerie proportion , A E : AC : : A I  : AH; et 

achevez les parallélogrammes I A CK , H A  E L ; tirez les droites 

LA, LK; appliquez sur tout ce tracé l'ellipse donnée, et supposez 

qu'elle coupe la droite AL en un point g; faites la proportion, 

L A  : Lg :: LK : Lk; du point k ,  comme centre, et d'un rayon kg, 

décrivez un cercle qui coupera l'ellipse en y;  du point y abaissez 

sur AE la perpendiculaire y X ,  qui rencontrera HL en T ;  déter- 

mineh une ligne T Y par cette proportion, Lg : LA :: T7 : TY, 
et vous aurez, X Y  = x ; c'est-à-dire que f X Y sera la première 
des deux moyennes proportionnelles. C, Q. F. T. 
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N O T E S  
S U R  

L'ARITHMETIQUE UNIVERSELLE 

D E  N E W T O N .  

N O T E ( I  ) , pwr la page 47. Tome 1. 

S 1 ilne équation est le produit des facteurs x - n = 9, x + 6 = O ,  

X - c  =O, ou qu'on ait, ( x - a )  ( x + b )  ( x - c )  = O ,  ou bien 

a - ab . . 

x +' a b c  = O ,  il est évident que le dernier 
-r c 

terme est le produit de toutes les racines, et qu'en substituant suc-. 

cessivement à la place de z et de ses puissances, chacun des facteurs 

du dernier terme + a, - 6 ,  + c, I'équation , dans tous ces cas, 

devient égale A zéro ; par conséquent elle est divisible par x - a = O, 

ou par x + b =  O, OU par x - c  = o (mais comme on ne sait 

pas d'avance si les racines a, 6, c doivent être prises avec le signe 

+ ou le signe -, il est clair qii'il faut tenter fa division successi- 

vement avec l'un et l'autre signes). On voit donc que, lorsqu'uno 

Zquation littérale a des diviseurs chkensurables, il est très-facile de 

les découvrir, mais il n'en est pas de même pour une équation numé- 

tique, parce que quelques-unes de ses racines, ou même toutes pouvant 

n'être pas des nombres premiers, le dernier terme qui est leur produit 

serait alors décomposable de plusieurs manières, sans qu'on siit quels 
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sont ceux de tous ses facteurs qui sont les racines de l'équation. Soit, 

par exemple, l'équation x3 - I 2 xz + 44x - 48 = O ; les diviseurs du 

dernier terme sont : 1, 2,  3 ,  4,  6 ,  8,  12, 24, 48, parmi lesquels 

se trouvent confondues les trois racines de l'équation 2,  4 ,  6, et 

c'est pour les reconnaître, que Newton, perfectionnant la règle de 

Descartes pour trouver les racines commensurables d'une équation, 

a donné la méthode que nous allons expliquer. 

Supposons que l'équation xm +- Bxm"' + Cxm"' +, etc. + K = O 

soit divisible exactement par le facteur du premier degré x & D = O ,  

et que le quotient soit xm" + L xm- + M x m " ' + ,  e t c .+N= O, 

il s'en suit que xm + B xmC I + C x m  - a + etc.. ............... 
+ K = (xrn-' + Lxm-' + Mxrn- + etc. + N) ( X  =k D ) .  Je 
remarque d'abord que x 'C D ne peut pas être un diviseur exact de 

la proposée, A moins que D ne soit un facteur du dernier terme K; je 

remarque de plus, que la division s'étant faite sans supposer aucune 

valeur particulière à x ,  elle se fera encore en substituant pour x , 
une même valeur quelconque dans le dividende et dans le diviseur. 

En effet, substituons a pour x dans le dividende et dans le diviseur; 

............... l'un sera transformé par cette substitution en. ., 
(am- '  + L 3-' + Mam-' + etc. + N )  ( a  f 4) , et l'autre en 

a& D. Or l'on voit que cette dernière quantité divise encore 

exactement la première ; donc, etc. 

Maintenant veut-on savoir si une équation quelconque est divisible 

par une équation du premier degré, telle que x & D = O ,  D 

étant un diviseur du dernier terme de la proposée ; il n'y a qu'à 

supposer successivement pour x les termes de la progression arith- 

métique 3 , 2 ,  'I , O, - 1 , - 2, - 3 , dont la différence est l'unité ; 

chactine de ces suppositions transformera le dividende et le diviseur ; 
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et d'après ce que nous venons de dire plus haut, si la proposée 

était divisible par un diviseur, tel que x &  D ,  une transformée quel- 

conque de cette proposée sera -encore divisible par la transformée cor- 

respondante du diviseur. Or,  par ces suppositions, le diviseur est 

devenu successivement 3 & D ,  z & D ,  1-C-D, o*D, - I - C D ,  

- 2 z k  D ,  - 3 -C D ,  etc., progression arithmétique, dont la diffé- 

rence est 1. Donc si la proposée esz divisible par x k D ,   décompose^ 
dans tous ses facteurs chncune des tran$ormées de cette proposée. Ecrivez , 
1". dans une même Zigne hori~ontale tous les facteurs de la transformée pi 

provient de h supposition de r = 3.  2'. &rivey au-dessous dans une ligne 

hori<ontale les facteurs de la transformée qui povient de la supposition 

de x = 2. 3 0 &ivec dans une troisihe ligne horicontale, au-dessous 

de la seconde, tous les facteurs de la transformée qui provient dc la  

supposition de x = I , et  ainsi de suite. Compare1 maintenant les termes 

d'une ligne à l'autre, en essayant chaque terme en + e t  en -, ez i o u  

trouverex nécessairement une progression arithmétique, dont la d~flrence sera 

t'unité. Si vous ne tro~iviez aucune progression de cette espèce, ce 

serait iine preuve que la proposée n'est pas divisible par x =!= D. La 
converse de cette règle n'est pas toujoiirs vraie : c'est-Mire, que s j  

la proposée est divisible par un facteur du premier degré, on trouvera 

nécessairement parmi les facteurs de ses transformées iine ou plusieurs 

progressions arithmétiques ; mais de ce qu'on trouve iine oii plusieurs 

progressions de cette espèce, on ne peut pas toujours conclure que 

la proposée soit divisible par un facteur du premier degré : c'est 

A cause de cette restriction, que Newton dit : que dans le cas oh l'on 

trouve une'ou plusieurs progressions, il faut essayer la division de 

la proposée. 

Si, après avoir supposé successivement poiir x les termes de la 
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progression 3 ; z , I , O ,  - I , - 2 ,  - 3 , dont la diffirence est 

i'unité, on ne trouve parmi les facteurs des transformées que des pro- 

gressions d'une tout autre différence r ,  il faut en conclure que le 

diviseur, s'il en existe, ne peut pllis être x dz D ,  mais rx 2~ D. 

Car la progression trouvée étant, par supposition, 3 r Az D , 2 r =ci D , 
r - C D ,  -CD,  - r & D ,  - + r - C D ,  - 3 r k D ;  il faut que 

le diviseur se transforme s~iccessivement en tous ces termes par la siip- 
. . 

position de x r= 3 , x = 2 , x = 1 , x = O ,  etc., ce qui ne peut 

se peut faire qu'autant que le diviseur serait r x  -i- D. Or,  polir qiie 

ce .diviseur soit possible, il faut qiie la plus haute puissance de x ,  

dans la proposée, ait un coëfficient dont r soit facteur. On corn* 

prendra encore mieiix, toute cette théorie par les notes que nous 

ferons sur les exqnples de Newton. 

Il s'agit de chercher si l'équation x3  - xZ - I O X  + 6 a quelque 

diviseur d'une dimension. Pour cela, A la place de x ,  je siibstitue 

s~iccessivement les termes de la progression arithmétique, I , O, - 1, 

En siibstituant I pour x, l'éqiiation se transforme en - 4 ; O polir 

x la transforme en + 6; enfin - I 

pour x la transforme en $- 14. Je place r 

dans une première colonne les termes O 

4 
6 

I , 2, 4' 

I , 2, 3 , 6 
de la progression ; dans une seconde - I 14 I , 2 ,  7, 14 
colonne les transformées correspon- 

dantes, sans avoir égard à leurs signes. Ensuite sur la même ligne 
où se trouve chacun des nombres 4, 6, 14, j'écrii toiis leurs divi- 

seurs ( tout cela se voit da? l'exemple ci-à-côté ). Je cherche les 
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progressions que ces diviseurs peuvent me folirnir, en essayant en 

+ et en - chaque diviseur de 4 et le comparant aux diviseurs de 

6 et de 14. Je prends donc d'abord I que je compare à 2 de la . 

seconde ligne; mais il faudrait que le nombre 3 se trouvât dans la 

troisième ligne; et comme il n'y est pas, cette comparaison ne donne 

point de progression. Ensuite la comparaison de I avec 3 exigerait 
I 

5 dans la troisième ligne; et celle de I A 6 exigerait I I  dans la 

troisième ligne; et comme ces nombres ne s'y trouvent pas, il s'en 

suit que + I de la ligne supérieure ne donne aucune progression. 

On trouvera de même que - I n'en donne aucune. Je répète les 

mêmes essais sur 2 et 4 de la ligne supérieure, et je trouve que 4 

donne la progressibn 4,  3 ,, z ,  dont la différence est l'unité, et le 

nombre 3 qui répond à la supposition de x = O ,  est pris en +; 
je tente donc la division par x $ 3 .  Elle réussit, et donne pour 

quotient xZ  - 4x + 2. 

La quantité proposée étant Gy4 - y' - 2 I yZ + 3 y + zo = O , 
je siibstitue suEcessivement 2 ,  I , O ,  -. I , - 2 ,  A la place de y ,  

et en il résulte les transformées 30, 7, 20, 3 , 3 4. Je dispose tout, 

comme dans l'exemple de Newton; et après avoir ;emparé en + 
et en - tous les diviseurs de zo qui répond au terme O de la 

première colonne, après, dis-je , avoir comparé tous ses diviseurs 

à ceux qui se trouvent dans les lignes supérieures et inférieures, je 

ne trouve que la progression IO, 7, 4, I , - 2 ,  tandis que les 

nombres substitués pour y forment une progression ,dont la différence 

est l'unité. Donc par le dernier alinéa de la note ( I ) ,  si la proposée 

0 2 
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a un diviseur, il ne peut être que 3y + 4 ; car 3 est un divisetir dit 

coëfficient 6 qui affecte la plus ha'iite puissance de y. Et en effet, 

la' division se fait par ce diviseur. 

N O T E  ( 4 ) , p o u r  la page 49. Tome L 

Après avoir tout disposé comme dans l'exemple de Newton, 

J'ai trois progressions, 3, I , -1,-3 ; 3, -1, - 5 ,  -9; et 7, 1, -7, - I 10 

La différence de la première est 2 ,  diviseiir exact du coëfficient 24 

qui affecte as, et le terme de cette progression qui répond A Ia 
supposition de a = O étant - 1, on pourra tenter la division par 

2 8 -  1.  

La différence 4 de la seconde progression divisant exactement 24 

coëfficient de 24as ,  et - 5 répondant à la supposition de a = 0, 
on pourra tenter la division par 4 x  - 5. 

La troisième progression ayant pour différence 6 ,  diviseur exact. 

de 24, et son terme - 5. répondant à la supposition de a - O,  

on pourra tenter la division par 6 x - 5 .  

On voit donc qii'il y a trois divisions à essayer. On peut s'en 

dispenser en faisant de noiivelles suppositions pour a,  par exemple 

e = - 2, qiii donne pour résultat 26 I 8 ,  que je place avec tous 

ses diviseurs, comme on le voit dans i'exemple. Je cherche ensuite 

si, parmi tous ces diviseurs, il ne s'en trouverait pas qiielques-uns 
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qui fissent suite ?t quelques-unes des progressions déjà trouvées. Il 

ne s'en rencontre qu'un seul, c'est 17, qui, étant pris en - , con- 

tinue la progression 7,  I , - 5 ,  - I I  , - 17. Je tente donc la 

division par le moyen de la seule progression qui me reste. Le 

diviseur à essayer est' 6 x - 5 ,  et lq division réussit. Ce moyen, 

comme on voit, me dispense de tenter deux divisions qill n'auraient 

point eu de succès. 

N O T E ( 5 ), pour la page 10. Tome 1. 

Voici comment on démontre cette règle de Newton.. . . 
Soit proposée l'équation x4 - xr- 5 x2 + I 2 x - 6 i O , et 

supposons qii'elle ait pour diviseur l'équation di1 second degré. . . . , 
An-" + q x -  C = O ( A  étant un facteiir du coëfficient qui affecte 
la plus haute puissance de la proposée). Je fais successivement x = 3 , 
x = 2 ,  X = I ,  X = O ,  x = -  I , x == - 2,  etc., et.les résultats 

de la proposée seront respectivement 3 9 ,  6, I , - 6, - 2 I , - 26. Je 

les écris avec tous leurs diviseurs pris en plus et en moins, c o r n e  
on le voit dans le tableau suivant : 

Maintenant je fais les mêmes suppositions pour x dans le diviseur 

A x' + B x - C , et il devient respectivement g A + 3 B - C, 

4 A +  223-C, A + B -  C, o A + o B  - C ,  A - B -  C, 

4 4 -  z B - C ,  etc. Ilfaut donc que g A t 3 B - C  soit un des 
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diviseurs de 39 ; que 4 A + 2 B - C soit un des diviseurs de 6,  

que A + B - C soit lin des diviseurs de I: que O A + O B - C 

soit un des diviseurs de 6; que R - B - C soit un des diviseurs 

de z I ; enfin que 4 A - 2 B - C sait un des diviseurs de 26. 
\ 

Donc g A + 3 B - C =  x ,  ou 3 ,  m 13, ou 39, ou - 39, OU 

-13, 011- 3,  -1. Ce qui donne - 3 B + C = g A -  1 ,  

Ou. g A - 3 ,  OU gd- 13, ou 9 A  -39 ,  OU 9 A + 3 9 ,  OU 

g A  + 1 3 ,  OU 9 A + 3 ,  ou ~ A + I .  Chaque ligne du tableau 

précédent fournira un gquation semblable, et on pourra les ordon- 

ner toutes comme on le voit ci-dessoiis. 

- 
Or les premiers membres de ces équations formant une progression 

arithmétiqiie, il s'en suit, que parmi les seconds membres , il doit 

nécessairement s'en trouver d'une ligne B l'autre, qiii formeront aussi 

au moins une progression arkhmétiqiie. Actuellement, comme dans 

notre eyemple, la proposée n'a pour multiplicateur de la pliis haute 

puissance de l'inconnue que l'nnitk, il faut faire At= I , et si on 

prend, d'une ligne A l'autre , les termes 9 A - I 3 , 4 A  - 6 , A -1, 

O A + 2:, A + 3 , 4 A $ 1 ,  ils donneront la progression arithmd- 

tique - 4, '1 2, O ,  2, 4, 6 .  Et si on prend d'une ligne à l'autre, 

les termes g A -  3 ,  q A  - I ,  A'- 1 ,  o A - 3 ,  A - , ,  
4 A - I 3 ,  on aura ilne seconde progression 6 ,  3 ,  O, - 3 ,  - 6 ,  
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- 9. Voilii les dellx progressions que Newton a trouvées dans le 

premier exemple qu'il donne de cette règle ; et chacime de ces pro- 

gressions lui foiirnit Lin diviseur. 

La seule inspection de nos équations précédentes suffit pour faire 

comprendre toutes les raisons sur lesquelles la règle est établie. 

NOTE ( 6 ) , p o u r  lapage 5 3 .  Tome L .  

Examinons d'abord la règle de Newton pour le cas des divisciirs 

'd'une dimension. 

Supposons qiie la proposée n'ait que trois lettres, x , 4 ,  b ; qiie 

tous ses termes aient le mdme nombre de dimensions, et qu'elle soit . 

divisible par le facteur du premier degré rn x + na + p b ( m, tz, p , 
représentant des nombres), et qu'après la division faite, le quotient 

soit 2; la proposée pouma s'écrire ainsi, Z ( m x  + na + p b ). Faisons 

s~~ccessivement x  - O, a = O, b =.? O ,  il est clair que la proposée 

se réduira aussi siiccessivement A Z ( na + p b ) , Z ( rn x f p b ) , 
Z ( m  x + na ); oh l'on voit que le premier résultat est divisible 

par na + p b ; le second par rn x + p 6 ,  et le troisi&me par m x  + na. 

Or, ces trois diviseurs sont tels, que le terme n a  du premier se 

retrouve dans le troisième diviseur, et son autre terme pb ,  dans le 

second; enfin le terme m x  du deuxième diviseur se retrouve dans 

le troisième. De sorte qïi'en faisant la somme de ces trois divise~irs, 

on a ,  z r n x + z n a + z p b ,  c'est-à-dire le double du diviseur 

m x  + n a  + p b. Mais, par supposition, il n'y a en toiit que trois 

lettres dans la proposée, & dans la somme des trois diviseurs on 

trouve deux fois le terme m x  , deux fois le terme n a ,  et deux fois 

le terme pb; c'est-A-dire que chacun d'eux s'y trouve autant de f&, 

moins une, qu'il y a de lettres dans la proposée. Et c'est ce qu'exige 
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la règle de Newton, lorsque les parties de chaque diviseur ne sont 

composées que d'une lettre. 

Si la proposée a quatre lettres , x , a ,  b , c , et qu'elle soit divisible 

par l'éqiiation d'une dimension, m x + n a + p b + q c ( m ,  n ,  p ,  q ,  

représentant des nombres ) , et que de plus le quotient soit 2, on 

pourra écrire la proposée de cette manière, Z (m x +- n a  + p b  + gc).  

Supposons maintenant que x ,  a ,  6 ,  c ,  deviennent successivement 

zéro ; la proposée deviendra aussi successivement, Z (na + p  6  + q c ) ; 

Z ( m x + p b + q c ) ; Z ( m x + n ~ + c q ) ;  et Z ( m x + n a + p b ) ,  

Les quatre diviseurs partiels sont donc, n a  +pb + qe, m x  f p b  f q c ,  

r n x f n a f q c ,  m x + n a + p b ;  et le terme na qui se trouve dans 

le premier, se retrouve dans le troisième et le qilatrième ; p b ,  autre 

terme du premier diviseur, se retrouve dans le seoond et le qua- 

trième; et son dernier terme qc se retrouve dans le second et dans 

le troisième diviseurs; enfin le terme rnx du second diviseur se 

retrouve dans 1~ troisième et dans le quatrième ; c'est - à - dire 

que chacune des parties d'un même diviseur se retrouve dans deux 

aiitres diviseurs, ou se trouve trois fois dans tous les diviseurs, 

ou se trouve dans tous les diviseurs autant de fois, moins une, 

qii'il y a de lettres dans la proposée. Et c'est encore là ce que 

demande la règle de Newton. Rassemblez donc toutes ces parties, 

en les prenant une seule fois chacune, et vous aurez le diviseur à 

essayer, m x  + na + p  b + qc. 

On. suivrait la même marche, si l'équation littérale dont on cherche 

un diviseur du premier degré, avait cinq ou six, ou un plus grand 

nombre de lettres. 

Enfin, si l'on a une équation. littérale ne contenant que trois 
' 

lettres, et qu'on se soit assuré, par la méthode précédente, qu'elle 
n'a 
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n'a aucun diviseur du premier degré, il faudra chercher si elle n'en 

aurait pas Lin du second. Poiir déterminer ce diviseur, voici ce qu'il 

faut observer. Siipposons qii'iine éqiiation littérale, au moins de 

quatre dimensions, ayant toiis ses termes homogknes, et ne ren- 

fermant que trois lettres, soit divisible par l'équation du second 

degré, gx2 + a k x  + l b x  et. ha2 + rab + sbZ (g ,  h, 1,  k ,  r, s étant 

censés désigner des nombres ), et que le qiiotient soit 2. La proposée 

pourra donc s'écrire ainsi, Z ( gx' + a kx + blx + ha2 + rab + sbz). 

Faisons successivement, x = O ,  a = O ,  b = O ,  et la proposée se 

rédilira aussi successivement à Z ( haz +- r ab  + s bz ) . . . . . . . . . . . 
Z ( gxz + lbx + sb2),  Z ( g x 2  + akx + ha2 ). On voit donc que les 

diviseurs des trois résultats de la proposée sont, ha2 + rab + s b z ;  

g x2 $. lbx  + sbz, gx2 + a k x  + haz; en examinant ces trois divi- 

seurs, on voit que chacun ne contient que deux lettres de la 

proposée, c'est-à-dire le quarré de chacqne de ces deux lettres, et  

le  produit de l'une par l'autre ; par exemple, le premier diviseur, 

Ra2 f rab + s b', ne contient que le quarré de a ,  celui de 6, et le 

produit de a par 6; il en est de même des deus autres diviseurs; 

D e  pliis , ha' qui est un quarré contenu dans le premier diviseur, 

se retrouve aussi dans le troisième; s b2, autre qiiarré contenu dans 

le premier, se retrouve dans le second ; tandis que le rectangle rab , 
contenu dans le premier, ne se retrouve dans aucun des deux 

autres, Et c'est là ce qu'exige la règle : « Que les parties des diviserus, 

composées Bunc seule le~tre, se rép2mt autant de fois, moins une, qu'il y 

a de lettres dans la proposée ; et  que les parties des diviseurs , composées 

de deux lettres, se rLpètetar autant de fois, moins deux, qu'il y a & lettres 

dans la qïzantité proposée. Or les quarrés ne contiennent qu'une seule 

lettre, tandis que les rectangles en contiennent deux; donc les 

Tome I I ,  P. 
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premiers doivent se répéter autant de fois, moins une, qu'il y a dd 

lettres dans la proposée, et les seconds, autant de fois, moins deux, 

comme nous l'avons trouvé. 

Je crois avoir assez bien mis le lecteur sur la voie, pour que 

de lui-même il soit en état de suivre Newton dans la recherche 

de diviseurs plus compliqués. J'avais fait encore plusieurs autres 

notes sur ce sujet, mais je les supprime; elles me paraissent sur- 

abondantes. 

NOTE ( 7 ) ,  poar la page 63. Tome 1. 

Les deux derniers exemples, G, et w, ont besoin de 
Ii 

deux mots d'éclaircissemens. On sait qu'il est indiffér-ent d'écrire 
4 - 

\/;;, ou bien vz o ~ i  bien n t .  Donc le premier exemple, I/03 x , 
3 ) I I  

peut s'écrire en cette manière , a 4 x 5 ,  ou bien a? a 7 x 4 ,  ou 

a: a i  x i, OU I/a x Telle est la première forme que Nevton 
1 

donne à cette Si l'on multiplie et qu'on divise par a ?  la 
4 1 

3 1 4 - 
quantité a4 x 4 , elle deviendra, --- , OLI bien, a /$ , et c'est 

a S 

la seconde forme que Newton lui donne. 

Quant au dernier exemple, I;/a;;;, il devient sans difficulté, 

a PaT, ou bien a = a x  g. Première forme que l'au- 

teur lui donne; et il dit qu'on peut encore lui donner celle-ci, 

( / E x  pz. En effet, la quantité donnée étant, pz, peut 
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remettant les signes, v z x  va',. Et c'est la forme que Newton 

demande. 

N O T E  ( 8 ) .  pour la page 65. Tome I.  

Lorsqii'il s'agit de trouver la racine d'une quantité en- partie 

commensurable et en partie incommensiirable, on peut supposer 

que g + 2 @+ 6, représente en général cette' quantité, dont la 

tacine est (/8+ (Th: La partie rationnelle est rtprésentée par g + h ,  

et l'incommensiirable par . Soit donc l'indéterminée. . . . . 
d = g + h ,  et ~ = z f g h .  Nous aurons, A Z = g ' + z g h + h 2 ,  

~t Bz = qgh. Je commence d'abord par démontrer ce qu'annonce 

l'auteur, que R est la partie la plus grande de la quantitd proposée, 

et B la pliis petite. Or,  si A est plus grand que B, A' sera aussi 

plus grand que B'; donc il faut qu'en général on ait, A' - BZ 

égal à une quantitité positive, et c'est ce qui a lieu effectivement, 
# 

car AZ - BZ = gz - 2 gh + ha = ( g - h )' , quantité toujours 

positive ; donc enfin A > B , comme le dit Newton. Maintenant, 

si nous ajoutons les deux équations = g - 6, et. . - 
d = g + h ,  nous aurons, A + ( / A ' - B ~ = Z ~ ,  ou bien ...... 

A + v ' A ~ -  B= 
g =  2 

; et en retranchant l'une .de l'autre, il viendra, 

, 
que l'extraction de la racine soit possible, il faut évidemment que 

g et h soient .des quantités rationnelles , et que par conséquent, 

P 2 
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A",- BZ soit un quard parfait; s'il ne l'est pas, il est inutile de 

chercher la racine, on ne la trouverait pas, à moins que les deux 

parties de la quantité dont on cherche la racine ne soient incom- 

mensurables. 

N O T E ( y ) , pour la page 67. Tome 1. 

Voici comment on démontre la méthode abrégée que Newton 

enseigne en cet endroit, Soit la quantité proposée g + h + k t 
2/2+ 11/3+1(/=, dont la racine est, >/g+( /h+Vt  
11 est clair que je connaîtrai cette racine, si je parviens h con-. 

naître chacune de ses parties , G, 6, VT. Or, multiplions l'un 

par l'autre les deux radicaux 3 et 3 f g k ,  et divisons le produit - 
par i'autre radical z f h k ,  et nous aurons.. . . . . . . . . . . . . . . . ., 

V i x  
4m lg x -= ig. Et en doublant, et tirant la racine 
2 v n  

du double, nous aurons, z (/g, qui est précisément le double de 

\/g, comme Newton l'a annoncé. On trouverait de la même 

manière le double de fi et ie double de It Donc, etc. 

N O T E  (IO), pour la page 68. Tome 1. 

Avant de chercher à expliquer les principes sur lesquels est fondée 

la règle que Newton donne ici, j'obsetve qu'il ne s'agira que des 

racines d'un degré impair; car si on voulait prendre la racine paire 

d'un binome , il est évident qu'on en pourrait tirer la 'racine quarrée 

par les règles précédentes qui ont été expliquées dans les notes 
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8 et 9 , et qii'en répétant cette opération autant de fois qu'il est 

nécessaire , on arriverait toujours finalement à ' n'avoir à extraire 

qu'une simple racine quarrée, ou  une racine d'un degré impair, 

selon que l'exposant de la racine serait un nombre pairement pair, 
. oii pairement impair; or, le premier cas se rapporte aux règles 

précédentes, et le deuxième, à celle que nous d o n s  expliquer. 

Il suffit donc de supposer que i'exposant c de la racine dont il s'agit, 

représente' des nombres impairs. 

Je passe à l'explication de la règle. Le binome dont il faut 

extraire la racine c ,  étant A & B ,  Newton cherche un nombre n, 

et introduit un autre nombre indéterminé Q, tels qu'il obtienne 

l'équation A' Q - B' Q = ne, ( n étant le plus petit nombre dont 

la puissance c soit divisible, sans reste, par A" - BZ ) , et de cette 

manière il trouve la racine c du binome ( R + B ) 1/2, qui, étant 
- 1 C  - C- 

divisée par TV$, ou I/Q, donne pour quotient, I/A + B  , 
est précisément la racine cherchée. POLE entendre la raison de tout 

cela, il faut d'abord démontrer le théorême suivant. 

T H É  O RÊ M E. Si on élève la somme et la différence de deux 

quantités m et p  à une puissance c ,  et qu'on appelle A la somme 

des termes impairs, et  B la somme des termes pairs, la différence 

des quarrés de A et de B sera égale à la différence des quarrés 

de m et de p, élevée à la puissance 1;. En effet ( m  + p )' = mc -k 
C O I  c m c - ' p  + c . -  mc-"p2 $. c - 1  . c - 2  m c - 3  3 

2 
p f etc. s 

a 3 

A + B ( en faisant A égal à la somme des premier, troisième, 

cinquième, etc. termes, et B B la somme des deuxième, quatrième, 

sixième, etc. termes ). On aura de même ( m - p  )' - 
c - 1  c - 1  c - 2  m ~ - - ~ m c " p  + c .  -;-tta""pz-C. - 2 * -  ntc- I p 3  + etc. = 

3 
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A - B .  ~ o n c ( n r + p ) '  X ( ~ - P ) ( = ( R + B ) ( A - B ) = A ' - B ' ,  

ou bien (( + p )  ( r n - p ) ) c  =Az-  B', OU enfin (m"-gz)' = A' - Bz. 
C .  Q. F. D. 

Donc, lorsque A" - Bz est. une puissance parfaite du degré c ,  

on est sûr de trouver la racine c du binome A =f= B, puisqu'on a 

A -i- B = ( rn zk p )' , et il est inutile d'introduire l'indéterminée Q 

dans la recherche de la racine, ou si on l'introduit, on la trouvera 

égale A I , dans le cas toutefois où le premier terme du binome 

est rationnel. Mais il est rare que A" - Bz soit une puissance 

parfaite du degré c ,  et c'est pour l'y amener que Newton la mul- 

tiplie par une indéterminée Q, afin que son produit ( A "  - B2 ) x Q 

égale une qiiantité ne., qui est une puissance parfaite du degré c. 

C'est ainsi que dans son second exemple, où il s'agit de tirer la 

racine cubique d'un binome , il trouve A" - B" = z 5 O; or 2 go 

n'est point un ciibe parfait, mais en le multipliant par Q = 4, k 

produit est iooo = 103. Ainsi ce n'est plus de A & B ,  mais de 

( A  f B )  (/Q qu'il faut chercher la racine c. 

Maintenant, supposons que x l/; f i/i exprime la racine cher- 

chée du binome R I/Q + B @, et qiie x )/Y représente la plus 

grande partie de la racine; il est évident, d'après le théorême qui 

vient d'être démontré , que ( xzy  - < )' = ( 8" - Bz ) Q = nu. 

Donc xzy - 1 = n. Et de cette équation l'on tire la proportioa 

continue décroissante , x I Y +  d: : (/n :: (/n : x ( / y  - )/?* 
Mais on- peut aussi faire la proportion, r :  G:: VY:+ E~ 
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tomme r >-G (*), on a aiüsi, (/B > Ga % mis deux pro- 

portions ayant ies mêmes termes m q e n s ,  il s'en suit que si le 

premier terme x G+ de la première est plus grand que r , 
premier terme de la seconde, le dernier terme $ de la seconde 

sera plis grand que x - v t  dernier terme de la première; et 

ce serait précisément le contraire, si le premier terme de la pre- 

mière était plus petit que le premier terme de la seconde. (**). 

Donc si x l/y+ l/l> i ,  on aura aussi, > x 1/Y- 1/: Je 

remarque, pour la première inégalité, que r étant la racine la plils 

approchée en nombres entiers du binome ( A + B ) \/Q, il ne 

peut pas différer d'iine unité de x c+ /:, qui en est siipposée 

C 

( * )  Car r = / ( A  + B )  VQ,  à moins d'une unité p l s ;  et . . * * i i  

( A + B ) ' x  Q > ( A 2 - ~ ' ) Q ,  ou encore ( A + B ) '  > A'-Ba ,  ou 

bien A" +a A B + B' > A* - Ba,  ce qui est de la dernière évidence. Donc 

enfin, r > VZ C. Q. F. D. 
(**) En effet, si on a deux proportions continues décroissantes, a : 6 :: 6 : c ,  

et g : b : : b : f, et qu'elles ayent le même moyen terme, je dis que si a>  g, 

on aura, f > c. Car, à cause des deux proportions, on a i'équation, ac e fg, 

d'où a : g : : f : c, Mais, par hypothèse, a > g; donc f > c. Et réciproquement 

si a<g,  on aura aussi, f < c,  tout cela est bien évident. 
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la racine exacte. Donc I >- x \/Y+ v i  - r. Quant A la seconde 

inégalité, f > x 6 - l/i, eile donne, o > x )/y- \/I- e. 
n Et en ajoutant ces deux inégalités, on a,  I + o > r x )/y - r - 7 9 

ou bien f > x / T -  , Or, x )/Y étant la plus grande 

partie de la racine; on voit qu'elle ne diffère pas de 2 de la 

y + +  Y + +  
q~iantité , ou, si l'on veut, que exprime, à moins 

Ele 2 près, la plus grande partie de la racine, 

NOLIS avons deux cas h examiner. 

1". Lorsque A @ est rationnel, x G, qui représente la plm 

grande partie de la racine, est aiissi rationnel, et alors le radical 

(/i, que Newton appelle s, devient égal A i ,  et on a . .  . . . . . . 
r + $  Y-t; $ 

x =  - 5 - = t = ts ,  A moins de + près. a 3 S 

2 O .  Lorsq~le A (/Q est irrationnel, x vi e n  aiissi un nombre 
m * 

irrationnel; et si l'on extrait de A )TQ tout ce qu'il contient de 

rationnel, le radical qui restera, ou G, étant ce que Nevton 

appde  s, on a,  >/Y= S. M$s nous wons vu plus haut q~i'il ne 

r + +  
s'en fallait pas de $ que ne Fut égal A x G ;  donc si i'on 

divise chacune de ces quantités par r ,  ou par G, nombre qui est 

plus grand que I'iinité ( parce qu'on n'opère que sur des quantités 

ne contiennent point de fiactions, pi~isqu'on a dîi les faire 

Jisparaître préalablement ), les quotiens auront encore une différence: 

plus 
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pllis 

elles 

- r +  + r 4 -  +- 
petite. Donc -Y v, et , ou bien x et -, ont entre 

une différence bien plus petite que $. Donc x  est un nombre 

r s  2- 
" C entier extrêmement approchant de la valeur de 2s Or Newton a 

- .+ + 
appelé r cette valeur approchée en nombres entiers de ; donc 

t = x. Mais nous avons aussi r = 6, donc rs = x G, et tz sz = x2y. 

Mais nous avons trouvé plus haut l'équation xz y - 2 = n , d'où 

xzy - n = T ,  et en mettant pour xZy sa valeur t2s2, on a ; 

tZsZ-n=<, ou bien (/:= f- l/ 2s' - n. Donc , en ajoutant 

pour chacun des deux cas que nous venons d'examiner, la valeru 

de (/;, ou la plus petite partie de la racine l'expression de la 

plus grande , déjh trouvée , nous alirons , r.s & (/ rz sz - n, ou 

bien x l / Y + V ' y =  I ; / ( A + B ) V Q =  tsrt Jtzsz-n. OU 
2 C  - 

bien I ; /A  + B  x I / Q = ~ ~ ~  ~ n .  OU enfin ..... . .. ..: 

La Note ( I I )  ayant été oubliée dans l'impression, j'ai été obligé de conserver 

aux autres les numéros qui les désignaient. 

N O T E  (12). pour la page 84. Tome I. 

L'élimination est en général une opération très-pénible par la 

longueur - des <calciils , et qui demande bea~~coup de précautions 

pour ne pas faire monter l'équation finale plus haut qu'elle ne 

doit. Je vais faire voir dans cette note-ci et dans la suivante ; 
par quelle route Newton a pu arriver A ses équations finales. 

Les deux équations proposées étant axz -+ bx + c =: O ,. et 

Tome II,  Q 
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fx" + g x  + h =o. Je multiplie la première par f, et Ia seconde 

par a ,  et je retranche le second produit du premier, ce qiii donne 

polir reste ( b f - a g ) x  + cf - a h = o ,  d'oh l'on tire.. ...: 
a h -  c f  

x 1  
b f  - a g  

. Pour trouver une seconde valeur de x ,  je reprends. 

les deux équations proposées, je multiplie la première par h, et la 
t 

seconde par c, et je retra~iche le second produit du premier, et 

j'ai pour teste ( a h  - fc ) x" + ( bh - c g )  x e O ,  et en divisant 

tout-par x ,  il vient ( a h - f c ) x + ( b h  - c g ) = o ,  d'où l'on 
c g -  b h  tire, x = --. a h - f c  Et en comparant cette seconde valeur de x à 

c g - b h  - a h - f c  la première, nous aurons , a - , équation oii il n'y bf - a g  

a plus d'x. Et en réduisant les deux membres au même dénomi- 

nateur, ensuite multipliant tout par ( a h - fc  ) ( bf - a g  ) , noirs- 

aurons pour résikat ( cg - b h ) ( 6 f - ag ) = ( a h  - fc  )". Et en 

faisant les opérations indiquées, et transportant tous les termes 

dans un seul membre , il viendra, a' h2 - a bgh - 2 a hc f + 
b'fh - b cgf + a cg" $. c2fL a o. Les trois premiers termes ayant 

pour facteur commun ah , peuvent s'écrire ainsi, ( ah - bg - 2 c f )  ah. 

Le quatrième et le cinquième ayant pour facteur b f ,  peuvent s'écrire 

ainsi, ( b h - cg ) x bf: Et enfin le sixième et le septième peuvent 

se décomposer en cette manière, (agz + cf"  ) x c.  Rassemblant 

toutes ces parties, nous aurons ( ah - bg - 2 cf) a h  + ( 6  h - cg) b f + 
( ag2 + cf ) c  = o. Ce qui est le résultat de Newton. 

N O T E  ( r j ) ,  gour lapage 85.  TorneI. 

Les deux équations proposées étant ax3  f bx' + cx + d F= O 

et fx" + g x  + h = O, je multiplie la première par h , et la seconde 

par d ,  et je retranche le second produit du premier, le reste est, 

a h ~ ~ + ( b h - - d f ) x ~ + ( c h - d ~ ) x = ~ ,  o i i ahx2+(bh-d f )x+  
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- dg =: O ,  en divisant tout par x. Pour abréger, je fais a h = A, 

6 h  - df= 3 ,  c h  - dg = C ,  et en substituant, l'éqiiation devient, 

A xz + 3 x  f C = O , que je traite de  nouveau avec l'équation 

f x z + g x + h = o ;  et comme elles sont maintenant du même 
degré, j'en obtiendrai de~ix valeurs de  x par k s  grocédes de la 

première règle, indiqiiés dans la note précédente. Je multiplie donc 

la ~remière équation A x 2  + B x  +- C = O par f ,  et la seconde , 
Jxz  + g x  + h  = O par A ,  et retranchant le second produit du 

premier, le Teste est, ( B f - A g ) x  + Cf- Ah = a ,  d'oh je tire, 
A h - C f  x =  
Bf - Ag 

Ensiiite je multiplie encore la première par h ,  et la 

seconde par C ,  et je retranche le second produit du premier, je 
C g - B h  divise tout par x ,  et j'ai, x = ~ h - c f '  Je compare cette seconde 

C g - B h  = A h - C f  valeur de x à la première, et il vient, A h  - cf B f - A g  3 

d'oh l'on tire ( C g - B h )  ( B f  - A g ) = ( A h  - C f ) 2 ,  qui 

devient, après avoir exécuté les opérations indiquées, et tramPord 

tous les termes d'un même côté, A'h2 - 2 A C f h  + CZ f - B C f g  + 
B2 f h  + A Cg2 - A B g h  = o. Maintenant si on remet, à la place 

de A , B , C, leurs valeurs respectives n h  , b h  - df, c h  -. dg, 

toutes les multiplications et réductions faites, il viendra, a' h3 - 
a b g h Z -  2 a c f h z + b Z f h z  - b c f g h -  z b d f ? h + a c g 2 h  - a d g 3  -+ 
c Z f Z h - c d f  g + b f 3  -+ b d f g z +  j a d f g h = o .  Les rer. ze. et 3e. 

. . 
termes de cette équation peuvent se décomposer ainsi. . . . . . . . 

. . 
( a h -  b g -  z c f ) x a h 2 ;  les 4e. 5'. et Ge. airw S.... . . . . . . . . .  

. . 
( b h - c g -  zdf) x b f h ;  les 7=. 8=. 9e. et 10'. ainsi.. . . . . . . . 

. . 
( c h - d g ) ( a $ + c f t ) ;  les I I = .  1 2 ~ .  et lje. ainsi .......... , 
( 3 a g  h + bg2 + d p  ) x df. Toutes ces différentes q~iantités étant 

.Q 
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rassemblées , donnent, ( ah - bg - 2 cf) X a h2 +. . . . . . . .. . , . . .. 
( b h - c g -  z d f )  x b f h +  ( c h  - d g )  (dg2+ CS') +. . . . , , .. . . 
( 3 agh + bgZ -b d y  ) x df = o. Résultat absolument le même que 

celui de Newton. 

Pour parvenir aux formiiles qui composent les tfoisième et qua- 

trième règles de Newton, il faudra procéder d'une manière entière- 

ment semblable. 

N O T E  (14) ;~our  la page 87. T o m e l .  

Newton propme de faire. évanouir les incommensurables de I'éqiia- 

tion , - (/ai-ay = z a + et pour cela, il fait , 
t = , v = a - a , e t  x = fi. Donc, en substituant 

t ,  v et x au lieu des quantités qu'elles représentent, la proposée 

deviendra, t- v = za + x ;  c'est de cette équation qu'il faut suc- 

cessivement é~iminer les quantités x ,  t, v, pour nYavoïr plus qu'une 

équation rationnelle en y et en a. J'ai d'abord x = t - v - 2 a ; 
OU x = t - r  (en faisant - Y -  za=- r ) .  Donc ( A ) x 3 ,  ou  

i ~ ~ ' s P - 3 t f r + 3 t ? - r ~ .  Et puisque t=G, on a ....., 
t k  a y  et t3 = t a y .  Et en substituant pour t3 et t' le& valeurs, 

dans l'équation (A) ,  elfe devient (B) ayz = t n y  - 3 ay r + 
3tr2---r3.  Nous avons fait - r = - v - z a ,  donc yZ=vZ+ 

4 a P + 4 a' ; et en mettant pour vz sa valeur d - a y, on aiira, 

en réduisant, t3 = 5 a'.+ 4 a v - ay. Ensuite, si dans l'équation, 

- r3=-v3-Gay2-12o 'v-8a~,  nous mettons encore aii 

de pz sa valeur a' - a y  , et au lieu de y3 aussi sa valeur 
aZ Y - a v y ,  nous aurons, -- r3  =, z4a3 - 1 j u 2 y  +avy-+6a2y, ,  
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toute réduction faite. Substituant maintenant dans lYdquation (B)  à 

la place de - r , de + r' et de - r3 ' leurs valeurs, elle deviendra, 

ay2=tay+3ay(-V-2a)+j $(y 2+4av-ay)+(-1~a~-13a~v+nv~+6a~~). 

Faisant les multiplications indiquées, transposant dans Ie premier 

membre tous les termes affectés de c, et dégageant la valeur de t ,  

ay '+14a '+13a%+2avy  on aura, t = 
1 f a ~ - 2 a y + 1 l a v  

- Et en effaçant a au niimé- 

rateur et au dénominateur, t= Y ' + I ~ ~ ' +  1 3 a v +  ~ V Y  . ~ ~ ~ ~ é l ~ ~ ~ ~ ~  ria-zy+rzv 

y " + r 4 a 2 + ~ ~ a v + 2 ~ y  tout au quarré , il vient, ta ou a y  = ( 
~ r a - ~ y + i i ~ ) . A ~ r è s  

avoir développé le quarré indiqué, fait évanouir le dénominateur, subs- 

titué à la place de Y' sa valeur a" - a y  , opéré toutes les réductions, 

e t  transporté dans le premier membre tous les termes affectés de v ,  

y ' -Say3$ iSqa2yZ-qS6a3y_+36!a4  , on aura, en dégageant v , IJ = ----- -- -4y3-74ay'+304aZy-364a3 . 

et en élevant chaque membre au quarré, vZ on. . . . . . . . . . . 1. . . : 

cette éq~iation ne contenant plus que des valeurs rationnelles, si 

!'on dévelope le quarré , qu'on fasse évanouir la fraction, - qu'on 

réduise, et transpose tous les termes dans LI* seul membre, on aura, 

1008 azy6 - 14G4a3y1 - 2762a4y4f 3680aSy3 + 291G a6f - 
972 a7y + 729 as = O. 

On pourrait encore résoiidre ce problême d'une autre manière, 

e n  disant : puisque l'agent A fait l'ouvrage en trois semaines, il est 

évident qu'il n'en k i t  que le j en une semaine, et la septième 

partie d'lin tiers ou 5 en un jour. On trouvera, par le même 

raisonnement, que l'agent B fait en un jour de l'ouvrage 
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demandé, et l'agent C, &. Il faut voir maintenant 'en combien 

de jours ces trois agens réunis feront l'ouvrage entier. Soit x 

ce nombre de jours , nous aurons, x ( + + & ) = I 'j OU bien 

r-+30+=- 
8 1% - 7.. D'où l'on tire x = 6 $ de jours. Or 5 de 

3 

jour égalent 5 heures et f .  Donc le  temps employé par les trois 

agens réunis pour faire l'ouvrage, sera de 6 jours 5 j heures. 

Ce problême a besoin de quelques éclaircissemens. Newton dit 

d'abord que la pesanteur spécifiqiie de l'or est A celle de l'argent . . . . 19 : y. Effectivement un pouce cube d'or pèse I z f onces 

ou y d'once, et un pouce cube d'argent pèse 6 4 onces, ou 

d'once. Or j. et sont dans le même rapport que 19 et y; 
et de plus, il suppose que la pesanteur spécifique de la couronne 

est comme 17 ; il dit ensuite que le volume de l'or est à celui de 

l'argent dans la couronne : : IO : 3 : : e - b : a - e : : A : B. 
En voici Ia preuve. Le volume d'or A est à celui de l'argent B :: 
e - b : a - e ,  et en substituant dans cettte proportion, CL la place 

de a, 6, c leurs valeurs respectives I 9, ljl et 17, on aura. . . . . . 
3 i 17-T : 19 - 17 :: A : B, ou --- "-" : 19-17 :: A : B ,  ou 

3 I 

a 0 - , : 2 :: A : B, ou 20 : 6 :: A : B, ou enfin IO : 3 :: A : B. 

Donc on a ,  IO : 3 :: c - b  :: a - e : : A :  B. Il ditentroisièmelieu, 

que le poids de l'or est au poids de l'argent dans cette même couronne 

:: 190: 31 :: 19x10: Y x ~  :: a ( e - b ) :  b ( a - e ) .  En effet, il 

a nommé la pesanteur spécifique de l'or a et celle de l'argent b, donc 

19 : 9 :: a : 6 ;  et en multipliant chaque terme de cette propo&on 

par le terme correspondant de celle-ci , IO : 3 : : e - 6 : a - e , il 
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en résulte cette nouvelle proportion, 1 go : 3 I :: a ( e  - 6) : 6 (a - e )  , 
dont le premier et le second termes expriment en valeurs numé- 

riques, le rapport des poids respectifs de l'or et de l'argent de la 

couronne; car rgo et 3 I sont les produits terme à terme de IO et 

3, rapport des volumes, par 19 et 3, rapport des pesanteurs spé- 

cifiques, ce qui donne le rapport des masses ou des poids absolus. 

Et les deux derniers termes a ( e  - b )  et b ( a  - e )  sont les mêmes 

poids exprimés algébriquement; enfin il dit que le poids de la coii- 

ronne est au poids de l'argent qu'elle contient :: 22 I : 3 1 .  Ce qui 

est facile à voir, puisque le poids de la couronne est au poids de 

l'argent, :: rgof 3 1  : 3 1  ou :: 221 : 31.  

. Mais remarquez que dans tout cela on ne connaît que les rapports 

des volumes et des masses , mais nullement les volumes ou les 

masses mêmes ; pour les connaître, il faudrait que le volume de 

la couronne fîit connu. 

Si l'on doit A la fin de l'année une somme a ,  et qii'on l'acquitte 

au commencement, il est clair que l'on devra payer une somme 

moins forte, puisqu'iI faut en déduire les int6rêts des intérêts. Sup- 

posons que chaque livre de la somme a doive se rtduire à x ,  3L 

combien se réduira la somme elle-même ? On le trouvera par cette 

proportion , I : x : : a : ax. C'est donc ax qu'il faut payer au com- 

mencement de l'année, au lieu de a qu'on aurait payé à la fin. 

Supposons que l'on veuille avancer le paiement de deux ans ; alors 

il faut chercher à quoi doit se réduire une somme a que l'on ne 

doit qu'après deux années, si l'on veut s'acquitter au commencement 
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de la première; mais j'arriverai au même résultat, si ail lieu de 

regarder a comme la somme qu'il faudrait payer au bout de deux 

ans, je regarde a x  comme celle que l'on doit au bout d'une année, 

et que je cherche A quoi elle doit se réduire si on la paie au com- 

mencement. Je .trouverai donc sur-le-champ la somme réduite par 

cette proportion , I : x 3::: ax : axz.  Si le paiement devait être avancé 

de trois ans , je regarderais axz comme la somme qu'il faudrait 

payer au bout de l'année, et n i 3  serait celle qu'il faudrait payer 

au commencement ; et ainsi de suite. Et en rassemblant toutes ces 

sommes , on trouverait l'équation finale. Par exemple, si l'on ne  

doit une somme a qu'au bout de cinq anr, et qu'on s'en acquitte 

au commencement de la première avec une somme c ,  on aura, 

xS  + x4 + x3 + xz + x = , qiii est l'équation de Newton. 
4 

N O T E  ( 1 8 ) ,  pour lapage 115.. TOme I. 

Pour avoir la valeur de x par le moyen de l'équation. . . . . . . 
i + a. = b 2 ,  je fais évanouir le diviseor a? , ce qui me donne 

x1 

+ a 2 x z  + b4 1 b 2 x Z ,  ou bien ( $a2 - b z )  xZ = - b 4 ,  ou 

b i e n ( b Z - ~ a z ) x Z = b 4 ,  ou bien(b+:a) (6- f a )  xz = b4. 

Je cherche une moyenne proportionnelle k , entre b + f a  et b - :a, 

et l'équation devient kz xz  =: b4, ou k x  = b' , ou enfin k : 6 : : b : x. 
/ 

NOTE (iy), pour i'apage 116. Tome 1, 

%' Pour tirer de l'équation + " - - b" la valeur linéaire de x , 
je la mets d'abord sous cette forme xz =: 46" - - b4 OU bien 

c2 9 

X z  
4 b1 CI - 4 64 - 4 61 ( cz - 

p .  - '  c? b z ' , e t e n f i o x z = ~ ( c + 6 ) ( c - b ) .  c - 9 

Je 
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Je cherche une moyenne proportionnelle k entre c + b et c - b ,  
4 6% k' et l'équation devient x" = - 2 b k  

c, , m x = -  ; d'oiic : , 2 b  :: k :  x. 

N O T E  ( r o ) ,  pour lapage 116. Tome 1. 

L'équation i a' + f = x" , devient, en réduisant et ordonnant, 

x4 - cZ +x2 = - 2 cZ. Cette équation du quatrième 'degré se 
~ * & ~ V t 2 i < 1 2  résout comme .ceiles du second, et donne x' = 

2 9 

OU bien xz = $ ( c & -az ). Et enfin.. .............. 
r =+ l/' 2 ( c z t  l / c 2 -  a ' ) .  On voit donc que x a quatre 

valeurs, x = +  I/+ ( c  + -1,. ................... 

x = - (/ + ( c - l/ c' - a' ) , et de ces quatre racines , la pre- 

mière et la troisième sont égales et ne diffèrent que par leur signe; 

il en est de même de la seconde et de la qmatrième. En effet , si 

au lieu de chercher le côtS CB , ou le côté BD , nous avions 

cherché AC ou A D  , ROLLS serions arrivés par les mêmes moyens, 

à la même kqiiation finale f a" + $ = x";  donc cette équation doit 

nous donner les va!eurs des quatre lignes CB , BD , AC , AD. 

Et  l'on boit de plus que CB et BD sont égales en grandeur , et 

ne diffèrent qii'en ce que l'iine étant positive, l'autre est nécessai- 

rement négative : il en est de même de AC et de A D ;  donc 

l'éqiiation a dû renfermer toutes ces conditions ; et nous avons vu 

Tome II. R 
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qu'elle les renfermait effectivement. Et si on suppose que la Iiase 

CD du triangle soit égale au diamètre AB,  alors. on voit que les 

quatre lignes C B  , A C , B D , AD sont égales , et que les deux 

premières étant positives, les deux autres sont négatives ; et c'est 

ce que l'équation nous apprendra encore. Car puisque CD = AB , 
on a c = . a ,  donc V c z -  BZ- - O ,  donc l'équation.. .......... 

..................... Effectivement la somme des côtés est, 

. - % + Y  + a - x - y  - 
a 2 

- a - x , et la base est x. Donc si de IZ 

somme des côtés a - x ,  on retranche la base x ,  on aiira a - Z X ,  

excès de la somme des côtés sur la base; et cette quantité devient 
a b  - as 

u + b  
, en substituant pour x  sa valeur -. 

~ a + z k  

N O T E  ( 2 2 ) , p o u r  lapage 141. Tome 1. 

L'équation - x4- 2 b x 3  + z b 3 x + b 4 = a z b Z - z a b 2 x + b Z x 2 ,  

devient en transposant tous les termes et ordonnant, ........... 
~ 4 + 2 b x ~ + b ~ x ~  - z a  b Z x  -b4 = O ,  quantité bien différente - 2 b 3 x +  a2 bz 

de celle que Newton donne, mais si l'on ajoute à chacun 

' 64 , alors eflé devient de ses m e m b r e ~ + ~ ~ ~ " { x ' ~ ~ ~ ~ ~ { ~ + ~ ~ ~ ~  

dont le premier membre est le quané parfait du qiiatrinome. .... 
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x 2  + b x + b' + a  b ,  et le second, le quarré de. ............... 
( x + 6 ) 1 / z a b +  zb'. 

Quant à la manière dont il faut s'y prendre pour trouver les 

cpantités qu'on doit ajouter à chaque membre de l'équation, afin 

de rendre l'extraction possible, on la trouvera dans le chapitre de 

Lz rc'duca'an des équations par les divisertrs incommensurables ; on 'trouvera 

même à la fin de la note (73), l'opération détaillée pour réduire 

l'équation de cet article. 

N O T E  ( I J ) , P O U T  lapage 141. Tome 1. 

Puisque A B = ; b ,  C B = j a ,  CD = ? A B ,  ou C D = $ b ,  

b + "  u une moyenne proportion- il s'en suit que A C  = -* 

nelle A E  entre 6 et A C  sera AE - ~ ~ b z + ~ a b , e t c o r n r n e  
-.- 

CE - A C - A E ,  ou bien CE=% - i t b 2 + i a b ; e t  qie  

6 + D E = D C - C E ,  il s'en suit que D E = f 6 -  (+) +.... 
v i b z + i a b ,  ou bien  DE=-:^- j a + I ? b 2 +  +ab ;  d'oh 

il résulte, qu'une moyenne proportionnelle E F  entre b et D E  don- 

nera E F= (/6 (/ : 6' + j a b  - j 6' - f a  b. Ensiiiye B E  = BC- CE, 

ou bien BE = f a -  (*) + \ / i b 2 + : a b 3  ce qui se réduit 

à B E  = - 6 + b' + f B 6. Maintenant si nous ajoutons E F b 

B E ,  et qu'ensuite nous l'en retranchions , nous aurons dans le 

premler c a s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

c'est la première valair de x. Ensuite.. ..................... 
R 2 
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B E - E F = - + ~ + ) /  j b 2 +  jab- I / b / f b 2 + f a b - $ 6 ' - '  .ab, 

et c'est la seconde valeur de x. Or il est clair que les deux côtés 

A C et B C du triangle, se déterminant par les mêmes loix , on 

arrivera toujours à la même équation, quel que soit celui des deiix 

que l'on cherche ; donc la même équation doit donner la valeur 

de chacun d'eux ; il est certain par conséquent que la première va- 

leur de x est celle du plils grand côté, et que la seconde est cdle 

du plils petit, 

NOTE (24.1, gour Capage r42. Tome I; 

Newton fait AB = BC= ja.  Ensiiite il élève en C la perpen- 

diculaire CD = b , et il prolonge C D  jusqu'en E , afin d'avoir. . , 
D E S A D .  Mais A D ;  f a z + b 2 ,  donc a i i ç s i D E = ~ a " ,  

donc CE = DE - CD - b  + I/ a' + 6'. Ensuite il prend ilne 

moyenne proportionnelle géométrique C F  entre 6 et CE , ce qui 

donne C F  = 1/- b2 + 6 /m. Du point F comme centre ; 

et d'un rayon , B C = a , il décrit un arc de cercle ; alors on voit 

qlie CG = ~ G F  -CF, OLI bien . . . . . . . . . . . . ., . . . . . . . . . . . . 
CG a / t a 2  + 6' - 6 /- , quantité qui est aussi égale ' 
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Voici le développement de cette construction ; b + a : R : : R : 6 - a ,  

'donc R =  n. Ensuite R : S :: S : b - R ,  donc.. .. ... 
S =  1/6R=R;; enfin f n + S  : T:: T:  j a - S ,  donc ....... .. 
T = ( / + a 2  - S2. ~&tituons dans cette dernière équation , à la 

place de S, sa valeur, elle deviendra, T = f; aZ - b R + R2; et 

si l'on remet encore dans cette dernière la valeur de R,  elle 

deviendr4, T = I/ ta' + 6' - a' - b (/ b' - a', qui 'se réduit A 

T 3 l/ bz - f a2 - 6 )/6' - 2. Donc les deux valeurs de x sont, 

x = t a + T ,  et x = ; a - T .  

N O T E  ( 2 6 ) ,  pour la page 147. Torne 1. 

Pour trouver la proportion .A B : A C + B C :.: A E : A C ,  que 

fait Newton, le lecteur se rappellera que lorsqu'on_partage un angle 

en deux parties égales, la ligne qui le partage coupe la base en 

deux segmens proportionnels aux catés correspondans; ainsi on a; 

B C : A C : :  B E :  ER; ce qui donne, B C + R C : A C : :  B E +  

X E  ou B A  : E A ,  et en rendant les moyens extrêmes.. . . . . . . 
' A B :  B C + A C : :  AE:AC. 

NOTE [z7) ,  page 147. Tome .T- 

Ou plutôt ajoutez t angle C avec l'angle C E A ;  et retranchez 

cette somme de deux angles droits, et le reste sera la valeur de 

l'angle A. Pour avoir i'angie B., ajouta f angle C avec l'angle CEB, 
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et retranchez cette somme de deux angles droits, et le reste sera 

la valeur de l'angle B. 

N O T E ( z 8 ) ,  pour la page 147. Tome I. 

- 2  -2 - 2  

11 est bien facile de prouver que AC - B C = A D - B D. 
C 

D'abord 2 = T6 + Fta ensuite Fi = Tb + ri> , et en re- 

tranchant la valeur de de selle de Te, on a ,  Z; - = 

N O T E  ( t g ) ,  page 148. Tome 1. 

Voici comment Newton arrive à 17éqiiation s= 7; - - 
( a $ . b + c ) ( a + b - C )  ( a - b + c ) ( - u + b + e )  -2 

4 a2 AC - xi étant la 

différence de deux quzrrés, peut se décomposer ainsi. . . . . . . . . . 
bz - ca 

( A C +  A D )  ( A C - A D ) .  Or il a trouvé A D = f a +  - 2 a  ' 
ou bien A D  = a* + 6% - c3 

2  a  , et comme il a appelé AC, b ,  si nous 

substitiions ces valeurs analytiques à la place de AC et de A D  

dans l'équation ~ = ( A c + R D ) ( R c - A D ) ,  nous aurons, 

D;*(b+ "'+'-' 2 Q ) ( 6 -  ( 2 a  ) ) OU. .. . . .. . . . . 
- 2  z a b f  a * + b Z - c 2  ) ( 2 a b - a ' - b a  + c l  

2  a 2  a  ) Or, le premier 

facteur du second membre de cette équation est la même chose que 

( a + - 
> et le second facteur est la même chose que. . . 

2 Q 

c Q -  ( 1 1 - 6 ) s  
2 a  . On voit donc qu'en considérant a + b  comme une 

seule quantité, et a - b aussi comme une seule quantité, chacun 
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de ces deux facteurs est la différence de deux qiiarrés. On pourra 
. \ donc écrire l'équation en cette maniere.. ........ ., .......... 

c2-  ( a - b ) *  ............ ), ou bien.. 

N O T E  (JO) ,  pour la page 148 Tome 1. 

11 est bien évident que l'angle E C D  égale Lin demi-angle A, 

car ( par const. ) A E = A C, donc si de l'angle A on mène sur C E  

une perpendiciilaire AK , les deux triangles D CE,  K A E ,  qui ont 

chacun un angle droit, et l'angle commun E, sont semblables; 

donc l'angle D CE = l'angle E A K = f angfe A. 

N O T E  (31),page 148. Tome 1. 

Nous avons vu que ......;.......................,..... 
-2 DC- b f  c ) ( a + b - c ) ( a - b +  .... . 4 a' 

, et qile.. 

D E -  ( c + a - b )  ( c - a + b )  
2  a 

. Cherchons une moyenne proportion- 

F' nelle F, entre c f a - b ,  e t ' c - a +  b ;  alors D E = -  2‘1 ' 

et Di = ( a + 6 + c ) ( a + 6 . - c l  
4 a' 

x  herchons éncore une moyenne 

proportionnelle H ,  'entre a -+ 6 + c, et a + 6 - c , nous aurons , . 
*xF' H x  F D C = ,  ou bien D e = - ,  et 2 a x D C - H x F .  

4 a2 2 4  

D'un autre côté, 2 a x D E  = F x F. Faisons des proportions avec 

ces deux équations. La première donne , 2 a : F : : H : D C, et la 

seconde, z a :  P :: F: DE, donc H :  F:: DL': D E ,  ou bien 
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une moyenne proportionnelle H, entre a + b  + c , et a  f b - c ,  

est à une moyenne proportionnelle P, entre c + a  - b ,  et c - a + b  , 
comme D C est à D E ,  comme le rayon est la tangente de la 

moitié de l'angle A,  ou comme la cotangente de la moitié di1 

même angle A est au rayon. 

N O T E  ( 3 2 ) , p o u r  la page 148. Tome 1. 

Nous avons vu, par l e  théorême quatrième, que.. . . . . . . . . . 
-9. b C E =  - ( c + a - b )  ( e - a f b ) .  Maintenant, si de l'angle A 

nous abaissons une perpendiculaire sur C E ,  cette ligne CE sera 

coupée en deux parties égales ( pilisque dans le théorême second 

on a fiit A E = A C . ) ,  et une de ces parties sera le sinus de la 

moitié de l'angle A ,  ce qui nous fournit la proportion.. . . . . 
. A C R  x sin. + A  

CA : $CE :: R : sin. --; donc f CE = R OU bien. . 
2 b x s i n . + A  -2 4 b ' ~ ( s i n . ~ A ) ~  

C E =  % .  , et C E =  R= Comparons mainte- 

nant cette seconde valeur de rg avec la première, et nous aurons, 
4 bl k ( sin. 1 A )I - 6 

122 
- - ( c f  a - b ) ( c - a f b ) ;  ou bien.. . . . .. . 

q a b ~ ( s i n . f ~ ' ) ~ c = ~ ~ ( c + a - b ) ( c - a + b ) .  Et en faisant 

une proportion, z a x z b :  ( c+a -b ) ( c -a+b)  :: R z :  (sin. $4)". 

Et en cherchant une moyenne proportionnelle entre 2a  et 26, et 

une autre entre c + a - b et c - a  $ b  , substituant les quarrés de 

ces deux moyennes dans la proportion, et prenant la racine quarrée 

de tous les termes, on aura la proportion énoncée dans la première 

partie du thiorême cinquième. 
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N O T E  ( 3 3 ) , p u r  la page 149.  oie I.  

Cette seconde partie du théoreme cinquième se tire de l'équation 

4 a b ~ ( s i n . i A ) 5 R z ( c + a - b ) ( c - a + b ) ,  quenoirsavons 

trouvée dans la note précédente. En effet, en divisant tout par 
( ~ + a - ~ )  , dYoh 4 a b , i l v i e n t ( s i n . f A ) " - r R Z X  ,, 2b 

1 : ( c +;a- b  ) ( c  b ) : : Rz : ( sin. + A  )'. Donc si on prend 

c - a + b  une moyenne proportionnelle entre .ff- et z b  , que l'on 

en substitue de p a r r é  dans la proportion, qu'ensuite on prenne la 

racine quanée de tous les termes, on aura la proportion énoncée 

dans la seconde partie du théorême cinquième, 

Faisons d'abord la proportion, CE : CD : : R : cos, A, on 
1 -+ -Y. C E  x (cos.  f A)' 

CE:  C D  :: Rz:.(cos. :A)' ,  d90ù l'ontire, R* 9 

et en substituant, A la place de et de Ea, leurs valeurs ana- 

lytiques données par les théorêmes premier et qiiatrième, on aura, 

(cos. $A)' x Q ( c + a - b )  ( c - n f b )  
rr R= , OU bien. .., . . . . , . , . . , . . . . 

b 
' f  ' ) ( f i + ' - ' )  =(cos .~A) 'x  =. OU e,qfin.. . . . ...... 

4 as 

R Z ( a +  b f  c )  ( a +  b - c ) = q a b x  (cos. +A) ' .  Il n'y a plus 

maintenant aucune difficulté pour troiÏver l'énoncé du Cième 

théorême. 

Tome II ,  
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



~3 !3 N O T E S ;  

N o T E' ( 3 5 1, pour la page I 5 o. Tome 1. 
F 

On a ( p a r  const.) A C =  A E  = A F ,  et B C - B H  = BG. 

D O ~ C B C + A C - A B = B E + E N - + A H + E H - A H - E H -  

B E = E H ;  et B c - A c + A B = B E + E H - A H - E H +  

A H  -+ E H  $ B E  = B E  + E H ;  mais 2 B E  + EH= B H  + 
B E  = E G .  Donc ( B C + A C -  A B )  ( B C - A C + A B )  E H x E G  + 

Z A B  Z A B  

N O T E  (36) ,  pour la page rg-a ' Tome 1. 

Newton dit que D C est moyenne proportionnelle entre DE et 

DF; pour le prouver, il suffit de démontrer que l'angle FCE est 

droit. Or ,  il a été prouvé (Note 3 0 )  pour la figure 7, que l'an- 

gle Il CE = $ angle A ; et comme l'angle D CE a été construit 

avec les mêmes conditions dans la figure 8 , il s'en suit qu'il est 

égal à A. De plus , h cause de AC = F A ,  l'angle F = f angle A, 

donc C F D  = D C E .  Mais F C D  + C F D  =? un droit : donc 

FCD + DCE = un droit , ou bien FCE = un angle droit, 

Donc , etc. 

Les deux triangles B C E ,  AE F, étant tous deux rectangles 

(par const. ) , sont semblables, donc on a ,  B E  : E C : : A E : F E ,  

d'où Pon tire B E :  EC:: A E :  F E : :  B E + A E O U A B :  E C +  

F E  oii FC. Donc B E  : E C  :: AB : FC. Mais on a par la pro- 

priété du triangle rectangle , B E  : E c :: B C : CD. Mais ( par 

hypot?z2se), A B  : A C : :  B C  : CD; donc A B  : AC:: B E  : E C ;  
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donc aussi A B  : AC :: A B  : FC; donc AC= F C ,  c'est-à-dire, 

que le triangle A C  F e;t isocèle ; or ( pm conr~. ) , l'angle F est 

droit , donc aiissi l'angie F A  C est droit , donc l'angle A CP qii'il 

faut ajouter A R CB ou en retrancher, pour qiie la somme ou la 

différence devienne égale ?i un droit, est nul; donc l'angle A CB 

est droit. 

N O T E  ( 3 8 ) , p o u r l a p a g e  111. Tome 1. 

Par l'énoncé du problême , la base du triangle est moyenne 

proportionnelle arithmétique entre les côtés. Donc z A B = B C -f- AC. 

Retranchons AB de part et d'autre , nous aurons AB = B C + 
A C - A B ,  ou bien A B - A C = B C - A B .  Et si nous faisons 

B C - A B = x ,  nous ,aurons aussi A B - A C = x ,  et puisque 

A B = a ,  il en résrilte que B C = x + a e t  q u e A C = a - x .  
w 

N O T E  ( 3 9 ) , p o a r  b p a g e  131 .  Tome 1. 

Voici comment on pourrait construire l'équation., . . . . .-. . . . . .: 
- z b e a + d  / 3 0 a e * - 3 6 * e 2 + : a * d *  

X =  . Soit m le rayon d'un cercle , 
4 e "  4- 3 d Z  

# 

qu'on inscrive dans ce cercle un triangle équilatéral, et qu'on 

app&e n. le côté de ce triangle, on sait par la géométrie élémen- 

taire qu'on aura l'équation n2 = 3 mz. Cela posé, je passe à la cons- 

truction. D'abord l'angle E est donné , et Newton a supposé de 

plils qu'on avait d : e :: D E  : CD :: cos. E : sin. E. Je &rai 

donc un triangle rectangle avec des côtés d'une longueur arbitraire, 

et dont un des angles aigus sera égal à E ; le côté adjacent à 

l'angle E représentera d ,  le côté adjacent B l'autre angle aigu, e ; 

et en appelant f l'hyp~thénuse, on aura f k ez + &. Avec f comme 

S 2 
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rayon , je décris un cercle dans lequel j'inscris un triangle équila- 

téral dont j'appelie le côte g , ce qui donne g z  c 3 f' = 3 eZ 4 3  da; 

ou ( A )  6 = 3 ez + 3 8. Ensuite avec d comme rayon, je décris 

un cercle dans lequel j'inscris un triangle équilatéral, dont j'appelle 
h1 3 'fa le côté h ,  ce qui donne hz = 3 dz , ou - = - , et retranchant 
4 4 

membre par membre, cette dernière équation de l'équation ( A )  , 
hl le reste sera g2 - -- .......... 
4 - 3 e z + 3 d ' - f  d a ,  ou bien.. 

h2 g--- - 3 2 + 2 ( B ) .  Prenant ensiiite une quatrième pro- 
4 4 

b e b2 ea portionnelle k = 7 , ce qui donne kZ = - aa , et décrivant un 

cercle avec k comme rayon , j'y inscris un triangle équilatéral 
g 62 e2 dont j'appelle le côté I , ce qui donne T- = 3 kZ = - . S .  ou.. . 

3 6% r 
f = .  a, , je retranche , membre par membre , cette dernière 

....................... équation , de l'équation (B) , et j'ai. ; 

A' g z -  - - I Z = 3 e Z -  3 6% ea .a............ a2 + % , ou bien.. 
4 

9a2 P 
ha 3 a2 ea - 3 6% et + - 

9' -*-  P =  pz ( C). Maintenant je cons- 

truis un triangle rectangle qui ait pour côtés Z et + h ,  et j'appeEle 

son hypothénuse p ; j'en construis un autre qui ait p pour Lin de 

ses côtés , et g pour son hypothénuse , et j'appelle son autre côté q. 

La première construction donne , pZ = hZ + 1" ; et la seconde , 
q2 = g2 - p z  ; donc q" = g" - f hZ - 1". Et en substituant dans 

3 a2 ea'- 3 6% e2 f O; aZ da 
l'équation (C) , elle deviendra, qz = aa , OU bien 

q2= ~ a z e z - 3 b z e '  +Inz 2,  o u < ~ g =  d j d  e 2 - 3 6 z e z + f n z d z ,  

- d I 3 a' e l  - 3 bl c+ + aal d2 ou bien ,,, + ,,, - (E) , en multipliant 
4 e P + 3 d ?  
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d 
par ez + 3 dz Mais nous avons vu plus haut que AZ s 3 b ; 

donc en faisant un triangle rectangle qui ait pour c&s h et ze, 

et appelant son hypothénuse r , il donnera , r" = ,p + 3 dZ ; 

ensuite prenant une quatrième proportionnelle s = 5 , ét une 

.s d ........... autre q~~atrième proportionnelle r = , on aura.. 

t a s  d c. - ................. 
r 9 

a Donc.. 
4e1+3d2 

d 3 az e~ - 3 bz e2 + + al dz 
C i 

4 e2 + 3 da 4 eP + 3 dZ 
. Actuellement, à cause de 

2 b e  - 2 b e f  
4 e î  + 3 d Z  ra > si L'on prend une quatrième proportionnelle 

z b c  v 6 
V = -;-, et une autre quatrième proportionnelle 6 = 7 ,  on 

2 b c* z b e 9  ................... aura S = - = . 
r" 4 e2 + 3 da 

Donc enfin.. 

- 2 b ea + d f i  af e l  - 3 b f  eZ + 5 a2 da 
t - d ' a  

4"f 3da 
= x ;  donc t - 6 a x .  

élevant tout ai* quarré , Al)= z AC+ z B2- BC: et en ajoutant 

.... A chaque membre le qiiarré de la diagonale B C, il viendra, 

(Fig. Ire. pour les Nores). Voici comment on peut trouver 1'6qiiation 
' ' Prolongez indéfiniment la diagonale A C dans y'=- fey  + , b .  

rangle H A  F; du point G milieu de E F élevez ilne perpendiculaire G B  
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sur ce prolongement, et du même point G comme centre, avec le rayon 

E G décrivez une circonférence de cercle, elle passera par les points 

E ,  A ,  F et coupera le prolongement de la droite CA en un 

point T , et la corde AT sera divisée en deux parties égales AK 

et K T ,  par la perpendiculaire GK. Maintenant si l'on unit les 

points G et T, et les points A et G par des droites, elles seront 

des rayons du cercle , et les deux triangles AKG , T K  G seront 

égaux en tout ; de plus l'angle TA F = 45 O , car la .diagonale 

C A  T coupe l'angle droit H A  F en deux parties égales , et puisque 

T A  F a son sommet à la circonférence, il faut que l'arc TF, in- 

tercepté entre ses côtés , soit de go0 ; donc l'angle T G  F qui a 

pour mesure tout l'arc T F  est droit, donc TG est perpendiculaire 

sur CG , donc le triangle rectangle CGT donne la proportion 

C T  : T G  :: TG : TK ou AK. Or . l'hypothéniise Ci'= CA $1 

A K + KT = CA + 2 AK. Et  en conservant aux lignes les noms 

que leur a imposés Newton , la proportion devient CT ( e  + 2 y )  : 
TG ( 6 )  :: TG ( b )  : TK ou AK (y). D'où l'on tire e y  + 
2 yZ = 6' , OLI bien 2yz = - ey + b" , et enfin y2 = - f ey + f b2. 
Connaissant y de cette manière, le reste s'achevera comme il a été 

dit dans le problême. 

N O T E  (42), pour la page 173. Tome 1. 

Les deux ordonnées CB et DH ont pour expression commune 

l'équation y = 3 c /% + a r  - rc  , et comme elles ont 

des positions différentes par rapport à l'axe , elles doivent avoir 

des signes contraires ; donc CB étant prise avec un signe positif 

DH doit être prise avec un signe négatif. On aura donc. . . . . . . . 
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BC- ( - D H ) = B C + D H ,  ou B C  + B K  pour la différence 

des deux ordonnées. Maintenant l'ordonnée D H devant être néga- 

tive , il est impossible que son radical soit afïecté du signe + , 
on a donc nécessairement, - DH- 3- - / 

2b 
-i- + a r -  TC. 
4 bz 

Donc il fau aussi que B C= 3 + I/x + ar  - rx. Donc en 
4 ba 

fdkant la soustraction on aura , B C + D H = 2 

i'annonce. 

N O T E  (431, pour la page 174  

C'est-&dire , que si l'on considère A B  comme 

ainsi que Newton 

Tome I. 

le rayon du cercle, 

la droite A K sera le cosiniis de l'angle B A  K; mais si on prend 

AB comme diamètre, la droite A K sera la corde du double du 

complément de l'angle A ,  ou ce qui revient au même, sera le double 

du cosinus de l'angle A. En effet, il est d'abord bien évident qu'en 

prenant A B  pour rayon, AK est le cosinus de A; ce qui donne la pro- 

portion AB : A K :: R : cos. A. Mais le rapport de A B  à A K 

restera le inême, si on multiplie les deux termes du dernier rapport 

par 2 ,  ce qui donne A B  : A K :: 2 R oii D : 2 cos. A. Ainsi A B  

représentant le diamètre, AK représente ou le double du cdsinus 

de A ,  ou ce qui est la même chose, la corde du double de son 

complément. 

N O T E  (44), *our la page 175. Tome 1. 

En effet, si on demandait de partager en deux parties égales 

Fangle donné L B C, dont le double du cosin~is est B L , on voit 
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que i'angle cherché serait A, et que cet angle serait connu ; si on' 

connaissait le double de son cosinus A K ou x. Or l'équation. . . 
xa - - z r = B L peut nous faire connaître A K , puisque r et B L 

sont connus. De  même si on cherchait le tiers de l'angle donné 

D CM, alors C M  est connu, et A ,  tiers cherché de l'angle D C M, 
sera connu, si on détermine le double de son cosinus AK ou x , 
et c'est ce qui  sera facile par le moyen de l'équation.. . . . . . . . . 

X' -- 
rc 3 x a C M ;  et ainsi du reste. 

Pour donner de ce problême une explication satisfaisante, il faut 

le reprendre dès son origine. Je commence donc par y ajoiiter une 

condition que Newton- suppose tacitement ; c'est que le plan sécant 

sait perpendiculaire au plan par son axe -t par l'axe du solide, c'est- 

à-dire que 19 p l a ~  IR L Q soit perpendiculaire 3u plan G HM, 

Maintenant B H Q OLI G &! O étant l'angle  inclinaison de l'axe RB 

sur le plag di: la section, et L un point quelconque de rencontre 

de la droite X Y  avec ce plan, menez D F parallèlement a AB, 

et dq point L abaissez syr A B  la perpendiculaire L G, sur DF la 

perpendiculaire L F, et sur HO la perpendiculaire LM, et joignez 

les points I;, G s t  M, G, Remarquez ensuite que bC étant la 
distance (c'~st-à-dire la plus co~~rte,  &ance) entre P B  qt XY, 

est nécessairement perpendiculaire à ces deux lignes. Or FD a été ' 

menée parhèlement AB; donc C D ,  perpendiculaire à AB,  Pest 

aussi A sa parallèle PD. Nous venons de dire aussi que C D  était 

perpendiculaire X Y, donc C D est perpendiculaire au plan X D F; 
donc le p h  D CG F passant par une droite 13 C perpendiculaire 

au 
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au ~ l a n  X D  F est perpendiculaire à ce plan, et par conséquent 

toute ligne L F  menée dans le plan XD F perpendiculairement à la 

section commune F i l ,  sera perpendiculaire au second plan FDCG , 
ainsi qu'a toute droite FG tracée dans ce second plan par le pié 

de la perpendiculaire; donc l'angle G F L  est droit. Je dis ensuite 

que l'angle MG H est aussi droit, car le plan de la section ZN Q L K 

est ( ~ a r  const. ) perpendiculaire ,au plan A HO, et LM est aussi 

( ~ a r  const. ) perpendiculaire à ieur section commune O H, donc 

L M  est perpendiculaire au plan A H O .  Or d'un point L de cette 

perpendiculaire, on a mené L G perpendiculairement à A B , donc 

en unissant les points M et G, M G  sera aussi perpendiculaire A 
A B ,  donc l'angle M G H  est droit. 

Faites actuellement C D  = a, C H  = b ,  M H  = x et M L = y. 

Comme l'angle G H O est donné, que i'angle M G H est droit, les 

rapports des côtés dans ce triangle sont connus; soient donc. . . . . 
M H  : HG :: d : e ,  OLL bien x : H G  :: d : e ,  on aura ..... 

e ï H G =  d ,  et G C = b +  9 = P D .  'Ensuite, à cause de 

i'angle connu L D,F (l'angle L D F est connu , parce que i'incli- 

naison de la droite X Y  sur le plan G CD F est donnée) , cause, 

dis-je , de  l'angle connu L D F, et de l'angle droit L F D ,  le 

rapport des côtés F L ,  FD est connu; supposons donc que l'on ait 
F L  k b P D :  FL :: g :  h ,  on aura, -=- , ou F L = - x F D ,  et 

g g 
e x  

en mettant pour FD sa valeur b + 7, il viendra.. . . . . . . . . . 
b h e h  x FL=- + ALI p a r r é  de FL,  ajoiitons celui de F G,  ou 
g 

celui de D C, c'est - à - dire a", et il viendra. . . . . . . . . . . . . . . . . 
-2 b' hl z b e h l x  G L = a Z + -  e l  hl x1 

g2 
+ ,,, C 7 GL étant l'hypothénuse du 

Tome II. T 
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triangle rectangle G F L ,  et aussi du triangle rectangle G M L, s i  

du quarrd de cette hypothdnuse , nous retranchons MG, ou sa 
-1 -a  P rZ valeur M H  - G H, ou xz - -;, , il restera. . . . . . , , . . . . . . . . 

Cette équation qui exprime la relation entre x et y, ne montant pas 

a~i-del2 de deux dimensions, on sait que I N  Q L  K est une section 

conique. Ce sera, dit Newton, une ellipse, s i  l'angle M F G  est 

plus grand que l'angle L D F, si, an contraire, il est plus petit , 
ce sera une hyperbole, et s'il lui est égal, une parabole: et si les deux 

points C et H se confondent, la section sera un parallélogramme. 

Il s'agit de prouver ces quatre assertions. Nous commencerons. 

par la parabole. 

I O .  Newton dit que si l'angle M H G  c i'angle L D F, la section 

I N  Q L K est une parabole. En effet, l'équation générale étant. . , 
a 2 g 2 + b 1 h a  2 b e h 2  ha en - d l  gQ + c" g 

)-x' = y', on sait 

que, dans le cas de la parabole, le terme affecté de xz doit disparaître; 

il faut donc que son coëfficient soit égal à zéro, ou qu'on ait. . . . 
hl e' - da gZ + e' gZ 

da g2 
= O ,  OLI bien ( h" + g2) e' = df gZ, Et en mettant 

a la place des lettres, les lignes qu'elles représentent, on a.. . . , . 
L%XF~-KI?XF~, ou bien L D x  H G = , M U x F D ;  

d'oh l'on tire L D : M H :: FD : HG. Or les deux triangles 

P L  D ,  G M H ayant chacun un angle droit, les côtés autour d'un 

second angle proportionnels, et le troisième angle dans l'un et dans 

l'autre, étant nécessairement de même espèce, il s'en suit que les" 

deux triangles sont semblables; donc l'angle D = l'angle H. Ce: 

fallait d'abord prouver, 
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2". Pour que la section soit une ellipse, il faut que le coëfficient 

de  x2  soit négatif, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que 
-2 -* 

B g z >  ( h z + P ) e z ,  OU que M H x F D  > ~ ~ x c ~ ,  ou que 
M H  LD M H  x FD > LD x G H .  D'où I'on tire, > m. Or, dans 

L D  le cas de la parabole , on a, = - , et nous venons de F D  

M H  voir que si le premier membre G.H s'accroît, le second membre 

LD restant le même, la courbe est une ellipse ; or le rapport 

M H  - étant celui di1 rayon au cosinus de l'angle MHG, ce rapport G H  

ne peut s'accroître qu'aiitant que le cosinus diminue, et que par 

conséquent l'angle MHG augmente, l'angle F D L  restant le meme. 

Donc, lorsque i'angle M H G > F D L,  la courbe est une ellipse. 

Ce qu'il fallait prouver en second lieu. 

3". On trouverait dans le cris du coëfficient positif de x", que 
M H  LD < =, or E, rapport du rayon au cosinus de l'angle 

LD M H G ,  ne peut devenir plus petit .que m, l'angle F D L  ~ s t a n t  

toujours le même, à moins que le cosinus HG n'augmente, et 

que par conséquent l'angle M H G  ne diminue. Donc, lorsque 

M H G  < FD L , la section est une hyperbole. Ce qui prouve h 

troisihme assertion de Newton. 

4". Enfin, dans le cas-de la parabole, l'équation étant.. . . . . . . 
a'gl+ b lhz  z h a b c  

g' + -dgl x =yZ, si l'on suppose que CH ou 6 

devienne zéro, ou que l'axe de la section passe par le point C, 

alors cette équation se réduit ( A cause de b = 0 ) a s y', 
ga 

T 2 
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ou a" sy2, ce qui fait voir que toutes les y sont constantes; 

Donc , lorsque l'angle MH G = l'angle F D  L , et que de plus i'axe 

de la section passe par le point C, la section est Lin parallélogramme, 

Et c'est la quatrihne assertion de Newton. 

A toute cette analyse, noirs pouvons ajouter nn cinquième cas, 

qui serait celui du cercle. Je dis donc que si l'angle MHG est 

droit, la section est un cercle ; car dans cette supposition, e qui 

représente te cosinus de l'angle MHG, devient zéro, donc l'équation 
bl h" générale devient, 2 $ - - x2 =yz. Equation qui appartient 
8 

visiblement au cercle. 

N O T E  (461, pour Ca page 182. Tome I; 

Voici comment Newton réduit l'équation, z n y  + a2 + yz = 
z ( / a z  -yz. Il est d'abord évident que le premier membre est \e 

quarré de a +y;  et que le second, x est la même chose 

que x x ( / a  -y. L'équation pourra donc s'écrire ainsi; - 
( a f  y } ( n + y ) = x G ~ V a - y  Ou bien ..., ......... 3 

- 
divisant tout par d2+y7 on a, ( a + y )  l / n T y = x l / a - y ,  
et en élevant tout au quarré et ordonnant, on trouvera l'équation! 

finale de l'auteur, 

N O T E (47) , pour la page I 82. Tome I. 

Pour saisir la suite de toutes ces égalités, on remarquera que 

Pangle B CF étant extérieur au triangle isockle CKF, l'angle 11; 
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n'est que la moitié de B CF; mais les deux triangles B CF et FE G 

étant semblables, l'angle B CF = I'angle E G F. Donc l'angle E G F= 

le double de l'angle K, ou K  = E G F. Or, les deux triangles 

D A k , FE G étant égaux, D G = G F. Donc le triangle D G  F 

est isocèle , donc l'angle E G F, extérieur à ce triangle, est doiible 

de l'angle G FD, donc l'angle K  = G FD. Il faut montrer main- 

tenant que GFD = A LM H, c'est-&-dire que H C est parallèle à D F. 

D'abord nous venons de prouver que l'angle G F D OLI B FN= K; 
donc les deux triangles rectangles B  F N et B K  F sont semblables, 

et par conséq~ient le triangle total K F N  est aussi rectangle en F; 

et l'angle CFK est le complément à un droit de l'angle CFhr; 

Mais l'angle BFN ou son égal CFK est aussi le complément à un 

droit de l'angle B NF ou CN F. Donc l'angle CN F = l'angle CPN; 

donc les deux droites C N  et C F  sont également inclinées sur la 

droite D F. Or D H  est parallèle à CN, donc D H et C F  sont 

également inclinées sur D F; et comme D H  et CF sont égales, il 

est clair que si par leurs extrémités H et C on tire la droite ZYC; 

elle sera parallèle a D F. Donc l'angle G F D  = A M H  = M HI, 

( car les droites A F  et HI sont aussi parallèles ). Maintenant il est 

facile de voir que l'angle M H I  = l'angle C I L ,  car le triangle H I C  

est rectangle en I ( par consr.), et I L  est aussi, par construction; 

perpendiculaire sur Yhipothénuse HC. Donc M H I  = C I L  ; donc 

enfin, C I L = K ,  donc K = i B C F = $ E G F = G F D =  A M N =  

N H l -  C I L .  

N O T E  (48), pour la page 182.' Tome L 

Montrons d'abord comment a lieu la proportion B N  : B K  ;: 
-2 -2 

LC : LH :: CI : HI. Nous ferons voir ensuite que BN = 2a -y. 
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Les deux triangles rectangles semblables B FN let BK F donnent, 

z?= B N x  B K ,  Et les deux triangles semblables B F N ,  L ICdonnent. 
-2 -a -2 

B N :  B F  :: Le: L I ,  d'où BF= OU B r =  B N x L I  -2 , 
L C  

et les deux triangles semblables L I  C, L H I  donnent, LC : L 1 :: 

L I  : LH,  oii bien LI = L c x LH. Comparons les deux valeurs 
-3 -2  

de s, nous aurons, B N x L z  = B N  BK, olI BN EL 
ï'! 

-2 

L C x  B N x B K ,  ou bien BNXZ=L-&BK, et en mettant, 

la place de Li, sa valeur L C X L H ,  il vient, B N x L C X  LH= 

~ C X B K ,  ou ,  en divisani tout par LC: B N x  L H =  L C X B K ,  

d'oh l'on tire, BN : BK :: L C : L H. Or, dans le triangle rec- 

tangle HZ C, la droite L I  étant perpencliciilaire sur l'hypothénuse , 
-t -2 

on a ,  L C :  L H  :: C I  : HI, donc enfin, cause du rapport 

commun, BN:  BK :: LC: LH:: Ci: pi 
Maintenant , pour voir comment B N = 2 a  - y ,  rappelons- 

nous que, par construction, B I  OU B N + NI = CF = a ,  donc 

B N e a  - NI. Mais N I - I C - N C = I C - C F  ( c a r  nous 

avons démontré dans la note 47, que le triangle NCF est isocèle ), ' 

donc N I = y - - a ,  donc B N = a -  ( y - ~ ) = 2 a - ~ .  

N O T E  (49), p u r  le page 182. Tome I. 

Newton dit que le centre du cercle de la cissoïde est A ,  et que 

le rayon de ce cercle est AH. Comme il n'a tracé aiicun cercle 
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dans sa figure, il est clair qu'il faut recourir A la manière dont 

les anciens décrivaient cette courbe pour comprendre ce qu'il dit. 

( Fig. II,  des Notes ). Soit B G H un cercle dont le rayon A H  c a. 

Si, à l'extrémité B de son diamètre, j'élève une perpendiculaire in- 

définie B T ,  et que de l'autre extrémité H, je tire une droite HS 

jusqu'A la Iigne B T, et que je porte O S  de H en M, Ie point M 

sera à la cissoide, et tous les points de cette courbe, en dedans 

du cercle, se trouveront de la même manière. La ligne HK, qui 

passe par le milieu de la demi-circonférence, étant coupée en deux 

parties égales au point G ,  on voit que ce point est encore la 

cissoide. Pour trouver le point de la cissoïde sur la Iigne HT, 

portez TL de H en C, et le point C sera à la cissoïde. Cherchons 

maintenant l'équation de cette courbe. D'abord , Q B = PH, 
car , A cause des parallèles, on a la proportion , PH : M H : : 
Q B : OS. Mais ( p a r  const. ) O S =a M H  , donc QB = PH, 

donc aussi B P = Q H. Appelons, avec l'auteur, A H ,  a ;  HI ou 

NC, x ;  et C I  ou N H ,  y; nous aurons, à cause des triangles 

semblables H R  L , HNC, -la proportion, H X  : RL : : HN : NC, 
Or (par çonu.) H R = B N = z a - y ,  et R L = N V = ~ ~ ( ~ ~ - ~ ) .  

La proportion précédente devient donc.. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . .. 
= & - y :  f y ( = a - y )  ::y:*, et en élevant toiit au quarré, 

~ . - Y ) ~ : Y (  za -y ) : : 9 : xZ , OU bien, en divisant les termes 
du premier rapport par 2 a -  y, 2a -y :y :: y' : xz ,  d'où l'on tire, 

y3 = 2 ax2 - xZy , qui est l'équation même de l'auteur. On conçoit 
, 

maintenant sans difficulté ce que dit Newton, que le point A est 

Ie centre du cercle de cette cissoïde, et  que A H  ou a est le rayon. 

de ce  cercle. On pourrait ajouter que B T  est l'asymptote de cette 
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courbe, ce qui est assez clair par la manière dont elle est cons- 

truite; mais on peut le démontrer aussi par le moyen de l'équation, 

en faisant voir que y ne peut devenir égal B 2a  que lorsqiie x est 

infiniment grand; c'est-A-dire que la coiirbe ne va toucher BT 

qu'à un point infiniment éloigné. En effet, si dans l'éqiiation 

y3 = z  a x Z  - x Z y  , on suppose x og , l'équation se réduit à. . . 
2 a ~ ~ - x ~ y = o ,  d'oii y =  za,  

C'est Dioclils qui est l'inventeur de la cissoïde, mais c'est Newton 

qui a trouvé l'art de la décrire d'un mouvement continu, par le 

moyen d'une simple équerre, 

N O T E  (ro), pour la page 184. ' Tome 1. 
i 

J'écris ainsi l'équation de Jaiiteur.. . . . , . . , . . . . . . . . . . . . , . 
,$yz - zbexy  + bzxZ - a' bZ o. Pour reconnaître si la section 

conique qui est représentée par cette équation est une ellipse, 

j'élève au quarré zbe, coëfficient du terme qui contient le produit 

des deiix indéterminées, et j'en retranche le qiiadruple du produit 

des coëfficiens des quarrés des deux indéterminées, le reste est, 

4 b2 e2 - 4 a2 bz, ou 4 bz ( e2 - aZ ) , or, comme l'a remarqué Newton, 

ez - a2 est une quantité négative , donc 4 6' ( e2 - a' ) est aussi 

une quantité négative, et par conséquent l'équation appartient à 

L'ellipse. ( Voyez l'Algèbre de Bezoiit , N h 8 0  et suivans ). Pour 

construire cette ellipse, je divise toute l'équation par a', ce qui 
% & e x  b3xa -- donne ( A )  y' - 7 y + al 6" = o. Je fais évanoiiir le 

b c x  second terme par rapport A y, en siipposant , y - - = t , ce aa 

z b e x  bn e3 x2 qui donne, y' - -- y 3 tZ - -. Et en mbstituant dans a= a! 
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bQc z1 6' x z' dans l'équation (A), elle devient , P - + a;- - S b  O , gui 

peut s'écrire ainsi, t2 = b2 + b'(e'- a*) xa 
a' 

, ou parce qu'on a con- 

sidéré a comme le rayon, et e comme le cosinus de l'angle C B H ,  

on aura, en appelant q le sinus du même angle, eZ - a' = - 4% r 
ce qui, en substituant, change la dernière êquation en celle-ci, 

61 2 ' 
tZ = bZ - - y " (B). Maintenant, comme le produit x y  des deux 

Q4 

lu indéterminées se trouve dans l'équation ( A ) ,  je fais, x = 
b y Zzu*  En substituant dans l'équation (B  ) , il vient, P = b2 - - a4 X-. 

n2 

Mais n'ayant besoin que d'une seule indéterminée n ,  je puis sup- 
6% y2 u* poser C = a ,  ce qui réduit mon équation à t2 = b2 - - 
alaZ ' 

'- ' q '  ( air ) (C). Pour trouver les diamètres et ou bien t - ,, - - u2 

leur direction, je compare l'équation (C) à l'équation ordinaire de 

f l'ellipse, y' = $ ( g2 - x2 ) , d'où il résulte, - = et 
g an ' 

u n  b g = - , donc f = -& x g, et en substituant pour g sa valeur, 
P 

f = fi x z. Donc f = b. Donc le second demi - diamètre. . : 
Q *  I 

f = 6 = CD. Pour avoir le premier diamètre g, il faut auparavant 

déterminer n , qui entre dans son expression. Pour cela , j 'ai recours 
b e r  à l'équation y - -;, = t ,  que je construis ainsi. Sin A D  ( F k  3 , 

des Notes ) je prends une ligne arbitraire AM, et par le point M je mène 

parallèlement à A E une droite fi1N telle , que j'aie la .proportion, 

R' : be :: A M  : MN, et je tire A NP qui rencontre BC en O. A cause 

des parallèles M N  et BC,  j'aurai aussi, AM : M N  :: A B  : BO, ou 
b e x  b e x  a z : b e : : r : B O =  7. Mais C O = B C - B O = y - r  = t ,  

Tome II. V 
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donc CO - r. C'est ddnc sur la. droite A O et parailèleqent à AE 

qua se comptent les t. Ainsi A O est la ligne des u ,  et par con- 

séquent la direction du premier diamètre. Pour en déterminer la 

lu longueur, l'équation x = me fait voir qti'en faisant x = O, 

j'ai aussi u = O, donc l'origine des u est ail point A. Ensuite, 
f u a u  mmme j'ai supposé 1 = a ,  x = - devient, x = - ce qui 

n 7 

donne, x : a :: u : n. Donc en prenant x = a, on aiira aiissi, 

u==:n. Soit donc x ou A B = a =  C E ,  or1 aura, u =  A O = n ,  

Cette valeiir de n étant substituée dans Péqi~ation g = F, l a  

change en g - A O , dans laquelle tout est connu, puisque q 
4 

est le sinm de l'angle donné A ,  le rayon étant égal à CE. Donc 

on connaît aussi la longueur et la direction. du premier derni- 

diamètre, L'ellipse est donc maintenant très-facile & construire. 

Supposons que ce soit CLF, et montrons qiie chaque point de  

cette tourbe, par exemple le point L , satisfait A l'équation proposée. 

Pour le prouver, je mène par le point L , parahèlement A E, la 

droite L K qui rencontre A P en S ; et les triangles semblables AMN, 

A K S  me donnent' la proportion, A M  : M N  :: AK : K S , s i r  
b e x  b c x a Z : b e : : u :  K S = - .  
a2 Donc LK-KS=SL=y- - , -  - C. 

b e x  2- 

Mais , par la propriété de l'ellipse , r' ou ( y - .,) - 
a n  * ( 8 - u2 ). Et comme nous avons trouvé J= b , g = 

g ' 
Z u a u  n x qiie de plus l'éqiiation x = - G - donne, u = - , si nous 

substituons toutes ces vdeurs., en nous rappelant 'encore G e  
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2 b e x  b* e* & b" q9 n' xa - 
deviendra, y" - - ,. Y -t- 4=- 

2 6 e x  b* C' x' bs a' x l  b' e' x3 , + et en effaçant = b Z -  - y Z - 7 Y  + a4 

2 b e x  bsx* 
ce qui se détruit, yz - -y = bZ - - a1 

a2 , d'oh l'on tire, 

- z be %y + bz x2. '- a' b2 = O , équation q~i'il s'agissait de 

construire. 

Nous remarquerons encore que si l'angle E A D  était droit, la 

ligne BC serait perpendiculaire sur AD , et que )ans ce cas B H 

ou e deviendrait zéro ; alors l'équation proposée, azyz - z b e x y  -+ 
bznZ - a tbZ  - - O ,  serait réduite h azy2 + b" xZ - a' bZ -. - O, et les 

droites . A E  et A D  seraient dans la direction des axes. D e  plus, 

l'équation azyZ + b' xZ - a' bZ  - ba - O ,  donne, y" = , (d - x' ) , 
ce qui fait voir que dans cette hypothèse, le premier demi-axe 

serait C E ,  et le second, CD. 

.NOTE ( j ~ ) , p o u r  Zapage 189. Tome I.  

i l  est assez facile de voir que le diamètre du cercle se trouve 

sur la droite A B ,  car les ordonnées y ont deux valeurs égales , 

Tune positive, et l'autre négative.,Donc en regardant ces doubles 

ordonnées cornine des cordes du cercle, la ligne A B  qui les coupe 

toutes par la moitié, et qui de plus- leur est perpendic&ire , dpit 

V 2 
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passer par le centre du cercle. Pour trouver la longueur du dia- 

mètre, il faut observer qu'aux endroits oii le cercle coupe la droite 

A B  , on a y = O, donc si dans l'équation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
' - xZ , nous faisons y = O ,  nous aurons 

- a d 2 & a d e  - a d ( d - f i e )  d'où on tire, x = ., - ,, , ou bien x = - . Nous 
observerons maintenant qu'il faut que eZ - dt soit ilne quantité 

négative, ou que l'on ait d > e ,  sans quoi une des valeurs de x 

serait négative , et se compterait à gauche du point A , ce qui 
appartiendrait à une autre question. Nous regarderons donc e" - 8 

eomme une. quantité négative , par conséquent l'équation. . . . . , . 

a d  a d  ce qiii donne deux va1eiirs de x , lune x = - 
d + e  

, et l'autre x = -. d - e  

Il est clair que la première est A E  , et que la seconde est A F ,  

et que leur différence E F est le diamètre cherché. En effet , 
lorsque y = O, le point C tombe en E ou en F. Dans le premier 

ca s ,  on a d : e : : A E : E . B ,  ou d + e : d : : A E + E B  ou 
a & a : A E ,  ce qui donne A 6  = - 3 x. Dans k second cas, 

d + e  

ona, d :  e-:: A F : B F ,  QLI d-e:  d : :  A F - B F o r i a : A F , .  
a d  ce qui donne A F = - - 

d - 4  
- x , donc. A F - A E  égale le dia- 

mètre cherché.. 

N O T E  ( ~ t ) ,  pour la page 193. Tome 2. 

( Rg. 4 ,  des Nom ). Il est clair , dit Newton , que si l'angle A B'F 
au lieu d'être comme. dans'le problême., égal h la différence. des 
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angles sur la base, est égal à leur somme , l'angle D est donné. 

Effectivement dans ce cas-là , B F tombe sur B D , et l'angle AB F 
devient I'angle ODA. Car si l'on prend B A  pour la corde d'lin 

cercle, et que le point D soit placé successiveinent en différens 

points de l'arc ( toujours au -dessus ou toujours au-dessous de la 
corde B A ,  car l'angle D varierait si on le plaçait tantôt au-dessus 

tantôt au-dessous de B A  ), il est manifeste que l'angle B D A  aura 

par-tout la même valeiir , et que son supplément O D A aura aussi 

pour tous les différens points de l'arc une même valeur. Il n'est 

donc plus question que de voir si cette supposition satisfait à h 
première équation partielle de Newton , qiii est xz - a x  -1- d y  + 
y2 = O , et c'est ce que nous allons voir en effet. Pour cela j'ap- 

pelle tn et n les deux parties de l'angle D , et je conserve aux 

autres quantités les mêmes dénominations qu'elles ont dans le 

probl&me. Je cherche d'abord les sinus et cosinus des angles m 
rx BC et n ,  et j'ai BD : BC :: r : sin. m =  Ensuite.. . . . . . . ,.. 

r x  D C  BD : D C : : r : cos. m = r. Pour l'angle n , j'ai . . . . . . . . . .. 

rxBC r x D C  rxDC r x C A  De sorte que sin. (rn + n) = x '-UA- + -gD- X v a  

p ( B C x D C + D C x C A )  - . r a x D C ( B C f  C A )  , donc,. . , . . . . . , ,, 
B D x U A  B D x D A  

sin. ( m + n )  = p x D C ( B C + C A )  B D X D A  =sin. BDA. On a a~us i . .  . . .- 

Donc cos. ( r n  + n) = p@- B C X  C A )  5 COS. BDA. Or. . . . , . . B D x D A  
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tang. BDA. Et en mettant la place des lignes leurs vale~irs ana- 

lytiques , on a , tang. B D A = y Z - U X + X =  - . Mais ce n'est pas la 

tangente de B D A que nous cherchons , c'est celle de son supplé- 

ment O D A ,  puisque c'est celui-ci qiii dans le cas qui nous occupe, 

tient la place de l'angle A B  F du problême. Or, O D A étant le 

siipplément de l'angle BD A , a la même tangente, mais prise avec 

- QY . Et comme un signe contraire. Donc tang. O D  A =i - + i2 

l'angle O D A  tient dans notre figure la même place que l'angle 

AB F dans la figure du problême ; et que dans le problême Newton 

a fait B C : CG :: A : a , ou bien r : tang. AB F :; d : a ; nous 

aurons a m i  p h -  l'angle O D A', D O : O A : : d : a , ou bien 

r :  tang. O D A  :: d :  a ;  d'oh 
r x a  

tang. O D A r -  =$ ( en fa i san t r z  r);donc+= Y ? - a x + x 2  - 4 y  , 
et en divisant tout par -a et réduisant , il viendra xz - a x  + yZ 3; 

dy = O , qui est absolument la même éqiiation que celle de 

Newton, et qui appartient visiblement au cercle ; voila ce 
fallait d'abord démontrer. 

Veut-on maintenant construire le cercle qui appartient à cette 

équation ; on commencera par faire disparaître le second ternie 

par rapport à x , en supposant x - $a = x ,  ce qui donne.. . . . . 
x" - a x = eZ - a%. Et en substituant dans l'équation xz - a x  + 

a= 
'dy + y' , elle devient x2 - - 

4 
+ dy +yz = O, Je fiis aussi dis- 

paraître le second terme par rapport à y , en supposant y + + d = c, 

ce qiii donne y2 + dy - t Z - -  $d2 ;, et en substituant dans la der- 

nière équation , elle devient <" - f a2 + tz - irF = O ; d'où l'on 
a2 $. da tire tZ = ---- - r2. Cest-là l'équation qy'il faut constriure. 

4 
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Je remarque d'abord que l'équation x -- f a - - T, qui: a- servi à 

faire disparaître le second terme par rapport à x ,  me donne,  dans 

la supposition de x = O ,  c=s - +a; et dans la supposition* de 

x = a , j'ai {A f .ab Donc l'origine des 1 est milieur de. A B. 
Ainsi je partage A B  en deux parties égales ait point K ,  et c'est de 

ce point que se compteront les 1. La seconde équation y + + d == t 

qui a servi à faire disparaître le second terme par rapport à y ,  me 

donne dans la s~igposition de y == O , t a id; ce qui me fait voir 

que les t prennent leur origine sur- une ligne parallèle à A B ,  et  

qui en est éloignée d'un f d, P a r  déterminer certe ligne ,, je tire 

par le point B une droite B LM, formant avec AB un angle A B  A l =  

l'angle D A  O, et je mène du point A A AB 

la droite A M. Les deux triangles rectangles D O A , B A M  , étant 

semblables , donnent la ~ropor t ion D O : A O :: A M  : A B. O r ,  

D O :  A 0  :: d :  a ,  donc A M :  A B : : d : a ; m a i s A B = a , d o n c  

A M  = d. Par conséquent si par le point K milieu de AB , jd mène 

parallèlement à AM la droite KL, jiisqri'à ce qu'elle rencontre en  

u n  point L la droite B M , on. aura K L = i d .  Et si par le point L 
on mène S T parallèlement A AB , ce sera sur. ST que se comp- 

teront les t , puisque D E  = D C+ C E  = y  + + d 3 t .  Actuellement 

si du p o i n ~ L  comme centre, et d'un rayon B L je trace un cercle, 

l'arc B D A  de ce cercle contiendra les lieux d e  l'angle O D A ,  et 
a= + d1 tous les points de cet arc satisferont A l'équation ta = - - 

4 ;zz* 
Car SLT étant Ee diamètre du certle , L sod centre, DE une 

ordonnée ; on a pour l'équation du cercle, lorsque les abscisses 
-2  -a 

sont comptées. du centre , D E  = S L - Ëi ; ou bien en mettant 
, 

-2 -2 - 2  

aiilieu de SL son égal BL, D E = B L - E L ,  Mais ... .. ..... - 
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-3 -2' r .  a* + dz -2 -* 

.BE=BK + KI,= 
4 

...... ; et E L  = C K  = 1". Donc.. 

Si on voulait retrouver dans cette construction, l'équation même 

de Newton , cela serait très-facile , car t =y $. d ,  et = x - f a ;  

donc en substituant ces valeurs de t et de 1 dans l'équation. ..... 
a' + d2 t z = - -  ......................... 

4 
f ,  elle deviendra.. 

a I 

d2 a* + dZ 
~ ' + d y + ~ = - -  4 (2  - nx + z). Après avoir effacé 

4 

ce qui se détruit , et transporté tous les termes dans un seul 

membre , on a xz - a x  f dy +yz 7 O ,  qui est l'éq~~ation même 

de Newton. 

2 d x y  Newton dit que l'équation xz - a  x + - - yZ - dy = 0, 

appartient à une hyperbole ; et cela est évident puisque les quarrés 

des deux variables, xz et y" ont des signes différens dans le même 

membre de l'éqiiation. Il s'agit à présent de dimontrer la construc- 

tion qu'il en donne, pour cela je change tous les signes de l'équa- 
2 d x y  tion, et j'ai(A)yZ+dy--& + a x - x Z = o .  Jecommence 

par faire disparaître le second terme par rapport à y ,  en faisant 
d x 

y + + d - - -  - t ;  ce qui donne ........................... 
z d r y  da d l  x  d' x2 

y' + d y  -- =n tZ - - + y - -, Le seçond membre 
4 a'= 

de cette équation étant substitué à la place du premier dans l'éqiia- 
d= d' fion ( A ) ,  elle devient I + ( $ - + i l )  x - (,+ 1 ) x z -  -- 

4 - Q, 
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et en changeant tous les signes, et ordonnant par fapport i x , 
a2 t n  a@ on a ,  x 2 - a x -  n a + d a  + 4 ( a Z + d a )  = o. ( B )  Je fais encore 

disparaître dans cette équation le second terme par rapport à x , 
a u  

en supposant x  - :a  = - 2 R (n  étant une indéterminée dont la 

valeur sera fixée par les opérations subséquentes ) , ce qui donne 
aa u' 

X" - a x  = - - id. Et en substituant le second membre de 
4 n' 

cette équation à la place du premier dans l'équation (3) , elle 
af US a' a" P a' d l  devient -7 - - - 
4 JI 4 n'+da + 4 ( a z + d f )  

= o. Et en dégageant 

dS h valeur de 2 ,  on a tz = - - 
4 

a' + dl  .e réduit A t" = - + (-) a'. Et en dégageant i du 
4 4 na 

a" + d2 coefficient qui le multiplie , j9aurai 2 = -, ( uz - ). 
Je compare maintenant cette équation particulière à l'équation 

générale de l'hyperbole par rapport à ses diamètres conjugués 

f' y" = , (xZ - gz). Et cette comparaison me donne.. . . . . . . . . .i 
g 

f', aa+d' a- 11% , et gz = - a n  -- 
g' 4 na i/ ..+*- Mais la pre- .. + 62 , donc g = 

as + da mière donne y = - a*+ d l  a* n1 a" 
4 n l  xgZ.Donc f =- X----* 

4 na a l + d a  - 4 9 

a n  
donc f3+, e t g =  ,,- Cest-A-dire que le second demi- 

diamètre f ailquel les nouvelles ordonnées r sont parallèles , est 

égal I ; donc 2 f =Al?. Quant I l a  valeur du demi-diamètre prin- . 
palg, nous ne pourrons la connaître qu'après avoir déterminé n. Ponr J! ' 

d x parvenir je considère Séquationy + ' ;d-  -a = r qui a servi A faire 

disparaître le second terme par rapport à y. Si ie suppose y = 02' 
Tome II. X 
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d x 

elle devient E = f d - 7. ~ a &  dans cette supposition de y = a, 

on voit que la courbe rencontre AB aux points A et B. O r ,  

pour le point A , on a x = O ,  et pour le point B , x = a ,  donc 
d a  

dans l'équation y + f d - 7 - - t , si l'on fait y = O , on aiira 

d a  
Oii  t e f d -  - d x o  , ce qui d o n n e t e  - t d ;  QU t= jd- - a '  

ce qui se réduit à t = 2 d. Donc au point A on a t = $ d  , et au point 

B, t = - :d. Déterminons maintenant la valeur de d. Pour cela je mène 

par le point P milieu de AB , ( Fig. y , pour les Noces. ) une droite PL  , 
faisant avec P A  un angle égal i B G C , et du point A je mène 

AL perpendiciilairement A B  ; ainsi les deux triangles rectangles 

B C G ,  P A L  sont semblables ; on a donc B C :  C G  :: d : a :: 
A L :  AP. O r ,  A P = f a ,  donc A L - t d .  Et si par le point B 

on mène B D parallèlement à A L ,  jusqii'à ce qu'elle rencontre en 

un point D la droite P L  prolongée , B D sera égal à - f d. Or ; 
noils avons trouvé pour la supposition de y =l O , t = f d , et 

t = - t d , donc les nouvelles ordonnées t ont leur origine sur 

la droite D L  ; c'est donc aussi sur cette droite que doivent se 

compter les abscisses. Déterminons maintenant la valeiir de n. 

a u  Pour cela j'ai recours à l'équation x - fa = - qui a servi à 
2 n 

faire disparaître le second terme par rapport 2 x. A la sede ,  ins- 

pection de cette équation , on voit qu'en faisant x = f a  , on a 

u = O, donc l'origine des 14 est au point P , et de plus nous avons 

VLI qu'ils doivent se compter sur DL. Prenons donc sur P A  une 

ligne arbitraire P N , et par le point N tirons N O  parallèlement à 

A L , les deux triangles semblables PAL , P N O,  nous donneront 
a u  P A  ( t a )  : P L  :: PN: P O ( u ) .  Donc PL x PN= 7, OU.... 
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L U  P N = - -. Or , PN a éti  pris volonté, je puis donc sup- 2 x P L  

poser que P N = P c = x  - f a ,  d'oh il résultera que. .... .. . .. 
a a a u a u  P N = x - T a  , - - -. Donc 2;, - 
z n , donc n = PL. Mais 

, . 

PL= /*, donc n* Substituons cette valeur 

a n  
de n dans l'équation = * il viendra. . . . . . . . . . . . . . . . 

a +da  

P.= ,,-O aa + da 2, 
ce qui donne g = f. Donc le demi- 

A B  diamètre principal est égal 21 T; et noirs avons vu que le second 

A B  demi-diamètre était aussi égal à . Donc les deux diamètres 

conj-ugués sont égaux chacun A AB,  donc l'hyperbole 'est équila- 

tère ; car en appelant a et b les deux demi-axes de cette hyperbole, 

g et f les deux demi-diamètres conjugués, on a cette équation bien 

connue a" - bZ = $ - _fl , et puisque f z g, il en résulte que 

a" - 6' = O ,  OU bien a = b. Donc l'hyperbole est équilatère ; et 

par conséquent ses asymptotes font entre elles un angle droit, et 

comme l'angle des asymptotes est toujours coupé en deux parties 

égales par le premier axe, tâchons au moyen de cette propridté , 
de déterminer la direction des asymptotes. Nous avons vu qtie le 

diamètre principal g était dans la direction de D L ,  donc en pre- 

nant de part et d'autre di1 point P des parties P O et P O' égales 

cbacune à + a ,  0 0' sera la longueur chi diamètre principal. Mais 

B A  qui est un autre diamètre principal, ou appartenant à la même 

branche de courbe est aussi égal à a ou bien à 0 Of,  d'oh il suit 

que ces deux diamètres AB et O O' se trouvent situés de différens 

côtés de l'axe, et sont par la même également inclinés et sur l'axe et sur 

les asymptotes. Donc les asymptotes font chacune avec chacun de ces 
X 2 
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diamètres des angles égaux. Mais Sangle des asymptotes est droit, et 

dans le triangle rectangle P A L  la somme des angles P L A +  A P  L 

vaut aussi un angle droit, donc si on retranche de l'angle des 

asymptotes , l'angle LPA , le reste sera égal à l'angle P LA,  ou 

CBG. Donc si du point P on tire une droite P Q faisant avec BA 

un angle B P Q = ;t CB G , la droite P  Q sera une asymptote, et 

en menant P R  perpendiculairement sur P Q ce sera l'autre asymp- 

tote. Il est bien facile maintenant de décrire la courbe. 

Il ne s'agit plus que de faire voir que l'éqiiation de cette hyper- 

bole est la même que l'équation qu'il fallait construire. 

D'un point quelconque M du diamètre 13 P L  , j'abaisse sur BA 

une perpendiculaire M C  qui rencontre la courbe en un point V, 

de sorte que M Y = = r .  Newton a appelé A C ,  x ;  C P ,  x - + a ;  

et CV , y ; et nous avons vu que A L  = $d.  Donc à cause des 

triangles semblables PAL, PCM, on a. .  ..................... 
d r  RP ( $ a )  : AL ( 2 d )  :: P C ( x  - $ a )  : C M  = y- f d. Donc 

d x ................. M V = C M -  VC= 7 - i d - - y .  Ensuite 

~ ~ ( i . 1 ) :  P L ( ; I ~ ~ + ~ = ~ : : P C ( ~ - + ~ ) :  P M = + - -  
- ?. da r* t (T;I'T-FG, ce qui donne P M  = x' + a;- - d l 3  a * + d * .  

a x - 7 - t  

Mais A c a w  de l'hyperbole équilatère , on a fi= p?M - P-: 
dZ ra * Y  da z d x y  ce qui donne, en substituant, a,-- - - + - - -;i- 

4 
+ 

I d x y  + dy + Y z = = x z - a x , '  effaçant ce qui se détruit, il reste - 7 
et en transposant tous les termes d'un mCme côté, on a .  .... -4 
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n d x y  

x" - as + -;i. - d y  - y' = o ; c'est l'éqiiation même de 

Newton , qu'il fallait construire. 

Il est facile de voir que les deux angles D Q P  , D MP sont 

égaux , car Q P A  = B P M ,  et (par const. ) chacun de ces angles 

est la moitié de la différence des angles D B P , D A  P. Donc 

D B P  =i D A P  + Q P A + B P M .  Mais D B P = B M P +  B P M  

Donc D A P +  Q P A + B P M = B M P f  B P M ,  et en effaçantde 

part et d'autre B P M ,  il reste D A P +  QPA ou D Q P = B M P ,  

oii bien D Q M = DMQ. 

N O T E  ( s c j ) ,  pour la page 195. Tome I.  

Les deiix proportions desquelles Newton déduit son théorême, sont; 

D O - B N : D O : :  O N : M O ; e t D O + A R : D O :  O R :  Q 0 .  

Donc si on alterne les moyens , en se souvenant que M O  = Q O; 

et que A R = B N ,  on-aura D O - B N :  ON::  D O  : M O ;  

et D O f B N :  O R  : : D O :  Q O  o u M 0 ; d o n c D O - B N : D O +  

BN :: ON : OR. Si' on ajoute les antécédens aux conséquens , et 

qu'ensuite on les en retranche, la dernière proportion donnera. . . 
I 

2 D O :  ZEN: :  O R +  O N :  O R -  O N ,  et,endivisant toutpar2, 

D O : 3 N : :  O R + O N  . O R - O N  N R  . O R f  O N  = -- - 
2 2 2 

PR- P N ;  car, ii cause des deiix triangles rectangles semblables 

P N B ,  P R A ,  on a ,  P N :  P B  :: P R :  P A ;  mais(par  const.) 

O R + O N  ph7, P B  = PA, donc aussi P N  = P R  ; donc 

O R - O N  = P O ;  car O R - P R + P O = \ P N + P O =  Ensuite 

O N + z P O , d o n c  O R = O N + z P O , d o n c  O R - O N =  O N +  
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O R -  ON 

2 P 0 - O N  = 2 P O  , donc . PO.  En substituant 

O R + O N  donc respectivement P N  et P O  au lieu de 2 3 et 

O R - O N  de 
2 , dans la dernière proportion, elle devient, D O : 

BN:: P N :  P O ,  d'oh l'on tire D O X  P O - B N x  P N ,  qui est 

f'éqiiation de Newton. 

Il faut montrer que l'angle D M  Q sera double de l'angle D Q M 

dans l'hypothèse. En effet', soit G Sangle donné dont DBA 

surpasse le doiible de D R  B , on aura D  B A = 2 D A  B + G. 

Ensuite D B R  = D M Q + B P M .  Mais B P M  xt  ( par conr- 

tniction). Donc D B A =DM Q + G. Donc en comparant cette 

seconde valeur de B D A  à la première, nous aurons.. . . . . . . . . . 
G r D R B + G = D M Q +  ,, OLI bienGDABf 3 G = 3 D M Q + G ,  

ou bien 6 D A B + z G  = 3 D M Q .  D'un autre côté.. . . .. ...... 
G D Q M = D A B  + R P Q ,  oii bien D Q M = D R B + ,  , ou bien 

3 D Q M = 3 D A B + G ,  et encore G D Q M = 6 D A B + z G .  Et 

en comparant cette valeur de G D A  B  + 2 G A celle qui a été 

trouvée plus halit , il viendra , 6 D Q M  = 3 DM Q , ou  bien 

D M  Q = z D Q M .  C.  Q. F. D. 

NOTE (171, POUF la page 196. Tome 1. 

On sait par les élémens de la géométrie qu'on angle quel- 

conque M , d'un triangle D M 0  étant coupé en deux parties 
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égales paf une droite M S  , les deux segmens de, la base , O S et 

D S sont proportionnels aiix côtés qui leur correspondent , et 

qu'ainsi on a la proportion DS : O S :: D M : M O.  

N O T E  ( j s ) ,  pour la page 197. Tome 1. 

Dans le problême pris dans toute sa généralité, on suppose qiie 

l'angle O B A  surpasse le double de rangle D A B ,  d'un angle 
G 

donne qiielconque G , et l'on suppose aussi qiie B P M = -a 
3 

G Or , si B P  M ou - = O ,  il est clair que G lui-même est zéro ; 
3 

donc dans le cas oii B P M = O , on a simplement D B A = 2.D A B ,  

et c'est-1A le cas oh la courbe de trois dimensions devient une 
8 

hyperbole. 

NOTE ( j y ) , p o u r  l'page 197. Tome I.  . 
Il sera facile de comprendre le théorême que Newton établit 

dans ce paragraphe, en construisant l'équation, y' = 3 x" + 2 cx - c2, 

qu'il a trouvée plus haut. 

Je remarque d'abord qu'elle n'a point de second terme par 

rapport à y ,  et que les y sont perpendiculaires à l'axe des x ,  je 

n'introduirai donc pas une nouvelle indéterminée à la place de y; 

mais comme il y a un second terme par rapport à x ,  il faut le 

faire disparaître. J'écris d'abord l'équation de cette manière. . . .t . 
Z C X  . ct 

( A ) x 2 + - - -  - 2 = 0 .  Ensuite je fais, x + % = u ,  
3 3 3 
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2 C . 9  c= ce qui donne, xZ + - = u2 - - , et en substituant A la place 

3 9 

de xz + -2E5 
3 

, sa valeur, dans l'équation (A), elle devient. . . . 
C1 P ,p-----Z- -0, ou - a u z -  -, 4-e ou enfin.. 
9 3 3 3 9 

y' = 3 ( uz - * ) ( B  ). - Telle est l'équation qu'il faut construire. 
9 

Je commence par chercher en quels endroits ia courbe rencontre 
I 

la droite sur laquelle se comptent les u ( et remarquez que c'est la 

même sur laquelle se comptent les x ,  puisque les ordonnées pour 

les u comme pour les x ,  sont toujours les y ). Je fais donc. . . . 
2 c 

4c'l , OU bien u = & -. Et en g ( u z -  - ) = O ,  9 d'ohu2=- 9 3 

siibstituant à la place de tr sa valeiir x + il viendra. . . . . 
3 ' 

x + L = -C E,  ce qui donne deux valeurs de x ,  la première 
3 3 

n= c, et la seconde x= - c. D'oh l'on voit que la courbe 
3 

rencontre liaxe des x  ou des u en deux points, dont le premier 

est éloigné du point P vers la gauche de j c ,  et le second vers la 
' 

droite d'une quantité c. La longueur de l'axe des u est donc en 

tout de f c. Je fais en conséquence (Fig. 6 , pour les Notes) VR = $ c. 

Voyons maintenant en quel point commencent les u. Pour cela 

j'emploie l'équation x + + c  = u ,  qui a servi à faire disparaître le 

second terme par rapport à x. Dans la supposition de u = O ,  

j'ai x = - -5- 
- 3 

, donc il faut porter droite du point P, de P. 

en C, une quantité égale A L, et le point C sera l'origine des u, 
3 

et par conséquent le centre de l'hyperbole. Il faut chercher actiiel- 

lemeot la longueur des diamètres conjiigués ; mais comme les 
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eo-ordonnées sont perpendiculaires entre elles, ces diamètres seront 

les axes mêmes. Je compare donc l'équation particulière. . . . . . 
y' = 3 ( nz - -) A i'équation de l'hyperbole par tapport à ses axes, 

9 

6' y' = - ( xZ  - a' ). Le résultat de cette comparaison me donne, 
aa 

6' - - , et 2 = 2. Je tire de la seconde, a = & E. Cest- 
9 3 

à-dire que le premier demi-axe est égal 8 : c ,  donc le premier 

axe tout entier = c. La première équation donne, b2 = 3 x a", 

- 
4 c2 2 C 

ou bien bZ = 3 x - = 2. Donc b = -3 c'est-8-dire que 
9 3 "7 

2 C 4 c le second demi-axe = - L'T ' donc l'axe tout entier = -- VT 
J'aurais pu me dispenser de chercher la longueur du premier 

axe 2 n ou 5 e ,  puisqu'elle avait déjà été déterminée précédemment, 
. 

mais la seconde méthode étant générale, j'ai cru devoir l'indiquer. 

Rien n'est plus facile maintenant que la constriiction de la courbe. 

J'élève A l'extrémité V du premier axe, une perpendiculaire. . . . 
2 c V K  = b  = - 9  et je tire la droite CK; elle sera l'asymptote de "3 

la courbe. Et pour faire voir que l'angle des asymptotes est 

de lzoO,  il suffit de démontrer que l'angle que fait Tasymptote CK 
2 c avec l'axe FR est de 60". Or Y C = a = + c , e t  V K = b = -  VT '. 

Donc YC : Y K  :: I : l/j: Mais on a aussi, YC: YK :: R : 

tangente Y C K .  Donc I : :: R : tangente V E K ,  d'oh tangente 
. 

Y CK e YT = )/; ( parce que je suis toujoim maître de 
1 

Tome I I ,  Y 
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siipposer R égal A l'unité ), et en employant les logarithmes ; 
on trouve tang. V C K  = o,23 8 5 606 ( logarithme de la tangente d'un 

angle de 60" ), donc l'angle YCK est de 60°, donc rangle total 

des asymptotes K C T  est de I zoo. 

Mais  eut-être vaut-il mieux démontrer cela directement par la 

construction que rJewton indique. Je porte donc V C  de V en N,, 
et je tire N K,  qui est visiblement égal à ÇK. A cause du triangle 

-2 -L -2 

rectangle Y C K  , r a i ,  Ç K = Y C + Y K  , ou. . . . . . . . . . . . . . , 
-2 4 c l  C K = - + - f ; l -  - -. 16 C* Ce qui donne, CK = *. Mais 

9 9 3 

C N = C Y +  YN=zCV ( p a r c o t ~ s t . )  =LE. Donc CN=CK=NK. 
3 

Par conséquent, le triangle K N C  est équilatéral, et chacun de ses 

angles vaut Go0. Donc l'angle K CN = 60". Donc l'angle total des 

asymptotes = I 20". Donc ( PZ. V,  Fig. 6 ), si des points B et A 

on mène des droites BD et A D  il un même point D de l'hyper-. 

bole décrite comme 2 vient d'être indiqué , l'angle A B D  sera 

double de l'angle BAD. Par conséquent, Sangle E DR égalera le 

triple de l'angle BAD. On peut donc encore, par ce problême, 

opérer la trisection de l'angle. 

N O T E (Go), pour Za page I 98.  Tome I. 

( Fig. 7 ,  pour hs Noces ). L'équation qui résout le problême étant, 
- b e a + d  i b a e *  + a s e l -  a z d ~  x =  

d2 - ea 
, voici comment oa peut la cons- 

truire. Soit prolongée la droite BD ju-squ'à ce qu'elle rencontre 

e q  un point H la droite F E  aussi prolongée; et les triangles sem- 

blables F CE, FD H donneront la proportion, F C : C E  :: d : e :: 
IiY : HD. Donc, si je suppose que F H = d ,  j'amai H D  = r-, 
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n - D-H = F6 ( P ) = d2 - rz .  Sur D H , comme diamètre, 

je décris un demi- cercle H K D ,  dans lequel j'inscris la corde 
- 2  

X K =  DB = a, et je tire la corde DK = I/D-k- HK n 

/c'-a'. Je porte DK sur la droite D F de D en O ,  et je 

mène O P  parallèlement à D H ,  ce qui donne la proportion, 

D F : F H : : D O  ou DK:PH,ou b ienb :d : : / ez -a r :  PH= 
d V n  

b 
, ou, en niultipliant et divisant le second membre par 6 ,  

PH = d b V 3  
I 

d C / b ~ e a - a a b a  
62 6% 

, OU bien, en mettant pour b" 

sa valeur d" - 8 trouvée plus haut, en la mettant, dis-je, 

dans le second terme sous le radical , ainsi qu'au diviseur, orr 

aura, PH = dC/ bat?-a1(dZ-el)  d i b 2 e ' f  a ~ e *  - aad' 
d2 - e2 

, ou PH- 
dl - e" 

Ainsi PH égale la partie radicale de A ,  quant la partie ration- 
b ea nelle - -, voici comment elle se trouvera : j'élève au point H 

une ligne HL perpendiculairement à FE, jusqu'à ce qu'elle ren- 

contre F D  prolongée en un point L, et à cause de H D  perpen- 

diculaire à F L  ( par const. ), on a la proportion.. . . . . . . . . . . 
es b e2 b ea log ( b )  : D H ( e )  :: DH (e )  : D L = - =  -=-+ 
b ba da - es 

6 e' Donc D L  = -. Donc si je porte PH de L en C, j'aurai, d2 - eZ 

C D E C L - D L = P H - D L =  - b ~ ' + d ~ b ' ~ ' + a ' ~ ~ - ~ ~ d ~  
da - es 

= X.  

(Fig. 8, pour les Notes). Il est très-aisé d'obtenir le point E sans,faire 

d'équation. En effet, soient E : D :: FE : A E :: g : d. Menons 

Y 2 
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la perpendiculaire P G ,  et appelons e la pesanteur relative du poids 

E le fait descendre selon E G, nous aurons FE : E G : : g : e .  

Donc A cause de la proportion FE : A E : : g : d, on aura aussi , 
2 E : E G ou  B E  : : d : e. Maintenant, dans le triangle rectangIe 

B E A  nous connaissons le côté B A ,  et le rapport des côtés B E  et  

A E ,  cela suffit pour déterminer aussi la grandeur absolue de ces 

côtés. Pour cela je prends une unité arbitraire, et une ligne B K  

qui contienne autant d'unités qu'il y en a dans e; ensuite du point 

K comme centre, et avec m e  ouverture de compas qui contienne 

autant de ces unités qu'il y en a dans d, je trace un arc de cercle 

qui coupe A B  au point L. Il est évident que cette construction 

donne LK : B K  :: d : e. Donc si par le point A ,  je mène A E 

parallèlement à LK, le point E où cette parallèle rencontre la droite 

B G ,  sera le point cherché; car, à cause des paraIlèles, on a , 
L K  : B K  :: d :  e :: A E  : B E ;  e t  comme le triangIeBEA con- 

tient le côté donné RB, il s'en suit qu'il est le triangle cherché, 

et que par conséquent le point E satisfait au problême. Aii reste, 

la constrimion de l'équation de l'auteur nous aurait menés au même 

but par le même chemin. 

N O T E  (621, pour lapage 238. Tome 1. 

( Fig. 9 , pour les Nom).  Newton dit que le triangle C H  K est 

donné d'espkce. En effet, le premier point D étant donné de position, 

le premier point C Pest aussi nécessairement. Donc l'angle C A B  

est déterminé, ainsi que son égal e A d. Mais ( ~ a r  consr. Sangle 

A de = l'angle. A D  E , et A D = A d : donc tout est connu dans 

le triangle A de; et piiisqu70n a mené C H  parallèlement à d e ,  

l'angle CHK est le supplément de Sangle connu deA.  Par un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E S ;  '73 

raisonnement semblable, on prouvera que tout est connu dans le 

trlangle B 6 f, et comme C K  est parallèle à f J' (par  const. ) l'angle 

CK H est le supplément de l'angle connu B f 8. Donc . dans le 

triangle H C K tous les angles sont connus , donc le triangle est 

donné d'espèce. Il en serait de même d'un qiitre triangle C/K'Hf 

formé d'après la même loi, puisque les lignes e d ,  f d' sont immo- 

bilés. 

N O T E  ( 6 3 ) ,  pour Lapage 2 3 9 .  Tome I. 

(Fig. 9, pour les Notes).  La Figure que donne Newton suffit 

pour faire voir comment on doit s'y prendre pour déterminer 

l'équation du point C, mais on ne voit pas avec la même évidence, 

comment elle pourrait servir A déterminer un second, un troisième 

points C. Pour le faire comprendre , j'ai fait la Figure 9 des 

Notes, dans laquelle il y a un second point C' dont nous allons 

chercher l'équation. 

En conservant A toutes les lignes les noms qu'elles ont dans le 

problême, supposons que l'angle C A  D soit venu A la position C'AD', 

et que Sangle C B D  soit venu A la position C / B  D'. Prolongeons 

C'A jiisqu'en d', et CfB jusqii'en a/, et remarquons que, par le 
mouvement angulaire , Sangle D A  D/ = l'angle CA C' = Sangle 

d A d'. Mais (par consc. ) l'angle A d e = l'angle A D  E , et. . . 
A D = Ad. Donc les deux triangles d A  d l  et DA D' sont égaux 

en toiit, donc dd' = û D'. On prouvera, par un semblable rai- 

sonnement, que le triangle û B D' = le triangle B ad", donc on 

aura, 66' = D D / ;  donc Rd'/= ddr. Or (par consr.) Sf=dG,  

donc f = Gd'. Les triangles semblables B K/Cr , B f donnent 

la proportion B K /  ( x )  : C'K' ( y )  :: B f  ( c )  : f J" = 2 = d'G, 
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~t e dt = e~ - d/G = b - y ; et le triangle C'HrK/ qui est 

donné. d'espèce, a ses côtés dans un $apport connu ; soient donc 

C'Kt : C f H f  :: d :  e, ou bien y : C / H / : :  d : e ,  d'où C t H ' = 9 .  

Et C'Hf (+) : H'Kt :: r : f, d'oh H'Kt  = fi d n  Donc.. ..: 
A H 1 = A B - B K f -  H f K r = m - r -  d. Et lestriangles 

semblables A W C t  ,' A e d' donnent la proportion. ............. 
A H t ( * - x - -  fy d ) : B/Cr (+) :: Ae (a): edf ( b - y ) .  

Cette proportion est la &me que celle que Newton a obtenue pour 

le point C,  elle conduira donc à. la &me équation, et c'est ce que 

nous nous proposions de faire voir. 

N O T E  (Ci+)% pour la gage 241. Tome 1. 

(fige IO,  POU^ ZG N ~ s ) .  L'éqiiati~n f = G f f d 2 c + d 2 k - a d k  c ka , 
donnant deux valeurs de f, il s'en suit que si on substittie succes- 

............... sivement chacune de ces valeurs dans l'équation. 

y 3 i i A + f X & / $ a z + f 2 b x - f a x ,  on aura pour y quatre 
2 

valeurs différentes, ce qui nous fait voir qu'il y a deiix paraboles 

qui peuvent passer par les quatre points donnés. Je commence par 

construire i'éqiiation fi= -$ =k f d a c + d * k - a d k  
c ka . Newton a mené 

à B D la parallèle CH, e t  il a pris D K moyenne proportionnelle 

entre D G et D H; menons encore CL B D une autre parallèle A F ,  

et les triangles semblables H CG, GAF nous donneront la propor- 

tion A G  (c) : G F  ( d - a )  :: GG ( k )  : G H ,  d'où.. ....... 
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prenant une moyenne proportionnelle D  K entre D H et D G, on 

a ,  D G ( ~ ) : D K : : D K : D H (  d c f  d k - a k  c ), donc. ...... 
d S c + d 1 k - a d k  . Donc.. ....................... c 

z D G +  G K ,  et D G -  D K = - G E L .  Donc ............ 
2 D G + G K  - d ' c + d l k - a d k  . ............... . G C et.. 

G K  d --=-- d a c + d ' k - a d k  
6 c  k VoilA les deux ualeim de f 

au moyen desquelles nous pouvons construire les deux paraboles 

qui passeraient chacune par les quatre points donnés, Je me bor- 

nerai à en construire une, en prenant la seconde valeur de f, qui 
G K  est f = - - = - (en faisant p = G K ). Cette valeur de G C  k 

f étant substituée dans l'éqiiation y = - ++ f x f (/ t + f 6 - f a x  , 
p= e x  " P X  , 

a -  9f V : ' Z + ~ ~ +  la change en celle-ci, y = - ' 
QU en élevant tout au quarr6, réduisant et transposant, il vient; 

b p l x  u ' + ( ~ + ~ ) y ~ T - -  (A). J e E a i s y + t n + ~ = r ,  
a% pl x' ce qui donney'+ (a+*) y -2--- -TL-- 
4 k  

,, ; si on 

substitue le second membre de cette équation $ la place du premier 

dans Yéquation (A)  on aura, après avoir effacé ce qui se détruit, 
ai t z - d p r - - -  

k  4 '2% ka 9 ou Z ~ ~ + ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) X . ( B ) . P O U I  4 

ramener cette équation à la forme ordinaire de celle de la parabole, 
a2 je fais - + ( a p  kz  x = rn <; rn étant une indéterminée dont 
4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



176 N O T E S .  
la valeur sera fixée par les opérations siibséquentes. Et en substituant 

rn < au lieu de sa valeur dàns l'équation (B) , on aura , t' = m f 
9 

équation ordinaire de la parabole, et qu'il faut construire. D'abord 

je cherche la ligne sur laquelle les t prennent leur origine ; pour cela 

je constriiis l'équation 3 + t a + y = t , qui a servi à faire dispa- 

raître le second terme par rapport à y. Par le milieu E de A B  je 

tire E N  parallèlement A A C, et E Z parallèlement A CK. Les deux 

triangles semblables ENI ,  CG K donnent CG ( k )  : G K  ( p )  :: E N  

ou A G ( x )  : N I = - p k r ;  si à N I  on ajoute G N = A E  = : a ,  

et q G = y ,  la somme sera q Z =  q ~ + G ~ + N ~ = y + t r + f  = t ,  

donc q 1 = t .  Donc E I est le diamètre des CO-ordonnées t et t .  
11 faut chercher maintenant l'origine de ce diamètre. Pour cela j'em- 

an ploie L'équation, T +  x = r n ( ,  donne.. . . . ... 
a' kZ k 2 m l  x + ----- = 

4 ( a p k + b p 9 )  a p k + b p 2  
Et je remarque que devient 

- aa ka Z&O, lorsque x = 
4 ( a p k + b p S )  ' Je porte donc sur la droite 

A G, à partir di1 point A ,  et dans le sens opposé à G ,  m e  ligne 
al ka A L =  

4 ( a p k + b P z 1  
, par le point L je tire, parallèlement A G D  ; 

la droite LY, et le point Y oh elle rencontre E l  prolongée est 
a' k* - ka m 1 L'origine des <. Or si dans i'équation x -b a p  + pz. j  - a + b p z  , 

on suppose x i. O, la valeur correspondante de < est VE, et 
a2 1% l'équation devient, - k 2 m  x VE 

4 ( " ~ k + b ~ 2 ' )  - a p k + b p '  9 
ou bien.. . . . . . 

a2 -2 - = rn x E ,  ou B E  = rn x V E .  Donc le paramètre m de cette 
4 

zi parabole est déterminé, et il est. égal A vr, ainsi que Newton l'a 

trouvé. C. Q. F. D. 
N O T E  
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N O TE ( GJ ) , pouf la page 242. Tome 1. 

La proportion sur laquelle Newton établit la résolution de son 

problême dépend d'un tliéorême , fort élégant, qu'on trouve dans 

un petit ouvrage du citoyen Prony, intitulé : Exposition d'une 

Méthode de construire Les éqwtions indéterminées qui se rapportent aux 

sections coniques. 

(Fig. I I ,pour les Notes). Soit la courbe GAD E rapportée aux deux 

axes M X ,  M Y,  faisant entre eux un angle quelconque, et ayant 

pour équation y" + b x y  + c xz + d y  + e x $. f = O ; qu'on pourra 

écrire ainsi, y z + ( b x + d ) y + ~ ~ 2 + e ~ + f = ~ . ( A ) .  

Si nous cherchons les racines par rapport A y , on sait que bx 3- d ,  

pris avec un signe contraire , est égal CL leur somme , c'est-A-dire , 
que - bx  - d = H B  + HE , et que le dernier terme c xz + ex +& 
est égal au produit de ces racines , ainsi on a cxz  + ex + f - 

e x  f H B  x HE. Supposons que les facteurs du trinome xz + 7 4- 7 

soient x - rn = O , x - n = O ; nous aurons. . . . :, . . . . . . . . . 
e x  f x2+ ~ + T = ( ~ - m ) ( x - n ) = ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ( B ) .  

Lorsque y = O ,  l'équation ( A )  se réduit CL cxz +ex  + f = O ,  

e x  f 
O I I X ' + ~  4 - ~ = ~ . D ~ n c d a n s c e c a s , ( x - m ) ( x - n ) = %  

ce qui donne x = m , x =n. Or, on voit dans la figure que, y = 0 

répond au point C ou au point A ,  et que les valeurs correspon- 

dantes de x sont MC,  M A  ; donc MC=rn ,  et MA=n. Donc 

x - r n = M H -  MC,ou b i e n & - m = C H , e t x - n = M H - l M A ,  
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de x - n dans l'eq11atisn ( 8  ) sri aura, C H  >t A lY a -$ b< HB x HE,  
A H x C H  1 D'DL i)on tire B H  H E 4  = --. ( D ). 

On voit que le théorême s'applique à toutes les sections com- 

ques, puisqiie la seule condition que nous ayions imposée à la 

courbe G A  DE , c'est qu'elle soit exprimde par l'équation .- . . . . . . 
yZ + bxy  + cx2  +dy + ex + f = O , qui appartient .A toutes les 

sections coniques. Il résulte donc de 1A , cette propriété commune 

A toutes les courbes qui se rapportent A l'éqiration CA).  . . . 
Si une ligne droite rencontrant une ligne dtt second. ordre en deux 

points , ut elle - même coupie par plusieurs droites paraJ2les qui chacwc 

rencontrent aussi la courbe en deux points , le rectangle de- la partie de 

la premi2re droire comprise entre une quelconque des parallhles , et un  

point de la courbe , par la parrie abou~issante a2 k même paralh2 , d 
Cautre point d'intersection avec la courbe , sera tou..ours en raison cons- 

tante, avec & rectangle aks deux parties de la paraafe , prises de la mêmt 

rnanikre. 

( Fig. E 2 , pour ies Notes ). Dans la figure p 2 on a , en vertu 

du théorême qui vient d'être démontrée.. . . . . . . b . ,  . . . . . . . . . . . 
I A I x I C  A H x H c  - - I L K x K G  - =- -  

B H x H E  c 9 F Z x . ï D  , F K x K D  - f -  De tous ces 

rapports égaux , on tire la proportion A H x HC : B H x H E  :: 
A I x I C :  F l x I D  :: E K x K G :  F K x K D ;  et c'est la pro- 

portion même de Newton, 

1". Il est bon d'observer qne 9 Te produit A.H x H C des deux 

parties d'une ligne parallèle à l'axe des x ,  forme le premier anté- 

cédent , et le produit BH x HE des deux parties d'une ligne 

parallèle à l'axe de y , le premier conséquent ; les produits des 
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deux parties de toutes les lignes parallèles à Taxe des x seront 

tous antécédens , et les produits des deux parties de toutes les 

lignes parallèles à l'axe des y , tous conséquens , ou bien réci- 
proquemeht. 

+O. Lorsqu'on prend les pakes dhne ligne A partir d'un même 

point H vers un même côté, comme dans les rectangles A H  x CH, 

ou E H  x EH ( Fig. I I ) , c'est une preuve que le point H est 

hors de la courbe. Mais lorsqu'on prend les parties d'une ligne à 

partir d'un même point H vers des côtés différens de ce point , 
comme dans les produits A H  x H C, ou B H x II E ( Fig. r z ) , 
c'est une -preuve que le point H est au-dedans de la courbe, 

Continuons à suivre Newton. Il dit que si le point H tombe 

entre tous les points A ,  C, B , E , ou hors de tous ces points, le 
point Z devra tomber entre tous les points A ,  C, D , F, ou bien 

entièrement ail-dehors, et le point K entre toiis les points D ,  F, E ,  G , 
ou entièrement au-dehors. En effet, dans la Figure I z , le point H 
tombe entre tous les points A ,  C,  B , E , et le point I tombe 

entre tous les points A , C, D,  F,  et le point K entre tous les 

points D , F, E , G ; mais dans la Figure I I , où le point H tombe 

hors de tous les points A ,  C, B , E , le point I tombe aussi hors 

de tous les points R , C ,  D , F ,  et le point K hors de tous les 

points D , F, E , G. 
Quant à ce qil'il ajoute, que si le point H combe cnttc les deux 

po im A , C , e t  hors des &ux autres 8 ,  E , ou entre les deux poin& 

B , E , et hors des deux autres A , C, le point Z devra tomber 

entre deux quelconques des quatre points A ,  C, F, D , et hors 

des deux autres; et que de même le poînt K devra tomber entre 

z 2 
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deux quelconques des quatre points D , F, E , G , et hors de deux 

de ces mêmes quatre points; ces cas ont lieu lorsque la courbe qui 

passe par les points donnés A ,  B ,  C , D , E , et par les points 

trouvés 'F et G , est une hyperbole , et q~~ 'une  partie de ces points 

est placée sur une des branches de la courbe, et l'autre partie sur 

la branche opposée. Le premier cas se comprendra facilement par 

la seule inspection de la Figure 1 3  pour les Notes ; et le second 

cas, par l'inspection de la Figure 14. 

Je dois l'explication de ces deux derniers cas 5 ainsi que les 

Figures 1 3  et 14 qui servent à les expliquer, A la bonté du 

citoyen Prony, à qui j'en témoigne ici toute ma reconnaissance. 

En lisant avec attention la Note 65, la proportion que Newton 

fait ici , n'offrira plus aucune dXcultd. En effet, la droite E A  

étant tangente en A , il s'en suit que le point R appartient aux 

deux branches de la courbe ; et puisque le point 6 est hors de la 

courbe, tandis que les points D , C , sont à la courbe , il s'en 
A E x A E  suit qu'on doit avoir , , C E  = une constante ; et comme 

le point F est hors de la courbe, et que le point B est sur Ia 
A F x A F  courbe, si l'on fait -B = la même quantité constante, ce qui 

- 1 .  
A E  donnera D E  = "' il en bien êvident que le point G B F x F G  

sera à la courbe. On fera un semblable raisonnement pour prouver 

que le point H y est aussi, 
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Plusieurs géomètres ont donné des démonstrations de cette règle 

de Newton , entre autres Mac - Laurin et Campbell. Le citoyen 

Lagrange a aussi donné une méthode pour reconnaître les racines 

imaginaires qu'une équation peut contenir, dans un traité sur la 

Manière de résoudre les équations numériques de tous les degr&. Mais 

comme il suit une marche différente de celle de Newton, je n'ai 

pu ,  à mon grand regret, m'aider de son travail. La démonstration 

qii'on va lire , de la règle de Newton, est presque entièrement de 

Campbell ; je n'ai fait qu'en développer quelques parties, afin de 

la rendre plus claire. Quant à la seconde méthode de découvrir les 

racines imaginaires , qiii se trouve A la fin de cette note , elle est 

de M&-~aurin. Je l'ai considérablement raccourcie sans lui rien 

faire perdre, je crois, de sa clarté. 

LEM M E  Ier. Dans tonte équation affectée (") du second degré 

a x2 - B x +- A = O dont les racines sont réelles , la quatrième 

partie du qiiarré du coëfficient du second terme est plus grande 

que le rectangle di1 coëfficient du premier terme par le dernier. 

C'est-à-dire , que ; Bz > a A , et réciproquement si f Bz > a A ,  les 

racines de l'équation seront réelles. Mais si f B" < a A ,  les racines 

seront imaginaires , car les deiix racines de l'équation sont. . . . . . 

(* )  On appelle équation affectée, celle dans laquelle l'inconnue monte à 

plusieurs degrés différens. Ainsi x3 - p  xa+ q x - r = O ,  est une équation 

affectée, parce qu'il s'y trouve différentes puissances x3, x l ,  n, de l'inconnue. 

Mais l'équation xm t- B = O, est une équation non-affectée. 
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LE M M E  II. Quel que soit le nombre des racines impossibIes 

d'une équation xn - Bxn-I + Cxn-' - Dx' 3+, etc.. . . . . . . . . . 
3- dx3 qz cx2 & bx qz A = O, si on prend une autre équation 

dont les racines soient réciproques de celles de la première, oit 

trouvera dans la seconde équation le même nombre de racineo 

imaginaires que dans la première. En effet, mettons au liet~ 

de x dans la proposée, eue deviendra.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
B C D A--+---- d b 

wn x n - l  ~n - a +, e t c . z C y _ + G - C  r ~ A = ~ -  

Ou bien , en multipliant tous les termes par xn, Axn - b xn- ' + 
c ~ n - ~  - d x n - 3  -+-, etc. & Dx3 t, C x Z &  Bx qz I = O; 
les racines de cette dernière équation sont les réciproques de celles 

de la première, et si la première a des racines imaginaires, la 

seconde en a autant. Soit, par exemple, l'équation x4 - B x3 + 
c x t - D x + A = o ,  dont les racines sont, a , b ,  c ,  d ,  p r m i  

lesquelles c et d sont imaginaires, l'équation A x4 - Dx3 + Cxz - 
1 1 1 1  Bw + I = O ,  dont les racines sont, a > 7 > 7 ,  2 a a m i  

I I  deux racines imaginaires, 7 ,  7. 

LEM M E I I  1. Si on multiplie chaqite terme d'une équation di, 

degré n par l'exposant de x dans ce terme, on abaissera l'éqiiation 

d'un degré ;, si on réitère la même opération sur le produit, on 

rabaissera encore d'un degr6, et ainsi successivement. Il résulte de l i  
qu'une équation (A) xn - B x n -  ' + Gxn-a - D x n - 3  + E x7~-+ ,  - etc. 

z!z ex4 t, dx3 -C cxz  zjz bx -I- A = O ,  pourra toiijoiirs être ramenée 

A une équation du second degré qui aura cette forme. . . . . . . . 
n - I  n . -2- ( n - I ) B x + C = o. En effet , p~tisq~ie l'dqua- 

tion (A)  est du degré n, et qu'on veut, par des opérations 
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successives, Vabaisser au second degr;, il est èvident qu'il faudra faire 

n - 2 opérations successives, et  que chaque coëfficient sera corn- 

posé de n - 2 facteurs. Par la première opération, l'équation (A) 

devient, n x n - ' - ( n -  I ) B x ~ - ' + ( ~ - ~ ) c x ~ - ~  -(n- 3 ) ~ x n - 4 +  

( n - 4 ) E ~ - ~  - , etc. & 4 e x 3  q = 3 d x 2 &  Z C X = ~ =  b=o. Et 

celle-ci devient, par une seconde opération, n ( n  - I ) xn-* - 
....... ( n -  ~ ) ( n - 2 ) B x n - ~  +( a - z ) ( n - 3 ) C w n - * -  

( n  - 3 ) ( n - 4 ) D x n ' J t ( n - 4 ) ( n -   EX^-^-, etc. 

S= I 2 ex2 6 dx & 2 c = O , qui se réduit, en divisant tous ses 

termes par le coëfficient 2 de son dernier terme 2 c ,  à.. .....: 

( n -  3 ) ( + ) ~ x n - s  +, etc. f 6 a x z q = 3 d r & c = o .  Et en 

.................... opérant de nouveau sur celle-ci, on a; .  

ou, en divisant tous ses termes par 3 , coëfficient de son dernier 

n (F) ( n - 7 ? ) x n - 3  - (n- 1) (T) (y) B*Q- 4 + 

bien facile de voir qu'en opérant de méme sur ce dernier' résultat, 

( n - . ) ( l - f ) ( ~ ) ( ~ ) ~ x n - ~ - ,  etc. I s = o ,  et 

ainsi de surte< Donc si on abaisse l'équation < A )  jusqu'au second 
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degré, le coëfficient du premier terme aura n - 2 facteiirs dont 

les numérateurs vont en diminuant d'une unité, A commencer du 

deuxième facteur inclusivement; de sorte qii'il y a en tout n - I 

diminutions ; ainsi le numérateur du dernier facteur est n - (n - 1). 

E t  comme les dénominateurs dans chaqiie facteur sont d'une unité 

plus grands que le nombre diminué dans ce même facteur, il 
n - ( n - I )  s'en suit que le dernier facteur est, - . .Donc le premier 

terme de l'équation dii second degré est, n (F) (y) . . . a S  

n - ( z - 1 )  ..... 
a - î  x z ,  OU bien n (T) (y) (l) - 2 x2, oh 

l'on voit que de numérateurs A dénominateurs tous les termes 

se détruisent, excepté les deux premiers ; ainsi on  a ,  n (F) xi. 

Le coëfficient d ~ i  second terme contenant aussi n - z facteurs, et 

chaque facteur allant en diminuant d'une imite, à commencer par 

le premier, il est clair que le nombre des unités diminuées est de 

n - 2 ,  et que le  coëfficient du second terme est de cette forme, 

-( T Z - I ) ( ~ ) ( ~ )  .... n  - (II-2)  n - a  B x ,  OU bien. ..... 
- ( n - I ) (-+) (y) ... (5) B x , oh totis les termes 

se détruisent de niiniérateurs à dénominateurs, excepté le premier. 

En sorte que le second terme est, - ( n - I ) B x. Par le même 

raisonnement on trouvera que le coëfficient du troisième terme est, 

i- ( - 2  ( )  ( )  ( n 3 ) ~ ,  OU bien' ..... 
+ ( n  - 2) (F) (7) ... ((;- - 2  

CC> qui se réduit à + c.' 
t 

Donc enfin l'équation ( A ) ,  abaissée par des opérations successives 

au second degré, aura cette forme.. ........................ 
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CO R O L L A I  RE. En considérant attentivement dans le Lemme 

précédent de qiielle manière on est descendu de i'équation ( A ) ,  à 
n- 1 l'équation du second degré n (y) x' - ( n - 1) B x + C = O ,  - 

on verra facilement quelle forme il faudrait donner afix dquations 

réascendantes, pour remonter, par des opérations successives, de 

l'équation dit second degré à l'équation (A) .  

Par exemple, si je veux remonter au troisième degré, je mul- 

tiplie tous les termes de l'équation du second, par le facteur n - 2 ,  

et je diYise ce facteur par 3 pour le premier terme, par 2 pour le 

second, par I pour le troisième, ensuite j'ajoiite un nouveau 

coëfficient D ,  auquel je donne un signe différent de celui de C. J'ai 

donc, n (*) (F) x3 - (n -  i )  (+) B x Z + ( n - 3 ) C x - D = o .  

Pour remonter au quatrième degré, je multiplierai tous les termes 
de cette dernière éqiiation par n - 3 ,  que je diviserai par 4 pour 

le premier terme, par 3 pour le second, par z pour le troisième, 

par I pour le quatrième, ensuite j'ajouterai un nouveau coëffi- 

cient E, auquel je donnerai un signe diffirent de celui de D ,  et 

( ~ - ~ ) ( ~ ) C X ~ - ( ~ - ~ ) D X + E - O .  

Maintenant, si M disigne un coëfficient quelconque, L et N désigne- 

ront les coëfficiens les plus voisins, en sorte que rn étant l'exposant de 

M, m - I sera l'exposant de L, et m+ I l'exposant de N ( j'entends par 

exposant d'un coëfficient , le nombre qui désigne le rang qu'il occupe 

dans l'équation ; ainsi dans l'équation précédente, I est l'exposant de 

B, 2 celui de C, 3 celui de D ,  etc.). Sripposons que je veiiille faire 

remonter l'équation du second degré Q une équation dont le dernier 

coëfficient soit N, il est clair, par ce qui vient d'être dit, que le degré 

Tome II .  A a  
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de cette équation sera m +- r , et que l'équation immédiatement- 

inférieure, qui avait pour dernier terme M,  était du degré m. 

Or, on vient de voir plus haut que lorsqiie j'ai voulu faire re- 

monter l'équation au qiiatrième degré, j'ai multiplié tous les termes 

de l'équation du troisième par le facteur n - 3 , que j'ai divisé 

par 4 pour le premier terme, par 3 pour le second, etc. Donc, 

pour avoir l'équation du degré K I ,  je multiplierai tous les termes 

de l'équation immédiatement inférieure par n - ( rn - r ), de sorte 

que les deux derniers termes de l'équation du degré m, seront, 

& ( n - ( m - ~ ) L x q z M ,  ou bien &(n-rn+~)Lxq=M, 

Et les trois derniers termes de l'équation du degré m + I , ou d e  

l'équation dont le dernier terme est N ,  seront.. ............. 
n - m  &(n-m+ ~ ) ( ~ ) ~ x ' ~ ( n - n r ) ~ x z k ~ .  Aimil'éqiia- 

tion réascendante qui aura pour dernier terme N, sera de cette forme, 

( B - ) (  . ( )  -1 etc. 

n - m  
& ( n - m + ~ ) ( ~ ) ~ x ' ~ ( n - m ) ~ x f  N=o.' 

L E M  M E  IV. Si l'équation ( A )  du Lemme troisième a toutes ses 

racines réelles , toutes ses équations descendantes auront aussi leurs 

racines réelles (voyez le ne. 143 de l'analyse démontrée du Père 

.................... Reyneau ) , et par conséquent l'équation.. 

n (+) xi - ( n  - I ) B x  + C = O ,  aiira aussi ses racines réelles, 

puisqu'elle est une des descendantes de l'équation (A) .  Mais cette 

proposition n'a point de co.nverse , c'est-A-dire , que les racines d'uns 

équation descendante q~ielconqiie, par exemple. ................+ 
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a (-) x2 - (n- 1) ~x Ç CE*, peut avoir toutes ses racines 

réelles, sans qubn puisse en cosclure que l'équation ( A )  ait toute.; - 
ses racines, ni même aucune de ses racines réelles. (Voyez la 

\ 

remarque X du no. 143 de l'ouvrage cité ). 
Mais quel que soit le nombre des racines imaginaires qui SC 

rencontre, dans une des équations descendantes , il s'en trouvera 

au moins autant dans f équation ( A). 

P R O P O S I T I O N .  Si l'équation ( A ) X ~ - B X ~ - ' + C X ~ - ~ -  

D x n - 3 + E x n - 4 - e t c . - C e x + ~ d ~ 3 - C c x z ~  b x - F - A = o , a  

toutes ses racines réelles, et que M soit un coëfficient quelconq~ie 

de cette équation , L et N les deux coëfficiens adjacens, rn l'ex- 

posant de M; je dis que le quarré du coëfficient M multiplié par 
m ( n  - m) la ( m + ~ ) ( n - m + ~ )  donnera un produit plus grand que 

le rectangle L x N des coëfficiens adjacens. C'est-A-dire qu'on aura, 

D É M O N S T R A T I O N .  Si toutes les racines de l'équation ( A )  

sont réelles , par le Lemme IV,  les racines de l'équation des- 

cendante n ( " ; ' ) x Z -  - (n- I ) B X + C = O ,  sont aussi réelles. 

B Or , en la résolvant on a ,  x  = - f /$ - 1 C 
n n ( n - I )  . Il faut 

donc pour que les racines de cette équation soient réelles , que 
Ba 2 C  Ba P C  > n ( n - 1 )  , OLI que > - 

n-1  
, OU enfin que.. . . . . , . . . 

n - 1  
-X 2 n B2 > I x C. Ainsi dans l'équation (A)  dont toutes les 

racines sont réelles , le produit du qiiarré du coëfficient de son 

second terme par un fraction dont le numérateur est l'exposant du 

A a  2 
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degré de cette équat'ion diminué d'une unité, et le dénominateur; 

le double de ce même exposant, ce produit, dis-je , est plus grand - 
que le produit du coëfficient du premier terme par le coëfficient C 

du troisième ; car tout ce discours n'est que la traduction de cette 
n-r 

expression ana1ytique , 7 x B2 > I x C. Maintenant , par le 

Lemme II , si toutes les rzcines. de l'équation ( A )  sont réelles , 
celles de l'équation Axn - bxn- I +cxn-'- d x n m 3  +ex"-+-,etc. 

& E X ~ ~ D X ' ~  c ~ ~ ~ B x c I = ~ o ~ x ~ - L  A x n - I +  Lxn-'-  A 

I 7 = O , seront aussi toutes réelle? , puisqu'elles sont les réci- 

proques des racines de l'équation (A). Donc d'aprè's ce qui- 
n-I b2 vient d'être démontré, on aura aussi 7 x - > I x % , ou A' 

n-I P n-I  bien 7 x A > I X C ,  ori enfin- 2 1 x b Z  > A X C .  Donc- 

dans l'équation ('A) dont toutes les .racines sont réelles, b2 qua& 
n - 1. du coëfficient de x multiplié par la fraction 7, donne un. 

produit plus grand que le rectangle de c coëfficient de xZ par Je 

dernier terme A, 

Il a été dit dans le. Lemme IV que si toutes les racines de 

l'équation (A) sont réelles, celles de toutes ses équations descenr 

dantes seront aussi réelles ; mais nous avons prouvé dans le corol- 
71-1 n-2 

laire du Lemme UI que l'équation ( B )  n ..& 
(=> ..+I - (a- 1) (7) (Y). . . (-) B."+ 
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5z ( n - m +  i ) ( ~ )  L x z ~ ( n - m ) M x & N = o ,  était 

iine des descendantes de l'équation ( A ) ,  donc toutes ses racines 

sont aussi réelles, donc d'après ce qiii vient d'être prouvé, on a ,  
m 

2 (m+ 1) 
(n-rn)'M2 > ( n - m +  1 )  ( " ; " ) L x N ,  - au bien 

en multipliant chaque membre par 2 ,  ensuite en divisant par 
m ( n  - m )  

( n - m )  ( n - m +  W l v i e n d r a  (m+l)(n-m+l) xMz > L x N .  

C. Q. F. D. 

COROLLAIRE. Si l'on fait successivement tn = I , m = 2 ,  m = 3, etc: 

t'équation ( B )  deviendra aussi successivement chacune des descen- 

dantes de l'équation (A) , B partir de l'équation du second degré, 

et en remontant par tous les degrés successifs, de sorte qu'au 

moment où on fera rn = n - I , l'équation (B) se confondra avec 

I'équation (A) ,  et lorsque l'équation ( B )  représentera l'équation. 

du second degr&, le coëfficient M représentera le coëfficient B, 

L représentera I , et N, C; lorsque l'équation ( B )  représentera 

i'équation descendante du troisième degré, ' le coëfficient M repré- 

sentera C, L représentera 23, et N représentera D , et ainsi de 

suite. Donc M aura représenté successivement tous les coëfficiens 

de l'équation ( A ) ,  et L et N les coëfficiens adjacens ; or, comme 

dans tous ces cas , l'inégalité m ( n - r n r  

(m+ 1) ( n - m - l - 1 )  
x M z >  L x N a  

toujours lieu, on en conclut généralement, que si ilne équation (A) 

a tautes ses racines réelles, Te prodbit du quarr6 d'un quelconque 
m ( n - m )  de ses coefficiens par la fraction ( n  + 

(n - -+ 

, ( m  étant 

I'exposant de ce coëfficient , et n l'exposant du degré de i'équa- 

fion) , ce produit, dis-je, sera toujours plus grand que le produit 

des deux coefficieas adjacens. 
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Il ne s'agit plus maintenant que de démontrer de quelle manière on 

déduit de la théorie précédentk le r  fractions qui doivent être écrites , 
d'après la règle de Newton, au-dessus de chaque terme intermédiaire 

de l'équation ; or, nous avons vn, que si on fait dans l'équation ( B ) ,  

n = I , M représente le coëfficient B de l'équation ( A )  , mais 
m ( n  - m )  n - I  , dans ce cas la fraction générale (n + ) ( - in+ ) , devient 

si on fait rn = z , M représente C, et la fraction générale devient 
2 ( n - 2 )  ; si on fait rn = 3 dans l'équation (B) , M représente D ,  
3 ( n - 1 )  

et la fraction générale devient :::::: ; de même si on fait 

m = 4, rn = 5 , rn = 6 ,  etc., M représentera respectivement E , 
P, G , etc. , et la fraction générale deviendra aiissi successivement 

4 ( n - 4 )  , I ( ~ - T )  , 6 ( n - 6 )  
5 ( n - 3 )  6 ( n - 4 )  7 ( n - 1 ) ,  etc.; et  en écrivant chacune de 

ces fractions au-dessus de leur terme correspondant dans l'équation 
.p - B X ~ -  = + C x n - ' -  Dx"'~ + Exn'+ - I ixnmS +, etc..., 

z k A = o ,  on aura ..................................... ;. 

z k  A =O, et d'après ce qui a été démontré dans la propo- 
R- 1 x B 2  > IXC;  ~ ( n - 2 )  sition , on aura, -y (,- ,) X C2 > B x D ;  

(n' ) x Dz > C x E , et ainsi de suite , si routes les racines 
4 ( n - z )  

de l'équation ( A )  sont réelles : mais si quelqu'une de ces inéga- 

lités avait lieu en sens contraire, ce serait une preuve que l'équa- 

tion ( A )  contiendrait quelques racines imaginaires. La règle est 

donc completternent démontrée. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E S ;  391 

Examinons encore ce que dit Newton sur la manière de recon- 

naître le nombre des racines imaginaires par le  nombre des varia- 
n - I  tions des signes souscrits. Supposons qu'on ait x B2 > I x C, 

c'est une preuve que la dernière équatïon descendante , ou celle 

du second degré, a ses deux racines réelles ; supposons encore que 
i ( n - 2 )  x C" < B x D , c'est une preuve que l'équation descen- 
3 ( n - 1 )  

dante du troisième degré a quelque racine imaginaire , donc elle 

en a deux. Or nous avons vu , par le Lemme IV , que cela 

était possible , lors même que l'équation descendante d u  second 

degré a ses deux racines réelles. Donc en vertu de la règle, le$ 

signes souscrits dans cette équation du troisième degré seront 

4- sous le premier terme, + sous le second, - sous le troisième, 

et  + sous le quatrième ; ainsi les signes soiiscrits seront + + - 7 
oh l'on voit que du second au troisième il y a une variation, et 

une autre du troisième au quatrième, donc ii y a deux variations, 

donc, par la règle de Newton, il doit y avoir deux racines imagi- 

naires , et nous avons vu qu'elles y sont en effet, Le Iecteur 

appliquera facilement la même règle sur les autres équations des- 

cendantes, en remontant de proche en proche jusqu'à l'équation (A ) .  

La règle de Newton que nous venons de démontrer est souvent 

moins propre que la suivante à faire reconnaîrre les racines imagi- 

naires qui se trouvent dans une équation. 

S~condc méthode de reconnaître b racines imaginaires 
qu'une équation peut c o n ~ ~ n i r .  
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et que ses racines soient, a ,  6 ,  c', d ,  e ,  f, g, h ,  i, k ,  etc. j'appelle 
a ,  b ,  c ,  d ,  e , etc. les termes ou les parties du coëfficient B ; et par 

la même raison , a b , a c , a d  , b c  , b d , etc. les termes ou les parties 

du coëfficient C; ca bc , a & d ,  bc d , etc. les parties ou les termes du 

coëfficient D , et ainsi du reste. J'entends par dimensions d'un 

terme, ce que j'ai appelé précédemment exposant d'un coëfficient, 

ainsi D est de t r ~ i s  dimensions, parce que chacune de ses parties 

abc , 'a b d ,  etc. est le produit de trois racines. Lorsque dans un 

terme a b cde f du coëfficient G on trouve une partie entière a b c  

du coëfficient D , j'appelle a b  c de f et abc  les parties sernblables de D 
et de G ; de même a b c d , et abc  de fg sont les parties sembhblcs 

de E et de H ,  puisque H contient toutes les racines de la partie 

de E. J'appeile parties dssernbkzbles, celles qui n'ont aucune racine 

commune ; ainsi a b c  et de f g h  sont des parties disJembZables de D 
et de F. L'expression C x G' dans laquelle C et G sont marqués 

d'un accent, cette expression, dis-je , indiquera la somme des pro- 
duits qu'on peut obtenir en multipliant les parties d'un coëfficient C 

par les parties semblables d'un autre coëfficient G ; de même D/ x F 
exprimera la somme des produits qu'on peut obtenir en multipliant 

entre elles les parties semblables de 6) et de F. L'expression Cf x C 

indique la 'somme des quarrés de tous les termes du coëfficient C; 

mais C'x C exprime la somme de tous les produits qu'on peut faire 

en multipliant l'un par l'autre deux termes quelconques d e  C; d'où 

il résulte C C x Cf + 2 C C. T o k  cela bien compris, il 
sera facile d'entendre la suivante. 

PR O P O SI T r O N Iere. Si on appelle na la diflrence des dmenslons 

de deux coe@ciens quelconques D e t  F , j e  dis qu'on aura. , . . , . . . . 
D . e 
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m +  r (*) ( ) (F) 1 x 1, ( c et G étant les coëfficieG 

adjacens A D et F; B et H les coëfficiens adjacens à C et à G; . 
enfin I et 1, les coëfficiens adjacens ?I B et CL H). 

DEMONSTRATION. IO.  On sait que D = a  bc + ab d + ab e + a b P f  

abgf,  etc., et P= abcde,+abcdf +abcdg + bcdeffbcdegf, etc. 

On sait encore que dans l'expression du produit D x F, chaque 

terme de D' x F , tel que a" 6' cZ de, ou tel que a" b" cZ df, ou ,  etc., 

ne s'y trouve qu'une fois ; 

2". Que chaque terme de C x Gr, tel que a" b2 cde f ,  peut être 

le produit, ou de abe par rtbcdf, ou celui de abf par abcde, 

ou celui de abc par a bde f , enfin il peut être le produit d'un 

terme quelconque de D qui, outre les racines a, b , contienne une des 

autres racines c ,  d ,  e ,  f ,'rniiltiplié par un terme de F qui outre 

les racines a ,  b contienne les trois autres; c'est-A-dire que le 

ai b2 c de f doit se trouver autant de fois qu91 contient de raiines 

outre a et b; ou en général, autant de fois qii'il y a d'unités dans 

la différence des dimensions de C et G. O r ,  la différence des di- 

mensions de D et F étant m, celle de C et G sera rn + 2. Ainsi 

dans l'expression de la valeur du produit D x F, le second terme 

C x G' , aura pour coëfficient. m + 2. 

3 O .  Chaquè terme du produir B' fi', tel que azbcde fg , peut 

être le produit d'une partie de D qui outre la racine a contienne 

deux quelconques des autres racines 6, c , d , e , f ,  g , etc. ( dont le 

nombre égale la différence des dimensions de B et de H ,  c'est-A-dire , 
m + 4) multipliée par une pzrtie de F, qui outre la racine n contienne 

Tome II. B b  
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les quatre autres. Ainsi .az bcdefg , au tout autre terme du produit 

B' Hr ,  doit se trouver autant de fois qu'un nombre m + 4 de quantités 

peut donner de produits différens, ces quantités étant multipliées 

deux-à-deux; of le nombre des pi.oduies différens est exprimé paf 

( m 4 - 4 )  (m-yl ) , ou bien ( m  + 3 )  (-1. Donc dans 

l'&ression de la valdur du produit D x F ,  le co&cient du troi- 

sième terme Bf x H1 sera ( m  + 3 ) (*j 
4'. chaque terme du produit I x 1, c mme abcdefghi, peur 

&re le produit d'une partie quelconque de D ,  qui contienne trois 

des racines de 1 par une partie de F qui contienne toutes les autres; 

ainsi le de r par 1 doit se troiiver dans Pexpression de la 

taleur de D x F ,  autant de fois qu'un nombre m+ 6 de quantités 
multipfiées trois-à-trois peuvent donner de produits différens: Or, 

ce nombre de produits est, ( rn + 6 ) (*) (9). Ainsi le 

coëfficient du quatrième terme dans l'expression de la valeiir di, 

m + 4  m + r  produit DxF,-  sera, (l-).(T). 

(i) En effet, la différence m des dimensions de  D et  de I: étant z a a 8 . 6 .  

[ m 4 - 3 )  (7- - -+* 1 - I 5, mais les parties de  D qui ,  outre la racine a, 

contiennent deux quelcon$es des autres' racines 6, c, d, t, f, g, sont a b c ,  

a b d ,  abc ,  a b g ,  abf, a c d ,  a c e ,  acg., t r c f ,  a d e ,  a d g ,  adf, aef, a r g ,  

zg f, qui sont au  nombre d~ 1 5  , et si on multiplie chacune d a  ces parties qui 

contiennent a et deux autres lettres, par chacune des parties de  F, qui,  outre 

14 lettre 8, contiennent le reste des quatre mtr-es lettres, on trouvera quinze 

fois le même produit BrH1 ou a' bc defg; par exemple, on multipliera a b c  par 

a d e f g , o u  a b d  par acéfg, ou  a b e  par abcdfg,etc . ,  et o n v o i t q u e  tousces 

produits sont toujours a26 c d efg , et que ce même produit se trouvera quinze fo i s  
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Et an général, si dms I'sxpression de la valeur d'un produit de 

deux coëfficiens quelconques D et F, x exprime. i'ordre d'un terme 

quelconque de  cette vale~ir, par exemple de BI x H f ,  c'est-à-dire 

si x exprime le nombre des termes qui précèdent BI x Hl, le coëffi- 
z x + m  2"'"-1 )( "+;-2 U e n t d u t e r q i e H ~ H ~ s e r a , ( ~ ) (  ), etc. 

en prenarit autant de fractions dans cette s&e qu'il y a d'unités 

dans x. 

Donc .enfin, en rassemblant toutes les parties que nous avons 

trouvées, nous aurons, D x F = D ' X  FI-!-.(rn+z) Q X  G 1 +  

Co RO L L A  I R E  1. Si par -le moyen de la propositi6n qui vient 

d'être démontrée, on cherche le quard de quelque coëfficient , 
comme E , par exemple, alors rn = O; car, puisque c'est le coëffi- 

cient E qu'on multiplie par lui-même, il est évident que la diffé- . 
rente de dimensions des. coëfficiens est niille, et qu'on aura. . .+ . 
~ = E ' x E ~ + z D ~ x . F ~ + ~ x ~ c x G ~ + ~ x ~ x $ B ~  x H f +  5.x 

6 x i x f  X I  = E 1 x E +  2~ X F - 1 -  I C X G ~ + , ~ O B ~ X  hf+ 701. 

Or, nous avons dit dans les définitions que E' x E exprimait la 

somme des produits de deux parties quelconques de E, donc 
E' E f  x E f  E " = E r x E r + 2 E r x E ,  donne E r x E =  ---. Et en 
2 2 

Ea substituant A la place de 2- sa valeur trouvée plus haut, il viendra, 
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C o  R O L L A I  R E  II .  Mous tirerons encore de la même proposition 

les théorêmes suivans : 

0 

THÉOR. (1). EZ c E' X E ' + .  ~ D ' X  F'+ GC'X 6'3 ZOB'X H ' + ~ o I .  

TBÉOR. (2). q x F = .  ...... . . D ~ x F ~ + ~ C ' X G ~ + I ~ B ~ X H ' + ~ ~ ~ =  

THÉOR. (3). C xG=.  ............... ..CrxG'+ 6B'xH'+z8L 

t T ~ ~ ~ .  (4). BxH-. ..................... ,.:. .B1xH'+ 81: 

CO R O  L L A 1 R E  11 1. Par le moyen des thégrêmes du corollaire II;. 
nolis trouverons facilement cette équation. ..................- 
E ' x E / = E Z - z D x F +  z C x  G - ~ B x H + ~ I .  Car le théor. (1) 

donne, (A) E / x E f =  E 2 -  2 0 ' ~  F'-6C'x G'- zoB'xH'- 70 1; 

Et le théorême ( 2 )  donne.. ................................. 
~ ~ - ' x F = ~ D x F - ~ c ~ ~ G ~ - ~ o B ~ x H ~ -  r1 z1 .  Et en substi- 

tuant cette valeur de z  D ' x  Fi 'dans l'équation. (A], elle deviendra , 
( B ) E ' x E ' = E " -  2 D x F + 2 C ' x  G ' + 1 o B ' x H ' + 4 2 1 .  Le 

théorêine (3) donne, z C r x G ' = z C x G -  1 z B ' x H ' - 5 6 1 ,  e t  

en substituant à la place de 2 C' x G' sa valem, dans l'équation ( B )  , 
elle devient (C) E'x E'=E'- z D x F +  zCx  G- 2B'x 27'- 14 1.. 

Le' théorême (4) donne, 2 BI x H' = 2 B x H - 16 I ,  et en suhsti-. 

tuant dans l'équation ('C), elle devient enfin. ........ .: ....... 
( D ) E ' x E ' = E z - z D x F + z C x G -  z B x H + z x I .  On 

.................................... troiiverait de même.. , 

D ' ~ E ; ' = D X F - ~ C X G $ . ~ B ~ H - -  161.  

Cf x G r d . .  ...... . . C x G -  6 B x H  + 201-  

B ' x H f =  ................... B x H -  81.. 

n - I  n-2 PROPOSITION II. 502 ,! = n x  x -, etc. en- prenant 
3 

axant de fracrions que le coificiont E a de dimensions, on aura co+ours ,. 
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'-' a l  x E' >. D x F- Cx G + B x  H - I ,  ri les r&nes k l'équation 

sont toutes réelLes. 

J'entends par 2, le nombre de termes ou  de parties dont est 

composé un coëfficient quelconqiie E. 

Nous avons VU (dans l'unique proposidon de lapremiZre partie de cette 

Note, page I 87) que dans le cas oii toutes les racines d'une équation sont 

réelles, on a toujours, - x Bi > C, n désignant le degré quel- 

conque d'une épilation, B le coëfficient du second terme, et C 

celui du troisième; d'oh il résulte que n peut représenter tous les 

riombres entiers positi'fs, donc si je désigne par G un nombre entier 
C- 1 positif quelconque , j'aurai aiissi , - x Bz > C, OLI bien. . . . : 

2.L 

. ( Z - I ) B" > 2 l x  C. Mais B désigne la somme des racines prises 

avec un signe contraire, et C les produits deux-à-deux de toutes 

les racines ; donc cette inégalité prouve d'une manière générale 

que le quarré 'd'iln certain nombre de quantités, multiplié par 2 - r ,  

est .plus grand bue la somme de leurs produits deux-à-deux, mul- 

tipliée par zl. Donc ( 2 - l ) E Z  > 21xErx .E (car E r x E  est le 

produit deux-A-deux de tous les termes de E. Yoyec les définitions ). 

Ou bien X E '  > E ' x E . ' ~ a i ç  on a ( p t  la déf;nirion) .... 
E 2 = E r ~ E r + ~ E r ~ E ,  d9oùllon tire, ~ E ~ X E = E ~ ' E ' X E ' .  

O r ,  l'équation (D) trouvée dans le corollaire I I  1, donne. . . . . . . 
E Z - E ' x E r = z 0 x F -  2 C x G  + 2 B x H - 2 1 ,  donc 

2 E r x E = 2 D x F - ~ C X G + ~ B X H -  21. 011 bien ....... 
E r x E = D x F -  C x G + B x H -  1. Donc enfin on a .... ... 

1 - 1  - 
2 1  

x E r  > D x  F - C x G  + B x  H - 1, lorsque toutes les 

racines de l'équation sont réelles. C .  Q. F. D. 
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C O  N c L v s I ON. NOLIS avons désigné par 1 le nombre des parties 

dont un coëfficient qiielconque est composé, et nous avons fait, 
n - I n-2 L = n x Y x -  etc, en prenant autant de fractions que le 

3 
coëfficient & a de dimensions, en sorte que si E est le premier coëffi- 

cient, I désignera le nombre des racines de l'équation, et on aura, I= n; 

si E représente le deuxième coëfficient ,- ou Ç, Z désignera le nombre 
n-I  des produits deux-à-deux , et on aiira, I =  n x -; s i  E désigne le 

troisième coëfficient , ou D, L désignera le nombre des produits trois-à- 
n - I  n - 2  . . trois de toutes les racines, et on aura, Z= n x -;- x - , et ainsi 

3 
de suite ; donc d désigne. successivement les coë&ciens des' différens 

termes du produit d'un nombre n de binomes multipliés les uns par les 

autres, ou bien les différens coëfficiens d'un binome élevé à la puis- 
2- 1 sance n; et on aura la fraction, , par laquelle il faut miiltiplier 

- - . 
le quarré du coëfficient qu'on examine, on aura, dis-je , cette fraction, 

en diminuant d'une unité le coëfficimt correspondant d'un binome 

élev4 à une puissance n de même degré que l'équation, et divisant 

k reste par le double de ce même coëfficient du binome. 

Tout cela s'entendra mieux par un exéniple. Soit l'équation. . . . 
x7 - Bx6 + CxS- Dx4+ E x 3  - F x 2 +  G x -  H=o, dont les 

racines sont, a ,  b., c, d ,  e, f, g; dans ce cas, n = 7; et si on 

élève un binome quelconque à la septième puissance, les coëfficiens 

des termes intermédiaires seront, 7 ,  21 , 3 5 , 3 5 , 2 1 , 7,  et en 

diminuant chacun de ces coëfficiens d'une unité, et divisant chaque 

reste Rar le double de ce même coëfficient , on aura. . . . . . . . . . 
6 - ,,,%,%, g ,  3, ;O4 (*), OU bien 4 ,  g,  g, $+, g ,  f. Et en 

- - 

2- 1 (*) Ainsi 7 représente successivement &, z, 3, eh .  
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écriirant toutes ces fractions sur les termes moyens de l'équation, on  

et d'après ce qui a été démontré, si toutes les racines de cétte 

dquation Sont réelle;, il viendra, 5 B' 3 C; C' > B x D - C; 
> C X E - B X F + G ;  f i ~ '  > D X F - C X G  + B x H ;  

3 5 

ZF > G x E - D x H ;  +G2> F x H .  
O 

Cette méthode, comme nous Pavons dit en commençant, fait 

souvent déco~ivrir plus de racines ;maginaires que l a  règle de 

Newton, ou même en fait découvrir dans de certaines équations 

di  la règle n'en fait apperievoir aucunes. 

Ce beau théorême de Newton , qui est d'un usage si étendu 

dans la haute géométrie, n'a été démontré d'une manière générale 

que bien  LI temps après la première publication de 1'Arithmétique 

universelle. Ceux qui paraissent en avoir trouvé les premiers 

?a démonstration sont Mac-Laurin dans son Algèbre , Castillon 

dans ses Commentaires sur i'drithmétique universene , et Frédéric 

Baermann. Les deux premiers n'ont employé que les moyens de 

l'algèbre ordinaire, le troisième a 'ell recours au calcul des diffé- 

rences finies. Celle que j'offre au lecteur, et qui rn" paru aussi 

facile qu'élégante , est extraite des Notes que le citoyen Labay a 

publiées à la suite de son excellente traduction de 1'Introdu~tion à 

i'A.nalyse infinitesirnale d'Eider ; j'y, ai fait des développemens qui 

m'ont paru nCcessaires pour la classe de lecteurs que j'ai eue prin- 

cipalement en vue dans mes Notes. 

Soit Z =  I + A ~ + B f + C < 3  +etc. ... ....... ......... 
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+al) ( 1  +fi t)  ( ~ + r < ) , e t c . ,  e tsoi tZ1ceque deviennent 

ces quantités lorsqu'on met ( +y à la place de <. On aura. ..... 

La valeur de 2' donne:. .................................. 
z ' = ~  4-A ( { ~ y ) + B ( { f  Y ) ~ + ~ ( T + Y ) ' +  D ( ~ S ~ ) ~ + , e t c e  
-C 1 +A~+Bf+cx' +Dx4+,etc.  

+ ~ ( R + 2 B < + 3 C < ~ + 4 D < ~ + , e t c . )  

+f ( B +  C? + 6 ~ f  +, etc.) 
Donc Z ' = Z + y ( A + 2 B y + 3 C f + 4 1 1 x 3  f ,etc.) . .  ......... 
+ y 2  (B + 3 Cx + 6 D f  +, etc.) etc. Et en divisant les deux mem- 

bres de cette équation par 2 ,  il viendra.. ............ ,.'. .. 
(LI%= 1 + Y ( A + ~ B Z + ~ C Z ' + ~ D Z ~ + , ~ ~ ~ - ) + Y " ( B + ~ C ~ + ~ D ~ ~ + , ~ ~ C . )  Z 

Appelons X tous les termes du second membre de cette équation, 
m 
2' 

$ l'exception du premier, et elle pourra s'écrire ainsi, T= I + X; 

donc (M) z -$- = 2 ( I + X). Or on sait par la théone des logb 
x= 

r i t b e s  que I ( I  +X)  = X - 2 -  X f X4 +--- 
3 4 

+ , etc. Donc 

en remettant dans l'équation (M) à la place de 2 ( I + X) sa 
Z' X' 

valeur , nous aurons , C 7 == X - - 2 + , - etc. Et enfin 

en remettant dans cette dernière A la place de X et de ses puis- 

......... sances les quantitks qu'eues représentent, il viendra. ;. 

-- - y" ( A1 + 4 A B 1 +.etc. ) 
z Z! +, etc. [Égalons maintenant le second 

membre 
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membre de cette équation au second membre de l'éqriation (K) ; en 

développant en série logarithmique chacun des termes de ce second 

membre, et nous bornant aux deux premiers termes de chaque série, 

P'Y' +etc. + L t 2 L  - . yaya +-- PI  fi^)^ L + Y ~  2 ( r + y ~ ) ~  + etc. +etc. 

Divisons les deux membres de cette éguation par y , et ensuite 

supposons y = O ,  ( ce qui est permis , puisque l'éqiiation est vraie 

indépendamment d'aucune valeur de y ) , il viendra. ........... 

6 - ....... 
1 + S c  

+ ---& + etc. , ou en m~iltipliant. tout par 2.. 

( N ) A + - z B ? + 3 C f + 4 0 1 ~  + 5Ec4+etc  .................. 
S - h +++.+etc.  Soit mainte- =q*+ = + f i <  = + Y <  I + Z  ) 

hant Iléquation = H + I ç  + K f  + Lx3 + etc. ; si on la 
1 + a <  . multiplie par r + a! T on aura. ............................ 

.......... + ' + + i3 + d90ù i90n tire. & = ~ + H a [ ' + a I ( x ~  +etc. 

~ = a f  I=-a'; K = a 3 ; L = -  a4, et ainsi de suite. Donc 
u, - = a: - a' + a3 xz - a+ I~ + as x4 - etc. On trouverait de 

J + & <  

fi = p - p z x + p 3 f  -P4x3 +P5C-etc.  , et enfin 
1 + b {  

on trouverait de pareilles séries pour tous les autres termes. Donc 

en substituant toutes ces valeurs dans l'équation ( N )  , et ordon- 

nant par rapport aux puissances de r ,  on aura.. ............... 
Tome l I .  C c  
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<+a3 f-a4-c3 +aS i4 -a6 xs+etc. 
+ p 3  -p4 ' + p S  - p 6  +etcc. 
+ ? j  -74 +2s - T ~ .  +etc. 
+ B') - 6+ +a5 - a6 +etc. 
+ e' - ê4 +. E ~ . ,  - f6 + etc. 

etc. etc. etc. etc. etc. etc. 

............ Et enfin en remettant à la place de Z sa valeur.. 

......................... I + A i + B f + C ~ 3 + e t c . ,  on aura 

(O)A+zB{ + 3C<'+4D<3+~Ey4+etc.  = ( r  + A ~ + B f + C < ~ + e t c . ]  

t4 - 2 - F6 - y6 - s6 - é6 

etc. 

cs + etc. 
+ etc- 
+ etc. 
+ etc.. i 

Q égal A la somme d& quarrés de ces mêmes quantités; R +a$ 

S~tpposons P égal à 18 somme des quantités 

01 - az 

+ p - p z  
+ ? - y z  
+ 6 - d "  
+ E -  é z  

etc. etc. 

iz - a4 
- p 4  
- y +  
- 6 *  
- E4 

etc. 

à la somme de leiirs cubes , et ainsi du reste , l'équation (0) de- 

< + 'z3 
+ P 3  
+ p 3  
+6' 
+ e3 

etc. 

<3 + as 
+ p :  
+ T  
+ d "  + es 
' etc. 

viendra, (P)  A + z B < +  3Cf+4D.23 + 5Ex4+etc. ......... 

ou bien en faisant les multiplications indiquies dans le second 

membre, et ordonnant les. produits par rapport aux puissances 

de <,  il viendra, A + t B {  -k 3 Cf + 4 D q 3  + 5 E l 4 +  etc.. ,. . ,, 
fs + etc. 
- etc, + etc. - etc. 
+ etc. - ete. 
+ etc. 

Et  si on &gale d'un membre A l'autre de cette équation, les termes 

qui sont aifectés des mêmes puissances de 2 , on trouvera les 
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équations partielles suivantes , P = A ; z 3 5 P - Q ; 3 CE 

B P - A Q + R ;  4 ~ = ~ ~ - ~ ~ + R ~ - S  i I E = D P -  
~ Q + B R - A S + T ;  G F = E P - D Q + c R - B S + A T - V ,  

et ainsi du reste. De toutes ces équations on tire celles qili 

.................................................. suivent 

P = A  

Q = A P - z B  

R = A Q - P B + 3 C  

S I A R - B Q + C P - ~ D  

T = A S - B R + C Q - D P + J E  , 

Y = A T - B S + C R - D Q + E P - G F .  

... , Et en général si on représente par Sn , Sn" Y Sn -" ' S la somme 

... . des puissances n , n - I n - 2> I d'un nombre de quantités 

a, p , a 2, E, etc., on aura l'équation.. ................... 
Sn = ASn-' -BSn- '+  CS"-3-etc. ... q= LS&nM. 

Remarquons que dans ces équations qui sont des séries récur- 

rentes , P représente la somme des quantités a, p , 7 ,  d', E , etc. 

Q représente la somme de leurs quarrés ; R , la somme de leurs 

cubes ; S , la somme de leurs quatrièmes puissances ; T, la somme 

de leurs cinquièmes puissances, et ainsi de suite. Et quant aux 

premières lettres de l'alphabet, A représente la somme des quantités 

a, p , y , d", E , etc. ; B , la somme de leurs produits deux-à-deux; 

C , la somme de leurs produits trois-A-trois ; D , celle de leurs 

produits quatre-A-quatre , et ainsi du reste. Donc pour avoir la 

somme des puissances d'un certain ordre des racines d'une équa- 

tion, la somme des quarrés, par exemple, la formille Q = A P  - zB 

nous fait voir qu'il faut multiplier le coëfficient du second terme 

Cc 2 
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de l'équation par lui-rn2me , et retrancher du produit le double du 

coëfficient du troisième terme 5 pour avoir la somme des cubes des 

racines , la formule R = A Q - P B  + 3 C , nous montre qu'il f a i~ t  

multiplier la somme de leurs qiiarrés' par le coëfficient du second 

terme , . retrancher .de ce produit celui di1 coëfficient du troisième 

terme par le .coëfficient du second , et ajouter à la différence le 

triple di1 coëfficient du quatri2me terme , et ainsi de suite. D'où il 

résulte que si une équation n'a que deux racines , .on pourra obte- 

nir la somme de leurs quarrés , mais nullement celle de leur cubes; 

si elle a trois racines , on  pourra obtenir la somme de leurs quar- 

rés, celle de leurs cubes , mais non pas celle de leurs quatrièmes 

piissances ; enfin si l'éqiiation a n racines, on pourra obtenir la somme 

des différentes puissances de ses racines, jiisqu'à la somme des puissances 

de l'ordre n ,  mais non la somme des puissances d'un ordre supé- 

rieur. En effet , pour avoir la somme des puissances de l'ordre n 

d'lin nombre n de racines , nous aurons recours à l'équation Sn = 
ASn- '  - BSn-'$ .  . . . _t_ LS &nM, dont le dernier terme 

di1 second membre , d'après ce qui a été dit ,  est la somme des pro- 

duits d'lin nombre n de termes pris n à n. Et si l'on voulait la somme 

des puissances de l'ordre n + I , le dernier terme du second membre 

serait q= ( n + I ) N , dans lequel N devrait représenter la somme 

des prod&s d'un nombre n de quantités prises n + i A n+ I ; ce 

qui est impossible piiisqiie ces qiiantités ne sont qu'au nombre n. 
8 

N O T E  (69) ,pourlapage 23. Tome Ir. 

Pour la simplicité des calculs, je prends seulement deuy racines 

a et b, rune positive et l'autre négative, et il sera facile de voir que si on 

en prenait un pliis grand nombre, on  arriverait toujours aux mêmes 
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iCsuItats, Le théoreme de Newton sera démontré, si on prouve que 

(a2m+bam)m-r~ ) ( a * f = + r >  + b'("'+'))"' , m étant uti nombre entier 

positif quelconque ; cal: il est clair que, si certe derniète iriégalitd ai 

lieu, toures les autres auront lieu également. Soit donc a  > b, et 
développons en réris le binome ( a a m  + b  + ' , notu mrons. . . . 
( a" rn +b2m) m + ~  = a * m ( m + ~ )  + (m + 1 )  a""'(") b'" +. . . , . . .. . . . . 

etc. (A). 
Développons également en s&ie Pautre quiantiti (a2 ( - )  + b2(m'~))" 7 

e t  nous aurons ( a a ( " + ' )  t_ b z ( m + ~ )  l m  = +.. .. '. . . . 

Comparons terme à rame les séries (A) et (B). Je voiis d'abord 
que la première a un terme dè  pliis qiie la seconde, ensuite que 
Ta premiers termes sont égaux de part e t  d'autre, enfin que les 
seconds termes sont ( rn + I ) la l m  " b a r n ,  ou, , . . , . . . . . . . . , . . . 
(m+ r ) a""' barn pour ( A )  et m a 2 ' m + ' ) ~ m " ) b 2 ( m + 1 ) ,  o i i  . . . .... 
m a 2 m 2 c  a b". 6'" pour (B). Or il est évident que (rn + 1) a'""bZm ). 

* al"'- 3 b2b2*, OU ( m +  I a2m',bz* >- IR â 
a' b'bt", car en divi- 

sant de part et d'autre par aamn,b a m ,  les quotiens sant ( m  4- I ), et 
m ba -, et erl les multipliant l'un et l'autre par a', on a enfin , . . . , 

a> 

( m +  1 )  a" > m b 2 ,  A cause de r n + ~  > rn ,  et de a > b. 
En comparant les froisièmes termes des deux séries, on trouverait, 

toute réduction faite, qu'ils sont respectivement comme. . . . . . . , 
m - t  

(rn + r )  . a4 et m. 64, et il est clair que fe premier esr 

pliis grand qiie le second. Et à came de la marche régidière des deux 
siries, on voit en général , qu'un terme R de la série (A) est an terme 
- Torne 11. 
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n de la série (B) comme ( r n  + 1 )  +-m-I 3 ,. . a 2 ( " - ' )  est à. .., 
m - l  m - 2  m.-. -. m . .  b 2 ( " - ~ )  

2 
, et que le premier est plus grand que 

3 
le second. Donc un terme quelconque de la série (A) est plus grand 

que le terme correspondant de la série (3 ) ; donc ( A )  > ( B ) ; 

2.- ...... CONCLUSION. Donc puisque l / a ' + b z  > a ;  que... 
6 

v a 4 +  b4 > a ;  que va6 + b6 > a ,  etc., et qu'il vient d'être 

................................. prouvé généralement que. 
6 -  8 -  

> > fa6  + b6 > v a s  + bs , etc. ; il s'en mit 
4- 

que )/a4 + b4 surpasse a ;  mais d'une quantité moins grande que a n'en 
2 -  6- 4- 

surpassé par /a2 -1-6'. De même les quantités l/n6 + b6 et )/fi4 + b4 

surpassent toutes deux a ,  mais la première moins que la seconde, et 

ainsi de suite. Donc on approchera d'autant pl~is près be la valeur 

de a ,  qu'on prendra une racine plus élevée de la somme des puis- 

sances de pareiI degré de toutes les racines. Et c'est-lh ce qu'annonce 

la règle de Newton. 

N O T E  (701, pour la page 24. Tome II. 

Newton dit que : Si entre Ca somme des quarrés et la somme des 

quatrihes puissances, on prend une moyenne proportionnelle géométrique , 
e& sera un peu plus grande que la somme des cabes des racines prises toutes 

avec un signe posir;f. 

Prenons, comme dans la Note précédente, les deux racines a et 6. 
1 

La somme de leurs quarrés est a" + b", et celle de leurs quatrièmes 

puissances a4 + b4. Appelons q la moyenne proportionnelIe , et noirs 

aiirons qx = ( a t  + b z )  (a4 + b4 ) = n6 + a4 bZ + a" b4 + b6. Donc 
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q = / a6 + a4bz + aZ b4 + b6. La somtlie des ciihs avec des signes 

positifs est a' + b3 = V'ad + 2a3 b3 + b6: Maintenant je dis qu'on a 

toujours f a 6  + a+bz + a2b4 + b6 > f a 6  + 2a3b3 + b6, OLI bien 

que ab + a4b" + a2b4 + b6 > a6 + 2 a3 b3 + b6 ,  OU bien que. . . 
rz4bz + a2 b4 > 2 a3 b3 OU , en divisant toiit par a" bz , que. . . . . 
a" $- b" > z a  b ,  ou bien que a" - 2 a  b + bZ > O ,  ou bien enfin , 
(a - 6)' > O. Or ( a  - b)" est toujoiirs une quantité .. positive, 

donc elle est toujours plus grande que zéro. Donc la dernière iné- 

galité ayant toujoiirs lieu, les autres ,ont aiissi toujours lieu. Par 
I ,  conséquent, on a en general.. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

r )  v a 6 + 2 a 3 b i + b 6 ,  OU q > a 3 + b 3 .  C.Q.F.D. 

Si l'on ajoute, dit Newton, à la moyenne proportionnefi , la somme 

des cubes prise avec son propre signe, et qu'ensuite on l'en retranche , cc 

qu'on prenne la demi-somme et la demi-dzfirence de ces kux  quantités; Ca 

demi-somme sera plus grande que ka somme des cubes de toutes k s  racines 

positives de l'équation, et  la demi-diflrence plus grande que ka somme des 

cubes de toutes lac racines négatives. 
a 

Soient toujours les deiix racines a et 6, fa premizre positive, et 

la seconde négative; a3 - b3 sera la somme des ciibei prise avec 
a'+b3+a'-b' son propre signe.--Or il est clair que i = a3; mais nous 

avons vu dans la Note précédente, que q > a3 + b 3 ,  donc.. . . . . 
q f a' - b3 . > a' ; c'est-à-&e, que si, à la moyenne proportionnelle 

2 

g, on ajoute la somme des cubes, prise avec son propre signe, et  
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qu'on prenne la moitié de cette quantité, elle sera plus grande que 
la somme des cubes des racines positives de l'équation. Ce qu'il fallait 

r 9 démontrer. 

y - ( " 3 -  b ' )  que 
2 

> b3. C'est - à 7 dire que, si de la moyenne pro- 

portionnelle q,  on retranche la somme des cubes, prise avec son 

propre signe, et qu'on prenne la moitié de cette différence, elle sera 

plus grande que la somme des cubes des racines négatives. Ce qu'il 

fallait, 2". démontrer, 

C O N  c L U S  I O N .  Il est facile maintenant de saisir la vérité de 

ces paroles de l'auteur > Donc k plus grande des racines positives de 

l'équation sera plus petite que da racine cubique de cette demi-somme , et 3 
plus grande des racine; négatives sera p h  perire que Ca racine cubique de 

cette demi-diflrence. En effct, supposons maintenant que a3 représente 

la somme des cubes de toutes les racines positives, et b3 la somme 

des cubes de toutes les racines négatives, on aura toujours les iné- 
+ a3 - b3 q - ( a 3  - 63) @ités , > a3, et 2 > b 3 ,  ce qui donne. . . 

2 

62 < V q - 1 - 1 s - b '  1 
7 et b ri/<-(°:-)3)' . Or,  dans l'hypothèse 

actuelle, a est plus grand que la plus grande racine positive, donc, 

à plus forte raison, la plus grande raçine positive sera pl& petite 

que .- . Et par le même raisonnement, la plus grande 

racine négative sera plus petite que fl- 2 . Donc, etc. 

Newton suit la même marche pour approcher encore de plus près 

de la valeur des racines, es .  employant des puissances plus élevées. 

Mais je me crois dispensé d'aller plus loin par ces paroles mêmes de 

l'auteur 
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l'auteur qui se trouvent un peu plus bas : 44 Ces méthodes de trouver 

les limites des racines des éqrrations , ne sont pas d'un grand usage, tant d 

cause de la dificulré a h  calcu(s, que parce qu'elles ne peuvent s'appliquer aux 

quations qui contiennent des racines imaginaires ». 

NOTE ( 7 z ) , p o u r l a p a g e  26. Tome l . .  

Voici comment on peut démontrer cette règle de Newton. Si on 

aune  équation xR -Axn- '  + Bx"-'-Cxn-' + D x " - ~ -  etc. = O ,  

et qu'on fasse x - e = y ,  ou bien x = y  + e, ce qiii donnera 

~ ' = ( y + e ) ~ ,  A x n - ' =  A ( y + e ) n - t ,  B x n - ' = B ( y + e ) " - ' ,  

etc. en substituant dans la proposée, la place de r et de ses puis- 

sances y + e ,  et ses puissances , on aura , en renversant l'ordre des 

termes , une équation transformée de cette forme, ( A ) .  . . 9 - 
en + n e n - ' y  n-1 + n. - . en"yz - etc. 

- en-' - (n- 1) Aen-'Y - (n-1) ( Jen-'yz - etc. 

+ Ben-' + (n-  2 )  B e n - 9  + (n-2) Ben-lyZ- etc. 

- cefi-3 - (n-t) Cen-4y - (n-3)  -cen- 'yz - etc. 

etc. etc. etc. 

Voici les observations qu'on peut faire sur cette transformée. . . 
1". C'est que son premier terme, dans l'ordre renversé.. . . , . . . 

en - Aen-' + Ben-' - Cen-' + etc., n'est autre chose que la 

proposée xn - Axn-a + B xn - ' - etc., dans laquelle on aurait 

mis e au lieu de x. 

2". Le coëfficient du second terme.. . . . . . . .. . . . .. .. ... . . ... 
nen-' - ( n -  1 )  Aen-2 + ( n - 2 )  Be"-- - ( n -  3 )  Cen-4, etc. 

s'obtiendrait en multipliant chaque partie du terme précédent par 

Tome II .  D d 
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l'exposant de e dans .cette partie, et  en divisant le produit par e. En 
effet, le terme précédent étant en - A  en-'  $ Ben-'-Cen- + etc., 

multiplions chacune de ses parties par l'exposant de e dans cette partie, 

nous aurons ne - (n-  1 )  Ae"" + (n-z)Ben-' - etc., et en 

divisant tout par r ,  on a . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
n e n - ,  - (n-I) 2 e n - '  + (n-2) Ben-'-(n-3) Cc"-4 -f- etc. 

qui  est précisément le coëfficient du second terme de la transformée. 

3 O. Le coëfficieni du troisième terme peut s'obtenir en multipliant 

de même chaque partie du coëfficient du second terme par l'expo- 

. sant de 'e dans cette partie, et divisant le produit par 2e. Et en 

général, le coëfficient d'un terme quelconque de la transformée, par 

exemple du terme y', peut se déduire du coëfficient du terme pré- 

cédent, c'est-à-dire, du terme yr - ', en m.ultipliant chaque partie 

  LI coefficient de ce dernier terme F r  l'exposant de e  dans cette 

partie, et en divisant le produit par re, c'est-à-dire par e multiplié 

par l'exposant de y dans .le terme dont on cherche le coëfficient. 

Nous pouvons donc remonter ainsi, de proche en proche, jusqii'au 

coëfficient de l'avant-dernier terme, c'est-h-dire jusqu'au coëfficient 

du second terme, en prenant les termes dans l'ordre direct. 

Faisons encore quelques réflexions sur cette transformée. D'abord 

puisqii'on a substitué y + e  au lieu de x ,  on a x - e =y; mais 

y désignant les racines de la transformée, et x celles de la pro- 

posée, il résulte de l'équation x - e = y ,  que toutes les racines 

positives de la transformée sont pliis petites que les racines positives 

de la proposée, d'me quantité connue e ,  et qu'au contraire , ses 

racines négatives sont plus grandes que les négatives de la-proposée , 
de la même quantité e. 

Donc lorsque e  est plus grand que la plus grande racine positi~e 
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de la proposée, la racine correspondante de la transformée devient 

négative, dpnc à plus forte raison, toutes les autres racines de la 

transformée seront négatives. Tout cela est évident à la seule ins- 

pection de l'équation x - e =y. Donc dans ce cas , toutes les 

racines de la transformée sont négatives , et par conséquent tous 

ses termes sont affectés de signes positifs. Donc réciproquement, 

lorsque tous les signes de la transformée sont positifs , on doit 

conclure que e est plus grand que la plus grande racine positive 

de la proposée. 

Lorsque e est plus petit que la plus petite racine positive de la 

proposée , les racines de la transformée conservent les mêmes 

signes que leurs correspondantes dans la proposée. 
C 

Si au lieu de substituer y + e à la place de x , on substitue y - e, 

i'équation y - e = x , ou x + e = y fait voir , que toutes les 

racines positives de la proposée sont augmentées dans la transfor- 

mée , de la quantité e , et qu'au contraire ses racines négatives 

sont diminuées dans la transformée, de la quantité e. D'oh il suit, 

que si c surpasse la plus grande racine négative de la proposée, la 

racine coriespondante de la transformée sera positive, et A plus forte 

raison , toutes les autres. Donc cette transformée aura alternativement 

les signes + et -. Donc réciproquement si tous les signes de la trans- 

formée sont alternativement + et - , c'est une preuve que la 

quantité connue e , est plus grande que la plus grande racine né- 

gative de la proposée. 

Il est encore évident que si e est une quantité réelle, les racines 

imagiiaires qui se trouvent dans la proposée , se retrouvent éga- 

lement dans la transformée ; seulement elles y seront augmentées ou 

diminuées de la quantité réelle e. 
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Il en sera de même des racines incommensurables. 

Après tout ce qui vient d'être dit, il est facile de démontrer la 

règle. En effet, nous avons vu au commencement de cette Note, 

que le premier terme de la transformée ( A )  ( les termes étant 

pris dans un ordre renversé ) était la proposée elle-même, dans 

laquelle on aurait substitué e au lieu de x ; et qu'en multipliant 

chaque pariie de ce premier terme par l'exposant de e dans cette 

partie , et divisant le produit par e , nous aurions le coëfficient du 

second terme , et ainsi de suite pour les coëfficiens des termes 

suivans. Noiis trouverions donc par ce moyen- le coëfficient de 

l'avant-dernier terme, qui serait celui di1 second terme dans i'ordre 

direct. Or , si dans la proposée xn - A xn - I  + B xn-  ' - , etc. , nous 

substituons pour xn;  (y + e )" , nous aiirons pour les deux pre- 

miers termes dans l'ordre direct yn + neyn-l. Et en substituant pour 

- Axn- ' ,  -A(y  + e ) " - ' ,  nous aiirons - Ayn-' , donc les 

deux premiers termes de la transformée sont, dans l'ordre direct , 
yn + (ne - A )  y" - ' , donc le coëfficient du second terme est 

ne - A ,  c'est à ce coëfficient que nous serions parvenus par une 

marche inverse. On voit que toutes les opérations que nous faisons 

sur la transformée pour arriver à ce dernier coëfficient , sont pré- 

cisément celles que Newton veut que l'on fasse sur la proposée 

x n - A x n - ' + B x n - ' -  C x n - ] + ,  ect.=o , pour la réduire A 
deux termes. En effet, en multipliant chaque terme de cette équa- 

tion par l'exposant de x , dans ce terme , et divisant le résultat 

par x , ensuite multipliant chaque terme de ce premier résultat par 

l'exposant de x dans ce terme, et divisant le produit par z x  , 
et continuant d'opérer sur le second résultat comme sur le pre- 

mier, notre équation finirait par être réduite à ces deux termes 
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n x  - A = O ,  qui serait le coëfficient du second terme de notre 

transformée, en mettant e pour x. Donc nous pouvons regar- 

der les coëfficiens des termes de la transformée, comme les résul- 

tats que Newton obtient par ses opérations successives sur la 

proposée elle-même , ensorte que le premier terme de la transfor- 

mée (les termes étant pris dans un ordre inverse) est la proposée 

même , dans laquelle on aiirait mis e pour x ; le coëfficient du 

second terme de la transformée , est le résultat de la première 

opération sur La proposée , et ainsi de niita. Donc si l'on a subs- 

titué y + e A la place de x , ce qui donne x - e = y ,  et que e 

soit iine qiiantité plus grande que la plus grande racine positive de 

la proposée, toutes les racines de la transformée seront négatives ; 

donc tous ses rermes auront le signe + , donc tous ses coëfficiens 

seront positifs ; donc toiis les résultats de la proposée ( qui sont 

identiques avec les coëfficiens de la transformée, en changeant x 

en  'e ) seront affectés du signe +. Donc réciproquement si on met 

dans tous ces résultats au lieu de x , un nombre e tel , qu'ils de- 

viennent toris positifs- , ce sera une preuve que le nombre c est 

plus grand que la plus grande racine positive de l'équation. Donc c 

sera iine limite supérieure à la plus-grande racine. Mais comment dé- 

terminer e de manière à avoir la limite supérieure la plus petite 

possible 3 le voici. Puisque vous voulez convertir tous les coëffi- 

çiens de la transformée en quantités positives , il faut d'abord qiie 

le coëfficient de son second terme ne  - A  (qui est la même chose 

que le dernier reste de Newton ) soit une quantité positive ; il 
A faut donc que ne > A ,  ou que e > 7. En effet , la proposée 

&tant du dégré n ,  a un nombre n de racines , et A coëfficient de 

son second t e F e  étant égal à la somme de toutes ces racine;, il 
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A s'en suit que la plus grande racine positive est plus grande que 

donc il faudra prendre pour e le nombre immédiatement supérieur 
A à 7 J et s'il convertit tous les résultats en quantités positives , 

c'est une preuve que e est la limite cherchée ; mais si tous, ou 

quelques-uns des résultats étaient encore négatifs, il faudrait pren- 

dre un nombre immédiatement supérieur au premier, e continuer t 
ainsi, en augmentant par les plus petits degrés possibles , jusqii'A ce; 

qu'on fût parvenu à rendre tous les résultats positifs. 

Je dois cette Note A Mac-Laurin : mais j'y ai fait des dévelop 

pemens assez considérables. 

Supposons l'équation du qiiatrième degré, x4 + p x 3  + qxz + 
r x + s = o , dans laquelle p , q , r ,  s sont des coëfficiens donnés 

avec leurs signes. Si l'on peut faire de cette équation un quarré 

eomplet , on doit avoir, comme le dit Newton, x4 + p x3 + qx2 + 
t x + s + n k Z x 2  + z n k l x + n P = n k Z x 2 + z n k I x + n P .  Lepremier 

membre sera donc, par snpposition, le quarré exact de x" + Q; 
donc on aura l'équation , x4 + p x 3  + q xz  + r x  + s + n kZxz + 
2 n k l x  + nP = ( x z  + f p x  + Q)'. Et en déveIoppant le quarré du 

second membre, et rassemblant les quantités qui multiplient les 

mêmes puissances de x , il viéndra , x4 + p x' + ( g + nkz ) xz + 
( r + z n k l ) x + s + n 1 2 - x 4 + p ~ 3 + ~ 2 Q + ~ p Z ) x z + p Q x + Q t .  

Comparons maintenant les coëfficiens qui affectent les mêmes puis- 

sances de x dans les deux membres, nous en tirerons les trois 

équations suivantes, (A) q + nk" = z Q + :pz ; ( B )  r + z nkl = p  Q; 
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(C) s + nP = Q". Or il y a ,  dans ces trois équations, quatre 

inconnues; on ne pourra donc en trouver la valeur qu'en tâton- 

nant. 

Par le moyen des équations (A) et (B), j'éiimine Q, ce qui 
q + n k a - + p z  

me donne l'équation, = r + l n k C  
2 

i d'oh je tire. . . . 
P 

. C : P ( : P = - ~ )  r + f ~  ( : p a - q )  Donc - 
k ( f p k - 2 I )  k ( f p k - 2 2 )  . Et comme Newton a 

,fait q - + p z =  a, si nous substituons dans la valeur de n, il 
r - i p a  

viendra, n = k ( : p k - 2 1 )  ' 
Mais il a fait aussi, .r - ; p a  = P; donc 

enfin n = P 
k ( i p k - Z L )  . D'oi'i l'on tire, p=nxk(ipk-zl), et - - k ( ;p  k - z Z)* Ces deux dernières Cquations nous font voir, 

la première, que n doit ,être un diviseur de p ,  et la seconde, 
B que k doit être un diviseur de qui donne pour -quotient. . . . 

fp k - 2 2; retranchez ce quotient de f p k, et le reste sera + 2 2, 

dont la moitié donnera la valeur de Z, et c'est encore ce qu'exige 
q - l p " + n k s  la règle. Ensuite l'équation (A) nous donne, Q = J 

P 

a + n k a  e t  en mettant pour q - i p 2  sa valeur a, on a, Q = 
2 '  

QU bien Q = tas + f nkZs et l'équation (C) donne, i" = P'-s n 

Cette dernière équation nous fait voir encore la raison de deux 

conditions de la règIe, c'est qu'il faut que Q' - s soit divisible par 

le nombre qu'on aura pris pour n, et que de plus le quotient soit 

un quarrk parfait, dont la racine soit égale au nombre qu'on a 
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déjà trouvé pour 1. Et si, dans P n  - ~ l -  s, la place de Qz , 
on substitue sa valeur obtenue par l'équation Q = :a + tnk", on 

a n k *  nD k4 aura, nlz -. :az + ........... 
+, 

- S, ou bien.. 
a n k a  . na@ - z .............. nF - - - - - S ,  OU bien.. . . i . .  
2 4 

( 2 P - a k L - + n k ' )  
n - - 1  -,a 2 -s, OU bien, n ( a k 2 + f n k 4 - 2 f ) =  

2 

........ 2 ( s -  j a 2 ) .  Mais Newton a fait, S - : a Z =  <, donc 

n ( kZ + ; n  k+ - 2 Z Z  ) = 2 c ,  -et cette équation noiis montre que n 

doit être un diviseur de 2 f ,  comme noiis avons déjà vu qu'il 

devait en être un de p ,  et en effet la règle exige qii'il soit diviseur 

commun de ces deux quantités. 

Je cherche maintenant les raisons de quelques limitations qiie 

Newton a mises à sa règle, 

Il dit, IO. que n ,  diviseur commun de et de 2(', doit être un 
nombre entier, mais non un quarré. Effectivement , puisqu'on 

cherche à réduire l'équation par un diviseur incommensurable, 

c'est que sans doute on a déjà tenté inutilement de la réduire par 

un diviseur rationnel de deux dimensions, selon la méthode qui a 

été enseignée ( page 49, dome 1 ) ;  or, si n était qaarré , le facteur - 
( k x  + Z )  (/n serait rationnel, et par conséquent l'équation pourrait 

être réduite par un facteur rationnel; mais ce ne serait plus le cas 

de la règle actuelle, qui n'est destinée qu'à enseigner à réduire les 

équations par des diviseurs incommensurables, lorsqu'on ne peut 

pas. les réduire autrement; donc n doit être un nombre entier non- 

quarré. 

Il dit, 2 O .  que dans le cas où un des deux coefficiens p et r est 

impair, n doit être un nombre impair, et cp'étant divisé par 4, 

il doit laisser runité pour reste, 
Supposons 
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Supposons donc que p soit pair, et r impair; CI cause de l'équa- 

tion ,4 = r - f a p  , ou ,6 + + ap = r ,  il faut nécessairement quc 

I'un des deux nombres p ou S a p  soit pair, et l'autre impair, 
l l 

puisque leur somme r doit être impaire ; si c'est P qui est impair, 

son diviseur n doit l'être aussi. Donc, dans ce cas, la condition de la 

règle est évidente. Soit maintenant ,6 pair, alors il faut que $ a p  soit 

impair, ce qui ne peut avoir lie11 qu'autant que + p  et ac sont tous 

deux impairs, car s'ils étaient tous deux pairs, ou l'un pair et l'autre 

impair, leur produit i a p  serait toujours pair. Donc $ p  et a! sont tous 

deux impairs; mais si a est impair, t 2 sera aussi un nombre impair de 

la forme i ,  p, $, etc. (*); donc, à cause de l'équation.. . . . . 
2 ( = 2 s - a, dans laquelle 2 s est un nombre pair, le second 

membre sera un nombre de la forme z ,  f , z ,  etc. donc 2 < sera 

égal A la moitié d'un nombre impair, donc son diviseur n sera 

impair. 

Et  dans ce cas, je d i  que Q et C doivent être des moitiés de 

nombres impairs. Pour le prouver, supposons que Q soit entier , 
alors à plus forte raison 1 serait entier, car on a ,  nP = QZ - s, 

p-# ou 1" = - , et  comme Z doit être rationnel , il s'en suit que 

.pris' doit être un quarré parfait , et il ne peur pas être celili 

ci'une fraction, car pour cela il faudrait que son numérateur et son 

dénominateur fussent des quarrés , et nous avons v u ,  par la pre- 

mière limitation, que n ne ~ o u v a i t  pas être quarré ; donc il faut 

(Y) cela est fondé sar ce principe; qu'un nombre impair élevé à une puis- 

sance ,quelconque, donne toujours un résultat impair. 

Tome II .  E e 
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que n divise exactement ,q" - s , et que le quotient soit iinr 

quarré ; donc Z serait un nombre entier , dans le cas où Q 

serait un nonibre entier. Mais Q et 2- étant des entiers , p Q serait 

un nombre pair ; or ,  l'équation ( , B )  étant, r + z nkL = p Q , 
il s'en suivrait, que son premier membre serait impair e t  le 

second pair , ce qili. serait absurde. 11 est donc impossible que Q 

soit un nombre entier, il est donc nécessairement une fraction , 
et il satisfera A toutes les conditions, si on le suppose égal à l a  

moitié d'un nombre impair, et dans ce cas, 2 sera aussi la moitié 
2 m - I  

d'un nombre impair ; car soit Q = , on aura.. . . . . . . . - 
4 m a - q r n f  r QZ a ---- 

4  
, et en substituant dans l'équation, n P  c Q" - s, 

elledeviendra, n i z =  4 m ' - 4 m + r - 4 s  = 4 m a - 4 m - 4 s + 1  

4 
011. . .. 

4  

lZ = 4m'- 4 m  - 4 s + '  , OU l'on voit que le numérateur est im- 
4 x n  

pair et le dénominateur pair , donc la division ne peut pas s e  

faire exactement; il fâudrait donc pouvoir extraire la racine exacte 

du numérateur et du dénominateur ; sur quoi il est essentiel 

d'observer que le dénominateur 4 x rt , ayant polir un de ses fac- 

teurs le quarré 4 , ne peut devenir un qiiarré parfait, que dans le 

cas oii l'antre facteur n serait lui-même iin quarré, ce qui n e  

doit jamais arriver, comme on  l'a dit ; par conséquent on ne  

peut pas extraire la racine exacte du dénominateur - ; il faut 

donc que le numérateur se décompose en deux facteurs dont l'un 

soit égal à n , et que l'autre soit un quarré parfait mais im- 

n x P  P pair ; alors l'équation aura cette forme, Iz = - = - 
4 n  4 

( I  dési- 
I gnant le quarré d'un nombre impair ), donc L = 3. Q et 2 désignent 

donc des moitiés de nombres impairs ; donc 2 I et 2 Q sont des nombres 
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entiers et impairs. Or ,  la différence des quarrés de deux nombres 

impaifs est toujours divisible par 4 ,  donc la différence des quarrés 

de Q' et P sera un nombre entier , ou bien on aura, QZ - d l  = g 

(g désignant un nombre entier ) , donc Q" = g + lZ , et Q z  - s = 
g - J + P ,  et en faisant g - s = h ,  on a Q " - s = h + L z  , ou 

h + l? bien en divisant tout par P , - - - h 
P -I+T- Mais 

Q'-s h 
n =  ,, , donc n= I $ Et comme n doit être un nombre 

entier, il faut que hsoit exactement divisible par I"; d'ailleurs nous avons 
I fait 2 = -;- , Z représentant un nombre impair quelconque, donc i'ex- 

h 4 h 4 h pression, devient l;-. Donc n  = I f T. Actuellement, 1' étant 

un nombre impair, il faut que la division puisse se faire indépendam- 

ment du facteur pair 4 , donc h est divisible par I2 ; soit. le 

quotient R ; nous aurons , h = RI", et 4 h  = 4R X P ,  donc 

n = I + 4 R ;  équation oh l'on voit que n est un nombre en- 
tier impair , qui étant divisé par 4 , donne pour quotient Lin 

nombre entier R, avec l'imité pour reste, et c'est ce qu'on cherchait. 

Enfin il nous reste à examiner le cas oh P étant zéro, Newton 

dit que k est aussi zéro. Nous avons trouvé ci-dessus i'équation 

p = nk(+pk - 2 1) .  Et comme on suppose p = O ,  et que n ne petit 

pas être égal ?i zéro, il s'en suit qu'on a,  ou k = O ,  ou +p k  - 2 1 = O, 

mais il est bien rare que ce soit le dernier cas qui ait lieu. Donc 

lorsque ,6 = O ,  on a le plus communément k = O ,  et c'est sans doute 

tout ce qu'a vouh dire Newton. Mais alors, comment déterminer la 
p-. valeur de 1 ? le voici. On a toujours l'équation c P. Et; 

dans le cas q ~ i i  nous occupe, l'équation Q = u + n k z  donne, Q = + a ,  
2 

&=-s 
donc+=C-; et Péquation s -  f d= ( ,  donner={+iaz. 

E e  2 
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1 a 2 - s  

Donc en substituant. cette valeur de s dans i'équation = 12, 

1 elle deviendra - Y = IL; il ldudra donc que, - - soit un qiiarré 

parfait, dont la racine sera 1. 

Après avoir développé tous les principes sur lesquels la règle de 

Newton est établie, nous allons en faire quelques applications. 

EXEMPLE Ier. Newton a 

tion x 4 +  2bx3 + bf x2 II 
cette équation les règles 

trouvé ( probl. V, page I 41, T. 1.) l'éqiia- 

qui viennent d'être expliquées , j'ai 

p = z b ;  q = b Z ;  r = -  2a.bZ- 2 b 3 ;  s=azbz-b4. Et à cause 

de a =q- . ; f ;  p = r - I  , a p ;  < = s - ; a  I z , on aura .......... 
~ = o ; p = -  b ( z a b + z b Z ) ;  < = b z  (aZ-b2). Jeprendspourn; 

....... .... 2 ab + 2bZ qui est un diviseur de p et de a <; car. j 

2(=2bz(aZ-bz)=2bZ(a+b)(a-b)=b(2ab+z62)(a-b), 

B Doncp  = - b = - b x  I. Donc si l'on fait k =  1 ,  on aura..,. 

B - = - 6, et $ p  k = 6. Donc si on retranche de $pk = 6, le 
n k  

B quotient = - B b , le reste sera $pk - 7- 2 6, dont la moi- 
* 

tié doit être égale à 1 ;  donc t = b. Maintenant, A cause de o z O ,  

a+ ni? n kl 
l'équation = Q , se réduit à - - Q , on Q=ab+bz ,  

Donc Q 2 = a Z b Z +  2ab3+b4;donc Q ' -s=aZb2+2ab3+b+-  

a z b z + b + = ~ a b 3 + ~ b 4 .  Donc .............................. 
e-s,  z a b ' f  î b 4  - 

n 2 a b + z b s  
" ( (" f '" ) = B. Or la racine qiianée 

2 a b + 2 b 3  

de ce quotient donne b ,  qui est une seconde valeur de 1 ,  égale 

à la première déja trouvée ; j'en conclus donc que les quantités 

que j'ai prises pour n , k et I sont bonnes ; donc la quantité 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E S e ,  221 

n k2 x z  + z n k lx  + nP , qiiyil faut ajouter chaque membre de 

l'équation proposée , deyient, ( 2 a  6 + 2 6' ) xZ + ( 4 a  6' + 4 6' ) x  

............................ 3. 2 a  b3 7.2 b4 , alors l'équation. 

x4 + 2 bx3 3; bz x' = O ,  se transforme en celle-ci, 

Le premier membre de cette équation est le quarré parfait du 

quatrinome x2 3. b x  + bz + a b ;  et le second membre est le qiiarré 

.................. parfait de ( x + b ) Q Z a b + 2 b z .  Donc on a 

r' + b x +  b z + a b = ( x + b )  v-. 
EXEMPLE IIe. Newton a trouvé ( problême VII, page 143 7 T- 1. ) 

la réduire ; nous aurons p  = - z a ; 4 = 3 a 2 -  2 b 2 ; r = 2 a b Z -  

2. a3 ; J = a4 - a2 bZ ; et par conséquent les trois équations. .... 
= q - < p z ;  P = r - i a p ;  8 1 s -  I a', deviennent. ........ 
a = 2 a 2 - 2 b Z ; / 3 = o ,  { = a 2 b 2 - b 4 .  O r ,  comme @ = O ,  il 
est de toute probabilité que k est aussi zéro ; je prends donc pour n 

un diviseur de z 1, qui ne soit point un cluarré, par exemple , 
b2 - a'. Et pour déterminer 1, dans le cas de p = O ,  et de k = O ,  

nous avons VU qu'il fallait que - n ' fût un qiiarré. Mais. ...... 
< = a z b 2 -  b 4 = - b 2 ( b z - a ' ) ,  donc <=- bZ ( b z  - aZ ) , donc 

t b 2 ( b a  - a 2 )  - 3 - b Z ( b Z - a 2 ) , d o n c - n =  62 - Q= b2;  donc Z= b ;  

donc, à cause de k = O ,  la n k 2 x 2 +  z n k l x + n P ,  qu'il 

faut ajouter à chaque membre de la proposée, se réduit à. 
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n l2 = bZ ( bz - a' ) = b4 - aZ bZ , et en faLant l'addition de cette 

quantité à chaque membre de la proposée, elle devient.. . . . . . . . 
+ 3 a 2  - 2 a 3  +- a4 x4 - s a x  - 2 b l l x 2  + 2 a b t l i  - ~ a z l z = b + - a z  b 2 ,  dont le pre- 

+ b4 
niier membre est le quarré diz quatrinome x" - a x  + a' - bz , et 

i-C-i- 

le second membre est le quarré de -f b  I b2 - d , de sorte que 

i'équation proposée se réduit à, xz - a x  + a' - bz = k b  1/ 6' - a". 

Au reste il est toujours aisé , sans aucune extraction , de trouver 

la racine quarrée de chaque membre par le moyen de la formule, 

x' + i p x  + Q - ( k x  + l )  )/R ; il suffit de mettre pour chaque 

cas , à la place des q~rantités p , Q , k ,  l et n , leurs valeurs. Dans 

le premier exemple, $ p  = b ;  Q = a b + b t ;  k = ~ ;  Z=b;  n a  

z ab + 2 b2 ; donc la formule donne. . . . . . . . . . . . . r . . . . . . . . . . . . 
x z +  b x + a b ' + b 2 - ( r + b )  v i a 6  + z b z ,  comme nous l'avions 

déja trouvé. 

Dans le second exemple, f p = - a; Q = a! = a2 - bz; k. = o ; 

= 6 ; n = b2 - a',  donc en substituant, la formule donne.. . . . . 

N O T E ( 74) , pour la page 5 O. Tome II. 

Le lecteur qui a été renvoyk à la Note 74 par le petit avertissement qui se 

trouve au bas de la page 143 du Tome le', doit, au lieu de la Note ,4e, 

consulter la Note 7ge. 

Dans cette note, je ne parlerai en aucune manière sur le fond du 

paragraphe auquel elle se rapporte; j'avoue que , quelques efforts 
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que jYaye fGts, je n'y ai PLI rien coinprendre ; mais j'y démontrerai 

un théorême qui pourrait être ignoré de quelques lecteurs, c'est qii'iine 

équation à deux termes, d'un degré pair quelconque , ne peut 

jamais avoir plus de deux racines réelles, et qu'une équation A 
deux termes d'un degré impair n'en peut jamais avoir plus d'une. 

Soit d'abord l'équation à deux termes di1 cinquième degré, 

x S - C m s = o ,  d'où on conclura que x = t m ,  ou x ~ ! = r n = ~ ;  

et si l'on divise l'équation du cinquième degré par x zk m = O, 

on aura pour quotient , x4 q= nlx3 z!z m 2 x z  1- m3 x -C m4 = o. 

Appliquons à cette équation du qiiatrième degré la seconde méthode 

qui a été enseignée dans la note 67,  pour découvrir les racines 

imaginaires qu'une équation peut contenir. Lorsqii'on élève un 

binome à la quatrième puissance, les coëfficiens sont 4, 6 ,  4; - 
donc les fractions qu'il faudra écrire an-dessus des termes intermé- 

s 3 diaires de l'équation seront, +, - ..* ......... 
Ainsi F - 3 - 

1 2  S 

X+ + mx3 =!= m Z x 2  7 m3 x -I- m4. Or  ma < mZ , donc je mettrai 
+ - 4- - 3. 

- , au-dessous du second terme ; ensuite rn4 > m+ - m4, je 

mettrai donc f sous le troisiime terme ; enfin m6 < m6, je 

mzttrai donc - sous le quatrième, et e n  écrivant + sous le pre- 

mier et sous le dernier termes, je vois qu'il y a qiiatre permutations 

de signes souscrits, d'où je conclus que l'équation du quatrième 

degré a ses quatre racines imaginaires. Donc l'éqi~ation di1 cin- 

qi~ième, x s  & in5 z= O ,  n'a, dans tous les cas, qu'une seille racine 

réelle et quatre imaginaires. 

On  trouverait de même que l'équation x7 5z m7 = O, n'a qu'une 

seule racine réelle , et que les six autres sont imaginaires. De 
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même on trouverait que l'éqiiation, x6 -C nr6 = O ,  n'a que deux 

racines réelles et quatre imaginaires. Mais démontrons le théorême 

d'une manière générale. 

Si on a .une équation non-affectée d'un degré impair q~iel- 

conque, xm + mn = O ,  n représentant un nombre impair q~ielconque, 

on en  tirera l'équation di1 premier degré x + m = O, et en 

divisant celle du degré n par celle - ci, le quotient sera. . . . . . 
x"-' - m x m - z +  m ~ x n - 3  v m 3 X n - 4  + m 4 X n - 5 - .  , etc. et en 

4 

cherchant les coëfficiens des termes moyens d'un binome élevé à la 

puissance n - I , diminuant chaque coëiticient d'une unité , et 

divisant le reste par .le double du même coëfficient, on trouvera 

de cette manière les fractions qui doivent être écrites au-dessus des 

termes moyens de l'équation xn- ' - mxn -' + mZ -, etc. Je 

dis maintenant qu'il est facile de prouver que çette équation a 

toutes ses racines imaginaires, car puisque n est impair, n - r est 

pair, donc l'équation xn -!. - rn xn -' + , etc. a un nombre impair 

de termes, e t  ses termes pairs sont affectés du signe -, et les 

impairs dii signe f , et le terme qui occupe le milieii de l'équation 

est impair, par conséquent il est précédé et suivi d'un nombre 

pair de termes. De plus on voit, par la marche de l'équation, 

que le quarré du coëfficient d'un terme quelconque , donne 

une puissance de rn égale à celle di1 produit de deiix coëfficiens 

pris à égale distance de ce terme. IL nous snffira d'examiner la 

première moitié de l'équation , les résultats seraient absolument les 

mêmes dans la seconde moitié, Tout cela posé, je passe A la 
démonstration. 

Je prends un terne pair, son coëfficient est affecté du signe -, 
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mais son quarré aura le signe +, et ce quarré doit être multiplié 

par la fraction qui est au-dessus du terme ; or, puisque le terme 

que je considère est pair, il est précédd d'un nombre impair de 

termes, et de plus, comme je le prends dans la premièrè moitié 

de l'équation, il a plus de termes à sa suite qu'il n'en a devant 

lui, 'donc le nombre des produits des coëfficiens adjacens sera 

réglé par le nombre des termes qui le précèdent, par conséquent 

le nombre de ces produits, dans le cas qui nous occupe, sera 

impair, et tous ces produits, comme nous L'avons dit, donnent 

une même puissance de m,  et de plus ,' ils sont positifs, puisque- 

le terme que nous considérons étant pair, les deux premiers adja- 

cens sont impairs, et par conséquent positifs, donc leur produit 

est positif; les deux seconds adjacens sont pairs, et par conséquent 

négatifs , donc leur poduit est positif, et ainsi de suite ; ainsi 

tous ces produits sont égaux ( puisqu'ils donnent tous la même 

puissance de m ) , ils sont tous positifs, et leur nombre est impair, 

on aura donc une même puissance de m, qu'il faudra écrire un nombre 

impair de fois en prenant alternativement le signe $. et le signe - 
en commençant par le signe +; donc on finira par le signe +, 
donc tous les termes se détruiront, excepté le dernier; donc on aura 

d'un côté le qua& du coëfficient d'un terme pair multiplié par 

une fraction, et de l'autre un produit égal A ce quarré ; donc le 

premier terme de la comparaison ( vu la fraction qui le multiplie ) 
est plus petit que le second; donc il faudra écrire le signe - sous 

le terme pair. Actuelleme-nt ma démonstration sera générale, si je 

fais voir qu'il faut écrire + sous le terme suivant. Or, ce terme 

étant impair, est précédé d'un nombre pair de termes, donc le 

nombre des produits des coëfficiens adjacens est pair, donc, en 

Tome II.  F f 
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les prenant alternativement avec les signes + et -, en commen- 

çant par le signe +, on aura un nombre pair de signes + et -, 
et comme les quantités qu'ils affectent sont toutes égales, il 's'en 

suit que le résultat sera kgal à zéro; donc le quarré du coëfficient 

du terme impair, multiplié par s i  fraction, étant p h  grand que 

les produits des coëfficiens des termes adjacens pris alternativement 

en + et en - ( produits qui se réduisent ici A zéro ), il faudra 

mettre + sous le terme impair. Donc il faudra mettre 9 sous tous 

les termes impairs, et - sous tous les termes pairs dans toute 

l'étendue de l'équation, donc il y aura une variation de signe d e  

chaque terme A son suivant, donc toutes les racines de l'équation 

x n - *  - rnxn-' f m2xnm3 - m3x"-* + n+xn-l +, etc.'seront 

toutes imaginaires, et par conséquent, l'équation xn -+ mn = O ,  n'a 

qu'une racine réelle. 

Si on a l'équation xn - rnn - -O, on en tirera x - m = o ,  et 

en divisant la première par la seconde, on aura poiir quotient 

l'équation, xn - ' + mxn - + rnz xn - + rn3 xn - '+? etc. dans laqiielle 

on prouverait, comme ci-dessus, que toutes les racines sont ima- 

ginaires. Donc l'équation non-affectke d'un degré impair qiielconque, 

X" - mn = O,  n'a qu'une seule racine réelle, toutes les autres étant 

imaginaires. Danc enfin toutes les équations non-affectées d'un degr6 

impair, x" & rnn = O ,  n'ont qu'une seule racine réelIe. 

Passons aux êquations non-affectées d'un d e g t  pair. 

Soit l'équation xn - mn - - O ,  n désignant un nombre entier pair, 

J'observe que si on avait xn + rnn = O ,  l'équation n'aurait aucune 

racine réelle ; donc, pwisqu'on veut au moins deux racines réelles, 

il faut prendre la formule xn - mn =: O ,  e t  elle donne x = -C m, 

011 bien x' - mz = O, et si on divise la proposée par x2 - rn" - -0% 
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le quotient sera, xn-' + m"xn '4 + m4xR - 6  + ln6 xn * + , etc. et 

il  aura autant de termes qu'il y a d'unités dans %, en sorte que 

si n est un nombre pairement pair, le nombre des termes de 

l'équation quotient sera pair, et il sera impair, si n est pairement 

impair (*). Comme toutes les conditions que nous avons établies 

précédemment s'appliquent encore ici, nous irons droit à la dé- 

monstration. Si j'examine le coëfficient d'un terme pair, if- est 

précédé d'un nombre impair de termes; donc le nombre des produits 

des coëfficiens adjacens est impair, et par conséquent ils se dé- 

truiront tous, excepté un seul, et ce produit qui reste est égal au 

quarré du coëfficient du terme pair qu'on examine ; mais cel~ii-ci 

devant être multiplié par la fraction écrite au-dessus du terme pair, 

il s'en suit que ce dernier produit sera plus petit que l'autre, donc 
iî faudra mettre le signe - soiis le terme pair. Je dis maintenant 

q~i'il faudra mettre + sous le terme suivant, car ce terme est impair, 

donc il est précédé d'un nombre pair de termes; donc le nombre 

(* )  Cette remarque servira à déterminer la puissance d'un binome dont les' 

coëfficiens donneront les fractions qui doivent être écrites au-dessus des termes 

d e  l'équation. Effectivement si n = 8, l'équation quotient aura quatre termes. 

O r  un binome a quatre termes A son cube; je prendrai donc le cube d'un 

binome pour déterminer les fractions qui doivent être écrites au-dessus des termes 

de l'équation. Si n = 6, l'équation quotient aura trois termes ; hais le quarré 

d'un binome a aussi twis termes, donc ce sera dans ce cas là, le quarré d'un 

binome qui me donnera les fractions qui doivent être écrites au -dessus des 

termes de l'équation; et en général le degré de la puissance du binome dont on a 

besoin pour déterminer les fractions qui doivent être écrites au-dessus des termes 

de  l'équation quotient, sera exprimé par la formule 2- - I. 
2 

F f  2 
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des produits des coëffic~ens adjacens est pair, donc tous ces produits 

se détruiront les uns par les autres, et par conséquent le quarré du 

coëfficient du terme impair, multiplié par la fraction qui est écrite 

au-dessus de ce terme, donne un produit plus grand que zéro, qui 

est le résultat des produits de tous les coëfficiens adjacens, pris 

alternativement avec les signes + et -; donc il faudra écrire le 

signe + au- dessous du terme impair, Cette démonstration étant 

générale, il faudra donc écrire + au-dessous de tous les termes 

impairs, et - au - dessous de tous les termes pairs, donc il y 
aura une variation de chaque terme ;f son suivant, et par consé- 

quent toutes les racines de l'équation xn - ' + nz' xn - +. m4xn - 3. 
m6 xn - + , etc. seront toutes imaginaires 4 donc l'équation non-affec-. 

tée de dimensions paires et d'un degré quelconque, xn .- mn = O ,  

ne peut jamais avoir plus de deux racines réelles, 

N O T E ( 75 ) , pour la page Go. Tome II. 

Avant de donner quelques éclriircissemens sur les démonstrations 

de ces trois Lemmes, je crois devoir avertir le lecteur que j'ai fait 

quelquy légères additions aux figures 4 et 5 de la planche IX de 

Newton. Pour la figure 4, j'ai tiré la ligne K F patallèlement A 
C X ,  et j'ai prolongé- A X  jusqu9'à la rencontre de cette parallèle en 

un point F. Pour la ye. figure, j'ai prolongé un peu l'arc de 

cercle, et rai tire R F  parallèlement à CX, je crois avoir rendia 

ainsi la démonstration des Lemmes plris facile. 

LEM M E  Ier. Newton trouve cette. proportion, XY : A K :: 
CX : X E ,  ei voici comme il a dû y arriver. Dans les figures 3 , 
4 et 5 , on a les triangles semblables A C X ,  AKF,  et EXY,  
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B FK , d'oh ron tire les deux proportions ; ;d C' : A K : : C X  : K F; 

et X Y  : Y E  ou A C : : K F  : KE. La première donne, AC x K F = 
A K x C X ,  et la seconde, ACxKF=XYx K E .  Donc X Y X  

K E = A K  x C X ,  d'où l'on tire la proportion XY: AK :: C X :  K E .  
\ 

L E M M E  II. D e  la proportion du Lemme précédent, Newton 

déduit celle-ci, X Y :  AK :: X Y +  C X  ou C Y :  A K  + K E ,  qiii 

fait son Lemme II. Mais on remarquera que cette proportion n'est 

vraie que pour les figures 3 et 4, car dans la figure 5 ,  C Y  au 

lieu d'être la somme des Iignes X Y  + CX, en est la différence. 

Donc, en soustrayant dans la proportion du Lemme premier, on 

aura, X Y :  AK :: X Y - C X :  A K - K E ,  ou bien X Y :  A K  :: 
CY : A K  - KE,  et ce sera la proportion du Lemme II pour Ia 

figure 5 .  

LE M M E 1 II. Si on achevait les circonférences dans les figures 

3 , 4 et 5 , on verrait que pour les fig. 3 et 4, K Y + KC et C Y  

sont deux sécantes extérieures, et que K Y - CK et XY sont les 

parties de ces sécantes hors du cercle; et pour la fig. g , les sécantes 

sont K Y  + CK et XY,  et leurs parties hors du cercle, K Y  - CK 

et Y C .  Donc on a pour ces trois figures la proportion, CY: K Y +  
CK :: KY- CK : XY. Ensuite, si on se rappelle que (par  consr. ) 
E Y = A C = B C ,  on verra que, pour les jgures 3 et 4 ,  on a 

K Y - C K = K E - B K ,  et K r + C K = K E + A K .  Donc, 

en substituant à la place. de K Y  - C K ,  et de K Y  + CK, leurs 

valeurs dans la proportion C Y : K Y  + CK : : K Y - CK : XY, 

elle deviendra, CY: K E  + A K  :: K E  - BK : XY. On a (par 

le deuxihe Lemme ) pour les mêmes figures, CY : K E + AK :: 
X Y :  A K ;  donc on aura aussi, K E - B K  : X Y  :: XY: AK.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a; O N O T E S .  

VoilA la proportion du Lemme III, démontrée pour les 3=. et qe. 

figures. 

Quant à la cinqiiième figure, on a ( par const. ) K Y + K E - 
A K + C K ,  d'où l'on tire, K Y - C K = . A K - K E ;  et aussi, 

(par construction) K Y + KE ou E Y = B C. D'oh K Y + K E + 
C K = B C + C K = B K . ' D ~ ~ ~  K Y + C K = B K - K E ;  donc, 

en substituant à la place de K Y - CK, et de K Y  + CK , leurs 

valeurs, dans la proportion commune à toutes ces figures, CY : KY- 

C K : : K Y  + CK : XY, elle deviendra , pour la 5 =. figure , 
CY : AK - . K E  :: B K  - K E  : X K  Or, la proportion du 

Lemme II, pour cette ge, figure est, X Y :  AK :: CY: A K - R E ,  

donc , à cause de l'égalité des rapports, on aura, BK - K E  :l 

X Y  : : XY : AK. On voit donc que , pour la 5 '. figure, la pro- 
portion du troisième Lemme est différente de celle qui se rapporte 

aux 3=. et 4=. figures. 

Faisons quelques observations sur ces trois figures. Je dis, IO. que 

dans le cas oh le point K tombe hors des points A et B, comme 

dans les figures 3 et 4 ,  il est impossible d'inscrire entre les lignes 

R X  et C X  et leiirs prolongemens, plus d'iine droite E Y égale à 
A C  ( outre la droite A C elle- même qui s'y trouve inscrite, mais 

qu'on ne doit pas compter ) , avec la condition que cette droite E Y 
passera par le point K. En effet, puisque le point K est hors des 

points A et B ,  par la même raison il est hors des points C et A, 

donc il ne peut se trouver que dans i'angle supplément de l'angle 

CXA; or, l'angle CXA devant toujours être aigii, par une con- 

séquence de la construction, comme je vais le prouver, il s'en 

suit que son supplément sera toujours obtiis, Prouvons cela d'abord 

pour la figure 3.  L'angle K C X  est t~ujours aigu, puisqu'il est 
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formé par un diamètre et par une corde, donc son supplément 

A C X  est toujours obtus, et à plus forte raison l'angle A X Y ,  ou 

son égaI CXF. Donc toute ligne qu'on voudrait inscrire entre les 

droites C X  et AX dans l'angle CXF, avec la condition de passer 
e 

par le point K, sera pliis grande que le diamètre, et A plus forte 

raison plus grande que C A  = CB , qui n'est qu'une partie du rayon. 

Il n'est pas besoin de dire qdi l  est impossible de l'inscrire dans 

l'angle AXY. Donc, dans la figure 3 , on ne peut inscrire que 

la seule ligne YE égale à AC. On démontrerait de même, dans 

la figure 4 ,  oh le point K est hors des points A et B ,  qti'il est 

impossible d'inscrire dans t'angle obtus YXA, et A plus forte raison 

dans son opposé au sommet E X C ,  une ligne égale A AC, et qui 

passe par le point K ,  donc on ne pourra inscrire que la seule 
ligne E Y. Mais dans Ià figiire 5 ,  oh le point K se trouve entre 

les points B et A ,  il tombe nécessairement, ou entre les points 

B et C, ou entre les points C et A ,  mais ces deux cas reviennent 

au même. Supposons donc qu'il tombe, comme dans la figure, 

entre C et A. Alors, le point K tombant dans l'angle CXA,  on peut 

d'abord inscrire dans ce même angle, outre la ligne CA,  une autre 

ligne qui lui soit égale YE ( excepté dans le cas très - particillier, 

où la ligne CA serait la4igne inscriptible la plus courte possible ), 
et il est évident qu'on peut inscrire dans les angles F f X A  et 

YXE' des lignes depuis zéro jirsqu'i l'infini, donc on peut y inscrire 

des lignes égales à CA. Concluons donc que les figures 3 et 4 ne 

pouvant recevoir qu'une seule inscrite égale A AC, eues ne don- 

neront aussi qu'une seille racine XY. Ce sont donc ces deux figures 

qu'il faudra employer pour construire les équations cubiques de 

cette forme, x3 + qx  z!= r = O ,  qui n'ont jamais qu'une seide 
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racine réelle. Mais comme on peut, dans la figure 5 ,  inscrire trois 

lignes égales à A Ci qui sont E Y, E'Y', E" Y", il s'en suit qu'eues 

détermineront trois racines, XY, XY', XI"!. Cest donc cette 

figure qu'il faudra employer po~w construire les équations de 

cette forme, x3 - q x  zk r = O ,  lorsque toutes leurs racines sont 

réelles. 

Construisons ici une équation de cette dernière espèce pour servir 

d'exemple. . 

Soit l'équation a? - q x  + r = O ,  qii'il s'agit de construire. 

J'emploie donc la figure 5 .  Le premier Lemme, pour les figures 3, 

4 et 5 ,  étant X Y :  AK :: CX: K E ,  j'en tire l'équation ... 
K E x XY = CX x A K .  Et le troisième Lemme, pour la 5'. figure, 

étant BK - K E : X Y : : XY : A K , je miiltiplie les deux termes 

du premier rapport par XY, ce qui donne BK x X Y  - K E  x 

XY : F? :: XY : A R ,  et en substituant pour K E x XY, sa 

valeur prise dans l'équation que nous venons de trouver, la pro- 

portion deviendra, B K x X Y -  C X X R K  : .%? :: X Y :  RK. 

Et en faisant .le produit des extrêmes et celui des moyens, nous 

aurons, B K  x R K x XY- CX x s; f i  Mais Newton a 

fait, par construction, X Y = x , A K = n ,  B K = - $ ,  et C X = L .  na 

Donc, en substituant toutes ces valeurs dans l'dquation , elle de- 

viendra, L x n ~ x -  q & x n 2 = x 3 ,  OU bien q x - - r = x 3 ,  et 

enfin, x3 - q x  + r = O ; et cette construction s'applique mot pour 

mot A l'équation à laqiieile Newton arrive, lorsqu'il partagç un 

angle en trois parties égales ( Voyq page 79, Tome 11 ). 
N O T E  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E S .  23 3 

Voici comment nous arriverons à cette proportion de l'auteur; 

élevons au quard tous les termes de la proportion, K E  : C X  é: 
- 2  -1 - 2  

CY: KE - KB, nous aurons, K E  : CX:: C Y :  ( K E  - K B ) ' ;  

mais nous avons vu que Ct = ( K Y  + C K  ) ( R Y - CK ), et 

que K Y +  C K = K E  + A K ,  et que K Y  - C K - K E - B K ;  

donc, en substituant toutes ces nouvelles valeurs dans la proportion 
-2 -2 

des quarrés, elle deviendra, K E  : C X  :: ( K E  + A K )  ( K E  - B K )  : 

( K E  - BK)" ,  et en divisant le dernier rapport par K E  - BK , 
-2 -2 

ii vient enfin, KE:CX:: K E + A K :  X E - B K ,  qui est la 

proportion de Newton. 

N O T E  (77 ) .  pour la page 78. Tome II: 

11 est facile de prouver que les quatre lignes K A ,  XY, KE;  

C X  sont en proportion continue, ou qu'on a ,  KA : XY : : XY : 
K E : : K E : CX. En effet, l'équation à construire étant x3 - a' b = O; 

elle n'a qu'une racine réelle, et par conséquent il faudra, d'après 

ce qui a été dit dans la Note 75, employer pour la construire, ou la 

3=- OU la de. figure de la planche IX. Or, par le Lemme premier de 

la page 60, tome II, on a ,  X Y :  A K  :: C X :  KE ,  ou,  bien 

A K : X Y  : : K E : C X ,  et pour ces deux figures, le IIIe. Lemme 

de la m&ne page &, K E - B K :  X Y  :: X Y :  AR. Mais, dans 

la constrirction générale, Newton a fait, BK = 9 et comme 

dans notre exemple, q = O ,  il s'en suit que BK doit aussi être 

Tom II, G g  
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zéro ,- donc la proportion du Lemme III devient, pour ce cas, 

K E : X Y  : : X Y  : A K; or ,  cette dernière proportion et celle du 

premier Lemme ont un même rapport, donc on a, comme le dit 

Newton, AIT: X Y  :: X Y :  {LE :: K E  : CX. 

Cette figure 3 de la planche X est la même que la fig. 7 de Irt 

planche IX,  si on suppose dans cette dernière BK = o. 

En effet, le premier Lemme démontré, page 66 ,  tome I I ,  et  

qui se rapporte A la fig. 7 de Ia planche I X ,  est, CE : AK :: 
CX : KY; et le troisième Lemme, démontré page 68, tome II, 

pour la même fig. est, B Y : C E  :: C E  : A K. Mais dans la fig. 7 

de la planche IX on a ,  B Y = K Y -F- B K ,  selon que 3 tombe aii- 

delA de K par rapport A Y, ou entre Y et R; et puisque dans la fig. 3 

de la planche X , B K  = o, il s'en suit que B Y = K Y  zk B K ,  

se réduit à B Y  = KY. Donc les deux proportions précédentes 

deviendront, A K : C E  :: K Y : C X ,  et A K : C E  :: CE : KY, 

( en mettant dans la seconde proportion K Y  au lieu de B Y  ). 
Donc,  A cause du rapport commun, on aura, AK : CE :: C E  :, 

K Y  t: K Y :  CX, ou ;KG. C.  Q. F. D. 

N O T E  ( 7 9 ) ,  pour la page 80. Tome II. 

Pour constriiire l'équation x 3  - 3 a2x  + aZ6 = o , Newton fait 

usage du Théorême qii'il a donné , page 5 9, tome I I  , pour cons- 

truire les équations cubiques par le moyen d'une droite donnée de 

position et d'iine conchoïde. Et  comme l'équation proposée est de 

la forme x 3  - q x  + r - O ,  il est évident, d'après ce qiii a été 
dit dans la Note 75 , qii'il faut employer la 5 '. fig. de la planche 1 X, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N O T E S .  23 5 

et par conséquent aussi les Lemmes qui ont rapport -à cette 

figure, et qui ont été démontrés dans la même Note 75. En y 
faisant un peu d'attention, on verra que la fig. 5 de la planche IX 

deviendra la fig. 5 de la planche X, en supposant, dans la première, 

A K = a ,  B K  = 3a, ce qui donne, A C s  z a ,  et C K  = d. 

Dans ce cas, le point A tombera dans la circonférence du cercle 

CX, et rendra cette figure parfaitement identique avec la fig. 5 
de la planche X. Nous pouvons donc appliquer à celle-cdes Letnmss 

p i  ont été- faits pour la première, c'est- à- dire les Lemmes de la 

page Go, tome II. Or, .le premier Lemme donne, X Y  : A K :: 
C X  : K E , d'oii X Y  X K  E = A K x C X ,  e t  le troisième Lemme 

pour la le. fig. de la planche IX étant, B K  - K E  : X Y  ::' 
XY : A K ( voyex la Note 75 ) , on aura, en multipliant les deux 

termes du premier rapport par XY, B K  x XY - K E x X Y  : 

:: X Y  : R K  , et en substituant pour K E  x XY, sa valeiir 

C X  x A K trouvée plus haut,  j'aurai , B K x X Y  - C X x A K : 

:: X Y  : A K ,  et en faisant les produits des extrêmes et des 

moyens, il vient, B K X X Y X A K - C X X Z  = Y+, et en 

mettant pour XY, A K ,  BK, CX, leurs valeurs analytiques, qui 

sont respectivement x , a ,  3 a ,  e t  6 ,  l'équation devient, 3 n x a x 
x - baz = x3 , OLI bien x 3  - 3 a2x  + azb = O ,  équation qu'il 

fallait construire. 

Maintenant les denx cercles AD E B , C X A  ( Fig. 4 et  5 ,  PI. X ) 
étant égaux ( p a r  const.), ainsi que les cordes AB, CX,  et de plus . 
ayant appelé A D ,  ou A F, ou  B H, x ,  et trouvé que X Y est aussi 

égal à x ,  il s'en suit que X Y  = cTI H, donç l'angle XK Y = l'angle 

B C H = +  R C A .  
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N O T E  (80). pour la page 82. Tome II 

Il est bien aisé de voir que la fig. 7 de la planche X n'est autre 

chose que la fig. 7 de la planche IX, dans laquelle on aurai; donné 

des valeurs particiilières aux lignes A K ,  B K ,  CX,  etc.; donc le 

Théorême général et les Lemmes qui ont été démontrés (pages Gy, 

66 et 6 7 ,  tome II. ) pour la fig. y de la planche 1 X, doivent s'ap- 

pliquer à la fig. 7  de la planche X. 

Or, le premier Lemme, pour la fig. 7 de .la planche IX , donne 

la proportion, CE: A K  :: C X :  K Y ,  d'oh je tire KY& A K x C X  
C E  ' 

Actuellement K A  et K B  étant regardées comme des qiiantités 

positives, RY doit être regardée comme une cpiantité négative. On 

a donc B K - K Y = - B Y = B K -  x CX 
A Kc, , ou bien.. . . . 

B Y = A - BK. Mais par le troisième Lemme ( tome II, 
C E  

page 6 8 )  on a ,  BY: CE :: C E  : AK,  ou bien. .. . . . ... .. ., 
A K x C X  

C E  - B K  : C E  :: C E  : B K ,  et en faisant le produit des 

Z x c x  extrêmes et celui des moyens, il vient, ,, -BKXAK=G,  

ou bien, en rniiltipliant tout par C E ,  AZ x CX-  BR x A K x 
- 3  

CE = CE. E t  comme CE et CX sont situées l'une au - dessus, 

l'autre att-dessous de la droite BK, il en résulte gue si Tiine est 

prise positivement, l'autre doit l'être négativement ; il faudra dom: 

changer le signe du terme oii se trouve C X ,  ou  bien changer 

les signes des termes qui contiennent des puissances impaires de CE, 
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et le résultat sera toujoiirs le même. Je m'en tiens donc au premier 

- 3  
changement,' et j'ai, - x CX - BK x A K x CE = CE. Et 

en mettant pour AK, BK, C X ,  et CE, leurs valeurs analytiques 

respectives, a ,  - 3 a ,  6 ,  et x ,  l'équation deviendra, - a* 6 + 
3 azx  = x 3  , OU bien x3  - 3 a b  += a2 6 = a, équation qu'il fallait 

construire. 

N O T E  ( S r ) ,  pour la page 8 3 .  Tome IL 

Voici comment on peut démontrer cette construction de Newton. 

J'achève le cercle B F (Fig.  I 5 pour les Notes) dont le centre est en D ;  

je prolonge G A  jusqu'i ce qn'elle rencontre le cercle en R; je tire par 

le centre D la droite GO, enszte je tire GE qui est le rayon du cercle CG: 

Maintenant la Géométrie Blémentaire me fournit ces trois équations, 

L'équation (2) peut s'écrire ainsi , G F ( G  F + A F + A R  ) = 

G M ( G M + z M D ) ,  ou bien, (4) = + G F X A F + G F X A R =  

CM + 2 G M  x M D .  

Et réqiuition (1) est la même chose que ci + ( CF + A F)' = 

~ ( G M  + MD y + IFS, o ~ i  bien, ( 5 )  GË*+ ci+ ~ G F  x RF + 
-2 A F = I G M ' + ~ G A ~ ~ M D +  z r o " + i z 6 .  Je tire de Piqua- 

Ti tion ( I ) ,  AR = , je substitue cette valeur de AR dans l'équa- 
b 

-2 

tion (4, et elle devient, ~ ~ + G P X A P + G F X  ,=GM+ 
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I G M x M D ,  ou bien C k x  A F + G F ~ T ~ + G F ~ Z ~ ~  

A F x  G;+ I A F X  GM x MD. Et en transposant tous les termes 

d'lin &me côté, ( 6 )  A F ~ ~ + ~ A F ~  G M x M D - A F x  
-2 

GF-GFXAF- G F ~ Z L ~ .  
Je tran~~ose'égalernent tous les termes de l'équation (1) dans 11x1 

seul membre, et j'ai, (,) I C ~ + ~ G M X M D + ~ M ~ + Z X , -  
-2 -2 - 2  

G E  - G F - z G F x A F - A F = r o .  

multiplie l'éqiiation (6) par 2 ,  et l'équation (7)  par R F ,  la 

première devient, (8) ~ A F X  G % + ~ A F X  G M X  M D  - Z A F X  
-2 G F - Z G F X Z -  ~ G F X ~ , = O ;  et la seconde devient. .. 

Z A F X < $ + ~ A F X G M X M L > +  I A F ~ F $ + ~ . A F X Z ~ -  
-2 

A ~ X  G E - A F X G P -  ~ G P ~ z ~ - T + = o .  

Ensuite je retranche l'équation (8) de l'équation ( 9 ) ,  et le reste 

en, (IO) ~ A F X M - ~ + ~ A F X A ~ - A F X F ~ + ~ ~ X A F -  
-3 
A F + Z G F X T ~ = O .  

-2  -2 

Or =. ,+AI) + A C, et en substituant dans l'épition (IO), 

elle deviendra, Z R F X ~ ~ + ~ A F ~ A ~ - ~ R F X ~ - A F ~  
-2 

A C + R F X Z . - ~ + Z G F X X ~ = ~ ,  qui se réduit P . .  ., 
~ B F X M ~ - ~ A F X F ~ - A F X ~ ? + A F ~ G ~ - Z ~ +  

- 2  

& G F X ~ ~ - O ,  ou bien, à cause de tss- 3z5= Z A B . .  . 
- 2  -2 

( I I ) A F ( ~ T ~ - A C + G F ) - ~ + ~ G F ~ A B = ~ .  ~t en 
2 -2 

substituant dans la quantité, 2 AB - A C + Ci, à la place dé ~ 7 ; ~  
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6 2  - Z, et F: leurs valeurs analytiques respectives, t a2 ,  - za2 - - 
4 ' 

b= b' b3 + 7, elle deviendra, z a2 - 2 2 - - + - = o. Donc l'équation (1 I )  
4 4 

se r é d u i t à , - ~ ; + 2 ~ ~ ~ ~ ; = 0 ,  ou bien z 8 - 2 ~ ~ ~  ~ i = o .  
A K  -3 -2 

Mais (par  const.) G F =  7, donc 4 F - A B x A K = o ,  o u  

- 2  2 

bien z$= AB R K ;  d'où l'on tire, A B  : A F  :: A F :  RK. 

Donc A F  est la première de deux moyennes proportionnelles entre 

N O T E  ( 8 2 ) ,  pour lapagc 93. Tome II. 

Newton dit que le grand axe est son paramètre :: BE : B C, 

ou bien :: FI  : FH. En effet, il a trouvé précédemment la pro- 

portion B D : B E  :: 2 GR : z G S, qui devient, en élevant tout 
-1 -2 

au quarré, BD : B E  :: 4 GR: 4G ~ r ( ~ a r  ronst.) ~3~= B C X  B E ,  

d0nc.E cx BE : 82':: 4~2': 4&, ou bien BC : BE :: 4 ~ R  : &. 
Et on sait que dans l'ellipse le paramètre d'un diamètre quelconque 

est une troisième proportionnelle à ce diamètre et à son conjugué; 

par conséquent, 2 G S  : 2 G R  : : z G R  : p ( en appelant p , le para- 
0 

Ft? mètre di1 diamètre z G S  ) , d'où l'on tire p = , et. . . . . . . . 
-2 

-2 -2 

-P = 3, ce qui donne la proportion, 4GS : qGR :: 2G S : p ,  
z G S  

4ëS 

donc 2GS : p :: BE : BC. Mais Newton a fait, BE : BC :: FI : FH, 

donc enfin 2 GS : p : : BE : E C : : FI : FH, et cette- proportion 

contient i'énoncé même de Tawte~ir. 
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L'équation de l'ellipse, en comptant les abscisses du centre, est, 
b= y== - 
aa ( j a z - x 2 ) ,  oii b i e n $ - x y 2 =  : a z - x 2 ,  ou bien, 

pour n o m  figure, x ~ ;  = C. - mt Mais par la Note 
4GR 

-2 

précédente on a, qGS : 4 ~ i  :: 2 G S  : p :: FI: FH; donc.. . . 
4 G i  -- FI 

PH , donc, en substituant dans l'équation ci-dessus, elle -1 - - 
4GR 

-2 -2 

devient, x T p  ci GS - Tf. C. Q. F. D. 

N O T E  (84), pour la page 96. Tome II. 

Il sera facile de déduire cette dernière proportion de ces deux-ci, 

que Newton a écrites deux lignes plus haiit. La première est, 

.LX: 2 B C : :  z B C x  z F I :  2 B Ç x A X -  Z B C X  2AB. La seconde 

est, 7X: 2 B C : :  A X :  Y X -  zAF.  Dégageons, par le moyen 

de cette dernière proportion, la valein de A X ,  et nous aurons, 

A X =  y X ( y X -  2 A F )  
z B C  et en substituant cette valeur de A X  dans 

la première proportion, elle deviendra, ,Y : 2 BC : : z B  C x 2 FI : 

r X ( î . X -  2 A F )  - z B C  y 2 A B ,  et c'est la propgrtion mente 

de Newton, 

Fita &s Notes de IsArizhmétique Universelle, 
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Méthode pour construire les iquations du troisi2me et du qua- 

t r i h e  degrés par le moyen d'une parabole donnée et d'un 

cercle. 

N E w T o N avait preinis de donner h eonstruetion des éqiiationr 
du quatri4me degré ; mais comme il n'a pas exéciité sa promesse, 

le lecteitr ne sera peut-être pas fâché de trouver ici une méthode - 
trks-facile de construire les dquations du troisième et du quatrième 

degrks, par le moyen d'une parabole donnée et d'un cercle, Cest à 

Descartes qu'est due l'invention de cette méthode. 

Une équation quelconque du trokihme degré peut toujours être rame- 

née Q cette forme x3  -C p x  IF- q - O; mais afin que tous ses termes 

soient homogènes, on voit que p et p représentant chacun une ligne , 
il faut multiplier le second $erme p.ar une quantité a prise porir 

unité, et le troisième par a', de sorte que l'équation sera de cette 

forme, x3 + a p  x 3z aZ q = O. Telle est la forme à laquelle on peut 

rappeler .toute équation du troisième degré; et c'est cette équation 

qu'il faut construire par le moyen d'une parabole donnée dont le 

paramètre est a. On pourra objecter que cc n'est point avec une 

Tome II. - H h 
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parabole donnée quelconque qiie je construis mon éqiiation , puisqrie 

je suppose qiie son paramètre est a, qui est une quantité de mon 

éqiiation. A cela je réponds que la parabole étant donnée avec son 

paramètre a, je change le çoëfficient quelconque de di1 second terme 

de mon équation, en un autre qui ait a pour un de ses facteurs , 
ainsi je fais de = ap. De  même le troisième terme étant f g h ,  je 

le transforme en lin autre a2q. Ainsi je ne construis pas la parabole 

pour I'éqi~ation , mais je transforme l'équatian pour la 

Soit donc la' parabole donnée FAG (Fig. I G pour les Nom) dont le pa- 

ramètre est a ,  et soit l'éqiiation à construire ramenée à cette forme 

x3 -F. a p  x =!= a' q = o. Je cherche le centre et le rayon du cercle 

dont les points d'intersection avec la parabole donneront les racines 

de l'équation. Pour cela je-prends sur l'axe A 2, une partie A C = + a,  

ensuite sur le même axe une = ; p  que je porte de C vers 

A, si le second terme est + apx ,  ou de C vers 2, s'il est - a p x .  

Supposons que ce dernier cas ait lieu, je porte donc f p de  C en 

D, et de ce point D ,  j'élève sur l'axe une perpendiculaire = + g 

vers la droite, si le troisième terme est - azq, et vers la gauche, 

s'il est + a2q. Supposons ce dernier cas, et qiie l'équation soit. . . 
2 - a p x + a z q = o , j e p o r t e d o n c  DE=iq , àgauchede l ' axe ,  

et du point E comme centre, avec E A comme rayon , je décris 

un cercle, et des points d'intersection G, L ,  F, j'abaisse sur l'axe 

les perpendiculaires G K ,  L S, F P, et celles de ces perpendicu- 

laires qui se trouvent à droite de l'axe, telles que G K ,  L S seront 

les racines positives de i'équation, celles qni se trouvent A gauche, 

comme F P , en seront les négatives. Pour le prouver, il suffira de 

démontrer que chacune de ces perpendiculaires reproduit i'éqiiation 

proposée. 
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Prouvons-le d'abord pour G K. On a A C = ; a , C D  = p , 
x= x= xa D E = + q ,  A K = -  a 9 C K = : a - -  , D K = f p + + a -  7, 

-2 -2 ECI= GZ+EZ, ou E G = G H + ( E D + D H ) " = G H + Ë ~ +  
7 E D x D H + D-g, et en substituant les valeurs analytiques et 

observant que CH= D K ,  et que DH=r GK, il vient.. . . . . . 
-2 af E G = ; ~ ~ + $ + ~ -  E- a x 2 + 7 +  + 2 + q x  + . x ~ . ~  

-2 -2 -2 9" D'un autre côté, R E  = A D  + DE - ( t a + t p ) '  4 - 7  = 

$ a z + % +  2 L + L ,  mais A E = E G ,  donc j a Z  + f + 
4 - 4  

9' I L + - '  . p z +  ++.IL-- P X1 
97' 

4 4 4 a + , + g r  + l; +a- 
10 x= tion qui donne, toutes réductions faites , 7 - ,+y.% = O ,  

ou bien x 4 - a p x z + a z q x - O ,  oii enfin ~ ~ - a p ~ + ~ ~ ~  =o. 

O n  tro~~verait de même, que la perpendiculaire S L reproduit l'équa- 

tion, ainsi que la perpendiculaire F P, en prenant toutefois cette 

dernière avec le signe -, 

Donc on peut constriiire toutes les équations du troisième degré 

avec une parabole donnée. 

Pour construire, par le moyen de la même parabole, les équa- 

tions du quatrihme degré, on les mettra sous cette forme. . . . . 
x4 z!z ap  x2 -C az q  x -F- a3 r = O, ce qui est toujoiirs possible. Ensuite 

on trouve le centre du cercle comme pour l'équation du troisième 

degré; mais, pour déterminer la longueur du rayon, voici ce qu'il 

faut faire de plus. Du quarré retrancha le rectangle ar,  si le 

quatrième terme de la proposée est + a' r ,  o u  au quarré ajoutez 

H b  2 
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le rectangle a r ,  si le quatrième terme est - a3 rz  et la racine 

q~mrrée de la différence ou de la somme sera le rayon du cercle 

dont les points d'intersection avec la parabole feront connaître les 

racines de l'équation. 

Soit donc la parabole donnée FAG L (Fig. 17pour les Notes) et l'équaq 

tion proposée x4dz a p  x'& a' q x 31 a3 r= O. Je prends sur l'axe AZ 

une partie A C = a ,  ou un demi-paramètre de la parabole ; je porte 

de C vers A une ligne= f p, si le second terme' est +apxz,  ou dans 

le sens contraire, si le second terme est - a p  2, je suppose que ce 

dernier cas a lieu, de sorte que C D  =3 f p ;  et j'élève au point D 

perpendiculairement à l'axe, ilne ligne E D = + q. Je porte E D  à 

droite de l'axe, si le troisième terme de l'équation est - a 2 q x ,  et 

à gauche, s'il est + a" q x ;  je suppose ce dernier cas, et par con- 

séquent le centre E du cercle sera B la gauche de l'axe; pour en 

avoir le rayon, je supposerai de plus que le dernier terme de Yéqua- 

tion est + a' r, et par conséquent , d'après ce qui a été dit, il 

faudra retrancher le rectangle a r du qiiarré Fi, ou,  ce qui revient 

au même, le rayon E R  sera ilne mayenne proportionnelle entre 

A E + et A E - (/a;. Soit donc le cercle décrit R G L F  Q; 

je dis que si des points d'intersection G, L ,  F, Q avec la parabole; 

on abaisse sur l'axe, des perpendiculaires, elles seront les racines de 

i'équation proposée; que les perpendiculaires à la droite de l'axe 

seront les racines positives, et celles qui se trouvent à la gauche, 

les racines négatives. Prouvons donc qu'me quelconque de ces per- 

pendiculaires reproduit l'équation donnée-. 

L'équation A construire d'après toutes les sirppositions que nous 

ayons faites, est x4 - ap xz $- a" q x +- a3 r = o. Et nous avons 
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CD = f p ;  ED =r $ q ;  et si di1 point d'intersection G , j'abaisse 

la perpendiculaire G K, j'aiirai A K = $ ( G K étant x ) ; A D =. 

t" 
f a  j- fp ;  donc D K  = A D  - AK - : a  + + p  - - a Y 

-7. -2 

A E  =A-; + ~k = ( $ a + t p ) '  + i q z ;  ét le rayon E R -  
-% -2 

A E - a r -  : a z + %  + 2 + iqz-ar ,D>~in autrec&é, E G =  
2 4 

FI + D-2 + + E D + D H ) ~ =  F i + ~ l j +  I E D X  
-2 

D H + ri, ou bien en mettant les valeurs analytiqiies, E G = 
x= d + " + X  + 1 - - , z - L + -  

2 
q' +q x + xz, qui se réduit A 

4 a1 + -;i- 
- 2  

E G = ~ ~ ~ ~ + I + L -  4 ++f +++p . . 
I? x4 . Mais E G = E R ,  dons f a z +  ?.+ 5-% + ;;1+ $ + 

q x = + a z  + %+L 
2 4 

+ i qz - A; et en effaçant ce qui se'détrriit , 
x' 14 on a,  -Pp +i;; + q x  = - a r ,  oii bien x* - a p x Z  +- 

a" q x + a3 r = O , qui est l'équation proposée, et  dans laquelle x 

représente G K. On reproduirait de même l'équation, en calculant 

les autres perpendiciilaires. 

Donc on peut construire ilne équation qiielconque du quatrième 

degré par le moyen d'une parabole donnée et d'un cercle. 

F I N  D U  T O M E  S E C O N D .  
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k47 

... ...... Milhode pour mettre une Qrrestion en équation,. ;. page 88 

PROBLÊM E Ieri Lrt Jomnae de dew nombres &a& a ; la d~flrence de leurs 

......... quarrés est b ; on dematsde quels sont ces àeux nombres ? 9 1 

PROBLÊME I I .  On a trois quuntités x ,  y ,  t. O n  cpnnaZt b sommes de 

ces quantités prises deux à deux, on demande la valeur de chacune en 

particuZier ?. ........................................... 92 

PROBLEME III. Il s'agit de partager un nombre donné en parties d i e s ,  que 

chacuno des p h  grandes surpasse k p h  petite dune quantité donnée, 93 
PROBÊME IV. Un hathme v a t  distribuer de Pargent entre des pauvres. S'il 

avait huit deniers de plus,  il pourrait en donner trois à chacun; il ne 

leur en donnc donc que deux, t c  il lui en reste trois. On demande le 

nombre dcs pauvres ? .................................. ibid. 

PROBLÊME V. Deux messagers A et B sont éloignés fun  de I'auve de 

5 9 mil&; & p m m  Le matin pour a& à teur rencomre mutuelle. A 

fait 7 mihs  en drux heures, et B en fait 8 en crois heures, mats A 

est parti une heure avant B. On demande combien A fira de miles avant 

de rtncantrer B ?. - .....................*............... 94 
k même p r o b h  d'uné rnanibe plus ................. 9 5 
PRO BLÊME VI. Érant donnée la puissance d'un q e n t  quelconque, trouver 

combien il faudrait dSagens de cette esptce pour produire, dans un temps 

donné b , un eftt demandé a , .  .......................... 9 7 
P R O B L Ê ~ E  VII. Les force3 de agens ehnt données, diteminer k 

temps dans lequel, zautes ensemble, elles pauvent produire un e@ 

demandk d , .  ......................................... 98 
PROBLÊME VIII. On a difirens mélmges de plusieurs substances, on veut 

en f m e r  un nouveau , de manikre que ces dLfuentes substances s'y 

trouvent dans une proportion donnée ,. ...................... 93 

PROBLÊME IX ,  O n  connaft &s prix de d~flrens mélanges e t  &s proportions 
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& chacwe des choses qui &s composent; il s'agit de déterminer k prix 

a5 chacune de ces choses composantes en particulier,. ..... page I O  r 

PROBL~ME X. Connaissant la pesanteur spécijquc d'un composé, et cefi 

de chacun de ses composans, &miner dans que& proportion ces derniers 

. SY trouvent ,. ....................................... IOZ 

PROBLÊME XI. On a trois prés d'une qualiré égak, et dzns lesquels on 

suppose que Fherbe croit uniformément. Le premier b peut nourrir un 

nombre de bœufi a pendant Ce temps C; le second e peut nourrir un nombre 

de b a u .  d pendant le temps f; on demande combien le troisième g peut 

en nourrir pendant Ic temps h ?. ......................... 103 

PROBLÊME XII. Étam données les grandeurs e t  les qwt i tés  de mouve- 

ment respectives de &ux corps sphériques qui se meuvent sur la même ligne 

droite et së choquent; dtrermimr leur quantité h mouvement respective 

aprks le choc, ....................................... 106 

PROBLÊME XIII. Trouver trois nombres en proportion continue,  don^ la 

somme soit 10, et  dont h somme des quarrés soit 140,. ....... 108 

.................... Le même problême d'une acre manière ,. 109 

PROBLÊME XIV. on rut hOUVer qwtre nombres en proportion conrinue , 
dont la somme des d e v  moyens fasse I t , et celle dcs deux extréma zo , 

&id. 
PROBLEME XV. Trouver quatre nombres en propora'on conrinue, dont kz 

somme soit a ,  et Ca semm des quarrés 6 , .  ................. i IO 
Y ROBL$ME XVI. Unc pension &ne somme a chaque année , dlit Bre 

payée pendant cinq ans; quelqu'un achkre cette pension pour une somme 

c d'argent. On &mande à combim poar cent se monte, dans ce marché, 

If ntérêt des intéréts & chaque année ? ..................... I I z 

De la manière de mettre &s Questions de Géométrie en équation,. ... I 14 

PROBLÊME Ier. Étant donrzh une droire B C d'me longrreur connue , sur 

les 
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les extrêrnités de laquelle deux autres droites B A ,  C A  font des angles 

donnés A B C ,  A C B , trouver la hauteur A D du point de concours A, 

au-dessus de h droite donnU B C , .................. page I 3 6 
PRO B LÊME II. Si les chtés A B , A C et la base B d'un triangle que& 

conque, A B C sont donnés, ec qu'une perpendiculaire A D soit abaissée 

du sommez de l'cingle A sur la base, on demande & trouver les deux 

segmens B D et D C , .  ................................ ibid. 

PROBLÊME III. Étant donnés le périmitre et ta surface d'un trianp-le rec- 

tangle A B  C , trouver son hypothénuse B C ,  ................ 137 

PROBLÊME IV. Étant donnés le et b hauteur d'un triangle rec- 

tangle, trouver ce triange , ............................. 1 3  9 
PROBLÊME V. Étant données la base A B  dZln triangle nctangle , ainsi 
- que la somme faite de la perpendiculaire e t  des côtés C A  + C B + CD, 

trouver le triangle ..................................... I 40  
Le méme d'une mitre nzanikre ,.. ............................ ibid. 

............................... Construction Géométrique,. 141 

PROBLÊME VI. Atant données dans un triangle rectangle A B  C, la somme 

des côtés A C + B C ,  e t  Ca perpendiculaire C D  , trouver k triangle, ibid. 

Construction Géomdcrique , ......... .. ..................... I 42 
Le même d'une autre manikre,. ..............,... ,, .... ; .... ibid. 
PROBLÊME VII. Étant données dans un triangZe rec~angIe , h somme des 

côtés, e t  la somme faite & le perpendiculaire et de la base , trouver le 

t e g l e ,  ............................................ 143 

Consmction Géométrique ,. ............................... 144 

PROBLÊME VIII. Êtant ,donnés la surface, le périmPtre e t  uic angle A 

....... Zun triangle quelconque A B C,  dererminer $oui Ic reste,. ibid. . 
PKOBLÊME IX. Etant données la hauteur, la base et la somme des côre's, 

.................................... muver Ze triangZe , 145 

Tome II. 1 i 
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PROBLÊME X. dtant donnés la base A B , la somme des c&és A C + BC, 

et l'angle C ,  trouver le reste du triangle, ............... page 146 

PROBLÊME XI. Étant donnés k s  côtés d'un triangle, trouver les angles, 147 

P R O B L ~ M E  XII. Les côrh èt la base d'un niangle rectiligne quelconque 

étant donnés, trouver des segmens de la base, ta perpeniticulùrc, la ssw- 

face et les m g k s  ,. ................................... '49 

PROBLÊME XIII. L'angle CB D étant donné, ainsi que ka droite C D  , 
il s'agit de placer cette droite dans I'angle CB D ,  de manière que si de 

9 

son extrémité D on tire en un point A donné sur la droite C B  pro- 

bngée , la droite DA  , l'ang& A D C sou égal à l'angle A B D , I 5 I 

PRO B LÊ ME XIV. Trouver Ce triangle A B  C dont Ls trois côtés A B ,  A C, 

B C, e t  Za perpendiculaire CD sont en progression arithmétique, ibid. 

PROBLÊME XV. Trowcr le criangle A B  C dont &S. crois c6tés A B  , A C, 

B C e t  la perpendiculaire C D  sont en progress.ion géométrique, I y z 
............................ Le même d'une autre mnnikre ,. 5 3  

PROBLÊME XVI. SW une base donnée AB, construire le triangk A B C, 

dont le  sommet C est d une droite CE donnée de position, et dont la b a ~ e  

est moyenne proportionnei& arithmétique enlre les côtés, 1 54 

PROBLÊME XVII. Étant donnés les rôtés A B ,  B D ,  D c et  A C ,  et 

une diagonaGe B C d'un paralléIogramme qwkonque, trozlver l'autre dia- 

gonale A  D , ........................................ J 5 f  
PROBLÊME XVIII. Étant donnés les angles, la surfece et le périmktre d h  

A )  trapk~e A B C D ,  trouver ses cotes , ...................... 56 
PROBLÊME XGX. On veut entourer un réservoir AB C D  , dkn trotroir 

A B  CD E FG H ,  d'me surface donnée, et ayant par - tout k même 

largeur, ,.. ; ..........+.............................. I 5 8 

PROBLÊME XX. Mener d'un point donné C ,  une droite C F  qui renferme, 
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avec deux autres droites J E ,  A F  données de position, un triun$ 

A E F d'une grandew donnée,. ...................... Page 1 5 9 
PROBL~ME XXI. Déterminer sur la droite D F un point C, ted que si de . 

ce point on mène deux droites A C et B C aux points donnés A et B ,  

h diPrence de ces dtux droites soit égale à une ligne donnée,. ... r 60 

PROBLÊME XXII. Trois droites, AD , A E, B F, étunt données de position, 

i l  en faut mener me quatrihe D F, de manihre que ses partics D E,  E F, 

interceptées par les premihres droites, soient de lmgueurs données , r 6 I 

PROBLÊME XXIII. IL fiut déterminer un point Z tel que, si de ce point 

on rnbne , sous des angles donnés , quatre droitzs Z A  , Z B, Z C et  Z D, 

à quatre autres droites données de position FA, E B, FC, GD, l e  rectangh 

des deux droites Z A  et ZB soit donné; e t  qw la somme des deux autres 

droites Z C  et  Z D  soit aussi donnée, ..................... 162 
PROBLEME XXIV. IL faut placer dans L'angle droit E A  F une droite donn& 

t 
EF de ns~ni2re que cetre droite prolongée passe par un point donné C, 

égalernent éfoipé des deux droites qui comprennent Z'angfe droit,. .. I 64 

............................ Le même June autre rnanihre,. 1 ~ 5  
PROBLÊME XXV. U n  cercle étant décrit d'un centre Cet avec un rayon C D ,  

mener h ce cercle une tangente B D  , de maniire que la partie DB de 

cette tangente interceptée par les droites A P et A B  données de posùion, 

soit égale ti une droite d'une longueur donnée ,. .............. 167 
PROBLÊME XXVI. Étant données trois &oites A E , B F, C F ,  trouver 

un point D tel que, si de ce point 'on abaisse sur chacune des droites , 
des perpendiculaires DA, D B , D C, ces perpendiculaires soient entre 

elks dans un rapport donné,. ........................... 169 
PROBLÊME XXVII. Trouver un poiat D ,  tel que si de ce point on tire pois 

droites V A  , D B , D C ,  à trois points donta& A , B , C ,  CRF droites 

soient entre elles dans un rapport donné,. .................. I 70 

l i  z 
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PROBL~ME XXVIII. On veut inscrire une droite D C ,  d'une longueur 

donnée, dans Iule section conique donnée DA C, de manihre que Eette 

droite passe par "le point G donrd de position,. .......... Page 172 

PROBLÊME XXIX. IL faut mahiplier ou diviser an angh donné par un 

nombre donné, ..................,.................W.. 174 

PROBLÊME XXX. ~ h e  comkte ayant une marche uniforme sur une ligne 

droite B D , déterminer la position de sa route par trois observations, I 76 

PROBLÊME ' XXXI? &tant donné zrn point luminetlx d'où partent des rrzyons 

divergens qui viennent fiapper une surface sphérique ryringente , trouver le 

po&t de concours de chaque rdyon rejrracté avec d'axe de da sphbrd qui passe 

par te point hmineux, ................................. I 77 

PROB LÊ M E XXXI 1. Un cônc étant coupé par un p k n  quelconque , trouver Zrt. 

..................................... figure de la section '79 

PROBLÊME XXXIII. S i  une droite X Y ,  éloignée de l'axe A B  de la 

quant& C D ,  e l  ayant une inclinaison connue sur b plan D C B ,  fait 

une révolution autour de l'axe A B  , et que le solide P Q R Y T S qu'eh 

engendrera par cette rdvolucion, soit wlcpé par un p h n  quelconque I N  Q L K; 

on demande quel& sera la jgwe de la seccion ? ............... I 8 0  

PROBLÊME XXXIV. Si on éZève sur une droite A F une perpendicuhire 

A il d'une longueur donnée, et qu'une jambe E D. de d'équerre D E  F 

passe sans cesse par le point D ,  tandis que h t r e  jambe E F, égale 

A D ,  glisse sur A F, il s'agit de trouver la courbe H 2 € que décrira 

pendant ce rnouvenzent le point C, milieu de k droite E F , ..... i 8 I 

Le même &ne antre matu'kre, ................... i ......... x8z 

P R O B ~ M E  XXXV. Si une droite E D ,  d'une longueur connue, et sou- 

tendant un angle donné E A D , se meut dans cet angle de manikre que 

ses extrémités D et  E touchent sans cesse les côtés A D  et A B  de l'angle; 
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OB demande de déterminer l'espirr h courbe F C  G que décrit Ic point C 

de la droite D E  pendant ce mouvement,. ............. page 183 

PROBLÊME XXXVI. Si une équerre E B D  se meut de mani2re p'une 

de ses jambes E B ne cesse pas d'être la soutendante de l'angle droit E A B ,  

tandis que fextrémité D de l'aune jambe B D décrit une courbe FD G ; on 

........................ demande de &terminer cette courbe ? 184 

PROBLÊM~" XXXVII.   es droites PD et B D  dont la raison est donnée, 

hant menées, comme on voudra, dans l'angle connu P A B  , avec. l 

condition que B D  soit loujours para,?&& Ù A P ,  et que PD se termine 

toujours au point P donné de position sur la droite A P ;  on demande 

de trouver le Lieu du point D , intersection des deux droites,. .... I 86 

PROBLÊ ME XXXVIII. Si les deux droites V E  et VC données de posi- 

tion, sont coupées d'une manibre quelconque en C ee en E ,  par une 

droite P E  tournant sur Ce point P donné de position, et si la portion 

intercep& C E  de cette droite est coupée en deux parties CD et D E  en 

...... ruison donnée ; on demande de trouver le lieu du' point D 1 ~ 7  
PROBLÊME XXXIX. Si de deux points donnés de position A et B ,  on 

mhne rS un troisikme point quelccmque C deux droites A C ,  B C qui soient 

entre elks dans un rapport quelconque, on demande de trouver le liez 

du point de concours C,. .............................. 189 
PROBLÊME XL. Si  un point lumineux A envoie des rayons vers une 

surface phne refringente CD, on demande de trouver Ic rayon A C ,  

'dont le réfrdcté C B  irait frapper Ic point B , .  ............... I go 

PROBLÊME XZI. Trouver le Lieu du sommet D d'un triangle dont la base 

R B  est donnée, et dont les deux angles D A B , D B A  sur cette base, 

ont une d~flrence donnée,. ............................. 19' 
Le même d'une manihe p h  courte,. ....................... ' 94 
PROBL&ME XLII. Trouver le lieu du sommet diwz triangle dont ia base 
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est donnée, et dont les deux an@ sur cette base sont tels, que L'un est 

plus grand que le double de L'autre, d'un ang& donné,. .... Page I95 

PROBLÊME XLIII. Décrire un cercle qui pnue par deux points donnés, 

e t  touche une droite donnée de. position ..................... I97 
PROBLÊME XLIV. Décrire un cercle qui passe par un point donné, e t  

................... touche deux  droite^ dm& de position,. ' 99 
PROBLÊME XLV. Décrire un cercle qui passe par deux points donnés, 

.................. e t  touche im autre cerde donné de ~osition 200 

PROBLÊME XLVI. Décrire un cercle qui passe par un point donné, 

touche un cercle donné, et une droite donnée de position ,...... 202 
PROBLÊME XLVII. Décrire un cercle qui passe par un point donné, e t  

... touche deux autres cercles donnis a!e grandeur et  de position,. 104 

PROBLÊME XLVIII. Si aux deux extrémités d'un f;l DAE , qui peut 

&isser autour d'un point jxe A, on attache deux poids D et E ;  que 

l'un des drrcx , par exemple E , ne puisse glisser que selon la &ne 

oblique B G ;  on demande le  lieu du poids E ,  brsque ces deux poids 

se font équilibre,. .................................... 207 
PROBLÊME XLIX. Si au fil D A  CB F ,  qui peut glisser sur deux poinrs 

fixes A et B ,  on suspend trois poids D ,  E et F;  D e t  F aux extri- 

mités du $1, et E à son milieu, qui est en C entre ks deux points 

jïxes; il s'agit, connaissant les poids e t  la situation des deux poinrs 

j xes ,  de di~er.niner La posicior: du point C ,  milieu du fil, brsque tout 

............................ le  s~stêrne est en épilibre,. 210 

PROBLÊME L. Déterminer la d'un plbits par k son d'une pierre 

qui en va frapper k fond,. ............................ 2'3 
PROB LÊME LI. U n  globe A qt donné, ainsi que sa position par rapport 

P un mur DE ; on doqne ég+zent +?z distance B D du centre ab ghbe B 
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au même mur. Le centre du globe A est sur la droite BD perpendicu- 

laire au mur. On suppose que les deux corps sont sans pesanteur, e t  

, qu'ils se meuvent dans un milieu parfaitement libre; e n f i  on suppose 

que k corps A ,  poussé d'un mouvement uniforme vers le point D ,  

rencontre en son chemin le corps B qui est en repos; que le corps B va 

frapper le mur, e t ,  par un mouvement de ryexion, vient r~chquer le 

globe A au point C. On &mande, Baprès toutes ces données, de dé- 

terminer la masse du globe B,. ...................... Page 2 1 4 

PROBLÊME LII. Deux globes A et  B sont joints par un Gger fil P Q. 

Le globe B est suspendu au globe A;  on abandonne ctlui-ci d l'action 

de la pesanteur selon la verticale P R  ; Ce globe B ,  parvenu au plan 

hori~ontal FG , est réfi'ihhi en haut, e t  rencontre au point D l e  globe A 

qui continuait de tomber. On denzrtnde & quelle hauteur il faut que h 

globe A soic corn&& PW produtrc l'cf& énoncé, en supposant que l'on 

connaisse ta longueur du fil P Q et  la distance D F du point de rencontre 

des deux globes au plan horipntal G F ,  ................... 2 I 6 

PROBLÊME LIII. S i  on a deux ghbris en repos; que k globe A soit plus 

élevé que le globe B ;  qu'on kc fasse tomber 2 des instans dlflrrns, par 

exemple, que A ait déjf parcouru CesPace PT,  au moment que B 

commence à tomber; on demande de déterminer les lieux a! e t  P o i  SC 

trouvent (es deux globes, lorsque leur distance G-X sera égale Ù llne 

quantité donnée,. .............................. ,. . 2 2 0  

PROBLÊME LIV. Si l'on a dezx globes A e t  B ,  dont le sup&eur A, 

tombant drr point G ,  rznconrre .?'infirieur B au moment qu'il rtmonre, 

apr2s avoir C d  re&hi par le  fond H ;  si ces deux globes, aprts s'être 

choquès, se séparent de nouveau, de rnanihe que le gfobe supéTieur re- 

monte à sa premiErc haureur G ,  dans lr mêne temps que C'inférieur est 

renvoyé coptre le fond H ; ensuite que le globe A retombant encore, 
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tandis que & globe B remonte aprks avoir é d  rqe'chi par le fond, ces 

deux globes se choquent u n  seconde fois au même Leu que La première, 

et qu'ils continuent ainsi à se choquer sans cesse et  à retourner toujours 

au même point d'où ih étaient partis; il s'agit, connaissant la grandeur 

des deux globes, la position du fond, et celle .ah point G ,  d'où le globe 

supérieur est tombé, il s'agit, dis-je, de déterminer le &eu 02 les deux 

............................. globes se choqueront,. page 214 

PROBLÊME LV. On a planté , dans un certain lieu de ka terre , aux 

points A , B , C ,  trois piquets perpendicukzires . au plan hori~ontal : le 

piquet qui est en A ,  a six pieds; celui qui. est en B ,  en a dix-huit; 

et celui qui est en C , huit ; la droite A B  est de trente pieds; il arrive 

qdun dertain jour de tannée t e x t h i d  de l'ombre d i  piquet A passe 

par les points B et C;  que Pextrémité de L'ombre du piquet B passe 

par A e t  C ;  et  que Cextrémit& A Pombro da pju.: C p u s c  par A. On 

demande la déclinaison du soleil, et d'élévation dq pole, ou, ce qui est 

.......... la &me chose, le jour et le lieu oh cela est arrivé,. 228 

Premikre partie analytiqu~ , ........,.................O.... z29 

Seconde partie analytique,, ...... ; ........................ 2 3 2  

PROBLÊME LVI. Une c o d e  traversant le del d ' w  mouvement un.$orme 

et rectiligne; il s'agit de déterminer, par quatre observations faites en 

dzflrens temps, sa distance de &a terre, et  fa loi de son mouvement 

daprks le systême de Copernic ,. ......................... 23 5 
PRO B LÊ M E LVII. Si lm angle donné C A  D n'a que la faculté de tourner, 

autour du point A donné de position; que Z'an8le donné C B D  n'aie 

aussi qu'un mouvement possible de rotation autour du point B donné 

de position; et que les deux angles tournent en e$et selon cetle lo i ,  

en supposant de plus qw les cdtés A D ,  BD se couperont toujours 

dans une ligne droite E P d o d e  de position : il s'agit de détermi~er 

la 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D U  P R E M I E R  V O L U M E .  21 7 

la courbe que décrira la sui@ des intersecti6ns C des deux autres c&és 

A C ,  BC, .................................... page 238 
PROBLÊME LVIII; Décrire unc parabole qui passe par quatre points 

\ ............................................ donnés, 23 9 

PROBLÊME LIX. Décrire une section conique qui passe par cinq points 

donnés, ............................................ 242 

PROBLÊME LX. Décrire une section conique qui passe par quatre points 

donnés, et  qui, dans un de ces points, touche une ligne droite donnek 

de position,. ......................................... 244 

PROBLÊME LXI. Décrire une secrion conique qui passe par trois points 

d o ~ é s ,  et  qui , dans deux de ces points, couche deux droites donnhs 

Fin de la Table du Tome premier, 

Tonze II. 
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D E la rnmtikrc dd résoudre hs  I?quations, ................ Page II 

....................... De la nature des Racines des É'qwrions ,. + 
Des transfortnahons des Équations ,. ............-............ I S  

Des limites desg Équations , ........ .--. ...................... 23 
......... Réduction des- Équations par hs  diviseurs incommensur~les , 3 O 

Conslruction linéaire des Équations, ......................... 5 
Entre deux droites données A B , A C , placer une droite B C June longueur 

donnée de manikre quiLe par wr donnl P ,. ......... 5 7 
..................................... Lenrrnc d'Archimède, 8 t 

................................................... Scolie 97' 

.................. Notes sur l'Arithmétique universelle de Newton 103. 

............. Suppf~ment aux Nota a2 1'Arirhrnétique universelle,. 24.d 

Fin de la Table du Tome second; 

- 
A P A R I S ,  D E  L ' I M P R I - M E R I E  D E  S T O U P E ,  A N  X 
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Fizutes. corriger dans le Tome Prunier. 

Page 78, ligne 1 7 ,  a j n  d'en dégager, lisez , ajn d'en èlinziner. 

Page 1 4 4 ,  ligne zo , an lieu de pur le double qui se trouve dans quelques 

exemplaires, lisez, par la moitik. 

Page mg, ligne g , 'au lieu de et ci , lisez, est à. 

Page 227, ligne 6 de la Note,  au lieu de G + I/ + - 2, 

. . 
Tome Il. 

Page 40, ligne dernière, effacez - $.y IZ 
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Eadem : Editio auctior. pmstelodanzi, 1714 et 1723, in-&. 
Eadem : Editio adhuc auctior, et ab autore emendata. Londini, in-&, 1726. 
Eadcni , cum Commentariis LE SEUR et JACQUIER. Genevrz: , 3 v. in-4°, 1739. 
Eadcnl , Colonim Allobrogurn , 3 vol. in-40. 1760. 
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L e  même Traité d'optique, traduit en François par COSTE. Amsterdam, 

Humbert ,  1720, in-12 , 2 tom. j g .  
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Radices arithmeiicas inveniendi me~hodos. Cantabr. 1707, in-80. 
Eadem : Editio secunda. Londini ,  Sam. ir'oocke . 1722 , in-80. 
Eadem , cuin Commentariis A N T O N I I  LECCHI , 3 v. in-So. Mediolani, 1752. 
Eadem , cum Cornmentariis CASTILLIONEI, Arnstelodami , 1 ~ 6 0 ,  in-40. 
ISAAC1 N E W T O N  Opuscula Mathematica e t  collecta a CASTILLONE. Larc- 

sannct. et  Genevie , 1744 , 5 vol. in+. . 
Ejlisdcm Analysis Infinitorum a IONES ; curn enurneratione Curvarum tertii 

Ordinis et Quadraturâ, etc. Londini ,  1711, in-do. 
Ejusdein Tractatus de Quadraturâ Curvarum. Parisiis , in-&. Edil ion que jit 

faire Montmor. 
Bernardi Yaverzii. Geographia generalis , in quâ affectiones geherales Telluris 

cxplicantur; aucta ab lSAACO N E W T O N .  C'antabrig. 1681 , in-80. 
Abrégé de la Chronologie de Newton, avec les Observations de  Frerct. P a r i s ,  

1725, in-12. 
L e  même, traduit en François, par GRANET, 1728, in-40. 
Réponse de  N E W T O N  aux Observations de  Freret  , etc. avec une Lettre de 
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I l  y a encore pliisieurs Lettres de Newton insérées dans le Comrnercium epis- 
tolicurn DE COLLINS, e t  dans le Recueil de  D E S  MAIZEAUX. 
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