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ARITHMETIQUE

UNIVERSELLE,
oOvu

DE LA COMPOSITION

ET

DE LA DECOMPOSITION

ARITHMETIQUES.

De la manitre de résoudre les Equations.

Loas QU'ON est parvenu 3 mettre une question en équation,
et que cetre <quation est réduite et ordonnée , si les quantités connues
représentées par des lettres, désignent des nombres, il faut substituer
A ces lettres, les nombres qu’elles représentent, et on aura une
équation numérique , dont la racine satisfera d1a question. Par exemple,
dans la division d’un angle en cinq parties égales, si je prends r pour
le rayon du cercle, ¢ pour la corde du double du complément de
P'angle proposé, et x pour la corde du double du complément de
la cinqui¢me partic de cet angle, et que je sois parvenu 3 cette

€quation x° — 57*x* 4 5r*x — r*g==0 (*), il peut y avoir des

(*) Pour bien entendre cet énoncé, et savoir de quelle manitre 1’équation a
été trouvée , consultez le probléme XXIX, page 174, Tome I¥, et les notes qui sy
rapportent.
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2 DE LA NATURE

cas particuliers ol le rayon r me serait donné en nombres, ainsi que
g, corde du double du complément de I'angle proposé : par exemple,
si r= 10 et =3, je substitue ces nombres i la place de ret de ¢
dans Péquation, et elle devient x* —500x® + 50000 x — 30000 =0,
et en tirant la racine de cette équation, on aura la valeur de x,
ou la corde du double du complément de la cinqui¢me partic de

Pangle donné.
De la nature des Racines des Eguatiorzs.

La racine d’une équation est un nombre qui, étant substitué dans l'équa~
tion & la place de la lettre qui le représente, fait évanouir tous les termes.

Ainsi, dans Péquation x* ~ x* — 19x* 4 49 x — 30 == 0, l'unité
est une racine, car, étant substituée a la place de x, elle change
l’é:;uation en celle-ci: 1 — 1 — 19 + 49 — 30, ce qui se réduit &
z¢éro. Mais il peut y avoir plusieurs autres racines de la méme équa-
tion; car si, A la place de x et de ces puissances, on substitue 2 et
ses puissances, elle deviendra, 16 — 8 — 76 + 98 — 30, quantité
ol tous les termes se détruisent. Ensuite si, 4 la place de x et de
ses puissances, on substitue 4 3 ou — 5 et leurs puissances, équa-
tion sera encore réduite A zéro. Dans ces quatre cas, les termes.
positifs sont détruits par les négatifs. Ainsi, comme les nombres 1,
2, 3 et — 5 substitués successivement dans Péquation, y remplissent
la méme fonction que x, qui est de réduire & zéro la totalité de ses.
termes, chacun de ces nombres est une racine de I'équation.

En effet, il n’est pas étonnant quune équation ait plusieurs racines,
puisqu'un méme probléme a plusieurs solutions.

Par exemple, si Pon cherche I'intersection de deux cercles donnés,
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DES EQUATIONS, 3

it est évident qu'il y a deux intersections, et par conséquent I'équa-
tion a deux solutions. Donc Péquation qui‘détermine I'intersection
a deux racines, une pour chaque intersection; a moins que, dans
les quantités données, il n’y ait quelque condition qui détermine la
réponse a une seule intersection.

(PL VIII, Fig. 8). Qu'il s’agisse, par exemple, de trouver la
cinquieme partie 4 P de Parc 4P B. Alors I'équation qui donnera
la solution de ce probléme, exprimera la cinqui¢me partie de tous
les arcs qui sont terminés aux points 4 et B. Ainsi elle exprimera
la cinquiéme partie de 4§ B; la cinquiéme partie de APBSAPB;
celle de 4SBPASB; celle de APBSAPBSAPB, tout aussi
bien que la cinqui¢me partie de 4 P B. Et si vous divisez toute la
circonférence en cinq parties égales, PQ, QR, RS, SF, FP; la
cinqui¢me partie de chacun des arcs ci-dessus, sera respectivement,
AF, 4Q, AFS, 4AQR. Ainsi, en cherchant la cinqui¢me partie
de toue les arcs que soutend la corde 4B, il faut, pour déterminer
tous les cas, couper la circonférence en cing points P, Q, R, S, F,
et par conséquent Péquation qui doit renfermer tous ces cas, aura
cinq racines; car la cinquiéme partie de chacun de ces arcs dépend
des mémes données; et on calculerait Péquation pour la quintisection
de chacun deux, de la méme maniére; de sorte qu'on arriverait
toujours A la méme €quation finale, soit qu'on cherchit la cinquicme
partie de I'arc 4 P B, ou la cinqui¢tme partic de l'arc 4SB, ou
enfin la cinquiéme partie d’'un arc quelconque de ceux que nous
avons nommés, Donc si 'équation propre & déterminer la cinqui¢me
partie de P'arc 4 PB, n’avait qu'une seule racine, comme c’est aussi
la méme équation qui donne la cinqui¢me partie de larc 4 § B, il
suivrait de-1a, que les cinqui¢mes parties de deux arcs inégaux

A 2
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4 DE LA NATURE

seraient égales, parce que l'une et lautre seraient exprimées par la
racine unique d’une méme équation,

Il est donc nécessaire que Uéquation de tout probléme ait autant de racines
que le probléme lui - méme renferme de cas différens dépendans des mémes
données et déterminés par la méme méthode de calcul,

L’équation peut ayoir autant de racines quelle a de dimensions, mais elle
#1¢ peut pas en avoir davantage.

Ainsi Péquation x* — x* — 192* 4 49‘x —30=o0, a quatre
racines, I, 2, 3, — §. Mais elle n’en a pas davantage. En effet,
chacun de ces nombres, mis dans Iéquation 2 la place de x, fera
que tous les termes se détruiront mutuellement, comme nous Pavons
vu. Mais tout autre nombre, hors ces quatre, étant substitué 3 la
place de x, n’opérera pas cette destruction,

Au reste, on jugera facilement et de la nature, et du nombre
des racines d’'une équation, par la mani¢re méme dont se forme
Pequation.

Par exemple, si nous voulons savoir de quelle manié¢re se forme
Péquation dont les racines sont 1, 2, 3, et — §, il n’y a qua
supposer que x désigne ces nombres d’une mani¢re ambigu€, cest-
3-dire, que *x=1, x==2, x==3, x= —§, ou bien que
X—1=0, Xx—2=0,x-—3==0 et x4 § = o. Si on mul-
tiplie d’abord x — 1 par x — 2, on aura, x* —3x42=o0,
équation de deux dimensions, et qui a deux racines 1 et 2. Et si
on multiplie cette équation par x — 3, on aura, x* — 6x* + 11 x —
6=o0, qui a trois racines; et celle -ci multipliée encore par
x5, donne x* — x* — 194> 4 49x — 30 =0, comme ci-dessus.
Ainsi cette équation étant engendrée par les quatre facteurs, x —1,

x=—2, ¥ —3, x4 § multiplics les uns par les autres, si un de
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DES EQUATIONS. 5

ces facteurs devient zéro, le produit de tous les autres par celui-ci
doit étre zéro. Mais lorsqu'aucun des facteurs n’est zéro, il est
impossible que le produit total soit zéro. Par conséquent, équation

2t

— x® — 19x* 4+ 49 x — 30, ne peut &tre égale A zéro que dans
quatre cas; lorsque x—1=o0, ou bien x~2=o0, ou x-3=o,
ou x 4+ § = o. Donc les seuls nombres, 1,2,3 et — § peuvent étre
les valeurs de x, ou &tre les racines de 'équation. Il faut en dire autant
de toutes les €équations, parce que nous pouvons imaginer que toutes
sont engendrées par une pareille multiplication, quoique ordinaire-
ment, il soit fort difficile de reconnaitre les facteurs particuliers qui
ont servi & les produire ; car cette décomposition d’une équation en
ses facteurs primitifs, est proprement la résolution de I'équation, ou
l’extractior} de ses racines. Or les racines étant connues, les facteurs
le sont aussi.

Il y a différentes espéces de racines ; les positives, comme sont,
dans 'exemple cité, 1, 2, 3, et les négatives, comme — 5. Enfin
il se rencontre assez fréquemment des racines impossibles, qu’on
appelle imaginaires.

Ainsi dans Péquation x* — 22x + 5> ==0, les deux racines sont,
a+Va — b5, et a—V a* — b Ces deux racines sont réelles,
lorsque 2* est plus grand que 4*; mais elles sont impossibles ou
imaginaires, lorsque a* est plus petit que 4*, parce qu'alors a* — &*
est une quantit¢é négative, et que la racine quarrée d'une telle
quantit¢ est impossible , puisque toute racine réelle, soit positive,
soit négative, ¢tant multipliée par elle-méme, produira toujours un
quarré positif. Ainsi la racine d’un quarré négatif est impossible.
Par un semblable raisonnement, on voit que I'équation x* — 4% 4-

7x—6==0, a une racine réelle, qui est 2, et deux autres,
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6 DE LA NATURE

14V —2, et 1 —V 2, qui sont imaginaires. Car en écrivant

Pune quelconque de ces trois racines, 2, 14V —2, 1 — V — 2,

3 la place de x, dans Péquation, tous les termes se détruisent
mutuellement. Or les deux racines, 14V —2, et 1 —V —2,
sont imaginaires, parce quil faut, pour les obtenir, tirer la racine

quarrée du nombre négatif — 2, ce qui est impossible.

Il faut bien que dans les équations il y ait des racines impossibles ,
sans quoi, dans les problémes, certains cas impossibles se trouveraient

possibles.

Si Pon veut, par exemple, déterminer Dintersection d'un cercle
par une ligne droite; qu’on exprime par une lettre la longueur du
rayon, et par une autre lettre la distance de la ligne droite au
centre du cercle; et que, parvenu A équation qui exprime linter-
section , on mette, au lieu de la lettre qui désigne la distance de
la droite au centre, un nombre plus petit que le rayon, l'intersec-
tion sera possible. Mais .si, au lieu de cettc lettre, on met un
nombre plus grand que le rayon, lintersection sera impossible.
Ainsi I'équation devant exprimer tous les cas du probléme, aussi
bien ceux qui sont impossibles que ceux qui sont possibles , il faut

que ses deux racines puissent devenir possibles ou imaginaires.

Ainsi lorsquun cercle CDEF et une ellipse 4CBF ( P VI,
Fig. 9 ) se coupent mutuellement aux points C, D, E, F, et que
des points d’intersection on abaisse sur la droite 4B donnée de
position, des perpendiculaires CG, DH, EI, FK, et quen cher-
chant la longueur de 'une quelconque de ces perpendiculaires, on
arrive enfin 3 une équation; il faudra, puisque le cercle coupe

Pellipse en quatre points, il faudra, dis-je, que cette équation ait
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DES EQUATIONS. 7

quatre racines, qui seront ces quatre perpendiculaires. Que si le
centre du -eercle demeurant fixe, son rayon se raccourcissait, jus-
qua ce que les deux points E et F se rapprochant toujours,
parvinssent enfin & se confondre, et & ne plus former qu’un point
de contact entre Pellipse et le cercle, deux des racines de I'équa-
tion, qui exprimaient les deux perpendiculaires E1, F K, confondues
dans ce cas en une seule ligne droite, deviendraient égales. Et i le
cercle diminuait encore, de maniére quil ne touchit méme plus
Pellipse aux deux points E, F, mais qu’il continuit pourtant & la
couper encore aux deux autres points C et D, alors les deux per-
pendiculaires EI, FK étant devenues impossibles, il arriverait que
des quatre racines de Péquation, les deux qui exprimaient ces per-
pendiculaires deviendraient imaginaires - en méme temps que ces
perpendiculaires. Clest ainsi que dans toutes les équations, en aug-
mentant ou en diminuant quelque quantité, deux racines qui étaient
inégales deviennent d’abord égales, et finissent par devenir impos-
sibles. De-1a vient que le nombre des racines impossibles est toujours
pair.

Il y a cependant des cas ok les racines des équations sont possibles ,
lorsque la figure nous les montre impossibles 3 mais cela n’arrive que parce

gu'une figure a des limites qu’une équation ne reconnait pas.

( PL VIII, Fig. 10). Par exemple, si dans le cercle 4BD on
donne le diametre 4B et la ligne inscrite 4D, ainsi que la per-
pendiculaire DC, et quon cherche le segment 4C du diametre,

—2
AD

on aura, 4C=——

. Or dans cette équation, que 4D soit plus

petit ou plus grand que 4B, AC est tonjours réel. Mais dans la

figure, lorsque 4D est plus grand que le diametre, A4 C est une
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8 DE LA NATURE

quantité impossible. En effet, dans la figure on suppos¢ que 4D
est inscrit dans le cercle, et par conséquent il ne peut €tre plus
grand que le diamétre du cercle; au lieu que dans Péquation, il
n’y a aucune limite de cette espéce, elle n’exige que cette seule
condition, que les lignes 4B, 4D, AC soient en proportion
continue. Et puisque Péquation n’est pas bornée aux conditions de
la figure, il n’est pas nécessaire non plus qu'elle soit restreinte par
les limites de ces conditions. Une figure peut donner des limites
aux différens cas d’un probléme, mais Péquation Pembrasse dans
toute sa généralité, Concluons donc, d’apres tout ce qui vient d’étre
dit, 1°. que dans les équations de dimensions impaires, il est im-
possible que toutes les racines soient imaginaires. 2°. Que les figures
donnent souvent aux quantités d’oit dépendent toutes les racines,
des limites telles, qu’il est impossible dé les franchir sans anéantir
toutes les conditions des figures.

Les racines reelles se divisent en positives et en négatives, Quand les
positives sont dirigées dans un sens, les négacives sont dirigées dans le sens
opposé, :

(P! VIII, Fig. 9 ). Clest ainsi qu’en cherchant la perpendiculaire
CG, on tombera dans une équation qui aura deux racines positives
CGet DH dirige'és des points C et D vers le bas, et deux racines
négatives EI, FK partant des points E et F, et dirigées de bas
en haut.

Supposons encore que sur la droite 4B vers laquelle tendent
toutes les perpendiculaires, on donne un point quelconque P, et
quon cherche une partie PG de la droite 4B, s'¢tendant du
point P vers une des perpendiculaires, vers CG, par exemple, on
arrivera & une équation qui aura quatre racines, PG, PH, PI, PK.

La
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DES EQUATIONS. 9

La racine cherchée PG, et toutes celles qui tendent {'un méme
coté que PG, telle que PK, seront positives; mais celles qui
tendent du c6té opposé, telles que PH et PI, seront négatives.

Lorsqu’une équation ne contient aucune racine imaginaire, on peut con-
naitre par les signes qui afféctent ses termes, le nombre des racines positives
ainsi que le nombre des racines négatives qu'elle contient; car il y aura autant
de racines positives que de variations de signes de - en— et de ~— en +
d'un terme & son suivant : toutes les autres racines seront négatives.

Dans I'équation x*-—x*— 19x* 4 49x — 30 ==0, les signes
se suivent dans cet ordre : 4+, —, —, 4, —. Du premier au
second, je compte une variation 4 et —, du troisiéme au qua-
tri¢me, une variation — et 4+, et du quatriéme au cinquiéme,
une autre variation 4 et —. 1l y a donc en tout trois variations,
et par conséquent trois racines positives, donc une seule est néga-
tive. Mais lorsqu'il se trouve des racines imaginaires , cette régle n’a
plus lieu, & moins que ces racines imaginaires n’étant ni positives,
ni négatives, on ne les regarde comme des racines ambigués. Ainsi
dans Péquation x* 4 px® 4 3p*x — g==o0, les signes indiquent
une racine positive et deux négatives; supposez que x=2p, ou
que x—2p=0, et multipliez la premi¢re équation par x —2p =0,
de cette mani¢re, P’équation résultante devra contenir une racine
positive d¢ plus que la premiére équation, et il viendra........

4 3 2.2 — 6p3 . . . . )
xt—p 4 pr q { x 4 2p g = o, équation qui devrait avoir
seulement deux racines positives et deux négatives ; cependant ,
en considérant les variations des signes , on voit quelle a quatre
racines positives. Ceci vient donc de¢ deux racines imaginaires, qui,
par leur ambigiiit¢, se mentrent sous la forme de racines négatives

Tome 11, B
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‘1o DE LA NATURE

dans la premi¢re équation, et sous celle de positives dans la der-
‘nitre,

Au reste, on peut presque toujours connaitre le nombre des
facines imaginaires qui se trouvent dans une équation, par cette
regle. »

Preney une suite de fractions dont les denominateurs forment la progression
arithmétique, 1, 2y 34 4, §, efc. en suivant ainsi jusqu'aw nombre qui
sera Dindicatenr des dimensions de votre équation; et pour les numérateurs
de vos fractions, prene la suite des termes qui forme les dénominateurs ,
mais dans un ordre renversé, Divisez chacune de ces fractions par celle qz'u'
la précdde, et placey les fractions qui résulteront de ces divisions, as-dessus
des termes moyens de DPéquation. Ensuite élevey chaque terme moyen au
quarré, et multipliex ce quarré par la fraction qui est au - dessus du terme
correspondant , et puis examirey si ce produit est plus grand ou plus petit
que le rectangle des deux termes adjacens a droite et 4 gauche, au terme
que vous examiney ; si plus grand, placez au-dessous e cc terme le signe 4 ;
si plus petit, placez au-dessous le signe —, Ecrivey sous le premier et le
dernier termes , le signe 4. Et il y aura dans léquation autant de racines
imaginaires que de variations dans les signes souscrits de 4 en — et de —
en +. (67). _

Si of a Iéquation a® + px* -+ 3p*x— g =0, que lon forme
d’abord cette série de fractions, 3, 2, 1, ensuite on divisera la

3 1 2

seconde 2 par la premiére 2, et la troisieme § par la seconde %, et

2

on placera les quotiens j et § au-dessus des termes moyens, comme

3
il suit : x° 4 px® + 3p*x — g = o, Aprés cela, comme le quarré
+ - + +
du second terme px* multipli¢ par la fraction § qui est au-dessus de

® W
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DES EQUATIONS, 1§
lui, donne un produit -L’;‘_‘-, moins grand que le produit du pre-
mier terme x* par le troisiéme terme 3 p*x, produit qui est 3p*x*,
on placera sous le terme px* le signe —. Mais comme le quarré
9p*x* du troisi¢me terme 3 p*x multiplié par la fraction §, qui est
au - dessus de lui, est plus grand que zéro, et & plus forte raison,
plus grand que le produit négatif du second terme px* par — ¢,
on placera sous ce troisieme terme le signe 4. Et en écrivant sous
le premier terme x?, et sous le dernier — ¢, le signe +, les signes
souscrits forment la suite, 4 — 4 +, dans laquelle il y a deux
variations, 'un de + en —, et l'autre de — en +, ce qui indique
deux racines imaginaires. On trouvera de méme que Péquation
x* — 4x* 4 4x — 6 =0, a deux racines imaginaires, ainsi que
Iéquation x* — 62> — 3x — 2 =o0.

La premiére de ces deux équations se traiterait comme celle de
Pexemple précédent : ainsi je ne m’occuperai que de la seconde. Je
forme donc la série des fractions %, 2, 3, 4, je divise la seconde
par la premiére, la woisiéme par la seconde, et enfin la qua-

tritme par la troisiéme, ce qui

me donne cette suite de frac- 3 3 2
tions 3, %, 3 que je place au-dessus x* ¥ — 6x* — 3x — 2 =0,
des termes moyens de I'équation. -+ <+ + — 4+
Multipliant ensuite le quarré du se- )

cond terme, qui est ici zéro, par la fraction ! qui est au-dessus de ce
second terme, le produit est zéro, qui est cependant plus grand que le
rectangle négatif — 61 de x* par — 6% Ainsi, sous le terme
qui ma‘mque, et qui est désigné par une étoile, jécris le signe -+.
Je continue pour le reste comme dans exemple précédent , et la
suite des termes souscrits est 4 4+ 4 — 4, ol il y a deux

B2
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12 DE LA NATURE

variations qui indiquent deux racines imaginaires. En s’y prenant
de la méme maniére, on trouvera dans léquation x° — 4% 4.

4x% — 2x* — § ¥ — 4 =0, deux racines imaginaires..........

2

§
x— gt 44X — 25" — §x— g ==o0.

+ + — + +  +
Mais lorsquil y a deux ou un plus grand nombre de termes qui

1 z

1
2 2 5

manquent, il faut placer sous le premier terme qui manque, le
signe — , sous le second le signe -+, sous le troisiéme le signe —,
et ainsi de suite, toujours en variant les signes, excepté le cas ol
le terme qui précéde et celui qui suit immédiatement les termes
déficiens , auraient des signes contraires; car alors il faut toujours
mettre sous le dernier des termes déficiens le signe 4. Ainsi.....
daxt ¥ ¥ ¥ =0, FHaxt* x X ¥ —aF=o.
+ + —4+ = + + + —++ +

La premi¢re de ces équations a quatte racines imaginaires, et la

seconde en a deux. L’équation suivante a six racincs imaginaires,

3 A 3 3 5 3

7 9 2 Yy 9 3
T — 2x6 4 3x’ — 2242 ¥ ¥ — 3 = o.
+ - + - +—+ +

Par - 1a encore, on peut connaitre si les racines imaginaires dune
équation , doivent étre placées parmi ses racines positives ou parmi ses
négatives; car si 'on considére en méme temps les signes des termes
et les signes souscrits 4 chacun de ces termes, on aura autant de
racines imaginaires positives que de variations de signes d’un terme
a Pautre, et autant de racines imaginaires négatives que de perma-
nences dans les signes d'un terme A Pautre. Ainsi, dans P'équation
x* — 4x*4- 42 — 2x% — 5x — 4 = 0, les signes souscrits ont

+ + -  + 4+ o+
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DES EQUATIONS. 13

les variations 4+ — -, et les termes au~dessus de ces signes étant
— 4x* 4~ 4x* — 2x*, leurs signes sont — 4 —; qui, par deux
variations, indiquent qu’il y a deux racines positives, en conséquence
les deux racines imaginaires doivent &tre rangées parmi les racines
positives (*). Tous les signes de I'équation étant f — 4 — — —
onvoit qu’il y a trois variations qui indiquent trois racines positives,
et que par conséquent les deux autres sont négatives. Or parmi les
positives, il y en a deux d’imaginaires ; il s’en suit donc que I’équation
n’a réellement qu'une racine positive, que deux autres sont néga-
tives, et deux autres imaginaires. Si 'équation était............
x'— 4x*t— 42 —2x2 — gx—4=0, la premicre variation
+ -+ — — + +

des signes souscrits annonce une racine imaginaire, les termes cor-
respondans A cette premiére variation étant, — 4 x* — 4 2%, on voit
quil n’y a pas de variation d’un terme A Pautre, donc la racine

imaginaite est négative (**). Et les termes correspondans 2 la

(*) En effet, les signes des termes étant —_— 4 =
et les signes qui leur sont souscrits étant 4+ — +
on voit que le signe du premier terme avec son signe souscrit font ==, et que
le signe du second terme avec son signe souscrit font =, Il y a donc une
variation du premier au second terme. Il y en a encore une du second au
troisitme. Donc il y a deux variations, et par conséquent deux racines imagi-

naires positives.

(™) Newton dit qu’il n’y a point de variation d’un terme a autre. En effet,
les signes des termes sont —_— -

les signes souscrits sont -+ —

Or il est évident que le signe du premier terme et son signe souscrit étant =
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14 DE LA NATURE DES EQUATIONS.

derni¢re variation des signes souscrits — -, étant — 2.x* — §x, ne
donnent point encore de variation : ¢e qui prouve qu'une seconde
racine imaginaire est encore négative. Ainsi tous les signes de I'équa-
tion étant 4+ — — — — —, out il n’y a qu'une seule variation,
il n’y a aussi qu'une racine positive, par conséquent il y en a quatre
de négatives. Il suit donc de-ld, quil y a une racine positive,, deux
négatives, et deux imaginaires. Clest ainsi qu’on détermine la nature
de toutes les racines, lorsque le nombre des imaginaires n’est pas
plus grand que celui qu'on peut découvrir par la régle établie ci-
dessus ; mais il peut arriver, quoique bien rarement, que le nombre

des racines imaginaires surpasse celui que la regle a fait connaitre,

il faudrait, pour une variation, que le signe du terme suivant et son souscrit
fussent =, Ce qui n’est pas,

Donc il n’y a point de variation,
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et P —

LES racines positives d’une équation quelconque peuvent étre remdues
négatives, et réciproquement on peut changer les négatives en positives; il
suffic, pour opérer ces transformations, de changer les signes des termes
alternatifs, a partir du second inclusivement.

Ainsi, dans Péquation x° — 4x* 4 4x° — 22 — §x — 4 = o,
on peut changer ses trois racines positives en négatives, et ses deux
racines négatives en positives. Pour cela, il suffit de charnger les
signes du deuxiéme, quatriéme et sixitme termes, ce qui donne,
x° 4 4x* 4 4x° + 22> — x4+ 4=o0. Cette derni¢re équation a
les mé&mes racines que la précédente, avec la seule différence que
celles qui €taient positives dans la premiére, sont devenues négatives
dans la seconde, et réciproquement; en sorte que les deux racines
imaginaires qui dans Pune étaient comptées parmi les positives, le
sont dans Pautre parmi les négatives. Ainsi ces deux imaginaires
étant retranchées, il ne restera quune seule racine véritablement
négative.

11 y a aussi d’autres transformations d’équations qui ont leurs différens
usages. Par exemple, nous pouvons supposer que la racine d’'une équation
est égale a une nouvelle inconnue, plus ow moins une quantité connue
arbitraire; et il nous sera libre de substituer dans l'équation, a la place de
la yraie racine, cette nouvelle quantité qu'on suppose lui étre e’éale. De cette

manjére , nous pouvons augmenter ou diminuer, d’une quantité
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16 DES TRANSFORMATIONS

connue, les racines d’une équation; rendre positives quelques-unes
de celles qui éraient négatives, et réciproquement; ou méme les
rendre toutes positives, ou toutes négatives. Ainsi dans Péquation
xt — 2’ — 192" 4 49x — 30==0, si je veux augmenter les racines
d’une unité, je feindrai que x 41 ==y, ou que x =y —1, et
en écrivant dans Péquation, au lieu de x et de ses puissances, sa
nouvelle valeur y — 1 et ses puissances, en cette sorte:

oyt =4y’ 6y — 4y + 1

3

— ¥ — ¥+ 3y— 3yt
— 19%* —19y*+ 38y —19
+ 49x + 49y — 49
-—30 -—-30

Résultat..... y*— 5y’ — 10y* + 80y — 96 =0

Les racines de la nouvelle équation y*— 53! — 10y* 4 80y —
96 =o, seront, 2, 3, 4,— 4; et chacune d’elles est dune unité
plus grande que sa correspondante dans Péquation proposée, qui a
pour racines 1, 2, 3, — §,

Si au lieu de x javais substitué dans 'équation proposée y + 2,
il me serait venu léquation y*-+4j§5y° — 10y* —4y 4 L2 =0,
dans laquelle il y a deux racines positives, 5 et 2; et deux racines
négatives, — ; et — 2. Si an lieu de » on écrivait y — 6, on
aurait une équation dont les racines seraient 7, 8, 9, 1, qui sont
toutes positives. Et enfin si on mettait pour x, y -+ 4, les racines
deviendraient toutes plus petites de quatre unités, et seraient,
— 3y —2, —1, —g, qui sont, comme on Vait, tQutes
négatives. .

Cest ainsi qu’en augmentant ou en diminuant les racines, on

parvient
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parvient quelquefois & mieux découvrir les imaginaires que par la
régle que nous avons donnée précédemment. En effet, cette régle
ne nous fait appercevoir aucunes racines imaginaires dans P’équation
x* — 3a*x — 34° = 0. Mais si on augmente ses racines de la
quantit¢ «, en écrivant y — « au lieu de x, I’équation résultante
sera, y’ — 3ay* — a* = o. Qu'on y applique maintenant la régle,
on y trouvera deux racines imaginaires.

Nous pouvons aussi , par la méme méthode, faire disparaitre le second
terme dune équation quelconque, Voici comment il faut s’y prendre :
Substituey dans léquation, au ltew de Uinconnue , une nouvelle inconnue
augmentée du coéfficient du second terme de U'équation , pris avec un signe
contraire , et divisé par Uexposant du premier.

Par exemple, si on proposait de faire évanouir le second terme
de léquation x® — 4x* 4 4x — 6 = 03 le coéfficient du second
terme ¢tant — 4, je le divise par 3, et le joins avec le signe +
A une nouvelle inconnue y, et la somme y + % étant substituée a
la place de x dans la proposée, il viendra,

Y rar+Sy+ &

— 4y —Ry—4
+ 4y + 5

—6

146

»¥ o = jy—if=o

On peut encore, par la méme méthode, faire évanouir le troi-
siéme terme d’une équation. Soit proposée I'équation x*— 3x° +
3x*—§x—2==0, et qu'on suppose x ==y ~ ¢, En substituant
Y ~e¢ pour x, il najtra cette équation,

Tome 11, C
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) — 4 + ‘:

» 2] SO JPREPICD B 3
G T gy F3e=o

+3 — +5e

-—_—2

Le troisieme terme de cette équatiom est, 6e*+ ge--3 multi-
pli¢ par y*. Pour que ce terme s évanouisse,, il faut que la quantité
6¢* +9e + 3 devienne zéro. Supposons en effet qu'elle soit zéro, afin
de pouvoir découvrir par-ld quel nombre il faut substituer A e, afin
dé faire disparaitre ce troisitme terme, Cette supposition nous donne
Péquation du second degré, 6¢* 4 ge 4 3 ==0, qui, étant divisée
par 6, devient, & 4-l¢4-i=0, et en la résolvant, on a,
¢=_%i\/ﬁ, ou bien, —%i\f,—-:, qui se réduit a — 3=k

Ainsi e= — %, ou bien, ¢==— 1. Par conséquent y —e sera,

1.
ou y 4%, ou y 4 1. Et comme on a substitué¢ dans 'équation y —e
au lieu de x, il faut substituer y 4+, ou y+ 1, an lieude y —e,
et dans Péquation qui en résultera, le troisiéme termc ne se trou-
vera plus, et il disparaitra également, soit quon substitue y - I,
ou y- 1. Dans le premier cas, 'équation résultante sera, y*—
y—ly — & =o0; et dans le second, y*+y' — 4y —6=o0.

On peut encore multiplier o diviser les racines des équations par des
nombres donnés; cela sere a augmenter ou & diminuer la valeur des racines ,
ou encore a faire disparaitre les fractions ou les quantités radicales.

Si on a, par exemple, I'équation y* — %y — L& ==o0. Pour faire
disparaitre les fractions, je fais y = 37, et en substituant 5z pour y
dans l’équ.ation , elle devient, —57— —_ -%{' — 2 =0, qui se
réduit, en Otant le diviseur 27, & ¢* — 127 — 146 =0, et les
racines de cette nouvelle équation sont triples de celles de la pré-

cédente,  Sipie, voylais maintenant diminuer les derniéres, je ferais,
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2v =71, et il viendrait, 8+’ —24v — 146=10; et en divisant
tout par 8, elle se réduirait & +° — 3v — 71 = o, équation dont
les: racines ne sont que la moiti¢ de celles de I'équation ¢ — 127 —
146 = o. Enfin lorsqu’on aura obtenu la valeur de v par la derniére
équation, on fera, 2v =g, ;{=y, et y + $ =x. Cest ainsi que
Pon connaitra la valeur de la racine » dans la premiére ¢quation
proposée, x* — 4x* 4 4x— 6 =o.

.De méme, pour faire évanouir le radical l/; de [Péquation
2 —2x+4+V 3=0, je fais x=y V3, et Péquation proposée
devient, 35° ‘/;— 2y V-;—}- \/-3_.—:_ 0, et en divisant tout par
‘/—3, elle se réduit & 35° —2y4+1=0.

On peut aussi changer les racines des équations en d’autres qui soient en
raison inverse des premitres, et par ce moyen léquation se trouve quelgiue-
Sois réduite a une forme plus commode.

Ainsi notre derni¢re équation 3y* — 2y + 1 =0, en faisant
y= —;— » se changerait en celle-ci, -ZT — —’;— 4+ 1=0, oOu, en
multipliant touis les termes par z’, et en ordonnant, par rapport
aux puissances de ¢, on alirait, 7 — 2743 = 0. On peut encore,
par cette méthode, faire évanouir Pavant-dernier terme d’une équa-
tion, pourvu qu'on ait d’abord 6té le second terme comme nous
Pavons fait dans P'exemple précédent. Mais si vous voulez débarrasser
Péquation de l'ante-pénultiéme terme, il faudra d’abord faire éva-
nouir le troisitme. Ce moyen sert encore & convertir la plus petite
racine d’une équation en la plus grande, et réciproquement la plus
grande en la plus petite; et cela fournit quelques applications utiles,
comme on le verra dans ce qui suit. Par exemple, étant donnée
Péquation x* — x* — 19 x” 4 49 % — 30 = 0, dont les racines sont,
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1, 2; 3, —3, si Pon substitue _;— au Len de x, il en résultéra

Péquation , —_— - = -+ 4 — 30 =0, et en multipliant
tous les termes par y*, et les divisant par 30, ordonnant et chan-
geant les signes, elle devie:tdra, =2y 2y y —

== 0, dont les racines sont, 1, %, 3, — 33 ot 'on voit que

75
la plus grande des racines positives 3, de la proposée est convertie
en la plus petite §, et que celle qui d’abord était la plus petite 1,
est devenue maintenant la plus grande, et qué la racine négative — 5,
qui 'de toutes les racines de la proposée s’éloignait le plus de zéro,
est maintenant celle qui en est la plus voisine.

Il y a encore d’autres transformations des €quations; mais totites
peuvent se rapporter 3 Pespéce de celle ot nous avons fait dispa-
raitre le troisiéme terme d’une ¢quation , ainsi nous n’en parlerons

plus. Disons plutdt quelque chose des limites des équations.

Il est évident, par la manitre dont se forment les équations, que le
coéfficient du second terme, pris avec un signe contraire, est égal & la somme
de toutes les racines; que le coéfficient du troisiéme terme est égal a la
somme des produits deux-a-deux de toutes les racines; que le coéfficient du
quatridéme, pris avec un signe contraire, est égal a la somme des produits
trois-a-trois de toutes les racines; que le coéfficient du cinquidme est égal &
la somme des produits quatre-a-quatre de toutes les racines , et ainsi jusqu’d
Linfini, )

Prenons x =a, x =4, x ==—¢, x =4d, etc., ou bien,
xX=—a=0, x—b=0, x4+ c=0, x —d=0; et en multipliant
successivement toutes ces équations-les unes par les autres, nous

.« qe —a
aurons, 1°, en multipliant x — 4 par x — &, x* 5 { x+ab=o,

ol Pan yeitqug, le cogflicient du”second terme, en changeant son
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signe, est 2 + 4, somme des racines a et b; et ab, cocflicient du
troisitme terme (*), est égal au produit des deux racines, En

multipliant ensuite P'équation trouvée par x -} ¢, il viendra équa-

—a + ab
tion du troisiéme degré, &* — 5{ x* —ac( x4 abc=o0. En chan-
+c —be

geant les signes du coéfficient du second terme, on a, a4 4 — ¢,
qui est la somme dés racines @, 5, — ¢; le coéfficient du troisiéme
terme, ab—ac— bc, est égal a la somme des produits de 2 par 4,
de @ par — ¢, et de & par — ¢; et enfin le coéflicient du quatriéme
terme, en changeant son signe, est — abc, qui est égal au produit
des trois racines a, b et — ¢. Qu'on multiplie encore I'équation

du troisicme degré par x —d, il viendra I'équation du quatriéme,

+ ab
—a —ac +abc
wt bl bl —abd x —abcd =0, dans laquelle le

+ ¢ +ad\* 4 bcd
—d + &4 + acd

—cd
coéflicient du second terme, en changeant les signes, est ¢ 4 & — c 4= d,
somme de toutes les racines ; le coéfficient du troisiéme terme, 2 —
ac— bc4ad 4-bd — cd, est la somme des produits deux-a-deux de
toutes les racines; le coéfficient du quatri¢me terme, en changeant
les signes, est — abc 4 abd — bod — acd, somme des produits
trois-a-trois de toutes les racines; et enfin le coéfficient du cin-

quiéme est le produit de toutes les racines quatre-a-quatre.

(*) Newton appelle a4, coéfficient du troisiéme terme, En eflet, le dernier
terme d’une équation quelconque est censé multiplié par 'inconnue élevée 3 la
puissance 0. Donc la quantité connue qui multiplie cette puissance zéro de I'in-

connue Feut étre appelée le coéfficient du dernier terme,
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De tout cela nous pouvens conclure quiune équation quelconque,
dont aucun terme n’est fractionnaire ou incommensurable , contient
parmi l¢s diviseurs entiers de son dernier terme, soit ses racines
commensurables , soit les produits'deux-é-.deux, ou trois-a-trois, etc.
de ses racines. Ainsi lorsqu’on se sera bien assuré quaucun des
diviseurs du dernier n’est ni une des racines de I’équation, ni le
produit de deux ou d'un plus grand nombre de racines, il sera
bien évident que léquation n’a aucune racine, aucun produit
deux-a-deux, ou trois-a-trois, etc, de ses racines, qui ne soit
incommensurable. .

Supposons maintenant que les coéfficiens des termes d’une équa-
tion quelconque soient respectivement p, g, 7, s, £, ¥; Supposons
de plus que les signes de ces cocfliciens soient changés dans tous
les termes ol ils doivent P’étre. En observant bien les signes que
doivent avoir les différens termes, on aura, p =a, pa+29=24,
pbtqat3r=c, pct+bgtrat4s=4d, pe+qctrb+sa+
st=¢, pedqd+rc +sb4ta-+ 6v=Ff, et ainsi jusqua l'infini,
en suivant .la marche de la progression. Et a sera la somme des
racines, 4 la somme des quarrés de chacune des racines, ¢ la somme
des cubes, 4 la somme des quatriémes puissances, e la somme des
cinquiémes, f la somme des sixiémes, et ainsi du reste ; de manicre
que dans Péquation a* — x*® — 192> 4 49x — 30==0, ol le
coéfficient du second terme est — 1, celui du troisitme — 19,
celui du quatriéme + 49, celui du cinquiéme — 30, il faudra faire,
P=1,9=19,r=— 49, s=130. Delad on tirera, a=p=1,
b=pat29=14+38 =39, c=pbt+qgat+3r=39+ 19—
147=—89, d=pc+qbtra+ 4s=—89 4 741 — 49+

720 ==723. Ainsi la somme des racines est 1, la somme des
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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quarrés des racines est 39, la somme des cubes est — 89, et la
somme des quatriémes puissances est 723. Or les racines de cette
équation étant 1, 2,3, —§, et leur somme 1 243 — 35, il
est clair quelle se réduit & 1; la somme des quarrés est 1 4 44
9 4 2§ =139 ; celle des cubes est 148 + 27 — 125§ =— 89, et
celle des quatriémes puissances est 1 4 16 + 81 + 625 = 723. (68).

Des limites des Equaziorzs.

Cest par la méthode précédente que lon parvient 3 déterminer
les limites entre lesquelles sont renfermées les racines d’'une équa-
tion, lorsqu’elle n’en contient point d’imaginaires; car chacun des
quarres des racines étant positif, leur somme sera aussi positive, et
surpassera le quarré de la plus grande racine. Par la méme raison,
la somme des quatriémes puissances de toutes les racines surpassera
la quatriéme puissance de la plus grande racine, et la somme de
leurs sixiémes puissances surpassera la sixi¢éme puissance de la plus
grande racine,

Si vous désire donc connaitre la limite qu’aucune racine ne peut dépasser,
cherchez la somme des quarrés des racines , et prenei-en la racine quarrée,
elle sera nécessairement plus grande que la plus grande racine de équation.
Vous approcherey plus prés de la valeur de la plus grande racine, si vous
extrayey la racine quatriéme de la somme des quatriémes puissances; plus
prés encore , si vous extrayey la racine sixiéme de la somme des sixidmes
puissances , et ainsi a linfini. (69).

Ainsi, dans l'équation précédente, la somme des quarrés des
racines étant 39, et la valeur la plus approchée de ‘/; étant 6 £,

T

on voit que 6 ; est plus ¢loigné de zéro qu'aucune des racines
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1, 2, 35 —§, de I’équation. Mais la racine quatri¢me de la somme

4
des quatriémes puissances étant |/ 723, ou § % environ, approche
encore plus-de — 5, racine la plus éloignée de zéro.

Si entre la somme des quarrés et la somme des quatriémes puis-
sances des racines, on prend une moyenne proportionnelle géome-
trique, elle sera un peu plus grande que la somme des cubes des
racines prises toutes avec des signes positifs. (70). Ensuite si I'on
ajoute a cette moyenne proportionnelle la somme des cubes, prise
avec son propre signe, cest-a-dire le signe avec lequel on I'a trouvée
d’abord; qu'ensuite on Pen retranche, et qu’on prenne la demi-
somme et la demi-différence de ces deux quantités, la demi-somme
sera plus grande que la somme des cubes, de toutes les racines
positives de I'équation, et la demi-différence plus grande que la

somme des cubes des racines négatives,

Donc la plus grande des racines positives de Péquation sera plus petite
que la racine cubique de cette demi - somme, et la plus grande des racines

négatives sera plus petite que la racire cubique de cette demi-différence, (71).

" Ainsi dans I'équation précédente , la moyenne proportionnelle entre
la somme des quartés des racines 39 et la somme de leurs quatriémes
puissances 723, est 168 environ. La somme des cubes prise avec
son signe propre, est, comme nous l'avons trouvée plus haut,
— 89. La demi-somme de 168 et de — 89, est 39 +; etla demi-
différence de ces deux mémes nombres est 128 L. La racine cubique
de 39 ; est 3 } environ, quantité plus grande que la plus grande
racine positive qui est 3. La racine cubique de 128 % est, A trés«
peu pres, § -5, quantité plus grande que la racine négative — g4
On voit, par ¢et exemple, combien on peut approcher de la valeur
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de la racine d'une équation, lorsqu’il n’y en a qu’une seule positive,
ou une seule négative. Cependant on en approcherait encore de plus
plus prés, si, aprés avoir cherché une moyenne i)roportionnelle
entre la somme des quatricmes et la somme des sixiémes puissances
des racines de I’dquation, on cherchait encore la somme des cin-
quiemes puissances des racines, et que, prenant la demi-somme et
la demi-différence de ces deux quantités, on tirdt la racine cinquie¢me
de cette demi-somme, et la racine cinqui¢me de cette demi - diffé-
rence, Car la racine cinquieme de la demi-somme surpasserait encore,
mais moins que ci-dessus, la plus grande racine positive de 1’équa-
tion; et la racine cinqui¢me de la demi-différence surpasserait aussi,
mais moins que précédemment, la plus grande racine négative. Nous
avons vu plus haut, qu’en augmentant ou en diminuant toutes les
racines d’'une équation, on pouvait rendre une quelconque d’entre
elles, la plus petite de toutes, et ensuite convertir cette plus petite en
la plus grande; cnfin rendre toutes les racines négatives, hors la plus
grande. Il résulte de-13, qu'on peut approcher aussi prés qu’on veut
de la valeur d’une racine cherchée. .

Si dans une équation toutes les racines sont négatives, excepté deux , on
peut en déterminer la valeur par la méthode suivante:

Ayant trouvé, par la méthode précédente, la somme des cubes des
deux racines positives, celles des cinquicmes et septiémes puissances
de toutes les racines, cherchez entre les sommes des cinqui¢mes ¢t
des septi¢mes puissances, une moyenne proportionnelle géométrique ,
et cette moyenne proportionnelle sera, A trés-peu pres, la différence
entre la somme des sixi¢mes puissances des racines positives, et la
somme des sixiémes puissances des racines négatives; ajoutez donc
la somme des sixiemes puissances de toutes les racines  cette moyenne

Tome 1I, D
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proportionnelle,, ensuite retranchez-'en, et la moitié de la premicre
quantité sera la somme des sixicmes puissances des racines positives,
et la moitié de la seconde, la somme des sixiémes puissances des
racines négatives. Ainsi, prenant et la somme des cubes, et la somme
des sixiémes puissances des deux racines positives, doublez la somme
des sixi¢mes puissances, et retranchez-en le quarré de la somme
des cubes, tirez la racine quarrée du reste, et cette racine quarrée
sera la différence des cubes des deux racines positives. Or, une fois
qu'on a la somme et la différence des cuhes, on a les cubes eux-
mémes. Tirez donc leurs racines cubiques, et vous aurez, a trés-
peu prés, la valeur des deux racines positives. Et si Pon exécutait
une opération analogue dans des puissances plus élevées, on obtien-
drait une approximation encore plus grande des deux racines. Mais
cette méthode de trouver 18s limites ne peut étre que de trés-peu
d’usage A cause de la difficulté des calculs’; et dailleurs elle ne
peut s’appliquer qu'aux équations qui ne contienncnt point d’ima-
ginaires. Je vais donc enseigner, pour trouver les limites, un autre
moyen plus facile, et qui s’étend & toutes sortes d’¢quations.
Multipliez, chacun des terntes de Uéquation par lexposant de Clinconnue
dans ce terme, ensuite divise; le produit par la racine. Recommence; .la
méme opération sur Déquation résultante, et conmtinuey ainsi jusqu’a ce que
vous arriviey a un reste qui ne contienne plus que deux termes, Alors si
dans ce dernier reste, ainsi que dans ceux de toutes les opérations précée
dentes s vous substituey pour linconnue , un nombre de méme signe que le
werme le plus elevé de Uéquation proposée, et que, par Ueffer de la substitu-
ton, tous ces restes aient des résultars de méme signe que le terme le plus
élevé de Déquation proposée ; le nombre que vous aurey substizué pour Uin-
sonnue ~sera plus grand que la plus grande racine positive de Uéguarion (72).
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Si Pon propose, par
exemple, I’équation. ..
je multiplie les termes

de cette équation par. .

Et le produit étant..
je le divise par x, ce qui
le réduit a..........

Je multiplie ensuite
ses termes Par.......
ce qui donne........

Et en divisant tout
par x, il vient.......

Je multiplie par....
ce qui produit.......

Je divise cette der-
niére par 12x, et j’ai

Je multiplie par....

(33 I+ AP

27

x5 =2x*t—10x° + 302"+ 63 x~120=0,

s 4 3 2 I [+ 9

5 — 8t — 3ox3+60x’+ 63x = o,

;x‘—8x3—30x1+6ox+63=o“

4 3 2 I 0,
20x* —24x* — 6o x* + 6ox — o.

20x% — 244* — 6ox 4+ 60 =0,
3 2 1 o,

Gox? — 48 x* — 6ox = o.

5x"-—4x—5=o.
2 1 o,

10x* — 4x==o0.

qui, étant divisé par

2x, donn€..iveiis. §xX —2==0,

Maintenant , le terme le plus élevé x* de I'équation, étant positif,
je cherche quel nombre positif substitué 2 la place de x dans chacun
des résultats qu'on a obtenus, ainsi que dans I'équation proposée,
les convertit tous en nombres positifs. Jessaie d’abord 1, que je
substitue a la place de x dans § x — 2, ce qui le transforme en + 3 ;
mais ce méme nombre 1 substitué dans §x* — 4x — 5, le trans-
forme en — 4, quaniité négative. Ainsi la limite est plus grande

D2
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que 1, j’essaie donc 2, et le substituant & la place de » dans les

FESUMALS ) OM @ueeeetonnuieennnnnerancaosennseasosnnasessnne

il E el SN PR R
§4° —6x" —15x + 15, ..iiaienen. { qui devient {4+ 1
yx*— 8x® — 302 4 Gox + 630 ceeceeses |4 79
%' —2x%— 102 308 4+ 63x—120 { ...o.in.. |4 46.

5x M eeessers et e e annn

Ainsi les nombres 8, 7, 1, 79, 46, étant tous positifs,, le nombre
2 est plus grand que la plus grande racine positive de Péquation.
De méme, si je voulais chercher la limite des racines négatives,
Jessayerdis des substitutions de nombres négatifs, ou, au lieu de
cela, je changerais dans tous les résultats, et dans P’équation pro-
posée, les signes des termes de deux en deux, et je substituerais
des nombres positifs. En effet, en changeant les signes des termes

de deux en deux, les résultats et I'équation proposée deviennent.....

§x 42
§x*+ 42 —§
§xP 4 6x* — 1§x — 1§
5§ x* 4 8x* — 30x* — Gox + 63
x° 4 2x* — 104° — 304 4+ 63x + 120,

Je choisis parmi ces résultats, un de ceux qui ont le plus de signes .
négatifs, par exemple, §x*+ 8x* — 304> — 60x + 63 ; 'y subs-
titue A la place de x, les nombres 1 et 2, ce qui le convertit res-
pectlvement en deux nombres négatifs — 14, et — 33. Ainsi la
limite est plus grande que — 2; mais en substituant le nombre 3,
il en provient le nombre positif 234, Maintenant je substitue le
méme nombre 3 dans les autres résultats, ainsi que dans la proposée ,

et il en provient toujours des nombres positifs. D’olt je conclus
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DES EQUATIONS. 29
que le nombre — 3 est plus grand qu'aucune racine négative. Par
conséquent, 2-et — 3 sont les limites entre lesquelles sont renfer-
mées toutes les racines de Iéquation.

La connaissance de ces limites est utile pour trouver les racines
rationnelles d’une équation, ainsi que pour déterminer ses racines
incommensurables, Elle sert & nous €pargner des tentatives inutiles qui
nous feraient chercher des racines au-deld des limites ol elles sont ren-
fermées. Par exemple, que je veuille connaitre si la derniére équation
contient des racines rationnelles, il est certain, par tout ce que nous
avons vu, qu'elles ne peuvent se trouver que parmi les diviseurs du
dernier terme 120; ainsi je devrais substituer successivement chacun
de ces diviseurs, a la place de x, et si aucun d’eux ne réduisait
Péquation  zéro, j’en conclurais qu’elle n’a point de racines ration-
nelles. Mais le dernier terme 120 a un grand nombre de diviseurs,
ce sont 1,2, 3, 4, 5,6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 6O,
et 120. Et pris en moins, ce sont =1, -2, -3, -4, — 5, -6,
-8, -10, =12, - 1§, =20, —24, =30, — 40, — G0, — 120
La substitution de tous ces nombres serait fastidieyse. Mais en sachant
que toutes les racines sont renfermées entre les limites 2 et — 3, nous
sommes déliveés de ce travail, car il n’est plus question que de
substituer ceux des diviseurs du dernier terme qui se trouvent com-
pris entre les limites, et qui sont ici, 1, — 1, et — 2 et si aucun
de ces nombres n’est une racine, on est siir alors que I'équation n’a

aucune racine commensurable (*).

(*) Il me semble que cette méthode de trouver les racines commensurables
qu’une équation peut renfermer, est bien préférable dans la pratique, & celle
qui a été enseignée i la page 46, TomeI'", sur-tout quand le dernier terme a
beaucoup de diviseurs,
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Réduction des Equations par les diviseurs incommensurables.

———E e —

IUSQU’ICI jai donné les moyens de réduire les équations qui
ont des diviseurs rationnels. Mais avant de conclure qu'une équation
de quatre, six, ou un plus grand nombre de dimensions, est irré-
ductible, il faut avoir essayé si elle n’aurait pas pour diviseur quel-
que quantité sourde ou incommensurable; ou ce qui revient au
méme, il faut voir si P’équation ne pourrait pas &tre partagée en
- deux parties égales, de chacune desquelles on piit extraire la racine.
La méthode suivante nous en fournira le moyen.

Ordonney Péquation par rapport aux dimensions de linconnue, et faisant
passer tous les termes dans un seul membre , afin que la totalité soit égale
a 7éro ayey soin que le terme ok se trouve la plus hause puissance de Lin=
connue , soit toujours positif. Ensuite, si U'équation est quarrée (car je veux
aussi, a4 cause de lanalogie, y faire entrer ce cas), rezranchey, de pare
et d’autre, le dernier terme, et ajoutey, aussi de part et dautre, le quarré
de la moitié du coéfficient du terme moyen.

Soit I’équation x*— ax — b == o0, retranchez, de part et d’autre,

— b, et ajoutez 34*, et il viendra, x* —ax+ ;=564 a’

, et
: . ,
en tirant la racine quarrée de chaque membre, on aura.........
x—jza=zk \/b+ia", ou bien x==a=%t Ve + 1 a*.

Si Uéquation est de quatre dimensions , comme x* 4+ px® 4 qx*+
rx s ==0, o0& p, q,r, s désignent les coifficiens des termes de Déqua=

rion, avec les signes qui leur appartiennent ; faites
’ pp ’ )

— = r—iap=20, s—ia =3
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désigney par n un diviseur commun de 8 et de 2 & Il faut que ce diviseur
commun soit un nombre entier, mais non pas un quarré; il faut de plus
que, dans le cas ot Uun des deux nombres p et r, serait impair, ce divi-
seur commun Soit impair, et qu'étant divisé par 4, i laisse Uunité pour
s . » B . .

reste. Désigney aussi par k, un diviseur de ~— , si p est un nombre pair :
mais si p est impair, k ne désignera que la moiti¢ dun diviseur impair de
B . .

—. Enfin k sera 3éro, si (3 est nul ou zéro. Retranchey le quotient de
cette division de L pk, et appeley I la moitié du reste. Faites ensuite. . . ..
a k2 . < e .
-—+T"— = Q, ez voyeg si la division de Q> — s par n est possible , e
st de plus, la racine de ce quotient est rationnelle et égale a I Si toutes ces
conditions ont liew , ajoutez & chaque membre de léquation nk®x* -4

ankix 4+ nl*, et en tirant la racine, vous QUIEY..eveveevsavsnnas
x2+-;-px+Q=(kx+l)‘/;. (73)-

ExEMPLE. Soit proposée Déquation x* 4 12x — 17 ==o0.
Comme p et g manquent, que r =12, €t s == - 17, si on subs-
titue ces nombres dans les formules, on aura, z==0, f=12, €t

¢==—17, et le diviseur commun de g(12) et de 2¢(—34)
étant le seul nombre 2, il sera désigné par n. Donc —-f‘— =6. Il faut

essayer successivement pour k chacun des diviseurs de 6, qui sont

1, 2, 3, 6; et ensuite les valeurs respectives de /, qui sont — 3,

k2 .

—3i, —1, — £ Dun autre c¢6té on a, “";" = Q, ce qui
. . . . 02 — .

se réduit 2 k* = Q. Et il faut aussi avoir ~—=, Cest-a-dire,

[/_9%7— =/ Si Pon écrit successivement pour k les nombres

pairs 2, 6, Q devient respectivement 4 et 36, et Q> —s sera

un nombre impair, qui ne pourra par conséquent Etre divisé par
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7 qui est 2 ; ainsi il faut rejeter les deux nombres 2 et 6. Mais lorsqu'on
met pour k les deux nombres 1 et 3, Q devient 1 et 9, et Q* —s
devient respectivement 18 et ¢98. Ces deux nombres sont divisibles
par n, et Pon peut extraire les racines de leurs quotiens. Ces racines
sont respectivement == 3 et Z=7. Cependant la seule racine — 3
est €gale & une des valeurs de 4 Je fais donc k=1, /=—3, et
Q == 1. Ensuite j’ajoute & chaque membre de I'équation, nk*x* 4
anklx 4 nl, ou bien, 2x*— yr2x+ 18, ce qui me donne,
x* g 2x* 4 1= 24" — 12x 4 18, qui devient, en tirant la racine
quarrée, x* + 1 =x V2—3 V2. Si vous voulez méme éviter
une extraction de racine, faites, x>+ fpx+ Q= (kx+1/) Vi,
et vous trouverez, comme auparavant, x*41=(xr—3) Xk V.
Et en tirant de nouveau la racine de cette équation, on a...
x=iVak Y 1 =3 V 2. Cest-a-dire, a cause des varias
tions des signes, x =— 1V 24 V3Va—i, eteeunnnnn..
x=—§\/_— 3\/:-—';; ensuite x=§‘/—z—+ |/—3 V-1

22

et x=1= Vi — l/—- 3 V2 — % Telles sont les quatre racines
de Péquation proposée, x* - 12x — 17 ==o0. Mais de ces quatre

racines les deux derni¢res sont imaginaires.

Soit proposée I'équation at— 6x° — §8x* — 114x — 11 =03
et que Pon désigne respectivement — 6, — 58, — 114, — 11 par
Ps 9s Ty S, etonaura, — Gy =a, — 315 =0, et — 11333=4.
3 est le diviseur commun et unique des nombres § et 2¢, ou de

— 3 IS
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— 315 et de — BB Aingi # sera ici 3, eté ou — 10§ aura

pour diviseurs 3, 5, 7, 15, 21, 35, et 105, quil faut essayer
pour k. Ainsi j’essaye d’abord 3, et en divisant % ou — 10§ par k
ou par 3, je -retranche le quotient — 35, qui en provient, de
1pk, ou de —3x 3, et le reste est + 26, dont il faut que la
moitié 13 soit égale a Z. Mais i'l';’iz—, ou ;672—'{'21-, o — 20 est
égal 3 Q; on aura donc, Q*—s==411, qui est divisible par »
ou 3, mais le quotient 137 ne donne pas une racine rationnelle.
Ainsi je rejette 3, et Jessaye de mettre § pour k, et le quotient
de la division de —f— par k, ou de — 105 par § est — 21, qui,
étant retranché de {pk, ou de — 3 x5, donne pour reste + 6,
dont la moiti¢ 3 sera Z Ensuite Q ou 28| cest-3-dire :—%ﬂ-
se reduit & 4, et Q* — s, ou 164 11 est divisible par 7, et le
quotient étant 9, a une racine rationnelle 3, qui est identique avec
la valeur trouvée pour X Ainsi je conclus que /=3, k=7, Q= 4,
et z=13. Donc en ajoutant a chaque membre de Péquation pro-
posée, nk*x* 4 anklx 4 ni*, ou ‘75x’ + 90x 427, on pourra
extraire la racine de chaque membre, et on aura, 2?41 px +
Q=_(kx+1)Vz, oubien, x¥* —3x+4==E(5x43)V73.

. . . b=y ry
Et en tirant une seconde fois la racine, x== _L;\W -=....
Vgt 2V5,

_ 2

De méme, si Pon proposait I'équation x* — 9x3 152t —
27x +9 =0, ’écris respectivement — 9, 15, ~ 27, et + g

Tome 11, E

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



34 REDUCTION DES EQUATIONS
pour p, ¢, r, s; et il vient — g% pour &, — 50§ pour 8, et
2 Z pour & Les diviseurs communs de g ou — 2%, et de 2¢ ou-

L35 sont 3, §5, 9, 15, 27, 45, €t 135; mais 9 est un quarré, et
les nombres 3, 15, 27, 135 étant divisés par 4, ne donnent pas
Punité pour reste, comme ils devraient la donner, 3 cause du
nombre impair p. Je rejette donc tous ces nombres, et il ne reste
que § et 45, quil faut essayer pour z. Faisons d’abord n=17§; et
il faudra essayer pour k la moitié de chacun des diviseurs impairs
de % ou — &, qui sont, 3, 2, 2, 3%, L. Si Pon met  pour k,
le quotient — &', qui provient de la division de -% par k, ce
quotient, dis-je, étant rétranché de ipk ou — 2, donne pour
reste 18, qui sera 2/, Et -fi”"-i’— = —2sera Q, et Q*—s ou"
— 5 est divisible par » ou §; mais le quotient étant —. 1, la
racine en est impossible, et cependant il faudrait qu’elle fiit 9.
Ainsi jen conclus que k ne peut étre 1. Vessaye donc 7. En divisant
—5— ou — &% par k(21), le quotient sera — 27, que je retranche-
de fpk ou — 27, et il reste o. Ainsi / sera aussi o. Or, dans cette

hypothése, “—t—'i =3=0Q, et Q*—s=o0. Donc la seconde

valeur de / devant égaler |/ -gu:’—, sera encore o. Toutes les
conditions sont donc reniplies, et jen conclus que n=73, k=12,
l=o0, et Q=3. Ainsi jajoute a chaque membre de Iéquation
proposée la quantité nk*x* + 2nlkx+nl, qui se réduit a -i’:;.
Et en extrayant la racine quarrée de chaque membre, il vient,
#* 4 1px +Q=(kx+1)Vz, ou bien, x*—2x+3=1x V5.

On parvient par la méme méthode a réduire les équations littérales. Si,
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par exemple, on a x*—24x* (22> — ¢ ) x* — 22 xat =0,
en substituant respectivement — 22, 24> —¢*, — 24°, et +at
pour p, g, r, S, On aura, a=a* —¢*, B=—qc* —a’, et
{=3la*4-1a*c* — ;c*. Le diviseur commun de g et de 2¢ est
a*+¢*, qui sera par conséquent 7, et % ou — a n’a pour diviseurs
que 1 et a. Mais parce que 2 est de deux dimensions, et que
kV'z ne doit en avoir quune seule, il s’en suit que k ne doit
avoir aucune dimension; il ne peut donc étre a, il faut donc qu’il
soit 1. Et en divisant -é- par k, et retranchant le quotient — a de
fpk ou —a, il restera zéro pour la valeur de Z Ensuite :I'?"—L >
ou a* = Q, et Q*—s, ou a* — a* ==o0. Ainsi la seconde valeur
de / est encore zéro, ce qui prouve que les valeurs trouvées pour
7z, ky I, et Q sont bonnes. Ainsi jajoute A chaque membre de
Péquation proposée, nk*x* 4 2nklx 4 nl, Cest-d~dire, a* x* 4 c* x%;
alors la racine de chaque membre peut étre extraite, et il vient,
¥ rpx+ Q= (kx+l)\/;, ou bien, x* — gx  a® =....
== xV &* + ¢, Et en tirant de nouveau la racine quarrée, on a,
s=laxiVi4k l/ic’— i laV i F

Jusqu'ici nous avons appliqué la régle & Pextraction des racines

sourdes, mais on peut aussi en faire usage pour trouver les racines

rationnelles ; il suffit pour cela de supposer » = 1. En faisant cette

recherche, nous pourrons en méme temps nous occuper d’une autre,

qui sera de voir si une équation, n’ayant aucun terme fractionnaire

ou affect¢ de radicaux, ne contiendrait pas quelque diviseur de

deux dimensions, soit commensurable, soit incommensurable, Si
E2
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Pon nous donne, par exemple, Péquation x* — 23 — §2* 4 128 —
6 =0, en substituant respectivement — 1, — §, + 12, et — G,
pour p, 4, 7, s, il viendra, « = — 5%, f=193. Et dans cette
supposition de » =1, les diviseurs de % ou ZFsont 1, 3, §, 15,
25, 75, dont il faut essayer les moitiés pour k, parce que p est

impair. Si P'on essaye d’abord { pour k, on aura, ;pk— —,%— =—79,

vt — . a-}nk> - . Q2=
et sa moiti¢ — ; ==/ Ensuite — = ;= Q; et S—u=
6L=21 dont la racine est identique avec la valeur trolivée
pour 2.

Fen conclus donc que les valeurs prises pour 7, k, £, Q, sont
bonnes , et quen ajoutant & chaque membre de Iéquation,
nk*x* 4+ anklx 4 nl*, cest-a-dire, 6ix* — 12;x4 67, il sera
possible d’extraire la racine de chaque membre, ce qui donnera,
x4+ ipx + Q= (kx + 1)V n, ou bien, 2* — tx+ ;=
F=(2ix — 21)x1. Ou bien, les deux équations suivantes,
‘x* — 3x 4 3=0, et x* 4 2x — 2 == 0. Ainsi ces deux dernicres
équations sont les facteurs de Péquation du quatriéme degré. Mais
on trouve les diviseurs rationnels de cette espéce, d’une maniére
bien plus expeditive par la méthode que nous avons enseignée pré-

cédemment, Tome I°*, page 49.

1l arrive souvent que les diviseurs de —'f— ¢tant en grand nombre,
ce serait un travail trés-pénible que de les essayer tous successive-
ment pour k. Voici un moyen d’abréger les essais. Cherchez les
diviseurs de as — %r*, car parmi ces diviseurs, ou parmi les moitiés
de ceux qui sont impairs, il doit s’en trouver quelqu’un qui soit

égal & Q. Cest ainsi que, dans le dernier exemple, as— 37, ou
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— 2, ayant pour diviseurs 1, 3, 9, il faut que parmi ces diviseurs
1, 3,9, ou leurs moiti¢s £, 2, 2, il se trouve quelque nombre
qui soit égal A Q. Ainsi ayant essayé successivement pour k les

.o .. .. B . . s ; ;
moitiés des diviseurs de la quantité —, qui sont 3, 3, 1, 11 21,

et Z1, je rejette toutes celles qui ne convertissent pas la quantité
1o+ tnk*, ou — 3 +3k* en Q, Clest-a-dire en quelqu'un des
nombres 1, 3, 93 =+, 2, 2. Ainsi en écrivant respectivement
pour k, £, 3 3 1 etc., il viendra aussi respectivement, — I,
— 3, 41, 45, etc. pour Q. Et — %, 4 1 sont les seuls qui se
trouvent répétés dans la série des nombres 1, 3, 95 7, 2, 2. Ainsi
rejetant tous les autres, je fais k=24%, ce qui donne Q=—1;
ou bien k=%, ce qui donne Q =3. On examinera ccs deux
cas. Mais en voild suffisamment pour les équations de quatre

dimensions.

Qu’on donne a réduire Péquation de six dimensions, x% 4= px® 4= qx* 4

rx® 4 sx* 4 rx + v == o. Faites,

gq— P =a,r—jpa=f,s—ipf=ty.,
—ie={, t—af=pu, v—3; 3 =

Ze'—' i"u,z == A.

Ensuite prenez pour n quelqu’un des diviseurs communs de 22,
ws 28, et il faut que ce diviseur commun soit un nombre entier
et non quarré, ni divisible par un nombre quarré, et que de plus,
étant divisé par 4, il donne lunité pour reste, lorsque quelqu’un
des nombres p, r, ¢ est impair. Prenez pour k quelqu’un des divi-

. . A
seurs entiers de la quantité —~-, dans le cas ol p est un nombre

pair, ou si p est impair, prenez la moiti¢ d’un diviseur impair.
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Enfin dans le cas ol a sera zéro, k sera aussi zéro. Prenez pour Q
la quantité a4 ;2k*, et pour /, quelque diviseur de la quantité
k%l‘:_‘_, si Q est un nombre entier; ou la moitié d’un divi-
seur de la méme quantité, si Q est une fraction ayant poﬁr déno-
minateur 2. Enfin / sera zéro dans le cas ol la quantité 2»'—_%1'—'—"
serait z¢ro, Faites R=1%r — 1 Qp + nki; ensuite essayez si R* —v

ne serait pas divisible par 7z, et si 'on ne pourrait pas extraire la

racine du quotient, et enfin si cette racine ne serait point égale 3

QR—-izt Q_*—{-pR—nl‘—:
, et a — .

Si toutes ces conditions sont

remplies, appelez cette racine m; et au lieu de I'équation proposée,
écrivez celle-ci, 2 + ;px* + Qx + R=(kx* +ix+m) V.

En effet, si on quarre chaque membre de cette équation, et
quon transpose tous les termes d'un méme c6té, elle rendra
Iéquation proposée. Mais si dans aucun cas toutes ces conditions
ne peuvent avoir lieu, et qu'on se soit assuré d'avance que I'équa~
tion n’a point de diviseur rationnel, on peut &tre certain que

Péquation est irréductible,

ExEMPLE. Soit proposée Péquation........eeeeserenens.

— 245" Iy :
2% —2ax’ e 2B xt - 248 - 2235 ( x* 32"6" =o0. S1 Fon
— 4ab?

écrit respectivement , — 2@, =256, 4228, —.24°6* 4 24°5 —
4ab®, o, et 3a*b* — a*b?, pour p, g4, r, s, ¢ et ¥, on aura,
@ =28 —a", B==gab* —a’, y =22 b+ 270> — 4ab® — a*,
= — ' 2a b 3 — 4o — Lt g 10 k3O —
4abt, et 0=—2a"b* 4 g*p* — %45, Les termes 20, » €t 28 ont
pour diviseur commun, ¢*— 24*, ou bien 25* — 4*, selon que &*
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est plus grand ou plus petit que 24* Soit a* plus grand que 246,
et on aura, a* — 25> =n; parce que z doit toujours étre positif,
Ensuite —E—=—%az+zab+§bz, L= —1a* 4248, et.....
2 miatpiatB Al o x - — = =t tat—
1a*h 4 Ld’ b — 34 b*, dont les diviseurs sont, 1, ¢, 4*. Mais
comme k V7 ne peut étre que d’une seule dimension, et que Va
est déjd dune dimension, il s’en suit que k ne peut avoir aucune
dimension, et par conséquent il ne doit €tre qu'un nombre. Je
rejette donc a et a*, et il ne reste que 1 pour k. D’un autre coté,
ta+ Ltnk* donne o pour Q, et -2-'—_%”—_—'— est aussi 0; par
conséquent /, qui doit &re un des diviseurs de cette derniére
quantité, sera également o. Enfin £r — Zp Q + nk! donne pour R,
ab*; et R* — y == — g*b* 4 a*b*, quantité qui peut étre divisée
par n, ou a* — 25%, et le quotient étant 4*5*, on peut en extraire
la racine, qui est ab. Cette racine prise négativement, étant com-
QR—

' ou o 1 d
~—*— ou 5, on peut la regarder

, ETR
parée A la quantité indéfinie ——

comme lui étant égale, et elle est bhien certainement A la quantité

. 2 — 7 12— « e e . .
déterminée, L2 I:n 2——". Ainsi je désigne cette racine — ab

par m, et au lieu de IPéquation proposée, je puis écrire....
4 ipx* 4+ Qr+R=(ka* +Ix4m)Vn, cCest-a-dire.....
% — ax’ - abt = (x* — ab) V& —25%; on peut sassurer de la
légitimité des opérations qui nous ont amenés A cette équation,
ainsi que de la bonté de I'équation elle-méme, en quarrant chacun

’

de ses membres, et transposant tous les termes d’un méme cOté;
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car par-13 nous retrouverons léquation, x6-— 2ax’ -4 25 x% 4
226 %3 — 22* 0P x* 4= 24’ bx* — gab’x* + 3476 — a*b* =0, qui
est ’équation méme qu'on avait proposé de réduire.

Si on a une équation du huititme degré, telle que x*—+px7 4
gx +rx’ dsxt 1P f vt - wx + g = o, et quon fasse
a=q—%p", B=r—iap, y=s—ipf—za’, F=r—
1py—tuf, e=v—tay—if', {=w—1ify, € u=

— %97 Qu’on cherche maintenant un diviseur commun des quan-
tités, 28, 2¢, 28, 8u; et il faut que ce diviseur commun soit un
nombre entier, non quarré ni divisible par un quarré; il faut de
plus, que dans le cas ol un des coéfficiens p, 7, £, w des termes
alternes serait impair, il faut, dis-je, que ce diviseur commun étant
lui-méme divisé par 4, laisse Punité pour reste. Si.on ne trouve
aucun des diviseurs communs qui remplisse toutes ces conditions,
on peut étre certain que I’équation n’est pas réductible par I'extrac-
tion d’une racine sourde du second degré, Et lorsqu’elle ne sera pas
réductible, il sera méme bien difficile de trouver un simple diviseur
commun des quantités 28, 2¢, etc. Jusquici tout notre travail a
été employé A examiner si une équation était réductible ou non;
mais comme ces réductions sont rarement possibles, en voild suffi-
samment sur cet article,

Cependant nous observerons encore que c’est par une méthode semblable
qon Sassurerait si une équation du dixidme ou du douzitme degré, om
méme d’un degré plus élevé, est irréductible.

Par exemple, si Pon a celle-ci, x™ 4 pa® 4 ga® fra’ 4 sx° 4
tx’ kvaxttax* ¢ ba*+cx+d=o0, on fera, a=qg— 37>
B=r—ipa, y=s—jpB—ia’, d=t—spy—iaf>
smy—ipd—tay— i@, {ma—ipsi—iad—ify, p=b—

i8¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PAR LES DIVISEURS SOURDS. 41
LA =—39" b=c—1yd, et enfin x=d— 1 Il faudra
chercher le diviseur commun des cinq termes 2¢, 2¢, Sp, 40,
8x; il faudra que ce diviseur soit un nombre entier, non quarr¢;
et si quelqu'un des coefficiens des termes alternes p, r, ¢, a,c est
impair, il faudra de plus, que ce commun diviseur , étant lui-méme
divisé par 4, laisse l'unité pour reste.

Si 'on a Péquation de douze dimensions, x™ -px''4 gx° 4
rx’ fsxt e’ FvaS faxt bt cxP fdx*fexff=o, i
faudra faire, a=g¢—4p% B=r—Ltpa, y=s—ipf— ;a5
d=t—ipy—iaf, e=y—ipd—iay— 36, {=a—zpe—
tad — 1By, wm==b—tac— 10 —3yt, O==c— ffc—
1y, x=d—1%:c— 19, r=me— 1, p=f—3e Et il
faudra chercher un diviseur commun, qui soit un nombre entier et
non quarré, des six termes 2, 8u, 40, 8x, 42, 8p; et si un
des coéfficiens p, 7, £, 2, c, e des termes alternes, est impair, il
faudra que ce commun diviseur étant lui-méme divisé par 4, laisse
Punité pour reste,

On pourra procéder de cette maniére jusqu'd I'infini, et Pon sera
certain que Péquation sera irréductible, par Pextraction d’une racine
sourde quarrée, toutes les fois qu’on ne trouvera pas un diviseur
commun avec toutes les conditions que nous avons énoncées. Si donc
on trouve un diviseur z qui donne lespérance de pouvoir réduire
Téquation, il faudra se guider pour les opérations, sur 'exemple que
nous allons donner, en réduisant une équation du huitiéme degré.

Cherchez un nombre quarré tel, quétant multiplié par z, si 'on
ajoute au produit le dernier terme z de 1’équation avec son propre
signe, la somme fasse encore un quarré. Cela s’exécutera bien facile-
ment de la manié¢re suivante : si z» est un nombre pair, ajoutez

Tome 11, F
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sticcessivement & 7, les nombres, 2, 37, 57, 77, 9n, 117, etc.,
mais si z est impair, c’est 3 47 qu’il faudra ajouter successivement
- n, 3m, §n, 7y 9n, 117, €tc.; et dans Pun ou lautre cas, il
faudra essayer les termes, en suivant la progression, jusqua ce qu’on
tombe sur quelque nombre quarré; et pour cela, je suppose quon
a sous les yeux la table des nombres quarrés. Mais si, avant qu’aucune
des sommes essayées donndt un quarré, on trouvait que la racine
quarrée de Pune quelconque d’entre elles, augmentée de la racine
quarrée de lexcés de cette méme somme sur le dernier terme de
I'équation, donne une quantité plus grande que le quadruple du plus
grand des coéfliciens p, ¢, 7, s, £, v, etc., de I'équation pro~
posée, il serait inutile de pousser plus loin les tentatives, I’équation
est irréductible. Mais si c’est le quarré qu’on rencontre d’abord, on

appellera sa racine §, si z est pair, ou 2§, siz est impair; et on fera

l/ 52;_ L=k Sin est pair, S et & doivent étre des nombres

entiers ; mais si # est impair, S et & peuvent &tre des nombres frac~
tionnaires ayant 2 pour dénominateur. Et sil 'un des deux est frac-
fionnaire, il faut que lautre le soit aussi. On dira la m€me chose
des nombres R et m, Q et /, p et k quon trouvera ensuite. Il
faudra écrire dans une table, tous les nombres § et 2 qui se trouve-
ront comptis dans les limites assignées. Ensuite il faudra essayer
pour k tous les nombres qui ne donneront pas nk == ; p plus grand,
que le quadruple du plus grand coéfficient de I'équation. Et dans
nk*4a
2

tous les cas, on fera = Q. Aprés cela, on essayera pour

i, tous les nombres qui ne feront pas n/== Q plus grand, que

le quadruple du plus grand coéfficient de Péquation. Et il faudra

toujours supposer que, ——-* ~’5;~'t—2—€~ + nkl= R, Enfin il faudra
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successivement essayer poutr m, tous les nombres qui ne feront pas
nm == R plus grand que le quadruple du plus grand coéfficient de
Péquation , et voir pour chaque cas si 'on a, s — Q*—pR +
nl=2H et H4nkm=3S5, et si cet § est un des nombres
précédemment mis pour § dans la table; et si de plus, le nombre

qui a été mis pour % dans la table, est égal aux trois quantités

2RS—w R 2084+ R2=yv—m>n et\ pS+20R—t—2nilm Sl se
2mn 2nl 2nk

trouve un cas ol toutes ces conditions soient remplies, au lieu de
Péquation proposée, on écrira celle = Cliavvvvieenrseraecnasnns
A ip+ Qx*+ Rx 4 S = (ka* +Ix* +mx+ L) V.
EXEMPLE : soit proposée DPéquation, x* 4 4x7 — 25 —
ox’ + gax* — yx* — 104*— 104 — y=o0, on aura, ¢— 3p*

= —1l—y=—§=a, r—;pa—=—=—10-+ 10=0=j3,

T —_— 2 e S, — N Jp— — L — L — —
S_?Pﬂ i-“_"s__%"__?_‘y’ 14 zPY z“ﬁ—'
stHi=—i=d, v—lay—if=—10—F=—H =
—_— — o —_— —_ — 2 e e 345
w—aBy=—I10={, g —=—5— =T G =K

10§

Ainsi 248, 2¢, 2¢, 8 sont respectivement, — § , —
et — 2%, Ces_ quantités ont pour diviseur commun, 5, qui lui-
méme, étant divisé¢ par’'4, laisse 1 pour reste, comme cela devait
&tre A cause du coéflicient impair s. Ainsi, ayant trouvé un diviseur
commun 7z ou § qui me donne l'espérance de réduire équation,
et ce diviseur €tant impair, j'ajoute successivement a 4% Ou a — 20,
les nombres n, 3n, §n, 77, 9n, etc., ou §, Iy, 25, 35,
45, etc., et il me vient, = 15, o0, 25, 6o, 10y, 160, 225,
300, 385, 480, §8y, 700, 825, 96o, 110§y, 1260, 142%,
1600, parmi lesquels, il ne se trouve que les seuls nombres, o,
25, 225 et 1600 qui soient des quarrés. Cest pourquoi, je ptends
F 2
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la moitié de leurs racines o, %, 4, 20, je les écris dans une

table, pour §; et jécris dans la méme table, pour %, }/ S::{ >
Cest-a-dire, 1, %, Z, 9, valeurs de & qui correspondent respecti-

vement aux valeurs o, £, 1, 20 de §. Mais si dans la formule,
§ 4+ nk, on écrit 20 pour S et 9 pour k, on aura 65, nombre
plus grand que le quadruple du plus grand coéfficient de I'équation.
Je rejette donc 20 et g, et je porte seulement dans la table, les

autres nombres, comme on le voit ici 2 coté,

3 7
h I I, 29 %

§ | o, 5, 2
Les choses étant ainsi disposées, j’essaye pour k tous les nombres
qui ne rendront pas la formule £ p==nk ou 2=t 5k plus grande
que le quadruple du plus grand coéfficient de I'équation, qui est ici,

40. Jessaye donc les nombres —8, ~7, =6, =5, —4, =3, —2,

. . . nk4-a skr—s __ .
=1,0,1I,2,3, 4559, 6, 7; et je fais, Y ou Py =0Q,
et en mettant successivement pour k les valeurs posées plus haut,

nous aurons aussi respectivement pour Q les valeurs suivantes :

ad

I

s 5 75 '3 s s s ,
, 120, Z¥, 60, &, 20, F,0, =-7,0, 5,20, T, 6o,

L

175 120, Or comme Q ==z/ ne doit pas excéder 40, & plus forte

raison, Q seul ne doit-il pas Pexcéder; par conséquent il est facile

de voir quil faut rejeter, 3%, 120, ‘22 et 6o, ainsi que leurs

2

nombres correspondans, -8, -7, -6, -5, 5, 6, 7; ainsi les
seuls quil faut essayer pour k, sont —4, =3, —2, =1, 0, I,
2, 3, 4 Et ceux qu’il faut respectivement essayer pour Q sont,
i, 20, ¥4, 0,~-%, 0, &£, 20, Z. Essayons donc — 1 pour k, et

o pour —Q, et dans ce cas, il faudra encore essayer pour /, tous les

nombres qui ne rendront pas Q ==~/ plus grand que 40, cest-a-dire,
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qu'il faudra essayer tous les nombres qui sont entre 4 10 et —10.

Il faudra aussi essayer respectivement pour R, tous les nombres
28—npke
4

—35, =30, —2§ 5, =20, =I§, — 10, =5, 0, §, 10, I5, 20, 25,

+ nkl ou -5~5, ou bien —5§55 =50, —45,— 40,

30, 35, 40, 45, parmi lesquels, les trois premiers et le dernier
étant plus grands que 40, peuvent &tre négligés. Essayons encore
-2 pour /, et 5 pour R; et dans ce cas, il faudra essayer pour
m, tous les nombres qui ne rendront pas Rztznm ou 52X 5m
plus grand que 40; cest-d-dire, qu’il faudra essayer les nombres
qui sont entre + 7 et —¢. Ensuite il faudra voir si, en faisant
s— Q*—pR+4nl*, cest-2-dire, §—20+420 ou y=2H, il

faudra voir, dis-je, si HZ=nkm ou { — ym=5§; ou bien, si

: 65 _ 5% _as
parmi les nombres — &, — i}, 43 —

-
nl_‘ B

-25 3 18 -
2 29 2 9 2 9

Bia
Bl

2 ’

2

-

» oy A, B, &, 25, 84l ne sen trouverait pas quelqu’un

d’égal A quelqu’un des nombres o, =%, =15 quon a mis pour §

-2

dans la table. Ici il s’en rencontre quatre qui sont — 15, — $ i

i
b4 29 3

> 3
qui répondent aux nombres == 7, =3, =2, =7 qui ont été
écrits pour & dans la table, selon que j’ai substitué 2, 1, 0, -1

pour m. Mais si nous essayons — £ pour § et 1 pour m et =&

wiw

o s 2RSS —w —25 410 _ 3
pour 4, il viendra, ———=- = === 3, etiiacianrn

208+ R—ve—nm* 254 10=—3%
2nl - —20

pPS+2Q0R—t—2nlm __ —1045412
2nk _ — 10

— 3
—_ — 3 Cleeeeersecsconranas

== — 1; ainsi comme dans
tous les cas, il nous vient, — 2 pour %, j’en conclus, que tous les

nombres sont bons; par conséquent, au lieu de P'équation proposée,
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péerirai celle-ci, #* 4 rp2’ + Q¥+ Rr+S=....vuiuenn,

(ka* 4 lx* = mx + k) V7, ou bien x* 4 2x° 4 §x — 21 =
(—x—2x*+x—1 ) ‘/; Et en quarrant chaque membre de

cette équation, il en naitra 'équation méme de huit dimensions que

Pon s’était proposé de réduire.

Si, aprés avoir essayé tous les nombres, les valeurs trouvées
dans chaque cas, pour %, n’eussent pas été toutes égales entre
elles, Celit été une preuve que l’équétion proposée aurait été irré-
ductible par Pextraction d’une racine sourde quarrée,

Je passe ici quelques moyens d’abréviation qu’on aurait pu
employer , parce que mon but était plutdt de faire voir la possibilité
de pareilles réductions que d’en enseigner la pratique. Elles ne
peuvent guére &tre d’aucun usage, vu leur grande difficulté, et le
peu de cas ol elles réussissent. Au reste on les appelle réductions

par Dextraction des racines sourdes quarrées.

On pourrait encore placer ici la réduction des équations par
Pextraction des racines sourdes cubiques. Mais comme elles sont
bien rarement utiles, je n’en ferai pas mention pour abréger.

Il y a cependant quelques réductions connues des équations
cubiques que le lecteur pourrait regretter de ne pas trouver ici.
Soit proposee, par exemple, I’équation cubique x* ¥ +¢x +r=o,
qui manque de second terme (car nous avons vu précédemment
que toute équation cubique peut &tre ramenée a cette forme ).
Supposons que x=a + b, on aura, a* 4 3a*b + 3ab* 4 5 (Cest-
a-dire x* ) 4-gx 4 r = 0; supposons encore, 3a*b+3ab*+gx =0,
ce qui donne (A cause de 34*5+3ab*=3abx), 3abx 4 qx=0,
Et il sen suivra que a® 44’ 4-r=o0. De la premiére, je tire
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b= =— _%_, et par conséquent, 5% = — £ _ . et en substituant
3a

2743 I

cette Valeur de & dans la seconde équation, elle devient.....

3 —-_
a’ — 2743 +r=o0, ou bien, &° 4 ra’ 27 Et en résolvant

cette équation selon la méthode de celles du second degré, on

aura, @ =—1irEx | i+ -% Et en tirant la racine cubique,
il viendra la valeur de 4. Mais nous avons vu plus haut que

= — 37—“ , et x=a 4 b, donc @ — —-37—4 sera la racine de I'équa-
tion proposée.

Par exemple, si 'on donne Péquation y* — 63* + 6y + 12 =o.
Pour en Oter le second terme, je ferai x 4-2 =y, et il me viendra,
¥ % —6x+8=o0, 0l g=—6, r=8, iIr*r=16, - 7 ——8
@=—4F+VE, a— %—:x, et x4 2=y. Donc on a,

y=24V —4=VE+
l/—4"'\/8

Par cette méthode on trouve les racines de toutes les équations

3
cubiques lorsque ¢ est positif, ou lorsque ¢ étant négatif, - nest
pas plus grand que ;r*, Cest-a-dire, lorsque deux racines de léquation

. . . . . . ’ . ‘]’
sont impossibles ow imaginaires. Mais lorsque q est negatlf » €t que =7
est plus grand que 1%, les racines x ou y de P’équation se pré-
sentent alors sous une forme impossible, parce que la racine

3 . . . .
quarrée l/ Irt— -%7— est une quantité imaginaire; et cependant Cest
alors que les %rois racines sont réelles. Elles dépendent toutes les trois,

et de la méme mani¢re, des coéfficiens ¢ et r de Iéquation; il

semblerait donc qu'elles devraient €tre déterminées toutes les trois
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par la méme loi qui en fait trouver une; mais il est impossible de
les deéterminer. (*)-

_ Dans notre hypothése, la valeur de x est représentée par & — _314- H
or ce binome ne peut avoir qu'une seule valeur, tandis que x doit
en avoir plusieurs, donc cette hypothése est impossible; elle ne
Pest pas moins, en ce quelle suppose, @® 4 4 =7, et
3ab===g4. Or il n’est pas étonnant que d’une hypothése impossible
on ne puisse tirer aucune conclusion possible.

Voici cependant wuri autre moyen d’exprimer ces racines. Nous avons

supposé que @* 4 4* 4r=o0. Si de cette équation nous retranchons
. 3 .
@ +r, ou bien, ir=t [/;‘;r’+ —197, il restera....q veeenaes

5_.‘_!___V 2 3 ’
F=—irz |/ {r*+-L. Par conséquent.........cc.nuins

3 3 S
1 l/L ' ..._.l/._l _|/ 1.2 _.9_3_
a___-—-V_zr.l_ 4rz-l-__z7,etb__. =7 4r+27)
3 =
. 9
ou bien, a V_.;.,._. L I PP
3 3
I .2 q —
b—l/._%f+'_/7' + L Et alors, a cause de x=—=a 45,
3 5 3
— L st L V—-’ V ir ’ .
ona, x l/ sy Lr g T+ 1r— iy +;L7‘

On peut aussi obtenir ks racines des équations du quatridme degré par

le moyen des racines de U'équation cubique,

Commencez par faire disparaitre le second terme, et soit I’équation

o

(*) Clest-i-dire, qu’il est impossible de les exprimer sous une forme finie ;
et qu'on ne peut avoir leur valeur approchée que par le moyen des séries.

résultante
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résultante , x* 4 ¢gx* + rx 4 s == 0. Imaginez que cette- équation
est le produit des deux équations du second degré, x* 4-ex 4 f=o,

et x> =—cex 4+ g==0, ou que Péquation........cciiiuuer....

+f + e . .
o glat T e]gf { x+ fg==0, est identique avec Iéquation
—t

proposée. En les comparant terme A terme, on aura, f4-g—e*=g,
¢g—ef==r, et fg==s. Ainsi g+ =f+g, —=g—fr..

g+ e+ g+ — 1 grlgtet—

2 =8> 2 =/ 4 =fg=s,
+4
je substitue dans I’équation, ce qui la change en...........

et en réduisant, €5 4= 2g¢* {e’——r‘:::o. Je fais y==¢*, et

’ 2
3 :+q §° . , . . .
Y429yt ' 45{ y —r* = o, équation cubique, dont on peut faire
disparatre le second terme, et en tiwer ensuite la racine, soit par
la regle précédente, soit par une autre quelconque. Une fois cette

racine obtenue, il faudra remonter aux opérations précédentes de

g+e+ - g+ —
2 =g’ 2 =f’ et

cette maniére, e== \/y,

ayant résolu les équations x* +ex + f==o0, et ¥* —ex4g==0,
on aura les quatre racines de P'équation x*+ gx*+rx 4 s==o0,

qui seront, x=—teE=V i —f, et x=miekVie—g Il

faut remarquer ici que si Péquation du.quatrieme degré a ses

quatre racines réelles, il faut que Iéquation cubique.........
2 q"
Tome 11, G

Y 429y { y —1r* =09, ait aussi ses trois racines réelles; or,
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dans ce cas, nous avons vu, par la régle précédente, qulelle ne
peuvent pas étre déterminées, (*).

Si une équation affectée de cing ou d’un plus grand nombre de dimensions,
est convertie en une équation non-affictée, les termes moyens étant 6tés
par un procédé quelconque , Uexpression des racines de cette équation sera -
toujours impossible , lorsqi’étant d’un degré impair elle a plus dune racine
reelle, ou qu'étant d’un degré pair, elle en a plus de deux ; @ moins -
que, dans ce dernier cas, elle ne puisse éwre réduite par Uextraction
d’une racine sourde quarrée, selon la méthode qui a été enseignée précé-
demment. (74). '

Cest Descartes qui a enseigné lart de réduire les équations du
quatri¢éme degré, comme nous venons de le faire. Par exemple ,
si Pon propose Péquation dont nous avons d¢jd fait ci-devant la
reduction, x*—x* — 5x*+ 124 — 6 ==0, quon fasse disparaitre
le second terme en écrivamt, v +4-3 au lieu de x, et Pon aura,

4 __ 437 75v_ 81
4 gt 73 256

= o. Pour faire évanouir les fractions,

on substituera +7 au lieu de v, et il viendra, {* — 867> 4 6oo7 —
851=o0. On a donc, — 86==¢, 600 =7, et — 851 =17. Ainsi,
en substituant :ces valeurs dans Péquation.........cveevunnns

e 72
10800y — 360000 ==o0. Et en essayant tous les diviseurs du dernier

¥ 429y {y —r*==0, eclle deviendra, y* — 1725* +

terme, I, — I, 25 — 2, 35, =3, 4, —4, §, — §, et ainsi de

(*) Il me semble que la méthode de résoudre les équations du troisitme et
du quatri¢tme degrés , n’est exposée nulle part avec plus d’ordre et de clarté que
dans P’Algebre du Cn. Bossut, Le lecteur peut la consulter, et il y trouvera I'gx~

plication de tout ce qui pourrait I'embarrasser ici.
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suite, on trouveia enfin que y == 100, résultat ot on serait par-
venu bien plus promptement par la méthode que nous avons exposée
ci-devant. (*).

Continuons la méthode de Descartes. Ayant trouvé y = 100,

g+ — -

on aura, e=Vy =10; et ————— Clest-a-dire........

- 2 r
— 86 4 100 — 60 L, A+ < e
—F ——"= ou—23 ==f; et —————— ou 37 =g. Ainsi,
en substituant ces valeurs de ¢, de f, et de g, dans les deux
équations, x* 4 ex -+ f==0, et x* — ex 4 g = 0; et en écrivant g

. 2 22
pour x, elles deviendront, {* 4 107 —23 =0, et * ~107+37=0:
Remettant maintenant v pour -%-; elles seront changées en......
v 4+ a2iv—2i=0, e v —2iyv4 3 =o0. Et en remettant
encore x — % au lieu de v, on aura enfin, 2> 2x —2=o0,
2 * ’ .

et x* — 3x+ 3 =o0. Les quatre racines de ces deux équations
sont, x=—1=V3, et x=11EV — 3. Ces racines sont les
mémes que celles que nous avons trouvées au commencement de
cet ouvrage, pour 'équation proposée, x* —x* =g x* 4125 — 6 =0;
et pour y parvenir alors, nous avons fait usage d’une nouvelle
méthode de trouver les diviseurs , méthode plus facile que celle que

nous venons d’employet.

(*) Cette méthode dont parle Newton , est celle qui a été enseignée, tome I,

page 46 et suivantes , ou mieux encore, celle qu’il a donnée, tome IT, page 26.

G 2
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CONSTRUCTION LINEAIRE DES EQUATIONS.

N TR

IUS QU’ICI 7jai enseigné les propriétés des équations, leurs
transformations, leurs limites, et tous les moyens qu’on peut em-
ployer pour les réduire. Je n’ai pas toujours démontré les méthodes
dont j’ai fait usage, parce qu’elles m’ont paru assez faciles, et que
leur démonstration aurait souvent entrainé beaucoup de longueurs.
On sait maintenant quelle est la forme la plus commode quil faut
donner aux racines des équations, il ne reste donc plus qu'a enseigner
Part de les traduire en nombres ; et la plus grande difficulté est
d’obtenir les deux ou trois premiers chiffres qui en donnent la valeur
approchée. Or cest 2 quoi I'on parvient trés-facilement en construi-
sant équation, soit géométriquement, soit mécaniquement (*). Je .
crois donc que le lecteur ne sera pas fiché de trouver ici quelques

constructions de cette espéce.

Les Anciens, comme nous I'apprend Pappus, essayérent d’abord
de trouver la trissection de langle, et deux moyennes proportion-
nelles géométriques, par le moyen de la ligne droite et-du cercle,
mais leurs efferts furent inutiles. Ils en vinrent ensuite & considérer
beaucoup dautres lignes, telles que la conchoide , la cissoide et les

sections coniques, et par le moyen de quelques-unes de ces courbes,

(*) On va voir bientét pourquoi Newton ne considére la construction

géométrique d’une équation, que comme un moyen d’obtenir, par approximation,

la valeur numérique de ses racines,
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ils résolurent ces deux problémes. Enfin, aprés un miir examen, ils
regardérent les sections coniques comme des lignes géométriques, et
classerent les problémes sous trois genres : ils appelérent Problémes
plans, ceux qui peuvent étre résolus par des lignes qui naissent sur
un plan, telles que la ligne droite et le cercle ; Problémes solides, ceux
qui ne peuvent étre résolus que par des lignes engendrées dans un
solide, tel que le cOone; et enfin, Problémes lline'aires, ceux dont la
solution dépend de lignes plus composées. D’apres cette distinction,
tout probléme solide, dont la solution ne peut s’obtenir que par des
lignes différentes des sections coniques, ne doit pas étre considéré
comme probléme géométrique , sur-tout si Pon n’admet au rang des
lignes géométriques, que la droite, le cercle, et les sections coniques.
Mais les modernes se sont mis plus au large ; ils ont regardé comme
géométrique, toute ligne qui pouvait étre exprimée par une équation,
Ils ont classé¢ ces lignes en différens genres, d’aprés le nombre de
dimensions de leurs équations, et ils ont posé pour loi : qu’il n’était
pas permis de construire par une ligne d’un genre quelconque, un
probléme qui peut I"étre par celle d’'un genre inférieur.

Que dans Pétude des courbes, dans 'examen que l'on fait de leurs
propriétés , I'on procéde selon Pordre des dimensions de leurs équa-
tions, c’est une marche qui me parait digne d’€tre approuvée ; cepen-
dant on remarquera, que ce n'est pas I'équation, mais la description
d’une courbe, qui la rend géométrique. Le cercle est une courbe
géométrique , non parce qu'il peut étre exprimé par une équation
mais parce qu’il peut étre décrit géométriquement. Le motif qui doit
faire préférer une courbe A une autre, pour la comstruction d’un
probléme, n’est pas la simplicité de son équation, mais la facilité

avec laquelle on peut la décrire. Car I'équation de la parabole est
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plus simple que celle du cercle; et cependant, toutes les fois quon
le peut, on préfere le cercle, parce que sa description est plus facile.
Si on considere le cercle et les sections coniques sous le rapport-
des dimensions de leurs équations, on les rangera dans le méme
ordre : ce quon ne fait pas cependant; car le cercle dans la cons-
truction des problémes, est mis au méme rang que la ligne droite,
A cause de la facilit¢ de sa description; de maniére qu'on peut,
sans pécher contre la régle, construire par le cercle, un probléme
quon aurait pu également construire par la ligne droite. On y péche-
rait, an contraire, si on construisait par les sections coniques, celui
qui peut I'étre par un cercle. Décidez-vous maintenant, et voyez si
la loi des dimensions des équations doit étre tellement observée,
quon ne puisse faire d’exception en faveur du cercle, et alors
rejetez comme inutile cette distinetion des problémes en plans et en
solides ; ou bien dites si, malgré cette loi, on peut, dans les lignes
des ordres supérieurs, en choisir quelciu’une de préférence a celles
du méme ordre, et & cause de la facilit¢ de sa description, la ranger,
du‘moin§ pour la construction des problémes, parmi celles d’un
ordre inférieur. Lorsqu'on est maitre de choisir entre piusieurs cons-
tructions ¢également géométriques, il faut toujours préférer la plus
simple : cette régle n’admet point d’exception. Or, les expressions
algébriques les plus simples, ne sont pas toujours les plus faciles &
construire. La simplicité que 'on doit préférer, ne doit donc s’en-
tendre que de la simplicit¢ de description : c’est elle uniquement
que considéraient les géometres qui rangeaient le cercle dans la méme
classe que la ligne droite ; car les problémes sont plus ou moins
faciles a construire, selon que les lignes qui en donnent la solution,
sont plus ou moins aisées & décrire. Ainsi il est répugnant d'aller
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chercher les.loix de Ja construction ailleurs qu’en elle-méme. 11
faudra donc nous accorder avec les anciens pour n’admettre comme
“lignes géométriques, que la droite, le cercle, et peut-&tre les sections
coniques , ou bien les regarder toutes comme selles , en les rangeant selon
Pordre de simplicis¢ de leur description. Si la trochoide était recue
comme une ligne géométrique , on pourrait, par son moyen , partager
un angle en raison donnée. Reprocheriez-vous donc & un géométre,
d’employer la trochoide, pour couper un angle dans le rapport d’un
nombre & un autre, en prétendant que cette courbe ne pouvant
étre exprimée par une équation, il est obligé d’en employer une
qui puisse I'étre ? Ainsi donc §il avait A partager un angle en 10001
parties , il serait tenu, selon yous, & employer une courbe dont
I’équation passerait le centiéme degré. Est-il un homme qui soit, je
ne dis pas en état de construire, mais seulement de .compren.dre une
telle équation? Et pourriez-vous préférer une telle courbe, si elle
pouvait exister, & la trochoide , ligne trés-connue, et si facile & décrire
par le mouvement d’une roue ou d’un cercle? Au reste, je crois
avoir fait toucher au doigt labsurdité d'un tel systéme, Il faut
donc, ou refuser d’admettre la trochoide dans la géométrie, ou la
préférer dans la construction des problémes, A toute autre ligne
d’une construction moins facile; et ce que je viens de dire de la
trochoide , doit s’entendre également de toute autre espéce de courbes.
Clest pour cette raison que je préfere les trissections d'angles que
nous ont laissées, Archiméde dans ses lemmes, et Pappus dans ses
collections, & toutes les autres méthodes qu’on a trouvées pour résoudre
le méme probléme , puisque, je le répéte , il faut exclure de la géo-
métrie toutes les lignes , hors la droite et le cercle, ou les admettre

toutes, selon le rang de simplicité de Jeur description, Or, excepté
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le cercle, il n’est aucune courbe plus facile & décrire que la conchoide,
Une équation est, en général, Pexpression d’un calcul arithmé-
tique, ol 'on prononce que quelques quantités sont égales & d’autres.
Une équation ne peut étre géométrique qu’autant que les quantités
quelle contient sont géométriques, telles que lignes, surfaces, solides ,
ou proportions. Cest par une innovation des modernes qu’on y a fait
entrer des multiplications, des divisions, et d’autres calculs de cette
espéce; et cette innovation n’est point heureuse; -elle répugne aux
premiers principes de la science. Car si I'on réfléchit bien aux cons-
tructions des problémes par la ligne droite et le cercle, telles que
les ont imaginées les anciens géometres, on verra facilement qu’ils
n’y ont eu recours qu'afin d’éviter, par le tracer facile de quelques
*lignes, ennui des longs calculs. Il ne faut donc pas confondre ces deux
sciences; les anciens en separaient les limites avec tant de soin, que
jamais ils ne se sont permis d’introduire des termes d’arithmétique
dans la géométrie; et les modernes en les confondant, ont fait dis-
paraitre la simplicité qui fait toute I'élégance de la géométrie. La sim-
plicité arithmétique consiste & exprimer une question par Péquation la
plus simple, et la simplicité géométrique, A résoudre une équation en
menant les lignes les plus simples. On n’aura donc point de reproches
A me faire, si, avec le plus grand des géometres, Archiméde, et
les autres anciens, j’emploie la conchoide pour construire les pro-
blémes solides. Au reste, s'il se trouvait quelqu’un qui ne partagedt
pas mes sentimens a cet égard, qu’il se persuade bien qu'il sagit ici,
moins de constructions géométriques, que de constructions quel-
conques, par lesquelles je cherche a approcher le plus pres possible
de la valeur des racines d’une équation. En conséquence, je vais
commencer par un probléme qui nous servira de lemme,

Entre
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Entre deux droites données AB, AC, placer une droite
- BC dune longueur donnée, de maniére qu'elle passe par

un point donné P.

B ——— . eemm—

(PL IX, Fig. 1°%°). SI la droite B C tourne autour du point P
comme pole, et qu'une de ses extrémités C soit contrainte de glisser le
long de A C, son autre extrémité B décrira la conchoide des anciens ,
et rencontrera la droite 4B au point B. Joignez les points B et P,
et la partie BC de cette droite sera la ligne qu’il fallait mener. On
pourrait encore, par la méme méthode, mener la ligne BC, si, au
liew de la ligne droite 4 C, on nous avait donné une courbe quel-

-

conque.

Si cette construction, ﬁar la conchoide, paraissait peu élégante,
on peut y employer une section conique. Pour cela, du point P,
menez les droites P.D et PE de manicre, qu’en rencontrant les
lignes 4 D, AE, elles forment le parallclogramme EADP, et des
points C et D, abaissez sur 4B les perpendiculaires CF, DG ;
menez aussi du point E sur 4 C prolongée, la perpendiculaire EH ;
et faisant 4D =a, PD=}, BC=—=¢c, AG=d, AB=x et
AC=y, on aura, 4D : 4G :: AC: AF, doh AFe== 2L
On auraaussi, 4B : AC:: PD:CD,oubienx:y i bta—y,
d’olt Pon tire by ==ax — xy, équation qui appartient 3 Phyper-

bole. Ensuite (par la 13°, prop, du 2° liv, des Elémens) on a,

Tome 11, H
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_ECZ'=7Z'+773—2FA><AB,_ Cest-a-dire, cz=y’.+xz—L?"—-
Multipliez par —3;- Iéquation by=ax — xy, et retranchez le

2dxy

, et il restera......
a

produit de Iéquation ¢*=y* 4 x* —

2 2bdy
¢ a

=y* 4 x*—2dx, équation au cercle, lorsque. x et
y font entre eux des angles droits. Si vous combinez donc Phyper-
bole avec le cercle, par le moyen de ces deux équations, Iintersection
des deux courbes donnera Px et Py, ou 4 B et AC qui détermi-
neront la position de la droite BC. Et voici de quelle manicre se
fera la combinaison de ces deux Hgﬁes.

Menez deux droites quelconques KL et KM (PL IX, Fig.2).
Faites la premicre KL= 4D, et la seconde KM=PD; et que
ces deux droites fassent entre elles un angle droit MK L; achevez
le parallélogramme KLMN; prenez LN, MN pour asymptotes,
et faites passer par le point K, une hyperbole 7K X.

Sur K M prolongée au-deld du point K, prenez KP=AG, et
KQ=BC, et sur KL prolongée au-dela du point K, prenez
KR=AH, e¢ RS =RQ; achevez le parallélogramme PKRT,
et du centre T avec un rayon égal & TS, déerivez un cercle, il -
coupera 'hyperbole au point X; de ce point, abaissez sur KP la
perpendiculaire XY, et la droite XY sera égale &4 4C, et KY
sera ¢gale & A4 B. Ces deux lignes 4C et 4B, ou seulement lune
d’entre elles, avec le point P, suffisent pour déterminer la position
cherchée de la droite BC. Je ne m’amuserai point & démontrer cette
construction, ni les différens changemens qu’elle peut subir, selon
les différens cas du probléme.

Voild donc la construction que j’offrirais & ceux qui n’auraient pas

gofité la premiére. Mais on sent bien quelle est trop compliquée
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pour étre-jamais d’aucun usage. Ce n’est donc qu’une pure spc-
culation ; mais les spéculations géométriques n’ont d’¢légance qu’au-
tant quelles ont de simplicité; et de mérite, qu’a proportion de leur
utilité, Clest pourquoi je préfere la construction par la conchoide,
comme étant plus simple que lautre, non moins géométrique et
résolvant parfaitement le probléme. Aprés avoir donné ce lemme,
nous allons procéder a la construction géométrique des problémes
cubiques, et des problémes du 4° degré. Ces derniers peuvent se

ramener & la construction des problémes cubiques.

(PL IX, Fig. 3, 4 et §5). Soit proposée léquation cubique. . ...
2 d-gx +r=0, dont l second terme manque, dont le coéfficient du

troisime est 4 q, et celui du quatriéme, +r.

Tirez une droite quelconque K4 que vous nommerez n. KA

étant prolongée suffisamment de part et d’autre du point K, prenez
K B = -L que vous porterez de K vers A4, lorsque ¢ sera positif,
et du coté opposé , lorsqu’il sera négatif. Partagez 4B en deux

parties égales au point C, et-du point K comme centre, avec KC -

comme rayon, décrivez le cercle CX, dans lequel vous inscrirez la
droite ¢ X= —-, prolongez cette droite de part et dautre; tirez

maintenant 4 X que vous prolongerez aussi de part et d’autre. Enfin
entre CX et 4X, ou leurs prolongemens, inscrivez la droite EY
d’'une longueur égale & C4, et qui, étant prolongée, passe par le
point K, et XY sera une racine de I'équation. Parmi ces racines,
celles qui, du point X, tendent vers C, sont positives, et celles
qui vont dans le sens opposé, sont négatives; dans la supposition
pourtant que r est positif , car s’il était négatif , ce serait tout le

contraire.

H 2
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DEfiMONSTRATTION.

Nous ferons précéder la démonstration, des trois Lemmes suivans :

LEMME I¥. On a, XY : AK ;: CX :. KE. En effet, menez
a2 CX la parallele KF, et & cause des triangles semblables 4 CX,
4KF, e¢ EXY, EFK, vous aurez, AC : AK 32 CX : KF;
et XY :YE ou AC:: KF: KE. Dou il est facile de tirer la
proportion XY : 4K 33 CX : KE. C. Q. F. D.

LEMME IL Ona, XY: AK:: CY: AK 4+ KE. Car en
composant la derniére proportion du Lemme précédent , elle devient,
XY : 4K :: XY+4CX ou CY: AK4+KE. C,Q.F.D.

LemMmEe IIL On a ausi, KE—BK: XY 11 XY AK.
Car (par la 12° prop. du deuxieme livre des Elémens) on a,
KY—CK=CY — CYxCX=CY xYX. Donc K¥—
CK = CYx XY, ce qui donne la proportion CY : KY —
CK:t KY4+ CK : XY. Mais KY — CK =KY — EY +
CA—CK—=KE—BK. Et KY4+ CK=KY —EY 4 C4d +
CK=KE+4 AK. Ainsi on a, CY : KE + AK :: KE —
BK : XY. Mais par le Lemme 2 on avait, CY : KE 4 4K ::
X Y : 4K, d’out il est facile de conclure que XY : KE — BK ::

AK:XY oun KE—BK: XY :: XY:4K. C.QF.D. (75).

Apres ces préliminaires, voici comment on démontrera le pro-

bléme.

Dans le premier Lemme, nous avons eu, XY : 4K it CX: KE,
ce qui donne, KEX XY = AK x CX. Dans le troisi¢cme, nous
avons eu, KE — BK : XY ;2 XY ; AK; et en multpliant les
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deux termes du premier rapport de cette proportion par XY, elle
deviendra, KEXXY — BKX XY : XY :: XY : 4K. Et si Pon
substitue & la place de KE X XY, sa valeur trouvée plus haut, la
derni¢re proportion devient, 4K X CX —BK X XY : XY
XY : AK. Eten faisant le produit des extrémes et celui des moyens,
AKX CX-AKxBK x XY= X7, Enfin, pour X¥, 4K, BK,
et CX, remettant leurs valeurs analytiques, Xy 7, %, et.%, il
viendra, r—qk::;’. C. Q. F. D.

Qltant aux variations des signes qui peuvent affecter les termes
de I'équation, selon les différens cas du probléme, je ne m’arréterai
pas a en faire la recherche,

Soit proposée maintenant léquation, x* 4 px* 4=r==0, ox Lk troi-
siéme terme mangue. Pour la construire, prenez une ligne quel-

conque, que vous appellerez #; prenez sur une autre ligne les deux

r
n2

longueurs 4K = , et KB==p; portez ces deux lignes dans le

méme sens, si r et p ont les mémes signes, et dans des sens
opposés, s’ils ont des signes contraires. Partagez BA en deux parties
¢gales en C, et du point K, comme centre, avec le rayon CK,
décrivez un cercle, dans lequel vous inscrirez CX égale a 7, et que
vous prolongerez de part et d’autre. Ensuite joignez les points 4 et K
par une droite que vous prolongerez encore de part et d’autre. Enfin
entre les lignes CX et 4X, inscrivez EY de méme longueur que
C4, de maniére que cette ligne EY étant prolongde, passe par le
point K ; alors KE sera la racine de DPéquation. Les racines sont
positives 1orsque, par rapport au point X, le point ¥ tombe du cété

de C, et elles sont négatives quand le point ¥ tombe de l'autre coté
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de X, par rapport a C. Tout cela dans la supposition que r a le
signe + ; ce serait tout le contraire s’il avait le signe —.

Les figures et les lemmes qui ont servi & construire l’équatibn
x* 4+ gx4-r=o0, serviront ¢galement a celle-ci, et voici de quelle
maniere.

Par le Lemme premier nous avons eu, XY : 4K ::.CX: KE,
ou bien, XY .KE=AK.CX; et par le Lemme troisi¢tme,
KE —BK: XY X\Y: AK, ou en prenant KB dans un sens
opposé, KE+4+ KB : XY :2 XY : AK, qui deviendra, en multi-
pliant les deux termes du premier rapport par KE,(KE 4+ KB ) x
KE: XYXKE :: XY : AK. Et en mettant, au lieu de XYX KE
sa valeur, 4K x CX, trouvée plus haut, la proportion deviendra,
(KE+KB)XKE : AKX CX 7 XY : AK, ou enfin, A cause
des deux proportions qui ont des rapports €gaux............ .
(KE 4+ KB)XKE : AKXCX :: CX : KE, et en faisant le
produit des extrémes et celui des moyens, on a, KE +KBx KE =
AKxC'—jz'. Et si Pon met, au lieu de KE, KB, AK, CX, leurs
valeurs analytiques respectives, on trouvera Iéquation proposée,
x4 pxt=r .

Il s’agic maintenant de construire Uéquation du troisiéme degré , x* 4 px* 4
gx4-r==0, qui a rous ses termes, et dont les racines ne sont ni toutes

positives, ni toutes négatives.

( PL IX, Fig. 6). D’abord si le coéfficient g est négatif, prenez
sur une droite quelconque KB, deux lignes K 4 == —;——, et KB=p,
et portez-les du méme cdté par rapport au point K, si p et T’
ont des signes différens ; et de cotés opposés du point K, si p ét %
ont les mémes signes, Coupez 4 B en deux parties égales au point C;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES EQUATIONS. 63

¢levez & ce point C une ligne CX, perpendiculairement 3 4B, et
égale A la racine quarrée de ¢. Tirez maintenant les lignes 4X et
CX, que vous prolongerez indéfiniment, et inscrivez entre elles
une droite EY, égale 3 4C, de manicre que cette ligne inscrite
¢tant prolongée, passe par le point K, et KE sera la racine de
Péquation; racine positive si le point X tombe entre les points
4 et E, et négative si le point E tombe au-deld du point X du
coté de 4.

Si le coéfficient g est positif, prenez sur la droite KB, deux

lignes, I'une K4 = |/ — %, et lautre K B=— —K’T , et portez-

les toutes deux du méme c6té, par rapport au point K, si les quantités

r q b M ! . AT 4 .
l/ — et - ont des signes différens ; et de cotés opposés, si elles

ont les mémes signes. Divisez 4 B en deux parties égales au point C, et
par ce point, élevez sur 4B une perpendiculaire C X égale au coéffi-
cient p, et entre les lignes 4 X et CX prolongées indéfiniment, ins-
crivez une droite EY égale 3 4 C, et disposée de maniére qu'étant
prolongée, elle passe par le point K, et XY sera la racine de ’équa-
tion; racine qui sera négative, si le point X tombe entre les
points 4 et E, et positive, si le point ¥ tombe du c6té¢ de C par
rapport a X.

Démonstration du premier cas o q est négarif.

Par le premier Lemme nous avons eu, KE : CX :t AK: XY,
et en composant, :: KE+ AK ou KY+4KC:CX+ XY ou (Y.
Mais dans le triangle rectangle KXCY on a, CY =KV —KC=
(KY4+ KC)x(KY—KC); dol l'on tire la proportion, KXY +
KC:CY :: CY: KY— KC. Mais nous avons vu plus haut,
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que KY + KC était la méme chose que K.E + 4K, donc KE +
AK : CY :: CY : EK— KB. (*). Or le pfemier rapport de
cette proportion est égal & celui de KE a CX. Donc on a,
KE:CX: CY:EK — KB,. et en élevant tout au quarré,
KE:CX :: KE + AK : KE — KB. (76). Multipliant mainte-
nant les extrémes et les moyens, on aura, KE—KBx IZ—E? =
CXXKE 4 CX x AK, et en remettant, A la place de ces quantités,
.léurs valeurs analytiques assignées plus haut, on trouvera.....,

& —pxt=qxr,
Deémonstration du deuxiéme cas okt q est positif.

Par le premier Lemme on a la proportion, KE ; CX it AK : XY.
Et en faisant le produit des extrémes et celui des moyens, il vient,
KEX XY =CX X AK, Si, dans Péquation trouvée plus haut,
T{—é —KBx ﬁ:c*)i’x KE+ CTXQ'X AK, on substitue KE X XY,
au lieu de CX X 4K, elle deviendra, K_E’—KBxfi' = ...
C—Tsz KE+4+CXXKEx XY, et divisant tout par KE, elle se
trouvera réduite 3 KE — KBx KE=CX 4+ CXx XY. Ensuite
multipliant tout par 4 K, on aura, 4K X KE— AKX KEXKB =
AKxC—r)?+AK X CXx XY, et remettant de nouveau KE xX XY,

(*) Le dernier terme de cette proportion devrait étre K¥ — C K ; mais nous

avons vu (note 75) que K¥ — CK=KE ~ BK. Danc, etc.
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au lieu de CX X 4 K, nous aurons, AKXKE-AKXKExXKB=
KEXXYX CX-!:-KExX_I;. Et en divisant tout par K E, il viendra,
AKX KE— AKxKB = XYxCX+ XY. Je multiplie tout par
XY, et il me vient, IKXKEXXY — AKX KBX XY =
XVx CX+4XY. Maintenant, dans le premier terme de cette
équation, au lieu de KE X XY, je remets CXxAK, et P'équation
devient, CXxZI?Z—AKxKBxXY:CXxX_I}+ff’, ou bien,
71”+CX>< ff/+ AKX EBXXY —AKxXCX=o. Ensuite,

substituant pour XY, CX, 4K, et KB, leurs valeurs analytiques

assignées plus haut, et qui sont respectivement x, p, l/— =

gV — L, il viendra enfin, 2* 4 px* 4 qx 4 r==0; équation
proposée quil fallait construire.

Un cercle et une ligne droite éant donnés de position ; si vous acey
entre cette ligne droite et le cercle une autre ligne droic: d'une grandeur
donnée 5 avec la condition que cette dernitre érant prolongée , passera par
un point donné: wous aurey encore une nouvelle manitre de résoudre ces
protléémes.

En effer, soit proposée Péquation du troisitme degré, x* 4 gx 4r=o,

qui manque de second terme :
(PL1X, Fig. 7). Menez la ligne K4 & volonté, et appelez-

la n. Sur KA prolongée de part et dautre, prenez KB== i

n
que vous porterez de K vers 4, lorsque ¢ sera négatif, et au
contraire de K vers Y, lorsque ¢ sera positif, Partagez B4 en deux
parties égales au point C, et du point 4 comme centre, avec um
Tome 11, I
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rayon 4 C, décrivez le cercle CX. Inscrivez dans ce cercle une
droite CX = —-, et par les points K, C et X, faites passer une

circonférence de cercle KCXG. Joignez les points 4 et X par
une droite, que vous prolongerez jusqua ce qu'elle rencontre le
cercle KCXG en un point G. Enfin, entre ce dernier cercle et la
droite KC prolongée, inscrivez une ligne droite £Y, de méme
longueur que 4C, et de maniére qu'elle soit dirigde vers le point G.
Maintenant, par le point E, olt cette droite rencontre le cercle,
menez la ligne EC; ce sera une des racines de I’équation. Toutes
les racines qui tomberont dans le grand segment KGC du cercle,
seront positives ; toutes celles au contraire qui tomberont dans le
petit segment KFC, seront négatives. Tout cela cependant, dans
la supposition que r est négatif; car s’il était positif, ce serait
tout le contraire, et les racines positives se trouveraient dans le

petit segment, et les négatives dans le grand.

Pour démontrer cette construction, nous commencerons par de-

montrer les Lemmes suivans,

LEMME 1%, En nous servant de la construction précédente, nous au-
rons, CE : KA CE4+CX:4Y :: CX : KY.

Car ayant mené la droite KG, ona, 4C: 4K :: CX:KG,
A cause des triangles semblables 4 CX, 4 KG. Les triangles EY C,
K GY sont aussi semblables, car ils ont un angle commun en ¥';
et de plus, l'angle YGK de Pun, et I'angle ECY de lautre, ont
chacun pour mesure la moiti¢ du méme arc EK, donc ces deux
angles sont encore égaux, et par conséquent les triangles sont sem=
blables. Ainsi 'on a la proportion, CE: EY :: KG ; KXY, ou
bien, & cause de EY' = 4C (par const. ) CE : 4C :: KG : KY,
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ce qui donne, ACx KG=CE x KY. Mais la proportion trouvée
plus haut, 4C: 4K 1: CX: KG,donne, ACX KG=AKX CX.
Donc AKX CX=CE x KY. D’oli l'on tire la proportion, CE :
AK :: CX : KY, ou bien, en alternant, CE : CX :: 4K: KY,
et en composant, CE4+CX : CX 1 AK4+ KY : KY :: AY : KY;
et en alternant encore cette derniére proportion, CE+CX : AY ::
CX: KY. Et A cause de la proportion trouvée plus haut, CE ;
AK 2 CX:KY,ona, CE4CX:4Y :: CX:KY . CE: AK.
C. Q. F. D.

LEMME II. Ayant abaissé sur la ligne GY la perpendiculaire CH
on aura le rectangle 2HE X EY = CE X CX.

Car, en abaissant aussi sur la ligne 4Y la perpendiculaire G L,
on aura les triangles rectangles £ HC, GLK semblables, puisque,
outre Pangle droit, Pangle en E de P'un, et 'angle en K de lautre,
ont chacun pour mesure la moitié de I'arc GXC. Donc ces trianglés
sont équiangles, et par conséquent on a la proportion, KXG : KL 22
EC: EH. Ensuite du point 4 jabaisse sur XG la perpendiculaire
AM, et & cause des sécantes égales 4K, 4G, cette perpendicu-
laire coupera KG en deux parties égales au point M. Les deux
triangles rectangles KAM, KGL ayant un angle commun en K,
sont semblables, et par conséquent on a la proportion, A K : KM 22
KG: KL Ory, AK: KM 3 24K : 2KM ou KG. Donc, 2 cause
des triangles semblables 4 CX, AKG, ona,2 4K : KG 2 24C;
CX 1t 2EY ;: CX ( parce que AC=EY). Donc 4K : KM ::
24K : KG i 2EY : CX. Et & cause de la proportion 4K :
KM:: KG: KL, il Sen suit qu'on a aussi la suivante, 2 EY
CX :t KG: KL, Mais nous avions déja, KG : KL:: EC: EH.

I2
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Donc 2EY : CX :t EC: EH, et par conséquent, en faisant le

produit des extrémes et celui des moyens, on a, 2EYXEH=
ECcxcXx, C.Q.F. D.

Nous avons regarde¢ 4 K et 4G comme €tant égales; et en effet,
le rectangle CAX AK = le rectangle 4 XX 4G ( par le corollaire
de la 36°% prop. du 3% liv. des Elém.); d’out Ion tire la propor-
tion C4: 4X 1t 4G : AK. Or ( par const.) 4 X=CA, donc
AG= 4K,

LeMME I En gardant routes ks constructions précédentes, les trois
lignes BY, CE, KA, sont en proportion continue.

Car on a ( par la 12° prop. du 2%, liv. des Elém. ) CY=EY +
CE +2EY X EH, Et en retranchant E } Y de chaque membre de
cette équation, elle deviendfa , C¥ Y—E¥ = CE 4 2EYX EH.
Mais nous avons vu, par le Lemme second, que 2EY X EH ==
E CxCX. Ajoutons & chaque membre de cette dernicre équation CE;
et nous aurons, ﬁ2+ 2EY x EH = CE + CE X CX. Donc
CY — EY = CE + CEx CX » quon peut décomposer ainsi,
(CY+EY)(CY—EY)=CE(CE+ CX); doli on tire la
proportion, CE+4+CX : CY+EY :: CY — EY : CE. Maintenant
les trois lignes EY, CA et CB étant égales (par const. ), il s’en suit
quon aaussi, CY+EY=CY+CA=AY; ¢t CY—EY=CY —
BC = BY. Ecrivons donc dans notre proi)ortion , 4Y au lieu de
CY+4EY, et BY au lieu de CY — EY, et elle deviendra,
CE4 CX : AY it BY : CE, Mais, par le Lemme premier, on a,
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CE4+CX:4Y :: CE: AK. Donc CE : AK 2 BY : CE, ou,
en intervertissant lordre, BY : CE 12 CE : AK. Ces trois lignes
sont donc en proportion continue, et cest ce qu’il fallair démonurer.

Enfin, a laide de ces Lemmes, voici comment nous démontrerons

la construction du probléme proposé.
Par le premier lemme, on a, CE : AK i CX : KY, donc
CE X KY=AK x CX; et endivisant les deux membres de cette

équation par CE, elle devient, KY = LKC"ELX. Ajoutez BK

a chaque membre, et vous aurez, BK 4 KY OU.veueua.s,,.

BY — 4EXx¢cX + BK. Donc, par le Lemme troisiéme, on a....

CE
AXxCX L BK:CE:: CE : AK. Et en faisant le produit des ex-

AKxCX

—
trémes et celui des moyens, il vient, 57— +A4AKXBK=CE;

et en multipliant encore chaque membre par CE, on a enfin,

A_—sz CX4+AKXBKXCE = CE. Nous avons dit que la racine
x de l’équatiox;, ¢tait la ligne CE, et comme nous avons fait,
KAd=n, KB= L et CX=—,si nous mettons ces valeurs
analytiques & la place des lignes quelles représentent, Iéquation
deviendra, r+4gx=x*, ou bien *#’ — gx — r = o, équation
qu’il fallait construire. Lorsque ¢ et r sont négatifs, les lignes K 4,
K B doivent se porter du méme c6té par rapport au point K, et
la racine positive se trouve dans le plus grand segment CG K,
Poila donc un des cas de la proposition qu’il fallait démontrer.

Portez maintenant KB du c¢6té opposé¢ a celui ol vous l'avez

porté d’abord; par-1a, vous changez le signe de la valeur I,
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ou, ce qui revient au méme, le signe de ¢, et la construction de
votre équation donnera, x* A-gx —r==o0. Ce qui est un second
cas. Dans ces deux cas, C X, et la racine positive CE, tombent du
méme cot¢ de 4K, Si la ligne CX, et la racine négative, tombent
encore du méme c6té de 4 K, aprés avoir changé le signe de C X,
ou d&¢ —, ou, ce qui est la méme chose, le signe de r, vous
aurez le troisiéme cas, x* 4 qx +r==o0, dans lequel toutes les racines
sont négatives. Et en changeant de nouveau le signe de KB ou
de L, ou dela seule quantité g, vous tomberez dans le quatriéme
cas, x* — gx-4r==o0. Le lecteur pourra s’exercer & rechercher les
constructions pout tous ces cas, et a trouver leurs démonstrations,
en suivant la marche de celle que nous avons donnée pour le pre-
mier cas. Il nous a paru suffisant d’avoir démontré ce seul cas, et
indique légerement les autres, dont la démonstration se fera, en
employant les mémes termes, et en changeant seulement la situation
de quelques lignes.

Qu’il s’agisse maintenant de construire équation du troisidme degré ,
x* 4 px* +4-r = 0, o& manque l troisitme terme.

Employez toujours la méme Figure, et ptenez une ligne d’une
longueur quelconque, que vous appellerez z; sur cette ligne pro-

longée indéfiniment de 4 vers ¥, prenez KA et KB; faites,

K 4 = —— et KB = p; portez ces lignes du méme c6té du point K,
st les signes des termes p et r sont les mémes, mais s’ils sont diffé-
rens, portez ces lignes de cbtés opposés. Partagez BA en deux
parties ¢gales au point C, et du point 4 comme centre, avec un
rayon 4 C, décrivez le cercle CX. Inscrivez dans ce cercle une
ligne CX ¢égale & la ligne 7~; joignez les points 4 et X par une

droite que vous prolongerez jusquen G, de manicre que 4G =4 K,
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et par les points K, C, X, G, faites passer une circonférence de
cercle. Enfin, entre ce cercle et la droite K C prolongée de part et
d’autre, inscrivez une droite EY de méme longueur que A4C, et
avec cette condition, que E Y étant prolongée, passera pat le point G.
Et la droite KY sera une des racines de Péquation. Dans le cas
de r positif, les racines qui tendront de K vers 4, seront positives.
Mais si r est négatif, alors les racines positives tendront de K vers
le c6té opposé & 4. Il est bien évident, que, dans tous les cas,
lorsque les racines positives tendent d’un coté de K, les racines

négatives tendent du c6té opposé.

Voici de quelle maniere on démontre la légitimité de cette cons-

truction, par le moyen des trois derniers Lemmes.

Par le troisiéme de ces Lemmes , nous avons vu que BY, CE, K4 sont
en proportion continue, et par le premier, que Pon a la proportion
CE : AK :: CX : KY. Donc BY : CE :: CX : KY, Or,
BY=KY— KB. On aura donc la proportion KY — KB :
CE :: CX:KY, et (par la prop. 1°", du liv. 6% des Elém. ),
ona (KY —KBYXKY :CEXKY::KY—KB:CE. Eta
cause de la proportion CE: AK::CX : KY,on a, CEXKY=
AK % CX. Donc, en substituant dans la proportion précédente,
AKXCX A la place de CEXKY, elle deviendra...ovvvuuons
(KY— KB)xKY : 4K X CX ;2 KY—BK : CE, Cest-d-
dire 2 CX : KY. Done (KY—KB)X KY : AKXCX ::
CX : KY. Et en faisant le produit des extrémes et celui des moyens,

on aura, Ia/';—-KBxK_I;=AKxC—2Z'. Or, dans la construc-

tion, nous avons regardé KY, comme la racine de I’équation, et par

conséquent, KY est x, KB est p, KA est —, et CX est
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Ecrivons donc ces valeurs analytiques dans équation, au lieu des
lignes qu’elles représentent, et elle deviendra, x* —pa*==r, ou
bien 2* —px* —r=o. ’

La construction qu'il s’agissait de démontrer, aurait pu étre dé-
composée en quatre cas, x* — px*—r=—=0, ¥’ — px*+r=o,
¥ 4 px* —r=o0, &’ 4 px*+4r==o. Jai déja démontré le premier
cas; pour démontrer les autres, il suffit de changer la position des
lignes. Car, de méme que nous avons porté K4 et KB du méme
coté du point K, et que nous avons eu pour racine positive la

ligne KY qui tend du cbté opposé, ce qui nous a donné I'éjuation
I_{—I;’—KBxlezKsz‘_f, ou x* ~— px*=r; de méme, en
portant KB du cbté opposé, et en raisonnant comme ci-dessus,
nous aurons, K—Ii'-lf- KBxI?f’:KAx a—f’, ou x? +px*==r, Et
si, dans chacun de ces cas, on change seulement la position de la
racine KXY, en la prenant du c¢6té opposé du point K, et en rai-
sonnant towjours comme nous avons fait, on arrivera aux deux
autres cas, qui sont, K—I”'+KB><K—Y3=— KAdx C'_)Z', ou x* -
pri=-—r, et ﬁ—KExff: -KAx(:L—X’z, ou ¥’ =pxi==—r.
Voila tous les cas qu'il fallait démontrer,

Soit proposé maintenant de construire Uéquation cubique, x* 4 px* 4=
gx 471 ==0, qui a tous Ses termes, & lexception peut-étre dy troisitme.

Voici de quelle manicre elle se construira. Prenez (PL IX, Fig. 8).
une ligne arbitraire 7; prenez GC égale & sa moitié, et par le
point G ¢levez une perpendiculaire GD == l/——?' Enfin si les

termes p et r ont des signes différens, du point C, comme centre,

et
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et de lintervalle CD, décrivez une circonférence de cercle PBE;
mais si p et r ont les mémes signes, du point D, comme centre,
et d’'un rayon égal & GC, décrivez un arc qui coupera G4 en H.

( Pl X, Fig. 1*% ). Ensuite du centre C, et d’un rayon ¢gal A GH,
décrivez une circonférence PBE. Faites G A = — L — L.
~Portez cette ligne G4, de G vers C, si la quantité — L — nrp

est positive; mais si G4 est négative, vous la porterez du coté

opposé. Il faudra donc faire bien attention aux signes des coéfliciens
Ps 4> r- Dans le premier cas, élevez une perpendiculaire 4 Y au
point 4; entre cette perpendiculaire et le cercle PBE, décrit pré-
cédemment, inscrivez la ligne EY égale ,au coéfficient p, avec la
condition que cette ligne ctant Erolongée, passera par le point G.
Prolongez-la en effet, et la ligne £G sera une des racines de
Péquation qu’il fallait construire. Toutes les racines qui auront une
position semblable , seront positives, si le point E tombe entre ¥
et G; elles seront négatives, si le point E tombe hors des points
Y et G. Tout cela cependant ne doit s’entendre que pour le cas ou
on a 4-p, car si 'on avait — p, il faudrait dire tout le contraire.

Avant de faire la démonstration de cette construction, nous allons

donner les Lemmes suivans.

LEMME I, Si du point E on abaisse sur AG la perpendicu-
laire EF, ¢t qu'on tire la droite EC, on a, E-é+§-é=Fé+
2GCx GPF., i

Car ( par la prop. 12° du 2°, liv. des Elém. Yona, EG =EC +
GC+ 2GCxCF. Ajoutons de part et d’autre GC , €t nous aurons,

EG + &':R‘z+ zG_Cz'-l- 2GCX CF, Mais 2E&+2.GC><CF==

Tome ]I, K
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zGC'(GC—i-C'F),c’ests?;-dire 2GCxXGF. Donc E—Gz+-G_”=Z:f+ ‘
2GCxGF. C.Q.F.D.

Lemme IL (PL 1X, Fig. 8 ). Dans le premier cas de la cons-

truction , lorsque le cerce PBE passe par le point D, on a......
EG—GD=1GCxGF. |

Car, par le Lemme premier, on a, Z GG C= EC+2GCXGF,

_ et en retranchant de part et d’autre GC , le reste est, E— C=EC—

GC+2GCxGF. Mais EC — G C est la méme chose que CD -GG,

quantité ¢gale a GD. Donc EG == GD+:GCxGF. C.Q.F.D.

Lemme III. (P X,’Fig. 1°%. ). Dans le second cas de la cons-
traction , o le cercle PBE ne passe. pas par le point D, nous avons,
EG+GD=1GCXGF.

Car, par le Lemme premier, EG + GC= E‘?’+ 2GCxGPF.
Retranchez de part et d’autre E_é, et le reste sera, E( G + GC—
EC=2GCx GF. Mais GC= D H (par const.), et EC=CP =G H.
Donc GG — EC = DH — GH=DC. Donc EC+DC=—
2GCXGF. C.Q.F D, |

LEMME IV. On a, 2CGXGFXGY=12CGxX 4G X GE.
Car, & cause des triangles semblables, GEF, GY4, on a,
GF:GE :: 4G : GY, Cest-a-dire ( par la premiere prop. du 4é.
liv. des Elém. ) 11 2CG x 4G : 2 CG X G Y. Eten faisant le produit
des extrémes et celui des moyens, on aura, 2GCXGYXGF=

26CXx AGX GE. C. Q.F. D,
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Enfin, a laide de tous ces Lemmes, voici comment on démontrera la
construction du probléme, .

- Pour e premier cas. ( PL1X, Fig.8).On a, par le Lemme second,,

EG—GD==2GCXGF. Et en multipliant les deux membres

par GY, on aura, GYXEG — GYXGD=1GCxGFXG¥=

( par le Lemme quatriéme ) 2 GC X A GXG E, Maintenant ,  1a place
de GY, mettez EG+EY, et vous aqrez....; ....... meesanes

(EG4+EYYEG —GD(EG+EY )=126(Cx4G xGE, ou
bien, £G +E¥XEG—EGXGCD — E¥xGCD=1GCx AGXGE.
— GD

—2CGxGA
Dans le second cas. ( Pl. X, Fig, 1%, ). On a, par le Lemme

ou bien, E_G3+EYXET_G2 {EG»G.DmeYazo.‘

troisiéme , EG -+ GD=126C X GF, et en multipliant chaque
membre par G Y, il vient, E_—GleY-{—G_bxGY::zCGxGFXGY.
Or, par le Lemme quatritme, 2CGXGFXGY=2CGxAG X GE.
Donc EGXGY +GDXGY=2CGxAGxGE. Et en mettant
pour GY sa valeur GE+ EY, on aura, E_G3 4 EYX—E_éJ-I- Eﬁx
EG4+GDXEY=2GCxdGCxEG. Ou bien.......
+ GD

—2GCxAG
Actuellement, nous avons appelé x la racine EG de I'équation,

EG+EYXEG {EG+G‘75><EY=0.

et nous avons fait GD = |/ -;'_, EY=p, 2GC=n, et.....

~

GA=—-L — ; telles sont les quantités et leurs signes, pour
n np -

_le premier cas, ol p et r ont des signes différens. Mais pour le
K2~
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second cas, ol I'on change le signe de p ou celui de )', on aura,
GAd=—~L 4 —HLP-. Ecrivons donc, au lieude EG, GD, EY,

2GC et G A, leurs valeurs analytiques, qui sont respectivement,

Vv =, f— L= T oet] ; d
x, -2 Py My € + & 775 et le premier cas donnera,

f

P

+q+—P—

2} 4 px* 4 gqx —r=o0; et le second cas donne............

x4 pxt x —r=0, qui s¢ réduit A.......000..

x’+sz+q— S{x+r=o, qui se réduit A, #* +px*+

I3
gx 4+ r=o0. Dans les deux cas, E G est donc la véritable longueur

de la racine x. C. Q. F. D.

Chacun de ces deux cas est sous-divisé en plusieurs cas particu-
liers; d’abord le premier en ceux -ci : &* 4 pa*epgx —r=o0,
O prt—gx —r=o0, ) —px*Fgx+r=o, x*—px*—
gx+4+r=o0, x*4px*—r=o, et x*—pax*tr=o0; et le
second en ceux-ci : 2P pax’4gx+r=o, a+4px*—gx+4
r=o0, ¥ —px*+gxr —r=0, x—pr*—ygx—r=o,

x4 pxtdr=o0, e 2

— px*—r==o0. Si l'on change, pour
chacun de ces cas, la situation des lignes, le reste de la démonstration

s’achévera enti¢rement comme pour les cas que nous avons démontrés.

Voild les principales constructions que on peut donner des pro-
blémes, en insctivant une ligne droite d’une longueur donnée, entre
un cercle et une autre ligne droite donnés de position, avec la
condition que la ligne droite inscrite €tant prolongée, passera par
un point donné. Or, on trouvera toujours le moyen d’inscrire cette

droite en tragant la conchoide des anciens, et lui donnant pour pole,
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le point par lequel doit passer la droite inscrite prolongée. Cette
conchoide aura pour asymptote la droite donnée de position, et pour
intervalle (*) la longueur méme de la ligne A inscrire; car cette
- conchoide coupera le cercle au point E, par lequel il faudra faire
passer la droite A inscrire. Dans la pratique, on pourra employer
un moyen mécanique quelconque, pour placer l droite a inscrire ,
entre le cercle et la droite donnée de position,

On remarquera que, dans toutes ces constructions, on a pris la
droite = indéterminée, et pouvant &tre prolongée de part et d’autre,
a volonté, afin de la rendre propre aux différentes constructions
quexigent les différens cas du probléme. Nous donnerons un exemple
de cela dans la recherche de deux moyennes proportionnelles conti-
nues, ainsi que dans la trisection de I'angle.

Il s"zzgz't de trouver entre a et b deux moyennes proportionnelles x et Y.
FPuisque les quantités a, x, y, b sont en proportion continue, on aura,

a*:x* it x i b (), ainsi x*=a4%b, ou x® — &*b=o0. Dans
cette équation, les termes p et ¢ manquent et r==— ¢*&. Ainsi
nous ferons usage de la premi¢re formule de construction, ol il
sagissait d’inscrire une ligne droite entre deux lignes données de
position, avec la condition que cette droite serait dirigée vers un

point donné.

(*) Lintervalle, est la distance constante qu’il y a entre chaque point de la
courbe et son asymptote, cette distance étant prise sur les lignes qui se dirigent
du pole vers chaque point de la courbe.

(**) En effet, puisquon a, a:x::x:y::y b, i sen suit qu'on a

2 e 2 s

aussi, a* s x*iiy*ib%; or x iy iy b, donne y*=bx Donc en subs-

titnant 4 la place de y* sa valeur bx, dans la proportion 4 «®3::9%: 4%,

elle devigndra, a® i x* ;i bx b 254,
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Ici la droite & insctire (PL X, Fig. 2) est EY qui est dirigée
vers le point K, et les deux lignes entre lesquelles elle doit étre

inscrite sont EX et CY, Je fais C X o= — = ":l' ; €t comme
n est indéterminée , je la suppose égale & 2, ce qui donne C X =—5;
et voici la construction qui en résulte.

Je trace une droite K4 = a, que je divise en deux parties égales
en C, et du point K comme centre , avec un rayon égal 3 CK ,
je déeris le cercle X C, dans lequel je place la droite CX =35, et
entre les droites X4 et CX prolongées indéfiniment, je place
EY=CA4, de manicre que EY ¢étant prolongée , puisse passer
par le point.K; et les lignes K4, XY, KE, CX seront en pro-
portion continue (77), Cest-a-dire, ‘que XY et KE seront les
deux moyennes proportionnelles cherchées entre « et 4. Cette cons-

truction est bien connue,

Dans une des autres formules de construction, lorsque la droite
EY doit étre placde entre le cercle et une droite 4K donnés de
position ( PL IX, Fig. 7), et de plus, &tre dirigée vers le point
donné G, on a, CX = ——, cest-a-dire, dans le probléme actuel,

—az b

== —,—. Je fais donc comme auparavant, n==a, c¢ qui donne

CX =b. Le reste sachevera comme on va le voir,

Je tire une droite K4 =a (PL X, Fig. 3), je la divise en
deux parties égales en C, et du point 4 comme centre avec le
rayon AK, je décris un arc KG, dans lequel j'inscris une corde
KG =25, inscription A laquelle je parviens facilement en cons-
truisant le triangle isocéle K4 G. Ensuite par les points C, K, G,
je fais passer une circonférence de cercle, et entre cette circonfé-

rence et la droite .4 K prolongée, Jinscris la droite EY = CK, de
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maniére que cette droite £ Y soit dirigée vers le point &, Cela fait,
on aura les quatre droites 4K, EC, KY, ; KG en proportion
continue ; cest-a-dire, que EC et KY sont les deux moyennes
entre @ et 5. (78).

Qu'il s’agisse maintenant de partager un angle en trois parties égales;
et que Uangle proposé soit ACB (Pl X, Fig. 4), et soient de plus,
les parties dans lesquellés il doit éwre divisé, ACD,; DCE,ECB.

Du point C co;nme centre, ¢t d’uni rayon arbitraire soit tracée
la circonférence 4 DEB, qui coupe respectivement les droites
C4,CD, CE, CB aux points 4, D, E, B, Tirez les droites
AD, DE, EB, ainsi que 4B qui coupera les droites CD, CE
aux points F et H; menez ensuite par le point D et parallclement
a CE la droite DG qui rencontrera 4B en G. A cause des
triangles semblables C4D, ADF, DFG, les lignes €4, AD,
D F, FG sont en proportion continue, S1 Jon fait donc 4 C=a et

3 3 A
AD=yx, on awra, DF ="~ et FG = Z. D’un autre coté,

ona, AB=BH+GH{+FA—GF=34AD—GF=3x— >_.

-
Ou bien en faisant 4B =5, on aura, 5=3x——::-, ce qui
donne, en réduisant, x* — 34*x4a*b=0o. Cette équation n’a
point de second terme, ainsi p==o0, et les quantités ¢ et r sont
respectivement égales a ~ 3a* et + 2> 5. Ainsi, dans la premicre

des formules de construction, oli I’on avait,p=0, K4d=r, KB = -L

et CX = —, ces lignes se changeront pour le probléme actuel en
a* b

n2

KB=— 32 ¢t CX =

n

; et afin qu'elles deviennent les
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plus simples possible, je suppose que = ==a, et de cette manicre,
KB = —3a, et CX==25. Voici comment s¢ construira le pro~
bléme.

Je trace une ligne K4 =a (PL X, Fig. 5), et au-deld du
point K, je la prolonge d’une quantité KB= 3a. Je divise BA
en deux parties €gales en C, et du peint K comme centre, avec
K C comme rayon, je décris un cercle dans lequel jpinscris la corde
CX =+4. Et ayant tiré¢ la droite 4 X que je prolonge indéfini-
ment, Jinscris entre 4X et CX la droite EY==AC, et je
Finscris de manitre quelle soit dirigée vers le point K. Clest ainsi
que jobtiendrai XY ==x. De plus, 2 cause des cercles égaux
ADEB, CX 4, et des cordes ¢gales 4B, CX, et des parties
¢gales BH, XY de ces mémes cordes, les angles 4CB, CKX
seront égaux, ainsi que les angles BCH, XK ¥. Par cons¢quent,
Pangle XK Y sera la troisicme partie de I'angle CKX. On trou-
vera donc le tiers XK Y d'un angle quelconque CKX, si, en
tirant la corde CX de cet angle, et la corde 4 X de son sup-
plément, prolongées toutes deux indéfiniment, on inscrit une droite
EY égale au diamétre 4 C, de manitre quelle soit dirigée vers le

centre K du cercle (79 ).

Dot il suit, que si, du centre X d'un cercle, on abaisse
sur une corde CX la perpendiculaire KH, Pangle HKY sera
le tiers de langle HKX (*). Donc si un angle quelconque
HKX est donné, qu'on abaisse d’un point quelconque X d’un

(*) Il est bien facile de voir que l'angle HKY =  HK X. Carceeco
HKX =iCKX, et YKX = 1CKX. Ot HKY=HKX—YVKX=}

CXX—1CKX=3CKX=}HKX,
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de ses c6tés K X une perpendiculaire X H , sur l'autre cot¢ KH,
quensuite du point X on méne au c6té K H, la parallcle XE,
et qu'on inscrive entre cette parallele et la ligne X H une droite
EY, double de KX, de mani¢re qu'elle soit dirigde vers le
point K, et 'angle HKY secra le tiers de langle HKX. Ou

bien encore....

Soit Pangle donn¢ 4 XK (Pl X, Fig. 6) sur Pun de ses cbtés,
A X par exemple, €levez une perpendiculaire XH, et dun point
quelconque K de Pautre c6té K X menez une droite K E dont la
partie EY interceptée entre le coté A4 X prolongé et la perpendi-
culaire XH, soit double de lautre cdté XK; et l'angle KEA
sera le tiers de l'angle 4 X K. Elevant ensuite une autre perpen~
diculaire EZ, et tirant la droite K F de mani¢re que sa partie
ZF interceptée entre EF et EZ, soit double de KE, langle
K F A sera le tiers de I'angle K E 4. Clest ainsi qu’on pourra con~
tinuer la trisection jusqu’a linfini. Cette méthode se trouve dans
Pappus , livre 4, prop. 32 (*).

Si vous gimey mieux, pour opérer la trisection de Pangfe, employer celle

des formules de construction, ow lon inscrit une droite entre la circonférence

dun cercle et une autre droite donnée de position (PL. 1X, Fig. 7); alors

vous aurez encore, KB=-1,6 et CX =--, quantités qui

n?

—34"

. A 25
deviennent dans le probléme actuel, K B = yet CX= ——

n

(*) Cette construction est absolument la méme que la précédente; car, si,
an lieu de I'angle 4 X K, on prend son égal XK H, il est évident, d’aprés

ce qui vient d’étre démontré, que ¥ K H est le tiers de XK H; donc, etc.

Tome 11, L
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Et en faisant » = a, on aura, KB= — 3z et CX =5. De-d
résulte la construction suIvante.........

Lemme & Archiméde.

D’un point quelconque K ( PL. X, Fig. 7 ), soient menées du
méme cOté, par rapport au point K, deux droites K4 =a, et
KB=3a. Partagez 4 B en deux parties égales en C, et du point 4,
comme centre, avec un rayon 4C, décrivez une circonférence dans
laquelle vous placerez la corde € X ==54; ensuite unissez les points.
A et X par une droite que vous prolongerez jusqu’a ce qu’elle
rencontre de nouveau la circonférence en G; et entre la droite
K C prolongée indéfiniment, et la circonférence, inscrivez une droite
EY=AC, et dirigée de manitre qu’étant prolongée, elle passe
par le point G; et ayant mené la ligne EC, elle 'sera la racine
cherchée x, ou la corde qui soutendra le tiers de Pangle donné.
Cette construction nous rendra la formule rapportée plus haut, (80).

Mais voici encore une maniéte de la simplifier. A cause des deux
cercles égaux ADEB, KXG, et de leurs cordes égales C X et
AB, les angles CAX ou KAG, et ACB sont égaux, ainsi CE
est la soutendante du tiers de l'angle K4G. Par conséquent un
angle quelconque KAG ¢étant donné, pour trouver sa troisiéme
partie CAE ,inscrivez entre le cercle KG C et le cote de 'angle K 4
prolongé indéfiniment, une droite EY égale au rayon 4G du cercle
et dirigée vers le point G. Clest ainsi qu’Archiméde a enseigné 2
couper un angle en trois parties €gales. On aurait pu expliquer
toutes ces constructions d’'une maniére plus simple qu’on ne I'a fait

Ici; mais jai voulu faire voir comment on pouvait déduire les
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constructions particulieres des problémes, des constructions générales
qui ont €té exposées plus haut.

On pourrait ajouter ici beaucoup de constructions a celles que
nous avons déjd données. Par exemple, si vous voulez trouver deux
moyennes proportionnelles géométriques entre a et b, tracez une
droite 4 K =56 ( P.. X, Fig. 8), et ¢levez-lui urte perpendiculaire
AB =a; coupez AK en deux parties égales en I; portez de 4
en H une ligne égale A la distance BI; portez sur 4B prolongée
une ligne AC égale & la distance BH ; ensuite sur 4K prolongée
au-deld du point 4, prenez une longueur arbitraire 4D que vous
porterez aussi de D en E. Maintenant des points D et £, comme
centres, et des intervalless DB, EC, comme rayons, décrivez les
deux circonférences BF, CG ; placez entre ces deux circonférences
la droite FG==4A41, de mani¢re que FG soit dirigée vers le
point A4; et AF sera la premi¢re des deux moyennes proportion=
nelles. (81).

Les anciens ont montré qu’on pouvait obtenir deux moyennes
proportionnelles par la construction d’une cissoide; mais personne
que je sache n’avait indiqué jusqu'ici un moyen mécanique assez
simple de décrire cette courbe; le voici.

( Pl X, Fig. 9). Soit AG le diametre, et F le centre du cercle
auquel appartiendra la cissoide. Par le point F élevez sur le diametre
une perpendiculaire F D que vous prolongerez indéfiniment. Pro-
longez FG jusquau point P, de mani¢re que FP soit égale an
diamétre, Faites mouvoir Péquerre P E D, de sorte que son coté E P
passe toujours par le point P, et que lautre c6t¢ ED, égal au
diametre 4G ou FP, ait toujours son extrémité D sur la ligne FD,

et ne puisse se mouvoir quen glissant sur elle. Dans le mouvement
L2
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de cette équerre, le point C, milieu du coté E D, décrira une
cissoide GCK, comme je l'ai démontré ci-devant ( voyez le 34° des
prob. géom. ). S’il est donc question de trouver entre z et 4 deux
moyennes proportionnelles, prenez 4 M = a, ¢levez au point M
une perpendiculaire MN =5, joignez les points 4 et N, faites
mouvoir.selon la loi prescrite, 'équerre PE D, jusqua ce que son
point C soit parvenu dans la ligne 4 N; alors en abaissant du point
C une perpendiculaire CB sur AP, et faisant ¢ : BH 2 u: BG
MN : BC, vous aurez, a cause des lignes, 48, BH, BG, BC,
qui sont en proportion continue, vous autez aussi, distje, a,
ty u, b en proportion continue.

On peut encore se servir de Péquerre pour construire d’autres
problémes solides. Par exemple, soit proposée Péquation cubique,
x* = px* 4 gx —r=o0, dans laquelle on suppose que ¢ est toujours
positif, 7 toujours négatif, et p positif ou négatif. Faites 4 G=7;~ 5
partagez 4G en deux parties égales au point F, et prenez FR =
GL=1p; portez FR de F vers 4, et GL de G vers A4, si vous

avez +4-p, mais si vous avez — p, vous porterez ces deux lignes

vers P; élevez au point F la perpendiculaire FD, et sur cette pet-

pendiculaire prenez FQ = V;; élevez encore au point Q la per-
pendiculaire QC; prenez sur®a jambe ED de I'équerre les parties
ED et EC, respectivement égales & 4G et 3 4R, ensuite appli-
quez Péquerre sur la figure de maniére que le point D touche Ia
droite FD, et le point C la droite QC; alors si vous achevez le
parallélogramme B Q, la droite BL sera la valeur de x.

Jusquici je n’ai employé, pour construire les problémes solides,

que des moyens mécaniques d’une pratique facile et expéditive.
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Ceest ainsi que les anciens ayant déterminé, par composition, les
lieux des problémes solides, ont bientdt senti que de telles cons-
tructions resteraient inutiles, & cause de la difficulté de décrire les
sections coniques; c’est ce qui les a engagés A en rechercher de plus
faciles, ou par la conchoide, ou par la cissoide, ou en tendant des
fils, ou enfin par quelques autres moyens mécaniques, préférant,
comme nous P'apprend Pappus, une construction mécanique, mais
d’une exécution aisée, A une autre géométrique , a la vérité, mais
bonne uniquement en spéculation. Clest pour cette raison que le
grand Archimede, négligeant la méthode trouvée par les géometres
ses prédecesseurs, d’opérer la trisection d’un angle par les sections
coniques, enseigna dans ses lemmes un nouveau moyen d’exécuter
ce probléme; C’est celui que nous. avons fait connaitre ci-devant.
$i les anciens, tout en regardant certaines courbes comme méca-
niques , les ont cependant préférées pour la construction des pro-
blémes, il me semble qu’il y a encore bien plus de raisons de les
préférer pour cet usage, aujourd’hui que la plupart des géométres
les regardent comme tout aussi géométriques que les sections coniques
elles-mémes.

Au reste, je ne partage pas leur opinion d cet égard. Leur régle,
qui est d’admettre pour la construction des problémes toutes les
especes de lignes, selon le rang des dimensions de leurs équations,
me parait atbitraire, et sans aucune base solide en géométrie. Je
dis plus méme, c'est qu'elle est fausse; car, selon cette régle, le
cercle serait du méme ordre que les sections coniques, et cependant
on s'accorde généralement 3 le ranger avec la ligne droite; et la
certitude de cette régle une fois ¢ébranlée, que devient celle d’ad-

mettre dans la géométrie toutes les lignes, selon lordre de leurs

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



86 CONSTRUCTION LINEAIRE

dimensions? N’est-elle pas sapée par les fondemens? Quant & moi,
je crois qu'on ne doit admettre parmi les ligﬁes planes que la droite
et le cercle, & moins qu'on n’imagine auparavant un nouveau moyen
de distinguer les lignes, tel que la droite et le cercle réunis par un
caractére commun , soient distingués de toutes les autres. Et dans’
cette supposition méme, le nombre des liénes planes ne pourrait
étre augmenté. En effet, toute ligne qu’on peut tracer sur un plan
est réellement plane, et tout probléme qu'on peut construire par
une telle ligne est un probléme plan. Supposons donc qu'on admette
dans la géométrie plane les sections coniques, et d’autres courbes
de dimensions plus élevées, il en résultera que les problémes solides
et d’autres méme d’un ordre supérieur qui pourront étre construits
par ces courbes, deviendront des problémes plans; donc les pr.o-
blémes plans, les problémes solides, etc. seront touts du méme ordre,
puisqu’ils seront tous construits par des courbes planes. La ligne
droite est analytiquement plus simple que le cercle; mais malgré
ectte différence, les problémes que I'on construit par I'une, sont du
méme ordre que ceux que lon construit par P'autre. Par une seule
demande de cette nouvelle mcthode de diviser les lignes, la droite
et le cercle sont ramenés au méme ordre ; lellipse s’y place encore
plus facilement , puisqu’elle differe moins du cercle que le cercle de
la ligne droite; ainsi, en demandant que lellipse soit décrite sur un
plan, elle est, par Peffet de cette seule demande, ramenée au méme
ordre que le cercle, Supposons que quelqu'un, en examinant les
propriétés d’une ellipse, soit conduit 3 un probléme solide, et qu’il
lui soit possible de construire ce probléme A laide de cette méme
ellipse et d’un cercle, ne paraitrait-il pas raisonnable de regarder

ce probléme comme plan, puisqu’on suppose que déjad Lellipse est
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tracée sur un plan, et quil ne s’agit plus, pour achever la cons-
truction, que de tracer un cercle? Par la méme raison ne paraitrait-il
pas tres-légitime de construire des problémes plans par le moyen de
Pellipse déjd tracée? Par exemple ( P4 XI, Fig, 1% ) si cette
ellipse est 4 DFG, et qu'on demande son centre O, je tracerai les
deux paralleles 4 B, CD, qui rencontreront lellipse aux points
A4, B, C, D; je ménerai ensuite deux autres paralltles EF, GH,
qui rencontreront Pellipse aux points £, F, G, H; fe couperai
chacune de ces paralleles en deux parties égales aux points 7, K,
L, M; junirai les points I et K, L et M par des droites que je
prolongerai jusqu’d leur point de rencontre en O; et cette cons-
truction d’'un probléme plan par Pellipse ne serait-elle pas trés-
légitime? Peu importerait que cette courbe soit exprimée analyti-
quement par une équation de deux dimensions, ou quelle soit
engendrée par la section d’un solide : la seule supposition quielle est
déja tracée sur un plan, suffirait pour rendre plans tous les problémes
solides que I'on construirait par son moyen; et réciproquement elle
serait trés-bien employée a construire tous les problémes plans, car
la demande n’est-elle pas réciproque (*)? Or ce qui peut se faire
en vertu dune demande, doit étre regardé comme fait et accordé.
La demande sera donc: qu'une ellipse soit décrite sur un plan, et

deés lors tous les problémes qui seront construits par le moyen de

(*) Dans cette méthode que suppose Newton, de diviser les courbes, la
premiére demande est que tout probléme construit par une courbe tracée sur un
phan, soit regardé comme plan; et la seconde demande, ou plutdt la demande
réciproque est, que tout probléme plan puisse étre construit par une courbe

quelconque tracée sur un plan,
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cette ellipse, seront rangés parmi les problémes plans; et récipro-
quement tous les problémes plans pourront €tre construits par cette
ellipse.

De tout ce qui précede, il faut nécessairement conclure ou que
Pon doit confondre ensemble et ranger dans la méme classe les
problémes plans et les problémes solides, ou rejeter de la géométrie
toutes les lignes, hors la droite et le cercle, et peut-étre quelque
autre encore qui, dans certains cas, pourrait servir A la construction
de quelque probléme. Maintenant peut-on supposer qu’il se trouve
un géometre qui veuille confondre tous les genres de problémes?
Non, sans doute. Eh bien donc, il faut rejeter de la géométrie
plane les sections coniques, ainsi que toutes les autres especes de
lignes, excepté la droite, le cercle, et celles qui pourraient &tre
données dans quelques cas particuliers. Ainsi cette pratique, si com-
mune parmi les géomeétres modernes, de décrire les sections coniques
sur un plan, est enticrement contraire & Pesprit de la géométrie.
Je ne prétends pas pourtant qu'on doive exclure de la géométrie
les sections du cone; je dis seulement qu’on ne doit pas les décrire
sur un plan, parce quelles n’y sont pas engendrées géométriquement.
Elles naissent de Pintersection d’un solide géométrique avec un plan,
Or, le cbne se constrnit géométriquement, et sa section par un
plan est une opération trés-géométrique. Ainsi le segment du céne
est une figure géométrique, qui tient dans la géométrie solide le
méme rang que le segment du cercle dans la géométrie plane; et
par conséquent la base de ce segment du cone, qu’on appelle section
conique, est une véritable figure de géométrie. Par conséqﬁent une
section conique n’est admise dans la géométrie que parce quelle
est la surface d’un solide géométrique ; et comme le seul moyen

géométrique
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géométrique d’obtenit ces courbes est de couper un solide, les
anciens ne les ont jamais admises que dans la géométrie solide. On
sent bien qu'une telle génération des sections coniques devient si
difficile, qu’elle ne peut étre d'aucune utilité pour la pratique; et
cependant le principal but de la géométrie est de faciliter les mé-
thodes de pratique. Aussi les anciens ont-ils eu recours a différentes
courbes mécaniques décrites sur un plan, et c’est A leur exemple
que j'ai construit les problémes précédens. Ces constructions sont
mécaniques, dira-t-on; je le sais. Mais la méthode moderne de
construire par le moyen des sections coniques décrites sur un plan,
n’est-elle pas aussi mécanique ? Et si 'on veut que les constructions
par les sections coniques soient géométriques, pourquoi donc ne le
seraient pas également celles que l'on ferait par toute autre figure?
Les unes et les autres ne sont-elles pas de Pordre des problémes
plans ? Je ne vois aucune raison de préférer les sections coniques
aux autres figures, 3 moins que ce ne soit parce que les premicres
sont engendrées par les sections du cdne; mais cette propriété est
bien inutile pour la pratique. Au reste, pour ne pas omettre tout-
a-fait les constructions par les sections coniques, je vais en donner
ici quelques exemples, ol je noublierai pas méme d’indiquer des
moyens trés-propres & en faciliter I'usage.

De toutes les sections coniques, la plus simple est Pellipse. Elle
est aussi la plus connue, et celle qui a le plus d’affinité avec le
cercle, enfin celle qui peut étre le plus facilement décrite sur un
plan. Cependant la pllupart des géometres lui préferent la parabole,
parce que Péquation de celle-ci est plus simple. Mais par la méme
raison ils devraient donc aussi préférer la parabole au cercle, et
Cest ce qu’ils ne font pas, Rien n’est donc plus dénué de fondement

Tome 11, M
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que cette classification des courbes selon la simplicité de leurs équa-
tions, et les géometres modernes y ont frop d’égard. La simplicité
des équations n’est qu'une simplicité analytique qui n’a rien de
commun avec la composition. Les loix de celles-ci sont enti¢rement
indépendantes de Panalyse: cette derniére nous meéne comme par
la main 3 la composition ; mais il n’y a de vraie composition qu'a
Pinstant ol Panalyse a entiérement disparu, tant qulil en reste la
‘moindre trace, vous n’avez point encore de véritable composition.
La simplicité des figures dépend et de la simplicite de leur descrip-
tion, et des idées qu’elles expriment. Une figure n’est point une
équation; c’est une peinture soit géométrique, soit mécanique, par
laquelle on exprime ses idées pour les rendre faciles & concevoir.
Nous donnerons donc le premier rardg A lellipse, et nous enseigne--
rons de quelle mani¢re on peut construire les équations par son

N\

moyen.

Soit proposée Uéquation générale du troisiéme degré, x* — px* —
gx —r==o0, ou ks quantités p, q, r sont ls coéfficiens connus des
termes de Déquation, ex peuvent étre indifféremment positifs ou: négatifs, et
ou Dlun des deux termes p, q, et méme tous les deux peuvent mangquer, on
bien , ce qui est la méme chose , étre égaux a 7éro. La seule construction,
suivante pourra servir de formule pour construire toutes les équations
cubiques.

( PL X1, Fig. 2). Sur une droite donnée quelconque, portez
d'un méme codté, A partir du point B, les droites BC et BE, ainsi
que B D moyenne proportionnelle entre BC et BE. Appelez BC, n3

. 4 . e e
et faites B4 = L., que vous porterez vers C, si g est positif, et

du cOté opposé, sil est négatif, Elevez au point 4 une perpendi~
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culaire A4 I; prenez sur cette perpendiculaire, AF=p, FG=AF,
Fl= ——; et enfin faites la proportion, BE: BC :: FI: FH,
et vous porterez FH de F en H, Les deux lignes FH et FI doivent
se porter du méme c6té du point F, c’est-3-dire toutes les deux
vers G, si p et r ont les mémes signes, et toutes les deux vers 4,
s'ils ont des signes différens. Achevez les parallélogrammes 14 CK
et HAEL, et du point K, comme centre, avec KG pour rayon;
décrivez un cercle. Prenez sur la droite H L, d’un c6té ou de lautre
du point H, une ligne HR que vous déterminerez de longueur par
cette proportion, BE : BD :: HL : HR; par les points G et R,
tirez la droite GR jusqu'a ce qu'elle rencontre en qﬁelque point S la
perpendiculaire E L ; ensuite faites mouvoir la ligne GRS de maniére
que son point R glisse toujours sur la droite H L/ , et son point S sur la
droite E L; par ce mouvement, le point G décrira une ellipse qui cou-
pera le cercle, comme on peut le voir lorsque la ligne G RS est arrivée
dans la position 3pq. Maintenant, si du point y on abaisse sur 4 £ la
perpendiculaire 9 X, la moiti¢ de cette perpendiculaire sera une des
racines de Péquation. Et Pextrémité G ou » de la régle GRS ou
ype, pourra rencontrer le cercle en autant de points qu’il y a de
racines réelles dans I'équation. Toutes celles des racines qui seront
situées , par rap}‘)ort A AE, du méme c6té que FI comptée du
point F, seront positives, et toutes celles qui seront situées, par
rapport a AE, dans un sens contraire 3 FI, seront négatives.
Tout cela cependant dans la supposition que Fon a — r; car silon
avait 4-r, ce serait tout le contraire.

Cette construction se démontre avec le secours des Lemmes
suivans,

M 2
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LEMME I, Tour étant supposé comme dans la construction
précédente , on a, 2ACX AX — AX = ')./._i—— 241Xy X+
244G X FI,

Car on a, par la propriété du triangle rectangle, Ky — CX=
(Xy— CK)*, ou bien, Ky — CX = ( Xy — AI)*. Mais...
Ky=Gi+4C, et CX=(AX~ACY =AX ~24Xx AC+ AC.
Donc IT; —CX = G_} — ﬁ+ 24X x AC. Et par conséquent;
(Xy—AIY=Gl=AX4+24Cx AX, oubien, Xy—2Xy x
Al + 41 =GI — AX+24Cx AX. Retranchons de part et
d’autre G_;, et il restera, f;-—szxAI+Ji—-5}= 2ACX
AX— AX. Or (par la 4%, prop. du 2°, liv. des Elém.) on a,
7i=ﬁ+ 24G X Gz+5i, et par conséquent, Al —Gl=
AG+246GxGl=24G( 2% +GI). Or ;4G + GI=FL
Donc 41— Gl = 124G x FI. Donc enfin 2 4CX AX — AX =
Xy—2Xyx AI4+24Gx FI. C.Q.F.D.

LeMME 1L Tout éant supposé comme dans la construction précédente,
onatra, \EAXAX — AX = 5 x Xy — 2EL X0 4H 4
24G X FI

On sait, par la manicre dont nous avons fait mouvoir ci-dessus,"
la régle 3 pe, que son point 5 décrit une ellipse, dont le centre
est en L, et que les deux axes sont placés sur les droites LE et
LH. Celui de ces deux axes qui tombe sur LE, égale 294, OU

2GR, et celui qui tombe sur LH, égale 23¢, ou 2GS, Les
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triangles semblables HGR, SRL nous donnent la proportion,
GR :‘RS t* RH: RL, dol1 nous tirons GR: GR+ RS :: RH :
RH+4 RL; ou bien, GR : GS :: RH : HL. Mais nous avons el
plus haut la proportion, BE : BD :: HL : HR. On conclut de
ces deux proportions, celle~ci, BD : BE :: 2GR : 2G S. D'on
il suit que le grand axe est & son paramétre :: BE : BC, ou bien
22 FI: FH. (82). Ainsi Ty étant une ordonnée a 'axe HL, on
a par la propriété de lellipse, GS — ff‘:—% x T3. (83). Mais
LT=AE — AX, ¢t Ty — X — AH. Amsi LT — 45—
2AEX AX + AX; et T-;:: 7—X3_ 29 XX AH + AH. Substi-
tuons, A la place de ces deux quarrés, leurs valeurs dans Péquation
GS—1IT= £ x Ty, clle deviendra, GS — AE + 24E x
AX—AdX = (;X—2yXx AH + dH). Mais GS — AE =
(GH+ LS )*, parce que GS est Ihypothénuse d’un triangle rec-
tangle dont les cOtés sont égaux, Pun & 4E, et l'autre 3 GH+ LS.
Et A cause des triangles semblables RGH, RSL,on a, LS : GH ::
LR: HR, et en composant, LS4+ GH ; GH :: LR+ HR : HR.
Ou bien, LS+ GH :GH :: HL: HR. Dou lon tire......
(LS+GH) : GH 3 HL : Ij[_R1 Mais nous avons fait par cons-
truction, BE : BD :: HL: HR, ce qui donne, BE : BD 3t

2

FZ: I‘I—é; et en mettant pour BD sa valeur BCx BE, nous

aurons , BE : BCx BE :: HL : HR. Ou bien, BE : BC::
HL: HR. Or BE: BC:: FI: FH, donc FI: FH :: HL: HR,
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donc aussi (LS+GH) : @_f}::_FI: FH; dou Ton tire...
(LS+GH) = —FF-H{-XC_I‘} Et nous wenons de voir que...
EE—IE::(LS+GH)’. Donce GTf—sz:-;HixérIi On

awmra donc, :}f xG—AiI!+zAE><AX—JZX"= ..............

%(‘}T—:Y’ — 29 XX AH + AH ). Retranchez de part et d'autre
,LIJ‘;XG_J—‘;, et il restera, 2 AEX AX — AX =..... teesne ‘e
A (7X=29XxAH+ AH~GH). Mais AH=AG4+GH,
donc 4H — Zé+ 246G X GH+G_A;. Et en retranchant de part
et d’autre G_Ii, le reste sera, AH— G—fi=zi_é+ 246G x GH,
ou bien, 4H — GH =246 (A& 4 GH) =246 x FH.
Ainsi on aura, 2AE X AX — AX = eveeenannnnnn. Ceeaene
(37X —29XX AH+24GX FH). Ou bien enfin.......

2AEX AX — AX == Ll )X — 2ELyXx 47 | ¢y 46,
C.Q.F. D.
LeMmMmE 111 En supposant tonjours que tout est comme dans la cons-
truction , on aura la proportion, AX : y X — AG 2 X : 2BC.
Car si Pon retranche Péquation donnée par le premier Lemme

de celle qui est donnée par le second, on aura pour reste....

2 AX X CE =1L x7X — 2L x AHX X 4141 X. Et

en multipliant chaque membre de cette équation par FH, il viendra,
2 FHXAXXCE=HIxyX—2FIXAHX 7y X+24Ix FHXX.
Mais 4I=AHAHI, Ainsi 2FIX AH—2FHX Al =2FIX
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AH — 2FH X AH—2FH x IH. Ensuite 2FI X AH—2FH X
AH =24AHXHI, et 2AHX Hl —2FHXHI=2HIXAF.
Donc 2F1x AH — 21 FH X AI=2HIx AF; par conséquent
2FHXCEX AX = HI X yX — 2 HIX AF X yX. De cette
équation lon tire la proportion, HI: FH i 2AX X CE :
(»X — 24F )x 3X. Mais on a ( par const. ) CE : BC ::
HI:FH. (*). Donc CE:BC::2AXXCE: (»X~24F)x X,
Dol l'on tire, 24X X BC=(3X —24F) X yX. Et enfin...
AX:yX—24F 23X :2BC. C. Q.F. D,

LemmMmE IV. Toujour;s dans les mémes suppositions, on a, 2 FI ¢
AX—24B 2 X : 1BC. ‘

Car si de I'équation résultant du troisi¢me Lemme, 2 B Cx AX=
yX—24Fx X, on retranche Péquation résultant du premier
Lemme, et qui est, 2ACKX AX — AX = yTX‘z—-zAIxyX+
24G x FI, il restera, —24B x AX+4X = 21FIXyX—
2FIXAG, ou bien AX(AX~—~24B)=2FI(X—A4G);
d’ol1 Ton tire la proportion, 2 FI: AX—24B 3t AX: X~ A4G.
Mais par le Lemme troisicme on a, 4 X 9 X-—24F::9X:2BC,
ou bien (A causede 24 F=A4G), AX:9X—AG 19 X:2BC.
Donc, 2 cause de Pégalité des deux rapports, ona, 2FI; AX —
24B 49X :2BC. C, Q. F. D. |

(*) Par construction on a, BE : BC . FI: FH; d’ou il est facile de tirer

la proportion que Newton donne ici.
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Apres avoir érabli tous ces Lemmes, voici enfin de quelle maniére on
démontre la construction du probléme.

Par ie Lemme quatriéme on a cette proportion, 2 FI ; A X —
24B: 9X:2BC, oubien o X : 2BC:: 2Fl1: AX—2A4B;
et (par la 1%, prop. du 6°. liv. des Elém. ) cette proportion devient,
»X :2BC: 2FIX2BC: 2BC(AX—24B), ou bien.....
X :2BC 3 2FIX2BC: AXX2BC—24BX2BC. Et par le
Lemme troisiéme nous avons eu, 3 X : 2BC:t AX:9X —24F.
Donc 9 X : 2BC:: 2BCX 2FI: 9 X(9X—24F)—2BCX
24 B (84). Et en faisant le produit des extrémes et celui des

moyens, On aura, —;,—XS'— zAFxT]E’—A,BCx ABXy X = S-EéxFI.
Et en transportant tous 'les termes d’'un méme cote, ;32— 2 AF X
;‘)’{— 4BCx ABx3X—8 BCx FI=o. Maintenant, dans la
construction qu’il s’agissait de démontrer, nous avons appelé £9 X, x;
AF, p; BC, n; AB, L ; et FI, —. Ainsi BOX AB=g, et
BC X Fl1==r, et en substituant toutes ces valeurs dans I’équation
finale, on aura, x* — px* —gx —r=o0. C. Q. F. D,
COROLLAIRE. $1 Pon suppose les lignes 4B et AF égales &
zéro, on aura, par le Lenime troisieme, AX 19X 12 9 X 2BC;
et par le Lemme quatrieme, 2Fl : 4X 119X : 2BC. D'oh Pon
tire, 2FI: AX 22 AX:9X:9X: 2BC. De 1a on déduit la
méthode de trouver deux moyennes proportionnelles entre deux

droites quelconques FI et BC,
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S$ COLIE.

Jusqu'ici-je n’ai employé que lellipse pour construire Péquation
du 3° degré; mais la régle est plus générale par sa nature; elle
s'étend indifféremment & toutes les sections coniques. En effet, si,
au lieu de Pellipse, vous voulez employer P'hyperbole, portez les
lignes BC et BE dans des sens opposés & partir du point B; déter-
minez ensuite, comme auparavant, les points 4, F, G, H,I, K, L
et R, excepté seulement que FH partant du point F, doit Etre
portée du c6té oppos¢ & FI; et que HR ne doit point étre.comptée
sur HL, mais sur 41, et quil faut porter AR de part et d’autre
du point H; ensuite, au lieu de la ligne GRS, menez par le point
L et par les deux points R et R deux droites, elles seront les
asymptotes de I'hyperbole. Au moyen de ces asymptotes, LR, LR,
décrivez une hyperbole que vous ferez passer par le point G ; ensuite
décrivez aussi un cercle du point K domme centre, et d'un rayon
K G; et les moities des perpendiculaires abaissées de chaque point
d’intersection de 'hyperbole avec le cercle, sur la droite 4 E, seront
les racines de I'équation proposée. La démonstration s’en fera comme
ci-dessus, en observant de changer convenablement les signes +- et
—, selon qu'on a changé la position des lignes.

Si vous voulez employer la parabole, le point E s*loignera i
Pinfini, ainsi il ne se trouvera nulle part, et le point H tombera
sur le point F. Cette parabole aura pour axe HL et BC pour
paramétre de laxe; elle passera par les points G et 4; et son
sommet sera situé par rapport & F du méme cOté que B est situé
par rapport a C,
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. Les constructions que Pon fait par la parabole sont les plus simples
de toutes, en ne considérant que la simplicité analytique; viennent
ensuite celles que I'on fait par Phyperbole, et en dernier lieu, les
constructions par lellipse, Mais si vous n’avez égard qua la sim-
plicité pratique , A la facilité de décrire les figures , renversez cet ordre.

Il faut observer dans toutes ces constructions, qu’en général une
ellipse ou une hyperbole est déterminée d’espéce par le rapport qui
existe entre le parametre de son axe, et I'axe méme; et ce rapport
étant le méme qfle celui des lignes BC et BE, on voit que
connoissant ce'lui-ci, on aura lautre. Pour la parabole, 1l suffira de
supposser BE infini, et BC sera le paramétre, ligne dont la
connaissance suffit seule, pour construire la parabole. Ainsi Pon
peut toujours construire une équation quelconque du troisiéme
degré par le moyen de telle section eonique qu’on voudra , lors
méme que la Figure en est déjd tracée, et par conséquent invariable.
Et pour arriver de la Figure tracée a celle qui doit donner les racines
de Péquation proposée, il faudra augmenter ou diminuer dans un
rapport donné, toutes les dimensions de la premicre; je vais m’expli~
quer plus clairement.

Soit proposé de construire léquation quelconque du  sroisiéme degré
b pax*Egxtr= o0, par le moyen dune section conique quelconque
déja tracée. :

D’un point quelconque B (PL XI, Fig. 3 et 4), prenez sur la
droite indéfinie BCE, deux droites d’'une longueur arbitraire BC,
BE, avec la condition pourtant qu’elles seront entre elles dans le
rapport du paramétre de 'axe principal, & Paxe méme de la section
tracée; portez ces lignes d’'un méme coté du point B, si la section

est une ellipse, et de ¢dtés différens, si c’est une hyperbole. Faites
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BC=n, et Bzi:::%, et portez B.A de B vers C, si g est positif,

et du cbté opposé, sil est négatif; élevez au point A4 une perpen-

diculaire 47, sur laquelle vous prendrez 4F=p et FG = AF.
Enfin vous ferez FI== —-; vous porterez FI de F vers G, si

2 et r ont les mémes signes; mais s’ils ont des signes différens, vous
porterez FI de F vers A. Faites ensuite la proportion BE ; BC 2
FI:FH. Les trois premiers termes de cette proportion €tant
connus, le quatri¢me l'est aussi; portez-le de F wers I, si la section
tracée est une ellipse, et dans le sens opposé, si ¢’est une hyper- .
bole. Enfin achevez les parallélogrammes /4 CK, 4 H LE. Toutes
ces lignes étant décrites, appliquez-les sur la section conique tracée,
ou bien, ce qui revient au méme, appliquez sur elles la section
conique, de maniére que son axe principal coincide avec la droite
LH, et que son centre tombe sur le point L, Ces choses étant ainsi
disposées, unissez par des droites les points L et K, ainsi que les points
L et G; la droite LG coupera la section conique au point g. Ensuite
prenez sur LK, & partir du point L, une quatriéme proportionnelle que
vous déterminerez en faisant la proportion LG : Lg 2t LK : Lk; et
du point k comme centre, avec un rayon kg décrivez un cercle;
des points oit ce cercle coupera la section conique superposée ,
abaissez sur L H des perpendiculaires, telles que 3 T; aprés quoi,
portez de T vers o une quatriéme proportionnelle TY, que vous
déterminerez par la proportion Lg : LG :: Ty :, TY; prolongez
TY jusqwa ce quelle coupe la ligne 4B en un point X, et 1 XY,
sera une des racines de I’équation proposée. Toutes les racines qui
seront situées par rapport & 4B du méme c6té que FI est situé
par rapport au point F, toutes ¢es racines, dis-je, seront positives;
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100 CONSTRUCTION LINEAIRE

et toutes celles qui seront situées dans un sens contraire, seront
négatives ; dans la supposition toutefois, que, dans Péquation,
on a, —r; car si Pon avait +r, il faudrait dire tout le contraire.'

Clest ainsi que, par le moyen d’ellipses ou d’hyperboles données,
on construit toutes les équations du troisicme degré. Si 'on veut
construire par le moyen d’une parabole donnée, il faudra prendre
BC égale au paramétre de cette parabole; et aprés avoir ‘déterminé,
comme ci-dessus, les points 4, F, G, I et K, du point K comme
centre, avec un rayon KG, on décrira un cercle, et sur ces lignes
ainsi tracées, on appliquera la parabole donnée, ou les lignes sur
la parabole, de mani¢re que celle-ci passe par les points £ et G,
et que son axe passant par le point F, soit parallele 3 4C, et que
son sommet tombe, par rapport & F, du méme coté que B est
situ¢ par rapport a C. Toutes ces choses étant ainsi disposées, si,
des points d’intersection du cercle avec la parabole, on abaisse des
perpendiculaires sur la droite BC, les moitics de ces perpendiculaires
seront les racines de I’équation qu’il fallait construire.

Et remarquez que si le second terme de P’équation manque, et
que le paramétre de la parabole soit le nombre 2, notre construc-
tion devient celle que Descartes a donnée dans sa géométrie,
excepté que toutes les lignes sont ici doubles de cellés de la cons-
truction de Deseartes.

Telle est la régle générale des constructions. Mais lorsqu’il s’agit
de construire des problémes particuliers, il faut ticher de le faire
par les formules les plus simples possibles. Par exemple, jai intro-
duit Pindéterminée 7, par le moyen de laquelle on peut trés-souvent
simplifier la construction. Je vais en donner un exemple.

Soit donnée une ellipse, et qu’il sagisse de trouver deux
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moyennes proportionnelles entre 2 et 4. Soient, la premi¢re des deux

5 alors les quatre termes a, x, —>

x2
a

moyennes x, et la seconde

. . 3
et & seront en proportion continue, et lon aura, ab==-—,

ou x* ==ab, et enfin x* — a’b=0, équation qu’l s'agit de
construire. On voit que dans cette équation les termes p et g
manquent, et que r==a*b. Ainsi BA et AF sont ici nulles, et
FI= —"55- Afin que le dernier terme devienne plus simple, je
suppose que Pindéterminée n==a; alors FI=15; et voici comment
se fait la construction.

Sur une ligne indéfinie 4 E ( PL X1, Fig. 5 ), prenez, 2 compter
du point A4, une ligne AC=a. Ensuite déterminez une ligne 4E
par cette proportion: le paramétre du grand axe de l’ellfpse est &
cet axe, comme 4 C est 3 AE; portez 4E du méme coté que 4C,
a partir du point 4. Elevez sur 4C et par le point 4 une perpen-
diculaire,, sur laquelle vous prendrez 41 = 5; déterminez ensuite
une ligne AH par cetie proportion, AE : AC:: Al : AH; et
achevez les parallélogrammes IACK, HAEL; tirez les droites
LA, LK; appliquez sur tout ce tracé lellipse donnée, et supposez
qu'elle coupe la droite 4L en un point g; faites la proportion,
LA4:Lg:: LK: Lk; du point k, comme centre, et d’un rayon kg,
décrivez un cercle qui coupera lellipse en 9 ; du point 5 abaissez
sur AE la perpendiculaire 9 X, qui rencontrera HL en T; déter-
minez une ligne TY par cette proportion, Lg: L4 1 Ty : TY,
et vous aurez, + X¥ = x; Cest-a-dire que ; X ¥ sera la premiére
des deux moyennes proportionnelles. C. Q. F.T.

Fin de PArithmétique Universelle.
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SUR

L’ARITHMETIQUE UNIVERSELLE
DE NEWTON.

NOTE (1), pour la page 47. Tome I.

S I une équation est le produit des facteurs x —a=9, x-4-b=0,

¥ —c¢==0, ou quon ait, (¥—a) (x+5) (x—c)=0, ou bien

—a —ab o
x* b { x* 4 ac { x4abc=o0, il est évident que le dernier
- — 56 .

terme est le produit de toutes les racines, et qu'en substituant suc-
cessivement & la place de x et de ses puissances, chacun des facteurs
du dernier terme 44, — b, +¢, I'équation, dans tous ces cas,
devient égale A zéro ; par conséquent elle est divisible par ¥ — 2=o,
ou par x +b==0, ou par x —c=o0 (mais comme on ne sait
pas d’avance si les racines «, &, ¢ doivent &tre prises avec le signe
+ ou le signe —, il est clair qulil faut tenter la division successie
vement avec I'un et lautre signes). On voit donc que, lorsquung
équation littérale a des diviseurs commensurables, il est trés-facile de
les découvrir, mais il n’en est pas de méme pour une équation numé-
tique, parce que quelques-unes de ses racines, ou méme toutes pouvant
nétre pas des nombres premiers, le dernier terme qui‘ est leur produit

serait alors décomposable de plusieurs maniéres, sans qu’on siit quels
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sont ceux de tous ses facteurs qui sont lesracines de I'équation. Soit,
par exemple, 'équation x* — 12x* 4 44x — 48 = 0 ; les diviseurs du
dernier terme sont: 1,2, 3,4, 6, 8, 12, 24, 48, parmi lesquels
se trouvent confondues les trois racines de I'équation 2, 4, 6, et
cest pour les reconnaitre, que Newton, perfectionnant la regle de
Descartes pour trouver les racines commensurables d’une équation,
a donné la méthode que nous allons expliquer.

Supposons que P’équation x™ 4 Bx™"" 4 Cx""* 4, etc. += K =0
soit divisible exactement par le facteur du premier degré x =D ==o0,
et que le quotient soit x™ ™" 4« Lx™~* 4 Mx™ "3 4, etc. + N = o0,
il sen suit que x™ 4+ Ba"""' 4 Cx"~* 4 etc
+ K= (x""" 4 Lx""* 4= Mx"~3 4 etc. + N)(x==D). Je
remarque d’abord que x== D ne peut pas étre un diviseur exact de
la proposée, 2 moins que D ne soit un facteur du dernier terme K; je
remarque de plus, que la division s’étant faite sans supposer aucune
valeur particuli¢re & x, elle se fera encore en substituant pour x,
une méme valeur queleonque dans le dividende et dans le diviseur.
En effet, substituons a pour x dans le dividende et dans le diviseur;
I'un sera transformé par cette substitution €n......c.eeeeeseso
(a*7 '+ La" ™" 4+ Ma™"? 4 etc. + N) (aip) , et lautre en
a=D, Or Pon voit que cette derpiére quantité divise encore
exactement la premiere; donc, ete.

Maintenant veut-on savoir si une équation quelconque est divisible
par une équation du premier degré, telle que x*=D =0, D
étant un diviseur du dernier terme de la proposée; il n’y a qua
supposer successivement pour x les termes de la progression arith~
métique 3, 2,'1,0, — I, —2, — 3 dont la différence est Punité ;

chacune de ces suppositions transformera le dividende et l¢ diviseus :
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et d’aprés ce que nous venons de dire plus haut, si la proposée
était divisible par un diviseur, tel que x == D, une transformée quel-
conque de cette proposée sera-encore divisible par la transformée cor-
respondante du diviseur. Or, par ces suppositions, le diviseur est
devenu successivement 3==D, 2==D, 1Z=D,o%xD, —1=£D,
— 2D, — 3D, etc., progression arithmétique, dont la diffé-
rence est 1. Donc si la proposée est divisible par x==D, dicomposer
dans tous ses facteurs chacune des transformées de cette propose’é. Ecrivey o
1°. dans une méme ligne horizontale tous les facteurs de la transformée qui
provient de la supposition de x == 3. 12°. Ecrivey au-dessous dans une ligne
horizontale les facteurs de la transformée qui provient de la supposition
de x=12. 3° Ecrivey dans une troisi¥me ligne horizontale, au-dessous
de la seconde , tous les facteurs de la transformée qui provient de la
supposition de x == 1, et ainsi de suite. Comparey maintenant les termes
d'une ligne @ lawtre, en essayant chaque terme en == et en — , et vous
trouverey nécessairement une progression arithmétique, dont la différence sera
Zunize. Si vous ne trouviez aucune progression de cette espéce, ce
serait une preuve que la proposée n’est pas divisible par x==D. La
converse de cette régle n’est pas toujours vraie : c’est-a~dire, que si
1a proposée est divisible par un facteur du premier degré, on trouvera
nécessairement parmi les facteurs de ses transformées une ou plusicurs
progressions arithmétiques; mais de ce qu’on trouve une ou plusieurs
progressions de cette espéce, on ne peut pas toujours conclure que
la proposée soit divisible par un facteur du premier degre: C'est
a cause de cette restriction, que Newton dit : que dans le cas ol 'on
trouve une ou plusieurs progressions, il faut essayer la division de
la proposée.

Si, apres avoir supposé successivement pour x les termes de la

Tome 11, O
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progression 3, 2, 1,0, — 1, —2, — 3, dont la différence est
Punité, on ne trouve parmi les facteurs des transformées que des pro-
gressions d’'une tout autre différence r, il faut en conclure que le
diviseur, s'il en existe, ne peut plus étre x &= D, mais rx == D.
Car la progression trouvée étant, par supposition, 3r==D, 2r== D,
r=D, =D, —r*x D, —a2ar=D, —3r==D; il faut que
le diviseur se transforme successivement en tous ces termes par la sup-
position de x =13, x=12, x =1, x =0, etC., ce qui ne peut
se peut faire quautant que le diviseur serait rx == D. Or, pour que
ce diviseur soit possible, il faut que la plus haute puissance de x,
dans la proposée, ait un coéfficient dont r soit facteur. On com=
prendra encore mieux.toute cette théorie par les notes que nous

ferons sur les exemples de Newton.

NOTE (2), pour la page 48. Tome 1.

Il s’agit de chercher si I'équation x* — x* — 10x +6 a quelque
diviseur d'une dimension. Pour cela, A la place de x, je substitue
successivement les termes de la progression arithmétique, 1,0, — 1,
En substituant 1 pour x, Péquation se transforme en — 43 o pour
x la transforme en -+ 6; enfin —x
pour x la transforme en -+ 14. Je place I} 4| 1,2,4
dans une premicre colonne les termes ol 6|1,2,3,6
de la progression; dans une seconde — 1| 14| 3,2,7, 14
colonne les transformées correspon=
dantes, sans avoir égard a leurs signes. Ensuite sur la méme ligne
ol se trouve chacun des nombres 4, 6, 14, Jécris tous leurs divi-

seurs (tout cela se voit dans exemple ci-a-c6té). Je cherche les
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progressions que ces diviseurs peuvent me fournir, en essayant en
4 et en — chaque diviseur de 4 et le comparant aux diviseurs de
6 et de 14. Je prends donc d’abord 1 que je compare A 2 de la .
seconde ligne; mais il faudrait que le nombre 3 se trouvét dans la
troisicme ligne; et comme il n’y est pas, cette comparaison ne donne
point de progression. Ensuite la comparaison de 1 avec 3 exigerait
5 dans la ‘troisiéme ligne; et celle de 1 A 6 exigerait 11 dans la
troisi¢me ligne; et comme ces nombres ne sy trouvent pas, il sen
suit que 4+ 1 de la ligne supérieure ne donne aucune progtession.
On trouvera de méme que — 1 n'en donne aucune. Je répéte les
mémes essais sur 2 et 4 de la ligne supérieure, et je trouve que 4
donne la progression 4, 3, 2, dont la différence est I'unité, et le
nombre 3 qui répond a la supposition de x = o0, est pris en +3
je tente donc la division par x 4 3. Elle réussit, et donne pour
quotient x* — 4x -+ 2.

NoTE (3), pour la page 48. Tome I.

La quantité proposée étant 6y* —y® —213* 4 3y 4 20 =0,
je substitue successivement 2,1, 0, —1, — 2, 4 la place de y,
et en il résulte les transformées 30, 7, 20, 3, 34. Je ciispose tout,
comme dans exemple de Newton; et aprés avoir comparé en -+
et en — tous les diviseurs de 20 qui répond au terme o de la
premiére colonne, aprés, dis-je, avoir comparé tous ses diviseurs
a ceux qui se trouvent dans les lignes supérieures et inférieures, je
ne trouve que la progression 10, 7, 4, I, — 2, tandis que les
nombres substitués pour y forment une progression dont la différence
est Punité. Donc par le dernier alinéa de la note (1), si la proposée

O 2
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a un diviseur, il ne peut €tre que 3y 4+ 4; car 3 est un diviseur du
- coéfficient 6 qui affecte la plus haute puissance de y. Et en effet,

la' division se fait par ce diviseur.

NoTE V(4),pour la page 49. Tome I.

Aprés avoir tout disposé comme dans I'exemple de Newton,

Jai trois progressions, 3, I,~1,~33 3, —I,—§,—9; €t 7, I, —§, —II.

2| 42 1,2, 3,6, 7, 14, 21, 42. 3 3 7
1|23 I, 23, , I—~1 I
ol 30 I, 2,355, 6, 10,15, 30. -1 -5- 35

=11297 |1, 35,95 11, 27,335 995, 297. |—3 —9 — 11
-2{2618|1,2, 7, 11, 17, 1309, 2618,

La différence de la premicre est 2, diviseur exact du coéfficient 24

qui affecte o’

» et le terme de cette progression qui répond a la
supposition de == 0 étant — 1, on pourra tenter la division par

24— 1.
La différence 4 de la seconde progression divisant exactement 24

coeflicient de 244°, et — 5 répondant & la supposition de a==o0,
on pourra tenter la division par 4x — 5.

La troisicme progression ayant pour différence 6, diviseur exact
de 24, et son terme — § répondant & la supposition de ¢=o,

on pourra tenter la division par 6 x — 5.

On voit donc quiil y a trois divisions 3 essayer. On peut s’en
dispenser en faisant de nouvelles suppositions pour a, par exemple
¢ == — 2, qui donne pour resultat 2618, que je place avec tous
ses diviseurs, comme on le voit dans Pexemple. Je cherche ensuite

si, parmi tous ces diviseurs, il ne sen trouverait pas quelques-uns
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qui fissent suite 3 quelques-unes des progressions déja trouvées. Il
ne s’en rencontre qu'un seul, c’est 17, qui, étant pris en — , con=-
tinue la progression 7, 1, — §, — 11, — 17. Je tente donc la
division par le moyen de la seule progression qui me reste. Le
diviseur a esséyer est 6x — 5, et la division réussit. Ce moyen,
comme on voit, me dispense de tenter deux divisions qui n’auraient

point eu de succes.

NoTE (5), pour la page so. Tome I.

Voici comment on démontre cette reégle de Newton....

Soit proposée Péquation x*— x¥'— gx* | 12x —6=0, et
supposons qu'elle ait pour diviseur 'équation du second degré.....
Ax* 4+ Bx— C = o (4 étant un facteur du coeflicient qui affecte
la plus haute puissance de la proposée). Je fais successivement x =3,
X==2, X=1, x==0, x == — I,x==—2, €tC., etles résultats
de la proposée seront respectivement 39, 6, 1,-6, — 21, — 26. Je
les écris avec tous leurs diviseurs pris en plus et en moins, comme
on le voit dans le tableau suivant :

3139115 35 13, 395, =39~ 13-3-1

2 T,2,3,6,~6,—=3,—2, 1
1| 1]1,~-1
o{ 6 1, "’396"“6’-33_2’-1

=121 |1,3, 7y 21, —=21,—7,—3,—1

-2|26 1,2, 13, 26, —26, =13, —2, —1I

Maintenant je fais les mémes suppositions pour x dans le diviseur
Ax* 4~ Bx — C, et il devient respectivement 94 + 38— C,
44 4+2B—C, A+B—C, od +0B—C, 4—B —C,
. 44— 2B—C, etc. ll faut donc que 94+ 3B —C soit un des
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diviseurs de 395 que 4A4+2B—C soit un des diviseurs de 6 ’
que 4+B—C soit un des diviseurs de 1% que o4 40B—C
soit un des diviseurs de 6; que 4 — B— C soit un des diviseurs
de 21; enfin que 4A'—~9.B-—C soit un des diviseurs de 26.
Donc 94 +4+3B—C==1, ou 3, ou 1\3, ou 39, ou — 39, oOu
— 13, ou — 3, ou — 1. Ce qui donne —3B4+C=94—1,
ou 9A4—3, ou 94— 13, ou g4 — 39, ou 94439, oOu
9d 413, ou 9g4+3, ou 94 -+1. Chaque ligne du tableau
précédent fournira un équation semblable, et on pourra les ordon-

ner toutes comme on le voit ci-dessous.

ou ou ou ou ou ou ou ou

=3 B+C=9d-1j9d~3lg d-13194-39/9 A+39l9 A+ 139 A+3lg A +1
~2B4+C=4d-1\4 A-2|4 A~ 3|4 A— 644+ 64 A+ 34 A+2)4 4+
~ B4+C= A-1] A+1 )

0B+C=0Ad-1l0 A~2jo 4~ 304~ 6od+ 6oAd+ 3jlod+2/04+1
+ B+C= A-1| A-3| A- 7] A-21| A+21) A+ 7| A+3| A+1
+2B4+C=4A4-1|4A-2|4 A-13(|4 A-26|4 A +26{4 A+ 13|4 A+2)4 4+ 1

-

Or les premiers membres de ces équations formant une progression
arithmétique, il s’en suit, que parmi les seconds membres, il doit
nécessairement s’en trouver d’une ligne A Pautre,, qui formeront aussi
au moins une progression arithmeétique. Actuellement, comme dans
notre exemple, la proposée n’a pour multiplicateur de la plus haute
puissance de linconnue que P'unité, il faut faire 4=1, et si on
prend , d'une ligne a lautre, les termes 9 4 — 13, 44— 6,4 —1,
od+2, A43, 444 12, ils donneront la progression arithmé-
tique — 4, —2, 0, 2, 4, 6. Et si on prend d’une ligne a Pautre,
les termes 94 — 3, 44 — 1, A — 1, 0d—3, A—7,

44 — 13, on aura une seconde progression 6, 3,0, — 3, — 6,
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~ 9. Voila les deux progressions que Newton a trouvées dans le
premier .exemple qu’il donne de cette r¢gle; et chacune de ces pro-
gressions lui fournit un diviseur.

La seule inspection de nos équations précédentes suffit pour faire

comprendre toutes les raisons sur lesquelles la régle est établie.

NoTE (6), pour la page 53. Tome I.-

Examinons d’abord la régle de Newton pour le cas des diviseurs
d’une dimension.

Supposons que la proposée m’ait que trois lettres, x, a, b5 que
tous ses termes aient le méme nombre de dimensions, et qu'elle soit
divisible par le facteur du premier degré mx4-na-+pb(m, n, p,
représentant des nombres), et quaprés la division faite, le quotient
soit Z ; la proposée pourra s'écrire ainsi, Z ( mx =+ na + p#b ). Faisons
successivement x = 0, a = 0, b==0, il est clair que la proposée
se réduira aussi successivement & Z (netpb), Z(mx+pb),
Z (mx+4na); oh Pon voit que le premier résultat est divisible
par na 4 pb; le second par mx + pb, et le troisieme par mx 4 za.
Or, ces trois diviseurs sont tels, que le terme za du premier se
retrouve dans le troisiéme diviseur, et son autre terme pb, dans le
second; enfin le terme mx du deuxieme diviseur se retrouve dans
le troisitme. De sorte qu’en faisant la somme de ces trois diviseurs,
on a, amx + 2na+2pb, Cest-a-dire le double du diviseur
mx 4 na 4 pb. Mais, par supposition, il n’y a en tout que trois
lettres dans la proposée, et dans la somme des trois diviseurs on
trouve deux fois le terme mx, deux fois le terme na, et deux fois
le terme pb; cest-d-dire que chacun d’eux s’y trouve autant de fois >

moins une, quil y a de lettres dans la proposée. Et C’est ce qu'exige
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la régle de Newton, lorsque les parties de chaque diviseur ne sont
composées que d’une lettre. .
Si la proposce a quatre lettres, x, a, 5, ¢, et quelle soit divisible
. par Péquation d’une dimension, mx +na+pb4qc(m, n, p, 4,
représentant des nombres ), et que de plus le quotient soit Z, on
pourra écrire la proposée de cette maniére, Z (mx ++ na+pb+qc)-
Supposons maintenant que x, a, 4, ¢, deviennent successivement
zéro; la proposée deviendra aussi successivement , Z (za +pb+g¢);
Z(r;zx+pb+qc); Z(mx+na+4cq); et Z(mx+na-+ pb).
Les quatre diviseurs partiels sont donc, na +pb+-gc, mx+pb+q¢,
mx 4 na-4qc, mx4na-pb; et le terme na qui se trouve dans
le premier, se retrouve dans le troisiéme et le quatriéme; pb, autre
terme du premier diviseur, se retrouve dans le seeond et le qua-
trieme ; et son dernier terme gc¢ se retrouve dans le second et dans
le troisieme diviseurs;'enﬁn le terme mx du second diviseur se
retrouve dans le troisitme et dans le quatriéme ; C'est-2a - dire
que chacune des parties d'un méme diviseur se retrouve dans deux
autres diviseurs, ou se trouve trois fois dans tous les diviseurs,
ou se trouve dans tous les diviseurs autant de fois, moins une,
quil y a de lettres dans la proposée. Et Cest encore Ia ce que
demande la régle de Newton. Rassemblez donc toutes ces parties,
en les prenant une seule fois chacune, et vous aurez le diviseur &
essayer , mx 4 na 4 pb+gqec.

On' suivrait la méme marche, si I'équation littérale dont on cherche
un diviseur du premier degré, avait cinqg ou six, ou un plus grand
nombre de lettres.

Enfin, si Pon a une équation- littérale ne contenant que trois
lettres, et quwon se soit assuré, par la méthode précédente, quelle

n’a
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n’a aucun diviseur du premier degré, il faudra chercher si elle n’en
aurait pas un du second. Pour déterminer ce diviseur, voici ce qu'il
faut observer. Supposons quune équation littérale, au moins de
quatre dimensions, ayant tous ses termes homogenes, et ne ren-
fermant que trois lettres, soit divisible par Péquation du second
degré, gx* +akx 4 lbx  ha* trab+ st (g, by L, kyr, s étant
censés désigner des nombres ), et que le quotient soit Z. La proposce
pourra donc s'écrire ainsi, Z (gx* 4 akx 4 blx 4= ha* +4rab 4+ sb*).
Faisons successivement, x =0, a==0, == 0, et la proposée se
réduira aussi successivement & Z (ka* 4 rab+4sb).....i.i...
Z(gx*+lbx+sb*), Z(gx*+ akx +Fka*). On voit donc que les
diviseurs des trois résultats de la proposée sont, ha* 4-rab+sb*,
gx* +lbx ¥ sb*, gx* 4 akx 4= ha®; en examinant ces trois divi-
seurs, on voit que chacun ne contient que deux lettres de la
proposée , C’est-a-dire le quarré de chacune de ces deux lettres, et
le produit de Pune par lautre; par exemple, le premier diviseur,
ka* + rab 4 sb*, ne contient que le quarré de a, celui de 4, et le
produit de 2 par 5; il en est de méme des deux autres diviseurs.
De plus, ke* qui est un quarré contenu dans le premier diviseur,
se retrouve aussi dans le troisiéme ; s5*, autre quarré contenu dans
le premier, se retrouve dans le second ; tandis que le rectangle rab,
contenu dans le premier, ne se retrouve dans aucun des deux
autres. Et c’est 13 ce quiexige la régle: « Que ls parties des divisewrs ,
composées dune seule lettre, se répdtent autant de fois , moins une, qu'il y
a de lettres dans la proposée ; et que les parties des diviseurs , composées
de deux lettres, se répétent autant de fois, moins deux , qi’il y a de lettres
dans la quantité proposée, Or les quarrés ne contiennent qu’une seule
lettre, tandis que les rectangles en contiennent deux; donc les

Tome 11, P
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premiers doivent se répéter autant de fois, moins une, quil y a de
lettres dans la proposée, et les seconds, autant de fois, moins deux,
comme nous lavons trouvé,

Je crois avoir assez bien mis le lecteur sur la voie, pour que
de lui-méme il soit en état de suivre Newton dans la recherche
de diviseurs plus compliqués. Javais fait encore plusieurs autres
notes sur ce sujet, mais je les supprime; elles me paraissent sur-
abondantes, ‘

NoTE (7), pour la page 63. Tome L

4 6 .
Les deux derniers exemples, }/ @*x, et |/ a’x*, ont besoin de

’ . . » . - . ‘ -
deux mots d’éclaircissemens. On sait qu’il est indifférent d’écrire

2 i~ 1 4,
V a, ou bien l/a‘, ou bien a=. Donc le premier exemple, l/a‘x,
1 1 3

3 1 . 2 1 ox
peut sécrire en cette mani¢re, a*x%, ou bien a%a%x¥, ou

T
2

1 4 — 4
aiaizs, ou Vax | ax. Telle est la premitre forme que Newton

T
donne A cette quantité. Si Pon multiplie et qu’on divise par 2+ la

4 1
atx

., 31 . . 4,70 N
quantité a+x#, elle deviendra, > ou bien, a l/% , €t Clest

X]
a4

la seconde forme que Newton lui donne.
6
Quant au dernier exemple, |/ a’x*, il devient sans difficulté,
6 __S— . [ ﬁ 6 a .y 9
a} ax*, ou bien a — ==ax |/ —- Premiére forme que l'au-

teur lui donne; et il dit quon peut encore Iui donner celle-ci,

Viax x Va‘x. En effet, la quantité donnée étant, Va7x’, peut
. . e z 3 . LA 2 I . .
s'¢crire ainsi, 26X x%, ou bien @*x? xa3x7, qui devient, en
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. — 3
remettant les signes, Vaxx l/a’ x. Et c’est la forme que Newton

demande.
NoTE (8), pour la page 65. Tome I

Lorsqu’il s’agit de ttouver la racine d’une quantité en partie
commensurable et em partiec incommensurable, on peut supposer
que g+ 2‘/ﬁ+lz , représente en géncral cette quantité , dont la
tacine est V'g + V'%. La partic rationnelle est teprésentée par g+ %,
et Pincommensurable par 2V'gh. Soit donc lindéterminée.....
A=g+1h, et B=z‘/g—h. Nous aurons, 4*=g*+ 28k k",
et B* = 4gh, Je commence d’abord par démontrer ce qu’annonce
Pauteur ,- que A est la fartie la plus grande de la quantité proposée,
et B la plus petite. Or, si 4 est plus grand que B, 4* sera aussi
plus grand que B*; donc il faut quen général on ait, 4*— B*
¢gal A une quantitité positive, et c’est ce qui a lieu effectivement,
car A* — B*=g* —2gh+ h* =(g— k), quantité toujours
positive ; donc enfin 4 > B, comme le dit Newton. Maintenant,
si nous ajoutons les deux équations V 4> — B* =g =k, et..

A==g++ kL, nous aurons, A 4 VA4 — B — 2g, ou bien......
ALV E=F

. 2

g:

5 et en retranchant l'une de lautre, il viendra,

A—V 4 —B* =1k, ou bien b= ﬂ;ﬁ:ﬁ’_- Ainsi, pour

que Pextraction de la racine soit possible, il faut évidemment que
g et h soient des quantités rationnelles, et que par conséquent

P2
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A* — B* soit un quarré parfait; s'il ne Pest pas, il est inutile de
chercher la racine, on ne la trouverait pas, & moins que les deux
parties de la quantité¢ dont on cherche la racine ne soient incom-

mensurables.

NOTE (9), pour la page 67. Tome I.

Voici comment on démontre la méthode abrégée que Newton
enseigne en cet endroit, Soit la quantité pr(;posée g+h+k+
z\/ﬁ+ 2‘/-g—k+ z\/ﬁ, dont la racine est, Vg + VitV
Il est clair que je connaitrai cette racine, si je parviens a con-
naitre chacune de ses parties, ‘/E, Vk, Vi Or, multiplions 'un
par Pautre les deux radicaux 2 V'gk et 2 \/-ﬂ, et divisons le produit

par Pautre radical 2V'Ek, €t nOUS QUIONS....v.eevevnennsns

4[/ gzhk —_— —h_k_ — . . .
=28 X =28 Eten doublant, et tirant la racine

du double, nous aurons, 2V'g, qui est préciscment le double de
g, comme Newton I'a annoncé. On trouverait de la méme

maniére le double de Vi et le double de V% Donc, etc.
NoOTE (10), pour la page 68. Tome I.

Avant de chercher a expliquer les principes sur lesquels est fondée
la régle que Newton donne ici, j'observe quiil ne s’agira que des
racines d’un degré impair; car si on voulait prendre la racine paire
d’un binome, il est évident qu'on en pourrait tirer la racine quarrée

par les regles précédentes qui ont ¢été expliquées dans les notes
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8 et 9, et qu'en répétant cette opération autant de fois quil est
nécessaire, on arriverait toujours finalement A n’avoir i extraire
gu'une simple racine quarrée, ou une racine d’'un degré impair,
selon que Pexposant de la racine serait un nombre pairement pair,
ou pairement impair; or, le premier cas se rapporte aux régles
précédentes, et le deuxiéme, a celle que nous allons expliquer.
Il suffit donc de supposer que Pexposant ¢ de la racine dont il s’agit,
représente’ des nombres impairs.

Je passe & lexplication de la reégle. Le binome dont il faut
extraire la racine ¢, étant 4 =B, Newton cherche un nombre 7,
et introduit un autre nombre indéterminé Q, tels qulil obtienne
Péquation 4*Q — B*Q =, ( » étant le plus petit nombre dont
la puissance ¢ soit divisible, sans reste, par 4> — B*), et de cette

maniére il trouve la racine ¢ du binome ( 4 + B) V'Q, qui, étant

¢ p——— 2C o 3
divisée par l/\/ Q, ou l/Q, donne pour quotient, I/A + B, qui
est précisément la racine cherchée. Pour entendre la raison de tout

cela, il faut d’abord démontrer le théoréme suivant.

THEOREME. Si on éleve la somme et la différence de deux
quantités 7 et p A une puissance ¢, et qu'on appelle 4 la somme
des termes impairs, et B la somme des termes pairs, la différence
des quarrés de A et de B sera égale A la différence des quarrés

de m et de p, ¢levée A la puissance ¢. En effet (m +p ) =m" +

— €1 —2 2 C w1 c— 2 ce—3 .3 —
cmc !P+C. 2 mc P +c. Py .—3—‘”2 P+etC.—

A+ B (en faisant 4 égal A la somme des premier, troisiéme,
cinqui¢me, etc. termes, et B & la somme des deuxieme, quatrieme,

sixitme, etc. termes ). On aura de méme ( m—p ) =

— c=—1 -2 2
me == ¢ m¢ 'p+c.-—;—m° p —c.

c—1 €2 c=3,3 —
2 .-—3——”2 P +etC. =
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A - B. Donc(rn'l'l’)cX(’”—P)C=(A+B)(A‘B)zAz—Bl,
ou bien ((m+p)(m—p))c=.42 —B*, ou enfin (m* — p* ) = 4* ~ B,
C. Q. F. D.

Donc, lorsque 4* — B* est une puissance parfaite du degré ¢,

on est siir de trouver la racine ¢ du binome 4 == B, puisqu’on a
A*x=B=(m=p), et il est inutile d’introduire l'indéterminée Q
dans la recherche de la racine, ou si on Pintroduit, on la trouvera
égale & 1, dans le cas toutefois olt le premier terme du binome
_est rationnel. Mais il est rare que 4* — B* soit une puissance
parfaite du degré ¢, et c’est pour 'y amener que Newton la mul-
tiplie par une indéterminée Q, afin que son produit ( 4* — B*) X Q
égale une quantité »°, qui est une puissance parfaite du degré c.
Ceest ainsi que dans son second exemple, ou il s'agit de tirer la
racine cubique d’un binome, il trouve 4*— B* = 250; or 250
n’est point un cube parfait, mais en le multipliant par Q = 4., le
produit est 1000 == 10°. Ainsi ce n’est plus de 4 == B, mais de
(4==B) V' Q quil faut chercher la racine c.

Maintenant, supposons que xV'y 2= V7 exprime la racine cher-
chée du binome 4V Q + B V'Q, et que xV'y représente la plus
grande partie de la racine; il est évident, d’aprés le théoréme qui
vient détre démontré, que (x*y — ) = (4 — B*) Q= n,
Donc x*y — 7 =z, Et de cette équation lon tire la proportion
continue décroissante , xV;+ ‘/—{_: VzuVa: x‘/;“ Vi

Mais on- peut aussi faire la proportion, r: V2 it Von: = Et
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comme 7 >V7 (*), on a aussi, Va > —-. Gg; nos deux pro-

A
portions ayant les mémes termes mvyens, il s’en suit que si le
premier terme xVy+ V7 de la premitre est plus grand que r,

premier terme de la seconde, le dernier terme - de la seconde

sera plus grand que xVy — V¢, dernier terme de la premicre; et
ce serait précisément le contraire, si le premier terme de la pre-
micre était plus petit que le premier terme de la seconde. (**),
Donc si x‘/;—{- V{—> Y, on aura aussi, - > x‘/;-—- V’; Je
remarque, pour la premicre in€galité, que r étant la racine la plus
approchée en nombres entiers du binome ( A+B )V Q, il ne

peut pas différer d’une unité de xV y 4= ‘/—{-, qui en est supposée

<
(*) Carr = V(A + B) V' Q, & moins d’une unité prés; et csseee

vi= V4 — B e o l/(A+B) \/_Q>‘/(A’-—B‘) Q,

Ou((A+B)‘/_Q:3c_> ((Az':'B’)Q)?, o bienissssssssse

2 4
((A+B)t/§)—“— > ((A’—B*)Q)_“—, ou biensssrsenssrss
(A4-B)y X Q> (4*—B*)Q, ou encore (A4+4B)* > A*— B*, ou
bien A4* 42 4 B 4 B> > A4* — B*, ce qui est de la dernitre évidence. Donc
enfin, > V7. C. Q. F. D.

(**) En effet, si on a deux proportions continues décroissantes, 2+ 52552 ¢,
et g1b:1b:f, et quielles ayent le méme moyen terme, je dis quesi a>g,
on aura, f>>c. Car, 2 cause des deux proportions, on a I'équation, ac == fg,
d'olt 2 g1 f1c. Mais, par hypothése, > g; donc £>> ¢, Et réciproquement
st a<g, on aura aussi, f< e, tout cela est bien évident,
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la racine exacte. Donc 1 > xVy 4 V7 — r. Quant A la seconde
“inégalité, = > xVy— ‘/?, elle donne, 0 > xVy — Vi— =

Et en ajoutant ces deux inégalités, ona, 140 > 2% Vy—r— =

ou bien £ > xVy — <jz——'— > Or, xVy étant la plus grande

partie de la racine, on voit quelle ne differe pas de : de la

n n

— —

L, TS o 7 . .
quantit¢ ———, ou, si 'on veut, que ——— exprime, & moins
de £ prés, la plus grande partie de la racine,

Nous avons deux cas & examiner.

1°, Lorsque 4V Q est rationnel, xV'y, qui représente la plus
grande partie de la racine, est aussi rationnel, et alors le radical
Vy, que Newton appelle s, devient €gal & 1, et on @a..ecves.

r4+= re
. ——] _— T
2 2y

====¢s, 2 moins de ; pres.

. Lorsque 4 \/6 est irrationnel, xV'y est .aussi un nombre
irrationnel; et si Pon extrait de 4V Q tout ce qu’il contient de
rationnel, le radical qui restera, ou \/—y_, étant ce que Newton
appelle s, on a, V?: s, Mais nous avons vu plus haut qu’il ne
r 4 2
sen fallait pas de I que — —— ne fiit égal A xV y; donc si Pon
divise chacune de ces quantités par s, ou par V'y, nombre qui est
plus grand que Punité ( parce qu’on n’opére que sur des quantités
qui ne contiennent point de fractions, puisqu’on a dii les faire
disparaitre préalablement ), les quotiens auront encore une différence

plus
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n n

L., ou bien x et ——— ont entre
2s 2s

. vy
plus petite. Donc “Vy_’ et

elles une différence bien plus petite que 2. Donc x est un nombre

n

: A i '
entier extrémement approchant de la valeur d& ——- Or Newton a

r

= ; donc

ai)pelé ¢ cette valeur approchee en nombres entiers de
£ = x. Mais nous avons aussi s = \/__;, donc s =« \/;, et s’ =x"y,
Mais nous avons trouvé plus haut Péquation x*y —z==n, d'ou
x*y —n =7z, et en mettant pour x*y sa valeur z*s*, on a,
£*s* — n==7, ou bien Vi= V' is* — n. Donc , en ajoutant

pour chacun des deux cas que nous venons d’examiner, la valeur
de \/E, ou la plus petite partie de la racine a lexpression de la
_plus grande, déjd trouvée, nous aurons, zs== Vs —n, ou
bien xVy+ V7= ‘/(A+B)\/Q——-ts+‘/ts—n.0u
bien lc/A_-i-Bxit/Q=tsi Vst — 7 Ou enfing..ceen...
VTIE:—i’—Vf C. Q. F. D.

Q

La Note (11) ayant été oubliée dans I'impression, j’ai été obligé de conserver

aux autres les numéros qui les désignaient.

NoTE (12), pour la page 84. Tome I

L’¢limination est en général une opération trés-pénible par la
longueur _des “calculs, et qui demande beaucoup de précautions

pour ne pas faire monter Péquation finale plus haut qu'elle ne

doit. Je vais faire voir dans cette note-ci et dans la suivante,
par quelle route Newton a pu arriver A ses équations finales.
Les deux équations proposées ¢tant ax® -4 bx 4 ¢ = 0, ¢t
Tome 11, Q
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fx* 4 gx 4k =0. Je multiplie la premicre par f, et la seconde
par 2, et je retranche le second produit du premier, ce qui donne
pour reste (b6f —ag)x 4 cf — ah==0, d'oht on tire......’
x = —Z—;—:—:f- Pour trouver une seconde valeur de x, je reprends
les deux équations proposées, je multiplie la premiére par £, et la
seconde par ¢, et je retranche le second produit du premier, et
jyai pour reste (ak— fc)x* 4+ (bk—cg)x=o0, et en divisant
tout par x, il vient (ak—fc)x+ (bh —cg)=o0, d’out lon

. —3

tire, x = —fl%_—_f—’: Et en comparant cette seconde valeur de x 2
.y cg=—0bh __ ah—fc 1 . (N I

la premiére, nous aurons, f——7- == 47—, -, ¢quation ol il n’y

a plus d’x. Et en réduisant les deux membres au méme dénomi-
nateur , ensuite multipliant tout par (ak— fc¢) (b6f—ag), nous
aurons pour résultat (cg — bkh) (bf—ag)={(akh — fc)*. Et en
faisant les opérations indiquées, et transportant tous les termes
dans un seul membre, il viendra, a*k* — abgh — 2ahcf +
Bfh—begft+acg +¢ f*==o0. Les trois premiers termes ayant
pour facteur commun a %, peuvent s’écrire ainsi, (¢h — bg— 2¢f)ak.
Le quatriéme et le cinquiéme ayant pour facteur 4f, peuvent s’écrire
ainsi, (bk —¢g) X &f. Et enfin le sixi¢tme et le septiéme peuvent
se décomposer en cette mani¢re, (ag* ¢ f *) X ¢. Rassemblant
toutes ces parties, nous aurons (ak—bg—2cf)ah+(bh—cg)bf +
(ag*+cf*)c=o0. Ce qui est le résultat de Newton,

NoTE (13), pour la page 85. Tome I.

Les deux équations proposées étant ax® 4 bx* +cx+d=o,
et fx* 4 gx -+ k=0, je multiplic la premic¢re par %, et la seconde
par 4, et je retranche le second produit du premier, le reste est,
ahx? 4 (bh—df)x* 4+ (ch—dg)x=0, ouaks* 4 (bh—df )x+
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¢h — dg =0, en divisant tout par x. Pour abréger, je fais ah = 4,
bh —df==B, ch —dg=_C, et en substituant, 'équation devient,
Ax*4+Bx+ C=0, que je traite de nouveau avec I'équation
fx*4-gx+h=o0; et comme elles sont maintenant du méme
degré, j'en obtiendrai deux valeurs de x par les procédés de la
premitre régle, indiqués dans la note précédente. Je multiplie dong
la premiére équation Ax*4-Bx+ C=o0 par f, et la seconde,
fx*+gx+h=o0 par 4, et retranchant le second produit du
premier,'le reste est, (Bf— Adg)x 4 Cf— dh=0, Lol je tire,

. Ah—=cf . . v e .
¥ = Ensuite je multiplie encore la premi¢re par %, et la

seconde par C, et je retranche le second produit du premier, je

.. vy o — Cg—Bh

divise tout par x, et j’ai, x== —ir—cy Je compare cette seconde
" . . Cgﬁ—Bh — A‘Il—Cf

valeur de » 4 la premicre, et il vient, = CF = Bf—ds >

doli Pon tire (Cg—Bh)(Bf —Adg)=(4h — Cf)*, qui
devient, aprés avoir exécuté les opérations indiquées, et transportd
tous les termes d’un méme c6té, 4*h* — 2 ACfh+ C*f* — BCfg +
B fh 4 AC’g2 — A Bgh==o0. Maintenant si on remet, a la place
de 4, B, C, leurs valeurs respectives ah, bh— df, ch—dg,
toutes les multiplications et réductions faites, il viendra, @*4* —
abgh® — 2acfh* + B*fh* — befgh — 2bdf*htacg'h — adg® 4
Efrh—cdf*g+ & f? 4 bdfg* + 3adfgh=o0. Les 1°". 2° et 3%,

termes de cette équation peuvent se décomposer ainsi........
(akh —bg—2cf)xah?; les 4°% 5% et 65 ainst.........
(bh—cg—a2df)xbfh; les 75 8% o°. et 10% ainsi..........

(ck—dg) (ag +cf*); les 11° 12% et 135 ainsi..........-
(3agh+bg* + df*) x df. Toutes ces différentes quantités étant
Q2
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rassemblées , donnent, (ah — bg— 2¢cf) X ak* d.oiiiiiiinins
(bh—cg—2df)Xbofh+(ch—dg)(ag +cf* Y divnvnn....
{325k +bg" +df*) X df = o. Résultat absolument le méme que
celui de Newton.

Pour parvenir aux formules qui composent les troisitme et qua-

trieme régles de Newton, il faudra procéder d’une maniére entiére-
ment semblable.

NOTE (14), pour la page 87. Tome I.

Newton propose de faire évanouir les incommensurables de Péqua-

. . 3 .
tion , \/ay— V& —ay = 2a+V ay*, et pour cela, il fait,

A

3 .
t=Vay, v= ‘/a‘-—ay, et x ==} ay*’. Donc, en substituant

t, v et x au lieu des quantités qu’elles représentent, la proposce
deviendra, ¢ —y = 2a 4 x; c’est de cette équation qu’il faut suc-
cessivement éliminer les quantités x, ¢, v, pour n’avoir plus qu’une
équation rationnelle en y et en 4. Jai d’abord x=t—v—24;
ou x=¢—r (en faisant —y —22a=~r). Donc (4)»*,0n
ay* =10 —3'r4 3¢r* —r*, Et puisque £ = VZy_, on a......
* =ay et £ = ray. Et en substituant pour ¢* et ¢ leurs valeurs
dans Iéquation (A4), elle devient (B) ay® = tay — 3ayr +
3¢r* —7*, Nous avons fait —r—=-—y—24, donc rP=1v'+4
4av+ 4a*; et en mettant pour v* sa valeur o* —ay, on aura,
en réduisant, r* = §a*+ 44v — ay. Ensuite, si dans I’équation,
—rP=-—1’—6av* — 124y — 84°, nous mettons encore au
lieu de +* sa valeur a* —ay, et au lieu de 3% aussi sa valeur

2
4°V == avy, nousaurons, —r’ == — 144’ — 13a*y 4 avy+6a’y,
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toute réduction faite. Substituant maintenant dans Iéquation (B) 2
la place de — r, de + r* et de —* "leurs valeurs, elle deviendra,
ay*=tay+3ay(-v-2a)+3 (5 i’ +4av-ay)+(-14a’~132’v+avy+ 6a’y).
Faisant les multiplications indiquées, transposant dans le premier
membre tous les termes affectés de ¢, et dégageant la valeur de ¢,

: 2 3 2 2
on aura, r== Yt 1 t13rv+2evy
1§a?=—2ay+412a¥%

- Et en effagant 2 au numé-

’ . Y tr4arf13avf2vy 1
rateur et au dénominateur, == Tsa—2yF 127 Et en élevant

. roeg e . Yy +t1sartf13avf2ry 2 \
tout au quarre, il vient, 22 ou ay = a2y 125 - Apres

avoir développé le quarré indiqué, fait évanouir le dénominateur , subs-
titué 4 la place de »* sa valeur 2> — ay, opéré toutes les réductions ,
et transporté dans le premier membre tous les termes affectés de v,

yt—8ay f 184 a2y> — 486 4’ y +- 365 2t
— 4y’ —74ay* + 304 2>y — 364

et en élevant chaque membre au quarré, ¥* Ol...eesveaeecesnn

. T A LA :
—_— 3N _ Y., O 1 e
a ay = ( — 4y’ — 742y 4 3044a%y = 364 43) n voit qu

cette équation ne contenant plus que des valeurs rationnelles, si

on aura, en dégageant v, v= >

Pon dévelope le quarré, quon fasse évanouir la fraction, qu’on
réduise, et trahspose tous les termes dans un seul membre, on aura,
34100827 y® — 14644%y* — 2762a*y* 4 36804°y® + 29162%)* —
9724’y + 7294 = o.

NoTE (15), pour la page 99. Tome I.

On pourrait encore résoudre ce probléme d'une autre manicre,

en disant : puisque Pagent A fait Pouvrage en trois semaines, il est
puisq g g )

évident qu’il n’en fait que le ; en une semaine, et la septicme

T

artic d’'un tiers ou = en un jour. On trouvera ar le méme
b

21

raisonnement , que I'agent B fait en un jour & de Pouvrage
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demandé , et Pagent C, ¢ Il faut voir maintenant ‘en combien
de jours ces trois agens réunis feront Pouvrage entier. Soit x

cenombre de jours, nous aurons, x (% 4+ % +35) = 1, ou bien

-+ 35 + 2> =7. Dol lon tire x =63 de jours. Or § de
jour égalent 5 heures et j. Donc le temps employé par les trois

agens réunis pour faire louvrage, sera de 6 jours § § heures. -
NOTE (16), pour la page 103. Tome 1.

Ce probléme a besoin de quelques eclaircissemens. Newton dit
d’abord que la pesanteur spécifique de lor est a celle de largent

2

2t 19 : 4. Effectivement un pouce cube d’or pese 12 3 onces
ou 3¢ d’once, et un pouce cube d’argent pése 6 § onces, ou
€2 donce. Or % et £ sont dans le méme rapport que 19 et 3*;
et de plus, il suppose que la pesanteur spécifique de la couronne
est comme 17; il dit ensuite que le volume de P'or est & celui de
Pargent dans la couronne 3t 10 : 3 it e— bt a—e i 4: B
En voici la preuve. Le volume d’or 4 est & celui de Iargent B :2
e—b:a—e, et en substituant dans cettte proportion, a la place

de a, 4, e leurs valeurs respectives 19, 3t et 17, on aura......
17—-’3‘—: ig—17:14: B, ou ——51_331 t19—17:04: B, ou
1230 4:B,0u 20:6:: 4:B, ou enfin 10:3::4: B.
Donc on a, 10: 3 it e=54:t a—eiid: B. Il dit en troisieme lieu,
que le poids de I'or est au poids de Pargent dans cette méme couronne
?WI90 3119 X 10 : Ex3ita(e—b):b(a-e). En effet, il
a nomm¢ la pesanteur spécifique de Ior z et celle de l'argent 5, donc
19 : 31 it a: b; et en multipliant chaque terme de cette proportion

par le terme correspondant de celle-ci, 10: 3 :te—4:a—e, i
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en résulte cette nouvelle proportion, 190: 312t a(e=—158): b(a—e),
dont le premier et le second termes expriment en valeurs numé-
riques, le rapport des poids respectifs de 'or et de Pargent de la
couronne ; car 19o et 3I sont les produits terme A terme de 10 et
3, rapport des volumes, par 19 et 4-, rapport des pesanteurs spé-
cifiques, ce qui donne le rapport des masses ou des poids absolus.
Et les deux derniers termes a(e— ) et 5(a—¢) sont les mémes
poids exprimés algébriquement; enfin il dit que le poids de la cou-
ronne est au poids de Pargent qu'elle contient :: 221 : 31. Ce qui
est facile & voir, puisque le poids de la couronne est au poids de
largent, i 190431 : 31 ou i 221 :3I1,
. Mais remarquez que dans tout cela on ne connait que les rapports
des volumes et des masses , mais nullement les volumes ou les
masses mémes ; pour les connaitre, il faudrait que le volume de
la couronne fiit connu.

NOTE (17), pour la page 113. Tome I.

Si Pon doit 4 la fin de l'année une somme «, et qu’on Pacquitte
au commencement, il est clair que 'on devra payer une somme
moins forte , puisqu’il faut en déduire les intéréts des intéréts. Sup-
posons que chaque livre de la somme « doive se réduire & x, A
combien se réduira la somme elle-méme ? On le trouvera par cette
proportion, 1 : x :: a ¢ ax. Cest donc ax qu’il faut payer au com-
mencement de P'année, au lieu de « qu'on aurait payé a la fin.
Supposons que Pon veuille avancer le paiement de deyx ans ; alors
il faut chercher & quoi doit se réduire une somme 2 que Pon ne

doit qu’aprés deux années , si on yeut s’acquitter au commencement
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de la premiére; mais jarriverai au méme résultat, si au lieu de
regarder 2 comme la somme qu'il faudrait payer au bout de deux
ans, je regarde ax comme celle que I'on doit au bout d’une année,
et que je cherche & quoi elle doit se réduire si on la paie au com-
mencement. Je trouverai donc sur-le-champ la somme réduite par
cette proportion , 1 : x :% ax : ax®, Sile paiement devait étre avancé
de trois ans , je regarderais ax* comme la somme qu'il faudrait
payer au bout de lannée, et ax® serait celle quil faudrait payer
au commencement ; et ainsi de suite. Et en rassemblant toutes ces
sommes , on trouverait I'équation finale, Par exemple, si I'on ne
doit une somme a qu'au bout de cinq ans, et qu’on s’en acquitte

au commencement de la premiére avec une somme ¢, on aura,

<

xS at fx = < qui est I'équation de Newton,
NoTE (18), pour la page 115. Tome I.

Pour avoir la valeur de x par le moyen de I'équation........
ra* + :_4 = b*, je fais évanouir le diviseur »* , ce qui me donne
la*x* 4 bt = Fx*, ou bien ( ;a® — 5 ) x* = — &, ou
bien (&* — ;a* ) x* =15*, ou bien (b+1a) (b— La ) »* = &%,
Je cherche une moyenne proportionnelle k , entre 5 4tz et 5 — Za,

et 'équation devient k* x*> ==4*, oukx = b*,ouenfink : 4 32 4 : x,
7/

NoTE (19), pour la page 116. Tome I,

. . 2 4 . .
Pour tirer de Péquation =+ é— = & la valeur linéaire de x,

- ‘ : 4 .
je la mets d’abord sous cette forme x* = 44 — 45—5’ ou bien

452 € —— A bt b2 2 2 b2
xt = =t (‘c,‘ ),etenﬁnx’=‘l‘;(c+b)(c—5).

Je
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Je cherche une moyenne proportionnelle k entre ¢ 4 5 et ¢ — &,

. . 2 k2
et 'équation devient x* = 4bc, s OUX = "cﬂ

5 doltcsab il ks x
NOTE (20), pour la page 116. Tome I.

. 4 . .
L’équation £ a* 4- -~ == x*, devient, en réduisant et ordonnant,
<

x* — & x* = — La* ' Cette équation du quatriecme degré se

—_—
etV o—a
2 ’

4
resout comme celles du second, et donne x* =

ou bien x2=—;—(¢i\/c2—a" ) Etenfin.....ooovvauae,

x =z l/—; (e V&8 —2"). On voit donc que x a quatre

valeurs , x = 4= [/iz(c+l/c"—a‘),....................
>x_—=+‘/—;—(c——-\/cz—-a"), = — l/ -;—'-(c+\/cz—-a”),

= V = (c— V'¢8 —a*), et de ces quatre racines, la pre-
miére et la troisi¢me sont égales et ne different que par leur signe;
il en est de méme de la seconde et de la quatri¢me. En effet, si
au lieu de chercher le c6té CB, ou le c6té BD, nous avions
cherché 4C ou 4D, nous serions arrivés par les mémes moyens,
a la méme équation finale £ a* - —iﬁ:— = x*; donc cette équation doit
nous donner les valeurs des quatre lignes CB , BD, AC, AD.
Et Pon voit de plus que CB et BD sont égales en grandeur , et
ne different quen ce que Pune étant positive , I'autre est nécessai-
rement négative : il en est de méme de 4C et de 4D ; donc
Péquation a dii renfermer toutes ces conditions ; et nous avons vu

Tome 11, R
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quelle les renfermait effectivement. Et si on suppose que la base
CD du triangle soit égale au diamétre 4B, alors, on voit que les
quatre lignes CB, 4C, BD, AD sont ¢gales , et que les deux
premiéres étant positives, les deux autres sont négatives; et Clest

ce que P’équation nous apprendra encore. Car puisque CD =4 B,

ona ¢=a, donc \/c‘——az'——-—o, donc l’équation............

x=zk [/—-( Ve —4 *)seréduitd x === o= ko.
NoOTE (21), pour la \page 140. Tome I.

Effectivement la somme des cOtés €5ty vevevnvenenrannennens

“"';"*'y + ==Y =a-—x, et la base est x. Donc si dela

somme des cbtés @ — x, on retranche la base x, on aura a — 2. x,

excés de la somme des cbtés sur la base ; et cette quantité devient
ab . a3

=52 en substituant pour x sa valeur Yy

NOTE (22), pour la page 141. Tome L.

Léquation — x* — 2b%° 4 282 x - b* =4 b* — 24 % x 4 5 12,
devient en transposant tous les termes et ordonnant, «. . vevuuu..

4 3 2 ,,-—-Za bzx—b4 L4 . . ’
xt 2 bxP b x — P xt 5> = 0, quantité bien différente

de celle que Newton donne, mais si l'on ajoute a chacun

zb’{ o 48 { + 254

de ses membres +2ab x? Faab {5t 2ab’ alors elle devient
2 +&* 3 4

4 3435 :v.'l‘?-b3 { 3 — 25* { 2+ 46 5 + 25

¥ tabx +zab{ +22b* xizfiz +2ab +4ab’( 42ab® "7

dont le premier membre est le quarré parfait du quatrinome.....
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x*4bx4b 4ab, et le second, le quarré de.......
(x+5) V' 2ab + 2%

Quant 3 la maniére dont il faut s’y prendre pour trouver les
quantités qu’on doit ajouter A chaque membre de Péquation, afin
de rendre Pextraction possible, on la trouvera dans le chapitre de
la réduction des équations par les diviseurs incommensurables ; on trouvera
méme 4 la fin de la note (73), Popération détaillée pour réduire

Péquation de cet article,

NOTE (23), pour la page 141. Tome I.

Puisque 4B =15, CB='a, CD=2%+4B, ou CD =3},

il sen suit que 4C = —I"*z—"'— Et une moyenne proportion-
nelle AE entre b et AC sera AE = ‘/m, et comme
CE=AC— AE, ou bien CE:-_.—I’—'i"—“— —_ ‘/ﬁ—_l-—;'_a-b—, et que
DE=DC—CE, il sen suit que DE= ;56— (—I’—éi-) deenn
‘\/m; ou bien DE=—§5——§4+\/W d’olt

il résulte , qu'une moyenne proportionnelle EF entre b et DE don-

neta EF= VbV Il + tab— 18* — Lab. Ensuite BE=BC— CE,

ou bien BE = 1a— (%‘_) 4+ V 16 +iab, ce qui se réduit
A BE= — b+ ‘/%b"+;‘ab. Maintenant si nous ajoutons EF A

2

BE, et quensuite nous len retranchions , nous aurons dans le

PrEMIEr CaS. v eveeeonneaneennnas fee et ateiiee e
BE f EF=—1b+4V I 3 1ab+ )/ 4V 16"+ tab—1b* — Lab;
cest la premicre valeur de x. Ensuite...... Creranseensens .
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BE— EF—— b4V TF T Tal— V3V 10 1ad 50 —1at,
et cest la seconde valeur de x. Or il est clair que les deux c6tes
AC et BC du triangle, se déterminant par les mémes loix, on
arrivera toujours a la méme équation, quel que soit celui des deux
que Pon cherche ; donc la méme équation doit donner la valeur
de chacun d’eux ; il est certain par conséquent que la premiére va-
leur de x est celle du plus grand cOté, et que la seconde est celle

du plus petit.

NOTE (24), pour la page 142. Tome I.

Newton fait AB = BC= 2a. Ensuite il ¢€léve en C la perpem-
diculaire CD = b, etil prolo.nge CD jusqu'en E, afin d'avoir...
DE — AD. Mais AD == l/:z—-i_-—bz—, donc aussi DE = V'm',
donc CE = DE — CD==— b 4 V" + 5°. Ensuite il prend une

moyenne proportionnelle géométrique CF entre b et CE , ce qui

donne CF = |/—-1:1 45V 2* + 5. Du point F comme centre ,

et dun rayon, B€=1a, il décrit un arc de cercle ; alors on voit

que CG_-—_‘/E-;:'——E;’, oubien...iiviiiiiiiiiian, ceee

CG = I/ 1@t b — bV a* + b, quantité qui est aussi égale’

ACH;donc BC+CHou BH="1a+ V ta +b—sV @ +5,
et BC— CGouBG=1z1a— l/ia’+bz—b‘/a2+b‘. Donc
x=BH, oux = BG.
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NoTE (25), pour la page 144. Tome I

Voici le développement de cette construction; 64z : R 2 R:b~a,

donc R=V'4p* — 4*. Ensuite R: S ::S8:5—R, donc.......
S=VER—R*; enfin 2a+S:T:2T:2a—S, donc...... .

T=V ;4 — 5. Substituons dans cette dernitre équation, 3 la

place de §, sa valeur, elle deviendra, T= Via— bR + R et

si Pon remet encore dans cette derniére la valeur de R, elle

deviendra., T= l/%a" +b—d— bV =&, qui ‘se réduit 3

T= I/b‘ — 32— 5V 5 — 2. Donc les deux valeurs de x sont ,
x=za+T,etx=3a—T.

NoOTE (26), pour la page 147. Tome I.

Pour trouver la proportion 4B : AC+BC i 4E : AC, que
fait Newton, le lecteur se rappéllera que lorsqu’on_partage un angle
en deux parties égales, la ligne qui le partage coupe la base en
deux segmens proportionnels aux €0tés correspondans; ainsi on a,
BC:A4C:2 BE: EA; ce qui donne, BC+;46': AC:: BE 4
AE ou B4 :EA, et en rendant les moyens extrémes..... cen
AB: BCH AC 2 AE : AC.

NOTE (27), page 147. ZTome I

Ou plutét ajoutez . angle C avec langle CEA, et retranchez
cette somme de deux angles droits, et le reste sera la valeur de

Pangle 4. Pour avoir P'angle B, ajoutez ; angle C avec l'angle CE B,
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et retranchez cette somme de deux angles droits, et le reste sera
la valeur de l'angle B.

NoTE (28), pour la page 147. Tome L

Il est bien facile de prouver que A( ¢C—BC=4D — BD.
€ —2 J— ) —2 —_— J— —2
Drabord AC=AD 4 DC, ensuite BC=BD 4 CD, et en re-

tranchant la valeur de BC de celle de AC, on a, 4C—BC=

NoTE (29), page 148. Tome L

——2 — —_—2
Voici comment Newton atrive a Péquation DC=AC— 4D =

(a+b+c)(a+b—c)4(;—”+‘)(—"+b+‘) AC — 4D étant la

différence de deux quarrés, peut se décomposer ainsi..........

(4C+ AD)(AC—A4D). Orilatrouvé AD=*%a+ _‘2,

ou bien 4D = —“’—"';b%:‘—, et comme il a appelé 4C, 5, si nous
substituons ces valeurs analytiques A la place de AC et de 4D
dans I’équation DC= (A4C+4D)Y(AC—A4D), nous aurons,
DC—‘—(5+ a2+bi_c2 (6— “2+bz_‘2 )) OUevevrennens
.DC:=( “b+”z+bg—c2 ) ( ”b_“z—bz'*"’ ) Or, le premier

facteur du second membre de cette équation est la méme chose que
[ 3

-(—i:%i, et le second facteur est la méme chose que...

2 —(a—b)

— . On voit donc qu'en considérant « -4 5 comme une

seule quantité, et @ — b aussi comme une seule quantité, chacun
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de ces deux facteurs est la différence de deux qtiarrés. On pourra

donc écrire Péquation en cette MANICIC.vvvrvvroenerssnnsvse

DC = ("+6)2—°’ ) ( ‘2—(“—1’) ) OU Bien. v vennennns
D¢ = Latbte)la hh—) (chamb) (et h) > forniule qui est
- 44 A

la méme que celle de Newton.

NoTE (30), pour la page 148. Tome 1.

Il est bien évident que Pangle ECD égale un demi-angle 4,
car ( par const. ) 4E=AC, donc si de I'angle 4 on méne sur C£
une perpendiculaire 4 K, les deux triangles DCE, KAE, qui ont
chacun un angle droit, et I'angle commun E, sont semblables;
donc langle DCE = Pangle EAK = ;

2

angfe A.
NoTE (31), page 148. Tome I
Nous avons vu que....... s e eseavenatactneaeaey

DC = ( +botc)(atb—c)(a—bfc)(—atbfc)
4a

> et que......0

DE = ( te— 2 ‘E""”'H) Cherchons une moyenne proportion—

F?
2a

nelle F, entre c+4—$, et ¢— a4 b; alors DE =

2

et DC= Lotbte)(atb—c)

ia X F?, Cherchons éncore une moyenne

proportionnelle H, ‘entre a 45 +¢, et a+ b — ¢, nous aurons,

DC= H;’;f‘, ou bien DC=22F | et 2axDC=HxF.

2a
D’un autre cdté, 24 X DE = F x F. Faisons des proportions avec
ces deux équations. La premitre donne, 22 : F it H: DC, et la
seconde, 2¢: F :: F: DE, donc H: F:: DC: DE, ou bien
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une moyenne proportionnelle H, entre a-+b-+4c, et a+b—c,
est 3 une moyenne proportionnelle F, entre c4a~—b, et c — a5,
comme DC est 3 DE, comme le rayon est a la tangente de la
moiti¢ de Pangle 4, ou comme la cotangente de la moitié du

méme angle 4 est au rayon.
NoTE (32), pour la page 148. Tome I.

Nous avons vu, par le théoréme quatri¢me, que...........

———2

CE= % (¢c+a—5)(c—a++b). Maintenant, si de langle 4
nous abaissons une perpendiculaire sur CE, cette ligne CE sera
coupée en deux parties égales ( puisque dans le théoréme second
on a fait AE=ACY), et une de ces parties sera le sinus de la

moiti¢ de langle 4, ce qui nous fournit la proportion......

. CAxsin, 2 4 .

CA: LCE it R: sin, —‘: ;3 donc :CE = = ou bien. .
2bxsin, 1 4 -2 45 x (sin. LA4) .

CE = z——> et CE = ——5——— Comparons mainte~

— 2 .y
nant cette seconde valeur de CE avec la premiére, et nous aurons,

4l;as<(s1ilx:.%A)a ={_(c+a—5)(‘—“+5); ou bien........

4abX (sin. 1 4)Y =R*(¢c4+a—b)(c—a+5). Et en faisant
une proportion, 2aX2b: (cta—b)(c—a+5) 2 R*: (sin. £ 4)%

Et en cherchant une moyenne proportionnelle entre 22 et 24, et
une autre entre ¢--z— b et ¢ — a+ b, substituant les quarrcs de
ces deux moyennes dans la proportion, et prenant la racine quarrée
de tous les termes, on aura la proportion énoncée dans la premicre

partic du théoréme cinquiéme,
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NOTE (33), pour la page 149. Tome 1.

Cette seconde partie du théoréme cinqui¢me se tire de l’équation'
g4abx (sin.;A4) =R*(¢ +a-;b) (¢ —a+4), que nous avons
trouvée dans la note précédente. En effet, en divisant tout par
4ab, il vient (sin, t4 ) = R* x L +":b) X (‘_""” » d’olt
I ( ‘+°_b ) (‘_“+b ) tt R*:(sin. ;4 ), anc si on prend

- —atb
une moyenne proportionnelle entre ‘+:a et — :b"’ , que lon

en substitue le quarré dans la proportion, qu’ensuite on prenne la
racine quarrée de tous les termes, on aura la proportion énoncée

dans la seconde partiec du théoréme cinqui¢me,

NOTE (34), pour la page 149, Tome I,

Faisons d’abord la proportion, CE : CD :2 R: cos, 4, on

p— )
CEx(cos.1A)
~Ra b

CE:CD 2 R*: (cos. 34 )", d’ou l'on tire, CD=
et en substituant, a la place de CD et de CE » leurs valeurs ana-

lytiques données par les théorémes premier et quatricme, on aura,
(atbte)(adb—c)(a—be)(—atbte)

2090 se 000y sscee

4a
(cos. 24y x 2leka=ble=et?) | ou bien.eeeeeirereerenen
@b 4c b — !
L """4)5;“'*' ) = (cos. 1 4)* X —>— aR, . Ouenfin..,veirenss

R*(a+b+c)(a+b—c)=4abx(cos,24) Il n’y a plus
maintenant aucune difficulté pour trouver Pénoncé du sixieme

théoréme.
Tome 11, s
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NoTE (35), pour la page 150. Tome I.
!
On a ( par const.) AC=AE = AF, ¢t BC=BH = BG.

Donc BC4+ AC— AB=BE+EH+ AH+EH — AH —EH—
BE—EH; ¢t BC— AC+ ABe==BE +EH — AH — EH +
AH 4 EH + BE = 1BE + EH; mais 2BE 4+ EH=BH +
BE v: EG. Donc (BC+AC—AB)(BC—AC+AB) . EHxEG .

248 - 248

NOTE (36), pour la page 150. ~ Tome I.

Newton dit que D C est moyenne proportionnelle entre DE et
DF ; pour le prouver, il suffit de démontrer que Pangle FCE est
droit, Or, il a été prouvé (Note 30) pour la figure 7, que lan-
gle DCE = ; angle 4 ; et comme l'angle DCE a été construit
avec les mémes conditions dans la figure 8, il sen suit qu’il est
égal 2 1 4. De plus, a cause de 4C=FA, langle F = ;angle 4,
donc CFD — DCE. Mais FCD 4 CFD = un droit : donc
F¢D 4 DCE = un droit, ou bien FCE = un angle droit,
Donc, etc.

NOTE (37), pour la page 154. Tome I

Les deux triangles BCE, AEF, étant tous deux reetangles
{ par const.) , sont semblables, donc on a, BE ; EC it AE ; FE,
&ott Pon tire BE : EC 3t AE ; FE :: BE 4 AEouAB; EC+
FE ou FC. Donc BE : EC:: AB: FC. Mais on a par la pro-
priété du triangle rectangle , BE : EC it BC: CD. Mais ( par
hypothése ), AB : AC:2 BC: CD; donc AB: AC:: BE . EC;
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donc aussi 4B : AC it AB : FC; donc AC= FC, cest-a-dire,
que le triangle 4CF est isoctle; or (par const.), Pangle F est
droit , donc aussi Pangle F A4 C est droit, donc Pangle 4CF quil
faut ajouter 3 4 CB ou en retrancher, pour que la somme ou la
différence devienne égale & un droit, est nul; donc langle 4C8B
-est droit. '

NoTE (38), pour la page 155. Tome I

Par Iénoncé du probléme, la base du triangle est moyenne
proportionnelle arithmétique entre les cotés. Donc 24 B=BC + AC.
Retranchons 4B de part et d’autre , nous aurons 4B = BC +
AC— 4B, ou bien AB— AC=BC— AB. Et si nous faisons
BC— AB = x, nous aurons aussi 4B — AC=x, et puisque

AB=a, il en résulte que BC=1xtaet que AC=a—x.
NoTE (39), pour la page 155. Tome I.

Voici comment on pourrait construire P'équation....... e .

_ —ibedVise—3hetiad
- 4e* 342

’
quon inscrive dans ce cercle un triangle équilatéral, et qu'on

- Soit m le rayon d’un cercle ,

appélle n le c6té de ce triangle, on sait par la géométrie élémen-
taire qu'on aura Péquation »* == 3 m*, Cela posé, je passe a la cons-
truction, D’abord Pangle E est donné , et Newton a supposé¢ de
plus quon avaitd : ¢ 12 DE : CD :: cos. E :sin, E. Je feral
donc un triangle rectangle avec des c6tés d’une longueur arbitraire,
et dont un des angles aigus sera égal & E; le c6té adjacent A
Pangle E représentera d, le c6té adjacent A lautre angle aigu, e;
et en appelant £ Phypothénuse, on aura f* ==¢* 4 4>, Avec f comme
S 2
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rayon , je décris un cercle dans lequel yinscris un triangle équila-
téral dont j'appelle le cbté g, ce qui donne g*=13f*==13¢* + 347,
ou (4)g* =3¢ + 34 Ensuite avec d comme rayon, je décris
un cercle dans lequel j'inscris un triangle équilatéral , dont j’appelle

le c6té &, ce qui donne %* = 3d*, ou -%- = -3_:’- » et retranchant

membre par membre, cette derniére équation de Péquation (4),

le reste sera gz-—-%—=3e"+3d"-—-—i—d", ou bien..... .. ..

2 2 . .y
g — -%— =3¢+ 9—:— (B). Prenant ensuite une quatriéme pro-

portionnelle k = —I’“i- , ce qui donne k* =

b2 e2

a®

» €t décrivant un

cercle avec k comme rayon , j’y inscris un triangle équilatéral 4
3 b2 e2

az

dont jappelle le cbteé /, ce qui donne /= 3k* = y OU...

F'=

3 b2 e2
a

— , je retranche , membre par membre , cette dernicre

équation , de I'équation (B), et Jaleeeevierrunerenrnnnnnnnns

A2 b2 &2 da .
gz——;—_lz=3ez—--3—a_zc—'+_94—', Ou'blel'l....-.‘.........
9a? d*
34242_353524_ . .
g — ’: — P= - 4__(C). Maintenant je cons-

truis un triangle rectangle qui ait pour cOtés /et : %, et jappelle
son hypothénuse p ; j’en construis un autre qui ait p pour un de
ses cOtés , et g pour son hypothénuse, et jappelle son autre c6té q.
La premiére construction denne, p*=3h%* 47 ; et la seconde,
¢*=g" —p*; donc ¢* = g*— 3 k* — . Et en substituant dans

34 &= 3 b2 e“+%a“d’

as

Péquation (C), elle deviendra, ¢4* = , ou bien

azqz_:3az¢z__sbzez+%azap,,ouaq=‘/3dzez_3bzez+%azdz,

dVv 3a“¢*—3b’e’+%42d2
4e*4-3d2

. adgq . qe
ou bien < mxim = (E) , en multipliant
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d i 2 .
tout par ————7. Mais nous avons vu plus haut que 4*=34";
donc en faisant un triangle rectangle qui ait pour cétés 4 et 2¢,
et appelant son hypothénuse r , il donnera, r* = 4¢* 4 34%;

ensuite prenant une quatritme proportionnelle s ==L et une

sd
r

autre quatrieme proportionnelle ¢ = 5 ON AUIA4evensurnnsas

agd adyq
r T 4ed3d

d
z=-f—”—x__= DOHC...................
r r

— adgq dVi3ar e —g3b e} 202 a2
t= o5 E = yewys . Actuellement, 3 cause de
ber be . . .
i 3~ = —5—> si 'on prend une quatritme proportionnelle
2b . . '
¥ = =, et une autre quatriéme proportionnelle &= Z*-, on
2be 25 e
a == — L I I R R R A A S )
ura J = e Donc enfin. .. .
—2be’+dV3a’e=—3b=¢2+%a’d2 .
t — == e =x,donc t — d=1,

NOTE (40), pour la page 156. Tome I.

Car la diagonale 4D = l/zZZ’z+ 2 AB — BC. Donc en
élevant tout au quarré, AD=24C+ 148 — B_E‘z, et en ajoutant
& chaque membre le quarré de la diagonale BC, il viendra,....
AD+BC=2AC+24B=AC+ BD+ AB+CD.

NoTE (41), pour la page 167. Tome I,
( Fig. I"®. pour les Notes ). Voici comment on peut trouver I’équation

¥* = — fey + ;b*. Prolongez indéfiniment la diagonale 4 C dans
Yingle H AF ; du point G milieu de £ F élevez une perpendiculaire G K

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



142 NOTES.

sur ce prolongement, et du méme point G commg centre, avec le rayon
E G décrivez une circonférence de cercle, elle passera par les points
E, A, F, et coupera le prolongement de la droite C4 en un
point T, et la corde AT sera divisée en deux parties égales 4 K
et KT, par la perper{diculaire GK. Maintenant si Pon unit les
points G et T, et les points 4 et G par des droites, elles seront
des rayons du cercle, et les deux triangles 4KG , TKG seront
égaux en tout; de plus langle TAF=45°, car la ‘diagonale
CAT coupe langle droit HAF en deux parties égales, et puisque
TAF a son sommet a la circonférence, il faut que l'arc TF, in-
tercepté entre ses cOtés , soit de go°; donc langle TG F qui a
pour mesure tout Parc TF est droit, donc TG est perpendiculaire
sur CG , donc le triangle rectangle CGT donne la proportion
CT:TG :: TG : TK ou 4K, Or , Thypothénuse CT = CA +
AK 4+ KT=CA4d + 24K, Et en conservant aux lignes les noms
que leur a imposés Newton , la proportion devient CT (e+2y) :
TG (b) 22 TG (8) : TK ou AK (y). Do Ton ftire ey +
2y* = b, ou bien 2y* == -—cy + %, et enfin y* =— ley L5,
Connaissant y de cette manicre , le reste sachevera comme il a été

dit dans le probléme.
NoTE (42), pour la page 173. Tome I.

Les deux ordonnées CB et DH ont pour expression commune

, . 2 42
Péquation y == % = V' —L +ar—rg, et comme elles ont
des positions différentes par rapport & Paxe , elles doivent avoir
des signes contraires ; donc CB étant prise avec un signe positif 4

D H doit étre prise avec un signe négatif. On aura donc........
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BC—(—DH)=BC+DH, ou BC + BK pour la différence
des deux ordonnées. Maintenant 'ordonnée D H devant &tre néga-

tive , il est impossible que son radical soit affecté du signe 4+,

. 2
on a donc nécessairement , — D H = 1. ZE 4 oar—rg
’ 2b 4 b

Donc il faut aussi que BC= =% + I/—:—E— + ar—rz. Donc en

faisant la soustraction on aura, BC+ DH =2 V—%’— +ar—rz.

Ou bien BC+ DH = V "bf + 4ar — 4rg, ainsi que Newton

Pannonce.

NOTE (43), pour la page 174. Tome L

Clest-a-dire, que si l'on considére 4B comme le rayon du cercle,
la droite 4K sera le cosinus de Pangle B4 K; mais si on prend
AB comme diamétre, la droite 4 K sera la corde du double du
complément de I'angle 4, ou ce qui revient au méme, sera le double
du cosinus de T'angle 4. En effet, il est d’abord bien évident qu’en
prenant 4 B pour rayon, 4 K est le cosinus de 4; ce qui donne la pro-
portion 4B : AK it R: cos. 4. Mais le rapport de 4B a4 4K
restera le méme, si on multipliec les deux termes du dernier rapport
par 2, ce qui donne 4B : AK i 2R ou D : 2 cos. 4. Ainsi 4B
représentant le diametre, 4 K représente ou le double du cdsinus
de 4, ou ce qui est la méme chose, la corde du double de son
complément.

NOTE (44), pour la page 175. Tome I.

En effet, si on demandait de partager en deux parties égales

Tangle donné LBC, dont le double du cosinus est BL, on voit

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



144 NOTES.

que Pangle cherché serait 4, et que cet angle serait connu; si on
connaissait le double de son cosinus 4K ou x. Or Iéquation...

%2

S 2r==B L peut nous faire connaitre 4 K, puisque r et BL

sont connus. De méme si on cherchait le tiers de P'angle donné
DCM, alors CM est connu, et 4, tiers cherché de 'angle DEM,
sera connu, si on détermine le double de son cosinus 4K ou x,
et C’est ce qui sera facile par le moyen de 'équation...........

3 . .
—— —3x=2CM; et ainsi du reste.

NOTE (45), pour la page 181. Tome I

Pour donner de ce probléme une explication satisfaisante , il faut
le reprendre dés son origine. Je commence donc par y ajouter une
condition que Newton suppose tacitement ; cest que le plan sécant
soit perpendiculaire au plan par son axe¢ et par 'axe du solide, c'est-
a-dire que le plan JKLQ soit pé;pendiculairc au plan GHM,
Maintenant BH Q ou GHO étant I'angle d’inclinaison de I'dxe 4B
sur le plan de la section, et L un point quelconque de rencontre
de la droite XY avec ce plan, menez DF parallélenient_ a 4B,
et du point L abaissez sur 4 B la perpendiculaire LG, sur DF la
perpendiculaire LF, et sur HO la pefpendic;ulairc LM, et joignez
les points F, G et M, G, Remarquez ensuite que DC étant la
distance ( c’est-d~dire la plus courte disfance) entre 4B et XY,
est nécessairement perpendiculaire A ces deux lignes. Or FD a été
mence paféllélement d 4B; donc CD, perpendiculaire 3 4B, Pest
aussi a sa parallele FD. Nous venons de dire aussi que CD ¢tait
perpendiculaire 3 X'¥, donc C D est perpendiculaire au plan X D F;
donc le plan D CGF passant par une droite DC perpendiculaire

au
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au plan XDF est perpendiculaire & ce plan, et par conséquent
toute ligne LF menée dans le plan XD F perpendiculairement 2 la
section commune F D, sera perpendiculaire au second plan FDCG ,
ainsi qu'a toute droite FG tracée dans ce second plan par le pié
de la perpendiculaire; donc l'angle G FL est droit. Je dis ensuite
que l'angle MG H est aussi droit, car le plan de la section INQLK
est (par const.) perpendiculaire au plan A HO, et LM est aussi
(par const.) perpendiculaire 3 leur section commune O H, donc
L M est perpendiculaire au plan 4HO. Or d’un point L de cette
perpendiculaire, on a mené LG perpendiculairement 2 4 B, donc
en unissant les points M et G, MG sera aussi perpendiculaire &
AB, donc angle MG H est droit.

Faites actuellement CD=a, CH=4, MH=x ¢t ML=y,
Comme l'angle GHO est donné, que l'angle M GH est droit, les
rapports des cotés dans ce triangle sont connus; soient donc.....
MH: HG:. d:e,oubien x : HG 32 d 2 ¢, on aura.....

HG= -, et GC=0b+ > = FD. Ensuite, 3 cause de

Pangle connu LD F (Tangle LDF est connu, parce que lincli-
naison de la droite XY sur le plan GCDF est donnée), a cause,
dis-je, de langle connu LDF, et de langle droit LFD, le

rapport des c6tés FL, FD est connu; supposons donc que on ait
FD:FL::g:h,on awa, 45 ==, ou FL=—xFD, et
en mettant pour FD sa valeur 4 4 =, il viendra...........
FL= -bgi- ‘d"; . Au quarré de FL, ajoutons celui de FG, ou
celui de DC, cest-a-dire a*, et il viendra.......... ceeeeae

b2 p2 2behrx €2 b2 x2

7 + —ag— + —;—- GL ¢tant hypothénuse du

Tome II, T
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triangle rectangle GFL, et aussi du triangle rectangle GML, st
du quarré de cette hypothénuse, nous retranchons M G, ou sa

2 . i
——, 1l restera.iiieenniinn....

——a —a a
valewr MH — GH, ou x* — =7

22k 2beh b2 2 = d2 g3 L o2 g2 — a7
& + x + digz )x - ML = yzv

Cette equation qui expnme la relation entre x et y, ne montant pas
au-deld de deux dimensions, on sait que IN QL K est une section
conique. Ce sera, dit Newton, une ellipse, si Pangle MHG est
plus grand que langle LD F, s1, au contraire, il est plus petit,
ce sera une hyperbole, et s'il lui est égal, une parabole: et si les deux
points C et H se confondent, la section sera un parallélogramme.

Il s’agit de prouver ces quatre assertions, Nous commencerons.
par la parabole.

1°. Newton dit que si Pangle MH G == P'angle LD F, Ia sectionx
INQLK est une parabole. En effet, Iéquation générale étant...

a’g’-}-b’h* 7.bch’ (Iz’e’—d’g + e g2 ) 2 2 .
X = a
o x -+ ¥y, on sat

que, dans le cas de la parabole, le terme affecté de x* doit disparaitre ;

il faut donc que son coéfficient soit égal a zéro, ou qu’on ait....

b2 £2 w—— dzgz+¢ag2
dfzg'z

= 0, ou bien (A* + g*) & = d* g>. Et en mettant
a la place des lettres, les lignes qu’elles représentent, on a......

ﬁxié:ﬂ_ﬁxrﬁ, ou bien LD x HG = MH x FD;
dolt Ton tire LD : MH :: FD : HG. Or les deux triangles
FLD, GMH ayant chacun un angle droit, les cbtés autour d’'un
second angle proportionnels, et le troisitme angle dans I'un et dans.
lautre, étant nécessairement de méme espece, il s'en suit que les.
deux triangles sont semblables; donc langle D = Tangle H. (e
qu'il fallait d’abord prouver..
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2°. Pour que la section soit une ellipse, il faut que le coéfficient
de x* soit négatif, ce qui ne peut avoir liew quautant que
g > (K +g )¢, ou que M_HZXF—D’>Z_5X(TI} ou que
MHXFD > LD x GH. Dou lon tire, == MH . Or, dans

GH > FD

MH LD
le cas de la parabole, on a, =7 == —p-» €t nous venons de

. . . M
voir que si le premier membre — g s'accroit, le second membre

LD
—p- restant le méme, la courbe est une ellipse; or le rapport

G H étant celui du rayon au cosinus de I'angle MHG, ce rapport
ne peut s’accroitre qu’autant que le cosinus diminue, et que par
conséquent Pangle MHG augmente, Pangle FDL restant le méme.
Donc, lorsque I'angle MHG > FDL, la courbe est une ellipse.
Ce qu'il fallait prouver en second lieu,

3°. On trouverait dans le cas du coéfficient positif de x*, que

MH LD MH
cH < Fp f ¢&m

, rapport du rayon au cosinus de langle

MHG, ne peut devenir plus petit 'que %" Pangle FDL restant
toujours le méme, & moins que le cosinus H G n‘augmente, et
que par conséquent Pangle MHG ne diminue. Donc, lorsque
MHG < FDL, la section est une hyperbole. t‘e qui prouve la
troisiéme assertion de Newton.

4°. Enfin, dans le cas-de la parabole, I’équation étant........

a’g’+b’h° 2h2be
gn + dg"

devienne zéro, ou que laxe de la section passe par le point C,

x =y*, si lon suppose que CH ou b

alors cette équation se réduit (A cause de b==0) 2 “;f’ =",

T 2
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ou ¢*=y*, ce qui fait voir que toutes les y sont constantes.
Donc, lorsque I'angle MHG = Pangle FDL, et que de plus P'axe
de la section passe par le point C, la section est un parallélogramme..

Et Cest la quatriéme assertion de Newton.

A toute cette analyse , nous pouvons ajouter un cinquiéme cas,
qui serait celui du cercle. Je dis donc que si l'angle MHG est
droit, la section est un cercle; car dans cette supposition, e qui

représente le cosinus de P'angle MH G, devient zéro, donc I'équation

2

générale devient, o* + -I’-Z—;;— — x* = y*. Equation qui appartient

visiblement au cercle.

NoTE (46), pour la page 182. Tome I

Voici comment Newton réduit Péquation, 2ay + a* + y* =
7_* - . - )
=V — y*. Il est d’abord évident que le premier membre est le

quarré de a + y; et que le second, xV 2> — y* est la méme chose'

que xV a4y xVa—y. Léquation pourra donc sécrire ainsi,

(a+y)(a+y)=xv a+yx\/a—-y. Ou bien..veeeevnnnnn

(a+y)VatyxVa+y=xVatyxVa—y Donc, en

divisant tout pat Va+y, on a, (a4 y)V aty=xVai—y,
et en élevant tout au quarré et ordonnant, on trouvera 'équation:

finale de l'auteur.

NOTE (47), pour la page 182. Tome I

Pour saisir la suite de toutes ces égalités, on remarquera que

Pangle BCF étant extériewr au triangle isoctle CKF, langle K
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n’est que la moitié de BCF; mais les deux triangles BCF et FEG
étant semblables, I'angle B CF = l'angle E G F. Donc I'angle EGF=
le double de Pangle K, on K=1EGF. Or, les deux triangles
DAb, FEG étant égaux, DG=GF. Donc le triangle DGF
est isocele, donc l'angle EGF, extérieur a ce triangle, est double
de I'angle GFD, donc l'angle K =GFD. Il faut montrer main-
tenant que GFD =AMH, Cest-d-dire que HC est parallele 3 DF.
D’abord nous venons de prouver que 'angle GFD ou BFN=K,
donc les deux triangles rectangles BFN et BKF sont semblables,
et par conséquent le triangle total KFN est aussi rectangle en F,
et langle CFK est le complément & un droit de l'angle CFN.
Mais I'angle BFN ou son égat CFK est aussi le complément 3 un
droit de Pangle BNF ou CNF. Donc langle CNF=Tangle CFN,
donc les deux droites CN et CF sont également inclinces sur la
droite DF, Or D H est paralltle & CN, donc DH et CF sont
¢galement inclincées sur DF; et comme DH et CF sont égales, il
est clair que si par leurs extrémités H et C on tire la droite HC,
elle sera paralicle & DF. Donc Yangle GFD = AMH=MH]I,
(car les droites 4 F et HI sont aussi paralléles ). Maintenant il est
facile de voir que I'angle MHI = l'angle CIL, car le triangle HIC
est rectangle en I ( par const.), et IL est aussi ,' par construction,
perpendiculaire sur Phypothénuse HC. Donc MHI==CIL; donc
enfin, CIL=K, donc K=.BCF=1tEGF=GFD=AMN=
MHI=CIL.

\
NoTE (48), pour la page 182. Tome I.
Montrons d’abord comment a lieu la proportion BN : BK ::

LC:LH :: CI: HI Nous ferons voir ensuite que BN=12a—}y.
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Les deux triangles rectangles semblables BFN ¢t BKF donnent,

BF=BNxBK. Et les deux triangles semblables BF N, LIC donnent,

—-—

BN BF . Lc LI d’ou BF‘—‘—‘————BN;XCLI,()u BF — .'B{V_’:LI :
Ic
et les deux triangles semblables LIC, LHI donnent, LC : L1 ::

LI:LH, ou bien LI=LCxLH. Comparons les deux valeurs

de BF nous aurons,M-—BNx BK, ou BN x LI ==
Ic

ICx BN x BK, ou bien BNxLI=LC x BK, et en mettant,
& la place de Zi, sa valeur LCX LH, il vient, BNXLCXLH =
LCx BK, ou, en divisant tout par LC; BNX LH=LCx BK,
d’ot Pon tire, BN : BK it LC: LH. Or, dans le triangle rec-
tangle HIC, la droite LI étant perpendiculaire sur Phypothénuse,
on a, LC: LH :: Cl: HI, donc enfin, A cause du rapport
commun, BN: BK ;2 LC: LH :: CI ; HI.

Maintenant,, pour voir comment BN==24-—y, rappelons-
nous que, par construction, Bl ou BN NI=CF =a, donc
BN=a~— NI, Mais NI=IC—NC=IC—CF ( car nous
avons démontré dans la note 47, que le triangle NCF est isocele ),”

don¢ NI =y — a, donc BN=a'—-(y——a)‘=za—y.
NOTE (49), pour la page 182, Tome I.

Newton dit que le centre du cercle de la cissoide est A, et que

le rayon de ce cercle est 4 H, Comme il n’a tracé aucun cercle
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dans sa figure, il est clair quil faut recourir & la mani¢re dont

les anciens décrivaient cette courbe pour comprendre ce qu’il dit,
P q

( Fig. 11, des Nozes ). Soit B G H un cercle dont le rayon A H = a.
Si, & lextrémité B de son diametre, j’éléve une perpendiculaire in<
définie BT, et que de lautre extrémité H, je tire une droite HS
jusqua la ligne BT, et que je porte OS de H en M, le point M
sera & la cissoide, et tous les points de cette courbe en dedans
du cercle, se trouveront de la méme manicre. La ligne HK, qui
passe par le milieu de la demi-circonférence, étant coupée en deux
parties égales au point G, on voit que ce point est encore a la
cissoide. Pour trouver le point de la cissoide sur la ligne HT,
portez TL de H en C, et le point C sera & la cissoide. Cherchons
maintenant Déquation de cette courbe, D’abord, QB=PH,
car, d cause des paralleles, on a la proportion, PH: MH ::
QB:0S. Mas (par const.) OS=MH , donc QB=PH,
donc aussi BP = QH. Appelons, avec lauteur, 4H, a; HI ou
NC, x; et CI ou NH, y; nous aurons, a cause des triangles
semblables HRL, HNC,-la proportion, HR : RL ;: HN : NC.

Or (par const.) HR=BN=2a—y,et RL=NV= \/m.
La proportion précédente devient donc......covevivvinennnns
20—y:Vy(2a—y)ily:x, et en élevant tout au quarré ,
(2¢a—y) :y(2a—y) it y*: x*, ou bien, en divisant les termes
du premier rapport par 24—y, 2a =y : y i3 ¥* 1 x*, ot 'on tire,
y;,= 2ax* — x*y, qui est Péquation méme de Pauteur. On congoit
maintenant sans difficulté¢ ce que dit Newton, que le point A4 est

Ie centre du cercle de cette cissoide, et que 4 H ou « est le rayon

de ce cercle. On pourrait ajouter que BT est 'asymptote de cette
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courbe, ce qui est assez clair par la mani¢re dont elle est cons-
truite ; mais on peut le démontrer aussi par le moyen de Iéquation,
en faisant voir que y ne peut devenir égal & 24 que lorsque x est
infiniment grand; c’est-a-dire que la courbe ne va toucher BT
qwa un point infiniment éloigné. En effet, si dans Péquation
y?=12ax* — x*y, on suppose x¥ == oo, I'équation s¢ réduit a...
2ax* — x*y =0, doll y=12a,

Clest Diocles qui est I'inventeur de la cissoide, mais c’est Newton
qui a trouvé lart de la décrire d’'un mouvement continu, par le

moyen d’une simple équerre,
NoTE (50), pour la page 184. = Tome I.

Yéctis ainsi Péquation de lautetr........veeveveeecsaass
@*y* — 2bexy -+ b*x* — a*b* = o. Pour reconnaitre si la section
conique qui est représentée par cette ¢quation est une ellipse,
jéleve au quarré 2be, coéfficient du terme qui contient le produit
des deux indéterminées, et j’én retranche le quadruple du produit
des coéfficiens des quarrés des deux indéterminées, le reste est,
4b* e — 4a*b*, ou 45* (& — a*), or, comme I'a remarqué Newton,
¢’ == a* est une quantité négative , donc 45° (e — a*) est aussi
une quantité négative, et par conséquent Péquation appartient &
Pellipse. ( Voyez I’Algébre de Bezout, N° 380 et suivans ). Pour
construire cette ellipse, je divise toute I'équation par «*, ce qui

donne (4) y* — “’” y + = bz”" — b = o. Je fais évanquir le

bex
second terme par rapport A y, en supposant, y = ——— ==f, C€
. b b2 e2 x2
qui donne, y* — =% y = £# — —=—. Et en substituant dans
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b* e x2 b2 x x*
at a*

dans Péquation (4), elle devient , £ — b ==0, qui
peut s’écrire ainsi, £* = §* 4 ._’”U;;i&, ou parce quon a con-
sidéré a comme le rayon, et ¢ comme l¢ cosinus de l'angle CBH,
on aura, en appelant ¢ le sinus du méme angle, ¢* —a* =— ¢*,

. . . r . .
ce qui, en substituant, change la derniére équation en celle-ci,

b2 q2 x2

£ = b* — (B). Maintenant, comme le produit xy des deux

lu

indéterminées se trouve dans Péquation (A4), je fais, x =

b2 q* x< 2y

nz

.

En substituant dans ’équation (B), il vient, & =5*—

Mais n’ayant besoin que d’une seule indéterminée 7, je puis sup-
b2 qz ut

—_—
a*az

poser /=a, ce qui réduit mon équation 3 £ =5 —

oubien ## = i:’ ( —'3—;1— — u’) (C). Pour trouver les diamétres et

leur direction, je compare I'équation (C) & 'équation ordinaire de

Pellipse,, y’= *), dou il résulte, % = 2L et

an
g = T donc f == —L x g, et en substituant pour g sa valeur,
f=- 9 ‘q" . Donc f=#5. Donc le second demi - diamétre. ..’

f=086=CD, Pour avoir le premier diametre g, il faut auparavant
déterminer 7, qui entre dans son expression. Pour cela, j'ai recours

3 léquation j — L% =z, queje construis ainsi. Sur 4.D ( Fig. 3y

des Notes ) je prends une ligne arbitraire 4 M, et par le point M je méne
parallélement 3 AE une droite MN telle, que j’aie la proportion,
R*1be:t AM: MN, et je tire ANP qu1 rencontre BCen O, A cause
des paralleles MN et BC, yaurai aussi, 4M: MN :: 4B : BO, ou
@ rbeilx:BO= b;f bex

Tomc 11, v
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donc €O ==+ Clest donc sur la.droite 4 O et parallelement & 4E
que se comptent les ¢ Ainsi 4O est la ligne des #, et par con-
séquent la direction du premier diamétre. Pour en déterminer Ia
longueur, I'équation x»=— i:— me fait voir qu'en faisant x==o0,
jyai aussi # =0, donc lorigine des x est au point 4. Ensuite,
comme j’ai suppos¢ [==a, x = ln—" devieni, x=-"", ce qui
donne, x: a2 #:n Donc en prenant x ==z, on aura aussi,

u=n, Soit donc x ou 4B=a=CE, on aura, u = A0 =n.

an

la
q 2

Cette valeur de 7 étant substituée dans Péquation g=

CExAO
9

est le sinus de l’ar;gle donné 4, le rayon étant égal & CE. Donc

change en g == , dans laquelle tout est connu, puisque ¢
on connait aussi la longueur et la direction. du premier demi-
diamétre, L’ellipse est donc maintenant trés-facile a construire.
Supposons que ce soit CLF, et montrons que chaque point de
cette courbe, par exemple le point L, satisfait 3 ’équation proposée.
Pour le prouver, je méne par le point L, parallélement & AE, la
droite LK quirencontre 4P en §; et les triangles semblables 4MN,

AKS me donnent la proportion, A4M: MN ;: AK: KS, eu
b

acbettxt KS=—

.. Donc LK— KS=8L=y— I’:zx =1

a

Mais , par la propriété de [Pellipse , & ou ( y— b:,x )2=

an

1

e

f;T (g —#*). Et comme nous avons trouvé f=—b, g==

lu a

_—

que de plus Péquation x =

* donne, z=-"% si nous
n a

substituons toutes ces valeurs, en nous rappelant ‘encore que
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- . 2 %
‘gfe=a* — ¢, léquation # ou —iii) =L (g—u 9

ar g
deviendra, y"—””y + 1’2:24”'2 — :’f’; ";ﬁ"’ —_r )=
e (- ":fn)=b‘— Pes 4 222 Donc...
Y — ”:x y + -E%’— = b* — I’Q::xz + bli”z , €t en effagant
ce qui se détruit, y*— “;:” y = — 22 Lou lon tire,

a'y* — 2bexy + B*x* — a*b* = o, équation quil sagissait de
construire.

Nous remarquerons encore que si l'angle EA4D était droit, la
ligne BC serait perpendiculaire sur 4D, et que }ans ce cas BH
ou e deviendrait zéro; alors ’équation proposée, a*y* — 2bexy +
B x* — b = o, serait réduite A a*y* 4 b x* — a*b* =0, et les
droites AE et 4D seraient dans la direction des axes. De plus,
I'équation .azyz + b*x* —a*b* = o, donne, y*= —i:- at —x*),
ce qui fait voir que dans cette hypoth¢se, le premier demi-axe

serait CE, et le second, CD.

NoTE (51), pour la page 189. Tome I

Il est assez facile de voir que le diamétre du cercle se trouve

sur la droite 4 B, car les ordonnées y ont deux valeurs égales ,

—_ d*a*=—2d*ax 2 — Vd“a“-—zd’ax 2
y= +l/ —oa X, ety=—V —F—g——x,

Tune positive, et Pautre négative. Donc en regardant ces doubles

ordonnées comme des cordes du cercle, la ligne 4 B qui les coupe
toutes pat la moitié, et qui de plus_leur est perpendiculaire , doit
Va2
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passer par le centre du cercle. Pour trouver la longuenr du dia-
métre , il faut observer qu’aux endroits ol le cercle coupe la droite

AB , onay=o0, donc si dans I'équation...c.eveeeevieenens

. d* a® e 2 d2 .
y=== I/—“—z—ﬂ— — x*, nous faisons y == 0, nous aurons

€2 o d2

d> g =——2d*ax . d3 a% e= 2 42
I/ —x*=0, ou bien ——>"2%Z —x* =0

€2 - g2 € = 2

—ad*tade

. —ad(d-4
a4 2 Ou blenx:_—_—L—‘)

€2 wma 42

d’oll on tire , x = « Nous
observerons maintenant qu’il faut que ¢ — 4* soit une quantité
négative , ou que l'on ait d > e, sans quoi une des valeurs de x
serait négative , et se compterait & gauche du point 4, ce qui
appartiendrait a une autre question. Nous regarderons donc ¢* — &

comme une quantité négative, par conséquent I'équation.......

. —ad(d¥xe) ad(dZxe) . ad(dXe)
x = - devientx = S5 ou bien x = ra Ty
. d . d
ce qui donne deux valeurs de x , Pune x = d"+c » et l'autre x = -,

Il est clair que fa premi¢re est 4E, et que la seconde est 4 F,
et que leur différence EF est le diametre cherché. En effet ,
lorsque ¥ = o, le point C tombe en E ou en F, Dans le éremier
cas , on a dieit AE:EB, ou d4e:d:: AE4+ EB ou

a: AE, ce qui donne 4E = == x, Dans le second cas,

ad
d4e
ona,d:est AF ;BF,oud—e:d s AF—BFoua;: AF,
ce qui donne 4F = d‘:l‘ ==x, donc AF — A4E égale le dia-

metre cherché..
NotTEe (52), pour la page 193. Tome I.

( Fig. 4, des Notes). Il est clair , dit Newton , que si Pangle 4 BF
au lieu détre comme dans le probléme, égal A la différence des
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angles sur la base, est égal A leur somme, Pangle D est donné.
Effectivement dans ce cas-1d, BF tombe sur BD, et l'angle ABF
devient I'angle OD 4. Car si 'on prend B4 pour la corde dun
cercle, et que le point D soit placé successivement en différens
points de I'arc ( toujours au-dessus ou toujours au-dessous de la
corde BA, car I'angle D varierait si on le plagait tant6t au-dessus
tant6t au-dessous de B4 ), il est manifeste que I'angle BD 4 aura
par-tout la méme valeur, et que son supplément 0D A aura aussi
pour tous les différens points de Parc une méme valeur. Il n’est
donc plus question que de voir si cette supposition satisfait 3 la
premicre équation partielle de Newton, qui est x* — ax +dy 4=
y* =0, et Cest ce que nous allons voir en effet. Pour cela Jap-
pelle m et n les deux parties de l’angle D, et je conserve aux
autres quantités les mémes dénominations quelles ont dans le

probléme. Je cherche d’abord les sinus et cosinus des angles m

- . . Bc .
et n, et yai BD : BC:ir:sin.m= 55— Ensuite..........

BD:DcC:: f!COS-m=%. Pour langle », jai..........
DA:CA:risinn=-"35 etDA:DCiirscos.n= 355°

. rxBC rxDC rxDC rxCA
De sorte que sin. (m+4n)=-—5p5-X~—p7 + 55 X 51—

P(BCxDCHDCxCA) __ rxDC(BCHCA)  gone. . .. ......
BDxDA - BDxDA freter
sin, (m4-n) = ﬂxpgi)i%tCA) =—sin. BDA. On a aussi....,

—2
rxDC rxDC rxBC rxCA _ r*(DC—BCxCA)
cos.(m+n)= 55~ X 51— —"FD = DD —"

——
p(DC—~BCxCA) ___
Donc COSc(m ‘ n)-—- ( BD)(DA == COS. B.DA. Ol‘.......

in.(m4=n) __ DC(BCCA) __
tang, BD A , ou tang. (m +n)= :—03—((;,’17)‘ = DC—BCxC4
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tang. BD A. Et en mettant  la place des lignes leurs valeurs ana-

—ay
yﬁ-;ax+xz

tangente de BD 4 que nous cherchons, c’est celle de son supplé-

Iytiques , on a , tang, BD A4 = - Mais ce n’est pas la

ment OD 4, puisque C’est celui-ci qui dans le cas qui nous occupe,
tient la place de langle 4BF du probléme. Or, OD 4 étant le
supplément de I'angle BD A4, a la méme tangente, mais prise avec

—ay

Pangle OD 4 tient dans notre figure la méme place que Pangle

un signe contraire. Donc tang. OD 4 = . Et comme

ABF dans la figure du probléme ; <t que dans le probléme Newton
a fait BC:CG 15 d:ia, ou bienr: tang. ABF :: d: a ; nous
aurons aussi pour langle ODA, DO : Od it d : a, ou bien
r:tang. ODA 1 d: a; dou

-—ay s
Y —ax4x*
et en divisant tout par « et rédujsant, il viendra x* — ax 4 y* 4

tang. O DA = 5~ = - (en faisant r = 1); donc - =
dy=o0, qui est absolument la méme ¢quation que celle de
Newton , et qui appartient visiblement an cercle; voila ce quil
fallait d’abord démontrer. ‘

Veut-on maintenant construire le cercle qui appartient A cette
équation 3 on commencera par faire disparaitre le second terme
par rapport & x, en supposant x — fa==7, ce qui donne......
x* — ax==7* — ;a% Et en substituant dans ’équation x* — ax 4
dy+y*, elle devient ¥ — =+ dy +y* =o. Je fais aussi dis-
paraitre le second terme par rapport a y, en supposant y +;d =u¢,
ce qui donne y*+4dy =1"— %cf‘ ;. et en substituant dans la der-
nitre équation, elle devient * — ja* 4 ¢ — ;d*==0; d’ot l'on

tire ¢ = i‘il‘ﬁ-—,(’. Clest-13 I'équation qu’il faut construire,
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Je remarque d’abord que I'équation ¥ —la =gz, quita servi &
faire disparaitre le second terme par rapport 3 x, me donne, dans‘
la supposition de x =oc, y==— ;a5 et dans la supposition® de
x=a, Jai y==+a Donc lorigine des ¢ est- au milieu- de. 4 B.
Ainsi je partage 4B en deux parties €gales au point K, et c’est de
ce point que se compteront les 7. La seconde équation y + d==¢
qui a servi & faire disparaitre le second terme par rapport a y, me
donne dans la supposition de y == o0, r==1d; ce qui me fait voir
que les ¢ prennent leur origine sur’ une ligne parallcle & 4B, et
qui en est ¢loignée d'un }d. Pour déterminer cette ligne, je tire
par le point B une droite B LM, formant avec 4B un angle 4BM=
langle D A0, et je méne du point 4 perpendiculairement & 4B
la droite 4 M. Les deux triangles rectangles DO A, BAM, étant
semblables, donnent la proportion DO : 40 1t AM; AB. Or,
DO : 40 ::d: a,donc A4M: AB . d: a; mais 4B =a, donc
AM =d. Par cons¢quent si par le point K milieu de 4 B , jé mene
parallelement & 4 M la droite KL, jusqu'a ce qu'elle rencontre en
un point L la droite BM, on aura KL==1d. Et si par le point L
on meéne ST parallclement 4 4B, ce sera sur. ST que se comp-
teront les £, puisque DE =D C+ CE = y + ;d = ¢. Actuellement
si du point L comme centre, et d’un rayon BL je trace un cercle,
Parc BD A de ce cercle contiendra les lieux de Pangle OD A4, et
a2t

4

tous les points de cet arc satisferont & I’équation £ = -

Car SLT étant le diamétre du cercle , L son centre, DE une

ordonnée ; on a pour Péquation du cercle, lorsque les abscisses
— —2 —
sont comptées du centre, DE = SL— EL, ou bien en mettant

au lieu de SL son égal BL, DE=BL—EL, Mais..c.counsrs
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BL=BK+ KL= "’sz;etﬁz(j:{’. Doncevevnne.

—_—
DE(r)=2%2 _ & C Q F D.
* .
Si on voulait retrouver dans cette construction, 'équation méme

de Newton , cela serait trés-facile, car t=y - 1d, ety=x — La;
donc en substituant ces valeurs de ¢ et de g dans P'équation......

2 dz .
t2=-—“-—'*—'——-{‘, elle deviendra..co.oveeieernnenroesanennns

4 .
2 dz
: + (x —ax 4 ——) Aprés avoir effacé

L
4z
Y dy =
ce qui se détruit , et transporté tous les termes dans un seul
membre, on a x* —ax 4 dy-+y*==0, qui est I'équation méme

de Newton,

NOTE (53), pour la page 193. Tome I.

Newton dit que Péquation x* — ex + idi’-'—

—y*—dy=o,
appartient 3 une hyperbole ; et cela est évident puisque les quarrés
des deux variables , x* et y* ont des signes différens dans le méme
membre de Péquation. Il sagit & présent de démontrer la construc-
tion quil en donne, pour cela je change tous les signes de I'équa-

2dx
.__J + ax — x* == 0. Je commence

tion, et jai (A4) y*+dy —
par faire disparaitre le second terme par rapport a y, en faisant

dx .
y+§d——ﬂ_-=t; ce qlll dOnne.-.o-.................-....

Y dy — 2L %’_+ £z — 2%, Le second membre

de cette équation étant substitué & la place du premier dans I'équa-
. 2 LS 2 &
tion (4), - +4)x——(¢z+l)x — =09

et
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et en changeant tous les signes, et ordonnant par rapport A x,

a2 t® adr -
on a, x’ —ax — mxa T TEga =o (B) Je fais encore

disparaitre dans cette équation le second terme par rapport A x,

au ’ - .
en supposant x — ja ==-—— (7 étant une indéterminée dont la

valeur sera fixée par les opérations subséquentes ), ce qui donne

] .
x* —ax == — 1, Et en substituant le second membre de

4
cette équation 3 la place du premier dans Péquation (B), elle
. a* u? a? a* 2 a? d?
deVIGHtT;' % T & -+ 2 d°)
ds 2 2 2 d2 .
la valeur de #, on a A=— —(“ 'L'd )+(“ + )uz, qui

4n*
a? G- d2
4n

= o. Et en dégageant

se réduit A £ = — —+( )u‘. Et en dégageant #* du

ey . . T . . . et 2 . a* n?
coéfficient qui le multiplhe , jaurai # = —"— (u —7’7-4“)'
Je compare maintenant cette équation particulicre a I'équation

générale de I'hyperbole par rapport A ses diamétres conjugués,

yr = comparaison me donne........oee

fz . d’+d’ : a? n*

= m s g =y donc g = -————g_i_d,-Mals la pre-
.y (2 + 4a+d1 az n? a?

micre donne f* = = S X g Donc f* = L X o=

an
V a + 4z
diamétre f auquel les nouvelles ordonnées ¢ sont paralleles, est

. a . . .
donc f=—, etg = . Clest-a-dire que le second demi-
égal A -iizi ; donc 2 f=4B. Quant a la valeur du demi-diametre prin-
pal 2, nous ne pourrons la connaitre qu’aprés avoir déterminé n. Pour y

. . LI BN I3 . d » . .
parvenir je considere I'équationy -+ ;d— _:_ = ¢ qui a servi & faire

disparaitre le second terme par rapport & y. Si [e suppose y == 0Oy

Tome 1I, X
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. d ; .
elle devient ¢ = {d — ~~*-- Mais dans cette supposition dey = o,
on voit que la courbe rencontre 4B aux points 4 et B. Or,
pour le point 4, on a x=o0, et pour le point B, ¥=a, done
’ . d . .
dans Déquation y +1d — —- =1, si Pon fait y=0, on aura

dxo
a

ouz=§d——da—",ce qui donnes= — 1d; ou t=13d— »
ce quise réduit & ¢ = ;d. Donc au point 4 on at=1d, et au point
B, t = — Ld. Déterminons maintenant la valeur de 4. Pour cela je mene
par le point P milieu de 4B, ( Fig. 5, pour les Notes. ) une droite PL,
faisant avec P4 un angle égal & BGC, et du point 4 je mene
A L perpendiculairement 3 4 B ; ainsi les deux triangles rectangles
BCG, PAL sont semblables; on a donc BC: CG ::d:a::
AL : AP, Or, AP =*ta, donc AL = }d. Et si par le point B
on méne BD parallelement & AL, jusqu’d ce qu’elle rencontre en
un point D la droite PL prolongée, BD sera ¢gal A — +d. Or;
nous avons trouvé pour la supposition de y==0, t=:d, et

==—;d, donc les nouvelles ordonnées ¢ ont leur origine sur
la droite DL ; c’est donc aussi sur cette droite que doivent se

compter les abscisses, Déterminons maintenant la valeur de 7.

aun
2n

Pour cela jai recours & I'équation x— tz = qui a servi
faire disparaitre le second terme par rapport & x. A la seule, ins-
pection de cette équation, on voit qu'en faisant x=la, on a
u =-o, donc Porigine des » est au point P, et de plus nous avons
vu qu’ils doivent se compter sur DL. Prenons donc sur P4 une
ligne arbitraire PN, et par le point N tirons N O parallelement 3

AL, les deux triangles semblables PAL, PN O, nous donneront
PA (ta):PL:PN:PO(x). Donc PLXPN=-", ou...
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PN=_"0—. Or, PN a été pris & volonté, je puis donc sup-

poser qu¢ PN=PC==x — %a, d'oit il résultera que..........

an an au I .
PN=x—1g= = Donc'z_n=Tp"L—, donc n= PL. Mais

PL= |/ Z*%  donc n= [/—%‘f—- Substituons cette valeur

4
de ~ dans 1’équationg=—;:;;—:_=f il viendra......oeuinan..
— VEEE , _ e :
§=p—rF X —5—, ce qui donne g=—-. Donc le demi-

. . A
diamétre principal est égal a -TB— ;5 et nous avons vu que le second

. . \ P . AB . .
demi-diametre était aussi égal A . Donc les deux diamétres

conjugués sont égaux chacun 3 4B, donc hyperbole est équila-
tére ; car en appelant @ et 5 les deux demi-axes de cette hyperbole,
g et f les deux demi-diamétres conjugués, on a cette équation bien
connue a* — b =g* — f* , et puisque f== g, il en résulte que
a* — b* =0, ou bien @ == 5. Donc Thyperbole est équilatére ; et
par conséquent ses asymptotes font entre elles un angle droit, et
comme langle des asymptotes est toujours coupé en deux parties
égales par le premier axe, tichons au moyen de cette propriété ,
de déterminer la direction des asymptotes. Nous avons vu que le
diamétre principal g ¢tait dans la direction de DL, donc en pre-
nant de part et d’autre du point P des parties PO et PO’ égales
chacune a ;a, OO’ sera la longueur du diamétre principal. Mais
B A4 qui est un autre diamétre principal, ou appartenant 3 la méme
branche de courbe est aussi égal & 2 ou bien & O0’, d'ott il suit
que ces deux diamétres 4B et OO’ se trouvent situés de différens
cOtés de Paxe, et sont par 1d m&éme également inclinés et sur Paxe et sur

les asymptotes, Donc les asymptotes font chacune avec chacun de ces

X 2
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diamétres des angles égaux. Mais Pangle des asymptotes est droit , et
dans le triangle rectangle PAL la somme des angles PLA-E:-APL
vaut ausst un angle droit, donc si on retranche de l'angle des
asymptotes , I'angle LPA4 , le reste sera égal a Pangle PLA, ou
CBG. Donc si du point P on tire une droite P Q faisant avec B.A
un angle BPQ =:CBG , la droite PQ sera une asymptote, et
en menant PR perpendiculairement sur P Q ce sera 'antre asymp-
tote. Il est bien facile maintenant de décrire la courbe.

Il ne s’agit plus que de faire voir que I'équation de cette hyper-
bole est la méme que I'équation qu’il fallait construire. )

D’un point quelconque M du diamétre DPL, jabaisse sur BA
une perpendiculaire M C qui rencontre la courbe en un point ¥,
de sorte que MP = Newton a appelé 4C,x; CP, x—*’a;
et CV, y; et nous avons vu que 4L ==;d. Donc a cause des
triangles semblables PAL, PCM, on Bevirirratraeeniiiiey
AP (2a): AL(2d) 12 PC(x —ta): CM = “—— 14, Donc

x
a

NIV:CM—VC:‘%&—’;T‘{—.}'- EnSllite...-.. ooooooooo . e
AP(3a): PL(3V @+ &)1 PC(x~3a): PU=2V T~

VIaLE . ¥ H 4 %2 & at - d
1V &4, cequidonne PM = x* 4+ —— — ax — ”+—;:—'-

a a

Mais 2 cause de Ihyperbole équilatére , on a Mi ;/ —PM— P—O’:

. . 42 x* a2 x ds 2dxy
ce qui donne, en substituant , —- — —— + - +

d2 x2 dr x d a2

’d_y-]-y":xz-]-'—az—-—ax— 2 +-—a4-—+4__4‘—- Et en

o ’ . . d ’ .
effagant ce qui se détruit, il reste — ==L 4 dy + y* = x* —ax,

et en transposant tous les termes d’un méme cOté, on a..... .o
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2d ' , .
*2. — dy — y*=o0 ; Cest Péquation méme de

a

x* — ax +

Newton, qu’il fallait construire.

NOTE (54), pour la page 194. Tome I

1 est facile de voir que les deux angles DQP , DMP sont
égaux , car QPA=BPM, et (par const.) chacun de ces angles
est la moiti¢ de la différence des angles DBP, DAP. Donc
DBP = DAP 4 QPA 4 BPM. Mais DBP=BMP + BP M,
Donc DAP + QPA4+BPM—=—BMP+4 BPM, et en effacant de
part et d'autre BPM, il reste DAP+ QP4 ou DQP=BMP,
ou bien DQM = DMQ.

NoTE (55), pour la page 195. Tome I.

Les deux proportions desquelles Newton déduit son théoréme, sont,
DO—-BN:DO ::ON:MO;etDO4+A4R:DO: OR: QO.
Donc si on alterne les moyens , en se souvenant que MO = QO,
et quu AR=BN , on aura DO—BN :ON:: DO : MO ;
et DO+4BN:0OR::DO:Q0ouM0O;donc DO—BN:DO +
BN :: ON : OR. St on ajoute les antécédens aux conséquens, et
quensuite on les en retranche, la derni¢re proportion donnera. ..

2DO0: 2BN it OR+ON : OR— ON, etendivisant tout par 2,
DO : BN :: OR-|;0N . OR-;ON.Mais' OR-i-ON — NZR _
PR=PN; car, a cause des deux triangles rectangles semblables
PNB, PRA4, on a, PN: PB :: PR: PA; mais ( par const.)

PB — PA, donc aussi PN = PR; donc ﬂ%-‘i = PN.

Ensuite M:PO; cat OR=PR+PO="PN4PO=
ON+2P0O,donc OR=ON+2P0,donc OR—ON=ON +
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2PO — ON=12P0O, donc OR—=ON — PO. En substituant
donc respectivement PN et PO au lieu de -QR—";ﬂ- , €t

OR—ON
de ———

BN PN:PO, doh 'on tire DOXPO=BNxXPN, qui est

, dans la derni¢re proportion, elle devient, DO :

Péquation de Newton.
NoOTE (56), pour la page 195. Tome I

Il faut montrer que Pangle DMQ seta double de langle DQM
dans Phypothése. En effet’, soit G langle donné dont DBA
surpasse le double de DAB, on awra DBA =2DAB + G.
Ensuite DBA=DMQ+BPM. Mais BPM = —- ( par cons-

truction). Donc DBA=DMQ +- —(3;— Donc en comparant cette

seconde valeur de BD A a la premiére , nous aurons........ cee
zDAB+G=DMQ+%UmwmeAB+ﬂhqDMQ+Q
ou bien 6DAB 426G = 3 DMQ. Dun autre c6té............

DQM=DAB+APQNmMmDQM=DAE+§,wﬁm
3DQM=3DAB+ G, et encore 6DQM=6DAB+2G. Et
en comparant cette valeur de 6DAB+2G a celle qui a été
trouvée plus haut, il viendra, 6DQM=3DMQ , ou bien
DMQ=2DQM. C. Q. F. D.

NoTE (57), pour la page 196. Tome L.

On sait par les élémens de la géométrie quun angle quel-

conque M , dun triangle DMO étant coupé en deux parties
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égales paf une droite M S, les deux segmens de la base, O S et
DS sont proportionnels aux cOtés qui leur correspondent, et

quainsi on a la proportion DS : OS :: DM : MO.

NoTE (58), pour la page 197. Tome I

Dans le probléme pris dans toute sa généralité , on suppose que

Pangle DB.A surpasse le double de P'angle DAB, dun angle

. G
donné quelconque G, et Pon suppose aussi que BPM = 5

. G . . . ’
Or, st BPM ou - =0, il est clair que G lui-méme est zéro ;
donc dansle cas ot BPM = o0, on a simplement DB 4=2DAB,
et Cest-1a le cas olt la courbe de trois dimensions devient une

hyp‘erbole.

NOTE (59), pour la page 197. Tome I.

Il sera facile de comprendre le théoréme que Newton établit
dans ce paragraphe, en construisant 1’équation , y* = 3 x* 4 2.6x — 22,
quil a trouvée plus haut.

Je remarque d’abord qu’elle n’a point de second terme par
rapport & y, et que les y sont perpendiculaires & l'axe des x, je
n’introduirai donc pas une nouvelle indéterminée a la place de y;
mais comme il y a un second terme par rapport a «x, il faut le

faire disparaitre. J'écris d’abord I’équation de cette manicre....-.

. 2 2 3 - .
(4)2* + 2% — — — J-=o0. Ensuite je fais, x+— =u,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 NOTES.

2¢x

ce qm donne, x* 4 2 =4 — -‘9‘— , et en substituant 3 la place

de x* 4 2=, sa valeur, dans I'équation (A), elle devient....
s e o y y 4o
u_._._.___T——o, ouT=:u———9——,ouenﬁn..

9 3
y'=3 (uz — 4—;-) (B). - Telle est Iéquation qu’il faut construire.
Je commence par chercher en quels endroits la courbe rencontre
la droite sur laquelle se comptent les z (et rem:arquez que c’est la
méme sur laquelle se comptent les x, puisque les ordonnées pour

les # comme pour les x, sont toujours les y ). Je fais donc....

2
3(u"— 4 )_o, doli 2* = 49", ou bien z == ’;-Et en

substituant A la place de z sa valeur x+ —, il viendra.....

T ==k 2; » ce qui donne deux valeurs de x, la premicre

x= %, et la seconde x==— ¢. D’olt on voit que la courbe
rencontre I'axe des x ou des z en deux points, dont le premier
est €loigné du point P vers la _gauche de j¢, et le second vers la
droite d’'une quantité c. La longueur de l'axe des z est donc en
tout de $¢. Je fais en conséquence (Fig. 6, pour les Notes) VR = 4,
Voyons maintenant en quel point commencent les z. Pour cela
jemploie Péquation x -4 jc=u, qui a servi A faire disparaitre le
second terme par rapport & x. Dans la supposition de z=o,
fai » = f-—;-, donc il faut porter & droite du point P, de P
en C, une quantité égale A %, et le point C sera I'origine des z,
et par conséquent le centre de hyperbole, Il faut chercher actuel-
lement la longueur des diameétres conjugués ; mais comme les

co-ordonnées
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eo-ordonnées sont perpendiculaires entre elles, ces diamétres seront
les axes mémes. Je compare donc Péquation .particuliére. ceves
Yy =3 ( u — '5302—) a I'équation de hyperbole par rapport a ses axes,
Y= -:—:- (x* — a*). Le résultat de cette comparaison me donne,
— =13, et a =4T"-- Je tire de la seconde, a === — 3 . Cest~
a-dire que le premier demi-axe est égal A j¢, donc le premier
axe tout entier = $¢. La premiére équation donne, =3 xa,

ou bien #==7 x _4;_ =4 3 . Donc b == V" > Cest-a-dire que

le second demi-axe ———%, donc laxe tout entier = —=-
Jaurais pu me dispenser de chercher la longueur du premier
axe 2a ou ¢, puisquelle avait d¢jd été déterminée précédemment,
mais la seconde méthode étant générale, jai cru devoir Pindiquer.
Rien n’est plus facile maintenant que la construction de la coutbe,
Téleve A Pextrémité #” du premier axe, une perpendiculaire. ...
VK=10b= ‘_;/e?_, et je tire la droite CK; elle sera asymptote de

la courbe. Et pour faire voir que langle des asymptotes est

de 120°, il suffit de démontrer que Pangle que fait I'asymptote C K

avec l'axe 7R est de 60°. Or PC=a=13c, et PK=b= ;c? >

. 2¢ se U I X3 I . L4 . S
donc YVC:VK::.%‘—: et IR Ui el LI : V3.

Donc VC: VK :: 1; V3. Mais on a aussi, ¥C: VK :: R ;

tangente ¥ CK, Donc 1 : \/— : R : tangente ¥ €K, d’oli tangente
VCK = RxV3 _ ‘/3— ( parce que je suis toujours maitre de
1 .

Tome 11, Y
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supposer R égal A Tunité ), et en employant les logarithmes,‘
on trouye tang. ¥ CK = 0,2385606 (logarithme de la tangente d’un
angle de 60°), donc Pangle #'CK est de 60°, donc langle total
des asymptotes KCT est de 120°.

Mais peut-étre vaut-il mieux démontrer cela directement par la
construction que Newton indique. Je porte donc #C de ¥ en N,
et je tire NK, qui est visiblement égal & CK. A cause du triangle

rectangle V' CK, jai, C_K==76;'+I7_Kz, o]

[— 2 . :
CK=—4—;—+i:—=-—I%-l—. Ce qui donne, CK=-‘%-. Mais

CN=CV4¥VN=2CV (parconst.) :—4T‘-- Donc CN=CK=NK.
Par conséquent, le triangle KN C est équilatéral, et chacun de ses
angles vaut 60°. Donc P'angle KCN == 60°. Donc l'angle total des
asymptotes == 120° Donc ( PL. V, Fig. 6), si des points B et 4
on mene des droites BD et 4D i un méme point D de I’hyper-
bole décrite comme il vient d’étre indiqué, langle 4BD sera
double de Pangle BA D. Par conseéquent , Pangle £ DA égalera le
triple de 'angle BAD. On peut donc encore, par ce probléme,
opérer la trisection de Pangle.

NoOTE (60), pour la page 198. Tome I.

(Fig. 7, pour les Notes ). L'¢équation qui résout le probléme étant,

—betfdV b2er - ae? — a2 d2

x = S

> voici comment on peut la cons-

truire. Soit prdlonge’e la droite BD jusqua ce qu'elle rencontre
en un point H la droite FE aussi prolongce; et les triangles sem-
blables FCE, FDH donneront la proportion, FC: CE i d:e it
FH : HD. Donc, si je suppose que FH=d, yauwrai HD =¢,
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et FH — DH=FD (#)=d*— ¢ Sur DH, comme diamétre,
je décris un demi-cercle HKD, dans lequel jinscris la corde
HK=—=DB=a, et je tire la corde DK = l/D—I}-—H—If =
Ve — 4. Je porte DK sur la droite DF de D en O, et e
méne OP parallclement 3 DH, ce qui donne la proportion,
DF:FH::DO ou DK:PH,oubien b6:d::Veé —a* : PH=

Ye—a | on,en multipliant et divisant le second membre par 5,

b
dbV et = a2 Ve —ai b5 .
PH: b 5: as — d b ebz ar b , ou blen, en mettant Pour b”

sa valeur d&* —¢* trouvée plus haut, en la mettant, dis-je,

dans le second terme sous le radical, ainsi quau diviseur, om

V b2 e? em g2 o— g% 2 2 02 e g2 2
aura, PH — AV Fe—a(F=&) ) pif o dVbetac—ad

dz — ¢2 42 a= ¢2

Ainsi P H égale la partie radicale de x, quant & la partie ration-

» voici comment elle se trouvera : Jéleve au point H

e
nelle — —

une ligne HL perpendiculairement 3 FE, jusqu’a ce quelle ren-

contre FD prolongée en un point L, et & cause de HD perpen-

diculaire & FL ( par const. ), on a la proportion.......ec.s.
. e P be2
FD (b): DH(e) :t DH(e): DL=5- =22 =22

Donc DL = —'2_. Donc si je porte PH de L en C, jaurai,

d* — ¢

CD=CL—DL=PH--DL= =tetiVictac—ad .,

d? omm 2

NoTE (61),pou} la page 258. Tome 1.

(Fig. 8, pour les Notes). Il est trés-aisé d’obtenir le point E sans faire
déquation. En effet, soient E : D it FE : AE :: g : d. Menons
Y 2
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la perpendiculaire FG, et appelons ¢ la pesanteur relative du poids
E qui le fait descendre selon EG, nous aurons FE ; EG :% g:e.
Donc a cause de la proportion FE : AE i g: d, on aura aussi,
AE : EG ou BE :: d:e Maintenant, dans le triangle rectangle
BEA nous connaissons le cdté B A, et le rapport des cotés BE et
AE, cela suffit pour déterminer aussi la grandeur absolue de ces
cotés. Pour cela je prends une unité arbitraire, et une ligne B K
qui contienne autant d’unités qu’il y en a dans ¢; ensuite du point
K comme centre, et avec une ouverture de compas qui contienne
autant de ces unités qu’il y en a dans 4, je trace un arc de cercle
qui coupe 4B au point L. Il est évident que cette construction
donne LK : BK :: d:e Donc si par le point 4, je mene AE
parallelement & LK, le point E ol cette parallele rencontre la droite
B G, sera le point chercheé; car, & cause des paralleles, on a,
LK:BK: d:e::4dE ; BE; et comme le triangle BEA con-
tient le c6t¢ donné 4B, il s’en suit qu'it est le triangle cherché,
et que par conséquent le point E satisfait au probléme. Au reste,
la construction de I"équation de l'auteur nous aurait menés au méme

but par le méme chemin.
NoOTE (62), pour la page 238. Tome I

(Fig. 9, ponr ls Notes). Newton dit que le triangle CHK est
donné d’espece. En effet, le premier point D étant donné de position,,
le premier point C lest aussi nécessairement. Donc langle C4 B
est déterminé, ainsi que son égal ed d. Mais (par const.) D'angle
Ade ="Tangle ADE, et AD = Ad:donc tout est connu dans
le triangle 4de; et puisqu’on a mené CH parallelement 2 de,

Pangle CHK est le supplément de Pangle connu ded. Par un
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raisonnement semblable, on prouvera que tout est connu dans le
triangle B&f, et comme CK est parallele & f& (par const.) Pangle
CKH est le supplément de langle connu Bf§. Donc.dans le
triangle HCK tous les angles sont connus, donc le triangle est
donné d’espece. Il en serait de méme d’un gutre triangle C/K’H’
formé d’aprés la méme loi, puisque les lignes ed, & sont immo-
bifes,

NOTE (63), pour la page 239. Tome I

(Fig. 9, pour les Notes). La Figure que donne Newton suffit
pour faire voir comment on doit s’y prendre pour déterminer
Iéquation du point C;, mais on ne voit pas avec la méme ¢€vidence,
comment elle pourrait servir & déterminer un second, un troisitme
points C. Pour le faire comprendre , j’ai fait la Figure ¢ des
Notes, dans laquelle il y a un second point ¢/ dont nous allons
chercher I’équation.

En conservant & toutes les lignes les noms qu’elles ont dans le
probléme , supposons que P'angle CA D soit venu a la position C’AD,
et que l'angle CBD soit venu 4 la position ¢/BD’. Prolongeons
C'4 jusquen d’, et C'B jusqu’en &, et remarquons que, par le
mouvemegnt angulaire, l'angle DA D/ —=Tangle CA4C’ = langle
dAd'. Mais (par const.) langle 4de = langle ADE, et...
AD = A4d. Donc les deux triangles d4 d' et DA D’ sont égaux
en tout, donc d&’ = D D’, On prouvera, par un semblable rai-
sonnement, que le triangle DB D’ = le triangle B 44, donc on
aura, 8¢’ = DD’; donc &4’ = dd’'. Or (par const.) &f=4dG,
donc f¢/ = Gd’. Les triangles semblables BK’C’, Bf4’ donnent
la proportion BK/ (#): 'K/ (y) it Bf (¢): f&/ =L =d'G,
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Et ed = eG—dG="5— =L et le triangle C'H'K’ qui est
donné d’espeéce, a ses cOtés dans un rapport connu ; soient donc
CK' :CH ::d:e,oubieny: CH :td:e, doh CH = =
Et CH (“L): HK ite: fp ot HK =LY, Donc.....
AH —=AB ~— BK' — H'K/ == m — z — id’—. Et les 'triangles
semblables 4 H'C/," Aed’ donnent la proportion..............

AH (m—x=L2) e (S1) i de (a) 2 e (- <2 ).
Cette proportion est la méme que celle que Newton a obtenue pour
le point C, elle conduira donc & la méme équation , et C’est ce que

nous nous proposions de faire voir.

NoTE (64), pour la page 141'. Tome 1.

(Fig. 10, pour les Notes). L'équation f= -t == VLt LB L

donnant deux valeurs de £, il s’en suit que si on substittie succes-

sivement chacune de ces valeurs dans Iéquation................

y=— _2. +fxtV id+f*bx-fax, on aura pour y quatre
valeurs différentes, ce qui nous fait voir qu’il y a deux paraboles

qui peuvent passer par les quatre points donnés. Je commence par

construire I'équation f= —}-‘f- + [/ £et ": f[' 24k, , Newton a mené
d BD la parallele CH, et il a pris DK moyenne proportionnelle
entre DG et D H; menons encore & B.D une autre parallele 4 F,
et les triangles semblables HCG, GAF nous donneront la propor=

tion 4G (c) : GF (d—a):: GC(k): GH, dol.........
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GH=£;:—?—!{—,' et DH:DG+GH=—JL-'*'—‘!-¢"——_'L. Et en

prenant une moyenne proportionnelle D K entre DH et DG, on

a, DG (d): DK:: DK : DH (L£2=28) donc.......

DK==+ l/d”"'d:k—“dk. Donc.tvviieirnnrnenenannnnnn

DG DK=d=x )/ Letdk=ell ' DG + DK =
2DG+GK, et DG — DK =—GK. Donce.vuvnnn....
2 DG+ GK __

dct-d2k—adk

C = -+ Py e R = S
GK __ 4 Fcfdk—adk .
o == — 4 = . Voila les deux valeurs de f

au moyen desquelles nous pouvons construire les deux paraboles
qui passeraient chacune par les quatre points donnés. Je me bor-

nerai A en construire une, en prenant la seconde valeur de f, qui

est f—= — -‘(;;—Ig—: — £- (en faisant p = GK). Cette valeur de

f étant substituée dans Péquation y =— "+ fx £ V 1 a*+f*bx —fax,

apx

la change en celle-ci, y= =~ 1a— £ V 14 L _7?— +
qu en élevant tout au quarré, réduisant et transposant, il vient,
.72‘+(4+ ””).}’ bi:x—pz% (4). Jefaisy+Ltat ==,
ce qui donne y*+ (a + 22X

a3 ap»

— —,———___—P . o3
)y_t : - = —;sion

substitue le second membre de cette équation & la place du premier

dans Péquation (4) on aura, aprés avoir effacé ce qui se détruit,

’ apx a? bp*x

apk-4-bp?
F et L F, ou == +(——k7— x, (B). Pour

ramener cette équation a la forme ordma1re de celle de la parabole,

ket . .,
je fais - 4 ( i + £ ) x = mg; m étant une indéterminée dont
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la valeur sera fixée par les opérations subséquentes. Et en substituant
mz au lieu de sa valeur dans I'équation (B), on aura, # =mz,
équation ordinaire de la parabole, et qu’il faut construire. D’abord
je cherche la ligne sur laquelle les ¢ prennent leur origine ; pour cela
je construis I'équation 'y + 1 a4+ -£> = ¢, qui a servi a faire dispa-
raitre le second terme par rapport & y. Par le milieu £ de 4B je
tire EN parallelement a3 4C, et EI parallelement a CK. Les deux
triangles semblables ENI, CG K donnent CG (k): GK (p) :t EN

ou AG(x) : NI=-L£Z; si 2 NI on ajoute GN=AE =1}a,

et ¢G=y, la somme sera ¢I=gG+GN+Nl=y+iast=,,
- donc gI=1+¢ Donc EI est le diamétre des co-ordonnées ¢z et 7.

11 faut chercher maintenant Porigine de ce diamétre. Pour cela jem-

. ’ . 2 k 2 .
ploie Péquation, —— 4 (ﬂ—;*#) x=mg,qui donne......,.
a k2 kzm( E . .
X+ T = kg Et je remarque que g devient

- a2 k2

zéro, lorsque x = I EITIR Je porte donc sur la droite
AG, A partir du point 4, et dans le sens opposé & G, une ligne

AL = T(ar%:-kl-’—bp’)—’ par le point L je tire, parallclement 3 G D,

la droite LY, et le point 7 ou elle rencontre EI prolongée est
a? k* — k*mg

4(apk+bp*) — apkJbp

on suppose ¥ = o, la valeur correspondante de 7 est VE, et

a? k2 __ kmxVE
4(apk+bp>) — apk-tbpr?

Porigine des 7. Or si dans 'équation x +-

Péquation devient, ou bien......,
2 -2 A
~—=mxVE, ou BE=mxVE. Donc le paramétre m de cette

—

parabole est déterminé, et il est ¢gal & —f,—g, ainsi que Newton I'a
trouvé. C. Q. F, D,

NOTE
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NOTE (65), pour la page 242. Tome I.

La proportion sur laquelle Newton établit la résolution de son
probléme dépend d’un théoréme, fort élégant, qu'on trouve dans
un petit ouvrage du citoyen Prony, intitulé : Exposition d'une
Méthode de construire les équations indéterminées qui se rapportent aux
sections coniques.

(Fig. 11, pour les Notes). Soit la courbe G A D E rapportée aux deux
axes MX, MY , faisant entre eux un angle quelconque, et ayant
pour équation y*+bxy -t cx*+dy tex b f= ° ; quon pourra
écrire ainsi, y* + (bx+d)y4cx* 4 ex +f=o0.(4).

Si nous cherchons les racines par rapport 4 y , on sait que bx +d,
pris avec un signe contraire, est ¢gal A leur somme, Cest-3-dire ,
que — bx = d=HB+ HE, et que le dernier terme cx* +ex+f,
est égal au produit de ces racines, ainsi on a cxt e 4 f =

HB x HE. Supposons que les facteurs du trinome x* 4 —%‘——l——i:-
solent ¥ — Mm==0, X =— 72 ==0; NOUS AULONS. s cvsrsecasscssss
v 2 L =(x—m)(x—n)=-LxHBXHE (B).

Lorsque y = o, l'équation (4) se reduit a cx* 4rex+f=0,
ou x* +— + £ —o. Donc dans ce cas, (x —m) (x = 1) = 0,
ce qui donne x=m, x=n. Or, on voit dans la figure que, y ==0
répond au point C ou au point 4, et que les valeurs correspon-
dantes de x sont MC, MA4 ; donc MC=m, et M4 =n. Donc
x=m=MH~MC,oubienyx ~m=CH,etx—n=MH—-MA,
oux —n=AH, Donc en substituant ces valeurs de x — m ¢t

Tome 11, Z
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de x — n dans Péquation (B) onaura, CH % A H== - X HB X HE.

N o AHxCH _ 1t
Do Pon tire gy = - (D).

On voit que le théoréme s’applique & toutes les sections coni=
ques, puisque la seule condition que nous ayions imposée 3 la
courbe GADE, Cest quelle soit exprimée par Iéquation.......
Y +bxy+cx*4dy +ex + f=o0, qui appartient & toutes les
sections coniques. Il résulte donc de 13, cette propriété commune

A toutes les courbes qui se rapportent 4 Péquation (4)....

Si une ligne droite rencontrant une ligne du second ordre en deux
points , est elle- méme coupée par plusieurs droites paralleles qui chacure
rencontrent aussi la courbe en deux points , le rectangle de la partic de
la premiére droite comprise entre une quelconque des paralléles , et un
point de la courbe , par la parre aboutissante de la méme paralltle , a
Cautre point dintersection avec la courbe , sera towjours en raison cons-
tante y avec le rectangle des deux parties de la paralltle , prises de la méme

maniére.

(Fig. 12, pour les Notes). Dans la figure 12 on a, en vertu

du théoréme qui vient d’€tre démontrée.....eeriicereneen....

AHxHC'___t_. AIxIC 1 [ LxxKG 1 D
FHxHE — <2 FIxiD — ¢ 9 FRxKD — ¢ e tous ces

rapports égaux , on tire la proportion 4 H x HC: BHXHE ::
AIXIC: FIXID :: EKXKG:FKXKD; et cest la pro-
portion méme de Newton,

1% I est bon d’observer que i le produit 4 H x HC des deux
parties d’une ligne paralléle & 'axe des x, forme le premier anté-
cédent , et le produit BH x HE des deux parties d’'une ligne

paralléle 3 laxe de y , le premier conséquent ; les produits des
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deux parties de toutes les lignes paralléles & P'axe des x seront
tous antécédens , et les produits des deux parties de toutes les
lignes paralléles a l'axe des y , tous conséquens , ou bien réci-
proquement,

2° Lorsqu’on prend les parties d’une ligne & partir d'un méme
point H vers un méme cOt¢, comme dans les rectangles 4 Hx CH,
ou BHx EH ( Fig. 11), cest une preuve que le point H est
hors de la courbe. Mais lorsqu’on prend les parties d’une ligne a
partir d’'un méme point H vers des cotés différens de ce point ,
comme dans les produits 4 Hx HC, ou BHx HE ( Fig. 12),
Cest une preuve que le point H est au-dedans de la courbe.

Continuons 2 suivre Newton. Il dit que si le point H tombe
entre tous les points 4, C, B, E,ou hors de tous ces points , le
point I devra tomber entre tous les points 4,C, D, F, ou bien
enti¢rement au-dehors, et le point K entre tous les points D, F,E, G,
ou enti¢rement au-dehors. En effet, dans la Figure 12, le point H
tombe entre tous les points 4, C, B, E, et le point I tombe
entre tous les points 4, C, D, F, et le point K entre tous les
points D, F, E, G ; mais dans la Figure 11, ol le point H tombe
hors de tous les points 4, C, B, E, le point I tombe aussi hors
.de tous les points 4, C, D, F, et le point K hors de tous les
points D, F, E, G.

Quant & ce qu’il ajoute, que si le poine H rombe entre les deux
points A , C, et hors des deux aurres B, E, ou entre les deux poin/ts
B, E, et hors des deux autres 4, C, le point I devra tomber
entre deux quelconques des quatre points 4, C, F, D, et hors
des deux autres; et que de méme le point X devra tomber entre

Z 2
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deux, quelconques des quatre points D, F, E, G, et hors de deux
de ces mémes quatre points; ces cas ont lieu lorsque la courbe qui
passe par les points donnés 4, B, C, D, E, et par les points
trouvés F et G, est une hyperbole, et qu'une partie de ces points
est placée sur une des branches de la courbe, et l'autre partie sur
la branche opposée. Le premier cas se comprendra facilement par
la seule inspection de la Figure 13 pour les Notes ; et le second

cas, par Iinspection de la Figure 14.

Je dois Yexplication de ces deux derniers cas , ainsi que les
Figures 13 et 14 qui servent A les expliquer, & la bonté du

citoyen Prony, a qui j’en témoigne ici toute ma reconnaissance.

NOTE (66), pour la page 244. Tome I.

En lisant avec attention la Note 65, la proportion que Newton
fait ici, n’offrira plus aucune difficulté. En effet , la droite E4
étant tangente en A4 , il sen suit que le point A appartient aux
deux branches de la courbe ; et puisque le point E est hors de Ia

courbe , tandis que les points D , C, sont A la courbe, il Sen
. . . AExAE : ,

suit qu’on doit avoir —55" =% = une quantité constante ; et comme

le point F est hors de la courbe, et que le point B est sur la

- .. AFxAF A " .
courbe, si 'on fait 7—%7= = la méme quantité constante , ce qui

—2 —1

= AF 1
BFxFG >}

AE C .
donnera 5% 1 est bien ¢vident que le point G
sera A la courbe, On fera un semblable raisonnement pour prouver

que le point H y est aussi,
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NOTE (67), pour la page 10. Tome IT.

Plusieurs géomeétres ont donné des démonstrations de cette regle
de Newton , entre autres Mac - Laurin et Campbell. Le citoyen
Lagrange a aussi donné une méthode pour reconnaitre les racines
imaginaires qu'une équation peut contenir, dans un traité sur
Manitre de résoudre les équations numériques de tous les degres. Mais
comme il suit une marche différente de celle de Newton, je n’ai
pu, & mon grand regret, m’aider de son travail. La démonstration
qu'on va lire , de la régle de Newton, est presque enticrement de
Campbell ; je n’ai fait quen développer quelques parties, afin de
la rendre plus claire. Quant & la seconde méthode de découvrir les
racines imaginaires , qui se trouve A la fin de cette note, elle est
de Mac-Laurin. Je I'ai considérablement raccourcie sans Iui rien
faire perdre, je crois, de sa clarté.

LemME I°". Dans toute équation affectée (*) du second degré
ax* — Bx+4 A==o0 dont les racines sont réelles , la quatriéme
partie du quarré du coéfficient du second terme est plus grande
que le rectangle du coéfficient du premier terme par le dernier.
Cest-a-dire , que ;B> > a4, et réciproquement si ;B> > ad, les

racines de P’équation seront réelles. Mais si +B* < a4, les racines

seront imaginaires , car les deux racines de I'équation sont......

=.;.B+\/§B°—-4A’ et x=%3._. 1B*—ad
a a

4

(*) On appelle équation affectée, celle dans laquelle I'inconnue monte &
plusieurs degrés différens. Ainsi 2’ —pa®’~gx—r=o0, est une équation
affectée, parce qu’il s’y trouve différentes puissances x°, x*, x, de Iinconnue,

Mais équation x* = B == 0, est une équation non-affectée,
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LEMME Il Quel que soit le nombre des racines impossibles
dune équation x* — Ba" "' Cx" > — Dx ™ 34, €tCirveannn.. .
Zdx?omex* EbxgmA=o0, si on prend une autre équatiom
dont les racines soient réciproques de celles de la premicre, on
trouvera dans la seconde équation le méme nombre de racines

1

imaginaires que dans la premiére. En effet, mettons — au lien

de x dans la proposée, elle deviendra.......coovveeiiniiiins

. B c D 4 __ e b,
w — T t e e h aeE g d=o.

Ou bien, en multipliant tous les termes par x", Ax" — bx"~" 4
cx""? — dx""? e, etc. = Dx* 3z Cx* = Bx o= 1 = ©0;
les racines de cette derni¢re équation sont les réciproques de celles
de la premicre, et si la premi¢re a des racines imaginaires, la
seconde en a autant, Soit, par exemple, I'équation x*— Bx* 4
Cx* —Dx+A=o0, dont les racines sont, a, 5, ¢, d, parmi

lesquelles ¢ et d sont imaginaires, 'équation 4 x* — Dx? 4 Cx* —

-

Bx+1==o0, dont les racines sont, —, > —, -+, a aussi

NP

deux racines imaginaires, ——, ——

LemME IIL Si on multiplie chaque terme d’une équation du
degré » par l'exposant de x dans ce terme, on abaissera 'équation
d’un degré;. si on réitere la méme opération sur le produit, on
I'abaissera encore d’'un degré, et ainsi successivement. Il résulte de 1A
qu’une équation (4) x® = Ba"" ' Caxn"  — Dx" ™3 4 Exm ™%, — etc.
ext mdat Ecx* o bx = 4 = o, pourra ioujours étre ramence
a une équation du second degré qui aura cette forme........
x*—(n—1)Bx+4C=o0. En effet, puisque I'dqua-

ne—x
2

tion (4) est du degré =, et quon veut, par des opérations

n .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NOTES. 183

successives , I'abaisser au second degré, il est évident qu'il faudra faire
n — 2 opérations successives, et que chaque coéfficient sera com-
posé de n— 2 facteurs. Par la premiére opération, I'équation (4)
devient, nx" =7~ (n—1 )Bx""+(n— 2)Cx"" 3 ~(r-3)Dx"" 4+
(n—4)Ex"5—, etc, Dk gex® m3dx*t2cxmb=o0. Et
celle-ci devient, par une seconde opération, z(n=—1)x""? —
(r—1)(n—2)Bx" " (r—2)(n—3)Ca""*— ...,
(n—=3)(n—4)Dx""? +(n—4)(n—=35)Ex"~6 —, et
Lt r2ex*m6dr=2c=0, qui se réduit, en divisant tous ses

termes par le coéfficient 2 de son dernier terme 2¢, a.......,.

n(u—!\)xn-z_(”_l)(n )an—a_*_(n_z)( 3)an 4

(n-—;)( )Dx""’+,etc. G6ex*m3dx=c=o0. Et en
opérant de nouveau sur celle-ci, on @i..iivviiinieiirnansnn

(S5 (= et = (=) (572 (Bt
(n-—'z)(" 23

ou, en divisant tous ses termes par 3, coéfficient de son dernier

)(rz—4)0x""——, etc. Ern2exzz3d=o,

terme 3d, 1l VIENT. s usaeeriornennoeorscreessnanensncnanas
(35D (352) w7t = (= 0 (352) (B5) Bt
(n--—z)("'}_")("?")é‘x""—,etc.i4ex;d=o.'ll est

bien facile de voir quen opérant de méme sur ce dernier résultat,

er‘aurait, n("_')(”—’)("—g)x" A it
(n—q)(“-z)("-3)("—4)wa’+“.”.”.““.?
u.—-z)("—'g)("—‘)("—‘)c.x"“ —, etc, F=e=o0, et

ainsi de suite. Donc si on abaisse Péquation (A) jusqu'au second

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



184 NOTES.

degré, le coefficient du premier terme aura »— 2 facteurs dont
les numérateyrs vont en diminuant d’une unité, & commencer du
deuxi¢me facteur inclusivement; de sorte qu’il y a en tout » — 1
diminutions ; ainsile numérateur du dernier facteur est z — (z— 1).
Et comme les dénominateurs dans chaque facteur sont d’'une unité

plus grands que le nombre diminué dans ce méme facteur, il

ne—(n—1)

. 1 3
—— .Donc le premier

sen suit que le dernier facteur est,

terme de P'équation du second degré est, n ( 2t ) ( — > ) ceen

Re—(a2=—1) _» . ne—1 n—2 T N,z A
Tx',oublenn( - )( ; ).....(n_l)x,ou

Yon voit que de numérateurs 3 dénominateurs tous les termes

se détruisent, excepté les deux premiers; ainsi on a, 7 (":I ) x*
Le coéfficient du second terme contenant aussi 7z — 2 facteurs, et
chaque facteur allant en diminuant d’une unité, & commencer par
le premier, il est clair que le nombre des unités diminuces est de

n— 2, et que le coéfficient du second terme est de cette forme,
—(n~1)("—2)(—"—';—3—) 2-(2=2) By, ou bien......

2 n—2

_(n_l)(n—;z)(”:3) ---(,,i,)Bx, ol tous les termes

se détruisent de numérateurs A dénominateurs, excepté le premier,

En sorte que le second terme est, — (7 — 1) Bx. Par le méme

raisonnement on trouvera que le coéfficient du troisi¢me terme est,

+(n—z)(":3)(";—4)... (f:(—:_'?L)C, ou bien.....

+(n_2)(n:3)(n'3-4)...(niz)C’,‘qui seréduité.+C.‘

. R . y
Donc enfin Péquation (4), abaissée par des opérations successives

au second degré, aura cette forme.........ciiiiiiiiiiiiinn

a(=5)#—(n—1)Bxt C=o.

COROLLAIRE,
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COROLLAIRE. En considérant attentivement dans le Lemme

précédent de quelle maniére on est descendu de équation (4), &

S5) ' —(2—1) Bx+C=o0,

I'équation du second degré » ( -

on verra facilement quelle forme il faudrait donner atix équations
réascendantes, pour remonter, par des opérations successives, de
Péquation du second degré A Péquation (4).

Par exemple, si je veux remonter au troisitme degré, je mul-
tiplie tous les termes de Iéquation du second, par le facteur »— 2,
et je divise ce facteur par 3 pour le premier terme, par 2 pour le
second, par 1 pour le troisitme, ensuite j’ajoute un nouveau

coéfficient D, auquel je donne un signe différent de celui de C. Jai
donc, n( = ) ("—_;2-) x3 —(n-l)( ":'7' )sz+(rz—z) Cx-=D=o.

Pour remonter au quatritme degré, je multiplierai tous les termes

de cette derni¢re équation par » — 3, que je diviserai par 4 pour
le premier terme, par 3 pour le second, par 2 pour le troisiéme,
par 1 pour le quatri¢me, ensuite j’ajouterai un nouveau coéffi-

cient E, auquel je donnerai un signe différent de celui de D, et

s, n (52 ) (252 ) (S (222 ) (55204
(n—z)( )Cx —(r—3)Dx+E=o.
Maintenant, si M désigne un coéfficient quelconque, L et N désigne-

ront les coéfficiens les plus voisins , en sorte que m étant Pexposant de
M, m— 1 sera Pexposant de L, et m-1 'exposant de N (j’entends par
exposant d’un coéfficient , le nombre qui désigne le rang qu’il occupe
dans Péquation ; ainsi dans Péquation précédente, 1 est I'exposant de
B, 2 celuide C, 3 celui de D, etc.). Supposons que je veuille faire
remonter I'équation du second degi'é 4 une ¢quation dont le dernier
coéflicient soit N, il est ¢lair, par ce qui vient d’étre dit, que le degré

Tome 11, Aa
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de cette équation sera m <41, et que I'équation immeédiatement
- inférieure , qui avait pour derhier terme M, était du degré m.
Or, on vient de voir plus haut que lorsque j’ai voulu faire re-
monter Péquation au quatri¢éme degré, j’ai multiplié tous les termes
de Péquation du troisieme par le facteur n — 3, que jai divisé
par 4 pour le premier terme, par 3 pour le second, etc. Donc,
pour avoir Péquation du degré m, je multiplierai tous les termes
de Péquation immédiatement inférieure par  — (m — 1), de sorte
que les deux derniers termes de Péquation du degré m, seront,
=(n—(m—1)Lx=EM, ou bien =(n—m+41)Lx =M.
Et les trois derniers termes de I'équation du degré m 4 1, ou de

Péquation dont le dernier terme est N, SEront.....eseeeeecss-
+(n—m+1)( )Lx = (n—m)Mx = N. Ainsi P'équa-
tion réascendante qui aura pour dernier terme N, sera de cette forme,
@ () (252)- - (50 (25)-

("_’")Bx'”+(n—z)(—"':—3) (:‘n )Cx”‘“ s €tCs

+(rz—m+1)( "’)Lx F(rn—m)MxE=N=o.

LeEmME IV. SiIéquation (4) du Lemme troisiéme a toutes ses
racines réelles , toutes ses équations descendantes auront aussi leurs
racines réelles (voyez le n°. 143 de lanalyse démontrée du Pére

Reyneau), et par conséquent Péquation.e...ceeeeieereenaese

n ( =2 ) x* — (n—1) Bx+ C=o0, aura aussi ses racines réelles,
2

puisquelle est une des descendantes de Péquation (4). Mais cette

proposition n’a point de converse , c’est-3-dire , que les racines d’'une

équation descendante quelconque, par exemple.secionersiiaens
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n ( Sl ) x* — (n—1) Bx + C==0, peut avajt toutes ses racines

réelles, sans qwon puisse en conclure gque 'équation () ait toutes
ses racines, ni méme aucune de ses racines réelles. (Voyez la
remarque X du n°. 143 de Pouvrage cite).

Mais quel que soit le nombre des racines imaginaires qui se
rencontre , dans une des équations descendantes , il sen trouvera

au moins autant dans Péquation (4).

PROPOSITION. Siléquation (A4)x" — Bx"~' 4 Cx"~* —
Dx"— 3 Exn~*%—etc. kextomda’ ex* mbx = 4=o0,a
toutes ses racines réelles, et que M soit un coéfficient quelconque
de cette équation, L et N les deux coéfficiens adjacens, m lex-

posant de M; je dis que le quarré du coéfficient M multiplié par

m(ne=—=m)

la fraction ———3 =" 75 donnera un produit plus grand que

le rectangle L X N des coéfficiens adjacens. Clest-3-dire quon aura,

m(ne—m)
FD =g XM > LXN.

DEMONSTRATION. Si toutes les racines de Péquation (4)

sont réelles , par le Lemme IV, les racines de Iéquation des-

cendante 7z ) x* — (n— 1) Bx 4+ C==o0, sont aussi réelles.
r B B2 2C
Or, en la résolvant on a, x =-— =% l/-;,— — =01 fauF

donc pour que les racines de cette équation soient réelles , que

B2 2C IC
'Z=">——n(u—x) s OU que — >

, ou enfin que..........

n-—1

——XB* > 1xC. Ainsi dans Péquation (A4) dont toutes les
racines sont réelles, le produit du quarré du coéfficient de son

second terme par un fraction dont le numérateur est Pexposant du

Aa 2
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degré de cette équation diminué d’une unité, et le dénominateur,
le double de ce méme exposant, ce produit, dis—jg , est plus grand
que le produit du coéfficient du premier terme par le coéfficient €
du troisitme ; car tout ce discours n’est que la traduction de cette
expression analytique , ~—X B*> 1x C. Maintenant, par le
Lemme II, si toutes les racines de Péquation (A4) sont réelles ,
celles de Péquation Ax™ — bx™ ™ 4-cx™ 7> — da" ™3 x4 =, etc,
iEx":,:Dx’iCx’;Bxil:O,oux”——_:—? at 4 -;ex""—

d e . : D _C B
—_ 3 —_— ) 4 —— 3 2 — I
p, X" 4+ A xn 4""etc«, 7 XX X ==

—-==0, seront aussi toutes réelles, puisquelles sont les réci-
proques des racines de Péquation (A ) Donc daprés ce qui

vient d’étre démontré, on aura aussi

>1><A,0u

n =1

x.....>1xc, on enfin Z—X x4 > 4 xc. Donc

bien

dans l’equanon (4) dont toutes les_racmes sont réelles, 4* quarré

du cocfficient de x multiplié par la fraction » donne un
produit plus grand que le rectangle de ¢ coéfficient de x* par la
dernier terme A.

Il a été¢ dit dans le Lemme IV que si toutes les racines de
Iéquation (A) sont réelles, celles de toutes ses équations descen-
dantes seront aussi réelles ; mais nous avons prouvé dans le corol-
laire du Lemme I que Iéquation (B)n ( 2—1) ("3_2) N
(’;;ﬁ)x“'—(n—r)("") (=55 (F2) B

(”_2)(:_:_3_) )l - L TR

m
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=+ (n—m-l-z)(":’") Le*z(n—=m)MxtN=0, ¢tait

une des descendantes de I’équation (A4), donc toutes ses racines

sont aussi réelles, donc d’aprés ce qui vient d’étre prouvé, on a,
2—(,,,‘”_‘;_—1)' (n—m) M* > (n—m 1) ( —= ) Lx N, ou bien
en multipliant chaque membre par 2, ensuite en divisant par
(n—m)(n—m+1),il viendra (m+';')(2'n"'_"‘m)+l) XM > LXN.
C. Q. F. D.

COROLLAIRE. Si on fait successivement m= 1, m=2,m =3, etc.
Péquation (B) deviendra aussi successivement chacune des descen-
dantes de Iéquation (4), & partir de Péquation du second degré,
et en remontant par tous les degrés successifs, de sorte quau
moment ol on fera m == n — 1, Péquation (B) se confondra avec
Péquation (A), et lorsque Péquation (B) représentera Péquation
du second degré, le coéfficient M représentera le coéfficient B,
L représentera 1, et N, C; lorsque I’équation (B) représentera
Péquation descendante du troisitme degré ,'le coéfficient M repré-
sentera C, L représentera B, et N représentera D , et ainsi de
suite. Done M aura représenté successivement tous les coéfficiens

de Péquation (A4), et L et N les coefliciens adjacens; or, comme

o 7 .o 7 m(n—m) 2
dans‘tous ces cas , linégalite CE T CETE S XM >LXNa

toujours lieu , on en conclut généralement, que si une ¢quation (A4)
a toutes ses racines réelles, le produit du quarré d’un quelconque

m{(n~—m)

CETICET TSI
. Pexposant de ce coéflicient , et 7 Pexposant du degré de Iéqua-

de ses coefficiens par la fraction (m étant

tion ) , ce produit, dis-je, sera toujours plus grand que le produit

des deux coéfficiens adjacens,
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Il ne s'agit plus maintenant que de démontrer de quelle maniére on
déduit de la théorie précédenté les. fractions qui doivent Etre écrites ,
d’aprés la régle de Newton, au-dessus de chaque terme intermédiaire
de I'équation ; or, nous avons vu, que si on fait dans I'équation (B),
m==1, M représente le coefficient B de l'équation (4), mais

m(ne——m)

dans ce cas la fraction générale " oy devient

N -1

’
si on fait m =2, M représente C, et la fraction générale devient

%i—’;—_——_i))— ; sion fait m == 3 dans Péquation (B), M représente D,
3(rn=—3) .
4(n—2) ?

m=4, m=1y§, m=6, etc., M représentera respectivement E ,

et la fraction générale devient de méme si on fait

F, G, etc., et la fraction générale deviendra aussi successivement

—-— — 6 —_ 7 .
:EZ_:; > 25:_3 > 75:_?; , €tc.; et en écrivant chacune de

ces fractions au-dessus de leur terme correspondant dans P’équation
xt = Bx?" ' . Cx"" 2 —=Dx""3 L Ex"™* — Fx"™5 4, etCou s
T 4 == 0, ON AUTA e et tererorassososcssensossasnsansannss

n—1 2(n—2) 3(2—3) 4(=m—4) s5(n—53)
2n 3(n=—1) 4(n—2) s(rn=—3) 6(n—24)

A" —Bx" ' - Cxn™* — D" L Ex" ™% — Fx" % —  etc.....

F=d =0, et dapres ce qui a ¢t¢ démontré dans la propo-
2(n=—2 2 .
Soi=y) X > BXD;

xD* > CXE, et ainsi de suite , si toutes les racines

siton, on aura, ——XB*> 1XC;

3(n—3)
4(rn=—2)

de Péquation (4) sont réelles : mais si quelqu’une de ces inéga-
lités avait lieu en sens contraire, ce serait une preuve que ’équa-
tion (4) contiendrait quelques racines imaginaires., La regle est

donc complettement démontrée.
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Examinons encore ce que dit Newton sur la mamere de recon-
naitre le nombre des racines imaginaires par le nombre des varia-
tions des signes souscrits. Supposons quw’on ait ——— L x B >1X%xC,
c’est une preuve due la derni¢re équation descendante » ou celle

du second degre , a ses deux racines réelles ; supposons encore que
2(n=—12)
3(n—1)
dante du troisitme degré a quelque racine imaginaite , donc elle

X C* < Bx D, Cest une preuve que I'équation descen=

en a deux. Or nous avons vu, par le Lemme IV, que cela
était possible , lors méme que Péquation descendante du second
degré a ses deux racines réelles. Donc en vertu de la régle, les
signes souscrits dans cette équation du troisiéme degré seront
- sous le premier terme, 4 sous le second, — sous le troisiéme,
et 4 sous le quatritme ; ainsi les signes souscrits seront 4 +—+,
ol I'on voit que du second au troisiéme il y a une variation, et
une autre du troisiéme au quatri¢me , donc il y a deux variations,
donc, par la régle de Newton, il doit y avoir deux racines imagi-
naires , et nous avons vu qu'elles y sont en effet. Le lecteur
appliquera facilement la méme régle sur les autres equations des-
cendantes , en remontant de proche en proche jusqu’a 'équation (A).

La regle de Newton que nous venons de démontrer est souvent
moins propre que la suivante A faire reconnaitre les racines imagi-

naires qui se trouvent dans une équation.

Seconde méthode de reconnaitre les racines imaginaires

qu’une équation peut contenir.

DEFiNITIONS. Soit Péquation x® — Bxn~1

FCx"" 2 = D=3 4o
Exn=4—Fx"~ 4 Gan~% — Hxm~7 4 Ixn~3

~ Kx""9 4, etc.= 0,
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et que ses racines soient, a, 5, c,d,e, fs8sh,i,k, etc. Jappelle
ayb,c,d,e, etc. les termes ou les parties du coéfficient B ; et par
la méme raison, ab, ac, ad, bc, bd, etc. les termes ou les parties
du coéfficient C; abc, abd, bcd, etc. les parties ou les termes du
coefficient D, et ainsi du reste. JFentends par dimensions d’un
terme , ce que j’ai appelé précédemment exposant d’un coeflicient,
ainsi D est de trpis dimensions, parce que chacune de ses parties
abc, abd, etc. est le produit de trois racines. Lorsque dans un
terme abcdef du coéfficient G on trouve une partie entiere abe
du coéfficient D, jappelle abcdef et abe les parties semblables de D
et de G ; de méme abcd, et abedefg sont les parties semblables
de E et de H, puisque H contient toutes les racines de la partie
de E. Yappelle parties dissemblables, celles qui n’ont aucune racine
commune ; ainsi ab¢ et defgh sont des parties dissemblables de D
et de F. L’expression €' X G’ dans laquelle C et G sont marqués
d’un accent, cette expression, dis-je , indiquera la somme des pro-
duits qu’on peut obtenir en multipliant les parties d’un coéfficient €
par les parties semblables d’un autre coéfficient G ; de méme D' x F'
exprimera la somme des produits qu’on peut obtenmir en multipliant
entre elles les parties semblables de D et de F. L’expression ' x '
indique la somme des quarrés de tous les termes du coéfficient C;
mais C’' x C exprime la somme de tous les produits qu'on peut faire
en multipliant Pun par Pautre deux termes quelconques de C; d’olt
il résulte qlie C=CxC + 2C' C. Tout cela bien compris, il

sera facile d’entendre la proposition suivante.

ProrosiTION I, i on appelle m la différence des dimensions
de deﬂx CO%ﬁCiCﬂS quelconques D et F, je dis qU’oﬂ AUIQ o s 60900800

D.F
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DXF=D ) Ox 0 (H) (254) P
(m-:_4) (m-i—s)(m-;s) 1 X1, (Cet G étant les. coéfficiens

adjacens @ D et F; B et H les coéfficiens adjacens & C et & G

enfin 1 et I, les coéfficiens adjacens & B et 3 H).

DEMONSTRATION. 1° On sait que D=abc+ abd + abe + abf*+
abg-l—,letc. set FmabcdeA-abedf +abedg4-bedef+-bedeg + etcl
On sait encore que dans Pexpression du produit D X F, chaque
terme de D X F', tel que a* b* ¢* de, ou tel que a* 8* ¢* df, ou, etc.,
ne s’y trouve qu'une fois ;

2°. Que chaque terme de ¢/ X G’, tel que a*#*cdef, peut &tre
le produit, ou de abe par abcdf, ou celui de abf par abcde,
ou celui de abc par abdef, enfin il peut étre le produit d’un
terme quelconque de D qui, outre les racines @, &, contienne une des
autres racines c, d, e, f, *multipli¢ par un terme de F qui outre
les racines a, b contienne les trois autres; c’est-d-dire que le prbduit
a*b*cdef doit se trouver autant de fois quil contient de racines
outre a et b; ou en général , autant de fois qu’il y a d’unités dans
la différence des dimensions de € et G. Or, la différence des di-
mensions de D et F étant m, celle de C et G sera m 4 2. Alnsi
dans Pexpression de la valeur du produit D X< F, le second te.:rme
C' < G', aura pour coéfficient, m -+ 2.

3°. Chaque terme du produit B’ H', tel que a*bedefg, peut

étre le produit d’une partie de D qui outre la racine a contienne

deux quelconques des autres racines b, ¢, d, ¢, f, g, etc. (dont le

nombre égale la différence des dimensions de B et de H, c’est-d-dire ,

m -+ 4) multiplide par une partie de F, qui outre la racine  contienne
Tome 11, Bb
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les quatre autres. Ainsi ‘a*bedefg, ou tout autre terme du produit
B' H', doit se trouver autant de fois qu'un nombre 7 4 4 de quantités
peut donnef de produits différens, ces quantités étant multipliées

deux-a-deux ; of le nombre des produits différens est exprimé par
(m+4) (’”_+21:_1) , ou bien (m-+3) (—'—”—'l'—‘) Don¢ dans
Pexpression de la valeur du produit D < F, le coéfficient du troi-
sitme terme B’ H' sera (m +3) (_"‘,_ji) ™.

4°.. Chaque terme du produit 1 X I, comme abcdefghi, peut
étre le produit d’une partie quelconque de D, qui contienne trois
des racines de I par une partie de F qui contienne toutes les autres;
ainsi le produit de 1 par I doit se trouver dans Pexpression de la
valeur de DX F, autant de fois quun nombre m+6 de quantités

multipliées trois-a-trois peuvent donner de produits différens. Or,

ce nombre de produits est, (m+6)('”;"‘)('”;*‘4). Ainsi le

coéficient du quatricme terme dans Pexpression de la valeur du

produit Dx F, sera, (m+3)( ’”;"4 )( "’;*" )

(*) En effet, Ia différence m des dimensions de D et de F étant z:1¢s00sss
(m+13) (m—jﬂ*—) = 15, mais les parties de D qui, outre la racine «,
contiennent deux quelconques des autres racines b, ¢, d, ¢, f, g, sont abc,
abd, abe, abg, abf, acd, ace, acg, acf, ade, adg, adf, acf, acg,
#gf, qui sont au nombre de 15, et si on multiplie chacune de ces parties qui
contiennent & et deux autres lettres, par chacune des parties de F, qui, outre
la lettre &, contiennent le reste des quatre autres lettres, on trouvera quinze
fois le méme produit B/H’ ou a*bcdefg; par exemple, on multipliera ab¢ par
adefg,ouabd par acefg, ou abe par abedfyg, etc., et on voit que tous ces

produits sont toujours 4>b¢d efg, et que ce méme produit se tronvera quinze fois,
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‘Ft en générél, si dans I’expression de la valeur dun produit de
deux coéfliciens quelconques D et F, x exprime. Pordre d’un terme
quelconque de cette valeur, par exemple de B’ X H', c’est-a-dire

si x exprime le nombre des termes qui précedent B’ x H', le coéffi-
. 2%+ m 2xf-m—1 2fm—2
cient du terme B'x H' sera, ( : )( 1 )( +3’” ), etc.

en prenant autant de fractions dans cette serie quil y a d'unités

dans x.

Donc .enfin, en rassemblant toutes les parties que nous avens
trouvées, nous aurons, D X F=D'X F 4+ (m+2) O x G +
m—3 m44 m—4-4 +5 m+6 '
(=) (50) Bx o+ (252) (575) (557) <!

C. Q. F. D.

COROLLAIRE I, Si par'le moyen de la proposition qui vient
d’étre démontrée, on cherche le quarré de quelque coeflicient,
comme E, par exemple, alors m = o; car, puisque C’est le coéffi-
cient £ quon multiplie par lui-méme, il est évident que la diffé-
rence de dimensions de.s, coefliciens est nulle, et qu'on aura.....
E=EXE+2DXF+3X40XGC +4Xix5B x H + 5.
SXIXIXI=EXE+ 2D XF +6CxXG+ 208 x H+ 701,
Or, nous avons dit dans les définitions que E/x E exprimait la

somme des produits de deux parties quelconques de E, donc

E*=E'xE' 4 2E'xE, donne E'xE=2___ Ex¥ Et en

substituant a la place de i;—- sa valeur trouvée plus haut, il viendra,

E'XE=D'xF 43C' %G + 108" x H 4351,

Bb 2
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CororLLAIRE IL. Nous tirerons encore de Ia méme proposition
les théorémes suivans :

’.THEOR.(I).E? :.—.:E’><E’+2D’><F’+66”><G’+zc.aB’xH’+7oI.
TuEOR. (2). RxF=......... D/XF +4C' <G/ +15B/ < H' +561.
THEOR. (3). CXG ==t evuurinennennnnn C’'xG’+ 6B’'xH’+28L
THEOR. (4). BxH=....... eerreeeean. . B'xH'+ 8L

CorOLLAIRE IIIL. Par le moyen des théorémes du eorollaire II,.
nous trouverons facilement cette éqUation...eeceeeseerearnann
E'XE'=E*—2DXF+4 2Cx G~—~2BxH+ 21, Car le théor. (1)
donng, (4) E/<E/=E* — D' F/ — 6C' x G/ — 20 B' < H' — 70 .
Et le théoréme (2) QOMNE. .ttt e eeniiboeeirneeeeanns
2D/ F/=3DxF—8C' % G’ —30B/x H' — y121. Et en substi~
tuant cette valeur de 2.D'>< F’ ‘dans I'équation (A4), elle deviendra,
(B)E/'XE —=E* —= 2D xF+4+20x G 4 10B'x H 4 42I. Le
théoréme (3) donne, 2C'xXG'=2CxG — 12B'x H — 561, et
en substituant A la place de 2/ % G/ sa valeur, dansI’équation (B),
elle devient (C) E/ X E/ = E* —2DxF420x 6 —2B'x H'— 141.
Le théoréme (4) donne, 2B/ x H' == 2BxH — 161, et en substi=-

tuant dans P'équation (C), elle devient enfin........evvun....
(D) E/XE = E* —=2DxF42C%xG — 2BxH+421x1, On
trouverait de méme....viivinaiiann, Ceeeriiaeanes Cherreeen

D/ xF/l=DxF—4CxG+ 9gBxH—161.

O xG'=.ioo.u... CxG— 6BxH + 201.

B x He=uiciiiniinianan ..BxH— 8L

7N e—2

3
autant de fractions que le coifficient E a de dimensions, on aura toujours .,

ProrositioN II. Soizr I =nx ":I x > etc. em prenant
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XE* > DX F e Cx G 4 Bx H —1, si ls racines de Péquation

o 1

sont toutes reelles,

Yentends par /, le nombre de termes ou de parties dont est
compos¢ un coefficient quelconque E.

~ Nous avons vu (dans Lunique proposition de la premidre partie de certe

Note , page 187) que dans le cas ot toutes les racines d’une équation sont

réelles, on a toujours,

—_x B* > C, n désignant le deégré quel-
conque d’une équation, B le coefficient du second terme, et C
celui du troisitme; d’ol il résulte que = peut représenter tous les

. . o3 .« . ’ e .
nombres entiers positifs, donc si je désigne par Z un nombre entier

positif quelconque, j’aurai aussi, =X B* > C, ou bien...

(l—1)B* > 2/xC. Mais B desxgne la somme des racines prises
avec un signe contraire, et C les produits deux-a-deux de toutes
les racines; donc cette inégalité prouve d’une maniere générale
que le quarré dun certain nombre de quantités, multiplié par / —1,
est plus grand Elue la somme de leurs produits deux-a-deux, mui-
tipliée par 2/ Donc (I—1)E* > 2/xE'xE (car E' xE estle"
produit deux-a-deux de tous les termes de E. Poyez les définitions ).
Ou bien —— x E* > E’ < E. Mais on a (par la définition ). .

E* =E’><E’+ zE’xE, dolt Von tire, 2E/x E=E*— E/x E’,

Or, I'équation (D) trouvée dans le corollaire IIT, donne.......

E* — E/'xE = 1Dx F— 2Cx G 4+ 2BxH — 21, donc

2E/XE=2DxF—2CxG+2BxH—21. Ou ben.......

E'x E=DxF— CxG+ BxH — I. Donc enfin on a.......

I—1

~7XE*> DxF — CxG + BxH — I, lorsque toutes Ies

racines de I'équation sont réelles, C. Q. F. D.
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CowncrusioN. Nous avons désigné par / Je nombre des parties
dont un coéficient quelconque est composé, et nous avons fait,
L]

7 -1 7 w—a

=

l=nx >, etc, en prenant autant de fractions que le

coeflicient £ a de dimensions, en sorte que si E est le premier coéffi-
cient, / désignera le nombre des racines de I'équation, eton aura, =73

si E représente le deuxieéme coéfficient, ou €, / désignera le nombre

des produits deux-a-deux, et on aura, /==15 X "_21 ; si. E désigne le

troisi¢me. coéfficient , ou D,  désignera le nombre des produits trois-a-

7 — 1 N -

X , et ainsi

trois de toutes les racines, et on aura, /=7 x

de suite; donc # désigne- successivement les coéfficiens des différens
termes du produit d'un nombre z de binomes multipliés les uns par les

autres, ou bien les différens coéfficiens d’un binome éleve A la puis-

-1

sance n; et on aura la fraction, 2 —

» par laquelle il faut multiplier

le quarré du coéfficient qu’on examine, on aura, dis-je , cette fraction »
en diminuant d’'une unité le coéfficient correspondant d’un binome
élevé A une puissance » de méme degré que Iéquation, et divisant
“Ie reste par le double de ce méme coéfficient du binome.

Tout cela sentendra mieux par un exémple. Soit I'dquation....
%" — Bx®* 4+ Cx* — Dx*+ Ex’ — Fx* 4 Gx — H=o0, dont les
racines soat, a, b, ¢, d, ¢, f, g; dans ce cas, n =17; et si on
éleve un binome quelconque A la septiéme puissance, les coéfficiens
des termes intermédiaires seront, 7, 21, 35, 35, 21, 7, €t en
diminuant chacun de ces coéfficiens d’une unité, et divisant chaque
reste par le double de ce méme coéficient, on aura.... e

17 7

6 20 34 34 20 6 (% len 3 1o 17 17 10 3
149 329 7959 '7_597{’77()’0'1 bien 79 279 359 3592 212 7° Et en

R £ § , . .
(*) Ainsi —7— représente successivement 5, 33, 3, etc.
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écrivant toutes ces fractions sur les termes movyens de équation, on
Y q ’

3 1o 17 ie

<7 +7
3

7 CX 3% 21 7
aura, x' — Bx* 4 Cx’ — Da* 4 Ex* — Fx* 4+ Gx — H= o>

v

et d’aprés ce qui a été démontré, si toutes les racines de cétte
équation Sont réelles, il viendra, }B* > C; 12C* > BxD — C;
UD*>CXxE—BxF 4G; {E* > DXF — CxG + BxH;
DF>GxE—DxH; :G* > FxH, .

Cette méthode, comme nous Pavons dit en commengant, fait
souvent découvrir plus de racines imagiﬁaires que la regle de
Newton, on méme en fait découvrir dans de certaines €quations

ot la régle n’en fait appercevoir aucunes.

NoOTE (68), pour la page 23. Tome IL

Ce beau théoréme de Newton, qui est d'un usage si étendu
dans la haute géométric, n’a été démontré d’une maniére générale
que bien du temps apres la premicre publication de I’Arithmétique
universelle. Ceux qui paraissent en avoir trouvé les premiers
Ia démonstration sont Mac-Laurin dans son Algebre , Castillon
dans ses Commentaires sur I'Arithmétique universelle , et Frédéric
Baermann. Les deux premiers n’ont employé que les moyens de
Palgebre ordinaire; le troisiéme a ‘eu recours au calcul des diffé-
rences finies. Celle que joffre au lecteur, et qui m’a paru aussi
facile qu’élégante , est extraite des Notes que le citoyen Labay a
publides & la suite de son excellente traduction de PIntroduétion 3
l’A.xialyse infinitesimale d’Euler ; j’y ai fait des développemens qui
m’ont paru nécessaires pour la classe de lecteurs que j’ai eue prin-

cipalement en vue dans mes Notes. ‘
Soit Z =14 A7+ B 4+ 0 FetC vviiiiiiiiinerennnnres
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= (1 +ag) (1 +87) (1422), etc., et soit Z' ce que deviennent

ces quantités lorsquon met ¢+ 3 la place de 7. On aura..... .
YA @ a 2 '

e s e B A LT
s Lrertey _ _t14az o

Mais TFe = Tiey 4 =2y __ I+“ _1"'.1—4-!?‘ Ponc....

(K) l£ :l(x+ —f_’{—{—)+l(1+ 1_‘_37L)+-1(1+I—_:'_y;;)ﬁetc.
La valeur de Z' &onne:. Cetecaerrateenas .

Z=1+4(% +y)+B({+y)’+C(<+y)’+D({+y)‘+,etc.
o= 14 A+ B 4 CpF + Dt 4, etc.,

+y (4 +2B7+ 30 + 4D 4, etc.)

+ 5 (B+3C1+ 6D +, etc.)
Donc =24y (A+2B{+3CC 44D +,etc.)eeernnnn..
+y* (B4 3Cz+ 6Dzg* 4, etc.) etc. Et en divisant les deux mem-
bres de cette équation par Z, il viendra.......cveuennean.. ...
(L)-%'-:I+ y(A+2B<+3Cz’+4D(’+»etZC-)+y’(B+3Cz+6D(°+,etc-)_

Appelons X tous les termes du second membre de cette équation,
a

(4

a Pexception du premier, et elle pourra s’¢crire ainsi, —Zz——_— 14 X;

donc (M) ¢ —ZZ,— = /(14 X). Or on sait par la théorie des loga—-

rithmes que (1 4+ X) = ——--‘g— + —‘?———X—+,etc Donc

en remettant dans Péquation (M) A la place de /(14 X) sa
(4

valeur , nous aurons, / —Z—- =X — = * + 22— etc. Et enfin

en remettant dans cette derniére A la place de X et de ses puis-

sances les quantités qu'elles représentent, il viendra.:..........

l-ZZL= _)’(A+ZB{+3C{"+4D(3+,etc,)+y2(B+3C(_]_,etc') ’
Z . . * 00
2 (4>} 4 4By etc. R .
— X +4,_Z, L) +, etc, |Egalons maintenant le second
membre
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membre de cette équation au second membre de Péquation (K) ; en
développant en série logarithmique chacun des termes de ce second -

membre, et nous bornant aux deux premiers termes de chaque série,

nous aurons, 2{A+2B k3Ce et )ty (ByCrtet)

y2 2 — o a,"_y’
— = (4> + 44 By + etc.) + etc, = I+ya( — st et

Ry B2y Yy o vy
+ 14 Ay 2(14-8¢) +ete. + 1471 2(t4vy)® ~+ etc. +-etc.
Divisons les deux membres de cette équation par y , et ensuite
supposons y =0, (ce qui est permis, puisque I’équation est vraie

indépendamment d’aucune valeur de y ), il viendra............

A+2B1 436 +4DCF5E fete. | e B Y
4 =TFe T i T

) : o
rgir ¥ T toetea ouen multipliant, tout par Z.........

(M) A+42B;+3C7 +4D7 f5Ef fetcennnniininnnna...

2 - B y s . . .
=Z(!+w( + TF e T TEx + T +etc.)So1tmamte—

nant 1’équation T—ijT{ =H + I+ K* + L + etc.; si on la

multiplie par 1 4«7, on aura...........
—_— + 1 + K z+ L 3+etC; [T 4

“—H+H«x{+¢x1{ + oK [C et d’olr l'on tire......... .o
H=oa; I=—4*; K=a®; L=— a*, et ainsi de suite, Donc

« .
TS et —et g +a' gt —ete. On trouverait de
méme T?f?‘( =p— R+ — 6 + ¢ —etc. , et enfin
on trouverait de pareilles séries pour tous les autres termes. Donc

en substituant toutes ces valeurs dans Iéquation (N), et ordon-

nant par rapport aux puissances de 7, On alifd.....e.ooeweses
Tome 11, Cc
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A+zB{+'3C{’+4D{’+','E{“-l-ctc.............'...1..,..

a—a’ {+rx ¢ —aNP +a |t — a8+ ete
+6—p| +5 —B B —p| et

= Z+y— | ¥ —at 0| —of et
+&— + M — 9 8 — ] etc.
+e— &+ & — | ] — & et

etc. etc, etc.  etc.  etc. etc.

Et enfin en remettant & la place de Z sa valeur..............

1+ A7+ B4 CPetc.,0n aura. cvvevreneressoerocasens .

(0) A4 +2By+3C P+ 4D 4+ 5E +etc. =(14 A7+ BP+ CPete. )
«— a* |+ o %"-—-a: £+ o — &% |7 +etc.

+B—B | +8 =+ — | et
w{ Tr—2| +2 — + —2f| +et
4+ & — | + & — g + & — M| 4 etc.

+ & — ? +4 & —_ + ¢ — S

etc. etc etc. etc. " etc., etc.

Supposons P égal A I# somme des quantités «, 8, ¥, &, &, etc.;
Q égal A la somme des quarrés de ces mémes quantités; R égal
A la somme de leurs cubes, et ainsi du reste , Péquation (0O) de-
viendra, (P) A+2B7+3C7 4+ 4D + Eg* 4 ete. .
=(1+A7+BE+CP +ete. ) (P= Qi+ R =S+ T =0y +etc. )3
ou bien en faisant les multiplications indiquées dans le second
membre , et ordonnant les produits par rapport aux puissances
de 7, il viendra, £ + 2By +3C* + 4D +SE +etcann.. o

P+AP~+BP C+CP|P+DP *+ EP [ + ete.
—Q —BQ| —CQ| —DQ| —etc.
+R + AR| 4+ BR + CR -+ etc.

—8 —AS| —BS — etc.

+T | 4+ 4T -+ etc

—V — etc.

+ etc.

Et si on égale d’un membre & lautre de cette équation, les termes

qui sont affectés des mémes puissances de { , on trouvera les
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équations partielles suivantes , P = A; 2B=4P —Q; 3C=
BP—AQ+R; 4D=CP—~BQ+AR—S; §E=DP—
CQ+BR=-AS+T; 6F=EP-DQ+CR—-BS+4T-V,
et ainsi du reste. De toutes ces équations on tire celles qui
SUIVEME. ¢ o4 vesaoneroonosonnsonssassensosnsfssoasnsscctoss
P =4 '

Q/':AP-—-zB

R=AQ—PB +3C

§ =AR—BQ+CP—4D

T=A4S —BR+CQ—DP435E
V=AT — BS +CR—DQ+ EP—G6F.

Et en général si on représente par ", $*~', §""*... S, la somme
des puissances 7, —1, n—2, ... 1 dun nombre de quantités
ay By ¥y &y e, €tC., On aura Péquation.....ceeeeviienneanne
S"=A48§" ' = BS"T* CS" " —ete. ... LS M.
Remarquons que dans ces équations qui sont des séries récur-
rentes , P représente la somme des quantités «, 3, 3, &, ¢, etc.
Q represente la somme de leurs quarrés 3 R, la somme de leurs
cubes; 8, la somme de leurs quatriemes puissances; T, la somme
de leurs cinqui¢mes puissances, et ainsi de suite. Et quant aux
premicres lettres de I'alphabet, 4 représente la somme des quantités
%y B,%y 8, ¢,etc.; B,lasomme de leurs produits deux-a-deux;
C, la somme de leurs produits trois-i-trois ; D, celle de leurs
produits quatre-d-quatre , et ainsi du reste. Donc pour avoir la
somme des puissances d’un certain ordre des racines d’une équa-
tion, la somme des quarrés, par exemple, la formule Q = 4P — 28
nous fait voir qu’il faut multiplier le coéfficient du second terme
Cc2
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de Péquation par lui-méme , et retrancher du produit le double du
coeflicient du troisi¢me terme § pour avoir la somme des cubes des
racines , la formule R=4A4Q — P B + 3 C, nous montre qu’il faut
multiplier la somme de leurs quarrés par le coefficient du second
terme , - retrancher -de ce produit celui du coéfficient du troisieme
terme par le coéfficient du second, et ajouter A la différence le
triple du coéfficient du quatri¢me terme , et ainsi de suite, D’ott il
résulte que si une équation n’a que deux racines, on pourra obte-
nir la somme de leurs quarrés , mais nullement celle de leur cubes;
si elle a trois racines , on pourra obtenir la somme de leurs quar-
rés, celle de leurs cubes, mais non pas celle de leurs quatriemes
puissances; enfin si 'équation a # racines, on pourra obtenir la somme
des différentes puissances de ses racines, jusqu’a la somme des puissances
de Tordre », mais non la somme des puissances d’un ordre supé-
rieur. En effet , pour avoir la somme des puissances de l'ordre =
d’un nombre z de racines , nous aurons recours a P’équation " =
AS"" T —BS"T*4CS"? ...z LS =nM, dont le dernier terme
du second membre , d’aprés ce qui a éte dit, est la somme des pro-
duits d’un nombre » de termes pris za n. Et si 1'on voulait la somme
des puissances de Pordre z + 1, le dernier terme du second membre
serait _|_(n + 1) N, dans lequel N devrait représenter la somme
des produits d’un nombre 7 de quantités prises 741 d 2413 ce

qui est impossible puisque ces quantités ne sont qu’an nombre 7.
NoOTE (69), pour la page 23. Tome II.

Pour la simplicité des calculs, je prends seulement deux racines
a et b, Pune positive et I'autre négative,, et il sera facile de voir que si on

en prenait un plus grand nombre, on arriverait toujours aux mémes
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tésultats. Le théoréme de Newton sera démontré, si on prouve que

(azm+£2m);lr: S (az'(m+x)+gn(»r+r)) “;(—'"%7 5 ou bien que

m1 . _
(a!m+6am) S (aafm+i)+bz—(m+l))l’ ou enfin que.s.. ..
(b)) > (et pr(+2)m g étant un nombre entier
positif quelconque ; cat il est clair que, si cette derniete inégalité a
lieu, toutes les autres auront lieu également. Soit donc a > 5, et
développons en série le binome (a*™ < 52" )™+, nous aurons. .. .
b4
(a*mtrm)rti=grm+) o (m 1) a®™ ™Mb e
™ am(m=1) }am mo m—1  am(m—2)}6m

(m+l —a b +(m+1) = T4 b°% e,
etc. ().

Développons également en série Pautre quantité (a2 "+ - 5=+ )™,
€t nous aurons (@*(m+1) 4 prim+0)" = g2m(m+t) f L.

ma(mH1) (m=1) prmb )y gy ML ga(meri) (m=i) palmra) 4
2

" e e w

m. —-—m—zl -———m';'z artm+n)(m=3)p6(mt1y L etc, (B).

Comparons terme a terme les séries (A4) et (B). Je vois d'abord
que la premi¢re & un terme dé plus que la seconde, ensuite que
les premiers termes sont égaux de part et dautre, enfin que les
seconds termes sont (m A4 1) @ b ", Ollvv.vviinrarosnnas
(m4-1) @™ b pour (A4) et ma*(=+{m=np2latn) oy, , .. ..,
ma*™ =5, b*" pour (B). Or il est évident que (m41)a*" 6" >
ma*™ =2 bb*", ou (m41) a*" .b7" >—————"”::m b* b*™, car en divi-

sant de part et d'autre par a*™*52", les quotiens sont (m+1), et

m b3
a+ ?

(m41)a*>mb*, 2 cause de m+1 > m, et de a > b.

En comparant les froisi¢mes termes des deux séries, on trouverait,
toute réduction faite, qu’ils sont respectivement comme........
(m+ I).—:—a"‘ et m.
plus grand que le second. Et & cause de la marche régulicre des deux
séries, on voit en général , quun termé z de la série (4) est au terme

Forme H,
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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me—=1
2

b*, et il est clair que le premier est
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n de la série (B) comme (m 4 1) =

”m =1

3
e oo b0 et que le premier est plus grand que

vesar® et 3, ..,

m—1 7 -—2
.

2 3
le second. Donc un terme quelconque de la série (4 est plus grand

que le terme correspondant de la série (B); donc (4) > (B);

.

2m

' 2(m A1)
doncenfin, Y a4 4*" > | artn+ipprnto, C.QF.D.

2
ConNcrusioN. Donc puisque |/a‘+b2 P « | NN

4 6, ———
I/a"_+6‘* > a; que l/a“ + 5 > a, etc., et quil vient d’étre

prouvé généralement qUE. «..v.vvuvvenernanessnsnesccraneans

2 4 6 8
[/a‘+bz > ‘/a"+b" > [/a‘+b‘ > [/a* + 6%, etc.; 1l s’en suit

4
que l/a4 + &* surpasse @ ; mais d’une quantité moins grande que a n’est

2 6, —— 4

surpassé par l/a‘-{—b’, De méme les quantités l/as +5° et i/a“' + &
surpassent toutes deux «, mais la premicre moins que la seconde, et
ainsi de suite. Donc on approchera d’autant plus pres de la valeur
de @, qu'on prendra une racine plus ¢levée de la somme des puis-
sances de pareil degré de toutes les racines. Et c’est-la ce qu’annonce

1a régle de Newton.

NoTE (70), pour la page 24. Tome II.

Newton dit que : Si entre la somme des quarrés et la somme des
quatribmes puissances, on prend une moyenne proportionnelle géométrique »
elle sera un pew plus grande que la somme des cubes des racines prises toutes
avec un signe positif.

Prenons, comme dans la Note précédente , les deux racines « et é.
La somme de leurs quarrés est a* +‘b’, et celle de leurs quatriemes
puissances a* 4-4*. Appelons ¢ la moyenne proportionnelle, et nous

aurons ¢*==(a*+5*) (a*+4564) == a° 4 a*b6* -+ a* &* + I, Donc
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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g ==V a% + a*b* + a*b* 455, La somme des cubes avec des signes

positifs est @® + 5 = V a® 4245 + #°, Maintenant je dis qq’on a
toujours Vas + a*b* + @26 + 55 > V& + 2438 + 55, ou bien
que & + a*b* 4 a* bt + B > a® + 2475 + 5%, ou bien que...
at bt 4 atbt > 2225, ou, en divisant tout par &*5*, que.....

a® 4 b* > 2ab, ou bien que a*— 2ab + b* > o, ou bien enfin,
(a—58) > 0. Or (a—#)* est toujours une quantité positive,
donc elle est toujours plus grande que zéro. Donc la derniére iné-
galité ayant toujours lieu, les autres ont aussi toujours lieu. Par

conséquent, on a en genéral. ...ttt iiiiiiiiiiiieans

Va® + a6 a*b* + B> Va + 2236 4+ 5,0ubieneeseens
1> Va+2838 65, ou ¢ > 2 +4. C Q.F.D.

NoTE (71), pour la page 24. Tome IL

Si l'on ajoute, dit Newton, a4 la moyenne proportionnelle , la somme
des cubes prise avec son propre signe, et qu'ensuite om len retranche o et
qu’on prenne la demi-somme et la demi-différence de ces deux quantités; la
demi-somme sera plus grande que la somme des cubes de toutes les racines
positives de Uéquation, et la demi-différence plus grande que la somme des

cubes de toutes les racines négatives.

Soient toujours les deux racines « et 4, la premicre positive, et

la seconde négative; o® — 5° sera la somme des cubes prise avec

3 3 3 b3 .
e L '1' - = a%; mais nous

son propre signe.-Or il est clair que
avons vu dans la Note précédente, que ¢ > & +5°, donc......

ga =5

. > 4*; Clest-a-dire, que si, 2 la moyenne proportionnelle

¢, on ajoute la somme des cubes, prise avec son propre signe, et
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quwon prenne la moitié de cette quantité, elle sera plus grande que
la somme des cubes des racines positives de I'équation. Ce qu’il fallait
1°. démontrer.

& 53— (a3 —B3)
2

Ensuite =p?; et comme ¢ > a* 45, 1l s’en suit

g— (2= 5)
que 2

> 8. Cest-a-dire que, si de la moyenne pro-
portionnelle ¢, on retranche la somme des cubes, prise avec son
propre signe, et qu'on prenne la moitié de cette différence, elle sera
plus grande que la somme des cubes des racines négatives. Ce qu'il

fallait, 2°. démontrer,

ConcrusioN. Il est facile maintenant de saisir la vérité de
ces paroles de auteur » Donc la plus grande des racines positives de
Péquation sera plus petite que la racine cubique de cette demi-somme o et l{
plus grande des racines négatives sera plus petite que la racine cubique de
cette demi-différence, En effet, supposons maintenant que @® représente
la somme des cubes de toutes les racines positives, et 4° la somme

des cubes de toutes les racines négatives, on aura toujours les iné-

. 3 B3 (B b3 .
galités , iﬂz——b— > a, et "—“—2—” > b, ce qui donne...

S 3/ g — (a5 —b3)
a< [/.i%_”’_, et b < l/-———q (A; ®).. Or, dans hypothese
actuelle, a est plus grand que la plus grande racine positive,, donc,

a plus forte rdison, la plus grande racine positive sera plis petite

© 3 3 — 53 A .
que l/q—tiz—- Et par le méme raisonnement, la plus grande

. I3 . . 3 — 3 - b3
racine négative sera plus petite que | L—{2=") Donc, etc.

Newton suit la méme marche pour approcher encore de plus pres
de la valeur des racines, en. employant des puissances plus élevées.
Mais je me crois dispensé d’aller plus loin par ces paroles mémes de

Pauteur
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Pauteur qui se trouvent un peu plus bas : « Ces méthodes de trouver
les limites des racines des équations , ne sont pas d’un grand usage, tant &
cause de la difficulté des calculs 5 que parce qu’elles ne peuvent s’appliquer aux

équations qui contiennent des racines imaginaires ».
NoTE (72), pour la page 26. Tome II.

Voici comment on peut démontrer cette régle de Newton. Sion
aune équation x* —A x"~' 4+ Bx"~*—Cx" " 4 Dx"~*—ctc. =o,
et qu'on fasse x — e=y, ou bien x =y 4 ¢, ce qui donnera
t=(y+e), dx" " '=A(y+e)"~', Bx*"*=B(y+e) ",
etc. en substituant dans la proposée, a la place de x et de ses puis-
sances y ¢, et ses puissances, on aura, en renversant Uordre des

termes , une équation transformée de cette forme, (A)vesseese

N1

L] R~ 1 1 -2 2_
¢ +neT 'y + 0.7y ete,

—Ade~t— (n=—1)dey — (n—1) _(L:_‘_’_'l_ Ae=3y* — etc.
+ Bo=t 4+ (n—2) Ber=%y 4 (n—2) L223) Berm4yr —etc,
— Cer~3 —(n—3) Cer~ty — (n—3) E—;i)—Ce"" y* — etc.

etc. etc. etc.

Voici les observations qu’on peut faire sur cette transformée. ..

1°. Cest que son premier terme, dans P'ordre renversé........
¢ — der~' 4 Bem* — Ce~? 4 etc., n'est autre chose que la
proposée x* — Ax"~* 4 Bx"~* — etc., dans laquelle on aurait
mis ¢ au lieu de x.

2°. Le coéflicient du second terme....oeoveecesearssosssoos
ne~'— (n—1)de~* + (n—2) Be=?—(n—3) Cer*, etc.
s'obtiendrait en multipliant chaque partic du terme précédent par

Tome II, Dd
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Texposant de ¢ dans cette partie, et en divisant le produit par e. En
effet, le terme précédent étant e — A ¢ ~' o Be"~*—Ce"~ 3 + etc.
multiplions chacune de ses parties par exposant de e dans cette partie,
nous aurons n¢ — (n—1) Ae~" 4 (n—2)Be'~* — etc., et en
divisant tout PAT €, ON @it vivninrnsennesnsnsensosanacassnns
ne~*—(n—1) A 4 (r—2) Ber=?’—(n—3) Ce~* 4+ etc.
qui est précisément le coéfficient du second terme de la transformée.

3°. Le coéfficient du troisiéme terme peut s'obtenir en multipliant
de méme chaque partie du coéfficient du second terme par Iexpo-
‘sant de ¢ dans cette partie, et divisant le produit par 2e. Et en
général, le coéfficient d’'un terme quelconque de la transformée , par
exemple du terme y", peut se déduire du coéfficient du terme pré-
cédent, c’est-i-dire, du terme 3" ~*, en multipliant chaque partie
du coéfficient de ce dernier terme par lexposant de ¢ dans cette
partie, et en divisant le produit par re, c’est-a-dire par e multiplié
par Pexposant de y dans le terme dont on cherche le coéfficient.
Nous pouvons donc remonter ainsi, de proche en proche, jusqu’au
coéfficient de l'avant-dernier terme, c’est-d-dire jusqu’au coéflicient
du second terme, en prenant les termes dans I'ordre direct.

Faisons encore quelques reflexions sur cette transformée. D’abord
puisqu’on a substitué¢ y + ¢ au lieu de x, on a x— e=y; mais
y désignant les racines de la transformée, et x celles de la pro-
posée, il résulte de I'équation x—e =y, que toutes les racines
positives de la transformée sont plus petites que les racines positives
de la proposée, d'une quantité connue e, et qu'au contraire , ses
racines négatives sont plus grandes que les négatives de la proposée,
de la méme quantité e.

Donc lorsque e est plus grand que la plus grande racine positive
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de la proposée, la racine correspondante de la transformée devient
négative , donc A plus forte raison, toutes les autres racines de la
transformée seront négatives. Tout cela est évident 2 la seule ins-
pection de Péquation x —e==y. Donc dans ce cas, toutes les
racines de la transformée sont négatives, et par conséquent tous
ses termes sont affectés de signes positifs. Donc réciproquement ,
lorsque tous les signes de la transformée sont positifs, on doit
conclure que e est plus grand que la plus grande racine positive
de la proposée. ,

Lorsque ¢ est plus petit que la plus petite racine positive de la
proposée , les racines de la transformée conservent les mémes
signes que leurs correspondantes dans la proposée.

Si au lieu de substituer y=+e¢ 4 la place de x, on substitue y —e,
Péquation y — e =x, ou x 4 e=y fait voir , que toutes les
racines positives de la proposée sont augmentées dans la transfor-
mée , de la quantité e, et qu'au contraire ses racines négatives
sont diminuées dans la transformée, de la quantité e. D’on il suit,
que si ¢ surpasse la plus grande racine négative de la proposée, la
racine correspondante de la transformée sera positive, et A plus forte
raison , toutes les autres. Donc cette transformée aura alternativement
les signes + et —. Donc réciproquement si tous les signes de la trans-
formée sont alternativement 4 et — , c’est une preuve que la
quantité connue e, est plus grande que la plus grande racine né-
gative de la proposce.

Il est encore ¢vident que si e est une quantité réelle , les racines
imaginaires qui se trouvent dans la proposée , se retrouvent éga-
lement dans la transformée ; seulement elles y seront augmentées ou

diminuées de la quantit¢ réelle e.
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Il en sera de méme des racines incommensurables.

Apres tout ce qui vient d’étre dit, il est facile de démontrer la
regle. En effet, nous avons vu au commencement de cette Note,
que le premier terme de la transformée (4) (les termes ctant
pris dans un ordre renversé ) était la proposée elle-méme, dans
laquelle on aurait substitué e au lieu de x ; et qu'en multipliant
chaque partie de ce premier terme par I'exposant de ¢ dans cette
partie , et divisant le produit par e, nous aurions le coéfficient du
second terme , et ainsi de suite pour les coéfficiens des termes
suivans. Nous trouverions donc par ce moyen le coéfficient de
Pavant-dernier terme, qui serait celui du second terme dans l'ordre
direct. Or, si dans la proposée x» — 4x"~* 4= Bx"~* —, etc. , nous
substituons pour x™, (y +e¢)*, nous aurons pour les deux pre-
miers termes dans 'ordre direct y™ 4-zey" . Eten substituant pour
—dx', —A(y+e¢)~", nous aurons — Ay"~' , donc les
deux premiers termes de la transformée sont, dans Pordre direct ,
y* +(ne—4)y~, donc le coéfficient du second terme est
ne—A, c’est a ce coéfficient que nous serions parvenus par une
marche inverse. On voit que toutes les opérations que nous faisons
sur la transformée pour arriver A ce dernier coéfficient , sont pré-
ciscment celles que Newton veut que l'on fasse sur la proposée
x"— Ax"" 4 Bx"m*— Cx""3 4, ect.=o0 , pour la réduire &
deux termes. En effet, en multipliant chaque terme de cette équa-
tion par l'exposant de x, dans ce terme , et divisant le résultat
par x, ensuite multipliant chaque terme de ce premier résultat par
Pexposant de x dans ce terme, et divisant le produit par 2x,
et continuant d’opérer sur le second résultat comme sur le pre-

mier , notre ¢quation finirait par étre réduite 3 ces deux termes
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nx — A==0, qui serait le coéfficient du second terme de notre
transformée , en mettant ¢ pour x. Donc nous pouvons regar-
der les coéfficiens des termes de la transformée , comme les résul-
tats que Newton obtient par ses opérations successives sur la
proposée elle-méme , ensorte que le premier terme de la transfor-
mée (les termes étant pris dans un ordre inverse) est la proposée
méme , dans laquelle on aurait mis e pour x; le coéfficient du
second terme de la transformée , est le résultat de la premiere
opération sur la proposée , et ainsi de suite. Donc si Pon a subs-
titué y 4 ¢ 2 la place de x, ce qui donne x —e=y, et que ¢
soit une quantité plus grande que la plus grande racine positive de
la proposée, toutes les racines de la transformée seront négatives ;
donc tous ses termes auront le signe 4, donc tous ses coefliciens
seront positifs ; donc tous les résultats de la proposée (qui sont
identiques avec les coéfficiens de la transformée, en changeant x
en ‘e ) seront affectés du signe +. Donc réciproquement si on met
dans tous ces résultats au lieu de x, un nombre e tel , qu’ils de-
viennent tous positifs , ce sera une preuve que le nombre e est
plus grand que la plus grande racine positive de I'équation. Donc e
sera une limite supérieure a la plus grande racine. Mais comment dé-
terminer ¢ de maniére 4 avoir la limite supérieure la plus petite
possible ? le voici. Puisqﬁe vous voulez convertir tous les coeffi-
ciens de la transformée en quantités positives , il faut d’abord que
le coéfficient de son second terme ne — A4 (qui est la méme chose
que le dernier reste de Newton ) soit une quantité positive ; il
faut donc que ne > 4, ou que ¢ > %- En effet , la proposée
étant du dégré n, a un nombre 7 de racines , et 4 coefficient de

son second terme étant égal A la somme de toutes ces racines, il
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sen suit que la plus grande racine positive est plus grande que %y
donc il faudra prendre pour ¢ le nombre immédiatement supérieur
a —‘-:—: et sil convertit tous les résultats en quantités positives ,
Cest une preuve que ¢ est la limite cherchée ; mais si tous, ou
quelques-uns des résultats étaient encore négatifs, il faudrait pren-
dre un nombre immédiatement supérieur au premier , et continuer
ainsi, en augmentant par les plus petits degrés possibles , jusqu’a ce

quon fiit parvenu A rendre tous les résultats positifs.

NoOTE (73), pour la page 31. Tome IL

Je dois cette Note & Mac-Laurin : mais j’y ai fait des dévelop-
pemens assez considérables.

Supposons Péquation du quatrieme degré, x*4 pa® 4 ga® 4-
rx 4 s=o0, dans laquelle p, ¢, r, 5 sont des coéfficiens donnés
avec leurs signes. Si lon peut faire de cette équation un quarré
complet, on doit avoir, comme le dit Newton, x* 4+ px¥ o g2 4
7x 4 s+ nkix* 4 2nkix 4 nl = nk*x* 4 2nklx 4 nl*. Le premier
membre sera donc, par supposition, le quarré exact de x* + Lpx + Q;
donc on aura Péquation, x*+4 px® 4gx* 4rx 4 s 4 nk*x* 4
2nklx 4 nl = (x* 4 1px 4 Q). Et en développant le quarré du
second membre, et rassemblant les quantités qui multiplient les
mémes puissances de x, il viendra, x*4 pa? 4 (q+nk*)x* 4
(r42nkd)x+sdnl=x*+px* +(2Q + ;p* ) #*+p Qx + Q.
Comparons maintenant les coéfficiens qui affectent les mémes puis-
sances de x dans les deux membres, nous en tirerons les trois
équations suivantes , (4) g+ nk*=2Q+ 37" ; (B) r+22kli=pQ;
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(C)s+nl=0Q" Or il y a, dans ces trois équations, quatre
inconnues ; on ne pourra donc en trouver la valeur qu'en titon-
nant.

Par le moyen des équations (A) et (B), jélimine Q, ce qui

gtnk—ip® __ r42nke ,
2 P
pg—3pPP—r __ r43P—3P1 ___

2kl—ZIpks  — k(ipk—2l)

me donne I’équation, dolr je tire....

pg=—p*—2r
4kl=—pk*

r+2p (3p°—yq)
k(ipk-—zl)

J =

s> ou bien 7 ==

__r4ip(ipr—1)
Donc =z = (k= Et comme Newton a

fait g — ;p* = a, si nous substituons dans la valeur de 7, il

. -—tpa . . . .
viendra, n ='Wr‘1?f:p?.z—)“ Mais il a fait aussi, r — 2 pa = ; donc
. — ﬁ . 9 _\ 9 * — 1

-'%— =k(tpk — 22). Ces deux derni¢res équations nous font voir,

la premiére, que ~ doit €tre ua diviseur de g, et la éeconde,

que k doit &tre un diviseur de -% » qui donne pour-quotient....

21pk — 21; retranchez ce quotient de Ipk, et le reste sera + 2/,

dont la moiti¢ donnera la valeur de 7, et C’est encore ce quexige
g —3p =k

la régle. Ensuite Péquation (4) nous donne, Q= —2""—,

a4 nk?
Y b

€t en mettant pour ¢ — ;p* sa valeur z, on a, Q==
ou bien Q=+ ;nk*; et Péquation (C) donne, &= -Q'n;’-
Cette derni¢re équation nous fait voir encore la raison de deux
conditions de la régle, c’est qu’il faut que Q*— s soit divisible par
le nombre qu’on aura pris pour 7, et que de plus le quotient soit

un quarré parfait, dont la racine soit égale au nombre quon a
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déja trouvé pour L Et si, dans Frn=Q*—s, d Ia place de Q?,
on substitue sa valeur obtenue par I'équation Q=7z:e4 ;7k*, on
ou bien.....ocvuivven

1 2 ank? n2 k4
¢ +—— +———s,

aura, nl*> =

nlz-_ ank? . n? k4

2 4
(22 =ak*—1nk*)

2
2(s—%a*). Mais Newton a fait, s —Za*==¢, donc.......

=1a" —s, ouw blen...coeeereeereeaaniae

2 . 2 3 1Lt sy 2 a
== to* —s, ou bien, n(ak*+ink 2=

n(ak®+ skt — 2/*) =12, et cette équation nous montre que #
doit étre un diviseur de 2¢, comme nous avons déjd vu quil
devait en é&tre un de 3, et en effet la régle exige qu’il soit diviseur
commun de ces deux quantités.

Je cherche maintenant les raisons de quelques limitations que
Newton a mises & sa régle,

I dit, 1° que 7z, diviseur commun de g et de 2¢, doit étre un
nombre entier, mais non un quarré. Effectivement, puisquon
cherche & réduire I'équation par un diviseur incommensurable,
c’est que sans doute on a déjd tenté inutilement de la réduire par
un diviseur rationnel de deux dimensions, selon la méthode qui a
été enseignée ( page 49, womel); or, si n était quarré, le facteur
(kx+1) V7 serait rationnel , et par conséquent I'équation pourrait
étre réduite par un facteur rationnel; mais ce ne serait plus le cas
de la regle actuelle, qui n’est destinée qu’a enseigner & réduire les
équations par des diviseurs incommensurables, lorsqu’on ne peut
pas les réduire autrement; donc 2 doit étre un nombre entier non-
quarré,

Il dit, 2°. que dans le cas ol un des deux coéfficiens p et r est
impair, » doit étre un nombre impair, et qu’étant divisé par 4,
il doit laisser P'unité pour reste,

Supposons
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Supposons donc que p soit pair, et r impair; a cause de I"équa-
tion B=r—tap, ou B+ tap==r, il faut nécessairement que
Pun des deux nombres g8 ou ra« P soit| pair, et Pautre impair,
puisque leur somme r doit €tre impaire; si c’est 8 qui est impair,
son diviseur ~ doit P’€tre aussi. Donc, dans ce cas, la condition de la
regle est évidente. Soit maintenant B pair, alors il faut que Lap soit
impair, ce qui ne peut avoir lieu quwautant que ;p et « sont tous
deux impairs, car ¢’ils étaient tous deux pairs, ou lun pair et lautre
impair, leur produit L«p serait toujours pair. Donc ;p et « sont tous
deux impairs; mais si « est impair, > «* sera aussi un nombre impair de
la forme 1,2, 2%, etc. (*); donc, & cause de Péquation......
2¢{=12s5—%ia, dans laquelle 25 est un nombre pair, le second
membre sera un nombre de la forme 2, I, Z, etc. donc 2¢ sera
égal & la moitié d'un nombre impair, donc son diviseur » sera
impair.

Et dans ce cas, je dis que Q et / doivent étre des moitiés de
nombres impairs. Pour le prouver, supposons que Q soit entier,

alors a plus forte raison / serait entier, car on a, nl* = Q* — s,
2 — . » . .
our = L== , et comme / doit &tre rationnel , il s’en suit que

n
Q=
n

doit &tre un quarré parfait, et il ne peut pas étre celui
d’une fraction, car pour cela il faudrait que son numérateur et son
dénominateur fussent des quarrés , et nous avons vu, par la pre-

miere limitation, que » ne pouvait pas étre quarré; donc il faut

(*) Cela est fondé sur ce principe; qu'un nembre impair élevé a une puis-
sance quelconque, donne toujours un résultat impair.

Tome 11, Ee
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que » divise exactement Q*-—s , et que le quotient soit unm
quarré ; donc / serait un nombre entier , dans le cas ot Q
serait un nombre entier. Mais Q et / étant des entiers, pQ serait
un nombre pair; or, Péquation (B) étant, r+ 2nkl=pQ,
il sen suivrait, que son premier membre serait impair et le
second pair, ce qui-serait absurde. Il est donc impossible que Q
soit un nombre entier , il est donc nécessairement une fraction ,
et il satisfera & toutes les conditions , si on le suppose égal a la

moitié d’un nombre impair, et dans ce cas, / sera aussi la moitié

2m—1

d’'un nombre impair ; car soit Q = —

, ON AUIA.eveeeeesw
2 . .
Q= 4—’”—&'"’—’*1 » €t en substituant dans Péquation, 2 = Q* — s,

AmEem pm gL ==gs _ 4mP—gm=—fgs 1
4 - 4

elle deviendra, n/* = ol. .«

- Am*—4m=—4s-41

eT , ot I'on voit que le numérateur est im-

pair et le dénominateur pair , donc la division ne peut pas se
faire exactement ; il faudrait donc pouvoir extraire la racine exacte
c{u numérateur et du dénominateur ; sur quoi il est essentiel
d’observer que le dénominateur 4 X », ayant pour un de ses fac-
teurs le quarré 4, ne peut devenir un quarré parfait, que dans le
cas ol lautre facteur n serait lui-méme un quarré, ce qui ne
doit jamais arriver, comme on la dit; par conséquent on ne
peut pas extraite la racine exacte du dénominateur ; il faut
donc que le numérateur se décompose en deux facteurs dont 'in

soit égal 4 », et que Pautre soit un quarré parfait mais im-

: / . P I .
pair; alors Iéquation aura cette forme, /*== ":n = (1 dési-
, . 1 .
gnant le quarré d’'un nombre impair ), donc / = —. Q et / désignent

donc des moitiés de nombres impairs ; donc 2/ et 2 Q sont des nombres
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entiers et impairs. Or, la différence des quarrés de deux nombres
impaits est toujours divisible par 4, donc la différence des quarrés
de Q* et /* sera un nombre entier , ou bien on aura, Q* — =g
(g désignant un nombre entier ), donc Q* =g+ £, et Q* —s=
g—s+2, eten faisant g—s=k, ona Q*—s=~L4 4, ou

. . e 2 — b2 3 .
bien en divisant tout par 2, g — '1*' =1+ - Mais
n= % ——, donc n=1 4 -—~ Et comme 7 doit étre un nombre

entier, il faut que £ soit exactement divisible par /*; d’ailleurs nous avons
. I ; .

fait /= —, 1 representant un nombre impair quelconque, donc P'ex-

pression ¢ l, devient 4 _,, « Donc n=1 +——- Actuellement, I* étant

un nombre impair, il faut que la division puisse se faire indépendam-
ment du facteur pair 4, donc 4 est divisible par I* ; soit. le
quotient R ; nous aurons, k=RI*, et 4k = 4R X I*, donc
n=1+4 4R ; équation ol 'on voit que » est un nombre en-
tier impair , qui étant divisé par 4, donne pour quotient un
nombre entier R, avec unité pour reste, et c’est ce quon cherchait.

Enfin il nous reste 3 examiner le cas ol 8 étant zéro, Newton
dit que k est aussi zéro. Nous avons trouvé ci-dessus P'équation
B = nk(;pk —22). Et comme on suppose § =0, et que = ne peut
pas étre égal a zéro, il s’en suit qu'on a, ouk=o0, ou ;pk—2/=o0,
mais il est bien rare que ce soit le dernier cas qui ait lieu. Donc
lorsque 3==0, on a le plus communément k= o, et c’est sans doute

tout ce qu’a voulu dire Newton. Mais alors, comment déterminer la

valeur de /? le voici. On a toujours Péquation _Q_;—'-‘- =/, Et,
dans le cas qui nous occupe, I'équation Q= ﬂ'%k’—donne, Q=1ix,

donclﬁ;—’—:l’; et Péquation s — o> =¢, donne s = ¢+ ;"

Ee 2
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$

. N L] -
Donc en substituant’ cette valeur de s dans 'équation*——— [?
n b

elle deviendra — —S— == /*; 1l faudra donc que, — —5— soit un quarré
parfait, dont la racine sera /.
Apres avoir développé tous les principes sur lesquels la régle de

Newton est établie, nous allons en faire quelques applications.

ExeEmPLE 1", Newton a trouvé ( probl, V, page 141, T. L) Iéqua-

. 3 s . —2ab?| — b*
tion x*+4-256x% 4 b x — 25 |2 =0 En appliquant a

cette équation les régles qui viennent d'étre expliquées , jai
p=1b; q=1"5; re=—2ab* — 28’ ; s=a* b* — b*. Et & cause
de a==gq—1ip*; p=r—ziap; {=s—1ia’, On ara.........
a=o0;p=—>b(2ab+425); ¢=b (a*—4*). Je prends pour ,
2ab -+ 25" qui est un diviseur de 8 et de 2¢; Calevennfecenans
2l=2b*(a* — b )= zbz(a-l-b)(a—b):ﬁ(zaﬁ-[—zé’)(a—[;),

Donc —f— — —b=—>5bx 1. Donc si 'on fait k=1, on aura,. .
%— =-—14, et tpk=>5. Donc si on retranche de lpk=5,le
quotient %— == —5, le reste sera ‘ipk — —fk—= 25, dont la moi-

tié doit étre égale a /; donc £==b. Maintenant, A cause de a==o0,
P'équation 2= + nk Q, se réduit ﬁ—_ Q, ou Q=uab+ .
Donc Q*=a*# + 248’ 4 b*;donc Q* — s =a*b* 4 2ab® 44+ —

b bt=nab 425 Done....ooviiiiiiiiiiiiiiiaa.,,

0 — s 208 42bt B (2ab425)
T T Tiababe 2ab 25

= b, Or la racine quarrée
de ce quotient donne 5, qui est une seconde valeur de /, égale
a la premiére déja trouvée ; j’en conclus donc que les quantités

que jai prises pour 7, k et Z sont bonnes ; donc la quantité
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nk®x* 4 ankix 4 nl, quil faut ajouter a chaque membre de
Péquation proposée, deyient, (2854 26)x*+ (420" +45 )=
+ 2ab® 425, alors Péquation. .. ceveocansenns

. — gt .
xt ok 2bad o B a2 b £ z’ =0, 58 transforme en celle-ci,

—2 5

+ b*
x+2ab =
+a* b

428
+ 2 ab*

+ 254
+2ab?,

+2ab
+2 8

4 3 + 35 2+4ab’
at42bx +2ab x+4b’

Le premier membre de cette équation est le quarré parfait du

quatrinome x* 4 bx + 6* 4 ab ; et le second membre est le quarré

parfait de (-x +5)V 2464 24*, Donc on a.
x* bt b dab=(x4+5)V 245+ 25

ExemprLE II°. Newton a trouvé ( probléme VII, page 143, T. L)

+ a*

A
X pp=0 TAichons de

. L | J—'y 3
Iéquation x* — 243 +3a , 2 a

— 28 % 248

la réduire ; nous aurons p == —24; g = 38 — 28 s r=12ab—

24’5 s=a* —a* b ; et par conséquent les trois équations.....
a==q—3p'; P=r—jap; {==s—l1qa*, deviennent.........
e==24"—2b"; =0, {=a’b* —b* Or, comme =0, il
est de toute probabilité que k est aussi zéro ; je prends donc pour 7
un diviseur de 2¢, qui ne soit point un quarré, par exemple,

b* — a*. Et pour déterminer /, dans le casde g=o0, etde k=o,

nous avons vu quil fallait que — —E—fﬁt. un quarré, Mais...... .
Q=a*b* — bt =— " (b*—a*), donc { = — &> (4* — 2*) , donc
-—€==b’(bz—a2),donc-—%—:ﬁg’_—a—:z)=bz; donc l=14;

donc , A cause de k = o, la quantité nk*x*+ 2nkix+nl*, quil

faut ajouter 3 chaque membre de la proposée, se réduit a......
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nlP = (b —a*) =105 —a*F, et en faisant Paddition de cette
quantité & chaque membre de la proposée , elle devient.........

4
xt—2ax? + 3“: xt 2a’ % i-:a"i,-* = b* — a* b*, dont le pre-
—2b F24b Iy ’

mier membre est le quarré du quatrinome x* — ax +a* — &, et
le second membre est le quarré de == VB =2, de sorte que
Yéquation proposée se réduit a, x* —ax 4 a* — b ==b Ve — 2
Au reste il est toujours ais¢ , sans aucune extraction, de trouver
la racine quarrée de chaque membre par le moyen de la formule,
x* 4 ipx+Q=(kx+/) Vnr s 1l suffit de mettre pour chaque
cas , a la place des quantités p, Q, k, / et n, leurs valeurs. Dans
le premier exemple, 1p = b; Q=ab+4*; k=1; [=5; n==
2.ab 4+ 25* ; donc la formule dOnne. «veuernnn.n. D eeenenenaa
X bxgab4- b = (x+b) V 2ab + 267 , comme nous avions
déja trouve.

Dans le second exemple, 3p =—a; Q=1ia=a*—5b*; k=o0;
l=1b; n=>5* — a*, donc en substituant, la formule donne......

¥ —ax $ ot — b ==£bV b'—a’.
NOTE (74), pour la page 0. Tome II.

Le lecteur qui a été renvoy¢ i la Note 74 par le petit avertissement qui se
trouve au bas de la page 143 du Tome I°f, doit, au lieu de la Note 74°,

consulter la Note %3¢,

Dans cette note, je ne parlerai en aucune maniére sur le fond du

paragraphe auquel elle se rapporte; javoue que, quelques efforts
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que jaye faits, je n’y ai pu rien comprendre; mais i’y démontrerai
un théoréme qui pourrait étre ignoré de quelques lecteurs, c’est qu'une
équation a deux termes, d’un degré pair quelconque, ne peut
jamais avoir plus de deux racines réelles, et quune équation &

deux termes d’un degré impair n’en peut jamais avoir plus d’une.

Soit d’abord Péquation a deux termes du cinquicme degré,
x*m =0, dolt on conclura que x=z=m, ou xEm=o0;
et si on divise I’quation du cinqui¢me degré par x =m=o,
on aura pour quotient, x*=zmx? =+ x? FmxtEmt=o.
Appliquons A cette équation du quatriéme degré la seconde méthode
qui a ¢té¢ enseignée dans la note 67, pour découvrir les racines
imaginaires qu’une équation peut contenir. Lorsquon éléve un
binome A la quatriéme puissance, les co_é'\ﬁiciens sont 4, 6, 4;
donc les fractions qu’il faudra écrire au-dessus des termes intermé-

diaires de Péquation seront, , 5y 2 eeviieiirierererncennns

. . 3 § _’_
Amns1 3 = 3

T2
xtmmi Emtx* e 2mt. Or im* < m*, donc je mettrai
+ - + — ~+
—, au-dessous du second terme; ensuite Lm* > m*—mt, je
mettrai donc + sous le troisiéme terme; enfin Jmé < m®, je
mettrai donc — sous le quatriéme, et en écrivant - sous le pre-
mier et sous le dernier termes, je vois qu'il y a quatre permutations
de signes souscrits, d’olt je conclus que I’équation du quatricme
degré a ses quatre racines imaginaires. Donc I'équation du cin-
quicme, x° 2= m’ =0, n’a, dans tous les cas, qu'une seule racine
téelle et quatre imaginaires.

On Yrouverait de méme que I'équation x7 == m” = 0, n’a qu'une

seule racine réelle, et que les six autres sont imaginaires. De
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méme on trouverait que I’équation x6 =mf = o0, n"a que deux
racines réelles et quatre imaginaires. Mais démontrons le théoréme

d, N ’ 4
une mani¢re géncrale,

$i on a une équation non-affectée d’un degré impair quel-
conque, x" -+ m" =0, n représentant un nombre impair quelconque,
on en tirera DPéquation du premier degré x 4+ m = o, et en
divisant celle du degré = par celle-ci, le quotient sera......
T e mx" T T — M X" TA mt" T — ) ete. et en
cherchant les coéfficiens des termes moyens d’un binome éleve A la
puissance 7 — 1, diminuant chaque coéfficient d’'une unité, et
divisant le reste par le double du méme coéfficient, on trouvera
de cette maniere les fractions qui doivent 'étre écrites au-dessus des

termes moyens de l’équation X" e mx" Tt e mia" T —, ete. Je

dis maintenant quil est facile de prouver que cette équation a

toutes ses racines imaginaires, car puisque n est impair, »— 1 est

z

pair, donc l’¢quation x" 7> — mx" """+, etc. a un nombre impair
de termes, €t ses termes pairs sont affectés du signe —, et les
impairs du signe 4, et le terme qui occupe le milieu de I'équation
est impair, par conséquent il est précédé et suivi dun nombre
pair de termes. De plus on voit, par la marche de Iéquation,
que le quarré du coéfficient d'un terme quelconque, donre
une puissance de m égale & celle du produit de deux coéfficiens
pris A égale distance de ce terme. Il nous suffira d’examiner la
premiere moitié de I'équation, les résultats seraient absolument les
mémes dans la seconde moitié, Tout cela posé, je passe A la

démonstration.

Je prends un terme pair, son coéfficient est affecté du signe —,
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mais son quarré aura le signe 4, et ce quarré doit étre multiplié
par la fraction qui est au-dessus du terme; or, puisque le terme
que je considére est pair, il est précédé d’un nombre impair de
termes, et de plus, comme je le prends dans la premiére moitié
de Péquation, il a plus de termes A sa suite qu’il n'en a devant
lui, donc le nombre des produits des coéfficiens adjacens sera
réglé par le nombre des termes qui le précédent, par conséquent
le nombre de ces produits, dans le cas qui nous occupe, secra
impair, et tous ces produits, comme nous l'avons dit, donnent
une méme puissance de m, et de plus, ils sont positifs, puisque-
le terme que nous considérons étant pair, les deux premiers adja-
cens sont impairs, et par conséquent positifs, donc leur produit
est positif ; les deux seconds adjacens sont pairs, et par conséquent
négatifs , donc leur produit est positif, et ainsi de suite; ainsi
tous ces produits sont €gaux ( puisqu’ils donnent tous la méme
puissance de m ), ils sont tous positifs, et leur nombre est impair,
on aura donc une méme puissance de 7, qu’il faudra écrire un nombre
impair de fois en prenant alternativement le signe 4 et le signe —
en commengant par le signe 4-; donc on finira par le signe 4,
donc tous les termes se détruiront, excepté le dernier ; donc on aura
d'un coté le quarré du coéfficient d’un terme pair multiplié par
une fraction, et de lautre un prodizit égal A ce quarré; donc le
premier terme de la comparaison ( vu la fraction qui le multiplie )
est plus petit que le second ; donc il faudra écrire le signe — sous
le terme pair. Actuellement ma démonstration sera générale, si je
fais voir qu’il faut écrire 4+ sous le terme suivant. Or, ce terme
étant impair, est précédé¢ dun nombre pair de termes, donc le
nombre des produits des coéfficiens adjacens est pair, donc, en

Tome 11, Ff
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les prenant alternativement avec les signes + et —, en commen-
cant par le signe 4, on aura un nombre pair de signes 4 et —,
et comme les quantités qu'ils affectent sont toutes égales, il s’en
suit que le résultat sera égal A zéro; donc le quarré du coéfficient
du terme impair, multipli¢é par sa fraction, étant plus grand que
les produits des cocfficiens des termes adjacens pris alternativement
en 4 et en — ( produits qui se réduisent ict & zéro ), il faudra
mettre 4 sous le terme impair. Donc il faudra mettre 4 sous tous
les termes impairs, et — sous tous les termes pairs dans toute
Pétendue de Péquation, donc il y aura une variation de signe de
chaque terme a son suivant, donc toutes les racines de I'équation
X" —mx" T R w7 = AT et T 4, etc.  seront
toutes imaginaires, et par conséquent, ’équation x" 4 m" =0, n’a
qu'une racine réelle.

Si on a léquation x" — m"=o0, on en tirera xr —m =0, et
en divisant la premi¢re par la seconde, on aura pour quotieat
I'équation, x” ™" mx"~* 4 m*x" 77 4 m® x" 7 *4-, etc. dans laquelle
on prouverait, comme ci-dessus, que toutes les racines sont ima-
ginaires. Donc I'équation non-affectée d’'un degré impair quelconque,,
x" — m" = o, n’a qu'une seule racine réelle, toutes les autres étant
imaginaires. Donc enfin toutes les équations non-affectées d’un degré
impair, x" 2= m"=o0, n'ont qu'une seule racine réelle.

Passons aux équations non-affectées d’'un degré pair.

Soit I'équation x* — m" == o0, = désignant un nombre entier pair.
Jobserve que si on avait x" 4-m" = o0, Péquation n’aurait aucune
racine réelle ; donc, puisqu’on veut au moins deux racines réelles,
il faut prendre la formule x* — m" = o0, et elle donne x ==t m,

ou bien x* — m* = o, et si on divise la proposée par x* — m* = o,
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le quotient sera, x"~* 4 m*x" T4 mtx" "6 mbx" T 4, etc. et
il aura autant de termes quil y a d’unités dans ——, en sorte que

si  est un nombre pairement pair, le nombre des termes de
Péquation quotient sera pair, et il sera impair, si » est pairement
impair (*). Comme toutes les conditions que nous avons établies
précédemment s’appliquent encore ici, nous irons droit a la dé-
monstration, Si j’examine le coéfficient d’un terme pair, il est
précédé d’un nombre impair de termes; donc le nombre des produits
des coéfficiens adjacens est impair, et par conséquent ils se dé-
“truiront tous, excepté un seul, et ce produit qui reste est égal au
quarré du coéfficient du terme pair quon examine; mais celui-ci
devant étre multiplié par la fraction écrite au-dessus du terme pair,
il s’en suit que ce dernier produit sera plus petit que lautre, donc
il faudra mettre le signe — sous le terme pair. Je dis maintenant
quil faudra mettre 4 sous le terme suivant, car ce terme est impair,

donc il est précedé d’'un nombre pair de termes; donc le nombre

(*) Cette remarque servira & déterminer la puissance d’un binome dont les’
coéfficiens donneront les fractions qui doivent étre écrites au-dessus des termes
de D’équation, Effectivement si n =8, 1’équation quotient aura quatre termes.
Or un binome a quatre termes 4 son cube; je prendrai donc le cube d’un
binome pour déterminer les fractions qui doivent étre écrites au~dessus des termes
de Iéquation. Si » == 6, I’équation quotient aura trois termes; mais le quarré
d’un binome a aussi trois termes, donc ce sera dans ce cas la, le quarré d’un
binome qui me donnera les fractions qui doivent étre écrites au-dessus des
termes de 'équation; et en général le degré de la puissance du binome dont on a
besoin pour déterminer les fractions qui doivent étre écrites au-dessus des termes
de DI’équation quotient, sera exprimé par la formule % -1,

Ff 2
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des produits des coéfficiens adjacens est pair; donc tous ces produits
se détruiront les uns par les autres, et par conséquent le quarré du
coéfficient du terme impair, multiplié par la fraction qui est écrite
au-dessus de ce terme, donne un produit plus grand que zéro, qui
“est le résultat des produits de tous les coéfficiens adjacens, pris
alternativement avec les signes + et —; donc il faudra écrire le
signe 4 au-dessous du terme impair. Cette démonstration étant
générale, il faudra donc écrire 4 au-dessous de tous les termes
impairs, et — au-dessous de tous les termes pairs, donc il y
aura une variation de chaque terme 3 son suivant, et par consé-
quent toutes les racines de l'équation 2" ™" 4 m*x" ~* 4 mtx" 76 4
mbx™~% 4, etc. seront toutes imaginaires ; donc Péquation non-affec~
tée de dimensions paires et d’'un degré quelconque, x" ~— m"==0,

ne peut jamais avoir plus de deux racines réelles.

NoTE (75), pour la page 6o. Tome II.

Avant de donner quelques éclaircissemens sur les démonstrations
de ces trois Lemmes, je crois devoir avertir le lecteur que j’ai fait
quelques légeres additions aux figures 4 et § de la planche IX de
Newton. Pour la figure 4, jai tiré la ligne KF parallelement &
CX, et jai prolongé 4 X jusqu’d la rencontre de cette paralléle en
un point F, Pour la §° figure, j’ai prolongé un peu larc de
cercle , et jai tiré KF parallelement & CX, je crois avoir rendn

ainsi la démonstration des Lemmes plus facile.

LemMmE I*¥. Newton trouve cette proportion, XY : AK ::
CX : KE, et voici comme il a dli y arriver. Dans les figures 3,
4 et 5, on a les triangles semblables 4CX, AKF, et EXY,
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EFK, dol lon tire les deux propottions; 4C: AK 2 CX: KF,
et XY : YEou AC :: KF ; KE. La premiére donne, 4Cx KF =
AKxCX, et la seconde, ACX KF = XY x KE. Donc XY X
KE=AKx CX, d’oi I'on tire la proportion XY : AK :: CX: KE.

\

LemME II. De la proportion du Lemme précédent, Newton
déduit celle~ci, XY : 4K ;i XY+ CXou CY: AK+ KE, qui
fait son Lemme II. Mais on remarquera que cette proportion n’est
vraie que pour les figures 3 et 4, car dans la figure 5, CY au
lieu d’étre la somme des lignes XY + CX, en est la différence.
Donc, en soustrayant dans la proportion du Lemme premier, on
aura, XY : 4K :: XY —CX: AK—KE, ou bien XY : 4K ::
CY: 4K —KE, et ce sera la proportion du Lemme II pour la
figure 5.

LEmME IIL Si on achevait les circonférences dans les figures
3, 4 et §, on verrait que pour les fig. 3 et 4, KY 4+ KCet CY
sont deux sécantes extérieures, et que K¥Y — CK et XY sont les
parties de ces sécantes hors du cercle; et pour la fig. 5, les sécantes
sont KY 4 CK et XY, et leurs parties hors du cercle, KY — CK
et Y C. Donc on a pour ces trois figures la proportion, C¥ : KY 4
CK :: KY—CK: XY, Ensuite, si on se rappelle que ( par const.)
EY=AC=BC, on verra que, pour ls figures 3 et 4, on a
KY — CK—=KE —BK, ¢t KXY+ CK=KE +4+ AK. Donc,
en substituant & la place. de KY — CK, et de KY + CK, leurs
valeurs dans la propoﬁion CY:KY+CK:: KY—CK: XY,
elle deviendra, CY : KE 4+ AK :: KE—BK : XY. On a (par
le deuxiéme Lemme) pour les mémes figures, CY : KE + 4K ::
XY : AK; donc on aura aussi, KE—BK ; XY :: XY : 4K,
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Voild fa proportion du Lemme III, démontrée pour les 3% et 4°.
figures.

Quant 2 la cinqui¢me figure, on a ( par const, ) KY 4 KE =
AK+ CK, dolr P'on tire, KY — CK=d4K — KE; et aussi,
(par construction) KY 4 KE ou EY = BC. Do KY 4 KE +
CK = BC+ CK = BK. Donc KY +CK =BK — KE; donc,
en substituant 3 la place de KXY — CK, et de KY + CK, leurs

valeurs, dans la proportion commune A toutes ces figures, CY : KY—
CK :: KY 4+ CK : XY, elle deviendra, pour la 5° figure,
CY : AK — KE :: BK — KE : XY. Or, la proportion du
Lemme II, pour cette §¢, figure est, XY : 4K ::CY: 4K—KE,
donc, a cause de Dlégalit¢ des rapports, on aura, BK— KE &
XY :: XY : AK. On voit donc que, pour la §°, figure, la pro-
portion du troisitme Lemme est différente de celle qui se rapporte
aux 3% et 4°. figures. '

Faisons quelques observations sur ces trois figures. Je dis, 1°. que
dans le cas obt le point K tombe hors des points 4 et B, comme
dans les figures 3 et 4, il est impossible d’inscrire entre les lignes
AX et CX et leurs prolongemens, plus d’une droite £Y égale &
AC (outre la droite 4C elle-méme qui s’y trouve inscrite, mais
quon ne doit pas compter ), avec la condition que cette droite E Y
passera par le point K. En effet, puisque le point K est hors des
points 4 et B, par la méme raison il est hors des points C et 4,
donc il ne peut se trouver que dans l'angle supplément de Iangle
CX4; or, l'angle CX A4 devant toujours €tre aigu, par une con-
séquence de la construction, comme je vais le prouver, il sen
suit que son supplément sera toujours obtus, Prouvons cela d’abord
pour la figure 3. L'angle KCX est toujours aigu, puisquil est
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formé par un diamétre et par une corde, donc son supplément
ACX est toujours obtus, et a plus forte raison I'angle 4 XY, ou
son égal CXF. Donc toute ligne quon voudrait inscrire entre les
droites CX et AX dans Pangle CXF, avec la condition de passer
par le point K, sera plus grande que le diametre, et & plus forte
raison plus grande que CA4 == CB, qui n’est qu’une partie du rayon.
Il n’est pas besoin de dire qu’il est impossible de Iinscrire dans
I'angle 4X Y. Donc, dans la figure 3, on ne peut inscrire que
la seule ligne YE égale & 4C. On démontrerait de méme, dans
la figure 4, ol le point K est hors des points 4 et B, qu’il est
impossible d’inscrire dans Pangle obtus ¥ X 4, et A plus forte raison
dans son opposé au sommet EXC, une ligne égale & 4C, et qui
passe par le point K, donc on ne pourra inscrire que la seule
ligne EY. Mais dans Ia figure 5, ot le point K se trouve entre
les points B et A, il tombe nécessairement, ou entre les points
B et C, ou entre les points C et 4, mais ces deux cas reviennent
au méme. Supposons donc qu’il tombe, comme dans la figure,
entre C et 4. Alors, le point K tombant dans I'angle C XA, on peut
d’abord inscrire dans ce méme angle, outre la ligne C4, une autre
ligne qui lui soit égale Y'E (excepté dans le cas trés-particulier,
ol la ligne CA serait la-ligne inscriptible la plus courte possible ),
et il est évident qu'on peut inscrire dans les angles Y".XA et
YXE' des lignes depuis zéro jusqua linfini, donc on peut y inscrire
des lignes égales 2 CA. Concluons donc que les figures 3 et 4 ne
pouvant recevoir qu'une seule inscrite égale 4 4C, elles ne don-
neront aussi qu'une seule racine XY, Ce sont donc ces deux figures
qu’il faudra employer pour construire les équations cubiques de

cette forme, x° +gxr—Er=o0, qui n'ont jamais qu'une sewe
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racine réelle. Mais comme on peut, dans la figure §, inscrire trois
lignes égales & 4C; qui sont EY, E'Y/, E"Y", il S’en suit qu'elles
détermineront trois racines, XY, XY/, XYY", Cest donc cette
figure quil faudra employer pour construire les équations de
cette forme, x* — gx =r=o0, lorsque toutes leurs racines sont
reelles.

Construisons ici une équation de cette derni¢re espéce pour servir
d’exemple. -

Soit léquation x* — gx +r==0, quil s’agit de construire.
Yemploie donc la figure §. Le premier Lemme, pour les figures 3,
4 et 5, étant XY : 4K :: CX : KE, jen tire I'équation...
KEX XY =CXx AK. Et le troisitme Lemme, pour la 5°. figure,
étant BK— KE : XY :: XY : AK, je muliiplie les deux termes

du premier rapport par XY, ce qui donne BK X XY — KE x
XY: Xr 22 XY : AK, et en substituant pour KEX XY, sa
valeur prise dans Péquation que nous venons de trouver, la pro-
portion deviendra, BKx XY — CXx 4K : XY it XY 1 4K,
Et en faisant ‘le produit des extrémes et celui des moyens, nous
aurons, BKx AKx XY — CX X ﬁ: X7, Mais Newton a
fait, par construction, XY =x, AK=n, BK=-1, et CX = %
Donc, en substituant toutes ces valeurs dans Péquation, elle de-
viendra, L X n X ¥ — -~ X n*===2*, ou bien gx —r=2%, et
enfin, x* — gx +r==0; et cette construction s’applique mot pour
mot a Péquation A laquelle Newton arrive, lorsqu’il partage un
angle en trois parties égales ( Voyeg page 79, Tome II).

NoTE
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NoTE (76), pour la page 64. Tome II.

Voici comment nous arriverons & cette proportion de lauteur;
&evons an quarré tous les termes de la proportion, KE : CX ::
CY : KE — KB, nous aurons, KE:CX::C¥: (KE—KB)*;
mais nous avons Vi que Ff‘:(KY+ CK)(KY—CK), et
qu¢e KY+ CK=KE + 4K, et qu¢e KY — CK=KE—BK;
donc, en substituant toutes ces nouvelles valeurs dans la proportion
des quarrés, elle deviendra, RKE;CX:: (KE+A4K)(KE—-BK):.
(KE—BK)*, et en divisant le dernier rapport par KE — BK,
il vient enfin, KE:CX :t KE+ AK : KE —BK, qui est Ia

proportion de Newton.

NoTE (77), pour la page 78. Tome II.

Il est facile de prouver que les quatre lignes K4, XY, KE,
CX sont en proportion continue, ou quon a, K4 : XY :: XY :
KE 2t KE : CX. En effet, équation a construire €tant x* — a*b=o0,
elle n’a qu'une racine réelle, et par conséquent il faudra, d’apres
ce qui a été dit dans la Note 75, employer pour la construire, ou la
3% ou la 4° figure de la planche IX. Or, par le Lemme premier de
la page 60, tome II, on a, XY : 4K :: CX: KE, ou, bien
AK : XY :: KE; CX, et pour ces deux figures, le III°. Lemme
de la méme page est, KE—BK : XY :: XY : AK. Mais, dans
la construction générale, Newton a fait, BK == -L, et comme
dans notre exemple, g =0, il s’en suit que BK doit aussi étre

Tome 11, Gg
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zéro,” donc la proportion du Lemme IIl devient, pour ce cas,
KE: XY :: XY : AK; or, cette dernicre proportion et celle du
premier Lemme ont un méme rapport, donc on a, comme le dit
Newton, 4 K: XY :: XY : KE :: KE : CX.

NoTE (78), pour la page 79. Tome II.

Cette figure 3 de la planche X est la méme que la fig. 7 de Ia
planche IX, si on suppose dans cette dernicre BK = o.

En effet, le premier Lemme démontré, page 66, tomg II, et
qui se rapporte & la fig. 7 de la planche IX, est, CE: AK ::
CX: KY; et le troisitme Lemme, démontré page 68, tome II,
pour la méme fig. est, BY : CE :: CE ; AK. Mais dans la fig. 7
de la planche IX on a, BY = KY == BK, selon que B tombe au-
dela de K par rapport 3 ¥, ou entre ¥ et K; et puisque dans la fig. 3
de la planche X, BK =0, il s%n suit que BY = KY == BK,
se réduit & BY = KY. Donc les deux proportions précédentes
deviendront, 4K : CE :* KY : CX, et AK:CE :: CE; K7Y,
( en mettant dans la seconde proportion KY au lieu de BY).
Donc, a cause du rapport commun, on aura, 4K : CE :: CE ;
KY :: KY: CX, ou ;KG. C. Q. F. D,

NoTE (79), pour la page 8o. Tome II.

Pour construire ’équation x* — 3a*x 4 4’6 =0, Newton fait
usage du Théoréme qu’il a donné, page 59, tome II, pour cons-
truire les équations cubiques par le moyen d’une droite donnée de
position et d’'une conchoide. Et comme I'équation proposée est de
la forme x* — gx4r=o0, il est ¢évident, daprés ce qui a ¢té

dit dans la Note 75, qu’il faut employer la §°, fig. de la planche IX,
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et par conséquent aussi les Lemmes qui ont rapport A cette
figure, et qui ont ¢té démontrés dans la méme Note 75. En y
faisant un peu d’attention, on verra que la fig. 5 de la planche IX
deviendra la fig. 5 de la planche X, en supposant, dans la premiére,
AK:a, BK —=3a, ce qui donne, 4C=12a, ¢t CK =a.
Dans ce cas, le point 4 tombera dans la circonférence du cercle
CX, et rendra cette figure parfaitement identique avec la fig. 5
deJa planche X, Nous pouvons donc appliquer A celle-ciles Lemmes
qui ont été faits pour la premicre, c’est-a-dire les Lemmes de la
page 6o, tome II. Or,.le premier Lemme donne, XY : 4K ::
CX:KE, dolt XYXKE=AKx CX, et le troisieme Lemme
pour la §° fig. de la planche IX étant, BK— KE : XY ¢’
XY : AK (voyeg la Noze 75), on aura, en multipliant les deux
termes du premier rapport par XY, BKx XY — KEX XY :
XY 1t XY : AK, et en substituant pour KE X XY, sa valeur
CX X AK trouvée plus haut, jaurai, BK X XY — CX X AK :.
X1 b4 2t XY : AK, et en faisant les produits des extrémes et des
moyens, il vient, BEX XY X 4K — CXxAK = X_I/;’, et en
mettant pour X¥, 4K, BK, CX, leurs valeurs analytiques, qui
sont respectivement x, 4, 3a, et b, I’équation devient, 32 X a X
x — ba* = x*, ou bien x* — 34*x +a*b=o0, équation quil
fallait construire.

Maintenant les deux cercles 4 DEB, CXA (Fig. 4et5, PL.X)
étant égaux ( par const. ), ainsi que les cordes 4B, CX, et de plus
ayant appelé A.D, ou AF, ou BH, x, et trouvé qite XY est aussi
€gal & x, il s'en suit que XY = B H, donc langle XK ¥ = langle
BCH=1BCA, -

Gg2
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NoTE (80), pour la page 82. Tome II.

Il est bien aisé de voir que la fig. 7 de la planche X n’est autre
chose que la fig. 7 de la planché IX, dans laquelle on aurait donné
des valeurs particuli¢res aux lignes 4 K, BK, CX, etc,; donc le
Théoréme général et les Lemmes qui ont été démontrés ( pages 6y,

| 66 et 67, tome I ) pour la fig. 7 de la planche IX, doivent s’ap-
pliquer a la fig. 7 de la planche X. .

Or, le premier Lemme, pour la fig. 7 de la planche IX, donne
la proportion, CE: 4K ;: CX : KY, d’olt je tire KY = -ﬂ&c—‘-’—{-.
Actuellement K4 et KB étant regardées comme des quantités

positives, BY doit étre regardée comme une quantité négative, On

a donc BK— K¥ = — BY =BK — AX*X " ou bien.....

CE
BY = A—Kc"ﬁﬂ(- — BK. Mais par le troisitme Lemme ( tome II,
page 68 ) on a, BY : CE :: CE ; AK, ou bien........ ceeen
-ﬂ(c—"EC—X-—BK :CE:: CE: AK, et en faisant le produit des

- . . ——2
extrémes et celul des moyens, il vient, LExCX __BRKxAK= CE,

ou bien, en multipliant tout par CE, AK XCX—BKx AKx
CE = CE. Et comme CE et CX sont situdes l'une au - dessus ,
Fautre au-dessous de la dreite BK, il en résulte que si Yune est
ptise positivement, Pautre doit étre négativement; il faudra donc
changer le signe du terme olt se trouve CX, ou bien changer

les signes des termes qui contiennent des puissances impaires de CE,
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et le résultat sera toujours le méme, Je m’en tiens done an premier
| changement, et j’ai, — AKX CX —BKxX AK % CE = CE. Et
en mettant pour 4K, BK, CX, et CE, leurs valeurs analytiques
respectives, 2, — 34, b, et x, Péquation deviendra, — a’b-l-;
3a’x = » ou bien x* —3a*x 4 a*b=aq, équation qu’il fallait

construire,

NoTE (81), pour la page 83. Tome I

Voici comment on peut démontret cette construction de Newton.

Yachéve le cercle BF (Fig. 1§ pour les Notes) dont le centre esten Dy
je prolonge G 4 jusqu’d ce qu’elle rencontre le cercle en R; je tire par
le centre D ladroite GO, enstiite je tire GE qui est le rayon du cercle CG:
Maintenant la Géométrie Elémentaire me fournit ces trois équations,
(1) ARX AF = 4B, (2) GFXGR=GMx GO. Et(;)GE+
GA=12G1 D + 2 4D,

L’équation (2) peut s’écrire ainsi, GF(GF 4+ AF + AR) =
GM(GM+2MD), ou bien, (4) GF+GFx AF+ GFx AR=
GM+2GMxMD.

Et Iéquation (3) est la méme chose que GE + (GF+AF)* =
2(GM+ MDY + 24D, ou bien, (5) GE + GF+2GFX AF +
AF—=16M+4GMx MD 4+ 2MD +24D. Je tire de Péqua-
tion (1), 4R = A_f > ]e substitue cette valeur de 4R dans I'équa-

—'GM—i-

tion (4), et elle devlent,
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26Mx MD, ou bien GFx AF+GF x AF +GF x 48 =
AFXGM +24F X GMX MD. Et en transposant tous les termes
dun méme cbté, (6) AFXGM424Fx GMXMD — AFx
GF—GFxAF— GFx AB =o.

Je transpose'également tous les termes de I’équation (5) dans un

seul membre , et ai, (7) 2GM 4+ 4 GMX MD + 2MD + 24D —
CE— GF—2GFx AF— dF =o.
. & multiplie Péquation (6) par 2, et Péquation (7) par 4F, la
pr;miére devient, (8) ::AFx G—2‘2+4AF><'GM>< MD — 2 AF %
GF—1GFx AF— zGFxA_l§=o; et la seconde devient. ..
() 2AFX G+ 4AFX GMXMD + 2 AFX MD+2AF X AD -
AF x ﬁ—AFx?ﬁ—zGFxZi—Ii‘:o. '

Ensuite je retranche I’équation (8) de Péquation (9), et le reste
est, (10) 2 AF X MD +2AFX AD — AF X GE+GEFX AF —
7}73'+ zGFxZéz_'—o.

Or GE =4ﬁ+7 5‘, et en substituant dans Péquation (10),
elle deviendra, 2 4 F X AT5+2AFX ﬁ-—z,AFX A_DI—AFx
AC+ AFx G_f'—ﬂ;'+zGFxA_§==o, qui se réduit ...,
s AF X MD —1AF x AD — AF X AC+ AF X GF — AF +
?-GFxA_I:'=o, ou bien, a cause de 2MD—24D=148...
(II)AF(zﬁ—A—é+G_F?)—ﬁ+ zQFxﬁ:o. Et en

substituant dans la quantjté, 24 B—AC+ 5?‘, 3 la place de 243,
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— — . "
— AC, et GF leurs valeurs analytiques respectives, 24*, — 2a* — —3— >

+ :—’ > elle deviendra, 24— 24* — — +-— = 0. Donc I’équation (11)

po— — —
se réduitd, -AF+2GF><AB=0 ou bien AF—zGFxAB:o. '
Mais ( par const. ) GF = —— donc .4F——AB><AK._.0 ou

bien 4F= 48 x AK; Polt Pon tire, AB : AF 12 AF : AK.
L]
Donc AF est la premiére de deux moyennes proportionnelles entre

4B (a) et AK(b). C.Q.F.D.
NoTE (82), pour la page 93. Tome II.

Newton dit que le grand axe est & son paramétre :: BE : BC,
ou bien :: FI: FH. En effet, il a trouvé précédemment la pro-

portion BD ; BE :: 2GR : 2GS, qui devient, en élevant tout
au quarré, BD:BE :: 4GR: 4G—_Sl. Qr(parconst.)l?-Dz:BCxBE,
done BCx BE : BE : 46722: 4G_Sz, ou bien BC: BE :: 4513 : 4G_§.
Et on sait que dans Uellipse le paramétre d’un diamétre quelconque
est une troisieme proportionnelle & ce diamétre et 4 son conjugué;

par conséquent, 2GS : 2GR 3 2GR : p(e.ll appelant p, le para-

—_2
3 . hY 9\ ’ . - 4GR
metre du diametre 2GS ), dou lon tire p="7c, €tereenens

—_2
P ___ 4G
2GS

» ce qui donne la proportion, 4GS 4GR 0268 p,
4GS

donc 2GS : p 12 BE ; BC. Mais Newton a fait, BE ; BC ;: FI : FH,
donc enfin 2GS :p:it BE:BC:: FIl:FH, et cette proportion

contient 1'énoncé méme de lauteur,
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NorTE (83), pour la page 93. Tome II.

L’¢quation de Pellipse, en comptant les abscisses du centre, est,
b3

= —- (34— %), ou bien £ x y? == 14> — x*, ou bien,
-—2 2 - 2

pour notre figure, -£53 xTy=GS8 —LT. Mais par la Note
4GR

précédente on a, 4553‘: 4G_R1 2GS :p FI: FH; donc....

—_—2
4GS
= -———H > donc, en substituant dans Péquation ci-dessus, elle
4G

devient, = xTp==GS —LT. C. Q. F. D.

NoTE (84), pour la page 96. Tome IL

Il sera facile de déduire cette derniére proportion de ces deux-ci,
que Newton a écrites deux lignes plus haut, La premicre est,
92X :2BC% 2BCxaFI;: 2BCxAX— 2BCx2A4B,. La seconde
est, X :2BC:: AX : 9 X — 24F. Dégageons, par le moyen
de cette derni¢re proportion, la valeur de 4X, et nous aurons,

AX =YXy X=24F) o en substituant cette valeur de 4X dans
'S

2BC
la premicre proportion, elle deviendra, 9 X : 2BC it 2BCx2FI ;

yX(yX —2A4F) — 2BC % 24B, et Cest la proportion méme

de Newton.

Fin des Notes de UArithmétique Universelle,

SUPPLEMENT
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SUPPLEMENT
AUX NOTES
SUR L’ARITHMETIQUE UNIVERSELLE.

Methode pour construire les e’guatiorzs du troisiéme et du qua-
triéme degrés par le moyen d’une parabole donnée et d’un

cercle.

N EWTON avait promis de donner la construction des équations
du quatritme degré ; mais comme il n’a pas exécuté sa promesse ,
le lecteur ne sera peut-é&tre pas fiché de trouver ici une méthode
trés-facile de construire les équations du troisiéme et du quatriéme
degrés, par le moyea d’une parabole donnée et d’un cercle. Clest &
Descartes qu'est due linvention de cette méthode.

Une ¢quation quelconque du troisiéme degré peut toujours étre rame-
née A cette forme x* 2= px =k g = 0 ; mais afin que tous ses termes
soient homogenes, on voit que p et g représentant chacun une ligne ,
il faut multiplier le second terme par une quantit¢ < prise pour
unité, et le troisiéme par &*, de sorte que I'équation sera de cette
forme, x*Fzapx = a*g=a0. Telle est la forme A laquelle on peut
rappeler toute équation du troisitme degré; et cest cette équation
qu'il faut construire par le moyen d’une parabole donnée dont le
paramétre est a. On pourra objecter que ce n’est point avec une

Tome 11, - Hh
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parabole donnée quelconque que je construis mon équation, puisque
je suppose que son paramectre est @, qui est une quantit¢ de mon
équation. A cela je réponds que la parabole étant donnée avec son
parameétre a, je change le coéfficient quelconque de du second terme
de mon équation, en un autre qui ait  pour un de ses facteurs,
ainsi je fais de == ap. De méme le troisieme terme étant fgk, jé
le transforme en un autre &*g. Ainsi je ne construis pas la parabole
pour Péquation, mais je transforme I'équation pour la parabole.

Soit donc la parabole donnée FAG (Fig. 16 pour les Notes) dont le pa-
ramétre est 2, et soit ’équation d construire ramenée A cette forme
¥ apxta®g=o0. Je cherche le centre et le rayon du cercle
dont les points d’intersection avec la parabole donneront les racines
de P’équation. Pour cela jeprends sur ’axe 4 Z , une partie 4C = % a,
ensuite sur le méme axe une partie = ;p que je porte de C vers
A, si le second terme est 4~ apx, ou de C vets Z, §'il est —apx,
Supposons que ce dernier cas ait lieu, je porte donc +p de C en
D, et de ce point D, jéleve sur Paxe une perpendiculaire ==1g¢
vers la droite, si le troisitme terme est — a*g, et vers la gauche,
s'il est + @*g. Supposons ce dernier cas, et que Péquation soit. ..
x? —apx +a*q=o0,jeporte donc DE = %q, & gauche de Paxe,
et du point E comme centre, avec E A comme tayon, je décris
un cercle, et des points dintersection G, L, F, j’abaisse sur Paxe
les perpendiculaires GK, LS, FP, et celles de ces perpendicu-
laires qui se trouvent & droite de l'axe, telles que G K, LS seront
les racines positives de Péquation, celles qui se trouvent A gauche,
comme FP, en seront les négatives. Pour le prouver, il suffira de
démontrer que chacune de ces perpendiculaires reproduit I'équation
proposée,
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Prouyons-le d’abord pour GK. On a 4C= ta, CD="1%p,

2

DE=}q, AK="-, CK=ta—Z, DE=}p+ia= )
EG=GH+EH,ou EG=GH+(ED+DH)=GH +ED +
YEDXDH 4 DH , et en substituant les valeurs analytiques et
observant que GH =DK, et que DH=GK, il vient.......

EG=ip 4L+ — 20— g S Lopgat o’

a

Dun autre coté, EI=A7)‘+5—E?=(';¢+§,,)’;|.T=
3d+ -+ —";-—l-_—%, mais AE=EG, donc ja* + & +

P x ap g & .
tLl =i+ L+ ,equa-

4 4
tion qui donne, toutes réductions faites, -%‘— — £ pyx =o0,
ou bien x* —apx*+a*gx =0, ou enfin x’—apx4a*qg =o.
On trouverait de méme, que la perpendiculaire § L reproduit l’éciua-
tion, ainsi que la perpendiculaire F P, en prenant toutefois cette
derniére avec le signe —.

Donc on peut construire toutes les équations du troisiéme degré
avec une parabole donnée.

Pour construire, par le moyen de la méme parabole, les équa-
tions du quatritme degré, on les mettra sous cette forme.....
xtapx’ta*gxt 4’ r=o0, ce qui est toujours possible. Ensuite
on trouve le centre du cercle comme pour Iéquation du troisiéme
degré; mais, pour déterminer la longueur du rayon, voici ce qu’il
faut faire de plus, Du quarré A E retranchez le rectangle ar, si le

. —a
quatriéme terme de la proposée est 4-4*r, ou au quarré 4 E ajoutez

o Hh 2
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le rectangle ar, si le quatriéme terme est—a’r, et la racine
quarrée de la différence ou de la somme sera le rayon du cercle
dont les points d’intersection avec la parabole feront connaitre les
racines de ’équation. -

Soit donc la parabole donnée FAG L (Fig. 17 pour les Notes) et I'équas
tion proposée x*=kap x* == a* gx == @’ r==o0. Je prends sur Paxe 4Z
une partie 4 C = } a, ou un demi-parametre de la parabole; je porte
de C vers A4 une ligne==1 p, si le second terme est +apx*, ou dans
le sens contraire, sile second terme est — ap x*, je suppose que ce
dernier cas a lieu, de sorte que CD==;p; et y¢lecve au point D
perpendiculairement a Paxe, une ligne ED = ;4. Je porte ED 2
droite de I'axe, si le troisitme terme de I’équation est — a*gx, et
a gauche, $’il est + a*gx; je suppose ce dernier cas, et par con-
séquent le centre E du cercle sera @ la gauche de Paxe; pour en
avoir le rayon, je supposerai de plus que le dernier terme de Féqua-
tion est +a’r, et par conséquent, d’aprés ce qui a éteé dit, il
faudra retrancher le rectangle ar du quarré AE, ou, ce qui revient

au méme, le rayon ER sera une moyenne proportionnelle entre

AE 4 Var et AE — Var. Soit donc le cercle décrit RGLFQ;
je dis que si des points d'intersection G, L, F, Q avec la parabole,
on abaisse sur I'axe, des perpendiculaires, elles seront les racines de
Péquation proposée; que les perpendiculaires A la droite de laxe
seront les racines positives, et celles qui se trouvent a la gauche,
les racines négatives. Prouvons donc qu’une quelconque de ces per-
pendiculaires reproduit Péquation donnée.

L’équation 3 construire d’aprés toutes les suppositions que nous
avons faites, est x* — apx® 4 a*gx + &'r = o, Et nous avons
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CD = ip; ED==%gq; et si du point d'intersection G, j'abaisse
la perpendiculaire GK, jaurai 4K = =~ (GK étantx); AD =

X2

@ + tp; donc DK = 4D — AK=1jia + }p — —;

Blm

AE =AD + DE = (3a+1p) + 145 et le rayon ER =
Zi'—ar=}a‘-|——“2p—+”72+%q’-—ar.D’unautrecéte’, EG =
DR + EH = DR 4 (ED 4 DHY = DE+ED + 1ED x
DH + DH, ou bien en mettant les valeurs analytiques, £ G ==

px
a

2 o 2 . . 1q
ta +a_2p + _pT — NI _%_+qx+x?,qm se reduit &

— 2 e 2 4 2
EG=ga2+%+{——%+%+%+qx.

p* x 9
— o+

Mais EG:ER, donc%a"-{-—‘z—:—'.'- -%—.._ +
gr=34&+ -+ —’:—+%q’—a~r; et en effagant ce qui se détruit,

4 .
on a, — P:” o+ gx = — ar, ou bien x* — apx*® 4

aqx 4 ar=o0, qui est équation proposée, et dans laquelle =
représente G K. On reproduirait de méme I'équation, en calculant
les autres perpendiculaires.

Donc on peut construire une équation quelconque du quatriéme

degré par le moyen d’une parabole donnée et d’un cercle.

FIN DU TOME SECOND,
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Page 144, ligne 20, au lieu de par le double qui se trouve dans quelques
exemplaires, lisez , par la moitié.

Page 209, ligne g, au lieu de et &, lisez, est a.

Page 227, ligne 6 de la Note, au lieu de ¥z -+ [/ “x +p—=x,

b6
. —_— a3V x
hsez , Vx+ B3 *

Tome I1I.
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